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Vorwort zur zweiten Auflage

“Frither als erwartet ist eine zweite Auflage notwendig
geworden”, schreibt der bescheidene Autor. Kennt er
aber schon die Druckfehler der Ersten?

Zum Glick finden sich immer wieder sorgfaltig-kriti-
sche Leser, die Druckfehler nicht nur bemerken, sondern
freundlicherweise auch notieren und dem Autor mittei-
len. Herrn Peter Rotter schulde ich diesmal besonderen
Dank.

Regensburg, im Juli 1993 Klaus Janich

Vorwort zur ersten Auflage

Ein eleganter Autor sagt in zwei Zeilen, wozu ein anderer eine ganze
Seite braucht. Wenn aber ein Leser iiber diese zwei Zeilen eine ganze
Stunde griibeln muB, wahrend er die Seite in fiinf Minuten gelesen
und verstanden haben wiirde, dann war das - fiir diesen einen Leser
— wohl doch nicht die richtige Art von Eleganz. Es kommt eben ganz
darauf an, fiir wen ein Autor schreibt.

Ich schreibe hier fiir Studenten im zweiten Studienjahr, die von
Mannigfaltigkeiten und solchen Sachen noch gar nichts wissen, son-
dern ganz zufrieden mit sich sein konnen, wenn sie die Differential-
und Integralrechnung in einer und mehreren Variablen im grofien
und ganzen verstanden haben. Etwaige andere Leser bitte ich um
gelegentliche Geduld. Natiirlich mochte auch ich gern beide Arten
von Eleganz verbinden, aber wenn es nicht geht, dann werfe ich
ohne Bedenken die Zeileneleganz iiber Bord und halte mich an die
Minuteneleganz. Wenigstens ist das meine Absicht!



vi Vorwort zur ersten Auflage

Einfiihrende Lehrbiicher sind meist “zum Gebrauch neben Vor-
lesungen” bestimmt, aber auch diesem Zweck wird ein Buch besser
gerecht, wenn es schon von alleine verstandlich ist. Ich habe mich
deshalb bemiiht, das Buch so zu gestalten, da8 Sie auch auf einer
einsamen Insel damit zurecht kommen, vorausgesetzt Sie nehmen
Thre Vorlesungsskripten aus den ersten beiden Semestern und - falls
in diesem Gepack nicht ohnehin schon enthalten — ein paar Notizen
iiber die Grundbegriffe der Topologie dahin mit.

Da man auf einsamen Inseln manchmal keinen Gesprachspart-
ner findet, habe ich die “Tests” eingefiigt, uber die ich noch ein
paar Worte sagen mochte. Manche Leute lehnen Ankreuztests
grundsatzlich ab, weil sie Ankreuzen fiir primitiv und eines Mathe-
matikers unwiirdig halten. Dagegen ist kaum zu argumentieren! In
der Tat sind einige meiner Testfragen so vollig und offensichtlich
simpel, daB es Thnen — einen heilsamen kleinen Schrecken einjagen
wird, sie trotzdem nicht beantworten zu konnen. Viele aber sind
hart, und sich gegen die Scheinargumente der falschen Antworten
zur Wehr zu setzen, erfordert schon einige Standfestigkeit. Als
Trainingspartner fir den Leser, der mit sich und dem Buch allein
ist, sind die Tests schon ernstzunehmen. — Ubrigens ist unter den
jeweils drei Antworten immer mindestens eine richtige, es konnen
aber auch mehrere sein.

Ich will nun das Buch nicht weiter beschreiben — Sie haben es
ja vor sich - sondern mich der angenehmen Pflicht zuwenden, nach
getaner Arbeit zuriickzuschauen und dankbar von der vielfaltigen
Hilfe Rechenschaft zu geben, die ich erhalten habe.

Frau Hertl hat die Handschrift in TEX verwandelt, und Herr
Michael Prechtel war als TEX-Wizard stets mit Rat und Tat zur
Stelle. Auch von Herrn Martin Lercher sowie vom Verlag habe ich
niitzliche “Macros” bekommen, und als einer der ersten konnte ich
das von Herrn Bernhard Rauscher entwickelte diagram.tex fiir die
Diagramme benutzen. Meine Mitarbeiter Robert Bieber, Margarita
Kraus, Martin Lercher und Robert Mandl haben die vorletzte Fas-
sung des Buches sachverstandig korrekturgelesen. Fiir alle diese Hilfe
danke ich herzlich.

Regensburg, im Juni 1992 Klaus Janich
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Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

1.1 Der Mannigfaltigkeitsbegriff

Als Vorkenntnisse brauchen wir nur ein wenig Topologie — jeden-
falls geniigt einstweilen Kap. I aus [J:Top] — und die Differenti-
alrechnung in mehreren Veranderlichen.

Definition: Sei X ein topologischer Q veX

Raum. Unter einer n-dimensionalen

Karte fir X verstehen wir einen Ho- h l e~
méomorphismus h : U —— U' von

einer offenen Teilmenge U C X, dem D U'cCR®
Kartengebiet, auf eine offene Teilmenge o
U' c R". O Fig. 1. Karte

Gehort jeder Punkt von X einem moglichen Kartengebiet von
X an, dann nennt man den Raum X lokal euklidisch: eine schéne
Eigenschaft, die natiirlich nicht jeder topologische Raum hat.

Es ist oftmals praktisch, die Bezeichnung des Kartengebietes in
der Notation fiir die Karte mitzufiihren und von der Karte (U, h)
zu sprechen, wie wir auch sogleich tun wollen:

U Definition: Sind (U, %) und (V,k)
zwei n-dimensionale Karten fur
X, so heifit der Homéomorphismus
ko (A A(U NV)) von A(UNYV)
h/ \" auf k(U NV) der Kartenwechsel
o von h nach k. Ist er sogar ein Dif-
ﬁ _— feomorphismus, so sagen wir, daf§
‘ die beiden Karten differenzierbar
Fig. 2. Kartenwechsel wechseln. O

vV




2 Kapitel 1. Mannigfaltigkeiten

Mit Differenzierbarkeit im Sinne der Analysis im R" ist hier
ibrigens immer die C*°-Eigenschaft gemeint: beliebig oft stetig
partiell differenzierbar. Insbesondere ist ein Homéomorphismus f
zwischen offenen Mengen im R" genau dann ein Diffeomorphis-
mus, wenn f und f~! beide C* sind.

Definition: Eine Menge n-dimensionaler Karten fir X, deren
Kartengebiete ganz X tberdecken, heiit ein n-dimenstonaler
Atlas fir X. Der Atlas heiit differenzierbar, wenn alle seine
Karten differenzierbar miteinander wechseln, und zwei differen-
zierbare Atlanten U und B nennen wir @quivalent, wenn auch
AU B differenzierbar ist. O

Damit sind wir schon ganz nahe am Begriff der differenzier-
baren Mannigfaltigkeit, aber nun miissen wir uns einer von zwei
gebrauchlichen Formulierungen anschlieBen. Eine differenzierbare
Struktur fir X wird nimlich manchmal als eine Aquivalenzklasse
differenzierbarer Atlanten und manchmal als ein maximaler dif-
ferenzierbarer Atlas aufgefafit. Wollen wir uns zunachst klar ma-
chen, inwiefern beides dasselbe bedeutet.

Fiir einen n-dimensionalen differenzierbaren Atlas 2 bezeichne
[2] seine Aquivalenzklasse und D(2) die Menge aller Karten
(U,h) von X, die mit allen Karten in 2 differenzierbar wechseln.
Die Elemente D(21) wechseln dann auch untereinander differen-
zierbar, wie man durch Zuhilfenahme von 2-Karten iberpriift.
Dieselbe Uberlegung haben
wir ja auch schon anzustel-
len, wenn wir kontrollieren,
ob die “Aquwalenz wirk-
lich eine Aqulvalenzrelation

h/ le \\k auf der Menge der Atlan-

- - ten definiert. - Die Karten-
Q, C_) @J menge D(2) ist also ein n-
[V LU dimensionaler differenzierba-

Fig. 3. Differenzierbarkeitsnach- rer Atlas und zwar offenbar

weis fiir Kartenwechsel von k nach  ein mazimaler: jede Karte,

k mittels Hilfskarte (W,p) aus % . . o

die wir ohne Zerstorung der
Differenzierbarkeit noch hinzunehmen konnten, ist sowieso schon
darin. Dieses D(?1), der ersichtlich einzige 2 enthaltende maxi-
male n-dimensionale differenzierbare Atlas, enthalt aber genau

U

w 14
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dieselbe Information wie die Aquivalenzklasse [2], denn [2] ist
einfach die Menge aller Teilatlanten von D(2) und D(2) die Ver-
einigung aller Atlanten in [2]. Es ist deshalb Geschmacksache,
welches von beiden man als die durch 2 definierte Struktur heran-
ziehen will, und ich zum Beispiel bevorzuge den maximalen Atlas,
denn das ist doch wenigstens noch ein Atlas:

Definition: Unter einer n-dimensionalen differenzierbaren
Struktur fir einen topologischen Raum X verstehen wir einen
maximalen n-dimensionalen differenzierbaren Atlas. a

Man wird nun als Definition erwarten, eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit sei ein mit einer differenzierbaren Struktur ver-
sehener topologischer Raum, und im wesentlichen ist es auch so,
aber es werden an den Raum noch zwei zusatzliche topologische
Forderungen gestellt. Zum einen wird von M namlich die Haus-
dorffeigenschaft verlangt, zum andern das zweite Abzdhlbarkeits-
aziom, d.h. das Vorhandensein einer abzahlbaren Basis der Topo-
logie (vergl. hierzu z.B. [J: Top], S.13 und spater dort auch S.98).

Definition: Unter einer n-dimensionalen differenzierbaren
Mannigfaltigkeit verstehen wir ein Paar (M, D), bestehend aus
einem Hausdorffraum M, der das zweite Abzahlbarkeitsaxiom
erfillt und einer n-dimensionalen differenzierbaren Struktur D
fir M. O

Meist unterdriickt man die Struktur in der Notation und
spricht einfach von der Mannigfaltigkeit M, wie analog ja auch
von einer Gruppe G oder einem Vektorraum V.

Eine Konvention sollten wir fir den leeren topologischen Raum
mit der leeren Struktur treffen. Wir lassen ihn als Mannigfaltigkeit
jeder, auch negativer Dimension gelten. Jede nichtleere Mannigfal-
tigkeit hat aber eine wohlbestimmte Dimension n = dim M > 0.

Da wir andere als differenzierbare Mannigfaltigkeiten nicht de-
finiert haben und auch nicht zu betrachten brauchen, so miissen
wir das Beiwort “differenzierbar” nicht jedesmal hinzufiigen, und
wir wollen auch vereinbaren, unter einer Karte (U, h) fir die Man-
nigfaltigkeit M , wenn nichts Gegenteiliges ausdriicklich gesagt ist,
immer eine Karte aus der differenzierbaren Struktur zu verstehen.
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1.2 Differenzierbare Abbildungen

Nun wollen wir uns aber gleich den Abbildungen zuwenden.
Auf einer Mannigfaltigkeit M sei eine Abbildung irgendwohin,
f: M — X gegeben, deren Verhalten in der Nahe eines Punktes
p € M wir studieren wollen. Dann konnen wir eine Karte um
p wiahlen, also eine Karte (U,h) fir M mit p € U, und die
Abbildung f damit “herunterholen”, d.h. foh™! : U' — X
betrachten. Von allen Eigenschaften und Daten, die f o h~! lokal
bei h(p) hat, sagt man dann, f
M habe sie bei p bezuglich der Karte
- f (U,h). Wenn eine solche Eigen-
Q—U — X schaft oder ein Datum der her-
e untergeholten Abbildung aber so-
h 1 ~ ’/’jo h-1 gar unabhdnqig von der .Wahl der
o Karte um p ist, f die Eigenschaft
D— U'ocﬂlk" also beziiglich jeder Karte um p
hat, dann sagen wir in abkiirzender
Klb blldugleflolzf_\mtel‘@hdte Sprechweise einfach, f habe diese

& Eigenschaft bei p. Zum Beispiel:

Definition: Eine Funktion f : M — R heit bei p € M diffe-
renzierbar (= C*°), wenn fir eine (dann jede!) Karte (U, k) um
p die heruntergeholte Funktion f o h™! in einer Umgebung von
h(p) differenzierbar ist. Q

Daf} die lokale C'*°-Eigenschaft bei

p unabhingig von der Wahl der

Karte ist, folgt daraus, da8 sich

U Nt —— R die mittels der Karten (U,h) und
V (V, k) heruntergeholten Funktionen

-1 Ja lokal nur um einen vorgeschal-
h/ \k S fOk ':,eten Diffeomorphismus, ebgen den
:., Kartenwechsel w unters:cheiden.
= Ganz analog verfahren wir, wenn
Fig. 5. Auf a(UnV) Stim- auch der Zielraum eine Mannig-
Tﬁ;e{;h und (fok™)ow faltigkeit ist. Allerdings setzen wir
dann f immer gleich als stetig vor-

aus, weil das eine passende Kartenwahl ermdglicht:
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Notiz: Ist f : M — N eine stetige Abbildung zwischen Mannig-
faltigkeiten, ist p € M und (V,k) eine Karte um f(p), so gibt es
stets eine Karte (U,h) um p mit f(U)C V. O

Wir sagen dann wieder, f
habe eine lokale Eigenschaft

bei p beziglich der Karten

(V,k) und (U,k), wenn die

“heruntergeholte” Abbildung @.
kofoh™ : U — V' sie f(U)

bei h(p) hat, und da diese

eine Abbildung zwischen offe- kofoh~1

nen Mengen in Euklidischen I:]
Raum.en ist, sind wir mit ihr Fig. 6. Mittels Karten herunterge-
ganz im vertrauten Rahmen holte stetige Abbildung zwischen
der Differentialrechnung in Mannigfaltigkeiten

mehreren Variablen. Ist die Eigenschaft auch noch unabhingig
von der Wahl der Karten, so brauchen wir die Karten nicht
anzugeben, sondern konnen sagen, f habe bei p die Eigen-
schaft beziglich einer (dann jeder) Wahl von Karten oder kiirzer:
bezuglich Karten oder eben ganz kurz: f habe diese Eigenschaft
bei p. Insbesondere:

Definition: Eine stetige Abbildung f : M — N zwischen Man-
nigfaltigkeiten heifit differenzierbar bei p € M, wenn sie es
beziiglich Karten ist. Differenzierbar schlechthin heifit f, wenn
es iberall, also bei jedem p € M differenzierbar ist, und ist f
bijektiv und f und f~! beide differenzierbar, so nennt man f
einen Diffeomorphismus. O

1.3 Der Rang

Die Jacobi-Matrix der heruntergeholten Abbildung ist nicht un-
abhéngig von der Kartenwahl, sie wird ja gemaf der Kettenre-
gel beim Ubergang zu anderen Karten durch die Kartenwechsel
verandert. Wohl aber bleibt der Rang der Jacobi-Matrix derselbe,
denn die Kartenwechsel sind Diffeomorphismen, und daher kann
man definieren:
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Definition: Ist f : M — N bei p differenzierbar, so heifit der
Rang der Jacobi-Matrix beziiglich Karten der Rang von f bei p
und wird mit rg,f bezeichnet. O

f Wie Sie aus der Dif-
_— @ ferentialrechnung  in
A k mehreren Veranderli-
2
Ve

by k4 : chen wissen, regiert der

N\

= x Rang grundlegende Ei-
D :v; I:] - D 5; : l:] genschaften des loka-
len Verhaltens diffe-
renzierbarer Abbildun-
gen. Die diesbeziigli-
chen Satze der Differentialrechnung ubertragen sich sofort auf
Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten, da wir sie ja auf die
heruntergeholten Abbildungen anwenden konnen. So lautet dann
der Umkehrsatz

Umkehrsatz: Ist f : M — N eine differenzierbare Abbildung
zwischen zwei Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension n und
ist p € M ein Punkt mit rg,f = n, dann ist f bei p ein lokaler
Diffeomorphismus. a

Fig. 7. Weshalb f bei p bezuglich (hy,k;)
denselben Rang wie beziiglich (h2,k;) hat

Den Umkehrsatz kann man als den Mittelpunkt einer Anhaufung
grundlegender lokaler Resultate der Differentialrechnung ansehen.
Von ihm aus erreicht man die verwandten Satze als Korollare, so
zum Beispiel den scheinbar allgemeineren

Satz vom regularen Punkt: Ist f: M — N eine differenzier-
bare Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten und p € M ein
regularer Punkt von f (d.h. es gilt rg,f = dim N ), so ist f lo-
kal bei p beziiglich geeigneter Karten die kanonische Projektion.

a

Ganz ausfiihrlich gesagt soll das heifien: Es gibt Karten (U, h)
um p und (V, k) um f(p) mit f(U) CV, so daB die herunterge-
holte Abbildung ko foh™!: U’ = V' durch (z.B.)

(xl,...,x,,z,+1,...,x,+,,) Lo (xs+l7--~1xs+n)

gegeben ist, wobei wir hier einmal mit s + n und n die Dimen-
sionen von M und N bezeichnet haben.
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Ebenfalls als einen Abkommling des Umkehrsatzes erhélt man
schlieflich den noch allgemeineren Rangsatz, vergl. z.B. [BJ],
S.46:

Rangsatz: Hat die differenzierbare Abbildung f : M — N in ei-
ner Umgebung von p € M konstanten Rang r, so ist sie beziiglich
geeigneter Karten lokal um p von der Form

R"x R — R"x R"
(z,y) — (2,0),

wenn r+ 8 und r +n die Dimensionen von M und N sind. O

1.4 Untermannigfaltigkeiten

Der Satz vom regularen Punkt macht eine wichtige Aussage iiber
das Urbild f~1(q) eines Punktes ¢ € N, sofern die Elemente
P € f~1(q) alle regulir sind. Solche Punkte ¢ nennt man tibrigens
reguldre Werte:

Sprechweise: Ist f : M — N eine differenzierbare Abbildung,
so heiflen die nicht regularen Punkte p € M kritische oder sin-
guldre Punkte von f,und ihre Bildpunkte unter f heifien kriti-
sche oder singulare Werte von f, wahrend alle tibrigen Punkte
von N regulare Werte von f genannt werden. O

kritischer Punkt

N
M
¢ kritischer Wert
f
_
-1 w“
() regulare q / regularer Wert
Punkte

()
Fig. 8. Regulare und kritische Punkte und Werte

Beachte, dafl wir hierbei also die Konvention getroffen haben,
einen Punkt ¢ € N auch dann reguldren Wert zu nennen, wenn
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f~1(q) leer ist, obwohl ¢ dann ja gar keiner der “Werte” von f
ist.

Sind nun M und N Mannigfaltigkeiten mit dim M = n+s und
dim N =n, und ist ¢ € N regularer Wert einer differenzierbaren
Abbildung f: M — N, so gibt es um jeden Punkt p des Urbildes
M, := f~1(q) eine Karte (U,h) von M mit der Eigenschaft

h(U N My) = R* N h(U),

wobei R® C R**™ wie iblich als R* x 0 C R* x R" verstan-
den wird. Wir diirfen ndmlich von den beiden Karten (U, k) und
(V,k), die uns der Satz vom regularen Punkt liefert ohne wei-
teres auch k(q) = 0 fordern, und dann leistet (U,h) schon das
Gewitnschte.

Die Teilmenge My C M liegt also beziiglich geeigneter Karten
tiberall so in M darin wie R* in R°*", und deshalb nennt man
sie eine s-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M. Genauer:

Definition: Sei M eine

M n-dimensionale = Mannig-
faltigkeit. Einen Teilraum

My C M nennt man eine

k-dimenstonale Unter-

M, mannigfaltigkeit, wenn
es um jeden Punkt von M,

eine Karte (U,h) von M

mit h(UNM,) = R* NA(U)

gibt. Eine solche Karte soll

l h eine Untermannigfaltig-

keitskarte oder salopp ein

+— h(U) Flachmacher fir M, in
M heilen. Die Zahl n — k
R* NA(U) m?nnt man die: Kodimen-
ston von My in M. O

Natiirlich fihrt Mj nicht
umsonst diesen Namen:
Die Menge Uy der aus den Flachmachern gewonnenen Karten
(U N My, h|U N M) ist offenbar ein k-dimensionaler differen-
zierbarer Atlas fir My, der also eine differenzierbare Struktur

Fig. 9. Flachmacher
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D(2y) =: D|My erzeugt, und da sich das zweite Abzahlbarkeits-
und das Hausdorffaxiom auf Teilrdume {ibertragen, ist (Mo, D|Mo)
eine k-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, als die wir
M, kinftig auch immer betrachten.

In den beiden Extremfillen £k = 0 und k¥ = n reduziert sich
die Untermannigfaltigkeitsbedingung auf eine blofie topologische
Forderung: die 0-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten von M
sind genau die diskreten, die 0-kodimensionalen genau die offenen
Teilmengen von M.

Uber das Urbild eines reguliren Wertes kénnen wir nun kurz
und biindig sagen:

Satz vom regularen Wert: Ist ¢ € N regularer Wert einer
differenzierbaren Abbildung f : M — N, so ist sein Urbild
f~Y(g) C M eine Untermannigfaltigkeit, deren Kodimension
gleich der Dimension von N ist. a

1.5 Beispiele von Mannigfaltigkeiten

Genau genommen habe ich auBer der alldimensionalen leeren Man-
nigfaltigkeit noch kein einziges Beispiel angegeben. Gibt es denn
iberhaupt Mannigfaltigkeiten?

Will man Mannigfaltigkeiten direkt nach dem Wortlaut der De-
finition angeben, ohne weitere Hilfsmittel heranzuziehen, so muf
man einen “zweit-abzahlbaren” Hausdorffraum M und eine diffe-
renzierbare Struktur D fir M beschreiben. Ganz explizit braucht
man fiir D natiirlich nur einen (vielleicht eher kleinen) differen-
zierbaren Atlas 2 anzugeben, um dann D als den maximalen 2
umfassenden Atlas D(2) zu definieren. Am einfachsten auf diese
Weise zu erhalten ist das lokale Modell aller n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten, der R", den wir natirlich als die Mannigfaltigkeit

(R*,D({Id~ }))

auffassen. Und damit hore ich auch schon wieder auf, Mannigfal-
tigkeiten direkt anzugeben! Im wirklichen Leben begegnen Ihnen
namlich Mannigfaltigkeiten eher selten auf diese Weise. Lassen Sie
mich das anhand eines Vergleichs aus der Analysis I erlautern.
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Eine reelle Funktion einer reellen Variablen heifit stetig an der
Stelle zo, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so daf§
usw. Man sieht daraus sofort, daB konstante Funktionen stetig
sind (6 beliebig) und daB die identische Funktion stetig ist (z.B.
6§ := €). Wenn Sie aber begriinden sollen, weshalb die durch
f(z) := arctan(z+vz* + e<°sh 7) oder dergleichen gegebene Funk-
tion stetig ist: fangen Sie dann an, zu jedem € > 0 ein § > 0 zu
suchen, so daf etc.? Nein, sondern Sie kennen aus der Theorie ste-
tige Funktionen hervorbringende Prozesse, z.B. ergeben Summen,
Produkte, Quotienten, gleichmaflig konvergente Reihen, Hinter-
einanderschaltung, Umkehrung (auf Monotonie-Intervallen) steti-
ger Funktionen wieder stetige Funktionen, und Sie sehen natiirlich
sofort, dafl die obige Funktion durch Anwenden solcher Prozesse
aus den konstanten und der identischen Funktion hervorgeht.

Anstatt die definierenden Eigenschaften und Attribute mathe-
matischer Objekte explizit darzulegen, braucht man oft nur auf die
Herkunft, den Entstehungsprozess zu verweisen. So gibt es auch
Mannigfaltigkeiten hervorbringende Prozesse, und insbesondere
ist der Satz vom reguldren Wert eine lebhaft sprudelnde Quelle.
Die durch f(z) := ||z||> gegebene Abbildung f: R"*! - R z.B.
hat aufler bei z = 0 iiberall den Rang 1, insbesondere ist 1 € R
regularer Wert und daher sein Urbild f~!(1), die n-Sphdre
S™:={z € R"!|||z|| =1} eine n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R™*!,

Ruh 7R SR e
:'t—).’tll-)l-:'l:z—.’l::;(; f'l(c),c<0
1st nur bel z =

singulir, deshalb *"icher Doppelkegel 71(0)
ist jedes ¢ # 0 in £, >0

R ein reguldrer zwelschallges
Wert in f und Hyperboloid

das Hyperboloid

-1 3 _di-  Fig. 10. Hyperboloide als Untermannigfaltigkei-
c
f ( ) eine 2-di ten nach dem Satz vom regularen Wert
mensionale Unter-

mannigfaltigkeit von R® (eine “Fliache im Raum”). - Noch
eine dritte und schon wesentlich interessantere Anwendung des
Satzes vom reguldren Wert mochte ich nennen. Diesmal sol-
len die beiden Mannigfaltigkeiten M und N zwei endlich-
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dimensionale Vektorraume sein, es sei namlich n > 1 und
M:=M(nxn,R) R™ , der Raum der reellen n x n-Matrizen,
und N := S(n x n,R) = Ri""+1) | der Unterraum der sym-
metrischen Matrizen. Ist A € M(n x n, R), so bezeichnen wir
mit ‘A die zu A transponierte Matrix. Ferner sei E die n x n-
Einheitsmatrix. Eine Matrix A heifit bekanntlich orthogonal,
wenn ‘A- A = E gilt.

Lemma: Fir die Abbildung

f:M(n xn,R) — S(n x n, R)
Ar— 4. A

ist die Einheitsmatrix E ein regulirer Wert, die orthogonale
Gruppe
O(n) := f~(E)

also eine in(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
M(n x n, R).

BEWEIS: Um zu zeigen, da88 f bei A € O(n) regular ist, brauchen
wir nicht eine 1n(n+ 1) x n?-Jacobi-Matrix explizit auszurechnen
um ihren Rang zu untersuchen, sondern wir erinnern uns an die
Beziehung zwischen Jacobi-Matrix und Richtungsableitung in der
Differentialrechnung: Allgemein gilt

J(p) v =% (I) f(p+ Av).

Daher genligt es zu zeigen, da8 es zu jedem A € O(n) und jedem
B € S(n x n, R) eine Matrix X € M(n x n, R) gibt, so daf§

£ 1Y A+)X)-(A+)X) =B,
0

d.h. Jf(A)X =B gilt, denn dann ist die Jacobi-Matrix von f be-

ziiglich linearer Karten als surjektive Abbildung R™ o Rin(v+D)

nachgewiesen, f also vom vollen Rang in(n + 1) bei A. Wir
brauchen also nur zu jeder symmetrischen Matrix B eine Matrix
X mit

X -A+'A-X=B
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zu finden. Wegen der Symmetrie von B gentigt es dafiir, X mit
‘A-X=1B

zu finden, denn X - A = !(*A - X), und das ist sogar fiir alle
invertierbaren A moéglich, wir setzen einfach X := %‘A‘IB. a

Beachte, dal damit auch die spezielle orthogonale Gruppe
SO(n):={A € O(n)| det A= +1}

als 3n(n—1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M(nxn, R)
nachgewiesen ist, denn SO(n) ist offen in O(n). — Ganz ahnlich
wendet man den Satz vom regularen Wert auch an, um andere
“Matrizengruppen”, wie etwa U(n) oder SU(n), als Unterman-
nigfaltigkeiten von Matrizenvektorraumen zu erkennen.

In der linearen Algebra studiert man lineare Gleichungssysteme
A -z = b. Die Lésungsmenge eines solchen Systems ist nichts
anderes als das Urbild A=!(b) des Wertes b unter der linearen
Abbildung A. Nun, die Urbilder f~(q) differenzierbarer Abbil-
dungen sind eben die Lésungsmengen nichtlinearer Gleichungssy-
steme. Daf es im regularen Fall Untermannigfaltigkeiten sind und
man deshalb Analysis darauf betreiben kann, ist eines der Motive
fir das Studium der Mannigfaltigkeiten.

1.6 Summen, Produkte und Quotienten
von Mannigfaltigkeiten

Zum Schlufl dieses Paragraphen besprechen wir nun drei weitere
Mannigfaltigkeiten hervorbringende Prozesse, namlich das Bilden
von Summen, Produkten und Quotienten. Der primitivste Vorgang
ist dabei das Summieren (siehe z.B. [J: Top], S. 12), das bloSe Ne-
beneinanderstellen von Mannigfaltigkeiten durch disjunkte Verei-
nigung:
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Notiz: Die Summe oder disjunkte Vereinigung M + N zweier n-
dimensionaler Mannigfaltigkeiten ist in kanonischer Weise wieder

eine. O
Sind 2 und B Atlanten fur
M+N M und N, so deren dis-

junkte Vereinigung % U B
=: A+ B in offensicht-
licher Weise fir M + N,
und wenn wir die obige No-
tiz etwas formlicher fassen

lh lk wollten, so hatten wir die
differenzierbare Struktur fiir
I:I D M + N durch D(D; + D7)

. . anzugeben, wenn D;,D, die
Fig. 11. Karten fur die Summanden
sind auch Karten firr die Summe; Strukturen von M und N
Atlas 2+ bleibt differenzierbar, gsind. Auch D(D(A) + D(B))

g:k];:erllxse:euen Kartenwechsel hin- _ D(Ql + %) wire dann viel-
leicht des Bemerkens wert.

Ebenso kann man natiirlich mit mehreren, ja sogar abzahlbar

vielen Summanden M;, ¢ =1,2,... verfahren und deren Summe

oder disjunkte Vereinigung

ig
i=1

bilden, nicht jedoch mit iiberabzéhlbar vielen, weil das zweite Ab-
zahlbarkeitsaxiom erfullt bleiben muS8.

Sehr haufig hat man das Produkt zweier Mannigfaltigkeiten zu
bilden. Topologisch handelt es sich dabei natiirlich um das wohl-
bekannte kartesische Produkt, und die differenzierbare Struktur
erhalt man aus den Produkten der Karten der Faktoren.

Notiz: Das Produkt M x N einer k- mit einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit ist in kanonischer Weise eine (k + n)-dimensio-
nale Mannigfaltigkeit. O

Wir diirfen uns die Schreibweise

Ax B:={(UxV,hxk)|(Uh) e %(V,k) e B}
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fiir den Produktatlas wohl ruhig erlauben, denn das Kartenpro-
dukt
UxV

—Elhxk
U’xV’CﬁR"xR"zR“"

enthalt nur dann nicht dieselbe Information wie das Paar (h, k),

wenn eine der beiden Karten leer ist, und in dieser Notation ist

die in der Notiz gemeinte differenzierbare Struktur von M x N

natiirlich D := D(D; x D;), wenn D; = D(2A) und D, = D(B)

die Strukturen von M und N sind, und man sieht leicht, dafl
dann auch D = D( x ‘B) gilt.

Einfachstes nichttrivia-

les Beispiel einer Pro-

duktmannigfaltigkeit ist

— vielleicht der von uns oft

N A zu Veranschaulichungen

4_ herangezogene  Torus

entspricht S? x 1 T? := S' x S'. In bezug

auf R? = C ist S' =

Fig. 12. Torus im R® dargestellt {2 e C I |z| = 1}, also

ware S x S! in C? zu

finden, was beim Zeichnen seine Schwierigkeiten hat. Wir benut-

zen daher ersatzweise eine zu S! x §! diffeomorphe Unterman-

nigfaltigkeit von R®.

entspricht 1 x S!

Subtiler ist das Thema der Quotientenmannigfaltigkeiten, und
wir konnen jetzt auch nur einen ersten Schritt dahin tun.

Ist X ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation
auf X, bezeichnet ferner X/~ die Menge der Aquivalenzklassen
und

X

lw
X/~
die kanonische Projektion, die jedem z € X seine Aquivalenzklasse

zuordnet, so nennt man U C X/~ offen in der Quotienten-
topologie, wenn 7~(U) offen in X ist, und X/~, versehen mit
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dieser Quotiententopologie, heifit der Quotientenraum von X
nach ~.

Soviel zur Erinnerung an einen topologischen Begriff (siehe z.B.
Kap. III in [J:Top], insbesondere die Seiten 36-38). Ist nun M
eine Mannigfaltigkeit und ~ eine Aquivalenzrelation darauf, so
ist M/~ - noch lange keine Mannigfaltigkeit, oft nicht einmal
ein Hausdorffraum. Wir betrachten hier den in gewissem Sinne
einfachsten Fall, in dem M/~ doch eine Mannigfaltigkeit ist:

Lemma: Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
T : M —» M eine fizpunktfreie Involution, d.h. eine diffe-
renzierbare Abbildung mit 7 o7 = Idy und 7(z) # z fiir alle
z € M. Dann ist der Quotientenraum von M nach der durch
z ~ 7(z) beschriebenen Aquivalenzrelation, welcher mit M/t be-
zeichnet sei, in kanonischer- Weise ebenfalls eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit: seine differenzierbare Struktur ist die einzige,
fiir die M

|~
M/r
uberall lokal diffeomorph ist.

BEWEIS: Natiirlich kann es hichstens eine solche Struktur geben,
denn die Identitat auf M /7 beziiglich zweier wire jedenfalls lokal
diffeomorph, also {iberhaupt diffeomorph:

M
VN
(M/h T’ (M/7)2

(vgl. Aufgabe 2). — Um M/r als Hausdorffraum nachzuweisen,
betrachten wir zwei Punkte m(p) # n(¢) € M/r. Da M Haus-
dorffraum ist, konnen wir offene Umgebungen U und V von p
und ¢ so klein wahlen, dal UNV = @ und UN7(V) = @. Dann
sind 7(U) und 7(V') trennende Umgebungen von 7(p) und =(q).
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Ist ferner {U; }ieN eine abzahlbare Basis fir M, so { 7(U;) }ien
fir M /7. Bisher haben wir
noch nicht ausgenutzt, dafl

(V) 7 fixpunktfrei ist. Das tun
wir aber jetzt, indem wir

(x|U)~1 ein U C M klein nennen,
\ wenn U N7(U) = @ gilt
\/ und feststellen, da§ M “lo-
h ‘ kal klein” ist, d.h. daf} in je-
#(U)yc M/r  der Umgebung eines Punk-
/ A tes eine kleine Umgebung
steckt. Ist U C M eine
kleine offene Menge, so ist
U : U = a(U) ein
o ) Homo6omorphismus, und
mennigialtigheis Myr ¢ DLOUM™  jede Kleine Karte (U, h)
_ von M definiert daher eine
Karte (w(U), h) fur M/r.
Die kleinen Karten bilden einen Atlas A fir M, und

U

A:={(x(U),h) | (U,h) € A}

einen fir M/7. Die zugehérige differenzierbare Struktur D(ﬁl)
hat die gewiinschte Eigenschaft. a

Beispiel: Die Quotientenmannigfaltigkeit
RP" := S™/-1d

der n-Sphare nach der antipodischen Involution z — —z heifit
(ist) der n-dimensionale reelle projektive Raum. 0

Das ist der reelle projektive Raum als differentialtopologisches
Objekt, sollte ich vielleicht sagen. Vom algebraischen Standpunkt
aus ist es nicht sachgemaB, bei der Definition des projektiven
Raumes die Sphére zuhilfe zu nehmen. Fir jeden Vektorraum V
uber einem beliebigen Kérper K kann man den zugehorigen pro-
jektiven Raum KP (V) als die Menge der 1-dimensionalen Teil-
raume von V und insbesondere KP" := KP(K"*!) definieren,
dazu braucht man keine Norm in V oder K**!. Da8 fiir K = R
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aber kanonisch RP(R™*') = §"/-Id gilt, ist offensichtlich, und
fiir die differentialtopologische Betrachtung von RP" ist die Quo-
tientenbildung S™ — RP" sehr niitzlich.

Ubrigens ist es auch einfach, fir RP" einen Atlas direkt an-
zugeben: beschreibt man die Punkte des projektiven Raumes

in “homogenen Koordinaten” als [z¢ : --- : z,] € RP" fir
(zo,...,%s) € R™1 N0, so ist durch U; := {[z]|z; # 0} und
hi[z] = (%?-,,z,,%"l) fir ¢t =0,...,n ein Atlas aus n + 1

Karten definiert.

1.7 Geniigen uns Untermannigfaltigkeiten
euklidischer Raume?

Auf einen besonderen Aspekt der Quotientenbildung méchte ich
Sie zum Schluf noch aufmerksam machen.

Wenn wir mit dem R" und seinen offenen Untermannigfaltig-
keiten als den einfachsten Beispielen starten und durch regulire
Urbilder, Summen und Produkte neue Mannigfaltigkeiten erzeu-
gen, so erhalten wir doch immer wieder Untermannigfaltigkeiten
Euklidischer Raume. Erst durch Quotientenbildung entsteht etwas
ganz Neues, z.B. eine “Fliche” RP? = §2?/~, die nicht mehr vom
Raum R® umgeben ist und uns deshalb die Notwendigkeit einer
mathematischen Fassung des Begriffes “Flache an sich” (allgemei-
ner eben des Mannigfaltigkeitsbegriffes) viel deutlicher macht als
etwa die Sphire S?, die wir auch als geometrischen Ort in R®
begreifen konnen.

Das ist soweit eine ganz gute Bemerkung, aber ich will Ih-
nen nicht verschweigen, dafl es in der Differentialtopologie ein
klassisches Theorem gibt, welches wieder in die andere Richtung
zu weisen scheint, namlich den Whitneyschen Einbettungssatz.
Eine Abbildung f : M — N heifit eine Einbettung, wenn
f(M) C N eine Untermannigfaltigkeit und f : M 3 f(M)
ein Diffeomorphismus ist. Der Einbettungssatz von Whitney
(vergl. z.B. [BJ], S. 73) besagt nun, dafl man jede n-dimensionale
Mannigfaltigkeit in den R*"*! einbetten kann und sogar mit ab-
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geschlossenem Bild. Jede Mannigfaltigkeit ist also dlﬂ’eomozph zu
einer abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit eines RY ! Brauchen
wir die “abstrakten” Mannigfaltigkeiten dann aber wirklich noch?

Nun, die Einbettbarkeit der Mannigfaltigkeiten in die Raume
RY ist eine von mehreren interessanten Eigenschaften dieser Ob-
jekte und manchmal bei Beweisen und Konstruktionen niitzlich.
Aber wie Sie wissen, bedeutet die blofle Ezistenz einer Sache noch
nicht, daf8 diese Sache nun auch gleich zuhanden oder kanonisch
gegeben wire. So, wie uns die Mannigfaltigkeiten - zum Beispiel
als Quot1entenma.nmgfalt1gke1ten in der Natur begegnen, fuhren
sie im allgemeinen keineswegs eine Einbettung in einen RY
Reisegepack mit sich. Wiirden wir uns, in der triigerischen Hoff-
nung auf Bequemlichkeit, beim weiteren Ausbau der dlfferentlal-
topologischen Begriffe auf Untermannigfaltigkeiten von RY be-
schrinken, so miifiten wir bei jeder Anwendung auf eine “Natur-
mannigfaltigkeit” diese erst einbetten (was im konkreten Fall sehr
lastig sein kann), ferner die Abhangigkeit der Begriffe und Kon-
struktionen von der Wahl der Einbettung unter Kontrolle hal-
ten (denn eine kanonische Einbettung gibt es meist nicht), und
schliellich fanden wir uns fiir alle diese Anstrengungen nicht ein-
mal belohnt, denn Untermannigfaltigkeiten im RY, deren Lage
im Raum ja durch Gleichungen und Bedingungen irgendwie be-
schrieben werden muf}, sind gar nicht bequemer zu handhaben,
und das Formelwesen — etwa der Integration auf Mannigfaltigkei-
ten — wird in den Koordinaten des umgebenden Raumes in der
Tat nur wister statt einfacher.

Im nachsten Kapitel wollen wir daher den zentralen Begriff des
Tangentialraumes mit aller Sorgfalt fiir beliebige, nicht notwendig
von einem RM umgebene Mannigfaltigkeiten einfiihren.

1.8 Test

(1) Ist jede n-dimensionale Karte zugleich auch m-dimensionale
Karte fiir alle m > n?

O Ja.
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O Das ist Auffassungssache und héngt davon ab, ob man
zwischen R" und R" x0 C R™ in diesem Zusammen-
hang unterscheiden will oder nicht.

O Nein, denn fir U # @ und m > n ist dann jedenfalls
U' nicht offen in R™.

(2) Besteht die differenzierbare Struktur D einer n-dimensiona-
len Mannigfaltigkeit (M, D) genau aus allen Diffeomorphis-
men offener Teilmengen U von M mit offenen Teilmengen
U' von R"?

a Ja.

O Nein, denn Karten brauchen keine Diffeomorphismen
zu sein (nur Homéomorphismen).

0O Nein, denn es gibt i.a. viel mehr solcher Diffeomorphis-
men.

(3) Besitzt jede (nichtleere) n-dimensionale Mannigfaltigkeit
eine Karte, deren Bildbereich U’ der ganze R" ist?

O Ja, denn durch Verkleinern einer beliebigen Karte kann
man jedenfalls eine offene Kugel als Bildbereich erzie-
len, und eine offene Kugel ist bekanntlich zu R" dif-
feomorph.

O Nein, M := D™ := {z | ||z|]| <1} C R" ist schon ein
Gegenbeispiel, denn eine Teilmenge einer offenen Ku-
gel ist bekanntlich nicht zum ganzen R"™ homéomorph,
geschweige diffeomorph.

O Nein, fir kompakte Mannigfaltigkeiten (z.B. S™) ist

das nach dem Satz von Heine-Borel nicht der Fall.

(4) Gibt es auf jeder (nichtleeren) n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit, n > 1, eine nichtkonstante differenzierbare Funk-
tion?

O Ja, zum Beispiel die n Komponentenfunktionen einer
jeden Karte.

O Nein, z.B. gibt es keine nichtkonstante Funktion S! — R
(obwohl es nichtkonstante differenzierbare Abbildungen
R — S! gibt), weil R nicht “geschlossen” ist.
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O Ja, man wahle eine Karte h : U — U’ und eine
nichtkonstante differenzierbare Funktion ¢ : U’ — R
mit kompaktem Trager und setze f(z) = ¢(h(z)) fir
z € U und Null sonst.

(5) Kann es eine differenzierbare Abbildung f : S* — R",
n > 1 geben, die iberall regular ist?

O Nein, denn dann ware f(S™) nach dem Umkehrsatz
offen in R", es ist aber kompakt.

O Nein, denn jede differenzierbare Abbildung S™ — R"
ist an den beiden Polen singular.

O Nein fiir n = 1, weil dann die Extrema singular sind, fiir
n > 2 aber hat z.B. die Projektion $* ¢ R**! —» R"
auf die ersten n Koordinaten die gewiinschte Eigen-
schaft.

(6) Welche der folgenden drei Skizzen konnte, bei gutwilliger In-

terpretation durch den Beschauer, eine 2-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit des R® darstellen?

vAENISS

O ein Kegel O Vereinigung O ein Mobius-
zweier Koor- band
dinatenebe-
nen

(7) Welche Rénge kommen bei der in der Skizze angedeuteten
Abbildung (z,y,2z) + (z,y) einer 2-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit M C R® in die Ebene vor?

O Nur der Rang 2.
O Nur die Rénge 1 und 2.
O Alle drei Rénge 0, 1 und 2.

M

Fig. 15
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(8) Gibt es eine surjektive Abbildung f : R? — S! x §?, die
tiberall regular ist?

O Nein, denn da S! x S! kompakt ist und R? nicht,
erhielte man mittels des Umkehrsatzes einen Wider-
spruch.

O Ja, hier ist eine: f(z,y) := ('%, ).

O Ja, denn fiir zusammenhangendes 2-dimensionales M
gibt es immer eine solche Abbildung f: R? —» M (an-
schauliche Vorstellung;: ein langer breiter Pinselstrich).

(9) Welche der in den folgenden Skizzen angedeuteten Abbildun-
gen eines abgeschlossenen Rechtecks nach R® kénnte fiir das
Innere des Rechtecks eine Einbettung definieren:

O Fig. 16. Beriih- O Fig. 17. Beriih- O Fig. 18. Selbst-
rung der Enden rung des Inne- schnitt
ren durch ein
Ende

(10) Mu8 der Quotient M/~ einer Mannigfaltigkeit hausdorffsch
sein, wenn jede Aquivalenzklasse aus genau zwei Punkten
besteht?

O Ja, das gilt sogar immer, wenn die Aquivalenzklassen
endlich sind.

O Ja, und es kommt wirklich darauf an, da keine 1-
punktigen Klassen zugelassen sind, sonst identifiziere
in {0,1} x R jeweils (0,z) und (1,z) fiir z # 0: dann
sind (0,0) und (1,0) nicht trennbar.

O Nein, setze zB. M = S' CC und 1 ~ i, =1 ~ —;
und z ~ Z sonst.
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1.9 Ubungsaufgaben

AUFGABE 1: Man beweise, dal jede Mannigfaltigkeit einen ab-
zéhlbaren Atlas besitzt.

AUFGABE 2: Es seien D; und D, differenzierbare Strukturen fur
denselben das zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfilllenden Hausdorff-
raum M. Man zeige: Die Identitdt auf M ist genau dann ein
Diffeomorphismus zwischen (M, D;) und (M, D;), wenn D; = D,
gilt.

AUFGABE 3: Man prazisiere und beweise: Jeder n-dimensionale
reelle Vektorraum ist in kanonischer Weise eine n-dimensionale
differenzierbare Mannigfaltigkeit.

AUFGABE 4: Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit,
p € M und dim M > 1. Man beweise: M \ p ist nicht kompakt.

AUFGABE 5: Man beweise, da8 S™ x S¥ zu einer Untermannigfal-
tigkeit von R™**+! diffeomorph ist. (Hinweis: Zeige zuerst, da
S™ x R und R™*' \ 0 diffeomorph sind).

AUFGABE 6: Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
X und Y zwei disjunkte abgeschlossene k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeiten von M . Man zeige, dafl dann auch X UY eine
Untermannigfaltigkeit von M ist. — Weshalb darf man die Vor-
aussetzung, da X und Y abgeschlossen seien, nicht einfach weg-
lassen? ‘

AUFGABE 7: Essei @ : R" — R eine nichtentartete quadratische
Form auf R". Man zeige, daf die Gruppe

0(Q) = {A € GL(n,R) | Qo A= Q)

eine Untermannigfaltigkeit (welcher Dimension?) von GL(n, R)
ist.

AUFGABE 8: Man zeige, daBl jede Mannigfaltigkeit die Summe
ihrer Wegzusammenhangskomponenten ist.
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1.10 Hinweise zu den f]bungsaufgaben

ZU AUFGABE 1: Jedenfalls gibt es eine abzahlbare Basis (i)ien
der Topologie von M. Ist jedes €; in einem Kartengebiet U; einer
Karte (U, h;) der differenzierbaren Strukur D von M enthalten?
Und wiare { (Ui, hi)|7 € N } dann {iberhaupt ein Atlas? Dariiber
mufl man nachdenken. Die Antwort auf die erste Frage ist z.B. im
allgemeinen Nein, das §; ist vielleicht zu “grof”. Was ist da zu
tun?

ZU AUFGABE 2: Dies ist eine Formulierungsaufgabe. Eine Idee
wird hierzu nicht gebraucht, man mufl “nur” die beiden Schliisse
= und <= direkt anhand der Definitionen durchfiihren.

ZU AUFGABE 3: Vielleicht wissen Sie mit “Man prazisiere” nichts
anzufangen und murmeln, ich solle lieber die Aufgabenstellung
prazisieren. — Die bequeme Phrase “in kanonischer Weise” ist
zur Verstandigung nur tauglich, wenn wirklich klar ist, um welche
Weise es sich handelt. Ein n-dimensionaler reeller Vektorraum ist
Jjedenfalls im Wortsinne der Definition keine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit, soviel steht einmal fest. Es kann sich nur darum han-
deln, V' auf naheliegende Weise mit einer Topologie (wie?) und
mit einer differenzierbaren Struktur (wie?) zu versehen, so daf§
V' damit zu einer Mannigfaltigkeit erst wird. Natiirlich konnte
ich diese Daten prazise angeben und Ihnen nur den Nachweis
iiberlassen, dafl die in der Mannigfaltigkeitsdefinition geforderten
Eigenschaften erfiillt sind. Dann hatte die Aufgabe aber den be-
sten Teil ihres Sinnes verloren. Sie sollen ja gerade iiben, die Wen-
dung “in kanonischer Weise”, ohne die es in der Mathematik nun
einmal nicht geht, selbstdndig mit prazisem Sinn zu erfiillen.

ZU AUFGABE 4: Sicher wissen Sie Griinde anzugeben, weshalb die
Vollkugel ohne Nullpunkt, D" \ 0, nicht kompakt ist: der Satz
von Heine-Borel sagt es uns zum Beispiel, oder wir sehen direkt,
daB die offene Uberdeckung durch die Uy := {z||z| > } } keine
endliche Teiliiberdeckung besitzt, oder Sie berufen sich darauf, daf§
die Folge (%) k=1,2,... in D™\ 0 keine konvergente Teilfolge hat. —
Sollte man nicht diesen Sachverhalt irgendwie mittels einer Karte
um p fiir die Aufgabe ausnutzen konnen? Irgendwie schon. Aber
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Vorsicht: die Behauptung wird falsch, wenn wir die Hausdorff-
Forderung an M fallen lassen. Es muf also auch die Hausdorff-
Eigenschaft in den Beweis eingehen!

ZU AUFGABE 5: Von Natur aus ist S® x S¥ ¢ R"*! x R¥*! =

R"***?  eine Dimension zu viel. Als

Zwischenschritt wird vorgeschlagen,

S™ x R 2= R"'\ 0 zu zeigen. Das er- z
innert an Polar- oder Kugelkoordina-
ten. Aber folgt so nicht eher S™ x Ry
~ R"! {0, also mit dem Faktor
Ry :={r € R|r >0} statt R? Und sn
was wiirde " x R = R™*!' <\ 0 uns

denn fur die Aufgabe selbst helfen? Fig. 19

ZU AUFGABE 6: Der erste Teil ist eine unproblematische For-
mulierungsiibung. Fiir die Zusatzfrage mul man sich erst durch
anschauliche Vorstellung einen Ansatz verschaffen. Schon fir
M = R und k = 0 findet man ein Gegenbeispiel. Das soll auch
geniigen! Noch besser ware freilich der Nachweis, da8 es Gegen-
beispiele fir jedes n-dimensionale M # @ und 0 < k < n -1
gibt.
Die nebenstehenden Skizzen
sollen Ideen fir mogliche
Vorgehensweisen geben. Das
Hauptproblem ist dann frei-
lich der Nachweis, dafl eine
angegebene Teilmenge von
M wirklich keine Unterman-
Fig. 20 Fig. 21 nigfaltigkeit ist.

ZU AUFGABE 7: Matrizengruppen wie O(Q) sind wichtige Bei-
spiele von Liegruppen. Fir

Qz) =25 — 2] — 7} — =3

auf dem R* ist O(Q) zum Beispiel die Lorentzgruppe. — Aus
der linearen Algebra werden Sie wissen (siehe z.B. Abschnitt 11.5
in [J:LiA]), da es zu einer quadratischen Form Q auf dem R"
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eine wohlbestimmte symmetrische n X n-Matrix C gibt, so daf§
Q(z) =*z-C-z.DaB @ nichtentartet ist bedeutet, daB C den Rang
n hat. Wenn C in diesem Sinne die Matrix der quadratischen
Form @ ist, welche Matrix hat dann QoA ? Versuchen Sie nun, den
Satz vom regulidren Wert so anzuwenden, wie wir es in Abschnitt
1.5 fiir O(n) schon getan haben.

Zu AUFGABE 8: Nennt man zwei Punkte a,b € M aquivalent,
a ~ b, wenn sie durch einen stetigen Weg a : [0,1] — M verbind-
bar sind, dann sind die Aquivalenzklassen die sogenannten Wegzu-
sammenhangskomponenten von M . Sie sind offen (weshalb?) und
es konnen nur abzahlbar viele sein (weshalb?). Sei k € N Uoo ihre
Anzahl, und denken wir sie uns als My, ..., Mg bzw. als (M;)ien
(falls k = oo) numeriert, “abgezahlt”. Sie sollen nun zeigen, da8
die kanonische Bijektion

k
HM,-—i—»M

i=1

(némlich welche?) ein Diffeomorphismus ist. Inhaltlich gesehen ist
das eine Routine-Nachpriifung, aber Sie kénnen dabei testen, ob
sich Thre anschaulichen Vorstellungen von der Summe in hieb- und
stichfeste Argumente umsetzen lassen.



Der Tangentialraum

2.1 Tangentialraume im euklidischen Raum

Es ist eine Grundidee der Differentialrechnung, differenzier-
bare Abbildungen durch lineare zu approximieren, um so nach
Méglichkeit analytische Probleme (schwierig) auf linear-algebrai-
sche (einfach) zuriickzufithren. Die lineare Approximation einer
Abbildung f : R® — R* lokal bei & ist bekanntlich das soge-
nannte Differential df, : R® — R* von f bei z, charakterlslert
durch f(z 4+ v) = f(z) + dfz - v+ p(v) (mit hm lvll =0) und
gegeben durch die Jacobi-Matrix. Wie aber laﬁt sich eine diffe-
renzierbare Abbildung f : M — N zwischen Mannigfaltigkeiten

lokal bei p € M durch eine lineare Abbildung approximieren?
Natiirlich konnen wir jederzeit das Differential d(k o f o h~1),
der mittels Karten heruntergeholten Abbildung betrachten. Die-
ses Differential hangt aber von der Wahl der Karten wirklich ab,
wie es ja eben auch ko f o h~™! und nicht f selbst approximiert.
Wollen wir indessen ein kartenunabhdingiges Differential fur f
selbst definieren, so haben wir eine Vorarbeit zu leisten: wir
missen zunachst einmal die Mannigfaltigkeiten M und N lokal
bei p und f(p) “linear”, d.h. durch Vektorrdume, approximieren.
Erst danach konnen wir das Dif-
LM ferential als eine lineare Abbil-

dung

dfp : TyM — TN

M zwischen diesen sogenannten Tan-
gentialriumen erklaren. Der Ein-
fihrung dieser Tangentialraume
ist das gegenwiartige Kapitel 2

Fig. 22. Tangentialraum T, M gewidmet-
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Um uns zu orientieren, betrachten wir zuerst die Unterman-
nigfaltigkeiten der euklidischen Raume R". Hier bietet sich eine
naheliegende Weise an, den Tangentialraum — analog zur klassi-
schen Tangentialebene an eine Flache im Raume - zu definieren:

Lemma und Definition: unt
N ) U ™M

Ist M C R" eine n-dimen-

sionale Untermannigfaltig-

keit und p € M, so ist der

durch

M

1 h, | “Flachmacher” um p
T M := (dhy)~"(R" x 0)

]RN_n

fiir eine M flachmachende
Karte (U,h) von RY um
p definierte Untervektor- ) )
raum des R unabhingig Qgﬁrfiiﬁ"fgggggtg;wgg einer Unter-
von der Wahl der Karte

und heit der (Untermannigfaltigkeits-) Tangentialraum von
M am Punkte p.

I R" = R" x 0

BEWEIS: Der Kartenwechsel w zweier Flachmacher (U, k) und
(V,k) um p mu8 ja A(UNV)N(R™ x0) auf A(UNV)N(R" x0),
sein Differential bei h(p) also R" x 0 auf R" x 0 abbilden, we-
gen (dz,,)_1 = (dhy)~! o (dwp(p))~! folgt daraus die Behauptung;
T,;™M ist also wohldefiniert. O

Mc RV

IR

"/ \'

w

R" 11,

mh = -

Fig. 24. Kartenwechsel zweier Flachmacher
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Es ist vielleicht nicht ganz iiberfliissig darauf hinzuweisen, daf§
;™M C RY also wirklich ein Untervektorraum von RY ist und

insbesondere den Nullvektor 0 ¢ RY
enthalt. Nur beim Zeichnen von Fi-
guren verschieben wir ihn gern durch
Translation um p an den Ort, an dem
unsere geometrische Intuition ihn se-
hen will. Wir diirfen aber nicht ver-
gessen, dafB seine Vektorraumstruktur
dann jene ist, bei der an der Stelle p
der Nullvektor sitzt. Das sollte aber
ebensowenig zu Mifverstandnissen fithren, wie das “Anbringen”
des Geschwindigkeitsvektors d&(t) einer (etwa) ebenen Kurve an
die passende Stelle af(t).

Fig. 25

Der Spezialfall M C RY soll uns als Modell fiir den allge-
meinen Fall dienen. Allerdings erweckt er zunéachst den Eindruck,
als ermagliche der umgebende R”" die Konstruktion des Tangen-
tialraums iiberhaupt erst! Wo sonst sollten die Tangentialraume
leben? Die Ubertragung der Definition auf beliebige, “abstrakte”
Mannigfaltigkeiten ist auch durchaus keine ganz triviale Aufgabe,
und es gehort dazu eine gewisse grandiose Art bei der Erschaf-
fung neuer mathematischer Objekte, zu der die dltere Mathematik
gleichsam zu zaghaft war.

2.2 Drei Fassungen des Tangentialraumbegriffs

Es gibt drei sehr verschieden aussehende, aber im wesentlichen
aquivalente Definitionen des Begriffes Tangentialvektor, ich nenne
sie (a) die geometrische, (b) die algebraische und (c) die “physi-
kalische” Definition. Wir brauchen sie alle drei. Die Reihenfolge
spielt keine Rolle, beginnen wir mit (a).

Wir gehen von der anschaulichen Vorstellung eines Tangential-
vektors v an eine Untermannigfaltigkeit des RN aus und fragen
uns, wie wir ihn ohne Benutzung des umgebenden Raumes charak-
terisieren konnen, um eine verallgemeinerungsfahige Version der
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Definition zu erhalten. Nun, jedenfalls ist doch jedes solche v der
Geschwindigkeitsvektor einer ganz in M verlaufenden Kurve o.
So ein a enthdlt genug Infor-

Tunt M mation tber v, zuviel sogar.
Welche Kurven «,f beschrei-

ben dasselbe v? Wie kann man

\ &(0) = B(0) ohne Verwendung

des umgebenden Raumes RN

/ ausdriicken? Zum Beispiel mit-
tels Karten: &(0) = A(0) ¢ RN

ist gleichbedeutend mit (hoa)’(0)

= (hoB)" (0) € R™ fiir eine Karte

M (U, h) von M(!) um p. Soviel zur

Motivation der folgenden Defini-

Fig. 26. Fur jeden Tangen- tion:

tialvektor veT,™M an eine

Untermannigfaltigkeit MC RV

e e Bty finden Definition (a): Sei M eine n-

dimensionale Mannigfaltigkeit,

p € M. Es bezeichne Kp(M) die Menge der differenzierbaren
Kurven in M, die bei t = 0 durch p gehen, genauer

Kp(M) = {a:(~6,6) =M |e>0 und a(0)=p).

Zwei solche Kurven a, 8 € K,(M) sollen tangential dquivalent
heiBen, a ~ B, wenn fiir eine (dann jede) Karte (U, h) um p gilt:

(hoa) (0) = (hoB) (0) € R™.

Die Aquivalenzklassen [a] € K,(M)/~ nennen wir dann die
(geometrisch definierten) Tangentialvektoren von M in p,
und

TEm M = Kp(M)/ ~

heile der (geometrisch definierte) Tangentialraum an M in
p. a

Zur Vorbereitung der zweiten Fassung (b) der Definition fithren
wir zuerst die folgende Sprechweise ein:
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Definition: Nennt man zwei um p auf M definierte differen-
zierbare reelle Funktionen &quivalent, wenn sie auf einer Um-
gebung von p ibereinstimmen, so heiflen die Aquivalenzklassen
die Keime differenzierbarer Funktionen auf M bei p. Die

Menge dieser Keime werde mit £,(M) bezeichnet. O
Definitionsbereich Definitionsbereich
von ¢ von f
M

Ubereinstimmungsbereich

Fig. 27. Fur f~g brauchen f und g nicht im ganzen
Durchschnitt ihrer Definitionsbereiche tibereinzustim-
men: eine kleine Umgebung von p genugt.

Wir verzichten bequemlichkeitshalber darauf, eine Funktion
f:U — R um p undden Keim f € & (M), den sie représentiert,
durch die Notation zu unterscheiden und hoffen, da keine
MiBverstandnisse entstehen. Eine um p definierte Funktion f
enthalt zwar mehr Information als ihr Keim f bei p, aber fur
alle die Operationen, fiir die man eine Funktion nur auf einer
Umgebung von p zu kennen braucht, ohne dafl es auf die Grife
dieser Umgebung ankommt, ist der Keim gut genug,.

Ersichtlich kann man Keime bei p miteinander multiplizieren
und zueinander addieren, genauer:

Notiz: Die Menge £,(M) der differenzierbaren Funktionskeime
auf M bei p ist in kanonischer Weise nicht nur ein reeller
Vektorraum, sondern auch ein mit dieser Vektorraumstruktur
vertraglicher Ring, also eine reelle Algebra. O

Die von uns “algebraisch” genannte Fassung des Tangential-
vektorbegriffs geht nun davon aus, dafl man bei gegebenem Punkt
p € R™ einen Vektor v € RY auch durch seinen Richtungsablei-
tungsoperator V, am Punkte p charakterisieren kann, und da8
es fiir v € Ty™* M zur Bestimmung von V,f geniigt, von f nur
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den Verlauf nahe p auf der Untermannigfaltigkeit M zu kennen,
denn V,f :=(f oa)’(0) gilt fiir jede Kurve a mit a(0) =p und
&(0) = v, und wir kénnen o in M verlaufend wahlen. So gelangt
man zu einer den umgebenden Raum RY nicht benutzenden und
daher verallgemeinerungsfahigen Charakterisierung von v.

Definition (b): Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit,
p € M. Unter einem (algebraisch definierten) Tangential-

vektor an M in p verstehen wir eine Derivation auf dem Ring
&y(M) der Keime, d.h. eine lineare Abbildung

v:&E(M) — R,
welche fir alle f,g € £,(M) die Produktregel

o(f - g9) = v(f) - 9(p) + f(p) - v(9)

erfillt. Den Vektorraum dieser Derivationen bezeichnen wir mit
T;"SM , er heifie der (algebraisch definierte) Tangentialraum
von M bei p. 0O

Nun zur dritten Version, der Fassung (c). In der physikalischen
Literatur wird gewohnlich in Koordinaten gerechnet, und dann
meist in einem Kalkiil, in dem die Stellung der Indices (oben oder
unten) von Bedeutung ist, dem in der Differentialgeometrie so
genannten Ricci-Kalkul In diesem Ricci-Kalkiil heifit das, was
wir einen Tangentialvektor nennen, ein kontravarianter Vek-
tor, und das sei, kurz gesagt, ein n-tupel, notiert als (v?,...,v")
oder ggf. (v%,v!,v2,v%) oder kurz als v*, welches sich nach dem

Gesetz
_ oz#

= oz’
“transformiert”. Dabei wird, wie stets im Ricci-Kalkiil, iiber dop-
pelt (und gegenstandig, d.h. oben und unten) innerhalb eines
Terms vorkommende Indices summiert, hier also tiber v (“Sum-
menkonvention”).

Was soll das alles bedeuten? Ubersetzt in unsere Sprache das
folgende:

o v
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Definition (c): Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit,
p € M. Es bezeichne Dp(M) := {(U,h) € D|p € U} die Menge
der Karten um p. Unter einem (“phystkalisch” definierten)
Tangentialvektor v an M in p verstehen wir eine Abbildung

v:Dp(M) - R"
mit der Eigenschaft, da8 fiir je zwei Karten die zugeordneten Vek-
toren in R™ durch das Differential des Kartenwechsels auseinan-
der hervorgehen, d.h. da§
v(V, k) = d(k o h™ )ap) - v(U, k)

fur alle (U, k), (V,k) € Dp(M) gilt. Den Vektorraum dieser Abbil-
dungen v bezeichnen wir mit T},’hy SM , er heifle der (physikalisch

definierte) Tangentialraum von M bei p. O
I
h=(zt,..,2") / \F=GE,...7"
(v!,..,v")
/ G,.., o)

A — [

Fig. 28. Zur Interpretation des Transformationsgesetzes

.. . » . . .
fir “kontravariante Vektoren”: ‘327 |h(p) ist die Jacobi-

Matrix des Kartenwechsels z#=z#(z!,...,z"), py=1,...,n.

Es liegt mir tibrigens fern, den Ricci-Kalkil ironisieren zu wol-
len. Es ist ein sehr eleganter das explizite Rechnen anleitender,
gleichsam maschinenlesbarer Kalkiil, und er ist in der physika-
lischen Literatur in standigem Gebrauch, weil es einen besseren
operativen Kalkiil fir die Vektor- und Tensoranalysis nach wie
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vor nicht gibt. Diese Vorziige — die Sie bei naherer Bekannt-
schaft noch mehr zu schitzen lernen werden — sind aber mit
gewissen Nachteilen erkauft. Die Eleganz einer Notation beruht
meist auf der Unterdriickung “unwichtiger” Daten, und fir das
effiziente Handhaben von Formeln sind eben andere Dinge wichtig
als fir die logische Klarung geometrischer Grundbegriffe. Deshalb
miissen wir jetzt einmal einen “kontravarianten Vektor”, statt mit
zierlichem v*, mit der plumpen Ausfiihrlichkeit des

v:Dp(M)—> R* (U ,h) - v(U,h)

bezeichnen. Als Verbesserungsvorschlag zum taglichen Gebrauch
fiir Physiker ist das nicht gedacht.

2.3 Aquivalenz der drei Fassungen

Wir wollen uns nun davon tiberzeugen, daf8 die drei Versionen des
Tangentialraumbegriffs im wesentlichen dasselbe bedeuten. Sehen
Sie aber das folgende Lemma nicht als Strafe fiir mutwilliges Drei-
fach-Definieren an, sondern als ein ganzes System von unentbehr-
lichen Hilfssatzen tiber den Tangentialraum, die in dieser Form
am ibersichtlichsten zusammengefafit sind.

Lemma: Die im folgenden naher beschriebenen kanonischen Ab-

bildungen
T;eo m M

(3) (1)
RN
TP M ——— ToeM

(2)

sind miteinander vertrigliche Bijektionen, d.h. die Zusammenset-
zung von je zweten st invers zur dritten.

PRAZISIERUNG UND BEWEIS: Geben wir die drei Abbildungen
zuerst einmal an:
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(1) Geometrisch ——» algebraisch: Ist [a] ein geometrisch
definierter Tangentialvektor an M in p, so ist durch
&EM) — R

fr— (foa)(0)
eine Derivation, also ein algebraisch definierter Tangentialvek-
tor gegeben. — Natiirlich sind hierbei einige kleine Nachweise zu
fiihren: Die Unabhangigkeit von der Wahl der reprasentierenden
Funktion innerhalb des Keimes ist evident und wird von unse-
rer Notation zurecht schon vorweggenommen. Die Unabhéngigkeit
von der Wahl des Représentanten a € Kp(M) von [a] € T§*™ M
prift man mittels einer Karte (U,h) um p: oBdA reprasentiert
f : U - R den Keim und oBdA haben a und § denselben
gentigend kleinen Definitionsbereich (—¢,¢):

U
a, ﬁ f
(_676) —_— B — IR
~ i

h ” h=1
£

Fig. 29. Tangential 4quivalente Kurven definieren nach
der Kettenregel dieselbe Derivation f—(foa)’(0)

Dann ist (hoa)"(0) = (ho8)"(0) nach Voraussetzung und daher
(foh™'ohoa) (0) = (foh™'ohopf)(0) nach der Kettenre-
gel. — DaB schliefllich die nun fiir gegebenes [a] als wohldefi-
niert erkannte Abbildung &,(M) — R, f — (f o @) (0), wirk-
lich eine Derivation ist, folgt aus der Produktregel fiir Funktionen
(—e,e) = R.

(2) Algebraisch ——» physikalisch: Ist v : £,(M) — R eine
Derivation, so ist durch
Dp(M) — R"
(U,h) —— (v(h1),...,v(hn))
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ein physikalisch definierter Tangentialvektor gegeben, behaupten
wir. Sind (U, k) und (V,k) Karten um p und w := ko h~! auf
h(U N V) der Kartenwechsel, so haben wir also

n o Qw;
= h(p)) - v(h;)
£ 5e0) 0
zu zeigen. — Hier ist nun die einzige Stelle in unserer Unter-

suchung des Verhéltnisses der drei Tangentialraum-Definitionen
untereinander, wo man wirklich einen kleinen Kunstgriff braucht.

Von v wissen wir nur, dafl es eine Derivation ist. Deshalb soll-
ten wir versuchen, irgendwie zu einer Darstellung der Form

ki= 3 gij-h;
j=1

zu gelangen, um die Produktregel auch ausnutzen zu konnen. Das
gelingt mit dem folgenden

HILFSSATZ: Sei @ C R" eine beziiglich 0 sternférmige offene
Menge, z.B. eine offene Kugel um 0 oder R" selbst. Ist dann
f: 8 — R eine differenzierbare (= C*°) Funktion mit f(0) =0,
so gibt es differenzierbare Funktionen f;:  — R mit

n

fl@) = X ;- fi(z).

J=1
BEWEIS DES HILFSSATZES: Es gilt f(z fo d,f(tzl, Sytzg)dt
= fo =12 a_zL (tz1,...,tz,)dt und wir brauchen daher nur

1
fi(z) =/a—f try,...,tey)dt
0

zu setzen. —

ANWENDUNG DES HILFSSATZES: Wir diirfen oBdA h(p) = k(p)
= 0 und h(U) als eine so kleine offene Kugel um 0 annehmen, daf§
U in V enthalten ist. Gemafl unserem Hilfssatz sind dann die n
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Komponentenfunktionen w;,...,w, des Kartenwechsels von der
Gestalt

U n
4 wi = ) zjwij(z),
=1

und wegen k = w o h folgt daraus

/o N\ ki= 3 (wij o b)- by,
=1

w
@ — |
wie wir gehofft hatten, und wenden

Fig. 30. Kartenwechsel auf ~wir darauf nun die Derivation v an,
einer offenen Kugel @ um 0 0 ergibt sich wegen h(p) =0:

o(k) = 35 (wi5 0 B)R)-ohs) = 3 wis(0) -olhy),

aber w;;(0) ist gerade g—:’;’-(O), und damit haben wir die behaup-
tete Formel verifiziert.

(3) Physikalisch —— geo-
metrisch: Ist v : D,(M) - R"

ein physikalisch definierter Tan- v
gentialvektor und (U,h) eine @
Karte um p, und definiert man

a : (—&e) — U, fiir geniigend a T »
kleines € > 0, durch e h

a(t) := k™' (h(p) + to(U,h)),  (-&&) —> /

soist [a] € T§*°™M unabhingig pig 31. Zur Definition der Ab-
von der Wahl der Karte. Ist bildung TP"Y*M—TS*™M
namlich § die analoge Kurve

beziiglich (V,k) und w der Kartenwechsel, und benutzen wir
k, um die tangentiale Aquivalenz von @ und S zu priifen,
so ist (ko a) (0) = (ko B)(0) gerade gleichbedeutend mit
dwyp)(v(U, b)) = v(V, k), also mit dem definitionsgema8 erfiillten
Transformationsgesetz des physikalisch definierten Tangentialvek-
tors v.
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Damit haben wir nun die drei in dem Lemma als kanonisch an-
gekiindigten Abbildungen explizit angegeben, wir wollen sie ein-
mal mit ®;, &, und P3 bezeichnen:

TgeomM
‘1’3/ \‘I"
TPhyspf ——  Talgpr
P ¢2 P

Zu zeigen bleibt jetzt noch, daf jeder Umlauf um das Diagramm
die Identitat ergibt, also daf§

q)3 o Qg (o] Q] = IdTpgeomM
¢2 o Q] [o} Q3 = IdT'physM

und @, 0P30P; = IdT;'SM

gilt. Ein geometrischer Tangentialvektor [a] zum Beispiel wird
zuerst zur Derivation f — (f o a)’(0), diese zum physikalischen
Vektor v(U,h) = (h o a)’(0), mit dem wir schlieflich die Kurve
B(t) := h~1(h(p) + t(h o @)’ (0)) konstruieren, die 3 0 &, 0 ®;[a]
reprasentiert. Ist [8] = [a]? Ja, denn (h o B8)'(0) ergibt sich
direkt als (hoa)’(0). — Analog erweisen sich die anderen beiden
Formeln als richtig, und mit dieser Beteuerung beschlieen wir
den Beweis des Lemmas. O

2.4 Definition des Tangentialraums

Wie wollen wir nun den Tangentialraum schlechthin definieren,
nachdem klargestellt ist, inwiefern T5°°" M, T;ISM und T;hysM
im Grunde dasselbe Objekt sind? Soll ich einfach sagen: Nennen
wir es T,M? Ein mysterioser Inbegriff, von dem die drei realen
Versionen nur irdische Gleichnisse sind? Lieber nicht. Oder wollen
wir die drei Fassungen irgendwie durch Aquivalenzklassenbildung
zu einem T,M identifizieren? Ginge schon eher an, aber wozu?
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Haben wir an drei Fassungen noch nicht genug, dafl wir unbedingt
eine vierte herstellen miissen?

Die wirkliche und verniinftige Praxis ist, alle drei Versionen
neben- und durcheinander zu verwenden, ihre Kennzeichnung aber
mit der unausgesprochenen Begriindung wegzulassen, daf es ent-
weder ersichtlich oder gleichgiiltig sei, welche Fassung man gerade
benutzt. Damit Sie aber vor sich und anderen nicht zu ellenlangen
Erklarungen genétigt sind, wenn Sie die berechtigte Frage “Was
ist ein Tangentialvektor?” beantworten wollen, gehen wir etwas
férmlicher vor und entschlieflen uns wie folgt.

Definition: Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit,
p € M. Der Vektorraum

T,M := T M

soll der Tangentialraum an M in p heiflen, seine Elemente
Tangentialvektoren. — Wir vereinbaren jedoch, eine Derivation
v € T,M bei Bedarf auch als geometrisch oder physikalisch de-
finierten Tangentialvektor gemaf 2.3 aufzufassen und diesen mit
demselben Symbol zu bezeichnen, wenn keine Mifiverstandnisse
zu befiirchten sind. a

Notiz: Die Tangentialrdume einer n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit sind tibrigens wirklich auch n-dimensional, denn die kanoni-
sche Bijektion T;‘SM = T;hysM ist linear, und fiir eine feste
Karte definiert v — v(U, h) einen Isomorphismus T}{""'SM ~ R".

2.5 Das Differential

Ich hatte die Einfithrung des Tangentialraumes als eine Vorarbeit
fiir die Definition des Differentials, der lokalen linearen Appro-
ximation einer differenzierbaren Abbildung zwischen Mannigfal-
tigkeiten bezeichnet. Die Vorarbeit ist nun geleistet, wenden wir
uns dem Differential zu. Obwohl ich nicht vorhabe, alle mit Tan-
gentialvektoren befafiten Definitionen kiinftig in dreifacher Aus-
fertigung vorzulegen, soll es doch jetzt noch einmal geschehen. Sei
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also f : M — N eine differenzierbare Abbildung, p € M. Be-
trachten wir der Reihe nach in geometrischer, algebraischer und
physikalischer Fassung, wie f eine lineare Abbildung zwischen den
Tangentialraumen bei p und f(p) kanonisch induziert.

Auf geometrische Tangentialvektoren wirkt f durch Kurven-
transport:

a f
(—¢,¢€) _ —

Fig. 32. Die Kurve aeIC,,(M) wird durch f in die
Kurve foae K;(,)(N) “transportiert”.

Die Abbildung

m
Jdseom fp . Tgeom M T}f:) N

[a] = [foa]

ist, wie man leicht priift, wohldefiniert. — Kiimmern wir uns nun
um die algebraischen Tangentialvektoren. Vorschalten von f ord-
net Keimen bei f(p) Keime bei p zu:

W @)

1)
Fig. 33. Dem Keim von ¢:U—R bei f(p) wird der

Keim von @of | f~1(U) bei p zugeordnet.
und definiert so einen Algebrenhomomorphismus

f* &) (N) — E(M)
p — pof.
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Vorschalten von f* macht dann aus einer Derivation bei p eine
bei f(p):

dBf, : T8M — T3EN

v — vo f*

ist wohldefiniert und offenbar linear. Als Derivation wirkt also
d¥e f,(v) auf Keime ¢ um f(p) durch ¢ — v(po f).

Um schliellich die von f kanonisch induzierte lineare Abbil-

dung . X
PN fy TP M — TN

zwischen den ‘physikalisch’ definierten Tangentialraumen zu be-
schreiben, miissen wir jeweils

(A fy(0))(V, k) € RE™Y

angeben, und dafiir wahlen wir eine Karte (U,h) um p mit
f(U) C V und setzen

(dphysfp(v))(va k) = d(k ° f o h_l)h(p)v(Ua h)v

was eben bedeutet, dal dP"*f, beziiglich Karten durch die
Jacobi-Matrix der heruntergeholten Abbildung gegeben ist. Mit-
tels der Kettenregel priift man die Wohldefiniertheit.

h| | &

v > glivl’

v —_— dzv

kofoh-!

Fig. 34. Das Differential im Ricci-Kalkiil: der kontra-
variante Vektor v* geht iiber in 3Ly .v”
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Lemma und Definition: Sei f : M — N eine differenzierbare
Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten, p € M. Die drei durch
Kurventransport, Keimalgebren-Homomorphismus bzw. Jacobi-
Matrix beziiglich Karten von f bewirkten Abbildungen

dgeomfp . T;eOmM _— TgeomN

f(p)
al . al al
defy o TIM — TN
R f, s TP s TRREN

sind mit den kanonischen Bijektionen zwischen geometrischem, al-
gebraischem und physikalischem Tangentialraum vertraglich und
definieren daher alle dieselbe lineare Abbildung

dfy : To,M — Ty N,
welche wir das Differential von f am Punkt p nennen. (O

Der Beweis besteht aus mittlerweile vertrauten Schlissen, ich
fithre ihn deshalb nicht vor, womit ich aber nicht gesagt haben
will, die Behauptung sei geradezu evident. Es gehort schon einige
Erfahrung dazu, das Lemma aus Uberzeugung, und nicht blofl auf
Autoritat hin zu glauben; und wenn wir die allerersten waren, die
sich damit befaBten, so mifiten wir ganz schon sorgfaltig priifen,
ob nicht noch irgendwo der Teufel im Detail steckt. — Evident
ist aber, in jeder der drei Versionen, die Funktoreigenschaft des
Differentials, die wir als zunéchst wichtigste Eigenschaft des frisch-
definierten Begriffes festhalten wollen:

Notiz: Das Differential der Identitat ist die Identitat,
dld, = Idt, m,
und es gilt die Kettenregel, d.h.

d(g o f)p = dgs(p) 0 dfp

f
fir die Zusammensetzung M; — M, 2 M; differenzierbarer
Abbildungen. O
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Damit ist unsere Einfiihrung der differentialtopologischen
Grundbegriffe vorlaufig abgeschlossen; im néchsten Kapitel wer-
den wir schon Differentialformen betrachten. In den folgenden
drei Abschnitten des gegenwartigen Kapitels haben wir aber noch
ein paar Notationsangelegenheiten zu besprechen.

2.6 Die Tangentialriume eines Vektorraums

Jeder n-dimensionale reelle Vektorraum V ist in kanonischer
Weise eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit; Topologie und diffe-
renzierbare Struktur sind durch die Forderung charakterisiert, daf
die Isomorphismen V & R" auch Diffeomorphismen sein miissen.
Unser Motiv fiir den Tangentialraumbegriff ist in diesem Spezial-
fall allerdings nicht stichhaltig: einen linearen Raum braucht man
nicht erst linear zu approximieren. Deshalb kann es uns nicht
wundern, daf8 fiir jedes p € V' ein kanonischer Isomorphismus

vV =5 T,V

vorliegt. Der einem Vektor v € V' dabei zugeordnete Tangential-
vektor ist z.B. geometrisch durch die Kurve

t—p+to,

also algebraisch durch die Derivation

o L oo+ to)
o g el

gegeben. Fassen wir auf diese Weise die Elemente v € V als Tan-
gentialvektoren auf, dann wird das Differential bei p einer diffe-
renzierbaren Abbildung f : V — W zwischen endlichdimensiona-
len rellen Vektorraumen also zu einer linearen Abbildung

dfy: V. — W,

und so werden wir es auch meist schreiben, insbesondere fiir
V = R", W = R*. Die Notation T, R" wollen wir nur benutzen,
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wenn es die begriffliche Klarstellung erfordert. Das als lineare Ab-
bildung df, : R" — R¥ aufgefaBte Differential ist also gerade
durch die Jacobi-Matrix J¢(p) gegeben. — Implizit sprechen wir
natlirlich sehr oft von T, R" und T,V , denn wenn von T, M fiir
beliebiges M die Rede ist, sind die Spezialfille M = R" und
M =V auch dabei. Abschaffen wollen wir die Tangentialraume
eines Vektorraums keineswegs.

2.7 Geschwindigkeitsvektoren von Kurven

Eine differenzierbare Kurve a : (a,b) — M hat fiir jeden Para-
meterwert ¢t € (a,b) einen Geschwindigkeitsvektor, wir wollen
ihn mit &(t) € Ta(t)M
bezeichnen, und zwar ist

a(t) geometrisch durch B d(t)

A — aft + A) reprasen- . o
tiert, algebraisch ist’s die —_— s "
Derivation ¢ — (@oa)’(t), Interval (a,b)

und als physikalischer
Tangentialvektor mani- Fig. 35. Zum Begriff des Geschwindig-
festiert er sich in lokalen eitsvektors &( €Ta)M

Koordinaten durch (U, k) — (hoa)’(t). Die Notation &(t) kommt
eigentlich von den Kurven im R" her, wo sie natirlich

&(t) = (1 (t),...,dn(t)) € R”

bedeutet. Trotzdem entsteht keine Kollision der Schreibweisen,
denn beziiglich R™ = Ty R" geht dieses iibliche &(t) € R"
gerade in unser neudefiniertes () € To(y R" iiber.

Beachte, daf8 wir statt [a] € T$°°™M nun auch &(0) schreiben
diirfen, was wir auch tun wollen, und da aus der Beschreibung
des Differentials mittels Kurventransport die Formel

dfa(n(&(t)) = (foa)'(t)

folgt, wobei also a eine Kurve in M und f : M — N eine
differenzierbare Abbildung bezeichnen. a
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2.8 Ein weiterer Blick auf den Ricci-Kalkiil

Durch eine Karte (U, h) werden auf dem Kartengebiet U Koor-
dinaten eingefiihrt, das sind einfach die Komponentenfunktionen
hi,...,hn der Kartenabbildung, h = (h1,...,hs). Die einzelne
Koordinate ist also eine reelle Funktion h; : U — R, und ein
Punkt p € U hat die Koordinaten (h1(p),...,hn(p)). Durch die
Karte wird auch fiir jedes p € U eine Basis von T,M ausgezeich-
net, diejenige namlich, die unter

M = R
v — v(U,h)

der kanonischen Basis (e;,...,e,) des R" entspricht. Fiir diese
Basis mochte ich eine Notation einfithren und dabei, ankniipfend
an den Abschnitt 2.2, wieder etwas vom Ricci-Kalkiil erzahlen.

Fir das Rechnen mit geometrischen Objekten in lokalen Ko-
ordinaten ist der Ricci-Kalkiil, wie schon gerithmt, von uniiber-
troffener Eleganz. Mit einem Minimum an willkiirlicher Notation
(freilich mit vielen Indices) beschreibt er alle lokalen Gegenstande
und Prozeduren der Vektor- und Tensoranalysis so, dal man je-
derzeit Zahlen einsetzen und losrechnen konnte, und dabei zeigt
er automatisch immer das Transformationsverhalten — fiir den
Kenner also die geometrische Natur der Dinge — an, der Kalkiil
denkt fir den Benutzer. Wollen wir solche Vorteile mitgeniefien,
haben wir allerdings auch einige Kroten zu schlucken. Beginnen
wir einmal mit den harmloseren Ritualen beim Eintritt in diesen
Tempel.

Die Bezeichnung U fiir das Kartengebiet legen wir am Ein-
gang ab. Daf ein Koordinatensystem einen gewissen Geltungsbe-
reich hat, versteht sich von selbst, sagt der Ricci-Kalkiul, dafir
verschwenden wir keinen Buchstaben. Danach werden wir aufge-
fordert, die Indices der Koordinaten oben zu fiihren, also

h=(h,...,h")

zu schreiben. Das tun wir zwar nicht allzu gern, weil oben
gewohnlich Exponenten stehen, aber so pafit es am besten in
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die Index-Konventionen des Kalkiils, in dem obere Indices ohne-
hin nicht zu vermeiden sind. Also sei es. Nun wird aber auch noch
der Buchstabe h als willkiirlich und ausdruckslos verworfen, die

Koordinaten sollen
1 n

heiflen, damit man sie sogleich als Koordinaten erkennt. Haben wir
einmal mit einem weiteren Koordinatensystem zu tun, so konnen
wir ja dessen Koordinaten zur Unterscheidung irgendwie markie-
ren, etwa als

bezeichnen, und kommt gar eine weitere Mannigfaltigkeit ins
Spiel, so sollen dort auch Koordinaten

vyt

erlaubt sein usw., aber die erste Wahl fiir die Benennung der
Koordinaten bleibt z!,...,z". In dieser Auffassung werden also
— wenn wir die inzwischen verbotenen Bezeichnungen U und h
heimlich zur Erklarung mit heranziehen — die Koordinaten zu
Funktionen z* : U — R, so daf§

h = (2!,...,2") gilt. DaB die

Koordinaten des R"” selbst eben- zh

falls z',...,z™ heiflen, ist eine \<> — R
vom Kalkiil nicht ungewollte
Kollision, wie wenn in &lteren

Texten uber Infinitesimalrech- D U R®

nung eine reelle Funktion als

Fig. 36. Koordinaten z* im
_ Ricci-Kalkil
y=y(c)

geschrieben wird, was den I‘Ya(::‘h teil bringt, dal man dann eine
individuelle Bezeichnung fir die Funktion nicht %ﬂ. Aber je-
denfalls ist das eine Doppelbedeutung von z* als Funktion auf
U C M und als Koordinate des R", und wir miissen sie im Auge
behalten, besonders da wir jetzt festsétzen:

Notation: Ist (U, k) eine Karte mit Koordinaten z?,...,z", d.h.
also h = (z!,...,2"), und ist p € U, so werde der u-te Vektor
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der durch die Koordinaten gegebenen Basis von T, M mit

9
Ozr
bezeichnet, abgekiirzt auch als 8, € T, M. a

e TL,M

z”-Linie durch p auf U C M
zH-Linie durch p auf U C M

rta-t

z#-Linie durch h(p) im R"

Fig. 37. Koordinatenbasis (0y,...,0,) von T,M

Um jedes Miflverstandnis auszuschlieflen: Als physikalischer Tan-
gentialvektor 8, € TP™*M ordnet 8, unserer Karte (U,h)
gerade den p-ten Einheitsvektor e, € R" zu; als geometrischer,
9, € TE°™M, ist 9, durch die Kurve t — h7'(h(p)+te,)
reprasentiert (3, ist der Geschwindigkeitsvektor der p-ten Koor-
dinatenlinie); und als Derivation schlieflich wirkt 8, , ausfithrlich
geschrieben, durch

&M) — R

— 2T ),

also als u-te partielle Ableitung der heruntergeholten Funktion.
Und eben das suggeriert ja die Ricci-Notation 0d,¢ trotz ihrer
untiberbietbaren Gedrangtheit ganz unmifiverstandlich, denn was
kann die Anwendung von % auf eine auf der Mannigfaltigkeit
definierte Funktion ¢ anderes heifien, als erst die Funktion in den
Koordinaten z',...,z" auszudricken, d.h. poh~! zu bilden, und
dann nach der p-ten dieser Koordinaten abzuleiten.

Vielleicht beanstanden Sie, daf§ die Notation keinen Hinweis auf
p enthalt, wie kann man 8, € T,M von 0, € T,M unterschei-
den? Nun, wenn wir angeben wollten, in welchem Tangentialraum
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wir uns gerade befinden, so miifiten wir schon zu einer zusatzlichen
Kennzeichnung wie 9,|, oder dergleichen greifen. Das ist aber sel-
ten notwendig, und oft haben wir gar kein
festes p € U im Auge, sondern die Zuord-
nung, die jedem p € U sein 8, € T,M zu-
weist, und fir dieses Vektorfeld auf U ist
dann auch 8, oder azin eine wie angegossen
passende Notation. Dem im Ricci-Kalkiil als
Fig. 38. Das Vek- v# ges.chriebenen “kontravar.ianten Vektor”
torfeld 8, auf U entspricht dann der Tangentialvektor

vcMm

vh0, = 010 + - 4+ v"0,,

und aus dem Zusammenhang mufl hervorgehen, ob ein festes
p € U betrachtet wird und v#0, € T,M gemeint ist oder ob, wie
zumeist, die v',...,v" reelle Funktionen auf U und v#9, daher
ein Vektorfeld auf U bezeichnet.

2.9 Test

(1) Fiir die beiden “Pole” p := (0,0,1) und ¢ := (0,0,—1) der
2-Sphire S? C R? ist offenbar

™S =T;™Ss* = R x0C R®.

Gilt auch T$e™§? = T8°™S? und entsprechend fiir “alg”
und “phys”?

O Ja, weil kanonisch T;™ M = T8°™ M usw.

O Nein, fiir die drei Fassungen gilt stets T, MNT,M = @
fir p#£gq.

O Ja fiir TPY*, nein fiir die beiden anderen Fassungen,
weil fiir diese T, M NT,M = {0} fir p # q.

(2) Repréasentieren zwei um 0 in R" definierte Funktionen f
und g bereits dann denselben Keim in &(R"), wenn ihre
partiellen Ableitungen jeder Ordnung bei 0 tibereinstimmen?
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O Nein (Hinweis: e~1/%").

O Ja, aufgrund der Taylorschen Formel fiir Funktionen
mehrerer Veranderlichen.

O Ja, sonst erhielte man einen Widerspruch zum Mittel-
wertsatz.

(3) Sei My C M eine Untermannigfaltigkeit, p € M, und sei
v € T,M eine Derivation mit vf = 0 fiir alle f € &,(M),
welche auf M, verschwinden. Dann ist

O veT,MyCcT,M
O v=0
O veT,M\T,M,

(4) Fir differenzierbare Abbildungen f zwischen Mannigfaltig-
keiten gilt

O rgdf, =1g,f stets
O rgdf, > rg,f, und > kann vorkommen
O rgdf, <rg,f, und < kann vorkommen.

(5) Essei f: M — N konstant. Dann ist df, =
O £f(p) 0o Q Idr,m.
(6) Es seien V und W endlichdimensionale reelle Vektorraume
und f:V — W linear. Dann ist df, =
af ao a f-f».
(7) Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
f:V =V eine Translation. Dann ist df, =
0O f ao 0O Idv
(8) Seien M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und X,Y
und Z endlichdimensionale reelle Vektorraume. Ferner sei
durch <:,->: X xY — Z irgend eine bilineare Verkniip-

fung bezeichnet. Dann gilt fiir differenzierbare Abbildungen
f:M—> X und g: M - Y an jeder Stelle p e M
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O &«f,g>=<df,g>+<f,dg>
O d<f’g>=<df’g>"<f7dg>
O &f,g>=<df,dg>

(9) Eine differenzierbare Abbildung f : M — N sei in lokalen
Koordinaten z” fir N und z* fir M durch

2’ =2%(z',... ,z")
im Sinne des Ricci-Kalkiils beschrieben. Dann ist die Matrix
des Differentials durch
O Gz O duz” g Ozt
gegeben.
(10) Unter welchen zusatzlichen Voraussetzungen bieten die Dif-
ferentiale df, einer Abbildung f : M — N bzw. deren In-

versen die Moglichkeit, beliebige Vektorfelder kanonisch von
der einen Mannigfaltigkeit auf die andere zu tibertragen?

O Von M nach N stets, umgekehrt nur, wenn f eine
Uberlagerung ist.

O Auch von M nach N nur dann, wenn f ein Diffeomor-
phismus ist.

O In beide Richtungen, sofern f eine Einbettung ist.

2.10 Ubungsaufgaben
AUFGABE 9: Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit,
p € M. Man zeige, da8 die Zusammensetzung der kanonischen
Abbildungen
al hys m al
Tng—-pT;yM—)T};seo M—+Tp5M

die Identitat auf T;IEM ist.
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AUFGABE 10: Essei f: M — N eine differenzierbare Abbildung,
p € M. Man weise nach, da§ das Diagramm

eom dseem f P geom
LM ——— Ty N

|

al p alg
s M Tf(p)N

kommutativ ist.

AUFGABE 11: Sei f : M — R eine differenzierbare Funktion,
p € M. Durch Gradientenbildung beziiglich Karten ist eine Ab-
bildung

Dp(M) — R"
(U, k) —— gradup)(foh™h)

gegeben, nennen wir sie grad, f . Ist das ein Element von T’}’hy SM?

AUFGABE 12: Sei My C M eine Untermannigfaltigkeit, p € M.
Kanonisch, namlich vermoége des Differentials der Inklusion M,
< M, fassen wir T, My als Untervektorraum von T, M auf. Man
zeige: Ist My das Urbild eines reguldren Wertes einer Abbildung
f:M — N, soist

T, My = Kern df,.

2.11 Hinweise zu den Ubungsaufgaben

Zu AUFGABE 9: Obwohl die drei Abbildungen kanonisch, also
kartenunabhangig sind, kommt doch bei der Beschreibung von
T},’hysM — T§°™M eine Karte (U,h) als Hilfsmittel vor. Des-
halb sollte der Beweis so anfangen: Sei (U,h) eine Karte um
p und v € T;ISM eine Derivation. Dann ist die Derivation
v' i= &1(P®3(P2(v))) durch v'p = ... gegeben — und der erste
Teil der Aufgabe wird eben darin bestehen, da Sie das mittels
der Ihnen bekannten Definitionen der ®; ausrechnen.
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Fir den zweiten Teil, den Nachweis von v'¢ = vy, begriinden
Sie vielleicht erst einmal, weshalb man oBdA ¢(p) = 0 und
h(p) = 0 annehmen darf (beachte: v(const) = 0 fiir jede Deri-
vation) und wenden dann den Hilfssatz aus dem Beweis von 2.7
an.

Zu AUFGABE 10: Man muf} nur das Schicksal eines geometrischen
Tangentialvektors (“Sei [a] € T$*°™M ... ") auf den beiden We-
gen nach rechts unten vergleichen. Einfacher als Aufgabe 9.

ZU AUFGABE 11: Manchmal jedenfalls gewi}, z.B. fur f = 0 ist
gradpf der Nullvektor. Allgemein? Beweis oder Gegenbeispiel?
Aber wer wird denn bezweifeln wollen, dafl der Gradient ein Tan-
gentialvektor ist? Oder?

ZU AUFGABE 12: Beachten Sie, daf es fiir den Beweis solcher
Gleichheiten von Vektorrdumen oft gentigt, die eine der beiden
Inklusionen zu zeigen, wenn man eine Vorinformation tiber die
Dimensionen besitzt.



Differentialformen

3.1 Alternierende k-Formen

Differentialformen leben auf Mannigfaltigkeiten, und zur Vorbe-
reitung der Definition brauchen wir etwas lineare Algebra in einem
reellen Vektorraum, der némlich spater T,M sein wird.

Definition: Sei V ein reeller Vektorraum. Unter einer alternie-
renden k-Form w auf V versteht man eine multilineare Abbil-
dung

w: Vx.-.xV — R

H_J

k

mit der Eigenschaft: Sind vy,...,vx € V linear abhéingig, so gilt
w(vy,...,vx) = 0.

Notation: Der Vektorraum der alternierenden k-Formen auf V
werde mit Alt*V bezeichnet. O

Ersichtlich ist es in kanonischer Weise ein reeller Vektorraum.
— Die Formulierung der Definition unterstellt eigentlich k > 1,
aber man erganzt sie zweckmaBig durch die

Konvention: Alt°V .= R. O

Die alternierenden 0-Formen sind also die rellen Zahlen, und
Alt'V = Hom(V, R) =: V* ist der gewdhnliche Dualraum von
V', die Eigenschaft des “Alternierens” kommt fiir ¥ = 1 nicht
zum Zuge, weil sie aus der Linearitat schon folgt: w(0) = 0. Fir
k > 2 bedeutet das Alternieren aber etwas Besonderes, und es ist
niitzlich, dafiir einige Kriterien zu kennen:
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Lemma: Fiir multilineare Abbildungen w : Vx..xV — W sind
die folgenden Bedingungen einander dquivalent:

(1) w ist alternierend, d.h. w(vi,..,vx) = 0, wenn (vq,..,vk)
linear abhéangig.

(2) w(vi,..,vk) =0, wenn unter den v; zwei gleiche sind, d.h.
wenn es ¢ # j mit v; = vj gibt.

(3) Bei Vertauschung zweier Variablen kehrt w das Vorzeichen
um: fir ¢ < j gilt w(vy,..,v) = —w(v1,..,9j5,..,i,..,0k).

(4) Ist 7: {1,..,k} > {1,..,k} eine Permutation, so gilt

w(vr(l)a .- avr(k)) = Sgn(r)w(vla te vk)'

BEWEIS: Fiir trivial darf man die Implikationen (1) = (2) <
(3) <= (4) halten, ohne weiteres sieht man auch (2) = (1),
denn sind vy, .., v linear abhéngig, so ist einer der Vektoren Li-
nearkombination der ibrigen, und dadurch wird w(vy,..,vx) zu
einer Summe, deren k¥ — 1 Summanden alle wegen (2) verschwin-
den. Um (2) = (3) einzusehen, bedenkt man, daB (2) nicht nur

w(v1,. ., V405, .., vi+vj,..,0%) =0

bewirkt, sondern auch, dal von den vier Summanden, die sich
aus der linken Seite wegen der Linearitit in der i-ten und j-ten
Variablen ergeben, nur zwei tibrigbleiben und wir

W(v1,. ., iye ey Vjye ey V) + W(V1,. 0,05, .., 05,..,06) =0

erhalten, also die Aussage (3). O
Vv w

Jede lineare Abbildung f

f:V > W stiftet eine —

lineare Abbildung

Altkf . AltFW — AltFV, Hier lebt w
also in die “Gegenrich- Fig. 39. Zur Definition von Alt* f
tung”, und AltF wird

dadurch zu einem kontravarianten Funktor (siehe z.B. [J:Top],
Seiten 80 und 76) von der Kategorie der reellen Vektorraume und
linearen Abbildungen in sich, oder ganz ausfiihrlich:
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Definition und Notiz: Ist f : V — W linear, so wird die lineare
Abbildung
AltFf - AltFW — AltFV

durch ((Alt* f)(w))(v1,...,vk) :=w(f(v1),..., f(vk)) bzw. durch
die Konvention Alt’f = Idg definiert, und es gilt dann Id — Id
und die kontravariante Kettenregel, d.h.

AltFIdy = Idpyey und
Altk(g o f) = AltF f o AltFyg

fiir lineare Abbildungen V > W 2 X . o

In der Mathematik sind sehr viele Funktoren im Gebrauch,
und im Zweifelsfalle ist es schon und klar, die individuelle Be-
zeichnung des Funktors, hier also Alt¥, auch bei den zugeordne-
ten Morphismen zu verwenden, aber immer ist ja kein Zweifelsfall,
und im praktischen Leben kommt man bei Hunderten von Funk-
toren meist mit zwes: Schreibweisen fiir den einem f zugeordneten
Morphismus aus, ndmlich mit f, im ko- und f* im kontravarian-
ten Falle. Das ist nicht nur bequem, sondern auch ubersichtlich,
und deshalb wollen wir, wenn keine Verwechslungen zu befiirchten
sind, auch hier vereinbaren:

Schreib- und Sprechweise: Statt Alt* f schreiben wir auch ein-
fach f* und sprechen von f*w als von der durch f aus w indu-
zierten k-Form. O

3.2 Die Komponenten einer alternierenden k-Form

Wir miissen auch wissen, wie man beziiglich einer Basis von V
mit alternierenden k-Formen rechnet, weil wir spater Differential-
formen auf Mannigfaltigkeiten manchmal in lokalen Koordinaten
zu betrachten haben. Ist in V eine Basis ausgezeichnet, so kann
man eine alternierende k-Form, wie jede Multilinearform, durch
die Zahlen charakterisieren, mit denen sie auf (k-tupel von) Ba-
sisvektoren antwortet:
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Sprechweise: Ist (ej,...,e,) eine Basis von V und w eine al-
ternierende k-Form auf V', so heien die Zahlen
Gpy s = w(epyye ey €py)

fiir 1 < p; < n die Komponenten von w beziiglich der Basis.O

Wegen des Alternierens von w sind die Komponenten natiirlich
“schiefsymmetrisch” in ihren Indices, d.h. es gilt
O aytirgy = SER(T) Oy oy
und deshalb gentgt es, a,, . ,, fir gq < -+ < pp zu kennen. Wei-
tere Relationen unter den Komponenten gibt es aber nicht, d.h.
man kann die a,,..,, fir g1 < --+ < px beliebig vorschreiben,
genauer:

Lemma: Ist (e,...,e,) eine Basis von V, so ist durch
Altty — R()
w— (w(ep- - )€y ))l‘l<"'<l‘k

ein Isomorphismus gegeben.

BEWEIS: Die Abbildung ist ersichtlich linear. Wegen der Multili-
nearitat von w gilt stets

W v e o vhem) = 2 V() - vhwlens - en ),
m m Biyobk

also ist die Abbildung Alt*V — R(®) injektiv, denn wenn
w(epyy-.-reu,) =0 fir gy < --- < pg, dann wegen des Alternie-
rens von w auch fir alle anderen py,...,ur. — Die Abbildung

ist aber auch surjektiv. Ist namlich (a,, .4\ )ui < <ps € R() be-
liebig vorgegeben, so definieren wir zunachst fir beliebige Indices
0 falls zwei der Indices iibereinstimmen
Apy.opp =
Sgn('r)a#f(x)m#f(k) ’

wobei 7 : {1,...,k} = {1,...,k} jeweils die Permutation sei,
welche die Indices der Grofle nach ordnet: p (1) < -++ < prx)-
Dann wird durch

o— (3¢ ]
WL,y 0k) = 30 V) e U By
3 [ TR
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die gesuchte alternierende k-Form gegeben, wobei v(lj),...,v("j)
natiirlich die Komponenten von v; € V beziiglich (ei,...,en)
bezeichnen. O

Korollar: Ist dimV = n, so gilt dim Alt*V = (}).

Fir k = 0 stimmt das zu der Konvention Alt°V := R, und
fir k = 1 ist es die wohlbekannte Tatsache dimV* = dimV.
Aber auch Alt"~'V hat die Dimension n, und deshalb werden
die alternierenden (n — 1)-Formen, die 1-Formen und die Ele-
mente (“Vektoren”) von V selbst beim Rechnen in Koordinaten
durch n-tupel reeller Zahlen dargestellt. Man sollte sie aber trotz-
dem nicht miteinander verwechseln, denn beim Ubergang zu einer
anderen Basis verhalten sich die n-tupel jeweils unterschiedlich.
Vektoren, 1-Formen und alternierende (n — 1)-Formen sind eben
nicht kanonisch dasselbe, und wenn man Isomorphismen

VeV Alt" Y

benutzt, was wegen der Gleichheit der Dimensionen natirlich
moglich und zuweilen auch niitzlich ist, so mufl man beachten, da§
solche Isomorphismen nicht kanonisch gegeben, sondern gewdahlt
sind. (Ein Isomorphismus ¢ :V = V* entspricht der Wahl ei-
ner nichtentarteten Bilinearform 8 auf V x V| namlich vermoge
@(v)(w) = B(v,w); ein Isomorphismus V 2Alt"~'V der Wahl
eines Basiselements in Alt"V. Vergl. Aufgabe 13).

3.3 Alternierende n-Formen und die Determinante

Von besonderem Interesse fiir die Integrationstheorie auf Man-
nigfaltigkeiten sind die alternierenden n-Formen fiir n = dimV,
uiber die wir jetzt also dim Alt"V = 1 wissen, was wir auch so
formulieren konnen:

Korollar: Ist (e,...,en) eine Basis von V und a € R, so gibt
es genau eine alternierende n-Form w auf V mit

w(er,...,en) =a. ]
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Im Falle der Standardbasis (e,...,€e,) des R™ und a =1 ist
das die Determinante det : M(n x n, R) — R, aufgefat als die
Multilinearform in den Spaltenvektoren, wie man aus der Linearen
Algebra weifl: Die Determinante ist die einzige Abbildung vom
Raum der n x n-Matrizen iiber K nach K, die multilinear und
alternierend in den Spalten ist und der Einheitsmatrix den Wert
1 € K zuordnet. — Fiir beliebige Endomorphismen f : V — V
gilt:

Lemma: Ist V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und

f:V =V linear, so ist Alt"f : Alt"V — Alt"V die Multiplika-
tion mit det f € R.

BEWEIS: Wegen dim Alt"V = 1 wére die Aussage, nebenbei be-
merkt, auch als koordinatenfreie Definition von det f geeignet. Da

wir aber det f nach der iiblichen Definition det f := det(¢ 1o foyp)
fir ein (dann jedes) ¢ : R" = V schon kennen:

f

Vv — V

g% ) e]go

Rn 5 Rﬂ
also det f = det A, so wird’s ein beweisbediirftiges Lemma. —
Aber nach der Kettenregel fiir den Funktor Alt™ ist

APV A Apny

Alt"lplg Alt"vle

Alt"RP 24 AjgnRe

kommutativ, deshalb sind Alt"f und Alt"A durch Multiplika-

tion mit ein und derselben reellen Zahl gegeben, und um diese zu
ermitteln, wenden wir Alt" A auf das Element det € Alt" R" an

und erhalten fiir die kanonische Basis (e1,...,e,) von R":
((Alt™ A)(det))(e1,...,en) = det(Aey,...,Aey)
=detA

=det A - det(ey,...,en),
also ist det A = det f der gesuchte Faktor. a
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SchlieBlich sei auch noch ausdriicklich darauf hingewiesen, daf3
n + 1 Vektoren in einem n-dimensionalen Vektorraum V' stets
linear abhingig, fiir ¥ > n also jede alternierende k-Form auf
V verschwinden muf}, was uns ja auch die Dimensionsformel
dim Alt*V = (}) bestatigt:

Notiz: Alt*V =0 fir k > dimV. O

3.4 Differentialformen

Erheben wir uns nun aus dem linear-algebraischen Flachland zu
den schonen runden Mannigfaltigkeiten!

Definition: Unter einer Dif-
ferentialform vom Grade k
oder kurz einer k-Form auf einer
Mannigfaltigkeit M verstehen

Q wir eine Zuordnung w, welche
jedem p € M eine alternierende

k-Form wy € Alt*T,M auf dem

TpM : hier lebt w, Tangentialraum bei p zuweist. O

M

Fig. 40. k-Form w auf M: Zu- . . .
ordnung pw, € Alt¥T, M Die Komponentenfunktionen ei-

ner k-Form w auf M beziiglich
einer Karte (U, h) bezeichnen wir mit

w[ll...[l’, = w(aﬂ,l,---,auk) . U _— R,

und natiirlich nennen wir eine k-Form stetig oder differenzier-
bar usw., wenn ihre Komponentenfunktionen beziiglich der Kar-
ten eines (dann eines jeden) Atlanten in der differenzierbaren
Struktur von M diese Eigenschaft haben.

Beachten Sie wohl, daf, gema unserer (in 2.8 ausfihrlich
beschriebenen) Auffassung von den 8, = a% als den kanoni-
schen Basisvektorfeldern der Karte, die Komponentenfunktionen
Way..u, wirklich “oben” auf U C M definiert sind. Natiirlich
kann man sie mittels A auch noch “herunterholen”, dann werden
sie aber zu wy, .., 0 h7L.
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Zur Sprechweise noch zwei An-

. U
merkungen. Das Wort “alternie- Why
rend” hat sich im Differential- — R
kalkiil irgendwie abgeschliffen,
man spricht einfach von Dif- h
ferentialformen oder k-Formen | /“’:x"#k oh~!

w auf M. Dafl die einzelnen
wp : oM x - xT,M - R
alternieren, ist aber stets ge-
meint, wie die obige Definition Fig. 41. Komponentenfunktio-
ja angibt. — Zweitens wollen wir 1" leben “oben”

vorerst unsere Aufmerksamkeit noch nicht ausschliellich auf die
differenzierbaren k-Formen einschranken, weil es zunachst nur
um das Integrieren von k-Formen iiber k-dimensionale Mannig-
faltigkeiten gehen wird, wofiir die Differenzierbarkeit eine unnétig
scharfe Forderung an w wire. Deshalb miissen wir einstweilen das
Wort “differenzierbar” hinzufiigen, wenn wir es meinen. — Spater
stehen aber doch die differenzierbaren Differentialformen wieder
im Mittelpunkt und wir fithren jetzt schon die tibliche Notation
ein:

Notation: Der Vektorraum der differenzierbaren k-Formen auf
M wird mit Q%M bezeichnet. ]

Wegen ALt°T,M = R ist Q°M = C*°(M), der Ring der diffe-
renzierbaren Funktionen auf M, oder jedenfalls wollen wir Diffe-
renzierbarkeit von 0-Formen so verstanden wissen. Eine Nullform
w : M — R ist eben ihre eigene, einzige Komponentenfunktion,
sie tragt k = 0 Indices, also gar keinen.

Eine differenzierbare Abbildung f : M — N induziert in ka-
nonischer Weise eine lineare Abbildung
Q5N - QF M,
wie wir, die ubliche Universalnotation wieder benutzend, schrei-
ben wollen, und zwar ist f*w fir w € QFN durch

(f*w)p(va,...,vk) := wppy(dfpvr, . .., dfpuk)

fir vy,...,vx € T,M definiert — auf welche andere naheliegende
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Art konnte w € QFN mittels f auf Vektoren vy,...,vx € T,M
antworten! Die Zuordnung f* =: QFf : QN — QFM ist also
‘punktweise’ (d.h. fiir jedes p € M einzeln) durch Alt*(df,) ge-
geben.

Weil aber das Differential und Alt* beide funktoriell sind
(“Id — Id & Kettenregel”), gilt nun auch

Notiz: Durch QF ist in kanonischer Weise ein kontravarianter
Funktor von der differenzierbaren in die lineare Kategorie gegeben,
d.h. bezeichnet f* : QN — Q¥M die von einem differenzierbaren
f : M — N induzierte lineare Abbildung, so gilt (Idar)* = Idgk ur
und (go f)* = f*og*. O

3.5 Einsformen

Die differenzierbaren 1-Formen, also die w € Q' M, heifien auch
Pfaffsche Formen. Eine besondere Art Pfaffscher Formen (“ex-
akte Pfaffsche Formen”) sind die Differentiale differenzierbarer
Funktionen, genauer:

Definition: Sei f : M — R differenzierbar. Dann heit die
durch p —— df, € Alt'T,M gegebene differenzierbare 1-Form
df € ©'M das Differential von f. a

Das Differential df, an der einzelnen Stelle p € M wire ja ei-
gentlich eine lineare Abbildung df, : T,M — Ty, R, aber wir be-
rufen uns natiirlich auf den kanonischen Isomorphismus R = Ty R
(vergl. 2.6) und fassen df, als Element im Dualraum T;M von
T,M auf. In diesem Sinne gilt auch dfy(v) = v(f) fir v € T,M,
z.B. weil df,(&(0)) = (foa)'(0) € R, vergl. 2.7. In lokalen Koor-
dinaten, d.h. beziiglich einer Karte (U, k), sind also die n Kom-
ponentenfunktionen von df gerade

df(0,) =0uf, p=1,...,n.

Die Ubungsaufgabe 11 handelte schon von der Tatsache, daf
das n-tupel (1 f,...,0,f) keinen Tangentialvektor D,M — R"
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definiert. Hier sehen wir nun die von unserem gegenwartigen
Standpunkt aus “wahre” Bedeutung der partiellen Ableitungen
nach Koordinaten: Es sind die Komponenten des Differentials
df , welches deshalb auf Mannigfaltigkeiten die Rolle des Gra-
dienten iibernimmt. — Insbesondere kénnen wir fir eine Karte
h = (z',...,2") auf U die Differentiale dz* € QU der Koordi-
natenfunktionen z* selbst bilden. Deren Komponenten dz*(3d,),
v =1,...,n sind dann also

1 firp=v

4 ”=”“=65:= .
dz*(3,) = d,c {Ofmu#y’

und das bedeutet:

Lemma: Die Differentiale dz!,...,dz" € QU der Koordinaten-
funktionen z* : U — R einer Karte bilden an jeder Stelle p € U
die zu (8y,...,0,) duale Basis (dz,...,dzy) von Ty M. O

Korollar: Ist w eine 1-Form auf M und
(U,h), h = (z},...,2"), eine Karte, so
gilt

n
wlU =Y wudz”,
p=1
wobei die w, : U — R die Komponen-
tenfunktionen w, := w(0,) bezeichnen. i )
Insbesondere gilt also auch fiir differen- il‘:tg' (‘fizz',l.}""‘;':}l) ""é’:lgl
zierbare Funktionen 2u (3y,..,30)
n Jf .
df = Y ﬂd@-“ auf dem Kartengebiet U .
u=1 0T

BEWEIS: Wir priifen die Gleichheit an jeder Stelle p € U durch
Einsetzen der Basisvektoren 8,, v = 1,...,n auf beiden Seiten:
wp(0y) = wy(p) nach Definition von w,, und

n n

Y wu(p)dzp(8y) = 1 wu(p)6y = wu(p),

p=1 p=1

also sind die beiden 1-Formen auf U gleich. O
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Diese lokale Beschreibung der 1-Formen als w = 37, w,dz*,

insbesondere der Differentiale als df = ZL':] Ouf - dz#, ist der
Schliissel zum Koordinatenrechnen mit diesen Formen, und sehr
oft beruft man sich bei lokalen Begriffsbildungen und Beweisen
darauf. Eine solche Beschreibung ist aber nicht nur fiir 1-Formen
moglich. Sobald wir das dufere Produkt oder Dachprodukt werden
eingefiihrt haben, konnen wir eine k-Form beziiglich einer Karte
als
w= Y, Wuudzt A adztt
1< <p

mittels Komponentenfunktionen und Koordinatendifferentialen
ausdriicken und so das lokale Rechnen mit k-Formen auf den
Umgang mit den wohlvertrauten Funktionen zurtickfiihren.

3.6 Test

(1) Es seien fi,gi : V — R lineare Abbildungen. Dann ist die
durch (vy,...,v) —

O fi(vr) ... fi(ve) +g1(v1) ... - gr(v)
O filvr) +... + fi(ve) + g1(v1) + ... + gi(vi)
O (fi(v1) +g1(v1)) -+ .o - (fe(or) + gr(vi))

gegebene Abbildung V x -+ x V — R multilinear.

(2) Welche der folgenden Bedingungen an eine multilineare Ab-
bildung f: V x ... x V — R ist hinreichend dafiir, da f
alternierend ist?

Q f(vi,...,vk) =0 sobald v; = vj}; fiir ein ¢

O Es gibt ein ¢ : S, —» {—1,+1}, nicht konstant +1,
mit f(vr(1),... ,vr(k) = €(7)f(v1,... , k)

Q f(v,...,v)=0firalleveV.

(3) Sei Alt¥(V, W) der Vektorraum der alternierenden k-linearen
Abbildungen Vx..xV - W und dimV =n, dimW =m.
Dann ist dim Alt¥(V,W) =

o (") 0 m+(3) 0 m(})
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(4) Definiert das Kreuzprodukt von Vektoren im R® ein Element
von Alt?(R?, R?) ?

O Ja, weil es bilinear und schiefsymmetrisch ist.

O Nein, weil es zwar schiefsymmetrisch ist, aber nicht al-
terniert.

O Nein, weil es nicht bilinear, sondern linear ist.

(5) Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, k£ > 0,w eine
alternierende k-Form auf V und 7; = E;‘:l a;;jv;j. Gilt dann
w(®y,..,0k) = deta-w(vy,..,vx)?

O nurfir k=n
Onurfirk=1und k=n
O fiir alle k.

(6) Fir eine nichtleere Mannigfaltigkeit M mit dimM =n >0
und 0 < k < n gilt dimQ*M =

0 o a ;) O k(k-1)/2

(7) Fiir eine differenzierbare Abbildung f: M — S Cc C, ge-
schrieben als f = e'?, ist zwar nicht § € Q°M , aber immer-
hin sin 6, cos @ und df € Q' M wohldefiniert, weil 8 lokal als
differenzierbare reellwertige Funktion bis auf Addition eines
ganzzahligen Vielfachen von 27 wohlbestimmt ist. Ferner

hat f als komplexwertige Funktion auch ein komplexwerti-
ges Differential df € Q1(M,C). Es gilt

O df = e
O df = —sin8df + i cos 6df
O df =ifd6.

(8) Sei 1 £ k £ n = dimM,M # @. Kann es eine Abbil-
dung f : M — M mit der Eigenschaft f*w = —w fiir alle
w € QFM geben?

O Ja, z.B. gilt das fir M = R", k ungerade und
f(a) = —

O Ja, z.B. fir M := S" und f die antipodische Abbil-
dung, k beliebig.

O Nie und nimmer.
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(9) Es sei 7: R*\ 0 — S! die radiale Projektion und 7 eine
1-Form auf S'. Am Punkte p € R% \ 0 betrachten wir den
Tangentialvektor v := (}) € R? = T,(R? \ 0) und ebenso
w:= (°) € R? 2 T,,(R* \ 0) am Punkte rp fiir ein r > 0.

Dann gilt
Q w*n(w) = 7*n(v)
O w*n(w) = re*n(v)
O re*n(w) = 7n(v)

(10) Jetzt bezeichne 7 die radiale Projektion von R® \ 0 auf S?
und ¢ : S2 — R® \ 0 die Inklusion. Seien 1 € Q3(R* \ 0)
und w € 9252, Dann gilt

an**np=n O n**n=0 0 *r'w=w

3.7 Ubungsaufgaben

AUFGABE 13: Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und
w € Alt™V von Null verschieden. Man zeige, da8 die Abbildung

V — AL™YV

v — vdw,

wobei (v w)(v1,...,Vn-1) :=w(v,v1,...,Vp—1), €in Isomorphis-
mus ist.

AUFGABE 14: Es sei (e1,...,es) eine Orthonormalbasis in dem
euklidischen Vektorraum (V,<-,->) und w die alternierende n-
Form auf V mit w(ey,...,ey) = 1. Man berechne die “Dichte”
|w(v1,...,vn)| aus der “ersten Grundform” (guu)u,v=1,...,n, Wobei
Guv =<0y, VD,

AUFGABE 15: Man bestimme die Transformationsformel fiir k-
Formen im Ricci-Kalkiil. Genauer: Fiir Karten (U, k) und (U, k)
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notiere man die Koordinaten als

h=(z',...,2") und

E:(xi,...,x'-')

und bezeichne dementsprechend auch die Komponentenfunktio-
nen von w € Q¥M beziiglich der Koordinaten. Wie berechnet
man wg,..u, aus den wy, .7

AUFGABE 16: Ist V} ¢ R? der von 0 ausgehende abgeschlossene
Halbstrahl mit dem Winkel o zur positiven z-Achse, so ist die
Winkelfunktion

¢a: RE\V, — (a—27,0)

der Polarkoordinaten als differenzierbare Funktion wohldefiniert.
Bezeichnet wo := dpo ihr Differential, so stimmen jeweils wqy
und wg auf R? \ (V, U V) iiberein (weshalb?) und deshalb ist
durch die w, eine Pfaffsche Form w € Q!( R? \ 0) wohldefiniert.
Diese ist ein beliebtes Musterbeispiel fiir gewisse Phanomene. Man
beweise: Es gibt keine differenzierbare Funktion f: RZ\ 0 — R
mit w = df.

3.8 Hinweise zu den Ubungsaufgaben

Zu AUFGABE 13: Ich schlage vor, den Ausdruck v_w als “v
in w” zu lesen und zu sprechen, weil wir so an die Bedeutung
des Symbols _i erinnert werden: v_iw = w(v,...). Da V und
Alt"'V oft identifiziert — um nicht zu sagen: verwechselt —
werden, ist es niitzlich, sich klarzumachen, welche Rolle die Wahl
einer n-Form w dabei spielt. Ubrigens kann man auch bei gegebe-
nem w die Abbildung nicht ganz kanonisch nennen, denn ebenso-
gut konnte man v auch als letzte Variable in w einsetzen, was die
Abbildung um das Vorzeichen (—1)"~! dnderte. Wir wollen aber
auch kinftig bei der durch diese Aufgabe gegebenen Definition
bleiben. — Technisch betrachtet ist die Aufgabe unproblematisch,
und ich wiifite nicht, welchen Hinweis ich noch geben diirfte.
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ZU AUFGABE 14: Die Formel, die Sie hier finden und beweisen
sollen, spielt eine wichtige Rolle beim Integrieren in lokalen Ko-
ordinaten auf “Riemannschen” Mannigfaltigkeiten, insbesondere
auf Untermannigfaltigkeiten des RY. Anstatt mit einem festen
Vektorraum V' hat man es dann mit den Tangentialraumen auf

einer Karte zu tun, und die vy,...,v, sind die 0y,...,0,.
Diese Funktionen g,, : U — R sind
v im Prinzip leicht zu berechnen. Fir
Iuv das Integrieren aber braucht man
— R in dieser Situation die Funktion

|w(By,..,00)| : U — Ry. (DaB |w|
von der Wahl der ON-Basis (ey,..,€xs)

Fig. 43. “Komponenten unabhéngig ist, kommt bei der Lésung

der ersten Grundform™ der Aufgabe 14 ja mit heraus und
kénnte auch leicht direkt gezeigt werden: ON-Basen gehen durch
isometrische Transformationen auseinander hervor und diese ha-
ben stets Determinante +1 ... )

Das ist_der tiefere Sinn der Aufgabe! Vordergriindig ist es eine
nitzliche Ubung im Umgang mit n-Formen, Matrizen, Skalarpro-
dukten, Transformationen von n-Formen usw. Praktischer Hin-
weis: Rechne zuerst aus, wie die Matrix G := (g,,) mit der Ma-
trix A = (a,,) zusammenhéangt, welche die Entwicklung der v,
nach der ON-Basis ey,...,e, beschreibt, d.h. v, =: E:=1 auvey
erfiillt.

= (O, )

ZU AUFGABE 15: Wie Sie sehen, ist hier der Durchschnitt zweier
Kartengebiete schon oBdA mit U bezeichnet, sonst hatte man
eben U NV zu betrachten gehabt. — Dafl die Frage nach der
Transformationsformel fir die Komponenten einer k-Form sinn-
voll und berechtigt ist, brauche ich wohl nicht zu verteidigen.
Aufler dieser niitzlichen Information bietet Ihnen die Aufgabe
aber auch Bekanntschaft mit einer ganz eleganten Notation aus
der Trick-Kiste des Ricci-Kalkils. Man mu8 sie nur lesen kénnen!
Sie sehen ja, daB8 die Notation wy,,... 4, = w(0,,...,04,) fir die
Komponenten einer k-Form w eigentlich keine Information tiber
die benutzten Koordinaten enthalt — ganz im Einklang mit der
Ricci-Philosophie, daff die Koordinaten selbst keine individuellen
Namen erhalten. Wie lastig wére auch ein anderes Vorgehen!
Was aber, wenn nun ein zweites Koordinatensystem betrach-
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tet werden mufl? Antwort: Querstriche auf — den Indices! Das
schafft nicht nur neue Index-Bezeichnungen (wie es ohne nahere
Erklarung natiirlich von uns gelesen wiirde) sondern soll auch be-
deuten, da8 die Gré8en mit quergestrichenen Indices sich auf das
zweite Koordinatensystem beziehen. Versuchen Sie einmal, damit
umzugehen. Klappt tadellos!

ZU AUFGABE 16: Sie kennen die “Argument”-Funktion
¢a: RENV, = (a —271,a)

auch aus der Funktionentheorie, z.B. fir a = 7 als den Ima-
ginarteil des Hauptzweiges des Logarithmus. Nicht direkt, aber
dem Sinne nach, hiangt unsere Aufgabe auch mit der Tatsache zu-
sammen, daf diz Inz = % zwar auf ganz C \ 0 wohldefiniert ist,
aber doch dort keine Stammfunktion besitzt.—

Die Aufgabe ist nicht schwierig zu 16sen: Was wére tiber f —¢x
(zum Beispiel) zu sagen, wenn es so ein f gabe? Und wire das
denn moglich?

Eine Pfaffsche Form kann also tiberall lokal ein Differential sein,
ohne dafBl das auch global der Fall sein muf. Dies ist ein mathe-
matisch wichtiges Phanomen (“de Rham-Cohomologie”), und das
Beispiel, das die Aufgabe dafiir bietet, ist vielleicht das einfach-
ste, das es gibt: kein Wunder, daf es oft herangezogen wird, man
sollte es kennen. In der Physik spielt es bei der Interpretation des
Aharonov-Bohm-Effekts eine Rolle.



Der Orientierungsbegriff

4.1 Einfihrung

Wie Sie wissen, kommt es beim Integrieren einer Funktion einer
reellen Variablen auf die Integrationsrichtung an:

/bf(a:)dz = —/af(z)d:c
a b

Das dz spirt sozusagen die Umkehr der Integrationsrichtung:
die Differenzen Azy = zx41 — zx in den Riemannsummen
Y f(zx)Azy sind positiv oder negativ, je nachdem ob die Tei-
lungspunkte auf- oder absteigen. Analog bei Kurvenintegralen
f7 f(z,y,2)dz +g(z,y, z)dy+ h(z,y, z)dz, wobei v eine Kurve im
R? ist, oder bei den Kontur-Integralen f f(2)dz der Funktio-
nentheorie. Sie sind invariant gegeniiber allen Umparametrisierun-
gen der Kurve, welche die Durchlaufungsrichtung nicht &ndern.
Durchlauft man aber die Kurve riickwarts, so kehrt das Integral
sein Vorzeichen um.

Ich will nicht sagen, dafl dieses Reagieren auf die Integrations-
richtung eine Eigenschaft jedweder sinnvollen Fassung des Inte-
gralbegriffes sein mufl. Zum Beispiel sollte die Bogenlinge f ds
einer Kurve von der Durchlaufungsrichtung unabhéangig sein, und
in der Tat spiirt das sogenannte “Linienelement”

ds = /dz? + dy? + dz?

(keine 1-Form!) die Richtungsumkehr nicht. Meist haben wir es
aber mit richtungssensitiven Integralen zu tun, und fiir den Auf-
bau der Vektoranalysis ist es aus diesem und anderen Griinden
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notwendig, den Begriff des gerichteten Intervalls zu dem der ori-
entierten Mannigfaltigkeit zu verallgemeinern. Als Vorstufe brau-
chen wir die linear-algebraische Version davon, namlich den Begriff
des orientierten n-dimensionalen reellen Vektorraums.

Um eine erste intuitive Vorstellung von der Orientierung
zu erhalten, wollen wir einmal die unserer Anschauung direkt
zuganglichen Dimensionen n = 1,2 und 3 betrachten. Einen ein-
dimensionalen reellen Vektorraum zu “orientieren” soll bedeuten,
eine Richtung darin auszuzeichnen, und es ist anschaulich klar,
daf} dies auf genau zwei verschiedene Weisen maglich ist.

Um einen 2-dimensionalen reellen
Vektorraum V zu orientieren, muf
man einen der beiden Drehsinne in
V als positiv festlegen. Solange nicht O C
gerade eine mathematische Defini-
tion gefordert ist, weifl natiirlich je-
der Mensch intuitiv ganz gut, was ein  Fig. 44. Die beiden Orien-
« . gy . .. tierungen eines 2-dimen-
Drehsinn” ist, und immerhin ziem- ggpalen reellen Vektor-
lich viele werden gehért haben, da raums
der “mathematisch positive” Dreh-
sinn derjenige entgegen dem Uhrzeigersinn sei. Es ist deshalb
vielleicht nicht ganz tiberfliissig, darauf hinzuweisen, daf8 es in
einem zweidimensionalen Vektorraum V keinen wohldefinierten
“Uhrzeigersinn” gibt. Auf den mathe-
V c R* matisch positiven Drehsinn kann man
sich erst berufen, wenn V schon ori-
entiert ist. — In einem 3-dimensio-
nalen reellen Vektorraum schlieBlich
hat eine Orientierung den Zweck, ei-
Fig. 45. Ist es auf der nen “Schraubensinn” auszuzeichnen,

:g‘:aclgim%lgf n,;z; dlﬁel:; oder festzulegen, was “Rechtshandig-
oder um Drei? keit” bedeuten soll. Dieser Ausdruck
bezieht sich auf die bekannte Rechte-

Hand-Regel, wonach eine Basis (v, vz,v3) “rechtshiandig” genannt
wird, wenn die drei Vektoren in dieser Reihenfolge die Richtun-
gen von Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger einer rechten Hand
angeben konnen. Es kostet eine gewisse Anstrengung, sich der II-

lusion zu entziehen, die Rechte-Hand-Regel orientiere in der Tat

Vv Vv
|
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alle dreidimensionalen Vektorraume. Fangen wir aber an, dartiber
nachzudenken, so bemerken wir bald, dal wir die Stellung dreier
Vektoren in einem dreidimensionalen Vektorraum V' erst dann mit
unserer rechten Hand anschaulich vergleichen kénnen, wenn wir
V' auf den realen, physikalischen, uns umgebenden Raum abgebil-
det haben, und je nachdem, wie wir das machen, wird (v1, vz, v3)
dabei rechtshindig oder linkshandig ausfallen: eine rechte Hand
sieht im Spiegel wie eine linke aus.

4.2 Die beiden Orientierungen
eines n-dimensionalen reellen Vektorraums

Wie ware nun aber Orientierung als mathematischer Begriff ge-
nau zu fassen? Dafiir gibt es mehrere dquivalente Moglichkeiten.
Wir legen eine nicht sogleich anschauliche, dafiir aber bequem
handhabbare Version als Definition zugrunde. Zunachst setzen wir
dimV > 0 voraus.

Definition: Zwei Basen (v1,...,v,) und (wy,...,wn) eines reel-
len Vektorraumes V heiflen gleichorientiert, geschrieben

(viy.-eyvn) ~ (wry...,wp),

wenn die eine durch eine Transformation mit positiver Determi-
nante aus der anderen hervorgeht, d.h. also wenn det f > 0 fiir
den Automorphismus f:V — V mit f(vi) = w; gilt.

Notiz und Definition: Gleichorientiertheit ist offensichtlich
eine Aquivalenzrelation mit genau zwei Aquxvalenzk]assen auf der
Menge B(V) der Basen von V. Diese beiden Aquivalenzklassen
heiflen die beiden Orientierungen von V: Ein orientierter
Vektorraum ist ein Paar (V,or), bestehend aus einem endlich-
dimensionalen reellen Vektorraum V und einer seiner beiden
Orientierungen. O

Wir haben bisher V als positiv-dimensional angenommen.
Wiirden wir die Definition woértlich so auch fiir nulldimensionale
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Raume lesen, so waren diese kanonisch orientiert, denn {0} hat
) o
nur die leere Basis und daher auch nur eine Aquivalenzklasse
gleichorientierter Basen. Es erweist sich aber als zweckmaBige
Konvention, fiir die 0-dimensionalen Raume auch noch eine die-
)
ser kanonischen “Orientierung” entgegengesetzte einzufiihren:

Konvention: Die beiden Zahlen +1 seien die beiden Ortentie-
rungen eines 0-dimensionalen reellen Vektorraums. O

Im Zusammenhang mit dem Orientierungsbegriff stehen einige
Sprech- und Schreibweisen, die sich beinahe von selbst verstehen.
Ist z.B. (V,or) ein (positiv-dimensionaler) orientierter Vektor-
raum, so heiflen die Basen (vy,...,vn) € or positiv orientiert,
die anderen negativ orientiert. Unter der ublichen Orientie-
rung des R" versteht man natiirlich diejenige, in der die kano-
nische Basis (ej,...,€e,) positiv orientiert ist. — In der Notation
wird die Orientierung, wie andere Zusatzstrukturen, gewohnlich

unterdrickt. Ein Isomorphismus f: V =, W zwischen positiv-
dimensionalen orientierten Vektorraumen heifit ortentierungs-
erhaltend, wenn er eine (dann jede) positiv orientierte Basis von
V in eine positiv orientierte Basis von W tiiberfihrt. Im null-
dimensionalen Fall nennen wir die (einzige) Abbildung natiirlich
nur dann orientierungserhaltend, wenn die beiden Orientierungen
gleich (also beide +1 oder beide —1) sind.

Bemerkenswert und oftmals niitzlich ist die folgende topologi-
sche Charakterisierung der Orientierungen eines reellen Vektor-
raums:

Lemma: Ist V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum, n > 1, so
sind die beiden Orientierungen von V' die beiden Wegzusammen-
hangskomponenten des Raumes B(V) C V x .-+ x V der Basen
von V.

Beweis: Angenommen, zwei verschieden orientierte Basen By =
(v1,...,vn) und By = (wy,...,wy,) lieBen sich durch einen ste-
tigen Weg t — B; in B(V) verbinden. Wir bezeichnen mit
ft : V. - V den Isomorphismus, der By in B; tberfithrt. Dann
ist die stetige Funktion ¢ +— det f; am linken Intervall-Ende ¢ = 0
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positiv (nédmlich 1) und am rechten nach Voraussetzung negativ,
mite nach dem Zwischenwertsatz also eine Nullstelle haben, im
Widerspruch dazu, da8 alle f; Isomorphismen sind.

Unterschiedlich orientierte Basen gehéren also jedenfalls ver-
schiedenen Wegzusammenhangskomponenten von B(V) an. Zu
zeigen bleibt, daf gleichorientierte Basen By und B; stets durch
einen Weg in B(V) verbindbar sind. Wir diirfen oBdA anneh-
men, da V = R" und B; die Standardbasis (ej,...,en) ist.
Nun wenden wir auf By das Erhard Schmidtsche Orthonormali-
sierungsverfahren an. Dieses fithrt uns By in 2n — 1 Schritten in
eine Orthonormalbasis tiber: Vektor normieren/ nachsten Vektor
senkrecht (zu den schon bearbeiteten Vektoren) stellen/ nor-
mieren/ nachsten senkrecht stellen/ normieren/ usw. Dies ist
zunachst nur ein Hiipfen von Basis zu Basis, wir brauchen aber
blof8 die Zwischenstationen jeweils gradlinig verbinden, um einen
stetigen Zickzackweg in B(V) von By zu einer orthonormalen
Basis zu erhalten, und es bleibt die Aufgabe, von dieser aus auf
einem Weg in B(V) die Standardbasis zu erreichen. Das gelingt

uns aber sogar auf

A€ GL*(n, R) einem Weg im Rau-

me der Orthonor-

E. Schmidt’sches malbasen. Durch
Orthonormalisierungsverfahren eine Drehbewegung

S0(n) erreichen wir zu-
Drehung erst eine Ortho-

normalbasis, deren

SO(n—-1) erster Vektor e;

Fig. 46. Zum Beweis des Wegzusammenhangs ist, von da aus ge-
einer Orientierungsklasse langen wir mittels
einer Drehbewegung in ej zu einer Orthonormalbasis, deren
erste beiden Vektoren e; und e; sind usw. Nach n — 1 Etap-
pen haben wir auf unserem stetigen Weg eine Orthonormalbasis

(e1y..-y€n—1,wy) erreicht, und wenn es uberhaupt Schwierig-
keiten gibt, dann jetzt, denn in dem eindimensionalen Raum
{e1,-..,en1 }‘L ist kein Platz mehr zum Drehen. Aber nun

brauchen wir auch nicht mehr zu drehen, denn alle drei Basen
sind gleichorientiert:

(e1y---rn) ~ (Viy...Un) ~ (€1,...,En—1,Wn),
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die ersten beiden nach Voraussetzung, die letzten aufgrund der
Wegverbindung. Also kommt von den beiden verbliebenen Mog-
lichkeiten w, = te, nur w, = e, infrage, und wir sind schon
angekommen. O

4.3 Orientierte Mannigfaltigkeiten

Eine Mannigfaltigkeit wird dadurch orientiert, dafl man jeden ih-
rer Tangentialrdume orientiert — aber nicht irgendwie, sondern
so, dafB} sich diese Orientierungen nachbarlich gut vertragen und
nicht plotzlich “umschlagen”. Was soll das heifilen? Um es genau
ausdriicken zu kénnen, fiihren wir folgende Sprechweise ein:

Definition: Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine
Familie {or, }, ¢ m von Orientierungen or, ihrer Tangentialraume
TpM heifle lokal vertrdglich, wenn sich um jeden Punkt von
M eine orientierungserhaltende Karte finden 138t, also eine
Karte (U, h) mit der Eigenschaft, da8 fiir jedes u € U das Diffe-
rential

dhy : T,M —— R"

die Orientierung or, in die tibliche Orientierung des R" iiberfiihrt.
O

Auch mit den kurzen Worten “beziglich Karten lokal kon-
stant” ware diese lokale Vertraglichkeit nicht iibel beschrieben
gewesen. Aber wie dem auch sei, jetzt konnen wir formulieren:

Definition: Unter einer Ortentierung einer Mannigfaltigkeit M
verstehen wir eine lokal vertragliche Familie {or, }pem von Ori-
entierungen ihrer Tangentialrdume. Eine ortentierte Mannig-
faltigkeit ist ein Paar (M, or), bestehend aus einer Mannigfaltig-
keit M und einer Orientierung or von M. O

Natiirlich wird man eine orientierte Mannigfaltigkeit nur zu
besonderen Anlassen wirklich mit (M,or) statt einfach mit M
bezeichnen.
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Definition: Ein Diffeomorphismus f : M =, M zwischen
orientierten Mannigfaltigkeiten heift orientierungserhaltend
(bzw. -umkehrend), wenn fir alle p € M das Differential

dfy : T,M = Tf(p)ﬁ orientierungserhaltend (bzw. -umkehrend)
ist.

Der R" ist wegen des kanonischen R" 2 T, R" durch seine
ibliche Orientierung als Vektorraum auch als Mannigfaltigkeit ori-
entiert, ferner ist klar, daf§ alle offenen, also volldimensionalen Un-
termannigfaltigkeiten einer orientierten Mannigfaltigkeit automa-
tisch auch orientiert sind, und in diesem Sinne sind die eingangs
“orientierungserhaltend” genannten Karten wirklich die orientie-
rungserhaltenden Karten h : U =, U’ im Sinne der zuletzt
getroffenen Definiton. Es sei iibrigens auch angemerkt

Notiz: Eine Karte ist genau dann orientierungserhaltend, wenn
die Basis (0y,...,0,) an jedem Kartenpunkte positiv orientiert
ist. O

Den besten Anschauungsunterricht iiber den Orientierungsbe-
griff fiir Mannigfaltigkeiten geben die zweidimensionalen Mannig-
faltigkeiten, die sogenannten Fldchen. Anschaulich gesprochen,
versieht eine Orientierung die Flache tiberall mit einem Drehsinn,
der eben angibt, welche tangentialen Basen positiv orientiert sind.

Die Anschauung der Flachen zeigt uns aber auch sofort ein
Phénomen, das sich im technischen Sinne nicht sogleich von selbst
versteht, namlich die Existenz nichtorientierbarer Mannigfaltig-
keiten: Gerade die lokale Vertraglich-
keit, die das plétzliche Um-
klappen der Orientierung ver-
bietet, fuhrte “ersichtlich” bei

Fortsetzung ohne Umklappen fihrt zu ...

... unvermeidlicher Kollision

Fig. 47. Das Mobiusband, eine
nichtorientierbare 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit

einmaligem Umlauf entlang
der Seele des Mobiusbandes
zu widerspriichlichen Orien-
tierungsangaben am Ausgangs-
punkt. — Die wirkliche Durch-
fihrung dieses Arguments

verlangte natiirlich erst einmal, da wir das Mobiusband defi-
nieren und nicht nur hinzeichnen, sodann aber das Lemma aus



4.4 Konstruktion von Orientierungen 75

der Aufgabe 20 anwenden, wonach ein stetiges n-Bein langs einer
Kurve in einer orientierten Mannigfaltigkeit seine Orientierung

beibehalt.

4.4 Konstruktion von Orientierungen

Es ist klar, sowohl anschaulich als auch technisch, dafl es zu jeder
Orientierung eines Vektorraums oder einer Mannigfaltigkeit auch
die entgegengesetzte Orientierung gibt. Wir fithren hierfir eine
Schreibweise ein.

Notiz und Notation: Ist or eine Orientierung eines Vektor-
raums, so bezeichne —or die andere der beiden Orientierungen.
Ist or = {orp }pem eine Orientierung einer Mannigfaltigkeit M ,
so ist auch
—or:= {—orp }pem

eine (die entgegengesetzte) Orientierung von M . Wird die Ori-
entierurig in der Notation unterdriickt, bezeichnet also M eine
orientierte Mannigfaltigkeit, so schreiben wir auch —M fiir die
entgegengesetzt orientierte Mannigfaltigkeit. O

Klar ist auch, dal die Summe M; + M, zweier orientierter
n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten ebenfalls kanonisch orientiert
ist, eben durch {or, }pe M, +M, . So eine Summe besitzt also, wenn
beide Summanden nicht leer sind, mindestens vier verschiedene
Orientierungen, die in der soeben eingefiihrten Schreibweise zu
den vier orientierten Mannigfaltigkeiten +£M; + M, Anlaf8 geben.

Wie die Summe ist auch das Produkt M; x M, zweier orien-
tierter Mannigfaltigkeiten kanonisch orientiert, doch Vorsicht ist
bei der Quotientenbildung geboten, vergl. dazu die Aufgabe 32.
Untermannigfaltigkeiten orientierter Mannigfaltigkeiten brauchen
nicht orientierbar zu sein, wie das Mdbiusband im R*® uns vor
Augen fihrt, aber

Lemma: Ist ¢ regulirer Wert einer differenzierbaren Abbildung
f: M —— N undist M orientierbar, so auch die Unterman-
nigfaltigkeit My := f~'(c) C M.
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BEWEIS: Es seien also Orientierungen fiir die Mannigfaltigkeit M
und fiir den Vektorraum T.N gewahlt. Wie wir wissen (vergl.
Aufgabe 12) ist T, M, der Kern von

df, : T,M — T.N.

Wir betrachten deshalb die folgende linear-algebraische Situation:
es sel

0-VyoV, 5 Va—0

eine “kurze exakte Sequenz” linearer Abbildungen endlichdimen-
sionaler reeller Vektorraume, d.h. ¢ ist injektiv, 7 ist surjektiv

und Kern 7 = Bild ¢, wie es namlich fiir

df,
0> T,My = T,M — T.N — 0

der Fall ist. Orientierungen fir Vy, V1, V2 mogen zueinander pas-

send heiflen, wenn folgendes gilt: Ist vq,...,vx eine positiv ori-
entierte Basis von Vp und ergénzt man ¢(v1),...,¢(vk) durch
wy,...,Wn—k 2ZUu einer positiv orientierten Basis von Vj, so ist

m(w1),...,T(wn—k) eine positiv orientierte Basis von V;. In die-
sem Sinne gibt es dann zu Orientierungen je zweier der Rdume
Vo, V1, V2 genau eine dazu passende des dritten. Von diesem linear-
algebraischen Faktum tberzeugt man sich leicht, wenn man be-
denkt, daf fiir quadratische Matrizen A und B jede Block-Matrix

der Form
A C
B

die Determinante det A - det B hat. — Orientiert man nun je-
des T,M, passend zu den Orientierungen von T,M und T.N,
so erhalt man eine lokal vertragliche Familie von Orientierungen,
also eine Orientierung von M. O

Man kann Mannigfaltigkeiten auch mit Hilfe von Atlanten ori-
entieren. Dazu definieren wir:

Definition: Ein Atlas 2 einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
heifle ein ortentierender Atlas, wenn alle seine Kartenwechsel
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w orientierungserhaltend sind, d.h. also tiberall positive Jacobi-
Determinante det J,,(z) > 0 haben. O

Ist M schon orientiert, so bilden die orientierungserhaltenden
Karten offenbar einen maximalen orientierenden Atlas, und um-
gekehrt gilt

Notiz: Ist 2 ein orientierender Atlas einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M, so gibt es genau eine Orientierung von M,
beziiglich derer alle Karten in 2 orientierungserhaltend sind. O

Wir kénnten deshalb eine Orientierung ebensogut als einen ma-
ximalen orientierenden Atlas auffassen, und diese Version der De-
finition wird auch oft bevorzugt, weil sie vom Begriff des Tangen-
tialraumes keinen Gebrauch macht.

4.5 Test

(1) Wann sind (vy,...,vs) und (—v1,...,—vy) gleichorientiert
(n>1)?

O Immer.
O Fiir gerades n.
O Nie.

(2) Wieviele Wegzusammenhangskomponenten hat die orthogo-
nale Gruppe O(n) fir n > 37

O Eine, das kann man mittels Drehungen wie beim Beweis
des Lemmas in 4.2 zeigen.
O Zwei, namlich SO(n) und O(n) \ SO(n).

O Eine fiir n ungerade, zwei fiir n gerade.

(3) Sei dimV =n und 0 <k <n.Dievon —Idy : V - V in-
duzierte Abbildung AltF(~Idy) : AltFV — Alt¥V ist genau
dann orientierungsumkehrend, wenn folgende Zahl ungerade
ist:

Ok =W 0 k()
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(4)

(6)

(7)

Fir Diffeomorphismen f: M =, N zwischen orientierten
Mannigfaltigkeiten ist die Menge der z in M, fiir die df,

orientierungserhaltend ist, in M

O offen, aber i.a. nicht abgeschlossen.
O abgeschlossen, aber i.a. nicht offen.
O offen und abgeschlossen.

Sei M eine orientierte Mannigfaltigkeit. Mu8 ein Diffeomor-
phismus f : M — M, der nicht orientierungserhaltend ist,
orientierungsumkehrend sein?

O Ja, weil das bereits fiir Isomorphismen zwischen orien-
tierten Vektorrdumen so ist.

O Ja, wenn M zusammenhangend ist, sonst aber im all-
gemeinen nicht.

O Auch fir zusammenhéngendes M im allgemeinen nicht,
weil df, die Orientierung fiir einige p umkehren, fiir
andere erhalten kann.

Es seien M und N orientierte Mannigfaltigkeiten mit Di-
mensionen n und k. Dann definiert die Variablenvertau-
schung einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus

zwischen N x M und

O MxN
O (-1)"*M xN
O (-1)"**M x N

Kann ein Produkt M x N von zwei zusammenhangenden
nichtleeren nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten orientier-
bar sein?

O Ja, z.B. ist M x M stets orientierbar.

O Ein Produkt M x N nichtleerer Mannigfaltigkeiten ist
genau dann orientierbar, wenn einer der Faktoren ori-
entierbar ist.

O Ein Produkt M x N nichtleerer Mannigfaltigkeiten ist
genau dann orientierbar, wenn beide Faktoren orien-
tierbar sind.
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(8) Sei M — M eine ["]berlagerung n-dimensionaler Mannigfal-
tigkeiten.

O Ist M orientierbar, dann auch M, umgekehrt kann
man jedoch nicht schlieflen. .

O Ist M orientierbar, dann auch M, umgekehrt kann
man jedoch nicht schlieflen. .

O Die tiberlagernde Mannigfaltigkeit M ist genau dann
orientierbar, wenn die tiberlagerte Mannigfaltigkeit M
orientierbar ist.

(9) Ist jede 1-kodimensionale Untermannigfaltigkeit My einer
orientierbaren Mannigfaltigkeit M orientierbar?

O Ja, weil My dann Urbild eines reguldren Wertes einer
Funktion f: M — R ist.

O Ja, weil Untermannigfaltigkeiten orientierbarer Man-
nigfaltigkeiten stets orientierbar sind.

O Nein, die reelle projektive Ebene RP? als Unterman-
nigfaltigkeit des projektiven Raumes RP? ist ein Ge-
genbeispiel.

(10) Sei My C M eine Untermannigfaltigkeit einer Kodimension
> 2 und sei M \ M) orientiert. Ist dann auch M orientier-
bar?

O Ja, die Karten (U, k) von M, die auf U \ M, orientie-
rungserhaltend sind, bilden einen orientierenden Atlas
fir M.

O Nein, Gegenbeispiel {p} C RP?.
O Nein, Gegenbeispiel RP? C RP*.

46 Ubungsaufgaben

AUFGABE 17: Sei V ein reeller Vektorraum, dimV = n > 1
und (v1,...,Vn—1,vn) und (v1,...,0p—1,v),) zwei Basen, die
sich nur durch den jeweils letzten Vektor unterscheiden. Fiir
0 <t <1 setzen wir jetzt vl := (1 — t)v, + tv],, betrachten

n
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also die gradlinige Verbindung zwischen v, und v),. Man zeige,

daB (vi1,...,Vn-1,v}) genau dann fir alle t € [0,1] eine Basis
ist, wenn (v1,...,Vn—1,vp) und (v1,...,va_1,v}) gleichorientiert
sind.

AUFGABE 18: Man zeige, daB eine zusammenhéngende Mannig-
faltigkeit hochstens zwei Orientierungen besitzt.

AUFGABE 19: Es sei M eine nichtorientierbare n-dimensionale
Mannigfaltigkeit und w € Q"M . Man zeige, dal es ein p € M
mit wp = 0 gibt.

AUFGABE 20: Sei v : [0,1] —» M eine stetige Kurve in einer
orientierten n-dimensionalen Mannigfaltigkeit und
v:[0,1] = U B(T,M)
PEM
ein stetiges n-Bein langs v, d.h. eine beziiglich Karten stetige Zu-
ordnung, die jedem t € [0,1] eine Basis v(t) = (v1(t),...,va(t))
von T, ;) M zuweist. Man zeige: Ist v(0) positiv orientiert, so auch

jedes v(t) fiir t > 0. Als Anwendung dieses Lemmas beweise man,
daB die projektive Ebene RP? nicht orientierbar ist.

4.7 Hinweise zu den ﬂ'bungsaufgaben

ZU AUFGABE 17: Es ist ratsam, uber die Determinante des Endo-
morphismus nachzudenken, der (vi,...,vs) in (v1,...,v5-1,0%)
uberfithrt. Man kann sich diesen Endomorphismus ja zum Beispiel
als Matrix beziiglich (vy,...,v,) hinschreiben.

Zu AUFGABE 18: Hier ist das typische Zusammenhangsargument
anzuwenden. Sollte es jemand noch nicht kennen, so darf ich ihm
[J:Top.] S. 17, Zeilen 14-21 empfehlen. Man beachte auflerdem,
dafl ein Kartenwechsel genau dann orientierungserhaltend ist,
wenn seine Jacobi-Matrix positive Determinante hat.

Zu AUFGABE 19: Wie wir wissen (vergl. 3.3), wirkt ein Automor-
phismus f, : T,M — T,M auf w, durch Multiplikation mit der
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Determinante, also antwortet w, auf zwei Basen von T, M genau
dann mit Werten gleichen Vorzeichens, wenn diese Basen gleich-
orientiert sind. Wie konnte man also ein w € Q"M mit w, # 0 fir
alle p € M (Annahme des indirekten Beweises) zu benutzen ver-
suchen, um M im Widerspruch zur Voraussetzung zu orientieren?
Darauf kommt man ziemlich leicht, die Formulierungsarbeit der
Aufgabe besteht in dem Nachweis, die so definierte Familie von
Orientierungen der Tangentialraume als lokal vertraglich nachzu-
weisen.

ZU AUFGABE 20: Der Beweis des Lemmas tiber das stetige n-Bein
langs v ist nach Aufgaben

18 und 19 die dritte Varia- n() (1)
tion des Themas “Die Ori-
entierung darf nicht plotz-
lich umklappen”. Das ei-
gentliche Problem ist die o (0) 7
Anwendung auf die Frage
der Orientierbarkeit der
projektiven Ebene. Pro-
bleme werden oft durchsichtiger, ja nicht selten einfacher zu
losen, wenn man sie etwas verallgemeinert. Hier ist es zum Bei-
spiel niitzlich dartiber nachzudenken, unter welchen Umstanden
ein Quotient M/7 einer (wegzusammenhangenden) Mannigfaltig-
keit nach einer fixpunktfreien Involution 7 wohl orientierbar sein
mag und wann nicht. (Vgl. 1.6). Am konkreten Beispiel mufl man
dann nur noch nachweisen, dafl die antipodische Involution auf
S? orientierungsumkehrend ist. Wie ist das eigentlich fiir andere
Dimensionen?

Fig. 48



Integration auf Mannigfaltigkeiten

5.1 Welches sind die richtigen Integranden?

Das Integrieren iiber n-dimensionale Mannigfaltigkeiten fiithrt
man mittels Karten auf das Integrieren im R" zuriick. Inte-
griert werden n-Formen tiber orientierte Mannigfaltigkeiten, denn
fiir gewohnliche Funktionen f: M — R wiirde der Beitrag eines
Kartengebietes U zum Inte-

M gral ersichtlich von der Wahl

flY der Karte h abhingen, wah-

U rend die Transformationsfor-

mel fiir das Mehrfachintegral

foh™ Vb  \k fok™' im R" zeigt, daB das Integral

iiber die mit einer orientie-
rungserhaltenden Karte her-
untergeholte Komponenten-
. funktion einer n-Form koordi-
Fig. 49. Integral Qer herunterge— e .
holten Funktion iiber das Bild Ratenunabhéngig ist. — Das
des Kartengebiets ist offenbar jst der wesentliche Inhalt des
abhangig von der Wahl der Karte Kapitels 5. In Abschnitt 5.4
stehen die technischen Einzelheiten, in 5.3 werden die gebrauch-
ten Vorkenntnisse referiert. In den ersten beiden Abschnitten aber
wollen wir die Integration auf Mannigfaltigkeiten einmal von der
anschaulichen Seite betrachten. —

Als natiirlicher Kandidat fiir die Rolle des Integranden bietet
sich der Begriff der Dichte an.

Denken wir uns in der Mannigfaltigkeit eine Substanz fein ver-
teilt. Integration liber die Dichte der Verteilung sollte die Gesamt-
menge der Substanz ergeben. Durch was fiir ein mathematisches
Objekt wird die Dichte beschrieben?

h(U) k(U)
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Um uns hieriiber klar zu werden, betrachten wir die infinite-
simale oder linear-algebraische Version dieser Frage. Sei V ein
n-dimensionaler Vektorraum (spater T, M ), eine Substanz darin
gleichmapig fein verteilt. Handelte es sich um den R", so konnten
wir die Dichte durch die Zahl beschreiben, welche die Menge der
Substanz im Einheitswiirfel [0,1]" mit. In T, M oder V haben
wir statt eines ausgezeichneten Einheitswiirfels aber nur gleichbe-
rechtigte n -Spate:

Definition: Sei V ein n-dimensionaler re-
eller Vektorraum und v;,...,vx € V. Dann

heifit A

k
Spat(vi,...,vk):={ > Aivi |0 < A <1}
i=1

Vk

das von den vy, .., v aufgespannte Parallel- 0 vt

epiped oder k-Spat. Fig. 50. Spat

Ohne eine Basis auszuzeichnen, kénnen wir die Dichte z.B.
durch die Abbildung p: V x...x V — R beschreiben, welche fiir
je n Vektoren die in deren Spat enthaltene Menge an Substanz
mifit. Welche Abbildungen kénnen auf diese Weise vorkommen?
Sicherlich verlangen wir nicht zu viel, wenn wir beim Versuch, den
Dichtebegriff mathematisch zu fassen, positive Homogenitat und
Scherungsinvarianz fordern:

Definition: Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Eine
Abbildung p : V* = Vx..xV — R heifle eine Dichte in
V, wenn sie positiv homogen und scherungsinvariant ist,
d.h. wenn (1) p(v1,...,Avi,...,05) = |A| p(v1,...,vn) und

(2) p(viy... ,0ic1,vi405,Vip1, ... ,0n) = p(v1,...,vn) fir alle
Vi,...,0n €V, A € Rund i #j gilt. O
(i

/il

0

Fig. 51a. Zur positiven Homogenitat  Fig. 51b. Zur Scherungsinvarianz
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Es zeigt sich nun, daf§ eine solche Dichte in V fast dasselbe
wie eine alternierende n-Form auf V ist. Der Unterschied besteht
nur darin, daB eine Dichte auf Vertauschung zweier Vektoren nicht
reagiert, weil sie nur auf das Spat antwortet, wahrend eine n-Form
dabei das Vorzeichen andert. Genauer:

Lemma: Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Wahlt man
eine Orientierung or von V und modifiziert jede Abbildung
p:Vx...xV — R durch

—p(v1y.,vn) falls (vy,..,v,) negativ orientiert

Por(V1yeey Up) 1= {

p(v1,..,vn) sonst,

ZU por, SO ist p genau dann eine Dichte, wenn po, eine alternie-
rende n-Form ist.

BEWEIS: “<=" ist trivial; zu “==": Sei also p eine Dichte. Aus
(1) und (2) folgt

3) p(v1,..,vitw,..,vs) = p(v1,..,v,), wenn w eine Linear-
kombination aus den Variablen vq,..,vi—1,Vi41,..,vn ist
und

(4) p ist invariant unter Vertauschung zweier, also tiberhaupt
unter Permutationen der Variablen.

Aus (3) und (1) folgt weiter, daBl p verschwindet, wenn vy,...,v,
linear abhéngig sind.

Es sei nun (ey,...,e,) eine positiv orientierte Basis von V' und
w € Alt™V die wohlbestimmte alternierende n-Form, welche

w(er,...,en) = ple1,...,en)
erfillt. Wir zeigen
w(vl,...,vk,ek.,.l,...,e,,) = po,(vl,...,vk,ek.,.l,...,e,,)

fir k=0,...,n durch Induktion nach k. Induktionsschluf von k
auf k+1: oBdA sei (v1,...,Vk+1,€k+2,---,€n) linear unabhéngig.
Wegen (3) diirfen wir annehmen, da8 vy,...,vr41 aus der linea-
ren Hiille Vi1, von ey,...,ek+1 sind, wegen (4) daB vi41 € Vi
gilt, und abermals wegen (3), da vy,...,vx Elemente von Vj



5.1 Die Integranden 85

sind, diesen Raum aus Dimensionsgriinden also aufspannen. Noch-
malige Anwendung von (3) erlaubt uns deshalb, viy1 = Aeryr
oBdA anzunehmen, womit wegen (1) der Induktionsschluf gefiihrt
ist. O

Der Raum der Dichten in V', nennen wir ihn einmal Dens(V'),
ist also wie At"V ein eindimensionaler Vektorraum, aber erst
die Entscheidung fiir eine der beiden Orientierungen von V stellt
einen kanonischen Isomorphismus Dens(V) 2 Alt™V her.

Analog zu den n-Formen auf Mannigfaltigkeiten definieren wir
nun

Definition: Unter einer Dichte auf einer n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M verstehen wir eine Zuordnung p, welche jedem
p € M eine Dichte

pp € Dens(T,M)

in dem Tangentialraum bei p zuweist. a

Eine Dichte p auf M nennen wir natiirlich stetig oder dif-
ferenzierbar usw., wenn sie es beziiglich Karten ist, d.h. wenn
p(01,...,0n) jeweils die Eigenschaft hat. Den Raum der differen-
zierbaren Dichten auf M konnten wir, wegen seiner nahen Ver-
wandtschaft zu Q"M , mit Q4" M bezeichnen.

Auf orientierten Mannigfaltigkeiten besteht nur ein forma-
ler Unterschied zwischen Dichten und n-Formen, und das obige
Lemma gibt uns eine kanonische Bijektion zwischen Qdens M und
Q"M . Ubergang zur entgegengesetzten Orientierung andert aber
das Vorzeichen dieser Bijektion, und auf nichtorientierbaren Man-
nigfaltigkeiten scheint doch ein wesentlicher Unterschied zwischen
Dichten und n-Formen zu bestehen, und so ist es auch.

Als die naheliegenden Integranden empfehlen sich also die
Dichten. Auf orientierten Mannigfaltigkeiten leisten die n-Formen
zwar dasselbe — und insofern verstehen wir jetzt, was sie iber-
haupt mit der Integration zu tun haben — aber die Dichten
fithren auch auf nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten noch zu
einem wohldefinierten Integralbegriff. Da dennoch die Formen
bevorzugt werden héngt damit zusammen, daf sie auch als k-
Formen fir ¥ < n zur Verfiigung stehen, zum Beispiel ist ja
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der Satz von Stokes ein Satz iiber (n — 1)-Formen. Zwar lieflen
sich auch k-Dichten in einer fiir Integralsétze auf nichtorientier-
baren Mannigfaltigkeiten zweckméfigen Weise definieren, aber
dazu brauchte man doch wieder den Formenbegriff. (In einer
anderen Sprache gesagt: Bezeichnet L — M das zur Orientie-
rungsiiberlagerung assoziierte Geradenbiindel, dessen Schnitte die
von den Physikern so genannten Pseudoskalare sind, dann sind
die Dichten die L-wertigen n-Formen, und allgemeiner hatte man
die k-Dichten als L-wertige k-Formen aufzufassen.)

5.2 Die Anschauung vom Integrationsvorgang

Obwohl wir die folgende Betrachtung ebensogut fiir eine Dichte
auf einer beliebigen nichtorientierten Mannigfaltigkeit anstellen
konnten, wollen wir uns, im Hinblick auf den weiteren Fort-
gang, an die Formen halten. Sei also M eine orientierte n-
dimensionale Mannigfaltigkeit und w eine n-Form darauf. Jedes
einzelne w, € Alt"T, M antwortet auf orientierte Spate in T, M,
und wir wollen nun intuitiv zu verstehen suchen, ob und inwie-
fern uns w eine “Antwort” wa auf die ganze Mannigfaltig-
keit gibt. Dazu betrachten wir eine orientierungserhaltende Karte

QcuUcM h:U —=5 U'C R" von M und
im Kartengebiet U’ einen Quader
Q’ = [al’bl]x"'x[anvbn] - UI9
den wir uns durch Unterteilungen
der Kanten-Intervalle [a’,b*] fein
gerastert denken. Der grofie Qua-
h l‘ der Q' ist dann die Vereinigung
l vieler kleiner Teilquader, deren
- Teilquader Urbilder unter der Karte h wir
i des Rasters die Maschen des Rasters nen-
QcU c R nen wollen. Um eine Bezeichnung
zu haben, wollen wir o, fir die
Masche mit dem “linken unteren
Eckpunkt” p schreiben, das ist also das Urbild des Teilquaders

n . . .
il;ll[x;,x; + Az, ]

“Masche” o,

Fig. 52. “Maschen”
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der Rasterung von @', wobei zll,, ...,z die Koordinaten des Git-

terpunktes p € @ bedeuten. Natiirlich soll

/w: > /w
Q peGitter Jo,

gelten, und wir versuchen daher zu verstehen, ob und wie w auf die
einzelnen Maschen antwortet. — Es entspricht nur dem tublichen
Vorgehen der Infinitesimalrechnung,

wenn wir zu diesem Zweck die kleinen
Maschen erst einmal linear approzi-
mieren, d.h. o, jeweils mit dem tan-
gentialen Spat s, in T, M vergleichen, p
welches wir als Urbild unter der linea- opCM

ren Approximation dhy, der Karte aus  Fig. 53. Approximation
dem zu o, gehorigen Teilquader er- g:;t?ff;sg};':edmm tan-
halten: Da die Einheitsvektoren des

R" unter dem Kartendifferential gerade den Koordinatenbasis-
vektoren 9;,...,0, des Tangentialraumes entsprechen, sind die
Az} - 8, die Kantenvektoren des Spates, also

s, CT,M

sp = Spat(Az 31, -y Azy - On).

Nun gibt uns die alternierende n-Form w, auf T, M eine wohlde-
finierte Antwort

wp(Az) - By,..., ATl - 8) = wp(Br, ..., 0n)AT - ... - Al

P

und natiirlich liegt es nahe,

> wp(Bry...,00)Azy ... Az

p € Gitter

als eine Naherungssumme fir f w aufzufassen und das Integral
als Limes solcher Summen bei immer feinerer Rasterung von Q
zu verstehen. Die eingangs schon angekiindigte Formel

/w = /(wl...n oh™Ndz! ... dz"
Q Q
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wird uns auf diese Weise geometrisch und nicht nur formal ver-
standlich.

Kleine Maschen werden also durch orientierte tangentiale Spate
approximiert, auf die w ja eine Antwort schon bereit hélt — in
erster Naherung antwortet w auf die orientierten Maschen selbst.
Denkt man sich die ganze Mannigfaltigkeit in kleine Maschen auf-
geteilt, so ist das Integral die Summe der Antworten auf die Ma-
schen, und Zuversicht, da§ das Ergebnis nicht von der Wahl der
dabei verwendeten Karten abhangen wird, gibt uns die Interpre-
tation der n-Form als Dichte.

Diese Vorstellung von den n-Formen und dem Integral [,, w
wird sich als niitzlich erweisen, insbesondere fiir das intuitive
Verstandnis der Cartanschen oder duferen Ableitung und des
Satzes von Stokes, [, dw = [, w. Das bedeutet aber nicht,
daf die Approximation von Maschen durch Spate auch technisch
der beste Weg sein mifite, das Integral wirklich einzufiihren. In
der Tat setzen wir ja die Integrationstheorie im R" als bekannt
voraus und wollen sie fir die Integration auf Mannigfaltigkeiten
ausnutzen und nicht parallel noch einmal von vorn entwickeln.
Was wir aus der Integrationstheorie dabei brauchen, wird im
nachsten Abschnitt aufgezahlt.

5.3 Lebesgue-Vorkenntnisse-Paket

Nach langerer Zeit stelle ich nun wieder einmal zusatzliche Anfor-
derungen an Ihre Vorkenntnisse, indem ich annehme, Sie seien mit
dem Lebesgue-Integral im R" bekannt. Um aber etwas genauer
zu sagen, was ich damit meine, schniire ich Thnen das folgende
Vorkenntnis-Paket.

Die Lebesgue-mefbaren Teilmengen des R" bilden eine o -
Algebra M, auf der das Lebesgue-Mapf p: 9M — [0,00] de-
finiert ist, wodurch dann der R" erst einmal als ein Mafraum
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(R™, 90, 1) etabliert ist. Die beziiglich u integrierbaren Funk-
tionen R™ — R bilden dann, wie analog fir jeden Mafiraum,
einen Vektorraum CL!(R"™, ), auf dem das Integral als lineare
Abbildung

LY(R"p) — R
fr— | f(z)dz,
/

wie wir es ganz schlicht notieren wollen, gegeben ist. Die Abbil-
dung

LY(R"y) — Ry
f— [ 1@z =:1fl
/

ist eine Halbnorm auf L', es gilt |f|; = 0 genau dann, wenn
f fast diberall, d.h. auBerhalb einer Menge vom Mafl Null, ver-
schwindet. Dividiert man £'(R", ) nach dem Untervektorraum
der fast iberall verschwindenden Funktionen, so erhalt man also
einen normierten Vektorraum, wir bezeichnen ihn mit L'(R", u),
dessen Elemente nun die Aquivalenzklgssen integrierbarer Funk-
tionen nach der Relation fast volligen Ubereinstimmens sind.

Uber die Eigenschaften dieses Lebesgue-Integrals ware natiirlich
viel zu sagen, kleine Lemmas und grofie Sétze. Erinnern will ich
jedenfalls an drei fabelhafte Konvergenzsatze, die iibrigens fiir das
Lebesgue-Integral iber beliebigen Mafiraumen gelten, namlich den
Normkonvergenzsatz, den Satz von der monotonen Konver-
genz und drittens den Satz von der dominierten Konvergenz,
auch Lebesguescher Konvergenzsatz genannt.

Pauschal gesagt handeln alle drei Konvergenzsitze davon,
wann eine Folge integrierbarer Funktionen wieder gegen eine inte-
grierbare Funktion konvergiert und Limes und Integral vertauscht
werden dirfen. Als Normkonvergenzsatz bezeichne ich dabei die
Aussage, daB L'(R", u) vollstandig, also ein Banachraum ist. Der
zweite Satz besagt, daB8 es bei punktweise monotoner Konvergenz
fr / f fur die gewiinschte Konvergenzaussage gentigt, daf die



90 Kapitel 5. Integration auf Mannigfaltigkeiten

Folge der Integrale flR" frdz beschrankt bleibt, und der dritte
schlieflich versichert, daf8 bei beliebiger punktweiser Konvergenz
fr — f die Existenz einer “dominierenden” Funktion g € L',
d.h. einer mit |fx(z)| < ¢(z) fir alle k¥ und z, hinreichend fur
f € L' und [ fdz =lim [ fidz ist.

Aufler an diese drei allgemeinen Konvergenzsatze will ich an
zwei wichtige speziell den R"™ betreffende Theoreme erinnern,
namlich an den Satz von Fubiniund die Transformationsfor-
mel. Der Satz von Fubini filhrt bekanntlich die Integration liber
den R" induktiv auf den eindimensionalen Fall, also auf die Inte-
gration iiber R zurlick (“Mehrfachintegral”). Ich will die genaue
Formulierung des Satzes jetzt nicht hinschreiben. Ganz ausfiihrlich
soll aber die Transformationsformel zitiert werden, denn sie ist
ein Dreh- und Angelpunkt der Integration auf Mannigfaltigkei-
ten. Doch zuvor noch eine Sprech- und Schreibweise.

Wir haben bisher immer von Integralen iiber ganz R" gespro-
chen. Der Fall einer Teilmenge @ C R" als Integrationsbereich
ist dabei aber in folgender Weise mit eingeschlossen: Ist  im De-
finitionsbereich von f enthalten, so definieren wir fq : R" — R

durch
f(z) firzef

0 sonst,

fa(z) = {

ganz gleich, ob und wie f auflerhalb von § vorher erklart war,
und wir nennen f integrierbar iber Q) (beziiglich des Lebesgue-
MaBes p, des R", wohlgemerkt), wenn fo € L1(R",u) ist und

schreiben dann
/f(z)dz :=/fg(x)d:c.
Q R™

Satz (Transformationsformel): Es sei & C R" offen und
f: Q@ — R iber Q integrierbar. Ferner sei nun € C R"

eine weitere offene Teilmenge und ¢ : =0 ein C'-
Diffeomorphismus. Dann ist auch f o ¢ - |det J,| dber Q in-
tegrierbar und es gilt

/ fdz = f_ (fop)-|det J,|dz,

Q Q

wobei J, : @ = M(n X n, R) die Jacobimatrix von ¢ bezeichnet.
a
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Der _Diffeomorphismus
w2 — Q ist gewis-
sermaflen als eine “Um-
parametrisierung” auf-
., zufassen. Dafl f und
a Q f o ¢ dasselbe Integral
haben sollten, ist nicht
Fig. 54. Zur Transformationsformel zu erwarten, vielmehr
wird ein Korrekturfaktor
notwendig. Daf§ dieser gerade der Betrag der Jacobi-Determinante
ist, braucht uns auch nicht zu wundern: die Jacobimatrix ist ja die
lineare Approximation des Diffeomorphismus ¢, beim Ubergang
von kleinen Quadern in §2 zu ihren Bildmaschen in § wird also das
Volumen néherungsweise mit |det J,| multipliziert. Die genaue
Durchfithrung des Beweises erfordert aber doch einigen Aufwand,
wie Sie sich erinnern werden. Dabei kommt auch mit heraus,
da unter Diffeomorphismen offener Teilmengen des R", insbe-
sondere also unter Kartenwechseln, mefibare Mengen in mefibare
Mengen und Nullmengen in Nullmengen tibergehen, wovon wir
gleich Gebrauch machen werden.

Soweit unser Lebesgue-Paket. Wenn IThnen sein ganzer Inhalt
wohlbekannt vorkommt, dann sind Sie jedenfalls fiir das Folgende
gut vorbereitet. Ich will aber gar nicht verschweigen, dafi man fiir
die Hauptziele dieser Vorlesung, den Satz von Stokes und seine
Konsequenzen, auch mit weniger Integrationstheorie auskommen
kénnte, im Grunde mit Integral, Fubini und Transformationsfor-
mel fiir C*°-Funktionen mit kompaktem Trager auf dem R" und
auf dem Halbraum. Wollen Sie diesen Weg beschreiten, so brau-
chen Sie nur jetzt anstelle 5.4 die Abschnitte 9.5 und 9.6 durchzu-
arbeiten — keine Sorge, diese Abschnitte sind darauf eingerichtet
und erwarten Besuch aus dem Abschnitt 5.3 — und sind dann
auch hinlanglich iiber den Integralbegriff auf Mannigfaltigkeiten
unterrichtet.
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5.4 Definition der Integration auf Mannigfaltigkeiten

Definition: Eine Teilmenge A einer n-dimensionalen Mannig-
faltigkeit M heiBe mef@bar bzw. Nullmenge, wenn sie es lokal
beziiglich Karten ist, d.h. wenn fiir eine (dann jede) Uberdeckung

von A durch Karten (U,h) von M jeweils h(U N A) Lebesgue-
meBbar bzw. Nullmenge im R" ist. ]

Die o-Algebra der Lebesgue-mefibaren Mengen ist also auch
auf einer Mannigfaltigkeit wohldefiniert, und auch die Nullmengen
darin sind kanonisch kenntlich. Beachte aber, dafi wir natiirlich
kein kanonisches Maf§ auf dieser o-Algebra haben.

Es sei nun w eine n-Form auf einer orientierten n-dimensio-
nalen Mannigfaltigkeit M. Um [, y w zu definieren, wollen wir M
in abzahlbar viele kleine Stiicke zerlegen, tiber die wir einzeln mit
Hilfe einer Karte integrieren kénnen. Diese Stiickchen brauchen
keine Koordinatenmaschen zu sein, was beim Aneinanderfiigen
benachbarter Karten auch grofie technische Schwierigkeiten ma-
chen wiirde, vielmehr erlauben uns die guten Eigenschaften des
Lebesgue-Integrals eine weitgehende Beliebigkeit beim Zerlegen
von M.

Sprechweise: Fiir die folgende Diskussion mége eine Teilmenge

A C M klein heiflen, wenn sie in einem Kartengebiet enthalten
ist. O

Notiz: Man kann jede Mannigfaltigkeit in abzihlbar viele paar-
weise disjunkte kleine mefibare Teilmengen zerlegen. Ist z.B.
A = {(hi,U;)|i € N} ein abzahlbarer Atlas von M, so ist durch

A;:=U; und
i
Ait1:=Uiz1 N U Ay fir:2>1
k=1
eine solche Zerlegung M = |J2, Ai gegeben. O
Unsere Absicht ist natirlich, f MW= Y iz f A, @ zu setzen.

Wie wir uber kleine Stiicke mittels Karten zu mtegneren haben, ist
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uns intuitiv schon klar geworden, die Transformationsformel fir
das Lebesgue-Integral gibt uns die technische Moglichkeit dazu.

Satz und Definition (Integration auf Mannigfaltigkeiten):
Eine n-Form w auf einer orientierten n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit M heiBt integrierbar, wenn fiir eine (dann jede) Zerle-
gung (Ai)ien von M in abzéhlbar viele kleine meBbare Teilmen-
gen und eine (dann jede) Folge (U;,h;)ieN von orientierungser-
haltenden Karten mit A; C U; gilt: Fir jedes ¢ € N ist die
heruntergeholte Komponentenfunktion

ai :=w(8,...,0,) 0 k71 : H(U;) » R

von w beziiglich (U;, h;) tiber h;(A;) Lebesgue-integrierbar, und
es ist

iz=:1 / |ai(z)|dz < oo.

hi(As)

Der von der Wahl der ZerIegung und der Karten dann un-

abhéangige Wert
ai(z)dr =: / w

h(A) M

ﬁ'Ms

heiBt das Integral von w tiber M.

BEWEIS DER DABEI GEMACHTEN BEHAUPTUNGEN: Es seien also
(Ai)i>1 und (Bj);>1 Zerlegungen von M in mefibare Mengen und
(Ui, hi) und (Vj, k;) orientierungserhaltende Karten mit A; C U;
und B; C V;. Die n-Form w, mit heruntergeholten Komponen-
tenfunktionen a; beziiglich (U;,h;) und b; beziglich (Vj,k;),
erfiille die Bedingungen beziiglich der A; und h;, d.h. a; ist
iiber hi(A;) integrierbar und Y 2, fh (A9 laildz < oo0. Zu zei-
gen ist, daf8 dann auch die b; tber k;(B;) integrierbar sind und
daB8 3522, fk,'(Bj) |bjldz < oo und

00 o o]
Z a,-dz:Z / bjdx

=1 =1
hi(Ai) k; (Bj)
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gilt. — Bekanntlich ist eine Lebesgue-integrierbare Funktion auf
dem R" auch iiber jede mefibare Teilmenge des R" integrierbar,
also insbesondere a; iiber hi(A;NB;), und aus dem Lebesgueschen
Konvergenzssatz folgt

/ aidz = Y / a;dz,
hi(A0) = AinB))
und ebenso fiir |a;| statt a;. Nun wenden wir die in 5.3 so
ausfiihrlich zitierte Transformationsformel an, um von a; auf
h,'(A,' n Bj) Zu bj auf kj(A,' N Bj)
iberzugehen, d.h. wir setzen

AiN B,
@ Q= hi(UiNV;),
kv " Nk ; f(z) = { g'(z) ZI;::: nlAn )
S > - R G k;(U; N V;) und schlieBlich
Q Q pi= h,-okj_1|kj(U,'ﬂVj),
Fig. 55

der Kartenwechsel von k; nach h;.

Betrachte nun fiir jedes p € U; N'V; die drei Differentiale

T,M
(dkj).;/ \(‘dhi)p
R

n > Rﬂ

Jo(k;(p))

Aus der alternierenden n-Form w, auf T, M werden durch die bei-
den Kartendifferentiale zwei alternierende n-Formen auf dem R"
induziert, die auf der kanonischen Basis die beiden Werte b;(k;(p))
bzw. a;(hi(p)) annehmen. Der Endomorphismus J,(k;(p)) wirkt
aber auf Alt" R" durch Multiplikation mit der Determinante, wie
wir aus dem Lemma in 3.3 wissen, also gilt

bj(k;(p)) = ai(hi(p)) - det Jo(k;(p))
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oder
bj = (ai o) |det J,|

auf ganz k;(U; NVj), wobei wir die Betragsstriche setzen diirfen,
weil ¢ orientierungserhaltend, die Jacobideterminante also positiv
ist. Daraus folgt trivialerweise auch

(bj)k; (ainB;) = ((@i)ni(ainB;) 0 p) - | det Jy|

und ebenso fiir |a;| und |bj| statt a; und b;, und deshalb erhal-
ten wir aus der Transformationsformel: Die Funktion b; ist {iber
k;j(Ai N Bj) Lebesgue-integrierbar und es gilt

bjd:t = / a;dr
k;j (AinB;) hi(AinBj)

und ebenso fiir |a;| und |b;| statt a; und b;. Daraus folgt jeden-
falls

b / Ib;ldz < oo,
W= (AinB;)

und nach den Konvergenzsitzen sind insbesondere |b;| und b;
selbst tiber k;(Bj;) integrierbar und

0O
/ bjdz = 3 / bjdz,
k; (B;) '=1kj (AinB;)
ebenso fir |b;|. Deshalb aber folgt mit der direkt aus der Trans-

formationsformel abgeleiteten Gleichung, welche b; und a; in Be-
ziehung setzte, daf E;”:l fk;(B,) |bjldz < 0o und

3 / bidz =5 [ aide,
=1

=1 =
k; (Bj) hi(A;)

was zu beweisen war. (]
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5.5 Einige Eigenschaften des Integrals

Wie sieht man einer n-Form ihre Integrierbarkeit an? Meist wer-
den wir es mit n-Formen w zu tun haben, deren sogenannter
Trager, das ist die abgeschlossene Hiille

Trw:={peM|w,#0} C M,

kompakt ist. Wenn zum Beispiel M selbst kompakt ist, dann ha-
ben natiirlich alle n-Formen kompakten Trager.

Lemma: Eine n-Form w mit kompaktem Trager auf einer n-
dimensionalen orientierten Mannigfaltigkeit M ist genau dann
integrierbar, wenn sie lokal integrierbar ist, d.h. wenn es um
jeden Punkt eine Karte (U,h) gibt, so daB die heruntergeholte
Komponentenfunktion

w(d,...,0,)0h™ :R(U) — R
iber h(U) C R" Lebesgue-integrierbar ist.

BEWEIS: Ist (U;, hi)ien ein abzahlbarer Atlas aus solchen Karten,
so iiberdecken schon endlich viele, sagen wir die ersten r, den
Trager von w. Setzen wir A; := Uy und Aipq = Uig1 N U, 4k,
so ist w|A; =0 fiir alle : > r, und daher

o0 T
> la;|dz = Y la;]dz < oo.
i i
a

Stetige n-Formen sind natiirlich lokal integrierbar, und ist w
lokal integrierbar und A C M meBbar, so ist auch die durch

P { wp, peEA
0 sonst

definierte Form w4 lokal integrierbar. Das Lemma gibt uns also
schon viele Beipiele integrierbarer Formen, und insbesondere sind
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auf einer kompakten orientierten n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit alle stetigen, erst recht alle differenzierbaren n-Formen, also
alle w € Q"M , integrierbar.

Wie wir nach der Diskussion in 5.1 schon erwarteten und wie
nun aus der Definition leicht abzulesen ist, &ndert Orientierungs-
umkehr das Vorzeichen des Integrals:

Notiz: [ w=- [w. a
-M M

Wie lautet die Transformationsformel fiir das Integral auf Man-
nigfaltigkeiten? Statt eines Diffeomorphismus ¢ : @ — Q zweier
offenen Teilmengen des R"™ betrachten wir jetzt natiirlich einen

orientierungserhaltenden Diffeomorphismus ¢ : M =, M. Be-
nutzen wir fiir die Integration auf M eine Zerlegung M = UA;
und Karten (U;,h;) um die A;, so konnen wir fir M die
unter ¢ entsprechenden Daten gebrauchen, also die Zerlegung
M = Up~!(A;) und die Karten (¢~1(U;), hio¢ |¢~(U;)). Dann
haben die n-Formen w auf M und ¢*w natirlich ganz dieselben
heruntergeholten Komponentenfunktionen und es ergibt sich die
schone und wichtige Natiirlichkeitseigenschaft des Integrals:

Notiz (“Transformationsformel” fiir die Integration auf
Mannigfaltigkeiten): Ist o : M =, M ein orientierungserhal-
tender Diffeomorphismus zwischen orientierten n-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten, so ist eine n-Form w auf M genau dann in-
tegrierbar, wenn p*w auf M integrierbar ist und es gilt dann

/ w=/~ prw.
M M

Auch nach der intuitiven Diskussion des Integrals im Abschnitt
5.2 hatten wir das natirlich zu erwarten, denn nach Definition der
induzierten Form antwortet ¢*w auf eine Masche (Spat) dasselbe
wie w auf die Bildmasche.

Was schliefllich Integrierbarkeit und Integral iiber Teilmengen
A C M betrifft, so folgen wir sinngemafl der Vereinbarung, die

O
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wir fiir das Lebesgue-Integral getroffen hatten, als wir in 5.3 an
die Transformationsformel erinnern wollten, also [ 4w = S M WA
wobei w4 auf A mit w tlibereinstimmt und auflerhalb A null
gesetzt ist. Die Transformationsformel nimmt dann die Form an

Korollar: Ist ¢ : M — M ein orientierungserhaltender Diffeo-
morphismus und A C M eine Teilmenge, so 1st w genau dann
uber p(A) integrierbar, wenn @*w uber A integrierbar ist, und

es gilt dann
/go*w: / w.

A #(A)

O

Noch ein letzter allgemeiner Hinweis. Wir haben hier die Inte-
gration auf Mannigfaltigkeiten mittels Karten auf die Integration
im R" zurickgefihrt und deshalb auch nur letztere als bekannt
voraussetzen miissen. Wer aber das Lebesgue-Integral fur belie-
bige Mafiraume kennt, hat damit auch einen Generalschliissel fur
den direkten Zugang zu den allgemeinen Eigenschaften des Inte-
grals auf Mannigfaltigkeiten — etwa den Konvergenzsatzen — in
der Hand.

Auf jeder orientierten Mannigfaltigkeit M kann man namlich
eine sogenannte Volumenform konstruieren, das heifit eine n-Form
wpm € Q"M , die nirgends verschwindet und auf positiv orientierte
Basen positiv antwortet. Mit einer Zerlegung der Eins, die wir bei
Gelegenheit des Stokesschen Satzes als Hilfsmittel kennenlernen
werden, ist das ganz einfach. Eine solche Volumenform nun defi-
niert durch

wX) ::/XWM

ein Mafl p auf der o-Algebra 9 der Lebesgue-mefibaren Teil-
mengen der Mannigfaltigkeit M, diese so zu einem Mafiraum ma-
chend. Eine Funktion f: M — R ist nun tiber diesen Mafiraum
genau dann integrierbar, wenn die n-Form fwys integrierbar ist,

und es gilt
[ sau={ sou.
M M
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Wegen dim Alt"T,M = 1 ist aber jede n-Form auf M von der
Gestalt fwpr, und so kann man die Integration von n-Formen auf
orientierten Mannigfaltigkeiten auch als Integration von Funktio-
nen auf einem Mafiraum auffassen. — Kanonisch gegeben ist eine
Volumenform freilich nicht.

9.6 Test
(1) Das von den drei Einheitsvektorenim R?® auf gespannte Spat
ist ein
O Tetraeder O Dreieck 0O Wiirfel

(2) Ist A : R® - R" eine lineare Abbildung, so ist das n-
dimensionale Volumen von A([0,1]")

a |4l
O |detA]
O lai1 ... apn]|

(3) Ist p eine Dichte und w eine alternierende n-Form auf einem
n-dimensionalen Vektorraum V, so ist

O —|p| eine alternierende n-Form
0 —|w| eine Dichte
O |w]| eine Dichte.

(4) Eine Teilmenge X C R" ist genau dann eine Nullmenge,
wenn es zu jedem ¢ eine Folge von Wiirfeln W; mit einem
Gesamtvolumen Y 2 Vol(W;) < ¢ gibt, so daB

0 X cux,w;
0O Xc ne, Wi
O X C W; fir beliebig grofie 1.

(5) In der Ebene R? bezeichne Q das Rechteck (1,2) x (0,7/2)
und K das Kreisringviertel im ersten Quadranten mit den
Radien 1 und 2. Der Wechsel von Polar- zu kartesischen Ko-
ordinaten, (r,¢) + (z,y) durch 2 =rcosyp und y = rsing
definiert dann einen Diffeomorphismus & von
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(6)

O K auf sich O K nach Q O @ nach K.

Die Jacobideterminante det Jo(r,¢) ist dann
O rsin2p a r O —r.

(7) Zuweilen trifft man die Notationsgewohnheit an, eine be-

(®)

stimmte Funktion in den verschiedensten Koordinatensyste-
men immer wieder mit dem Buchstaben f zu bezeichnen,
gleichsam als wire die Schreibweise

F@ (@153 Tn)ye ey To(T1ye e vy Tn))
= f(z1,...,20),

vereinbart. Sehr verwirrend! Aber nachvollziehbar, wenn
man sich vorstellt, daf f eigentlich koordinatenunabhangig
auf U lebt (z.B. auf einem Bereich U des realen physika-
lischen Raumes) und f(z},...,z),) den Funktionswert an
jenem Punkt bedeuten soll, der beziglich des gestrichenen
Koordinatensystems die Koordinaten (zj,.. n) hat, usw.
Man schreibt dann also statt foh™!, fo h usw. stets f,
in konsequenter Unterdrickung der Bezelchnungen h,h',...
der Karten. — Wir wollen uns diese Notation nicht gerade
zu eigen machen, aber sie im Notfall doch lesen kénnen, und
in diesem Sinne heifit nun die Frage: Wie lautet bei Anwen-
dung obiger Konvention die Integraltransformationsformel
zwischen kartesischen und Polarkoordinaten?

a [ f(z,y)dzdy = [[ f(r,e)rdrde
aQ [f f(z,y)V/2? + y*dedy = [[ f(r,p)drdp
O [f f(z,y)dzdy = [[ f(r,¢)drdep

In den lokalen Koordinaten einer Karte (U,h) ist das Integral
einer n-Form w tber das Kartengebiet

[o = [ faa,

h(U)

o
~~
8
i~
8
s~
N
I

wobei f: h(U) — R so angegeben werden kann:
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0O f(z) =w(h™(z))
a f(z!,...,2") = wi..n (Ricci-Kalkiil)
O foh=w(d,...,0n)

(9) Unterscheiden sich zwei Karten (U, k) und (U, h') nur durch
das Vorzeichen der ersten Koordinate, und sind a und o'
die heruntergeholten Komponentenfunktionen einer auf U
gegebenen n-Form w, so ist

/ adr = —/ d dz
a(U) '(U)

Weshalb?

O Weil in den Koordinaten des R"
a(z,...,z") = d'(-2',2%,...,2")

und die Determinate der Jacobimatrix des Kartenwech-
sels —1 ist.

O Weil a(z!,...,2") = —d'(-2z',2%,...,2") und der
Betrag der Determinate der Jacobimatrix des Karten-
wechsels 1 ist.

O Weil a(z,...,2") = —ad'(z!,...,2") und der Karten-
wechsel orthogonal ist.

(10) Fir orientierungsumkehrende Diffeomorphismen ¢ : M — N
gilt

O wa+f¢(M)<p*w=0
a fMtp‘w-{-f‘p(M)w:O

D wa+f¢_1(N)(p'w=0
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5.7 Ubungsaufgaben

AUFGABE 21: Man gebe eine n-Form w auf dem R" so an, da§
fir jedes A C R™ mit einem Lebesgue-Ma§ p(A) < oo gilt:

Jaw = n(4).

AUFGABE 22: Es sei w eine integrierbare n-Form auf der orien-
tierten n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Man zeige, da wie
bei der Integration im R" gilt: Stimmt eine n-Form 7 auflerhalb
einer Nullmenge in M mit w iiberein, so ist auch 7 integrierbar

und es gilt wa = an.

AUFGABE 23: Es sei M eine orientierte n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit. Wie hitte man analog zu |..|; auf L!(R",u) eine
Halbnorm |..|; auf dem Vektorraum £!(M) der integrierbaren n-
Formen auf M zu definieren? Erklire zu jedem w € £1(M) in
geeigneter Weise eine n-Form |w|, so daB durch ||, := [, |w]
eine Halbnorm definiert ist, die genau fiir die fast iiberall ver-
schwindenden Formen Null ist.

AUFGABE 24: Es sei 7: M — M eine m-blattrige Uberlagerung
der zusammenhéngenden n-dimensionalen orientierten Mannig-
faltigkeit M. Die iberlagernde Mannigfaltigkeit M sei so ori-
entiert, dal 7 {iiberall orientierungserhaltend ist. Man zeige:
Ist w auf M integrierbar, so auch 7*w auf M und es gilt

fﬂﬂ'*w = mew.

5.8 Hinweise zu den Ubungsaufgaben

ZU AUFGABE 21: Uber das Lebesgue-Ma$i braucht man zur
Lésung dieser Aufgabe nur zu wissen, daB fiir Lebesgue-mefibare

A C R" mit endlichem Maf
w(A) = / ldz

A

gilt. Das soll hier natiirlich nicht bewiesen werden, sondern wird
als bekannt vorausgesetzt. Die Aufgabe ist nicht schwer und soll
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Sie nur veranlassen, die Definition des Integrals iiber eine n-Form
nochmals durchzulesen.

ZU AUFGABE 22: Denselben Zweck hat auch diese Aufgabe, nur

kommt man hier nicht wie in Aufgabe 21 mit einer einzigen Karte
fir M aus.

Zu AUFGABE 23: Achtung: Mit |w|, ist hier nicht der Betrag |wp|
von wp : TyM x --- x T,M — R gemeint, das ware ja auch gar
keine alternierende n-Form auf T, M. Fiir jedes p € M wird man
aber zweckmafBigerweise |w|, := tw, setzen, es fragt sich nur, wie
das Vorzeichen von p abhangen soll. Da8 |w| fir w € £!(M) wirk-
lich integrierbar und |-|; := [, |-| eine Halbnorm auf £!(M) mit
der genannten Eigenschaft ist, soll natiirlich bewiesen, das heifit
hier: auf entsprechende Eigenschaften des Lebesgue-Integrals im
R" zurlickgefiihrt werden.

ZU AUFGABE 24: Uber den ﬁberlagerungsbegriﬁ' v
ist man fiir diese Aufgabe hinlanglich unterrich-
tet, wenn man die Seiten 144-148 in [J: Top] Ve U
durchliest und zusatzlich zur Kenntnis nimmt,
daB im Falle einer Uberlagerung = : M — M ei-
4 _h, Karte

ner Mannigfaltigkeit M der {iberlagernde Raum
M in kanonischer Weise auch eine Mannigfaltig-
keit ist, und zwar mit der einzigen differenzierba- Fig. 56. Zur
ren Struktur, fiir die 7 tberall lokal diffeomorph differenzier-

ist. Wie wird man die Zerlegung :):rrevr:) ISlt.rﬂ%;k-

—~

Av,‘j

s

-0

i=1j=1

von M in meBbare Teilmengen wohl zu wahlen haben, damit die
Integrierbarkeit von 7*w und die Formel f ~m*w=m [, w ohne
Miihe folgt? Anschaulich ist’s klar!



Berandete Mannigfaltigkeiten

6.1 Vorbemerkung

Der klassische Satz von Stokes handelt von dem Zusammenhang
zwischen “Flachenintegralen” und “Linienintegralen”, eine dreidi-
mensionale Version davon, der sogenannte Gauflsche Integralsatz,
sagt etwas Uber die Beziehung zwischen “Volumenintegralen” und
Flachenintegralen aus.

or. Fliche M c R®

or. Randlinie M

Fig. 57. Beim urspriinglichen
Satz [ rot#.dF=[ = #.d3von
M oM

M, hier D3

Randfliche OM = S?

Fig. 58. Beim Gaufischen Inte-
gralsatz faM |7~dﬁ=fM div #dV

wird “Uber eine geschlossene
Flache und uber das von ihr
umschlossene Volumen” inte-
griert

Stokes wird uber eine Flache
und deren Randlinie integriert

Wir wollen hier natiirlich beide Falle zugleich behandeln, und
schon dafiir lohnte sich eine n-dimensionale Fassung des Satzes.
Auch wollen wir uns nicht auf Untermannigfaltigkeiten des R®
oder des R beschrinken. Um aber den Satz von Stokes in voller
Allgemeinheit formulieren zu konnen, brauchen wir den Begriff
der berandeten Mannigfaltigkeit, dem der gegenwartige Paragraph
gewidmet ist.
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6.2 Differenzierbarkeit im Halbraum

Das lokale Modell fir die berandeten Mannigfaltigkeiten ist der
abgeschlossene Halbraum, so wie R" das lokale Modell der Man-
nigfaltigkeiten ist. Um diese Vorstellung in eine genaue Definition
zu fassen, miissen wir zuerst erklaren, was Differenzierbarkeit im
Falle des Halbraumes bedeuten soll.

Welchen Halbraum wir benutzen, ist natirlich gleichgiiltig,
aber im Hinblick auf eine gewisse Orientierungskonvention, die
wir zu treffen haben werden, entscheiden wir uns fiir den linken
Halbraum:

Notation und Sprechweise: Wir bezeichnen mit R" den Halb-
raum {z € R"|z! <0} und mit OR™ := 0 x R"™! seinen so-
genannten Rand. Ist U C R” offen in der Teilraumtopologie des
R? C R” (kurz: offen in R” ), so heiit OU := UNOR” der Rand
von U, die Elemente p € QU dementsprechend Randpunkte von
U. a

Beachte, da$ R® leer und nicht etwa {0} ist, denn der R°
hat keine Koordinate und deshalb auch keinen Punkt, dessen erste
Koordinate < 0 ware. Der
Rar{d ‘ O0U von U kafm 0x RA-1 IR
natiirlich auch leer sein,
offensichtlich ist das ge- Uﬁau U®
nau dann der Fall, wenn 1
U C R nicht nurin R”, v ‘ AV
sondern sogar in der To-
pologie des R" offen ist.
— In der Topologie versteht man unter einem Randpunkt einer
Teilmenge A eines topologischen Raumes X ein Element z € X,
das weder innerer noch auflerer Punkt von A ist. Dieser Sprech-
weise sollten wir aber jetzt fiir einige Zeit aus dem Wege gehen,
denn sie kollidiert mit dem oben eingefithrten Randbegriff fiir in
R” offene U. Beachte, da QU im allgemeinen nicht mit dem
topologischen Rand von U iibereinstimmt, ganz gleich ob man U
dafiir als Teilmenge von R” oder von R" ansieht.

1

| z

Fig. 59 a. oU#@ Fig. 59 b. oU=g

Definition: Sei U offen in R". Eine Abbildung f : U — RF
heifit differenzierbar an der Stelle p € U, wenn sie zu einer in
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einer Umgebung von p in R" differenzierbaren Abbildung fort-
gesetzt werden kann, d.h. wenn es eine offene Umgebung U, von

p in R" und eine differenzierbare Abbildung g : (7,, - RF gibt,

so daB flUNT, =glUNT, gilt. ]
; Fir die p € U \ 0U ist das nichts
US> R Neues, und f ist schlechthin, also

uberall differenzierbar, wenn es auf

U, 2 R* U~ 0U im iiblichen Sinne und fiir alle

p € OU im obigen Sinne differenzier-

bar ist. Unter einem Diffeomorphis-

mus zwischen in R” offenen Teil-

mengen verstehen wir natiirlich eine

Fig. 60. Zur Differenzier- in beiden Richtungen differenzierbare

barkeit an Randpunkten.  piioktion  Solche Diffeomorphismen

werden die Kartenwechsel der noch zu definierenden berandeten

Mannigfaltigkeiten sein. Die folgenden beiden Lemmas beleuchten
ihr Verhalten am Rande.

6.3 Das Randverhalten der Diffeomorphismen

Lemma 1: Ist f: U =, V ein Diffeomorphismus zwischen in
R? offenen Teilmengen, so ist f(OU) = 0V und folglich

floU : U =5 ov

ein Diffeomorphismus der offenen Teilmengen des R™™!.

BEWEIS: Sei p € OU und ¢ : 17,,
— R" eine lokale differenzier-

U Up v bare Fortsetzung von f. Ange-
nommen, der Punkt f(p) wére

_f* Y»|  kein Randpunkt von V. Wegen

— ) der Stetigkeit von f~! hatte er

dann eine in R" offene Umge-

bung V, in V mit f~1(V,) C U,.

Fig. 61. Annahme Aber go(f~1|V,) ist die Identitat
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auf V,, und g und f~!|V, sind differenzierbar im {iblichen Sinne,
also hat f~! bei f(p) jedenfalls den vollen Rang n, ist nach dem
Umkehrsatz also ein lokaler Diffeomorphismus im {iblichen Sinne,
insbesondere ist also f~!(V,) C U Umgebung von p in R",
im Widerspruch zu p € OU. — Damit haben wir f(0U) C-0V
gezeigt, ebenso aber f~1(8V) C 9U, also f(dU) = V. O

Die lokale differenzierbare Fortsetzung ei-
ner Abbildung f : U — RF um einen
Randpunkt p ist natiirlich nicht eindeu-
tig bestimmt, wohl aber alle partiellen
Ableitungen O,f von f an der Stelle p,
insbesondere die Jacobi-Matrix J¢(p).

Lemma 2: Ist f : U =, V ein Dif-
feomorphismus zwischen in R" offenen Fig. 62. Lokale Fort-

. ., setzung nicht eindeu-
Teilmengen und p € OU, so bildet das tig bestimmt, wohl

wohldefinierte Differential aber die 9. fl,
df, : R* = R"

den Untervektorraum 0 x R™™! und die Halbriume R% jeweils
in sich ab, d.h. die Jacobi-Matrix ist von der Form

o f! 0
o f?

Jtoxrr-1(P)

o fr

mit alfl > 0.

BEWEIS: Wegen f(QU) = 8V ist jedenfalls f!|0U = 0, also
Ocf! =0 fiir k=2,...,n, und weil V in R” liegt gilt f! <0
auf U, also
fl(p+ter) - f1(p)
t
fiir t < 0, also 8, f' > 0 und daher sogar 8, f! > 0, weil Jf(p)
vollen Rang hat.

>0
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6.4 Der Begriff der berandeten Mannigfaltigkeit

Soviel tiber die zukiinftigen Kartenwechsel, und nun zum Begriff
der berandeten Mannigfaltigkeit selbst. Der einzige formale Unter-
schied zu den gewodhnlichen (“unberandeten”) Mannigfaltigkeiten
besteht darin, daf wir nun als Kartenbilder auch in R” offene
Teilmengen zulassen.

Sei zunachst X ein topologischer Raum. Ein Hom6omorphis-
mus h einer offenen Teilmenge U C X auf eine in R” oder
in R" offene Teilmenge U’ von R? bzw. R" heifle eine be-
randete n-dimensionale Karte fir X . Dementsprechend sind
die Begriffe berandeter n-dimensionaler Atlas, differenzier-
barer berandeter n-dimensionaler Atlas und berandete n-
dimensionale differenzierbare Struktur (maximaler Atlas)
zu verstehen.

Definition: Eine berandete n-dimensionale Mannigfaltig-
keit ist ein Paar (M, D), meist kurz als M geschrieben, beste-
hend aus einem zweit-abzahlbaren Hausdorffraum M und einer
berandeten n-dimensionalen differenzierbaren Struktur D fir M.
Abbildungen zwischen berandeten Mannigfaltigkeiten nennen wir
differenzierbar, wenn sie es beziiglich Karten sind. a

M  Bei einem Kartenwechsel miissen
Randpunkte in Randpunkte iber-
gehen, wie wir in Lemma 1 gesehen
hatten. Daher diirfen wir definieren

he \F Definition: Sei M eine berandete
% Mannigfaltigkeit. Ein Punkt p € M
heifit ein Randpunkt von M , wenn

Fie 63 Ist » Randounkt durch eine (dann jede) Karte
be%li'xglic'h h,p dann pa,uch (U,h) um p auf einen Randpunkt
beziiglich k: der Rand von h(p) von h(U ) c R* abgebildet
M ist wohldefiniert wird. Die Menge OM der Rand-
punkte heifit der Rand der berandeten Mannigfaltigkeit M. O

|
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Notiz: Der Rand OM einer n-dimensionalen berandeten Man-
nigfaltigkeit M erhalt durch die Einschrankungen

AUNOM :UNdM =5 (h(U)) C 0 x R*™1 = R

der Karten von M einen (n — 1)-dimensionalen gew6hnlichen dif-
ferenzierbaren Atlas und wird so zu einer gewohnlichen (unberan-
deten) (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit. a

Diese Mannigfaltigkeit ist kiinftig stets gemeint, wenn vom
Rand OM einer berandeten Mannigfaltigkeit die Rede ist. Man
sagt auch, M werde von M berandet oder OM berandet M .
Ist f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen beran-
deten Mannigfaltigkeiten, so ist natiirlich auch f|OM : M — N
differenzierbar, und aus dem Lemma 1 folgt

Notiz: Ist f : M — N ein Diffeomorphismus zwischen
berandeten Mannigfaltigkeiten, dann ist f(OM) = ON, und

floM : OM =, 8N ist ein Diffeomorphismus. m]

6.5 Untermannigfaltigkeiten

Wir wollen nicht alles, was sich von den gewShnlichen Mannigfal-
tigkeiten unmittelbar auf die berandeten Mannigfaltigkeiten ver-
allgemeinert, ausfiihrlich niederschreiben. Ware das gefordert, so
hatten wir besser von Anfang an den allgemeineren Begriff zu-
grunde gelegt! Indessen gibt es doch Angelegenheiten, bei deren
Ubertragung auf berandete Mannigfaltigkeiten gewisse Entschei-
dungen oder Verabredungen getroffen werden miissen oder die sich
sonstwie nicht ganz von selbst verstehen, und einiges dieser Art
soll in diesem und den folgenden Abschnitten noch besprochen
werden.

Definition: Es sei M eine n-dimensionale berandete Mannig-
faltigkeit. Eine Teilmenge My C M heifit eine k-dimensionale
berandete Untermannigfaltigkeit, wenn es um jedes p € M; eine
berandete Karte (U,h) von M gibt, so daf
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RU N Mp) = (RF x 0) N A(U)
oder
h(U N My) = (R x 0) N A(D)
gilt. O

Das ist nicht die einzige plausible Méglichkeit, den Unterman-
nigfaltigkeitsbegriff fiir berandete Mannigfaltigkeiten zu fassen.
Indem wir fiir uns diese Version wahlen, treffen wir zwei Entschei-
dungen: erstens verlangen wir nicht, dafi OMy, C OM sein muf.
Wenn aber, zweitens, ein Punkt p € My im Rand von M liegt,
dann ist er auch Randpunkt von My und M, ist dort “transver-
sal” zu OM in dem Sinne, daf eben My und OM bei p beziiglich
der Karte wie R¥ und 0 x R"™! aneinanderstoBen miissen:

0x R*!

Rk
2) -+

R* [» 0x R*!
—_—

Fig. 64. Die beiden zugelassenen Moglichkeiten fiir die Lage von
8M, beziiglich oM

Insbesondere ist OM selbst, aufler wenn es leer ist, keine Unter-
mannigfaltigkeit von M, und auch die nichtleeren Untermannig-
faltigkeiten von OM , z.B. einen einzelnen Punkt, lassen wir nicht
als Untermannigfaltigkeit von M gelten.

Wie bei den gewodhnlichen Mannigfaltigkeiten sind die k-di-
mensionalen berandeten Untermannigfaltigkeiten wirklich in ka-
nonischer Weise k-dimensionale berandete Mannigfaltigkeiten, die
Einschrankungen der Flachmacher (U, h) jeweils auf U N M, bil-

den einen k-dimensionalen berandeten differenzierbaren Atlas fur

M.
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6.6 Konstruktion berandeter Mannigfaltigkeiten

Als Beispiele fiir Konstruktionen gewohnlicher Mannigfaltigkei-

ten hatten wir die Bildung von Summen, Produkten, gewis-

sen Quotienten und die Urbilder reguldrer Werte angefithrt. Die

disjunkte Summe M; + M; zweier berandeter n-dimensionaler

Mannigfaltigkeiten ist in kanonischer Weise wieder eine. Bei der

Produktbildung gibt es eine kleine tech-

nische Schwierigkeit: zwar ist kanonisch z

RF x R* = R*" aber R*¥ x R™ ist 0

kein Halb- sondern eher ein Viertelraum in

RF*™ . Bildet man zum Beispiel das Pro-

dukt [a,b] x D? aus einem abgeschlossenen

Intervall und einer abgeschlossenen Kreis-

scheibe, so erhéalt man einen 3-dimensiona-  R! x R! c R?

len Vollzylinder, in dessen Rand sich zwei Fig. 65. Entste-

“Kanten” befinden, namlich ¢ x §! und hung von Kanten

bx S'. Allgemeiner ist M x N, intuitiy = rodukt
gesprochen, so etwas wie eine berandete

bx St Mannigfaltigkeit mit Rand

- OM xN)=0M xNUM x ON

und einer “Kante” langs 0M x9N . Je nach-
dem, weshaldb man {iberhaupt solche Pro-
dukte betrachten méchte, wird man sie ent-
ax st Weder zu richtigen berandeten Mannigfaltig-
Fie. 66 . keiten machen, indem man die Kanten mit
ig. 66. [a,b]xD . . . . .
mit seinen “Kan- Hilfe eines nur bei 0 nicht lokal diffeomor-
ten” phen Homéomor-
phismus R! x R! - R? “glattet”,
oder aber man wird sie unverandert
lassen und eine Theorie der “Mannig-
faltigkeiten mit Kanten” entwickeln. —_
Wir wollen hier keinen dieser Wege o~
beschreiten, sondern nur darauf hin-
weisen, dafl wenigstens dann, wenn
einer der beiden Faktoren unberan- Fig. 67. Glittungsabbildung

det ist, das Produkt in kanonischer Weise wieder eine berandete
Mannigfaltigkeit ist.

=
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Der Quotient M/7 einer berandeten n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit M nach einer fixpunktfreien Involution 7 ist in kanoni-
scher Weise wieder eine n-dimensionale berandete Mannigfaltig-
keit, ganz wie in 1.6 fiir gewohnliche Mannigfaltigkeiten geschil-
dert, und (M/7) = (8M)/.
Eine wichtige Quelle
M R konkreter  Beispiele
berandeter Mannig-
faltigkeiten ist, wie
bei den unberande-
f c ten Mannigfaltigkei-
ten, der Satz vom re-
gularen Wert:

M, Lemma: Ist M eine
n-dimensionale unbe-

Fig. 68. Urbild f~!((—co,c])=:Mo bei re Tandete  Mannigfal-
gularem c. Es ist dann f~!(c)=8M, tigkeit und ¢ € R
regulirer Wert einer

C*>-Funktion f: M — R, soist My :={p € M| f(p) < c} eine
n-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit von M . a

6.7 Tangentialrdume am Rande

Wie steht es mit den Tangentialrdumen T,M fiir Randpunkte
p € OM? Sind sie tiberhaupt wohldefiniert? Und wenn ja, sollen
wir vielleicht besser tangentiale Halbraume benutzen?

Hinweis und Vereinbarung: Auch fiir berandete Mannigfaltig-
keiten M und auch an Randpunkten p € M ist der Tangential-
raum als
. mal ~ hys
LM :=T,*M - M

wie in §2 wohldefiniert, und beziiglich einer Karte (U, k) ist fiir
jedes p € U wie bei gewohnlichen Mannigfaltigkeiten die Koor-
dinatenbasis (0y,...0,) von T, M erklart. — Wir benutzen also
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auch fir Randpunkte den ganzen Vektorraum T,M als Tangen-
tialraum, jedoch sind fiir p € M die beiden Halbraume

T, "M := (dhy)™'(RY)
unabhéngig von der Karte wohldefiniert. a

Notiz und Sprechweise: Es sei p
ein Randpunkt von M. Dann ist
offenbar kanonisch T,0M C T,M
und

TIM N T, M = T,0M.

Die Elemente von T, M \ T,0M
heilen nach innen weisende, die . . i
von T, M \ T,0M nach aufen Fi. 9. p[E)‘;M Halbraume
weisende Tangentialvektoren. Ein * '

v € Ty,M weist genau dann nach innen bzw. auflen, wenn
beziiglich einer (dann jeder) Karte die erste Komponente uv!
von v negativ bzw. positiv ist. a

6.8 Die Orientierungskonvention

Die Begriffe Orientierung und orientierender Atlas wer-
den fir berandete Mannigfaltigkeiten genau so definiert wie fir
gewohnliche. Man sieht leicht, da der Rand einer orientierten
Mannigfaltigkeit M jedenfalls orientierbar ist, was aber nicht
bedeutet, da OM auch schon kanonisch orientiert sei. Dazu
brauchen wir vielmehr eine

Orientierungskonvention: Ist M
eine orientierte n-dimensionale beran-
dete Mannigfaltigkeit und p € M,
so soll eine Basis wy,...,w,_; von
TP.BM genau dann'positiv orientie‘rt Fig. 70. Zur Orientie-
heiflen, bzw. T,0M im Falle n = 1 die  rungskonvention
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Orientierung +1 tragen, wenn fiir einen (dann jeden) nach aufien
weisenden Vektor v die Basis (v,wi,...,wn-1) von T, M posi-
tiv orientiert ist. Mit der dadurch festgelegten Orientierung sei
der Rand OM einer orientierten Mannigfaltigkeit kunftig immer
versehen. ]

Orientieren wir also dreidimensionale berandete Untermannig-
faltigkeiten, etwa eine Vollkugel oder einen Volltorus, des uns um-
gebenden realen physikalischen Raumes durch die Rechte-Hand-
Regel, so ist die Oberflache in der Daraufsicht entgegen dem Uhr-
zeigersinn orientiert.

A X

-

Fig. 71. Orientierungskonvention und Rechte-Hand-Regel fiir
Korper im physikalischen Raum.

Da wir Tangentialraume und auf Kartengebieten auch die Ko-
ordinatenvektorfelder 9,...,0, fir berandete Mannigfaltigkei-
ten zur Verfiigung haben, ist natiirlich auch klar, was unter k-
Formen w auf einer berandeten Mannigfaltigkeit zu verstehen ist,
wann eine solche Form stetig bzw. differenzierbar heifit, was der
Vektorraum QFM der differenzierbaren k-Formen auf M und
schliellich, wann eine n-Form w auf einer n-dimensionalen orien-
tierten berandeten Mannigfaltigkeit integrierbar ist und was dann
unter dem Integral | y w zu verstehen ist. Damit sind wir dem
Satz von Stokes wieder ein Stiick nahergertickt.

6.9 Test

(1) Offen in der Topologie des Halbraums
R” = {z € R"|z' <0}

ist
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{z e R"|||z||<lundz! <0}
{z e R"|||z||<lundz! <0}
{z e R"|||z] <lundz! <0}.

1

1

O X:
O X:
O X:

(2) Sei U der in der linken Halbebene RZ% gelegene Teil des
offenen Quadrats (—1,1) x (—1,1), also

U={(z,y) e R*| —1<z<0und —1<y<1}.

Es bezeichne A die rechte und B die Vereinigung der an-
deren drei Seiten von U, genauer jedoch: A := 0 x (—1,1)
und

B:=-1x[-1,1] U [-1,0] x {£1}.

Als Teilmenge des toplogischen Raumes R% hat U auch
einen topologischen Rand, das ist die Menge Umz_ der Punkte

des R%, die weder innere noch auBere Punkte von U sind,

und analog konnen wir auch U g2 betrachten. Die Frage zielt
auf die Unterschiede, soweit vorhanden, zwischen 89U, U g2

und Umz.Es gilt:

0 0U=AUB, Uy =AUB, Up=AUB
0O0U=A , Up=AUB, Up=AUB
OdU=A , Up= B, Up=AUB.

(3) Es bezeichne M eine berandete Mannigfaltigkeit. Kann
M \ OM kompakt sein, wenn OM # @& ?

O Nein, denn dann wiare M \ OM auch abgeschlossen,
also OM offen in M.

0O Ja, das ist genau dann der Fall, wenn M kompakt ist.

O Ja, nach dem Satz von Heine-Borel gilt das zum Bei-
spiel fiir alle abgeschlossenen beschrankten berandeten
Untermannigfaltigkeiten des R".

(4) Gibt es nulldimensionale berandete Mannigfaltigkeiten mit
nichtleerem Rand?

O Ja,z.B. M:={0}u{|n=1,2,... } mit 0M = {0}.
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O Nein, da schon R? = @ ist.
O Ja, denn fiir nulldimensionale Mannigfaltigkeiten gilt
stets M = OM.

(5) Sei M eine berandete Mannigfaltigkeit und p € OM. Ist
dann M \ p eine berandete Untermannigfaltigkeit von M
mit (M ~\p)=0M~p?

O Ja, jede offene Teilmenge X C M ist berandete Unter-
mannigfaltigkeit mit 0X = X N OM.

O Nein, M \ p ist dann zwar berandete Untermannigfal-
tigkeit, aber fir dimM > 0 gilt 9(M \ p) = OM , weil
M \ p dicht in M liegt.

O Ja, die Karten (U,h) von M mit p ¢ U bilden einen
Atlas fir M \ p.

(6) Welche der folgenden den Zusammenhang betreffenden Im-
plikationen sind fiir berandete Mannigfaltigkeiten M richtig:

O M zush. <= M \ OM zush.
O M zush. = OM zush.
O OM zush. = M zush.

(7) Diese Frage handelt vom Zerschneiden einer Mannigfaltigkeit
langs einer 1-kodimensionalen Untermannigfaltigkeit. Sei
M eine unberandete n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
M, := f~(c) # @ das Urbild eines regularen Wertes ¢ einer
differenzierbaren Funktion f. Dann ist M die Vereinigung
der beiden n-dimensionalen berandeten Untermannigfaltig-
keiten 4 := f~!([c,00)) und B := f~!((—o0,c]), deren
Durchschnitt ihr gemeinsamer Rand M, ist. Anschaulich
darf man sich dabei etwa vorstellen, dal M beim Zerschnei-
den langs M, in die disjunkte Vereinigung von A und B
zerfallen wiirde.

Jetzt sei keine Funktion f, sondern nur eine 1-kodimen-
sionale abgeschlossene unberandete nichtleere Untermannig-
faltigkeit My C M gegeben. Was geschieht, wenn man M
langs M, “zerschneidet”, oder genauer gefragt: Ist M die
Vereinigung zweier berandeter Untermannigfaltigkeiten A
und B mit 4 = 0B = AN B = My? Wir wiirden dann
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sagen, M zerfalle beim Zerschneiden lings Mo. Wann ge-
schieht das?

OO Nicht immer, man zerschneide etwa eine Kreislinie
“langs” eines Punktes oder einen Torus langs eines
Meridians.

O Es gibt aber stets eine offene Umgebung X von My in
M , die beim Zerschneiden langs My zerfallt, man mufl
X nur eng genug um M, wahlen.

O Auch das trifft nicht zu, man zerschneide etwa ein
Mébiusband langs der “Seele” (Mittellinie) oder RP?
langs RP': dabei zerfallt kein X.

(8) Sei M unberandet und X C M offen. Ist dann die abge-
schlossene Hiille X C M eine berandete Untermannigfaltig-
keit?

O Nein, Gegenbeispiel: M = R*® und X durch die Un-
gleichung z? + y? + 22 > 0 definiert.

O Nein, Gegenbeispiel: M = R® und X durch die Un-
gleichung z? + y% — 22 > 1 definiert.

O Nein, Gegenbeispiel: M = R® und X durch die Un-
gleichung z? + y? > 22 definiert.

(9) Ist OM immer eine Nullmenge in M?

O Ja, weil 0x R*™! eine Nullmenge fiir das Lebesguema$
im R” ist.

O Nein, z.B. hat die Kugeloberfliche das Ma§ 4712 # 0.

O Nein, nur wenn M = @ ist.

(10) Sei M eine orientierte unberandete Mannigfaltigkeit. Man
spricht dann von M := 1 x M und M, := 0 x M als von
Deckel und Boden des Zylinders [0,1]xM tiber M. Sie seien
beide als Kopien von M orientiert, d.h. so, da8 die kanoni-
schen Abbildungen M; = M = M, orientierungserhaltend
sind. Sei nun das Intervall [0,1] wie tiblich orientiert. Dann
bewirkt unsere Orientierungskonvention fiir die Randorien-
tierung:
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O 8([0,1] x M) = My + M,
ad 6([0,1]><M)=M0—M1
O 6([0,1]><M)=M1—M0.

6.10 Ubungsaufgaben

AUFGABE 25: Es sei M eine berandete Mannigfaltigkeit. Man
zeige, dal OM abgeschlossen in M ist.

AUFGABE 26: Es sei f : M — R eine tiberall regulére differen-
zierbare Funktion auf der kompakten berandeten Mannigfaltigkeit
M . Man zeige, da8 f seine Extrema am Rande annimmt.

AUFGABE 27: Kompakte unberandete Mannigfaltigkeiten heifien
geschlossen, zwei geschlossene Mannigfaltigkeiten My und M,
heiBen bordant, wenn My + M; (diffeomorph zum) Rand einer
kompakten berandeten Mannigfaltigkeit ist. Man beweise: Ist M
geschlossen und a,b regulare Werte von f: M — R, dann sind
f~(a) und f~!(b) bordant.

AUFGABE 28: Man beweise: Jede geschlossene Mannigfaltigkeit
M, auf der eine fixpunktfreie differenzierbare Involution 7 exi-
stiert, ist “nullbordant”, d.h. berandet eine kompakte Mannigfal-
tigkeit.

6.11 Hinweise zu den Ubungsaufgaben

ZU AUFGABE 25: Anschaulich
klar: um jeden Punkt von M~\0M
gibt es eine Umgebung, die den
Rand nicht trifft. Beim Beweis
- muf man nur korrekt mit der
Relativtopologie des Halbraumes

Fig. 72 oM R" umgehen.
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ZU AUFGABE 26: Auch auf einer nichtkompakten Mannigfaltig-
keit kann eine regulire Funktion {brigens kein Extremum auf
M \ OM annehmen, nur braucht sie dann ja tuberhaupt keine
Extrema zu haben, wéhrend eine stetige Funktion auf einem kom-
pakten topologischen Raum bekanntlich immer ein Maximum und
ein Minimum annimmt. — Die Aufgabe ist so einfach, daf§ mir
kein sinnvoller Losungshinweis einfallt. Vielleicht soll ich daran
erinnern, dafl f : M — R genau dann regular ist, wenn iiberall

dfy # 0 gilt.

Zu AUFGABE 27: Die Aufgabe ist so gemeint, dal Sie das am
Ende von 6.6 mit blolem Hinweis auf den Satz vom regularen
Punkt angegebene Lemma iiber f~!((—oo,c]) benutzen sollen.

Zu AUFGABE 28: Diese Aufgabe ist etwas schwieriger als die
vorangehenden drei. Die nicht so fern liegende Idee ist, jeweils z
und 7(z) gleichsam durch eine Strecke zu ver-

binden, um so eine kompakte Mannigfaltigkeit
W mit OW = M zu konstruieren. Wie aber

fithrt man das technisch aus? Man kann z.B.
mit der unberandeten Mannigfaltigkeit M x R m\“
beginnen und zunachst einen ebenfalls unbe- 7(z)

randeten Quotienten (M x R)/~ nach einer
geeigneten freien Involution bilden, wie in 1.6
beschrieben, und zwar so, da man das gesuchte W als beran-
dete Untermannigfaltigkeit f~!((—oo,c]) in diesem Quotienten
vorfindet.

Fig. 73



Die anschauliche
Bedeutung des Satzes von Stokes

7.1 Vergleich der Antworten auf Maschen und Spate

Erst im nachsten Kapitel werden wir die Cartansche oder duflere
Ableitung d : Q*M — Q¥!'M wirklich definieren, im iiber-
néchsten den Satz [, dw = [;, w von Stokes beweisen. Im ge-
genwartigen Kapitel will ich (in freilich fiktiver Weise) zu schildern
versuchen, wie man intuitiv auf den Begriff der auleren Ableitung
verfallen und den Satz von Stokes vermuten konnte.

Wir hatten uns das Integral [, w iiber ein
in kleine Maschen zerlegtes Stick U einer
orientierten Mannigfaltigkeit anschaulich
als Summe der Antworten der n-Form w
auf die Maschen vorgestellt: Dabei wird

die Masche 0, durch das tangentiale Spat Fig. 74

sp = Spat(Az'dy,...,Az"d,) approxi-

miert. Wenn wir jetzt, nachdem wir in Kapitel 5 das Integral
formlich eingefiihrt haben, noch einmal auf die Approximation
von [, w durch T,wy(s,) zuriicksehen, konnen wir auch beurtei-

Sp

o,
hlop 13’ ’

awin 0,

mit Kantenlingen Az!,..., Az

n

Fig. 75. Unter h entspricht der
Quader der Masche, unter dh,
dem Spat

len, wie gut sie ist. Ist namlich
a = w;. n0h”! die herunterge-
holte Komponentenfunktion, so
ist der wahre Beitrag der Masche
zum Integral

/opw = /c;, a(z)dz,

wahrend die Approximation da-
von,

wp(sy) = /Q a(h(p))dz,

P
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das Integral iiber den konstanten Wert a(h(p)) = wp(04,...,0,),
also wp(dy...9n)Az! - ... Az"™ ist. Wenn also zum Beispiel w
eine stetige n-Form ist, so kann der Fehler dem Betrage nach nicht
grofer als €, - Vol(Q,) sein, wobei ¢, die Schwankung von a auf
dem Quader @, bezeichnet, genauer:

€p := sup |a(z) — a(h(p))|.
TEQp

Der Betrag des Gesamtfehlers iber den ganzen Bereich U ist dann
also kleiner oder gleich maxye, - Vol(h(U)), und max,e, wird fir
stetiges w bei geniigend feiner Rasterung beliebig klein.

Diese Uberlegung zeigt nun auch, wie wir fiir stetiges w die al-
ternierende n-Form w, € Alt"T,M aus der Integralwirkung von
w auf Maschen an p zurlickgewinnen. Betrachten wir fiir feste ori-
entierungserhaltende Karten h die Kantenlangen Azl,...,Az"
der Masche an p als Variable, dann ist

Az—0 Azl-.. Az

wp(d1,..,8) = lim —1—/w. ,

p

Diese Formel prazisiert die Aussage, w, sei

die infinitesimale Version bei p der Integra- Fig. 76. Maschen

. . op, mit immer klei-
tion tber w. ner werdenden Kan-

tenlangen Az*

7.2 Die Stromungsbilanz einer (n —1)-Form
auf einer n-Masche

Der Satz von Stokes macht eine Aussage liber (n — 1)-Formen
w € Q" 'M auf einer orientierten n-dimensionalen Mannigfal-
tigkeit. So eine Form antwortet von Natur aus auf orientierte
tangentiale (n — 1)-Spate, aber auch auf orientierte (n — 1)-
Maschen: ndherungsweise durch Vermittlung eines approximie-
renden Spates, genau durch Integration liber die Masche als
(n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit.
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Formen auf orientierten n-dimensionalen

\ } Eine anschauliche Vorstellung von (n — 1)-
~ H\l

Mannigfaltigkeiten bieten “Strémungsdich-
ten”, die namlich durch 2-Formen im 3-

dimensionalen Raum beschrieben werden.

Die Antwort von w auf eine orientierte 2-

Fig. 77 Masche gibt dann an, wieviel pro Zeiteinheit

durch die Masche “hindurchfliet”. Die Orientierung gestattet, die
beiden moglichen Richtungen des Durchtritts durch die Masche

im Vorzeichen zu un-
terscheiden. Es ist

eine nutzliche l"Jbung, Eine Kante als Summe:  Entartete Masche:

sich anschaulich klar
zu machen, weshalb \/\ W~
so eine Stréomungs-
dichte fur infinitesi-
male Maschen multili-
near und alternierend

et

Durchflufl summiert sich. Durchflu$ Null.

ist. — Diese anschau- Fig. 78. Stromungsdichten sind multilinear

und alternierend

liche Vorstellung legt

nun eine interessante Moglichkeit nahe, eine (n — 1)-Form auf
n-Maschen und infinitesimal dann auf n-Spate wirken zu lassen.
Der “Rand” do, einer n-Masche o, wird ja von 2n-Randma-

i-te Riickseite
i-te Vorderseite

z'-Linie

Fig. 79. Die 2n orientierten Randmaschen
einer n-Masche in einer orientierten n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit

schen der Dimension
(n — 1) gebildet, fir
jede Koordinate eine
“Vorderseite” und eine
“Riickseite”. Wir ori-
entieren diese 2n Sei-
ten nach derselben
Konvention wie den
Rand einer Mannig-
faltigkeit: Die Aufien-

normale, gefolgt von der Randorientierung, ergibt die Orien-
tierung von o. Nun kénnen wir die 2n Antworten addieren,
die w auf die orientierten Seitenmaschen g¢ibt und haben da-
mit definiert, wie w auf orientierte n-Maschen wirken soll,
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namlich durch

o — w.

do
Damit die Schreibweise nicht mifiverstanden wird, wollen wir
ausdriicklich vereinbaren, was wir hier sinngemaf schon verwen-

det haben:

Notation: Sei w eine k-Form auf einer n-dimensionalen Mannig-
faltigkeit M und My, C M eine orientierte k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit oder auch, im Falle ¥ = n — 1, der mit einer
Orientierung versehene Rand M von M. Ist dann ¢: My — M
die Inklusion und ¢*w die induzierte k-Form auf My, so schreibt

man
/ Cw =:/ w.
Mo Mo

Die Unterdriickung von ¢* ist erstens deshalb berechtigt, weil
natiirlich (¢*w)lp (v1,...,v) = wp(v1,...,vx) ist, und zweitens
ist auch keine Verwechslung mit der Notation || MW = /, M WM,
aus 5.3 zu furchten, denn fiir k£ < n kann man eine k-Form sowieso
nicht iiber M integrieren und f M WM, hatte keinen Sinn, und fur
k = n ist es ja wirklich dasselbe. —

O

Soviel zur Notation. In der anschaulichen Deutung aber ist nun
J5, w die Strémungsbilanz der n-Masche o! Mit J[5, w messen wir,
was pro Zeiteinheit per Saldo aus der n-Masche o herausfliefit,
weil w in der hier gegebenen Orientierung von do den Hineinflufl
negativ, den HerausfluB positiv bewertet. Dieser Uberschuf§ [ 50 W
ist also gewissermaflen die Quellstirke von o.

Auf dieser Strémungsbilanz beruht schliefilich der Satz von Sto-
kes, und wenn wir unsere Diskussion aus 5.1 tiber die Vorziige von
Dichten und Formen noch einmal aufnehmen, so miissen wir be-
merken, daf eine Behandlung der Stréomungsbilanz mittels Dich-
ten jedenfalls einen Begriff von “(n — 1)-Dichte” erforderte, der
auf die Orientierung der Maschen von do Riicksicht nimmt, denn
ohne Unterscheidung von Heraus- und Hineinflu ist keine Bilanz
moglich. Die k-Formen sind hierfiir schon eingerichtet.
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7.3 Quellstiarke und Cartansche Ableitung

Ist nun diese Quellstérke einer (n — 1)-Form w, aufgefafit als Zu-
ordnung ¢ — [, w, tatsachlich die Wirkung einer Differential-
form vom Grade n, d.h. gehort zu jeder (n — 1)-Form w eine
n-Form 7, so da8 fiir orientierte n-Maschen [ 7 = [; w gilt?
Wenn ja, so miiite diese “Quelldichte” 7 jedenfalls, wie wir gese-

hen haben,

. 1
1](61,...,6,,)= lim —M/w

az—o0 Azl-....
do

erfillen, und das eroffnet auch schon einen Weg, wie man versu-
chen kénnte, die Frage zu beantworten: Priife, ob dieser Grenzwert
existiert und 7 dann unabhéngig von der Wahl der Karte ist und
beweise [ 1 = [, w fiir das so definierte 7. Zwar haben wir nicht
vor, diesen Weg zu beschreiten, weil wir auf elegantere, wenn auch
formalere Weise zum Ziel kommen werden. Versetzen wir uns aber
in eine fiktive Pionierzeit des Cartan-Kalkiils, so ist der Weg ganz
der richtige, und er fithrt zu der Einsicht, dal es in der Tat zu
jedem w € Q" !M genau eine n-Form gibt, welche auf ori-
entierte n-Maschen so antwortet, wie w selbst auf deren
Rand. Diese n-Form heiflt die Cartansche Ableitung von w
und wird mit dw bezeichnet.

Beobachtet man iibrigens, welchen Beitrag das i-te Seitenpaar
zu dem Grenzwert

d(y,..,8,) = lim ;/w

az—o0 Azl... . Az
do

leistet, so erhalt man nicht nur die Koordinatenformel
L i—-1 0 -~
dw(dy,..,0n) = (1) z=w(01,..,4,..,0n)
i=1 az'

fir die Cartansche Ableitung, sondern man versteht auch die an-
schauliche Bedeutung ihrer einzelnen Summanden.
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7.4 Der Satz von Stokes

Die Eigenschaft von dw, auf eine einzelne Masche so zu antworten
wie w auf deren Rand, iibertragt sich auch auf Aggregate von
Maschen. Betrachten wir zwei benachbarte Maschen o, und o5,

so heben sich in der Integralsumme

/ dw = w+ / w
01U 8o, 9o,

die Beitrage der gemeinsamen Seite auf, da
diese durch die beiden Maschen entgegenge-
setzte Orientierungen erhalt. Auch intuitiv ist klar, daf§ die In-
nenwand fiir die Strémungsbilanz von w in o3 U 02 keine Rolle
spielt. — Denkt man sich nun eine berandete kompakte orien-
tierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit als ein einziges Aggregat
von Maschen, so sieht man, wie sich in der Summe

/ do =3 / do =3 / w M
die Beitrage der inneren Maschenseiten y 2151y
alle aufheben und iiberhaupt nur die In- ) JE181aT)
tegrale iiber die den Rand OM bildenden -

(5}
o2

Fig. 80

Seiten iibrigbleiben, da$ also oM
Fig. 81. fv dw=f8” w
/ dw = / w fur Maschen (Defini-
M oM tion von d), daher

f dw= f w (Satz
o . M aM
gilt, und das ist der Satz von Stokes. von Stokes)

Wie schon gesagt, wollen wir den Satz von Stokes nicht wirklich
auf diesem Wege beweisen, denn ein Maschennetz tiber die ganze
Mannigfaltigkeit zu werfen, ware beweistechnisch eine aufwendige
Sache, ganz abgesehen davon, daf es im allgemeinen gar nicht
moglich ist, wenn man nicht auch gewisse “singuldre Maschen”
in Kauf nimmt, wie sie z.B. in Winkelkoordinaten auf S? an den
Polen entstehen.
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Aber wenn auch die Vorstellung vom Maschennetz nicht zu
einem eleganten Beweis anleitet, so gibt sie doch den geometri-
schen Inhalt des Satzes sehr gut wieder, ja sie reduziert ihn auf
der intuitiven Ebene zu einer Selbstverstandlichkeit.

7.5 Der de Rham-Komplex

Die Definition der Cartanschen Ableitung dw durch die Rand-
wirkung von w ist nicht auf (n — 1)-Formen beschrankt, auch zu
jeder differenzierbaren k-Form w € QF M, fiir beliebiges k, gibt es
genau eine (k+1)-Form dw € Q¥ M| die auf orientierte (k+ 1)-
Maschen so antwortet, wie w auf deren orientierten Rand. Auf
diese Weise erhalt man eine ganze Sequenz

0-0'M-Lom L. Loy Lo —o.
linearer Abbildungen.

Die Cartansche Ableitung d : Q°M — QM der Nullfor-
men, also der C*°-Funktionen auf M, ist einfach das Differential:

+  Fir eine orientierte 1-Masche o wie in Fig.

¢ 82 wird durch die Orientierungskonvention
- - ¢ positiv und p negativ orientiert, also
[, dw = w(q) — w(p) fir w € Q°M. Des-

p . . . o .
halb gibt es keine Kollision zwischen unserer

bisherigen Notation df € Q! M fiir das Dif-
ferential einer Funktion und der Bezeichnung der Cartanschen
Ableitung durch d.

Fig. 82

Die Sequenz der Cartanschen Ableitungen ist, was man in der
homologischen Algebra einen Komplez nennt, d.h. es gilt dod = 0.
Ist ndmlich w € QF"'M und o eine orientierte (k + 1)-Masche,

so haben wir ja
/ do= [ wo= o
o do 890
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wobei das Integral tiber 800 eben die Summe der Integrale tiber
die Seiten der Seiten von o bezeichnen soll. In dieser Summe wird
aber tiber jede Kante zweimal, mit entgegengesetzten Orientierun-
gen integriert, und deshalb

ist [55,w = 0. Oder: Wa-

gen wir es, die (k + 1)- Q

Masche o trotz ihrer Kan-

ten und Ecken als beran- ﬂ Seite 72 von &
dete Mannigfaltigkeit auf- V
zufassen, was zum Zwecke
des dariiber Integrierens
schon angeht, dann hat do
als unberandete Mannigfal-
tigkeit leeren Rand 000 = @, und zweimalige Anwendung des
Stokeschen Satzes fihrt zu [ ddw = [; dw = [,w = 0, da
ein Integral iiber die leere Mannigfaltigkeit natiirlich Null ist.
— Jedenfalls verstehen wir die Komplexeigenschaft dd = 0 als
Konsequenz der geometrischen Tatsache “00 = 0”. Den Komplex

Seite 7y
“Kante” von o

Fig. 83. Die Antwort f ddw von ddw
auf eine (k+1)-Masche ist null

0 0°M-Lom-4L ... Loy L oM —0

nennt man den de Rham-Komplez von M.

7.6 Simpliziale Komplexe

Der de Rham-Komplex definiert in kanonischer Weise einen kon-
travarianten Funktor von der differenzierbaren Kategorie in die
Kategorie der (Coketten-) Komplexe und stellt eine wichtige
Schnittstelle zwischen Analysis und algebraischer Topologie dar.

Dies im technisch genauen Sinne zu erldutern wiirde natiirlich
zuvor eine Einfiihrung in die algebraische Topologie erfordern und
deshalb tiber den Rahmen des vorliegenden Buches hinausgehen.
Aber eine intuitive Vorstellung davon zu geben, will ich einmal
versuchen. Zu diesem Zweck muB ich zunachst etwas iiber eine
ganz andere Art von Komplexen erzahlen.
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“Komplex” ist ja ein Allerweltswort fiir etwas aus Einzelbau-
steinen Zusammengesetztes. Diesen naiven Sinn hat es in der Be-
zeichnung de Rham-Komplez nicht mehr, aber in dem Ausdruck
stmplizialer Komplez ist es noch so gemeint. Stellen Sie sich vor,
Sie diirften aus (abgeschlossenen) Tetraedern, Dreiecken, Strecken
und Punkten im R? als 3-, 2-, 1- und nulldimensionalen Baustei-
nen (”Simplices”) beliebige Gebilde zusammensetzen, wobei Sie
nur zwei Spielregeln zu beachten haben:

(1) Sie diirfen jeweils nur endlich viele Bausteine verwenden und

(2) benachbarte Bausteine miissen aneinanderpassen, genauer:
der Durchschnitt zweier Bausteine muf} leer oder ein gemein-
sames Teilsimplex sein.

Die Teilsimplices eines Tetraeders z.B. sind seine Ecken, Kanten
und Seitenflichen. Analog im R", wo entsprechende Bausteine
bis zur Dimension n moglich und zugelassen sind. Die Gebilde,
die Sie nach dieser Baukastenmethode zusammensetzen konnen,
heiflen endlicke simpliziale Kompleze. Mit etwas Vorsicht (“lokal
endlich” statt “endlich” in der ersten Spielregel) kann man auch
unendlich viele Bausteine in sinnvoller Weise zulassen.

Sucht man nicht gerade absichtlich nach Gegenbeispielen, so
wird man sich von jedem geometrischen Objekt im R", dem man
begegnet, ein simpliziales Baukastenmodell vorstellen konnen: von
Kugel, Kegel, Torus; von Mannigfaltigkeiten und Nichtmannigfal-
tigkeiten aller Art — meist zwar nicht ganz echt, weil eckig und
kantig, aber doch homéomorph zum Vorbild und deshalb dessen
topologische Eigenschaften treu wiedergebend.

Um solcher topologischer Eigenschaften des Originals habhaft
zu werden, betrachtet man nun simpliziale Ketten im Modell. Je-
der kann sich eine “Kette” aus endlich vielen orientierten Bau-
steinkanten vorstellen, die von einer Ecke des simplizialen Komple-
xes zu einer anderen lauft, deren “Rand” daher von dem (positiv
orientierten) Endpunkt und dem (negativ orientierten) Anfangs-
punkt gebildet wird. Ist der Anfangspunkt gleich dem Endpunkt,
so ist die Kette ein “Zykel”. Einleuchtende Benennungen!
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Will man aber die Vereinigung von Ketten zu einer abelschen
Gruppenverkniipfung machen und auch beim eindimensionalen
Fall nicht stehen bleiben, so wird man automatisch auf folgende
Verallgemeinerung des Kettenbegriffs gefiihrt:

Definition: Die k-dimensionalen simplizialen Ketten eines
simplizialen Komplexes X werden durch ganzzahlige formale
Linearkombinationen

Ao1 4+ Aoy

von orientierten k-dimensionalen (Teil-)Bausteinen des simplizia-
len Komplexes beschrieben und dementsprechend addiert, aber
mit der Mafigabe, daf§ ein k-Simplex ¢ durch Umorientierung in
—o iibergeht. a

Die k-dimensionalen Ketten von X bilden so eine abelsche
Gruppe Si(X), jedes einzelne orientierte k-Simplex o hat (mit
derselben Orientierungskonvention wie bei den berandeten Man-
nigfaltigkeiten) eine (k—1)-Kette do als Rand, wodurch auch fiir
jede k-Kette ¢ € Sg(X) eine Randkette dc € Sg—1(X) definiert
ist. Eine Kette ¢ mit dc = 0 nennt man einen Zykel, und die
Sequenz

0 = Sn(X) -2 Spy(X) S - L 51(X) -5 So(X) >0

der Randoperatoren heifit der simpliztale Kettenkomplez von
X.

Die Randkette der Randkette eines k-Simplex ist ersichtlich
Null, weil sich, wie bei einer Masche, der Beitrag jeder Seite mit
den gegenorientierten Beitragen der Nachbarseiten aufhebt. Des-
halb gilt auch fir Ketten dod = 0 oder in Worten: Alle Rinder
sind Zykeln.

Aber nicht alle Zykeln brauchen Rander zu sein, ein Meridian-
Zykel auf einem simplizialen Torus zum Beispiel sieht nicht so aus,
als ob er der Rand einer 2-Kette sein konnte. Und gerade diese
nichtberandenden Zykeln scheinen etwas uber die topologische Ge-
stalt des simplizialen Komplexes auszusagen und damit auch iiber
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die Gestalt des uns eigentlich interessierenden geometrischen Ob-
jekts, dessen Baukastenmodell der simpliziale Komplex nur ist.
Aber wie konnen wir an diese Information rechnerisch herankom-
men?

Will man die uninteressanten Rander im Kalkiil unterdriicken,
so muB man mit Zykeln “modulo Randern” rechnen, d.h. zwei
Zykeln fiir dquivalent oder homolog erklaren, wenn sie sich nur um
einen Rand unterscheiden. Die Aquivalenz- oder Homologieklassen
von k-Zykeln sind dann die Elemente der k-ten Homologiegruppe
von X, des Quotienten der Zykelgruppe durch die Randergruppe:

Definition: Ist X ein simplizialer Komplex, so heifit die abelsche
Gruppe

_ Kern(d : Sg(X) — Sk-1(X))

Hy(X,Z):= Bild (d : Sk41(X) — Sk(X))

die k -te simpliziale Homologiegruppe von X . ]

Ist zum Beispiel X ein endlicher simplizialer Komplex, so
ist Hg(X, Z) nach Konstruktion eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe, die man im Prinzip zu Fuf§ ausrechnen kann. Sagt sie uns
aber wirklich etwas liber das urspriingliche geometrische Objekt
oder wird sie von den uninteressanten Details der Anfertigung des
Baukastenmodells beeinflufit?

Nun, in letzterem Falle wiirden wir heute liber diese etwa
hundert Jahre alte Erfindung wohl nicht mehr reden. Mittels ei-
ner simpliziale Approzimation genannten Methode liefl sich nicht
nur zeigen, dafl homéomorphe simpliziale Komplexe isomorphe
Homologiegruppen haben, sondern daf§ die simpliziale Homolo-
gie sogar in kanonischer Weise einen Funktor von der Katego-
rie der “triangulierbaren” (d.h. zu einem simplizialen Komplex
homo6omorphen) topologischen Rdume und stetigen Abbildungen
in die Kategorie (der durch den Index k graduierten) abelschen
Gruppen definiert.

Die Homologietheorie war damit etabliert.
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7.7 Das de Rham-Theorem

Der Erfolg der Homologietheorie war durchschlagend. Berithmte
alte Theoreme sanken zu kleinen Lemmas herab, ungeahnte neue
Resultate ergaben sich in Massen. Man konnte nun durch An-
wendung des Homologiefunktors gleichsam einen Rontgenblick ins
Innere unangreifbar scheinender geometrischer Probleme tun.

Sie konnen sich denken, dafl dies mit einer Weiterentwicklung
der Methoden einherging. Als das eigentliche Erfolgsrezept kri-
stallisierte sich heraus, geometrischen Objekten X auf moglichst
natiirliche, funktorielle Weise Kettenkompleze

LN Cr+1(X) LN Cr(X) 4, Ck-1(X) 4, ...

zuzuordnen, also jedenfalls Sequenzen von Homomorphismen
zwischen algebraischen Objekten, etwa zwischen abelschen Grup-
pen oder Vektorraumen oder Moduln tber Ringen, welche die
Komplex-Bedingung dod = 0 erfillen und deren k-te Homologie

__ Kern(d: Cx(X) = Cr-1(X))
"~ Bild(d: Cr41(X) — Ck(X))

Hi(C(X),d):

man deshalb studieren kann. Beispielsweise war ja nun klar, dafl
die simpliziale Homologie nicht von der Triangulierung abhangt,
sollte es also nicht auch moglich sein, sie direkt, ohne Zuhilfe-
nahme eines Baukastenmodells und dann gleich allgemein, fiir be-
liebige topologische Rdume zu definieren? Als Losung dieses Pro-
blems fand man die sehr wichtige singulire Homologze.

Unter einem singuliren k-Simplez in einem topologischen
Raum X versteht man einfach eine stetige Abbildung 0 : Ay — X
des k-dimensionalen Standard-Simplex nach X, im Falle k = 1
also einen stetigen Weg in X, und die k-Ketten dieser Theorie
sind die formalen ganzzahligen Linearkombinationen von sin-
guldren k-Simplices. Die resultierenden singuliren Homologie-
gruppen Hi(X, Z) lassen sich zwar nicht mehr “zu Fuf8” aus-
rechnen, aber die naiven Berechnungsmethoden hatte die sich
entwickelnde Homologietheorie sowieso schon hinter sich gelassen
und durch elegantere axiomatische ersetzt.
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Von besonderer Bedeutung bei der Erfindung neuer Homologie-
theorien war die Anwendung algebraischer Funktoren auf die Ket-
tenkomplexe schon vorhandener, bewéahrter Theorien. In einem
Kettenkomplex schlummert mehr Information als die Homologie
herausholt, zum Beispiel kann man einen simplizialen Komplex
aus seinem Kettenkomplex bis auf Homéomorphie rekonstruieren!
Man darf daher schon hoffen, etwas Neues zu finden, wenn man
vor Bildung der Homologiequotienten Kernd/Bildd den Ketten-
komplex einer algebraischen Manipulation unterwirft, wenn diese
nur die Komplex-Eigenschaft dod = 0 erhalt. Zum Beispiel kann
man eine abelsche Gruppe G nehmen und alle “Kettengruppen”
Ci(X) damit tensorieren. Im Falle der singularen Homologie fiihrt
das zur sogenannten singularen Homologie mit Koeffizienten in G,
deren Gruppen mit Hg(X,G) bezeichnet werden.

Eine ausgefeilte algebraische Theorie der Kettenkomplexe
wurde fiir die zur Industrie anwachsende Homologietheorie schliefl-
lich zu einer so zwingenden technischen Notwendigkeit, daf§ ihr
Sog eine eigenstandige neue Teildisziplin hervorbrachte, die ho-
mologische Algebra.

Unter den algebraischen Funktoren, die sich zur versuchswei-
sen Anwendung auf vorhandene Kettenkomplexe anbieten und
auch frithzeitig angewandt wurden, ist natirlich der Hom-Funktor
Hom(—, G). Da er kontravariant ist, macht er aus einem Ketten-
komplex einen, wie man dann lieber sagt, Coketten-Komplez, des-
sen Graduierung nun mit dem Randoperator aufsteigt, aus dem
singuldren Kettenkomplex zum Beispiel macht er den sogenannten
singularen Coketten-Komplex mit Koeflizienten in G:

LA Hom(C41(X),G) S Hom(Ci(X),G) P ,

dessen Homologiegruppen dann folgerichtig singulare Cohomolo-
giegruppen mit Koeffizienten in G genannt und H¥(X,G) ge-
schrieben werden.

Es war nicht sogleich zu sehen gewesen, auf welche bedeutende
Erweiterung der Homologietheorie man damit gestoflen war. Erst
nach und nach fand man heraus, da$ fiir die singulare Cohomolo-
gie — im Gegensatz zur Homologie! — mit Koeflizienten in einem
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kommutativen Ring R in natiirlicher Weise ein Produkt
~: H"(X,R) x H*(X,R) — H™*(X,R),

das sogenannte Cup-Produkt erklart ist, das die Cohomologie zum
Cohomologiering macht, was weitreichende Konsequenzen hat.

Wie Sie nun sehen, ist auch der de Rham-Komplex ein Coket-
tenkomplex und definiert eine Cohomologietheorie fiir die Katego-
rie der Mannigfaltigkeiten. Die Cohomologiegruppen Hz M die-
ser sogenannten de Rham-Cohomologie sind reelle Vektorraume,
und mit dem Dachprodukt bilden sie einen Cohomologiering. Viel
auflere Ahnlichkeit mit der singuliren Cohomologie mit Koef-
fizienten in R! Aber die Herkunft der de Rham-Cohomologie
wirkt unter den anderen Homologietheorien, die ihre Abstammung
von der simplizialen Homologie nicht verleugnen konnen, geradezu
exotisch. Thr Randhomomorphismus, die Cartansche Ableitung,
ist ein Differentialoperator!

Georges de Rham hat als erster herausgefunden, was diese exo-
tische Cohomologietheorie ist, deshalb ist sie nach ihm benannt,
er hat sie identifiziert. Es ist die reelle singulare Cohomologie der
Mannigfaltigkeiten, und Dach ist Cup.

Die Verbindung wird durch den Satz von Stokes hergestellt.
Man kann namlich eine k-Form w auf M iiber ein (differenzier-
bares) singuléres k-Simplex ¢ in M integrieren, indem man

/w::/ oc*w
o Ay

setzt. Deshalb ist auch [ w fiir (differenzierbare) singulare k-
Ketten erklart, und der Satz von Stokes, angewandt auf Ay (die
Ecken und Kanten machen keine wirklichen Schwierigkeiten) lie-
fert [ dn= [, n. Deshalb haben wir lineare Abbildungen

HS%: M — Hom(H{f®(M, Z), R) — H*(M, R),

die erste eben durch Integration tiber singulare Zykeln, die rechte
sowieso, direkt aus der Definition der singuliren Cohomologie.
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Beide sind Isomorphismen: Fiir die zweite der beiden Abbildungen
folgt das mit Methoden der iiblichen Homologietheorie, fiir die
Integrationsabbildung ist es der Kern der Aussage des de Rham-
Theorems und nicht einfach zu beweisen.

Der Satz von de Rham hat sich als eine Entdeckung von grofier
Tragweite erwiesen. Zum ersten Mal wurden hier die tiefen un-
terirdischen Verbindungen sichtbar, die zwischen der méachtigen
alten Analysis und der jungen so erfolgreichen algebraischen To-
pologie bestehen und die in der Mathematik der Gegenwart eine
so grofe Rolle spielen, ich denke zum Beispiel an den Indexsatz
von Atiyah und Singer und dessen weitverzweigte, bis in die theo-
retische Physik hinliberreichenden Folgewirkungen.

Auf eine elementarere Weise ist der de Rham-Komplex in der
klassischen Vektoranalysis taglich gegenwartig, wenn im dreidi-
mensionalen physikalischen Raum M von den drei bekannten Dif-
ferentialoperatoren Gradient, Rotation und Divergenz die Rede
ist. Wir wir im Kapitel 10 im einzelnen noch sehen werden, ent-
sprechen sie nadmlich gerade den drei Cartanschen Ableitungen:

0 oot ozt o3
0-OM —0D QM — QM — QM -0
grad rot div
Deshalb sind zum Beispiel die Divergenz einer Rotation und die
Rotation eines Gradienten immer Null, und Aussagen tiber den
de Rham-Komplex haben nebenbei immer auch eine direkte In-
terpretation in der klassischen Vektoranalysis.

Das gegenwartige Kapitel genau in der Mitte des Buches sollte
Ihnen etwas anderes geben, als was durch Tests und ﬂbungen
abfragbar ist. Nun wollen wir uns wieder den technischen Details
unseres, in einem hoheren Sinn jetzt vielleicht etwas besser ver-
standenen Gegenstandes zuwenden.



Das Dachprodukt und die
Definition der Cartanschen Ableitung

8.1 Das Dachprodukt alternierender Formen

Zur Definition der Cartanschen Ableitung werden wir ein Hilfsmit-
tel aus der multilinearen Algebra heranziehen, namlich das auflere
oder “Dachprodukt” von alternierenden Multilinearformen.

Definition: Sei V ein reeller Vektorraum, sei w € Alt"V und
n € Alt°V. Dann heifit die durch

WAN(V1,. ., Vpgs) 1=
1

Tl 2 senT - w(Vr(1)s- -y Vr(r)) - N(Vr(r41)) - - > Vr(rts))
A o

Gr+a

definierte alternierende (r+s)-Form wan € Alt™*V das dufere
Produkt oder Dachprodukt von w und 7. a

Jeder einzelne Summand ist schon multilinear in den Varia-
blen vy,..,vr4s. Die grofle Wechselsumme — wie ich wegen des
Vorzeichens sgn7 sagen will — bildet man, um das Alternieren
sicherzustellen. Dabei kommen aber viele Summanden mehrfach
vor: die jeweils r!s! Permutationen, die dieselbe Zerlegung

{1,..,r+s} = {r(1),..,7(r) YU {7(r+1),..,7(r+s) }

in eine erste Teilmenge aus r und eine zweite aus s Elemen-
ten hervorbringen, liefern auch denselben Summanden, weil eben
w und 7 schon als alternierend vorausgesetzt sind. Daher ist
(w An)(v1,..,vr4s) auch durch die wohldefinierte Summe

[ ]Ez g7 - W(Vr(1)s - -1 Vr(r))  M(Vr(r41)s - > Vr(r+s))
T|EZyp,
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iiber die ("**)-elementige Menge Z,, dieser Zerlegungen gege-
ben.

Lemma: Das Dachprodukt a hat die folgenden beiden Eigen-
schaften (1) und (2):

(1) Fir jeden reellen Vektorraum V wird die direkte Summe
Do, Alt*V durch das Dachprodukt zu einer graduierten an-
tikommutativen Algebra mit Einselement, genauer: Fir alle
r,s,t >0 gilt:

(i) Das Dachprodukt  : Alt™V x Alt*V — Alt™t*V ist bilinear.
(ii) Das Dachprodukt A ist assoziativ, d.h. fir w € Alt"V,
n € Alt*V und ¢ € Alt'V gilt (wan)al=wa(n ().

(iii) Das Dachprodukt  ist antikommutativ, d.h. fiir w € Alt"V,

n € AIt°V gilt naw =(-1)"*wan.
(iv) Die 0-Form 1 ¢ Alt'V = R effiillt 1 Aw = w fir alle
w e Alt"V.

(2) Das Dachprodukt ist “natiirlich”, d.h. mit linearen Abbildun-
gen vertraglich: f*w A f*n = f*(w an) fiir jede lineare Abbildung
f:W >V undalle w € Alt'V, 5 € Alt°V.

ZuM BEWEIS: Die Eigenschaften (i), (iv) und (2) folgen trivial
aus der definierenden Formel, auch die Antikommutativitat (iii)
ist direkt zu sehen. Um die Assoziativitat zu verifizieren, denke
man sich w An(vy,..,vr4,), wie oben erldutert, als Summe tiber
die Zerlegungen von {1,..,r+s} in eine erste und eine zweite
Teilmenge aus r bzw. s Elementen. Dann erkennt man namlich
auch (wan)a({ und wa(na(), angewandt auf (vy,..,vr4s4¢), als
ein und dieselbe Summe iiber die Menge Z,, . der Zerlegungen
von {1,..,r +s+1t} in eine erste, zweite und dritte Teilmenge
aus r,s und ¢ Elementen, oder als

(w AN A C)(vlv cey vr+a+t) =

Y sen T w(vr), -, Vr(r))

ristt! re6tute

n(vr(r-}-l)’ KX vr(r+a)) : C(vr(r+a+l)a () vr(r+a+t))
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Als nachtragliche Kurzfassung des Lemmas konnen wir also
formulieren: Das Dachprodukt macht @je, Alt* zu einem kon-
travarianten Funktor von der Kategorie der reellen Vektorraume
und linearen Abbildungen in die Kategorie der reellen graduier-
ten antikommutativen Algebren mit Einselement und deren Ho-
momorphismen.

8.2 Eine Charakterisierung des Dachprodukts

Dadurch ist das Dachprodukt noch nicht charakterisiert, hatten
wir zum Beispiel alle Dachprodukte von Formen positiver Ord-
nung Null gesetzt, so wiirden die Bedingungen (1) und (2) immer
noch gelten (und fir eine weniger triviale Abanderungsmoglich-
keit siche [HR ], Satz 2.7 auf S. 20). Nach unserer Definition erfiillt
das Dachprodukt aber auch die folgende Normierungsbedingung;:

Notiz: Bezeichnet ey,..,ex die kanonische Basis des R* und
81,..,6% die dazu duale Basis von R¥* = Alt' R*, so gilt

(3) 8'A..n 8%(e1,..,ex) =1 fiiralle k> 1. O
Satz: Nur a erfiillt (1), (2) und (3).

BEWEIS: Genauer will der Satz natiirlich besagen: erfillt eine fur
alle V,r,s erklarte Verkniipfung A : Alt"V x Alt*V — Alt™+*V
die oben genannten Bedingungen (1) - (3), so stimmt sie mit dem
in 8.1 explizit angegebenem Dachprodukt iberein. Sei also A eine
beliebige solche Verkniipfung. Dann gilt auch

(4) Sei ey,..,e, Basis eines reellen Vektorraumes V', sei ferner
61,..,6™ die duale Basis und 1 < v; <..< vx < n. Dann ist

sgnT

6“‘/\../\5’“‘(6-1,,--7‘5%):{ 0
b

wobei 7 die Permutation bezeichnet, durch die p1,..,ur gegebe-
nenfalls aus vy, .., v hervorgeht.
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Es bezeichne namlich V den von e,,,..,e,, aufgespannten k-
dimensionalen Unterraum von V und ¢ : Vy — V die Inklusion.
Wegen der Natiirlichkeit (2) ist dann

* *
LV NUN Lol NS E WA L N AT Lol ("W -S §

Ist (p1,..,pk) keine Permutation der v <..< v, so gibt es ent-
weder ¢ # j mit p; = pj, und dann ist schon é# A 6*i =0 wegen
der Antikommutativitat (1) (iii), oder es gibt ein ¢ mit p; # v; fir
alle j. Dann aber ist ¢*§** = 0. Wenn jedoch (p1,..,pr) durch
eine Permutation 7 aus (vi,..,vx) hervorgeht, also u; = v,(;
gilt, dann ist wegen der Antikommutativitat

CEAL AT (eyy,y .- 5e0,)

=sgn T 6" A AN (0. .60, ),

und die Behauptung in &4) folgt aus der Normierungsbedingung
(3) und der auf Vy = angewandten Natiirlichkeit. — Damit
ist zunachst “(1) - (3) = (4)” gezeigt.

Im Hinblick auf unser Ziel, den Satz zu beweisen, haben wir
damit insbesondere das Teilergebnis, dal 6#1A..Aé** nicht von
der Wahl der (1) - (3) erfiillenden Verkniipfung A abhangt. Um
das aber fiir beliebige Produkte w A 1 zu zeigen, werden wir w
und 7 als Linearkombinationen solcher Produkte von 1-Formen
darstellen, genauer behaupten wir: Aus (1) - (3) folgt auch

(8) Sind wy, .., = w(eu,,..,eu,) die Komponenten der Form
w € Alt*V beziiglich einer Basis e;,..,e, von V und bezeichnet
8,..,6™ wieder die duale Basis, so gilt

W= ) Wua 0 AL AR
p1<<pg

Zum Beweis von (5) brauchen wir nur nachzuprifen, daf fiir
v1 <..< vi beide Seiten dieselbe Antwort auf (e,,,..,e,,) ge-
ben, und das folgt unmittelbar aus (4), und damit ist (5) schon
verifiziert.

Wegen (5) und (4) wissen wir also nun, daf8 fiir jedes endlich-
dimensionale V die Produkte w A n € Alt"™*V durch die in 8.1
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explizit definierte Verkniipfung gegeben sind. Das gentigt aber fiir
den Beweis des Satzes, denn wegen der Natirlichkeit (2) gilt fiir
beliebiges V', daf§

(w A '7)(”1, i 7vr+a) = (L*w A L*'I)(Uh . ,'U,-+,)

ist, wobei ¢ : Vy < V die Inklusion des von v1,..,v,4s erzeugten
endlichdimensionalen Vektorraums Vj in V bezeichnet. Der Satz
ist also bewiesen. a

Ausdriicklich sei als Folgerung aus (5) auch angemerkt:

Korollar: Ist (ej,..,e,) eine Basis von V und (é,..,6")
die duale Basis, so ist (6"'A..A6"*), <. .<pu, eine Basis von
AltFV. a

8.3 Der definierende Satz fiir die Cartansche Ableitung

Soviel zunachst tiber das Dachprodukt als ein Begriff aus der mul-
tilinearen Algebra. Nun wollen wir es fiir die Analysis auf Man-
nigfaltigkeiten nutzbar machen. Wenn nicht anders gesagt, dirfen
Mannigfaltigkeiten im folgenden immer auch berandet sein.

Definition: Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Wir de-
finieren das Dachprodukt

AQTMx QUM — QM
(w,n) —— wan

von Differentialformen auf M natirlich punktweise, d.h.
durch (w A7), 1= wp ANy, fiir jedes p € M. a

Beachte, da das Dachprodukt mit einer Nullform, also einer
Funktion, einfach das gewohnliche Produkt ist: fan = fn fur
f € Q°(M) wegen (1)(i),(iv) S. 136.

Notiz (vergl. 8.1): Durch das Dachprodukt wird Q* := Pje, Q*
zu einem kontravarianten Funktor von der Kategorie der Man-
nigfaltigkeiten und differenzierbaren Abbildungen in die Kate-
gorie der reellen graduierten antikommutativen Algebren mit
Einselement. O
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Sei jetzt (U,h) eine Karte.

Wir erinnern uns (vergl.

Lemma in 3.5), da8 an je-

dem Punkt von U die 1- bl
Formen dz!,...,dz" die
duale Basis zu der Basis
01,...,0, des Tangenti-
alraumes bilden. Aus den Fig. 84. Zur Erinnerung
Dachprodukten der dualen

Basiselemente lassen sich aber alle k-Formen linearkombinieren
(siehe (5) in 8.2), es folgt also

Korollar: Ist w € Q*M und (U, h) eine Karte, so gilt

w|U = E Wy e AT AL A dTE
w1 <-<pk
wobei Wy = W(Oyy...,04,) : U = R die Komponenten-
funktionen von w beziglich (U, k) sind. O

Definierender Satz (Cartansche Ableitung): Ist M eine
Mannigfaltigkeit, so gibt es genau eine Méglichkeit, eine Sequenz
linearer Abbildungen

0-0°M -4 oL 4.

so einzufiihren, daf folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

(a) Differentialbedingung: Fiir f € Q°M hat df € Q'M die
iibliche Bedeutung als das Differential von f.

(b) Komplexeigenschaft: dod =0

(c) Produktregel: d(wan) =dwan+(-1)"wady firw e Q"M.

Man nennt dw die dufere oder Cartansche Ableitung der Dif-
ferentialform w, die ganze Sequenz heifit der de Rham-Komplex
von M.

Der Beweis des Satzes erfolgt in drei Schritten, denen die fol-
genden drei Abschnitte gewidmet sind.
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8.4 Beweis fiir ein Kartengebiet

Wir wollen fiir die Dauer des Beweises die Notation djs fur die
zu konstruierenden Cartan-Ableitungen benutzen und das d fiir
das ibliche Differential von Funktionen reservieren. — Zunachst
beweisen wir den Satz statt fiir M nur fiir ein Kartengebiet. Dafiir
haben wir einen naheliegenden Ansatzpunkt: Ist (U, h) eine Karte,
so 1aBt sich jedes w € Q¥U, wie wir vorhin gesehen haben als

— K1 [
w= Y wu.m;dz"a..ndz
<< pp

schreiben, also mit Hilfe des Dachproduktes durch Funktionen und
Differentiale ausdriicken, und gerade auf diese Begriffe nehmen die
Forderungen (a) - (c) Bezug. So erhalten wir fiir den Eindeutig-
keitsbeweis als Faktum und fiir den Existenzbeweis folglich als
Definition die Formel

(%) dyw= ), dwy, ., ~dztA. Adzh*

p<-<pr

oder genauer: Haben die dy die Eigenschaften (a), (b) und (c)
fir M := U, so folgt daraus ersichtlich die Formel () fiir alle
w € QFU, und damit ist die Eindeutigkeitsaussage fiir den Fall
M = U schon gezeigt. Fir den Existenzbeweis benutzen wir jetzt
(*) als Definition. Die so definierten Abbildungen

d d
0—+QOU—U>QIU—U>--- usw.

sind offenbar linear und die Differentialbedingung (a) ist erfullt.
Zu verifizieren bleiben die Komplexeigenschaft und die Produkt-
regel. Wir beginnen mit der Produktregel. OBdA sei

w= fdr"*a..andz"" und

n=gdz"'a..ndz"".
Nach der Definition (*) ist dann

du(w An) =d(fg) Adz*'A..adz#" Adz" A..Adz".
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Wegen der gewohnlichen Produktregel d(fg) =df - g + f - dg fir
Funktionen und der Antikommutativitat des Dachprodukts folgt
daraus weiter

du(w an) = (df Adz*'A..adz#") A (gdz" A.. Adz" )+
(=1)"(fdz"*A..Andz" ) A(dg Adz" A..AndZ"*)
= (dUw) AN+ (—1)’(.4) A dun,

was zu zeigen war. — Nun zur Komplex-Eigenschaft. Zu zeigen
ist dydyw = 0 fir alle w € QFU. Da dyw nach der definierenden
Formel (*) eine Summe von Dachprodukten von Differentialen
ist, genligt es, wegen der schon bewiesenen Produktregel, den Fall
k = 0 zu betrachten. Fiir eine Funktion f € QU aber ist

dydyf = dydf =dy 3 9,f - da*
p=1

= 3 d(3,f) nda*
p=1

= Y 8,0,f dz* nde* =0,
1

B v=

denn 8,0, f ist symmetrisch in g und v, aber dz¥ A dz* schief-
symmetrisch. Damit haben wir auch die Komplexeigenschaft fir
die dy gezeigt, und fiir den Spezialfall M = U ist der Satz jetzt
bewiesen.

8.5 Beweis fiir die ganze Mannigfaltigkeit

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu. Fir den Existenz-
beweis werden wir natiirlich versuchen, dps lokal mittels Karten
zu definieren. Fiir w € Q¥ M setzen wir also

(dmw)p = (duw),

fiir eine Karte (U,h) von p, wobei mit dyw natiirlich dy(w|U)
gemeint ist. Die Unabhéngigkeit von der Kartenwahl ist klar, denn

dyw|UNV =dyavw =dyw|UNV
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ergibt sich sofort aus der definierenden Formel (x) fiir die Car-
tansche Ableitung in Kartengebieten. — Da das so definierte da
offenbar die Eigenschaft dyw |U = dyw hat, definiert es wirklich
lineare Abbildungen

d d
0— QM5 QM5 ... usw.,

welche Differentialbedingung, Komplexeigenschaft und Produkt-
regel erfiillen, und der Existenzbeweis ist schon fertig.

Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage miissen wir nun umge-
kehrt zeigen: Ist dp eine Cartansche Ableitung fiir ganz M, d.h.
erfiillt es die Bedingungen (a) - (c), so gilt auch (dyw), = (duw),.
Nun ist zwar

wlU= Y  wupdz’ A adz?,
p1<<pk

aber davon kénnen wir fiir die Anwendung von dps nicht unmit-
telbar Gebrauch machen, denn dps wirkt nach Voraussetzung nur
auf Differentialformen, die auf ganz M defi-
niert sind, und das trifft auf die Funktionen

Wy, ..up und die Einsformen dr*é gerade nicht
zu. Deshalb wenden wir nun einen Kunst-

griff an. Wir wahlen in A(U) drei konzen- ¢
trische offene Kugeln um h(p) mit Radien

0 < &1 < €3 < €3, ihre Urbilder unter k nen-

nen wir Uy C U; C U; . Jetzt wahlen wir )

eine C®-Funktion 7 : U3 —— [0,1] mit ﬁ;ﬁ;itﬁié :/:;

7|Uir =1 und 7|U; N\ U; = 0, eine “Tafel- Tafelberg.

bergfunktion” sozusagen, mit Plateau iiber U; und dem Hang in
U; \ U;. Dazu braucht man ja nur eine C'°-

1 ‘( A Hilfsfunktion A : Ry — [0,1] wie in Fig.

86, mit der man dann 7(q) := A(||h(q)||) fir
¢ € Us C U definiert. - Der Zweck dieses
Werkzeugs 7 ist es, die Funktionen wy,. .,
Fig. 86. Hillss und z',...,z" von U; differenzierbar auf ganz
g:;xllk’tI{:i{;lb erf;r M fortzusetzen, und zwar einfach indem wir

definieren:

€1 €2 €3
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a (q) := { T(Q)wp,...u(q) fiir g € Us
pr..pe\d) ¢ 0 fﬁrqEM\U3
7(q)z¥(q fiir g € U
f”(‘”::{ () (9) N 3
0 fir q€ M~ U3.
Fir die durch

Wi= Y auy. o dEP A AdERE
m<-<pr

gegebene k-Form & € Q%M folgt nun wirklich aus den Axiomen
(a) - (c), daB

du@w = Y dau, . ~dEF AL AdEFE
B1o. i

gilt, denn die a und € sind jetzt auf ganz M differenzierbar.
Insbesondere ist, wie die definierende Formel () fir U zeigt:

(dM@)p = (du)y,

und letzteres ist gleich (dyw),, weil ja w und & auf der Umgebung
U, C U von p ibereinstimmen. Also brauchen wir nur noch zu
zeigen, dafl auch

(du@)p = (dmw)y
gilt. Ahnlich wie vorhin die Tafelbergfunktion 7 wahlen wir jetzt
eine “Hochebenenfunktion” ¢ : M — [0,1], namlich eine C°°-
Funktion mit o¢|M \ U; =1 und o(p) = 0. Dann ist
w-—w=0-(0—-w),
daher folgt aus (a) - (c) fir dp:

dm(@ —w) =do A (0 —w) + ody(@ — w).

Beide Summanden verschwinden bei p, weil @ — w und o dort
null sind, und daher ist dy(& — w), =0, was zu zeigen war. O
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8.6 Die Natiirlichkeit der Cartanschen Ableitung

Damit haben wir nun die Cartansche Ableitung zur Verfiigung.
Wir konnten sie durch allgemeine Eigenschaften (a) - (c) charak-
terisieren, und durch die unterwegs gewonnene lokale Formel

dwlU =3 dwy, . ~dz"' A, ndz™
1 <-<pi

haben wir auch eine konkrete Anleitung fiir das Berechnen von
dw in den Koordinaten einer Karte (U,h). — Die Naturlichkest
der Cartanschen Ableitung hatten wir nicht unter die charakteri-
sierenden Forderungen aufgenommen, sie folgt nun von selbst:

Lemma: Die Cartansche Ableitung ist mit differenzierbaren Ab-
bildungen vertraglich, d.h. ist f : M — N eine differenzierbare
Abbildung, so gilt

£ dw = d(f*w)

fir alle Differentialformen w auf N.

BEWEIS: Fiir 0-Formen w € Q°N, also differenzierbare Funktio-
nen w: N — R, ist f*dw = d(f*w) nur eine andere Schreibweise
der Kettenregel, denn f*w :=wo f und (f*dw), := dwy(,) o df,.
Fir Differentialformen hoheren Grades wissen wir aus der obi-
gen Rechenformel fiir dw|U immerhin schon im voraus, daf die
Cartanableitung mit der Inklusion offener Teilmengen vertréaglich
ist, und deshalb diirfen wir oBdA annehmen, es gabe eine Karte
(U, h) fir N, deren Kartenbereich ganz N ist. Dann hatten wir
also

w= Y Wu.mdz"'a. . adz"* und
1 <-<pg

do= Y dwy,.pu rdzt A AdzhE
w1 <-<pk

und daher nach Anwendung von f*:

ffo=3 ffwu.p - frdz* A A frdzh*
frdw =73 f'dwu,. pp A frdz" AL A frdah*.
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Bevor wir nun d auf die erste dieser beiden Gleichungen anwen-
den, um df*w mit f*dw vergleichen zu kénnen, wollen wir uns
iuberzeugen, daf§

d(f*dz** an--- A f*dzt*) =0

ist. Das folgt mittels Induktion und Produktregel daraus, daf fiir
die Nullform z*¢ auf N, wie wir schon wissen,

frdo® = df'zh

gilt, also d(f*dz*i) = 0 wegen dd = 0. — Die Anwendung von d
auf f*w ergibt nach der Produktregel also nur

df'w =73 dfWu,. u A frdz* a.. A frda*,

und da wir d und f* vor der Nullform w,,. ., vertauschen
diirfen, folgt df*w = f*dw. a

8.7 Der de Rham-Komplex

Die Natiirlichkeit von d bedeutet auch, da jede differenzierbare
Abbildung f : M — N einen sogenannten Kettenhomomor-
phismus zwischen den de Rham-Komplexen von N und M in-
duziert, d.h. da das Diagramm

0 — oon -4 v 4, v s

o I

0 — QM — QM — O2M —s ...
d d

kommutativ ist. Durch den de Rham-Komplex ist daher, wie in
7.5 angekiindigt, kanonisch ein kontravarianter Funktor von der
differenzierbaren Kategorie in die Kategorie der Komplexe und ih-
rer Kettenhomomorphismen definiert. — Der de Rham-Komplex
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einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ist natiirlich nur bis
zum Grade n interessant, weil QM = 0 fiir k¥ > n ist. Deshalb
wird oft auch die endliche Sequenz

O R d o d
0-Q'M-QM—.-..SQ"!'MSQ"M -0

de Rham-Komplex von M genannt. Die Natiirlichkeit von d be-
zieht sich aber nicht nur auf Abbildungen zwischen gleichdimen-
sionalen Mannigfaltigkeiten, und es ist deshalb formal bequemer,
den endlichen de Rham-Komplex nach rechts durch seine Nullen
zu erganzen. Ist dim N =: k < n, so macht die Natiirlichkeit von
d noch eine nichttriviale Aussage tiber die k-Formen auf M: Alle
von N kommenden k-Formen haben die Cartansche Ableitung
Null, sind “Cozykel”, wie man auch sagt:

QN — 0
7| J
kM -9, gkt

Korollar: Ist M eine n-dimensionale berandete Mannigfaltigkest
und f: M — OM irgendeine differenzierbare Abbildung, so gilt

df'w=0

fir alle w € Q"~10M. a

8.8 Test

(1) Sei (e1,...,en) eine Basis von V und (6,...,6") die duale
Basis. Dann ist die folgende Familie von Dachprodukten eine
Basis von Alt?V:

a (5# Aé”)u,u:l,...,n
O (6* A6")u<w
D (6” /\6”)#<y
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(2) Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Welche der folgen-
den Bedingungen an k mit 0 < k < n ist gleichbedeutend
mit w Aw = 0 fiir alle w € Alt¥V ?

Oo0<k
O 2k>n
O k ungerade oder 2k > n

(3) Sei V wieobenund 0 < r < n. Ist ohne weitere Bedingungen
an r durch n +— ..an wohl ein Isomorphismus

A"V —=5 Hom(Alt"V,Alt"V)

gegeben?

O Ja, die Raume sind dimensionsgleich und der Homo-
morphismus ersichtlich injektiv.

O Nein, z.B. ist die Abbildung fiir ungerades r und n = 2r
wegen 1 An = 0 nicht injektiv.

O Nur wenn r und n — r beide gerade sind.

(4) Inlokalen Koordinaten (z,y) einer 2-dimensionalen Mannig-
faltigkeit gilt

O dz Ady(0y,0:)
O dz Ady(0y,0:)
)

1
0
O dzady(0,,0:) = —

o

(5) In lokalen Koordinaten (¢,z,y,z) einer 4-dimensionalen
Mannigfaltigkeit gilt

O dtadz(0,,0;)=1
O dtAdz(0y,0.)=0
O dt adz(0y,0;) = -1

(6) Esseien w € Q"M , n € Q*M und ¢ € Q*M. Dann sind die
Vorzeichen in der Formel

dwanal)=tdwanaltwadnaltwanadl

der Reihe nach
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O +1, +1, +1
a (-7, (-1)°, (1)
O +1, (=1, (=1)+.

(7) Fiir die Koordinatenfunktionen z und y des R? gilt:

O d(zdy + ydz) =0
0O d(zdz +ydy) =0
0O d(zydz + yzdy) = 0.

(8) Essei f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen
Mannigfaltigkeiten. Ist dann die Zusammensetzung der drei
Homomorphismen

oIy o v LI oorm 4 iy

notwendig Null?

O Ja, wegen der Natiirlichkeit der Cartanableitung.

O Nein, Gegenbeispiel M = N = R?, f(z,y) := (y,2)
und w = zy € Q°N, dannist namlich dw = (dz)y—zdy
= ydz — zdy, also f*dw = zdy — ydz und daher df*dw
=drady—dynadr=2dzady#0.

O Nein, fir N = M = R koénnen wir zum Beispiel w = f
setzen und erhalten df*df = || df |2, was im allgemei-
nen nicht verschwindet.

(9) Es bezeichnen r und ¢ die tiblichen Polarkoordinaten in der
Ebene. Dann ist rdr adyp =

O dzady
O dyadz

O /22 +y2dz ady.

(10) Man kann auf einer Mannigfaltigkeit M auch komplezwertige
Differentialformen w € Q7(M,C) betrachten, das Dachpro-
dukt reller Formen zu einer komplex bilinearen Verkniipfung
komplexwertiger Formen erweitern und die Cartanableitung
(durch Anwendung auf Real- und Imaginarteil) auch fiir
komplexwertige Formen erklaren. Dann gilt auf M :=C:
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O dzadz= dz A dy
O dzadz= 2dzady
O dzadz=—-2idz ady

8.9 Ubungsaufgaben

AUFGABE 29: Es sei V ein n-dimensionaler reeller Vektor-
raum. Man zeige, dafl die alternierende k-lineare Abbildung
VEx .- xV* 5 ARV, (o!,...,0F) = p'a.. A" in folgendem
Sinne universell ist: Zu jeder alternierenden k-linearen Abbildung
a: V* x-.- xV* > W gibt es genau eine lineare Abbildung
f: Alt*V > W mit a = fou.

AUFGABE 30: Auf dem R® betrachte man die {iblichen drei Koor-

dinatenfunktionen z,y und z. Man gebe eine 2-Form w € Q?R?
so an, daB dw = dz ady A dz. Gilt w = dy fiir ein n € Q'R*?

AUFGABE 31: Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
w € Q" 1 M. Man zeige, da8 in lokalen Koordinaten

do(@,y...,0) = 3 (~1)* 18,01, 4
p=1

gilt.

AUFGABE 32: Es sei w := dz'a..adz"™ € Q"R" und v = v#9,
ein Vektorfeld auf R™. Man bestimme 7 :=v_1 w € Q"' R" und
dn € Q"R". Auch gebe man ein Vektorfeld v explizit so an, daf§
n auf S"~! die kanonische Volumenform von $™~! induziert.

8.10 Hinweise zu den Ubungsaufgaben

ZU AUFGABE 29: Bei dieser rein linear-algebraischen Aufgabe
mufl man an das linear-algebraische Faktum denken, da8 es zu
einer Basis ay,...,a,, eines Vektorraums A und zu Elementen
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bi,...,bm eines Vektorraums B genau eine lineare Abbildung
f:A— B mit f(a;)=0b; firi=1,...,m gibt.

ZU AUFGABE 30: Da die Koordinaten «,y,z hier eine Karte
(U,h) mit U = M = R® definieren, gilt die zu Beginn von 8.6
noch einmal hervorgehobene lokal definierende Formel gleich fiir
w|U = w selbst. Es sind nur z!,z%,23 in z,y, 2z umbenannt.

ZU AUFGABE 31: Noch ein direkter Anwendungsfall jener lokalen
Formel (siehe 8.6) fiir die Cartansche Ableitung.

ZU AUFGABE 32: Die Notation v_iw fiir “v in w” hatten wir in
Aufgabe 13 kennengelernt — dort fiir die linear-algebraische Si-
tuation v € V, w € Alt"V, jetzt sinngemaf auf ein Vektorfeld v
auf M und w € Q"M zu iibertragen. Unter der “kanonischen Vo-
lumenform” wgn-1 € Q*~15"=1 verstehen wir die (n — 1)-Form,
die auf jede positiv orientierte (S"~! = D", Randorientierung)
Orthonormalbasis (v1,..,vn-1) von TS~ mit
+1 antwortet. (Beachte: Ist (V,<-,->) ein orien- v
tierter n-dimensionaler euklidischer Vektorraum \< ot
und (v1,..,vs), (v},..,v,) positiv orientierte
Orthonormalbasen, dann hat der Automorphis-

mus f:V — V mit v; —» v} die Determinante

+1, daher ist wgn-1 wohldefiniert, vergl. Aufg.

14). - Der eigentliche Hinweis zu der Aufgabe 32 Fig. 87

ist nun: Auch R" hat eine kanonische Volumenform, und zwar
ist das natiirlich

Yo

w=dz'A..rndz".

Wie antwortet also dz'a..Adz™ auf (vo,...,vn—1), und was hat
das mit v_Jw zu tun?



Der Satz von Stokes

9.1 Der Satz

Endlich kommen wir nun zu dem Satz, von dem schon so viel die
Rede war:

Satz von Stokes: Sei M eine orientierte n-dimensionale beran-
dete Mannigfaltigkeit und w € Q*"'M eine (n — 1)-Form mit
kompaktem Trager. Dann gilt

A[dw:/w.

aM O

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, sei an zwei Konventionen
erinnert, die in der Formulierung stillschweigend benutzt wurden.
Erstens ist OM gemaB der in (6.8) vereinbarten Orientierungs-
konvention orientiert: die Aufiennormale gefolgt von der Randori-
entierung ergibt die Orientierung von M, und zweitens bedeutet
Jore @ := [ops t*w, wobei ¢ : 9M — M die Inklusion ist (Notation
in 7.2). — Wir fithren den Beweis in drei Schritten zunehmender
Allgemeinheit:

1. Fall: M = R®
2. Fall: Es gibt eine Karte (U, h) mit Trw C U
3. Allgemeiner Fall.

Einige Rechenarbeit ist nur im ersten Schritt zu leisten, wobei
aber keine Ideen gebraucht werden, sondern ein ganz geradliniges
Anwenden der Definitionen zum Ziel fithrt. Die beiden anderen
Schritte sind eher begrifflicher Natur. Im dritten und letzten
werden wir ein Hilfsmittel kennenlernen, das auch sonst beim
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Ubergang von lokalen zu globalen Situationen oft niitzlich ist,
namlich die sogenannten Zerlegungen der Eins.

9.2 Beweis fir den Halbraum
Sei also M = R . In den kanonischen Koordinaten ist

n
- ~ 1 ~ n
w_”glwl_'”“ndx Ao f...Andz

oder, wenn wir kurz f, = w
nen schreiben,

Lpm fiir die Komponentenfunktio-

n
w=Y fudz' a...G...ad2",
p#=1

wobei die Notation fi wieder bedeutet, daf8 der Index p bzw. der
zum Index p gehorige Faktor dz# ausgelassen werden soll.

Daraus berechnen sich die beiden Integranden dw € Q"R"
und ¢*w € Q" 1'R™"! definitionsgemaB wie folgt:

n
do= Y dfyadz’ A...fi...ndz"
p=1

= Z":(Zn:aufpdx")/\d:cl/\...ﬁ.../\dz”

p=1 v=1

=3 (”l)ﬂ—lapfp dz' A...Adz",
u=1

und wenn wir die kanonischen Koordinaten des 0 x R*™! ¢ R"

auch mit z2,... ,z" bezeichnen, so gilt

n
Cw= Y tfytde' Al A dZ”
p=1

=*f1 -dz® a...Adz" € Q"'R™Y,
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denn die Inklusion ¢ : 0 x R®™! «— R™ induziert aus den Ko-
ordinatenfunktionen z!,...,z" auf R" offenbar die Funktionen
0,z2,...,z" auf 0 x R*™! und daher ist

*dz' =0 und
Mdz! =dg* fur p > 2.

Soviel iiber die Integranden dw auf R” und ¢*w auf OR?,
und nun zur Integration selbst. Die kanonischen Koordinaten auf
R” definieren natiirlich eine orientierungserhaltende Karte, und
nach der Orientierungskonvention gilt das auch fiir die Koordina-
ten z%,...,z2" von OR" . Daher gilt nach Definition der Integrale
(Integration tiber die “heruntergeholte Komponentenfunktion”):

dw = Z ( 1)#719, fudz' . und

/w— / £(0,2%,...,a%)da? ... dz"

als gewohnliche Mehrfachintegrale iiber differenzierbare Integran-
den mit kompaktem Tréger. Da es bei

0 x R*! der Integration iiber die einzelnen Va-

Trw riablen nach dem Satz von Fubini auf
die Reihenfolge nicht ankommt, diirfen
wir auch im p-ten Summanden von
J3; dw mit der Integration tiber die u-te
Variable beginnen und erhalten dabei,
weil der Trager {z € R” |w; #0}
von w und daher auch der von f, be-

Fig. 88. Zum Stokes-
schen Satz im Falle

M=R? schrankt sind, fir p =1
0 =0
»/‘alfld:l:1 = [fl] =f1(07z2,"',$n)a
zl=-o0
—00

fir die anderen g jedoch

[ ouisr =[]

1l
o

zh=—00
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und daher

/dw: / f1(0,z2,...,:c")da:2...dw"=/w
M R"-1

oM

fiir unseren 1. Fall M := R".

9.3 Beweis fiir ein Kartengebiet

Sei also (U,h) eine Karte von M mit
Trw C U. Unsere Definition des Begrif-
fes berandete Mannigfaltigkeit 1aBt die
beiden Mdglichkeiten zu, da8 A(U) offen
in R” oder in R" ist. Hier diirfen wir
aber oBdA das erstere annehmen, denn
da Trw kompakt ist, ware das erforderli-
chenfalls durch Translation und Verklei-

nerung des Kartengebietes zu erreichen. h(U)
Auflerdem diirfen wir A : U — U’ und

damit nach der Orientierungskonvention
auch h|OU : 80U — OU' als orientie-
rungserhaltend voraussetzen. Dann gilt Fig. 89. Zum Stokes-
aber nach der “Transformationsformel” %h:ré gfm im Falle
(vergl. 5.5) fiir die Integration auf Man-

nigfaltigkeiten und weil die Cartansche Ableitung natiirlich ist:

/ dw=/dw=/ R ™dw = d(h“*w).
M U hr(U) h(U)

Setzen wir nun h™"*w durch Null auBerhalb h(U) zu einer Form
w' € Q" TR? fort, was wegen der Kompaktheit des Tragers
Trh™"w = h(Trw) mdglich ist, dann ist also

/ d(h'“w):/ do' = / w'=/ R 1w,
h(U) R L. Fall Jogn h(3U)
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wegen der Transformationsformel fiir h|0U : 8U — U’ gilt aber

/ h'“w:/ w=/ w,
h(3U) au oM

womit also der 2. Schritt abgeschlossen ist.

9.4 Allgemeiner Fall

Konnten wir bisher ganz routinema8ig vorgehen, so brauchen wir
nun einen Trick, denn der Trager paBt jetzt vielleicht nicht mehr

M

in eine Karte, und die gewaltsame Zerle-
gung von M oder Trw in kleine mefibare

Stiicke fiihrte zu unstetigen Integranden in
Trw R?, auf die die Cartansche Ableitung gar
nicht anwendbar ware. Ja, wenn wir w als
eine Summe w = wy+- - ‘4w, differenzierba-
rer (n — 1)-Formen w; € Q"~!M schreiben

oM

kénnten, deren jede einen kompakten, in ein
Kartengebiet passenden Trager Trw; C U;

Fig. 90. Zum Sto-  hzttel Dann waren wir nach (9.3) freilich

kesschen Satz im . . .
allgemeinen Fall mit dem Beweis fertig.

Und eben das werden wir jetzt bewerkstelligen. Zuerst wahlen
wir um jedes p € Trw eine orientierungserhaltende Karte (Up, h;)
und eine C*-Funktion A, : M —— [0,1] so, da8$ A,(p) > 0 ist
und der Trager von A, kompakt und in U, enthalten ist. Das ist
kein Problem: wir brauchen nur eine geeignete “Buckelfunktion”

Bp mit kompaktem Trager in h(Up) nach U,
hochzuheben, das heifit A,(¢) = Bp(h(q))
fir ¢ € Up und 0 sonst zu setzen. Dann ist
{2;1(0,1]}pemrw eine Familie offener Men-
gen, in deren Vereinigung Trw enthalten ist,
und da Trw kompakt ist, gibt es endlich viele

P1,--.,Pr so dafl schon

Trwc U /\;1(0,1] =X
i=1

ho(Up) C R

h(p)

Fig. 91. g8, fiir
pedM
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gilt. Auf der offenen Menge X C M definieren wir jetzt r diffe-
renzierbare Funktionen 7,... ,7, durch

i: X —— [0,1]

Api(2)
Api(2) o+ Ap,(2)

T

Dann ist offenbar

Yori(z) =1 firalle z € X,

=1

weshalb man {7; }i=1,..., auch eine “Zerlegung der Eins” auf X
nennt. Durch Multiplikation mit w erhalten wir nun dementspre-
chend die “Zerlegung von w”, die wir suchen, genauer: Wir defi-
nieren w; € Q" 1M durch

{ Ti(p)wp, firpeX
Wip =

0 sonst,.

Mit Trw ist auch Tr(m - w|X) C Trw kompakt, deshalb ist
wi nicht nur auf X, sondern auf ganz M differenzierbar, aus
Trw C X und Y 7 =1 auf X folgt

w=w +

und die Trager der einzelnen Summanden passen schliefllich wie
gewiinscht in ein Kartengebiet, da ja aus wi, # 0 jedenfalls
7i(p) # 0 und daher A,,(p) # 0, also Trw; C TrA,, C U, folgt.

0

9.5 Zerlegungen der Eins

Der Satz von Stokes ist nun bewiesen. So wie hierbei, sind Zer-
legungen der Eins auch anderweitig ein sehr niitzliches Werkzeug
(siehe z.B. [J: Top], Kap. VII, §4.), und insbesondere erméoglichen
sie den am Schlufl des Abschnitts 5.3 schon versprochenen Zugang
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zur Integration auf Mannigfaltigkeiten, bei dem die Mannigfaltig-
keit zur Definition des Integrals nicht gewaltsam in kleine Stiicke
zerlegt zu werden braucht.

Definition: Sei M eine Mannigfaltigkeit und il eine offene
Uberdeckung von M (z.B. durch die Kartengebiete eines Atlas).
Unter einer differenzierbaren, der I"Jberdeckung Y untergeordne-
ten Zerlegung der Eins verstehen wir eine Familie {74 }aca
von C%-Funktionen 7, : M — [0,1] mit den folgenden drei
Eigenschaften:

(1) Die Familie {74 }aca ist lokal endlich in dem Sinne, daf§
es zu jedem p € M eine offene Umgebung V, gibt, so daf§
7a|Vp = 0 fiir alle bis auf endlich viele a € 4,

(2) Esist ), . 4Ta(p) =1 fiir alle p € M und

(3) Fiir jedes « ist der Trager Tr7, in einer der Uberdeckungs-
mengen von Y enthalten. O

Lemma: Zu jeder offenen Uberdeckung einer Mannigfaltigkeit M
gibt es eine untergeordnete Zerlegung der Eins.

BEWEIs: Ware M kompakt, so konnten wir wie beim Beweis
des Satzes von Stokes vorgehen: Wir wahlten zunachst zu jedem
p € M eine “Buckelfunktion” A\, : M — [0, 1] mit Trager in einer
der Uberdeckungsmengen und Ap(p) > 0, konnten dann py,...,p,
mit (Ji_; A;;(0,1] = M finden und 7 := Ay, / 300, Ap; setzen.
Probleme mit der lokalen Endlichkeit oder dem Aufsummieren der
Buckelfunktionen kann es dabei nicht geben, da es sich ja jeweils
nur um endlich viele Funktionen handelt. '

Ist nun M nicht kompakt, so nehmen wir eine sogenannte
kompakte Ausschopfung von M zu Hilfe. Darunter versteht
man eine Folge

KicK,Cc---CM

kompakter Teilmengen mit K; C K;4; und UZI K,=M.Im
konkreten Fall sind kompakte Ausschopfungen meist ganz leicht
anzugeben, einen allgemeinen Existenzbeweis kann man zum Bei-
spiel so fihren: Sei { O; }ien eine abzahlbare Basis der Topologie
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von M, und oBdA seien die abgeschlossenen Hiillen O; alle kom-
pakt (sind sie das namlich nicht schon freiwillig, so lasse man alle
O; mit nichtkompakter Hiille aus der Basis einfach weg: die restli-
chen bilden immer noch eine Basis). Nun bestimmen wir induktiv
eine Folge 1 = n; <n; <... so, daf jeweils

ni41
U Orc U O
k=1

und haben damit unsere kompakte Ausschépfung schon gefunden.

Um nun die Zerlegung der

Eins zu erhalten, wahlen wir in Kig
der nun schon gelaufigen Manier

zu jedem ¢ endlich viele differen-

zwar /\' +/\i', > 0 fur alle /\@

T € Ki~ Ki_ (kompakt!) gilt,

aber die einzelnen ’I‘rz'iger klein .
genug sind, um jeweils in eine Fig. 92. Der Streifen Ki~Ki-,

zierbare (“Buckel-")Funktionen
/\' : M — [0,1], so daf§
Uberdeckungsmenge aus Y und :::;it” durch  Xj,...X;,  “ver-

J
Ki\K;_

in K,+1 N\ Ki—2 (offen!) zu pas- _
sen. Dann ist die Gesamtfamilie {/\; }ieN,1<j<r; offenbar lokal
endlich,

i
i Mg

eine tiberall positive C*°-Funktion auf M , und wir erhalten durch
7j := Aj/X die gewiinschte Zerlegung {7} }ieN,1<j<r; der Eins.O

Ubrigens gilt nicht nur fiir die soeben konstruierte, sondern
fir jede Zerlegung {74 }aca der Eins auf einer Mannigfaltigkeit,
daf fiir hochstens abzahlbar viele o die Funktion 7, nicht die
Nullfunktion ist, das folgt aus der lokalen Endlichkeit, weil Man-
nigfaltigkeiten das zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfiillen. Deshalb
kann eine Zerlegung der Eins oBdA immer auch als {7; };en in-
diziert gedacht werden, auf kompakten Mannigfaltigkeiten sogar
als {7‘,‘ }

=1,...,r-
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9.6 Integration mittels Zerlegungen der Eins

Sei M eine orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
{7i}ien eine Zerlegung der Eins und der Trager Tr; jeweils
im Kartengebiet U; einer orientierungserhaltenden Karte (U;, h;)
enthalten. Jede n-Form w ist dann durch

Wi (=T w

in die lokal endliche Summe w = Y72, w; zerlegt, und bezeichnet
a; : hi(U;) = R die heruntergeholte Komponentenfunktion

ai :=wy. n0h;!
beziiglich (U;, hi), so gilt

Notiz: Unter diesen Umstidnden ist w genau dann integrierbar,
wenn alle a; tber hi(U;) integrierbar sind und

)
3 / lai| dz < o0
i=1Jh;(U;)

gilt, und es ist dann

Eine “Notiz” ist das natiirlich nur, wenn die Integration auf
Mannigfaltigkeiten schon anderweitig eingefithrt ist. Geht man
aber davon nicht aus, so benutze man diese Formel als die De-
finition von [, MW, wobei man nur die Unabhangigkeit von der
Wahl der Karten und der Zerlegung der Eins als ein Lemma zu
beweisen hat.

Wie weit dieser Integralbegriff auf Mannigfaltigkeiten dann
reicht, hangt davon ab, welchen Integralbegriff im R" man hierfir
investieren will. Ist es das Lebesgue-Integral, so erhalt man wie-
der den von uns in 5.4 definierten Begriff. Fiir viele Zwecke kommt
man aber auch mit wesentlich weniger aus: die Trager Trr; der
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Zerlegung der Eins kann man stets oBdA als kompakt voraus-
setzen, und dann ist z.B. fiir stetige w , also erst recht fiir die
w € Q"M, die wir beim Umgang mit dem Cartanschen Kalkiil
und dem Satz von Stokes ohnehin immer betrachten, jeder Sum-
mand fh(U-') a; dz einfach ein ganz gewdhnliches Mehrfachintegral

Bn B
/---/f(zl,...,x")dzl ...dz"
Qn ang
eines stetigen, fir w € Q"M
sogar differenzierbaren Inte- \ 4 hi(U:) ¢ RL
granden iiber einen Quaderim

R" (auch wenn h(U;) selbst Tr a:
- . . | — a;
unbeschrankt sein sollte), eine %
Situation, die auch der ele-
mentarste Integralbegriff mei- Q —|-
stert. Ist zudem, wie meist,
der Trager von w als kompakt
vorausgesetzt, so hat man es o
nur mit endlich vielen solcher Fig- 93. j;.;(v,.)“" dz ist ein In-
Summanden zu tun. und die tesral eines stetigen Integranden
. > X iber einen Quader Q in R"
Integration auf Mannigfaltig-
keiten ist — darf man sagen: ganz einfach? Man darf.

9.7 Test

(1) Die Komponentenfunktion der n-Form

det adz' a...fi...andz"

auf dem R" beziiglich der Koordinaten z!

konstante Funktion

a1 d (_]_)I‘ O (_l)u—l

yeoe 2™ ist die

(2) Sei py < ... < pr und w := dzh A...adz* € Q7(R?).
Unter welchen Voraussetzungen gilt dann (*w = 0 fiir die
Inklusion ¢: 0 x R*™! < R" ?
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3)

(4)

(®)

(6)

0O Wenn eines der p; =1 ist.
O Wenn keines der p; =1 ist.
O In keinem Falle.

Fir den Spezialfall M = R! reduziert sich der Satz von
Stokes auf die Aussage: Ist f: R — R eine C*°-Funktion

mit kompaktem Trager, so ist fi’w fl(z)dz =
oo a £(0) a -£(0)

Die Voraussetzung beim Satz von Stokes, w solle kompakten
Trager haben, darf man auch im Falle M = R" offensicht-
lich nicht einfach weglassen, weil sonst die Integrale nicht
mehr zu existieren brauchen. Bleibt der Satz aber richtig,
wenn man statt der Kompaktheit des Tragers die Existenz
der Integrale auf beiden Seiten fordert?

O Ja, weil dann das harmlose Verhalten von w und dw
im Unendlichen ein ausreichender Ersatz fiir die Kom-
paktheit des Tréagers ist.

O Ja, weil diese Voraussetzung mit der Kompaktheit des
Tragers in der Tat gleichbedeutend ist.

O Nein, wie schon ein Blick auf den Fall n =1 zeigt.

Zur Frage der EinschlieBbarkeit kompakter Teilmengen in
Kartengebiete: Betrachte X := S'x1U1xS* ¢ S x §!. Ist
X in einer Karte des Torus enthalten?

O Nein, weil schon S x 1 nicht in ein Kartengebiet paBt.

O Nein, obwohl S? x1 und 1xS?! einzeln in Kartengebiete
passen. Bedenke das Schnittverhalten ihrer Bilder in
R? unter einer einzigen ganz X enthaltenden Karte!

O Ja, weil bereits der punktierte Torus S! x S \ p dif-
feomorph zu einer offenen Teilmenge im R? ist.

Ausgehend von der durch f(z) := e~1/*" fiir z > 0 und
f(z) := 0 fiir z < 0 gegebenen C*®-Funktion f: R —» R
soll eine kleine “Buckelfunktion” um den Nullpunkt im R"
angegeben werden, namlich eine C*°-Funktion 8: R" — Ry,
deren Trager die abgeschlossene Kugel um 0 vom Radius
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()

(9)

€ > 0 sein soll. Welche der folgenden Definitionen leistet das
Gewlinschte?

0 B(e) := f(e — =)
O B(z) := f(e* - |l=]I?)
O B(z) := f(llzll* — €?)

Es sei U C M eine offene Teilmenge einer Mannigfaltig-
keit, z.B. ein Kartengebiet. Die Funktionen 7 : M — R
und f : U — R seien differenzierbar (d.h. C*®), und 7
verschwinde auflerhalb von U. Ist dann die durch

_f m(@)f(z) firzeU
F(x)'_{o firce M\U

definierte Funktion F differenzierbar auf ganz M ?

O Ja, in jedem Falle.

O Ja, wenn f beschrankt ist. Sonst im allgemeinen nicht.

O Die Beschranktheit gentligt zwar fiir die Stetigkeit von
F, aber nicht fir die Differenzierbarkeit.

Weshalb gibt es fiir eine Zerlegung {74 }oca der Eins auf
einer kompakten Mannigfaltigkeit M stets nur endlich viele
amit 74 0 ?

O Weil bereits endlich viele der offenen Teilmengen
{2 € M|ral2) #0}
geniigen, um M zu liberdecken.

0O Weil bereits endlich viele der nach der Forderung der
lokalen Endlichkeit vorhandenen Mengen V, gentigen,
um M zu tiberdecken.

0O Weil — es gar nicht wahr ist: Auch auf kompakten Man-
nigfaltigkeiten konnen die Trager Trr, “immer klei-
ner werden”und daher unendlich viele in lokal endlicher

Weise Platz finden.

Auf einer unberandeten n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M sei w eine (n — 1)-Form mit kompaktem Trager und f
eine beliebige differenzierbare Funktion. Dann gilt nach dem
Satz von Stokes:
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O fyfdw=0
Q [y fdw= [, df rw
O fodw=—-fMdew

(10) Esseien {74 }aea und {ox }aea zwei Zerlegungen der Eins
auf M. Ist dann auch {740 }(a,n)caxa eine Zerlegung der
Eins?

O Ja, stets.

O Nur wenn eine der beiden endlich ist (d.h. ihre Funk-
tionen nur fiir endlich viele der Indices nicht identisch
verschwinden).

O Nur wenn beide endlich sind.

9.8 Ubungsaufgaben

AUFGABE 33: Es sei M eine orientierte kompakte n-dimensionale
Mannigfaltigkeit und (U, k) eine “quaderférmige” Karte, d.h. eine
mit

h(U) = (al,bl) X ... X (an,b,.) C R",
und schlieBlich sei w € Q"M eine n-Form, deren kompakter
Trager in U enthalten ist. Man zeige direkt, ohne Benutzung des
Satzes von Stokes, daB8 [,, dw = 0 gilt.

AUFGABE 34: Es sei M eine orientierte kompakte n-dimensionale
Mannigfaltigkeit und f : M — N eine differenzierbare Abbil-
dung in eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit N . Sei ferner
n € Q"7!N und w := f*n. Man zeige: [,, w =0.

AUFGABE 35: Man beweise: Auf jeder n-dimensionalen orientier-
baren Mannigfaltigkeit M gibt es eine n-Form w € Q"M mit
wp #0 fir alle p e M.

AUFGABE 36: Es sei M eine berandete n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit und n € Q"~'dM. Man zeige, da es eine (n — 1)-
Form w € Q" 'M mit «*w = n gibt, wobei ¢ : M — M die
Inklusion bezeichnet.
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9.9 Hinweise zu den Ubungsaufgaben

ZU AUFGABE 33: Diese Aufgabe ist ganz nahe am ersten Beweis-
schritt fiir den Satz von Stokes und hat auch nur den Zweck, Thnen
diesen Beweisschritt ndherzubringen.

ZU AUFGABE 34: Manche Aufgaben sind so fragil, die darf man
nur anrihren, und schon zerfallen sie zu Staub. Ich lasse also die
Finger davon und erzéhle Ihnen stattdessen eine schone Anwen-
dung dieser Aufgabe.

Kann man eine orientierte Man- M
nigfaltigkeit M differenzierbar
auf ihren Rand retrahieren, d.h.
eine differenzierbare Abbildung
p: M — OM finden, so daB die

Zusammensetzung 0

oM < M L oM oM
Fig. 94
die Identitat ist? Immer? Manch-
mal? Nie? Sicher nicht immer: eine Retraktion p: [0,1] — {0,1}
wire eine stetige Funktion mit p(0) =0 und p(1) = 1, die keinen
Zwischenwert annimmt. Aber in héheren Dimensionen?

Sieht nicht so aus: die Mannigfaltigkeit wird wohl zerreifien,
wenn man sie mit Gewalt auf den Rand retrahiert. Oder gibt es
doch einen Twist, mit dem das gelingen kann? Vielleicht in noch
hoheren Dimensionen?

Es geht gar nie, wie aus Aufgabe 34 folgt. Wahlen Sie dazu ir-
gend ein n € Q"~1(OM) mit [, n # 0. Das ist stets moglich, wir
brauchen ja nur eine kleine Buckelfunktion A > 0 mit nichtleerem
Trager in einem Kartengebiet U von OU zu wahlen und

{ Mp)dz! A+-+adz™ ! in U
Np =

0 sonst
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zu setzen. Ware nun p : M — OM eine differenzierbare Retrak-
tion, also p o ¢ = Idgp, so ware nach Aufgabe 34

/ p‘n==/ L*p‘n=/ n=0.
aM oM oM

Ein Widerspruch. Wir haben also gezeigt:

Satz: Man kann keine kompakte orientierbare Mannigfaltigkeit
differenzierbar auf ihren Rand retrahieren. O

Korollar: Jede differenzierbare Abbildung
f : D™ — D" hat einen Fixpunkt, denn
sonst konnte man eine differenzierbare Re-
o(z) traktion p: D® — 0D™ konstruieren. 0O

In der Tat kann man Satz und Korollar

durch ein Zusatzargument (Approximation
stetiger Abbildungen durch differenzierbare) auf stetige Abbildun-
gen verallgemeinern, und dann heiit das Korollar Brouwerscher
Fizpunktsatz.

Fig. 95

ZuU AUFGABE 35: Wir haben bisher die Zerlegungen der Eins nur
dazu benutzt, eine Differentialform zu “zerlegen”. Noch ofter aber

nachher ;

Fig. 96

gebraucht man sie, um
lokal gegebene, aber nicht
zusammenpassende Ein-
zelteile zu einem glatten
globalen Objekt zu ver-
schweiBen. Der Vorgang
ist in §4 in [ J: Top] Kap.
VIII ausfihrlich beschrieben, und auch ohne dort die Einzelheiten
studieren zu miissen, werden Sie bei fliichtigem Durchgehen die
Idee fiir das Vorgehen in unserer Aufgabe 35 finden.

ZU AUFGABE 36: Die Zerlegungen der Eins sind doch ein iiberaus
bequemes Konstruktionsmittel. Auch hier brauchen Sie die Auf-
gabe nur lokal zu l6sen und sich dann in ein, zwei geschickt for-
mulierten Zeilen auf die Zerlegungen der Eins zu berufen.



Klassische Vektoranalysis

10.1 Einfithrung

Die klassische Vektoranalysis des 19. Jahrhunderts handelt, wie
man im Nachhinein leicht sagen kann, von der Cartanschen Ab-
leitung und dem Satz von Stokes, allerdings in einer Notation, in
der diese Gegenstande nicht auf den ersten Blick gleich wiederzu-
erkennen sind.

Wenn wir, von der Analysis auf Mannigfaltigkeiten kommend,
auf die klassische Vektoranalysis zugehen, so sehen wir schon von
weitem, da wir es dort nur mit Untermannigfaltigkeiten des R®
oder allenfalls des R" zu tun haben werden. Nun, unsere Begriffe
lassen sich ja sogar auf beliebige Mannigfaltigkeiten anwenden.

Beim Naherkommen sehen wir aulerdem, dafl die Integranden
meist nicht nur auf M, sondern auf einer ganzen in R® offenen
Umgebung X von M definiert sind, zum Beispiel auf X = R®
oder X = R*® \ 0 oder dergleichen. Wenn schon! Jedes n € QFX
wird ja durch ¢ : M — X als die Einschrankung ¢*n € QM
unserer Analysis auf M zuganglich.

Das ist zwar im Prinzip richtig, aber trotzdem sollten wir uns
nicht auf diese Weise von den Formen auf offenen Mengen X C R?
gleich wieder verabschieden. Zum einen miissen wir, wenn wir nun
in die klassische Vektoranalysis eintreten, die Formen n auf X
als die eigentlichen Gegenstinde des Interesses anerkennen. Sie
beschreiben physikalische “Felder” verschiedener Art, wahrend
die Untermannigfaltigkeiten M C X nur hilfsweise herangezogen
werden, gleichsam um ein n € Q¥X zu “testen”, zu untersuchen.
Denken sie etwa an eine Stromungsdichte n € Q22X auf einem
raumlichen Bereich X, deren Stromungsbilanz [, 7 iber diese
und jene Flache M C X man zu betrachten wiinscht.
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Zum anderen hat es aber auch technische Vorteile, mit den
Formen 7 auf X zu rechnen, wenn sie nun schon einmal dort ge-
geben sind, auch wenn man eigentlich mit der Teilinformation ¢*n
auskommen wiirde. Auf X haben wir die kanonischen Koordina-
ten z!,z2,z® des R® und konnen die Differentialformen global
mit Hilfe der dz* darstellen, und da Dachprodukt und Cartan-
sche Ableitung mit Abbildungen, insbesondere mit der Inklusion
vertraglich sind, (¢*w A ¢*n = *(w A7) und de*n = *dn), so ist
es einerlei, ob wir vor oder nach der Anwendung von ¢* rechnen,
und vorher ist’s oft bequemer.

Der Grund, weshalb man die klassische Vektoranalysis beim
ersten Anblick durchaus nicht als Anwendungsbereich des Cartan-
schen Kalkiils erkennt, ist die vollige Abwesenheit der Differenti-
alformen. Der Begriff wird gar nicht erwahnt! Stattdessen handelt
die Theorie von Vektorfeldern — wie der Name sagt — auf X und
von den Operatoren Gradient, Rotation und Divergenz, und nur
da8 iber Volumina, Flachen und Linien integriert wird zeigt uns
an, daf doch eine Verbindung zur Analysis auf Mannigfaltigkeiten
besteht.

Diese Verbindung wird durch die Basisfelder und -formen der
Koordinaten z',z?,z% hergestellt. Beziiglich der Basen werden
namlich 1- und 2-Formen, wie Vektorfelder, durch drei Kompo-
nentenfunktionen beschrieben, 3-Formen durch eine. Von den Ein-
zelheiten dieser Ubersetzung der Formen in die Sprache der klas-
sischen Vektoranalysis handelt der niachste Abschnitt.

10.2 Die Ubersetzungsisomorphismen

Fiir eine offene Teilmenge X C R® bezeichne V(X) den Vek-
torraum der differenzierbaren Vektorfelder und C*°(X) den der
differenzierbaren Funktionen auf X .

Die Komponentenfunktionen eines Vektorfeldes @ € V(X) be-
zeichnen wir mit a,, a3, a3 , bewuflt entgegen dem Ricci-Kalkiil mit
unteren Indices. Andernfalls wiirde eine Kollision mit den Konven-
tionen des Ricci-Kalkiils eben an anderer Stelle entstehen! Darin
driickt sich der Umstand aus, dafl die Beschreibung von 1- und
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2-Formen durch Vektorfelder in der Tat nicht mit allen Koor-
dinatentransformationen vertréglich ist. Wir halten hier aber an
den kanonischen Koordinaten des R® fest, und solange wir das
tun, ist es auch erlaubt, ein Vektorfeld @ einfach als ein Tripel
@ = (a1, a2, a3) von Funktionen anzusehen.

Um die Formeln fiir die ["Ibersetzungsisomorphismen ibersicht-
lich schreiben zu kénnen, fithren wir folgende Notation ein.

Definition: Sei X C R® offen. Die R3-wertigen (“vektorwerti-
gen”) 1- bzw. 2-Formen

dz! . dz?a dz?®
ds:={ dz? | und dF := | dz3adz!
dz3 dz! A dz?

sollen das vektorielle Linienelement d5 € Q'(X,R®) und

das vektorielle Flichenelement dF « Q%(X, R®) , und die
gewohnliche reellwertige 3-Form

dV = dz'adz’a d2® € Q3 X
soll das Volumenelement von X heiflen. O

Konvention: Die iiblichen ﬁbersetzungsisomorph.ismen sind
durch

V(X) i. Q'X, d—a-ds
V(X) =5 9*X, b—b-dF und
C™(X) — X, cwocdV

gegeben. O

Dabei bedeutet der Punkt das Standard-Skalarprodukt des
R®. Wenn wir aber @,b als Zeilen und ds,dF als Spalten schrei-
ben, kann man ihn auch als das Zeichen fur das Matrizenprodukt
lesen.

Diese Konvention ist der Anfang des Wérterbuchs fiir die Uber-
setzung von klassischer Vektoranalysis in den Cartanschen Kalkiil
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und umgekehrt. Wie Sie sehen, ist die Ubersetzung zwar von rechts
nach links eindeutig, aber ob ein Vektorfeld als 1- oder als 2-Form
interpretiert werden muf, kann man nicht aus dem Wérterbuch
allein entnehmen, sondern da kommt es, wie auch sonst bei frem-
den Sprachen, auf den Kontext an.

Die Benennungen Linien-, Flachen- und Volumenelement wer-
den tbrigens plausibel, wenn man sich die geometrische Bedeu-
tung dieser Formen klar macht:

Notiz: An jeder Stelle ¢ € X ist

ds;: R® —— R® die Identitdt,
dFy: R*xR* — R® das Kreuzprodukt und
dV,: R®x R®*x R® —— R die Determinante.

O

Beweisen braucht man diese Behauptungen, wegen der jeweili-
gen Linearitatseigenschaften, nur fiir die kanonischen Basisvekto-
ren, fir die sie aber evident sind (beachte dF;(€},¢€>2) = €3, und
entsprechend nach zyklischen Permutationen, wie beim Kreuzpro-

dukt). Wenden wir uns deshalb gleich

dF,(V,8) =7 x der Interpretation zu: Die Determi-
nante gibt das elementargeometrische
Volumen eines positiv orientierten 3-

Spates an, das Kreuzprodukt antwor-
tet auf ein orientiertes 2-Spat bekannt-
lich mit demjenigen der beiden Nor-
malenvektoren von der Lange des ele-

Fig. 97. Erinnerung an Mmentargeometrischen Flacheninhalts,

das Kreuzprodukt der gefolgt von der Spatorientierung
vwl-viw? die Raumorientierung beschreibt, und
Fxdi=| vdwl—vlw? die Identitat schlieBlich braucht keine
viw?—v?w! Erlauterung. Denkt man sich nun,

daBl die Formen auf kleine (“infinitesi-
male”) Maschen antworten, so werden die Namen verstandlich.
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10.3 Gradient, Rotation und Divergenz

Benutzen wir nun dieses Worterbuch, um die Cartansche Ablei-
tung in die Sprache der Vektoranalysis zu tibersetzen. Nach wie
vor bezeichnet X C R® eine offene Teilmenge. Fiir f € C®(X)
haben wir

f of of
df = 0 2d + % ~5dr 3
3f of of , ..
(61:1 ’ Ox?’ 0:53) ds,

und fiir Vektorfelder @,5 € V(X ) ergeben sich die Cartanschen
Ableitungen der 1-Form @ - d5 und der 2-Form b - dF als

d(@-ds)=d) a,dz" =Y 0,a,dz"Adz"
p By

= (8ya3 — Ozay)dz®A de® + zykl. Perm.
= (8ya3 — Dsay, 830, — Bya3, a2 — Byay) - dF
und
d(b- dF) = db, A dz?s dz® + zykl. Perm.

= gid:c A dz’a dz® + zykl. Perm.
_,0b;  0Oby  Obs
(ot T 5z + )V

Hier begegnen uns also die drei klassischen Operatoren der Vek-
toranalysis, fiir die wir unsere Notation festlegen wollen.

Definition: Fiir X C R® offen erkliren wir den Gradienten,
die Rotation und die Divergenz,

grad : C®(X) — V(X)

rot: V(X) — V(X)

div: V(X)) — C®(X),
durch
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of of
gra'df _(3:1:1 ) a_xf’ 63:3)

6(13 6a2 Bal 60.3 6&2 aal
(3 =323 328 " 5a1* Ba1 022
ab, 0b, 0bs

o2t Vo2 t ogs

rotd :=
divd :=
0

Die obige Rechnung zur I"Ibersetzung der Cartan-Ableitung hat
also ergeben:

Notiz: Es gilt df = grad f - d5 und d(@- d5) = rot@ - dF und
d(b- dF) = divb - dV, also ist fiir offenes X C R® das Diagramm

d d
0 — oox -4 oax 4 oaex L oex —o

NN

0 — C¥(X) — V(X) — V(X) — C%(X) — 0

grad rot

kommutativ. 0O

Korollar: Fiir alle Funktionen f und alle Vektorfelder @ gilt
rot grad f = 0 und divrotd = 0. O

Wir halten auf dieser Stufe der Ubersetzung einmal inne, um
zu notieren, wie sich der Satz von Stokes inzwischen als ein Satz
uber Vektorfelder bzw. Funktionen auf X ausnimmt. Das sich fir
dim M = 3 ergebende Korollar aus dem Satz von Stokes nennt
man den Gauf$schen Integralsatz oder Divergenzsatz:

GauBscher Integralsatz: Sei X C R® offen und b ein differen-
zierbares Vektorfeld auf X . Dann gilt

/divng= / b-dF
M3 M3

fiir alle kompakten berandeten 3-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeiten M3 C X . a
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Beachte, dal 3-dimensionale Untermannigfaltigkeiten kano-
nisch durch den R® orientiert sind. — Im 2-dimensionalen Falle
ergibt sich der klassische Satz von Stokes, von dem der allgemei-
nere den Namen erhalten hat:

Stokes’scher Integralsatz: Sei X C R® offen und @ ein diffe-
renzierbares Vektorfeld auf X . Dann gilt

/rotc‘i-df: /d‘-dé‘
M2 oM?

fiir alle orientierten kompakten berandeten 2-dimensionalen Un-
termannigfaltigkeiten (“Flachen”) M? C X. O

Der Vollstandigkeit halber wollen wir auch den 1-dimensionalen
Fall erwéahnen, wenn er auch keinen eigenen Namen fiihrt:

Ist X C R® offen und f : X » R +1
eine differenzierbare Funktion, so gilt q
-1 Ml
/gradf~ds = f(9) - f(p) >
M Fig. 98

fiir jede orientierte kompakte 1-dimensionale Untermannigfaltig-
keit M' C X von p nach q. O

10.4 Linien- und Flachenelemente

In der Integralnotation der klassischen Vektoranalysis spielen
das nichtvektorielle Linienelement ds und das nichtvektorielle
Flachenelement dF eine zentrale Rolle. Diese beiden “Elemente”
sollen deshalb als nachstes eingefiihrt werden, und zwar — un-
serer begrifflichen Bequemlichkeit halber — zunachst in einer
nicht ganz authentischen, namlich dem Differentialkalkiil zu nahe
stehenden Interpretation.
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Definition: Ist M C R" eine k-dimensionale orientierte Unter-
mannigfaltigkeit, so heit die k-Form

wpm € QkM,

welche auf jede positiv orientierte Orthonormalbasis eines Tan-
gentialraumes T,M C R" mit +1 antwortet, die kanonische
Volumenform von M. Im Falle k = 1 nennen wir die kano-
nische Volumenform das Linienelement, im Falle £ = 2 das
Flichenelement von M und bezeichnen sie mit ds bzw. dF.0O

Es ist anschaulich klar, was die kanonische Volumenform, der
wir auch in den Ubungen schon begegnet sind (vergl. Aufga-
ben 14 und 32), bedeutet: sie antwortet auf ein positiv orien-
tiertes tangentiales k-Spat mit dessen elementargeometrischem
k-dimensionalen Volumen, und bezeichnen wir mit Voli(A) das
k-dimensionale Volumen einer Teilmenge A C M, so gilt

Volk(A)=/wM,
A

sofern das Integral existiert — betrachten Sie diese Gleichung als
Definition, falls Sie keine andere Erklarung des k-dimensionalen
Volumens in R" vorratig haben, sonst aber als ein Lemma. Insbe-
sondere ist fiir k =1 also [, ds die Bogenlange und fiir k = 2 ist
J4 dF der Flacheninhalt von A. — Im Falle k = 3 kann man auch
dV fiir das kanonische Volumenelement schreiben, fir M* ¢ R®
stimmt das mit unserer friitheren Definition dV = dz'a dz?a dz®
uberein.

Wie aber hangen die in unserem Worterbuch (10.2) und in den
Integralsitzen figurierenden vektoriellen Linien- und Flachenele-
mente d5 € Q1(X, R®) und dF € Q*(X, R®) mit ds und dF
zusammen? Aus der geometrischen Bedeutung von ds und dF
(vergl. Notiz in 10.2) ist ersichtlich, dal im 2-dimensionalen Falle
die Antworten von (*dF und dF auf ein orientiertes tangentiales
2-Spat denselben Betrag haben, analog fiir ¢*d5 und ds im 1-
dimensionalen Fall. Aber wihrend ds und dF mit reellen Zahlen
antworten, geben ds' und dF' Vektoren zuriick, und zwar, als Iden-
titat bzw. Kreuzprodukt einen tangentialen bzw. normalen Vek-
tor. Um das genau und vorzeichenrichtig ausdriicken zu konnen,
fithren wir folgende Schreibweise ein:
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Notation: Sei M C R" eine orientierte k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, k =1 oder k =n —1.

(a) Im Falle k = 1 bezeichne T : M — R" das positiv orien-
tierte Einheitstangentialfeld.

(b) Im Falle k = n — 1 bezeichne N : M — R™ das Orientie-
rungs-Einheitsnormalenfeld, d.h. N(z) 1T, M, ||N(:c)|| =1,
und N (z), gefolgt von einer positiv orientierten Basis von
T. M, ergibt eine positiv orientierte Basis des R™. O

T(z)
¢ A

Fig. 99. Tangenteneinheitsvektor und Normaleneinheitsvektor
im 1-dimensionalen bzw. 1-kodimensionalen Fall

Lemma: Sei X C R® offen und ¢ : M* — R fiir k = 1,2 die In-
klusion einer orientierten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit.
Dann gilt
1*d5 = Tds € Q'(M*, R®)
bzw. *dF = NdF € Q2(M?, R®).

BEWEIS: Fir k£ =1 ist an jeder Stelle dé'(f) =T und ds(f) =1,
also gilt die erste Gleichung. Ist fiir ¥ = 2 eine positiv orien-
tierte Orthonormalbasis (v,w) von T,M? gegeben, so erganzt

N(e

—

) diese Basis zu einer positiv orientierten Orthonormalbasis
,U,%) von R®. Ferner ist dF(%,%) = 1, also NdF(#,%) = N
7 x W = dF(7,d). O

”/—\

10.5 Die klassischen Integralsatze

Mit den nichtvektoriellen Linien- und Flachenelementen ist uns
nun auch die klassische Notation der Integralsatze zuganglich. Das
Integral einer 1-Form @ - d3 tiber eine orientierte 1-dimensionale



176 Kapitel 10. Klassische Vektoranalysis

Untermannigfaltigkeit kénnen wir nun als

/ a-ds*:/ a-T ds
M! M?

schreiben, wobei mit 4 - T : M' - R natiirlich die durch
T - a(a:) T(z) gegebene Funktion auf M 1 gemeint ist, also
eigentlich (&|M?) - T. Diese Schreibweise gibt anschaulicher wie-
der, was mit dem Vektorfeld bei der Integration geschieht, denn

a(z)- T(z) =: asan () ist ja die tangentiale Komponente des Vek-
tors d(z) an der Stelle z € M?', und der Beitrag eines kleinen
Stiickchens von M?! bei z zum Integral ist also naherungsweise
das Produkt atan(z)As aus dieser Tangentialkomponente und der
Bogenlange As des Stiickchens. — Analog
im 2-dimensionalen Falle:

b.dF= [ B&-N dF,
M? M?

wobei jetzt b(z)-N(z) =: buor(z) die Nor-

Fig. 100. Anteil der mMmalkomponente von b am Punkte z der

i};gg}!:;ng durch die  Flache M? ist. Wenn z.B. b Starke und

Richtung einer Strémung angibt, so ant-

wortet byordF auf eine Masche in M? mit der Durchtrittsrate.

- Insbesondere erhalten wir die beiden Integralsdtze von Gauf§

und Stokes (vergl. 10.3) jetzt in der vielleicht gebrauchlichsten
Fassung:

GauBscher Integralsatz: Ist X C R® offen und b ein differen-
zierbares Vektorfeld auf X, so gilt

/divEdV—_— / b-N dF
3 oM3

fiir alle kompakten berandeten 3-dimensionalen Untermannigfal-
tigkeiten M3 C X . m]

Da M3 hier als durch den R? kanonisch orientiert gedacht ist,
bedeutet N nach der Orientierungskonvention das nach auﬂen
gerichtete Einheitsnormalenfeld auf oM .
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Stokes’scher Integralsatz: Ist X C R® offen und @ ein diffe-
- renzierbares Vektorfeld auf X, so

gilt
P

/ rotd- N dF = a-Tds
M2 oM?

1

) ) M fiir alle orientierten kompakten be-
g:gk:sghi g;‘:i N firden  1ondeten Flichen M? C X. 0O
Als Beispiel fiir die Anwendung des GauBschen Integralsatzes

betrachten wir einmal den Fall 5 = grad f. Dann haben wir das
Volumenintegral iiber divgrad f zu bilden, geschrieben in den Ko-
ordinaten r,y,z des R?® ist divgrad der wohlbekannte Laplace-
Operator A,

NI
Z

und in diesem Zusammenhang wird fiir den Gradienten auch gern
die Notation V (“Nabla”) verwendet:

of of of

V= (az ay 3z)

Im folgenden seien f und ¢ immer differenzierbare Funktionen
auf einer offenen Teilmenge X C R®, und M® C X sei eine
kompakte berandete 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wie
im Gauflschen Integralsatz. Setzen wir b = Vf, so erhalten wir
also zunachst

Korollar 1:

/ Ade=/ Vf-NdF.
M3 oM3
a

Weil iibrigens Vf-N die Richtungsableitung von f in Richtung
der Aufien-Normalen ist (d.h. N f in der Auffassung von Vektoren
als Derivationen), so wird auch

i
ViR =
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(“Normalableitung von f”) geschrieben, und der Gaufische Satz
fiir grad f nimmt die Gestalt an

Korollar 2:

AfdV = gidF.
M3 dM3 6n
O
Etwas allgemeiner setzen wir nun b = g - Vf. Nach der
gewohnlichen Produktregel ergibt sich
div(gVf) =Vg-Vf +gAf,
und daher
Korollar 3 (Greensche Formel):
/(Vg-Vf+gAf) dv = / gVf-N dF.
M3 aM3
O

Da das Skalarprodukt Vg-V f symmetrisch in f und g ist, er-
gibt sich daraus die ebenfalls Greensche Formel genannte Glei-
chung

Korollar 4:

/(fAy—gAf) dv = /(fvg—gi)-A? dF
M3 M3
- 99 Of
= [ Ugn- o) oF
M3



10.6 Die Mittelwerteigenschaft 179

10.6 Die Mittelwerteigenschaft
der harmonischen Funktionen

Eine solche Aufzéahlung von Spezialfillen bleibt natiirlich eine et-
was trockene Sache, solange weiter nichts damit unternommen
wird. In der Physik erfiillen sich diese Formeln mit Leben! Darauf
kénnen wir nicht eingehen, aber wir wollen jetzt noch aus dem
GauBschen Satz (bzw. aus dessen Korollar 1 in 10.5) ein schones
mathematisches Resultat herleiten.

Definition: Sei X C R® offen. Eine differenzierbare Funktion
f:X — R heifit harmonisch, wenn Af = 0 ist. O

Satz (Mittelwerteigenschaft der harmonischen Funktio-
nen): Sei f : X — R harmonisch. Dann gilt fiir jede ganz in X
gelegene abgeschlossene Vollkugel K mit Radius r, Mittelpunkt

p und Rand S:
dF
£(p) = fsf /f F

= 42

d.h. der Funktionswert am Mittelpunkt ist der Mittelwert der
Funktion auf der Oberfliche der Kugel.

BEWEIS: OBdA sei p = 0. Wir schreiben 7 := (2!, 2?,2%), um uns
den vektoranalytischen Formeln anzupassen, wenn (z',2%,z3) als
Tangentialvektor vorkommt. Eigentlich sollten wir z = (!, 22, z3)
als Punkt in M = R® und & = (z',22,23) als Vektor in
T, R?® = R® unterscheiden. Aber den Unterschied zwischen dem
R" und seinen Tangentialriumen haben wir ja auch sonst nicht
in die Notation einflieflen lassen.

Fir jedes t € [0,1] ist die durch fi(Z) := f(tZ) definierte
Funktion f; ebenfalls auf einem K umfassenden Gebiet harmo-
nisch und hat bei p denselben Wert wie f. Da die konstante
Funktion fo offenbar die Eigenschaft 47r? f(p) = [ fodF hat, so

geniigte es zu zeigen, dafl das Integral

It :=/ft dF
S
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von t nicht abhingt, daf also dii;I, = 0 gilt. Wegen % f@z) =
Vf(tZ)-Z und Vf(Z) =tVf(tZ) ist fir ¢t > 0:

iIg t_/Vft 13 dF

dt
Auf dem Rand S der Kugel vom Radius r ist aber N= %.1':' die
Auflennormale, und daher ist nach der Gaufischen oder Green-
schen Formel (Korollar 1 in 10.5):

—I, /Vﬁ Nd ——/Af,dV

also Null, weil f; eine harmonische Funktion ist. O

Korollar (Maximumprinzip fiir harmonische Funktio-
nen): Ist X C R® offen und zusammenhingend und hat die
harmonische Funktion f : X — R ein Extremum, so ist sie
konstant.

BEWEIS: OBdA sei f(z) < f(xo) =: yo fiir alle z € X. We-
gen der Stetigkeit von f ist f~!(yo) abgeschlossen in X, nach
der Mittelwerteigenschaft aber auch offen, denn auf dem Rand
S einer jeden ganz in X liegenden Kugel um ein p € f~!(yo)
muf} f konstant gleich yo sein, sonst ware aus Stetigkeitsgriinden
JsfdF < f(p) [¢dF. Also ist die nichtleere Menge f~!(yo)
offen und abgeschlossen in dem zusammenhangenden Teilraum
X Cc R3, also f~l(y) = X. |

Korollar (Eindeutigkeitsaussage fiir das Dirichletsche
Randwertproblem): Es sei M C R® eine kompakte berandete
3-dimensionale Untermannigfaltigkeit und f,g : M — R zwei
stetige, auf M \ OM harmonische Funktionen. Stimmen dann f
und g am Rande tiberein, d.h. ist flJOM = g|0M, sogilt f =g
auf ganz M.

BEWEIS: OBdA sei M # @ und zusammenhangend. Als stetige
Funktion auf einem Kompaktum muf8 f — ¢ Extrema annehmen,
d.h. es gibt =y und z; € M mit

f(zo) — 9(z0) < f(z) — 9(z) < f(21) — g(21)
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fiir alle £ € M. Aber entweder ist f — g schon freiwillig konstant
(und zwar Null wegen f|OM = ¢|0M und OM # @) oder z
und z; miissen nach dem Maximumprinzip, angewandt auf die
harmonische Funktion f — ¢, im Rande OM liegen, so daB aus
fIOM = g|OM wiederum 0 < f(z) — g(z) < 0 fiir alle z € M
folgt. o

10.7 Das Flachenelement
in den Koordinaten der Flache

Nach diesen Anwendungsbeispielen wenden wir uns noch einmal
dem praktischen Umgang mit der Vektoranalysis zu: Wie rechnet

man mit Linien- und Flachenelementen in lokalen Koordinaten
der Flache oder Linie?

Das Integral einer k-Form tiber

das Gebiet einer orientierungs- z3
erhaltenden Karte einer k-di-
mensionalen orientierten Man-
nigfaltigkeit ist einfach das ge- 2
wohnliche Mehrfachintegral iber

die heruntergeholte Komponen-
tenfunktion, wie wir aus Kapi- .
tel 5 wissen. Wie sieht das fiir z! 1 h = (u,0) ‘
die Formen @ - ds und b - dF '

der Vektoranalysis konkret aus?
— Zunachst ist als eine Beson-
derheit der vektoranalytischen
Situation zu beachten, dafl die
Bezeichnungen ;1;1,‘1;2,_1;3 fur die Fig. 102. Koordinatenbenen-
Koordinaten des R® verbraucht ""®

sind und wir deshalb fiir die lokalen Koordinaten einer Flache
M? C R? andere wihlen miissen, etwa (u!,u?) oder (u,v). Fer-
ner ist es in der Vektoranalysis glinstiger, die Koordinaten auf der
Flache durch eine Abbildung “von unten nach oben” einzufiih-
ren, das heifit ¢ := h~! statt h zu betrachten. Wegen M? C R®

2
du

C R?: (u,v)-Ebene

u
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ist ¢ durch seine drei Komponentenfunktionen z* = z*(u,v), fiir
i =1,2,3 oder kurz & = &(u,v)
auf einem oft mit G C R?
bezeichneten offenen Be-
reich der (u,v)-Ebene oder
-Halbebene gegeben Die _
von uns mit 2, 2 alsEle- 2 =2(uv) T
mente von T,M C R? be-
zeichneten kanonischen Ba-

sisvektoren der Karte sind
als Vektoren im R® dann Fig.103. Lokale Koordinaten auf einer

Flache M2C R®
g—: und a’ . Aus Definition ache M7C

und Beschrelbung der Flichenelemente dF und dF (vergl. 10.2
und 10.4) ergibt sich daher:

UcM?2cR®

™G c R? bzw. R

Korollar 1: Sei M2 C R? eine orientierte Fliche im Raum, und
auf dem in R? oder R% offenen Bereich G sei durch Z = #(u,v)
das Inverse einer orientierungs-

L eE, 0% erhaltenden Karte (U,h) gege-
N= ""“”"" ben. Dann gilt an jeder Stelle
p= -‘( ) eU:
a
dF (3, 2) = 5 x &,
- o2 . 82
B 3
dF (5, 35) = |55 % a.,||

Fig. 104. Die Orientierungsnor-
male der Flache

Die Zweideutigkeit der Notation u,v kommt uns hier wieder
bestens zustatten. Einerseits konnen wir u, v als die Koordinaten-
funktionen auf U C M? auffassen, -5— und a als Vektorfelder
auf U und du, dv € Q!U. In diesem Sinne 1st dann also

dF|U = (g% ‘;’”)du ndv € QX(U, RY)

bzw. . .
ik X 07 du adv € QU

dF|U = Oou  Ov
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das Flachenelement als 2-Form auf U. Andererseits aber kénnen
wir u,v als die Koordinaten in G lesen, dann ist

or 07
——— x —
Oou Ov

auf G bereits die fix und fertig heruntergeholte Komponenten-
funktion von dF, woraus insbesondere folgt

Korollar 2: Ist ferner 1 : M> — R eine Funktion, so gilt

/1/)dF = //1,[)(."2'(11,1))) g—i X gi:- dudv,
U G
sofern dieses Doppelintegral existiert. O

Diese Koordinatenformel fiir das “Oberflachenintegral” wird in
der Vektoranalysis meist der Definition zugrunde gelegt, und es ist
deshalb wichtig zu bemerken, dafl dieselbe Formel auch fir eine
orientierungsumkehrende Karte richiig ist bzw. auch bei Neuori-
entierung von U richtig bleibt. Zwar &ndert ein Orientierungs-
wechsel bei gleichbleibendem Integranden das Vorzeichen des In-
tegrals, aber unser Integrand bleibt ja gar nicht gleich, sondern

das Volumenelement dF andert bei Orientierungswechsel eben-
falls das Vorzeichen.

Wenden wir uns nun den Linienelementen ds’ und ds zu, so
finden wir analog:

Notiz: Sei M' C R® eine orientierte Linie (eindimensionale Un-
termannigfaltigkeit) im Raum, und auf einem Intervall I C R
sei durch t — Z(t) das Inverse einer orientierungserhaltenden
Karte (U, h) gegeben. Dann gilt an jeder Stelle p = 7(t) € U:
di( %) = 2(t), T = £(t)/12(¢)|| und ds(Z) = |IZ(2)|]- a

Wiederum ist also

ds|U = ||z||dt € Q'U  bzw.
dslU = dt € Q'(U, R?),
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insbesondere ist an jeder Stelle (t):

ds = \/21(t)2 + 22(t)2 + 3(¢)? dt,

und fiir das Linienintegral gilt

Korollar 3: Fiir jede Orientierung von U bleibt

/z»ds-/w Bl dt

richtig, da bei einem Orientierungswechsel von U auch die Volu-
menform ds das Vorzeichen wechselt. O

Lassen Sie es sich nicht verdrieBen, vom klassischen Sto-
kes’schen Satz nach den Erwahnungen in 10.3 und 10.5 nun eine
dritte Fassung zu vernehmen, es hat eine besondere Bewandtnis
damit. Es bezeichne dafiir jetzt G einen glatt berandeten be-
schrankten Bereich der (u,v)-Ebene, in unserer Sprache also eine
kompakte berandete 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R?. Der Rand von G besteht aus einer oder mehreren, sagen wir
r geschlossenen Linien, die geméaB der Orientierungskonvention
orientiert sind, sie mogen durch einfach geschlossene Kurven

¥i:l|ai,Bi] — 0G, tw (ui(t),vi(t)), 1=1,...,r
orientierungsgerecht parametrisiert sein.

Korollar 4: Ist X C R® offen und @ ein differenzierbares Vektor-
feld auf X, so gilt fiir jede differenzierbare Abbildung & = (u,v)
von G in X :

// rot &(&(u, v))) (-— x -:) dudv

Bi

= & [ o,u0) - FEu,w0)d.

oy
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Die versprochene besondere Bewandtnis mit dieser Fassung des
Satzes besteht aber darin, daff die Abbildung G — X keineswegs
eine Einbettung, also ein Diffeomorphismus auf eine Untermannig-
faltigkeit M C X sein muB, sondern irgend eine differenzierbare
Abbildung ¢ : G — X sein darf, auch eine solche, bei der G ganz
zerknittert, singular und selbstdurchdrungen in X ankommt! Ein
neuer, beweisbediirftiger Satz steckt aber nicht dahinter, sondern
nur die Anwendung des allgemeinen Satzes von Stokes auf G statt
auf ein M C X. Setzen wir namlich w := @-d5 € Q' X, so besagt
die Formel des Korollars 4 einfach [ d(p*w) = [, ¢*w.

10.8 Das Flachenelement des Graphen
einer Funktion von zwei Variablen

Von besonderem Interesse ist der Spezialfall, da8 U der Graph ei-
ner differenzierbaren Funktion z = z(z,y) s v
ist. Dann sind u := z|U und v := y|U
die Koordinaten der kanonischen Karte
h. Die inverse Karte oder “Parameter-
darstellung” G 5 U ist dann durch G
z =,y =y und z = 2(z,y) gege-
ben, und deshalb sind die tangentialen

z
Fig. 105. Tan, entlal-

Basisvektoren basis am Graphe
1 0
0
¥ - 0 und —=1|1],
Oz o y EY
oz dy

der Betrag ihres Kreuzproduktes daher
% x —f“ = \/ 1+ ( ) .

Korollar: Unabhingig von der Orientierung gilt fiir eine Funktion
% : U — R auf einem Graphen

U :={(z,y,2(z,y)|(z,y) € G}

einer differenzierbaren Funktion z = 2(z,y) auf einer in R? oder




186 Kapitel 10. Klassische Vektoranalysis

R2 offenen Menge G':
Jwir = [[ vl a i+ ) + ()
U G

sofern dieses Doppelintegral existiert. Insbesondere ist der Fla-
cheninhalt von U

Volo(U) = // Vi+(2) +(2) dody.

10.9 Der Integralbegriff der klassischen Vektoranalysis

Ganz zum Schlufl dieses Kapitels kommen wir jetzt noch ein-
mal auf die Frage zuriick, wie denn nun eigentlich die klassische
Vektoranalysis ihrerseits die Integration auf Mannigfaltigkeiten
— in der Hauptsache also das Flachenintegral — auffait, wenn
sie von Differentialformen keinen Gebrauch macht? Ich hatte
schon eingeraumt, dafl unsere Interpretation der Linien- und
Flachenelemente ds und dF als die kanonischen Volumenformen
orientierter Linien und Flichen nicht ganz authentisch ist. Was
ware denn die authentische Auslegung?

Das echte, unverfalschte Flachenelement dF' der klassischen
Vektoranalysis ist fiir jede Flache im Raum (analog fiir jede k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit M* C R"™) erklart, mit Ori-
entierung oder Orientierbarkeit hat es gar nichts zu tun. Es ordnet
aber jedem p € M nicht eine alternierende 2-Form, sondern eine
Dichte

dFy : T,M xT,M — Ry

zu (vergl. 5.1), dF, antwortet auf ein Paar (¥,w) von Tangen-
tialvektoren am Punkte p namlich einfach mit dem elementar-
geometrischen Flicheninhalt des Parallelogramms, fir M2 C R?
also

dFy(3, %) = ||v x .
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Ist M tatséchlich orientiert, so hingt die Volumenform wps mit
dem Flachenelement dF durch

dF(v,w) = |wpm(v,w)|

zusammen.
Stellen wir uns wieder wie in 5.2 vor, daf$ dF naherungsweise
so auch auf kleine Maschen antwortet, so ist intuitiv klar, was das

Integral
/ fdF
M

einer Funktion f : M — R diber eine beliebige, nicht notwen-
dig orientierte oder auch nur orientierbare Flache bedeutet. Einer
formalen Definition legt man die lokale Formel

] sz |12 0
U/de~—£/f(( )

o Bv
zugrunde (vergl. Korollar 2 in 10.7). Steht das Lebesgue-Integral
fir R? zur Verfiigung, so ist die allgemeine Definition von In-
tegrierbarkeit und Integral [,, fdF wie in 5.4 mittels Zerlegung
von M in kleine mebare Mengen anwendbar, mit der zusatzlichen
Bequemlichkeit, da man sich um das Orientierungsverhalten der
verwendeten Karten nicht zu kiimmern braucht. Durch

dudv

A — /dFE[O,oo]
A

ist dann tbrigens ein Mafl ppr auf der o-Algebra der mefibaren
Teilmengen von M gegeben (vergl. 5.5), und [,,..dF ist eben
das Lebesgue-Integral dieses Mafiraums.

Will man das Lebesgue-Integral nicht heranziehen, so bietet
die Zerlegung der Eins eine Moglichkeit, das Integral wie in 9.6
auf der Grundlage eines jeden noch so bescheidenen Begriffs vom
Mehrfachintegral (hier Doppelintegral) elegant einzufiihren. Ist M
orientiert, so stimmen |, y fdF nach dieser und i) y fwm nach der
alten Definition iberein.

Diese Vorstellung des Fliachenelements als durch den gewohn-
lichen, nichtorientierten Flacheninhalt gegeben ist sicher die na-
heliegendere und urspriinglichere. Sie hat den Vorteil, auch im
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nichtorientierbaren Fall ohne zusatzliche Betrachtungen direkt an-
wendbar zu sein. Sie hat aber den Nachteil der Dichten, daf} die
Integranden fdF eben keine Differentialformen sind und sich des-
halb nicht ohne weiteres in den Cartanschen Kalkiil einfiigen. Die
in den Integralsatzen unentbehrliche Orientierung erscheint dann
in Gestalt des Orientierungsnormalenfelds N, was natiirlich im
Hinblick auf die Verallgemeinerung auf beliebige Mannigfaltigkei-
ten, ja schon auf Flichen M? C R* zum Beispiel, nicht gerade
eine zukunftsweisende Codierung der Orientierung ist. Aber wie
immer Sie die Unterschiede zwischen dem alten Flachenelement
dF und der Volumenform wys € Q2M beurteilen, ich hoffe diese
Abweichungen jedenfalls ganz durchsichtig gemacht zu haben.

Allerdings ist auch diese Beschreibung des Flachenintegral-
Begriffes der klassischen Vektoranalysis geschont. Die zum Teil
heute noch verwendeten Lehrbiicher, welche die klassische Vek-
toranalysis klassisch darbieten, benutzen weder das Lebesgue-
Integral noch Zerlegungen der Eins. Zur Definition des Ober-
flachenintegrals erhélt der Leser zweierlei: erstens eine Plausibi-
litatsbetrachtung, welche zeigt, dal lokal

U/ fdF = é [ f(f(u,v))‘

die richtige Formel sei und zweitens die Anweisung, er moge seine
Flache geeignet in “Flachenstiicke” zerschneiden, auf welche die
Formel jeweils anwendbar ist, was mit Riicksicht auf den zur
Verfigung stehenden Doppelintegral-Begriff gewisse ad hoc-Be-
dingungen tber stiickweise Glattheit der Rander dieser Flachen-
stiicke mit einschliefit. Nach sauberen Definitionen und Beweisen
darf man nicht fragen. Schon was tiberhaupt eine Flache sei, wird
gewohnlich nicht ordentlich beantwortet. Das Flachenelement
wird in der jeweiligen Notation als

Oou  Ov

or 07
P X - dudv

dF = dudv

angegeben, und tber dessen Status als mathematisches Objekt
erfahrt der Leser, das sei ein “Ausdruck”, ein “Symbol”. Diese al-
lenfalls noch akzeptable, wenn auch etwas kahle Auskunft erweist
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sich aber gleich darauf als tiberholt, denn nun wird dieses Symbol
in andere Koordinaten umgerechnet, in eine andere Form gebracht
— ein Gleichheitszeichen zwischen ganz verschieden aussehenden
“Symbolen”? Die angeblichen Beweise fir die Zerschneidbarkeit
der Flache und die Wohldefiniertheit des Integrals sind blofie Be-
weisskizzen, und zwar Skizzen, deren wirkliche Ausfiihrung Mon-
ster hervorbringen wiirde.

Begrifflich und beweistechnisch ist die klassische Vektorana-
lysis eben nicht nur viel enger, sondern auch in diesem engeren
Bereich viel unbeholfener als die Analysis auf Mannigfaltigkeiten.
Ein Anwender, der sowieso nur tiber eine Kugeloberflache oder ei-
nen Zylindermantel integrieren will und dessen wissenschaftliches
Interesse auf etwas ganz anderes, namlich auf den physikalischen
Inhalt der Gleichungen gerichtet ist, kann natiirlich mit einer plau-
siblen, rechenbaren Formel ganz gut bedient sein. Wenn Sie aber
als Mathematiker die Struktur der Vektoranalysis durchschauen
mochten, dann haben Sie von jenen im 19. Jahrhundert behei-
mateten, noch heute gravitatisch einherschreitenden Lehrbiichern
wenig zu erwarten.

10.10 Test

(1) Welchem Vektorfeld & = (v;,vz,v3) im R® entspricht die
2-Form zdz ndy ?

0¢=(-200) 0O #=(0,z,—z) 0O v=(0,-z,z)
(2) Es bezeichne wie iblich r : R®*\0 — R den Abstand vom

Nullpunkt. Welcher 1-Form w € Q'(R®\0) entspricht das
radial nach aulen gerichtete Einheitsvektorfeld ?

0 w=dr 0Ow=4% 0Ow=9%

(3) Es gilt stets
O grad rot =0 O rot grad =0 O divgrad =0.
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(4) Als Integrand beim Stokes’schen Integralsatz fiir ein Vektor-
feld @ ist anstelle der Punkte in [y, ...dF = [, 7-Tds
O rot7 x N O rotv-N Q |lrotd]|

einzusetzen.

(5) Die Notation V x ¢ der klassischen Vektoranalysis kann,
gutwillig gelesen, wohl nur

O rotdivd O graddivv O rotv

bedeuten.

(6) Nach dem Gaufischen Integralsatz gilt fiir jede differenzier-
bare Funktion f: D® — R:

O [pAfdV = [g, fdF
O [pAfdV = [, L dF
O [pAfdV = [o, VfdF
(7) Sei f: X — R auf dem Rande M der dreidimensionalen

Untermannigfaltigkeit M C X konstant. Was bedeutet das
fiir die Normalableitung?

0O2=o 0 3=vf O 3L =1||Vf|

on =

(8) Sei X C R® offen und f : X — R differenzierbar. Daf
fir jede Kurve 7 : [t,t;] = X von p nach ¢ die Formel

ftto' F(Y@®)A(¢)dt = f(q) — f(p) gilt, ist ja sowieso klar. In-
wiefern ist sie aber ein Spezialfall des Satzes [, yQw = /. oMY
von Stokes? Setze

OM:=Xud O M:=[tyt;] O M:=[to,t1]
w:=f und w :=y*f und w:=f

(9) Das Linienelement ds des Graphen {(z,v/z) | z > 0},
ausgedrickt durch die Koordinate z, heifit

D,/l-}-idz a 1/1-}-%(1.1 O Vz2+4+zdz
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(10) Wie heifit das Flachenelement dF € 252 der wie iiblich ori-
entierten 2-Sphére, ausgedriickt in den geographischen Win-
kelkoordinaten (6stliche) Lange A und (nérdliche) Breite § ?

O sinBdB adA O cosBdAadp O sinfdAadp

10.11 ﬁbungsaufgaben

AUFGABE 37: Sei X C R® offen. Es seien V(X) = Q!X = Q2X
und 2°X 2 Q3X die durch die Basisfelder bzw. -formen

61) 621 63 fﬁr V(X)
dr', dz?, dz® fir Q'X
dz’adz®, dziadz?, de'ade® fir Q2X
und dz'adz?iadz® fir QX
hergestellten Isomorphismen. Wenn man 1- und 2-Formen auf

diese Weise durch Vektorfelder und 3-Formen durch Funktionen
beschreibt, was wird dann aus dem &ufleren Produkt?

AUFGABE 38: Sei X C R? offen. Fiir differenzierbare Funktionen
f und Vektorfelder v and @ auf X finde man vektoranalytische
Produktformeln

(a) rot(fv) =7
(b) div(fv)=?

(c) div(v x @) =?

durch ["Ibersetzung in den Differentialformenkalkil.

AUFGABE 39: Es sei M C R? eine kompakte berandete Unter-
mannigfaltigkeit.

(a) Man beweise die Greensche Formel

09 Of
d+d=/ =2 — Z)dzd
/aMfz gdy M(az ay)avy

(b) Was ist die geometrische Bedeutung der Integrale [, zdy
und [, ydz?
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AUFGABE 40: Bekanntlich gilt st dV = % fs= dF. Man finde und
beweise eine Verallgemeinerung dieser Formel fiir D™ und S™~!,
n>1.

AUFGABE 41: Es sei M C R? eine 3-dimensionale kompakte be-
randete Untermannigfaltigkeit und p,...,pn € M \ OM. Man
bestimme

-

n T — Pk

= =3 dﬁ-
k=1 |7 — p[®
aM

10.12 Hinweise zu den Ubungsaufgaben

Zu AUFGABE 37: In 10.3 haben wir die Cartansche Ableitung in
die klassische Vektoranalysis “libersetzt”, hier sollen Sie es mit
dem Dachprodukt machen, also die drei durch das Dachprodukt
gegebenen Abbildungen

AX x X — 92X
QX x2x — Q*X
VX xUX xPX — QX

in entsprechende Verkniipfungen der Vektorfelder umrechnen, z.B.
fiir die erste Zeile das Diagramm

A
NXxPX —— 02X

Ie Te«
V(X) x V(X) — V(X)

kommutativ erganzen. — Man kann das natiirlich ganz formal
ausrechnen, soll aber moglichst auch erkennen, was dabei heraus-
gekommen ist.

ZU AUFGABE 38: Dies ist eine Fortsetzung von Aufgabe 37, de-
ren Ergebnisse man benutzt. In (a) haben wir zum Beispiel das
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Diagramm
A d
QX xNX — PX — O2X

Co(X) x V(X) —— V(X) —2, v(x)

mit den iiblichen Ubersetzungsisomorphismen nach oben zu be-
trachten. Oben kennen wir uns aus, denn im Differentialformen-
kalkil geniigt eine Produktformel, sie heifit fir w € Q"X stets
dwan)=dwan+(=1)wady.

ZU AUFGABE 39: Hier sind f und g etwa auf einer offenen Um-
gebung X C R? von M als differenzierbar gegeben zu denken.
Natiirlich ist die Aufgabe irgendwie eine Anwendung des Satzes
von Stokes, und links in (a) steht ja auch ein Integral der Form
J. sy W- Beachte aber, daB rechts nicht [, y dw steht: dzdy ist kein
Druckfehler fir dz A dy! Die Aufgabe verlangt gleichzeitig, daf
man auf die Definition des Integrals tiber eine 2-Form in dieser
speziellen Situation Bezug nimmt. In beiden Teilaufgaben muf
man auch auf das Vorzeichen achten!

ZU AUFGABE 40: Welches Vektorfeld b auf einer Umgebung von
D3 soll man wohl wihlen, damit die Formel in der Aufgabe gerade
die Aussage des GauBschen Integralsatzes [}, divb = [, b-NdF

wird? Hat man dieses b erst einmal gefunden, dann ist auch die
Verallgemeinerung ganz naheliegend.

ZU AUFGABE 41: Die Physiker unter Ihnen werden den Integran-
den kennen: 5 ist der negative Gradient der harmonischen Funk-

tion 1. Wer das hier zum ersten Mal erfahrt, sollte es einmal

;
nachrechnen. — So wird die Aufgabe also zu einer Anwendung

der Gaufl- oder Greenschen Formel

/Ade:/ Vf-dF
M3 oM?

(Korollar 1 in 10.5). Aber nicht so direkt, denn unser Integrand
hat isolierte Singularitdten! Am besten legt man kleine Kugeln
darum, shnlich dem Vorgehen beim Residuensatz in der Funk-
tionentheorie.



Die de Rham-Cohomologie

11.1 Definition des de Rham-Funktors

Von der klassischen Vektoranalysis wenden wir uns jetzt einem
ganz anderen Aspekt des Differentialformenkalkiils zu. Betrachten
wir den de Rham-Komplex

0-0Mb oM ...

einer Mannigfaltigkeit M. Die Komplexeigenschaft dod = 0 be-
deutet, da8§ fiir jedes k

Bild(d: Q¥ 'M — Q*M) C Kern(d : QF M — Q¥ 01)

gilt, und wir kénnen deshalb den Quotienten dieser beiden Vek-
torraume bilden.

Definition: Ist M eine Mannigfaltigkeit, so heie der Quotien-
tenvektorraum

B = Kern (d: QFM — Q1 M)
" Bild(d: Q1M — QFM)

die k-te de Rham-Cohomologiegruppe von M . Die Cartansche
Ableitung d wird auch der Corand-Operator genannt, die Dif-
ferentialformen im Bild eines d heiflen Cordnder, die im Kern
Cozykeln. Ist n € Q¥M ein k-dimensionaler Cozykel, so heift
seine Nebenklasse

(7] :=n+d0*'M ¢ H*M

die Cohomologieklasse von 7. O
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Die Ausdriicke Rander, Zykeln und Homologieklasse, auf die
hier angespielt wird, stammen aus der Homologietheorie. Dort
sind es gewisse “Ketten” c, welche einen “Rand” dc haben und
“Zykeln” genannt werden, wenn dieser Rand verschwindet. Zwei
Zykeln heiflen homolog, wenn sie sich nur um einen Rand unter-
scheiden. In den Abschnitten 7.6 und 7.7 war schon davon die
Rede.

Dem geometrischen Inhalte nach entspricht die Randbildung in
der Homologietheorie auch der Randbildung bei den kompakten
berandeten Mannigfaltigkeiten. Da nun die Cartansche Ableitung
in dem Sinne dual zur Randbildung ist, dal die Wirkung von
da gerade die Randwirkung von a ist, wie in 7.3 ausfiihrlich
beschrieben, wird die Bezeichnung “Co-Rand-Operator” fiir d
verstandlich.

Lemma und Definition: Das Dachprodukt und die funktoriellen
FEigenschaften des de Rham-Komplexes machen

H*:= @ H*
k=0

in kanonischer Weise zu einem kontravarianten Funktor von der
differenzierbaren Kategorie in die Kategorie der antikommuta-
tiven graduierten Algebren und ihrer Homomorphismen. Dieser
Funktor H* heifle die de Rham-Cohomologie schlechthin.

BEWEIS: Wir zeigen zuerst, dal durch
[wla[n]:=[wan]

das Dachprodukt H"M x H*M 4 H™ M wohldefiniert ist. Er-
sichtlich ist mit w und n auch wan ein Cozykel, denn aus dw = 0
und dn = 0 folgt d(w Aan) = dw An+ (=1)"w ady = 0. Bleibt
oBdA zu priifen, daB stets

[(w+da)an]=[wan],
also da An ein Corand ist. Wegen dn = 0 ist aber

dlarn)=daan+(=1)"anrdy=dann,
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das Dachprodukt eines Corandes mit einem Cozykel ist daher stets
ein Corand, also ist das Dachprodukt auch fir die Cohomologie-
klassen wohldefiniert. — Ist ferner f : M — N eine differenzier-
bare Abbildung, so ist

f*:H'™N — H*M durch
[n]— [f*n]
wohldefiniert, wie aus der Natiirlichkeit von d (vergl. 8.6) sofort

folgt. — Die algebraischen und Funktoreigenschaften tibertragen
sich nun von Q* (vgl. 8.7) auf H*. O

11.2 Einige Eigenschaften

Was kénnen wir aus dem Stegreif zur Berechnung der de Rham-
Cohomologie beisteuern? Zunachst die ganz triviale Bemerkung

Notiz: Ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und k > n,
so ist H*M = 0, denn dann ist ja sogar QM = 0. (m]

Auflerdem kennen wir natiirlich die 0-Cozykeln, also die Funk-
tionen f € Q°M mit df = 0: das sind die lokal konstanten reellen
Funktionen, Corand ist nur die Null, also:

Notiz: H°M ist der Vektorraum der lokal konstanten Funk-
tionen, insbesondere ist fiir zusammenhingendes M kanonisch

H°M = R. O

Ferner erhalten wir aus dem Satz von Stokes noch eine Aussage
iiber das andere Ende der de Rham-Sequenz, namlich

Korollar aus dem Satz von Stokes: Ist M eine orientier-
bare, geschlossene (d.h. kompakte und unberandete) n-dimensio-
nale Mannigfaltigkeit, so ist H™M # 0.

BEWEIS: Orientiere M und wihle 7 € Q"M mit [, n # 0, etwa
mittels Karte und Buckelfunktion. Wie jede n-Form ist n wegen



11.2 Einige Eigenschaften 197

Q"M =0 ein Cozykel, aber 5 ist kein Corand dw, denn sonst
wére nach dem Satz von Stokes an = fde = faM“’ =0, da
nach Voraussetzung OM = @ ist. Also gilt [n]#0 € H*M. O

Sehen wir schliefllich nach den Morphismen, so konnen wir
auBer den Funktoreigenschaften iiber f* = H*f : H'N — H*M
noch notieren

Notiz: Fiir konstantes f : M — N ist H*f = 0 fiir alle k > 0,
und fiir zusammenhangendes M und N ist Hf : R — R die
Identitat fiir jedes f. a

Soweit die karge Ausbeute direkter Inspektion. In den folgen-
den beiden Abschnitten werden wir aber einen wichtigen nicht-
trivialen Sachverhalt beweisen: die Homotopie-Invarianz der de
Rham-Cohomologie.

Definition: Es seien M und N differenzierbare Mannigfaltig-
keiten. Zwei differenzierbare Abbildungen f,g : M — N heiflen
differenzierbar homotop, wenn es eine differenzierbare Ho-
motopie h zwischen ihnen gibt, d.h. eine differenzierbare Abbil-
dung

h:[0,1]xM — N

mit h(0,z) = f(z) und h(1l,z) = g(z) firalle z € M. O

Da M und N wie immer auch berandet sein diirfen, sei aus-
driicklich angemerkt, daB8 wir eine auf einer in [0,1] X R” offenen
Teilmenge U definierte Abbildung ¢ : U — R" differenzierbar
nennen wollen, wenn es um jedes u € U eine in R®*! offene Um-
gebung V,, gibt, auf die sich ¢|U NV, differenzierbar ausdehnen
laBt.

Satz (Homotopie-Invarianz der de Rham-Cohomologie):
Sind M, N Mannigfaltigkeiten und f,g : M — N zwei differen-
zierbar homotope Abbildungen, so gilt

f*=¢*:H'N — H'M

fur alle k.
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Was ich zum Homotopiebegriff im allgemeinen und der Bedeu-
tung der Homotopie-Invarianz fiir Funktoren aus geometrischen in
algebraische Kategorien im besonderen eigentlich jetzt noch sagen
mochte, steht in [J: Top], Kap. V.

11.3 Homotopieinvarianz: Aufsuchen der Beweisidee

Ich méchte Thnen nicht nur zeigen, wie der Beweis aussieht,
sondern auch, wie man ihn finden kann. Sei also w ein k-
dimensionaler Cozykel auf N. Wir sollen beweisen, daf§

[frw]l=[g'w] e B'M

gilt, d.h. daf sich die beiden Cozykeln f*w und g*w nur um einen
Corand da unterscheiden. Gesucht ist daher ein a € Q*~1M mit

9*w — f*w = da.

Soweit die Aufgabe. Nun mustern wir unsere Mittel. Die einzige
Voraussetzung ist die Existenz einer differenzierbaren Homotopie
zwischen f und g, d.h. einer differenzierbaren Abbildung h von
dem Zylinder [0,1] x M iber M nach N, die auf dem Boden
0 x M mit f und auf dem Deckel 1 x M mit ¢ iibereinstimmt,
oder etwas formlicher gesagt:

h Oy = f
houy =gy,
wenn ¢, : M — [0,1] x M die durch ¢(z) := (¢,z) definierte In-

klusion in die Hohe t des Zylinders bezeichnet.Dementsprechend
stimmt dann auch der

[0,1]x M induzierte Cozykel h*w
- N auf dem Boden mit
M " h f*w und auf dem Deckel
< - mit g*w iiberein, oder
u i genauer:
hier lebt w
tx M

wh'w = f*w
Fig. 106. Die Homotopie h zwischen _— «
hoto=f und hot =g Llh w=gw.
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Nachdem wir nun alles aufgefithrt haben, was sich von selbst ver-
steht, missen wir unser zuversichtliches Niederschreiben des Be-
weises vorerst unterbrechen, um nach einer Idee fiir die Konstruk-
tion von a zu suchen.

Der Cozykel h*w auf [0,1] x M stellt ja doch wenigstens eine
Art von Verbindung zwischen f*w und g*w her. Die vage Vor-
stellung, h*w irgendwie zur Definition des gesuchten a € Q1M
benutzen zu wollen, ist wohl naheliegend genug. Wovon sonst
kénnten wir ausgehen? Also miissen wir die Beziehung von h*w
zu f*w und g*w genauer ansehen. Sei 7 eine orientierte k-Masche
in M, also [0,1]x7 C[0,1] x M der Zylin-
der oder das Prisma tiber 7. Wie jeder Cozy- Ixr
kel muB h*w auf den orientierten Rand von

[0,1] x 7 mit Null antworten:
[0,1]x T

h*w = / dh*w =0,
a([0,1]x7) [0,1]xr Oxr

Fig. 107. Das
weil dh*w = 0 ist. Der Rand besteht aber f_rﬁgh;‘bf’ der
aus Deckel, Boden und Seitenteilen.

Dabei sind Deckel und Boden entge-
Seitenteile  gengesetzt orientiert. Weil nun h auf

Deckel dem Deckel durch ¢, auf dem Boden
@ durch f gegeben ist, gilt also

> N frfroms [

[0,1]x or (0.1 ]xér

Fig. 108. 8([0,1]xr) = Auch das Vorzeichen konnten wir bei
1XxTUO0OXT U[0,1]x3T N i

genauerem Betrachten der Orientie-

rungen natiirlich herausfinden (es ist das positive), aber das ware

jetzt pedantisch. Es kommt doch nur darauf an, eine (k—1)-Form

a € Q¥ M zu finden, deren Corand da auf 7 so antwortet, wie
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h*w auf [0,1] x O7. Da aber da auf T jedenfalls so antwortet
wie a auf Or, wiinschen wir uns
a= / h*w
4 [0,1)xe

firr jede orientierte (k —1)-Masche ¢ in M. In Worten: a soll auf
o so antworten, wie h*w auf das Prisma uber 0. Wir brauchen
also nur diese Forderung an a zur Definition von a zu erheben
und sind mit dem Beweis intuitiv fertig.

Wie aber verwirklicht man die intuitive Vorstellung eines “Pris-
menoperators”

P:QF([0,1] x M) — QF M,

wobei Pn durch die Prismenwirkung von 7n gegeben gedacht
ist, als prazise Definition? Nun, das Integral f[ 0,1)xa ist ja als
gewohnliches Mehrfachintegral iber die heruntergeholte Kompo-
nentenfunktion erklart, und durch Ausfithrung der Integration
tiber die Variable ¢ ergibt sich nach Fubini:

/ n=/(/ln(3z,")dt),

[0,1]xeo o 0

wir brauchen also nur
1
Py(vy,...,vk-1) :=/n(6t,v1,...,vk_1)dt
0

zu setzen und diirfen aufgrund unserer Herleitung tiberzeugt sein,
daB eine der beiden (k — 1)-Formen
a:=+Ph*w

unser Problem lost.
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11.4 Durchfiilhrung des Beweises

Nachdem wir so die Beweisidee gefunden haben, ist es fiir die
Durchfilhrung des Beweises natiirlich am bequemsten, die ge-
winschte Eigenschaft do = g*w — f*w, also

dPh*w = 1h*w — (gh*w,

einfach nachzurechnen. Betrachten wir statt des speziellen h*w ein
beliebiges 7, so wissen wir ja aus der geometrischen Bedeutung der
Operatoren d und P, daf Pdn auf eine orientierte k-Masche T
in M wie 1 auf den Rand des Prismas tiber 7 antworten wird, da
dieser Rand aus Boden und Deckel und den Seitenteilen besteht,
haben wir also (vielleicht bis auf’s Vorzeichen)

Pdn = (1jn — «gn) —dPn
zu erwarten.

Schreibweise: Die durch Einsetzen eines Vektors v auf den er-
sten Variablenplatz einer k-Form 7 entstehende (k — 1)-Form
n(v,...) bezeichnen wir mit v_i 7. O

Behauptung: Fir den sogenannten Prismenoperator
P:Q%[0,1] x M) — QF 1M,

1
n r—»f(at_l n)dt
0

gilt Pdn = {n —yn — dPn.

BEWEIS DIESER BEHAUPTUNG: Die Behauptung ist linear in 7

und lokal beziiglich M, also geniigt es, in lokalen Koordinaten
z!,...,z" fir M die beiden Falle

(1) n=adz!'A...andz** und
(2) n=>bdt andzt a...Adzh-1

zu betrachten.
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FALL (1): Hier ist Pp = 0, weil 8, 4 7 = 0, erst recht also
dPn = 0. Ferner gilt

dn=adt andz"'a...Andzh* + E d:c AdzPia .. A dh*
|—1
und daher
1
Pdn = ([adt) dz*a...Adz"
0
= (a(1,-) — a(0,-)) dz** A ...A dzh*
= 4n — g1
(1) O
FALL (2): Jetzt ist «§n = «in = 0, weil ¢}, dt = 0 fiir jedes feste

to. Also haben wir Pdn = —dPn zu zeigen. Es ist

dn = Zn:l :—bdz‘ Adt Adzt A ... AdT?E

also
Pdp = - E(f dt) dz'adz™ A ... adz-1,

i=1 0

Andererseits gilt
1
Py = (fbdt) dz"* A .. A dzhE-r,
0
und daher

dPn = Z(f dt) dz*adz A .. .A dzhr-t,
=1 0
(2) 0
Damit ist die Behauptung bewiesen, und ist nun w ein
k-Cozykel auf N und n := h*w der induzierte Cozykel auf
[0,1] x M, so ist dp =0, also auch Pdnp = 0 und wir erhalten
g'w — ffw = Jh*'w — (gh*w

=in — n = dPr,
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und haben also gezeigt:

Lemma: Ist w ein Cozykel und h eine Homotopie zwischen f

und ¢, so unterscheiden sich die Cozykeln ¢*w und f*w nur um
den Corand d(Ph*w).

Der Satz von der Homotopieinvarianz der de Rham-Cohomologie
ist damit bewiesen. O

11.5 Das Poincaré-Lemma

Nun wollen wir eine Serie von Korollaren der Homotopieinvarianz
einernten. Die Homotopien sind immer differenzierbar gemeint. In
der Tat sind stetig homotope differenzierbare Abbildungen immer
auch differenzierbar homotop, wie ein geeigneter Approximations-
satz zeigt, und in der Homotopieklasse einer stetigen Abbildung
f : M — N sind stets auch differenzierbare Reprasentanten zu fin-
den. Deshalb ist die de Rham-Cohomologie sogar auf der Kate-
gorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten und stetigen Ab-
bildungen wohldefiniert und homotopieinvariant, worauf wir aber
hier nicht néher eingehen wollen.

Weil eine von einer konstanten Abbildung induzierte k-Form
fir k > 0 nur Null sein kann (vergl. 8.3) folgt zunachst

Korollar 1: Ist f : M — N nullhomotop, d.h. homotop zu
einer konstanten Abbildung, so ist f* : HXN — H*M fiir alle
k > 1 die Nullabbildung. a

Korollar 2: Ist M zusammenziehbar, d.h. ist Idpy : M - M
nullhomotop, so ist H*M = 0 fiir alle k > 1.

BEWEIs: 1d}, : H*M — H*M ist wegen der Funktoreigenschaft
die Identitat, nach Korollar 1 aber auch Null. ]

Korollar 3: Auf einer zusammenziehbaren Mannigfaltigkeit ist
jeder positivdimensionale Cozykel ein Corand, d.h. aus w € Q*M ,
k >0 und dw = 0 folgt, daB es ein a € Q¥~"' M mit da = w gibt.

a
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Korollar 4 (Poincaré-Lemma): Fiir beliebige Mannigfaltig-
keiten M gilt: Lokal ist jeder positiv-dimensionale Cozykel ein
Corand, d.h. um jeden Punkt gibt es eine offene Umgebung U, in
der zu jedem w € Q*M mit k > 0 und dw = 0 ein a € QF1U
mit da = w|U existiert. a

Jede zusammenziehbare offene Umgebung U von p, z.B. jede
offene “Kartenkugel” leistet ersichtlich das Gewiinschte. —

Auch ein anderer Spezialfall von Korollar 3 wird oft Poincaré-
Lemma genannt und soll deshalb eigens mit aufgefiihrt werden:

Korollar 5: Ist X C R" offen und sternférmig, so ist jeder
positiv-dimensionale Cozykel auf X ein Corand. a

Dieser Fall verdient auch ein besonderes Interesse, und zwar aus
folgendem Grund. Wenn eine “Zusammenziehung” einer Mannig-
faltigkeit M, also eine differenzierbare Abbildung

h:[0,1]xM — M mit
ho = const und

hl = IdM

explizit gegeben ist, dann haben wir aus dem am Schluf8 des Be-
weises der Homotopieinvarianz formulierten Lemma auch eine ex-
plizite Integralformel dafiir, wie man zu jedem Cozykel w auf M
eine Form a mit da = w finden kann, eine “Stamm-Form” «,
wie man in Anlehung an den Ausdruck “Stammfunktion” sagen
konnte:

dw = 0 = d(Ph*w) = w,

also ist @ = Ph*w eine Stammform von w. Ein beziiglich 7o € X
sternférmiges Gebiet X C R" besitzt nun die allereinfachste Zu-
sammenziehung, namlich das gradlinige

h(t,z) := zo + t(z — z0).
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Deshalb kann man die Stammform eines Cozykels w € Q¥*X auch
ganz explizit hinschreiben. Sei oBdA z, = 0, also h(t,z) = tz,
und
w= Y, Wy dzt A adtE,
m<--<pr

An jeder Stelle (¢,z) € [0,1] X X ist dann

h*wm--m (t,z) = wﬂl--“k(tx)
h*z# = tz*

h*dz* = dh*z" = z*dt + tdz".

Da aufierdem d#(3;) = 1 und dz*(8;) = 0 auf [0,1] X X gilt,
erhalten wir daraus

k . -~
Babrw= ¥ P (-1 Twy, (o)t dataL T ada
p < <pp =1

1
und da Ph*w als [ 3,1 h*w definiert war (vergl. 11.4), so ergibt
0

sich:

Korollar 6 (“Stammformformel”): Sei X C R" eine beziiglich
zo = 0 sternformige offene Teilmenge und w € QX ein Cozykel,
d.h. dw = 0. Setzt man dann

a:= Y E( 1) l(ftk Y e (B2)dt)2? dzPia . 5. . adz*
1 <-<ppi=1

so gilt da = w. O

Man kénnte da = w natiirlich direkt und mechanisch nach-
rechnen und erhielte so einen einfachen, eleganten und véllig un-
verstandlichen Beweis des Poincaré-Lemmas fiir sternformige Ge-
biete. —

Im Abschnitt 10.3 hatten wir gesehen, wie die drei Cartan-
Ableitungen des de Rham-Komplexes einer offenen Teilmenge des
R® der Reihe nach den Operatoren Gradient, Rotation und Di-
vergenz entsprechen. Ubersetzen wir daher das Poincaré-Lemma
in die klassische Vektoranalysis, so erhalten wir
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Korollar 7: Ist die offene Teilmenge X C R*® zusammenziehbar
(zum Beispiel sternférmig) so gibt es auf X

(1) zu jedem Vektorfeld @ mit rotd = 0 eine Funktion f mit
grad f = a, . .

(2) zu jedem Vektorfeld b mit divb = 0 ein Vektorfeld @ mit
rotd@=b und

(3) zu jeder Funktion c ein Vektorfeld b mit divb = c. a

11.6 Der Satz vom stetig gekimmten Igel

“Ein stetig gekimmter Igel hat mindestens einen Glatzpunkt”.
Diese bildhafte Merkfassung hat sich fiir den Satz eingebiirgert,
daf es auf einer geradedimensionalen Sphare kein nullstellenfreies

Vektorfeld geben kann.

Es ist zunachst nicht zu sehen, was die Fragestellung mit dem
Differentialformenkalkiil zu tun haben soll. Mul man vielleicht
das Vektorfeld als (n — 1)-Form interpretieren oder so etwas?
Keineswegs, auf die Differentialformen kommt es eigentlich da-
bei gar nicht an: der Beweis ist eine Kostprobe fiir homologisches
Schliefen und kann &hnlich auch mit anderen Homologie- oder
Cohomologietheorien durchgefithrt werden.

Sei M eine orientierte geschlossene n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit. Nach dem Satz von Stokes ist

H'"M — R, [w]+ [jw
eine wohldefinierte lineare Abbildung, da ja [,,da = [, a =0
gilt. Wegen der Homotopie-Invarianz von f* : H"N — H"M

ist natiirlich erst recht die Zusammensetzung von f* mit [,
homotopie-invariant:

Korollar: Ist M eine n-dimensionale geschlossene orientierte
Mannigfaltigkeit, so ist die fir alle f : M — N erklarte Zusam-
mensetzung

H'N L gom u, R

homotopie-invariant. O
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Aus diesem Korollar, angewandt auf M = N = S?* werden
wir den Igelsatz gleich ableiten, wir wollen deshalb bemerken, daf§
es leicht direkt aus dem Stokesschen Satz zu bekommen ist: Fir
eine Homotopie h zwischen f und g haben wir

/g*w—/f*w= / h*w = / dh*w =0,
M M

8([0,1]1x M) [0,1]xM

da dh*w = h*dw = 0 wegen dw = 0 gilt. Trotzdem ist die Aussage
als Korollar der Homotopie-Invarianz der de Rham-Cohomologie
schon am systematisch richtigen Platz. — Doch nun zur Anwen-
dung:

Satz: Jedes differenzierbare Vektorfeld auf einer gerade-dimensio-
nalen Sphare hat mindestens eine Nullstelle.

BEWEIS: Sei v ein nirgends verschwindendes Vektorfeld auf S™,
zunachst fir beliebiges n. Fir jedes ¢ € S™ konnen wir v(z)
als einen Wegweiser zum antipodischen Punkt —z € S™ ansehen
und erkennen anschaulich sofort, da§ die Identitat und die antipo-
dische Involution 7 : S® — S™, £ — —z, homotop sind. Zur féorm-
lichen Bestatigung setze

v(z)
()"

Wegen der Homotopie-Invarianz des Integrals '
(aus dem Satz von Stokes, s.0.) folgt daraus
/ . / Fig. 109. Vek-
T W= w tor wv(z) als
n n Wegweiser

fir alle w € Q"S" (die Homotopieinvarianz der de Rham-
Cohomologie liefert sogar 7*[w] = [w]). Andererseits wissen
wir, daB fir jeden Diffeomorphismus f: S" & S”

f*w::i:/ w
Sn n

gilt, wobei das Vorzeichen vom Orientierungsverhalten von f ab-
hangt (vergl. 5.5), so einfach lautete die Transformationsformel

h(t,z) := cosnt  + sinnt
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fiir das Integral von Differentialformen. Die antipodische Abbil-
dung 7 : S® — S™ kehrt die Orientierung aber genau dann um,
wenn n gerade ist. Das sieht man z.B. so: Der Diffeomorphismus
—Id : D**! — D"*! fithrt (durch sein Differential, das iiberall
—Idgn+1 ist) fiir jedes z € S™ die Aufennormale N(z) in N(-z)
bei —z iber, er kehrt die Randorientierung also genau zugleich
mit der Gesamtorientierung in D®*! um, und letzteres tut er er-
sichtlich genau dann, wenn n gerade ist. Fur gerades n gilt also

foree-fo

fir alle w, und da es n-Formen w mit | sn w # 0 gibt, wire das ein
Widerspruch zur Homotopie-Invarianz, also kann es fiir gerades n
kein solches Vektorfeld v geben. 0

Dieser schone, auf mancherlei Arten beweisbare geometrische
Satz ist nicht nur fir sich genommen interessant, sondern auch
Ausgangspunkt und gemeinsamer Spezialfall fiir verschiedene
weitere Entwicklungen (globale Eigenschaften von Vektorfeldern
auf Mannigfaltigkeiten, allgemeiner von Schnitten in Vektor-
raumbiindeln, Eulerzahl, charakteristische Klassen, ... ).

11.7 Test

(1) Die Cohomologieklasse [n] C QFM eines Cozykels n vom
Grade k ist

O {n+w|weQ*M, dw=0}
O {n+dw|weQ M}
0 {n+w|dw=dn}

(2) Mit der Antikommutativitdt der graduierten Algebra H*M
ist die Eigenschaft des Dachproduktes gemeint, daf} fiir alle
[w] € H"M und [n] € H*M gilt:

O [w]aln]=—[n]Ar[w]

O [w]a[n]=(-1)*[n]A[w]
Q [wlaln]l=(=D"[n]Aw]
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(3) Genau dann ist H*M = 0, wenn

O fiir jedes w € QFM ein n € QF! existiert, so daf
dn = w ist.

O fiir jedes w € Q*M mit dw =0 ein n € QF~! existiert,
so da8 dn = w ist.

O fiir jedes w € Q*M von der Form w = dn gilt: dw = 0.

(4) Durch die Polarkoordinaten (r, ) ist auf M := R? \ 0 eine
1-Form dyp wohldefiniert. Diese 1-Form ist

O Ein Cozykel, weil dd = 0 ein lokaler Sachverhalt ist.

O Ein Corand, weil ¢ € Q'M

O Kein Cozykel und erst recht kein Corand, weil ¢ nicht
ohne “Sprung” auf ganz R?\ 0 definiert werden kann.

5) Im Zusammenhang mit dem Prismenoperator hatten wir
g P

0:— w zu betrachten gehabt. Jetzt sollen z, y und z die
Koordinaten in R® bezeichnen. Dann ist

O O;a(dzady+dyndz)= dy
O 0, (dz ady +dyadz)=—dy
O 8,u(drady+dyndz)= dyndz

(6) Fiir den Zylinder M := S x R gilt

O H?*M =0, weil M 2-dimensionalund d : Q°M — Q*M
daher Null ist.

O H?M = 0, weil M Produkt zweier 1-dimensionaler
Mannigfaltigkeiten ist.

0O H?M =0, weil die Projektion

S'xR — S"x R,
(z,2) — (2,0)
“homotop zur Identitat und H2S! = 0 ist.

(7) Die Abbildungen f,g: M — N seien homotop. Folgt daraus
f*w = g*w fiir alle Cozykeln w € QFN ?

O Ja, nach dem Satz von der Homotopieinvarianz ist
f* - g*.
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O Nein, denn aus f*w = g*w fiir alle Cozykeln folgt schon
f=g.

O Nein, auf einer zusammenziehbaren Mannigfaltigkeit ist
zum Beispiel die Identitat homotop zu einer konstanten

Abbildung.

(8) Es bezeichnen p und ¢ den Nord- und den Sidpol der n-
Sphare S™, n > 1. Dann gilt:

0O S™ \ p ist zusammenziehbar, da diffeomorph zu R".

O S™ ist nicht zusammenziehbar, da H"*(S™) # 0.

O S™~\{p,q} ist nicht zusammenziehbar, da die Identitat
auf S™! iiber S™ \ {p,q} faktorisiert:

Sn—l — Sn\{paq} — Sn_l)
also H* (8" \ {p,q}) # 0 sein mu8B.

(9) DaB jedes divergenzfreie Vektorfeld auf der offenen Teilmenge
X C R® die Rotation eines Vektorfeldes auf X ist, ist gleich-
bedeutend mit

O X zusammenhéngend (Poincaré-Lemma).
O H'X =0 (Cozykeln sind Corander).
O H2?X =0 (Cozykeln sind Corénder).

(10) Gilt der “Satz vom Igel” analog auch fiir die geradedimen-
sionalen reellen projektiven Raume RPZ¥ ?

O Ja, denn S?* — RP2* ist eine ﬁberlagerung, und jedes
Vektorfeld auf RP2* 148t sich zu $2* hochheben.

O Nein, z.B. ist in homogenen Koordinaten [z : 2 : 23]
der projektiven Ebene RP? durch

[:cl HE 7 :m3] — (zl,xz,za)/llwll

ein nirgends verschwindendes Vektorfeld wohldefiniert.
O Nein, denn es gibt Vektorfelder auf S2¥, die zwar Null-

stellen haben, aber fiir kein antipodisches Punktepaar

{£z} an beiden Punkten zugleich verschwinden.
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11.8 Ubungsaufgaben
AUFGABE 42: Man beweise H!(S5?) = 0.

AUFGABE 43: Man beweise direkt aus den Definitionen, da8l durch
[w] = [siw ein Isomorphismus H'(S') = R erklart ist und
schlieBe daraus weiter, dafl dim H!(S! x §!) > 2 sein mu8.

AUFGABE 44: Eine Abbildung f : M — N heifit eine Homo-
topiedquivalenz, wenn sie ein Homotopie-Inverses hat, d.h. eine
Abbildung g : N - M so daB8 fog und go f homotop zur jewei-
ligen Identitat sind. Die Mannigfaltigkeiten oder Riume M und
N heiflen dann homotopiedquivalent. Man zeige, da R® \ 0
und S? homotopiedquivalent sind, S? und S! x S! aber nicht.

11.9 Hinweise zu den ﬁbungsaufgaben

ZU AUFGABE 42: Sie miissen zu jeder geschlossenen 1-Form, also
zu jedem w € Q'(S?) mit dw = 0 eine Funktion f mit df = w
finden. Zu diesem Zweck wahlt man sich einen Punkt ¢ € S?, z.B.
den Siidpol, und definiert

f(a) :=Lw=: /q’w,

wobei v einen Weg von ¢ nach z bezeichnet.

Glauben Sie nicht, ich hatte damit die Losung der Aufgabe
schon angegeben: jetzt geht die Arbeit ja erst richtig los! Wieso
ist f dadurch iiberhaupt wohldefiniert, weshalb gilt df = w ? Die
lokalen Lésungen der Gleichung df = w, die man aus dem Poin-
caré-Lemma hat, sind bei diesen Uberlegungen eine gute Hilfe.

Genauso 14}t sich fiir jede einfach zusammenhangende Mannig-
faltigkeit H'(M) = 0 beweisen. Fiir M = 52 kann man sich das
Leben aber etwas leichter machen, indem man zum Beispiel das
Poincaré-Lemma auf die zusammenziehbaren Teilgebiete S? \ ¢
und S? \ p von $? anwendet und die beiden Funktionen mitein-
ander vergleicht.
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ZuU AUFGABE 43: Fiir den zweiten Teil der Aufgabe braucht man
nur die funktoriellen Eigenschaften von H! auszunutzen, man be-
trachte zum Beispiel die durch die Projektionen auf und Inklusio-
nen von den Faktoren gegebenen vier Abbildungen

' 2 S§'xst =2 s
und wende auf sie den Funktor H! an.

Zu AUFGABE 44: Anfangs, wenn man nur erst die Definitionen
kennt, sind solche topologischen Existenzfragen leichter mit Ja als
mit Nein zu beantworten, denn wenn die fragliche Sache existiert,
dann hat man doch eine Chance, sie zu finden und anzugeben,
aber wenn das nicht gelingt: wie kann man sicher sein, daf§ es gar
nicht geht? Spater wendet sich das Blatt, weil man Funktoren ken-
nenlernt, die Nichtexistenzaussagen oft kostenlos liefern, wahrend
mit expliziten Konstruktionen meist ein gewisser Arbeitsaufwand
verbunden bleibt.

Beim ersten Teil der vorliegenden Aufgabe halt sich dieser Ar-
beitsaufwand aber in Grenzen, und ein Funktor, den Sie fir den
zweiten Teil gebrauchen konnen, liegt von den anderen beiden
Aufgabe her gleichsam noch auf dem Tisch.



Differentialformen auf
Riemannschen Mannigfaltigkeiten

12.1 Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Zur weiteren Entfaltung des Differentialformenkalkiils bege-
ben wir uns jetzt auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten, wo uns
Stern-Operator, Laplace-de Rham-Operator, Hodge-Zerlegung
und Poincaré-Dualitat begegnen werden. Anfangs betrachten wir,
etwas allgemeiner, auch semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Vor Einfiihrung der Riemannschen und semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten sei an einige linear-algebraische Begriffe und
Fakten erinnert: Eine symmetrische Bilinearform <-,-)» auf einem
n-dimensionalen reellen Vektorraum V heiit nichtentartet,
wenn

V — V*

v — (v,

ein Isomorphismus ist, und das ist genau dann der Fall, wenn die
durch
v =<V, V>

gegebene n x n-Matrix G fiir eine (dann jede) Basis (v1,...,v5)
von V vollen Rang hat. Man kann eine Basis so wahlen, dafi G
die Gestalt

+1

+1
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annimmt, die Anzahl s der Eintrdge —1 in der Diagonalen ist
unabhangig von der Wahl einer solchen Basis (Sylvesterscher
Tragheitssatz) und heifit der Index der symmetrischen Bilinear-
form. Durch

q(v) :=<v,v>

ist die zu <-,-> gehorige quadratische Form ¢ : V — R definiert,
aus ihr kann man <{-,-> rekonstruieren, da

w5 = (v +0) ~ 4(v) — a(w))

gilt. Das Paar (V,q) oder (V,<-,->) nennt man auch einen nicht-
entarteten quadratischen Raum vom Index s, und fir s = 0,
also im positiv definiten Falle, einen euklidischen Raum.

Definiton: Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom
Indez s ist ein Paar (M,<-,->), bestehend aus einer Mannigfal-
tigkeit M und einer Familie

(o= {<'1'>p}pEM

von symmetrischen Bilinearformen <-,->, auf T,M vom Index s,
welche in dem naheliegenden Sinne differenzierbar ist, daf fur die
Karten (U, h) eines (dann eines jeden) Atlas fir M die Funktio-
nen g,, : U — R, definiert durch p + <0,,08,, differenzierbar
sind. Im positiv definiten Falle s = 0 nennt man (M,<-,->) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit. O

Man nennt <-,> auch die Riemannsche oder semi-Riemann-
sche Metrik von (M,<-,->). Das “p” in der Notation <:,->,
wollen wir nur fithren, wenn diese Klarstellung gefordert zu sein
scheint, sonst schreiben wir <v,w>, =:<v,w> fir v,w € T,M.

Untermannigfaltigkeiten im R" sind in kanonischer Weise Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten. Aber auch jede beliebige Mannig-
faltigkeit kann man mit einer Riemannschen Metrik <-,-> verse-
hen: Man wahle eine Zerlegung {7 }rca der Eins mit Tragern
Tr 7y C Uy fir Karten (Uy, hy) und setze

v,wdp =Y, TA(pXv, Wiy,
A€eA
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wobei <-,->, die durch dhy von Uy, C R" auf U, iibertragene
Riemannsche Metrik bezeichnet. Beachte jedoch, daf dasselbe
Verfahren i.a. versagt, wenn wir es zur Konstruktion einer semi-
Riemannschen Metrik von einem Index 0 < s < n anzuwenden
versuchen. Zwar kénnten wir von der semi-Riemannschen Metrik

n

n—s
<$,y>n—s,a = Z :t“y" _ E xuyv
n=1 v=n—s+1

auf R" ausgehen und die obige Formel fiir <-,-> auf M analog
hinschreiben, aber im Gegensatz zur positiven Definitheit ist die
Eigenschaft, nichtentartet und vom Index s zu sein, nicht kon-
vex (vergl. z.B. [J:Top], S. 136) und ibertragt sich deshalb im
allgemeinen nicht von den <-,->, auf die konvexe Kombination
Y oa7a(p)X+, 5. In der Tat gibt es zum Beispiel auf den gerade-
dimensionalen Sphéren S™ keine semi-Riemannsche Metrik vom
Index 1 (oder n—1), wie man mit Hilfe des “Satzes vom Igel” und
eines Uberlagerungsarguments ([J: Top] S. 171/172) zeigen kann.

Semi-Riemannsche n-dimensionale Mannigfaltigkeiten (n > 2)
vom Index 1 oder n — 1 heiflen Lorentz-Mannigfaltigkeiten.
Vorzeichenédnderung der Metrik vertauscht diese Indices, wir wol-
len uns der Konvention anschlielen, Lorentz-Mannigfaltigkeiten
als vom Index n — 1 anzunehmen. Die reale Raum-Zeit ist durch
eine physikalisch gegebene Metrik <-,-> eine 4-dimensionale Lo-
rentz-Mannigfaltigkeit. Dieser Umstand war historisch und bleibt
auch heute noch ein Hauptmotiv dafiir, die Riemannsche Geo-
metrie auf die semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten auszudeh-
nen. In der Allgemeinen Relativitatstheorie spielt die Differential-
geometrie der Lorentzmannigfaltigkeiten begrifflich und technisch
eine wichtige Rolle, und in der Teilchenphysik ist die Lorentz-
Metrik durch die spezielle Relativitatstheorie allgegenwartig,.

Unser erstes Ziel wird es sein, fir eine orientierte n-dimensionale
semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit M den sogenannten Stern-

operator %: QM ® L Qrk)
zu definieren. Das geschieht fiir jedes p € M einzeln durch einen

Sternoperator o
x: AFT,M —— AU FT,M,
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und deshalb setzen wir die Mannigfaltigkeiten vorerst beiseite und
kehren nochmals zur linearen Algebra zuriick.

12.2 Skalarprodukt alternierender k-Formen

Wir beginnen mit einer linear-algebraischen Bemerkung iber end-
lichdimensionale reelle Vektorraume, in die noch keine Zusatz-
strukturen wie Orientierung oder Metrik eingehen: (Alt*V)* und
Alt¥(V*) sind kanonisch dasselbe, genauer:

Lemma: Interpretiert man jede Linearform
¢ € Hom(Alt*V, R) = (Alt*V)*

auf Alt*V auch als eine (mit & bezeichnete) alternierende k-Form
auf V*, indem man fiir o?,...,a* € V* jeweils

@(a,...,a*):=p(a' a...nak)

setzt, so ist hierdurch eine Aquivalenz der beiden Funktoren
(Alt*—)* und Alt¥(—*) von der Kategorie der endlichdimen-
sionalen reellen Vektorraume und linearen Abbildungen in sich
gegeben, d.h. fiir jede lineare Abbildung f : V — W zwischen
endlichdimensionalen reellen Vektorraumen erhalten wir ein kom-
mutatives Diagramm

o

(AltFV)y ——  AltF(V*)
(At | |awcs)
(Alt*W)y* —=— AltK(W™).

BEWEIS: Die Raume (Alt*V')* und Alt*V* sind dimensionsgleich
und die kanonische Abbildung injektiv, denn p(a' A...raF) =0
fir alle a!,...,a* € V* impliziert p = 0 € (Alt*V)*, also ist
die Abbildung ein Isomorphismus, und die Vertraglichkeit mit f
folgt aus der Natiirlichkeit des Dachprodukts. O
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Nun sei auf V' eine nichtentartete symmetrische Bilinearform
<+,-> gegeben, ein nicht notwendig positiv definites Skalarpro-
dukt, wie wir auch sagen. Aus [ AM] ibernehmen wir die folgende
suggestive Notation

Notation: Ist <-,-> eine nichtentartete Bilinearform auf einem
endlichdimensionalen reellen Vektorraum V', so bezeichnen wir
den durch v — <v,-> gegebenen Isomorphismus von V nach V*
und seinen Inversen durch

V &— V*

!

und schreiben statt b(v) je nach Bequemlichkeit auch % oder v”,
analog fur §. O

Den Sinn der Notation erkennt man aus den englischen Be-
zeichnungen fiir § und b in der Musik, die bekanntlich “sharp”
und “flat” heiflen. Durch § wird die Linearform o zum Vektor a
“angespitzt”.

Ein Isomorphismus V 2 V* bewirkt nach obigem Lemma aber
auch einen Isomorphismus Alt*V = (Alt*V)* und mithin eine
Bilinearform auf Alt*V | genauer

Definierendes Lemma (Skalarprodukt im Formenraum):
Ist (V,<-,->) ein n-dimensionaler nichtentarteter quadratischer

Raum, so ist auf kanonische Weise, ndmlich durch

(AlFVY* =5 ARV =5 APV

kanon Altkb

eine ebenfalls symmetrische nichtentartete Bilinearform <-,-»
auch auf Alt*V gegeben.

BEWEIS: Es seien w,n € Alt*V und ¢, € (Alt*V)* ihre Urbil-
der unter obiger Abbildung. Zu zeigen bleibt nur die Symmetrie-
bedingung

w, > 1= (1) = P(w) =: <{n,wd.
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Verfolgen wir, wie sich w iiber
pr— ¢ —w
ergibt, so finden wir
w(viy...,v) = @'("vl,..., I’vk) = <p(bv1 Aol A l’vk),

analog fiir n und . Es sei nun (ej,...,e,) eine orthonormale
Basis oder kurz ON-Basts des quadratischen Raumes V', d.h.
{eu,e,> = £6,,. Wir schreiben <e,,e,> =: €, = £1. Sei ferner
(8,...,6™) die dazu duale Basis von V*. Beachte, daf

be, =€, 6"
fiir jedes p (keine Summation), denn
Peules) = <eu, €0 = €48, = €48"(ey)
fiir jedes v. — Wir setzen nun oBdA
w=§8"A...A b

n==6"n...n 8.

Dann gilt
dw,m>= (6" A... A 8"F)

=€y e € p(Pen Al le,)

=€y et EW(Eryyeeeylny)

=€y et Ep 0" AL A M (e, e0,).
Wenn also die pi,...,pr paarweise verschieden sind und durch
eine Permutation 7 der Indices 1,...,k aus v;,...,v; hervorge-
hen, so ist <w,n> =€y, :... €y, 5gn T, sonst Null. Insbesondere ist
<w,n> =<n,wd. a

Damit haben wir aber auch gleichzeitig eine Rechenformel fiir
das Skalarprodukt in Alt*V gewonnen, die wir festhalten wollen.

Lemma (ON-Basis im Formenraum): Ist (e;,...,e,) eine
ON-Basis des quadratischen Raumes V, mit €, := <e,,e,> und
bezeichnet (§',...,6™) die duale Basis, so ist auch

(6"1 Aceo A 6'“’ )I‘l<"'<l‘k
eine ON-Basis von Alt*V und

MU A AB*EEPE AL A* > =€, .o, O
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12.3 Der Sternoperator

Nun fiigen wir unseren Daten auch noch eine Orientierung
hinzu. Dann haben wir zunachst eine kanonische “Volumenform”

wy € Alt"V:

Definierendes Lemma (Volumenform): Es sei V ein n-
dimensionaler orientierter nichtentarteter quadratischer Raum.
Die alternierende n-Form wy € Alt"V | welche einer (dann jeder)
positiv orientierten ON-Basis den Wert +1 zuordnet, heifle die
Volumenform von V.

BEWEIS der dabei gemachten Behauptung (“dann jeder”): Sei

(e},..,€,) eine zweite positiv orientierte ON-Basisund f: V — V

die Transformation mit f(e,) = €], . Dann ist
w(el,..,eh) = ffw(er,..,en) = det f

(Lemma in 3.3). Wir haben also det f = +1 zu zeigen. Ist A die
Matrix von f beziiglich (e1,..,€eq), so gilt €] =Y aj;e; und des-
halb <el,e;> =YY ajian<lej, e> oder in Matrizenschreibweise

G'="4.G A,

woraus wegen |det G| = | det G'| = 1 (ON-Eigenschaft der Basen)
zunéchst |det A| = 1 folgt, und daraus weiter, weil f orientie-
rungserhaltend ist, det f = det A = +1. O

Ist iibrigens die zweite Basis nicht notwendig orthonormal, son-
dern nur positiv orientiert, so zeigt dieselbe Rechnung

det f = /| det G|

oder in einer haufig gebrauchten Notation:

Lemma (Volumenformformel): Sei V ein orientierter n-
dimensionaler nichtentarteter quadratischer Raum und (v, .., vs)
eine positiv orientierte Basis, §',..,6™ die duale Basis. Dann ist
die Volumenform

wy =/|g|8'A.. A8,



220 Kapitel 12. Riemannsche Mannigfaltigkeiten

wobei g die Determinante der durch
Guv =V, 0D
gegebenen n x n-Matrix bezeichnet. O
Nun aber zur Definition des Sternoperators.

Definierendes Lemma (Sternoperator): Ist V ein orien-
tierter, n-dimensionaler nichtentarteter quadratischer Raum und
wy € Alt"™V seine kanonische Volumenform, so gibt es zu jedem k
genau eine lineare Abbildung

*: AltFV —— Alt"RV
(den Sternoperator), so da8
nA*x( =<, Owy
fiir alle n,{ € AIt*V gilt.
BEWEIS: Zuerst zur Eindeutigkeit. Nach dem Lemma tber ON-
Basen im Formenraum (12.2) impliziert die Forderung auch, da8

fiir die duale (6,..,6") einer positiv orientierten ON-Basis und
geordnete Indices A\; <..< A und g <..< pp gelten muf:

EMAL L AEM AX(6H1A. . ASHE)
{ Epyt.Epwy, fallspi=Aifire=1,.. )k

0 sonst.

Das bedeutet aber, daf§
k(6P ASHE) = z”1<"<”n—k Qyy.v_ OV A . AEVR-E

nur eine einzige von Null verschiedene Komponente in dieser
Summe haben kann, zum komplementéaren Multiindex

N <..<VUp—g



12.3 Der Sternoperator 221

gehorig, und genauer dafl gilt
*(6MIA.  AEP) =€y . oEp, 88T - BVIA L AEYPE,

wobei v; <..< vp,_; komplementar zu p; <..< pi ist und 7
die Permutation bedeutet, die (1,..,n) in (g1,.., gk, V1, -y Vn—k)
uberfiihrt. Insbesondere ist * durch diese notwendige Bedingung
eindeutig festgelegt.

Umgekehrt benutzen wir diese Formel fiir eine feste positiv ori-
entierte ON-Basis zur Definition von %, welches die bilineare For-
derung der Definition dann auf den Basiselementen von AltFV,
also auch allgemein erfillt. Damit ist auch die Existenz des Stern-
operators gezeigt. O

Die obige Formel gilt auch ohne die Anordnungsbedingungen
# <..< pr und v <..< vy, weil die Vorzeichenanderungen
bei Vertauschungen von sgnr aufgefangen werden. Wir haben

deshalb

Notiz 1: Fiir jede positiv orientierte Orthonormalbasis und jede
Permutation T gilt

*(6T(I)A A 5T(k)) =E€r(1) -+ Er(k)SENT - 6r(k+l)/\ .o A&’(")

O

Daraus folgt weiter, dal %7 bis auf’s Vorzeichen auf Vekto-

ren einer Orthonormalbasis so antwortet, wie n auf die komple-
mentaren oder restlichen Vektoren:

Notiz 2: Ist (e1,..,en) eine positiv orientierte Orthonormalbasis,
so gilt

*N(€r(k+1)s ) €r(n)) = Er(1) -+ Er(k)SERT - N(€r(1)y -+ Er(k))

fiir jedes n € Alt*V und jede Permutation r. Insbesondere ist
%1 =wy und *wy = (—l)I“de"Vl. a

Die Zusammensetzung

Ay X, anby X Aty
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ist also bis auf’s Vorzeichen die Identitat, und weil der Index von
V die Faktoren —1 in &;-..- €, zahlt, ergibt sich dieses Vorzeichen
wie folgt:

Notiz 3: Es gilt % x = (—1)k(r—k)+IndexVg, 0 o

Wir hatten urspringlich n A% ( =<5, wy als die charakteri-
sierende Eigenschaft des Sternoperators festgesetzt. Nachdem wir
das Vorzeichen von sk % kennen, lesen wir daraus ab:

Notiz 4: Es gilt na¢ = (=1)kr=R+IndexVey yeSwy fiir alle n €
Alt*V und ¢ € Alt"FV. ]

Aus dem Lemma uber ON-Basen im Formenraum und Notiz 2
folgt auch

Notiz 5: Es gilt <xn,%(> = (=1)"exV¢y (> fiir alle n und ( in
AltFV. O

SchlieBlich sei noch erwahnt, da8 der Sternoperator, wie direkt
aus seiner Definition hervorgeht, bei einem Orientierungswechsel
das Vorzeichen andert, weil das nimlich auch die kanonische Vo-
lumenform tut, das Skalarprodukt aber dasselbe bleibt.

Soviel tiber den Sternoperator fir einen einzelnen Vektorraum.
Nun wenden wir uns wieder den Mannigfaltigkeiten und ihren
Tangentialrdumen zu. Ist M eine n-dimensionale orientierte semi-
Riemannsche Mannigfaltigkeit, so haben wir gemafl den drei defi-
nierenden Lemmas (in 12.2 und 12.3) fiir jeden einzelnen Tangenti-
alraum T, M und jedes k ein Skalarprodukt <-,->, fiir AUFT, M,
eine kanonische Volumenform wr,M € Alt"T, M und einen Stern-

operator
¥ AltFT,M —— Alt"~*T, M,

alles differenzierbar von p abhéangig.

DEFINITION: Sei M eine n-dimensionale orientierte semi-Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. Dann sind die kanonische Volu-
menform wy € Q"M , das Skalarprodukt

LD UM x QFM - M
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von k-Formen sowie der Sternoperator
*: QM — Qr kM

in der naheliegenden Weise durch die entsprechenden Objekte fiir
die Tangentialrdume definiert. a

12.4 Die Coableitung

Der Sternoperator iibersetzt den im Grad der Differentialformen
“aufsteigenden” de Rham-Komplex in einen dazu aquivalenten
absteigenden Komplex:

0 — QM 4 QM 4 ...4 on-1 4, Qr M — 0

El* El* "—'l* el*
0 - Q"M — Q"IM —» ... -5 QM — QM — 0

Die Cartansche Ableitung d geht dabei also in *x d*~! iiber,
und das ist bis auf’s Vorzeichen die sogenannte Coableitung §.
Das Vorzeichen ist aber uneinheitlichen Konventionen unterwor-
fen; wir entscheiden uns so:

Definition: Die Coablettung
§: Q"M — Qr Ry

auf einer n-dimensionalen semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit
M werde durch
§:=(=1)Fxdx!

festgesetzt. O

Die Coableitung ist offenbar unabhéngig von der Orientierung
von M. — Die Bedeutung des Vorzeichens ergibt sich, wenn man
nach dem beziiglich des Skalarprodukts formal adjungierten oder
dualen Operator d' von d fragt. Damit ist folgendes gemeint.
Punktweise Bildung des Skalarprodukts von k-Formen 7,( auf
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M definiert eine Funktion <{n,(> € C*°M, und durch Integration
uber M mittels der Volumenform erhalten wir daraus eine Zahl,
die wir zur Unterscheidung mit €7n,{» € R bezeichnen wollen,
genauer:

Notation: Fiir k-Formen 7,( € Q¥*M, deren Triger kompakten
Durchschnitt haben, setzen wir

o= [ aOwm= [ naxt
M M

O
Der zu d: Q*M — QM duale Differentialoperator d' soll

dn, ¢y =<«n,d'¢y

fiir alle n € Q¥M, ¢ € Q¥+ M mit kompaktem Trager in M~OM
erfiillen und insbesondere ein Operator von Q¥*'M nach Q*M
sein. Nach der Produktregel ist

d(n A%¢) =dnax( +(=1) nad*(.

Da wir aus Notiz 3 in 12.3 das Vorzeichen von * % wissen, konnen
wir leicht d %( in % (s d % 1) umrechnen, und fir ¢ € Q' M
ergibt sich dabei

dx( = (_1)(n—k)k+lndexM * % dk(

— (_1)(n~k)k+lndexM kkdkkx! ¢
- (_1)(n—k)k+(n—k—l)(k+l) %k dkx! ¢

= (=1)" k(kdx71)¢ = (—1)F %8¢ .

Die fiir 6 getroffene Vorzeichenwahl bewirkt also gerade die fol-
gende Produktregel:

Lemma: Es gilt
d(n a%() =dnax(+n %8¢
fiir alle n € Q¥M und ¢ € Q1 M. a
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Ist nun auBerdem der Durchschnitt der Trager von 1 und ¢
kompakt in M\ 9M, soist [,, d(nA*() =0 nach dem Satz von
Stokes und wir erhalten

Korollar (Dualitatsformel fiir die Coableitung): Es gilt
«dn, (> +<n,86(> =0

fir n € Q¥M, ¢ € Q¥*' M mit kompakten Tragerdurchschnitt in
M~ OM. a

Bei unserer Vorzeichenregelung fiir die Coableitung ist also je-
weils —é dual zu d. Es ist auch die entgegengesetzte Konvention

in Gebrauch, bei der dann é und d dual zueinander sind (vergl.
z.B. [W]).

Wir haben bisher die Operatoren im de Rham-Komplex ein-
heitlich mit d bezeichnet. Jetzt wollen wir einmal den Index % in
die Notatjon aufnehmen und schreiben:

Notation: Cartanableitung und Coableitung sollen bei Bedarf die
genaueren Bezeichnungen di bzw. é; wie folgt fithren:

d
OM — Qg

*le *le
(-1)*d;
Ok ———— Qrok-lpg

o

Esist also (—1)¥§ vermoge * zu di konjugiert, wihrend nach
der obigen Dualitatsformel —é; zu dn—r—; dual oder formal ad-
Jjungiert ist. Die doppelte Bedeutung der Coableitung als (bis auf’s
Vorzeichen) konjugiert und adjungiert zur Cartanableitung stellt
also eine Beziehung zwischen dy und d,—x—; her, die wir nun
naher betrachten wollen.
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12.5 Harmonische Formen und Hodge-Theorem

Im folgenden sei M eine n-dimensionale orientierte kompakte un-
berandete Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wegen der Kompakt-
heit ist dann das Skalarprodukt <-,-» auf ganz Q¥M definiert,
und wegen OM = @ gilt die Dualitatsformel fiir die Coableitung

Ldn, (> +<n, (> =10

fir alle n € QFM und ¢ € Q¥ M. Da schlieBlich das Skalarpro-
dukt auf M jetzt als positiv definit vorausgesetzt ist, sind auch
die Skalarprodukte <:,-> auf den einzelnen Alt*T,M und <-,-»
auf QFM positiv definit, und die Q¥ M werden dadurch zu eukli-
dischen Vektorraumen.

Betrachten wir nun einen Ausschnitt aus den Sequenzen der
Cartanschen und Coableitungen:

QM e M e by

é )
oder genauer
dk—l dk
Q-1 —— QM —— QFtiyp,
5n—k 6n--k—l

Trivialerweise gilt dann in dem euklidischen Raum (QfM,
&-,-») wegen der Adjungiertheit der jeweiligen Operatoren:

Kerndy = (Bild 8,1 )*
und
Kern é,— = (Bild dx_)*,

denn dnp = 0 <= <dn,(» = 0 fir alle ( < «n,6(» = 0 fiir
alle ( <= n € (Bild §)*, analog fiir Kern§.

Fur Untervektorraume Vy C V' endlichdimensionaler euklidi-
scher Raume V gilt stets V = Vo @ Vi*. Diirften wir uns daher
QFM als endlichdimensional denken, so kénnten wir

Q%M = Kernd @ Bild § = Kern 6 @ Bildd
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schlieBen. In der Tat ist das auch wahr, aber obwohl uns diese Zer-
legung von QFM zum Greifen nahe zu sein scheint, iiberschreitet
doch der Beweis den Rahmen dieser Vorlesung, weil er Hilfsmittel
aus der Theorie der elliptischen Differentialoperatoren erfordert.
Siehe z.B. Kapitel 6 in [W].

Satz (hier ohne Beweis): Ist M eine orientierte n-dimensionale
geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit, so gilt

O*M = Kerndi ® Bild 6, —x—1
= Kern ,_ ® Bilddy_,

als orthogonale direkte Summen beziiglich des durch

<<7],C>>:=/ n A%
M

definierten Skalarprodukts in QFM . (]

Dieser zunachst noch etwas technisch aussehende Satz ist das
Kernstiick der Hodge-Theorie fiir den de Rham-Komplex. Als ein
erstes Korollar bemerken wir

Korollar: Fir M wie oben gilt

Kerndy =Bilddk-; ® (Kerndg N Kerné,,_¢)
Kerné,_ =Bild§p,_k-1 & (Kerndy N Kerné,_¢)

O

Die hier ins Blickfeld tretenden k-Formen n € Q¥M | fiir welche
dn = 0 und én =0 gilt, heiBen harmonisch. Fir orientierte ge-
schlossene Riemannsche Mannigfaltigkeiten, mit denen wir uns ja
beschaftigen, bilden sie den Kern des Laplace-de Rham- (oder
Laplace-Beltrami-) Operators

A:=ds+6d: M — QFM,

denn offensichtlich gilt An = 0 fiir harmonische Formen, und da
nach der Dualitédtsformel fiir die Coableitung (12.4)

KAn, Y = ~<LK&n, 80 — Ldn, dn>
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fir alle n € Q¥M gilt, so folgt aus Ap = 0 auch 6y = 0 und
dn = 0 wegen der positiven Definitheit der Skalarprodukte «-,-»
in Q¥1M und Q1M

Notation: Fir M wie oben bezeichne
HEM := {n e Q*M |6n=0 und dp=0}
den Vektorraum der harmonischen k-Formen auf M. O

Die erste der beiden Formeln in unserem letzten Korollar heifit
dann also Kerndy, = Bilddx—; ®H*M, und da die k-te de Rham-
Cohomologie von M als H*M := Ker di/Bild di—, definiert war,
erhalten wir als Korollar:

Hodge-Theorem: Jede de Rham-Cohomologieklasse einer orien-
tierten geschlossenen Riemannschen Mannigfaltigkeit wird durch
eine wohlbestimmte harmonische Form représentiert, genauer: die
kanonische Abbildung

HM — H*M
n — [n]
ist ein Isomorphismus fiir jedes k. O
Aus

Kernd; = Bilddx—; @ H*M und
QM = Kerndi @ Bild 6,5,

folgt aber auch
Q*M = Bilddi—; ® Bild 6ty @ H*M
oder:

Hodge-Zerlegungssatz: Fiir eine orientierte geschlossene Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit M gilt

QM =dOF'M @ 60 ' M @ H*M
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als orthogonale direkte Summe beziiglich des durch

<<n,<>>=/ n A%
M

gegebenen Skalarproduktes. ]

12.6 Die Poincaré-Dualitat

Aus der Definition der Coableitung als bis auf’s Vorzeichen “stern-
konjugiert” zur Cartanableitung folgt d*n = 0 <= ép = 0 und
§%n = 0 < dn = 0, und deshalb ist durch den Sternoperator
ein Isomorphismus

x: HEM =5 H kM

gegeben, nach dem Hodge-Theorem also auch ein Isomorphismus
HEM =~ H"~*¥ M die sogenannte Poincaré-Dualitt:

Satz (Poincaré-Dualitat fiir die de Rham-Cohomologie):
Ist M eine orientierte geschlossene n-dimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeit, so ist durch den Sternoperator auf den harmo-
nischen Formen ein Isomorphismus H*M = H"~*¥M definiert:

H'M —Z=  H*M
*le ElPoinc.

HrFM —= HrEM.
O

Die Poincaré-Dualitdt macht tbrigens auch fir k = 0 eine
interessante Aussage. Fiir zusammenhangende Mannigfaltigkeiten
gilt, wie wir uns erinnern (11.2), kanonisch H°M = R, also gilt
fiir orientierbare geschlossene zusammenhéngende n-dimensionale
Mannigfaltigkeiten auch H"M = R, und Wahl einer Orientierung
legt sogar einen Isomorphismus fest:
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Korollar (aus der Poincaré-Dualitat): Ist M eine orientierte, n-
dimensionale geschlossene zusammenhingende Mannigfaltigkeit,
so ist der durch Integration gegebene kanonische Homomorphis-
mus

H'M — R

o — [

sogar ein Isomorphismus. a

Man kénnte nun daraufhin meinen, die n-te de Rham-Coho-
mologie sei fiir diese Mannigfaltigkeiten ebenso uninteressant wie
die nullte. Das ist aber nicht so, weil H", im Gegensatz zu H®,
in nichttrivialer Weise auf Abbildungen reagiert.

Definition: Ist f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwi-
schen orientierten n-dimensionalen geschlossenen zusammenhan-
genden Mannigfaltigkeiten, so heit die durch

/M frw = deg(f) /N w,

d.h. durch die Kommutativitat von

Ju
H"M T R
| [ deg()
H"N — R

Iw

wohlbestimmte Zahl deg(f) der Abbildungsgrad von f. O

Der Grad einer konstanten Abbildung (falls n > 0) ist
natiirlich Null, und dasselbe gilt sogar fiir jede nicht surjek-
tive Abbildung, denn wir finden dann ein w mit [y w # 0 und
Trw C N \ f(M), also f*w = 0. Der Grad eines orientierungs-
erhaltenden (-umkehrenden) Diffeomorphismus ist +1 (-1),
vergl. (5.5), und stets ist der Abbildungsgrad eine ganze Zahl
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(Ubungsaufgabe 24 in Kapitel 5), woraus wir auch erfiihren, daf
er homotopieinvariant ist, wenn wir das wegen der Homotopie-
invarianz der de Rham-Cohomologie (11.2) nicht sowieso schon
wiiten. — Auch als “Umkehrung des Satzes von Stokes” fiir
orientierte geschlossene zusammenhingende Mannigfaltigkeiten
konnen wir das obige Korollar auffassen: Aus [, ,w = 0 folgt
[w]=0€e H*M, also w = da.

12.7 Test

(1)

(2)

(4)

Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, und es
bezeichne <-,-> eine auf V' gegebene und auch kanonisch auf
V* {ibertragene nichtentartete symmetrische Bilinearform.
Dann ist fir ¢ € V* und v € V stets

O <te,d+<p, v>=0
O e, v>="v(ty)
O <, 0> =p(v)

Sei V ein 4-dimensionaler nichtentarteter quadratischer
Raum vom Index 3. Dann ist Alt?V ein 6-dimensionaler
nichtentarteter quadratischer Raum vom Index

O auch 3 oo O 6

Es sei (M,<-,->) eine orientierte semi-Riemannsche Man-
nigfaltigkeit und wp € Q"M ihre Volumenform. Wie wirkt
die Multiplikation der Metrik mit einer positiven Funktion
XA: M — R* auf die Volumenform?

O w(M,)K.,.)) =wM
a WM, ) = ATwy
O w(M,,\<.,.>) = /\"wM

Es sei V ein 2k-dimensionaler nichtentarteter quadratischer
Raum, und es werde k+Index M als gerade vorausgesetzt, so
dafl der Sternoperator firr die Formen mittleren Grades eine

Involution AtFV — Alt¥V definiert, d.h. % % = Id erfiillt.
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()

(6)

(7)

(8)

Der Vektorraum Alt*V ist dann also die direkte Summe der
Unterrdume der “selbstdualen” (%w = w) und der “anti-
selbstdualen” (kw = —w) alternierenden k-Formen. Mogen
s und a deren Dimensionen bezeichnen. Sind diese Dimen-
sionen unabhangig vom Index des Raumes V' ?

O Ja, es ist stets a =s = 5(2:)

O Ja, denn es ist einfach a = 0 oder s = 0, je nachdem
ob k gerade oder ungerade ist.

O Nein, denn im negativ definiten Fall (IndexV = 2k) ist
s =0, im positiv definiten Fall ist a = 0.

Was tut der Sternoperator auf einer orientierten semi-
Riemannschen Mannigfaltigkeit mit der kanonischen Volu-
menform wpy € Q"M und der konstanten 0-Form 1 € Q°M ?

0 s%wm=1 und *1 =wpm
O swp = (=1)4exM] ynd %1 = wy
O %wpy =1 und %1 = (=1)indexM,,

Mit der Aussage, die Coableitung é sei formaladjungiert zur
Cartanableitung d, ist gemeint:

O [yydna*x(+ [na%x6(=0
O fyydnaxC+ [ynad*x(=0
O [ydnax(+ [, enax(=0

fir Formen passenden Grades und kompakten Tragerdurch-
schnitts.

Eine k-Form 7 auf einer orientierten semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeit ist genau dann harmonisch, wenn

O 7 und %7 beide Cozykeln sind.

Oeswe QM und ¢ € QM mit dw = n = §
gibt.

O dnp=0 und én =0 gilt.

Sei M eine orientierte geschlossene Riemannsche Mannigfal-
tigkeit. Aus dem Hodge-Theorem folgt:
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O Jeder Corand ist harmonisch.

O In jeder Cohomologieklasse gibt es eine harmonische
Form.

O Jeder harmonische Corand ist Null.

(9) Der Poincaré-Isomorphismus H*M = H"*M wird
durch den Sternoperator bewirkt, der Sternoperator hangt

von der Metrik ab. Hiangt der Poincaré-Isomorphismus von
der Metrik ab?

O Ja, das zeigt sich doch schon bei %1 = wyy.

O Nein, nach der cohomologischen Klassenbildung bleibt
von der Metrikabhangigkeit nichts ibrig.

O Nein, denn auf Cozykeln wirkt der Sternoperator un-
abhangig von der Metrik.

(10) Gibt es eine Abbildung f: $? — S! x S! vom Grade 1 ?

O Nein, denn jedes f : $? — S! x S! faktorisiert iiber
R? und ist deshalb nullhomotop: deg(f) = 0.

O Ja, man bilde die abgeschlossene obere Halbsphére S%
beziiglich einer Karte (U, k) von S x S? diffeomorph
auf h=1(D?) ab und setze diese Abbildung beliebig auf
ganz S? fort.

O Ja, man mache sich bei der Konstruktion einer solchen
Abbildung zunutze, dafi sowohl 2-Sphére als auch To-
rus aus dem Quadrat durch Identifizieren von Rand-
punkten hervorgehen: Die Identitat auf dem Quadrat
bewirkt dann eine Abbildung vom Abbildungsgrad 1.

12.8 ﬁbungsaufgaben

AUFGABE 45: Es sei M eine orientierte Riemannsche Mannig-
faltigkeit von einer durch vier teilbaren Dimension, so daf also
der Sternoperator in der mittleren Dimension eine Involution
* : Q%M — QM ist, d.h. x % = Id erfillt. Eine 2k-Form
w heift dann selbstdual, wenn *w = w und antiselbstdual,
wenn *w = —w gilt. Man zeige: Jede harmonische 2k-Form
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ist in eindeutiger Weise die Summe einer selbstdualen und einer
antiselbstdualen harmonischen Form.

AUFGABE 46: Wieder sei M eine orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit und zwar diesmal kompakt und unberandet. Wir be-
trachten den Laplace-de Rham-Operator A : QM — QM fiir
die k-Formen. Abweichend von der Vorzeichenkonvention der li-
nearen Algebra nennen wir )\ einen Eigenwert von A, wenn es
eine von Null verschiedene Form w € QM mit Aw + Aw = 0
gibt. Diese Definition hat zunachst nur fiir reelle A einen Sinn,
aber da man auch komplexwertige k-Formen w + in betrachten
und A auf Real- und Imaginarteil anwenden kann, so 1d8t sich
auch nach komplezen Eigenwerten )\ fragen.

Man zeige: Die Eigenwerte sind alle reell und grofler oder gleich

Null.

AUFGABE 47: Es sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung
zwischen zusammenhédngenden orientierten unberandeten kom-
pakten n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, und ¢ € N sei ein
reguldrer Wert von f. Man beweise

deg(f)= X e(p),

pef-1(q)

wobei ¢(p) = %1 ist, je nachdem ob df, : T,M — Ty, N orien-
tierungserhaltend oder -umkehrend ist.

AUFGABE 48: Es sei 7 : M — M eine r-blattrige ﬁberlagerung
(vergl. z.B. [J:Top], S.148) einer n-dimensionalen zusammenhén-
genden Mannigfaltigkeit M. Dann ist durch

(Tw)g := 3 ((d’/r,,)"])*w,,

ref-1(q)

ein Homomorphismus , :Qkﬁ — QFM erklart, der einen
Homomorphismus 7, : H¥M — H*M induziert. Man zeige,
da 7, o7* : H*M — H*M das r-fache der Identitiit ist
und schliefle daraus, da§ fiir nichtorientierbare kompakte zu-
sammenhangende n-dimensionale Mannigfaltigkeiten die n-te de
Rham-Cohomologiegruppe verschwindet.
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12.9 Hinweise zu den Ubungsaufgaben

ZU AUFGABE 45: Jede 2k-Form ist in eindeutiger Weise Summe
einer selbstdualen und einer antiselbstdualen Form, das folgt ganz
einfach aus % % = I'd und der Linearitat des Sternoperators ohne
weiteres Eingehen auf die naheren Umstande. Um zu zeigen, dafl
fiir eine harmonische Form diese beiden Anteile auch harmonisch
sind, muB man allerdings die Definition der Coableitung § wieder
anschauen, was neben dem Kennenlernen des Sachverhalts der
Zweck dieser einfachen ["Ibungsaufgabe ist.

ZU AUFGABE 46: Wie wir in 12.5 schon festgestellt hatten, wird
QFM unter den gegebenen Voraussetzungen durch &-,-Y zu ei-
nem ganz richtigen euklidischen Raum, und Sie werden sich beim
Losen auch dieser Aufgabe in die elementare Lineare Algebra
zurlickversetzt vorkommen.

ZU AUFGABE 47: Nach der Definition des Abbildungsgrades in
12.6 geniigte es ja, eine mafigeschneiderte n-Form w € Q"N zu
finden, deren Integral nicht verschwindet und fiir die

[ 1 = T e [

gilt. Den Tréger eines solchen w wird man in einer geniigend klei-
nen Umgebung von ¢ ansiedeln.

Jede Abbildung besitzt tibrigens regulare Werte, das folgt aus
dem Satz von Sard, vergl. z.B. [BJ], §6. Deshalb beweisen Sie
mit der Behauptung der Aufgabe zugleich auch die Ganzzahligkeit
des durch H"f definierten Abbildungsgrades. Will man den Satz
von Sard nicht benutzen, so kann man sich an die Homotopie-
Invarianz von H"f halten, denn es ist ganz einfach, f homotop
so abzuandern, daf dabei regulare Werte entstehen.

ZU AUFGABE 48: Der erste Teil der Aufgabe, m, o 7* betreffend,
ist direkt aus den Definitionen zu bestreiten und wiirde auch zu
Kapitel 11 gut gepaBit haben. Fiir den zweiten Teil kommt aber die
Aufgabe 47 mit ins Spiel. Man soll namlich jetzt die zweiblattrige
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sogenannte Orientierungsiberlagerung « : M — M betrach-
ten, bei der also, wie der Name sagt, 7~!(z) jeweils aus den bei-
den Orientierungen von T;M besteht. Dieses M ist kanonisch
orientiert, wie M kompakt und da M als nichtorientierbar vor-
ausgesetzt ist, auch zusammenhéngend. Welchen Abbildungsgrad
hat die kanonische blattervertauschende Involution f: M — M,
und was hat sie mit 7* und 7, zu tun?
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13.1 Sternoperator und Coableitung
im dreidimensionalen euklidischen Raum

In diesem letzten Kapitel wollen wir uns anschauen, wie man mit
Sternoperator und Coableitung auf semi-Riemannschen Mannig-
faltigkeiten in lokalen Koordinaten rechnet. Zuerst aber kniipfen
wir an das Kapitel 10 an und betrachten das einfache aber wich-
tige Beispiel M = R® mit den iblichen Koordinaten z!, z2, 3,
der iblichen Orientierung und dem {iblichen, durch einen Multi-
plikationspunkt - bezeichneten Skalarprodukt. Der Index ist also
Null, und k(3 — k) ist stets gerade, der Sternoperator nach der
Notiz 3 in 12.3 also eine Involution: % % = Id. Aus Notiz 1 in 12.3

lesen wir ab:

Notiz: Fir M = R® wie iiblich gilt % 1 = dz'a dz?adz® € Q*M

sowie *dz! = dz’a dz® und dieses zyklisch permutiert, also

% dz? = dr3a dz' und xdz® = dx'A dz?, oder in der Notation

der Linien-, Flachen- und Volumenelemente, wie in 10.2 definiert:

%1 =dV (und daher auch *xdV =1)

% d5' = dF (und daher auch % dF = ds). .

Das Vorzeichen der Coableitung § = % d* ™! ist nach deren
Definition in 12.4 so beschaffen, daf gerade

d d d
0 - QM — QM — M — QB*M — 0

* | * | * | = * | o

0 — BM — QM — QM — QM — 0
) -6 ]
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kommutativ ist, wir haben daher gemaf der ﬁbersetzung der Car-
tanableitung in grad, div und rot (vergl. 10.3)

Notiz:

6(@-d5)= xd@ dF)= xdivda dV= diva
6(b-dF)= —xd(b - d5)= — *roth - dF = —rotb - d5

6(cdV) = xdc = % gradc-di=gradc- dF o

In Bezug auf die ﬂbersetzungsisomorphismen aus 10.2 als Dia-
gramm geschrieben heifit das also

Notiz: Fir X C R® offen ist

) 6 )
0 — BM — M — UM — QM — 0

le 15 lg le

0 — C®°X) — VX)) — VX)) — C®X) — 0
grad —rot div

kommutativ. O

In der klassischen Notation und in eine Zeile geschrieben lauten
die Sequenzen der Cartan-Ableitung (oben) und Coableitung also
grad rot div
0 =C®X) &= VX) &2 VX) = C®X) =0

div

—rot grad

und daraus ergibt sich fir Ax :=dé + éd:

Korollar: Fiir X C R* offen ist der Laplace- de Rham- Operator
in der klassischen Notation wie folgt gegeben:

(i) Fiir 0- und 3-Formen ist
Ax =div grad: C*(X) — C*®(X) und
(i) fiir 1- und 2-Formen ist

Ax = grad div — rot rot : V(X) — V(X).
a
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Beachte, daf

3 52

divgrad= ), —5 =A

i=1 Oz?
der klassische Laplace-Operator ist, unsere durch die Definition
in 12.4 getroffene Vorzeichenkonvention fiir die Coableitung, die
6 formal adjungiert zu —d machte, ist also jedenfalls insoweit mit
der tiblichen Notation vertraglich.

13.2 Formen und duale Formen
auf Mannigfaltigkeiten ohne Metrik

Die Sprache des Koordinatenrechnens ist der Ricci-Kalkil, und
im gegenwartigen Kapitel wird ausfiihrlich davon die Rede sein.
Zuletzt haben wir uns im Abschnitt 2.8 mit dem Ricci-Kalkiil
beschéftigt und einige seiner Grundsétze am Beispiel der Tan-
gentialvektoren und Vektorfelder kennengelernt. Vektorfelder und
Einsformen sind in gewisser Weise dual zueinander, die Einsfor-
men oder Pfaffschen Formen haben wir mittlerweile zu k-Formen
verallgemeinert, und fiir eine systematische Beschreibung des
Ricci-Kalkiils im Cartan-Kalkiil ist es zweckmaflig, analog auch
die Vektorfelder zu “dualen k-Formen” zu verallgemeinern. Mit
Orientierung und Metrik hat das noch nichts zu tun, und so be-
trachten wir einfach eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M und
eine Karte (U, h) dafiir.

Vektorfelder, 1-Formen und k-Formen auf U lassen sich dann
eindeutig als

n

— n
v= 3 v*9,
p=1
n
w= Y wydzh bzw.
p=1
= 23 Kk
w= Y wu.mdzt A ndz
1< <pg

schreiben, wobei die Komponenten v*, w, bzw. w,, ,, reelle
Funktionen auf U sind.
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Eine k-Form w auf M ordnet jedem p € M eine alternie-
rende k-Form w, € Alt"TpM zu. Fur die Definition der dualen
k-Formen wird nun einfach T,M durch den Dualraum TP‘M er-

setzt:

Definition: Unter einer dualen k-Form auf einer Mannigfal-
tigkeit M wollen wir hier eine Zuordnung w verstehen, welche
jedem p € M eine alternierende k-Form w, € Alt"T;M auf dem
Dualraum T;M = Hom(T,M, R) des Tangentialraumes zuweist.
Der Vektorraum der (beziiglich Karten) differenzierbaren dualen
k-Formen auf M moge mit QxM bezeichnet werden. ]

Fiir endlichdimensionale Vektorraume V ist kanonisch V** =
V', also auch AltlT; M =T, M, die dualen 1-Formen sind daher
dasselbe wie Vektorfelder, und analog zu v = Z::u v#0, schrei-
ben wir die dualen k-Formen in lokalen Koordinaten:

Notiz und Schreibweise: Ist (U, h) eine Karte, so la8t sich jede
duale k-Form w auf U eindeutig als

w= Yy, whr*EG, A A0,
p<-<pg

schreiben. O

13.3 Drei Grundsatze des Ricci-Kalkiils
auf Mannigfaltigkeiten ohne Metrik

Anhand dieser Objekte — k-Formen und duale k-Formen, insbe-
sondere 1-Formen und Vektorfelder — sollen nun drei allgemeine
Grundsatze des Ricci-Kalkiils nochmals darlegt werden, namlich

(1) Bezeichnung der Objekte durch ihre Komponenten,
(2) Stellung der Indices geméaB dem Transformationsverhalten,
(3) Summenkonvention.

Zu (1): Ist im Ricci-Kalkiil von einem kontravarianten Vektor
v# die Rede, so ist bekanntlich das Vektorfeld v = Y v#0, ge-
meint, und ebenso ist ein kovarianter Vektor a, als die 1-Form
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3" a,dz* und ein schiefsymmetrischer oder alternierender
kovarianter Tensor w,,. ,, k-ter Stufe als die k-Form

Y wpppndztia. . adztt
u1<--<pk

zu verstehen, und analog ein alternierender kontravarianter
Tensor wt-#x k-ter Stufe als die duale k-Form

S wHhtHR g, AL AD,,.

w1 < <pk

Begegnet man zum Beispiel in der physikalischen Literatur einem
zweifach kovarianten schiefsymmetrischen Feldtensor F, , so muf§
man als mathematischer Leser schon wissen, da§ damit die 2-Form
> u<v Fuvdz# A dz” gemeint ist, denn erinnert wird daran nicht.

Schlieflich diirfen wir auch nicht vergessen, dafl in Notation
und Sprache des Ricci-Kalkiils keine Unterscheidung zwischen ei-
nem geometrischen Objekt w und dessen Einschrankung w|U auf
ein Kartengebiet vorgesehen ist, weshalb das Komponentensymbol
auch noch die Aufgabe mitiibernimmt, bei Bedarf das Gesamtob-
jekt w zu bezeichnen.

Zu (2): Ob ein Koordinatenindex bei der Bezeichnung einer Kom-
ponentenfunktion oben oder unten angebracht wird, ist im Ricci-
Kalkiil nicht dem Zufall tiberlassen, sondern durch das Verhalten
der Komponenten bei Kartenwechsel bestimmt. Bezeichnen wir
wie in Aufgabe 15 (vergl. die Hinweise dazu S. 66) die neuen Ko-
ordinaten mit z',...,z"— oBdA auf demselben, in der Notation
ohnehin unterdriickten Kartengebiet wie z!,...,z" definiert —
und schreiben wir, die Doppelbedeutung der z,...,z" als Funk-
tionen auf U C M und als Koordinaten im R" gentfilich ausko-
stend, den Kartenwechsel als

' = 2l(a,...,2")

™ = I*(z',...,2")
und seine Jacobi-Matrix als
(6.1:‘7

a.’E“)ﬁ,u:l,...,n !
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immer bedenkend, da8 ein z mit einem quergestrichenen Index
(neue Koordinaten) etwas ganz anderes bedeutet als ein z mit
einem unmarkierten Index, so folgt aus der Kettenregel

Notiz: Bei Koordinatenwechsel gilt

B hndllp 1)
dz¥ = “Z=:1 axudx
und
n o OJzk
%= u§1 OzP On

a

Korollar: Bei Koordinatenwechsel gilt fiir die Komponentenfunk-
tionen von k-Formen bzw. dualen k-Formen:

n ozt OxH*
Wi, ..l = Ceeet AW
ey Y i hk P1-HBE
prype=1 Ot Oz
n I3 Pk
BBk — Oz . . Oz H1o-Bk
w = a IR a n w .
B1yes k=1 T T

a

Dabei wird wirklich iiber alle Multi-Indices (1,...,pxk) sum-
miert, nicht nur iiber geordnete, deshalb sei daran erinnert, daf§
die Komponentenfunktionen wy,. . ,, und wh#* fir alle Multi-
Indices definiert sind, wenn auch wegen des Alternierens die Kom-
ponenten mit geordneten Indices p; < -+ < pr schon die volle
Information enthalten.

Die Indices werden also so notiert, dafl bei der jeweiligen Ko-
ordinatentransformationsformel die Summationsindices auf der
rechten Seite gegenstandig und die freien Indices auf beiden Sei-
ten gleich angebracht sind.

Zu (3): Im Ricci-Kalkiil kommen so oft Summen vor, bei denen
der Summationsindex im Summanden doppelt erscheint, einmal
oben und einmal unten, daf§ sich die sogenannte Einsteinsche
Summenkonvention eingebiirgert hat, das Summenzeichen da-
bei noch zu denken, aber nicht mehr zu notieren. Terme wie

oz#* Ozv

vl‘a,,, a“dz“ oder 5;‘_:—3_13—‘7_ "
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sind bei Anwendung der Summenkonvention automatisch als

w L nono Jrk 9z
I m . 9z 4
};:lv Oy, “gl audz®  bzw ,,z=:1 u§1 527 Ba7 v

zu lesen, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes angegeben ist.
Ausdriicklich anders ist zum Beispiel bei

Yo wuppdzt AL AdThE
p1<--<pp

zu verfahren. Wir konnen aber, wenn wir wollen, auch diese Dar-
stellung einer k-Form in lokalen Koordinaten ohne Summenzei-
chen mittels der Summenkonvention niederschreiben, namlich als

> wup g dztt AL adatt = 77 Waropedzt AL adzhE
1 <-<pp k! —
Summenkonvention

13.4 Tensorfelder

Dies gilt auch fir die noch allgemeineren r-fach ko- und s-
fach kontravarianten Tensoren des Ricci-Kalkiils, die wir bis-
her nicht eingefithrt haben. Die Komponentenfunktionen dieser
Tensoren tragen r untere und s obere Indices, und auf die Rei-
henfolge dieser r + s Indices kommt es, wenn keine Symmetriefor-
derungen gestellt sind, auch an. Betrachten wir als Beispiel einmal
den Tensortyp, bei dem die r unteren Indices zuerst kommen. Die
Komponentenfunktionen — und im Ricci-Kalkil auch der ganze
Tensor — werden dann z.B. als

A Vy...V,

K1---HBr

notiert. Aus dieser Stellung der Indices entnimmt der Kenner des
Ricci-Kalkiils, daf das Transformationsgesetz bei einem Koordi-
natenwechsel
—_ dz*  Qzhr 9™ oz7
Aﬁl..ﬁ Vs Z — . — . o
i OzFr " Qzhr Qg1 ~° Qgve HUHr

alle v
alle p

Vi..Vs
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lauten muB, und damit ist fiir den Ricci-Kalkiil auch gleichzeitig
geklart, was so ein r-fach ko- und s-fach kontravarianter Tensor
‘sei’, falls jemand danach fragen sollte. In der Tat kénnen wir uns
diese Definition auch ruhig gefallen lassen, schon im Kapitel 1
haben wir ja gesehen, wie man sie fiir r =0 und s = 1 prazisiert
(‘physikalisch definierte’ Tangentialvektoren bzw. Vektorfelder).

Wer damit aber noch nicht zufrieden ist, kann von der multili-
nearen Algebra auch eine begrifflich bessere Antwort auf die Frage
bekommen, was ein Tensor sei. Das koordinatenunabhingige Ob-
jekt A, dessen Komponentenfunktionen die A,,. ., **** nur sind,
ist ndmlich

A= Z Amn"rux..u. dzm ® - ® d:c“' ® 6“ R ® av.,
e

das ist eine Zuordnung, die jedem p ein Element
Ap) e T,MQ - QT,MRT,M®---® T,M

zuweist. Ist die Abfolge der oberen r und unteren s Indices eine
andere, so dndert sich dementsprechend auch die Reihenfolge der
Faktoren im Tensorprodukt.

Was bedeutet aber das geheimnisvolle Zeichen ® ? Es ware gut,
wenn jeder Mathematikstudent das im zweiten Semester erfiihre,
namlich in der Linearen Algebra II. Nun, Sie werden es schon
einmal erfahren und dann auch die Tensoren des Ricci-Kalkiils
mit anderen Augen sehen ...

Aber ganz so leicht will ich es mir doch nicht machen, einen
ganz kleinen Minikurs, einen Mikrokursus iber das Tensorprodukt
gebe ich Thnen. Achtung, es geht los: Das Erste, was Sie iiber das
Tensorprodukt von zwei (analog von mehreren) Vektorraumen V
und W wissen miissen ist, daf} es sich dabei eigentlich um ein Paar
(V ® W, t) handelt, bestehend aus einem Vektorraum V @ W und
einer Verkniipfung t : Vx W — V@ W, die als (v,w) » vQw
notiert wird. Man bildet also auch Tensorprodukte von einzelnen
Vektoren, und diese sind dann Elemente im Tensorprodukt der
Raume. Aber Vorsicht: das Tensorprodukt der Raume ist im all-
gemeinen nicht die Menge der Tensorprodukte ihrer Elemente, die
Verkniipfung ist nicht surjektiv. Also nicht, dafl Sie etwa meinen,
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Sie brauchten nur die v ® w zu verstehen, um dann automatisch
auch V ® W zu kennen. Uberhaupt kann man weder v ® w noch
V ® W einzeln begreifen, man mufl wirklich das Paar (V ® W,t)
anschauen.

Eh nun, kann man das ¢t : V. x W — V @ W nicht endlich
einmal hinschreiben? — Das konnte man, die Frage ist nur, ob
Sie viel Freude daran hatten. Ich teile Ihnen zunachst lieber et-
was Wichtigeres mit: Die Verkniipfung ¢ ist universell bilinear in
dem Sinne, da8 sie erstens natiirlich selbst bilinear ist, wie sich
das fiir eine Produktbildung auch gehért, und daff aber zweitens
jede bilineare Abbildung auf V' x W auf genau eine Weise aus ¢
durch Nachschalten einer linearen Abbildung auf V@ W entsteht,
genauer: zu jeder bilinearen Abbildung f : V x W — X gibt es
genau eine lineare Abbildung ¢ : VW — X mit f=pot.

Ob es wirklich ein Paar (V ® W,t) mit dieser wunderbaren
universellen Eigenschaft gi:bt, habe ich Thnen freilich noch nicht
nachgewiesen, aber Sie konnen jetzt schon sehen, dafl es im we-
sentlichen hochstens eines geben kann, denn ist (V@VV,?) ein
zweites, so konnen wir die universelle Eigenschaft von ¢ gegeniiber
dem t ausspielen und umgekehrt und erhalten lineare Abbildun-
gen VW 2 VW, die mit ¢t und ¢ vertraglich und invers
zueinander sind. Das ist auch der Grund, wehalb es gar nicht so
wichtig ist, wie man ein universelles (V @ W,t) konstruiert, wenn
es nur iberhaupt moglich ist.

Und moglich ist es, das sieht man so: jede beliebige Menge
A erzeugt den reellen Vektorraum F(A) der formalen Linear-
kombinationen cia; + -- - + crai, dessen Elemente eigentlich die
Abbildungen ¢ : A — R sind, die alle bis auf endlich viele @ € A
auf Null abbilden, die man aber zweckmaBigerweise als Summen
Y~ ¢(a)a wie oben schreibt. Durch a — la hat man dazu eine ka-
nonische Abbildung A — F(A). Fiir den Spezialfall A:=V x W
betrachtet man jetzt eben diese Abbildung V x W — F(V x W).
Sie hat auch eine universelle Eigenschaft, aber noch nicht die rich-
tige, ist auch gar nicht bilinear. Deshalb wird sie nun in einer ganz
routinemaBigen Weise nachgebessert. Man betrachtet namlich alle
Elemente in F(V x W), die von einer der beiden Gestalten

(a) (e1v1 + covz,w) — ¢1(v1,w) — c2(v2, w)

(b) ('U, ciw + CzU)Q) - C](’U, wl) - Cz(v, U)2)
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sind, deren Nichtverschwinden also die Bilinearitat stort, und
dividiert F(V x W) durch den von diesen Elementen erzeug-
ten Untervektorraum Fy C F(V x W). Dann bilden der Quo-
tient V@ W := F(V x W)/F, und die kanonische Abbildung
t:VxW - F(VxW)— F(VxW)/Fy zusammen ein universell
bilineares Paar fiir V und W, wie wir es suchten.

Diese Konstruktion brauchen Sie aber nur, wenn Sie von einer
Polizeistreife angehalten werden und Ihren Gebrauch des Tensor-
produkts legitimieren sollen. Was Sie zum taglichen Arbeiten iiber
das Tensorprodukt wissen wollen, holen Sie besser direkt aus der
universellen Eigenschaft heraus.

Ende des Mikrokurses! Sie werden einraumen, daf§ er rasch ge-
nug zu durchlesen war. Freilich sitzen Sie damit noch nicht fest
im Tensorsattel, dazu brauchts erst noch einen ganzen Schwarm
trivialer, aber eben nicht iiberfliissiger Lemmas, fiir die in meinem
Buch leider kein Platz ist.

Da die alternierenden Formen multilinear sind, haben sie
natiirlich auch mit dem Tensorprodukt zu tun, und ich will nur
erwahnen, daf kanonisch

k * *
AVTM C M@ @ TM

k

gilt, jede k-Form w also auch ein k-fach kovarianter Tensor in
diesem allgemeinen Sinne ist, wobei die Komponentenfunktionen
beruhigenderweise in beiden Auffassungen dieselben sind: aus der
Schiefsymmetrie in den Indices folgt wirklich

Y Wudeiaade?t = Y wy,,dz? @ @ doht
m<-<pp alle p

nach unserer Normierung des Dachprodukts (vergl. den Satz in
8.2). Man braucht also beim Ubergang zu dem allgemeineren Ten-
sorbegriff des Ricci-Kalkiils keine neuen Konventionen fiir die alt-
bekannten k-Formen zu lernen.
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13.5 Hinauf- und Herunterziehen der Indices
im Ricci-Kalkiil

Diese drei Notationskonventionen des Ricci-Kalkiils — also (1)
Bezeichnung durch Komponenten, (2) Stellung der Indices und (3)
Summenkonvention — betreffen das Koordinatenrechnen auf einer
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ohne zusatzliche Struktur.
Ist aber auf M eine semi-Riemannsche Metrik <-,-)> gegeben,
so kommt noch eine vierte Konvention hinzu, namlich iiber das
berithmte “Hinauf- und Herunterziehen” von Indices. Betrachten
wir den Vorgang zunachst ganz formal und fragen erst dann nach
seinem mathematischen Inhalt.

Notation (Hinauf- und Herunterziehen von Indices im
Ricci-Kalkiil): Es sei (M,<:,->) eine semi-Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. In lokalen Koordinaten schreiben wir wie iblich
Guv =<0y, 0,>, und (¢*") bedeute die zu (g,,) inverse Matrix.
Es sei nun A ein r-fach ko- und s-fach kontravarianter Tensor,
im Ricci-Kalkiil mit 7 + s Indices geschrieben, von denen oBdA
einer v und keiner g heifle. Dann schreibt man, je nachdem v
ein unterer oder ein oberer Index ist:

A.."'..::g‘“’A..V.. bzw_ A..”..:=g‘“’A..”..’

wobei die Summenkonvention anzuwenden ist. Die ubrigen Indi-
ces, an deren Vorhandensein die Punkte erinnern sollen, verandern
dabei weder ihre Stellung noch ihre Bezeichnung. O

Ist also zum Beispiel ein kontravarianter Vektor v* gegeben,
dann ist die Notation v, nicht mehr frei, sie bedeutet nach dieser
Konvention ja jetzt g,,v”. Weitere Beispiele, nur zum Gewd6hnen
an den formalen Vorgang:

AI" = gl“’Alla
F: — g"’\Fu,\ = g,.)‘F'\"
FH = gMg"" P,

Br-Bk — P11 BkVk
w =g"" g™ Wy,

usw.
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Natiirlich kann man sich schon denken, dal durch das Hinauf-
oder Herunterziehen wieder ein Tensor entsteht, sich die neu-
geschaffene indizierte Grofle bei einem Koordinatenwechsel also
gemafl der (neuen) Stellung der Indices richtig transformiert, sonst
wiirde der Ricci-Kalkiil schwerlich diese Konvention getroffen ha-
ben. Um das nachzurechnen, beachte zuerst, da§ g,, = <0,,0,>
sich nach der Notiz in 13.3 richtig als 2-fach kovarianter Ten-
sor transformiert: Fiir jedes p € M ist <-,->, als Bilinearform
auf T,M ein Element von (T,M @ T,M)* =T,M @ T, M, die
guv sind die Komponentenfunktionen dieses im Ricci-Kalkiil soge-
nannten “Fundamentaltensors” der semi-Riemannschen Mannig-
faltigkeit. Daher transformiert sich auch g#¥ als kontravarianter
Tensor, und die Behauptung ergibt sich beim direkten Einsetzen
und Nachrechnen daraus, daf§ die Jacobi-Matrizen der beiden Kar-
tenwechsel von den alten zu den neuen Koordinaten und zuriick
natiirlich invers zueinander sind.

Invers zueinander sind auch die Vorgénge des Hinauf- und Her-
unterziehens eines bestimmten Index selber, weil definitionsgeméas

1 firl=v

we _ o Ap =
IAng " om { 0 sonst
gilt. Wegen der Symmetrie der Matrizen folgt daraus tibrigens

auch
BA VK

9" = 9""9"" g,
also ist auch die Notation (g*") fiir die zu (g,,) inverse Matrix
mit der Konvention vertraglich: durch Hinaufziehen der beiden
Indices wird aus g,, wirklich g#¥.

Im allgemeinen sollten Indices nicht tibereinanderstehen, da-
mit die Gesamtreihenfolge aller Indices erkennbar bleibt. Solange
jedoch keine Indices hinauf- oder heruntergezogen werden, ent-
stehen innerhalb des Ricci-Kalkiils auch keine Mifiverstandnisse,
wenn nur die separaten Reihenfolgen der oberen und unteren In-
dices bekannt sind, und wenn zum Beispiel A,, symmetrisch in
p# und v ist, dann gilt natirlich fiir die Komponentenfunktionen
A,” = A, und man wird daher beim Rechnen damit einfach Aj,
schreiben.
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13.6 Invariante Bedeutung
des Stellungwechsels der Indices

Wie ist das Hinauf- und Herunterziehen von Indices nun begriff-
lich und koordinatenunabhingig zu verstehen? Dazu betrachten
wir den fir jedes p € M von der semi-Riemannschen Metrik be-
wirkten Isomorphismus

LM — T;:M

v — v, >

zwischen dem Tangential- und dem Cotangentialraum, fiir den wir
in 12.2 die Notation

b
T,M2T:M
t

eingefiihrt hatten. Wie sieht das in lokalen Koordinaten aus?
Firr jede 1-Form w = w,dz* ist die v-te Komponentenfunktion
durch w, = w(d,) gegeben, wie wir wissen, insbesondere fiir
w ="9, :=<8,, ->, also:

Notiz: Es gilt
28y =<8y, 0, >de” = g, dz”

und daher auch

Ydz* = g*d,. 0

Korollar: Das Verwandeln von kontra- in kovariante Vektoren
und umgekehrt durch das Herunter- bzw. Hinaufziehen des In-
dex im Ricci-Kalkiil entspricht den durch die semi-Riemannsche

Metrik gegebenen Isomorphismen b : T,M — TyM und seinem
Inversen {, genauer:

b(v*8,) = v,dz*
Y(aydz*) = a*d,. -

Analog gilt allgemeiner: Das Anwenden von b bzw. { auf den
i-ten Faktor eines (r + s)-fachen Tensorprodukts aus r Faktoren
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T;M und s Faktoren T,M (in einer bestimmten Reihenfolge)
wird im Ricci-Kalkiil durch das Herunter- bzw. Hinaufziehen des
i-ten der r+s Tensorindices beschrieben. Zum Beispiel geht unter

T,M @ T; M & TyM
= |heldeld

T:MQT;M © T,M

der einfach ko- und 2-fach kontravariante Tensor A*,” in den
2-fach ko- und einfach kontravarianten Tensor Aj,” iber (im
Sinne der Konvention (1) des Ricci-Kalkiils natiirlich — es ware
nicht sinnvoll, der einzelnen Komponente, etwa A';?, die Kompo-
nente A;;2 zuzuordnen!), denn aus A*,”9) ® dz* ® 9, wird unter
b®Id®Id ja 4*,%(*0)) ® dz* ® J,, und nach obigem Korollar
ist das

AV grodz® @ dz* ® 8, = Ay, dz® ® dz* ® 9,.
Das Hinaufziehen samtlicher Indices einer k-Form erzeugt eine
duale k-Form und umgekehrt. Koordinateninvariant sind diese

Vorgange auch durch § und b als

AL*T, M
Altkb H AltFy
Alt*TEM

gegeben:
AWVT,M — TIMQ@---@TiM

lAlt"ﬁ lﬁ@---@ﬁ

AWTIM — T,M®---0T,M

kommutiert wirklich.
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13.7 Skalarprodukte fiir Tensoren im Ricci-Kalkiil

Die Notation des Hinauf- und Herunterziehens von Indices ist sehr
bequem fiir das Rechnen mit den verschiedenen Skalarprodukten,
die wir zu betrachten haben. Fir Tangentialvektoren v und w
selber gilt wegen <0,,0,> =: g,, natiirlich

Notiz: Fiir Vektorfelder v und w gilt in lokalen Koordinaten
v, w) = gu,vhvY = v,vk, O

Definitionsgema8 wird das Skalarprodukt von T,M auf T; M
durch den Isomorphismus b tibertragen (Spezialfall des definieren-
den Lemmas fiir das Skalarprodukt im Formenraum, vergl. 12.2),
deshalb gilt:

Notiz: Fiir 1-Formen a, f ist in lokalen Koordinaten

(Ol,ﬂ) = aﬂﬂ" = g"uauﬂu-
Insbesondere ist <dz",dz")> = g"¥. 0

Das Skalarprodukt in Alt*T,M hatten wir in der Definition
zwar kanonisch genannt, aber wir wollen doch nicht vergessen, daf
dabei das Dachprodukt einging, welches in der Literatur ja nicht
ganz einheitlich normiert ist. Deshalb miissen wir auch plausi-
ble Skalarproduktformeln fiir k-Formen immer hiibsch ordentlich
nachpriifen, inshesondere

Lemma: Fiir k-Formen 7,{ € Q*M auf einer semi-Riemann-
schen Mannigfaltigkeit gilt in lokalen Koordinaten

1
<, C> = <E< Nur..pe (“1"’“' = Fnﬂl--#k Clll..;u,
m<<pk !

BEWEIS: Aus der Definition des Skalarprodukts in 12.2 entnehmen
wir zunachst, dafl

{7, ba;u’\ <o A ba“> = 77(6#1 yooo ,6#:;) = NMpy.p
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gilt. Weil nun aber das Herunterziehen der Indices, wie vorhin
erlautert, dasselbe bewirkt wie die Anwendung von b, so konnen
wir ( als

(= 5 (M9, .00,

p1<<pr

schreiben, und die Behauptung folgt. O

Mit gutem Gewissen als kanonisch gegeben darf man das Ska-
larprodukt auf dem Tensorprodukt V @ W zweier quadratischer
Raume (V,<:,->y) und (W,<-,- D) bezeichnen: es ist dies die
Bilinearform <-,-> auf V @ W, welche

v w, v ®w'>=<v, v d<w, wHw

erfullt, analog fiir Tensorprodukte aus mehreren Faktoren. Ins-
besondere ist fiir r-fach ko- und s-fach kontravariante Tensoren
auf einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit an jedem Punkte
p € M ein Skalarprodukt gegeben, und zum Beispiel fiir den Ten-
sortyp, bei dem alle r kovarianten Faktoren zuerst kommen, gilt
in lokalen Koordinaten

<A, B) = A,“”“ryl"u‘B”l“”rvl..y, .

Fafit man daher vermoge Alt*T,M C TTMQ--- T,y M die k-
Formen als k-fach kovariante Tensoren auf, so erhalt man ein an-

deres Skalarprodukt:

1
<n, C>k-Formen-Ska.larprodukt = F<n’ C>Tensor-Ska.la.rprodukt .

Man kann eben nicht alles haben! Wir fahren trotzdem fort, das
k-Formen-Skalarprodukt zu benutzen.

13.8 Dachprodukt und Sternoperator im Ricci-Kalkiil

Es sei nun M eine orientierte n-dimensionale semi-Riemannsche
Mannigfaltigkeit. Wie sehen Sternoperator und Coableitung im
Ricci-Kalkiil aus? Wegen 1 A ¢ = <{n,({dwpy schauen wir uns
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zuerst Dachprodukt und Volumenform an. Fiir w € Q"M und
n € Q°M ist in lokalen Koordinaten

WAN= Y. Wup oy, AT A AdTHT AdZVA L A DT
p1<-<pr
n<-<v,
Daraus liest man eine Formel fiir die Komponenten (wAn)u,. 4,4, s
p#1 < -+ < prys des Dachproduktes ab, um sie aber nieder-
schreiben zu konnen, wollen wir die Zerlegungen der Menge
{1,...,r + s} in eine r- und eine s-elementige Teilmenge wie
folgt als Permutation von {1,...,7 4+ s} auffassen:

Notation: Es sei Z,, :=
{1e€6y|7(1) <~ <7(r) und 7(r+1) < - < 7(r+s)}.0

Das hat fiir uns den Vorteil, da§ wir das Vorzeichen sgn 7, das auf
diese Weise einer Auswahl 7(1) < --- < 7(r) von r Elementen aus
{1,...,7 + s} zugeordnet wird, nicht umsténdlich beschreiben
miissen, sondern gleich schreiben konnen

Notiz:

(WA prprys = zz: SENT * Wy (1ybir(r) Mr(rar)br(rte) [
TEZyr,

Die Summe hat also ( Summanden, fir r = s = 1 zum

Beispiel zwei:

r-:-a)

(a A ﬂ)l“’ = apfy — o, By

heiit die Formel fiir die Komponenten des Dachprodukts zweier
1-Formen o und .

Als nachstes erinnern wir uns an die Volumenform wjys. Wie
wir frither schon ausgerechnet haben (namlich in 12.3) gilt:

Notiz: In orientierungserhaltenden lokalen Koordinaten ist die
Volumenform durch

wym = V| gldz'a.. Adz™,

ihre Komponentenfunktion also durch w; .., = /| g| gegeben, wo-
bei g := det(g,,) bedeutet. a
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Aus 5 A %¢ =<n,Ownm ergibt sich deshalb zunachst

Z sgnT - 77ﬁ~"'k(*<)ﬂ+1~-fn =

TE€Zk,n—k

Z ’7#1.‘“(”1““ V lgl

m<-<pp

fur alle n,¢ € QM und daher

Korollar (Sternoperator im Ricci-Kalkiil): Fir ( € QFM

gilt
(*C)Tk+1..r,, =8SgNT 4/ | gl ("'lu"'k

in orientierungserhaltenden lokalen Koordinaten. O

Zunichst folgert man das natiirlich durch geeignete Wahl von
n fir 7 € Zg n—k, es ist aber ersichtlich dann auch fiir beliebiges
T € 6, richtig.

13.9 Divergenz und Laplace-Operator im Ricci-Kalkiil

Wie wir die Cartansche Ableitung in lokalen Koordinaten auszu-
rechnen haben, wissen wir aus der Definition (vergl. die in 8.6
festgehaltene lokale Formel). Fiir die Komponenten bedeutet das

Notiz (Cartan-Ableitung im Ricci-Kalkiil):

k+1 i1
(dw)ﬂl-~llk+l = Z(—l). 0 w, =

= Bl fie Bkl

O

Setzt man diese Formel mit denen aus 13.8 zu einem allge-
meinen Ausdruck fiir die Coableitung in beliebigen Koordinaten
zusammen, so entsteht schon ein ziemliches Ungetiim, das wir
denn doch ohne besonderen Anlafl nicht niederschreiben wollen.
Stattdessen sehen wir uns den Spezialfall £ = 1 einmal genauer
an.
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Die Coableitung ist dann definiert als
§=(-1)""kdx': QM — Q°M.

Wegen * % = (—1)k(n—k)+IndexM1q .\ wie wir in Notiz 3 in 12.3
festgestellt hatten, ist in diesem Falle auch

§ = (—1)IndexM y gy
Fir eine 1-Form a € Q' M ist aber
(xa), » . = (-1)*"V]gla*
(@ a)in = 32 8u(vTdlo%)

nach obigen Formeln fiir % und d. Die nochmalige Anwendung
der *-Formel (Korollar am Ende des vorigen Abschnitts), die nun
an der Reihe wire, ist etwas unbequem, und wir bedenken lieber,
dafB wir jetzt ja

d¥a =3 8,(\Igla*)dz'n.. ndz"
p=1

1 n
—_— ) ot
= /—Igl “Z=l w(Vglet)wm

ausgerechnet haben und %wps = (—1)"4¢*M1 schon aus Notiz 2
in 12.3 wissen. Also schlieflen wir

xdka = (—1)ndex M \71|T| Lp=10u(v/19]a*)
oder mit der Summenkonvention

Korollar: Die Coableitung § : Q'M — Q°M wird in lokalen
Koordinaten durch

1
ba = —=0,(+/| 9| "
V19l (Visle®)

beschrieben. a
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Die Funktion da wird auch die Divergenz des Vektorfeldes
v = a*d, genannt. — Fiir Funktionen oder Nullformen ist der
Laplace-Operator A : Q°M — Q°M durch A = éd definiert, also
in lokalen Koordinaten durch

1

Af =
1=

8u(/1410* f).

Wenn wir die Konventionen des Ricci-Kalkiils in dieser Formel
wieder auflosen bis auf g = det(g,,) und (¢**) invers zu (g, ),
so erhalten wir:

Korollar: Der Laplace-Operator A := &d : Q°M — Q°M fiir
Funktionen auf einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist
in lokalen Koordinaten durch

1 n 9 5
_ K2 .
A= lgl #,uz=1 ax#( lglg 3z”f)
gegeben. , ]

Wenden wir die Formel zur Illustration
einmal auf die Sphare M := §? C R®
und die Kugelkoordinaten ¢ und 9
auf S? an. Die Koordinaten sind of-
fenbar orthogonal, d.h. es ist g;2 = 0
und folglich auch ¢?! = 0. Die Terme
g11 und g2 sind die Quadrate der
Geschwindigkeiten der ¢- bzw. 9-
Fig. 110. Kugelkoordina-  Koordinatenlinien, also g;; = sin? 9
ten ¢,9 auf 5. Es ist und go2 = 1 und infolgedessen g =

z=sin ¥ cos ¢, y=sin ¥sin ¢
und z=cos sin?¥ und ¢! = 4=, ¢ =1.
sin? 9

Korollar: Der Laplace-Operator Ag: fiir Funktionen auf S? lau-
tet in den Kugelkoordinaten ¢ und 9:

1 & 1 9 0

Asz = s_inzﬂ 6—()02 + —sin‘ﬂ 55(511119'6—19).
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13.10 Ein Schluflwort

Jedes Buch oder wenigstens jeder Band mufl ein Ende haben, und
aus seinem vorliegenden Werk verabschiedet sich der Autor, in-
dem er eine Frage beantwortet, die sich mancher Leser schon ge-
stellt haben mag. Warum namlich, fragt vielleicht ein Leser, wa-
rum raumt ein Autor, der — wie er doch selbst immer sagt — so
viel Wert auf Begriffe und Anschauung legt, einem blofilen System
von Schreibweisen wie dem Ricci-Kalkiil so viel Platz ein?

Nun, dazu veranlaite mich der Umstand, dafl die Konventio-
nen des Ricci-Kalkiils in der physikalischen Literatur verwendet
werden. Es sollte mich freuen, wenn eventuelle physikalische Le-
ser meine Erlauterungen niitzlich finden. Eigentlich geschrieben
sind sie aber fiir Mathematiker. Ein Physikstudent, stelle ich mir
vor, wachst durch praktischen Umgang in den Kalkiil hinein und
richtet sowieso seine Gedanken mehr auf den physikalischen als
auf den mathematischen Inhalt seiner Formeln. In einer ganz an-
deren Situation ist aber ein Mathematiker, der sich gerade fiir
die geometrisch-begrifflichen Aspekte einer physikalischen Theo-
rie interessiert und nun als Fremder, gleichsam von auflen, in die
physikalische Literatur hineinschaut.

Ob die Benutzung des Kalkiils durch die Physiker ein ma-
thematischer Anachronismus oder die beste Losung ihrer Nota-
tionsprobleme ist, halte ich nicht fiir ausgemacht, aber jedenfalls
konnten wir ohne Kenntnis der Konventionen viele der Formeln
gar nicht lesen, und oft erhalten wir auch nur vom Kalkiil, dessen
geometrischen Hintergrund wir ja kennen, einen Hinweis darauf,
von was flir mathematischen Objekten eigentlich die Rede ist.

Ohne hier das ganze Panorama der Schwierigkeiten entrollen zu
wollen, die ein Mathematiker bei der Lektiire physikalischer Texte
zu erwarten hat, muB ich doch noch etwas erklaren, damit Sie mich
nicht ungerechterweise verwiinschen, wenn Sie nun trotzdem nicht
jede indexgespickte Formel gleich vom Blatt lesen konnen.

Man muf§ némlich darauf gefaBt sein, neben den auf die
Raum-Zeit-Koordinaten beziiglichen eigentlichen Ricci-Indices
noch zahlreiche andere Arten von Indices anzutreffen. Das kommt
von der Tendenz der Physiker, in allen Vektorraumen Basen zu
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wahlen und damit Indices einzuschleppen, auf die dann auch,
mehr oder weniger konsequent, Ricci-ahnliche Konventionen an-
gewendet werden. Eine Hauptquelle solcher Indices sind die in
der Elementarteilchenphysik vorkommenden Liegruppen bzw. de-
ren Liealgebren und ihre Darstellungen. Die Liegruppen treten
meist von vornherein als Matrizengruppen, ihre Liealgebren also
als Matrizenalgebren in Erscheinung (Indices). In der Liealgebra
wird eine Basis gewahlt (Index) und die Lieklammer dementspre-
chend durch Strukturkonstanten (mit drei Indices) beschrieben.
Eine Darstellung ordnet den Basiselementen Matrizen mit auf die
Basis des Darstellungsraumes beziiglichen Indices zu. Daneben
Indices, welche verschiedene Darstellungen und Indices, welche
Teilchenarten unterscheiden.

Vielleicht wird diese barocke Indexpracht eines fernen Tages
von einer Notations-Klassik abgelost, wenn wir aber heute den
Physikern zuhéren wollen — und sie haben faszinierende Dinge
zu sagen — dann miissen wir uns auch auf ihre heutige Sprache
einlassen, und ein bifichen Ricci-Kalkiil gehort da jedenfalls dazu.

13.11 Test

(1) Der Sternoperator * : Q¥X — Q%X fiir offenes X C R?
mit der iiblichen Metrik und Orientierung, aufgefafit beziig-
lich der “Ubersetzungsisomorphismen” als eine Abbildung
C>®(X) —» C*(X) fir k = 0,3 bzw. V(X) — V(X) fir
k=1,2 ist

O die Identitat auf C°(X) bzw. V(X) fir £ =0,1,2,3.

O Id auf C°°(X) bzw. V(X) fir k =0 und k = 2, aber
—Id fir k=1 und k=2.

O Id auf C°(X) fir ¥ = 0 und k = 3, aber —Id auf
V(X) fir k=1 und k=2.
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()

©)

(4)

(6)

Sei M ein Mannigfaltigkeit, ohne Metrik. Eine lineare Abbil-
dung T,M — T, M werde im Ricci-Kalkiil durch die Matrix
a¥, also genauer durch v” — a#v” beschrieben, die duale

Abbildung TyM — Ty M durch b, also wy — bbw, im

v
Sinne der Ricc1 Konventlonen Dann gilt

0 b =ab O b =a, O b =(ay)™?
Sei M wie oben. Drei im Ricci-Kalkiil zu lesende Matrizen
a¥ . b und c* sollen drei Endomorphismen ¢, 3 und ¢ oy
von T,M bzw., in einem zweiten Falle, von T; M beschrei-
ben. Dann gilt

O im 1.Fall ¢/ = b{a), im 2.Fall c/ = b)a}.
O im 1.Fall ¢ = b)a}, im 2.Fall c# = b}a)
O in beiden Fallen c# = bja)

Beschreibt das Kroneckersymbol §,, einen Tensor im Ricci-
Kalkiil auf M ?

O Ja, die Identitat auf T,M.

O Nein; um die Identitdt zu beschreiben, miiite es als 6,
notiert werden.

O Nein, é,, hat nicht das richtige Transformationsverhal-
ten.

Nach der Formel

(WA g = fgz: Sgn(")w#v(l)~~ur(r)’7uf(r+n~/4r(r+.)

aus 13.8 ist also das Dachprodukt einer 2-Form w mit einer
1-Form 7 im Ricci-Kalkil: (w A 9)apw =

0 WapNy + WupTa — Warpu
a Wapy + Wuay + Wupa
a Wruly — WarTy + WuvNA — WurTly + Wy — Wyulx

Jetzt sei M eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Die
durch die Metrik kanonisch gegebenen Isomorphismen

b:T,M = TfM und §:T)M = T,M
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werden im Ricci-Kalkil

O durch ¢*¥ und g,,
O durch g,y und g*”
O beide durch g

beschrieben.

(7) Wasist g 7

O gs = gurg™
{ 1 firp=v

D v — 5" —
L s 0 sonst.

a g,‘: = <auv 0>

(8) Sei M = R* , als orientierte Lorentzmannigfaltigkeit mit

der durch

+1
-1

(guv) =

-1

beziiglich der Koordinaten z°,2!,z%,z% gegebenen Lorentz-
metrik. Dann gilt nach der allgemeinen Formel

(*C)rkn“f_ﬂ =SENT 4/ lgl g

speziell fir die Wirkung des Sternoperators auf 2-Formen
FeQM

O (% F)o1 = FB = Fy3, insb. %(dz? A dz®) = dz° adz!.
O (% F)o1 = F® = Fy3, insb. *(dz° A dz') = dz? adz®.
O (k F)3 = F%! = —Fy;, insb. *(dz%adz!) = —dz?adz®.

(9) In denselben Koordinaten des Minkowskiraumes ist die Di-
vergenz -ﬁ@n(\/lglv”) eines Vektorfeldes v* gleich

O v+ 81v! + &v? + 850°

a aovo - 61’01 - 621)2 - 631)3

O —8pv° + B1v! + Bov? + G303
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(10) Nochmals der Minkowskiraum! Bezeichnen wir die obigen
Koordinaten mit ¢, z,y und z, so ergibt der Laplaceoperator

181,
angewandt auf eine Funktion f:M—-> R,
O Hf+&f+af+iaf
O a%zf - 6%27 ?977 8z2f

2 2 2
O -2f+Zf+2:f+2xf

13.12 Ubungsaufgaben

AUFGABE 49: Wir betrachten eine offene Teilmenge X C R® und
setzen M := R x X C R*. Anschaulich stellen wir uns X als
ein Gebiet im Raum und die Koordinate ¢ des Faktors R als die
Zeit vor. In dieser und der folgenden Ubungsaufgabe wollen wir
uns den Cartanschen Kalkil fiir die Raumzeit M in unsere Raum
und Zeit trennende Anschauung tibersetzen. Bevor Sie anfangen
kénnen zu rechnen, miissen wir aber einige Verabredungen treffen.

Den Raum der zeitabhingigen k-Formen auf X wollen wir
mit QF ., X oder etwas kiirzer Q% , X C Q¥M bezeichnen,
genauer:

Q X:={weM|8 1w=0}.
Schreibt man die k-Formen auf M in den Koordinaten z° := ¢
und z',z2 2% des R* als
w= Y, Wu.udzh A, adzt
w1 <-<pi

und sortiert die Summanden danach, ob p; = 0 ist oder nicht, so
sehen wir, da8 sich jede k-Form auf der Raumzeit M in eindeu-
tiger Weise als w = dt An+ ¢ mit n € Q571X und ¢ € QF,
darstellen 1aft, und auf diesen Isomorphlsmus

alxeal, x = o'm

(Z) — dtAn+¢
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wollen wir im folgenden immer Bezug nehmen, um die Raumzeit-
formen unserer Anschauung naher zu bringen.

Auf die zeitabhéngigen k-Formen im Raumgebiet X wirken
die raumliche Cartanableitung

dx 1 Q5. X - QX

der raumliche Sternoperator (beziiglich der iiblichen Metrik im
R*)

*x:QF X o Q3 kx

und die partielle Ableitung nach der Zeit:

a‘ : Q’zc.a.X - Q’z‘aX

Die Aufgabe 49 besteht darin, die vierdimensionale Cartanablei-
tung dp : Q*M — Q**1M und den auf die iibliche Orientierung
und die Lorentzmetrik des R* beziiglichen Sternoperator

M QM - QEM

durch die dx, die *x und §; auszudriicken.

AUFGABE 50: Nun konnen wir einen Schritt weiter gehen und
auch noch die zeitabhangigen Formen auf X mit den iblichen
Ubersetzungsisomorphismen als zeitabhiangige Funktionen bzw.
Vektorfelder auf X interpretieren. Dann erhalt man aus dem
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de Rham-Komplex von M ein Diagramm

0 0
! !
oM — Cx X

d| |

OM —2 L, e XeV.X
T !
QZM ;’ vz.a.X () vz.a.X
a |
BM —— V. XaCxX
d| ) |
oO“M — Cc® X

1) !

0 0

Was wird dabei aus der Cartanableitung und dem Sternoperator
von M ?

AUFGABE 51: Man beweise die naheliegende Verallgemeinerung
der Formel

JviE = [[s@vste i+ @)+ (%) deay
U G

aus 10.8 vom dort betrachteten Fall einer differenzierbaren Funk-
tion z = 2(z,y) von zwei Variablen auf den Fall einer Funktion
f=f(z!,...,z") von n Variablen.
AUFGABE 52: Man beweise die Formel

dX swpy) = (divX)wpy

fiir die in 13.9 definierte Divergenz eines Vektorfeldes auf einer
orientierten semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit.
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13.13 Hinweise zu den Ubungsaufgaben

ZU AUFGABE 49: Es sollte herauskommen, da die Diagramme

QkM L) Qk+1M

Qf.;.lX & Qf.a.X —_— Qf.a.X @ Q:':IX
—dx O
dx

*
QkM — M, oM

UlXe, X — QtFXxeai X

*x
(-1)*~tkx

ZU AUFGABE 50: In der klassischen Elektrodynamik des Vakuums
kann man die MaBeinheiten so wahlen, da man nur noch drei
zeitabhangige Vektorfelder und eine zeitabhangige Funktion auf
X C R® zu betrachten hat, namlich

die elektrische Feldstarke E,

die magnetische Induktion B ,

die Stromdichte J und

die Ladungsdichte p,
und so, dafl die Maxwellschen Gleichungen

und

kommutativ sind.
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rot E =—-B
divB =0
rot§=E+f
divE:p

lauten. Ubersetzt man (_g ) in eine 2-Form F € Q*(R x X),

den sogenannten Faradaytensor, und ('PJ) in eine 3-Form

J € @3(R x X), die Viererstromdichte, so sollen die Maxwell-
schen Gleichungen zu

dF =0 und
d¥F =j

werden und die aus d*F = j folgende Gleichung dj = 0 zur
sogenannten Kontinustdtsgleichung divJ + p=0.

Nicht von ungefdhr werden die Maxwellschen Gleichungen im
Cartankalkiil des Minkowskiraumes R* so einfach, um aber naher
darauf einzugehen, mufite ich doch weiter ausholen als die Gele-
genheit erlaubt.

Zu AUFGABE 51: Gema$ der Volumenformformel in 13.8 handelt
es sich beim Losen dieser Aufgabe vor allem darum, die Determi-
nante der symmetrischen Matrix mit den Komponenten

Juv = 5;4!1 + a‘,f . auf

zu bestimmen, das ist also das Produkt der Eigenwerte unter
Beriicksichtigung der Vielfachheiten. Als selbstadjungierter Ope-
rator im R" ist die Matrix aber ganz leicht zu durchschauen: sie
ist die Summe aus der Identitat und eines Operators vom Range
eins, und man sieht die Eigenwerte mit blofem Auge.

Zu AUFGABE 52: Schon die Koordinatenformel in 13.9 zeigte,
dafl die Metrik auf die Bildung der Divergenz eines Vektorfel-
des nur durch die Volumenform Einflul nimmt. Die Behauptung
der Aufgabe 52 bietet eine koordinatenfreie Interpretation dieses
Sachverhalts.
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14.1 Antworten auf die Testfragen

Test 1, S. 18 X | X

Test 2, S. 47 X X X | X

X
X
X

Test 3, S. 62 X X

Test 4,S. 77 | X|x x [ x| |x

Test 5, S. 99 X | x X x [ x| x
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Test 6, S. 114

Test 8, S. 147

Test 9, S. 161

Test 10, S. 189

Test 11, S. 208

Test 12, S. 231

Test 13, S. 258

1 2 3 4 7 8 10
X X X
X X
X x | % X
1 2 3 4 7 8 10
X x | x
X
X | x X X
1 2 3 4 7 8 10
X
X X
X X X
1 2 3 4 7 8 10
x | X
X | x X
X X
1 2 3 4 7 8 10
X X X
X X x | X
X x | X
1 2 3 4 7 8 10
X X X X
X X X
X X | X
1 2 3 4 7 8 10
X | X | x x | %
X X X
X X
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Dachprodukt

— von alternierenden Multi-
linearformen 135

— von Differentialformen 139

— im Ricci-Kalkiil 253
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Derivation 31

Dichte 83, 85
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Differential df,
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— Struktur 3
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dualer Operator 223
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E(M) 30
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euklidischer Raum

— RV 17,27

— , (allgemein) 214
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Faradaytensor 265
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fixpunktfreie Involution 15
Fixpunktsatz 166
Flachmacher 8

Flache 74

— im Raum 10
Flachenelement 174, 186
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k-Form58

— , zeitabhéngige 261
formal adjungiert 223
Formenraum 217, 218
Funktor 53

g := det(g,y) 220

GauBlscher Integralsatz
172, 176

geschlossene Mannigfaltigkeit
196

Geschwindigkeitsvektor 43

gleichorientiert 70

Grad einer Differentialform
58

grad, gradient 171

Greensche Formel 178
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HY, H* 195

HEM 228
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logie 197

— des Integrals 206

Hyperboloid 10

- (“in”) 64, 65, 201
Index 214

induzierte k-Form 54
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integrierbare n-Form 93
Involution 15

Jacobimatrix Jy(p) 11

f (“kreuz”, “sharp”) 217
KP" 16

KP(V) 16

kanonische Volumenform 174
Kante 111

Karte 1

— , berandete 108

— , Eigenschaft beziiglich 4, 5
— fiir eine Mannigfaltigkeit 3
— um einen Punkt 4
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Kartenwechsel 1

Keim 30

Kettenregel 41

Kettenhomomorphismus 146

kleine Teilmenge 92

Kodimension 8

kompakte Ausschopfung 158
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Kontinuitatsgleichung 265
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— Ma$ 88, 102 — des Dachprodukts 136

— mefbar im R" 88

— meflbar in M 92

— integrierbar 89, 90

Lebesguescher Konvergenz-
satz 89, 90

Linienelement 174

— , vektorielles 169

lokal

— euklidisch 1

— integrierbar 96

— vertraglich 73

Lorentzgruppe 24

M x N 13

M/r 15

M(n x n,R) 11

M+ N 13

Mannigfaltigkeit 3

— , berandete 108

— , geschlossene 196

— , leere 3

— , Lorentz- 215

— , Riemannsche,
semi-Riemannsche 214

— , Vektorraum als 22

Masche 86
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Maximumprinzip 180

Maxwellsche
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Metrik 214

Mittelwerteigenschaft 179

Mobiusband 20, 74

N 175
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— der Cartanschen Ablei-
tung 145

negativ orientierte Basis 71

nichtentartete quadratische
Form 25, 213
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177,178
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n-Sphéare S™ 10

nullbordant 118

nullhomotop 203

Nullmenge (Menge vom Maf
Null)

—im R" 89, 91

— in einer Mannigfaltigkeit
92

O(n) 10

0(Q) 22

QM 59

QF . M 261

Q* 139

orientierender Atlas 76
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orientierte Mannigfaltigkeit
73

Orientierung

— eines Vektorraums 70, 71

— einer Mannigfaltigkeit 73
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orientierungserhaltende(r)

— Karte 73
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— Diffeomorphismus 74

Orientierungskonvention 113
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Orientierungsnormale N 175
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236
orientierungsumkehrend 74
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Pfaffsche Formen 60
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— Dualitat 229
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H*M = H**M 229
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positiv homogen 83
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Prismenoperator 200, 201
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13, 75
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quadratische Form 24, 214
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Quellstarke 123
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— raum 14
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R 105

RP™ 16
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— von R” 105
— von M 108
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Rechte-Hand-Regel 69

reelle Algebra 30
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regularer
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— Wert 7

retrahieren 165
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— Gruppe 194

— Komplex 140

Ricci-Kalkiil 31, 44, 239/

Richtungsableitungsoperator
V, 30, 31

Riemannsche Mannigfaltig-
keit 214
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sp 87

op 86

o-Algebra 88
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S0(n) 12

SU(n) 12

Satz

— vom Igel 207

— vom regularen Punkt 6
— vom regularen Wert 9
Satz

— von Heine-Borel 19
— von Fubini 90

— von Hodge 228

— von Stokes 152
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selbstdual 233 T}’hy’M 32
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Stokesscher Integralsatz
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Summe
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— , geometrisch definiert 29

— , algebraisch definiert 31
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Trager 96
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isomorphismen 169
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U(n) 12

unberandet 108
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Untermannigfaltigkeitskarte
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V(X) 168

Vektor

— , kontravarianter 31

— , kovarianter 240

Vektorfeld 47

vektorielles Flachenelement
169

— Linienelement 169

Viererstromdichte 265

Volumenelement 169
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Volumenformformel
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Whitney 17
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zusammenziehbar 203
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