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1. ՆԵՐԱԾՈՒԹՅՈՒՆ 

 

1.1 Մեխանիկայի առարկան, խնդիրներն ու կառուցվածքը 

 

Մեխանիկան ֆիզիկայի այն բաժինն է, որում ուսումնասիրվում 

են մարմինների մեխանիկական շարժման ու հավասարակշռության 

օրենքները: 

Շարժումը մարմնի կամ համակարգի հետ տեղի ունեցող կամա-

յական փոփոխությունն է: Շարժման օրինակներ են. մարմնի՝ ագրե-

գատային վիճակի, քիմիական բաղադրության, կենսաբանական 

կառուցվածքի, ջերմաստիճանի, գույնի, համի, հոտի, ծավալի, 

երկրաչափական տեսքի և այլ բնութագրերի փոփոխությունները, 

բանական էակի՝ գիտելիքների, մտածելակերպի, պատկերացում-

ների, մտահորիզոնի, քաղաքական հայացքների, ճաշակի և այլ 

հատկանիշների փոփոխությունները: Շարժման պարզագույն տեսա-

կը մեխանիկական շարժումն է, որի դեպքում տեղի է ունենում 

մարմնի դիրքի փոփոխություն շրջապատող աշխարհի այլ մարմին-

ների նկատմամբ կամ մարմնի մասերի` միմյանց նկատմամբ 

դիրքերի փոփոխություն: 

Մեխանիկայի խնդիրը տարբեր շարժումների փորձնական հե-

տազոտությունն է և այդ հետազոտությունների հիման վրա շարժ-

ման օրենքների ձևակերպումը, որոնք այս կամ այն կոնկրետ 

դեպքում հնարավորություն կտան կանխագուշակելու առաջացող 

շարժման պատկերը: Ակնհայտ է, որ այս խնդրի իրականացումը 

կախված կլինի նաև ազդող ուժերից, որոնց ուսումնասիրությունը, 

սակայն, մեխանիկայի շրջանակներից դուրս է: Ուժերի բնույթը, 

առանձնահատկություններն ու օրենքներն ուսումնասիրվում են ֆի-

զիկայի այլ բաժիններում՝ մոլեկուլային ֆիզիկայում, գրավիտացիա-

յի տեսությունում, էլեկտրադինամիկայում, միջուկային ֆիզիկայում 

և այլն: Մեխանիկական շարժում առաջացնող ուժերի բնույթից 
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անկախ, այդ շարժումների ուսումնասիրությունը պետք է դիտարկել 

որպես մեխանիկայի խնդիր: 

Մեխանիկայի խնդիրները բաժանվում են երկու խմբի՝ ուղիղ 

խնդրի և հակադարձ խնդրի: Ուղիղ խնդիր է համարվում այն 

խնդիրը, որում տրված են մեխանիկական շարժման պատճառները 

և պահանջվում է գտնել շարժման բնութագրերը: Հակադարձ խնդրի 

դեպքում հայտնի է շարժումը և պահանջվում է գտնել այն առաջաց-

նող պատճառները: 

Ֆիզիկայի բաժիններից առաջինը ստեղծվել է մեխանիկան: 

Մեխանիկայի օրենքներն առաջին անգամ ձևակերպվել են Նյու-

տոնի` 1687թ. հրատարակված «Բնափիլիսոփայության մաթեմատի-

կական սկզբունքները» աշխատության մեջ: 

Մեխանիկան բաժանվում է կինեմատիկա և դինամիկա բաժին-

ների: Դինամիկա բաժինը իր մեջ պարունակում է ստատիկա ենթա-

բաժինը: 

Կինեմատիկան մեխանիկայի այն բաժինն է, որում ուսումնա-

սիրվում են մեխանիկական շարժման նկարագրության եղանակնե-

րը, ներմուծվում են այդ ուսումնասիրման համար անհրաժեշտ գա-

ղափարներն ու տրվում համապատասխան ֆիզիկական մեծություն-

ների սահմանումները: Կինեմատիկայի խնդրո առարկայի համար 

ուժերը որևէ դերակատարություն չունեն, ուստի ավելորդ է ասել, որ 

կինեմատիկան ուսունասիրում է շարժումներն առանց հաշվի առնե-

լու նրանց առաջացման պատճառները:  

Դինամիկան մեխանիկայի այն բաժինն է, որում ուսումնասիր-

վում են մեխանիկական շարժման օրենքներն ու օրինաչափություն-

ները և դրանց կիրառություններն առանձին կոնկրետ խնդիրներում: 

Հաճախ ասում են, որ դինամիկան ուսումնասիրում է շարժման 

օրենքները հաշվի առնելով նրանց առաջացման պատճառները: Հա-

մոզվենք, որ այստեղ ավելորդ է շեշտել այդ ակնհայտ ճշմար-

տությունը: Դա հասկանալու համար պարզենք, թե ի՞նչ է օրենքը: 

Օրենքը տվյալ երևույթի հետևանքի արտահայտումն է պատճառով: 
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Այդ արտահայտումը կարող է արվել ինչպես մաթեմատիկորեն, 

այնպես էլ մարդու կողմից ըմբռնելի որևէ լեզվով, այդ թվում նաև 

ժեստերի լեզվով: Ակնհայտ է, որ օրենքի ուսումնասիրությունը չի 

կարող կատարվել առանց պատճառների տիրապետման:  

Ստատիկան այն ենթաբաժինն է, որում ուսումնասիրվում են 

մարմինների անշարժության կամ հավասարակշռության օրենքներն 

ու օրինաչափությունները: Քանի որ դադարը շարժման մասնավոր 

դեպք է, ուստի տրամաբանական է ստատիկան համարել դինամի-

կայի ենթաբաժին: 

Կախված ուսումնասիրվող մարմնի հատկություններից` մեխա-

նիկան բաժանվում է նյութական կետի մեխանիկայի, պինդ մարմնի 

մեխանիկայի և հոծ միջավայրի մեխանիկայի, որն իր մեջ ընդգրկում 

է նաև հեղուկների և գազերի մեխանիկան:  

Նյուտոնյան մեխանիկան, որպես ֆիզիկական գիտություն, ունի 

կիրառության իր սահմանները: Այն ստեղծվել է փորձնական այն-

պիսի փաստերի ընդհանրացման ճանապարհով, որոնք վերաբերում 

են մակրոսկոպական մարմինների դանդաղ շարժումներին: Մակ-

րոսկոպական կոչվում են ահռելի թվով ատոմներից կամ մոլեկուլ-

ներից բաղկացած մարմինները: Դանդաղ կամ ոչ ռելյատիվիստա-

կան կոչվում են այն շարժումները, որոնց արագությունները արհա-

մարհելի փոքր են վակուումում լույսի ունեցած՝ 𝑐 ൎ 3 ∙ 10଼ մ/վ արա-

գությունից: Լույսի՝ վակուումում ունեցած արագությանը մոտ արա-

գությամբ շարժումները կոչվում են ռելյատիվիստական կամ արագ 

շարժումներ: 

20-րդ դարասկզբին կատարված փորձնական հետազոտու-

թյունները ցույց տվեցին, որ Նյուտոնյան մեխանիկայի սկզբունքները 

կիրառելի չեն ինչպես միկրոսկոպական մարմինների, այնպես էլ 

ռելյատիվիստական շարժումների համար: 

Էյնշտեյնի կողմից ստեղծված հարաբերականության հատուկ 

տեսությունը կիրառելի է ինչպես լույսի արագությունից շատ անգամ 

փոքր արագությամբ շարժումների, այնպես էլ լույսի արագությանը 
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մոտ արագությամբ շարժվող մարմինների համար: Հարաբերակա-

նության հատուկ տեսության շրջանակներում ստեղծված մեխանի-

կան ստացել է ռելյատիվիստական մեխանիկա անվանումը:  

Միկրոաշխարհում շարժումը նկարագրվում է քվանտային մե-

խանիկայի շրջանակներում, որի նկարագրության եղանակը էապես 

տարբերվում է Նյուտոնյան մեխանիկայի նկարագրության եղանա-

կից: Քվանտային մեխանիկան իր հերթին բաժանվում է ոչ ռելյա-

տիվիստական քվանտային մեխանիկայի և ռելյատիվիստական 

քվանտային մեխանիկայի:  

Մակրոաշխարհի համար իրավացի մեխանիկան ստացել է 

դասական մեխանիկա անվանումը: Այսպիսով, Նյուտոնյան մեխա-

նիկան ոչ ռելյատիվիստական դասական մեխանիկա է: Նյուտոնյան 

մեխանիկայի կիրառելիության սահմանների մասին վերևում բեր-

ված պարզաբանման հիման վրա մեխանիկական շարժումն ուսում-

նասիրող ֆիզիկայի բաժինների շարքում Նյուտոնյան մեխանիկայի 

գրաված դիրքը կարելի է պատկերել այսպես (տես աղյուսակը): 

 

 Շարժում 
Ոչ ռելյատիվիստական Ռելյատիվիստական 

Մակրոսկոպական 

(դասական) 

Նյուտոնյան մեխանիկա 

Ոչ ռելյատիվիստական 

դասական մեխանիկա 

Ռելյատիվիստական 

դասական մեխանիկա 

Միկրոսկոպական 

(քվանտային) 

Ոչ ռելյատիվիստական 

քվանտային մեխանիկա 

Ռելյատիվիստական 

քվանտային մեխանիկա 

 

 

 

Աշխարհ 
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1.2 Հաշվարկման համակարգ, տարածական 

կոորդինատական համակարգեր 

 

Մեխանիկական շարժումը նկարագրելու համար անհրաժեշտ է 

ունենալ մարմնի դիրքը ժամանակի յուրաքանչյուր պահի որոշելու 

հնարավորություն: Մարմնի դիրքը տարածության մեջ կարող է 

տրվել միայն այլ մարմինների նկատմամբ: Մարմինը, որի նկատ-

մամբ որոշվում են մնացած բոլոր մարմինների դիրքերը կոչվում է 

հաշվարկման մարմին: Հետազոտվող մարմնի դիրքը նկարագրելու 

համար հաշվարկման մարմնի հետ կոշտ կապում են տարածական 

կոորդինատական համակարգ, որը սովորաբար անվանվում է հաշ-

վարկման տարածական համակարգ: Ֆիզիկական յուրաքանչյուր 

երևույթ որոշակի պատահարների հաջորդականություն է: Պատա-

հարը նկարագրվում է տեղի ունենալու վայրի տարածական դիրքով 

և ժամանակի պահով: Մեխանիկական շարժումը ժամանակի ըն-

թացքում մարմնի դիրքի փոփոխությունն է տարածության մեջ: 

Շարժման ուսումնասիրման համար անհրաժեշտ է ունենալ հաշ-

վարկման տարածական համակարգ և նրանում տեղադրված համա-

ժամանակեցված ժամացույցներ: Այդ դեպքում մարմնի տվյալ կե-

տում գտնվելու պատահարը կարելի է նկարագրել այդ կետի տարա-

ծական կոորդինատների և այդ կետում եղած ժամացույցի ցուցմուն-

քի համախմբով:  

Հաշվարկման մարմինը, նրան կոշտ ամրացված տարածական 

կոորդինատական համակարգը և վերջինում տեղադրված համաժա-

մանակեցված ժամացույցների համախումբը միասին կոչվում են 

հաշվարկման համակարգ:  

Գոյություն ունեն տարածական կոորդինատական համակար-

գերի բազմաթիվ տեսակներ: Այստեղ մենք կներկայացնենք ֆիզի-

կայում ավելի հաճախակի օգտագործվող տարածական կոորդինա-

տական համակարգերի երեք տեսակները: Դրանք են՝ դեկարտյան 

ուղղանկյուն կոորդինատական համակարգը, գլանային համա-

կարգը և գնդային համակարգը: 
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1.2.1 Դեկարտյան կոորդինատական համակարգ 

 

Այս համակարգը կազմված է մեկ կետում հատվող երեք փոխ-

ուղղահայաց ուղղագիծ առանցքներից: Ցանկացած կետի դիրք 

նկարագրվում է 𝑥,𝑦, 𝑧 երեք կոոր-

դինատների միջոցով, որոնք 

տվյալ կետի հեռավորություն-

ներն են, համապատասխանա-

բար, ሺ𝑦, 𝑧ሻ, ሺ𝑥, 𝑧ሻ, և ሺ𝑥,𝑦ሻ, կոոր-

դինատական հարթություններից 

(Նկ.1-1): Կոորդինատական ա-

ռանցքների ուղղությունները 

տարածության մեջ բնորոշվում 

են միավոր երկարության 𝚤̂, 𝚥̂, 𝑘 

վեկտորներով, որոնց ուղղու-

թյունները համընկնում են, հա-

մապատասխանաբար, 𝑥,𝑦, 𝑧 ա-

ռանցքների ուղղությունների հետ: Այս միավոր վեկտորները դե-

կարտյան համակարգի օրթերն են: Այստեղ տառի վրա դրվող ∧-

գլխարկ սիմվոլը միավոր վեկտորի նշանն է: Կետի դիրքը տարա-

ծության մեջ կարելի է նկարագրել նաև մեկ վեկտորական մեծու-

թյան՝ շառավիղ վեկտորի միջոցով: Շառավիղ վեկտորը կոորդինա-

տական համակարգի սկզբնակետը տվյալ կետին միացնող վեկտորն 

է: Շառավիղ վեկտորը կոորդինատներով կարտահայտվի այսպես՝ 

𝑟 ൌ 𝑥 𝚤̂  𝑦 𝚥̂  𝑧 𝑘: (1.1) 

Շառավիղ վեկտորի մոդուլը կոորդինատների հետ կապված է 

 𝑟 ൌ ඥ𝑥ଶ  𝑦ଶ  𝑧ଶ (1.2) 

առնչությամբ: 

Կոորդինատական համակարգերը կարող են լինել «աջ» կամ 

«ձախ»: 𝑥,𝑦, 𝑧 կոորդինատական համակարգը համարվում է աջ, եթե 

 

Նկ.1-1 Դեկարտյան կոորդինա-

տական համակարգ, շա-

ռավիղ վեկտոր: 
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երրորդ 𝑧 առանցքի ծայրից նայելիս 𝑥 առանցքից դեպի 𝑦 առանցք 

կարճ ճանապարհով պտույտն ունի ժամսլաքի պտույտի հակառակ 

ուղղությունը: Հակառակ դեպքում համակարգը համարվում է ձախ: 

Համակարգի աջ կամ ձախ լինելը կարելի է որոշել նաև աջ ձեռքի 

կանոնով:  

Եթե աջ ձեռքի չորս մատները պահում ենք 𝑥 առանցքից դեպի 𝑦 

առանցք կարճ պտույտի ուղղությամբ և ուղիղ անկյան տակ բացված 

բութ մատի ուղղությունը համընկնում է 𝑧 առանցքի ուղղության 

հետ, ապա համակարգը աջ է 

(Նկ.1-2ա): Հակառակ դեպ-

քում՝ ձախ: Համակարգի աջ 

լինելը կարելի է ստուգել աջ 

ձեռքի մեկ այլ կանոնով, որը 

ցուցադրված է Նկ.1-2 բ-ում: 

Նույնը կարելի է անել նաև 

պտուտակի (Նկ.1-2գ) կամ 

խցանահանի (Նկ.1-2դ) կա-

նոնով: Եթե խցանահանի 

բռնիչը (պտուտակի գլխիկը) 

պտտենք 𝑥 առանցքից դեպի 𝑦 

առանցք կարճ պտույտի ուղ-

ղությամբ և խցանահանի 

(պտուտակի) համընթաց 

շարժման ուղղությունը համ-

ընկնի 𝑧 առանցքի ուղղության հետ, ապա համակարգը աջ է: 

Նկատենք, որ կենտ թվով առանցքների ուղղությունների հակա-

դարձման ժամանակ աջ համակարգը վերածվում է ձախ համա-

կագի, իսկ ձախը՝ աջի: Ֆիզիկայում պայմանավորվել են օգտագոր-

ծել բացառապես աջ համակարգեր: 

 

 

ա 

 

բ 

 

գ 

 

դ 

Նկ.1-2 Աջ համակարգ: 



12 

1.2.2 Գլանային կոորդինատական համակարգ 

 

Կետի դիրքը տարածության 

մեջ կարելի է նկարագրել նաև 

երեք այլ կոորդինատների միջո-

ցով: Տարածության մեջ վերցնենք 

որևէ հարթություն և տանենք նրան 

ուղղահայաց 𝑧 առանցք: Հարթու-

թյան հետ 𝑧 առանցքի հատման 𝑂 

կետը համարենք համակարգի 

սկզբնակետ: Այդ կետով տանենք 

նշված հարթության մեջ գտնվող 𝑥 

առանցքը: Տարածության որևէ 𝑀 

կետի դիրք կարելի է տալ Նկ.1-3-

ում պատկերված 𝜌,𝛼, 𝑧 մեծությունների միջոցով: Այս կոորդինատ-

ները կոչվում են գլանային կոորդինատներ, իսկ համապատասխան 

կոորդինատական համակարգը՝ գլանային համակարգ: Դեկարտյան 

կոորդինատները գլանային կոորդինատներով կարտահայտվեն 

այսպես` 

 

𝑥 ൌ 𝜌 𝑐𝑜𝑠𝛼, 
 𝑦 ൌ 𝜌 𝑠𝑖𝑛𝛼, 

 𝑧 ൌ 𝑧 ∶ 
(1.3) 

Ինչպես երևում է նկարից, գլանային կոորդինատներն ունեն 

արժեքների այսպիսի տիրույթներ՝ 𝜌  0, 0  𝛼 ൏ 2𝜋,െ∞  𝑧  ∞: 

Այս համակարգի օրթերը սահմանելու համար, նախ պետք է 

ներմուծել կոորդինատական գծի գաղափարը: Տվյալ կոորդինատին 

համապատասխանող կոորդինատական գիծը այն կորն է, որով 

շարժվելիս միայն այդ կոորդինատն է փոփոխվում: Պարզ է, որ 𝑀 

կետով անցնող 𝜌-կոորդինատական գիծը 𝑧 առանցքից սկիզբ առնող 

և այդ առանցքին ուղղահայաց ճառագայթ է: 𝛼-կոորդինատական 

 

Նկ.1-3 Գլանային համակարգ: 
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գիծը շրջանագիծ է, որի հարթությունն ուղղահայաց է 𝑧 առանցքին, 

իսկ կենտրոնը գտնվում է այդ առանցքի վրա: 𝑧-կոորդինատական 

գիծը այդ առանցքին զուգահեռ ուղիղ գիծ է:  

Վերադառնալով դեկարտյան համակարգին՝ նկատենք, որ այդ 

համակարգի բոլոր կոոորդինատական գծերը ուղիղ գծեր են: Նման 

համակարգերը կոչվում են ուղղագիծ համակարգեր: Գլանային 

համակագի կոորդինատական գծերի շարքում, ինչպես տեսնում ենք, 

առկա է ոչ ուղիղ գիծ: Այդպիսի կոորդինատական համակարգերը 

կոչվում են կորագիծ կոորդինատական համակարգեր: 

Կոորդինատական համակարգի օրթերի ընդհանուր սահմա-

նումը հետևյալն է: Տվյալ կոորդինատին համապատասխանող օրթը 

տարածության տվյալ կետում համապատասխան կոորդինատական 

գծին շոշափող միավոր վեկտոր է, որը ցույց է տալիս այդ կոոր-

դինատի աճման ուղղությունը: Օրթերի համար այս դեպքում 

կօգտագործենք �̂�ఘ, �̂�ఈ,  �̂�௭ նշանակումները: Վերևում բերված սահմա-

նումներին համապատասխան՝ գլանային համակարգի օրթերը 

տարածության 𝑀 կետի համար պատկերված են Նկ.1-3-ում:  

Նկատենք, որ ի տարբերություն դեկարտյան համակարգի 

օրթերի, որոնք տարածական կետի դիրքից կախված չեն, գլանային 

համակարգի օրթերը, ընդհանուր դեպքում, կետի դիրքից կախված 

փոփոխվում են ըստ ուղղության: Նշենք, որ այս հատկությունը 

հատուկ է բոլոր կորագիծ կոորդինատական համակարգերին: 

 

 

 

 

 



14 

1.2.3 Գնդային կոորդինատական համակարգ 

 

Գնդային համակարգի դեպքում կետի դիրքը որոշվում է 𝑟,𝜗,𝛼 

գնդային կոորդինատներով, որոնք պատկերված են Նկ.1-4-ում: 

Նկարից կարող ենք եզրակացնել, 

որ գնդային կոորդինատների փո-

փոխման տիրույթներն այսպիսին 

են` 

0  𝑟  ∞, 0  𝜗  𝜋, 0  𝛼 ൏ 2𝜋:  
Դեկարտյան կոորդինատների 

կապը գնդային կոորդինատների 

հետ տրվում է  

 

𝑥 ൌ 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜗 𝑐𝑜𝑠𝛼, 
𝑦 ൌ 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜗 𝑠𝑖𝑛𝛼, 
𝑧 ൌ 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜗 

(1.4) 

բանաձևերով:  

Կոորդինատական գծերն այս դեպքում հետևյալ տեսքն ունեն: 

𝑟-կոորդինատական գիծը սկզբնակետից սկսվող ճառագայթ է: 𝜗-

կոորդինատական գիծը 𝑀 կետով և 𝑧 առանցքով անցնող հարթու-

թյան մեջ կիսաշրջանագիծ է, որի կենտրոնը համակարգի սկզբնա-

կետում է: 𝛼-կոորդինատական գիծը 𝑀 կետով անցնող և 𝑧 առանց-

քին ուղղահայաց հարթության մեջ շրջանագիծ է, որի կենտրոնը 

գտնվում է 𝑧 առանցքի վրա: Թվարկված գծերին շոշափող և համա-

պատասխան կոորդինատի աճման ուղղությունը ցույց տվող միա-

վոր վեկտորները այս համակարգի �̂� , �̂�ణ, �̂�ఈ  օրթերն են, որոնք պատ-

կերված են Նկ.1-4-ում: Ինչպես տեսնում ենք, գնդային համակարգը 

ևս կորագիծ կոորդինատական համակարգ է: Օրթերն այս դեպքում 

ևս հաստատուն չեն, նրանց ուղղությունները, ընդհանուր դեպքում, 

կետի դիրքից կախված փոփոխվում են: 

 

Նկ.1-4 Գնդային համակարգ: 
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1.3 Մաթեմատիկական հակիրճ ներածություն 

 

Այս բաժնում կվերհիշենք դպրոցից ձեզ արդեն իսկ հայտնի 

մաթեմատիկական որոշ գաղափարներ ու առնչություններ՝ ավելաց-

նելով նաև մաթեմատիկական` ձեզ համար նոր, այնպիսի հասկա-

ցություններ ու բանաձևեր, որոնք անհրաժեշտ են ընդհանուր ֆիզի-

կայի «Մեխանիկա» բաժինը բուհական մակարդակով շարադրելու 

համար: 

 

1.3.1 Վեկտորական հաշվի տարրերը 

 

Ֆիզիկայում հանդիպում են մեծություններ, որոնք բնութա-

գրվում են միայն թվային արժեքով: Այդպիսի մեծությունները կոչ-

վում են սկալյարներ: Ֆիզիկայում սկալյար մեծությունների օրինակ-

ներ են՝ զանգվածը, լիցքը, խտությունը, անցած ճանապարհը, էներ-

գիան, ջերմաստիճանը, ճնշումը և այլն: Մեծությունները, որոնք 

թվային արժեքից բացի բնութագրվում են նաև ուղղությամբ կոչվում 

են վեկտորներ: Նման մեծությունների օրինակներ են՝ տեղափոխու-

թյունը, արագությունը, արագացումը, իմպուլսը, ուժը, էլեկտրական 

դաշտի լարվածությունը և այլն: Հետագայում կհամոզվեք, որ սկալ-

յար և վեկտորական մեծությունների այստեղ բերված սահմանում-

ները մաթեմատիկական ճշգրիտ սահմանումները չեն: Մեծություն-

ների՝ սկալյար, վեկտոր և թենզոր տեսակների բաժանումը կապված 

է իրար նկատմամբ պտտված կոորդինատական մի համակարգից 

մյուսին անցման ժամանակ այդ մեծությունների դրսևորած (իրարից 

տարբերվող) ձևափոխման հատկությունների հետ: 

Վեկտորները նշվում են համապատասխան տառի վերևում 

դրվող սլաք (→) նշանով: Վեկտորի մոդուլը նշվում է այսպես՝ ห𝐴ห: 

Մենք կպայմանավորվենք վեկտորի մոդուլը նշել՝ գրելով միայն 

վեկտորական մեծությունը ներկայացնող տառը՝ ընդսմին բաց թող-

նելով սլաք և ուղիղ փակագծեր սիմվոլները (ห𝐴ห ൌ 𝐴): Կլինեն դեպ-
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Նկ.1-5 Վեկտորի պրոյեկցիաները, 

ուղղորդ անկյունները: 

քեր, երբ այս պայմանավորվածությունը կիրառելի չի լինի և մենք 

ստիպված կլինենք երկու նշաններն էլ գրել: Նման օրինակ է վեկ-

տորի աճի մոդուլը՝ ห∆𝐴ห: Եթե նշանները բաց թողնենք, ապա կստաց-

վի ∆𝐴 մեծությունը, որը վեկտորի մոդուլի աճն է, այլ ոչ թե վեկտորի 

աճի մոդուլը: 

Եթե վեկտորի մոդուլը (չափը) հավասար է մեկի, ապա այն 

կոչվում է միավոր վեկտոր և նշանակվում տառի վրա դրվող գլխարկ 

(∧) նշանով: Այս նշանակումը մենք արդեն գործածել ենք օրթերի 

գրելաձևի մեջ: Որոշ գրքերում վեկտորները նշանակվում են ոչ թե 

տառի վրա դրվող սլաքի միջոցով, այլ սիմվոլների պարզեցման 

նպատակով նշվում են թավ (bold) տառերով: Պետք է նկատի 

ունենալ, որ ձեռագրի դեպքում սլաքների գործածումը պարտադիր է: 

Վեկտորն ընդունված է 

պատկերել ուղղորդված հատ-

վածի տեսքով: Այդ ուղղորդված 

հատվածի երկարությունը ցույց 

է տալիս վեկտորի մոդուլը կամ 

չափը, իսկ ուղղությունը՝ տա-

րածության մեջ վեկտորի կողմ-

նորոշումը: 

Յուրաքանչյուր 𝐴 վեկտոր 

բնութագրվում է 𝑥,𝑦, 𝑧 առանցք-

ների վրա իր ունեցած 𝐴௫,𝐴௬,𝐴௭ երեք պրոյեկցիաներով (Նկ.1-5), 

որոնց միջոցով այն արտահայտվում է այսպես՝ 

 𝐴 ൌ 𝐴௫𝚤̂  𝐴௬𝚥̂  𝐴௭𝑘: (1.5) 

Վեկտորի մոդուլն արտահայտվում է իր պրոյեկցիաների մի-

ջոցով` 

 𝐴 ൌ ට𝐴௫
ଶ  𝐴௬

ଶ  𝐴௭
ଶ: (1.6) 

Վեկտորի ուղղությունը տարածություն մեջ կարելի է բնու-

թագրել այդ վեկտորին համապատասխանող միավոր վեկտորով:  
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 𝐴መ ൌ
𝐴
𝐴
ൌ
𝐴௫
𝐴 
𝚤̂ 

𝐴௬
𝐴 
𝚥̂ 

𝐴௭
𝐴 
𝑘: (1.7) 

Եթե վեկտորի կազմած անկյունը 𝑥,𝑦, 𝑧 առանցքների հետ 

նշանակենք համապատասխանաբար 𝛼,𝛽, 𝛾, ապա կարող ենք գրել՝ 

 𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ
𝐴௫
𝐴 

, 𝑐𝑜𝑠𝛽 ൌ
𝐴௬
𝐴 

, 𝑐𝑜𝑠𝛾 ൌ
𝐴௭
𝐴 
∶ (1.8) 

{ 𝑐𝑜𝑠𝛼, 𝑐𝑜𝑠𝛽, 𝑐𝑜𝑠𝛾} մեծությունները նկարագրում են վեկտորի 

ուղղությունը տարածության մեջ և կոչվում են վեկտորի ուղղորդ 

կոսինուսներ: Ուղղորդ կոսինուսներն իրարից անկախ չեն, ห𝐴መห
ଶ
ൌ 1 

պայմանի համաձայն՝ 

 𝑐𝑜𝑠ଶ𝛼  𝑐𝑜𝑠ଶ𝛽  𝑐𝑜𝑠ଶ𝛾 ൌ 1: (1.9) 

Վեկտորների գումարն ու տարբերությունը: 𝐴ሺ𝐴௫,𝐴௬,𝐴௭ሻ և 

𝐵ሬ⃗ ሺ𝐵௫,𝐵௬,𝐵௭ሻ երկու վեկտորների գումարը մի նոր 𝐶 ൌ 𝐴  𝐵ሬ⃗  վեկտոր 

է, որի պրոյեկցիաներն են 

 𝐶௫ ൌ 𝐴௫  𝐵௫,𝐶௬ ൌ 𝐴௬  𝐵௬,𝐶௭ ൌ 𝐴௭  𝐵௭: (1.10) 

Երկրաչափորեն երկու վեկտորների գումարը կառուցվում է 

զուգահեռագծի կանոնով, ինչպես պատկերված է Նկ.1-6-ում: 

𝐴ሺ𝐴௫,𝐴௬,𝐴௭ሻ և 𝐵ሬ⃗ ሺ𝐵௫,𝐵௬,𝐵௭ሻ երկու վեկտորների տարբերությունը 

մի նոր 𝐶 ൌ 𝐴 െ 𝐵ሬ⃗  վեկտոր է, որի պրոյեկցիաններն են 

 𝐶௫ ൌ 𝐴௫ െ 𝐵௫,𝐶௬ ൌ 𝐴௬ െ 𝐵௬,𝐶௭ ൌ 𝐴௭ െ 𝐵௭: (1.11) 

 

 

 

Նկ.1-6 Վեկտորների գումարի երկրաչափական կանոնը: 
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Երկրաչափորեն երկու վեկտորների տարբերությունը կառուց-

վում է Նկ.1-7 –ում պատկերված կանոնով: 

Երկու վեկտորների սկալյար արտադրյալը: 𝐴 և 𝐵ሬ⃗  երկու վեկտոր-

ների սկալյար արտադրյալը նշանակվում է այսպես՝ 𝐴 ∙ 𝐵ሬ⃗ : Այն 

հավասար է վեկտորների մոդուլների և վեկտորներով կազմված 

անկյան կոսինուսի արտադրյալին`  

 𝐴 ∙ 𝐵ሬ⃗ ൌ 𝐴𝐵𝑐𝑜𝑠𝛼: (1.12) 

Սկալյար արտադրյալը դրական է, եթե վեկտորների կազմած 

անկյունը սուր անկյուն է, բացասական, եթե այն բութ անկյուն է և 

զրո, եթե վեկտորների կազմած անկյունն ուղիղ անկյուն է: 

Արտադրիչների տեղերը փոխելիս սկալյար արտադրյալը մնում 

է անփոփոխ՝  

 𝐴 ∙ 𝐵ሬ⃗ ൌ 𝐵ሬ⃗ ∙ 𝐴 : (1.13) 

Սկալյար արտադրյալը կարելի է ներկայացնել նաև վեկտոր-

ներից մեկի՝ մյուսի վրա ունեցած պրոյեկցիայով՝ 

 𝐴 ∙ 𝐵ሬ⃗ ൌ 𝐴Պր
⃗
𝐵ሬ⃗ ൌ 𝐵Պր

ሬ⃗
𝐴 ∶ (1.14) 

Սկալյար արտադրյալի սահմանումից օգտվելով՝ գրենք օրթերի 

միջև հնարավոր ինը սկալյար արտադրյալները. 

 

 

𝚤̂ ∙ 𝚤̂ ൌ 1 𝚤̂ ∙ 𝚥̂ ൌ 0 𝚤̂ ∙ 𝑘 ൌ 0 

𝚥̂ ∙ 𝚤̂ ൌ 0 𝚥̂ ∙ 𝚥̂ ൌ 1 𝚥̂ ∙ 𝑘 ൌ 0 

𝑘 ∙ 𝚤̂ ൌ 0 𝑘 ∙ 𝚥̂ ൌ 0 𝑘 ∙ 𝑘 ൌ 1 

(1.15) 

 

Նկ.1-7 Վեկտորների տարբերության երկրաչափական կանոնը: 
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Սկալյար արտադրյալը կարելի է արտահայտել արտադրիչ վեկ-

տորների պրոյեկցիաներով հետևյալ կերպ.  

 
𝐴 ∙ 𝐵ሬ⃗ ൌ ൫𝐴௫𝚤̂  𝐴௬𝚥̂  𝐴௭𝑘൯ ∙ ൫𝐵௫𝚤̂  𝐵௬𝚥̂  𝐵௭𝑘൯ ൌ 

ൌ 𝐴௫𝐵௫  𝐴௬𝐵௬  𝐴௭𝐵௭: 
(1.16) 

Երկու վեկտորների վեկտորական արտադրյալը: Երկու վեկ-

տորներ կարող են բազմապատկվել այնպես, որ արդյունքը ստացվի 

վեկտորական մեծություն: Նման արտադրյալը կոչվում է վեկտո-

րական արտադրյալ և նշանակվում այսպես՝ 𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ : Որոշ գրքերում 

օգտագործվում են նաև ൣ𝐴,𝐵ሬ⃗ ൧ կամ ൣ𝐴 𝐵ሬ⃗ ൧ նշանակումները: Մենք 

կգործածենք 𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗  նշանակումը: 

𝐴 և 𝐵ሬ⃗  երկու վեկտորների վեկտորական արտադրյալը մի նոր 

վեկտոր է, որի մոդուլը որոշվում է 

 ห𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ ห ൌ 𝐴𝐵𝑠𝑖𝑛𝛼:         (1.17) 

բանաձևով, իսկ ուղղությունն ուղղահայաց է միաժամանակ 𝐴 և 𝐵ሬ⃗  

վեկտորներին (այսինքն՝ ուղղահայաց է (𝐴,𝐵ሬ⃗ ) հարթությանը) և 

կողմնորոշված է այնպես, որ վեկտորների {𝐴,𝐵ሬ⃗ ,𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ } եռյակը 

կազմի աջ պտուտակային հա-

մակարգ: Եթե աջ ձեռքի չորս 

մատները պահենք 𝐴-ից դեպի 𝐵ሬ⃗  

կարճ պտույտի ուղղությամբ, 

ապա ուղիղ անկյան տակ բաց-

ված բութ մատը ցույց կտա 𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗  

վեկտորական արտադրյալի ուղ-

ղությունը (Նկ.1-8): Վեկտորա-

կան արտադրյալի ուղղությունը 

կարելի է որոշել նաև խցա-

նահանի, աջ պտուտակի կանոններով կամ ժամսլաքի պտույտի 

միջոցով, ինչպես դա նկարագրվել է կոորդինատական աջ համա-

կարգի դեպքում: 

 

Նկ.1-8 Վեկտորական արտա-

դրյալի ուղղությունը: 
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Նկատենք, որ վեկտորական արտադրյալի մոդուլը հավասար է 

արտադրիչ վեկտորներով կազմված զուգահեռագծի մակերեսին: 

Վեկտորական արտադրյալը արտադրիչների տեղերը փոխելիս, 

փոխում է նշանը՝ 

 𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ ൌ െ𝐵ሬ⃗ ൈ 𝐴 ∶ (1.18) 

Համուղղված կամ հակուղղված վեկտորների վեկտորական ար-

տադրյալը հավասար է զրոյի: Մասնավորաբար, վեկտորի վեկ-

տորական արտադրյալն ինքն իր հետ հավասար է զրոյի՝ �⃗� ൈ �⃗� ൌ 0: 

Օրթերի միջև հնարավոր ինը վեկտորական արտադրյալները 

կլինեն. 

 

 

𝚤̂ ൈ 𝚤̂ ൌ 0 𝚤̂ ൈ 𝚥̂ ൌ 𝑘 𝚤̂ ൈ 𝑘 ൌ െ𝚥̂ 

𝚥̂ ൈ 𝚤̂ ൌ െ𝑘 𝚥̂ ൈ 𝚥̂ ൌ 0 𝚥̂ ൈ 𝑘 ൌ 𝚤̂ 

𝑘 ൈ 𝚤̂ ൌ 𝚥̂ 𝑘 ൈ 𝚥̂ ൌ െ𝚤̂ 𝑘 ൈ 𝑘 ൌ 0 

(1.19) 

Օգտվելով այս բանաձևերից՝ վեկտորական արտադրյալի հա-

մար կստանանք՝ 

 𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ ൌ ൫𝐴௬𝐵௭ െ 𝐴௭𝐵௬൯𝚤̂  ሺ𝐴௭𝐵௫ െ 𝐴௫𝐵௭ሻ𝚥̂  ൫𝐴௫𝐵௬ െ 𝐴௬𝐵௫൯𝑘: (1.20) 

Ստացվածը թույլ է տալիս վեկտորական արտադրյալի պրո-

յեկցիաներն արտահայտել արտադրիչ վեկտորների պրոյեկցիա-

ներով՝ 

 

൫𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ ൯
௫
ൌ 𝐴௬𝐵௭ െ 𝐴௭𝐵௬, 

൫𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ ൯
௬
ൌ 𝐴௭𝐵௫ െ 𝐴௫𝐵௭ , 

൫𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ ൯
௭
ൌ 𝐴௫𝐵௬ െ 𝐴௬𝐵௫ ∶ 

(1.21) 

Երեք վեկտորների խառը արտադրյալը: Երեք վեկտորների 𝐴 ∙

ሺ𝐵ሬ⃗ ൈ 𝐶ሻ կամ ሺ𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ ሻ ∙ 𝐶ሻ տեսքի արտադրյալները կոչվում են խառը 

արտադրյալ: Կարելի է ցույց տալ, որ խառը արտադրյալը չի փոխ-

վում, երբ արտադրիչները ցիկլային (շրջանային) տեղափոխության են 

ենթարկվում, իսկ բազմապատկման նշանները մնում են իրենց 

տեղում՝ 
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𝐴 ∙ ൫𝐵ሬ⃗ ൈ 𝐶൯ ൌ 𝐵ሬ⃗ ∙ ൫𝐶 ൈ 𝐴൯ ൌ 𝐶 ∙ ൫𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ ൯: 

 
(1.22) 

Վերևում բերված պնդումը հայտնի է խառը արտադրյալի ցիկ-

լային տեղափոխման կանոն անվանումով: 

Երեք վեկտորների կրկնակի վեկտորական արտադրյալը: Երեք 

վեկտորների կրկնակի վեկտորական արտադրյալ անվանում են 

𝐴 ൈ ൫𝐵ሬ⃗ ൈ 𝐶൯ կամ ൫𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ ൯ ൈ 𝐶 

տեսքի արտադրյալները: Կրկնակի վեկտորական արտադրյալի հա-

մար իրավացի է 

 𝐴 ൈ ൫𝐵ሬ⃗ ൈ 𝐶൯ ൌ 𝐵ሬ⃗ ൫𝐴 ∙ 𝐶൯ െ 𝐶൫𝐴 ∙ 𝐵ሬ⃗ ൯ (1.23) 

նույնությունը, որը հայտնի է «բաց մինուս ցաբ» կանոն անվանումով: 

Վերևում բերված մյուս կրկնակի վեկտորական արտադրյալի 

համար այն կգրվի այսպես. 

 ൫𝐴 ൈ 𝐵ሬ⃗ ൯ ൈ 𝐶 ൌ 𝐵ሬ⃗ ൫𝐴 ∙ 𝐶൯ െ 𝐴൫𝐵ሬ⃗ ∙ 𝐶൯: (1.24) 

Անկախ կրկնակի վեկտորական արտադրյալի կոնկրետ տես-

քից՝ նրա համար իրավացի է հետևյալ կանոնը: Կրկնակի վեկտո-

րական արտադրյալը հավասար է միջին վեկտորը՝ բազմապատկած 

մյուս երկու վեկտորների սկալյար արտադրյալով, հանած՝ փակա-

գծերի մեջ եղած հաջորդ վեկտորը՝ բազմապատկած մյուս երկուսի 

սկալյար արտադրյալով: 

 

1.3.2 Կորին տարված շոշափող: Կորության կենտրոն, կորության 

շառավիղ 

 

Մեխանիկան ուսումնասիրելիս կարիք է լինելու օգտագործել 

կորի շոշափողի, կորության կենտրոնի, կորության շառավղի գաղա-

փարները: Այստեղ բերում ենք այդ գաղափարների հակիրճ շարա-

դրանքը: 
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Նկ.1-10 Կորության կենտրոն և 

կորության շառավիղ: 

Կորին տարված շոշափող: Դիտարկենք մի ինչ-որ կոր և նրա 

վրա ընտրենք 𝐴 և 𝐵 կետերը (տե՛ս Նկ.1-9): Տանենք այդ կետերով 

անցնող ուղիղ գիծ: 𝐵 կետը 

կորով շարժելով՝ հետզհետե 

մոտեցնենք սևեռված 𝐴 կետին: 

Այդ ընթացքում ուղիղը կսկսի 

փոփոխել իր դիրքը, իհարկե 

միշտ մնալով սևեռված՝ 𝐴 կե-

տով անցնող: Երբ 𝐵 կետը ան-

չափ մոտենա 𝐴 կետին, գիծը 

կսկսի այլևս չփոփոխվել և 

կձգտի մի վերջնական դիրքի: 

Նշված ուղիղ գծի սահմանային դիրքը, երբ 𝐵 կետը կձգտի 𝐴 կետին 

(այսինքն՝ 𝐵 կետը անվերջ մոտ կլինի 𝐴 կետին) կոչվում է կորի 

շոշափող 𝐴 կետում: 

Կորի կորության կենտրոն և կորության շառավիղ: Դիտարկվող 

կորի վրա վերցնենք իրարից ոչ շատ հեռու 𝐴 և 𝐵 կետերը (տե՛ս Նկ.1-

10): Կառուցենք կորի 𝐴𝐵 հատվածին ամենամոտ աղեղն ունեցող 

շրջանագիծը: Նրա կենտրոնի 

դիրքը նշանակենք 𝑂 տառով, 

իսկ շառավիղը՝ 𝑅-ով: 𝐵 կետը 

կորով շարժելով հետզհետե մո-

տեցնենք սևեռված 𝐴 կետին: 

Այդ ընթացքում շրջանագիծը 

կսկսի փոփոխվել, կփոփոխվի 

շրջանագծի ինչպես կենտրոնի 

դիրքը, այնպես էլ շառավիղը: 𝐵 

կետի հաջորդ դիրքերին համա-

պատասխանող շրջանագծերի 

կենտրոնները կլինեն 𝑂ଵ, 𝑂ଶ, 

𝑂ଷ,⋯, իսկ շառավիղները՝ 

 

Նկ.1-9  Կորի շոշափողի գաղափարը: 
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𝑅ଵ,𝑅ଶ,𝑅ଷ,⋯: Ի վերջո, երբ 𝐵 կետը անչափ մոտենա 𝐴 կետին, 

շրջանագիծը կսկսի այլևս չփոփոխվել և կձգտի մի վերջնական 

սահմանային դիրքի: Այս սահմանային շրջանագծի կենտրոնը 

կնշանակենք 𝐶-ով և կանվանենք կորության կենտրոն 𝐴 կետում, իսկ 

համապատասխան շառավիղը՝ կորի կորության շառավիղ 𝐴 կե-

տում: Այլ կերպ ասած, երևակայորեն պատկերացրած այն շրջա-

նագծի կենտրոնը, որի աղեղը համընկնում է կորի անվերջ փոքր 

հատվածի հետ կոչվում է կորի այդ մասի կորության կենտրոն: Կորի 

տվյալ կետը իր կորության կենտրոնին միացնող հատվածի երկա-

րությունը կլինի այդ կետի կորության շառավիղը: Ակնհայտ է, որ 

կորի տվյալ կետը կորության կենտրոնին միացնող ուղիղն ուղղա-

հայաց կլինի այդ կետում տարված շոշափողին: 

 

1.3.3 Ֆունկցիայի ածանցյալ: Մասնակի ածանցյալ 

 

Դիցուք տրված է 𝑓ሺ𝑥ሻ ֆունկցիան: Ֆունկցիայի աճը կամ փոփո-

խությունը արգումենտի փոփոխման ሾ𝑥, 𝑥  ∆𝑥ሿ տիրույթում հավա-

սար կլինի ∆𝑓 ൌ 𝑓ሺ𝑥  ∆𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ: Ֆունկցիայի ածանցյալը սահման-

վում է որպես ֆունկցիայի աճի և արգումենտի աճի հարաբերության 

սահմանային արժեք, երբ արգումենտի աճը ձգտում է զրոյի: Ածանց-

յալի համար դպրոցում գործածել եք 𝑓′ նշանակումը: Քանի որ, ֆիզի-

կայում սովորաբար անհրաժեշտ է լինում քննարկել ֆունկցիաներ, 

որոնց արգումենտները տարբեր դեպքերում տարբեր են, ուստի 

նպատակահարմար է ունենալ ածանցյալի այնպիսի նշանակում, 

որն ակնառու ցույց կտա, թե ըստ ո՞ր մեծության է ածանցումը կա-

տարվում: Ածանցյալի համար ընդունված է այսպիսի նշանակում 

 
𝑑𝑓
𝑑𝑥

ൌ lim
∆௫→

∆𝑓
∆𝑥

ൌ lim
∆௫→

𝑓ሺ𝑥  ∆𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻ
∆𝑥

∶ (1.25)

Պետք է նկատի ունենալ, որ 𝑑𝑓/𝑑𝑥-ը սիմվոլիկ նշանակում է և 

այն իրենից չի ներկայացնում 𝑑𝑓 և 𝑑𝑥 մեծությունների հարաբերու-

թյունը: Արտասանվում է՝ «𝑑𝑓 ըստ 𝑑𝑥 -ի», այլ ոչ թե՝ «𝑑𝑓 բաժանած 
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Նկ.1-11 Ածանցյալի երկրաչափա-

կան մեկնաբանությունը: 

𝑑𝑥-ի»: Երկրորդ, երրորդ և ավելի բարձր կարգի ածանցյալները 

գրվում են այսպես՝ 

 
𝑑ଶ𝑓
𝑑𝑥ଶ

 ,
𝑑ଷ𝑓
𝑑𝑥ଷ

 ,⋯ ,
𝑑𝑓
𝑑𝑥

 (1.26) 

և արտասանվում՝ «դե երկու 𝑓 դե 𝑥 քառակուսի», «դե երեք 𝑓 դե 𝑥 

խորանարդ» և այսպես շարունակ: 

Արտադրյալի ածանցման կանոնի համաձայն՝ 

 
𝑑ሺ𝑓𝑔ሻ
𝑑𝑥

ൌ 𝑓
𝑑𝑔
𝑑𝑥

 𝑔
𝑑𝑓
𝑑𝑥

∶ (1.27) 

𝑓ሺ𝑢ሺ𝑥ሻሻ բարդ ֆունցիայի դեպքում ածանցյալը որոշվում է 

այսպես՝ 

 

𝑑𝑓ሺ𝑢ሺ𝑥ሻሻ
𝑑𝑥

ൌ
𝑑𝑓
𝑑𝑢

 
𝑑𝑢
𝑑𝑥

∶ (1.28) 

Պարզենք ածանցյալի երկրաչափական իմաստը: Նկատենք, որ 

ֆունկցիայի աճի և արգումենտի աճի հարաբերությունը Նկ.1-11–ում 

պատկերված կորի վրա գտնվող 

1 և 2 կետերով անցնող ուղիղ 

գծի՝ 𝑥 առանցքի հետ կազմած 𝜑 

անկյան տանգենսն է: Ածանց-

յալի (1.25) սահմանումից էլ 

տեսնում ենք, որ ածանցյալն 

այդ հարաբերության սահմա-

նային արժեքն է, երբ ∆𝑥 → 0, 

այսինքն՝ երբ 2 կետը շարժվելով 

կորով ձգտում է 1 կետին: Բայց 

վերևում նկարագրված ուղիղ 

գծի սահմանային դիրքը, երբ 2 

կետը, շարժվելով կորով, ձգտում է 1 կետին կորին 1 կետում 

տարված շոշափողն է: Այստեղից կարող ենք եզրակացնել, որ 

ֆունկցայի ածանցյալը տվյալ կետում հավասար է այդ կետում 

կորին տարած շոշափողի՝ 𝑥 առանցքի հետ կազմած 𝜑շոշ անկյան 

տանգենսին 
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Ֆիզիկայում հաճախ է անհրաժեշտ լինում ուսումնասիրել 

տարբեր բնութագրերի ժամանակային փոփոխությունները: Ժամա-

նակի ընթացքում տվյալ մեծության փոփոխման արագությունը բնու-

թագրվում է այդ մեծության ժամանակային ածանցյալով: Պայմանա-

վորվել են ըստ ժամանակի ածանցյալի համար վերևում բերված 

նշանակմանը զուգընթաց օգտագործել նաև տառի վրա դրվող կետ 

նշանը՝ 

 

𝑑𝑥
𝑑𝑡

ൌ 𝑥ሶ ,
𝑑ଶ𝑥
𝑑𝑡ଶ

ൌ 𝑥ሷ ,
𝑑ଷ𝑥
𝑑𝑡ଷ

ൌ 𝑥,⋯ ∶ (1.30) 

Մասնակի ածանցյալ: Ֆունկցիան կարող է ունենալ նաև մեկից 

ավելի արգումենտներ: Այդպիսի ֆունկցիաները կոչվում են մի քանի 

փոփոխականի ֆունկցիաներ: 𝑓ሺ𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡,⋯ሻ մի քանի փոփոխականի 

ֆունկցիայի ածանցյալն ըստ 𝑥 փոփոխականի, պայմանով, որ մնա-

ցած արգումենտները մնում են հաստատուն կոչվում է մասնակի 

ածանցյալ ըստ 𝑥-ի և նշանակվում է հետևյալ կերպ. 

𝜕𝑓
𝜕𝑥

ൌ lim
∆௫→

𝑓ሺ𝑥  ∆𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡,⋯ሻ െ 𝑓ሺ𝑥,𝑦, 𝑧, 𝑡,⋯ሻ
∆𝑥

ൌ
𝑑𝑓
𝑑𝑥
ฬ
௬,௭,௧,⋯ୀ௦௧

: 
(1.31) 

Բարձր կարգի մասնակի ածանցյալները գրվում են այսպես. 

𝜕ଶ𝑓
𝜕𝑥ଶ

,
𝜕ଶ𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦

 ,
𝜕ଷ𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑦ଶ

,
𝜕ଷ𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑡
,⋯ ∶ (1.32)

Բերենք ֆիզիկայում ածանցյալի օգտագործման օրինակներ: 

Ենթադրենք ունենք 𝑚 զանգվածով և 𝐿 երկարության համասեռ ձող: 

Պարզ է, որ ձողի միավոր երկարությանը բաժին ընկնող զանգվածը 

ձողի բոլոր հատվածներում էլ հավասար կլինի 𝑚 𝐿⁄ : Այս մեծու-

թյունը կոչվում է զանգվածի գծային խտություն: Անհամասեռ ձողի 

դեպքում այս բանաձևը կիրառելի չի լինի, քանի որ ձողի տարբեր 

մասերում միավոր երկարությանը տաբեր զանգվածներ կհամապա-

տասխանեն, այսինքն՝ զանգվածի գծային խտությունը ձողի տարբեր 

𝑑𝑓
𝑑𝑥

ൌ 𝑡𝑔𝜑շոշ ∶ (1.29) 



26 

մասերում տարբեր կլինի: Ձողի տվյալ կետում զանգվածի գծային 

խտությունը գտնելու համար պետք է այդ կետի շջակայքում 

առանձնացնել ∆𝑙 փոքր երկարության հատված և նրանում եղած ∆𝑚 

փոքր զանգվածը բաժանել ∆𝑙-ի վրա: Ճշգրիտ արժեքը գտնելու 

համար պետք է ∆𝑙 երկարությունը ձգտեցնել զրոյի: Եթե գծային 

խտությունը նշանակենք 𝜒-ով, ապա կարող ենք գրել՝ 

 
𝜒 ൌ lim

∆→

∆𝑚
∆𝑙

ൌ
𝑑𝑚
𝑑𝑙

: (1.33) 

Եթե զանգվածը բաշխված է մակերևույթով, ապա կարիք է առա-

ջանում միավոր մակերեսին բաժին ընկնող զանգվածի, կամ ինչպես 

ընդունված է ասել՝ զանգվածի մակերևութային խտության, գաղա-

փար ներմուծել: Այն որոշվում է այսպես՝ 

 
𝜎 ൌ lim

∆௦→

∆𝑚
∆𝑠

ൌ
𝑑𝑚
𝑑𝑠

: (1.34) 

Զանգվածի ծավալային խտության համար նման ձևով կարելի է 

գրել՝ 

 
𝜌 ൌ lim

∆→

∆𝑚
∆𝑉

ൌ
𝑑𝑚
𝑑𝑉

: (1.35) 

 

1.3.4 Գաղափար ինտեգրալի մասին: Անորոշ և որոշյալ 

ինտեգրալներ 

 

Ֆունկցիայի նախնական, անորոշ ինտեգրալ: Դիցուք 𝑓ሺ𝑥ሻ և 𝜑ሺ𝑥ሻ 

երկու ֆունցիաներն իրար հետ կապված են 

 
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ

𝑑𝜑ሺ𝑥ሻ
𝑑𝑥

  (1.36) 

առնչությամբ: 𝜑ሺ𝑥ሻ ֆունկցիան, որի ածանցյալը հավասար է տրված 

𝑓ሺ𝑥ሻ ֆունկցիային կոչվում է 𝑓ሺ𝑥ሻ ֆունկցիայի նախնական: Եթե 

տրված է 𝜑ሺ𝑥ሻ-ը և պահանջվում է գտնել 𝑓ሺ𝑥ሻ-ը, ապա խնդրի լուծու-

մը բերվում է ձեզ լավ ծանոթ ածանցման գործողության: Հանդիպում 

են խնդիրներ, որոնցում տրված է 𝑓ሺ𝑥ሻ ֆունկցիան և պահանջվում է 

որոշել նրա 𝜑ሺ𝑥ሻ նախնականը: Այս գործողությունը ածանցման 
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հակադարձ գործողությունն է: Այն կոչվում է ինտեգրման գործո-

ղություն և գրվում այսպես` 

 
𝜑ሺ𝑥ሻ ൌ න𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ∶ (1.37) 

Ածանցման և ինտեգրման գործողությունների հակադարձ 

լինելը ակնառու երևում է հետևյալ նույնություններից՝ 

Այսպիսի ինտեգրալը կոչվում է անորոշ ինտեգրալ:  

Քանի որ հաստատունի ածանցյալը հավասար է զրոյի, ապա 

տվյալ ֆունկցիան կունենա անթիվ բազմությամբ նախնականներ, 

որոնք իրարից կտարբերվեն կամայական հաստատուն գումարե-

լիով: Աղյուսակի ձևով ներկայացնենք որոշ տարրական ֆունկցիա-

ների նախնականների կամ անորոշ ինտեգրալների տեսքերը. 
 

 
Ֆունկցիան Նախնականը Անորոշ ինտեգրալը 

1 
𝑎 

(𝑎 ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) 
𝑎𝑥  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 න𝑎𝑑𝑥 ൌ 𝑎𝑥  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

2 
𝑥ఈ 

ሺ𝛼 ് െ1ሻ 

𝑥ఈାଵ

𝛼  1
 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 න𝑥ఈ𝑑𝑥 ൌ

𝑥ఈାଵ

𝛼  1
 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,  

ሺ𝛼 ് െ1ሻ  

3 
1
𝑥

 lnሺ|𝑥|ሻ  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 න
𝑑𝑥
𝑥
ൌ lnሺ|𝑥|ሻ  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

4 sin 𝑥 െ cos𝑥  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 න sin 𝑥 𝑑𝑥 ൌ െ cos𝑥  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (1.39) 

5 cos𝑥 sin 𝑥  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 න cos𝑥 𝑑𝑥 ൌ sin 𝑥  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

6 𝑒௫ 𝑒௫  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 න𝑒௫ 𝑑𝑥 ൌ 𝑒௫  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

7 
𝑎௫ 

(𝑎  0,𝑎 ് 1) 
𝑎௫

ln 𝑎
 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

න𝑎௫ 𝑑𝑥 ൌ
𝑎௫

ln 𝑎
 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 

(𝑎  0,𝑎 ് 1) 

 

𝑑
𝑑𝑥

 න𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ,න
𝑑𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑑𝑥

𝑑𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ ∶ (1.38) 
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Որոշյալ ինտեգրալ: Դիտարկենք կամայական անընդհատ 𝑓ሺ𝑥ሻ 

ֆունկցիա և խնդիր դնենք գտնել այդ ֆունկցիայի գրաֆիկի վրա 

առաջացած այն պատկերի մակերեսը, որը սահմանափակված է 𝑥 

առանցքով, 𝑥 ൌ 𝑎 գծով, 𝑥 ൌ 𝑏 գծով 

և 𝑓ሺ𝑥ሻ կորով (Նկ.1-12): 

ሾ𝑎, 𝑏ሿ հատվածը բաժանենք 𝑛 մա-

սերի 𝑥 ൌ 𝑎, 𝑥ଵ,  𝑥ଶ,⋯ , 𝑥ିଵ,  𝑥 ൌ 𝑏 

կետերով և կառուցենք ուղղանկյուն 

զուգահեռագծեր, ինչպես պատկեր-

ված է նկարում: Այդ կետերում 

ֆունցիայի արժեքները կլինեն՝ 𝑓 ൌ
𝑓ሺ𝑎ሻ, 𝑓ଵ ൌ 𝑓ሺ𝑥ଵሻ ,⋯ , 𝑓ିଵ ൌ
𝑓ሺ𝑥ିଵሻ,𝑓 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ,⋯ , 𝑓 ൌ 𝑓ሺ𝑏ሻ: 

Նկարում ստվերագծված 𝑖–րդ զու-

գահեռագծի մակերեսը հավասար կլինի՝ 

𝑆 ൌ 𝑓ሺ𝑥ିଵሻ ∙ ሺ𝑥 െ 𝑥ିଵሻ ൌ 𝑓ିଵ∆𝑥 ∶ 
Զուգահեռագծերի ընդհանուր մակերեսի համար կունենանք՝ 

𝑆
 ൌ𝑆



ୀଵ

ൌ𝑓ିଵ∆𝑥



ୀଵ

∶ 

Հասկանալի է, որ բաժանումների 𝑛 թվի մեծացմանը զուգըն-

թաց, երբ ሼ∆𝑥ሽ երկարությունները գնալով նվազեն, այս մակերեսի 

արժեքը ավելի ու ավելի կմոտենա կորով սահմանափակված պատ-

կերի մակերեսի իրական արժեքին: 

Մակերեսի ճշգրիտ արժեքը կորոշվի 

 
𝑆 ൌ lim

→ஶ
ሼ∆௫ሽ→

𝑆
 ൌ lim

→ஶ
ሼ∆௫ሽ→

𝑓ିଵ∆𝑥



ୀଵ

ൌ lim
→ஶ

ሼ∆௫ሽ→

𝑓ሺ𝑥ିଵሻ∆𝑥



ୀଵ

 (1.40) 

բանաձևով:  

Ստացվածը 𝑓ሺ𝑥ሻ ֆունկցիայի որոշյալ ինտեգրալն է ሾ𝑎,𝑏ሿ հատ-

վածում: Այն գրվում է այսպես՝ 

 
lim
→ஶ

ሼ∆௫ሽ→

𝑓ሺ𝑥ିଵሻ∆𝑥



ୀଵ

ൌ න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥



: (1.41) 

 

Նկ.1-12 Որոշյալ ինտեգրալի 

գաղափարը: 
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Այստեղ 𝑓ሺ𝑥ሻ-ը կոչվում է ենթինտեգրալ ֆունկցիա, 𝑎-ն ինտե-

գրալի ստորին սահման, 𝑏-ն՝ վերին սահման: Եթե 𝑓ሺ𝑥ሻ ֆունկցիայի 

նախնականը 𝜑ሺ𝑥ሻ-ն է, ապա կարող ենք գրել` 

 
න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥



ൌ න

𝑑𝜑
𝑑𝑥

𝑑𝑥



ൌ 𝜑ሺ𝑥ሻอ





ൌ 𝜑ሺ𝑏ሻ െ 𝜑ሺ𝑎ሻ: (1.42) 

Ինչպես ածանցյալի գաղափարի շարադրման վերջում բերեցինք 

ֆիզիկայում օգտագործման պարզագույն օրինակներ, ինտեգրալի 

դեպքում ևս բերենք նմանատիպ օրինակներ: Դիցուք տրված է 𝐿 ան-

համասեռ ձողի 𝜒ሺ𝑙ሻ զանգվածի գծային խտության կախումը 

սկզբնակետից հաշված նրա 𝑙 երկարությունից և պահանջվում է 

հաշվել ձողի զանգվածը: Ձողի ሾ𝑙, 𝑙  𝑑𝑙ሿ անվերջ փոքր հատվածի 

զանգվածը հավասար կլինի 𝑑𝑚 ൌ 𝜒ሺ𝑙ሻ𝑑𝑙: Ինտեգրելով կստանանք՝  

 
𝑚 ൌ න𝜒ሺ𝑙ሻ





𝑑𝑙: (1.43) 

Զանգվածի մակերևութային բաշխման դեպքում կունենանք՝ 

 
𝑚 ൌ න 𝜎

ௌ

𝑑𝑠, (1.44) 

իսկ ծավալային բաշխման դեպքում՝ 

 
𝑚 ൌ න 𝜌



𝑑𝑉: (1.45) 

 

1.3.5 Ֆունկցիայի միջինը և նրա երկրաչափական 

մեկնաբանությունը 

 

Դիցուք ունենք մի ինչ-որ 𝑓 մեծության 𝑓ଵ,𝑓ଶ,𝑓ଷ ⋯𝑓ே ընդհատ 

(դիսկրետ) արժեքների համախումբը: 𝑓 մեծության միջին արժեքը 

որոշվում է  
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  𝑓միջ ൌ
𝑓ଵ   𝑓ଶ  𝑓ଷ ⋯ 𝑓ே

𝑁
ൌ

1
𝑁
𝑓

ே

ୀଵ

 (1.46) 

բանաձևով: Մասնավոր դեպքում, եթե 𝑓 մեծության 𝑁 արժեքներից 

𝑁ଵ հատը ունեն 𝑓ଵ արժեք, 𝑁ଶ հատը` 𝑓ଶ արժեք, ⋯, 𝑁 հատը` 𝑓 ար-

ժեք, ապա միջին արժեքը կլինի՝ 

 
𝑓միջ ൌ

𝑁ଵ 𝑓ଵ  𝑁ଶ 𝑓ଶ  𝑁ଷ 𝑓ଷ ⋯𝑁𝑓
𝑁

ൌ
1
𝑁
𝑁 𝑓



ୀଵ

: (1.47) 

𝑤 ൌ 𝑁 𝑁⁄  հարաբերությունը 𝑓 մեծության 𝑓 արժեք ունենալու 

հարաբերական քանակական մասնաբաժինն է բոլոր արժեքների 

քանակի համեմատ և կոչվում է 𝑓 արժեք ունենալու 𝑤 հավանակա-

նություն:  

Հավանականության միջոցով միջին արժեքը կգրվի այսպես` 

  𝑓միջ ൌ𝑤  𝑓



ୀଵ

: (1.48) 

Այժմ ենթադրեք տրված է 𝑓ሺ𝑥ሻ անընդհատ ֆունկցիան և պա-

հանջվում է գտնել նրա միջին արժեքը 𝑥 ∈ ሾ𝑎,𝑏ሿ հատվածում: ሾ𝑎, 𝑏ሿ 

հատվածը բաժանենք 𝑁 հավասար մասերի ∆𝑥 ൌ ሺ𝑏 െ 𝑎ሻ/𝑁 քայլով: 

Եթե բաժանումների թիվը բավականաչափ մեծ է, ապա յուրաքան-

չյուր փոքր հատվածում կարող ենք անտեսել ֆունկցիայի փոփոխու-

թյունը և միջինի համար գրել՝ 

 
𝑓միջ,ே ൌ

1
𝑁
𝑓

ே

ୀଵ

ൌ
1

𝑏 െ 𝑎
𝑓

ே

ୀଵ

∆𝑥: (1.49) 

Միջինի ճշգրիտ արժեքը կստացվի, եթե բաժանումների 𝑁 թիվը 

ձգտեցնենք անվերջի (∆𝑥 → 0).  

 
𝑓միջ ൌ

1
𝑏 െ 𝑎

lim
ே→ஶ
ሺ∆௫→ሻ

𝑓

ே

ୀଵ

∆𝑥: (1.50) 
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Հիշելով որոշյալ ինտեգրալի սահմանումը՝ վերջնականապես 

կգրենք՝ 

 
𝑓միջ
ሾ,ሿ ൌ

1
𝑏 െ 𝑎

න𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥:





 (1.51) 

Պարզենք միջինի երկրաչափական իմաստը: Ինչպես գիտենք, 

𝑓ሺ𝑥ሻ ֆունկցիայի ինեգրալը ሾ𝑎, 𝑏ሿ հատվածում հավասար է 𝑓ሺ𝑥ሻ 

ֆունկցիայի գրաֆիկի հարթության մեջ 𝑥 առանցքով, 𝑥 ൌ 𝑎 գծով, 𝑥 ൌ

𝑏 գծով և 𝑓ሺ𝑥ሻ կորով սահմանափակված պատկերի մակերեսին: Այդ 

մակերեսի և 𝑥 առանցքի վրա 

ստացված հատվածի 𝑏 െ 𝑎 

երկարության հարաբերու-

թյունը հավասար կլինի 𝑓 

մեծության այնպիսի 𝑓միջ
ሾ,ሿ

 

հաստատուն արժեքին, որի 

դեպքում ստացված ուղղան-

կյան մակերեսը հավասար 

կլինի վերոհիշյալ բարդ 

պատկերի մակերեսին (Նկ.1-

13): Այս պնդումը համարժեք 

է այն պնդմանը, որ ሾ𝑎, 𝑏ሿ 

հատվածում 𝑓 ൌ 𝑓միջ
ሾ,ሿ

 ուղիղ 

գծից վերև գտնվող 𝑓ሺ𝑥ሻ կորով սահմանափակված պատկերի 𝑆ଵ մա-

կերեսը հավասար է գծից ներքև գտնվող 𝑓ሺ𝑥ሻ կորով սահմանա-

փակված պատկերի 𝑆ଶ մակերեսին: 

 

  

 

Նկ.1-13Ֆունկցիայի միջին արժեքի 

երկրաչափական իմաստը: 
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2. ՆՅՈՒԹԱԿԱՆ ԿԵՏԻ ԿԻՆԵՄԱՏԻԿԱ 

 

2.1 Նյութական կետի կինեմատիկական նկարագրության 

եղանակները 

 

Նյութական կետ: Պարզագույն մարմինը, որի շարժումն ուսում-

նասիրվում է մեխանիկայում, նյութական կետն է: Նյութական կետը 

մակրոսկոպական այն մարմինն է, որի չափերը տվյալ շարժման 

պայմաններում կարելի է անտեսել և համարել, որ ամբողջ նյութը 

կուտակված է մեկ երկրաչափական կետում: Նյութական կետի 

գաղափարը իրականության իդեալականացված պատկեր է, քանզի 

նյութական յուրաքանչյուր մակրոսկոպական մարմին անպայման 

ունի վերջավոր չափեր: Այս վերացարկումը օգնում է հեշտացնել 

խնդրի լուծումը, միաժամանակ ապահովելով վերացարկված խնդրի 

լուծման ընդունելի չափով մոտ լինելն իրական խնդրի լուծմանը: 

Նյութական կետի գաղափարը նաև հարաբերական գաղափար է: 

Միևնույն մարմինը մի խնդրում կարող է համարվել նյութական կետ, 

իսկ մեկ այլ խնդրում՝ ոչ: Մարմնի բացարձակ չափերը որևէ դերա-

կատարություն չունեն, կարևոր է մարմնի չափերի և շարժման բնու-

թագրական հեռավորությունների հարաբերությունը: Նյութական 

կետի սահմանման մեջ շեշտված է նրա մակրոսկոպական լինելը, 

որպեսզի հնարավոր լինի այն դիտարկել դասական (Նյուտոնյան) 

մեխանիկայի շրջանակներում: 

Նյութական կետի մեխանիկան դասական մեխանիկայի հիմքն 

է: Դասական տեսանկյունից ցանկացած մակրոսկոպական մարմին 

կարելի է պատկերացնել որպես իրար հետ փոխազդող նյութական 

կետերի համախումբ: Այդ պատճառով մակրոմարմնի շարժման 

խնդիրը բերվում է իրար հետ փոխազդող նյութական կետերի շարժ-

ման խնդրին: Ուստի բնական է դասական մեխանիկայի ուսումնա-

սիրությունը սկսել նյութական կետի մեխանիկայից: 

Շարժումը կարելի է համարել լրիվությամբ նկարագրված, եթե 

ընտրված հաշվարկման համակարգում ժամանակի ցանկացած 
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պահի հայտնի է նյութական կետի դիրքը: Ասվածից երևում է, որ 

նյութական կետի շարժման լրիվ նկարագրությունը հանգում է 

շառավիղ վեկտորի ժամանակային կախվածության գտնելուն: Նույն 

նպատակին կարել է նաև հասնել կոորդինատների ժամանակային 

կախվածությունները գտնելու միջոցով: 

Ժամանակից կախված ֆունկցիան կամ ֆունկցիաների համա-

խումբը, որը թույլ է տալիս ժամանակի յուրաքանչյուր պահի որոշել 

նյութական կետի դիրքը ստացել է շարժման օրենք անվանումը: 

Շարժման նկարագրության եղանակների ուսումնասիրությու-

նը, որը կինեմատիկայի նպատակն է, կարելի է կատարել տարբեր 

հաշվարկման համակարգերում: Այս տեսանկյունից բոլոր հաշվարկ-

ման համակարգերը հավասարազոր են: Կինեմատիկայում որևէ 

հաշվարկման համակարգ մեկ այլ համակարգի նկատմամբ չունի 

արտոնություն: Հաշվարկման համակարգերի միջև տարբերություն-

ներն ի հայտ են գալիս դինամիկայում: 

Կինեմատիկական նկարագրության եղանակները երեքն են՝ 

վեկտորական, կոորդինատական և, այսպես կոչված, «բնական»: 

Հերթով շարադրենք այդ եղանակները: 

 

2.1.1 Կինեմատիկական նկարագրության վեկտորական եղանակ 

 

Կինեմատիկական նկարագրության վեկտորական եղանակի 

դեպքում նյութական կետի դիրքը նկարագրվում է 𝑟 շառավիղ 

վեկտորի միջոցով: Շարժման ընթացքում նյութական կետի դիրքը 

փոփոխվում է, որը բերում է նրա դիրքը նկարագրող շառավիղ 

վեկտորի փոփոխության ընդհանուր դեպքում ինչպես ըստ մոդուլի, 

այնպես էլ ըստ ուղղության: Կետերի բազմությունը որոնցում ժամա-

նակի հաջորդական պահերին եղել է նյութական կետը կազմում է 

տարածության մեջ մի ինչ-որ գիծ, որը կոչվում է շարժման հետագիծ:  

Որևէ ժամանակահատվածում նյութական կետի անցած ճանա-

պարհը հետագծի այն հատվածի երկարությունն է, որ ընկած է այդ 

ժամանակահատվածի սկզբնական ու վերջնական պահերին նյու-

թական կետի ունեցած դիրքերի միջև: 
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Կինեմատիկական նկարագրության վեկտորական եղանակի 

դեպքում շարժման օրենքը շառավիղ վեկտորի 𝑟ሺ𝑡ሻ ժամանակային 

կախվածության ֆունկցիան է: 

Դիցուք ժամանակի 𝑡ଵ ൌ 𝑡 
պահին նյութական կետը 

գտնվում է 1 կետում, որի շառա-

վիղ վեկտորն է 𝑟ଵ ൌ 𝑟ሺ𝑡ଵሻ ൌ 𝑟ሺ𝑡ሻ, 
իսկ դրան հաջորդող 𝑡ଶ ൌ 𝑡  ∆𝑡 
պահին՝ 2 կետում, որի շառավիղ 

վեկտորն է 𝑟ଶ ൌ 𝑟ሺ𝑡ଶሻ ൌ 𝑟ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ 
(Նկ.2-1): 

Առաջին կինեմատիկական 

մեծությունը տեղափոխության 

վեկտորն է, որը նյութական 

կետի սկզբնական դիրքը վերջ-

նականին միացնող վեկտորն է: 

Ինչպես երևում է նկարից, տեղափոխությունը շառավիղ վեկտորի 

աճն է ሾ𝑡, 𝑡  ∆𝑡ሿ ժամանակահատվածում 

 𝑆 ൌ 𝑟ଶ െ 𝑟ଵ ൌ  𝑟ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝑟ሺ𝑡ሻ ൌ ∆𝑟: (2.1) 

ሾ𝑡, 𝑡  ∆𝑡ሿ ժամանակահատվածում միջին արագությունը 

սահմանվում է, որպես տեղափոխության և համապատասխան 

ժամանակահատվածի հարաբերություն՝ 

 𝑉ሬ⃗միջ
ሾ௧,௧ା∆௧ሿ ൌ

∆𝑟
∆𝑡

ൌ
𝑟ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝑟ሺ𝑡ሻ

∆𝑡
: (2.2) 

Միջին արագության ուղղությունը համընկնում է նույն ժա-

մանակահատվածում կատարած տեղափոխության ∆𝑟 վեկտորի 

ուղղության հետ: Միջինի համար որոշ դեպքերում օգտագործվում 

են նաև այսպիսի նշանակումներ՝ 𝑉ሬ⃗միջ ൌ 〈𝑉ሬ⃗ 〉 ൌ 𝑉ሬ⃗  : 

Միջին ճանապարհային արագությունը սահմանվում է որպես 

անցած ճանապարհի և համապատասխան ժամանակահատվածի 

հարաբերություն՝ 

 

Նկ. 2-1 Տեղափոխության և միջին 

արագության վեկտորները: 
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 𝑉միջ.Ճ
ሾ௧,௧ା∆௧ሿ ൌ

𝑆Ճ
ሾ௧,௧ା∆௧ሿ

∆𝑡
∶ (2.3) 

Միջին ճանապարհային արագությունը սկալյար մեծություն է: 

Միջին արագությունները ሾ𝑡, 𝑡  ∆𝑡ሿ ժամանակահատվածում 

շարժման միջին նկարագիրն են ներկայացնում: ∆𝑡 ժամանակա-

հատվածի նվազմանը զուգընթաց նրանք փոփոխվում են: Սահմա-

նային դեպքում, երբ ∆𝑡 → 0, այդ ժամանակահատվածը վերածվում է 

մեկ կետի 𝑡 առանցքի վրա, այսինքն՝ ձգտում է 𝑡 պահին (ሾ𝑡, 𝑡  ∆𝑡ሿ

∆௧→
ሱ⎯⎯ሮ 𝑡): Ակնհայտ է, որ այդ դեպքում միջին բնութագրերը կվերածվեն 

𝑡 պահին շարժումը բնութագրող մեծությունների: 

Ակնթարթային արագությունը ժամանակի 𝑡 պահին սահման-

վում է որպես ሾ𝑡, 𝑡  ∆𝑡ሿ ժամանակահատվածում միջին արագության 

սահմանային արժեք, երբ ∆𝑡 ժամանակահատվածը ձգտում է զրոյի՝ 

 �⃗�ሺ𝑡ሻ ൌ lim
∆௧→

𝑉ሬ⃗միջ
ሾ௧,௧ା∆௧ሿ ൌ lim

∆௧→

𝑟ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ 𝑟ሺ𝑡ሻ

∆𝑡
∶ (2.3) 

Օգտվելով ածանցյալի գաղափարից՝ կգրենք 

 �⃗� ൌ
𝑑𝑟
𝑑𝑡

ൌ 𝑟ሶ: (2.4) 

Այսուհետ ակնթարթային բառը բաց կթողնենք և այն պարզա-

պես կանվանենք արագություն: Արագությունը շառավիղ վեկտորի 

ածանցյալն է ըստ ժամանակի: 

Ցույց տանք, որ ակնթարթային արագության վեկտորն ուղղված 

է հետագծի տվյալ կետով տարված շոշափողով: Դիտարկենք ∆𝑡ሺଵሻ 
∆𝑡ሺଶሻ  ∆𝑡ሺଷሻ  ⋯ ավելի ու 

ավելի փոքրացող ժամանակա-

հատվածներ: Նկ.2-2-ում նյու-

թական կետի այդ ժամանակա-

հատվածներին համապատաս-

խանող դիրքերը կլինեն 1,2,3 … 

կետերը, որոնք հետագծի 

երկայնքով շարժվելով ավելի 

ու ավելի են մոտենում 𝑡 պահի 

դիրքին: Նկատենք, որ 

 

Նկ.2-2 Ակնթարթային արագության 

ուղղությունը: 
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ակնթարթային արագության ուղղությունը համընկնում է միջին 

արագության սահմանային ուղղության հետ, երբ ժամանակահատ-

վածը ձգտում է զրոյի: Քանի որ ժամանակահատվածի զրոյի ձգտելու 

դեպքում հետագծի վրա գտնվող կետը շարժվելով հետագծով 

ձգտում է 𝑡 պահի դիրքին, ապա ակնթարթային արագությունը 

հետագծի տվյալ կետում ուղղված կլինի հետագծի վրա գտնվող 

երկու իրար անվերջ մոտ կետերով անցնող ուղղով: Բայց կորին 

պատկանող իրար անսահման մոտ երկու կետով անցնող ուղիղ 

գիծը հենց այդ կետում կորին տարված շոշափողն է: 

Միջին ճանապարհային արագության սահմանային արժեքը, 

երբ ժամանակահատվածը ձգտում է զրոյի հավասար կլինի 

ակնթարթային արագության մոդուլին:  

Նման ձևով սահմանվում է միջին արագացումը: Միջին արա-

գացումը որևէ ժամանակահատվածում հավասար է այդ ընթացքում 

արագության փոփոխության և ժամանակահատվածի հարաբերու-

թյանը՝ 

 �⃗�միջ
ሾ௧,௧ା∆௧ሿ ൌ

∆�⃗�
∆𝑡

ൌ
�⃗�ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ �⃗�ሺ𝑡ሻ

∆𝑡
: (2.5) 

Ակնթարթային արագացում, արագացում ժամանակի տվյալ 

պահին, արագացում հետագծի տվյալ կետում կամ պարզապես 

արագացում անվանում են միջին արագացման սահմանային արժե-

քը, երբ ժամանակահատվածը ձգտում է զրոյի 

 �⃗�ሺ𝑡ሻ ൌ lim
∆௧→

�⃗�միջ
ሾ௧,௧ା∆௧ሿ ൌ lim

∆௧→

�⃗�ሺ𝑡  ∆𝑡ሻ െ �⃗�ሺ𝑡ሻ

∆𝑡
: (2.6) 

Արագացումը արագության վեկտորի ածանցյալն է ըստ ժամա-

նակի կամ, որ նույնն է, շառավիղ վեկտորի երկրորդ կարգի ածանց-

յալն է ըստ ժամանակի՝ 

 �⃗�ሺ𝑡ሻ ൌ
𝑑�⃗�
𝑑𝑡

ൌ
𝑑ଶ𝑟
𝑑𝑡ଶ

ൌ  �⃗�ሶ ൌ 𝑟ሷ ∶ (2.7) 

Այսպիսով, եթե հայտնի է 𝑟ሺ𝑡ሻ շարժման օրենքը, ապա (2.4) և 

(2.7) բանաձևերի օգնությամբ կարող ենք որոշել �⃗�ሺ𝑡ሻ արագությունը 

և �⃗�ሺ𝑡ሻ արագացումը ժամանակի յուրաքանչյուր պահի: 

Հարաբերական արագություն: Շարժման կինեմատիկական 

նկարագրությանը վերաբերող խնդիրներում հաճախ անհրաժեշտ է 
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լինում որոշել մեկ նյութական կետի արագությունը մեկ այլ նյութա-

կան կետի նկատմամբ: Այդ արագությունը կոչվում է հարաբերական 

արագություն: 

Դիտարկենք 𝐴 և 𝐵 նյութական կետերը և պայմանավորվենք 𝐴 

նյութական կետի արագությունը 𝐵-ի նկատմամբ նշանակել �⃗�-ով: 

Առաջին մարմնի շառավիղ վեկտորը նշանակենք 𝑟-ով, իսկ երկրոր-

դինը՝ 𝑟-ով: 𝐴 մարմնի շառավիղ վեկտորը 𝐵 մարմնի նկատմամբ 

կլինի՝ 𝑟 ൌ 𝑟 െ 𝑟: 𝐴 մարմնի հարաբերական արագությունը 𝐵 

մարմնի նկատմամբ կգտնենք՝ կատարելով ածանցում ըստ ժամա-

նակի՝ �⃗� ൌ 𝑟ሶ ൌ 𝑟ሶ െ 𝑟ሶ ൌ �⃗� െ �⃗�: 

Այսպիսով, 𝐴 մարմնի հարաբերական արագությունը 𝐵 մարմնի 

նկատմամբ որոշվում է  

 �⃗� ൌ �⃗� െ �⃗� (2.8) 

բանձևով: Այս բանաձևին համարժեք �⃗� ൌ �⃗�  �⃗� բանաձևը ֆիզի-

կայում հայտնի է որպես արագությունների գումարման կանոն:  

Նավակի շարժման վերաբերյալ խնդիրներում ունենք նավակ, 

որի արագությունը ափի նկատմամբ �⃗�ն է, գետ, որում ջրի արագու-

թյունն ափի նկատմամբ �⃗�ջ է: Հարաբերական արագության  

 �⃗�նջ ൌ �⃗�ն െ �⃗�ջ (2.9) 

բանաձևը այս դեպքում թույլ կտա որոշել նավակի արագությունը 

ջրի նկատմամբ կամ, որ նույնն է, նավակի արագությունը անշարժ 

ջրում (լճում), եթե հայտնի են նավակի և գետի ջրի արագու-

թյուններն ափի նկատմամբ: 

Նյութական կետի շարժումների դասակարգումը: Նյութական 

կետի շարժումներն ըստ հետագծի տեսակի բաժանվում են երկու 

մեծ խմբի՝ ուղղագիծ և կորագիծ շարժումների: Ուղղագիծ կոչվում են 

այն շարժումները, որոնց հետագիծն ուղիղ գիծ է: Մնացած բոլոր 

շարժումները կոչվում են կորագիծ շարժումներ: Կորագիծ հետագծի 

կոնկրետ տեսակից կախված կորագիծ շարժումները բաժանվում են 

շրջանագծային, էլիպտական, պարաբոլական, հիպերբոլական և այլ 

շարժման տեսակների:  
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Նյութական կետի շարժումները դասակարգվում են նաև ըստ 

շարժման օրենքի: Ըստ շարժման օրենքի՝ նյութական կետի շար-

ժումները բաժանվում են երկու խմբի՝ ուղղագիծ հավասարաչափ և 

անհավասարաչափ շարժումների: 

Ուղղագիծ հավասարաչափ շարժում է կոչվում այն շարժումը, 

որի ժամանակ ցանկացած հավասար ժամանակահատվածներում 

նյութական կետը կատարում է միևնույն տեղափոխությունը: Արա-

գության գաղափարի օգնությամբ այս սահմանումը կարելի է վերա-

ձևակերպել հետևյալ կերպ. Ուղղագիծ հավասարաչափ է կոչվում 

այն շարժումը, որի ժամանակ արագության վեկտորը մնում է հաս-

տատուն: Ակնհայտ է, որ ուղղագիծ հավասարաչափ շարժման դեպ-

քում արագացումը միշտ հավասար կլինի զրոյի:  

Եթե շարժումը ուղղագիծ հավասարաչափ չէ, ապա այն կոչվում 

է անհավասարաչափ շարժում: Անհավասարաչափ շարժումների 

դասին է պատկանում կորագիծ հավասարաչափ շարժումը, որի 

դեպքում նյութական կետը մոդուլով հաստատուն արագությամբ 

շարժվում է ոչ ուղղագիծ հետագծով: Կորագիծ հավասարաչափ 

շարժման դեպքում, ի տարբերություն ուղղագիծ հավասարաչափ 

շարժման, արագացումը հավասար չէ զրոյի:  

Անհավասարաչափ շարժումներն իրենց հերթին բաժանվում են 

հավասարաչափ արագացող (հավասարաչափ փոփոխական) և 

անհավասարաչափ փոփոխական շարժումների:  

Շարժումը կոչվում է հավասարաչափ արագացող, եթե ցանկա-

ցած հավասար ժամանակահատվածներում արագության վեկտորը 

միևնույն չափով է փոփոխվում: Արագացման գաղափարի օգնու-

թյամբ այս սահմանումը կարելի է վերաձևակերպել այսպես. շար-

ժումը, որի դեպքում արագացումը զրո չէ և որպես վեկտոր մնում է 

հաստատուն կոչվում է հավասարաչափ փոփոխական կամ հա-

վասարաչափ արագացող շարժում:  

Անհավասարաչափ փոփոխական կոչվում են մնացած բոլոր 

շարժումները, որոնք չեն պատկանում ըստ շարժման օրենքի շար-

ժումների դասակարգման վերևում սահմանված տեսակներին: Ան-
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հավասարաչափ փոփոխական շարժումների ժամանակ արագաց-

ման վեկտորը փոփոխական վեկտոր է: 

 

2.1.2 Կինեմատիկական նկարագրության կոորդինատական եղանակ 

 

Կոորդինատական եղանակի դեպքում նյութական կետի դիրքը 

տարածության մեջ որոշվում է երեք կոորդինատների միջոցով: Եթե 

ընտրել ենք դեկարտյան կոորդինատական համակարգը, ապա դիր-

քը տրվում է 𝑥,𝑦, 𝑧 կոորդինատներով: Շարժման օրենքն այս դեպ-

քում ሼ𝑥ሺ𝑡ሻ,𝑦ሺ𝑡ሻ, 𝑧ሺ𝑡ሻሽ երեք սկալյար ֆունկցիաների համախումբն է: 

Եթե տրված է շարժման օրենքը, ապա արագության բաղադրիչները 

որոշվում են 

 𝑣௫ ൌ
𝑑𝑥
𝑑𝑡

ൌ 𝑥ሶ , 𝑣௬ ൌ
𝑑𝑦
𝑑𝑡

ൌ 𝑦ሶ , 𝑣௭ ൌ
𝑑𝑧
𝑑𝑡

ൌ 𝑧ሶ (2.10) 

բանաձևերով: Արագության մոդուլի համար կարող ենք գրել՝ 

 𝑣 ൌ ඥ𝑣௫ଶ  𝑣௬ଶ  𝑣௭ଶ ൌ ඥ𝑥ሶ ଶ  𝑦ሶ ଶ  𝑧ሶଶ: (2.11) 

Արագության ուղղությունը բնութագրվում է հետևյալ ուղղորդ 

կոսինուսներով` 

𝑐𝑜𝑠𝛼௩ ൌ
𝑥ሶ

ඥ𝑥ሶ ଶ  𝑦ሶ ଶ  𝑧ሶଶ
, 𝑐𝑜𝑠𝛽௩ ൌ

𝑦ሶ

ඥ𝑥ሶ ଶ  𝑦ሶ ଶ  𝑧ሶଶ
,  

𝑐𝑜𝑠𝛾௩ ൌ
𝑧ሶ

ඥ𝑥ሶ ଶ  𝑦ሶ ଶ  𝑧ሶଶ
∶ 

(2.12) 

Արագացման բաղադրիչների համար կգրենք` 

 𝑎௫ ൌ
𝑑𝑣௫
𝑑𝑡

ൌ 𝑥ሷ ,  𝑎௬ ൌ
𝑑𝑣௬
𝑑𝑡

ൌ 𝑦ሷ ,  𝑎௭ ൌ
𝑑𝑣௭
𝑑𝑡

ൌ 𝑧ሷ ∶ (2.13) 

Արագացման մոդուլը կորոշվի 

 𝑎 ൌ ට𝑎௫ଶ  𝑎௬ଶ  𝑎௭ଶ ൌ ඥ𝑥ሷ ଶ  𝑦ሷ ଶ  𝑧ሷଶ (2.14) 

բանաձևով, իսկ ուղղությունը ուղղորդ կոսինուսներով, որոնք 

տրվում են 

𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ
𝑥ሷ

ඥ𝑥ሷ ଶ  𝑦ሷ ଶ  𝑧ሷଶ
 , 𝑐𝑜𝑠𝛽 ൌ

𝑦ሷ

ඥ𝑥ሷ ଶ  𝑦ሷ ଶ  𝑧ሷଶ
 ,  (2.15) 
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Նկ.2-3  Արագացման պրոյեկցիա-

ները և արագության հետ 

կազմած անկյունը: 

𝑐𝑜𝑠𝛾 ൌ
𝑧ሷ

ඥ𝑥ሷ ଶ  𝑦ሷ ଶ  𝑧ሷଶ
∶ 

առնչություններով: 

Հաճախ անհրաժեշտ է լի-

նում որոշել ժամանակի տվյալ 

պահին արագության և արա-

գացման վեկտորներով կազմ-

ված 𝜑 անկյունը (Նկ.2-3): Դա 

կարելի է կատարել` օգտվելով 

սկալյար արտադրյալի որոշման 

բանաձևերից 

 

Արագության և արագացման վեկտորներով կազմված անկյան 

համար կստանանք՝ 

 cos𝜑 ൌ
𝑥ሶ𝑥ሷ  𝑦ሶ𝑦ሷ  𝑧ሶ𝑧ሷ

ඥ𝑥ሶ ଶ  𝑦ሶ ଶ  𝑧ሶଶ ඥ𝑥ሷ ଶ  𝑦ሷ ଶ  𝑧ሷଶ
∶ (2.17) 

Ստացվածը թույլ է տալիս որոշել արագացման պրոյեկցիաներն 

արագության ուղղության վրա և արագությանն ուղղահայաց 

ուղղության վրա՝  

 

𝑎∥ ൌ
𝑥ሶ𝑥ሷ  𝑦ሶ𝑦ሷ  𝑧ሶ𝑧ሷ

ඥ𝑥ሶ ଶ  𝑦ሶ ଶ  𝑧ሶଶ 
 ,  

𝑎ୄ ൌ ඨ𝑥ሷ ଶ  𝑦ሷ ଶ  𝑧ሷଶ െ
ሺ𝑥ሶ𝑥ሷ  𝑦ሶ𝑦ሷ  𝑧ሶ𝑧ሷሻଶ

𝑥ሶ ଶ  𝑦ሶ ଶ  𝑧ሶଶ
∶ 

(2.18) 

 

2.1.3 Կինեմատիկական նկարագրության «բնական» եղանակ 

 

Մեխանիկայում հանդիպում են շարժմանը վերաբերող այնպի-

սի խնդիրներ, որոնցում հետագիծը նախապես հայտնի է: Կինեմա-

տիկական նկարագրության «բնական» եղանակը կիրառելի է հենց 

այս տեսակ խնդիրների համար:  

�⃗� ∙ �⃗� ൌ 𝑣 𝑎 cos𝜑 ൌ 
ൌ 𝑣௫𝑎௫  𝑣௬𝑎௬  𝑣௭𝑎௭ ∶ 

(2.16) 
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Դիտարկենք նյութական կետի շարժումը նախապես հայտնի 

հետագծով: Այս դեպքում նյութական կետի դիրքը միարժեքորեն 

կարելի է նկարագրել մեկ սկալյար մեծության միջոցով: Հետագծի մի 

որևէ կետ ընտրենք որպես հաշվարկման սկզբնակետ և նշանակենք 

𝑂 տառով: Ըստ մեր ցանկության ընտրենք հետագծի երկայնքով 

ուղղված հաշվարկման դրական ուղղությունը (Նկ.2-4): Նշենք, որ 

այս ուղղության ընտրությունը որևէ կերպ կապված չէ նյութական 

կետի հնարավոր շարժման ուղղության հետ: Հետագծի տվյալ 𝐴 

կետի դիրքը նկարագրենք 𝑙 կոորդինատով, որը ցույց է տալիս 

հաշվարկման սկզբնակետի և տվյալ կետի միջև հետագծի հատվածի 

երկարությունը դրական նշանով, եթե կետը սկզբնակետից շեղված է 

մեր ընտրած դրական ուղղությամբ, և բացասական նշանով, եթե այն 

շեղված է դրական ուղղության հակառակ ուղղությամբ: Այս կոորդի-

նատը ստացել է աղեղային կոորդինատ կամ աղեղային փոփոխա-

կան անվանումը: Որոշ գրքերում այն անվանում են «դիրքաթիվ», որը 

սակայն լեզվական իմաստով անընդունելի է, քանի որ դիրքաթվեր 

են ընդհանրապես բոլոր կոորդինատները, որոնք իսկապես 

թվայնորեն նկարագրում են կետի դիրքը: 

«Բնական» եղանակի դեպքում շարժման օրենքը ժամանակից 

կախված 𝑙ሺ𝑡ሻ սկալյար ֆունկցիան է: 

Դպրոցական մաթեմատիկայից ձեզ հայտնի է թվային առանցքի 

գաղափարը, որի համար սահմանվում է սկզբնակետը, դրական ուղ-

ղությունն ու հաշվարկման միավորը, և դա թույլ է տալիս այդ ուղ-

ղագիծ առանցքի յուրաքանչյուր կետի միարժեք համապատասխա-

նության մեջ դնել տվյալ մեծության որոշակի թվային արժեք: Այժմ 

պատկերացրեք, որ այդ առանցքը ճկուն առանցք է և փռված է տվյալ 

շարժման հետագծի երկայնքով: Այս դեպքում մենք գործ ունենք 

կորագիծ թվային առանցքի հետ, որը ճիշտ նույն կերպ թույլ է տալիս 

հետագծի յուրաքանչյուր կետի միարժեք համապատասխանության 

մեջ դնել աղեղային 𝑙 կոորդինատի որոշակի թվային արժեք: 
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Պայմանավորվենք հետա-

գծի տվյալ կետում շոշափողով 

ուղղված միավոր վեկտորը, որը 

ցույց է տալիս աղեղային կոոր-

դինատի աճման ուղղությունը 

նշանակել �̂�-ով: Այս ուղղությու-

նը կոչվում է տանգենցիալ ուղ-

ղություն, իսկ �̂� միավոր վեկտո-

րը՝ տանգենցիալ միավոր վեկ-

տոր: 

Հետագծի տվյալ կետից դեպի կորության կենտրոն ուղղված 

միավոր վեկտորը նշանակենք 𝑛ො-ով: Այս ուղղությունը կոչվում է 

նորմալ ուղղություն, իսկ 𝑛ො-ը` նորմալ միավոր վեկտոր: Նորմալ և 

տանգենցիալ միավոր վեկտորները փոխուղղահայաց վեկտորներ 

են: 

Հաշվի առնելով, որ արագությունն ուղղված է հետագծի շոշա-

փողով, կարող ենք գրել 

 �⃗� ൌ 𝑣ఛ�̂�, (2.19) 

որտեղ 𝑣ఛ ൌ �⃗� ∙ �̂�-ն նյութական կետի արագության պրեյեկցիան է 

տանգենցիալ ուղղության վրա: Աղեղային կոորդինատի հետ 𝑣ఛ 
պրոյեկցիայի կապը կգրվի այսպես`  

Արագության պրոյեկցիան դրական է, եթե 𝑙ሺ𝑡ሻ ֆունկցիան ժա-

մանակից կախված աճող ֆունկցիա է, և բացասական, եթե 𝑙ሺ𝑡ሻ-ն 

նվազող ֆունկցիա է: 

Այսպիսով, կինեմատիկական նկարագրության «բնական» եղա-

նակի դեպքում, եթե հայտնի է 𝑙ሺ𝑡ሻ շարժման օրենքը, ապա արա-

գության վեկտորը որոշվում է 

 �⃗� ൌ
𝑑𝑙
𝑑𝑡
�̂� (2.21) 

բանաձևով:  

 𝑣ఛ ൌ
𝑑𝑙
𝑑𝑡

∶ (2.20) 

 

Նկ.2-4   Աղեղային կոորդինատ: 

Նորմալ և տանգենցիալ 

ուղղություններ: 
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Օգտվելով արագացման սահմանումից՝ ստանանք բանաձև, որը 

թույլ կտա գտնել արագացումը, եթե տրված է 𝑙ሺ𝑡ሻ շարժման օրենքը: 

Այստեղ պետք է նկատի ունենալ, որ տանգենցիալ միավոր վեկտորն 

ընդհանուր դեպքում ժամանակից կախված, ըստ ուղղության, 

փոփոխվող վեկտոր է:  

Արագացման համար կարող ենք գրել՝ 

 �⃗� ൌ
𝑑�⃗�
𝑑𝑡

ൌ
𝑑
𝑑𝑡
൬
𝑑𝑙
𝑑𝑡
�̂�൰ ൌ

𝑑ଶ𝑙
𝑑𝑡ଶ

�̂� 
𝑑𝑙
𝑑𝑡
𝑑�̂�
𝑑𝑡

∶ (2.22) 

Հաշվի առնելով, որ տանգենցիալ միավոր վեկտորը ժամա-

նակից կախված բարդ ֆունկցիա է՝ �̂�ሺ𝑙ሺ𝑡ሻሻ, կարող ենք գրել` 

Մնում է 𝑑�̂�/𝑑𝑙 ածանցյալն 

արտահայտել 𝑙ሺ𝑡ሻ շարժման 

օրենքով: Այդ նպատակով դի-

տարկենք հետագծի փոքր 

հատված (Նկ.2-5): Այդ հատ-

վածին համապատասխանող 

կորության շառավիղը նշանա-

կենք 𝑅-ով, իսկ կորության 

կենտրոնը՝ 𝐶-ով: Եզրային կե-

տերում տանգենցիալ միավոր 

վեկտորները նշանակենք �̂�ଵ, �̂�ଶ-

ով, նորմալ միավոր վեկտոր-

ները՝ 𝑛ොଵ,𝑛ොଶ-ով իսկ վերջին-

ներիս միմյանց հետ կազմած 

անկյունը ∆𝜑-ով: Նախ քննարկենք 𝑑�̂�/𝑑𝑙 վեկտորի մոդուլի հարցը: 

Նկատի ունենալով, որ ածանցյալի հաշվման դեպքում ∆𝑙 → 0, կարող 

ենք 1 և 2 կետերը իրար միացնող հատվածի երկարությունը փոխա-

րինել ∆𝑙 աղեղի երկարությամբ և օգտվելով նկարում պատկերված 

եռանկյունների նմանությունից՝ գրել՝  

 
|∆�̂�|
|�̂�|

ൌ
∆𝑙
𝑅

 ⇒  ฬ
𝑑�̂�
𝑑𝑙
ฬ ൌ

1
𝑅
∶  (2.24) 

 
𝑑�̂�
𝑑𝑡

ൌ
𝑑�̂�
𝑑𝑙

 
𝑑𝑙
𝑑𝑡

∶ (2.23) 

 

Նկ.2-5  Տանգենցիալ միավոր վեկ-

տորի փոփոխությունը: 
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Այժմ քննարկենք 𝑑�̂�/𝑑𝑙 վեկտորի ուղղության հարցը: Պարզ է, 

որ ∆𝑙 → 0 դեպքում ∆𝜑 → 0: Այստեղից հետևում է, որ {�̂�ଵ, �̂�ଶ,∆�̂�} 

վեկտորներով կազմված հավասարասրուն եռանկյան մեջ սրունքի 

անկյունները կձգտեն 𝜋/2-ի: ∆�̂� վեկտորի սահմանային ուղղությունը 

կլինի ուղղահայաց �̂�ଵ վեկտորին և, ինչպես երևում է Նկ.2-5-ից, 

ուղղված կլինի դեպի կորության կենտրոն, այսինքն՝ կունենա 

նորմալ ուղղություն: Տանգենցիալ վեկտորի ժամանակային ածանց-

յալի համար կունենանք՝ 

 
𝑑�̂�
𝑑𝑡

ൌ
1
𝑅

 
𝑑𝑙
𝑑𝑡

 𝑛ො ∶ (2.25) 

Ստացվածը տեղադրելով (2.22) բանաձևի մեջ՝ արագացման 

համար վերջնականորեն կգրենք՝ 

 �⃗� ൌ
𝑑ଶ𝑙
𝑑𝑡ଶ

�̂� 
1
𝑅

 ൬
𝑑𝑙
𝑑𝑡
൰
ଶ

𝑛ො ∶ (2.26) 

Այս բանաձևը թույլ է տալիս որոշել արագացումը, եթե հայտնի 

է տվյալ հետագծով նյութական կետի 𝑙ሺ𝑡ሻ շարժման օրենքը: Ինչպես 

երևում է, արագացումը երկու գումարելիով է ներկայացված, որոն-

ցից մեկն ուղղված է շոշափողով, իսկ մյուսն ունի նորմալ ուղ-

ղություն: Արագացման նորմալ և տանգենցիալ բաղադրիչների հա-

մար կունենանք՝ 

 𝑎ఛ ൌ
𝑑ଶ𝑙
𝑑𝑡ଶ

ൌ
𝑑𝑣
𝑑𝑡

 ,𝑎 ൌ  
1
𝑅

 ൬
𝑑𝑙
𝑑𝑡
൰
ଶ

ൌ
𝑣ଶ

𝑅
∶ (2.27) 

Նորմալ արագացումը դպրոցական դասընթացից ձեզ արդեն 

հայտնի կենտրոնաձիգ արագացումն է՝ 𝑎կձ ൌ 𝑣ଶ/𝑅: 

Արագացման մոդուլի համար կստանանք՝ 

 𝑎 ൌ ඥ𝑎ఛଶ  𝑎ଶ ൌ ඨቆ
𝑑ଶ𝑙
𝑑𝑡ଶ

ቇ
ଶ


1
𝑅ଶ

൬
𝑑𝑙
𝑑𝑡
൰
ସ

∶ (2.28) 

Նկատենք, որ նորմալ արագացումը միշտ ուղղված է հետագծի 

տվյալ կետի կորության կենտրոնի ուղղությամբ: Ինչ վերաբերում է 

տանգենցիալ արագացմանը, ապա այն կարող է լինել ինչպես �̂� 

վեկտորին համուղղված, այնպես էլ նրան հակուղղված:  

Տանգենցիալ արագացումն ունի �̂�-ի ուղղությունը, եթե մարմինը 

շարժվում է �̂� ուղղությամբ և նրա արագության մոդուլը ժամանակի 
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ընթացքում աճում է, կամ, եթե մարմինը շարժվում է �̂�-ին հակառակ 

ուղղությամբ և արագության մոդուլը ժամանակի ընթացքում նվա-

զում է: 

Տանգենցիալ արագացումը հակուղղված է �̂�-ին, եթե մարմինը 

շարժվում է �̂� ուղղությամբ և նրա արագության մոդուլը ժամանակի 

ընթացքում նվազում է, կամ, եթե մարմինը շարժվում է �̂�-ին հակա-

ռակ ուղղությամբ և արագության մոդուլը ժամանակի ընթացքում 

աճում է: 

 

2.2 Շրջանագծային շարժման կինեմատիկական 

նկարագրությունը 

 

Դիտարկենք նյութական կետի շարժումը շրջանագծով, որի 

հարթությունը տարածության մեջ ունի կամայական դիրք: Շրջա-

նագծի շառավիղը նշանակենք 𝑅-ով: Դիցուք ժամանակի 𝑡 պահին 

նյութական կետը գտնվել է շրջանագծի 1 կետում, իսկ 𝑡  𝑑𝑡 պահին 

շրջանագծով պտտվելով հայտնվել է 2 կետում: Երկու դիրքերի 

շառավղային ուղղություննե-

րով կազմած անկյունը նշա-

նակենք 𝑑𝜑-ով: Ակնհայտ է, 

որ միայն 𝑑𝜑 անկյան մեծու-

թյունը բավարար չէ տեղի 

ունեցած պտույտը միարժեք 

նկարագրելու համար: Այն 

միարժեք նկարագրելու հա-

մար լրացուցիչ պետք է իմա-

նալ, ո՞ր հարթության մեջ է 

տեղի ունենում պտույտը և 

այդ հարթության մեջ ո՞ր ուղ-

ղությամբ է կատարվում այն: 

Անվերջ փոքր պտույտը բնու-

թագրելու համար անհրաժեշտ է ներմուծել պտտման անկյան վեկ-

տորի, կամ ինչպես ընդունված է ասել, անկյունային տեղափոխու-

 

Նկ.2-6 Անկյունային տեղափոխության 

և անկյունային արագության 

վեկտորները: 
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թյան վեկտորի գաղափարը: Անվերջ փոքր անկյունային տեղափո-

խության 𝑑𝜑ሬ⃗  վեկտորը սահմանվում է որպես վեկտոր, որի մոդուլը 

հավասար է պտտման անկյան ռադիանային չափին, իսկ ուղղու-

թյունն ուղղահայաց է պտտման հարթությանը և պտույտի ուղղու-

թյան հետ կազմում է աջ պտուտակային համակարգ (Նկ.2-6): 

Անկյունային արագության վեկտորը պտտման անկյան վեկտո-

րի ածանցյալն է ըստ ժամանակի` 

 𝜔ሬሬ⃗ ൌ
𝑑𝜑ሬ⃗
𝑑𝑡

∶ (2.29) 

Անկյունային արագության վեկտորն ուղղված է 𝑑𝜑ሬ⃗  անվերջ 

փոքր անկյունային տեղափոխության վեկտորի ուղղությամբ, այ-

սինքն՝ պտտման առանցքի երկայնքով, պտույտի ուղղության հետ 

աջ համակարգ կազմող ուղղությամբ: 

Անկյունային արագացման վեկտորը պտտման անկյունային 

արագության վեկտորի ածանցյալն է ըստ ժամանակի կամ, որ նույնն 

է, պտտման անկյան վեկտորի երկրորդ կարգի ածանցյալն է` 

 𝜀 ൌ
𝑑𝜔ሬሬ⃗
𝑑𝑡

ൌ
𝑑ଶ𝜑ሬ⃗
𝑑𝑡ଶ

ൌ 𝜔ሶ ൌ 𝜑ሷ ∶ (2.30) 

Գծային և անկյունային մեծությունների համանմանությունը: 

Պտույտը բնութագրող 𝑑𝜑ሬ⃗  անկյունային տեղափոխության, 𝜔ሬሬ⃗  անկյու-

նային արագության և 𝜀 անկյունային արագացման գաղափարները 

ներմուծելուց հետո, նախկինում մեր սահմանած 𝑑𝑟, �⃗�, �⃗� մեծու-

թյունները վերանվանվում են համապատասխանաբար՝ գծային տե-

ղափոխություն, գծային արագություն և գծային արագացում: 

 

 

 Գծային Անկյունային 

Տեղափոխություն 𝑑𝑟 𝑑𝜑ሬ⃗  

Արագություն �⃗� ൌ
𝑑𝑟
𝑑𝑡

ൌ 𝑟ሶ  𝜔ሬሬ⃗ ൌ
𝑑𝜑ሬ⃗
𝑑𝑡

ൌ 𝜑ሬ⃗ ሶ  

Արագացում �⃗� ൌ
𝑑�⃗�
𝑑𝑡

ൌ
𝑑ଶ𝑟
𝑑𝑡ଶ

ൌ 𝑟ሷ  𝜀 ൌ
𝑑𝜔ሬሬ⃗
𝑑𝑡

ൌ
𝑑ଶ𝜑ሬ⃗
𝑑𝑡ଶ

ൌ 𝜑ሬ⃗ ሷ  



47 

Սահմանումներից պարզ է դառնում, որ գծային և անկյունային 

կինեմատիկական մեծությունների միջև առկա է որոշակի համա-

նմանություն: Այդ համանմանությունը ներկայացնենք աղյուսակի 

տեսքով: 

Գծային և անկյունային մեծությունների կապը: Գտնենք գծային և 

անկյունային մեծությունների կապը շրջանագծային շարժման դեպ-

քում: Պարզության համար կոորդինատների համակարգի սկզբնա-

կետը ընտրենք պտտման 

առանցքի վրա, ինչպես այն 

պատկերված է Նկ.2-7-ում: Նկա-

տենք, որ սկզբնակետի այսպիսի 

ընտրության դեպքում շարժման 

ընթացքում նյութական կետի 

շառավիղ վեկտորի 𝑟 մոդուլը, 

ինչպես նաև պտտման առանցքի 

հետ նրա կազմած 𝜗 անկյունը 

մնում են անփոփոխ: ሾ𝑡, 𝑡  𝑑𝑡ሿ 
անվերջ փոքր ժամանակահատ-

վածում նյութական կետի կա-

տարած գծային և անկյունային 

տեղափոխությունները նշանա-

կենք համապատասխանաբար՝ 

𝑑𝑟 -ով և 𝑑𝜑ሬ⃗ -ով: Շրջանագծի շառավիղը կլինի՝ 𝑅 ൌ 𝑟 sin𝜗: Նախ 

քննարկենք փոքր, սակայն վերջավոր աճերի միջև կապը: Փոքր 

անկյունների դեպքում լարի երկարությունը կարող ենք փոխարինել 

աղեղի երկարությամբ և գրել |∆𝑟| ൎ 𝑅∆𝜑 ൌ 𝑟∆𝜑 sin𝜗: Քանի որ 𝜗-ն 𝑟 

և ∆𝜑ሬ⃗  վեկտորներով կազմված անկյունն է, ուրեմն կարող ենք գրել՝ 

|∆𝑟| ൎ |𝑟 ൈ ∆𝜑ሬ⃗ |: Նկարից երևում է, որ ∆𝜑ሬ⃗ → 0 դեպքում ∆𝑟 վեկտորի 

ուղղությունը ձգտում է շոշափողի ուղղությանը, ավելի ստույգ 

համընկնում է �⃗� գծային արագության ուղղության հետ: 𝑟 ൈ ∆𝜑ሬ⃗  

վեկտորը ուղղված կլինի ሺ𝑟,∆𝜑ሬ⃗ ሻ հարթությանն ուղղահայաց, իսկ այդ 

հարթության ուղղահայացը հենց շոշափողն է: Մնում է աջ ձեռքի 

կանոնով որոշել, թե այդ վեկտորը շոշափողով դեպի որ կողմ է 

 

Նկ.2-7  Գծային և անկյունային 

մեծությունների կապը: 
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ուղղված: Հեշտ է ստուգել, որ 𝑟 ൈ ∆𝜑ሬ⃗  վեկտորը հակուղղված է �⃗� 

վեկտորին, հետևաբար նաև անվերջ փոքր 𝑑𝑟 տեղափոխությանը: 

Ստացվածը թույլ է տալիս անվերջ փոքր տեղափոխությունների 

կապը գրել այսպես՝ 

  𝑑𝑟 ൌ 𝑑𝜑ሬ⃗ ൈ 𝑟 ∶ (2.31) 

Գծային և անկյունային տեղափոխությունների (2.31) կապը 

թույլ է տալիս գծային ու անկյունային արագությունների կապը գրել 

այս տեսքով` 

 �⃗� ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟 : (2.32) 

Այժմ գծային արագացումն արտահայտենք անկյունային բնու-

թագրերով: Օգտվենք արագացման սահմանումից և գրենք` 

 �⃗� ൌ
𝑑�⃗�
𝑑𝑡

ൌ
𝑑𝜔ሬሬ⃗
𝑑𝑡

ൈ 𝑟  𝜔ሬሬ⃗ ൈ
𝑑𝑟
𝑑𝑡

ൌ 𝜀 ൈ 𝑟  𝜔ሬሬ⃗ ൈ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ሻ: (2.33) 

Համոզվենք, որ առաջին գումարելին տանգենցիալ արագա-

ցումն է: Իսկապես, անկյունային արագությունը շրջանագծային 

շարժման դեպքում ուղղված է պտտման առանցքով և պտույտի ուղ-

ղության հետ կազմում է աջ պտուտակային համակարգ: Ակնհայտ է, 

որ անկյունային արագության 𝑑𝜔ሬሬ⃗  աճը ևս կլինի պտտման առանցքի 

վրա, հետևաբար այդ առանցքի վրա կլինի նաև 𝜀 անկյունային 

արագացումը: Այն կունենա 𝜔ሬሬ⃗  վեկտորի ուղղությունը, եթե անկյու-

նային արագության մոդուլը ժամանակի ընթացքում աճող է, և 𝜔ሬሬ⃗ -ին 

հակառակ ուղղություն, եթե անկյունային արագության մոդուլը նվա-

զող է: Ամեն դեպքում կարող ենք պնդել, որ 𝜀 ൈ 𝑟 և 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟 վեկտոր-

ները լայն իմաստով զուգահեռ են: Համաձայն (2.32) բանաձևի՝ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟 

վեկտորը գծային արագությունն է, հետևաբար կարող ենք եզրակաց-

նել, որ 𝜀 ൈ 𝑟-ը տանգենցիալ վեկտոր է: 

Ցույց տանք, որ (2.33) բանաձևի երկրորդ գումարելին նորմալ 

արագացումն է: Շառավիղ վեկտորը ներկայացնենք առանցքին 

ուղղահայաց և առանցքին զուգահեռ երկու բաղադրիչների գումարի 

տեսքով` 𝑟 ൌ 𝑟∥  𝑟 : Նշված գումարելին կգրվի 

𝜔ሬሬ⃗ ൈ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ሻ ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟∥ሻ  𝜔ሬሬ⃗ ൈ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟 ሻ 
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տեսքով: Զուգահեռ վեկտորների վեկտորական արտադրյալի զրո 

լինելու պայմանից կհետևի, որ առաջին գումարելին հավասար է 

զրոյի և կունենանք՝𝜔ሬሬ⃗ ൈ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ሻ ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟 ሻ: «Բաց մինուս ցաբ» 

կանոնը կիրառելով և այս դեպքում էլ նկատի ունենալով, որ 𝜔ሬሬ⃗ ∙ 𝑟 ൌ
0՝վերջնականապես կստանանք 

 𝜔ሬሬ⃗ ൈ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ሻ ൌ െ𝜔ଶ 𝑟 ∶ (2.34) 

Նկատելով, որ 𝑟  վեկտորը պտույտի հարթության մեջ գտնվող 

վեկտորն է, որը շրջանագծի 𝐶 կենտրոնը նյութական կետին է միաց-

նում և հաշվի առնելով (2.34)-ում մինուս նշանի առկայությունը, 

կգանք եզրակացության, որ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ሻ-ը կենտրոնաձիգ (նորմալ) 

արագացումն է: Արագացման այս բաղադրիչի մոդուլի համար 

կստանանք դպրոցական դասընթացից ձեզ արդեն հայտնի 

կենտրոնաձիգ արագացման 𝑎կձ ൌ 𝜔ଶ𝑅 բանաձևը:  

Վերջում քննարկենք շրջանագծային շարժման դեպքում արա-

գացման և արագության վեկտորների կազմած անկյան հարցը: Եթե 𝜀 

անկյունային արագացման պրոյեկցիան անկյունային արագության 

ուղղության վրա նշանակենք 𝜀ఠ, ապա տանգենցիալ արագացման 

համար կարող ենք գրել`�⃗�ఛ ൌ 𝜀 ൈ 𝑟 ൌ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ሻ𝜀ఠ/𝜔 ൌ
௩ሬ⃗ ఌഘ
ఠ
∶ Այստեղից 

կհետևի, որ արագացման պրոյեկցիան արագության ուղղության 

վրա հավասար է 𝑎௩ ൌ 𝑣𝜀ఠ/𝜔 ൌ 𝜀ఠ𝑅: Նորմալ արագացումը միշտ 

ուղղված է դեպի շրջանագծի կենտրոն և ունի 𝑎 ൌ 𝜔ଶ𝑅 մոդուլ: 

Արագացման և արագության վեկտորներով կազմված 𝛼 անկյան 

համար կունենանք՝ 

 𝑡𝑔𝛼 ൌ
𝑎
𝑎ఛ

ൌ
𝜔ଶ

𝜀ఠ
ൌ
𝜔ଶ

𝜔ሶ
∶ 

 

Քանի որ այս դեպքում շարժման օրենքը տրվում է 𝜑ሺ𝑡ሻ ֆունկ-

ցիայով, ապա գծային արագացման և արագության վեկտորներով 

կազմված անկյան համար վերջնականապես կստանանք՝ 

 𝑡𝑔𝛼 ൌ ൬
𝑑𝜑
𝑑𝑡
൰
ଶ 𝑑ଶ𝜑

𝑑𝑡ଶ
൘ ∶ (2.35) 

Արագացման և արագության վեկտորներով կազմված անկյունը 

սուր անկյուն է, եթե պտույտի անկյունային արագության մոդուլը 
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ժամանակի ընթացքում աճում է և բութ անկյուն, եթե այն նվազում է: 

Մասնավոր դեպքում, եթե պտույտը հավասարաչափ է` 

𝜔 ൌ
𝑑𝜑
𝑑𝑡

ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ⇒  𝜀 ൌ
𝑑ଶ𝜑
𝑑𝑡ଶ

ൌ 0 , 

Կստանանք 𝑡𝑔𝛼 ൌ ∞, այսինքն՝𝛼 ൌ 𝜋/2: Այս դեպքում �⃗�ఛ ൌ 0 և 

արագացումը մաքուր կենտրոնաձիգ է: 

Անկյունային արագության վեկտորների գումարումը: Ինչպես 

տեսանք պտույտը նկարագրելու համար անհրաժեշտ եղավ ներմու-

ծել անկյունային արագության վեկտորի գաղափարը: Ցույց տանք, 

որ՝ գծային արագության վեկտորների նման, անկյունային արագու-

թյան վեկտորների համար ևս իրավացի է վեկտորական գումարման 

կանոնը: Եթե նյութական կետը 𝜔ሬሬ⃗ ଵ անկյունային արագությամբ 

պտտվում է մի առանցքի շուրջը, որն իր հերթին 𝜔ሬሬ⃗ ଶ անկյունային 

արագությամբ պտտվում է տվյալ համակարգում անշարժ մեկ այլ 

առանցքի շուրջը, ապա այս եր-

կու պտույտները համարժեք են 

տվյալ պահին մեկ առանցքի 

շուրջը 𝜔ሬሬ⃗ ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ଵ  𝜔ሬሬ⃗ ଶ անկյունա-

յին արագությամբ պտույտի: 

Դրանում համոզվենք Նկ.2-8-ում 

բերված օրինակի վրա: Նկարում 

պատկերված 𝐴 նյութական կե-

տը 𝜔ሬሬ⃗ ଵ անկյունային արագու-

թյամբ պտտվում է 𝑂𝑂ଵ առանց-

քի շուրջը: 𝑂𝑂ଵ առանցքն իր 

հերթին 𝜔ሬሬ⃗ ଶ անկյունային արա-

գությամբ պտտվում է 𝑂𝑂ଶ 

առանցքի շուրջը: 𝑂 կետը 

առանցքների հատման կետն է:  

Նյութական կետի շառավիղ վեկտորը 𝑂 սկզբնակետի նկատ-

մամբ նշանակենք 𝑟-ով: Դիցուք ሾ𝑡, 𝑡  𝑑𝑡ሿ անվերջ փոքր ժամանա-

կահատվածում նյութական կետի 𝑂𝑂ଵ առանցքի շուրջը պտույտով 

պայմանավորված անկյունային տեղափոխության վեկտորը 𝑑𝜑ሬ⃗ ଵ է: 

Այդ պտույտով պայմանավորված գծային տեղափոխության վեկտո-

 

Նկ.2-8 Անկյունային արագություն-

ների գումարումը: 
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րը կլինի՝ 𝑑𝑟ଵ ൌ 𝑑𝜑ሬ⃗ ଵ ൈ 𝑟: Այդ նույն ժամանակահատվածում նյութա-

կան կետը կպտտվի 𝑂𝑂ଶ առանցքի շուրջը 𝑑𝜑ሬ⃗ ଶ անկյունով, որով 

պայմանավորված գծային տեղափոխության վեկտորը կլինի՝ 𝑑𝑟ଶ ൌ
𝑑𝜑ሬ⃗ ଶ ൈ 𝑟: Ուշադրություն դարձնենք, որ երկու պտույտների համար 

էլ շառավիղ վեկտորը նույնն է: Օգտվելով գծային տեղա-

փոխությունների գումարման կանոնից՝ կգրենք՝ 𝑑𝑟 ൌ 𝑑𝑟ଵ  𝑑𝑟ଶ  ൌ
ሺ𝑑𝜑ሬ⃗ ଵ  𝑑𝜑ሬ⃗ ଶሻ ൈ 𝑟: Ստացվածը ցույց է տալիս, որ արդյունարար 𝑑𝜑ሬ⃗  

անկյունային տեղափոխությունը 𝑑𝜑ሬ⃗ ଵ և 𝑑𝜑ሬ⃗ ଶ տեղափոխությունների 

հետ կապված է 𝑑𝜑ሬ⃗ ൌ 𝑑𝜑ሬ⃗ ଵ  𝑑𝜑ሬ⃗ ଶ առնչությամբ: Անկյունային տեղա-

փոխությունների այս կապից կհետևի՝ 

  𝜔ሬሬ⃗ ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ଵ  𝜔ሬሬ⃗ ଶ (2.36) 

անկյունային արագության վեկտորների գումարման կանոնը: 

Նկատենք, որ վերևում նկարագրած երկու պտույտների անկյու-

նային արագությունների մոդուլով հաստատուն լինելու պարագա-

յում նույնիսկ, 𝜔ሬሬ⃗ ଵ անկյունային արագության ուղղության փոփոխա-

կան լինելու շնորհիվ, նյութական կետի պտույտի անկյունային 

արագացումը կլինի զրոյից տարբեր: 

 

2.3 Խնդիրների լուծման օրինակներ 
 

Նյութական կետի շարժման կինեմատիկական նկարագրու-

թյանը վերաբերող խնդիրների լուծման օրինակներ բերելուց առաջ 

որոշ դիտարկումներ ներկայացնենք ֆիզիկայի՝ այդ թվում նաև 

մեխանիկայի, խնդիրների լուծման վերաբերյալ:  

Վերջին շրջանում բուհական ընդունելության քննությունների 

արդյունքների համակարգչային գնահատման պահանջներից ելնե-

լով՝ խնդիրների տվյալներն ընտրվում են այնպես, որ ստացված պա-

տասխանները լինեն վերջավոր թվեր՝ նիշերի թույլատրելի առա-

վելագույն քանակով: Այդ հանգամանքը թյուր կարծիք է ձևավորել 

աշակերտների և ուսանողների մոտ և սխալ տպավորություն ստեղ-

ծել, թե ֆիզիկայի բոլոր խնդիրներն անպայման պետք է ունենան 

միարժեք և վերջավոր տասնորդական կոտորակներով ներկայաց-

վող պատասխաններ: Մինչդեռ՝ իրականությունը բոլորովին այլ է, 
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քանի որ ֆիզիկայում հանդիպող խնդիրները կարող են ինչպես բազ-

մարժեք, այնպես էլ անվերջ տասնորդական կոտորակով ներկա-

յացվող, իռացիոնալ պատասխաններ ունենալ: Նման դեպքերում 

խնդրի պատասխանների թվային արժեքները կլորացվում են՝ 

պահպանելով խնդրի լուծման վրա դրվող ճշգրտության չափանիշը:  

Խնդրի լուծումն անպայմանորեն պետք է կատարվի յուրաքանչ-

յուր քայլը պարզաբանող բացատրությամբ, կարիքի դեպքում նաև 

պարզաբանող նկարով կամ գրաֆիկով՝ նշելով, թե ֆիզիկայի կամ 

մաթեմատիկայի՝ այդ թվում նաև երկրաչափության, որ կանոնից 

կամ օրենքից օգտվեցիք այս կամ այն արտահայտությունը գրելիս:  

Պետք է նկատի ունենալ, որ ոչ բոլոր խնդիրների դեպքում է, որ 

հնարավոր կլինի անալիտիկ, այսինքն՝ բանաձևային, լուծում գտնել: 

Այն դեպքերում, երբ բանաձևային լուծումը գոյություն չունի կամ 

նրա գտնելը շատ խճճված և աշխատատար է, խնդիրը լուծվում է 

թվային եղանակով՝ համակարգչային համապատասխան ծրագրի 

միջոցով: Ստորև բերվող խնդիրների լուծման օրինակների շարքում 

մենք կանդրադառնանք նաև այնպիսի խնդրի, որի լուծման համար 

անհրաժեշտ կլինի կիրառել մինչև այժմ ձեզ չհանդիպած այնպիսի 

եղանակ, ինչպիսին թվային եղանակն է: Այդ խնդրում կբերենք քայ-

լերի տրամաբանական շղթան, որն իրականացնելով համակարգչի 

օգնությամբ՝ կարելի է գտնել խնդրի թվային լուծումը: 

 

2-1.  ሺ𝒙,𝒚ሻ հարթության մեջ շարժվող նյութական կետի շարժման 

օրենքը տրվում է 𝒙 ൌ 𝑨𝒕,𝒚 ൌ 𝑩𝒕𝟐 հավասարումներով, որտեղ 𝑨 և 

𝑩 մեծություններն ինչ-որ հաստատուններ են: Գտե՛ք հետագծի 

հավասարումը, արագացման տանգենցիալ և նորմալ բաղա-

դրիչները, արագացման՝ արագության հետ կազմած անկյան և 

հետագծի կորության շառավղի 𝒙 կոորդինատից կախման 𝜶ሺ𝒙ሻ և 

𝑹𝒄ሺ𝒙ሻ ֆունկցիաները: 

Լուծում: Շարժման օրենքից արտաքսելով ժամանակը՝ կստանանք  

𝑦 ൌ
𝐵
𝐴ଶ

𝑥ଶ 
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հետագծի հավասարումը և կպարզենք, որ նյութական կետը շարժ-

վում է պարաբոլով: 𝐵  0 դեպքում պարաբոլի ճյուղերն ուղղված 

կլինեն 𝑦 առանցքի դրական ուղղությամբ, 𝐵 ൏ 0 դեպքում՝ բացա-

սական ուղղությամբ: 

Գտնենք արագության և արագացման պրոյեկցիաներն ու մո-

դուլները՝ 

𝑣௫ ൌ 𝑥ሶ ൌ 𝐴, 𝑣௬ ൌ 𝑦ሶ ൌ 2𝐵𝑡, 𝑣 ൌ √𝐴ଶ  4𝐵ଶ𝑡ଶ , 
𝑎௫ ൌ 𝑥ሷ ൌ 0, 𝑎௬ ൌ 𝑦ሷ ൌ 2𝐵: 𝑎 ൌ 2|𝐵|: 

Արագացման տանգենցիալ բաղադրիչի համար կունենանք` 

𝑎ఛ ൌ
�⃗��⃗�
𝑣
ൌ

4𝐵ଶ𝑡

√𝐴ଶ  4𝐵ଶ𝑡ଶ
∶  

Արագացման նորմալ բաղադրիչը կարող ենք որոշել՝ օգտվելով 𝑎 ൌ

ඥ𝑎ଶ െ 𝑎ఛଶ բանաձևից՝ 

𝑎 ൌ
2|𝐴𝐵|

√𝐴ଶ  4𝐵ଶ𝑡ଶ
: 

Արագացման և արագության վեկտորներով կազմված 𝛼 անկյունը 

կգտնենք՝ օգտվելով սկալյար արտադրյալի բանաձևից` 

𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ
𝑎ఛ
𝑎
ൌ

2|𝐵|𝑡

√𝐴ଶ  4𝐵ଶ𝑡ଶ
ൌ

2|𝐵|𝑥

√4𝐵ଶ𝑥ଶ  𝐴ସ
: 

Հետագծի կորության շառավղի համար կունենանք` 

𝑅 ൌ
𝑣ଶ

𝑎
ൌ
ሺ4𝐵ଶ𝑥ଶ  𝐴ସሻଷ ଶ⁄

2𝐴ସ|𝐵|
∶ 

2-2.  ሺ𝒙,𝒚ሻ հարթության մեջ շարժվող նյութական կետի արագության 

վեկտորը տրվում է 𝒗ሬሬ⃗ ൌ 𝑨ଙ̂  𝑩𝒙ଚ̂ բանաձևով, որտեղ 𝑨 և 𝑩 մեծու-

թյուններն ինչ-որ հաստատուններ են, իսկ ଙ̂-ն և ଚ̂-ն համապա-

տասխանաբար՝ 𝒙 և 𝒚 առանցքների օրթերը: Հայտնի է, որ ժա-

մանակի սկզբնապահին նյութական կետը գտնվել է 𝒙 ൌ 𝟎,𝒚 ൌ 𝟎 

կետում: Գտե՛ք շարժման օրենքը, հետագծի հավասարումը, 
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նորմալ և տանգենցիալ արագացումները, ինչպես նաև 

արագացման և արագության վեկտորներով կազմված անկյունը: 

Լուծում: Օգտվենք արագության սահմանումից` 𝑣௫ ൌ
ௗ௫

ௗ௧
ൌ 𝐴:  

Ինտեգրելով կստանանք` 

𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ න𝐴𝑑𝑡 ൌ 𝐴𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡ଵ: 

Քանի որ 𝑥ሺ0ሻ ൌ 0, ուրեմն 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡ଵ ൌ 0 և կունենանք` 

𝑥 ൌ 𝐴𝑡: 

Արագության 𝑦 պրոյեկցիայի 𝑣௬ ൌ
ௗ௬

ௗ௧
ൌ 𝐵𝑥 բանաձևի մեջ տեղա-

դրելով 𝑥 կոորդինատի ժամանակային կախվածության համար 

ստացածը՝ կունենանք՝ 

𝑣௬ ൌ
𝑑𝑦
𝑑𝑡

ൌ 𝐴𝐵𝑡 ⟹  𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ න𝐴𝐵𝑡𝑑𝑡 ൌ 𝐴𝐵
𝑡ଶ

2
 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡ଶ: 

𝑦ሺ0ሻ ൌ 0 սկզբնական պայմանից կհետևի, որ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡ଶ ൌ 0 և կգրենք 

𝑦 ൌ 𝐴𝐵
𝑡ଶ

2
: 

Արագության մոդուլը կլինի` 𝑣 ൌ |𝐴|√1  𝐵ଶ𝑡ଶ : 
Շարժման օրենքից արտաքսելով ժամանակը՝ կստանանք հետագծի 

հավասարումը՝ 

𝑦 ൌ 𝐵
𝑥ଶ

2𝐴
∶ 

Պարզեցինք, որ նյութական կետը շարժվում է պարաբոլով: Արա-

գացման պրոյեկցիաների համար կունենանք՝ 

𝑎௫ ൌ 𝑣ሶ௫ ൌ 0,𝑎௬ ൌ 𝑣ሶ௬ ൌ 𝐴𝐵: 
Արագացման տանգենցիալ բաղադրիչի համար կունենանք՝ 

𝑎ఛ ൌ
�⃗��⃗�
𝑣
ൌ

𝐴𝐵ଶ𝑡

√1  𝐵ଶ𝑡ଶ
,  𝑎 ൌ ඥ𝑎ଶ െ 𝑎ఛଶ ൌ

|𝐴𝐵|

√1  𝐵ଶ𝑡ଶ
∶ 

Կորության շառավղի համար կստանանք՝ 

𝑅 ൌ
𝑣ଶ

𝑎
ൌ

|𝐴|
|𝐵|

ሺ1  𝐵ଶ𝑡ଶሻଷ/ଶ,𝑅 ൌ
ሺ𝐴ଶ  𝐵ଶ𝑥ଶሻଷ/ଶ

𝐴ଶ|𝐵|
∶ 

2-3. Նյութական կետը ሺ𝒙,𝒚ሻ հարթության մեջ կատարում է հավասա-

րաչափ արագացող շարժում 𝒂 արագացմամբ: Ժամանակի 
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սկզբնապահին նյութական կետի կոորդինատներն են 𝒙𝟎,𝒚𝟎, իսկ 

արագությունը՝ 𝒗ሬሬ⃗ 𝟎, որն արագացման վեկտորի հետ կազմում է 𝜶𝟎 

անկյուն: Գտե՛ք շարժման օրենքը, հետագծի հավասարումը, 

արագությունը, արագացման տանգենցիալ և նորմալ բաղա-

դրիչները, արագության և արագացման կազմած անկյունը, 

կորության շառավիղը ժամանակի 𝒕 պահին:  

Լուծում: Կոորդինատական համակարգի 𝑦 առանցքն ուղղենք արա-

գացման վեկտորի ուղղությամբ, իսկ 𝑥 առանցքը նրան ուղղահայաց 

այնպես, որ սկզբնական արագության պրոյեկցիան լինի դրական: 

Արագացման պրոյեկցիաները կլինեն՝ 

𝑎௫ ൌ 0,𝑎௬ ൌ 𝑎 ∶ 
Արագության պրոյեկցիաների համար կստանանք՝ 

𝑣ሶ௫ ൌ 𝑎௫ ൌ 0 ⟹  𝑣௫ ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ൌ 𝑣𝑠𝑖𝑛𝛼, 

𝑣ሶ௬ ൌ 𝑎௬ ൌ 𝑎 ⟹  𝑣௬ ൌ 𝑎𝑡  𝑣𝑐𝑜𝑠𝛼 : 

Արագության մոդուլը կլինի՝ 

𝑣 ൌ ඥሺ𝑎𝑡  𝑣𝑐𝑜𝑠𝛼 ሻଶ  ሺ𝑣𝑠𝑖𝑛𝛼 ሻଶ: 
Կոորդինատների համար կստանանք՝ 

𝑥ሶ ൌ 𝑣௫ ൌ 𝑣𝑠𝑖𝑛𝛼  ⟹  𝑥 ൌ 𝑥  𝑣𝑡 𝑠𝑖𝑛𝛼, 

𝑦ሶ ൌ 𝑣௬ ൌ 𝑎𝑡  𝑣𝑐𝑜𝑠𝛼  ⟹  𝑦 ൌ 𝑦  𝑣𝑡 𝑐𝑜𝑠𝛼  𝑎𝑡ଶ/2: 

Ստացված ሼ𝑥ሺ𝑡ሻ,𝑦ሺ𝑡ሻሽ ֆունկցիաների զույգը շարժման օրենքն է, 

որից արտաքսելով ժամանակը՝ կստանանք հետագծի հավասա-

րումը՝ 

𝑦 ൌ 𝑦  𝑐𝑡𝑔𝛼ሺ𝑥 െ 𝑥ሻ 
𝑎ሺ𝑥 െ 𝑥ሻଶ

2𝑣ଶ𝑠𝑖𝑛ଶ𝛼
∶ 

Ինչպես տեսնում ենք հետագիծը պարաբոլ է, որի ճյուղերն 

ուղղված են 𝑦 առանցքի դրական ուղղությամբ: Գտնենք 𝑦ሺ𝑥ሻ 
ֆունկցիայի մինիմումի 𝑥 կետը և նրան համապատասխանող 𝑦 ൌ
𝑦ሺ𝑥ሻ արժեքը: Մինիմումի 𝑦ᇱ ൌ 0 պայմանից օգտվելով, կստանանք՝  

𝑥 ൌ 𝑥 െ
𝑣ଶ𝑠𝑖𝑛2𝛼

2𝑎
 ,𝑦 ൌ 𝑦 െ

𝑣ଶ𝑐𝑜𝑠ଶ𝛼
2𝑎

∶ 

Արագացման տանգենցիալ բաղադիչի համար կունենանք՝ 

𝑎ఛ ൌ
�⃗��⃗�
𝑣
ൌ
𝑎𝑣௬
𝑣

ൌ
𝑎ሺ𝑎𝑡  𝑣𝑐𝑜𝑠𝛼ሻ

ඥሺ𝑎𝑡  𝑣𝑐𝑜𝑠𝛼 ሻଶ  ሺ𝑣𝑠𝑖𝑛𝛼 ሻଶ
 , 
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Իսկ նորմալ բաղադրիչի համար՝ 

𝑎 ൌ ඥ𝑎ଶ െ 𝑎ఛଶ ൌ
𝑎𝑣𝑠𝑖𝑛𝛼

ඥሺ𝑎𝑡  𝑣𝑐𝑜𝑠𝛼 ሻଶ  ሺ𝑣𝑠𝑖𝑛𝛼 ሻଶ
∶ 

Արագության և արագացման վեկտորներով կազմված 𝛼 անկյունը 

կորոշվի 

𝑡𝑔𝛼 ൌ
𝑎
𝑎ఛ

ൌ
𝑣𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑎𝑡  𝑣𝑐𝑜𝑠𝛼
 

բանաձևով: Կորության շառավղի համար կստանանք՝ 

𝑅 ൌ
𝑣ଶ

𝑎
ൌ
ሾሺ𝑎𝑡  𝑣𝑐𝑜𝑠𝛼 ሻଶ  ሺ𝑣𝑠𝑖𝑛𝛼 ሻଶሿଷ ଶ⁄

𝑎𝑣𝑠𝑖𝑛𝛼
∶ 

 

2-4. Երկու նյութական կետեր շարժվում են 𝒗ሬሬ⃗ 𝟏 և 𝒗ሬሬ⃗ 𝟐 հաստատուն 

արագություններով: Ժամանակի սկզբնական պահին նրանց 

շառավիղ վեկտորները 𝒓ሬ⃗ 𝟎𝟏 և 𝒓ሬ⃗ 𝟎𝟐 են: Այս չորս վեկտորների միջև 

ի՞նչ պայմանի բավարարման դեպքում նյութական կետերը 

կբախվեն իրար: Գտե՛ք բախման ժամանակի 𝒕բախ պահը և 

բախման կետի 𝒓ሬ⃗ բախ շառավիղ վեկտորը:  

Լուծում: Նյութական կետերի շարժման օրենքները կլինեն՝ 

𝑟ଵሺ𝑡ሻ ൌ 𝑟ଵ  �⃗�ଵ𝑡 , 𝑟ଶሺ𝑡ሻ ൌ 𝑟ଶ  �⃗�ଶ𝑡 ∶  

Բախում կլինի, եթե ժամանակի միևնույն 𝑡բախ պահին նյութական 

կետերը գտնվեն տարածության միևնույն 𝑟բախ կետում՝ 

𝑟ଵ൫𝑡բախ൯ ൌ 𝑟ଶ൫𝑡բախ൯ ൌ 𝑟բախ: 

Այստեղից կունենանք՝ ሺ�⃗�ଶ െ �⃗�ଵሻ𝑡բախ ൌ 𝑟ଵ െ 𝑟ଶ: Ստացվածից երևում 

է, որ բախում կլինի եթե ሺ�⃗�ଶ െ �⃗�ଵሻ և (𝑟ଵ െ 𝑟ଶሻ երկու վեկտորները 

համուղղված լինեն: 

𝑡բախ ൌ |𝑟ଵ െ 𝑟ଶ| |�⃗�ଶ െ �⃗�ଵ|⁄ , 𝑟բախ ൌ 𝑟ଵ  �⃗�ଵ |𝑟ଵ െ 𝑟ଶ| |�⃗�ଶ െ �⃗�ଵ|⁄ : 

2-5. Հորիզոնական ուղղությամբ 𝒗𝟏 արագությամբ շարժվող գնացքը 

սկսում է հավասարաչափ դանդաղող շարժում կատարել, որի 

արագացման մոդուլը 𝒂 է: Գտե՛ք արգելակման սկզբնական 
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պահին գնացքի կողապակու վրա հայտնված անձրևի կաթիլի 

հետագիծը, եթե հայտնի է, որ անձրևի կաթիլները ուղղաձիգով 

են ընկնում և ունեն երկրի նկատմամբ հաստատուն 𝒗𝟐 արա-

գություն: 

Լուծում: Պայմանավորվենք կողապակու հետ կոշտ ամրացված 

կոորդինատական համակարգի 𝑥′ առանցքն ընտրել հորիզոնական 

և գնացքի շարժման ուղղությանը հակառակ ուղղված, իսկ 𝑦′ ա-

ռանցքը` ուղղաձիգով ներքև ուղղված (տե՛ս Նկ.2-9): Կհամարենք, որ 

կաթիլը գնացքի արգելակման սկզբնական պահին հայտնվել է 

կոորդինատների համակարգի սկզբնակետում: 

 

 

 

Նկ.2-9 

Առաջին հերթին պետք է որոշել կաթիլի կինեմատիկական 

մեծությունները գնացքի համակարգում: Կաթիլի սկզբնական արա-

գությունը գնացքի համակարգում կլինի՝ �⃗�
ᇱ ൌ �⃗�ଶଵ ൌ �⃗�ଶ െ �⃗�ଵ: Այս 

խնդրում �⃗�ଵ և �⃗�ଶ վեկտորների ունեցած ուղղությունները հաշվի 

առնելով՝ կարող ենք գրել՝ 

𝑣௫
ᇱ ൌ 𝑣ଵ,𝑣௬

ᇱ ൌ 𝑣ଶ ∶ 

 

�⃗�  �⃗�ଵ 
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Գնացքի համակարգում կաթիլի արագացումը կլինի՝ �⃗�ᇱ ൌ �⃗�ሶଵଶ ൌ

െ�⃗�ሶଵ ൌ െ�⃗�: Արագացման պրոյեկցիաների համար կստանանք՝ 𝑎௫ᇱ ൌ

െ𝑎, �⃗�௬ᇱ ൌ 0: Պարզ դարձավ, որ կաթիլը գնացքի կողապակու համա-

կարգում կատարում է հավասարաչափ արագացող շարժում, որի 

ժամանակ սկզբնական արագության ուղղությունը չի համընկնում 

հորիզոնական ուղղված արագացման ուղղության հետ:  

Օգտվելով ստացվածից՝ կարող ենք կաթիլի շարժման օրենքը 

գրել հետևյալ տեսքով՝ 

𝑥ᇱ ൌ 𝑣ଵ𝑡 െ 𝑎
𝑡ଶ

2
 ,𝑦ᇱ ൌ 𝑣ଶ𝑡 ∶ 

Շարժման օրենքից արտաքսելով ժամանակը՝  հետագծի հավա-

սարման համար կստանանք՝  

𝑥ᇱ ൌ െ
𝑎

2𝑣ଶଶ
𝑦ᇱଶ 

𝑣ଵ
𝑣ଶ
𝑦ᇱ: 

Պարզեցինք, որ կաթիլը կողմապակու վրա կշարժվի պարաբո-

լական հետագծով, որի ճյուղերը հակառակ են ուղղված 𝑥ᇱ առանց-

քին, այսինքն՝ ուղղված են գնացքի շարժման ուղղությամբ (տե՛ս 

Նկ.2-9): Կաթիլի հորիզոնական ուղղությամբ շարժումը սկզբնական 

շրջանում կլինի գնացքի շարժմանը հակառակ, մի ինչ-որ 𝑡շրջ պահի 

տեղի կունենա կաթիլի հորիզոնական ուղղությամբ շարժման շրջա-

դարձ: Շրջադարձի ժամանակի 𝑡շրջ պահին կբավարարվի 𝑑𝑥′ 𝑑𝑡⁄ ൌ 0 

պայմանը, որտեղից կգտնենք՝ 

𝑡շրջ ൌ
𝑣ଵ
𝑎
∶ 

Կարող ենք գտնել նաև շրջադարձի կետի կոորդինատները՝ 

𝑥′շրջ ൌ 𝑥ᇱ൫𝑡շրջ൯ ൌ
𝑣ଵଶ

2𝑎
 ,𝑦′շրջ ൌ 𝑦ᇱ൫𝑡շրջ൯ ൌ  

𝑣ଵ𝑣ଶ
𝑎

∶ 

Կաթիլը որոշ ժամանակ հետո հայտնվում է սկզբնական դիրքին 

համապատասխանող նույն ուղղաձիգի վրա: Այդ պահը կորոշվի՝ 

𝑥ᇱሺ𝑡ուሻ ൌ 0: Այստեղից կստանանք՝  
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𝑡ու ൌ
2𝑣ଵ
𝑎

ൌ 2𝑡շրջ: 

Կաթիլի ուղղաձիգ տեղափոխությունն այդ պահին հավասար կլինի՝  

𝑦′ու ൌ 𝑦ᇱሺ𝑡ուሻ ൌ
𝑣ଵ𝑣ଶ
𝑎

ൌ 2𝑦′շրջ: 

 

2-6. Չդեֆորմացվող ձողի երկու ծայրերը կարող են ազատ սահել 

ուղիղ անկյան կողմերով, ինչպես պատկերված է Նկ.2-10-ում: 

Գտե՛ք ձողը 𝑨 և 𝑩 երկարությամբ հատվածների բաժանող 𝑷 

կետի հետագծի հավասարումը: 

Լուծում: Կոորդինատական համակարգի սկզբնակետը տեղադրենք 

ուղիղ անկյան գագաթում և առանցքներն ուղղենք ուղիղ անկյան 

կողմերով: Ժամանակի որևէ 𝑡 պահի ձողի կազմած սուր անկյունը 𝑥 

առանցքի հետ նշանակենք 𝛼ሺ𝑡ሻ-ով: 

Նկարից օգտվելով՝ ձողի 𝑃 կետի 

կոորդինատների ժամանակային 

կախվածությունները կգրենք այս-

պես՝ 

𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐴 cos𝛼ሺ𝑡ሻ  ,𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐵 sin𝛼ሺ𝑡ሻ ∶ 

Ժամանակը արտաքսելով, կստա-

նանք կոորդինատների փոխադարձ 

կապը, որը կլինի հետագծի հավա-

սարումը՝ 

𝑥ଶ

𝐴ଶ

𝑦ଶ

𝐵ଶ
ൌ 1 ∶ 

Ինչպես տեսնում ենք կետը շարժվում է էլիպտական հետագծով, որն 

ունի 𝐴 և 𝐵 կիսառանցքներ: Էլիպսը ձգված կլինի այն առանցքի 

երկայնքով, որին հպվող ձողի բաժնեմասն ավելի փոքր կլինի: 

Նկատենք, որ ձողի միջնակետի հետագիծը կլինի շրջանագիծ, որի 

տրամագիծը հավասար է ձողի երկարությանը: 

Նկ.2-10 
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2-7. Նյութական կետը շարժվում է 𝒙 ൌ 𝑨𝒔𝒊𝒏ሺ𝑩𝒕𝟐ሻ և 𝒚 ൌ 𝑨𝒄𝒐𝒔ሺ𝑩𝒕𝟐ሻ 
օրենքով, որտեղ 𝑨,𝑩-ն հաստատուններ են: Ցույց տվե՛ք, որ 

հետագիծը շրջանագիծ է և գտե՛ք այդ շրջանագծի շառավիղը: 

Գտե՛ք արագության և արագացման պրոյեկցիաները 𝒙,𝒚 

առանցքների վրա, տանգենցիալ և նորմալ արագացումները, 

արագացման և արագության վեկտորներով կազմված անկյունը 

ժամանակի 𝒕 պահին: Գտե՛ք նաև պտույտի անկյունային արա-

գությունը և գրե՛ք շարժման օրենքը պտույտի անկյան միջո-

ցով` 𝝋ሺ𝒕ሻ, եթե հայտնի է, որ ժամանակի սկզբնապահին այն եղել 

է 𝝋𝟎: 

Լուծում: Շարժման օրենքից ժամանակը արտաքսելով կստանանք 

հետագծի հավասարումը: Հիշելով 𝑠𝑖𝑛ଶ𝛼  𝑐𝑜𝑠ଶ𝛼 ൌ 1 նույնությունը` 

կստանանք՝ 

𝑥ଶ  𝑦ଶ ൌ 𝐴ଶ 

հետագծի հավասարումը, որը 𝑅 ൌ 𝐴 շառավղով շրջանագծի 

հավասարումն է: Արագության համար կստանանք՝ 

𝑣௫ ൌ 𝑥ሶ ൌ 2𝐴𝐵𝑡𝑐𝑜𝑠ሺ𝐵𝑡ଶሻ,𝑣௬ ൌ 𝑦ሶ ൌ െ2𝐴𝐵𝑡𝑠𝑖𝑛ሺ𝐵𝑡ଶሻ, 𝑣 ൌ 2𝐴𝐵𝑡: 
Արագացումը կլինի՝ 

𝑎௫ ൌ 𝑣ሶ௫ ൌ 2𝐴𝐵𝑐𝑜𝑠ሺ𝐵𝑡ଶሻ െ 4𝐴𝐵ଶ𝑡ଶ𝑠𝑖𝑛ሺ𝐵𝑡ଶሻ,  
𝑎௬ ൌ 𝑣ሶ௬ ൌ െ2𝐴𝐵𝑠𝑖𝑛ሺ𝐵𝑡ଶሻ െ 4𝐴𝐵ଶ𝑡ଶ𝑐𝑜𝑠ሺ𝐵𝑡ଶሻ,  

𝑎 ൌ 2𝐴𝐵ඥ1  4𝐵ଶ𝑡ସ: 
Արագացման տանգենցիալ բաղադրիչը կարելի է գտնել 𝑎ఛ ൌ ሺ�⃗��⃗�ሻ 𝑣⁄  

բանաձևի միջոցով կամ` ածանցելով արագության մոդուլը: Այս 

խնդրում երկրորդ եղանակը գերադասելի է՝ 𝑎ఛ ൌ 𝑣ሶ ൌ 2𝐴𝐵: 
Արագացման նորմալ բաղադրիչի համար կունենանք՝ 

𝑎 ൌ ඥ𝑎ଶ െ 𝑎ఛଶ ൌ 4𝐴𝐵ଶ𝑡ଶ: 
Արագության և արագացման վեկտորներով կազմված անկյան հա-

մար կստանանք՝ 

𝑡𝑔𝛼 ൌ
𝑎
𝑎ఛ

ൌ 2𝐵𝑡ଶ: 

Համոզվենք, որ կորության շառավիղը կստացվի հաստատուն և 

հավասար 𝐴-ի՝ 
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𝑅 ൌ
𝑣ଶ

𝑎
ൌ
ሺ2𝐴𝐵𝑡ሻଶ

4𝐴𝐵ଶ𝑡ଶ
ൌ 𝐴: 

Պտտման անկյունային արագության համար կունենանք՝ 

𝜔 ൌ
𝑣
𝑅
ൌ 2𝐵𝑡: 

Շարժման օրենքը պտտման անկյան միջոցով կգրվի այսպես` 

𝜑 ൌ 𝜑  𝐵𝑡ଶ: 

2-8. 𝑹 շառավղով շրջանագծային շարժում կատարող նյութական 

կետի արագությունը աղեղային կոորդինատից կախված է 𝒗 ൌ 𝒌𝒍 
օրենքով, որտեղ 𝒌-ն հաստատուն գործակից է: Գտե՛ք արագաց-

ման տանգենցիալ և նորմալ բաղադրիչները, ինչպես նաև 

արագացման և արագության վեկտորներով կազմված անկյունը: 

Լուծում: Արագացման նորմալ բաղադրիչի համար կունենանք՝ 

𝑎 ൌ
𝑣ଶ

𝑅
ൌ
𝑘ଶ𝑙ଶ

𝑅
: 

Տանգենցիալ արագացումը արագության մոդուլի ածանցյալն է ըստ 

ժամանակի` 

𝑎ఛ ൌ
𝑑𝑣
𝑑𝑡

ൌ 𝑘
𝑑𝑙
𝑑𝑡

ൌ 𝑘𝑣 ൌ 𝑘ଶ𝑙: 

Արագության հետ արագացման կազմած անկյունը կլինի` 

𝑡𝑔𝛼 ൌ
𝑎
𝑎ఛ

ൌ
𝑙
𝑅
∶ 

2-9. Մոտորանավակի արագու-

թյունը ջրի նկատմամբ 𝒗նջ է, իսկ 

գետի ջրի արագությունը՝ 𝒗ջ: 

Գտե՛ք ջրի հոսանքի ուղղության 

և ջրի նկատմամբ մոտորանա-

վակի արագության ուղղությունն-

երով կազմված 𝝋 անկյունը, որի 

դեպքում մոտորանավակը գետը 

կհատի ամենակարճ ճանապար-

հով: 

 

Նկ.2-11 
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Լուծում: Ակնհայտ է, որ նավակի ափին ուղղահայաց շարժման 

դեպքում գետը հատելու ճանապարհը կլինի նվազագույնը՝ և հա-

վասար գետի լայնությանը: Նկարից երևում է, որ նշված դեպքում 

sin𝜑 ൌ 𝑣 𝑣նջ ⁄ , 𝑐𝑜𝑠𝜑 ൌ െ𝑣ջ 𝑣նջ ⁄ : Այստեղից անկյան համար կստա-

նանք՝ 

𝜑 ൌ 𝜋 െ arccos൫𝑣ջ 𝑣նջ ⁄ ൯: 

Պարզ է, որ ամենակարճ ճանապարհով անցում հնարավոր 

կլինի իրականացնել 𝑣ջ ൏ 𝑣նջ  պայմանի բավարարման դեպքում: 𝜑 

անկյան հնարավոր աժեքների բազմությունը՝ 𝑣ջ,𝑣նջ  արագություն-

ների հարաբերությունից կախված կորոշվի այսպես՝ 𝜑 ∈ ሾ
గ

ଶ
,𝜋ሻ: 

 

2-10. Մոտորանավակի արագությունը ջրի նկատմամբ 𝒗նջ է, իսկ գե-

տի ջրի արագությունը՝ 𝒗ջ: Գտե՛ք ջրի հոսանքի ուղղության և 

ջրի նկատմամբ մոտորանավակի արագության ուղղու-

թյուններով կազմված 𝝋 անկյունը, որի դեպքում մոտորա-

նավակը գետը կհատի ամենակարճ ժամանակում: Գտե՛ք այդ 

ամենակարճ 𝒕𝒎𝒊𝒏 ժամանակահատվածը, մյուս ափ հասնելու 

ընթացքում գետի երկայնքով նավակի 𝒍𝒎 տեղափոխությունը և 

նավակի անցած 𝒔𝒎 ճանապարհը: 

Լուծում: Մոտորանավակի արագությունն ափի նկատմամբ որոշ-

վում է արագությունների գումարման կանոնի համաձայն՝ �⃗�ն ൌ �⃗�նջ 

�⃗�ջ: Ընդհանուր դեպքում գետն անցնելու ժամանակը կլինի 𝑡 ൌ 𝑠/𝑣ն, 

որտեղ 𝑠-ը նավակի անցած ճանապարհն է: Քանի որ և՛ 𝑠-ը, և՛ 𝑣ն 

փոփոխական մեծություններ են, ապա արժե 𝑠-ից ազատվել: Նկարից 

երևում է, որ �⃗�նջ-ի կամայական ուղղության դեպքում 

𝑑
𝑠
ൌ
𝑣նୄ
𝑣ն

 , 

որտեղ 𝑣նୄ նավակի արդյունարար արագության՝ ափին ուղղահայաց 

բաղադրիչն է: Քանի որ ջրի արագության պրոյեկցիան ափին ուղ-

ղահայց ուղղությամբ զրո է, ուրեմն 𝑣նୄ ൌ 𝑣նջୄ: Այսպիսով, անցման 

ժամանակի համար կունենանք՝ 



63 

𝑡 ൌ
𝑠
𝑣ն
ൌ

𝑑
𝑣նջୄ

∶ 

Նկ.2-12 

 

Ստացվածից երևում է, որ գետն անցնելու ժամանակը նվազագույնը 

կլինի, եթե 𝑣նջୄ-ն ունենա առավելագույն արժեք, այսինքն` �⃗�նջ 

վեկտորն ուղղահայաց լինի ափին: Այսպիսով, գետի անցումը նվա-

զագույն ժամանակը կխլի  

𝜑 ൌ
𝜋
2

  

անկյան դեպքում:  

Նվազագույն ժամանակին համապատասխանող անցումը 

պատկերված է խնդրի երկրորդ նկարում: Այդ նվազագույն ժամա-

նակը հավասար կլինի՝  

𝑡 ൌ
𝑑
𝑣նջ

∶ 

Ափի երկայնքով նավակի անցած 𝑙 տեղափոխությունը կորոշվի  

𝑙 ൌ 𝑣ջ𝑡 ൌ
𝑣ջ
𝑣նջ

𝑑: 

𝑠 անցած ճանապարհի համար կստանանք՝ 𝑠 ൌ 𝑑ට1  𝑣ջଶ 𝑣նջଶൗ ∶ 

2-11. Երկու լողորդ գետի մի ափի 𝑨 կետից պետք է գնան մյուս ափի 

ամենամոտ 𝑩 կետը: Լողորդներից մեկը որոշեց լողալով անցնել 

գետը 𝑨𝑩 ուղիղ գծով: Երկրորդը որոշեց ջրի նկատմամբ իր 
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արագությունը պահել միշտ ափին ուղղահայաց, հասնել մյուս 

ափի համապատասխան 𝑪 կետը, այնուհետև այդ կետից ափով 

քայլել մինչև 𝑩 կետը: Լողորդների` ջրի նկատմամբ ունեցած 

արագությունների մոդուլները նույնն են և հավասար 𝒗լջ-ի, իսկ 

գետում ջրի արագությունը՝ 𝒗ջ: Գտե՛ք, թե ինչ 𝒖 արագությամբ 

պետք է ափով քայլի երկրորդ լողորդը, որ առաջինի հետ 

միաժամանակ հասնի 𝑩 կետ: 

Լուծում: Առաջին և երկրորդ լողորդների շարժումները պատկերված 

են նկարում: Առաջին լողորդի 𝐴 կետից 𝐵 կետ հասնելու ժամանակը 

կլինի՝ 

𝑡ଵ ൌ
𝑑
𝑣ଵ
ൌ

𝑑

ට𝑣լջଶ െ 𝑣ջଶ
: 

Երկրորդ լողորդի հասնելու ժամանակի համար կունենանք՝  

𝑡ଶ ൌ
𝑑
𝑣լջ


𝑙
𝑢
∶ 

Նկ.2-13 

Եռանկյունների նմանությունից օգտվելով` կարող ենք գրել՝ 

𝑙
𝑑
ൌ
𝑣ջ
𝑣լջ

∶ 

𝑡ଶ ժամանակի համար կունենանք՝  

𝑡ଶ ൌ
𝑑
𝑣լջ
൬1 

𝑣ջ
𝑢
൰ ∶ 
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Ժամանակների հավասարության 𝑡ଵ ൌ 𝑡ଶ պայմանից օգտվելով` 

կստանանք երկրորդ լողորդի ափով շարժման 𝑢 արագության 

պահանջվող արժեքը՝ 

𝑢 ൌ
𝑣ջ

൫1 െ 𝑣ջଶ 𝑣լջଶൗ ൯
ିଵ/ଶ

െ 1
∶ 

Նկատենք, որ առաջին լողորդը ընտրել էր ամենակարճ ճանա-

պարհով մյուս ափ հասնելու տարբերակը, իսկ երկրորդ լողորդը՝ 

ամենակարճ ժամանակում մյուս ափում հայտնվելու տարբերակը 

(տե՛ս 2-10 խնդրի արդյունքը): Ջրի մեջ շարժման ժամանակների այս 

տարբերության հաշվին էր, որ երկրորդ լողորդը կարողացավ 

առաջինի հետ միաժամանակ հասնել 𝐵 կետ: 

 

2-12. Մոտորանավակն անցնում է 𝒅 լայնություն ունեցող գետը, 

որում ջրի արագությունը պարաբոլական օրենքով աճում է 

ափերից դեպի կենտրոն ուղղությամբ՝ ափերի մոտ զրո արժե-

քից կենտրոնում հասնելով 𝒗𝟎 առավելագույն արժեքի: Նավակի 

ջրի նկատմամբ ունեցած 𝒗ሬሬ⃗ նջ արագությունը հաստատուն է և 

ուղղված ափին ուղղահայաց ուղղությամբ: Գտե՛ք մոտորա-

նավակի շարժման օրենքը, հետագծի հավասարումը, գետն 

անցնելու 𝒕անց ժամանակը և գետն անցնելու ընթացքում ափի 

երկայնքով նավակի 𝒍 տեղափոխությունը:  

Լուծում: Խնդրի լուծման համար նախ պետք է ընտրել կոորդինա-

տական համակարգ և գրել գետի ջրի արագության` կոորդինատից 

կախման օրենքը: Պայմանավորվենք կոորդինատական համակարգի 

սկիզբ համարել նավակի ելման դիրքը, 𝑥 առանցքն ուղղել ջրի հո-

սանքի ուղղությամբ, իսկ 𝑦 առանցքը՝ գետի լայնական ուղղությամբ, 

ինչպես պատկերված է նկարում: Ջրի արագությունը պարաբոլա-

կան օրենքով է կախված 𝑦 կոորդինատից, ուրեմն՝ 
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𝑣ջሺ𝑦ሻ ൌ 𝑎𝑦ଶ  𝑏𝑦  𝑐 ∶ 

Օգտվելով 𝑣ջሺ0ሻ ൌ 0, 𝑣ջሺ𝑑/2ሻ ൌ

𝑣,𝑣ջሺ𝑑ሻ ൌ 0 պայմաններից՝ 𝑎, 𝑏, 𝑐 

գործակիցների համար կստանանք՝ 

𝑎 ൌ െ
4𝑣
𝑑ଶ

 , 𝑏 ൌ
4𝑣
𝑑

 , 𝑐 ൌ 0: 

Ջրի արագության՝ կոորդինատից 

կախման օրենքը կգրվի այսպես՝ 

𝑣ջሺ𝑦ሻ ൌ
4𝑣
𝑑
𝑦 െ

4𝑣
𝑑ଶ

𝑦ଶ: 

Նավակի արագության պրոյեկցիա-

ների համար կունենանք՝ 

𝑣௫ ൌ 𝑣նջ௫  𝑣ջ௫ ൌ 𝑣ջ ,𝑣௬ ൌ 𝑣նջ௬  𝑣ջ௬ ൌ  𝑣նջ ∶ 

Շարժման օրենքը կորոշվի  

𝑑𝑥
𝑑𝑡

ൌ
4𝑣
𝑑
𝑦 െ

4𝑣
𝑑ଶ

𝑦ଶ, 

𝑑𝑦
𝑑𝑡

ൌ 𝑣նջ  

հավասարումների համակարգի լուծման միջոցով: Երկրորդ հավա-

սարումից կստացվի 𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑣նջ𝑡  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡: Հաշվի առնելով 𝑦ሺ0ሻ ൌ 0 

սկզբնական պայմանը՝ կստանանք 𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑣նջ𝑡 ∶ Այս արդյունքը 

տեղադրելով առաջին հավասարման մեջ՝ կստանանք՝ 

𝑑𝑥
𝑑𝑡

ൌ
4𝑣𝑣նջ
𝑑

𝑡 െ
4𝑣𝑣նջଶ

𝑑ଶ
𝑡ଶ 

հավասարումը, որն ինտեգրելով և հաշվի առնելով 𝑥ሺ0ሻ ൌ 0 սկզբնա-

կան պայմանը, կունենանք՝  

𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ
2𝑣𝑣նջ
𝑑

𝑡ଶ െ
4𝑣𝑣նջଶ

3𝑑ଶ
𝑡ଷ ∶ 

Այսպիսով, նավակի շարժման օրենքն ունի 

ቐ 𝑥ሺ𝑡ሻ ൌ
2𝑣𝑣նջ
𝑑

𝑡ଶ െ
4𝑣𝑣նջଶ

3𝑑ଶ
𝑡ଷ ,

𝑦ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑣նջ𝑡
 

տեսքը: Հետագծի հավասարումը կստանանք, եթե շարժման օրենքից 

արտաքսենք 𝑡 ժամանակը՝ 

 

Նկ.2-14 
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𝑥 ൌ
2𝑣
𝑑𝑣նջ

𝑦ଶ െ
4𝑣

3𝑑ଶ𝑣նջ
𝑦ଷ ∶ 

Հետագծի տեսքը բերված է Նկ.2-

15–ում: Գետն անցնելու ժամանակը 

կգտնենք 𝑦൫𝑡անց൯ ൌ 𝑑 հավասարու-

մից և կստանանք` 

𝑡անց ൌ
𝑑
𝑣նջ

: 

Գետն անցնելու ընթացքում մո-

տորանավակը ափի երկայնքով տե-

ղաշարժված կլինի 𝑙 ൌ 𝑥൫𝑡 ൌ 𝑡անց൯ 

չափով, որը կգտնենք շարժման 

օրենքից և կստանանք՝ 

𝑙 ൌ
2𝑣
3𝑣նջ

𝑑: 

  

2-13. Ժամանակի սկզբնական պահին թիրախը գտնվում է ինքնա-

կառավարվող հրթիռից տարված ուղղաձիգի վրա գտնվող 𝑯𝟎 

բարձրությամբ կետում և 𝒗 հաստատուն արագությամբ շարժ-

վում է հորիզոնի հետ 𝜶 անկյուն կազմող ուղիղ գծով (տե՛ս 

Նկ.2-16): Հրթիռը շարժվում է մոդուլով հաստատուն 𝒖 արագու-

թյամբ, որը յուրաքանչյուր պահի ուղղված է դեպի թիրախը: 

ա)  Գտե՛ք խոցման 𝒕խ ժամանակի պահը և խոցման կետի 𝒙խ,𝒚խ 

կոորդինատները: 

բ)  Գտե՛ք 𝒖 ൌ 𝒗 դեպքում իրարից ինչ հեռավորությամբ 

կշարժվեն մարմինները շատ երկար ժամանակ հետո: 

գ)  Գտե՛ք հրթիռի շարժման օրենքը, հետագիծը, խոցման 

ժամանակի պահը և խոցման կետի կոորդինատները՝ 

կիրառելով խնդրի լուծման թվային եղանակը: 
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Լուծում: ա) Ժամանակի 𝑡 
պահին 𝑥 առանցքի հետ 

հրթիռի արագության կազ-

մած անկյունը նշանակենք 

𝜑-ով: Հրթիռի թիրախին մո-

տենալու արագությունն այդ 

պահին կլինի՝  

𝑢 െ 𝑣 cosሺ𝜑 െ 𝛼ሻ: 
ሾ𝑡, 𝑡  𝑑𝑡ሿ անվերջ փոքր ժա-

մանակահատվածում մար-

մինների միջև հեռավորու-

թյունը կկրճատվի 

𝑑𝑙 ൌ ሺ𝑢 െ 𝑣 cosሺ𝜑 െ 𝛼ሻሻ𝑑𝑡 –ով: 

Օգտվելով  

cosሺ𝜑 െ 𝛼ሻ ൌ cos𝜑 cos𝛼 െ sin𝜑 sin𝛼 
բանաձևից և հաշվի առնելով, որ cos𝜑 ൌ 𝑢௫ 𝑢⁄ , sin𝜑 ൌ 𝑢௬ 𝑢⁄ ՝ կստա-

նանք՝ 

𝑑𝐿 ൌ ቀ𝑢 െ 𝑣
௨ೣ
௨

cos𝛼 െ𝑣
௨
௨

sin𝛼ቁ𝑑𝑡: 

Թիրախը խոցելու պահին հեռավորության ընդհանուր կրճատումը 

կհավասարվի 𝐻-ի, քանի որ հեռավորությունը սկզբնական պահին 

հավասար է 𝐻-ի, իսկ խոցման պահին՝զրոյի: 𝑢௫𝑑𝑡-ն հրթիռի 𝑑𝑠௫ 

տեղափոխությունն է 𝑥 առանցքի ուղղությամբ ሾ𝑡, 𝑡  𝑑𝑡ሿ ժամանա-

կահատվածում: Հրթիռի լրիվ տեղափոխությունն այդ ուղղությամբ 

հավասար կլինի խոցման դիրքի կոորդինատին՝ 𝑠௫ ൌ 𝑥խ ൌ 𝑣𝑡խ cos𝛼: 

Նման ձևով՝ 𝑢௬𝑑𝑡 ൌ 𝑑𝑠௬: Խոցման պահին հրթիռի ընդհանուր 

տեղափոխությունը 𝑦 առանցքի ուղղությամբ հավասար կլինի`𝑠௬ ൌ
𝑦խ ൌ 𝑣𝑡խ sin𝛼  𝐻: Այսպիսով կունենք՝ 

𝑢𝑡խ െ
𝑣ଶ

𝑢
𝑡խ cosଶ 𝛼 െ

𝑣
𝑢

sin𝛼 ൫𝑣𝑡խ sin𝛼  𝐻൯ ൌ 𝐻 , 

որտեղից էլ կգտնենք խոցման ժամանակի պահը. 

𝑡խ ൌ
𝑢  𝑣 sin𝛼
𝑢ଶ െ 𝑣ଶ

𝐻 ∶ 
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Խոցման դիրքի կոորդինատները կլինեն` 

𝑥խ ൌ 𝑣 cos𝛼
𝑢  𝑣 sin𝛼
𝑢ଶ െ 𝑣ଶ

𝐻 ,𝑦խ ൌ ൬𝑣 sin𝛼
𝑢  𝑣 sin𝛼
𝑢ଶ െ 𝑣ଶ

 1൰𝐻: 

Նշենք, որ 𝛼 ൌ െ𝜋 2⁄  մասնավոր դեպքում (հակուղղված շարժում) 

կստացվի՝ 

𝑡խ ൌ
H

u  v
 , 𝑥խ ൌ 0,𝑦խ ൌ

𝑢
𝑢  𝑣

𝐻 

ակնհայտ արդյունքը: 

Համուղղված շարժման մասնավոր դեպքում ሺ𝛼 ൌ 𝜋 2⁄ ሻ կստացվի՝ 

𝑡խ ൌ
H

u െ v
 , 𝑥խ ൌ 0,𝑦խ ൌ

𝑢
𝑢 െ 𝑣

𝐻 

հայտնի արդյունքը: 

բ) 𝑢 ൌ 𝑣 դեպքում հրթիռը չի կարող խոցել թիրախ-մարմնին, եթե 𝛼 ്
െ𝜋 2⁄ : Շատ երկար ժամանակ հետո նրանց հեռավորության 

կրճատումը կհավասարվի 𝐻 െ 𝑙-ի, որտեղ 𝑙-ը նրանց միջև եղած 

հեռավորությունն է անվերջ մեծ ժամանակահատված հետո: Պարզ է, 

որ շատ երկար ժամանակ հետո հրթիռը ևս կշարժվի ուղղագիծ 

հետագծով, որի կազմած անկյունը 𝑥 առանցքի հետ հավասար կլինի 

𝛼-ի: Վերևում բերված դատողությունների նման, այժմ օգտվելով 

հրթիռի տեղափոխության վեկտորի պրոյեկցիաների համար գրված 

𝑠௫ ൌ 𝑣𝑡 cos𝛼 െ 𝑙 cos𝛼 , 𝑠௬ ൌ 𝑣𝑡 sin𝛼  𝐻 െ 𝑙 sin𝛼 

բանաձևերից՝ կունենանք՝  

𝑣𝑡 െ 𝑣 cos𝛼 ሺ𝑣𝑡 cos𝛼 െ 𝑙 cos𝛼ሻ െ 𝑣 sin𝛼 ሺ𝑣𝑡 sin𝛼  𝐻 െ 𝑙 sin𝛼ሻ
ൌ 𝐻 െ 𝑙 , 

որտեղից էլ կստանանք՝ 

𝑙 ൌ
𝐻
2
ሺ1  sin𝛼ሻ, եթե 𝛼 ് െ𝜋 2⁄ ∶ 

Մասնավոր դեպքում, երբ թիրախը շարժվում է 𝑦 առանցքի ուղ-

ղությամբ, որին մեր խնդրում համապատասխանում է 𝛼 ൌ 𝜋 2⁄  

արժեքը, ստանում ենք 𝑙 ൌ 𝐻 ակնհայտ պատասխանը:  



70 

գ) Հրթիռի շարժման օրենքը գտնել բանաձևային տեսքով կամ, ինչ-

պես ընդունված է ասել, անալիտիկորեն լուծել խնդիրը՝ այս դեպ-

քում անհնար է: Խնդրի այս պահանջը դրվել է ուսանողին խնդրի 

թվային լուծման եղանակի հետ ծանոթացնելու նպատակով:  

Ժամանակահատվածը բաժանենք 𝑑𝑡 անվերջ փոքր հատված-

ների` 𝑡 ൌ 0, 𝑡ଵ ൌ 𝑑𝑡, 𝑡ଶ ൌ 2𝑑𝑡,⋯ , 𝑡 ൌ 𝑖 𝑑𝑡,⋯: Ժամանակի 𝑡 ൌ 𝑖 𝑑𝑡 
պահին թիրախ-մարմնի կոորդինատները կլինեն` 

𝑥 ൌ 𝑖 𝑣 𝑑𝑡 cos𝛼 ,𝑦 ൌ 𝑖 𝑣 𝑑𝑡 sin𝛼  𝐻 ∶ 

Նույն 𝑡 ൌ 𝑖 𝑑𝑡 պահին հրթիռի արագության պրոյեկցիաների համար 

կունենանք՝ 

𝑢௫ ൌ 𝑢
𝑥 െ 𝑋

ඥሺ𝑥 െ 𝑋ሻଶ  ሺ𝑦 െ 𝑌ሻଶ
 ,𝑢௫ ൌ 𝑢

𝑦 െ 𝑌
ඥሺ𝑥 െ 𝑋ሻଶ  ሺ𝑦 െ 𝑌ሻଶ

 , 

որտեղ 𝑋 ,𝑌-ն հրթիռի կոորդինատներն են 𝑡 պահին: Հաշվի առնե-

լով, որ  

𝑢௫ ൌ
శభି

ௗ௧
,𝑢௬ ൌ

శభି
ௗ௧

 ՝կստանանք՝ 

𝑋ାଵ ൌ 𝑋   𝑢 𝑑𝑡
𝑥 െ 𝑋

ඥሺ𝑥 െ 𝑋ሻଶ  ሺ𝑦 െ 𝑌ሻଶ
 , 

𝑌ାଵ ൌ 𝑌   𝑢 𝑑𝑡
𝑦 െ 𝑌

ඥሺ𝑥 െ 𝑋ሻଶ  ሺ𝑦 െ 𝑌ሻଶ
∶ 

Տալով 𝑖 ൌ 0 ሺ𝑡 ൌ 0ሻ պահի 𝑥 ൌ 0,𝑦 ൌ
𝐻,𝑋 ൌ 0,𝑌 ൌ 0 սկզբնական արժեք-

ները՝ վերևում ստացված ռեկուրենտ 

բանաձևերի օգնությամբ հնարավո-

րություն կունենանք հաշվել ժամա-

նակի 𝑡 ሺ𝑖 ൌ 1, 2, 3⋯ሻ պահերին հա-

մապատասխանող կոորդինատները: 

Հաշվարկը պետք է շարունակել այն-

քան ժամանակ, քանի դեռ բավարար-

վում է 𝑋ାଵ ൏ 𝑥ାଵ ൌ ሺ𝑖  1ሻ 𝑣 𝑑𝑡 cos𝛼: 

𝑖-նշիչի ամենամեծ արժեքը, որի 
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դեպքում առաջին անգամ խախտվում է այս պայմանը նշանակենք 

𝑖௫ ൌ 𝑁 െ 1:  
Նկարագրված հաշվարկի արդյունքում աղյուսակի տեսքով 

կունենանք 𝑡 ሺ𝑖 ൌ 1, 2, 3⋯𝑁ሻ ժամանակի ընդհատ (դիսկրետ) պա-

հերին հրթիռի դիրքը նկարագրող 𝑋 ,𝑌  կոորդինատները, այսինքն՝ 

կունենանք շարժման օրենքը թվային տեսքով: Կոորդինատների 

համար ստացված 𝑋ே,𝑌ே վերջին արժեքները կլինեն խոցման կետի 

կոորդինատները՝ 𝑥խ ൌ 𝑋ே,𝑦խ ൌ 𝑌ே, իսկ խոցման ժամանակի պահը 

կլինի` 𝑡խ ൌ 𝑁𝑑𝑡: 𝑌ሺ𝑋ሻ գրաֆիկը 𝑋,𝑌 հարթության մեջ կլինի ընդ-

հատ (դիսկրետ) կետերի բազմություն, որը հրթիռի հետագիծն է 

թվային եղանակի դեպքում:  

Հասկանալի է, որ որքան փոքր լինի 𝑑𝑡 ժամանակահատվածը, 

այնքան մեր ստացած թվային տվյալները մոտ կլինեն շարժման 

բնութագրերի իրական արժեքներին:  

Նկ.2-17 –ում ցուցադրել ենք թվային հաշվարկի արդյունքները, 

որոնք իրականացվել են MathCad ծրագրային փաթեթի միջավայ-

րում՝ 𝐻 ൌ 100 մ, 𝑣 ൌ 5 մ/վ, 𝛼 ൌ 𝜋 6⁄ , 𝑢 ൌ 10 մ/վ, 𝑑𝑡 ൌ 0.05 վ թվային 

արժեքների դեպքում: Հաշվումների մեր ընտրած քայլի դեպքում 

խոցման ժամանակի համար ստացվել է՝ 𝑡խ ൌ 26,95 վ, 𝑥խ ൌ 116,697 

մ, 𝑦խ ൌ 167,375 մ: Անալիտիկ լուծման դեպքում պատասխաններն 

են՝ 𝑡խ ൌ 26,923 վ, 𝑥խ ൌ 116,58 մ, 𝑦խ ൌ 167,308 մ: 𝑑𝑡 ൌ 0.001 քայլի 

դեպքում թվային հաշիվը 

տալիս է 𝑡խ ൌ 26,924 վ, 𝑥խ ൌ

116,584 մ, 𝑦խ ൌ 167,31 մ 

պատասխանները, որոնք 

բնականաբար ավելի մոտ են 

իրական պատասխաններին: 

Չնայած խնդիրը չէր 

պահանջում, բայց արժե 

պատկերել հրթիռի հետա-

գիծը թիրախ-օբյեկտ հաշ-

վարկման համակարգում: 

Հրթիռի հարաբերական 
 

Նկ.2-18 



72 

կոորդինատները թիրախ-մարմնի նկատմամբ կլինեն`  

𝑋ത ൌ 𝑋 െ 𝑥 ,𝑌ത ൌ 𝑌 െ 𝑥 ∶ 
Նկ.2-18–ում պատկերված է հրթիռի շարժման հետագիծը թի-

րախ-մարմնի համակարգում: Թիրախ-օբյեկտում գտնվող դիտողին 

սկզբնական շրջանում կթվա, թե հրթիռն իրենց ուղղությամբ չի 

շարժվում: Միայն որոշ ժամանակ անց այդ դիտողը կզգա, որ հրթիռն 

իրենց է հետապնդում: 
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3. ՊԻՆԴ ՄԱՐՄՆԻ ԿԻՆԵՄԱՏԻԿԱ 

 

3.1 Պինդ մարմին: Ազատության աստիճաններ: Պինդ մարմնի 

ազատության աստիճանների թիվը 

 

Բացարձակ պինդ մարմինն այն մարմինն է, որի կամայական 

երկու կետերի միջև հեռավորությունը միշտ նույնն է: Նյութական 

կետի գաղափարի նման, բացարձակ պինդ մարմնի գաղափարը ևս 

իրականության իդելականացված կերպարն է: Ցանկացած պինդ 

մարմին այս կամ այն չափով դեֆորմացվող է: Իրական մարմինը 

տվյալ խնդրում կարող ենք համարել բացարձակ պինդ մարմին, եթե 

այն կազմող կետերի միջև հեռավորությունների փոփոխություններն 

արհամարհելի փոքր են: Այս վերացարկումը թույլ է տալիս հեշ-

տացնել խնդրի լուծումը՝ վստահ լինելով, որ ստացված արդյունքը 

պահանջվող ճշտությամբ մոտ է իրական խնդրի լուծմանը: Մեխա-

նիկայում հաճախ բացարձակ բառը բաց են թողնում և պինդ մարմին 

ասելով՝ հասկանում բացարձակ պինդ մարմինը:  

«Նյութական կետի կինեմատիկա» բաժնում մենք համոզվեցինք, 

որ կետի շարժումը տարածության մեջ նկարագրելու համար 

անհրաժեշտ է ունենալ կամ մեկ վեկտորական մեծության, այն է՝ 

շառավիղ վեկտորի ժամանակից կախման ֆունկցիան կամ երեք 

սկալյար մեծությունների՝ կոորդինատների ժամանակային կախվա-

ծությունները: Քանի որ պինդ մարմինն իրար հետ փոխազդող ան-

թիվ բազմությամբ նյութական կետերի համախումբ է, ապա առաջին 

հայացքից կարող է թվալ, թե այդ մարմնի շարժման նկարագրու-

թյունն անհնար է, քանի որ անհրաժեշտ կլինի ունենալ անվերջ թվով 

կոորդինատների ժամանակային կախվածության ֆունկցիաներ: 

Պարզվում է, անվերջ թվով կետեր ունեցող պինդ մարմնի շարժման 

նկարագրության համար ընդհանուր դեպքում անհրաժեշտ է ունե-

նալ ընդամենը վեց կոորդինատի ժամանակից կախման ֆունկցիա-

ները: Դա հասկանալու համար կարիք կա ծանոթանալ ֆիզիկայում 

հայտնի մի նոր գաղափարի հետ, ինչպիսին ազատության աստի-

ճանի գաղափարն է: 
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Ազատության աստիճանը կամ ազատության աստիճանների 

թիվը անկախ կոորդինատների այն քանակն է, որն անհրաժեշտ է 

տվյալ համակարգի (մարմնի) դիրքը տարածության մեջ միարժեք 

նկարագրելու համար: Ակնհայտ է, որ համակարգի դիրքը միարժեք 

բնութագրող անկախ կոորդինատների քանակը կլինի դրա համար 

անհրաժեշտ կոորդինատների նվազագույն քանակը: Ազատության 

աստիճանը կոորդիննատների այն նվազագույն քանակն է, որն 

անհրաժեշտ է տվյալ համակարգի դիրքը տարածության մեջ միար-

ժեք նկարագրելու համար: Պայմանավորվենք ազատության աստի-

ճանների թիվը նշանակել 𝑘 -ով: 

Դիտարկենք համակարգերի մի շարք մասնավոր դեպքեր և 

գտնենք նրանց ազատության աստիճանների թիվը:  

 Մեկ նյութական կետի ազատության աստի-

ճանների թիվը հավասար կլինի 3-ի՝ 𝑘 ൌ 3: 
 

 Երկու իրարից անկախ շարժվող նյութական 

կետերի համակարգի ազատության աստի-

ճանների թիվը՝ 𝑘 ൌ 6: 
 

 Եթե երկու նյութական կետերի համակագում 

կետերի միմյանցից ունեցած հեռավորությու-

նը սևեռված է, այսինքն՝ շարժման ընթաց-

քում մնում է հաստատուն, ապա՝ 𝑘 ൌ 5, քա-

նի որ վեց կոորդինատների միջև առկա է մեկ 

կապ՝ 

ሺ𝑥ଶ െ 𝑥ଵሻଶ  ሺ𝑦ଶ െ 𝑦ଵሻଶ  ሺ𝑧ଶ െ 𝑧ଵሻଶ ൌ 𝑙ଶ: 
 

 Երեք իրարից անկախ շարժվող նյութական 

կետերի համակագի ազատության աստի-

ճանների թիվը կլինի՝ 𝑘 ൌ 9: Եթե կետերի 

միջև առկա երեք հեռավորություններն էլ 

սևեռված են, ապա ինը կոորդինատների 

միջև կլինի երեք կապ, ինչը կնշանակի, որ 

անկախ կոորդինատների թիվը վեց է՝ 𝑘 ൌ 6: 

𝑘 ൌ 3 

𝑘 ൌ 6 

𝑘 ൌ 6 

𝑙ଶ 

𝑙ଵ 
𝑙ଷ 

𝑘 ൌ 5 𝑙 
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Եթե սևեռենք պինդ մարմնի միայն մի կետի դիրքը, ապա մարմ-

նի դիրքը միարժեք որոշված չի լինի: Մարմինը հնարավորություն 

կունենա պտույտներ կատարել այդ կետի շուրջը: Եթե սևեռենք 

միայն երկու կետի դիրքերը, ապա այս դեպքում մարմինը կարող է 

պտույտներ կատարել այդ կետերով անցնող առանցքի շուրջը: Պինդ 

մարմնի մեկ առանցքի վրա չգտնվող երեք կետերի դիրքերը սևեռելու 

դեպքում պինդ մարմինն այլևս որևէ շարժում կատարել չի կարող, 

նրա դիրքը կլինի խիստ որոշակի: Քանի որ պինդ մարմնի կետերի 

միջև փոխադարձ հեռավորություններն անփոփոխ են, ապա այս-

տեղից կարող ենք եզրակացնել, որ պինդ մարմնի ազատության աս-

տիճանների թիվը համընկնում է երեք՝ իրար նկատմամբ սևեռված 

հեռավորությունների վրա գտնվող նյութական կետերի համակարգի 

ազատության աստիճանների թվին: Այսպիսով, պինդ մարմնի ազա-

տության աստիճանների թիվը վեց է՝ 𝑘 ൌ 6: 

 

3.2 Պինդ մարմնի դիրքի նկարագրությունը: Էյլերի անկյուններ 

«Նյութական կետի կինեմատիկա» բաժնում տեսանք, որ կետի 

դիրքը որոշելու բազմաթիվ եղանակներ կան: Պինդ մարմնի դիրքը 

նկարագրելու համար ևս կան տարբեր եղանակներ: Մեր ծրագրի 

շրջանակներում կծանոթանանք առավել հաճախակի օգտագործվող 

այն եղանակի հետ, որն առաջարկել է Էյլերը: 

Դիտարկենք կոորդինատների 

ሼ𝑥,𝑦, 𝑧ሽ հիմնական համակարգը և 

այդ համակարգում պինդ մարմնին 

պատկանող մի որևէ 𝑂′ կետի կոոր-

դինատները նշանակենք 𝑥,𝑦, 𝑧: 

Պինդ մարմնի հետ կոշտ ամրաց-

նենք ሼ𝑥ᇱ,𝑦ᇱ, 𝑧′ሽ կոորդինատական 

համակարգը (տե՛ս Նկ.3-1): 

Պինդ մարմնի դիրքը միարժեք 

որոշված կլինի, եթե հայտնի են 

𝑥,𝑦, 𝑧 երեք կոորդինատները և 

 

Նկ.3-1 
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ሼ𝑥ᇱ,𝑦ᇱ, 𝑧′ሽ կոորդինատական համակարգի կողմնորոշումը ሼ𝑥,𝑦, 𝑧ሽ 
համակարգի նկատմամբ: Նշված կողմնորոշումը նկարագրելու 

համար համակարգերի սկզբնակետերի դիրքերը կարևոր չեն, ուստի 

հարմար է կոորդինատական 

համակարգերը բերել մեկ 

ընդհանուր սկզբնակետի, ինչ-

պես դա պատկերված է Նկ.3-2-

ում: Նկարում պատկերված 

𝛼,𝛽, 𝛾 անկյունները Էյլերի անկ-

յուններն են: 𝑁-ով նշանակված է 

ሺ𝑥,𝑦ሻ և ሺ𝑥ᇱ,𝑦′ሻ կոորդինատական 

հարթությունների հատման գիծը, 

որն ստացել է հանգույցների գիծ 

անվանումը:  

Դժվար չէ պատկերացնել, որ ሼ𝑥ᇱ,𝑦ᇱ, 𝑧′ሽ կոորդինատական 

համակարգը ሼ𝑥,𝑦, 𝑧ሽ կոորդինատական համակարգի դիրքից երեք 

հաջորդական պտույտների միջոցով կարելի է բերել նկարում 

պատկերված դիրքին: Ենթադրենք նախապես երկու համակարգերը 

համընկնում են (տե՛ս Նկ.3-3): Առաջին քայլով ሼ𝑥′,𝑦′, 𝑧′ሽ համակարգը 

պտտենք 𝑧𝑧ᇱ ընդհանուր ուղղության շուրջը 𝛼 անկյունով:  

Արդյունքում 𝑥′ առանցքի նոր դիրքը կհամընկնի հանգույցների 

𝑁 գծի հետ, իսկ ሺ𝑥,𝑦ሻ և ሺ𝑥′,𝑦′ሻ հարթությունները ինչպես մինչև 

պտույտը, այնպես էլ այդ պտույտից հետո կլինեն համընկնող:  

 

Նկ.3-3ա 

 

Նկ.3-3բ 

 

Նկ.3-2 Էյլերի անկյունները: 



77 

Երկրորդ քայլով նոր համակարգը պտտենք 𝑥′ առանցքի (𝑁 գծի) 

շուրջը 𝛽 անկյունով: Արդյունքում 𝑥′ առանցքը կմնա 𝑁 գծի վրա, իսկ 

𝑧′-ը կպտտվի և կհասնի Նկ.3-2-ում պատկերված դիրքին: Այս 

պտույտից հետո ሺ𝑥,𝑦ሻ և ሺ𝑥′,𝑦′ሻ կոորդինատական հարթությունները 

այլևս չեն լինի համընկնող, այլ կհատվեն՝ առաջացնելով հանգույց-

ների 𝑁 գիծը: Վերջին քայլով նոր համակարգը կպտտենք 𝑧′ առանց-

քի շուրջը 𝛾 անկյունով և 𝑥′ առանցքը շարժվելով ሺ𝑥′,𝑦′ሻ հարթու-

թյամբ կհասնի Նկ.3-2-ում պատկերված դիրքին: 

 
Նկ.3-3գ 

 
Նկ.3-3դ 

 

Վերևում շարադրածից պարզ է դառնում, որ պինդ մարմնի 

դիրքը տարածության մեջ կարելի է նկարագրել {𝑥,𝑦, 𝑧,𝛼,𝛽, 𝛾ሽ վեց 

կոորդինատների միջոցով: 𝑥,𝑦, 𝑧 երեք կոորդինատները կնկարա-

գրեն պինդ մարմնի համընթաց շարժումը տարածական երեք ան-

կախ առանցքների ուղղություններով, իսկ 𝛼,𝛽, 𝛾 երեք Էյլերյան 

անկյունները՝ պտույտները տարածական երեք անկախ առանցք-

ների շուրջը: 

 

3.3 Պինդ մարմնի շարժման տեսակները 

 

Պինդ մարմնի շարժումներն ընդունված է բաժանել հինգ 

տեսակի՝ 

 համընթաց շարժում, 

 պտույտ անշարժ առանցքի շուրջը, 

 հարթ շարժում, 

 շարժում անշարժ կետի շուրջը,  
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 նախորդ թվարկածներից տարբերվող կամայական շարժում: 

Թվարկածներից առաջին երկուսը պինդ մարմնի հիմնական 

շարժումներն են: Պինդ մարմնի ցանկացած շարժում կարելի է բերել 

կա՛մ մաքուր համընթաց շարժման, կա՛մ մաքուր պտտական 

շարժման, կա՛մ դրանց համադրության: 

Այս բաժնում կքննարկենք վերևում թվարկված շարժումների 

առաջին երեք տեսակները: 

 

3.3.1 Պինդ մարմնի համընթաց շարժում 

 

Համընթաց կոչվում է այն շարժումը, որի ժամանակ պինդ 

մարմնի կամայական երկու կետ իրար միացնող հատվածը ամբողջ 

շարժման ընթացքում մնում է ինքն իրեն զուգահեռ: Առաջին հա-

յացքից կարող է թվալ, որ անհնար կլինի ստուգել շարժումը համըն-

թաց է, թե ոչ, քանի որ վերոնշյալ հատվածների թիվն անսահման է: 

Իրականում բոլոր հատվածների զուգահեռությունն ստուգելու 

կարիք չկա: 

Եթե պինդ մարմնին պատկանող, մեկ հարթության մեջ չգտնվող 

երեք ուղիղներ մնան իրենք իրենց զուգահեռ, ապա պինդ մարմնի 

մնացած բոլոր կետերն իրար միացնող հատվածները նույնպես 

կմնան իրենք իրենց զուգահեռ: Համընթաց շարժումը իր ամբողջ 

բազմազանությամբ լավ պատկերացնելու համար պինդ մարմնի 

հետ կոշտ ամրացնենք ሼ𝑥′,𝑦′, 𝑧′ሽ կոորդինատների համակարգը, որի 

առանցքները ժամանակի սկզբնա-

պահին զուգահեռ են ሼ𝑥,𝑦, 𝑧ሽ ան-

շարժ համակարգի համապատաս-

խան առանցքներին (Նկ.3-4): Պինդ 

մարմնի այն շարժումը, որի ժա-

մանակ ամբողջ շարժման ընթաց-

քում 𝑥′ առանցքը մնում է զուգահեռ 

𝑥 առանցքին, 𝑦′-ը՝ 𝑦-ին և 𝑧′-ը՝ 𝑧-ին 

կոչվում է համընթաց շարժում: 
 

Նկ.3-4 
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Համընթաց շարժման 

դեպքում պինդ մարմնի բոլոր 

կետերը տվյալ ժամանակամի-

ջոցում կատարում են միա-

տեսակ տեղափոխություններ: 

Այստեղից հետևում է, որ 

համընթաց շարժվող մարմնի 

բոլոր կետերը ժամանակի 

տվյալ պահին կունենան նույն 

արագությունը: Նույնը կլինի 

նաև արագացումը: Շարժման 

հետագծերը կլինեն տարածականորեն զուգահեռ տեղաշարժված 

միատեսակ կորեր: Եթե հայտնի է պինդ մարմնի դիրքը ժամանակի 

սկզբնապահին և նրա մի որևէ 𝐴 կետի 𝑟ሺ𝑡ሻ շարժման օրենքը, ապա 

դրանով իսկ հայտնի կդառնա պինդ մարմնի դիրքը տարածության 

մեջ ժամանակի կամայական 𝑡 պահին: Սա նշանակում է, որ պինդ 

մարմնի համընթաց շարժման կինեմատիկական նկարագրությունը 

հանգում է մեկ նյութական կետի կինեմատիկական նկարագրու-

թյան, որն արդեն շարադրել ենք նախորդ բաժնում: 

 

3.3.2 Պինդ մարմնի պտույտն անշարժ առանցքի շուրջը 

 

Դիտարկենք անշարժ առանցքի շուրջը պինդ մարմնի պտույտը: 

Այս դեպքում պինդ մարմնի բոլոր կետերը կկատարեն շրջանագծա-

յին շարժումներ, այնպիսի շրջանագծերով, որոնց կենտրոնները 

գտնվում են պտտման առանցքի վրա, իսկ հարթություններն ուղղա-

հայաց են պտտման առանցքին: Եթե ሾ𝑡, 𝑡  𝑑𝑡ሿ ժամանակահատ-

վածում պինդ մարմնի 𝐴 կետը կատարել է 𝑑𝜑ሬ⃗  անկյունային տեղա-

փոխություն, ապա նույն անկյունային տեղափոխությունները կա-

տարած կլինեն նաև առանցքի վրա չգտնվող մնացած բոլոր կետերը: 

Այստեղից հետևում է, որ անշարժ առանցքի շուրջը պտույտի դեպ-

քում պինդ մարմնի բոլոր կետերը կունենան միևնույն 𝜔ሬሬ⃗  անկյու-

նային արագությունը: Նույնը կլինի նաև բոլոր կետերի 𝜀 անկյու-

 

Նկ.3-5 Համընթաց շարժում: 
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նային արագացումը: Առանցքից տարբեր հեռավորություններ ունե-

ցող կետերի գծային արագությունները կլինեն տարբեր: Տարբեր 

կլինեն նաև այդ կետերի գծային արագացումները:  

Եթե հայտնի է պինդ մարմնի դիրքը ժամանակի սկզբնական 

պահին և նրա մի որևէ 𝐴 կետի 𝜑ሺ𝑡ሻ շարժման օրենքը, ապա դրանով 

իսկ հայտնի կդառնա պինդ մարմնի դիրքը ժամանակի կամայական 

𝑡 պահին: Սա նշանակում է, որ անշարժ առանցքի շուրջը պինդ 

մարմնի պտտական շարժման կինեմատիկական նկարագրությունը 

հանգում է մեկ նյութական կետի շրջանագծային շարժման նկարա-

գրության, որն արդեն շարադրել ենք նախորդ բաժնում 

 

3.3.3 Պինդ մարմնի հարթ շարժում, ակնթարթային առանցք 

 

Հարթ կոչվում է այն շարժումը, 

որի դեպքում պինդ մարմնի բոլոր 

կետերը շարժվում են մի ինչ-որ 𝑃 

անշարժ հարթությանը զուգահեռ 

հարթությունների մեջ: Սահմա-

նումից հետևում է, որ պինդ մարմ-

նի այն կետերը, որոնք վերոնշյալ 

հարթության մեջ են, հարթ շարժ-

ման ամբողջ ընթացքում կգտնվեն 

նույն հարթության մեջ: Եթե պինդ մարմնի և 𝑃 հարթության հա-

տումից առաջացած հարթ պատկերը նշանակենք Φ-ով, ապա կարող 

ենք պնդել, որ հարթ շարժման դեպքում Φ հարթ պատկերը 

շարժվում է սեփական 𝑃 հարթության մեջ (Նկ.3-6): Նկատենք, որ 

եթե հայտնի է Φ հարթ պատկերի դիրքը 𝑃 հարթության մեջ, ապա 

հայտնի կլինի նաև հարթ շարժում կատարող պինդ մարմնի դիրքը 

տարածության մեջ: Ասվածից կարող ենք եզրակացնել, որ պինդ 

մարմնի հարթ շարժման ուսումնասիրությունը հանգում է Φ հարթ 

պատկերի սեփական 𝑃 հարթության մեջ շարժման ուսումնասի-

րության: 

 

Նկ.3-6 Հարթ շարժում: 
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Պարզենք, թե ինչ եղանակով 

կարելի է նկարագրել Φ հարթ 

պատկերի դիրքը սեփական հար-

թության մեջ: 𝑃 հարթության մեջ 

ընտրենք հաշվարկման 𝑂 

սկզբնակետը և Φ հարթ պատ-

կերին կոշտ ամրացված որևէ 𝑂′ 
կետի շառավիղ վեկտորը նշա-

նակենք 𝑟: Տրված 𝑟-ի դեպքում 

հարթ պատկերի դիրքը դեռևս 

միարժեք որոշված չի լինի. այն 

կարող է 𝑂′ կետով անցնող և 𝑃 հարթությանն ուղղահայաց առանցքի 

շուրջ պտույտներ կատարել: Պատկերի դիրքը միարժեք կդառնա, 

եթե սևեռենք Φ հարթ պատկերին պատկանող մեկ այլ կետի (𝐴 կե-

տի) 𝑂′ կետի նկատմամբ ունեցած 𝑟
ᇱ շառավիղ վեկտորի կազմած 𝜑 

անկյունը 𝑃 հարթությանն ամրացված որևէ 𝑥 առանցքի հետ (Նկ.3-7):  

Պինդ մարմնի շարժմանը զուգընթաց Φ հարթ պատկերը 

կշարժվի սեփական հարթության մեջ, ժամանակի ընթացքում 

կփոփոխվեն 𝑟 և 𝜑 մեծությունները: Շարժման օրենքն այս դեպքում 

կտրվի ሼ𝑟ሺ𝑡ሻ , 𝜑(t)} ֆունկցիաների խմբով: Հաշվի առնելով, որ 𝑟ሺ𝑡ሻ 
վեկտորը միշտ գտնվում է նախապես հայտնի 𝑃 հարթության մեջ և 

հետևաբար ունի երկու անկախ պրոյեկցիաներ, կարող ենք եզրա-

կացնել, որ հարթ շարժում կատարող պինդ մարմնի ազատության 

աստիճանների թիվը հավասար է երեքի (𝑘 ൌ 3ሻ: 

Նկ.3-7-ից երևում է, որ 

 𝑟ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑟ሺ𝑡ሻ  𝑟
ᇱሺ𝑡ሻ ∶ (3.1)

Ածանցելով ըստ ժամանակի՝  կստանանք` 

 
𝑑𝑟
𝑑𝑡

ൌ
𝑑𝑟
𝑑𝑡


𝑑𝑟

ᇱ

𝑑𝑡
∶ (3.2)

 

Նկ.3-7  Հարթ պատկերի դիրքի 

նկարագրությունը: 
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Հաշվի առնելով այն, որ Ad r dt
r

 ածանցյալը 𝐴 կետի �⃗� արա-

գությունն է, իսկ 𝑑𝑟/𝑑𝑡-ն՝ 𝑂′ կետի �⃗� արագությունը 𝑂 սկզբնակետի 

նկատմամբ, կարող ենք գրել՝ 

 �⃗� ൌ �⃗�  𝑑𝑟
ᇱ 𝑑𝑡⁄ ∶ (3.3)

Ինչ վերաբերում է 𝑑𝑟
ᇱ 𝑑𝑡⁄  ածանցյալին, ապա այն 𝐴 կետի արա-

գությունն է 𝑂′ կետի նկատմամբ: Քանի որ 𝐴 և 𝑂′ երկու կետն էլ 

պատկանում են հարթ պատկերին, հետևաբար նաև պինդ մարմնին, 

ուրեմն 𝑟
ᇱ վեկտորի մոդուլը ժամանակի ընթացքում չի փոփոխվում: 

Այստեղից բխում է, որ 𝑟
ᇱ վեկտորի փոփոխությունը պայմանա-

վորված է բացառապես պտույտով՝ 𝑑𝑟
ᇱ ൌ 𝑑𝜑ሬ⃗ ൈ 𝑟

ᇱ: Օգտվելով անկյու-

նային արագության 𝜔ሬሬ⃗ ൌ 𝑑𝜑ሬ⃗ /𝑑𝑡 գաղափարից՝ (3.3)-ից կստանանք 

 �⃗� ൌ �⃗�  𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟
ᇱ ∶ (3.4) 

Այսպիսով, հարթ պատկերի որևէ 𝐴 կետի արագությունը ներ-

կայացվում է երկու արագությունների գումարի տեսքով, որոնցից 

առաջինը հարթ պատկերին պատկանող 𝑂′ կետի արագությունն է, 

իսկ երկրորդը՝ 𝑂′ կետի շուրջը 𝐴 կետի պտույտով պայմանավորված 

�⃗�
պտ ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟

ᇱ գծային արագությունը: 

Ինչպես տեսնում ենք, պինդ մարմնի հարթ շարժումը բերվում է 

համընթաց և պտտական շարժումների համադրության:  

(3.4) բանաձևով որոշվող արագությունը ածանցելով ըստ 

ժամանակի, օգտվելով կրկնակի արտադրյալի կանոնից և հաշվի 

առնելով, որ 𝜔ሬሬ⃗ ∙ 𝑟
ᇱ սկալյար արտադրյալը հավասար է զրոյի, 

արագացման համար կստանանք 

 �⃗� ൌ �⃗�  𝜀 ൈ 𝑟
ᇱ െ 𝜔ଶ𝑟

ᇱ , (3.5)

որտեղ �⃗� ൌ �⃗�ሶ -ը 𝑂′ կետի գծային արագացումն է, իսկ 𝜀 ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ሶ -ը՝ պինդ 

մարմնի պտտման անկյունային արագացման վեկտորը: 

Ցույց տանք, որ 𝑂′ կետի հարմար ընտրության միջոցով հարթ 

շարժումը ժամանակի տվյալ պահին կարելի է հանգեցնել մաքուր 

պտտական շարժման: 



83 

Պինդ մարմնի և 𝑃 հարթության իրական հատումից առաջացած 

Φ հարթ պատկերը մտովի ընդլայնենք՝ դարձնելով անսահման Φ෩  

հարթություն: Φ෩  անսահման հարթությունը կոշտ ամրացված լինե-

լով՝ Φ հարթ պատկերին պինդ մարմնի հարթ շարժմանը զուգընթաց 

նույնպես կլինի սեփական հարթության մեջ շարժվող հարթություն: 

Ցույց տանք, որ Φ෩  հարթության վրա անպայման գոյություն ունի 

այնպիսի 𝑀 կետ, որի արագությունը տվյալ պահին զրո է: 

Նկատենք, որ 𝜔ሬሬ⃗  անկյունային արագությունն ուղղահայաց է 𝑃 

հարթությանը, որից հետևում է, որ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ெ
ᇱ  վեկտորը կլինի 𝑃 

հարթության մեջ: �⃗� վեկտորը նույնպես գտնվում է 𝑃 հարթության 

մեջ: 𝑟ெ
ᇱ  վեկտորի հարմար ընտրությամբ կարելի է հասնել այն 

բանին, որ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ெ
ᇱ  վեկտորը մոդուլով հավասար և ուղղությամբ 

հակադիր լինի �⃗� վեկտորին: Այս որակական պարզաբանումից 

հետո անցնեք համապատասխան հավասարման լուծմանը: 

Օգտվելով (3.4) բանաձևից և պահանջելով, որ բավարարվի 

�⃗�ெ ൌ �⃗�  𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ெ
ᇱ ൌ 0 պայմանը՝ 𝑟ெ

ᇱ  անհայտի համար կստանանք 

 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ெ
ᇱ ൌ െ�⃗� (3.6) 

հավասարումը: Հավասարման երկու կողմը վեկտորապես բազմա-

պատկենք 𝜔ሬሬ⃗  վեկտորով և օգտվենք կրկնակի վեկտորական արտա-

դրյալի կանոնից 

𝑟ெ
ᇱ  𝜔ଶ െ 𝜔ሬሬ⃗  ሺ𝑟ெ

ᇱ ∙ 𝜔ሬሬ⃗ ሻ ൌ െ�⃗� ൈ 𝜔ሬሬ⃗ ∶ 

Քանի որ 𝜔ሬሬ⃗  վեկտորն ուղղահայաց է 𝑃 հարթությանը, իսկ 𝑟ெ
ᇱ  վեկ-

տորն այդ հարթության մեջ է, ուրեմն 𝑟ெ
ᇱ ∙ 𝜔ሬሬ⃗ ൌ 0: 𝑟ெ

ᇱ  անհայտ 

վեկտորի համար վերջնականապես կստանանք՝ 

 𝑟ெ
ᇱ ൌ

𝜔ሬሬ⃗ ൈ �⃗�
 𝜔ଶ : (3.7) 

Այսպիսով, հաջողվեց ապացուցել, որ Φ෩  հարթությանը պատ-

կանող 𝑟ெ
ᇱ  շառավիղ վեկտորով կետի արագությունը ժամանակի 

տվյալ պահին հավասար է զրոյի: Նկատենք, որ ընդհանուր դեպքում 

𝜔ሬሬ⃗  և �⃗� վեկտորները ժամանակից կախված մեծություններ են, 
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այնպես որ հարթ շարժման ընթացքում 𝑀 կետն ունի անընդհատ 

փոփոխվող դիրք: 

Քանի որ 𝑂′ կետի ընտրությունը կամայական է, ապա կարող 

ենք այդ կետի փոխարեն ընտրել 𝑀 կետը: Այդպիսի ընտրության 

դեպքում 𝐴 կետի արագության համար, օգտվելով (3.4)-ից, կգրենք 

 
�⃗� ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ெ , 

(3.8)

որտեղ 𝑟ெ վեկտորը 𝑀 կետը 𝐴 կետին միացնող վեկտորն է: 

Ստացված բանաձևը համընկնում է պտտական շարժում կատարող 

նյութական կետի գծային և անկյունային արագությունների կապն 

արտահայտող բանաձևի հետ: 

Այսպիսով, պինդ մարմնի հարթ շարժումը ժամանակի տվյալ 

պահին կարելի է ներկայացնել որպես մաքուր պտույտ՝ (3.7) բանա-

ձևով որոշվող 𝑀 կետով անցնող և 𝑃 հարթությանն ուղղահայաց 

առանցքի շուրջը: Այս առանցքը ստացել է ակնթարթային առանցք 

անվանումը: Ակնթարթային առանցքի դիրքը ժամանակի ընթացքում 

փոփոխվում է՝ իհարկե միշտ 

մնալով 𝑃 հարթությանն ուղղա-

հայաց:  

Ժամանակի տվյալ պահին 

ակնթարթային առանցքի դիրքի 

վերաբերյալ գրաֆիկական պար-

զաբանումը բերված է Նկ.3-8-ում:  

Պտույտով պայմանավոր-

ված՝ գծային արագությունը 

պտտման կենտրոնից ունեցած 

հեռավորության աճմանը զուգ-

ընթաց գծային օրենքով աճում է: 

Պտտման ակնթարթային ա-

ռանցքը անցնում է Φ෩  հարթության այն 𝑀 կետով, որտեղ պտույտով 

պայմանավորված՝ �⃗�М
պտ

 գծային արագությունը մոդուլով հա-

վասարվում է համընթաց շարժման �⃗� արագությանը և հակուղղված 

լինում վերջինին: Ինչպես տեսնում ենք, պտտման ակնթարթային 

 

Նկ.3-8.  Ակնթարթային առանցքի   

դիրքը: 



85 

առանցքի դիրքը ներկայացնող 𝑀 կետը կարող է նաև պինդ մարմնի 

և 𝑃 հարթության հատումից առաջացած Φ հարթ պատկերից դուրս 

լինել: 

 

3.3.4 Հարթ շարժման օրինակ՝ գլանի գլորումը հարթությունով 

 

Դիտարկենք գլանի գլորումը հարթությունով: Ենթադրենք տեղի 

է ունենում մաքուր գլորում, այսինքն՝ սահքը բացակայում է: Այս 

խնդրում գլանի բոլոր կետերը շարժվում են գլանի առանցքին 

ուղղահայաց հարթությունների մեջ, հետևաբար շարժումը հարթ 

շարժում է: Գլանի առանցքի շարժման արագությունը նշանակենք 

�⃗�, արագացումը՝ �⃗�, իսկ իր առանցքի շուրջը պտտման անկյու-

նային արագությունը և անկյունային արագացումը համապատաս-

խանաբար՝ 𝜔ሬሬ⃗  և 𝜀: Գլանի մակերևույթի որևէ 𝐴 կետի արագություն 

կորոշվի հարթ շարժման արագության  

 �⃗� ൌ �⃗�  �⃗�
ሺպտሻ

: 

բանաձևով, որտեղ �⃗�
ሺպտሻ ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟

ᇱ -ը 𝐴 կետի՝ գլանի պտույտով 

պայմանավորված գծային արագությունն է: Նկատենք, որ գլանի 

մակերևույթի բոլոր կետերի համար պտույտով պայմանավորված 

գծային արագության վեկտորի 

մոդուլը կլինի միևնույնը: Տար-

բեր կետերում այդ վեկտորի 

ուղղությունը կլինի տարբեր: 

Նկ.3-9-ում պատկերված դեպ-

քում անկյունային արագու-

թյան վեկտորն ուղղված է 

նկարի հարթությանն ուղղա-

հայաց, դիտողից դեպի նկարը 

ուղղությամբ:  

Եթե գլանը չի սահում, 

ապա նշանակում է ժամանա-

կի ցանկացած պահի հարթու-

 

Նկ.3-9 
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թյան հետ հպման գծին պատկանող գլանի կետերի արագությունը 

հավասար է զրոյի: Հիշենք, որ ակնթարթային առանցքի դիրքը 

նկարագրող 𝑀 կետն այն կետն էր, որի արագությունը ժամանակի 

տվյալ պահին հավասար էր զրոյի: Քննարկվող խնդրում 𝑀 կետը 

հպման կետն է: Գլանի գլորումը տվյալ պահին կարելի է ներ-

կայացնել որպես մաքուր պտույտ հպման գծի շուրջը: Ակնթարթային 

առանցքը յուրաքանչյուր պահի հպման գիծն է, որն այս շարժման 

ժամանակ շարժվում է նույն �⃗� արագությամբ: Ինչպես երևում է 

նկարից, հպման կետում համընթաց շարժման �⃗� արագությունը և 

պտույտի գծային �⃗�
ሺպտሻ

 արագությունները հակուղղված են: Այստե-

ղից հետևում է, որ սահքի բացակայության դեպքում այդ արագու-

թյունները մոդուլով իրար հավասար են: Քանի որ եզրագծի բոլոր 

կետերում �⃗�
ሺպտሻ

 վեկտորի մոդուլը նույնն է, ուրեմն կարող ենք 

եզրակացնել, որ եզրագծի բոլոր կետերում նրա մոդուլը հավասար 

կլինի 𝑣-ի: Սահքի բացակայության դեպքում անկյունային արա-

գության մոդուլը որոշվում է 𝜔 ൌ 𝑣 𝑅⁄  բանաձևով, որտեղ 𝑅-ը գլանի 

շառավիղն է: 

Հպման կետը 𝐴 կետին միացնող գծի կազմած անկյունը հար-

թությանն ուղղահայաց ուղղության հետ նշանակենք 𝛼–ով (Նկ.3-9): 

Քանի որ նկարում պատկերված պահին հարթ շարժումը բերվել է 

հպման կետով անցնող առանցքի շուրջը պտույտի, ապա ակնհայտ 

է, որ �⃗� արագությունը կլինի ուղղահայաց 𝑀𝐴 գծին: Այս եզրակա-

ցությունը կարելի էր անել նաև զուտ երկրաչափական դատողու-

թյուններից ելնելով: Նկատենք, որ ինչ դիրք էլ գրավի եզրագծի 𝐴 

կետը, նրա արագության շարունակությունն անպայման կանցնի 

հպման կետի նկատմամբ տրամագծորեն հակադիր կետով: 𝐴 կետի 

արագության ուղղության միավոր վեկտորը նշանակենք �̂�–ով, իսկ 

𝐴-ից դեպի հպման կետ ուղղված միավոր վեկտորը՝ 𝑛ො–ով (Նկ.3-10): 

Պայմանավորվենք շոշափող ուղղություն ասելով՝ հասկանալ 

գլանին շոշափող ուղղությունը (�̂�շոշ), հետագծին շոշափողը պարզ է, 

որ �̂�–ն է: Գլանի եզրագծի որևէ կետից դեպի գլանի հատույթ 

հանդիսացող շրջանի կենտրոն ուղղությունը կանվանենք կենտրո-

նաձիգ ուղղություն (�̂�կձ): 
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Արագության համար կստանանք՝ 

 �⃗� ൌ 2𝑣𝑐𝑜𝑠𝛼 �̂� ∶ (3.9)

 

 
Նկ.3-10 

 

Նկ.3-11 

 

Հաշվի առնելով, որ 2𝑅𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ 𝑟ெ, արագության համար կգրենք 

�⃗� ൌ 𝜔 𝑟ெ �̂�, ինչը նշանակում է, որ տվյալ պահին 𝐴 կետը պտտվում 

է 𝑀 կետի շուրջը 𝜔 ൌ 𝑣/𝑅 անկյունային արագությամբ: Ակնթար-

թային առանցքից միևնույն հեռավորությունն ունեցող կետերի գծա-

յին արագությունները մոդուլով իրար հավասար կլինեն: Նկ.3-11-ում 

𝑀 կենտրոնով շրջանագծերի աղեղներից յուրաքանչյուրի վրա 

գտնվող գլանի կետերի գծային արագությունների մոդուլը միատե-

սակ արժեք կունենա: Նկարում պատկերված են արագության վեկ-

տորները գլանի՝ գլորման հարթությանն ուղղահայաց տրամագծի 

տարբեր կետերում:  

Արագացման համար (3.5)-ից ունենք` 

 �⃗� ൌ �⃗�  𝜀 ൈ 𝑟
ᇱ െ 𝜔ଶ𝑟

ᇱ , 

Քննարկենք արագացման երեք բաղադրիչներն առանձին-

առանձին: Մեր խնդրում �⃗� արագացումը կարող է լինել �⃗� արա-

գությանը կա՛մ համուղղված, կա՛մ հակուղղված: �⃗�-ի պրոյեկցիան 

�⃗�-ի ուղղության վրա նշանակենք 𝑎௩-ով: 
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Պարզենք արագացման �⃗�ଵ ൌ 𝜀 ൈ 𝑟
ᇱ անդամի ուղղությունը և 

մոդուլը: Նկատենք, որ անկյունային արագացումը և անկյունային 

արագությունը ուղղված են մեկ գծով: Անկյունային արագացումը և 

անկյունային արագությունը հա-

մուղղված կլինեն, եթե �⃗� և �⃗� 

վեկտորները համուղղված լինեն 

և հակուղղված կլինեն, եթե �⃗� և 

�⃗� վեկտորները հակուղղված 

լինեն: Օգտվելով սահքի բացա-

կայության 𝑣 ൌ 𝜔𝑅 պայմանից՝ 

կարող ենք գրել 𝑎௩ ൌ 𝜀ఠ𝑅: Անկ-

յունային արագացման համար 

կարող ենք գրել 𝜀 ൌ 𝜀ఠ 𝜔ሬሬ⃗ 𝜔⁄ , որ-

տեղ 𝜀ఠ-ն 𝜀 վեկտորի պրոյեկցիան 

է 𝜔ሬሬ⃗  –ի վրա: �⃗�ଵ վեկտորի համար կունենանք՝ �⃗�ଵ ൌ 𝜀 ൈ 𝑟
ᇱ ൌ

𝜀ఠ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟
ᇱሻ 𝜔⁄  ൌ 𝜀ఠ �⃗�

ሺպտሻ 𝜔⁄ : Ինչպես տեսնում ենք, �⃗�ଵ վեկտորը, 

շոշափող ուղղության վեկտոր է՝ 

 �⃗�ଵ ൌ �⃗�շոշ ൌ 𝑎௩ �⃗�
ሺպտሻ 𝑣ൗ ൌ 𝑎௩ �̂�շոշ ∶ (3.10)

�⃗�շոշ արագացումը ուղղված կլինի �̂�շոշ ուղղությամբ, եթե �⃗�-ն 

ուղղված լինի �⃗�-ի ուղղությամբ: �⃗�շոշ արագացումը հակուղղված 

կլինի �̂�շոշ ուղղությանը, եթե �⃗�-ն հակուղղված լինի �⃗�-ին:  

Արագացման երրորդ բաղադրիչի համար կունենանք` 

 �⃗�ଶ ൌ �⃗�կձ ൌ െ𝜔ଶ 𝑟
ᇱ ൌ 𝜔ଶ𝑅 �̂�կձ ൌ

𝑣
ଶ

𝑅
 �̂�կձ ∶ (3.11)

Նկ.3-12–ում պատկերել ենք արագացման երեք բաղադրիչներն 

այն ենթադրությամբ, որ �⃗�-ն համուղղված է �⃗�-ին (𝑎௩ ൌ 𝑎), ուստի 

𝜀ఠ ൌ  𝜀: Եթե �⃗� արագացումը հակառակ ուղղված լինի �⃗�-ին, ապա 

նկարում �⃗� և �⃗�շոշ վեկտորները միաժամանակ կշրջվեն հակառակ 

ուղղության: Ուշադրություն դարձնենք, որ նկարում պատկերված �⃗� 

 

Նկ.3‐12 
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և �⃗�շոշ վեկտորները արագության �⃗� վեկտորի նկատմամբ հայելային 

համաչափ դիրք ունեցող վեկտորներ են: 

Արագացման �⃗�, �⃗�շոշ, �⃗�կձ բաղադրիչների վերաբերյալ վերևում 

ստացածն օգտագործելով՝ կարող ենք գտնել արագացման տանգեն-

ցիալ և նորմալ բաղադրիչները: Նկ.3-12-ից երևում է, որ տան-

գենցիալ բաղադրիչի մեջ ներդրում ունեն արագացման բոլոր երեք 

գումարելիները: Արագացման տանգենցիալ բաղադրիչի համար 

կստանանք՝ 

  𝑎ఛ ൌ 2𝑎௩𝑐𝑜𝑠𝛼 െ
𝑣
ଶ

𝑅
𝑠𝑖𝑛𝛼 ∶ (3.12)

Նորմալ բաղադրիչի մեջ �⃗�, �⃗�շոշ արագացումների ներդրումները 

կկրճատվեն վերջիններիս հայելային համաչափ դասավորության 

պատճառով: Արագացման նորմալ բաղադրիչի համար կունենանք՝ 

 𝑎 ൌ
𝑣
ଶ

𝑅
𝑐𝑜𝑠𝛼 ∶ (3.13)

Արագացման մոդուլը հավասար կլինի՝ 

 𝑎 ൌ ඨቆ2𝑎௩𝑐𝑜𝑠𝛼 െ
𝑣
ଶ

𝑅
𝑠𝑖𝑛𝛼ቇ

ଶ


𝑣
ସ

𝑅ଶ
𝑐𝑜𝑠ଶ𝛼 ∶ (3.14)

Արագացման և արագության կազմած 𝛽 ൌ ൫�⃗�, �⃗� ൯ անկյան հա-

մար (տե՛ս Նկ.3-13) կունենանք՝ 

 ctg𝛽 ൌ
𝑎ఛ
𝑎

ൌ
2𝑎௩𝑅
𝑣
ଶ െ 𝑡𝑔𝛼 ∶ (3.15)

Հետագծի կորության 𝑅
ሺሻ

շառավիղը 𝐴 կետում կգտնենք՝ 

օգտվելով արագացման նորմալ բաղադրիչի 𝑎 ൌ 𝑣ଶ 𝑅
ሺሻ⁄  . 

𝑅
ሺሻ ൌ 4𝑅𝑐𝑜𝑠𝛼: (3.16)

Օգտվելով գլանի եզրագծի կամայական 𝐴 կետի կինեմատիկա-

կան բնութագրերի համար վերևում ստացած արտահայտություն-

ներից՝ որոշենք Նկ.3-14-ում պատկերված 𝑏,𝑑, 𝑒 երեք նշանավոր կե-

տերի բնութագրերը: 
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Նկ.3-13 

 
Նկ.3-14 

 

Գլանի 𝑏 կետի համար 𝛼 ൌ 𝜋/4: Օգտվելով (3.9) և (3.12)-(3.16) 

բանաձևերից՝ կստանանք` 

 

𝑣 ൌ √2𝑣, 

𝑎ఛ
ሺሻ ൌ √2𝑎௩ െ

𝑣
ଶ

√2𝑅
 ,𝑎

ሺሻ ൌ
𝑣
ଶ

√2𝑅
 , 

𝑎 ൌ 𝑎ඨ1  ቆ1 െ
𝑣
ଶ

𝑅𝑎௩
ቇ
ଶ

, 

𝑐𝑡𝑔𝛽 ൌ
2𝑅𝑎௩
𝑣
ଶ െ 1,𝑅

ሺሻ ൌ 2√2𝑅,  

(3.17)

Գլանի 𝑑 կետի համար (𝛼 ൌ 0) կունենանք 

 

𝑣ௗ ൌ 2𝑣, 

𝑎ఛ
ሺௗሻ ൌ 2𝑎௩ ,𝑎

ሺௗሻ ൌ
𝑣
ଶ

𝑅
 , 

𝑎ௗ ൌ ඨ4𝑎
ଶ 

𝑣
ସ

𝑅ଶ
 , 

𝑐𝑡𝑔𝛽ௗ ൌ
2𝑅𝑎௩
𝑣
ଶ ,𝑅

ሺௗሻ ൌ 4𝑅: 

(3.18)

Գլանի 𝑒 կետի համար (𝛼 ൌ െ𝜋/4) կստանանք 
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𝑣 ൌ √2𝑣, 

𝑎ఛ
ሺሻ ൌ √2𝑎௩ 

𝑣
ଶ

√2𝑅
 ,𝑎

ሺሻ ൌ
𝑣
ଶ

√2𝑅
 , 

𝑎 ൌ 𝑎ඨ1  ቆ1 
𝑣
ଶ

𝑅𝑎௩
ቇ
ଶ

, 

𝑐𝑡𝑔𝛽 ൌ
2𝑅𝑎௩
𝑣
ଶ  1,𝑅

ሺሻ ൌ 2√2𝑅 ∶ 

(3.19)

 

3.4 Խնդիրների լուծման օրինակներ 

 

3-1. Կոնը, որի ծնորդը 𝒍 է, իսկ հիմքի շառավիղը` 𝒓, առանց սահքի 

գլորվում է հարթությունով այնպես, որ նրա 𝑶 գագաթը գտնվում 

է հարթության սևեռված կետում (Նկ.3-15): Կոնի հավասարաչափ 

իրականացվող մեկ պտույտը գագաթով անցնող և հարթությանն 

ուղղահայաց առանցքի շուրջը կատարվում է 𝑻 ժամանակում: 

Գտե՛ք կոնի պտտման անկյունային արագությունը գլորման 

հարթության հետ կապված հաշվարկման համակարգում:  

Լուծում: Կոնը միաժամանակ մասնակցում է երկու պտույտների: 

Այդ պտույտներից մեկի 𝜔ሬሬ⃗ ଵ անկյունային արագությունն ուղղված է 

գլորման հարթությանն ուղղահայաց, իսկ մյուսի 𝜔ሬሬ⃗ ଶ անկյունային 

արագությունը՝ գլանի համաչափության առանցքով: Կոնի պտտման 

 

Նկ.3-15 
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արդյունարար 𝜔ሬሬ⃗  անկյունային արագությունը կորոշվի անկյունային 

արագությունների գումարման կանոնով՝ 

𝜔ሬሬ⃗ ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ଵ  𝜔ሬሬ⃗ ଶ ∶ 

𝜔ሬሬ⃗ ଵ և 𝜔ሬሬ⃗ ଶ անկյունային արագությունները՝ ինչպես ըստ մոդուլների, 

այնպես էլ ըստ ուղղությունների, փոխադարձ կախվածություն ունեն 

միմյանցից: Եթե համարենք, որ գլորումը տեղի է ունենում ժամսլաքի 

պտույտի ուղղությամբ, այսինքն՝ 𝜔ሬሬ⃗ ଵ անկյունային արագությունն 

ուղղված է ուղղաձիգով դեպի գլորման հարթությունը, ապա 𝜔ሬሬ⃗ ଶ անկ-

յունային արագությունն ուղղված կլինի համաչափության առանց-

քով՝ գագաթից դեպի հիմք ուղղությամբ (Նկ.3-16): Այս վեկտորներից 

մեկի ուղղության հակադարձման դեպքում մյուսի ուղղությունը ևս 

կհակադարձվի:  

 

 

Խնդրի տվյալներից օգտվելով՝ 𝜔ሬሬ⃗ ଵ անկյունային արագության 

մոդուլի համար կարող ենք գրել՝ 

𝜔ଵ ൌ
2𝜋
𝑇
∶ 

Անկյունային արագությունների մոդուլների միջև կապը կարելի 

է գտնել ինչպես երկրաչափական դատողությունների միջոցով, այն-

պես էլ ակնթարթային արագության գաղափարից օգտվելու եղանա-

կով: Նախ շարադրենք ակնթարթային արագության միջոցով մոդուլ-

ների կապի որոշելը:  

 

Նկ.3-16 

 

Նկ.3-17 



93 

Քանի որ կոնի՝ հարթության հետ հպման գծին պատկանող 

բոլոր կետերը ժամանակի տվյալ պահին հարթության նկատմամբ 

անշարժ են, ուստի ակնթարթային առանցքը հպման գծի հետ համ-

ընկնող առանցքն է: Նշանակում է կոնի բարդ շարժումը տվյալ պա-

հին կարելի է պատկերացնել որպես մաքուր պտույտ այդ առանցքի 

շուրջը: Այլ կերպ ասած, կոնի պտտման 𝜔ሬሬ⃗  արդյունարար անկյու-

նային արագությունը հենց այդ առանցքով է ուղղված: Նկ.3-17-ից 

օգտվելով՝ կգտնենք՝ 

𝜔ଵ
𝜔ଶ

ൌ
𝑟
𝑙

 ,𝜔 ൌ ඥ𝜔ଶ
ଶ െ 𝜔ଵଶ ൌ

√𝑙ଶ െ 𝑟ଶ

𝑟
𝜔ଵ ∶ 

Անկյունային արագությունների կապը կարելի է գտնել նաև 

հետևյալ դատողությունների միջոցով: Կոնի՝ գլորման հարթությանն 

ուղղահայաց առանցքի շուրջը մեկ պտույտի ժամանակ կոնի 𝐴 կետը 

հարթության մեջ կգծի շրջանագիծ, որի երկարությունը 2𝜋𝑙 է: Կոնի` 

իր առանցքի շուրջը մեկ պտույտ կատարելու ընթացքում այդ կետը 

կոնի առանցքի համակարգում կանցնի 2𝜋𝑟 ճանապարհ: Քանի որ 

սահքը բացակայում է, ապա այդ նույն ընթացքում կոնի կատարած 

պտույտների թիվը հավասար կլինի վերոհիշյալ երկարությունների 

հարաբերությանը՝ 

𝑁ଶ ൌ
𝑙
𝑟
∶ 

Անկյունային արագությունների կապի համար կստանանք՝  

𝜔ଶ ൌ
2𝜋𝑁ଶ
𝑇

ൌ
2𝜋𝑙
𝑟𝑇

ൌ
𝑙
𝑟
𝜔ଵ: 

𝜔ሬሬ⃗ ଵ և 𝜔ሬሬ⃗ ଶ վեկտորների ուղղությունների հայտնի լինելու հան-

գամանքը և այս վերջին եղանակով նրանց հարաբերության համար 

ստացածը ապացուցում են, որ 𝜔ሬሬ⃗ ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ଵ  𝜔ሬሬ⃗ ଶ արդյունարար անկյու-

նային արագությունն իսկապես ուղղված է հպման գծով: 

Այսպիսով, կոնի պտտման անկյունային արագությունը գլոր-

ման հարթության հետ կապված հաշվարկման համակարգում կլինի 
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𝜔 ൌ
√𝑙ଶ െ 𝑟ଶ

𝑟
2𝜋
𝑇
∶ 

3-2. Երկու համառանցք անիվներ, որոնց շառավիղները 𝒓𝟏 և 𝒓𝟐 (𝒓𝟐 
𝒓𝟏) են միևնույն ուղղությամբ հավասարաչափ պտտվում են 

համապատասխանաբար 𝝎𝟏 և 𝝎𝟐 անկյունային արագություն-

ներով: Անիվների միջև դրված է 𝒓𝟑 ൌ ሺ𝒓𝟐 െ 𝒓𝟏ሻ/𝟐 շառավղով 

երրորդ անիվը, որը շարժվում է 

առանց սահքի (Նկ.3-18): Գտե՛ք 

երրորդ անիվի 𝝎 անկյունային 

արագությունը, այդ անիվի կենտրոնի 

𝒗𝟎 գծային արագությունը և ակնթար-

թային առանցքի դիրքը: Առաջին և 

երրորդ անիվների հպման կետից 

հաշված ի՞նչ հեռավորության վրա է 

գտնվում պտտման ակնթարթային 

առանցքը: 

Լուծում: Նկատենք, որ երրորդ անիվի շարժումը պինդ մարմնի 

հարթ շարժման դասին է պատկանում, քանի որ անիվի բոլոր 

կետերը շարժվում են նկարի հարթությանը զուգահեռ հարթու-

թյուններում: Տեսությունից մեզ արդեն հայտնի է, որ այս դեպքում 

անպայման գոյություն ունի պտտման ակնթարթային առանցք, որի 

շուրջը մաքուր պտտական շարժման է հանգում տվյալ պահի հարթ 

շարժումը:  

Քանի որ անիվները պտտվում են առանց սահքի, ուրեմն 

հպման կետում երկու հպվող անվների գծային արագությունները 

նույնն են: Առաջին անիվի եզրակետի գծային արագությունը 𝜔ଵ𝑟ଵ է, 

ուրեմն երրորդ անիվին պատկանող 𝐴 կետի գծային արագությունը 

կլինի 𝑣 ൌ 𝜔ଵ𝑟ଵ: Նույն դատողություններով կստանանք երրորդ 

անիվին պատկանող 𝐵 կետի գծային արագությունը՝ 𝑣 ൌ 𝜔ଶ𝑟ଶ:  

Նկատի ունենալով այն հանգամանքը, որ մաքուր պտտական 

շարժման դեպքում կետը շարժվում է շրջանագծով, որի կենտրոնը 

 
Նկ.3-18 
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տվյալ կետին միացնող շառավիղն ուղղահայաց է այդ կետի գծային 

արագության վեկտորին, կգանք եզրահանգման, որ ակնթարթային 

առանցքը՝ լինելով նկարի հարթությանն ուղղահայաց, կանցնի Օ𝐵 

հատվածի շարունակությունը կազմող ուղիղ գծին պատկանող մի 

ինչ-որ 𝐶 կետով: 𝐶 կետը կլինի երրորդ անիվից դուրս: 𝑣  𝑣 

դեպքում այն կլինի 𝐴 կետից կենտրոնաձիգ ուղղությամբ շեղված 

(Նկ.3-19), իսկ 𝑣 ൏ 𝑣 դեպքում 𝐵 կետից կենտրոնախույս ուղղու-

թյամբ շեղված (Նկ.3-20): Այս 𝐶 կետի` 𝐴 կետից ունեցած հեռա-

վորությունը նշանակենք 𝑥-ով և քննարկենք գծային արագություն-

ների միջև հարաբերակցության տարբեր դեպքեր. 

ա) 𝒗𝑩  𝒗𝑨 (𝝎𝟐𝒓𝟐  𝝎𝟏𝒓𝟏) 

Այս դեպքում, ինչպես երևում է Նկ.3-19 –ից, երրորդ անիվի 

պտույտը տեղի է ունենում ժամսլաքի 

շարժման ուղղությամբ: Արագություն-

ների համար կունենանք՝ 

𝑣 ൌ 𝜔𝑥 ൌ 𝜔ଵ𝑟ଵ, 
𝑣 ൌ 𝜔ሺ𝑥  2𝑟ଷሻ ൌ 𝜔ଶ𝑟ଶ ∶ 

Լուծելով հավասարումների այս համա-

կարգը՝ կգտնենք ակնթարթային ա-

ռանցքի դիրքը նկարագրող 𝑥 հեռավո-

րությունը և երրորդ անիվի պտտման 

անկյունային արագությունը՝ 

𝑥 ൌ 2𝑟ଷ
𝜔ଵ𝑟ଵ

𝜔ଶ𝑟ଶ െ 𝜔ଵ𝑟ଵ
 ,𝜔 ൌ

𝜔ଶ𝑟ଶ െ 𝜔ଵ𝑟ଵ
2𝑟ଷ

∶ 

Երրորդ անիվի կենտրոնի շարժման գծային արագության համար 

կունենանք՝ 

𝑣 ൌ 𝜔ሺ𝑥  𝑟ଷሻ ൌ
𝜔ଵ𝑟ଵ  𝜔ଶ𝑟ଶ

2
∶ 

 

 

Նկ.3-19 
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բ) 𝒗𝑩 ൏ 𝒗𝑨 (𝝎𝟐𝒓𝟐 ൏ 𝝎𝟏𝒓𝟏) 

Նկ.3-20-ից, երևում է, որ երրորդ անիվի 

պտույտն այս դեպքում տեղի կունենա ժամ-

սլաքի պտույտին հակառակ: Արագություն-

ների համար կունենանք՝ 

𝑣 ൌ 𝜔𝑥 ൌ 𝜔ଵ𝑟ଵ, 
𝑣 ൌ 𝜔ሺ𝑥 െ 2𝑟ଷሻ ൌ 𝜔ଶ𝑟ଶ ∶ 

Բնութագրական մեծությունների համար այս 

դեպքում կստանանք՝ 

𝑥 ൌ 2𝑟ଷ
𝜔ଵ𝑟ଵ

𝜔ଵ𝑟ଵ െ 𝜔ଶ𝑟ଶ
 ,𝜔 ൌ

𝜔ଵ𝑟ଵ െ 𝜔ଶ𝑟ଶ
2𝑟ଷ

∶ 

Երրորդ անիվի կենտրոնի շարժման գծային արագության համար 

կունենանք՝ 

𝑣 ൌ 𝜔ሺ𝑥 െ 𝑟ଷሻ ൌ
𝜔ଵ𝑟ଵ  𝜔ଶ𝑟ଶ

2
∶ 

գ) 𝒗𝑩 ൌ 𝒗𝑨 (𝝎𝟐𝒓𝟐 ൌ 𝝎𝟏𝒓𝟏) 

Այս դեպքում երրորդ անիվի պտույտի անկյունային արագու-

թյունը զրո է: Երրորդ անիվն այս դեպքում կատարում է համընթաց 

շարժում, որի ժամանակ նրա կենտրոնը շարժվում է 𝑟ଵ  𝑟ଷ շա-

ռավղով շրջանագծով:  

դ) 𝝎𝟐 ൌ 𝝎𝟏 

Առաջին և երկրորդ անիվների անկյունային արագությունների 

հավասար լինելու դեպքում` 𝑥 ൌ 𝑟ଵ, 𝜔ଵ ൌ 𝜔ଶ ൌ 𝜔: Այս դեպքում 

պտտման ակնթարթային առանցքն անցնում է առաջին և երկրորդ 

անիվների ընդհանուր Օ կենտրոնով: Երեք անիվները, որպես կոշտ 

ամրացված մեկ մարմին, համատեղ կատարում են մաքուր պտտա-

կան շարժում Օ կենտրոնով անցնող և նկարի հարթությանն ուղղա-

հայաց առանցքի շուրջը: 

 

Նկ.3-20 
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4. ԿԻՆԵՄԱՏԻԿԱԿԱՆ ԲՆՈՒԹԱԳՐԵՐԻ 

ՁԵՎԱՓՈԽՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԸ ՀԱՇՎԱՐԿՄԱՆ ՄԻ 

ՀԱՄԱԿԱՐԳԻՑ ՄՅՈՒՍԻՆ ԱՆՑՆԵԼԻՍ 
 

Միևնույն մեխանիկական շարժումը կարելի է ուսումնասիրել 

տարբեր հաշվարկման համակարգերում: Շարժման խնդիրների 

քննարկման ժամանակ հաճախ անհրաժեշտություն է առաջանում 

մի հաշվարկման համակարգից անցում կատարել մեկ այլ հաշ-

վարկման համակարգի: Ենթադրվում է, որ գիտենք նյութական կետի 

շարժման կինեմատիկական բնութագրերը առաջին հաշվարկման 

համակարգում, հայտնի է, թե ինչ շարժում է կատարում երկրորդ 

հաշվարկման համակարգը առաջինի նկատմամբ և պահանջվում է 

գտնել նյութական կետի շարժման բնութագրերը հաշվարկման 

երկրորդ համակարգում:  

Չնայած այն հանգամանքին, որ մեկ հաշվարկման համակար-

գից մյուսին անցելիս շարժման բնութագրերի ձևափոխությունները 

օգտագործվում են առավելապես «Դինամիկա» բաժնում, սակայն 

այդ ձևափոխությունների ստացումն ու քննարկումը զուտ կինե-

մատիկայի տիրույթում են: 

Ձևափոխությունների ստացման ընթացքում հիմնվելու ենք 

նյուտոնյան մեխանիկայի այն պատկերացումների վրա, որոնց հա-

մաձայն տարածական մասշտաբներն ու ժամանակը բացարձակ 

հասկացություններ են, այսինքն՝ կախված չեն համակարգի ընտրու-

թյունից: Նշենք, որ այս դրույթները մոտավոր կիրառելի են միայն 

դանդաղ շարժումների համար: Իրականում, ինչպես երկու կետերի 

միջև հեռավորությունը, այնպես էլ երևույթի տևողությունը տարբեր 

հաշվարկման համակարգերում տարբեր են: Այս հարցերին 

կանդրադառնանք դասընթացի վերջում՝ «Հարաբերականության 

հատուկ տեսության տարրերը» բաժնում:  

Քննարկենք երկրորդ համակարգի շարժման մի քանի մաս-

նավոր դեպքեր և ստանանք կինեմատիկական հիմնական բնութա-

գրերի ձևափոխման բանաձևերը հաշվարկման մի համակարգից 

մյուսին անցնելիս: 
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4.1 Համընթաց շարժվող հաշվարկման համակարգ 

 

Դիտարկենք 𝑆 հաշվարկման համակարգը և նրա նկատմամբ 

համընթաց շարժվող 𝑆′ հաշվարկման համակարգը: Գտնենք միև-

նույն նյութական կետի կինեմատիկական բնութագրերի՝ կոորդի-

նատների, տեղափոխության, արագության և արագացման ձևա-

փոխությունները 𝑆′ համա-

կարգից 𝑆 համակարգին անց-

ման ժամանակ: 

Քանի որ հաշվարկման 

համակարգի առանցքների 

ուղղությունների ընտրությու-

նը մեզնից է կախված, ապա 

առանցքների ուղղություններն 

ընտրենք այնպես, որ 𝑆′ հա-

մակարգի 𝑥ᇱ,𝑦ᇱ, 𝑧′ առանցք-

ները լինեն զուգահեռ 𝑆 համակարգի 𝑥,𝑦, 𝑧 համապատասխան 

առանցքներին (Նկ.4-1): Ժամանակի 𝑡 պահին 𝑆′ համակարգի 𝑂′ 
սկզբնակետի շառավիղ վեկտորը 𝑆 համակարգում նշանակենք 

𝑅ሬ⃗ ሺ𝑋,𝑌,𝑍ሻ-ով, արագությունը՝ 𝑉ሬ⃗ሺ𝑡ሻ-ով, իսկ արագացումը՝ �⃗�ሺ𝑡ሻ-
ով: 𝑀 նյութական կետի շառավիղ վեկտորը 𝑆 համակարգում 

նշանակենք 𝑟ሺ𝑥,𝑦, 𝑧ሻ-ով, իսկ 𝑆′ համակարգում՝ 𝑟′ሺ𝑥ᇱ,𝑦ᇱ, 𝑧′ሻ-ով: Նկ.4-

1-ից երևում է, որ շառավիղ վեկտորները ժամանակի կամայական 

պահի կապված են 

 𝑟ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑅ሬ⃗ ሺ𝑡ሻ   𝑟′ሺ𝑡ሻ (4.1)

առնչությամբ: Կոորդինատների ձևափոխությունները կգրվեն այս-

պես՝ 

 𝑥 ൌ 𝑋   𝑥ᇱ,𝑦 ൌ 𝑌   𝑦ᇱ , 𝑧 ൌ 𝑍   𝑧ᇱ: (4.2) 

ሾ𝑡, 𝑡  𝑑𝑡ሿ ժամանակահատվածում վեկտորների փոփոխություն-

ները 𝑆 համակարգում կապված են  

 
Նկ.4-1 
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𝑑𝑟ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑑𝑅ሬ⃗ ሺ𝑡ሻ   d𝑟′ሺ𝑡ሻ 
արտահայտությամբ: Համընթաց շարժման դեպքում պտույտը 

բացակայում է, ուստի տվյալ վեկտորի փոփոխությունը երկու հա-

մակարգերում էլ կլինի նույնը: Հաջորդ բաժնում, երբ կքննարկենք 

պտտվող համակարգի դեպքը, կտեսնենք որ տվյալ վեկտորի փոփո-

խությունը՝ պտույտի բերած լրացուցիչ փոփոխության պատճառով, 

երկու համակարգերում տարբեր է:  

Վերևում բերված 𝑑𝑟 և 𝑑𝑅ሬ⃗  աճերը 𝑆 համակարգում որոշված 

վեկտորների փոփոխություններն են նույն համակարգում, հետևա-

բար կարող ենք գրել՝ 𝑑𝑟 ൌ �⃗� 𝑑𝑡 և 𝑑𝑅ሬ⃗  ൌ 𝑉ሬ⃗𝑑𝑡: Ինչ վերաբերում է d𝑟′ 
աճին, ապա այն 𝑆′ համակարգում որոշված 𝑟′ վեկտորի փոփոխու-

թյունն է 𝑆 համակարգում: Նկատենք, որ 𝑟′ վեկտորի փոփոխությունը 

𝑆′ համակարգում հավասար կլինի �⃗�՛ 𝑑𝑡-ի: Եթե պտույտը չբացա-

կայեր, ապա վերևում բերված d𝑟′ աճը հավասար չէր լինի �⃗�՛ 𝑑𝑡 
արտադրյալին:  

Այսպիսով, համընթաց շարժվող 𝑆′ համակարգի դեպքում մի 

համակարգից մյուսին անցման ժամանակ արագության ձևափո-

խությունը կունենա հետևյալ տեսքը՝ 

 �⃗� ൌ 𝑉ሬ⃗   �⃗�ᇱ ∶ (4.3)

Մեկ անգամ ևս ածանցելով ըստ ժամանակի և հաշվի առնելով 

այն հանգամանքը, որ պտույտի բացակայության դեպքում վեկտորի 

աճը երկու համակարգերում էլ նույնն է՝ արագացման ձևափոխման 

օրենքը կգրենք այսպես՝  

 �⃗� ൌ �⃗�   �⃗�ᇱ ∶ (4.4)

Ուղղագիծ հավասարաչափ շարժվող 𝑆′ համակարգի դեպքում 

արագացումը երկու համակարգերում կլինի նույնը՝ �⃗� ൌ  �⃗�ᇱ: Եթե 

մեծությունը որևէ ձևափոխության ժամանակ մնում է անփոփոխ, 

ապա ասում են որ այն ինվարիանտ է այդ ձևափոխության նկատ-

մամբ: Արագացումը ինվարիանտ է (�⃗� ൌ 𝑖𝑛𝑣) մի հաշվարկման հա-

մակարգից այդ համակարգի նկատմամբ ուղղագիծ հավասարաչափ 
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համընթաց շարժվող մեկ այլ համակարգի անցման ձևափոխության 

նկատմամբ: 

 

4.2 Անշարժ առանցքի շուրջը պտտվող համակարգ 

 

Դիցուք 𝑆′ համակարգը պտտվում է 𝑆 համակարգում անշարժ 

առանցքի շուրջը 𝜔ሬሬ⃗ ሺ𝑡ሻ անկյունային արագությամբ: Երկու հաշվարկ-

ման համակարգերի սկզբնակետերն ընտրենք պտտման առանցքի 

վրա գտնվող միևնույն 𝑂 կետում: Այսպիսի ընտրության դեպքում 𝑀 

կետի շառավիղ վեկտորները 

𝑆 և 𝑆′ համակարգերում 

կհամընկնեն՝ 𝑟′ ≡ 𝑟 (Նկ.4-2):  

Կինեմատիկական մե-

ծությունների ձևափոխու-

թյունները ստանալուց առաջ 

պարզենք կամայական 𝑏ሬ⃗  վեկ-

տորի 𝑆 և 𝑆′ համակարգերում 

ունեցած աճերի միջև եղած 

կապը: Մի պահ ենթադրենք, 

թե 𝑏ሬ⃗  վեկտորը 𝑆′ համակար-

գերում անփոփոխ վեկտոր է 

և հավասար 𝑏ሬ⃗ ′-ի (𝑆′ համա-

կարգին կոշտ ամրացված 

վեկտոր է): 𝑆 համակարգում 

այդ վեկտորը փոփոխություն 

կկրի, քանի որ 𝑑𝑡 ժամանա-

կահատվածում 𝑆′ համակարգի հետ միասին պտտված կլինի 𝑑𝜑ሬ⃗ ൌ
𝜔ሬሬ⃗ 𝑑𝑡 անկյունով: Այս պտույտի պատճառով նրա փոփոխությունը 

կլինի 𝑑𝜑ሬ⃗ ൈ 𝑏ሬ⃗ ′ : Եթե 𝑆′ համակարգում 𝑏ሬ⃗ ′ վեկտորը հաստատուն չէ և 

այդ համակարգի դիտողի տեսակետից փոփոխվում է 𝑏ሬ⃗ ′ሶ  արագու-

թյամբ, ապա պտույտով պայմանավորված՝ փոփոխությանը կգու-

 

Նկ.4-2 
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մարվի 𝑏ሬ⃗ ′ሶ 𝑑𝑡 փոփոխությունը: 𝑆 համակարգում 𝑏ሬ⃗  վեկտորի փոփո-

խությունը այսպիսով hավասար կլինի՝ 

 𝑑𝑏ሬ⃗ ൌ 𝑏ሬ⃗ ′ሶ 𝑑𝑡   𝑑𝜑ሬ⃗ ൈ 𝑏ሬ⃗ ′ ∶ (4.5)

Այս արտահայտության մեջ 𝑏ሬ⃗ ′ሶ -ը 𝑏ሬ⃗ ′ վեկտորի ժամանակային 

ածանցյալն է 𝑆′ համակարգում: Ինչպես համոզվեցինք, պտտվող 

համակարգի դեպքում միևնույն վեկտորական մեծության աճը երկու 

համակարգերում տարբեր է: Եթե համակարգերը իրար նկատմամբ 

չեն պտտվում (իսկ դա կլինի այն դեպքում, երբ իրար նկատմամբ 

համընթաց շարժում կատարեն), վեկտորական մեծության աճերը 

երկու համակարգերում կլինեն նույնը: 

Այսպիսով, 𝑏ሬ⃗  վեկտորական մեծության ըստ ժամանակի ածանց-

յալները 𝑆 համակարգում և այդ համակարգի անշարժ առանցքի 

շուրջը 𝜔ሬሬ⃗  անկյունային արագությամբ պտտվող 𝑆′ համակարգում 

իրար հետ կապված են  

 𝑑𝑏ሬ⃗

𝑑𝑡

ሺௌሻ

ൌ
𝑑𝑏ሬ⃗ ′
𝑑𝑡

ሺௌᇲ ሻ

  𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑏ሬ⃗ ′ ∶ (4.6)

Օգտվելով կամայական վեկտորի համար ստացածից՝ այն կի-

րառենք շառավիղ վեկտորի համար, հաշվի առնելով, որ շառավիղ 

վեկտորի ածանցյալն ըստ ժամանակի նյութական կետի արագու-

թյունն է:  

Արագության ձևափոխության համար կստանանք՝ 

 �⃗� ൌ �⃗�ᇱ  𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟′: (4.7)

Այստեղ �⃗�-ն և �⃗�ᇱ-ը նյութական կետի արագություններն են համա-

պատասխանաբար՝ 𝑆 և 𝑆′ համակարգերում: 

Արագության ըստ ժամանակի ածանցյալը 𝑆 համակարգում 

կլինի նյութական կետի արագացումը 𝑆 համակարգում` 

  �⃗� ൌ
𝑑�⃗�
𝑑𝑡

ሺௌሻ

ൌ
𝑑�⃗�′
𝑑𝑡

ሺௌሻ

 𝜔ሬሬ⃗ ൈ
𝑑𝑟′
𝑑𝑡

ሺௌሻ


𝑑𝜔ሬሬ⃗
𝑑𝑡

ൈ 𝑟ᇱ: 

(4,6)-ից օգտվելով` կգրենք՝ 
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𝑑�⃗�′
𝑑𝑡

ሺௌሻ

ൌ
𝑑�⃗�′
𝑑𝑡

ሺௌᇲሻ

 𝜔ሬሬ⃗ ൈ �⃗�ᇱ ൌ �⃗�ᇱ  𝜔ሬሬ⃗ ൈ �⃗�ᇱ, 

 
𝑑𝑟′
𝑑𝑡

ሺௌሻ

ൌ
𝑑𝑟′
𝑑𝑡

ሺௌᇲሻ

 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ᇱ ൌ �⃗�ᇱ  𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ᇱ: 

Տեղադրելով արագացման բանաձևի մեջ և օգտվելով անկյունային 

արագացման 𝜀 ൌ 𝑑𝜔ሬሬ⃗ /𝑑𝑡 սահմանումից՝ կստանանք՝  

  �⃗� ൌ �⃗�ᇱ  2 𝜔ሬሬ⃗ ൈ �⃗�ᇱ  𝜔ሬሬ⃗ ൈ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟′ሻ  𝜀 ൈ 𝑟′: (4.8)

Ստացվածը արագացման ձևափոխությունն է պտտվող 𝑆′ հա-

մակարգից անշարժ համակարգի անցման ժամանակ: Կրկնակի 

վեկտորական արտադրյալով անդամը կարելի է ձևափոխել, նկա-

տելով, որ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ᇱ ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ᇱ , որտեղ 𝑟ᇱ  շառավիղ վեկտորի պրոյեկցիան 

է պտտման առանցքին ուղղահայաց ուղղության վրա: Օգտվենք 

«բաց մինուս ցաբ» կանոնից՝ 

𝜔ሬሬ⃗ ൈ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟′ሻ ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ൈ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ᇱ ሻ ൌ 𝜔ሬሬ⃗ ሺ𝜔ሬሬ⃗ ∙ 𝑟ᇱ ሻ െ 𝜔ଶ 𝑟ᇱ ൌ െ𝜔ଶ 𝑟ᇱ :  
Ինչպես տեսնում ենք, այս անդամը կենտրոնաձիգ (առանց-

քաձիգ) արագացումն է՝ 

  �⃗�կձ ൌ െ𝜔ଶ 𝑟ᇱ : (4.9) 

Արագացման ձևափոխության (4.8) բանաձևի 2 𝜔ሬሬ⃗ ൈ �⃗�ᇱ անդամը 

ֆիզիկայում հայտնի է որպես Կորիոլիսի արագացում՝ 

  �⃗�Կոր ൌ 2 𝜔ሬሬ⃗ ൈ �⃗�ᇱ: (4.10) 

 

4.3 Համընթաց շարժվող առանցքի շուրջը պտտվող 

համակարգ 

 

Դիտարկվող դեպքում 𝑆′ համակարգը պտտվում է մի առանցքի 

շուրջը, որը �⃗� արագությամբ և �⃗� արագացմամբ համընթաց շար-

ժում է կատարում 𝑆 համակարգի նկատմամբ: Մտովի ներմուծենք 𝑆 

համակարգի նկատմամբ համընթաց շարժվող 𝑆ሚ հաշվարկման հա-

մակարգ, որում պտտման առանցքն անշարժ է: 𝑆ሚ հաշվարկման 
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համակարգից 𝑆 համակարգին անցման ձևափոխությունը կկատար-

վի 4.1–ում ստացված բանաձևի համաձայն` 

  �⃗� ൌ �⃗�   �⃗�෨, �⃗� ൌ �⃗�   �⃗�෨ ∶ (4.11) 

𝑆′ հաշվարկման համակարգից 𝑆ሚ համակարգին անցումը համա-

պատասխանում է 4.2-ում քննարկած դեպքին, ուրեմն կարող ենք 

գրել՝ 

 
�⃗�෨ ൌ �⃗�ᇱ  𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ᇱ, 

�⃗�෨ ൌ �⃗�ᇱ  2 𝜔ሬሬ⃗ ൈ �⃗�ᇱ െ 𝜔ଶ 𝑟ᇱ  𝜀 ൈ 𝑟′: 
(4.12) 

 �⃗� ൌ �⃗�   �⃗�ᇱ  𝜔ሬሬ⃗ ൈ 𝑟ᇱ, 

�⃗� ൌ �⃗�  �⃗�ᇱ  2 𝜔ሬሬ⃗ ൈ �⃗�ᇱ െ 𝜔ଶ 𝑟ᇱ  𝜀 ൈ 𝑟′: 

(4.13) 

«Դինամիկա» բաժնի շարադրանքում կանդրադառնանք 

կենտրոնաձիգ (առանցքաձիգ) և կորիոլիսյան արագացումներին և 

ցույց կտանք, որ այդ արագացումները պտտվող ոչ իներցիալ համա-

կարգերում բերում են, այսպես կոչված, իներցիոն ուժերի առաջաց-

ման, որոնց պատճառը ոչ թե այլ մարմինների հետ փոխազդե-

ցություններն են, այլ հաշվարկման համակարգի առանձնահատկու-

թյունը: Առանցքաձիգ արագացմամբ պայմանավորված իներցիոն 

ուժը ստացել է կենտրոնախույս ուժ անվանումը, իսկ կորիոլիսյան 

արագացմամբ պայմանավորվածը՝ Կորիոլիսի ուժ անվանումը: 

Կենտրոնախույս ուժի ներգործությունը կզգանք, եթե, օրինակ, 

գտնվենք հորիզոնական պտտվող բեմի վրա, անկախ նրանից բեմում 

անշարժ կանգնած ենք, թե շարժվում ենք: Պտտվող բեմում շարժվե-

լու դեպքում կենտրոնախույս ուժից զատ կզգանք բեմի հարթու-

թյանը զուգահեռ և մեր շարժման ուղղությանն ուղղահայաց ազդող 

ուժի առկայությունը ևս, որը կորիոլիսյան ուժն է: 
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Գրիգոր Բախշիի Ալավերդյան 
 

ՄԵԽԱՆԻԿԱ 
(ուսումնական ձեռնարկ) 

 

I. ԿԻՆԵՄԱՏԻԿԱ 
 

Հրատ. պատ. խմբագիր՝  Լ. Հովհաննիսյան 

Համակարգչային ձևավորումը՝ Կ. Չալաբյանի 

Կազմի ձևավորումը՝ Ա. Պատվականյանի 

Հրատ. սրբագրումը՝ Ա. Գույումջյանի 
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