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Mode d’emploi de ce traité

NOUVLLLE EDITION

1. Le traité prend les mathématiqucs a leur début, et donne des démonstra-
tions complétes. Sa lecture ne suppose donc, en principe, aucune connaissance
mathématique particuliére, mais seulement une certaine habitude du raisonne-
ment mathématique et un certain pouvoir d’abstraction. Néanmoins, le traité
est destiné plus particuliérement a des lecteurs possédant au moins une bonne
connaissance des matiéres enseignées dans la premiére ou les deux premiéres
années de ’Université.

2. Le mode d’exposition suivi est axiomatique ct procéde le plus souvent du
général au particulier. Les nécessités de la démonstration exigent que les
chapitres se suivent, en principe, dans un ordre logique rigoureusement fixé.
L’utilité de certaines considérations n’apparaitra donc au lecteur qu’a la
lecture de chapitres ultérieurs, a moins qu’il nc posséde déja des connaissances
assez étendues.

3. Le traité est divisé en Livres et chaque Livre en chapitres. Les Livres
actuellement publiés, en totalité ou en partie, sont les suivants:

Théorie des Ensembles désigné par E
Algebre . A
Topologie générale » TG
Fonctions d’une variable réelle » FVR
Espaces vectoriels topologiques » EVT
Intégration . INT
Algebre commutative . AC
Variétés différentielles et analytiques » VAR

Groupes et algébres de Lie » LIE
Théories spectrales TS

Dans les six premiers Livres (pour I'ordre indiqué ci-dessus), chaque énoncé
ne fait appel qu’aux définitions et résultats exposés précédemment dans ce
Livre ou dans les Livres antérieurs. A partir du septiéme Livre, le lecteur



trouvera éventuellement, au début de chaque Livre ou chapitre, I'indication
précise des autres Livres ou chapitres utilisés (les six premiers Livres étant
toujours supposés connus),

4. Cependant, quelques passages font exception aux régles précédentes.
Ils sont placés entre deux astérisques: * . . . . Dans certains cas, il s’agit
seulement de faciliter la compréhension du texte par des exemples qui se
référent 4 des faits que le lecteur peut déja connaitre par ailleurs. Parfois
aussi, on utilise, non seulement les résultats supposés connus dans tout le
chapitre en cours, mais des résultats démontrés ailleurs dans le traité. Ces
passages seront employés librement dans les parties qui supposent connus
les chapitres oli ces passages sont insérés et lcs chapitres auxquels ces passages
font appel. Le lecteur pourra, nous lespérons, vérifier absence de tout
cercle vicieux.

5. A certains Livres (soit publiés, soit en préparation) sont annecxés des
JSascicules de résultats. Ces fascicules contiennent ’essentiel des définitions et des
résultats du Livre, mais aucune démonstration.

6. L’armature logique de chaque chapitre est constituée par les definitions,
les axiomes et les théorémes de ce chapitre; c’est 1a ce qu’il est principalement
nécessaire de retenir en vue de ce qui doit suivre. Les résultats moins impor-
tants, ou qui peuvent étre facilement retrouvés a partir des théorémes, figurent
sous le nom de « propositions », « lemmes », « corollaires », « remarques », etc.;
ceux qui peuvent étre omis en premiére lecture sont imprimés en petits
caractéres. Sous le nom de « scholie », on trouvera quelquefois un commentaire
d’un théoréme particuliérement important.

Pour éviter des répétitions fastidieuses, on convient parfois d’introduire
certaines notations ou certaines abréviations qui ne sont valables qu’a I'inté-
rieur d’un seul chapitre ou d’un seul paragraphe (par exemple, dans un
chapitre oli tous les anneaux considérés sont commutatifs, on peut convenir
que le mot «anneau» signifie toujours « anneau commutatif»). De telles
conventions sont explicitement mentionnées a la téte du chapitre dans lequel
elles s’appliquent.

7. Certains passages sont destinés & prémunir le lecteur contre des erreurs
graves, ol il risquerait de tomber; ces passages sont signalés en marge par le

signe Z («tournant dangereux »).

8. Les exercices sont destinés, d’'une part, a permettre au lecteur de vérifier
qu’il a bien assimilé le texte ; d’autre part, & lui faire connaitre des résultats qui
n’avaient pas leur place dans le texte; les plus difficiles sont marqués du

signe Y.
9. La terminologie suivie dans ce traité a fait 'objet d’une attention parti-

culiére. On sest efforcé de ne jamais s’écarter de la terminologie regue sans de trés
sérieuses raisons.

10. On a cherché i utiliser, sans sacrifier la simplicité de I’exposé, un
langage rigoureusement correct. Autant qu’il a été possible, les abus de



langage ou de notation, sans lesquels tout texte mathématique risque de devenir
pédantesque et méme illisible, ont été signalés au passage.

1. Le texte étant consacré & exposé dogmatique d’une théorie. on n’y
trouvera qu’exceptionnellement des références bibliographiques; celles-ci sont
groupées dans des Notes historiques. La bibliographie qui suit chacune de ces
Notes ne comporte le plus souvent que les livres et mémoires originaux qui ont
eu le plus d’importance dans ’évolution de la théorie considérée; elle ne vise
nullement a étre compléte.

Quant aux exercices, il n’a pas été jugé utile en général d’indiquer leur
provenance, qui est trés diverse (mémoires originaux, ouvrages didactiques,
recueils d’exercices).

12. Dans la nouvelle édition, les renvois a des théorémes, axiomes, défini-
tions, remarques, etc. sont donnés en principe en indiquant successivement le
Livre (par Pabréviation qui lui correspond dans la liste donnée au n° 3), le
chapitre et la page ou ils se trouvent. A lintérieur d’'un méme Livre, la
mention de ce Livre est supprimée; par exemple, dans le Livre d’Algébre,

E, III, p. 32, cor. 3

renvoie au corollaire 3 se trouvant au Livre de Théorie des Ensembles,
chapitre I1I, page 32 de ce chapitre;

I1, p. 23, Remarque 3

renvoie a4 la Remarque 3 du Livre d’Algebre, chapitre 11, page 23 de ce
chapitre.

Les fascicules de résultats sont désignés par la lettre R; par exemple: EVT,
R signifie «fascicule de résultats du Livre sur les Espaces vectoriels topolo-
giques ».

Comme certains Livres doivent seulement étre publiés plus tard dans la
nouvelle édition, les renvois a ces Livres se font en indiquant successivement
le Livre, le chapitre, le paragraphe et le numcro ou sc trouve le résultat en
question; par exemple:

AC, III, § 4, n® 5, cor. de la prop. 6.

Au cas ou le Livre cité a été modifié au cours d’éditions successives, on
indique en outre Pédition.



langage ou de notation, sans lesquels tout texte mathématique risque de devenir
pédantesque et méme illisible, ont été signalés au passage.

11. Le texte étant consacré a 'exposé dogmatique d’une théorie, on n’y
trouvera qu’exceptionnellement des références bibliographiques; celles-ci sont
groupées dans des Noles historigues. La bibliographie qui suit chacune de ces
Notes ne comporte le plus souvent que les livres et mémoires originaux qui ont
eu le plus d’importance dans I’évolution de la théorie considérée; elle ne vise
nullement a étre compléte.

Quant aux exercices, il n’a pas été jugé utile en général d’indiquer leur
provenance, qui est trés diverse (mémoires originaux, ouvrages didactiques,
recueils d’exercices).

12. Dans la nouvelle édition, les renvois a des théorémes, axiomes, défini-
tions, remarques, etc. sont donnés en principe en indiquant successivement le
Livre (par I’abréviation qui lui correspond dans la liste donnée au n® 3), le
chapitre et la page ou ils se trouvent. A 'intéricur d’'un méme Livre, la
mention de ce Livre est supprimée; par exemple, dans le Livre d’Algebre,

E, III, p. 32, cor. 3
renvoie au corollaire 3 se trouvant au Livre de Thévrie des Ensembles,
chapitre III, page 32 de ce chapitre;

I, p. 23, Remarque 3
renvoie & la Remarque 3 du Livre d’Algébre, chapitre II, page 23 de ce
chapitre.

Les fascicules de résultats sont désignés par la lettre R ; par exemple: EVT,
R signifie «fascicule de résultats du Livre sur les Espaces vectoriels topolo-
giques ».

Comme certains Livres doivent seulement étre publiés plus tard dans la
nouvelle édition, les renvois & ces Livres se font en indiquant successivement
le Livre, le chapitre, le paragraphe et le numéro ol se trouve le résultat en
question ; par exemple:

ACG, II1, § 4, n® 5, cor. de la prop. 6.

Au cas o le Livre cité a été modifié au cours d’éditions successives, on
indique en outre 1’édition.



INTRODUCTION

Depuis les Grecs, qui dit mathématique dit démonstration; certains doutent
méme qu’il se trouve, en dehors des mathématiques, des démonstrations au sens
précis et rigoureux que ce mot a regu des Grecs et qu’on entend lui donner ici. On
a le droit de dire que ce sens n’a pas varié, car ce qui était une démonstration pour
Euclide en est toujours une a nos yeux; et, aux époques ol la notion a menacé de
s’en perdre et ol de ce fait la mathématique s’est trouvée en danger, c’est cliez les
Grecs qu’on en a recherché les modeles. Mais a ce vénérable héritage sont venues
s’ajouter depuis un siécle d’importantes conquétes.

En effet, I’analyse du mécanisme des démonstrations dans des textes mathé-
matiques bien choisis a permis d’en dégager la structure, du double point de vue
du vocabulaire et de la syntaxe. On arrive ainsi a la conclusion qu’un texte mathé-
matique suffisamment explicite pourrait étre exprimé dans une langue conven-
tionnelle ne comportant qu’'un petit nombre de « mots » invariables assemblés
suivant une syntaxe qui consisterait en un petit nombre de régles inviolables: un
tel texte est dit formalisé. La description d’une partie d’échecs au moyen de la
notation usuelle, une table de logarithmes, sont des textes formalisés; les formules
du calcul algébrique ordinaire en seraient aussi, sil’on avait complétement codifié
les régles gouvernant I’emploi des parenthéses et qu’on s’y conformét strictement,
alors qu’en fait certaines de ces régles ne s’apprennent guére qu’a 1'usage, et que
l'usage autorise a y faire certaines dérogations.

La vérification d’un texte formalisé ne demande qu’une attention en quelque
sorte mécanique, les seules causes d’erreur possibles étant dues a la longueur ou a
la complication du texte; c’est pourquoi un mathématicien fait le plus souvent



EI8 INTRODUCTION

confiance a un confrére qui lui transmet le résultat d’un calcul algébrique, pour
peu qu’il sache que ce calcul n’est pas trop long et a été fait avec soin. Par contre,
dans un texte non formalisé, on est exposé aux fautes de raisonnement que
risquent d’entrainer, par exemple, 'usage abusif de Pintuition, ou le raisonne-
ment par analogie. En fait, le mathématicien qui désire s’assurer de la parfaite
correction, ou, comme on dit, de la «rigueur » d’une démonstration ou d’une
théorie, ne recourt guére a I'une des formalisations complétes dont on dispose
aujourd’hui, ni méme le plus souvent aux formalisations partielles et incomplétes
fournies par le calcul algébrique et d’autres similaires; il se contente en général
d’amener P'exposé & un point ol son expérience et son flair de mathématicien lui
enseignent que la traduction en langage formalis¢ ne serait plus qu’un exercice
de patience (sans doute fort pénible). Si, comme il arrive mainte et mainte [ois,
des doutes viennent a s’élever, c’est en définitive sur la possibilité d’aboutir sans
ambiguité a une telle formalisation qu’ils portent, soit qu’un méme ot soit
employé en des sens variables suivant le contexte, soit que les régles de la syntaxe
aient été violées par 'emploi inconscient de modes de raissonnement non spéci-
fiquement autorisés par elles, soit enicore qu’une erreur matérielle ait ét¢ commise.
Ce dernier cas mis a part, le redressement se fait invariablement, tot ou tard, par
la rédaction de textes se rapprochant de plus en plus d’un texte formalisé,
jusqu’a ce que, de I’avis général des mathématiciens, il soit devenu superflu de
pousser ce travail plus loin; autrement dit, c’est par une comparaison, plus ou
moins explicite, avec les régles d’un langage formalisé, que se fait ’essai de la
correction d’un texte mathématique.

La méthode axiomatique n’est & proprement parler pas autre chose que cet art
de rédiger des textes dont la formalisation est facile a concevoir. Ce n’est pas la
une invention nouvelle; mais son emploi systématique comme instrument de
découverte est 'un des traits originaux de la mathématique contemporaine. Peu
importe en effet, s’1l s’agit d’écrire ou de lire un texte formalisé, qu’on attache aux
mots ou signes de ce texte telle ou telle signification, ou méme qu’on ne leur en
attache aucune; seule importe I’observation correcte des régles de la syntaxe. C’est
ainsi qu’un méme calcul algébrique, comme chacun sait, peut servir a résoudre
des problémes portant sur des kilogrammes ou des francs, sur des paraboles ou
des mouvements uniformément accélérés. Ce méme avantage s'attache, et pour
les mémes raisons, a tout texte rédigé suivant la méthode axiomatique: une fois
établis les théorémes de la Topologie générale, on peut les appliquer a volonté a
Pespace ordinaire, a ’espace de Hilbert, a bien d’autres encore. Cette faculté de
donner des contenus multiples aux mots ou notions premiéres d’une théorie est
méme une importante source d’enrichissement de I'intuition du mathématicien,
qui n’est pas nécessairement de nature spatiale ou sensible comme on le croit
parfois, mais qui est plutdt une certaine connaissance du comportement des étres
mathématiques, aidée souvent par des images de nature trés variée, mais fondée
avant tout sur leur fréquentation journaliére. On est souvent amené ainsi a
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étudier avec fruit, dans une théorie, des propriétés traditionnellement négligées
dans celle-ci, mais étudiées systématiquement dans une théorie axiomatique
générale dont elle est une particularisation (par exemple des propriétés ayant leur
origine historique dans une autre particularisation de cette théoric générale). De
plus, ct c’est ce qui nous importe particulierement en ce Traité, la méthode
axiomatique permet, lorsqu’on a aflaire a des étres mathématiques complexes,
d’en dissocier les propriétés et de les regrouper autour d’un petit nombre de
notions, c’est-a~dire, pour employer un mot qui sera défini plus loin avec précision
(chap. IV), de les classer suivant les structures auxquelles elles appartiennent (une
méme structure pouvant intervenir, bien entendu, a propos d’étres mathéma-
tiques divers); c’est ainsi que, parmi les propriétés de la sphere, les unes sont
topologiques, d’autres sont algébriques, d’autres cncore peuvent étre considérées
comme relevant de la géométrie différentielle ou de la théorie des groupes de Lie.
Quelque artificiel que puisse devenir parfois ce principe de classification dés que
s’enchevétrent les structures, c’est lui qui est a la base de la répartition en Livres
des maticres formant ’objet de ce Traité.

De méme que lart de parler correctement une langue préexiste a la gram-
maire, de méme la méthode axiomatique a été pratiquée bien avant I'invention
des langages formalisés; mais sa pratique consciente ne peut reposer que sur une
connaissance des principes généraux gouvernant ces langages et de leurs relations
avec les textes mathématiques courants. Nous nous proposons en ce Livre de
donner d’abord la description d’un tel langage, et méme ’cxposé de principes
généraux qui pourraient s’appliquer a beaucoup d’autres semblables. U seul de
ces langages suffira toutefois a notre objet. En effet, alors qu’autrefois on a pu
croire que chaque branche des mathématiques dépendait d’intuitions particu-
lieres qui lui fournissaient notions et vérités premiéres, ce qui efit entrainé pour
chacune la nécessité d’un langage formalisé qui lui appartint en propre, on sait
aujour d’hui qu’il est possible, logiquement parlant, de faire dériver toute la
mathéniatique actuelle d’une source unique, la Théorie des Ensembles. 1l nous
suffira donc d’exposer les principes d’un langage formalisé unique, d’indiquer
comment on pourrait rédiger en ce langage la Théorie des Ensembles, puis de
{aire voir comment s’insérent dans celle-ci les diverses branches des mathé-
matiques, au fur et a mesure que notre attention se portera sur elles. Ce faisant,
nous ne prétendons pas légiférer pour I'éternité. 1l se peut qu’un jour les mathé-
maticiens s’accordent a utiliser des modes de raisonnement non formalisables
dans le langage exposé ici; il faudrait alors, sinon changer complétement de
langage, tout au moins élargir les régles de la syntaxe. C’est a 'avenir qu’il
appartiendra de décider.

Il va de soi que la description du langage formalisé se fait en langage courant,
comme celle des régles du jeu d’échecs; nous n’entrerons pas dans la discussion
des problémes psychologiques ou métaphysiques que souléve la validité de
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Iemploi du langage courant en de telles circonstances (par exemple la possibilité
de reconnaitre qu’une lettre de l’alphabet est «la méme» a deux endroits
différents d’une page, etc.). 11 n’est guére possible non plus d’entreprendre une
telle description sans faire usage de la numération; bien que de bons esprits aient
pu sembler embarrassés de ce fait, jusqu’a y voir une pétition de principes, il est
clair qu’en I’occurrence les chiffres ne sont utilisés que comme repéres (que 'on
pourrait d’ailleurs remplacer par d’autres signes tels que des couleurs ou des
lettres), et qu’on ne fait aucun raisonnement mathématique lorsqu’on dénombre
les signes qui figurent dans une formule explicitée. Nous ne discuterons pas de la
possibilité d’enseigner les principes du langage formalisé & des étres dont le
développement intellectuel n’irait pas jusqu’a savoir lire, écrire et compter.

Si la mathématique formalisée était aussi simple que le jeu d’échecs, une fois
décrit le langage formalisé que nous avons choisi, il n’y aurait plus qu’a rédiger
nos démonstrations dans ce langage, comme ’auteur d’un traité d’échecs écrit
dans sa notation les parties qu’il se propose d’enseigner, en les accompagnant au
besoin de commentaires. Mais les choses sont loin d'étre aussi faciles, et point
n’est besoin d’une longue pratique pour s’apercevoir qu’un tel projet est absolu-
ment irréalisable ; la moindre démonstration du début de la Théorie des Ensembles
exigerait déja des centaines de signes pour étre complétement formalisée. Dés le
Livre I de ce Traité s’impose donc la nécessité impérieuse d’abréger le texte
formalis¢ par I’introduction de mots nouveaux (dits « symboles abréviateurs ») et
des régles de syntaxe additionnelles (dites « critéres déductifs ») en assez grand
nombre. Ce faisant, on obtient des langages beaucoup plus maniables que le
langage formalis¢ proprement dit, et dont un mathématicien tant soit peu
expérimenté a la conviction qu’ils peuvent étre considérés comme des transcrip-
tions sténographiques de celui-ci. Mais on n’a déja plus la certitude que le passage
de I'un de ces langages a l'autre pourrait se faire d’une maniére purement
mécanique; du moins faudrait-il, pour qu’on en fit assuré, compliquer les régles
de syntaxe gouvernant ’emploi des mots nouveaux a tel point que leur utilité
deviendrait illusoire; 1a, comme en calcul algébrique et dans I’emploi de presque
toutes les notations dont se servent ordinairement les mathématiciens, on
préfere un instrument maniable & un autre théoriquement plus parfait, mais par
trop incomiode.

Comme le verra le lecteur, 'introduction de ce langage condensé s’accompagne
de «raisonnements » d’un type particulier, qui appartiennent a ce qu’on appelle
la Métamathématique. Cette discipline, faisant compléetement abstraction de toute
signification qu’on aura pu & l'origine attribuer aux mots ou phrases des textes
mathématiques formalisés, considére ces textes comme des objets particuliérement
simples, assemblages d’objets préalablement donnés dont seul importe ’ordre
qu’on leur assigne. Et, de méme par exemple qu’un traité de chimie annonce
d’avance le résultat d’une expérience effectuée dans des conditions données, les
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«raisonnements » métamathématiques affirmeront d’ordinaire qu’aprés une
succession d’opérations sur un texte d’un type donné, le texte final sera d’un autre
type donné. Dans les cas les plus simples, ces affirmations sont a vrai dire de purs
truismes (qu’on pourrait par exemple comparer au suivant: « quand, dans un sac
de billes contenant des billes noires et des billes blanches, on remplace toutes les
billes noires par des billes blanches, il ne reste plus dans le sac que des billes
blanches »; cf. I, p. 17). Mais on rencontre trés tot (cf. I, p. 20) des exemples ot
I’argumentation prend une tournure typiquement mathématique, avec emploi
prédominant d’entiers arbitraires et du raisonnement par récurrence. Si nous
avons écarté ci-dessus l'objection contre I’emploi de la numération dans la
description d’un langage formalisé, il n’est plus possible ici de nier le danger d’une
pétition de principes, puisque, dés le début, on semble faire usage de toutes les
ressources de ’arithmétique, alors qu’on se propose, entre autres, d’en exposer les
fondements. A cela certains pensent pouvoir répondre que, dans ce genre de
raisonnements, ils ne font que décrire des opérations susceptibles d’étre effectuées
et contrdlées, et pour cette raison ils y puisent une conviction d’un autre ordre
que celle qu’ils accordent a la mathématique proprement dite. Il semble plus
simple de dire qu’on pourrait se passer de ces raisonnements métamathématiques
si la mathématique formalisée était effectivement écrite: au lieu d’utiliser les
« critéres déductifs », on recommencerait chaque fois les suites d’opérations qu’ils
ont pour but d’abréger en prédisant leur résultat. Mais la mathématique forma-
lisée ne peut étre écrite tout entiére; force est donc, en définitive, de faire confiance
a ce qu’on peut appeler le sens commun du mathématicien; confiance analogue a
celle qu’un comptable ou un ingénieur accorde a une formule ou une table
numérique sans soupgonner I'existence des axiomes de Peano, et qui finalement
se fonde sur ce qu’elle n’a jamais été démentie par les faits.

Nous abandonnerons donc trés t6t la Mathématique formalisée, mais non sans
avoir pris soin de tracer avec précision le chemin par lequel on y pourrait
revenir. Les facilités qu’apportent les premiers « abus de langage » ainsi introduits
nous permettront d’écrire le reste de ce Traité (et en particulier le fascicule de
résultats du Livre I) comme le sont en pratique tous les textes mathématiques,
C’est-a-dire en partie en langage courant et en partie au moyen de formules
constituant des formalisations partielles, particuliéres et incomplétes, et dont celles
du calcul algébrique fournissent 'exemple le plus connu. Souvent méme on se
servira du langage courant d’une maniére bien plus libre encore, par des abus de
langage volontaires, par 'omission pure et simple des passages qu’on présume
pouvoir étre restitués aisément par un lecteur tant soit peu exercé, par des
indications intraduisibles en langage formalisé et destinées a faciliter cette restitu-
tion. D’autres passages également intraduisibles contiendront des commentaires
destinés a rendre plus claire la marche des idées, au besoin par un appel a
I'intuition du lecteur; 'emploi des ressources de la rhétorique devient dés lors
légitime, pourvu que demeure inchangée la possibilité de formaliser le texte. Les
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premiers exemples en seront donnés, dés ce Livre, au chapitre III, qui expose la
théorie des entiers et des cardinaux.

Ainsi, rédigé suivant la méthode axiomatique, et conservant toujours présente,
comme une sorte d’horizon, la possibilité d’une formalisation totale, notre Traité
vise & une rigueur parfaite; prétention que ne démentent point les considérations
qui précedent, ni les feuillets d’errata au moyen desquels nous corrigeons les
erreurs qui se glissent de temps a autre dans le texte. Du fait que nous cherchons
2 nous tenir constamment aussi prés d’un texte formalisé qu’il semble possible
sans longueurs insupportables, la vérification, en principe, est aisée; les erreurs
(inévitables dans une pareille entreprise) peuvent étre localisées sans excessive
perte de temps, et le risque de les voir cntacher de nullité un chapitre ou un
Livre entier demeure trés faible.

C’est dans le méme esprit réaliste que nous envisageons ici la question de la
non-contradiction, 'une de celles qui ont le plus préoccupé les logiciens modernes,
et qui sont en partie a ’origine de la création des langages formalisés (cf. Note
historique des chap. I a IV). On dit qu’une théorie mathématique est contra-
dictoire si 'on y a démontré a la fois un théoréme et sa négation; des régles de
raisonnement usuelles, qui sont a la base des régles de la syntaxe des langages
formalisés, il résulte alors que tout théoréme est a la fois vral et faux dans cette
théorie, qui perd en ce cas tout intérét. Si donc on a abouti involontairement 2
une contradiction, on ne peut la laisser subsister sans que soit rendue vaine la
théorie ol elle s’insére.

Peut-on acquérir la certitude que cela n’arrivera jamais? Sans entrer & ce
propos dans un débat hors de notre compétence sur la notion méme de certitude,
observons que la métamathématique peut se proposer d’examiner les problémes
de non-contradiction par ses méthodes propres. Qu’une théorie soit contradictoire
revient en effet a dire qu’elle comporte une démonstration formalisée correcte
aboutissant a la conclusion 0 # 0. Or la métamathématique peut chercher, par
des procédés de raisonnement empruntés a la mathématique, & approfondir la
structure de ce texte formalisé supposé écrit, pour arriver enfin a « démontrer »
I'impossibilité d’un tel texte. En fait, on a donné de telles « démonstrations » pour
certains langages formalisés partiels, moins riches que celui que nous nous
proposons d’introduire, mais assez riches pour qu’on y puisse écrire une bonne
partie de la mathématique classique. On peut se demander, il est vrai, ce qu’on
a « démontré » ainsi; car, si la mathématique était contradictoire, certaines de ses
applications aux objets matériels, donc en particulier aux textes formalisés,
risqueralent de devenir illusoires; il faudrait, pour échapper a ce dilemme, que la
non-contradiction d’un langage formalisé pt étre « démontrée » par des raisonne-
ments formalisables dans un langage moins riche et partant plus digne de
confiance; or un théoreme célébre de métamathématique, dt & Giodel, dit que
cela est impossible s’il s’agit d’un langage du type de celul que nous décrirons, et
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suffisamment riche en axiomes pour permettre de formuler les résultats de
Parithmétique classique.

Au contraire, dans les démonstrations de non-contradiction « relative » (c’est-
a-dire celles qui établissent la non-contradiction d’une théorie en supposant qu’une
autre théorie, par exemple celle des ensembles, n’est pas contradictoire), la partie
métamathématique du raisonnement (cf. I, p. 30) est tellement simple qu’il ne
semble guére possible de la mettre en doute sans renoncer a tout emploi rationnel
de nos facultés intellectuelles. Puisque les diverses théories mathématiques sont
maintenant rattachées logiquement a la Théorie des Ensembles, il s’ensuit que
toute contradiction rencontrée dans une de ces théories donnerait lieu a une
contradiction dans la Théorie des Ensembles elle-méme. Ce n’est évidemment pas
la un argument permettant de conclure a la non-contradiction de la Théorie des
Ensembles. Toutefois, depuis 50 ans qu’on a formulé avec assez de précision les
axiomes de cette théorie et qu’on s’est appliqué a en tirer des conséquences dans
les domaines les plus variés des mathématiques, on n’a jamais rencontré de
contradiction, et on est fondé a espérer qu’il ne s’en produira jamais.

S’il en était autrement, c’est que la contradiction observée serait inhérente
aux principes mémes qu’on a mis a la base de la Théorie des Ensembles; ceux-ci
seraient donc 2 modifier, sans compromettre si possible les parties de la mathé-
matique auxquelles on tient le plus; il est clair qu’on y parviendrait d’autant plus
facilement que I'usage de la méthode axiomatique et d’un langage formalisé aura
permis de formuler plus distinctement ces principes et d’en séparer plus nettement
les conséquences. C’est d’ailleurs a peu prés ce qui s’est passé a date récente,
lorsqu’on a éliminé les « paradoxes » de la Théorie des Ensembles par ’adoption
d’un langage formalisé essentiellement équivalent a celul que nous décrivons ici;
c’est une révision semblable qu’il faudrait entreprendre si ce dernier a son tour se
révélait contradictoire.

En résumé, nous croyons que la mathématique est destinée a survivre, et qu’on
ne verra jamais les parties essentielles de ce majestueux édifice s’écrouler du fait
d’une contradiction soudain manifestée; mais nous ne prétendons pas que cette
opinion repose sur autre chose que sur 'expérience. C’est peu, diront certains.
Mais voila vingt-cing siécles que les mathématiciens ont I’habitude de corriger
leurs erreurs et d’en voir leur science enrichie, non appauvrie; cela leur donne le
droit d’envisager Pavenir avec sérénité.



CHAPITRE 1

Description
de la mathématique formelle

§ 1. TERMES ET RELATIONS

1. Signes et assemblages

Les signes d’une théorie mathématique 7 ! sont les suivants:

1° Les signes logiques®: (1, <, v, 1.

2° Les lettres.

Nous entendons par la les lettres majuscules et minuscules latines, affectées
d’accents. Ainsi, A, A’, A", A”, ..., sont des lettres. A tout endroit du texte, il est
possible d’introduire des lettres autres que celles qui figuraient dans les raisonne-
ments antérieurs.

3° Les signes spécifiques, qui dépendent de la théorie considérée.

En Théorie des Ensembles, nous n’utiliserons que les deux signes spécifiques:
=, &

Un assemblage de J~ est une succession de signes de .7 écrits les uns a c6té des
autres, certains signes distincts des lettres pouvant étre joints deux a deux par des
traits qui courent au-dessus de la ligne et qu’on appelle des liens. * Ainsi, dans la
théorie des ensembles, o1 € est une signe spécifique,

1 |
Tv 1e[JA'e[JA"
est un assemblage. ,

L’usage exclusif des assemblages conduirait & des difficultés typographiques el
mentales insurmontables. C’est pourquoi les textes courants utilisent des symboles
abréviateurs (notamment des mots du langage ordinaire), qui n’appartiennent pas a

! Le sens de cette expression se précisera progressivement au cours de ce chapitre.
2 Pour la signification intuitive de ces signes, voir I, p. 18, Remarque.
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la mathématique formelle. L’introduction de ces symboles est ’objet des définitions.
Leur emploi n’est pas théoriquement indispensable, et préte souvent a des confusions que
seule une certaine habitude permet d’éviter.

Exemples. — 1) L’assemblage v -1 se représente par =.

2) Les symboles suivants représentent des assemblages (d’ailleurs fort longs):

«3etdn
5]
N
z
«la droite numérique »
«la fonction 1" »
See
m=V2+ V3
le2
« tout corps fini est commutatif »

«les zéros de (s} autres que —2, —4, —6, ... sont sur la droite Z(s) = L.

En général, le symbole qu’on utilise pour représenter un assemblage contient
toutes les lettres qui figurent dans cet assemblage. Parfois cependant, on peut en-
freindre ce principe sans grand risque de confusion. * Par exemple « la complétion de
E » représente un assemblage qui contient la lettre E, mais qui contient aussi la lettre
représentant ’ensemble des entourages de la structure uniforme de E. Par contre
J.t f(x) dx représente un assemblage ol ne figure pas la lettre x (ni la lettre d); les

assemblages représentés par N, Z, « la fonction I » ne contiennent aucune lettre.,

Une théorie mathématique (ou simplement théorie) comporte des régles permettant

de dire que certains assemblages de signes sont des fermes ou des relations de la
théorie, et d’autres régles permettant de dire que certains assemblages sont des
théorémes de la théorie.

La description de ces régles, qui va étre faite dans ce chapitre, n’appartient pas a la
mathématique formelle; il y intervient des assemblages plus ou moins indéterminés,
par exemple des lettres indéterminées. Pour alléger’exposé, il est commode de désigner
ces assemblages par des symboles peu encombrants. Nous utiliserons notamment des
combinaisons de signes (d’une théorie mathématique), de lettres italiques grasses
(éventuellement affectées d’indices ou d’accents) et de symboles particuliers, dont on
va donner quelques exemples. Comme on veut seulement éviter des circonlocutions (cf. note !
de 1, p. 25), on n’énoncera pas de régles strictes et générales relatives a I’emploi de ces
symboles; le lecteur pourra reconstituer sans peine, dans chaque cas particulier,
I’assemblage dont il s’agit. Par abus de langage, on dira souvent que les symboles
employés sont des assemblages, au lieu de dire qu’ils désignent des assemblages; des
expressions telles que « ’assemblage A » ou « la lettre ¥ », dans I’énoncé des regles qui
suivent, devraient donc étre remplacées par « ’assemblage désigné par A » ou «la
lettre désignée par x».

Soient A et B des assemblages. On désignera par AB ’assemblage obtenu en
écrivant ’assemblage B a la droite de ’assemblage A. On désignerapar v A 7 B
’assemblage obtenu en écrivant de gauche a droite le signe v, assemblage A, le
signe -, I’assemblage B. Etc.

Soient A un assemblage, et # une lettre. On désignera par t,(A) 'assemblage
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wn
—

obtenu de la maniére suivante: on forme 1’assemblage TA, on joint par un lien
chaque occurrence de ¥ dans A au 7 écrit a la gauche de A, et on remplace ¥, en
chacune de ses occurrences, par un []. L’assemblage désigné par t,(A4) ne contient
done pas x.

|
Exemple. — Le symbolc t,.(€ ay) représente assemblage © € [y.

Soient A et B des assemblages, et & une lettre. L’assemblage obtenu en rem-
plagant &, ecn chacune de ses occurrences dans A, par assemblage B, se désigne
par (B | x)4 (lire: B remplace ¥ dans A). Si # ne figure pas dans A, (B | x)A est
donc identique a A; en particulier (B | #)t,(A) cst identique a t,(A).

Exemple. — Lorsque dans I’assemblage

V EXy = XX

—

on remplace x par ] en chacune de ses occurrences, on obtient ’assemblage
vey= [0

Lorsque, étant donné un assemblage A, on s’intéresse particuliérement & unc
lcttre %, ou a deux lettres distinctes ¥ et y (qui peuvent ou non figurer dans A), on
écrit souvent Afx{ou Afx, y{. Dans ce cas, on écrit A{B{ au lieu de (B | )A. On
désigne par A{B, C{’assemblage obtenu en remplacant simultanément x par B et
¥ par C en toutes leurs occurrences dans A (on notera que ¥ et ¥ peuvent figurer
dans B et dans C); si &" et y’ sont des lettres distinctes de & et de y et distinctes
entre elles, ne figurant ni dans A, ni dans B, ni dans C, A{B, C{n’est autre que
(B|*)(C[y)(*" | %)(y" | y)A.

Remarque. —— Quand on introduit. par une définition, un symbole abréviateur X pour
représenter un ccrtain assemblage. on convient (en général de facon tacite) de
représenter ’assemblage obtenu par la substitution & une lettre x d’un assemblage B
dans ’assemblage initial, par le symbole obtenu en remplacant la lettre # dans ¥ par
l’assemblage B (ou plus fréquemment par un symbole abréviateur représentant
I’assemblage B).

* Par exemple, aprés avoir précisé quel assemblage représente le symbole E @ F,
ou E et I sont des lettres, —— asscmblage qui, d’ailleurs, contient d’autres lcttres que
E et F — on utilisera sans explications le symbole Z @ F.,

Cette régle peut conduire a des confusions qu’on évite par des artifices typo-
graphiques variés, dont le plus fréquent consiste a remplacer & par (B) au lieu de B.

* Par exemple, M N N désignc un assemblage contenant la lettre N. Si on
substitue 4 N ’assemblage représenté par P U QQ on obtient un assemblage que I'on
désigne par M N (PU Q).

2. Critéres de substitution

La mathématique formelle ne comporte que des assemblages explicitement écrits.
Cependant, méme avec I’'usage des symboles abréviateurs, un développement de
la mathématique strictement conforme 2 ce principe conduirait a des raissonne-
ments extrémement longs. Aussi allons-nous. établir dans ce Livre des critéres,
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concernant des assemblages indéterminés, et dont chacun décrira une fois pour
toutes le résultat final d’une succession déterminée de manipulations sur ces
assemblages. Ces critéres ne sont donc pas théoriquement indispenéables; leur
Justification appartient a la métamathématique.

Le développement de la métamathématique nécessite lui-méme pratiquement
I’usage de symboles abréviateurs, dont certains ont déja été mdiqués. La plupart de
ces symboles scront aussi utilisés en mathématique.

On se servira des critéres suivants, appelés critéres de substitution:

CS1. Soient A et B des assemblages, x et x" des lettres. §i %" ne figure pas dans A,
(B | %) A est identique & (B | &) (x" | %) A.

CS2. Soient A, B ¢t C des assemblages, % ct y des lettres distinctes'. Sty ne figure pas
dans B, (B |x)(C | ¥)A est identique ¢ (C'|y)(B|x)A, o C' est I’assemblage
(B | *)C.

CS3. Sotent A un assemblage, x et &' des lettres. St %" ne figure pas dans A, ©.(A) est
identique a t.(A'), o A’ est Passemblage (3" | %) A.

CS4. Soient A et B des assemblages, x et y des lettres distinctes. St % ne figure pas dans
B, (B | y)t.(A) est identique & ©,(A'), ot A’ est lassemblage (B | y)A.

CS5. Soient A, B, C des assemblages, % une lettre. Les assemblages (C | x)(1A),
(Clx)(vAB), (C|%)(=AB), (C|x)(sAB) (s signe spécifique) sont identiques
respectivement ¢ 1A', v A'B’, ==A'B’, sA’B’, oit A’, B’ sont respectivement (C | %) A,
(C|x)B.

Indiquons par exemple le principe de la vérification de €S2, Comparons 'opera-
tion qui fait passer de A a4 (B | x)(C|y)A a Popération qui fait passer de A &
(C’ | ¥)(B | x)A. Dans les deux opérations, aucun signe {igurant dans A ct distinct
de x et de y n’est modifié. A chaque endroit ou figure ¥ dans A, on doit substituer B
4 ¥ dans la premiére cornme dans la seconde opération: ¢’est évident pour la premiére,
et pour la seconde cela résulte de ce que y ne figure pas dans B. Enfin, a chaque
endroit ot figure ¥ dans A, la prenmicre opération consiste & substituer C a y, puis
B 4 x a chaque endroit ou figure ¥ dans C; mais il est clair que cela revient & sub-
stitucr 2 y, a chaque endroit ot il figure dans A, I'assemblage (B | ¥)C.

3. Constructions formatives

A chaque signe spécifique est associé un nombre entier, appelé son poids (pratique-
ment toujours le nombre 2).

Un assemblage est dit de premiére espéce s'1l commence par un =, ou s’il se
réduit 2 une lettre, de deuxiéme espéce dans les autres cas.

Une construction formative d’une théorie 7 est une suite d’assemblages qui

1 Conformément & ce qui a été signalé (I, p. 15), la phrase « ¥ et y sont des lettres distinctes » est
un abus de langage pour dire que ¥ et y désignent des lettres distinctes dans les assemblages que 'on
considére.
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posséde la propriété suivante: pour chaque assemblage A de la suite, 'une des
conditions ci-dessous est vérifiée:

a) A est une lettre.

b) Ily a, dans la suite, un assemblage de deuxiéme espéce B précédant A, tel
que A soit 1B.

¢) Il'y a deux assemblages de deuxiéme espece B et C précédant A (distincts
ou non) tels que A soit v BC.

d) Ily a un assemblage de deuxieme espéce B précédant A et une lettre & tels
que A soit T,(B).

¢) Ily a un signe spécifique s de poids n! de 7, et n assemblages de premicre
espece A, Ay, ..., A, précédant A, tels que A soit sA,A,. .. A,.

On appelle termes (resp. relations) de 7 les assemblages de premiere espéce
(resp. de deuxi¢me espéce) figurant dans les constructions formatives de T .

Exemple. — * Dans la théorie des enscmbles, oli € est un signe spécifique de poids 2,
la suite des assemblages que voici est une construction formative:

A
A
A7
€ AA’
€ AA”
a1 € AA’
v eAA € AAY
[ |
TV €E[JA € A%
Donc I'assemblage donné en exemple au n° 1 cst un terme de la théorie des
ensembles. .

Remarque. — Intuitivement, les termes sont des assemblages qui représentent des
objets, les relations sont des assemblages qui représentent des assertions que ’on peut
faire sur des objets. La condition a) signifie que les lettres représentent des objets. La
condition &) signifie que. si B est une assertion, 1B, qu’on appelle la négation de B,
cst une assertion (qui sc lit: non B). La condition ¢) signifie que, st B et C sont des
assertions. v BC, qu’on appelle la digjonction de B et C. est une assertion (qui se lit:
B ou C); ainsi = BC est une assertion (qui se lit: « non B ou C », ou « B impliquc C »,
ou « B entraine C»). La condition d) signifie que, si B cst une assertion et ¥ une lettre,
Tx(B) est un objet; considérons I’asscrtion B coimnme exprimant unc propriété de
I’objet &5 alors, s’il existe un objct possédant la propriété en question, T+(B) représente
un objet privilégié cui possédce cette proprié¢té; sinon, Tx(B) représente un objet dont
on nc peut rien dire. Enfin. la condition ¢) signifie que, si Ay, A;, ..., A, sont dcs
objets, et s un signe spécifique de poids », sA;A5. .. A, est une assertion relative aux
objets Ay, ..., A,

Exemples. — Les symboles @, N, «la droitc numérique», «la fonction I'», fo g,
représentent des termes. Les symboles = = V2 + V3, 1 €2, «tout corps fini est
commutatif », «les zéros de I(s) autres que —2, —4, —6,..., sont sur la droite

Z(s) = %», représentent des relations, Le symbole « 3 et 4 » ne représente ni un terme,
ni une relation.

! Comme il a été dit ci~dessus, on pourrait, pour développer les théories mathématiques actuelles,
se borner & ne considérer que des signes spécifiques de poids 2, et par conséquent ne pas utiliser
Pexpression « nombre entier 1 » dans la définition d’une construction formative.



N° 4 TERMES ET RELATIONS E I.19

Le signe initial d’une relation est v, - ou un signe spécifique; le signe initial
d’un terme est ¥, & moins que le terme ne se réduise a une lettre. En effet, Passer-
tion relative aux termes résulte de ce qu’un terme est un assemblage de premiere
espéce. Si A est une relation, A figure dans une construction formative, n’est pas
une lettre et ne commence pas par un t; donc trois cas sont possibles: 1) A est
précédé d’un assemblage B tel que A soit 71B; 2) A est précédé par deux assem-
blages B et C tels que A soit vBC; 3) A cst précédé par des assemblages
A, A, ..., A tels que A soit sA A, A, s étant un signe spécifique.

4. Critéres formatifs

CFl. Si A ef B sont des relations d une théorie 7, v AB est une relation de 7.

En effet, considérons deux coustructions formatives (de ) dont l'une
contient A et I'autre B. Considérons la suite d’assemblages obtenuc en écrivant
d’abord les assemblages de la premierc construction, puis les assemblages de la
deuxieme, puis v AB. Comme A et B sont de deuxiéme espéce, on vérifie aussitdt
que cctte suite est une construction formative de .7, L’assemblage v AB est de
deuxieéme espece, donc est une relation de 7.

On établit de fagon analogue les trois critéres suivants:

CF2. St A est une relation d’une théorie 7, 1A est une relation de 7.
CF3. S A est une relation d’une théorie T, et & unt lettre, T,(A) est un terme de 7.

Cr4. Si A, A, ..., A, sont des termes d’une théorie T, et s un signe spécifique de
pords nde T, SALA,. .. A, est une relation de T .

Ces critéres entrainent aussitot le suivant:
CFb5. Si A et B sont des relations d’une théorie T, = ADB est une relation de T

CF6. Soit Ay, Ay, ..., A, une construction formative d’une théorie T, % et y des
lestres. Supposons que y ne figure pas dans les A, Alors, (y | %)A;, (y|%)Ag ...,
(y | ®)A, est une construction _formative de 7 .

En effet, soit A] 'assemblage (y | ) A;. Si A, est une lettre, A] est une lettre.
Si A; est de la forme 714;, ol A; est un assemblage de deuxiéme espece qui
précede A; dans la construction, A] est identique a 1A} d’aprés CS5, et Aj est un
assemblage de deuxi¢me espéce. On raisonne de facon analogue si A; est de la
forme v A;A,ousA; A, ... A, s étant un signe spécifique de 7. Si enfin A; cst
de la forme 7,(A;), ot A; est un assemblage de deuxieme espéce précédant Ay
dans la construction, plusieurs cas peuvent se présenter:

a) %z est une lettre distincte de x et de y; alors A; est identique a =,(Aj})
d’aprés CS4, et Aj est un assemblage de deuxiéme espéce;

b) =z est identique a ¥: alors A; ne contient pas ¥, donc Aj est identique a A,
c’est-a-dire a 7,(A;); comme y ne figure pas dans A;, 7.(A,) est identique a
7, (Aj) d’apres CS3;
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¢) 2z est identique a ¥: alors A; est I’assemblage TA; puisque y ne figure pas
dans A;; donc Aj est 'assemblage T A}, c’est-a-dire 7,(A}), u étant une lettre qui
ne figure pas dans Aj.

CI'7. Soient A une relation (resp. un terme) d’une théorie 7, x et y des lettres. Alors
(y | %) A est une relation (resp. un terme) de T .

Soit A, Ay, ..., A, une construction formative ou figure A. Montrons de
proche en proche que, si A, est une relatiou (resp. un terme), (y | ¥)A,;, que nous
désignerons par A, est une relation (resp. un terme). Supposons ce point éfabli
pour A, Ay, ..., A; | et établissons-le pour A, Si A; cst une lettre, A est une
lettre. Si A; est précédé dans la construction par une relation A; telle que A; soit
1A, A] est identique a 1A}, d’apreés S5, et 1A] est une relation d’aprés CF2.
On proceéde de facon analogue si A; est précédé par des relations A;, A, telles que
A; soit vV A;A;, ou par des termes A, , ..., A; tels que A; soit sA; ... A; ,ous
est une signe spécifique de .7 de poids m. Si enfin A; est précédé par une relation
A; telle que A; soit T,(A;), plusicurs cas peuvent se présenter:

a) zestdistinct de # et de y: alors A est identique a 7, (A}) d’aprés CS4, et on
sait déja que A est une relation, donc A; est un terme d’apres CF3;

b) =z est identique a ¥: alors A; ne contient pas &, donc A] est identique a A,
et par suite est un terme;

¢) % est identique a y. Soit alors 1 une lettre distincte de ¥ et de y, et qui ne
figure pas dans A, Ag, ..., A;; d’apres CEF6, la suite d’assemblages (u | y)Ay,
..., (1| y)A;, que nous désignerons par A7, ..., Aj, constitue une construction
formative de 7 ; comme y ne figure plus dans cette nouvelle construction,
(y | ®)A%, ..., (¥ | ¥)A] est une construction formative en vertu de CIF6, de sorte
que (¥ | #)Aj est une relation de .77; par suite, T,((y | ¥) A7) est un terme de 7.
Mais ce terme est identique a (y | #)7,(A;) d’apres GS4, donc a (y | #)7,(A))
d&’aprés GS3, donc a Aj.

CF8. Sotent A une relation (resp. un terme) d’une théorie I, x une lettre et T un
terme de T . Alors (T | x)A est une relation (vesp. un terme) de T .

Soit A}, A,, ..., A, une construction formative ou figure A. Soient ¥, ¥,, . . .,
x, les lettres distinctes qui figurent dans T. Associons a chaque lettre ¥, une lettre
x; distincte de ¥y, . . ., ¥, et des lettres figurant dans Ay, ..., A,, de fagon que les
lettres ¥, . . ., ¥, soient deux a deux distinctes. I.’assemblage

(5 | #2) (% | 52)... (%) | %) T
est une terme T’ d’aprés CI7, et (T | %)A est identique a
(o1 [ #1) (%2 [ %2). . (%, | ) (T | %) A
par application de CSI. II suffit donc de montrer que (T’ | ¥)A est une relation
(resp. un terme): autrement dit, on peut supposer désormais que les lettres qui

figurent dans T ne figurent pas dans Ay, ..., A,.
Montrons alors de proche en proche que, si A; est une relation (resp. un
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terme), (T | ) A;, que nous désignerons par A/, est une relation (resp. un terme).
Supposons ce point établi pour Ay, A,, ..., A;_; et établissons-le pour A,. Si 4,
est une lettre, A] est, soit cette lettre, soit T, donc un terme. Si A, est de la forme
1A;, A; étant une relation qui précéde A; dans la construction, A; est identique a
1A d’aprés CS5, et on sait déja que A; est une relation, donc Af est une relation
d’aprés CF2. On procéde de facon analogue si A; est de la forme v A;A,, ou
sA; ...A; . Sienfin A, est de la forme 7,(A;), oit 4, est une relation qui précede
A, dans la construction, plusieurs cas peuvent se présenter:

a) % est distinct de & ct des lettres figurant dans T'; alors A] est identique a
7, (Aj) d’apres CS4, et on sait déja que Aj est une relation; donc A; est un terme
d’apres CI'3;

b} z est identique & #: alors A; ne contient pas ¥, donc Aj est identique a Ay,
et est par suite un terme;

¢) zfigure dans T'; alors z ne figure pas daus A;, de sorte que A, est identique
avA;, donc Aj aTAj}; or, on sait déja que Aj est une relation, et TA; est identique
a t.(Aj), u étant une lettre qui ne figure pas dans Aj}; il en résulte que Aj est un
terme d’apres CEF3.

Intuitivement, si A est unc relation de 7, que nous pouvons considérer comme
cxprimant unc propriété de 'objet x, aflirmer (B | £)A revient 4 dire que I’objet B
posséde cette propriété. Si A est un terme de ., il représente un objet qui dépend
d’une certainc manié¢re de I'objet désigné par ¥; le terme (B | x)A représente ce que
devient I'objet A quand on prend pour x 'objet B.

§2. THEOREMES

Pour faciliter la lecture de ce qui suit, nous écrirons désormais, st A est une relation, non(A)
au liew de 7 A. ST A et B sont des relations, nous éerirons « (A) ou (B) » aulieude v AB,
et (A) = (B) au liew de =AB. Parfois, nous supprimerons les parenthéses. Le lecteur
pourra déterminer sans peine, dans chaque cas, de quel assemblage il s’ agit.

1. Axiomes

La donnce des signes spécifiques définit, nous ’avons vu, les termes ct les relations
d’une théorie 7. Pour achever de construire 7, on fait ce qui suit:

1° On écrit d’abord un certain nombre de relations de 7 ; on dit que ce sont
les axiomes explicites de 7 ; les lettres qui figurent dans les axiomes explicites sont
appelées les constantes de ..

2° On se donne une ou plusieurs régles,’ qu’on appelle les schémas de 7, et qui
doivent présenter les particularités suivantes: a) I’application d’une telle régle 2

1 Ces régles seront exprimées en uiilisant, pour abréger, les symboles dont nous avons parlé (et

notamment les letires italiques grasses) (I, p. 15); mais il serait facile de se passer complétement de
Pemploi de ces symboles pour les formuler {voir I, p. 25, note ).



E 1.22 DESCRIPTION DE LA MATHEMATIQUE FORMELLE §2

fournit une relation de 7 ; b) si T est un terme de ., & une lettre, R une relation
de . construite par application du schéma £, la relation (T | #) R peut encore se
construire par application de Z.

Dans tous les cas que nous envisagerons, la vérification de ces conditions sera
toujours facile.

Toute relation, formée par application d'un schéma de 7, est appelée axiome
implicite de .

Intuitivement, les axiomes représentent, soit des assertions évidentes, soit des
hypotheses dont on s’apprétc & tirer des conséquences; les constantes représentent des
objets bien déterminés, pour lesquels les propriétés exprimées par les axiomes
explicites sont supposées vraies. Au contraire, st la lettre # n’est pas une constante, elle
représente un objet complétement indéterminé; si une propriété de 'objet ¥ est
supposée vraie par un axiome, cet axiome est nécessairement implicite, de sorte que
la propriété est encore vraie d’un objet T quelconque.

2. Démonstrations

Un texte démonstratif d’une théorie .7 comporte:

1° Une construction formative auxiliaire de relations et de termes de 7.

2° Une démonstration de I, c’est-a-dire une suite de relations de .7~ figurant
dans la construction formative auxiliaire, telles que, pour chaque relation R de la
suite, I’'une au moins des conditions suivantes soit vérifiée:

a;) R est un axiome explicite de J;

a;) R résulte de 'application d’un schéma de 7 a des termes ou relations
figurant dans la construction formative auxiliaire;

b) il y a dans la suite deux relations S, T précédant R, telles que T soit
S=R.

Un théoréme de .7 est une relation figurant dans une démonstration de 7.

Cette notion est donc essentiellement relative & I’état de la théorie considérée, au
moment ou on la décrit: une relation d’une théorie J devient un théoréme de I~
lorsqu’on a réussi a 'insérer dans une démonstration de 7. Dire qu’une relation de
« n’est pas un théoréme de J » ne peut avoir de sens en Mathématique st on ne précise
pas le stade du développement de 4~ auquel on se réfere.

Au lieu de « théoreme de 7 », on dit aussi «relation vraze dans .7 » (ou
« proposition », « lemme », « corollaire », etc.). Soit R une relation de .7, ¥ une
lettre, T un terme de .77 ; si (T | #)R est un théoréme de .7, on dit que T vérifie
dans J la relation R (ou est une solution de R), quand R est considérée comme rela-
tion en ¥.

Dans les mathématiques courantes, on omet le plus souvent de préciser que les
relations écrites constituent une démonstration.

Une relation est dite fausse dans 7 si sa négation est un théoréme de 7. On
dit qu’une théorie 7 est contradictoire quand on a écrit une relation qui est a la fois
vraie et fausse dans 7.
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Ici encore, il s’agit bien entendu d’une notion relative 2 un stade déterminé du
développement d’une théorie. On se gardera de la confusion (malheureusement
suggérée par le sens intuitif du mot « faux ») qui consisterait a croire que, lorsqu’on a
prouvé qu’une relation R est fausse dans ., on a par la méme établi que R « n’est pas
vraie » dans  (cette derniére phrase n’ayant 4 proprement parler aucun sens précis
en Mathémalique, comme on I’a vu plus haut).

Nous donnerons dans ce qui suit des critéres métamathématiques dits critéres
déductifs, qui permettent d’abréger les démonstrations. Ces critéres seront désignés
par la lettre G suivie d’un numéro.

Cl (syllogisme). Soient A et B des relations d’une théorie I . St A et A => B sont
des théorémes de 7, B est un théoréme de 7.

En cflet, soit Ry, R,,..., R, une démonstration de .7 ou figure A, et
S§,, 8, ..., 8, une démonstration de 7 ou figure A = B. Il est évident que
R,R, ...,R, S5,8,,...,8, est unc démonstration de 7 ou figurent A et
A = B. Donc

Rl, R2; B ] Rn, Sl’ SZ! LS Sp; B

cst une démonstration de 7, ce qui prouve que B est un théoréme de 7.

3. Substitutions dans une théorie

Sotent 7 une théorie, A;, Ay, ..., A, ses axiomes explicites, ¥ une lettre, T un
terme de 7. Soit (T | ¥)7 la théorie dont les signes et les schémas sont les
mémes que ceux de 7, et dont les axiomes explicites sont (T | ¥)A,, (T | ¥)A,,
o (T XA,

C2. Soient A un théoréme d’une théorie 7, T un terme de J, x une lettre. Alors
(T | %)A est un théoréme de (T | %)7.

En effet, soit R, R,, ..., R, une démonstration de 7 oi figure A. Considé-
rons la suite (T | )Ry, (T | ®)R,, ..., (T | #)R,, qui est une suite de relations de
7 d’apres GI'8 (I, p. 20). On va voir que c’est une démonstration de (T | ¥).7,
ce qui établiva le critére. Si R, cst un axiome implicite de .77, (T | #)R), est en-
core un axiome implicite de .7~ (I, p. 22), donc de (T | %).7. Si R, est un
axiomc explicite de .77, (T | )R, cst un axiome explicite de (T | ¥).7". Enfin,
se R, cst précédée des relations R; ct R;, R; étant R, = R, (T | x)R;, est
précédée de (T | #)R; ct de (T | %)R;, et cctte derniére relation est identique 2
(T |x)R, = (T | #)R,, {critere CS5).

C3. Sotent A un théoréme d’une théorie 7, T un terme de T, et % une lettre qui n’est
pas une constante de . Alors (T | x) A est un théoréme de T .

Cela résulte aussitot de C2, puisque & ne figure pas dans les axiomes explicites
de 7.

Plus particuliérement, si 7 ne comporte pas d’axiomes explicites, ou si les
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axiomes explicites ne contiennent pas de lettres, le critéere C3 s’applique sans
restriction sur la lettre x.

4. Comparaison des théories

Une théorie .7’ est dite plus forte qu’une théorie 7 si tous les signes de .7~ sont des
signes de .7/, si tous les axiomes explicites de .7 sont des théorémes de .7, et si
les schémas de .7~ sont des schémas de .7~

C4. Si une théorie T est plus forte qu’une théorie T, tous les théorémes de T~ sont des
théorémes de T~

Soit Ry, Ry, ..., R, une démonstration de .7. On va voir de proche en
proche que chaque R, est un théoréme de .77, ce qui établira le critere. Supposons
notre assertion établie pour les relations précédant R, et établissons-la pour R,.
Si R, est un axiome de .77, c’cst un théoréme de .7 par hypothése. Si R, est
précédée par des relations R; et R; = R,, on sait déja quec R; et R; = R, sont des
théoréemes de .7, donc Ry, est un théoréme de .7" d’apres Cl.

Si chacune des deux théories .7 et 7 est plus forte que ’autre, on dit que .7~

et .7’ sont équivalentes. Alors, tout théoréme de .7 est un théoréme de .9 et vice-
versa.

C5. Soient T une théorie, A,, A, . . A ses axtomes explicites, a,, @g, . . ., @, ses
constantes, T1, T, .. T a’es termes a'e Su[)posons que
T,|a)(T;]ay).. n,ahAz
(pour v = 1,2, ..., n) soient des théorémes d’une théorie T', que les signes de T soient
des signes de ] ! L’t que les sc/zemas de T soient des schemas de T, Alors, st A est un
théoréme de 7, (T, | a;)...(Ty | a,)A est un théoréme de T

En effet, 7 est plus fortc que la théorie (T; | a)...(T, | a,)F, et il suffit
d’appliquer G2 et C4.

Quand on déduit, par ce procédé, un théoréme de 7’ d’un théoréme dc 7, ondit
qu’on applique dans T les résultats de F . Intuitivement, les axiomes de J expriment
des propriétés de ay, G, . . ., @, €t A exprime unc propriété qui est une conséquence
de ces axiomes. Si des objets Ty, Ty, ..., T, possedent dans 7’ les propriétés
exprimées par les axiomes de J, ils possédent aussi la propriété A.

* Par exemple, dans la théorie des groupes 7, les axiomes explicites contiennent
deux constantes G et p (le groupe et la loi de composition). Dans la théorie des en-
sembles 7, on définit deux termes: la droite numérique et I’addition des nombres
réels. Si on substitue ces termes respectivement a G et u dans les axiomes explicites
de 7, on obtient des théorémes de .7 7. D’autre part, les schémas et les signes de I~
ct J’ sont les mémes. On peut donc « appliquer 4 ’addition des nombres réels les
résultats de la théorie des groupes». On dit qu’on a construit pour la théorie des
groupes un modéle dans la théorie des ensembles. (On observera que, la théorie des
groupes étant plus forte que la théorie des ensembles, on peut aussi appliquer a la
théorie des groupes les résultats de la théorie des ensembles).,

Remarque. — Sous les hypothéses de C5, si la théorie 7 s’avérait contradictoire, il
en serait de méme de .77, En effet, si A et «non A » sont des théorémes de 7,
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(T, | a)...(T, | a,)A, et non(T, | a,)...(T,| a,)A sont des théorémes de
. * Par exemple, si la théorie des groupes était contradictoire, la théorie des
ensembles le serait aussi. ,

§3. THEORIES LOGIQUES

1. Les axiomes

On appelle théorie logique toute théorie .7 dans laquelle les schémas SI a 84 ci-
dessous fournissent des axiomes implicites.

S1. Si A est une relation de T, la relation (A ou A) = A est un axiome de T .}
S2. Si A et B sont des relations de T, la relation A = (A ou B) est un axiome de T~

S3. Si A et B sont des relations de T, la relation (A ou B) = (B ou A) est un
axiome de I~

S4. Si A, B et C sont des relations de T, la relation
(A = B) = ((Cou A) = (CouB))
est un axiome de 7.

Ces reégles sont effectivement des schémas; vérifions-le par exemple pour S2.
Soit R une relation obtenue par application de S2: il y a donc des relations A, B
de . telles que R soit [a relation A = (A ou B) solent T un terme de 7 et & une
lettre; soient A’ et B’ les rclations ( x)B; alors (T | x)R est iden-
tique 2 A" = (A" ou B’), donc s’obtient par application de S2.

Intuitivement, les régles S1 4 S4 ne font qu’exprimer le sens qu’on attache aux
mots « ou » ¢t « implique » dans le langage mathématique usuel.?

Si une théorie logique 7 est (,OIltI"ldl(,tOlI‘e toute relation de T~ est un théoréme
de 7. En effet, soit A unc relation de 7 telle que A ct «non A)» soient
des théorémes de ', et soit B une relation quelconque de 7. D’aprés 52,
(non A) => ((non A) ou B) est un théoréeme de 7, donc, d’apres Gl (I, p. 23)
«(non A) ou B», c'cst-d-dire A = B, est un theoreme de 7. Une nouvelle
application de C1 montre que B est un théoréme de .7~

Dans toute la suite, T~ désignera une théorie logique.

2. Premiéres conséquences

C6. Soient A, B, C des relations de 7. Si A = B et B = C sont des théorémes de T,
A = C est un théoréme de T .

1 L’expression de ce schéma n’utilisant pas la lettre A ni le symbole abréviateur = est la suivante:
Lorsqu’on a une relation, on obtient un théoréme en écrivant de gauche d droite v , 71, V , puis trois fois de suite la
relation donnée. Lie lecteur pourra s’exercer a traduire de méme I'expression des autres schémas.

2 Dans le langage courant, le mot ¢« ou» peut avoir deux sens distincts suivant le contexte:
lorsqu’on relie deux affirmations par le mot « ou », on peut vouloir affirmer, s0it I’'une au moins des
deux (et éventucllement toutes les deux a la fois), soit I'une & Pexclusion de 'autre.
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En effet, (B = C) = ((A = B) = (A = C)) est un axiome de .7, d’aprés S4
ol1 on remplace A par B, B par C, et C par «non A». D’apres CI (I, p. 23),
(A= B) = (A= C) est un théoréeme de 7. On conclut par une nouvelle
application de CI.

C7. St A et B sont des relations de .7, B = (A ou B) est un théoréme de T .

En effet, B = (B ou A), et (B ou A) = (A ou B) sont des axiomes de .7
d’apres S2 et S3. On conclut par application de C6.

C8. ST A est une relation de 7, A = A est un théoréme de .

En effet, A = (A ou A), et (A ou A) = A sont des axiomes d’apres S2 et S1.
On conclut par application de C6.

C9. ST A est une relation, et B un théoréme de T, A = B est un théoréme de T .
En effet, B = ((non A) ou B) est un théoréme d’apres C7, donc
« (non A) ou B », c’est-a-dire A = B,
est un théoréine d’apres CI.

C10. Si A est une relation de T, « A ou (non A) » est un théoréme de T,

En effet, « (non A) ou A » est un théoréme d’aprés C8. On conclut par S3 et
ClL.

Cl1. Si A est une relation de 7, « A = (non non A) » est un théoréme de T

En effet, cette relation n’est autre que « (non A) ou (non non A) » et le critére
résulte de C10.

C12. Soient A et B deux relations de 7 . La relation

(A = B) = ((non B) = (non A))
est un théoréme de T,
En cffet,

((non A) ou B) = ((non A) ou (non non B))
est un théoréeme d’apreés Cl11, S4 ct Cl. D’autre part,
((non A) ou (non non B)) = ((non non B) ou (non A))
est un axiowe d’aprés S3. Donc
((non A) ou B) = ((non non B) ou (non A))
est un théoreme d’apres C6. Or, c’est la relation a établir.
Cl13. Soient A, B, C des relations de 7. St A = B estun théoréme de T,

(B=0C)=(A=0)
est un théoréme de T,

En effet, (non B) = (non A) est un théoréme d’aprés Cl2 et Cl. Donc
(C ou (non B)) = (C ou (non A)) est un théoréme d’aprés S4 et Cl. Par double
application de S3 et de C6, on en conclut que ({(non B) ou C) = ((non A) ou C)
est un théoréme. Or, ceci est la relation a2 démontrer.
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Désormais, nous emploierons le plus souvent les régles C1 et C6 sans nous y référer
explicitement.

3. Méthodes de démonstration

I. Méthode de [’hypothése auxiliaire. — Elle repose sur la régle suivante:

C14 (critére de la déduction). Soient A une relation de T, et T’ la théorie obtenue en
adjoignant A aux axiomes de T . Si B est un théoréme de 7', A = B est un théoréme de T

Soit By, B,,..., B, une démonstration de 7 dans laquelle figure B. Nous
allons montrer de proche en proche que les relations A = B, sont des théorémes
de 7. Supposons ceci établi pour les relations qui pregedenl B,, et prouvons que
A = B, est un théoréme de J. Si B, est un axiome de .7, B; est, soit un axiome
de .7, soit A. Dans les deux cas, A = B, est un théoreme de , par application
de C9 ou de C8. Si B; est précédée des relations B, ct B, = B,, on sait que
A = B;et A = (B, = B,) sont des théorémes de .7, A101s (B; = B) = (A = B)
cst un théoréme de .7~ d’apres C13. Donc, d’apres €6, A = (A = B)), c’est-a-dire
« (non A) ou (A == B)) » est un théoréme de .7, et par suite aussi

« (A = B,) ou (non A))»
d’apres S3. Or, (non A) = ((non A) ou B,), c’cst-a-dire (non A) = (A = B;)
est un théoréme de .7 d’apreés S2. Par application de S4, on voit que
((A = B;) ou (non A)) = ((A = B) ou (A = B))

est un théoréme de .7, donc que « (A = B;) ou (A = B,) » est un théoréme de 7~
Par S1, on conclut que A = B, est un théoréme dc .7.

En pratique, on indique qu’on va employer ce critére par une phrase du genre
suivant: « Supposons que A soit vraic ». Cette phrase signifie qu’on va raisonner pour
un moment dans la théorie 7. On reste dans 7 jusqu’a ce que ’on v ait démontré la
relation B. Cect fait, il cst établi que A => B est un théoréme de 7, et on continue
(8’1l y a lieu) & raisonner dans 4 sans indiquer en général qu'on abandonne 7. La
relation A que 'on a introduite comnic nouvel axiome s’appelle I'hypothése auxiliaire.

* Par exemple, quand on dit: « Soit x un nombre réel », on construit une théorie dans
laquelle la rclation « x est un nombre réel » est une hypothése auxiliaire.

I1. Meéthode de réduction & I’absurde. — Elle repose sur la régle suivante:

C15. Soient A une relation de T, et T la théorie obtenue en adjoignant I’axiome
«non A » aux axiomes de 7. St T est contradictoire, A est un théoréme de T
En effet, A est un théoreme de 7. Par suite (méthode de I'hypothése
auxiliaire), (non A) = A est un théoréeme de 7. D’apres 54,
(A ou (non A)) = (A ou A)
est un théoréme de 7. D’apres C10, « A ou A » est un théoréme de 7. On conclut
par application de S1.

En pratique, on indique qu’on va employer ce critére par une phrase du genre
suivant: « Supposons que A soit fausse ». Cette phrase signifie qu’on va raisonner pour
un moment dans 7. On reste dans 7’ jusqu’a ce que I’on ait établi deux théorémes
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de la forme B et ¢« non B». Ceci fait, il est établi que A est un théoréme de 7, ce
qu’on indique en général par une phrase du genre suivant: « Or ceci (a savoir, dans
les notations précédentes, B et « non B ») est absurde; done A est vrai». On revient
alors a la théorie 7 dont on s’occupait précédemment.
Comme premicéres applications de ces méthodes, démontrons Ies critéres
suivants:

C16. Si A est une relation de .7, (non non A) = A est un théoréme de T .

En effet, supposons «non non A » vraic; il faut prouver A. Supposons A
fausse. Dans la théorie ainsi fondée, « non non A » et « non A » sont des théoréines.
Cecl est absurde; donc A est vraie.

Gl17. St A et B sont des relations de T,
((non B) = (non A)) = (A = B)
est un théoréme de 7.
En effet, supposons (non B) => (non A) vraic. Il faut prouver que A => B cst
vraie, Or, supposons A vraie ct prouvons que B cst vraie. Supposons « non B »
vraie, Alors, « non A » est vraie, ce qui est absurdc.

I11. Méthode de disjonction des cas. — Elle repose sur la régle suivante:

C18. Soient A, B, C des relations de 7. S « A ou B», A =~ C, B = C sont des
théorémes de T, alors C est un théoréme de T
En effet, d’apres S4, (Aou B) = (Aou C), et (Cou A) = (Cou C) sont dcs
théorémes de 7. Compte tenu de S3 ct SI, (A ou B) = C est un théoremede J;
d’otr la reégle.
Pour démontrer C, il suffit donc, quand on disposc d’un théortme « A ou By, de
démontrer C en adjoignant A aux axiomes de 7, puis de démontrer C en adjoignant
B aux axiomes de J . L’intérét de cette méthode provient du [ait que, si « A ou B » est
vraie, rien nc permet en général d’affirmer que 'une des relations A, B soit vraie.
En particulier, d’aprés Cl10, si A = C, et (non A) = C, sont toutcs deux dcs
théorémes de .7, C est un théoreme de .7 .

IV. Meéthode de la constante auxiliaire. — Elle repose sur la regle suivante:
C19. Soient x une lettre, A et B des relations de T~ telles que:

1° La lettre x n’est pas une constante de T~ et ne figure pas dans B.

2° On connait un terme T de 7 tel que (T | x) A soit un théoréme de 7.

Soit T la théorie obtenue en adjoignant A aux axiomes de 7. Si B est un théoréme de
T, B est un théoréme de T .

En effet, A = B est un théoréme de 7~ (critere de la déduction). Puisque x
n’est pas une constante de 7, (T | ¥)(A = B) est un théoréme de 7~ d’apres C3.
Comme ¥ ne figure pas dans B, (T | ¥)(A = B) est identique, d’aprés GS5 (I,
p.17),a ((T | x)A) = B. Enfin, (T | x) A est un théoréeme de .7, donc aussi B.

Intuitivement, la méthode consiste & utiliser, pour démontrer B, un objet arbi-
traire & (la constante auxiliaire) qu’on suppose doué de certames propriétés qui sont



T4 THEORIES LOGIQUES E 1.29

exprimées par A. * Par exemple, dans une démonstration de géométrie ol il s’agit,
entre autres choses, d’'une droite D, on peut ¢ prendre » un point x sur cette droite;
la relation A est alors x € D., Pour qu’on puisse se servir, au cours d’une démonstra-
tion, d’un objet doué de certaines propriétés, 1l faut évidemment qu’il existe de tels
objets. Le théoréme (T | ¥)A, dit théoréme de légitimation, garantit cette existence.

En pratique, on indique qu’on va utiliser cette méthode par une phrase du genre
suivant: « Soit & un objet tel que A ». Contrairement 4 ce qui s¢ passe dans la méthode
de ’hypothése auxiliaire, la conclusion du raisonnement ne concerne pas .

4. La conjonction
Sotent A, B des assemblages. L’assemblage

non {(non A) ou (non B))
sera désigné par « A et B,

CS6. Soient A, B, T des assemblages, x une lettre. L’ assemblage (T | %)(A et B) est
identique a « (T | x)A et (T | x)B .
Ceci résulte aussitot de CS5 (I, p. 17).

CF9. St A, B sont des relations de T, « A et B » est une relation de J (appelée
conjonction de A et de B).
Ceci résulte aussitét de CFI et CF2 (I, p. 19).

G20. Si A, B sont des théorémes de T, « A ct B » est un théoréme de 7.
Supposons « A et B» fausse, c’est-a-dire

non non ((non A) ou (non B))

vraie. D’apres C16, « (non A) ou (non B) », c’est-a-dire A = (non B), est vraie,
donc ¢« non B» est vrale. Or, cecl est absurde. Donc « A et B » est vraie.

C21. Si A, B sont des relations de T, (A et B) = A, (A et B) = B sont des
théorémes de T,
En effet, les relations

(non A) = ((non A) ou (non B)),
(non B) = ((non A) ou (non B))

sont des théorémes de .7~ d’aprés 82 et C7. Or
((non A) ou (non B)) = non (A et B)
est un théoréme de 7~ d’aprés Cl1. Donc

(non A) = non(A et B),
(non B) = non(A et B)

sont des théorémes de .7°. On conclut par application de C17.

On convient de désigner par « A et B et C» (resp. « A ou B ou € ») la relation
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«Acet(BetC)»(resp. « Aou (B ou C) »). Plus généralement, si on a des relation:
Ay, A, ..., A, on désigne par « A, et A, et...et A,» une relation qui s-
construit de proche en proche par la convention que « A; et A, et...ct A,
désigne la méme relation que « A; et (A, et...et A,)» On définit de méme
«A, ou Ayou ... ouA,» Larelation « A, et A, et ... et A, » est un théoréme
de .7 si et seulement si chacune des relations A,, A,, ..., A, est un théoréme
de 7.

I1 en résulte que toute théorie logique  est équivalente & une théorie logique 7~
possédant au plus un axiome explicite. C’est évident si 7 ne posséde aucun axiome
explicite. Si J posséde les axiomes explicites Ay, Ay, ..., Ay, soit ' la théoric
qui admet les mémes signes et les mémes schémas que 7, et 'axiome explicite
«Aj et Aget...et A, » On voit aussitét que tout axiome de 7 (resp. J ') est un
théoréme de 7 (resp. 7).

Soit J; la théorie sans axiome explicite qui admet les mémes siguies que 7 et les
seuls schémas S1, 82, S3, S4. L’étude de J se raméne, en principe, a I’étude de J;:
pour que la relation A soit un théoréme de 7, il faut et il suffit qu’il y ait des axiomes
A, A, ..., A, de T tels que (A et Ajet ... et A,) = A soit un théoréme de 7.
En effet, la condition est évidemment suffisante. Supposons d’autre part que A soit
un théoréme de 7, et soient A;, A,, ..., A, les axiomes de J qui figurent dans une
démonstration de Z contenant A. Soit ' (resp. 7 ") la théorie déduite de 7, par
adjonction des axiomes A4, A,, ..., A, (resp. de 'axiome « A; et Ay et ... et A, »).
La démonstration de A dans J est une démonstration de A dans 7/, donc A est un
théoréme de 7’ et par suite de J”, puisqu’on a vu ci-dessus que 7' et " sont
¢quivalentes. D’aprés le critére de la déduction,

(Ajet Ajet...etA,) = A

est un théoréme de 7.

Si  est contradictoire, il existe d’aprés ce qui précéde une conjouction A
d’axiomes de J et une relation R de 7 telles que A = (R et (non R)) soit un
théoréme de Z,. Donc

((non R) ou (non non R)) = (non A)

est un théoréme de 75, et comme « (non R) ou (non non R) » est un théoréme de 7,
«non A » est un théoréme de J,. Réciproquement, s’il existe une conjonction A
d’axiomes de  telle que « non A » soit un théoréme de 75, A et « non A » sont des
théorémes de 7, de sorte que J est contradictoire,

5. L’équivalence

Soient A et B des assemblages. L’assemblage
(A = B) et (B = A)

sera désigné par A < B.

CS7. Sowent A, B, T des assemblages, & une lettre. Lassemblage (T | %)(A < B)
est identique @ (T | )A <> (T | x)B.
Ceci résulte aussitét de GS5 (I, p. 17) et CS6 (I, p. 29).

CF10. 87 A et B sont des relations de T, A <= B est une relation de T,
Ceci résulte aussitét de CF5 (I, p. 19) et CF9 (I, p. 29).
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Si A < B est un théoréme de .7, nous dirons que A et B sont équivalentes dans
7 ; sl& est une lettre qui n’est pas une constante de .7, et si A et B sont considérées
comme relations en &, tout terme de .7~ qui vérifie ’'une vérifie aussi I’autre,

Il résulte des criteres G20 et CG21 que, pour démontrer dans .7” un théoréme
de la forme A < B, il faut et il suffit qu’on puisse démontrer A = B et B = A
dans 7. Cela se fait souvent en démontrant B dans la théorie déduite de .7 par
adjonction de I'axiome A, puis en démontrant A dans la théorie déduite de 7 par
adjonction de ’axiome B. Ces remarques permettent d’établir aussitot les critéres
suivants, dont nous laissons la démonstration au lecteur.

C22. Soient A, B, C des relations de 7. St A < B est un théoréme de ', B = A
est un théoréme de T . 81 A <= B et B < C sont des théorémes de 7, A < C est un
théoréme de T~

C23. Soient A et B des relations équivalentes dans 7, et C une relation de 7. Alors,
on a dans T les théorémes suivants:

(non A) <> (non B); (A= C) < (B=C); (€= A) <= (C= B);
(Aet C) <= (Bet C); (AouC) < (BouC).

C24. Soient A, B, C des relations de 7 ; on a dans 7 les théorémes suvants :

(non non A) < A; (A = B) < ((non B) = (non A));
(Aet A) < A; (Aet B) < (Bet A);
(Aet(BetC)) < ((AetB)et C);

(A ou B) < non ((non A) et (non B));

(Aou A) = A; (Aou B) < (Bou A);
(Aou (BouC)) <= ((AouB)ouC);

(Aet(BouC)) <= ((Aet B)ou (Aect C));

(Aou (BetC)) < ((AouB)et(AouC));

(A et (non B)) <-non (A = B); (A ou B) < ((non A) = B).

C25. Si A est un théoréme de T et B une relation de T, (Aet B) < B est un
théoréme de 7. Si « non A » est un théoréme de 7, (A ou B) < B est un théoréme de 7,

En principe, dans tout le reste de ce Traité, les critéres Gl a C25 seront désormais
uttlisés sans référence,

§4. THEORIES QUANTIFIEES
1. Définition des quantificateurs

Dans le § 3, les seuls signes logiques qui aient joué un réle sont 1 et v ; les regles
qui vont &tre énoncées concernent essentiellement I’emploi des signes logiques ©

et [].
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Si R est un assemblage, et x une lettre, ’assemblage (t.(R) | #)R se désigne
par «il existe un ¥ tel que R », ou par (Ix)R. L’assemblage non((dx)(non R)) se
désigne par « pour tout ¥, R », ou par « quel que soit x, R », ou par (Vx)R. Les
symboles abréviateurs 3 et V s’appellent respectivement quantificateur existentiel et
quantificateur universel, La lettre ¥ ne figure pas dans ’assemblage désigné par
T.(R); elle ne figure donc pas dans les assemblages désignés par (Ix)R et (Vx)R.

CS8.  Soient R un assemblage, x et &' des lettres, St & ne figure pas dans R, (Eix) Ret
(Vx)R sont z'dentz'ques respectivement a (Hx’)R’ et (Vx')R', ot R est (x' | x)R

En effet (v,(R) | #)R est identique a (v, (R) | )R’ d’aprés CS1 (I, p. 17), ¢
7, (R) est identique a 7,.(R’) d’aprés CS3 ( p- 17) Donc (3x)R est 1dent1que a
(3*¥")R’. Il en résulte que (Vx)R est identique a (Va")R’,

CS9. Soient R et U des assemblages, x et y des lettres distinctes. St % ne figure pas
dans U, (U|y)3%)R et (U|y)(V¥)R sont identiques respectivement & ()R’ et
(V&)R', o R" est (U | y)R

En effet (U] y)(t(R) | )R est identique, d’apres CS2 (I, p. 17), a
(T |*)(U|y)R, ou T est (U|y)r(R), c’est-a-dire 7,(R’) d’apres CS4. D’ou
I'identité de (U | y)(3%)R avec (3%)R’, et par suite celle de (U | y)(V¥)R avec
(Va')R'.

CF1L1. 87 R est une relation d’une théorie T et x une lettre, (Ax) R et (V&) R sont des
relations de T
Ceci résulte aussitét de CF3, CF8 et CF2 (I, p. 19-20).

Intuitivement, considérons R comme exprimant une propriété de I'objet désigné
par x. D’apres la signification intuitive du terme t4(R), affirmer (3x) R revient a dire
qu’il y a un objet possédant la propriété¢ R. Affirmer ¢ non(3x) (non R) », c’est dire
qu’il n’existe aucun objet ayant la propriété « non R »; c’est donc dire que tout objet
posséde la propriété R.

Si, dans une théorie logique .7, on dispose d’un théoréme de la forme (3x)R,
olt la [ettre # n’est pas une constante de .7, ce théoréme peut servir de théoréme
de légitimation dans la méthode de la constante auxiliaire (I, p. 28), puisqu’il est
identique a (7,(R) | #)R. Soit alors 7' la théorie obtenue par adjonction de R
aux axiomes de 7. Si on peut démontrer dans.7 " une relation § olt ¥ ne figure
pas, S est un théoréme de .7

C26. Sowent T une théorie logique, R une relation de T et x une lettre. Les relations
(V#)R et (zy(non R) | #)R sont équivalentes dans T

En effet, (v&)R est identique a « non('r,(non R) | x)(non R) », donc a
«non non(z,(non R) | ¥)R »

C27. St R est un théoréme d’une théorie logique I~ dont la lettre x n'est pas une con-
stante, (V%) R est un théoréme de 7.
En effet, (v.(non R) | x)R est un théoréme de 7, d’apres C3 (I, p. 23).
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Par contre, si & est une constante de 7, la vérité de R dans J n’entraine pas celle
de (vx)R. Intuitivement, le fait que R soit une propriété vraie de x, qui est, dans 7,
un objet déterminé, n’entraine évidemment pas que R soit une propriété vraie de tout
objet.

C28. Soient T une théorie logique, R une relation de T et x une leitre. Les relations
«non (Vx)R » et (x)(non R) sont équivalentes dans .
En effet, « non(Vx)R » est identique & « non non(3¥)(non R) ».

2, Axiomes des théories quantifiées

On appelle théorie quantifide toute théorie  dans laquelle les schémas S1 a S4 (I,
p. 25) et le schéma S5 ci-dessous fournissent des axiomes 1mplicites.

S5. 8T R est une relation de F°, T un terme de T, et & une lettre, la relation
(T | )R = (3x)R est un axiome.

Cette regle est bien un schéma. En effet, soit A un axiome de .7 obtenu par
application de S5: il y a donc une relation R de .7, un terme T de 7 et une lettre
x tels que A soit (T | )R = (3%)R. Soient U un terme de 7, y une lettre; on va
montrer que (U | y)A s’obtient encore par application de S5. Par utilisation de
CSI (I, p. 17), et CS8 (I, p. 32), on peut se ramener au cas ol ¥ est distincte de y
et ne figure pas dans U. Soient alors R’ la relation (U |y)R et T’ le terme
(U | y)T. Les critéres CS2 (I, p. 17) et CS9 (I, p. 32) montrent que (U | y)A est
identique a (T’ | )R’ = (Ax)R’.

Le schéma S5 exprime que s’il v a un objet T pour lequel la relation R, cour-
sidérée comme exprimant une propriété de x, est vraie, alors R est vraie pour objet

Tx(R); ce qui est en accord avec la signification inituitive que nous avons attribuée a
Tx(R) (I, p. 18, Remarque).

3. Propriétés des quantificateurs

Nous n’aurons désormais a considérer que des théories quantifiées. Dans toute la
fin de ce paragraphe, on désigne par .7 une telle théorie, et par .7, la théorie sans
axiomes explicites qui posséde les mémes signes que .7 et les seuls schémas S1 a
S5; 7 est plus forte que 7.

C29. Sowent R une relation de T, et x une lettre. Les relations « non(3x)R »
et (Vx)(non R) sont équivalentes dans T .

En effet, il suffit d’établir le critére dans la théorie 7, dont & n’est pas une
constante. Le théoréme R < (non non R) donne par C3 (I, p. 23), les théorémes
(3x)R = (z,(R) | ¥)(non non R)

et

(3x) (non non R) = (t,(non non R) | ¥)R.
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Appliquant S5, on en déduit dans .7, les théorémes
(3x)R = (3x)(non non R),
et

(3x)(nonnon R) = (Ax)R,

d’oti le théoréme (3x) R < (Ix)(non non R). Or, (Ix) (non non R) est équivalente
dans .7, a «non non(3x)(non non R) » c’est-a-dire & «non(Vs)(non R) » D’ou
le critére,

Les critéres C28 et C29 permettent de déduire les propriétés d’un des quantifica-
teurs de celles de l’autre.

C30. Seient R une relation de 7', T un terme de T, & une lettre. La relation
(V)R = (T | )R est un théoréme de 7.

D’aprés S5, (T | #)(non R) = (t,(non R) | x)(non R) est un axiome. Cette
relation est identhue a

(non (T | ¥)R) = (non (t4(non R) | ¥)R)

Donc (ty(non R) | ¥)R = (T | x)R est un theoreme de .7. On conclut par
application de C26 (I, p. 32).

Soit R une relation de J. D’apres C26, CG27 et G30, il revient au méme (lorsque

la lettre ¥ n’est pas une constante de J) d’énoncer dans J le théoréme R, ou le

théoréme (Vx) R, ou enfin d’énoncer la régle métamathématique: si T est un terme
quelconque de 7, (T | #)R est un théoréme de

C31. Sowent R et S des relations de T, et x une lettre qui n’est pas une constante de T
St R = § (resp. R < S) est un théordme de 7, (V)R = (Vx)S et (x)R = (Ix)S
(resp. (V*)R < (Vx)S et (Ax)R < (Ax)S) sont des théordmes de T

En effet, supposons que R = § soit un théoréme de 7. Adjoignons I’hypothése
(Vx)R (ol ¥ ne figure pas). Alors R, donc S, donc aussi (V#)S, sont vraies. Par
suite (V¥)R = (Vx)S est un théoréme de 7. Il en résulte que, st R < § est un
théoréeme de 7, il en est de méme de (V&) R <> (V) S. Les régles relatives 4 3 s’en
déduisent par emploi de C29.

C32. Sotent R et S des relations de 7, et & une lettre. Les relations
(Vx)(R et S) < ((V*)R ct (Vx)S)
(3x)(R ou ) < ((Ix)R ou (Ix)S)
sont des théorémes de 7.
En effet, il suffit d’établir ces critéres dans 7, dont ¥ n’est pas une constante.

Si (Vx)(R et §) est vraie, « R et S » est vraie, donc chacune des relations R, § est
vraie; par suite chacune des relations (V&) R, (V¥).S est vraie, donc

« (Vx)R et (Vx)S»

est vrale. On voit de méme que, si « (V&) R et (Vx)S » est vraie, (V¥)(R et S) est
vraie. D’oul le premier théoréme. Le deuxi¢me s’en déduit par emploi de C29.
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On aura soin de noter que si (V¥) (R ou ) est un théoréme de .77, on ne peut en
conclure que ((V*¥)R ou (V%)) soit un théoréme de J . Intuitivement, dire que la
relation (Vx)(R ou §) est vraie signifie que, pour tout objet x, 'une au moins des
relations R, § est vraie; mais, en général, une seule des deux sera vraie, et suivant le
choix de %, ce pourra étre I'unc ou 'autre des relations R, S. On voit de méme que si
((3x)R et (Ix)S) est un théoréme de I, on ne peut en conclure que (3x) (R et §) soit
un théoréme de 7. On a toutefois le critére suivant:

C33. Soient R et S des relations de T, et x une lettre qui ne figure pas dans R. Les
r:lations

(Vx)(R ou S) < (R ou (V&) S§)
(3%)(R et S) < (R et (I%)S)
.ant des théorémes de T .

En effet, il suffit d’établir le critére dans 7, dont x n’est pas une constante.
soit .7 la théorie obtenue en adjoignant (Va)(R ou §) aux axiomes de 7.
Dans 7, « R ou S», donc (non R) = S, sont des théorémes. Si «non R » est
vraie (hypothése olt ¥ ne figure pas), S, donc aussi (V«)S, sont vraies. Donc
non R) = (Vx)S est un théoremede 77, et par suite (V¥) (R ou S) = (R ou (Y¥)S§)
=t un théoréme de 7,. De méme, si « R ou (Y&)S » est vraie, « R ou S», donc
“x)(R ou §), sont vraies. Par suite (R ou (Vx)S) = (V&)(R ou S§) est un
héoreme de 7. La régle relative a 3 s’en déduit par emploi de C29.

C34. Soient R une relation, x et y des lettres. Les relations

(V%) (Vy) R < (vy) (V)R

() (Fy)R < Qy) (3R

(3%) (Vy)R = (Vy)(3%) R
ol des théorémes de 7.

En effet, il suffit d’établir le critére dans .7, dont », y ne sont pas des cons-
zantes. St (Va)(Vy)R est vraie, (Yy)R, donc R, donc (V¥)R, donc (Vy)(Vx)R
<ont vraies. De méme, si (Vy)(Vx)R est vraie, (V&)(Vy)R est vraie. D’ol le
premier théoréeme. Le deuxi¢me s’en déduit par emploi de C29. Enfin, puisque

7y)R = R est un théoréeme de 7, 1l en est de méme de (3x)(Vy)R = (Ix)R

d'aprés C31; si (3%)(Vy)R est vraie, (%) R est donc vraie, et par suite aussi
7y)(3x)R. D’ott le troisieme théoréme.

Par contre, si (Vy)(3x)R est un théoréme de 7, on ne peut en conclure que

(3x) (Vy) R est un théoréme de . Intuitivement, dire que la relation (Vy)(3Ix)R est

vraie signifie qu’étant donné un objet ¥ quelconque, il y a un objet & tel que R soit

une relation vraie entre les objets ¥ et y. Mais I'objet ¥ dépendra en général du

choix de I’objet y. Au contraire, dire que (Ix)(Vy)R est vraie signifie qu’il y a un
objet fixe ¥ tel que R soit une relation vraie entre cet objet et tout objet y.

4. Quantificateurs typiques

Soient A et R des assemblages, et ¥ une lettre. On désigne ’asseniblage (3x) (A et R)
par (34%)R, et I’assemblage «non (d4x)(non R)» par (V,¥)R. Les symboles
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abréviateurs 3,4 et V4 sont appelés quantificateurs typiques. On notera que la lettre
& ne figure pas dans les assemblages désignés par

(Ja¥)R, (Va4¥)R.

CS10. Soient A et R des assemblages, x et &' des lettres. St & ne figure ni dans R ni
dans A, (4%)R et (¥ 4%) R sont identiques respectivement & (4% )R’ et (V45" )R, 0t R’
est (x" | X)R, et ot A’ est (%' | %) A.

CS11. Soient A, R, U des assemblages, x et y des lettres distinctes. St x ne figure pas
dans U, les assemblages (U | y)(3a%)R et (U | y)(V4%) R sont identiques respectivement a
(Fax)R et (V4%)R', 00 R" est (U | y)R et o A est (U | y)A.

Ces regles résultent aussitot des criteres CS8, CS9 (I, p. 32), CS5 (I, p. 17) et
CS6 (1, p. 29).

CF12. Soient A ct R des relations de T, et % une lettre. Alors, (34%) R et (¥ 4%) R sont
des relations de T .
Cela résulte aussitot de CF11 (I, p. 32), CF9 (I, p. 29) et CF2 (I, p. 19).

Intuitivement, considérons A et R commec expriniant des propriétés de . Il peut
arriver que. dans une série de démonstrations, on 1e s’intéresse qu’aux objets vérifiant
A. Dire qu’il existe un objet vérifiant A tel que R. c’est dire qu’il existe un objet tel
que « A et R»: d’ou la définition de 4. Dire que tous les objets vérifiant A ont la
propriété R, c’est dire qu’il n’existe pas d’objets vérifiant A et tels que « non R »; d’out
la définition de Va. Dans la pratique, ces signes sont remplacés par des phrases assez
diverses suivant la nature de la relation A. * On dira par exemple: « quel que soit
Pentier x, R », «il existe un élément x de ensemble E tel que R», ctc.,

C35. Soient A et R des relations de 7, x une lettre. Les relations (Vax)R et

(Vx)(A = R) sont équivalentes dans T .
En effet, la relation (V4%)R est identique a

“«non (Jx)(A et (non R)) »
Or, « A et (non R) » est équivalente dans .7, a4 non(A = R), donc
«non (3x)(A et (non R)) »

est équivalente dans 7 a «non (3x)(non (A = R)) » d’aprés C31 (I, p. 34), et
cette derniere relation est identique a (Vx)(A = R). Le critére est donc établi
dans J, et par suite dans 7.

On a souvent & démontrer des relations de la forme (V.4%) R. On le fait générale-
ment en s’aidant d’un des deux critéres suivants;

C36. Sotent A et R des relations de T, & une lettre. Soit T la théorie obtenue en
adjoignant A aux axiomes de T, Si x n’est pas une constante de T, et si R est un théoréme
de T, (V4%)R est un théoréme de T

En effet, A = R est un théoréme de J d’apres le critére de la déduction,
donc (V4%)R est un théoréme de 7 d’apres C27 (I, p. 32) et C35.



N 4 THEORIES QUANTIFIEES E 1.37

En pratique, on indique qu’on va employer cette régle par une phrase du genre
suivant: « Soit ¥ un élément quelconque tel que A ». Dans la théorie J ainsi con-
stituée, on cherche 4 démontrer R. On ne peut naturellement affirmer que R soit
elle-méme un théoreme de 7.

C37. Sotent A et R des relations de T, x une lettre. Sott T’ la théorie obtenue en
djoignant les relations A et «non R » aux axiomes de 7 . St % n'est pas une constante de
7, et s1. T est contradictoire, (¥ 4%) R est un théordme de 7.

En effet, la théorie .7 est équivalente a la théorie obtenue en adjoignant

non (A = R) » aux axiomes de .7 . D’aprés la méthode de réduction a ’absurde,
A = R est un théoréme de .7, donc aussi (V%) R d’apres C27 (I, p. 32) et C35.

En pratique, on dit: « Supposons qu’il existe un objet x vérifiant A, pour lequel R
soit fausse », et on cherche a établir une contradiction.

Les propriétés des quantificateurs typiques sont analogucs a celles des
juantificateurs:
C38. Soient A et R des relations de T, & une lettre. Les relations
non(V.¥)R < (34%)(non R),
non(d4¥)R < (V4¥)(non R)
_nt des theordmes de T .
C39. Soient A, R et S des relations de T, el x une lettre qui West pas une constante de
7. Si la relation A = (R = §) (resp. A = (R <> 8)) est un théoréme de T, les
rzlations
Ja¥)R = (Ja¥)S,  (Va¥)
(resp. (J4%)R < (34%) S, (Va%)
Jont des theordmes de T .
C40. Soient A, R et S des relations de T, et x une lettre. Les relations
(34%)(Rou ) < ((4%)R ou (F4%)§)

sont des théorémes de T,

> (VAx)S
< (Va%) )

C41. Soient A, R et S des relations de T, et x une lettre qui ne figure pas dans R, Les
relations
(Va¥)(R ou S) <= (R ou (V4%)S5)
(Aax)(R et S) < (R et (A4%)S)
sont des théorémes de T,
C42, Soient A, B, R des relations de T, & et y des lettres. St & ne figure pas dans B,
¢t 51y ne figure pas dans A, les relations
(Va%) (VoY) R < (Vay)(Va¥) R
(3a¥%)3py)R = (Ipy)3a®) R
(3a4%)(Vay)R = (Vpy)(Fa®)R
sont des théorémes de T,
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A titre d’exemple, démontrons une partic de C42, La relation (3,5)35y)R
est identique a (3x)(A et (y)(B et R)), donc est équivalente dans .7, (puisque y
ne figure pas dans A) a (3x) (3y)(A et (B et R)), d’aprés C33 et C31. De méme,

(Ipy)(3ax) R est équivalente a (Fy)(3x)(B ct (A et R)). On conclut par applica-
tion de C31 et C34 (I, p. 35).

* Comine exemple d’application des critéres précédents, considérons la relation
suivante: « la suite de fonctions numériques ( f;) converge uniformément vers 0 dans
(0, 1) », ce qui signifie: « pour tout ¢ > 0, il existe un entier n tel que, pour tout
x € (0, 1) et pour tout entier m > n, on ait | /,(x)}| < e» Supposons qu’on veuille
prendre la négation de cette relation (par exemple pour faire un raisonnement par
I’absurde); le critere C38 montre que cette négation est équivalente a la relation
suivante: ¢ il existe un ¢ > 0 tel que, pour tout entier 7, il existe un x € (0, 1) et un
m = n pour lesquels | fo,(x)| > e».,

§ 5. THEORIES EGALITAIRES

1. Les axiomes

On appelle théorie égalitaire une théorie .7 dans laquelle figure un signe relationnel
de poids 2 noté = (qui se lit « égale»), et dans laquelle les schémas S1 4 S5
(I, p. 25 et p. 33) ainsi que les schémas S6 et S7 ci-dessous fournissent des

axiomes implicites; si T et U sont des termes de .7, I'asseinblage = TU est unc
elatlon de I (dite relation d’égalité) d’apres CF4; on la désigne pratiquement par
= Uou (T) = (U).

S6. Soient x une lettre, T et U des termes de T, et Rixi une relation de 7 ; la relation
(T = U) = (R{T{ < R{UY) est un axiome.

S7. Si R et S sont des relations de T et x une lettre, la relation

(V2)(R <> 8)) = (1:(R) = 7,(S))
est un axiome.

La regle S6 est bien un schéma. Soit en effet A un axiome de -7, obtenu par
application de S6: il y a une relation R de 7, des termes T et U de J, et unc
lettre x, tels que A soit (T = U) = ((T | ¥) R < (U | x)R). On va voir que, si y
est une lettre et ¥ un terme de .7, la relation (¥ | y) A s’obtient encore par appli-
cation de S6. Par utilisation de CS1 (I, p. 17), on peut se ramener au cas ou ¥ est
distinct de y et ne figure pas dans V. Désignons par T’, U’, R’ les assemblages
(V|y)T,(V|y)U, (V|y)R. Dapres CS2 et CS5 (I, p. 17), (V| y)A est
identique a

(T" = U) = (T’ | )R = (U'| )R,
ce qui établit notre assertion. On vérifie de facon analogue que S7 est un schéma.

Intuitivement, le schéma S6 signifie que, si deux objets sont égaux, ils ont les
mémes propriétés. Le schéma S7 est plus éloigné de I’intuition courante; il signifie



N2 2 THEORIES EGALITAIRES E 1.39

que, lorsque deux propriétés R et S d’un objet x sont équivalentes, alors les objets
privilégiés tx{R) et 14($) (choisis respectivement parmi ceux qui vérifient R, et
parmi ceux qui vérilient S, ¢’il y a de tels objets) sont égaux. Le lecteur notera que la
présence dans 57 du quantificateur Vx est essentielle (cf. excrc. 7).

\

La négation de la relation = TU sc désigne par T # U, ou (T) # (U) (ou
v signe # sc lit « différent de »).

On déduit de S6 le critére sulvant:

C43. Sotent x une lettre, T et U des termes de T, et Rixt une relation de T ; les
relations (T = U et R{TY) et (T = U et R{UY{) sont équivalentes.
En effet, si on adjoint les hypothiéscs T = U et R{T}, R{U; est vraic d’aprés
S6, donc (T = U et R{U}) est vraic.
Par abns de langage, lorsqu’on a démontré unc relation de la forme T = U dans
une théorie 7, on dit souvent que les termes T ct U sont «les mémes» ou sont

« identiques ». De méme. lorsque T # U cst vraic dans 7, on dit que T et U sont
« distincts » au lieu de dire que T est différent de U,

2. Propriétés de I’égalité

Nous ne considérerons plus désormais que des théories égalitaires, Soit .7 une
telle théorie. Soit -7 la théorie dont les signes sont ceux de 7, et dont les axiomes
-ont fournis par les seuls schémas S1 & S7. La théorie .7, est moins forte que .7~

I, p. 24) ct ne possede pas de constantes. Les trois théorémes qui suivent sont des
théorémes de 7.

THEOREME |. — x = x.
Désignons par 8 la relation ¥ = » de 7. D’aprés C27 (I, p. 32), pour toute
relation R de 7, (Va)(R -+ R) est un théoréme de .7, donc, d’aprés S7,
T. ' R) = 7, (R), cest-a-dire {z (R) | x)S, est un théoréme de 75. En prenant
nour R la relation « non §», ct tenant compte de C26 (I, p. 32), on voit que
7x)8 est un théoréme de -7, D’aprés C30 (I, p. 34), S cst donc un théoréme
de S,
La relation (Va)(x = x) est aussi un théoreme de F5; et s1 T est une terme de Jp,
T = T est un théortme de Z5 (cf. I, p. 34). 11 est possible de transformer de la
méme facon les théorémes ultérieurs en des théorémes ot ne figure aucune lettre, ou
en des eritéres métamathématiques. Nous ne ferons plus désormais ces transformations
mais nous les utiliserons souvent implicitement,

TuiorkME 2. — (x = ¢) <= (y = x).
Supposons que la relation x = y soit vraie. D’aprés 56, la relation
(x=9) = ({9 =0 =yl =),
c’est-a~dire (x = y) = ((x = x) <= (y = x)) est vraie. Donc (x = 1) < (y = «)
est vraie. En vertu du théoréme 1, y = x est vraie, ce qui établit le théoréme.
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THEOREME 3. — ((x =y) et (y = 2)) = (x = 2).

Adjoignons les hypotheses x = y,y = z aux axiomes de .7,. D’aprés 56, la
relation (x = y) = ((x = z) < (y = z)) est vraie. Donc (x = 2) < (y = 2), et
par suite x = z, sont vraies, ce qui établit le théoréme.

C44. Soient x une lettre, T, U, Vix des termes de 7. La relation
(T = U) = (ViT{ = ViUj)
est un théoréme de 7.

En effet, soient y et z deux lettres distinctes entre elles, distinctes de ¥ et des
lettres qui figurent dans T, U, V. Adjoignons ’hypothése y = z. Alors, d’apres
S6,

(v | 2)(Viyl = Viz])) = (Viyt = Vig)
cest-a-dire (Viy} = Viy}) < (Viyt = Vizf) est vraie. Or, Viyf = Viy} est
vraie d’apres le th. 1. Donc Viy{ = Viz{ est vraie. De tout ceci résulte que

(y = 2) = (Viy{ = Viz{) est un théoréme de 7, soit A. Or, (T | y)(U|2)A
n’est autre que (T = U) = (V{T{ = V{Uj).

On dit qu’une relation de la forme T = U, ou T et U sont des termes de .7 .
est une équation; une solution (dans .7) de la relation T = U, considérée comme
équation en une lettre x, estdonc (I, p. 22) un terme ¥V de 7 tel que T{V§ = UiV
soit un théoreme de 7

Soient T et U deux termes de 7, ¥, ¥,, ..., ¥, les lettres figurant dans T et
non dans U. Si la relation (3x,)...(3%,)(T = U) est un théoréeme de .7, on dit
que U se met sous la forme T (dans 7). Soient R une relation de 7, y une lettre.
Soit ¥ une solution (dans 7) de R, considéréc comme relation en y. Si toute
solution (dans .7') de R, considérée comme relation en y, peut se mettre sous la
forme V, on dit que V est solution compléte (ou solution générale) de R (dans 7).

3. Relations fonctionnelles

Solent R un assemblage, & une lettre. Solent y, z des lettres distinctes entre elles,
distinctes de ¥ et ne figurant pas dans R. Soient y’, 2’ deux autres lettres ayant les
mémes propriétés. En vertu de GS8, CS9 (I, p. 32), CS2, GS5 (I, p. 17), CS6
(I, p. 29), les assemblages
(W) (v2)(((y [ $)R et (z | )R) = (y = 7))
et
(Vy)Y(VE ) (((y' | *)Ret (2 | ¥)R) = (¥ = 2'))

sont identiques. Si R est une relation de .7, I’ assemblage ainsi défini est une rela-
tion de .7 qui se désigne par «il existe au plus un & tel que R »; la lettre ¥ n’y
figure pas. Lorsque cette relation est un théoreme de .7, on dit que R est univoque en
x dans 7. Pour prouver que R est univoque en ¥dans .7, 1l sufﬁt de prouvery = z
dans la théorie déduite de J par adjonction des axiomes (y | )R et (z | ¥)R,
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¥ et 2 étant des lettres distinctes entre elles, distinctes de #, ne figurant ni dans R,
ni dans les axiomes explicites de 7.

C45. Soient R une relation de T, et x une lettre qui n’est pas une constante de 7. Si R
25t uniwoque en x dans 7, R = (x = 7,(R)) est un théoréme de T . Réciproquement, s,
sour un terme T de T ne contenant pas ¥, R = (x = T) est un théoréme de 7, R est
univoque en x dans 7.

Supposons que R soit univoque en ¥ dans 7, et prouvonsque R = (¥ = 7,(R))
est un théoréme de 7. Adjoignons I’hypothése R. Alors, (7,(R) | ¥)R est vraie
d’apres S5, donc « R ct (v,(R) | #)R » est vraie, Or, comme R est univoque en ¥,

(Ret (74(R) | #)R) = (x = T,(R))

est un théoreme de .7~ d’apres C30 (I, p. 34). Donc ¥ = t,(R) est vraie.
Réciproquement, supposons que R = (¥ = T) soit un théoréme de 7. Soient
v, Z des lettres distinctes entre elles et distinctes de ¥, ne figurant ni dans R, ni dans
les axiomes explicites de . Comme ¥ n’est pas une constante de .7~ et ne figure
nas dans T, les relations (y | #)R = (y = T) et (z|%)R = (z = T) sont des
ihéorémes de .7, Adjoignons les hypotheses (y | )R et (z | ¥)R. Alorsy = T et
= T sont vrales, donc y = % est vraie,

Soit R unc reclation de .7, La relation
« (3%)R ct il existe au plus un x tel que R »

se désigne par « il existe un ¥ et un seul tel que R». Si cette relation est un
théoréme de .77, on dit que R cst une relation fonctionnelle en % dans .

C46. Soient R une relation de T, et x une lettre qui n’est pas une constante de 7. S R
25t fonctionnelle en x dans T, R <> (x = 7, (R)) est un théoréme de T . Réciproquement,
:1, pour un terme T de T ne contenant pas %, R <> (x = T) est un théoréme de 7, R est
onctionnelle en x dans T,

Supposons que R soit fonctionnelle en ¥ dans .7, Alors, R = (¥ = 7,(R)) est
un théoréme de .77 d’aprés C45. D’autre part, (3x) R est un théoréeme de 7.
Daprés 86, la relation

(¥ = 7(R)) = (R < (Ix)R)

est un théoreme de 7. Si nous adjoignons ’hypothése ¥ = 7, (R), on voit que R
est vraie. Donc (¥ = 7,(R)) = R est un théoréme de .7

Réciproquement, si R <= (» = T} est un théoréme de .7, R est univoque en
v dans .7 d’aprés C45. En outre, (T | )R < (T = T) est un théoréme de .7,
donc (T | x}R, et par suite (3x) R, sont des théorémes de 7.

Lorsqu’une relation R est fonctionnelle en x dans 7, R est donc équivalente
a la relation, souvent plus maniable, ¥ = 7,(R). Aussi 1ntrodu1t-on généralement
un symbole abréviateur X pour représenter le terme T,(R). Un tel symbole
s'appelle symbole fonctionnel dans 7
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Intuitivement, % représente Pobjet unique qui posséde la propriété définie par R.
* Par exemple, daus une théorie o «y est un nombre réel >0 » est un théoréme, la
relation « x est nn nombre réel =0 et y = x2» est fonctionnelle en x. On prend

comme symbole fonctionnel correspondant \ y ou y'%.

C47. Soient x une lettre qui n’est pas une constante de T, Rixt et Six{ deux relations
de T . Si Rix{ est fonctionnelle en x dans .7, la relation Siv (R)} est équivalente a
(3x) (Rixt et Sixd).

En cffet, il résulte de C46 ct C43 que (Rix{ ct Siaf) est équivalente a
(Rix{ et Str.(R){); comme Str,(R){ ne contient pas x, (3x)(Rixf et S{r,(R){)est
équivalente a

Sy, (R): et (3%)R

d’aprés C33 (I, p. 35); on conclut en remarquant que (3x) R cst vrae, puisque R
est fonctionnelle en .

APPENDICE
CARACTERISATION DES TERMES ET DES RELATIONS

La métamathématique, lorsqu’elle dépasse le niveau trés élémentaire du présent
chapitre, utilise largement les résultats de la mathématique; nous ’avons signalé
dans I'Introduction. Le but de cet Appendice est de donner un exemple simple
de ce genre de raisonnements. Nous commencerons par établir certains résultats
qui se rattachent a la théorie mathématique des monoides libres (A, 1, § 7, n° 2);
nous en ferons cnsuite I’ ¢ application » métamathématique a la caractérisation
des termes et relations d’une théorie.

1. Signes et mots

* Soit S un cnsemble non vide, dont les élements seront appelés signes dans ce qui
suit {cette terminologic étant appropriéc a 'application métamathématique que
nous avons cn vue). Soit Ly(S) le monoide libre construit sur S (A, I,§ 7, n® 2)
dont les ¢él¢ments (appelés mots) sont identifiés aux suites finies 4 = (5)o<i<n
d’éléments de S; nous noterons multiplicativement la loi de composition dans
Lo(S), AB étant donc la suite obtenue par juxtaposition de 4 et de B. Le mot
vide @ est élément neutre de Ly(S). Rappelons que la Jongueur [(A4) d’un mot
A e Ly(S) est le nombre d’¢léments de la suite 4; on a [(AB) = [(A4) + [(B);
les mots de longueur 1 sont les signes. Nous désignerons par L(S) 'ensemble des
mots non vides de Ly (S).

Supposons cn outre donnée une application s > n(s) de S dans I’ensemble N
des entiers > 0; pour tout mot non vide 4 = (5)g<;<x de L(S), on pose n(4) =
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K

z n(s;), et n(@) = 0; on dit que n(A4) est le poids de 4. On a évidemment
=0

n'AB) = n(4) + n(B).

Si 4 = A'BA”, on dit que le mot B est un segment de A (segment propre si en
outre B # A). Si A’ (resp. A”) est vide, on dit que B est un segment initial (resp.
nal) de A. Sil(A") = k, on dit que B commence a la (£ + 1)-¢me place.

Si1 4 = BCDEF (ou les mots B, C, D, E, FF peuvent étre vides), on dit que les
segments C' et E de A sont disjoints.

2. Mots significatifs

Nous appellerons suite significative toutc suite (4;); <<, de mots de Ly(S) qui
possede la propriété suivante: pour chaque mot 4; de la suite, une des deux
conditions suivantes est vérifiée:

1° A4; est un signe de poids 0.

2° Il existe p mots 4, 4;,, ..., 4, de la suite, d’indices <1, et un signe f de
poids p, tels que A; = fA, 4,,. .. 4,

On appelle mots significatifs les mots qui figurent dans les suites significatives.
On a immédiatement le résultat suivant:

ProposiTioN 1. — 8i A, As, .. ., A, sont p mots significatifs et f un signe de poids p,
le mot fA1Ay. . . A, est significatif.

3. Caractérisation des mots significatifs

Un mot A € Ly(S) est dit dquilibré s’1l possede les deux propriétés suivantes:
1° [(A) = n(4) + 1 (ce qui implique que 4 n’est pas vide).
2° Pour tout segment initial propre B de 4, on a [(B) < n(B).

PROPOSITION 2. — Pour qu’un mot soit significatif, il faut et il suffit qu’il soit équilibré.

En effet, soit 4 un mot significatif, figurant dans une suite significative
Ay, Agy . . ., A, ; nous allons montrer, par récurrence sur £, que chacun de ces 4, est
équilibré. Supposons ceci établi pour les 4, d’indice j < £, et prouvons-le pour
Ag. Si A, est un signe de poids O (ce qui est la seule hypothése -possible pour
k = 1), A, est équilibré puisque [/ (4,) = letn(4,) = 0. Sinon, 4, = fB,B,...B,
o f est un signe de poids p, et les B; sont de la forme 4, , avec i; < £, donc sont
des mots équilibrés par hypothese. On a

H{A) =1+ {(By) +1I(By) + - + [(B)
=1+ (nBy) + 1)+ (nBy) + 1)+ + (n(B,) + 1)
=1+p+nB) +nBy) + -+ nB,) =1+ n(d)

Soit d’autre part C un segment initial propre de 4,, et soit ¢ le plus grand des
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entiers m < p tels que B, soit un segment de C; on a donc C = fB;B,...B
ou D est un segment initial propre de B,, ;. Donc

C)=1+1(By) + -+ [(By) + (D)

1+ (nB) +1)+---+ (n(By) + 1) + n(D)
p + n(By) + -+ n(B,) + n(D) = n(C).
Donc A, est équilibré.

Pour prouver que, réciproquement, tout mot équilibré cst significatif, nous
avons besoin des deux lemmes suivants:

D,

q

AN

Lemme 1. — Soit A un mot équilibré. Pour tout entier k tel que O < k < [(A), il existe
un segment équilibré S de A et un seul qui commence @ la (k + 1)-éme place.

L’unicité de § résulte aussitot de la remarque suivante: si 7" est un mot
équilibré, aucun segment initial propre de 7" n’est équilibré par définition.
Prouvons Pexistence de . Posons 4 = BC ot [(B) = k. Pour tout ¢ tel que
0 <i < g=1(C),soit C le segment initial de € de longueur i. Comme B est un
segment initial propre de 4, on a

I(C) =1(A) = I(B) 2 n(4) + 1 —n(B) = n(C) + 1.
D’autre part, on a 0 = [(Cy) < n(C,y) = 0. Soit ¢ le plus grand des entiers
J < q tels que [(Cy) < n(Cy) pour 0 < h<y; on a donc /{(C) < n(C) ct
[{Ci;1) = n(Cy,,) + 1. Montrons que C; ; est ¢quilibré. La condition relative aux
segments initiaux propres est vérifiée en raison de la définition de i. D’autre part,
on a
n(Civ1) + 1 <U(Ciyy) = UC) + 1 <n(Cy) + 1 < n(Ciyy) + 1

donc [(Ci,,) = n(C;,,) + 1, ce qui acheve la démonstration.

Lemme 2. — Tout mot équilibré A peut se meltre sous la forme A = fA A,...A,, o les
A, sont équilibrés et o n( f) = p.

En effet, soit f le signe initial de 4. D’aprés le lemme 1, 4 peut s’écrire
fA145. .. A, ol les A, sont équilibrés: il suffit de définir par récurrence 4; comme
étant le segment équilibré de A commengant a la k(i)-eme place, ol k(i) =
2 + Z [(A,). On a en outre

J<1

1+ 1(4) + -+ [{4) =1(4) =n(4) + 1
= n(f) + n(d,) + + n{d,) + 1
=n(f) + (({(4) - 1) + + (4,) -1 +1

d’ott n( f) = p.
Ces lemmes étant établis, on voit aussitot, par récurrence sur la longueur de
4, que tout mot équilibré A est significatif, en raison du lemme 2 et de la prop. 1.

CorOLLAIRE 1. — Soit A un mot significatif. Pour tout entier k tel que 0 < k < [(4),
il existe un segment significatif de A et un seul qui commence @ la (k + 1)-éme place.
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CoROLLAIRE 2. — Tout mot significatif A peut se mettre, d’une maniére et d’une seule,
sous la forme fA1Aq. . . Ay, ot les Ay sont significatifs et o n(f) = p.y

4. Application aux assemblages d’une théorie mathématique

Supposons que Pensemble S soit I’ensemble des signes d’une théorie mathé-
matique .7 . Nous poserons n([[]) = 0, n(t) = n(7) =1, a(v) = 2, n(x) = 0
pour toute lettre ¥; enfin, pour tout signe spécifique s de .7, n(s) est le poids de s,
fixé par la donnée de 7.

Soit A un assemblage de .7. Nous désignerons par A* le mot obtenu en
effagant les liens de A, et nous dirons que A est dquilibré si A* est équilibré (dans
Lo(S)). Nous appellerons segment de A tout assemblage obtenu en munissant un
segment S de A* des liens qui, dans A, joignent deux signes de S.

CRiTERE 1. — 8 A est un terme ou une relation de T, A est équilibré.

Soit en effet A, A,, ..., A, une construction formative de .7~ ou figure A.
Raisonnant par récurrence, supposons démontré que les A; d’indice j < i sont
¢équilibrés, et prouvons que A, est équilibré. Cela s’établit comme dans la premiére
partie de la démonstration de la prop. 2, sauf lorsque A, est de la forme 7,(B),
avec B = Aj, j < i. Dans ce cas, soit C I’assemblage obtenu en remplagant «,
en chacune de ses occurrences dans B, par _|; le mot AF est identique a TC*;
or B* est équilibré, donc C* est équilibré (puisque #([]) = n{x) = 0); par suite
A} est équilibré,

Nous avons donc obtenu une condition nécessaire pour qu’un assemblage de
J soit un terme ou une relation. Cette condition, on va le voir, n’est pas suffisante.

Soit A un assemblage équilibré de .7. Si A commence par une lettre ou un [,
A se réduit nécessairement a ce signe initial (cor. 2 de la prop. 2). Dans tous les
autres cas, nous allons définir le ou les assemblages antécédents 4 A.

1° Si A commence par un -, ou un V, ou un signe spécifique, A* se met de
maniére unique sous la forme fB,B,...B,, f étant un signe de poids p > 1 et les
B; étant équilibrés (cor. 2 de la prop. 2). Nous appellerons assemblages antécé-
dents & A les segments A}, A,,..., A, de A qui correspondent aux segments
B, B, ..., B, de A*. En outre, nous dirons que A est parfaitement équilibré si A
est identique a fA,A,. .. A,, autrement dit si, dans A, aucun lien ne joint f 4 I'un
des B,, ou deux des B, distincts entre eux.

2° Si A commence par un v, A* est de la forme tB, B étant équilibré (cor. 2
de la prop. 2). Nous appellerons assemblage antécédent a A I’'un quelconque des
assemblages A; définis de la fagon suivante: on remplace les [} de B qui sont liés
dans A au v initial par une lettre ¥ distincte des autres lettres figurant dans B, et
on rétablit les liens qui joignent, dans A, deux signes de B. (Si, au lieu de ¥, on
substitue une lettre y qui ne figure pas non plus dans B, on obtient un assemblage
qui n’est autre que (y | ¥)A;.) En outre, nous dirons que A est-parfaitement
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dquilibré si A est identique & t,(A,), autrement dit si aucun lien ne joint le
initial & des signes de B autres que des [].
On peut alors énoncer le critére suivant:

CRITERE 2. — Soit A un assemblage équilibré de 7.

Pour que A soit un terme, il faut et il suffit que une des conditions suivantes soit
vérifide: 1) A se réduit d une lettre ; 2) A commence par un <, est parfaitement équilibré, et
les assemblages antécédents sont des relations (d’apres CF8, il suffit de vérifier qu’un
assemblage antécédent est une relation).

Pour que A soit une relation, il faut et il suffit que ['une des conditions suivantes soit
vérifide: 1) A commence par un v ou un 1, est parfaitement équilibré, et les assemblages
antécédents sont des relations; 2) A commence par un signe spécifique, est parfaitement
dquilibré, et les assemblages antécédents sont des termes.

Les conditions sont suffisantes d’aprés les critéres CF1 a CF4 (I, p. 19).
Montrons qu’elles sont nécessaires. Si A est une relation, on a vu (I, p. 19) que
A commence par un V, ou un -1, ou un signe spécifique. On raisonne de fagon
analogue dans les trois cas. Si par exemple A commence par un v, A est de la
forme v BC, ou B et C sont des relations, de sorte que B, C sont les assemblages
antécédents 2 A; A est donc parfaitement équilibré. Si A est un terme, ou bien il
se réduit a une lettre, ou bien il commence par un <. Si A commence par un =, la
définition d’une construction formative prouve que A est de la forme 7,(B), out
B est une relation et ¥ une lettre, de sorte qu’on peut prendre B pour assemblage
antécédent a A et que A cst parfaitement équilibré.

Lorsqu’on veut savoir si un assemblage donné A (non réduit a une lettre) est une
relation (resp. un terme) de 7, on vérifie d’abord que A est équilibré, et qu’il com-
mence par un Vv, un 7 ou un signe spécifique (resp. un t). On forme le ou les assem-
blages antécédents, et on vérifie s’il y a lieu que A est parfaitement équilibré, Ceci
fait, on est ramené & un probléme analogue, mais concernant des assemblages plus

courts, De proche en proche, on est ramené a des assemblages dont chacun est réduit
a un signe, pour lesquels la solution est immédiate.

Remarque—Sauf pour certaines théories mathématiques particuliérement pauvres en
axiomes (I, p. 50, exerc. 7), on ne dispose pas, en général, d’un procédé du type précé-
dent, permettant de savoir si une relation donnée R d’une théorie J est un théoréme
de 7.



Exercices

§1
1) Soit & une théorie sans signe spécifique. Aucun assemblage de 7™ n’est une relation. Les
seuls assemblages de 7 qui soient des termes sont les assemblages réduits a une lettre.

2) Soit A un terme ou une relation d’une théorie 7. Montrer que dans A, chaque signe 7,
s'il y en a, est 1ié & un seul signe 7, siwué a sa gauche. Montver que dans A, chaque signe T,
s'il y en a, cst, ou bien non lié, ou bien li€ & certains signes [] situés 2 sa droite. Aucun autre
signe figurant dans A n’est lié.

3; Soit A un terme ou unc relation d’unc théorie 7. Montrer que dans A, chaque signe
spécifique, 8’1l v en a, est suivi par un [J, ou par un 1. ou par une lcttre.

4, Soient A un terme ou une relation d’une théorie 7, B un assemblage de 9. Montrer que
AB n’est ni un terme, ni une relation de J. (Raisonner par récurrence sur le nombre de
signes de A.)

5) Soient A un asscmblage d’wic théorie 7, £ une lettre, Si T5(A4) est un terme de 7, A est
une velation de .

5% Soicnt A et B des assemblages d’une théorie .77, Si A ¢t -~ AB sout des relations de &
B cst une relation de 7 {utiliser Pexercice 4).

§2

1. Sotent .7 une thiéorie, 4,, A,, ..., A, ses axiomes cxpliciles, a,, d,, . .., G, ses constantes.
ar Soit J la théorie dont les signes et les schémas sont ceux de .7, et dont les axiomes
cxplicites sont 4,. A, ..., A, 1. On dit que A, cst indépendant des autres axiomes de 7 st I
n’est pas équivalente 4 .77, Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suflit que A, ne soit pas un
théoréme de 77,

b) Soit 7 7 une théoric dont les signes ct les scliémas sont les mémes que ceux de 7. Soient
Ty, Ts..... T, des termes de I tels que (Ty | ay)(Ty | 84;... (T, | 6;)A, soit un théoréme
de I pouri = 1,2,...,n — l. et tels que non(T, | a1)(T2| az)...(Ty | @;) A, soit un
théoreme de 7 7. Alors A, est indépendant des autres axiomes de 7, ou .7 ” est contradictoire,

$3

1) Soient A, B, € des relations d’une théorie logique 7. Montrer que les relations suivantes
sont des théoremes de 7 :

A - (B = A)
(A= B) = ((B=>C)=(A=0C))
A = ((non A) = B)
(AonB) < ((A = B) = B)
(A< B) < ((A et B) ou ((non A) et (non B)))
non((non A) < B) = (A < B)
(4 = (Bou (non C))) <> ((C et A) = B)
(A= (BouG)) < (Bou (A = C))
5 B) = ((A = C) = (A = (BCtC)))
C) = ((B=C)= ((AouB) > C))
A= B)= ((AetC) = (Bet(C))
= B) = ((AouC) = (BouC)).

(A
(A

—~ ¥ U

b

(
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2) Soit A une relation d’une théorie logique . Si A <> (non A) est un théoréme de I, I
est contradictoire.

3) Sotent A,, A,, ..., A, des relations d’une théorie logique 7.

a) Pour démontrer la relation « A; ou A, ou ... ou A, » dans 7, il suffit de démontrer
A, dans la théorie obtenue ¢n adjoignant &  les axiomes non Ay, non Ag, ..., non A,_;.
0) S1«A; ou A; ou ... ou A, » est un théoreme de 7, et si on veut démontrer qu’une
rclation A de J est un théoréme de 7, il suffit de démontrer les théorémes A; = A,
Ay > A,..., A, = A.

4) Soicnt A et B des relations d’une théorie logique 7. Désignons par A | B la relation
« (non A) ou (non B) ». Prouver dans J les théorémes suivants:
(non A) < (A | A)
(AouB) < ((A|A)| (B]|B)
(AetB) = ((A| B) | (A ]| B))
(A= B)<« (A| (B|B))

5) Sotent J unc théoric logique, A,, Ag, ..., A, ses axiomes explicites. Pour que A, soit
indépendant des autres axiomes de 7 (I, p. 47, exerc. 1), il faut et 1l suffit que la théorie dont
les signes ct les schémas sont ccux de 7, et les axiomes explicites A, Ay, ..., A, _;, (non A,)
soit non contradictoire.

§4
Dans tous ces exercices, 7 désigne une théorie quantifiée.
1) Soient A ¢t B des relations de J, & une lettre ne figurant pas dans A. Alors
(V%) (A =+ B) <= (A = (¥x)B) cst un théoréme de 7.

2) Soient A et B des relations de 7, & une lettre distincte des constantes de J et ne figurant

pas dans A. Si B = A est un théortme de 7, ((3x)B) = A est un théoré¢me de .

3) Soient A une relation de 7, x et y des letires. Les relations (vx) (YY) A = (V%) ((x | ¥)A),
(Ax) ((x | »)A) ~ (Ix)(3y} A sont des théorémes de J .
4) Soicnt A et B des relations de 77, & une lettre. Montrer quc les relations
(V%) (A ou B) = ((¥x)A ou (Ix)B)
((Ax)A ct (Vx)B) > (Ix)(A et B)
sont des théoremes de 7.
3) Soient A et B des relations de 7, & ct y des lettres. Si x ne figure pas dans B et st ¥ ne
figure pas dans A,
(V%) (YY) (A et B) < {(¥x)A ct (V¥)B)
est un théoreme de 7.
6) Soient A et R des rclations de J7, & une lettre. Les relations
(3a%)R = (I%)R,  (¥¥)R = (YV4x)R
sont des théorémes de 7.
7) Soient A et R des relations de &, x une lettre distincte des constantes de 7. Si R = A est
un théoréme de 7, (%) R < (I4%) R est un théoréme de J. St (non R) = A est un théoréme

de 7, (V)R < (Yax)R est un théoréme de . En particulier, si A est un théoréeme de I,
(Ix)R < (J4x) R et (Vx)R < (Vax)R sont des théorémes de 7.

8) Soient A et R des relations de J, T un terme de 7, ¥ une lettre. Si (T | x)A est un
théoréeme de 7, (T | x)R = (J4x)R, et (Vax)R = (T | x) R sont des théorémes de 7.
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§5
Dans tous ces exercices, J désigne une théorie égalitaire.
La relation x = y est fonctionnelle en x dans 7.

- Soient Runerelation de 7, x et y des lettres distinctes, Alors les relations (Ix) (x = y et R),
v | )R sont équivalentes dans 7.

3 Soient R et S des relations de ', T un terme de J, x et y des lettres distinctes, On

suppose que y n’est pas une constante de 7 et que x ne figure pas dans T. Soit 7’ la théorie

cbtenue en adjoignant S aux axiomes de 7. Si R est fonctionnelle en x dans 77, et st
T | ¥)S est un théoréme de 7, alors la relation (T | )R est fonctionnelle en x dans 7,

1 Soient R et § des relations de 7, x une lettre qui n’est pas une constante de 7. St R est
fonctionnelle en x dans 7, etsi R <> S est un théoré¢me de 7, § est fonctionnelle en x dans .

3 Soient R, S, T des relations de 77, x une lettre. St R est fonctionnelle en ¥ dans &, mon-
irer que les relations suivantes sont des théoremes de 7 :

(non (Ix) (R et §)) <= (Ix)(R et (non §))
(Ax)(Ret (Set T)) < ((Ax)(Ret S) et (Ax)(Ret T))
(Ax)(Ret (SouT)) <« ((Ix)(Ret S)ou Ax)(Ret T)).

o Montrer que dans 7, la régle (3x)R = R n’est pas un schéma. (Soient ¥, ¥ des lettres
distinctes, R une relation ou figurent x et y, A la relation (3x) R = R. Montrer que (y | x)A
ne peut étre de la forme (3;) R’ = R’), en utilisant l¢ cor. 2 de la prop. 2 de ’Appendice).

Montrer que dans 7, la régle (R < §) -+ (1x(R) = 7+(5)) n’cst pas un schéma (méme
méthode que dans ’exerc. 6).

Appendice

Soient S un ensemble de signes, 4 un mot de Ly(S), B et C deux segments significatifs de
A, Alors, ou bien B est un segment de C, ou bien C est un segment de B, ou bien B et C sont
disjoints.

2 Soient S un ensemble de signes, 4 un mot significatif de Ly(S), qui se met sous la forme
A’BA”, ol B est significatif. Soit C un mot significatif; alors le mot A’CA” est significatif
utiliser ’exerc. 1).

5 Soient E un ensemble, f une application de E x E dans E (« lo1 de composition », cf. A, I,
3 1,n° 1). Soit S un ensemble de signes somme de F et d’un ensemble réduit a I’élément f; on
pose n( f) = 2, n(x) = 0 pour tout x e E,

= Soit M I'ensemble des mots significatifs de L,(S); montrer qu’il existe une application et
une seule v de M dans E satisfaisant aux conditions suivantes: 1) #(x) = x pour tout x € E;
2. st A et B sont deux mots significatifs, v( fAB) = f(e(4), ¢(B)).

5 Pour tout mot 4 = (5)o<i<n de Lo(S), soit 4* le mot (s,), ou les i, sont les indices ¢ tels
que § # f, rangés par ordre croissant. Deux mots 4, B de Ly(S) sont dits semblables si
4* = B* Montrer que, silaloi de composition fest associative (C’est-a-dire si f{ f(x,y), z) =
7y fy, 2))). on a v(d4) = ¢(B) pour deux mots significatifs semblables (« théoréme
général d’associativité »), (Un mot sigmficatif 4 = (5)¢<;<2, €st dit normal s1 s, = f pour
i=0,2,4,...,2n — 2, 5; # f pour les autres indices. Montrer que tout mot significatif 4
est semblable & un mot normal et un seul 4’, et prouver que 2(4) = v(d4’) par récurrence sur
la longueur de 4.)

€ 4) Soit A un terme ou une relation d’une théorie J . Considérons la suite d’assemblages
définie de la fagon suivante. On écrit d’abord Aj si A se réduit a une lettre, la construction
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est terminée. Sinon, on écrit le ou les assemblages antécédents &4 A (st A commence par un T,
on choisit arbitrairement un des assemblages antécédents). Puis on écrit, 5’il y a lieu, le ou les
assemblages antécédents a4 ceux des assemblages précédents qui ne sont pas réduits a des
lettres. Etc.

a) Sion renverse ordie de cette suite d’assemblages, on obtient une construction formative.
b) Soit B un segment de A, équilibré et tel qu’aucun signe de B ne soit lié dans A 4 un signe
extérieur & B. Montrer ¢ue B est un terme ou une relation (utiliser a) et Pexerc. 1).

¢) On remplace B dans A par un terme (resp. une relation} si B est ult terme (resp. une
relation). Montrer que 'assemblage obtenu est un terme st A est un terme, une relation st A
est une relation.

5) Soient A un assemblage d’unc théorie J, T un terme de Z, x une lettre. Si (T | x)A
est un terme (resp. une relation), A est un terme (resp. une relation). (Utliser 'exerc. 4.)

6) Une relation d’une théorie 7~ est dite logiguement irréductible st elle commence par un signe
spécifique. Soient Ry, R,, ..., R, des relations logiquement irréductibles distinctes de 7,
On appelle construction logique de base Ry, R;, ..., R, toute suite A,, A,, ..., A, d’assem-
blages de J tels que, pour chaque A;, I'une des conditions suivantes soit vérifiée: 1° A, est
Pune des rclations Ry, Ry, ..., R,; 291l existe un assemblage A; précédant A, tel que A, soit
-A,; 3° 1l existe deux assemblages A; ct A, précédant A, tels que A4, soit v A;A;.

a) Montrer que les assemblages d’une construction logique de base Ry, R, ..., R, sont des
relations de 7. On appelle rclation logiquement construite sur Ry, R, ..., R, une relation qui
figure dans une construction logique de base Ry, Ry, ..., R,.

b) St R et S sont logiquement construites sur Ry, R,,. .., R, il ¢n est de méme de R,
VRS, ==RS, «Ret S» RS,

¢) Soit R une relation de 7. On considére la suite des relations définie de la fagon suivante.
On écrit d’abord R; st R est logiquement irréductible, la construction est terminée, Sinon,
on écrit le ou les assemblages antécédents 4 R (qut sont des relations bien détermnées). Puis
on écrit, 8’1l v a lieu, le ou les asscmblages antécédents a ceux des assemblages précédents qui
ne sont pas logiquement irréductibies. Etc, Soient Ry, Ry, ..., R, les relations logiquement
irréductibles distinctes que fonrnit cette construction: on les appelle les composantes logiques
de R. Montrer que R est logiquemnent construite sur ses composantes logiques, mais que, st on
ote de la suite Ry, Ry, ..., R, unc relation, R n’est pas logiqquement construtte sur les rela-
tions restantes,

d) Soient R une relation, Ry, R, ..., R, des relations logiquement irréductibles distinctes
telles que: 1° R est logignement construite sur Ry, R,, .. ., R,,: 2°si on 6te une relation de la
suite Ry, R,, ..., R,, R n’est pas logiquement construite sur les relations restantes, Montrer
que Ry, Ry, ..., R, sont les composantes logiques de R,

4 7) Soient Ry, R,,..., R, des rclations logiquement irréductibles distinctes (exerc, 6)
d’une théorie 7. Soit A,, A,,..., A, une construction logique de base R;, R;, ..., R,.
Supposons chaque R; affecté de I'un des signes 0, 1. On affecte alors & chaque A, 'un des
signes 0, 1 par la régle suivante: 1° 81 A, est identique 2 R;, on affecte & A, le mémc signe
qu’a R;; 2951 A, est identique & 1A4;, A, précédant A,, on affecte & A, le signe 1 (resp. 0) st
A, est affecté du signe 0 (resp. 1); 3° si A, est identique & v A;A4,, on affecte & A; lesigne 1 st
A; et A, sont tous deux affectés du signe 1, le signe 0 dans les autres cas. (On dit qu’on
applique la «regle symbolique» suivante: 10 = 1, =1 =0, vil =1, v10 = v0Il =
v 00 =0)

a) Montrer qu’il n’y a qu’une seule maniére d’attribuer un signe & chaque A;, conformément
4 la régle précédente.

b) Si R est logiquement construite sur Ry, R, ..., R, lcsigne affecté & R ne dépend que de
la construction logique de base Ry, R,, ..., R, ou figure R.

¢) St R et § sont logiquement construites sur Ry, Ry, ..., R, et si les signes affectés & R et
= RS sont 0, le signe affecté a § est 0.

d) Supposons désormais que les axiomes de J~ soient fournis par les seuls schémas S1 a S4.
Soit R un théoréme de 7, Ry, Ry, ..., R, ses composantes logiques. Montrer que, quelle
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que soit la maniére d’affecter 'un des signes 0 ou 1 3 Ry, R,, ..., R, le signe correspondant
affecté a4 R est 0 (établir d’abord cecit quand R est un axiome de & ; dans le cas général,
considérer une démonstration de R, et appliquer c)).

¢ Soit R une relation logiquiement irréductible de 7. Montrer que ni R, ni « non R» ne
sont des théorémes de . En particulier, J est non contradictoire (utiliser 4)).

< Solent Ry, R, ..., R, des relations logiquement irréductibles distinctes de 7. On

considére toutes les relations de la forme « R] ou Rj ou ... ou Ry, », ol, pour chaque i, R est
I'une des deux relations R;, «non R;» Soient 8, 8, ..., 8, ces relations. Soient
T,. T, ..., T, les relations de la forme « §; et S, et ... et 8§ » ol iy, 1 ..., 4 est une

suite strictement croissante quelconque d’indices. Soit enfin T la relation « R, ou (non Ry) »
qui est un théoréme de . Montrer que toute relation logiquement construite sur
R,. R,,..., R, est équivalente dans J a une et une seule des relations Ty, Ty, ..., T,.
Démontrer d’abord que chaque relation R; est équivalente dans 4 a PPune des relations
To. Ty, ..., Ty; 1 R est logiquement construite sur Ry, Ry, ..., R, raisonner de proche en
proche sur une construction logique de base R, Ry, ..., R, contenant R; pour Iunicité,
utiliser 4).)
¢ Solent R une relation de 7, Ry, Ry, ..., R, ses composantes logiques. Pour que R soit un
théoreme de 77, il faut et il suffit que, pour toute maniére d’affecter 'un des signes O ou 1 &
Ry, R,, ..., R,, le signe correspondant aflecté & R soit 0.

¢ 8) Sotent R,, Ry, ..., R, decs relations logiquement irréductibles d’une théorie 7
exerc. 6). Affectons a chacune des R, I'un des signes 0, 1, 2. A toute relation d’une construc-
aen logique de base Ry, Ry, ..., R, on affecte alors I'un des signes 0, 1, 2 par la regle
ssmbolique (exerc. 7) suivante:

-0 = 1, a1l =0, a2 =2

v00 = vO0l = v02 = v
vIl =1, vI12 = v21 = 2.
Si R cst logiquemertt construite sur Ry, R, ..., R, le signc ainsi aflecté & R est indé-
r endant de la construction logique de base Ry, R;, .. .. R, ol figure R.

= Supposons que les axiomes de 7~ soicut fournis par les sculs schémas S2, S3, S4. Soit R un
inéoreme de . Montrer que, quelle que soit la mamere d’affecter 'un des signes 0, 1, 2
aux composantes logiques de R. lc signe correspondant affecté a R est 0. Par contre, si S est
‘ogiquement irrédnctible et affectée du signe 2, le signe affecté a (8 oun §) = § est 2. En
déduire que J est non équivalente a la théorie ayant mémes signes que &, et dont les
axiomes sont fournis par les schémas S1, S2, 83, S4.

¢ Ltablir un résultat analogue pour des théories basées sur les sculs schémas S1, S3, $4,
ou sur les seuls schiémas S1, S2, S4. (On utilisera respectivement les régles suivantes:

-0 =1, 2l =0, a2 =2, v00 = v0l = vIi0o= v02 = v20 =0,
vi1l =1, vi2 = v2l =1, v22 =1,
=0 =1, Al = 2, a2 =0,
v00 = v0l = v10= v02 = v20 = v2] =0,
vil = vi12 =1, v22 =2
d) Etablir un résultat analogue pour une théorie basée sur les seuls schémas S1, $2, S3.
On utilisera quatre signes 0, 1, 2, 3, et la regle suivante:
-0 =1, -1 =0, a2 =3, a3 =0,
v00 = v0l = v10 = v02 = v20 = v03 = v30 = v23 = v32 =0,
vIil =1, v12 = v2l = v22 = 2, v13 = v3l = v33=3)



CHAPITRE 11

Théorie des ensembles

§ 1. RELATIONS COLLECTIVISANTES

1. La théorie des ensembles

La théorie des ensembles est une théoric dans laquelle figurent les signes spécifiques
=, €, de poids 2; elle comporte, outre les schémas Sl 4 57, donnés au chap. I, le
schéma S8 qui sera introduit au n® 6 (I, p. 4), et les axiomes explicites Al
(I1, p. 2), A2 (I1, p. 4), A3 (II, p. 30), et A4 (III, p. 45). Ces axiomes explicites
ne contiennent pas de lettres; autrement dit, la théorie des ensembles est une
théorie sans constantes.

Puisque la théorie des ensembles est un théorie égalitaire, les résultats du
chap. I lui sont applicables.

Désormais, et sauf mention expresse du contraire, nous raisonnerons toujours
dans une théorie plus forte (I, p. 24) que la théorie des ensembles; quand la
théorie n’est pas mentionnée explicitement, c’est de la théorie des ensembles qu’il
s’agit. Il sera évident dans bien des cas qu’une telle hypothése n’est pas nécessaire,
et le lecteur déterminera sans peine dans quelle théorie moins forte que la théorie
des ensembles les résultats énoncés sont valables.

Si T et U sont des termes, ’assemblage € TU est unc relation (dite relation
d’appartenance) que nous noterons pratiquement de I’'une quelconque des maniéres
suivantes: T e U, (T) € (U), « T appartient a U», « T est élément de U». La
relation «non(T € U) » se note T ¢ U.

Du point de vue « naif », beaucoup d’étres mathématiques peuvent étre considérés
comme des collections ou « ensembles » d’objets. Nous ne chercherons pas a formaliser
cette notion, et dans I'interprétation formaliste de ce qui suit, le mot « ensemble » doit
étre considéré comme strictement synonyme de « terme »; en particulier, des phrases
telles que « soit X un ensemble » sont, en principe, totalement superflues, puisque

toute lettre est un terme; de telles phrases ne sont introduites que pour faciliter
Pinterprétation intuitive du texte,
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2. L’inclusion

DEFINITION 1. — La relation désignée par (V2)((z€x) = (z€y)) dans laquelle ne
Jigurent que les letires x et y, se note de Pune quelconque des maniéres suivantes: x < y,y > x,
« X est contenu dans y », « y contient X », « x est une partie de y », « x est un sous-ensemble de
y ». La relation non(x < y) se note x & y ouy P x.

Conformément aux usages signalés dans I, p. 16, cette définition entraine la
convention métamathématique suivante: soient T et U des assemblages; si, dans
I’assemblage ¥ < y, on substitue simultanément T 4 x et U 4 y, on obtient un
assemblage qui sera désigné par T < U; si on désigne par x, y des lettres quel-
conques distinctes de x ct de y, distinctes entre elles, et ne figurant ni dans T, ni
dans U, Passemblage T < U estdoncidentiquea (T |#)(U|y) (x| x)(y |y)(x < y),
donc, d’apres CS8, CS9 (I, p. 32) et CS5 (I, p. 17), & (V2)((2e T) = (z€ U)),
a condition quc z soit une lettre ne figurant ni dans T, ni dans U.

Désormais, quand on posera une définition mathématique, on ne signalera plus la
convention métamathématique qui en résulte.

CS12. Sozent T, U, V des assemblages, et x une letire. L'assemblage (V | x)(T < U)
est identique ¢ (V | x)T < (V| #)U.
Ceci résulte aussitot de CS9 (I, p. 32) et CS5 (I, p. 17).

CF13. 81 T et U sont des termes, T < U est une relation.
Ceci résulte aussitot de CF8 (I, p. 20).

Toute relation de la forme T < U (ou T et U sont des termes) est dite relation
d’inclusion.

Désormais, nous n’expliciterons plus les critéres de substitution et les critéres
formatifs qui devraient suivre les définitions. On notera cependant que ces critéres
seront souvent utilisés implicitement dans les démonstrations.

Pour démontrer dans une théorie .7 la relation x < g, il suffit, d’apres G27
(I, p- 32), de démontrer z €y dans la théorie obtenue en adjoignant z € x aux
axiomes de 7, ¥ ¢tant une lettre distincte de &, de y et des constantes de la théorie.
En pratique on dit: «soit z un ¢lément de x »; et on cherche a démontrer z ey.

ProrosiTiON 1. — x < .
Cette proposition est immédiate.
On dit que x cst la partie pleine de x.
ProPOSITION 2. — (x S yety < z) = (x < 2).
Adjoignons les hypothéses ¥ < g,y = z et u € x. Alors les relations

(uex) > (uey), (uey) = (uez)

sont vraies, donc la relation u € z est vraie.
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3. L’axiome d’extensionalité

On appelle axiome d’extensionalité ’axiome suivant:
Al (Vx)(Vy) ((x = yety < x) = (x = 7).
Intuitivement, cet axiome exprime que deux ensembles ayant les mémes éléments
sont égaux.
Pour démontrer x = y, 1l suffit donc de démontrer ey dans la théorie
obtenue en adjoignant I’hypothése z € x, et 2€x dans la théoric obtenue en
adjoignant ’hypothésc z € y, z ¢tant une lettre distincte de x, de y et des constantes.

C48. Soient R une relation, x une lettre, y une lettre distincte de % et ne figurant pasdans
R. La relation (Vx)((x € ¥) < R) est univoque en y.

En effet, soit z une lettre distincte de & ct ne figurant pas dans R. Adjoignons
les hypotheses (Va)((¥ €y) <= R) et (Vx)((x € 2) <> R). Alors, on a successive-
ment les théorémes

(V¥)(((xey) = R)et((xez) = R)),  (Va)((xey) « (x¥€3)),
y<S2,3<y.
D’apres Al, on a y = z. Ceci ¢tablit G48.

4. Relations collectivisantes

Soient R une relation, & unc lettre. St y et y’ désignent des lettres distinctes de & et
ne figurant pas dans R, les relations (3y) (Vx) ((x € y) <= R) ct 3y’ )(Vx)((x€y’) <= R)
sont identiques d’aprés CS8 (I, p. 32). La relation ainsi définie (qui ne con-
tient pas x) se désigne par Coll,R.

Lorsque Coll,R est un théoréme d’une théorie .7, on dit que R est collec-
tivisante en ¥ dans .7 . S’1l en est ainsi, on peut introduire une constante auxiliaire a,
distincte de ¥, des constantes de 4, et ne figurant pas dans R, avec 'axiome
introducteur (V&)((x € a) <> R), ou, ce qui revient au méme st ¥ n’est pas une
constante de 7, (¥ €a) < R.

Intuitivement, dire que R est collectivisante en &, c’cst dire qu’il existe un eu-
semble a tcl que les objcts & possédant la propriété R soient précisément les éléments
de a.

Exemples

1) La relation x € y est évidemment collectivisante cn x.

2) Larelation x ¢ x n’est pas collectivisante en x; autrement dit, (non Coll, (x ¢ x))
est un théoréme. Raisonnons par I’absurde en supposant x ¢ x collectivisante.
Soit @ une constante auxiliaire, distincte de x et des constantes de la théorie, avec
I'axiome introducteur (Vx){(x ¢ x) <> (x € a)). Alors, la relation (a ¢ a) < (a € a)
est vraie d’apres C30 (I, p. 34). La méthode de disjonction de cas (I, p. 28)
prouve d’abord que la relation @ ¢ a est vraie, puis que la relation a € a est vraie,
ce qui est absurde.

C49. Soient R une relation et x une lettre. St R est collectivisante en x, la relation
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(Vx)((x €y) < R), ou y est une lettre disiincte de % et ne figurant pas dans R, est_fonction-
nelle en y.
Ceci résulte aussitot de C48.

Trés {réquemment, dans la suite, on disposera d’un théoreme de la forme
Coll,R. On introduira alors, pour représenter le terme 7, (Va)((¥ €y) < R), qui
ne dépend pas du choix de la lettre y (distincte de » et ne figurant pas dans R) un
symbole fonctionnel; dans cc qui suit, nous utiliserons le symbole {x | R}; le
terme correspondant ne contient pas x. C’cst de ce terme qu’il s’agira quand on
parlera de « Censemble des x iels que R ». Par définition (I, p. 32) la relation
(Vx)((x € [ | R}) +> R} est identique a Coll,R; par suite la relation R est éguiva-
lente a x € {x | R}.

C50. Soient R, S deux relations et x wne letire. St R ¢t 8§ sont collectivisantes en %, la
relation (VX)(R = 8) est équivalente a {x | R} < {x | 8}, larelation (V&)(R <= S est
dquivalente ¢ {x | R} = {x | §).

Cecla résulte aussitot de la remarque qui précede, de la défl 1 etde axiome Al.

5. L’axiome de ’ensemble a deux éléments

A2, (Vx)(Vy)Coll.{z = xou 2 = y).

Cet axiome cxprime que, si v ct y sont des objets, 1l existe un enscuible dornt les
sculs éléments sont v et y.

DEFINITION 2. — Llensemble {z | z = x ow z =y}, dont les sculs éléments sont x et y,
se note {x,y}.

La relation z € {x, y} est donc ¢quivalente & « 2 = x ou z = y»; il résulte de
C50 que on a {y, 8} = {x,y}.

Soit Riz{ unc relation, & et ¥ des letires distinctes de 2. Des criteres €32, (533 (1,
p. 351 et C43 (1, p. 39) il résulte aisément que ta relation (323 ((z € {x. ¥1; et Rizf) est
équivalente 4 « Riaf ou Riyi»; on en déduit que la relation (Vz)((z € {», ¥}) = Riz})
ost équivalente & « Rixf ct Rivi».

L’ensemble {x, x}, qu’on désigne simplement par {x}, s’appelle lensemble dont
le seul élément est x (ou Lensemble réduit au seul ilément x); la rclation z e {x} est
équivalente & z = v; la relation x € X est équivalente a {x} = X.

6. Le schéma de sélection et réunion

On appelle schéma de sélection et réunion le schéma suivant:

S8. Soient R une relation, x et y des lettres distinctes, X et Y des lettres distinctes de %
et y et ne figurant pas dans R. La relation

(1) (EX)(V)(R = (v X)) = (VY) Coll,((Fy){(y € Y) et R))

est un axiome.
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Montrons d’abord que cette régle est bien un schéma. En effet, désignons par
S la relation (1), et, dans §, substituons un terme T & une lettre z; d’aprés CS8
(I, p. 32), on peut supposer ¥, y, X, ¥ distincts de z et ne figurant pas dans T.
Alors (T | 2)S est identique a

(vy) 3X) (v#)(R’ = (8 € X)) = (v¥)Coll(3y)((y & ¥) et R"))
ou R’ est (T | z)R.

Intuitivement, la relation (Vy)(3X)(Vx)(R => (¥ € X)) signifie que, pour tout
objet y, il existe un ensemble X (qui peut dépendre de y), tel que les objets ¥ qui sont
dans la relation R avec I’objet ¥ donné soient dcs éléments de X (sans constituer
nécessairement tout I’ensemble X ). Le schéma de sélection et réunion affirme que,
s’il en est ainsi, et st ¥ est un ensemble quelconque, il existe un ensemble dont les
¢léments sont exactement tous les objets & se trouvant dans la relation R avec un
objet ¥ au moins de ’ensemble Y,

C51. Sovent P une relation, A un ensemble et % une lettre ne figurant pas dans A. La
relation « P et x € A » est collectivisante en x.

Désignons par R la relation « Pet® = y», ol y cst une lettre distincte de ¥ ct
ne figurant ni dans P ni dans A. La relation (V#)(R = (¥ € {y})) est vraie d’apreés
C27 (I, p. 32). Soit X une lettre distincte de ¥ et de ¥ et ne figurant pas dans P.
La relation précédente est identique a ({y} | X)((V#)(R = (¥ € X))) (notam-
ment parce que ¥ est distincte de y), donc la relation (Vy)(3X)(vx)(R = (x € X))
est vraie en vertu de S5 et de C27 (I, p. 33 et p. 32). Il résulte de S8 et de C30 (I,
p- 34) que la relation (A | Y)Coll,(3y)(y € Yet R) (ol Y est une lettre ne figurant
pasdans R) estvraie, etcetterelationestidentique a Coll,(y)(y € A et R) (notam-
ment parce que ni ¥, ni ¥ ne figurent dans A). Enfin, la relation « y € A et R»
est équivalente a « ¥ = y et ¥ € A et P» d’aprés C43 (I, p. 39); comme y ne
figure ni dans P ni dans A, la relation (3y)(¥ = yet ¥ € A et P) est équivalente a
«(@y)(x =y)) et x€ A et Py d’aprés G33 (I, p. 35) donc a « P et xe A»
puisque (Iy)(x¥ = y) est vraie.

L’ensemble {x | P et ¥ € A} est appelé lensemble des % € A tels que P et se note
parfois {x € A | P} *(c’est ainsi qu’on parlera de I’ensemble des nombres réels tels
que P),.

C52. Soient R une relation, A un ensemble, x une lettre ne figurant pas dans A. St la
relation R = (x € A) est un théoréme, R est collectivisante en x.
En effet, R est alors équivalente 3 « Ret x € A».

Remarque. — Soient R une relation collectivisante en &, ct § une relation telle
que (V¥)(S = R) soit un théoréme. Alors § est collectivisante en ¥, car R est
équivalente & ¥ € {x | R}, donc § = (¥ e{x | R}) est un théoréme et il suffit
d’appliquer G52. On notera en outre que, dans ce cas, on a {¥ | §} < {x | R}
d’apres C50.

C53. Soient T un terme, A un ensemble, x et y des lettres distinctes. On suppose que %
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ne figure pas dans A, et que y ne figure ni dans T ni dans A. La relation

(Fx)(y = Tetxe A)
est collectivisante en y.

Soit R la relation y = T. La relation (Vy)(R =- (y €{T})) est vraie, donc il
en est de méme de (V&) (X)) (Vy)(R = (y € X)), ol X est une lettre distincte de
¥ et ne figurant pas dans R. En vertu de S8, la relation (3x)(x € A et R) est
collectivisante en y, ce qui démontre C53.

La relation (3x)(y = T et ¥ € A) se lit souvent: «y peut se mettre sous la
forme T pour un x appartenant a A ». L’ensemble {y | (3x)(y = Tetx e A)}est
généralement appelé lensemble des objets de la forme T pour x € A. I’assemblage
ainsi désigné ne contient ni & ni y, et ne dépend pas du choix de la lettre y
vérifiant les conditions de C53.

7. Complémentaire d’un ensemble. L’ensemble vide

La relation (x ¢ A et x € X) est collectivisante en x d’aprés C51.

DEriNtTION 3. — Soit A une partie d’un ensemble X. On appelle complémentaire de A par
rapport a X, et on désigne par bxA ou X == A (ou par (A lorsqu’il n'y a pas de con-
fusion a craindre) lensemble des éléments de X qui n’appartiennent pas a A, ¢ est-a-dire
Pensemble {x | x ¢ A et x € X].

Soit A une partic d’un ensemmble X; les relations « x € X ct x ¢ A » et x € [xA
sont donc équivalentes. Par suite, la relation « v € X et x ¢ [xA » est équivalente
a«xveXet(x¢ XouxeA)y done axeA. Autrement dit, A = [x(CxA) est une
relation vraie. On voit de méme que, si B est une partie de X, les relations
A < Bet [xB = [xA sont équivalentes.

THEOREME 1. — La relation (Vx)(x ¢ X) est_fonctionnelle en X.

En effet, la relation (Vx)(x ¢ X) entraine (VY)(X < Y); en vertu de I'axiome
d’extensionalité, la relation (Vx)(x ¢ X) est donc univoque en X. D’autre part, la
relation (Vx)(x ¢ [yY) est vraie, ce qui prouve que (IX)(Vx)(x ¢ X) est vraie.

Le terme 7Tx((Vx)(x¢ X)) correspondant a cette relation fonctionnelle se
représente par le symbole fonctionnel g, qu’on appelle ensemble vide ; 1a relation
(Vx) (x ¢ X), qui est équivalente & X = &, se lit: « Pensemble X est vide ». On a les
théoremes x ¢ @, @ < X, [xX = @,0lxyo = X;larelation X < @ est équiva-
lente 2 X = @. 81 Rix{est une relation, la relation (V&) ((x € @) = Rix{) estvraie.

Remarque. — Il n’existe pas d’ensemble dont tous les objets soient éléments; autrement
dit, « non (3X)(Vx)(x € X) » est un théoréme. En effet, s’il existait un tel ensemble,

.
! Le terme désigné par @ est donc tm1m11 exnn e OO0
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toute relation serait collectivisante d’apreés C52. Or, nous avons vu (II, p. 3) que la
relation x ¢ x n’est pas collectivisante.

§2. COUPLES

1. Définition des couples

Proposition 1. — La relation {{x}, {x, y}} = {{x'}, {¥, y'}} est équivalente a
«x =x"ety =y

11 suffit de prouver que la premiére de ces relations entraine la seconde. Or, si
I'on avait x # x/, on en déduirait que {x} # {x'} (II, p. 4), donc (loc. cit.)
{x} = {x',y’}, donc ¥’ = x, contrairement a I'hypothése. On a donc nécessaire-
ment x = &’ et {x,y} = {r,y’}; mais ccla entraine y = x ou y =y’; dans le
premier cas,ona {x,y’} = {x], doncy’ = x; comme x = y,on ay’ = y dans tous
les cas. CQFD.

On dit que le terme {{x}, {x, y}} est le couple formé de x et de y, ct on le note de
facon abrégée (x,y), de sorte que la relation (x,y) = (¥, y’) est équivalente a
«x =x"ety =y »

La relation (3x)(3y)(z = (x,y)) se désigne par « z est un couple ». Si z est un
couple, les relations (Jy)(z = (x,y)) ct (3x)(z = (x,y)) sont fonctionnelles par
rapport a x et y respectivement, comme il résulte aussitét de la prop. 1.

On désigne les termes 7,.((Fy) (z = (x,7))) ct 7,((Fx)(z = (x,y))) par pr;z et
proz respectivement; on les appelle respectivement premiére coordonnée (ou
premiére projection) ct seconde coordonnce (ou scconde projection) de z. Si z est un couple,
la relation (3y)(z = (x,y)) est donc équivalente & x = pryz et la relation
39)(z = (v,4)) &y = pryz (L, p. 11).

La relation z = (x,y) est €équivalente & « z est un couple et x = pryz et
y = pryz»; en eflet, cette derniére relation est équivalente a

(F)F)E)EFy ) (2 = (Fy) etz = (x,y") et z = (¥, 9));
d’apres la prop. 1, «z = (¢, y") et z = (x,9") et z = (2", y) » est équivalente a
«z=(xy)etx=1un"ctx=1x"cty =y ety =y"» donc «z est un couple et
X = priz ety = pryz» cst équivalente, d’aprés C33 (1, p. 35), a
2 = (5,9) et (G¥) @) @) @) (x = ¥ ctx = & ety = ¢ ety = 1)
ce qui établit notre assertion. On a évidemment pry(x,y) = x, pry(s,y) =y, et
la relation z = (pr,{z), pry(z)) est équivalente a « z est un couple ».

Soient Rix, y{ une relation, les lettres # et y étant distinctes et figurant dans
R. Soit z une lettre distincte de ¥ et de y et ne figurant pas dans R. Désignons par
Siz{ la relation (Fx)(Fy)(z = (¥, y) et Rix, ¥{); c’est une relation qui contient
une lettre de moins que R, et qui est dquivalente 2 « % est un couple et
Ripr,z, pryzi»: cela résulte de ce que z = (¥, y) est équivalente 2 «Z est un
couple et ¥ = pr;z et ¥y = pry,2», et des criteres G33 (I, p. 35) et C47 (I,
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p. 42). On en déduit aussitot que Rix, y{ est équivalente a2 Si(x, y)i, et aussi a
(3z)(z = (x,y) et §izf) d’apres C47.

Cela signifie qu’on peut interpréter une relation entre les objets & ¢t ¥ comme une
propriété du couple formé par ces objets.

2. Produit de deux ensembles

THEOREME 1. — La relation
(VX)VY)3Z)(V2)((z€Z) <= Fx)Ty)(z = (x,y) etxe X ctyeY))

est vrate. Autrement dit, quels que soient X et Y, la relation « z est un couple et priz € X
et proz € Y » est collectivisante en z.

En effet, désignons par A, ’ensemble des objets de la forme (x, y) pour x € X
(I1, p. 5, critere C53). Soit R la relation ze A, qui est équivalente a
(3x)(z = (x,y) et x € X). 1l est clair que la relation (Vy)(FA)(Vz)(R = (z € A))
est vraic en vertu de S5 (I, p. 33). Il résulte alors de S8 que la relation
(Fy)(y €Y ct R) est collectivisante en z. Or, cette relation est équivalente a
@Ax)(Jy)(yeYetxeXet z = (x,9)); d’ou lc théoreme.

DerintTioN 1. — Etant donnés deux ensembles X et Y, ’ensemble
{z] @) (z = (ny) ctxeXectyeY))
s’appelle le produit de X et de Y et se désigne par X x Y.

La relation ze X x Y est donc équivalente & « z est un couple et prizeX
et proz € Y » Les ensembles X et Y sont appelés le premier et le second ensemble
facteur de X x Y.

ProposiTion 2. — Si A’, B’ sout des ensembles non vides, la relation A’ x B" = A x B
est équivalente a « A" < A et B < B,

En premier lieu, la relation ze A" x B’ est équivalente 4 « z est un couple et
priz € A’ et pryz € B »; done, sans hypothese sur A’ et B, la relation « A" < A
etB’” < Brentraine A’ x B’ =« A x B. Réciproquement, montrons d’abord que,
st B # & (sans hypothése sur A’), la relation A’ x B" < A x B entraine
A’ < A. Soit x un élément de A’; puisque B’ # @, il y a un objet y qui est
élément de B’; on a (x,y) €e A’ x B/, d’ou (x,7) € A x B et par suite x € A;
cela montre que A’ < A. On voit de méme que si A" # @, la relation
A’ x B’ = A x B entraine B’ < B, d’ou1 la proposition.

Prorostrion 3. — Soient A et B deux ensembles. La relation A x B = @ est équiva-
lente ¢ « A = @ ouB = @

En effet, la relation ze A x B entraine pryz e A et prozeB, donc A # @
et B # @; inversement, la relation «x € A ety € B» entraine (x,y) €e A x B,
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donc A x B # @. Autrement dit, la relation A x B # @ est équivalente a
«A # @ etB # @»; d’ol la proposition.
Si A, B, C sont des ensembles, on pose
(AxB)x C=AxBx(C;

un élément ((x,y), z) de A x B x C s’écrit aussi (x,y, z) et s’appelle un friplet,
De méme, si A,B,C,D sont des ensembles, on pose (A x B x C) x D =
A x B x G x D. Etc.

§ 3. CORRESPONDANCES

1. Graphes et correspondances

DeriNtTION 1. -— On dit que G est un graphe si tout élément de G est un couple, autrement
dit si la relation

(V2)(z € G = (z est un couple))
est vrate.

Si G est un graphe, la relation (¥, y) € G s’exprime encore en disant que
«y correspond a x par G

Soit Rix, y{ une relation, & et ¥ étant des lettres distinctes. Soit G une lettre
distincte de ¥ et de y et ne figurant pas dans R. Si la relation

(AG)(G est un graphe et (Vx)(Vy)(R <> ((x,¥) € G)))
est vraie, on dit que R admet un graphe (par rapport aux lettres & et y). Le graphe
G est alors unique en vertu de ’axiome d’extensionalité, et s’appelle le graphe

de R (ou Vensemble représentatif de R) par rapport a ¥ et y.
Soit Z une lettre distincte de & et de y et ne figurant pas dans R. Si la relation

(3Z) (%) (Vy)(R = ((%, ) € Z))

est vraie, R admet un graphe: il suflit en effet de prendre pour ce graphe l'cn-
semble des couples 2 tels que z € Z et Ripr; 2, pry 2} (2 étant une lettre distincte
de %, y, Z et ne figurant pas dans R). Cette condition est remplie si on connait un
terme T, ol ne figurent ni ¥ ni y, tel que R = ((x, y) € T') soit vraie.

ProrosiTioN 1. — Soit G un graphe. Il existe un ensemble A et un seul, et un ensemble B
et un seul, qui possédent les propriétés suivantes: 1) la relation (3y)((x,y) € G) est
équivalente & x € A; 2) la relation (3x)((x,y) € G) est équivalente a y € B.

Il suffit en effet de prendre pour A (resp. B) Pensemble des objets de
la forme pryz (resp. pryz) pour ze G (II, p. 6): de fagon précise, on a
A={c| @)((xy) €G)} et B = {y | (30)((x,y) € G)}.

Ces ensembles s’appellent respectivement la premiére et la seconde projection du
graphe G, ou encore lensemble de définition et Pensemble des valeurs de G; on les
désigne par pr; (G) et pry {G) (ou pr; G et pry G lorsqu’aucune confusion n’en
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résulte). On vérifie aussitot que G < (pr; G) x (pry G): tout ensemble de
couples est donc une partie d’un produit, et réciproquement. Si I'un des deux
ensembles pr; G, prg G estvide,ona donc G = ¢ (II, p. 8, prop. 2).

Remarque. — La relation x = y n’admet pas de graphe; car la premiére projection de
ce graphe, s’il existait, serait ’ensemble de tous les objets (cf. II, p. 6, Remarque).

DErintTION 2. — On appelle correspondance entre un ensemble A et un ensemble B un
triplet (I1, p. 9) T' = (G, A, B) ot G est un graphe tel que pry G < Aetpr, G < B.
On dit que G est le graphe de Ty A Pensemble de départ et B Pensemble d’arrivée de 1.

Si (x, y) € G, on dit encore que «y correspond a x par la correspondance I ».
Pour tout x € pr; G, on dit que la correspondance I' est définie pour objet x, et
pry; G est appelé ensemble de définition (ou domaine) de 1'; pour tout y € pry G, on
dit que y cst une valeur prise par I et pry, G est appelé ensemble des valeurs (ou image)
de T.

Si Rix, 3 est une relation admettant un graphe G (par rapport aux lettres x et y),
et si A et B sont deux ensembles tels que pr; G < A et pr, G < B, on dit que R est
une relation entre un élément de A et un élément de B (relativement aux lettres x, y). On dit
que la correspondance I' = (G, A, B) est la correspondance entre A et B définie par la
relation R (par rapport a x et y).

Soient G un graphe et X un ensemble. La relation «xeX et (x,7) e G»
entraine (x, y) € G et admet par suite un graphe G’. La seconde projection de G’

se compose évidemment de tous les objets qui correspondent par G a des objets
de X.

Dernition 3. — Soient G un graphe et X un ensemble. L’ensemble des objets qui
correspondent par G a des éléments de X s’appelle I’vmage de X par G et se désigne par
G(X) ou G(X).

Sotent I' = (G, A, B) une correspondance, et X une partie de A. L’ensemble G(X> se
note encore I'(X)> ou Y'(X) et s’appelle '1mage de X par T.

Remarques. — 1) D’une maniére précise, G{X) désigne '’ensemble
{y| Ax)(x e X et (v,4) € G)}.
Nous ne ferons plus que rarement désormais la traduction des définitions en langage
formel.
2) Les notations G(X) et I'(X) peuvent parfois conduire a des confusions avec des
notations introduites ultérieurement ‘cf. I, p. 14, Remarque).

Soit G un graphe. Comme la relation (x,y) € G entraine y € pr, G, on a
G(X) < pry G pour tout ensemble X; comme (x, y) € G entraine x € pr; G, on a
Gipr; G) = pry G. On a G{(@) = @, puisque x¢ @ est un théoreme. Si
Xcpr;GetX # g,onaGX) # @.

ProrositioN 2. — Sotent G un graphe, X et Y deux ensembles; la relation X < Y
entraine G(X> < G{Y>.
La proposition est évidente a partir des définitions et de C50 (11, p. 4).
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CoROLLAIRE. — St A D pr; G, on a G(A) = pr, G.
DEFINITION 4. — Sotent G un graphe et x un objet. On appelle coupe de G sutvant x
Pensemble G{{x}> (qu’on désigne aussi parfois par G(x), par abus de notation).

Il résulte aussitdt de C43 (I, p. 39) que la relation y € G{{x}) est équivalente a
(x,9) € G. Si G et G’ sont deux graphes, la relation G = G’ est donc équivalente

a (Vo) (G{{xh = G'{{x})).
Si I' = (G, A, B) est une correspondance entre A et B, pour tout xe A la
coupe de G suivant x s’appelle encore la coupe de I suivant x et se note également

I{{x}) (ou T'()).

2. Correspondance réciproque d’une correspondance

Soient G un graphe, A == pr; G, B = pr, G ses projections. La relation (y, x) € G
entraine (x,y) € B x A; cette relation admet donc un graphe qui se compose des
couples (x, y) tels que (y, x) € G.
DeriniTioN 5. — Sotent G un graphe. Le graphe dont les éléments sont les couples (x, y)
-1

tels que (y, x) € G s’appelie le grap/ze réciproque de G et se désigne par G ou G™1.

Pour tout ensemble X, G (X s’appelle l’zmage réciproque de X par G.

I1 est évident que le graphe réciproque de G est G, et que ’on a pr; G =

~1
pry G, pro G = pr; G. En particulier, si X et Y sont deux ensembles, on a
-1

X x Y =Y x X. Ondit qu’un graphe G est symétrique si d-c.

Soit I' = (G, A, B) une correspondance entre A et B. Comme pr, G1 < Bet
Pra _Gl < A, le triplet (G , B, A) est une correspondance entre B et A, qu’on appelle
la correspondance réciproque de I' et qu’on note _I'} ou I'~1. Pour toute partie Y de B,
I'image i’1<Y> de Y par i’l s’appelle encore ['image réciproque de Y par T. Il est

-1
évident que la correspondance réciproque de I' est I'.

3. Composée de deux correspondances

Soient G et G’ deux graphes. Désignons par A I’ensemble pr; G et par C l’en-
semble pr, G'. La relation (Jy)((x,y) € G et (y, z) € G’) entralne (x, z) e A xC;
elle admet donc un graphe par rapport a x et z.

DEeriniTioN 6. — Soient G et G des graphes. On appelle composé de G' et de G, et on
désigne par G’ o G (ou parfois par G'G), le graphe par rapport & x et z de la relation
F)((xy) e Get(y, 2) € G).
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Proposition 3. — Soient G et G’ deux graphes. Le graphe réciproque de G’ o G est
-1 -1

G -G
En effet, la relation « (x, y) € G et (y, z) € G’ » est équivalente 2 « (z,y) € G’ et

-1
(y,%) € G ».
Prorosition 4. — Sotent Gy, G,, Gy des graphes. On a alors (Ggo Gy) o Gy =

Gy o (Gy 0 Gy).
En effet, la relation (x,t) € (G3 o G,) o G; est équivalente 2 la relation

(Fy) (% 9) € Gy et (32)((y; 2) € Gy et (2, £) € Gy))
donc (notamment d’apres C33 (I, p. 35)) a la relation

) (Fy)32)((x,9) € Gy et (y, z) € Gy et (2, 1) € Gy).
On voit de méme que la relation (x, ¢) € G o (G, o G,) est équivalente a
(2) (F2)(F)((x, y) € Gy et (y, 2) € Go et (2, £) € Gy).

Or on sait que les relations (1) et (2) sont équivalentes, ce qui démontre la
prop. 4.

Le graphe G; o (G, o G;) se désigne par Gg o G, o G;. De méme, si Gy, Gy,
G, G4 sont des graphes, on pose

G4°(G3°G2°G1) :G4°G3°G2°G1, CtC.

Prorosition 5. — Sotent G et G’ des graphes et A un ensemble. On a
(G" o G)(A)Y = G'(GCAY).
En effet, en vertu de C33 (I, p. 35), larelation z € (G’ o G)(A) est équivalente

(@) (Ex)(x € A et (x,5) € C) et (y, 2) € G')
donc a (y)(y € G(A) et (y, z) € G'), ce qui démontre la proposition.
-1
Si G et G’ sont deux graphes, on a pr; (G o G) = G(pr; G, et
prs (G’ o G) = G'(pry G). Pour démontrer par exemple la seconde de ces rela-

lations, il suffit de remarquer que la relation z € pr, (G’ o G) équivaut a
(3x)({x, z) e G’ = G), donc a

) ((3Fx)((x,9) € G) et (5, 2) € G');
mais cette derniére est équivalente a z € G'{pr, G).

Si G est un graphe, X un ensemble tel que X < pr; G,ona X < G (GO,
En effet, la relation x € X entraine par hypothése (3y)((x, y) € G); mais (x,5) € G

-1
est équivalente & (y, x) € G, et d’autre part (x, y) € G entraine
(Az)(zeX et (2,y) € G);
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-1
donc x € X entraine (3y)((3z)(ze X et (z,y) € G) ct (y,x) € G), cest-a-dire

-1
xe G{G{X>).

I1 est clair que si Gy, G,, G7, G; sont des graphcs, les relations G, = G, et
G{ = Gj entrainent G} c G; = G0 G,

Soient maintenant I' = (G, A, B) et I = (G, B, C) deux correspondances
telles que 'ensemble d’arrivée de I soit identique a I’ensemble de départ de 1",
D’aprés ce qui précéde, on a pr; (G' o G) < pr; G < A et

pre (G2 G) = pr G' = G

on peut donc poscr la définition suivante:

Derintrion 7. — Sotent I' = (G, A, B) et 1" = (G', B, C) deux correspondances
telles que Uensemble d’arrivée de 1" soit identique a Uensemble de départ de 1. On appelle

composée de 1" et de I', et on note 1" o I' (ou parfois I''T"), la correspondance
(GG, A, C).

Il résulte aussitét de la prop. 5 que, si X est une partic de A, on a
. ~1
(I'" o THX> = I"{I(X>>. En outre, comme ’ensemble d’arrivée de T est
-1
identique a ’ensemble de départ de I', la correspondance réciproque de IV o I"

-1 -1
est I' o [, en vertu de la prop. 3.

DEFINITION 8. — 87 A est un ensemble, I’ensemble A, des objets de la forme (x, x), pour
x €A, s'appelle la diagonale de A x A.

Il est clair que 'on a pr; A, = pr,A, = A. La correspondance Id, =
(Ap, A, A) est appelée la correspondance identique dc A ; elle est sa propre réciproque.

Si T est une correspondance entre A et B, Id, la correspondance identique de
A, Idg la correspondance identique de B,on a I'c Id, = Idgo I' = I\

4. Fonctions

DErINiTION 9. — On dit qu’un graphe I' est un graphe fonctionnel si, pour tout x, il existe
au plus un objet correspondant @ x par ¥ (I, p. 40). On dit qu’une correspondance
f = (F, A, B) est une _fonction si son graphe I est un graphe fonctionnel, et si son ensemble
de départ A est égal a son ensemble de définition pry F. Autrement dit, une correspondance
f = (F, A, B) est une fonction si, pour tout x appartenant a I’ensemble de départ A de f, la
relation (x,y) € F est fonctionnelle en y (I, p. 41); Pobjet unique correspondant & x
par f sappelle la valeur de f pour Iélément x de A, et se désigne par f(x) ou f, (ou F(x),
ouF,).

Si fest une fonction, F son graphe et x un élément de ’ensemble de définition
de £, la relation y = f(x) est donc équivalentea (x,y) € F (I, p. 41, critere C46).
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Remarque. — 11 faut prendre garde aux confusions que risque d'entrainer 'emploi
simultané de la notation f(x) et de la notation f(X) (synonyme de f(X5) introduite

dans la déf. 3 (cf. II, p. 50, exerc. 11).

Soient A et B deux ensembles; on appelle application de A dans B une fonction f
dont 'ensemble de départ (égal a ’ensemble de définition) est égal a A et dont
Tensemble d’arrivée est égal a B; on dit aussi qu’une telle fonction est définie dans
A et prend ses valeurs dans B.

Au lieu de dire « soit f une application de A dans B», on emploiera souvent les
phrases suivantes: « soit une application f: A—> B» ou méme «soit f: A — B». Pour
faciliter la lecture d’un raisonnement ol interviennent plusieurs applications, on fera
usage de diagrammes tels que

{

C
o/
l /
A——>B
N
D

ot un groupe de signes tel que A 2> B doit s’interpréter comme signifiant que f est
une application de A dans B.

E

On dit encore qu’une fonction f définie dans A transforme x en f(x) (pour tout
x £ A), ou que f(x) est le transformé de x par f, ou (par abus de langage) 1'image de
x par f.

Dans certains cas, un graphe fonctionnel s’appelle aussi une famille; ’ensemble
Ze définition s’appelle alors I’ensemble des indices, et ’ensemble des valeurs s’appelle,
oar abus de langage, ensemble des éléments de la famille; c’est surtout dans ce cas
zu’on utilise la notation indicielle £, pour désigner la valeur de f pour I’é1ément x.
Lorsque I’ensemble des indices est le produit de deux ensembles, on dit souvent
sw’il s’agit d’une famille double.
De méme, une fonction dont I’ensemble d’arrivée est E s’appelle parfois une
Camille d’éléments de E. Lorsque tout élément de E est une partie d’un ensemble F,
on dit aussi qu’on a une famille de parties de F.

Nous emploierons souvent, dans la suite de ce Traité, le mot « fonction » a la place
de « graphe fonctionnel ».

Exemples de fonctions. — 1) L’ensemble vide est un graphe fonctionnel; toute
‘onction dont le graphe est vide a pour ensemble de définition et pour ensemble des
valeurs ’ensemble vide; celle de ces fonctions dont ’ensemble d’arrivée est vide
autrement dit la fonction (@, @, @)) est appelée la fonction vide.
2) Soit A un ensemble; la correspondance identique de A (II, p. 13) est une
‘onction qu’on appelle Papplication identique de A.

A tout ensemble A est ainsi associée une famille, constituée par ’application
identique de A, dont A est I'’ensemble des indices et ’ensemble des éléments. Par abus
de langage, on désigne parfois un ensemble sous le nom de « famille »; c’est alors de la
famille ainsi associée & Pensemble considéré qu’il est question.
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On dit qu’une fonction fest constante si, quels que soient x et x* dans ’ensemble
de définition de f, on a f(x) = f(x').

Soit f une application de I'ensemble E dans ’ensemble E. On dit qu’un
élément x de E est invariant par fsi f(x) = x.

5. Restrictions et prolongements de fonctions

On dit que deux fonctions f et g coincident dans un ensemble E si E est contenu dans
les ensembles de définition de f et dc g, et si f(x) = g(x) pour tout x € E. Deux
fonctions ayant méme graphe coincident dans leur ensemble de définition. Dire
que f = g revient a dire que f et g ont méme ensemble de définition A, méme
ensemble d’arrivée B, et coincident dans A.

Soient f = (F, A,B) et ¢ = (G, G, D) deux fonctions. Dire que F = G
revient a dire que ’ensemble de définition A de fest contenu dans I’ensemble de
définition C de g, et que g coincide avec f dans A. Si en outre B < D, on dit que
g est un prolongement de f (ou, de facon plus précise, un prolongement de f'a C),
ou que g prolonge f (4 C). Lorsque g est appelée’une famille d’éléments de D, on
dit aussi que f est une sous-famille de g.

Soient f une fonction, X une partie de 'ensemble de définition A de f. Il est
immeédiat que la relation «x € X ety = f(x) » admet un graphe G par rapport a
x ety, que ce graphe cst fonctionnel ct que X est son ensemble de définition; on
dit que la fonction de graphe G, qui a le méme ensemble d’arrivée que f, est la
restriction de f @ X, et on la note parfois f | X. Une fonction est un prolongement
d’une quelconque de scs restrictions. Si deux fonctions f, g ont méme ensemble
d’arrivée et coincident dans un ensemble E, leurs restrictions 4 E sont égales.

*Avec les notations précédentes, si f = (I, A, B), f| X est égal a
(Fn (X x B), X, B), (II, p. 26); on dit encore que f| X est déduite de [ par
passage au sous-ensemble X de A. Soit Y une partie de B contenant f(X); on dit
que la fonction

(FNn(X x B),X,Y)
est déduite de f par passage aux sous-ensembles X de A et Y de B.

6. Définition d’une fonction par un terme

C54. Sowent T et A deux termes, % et y des lettres distinctes. On suppose que % ne figure
pas dans A, et que y ne figure ni dans T mi dans A. Soit R la relation«x € Aety = T ».
La relation R admet un graphe F par rapport aux letires % et y. Ce graphe est fonctionnel ;
sa premiére projection est A, sa deuxiéme projection est 'ensemble des objets de la forme T
pour x € A (11, p. 6). Pour tout x € A, ona F(x) = T.

En effet, soit B I'ensemble des objets de la forme T pour ¥€ A. On a
R = ((»,y) € A x B); comme l’assemblage désigné par A x B ne contient ni ¥,
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niy, R admet un graphe F par rapport aux lettres ¥ et y (II, p. 9). Il est clair
que la relation « (¥, y) € F et (%, y") € F » entraine y = y’, donc F est un graphe
fonctionnel. Le reste du critére est évident.

Si € est un ensemble contenant ’ensemble B des objcts de la forme T pour
x € A (y ne figurant pas dans C), la fonction (F, A, C) se désigne aussi par la
notation ¥ — T (¥ € A, T € C); 'assemblage correspondant de la mathématique
formelle ne contient ni # ni y et ne dépend pas du choix de la lettre y vérifiant les
conditions précédentes. Quand lc contexte est suffisamment explicite, on sc
contente des notations ¥ > T (x € A), (T),. 4, ou x> T, ct parfois simplement
T ou (T). * Ainsi, on peut parler de «la fonction x%», si le contexte indique
clairement qu’il s’agit de ’application x> x® de¢ I’'ensemble des nombres com-
nlexes dans lui-méme. ,

Exemples

1) Si fest une application de A dans B, la fonction fest égale a la fonction
v — f(x) (x€ A, f(x) € B), qu’on écrit simplement x > f(x), ou aussi ( fi)xea
c’est surtout quand on utilise la derniére notation qu’on parle de «famillc
d’éléments » au lieu de « fonction »).

2) Soit G un ensemble de couples. Les fonctions

z>pryz (ze G, pryzepryG) et zi>praz (z€G, proz € pryG)

<appellent respectivement la premiére et la seconde fonction coordonnée sur G; on les
désigne par pr; et pry quand il n’en résultc pas de confusion.

7. Composée de deux fonctions. Fonction réciproque

ProrosiTioN 6. — St f est une application de A dans B, et g une application de B dans C,
7 o f est une application de A dans C.

Soient I' et G les graphes de f et g; montrons que G o I' est un graphe fonction-
nel. Solent x, z, z' des objets tels que (x, z) e G o F, (x, z') € G o I, 1l existe des
objetsy, " tels que (x,y) e T, (x,y") € I, (y, z) € G, (y’, 2) € G. Puisque I est un
graphe fonctionnel, on a y = y’, donc (y, 2’) € G. Puisque G est un graphe
fonctionnel, on en déduit que z = 2’, cc qui prouve notre assertion. D’autre part,
I'ensemble de définition de g o f cst évidemment A, ce qui achéve la démonstra-
tion.

La fonction g o f's’écrit aussi x > g( f(x)) (II, p. 16), et parfois g f lorsqu’il nc
peut en résulter de confusion.

Dérinttion 10. — Soit f une application de A dans B. On dit que f est une injection, ou
que f est une application injective, si deux éléments distincts de A ont des images distinctes
bar f. On dit que f est une surjection, ou que f est une application surjective, st f(A) = B.
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On dit que f est une bijection, ou que f est une application bijective, si f est a la fois injective
et surjective.

Au licu de dire que fest injective, on dit aussi que [ est biunivogue. Au lieu de
dire que f est surjective, on dit aussi que f est une application de A sur B, ou une
représentation paramétrique de B au moyen de A (dans ce dernier cas, A s’appelle
Vensemble des paramétres de cette représentation, et ses éléments prennent le nom de
paramétres). Si f est bijective, on dit aussi que f met A et B en correspondance biunivoque.
Une bijection de A sur A s’appelle aussi une permutation de A.

Exemples

1) Si A < B, ’application de A dans B dont le graphe est la diagonale de A
est injective et s’appelle 'application canonique ou I'injection canonique (ou simplement
Vinjection) de A dans B.

2) Soit A un ensemble. L’application x > (x, x) de A dans A x A est une
application injective appelée application diagonale de A.

3) Soit G un ensemble de couples. L’application pr, (resp. pr,) de G dans
pr;G (resp. pryG) est surjective; pour que pr, soit injective, il faut et il suffit que
G soit un graphe fonctionnel.

4) Soit G un ensemble de couples. L’application zr> (pryz, pryz) de G

dans G1 est une bijection (dite canonique).

5) Soient A un cnsemble, 4 un objet. L’application x> (x, ) de A dans
A x {b} est une bijection.

6) Sifest une application de A dans B, I’application déduite de f par passage
aux sous-ensembles A et f(A) est surjective.

-1
ProvposiTioN 7. — Soit f une application de A dans B. Pour que f soit une fonction, il faut
et il suffit que f soit bijective.

~1
En effet, si f est une fonction, son enscmble de départ B est égal a son ensemblc
de définition, c’est-a-dire & f(A). D’autre part, soient x et y deux éléments de A

-1 -1
tels que f(x) = f(y).SiF désignele graphe de f,ona (f(x), x) eFet (f(y),y) €T,
~1
donc ( f(x),y) € F, donc x = y, de sorte que f est injective, et par suite bijective.
~1
Réciproquement, si f est bijective, il est immédiat que I est fonctionnel, et que

-1
I’ensemble de définition de f est égal a B.

—-1 -1
Lorsque f est bijective, f est appelée Papplication réciprogue de f; f est bijec-

-1 -1 .

tive, fo f est I’application identique de A et fo f est 'application identique de B.
Si une permutation est identique a la permutation réciproque, elle est dite

involutive.
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Remarque. — Soit f une application de A dans B; pour toute partie X de A, on a vu
(IT, p. 12) que 'on 2 X C}1<f<X>>. En outre, pour toute partic Y de B, on a
f(;‘1<Y>> < Y: en effet, la relation y e}'1<f<Y>> équivaut a

(@) ((Az)(ze Yet z = f(x)) ety = f(x)

et elle entraine donc la relation (3z)(ze Y ety = z), et par suite aussi la relation
yeY.

Si f est une surjection, on af(f(Y > = Y pour toute partie Y de B, car la
relation y € Y < B entraine par hypothése la relation (Ix)(y = f(x)), donc aussi
Ax)(yeYety = f(x)); maiscye Y et y = f(x)» entraine (3z)(z€ Y et z = f(x)),
d’ol1 notre assertion.

Si fest une injection, pour toute partie X de A, on af(f\X> » = X. En effet, la

relation xef<f<X>/ équivaut a f(x) € f(X), donc a (z)(ze X et f(z) = f(x));

-1
mais D’hypothése signifie que f(z) = f(x) cntraine z = %, donc xef{f<(X))
entraine x € X,

8. Rétractions et sections

ProrosiTiON 8. — Soit f une application de A dans B. S’il existe une application r (resp. s)
de B dans A telle que r o f (vesp. fo s) soit [’ application identique de A (resp. B), f est
Injective (resp. surjective). Réciproquement, si f est surjective, il existe une application s de B
dans A telle que f o s soit 'application identique de B. Si f est injective et st A # &, 1l existe
une application r de B dans A telle que r o f soit Papplication identique de A.

En effet, §’il existe une application r de B dans A telle que r o f soit ’appli-
cation identique de A, DIégalité f(x) = f(y), ou x€ A et y € A, entraine
v =r(f(x)) =r(f(y)) =y, donc f est injective. S’il existe une application
s de B dans A telle que fos soit 'application identique de B, on a B =
*'s(B)) = f(A) = B, donc f est surjective. Si f est surjective, désignons par
T le terme ©,(y € Aet f(y) = x);ona f(T) = x pour x € B; si on désigne par s
I'application x — T (x € B, T € A), fo s est application identique de B. Enfin,
supposons f injective et A # ¢ ; soit a un élément de A; la relation

«(yeAetx = f(y))ou (y = actxeB = f(A))»
entraine (x,y) € B x A, donc admet un graphe R par rapport aux lettres x et .
Ce graphe est fonctionnel en raison de I’hypotheésc faite sur f, et a pour ensemble
de définition B; enfinon a R(x) = asix e B = f(A) et f(R(x)) = xsix e f(A).
Donc la fonction r = (R, B, A) cst telle que r o f'soit 'application identique de A.

CoRrOLLAIRE. — Soient A et B des ensembles, f une application de A dans B, g une
aspplication de B dans A. Si go f est l’applzcatzon identique de A et fo g Papplication
identique de B, f et g sont bijectives et ona g = f

DErINITION 11. — Soit f une application injective (resp. surjective) de A dans B. Toute

application r (resp. s) de B dans A telle que r o f (resp. f o 5) soit I’ application identique
de A (resp. B) est appelée une rétraction (resp. section) associée 4 f.
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Au lieu de rétraction (resp. section), on dit parfois inverse a gauche (resp. a
droite).

Si f est injective (resp. surjective), et si r (resp. 5) est une rétraction (resp.
section) associée a f, fest une section (resp. rétraction) associée a r (resp. s). Donc
une rétraction est surjective, une section est injective.

Si fest surjective, et si s, 5" sont deux sections associées a f, telles que s(B) =
s'(B), on a s = 5'; en effet, si x € B, il existe un y € B que s(x) = s'(y), et on a
x = f(s(x)) = f(s'(y)) =y, donc s(x) = s'(x), de sorte que s = s’. Ainsi une
section s est déterminée de maniére unique par I’ensemble s(B), de sorte que, par
abus de langage, ’ensemble s(B) lui-méme s’appelle parfois une section associée

af.

TuEOREME 1. — Soient f une application de A dans B, ' une application de B dans C,
et f" = f"of Alors:

a) St fet f' sont des injections, f" est une injection; si r,r’ sont des rétractions
associées a fet f, r o1’ est une rétraction associée a f”.

b) Sifet ' sont des surjections, f " est une surjection; si s, s" sont des sections associées
afetf',sos estune section associde & f".

c) St f” est une injection, f est une injection; st r” est une rétraction associée a f”,
r" o f' est une rétraction associée 4 f.

d) i f" est une surjection, f' est une surjection; si s" est une section assoctée a f”,
fos” est une section associée a f'.

€) St f” est une surjection et ' une injection, f est une surjection; si s” est une section
associée a f", s o f' est une section associée 4 f.

£) Si f” est une injection et f une surjection, [’ est une injection; si r" est une rétraction
associée a f ", for" est une rétraction associée & f'.

Pour tout ensemble E, désignons par Idg I’application identique de E.

a) Onarof=1d,etr of’ = Idg, donc

(ror')o(f'of) :roIdBof:: rofz IdA.

Si f et f’ sont des injections, f” est donc une injection, d’aprés la prop. 8 si
A # o, etdefacon évidente si A = .
b) Onafos =Idgetf’'os = Idg, donc

(fof)o(s05) = f oldgos = fos = 1dg.
Si fet f'sont des surjections, f” est donc une surjection d’aprés la prop. 8.

¢) Onar’of” =1d,, donc (r"of’) of = "o f” = Id,. Si f” est une in-
jection, fest donc une injection, d’aprés la prop. 8si A # &, et de facon évidente
siA = @.

d) Ona f”os" = Idg,donc f' o (fos") = f"os" = Id. Sif” est une sur-
jection, f est donc une surjection d’aprés la prop. 8.
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¢) Onaf’os" = Idg, et f’ est une bijection d’aprés d). Donc

Fols"of) = (F'of) o fols of) = f' o (f"os) o f"
S P Moo f = f o f ' = Idy,

Si f” est une surjection et ' une injection, f est donc une surjection d’apres la
prop. 8.
f) Onar"of” = 1d,, et f est une bijection d’apres ¢). Donc

Jeryof = (for)of s (fof) = fo (" of*) of = foTdpof = fof = Idg,

Si f” est une injection et f une surjection, /' cst donc une injection, d’apres la
prop.8si A # @,etdefaconévidentesi A = 2 (caronaalorsB = f(AY = ).

PropositioN 9. — a) Soient E, ¥, G des ensembles, g une application de E sur F, f une
plication de E dans G. Pour qu’il existe une application b de ¥ dans G telle que f = ho g
fig. 1), 1l faut et il suffit que la relation g(x) = g(y) (ot x € E, y € E) entraine la relation
*x) = fly). Lapplication h est uniquement déterminée; si s est une section associée a g,

oa /l =fo S.

E E
N A
IET>G G——>F
Fig. 1 ‘ Fig. 2

b) Soient L, T, G des ensembles, g une application injective de ¥ dans E, f une

zoplication de G dans E. Pour qu'il existe une application h de G dans ¥ telle que f = g o h
ag. 2), il faut et il suffit que f(G) < g(¥). L'application h est uniquement déterminée; si

v £5t une rétraction associde A g, oma h = ro f.

a) Si f= hog,larelation g(x) = g(y) (ou x € E, y € E) entraine évidemment
~x) = f(y). Et on a, pour toute section s associée a g, h = ho (gos), ce qui
montre que £ est uniquement déterminée par f. Réciproquement, supposons que
-a relation g(x) = g(y) entraine f(x) = f(y); soit s une section associée a g, et
sosons i = fos; pourtoutx € E,ona g(s(g(x))) = g(x), donc f(s{g(x))) = f(x),
'est-a-dire A(g(x)) = f(x); on a donc bien f = ko g.

b) Si f= goh, on a évidemment f(G) < g(F), et pour toute rétraction r
associée a g, h = (ro g) oh = rof, ce qui montre que £ est uniquement déter-
minée par f. Réciproquement, supposons que f (G) < g(I); soit r une rétraction
associée a g, et posons & = 7o f; pour tout x € G, il existe un y € I tel que f(x) =
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f(x); on a donc

g(y), donc on a g(k(x)) = g(r(f(x))) = &(r(2(9))) = &(¥)
bien f = goh.

9. Fonctions de deux arguments

On appelle fonction de deux arguments une fonction dont I’ensemble de définition est
un ensemble de couples (ou, ce qui revient au méme, une partie d’un produit).
Soit f une telle fonction; si (x, y) est un élément de 'ensemble de définition de f,
la valeur f((x,y)) de fau point (x, y) se désigne en général par f(x, y).

Soient f une fonction de deux arguments, D son ensemble de définition, C
son ensemble d’arrivée. Pour tout y, soit A, ’ensemble des x tels que (x,y) € D

(C’est-a-dire la coupe de D suivant y (n° 1)). L’application x — f(x, y) (x€ A,
f(x,y) € C) s’appelle Uapplication partielle déterminée par f, relative a la valeur y du
second argument, et on la désigne par f(., y) ou f( ,y) (ouparfois f,); ona f(.,y)(x)
= f(x,y) pour (x,y) € D. Dc méme, pour tout x, soit B, ’ensemble des y tels que
(x,y) € D. L’application y - f(x,y) (y €B,, f(x,y) € Q) s’appelle lapplication
partielle déterminée par f, relative a la valeur x du premier argument, et on la désigne par
Flx, ) ou flx, ) (ou parfois £,); on a f(x, .)(y) = f(x) pour (x,4) € D.

Si, pour tout y (resp. x), ’application partielle f(.,y) (resp. f(x, .)) est une
application constante, on dit que f ne dépend pas de son premier (resp. second)
argument; cela signifie donc que f(x, y) = f(x',y) si (x,y) et (', y) sont dans D
(resp. f(x,y) = flx,y") si (x,y) et (x, ") sont dans D). Pour tout y appartenant
a la seconde projection de D, désignons par g(y) la valeur commune des f{x, y)
pour x € A, ; application y - g(y) est unc application de pr, D dans C, telle que
g(y) = flx,y) pour (x,y) € D.

Réciproquement, soit ¢ une application d’un ecnsemble B dans un ensemble
G, et soit A un ensemble quelconque. L’application (x, y) — g(y) de A x B dans
C ne dépend pas de son premier argument.

Soient u une application de A dans C, v une application de B dans D. L’appli-
cation z — (u(pryz}, v(pryz)) de A x Bdans C x D s’appelle I'extension canonique
(ou simplement extension) de u et v aux ensembles produits, ou encore produit de u et v
(st aucune confusion n’est a craindre) et se désigne parfois par la notation u x v
ou (u, v); I’ensemble de ses valeurs est u(A> x v7B). Siu et vsont des applications
injectives (resp. surjectives), # x v est une application injective (resp. surjective).
Si u et v sont bijectives, # x v cst bijective et I'application réciproque de u x v est
U x v.Siu estune application de C dans E, v’ une application de D dans I, on a

(W x v)olu xv)= (ou) x (vo0v).

Si U et V sout les graphes respectifs de u et ¢, le graphe W de u x v est Pensemble
des couples ((x,y), (z,¢)) de (A x B) x (C x D) tels que (v, z) e Uet (g, 1) e V;
on le met en correspondance biunivoque avec le produit U x V (partic de
(A x C) x (B x D)) par Papplication ((x,y), (z.¢)) > {(x, 2), (g, 1)) (cf. II,
p. 35).
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34, REUNION ET INTERSECTION D’UNE FAMILLE D’ENSEMBLES
1. Définition de la réunion et de I’intersection d’une famille d’ensembles

Soient X une famille (II, p. 14), I son ensemble d’indices; pour faciliter I'inter-
prétation intuitive de ce qui suit, nous dirons que X est une famille d’ensembles.

Si (X, I, &) est une famille de parties d’un ensemble E (C’est-a-dire une famille
d’éléments dont ’ensemble d’arrivée & est tel que la relation Y € & entraine
Y < E), nous la noterons (X,),.; (X, € &), ou simplement (X,),¢; (II, p. 16);
par abus de notation, nous noterons aussi (X,),.; unc famille d’ensembles quel-
conque, ayant I pour ensemble d’indices.

Comme la relation (Vx)((tel et xe X)) = (x € X,)) est vraie, il résulte de
85 (I, p. 33) que la rclation

(V)@EZ)(Vx)((telctxe X)) ~ (xeZ))

cst vraie. En vertu du schéma S8 (II, p. 4), la relation (F)(rel et xe X)) est
donc collectivisante en x.

DériniTION 1. — Soit (X,), o1 une fanulle d’ensembles (resp. une famille de parties d’un
ensemble E). On appelle réunion de cette famille, et on désigne par \J) X, Pensemble

tel
x| @)(eletxeX)), est-a-dire Pensemble des x qui appartiennent a un ensemble au
motns de la_famille (X)), ¢ .t

Si (X,).er est une famille de parties d’un ensemble E, sa réunion est une
partie de E; on observera qu’elle ne dépend pas de E, ni de I’ensemble d’arrivée
o3 de ’application ¢ — X,.

Il est immédiat que si I = @, on a |J X, = @, puisque la relation
F)(reletxeX,) est alors fausse. el

Supposons maintenant I # @, Si « est un élément de I, la relation
W) ((vel) = (x X)) entraine x € X, donc, en vertu de C52 (II, p. 5), cette
relation est collectivisante en x.

DEFINITION 2. — Soit (X)), .1 une famille &’ensembles dont [’ensemble d’indices 1 n'est
pas vide. On appelle intersection de cette famille, ct on désigne par ﬂl X.,, Pensemble
Lte

{x] (V)((el) = (xe X))},
cest-a-dire Iensemble des x qui appartiennent & tous les ensembles de la famille (X,), 1.

Si I = g, la relation (v)((t€I) > (x € X,)) n’est pas collectivisante en x: en
effet, c’est une relation vraie et il n’existe pas d’ensemble Y tel que x € Y soit une
relation vraie, car ce serait ’ensemble de tous les objets (cf. I1, p. 6, Remarque).

! Le schéma S8 permet donc de définir la réunion d’une famille d’ensembles sans supposer a
griori que ces ensembles soient des parties d’un méme ensemble (hypothése introduite dans la
définition de la réunion donnée dans Ens. R, p. 4 ct 16).
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Si (X,), 1 est une famille de parties d’un ensemble E, etsi I # &, la relation
«xeEet (V)((tel) = (xe X)) »est équivalente a (Vi)((1eI) = (x € X))); par
suite elle est collectivisante en x et ’ensemble dcs « vérifiant cette relation est égal
a LOI X.. Lorsque I = @, la relation «xeE et (V)((tel) = (xeX)))» est
équivalente a4 x € E; elle est donc encore collectivisante en x, et ensemble des x
vérifiant cette relation est E. On pose par suite la définition suivante:

DeriNiTION 3. — Soit (X)), o1 une famille de parties d’un ensemble E. On appelle inter-

section de cette famille, et on désigne par ﬂI X,, Uensemble
LE

{x|xeEet (V)((rel) = (xe X))},
autrement dit [ensemble des x qui appartiennent & E et a tous les ensembles de la famille

(XL)LEI'

Pour unc famille (X)), .,

de partics de E, on a donc Oﬂ X, = E. Mais pour
une famille (X,),.; de parties de E dont ’ensemble d’indices n’est pas vide,
I'intersection Lﬂl X ne dépend ni de E, ni de 'ensemble d’arrivée de « — X, ce

qui justific 'emploi de la méme notation dans les déf. 2 et 3.

Prorosition 1. — Soit (X,),.; une famille d’ensembles, et soit f une application d’un
ensemble Ksur I Ona alors U X, = U X, et,sil # @, () X0 = X,
keK tel ke K tel

Soit x un élément de |_J X,. Il existe un indicc . €1 tel que x € X,. Puisque
tel

JS<K> =1, il existe un indice k € K tel que « = f(x), d’ou x € X,,, et par suite
x € |J X4 Réciproquement, six e | X, ilexisteunk € K tel que x € X,
ke K

keK

d’ou, puisque f(k) €I, xe |J X,. Ona donc |J X,,, = U X..
tel KekK tel
Supposons maintenant I # ¢, et soit x un élément de ﬂI X,. Pour tout
te
éiémentk deK,ona f(k) el,douxe X, etxe ﬂK Xy Soit réciproquement
KE
x un élément de ﬂK X oo St est un élénient quelconque de I, il existe un élément
KE
Kk de K tcl que . = f(k), d’ou x € X, ct par suite x € ﬂIXL. On a donc
te
KOK Xf(K) = QI XL'

Pour les familles de parties d’un ensemble donneé, il est clair que la seconde partie
de la prop. 1 cst encore valable sans la restriction I # @.
CoRrOLLAIRE. — Soit (X,),c1 une fanulle d’ensemlles telle que X, = X, pour tout
couple d’indices (v, k). Alors, pour tout w € T, ona U X, = X et (sil # @) X, =
Xa. tel tel
11 suffit d’appliquer la prop. 1 a ’application constante : > o de I sur {«}.

DEFINITION 4. — Soit & un ensemble d’ensembles, et soit @ la famille d’ensembles
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constituée par Iapplication identique de . La réunion des ensembles de @, et (si ¥ est non
vide) [’intersection des ensembles de ®, s’appellent respectivement la réunion et I'intersection

des ensembles de 55, et se désignent par an Xet Xﬂﬁ X.

Il résulte tout de suite de la prop. 1 que, si (X,), . est une famille d’ensembles,
la réunion et (si I # @) Pintersection de cette famille sont respectivement égales
a la réunion et a 'intersection des ensembles de I'ensemble des éléments de cette
famille.

2. Propriétés de la réunion et de I’intersection

Si (X).er €t (Y,),e1 sont des familles d’ensembles ayant le méme ensemble
d’indices I, et si on a Y, © X, pour tout . eI, il est immédiat que l'on a
;91 Y, < LLEJI X,et(sil# @) lOI Y, < LOI X.

Soit (X,),e; une famille d’ensembles. Si J = I, ona |J X, = |J X,, et (si
J # Q)LQ]XLD L(DIXL. ted tel

ProposiTioN 2, — Soit (X)), 1 une famille d’ensembles dont I'ensemble d’indices 1 est
réunion d’une famille (J,), cr, d’ensembles. On a alors

UX. = U (U X)

tel AeEL ted,

et (siL # @ et], # @ pour tout A e L)
0% =00

AeLi tedy

« associativité » de la réunion et de I’intersection).

Soit x un élément de |J X,. Il existe un indice ¢ € I tel que x € X,. Puisque I
tel

est la réunion de la famille (J,),¢;, il existe un indice A € L tel que : € J,, d’ot
xe |J X, etparsuitexe |J (|J X). Soit inversement x un élément de ’en-

tedy, Ael Led,
semble |J (|J X,). Il existe un indice 2 € L tel que x € |J X,, d’ou il résulte
Aeli vedy ) ted,
qu’il existe un indice 1 €], (donc 1eI) tel que x€X,; on en conclut que
xelJ X,
tel

Supposons maintenant que L # @ et J, # @ pour tout 2 € L; alors I # &.

Soit x un élément de lOI X.SireL,onaxeX, pourtout: €], (puisque]J, <I),
d’oux e Q X.. Ceci étant vrai pour tout A € L, on en conclut que x appartient a
LEJd),

;ﬂL ( Q X,). Soit réciproquement x un élément de ce dernier ensemble, et soit
LeL ‘ted,

. un élément quelconque de I. Il existe un 2 € L tel que « € J,, ; puisque x € Q X.,
LEJ,

on a x € X,. Ceci étant vrai pour toutt€l,onaxe ﬂI X.. La prop. 2 est donc
LE
démontrée,
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Pour les familles de parties d’un eusemble, la seconde partie de la prop. 2 est
encore valable sans les restrictions sur L et J,.

3. Images d’une réunion et d’une intersection

Prorosition 3. — Sotent (X)), une famille de parties d’un ensemble A, et T une
correspondance entre A et B. On a alors T X\> = |J [(X)D, et
tel

LE1
X < [ TXD.

La relation (3x)(xe|J X, et y € '(x)) est équivalente & (Ix)(A)(r eI et
xeX etyel(x)),donc zfle(IHv,) (reletye (X)), c’est-a-dire a y € |J I'(X>, ce
qui démontre la premiére formule. D’autre part, pour tout: € I, on a:a X, <X,
d’ott (11, p. 10, prop. 2) P<QI X,> = I'¢X,), et par suite

I‘<LOI Xy © ﬂI D{X >,

Si I' est une correspondance quelconque (et en particulier une fonction quel-

conque), la formule F(LOI X> = LOI I'(X,> est en général fausse.

* Par exemple, dans le plan R?, les premiéres projections des droites y = x et
y = x + 1sont identiques a R, mais P’intersection de ces droites est vide, et par suite
aussi la premiére projection de cette intersection.!

On a cependant I'important résultat suivant:

ProposiTioN 4. — Sotent f une application de A dans B, et (Y ), 1 une famille de parties
~1 -1
de B. On a alors f<g Y) = QI FYD.
-1
En effet, soit x un élément de LQf<Y">. On a f(x) € Y, pour tout 1 € I, d’otr

x)e (1Y, et par suite xe_1<ﬂ Y,>. Donc ﬂ_‘1<y; c d(ﬂ YD, ce qui,
el ¢ p tel el tel q

avec la prop. 3, achéve la démonstration.

COROLLAIRE, — St f est une injection de A dans B et st (X)), ¢ est une fanulle de parties
de A dont "ensemble d’indices n’est pas vide, on a f <QI Xy = ﬂI F{XD.

On peut en effet écrire f = i o g, ol1 ¢ est I'injection canonique de f (A> dans
B et g une bijection de A sur f<{A). Alors, pour toutc partie X de A, on a

-1
F{X> = k{X}, en désignant par /£ I’application réciproque de g; on est donc
ramené a la prop. 4.

1 Une erreur célébre provenant de I’application de la formule précédente est celle commise par
H. Lebesgue dans sa tentative pour démontrer que la projection sur un axe d’un ensemble borélien
du plan est encore un ensemble borélien (résultat depuis reconnu inexact, et dont la discussion est 2
Porigine de la thénrie des ensembles « sousliniens »): il écrit que la projection de 'intersection d’une
suite décroissante «’ensembles est égale a I’intersection de leurs projections (Journal de Mathématigues,
(6), t, I (1905), p. 191-192).
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4. Complémentaire d’une réunion ou d’une intersection
ProposiTion 5. — Pour toute famille (X)), c1 de parties d’un ensemble E, on a

BE(}EJI X) =1 (CeX,) et BE(lQ X)) = U (0eX.).

tel tel

Soit x € [z(\J X,). On a x € E, et, pour tout v € I, x ¢ X, donc x € (X, ; par
tel

suite x € q (6gX,). Réciproquement, soit x € q (0gX,); par définition de P’inter-

section (II, p. 23, déf. 3), on a x € E. En outre, si on avait xe U X, 1l existerait
tel

kel tel que xeX,, ce qui est contraire a I’hypothese x e OI (6gX,); donc

x € bg(\J X,). Ceci acheve la démonstration de la premiere formule. La seconde
tel

en résulte immédiatement, compte tenu de la relation [z(0zX) = X pour toute
partie X de E.

5. Réunion et intersection de deux ensembles
Si A et B sont des ensembles, on pose

AuB= U X, AnB=
Xe{A,B} Xe{A,B)

Il est clair que A U B est ’ensemble des objets qui appartiennent soit A, soit a
B (et éventuellement a tous deux), tandis que A N B est ’ensemble des objets qui
appartiennent a la fois 2 A et a B. En particulier {x,y} = {x} U {y}.

Posons {x,y, z} = {x,y} U {z}. L’ensemble {x,y, z} est ’ensemble dont les
seuls éléments sont x, y et z. On pose de méme {x,y, z, t} = {r,y, z} U {t}. Etc.

Si maintenant A, B, C, D sont des ensembles, on pose

AvuBuC=_U X  AnBNnC-=
Xe{A,B.C}) Xe{A,B,C)
AuBuCubD=_U X, ANnBNnCnD=_ (1 X FEtc

Xe{A,B,C, D) Xe{A,B,C,D}

Soient A, B, C des ensembles. Les prop. | et 2 entrainent les formules
AUB=BUA, ANnB=BnA
AvBUC) =(AuB)uC=AuUBuUC
ANnBNnC) =AnNnB)NnC=AnBnNnC

Ces formules sont d’ailleurs des conséquences immédiates de théorémes
énoncés dans le critere C24 (I, p. 31); on démontre de la méme fagon les formules

AuBNC)=AUuB Nn(Au(), ANnBuC =ANBUANQ

‘« distributivité » de la réunion par rapport a I’intersection et de I'intersection par
rapport a la réunion; cf. II, p. 35).
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La relation A < B est équivalente a AUB =Beta ANnB=A.SiAetB
sont des parties d’'un ensemble E, on déduit de la prop. 5 (ou du critére C24) les
formules

(z(A U B) = ([gA) N ((zB), bz(A N B) = ((zA) U (0:B);
on a en outre
Au ((zA) = E, An (A = o.
Si I’ est une correspondance entre E et I'; A et B des parties de E, on déduit
de la prop. 3 (II, p. 25) que

A UBY = TC(AY U T(B), I'{ANBY « TKAY N T'BD
et si f est une application de I dans E

FANB =FANT®
en vertu de la prop. 4.

Notons aussi la proposition correspondante pour les complémentaires:

PROPOSITION 6. — Soit f une application de A dans By pour toute partic Y de B, on a

f<B Y) = f<B> f<Y> o
En effet, pour que x appartienne a f (B = Y), il faut et il sufﬁt que f(x)

appartlenne a B mais non a Y, c’est-a-dire que x appartienne a f (B), mais non
a fCYD.

CoROLLAIRE. — Sott f une injection de A dans B; pour toute partic X de A, on a
SA=X) =fLA) = <X,

En écrivant f = 70 g, ol : est 'injection canonique de f (A dans B, on sc
ramene a la prop. 6 appliquée a él

L’intersection X N A s’appelle quelquefois trace de X sur A. Si ¥ est une famille

d’ensembles, on appelle encore trace de & sur A I'ensemble des traces sur A des
ensembles appartenant a .

6. Recouvrements

DEFINITION 5. — On dit qu'une famille d’ensembles (X,), <y est un recouvrement d’un
ensemble Est E < ) X, 87 (X\)ier ¢t (Yy)ex sont des recouvrements de E, on dit que le
tel

second de ces recouvrements est plus fin que le premier (ou que le premicr est moins fin que le
second) si, pour tout x € K, il existe unve 1 tel que Y, = X,.

Un ensemble d’ensembles R est un recouvrement de E si la famille d’en-
sembles constituée par ’application identique de ® est un recouvrement de E,
autrement ditsi E = | J X.

Xen
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S1 R, R, R” sont trois recouvrements de E tels que R’ soit plus fin que R, et
R” plus fin que RK', il est clair que R” est plus fin que R.

Soit (X,),¢; un recouvrement de E; si J est une partie de I telle que (X,), ey
soit encore un recouvrement de E, ce recouvrement est évidemment plus fin que
(XL)LEI'

Soient (X,),c1 et (Y, )ccx des recouvrements d’'un ensemble E. La famille
d’ensembles (X, N Y, ). ne1xx €St encore un recouvrement de E. En effet, si
x€ E,ilexiste desindiceste Ietk e K telsquexe X, ctxe Y ,douxeX NY,.
De plus, il est clair que le recouvrement (X, MY, ), yerxx €St plus fin que
chacun des recouvrements (X,),c1, (Y,)cex- Soit réciproquement (Z,),.;, un
recouvrement de E qui est plus fin que chacun des recouvrements (X)), et
(Yo)cex; st A €L, il existe alors des indices 1 €I et k e K tels que Z, < X, et
Z,<Y,douZ, <X NY,, ce qui montre que le recouvrement (Z,), ., est
plus fin que le recouvrement (X, N Y, ), o c1xk-

Soit (X,), <1 un recouvrement d’un ensemble A, et soit f une application de A
sur un ensemble B. La famille ( f{X,>) .; est alors un recouvrement de B (11,
p. 25, prop. 3) qui s’appelle image du recouvrement (X,), 1 par f. Si g est une appli-

cation d’un ensemble C dans ’ensemble A, la famille (Tgl\/Xt))LeI est unrecouvre-
ment de C, qu’on appelle "image réciproque du recouvrement (X)), 1 par g.

Soient E et I des ensembles, (X),.; un recouvrement de E et (Y,), ¢ un
recouvrement de I'. La famille (X, x Y,)q er<x st alors un recouvrement de
E x F qu’on appelle le produit des recouvrements (X,),.;de E et (Y,), .k de F.

ProposiTiON 7. — 1° Sotent E un ensemble et (X)), o1 un recouvrement de E. Si deux
Sfonctions f, g, ayant E pour ensemble de définition, sont telles que, pour tout ve 1, fet g
coincident dans B N X, alors f et g coincident dans E.

20 Soient (X,),e1 une famille d’ensembles, ( f,), .1 une famille de_jonctions ayant méme
ensemble d’arrivée T, telle que, pour tout « € 1, Pensemble de défimtion de f, soit X, , et que,
pour tout couple (v, x) €l x I, f, et f coincident dans X, N X,. I existe alors une
Sfonction f et une seule, ayant A = \J X, pour ensemble de définition et ¥ pour ensemble

el

darrivée, et qui prolonge toutes les fonctions f, (v e I).
1° Soit x un élément quelconque de E; il existe un 1 € I tel que x € X, d’ou
J(x) = g(x) par hypotheése.
2° Soit G, le graphe de f,, ¢t G = |J G,; montrons que G est un graphe
tel

fonctionnel. En effet, si (x,y) € G et (x,5') € G, 1l existe deux indices :, k dans I

tels que (x,y) € G, et (x,4") € G,. Celaentrainexe X, ,xeX, ,y = £(x),y" = f.(x);

mais comme x € X, " X, , on a fi(x) = f (x), C’est-a-direy = y'. Le graphe G a

pour ensemble de définition pr; G = | pr; G, = A; la fonction f = (G, A, F)
tel

répond donc a la question. Sow unicité résulte de la premiére partie de la propo-
sition.
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7. Partitions

DérINtTION 6. — On dit que deux ensembles A, B sont disjoints (ou sans élément commun)
sitANB = @; s’ nen est pas ainsi, on dit que A et B se rencontrent. Soit (X,), ¢ une
Samille d’ensembles ; on dit que les ensembles de cette famille sont mutuellement (ou deux a
deux) disjoints st les conditions ve I, x € I, v # x entrainent X, N X, = @.

Soit f une application de A dans B, (Y,),; une famille de parties de B,
mutuellement disjointes; la prop. 4 (II, p. 25) montre que les ensembles de la

-1

famille ( f {Y,)).e1 de parties de A sont mutuellement disjoints. Par contre, si
(X)), e1 est une famille de parties de A, mutuellement disjointes, les ensembles de
la famille ( f¢{X,>),.: ne sont pas en général mutuellement disjoints.

Prorosrrion 8. — Sowent (X)), 1 une famille d’ensembles mutuellement disjoints,
(f)ie1 une famille de fonctions ayant méme ensemble d’arrivée T, et telles que, pour tout
ve I, Pensemble de défimition de f, soit X,. 1l existe alors une fonction f et une seule, ayant

U X, pour ensemble de définition et I' pour ensemble d’arrivée, et qui prolonge toutes les
tel

Sonctions f, (ve I).
C’est un corollaire immédiat de la prop. 7 (II, p. 28), puisque £, et /, coin-
cident évideminent dans X, N X, = @ lorsque 1 # k.

DérinitioN 7. — On appelle partition d’un ensemble E une famille de parties mutuellement
disjointes de E, qui est un recouvrement de E.

Exemple. — Pour tout enscmble non vide A, la famille ({x}i. . des parties dc A
réduites 4 un seul élément est une partition de A.

Si (X\),e: est une partition d’un ensemble E formée d’ensembles non vides,
I'application . +> X, de I sur I’ensemble ¥ des éléments X, de la partition est bi-
jective. La donnée de & définit donc la partition a une bijection prés des ensembles
d’indices. Lorsqu’on parle d’une partition en ensembles non vides, c’est de
I'ensemble des éléments de la partition qu’il est question le plus souvent.

8. Somme d’une famille d’ensembles

Prorosition 9. — Soit (X)), o1 une famille d’ensembles. 11 existe un ensemble X possédant
la propriété sutvante : X est réunion d’une fainille (X)), ¢ d’ensembles mutuellement disjoints,
telle que, pour tout v € 1, il existe une application byjective de X, sur X,

Soit A = {J X,. Si eI, application x> (x, ) (x € X,) est une application

tel

bijective de X, sur une partie X de A x I. De plus, I'image de X; par la seconde
fonction coordonnée sur A x I est contenue dans ’ensemble {1}; il en résulte que
XiNnX, = @sit# k. Ilsuffit alors de poser X = | J X|.

el
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DErntTION 8. — Soit (X)), o1 une famille d’ensembles. On appelle somme de cette famille
d’ensembles la réunion de la famille des ensembles X, x {4} (v € I).

Prorosrtion 10. — Sott (X)), o1 une famille d’ensembles mutuellement disjoints. Soient
A sa réunion et S sa somme. 1l existe une application bijective de A sur S.

Pour tout « € I, soit £, une bijection de X, sur X, x {i}. En vertu de la prop. 8
(11, p. 29), il existe une application fde A dans S qui prolonge toutes les applica-
tions f,. On vérifie aussitdt que f est une application bijective de A sur S.

Par abus de langage, on dit qu’un ensemble E est somme d’une famille d’ensembles
(X)er lorsqu’il existe une bijection de E sur la somme de cette famille définie par la
déf. 8.

On notera que, si (X,), . est une famille d’ensembles quelconque, le raisonne-
ment de la prop. 10 montre qu’il existe une application de la somme S de cette
famille sur sa réunion A.

On dit encore qu’un ensemble somme d’un ensemble X et d’un ensemble {a}
réduit a un élément est obtenu par adjonction de a a X.

§ 5. PRODUIT D’'UNE FAMILLE D’ENSEMBLES
1. L’axiome de I’ensemble des parties

A3. (vX) Colly(Y = X).

Cet axiome signifie que, pour tout ensemble X, il existe un ensemble dont les
éléments sont toutes les parties de X, savoir ’ensemble {Y | (Y = X)} (II, p. 3);
on le désigne par $(X), et on 'appelle I’ensemble des parties de X. Il est clair que, si
X X', ona PX) = BX").

Soient A et B deux ensembles, I" une correspondance entre A et B. La _fonction
X IX) (X eB(A), I'X) € BB)) s’appelle extension canonique (ou simple-
ment extension) de T' aux ensembles de parties, et se note I'; c’est une application de
B(A) dans B(B). Si [V est une correspondance entre B et un ensemble C, la
formule (I o T)(X> = I'"(I'(X>)> montre que P’extension de IV oI aux en-
sembles de parties est I’application I o I".

ProposiTion 1. —- 1° i fest une surjection d’un ensemble E sur un ensemble ¥, I’ extension
canonique f est une surjection de % (E) sur B(F).

20 Si f est une injection de ¥, dans T, Pextension canonique f est une injection de B(E)
dans B(I).

1° Si s est une section associée a f, f o s est I’application identique de F, donc
£ § est Papplication identique de $(F), ce qui montre que f est une surjection et
§ une section associée (II, p. 18).

2° La proposition est immédiate si E = @, puisqu’alors P(E) = {@}. Si
E # o étsirest une rétraction associée a f, 7 o f est I’application identique de E,
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donc 7 o fest I"application identique de B(E), ce qui montre que fest une injection
et 7 une rétraction associée (11, p. 18).

2. Ensemble des applications d’un ensemble dans un ensemble

Soient E et I des ensembles. Le graphe d’une application de E dans T est une
partiede E x F. L’ensemble des éléments de B(E x TI) qui possédent la propriété
d’étre des graphes d’applications de E dans I est donc une partie de B(E x T)
que I'on désigne par FE. L’ensemble des triplets f = (G, E, F), pour G € I'® est
donc Vensemble des applications de E dans F; on le désigne par % (E; F). Il est clair
que G+ (G, E, F) est unc bijection (dite canonique) de F® sur % (E; F). L’exis-
tence de cette bijection permet de traduire aussitdt toute proposition relative a
I'ensemble F® en une proposition relative a % (E; I), et vice-versa.

Soient E, E', F, F’ des ensembles. Soient u une application de E’ dans E, et v
une application de ¥ dans F’. La fonction fr—0vofou (fe #(E;T)) est une
application de #(E; F) dans & (E'; I'').

ProrosITiON 2. - 1° 57 u est une surjection de £ sur E, et v une injection de ¥ dans F',
Capplication fr— v o fou est injective.

2° 87 u est une tnjection de E' dans E, et v une surjection de ¥ sur ¥', Papplication
S v o fouest surjective.

Bornons-nous au cas ou les ensembles E’, I sont non vides, la proposition se
vérifiant trivialement dans les autres cas.

1° Soient s une section associée a u, r une rétraction associée a v (II, p. 18,
déf. 11). Onaro (vo fou)os = Idp o fo Idg = f, cc quimontre que f+> v o fou
est injective.

2° Soient " une rétraction associée a u, §' une section associée a . Pour toute
application f':E'—T’, on a vo(s'of'or')ou =f', ce qui montre que
fr>vofouestsurjective.

COROLLAIRE. — St u est une byjection de ¥/ sur E et vune bijectionde F sur F', fr>v o f o u
est bijective.

Soient A, B, C trois ensembles, et f unc application de B x C dans A. Pour
tout y € G, soit f, I’application partielle x — f{x,y) de B dans A (II, p. 21); la
fonction y — f, est une application de C dans % (B; A). Inversement, pour toute
application g de G dans # (B; A), il existe une application et une seule f de
B x C dans A telle que g(y) = f, pour tout y € G, savoir l'application
(¥ y) > (&(y))(x). Donc:

ProposITioN 3. — Si, pour toute application f de B x C dans A, on désigne par J
Papplicationy —> f, de Cdans F (B; A), la fonction f > f est une bijection (dite canonique)
de (B x C; A) sur F(C; # (B; A)).
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On définit de la méme maniere une bijection (dite canonique) de # (B x Cj; A)
sur # (B; #(C; A)). Enraison de la correspondance biunivoque entre applications
et graphes fonctionnels, les bijections précédentes fournissent des bijections (dites
canoniques) de A®*C sur (AB)C (resp. (A®)B).

3. Définition du produit d’une famille d’ensembles

Soient (X,),¢; une famille d’ensembles, I' un graphe fonctionnel ayant I pour

ensemble de définition, et tel que, pour tout : € I, on ait F(x) € X,; on en déduit

que, pour tout L€ L, on a I'(:) e A = | X, et par suite que F est un élément de
tel

R(I x A). Les graphes fonctionnels ayant la propriété précédente forment donc

une partie de B(I x A).

Dernttion 1. — Soit (X)), o1 une famille d’ensembles. L’ensemble des graphes fonctionnels
F, ayant 1 pour ensemble de défimition, et tels que I'(v) € X, pour tout v€ I, s’appelle le

produit de la famille d’ensembles (X)), o1 et se désigne par n X,. Pour tout e 1,X,
Sappelle le facteur d’indice v du produst 1—[1 X,; Papplication

FesT() (Te Tl X, F()eX,)
s'appelle la_fonction coordonnée (ou projection) d’indice 1, et se note pr,.
On dit que T(v) est la coordonnée d’indice v (ou projection d’indice 1) de F; I'image
pr,{A) d’une partic A de }1 X, par la fonction coordonnée d’indlice ¢ s’appelle la
projection d’indice v de A on vérific aisément que A < E pr.{A>.

On utilise souvent la notation (v,),.; pour désigner les él¢ments de IL—EII X, (11,
p- 16).

SiI = @, ’ensemble 11 X, ne posséde qu’un scul éléient, savoir ensemble
vide (I1, p. 14, Exemple l)L.e

Lorsque tous les facteurs X, du produit E[I X, sont égaux a un méme ensemble
E,ona 11 X, = EL comme il résulte aussitdt des définitions.

Si (X,),er est une famille d’ensembles quelconque, E un ensemble tel que

. © E, la détf. 1 montre que . < E*; 1l y a donc correspondance bi-
X, < E, la déf. 1 q HX E5ilyad pondance bi
tel LE

univoque entre 1—! X, et un ensemble d’applications de I dans E (partie de
F(1; E)). ‘e

SiI = {«} est un ensemble a un seul élément, on a H X, = X ; ’application
LE
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F+> F(«) est alors une apphcatlon bijective de 1—[ X, sur X, (dite canonique, ainsi
que I’application réciproque). ret
Soient A et B des ensembles, et soient «, 8 deux objets distincts (il en existe,
par exemple @ et {@}). Considérons le graphe {(«, A), (8, B)}, qui est évidem-
ment fonctionnel, et n’est autre que la famille (X,), (.5 telle que X, = A,
= B. Pour tout couple (x,y)eA x B, soit f, , le graphe fonctionnel
{(«, x), (B, y)}. Il estimmédiat que la fonction (x, y) i~ £, , est une application bi-

jectivede A x Bsur 1—[ XL, dont I’application réciproque est g — (g(«), g(B));

te {x,
ces deux applications sont dites canoniques. Nous utiliserons dans la suite cette

correspondance biunivoque pour démontrer des propriétés du produit de deux
ensembles a partir de propriétés du produit d’unc famille d’ensembles.

Soit (X,), ¢ une famille d’ensembles dont chacun est un ensemble a un seul
élément, soit X, = {a,}; alors le produit [ X, est un ensemble réduit au seul
élément (a,), 1. tet

Soit E un ensemble; les graphes des applications constantes . — x de I dans E
forment une partie A du produit E! appelée diagonale; si X désigne le graphe de
'application  +> x (pour x € E), I'application x - ¥ est une injection de E dans
El dite application diagonale.

Proposition 4. — Sotent (X,), . une famille d’ensembles, u une bijection d’un ensemble

K sur Pensemble 1, U son graphe. L’ application F +—F o U de 1—[ X, dans 1—1 Xouoo 68t
bijective.

Soit A = J X, = U Xuoo (I, p. 22, prop. 1). L’application F'+—>F o U

tel

(F € AT) est une apphcatlon bijective de A! sur A® (II, p. 31, prop. 2). II est
évident que la condition « pour tout . € I, F(1) € X, » est équivalente a « pour tout
ke K, (FoU)(x) € X, » ce qui démontre la proposition.

4. Produits partiels

Soient (X,), .; une famille d’enscmbles, et J une partie de I; on dit que g X, est
un produit partiel de I;I X.. Si fest une fonction de graphe I € E X, FoA; (ou
A; est la diagonale de J x J) est le graphe de la restriction de fa J. On a évidem-
ment FoA;e E X,; I'application F - F o A; de E X, dans g X, s’appelle la

projection d’indice J et se note pry.

Proposition 5. — Soient (X)), oy une famille d’ensembles, et J une partie de 1. St, pour tout

vel,ona X, # @, la projection pry est une application de 1—[ X, sur 1 1 X,

ted
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D’aprés les remarques faites ci-dessus, il revient au méme de démontrer la
proposition suivante:

Prorosition 6. — Soit (X,),.; une famille d’ensembles telle que X, # & pour tous
ve 1. Etant donnée une application g de ] < 1dans A = \J X,, telle que g(v) € X, pour
tel

tout v € J, il existe un prolongement f de g a 1, tel que f(1) € X, pour tout v € 1.
En effet, pour tout 1€ I — ], désignons par T, le terme t,(y € X,). Comme
X, # o par hypothése, on a T, € X, pour tout te I = J (I, p. 32). Si G est le
graphe de g, le graphe G U ( | {(1, T\)}) estle graphe d’une fonction f répon-
J

tel—
dant a la question, comme on le vérifie aussitot.

CoROLLAIRE 1. — Soit (X)), .1 une famille d’ensembles telle que, pour tout v € 1, on ait
X, # @. Alors, pour tout « € 1, la projection pr, est une application de H X, sur X,.

11 suffit d’appliquer la prop. 5 a la partie J = {«} de I, et de remarquer que
pr, est composée de 'application canonique de X! sur X, et de I'application
Pliey-

CoROLLAIRE 2. — Soit (X)), .y une famille d’ensembles. Pour que Il X, = @, i faut
et il suffit quil existe un v e Ltel que X, = . c

En effet, si, pour tout e I, on a X, # ¢, on a aussi H X, # @ comme il
te

résulte du cor.l; inversement, si HXL # @, la relation pra(n XL) < X,
el tel

montre que I'on a X, # @ pour tout o € I.

On voit douc que, si on a unc famille (X1, ., d’ensembles non vides, on peut
introduire (a titre de constantc auxiliaive) une fonction f dont I est 'ensemble de
définition, ct qui est telle que /(1) € X, pour tout ¢+ € 1. On dira en pratique: « Prenons
dans chaque ensemble X, un élément x, » Intuitivement, on a donc « choisi » un
élément x, dans chacun des X,; 'introduction du signe logique T et des critéres qui en
gouverncnt Pemploi nous a dispensés d’avoir 4 formuler ici un « axiome de choix »
pour [égitimer cette opération (cf. Ens. R, p. 21).

CoROLLAIRE 3. — Soient (X)), .1 et (Y,),c1 deux familles d’ensembles ayant le méme

ensemble d’indices 1. ST, pour tout v 1, on a X, = Y,, on a ausst TII X, < [1 Y.
LE

tel
Réciproquement, si 11 X, < I—[I Y, et si, pour tout vel,onaX, # ,maX <Y,
LE
pour tout 1€ 1. ©

La premicre assertion est évidente, et la seconde résulte du cor. 1 de la prop. 6,
car on a alors, pour tout « €1,

X, = Pl'a(‘Ie—[I X,) < praﬂ? Y) = Y,

tE
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5. Associativité des produits d’ensembles

ProrosttioN 7. — Soit (X)), ¢ une famille d’ensembles. Soit (J,), er, une partition de I;
Papplication fi> (pry, f e, de ].—1 X, dans lensemble produit ﬂ‘( I—J[ X‘) est bijective

(« associativité » des produits d’ensembles).

Dr’apres interprétation de pr;, f comme graphe de la restriction d’une fonc-
tion de graphe f (II, p. 33), dire que 'application fi> (pry, f), ey, est bijective
signifie que, pour toute famille (z,), .., ou v, est une application de J, dans

U X,, il existe une application et une scule « de I dans |_J X, telle que, pour tout
tel tel

re L, v, soit la restriction dc # 4 ], ; or, cela résulte de ce que (J,),er €5t une
partition de I (II, p. 29, prop. 8).

L’application définie dans la prop. 7 et sa réciproque sont dites canoniques.

Remarques. — 1) Soicnt «, 3 deux objets distincts, et (Ja) e (e s une partition de I en
deux ensembles J,, J5. On obtient une application bijective (dite encore canonigque) du

produit 1_[ X, sur (1_[ X) X (LI_J[ XL) en composant Papplication canonique de
€dg

I1 (]_[ X) sur (1—[ X) X (Ll—JI XL) et Papplication canonique de E X, sur
€Jp

€{a, B}

( 1—[ }\.L). Lorsque, pour tout t€ Jp, X, est un ensemble 4 un seul élément, on en
Ae{a. B} Ledy

déduit que pry  est une application bijective de H X, sur Ll—JI X..
€ €dy
2) Soient «, B, y des objets deux 2 deux distincts (il en existe, par exemple @,
{ @} et {{ @}}), et solent A, B, C des ensembles. Considérons le graphe fonctionnel

{(a A), (B, B), (v, C)}, clest-a-dire la famille d’ensembles (X\),cx.p.vy telle que
= A, X3 =B, X, = C. A la partition de {«, B, y} formée des deux ensembles

{cx, B} et {y} correspond une bijection canonique de . (1_; , X, sur le produit
e{x Y

( 14—15) XL) x XV et par suite une bijection (qu’on appelle encore canonigue) de
te{o,

b )XL sur A x Bx C (II, p. 9), faisant correspondre a tout graphe
ele, B.Y

Jje [ X, Pétément (f(a), f(B), f(v)) de A x B x C. Tenant compte de la

vefw B, v}
prop. 4 (11, p. 33), on peut ainsi mettre en correspondance biunivoque deux quelcon-
quesdesensembles A x B x C,B x €U x A,C x A xB,Bx Ax CA x CxB,

C x B x A,

6. Formules de distributivité

Proposition 8, — Soit (X, ).es, ) une famille (admettant L. pour ensemble

7

d’indices) de familles d’ensembles, On suppose L # & et J, % & pour tout » € L. Soit
= EL Jr # @.0na

U (m XA J = m (U XA.J‘(A))

Aeli "Ledy fel *Aels

N(UX.0=UNx

AeLll "Ledy fel *Ael

et
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(« distributivité » de la réunion par rapport a I'intersection et de I'intersection par
rapport a la réunion).

Soit x un élément de }UL (LQ X,. ). Soit_f un élément quelconque de I. 11

existe un indice Atel que x & Q X,.;onaparsuitexe X, ), doux EAUL Xa, roye
e dy €

Ceci étant vrai pour tout feI, on a x c—‘fﬂl (}UL X, ;o). Soit maintenant x un
€ =

objet qui n’appartient pas a I’ensemble AUL ( Q X....). Il en résulte que, pour tout
= LEJy,

rel,onax¢ Q X,...» ce qui signifie que, pour tout » € L, Pensemble J; des

tedy

ve ], tels que x ¢ X, , est non vide. D’aprés le cor. 2 de la prop. 5 (I, p. 34), il

existe un graphe fonctionnel f dont Pensemble de définition est L et qui est tel

que, pour tout » € L, f(x) €J;. On a donc fe1I et, pour tout x e L, x ¢ X, /).

U X),, f(k))'

Aels
La premiere formule est donc démontrée. La seconde s’en déduit, en appli-
quant la premiére formule a la famille (($4X,,,),cs,)r e, OU A désigne la réunion

U (U X0

AeL t€.J,

On en déduit que x ¢ AUL X, sy €t par suite x ¢ fﬂl (
€ €

CoroLLAIRE. — Sotent (X}, o1 et (Y )¢k deux familles d’ensembles dont les ensembles
d’tndices sont non vides. On a

MNX)u((NY)= N _XuYy
el xe K .k)eIxK

et

(LLEJI Xl) M ( U YK) = U (Xv M YK)

keK (t,x)eIxK

Soient « et 8 deux objets distincts; il suffit d’appliquer les formules de la prop.
8aucasou L = {«,8}, J. = I, J; = K, et a la famille ((Z, ,),cs,)rew telle que
Z,,=X, pour tout 1€l et Z; . = Y_ pour tout k € K; tenant compte de

Pexistence de la bijection canonique de Il‘],\ sur I x K (I, p. 33) et de la

prop. 1 de II, p. 30, on obtient les formules énoncdes.

Prorosirion 9. — Soit ((X,, ) ea,)rer une famille (admettant L. comme ensemble
d’indices) de_familles d’ensembles. Soit 1 = ﬂ, J,. Ona

H ( U X?\..l) = U (H XA.J’(M

el 1eJy fel xel )

et (st L # @ et], # @ pourtout he L)
= N TX ).
A]-—;L (‘DJA X QI (AeL A 1R
(« distributivité » du produit par rapport a la réunion et a Pintersection).
La premiére formule est immédiate si L = & ousi J, = & pour un indice
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A € L. Sinon, soit g un élément de [Ty X)) ; pour tout 2 € L, il existe donc

AeLs LeJ,
un : € J, tel que g(2) € X, ,; autrement dit, 'ensemble H, des . € J, tels que
g(2) € X, , n’est pas vide. D’apres 11, p. 34, cor. 2, il existe donc un graphe fonc-
tionnel f dont ’ensemble de définition est L et qui est tel que, pour tout A€ L,

f(2) € H,, ce qui signifie que g(A) € X, 4, Ona donc g EQ‘XA'M), et par suite
geU (H X,\,,m). Inversement, si g€ fUI (}\H X,\,,m), il existe un graphe

fel Ael el
fonctionnel fel tel que, pour tout A€ L, on ait g(d) € X, ;u, €t a fortiort
gd) e | X, ,, ce qui achéve de démontrer la premiere formule. La seconde se
tedJdy

démontre de facon analogue mais plus simple encore, comme nous laissons au
lecteur le soin de le vérifier.

CoroLLAIRE 1. — Si, pour chaque indice € L, lu famille (X, ).y, est une partition
de X, = \J X, , la famille (AH X son)y ex est une partition de |1 X,.
s €

el
Sion pose P, = Jl X, ;o 1l suffit, en vertu de la premiére des formules de la
€
prop. 9, de démontrer que, si fet g sont des éléments distinctsde I, P, " P, = &.
Or, il existe alors un A € L tel que f(A) # g(2), d’oui, en vertu de I'hypotheése,
X, ;o0 N X, 00 = @. 11 en résulte qu’il n’y a aucun graphe appartenant a
P, N P,; en effet, pour un tel graphe G, on devrait avoir
G(2) € Xs, 100 N Kooy = 95

ce qui est absurde.

CoRrOLLAIRE 2. — Sotent (X,), et et (Y )ex deux familles d’ensembles. On a
(UX) x(UY)= U (X xY
el KeK ¢,xrelxK

et (st I et K sont non vides)

(DX % (DY) =

tel

(X, x Y,).

(t,K)elIxK

I1 suffit de raisonner comme dans la démonstration du corollaire de la prop. 8

(I1, p. 36).

Proposition 10, —Soit (X, Ve werxx une famille d’ensembles dont Iensemble
d’tndices est le produtt de deux ensembles 1 et K. ST K # @, ona

N 0Ix) =10 X0

el k€K

Les deux membres de I’égalité qu’il s’agit de démontrer sont des ensembles de
graphes fonctionnels. Pour qu’un tel graphe f appartienne au premier membre, il

faut et 1l suffit que, pour tout « eK,feII X, Cest-a-dire que, pour tout
Lte
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(,k)el x K, f(1) appartienne a X, .. Pour que f appartienne au second
membre, il faut et il suffit que, pour tout: €I, on ait f(1) € KQK X, o Cest-a-dire
encore que, pour tout (1, k) € I x K, f(1) appartienne a X, . La proposition est

donc démontrée.

CoROLLAIRE. — Sotent (X.), e et (Y,), 1 deux familles d’ensembles ayant méme ensemble
d’indices 1 £ @.0na

(ITx) n (LIv) =TIx ny)
et

@x X,) x QQ Y,) = QI (X, x Y.

11 suffit d’appliquer la prop. 10 au cas ou K (resp. I) est un ensemble a deux
éléments distincts.

7. Extension d’applications aux produits
Dérnirion 2. — Sotent (Xi)er, (Y )er deux familles d’ensembles, et (g),e; une
Samille de fonctions, admettant le méme ensemble d’indices, et telles que, pour tout + € 1, g, soit

une application de X, dans Y. Pour tout [ EH X, soit u; le graphe de la fonction

v g (f() (ve 1), qui est un élément de H Y.. On appelle extension canonique (ou
simplement extension) de la famille d’ apphcanom (g).e1 aux produits, lapplication
fi>u de L]j X, dans 11 Y., on dit aussi payfois que cest le produst de la famille d’applica-
fons (8)ecr

Quand on utilise la notation indicielle, le produit de la famille (g,), . ; est donc

la fonction (x,),c1 — (g.(x.)).e1; On la désigne parfois encore par (g,), 1.
SiI = {a, B}, ol a et B sont distincts, Pextension aux produits de la famille d’appli-
cations (g,),er n’est autre que $ o (g4 X gp) ° @, ol ¢ désigne Papplication canonique

de g X, sur X, x X (I, p. 33) et ¢ Papplication canonique de Y, x Y, sur

Y.
tel

PROPOSITION 1. — S()i(?ﬂt (Xt)teb (YL)LGD (ZL)LEI troisfamilles d’ensembles, (gl)lEI7
(g).e1 deux familles de fonctions, admettant le méme ensemble d’indices, et telles que, pour
tout v € 1, g, soit une application de X, dans Y, et g| une application de Y, dans Z,. Soient
g et g les extensions des familles (g),c1 et (g),e1 aux produits; alors Iextension aux
produits de la famille (g, o g).c1 est égale & g’ o g.

La proposition découle immédiatement de la déf. 2.

CoROLLAIRE. — Soient (X,), e, (Y,).e1 deux familles d’ensembles, (g,),e; une famille
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de fonctions. Si, pour tout . € I, g, est une injection (resp. surjection) de X, dans 'Y, , alors
Pextension g de (g,),er aux ensembles produits est une injection (resp. une surjection) de

[1X dams 1Y,
tel tel

1° Bornons-nous au cas ou X, # @ pour tout . & I, le résultat ¢tant trivial
dans le cas contraire. Supposons que, pour tout : € I, g, soit une injection, etsoit 7,
une rétraction associée a g, (I, p. 18, dé[l. 11), de sorte que 7, o g, est 'application

identique de X,. Soit r I’extension aux produits de la famille (r,),.;; comme 7o ¢
est extension aux produits de la famille des applications identiques Idy , 7 o g est

I'application identique de 11 X,, donc g est une injection (II, p. 18, prop. 8).
LEe

2° Supposons que, pour tout : € I, g, soit une surjection de X, sur Y, et soit
s, une section associée a g, (II, p. 18, déf. 11), de sorte que g, o 5, est I'application
identique de Y,. Si s est Pextension aux produits de la famille (s5)), .5, go s cst
I'extension aux produits de la famille des applications identiques Idy, donc est
I'application identique de 11 Y, ce qui prouve que g st une surjection (II, p. 18,
prop. 8). e

Soit (X,),er unc famille d’ensembles, ct soit E un ensemble. Pour toute
application f de E dans l—l X, pr, o f st une application de E dans X_; si f est

L€

Pextension aux produits de cette famille d’applications, ct d1’application diagonale
(I1, p. 33) de E dans E, on voit aussitot que I'on a f = fo 4. Inversement, soit
(f).er une famille de fonctions telle que, pour tout : € I, £ soit une application de
E dans X, et soit f I’extension aux produits de cette famille; on a alors, pour tout
vel, pr,o (fod) = f.. Par abus de langage, 'application f o d se note encore
(f).er- On définit ainsi une application bijective (dite canonique, ainsi que son
E

application réciproque) de Pensemble I1 XE sur I'ensemble (1_[ XL>
tel tel

§6. RELATIONS IYEQUIVALENCE

En principe, nous cesserons désormais d’utiliser des lettres italiques grasses pour
désigner des assemblages indétcrminés; le contexte permettra au lecteur de
discerner sans peine les assertions qui s’appliquent a des lettres ou des relations
indéterminées.

1, Définition d’une relation d’équivalence

Soit Rix, y§ une relation, x ety étant des lettres distinctes. On dit que la relation R
est syméirique (par rapport aux lettres x et y) si on a Rix, y{ = Riy, x{. S’il en est
ainsi, en substituant a x et y deux lettres x’, ', distinctes entre elles et distinctes
de toutes les lettres figurant dans R, puis en substituant y et x a x" et y’ respective-
ment, on voit que 'on a R{y, x{ = Rix, y{; donc Rix, y{ et Ry, x{ sont équivalentes.

Soit z une lettre ne figurant pas dans R. On dit que la relation R est transitive
(par rapport aux lettres x et y) si 'on a (Rix, y{ et Riy, zf) = Rix, z{.
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Exemples. — La relation x = y est symétrique et transitive. La relation X < Y
est transitive, mais non symétrique. La relation X N'Y = @ cst symétrique, mais
non transitive.

Si Rix, y§ est a la fois symétrique et transitive, on dit que Rix, y{ est une relation
d’équivalence (par rapport aux lettres x et y). Dans cc cas, la notation x = y (mod R)
est parfois employée comme synonyme de Rix, yi; elle se lit « x est équivalent dy
modulo R (ou sutvant R) ». Si R est une relation d’équivalence, on a

Rix, i = (Rix, s et Riy, 49),
car Rix, y{ entraine Riy, x§, et (Rix, y{ et Riy, xi} entraine (Rix, x{ et Riy,y{), en
vertu des définitions.

Soient Rix, y{ une relation, E un terme. On dit que la relation R est réflexive
dans E (par rapport aux lcttres x et y ne figurant pas dans E) si la relation Rix, x
est équivalente a x € E. $’il n’y a pas de confusion possible sur E, on dit simple-
ment, par abus de langage, que R est réflexive.

On appelle relation d’équivalence dans E unc relation d’équivalence réflexive

dans E. Si Rix, y{ est une relation d’équivalence dans E, on a
Rix,yi = ((x,y) € E x E),

donc R admet un graphe (par rapport aux lettres x et y). Réciproquement,
supposons que la relation d’équivalence R{x, y{ admectte un graphe G; remarquons
quela relation Rix, x{ est équivalente a la relation (3y)Rix, y{; en effet, elle entraine
cette derni¢re (I, p. 33, schéma S5), et d’autre part, comme Rix, y{ cntraine
Rix, xf, (Fy)Rix,y{ entraine (Iy)Rix, x}, donc aussi Rix, x{ On voit donc que
Rix, x} est équivalente a x € pr; G, de sorte que R ¢st unc relation d’équivalence

dans pr; G.

On appelle équivalence dans un ensemble E une correspondance admettant E
pour ensemble d’arrivée et pour ensemble de départ, et dont lc graphe I est tel
que la relation (x, y) € F soit une relation d’équivalence dans E.

Exemples

1) La relation x = y est une relation d’équivalence qui n’admct pas de
graphe, car la premiere projection de ce graphe scrait I’ensemblc de tous les objets.

2) La relation «x = y et x € E » est une relation d’équivalence dans E dont
le graphe est la diagonale de E x E.

3) Larelation « il existe une bijection de X sur Y » est une relation d’équiva-
lence qui n’admet pas de graphe (cf. III, p. 30).

4) Larelation «x € E ety € E » est un relation d’équivalence dans E dont le
graphe est E x E.

5) Supposons A < E. La relation

(xeE=Aety =x)ou (xecAetyeA)

est une relation d’équivalence dans E.
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6) * Larelation «xe Z ety ¢ Z et x — y cst divisible par 4 » est une relation
d’équivalence dans Z.,,

ProposiTioN 1. — Pour qu’une correspondance 1" entre X et X soit une équivalence dans
X, il faut et 1l suffit que les conditions suivantes soient vérifies: a) X est Iensemble de

défimition de U'; b) ona I' = Fl; c)omal - =T.

Soient I' une correspondance entre X ct X, et G son graphe. Si I' est une
équivalence dans X, on a (x, x) € G pour tout x € X, donc X est ensemble de
définition de I'. La relation (x,y) ¢ G est équivalente a (y,x) e G, donc a

(%, 9) € Gl, de sortc que G = Gl, donc 1" = I". Les relations (x,y) € Get(y, z) € G
cntrainent (x, z) € G, ce qui montre que G o G = G; par ailleurs, la rclation
(x,9) € G entraine (x, x) € G, donc (x,y) ¢ G ¢ G de sorte que G = G- G; on a
donc G = Go G, ctparsuite I' = "o I,

Réciproquement, supposons les conditions a), b), ¢) vérifiées. La relation
(x,y) € G est symétrique en vertu de 4) en transitive en vertu de ¢); c’est donc une

relation d’équivalence, et il résulte de a) que c’est une relation d’équivalence
dans X.

2. Classes d’équivalence; ensemble quotient

Soient f une fonction, E son ensemble de définition, F son graphe. La relation
«xeE etyeE et f(x) = f(y)» est une relation d’équivalence dans E; nous
dirons que cette relation est la relation d’équivalence associée a f. Elle est équiva-
lente a la rclation (32)((x, z) € F ¢t (y, z) € F), c’est-a-dire a
(32)((x, 2) € F et (2,9) € F);

son graphe est done F1 ol

Nous allons maintenant montrer que toute relation d’équivalence R dans un
ensemble E est du type précédent. Soit en effet G le graphe de R. Pour tout
x € E, Pensemble (non vide) G(x) < E s’appelle la classe d’égquivalence de x suivant
R: c’est donc I'ensemble des y € E tels que Rix, yi; tout ensemble qui peut se
mettre sous la forme G(x) pour un x € E est appelé une classe d’équivalence
(suivant R). Un élément d’une classe d’équivalence est encore appelé un repré-
sentant de cette classe. L’ensemble dcs classes d’équivalence suivant R (c’est-a-dire
’ensemble des objets de la forme G(x), pour x € E) s’appelle I’ensemble quotient de
E par R et se désigne par E/R; Papplication x - G(x) (x € E) dont’ensemble de
définition est E et ’ensemble d’arrivée E/R, s’appelle 'application canonique de E
sur E/R. On a alors le critére suivant:

C55. Sotent R une relation d’équivalence dans un ensemble E, et p application
canonique de E sur E/R. On a

Rix, y{ = (p(x) = p(y)).
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En effet (avec les notations précédentes), soient x et y des éléments de E tels
que (x,y) € G. On ad’abord x € E ety € E; montrons que G(x) = G(y). Puisque
y € G(x), on a (II, p. 41, prop. 1) G(y) = (G G)(x) = G(x). Par ailleurs, on a
aussi (y,x) € G, d’ou G(x) = G(y) et par suite G(x) = G(y), c’est-a-dire
p(x) = p(y). Réciproquement, si G(x) = G(y), on a ye G(y) = G(x), d’ou
(x,y) € G, ce qui démontre le critére.

Une section associ¢e a l’application canonique p de E sur E/R (II, p. 18,
déf. 11) s’appelle plus briévement une section de E (pour la relation R).

Exemples

1) Soit R la rclation d’équivalence «xeE et ye E et x = y» dans un en-
semble E; la classe d’équivalence de x € E est alors I’ensemble {x}, ct I’application
canonique ¥ — {x} de E sur E/R est bijective,

2) Soient E et F deux ensembles tels que I # &, et R la relation d’équiva-
lencedans E x F associée al’application pr; de E x Fsur E. Les classes d’équiva-
lence pour R sont les ensembles de la forme {x} x F, ou x € E; I'application
x> {x} x I est une bijection de E sur (E x I')/R.

Soit R une relation d’équivalence dans un ensemble E. L’ensemble quotient
E/R est une partie de B(E), et 'application identique de E/R est une partition de
E (II, p. 29); en effet, si G est le graphe de R, et si deux classes d’équivalences
G(x) et G{y) ont un élément commun z, on a Rfx, z{ et R{z, 3}, donc Rix, 3§, et
par suite G(x) = G(y). En outre la relation

AX)(XeE/RetxeXetye X)
cst équivalente a Rix, y.

Réciproquement, soit (X,),.; une partition d’un ensemble E en ensembles
non vides; on vérifie aussitot que la relation (I))(reIetx e X, ety € X)) est une
relation d’équivalence R dans E; les classes d’¢équivalence suivant R ne sont
autres que les ensembles X, de la partition, et ’application « — X, est unc bijection
de I sur E/R. Toute partie S de E telle que, pour tout « € I, Pensemble S N X, soit
réduit a un élément, s’appelle un systéme de représentants des classes d’équivalence
suivant R. On désigne aussi sous ce nom toute injection d’un ensemble K dans E,
tclle que 'image de K par cette injection soit un systéme de représentants des

classes d’équivalence suivant R; il en est ainsi, cn particulicr, de toute section de
E pour la relation R.

3. Relations compatibles avec une relation d’équivalence

Soient Rix, x'{ une relation d’équivalence, et Pix{ une relation. On dit que P{x{
est compatible avec la relation d’ équivalence R{x, x'{ (par rapport a x) si, y désignantune
lettre qui ne figure ni dans P, ni dans R, on a

(Pixi et Rix, y§) = Piy.
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Par exemple, il résulte de C43 (I, p. 39) que n’importe quelle relation Pixf es:
compatible avec la relation d’équivalence x = x".

C56. Soient Rix, x'{ une relation d’équivalence dans un ensemble E, Pix{ une relation

ol ne figure pas la lettre x', compatible (par rapport d x) avec la relation d’équivalence

Rix, x'{; alors, si t ne figure pas dans Pix}, la relation « t € E[R et (3x)(x € t et Pixf) »
est équivalente d la relation « t € E/R ct (Vx)((x €t) = Pix{) ».

En effet, soit £ € E/R. S’il existe un a € ¢ tel que Piaj, alors, pour tout x € £, on a

Ria, f, donc Pix{ Donc (Ix)(xet¢ et Pi{) entraine (vx)((xet) = Plf). La
réciproque est évidente, puisque ¢ € E/R implique ¢ # &.

On dit que la relation
te E/R et (Ax)(x € t et P{x)

est la relation déduite de Pix{ par passage au quotient (par rapport a x) pour la relation
R. Si on désigne cette relation par P'{t{, et si fest I'application canonique de E
sur E/R, la relation (y € E et P’} /(#)§) (ol y ne figure pas dans Pix{) est équivalente
a (y € E et P{yf) comme on lc vérifie aussitot.

4, Parties saturées

Soient Rix, y{ une relation d’équivalence dans un cnsemble E, et A une partie de
E. On dit que A cst saturée pour R si la relation x € A est compatible (par rapport
a x) avec Rix, y{; il revient au méme de dire que, pour tout x € A, la classe d’équiva-
lence de x est contenue dans A. En d’autres termes, pour qu’un ensemble soit saturé
pour R, il faut et il suffit qu’il soit réunion d’un ensemble de classes d’équivalence
sutvant R.

Soit f I'application canonique de E sur E/R; si A est saturé pour R, la classe

d’équivalence de tout élément x € A, qui n’est autre que }1<{f(x)}>, est contenue
dans A, donc on a;}( f<{A>Y> © A; comme par ailleurs A C]—‘1< S(A>>, on a
A = ;‘1( SCAYS. Réciproquement, si A = }‘1< JCA>», alors pour tout xe A la
classe d’équivalence K = f(x) de x pour R est un élément de f(A), et comme
K :;‘1<{K}>, on a K C;‘1< Sf(AY> = A. On voit donc que les parties de E
saturées pour R sont les parties A de E telles que A = ]_‘1< S<(AY>. On peut dire
aussi que ce sont les parties de E de la forme]—‘1<B>, ou B = E/R; en effet, la rela-
tion A = f(B entraine B = f(A), d'oti A = /¢ LAY,

Si (X,),e; est une famille de parties saturées de E, les ensembles | ) X, et

Lel

ﬂ X, sont saturés (II, p. 25, pr0p Jetd). Sl A= f<B> est une partie saturée de

E, il en est de méme de (zA = f<E/R> —f<B> (I1, p. 27, prop. 6). _,
Soit maintenant A une partie quelconque de E. L’ensemble f{f(A>)
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contient A et est saturé. Réciproquement, si une partie saturée A" de E contient
-1 -1
A,on a f(A") o f(A), dot A" = fF{f(AD) o f{f(A)). On peut donc dire

que f1<f<A>> est « la plus petite » partie saturée de E contenant A (cf. III, p. 8);
cet ensemble est appelé le saturé de A pour la relation R ; il est immédiat que c’est
la réunion des classes d’équivalence des éléments de A. Si (X,),.; est une famille
de parties de E, A, le saturé de X, pour R, alors le saturé de | X, est | A, (I,
p. 25, prop. 3). vel vel

5. Applications compatibles avec des relations d’équivalence

Soient R unc relation d’équivalence dans un ensemble E, et f une fonction
dont ’enscmble de définition est E. On dit que f est compatible avec la relation
R si la relation y = f(x) est compatible (par rapport a x) avec la relation
Rix, x’§.

Il revient au méme, comme on le voit aussitot, de dire que la restriction de fa
toute classe d’équivalence est une application constante; on dit encore dans ce cas
que f est constante sur toute classe d’équivalence suivant R. Si g est]’application canonique
de Esur E/R, cela signifie aussi que la relation g(x) = g(x') entraine f(x) = f(x');
par suite (II, p. 20, prop. 9), on a le critére suivant:

C57. Sotent R une relation d’équivalence dans un ensemble E, et g I’application
canonique de E sur E/R. Pour qu’une application f de E dans ¥ soit compatible avec R, il

Jaut et 1l suffit que f puisse se mettre sous la forme h o g, h étant une application de EJR dans
F. Lapplication h est uniquement déterminée par f; si s est une section associée & g, on a

h=fos.
On dit que £ est Papplication déduite de f par passage au quotient suivant R.

Soit f, une application d’un ensemble E dans un ensemble T, et soit
A = f(E) = F. Soit R la relation d’équivalence associée a f (II, p. 41); il est
clair que f est compatible avec R. En outre, l’application 4 déduite de f par
passage au quotient est une application injective de E/R dans F; en effet, si t et ¢’
sont des classes d’équivalence suivant R, telles que A(t) = A(t"),ona f(x) = f(x')
pour x € tetx € t’, ce qui entraine ¢ = ¢’ par définition de R. Soit £ ’application
de E/R sur A déduite de A par passage aux sous-ensembles E/R et A; £ est donc
bijective. Si j est 'injection canonique de A dans I' et g ’application canonique de
E sur E/R, on peut écrire f = jo ko g; cette relation est appelée décomposition
canonique de f.

Solent f une application d’un ensemble E dans un ensemble F, R une relation
d’équivalence dans E, S une relation d’équivalence dans F. Soient 4 I’application
canonique de E sur E/R, v ’application canonique de F sur F/S. On dit que f est
compatible avec les relations d’équivalence R et S si v o f est compatible avec R; cela
signifie que la relation x = x’ (mod R) entraine f(x) = f(x') (mod. S). L’applica-
tion 2 de E/R dans F/S déduite de v o f par passage au quotient suivant R
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s’appelle alors lapplication déduite de f par passage aux quotients suivant R et S; elle e::
caractérisée par la relation vo f = hou (fig. 3).

E-L 7
E/R ——F/S
Fig. 3

6. Image réciproque d’une relation d’équivalence; relation d’équivalence induite

Soient ¢ une application d’un cnsemble E dans un ensemble F, et S une relation
d’équivalence dans I. Si u est Papplication canonique de I’ sur I'/S, la relation
d’équivalence associée a ’application u o ¢ de E dans I'/S s’appelle ’image réciproque
de S par ¢; si R est cette relation, Rix, y{ est équivalente a Sip(x), ¢(y){; les
classes d’équivalence suivant R sont les images réciproques par ¢ des classes
d’équivalence suivant S qui rencontrent ¢(E>.

En particulier, considérons une relation d’équivalence R dans un ensemble E,
et soit A une partie de E; 'image réciproque de R par linjection j de A dans E
s’appelle la relation d’équivalence induite par R-dans A, et se note R .

Les classes d’équivalence suivant R, sont les fraces sur A des classes d’équiva-
lence suivant R qui rencontrent A. L’injection j est évidemment compatible avec
les relations R, et R; I’application % de A/R, dans E/R déduite de j par passage
aux quotients suivant R, et R est une application injective de A/R, dans E/R:
en effet, si f est I’application canonique de E sur E/R, g celle de A sur A/R,, la
relation 4(g(x)) = h(g(x')), pour x € A et ¥’ € A, équivauta f(x) = f(x'), donc a
g(x) = g(x"). L’image A(A/R,) est égale a f(A); si k est I’application bijective
de A/R, sur f(A> déduite de & par passage aux sous-ensembles A/R, et f(A>,
k et son application réciproque sont dites canoniques.

7. Quotients de relations d’équivalence

Soient R et S deux relations d’équivalence, par rapport a deux lettres x, y. Nous
dirons que S est plus fine que R (ou que R est moins fine que S) silarelation S = R
est vraie. Si R et S sont des relations d’équivalence dans un méme ensemble E, dire
que S est plus fine que R signific que le graphe de S est contenu dans celui de R,
ou encore que toute classe d’équivalence suivant S est contenue dans une classe
d’équivalence suivant R ; il revient au méme de dire que toute classe d’équivalence
suivant R est saturée pour S.

Exemples. — 1) La relation «x € E ety € E et x = y» est plus fine que toute relation
d’équivalence dans E; la relation « x € E et y € E » est moins fine que toute relation
d’équivalence dans E.
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2) * La relation d’équivalence «x €Z et y € Z et x — y est divisible par 4 » est
plus fine que la relation d’équivalence ¢« x € Z et y € Z et x — y est divisible par 2 ».,

Soient R et S deux relations d’équivalence dans un méme ensemble E,
telles que S soit plus fine que R. Soient fet g les applications canoniques de E sur
E/R et de E sur E/S. La fonction f est compatible avec S; soit / la fonction
déduite de f par passage au quotient suivant S; c’est une application de E/S sur
E/R. La relation d’équivalence associéc a & dans E/S s’appelle le quotient de R par
S et se désigne par R/S; la relation x = y (mod. R) est équivalente a
g(x) = gly) (mod. R/S); les classes d’équivalence suivant R/S sont les images par
¢ des classes d’équivalence suivant R. Soith = j o &, o £; la décomposition cano-
nique (11, p. 44) de Papplication £; %, est donc I’application canonique de E/S sur
(E/S)/(R/S), j est application identique de E/R, et 4, est une application bijec-
tive de (E/S)/(R/S) sur E/R. L’application 4, et son application réciproque sont
dites canontques.

Considérons inversement une relation d’équivalence quelconque T dans
Pensemble E/S, et soit R la relation d’équivalence dans E, image réciproque par
g de larelation T (II, p. 45); comme la relation x = y (mod. R) est équivalente
ag(x) = g(y) (mod. T), on voit que T est équivalente a R/S.

8. Produit de deux relations d’équivalence

Soient Rix, y{ et R'{x’, y'{ deux relations d’équivalence. Désignons par Si, v{ la
relation

(30) @) @) (3w = (% 2) etv = (1,5) et Rz, gl et R, y'));

on vérifie aisément que S, v{ est une relation d’équivalence, que I'on appelle
produit de R et R” et qu’on désigne par R x R’. Supposons que R soit une relation
d’équivalence dans un ensemble E, et R" une relation d’équivalence dans un en-
semble E’. La relation S{u, u{ est alors équivalente a

(3x)(3x")(u = (x, ) et Rix, x{ et R'{x’, x'Y)

Cest-a~dire a (Ax)(Ax)(u = (x,x) et xcE et 2’ €E’), doncaueE x E';il en
résulte que R x R’ est une relation d’équivalence dans E x E'. Siu = (x, x') est
un ¢lément de E x E’, la relation S{u, v} est équivalente a

)Ty ) (v = (3,9") ct Rfx, et R, y'f);

st G et G’ sont les graphes de R et R’, cette relation est encore équivalente a
ve G(x) x G'(x"). Toute classe d’équivalence survant R x R’ est donc le produit d’une
classe d’équivalence sutvant R et d’une classe d’équivalence suivant R’, et réciproquement.
Soient f et f' les applications canoniques de E sur E/R et de E’ sur E'/R’, et
soit f x f' I’extension canonique de f et /" aux ensembles produits (II, p. 21);
on a donc (f x f'){(x, %) = (f(x),f (x)) pour (x,x)eE x E’. L’image
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réciproque par f x f' d’une élément (u, u") de (E/R) x (E'/R’) n’est autre que
le produit ¥ x u’ de la classe d’équivalence u suivant R et de la classe d’équiva-
lence " suivant R’; il en résulte que la relation d’équivalence associée a f x f'
est équivalentc a R x R’. L’application f % f’ peut donc se mettre sous la forme
o g, ou g est Papplication canonique dc E x E" sur (E x E')/(R x R’) et ou
/i est une application bijective de (E x E")/(R x R’) sur (E/R) x (E’/R"); cette
application et son application réciproquc sont dites canoniques.
Remarque. — Soit Pix, x’} une relation ol ne figurent pas les lettres y et y’; on dit que
P est compatible avec les relations d’équivalence Rix, 3§ et R'{x’, y'f (par rapport 2 x et
+’) st la relation (Pix, xf et Rix, } et R’{x’, y'}) entraine Py, y’f. Soit Qjuf la relation
(3x) 3x")(u = (x, x’) et Pix, x'}); il revient au méme de dire que Qjuf est compatible
(par rapport 2 u) avec la relation d’équivalence Siu, ¢f, produit de R et de R”.

9. Classes d’objets équivalents

Soit R{x, y{ une rclation d’équivalence ne possédant pas nécessairement de graphe.
Il est inmédiat que si x, x’, y sont trois lettres distinctes, la relation Rix, x'{
entraine Rix, yf <> R{x’, yi, donc aussi la relation (Vy) (Rix, y{ < Rix’, y{). Compte
tenu du schéma S7 (I, p. 38) on voit que, si on pose 0ix{ = =,(Rx, y{), la relation
Rix, x’{ implique 6{x{ = 0{x'{. Notons d’autre part que, par définition, Rix, Ofx{{
n’est autre que la relation (3y)Rix, y{, donc (II, p. 40) est équivalente a Rix, x{.
On en conclut que la relation (Rix, x{ et Rix’, x'{ et Oix{ = 0x'{) est équivalente
a Rix, x’{; en effet, elle entraine, par S6 (I, p. 38) la relation

(Rix, x{ et Rix', x'{ et Rix’, 0ix{{ < Rix’, 0{x'{{),

donc aussi (Rix, 6{x{{ et Rix’, 6ix{{) et finalement Rix, x'{ par transitivité et symétrie;
comme on sait d’autrc part que Rix, x'{ entraine (Rix, x{ et Rfx, x'{), notre
assertion est démontrée. On dit que le terme 0fx{ est la classe d’ objets équivalents a x
(pour la relation R).

Supposons maintenant que T' soit un terme ne contenant pas x, tel que la
relation

(1) (V) (Riy, 4§ = @) (x e T et Rix, )

soit vraie. Alors, la relation (3x) (Rix, x{ et z = 0ix{) est collectivisante en z. On peut
en effet supposer que x € T implique Rix, x{; il suffit de remplacer T par I'en-
scmble des x € T tels que Rix, x{ (cn observant que Rix, y{ entraine Rix, x{).Soit
alors © I'ensemble des objets de la forme 6{x{ pour x € T (II, p. 6). Supposons
que Riy, 4 soit vraie; alors il existe x € T tel que I'on ait Rix, §, donc 6fyf =
0ix{ € ©. On dit que © est Pensemble des classes d’objets équivalents suivant R, et pour
tout x tel que Rix, x{, 6{x{ est Punique élément z € O tel que l’on ait Rix, 2.

Sous les mémes hypotheses, soit Afxf un terme tel que Rix, yf entraine Ajxf = Ajyi.

Alors la relation (3x)(Rix, xf et z = Afx}) est aussi collectivisante en z, car Rix, xf,
etant équivalente a Rix, 0{x{ }, entraine Afxf = A{0ixf{, et par suite, si E est Pensemble
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des objets de la forme Altf pour t e 0, Rix, i entraine Alx{ € E. Si f est la fonction
t> Alf (t€ O, Aftf e E), on voit donc que la relation Rix, xf entraine Alsf = f(0ix}).

En particulier, si R est une relation d’équivalence dans un ensemble F, on peut
prendre pour Afxf la classe d’équivalence de x suivant R (11, p. 41), et la fonction f est
alors une bijection de © sur Pensemble quotient F/R, ce qui justifie la terminologie

introduite.

* Exemple. — Soit Rix, yi la relation d’équivalence « ¥ et y sont deux espaces vectoricels
de méme dimension finie sur C », qui n”’admet pas de graphe. Elle vérific la condition
(}) en prenant pour T Pensemble des sous-espaces vectoriels de C™, ou le sous-
ensemble 1" de I formé des G (n € N), ol on convient que C° est réduit au point 0

de C™, et C" pour n > 0 cst la somine des n premicrs composants de la somme directe
™
*



Exercices

§t
1) Montrer que la relation

(x = y) = (VX)((xeX) = (ye X))
est un théoréme.

2) Montrer que 7 # {1} est un théoreme; cn déduire qu'il en est de méme de (3x)(3y)(x # y .

31 Soient A et B deux parties d’un enseinble X. Montrer que la relation B < [A est équiva-
lente & A = (B, et que la relation {B < A cst équivalente 4 (A < B.

4) Démontrer que la relation X < {x} est équivalente 2 « X = {x} ou X = 2 »

5) Démontrer que Yona ¢ = ty(t.(x € X) ¢ X).

6, Soit J une théorie égalituire dans laquelle figure le signe €, et qui comporte Paxiome
sulvant:
At (V) (y = T ((Vz){z€x <> z€Y))

(autremeut dit: « tout terme est égal & Pensemble de ses éléments »). Montrer que Paxiome
d’extensionalité Al est un théoréeme de 7.

§2
1) Soient Ry, ¥} une relation, les lettres x et 3 étant distinctes; soit 2 une lettre distincte de
x et de y et ne figurant pas dans Rix, y{. Montrer que la relation (3x)(3y) Rix, yi est équiva-
lente 4
(32} (2 est uut couple et Ripr; 2, prg 2
ct que la relation {vx, (vy)Rix, y} est équivalente a

(v2)((z est un couple -~ Ripr; z. pry 2}).

§3
1) Montrer que les relations x €y, x < y, & = {y; n’admeticnt pas de graphe par rapport a
xety.
2) Soit G un graphe. Montrer que la relation X < pry G est équivalente a X < E}lf\'Gg'X‘), .
3) Soient G et H deux graphes. Moutrer que la relation pr; H < pr; G est équivalente a
H<Ho» LXIO G; en déduire que Pona G = Go _Glf G.
4) Si G est un graphe, montrer que @ c G = Ge @ = 2. Pour que E}]a G = g,il faut et
il suffit que G = @.
5) Soient A et B deux ensembles, G un graphe. Montrer que Pon a (A x B)« G =
CCAS x Bet Ge (A x B) = A x GB).
6) Pour tout graphe G, soit G’ le graphe ((pr; G) x (pr, G)) = G. Montrer que l'on a
(G) = (G')"tet

-1
Go(G) <A  (G) oG <A}
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A D pry Get B2 prg G. Pour que Pon ait G = (pr; G) x (pry G), il faut et il suffit que
Go(G) oG = s

Ponr qu’uu graphe G soit fonctionuel, if faut et it suflit que, pour tout ensemble X, on ait
GGy © X,

3 Soient A et B deux ensembles, I' une correspoudance entre .\ et B, IV une correspondaice
entre B et A. Montrer que, si IV(I'(x)) = {x] pour tout xe A et 1'(I"(y)) = {y} pour tout
. € B, I'" est une bijection de A sur B, et I la bijection réciproque.

" Soieut A, B, C, D des ensembles, f/ une application de A dans B, g une application de B
lans G, i une applicationn de C dans D. Montrer que, si g of et & o g sont des bijections,
. g, h sont toutes trois des bijections.

10+ Soient A, B, C trois enseinbles, f unc application de A daus B, g une application de B
dans C, b une application de C dans A. Montrer que si, parmi les applications ko go f
2~ foh, foheg, deux sont des surjections et la troisiéme une injection, ou deux sont des
injections et la troisi¢me e surjection, alors f, g, & sont des bijections.

= 11) Déceler Perreur dans le raisonnement suivant: soit N Pensemble des entiers naturels,
A Pensemble des entiers r > 2 pour lesquels il existe trois entiers », y, z strictement positifs
=t tels que a™ + y* = z", L’ensemble A n’est pas vide (autrement dit, le « grand théoréme de
Fermat » est faux). En cffet, soit B = {A} et C = {N}; comme B ¢t G sout des ensembles 2 un
seud élément, il existe une bijection f'de B sur C. Ou a f(A) = N:si A était vide, on aurait
N = /(@) = g, ce qui cst absurde .

§4

Soit G wu graphe. Moutrer que les trois propositions suivantes soiit équivalentes:
1 (5 est un graphe fonctionnel;

-1
quels que soieut les eusembles X, Y, G(X N Y)

i

-1 -1
GIX) N G(Y);

la relation X N Y = @ entraine E}I(X) ) E}I(Y) <.
2 Soit G un graphe. Montrer que, pour tout ensemble X, o1 a
G(X) = pro(GN (X x pry G)Y) = G(X npry G

3 Soient X, Y, Y, 7 quatre eusenibles. Montrer que si YNY' = &, on a

(Y xZ)o (X xY)= &, etsiYNY #Z g,ona(Y x L) o (X xY) =X x Z
+ Soit (G)e; une famille de graphes. Montrer que, pour (out ensemble X, ou a
EJ G Xy = LLEJI G (X5, et pour tout objet «x, (LQ GG = QI G({x}>. Douner un
~xemple de deux graphes G, H et d’un eusemble X tels que (G n H) (X # G(X> N HXD.

Soient (G,),¢; une famille de graphes, F un graphe. Montrer que Fon a

(UG)oH = (Gell) et He(JG) = (HoGy.
LE Le

t
tel el
»  Pour qu’uu graphe G soit fonctionnel, il faut et il suffit que, pour tout couple de graphes
H. H’, on ait

(HNAH)>G=(HeG)n (H <G

Soient G, H, K trois graphes. Démontrer la relation
-1 -1
(HeG)nK e (HN (K-G)) o (GN (HoK)).

3 Solent = (X)eretS = (Y, ek deux recouvrements d’un ensemble E.
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a) Montrer que si & est une partition de E et si it est un recouvrenent plus fin que &, alors.
pour tout k € K, il existe v I tel que X, = Y,.

b) Donner un exemple de deux recouvrements 3|, & tels que $ soit plus fin que &, mais ol
la propriété énoncée dans a) est en défaut.

¢) Donner un exemple de deux partitions R, S de E telles que, pour tout k € K, il existe
ve Itel que X, = Y, malis telles que )R ne soit pas plus fine que &.

§5
1) Montrer que si X, Y sont deux ensembles tels que P (X) < VB(Y). ona X = Y.
2) Soient E un ensemble. f uue application de B (E) dans lui-méme, telle que la relation
X < Yentraine f(X) < f(Y). Soit V Pintersection des ensembles Z < E tels que f(Z) < Z.

et soit W la réunion des cusembles Z < E tels que Z = f(Z). Montrer que f(V) = V et
J(W) = W, et que pour tout ensemble Z < E tel que f(Z) = Z,onaV < 7 = W,

3) Soit (X,),er une famille d’ensembles. Montrer que si (Y,), ey est une famille d’ensembles
-1
telle que Y, € X, pour tout 1€, on a IT Y, = Lﬂr pr. (Y.
tel €

4) Soient A et B deux enscrubles. Pour toute partie G de A x B soit Gle graphe de Pappli-
cation v+ > G{{x}> de A dans P (B). Moutrer que Papplication G -~ (5 est une bijection de
P(A x B) sur (B(B))4,

*5) Soit (X)1<1<n unc famille finie d’ensembles. Pour toute partie H de Iensemble
d’indices (1, ), soit Py = U X, et Q, = [0}, X Soit ¥ Pensemble des parties de (1, #)

avant £ éléments; montrer que Pon a:

> g 1 \
HE%]‘Q.HD“Q’CIH st k<4 + 1
et

UQue N Py si kzin+ 1),

He He ke

§6
1) Pour qu’un graphe G soit le graphe d’une équivalence dans un cnseruble E, il faut et il

-1
suflitqueonaitpr; G=pry G=E,GoGoG = GetAy = G (Agétantladiagonalede E x E).

-1 -1 -1
2) Si G est un graphe tel que G o G o G = G, montrer que G o G et G o G sont des graphes
d’équivalences dans pr;G et pr,G respectivement.

3) Soient E un ensemble, A une partie de E, R la relation d’équivalence associée a Papplica-
tion X+—> X M A de B(E) dans ‘B(E). Montrer qu’il existe une bijection canonique de
B (A) sur Pensemble quotient ®B(E)/R.

4) Soit G le graphe d’une équivalence dans un ensemble E. Montrer que, si A est un graphe
tel que A = Get pry A=FE (resp. pry A =E),ona GoA = G (resp. Ao G = G); en
outre, si B est un graphe quelconque,ona (GNB)c A = GN (Bo A) (resp. A< (GNB)=
G (A-B)).

5) Montrer que toute intersection de graphes d’équivalence dans un ensemble E est le
graphe d’une équivalence dans E. Donner un exemple de deux équivalences dans E telles
que la réunion de leurs graphes ne soit pas le graphe d’une équivalence dans E.

6) Soient G et H les graphes de deux équivalences dans un ensemble E. Pour que G » Hsoit
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le graphe d’une équivalence dans E, il faut et il suffit que G« H = H o G; le graphe G H
est alors Pintersection de tous les graphes d’équivalences dans E qui contiennent G et H.

7) Soient E et F deux ensemblcs, R une relation d’équivalence dans ¥, fune application de
E dans ¥. Si S est la relation d’équivalence image réciproque de R par f, et A = f<I),
definir une bijection canonique de E/S sur A/R,.

8" Soicnt F, G deux ensembles, R unc rclation d’équivalence dans I, p Papplication cano-
nique de F sur F/R, fune surjection de G sur F/R. Montrer qu'il existe un ensemble E, une
surjection g de E sur I, ct unte surjection k de E sur G, tcls que Pon ait po g = fo h.

3 ) Si Rix, 4f est unc relation quelconque, « Rix, yf et Riy, x{» cst une relation symétrique.
A quelle condition est-clle réflexive dans un ensemble E?
= b1 Soit Rix, yi une relation syméurique et réflexive dans un ensemble b admetiant 1n
graphe contenu dans E x E. Soit Siv. y{ la relation «il existe un entier n > 0 et unc suite
Y ooci<n éléments de E telle que xy = x, x, = y ct, pour towt indice 7 tel que 0 < 7 < n,
R v, x4 4 ». Monlrer que Siv, 4} est une relation ’équivalence dans L, et que son graphe est
le plus petit des graphes d’équivalence dans E contenant le graphe de R. Les classes d’équiva-
lence suivant S sout appelées les composantes connexes de E pour la relation R.
. Soit ¥ Pensemble des parties A de E telles que, pour tout couple d’éléments (y, z) tels que
~eA ze E ~ A onait «non Riy, =». Pour tout x € ¥, montrer que Pintersection des en-
sembles A € ¥ lels que v €.\ est la composaule connexe de x pour la relation R.

10 a) Soit Rix, g} une relation symétrique et réflexive dans un ensemble E. On dit que R est
intransitive d’ordre '} si, pour quatre éléments distincts x,y, z, ¢ de B, les relations Rix, yi,
R, 2, Rix, t], Riy, zf et Riy, ¢} entrainent Riz, t{. On dit qu’une partic A de E est stable
pour la relation R si, quels que soient x et y dans A, on a Rix, yi. Si a et b sont deux ¢léments
distincts de E, tels que Ria, b1, montrer que Pensemble C(a, 6) des x € E tels que Rig, % et
R 4, af est slable, et que pour tout couple d’¢léments distincts x, y de C(a, b), on a Cix, y) =
Ca, b). On appelle constituants de E pour la relation R les ensembles Cla, b) (pour tout
couple (a, b) tel que Ria, 6}), ct les composantes connexes (exerc. 9) pour R réduites & un seul
rlément. Montrer que Pintersection de deux constituants distincts de E ne peut avoir plus
«{'un élément, et que, pour trois constituants A, B, C distincts deux a deux, 'un au moins
des ensembles AN B, B C, C N A est vide ou les trois ensembles sont identiques.

»  Réciproquement, soit (X, ), ., un recouvrement d'un ensemble E, formé de parties non
vides de E, et ayant les propriétés suivantes: 1° pour deux indices distincts 2, v, X, N X, aau
phis un élément: 2° pour trois indices distincts, 2, i, v, un au moins des trois ensembles
Ny X, X N X, X, N X, est vide ou ces trois ensembles sont identiques. Soit Rix, y{ la
rclation « il existe A € L tel que x € X, et y € X, »; montrer que R est une relation réflexive
dans E, symétrique et intransitive d’ordre 1, et que les X, sont les constituants de E pour R.
¢ * On dit de méme qu’une relation Rix, i, symétrique et réflexive dans E, est intransitive
d’ordre n — 3 si, pour toute famille (x);<;<, d’éléments distincts de E, les relations Rix, x}
pour tout couple (i,7) # (n — 1, n) entrainent Rix,_y, x,}. Généraliser les propriétés a)
et b) aux relations intransitives d’ordre quelconque. Montrer qu’une relation intransitive
d’ordre p est aussi intransitive d’ordre ¢ pour tout ¢ > p.,
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§1. RELATIONS ID’ORDRE. ENSEMBLES ORDONNES

1. Définition d’une relation d’ordre

Soit Rix, y{ unc relation, x ct y étant des lettres distinctes. On dit que R est une
relation d’ordre par rapport aux lettres x et y (ou entre x et y) si les relations

(Rjesf et Riy =) = Ri,
(Rix, y§ et R?z/, xf) = (x = y)
Ris, g} = (Rix, { ct Riy, )

sont vraies. La prensiere exprime que la relation R est (ransitive par rapport aux
lettres x et y (11, p. 40).

Exemples

1) La relation d’égalité » = y cst unc relation d’ordre.

2) La rclation X < Y cst unc relation d’ordre entre X et Y (I, p. 2, prop. 1
et 2 et axiome Al), que 'on appelle souvent relation d’inclusion, ou relation <.

3) Soit Rix, y{ unc rclation d’ordre cntre x et y. La relation Riy, x{ cst unc
rclation d’ordre entre x et y, appelée relation d’ordre oppusée a Rix, yi.

On appelle relation d’ordre dans un ensemble E unc rclation d’ordre Rix, g} par
rapport a deux lettres distinctes x, y (ne figurant pas dans Ic terme E de la théorie
ol Pon s’est placé) telle que la relation Rix, x{ soit équivalente a x € E (autrement
dit, telle que Rix, y§ soit réflexive dans E (II, p. 40)). Alors la relation Rix, y;
implique «x € E et y € E» et la relation (Rix, y{ et Riy, x{) est équivalente a
«xcEetycEetx =y

Exemples. — 1) La relation d’égalité et la relation d’inclusion ne sont pas des relations

d’ordre dans un ensemble, car les relations x = x et X < X ne sont pas collectivisantes

(II, p. 6).
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2} Soient Rix, y} une relation d’ordre entre x et y, et £ un ensemble tel que x€ E
entraine Rix, s{ (on notera que P'ensemble vide salisfait a cette condition). La relation
«Rix,yf et x € Ll et y € E» est alors une relation d'ordre dans E, comme on le vérifie
anssitot; on dit que c’est la relation d’ordre induile par Rix, 3 dans E (cf. III, p. 5).
Par abus de langage, on dira souvent « la relation Six, yf est une relation d’ordre entre
éiéments de E » au lieu de dire « la relation (Six, y} et x € & et y € E) est une relation
d’ordre dans F.». Par exemple, étant donné un ensemble A, la rclation « X < Y et
X © AetY © A» est une relation d’ordre entre parties de A,

3) Soicnl E et F des ensembles. La relation « g prolonge f» est une relation d’ordre
(entre f et g) dans Pensemble des applications de parties de L. dans F.

4) Dans Pensemble B (B (L)) des eusembles de parties d’un ensemble I, soit 2
Pensemble des partitions de L. (1I, p. 29). Rappelons qu’'une partition w est dite
moins fine qu’une partition &’ si, quel que soit Ye w’, il existe X e w tel que Y = X
(II, p. 27). Pour toule partilion ® € &, soit & le graphe de I'équivalence définie par
@ dans E (I, p. 42), c’est-a-dire la réunion des ensembles (mutuellement disjoints)
A x A, ol A parcourt m. La relation « w est moins fine que @’ » est équivalente a
@ 2 @, comme on le voit immédiatement; ¢’est donc une relation d’ordre dans
Pensemble &, entre » et w’.

On appelle ordre sur un ensemble E une correspondance I' = (G, E, E) ayant
L comme ensemble de départ ct ensemble d’arrivée et teclle que la relation
'x,y) € G soit une relation d’ordre dans E. Par abus de langage, on dira parfois
que le graphe G de I" est un ordre sur E. Si Ry, # est une rclation d’ordre dans E,
elle admet un graphe, qui est un ordre sur E.

ProvposiTiON 1. — Pour qu’une correspondance 1" entre Y. et E soit un ordre sur E, il faut
et il suffit que son graphe G satisfasse aux condilions suivantes :

a)
b)

OnaG-G = G.
-1
L’ensemble G N G est la diagonale A de E. x E.

En cffet, la relation ((x,9) G et (g, 2) € G) = ((x, z) € G) s’écrit aussi
G o G < G, ct la relation

s’écrit

((5,9) eGet(y,x) eG) < (x =yctxeLEetyeck)

-1 -1
GNG=A.DeGnN G = A, on déduit alors A < G; d’ou
G=A<Gc GG,

cc qui, compte tenu de G o« G < G, cntraine G G = G.

2. Relations de préordre

Soit Rix, y{ une relation, x et y étant des lettres distinctes. Si R est transitive et si

I'on a

Rix, y{ = (Rix, #{ et Ry, 5)),

R n’est pas nécessairement une relation d’ordre, car la relation (Rix, y{ et Ry, x{)
n’entraine pas nécessairement x = y. On dit que Rix, y{ est une relation de préordre
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entre x et y; Riy, x{ est alors unc relation de préordre entre x et y, dite opposée a
Réxs .7/§
Par exemple, soit # I’ensemble des parties de P} (E) qui sont des recouvrements de
E (11, p. 27). La relation «%R est moins fin que R’ » entre éléments R, R’ de Z (11.
p. 27) est transitive el réflexive, mais deux rccouvrements distincts peuvent étre tels
que chacun soit moins fin que Pautre. I en est par exemple ainsi lorsque R’ est (dans
B(E)) réunion de )N et d’une partic de E contenue dans unt ensemble de R, mais
n'appartenant pas a .

Mais en tout cas la relation (Rix, y{ et Riy, x{) cst unc relation d’équivalence
Six, y§ par rapport 4 x cty. Soient x” ety des lettres distinctes de x, y et ne figurant
pas dans R; alors Rix, y{ est compatible (par rapport a x et y) avec les relations
d’équivalence Six, x'{ et S{y, y'{; autrement dit (II, p. 42) la relation (Rix, y ct
Six, x'{ et Sfy, y'f) entraine Rix’, y'{.

On appelle relation de préordre dans un ensemble £ une relation de préordre
Rix, 4§ telle que la relation Rix, x{ soit équivalente & x € E (les lettres x,y ne
figurant pas dans le terme E); la relation Rix, y{ implique alors «x e E ety € E ».

Si Rix, yi est une relation de préordre dans un ensemble E, la relation Six,
définie ci-dessus est une relation d’équivalence dans E. Soit alors R'{X, Y{ la
relation

XeE[SetYeE/Sct (@x)3y)(xecXctyeY et Rix, y{)
¢ est-a-ciire la relation déduite cle R par passage au quotient (par rapporta xety);
on a vu (II, p. 43), qu’elle cst équivalente 4 la rclation
XeE/SctYeE/Set(Va)(Yy)((re X etyeY) = Rix, yf).
Montrons que R’{X, Y{ est une relation d’ordre entre éléments de E/S. En effet,
la relation (R'§X, Y{ et R’{Y, Zf) est équivalente a
XeESctYeE/SetZeE/Set
(Vx)(Vyj(V2)((xeXectye Y et zeZ) = (Rfy, yi et Riy, zf))
(I, p. 37, criteres C40 et C41); comimne Riv,y} est transitive et que Y ¢ E/S
entraine Y # & (II, p. 41), on en déduit aussitot que R'{X, Y{ est transitive.
En second lieu, (R"{X, Y{ et R’{Y, X{) est équivalente a
XeESetYeE/Set(Va)(Vy)((xe X ctyeY) = (Rix, y{ et Riy, xf))
c’est-a-dire a
XeEScetYeE[Set (Va)(Vy)((xeXetyeY) = S, ¢f)
donc elle entraine
XeLE/SetYeESetX =Y.
Par ailleurs, Rix, y{ entraine Rix, x{ et Riy, y{, d’ou résulte que R'{X, Y{
entraine chacune des relations
X e E/Set (Vx)((x e X) = Rix, x{)
YeE[Set(Vy)((yeY) = Riy, y})
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donc R'{X, Y{ entraine (R'{X, X{ et R'fY, Y{). Enfin, comme x € E entraine
Rix, x{, X € E/S entraine R'{X, X, ce qui achéve de démontrer notre assertion.
On dit que R'{X, Y{ est la relation d’ordre associée 2 Rix, yi.

On appelle préordre sur un ensemble E une correspondance I' = (G, E, E)
ayant E comme ensemble de départ et ensemble d’arrivée, et telle que (x,y) € G
soit une relation de préordre dans E; par abus de langage, on dit parfois que le
graphe G de I est un préordre sur E. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que
lonaitA < Get Go G = G (ce qui entraine G - G = G). La relation d’équiva-
lence S correspondant a la relation de préordre (x,y) € G a alors pour graphe

-1

G N G;j la relation d’ordre associée a (x,y) € G a pour graphe la partie G’ de
(E/S) x (E/S) qui correspond (II, p. 47) a I'image de G par I’application
canonique de E x E sur (E x E)/(§ x S).

Exemple. — * Soit A un anneau ayant un élément unité, La relation
(3z)(z € A ety = zx) entre deux éléments x et y de A est une relation dc préordre
dans A; elle se lit « x est diviseur a droite de y » ou «y est multiple & gauche de x»
(cf. A, I,§8,n° 1l et A, VI, § 1),

3. Notations et terminologie

Les définitions qui vont étre données dans le reste de ce paragraphe s’appliquent
a une relation d’ordre (ou de préordre) quelconque Rix, y{ entre x ct y, mais seront
surtout utilisées dans le cas ou Rix, y{ est notée x < y *(par analogie avec la rela-
tion d’ordre usuelle entre eatiers ou nombres réels), (ou x < y, ou par un signe
analogue) ; aussi les énoncerons-nous uniquement dans la notation x < y, laissant
au lecteur le soin de les étendre a d’autres cas. Lorsque Rix, y{ est notée x < y, on
considére que y > x est synonyme de x < y, et ces relations se lisent «x est
inférieur @ y », ou «x est plus petit que y », ou «y est supérieur & x », ou «y est plus
grand que x » (ou parfois « x est au plus égal a y », ou «y est au moins égal a x »). La
relation x > y est alors la relation de préordre (entre x et y) opposée a x < y.

Par abus de langage, on parlera souvent de la « relation < » au lieu de « la relation
x < y»; dans ce cas «la relation = » sera 'opposée de «la relation < ». Observons
aussi que, dans une méme démonstration, on utilisera souvent le méme signe < pour
noter plusieurs relations d’ordre distinctes, lorsqu’il n’en résulte pas de confusion.

Les conditions pour qu’une relation notce x < y soit une relation d’ordrc dans
un ensemble E s’écrivent:

(ROy) La relation «x < y ety < z» entraine x < z.
(ROy) La relation « x < y ety < x» entraine x = y.
(ROyy) La relation x < y entraine « x < x ety < y».
(

ROyy) La relation x < x est équivalente & x € E.

<
<

NN

Si on omet la condition (ROy;), on obtient les conditions pour que x < y soit
une relation de préordre dans E.
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Lorsqu’une relation d’ordre est notée x < y, nous écrirons x < y (ou y > x)
la relation «x < y et x # y»; ces relations sc lisent « x est strictement inférieur a y »
ou « x est slrictement plus petit que y » ou «y est sirictement supérieur a x» ou «y est
strictement plus grand que x ».

L’exemple de la relation d’inclusion inontre que la négation de x < y (qu’on note
parfois x £ y) nest pas nécessairement équivalente ¢ y < x (cf. IIL, p. 14).

C58. Soient < une relation d’ordre, x el y deux lettres distinctes. La relation x < y est
équivalente @ « x < y ou x = y ». Chacune des relations «x <y ety < z», «x <y et
y < z» entraine x < z.

La premieére asscrtion résulte du critere

A = ((A ct (non B)) ou B)

(I, p. 31, critere C24). Pour démoutrer la seconde, on remarque d’abord quc
chacune des hypotheses entraine ¥ < z, d’aprés la transitivité; d’autre part, la
relation (x = zetx < y ety < z) entrainerait x = y = z, ce qui est contraire a
I’hypothese.

Afin de rendre I'exposé plus commode, et dc remplacer par des théorémcs
mathématiques les criteres métamathématiques, nous allons le plus souvent nous
placer dans une théorie .7, comprenant les axiomes et schémas d’axiomes de la
théorie des ensembles, et en outre deux constantes E et I" satisfaisant & ’axiome:

«I" est un ordre sur I’ensemble E » (111, p. 2).

Nous noterons x < y la relation y € '{x), et nous dirons que E est un ensemble
ordonné par lordre I' (ou par la rclation d’ordre y € I'(x)) (IV, p. 5).

Lorsque, dans .7, I' est un préordre sur E, on dit de méme que E est un
ensemble préordonné par le préordre 1.

Dans certains cas (par cxemple dans la définition qui suit), les théorics dans les-
quelles nous nous placerons seront un peu plus compliquées. Nous laisserons au lecteur
le soin d’expliciter les constantes et les axiomes de ccs théories.

Soient E, E’ deux ensembles ordonnés par les ordres I' et 1. On appelle

isomorphisme de E sur E’ (pour les ordres I' et I'") une application bijective f de
E sur E’ telle que les rclations x < y et f(x) < f{y) soient équivalentes (IV, p. 6).

4. Sous-ensembles ordonnés, Produit d’ensembles ordonnés

Soit E un ensemble ordonné par un ordre I', de graphe G. Pour toute partie A
de E, GN (A x A) est un ordre sur A; la relation d’ordre correspondante
équivaut 2 «x< y et x € A ety € A »; nous la noterons encore x < y (par abus de
langage). L’ordre et la relation d’ordre ainsi définis sur A sont dits induits par
lordre et la relation d’ordre donnés sur E; on dit aussi que 'ordre et la relation
d’ordre sur E sont dcs prolongements de 'ordre et de la relation d’ordre qu’ils
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induisent sur A. Quand on considére A comme un ensemble ordonné, c’est de

'ordre induit sur A par celui de E qu’il s’agit, sauf mention expresse du contraire.
Exemples. — Les relations induites par la relation d’inclusion X < Y sur divers en-
sembles de parties ont une importance considérable. En voici des exemples:

1) Soient E, F deux ensembles, ®(E, F) ’ensemble des applications de parties de
E dans F; pour toute fonction fe ®(E, F), soit G, le graphe de f, qui est une partie
de E x T. Si on munit ®(E, F) de la relation d’ordre « g prolonge f» entre fet g (III,
p. 2, Exemple 3), f+ G, est un isomorphisme de 'ensemble ordonné ®(E, F) sur un
sous-ensemble de B (E x F), ordonné par la relation d’inclusion.

2) Pour toute partition @ d’un ensemble E, soit @ le graphe de I’équivalence
définie par w dans E. L’application m +> @ est un isomorphisme de I’ensemble & des
partitions de E, ordonné par la rclation « @ est plus fine que @’ » entre w et =’ (III,
p. 2, Exemple 4) sur un sous-cnsemble de B(E x E), ordonné par la relation
d’inclusion.

3) Soient E un cnsemble, & < P(E x E) ensemble des graphes des préordres
sur E (I, p. 4) (ou, par abus de langage, I'ensemble des préordres sur E). La rela-
tiond’ordre s < tentre set ¢, induite sur 2 par la relation d’inclusion dans 3 (E x E),
s’exprime en disant que « le préordre s est plus fin que ¢ » (ou que « ¢ est moins finque s »)
Notons x(s)y et x(t)y respectivement les relations de préordre (x,y) €s et (x,y) €
dans E; dire que s est plus fin que ¢ revient a dire que la relation x(s)y entraine x(t)y.

Soit (E,),; unc famille d’ensembles, et, pour chaque : € I, soient I', un ordre
sur £, G, © E, x E, son graphe; notons x, < y, la relation d’ordre (x,y,) € G,

dans E,. Dans ’ensemble produit F = I E,, la relation

tel

(W((rel) = (x. <))
cst une relation d’ordre entre ¥ = (x,) ety = (y,), comme on le vérifie aisément.
L’ordre et la relation d’ordre ainsi définis sur ¥ sont appclés ordre produit dcs
ordres I, et le produit des relations d’ordre x, < y,; on écrit cette relation x < y, et

on dit que ’ensemble F, ordonné par le produit des ordres I',, est le produit des
ensembles ordonnés E,.

Il est immédiat que le graphe de Pordre produit sur I cst 'image de 'ensemble

produit g G, par I'application canonique de H (E, x E) sur F x F (I, p. 35).

Le

Un exemple important de produit d’ensembles ordonnés est ’ensemble F*
des graphes des applications d’un ensemble E dans un ensemble ordonné F; on
sait qu’il existe une bijection canonique de F® sur ’ensemble % (E ; I) des applica-
tions de E dans F (II, p. 31); cette application est un isomorphisme de I’ensemble
ordonné F* sur #(E; I') muni dc 'ordre défini par la relation « quel que soit
xeE, f(x) < g(x) » entre deux applications f, g de E dans F (relation que I’'on
note f < g).

On notera que, dans I’ensemble ordonné & (L; F), la relation f < g signifie
«quel que soit x ¢ E, f(x) < g(x), et il existe y € E tel que f(y) < g(y)»
et non «quel que soit x € E, f(x) < g(x)»

Pour ne pas risquer cette confusion, on évitera d’ordinaire de faire usage de la
notation f < g dans ce cas.
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Les définitions de ce n° s’étendent sans changement aux ensembles pré-
ordonnés, en remplagant partout ¢ ordre » par « préordre ».

5. Applications croissantes

DEFINITION 1, — Soient E et F des ensembles préordonnés (par des relations toutes deux
notées <). On dit qu’une application f de E dans F est croissante si la relation x < y
entraine f(x) < f(y); on dit que f est décroissante si la relation x < y entraine
fx) = fly). Une application de E dans ¥ est dite monotone si elle est croissante ou si
elle est décroissante.

Une application croissante de E dans F devient décroissante (et vice versa)
quand on remplace [’un des préordres de E ou de F par le préordre opposé. Toute
fonction constante est a la fois croissante et décroissante; la réciproque n’est pas
vraie en général.

Par exemple, si un ensemble L est ordonné par la relation d’égalité, ’application

identique de E sur lui-méme est a la fois croissante et décroissante, mais non constante
st E a au moins deux éléments (III, p. 71, exerc. 7).

DEFINITION 2. — Sotent E et ¥ deux ensembles ordonnés; on dit qu’une application f de
E dans F est strictement croissante si la relation x < y entraine f(x) < f(y); on dit que
f est strictement décroissante si la relation x < y entraine f(x) > fy). Une application de
E dans T est dite strictement monotone st elle est strictement croissante ou si elle est strictement
décroissante.
Exemples. — 1) Soit E un ensemble; Papplication X — E — X deB(E) (ordonné par
inclusion) sur lui-méme est strictement décroissante.
2) Soit E un ensemble ordonné. Pour tout x € E, soit U, 'ensemble des y € E tels
que y > x. L’application x +— U, est une application strictement décroissante de E
dans B(E) (ordonné par inclusion); on peut méme remarquer que la relation x < y
est équivalente 4 U, = U,.

Une application monotone et injective d’un ensemble ordonné E dans un
ensemble ordonné F est strictement monotone; la réciproque n’est pas vraie en
général, puisque 'on peut avoir f(x) = f(y) lorsque aucune des relations x < y,
x > y n’est vraie (cf. III, p. 14, prop. 11).

Pour qu’une application bijective fd’un ensemble ordonné E sur un ensemble
ordonné E’ soit un isomorphisme de E sur E’ (III, p. 5), il faut et il suffit que
f et son application réciproque soient croissantes.

Lorsque I est un ensemble d’indices ordonné, on dit qu’une famille de parties
(X,),e1 d’un ensemble E est croissante si « — X, est un application croissante de I
dans PB(E), ordonné par inclusion (autrement dit, si « < K entraine X, X).
On définit de méme une famille de parties (X,), o décroissante, strictement croissante
ou strictement décroissante.

Prorposition 2. -— Soient E, E' deux ensembles ordonmés, u: E—E’ ¢t v: E' — E deux
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applications décroissantes, telles que pour tout x € E et tout x' € E', on ait v(u(x)) = x et
uv(x)) 2 x'. Alorsuovou =uetvouov = o

En eflet, la rclation »(u(x)) = x cntraine u(o(u(x))) < u(x) puisque u est
décroissante; d’autre part, on a aussi #(2(u(x))) > u(x) en remplacant &’ par u(x)
dans P’inégalité u(v(x")) = x'. D’ol la premicre égalité; la seconde s’établit de
méme.

6. Eléments maximaux et éléments minimaux

DErNttioN 3. — Soit E un ensemble préordonné, Un clément a € K est appelé élément
mimimal (resp. maximal) de ¥ si la relation x < a (resp. x > a) entraine x = a.

Tout élément minimal de E est un ¢lément maxinal pour Pordie opposé, et
vice versa.

Ixemples. — 1) Soit A un ensembiey dans la paitie de X3 (A, (ordonnée par inciusion;
formée des parties non vides de A\, les ¢lénments minimaux sont les partics réduites a
un ¢élément.

2) Dans 'ensemble ®O(E, F, des applications de parties de E dans I (F n’étant
pas vide), ordonn¢ par ia relation « v prolonge u » entre u et v, les éiéments maximaux
sont les applications de E tout entier dans F.

3) * Dans I’ensemble des entiers naturels > 1, ordonné par la relation « m divise
n» entre m et A les éléments minimaux sont les nombres premiers.

4) * L’enseinbie des nombres réels n’a pas d’élément maximal ni d’¢lément
minimal. 4

7. Plus grand élément; plus petit élément

Si, dans un ensemble ordonné E, il existe un élément a tel que ¢ < x pour tout
v £ E, ’est le seul élément de E ayant cctte propriété; car sion a aussi # < x pour
tout xe E, on en déduita < betd < a, d’ott a = b.

DErintTioN 4. — Soit E un ensemble ordonné. On dit qu’un élément a € X est le plus petit

-~

resp. le plus grand) élément de E s, pour tout x € E, on a a < x (resp. x € a).

Un ensemble ordonné n’admet pas nécessairement de plus petit ni de plus
grand élément; si E admet un plus petit é1ément g, a est le plus grand élément de
E pour I'ordre opposé.

Si E admet un plus petit élément a, a est Uunigue élément minimal de E; en effet,
pour tout x € Il distinct de g, on a a < x.

Exemples. — 1) Soit & une partie non vide de I'ensembie B(E) des parties d’un en-
semble E. Si & admet un plus petit (resp. plus grand) éiément A pour ia relation
d’inclusion, A n’est autre que Dintersection (resp. la réunion) des ensembies de S.
Réciproquement, si ’intersection (resp. ia réunion) des ensembies de & appartient a
&, c’est le plus petit (resp. plus grand) élément de S.

2) En particuiier, o est le pius petit élément et E ie plus grand éi¢ment de B(E).
Dans 'ensemble ®(E, F) des applications de parties de E dans F, ordonné par
prolongement (III, p. 2, Exemple 3) ’application vide est e plus petit élément, et i
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n’y a pas de plus grand élément si F n’est pas réduit & un seul éiément. Enfin, la
diagonale A de E x F est le plus petit éiément de ’ensembie des graphes des équiva-
lences sur E (ou des préordres sur E).

ProrosiTioN 3. — Soient E un ensemble ordonné, B Uensemble somme de F. et d’un
ensemble {a} réduit a un seul élément; il existe sur E' un ordre et un seul induisant sur E
Pordre donné et pour lequel a sott le plus grand élément de E.

En effet, si G est le graphe de I'ordre sur E, le graphe d’un ordre répondant &
la question doit étre la réunion G’ de G et de ’ensemblc des couples (x, a), pour
x € E; inversemcent, il est immédiat que G’ est le graphe d’un ordre sur E/,
répondant aux conditions de I’énoncé.

On dit quc Pensemble ordonné E” est obtenu en adjoignant a E un plus grand
élément a (cf. 111, p. 70, exerc. 3).

On dit qu’une partie A d’un enseinble préordonné E cst cofinale (vesp. co-
initiale) a E si, pour tout x € E, il cxiste y € A tel que x < y (resp. y < x). Dire
qu’'un ensemble ordonné a un plus grand (resp. plus petit) élément signific
donc qu’il existc une partie cofinale (resp. coinitiale) de E réduite 4 un seul
¢élément.

8. Majorants; minorants

DerFINITION 5. — Sotent E un ensemble préordonné et X une partie de E. On appelle
minorant (vesp. majorant) de X dans E tout élément x & E tel que, powr tout y € X, on ait
x < y (resp. x = y); on dit alors que x minore (resp. majore) X.

Tout majorant de X cst un minorant de X pour l'ordre opposé, ct vice versa.

Lorsquc x minore X, tout élément z < x minorc aussi X. Un minorant de X
est aussi minorant de toute partic de X. Pour qu’un ensemble ordonné X ad-
mette un plus petit élément, il faut ct il suffit qu’il existe un minorant de X
appartenant a X,

L’ensemble des minorants d’unc partie X d’un ensemble préordonné E peut
étre vide: c’est lc cas lorsque X = E ct que E est ordonné et n’a pas de plus petit
¢lément.

Une partie X de E dont ’ensemble des minorants (resp. des majorants) est
non vide, est dite minorée (resp. majorée); une partie a la fois majorée et minorée
est dite bornée. Lorsque X est minorée (resp. majorée, bornée), toute partie de X
est minorée (resp. majorée, bornée).

Toute partie réduite a un seul éiément est bornée. Mais une partie & deux éiéments
n’est pas nécessairement majorée ni minorée (111, p. 12).

Soient E un ensemble préordonné, et fune application d’un ensemble quel-
conque A dans E. On dit par abus de langage que ’application f est minorée
(resp. majorée, bornée) si I’ensemble f(A) est minoré (resp. majoré, borné)
dans E.
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9. Borne supérieure; borne inférieure

DErintTION 6. — Sotent E un ensemble ordonné, X une partic de E. On dit qu’un élément
de E est la borne inférieure (vesp. supérieure) de X dans E st c’est le plus grand (resp. le
Dlus petit) élément de Pensemble des minorants (resp. majorants) de X dans E.

Etant donnée une partie X d’un ensemblc ordonné E, on note supg X (resp.
infg X)) ou sup X (resp. inf X) lorsque aucune confusion n’est a craindre, la
borne supérieure (resp. inféricure) de X dans E, lorsque cettc borne existe. La
borne supéricure (resp. inféricure) d’un ensemble & deux éléments {x, y} se note
lorsqu’elle existe) sup (x,y) (resp.inf (x,y)); notations analogues pour les
bornes supéricurc et inféricure d’un cnsenible a trois éléments, cte.

Si une partie X de LI adinet un plus grand élément e, a est borne supéricure
de X dans E.

Si X admet une bornc intéricurc a dans I, a est borne supéricure de X pour
I'ordre opposé sur E; ccci nous permettra, dans ce qui suit, de nc considérer le
plus souvent que les propriétés des bornes supéricures.

Exemples. — 1) L’ensemble des majorants de la partie vide @ d’un euseinble ordonné
I est évidemment E lui-tnéme; pour que @ admette daus IY une borne supérieure, il
faut et il suffit donc que E admette un plus petit éié¢ment, qui est alors la borne
supérieure de .

2) Dans ’ensemble R(E) des parties d’un ensembie E, ordonné par inclusion,
toute partic & de B(E) admet une borne supérieure, qui cst ia réunion des ensembies
de &, et une borne inférieure, qui est {’interscction des ensembles de &.

3) Soient E et F deux ensembies, et © une partie de ’ensembie O(E, F) des
applications de parties de E dans F, ordorné par prolongement (111, p. 2, Exemple
3). Pour tout u e ®(E, I), soit D(u) Pensemble de définition de u. La condition
d’existence d’un prolongement commun pour une familie d’applications appartenant
a Ok, F) (1, p. 28, prop. 7) montre que, pour que ® admette une borne supéricure
dans Q(E, F), 1l faut et il suffit que pour tout couplc d’éléments (4, v) de O, on ait
u(x) = v(x) pour tout x € D(u) N D(e).

Etant donnée une application fd’un ensemblc A dans un cnsemble ordonné
E, on dit que cette fonction admet une borne supérieure si I'image f(A) admet
une borne supérieure dans E; cette borne est alors appelée borne supéricure de f et
se note sup f(x). La borne inférieure de f se définit et sc note d’une maniére

xeA

analogue.

En particulier, si une partie A de F, admet une borne supérieure dans I, cette
borne est la borne supérieure de ’injection canonique de A dans E, et peut donc
s’écrire sup x.

xEA
Propostrion 4. — Sotent F. un ensemble prdonné, et A une partie de E admettant a la fois
une borne inférieure et une borne supérieure dans E; on ainf A < sup A st A n'est pas vide;
siA = @, sup A est le plus petit et inf A le plus grand élément de E.
Cela résulte aussitot des définitions.

Proposition 5. — Soient E un ensemble ordonné, A et B deux parties de E admetiant
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toutes deux une borne supérieure (resp. inférieure) dans E; si A < B, onasup A < sup B
(resp. inf A > inf B).
La proposition est évidente.

COROLLAIRE. — Soit (x,), .1 une famille d’éléments d’un ensemble ordonné E, admettant
une borne supéricure dans E; st J est une partie de 1 telle que la famille (x,), ¢ ; admette une

borne supérieure dans E, on a sup x, < suII) X,
ved Le

Prorostrion 6. — Sotent (x,).c1, (). e1 dewx familles d’éléments d’un ensemble ordonné
E, ayant méme ensemble d’indices 1, et telles que x, < y, pour tout v € 1; si elles admettent
toutes dewx une borne supérieure dans E, on a sup x, < sup y,.

el tel

En cffet, ¢ = supy, est un majorant dc I'ensemble des y,, donc x, < y, < «
rel

pour tout t, ce qui cntrainc sup x, < a.
el

ProposiTiON 7. -~ Sotent (x),.; une famille d’éléments d’un ensemble ordonné E.,
(J5) e 1, un recouvrement de I’ensemble d’indices 1; on suppose que chacune des sous-familles
(%) e, admetie une borne supéricure dans E. Pour que la famille (x,), < admette une borne
supérieure dans E, il faut et il suffit que la_famille (sup x,)5. 1, admette une borne supérieure

dans E, et on a alo;x LE I
(1) sup x, = sup {(sup x,).
tel Acls ved,

Posons b, = sup x,. Supposons que (x,),¢; admettc une bornce supérieure a:
LEJ)

alors a > b, pour tout » € L (cor. de la prop. 5); d’autre part, si ¢ > b, pour

tout % € L, on a aussi ¢ > x, pour tout ¢ € I, puisque (J,)sep €5t un recouvrement

de Isonadoncc > g, ce qui prouve quc a = sup b,. Supposons réciproquement
Ael

X, pour tout
sup x, = b?.

LEJ;\

que la famille (4,), ., adimette une borne supérieure «; alors o’
v€ I; d’autre part, si ¢’ > x, pour tout « € I, on a cn particulier ¢’

pour tout A € L, donc ¢’ > 4, cc qui prouve que ¢’ = sup x,.
vel

v WV

CoROLLAIRE. — S01! (X, ) e xm @ne famille « double » d’éléments d’un ensemble
ordonné E, telle que, pour tout u. € M, la_famille (x,,,), 1, admette une borne supérieure dans
E. Pour que la famille (x,,)0. e 1~y admelte une borne supérieure dans E, il faut et il
suffit que la famille (sup x,,), cm en admetie une, et on a alors

A€eL

(2) Sup X, = sup (sup X,,).
O, WeLxM ueM aelL

ProrosiTioN 8. — Soit (E)), o1 une famille d’ensembles ordonnés. Soit A une partie de

lensemble ordonné produit E = 1—1 E,, et, pour tout v €1, soit A, = pr, A. Pour que A
: Le
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admette une borne supérieure dans E, il faut et il suffit que, pour tout v € I, A, admette une
borne supérieure dans E,, et on a alors

supA = (supA),e1 = (_su[A) Pr, X)ier

En effet, supposons que, pour tout 1 € I, A, admette une borne supérieure &

» SUpp ’ » 4y L
dans E,. Dire que ¢ = (¢,) cst un majorant de A signifie alors que ¢, > b, pour
tout t € I, donc (b,),. est borne supérieurc dc A. Réciproquement, supposons
que A admette une borne supérieure a = (a,),c1; pour tout x € I, 4, est un majo-
rant de A, carsi x, € A, il existe x € A tel que pr, x = x,, par définition de A;
d’autre part, si a est un majorant de A, dans E,, ’élément ¢’ = (¢]),; tel que
(i = aq pour: # K etcl, = ay, est un majorant de A, ce qui entraine ¢’ > q, et par
suite a, > a,; a, est donc la borne supérieure de A, dans E,.

Soit F unc partic d’un casemble ordonné E, ct soit A une partie de F. I1 peut
se faire que 'un des deux éléments supy A, supp A cxiste, ct non lautre, ou qu’il
existent tous deux et soient inégaux.

Exemples. — * 1) Dans ’ensemble ordonné I = R dcs nombres réeis, considérons
’ensemble F = Q des nombres rationnels, et Pensemble A < F des nombres ration-

nels < V2; alors supg A existe, mais non supg A.
3) Avec les mémes notations que dans ’exemple 1), soit G ia réunion de A et de
’ensemble {2}; on a G = F, et supg A existe, mais non supg A.

3) Avec les mémes notations, on a supg A = V2, supg A = 2.,

On a toutefois le résultat suivant:

Proposrrion 9. — Soient E un ensemnble ordonné, 1" une partic de E et A une partie de F.
St supg A et supy A existent toutes deux, on a supg A < supy A. St supg A extste et
appartient a T, supy A existe et est égale a supy A.

La premiére assertion résulte de ce que ’ensemble M des majorants de A dans
F est contenu dans I'ensemblc N des majorants de A dans E, et de la prop. 5
‘111, p. 10). D’autre part, si le plus petit élément de N est dans I, il appartient a M,
et c’est évidemment lc plus petit élément de M cela démontre la scconde assertion.

10. Ensembles filtrants

DériniTiON 7. — On dit qu’un ensemble préordorné E est filtrant a droite (resp. a gauche)
st toute partie & deux éléments de E est majorée (resp. minorée).

Au lieu de « filtrant a droite », on dit aussi « filtrant pour la relation < »; ex-
pressions analogues lorsque ia relation de préordre est notée par un autre signe. Par
exemple, s1 © est un ensemble de parties d’un ensemble A, on dira que & est filtrant
pour la relation < (resp. =) si, pour toute partie & deux éléments {X, Y} de G, il existe
ZeSteiqueX cZetY<Z (resp. X>ZetY > 7).

Par abus de langage, au lieu d’ « ensembie filtrant a droite » (resp. « & gauche »),
on dira aussi parfois « ensemble filtrant croissant » (resp. « décroissant »).

Exemples. — 1) Un ensemble ordonné qui admet un plus grand élément est filtrant 2
droite.
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* 2) Dans un espace topologique, un syst¢me fondamental de voisinages d’un
point est filtrant pour la relation > (TG, I, § 1, no. 3).

3) L’ensemble des sous-modules de type fini d’un moduie quelconque (A, II,
§ 1, n° 7) est filtrant pour la relation <.,

ProposiTiON 10. — Dans un ensemble ordonné filtrant a drotte E, un élément maximal a
est le plus grand élément de E.

En effet, pour tout x e E, il existe par hypothese y € E tel que x < y et
a < y, et comme «q est maximal, y = a.

Un ensemble préordonné filtrant & droite est filtrant a gauche pour I'ordre
opposé. Tout produit d’ensembles filtrants a droite est filtrant a droite. Par contre,
une partie d’un ensemble filtrant & droite n’est pas nécessairement filtrante a
droite. Toutefois, une partie cofinale I' d’un ensemble filtrant a droite E est un
cnsemble filtrant & dvoite: en effet, pour tout couple d’éléments x, y de F, il existe
zeEtelquex € zety € z,puisteFtelque z < &

11. Ensembles réticulés

Deérinttion 8. — On dit qu’un ensemble ordonné Y. est réticulé (ou que E est un réseau
ordonné, ou un lattis) st toute partie a deux éléments de E admet une borne supérieure et une
borne inféricure dans E.

Tout produit d’ensembles réticulés est réticulé, comme il résulte de la con-
dition d’existence d’unc borne supérieure dans un produit d’ensembles ordonnés
(II1, p. 11, prop. 8). L’ensemble des parties d’un ensemble A, ordonné par
inclusion, est réticulé, puisque la réunion et 'intersection de deux parties de A
sont encore des partics de A.

Exemples. — * 1) L’ensembie des entiers = 1, ordonné par la relation « m divise n»
entre m et n, est réticulé, la borne supérieure (resp. inférieure) de {m, n} n’étant autre
que e ppcm (resp. pged) de m et n (A, VII, § 1).

2) L’ensemble des sous-groupes d’un groupe G, ordonné par inclusion, est
réticulé (A, I, § 4, n° 3).

3) L’ensembie des topologics sur un ensembie A, ordonné par la relation « J est
moins fine que J» entre et I, est réticuié (TG, I, § 1, n°® 3 et 4).

4) L’ensembie & (I; R) des fonctions numériques définies dans un intervalle I de
R est réticulé pour la relation d’ordre f < g (111, p. 6), pour laquelie il est iso-
morphe au produit R! (cf. INT, II).,

Remarque. — Un ensembie ordonné réticulé est évidemment filtrant 4 droite et a
gauche. Mais un ensembic fiitrant 4 droite et a4 gauche n’est pas nécessairement
réticulé, * comme le montre exemple de ’ensembie des applications x +> p(x) de R
dans lul-méme, ol p est un polynédme de R[X], cet ensemble étant ordonné par la
relation p < ¢ (111, p. 6).4

12. Ensembles totalement ordonnés

DErintTioN 9. — On dit que deux éléments x,y d’un ensemble préordonné E sont eéom-
parables st la relation « x < youy < x» est vrate. On dit qu’un ensemble E est totalement



N° 13 RELATIONS D ORDRE. ENSEMBLES ORDONNES E 111.14

ordonné s’il est ordonné et st deux éléments quelconques de E sont comparables. On dit alors
que ordre sur E est un ordre total, et la relation d’ordre correspondante une relation d’ordre
total.

Lorsque x et y sont des éléments d’un ensemble totalement ordonné E, on a
y,0ux < y, oux > y; lanégation de x < y est alors x > y.

®
it

Pour qu’un ordre sur E soit un ordre total, il faut et il suffit que son graphe G, en
-1 -1

plus des relations Go G = G et G N G = A, satisfasse 4 la relation GU G = E x E.
Exemples. — 1) Toute partie d’un ensemble totalement ordonné est totalement
ordonnée par Pordre induit.

2) Soit E un ensemble ordonné queclconque. La partie vide de 14 est totalement
ordonnée, ainsi que toute partie réduite & un élément.

3) * L’ensemble R des nombres réels est totalement ordonné.

4) Si A est un ensemble ayant au moins deux éléments distincts, Pensemble

*B(A), ordonné par inclusion, n’est pas totalement ordonné, car si x # y, les partics
{x} et {y} ne sont pas comparables.

Un ensemble totalement ordonné est aussi totalement ordonné pour I’ordre
opposé; il est réticulé et a fortiori filtrant a droite ct a gauche.

ProrosiTioN 11, — Toute application strictement monotone f d’un ensemble totalement
ordonné E dans un ensemble ordonné ¥ est injective; st f est strictement croissante, f est
un isomorphisme de ¥ sur f(E).

En effet, x # y entraine x < youx > y, donc f(x) < f(y) ou f(x) > f(y), et
par suite f(x) # f(y) en tous cas. Il reste & montrer que, si f est strictement
croissante, f(x) < f(y) entraine x < y; dans le cas contraire, on aurait x >y,

d’ol f(x) > f(y).

ProrosiTioN 12. — Soient E un ensemble totalement ordonné, X une partic de E. Pour
q’un élément b € E soit borne supérieure de X dans E, 1l faut et il suffit que : 1° b soit un
majorant de X ; 2° pour tout ¢ € E tel que ¢ < b, il existe x e X tel que ¢ < x < b.

En effet, la seconde condition exprime qu’aucun élément ¢ < b n’est un
majorant de X, c’est-a-dire que 4 est un élément minimal de 1’ensemble M des
majorants de X; mais ceci revient a dire que 6 cst le plus petit élément de M,

puisque M est totalement ordonné (III, p. 13, prop. 10).

13. Intervalles

Soient E un ensemble ordonné, a et b deux éléments de E tels que a < 4. On
appelle intervalle fermé d’origine a et d’extrémité b, et on note (a, b], la partie de E
formée des éléments x tels que a < x < b; on appelle intervalle semi-ouvert & droite
(resp. @ gauche) d’origine a et d’extrémité b et on note (a, b( (resp. )a, b)) ’ensemble
des xe E tels que a € x < b (resp. a < x < b); on appelle intervalle ouvert
d’origine a et d’extrémité b, et on note )a, b(, 'enscmble des x € E telsque a < x < b,
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On notera qu’un intervalle fermé n’est jamais vide; Yintervalle (g, a) est Pen-
semble réduit a ’élément a. Par contre les intervalles (a, al, )a, a) et )a, a( sont vides;
un intervalle ouvert )a, &( peut étre vide méme si a < b.

Soit a un élément de E. I’ensemble des x € E tels que x < a (resp. x < a
s’appelle Uintervalle fermé (resp. ouvert) tllimité & gauche et d’extrémité a, et se note
)<=, a) (resp. )<, a(); 'ensemble des x € E tels que x > a (resp. x > 4) s’appelle
Uintervalle fermé (resp. ouvert) illimité & drotte et d’origine a, et se note (a, -—~( (resp.
Ja, —(). Enfin, E lui-méme cst appelé Uintervalle ouvert illimité dans les deux sens, et
est noté J<—, —(.

ProrosiTiON 13. — Dans un ensemble réticulé, Pintersection de dewx intervalles est un
intervalle.

Considérons par exemple intersection de deux intervalles fermés (g, 8) et
(¢, d), et posons « = sup (a,¢), p = inf (b, d). Sion a alafoisa <x <bet
¢ <x < d, on en déduit « < x < B et réciproquement; si on n'a pas « < B,
I'intersection de (a, b) ct (¢, d) est donc vide; si « < B, cette intersection est
(%, B). Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstration dans les autres cas.

§ 2. ENSEMBLES BIEN ORDONNES
1. Segments d’un ensemble bien ordonné

On dit qu’unc relation Rix, yf est unec relation de bon ordre entre x et y si R est une
relation d’ordre entre x et y et si, pour tout cnsemble non vide E sur lequel
Rix, y{ induit une relation d’ordre (c’est-a-dire tel que x € E entrainc Rix, x{;
cf. III, p. 2), E, ordonné par cette relation, admet un plus petit élément.

On dit qu’un ensemble E ordonné par un ordre I' est bien ordonné si la relation
y € ['{x) est une relation de bon ordre entre x et y; on dit alors que I" est un bon
ordre sur E. Il revient au méme de poser la définition suivante:

DEFINITION 1. ~— On dit qu’un ensemble E est bien ordonné s°il est ordonné et st toute
partie non vide de E admet un plus petrt élément.

Un ensemble bien ordonné E est totalement ordonné, puisque toute partie {x, y}
de E posséde un plus petit élément. Toute partiec A de E, majorée dans E, admet
une borne supérieure dans E.

Exemples. — 1) Soit E = {«, B} un ensemble dont les éléments sout distincts. On
vérifie aussitét que la partie {(«, ), (3, B), (o, )} de E x E est le graphe d’un bon
ordre sur E.

2) Toute partie d’un ensemble bien ordonné (en particulier la partie vide) est
bien ordonnée par I'ordre induit.

3) * L’existence d’ensembles totalement ordonnés et non bien ordonnés est
équivalente a Paxiome de Yinfini (III, p. 34, cor. 1 et p. 80, exerc. 3).

4) SiT est un bon ordre sur E, 'ordre opposé a I" n’est un bon ordre sur E que si
E est fini (III, p. 80, exerc. 3).,
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5) Soit E un ensemble bien ordonné; 'ensemble E; obtenu ¢n adjoignant 4 E un
plus grand élément & (III, p. 9) est bien ordonné, car pour toute partie H de E;
non vide et non réduite a b, le plus petit ¢lément de H N E est aussi le plus petit
¢lément de H.

Remarque. — * L’axiome dc Pinfini (I11, p. 45) permct de montrer qu’il existe des
cnsembles bien ordonnés qui n’ont pas de plus grand ¢lément, par exemple ensemble
N des entiers naturels.

DEFINITION 2. — Dans un ensemble ordonné X, on appelle segment de E toute partie S de
E telle que les relations x € S,y € E ety < x entrainent y € S.

Il est évident que toute intersection ou toute réunion de segiments de E est un
segment de E; si S est un segment de E, tout segment de S est aussi un segment
de E. L’ensemble E lui-méme et I’ensemble vide sont des segments de E.

ProrostTiON 1. — Dans un ensemble bien ordonné 1., tout segment de Y. distinct de
E est un intervalle Y« af, o a € E.

En effet, soit S un segment de E distinct de E. Comme E — S n’est pas vidc,
1l a un plus petit élément a; en vertu de la déf. 2, la relation x > a entraine
x &S, sinon l'on aurait a€ S, ce qui est absurde. Donc E = S est Pintervalle
(a, —{, et S I'intervalle )<, af.

Pour tout élément x d’un ensemble totalement ordonné E, nous noterons S,
le segment )<, a(, et nous dirons que c’est le segment d’extrémité x.
On notera que, st E est bien ordonné et n'est pas vide, it a un plus petit élément «,
et que par suite S, cst aussi Pintervalle semi-ouvert (&, x(.
Soit E un ensemble totalement ordonné. La réunion A des S, lorsque x par-
court E est E si E n’a pas de plus grand élément; si E posséde un plus grand
elément b, on a A = E = {b}.

ProposITION 2. — Lensemble E* des segments d’un ensemble bien ordonné E est bien
ordonné par inclusion; Papplication x — S, est un Usomorphisine de ensemble bien ordonné
L sur Pensemble des segments de E distinets de E.

Il est clair que, si x € E et y € E, la relation x < y entraine S, < S, ct que
¥ < y entraine S, # S,; Papplication x+> S, est donc un isomorphisme de E
sur 'ensemble S(E) des segments de E distincts de E (IT1, p. 14, prop. 11), et par
suite S(E) est bien ordonné. En outre, E* est isomorphe a I’ensemble bien ordonné
deduit de S(E) par adjonction d’un plus grand élément.

ProrosiTion 3. — Soit (X)), ey une fanille d’ensembles bien ordonnés telle que, pour tout
couple d’indices (v, x) Pun des ensembles X, X soit un segment de Uautre. Alors, sur

Iensemble E = ) X, il existe un ordre et un seul qui induise sur chacun des X, Iordre
el

donné; mum de cet ordre, E est un ensemble bien ordonné. Tout segment de X, est un segment
de E; pour tout x € X,, le segment d’extrémité x dans X, est égal au segment d’extrémité x
dans E; tout segment de E est E ou un segment de 'un des X..
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La premiére assertion résulte du lemme général suivant:
Lemme 1. — Soit (Xy)oca une famille d’ensembles ordonnés, filtrante pour la relation <

(autrement dit, telle que pour tout couple d’indices «, § il existe un indice vy tel
que X, = X, et Xy = X,). On suppose que, pour tout couple d’indices (x, ) tel que
X, € X, Dordre induit sur X,, par celir de X est identique a I ordre donné sur X, Dans
ces conditions, sur Uensemble E = ) X, 1l extste un ordre et un seul qui induise sur
chacun des X, Uordre donné. xeh

En eflet, soit G, le graphe de I’ordre donné sur X,. Si G cst le graphe d’un
ordre sur E induisant sur chacun des X, 'ordrc de graphe G,, on a nécessaire-
ment G, < G pour tout o € A, donc G contient la réunion {J G,. D’autre part,

ael

pour tout couple (x, y) d’¢léments de E, il existe par hypothése un indice o € A
tel que xe X, ct ye X,; si (x,y) € G, on a nécessaircinent (x,y) € G,, d’ou
G < U G, Silordre cherché existe sur E, son graphe est donc nécessairement

ae A

G = |J G,. Reste & montrer que cet ensemble répond & la question. Comme
aEA

Gy N (X, x X)) = Gylorsque X, « X5, onaGn (X, x X,) = G, pour tout
« € A; d’autre part, il résulte de 1’hypothésc que (rois éléments quelconques
x, 4, z de E appartiennent 2 un méme X, ; on en conclut aussitot que {x, y) € G
est une relation d’ordre sur E, qui répond a la question.

Ce lemme étant établi, montrons que, sous les hiypothéses de la prop. 3,
chaque X, est un segment de E. En effet, si re X, y ¢ E et y < x, il existe un
indice ¥ tel que X, © X ety = X, ; comme par hypothése X, cst un segment de
X, onayeX, d’onnotre assertion. L.e méme raisonnement prouve que, pour
tout x € X,, le segment d’extrémité x dans X, est identique a I'intervalle J<—, x{
dans E. Prouvons ensuitc quc E cst bien ordonné: en cffet, si H est une partie
non vide de E, il y a un indice : € I tel que HN X, # @; si a est le plus petit
élément de H N X, dans X, a est aussi le plus petit élément de H dans [; en
effet, pour tout x € H, il existe k € I tel que X, = X, et x € X ; on ne peut avoir
x < a, puisque Uintervalle )<, a) est contenu dans X, et par suite on a x > aq,
X, étant totalement ordonné.

Reste enfin 2 montrer qu’un segment de I distinet de E est un segment de I’un
des X,; cela résulte aussitét de ce qui précede, puisqu’un tel segment est de la
forme )<, »{ (III, p. 16, prop. 1) et que x appartient & un X,.

2. Le principe de récurrence transfinie

Lemme 2. — Soient E un ensemble bien ordonné, & un ensemble de segments de E possédant
les propriétés suivantes: 1° toute réunion de segments appartenant & S appartient & S ; 2° si
S.€&, omaS,U{xted. Alors, tout segment de E appartient & S.

En effet, supposons qu’il y ait des segments de E n’appartenant pas a &, et
soit S le plus petit d’entre eux (III, p. 16, prop. 2). Si S n’a pas de plus grand
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élément, S est réunion de segments de S distincts de S, et ces segments appartien-
nent 2 & d’aprés la définition de S, donc S € &, ce qui est absurde. Si au contraire
S a un plus grand élément a,on a S = S, U {a}, et comme S, est un segment de S
distinct de S, on a S, € &; mais on a alors aussi S € &, ce qui est absurde.

Pour plus de commodité, nous nous placerons dans une théorie 7~ ol E est
un ensemble bien ordonné par une relation notée x < y. On a alors les critéres
sulvants:

C59 (Principe de récurrence transfinie). Soit Rix{ une relation de T (x n’étant
pas une constante de T, telle que la relation

(xeEct (Vy)(lyeE cty < x) = Riy})) > Rixg

soit un théoréme de 7. Dans ces conditions, lu relation (x & 1) =» Rix{est un thévréme de 7.

En effet, soit S Penscmble des scgiments S de E tels que (y € S) = Riyl. Il est
clair que toute réunion de scgments appartenant a € appartient a €. D’autre part,
si S, €&, on a Rfx{ d’aprés hypothése du critere, donc (y € S, U {x}) = Riyi
d’apres la méthode de disjonction des cas. Alors (lemnic 2), E € &, ce qui prouve
le critére.

Dans les utilisations de (59, la relation
xeEet (W) ((yeE ety < v = Riy))

s’appelle généralement « 'hypothése de récurrence ».

Pour toute application g d’un segment S de £ dans un ensemble ¥, et pour
tout » € S, nous désignerons, dans ce qui suit, par g* I'application du segment
S, = )<, x(de L sur g(§,) qui coincide avec g dans S,. Avec cette notation:

C60 (définition d’une application par récurrence transfinie). Sovent u une
lettre, Tiuf un terme de la théorie 7. Il existe un ensemble U et une application f de E sur U
tels que, pour tout x € E, on ait f(x) = T{f D En outre, Pensemble U ¢t Papplication f
sont déterminés de_fagon unique par ces conditions.

Prouvons d’abord la propriété d’unicité. Suppasons que ' et U’ satisfassent
aussi aux conditions du critére. Soit € I'ensemble des segments S de E tels que f
et f’ coincident dans S. Il est clair que toute réunion de segments appartenant a
S appartient a 3. D’autre part, si S, e &, f et f’ coincident dans S,, donc
S = ' et par suite [(x) = T{f % = T{f'“% = f'(x), ce qui montre que
Sy U {x} e &. 1l en résulte que E € & (lemme 2) ct par suite f=f" et U’ =
S'(E) = f(E) = U.

Désignons maintenant par &, ’ensemnble des segments S de E pour lesquels
il existe un ensemble Uy et une application fg de S sur Ug tels que, pour tout
xe 8§, on ait fg(x) = TIf§% Pour tout S e &, fg et Ug sont déterminés de
facon unique en vertu de la premiére partie du raisonnement; en particulier, si
S’ et S” sont deux segments appartenant a &, et tels que S’ < S’ f, est appli-
cation de 8’ sur f.(S’) qui coincide avec fg- dans S'. Il suit de cette remarque que
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toute réunion de segments appartenant a &, appartient a &; (II, p. 28, prop. 7 .
D’autre part, si S, € &;, on définit sur S = S, U {x} une fonction fg prolongeant
Js, en posant fg(x) = L{f5 § (II, p. 29, prop. 8), et comme f§* = f5 , il est
immédiat que S, U {x} € S;. Donc (lemmc 2), on a E € &, ce qui achéve la
démonstration.

Le plus souvent, on appliquera le critére précédent au cas ou il existe un en-
semble I tel que, pour toute application h d’un segment de ¥ sur une partie de ¥, on ait
Tihi € F. Alors 'ensemble U obtenu par application de C60 est une partie de T
En effet, avec les notations précédentes, soit S, la partie de &; formée des seg-
ments S de E tels que Ug = F. On voit aussitét que toute réunion de segments
appartenant a &, appartient & &,; d’autre part, ’hypothésc sur F entraine que,
s1 S, €8, 0ona s, U{x}eS,; on conclut cncore a I’aide du lemme 2.

3. Le théoreme de Zermelo

Lemme 3. — Sotent E un ensemble, = une partie de W (E) et p une application de S dans E
telle que p(X) ¢ X pour tout X € S. 1l existe alors une partie N de E et un bon ordre T’
sur M tels que (en désignant par x < y la relation y € 1'(x) dans M et par S, lc
segment J<-, x[):

1° pour tout xe M, on a S, € & et p(S,) = x;

22 M¢ s,

Soit M I’ensemble des parties G de E x E satisfaisant aux conditions suivantes:

a) G est le graphe d’un bon ordre sur pr;G = Uj;

b) si on note x < y la relation (x,y) € G dans U, pour tout x € U lc segment
S, est tel que S, e S et p(S,) = x.

Montrons que, si G, G’ sont deux éléments de M, et si U et U’ désignent les
premiéres projections de G et G’, 'un des deux ensembles U, U’ est contenu dans
lautre, et que si, par exemple, U < U, ona G = G'n (U x U) (en d’autres
termes, la relation d’ordre sur U est induite par la relation d’ordre sur U’) et U
est un segment de U’.

Pour cela, considérons I’ensemble V des xe U N U’ tels que les segments
d’extrémité x sotent les mémes dans U et U’, et que les ordres induits sur ce seg-
ment par ceux de U et U’ soient identiques. I1 est clair que V est un segment dans
U et dans U’, et que les ordres induits sur V sont les mémes; notre assertion sera
prouvée st nous montrons que V = U ou V = U’. Raisonnons par I’absurde en
supposant V # U et V # U’. Soit x le plus petit élément de U — V dans U et
1" le plus petit élément de U’ — V dans U'; ona V = S, dans U, V = S, dans
U’. Mais par hypothése, on a Ve & etx = p(S,), ' = p(S,.), d’otx = x'; on
aurait alors par définition x € V, ce qui est absurde.

On peut alors appliquer a 'ensemble des U = pr; G (pour G € ) la prop. 3

de III, p. 16, et on obtient ainsi un ensemble bien ordonné M = |J pr,G; en
Gem
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outre ’on voit aisément que le graphe de ’ordre sur M appartient a 9. Si on
avait M € &, en posant a = p(M), on aurait a ¢ M; on pourrait alors adjoindre
a M I’élément a comme le plus grand élément, et 'ensemble M’ = M U {4} serait
bien ordonné. Comme M = S, dans M’, on aurait S, €& et p(S,) = a; le
graphe de Pordre sur M’ appartiendrait donc a M, cc qui est absurde.

On notera que si @ ¢ & (et en particulier si S est vide), ’ensemble M dont

Pexistence est affirmée par le lemme 3 est ’ensemble vide, comme le montre la con-
dition 1° de I’énoncé.

TuEorEME | (Zermelo). — Sur tout ensemble E il existe un bon ordre.

Soit & = B(E) — {E} 'ensemble dcs parties de E distinctes de E; pour tout
£ E, posons p(X) = 1, (xeE=X); comme la relation X e & entraine
x)(xe E =X), elle entraine par définition p(X) e E =X (I, p. 32), donc
7 X) ¢ X. On peut alors appliquer le lemme 3; il existe par suite un bon ordre
sur une partic M de E telle que M ¢ &; mais la seule partic de E n’appartenant
nas a & est E, d’out lc théoréme.

AN
3

7

4. Ensembles inductifs

DEFINITION 3. — On dit qu’un ensemble ordonné E est inductif st toute partie totalement
.rdonnée de E posséde un majorant dans E.

Exemples. — 1) Soit § un ensemble de parties d’un ensemble A, ordonné par in-
clusion et tel que, pour tout sous-cnsemble totalement ordonné @& de ¢, la réunion
des ensembles de (4 appartienne 2 %3 alors ¥ est inductif pour la relation <, puisque
la réunion des ensembles de @ est la borne supérieure de & dans B(A).

2) Un exemple important d’ensemble de parties inductif pour la relation < est
I’ensemble % des graphes d’applications de parties d’un ensemble A dans un ensemble
B; en effet, ¥ est une partie de B(A x B) et dire qu'une partie & de ¥ est totalement
ordonnée par inclusion signifie que les éléments de @ sont des graphes d’applications
telles que, de deux quelconques de ces applications, I'une prolonge I'autre. Il s’ensuit
aussitot que la réunion des ensembles de & est un élément de ¥ (II, p. 28, prop. 7).
On peut donc dire encore que Pensemble ®(A, B) des applications de parties de A
dans B est inductif pour la relation d’ordre « ¢ prolonge u» entre u et o,

3) * Il résulte de ’axiome de Pinfini (III, p. 45) que ’ensemble bien ordonné
des entiers naturels n’est pas inductif pour la relation <.,

THEOREME 2. — Tout ensemble ordonné inductif posséde un élément maximal.
Ce théoréme est un cas particulier du résultat suivant:

Proposition 4. — Soit E un ensemble ordonné dont toute partie bien ordonné soit majorée ;
zlors E admet un élément maximal.

Disons qu’un élément v e E est un majorant strict d’une partie X de
E si v est un majorant de X et si v ¢ X. Soit & I'ensemble des parties
de E admettant un majorant strict, et pour tout Se &, posons p(S) =
<. v est un majorant strict de S) ; alors (S) est un majorant strict de S. Appliquant
a Zetaplelemme 3 (I1I, p. 19), on voit qu’il existe une partie M de E et un bon
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ordre I' sur M satisfaisant aux conditions de ce lemme; en particulier, M n’adme:
pas de majorant strict dans E. En outre, Pordre I' est identique a ’ordre induit
sur M par celut de E. En effet, dans M, la relation «y € I'(x) et x # y» équivaut
axeS,, et comme p(S,) =y est un majorant de S, (pour 'ordre de L), elle
entraine x < y dans E. Mais cela signifie que I'injection de M dans E est une
application strictement croissante (lorsque M est munt de I') et comme M est
totalement ordonné, on en conclut que, dans M, les relations y € I'{x> et x < &
sont équivalentes (III, p. 14, prop. 11). Cela étant, il cxiste par hypothése un
majorant m de M dans E; mais comme M n’admet pas de majorant strict, m est
nécessairement élément maximal dans L.

CorOLLAIRE 1. — Sozent I un ensemble ordonné inductyf, et a un élément de ¥y il exwst:
un élément maximal m de E tel que m 2 a.

En effet, il résulte de la d¢f. 3 que Pensemble F odes éléments ¥ 2 a de I est
inductif, et un élément maximal de I' cst aussi élément maximal de E.

COROLLAIRE 2. — Soit ¥ un ensemble de parties d’un cnsemble E. tel que, pour tout sou:-
ensemble 5 de 5, tolalement ordonné par inclusion, [n réunion (resp. [intersection) de:
ensembles de & appartienne a % ; alors § posseéde un élément maximal (resp. minimal).

5. Isomorphismes d’ensembles bien ordonnés

TuioriME 3. — Soient E et I' deux ensembles bien ordonnés; Pune au moins des deur
propositions suivantes est vraie:

1) il existe un 1somorphisme et un seul de E sur un segment de ¥ ;

2) 4l existe un tsomorphisme et un seul de ¥' sur un segment de E.

Soit % I’ensemble des applications de partics de I dans I' dont chacune est
définte dans un segment de E et est un isomorphisme de cc segment sur un seg-
ment de F. L’ensemble %, ordonné par la relation « » prolonge u » entre u et v, est
inductif. En effet, soit ¢ une partie totalement ordonnée de §§; la réunion S des
ensembles de définition des u € ¢ est unc réunion de segments de E, donc un
segment de E; si v est la borne supérieure de & dans ®(E, F) (II1, p. 10, Exemple
2), v(S) est réunion des cnsembles de valeurs des u € ¢, donc est un segment de F;
enfin, pour tout couple d’éléments x, y de S, tel que x < y, il existe un ¥ € & dont
Penserble de définition contient x et y (puisque & est totalement ordonnée), ct
comme ¢(x) = u(x) < u(y) = v(y), v est un isomorphisme de S sur ¢(S), ce qui
démontre notre assertion. Soit alors ug un élément maximal de & (III, p. 20,
th. 2), et soit S, le segment de E qui est ’ensemble de définition de u,. Sinous
prouvons que l'on a, soit Sq = E, soit 4y(S,) = F, Pexistence de 'un des iso-
morphismes considérésdansI’énoncé sera démontrée. Raisonnons par ’absurde, en
supposant Sy # E et uy(S,) # Fj;il existerait alors un élément a € E et un élément
beF telsque Sy = J«—, a(et uy(Sy) = )<, b( (111, p. 16, prop. 1) ; prolongeons u, en
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une application ; du segment J<«—, a( dans I, en posant u,(a) = b; comme u, est
un isomorphisme de )<, a) sur le segiment )J<—, 4}, ccla contredit I’hypothése que
4y est maximal dans F.

Les assertions d’unicité du th. 3 sont conséquences du lemme suivant:

Lemme 4. — Sotent B, I deux ensembles bien ordonnés, f, g deux applications croissantes
1z E dans F telles que f(E) soit un segment de ¥ et que g soit strictement croissante; on a
alors f(x) < g(x) pour tout x € E.

Raisonnons par I’absurde, en supposant que I'ensemblce des y € E tels que
;) > g(y) ne soit pas vide; cet ensemble aurait alors un plus petit élément a.
Pour x < a, on a, par définition de a, f(x) < g(x) < g{a) <f(a), g étant stricte-
ment croissante. Comme f(E) est un segment de I, il existe z € E tel que g(a) =
- z;; f étant croissante, la relation f(z) < f(a) entraine z < g, d’ou

f(2) < g(2) < gla) = fl2),

ce qui est absurde.

COROLLAIRE 1. — Le seul isomorphisme d’un ensemble bien ordonné ¥, sur un segment de
E est Papplication identique de E sur lui-méme.
Il suffit en effet de faire F = E dans le th. 3.

COROLLAIRE 2. — Sotent E et ¥ deux ensembles bien ordonnés ; 5’1l existe un isomorphisme
< de B sur un segment ‘T de ¥ et un isomorphisme g de ¥ sur un segment S de E, on a
<icessairement S = E, T = I et fet g sont réciproques Pun de I autre.

In effet, g o f est un isomorphisme de E sur le scgment ¢(T) < S de E; en
w<rtu du cor. 1, on a nécessairement g(T) = S = E et go f est application
:Zentique de E; on voit de méme que f o g est application identique de I, d’on
.= corollaire,

UOROLLAIRE 3. — Tout sous-ensemble A d’un ensemble bien ordonné E est isomorphe a
wv segment de E.

En vertu du th. 3, il suffit de prouver qu’il n’existe pas d’isomorphisme g de E
:2run segment de A de la forme S, ; mais g serait alors unc application strictement
:ooissante de E daus E, telle que ga) €S, autrement dit g{a) < a; or, cette
:n?zalité contredit le lemme 4 (ot on prend pour f'application identique).

6. Produits lexicographiques

sait E, une famille d’ensembles ordonnés, dont I’ensemble d’indices I soit
/el ’

-+ ordonné. Considérons Pensemble produit E = | [ E , et la relation
p tel g

«x e E ety ek et pour le plus petit indice 1€ I tel

que pr,x # pr .y, on apr,x < pr.y»
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que nous noterons Rix, . Il est immédiat que Rix, x{ est équivalente a x € E, que
Rix, y{ implique (Rix, #{ et Riy, #}) et que (Rix, i et Riy, x{) implique x = y. On
vérifie en outre que (Rix, y§ et Riy, 2) implique Rix, z{ (il suffit de considérer le
plus petit indice ¢ € I pour lequel deux des trois éléments pr, x, pr, y, pr, z soien:
inégaux); la relation Rix, y{ est donc une relation d’ordre sur [’ensemble produit E. On
dit que cette relation, et Pordre qu’elle définit, sont la relation d’ordre lexico-
graphique et Vordre lexicographique sur E (déduits des ordres donnés sur I et sur les
E,); Pensemble E, ordonné par cette relation, est appelé le produit lexicographique
de la famille d’ensembles ordonnés (E)), 1. Lorsque les E, sont totalement ordonnés,
leur produit lexicographique est tofalement ordonné.

§ 3. ENSEMBLES EQUIPOTENTS. CARDINAUX

1. Le cardinal d’un ensemble

DermNirion 1. - On dit qu’un ensemble X est équipotent a un ensemble Y 5’1l existe un
bijection de X sur Y. On note EqQ(X, Y) la relation « X est équipotent a Y ».

I1 est clair que les relations Eq(X, Y) et Eq(Y, X) sont équivalentes, autre-
ment dit, la relation Eq(X, Y) est symétrique; lorsqu’elle est vraie, on dit aussi que
X et Y sont équipotents. D’autre part, Eq(X, X) est vraie. Enfin la relation Eq(X, Y
est transitive, puisque la composée de denx bijections est une bijection (II, p. 19.
th. 1); c’est donc unc relation d’équivalence, réflexive dans tout ensemble.

De ce qui précede résulte que, si X et Y sont équipotents, la relation
(VZ)(Eq(X, Z) <+ Eq(Y,Z)) est vraie. Or, le schéma S7 (I, p. 38) fournit
I’axiome suivant

(VZ)(Eq(X, Z) < Eq(Y, 2))) = (v2(Eq(X, Z)) = 15(Eq(Y, Z))).

Donc, st X et Y sont équipotents, on a

w(Eq(X, Z)) = =, (Eq(Y, Z)).

Posons 1a définition sutvante:

DeriniTioN 2. — L'ensemble ©,(Eq(X, Z)) est appelé le cardinal de X (ou la puissance
de X) ¢t se note Card (X).

Comme Eq(X, X) est vraie, Card (X) est fquipotent 2 X (I, p. 33, schéma S5.
Nous avons donc démontré le résultat suivant:

ProrosiTioN 1. — Pour que deux ensembles X, Y sotent équipotents, il faut et il suffit que
leurs cardinaux sotent égaux.

Exemples
1) On note 0 le cardinal Card ( »

5 ). Le seul ensemble équipotent & @ étant @
(IL, p. 10 et p. 14),0ona 0 = Card (7) =
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2) Tous les ensembles 4 un élément sont équipotents, car {(a, b)} est le graphe
d’une bijection de {a} sur {6}; en particulier, ils sont équipotents a { @ }. On note 1
le cardinal

Card ({@}) = T5(Eq({@}, Z)).!

3) On note 2 le cardinal Card ({@, {@}}); c’est le cardinal de tout ensemble
a deux ¢éléments dont les éléments sont différents.

4) * Un espace hilbertien de type dénombrable est équipotent a I’ensemble
des nombres réels. ,

2, Relation d’ordre entre cardinaux

La relation « X est équipotent & une partie de Y » est équivalente a « il existe une
injection de X dans Y »; elle équivaut aussi a la relation « Card (X) est équi-
potent a une partie de Card (Y) » (II, p. 19, th. 1).

THEOREME 1. — La relation Rix, vi:

« T et Y sont des cardinaux et ¢ est équipotent & une partie de Y »
est une relation de bon ordre (111, p. 15).

Comme Rz, 1 est vraie pour tout cardinal g, tout revient a voir que, pour
tout ensemble E de cardinaux, la relation « r € E ety € E et Riz, v{» est une rela-

tion de bon ordre dans E. Considérons I’ensemble A = 1) r; tout cardinal
reE

1 € E est donc une partie de A. Il existe sur A une relation de bon ordre (III,
p- 20, th. 1) que nous noterons x < y, et toute partie de A est équipotente a un
segment de A (ILI, p. 22, cor. 3). Pour tout cardinal re E, considérons I’en-
semble des segments de A équipotents a t; cet enscmble de segmentsn’est pas vide,
et admet donc un plus petit élément (IIL, p. 16, prop. 2); soit ¢(x) cet élément.
La relation

«reEetyekE et rest équipotent & une partie de 1) »

est équivalente a
«teEetyeEeto(r) < o)

En effet, elle est évidemment entrainée par cette derniére; d’autre part, si ¢
est équipotent & une partie de ¢(1), on ne peut avoir ¢(n) < ¢(z) et o(v) #o(x),
car alors il existerait un segment de ¢(n) équipotent a ¢ (III, p. 16, cor. 3),

! Bien entendu, il ne faut pas confondre le terme mathématique désigné (I, p. 15) par le symbole
¢« 1 » et le mot « un » du langage ordinaire. Le terme désigné par « | » est égal, en vertu de la définition
donnée ci-dessus, au terme désigné par le symbole

(A @AU)(u = (U, {2}, 2) et U = {@} x Zet (Vx)((xe{@}) = F)((xy) eU))

et (V) (V)W) (((x,9) € U et (x,5) € U) = (y = y)) et (W) ((y € Z) = (I)((x y) € U)))).
Une estimation grossiére montre que le terme ainsi désigné est un assemblage de plusieurs dizaines de
milliers de signes (chacun de ces signes étant 'un des signes 1, (1, Vv, 1, =, €).
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contredisant la définition de ¢(r). Comme I’ensemble des scgments de A est bien
ordonné par inclusion (III, p. 16, prop. 2), le théoréme est démontré.

Nous noterons ¢ < v la relation Riz, n{. Pour qu’'un ensemble X soit équi-
potent A une partie d’un ensemble Y, il faut et il suffit que Card (X) < Card (Y .

Il est clair que I’on a 0 € g pour tout cardinal g, et 1 € ¢ pour tout cardhial
t#0.

COROLLAIRE 1. — Etant donnés deux ensembles, 'un est équipotent @ une partie de I’ autre.

CoROLLAIRE 2. — Deux ensembles tels que chacun soit équipotent a une partie de I’ autre
sont équipotents.

Remarque. — Pour tout ensemble A, il existe un ensemble dont les éléments sont
les cardinaux Card (X) pour toutes les parties X de A: en effet, c’est I’ensemble
des objets de la forme Card (X) pour X € B(A) (II, p. 6). Pour tout cardinal o,
la relation « ¢ est un cardinal et ¢ < a» est donc collectivisante en ¢ (IL, p. 5,
puisqu’elle est équivalente ala relation « ¢ est de la forme Card (X) pour X < a»;
Pensemble des g satisfaisant a cette relation est appelé ensemble des cardinaux < a

ProposiTioN 2. — Pour toute famille (a), o1 de cardinaux, il existe un cardinal et un seu!
b tel que a, < b pour tout v € 1 et que tout cardinal ¢ tel que a, < ¢ pour tout v € 1 s0it 2 b

En effet, il existe un ensemble E contenant tous les ensembles a, (par exemple
la somme de ces ensembles (II, p. 30)), d’ot a, < a = Card (E) pour tout
v€ L. L’ensemble F des cardinaux < a étant bien ordonne et tous les a, apparte-
nant a F, la famille (q,), .; admet une borne supérieure b dans cet ensemble. En
outre, soit ¢ un cardinal > a, pour tout ¢ €I; si on avait ¢ < b < a, on aurait
¢ €F, et Pinégalité a, < ¢ contredirait alors la définition de la borne supérieure
de la famille (a,) dans I’ensemble ordonné F; d’oti la proposition.

Par abus de langage, on dit que le cardinal b est la borne supérieure de la famille
(a,).e1 de cardinaux et on le note sup a,.
tel
ProposiTiON 3. — Soient X et Y des ensembles. 8’1l existe une surjection fde X sur Y,
on a Card (Y) < Card (X).
En effet, il existe une section s associée a f (II, p. 18, prop. 8) et s est une
injection de Y dans X.

3. Opérations sur les cardinaux

DeriNirion 3. — Soit (a,), o1 une famille de cardinaux. Le cardinal de I’ensemble produit
(resp. somme) des ensembles a, s’appelle le produit cardinal (resp. la somme cardinale) des

a, et se note P a, (resp. > a,).

tel
Lorsque aucune confusion n’est a craindre, on dit simplement « produit » et
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«somnie » au lieu de « produit cardinal» ct «somme cardinale», et on écrit

11 a, au lieu de E a, (cf. III, p. 80, cxerc. 2).

ProposiTion 4. — Soient (E,), o1 une famille d’ensembles, P son produit, S sa somme,
a, le cardinal de E ; le cardinal de P (resp. S) est le produit cardinal (resp. la somme
cardinale) de la famille (a,), 1

Il existe en effet une bijection de P (resp. S) sur ’ensemble produit des en-
sembles a, (resp. sur ’ensemble somme des a,) (II, p. 30, prop. 10 et p. 38,
cor. de la prop. 11).

CoROLLAIRE. — Pour toute famille (E)),.; d’ensembles, le cardinal de la réunion
\J E, est au plus égal a la somme Z Card (E,).
vel

tel

En effet, il cxiste une application de la somme S des E, sur leur réunion (II,
p. 30); le corollaire résultc donc des prop. 3 ct 4.

ProPOSITION 3. — a) Soit (w,),cq une famille de cardinaux, et soit f une bijection d’un
ensemble K sur ensemble 15 on a

z Qoo = 2 8, et P oagy = P a.

XE el xekK el

=

b) Soient (0,),c1 une famille de cardinaux, et (J,), <1, une partition de 1; on a
« assoctativité de la somme et du produit »)

\%

aL=Z(Za

et t

tel AeL teda
o.=P(P a,)-

Ltel AeLl (edy

c) Soit ((ay,).eq,)ser une famille (admettant L comme ensemble d’indices) de familles

de cardinaux. Soit I = [ ] J,; on a («distributivité du produit par rapport a la
S0mme ») heb

P ( Z aM) = Z( P ak,f(m)'

AeL  tedy fel AeL

Les relations de a) résultent des formules analogues pour la réunion et le
produit d’ensembles, car le fait que fest une bijection implique que, si (X,), .1 est
une famille d’ensembles mutuellement digjoints, il en est de méme de la famille
:Xf(K))KEK (Cf 11, p- 23, prop. Iet p- 33, prop. 4).

Les relations de 4) sont conséquences immédiates des formules d’associativité
de la réunion et du produit (II, 24, prop. 2 et p. 35, prop. 7) et de la distri-
butivité de I'intersection par rapport a la réunion (II, p. 35, prop. 8) qui prouve
que, st (X)), est une famille d’ensembles mutuellement disjoints, il en est de
méme de la famille ([ X\)cpe

ted,
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Enfin, ¢) est conséquence de la distributivité du produit par rapport a la
réunion et a 'intersection (1L, p. 36, prop. 9 et p. 37, cor. 1).

Soient a et b deux cardinaux. Si I est un ensemble a deux éléments distincts
(par exemple le cardinal 2), il existe une application f de I sur {a, b}, ce qui
définit une famille de cardinaux; la somme et le produit de celle-ci ne dépendent
que de a et b (en vertu de la prop. 5 a)); on appelle ces cardinaux la somme et le
produit de a et dé b, et on les note a + b et ab. On définit et note de méme la
somme et le produit de plusieurs cardinaux. La prop. 5 entraine alors le corollaire
sulvant:

COROLLAIRE. — Soient a, b, ¢ des cardinaux; on a .

(1) a+b="0+aq ab = ba,
(2) a+(b+c¢)=(a+Db)+c a{be) = (ab)c,
(3) a(b + ¢) = ab + ac.

4. Propriétés des cardinaux 0 et 1

ProrosiTioN 6. — Sotent (a,), o1 une famille de cardinaux, et J (resp. K) une partie de 1
telle que Uon ait a, = O pour tout v & J (resp. a, = 1 pour tout v ¢ K); on a alors

aLzzaL

tel ted
(resp. P a, = P a).
tel teK

C’est immédiat pour la somme, car ’ensemble somme S; de la famille d’cn-
sembles (a,), o est équipotent a la réunion de I’ensemble somme S; de la famille
(a,),eg €t de ’ensemble vide, donc équipotent a S;. Pour le produit, cela résulte

de ce que la projection pry de I'ensemble produit 1_[ a, sur le produit partiel

1_[ a, est une bijection (II, p. 35, Remarque 1).

COROLLAIRE 1. — Pour tout cardinal a,onaa + 0 = a.1 = a.

COROLLAIRE 2. — Soient a et b des cardinaux, et sott 1 un ensemble équipotent & b pour
tout el sotta, = a,¢c, =1;0na

ab=ZaL et b=ZcL.

tel tel
La seconde formule résulte de ce qu’un ensemble est réunion de Pensemble de
ses parties a un élément. La premiére s’en déduit par multiplication par a, en
utilisant le cor. 1.
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ProrosiTioN 7. — Soit (a,), o1 une famille de cardinaux; pour que Pon ait P a, # 0,
il faut et 1l suffit que Pon ait a, # O pour tout . € L. rel

Cela ne fait que traduire la condition pour qu’un ensemble produit soit non
vide (II, p. 34, cor. 2).

ProrosiTioN 8. — Si a et b sont des cardinaux tels que a + 1 = b + 1, o0naa = b.
Soit X = a + 1 = b + 1.1l existe des parties A, B de X, de cardinaux a et b,
tclles que les complémentaires X — A et X — B sotent chacun réduits 4 un seul
¢lément; soient u et v ces éléments. L’intersection C = A N B a pour complé-
mentaire dans X 'ensemble {y, 2}. Siu = v, ona A = B = G, d’olt a = b. Sinon
A=CuU{s,B=CU{u,eta =1+ Card (C) = 0.

On se gardera de croire que @ + 1M = b + m entraiuc a = 0 pour tout cardinal
m (cf. ITL, p. 48); *nous verrons cepcudant qu’il en est bien ainsi lorsque m est fini
(111, p. 37, cor. 4 et p. 49, cor. 4).,,

5. Exponentiation des cardinaux

DEriNiTION 4. — Sotent a et b des cardinaux; le cardinal de ensemble des applications
de b dans a se note ab, par abus de notation.

L’abus provient de ce que cette notation désigne déja Iensemble des graphes
fonctionnels d’applications de b dans a (II, p. 31) et que ce dernier ensemble n’est
pas nécessairement un cardinal (III, p. 80, exerc, 2). Le contexte indiquera toujours
clairement le sens qu’il faut donner a ab.

ProposiTioN 9. — Sotent X et Y deux ensembles, a et b leurs cardinaux ; ’ensemble X¥ a
pour cardinal ab.

En effet, il existe une bijection de X¥ sur ’ensemble des applications de b dans
a (IL, p. 31, corollaire).

PropositioN 10. — Soient a et 0 des cardinaux, et 1 un ensemble tel que Card (I) = b;

sia, = apour tout Lelyonaa® = P a,.
el
Cela résulte de la définition du produit d’une famille d’ensembles comme

ensemble de graphes fonctionnels (II, p. 32).

COROLLAIRE 1. — Sotent a un cardinal et (0,), o une famille de cardinaux. On a

pIRE

qtel e P abv..

tel

En effet, soit S ’ensemble somme des b,, et posons a, = a pour tout s € S. Les

deux membres de P'égalité a démontrer sont alors ¢gaux a P g, en vertu de la
ses

prop. 10 et de la formule d’associativité du produit (ILI, p. 26, prop. 5 4)).
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CoROLLAIRE 2. — Sotent (a,), . une famille de cardinaux, et 6 un cardinal; on a

(P aL>[’ =LE al,

tel
En effet, posons a,; = a, pour tout couple (:, ) € I x 0. On a alors, en vertu
de Iassociativité du produit

(LE a‘>b = P(P atB) = P(P am) = P ab.

Bep tel tel Beb tel

CoROLLAIRE 3. — Soient a, b, ¢ des cardinaux; on a a* = (ab).
En effet, posons b, = 0 pour tout ye¢. On a

. 2 by
abt = gvec = P abY — (ab)C’
vet
en vertu du cor. 1.
Proposrrion 11. — Soit a un cardinal. On a a® = 1, 0l = a, 1° = ;500 # 0, onu

0* = 0.

En effet, il existe unc application et une seule de & dans un ensemble quel-
conque (’application de graphe vide); 'ensemble des applications d’un ensemble
a un seul élément dans un ensemble quelconque X est équipotent a X (I, p. 32);
il existe une application et une seule d’un ensemble quelconque dans un ensemble
a un élément; enfin, il n’existe aucune application d’un ensemble non vide
dans @.

On notera en particulier que 'on a 0° = 1.

Prorosition 12. — Soient X un ensemble et a son cardinal ; le cardinal de [’ensemble
B(X) des parties de X est 2°,

Soient « et § les éléments du cardinal 2; pour toute partic Y de X, soit f;
Papplication de X dans 2, définie par fy(x) = « pour x €Y et fy(x) = @ pour
x€ X =Y; soit u application Y ++ fy de B(X) dans 2%, Inversement, a toute
application g de X dans 2, faisons correspondre la partie g (o) de X, et soit o
I’application g — 7 () de 2% dans B(X). Il est clair que les applications u o v ¢t
v o u sont les applications identiques de 2¥ et de ®(X). Donc u et v sont des bi-
jections (II, p. 18, corollaire), ce qui montre quc Card (B(X)) = 2%

6. Relation d’ordre et opérations entre cardinaux

ProposiTion 13. — Soient o et b des cardinaux; pour que Uon ait a > b, il faut et il
suffit qu’il existe un cardinal ¢ tel que a = b + ¢

En effet, la relation a > b signifie qu’il existe une partie B de a équipotente a b
(I1I, p. 24), c’est-a-dire que a est équipotent & ’ensemble somme de b et d’un
ensemble C.
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Si a = b, il existe en général plusieurs cardinaux c tels que a = b + ¢ (cf. III,
p- 30); on ne peut donc en général définir une « différence» a — b de deux tels
cardinaux (cf. 111, p. 37).

PropositioN 14. — Soient (a,), o1 e (0,),o; deux familles de cardinaux ayant méme
ensemble d’indices 1, et telles que a, = b, pour tout » € 1; on a alors

ZaLZZbL et Pa > Po.

tel tel tel tel
La seconde inégalité résulte des relations d’inclusion entre produits d’cn-
sembles (II, p. 34, cor. 3). D’autre part, si un ensemble E est réunion d’une
famille (A,),.; de parties mutuellement disjointes et si B, < A, pour tout t, les
B, sont mutuellement digjointes et | B, = |J A, (I, p. 24), d’ou la premiere
inégalité. ‘ '

CoroLLAIRE 1. — Soit (a,), o1 une famille de cardinaux. Pour toute partie J de 1, on a

Z a, < Z a,. St enoutre on a a, # O pour tout ve I = J, on a P a, < P a,.
ted tel ted tel

Posons b, = a, pour t€], ct b, = 0 (resp. b, = 1) pour 1 eI = J. Il suffit
d’appliquer la prop. 14, en remarquant que la relation a 3 0 entraine a > 1.

COROLLAIRE 2. — $7 a, a’, b, b’ sont des cardinaux tels que o < o', b < b'eta’ > 0,
onaa® < o',

On a en effet ¥ < o d’aprés les prop. 10 (II1, p. 28) et 14, et a® < a'f
d’apreés la prop. 10 et le cor. 1 de la prop. 14.

THforEME 2 (Cantor). — Pour tout cardinal a, on a 28 > a.

En effet, on a Card($(a)) = 2* (III, p. 29, prop. 12). L’application
x > {x} (x € a) est une injection de a dans P (a); d’oli a < 2% Il suffit de montrer
quc a # 2% c’est-a-dire que, pour toute application fde a dans ®(a), I'image
Jia) est distincte de B(a). Or, soit X I’ensemble des x € a tels que x ¢ f(x); si
veX,onax¢ f(x), dot f(x) # X;sixea=X,onaxef(x) et x¢X, donc
S{x) # X. Ceci démontre que X ¢ f(a), d’ou le théoréme.

COROLLAIRE. — ] n’existe pas d’ensemble dont tout cardinal soit élément.

Si U était un tel ensemble, il existerait un ensemble S, somme de la famille
d’cnsembles (X)y .y, ct tout cardinal serait équipotent a une partie de S. En
particulier, soit 8 = Card (S); comme 2° est un cardinal, on aurait 2* < 8, ce qui
est absurde.

§4. ENTIERS NATURELS. ENSEMBLES FINIS
1. Définition des entiers

DérinttioN . — On dit q’un cardinal a est fini st a # a + 1; un cardinal fini s’appelle

N

ausst un entier naturel (ou simplement un entier si aucune confusion n’est a
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craindre.)! On dit qu’un ensemble E est fini si Card (E) est un cardinal fini; on dit alors
que Card (E) est le nombre d’éléments de E.

On dit qu’une famille (II, p. 14) est finze si son ensemble d’indices est fini.

Quand nous dirons que le nombre des objets d’un certain type est un entier m,
nous entendrons que ces objets sont les éléments d’un ensemble fini dont le nombre
d’éléments est m. Un ensemble dont le nombre d’éléments est m est encore appelé un
ensemble & m élémenis.

PropositioN 1. — Pour qu’un cardinal a soit find, il _faut et il suffit que a + 1 soit fini.

On sait en effet que les relationsa = beta + 1 = b + 1 entre cardinaux aet
b sont équivalentes (III, p. 28, prop. 8); les relations a # a + l et a + 1 #
(a + 1) + 1 sont donc équivalentes.

Il est clair que O # 1; donc O est un entier; on en déduit que 1 et 2 sont des
entiers. Les cardinaux 2 + 1l et (2 + 1) + I sont des entiers, que ’'on note 3 et 4.

2, Inégalités entre entiers

ProposITION 2. — Soit n un entier. Tout cardinal o tel que & < n est un entier. S
n # 0,1l existe un entier m et un seul tel quen = m + 1, et larelation a < n est équivalente
da < m.

Sia < n, il existe un cardinal b tel que n = a + b (III, p. 29, prop. 13'.
Alors(a+ 1) + b= (a 4+ ) + 1 =n 4 | (III, p. 27, cor. de la prop. 5), et comme
n#n+ lyona(a+ 1) + b s# a+ b;parsuite a + 1 # a, ce qui signifie que
a est un entier. Sin # 0,onan > 1 (I1I, p. 25), donc il existe un cardinal m et
un seul tel que n = m + 1 (III, p. 29, prop. 13 et p. 28, prop. 8); comme
m < n, m est un entier un vertu de ce qui précéde. Enfin, si un entier a est tel que
a<mnonan=a-+ b,avech # 0 (III, p. 29, prop. 13); comme & est entier,
onab=c¢c +letn=m+1=(a+¢ + 1. On en conclut que m = a + ¢
(IL1, p. 28, prop. 8), d’ott a < m (III, p. 29, prop. 13). Inversement, si a < m,
on aaussia m+ 1 =n, et si on avait a =n =m + 1, on aurait a > m,
contrairement a ’hypothése.

CoRrOLLAIRE 1. — Toute partie d’un ensemble fini est finte.

CorOLLAIRE 2. — 87 X est une partie d’un ensemble fini E, distincte de E, on a
Card (X) < Card (E).
En effet, X est contenu dans le complémentaire X’ d’une partie de E réduite
a un seul élément; on a Card (X) < Card (X'), et Card (E) = Card (X') + 1,
donc (prop. 2) Card (X') < Card (E) et a fortiori Card (X) < Card (E).
La déf. | montre inversement que, si E est un eunsemble tel que

Card (X) < Card (E) pour toute partie X # E de E, E est fini.

! La notion d’ « entier » sera plus tard généralisée en Algébre, ol ’on définira les entiers rationnels
(A, 1, § 2, n°5) et les entiers algébrigues (AC, V, § 1, n° 1),



N° 3 ENTIERS NATURELS, ENSEMBLES FINIS E I11.32

CoROLLAIRE 3. — St f est une application d’un ensemble fini E dans un ensemble F,
(E) est une partie finie de F.
En effet, Card ( f(E)) < Card (E) (111, p. 25, prop. 3).

CoROLLAIRE 4. — Soient E et ¥ deux ensembles finis ayant le méme nombre d’éléments,
ct f une application de E dans ¥. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) fest une injection ;

b) fest une surjection;

c) fest une bijection.

Il suffit de prouver que a) et b) sont équivalentes. Si f est injective, on a
Card ( f(E)) = Card (E) = Card (F), d’ou f(E) = I (cor. 2). Si f n’est pas
injective, solent x, x" deux éléments de E tels que x # 1" et f(x) = f(x'). Alors,
en posant E" = E = {x}, on a f(E") = f(E), d’ou

Card (f(E)) < Card (E') < Card (E)

en vertu du cor. 2; mais comme Card (F) = Card (E), on a nécessairement

FE) #F.

3. Le principe de récurrence

C61 (prineipe de récurrence). Soit Rinf une relation dans une théorie I~ (n n’étant pas
une constante de ). On suppose que la relation

Ri{0{ et (Vn)((n est un entier et Rinf) =~ Rin + 1f)
solt un théoréme de J~. Dans ces conditions, la relation

(¥n)((n est un entier) = Rin})
<3t un théoréme de T
Raisonnons par ’absurde et supposons que la relation

(3n)(n est un entier et (non Rinf))

soit vraie. Soit ¢ un entier tel que « non Rig} » (méthode de la constante auxiliaire;
cf. I, p. 28 et p. 32). Les entiers n tels que «n < ¢ et (non Rinf) » forment un
ensemble non vide bien ordonné (III, p. 25, Remarque) qui aurait donc un plus
petit élément s. Sis = 0, on aurait « non R{0{ », ce qui est contraire a I’hypothése.
Sis > 0, on aurait s = s* + 1, oli s est un entier tel que s* < s (III, p. 31,
prop. 2). Par définition de s, on aurait donc Ris*, mais alors I’hypothése en-
rrainerait que Rist est vraie, ce qui contredit la définition de s.

Pour appliquer le principe de récurrence, il faut en particulier démontrer la
relation
(n est un entier et Rinf) = Rin + 1%

Pour ce faire, on utilise souvent la méthode de I’hypothése auxiliaire (I, p. 27) et
c’est pourquoi la relation «n est un entier et Rin{» (ou méme Rin{) est appelée
Phypothése de récurrence.
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Remarque. — On utilise souvent, sous le nom de « principe de récurrence » divers
criteres qui se déduisent aisément de C61, et dont nous allons indiquer les plus
importants:

1) Soit S{nf la relation
(Vp)((n est un entier ct p est un cntier et p < n) = Ripi)
et supposons que Sinf entraine Rin{. Alors, la relation
(¥n)((n est un entier) = Rinf)

est vrale. En effet, la relation S{0§ est vraie, et par hypothése S{nf entraine Ring;
comme la relation m < n + 1 est équivalente & m < n (III, p. 31, prop. 2), la
relation Sin + 1{ est équivalente & « S{nf et R{nf »; par suite, Siu} entraine Sin + 1.
Le critere C61 prouve alors que la relation

(¥n)((n cst un cnticr) = Sinf)
est vrale, et comme S{a{ entraine Rinj, la relation

(¥n)((n est un entier) = Rinf)
est vraic.

2) Soient £ un entier, R{n} une relation telle que la relation
Rik{ et (Vn)((n est un entier >k et R{nf) = Rén + 1§)
sont vraie. Alors, la relation
(Vn)({n est un entier > k) > Rixf)

est vraie (« récurrence & partir de k »). En effet, soit S{n{ la rclation « (n > £} = Rinj»;
alors, en utilisant la méthode de disjonction des cas, on voit que la relation ${0°
est vraie; d’autre part, on vérifie aisément que la relation
(n est un entier et Snf) =+ Sin + 1§
est vrale. On conclut de C61 que la relation
(n est un entier) = Sin{

est vraie, d’ou notre assertion.
3) Soient a, b deux entiers tels que a < b, et soit R{n{ une relation telle que
Pon ait
Riaf et (Vn)((n est un entier et a < n < b et Rinf) = Rin + 1§).

Alors la relation
(Vn)((n est un entier et @ < n < b) = Rind)

est vraie. On procéde comme dans le cas précédent, en prenant pour Sinf lu
relation « (¢ < n < b) = Rinf» (« récurrence limitée a un intervalle »).

4) Soient a, b deux entiers tels que a < b, et soit Rinf une relation telle que
’on ait

Ribi et (Vn)((n est un entier et a < n < b et Rin + 1f) = Rind).
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Alors, la relation
(Vn)((n est un cnuer et a < n < b) = Rinj)
est vraie. On a en effet la relation
(n est un entier et a < n < b et (non R{nf)) = (non Rfn + 1f).

Si, pour un n tel que @ < n < b, on avait (non Rixf), on déduirait de 3) que l’on
aurait (non R{{) contrairement & I’hypothése; d’ou le critére (« récurrence
descendante »).

4. Parties finies d’ensembles ordonnés

ProposiTionN 3. — Soit E un ensemble préordonné fltrant a drotte (resp. un ensemble
ordonné réticule, resp. un ensemble totalement ordonné). Toute partie finie non vide de E est
majorée (resp. admet une borne supérieure et une borne inférieure, resp. admet un plus grand
et un plus petit élément).

Démontrons la proposition par récurrence sur le nombre n d’éléments de la
partie considérée. Le résultat est trivial pour n = 1. Soit X unc partie a n + 1
éléments de & (avecn > 1), et posons X = Y U {x}, ol Y a n éléments, donc n’est
pas vide. L’hypothése de récurrence implique qu’il existe un majorant (resp. une
borne supérieure, resp. un plus grand ¢lément) y de Y. Puisque E est filtrant 4
droite (resp. réticulé, resp. totalement ordonné), {x, y} posséde un majorant (resp.
unc borne supérieure, resp. un plus grand élément), qui est évidemment un
majorant (resp. une borne supérieure, resp. un plus grand élément) de X.

COROLLAIRE 1. — Tout ensemble finu totalement ordonné est bien ordonné et admet un plus
arand élément.

CoroLLAIRE 2. —- Tout ensemble ordonné fini admet un élément maximal.
En effet, un tel ensemble est inductif en vertu du cor. 1 (cf. III; p. 20, th. 2).

5. Propriétés de caractére fini

DérinitioN 2. — Soit E un ensemble. On dit qu’un ensemble S de parties de E est de
caractére fini si la relation X € S est équivalente a la relation « toute partie finie de X

appartient a & ».

On dit qu’une propriété PiX$ d’une partic X d’un ensemble E est de caractére
firz si ensemble des parties X de E pour lesquelles P{X{ est vraie est de caractére
fini.

Exemples. — 1) L’ensemble des parties totalement ordonnées d’un ensemble ordonné
E est de caractere {ini: en effet, pour qu'une partie X de E soit totalement ordonnée,

il faut et il suffit que toute partie a4 deux éléments de X le soit.
2) * L’ensemble des parties libres d’un module est de caractére fini (A, II,
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§ 1, n° 11). Il en est de méme de ’ensemble des parties algébriquement libres d’une
extension d’un corps commutatif (A, V, §5).

3) L’ensemble des sous-modules d’un module E n’est pas de caractére fini, car une
partie finie d’un sous-module de E n’est pas nécessairement un sous-module de E.,

TrEOREME 1. — Tout ensemble S de parties d’un ensemble E, de caractére fini, admet un
élément maximal (quand on [’ordonne par inclusion).

En vertu du th. 2 de III, p. 20, il suffit de prouver que & est inductif; pour
cela, nous montrerons que, pour toute partie & de 3, totalement ordonnée par
inclusion, la réunion X des ensembles de & appartient a & (III, p. 21, cor. 2).
Comime & est de caractére fini, il suffit d’établir que toute partie finie Y de X
appartient 2 &. Or, pour touty € Y, il existe un ensemble Z, € & tel quey € Z,;
comme Pensemble des Z, (y € Y) est fini et totalement ordonné par inclusion, il
admet un plus grand élément S (III, p. 34, cor. 1); autrement dit, il existe un
ensemble S € & tel que Y < S. Mais comme S € S et que Y est une partie finie
de S, on a Y € 2, puisque £ est de caractére fini, et ceci acheéve la démon-
stration.

§5. CALCUL SUR LES ENTIERS

1. Opérations sur les entiers et les ensembles finis

ProposiTioN 1. — Soit (a;); o1 une famille finie d’entiers. Les cardinaux Z a; et I1 a
sont alors des entiers. tet fet

Montrons d’abord que, si a et b sont des entiers, a + & cst un entier. Procédons
par récurrence sur 4. La proposition est vraie pour b = 0, car a + 0 = a. Si
a + b est entier, il en cst de méme de (a + b) + 1 (III, p. 31, prop. 1); mais
(@4 6) +1=a+ (b + 1) (111, p. 27, corollaire), donc a + (b + 1) est entier,
et par suite a + b est un entier pour tout entier b,

Montrons maintenant, par récurrence sur n = Card (I), que Z a; est un
iel
entier. C’est évidentsin = 0, caralorsI = o et Z a, = 0.8i Card (I) =n + 1,
iel
onal = J Uik}, avec Card (]) = netk ¢ ]J; alors Z a = a, + Z a; (I11, p. 26,
iel ied
prop. 5). L’hypothése de récurrence est que Z a; est un entier; il en est donc de
icd
méme de a, + Z a;, d’aprés ce qui vient d’étre démontré. Cela prouve que
ied
Z a; est entier pour tout n.
- Comme le produit ab de deux entiers a et & est la somme d’une famille finie

d’entiers égaux a a (I1L, p. 27, cor. 2), ab est un entier. Montrons, par récurrence sur

n = Card (I), que q a; est un entier. C’est vrai pour n = (), car alors !_[ a; = 1.
ie el
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D’autre part, si Card (I) = n + 1, on a (avec les mémes notations que ci-dessus),

1—1 a; = a,. l—l a; (I11, p. 26, prop. 3), donc I'hypothése de récurrence entraine
1€ 1€

que I_Ix ; est un entier. Par suite, I a; est un entier pour tout 7.
ie iel

COROLLAIRE 1. — La réunion E d’une famille finie (X;);e1 d’ensembles finis est un
ensemble fini.

En effet, 'ensemble somme S de la famille (X;) est fini. Comme il existe une
application de S sur E (II, p. 30), ensemble E est fini (III, p. 32, cor. 3).

COROLLAIRE 2. — Le produit d’une famille finie d’ensembles finis est un ensemble fini.

COROLLAIRE 3. — 87 a et b sont des entiers, a® est un entier.
En effet, @ est le produit d’une famille finie d’entiers égaux a a (III, p. 28,
prop. 10).

CoROLLAIRE 4. — L’ensemble des parties d’un ensemble fini E est fini.
En effet, son cardinal est 2037® (TII, p. 29, prop. 12).

2. Inégalités strictes entre entiers

ProrosiTioN 2. — Soient a et b deux entiers; pour que a < b, il faut et il suffit qu’il
existe un entier ¢ > O tel que b = a + .

En effet, sia < b, on sait qu’il existe un cardinal ¢ < 4 (qui est donc un entier
(ILI, p. 31, prop. 2)) tel que b = a + ¢ (III, p. 29, prop. 13); st a # b, on a
nécessairement ¢ # 0. Inversement, si 4 = a + cet ¢ #0, on a ¢ » 1, donc
a<a+l<a+c=5h

ProposiTioNn 3. —'Soient (a;);cq et (by);o; deux familles finies d’entiers telles que
iel q

a; < b; pour tout 1 € 1 et a; < b, pour un indice ¢ au moins. On a alors z a < z b;. St
on suppose de plus b, > 0 pour tout 1€ I, on a 1—1 a; < ﬂ b;. et et
1€ €
Soitj un indice tel que a; < by, etposons] = I = {;}.Onab, = a; + ¢;avec
¢; > 0 (prop. 2), donc (III, p. 30, prop. 14)

zb,zaj+c,-+zbi>c,+a,+za4=c,-+za,

iel ied ted tel

et comme ¢; > 0, on en déduit la premiére assertion (prop. 2). De méme
= = d.,. ; C,. P a C-.H by;
o= v o) Lloc=aplloov oLl L las e 1o

or, comme ¢, et tous les &; sont s 0, le produitc,. [1 b, est 0 (111, p. 28, prop. 7);

la seconde assertion en résulte, compte tenu de la prop. 2.
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COROLLAIRE 1. — Soient a, a’ et b des entiers tels que a < a’ et b > 0, alors a® < a'®

11 suffit d’exprimer @° et a’®> comme produits de familles finies d’entiers (III,
p. 28, prop. 10) et d’appliquer la prop. 3, en remarquant que la relationa < 4’
implique @’ > 0.

COROLLAIRE 2. — Soient a, b et b’ des entiers tels que a > 1 et b < b'; on a alors
a® < a”.

En effet, il existe un entier ¢ > 0tel que ' = & + ¢ (prop. 2); commec¢ > 1,
onaa® =z a>1;doluad = aa > a

CoOROLLAIRE 3. — Soient a, b, b’ des entiers (resp. des entiers tels que a > 0). Pour que
Ponaita + b = a + b’ (resp. ab = ab’), il faut et il suffit que Uon ait b = b'.

En effet, si & &', on a par exemple & < &', et la prop. 3 montre que
a+b<a+betab <ab (sia>0).

COROLLAIRE 4, — 8% a et b sont des entiers tels que a < b, il existe un entier ¢ et un seul tel
queb = a + ¢

L’existence de ¢ résulte de la prop. 13 de III, p. 29, et son unicité du cor. 3
ci-dessus.

LD’entier ¢ tel que b = a + ¢ (pour a < b) s’appelle la différence des entiers & et
a, et se note b — a. On vérifie aussitdt que, si g, b, @', b’ sont des entiers tels que
a<betd <b,ona

(b—a)+ (b —a)=(b+b)— (a+a)

3. Intervalles dans les ensembles d’entiers

Tout ensemble d’entiers, étant un ensemble de cardinaux, est bien ordonné (111,
p. 24, th. 1); en outre, pour tout entier a4, la relation «x est un cardinal et
x < a» est collectivisante (III, p. 25, Remarque), et ensemble des x vérifiant
cette relation est un ensemble d’entiers (I1I, p. 31, prop. 2) que 'on peut donc
noter (0, a).

ProposiTiON 4. — Soient a et b des entiers ; I application x +— a + x est un tsomorphisme
strictement croissant de Pintervalle (0, bY sur Pintervalle (a, a + b), et y +—>y — a est
U’isomorphisme réciproque.

I est clair que les relations 0 < x < & entrainent

a<a+x<a+b;

I’application x > a + x est strictement croissante (donc injective) en raison de
la prop. 3 de III, p. 36. Enfin, les relations ¢ < ¥ < a + b entrainenty = a + %
avecx 2 0eta + x < a + b, d’oux < b (III, p. 36, prop. 3), ce qui achéve la
démonstration,
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PROPOSITION 5. — 87 a et b sont des entiers tels que a < b, U'intervalle (a, b) est un en-
semble fini dont le nombre d’éléments est (b — a) + 1.

En vertu de la prop. 4, on peut se limiter au cas ol ¢ = 0. Démontrons la
proposition par récurrence sur 4. Elle est évidente pour b = 0. D’autre part, la
relation0 < x < b + 1équivauta«0 < x < & 4+ loux = & + 1| »etlarelation
0<x<b+ 1 équivaut 2 0 < x < b (III, p. 31, prop. 2); autrement dit,
Pintervalle (0, & + 1) est réunion de (0, 4} et de {6 + 1}, et ces deux ensembles
ne se rencontrent pas; en vertu de ’hypothese de récurrence, le nombre d’¢é1¢é-
ments de (0,5 + 1) estégala (b + 1) + 1, cc qui établit la proposition.

ProposiTioN 6. — Pour tout ensemble fini E, totalement ordonné, ayant n éléments (n > 1),
il existe un isomorphisme et un seul de E sur Pintervalle (1, n).

Comme E et (1, n) sont bien ordonnés (III, p. 34, cor. 1), et ont méme
nombre d’éléments (prop. 5), la proposition résulte de III, p. 21, th. 3 et p. 31,
cor, 2.

4. Suites finies

On appelle suite finie (resp. suite finie d’éléments d’un ensemble E) une famille (resp.
une famille d’¢léments de E) dont Pensemble d’indices est un ensemble fini I
d’entiers; le nombre d’éléments de I s’appelle alors la longueur de la suite.

Soit (4);c; une suite finie de longueur z. En vertu de la prop. 6, il
existe un isomorphisme fet un seul de intervalle (1, n} sur I’ensemble d’entiers 1.
Pour tout £ € (1, n), on dit que ¢, est le k-éme terme de la suite; t;,, (resp. t;)
sappelle le premier (resp. dernier) terme de la suite.

Soit P{i{ une relation telle que les ¢ pour lesquels on a P{i{ forment un ensemble
fini I d’entiers; une suite finie (4);; se note alors souvent (¢;)pg. Par exemple,
lorsque I = (g, b}, on emploie souvent la notation (£,), ¢;<,. Dans les mémes con-

ditions, pour désigner, par exemple, le produit d’une famille d’ensembles
b

‘X))ier, on utilise les notations 1;% X; et 1_[ Xi; notations analogues pour la
t=a

réunion, intersection, le produit cardinal, la somme cardinale, *les lois de
composition en Algebre (A, I, § 1), etc.

5. Fonctions caractéristiques d’ensembles

Soient E un ensemble, A une partie de E. On appelle fonction caractéristique
de la partie A de E P’application ¢, de E dans ’ensemble {0, 1} définie par les
conditions:

gpa(x) =1 pour xeA; pa(x) =0 pour xeE —A,

Il est immédiat que la relation g, = ¢ équivaut 4 A = B; on a ¢g(x) = 1
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pour tout x € E, ¢, (x) = 0 pour tout x € E et ce sont les seules fonctions carac-
téristiques constantes dans E. En outre, la proposition suivante découle aussitot
des définitions:

ProposiTioN 7. — Pour tout couple de parties A, B d’un ensemble ¥, on a

(1) pr-a(*) = 1 = @a(x)
(2) ¢ans(*) = @a(*)ep(x)
(3) 9aus(®) + 9ans(*) = 9a(x) + 9p(x)

pour tout x € E.

6. Division euclidienne

THEOREME 1. — Sotent a et b des entiers tels que b > 0 il existe des entiers q et 1 tels que
a = bg + retr < b,etles entiers q et r sont déterminés de fagon unique par ces conditions.

Les conditions imposées sont équivalentes a bg < a < b(q + 1) etr =a — bq
(I11, p. 36, prop. 2). Tout revient donc a trouver ¢ tel que bg < a < b(qg + 1);
autrement dit, ¢ doit étre le plus petit entier tel que a < b(¢ + 1), ce qu
montre que g et r = a — bq sont déterminés de fagon unique. Pour montrer leur
existence, remarquons qu’il existe des entiers p tels que a < bp, ne serait-ce
que a + 1, puisque b > 0. Soit m le plus petit de ces entiers; on a m # 0, et
on peut donc écrire m = ¢ + 1 avec ¢ < m (II1, p. 31, prop. 2); il en résulte que
bg < a < b(g+ 1).

DErinitioN 1. — Les notations étant celles du th. 1, on dit que 1 est le reste de la division
deaparb. Sir = 0, on dit que a est multiple de b, ou que a est divisible par b, ou que b est
un diviseur de a, ou que b divise a; le nombre q s’appelle alors le quotient de a par b et se
a
b
Lorsque a n’est pas multiple de 4, le nombre ¢ s’appelle la partie entiére du
quotient de a par b (cf. TG, IV, §8).

note ~ ou ajb.

Dans ce chapitre, le seul fait d’écrire a/b ou g impliquera que & divise a.

Les relations a = bg et ¢ = afb sont équivalentes (si 4 > 0). Tout nultiple a’
d’un multiple ¢ de & est multiple de &, et 'on a a'/b = (a’/a)(a/b) si a # O.
D’autre part, si ¢ et 4 sont des multiples de b, ¢ + d, et ¢ — d (lorsque d < ¢) sont
des multiples de b, et ’on a

c+d_¢ c—d_¢ d
b b bbb
Les entiers multiples de 2 sont dits pairs, les autres impairs; ces derniers sont de
la forme 2n + 1, d’aprés le th. 1.

+ 4
be
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7. Développement de base b

ProrosiTioN 8. — Soit b un entier >1. Pour tout entier k > 0, soit E, le produit

lexicographique (111, p. 22) de la famille (J,)o<n<k-1 4 intervalles tous identiques &
k-1

(0,6 — 1). Pour tout v = (1o, 73, + . ., Ti—q) € Eyy 50it fil(r) = > 1,65="=1; Pappli-
=Y;)

cation f,, est un isomorphisme de ensemble ordonné K, sur intervalle (0, 6% — 1).

Nous démontrerons la proposition par récurrence sur £; elle découle aussitot
des définitions pour £ = 1. Pour tout 7 = (ro, ..., 1_1, ) € E i1, posons
2(r) = (rgy ..., 1x~1) € Ey; Papplication 7+ (¢(r), r,) est un isomorphisme de
E, ., sur le produit lexicographique de E, et de J = (0, & — 1}, comme il résulte
des définitions. On peut écrire f,,1(r) = b. fi(¢(r)) + r,; montrons que la rela-
tion 7 < 7" dans E, ,; entraine f,,1(r) < fi+1(r"). En effet, on a alors, ou bien
»(r) < @(r'), oubien ¢(r) = ¢(r') et r,’ < r,. Dans le premier cas, ’hypothése de
récurrence entraine que fo(¢(r)) < file(r)), donc (III, p. 31, prop. 2)
Flol) > filo(n) + 13 parsuite fy,1(r) > b.flg(r)) + b > fuss(r), puisque
r. < b — 1 (I, p. 36, prop. 3). Si au contraire ¢(r) = ¢(r') et r, < 1y, il est
immédiat que f,,,(r) < fi,:(r"). D’autre part, ’hypotheése de récurrence
montre que f,(p(r)) < 6% — 1, d’out fi,1(r) < b(B* — 1) + b~ 1 =b**1 — 1.
On en conclut que f , ; est un isomorphisme de E, . ; sur une partie de 'intervalle
(0, 6**1 — 1}; mais comme cet intervalle et E, . ; ont le méme nombre d’éléments
6c+1 (III, p. 38, prop. 5), fi.,1 est une bijection (III, p. 32, cor. 4), ce qui
achéve la démonstration.

Remarquons maintenant que, pour tout entier g, on a a < $%: il suffit de
raisonner par récurrence sur 4, la proposition étant évidente pour a = 0, et
I’hypothése a < b% entrainant a + 1 < 6% < 6.0 = p*** (III, p. 36, prop. 3
et p. 31, prop. 2). Il existe donc un plus petit entier £ tel que a < &%, et la prop. 8
prouve alors qu’il existe une suite finie et une seule (7,)o<n<r-1 telle que

k-1
0<r,<b—-1pour 0<sh<k—-1c¢eta= Zrhb"’"“l; en outre, on a
h=0
nécessairement ry > 0, sans quoi on déduirait de la prop. 8 que a < 471, On dit
k-1
que Z rpb* =1 est le développement de base b du nombre entier a.
h=0

* Dans toutes les parties des mathématiques ol on n’a pas en vue le calcul
numérique, la prop. 8 sera surtout ,utile lorsqu’elle sera appliquée 4 un entier &
premier.

Lorsque 'entier b est assez petit pour que cela soit praticable, on peut représenter
chaque entier <& par un symbole distinctif appelé chiffre, les chiffres représentant 0 et

k=1
1 étant en général 0 et 1. Soient a un entier ct z r,b% ~"~1 son développement de
h=0
base b; si Pentier £ figurant dans ce développement est assez petit pour que ce soit
practicable, on convient d’associer & ’entier a la succession de symboles obtenue en
écrivant de gauche a droite rory. . .7 _or, -1 €t en remplagant chaque entier r, par le
chiffre qui le représente; le symbole ainsi obtenu est appelé le symbole numérique
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associé 4 a. On remplace alors souvent 4 par son symbole numérique dans les termes
ou relations ou il figure.

Par exemple, si C, Q, F, D sont des chiffres, les symboles numériques
CQ, CQF, CQFD sont respectivement associés a Cb + Q, Cb% + Qb + F,
Ch® + Qb* + Fb + D.

Il vésulte de la prop. 8 que le symbole numérique associé a un entier a est unique,
et que, si a < b, il contient £ chiffres au plus. On notera que le symbole numérique
associé a ’entier 5% est formé du chiffre 1 suivi de & chiffres 0.

Ce systéme de représentation des entiers par des symboles numériques s’appelle le
systéme de numération de base b. Dans la pratique du Calcul numériquc, on utilise les
systémes suivants: a) e systéme de base 2 ou systéme dyadique, ot les chiffres sont 0 et 1;
b) le sysiéme décimal, dans lcquel les chiffres sont 0, 1,2,3,4,5 =4+ 1,6 = 5 + 1.
7=06+1,8=7+1 9=28+ 1. et ou b est 'entier 9 + 1 (dont le symbole
numérique est donc 10 dans ce systémc).

Depuis le Moyen Age, le syst¢tme décimal est traditionnellement utilisé dans le
Calcul numérique, et c’est celui dont nous nous servirons lorsque nous aurons a écrire
un entier explicité dans la suite de cet ouvrage. Nous renvoyons a la partie de ce
Traité consacrée au Calcul numériquc pour Iexposé des méthodes qui permettent
d’obtenir les symboles numériques associés a la somme, la différence, le produit
ou la partie entiére du quotient de deux entiers donnés par leurs symboles
numériques.

8. Analyse combinatoire
ProrosiTion 9 (principe des bergers). — Sotent E et F deux ensemnbles, a et b leurs

-1
cardinaux, f une surjection de E sur ¥ telle que les ensembles f(y), pour y € ¥, aient tous

méme cardinal ¢; on a alors a = be,
-1
En effet, la famille ( f(y)), .y est une partition de E, dont chaque élément est

un ensemble de cardinal ¢; d’ou la proposition (111, p. 27, cor. 2).

DeriNiTION 2. — Soit n un entier; on note n! (qui se lit « factorielle n») le produit

[TG@+1).

t<n

On a 0! =1 (I, p. 32) et 1! = 1; il est clair que, pour tout entier n,
(n + 1)! = n!(n + 1). Cette derniére relation, jointe & la relation 0! = I,
caractérise le terme n!, comme on le voit par récurrence sur n.

ProrositioN 10. — Soient m et n des entiers tels que m < n. Alors n!f(n — m)! est le
nombre des applications injectives d’un ensemble A & m éléments dans un ensemble B a n
eléments.

Procédons par récurrence sur le nombre m < n d’éléments de A. La pro-
position est évidente pour m = 0. Supposons que m + | < n, et soient A un
ensemble am + 1 éléments, A’ une partie de A ayant m éléments, et {a} = 4 = A".
Soient F et F’ les ensembles d’applications injectives de A et A’ respectivement
dans B, et soit ¢ ’application f— f| A’ qui, & toute fonction fe F, fait corres-

-1
pondre sa restriction a A’. Pour toute fonction f’ € F’, un élément fde ¢(f") est
détérminé de fagon unique par sa valeur f(a); comme fest injective, on doit avoir
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f(a) eB ~ f'(A’). Il en résulte (f) a méme nombre d’éléments n — m que
B — f'(A’); le principe des bergers montre alors que I' posséde
n! n!

= i T G m =T

éléments, en vertu de I’hypothése de récurrence, ct cela démontre la proposttion,

COROLLAIRE. — Le nombre de permutations d’un ensenible fini & n éléments est égal a n!,
En effet, cc nombre est égal au nombre des injections de 'ensemble dans lai-
méme (III, p. 32, cor. 4).

ProposiTiON 11. — Soient E un ensemble fini a n éléments, et (pi)1<i<p Une sutte finie
h

d’entiers telle que Z p; = n. Alors le nombre des recouvrements (X,)1 <i<p, d¢ E par des
i=1
ensembles mutuellement disjoints tels que Card (X;) = p; pour 1 < @ < I, est égal a

h
n! /111 pl
Soient G 'ensemble des permutations de E, P I'ensemble des recouvrements

h
{X})1<i<n satisfaisant aux conditions de I'énoncé. Comme z p; = n, Pnest pas
i=1
vide. Soit (A)); ¢;<; un élément de P. Pour toute permutation fe G, la famille
(f(A))1<i<n appartient encore a P; désignons-la par ¢{ f). Pour tout élément
(Xi)1<i<n de P, cherchons le nombre d’éléments fe G tels que ¢( f) = (X)).
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que, pour tout indice 7, on ait f{A;) = X;
donc Pensemble des permutations f considérées est équipotent au produit des
ensembles de bijections dt A; sur X, (II, p. 29, prop. 8); par conséquent I’en-

semble ((X)l(,q) a 1_[ ! éléments (cor. de la prop. 10). Comme G a n!
¢léments, il suffit d’apphqucr le principe des bergers pour obtenir la prop. 11.

COROLLAIRE 1. — Soient A un emembt’e a n éléments, et p un entier < n. Le nombre des
parties a p éléments de A est ———— ( p) s
Il suffit d’appliquer la prop. ll aucasolu £ = 2, p; = p, py = n — p.

Le nombre des parties a p éléments dun ensemble & n éléments (sip < n)se

note (;) et s’appelle (pour des raisons qui apparaitronten A, I, § 8,1n° 2) le coefficient

binomial d’indices n et p. De la relation (/J) = résulte aussitot que 'on a

(QZ@ZA

n!
pl(n = p)!
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Ceci résulte aussi du fait que, si E est un ensemble 4 n éléments, X — E — X est
une bijection de ’ensemble des parties a p éléments de E sur ’ensemble des parties &
n — p éléments de E.

n .
On pose ([1) = 0 pour tout couple d’entiers naturels tels que p > n. Avec cette

- . . . 71 .2 ,Z
conveniion, le nombre des parties a p éléments d’un ensemble a n éléments est
3 P

f

pour foul entier naturel p.

COROLLAIRE 2. — Svient E et ¥ des ensembles finis totalement ordonnés ayant respective-

717,

ment p et n éiéments. Le nombre des applications strictement croissantes de E dans F est alors

5
p

En effet, unc telle application est une injection de E daus F et, comine E et I
sont bien ordonnés (II1, p. 34, cor. 1), pour toute partie X & p éléments de F, il

existe une application strictement croissante de E sur X et une seule (I1I, p. 21,

th. 3).
. n
ProposiTioN 12. — Pout tout entier n, on a Z (/J) = N
P
En effet, si E est un ensemble a n éléments, le premier membre est le nombre

des parties de E et on applique III, p. 29, prop. 12.

ProposiTioN 13. — Soient n et p des entiers; on a

bia) =i -G

Soient E un ensemble & n + 1 éléments, P ensemble des parties a p + 1
¢léments de E, a un élément de E, et E’ = E = {a}. Notons P’ (resp. P”) P’en-
semble des parties a p + 1 éléments de E qui contiennent a (resp. qui ne con-
tiennent pas a). L’ensemble P” est ’ensemble des parties a p + | éléments de E/,

et a donc (/} _’: l) éléments, L’application X — X N E’ est une bijection de P’

N , n\ ., _
sur ’ensemble des parties a p éléments de E’; P’ a donc (/}) éléments. La proposi-

tion résulte de ce que P est réunion des ensembles disjoints P’ et P”.

On peut démontrer Ja prop. 13 par un calcul facile utilisant la formule (;) =

n!

—————pourp < n
Pl =t PO
ProposiTioN 14.— Soit n un entier >0; le nombre a, (resp. b,) des couples (i, j,
. , . . 1
d’entiers tels que 1 <1< j<n (resp. 1 <1 <j<n) est n(n—;-) (resp.

71(712— l))
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En effet, b, est le nombre des parties & 2 éléments de (1, n); donc 4, =
! —
2!(7171; 2)! gL 2 L. On en déduit a, en remarquant que I'’ensemble des

couples (7,7) tels que 1 < 7 < j < n est la réunion de I'ensemble des couples
(1,7) telsque 1 < 7 < j < netdel’ensemble des couples (Z, ) ou 1 < ¢ < n;d’onr

n+ 1
a, =n + bn = ﬁg_j;_l.
2
. Yoo onln 4+ 1
COROLLAIRE. — Pour tout entier n > 0, on a Z i = %)

i=1

Dans I’ensemble A des couples d’entiers (7, j) tels que 1 < 7 < j < n, notons

A, Pensemble des couples (7, k), ou | <7 < & (pour un entier quelconque

k < n);le nombre d’éléments de A, cst k; d’autre part (A;); <, <, €St une partition
de A, d’ou le corollaire,

PROPOSITION 15. — Sodent n et h des entiers, et ¥. un ensemble a h éléments. Le nombre des
applications u de ¥ dans (0, n) telles que Z u(x) < n(resp. Z u(x) = npour b > 0)

o5t n+/z) v n+/z—1). s XEB
(" e ("5 2)

Soit A(h, n) (resp. B(k, n)) le nombre des applications « de E dans (0, n) telles
que > u(x) < n (vesp. > u(x) = n pour /> 0). Montrons d’abord que

xelk xek
A'h = 1,n) = B(h, n); en effet, soit E’ une partie de E a £ — | éléments, et soit
14} = E =~ E'; sl « cst une application de E dans (0, 1) telle que > u(x) = n,sa
xeE
vestriction u’ & E est telle que > u'(x) < n, et en outre u(a) = n — > u'(x).
xeB’ XeE
Réciproquement, toute application «’ de E’ dans (0, n) satisfaisanta > u'{x) < n
xeE
définit une application et une seule « de E dans (0, n}, dont elle est la restriction,
et telle que > u(x) = n
xeE
Remarquons maintenant que si > u(x) < n, on a, soit Z u(x) = n, soit
XER xecE

N u(x) < n — 1, les deux éventualités s’excluant mutuellement. Par suite
»2E

A(hyn) = A(hyn = 1) + B(h,n) = A(lyn — 1) + A(k - 1, n).
Comme A(0,0) =1 = (8)’ la formule A(h, n) = (n —/}Z— h

orécede et de la prop. 13 (III, p. 43), par récurrence sur n + A.

) résulte de ce qui

* Le nombre des mondmes 3 £ indéterminées X71X72, . . X}» de degré total <7 est
évidemment égal au nombre des applications i — «; de (1, #) dans (0, n) telles que

h
z o; < n; il est par suite égal & (n _; h) en vertu de la prop. 15; ce nombre est aussi
i=0

celui des mondmes & # + | indéterminées de degré total n (cf. A, IV, § 1).,
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§ 6. ENSEMBLES INFINIS

1. L’ensemble des entiers naturels

DErINITION 1. — On dit qu’un ensemble est infini sl n’est pas fini.

En particulier, un cardinal cst infini s’il n’est pas un entier,

Remarquons que la relation «il existe un ensemble infini » entraine que la
rclation « x est un entier » est collectivisante (11, p. 3); en effet, si a est un cardinal
infini, ¢t n un cntier quelconque, on ne peut avoir a < n (III, p. 31, prop. 2);
on a doncn < a pour tout entier n, ce qui prouve que ’ensemble des entiers < a
(III, p. 25, Remarque) contient tous les entiers. Inversement, si la relation « x est
un enticr » est collectivisante, I’ensemble des entiers E est un ensemble infini: en
effet, pour tout entier n, I'intervalle (0, n) est une partie a n + | ¢léments de E
(I11, p. 38, prop. 5), donc Card (E) > n + | > n; mais dire que Card (E) # n
pour tout entier n signifie que E est infini.

Introduisons I’axiome suivant:

A4 («axiome de I'infini »). [] existe un ensemble infini.

On ne sait pas déduire cet axiome des axiomes et schémas d’axiomes introduits
jusqu’ici, et, bien que la question ne soit pas définitivement tranchée, il est 4 présumer
qu’il en est indépendant.

Les remarques qui précédent prouvent alors le théoréme suivant:

THEOREME 1. — La relation « x est un entier » est collectivisante.

Nous désignerons par N I'enscmble des entiers (dit aussi « ensemble des entiers
naturels » lorsqu’on veut éviter les confusions). Le cardinal de N se note aussi X,,.
Quand on considére N comme ensemble ordonné, il s’agit toujours de ’ordre (dit
usuel) défini dans III, p. 24, sauf mention expresse du contraire.

DEFINITION 2. — On appeile suite (resp. suite d’éiéments d’un ensemble E) une famiile
(resp. une famiile d’éléments de E) dont Uensemble d’indices est une partie de N; la suite
est dite infinie si son ensemble d’indices est une partie infinie de N,

Soit P{r{ une relation; notons I ensemble des entiers n tels que P soit vraie,
qui est donc une partie de N; une suite (%,),; se note souvent (x,)pg; on dit que
x, est le terme d’indice n de la suite. Une suite dont I’ensemble d’indices est I’en-
semble des entiers n > k se note souvent (¥,)r<n OU (%;)pss OU méme (x,)
lorsque £ = 0 ou £ = I. Dans les mémes conditions, pour désigner, par exemple,

le produit de la suite d’ensembles (X,),.;, on utilise les notations 1:% X, et
© Pin

[T X, ; notations analogues pour la réunion, I’intersection, la somme cardinale

n=k

et le produit cardinal.
Toute sous-famille d’une suite est une suite, qu’on dit extraite de la suite
considérée.
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On dit que deux suites (%), cn, (¥n)ner ayant méme ensemble d’indices ne
différent que par ’ordre des termes 'l existe une permutation fde ’ensemble d’indices
I telle que P’on ait x,,, = y, pour tout n € L.

On appelle suite muitiple une famille dont ’ensemble d’indices est une partie
d’un produit N? (# entier) (on dit encore «suite p-uple », « suite double » pour
p = 2, «suite triple » pour p = 3, etc.).

Soient I un ensemble équipotent & N, f une bijection de N sur I. Pour toute
famille (x,),.; ayant I pour cnsemble d’indices, la suite n - x4, est dite obtenue
¢n rangeant dans I’ ordre défini par f la famille (x,),.;. Les suites correspondant ainsi
a dcux bijections distinctes de N sur I ne difféerent que par ’ordre des termes. Pour
une famille finie ayant un ensemble d’indices I & n éléments, on définit de méme
unc suite finie ayant pour ensemble d’indices (1, n) ou (0, » — 1) en rangeant la
famille dans’ordre défini par une bijection de I sur I’'un des intervalles précédents.

2. Définition d’applications par récurrence

L’ensemble N étant bien ordonné, on peut lui appliquer le critere C60 (III,
p- 18), qui s’¢cerit ici (avec les mémes notations):

C62. Soient u une lettre, Tui un terme. II existe un ensemble U et une application f
de N sur U tels que, pour tout entier n, on ait f(n) = T{f™%, en désignant par f
Papplication de (O, n( sur f((0, n() qui coincide avec f dans (0, n(. L’ensemble U et
Papplication | sont alors déterminés de fagon unique par cette condition.

Nous allons en déduire le critére suivant:

C63. Soient Siv et a deux termes. 11 existe un ensemble V et une application f de N sur
\" tels que Pon ait f(0) = a et, pour tout entier n > 1, f(n) = S{f(n — 1){. En outre,
Pensemble N et Uapplication f sont déterminés de fagon unique par ces conditions.

Pour déduire C63 de €62, convenons, pour toute lettre 4, de poser

D(u) = &.(x e Net (Jy)((x, ) = pra(pri())))-

Lorsque u est une application d’une partie de N dans un ensemble, D(u) n’est
donc pas autre chose que 'ensemble de définition de « (II, p. 10). Soit M () la
borne supérieure de D(«) dans N.2 Soit ¢ ’application vide (ayant @ comme en-
semble de départ ct cnsemble d’arrivée, autrement dit (II, p. 14) le triplet
(@, @, @)); considérons la relation

(u=gety=a)ou (u# gety = Su(M(u))})

que nous désignerons par Riy, uf; enfin, soit T{u} le terme t,(Riy, uf). Appliquons

1 On pourrait aussi démontrer C63 directement, par un raisonnement analogue a la démonstra-
tion de C60 (ITI, p. 18),

? La définition de la borne supérieure (III, p. 10) peut étre formulée de telle sorte qu’elle garde
un sens méme pour un ensemble non majoré (elle désigne un terme du langage formalisé de la forme
t.(Rix}), que le lecteur explicitera sans peine),
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le crittre C62 au terme Tiuf; comme f@ est égal a ¢, on a T{ % = a4, donc
f(0) = a; st au contraire n > 0, ona D(f™) = (0, n — 1Jet M(f™) =n — 1,
d’ot T{ f™f = S{f™(n — 1){ = S{f(n — D)}

Exemples

1) Supposons que a soit un ¢lément d’un ensemble E et Siuf le terme g(uj,
ol g est une application de E dans lui-méme.! Alors, on voit aussitét par ré-
currence sur n que, pour tout n € N, on a f(n) € E; fest par suite une application
de N dans E telle que f(0) = aet f(n + 1) = g( f(n)) pour tout entier n.

De méme, soit ; une application de N x E dans E, et soit ¢ application de
N x E dans lui-méme définie par ¢(n,x) = (n + 1, k(n, x)). D’aprés ce qui
précede, il existe une application ¢ = (6, f) de N dans N x E et une seule telle
que g(0) = (0, a) et g(n + 1) = Y(g(n)) pour tout »; on en conclut I’existence et
P'unicité d’une application f de N dans E telle que f(0) = a et f(n + 1) =
h(n, f(n)) pour tout entier n.

2) Soient X un ensemble, E I’ensemble des applications de X dans lui-méme;
soient ¢ I’application identique de X dans lui-méme, et fun élément quelconque
de E. Prenons pour Sfuf le terme fo 1.2 On voit, par application de C63, qu’il
existe une application de N dans E et unc seule, notée n —> £, telle que f© = ¢
et f**1 = fo f™ On dit que f" est la n-éme itérée de ’application f.

3) Sion prend pour Si le terme B (u), et pour a un ensemble E, on voit de méme

qu’il ex1ste une applicatiou. notée n — \3"(E) de N dans un ensemble V(E), telle que
ROE) = E,BHE) = P(E) et Pr+HE) = ‘B(EB (E)) pour tout entier n.
Remarque. — Solent E un ensemble, A une partie de E, g une application de A dans

E, a un élément de A. Prenous pour S{u} le terme g(z). On peut appliquer le critére
C63, qui prouve P’existence d’une application f de N sur un ensemble V, telle quc
f(0) = aet f(n + 1) = g(f(n)) pour tout entier n. Il peut se faire que V < A; sinon.
soit p le plus grand entier tel que 7((0, #)) < A on a alors f(p + 1) = g(p) ¢ Aet
g(g(p)) est un terme dont on ne peut plus rien dire. Aussi considére-t-on dans ce cas
que f est définie seulement dans U'intervalle (0, p + 1) (« récurrence limitée »).

3. Calcul sur les cardinaux infinis

TrEOREME 2. — Pour tout cardinal infini a, on a 6® = a.
Nous utiliserons deux lemmes.

Lemme 1. — Tout ensemble infini E contient un ensemble équipotent a N.
Il existe sur E une relation de bon ordre (III, p. 20, th. 1) que nous noterons
< y. L’hypothése entraine que ’ensemble bien ordonné E ne peut étre iso-
morphe 2 un segment de N distinct de N, car un tel segment est de la forme

18i g = (G, E, E), le terme g(u) est le terme désigné par
T, ((u, y) € G).
2 Il s’agit ici du terme désigné par (T, X, X), T étant le terme désigné par
{z| z est un couple et (3y)((pr1 2 y) € pri(pr1(¥)) et (y, praz) € pri(pr:(/)))k
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(0, n) (III, p. 16, prop. 1), donc est fini (III, p. 38, prop. 5). Il en résulte que N
est isomorphe 4 un segment de E (I, p. 21, th. 3), d’ol le lemme.

Lemme 2. — L’ensemble N x N est équipotent a N.

Commec N x N contient I’ensemble {0} x N, équipotent 24 N, on a
Card (N) < Card (N x N). D’autre part, nous allons définir une injection f
de N x N dans N. Pour ccla, remarquons qu’il existe une injection ¢ de N dans
Pensemble des applications de N dans I = {0, 1}, obtenue comme suit: st r est

r—1
le plus petit enticr tel que n < 27, ct Z 22" k-1 le développement dyadique de
=0
n (IIL, p. 41), o(n) cst la suite (u,), .~ telle que u, = e, _,_; pour m < r et
U, = 0 pour m = r; la prop. 8 de III, p. 40 montre quc ¢ est injective. Cela
étant, pour tout couple (n,7n') e N x N, nous définirons f(n,n") de la fagon
suivant: si o{n) = (u,) ct ¢(n") = (v,), f(n, n') seral'entier s tel que ¢(s) = (w,,).
ol Wy, = U, etwy, 1 = v, pour tout m € N; il est clair que la relation f(n, n') =
S(ny, n}) entraine ¢(n) = o(n;) et ¢(n') = o(n) donc (n,n") = (ny, ny), ce qui
prouve que f est injective. On a par suite Card (N x N) < Card (N), ce qui
achéve de démontrer le lemme.

Ces lemmes étant établis, soit E un ensemble tel que Card (E) = a. Soit D
une partie de E équipotente & N (lemmec 1); il cxiste une application bijective
yvo de Dsur D x D (lemme 2). Soit M I'ensemble des couples (X, ¢), ol X est
unc partic de E contenant D, et { unc application bijective de X sur X x X pro-
longcant 4,. Ordonnons I’ensemble 9 par la rclation

«X < X’ et { est un prolongement de ¢ »

entre (X, ) et (X', ¢'); on vérifie aussitot que M est un ensemble induciif (cf.
III, p. 20, Exemple 2). 11 existe donc dans 9 un élément maximal (F, f) en
vertu de III, p. 20, th. 2. Montrons que Card (I') = a, ce qui démontrera le
théoreme. Dans le cas contraire, comme b = Card (F) est tel que 6 = b? et est
infini, on a b < 26 < 36 < b2 = o (III, p. 30, prop. 14), donc 26 = b et
36 = 6. De I'hypothése 0 < a, il résulte que Card (E = F) > 0, car dans le cas
contraire, on aurait Card (E) < 2b = b, ct on a supposé 6 < Card (E). Il existe
donc une partie Y < E —= I’ équipotente 4 F; posons Z = F U Y, et montrons
qu’il existe une bijcction g de Z sur Z x Z qui prolonge f. On a en effet

ZxZ=FxPHUFxY)u®d xF)u (Y xY).
et les quatre ensembles dont le second membre est réunion sont deux a dcux
disjoints; comme F et Y sont équipotents, on a
Card (F x Y) = Card (Y x F) = Card (Y x Y) = b2 = b,
d’ol1
Card (F x Y)U (Y x F)U (Y xY)) = 3b = b.
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won
(=]

Il y a donc une application bijective f; de Y sur ’ensemble
FxY)Yu(Y x Fyu (Y xY);

Papplication g de Z dans Z x Z égale a fdans I’ et 4 f; dans Y cst alors une bi-
jection qui prolonge f; cc qui est contraire a la définition de f.

) — 8 n nal infint, on a o = a pour tout entier n = 1.
COROLLAIRE | St a est un cardinal infini, on a o" v pour fout entier n > 1
C’est ¢vident par récurrence sur n.

CoROLLAIRE 2. — Le produit d’une famille finie (0,);c de cardinaux non nuis, dont le
plus grand est un cardinal infini a, est égal a a.

Soit b ce produit, et soit n le nombre d’éléments de I; on a b < o® = a (III,
p- 30, prop. 14); d’autre part, comme o; = | pour tout ¢, on a b > a (III,
p. 30, prop. 14).

CoROLLAIRE 3. — Sotent a uii cardinal infini, et (0,), . une fanuile de cardinaux <a

dont Pensemble d’indices 1 ait un cardinal < a. On a alors Z a, < a;enoutre, st 0, = a

rel

pour un tndice v au moins, Z a, = o
Lel
Soit b le cardinal de I; on a alors Z 0, € ab < o? = a (III, p. 30, prop. 14,

et > @ > g pour tout k € L. el
tel

CoROLLAIRE 4. — .57 a et b sont deux cardinaux non nuls dont Pun est infini, on n
ab = a + 0 = sup (q, b).
Cela résulte aussitot des cor. 2 et 3.

4. Ensembles dénombrables

DEFmNiTION 3. — On dit qu’un ensemble est dinombrable s'1l est équipotent a une partie de
Pensemble N des entiers.

ProrositioN 1. — Toute partie d’un ensemble dénombrable est dénombrable. Le produit
d’une famille finie d’ensembles dénombrables est dénombrable. La réumion d’une suite d’en-
sembles dénombrables est dénombrable.

La premiére assertion est évidente. Les autres résultent des corollaires du th. 2
(ILI, p. 47 et 49).

On a déja vu (III, p. 48, lemme 1) que, pour tout cardinal infini a, on a
Card(N) < a. On en déduit les conséquences suivantes:

ProposiTiON 2. — Tout ensemble infini dénombrable E est équipotent a N.
En effet, on a Card(E) < Card(N) par définition, et comme E est infini,
Card(N) < Card(E).
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ProrositioN 3. — Tout ensemble infini E. admet une partition (X,), o1 formée d’ensembles
infinis dénombrables X,, Pensemble d’indices 1 étant équipotent d E.
On a en effet Card(E) = Card(E)Card(N) (III, p. 49, cor. 4).

ProposiTiON 4. — Soit f une application d’un ensemble E sur un ensemble infini ¥, telle
que, pour touty € F,_f( y) soit dénombrable. Alors T' est équipotent 4 E.
En cffet, les f(ly) (y € ) forment unc partition dc¢ E, donc
Card(E) < Card(F)Card(N) = Card(F);
on sait d’autre part que Card(F) < Card(E) (111, p. 25, prop. 3).

Prorosition 5. — L’ensemble F(E) ues parties finies d’un ensemble infini E est équipotent
a E.

Pour tout entier n, notons ¥, 'enscmble des parties a n éléments de E. Pour
tout X € 3, il existe une bijection de (1, ) sur X, donc le cardinal de ¥, est au
plus égal a celui de ’ensemble des applications de (1, n) dans E, c’est-a-dire a
Card(E") = Card(E) (III, p. 49, cor. 1). Donc

Card(3(E)) = Z Card(%,) < Card(E)Card(N) = Card(E).
neEN
D’autre part, comme x > {x} est une application injective de E dans F(E), on a

Card(E) < Card(F(E)).

COROLLAIRE. — L’ensemble S des suites finies d’éléments d’un ensemble infini E est
équipotent ¢ L.

En effet, S cst Ja réunion des EY, ot 1 parcourt 'ensemble %(N) des parties
finies de N. Or, pour I'e F(N) et I # o, E! est équipotent a E, et F(N) est
dénombrable en vertu de la prop. 5. On a donc

Card(E) < Card(S) < Card(E)Card(N) = Card(E).

DErinitioN 4. — On dit qu’un ensemble a la puissance du continu s’il est équipotent &
Pensemble des parties de N.

Un ensemble qui a la puissance du continu n’est pas dénombrable (III,
p. 30, th. 2).

* Le nom de « puissance du continu » provient de ce que ensemble des nombres
réels est équipotent a B(N) (TG, IV, § 8)., L'hypothése du continu est I'assertion que
tout ensemble non dénombrable contient une partie ayant la puissance du continu;
Uhypothése du continu généralisée est 'assertion que, pour tout cardinal infini a, tout
cardinal >a est 22% Un théoreme de métamathématique (Gddel-P.Cohen)
affirme que ni ces assertions, ni leurs négations, ne peuvent étre démontrées dans la
théorie des ensembles telle qu’elle a été définie dans cet ouvrage (11, p. 1}.

5. Suites stationnaires

DErFiNITION 5. — On dit qu’une suite (x,), o & éléments d’un ensemble E est stationnaire
't existe un entier m tel que x, = x,, pour tout entier n > m.
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ProrposiTiON 6. — Soit E un ensemble ordonné. Les propositions suivantes sont équivalentes :

a) Toute partie non vide de E a un élément maximal.

b) Toute suite croissante (x,) d’éléments de E est stationnaire.

Montrons d’abord que @) entraine 4); en effet, soit X I’ensemble des éléments
de la suite (x,), et soit x,, un élément maximal de X; pour » > m, on a par
hypothése x, > x,,d’olix, = x,, par définition de x,,. Réciproquement, supposons
qu’1l existe une partie non vide A de E n’ayant pas d’élément maximal; pour tout
x € A, soit T, 'ensemble des y € A tels que y > x. Par hypothése, T, # @ pour
tout x € A, donc il existe une application fde A dans A telle que f(x) > x pour
tout x € A (II, p. 34, prop. 6); st a€ A, et si la suite (x,),.n est définie par
récurrence par les conditions x, = a, x,; = f(x,), il est clair que cette suite est
croissante et non stationnaire.

CoOROLLAIRE 1. — Pour qu’un ensemble totalement ordonné E soit bien ordonné, il faut el
il suffit que toute suite décroissante d’éléments de E soit stationnaire.

En effet, dire que E est bien ordonné revient a dire que toute partie non vide
de E admet un élément minimal (III, p. 13, prop. 10), et notre assertion résulte
alors de la prop. 6.

CoRrOLLAIRE 2. — Toute suite croissante d’éléments d’un ensemble ordonné fini est
stationnaire.

En effet, tout ensemble ordonné fini admet un élément maximal (III, p. 34,
cor. 2).

On dit partois qu’un ensemble ordonné E vérifiant les conditions équivalentes
de la prop. 6 est nethérien (pour la relation <).
ProposiTioN 7 {« principe de récurrence ncethériennc »). — Soient E un ensemble
nethérien, ¥ une partie de £ ayant la propriété suivante: si a € E est tel que la relation
x > aenlraine x € ¥, alors a € ¥. Dans ces conditions, on a F = E.

En effet, supposons E # I'; alors E = F aurait un élément maximal b, Par
dc¢finition, on a x € I pour tout x > &; mais cela entraine b € F, ce qui est absurde.

§ 7. LIMITES PROJECTIVES ET LIMITES INDUCTIVES
1. Limites projectives

Sotent I un ensemble préordonné, (E,), ; unc famille d’ensembles ayant I pour
ensemble d’indices. Pour tout couple (a, 8) d’indices de I tels que a < B, soit fyp
une application de Ey dans E,. On suppose que les f,; vérifient les conditions sui-
vantes:

(LP;) Les relations « < B < v entrainent fo, = fup © fou

(LPy) Pour tout w €1, f,, est lapplication identique de Es,.
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Soit G = 1_11 E, Pensemble produit de la famille d’ensembles (Ey)qer, et

désignons par E la partie de G formée des éléments x satisfaisant & chacune des
relations

(1) Prax = fup(pPrex)

pour tout couple d’indices («, B) tel que o < B. On dit que E est la limite projective

de la famille (E,), 1 pour la_famille &’ applications ( f,p), et on écrit E = lim (E,, fi;5)
<

ousimplement E = lim E, si aucune confusion n’en résulte. Par abus de langage,

—
on dira que le couple ((E,), ( fyp)) (que I’on notera aussi (E,, f,5)) est un systéme
projectif d’ensembles, relatif & 'ensemble d’indices I. On dit que la restriction f, & E
de la projection pr, est I'application canonique de E dans E_; on a la relation

(2) Jo =JunoSo
pour o < B, ce qui ne fait que traduire les relations (1) définissant E.

Exemples, — 1) Supposons que la relation de préordre dans I soit la relation d’égalité.
Alors les seuls couples («. ) tels que « < B sont les couples (a, &) pour e €1, et
comme f,, est Papplication identique, la relation (1) est vérifiée pour fout x € G;

autrement dit, lim E, cst alors le produit I—[r E,.
o€
2) Supposons que 1 soit filtrant a droite, que pour tout a € I, E, soit égal a un
méme ensemble F et que pour a < B, f;p soit ’application identique de F sur lui-
méme. Alors E = lim E, n’est autre que la diggonale A du produit G = 1—[1 E, = FL
-~ ae

En effet, il est clair que tout x € A vérific les relations (1). Inversement, soit x un
¢lément de E et montrons que pour tout couple d’indices («, B) dans I, on a prex =
prgx. En effet, il existe par hypothése y € I tel que o < v et < v, donc on déduit de
(1) que prov = fo,(pryx) = pryx et de méme prgx = pr,x, d’oll notre assertion.

On notera que E = lim E, peut étre vide méme lorsque les E, sont tous non
—

vides et que chacune des applications f,, est surjective (111, p. 94, exerc. 4;
voir 111, p. 57-60).

Il est clair que pour toute partie J de I, le couple formé de la sous-famille
(Ey)qes et de la famille (f;5) ott €], BeJcta < B, est encore un systéme
projectif d’ensembles, relatif a J; on dira qu’il est obtenu par restriction & J de
I'ensemble d’indices. Notons E et E’ les limites projectives des familles (E,), <;
et (Ey)q e respectivement; pour tout x € E, 1’élément

(3) 8(x) = (ful*))aes

appartient a E’ en vertu de (2); I’application g: E — E’ ainsi définie est dite
canonique. S1 ]’ est une partie de J, E” la limite projective de la famille (Ey)y ¢y,
gE —LE" et g": E - E” les applications canoniques, on a, par définition,

(4) g=g-z

2. Systémes projectifs d’applications

ProrosiTioN 1. — Soient 1 un ensemble préordonné, (E,, fyp) un systéme projectif d’en-

sembles relatif @ 1, E = lim E, sa limite projective, et pour tout o € 1, soit f,: E — E,
—



E II1.53 ENSEMBLES ORDONNES, CARDINAUX, NOMBRES ENTIERS §7

Papplication canonique. Pour tout o € 1, soit uy une application d’un ensemble ¥ dans E,
telle que I’on ait
(3) Jop oy = Uy pour o < B.
Dans ces conditions:

19 1] existe une application et une seule v de ' dans E telle que

(6) Uy = fyol pour tout o € L.

20 Pour que u soit injective, il_faut et il suffit que pour tout couple d’éléments distincts y, z
de I, il existe w € I tel que u,(y) # u,(2).

En cffet, la relation u, = f, o u signific que pour touty € F, on a pr,(u(y)) =

u,(y);élément u(y) € ['] E, est déterminé de facon unique par u(y) = (4y(¥))yer
ael

Reste a voir que u(y) € E pour tout y € I, autrement dit que I'on a

pra(u(y)) = fup(pra(u(y)))

pour « < B; mais celas’écritu,(y) = f,p(us(y)) et résulte donc de (5). La seconde
partic de la proposition découle aussitot des définitions.

"OROLLAIRE 1. — Sotent (E,, f,5) et (Fy, gup) deux systémes projectifs d’ensembles
relatifs @ un méme ensemble d’indices 1; soient E = lim E, ¥ = lim ¥, et pour tout
” -

a c 1, sout f, (resp. g,) lapplication canonique de Y. dans E, (resp. de ¥ dans ¥,). Pour
tout w € L, soit u, une application de E, dans ¥, telle que, pour o < 8, le diagramme

EBLFB

JuB

A4 A
L
Uy

soit commutatif.t 1l existe alors une application w: £ — T et une seule telle que, pour tout
w € I, le diagramme
u 5
E——F
ful lga
E,——F,
Uy
soit commutatif.
Posons v, = u, o fy. Pour « < B, on a, d’aprés (2)
Zup°Up = GupoUpofo = Un° fupoSo = Usofu = s

et on peut donc appliquer la prop. | aux v,; d’oui existence et I'unicité d’une
application u: E — F telle que

uolU = Uy = uozofrx
pour tout « € L.

! Cela signifie que I'on a uy o fop = Zup o Up.
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On dit qu'une famille d’applications u,: E, — F, satisfaisant aux conditions
du cor. 1 est un systéme projectif d’applications de (Eq, fyp) dans (Fy, g,5); I’applica-
tion u définie dans le cor. 1 est appelée la limite projective de la famille (u,) et se
note u = }_12 u, lorsque aucune confusion n’est 4 craindre.

CorOLLAIRE 2. — Soient (Eq, fup), (Fy, gup)s (Gas Fup) trots systémes projectifs d’en-
sembles relatifs a 1; soient E = lim E_, F = lim F,, G = lim G, et soit f, (resp.
Zus ) Uapplication canonique de E (resp. ¥, G) dans E, (resp. ¥, G,,). Si (1) et (vy)
sont deux systémes projectifs d’applications, uy:E, Y, 0,0V, — G, alors les
vy o Uy By — G, forment un systéme projectif d’applications, et 'on a

(7 Iim (v, o u,) = (lim ) o (Iim u,).
«— «— <«
En effet, si on pose wy, = v, o Uy, on a, pour « < B
Wo © fap = Vo © (Ua© fap) = Voo (up o Up) = (hupovp) oty = hygowy
ce qui montre que (w,) est un systéme projectif d’applications. En outre, si on
pose u = lim uy,, v = lim o,, on a, pour tout « € I
«— «—
/lozc’ (vou) = (vaoga) ouU = (vaoua) ofoz
et en raison de I'unicité dc la limite projective, on a v o« = lim wj,.
—

Soit (E,, f,s) un systtme projectif d’ensembles, et pour tout « € I, soit M,
une partie de E,. Sil’on a f,3(Mg) © M, pour « < 8, on dit que les M, forment
un systéme projectif de parties des E,. Soit g, 'application de M, dans M, (pour

2 < B) ayant méme graphe que la restriction de f,3 a2 Mg; il est clair que (M, gqp)
est un systéme projectif d’ensembles, et on a

(8) lim M, = (lim E,) N l_I M..
Qim

ProrosiTion 2. — Soient (E,, fup), (Eg fap) deux systémes projectifs d’ensembles

relatifs a 1, et pour chaque o € 1, soit u, une application de E., dans X, les u,, formant un

systéme projectif d’applications. Soit u = lim wu,. Pour tout x' = (x,) ¢ E' = lim E,
-— <~

les uy(x.) forment un systéme projectif de parties des ¥, et Pon ¢’ (x') = lim u5(x)).
“
. -1,
En effet, st « < B et x5 €up(xy), ona
Uo( fop(%p)) = San(up(xs)) = fap(xp) = %
d’ott la premiére assertion; et dire que x = (x,) eE = lim E, est tel que
—

u(x) = x' signifie par définition que u,(x,) = x5 pour tout « € L.

COROLLAIRE. — 87 u, est injective (resp. bijective) pour tout a & 1, u est injective (resp.
bijective).
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On notera qu’avec les notations de la prop. 2, les images u,(E,) forment aussi
un systéme projectif de parties des E;, et 'on a

(9) u(E) < lim u,(E,)

mais les deux membres de cette relation ne sont pas nécessairement égaux (111, p. 94,
exerc. 4).

Prorosition 3. — Soient 1 un ensemble préordonné, (E,, fop) un systéme projectif
d’ensembles relatif a 1, E = lim E, sa limite projective. Soient ] une partie cofinale de 1,
(—.-_..

Siltrante & drotte, ' la limite projective du systéme projectif d’ensembles obtenu & partir de
(Eqs fup) par restriction & J de Censemble d’indices. Alors I’ application canonique g de E
dans E' (111, p. 52, formule (3)) est bijective.

Pour tout « € J, soit f; I’application canonique E’ — E,; alors, compte tenu
de (2) et (5), g est 'unique application de E dans E’ telle que f, = f; o ¢ pour tout
a € J (III, p. 52, prop. 1). Vérifions le critere de la prop. 1 pour voir que g est in-
jective: si x, y sont deux éléments distincts de E, il existe par définition un o € I tel
que f, () # fu(y); comme J est cofinal dans I, il existe A € I tel que a < A; comme
Sl falx) # far(fi(y)), on a bien f,(x) # fo(y). Montrons ensuite que g est
surjective. Soit " = (x3), <y un élément de E’. Pour tout « € I, il existe » € I tel
que a < x; montrons que I’élément £, (x5) ne dépend pas de ’indice » € J tel que
« < A Eneffetsi pe] est tel quea < p, il existeveJ telquer < vety < v,
donc fak(x;t) = fak(.fkv(x(')) = fav(xC)ﬂ et de méme j;lu(xlt) = j;xv(x(r)ﬁ d’oti notre
assertion. Soit x, la valeur commune des f,,(x;) pour les A € J tels que o < 3, et
posons ¥ = (%) 1 L’élément x appartient a E, carsia < Betsi a €] est tel que
B < nona fop(xg) = fup(fer(21)) = fua(¥1) = %o Enfin, on a x; = fi,(x)) pour
tout 2 € J, donc x, = xj, pour tout A € J, autremnent dit f,(x) = x}, d’ot1 g(x) = #/,
ce qui achéve la démonstration.

En particulier, si 1 admet un plus grand élément w, on peut prendre J = {w}, et on
voit que lim E, s’identifie canoniquement a E,,.
Dl

Remarques

1) Pour tout « € I, posons E; = f,(E); les E; forment un systéme projectif de

parties des E,, en vertu de (2), etil estimmédiat quel’on a lim E;, = E = lim E ;
«— <«

on notera que 'application fy3: Ef — E; (pour « < B) ayant méme graphe que

la restriction de f,5 a E} est surjective; en outre, on a

(10) B, = fulE) = [) fuo(Es)

pour tout « € L.

2) Soient I un ensemble préordonné filtrant & droite, (E,, f,5) un systéme pro-
jectif d’ensembles relatif a I, et pour tout « € I, soit u,: F — E une application,
telle que la famille (u,) vérifie (5). Considérons le systeme projectif (Fy, 7,5) relatif
al,ouF, = F pour touta €I et iy, est Papplication identique de F. On sait alors
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(ITI, p. 52, Exemple 2) que F s’identifie canoniquement & lim F,. Si on considére
-

u, comme application de F, dans E,, (u,) est un systéme projectif d’applications,

et Papplication u: F — E définie par (6) s'identifie & la limite projective de ce

systéme d’applications. Ausst écrit-on alors par abus de langage u = lim u,.
—

3) Soient I un ensemble ordonné, (E,. f,s) un systéme projectif d’ensembles
relatif 4 1. Pour toute partie finie J de I, soit F; la limite projective du systéme
projectif (fini) obtenu a partir de (E,, f,s) par restriction a J de ’ensemble d’indices.
Pour deux parties finies J, K de I telles que J < K, soit g;x 1’application canonique
(3) de Fg dans F;; la relation (4) montre que (Fj, giy) est un systéme projectif d’en-
sembles relatif a Uensemble ordonné filtrant (pour la relation <) 3%(I) des parties finies
de I. D’autre part, pour tout J € F(I), soit h;: E -- F; I'application canonique (3);
cn vertu de (4) (et avec I'abus de langagc signalé dans la Remarque 2), (hy) est un
systéme projectif d’applications; posons A = lim h;: E - F = lim F;, et montrons

<«~— S ——
quee h est une bijection (dite canonique). En effet, soity = (y,) un élément de F; on a par
définition yy; = (%4 3)geq avee x,, 5 € E, pour tout a € J;s1 ] < K, on a, par définition
des gsx ct en raison de la relation y; = gyx(¥k), Xa, s = ¥,k pour tout « € J. Pour un
€1, il y a donc un unique élément x, € E, tel que x, = %, ; pour tout J fini con-
tenant «. Si o < 8, il y a une partie finie J de I contenant a la fois « et B, donc x, =

Jus(¥s) par définition; on en conclut que x = (x,) est I'unique élément de E tel que
hixy = y.

3. Double limite projective

Soient 1, L deux ensembles préordonnés, I x L leur produit (III, p. 7). Con-
sidérons un systéme projectif d’ensembles (Ej, f4) relatif & ’'ensemble d’indices
I x L.; on a donc

(1) L= SO o f powra < B < yeth< p <.

Désignons par E ou lim E} la limite projective de ce systéme projectif.
-
o, A
Pour tout » € L, posons g, = fai: Ef — EZ; il résulte de (11) que on a

(12) oy = Gp © Shy pour « < B < ¥,

autrement dit (E%, gb.) est un systéme projectif d’ensembles relatif 2 I; notons
F* = lim E} sa limite projective. D’autre part, pour i < p fixés dans L, il
-
o
résulte de (11) que les A3 = fi4: Ef — E} forment un systéme projectif d’appli-
cations; nous notcrons AM = lim A}: F%--TF* sa limite projective. Pour
—
< p<g<vdansl,ona *

13) B = o

‘II1, p. 54, cor. 2); donc (F*, A*) est un systéme projectif d’ensembles relatif a L.

Soit F = lim F* sa limite projective; nous allons définir une bijection canonique
<‘—Q

F -~ E. Remarquons pour cela que F est, par définition, une partie de }_IL F* et
€
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F* une partie de III E%; donc F s’identifie canoniquement & une partie de
oe

EX = G (II, p. 35, prop. 7). Pour tout ze G, soit pr’(z) I'élément

(@, A)eIxL
(prl(z))q e de III E%; dire que z € F signifie que ’on a

o€
(14) pri(z) = AM(pr(z)) pour A < wdans L
et que pr*(z) € F* pour tout A € L, c’est-a-dire que pour o < fdans I ona
(15) pra(z) = fup(prs(2))-
Mais on a #M(prt(z)) = (fo(pré(z))yer; on déduit donc de (14) et (15) que
poura < BectA < g,ona

pra(2) = faz (fat(prs (2)) = fup(pri(2))

ce qui signifie que z € E; la réciproque est immédiate. Autrement dit:

PropositioN 4. — 87 (EL, f2) est un systéme projectif d’ensembles relatif a un produit
I x L d’ensembles préordonnés, on a, & une bijection canonique prés

(16) lim E2 = lim (lim E2).

CoROLLAIRE 1. — Soit (E}, fi3%) un second systeme projectif d’ensembles relatif a
I x L, et, pour tout (a, 2) €1 x L, soit u} une application de E} dans EPr, les u];
Sformant un systéme projectif d’applications. On a alors

(17) Iim #} = lim (lim u}).

La vérification cst analogue.

CoroLLAIRE 2. — Soit (EX, f), o1, une famille de systémes projectifs relatifs a 1. Alors,
st on note H Sy Cextension aux produits de la famille d’applications ( f13), <1 (I, p. 38,

déf. 2), (I—.[ EZ, T I faB) est un systéme projectif d’ensembles relatif a 1, et on a, @ une
bijection canonique pres

(18) lim [ [E2 = H (lim E2).

'(—EL L<(l_

I1 suffit de considérer le systéme projectif (E2, ¢24) relatif 4 I x L ou la rela-

tion d’ordre sur L est I’égalité (IT1, p. 52, Exemple 1) et ot g = f2y pour 1 = y, et
de lut appliquer la prop. 4.

4. Conditions pour qu’une limite projective soit non vide

Nous allons dans ce n° donner les deux conditions suffisantes pour qu’une limite
projective soit non vide, qui sont le plus souvent utilisées (voir aussi III, p. 94,
exerc. 5).
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Proposition 5. — Soit (E,, f,5) un systéme projectif d’ensembles relatif @ un ensemble

préordonné filtrant 1, qui admet une partie cofinale dénombrable; supposons en outre que

les fyq sotent surjectives. Alors, si E = lim E, Papplication canonique f,: E — E, est
P S—

surjective pour tout o € 1 (et a_fortiori, E n’est pas vide si aucun des E, n’est vide).

Soit («,) une suite d’éléments de I formant une partie cofinale de I. Comme I
est filtrant, on peut définir par récurrence une suite (8,) par les conditions
B = g, B, = Bypouri < netf, > a,; il est clair que la suite (B,) est croissante
ct forme une partie cofinale deI; tenantcomptede IT1, p. 52, prop. | et des relations
Ju = Jus, © f5, pOUr o < B,, on voit qu'on est ramené a prouver la proposition
lorsque I = N. En outre, il est clair qu’il suffit de prouver que f; est surjective.
Soit donc x, € Eg; on définit par récurrence x, € E, pour n > 1 comme un élément

-1
de f, -1..(%,_1), ce qui est possible puisque ce dernier ensemble n’est pas vide par
hypothése. On prouve alors par récurrence sur n — m que pour m < n, on a
X = fun(¥,), donc x = (x,) appartient a E.

Le second critére concerne les systémes projectifs (E,, f,5) relatifs a un en-
semble d’indices I, tels que pour tout o € I on se soit donné un ensemble &, de
parties de E,, vérifiant les conditions suivantes:

(1) Toute intersection d’ensembles de S, appartient & S,

Il résulte en particulier de cette condition (en considérant 'intersection de la
famille vide) que E, € &,.

(1) Si un ensemble de parties F < S, est lel que toute intersection finie d’ensembles

appartenant a % sott non vide, alors Mﬂ M est non vide.
€9

Il est clair, compte tenu de (1), que (i) est équivalente a la condition suivante:
(") §1@ < &, estun ensemble filtrant décroissant dont les éléments sont non vides, alors

() M est non vide.
Me 6

THEOREME 1. — On suppose que 1 est filtrant, que les S, satisfont aux conditions (1) et (ii),
et en outre que le systéme projectif (Eq, fyp) posséde les propriétés suivantes:

-1
(111) Pour tout couple d’indices a, B tels que o < B, et tout x, € Ey, on a fo5(%,) € S;.
(iv) Pour tout couple d’indices «, B tels que o < Bet tout My € Sg,0na fo5(M;) € S,
Soit E = lim Eg, et pour tout « € 1, soit f,: E— E_ Papplication canonique. Alors :
—

a) Pour tout x €1, on a
(19) Ja(E) = BquaB(EB)'

b) 8, pour tout o € I, E,, est non vide, alors E est non vide.
Soit 2 I'ensemble des familles A = (A,)q; vérifiant les conditions:

(20) A, # @ et A, eSS, pourtout ocl;

(21) faB(AB) < Aoz pour o < B.
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Pour deux éléments % = (A,), A" = (A) de Z, la relation % < A’ signifiera
que A, = Aj pour tout «; il est clair que X est ordonné par cette relation.

1° Prouvons d’abord que ’ensemble ordonné X est inductif. Sotent L un en-
semble totalement ordonné, % +> A* = (A}),.; une application strictement crois-

sante de L dans 2. Pour tout « € I, posons B ﬂ A%; il est immédiat que la

famille 8 = (B,), . vérifie (21); en vertu de (1) et ( i), elle vérifie ausst (20),
donc B € Z, et 1l est clair que B majore ’ensemble des *.
2° Soit %A = (A,) un élément maximal de X; montrons que 'on a alors

A, = fus(Ap) pour o < B. En effet, soit A, = BQ(x fus(Ag) pour tout acl;
montrons que A" = (Ag) appartient a X. Notons d’abord que pour « < f < v
ona fo,(Ay) = fun(Sfev(Ay))  fap(Ap) envertude (21);enoutreona fup(As) € S,
d-apres (iv), et f,s(Ag) # @& par (20); les conditions (1) et (i) montrent alors que
A" vérifie (20). Enfin %" vérifie aussi (21): en effet, si « < 8, on a

faB(Aé) < YQBfaB(va(Av)) = YDBfow(Av);

d’autre part, pour tout 8 = «, il existe un y eI tel que y = 8 et y = §, donc
JarB)) € fus(Bs), et par suite () £, (A)) = [ fus(As) = Aj, ce qui achéve
d’établir que W € X. Comme A, < A, pour tout a, ’hypothése que % est maximal
dans ¥ entraine %" = 9, ce qui prouve notre assertion.

3° Montrons maintenant que si % = (A,) est un élément maximal de X,
chacun des A, est réduit @ un élément. Soit x, € A,. Pour tout B > «, posons

-1
By = Ag N fup(x,); silon n’a pas B > «, posons By = Ap; nous allons voir que

B = (B;) appartient 4 X. Si 'on n’a pas 8 > «, la relation § < v entrainc
-1
Sav(B,) < fay(A,) = Ay = Bg; st au contraire o < B < vy, comme f,(x,) =

-1 -1 -1 -1
va(faB(xa)), on a va(fow(xot)) < faB(xa)’ et comme va(Av) < AB, on a encorce
Sov(B,) < Bg; la famille B vérifie donc (21). Comme A, = f,5(A;) pour a < 2

d’aprés 2°, il est clair que By # @ pour tout 8 € I; enfin, en vertu de (i) et (iii),
on a By e&, pour tout Bel, ce qui achéve de montrer que B € Z. Comme
By < A, pour tout § € I, Phypothése que ¥ est maximal entraine B; = A; pour
tout B, et en particulier A, = {x,}.

4° Nous pouvons maintenant démontrer le th. 1. Prouvons d’abord a). On
sa1t que fo(E ) c ﬂ faB(E ). Inversement, soit &, € ﬂ faB(E ). Posons By =

faa( «) St B = «, By = E;dans le cas contraire; par deﬁmtlon de x,, les B, ne sont
pas vides et l on a By € @, pour tout € I en vertu de (iii) et de (i); en outre il est
immeédiat que f;,(B,) = Bgpourf < y.Onadonc B = (By) ¢ Z;s0it A = (Ay
un élément maximal de X tel que A > B, élément dont existence résulte de 1°
et de III, p. 21, cor. 1; comme, d’aprés 3° Aj; est de la forme {y,} pour tout
Bel,y = (y,) appartient a E, et f,(y) = y, = x, par définition.
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Prouvons enfin que a) entraine ). On peut en effet supposer I non vide (sans
quoi il n’y a rien a démontrer); ’hypothese que les E, sont non vides entraine
.3 Ep) # @ pour 8 > «; comme les f,,(Eg), pour « fixé et 3 > «, forment un
ensemble filtrant décroissant de parties de E, appartenant a €, la condition (ii")
nrouve que Bme(,‘ﬁ(EB) # @. On a donc f(E) # @ d'aprés a), et a fortior:
E+ a.

C.Q.F.D.

R:marque. — 1) Supposons que dans I’énoncé du th. 1, on remplace la condition
i par la condition plus faible suivante:
11"} Pour tout a € 1, et tout ensemble non vide M, € S, 1l existe x, € M, tel que

S

L3

xy) € Sy pour tout B > o
Alors la conclusion 4) du th. 1 est encore valable. En cffet, les démonstrations
Zes parties 1° et 2° du th. 1 sont inchangées; la démonstration de la partie 3° reste

-1

~ilable en ayant soin de prendre x, € A, tel que f,5(x,) appartienne a €, pour
: 3 o ] 3

> 2 o Enfin, le raisonnement de 4° montre que si BQG Sfup(Ep) # @ et st on

-1
zrend dans cet ensemble un x, tel que f,5(x,) € S, pour B > «, il existey € E tel
zue fo(y) = x,, ce qui établit notre assertion.

Exemples
I) Siles E, sont des ensembles finis, on peut appliquer le th. 1 en prenant
zour E, Pensemble de foutes les parties de E,. ¥*Cet exemple sera généralisé en
Topologie générale au cas ol les E, sont des espaces compacts, les f,; des applica-
.ons continues, et S, ’ensemble des parties fermées de E, (TG, I, § 9, n° 6).,
*II) Sotent A un anneau, et pour chaque « € I, soit T, un A-module a gauche
zrtinien (A, VIII, § 2, n° 1); soit E, un espace homogéne sur T, dans lequel T, opére
~deélement (de sorte que ’on peut dire que E, est un espace affine attaché a T,
A I1,89,n°1)). Pour B > «, supposons que f,5: Eg — E, soit une application affine
AL 11, §9, n°4). Prenons pour €, ’ensemble formé de la partie vide et des variétés
[inéaires affines de E, (A, 11, §9, n° 3). Alors la condition (1) est trivialement vérifiée,
=7 la condition (ii) résulte de ce que T, est artinien: cela entraine en effet

existence d’un élément minimal parmi les intersections finies d’ensembles M € &,

=1 cet élément est nécessairement égal 4 () M. Enfin, comme JSop est affine,
Meg

.3 conditions (ii1) et (iv) sont trivialement vérifiées. ,

5. Limites inductives

Soient I un ensemble préordonné filtrant & droite, (E,) 4. une famille d’ensembles
avant I pour ensemble d’indices. Pour tout couple («, B} d’indices de I tels que
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a < B, soit fy, une application de E, dans E;. On suppose que les [, vérifient les
conditions suivantes:

(LI;) Les relations o < B < v entrainent fo, = [yp° [par

(L1y) Pour tout a €1, f,, est Papplication identique de E.,.

Soit G I’ensemble somme de la famille d’ensembles (E,),.; (II, p. 30); par
abus de langage, nous identifierons les E, aux parties de G qui en sont les images
canoniques, et forment unc partition de G; pour tout x € G, nous désignerons par
A(x) P'unique indice a €I tel que x € E,. Soir Rix, y{ la relation suivante entre
deux éléments x, y de G
¢ il existe un élément ye I tel que vy > o« = A{x
on afvoz(x) = va(Z/) 5
montrons que R est une relation d’équivalence dans G. 11 est évident que R est
symétrique et réflexive dans G; reste a voir qu’elle cst transitive. Or, soient
xcE, yek; zek,; supposons qu’il cxiste 21 tel que 2 > o, 2 > B, et

Sralx) = fis(y), et wel tel que p > B, u = v et fi5(y) = fu,(z). Comme T est
filtrant, il existe ve I tel quecv > » etv > u; en vertu de (LI)), on a alors

Juwl®) = folfra(®)) = So(Sas(#) = Suu(y)
:fvu(fuﬁ(y)) zfvu(fuv(z)) ::fvv(z)

ce qui établit notre assertion.
On dit que Pensemble quotient E = G/R est la limite inductive de la famille
(Eq) e 1 pour la famille d’applications ( fp,), ct on éerit E = Iim (Eg, f3,), ousimple-
—

ment E = lim E, si aucune confusion n’en résulte. Par abus de langage, on dira

Jety = B = n{y), et pour lequel

—_—
que le couple ((E,), (fp)) (que ’on notera aussi (E,, f5,)) est un systeme inductif
d’ensembles, relatif & ’ensemble filtrant 1.

Il est clair que E n’est pas vide st un au moins des E, n’est pas vide. Nous
désignerons par f, la restriction 2 E, de I’application canonique f de G sur
E = G/R, et nous dirons que f, est Papplication canonique de E, dans E. Pour
o < B, on a la relation
(22) Jo o Soa = Jus
en effet, pour tout x € E, on a faa( fuu(*)) = faa(x) en vertu de (LI;), donc les
éléments x € E, et fy,(x) € E4 sont congrus mod. R, ce qui démontre (22).

Exemples. — 1) Soient A, B deux ensembles, (Vy)ye; une famille de parties de A.
dont ’ensemble d’indices I est filtrant a droite, telle que la relation « < B entraine
Vi © V,. Désignons par E, ’ensemble des applications de V, dans B; pour tout
couple d’indices «, B tels que a < B, soit fj, 'application de E, dans Eg qui a toute
fonction u € E, fait correspondre sa restriction fy,(#) & Vp. Il est immédiat que les
conditions (LI;) et (LIy) sont vérifiées; on dit que I’ensemble E = lig E, est ’en-

semble des germes d’applications des V,, dans B. ¥*Le cas le plus fréquent est celui ol
(Vy) est la famille des voisinages d’une partie d’un espace topologique A (TG, I,
§ 6, n° 10).,,

2) Supposons que pour tout o € I, E, soit égal a un ensemble F et que pour
o < B, gpq soit application identique de F sur lui-méme. Alors il existe une bijection
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canonique de lim E, sur F: en effet, pour définir lim E,, on doit former I’ensemble
>

G somme de la famille (E,); G est donc réunion d’une famille (G,) d’ensembles deux
& deux disjoints, et pour tout « € I, il y a une bijection canonique 4,: F —> G,. On doit
ensuite considérer la relation d’équivalence R dans G, correspondant a la partition
(Py)yer, ou P, est ’ensemble des A4 (y) lorsque o parcourt I. Il est clair quey > Py, est
une bijection, dont la bijection réciproque est la bijection cherchée; on identifiera F
a hﬂ) E, au moyen de cette bijection canonique.

Lemme 1. — Sotent (Eq, foe) un sysiéme inductif d’ensembles, E = lim E, sa limite
inductive, et pour tout o € 1, soit f,: B, — E Papplication canonique.

(1) Soit (¥P)y ;< n un systéme fini d’cléments de L. I existe un o € 1 et un systéme fini

v 1 cicn déléments de B, tels que xV = f,(xP) pour 1 <1 < n

(1) Sout (y)1<i<n un systéme fint d’cléments d’un E."‘; st ja(yg?) = fo(y$) pour

tout couple d’indices (i, ), il existeun B > a tel que fo,(y) = fu,(y) pour tout couple
1, 7).

(1) Par définition de E, il existe pour chaque 7 un 8, € T et un élément z; € Ej
tel que x® = f5(zp,); il suffit de prendre « tcl que a > B; pour 1 <7 < 7, et
‘r;) = fam(zﬁz)‘ )

(11) Par définition de E, pour tout couple (z, 7) il existe v;; € I tel que v;; > «
et que fy, o(49) = fy,u(y$); il suffit de prendre § tel que B > v;; pour tous les
couples (z, 7), et d’utiliser les relations fp, = fpy, © fy, o

6. Systémes inductifs d’applications

PROPOSITION 6. — Sotent 1 un ensemble préordonné filtrant a droite, (Eq, fo,) un systéme

inductif d’ensembles, E = lim E_ sa limite inductive, et pour tout o € 1, soit f,: E, — E
—

application canonique. Pour tout o € 1, soit uy, une application de E, dans un ensemble ¥

telle que on ait

23) Ug © fpoa = Uy pour o < B,
Dans ces conditions :
10 Il existe une application u et une seule de £ dans I telle que

24 Uy = Uo [y pour tout o € 1.

2° Pour que u soit surjective, il faut et il suffit que ¥ soit réunion des u,(E,).

3° Pour que u soit injective, il _faut et suffit que, pour tout a € I, les relations x € E,
4 = By, ug(%) = uy(y) entrainent qu’il existe 3 > o pour lequel fp,(x) = fa,(y).

1° Avec les notations du n° 5, soit » ’application de ’ensemble somme G
dans F qui coincide avec u, dans chaque E, (II, p. 29, prop. 8). L’hypothése
entraine que v est compatible avec la relation d’équivalence R (I, p. 44); donc
il existe une application u et une seule de E = G/R dans F telle que v = u o f
loc. cit.).

2° Comme E est réunion des f,(E,), la relation F = | J u,(E,) est évidem-
ment nécessaire et suffisante pour que u soit surjective.  “<*



L I11.63 ENSEMBLES ORDONNES, CARDINAUX, NOMBRES ENTIERS §7

3° En vertu du lemme 1 (III, p. 62), deux éléments quelconques de E peu-
vent toujours s’écrire sous la forme f,(x) et f,(y), ou x € E, et y € E,, pour un
« € I convenable; il résulte aussi de ce lemme que la relation f,(x) = f,(y) est
équivalente a lexistence de 8 > « tel que foo(x) = fpu(y); comme uy(x) =
u( fo(x)) et u,(y) = u( fo(y)), cela achéve la démonstration.

Lorsque I’application u est bijective, on dit parfois, par abus de langage, que F
est la limite inductive de la famille (E,).

Remarque 1), — Supposons que chacune des applications fy, soit injective; alors cha-
cune des applications £, cst injective en vertu de la définition de la relation R. On
identifie alors en général E, ct fo(E,), et on considére donc E comme la réunion des E,.
Inversement, soit (F,)ye; une famille croissante de parties d’un ensemble F, et
supposons que F soit réunion de cette famille; si jz, désigne 'injection canonique de ¥,
dans Fy pour a < B, il résulte dc la prop. 6 que ’on peut identifier F 4 la limite in-
ductive de la famille (F,) pour la famille d’applications (ju,). ct les applications
canoniques des F, dans lim) F, aux injections canoniques des ¥, dans F.

CoroLLAIRE 1. — Sotent (E,, fa,) et (Fy, gpy) deux systémes inductifs d’ensembles
relatifs @ un méme ensemble d’indices 1; soient E = hm E, I = hm ¥, et pour tout

« €1, soit f, (resp. g,) Iapplication canonique de E, dans E (resp. de F, dans I). Pour
tout o € 1, soit uy, une application de E, dans I, telle que, pour o < B, le dzagmmme

Yo
E,—F,

fﬂml lgﬂm

Byl
B

soit commutatif. 1l existe alors une application u: . — F et une seule telle que, pour tout
a €1, le diagramme
“>F

=
]

o

fo [

<

—F
u
soit commutatif.

Posons v, = g, o u,. Pour « < B, on a, d’aprés (22),

Z}Bo‘fﬁoz = gBOuBOfBa = 8p°8pu O Un = 8o Uy = Uy

On peut donc appliquer la prop. 6 aux 7,, d’oll 'existence et J’unicité d’une
application u: E — F telle que

uofot = Uy = fu° U
pour tout o € I.

On dit qu’une famille d’applications u, : E, — I, satisfaisant aux conditions du
cor. | est un systéme inductif d’applications de (E,, fa,) dans (F,, ga); application
définie dans le cor. 1 est appelée la limite inductive de la famille (u,) et se note

= l_i£n_> u, lorsque aucune confusion n’est a craindre.
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CorOLLAIRE 2. — Soient (Eq, fao)s (Foy 8pw)s (Gos hpo) trois systémes inductifs d’en-

mbles relatifs a 1; sotent L. = lim E,, F = lim ¥, G = lim Gy, et soit f, (resp.
——— —_ e

o, ) Uapplication canonique de L., (xesp. Iy, Gy) dans E (vesp. I, G). S7 (u,) et (v,)

sont deux systémes inductifs d’applications u,: By -~ Vo, v,0 Iy -+ Gy, alors les v, > u,:

E. - > G, forment un systéme inductif d’applications, et on a

25 lim (z, o uy) = (Im o) ¢ (i u,).
’ - — —

En cffet, si on pose w, = 4 o Uy, On a pour & < 2
/lBoz oWy = <}lBa o Z'a) O Uy = <v0 © g[’,rf.,\’ O Uy = Up© <uB Ofo/) = g J/bu

¢o qui montre que (z,) cst un systeme inductif d’applications. En outre, si on
nose = lun u,, v = lim z,, on a, pour tout « € 1,
- — —

<U0u) Ofa =Uve <gm° ua) = /lu ° <Doc Ouu)

et en raison de I'unicité de la limite inductive, on a v o v = lim w,.
—

ProposiTioN 7. — Sotent (Ey, foe), (Eoy foo) deux systémes inductifs densembles
rlatifs a 1, et pour chaque o« € 1, soit u, une application de B, dans Ef, les uy formant un

ntéme tnductif dapplications. Soit u = 1im w,. Si chacune des u, est injective (resp. sur-
axleme UAUCtYl d appiicaiions. Sou i = i L

2:tive), alors u est injective (resp. surjective).

Soient E = lim E,, £ = lim E, et f: E, > L, fi: E, — E’ les applica-

- —

tions canoniques. Supposons les u, injectives; pour vérifier que u est injective, il
sutfic (ITI, p. 62, prop. 6) de vérifier que st x€ E,, y € E, sont tels que
L)) = folug(y)), alors il existe & = « tel que fi,{x) = f.(y). Or 'hypotheése
smplique (IT, p. 62, lemme 1) qu'il existe 8 > « tel que fi,(u,(x)) = fo.(u,(y)),
ce qui s'éerit aussi up(fp(x)) = up(foa(y)), ¢t entraine donc fy.(x) = fou(y)
nuisque ug est injective.

Supposons maintenant les u, surjectives; on a alors

B = U S(E) = U falu(B)
U u(fulBa)) = u(J SilEn)) = u(E).

Avec les notations de la prop. 7, soit, pour tout = € I, M, une partie de E_;
i lona fi,(M,) < M, pour a < 2, on dit que (M,), o; est un systéme inductif de
rarties des E. Soit gy, Papplication de M, dans M, (pour o < $) ayant méme
zraphe que la restriction de f;, a M,; il est clair que (M, gg,) est un systeme in-
ductif d’ensembles, ct la prop. 7, appliquée aux injections canoniques j,: M, — E,,
permet d’identifier M = li_m)Ma a une partic de E au moyen de l'injection

il

= lim j,.
—>

CoRrOLLAIRE. — Sotent (E,, fo), (Bl foo) deux systémes inductifs d’ensembles, (u,) un
systéme inductif &’ applications uy: E, — B[, et soit u = lim u,.
—
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(i) Soit (M,) un systéme inductif de parties des E,. Alors (u,(M,)) est un systéme
inductif de parties des Eg, et on a
(26) lim u, (M) = u(lim M,).
— —
(i) Soit (ay)qer une famille telle que on ait a; € Ey pour tout « c 1 et f5,(a;) = aj,
pour a < B. Alors les ensembles Zti(a(;) forment un systéme inductif de parties des E, et
Lona

(27) lim u,(a}) ="u(a)

en désignant par a’ l"unique élément de 1im K[ image canonique de a;, pour tout « ¢ 1.
—>

(1) Il est immédiat que les 4, (M,) forment un systéme inductif de parties des
E;, et on peut écrire u, (M) = 1,(M,), o1 v, est 'application de M, sur u,(M,)
dont le graphe coincide avec celui de la restriction de u, a M. La relation (26)
résulte alors de la prop. 7, puisque les 7, sont surjectives.

1
(if) Soit No = y(a)ssia < Bt si %, € Ny 0n auy(fpul(%)) = fialta(t)) =
JSoulay) = ay, donc fa,(%,) € Np, et les N, forment un systéme inductif de partics
des E,. Avec les notations de la démonstration de la prop. 7, considérons un

¢lément x € lim N, ; il existe donc un e € L et un x, € N, tels que x = f,(x,), d’olt
> ’

u(x) = u( fo(x,)) = folua (%)) = falay) = a’. Réciproquement, si x &L_tl(a’) et si
x = f(x,) pourunaecletunx, € E,,onaf;(a;) = a' = u( fu(x,)) = falto(%));
donc (III, p. 62, lemme 1), il existe B = « tel que fij, (4, (%)) = fa.lay) = ap; ceci
s'éerit ausst 4p( fpe(%y)) = ap, donc fu,(x,) € Ny; comme x = f3( f5,(%,)), on a
bien x € h_m) N,.

Remarque 2). — Supposons que pour tout « € I, u,: E, — E’ soit une application
telle que la famille (u,) vérifie (23). Considérons le systéme inductif (Eg, 7,
relatif a I, ot E; = E’ pour tout « € I et 7, est I’application identique de E’. On
sait alors (111, p. 61, Exemple 2) que E’ s’identifie canoniquement a lim) E,. Si

on considere u, comme application de E, dans E’) (1) est un systéeme inductif
d’applications, ct I’application u: E — E’ définie par (24) s’identifie a la limite
inductive de ce systéme d’applications. Aussi écrit-on alors par abus de langage
u = lim u,.

—_—

Pour toute partie J de I, filtrante a droite (pour le préordre induit), il est clair
que le couple formé de la sous-famille (E,),.; et de la famille ( f,,), ol « < B,
a €] et B €], est encore un systéme inductif d’ensembles, relatif a4 J; on dira qu’il
est obtenu par restriction 4 ] de ’ensemble d’indices. Notons par E et E’ les limites
inductives des familles (E ), .1 et (E,), ey respectivement, et pour tout « € I, soit
fo: E,— E Dapplication canonique; alors (f,),cy €st un systéme inductif
d’applications, et par suite ¢ = h_m)fa est un application E' — E, dite canonigue.
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En outre, si J’ est une partie filtrante de J, E” la limite inductive de la famille
Eo)aeg gt E"— E ct g": E” — Eles applications canoniques, il résulte aussit6t
de la prop. 6 que I’on a

(28) g =g°g.

ProrosrrioN 8. — Sowent 1 un ensemble préordonné filtrant a droite, (E,, fu,) un systeme
inductif d’ensembles relatif a 1, E = lim E_ sa limite inductive. Soient | une partie cofinale
—_—

de 1, B’ la limite inductive du systéme inductif d’ensembles obtenu & partir de (E,, fo,) par
restriction @ ] de ensemble d’indices. Alors I’ application canonique de K’ dans E est bijective.

On sait que J est nécessairement filtrant a droite (III, p. 13). Vérifions les
critéres de la prop. 6 (III, p. 62) pour montrc que g est bijective. La condition
d'injectivité découle aussitét de la définition et du lemmc 1 (111, p. 62). Pour voir
que g est surjective, remarquons que pour tout « € J, on a g(E,) = f,(E,). Or,
pour tout Bel, il eXlStt ve] tel que B <y, dou on conclut que

E,) = g(fis(Ep)) = f3(Ep) ; Eestdone bien réunion des g(E,) lorsque « parcourt J.

Uy

7. Double limite inductive. Produit de limites inductives

Soient I, L. deux ensembles préordonnés filtrants a droite, I x L leur produit
ITI, p. 7) qui est filtrant a droite. Considérons un systéme inductif d’ensembles
EZ, fiM) relatifa 1 x L; on a donc

29) = fe fit poura < B < yeth < <o

Désignons par E ou lim E2 la limite inductive de ce systéme inductif. Pour

o, A

tout » € L, posons g, = fi: E} — E%; il résulte de (29) que 'on a

30) iw = o © L pour o < B < v;
autrement dit, (E%, g,) est un systéme inductif d’ensembles relatif a I; notons
F* = lim EJ salimite inductive. D’autre part, pour x < . fixés dans L, il résulte

—
o
de (29) queles A4 = fi*: El — E4 forment un systeme inductif d’applications;
nous noterons A** = lim A% : F* — F* sa limite inductive. Pour & < p < v dans
—
L, on a alors @

51) }lvh — }lvu ° }lu}.
11, p. 64, cor. 2); donc (F*, 2**) est un systeme inductif d’enseinbles relatif a L.
Soit F = lim F* sa limite inductive; nous allons définir une bijection canomique
-
E—F. Notons Yo l’application canonique E} — I, et 4* ’application canonique
F*—F, et posons uk = Ao gh. Pour « < feth < u,on a
who Sl = Woghe fil = Mo gho fue i = hhogho ful

:kuokukoga = hkoga = u
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en vertu de (29) et de la définition de /#**; les u; forment donc un systéme inductif
d’applications relatif a I x L. Posons u = h;n) ul: E - F, et montrons que u est
o

bijective en appliquant les critéres de 111, p. 62, prop. 6. En premier lieu, F est
réunion decs #*(F*), et chague I'* est réunion des gZ(EZ); donc F est réunion des
M gh(EX) = ul(EL). D’autre part, soient x,y deux éléments de E} tels que
uh(x) = ul(y), autrement dit A*(gi(x)) = A*(g5(y)); il existe alors un p. >
que A (gh(x)) = /z“"(gg( )) (I1I, p. 62, lemme 1), c’est-a-dire gi( fur(x)) =
G f2(1)); de meme il existe § > o tel que gl (f2(x) = gha(f25(5) (11,
p. 62, lemme 1), c’est-a-dire /3 (x) = fi*(y); cela montre (III, p. 62, prop. 6)
que u est injective. Nous avons donc démontré la proposition suivantc:

» tel

Propostrion 9. — St (EZ, fur) est un systéme inductif d’ensembles relatif a un produit
1 x L de deux ensembles préordonnés filtrants & droite, on a, & une bijection canonique prés,

(32) lim B = lim (lim E).
v -

CoOROLLAIRE. — Sott (K, fo*) un second systéme inductif d’ensembles relatif a 1 x L,

et, pour chaque (o, ) soit u une application de Bl dans L}, les ul _formant un systéme
inductif d’applications. On a alors

{33) lint wh = lim {lim u}).
— ———
o, ) A o

Nous laissons la vérification au lecteur.

Proposrion 10, —- Sotent (E,, fo,), (B, fo.) deux systémes inductifs densembles
relatifs @ un méme ensemble d’indices préordonné filtrant a droite 1; soient E = lim E,,

E" = lim E[, et désignons par f,: E, -~ E ot f: I} -> L' (pour « € 1) les applications
—
canoniques. Alors (B, x B}, fo, % [o,) est un systéme inductif d’ensembles, ( f, x f.)
est un systéme inductif d’applications, et iy ( f, % fJ) est un bijection
—
(34) lim (E, x E;) — (lim E,) x (lim E}).
— > — —
La vérification des deux premiéres assertions est immédiate, et pour voir que
= lin (f, x f;) cst bijective, nous allons appliquer la prop. 6 de III, p. 62.
*,.,¥>
Il est clair que E x E’ est réunion des f(E,) x f/(E;), donc g cst surjective.
D’autre part, si (x, x") et (y,5") sont deux éléments de E, x E tels que f,(x) =
Suly) et fo(x) = fL(y"), il existe (III, p. 62, lemme 1) deux éléments B8 > a,
v > ade I tels que f,(x) = faa(¥) et fiu(x') = fiu(y'); comme T est filtrant, il
existe un S eI tel que 8 2 Betd > v, d’ol fi (x) = fou(¥) et fou(x) = fou(¥),

ce qui achéve la démonstration.

On dit que la bijection g est canonique.



LIMITES PROJECTIVES ET LIMITES INDUCTIVES E I11.68

CoROLLAIRE. — Sozent (Fy, gpy)s (Fos gho) deux systémes inductifs d’ensembles relatifs a
1. et pour tout a €1, soient u,: E, —F,, w,: E, -~ ¥, des applications formant deux

_wstémes inductifs. Alors (uy x uy) est un systéme inductif d’applications, et Uon a, & des
sections canoniques preés

[

3 lim (4, x uy) = (lim u,) x (lim w).
—_— — —

La vérification est laissée au lecteur.



Exercices

§1
1) Soit E un ensemble ordonné dans lequel il existe au moins un couple d’éléments distinctls
et comparables. Montrer que si on désigne par Rix, yfla relation «xe Eetye Eet x < y»,
R vérilie les deux premiéres conditions de III; p. 1, mais non la troisieme,
2) a) Soient E un ensemble préordouné, Six, g une relation d’équivalence dans E. On note
RIX, Y} la relation

«XeE/SetYekL/Setpourtoulre X, il existeyeY tel que x < y».

Montrer que R est une relation de préordre daus E/S, dite quotient de x < y par S; E/S, muni
de cette relation de préordre, est appelé (par abus de langage; cf. 1V, p. 21) I'enscruble pré-
ordonné quotien! de E par S.

b) Soit ¢ 'application canonique de E sur E/S. Montrer que toute application g de I’en-
semble préordonné quotient E/S dans un ensemble préordonné F telle que g o ¢ soit crois-
sante, est une application croissante de E/S dans F. Pour que ¢ soit croissante, il faut et il
suffit que S satisfasse a la condition suivante:

(C) Les relations x <y et ¥ = &’ (mod. S) dans E entrainent qu’il existe y’ € E tel que
y =y {(mod. S) et <y’

Lorsqu’il en est ainsi, on dit que la relation d’équivalence S est fatblement compatible (en x
ety) avec la relation de préordre x < y. Toute relation d’équivalence S compalible (en x) avec
la relation de préordre x < y (I1, p. 42) est a fortiori faiblement compatible (en x et y) avee
cette relation.
¢) Soient E;, E; deux cusembles préordonnds. Montrer que si S, est la relation d’équivalence
priz = pry2’ dans E; x E;, S; est faiblement compalible cn z ¢t ¢ avec la relation de pré-
ordre produit z < ¢ sur Fi; x E; (mais en général elle n’est pas compatible avec cette rela-
tion ui en z ni en ¢); en outre, si @, est Papplication canonique de E; x Eysur (E; x Eg)/S;.
et si pry = f; o 9, est la décomposition canonique de pr; pour la relation d’équivalence S,
montrer que f; est un isomorphisme de (E; x E;)/S; sur E,.

d) Sous les hypotheéses de a), on suppose que E soit un ensemble ordonné, et que la condition
suivante soit vérifiée:
(C) Les relations x < y < zetx = z (mod. S) dans E impliquent x = y (mod. S).

Montrer alors que R{X, Y} est une relation d’ordre entre X et Y dans E/S.

¢) Donner un exemple d’un ensemble totalement ordonné E ayant 4 éléments ¢t d’une
relation d’équivalence S dans E telle que ni la condition (C) ni la condition (C’) ne soient
vérifiées, bien que E/S soit un ensemble ordonné.
/) Soient E un ensemble ordonné, f une application croissante de E dans un ensemble
ordonné F, et Six, y la relation d’équivalence f(x) = f(y) dans E. La condition (C’) est
alors vérifiée. Pour que la condition (C) le soit, il faut et il suffit que les relations x < y ct
F(x) = f(x') entrainent qu’il existe 3" € E tel que x” <y et f{y) = f(y’). Soit f = goopla
décomposition canonique de f pour que g soit un isomorphisme de E/S sur f(E}, il faut et il
suffit que la condition précédente soit vérifiée et en oulre que la relation f(x) < f(y)
entraine qu'il existe x’, y* tels que f(x) = f(x), f{y) = f(y") et x” < ¢'.

3) Soient I un ensemble ordonné, (E,),¢; une famille d’ensembles ordonnés non vides ayant
I pour ensemble d’indices.

a) Soit F ensemble somme (I, p. 30) de la famille (E,),e; et, pour tout x € F, soit A(x)
Pindice ¢ tel que x € E; soit G le graphe formé des couples (x,y) € F x F ayant la propriété
suivante: A(x) < Ay), ou A(x) = Ay) etx < y dans E, ;. Montrer que G est le graphe d’un
ordre sur F; ’ensemble F, muni de cet ordre, est appelé la somme ordinale de la famille (E,), ;
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d’ensembles ordonnés (relativement a Pordre sur I), et se note Z E.. Montrer que la relation
Ltel
d’équivalence correspondant a la partition (E,).; de F vérifie les conditions (C) et (C’) de
I'exerc. 2, et que 'ensemble ordonné quotient (exerc. 2) est canoniquement isomorphe a I.
b, Silensemble I est somme ordinalc d’une famille (J,)x 1, d’ensembles ordonnés, ot L est
ordonné, montrer que ’ensemble ordonné Z E, est canoniquement isomorphe a la somme
tel
ordinale Z F,,ouF, = Z E, (« associativité » de la somme ordinale). Lorsque I est I’en-
A€L Ledy
semble totalement ordonné {1, 2}, on écrit aussi E; + LIy la somme ordinale de E,; et Eg;
montrer que E; + E; et E; + E; ne sont pas nécessairement isomorphes.
¢ Pour qu’une somme ordinale Z E, soit un cusemble filtrant & droite, il faut et il suffit
. tel
que I soit filtrant a droite et que, pour tout élément maximal w de I, I, soit filtrant a droite.

d, Pour qu'uue somme ordinale Z E, soit un ensemble totalement ordonné, il faut et il
tel
suffit que I et chacun des E, soient totalement ordonnés.

¢ Pour ¢u’une somme ordinale Z E, soit un ensemble réticulé, il faut et il suffit que les
tel

conditions suivantes soient vérifiées:

1 L’cnsemble I est réticulé, et pour tout couple (2, ;1) d’indices uon comparables daus I,
E wpanm (resp. Ejgga, ) admet un plus petit (resp. un plus grand) élément.

11) Pour tout & € I et tout couple d’¢léments (x, ) de E, tel que ’ensemble {x, 5} soit majoré
1esp. minor¢) dans E,, 'ensemble {x, y; admet une borne supéricure (resp. inférieure) dans E,.
I1I) Pour tout « € I tel que E, contienne un ensemble de deux éléments non majoré (resp.
non minoré¢) dans E,, Pensemble des 2 eI tels que » > =« (resp. 2 < «) admet un plus petit
clément (resp. un plus grand élément) B, et E; a un plus petit élément (resp. un plus grand
clément).

4+ Soit E un ensemble ordonné, et soit (E,),¢; la partition de L formée par les composantes
connexes de E (IT, p. 52, exerc. 10) pour la relation réflexive et symétrique« x = youx ety
ne sont pas comparables ».

a Montrer que si « # K, x € E, et y € E, x et y sont comparables et que si, par exemple,
v< g,y eB ety #y,onaaussix <y (remarquer qu'il n’existe pas de partition de E, en
deux ensembles A, B tels que tout élément de A soit comparable a tout élément de B).

¢ Déduire de a) que la relation d’équivalence S correspondant a la partition (E,) de E est
compalible (en x et en y) avec la relation d’ordre x < y dans E, et que ensemble ordonné
quotient E/S (I, p. 69, exerc. 2) est totalement ordouné.

¢ Quelles sout les composantes connexes d'un ensemble ordonué E = F x G, produit de
deux eusembles totalement ordonnés?

3 Soit E un ensemble ordonné; on dit qu’unc partie X de LI est libre si deux éléments
distincts quelconques de X sont incomparables. Soit J ’ensemble des parties libres de L.
Montrer que, dans 3, la relation « quel que soit x € X, il existe y € Y tel que x < y » est une
relation d’ordre entre X et Y, notéc X < Y. L’application x — {x} est un isomorphisme de E
sur une partie de I'ensemble ordonné §. Si X < Y pour X eJ et Y €, montrer que
X < Y. Pour que J soit totalement ordonné, il faut et il suflit que E soit totalement ordonné
et J est alors canoniquement isomorphe a E.

6 Soient E et F deux ensembles ordonnés, et soit &7 (E, F) le sous-ensemble de I’ensemble
ordonné produit FE, formé des applications croissantes de E dans F.

a) Montrer que si E, F, G sont trois ensembles ordonnés, ’ensemble ordonné &/(E, F x G)
est isomorphe a ’ensemble ordonné produit &/(E, F) x &/(E, G).

6, Montrer que si E, F, G sont trois ensembles ordonnés, I’ensemble ordonné &/(E x F, G)
est isomorphe a 'ensemble ordonné o/ (E, & (F, G)).

¢, On suppose que E n’est pas vide. Pour que o/ (E, F) soit réticulé, il faut et il suffit que F
soit réticulé.

12
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d) On suppose que E et F sont non vides. Pour que &7 (E, F) soit totalement ordonné, il faut
et il suffit que ’une des conditions suivantes soit vérifiée:
2) F est réduit 2 un seul élément;
8) E est réduit 4 un seul élément et F est totalement ordonné;
)

v) E est totalement ordonné et F est un ensemble totalement ordonné ayant deux éléments.

7) Pour que toute application d’un ensemble ordonné E dans un ensemble ordonné F ayant
au moins deux éléments, qui est a la fois croissante et décroissante, soit constante dans E, il
faut et il suffit que E soit connexe pour la relation réflexive et symétrique « x et y sont compa-
rables» (I1, p. 52, exerc. 10); cette condition est en particulier vérifiée lorsque E est filtrant
a gauche ou a droite.

8) Soient E et F deux ensembles ordonnés, f une application croissante de E dans T, g une
application croissante de F dans E. Soit A (resp. B) ’ensemble des x € E (resp. des y € F) tels
que g(f(x)) = x (resp. f{g(y)) = y). Montrer que les ensembles ordonnés A et B sont

canoniquement isomorphes.
* 9) Dans un ensemble réticulé E, démontrer la relation
sup (inf x) < inf (sup x)
7
pour toute famille « double » finie (xy;).,

10) Soient E et F deux ensembles réticulés. Pour qu’une application f de E dans F soit
croissante, il faut et il suffit que, quels que soient x, y dans E, on ait

J@nf (x,9)) < inf (f(x), f(#)).
*Donner un exemple d’application croissante f de l’ensemble ordonné produit
N x N dans ’ensemble ordonné N, telle que la relation f(inf (x,y)) = inf (/(»), f(y)) ne
soit pas vérifiée pour au moins un couple (x, y) dans N x N.,

11) On dit qu’un ensemble réticulé E est ackevé si toute partiec de & admet une borne

supérieure et une borne inférieure dans E, ce qui entraine en particulier que E admet un

plus grand et un plus petit élément.

a) Montrer que si un ensemble ordonné E est tel que toute partie de E admette une borue

supérieure dans I, Il est un ensemble réticulé achevé.

) Pour qu’un produit d’ensembles ordonnés soit réticulé achevé, il faut et il suffit que chacun

des ensembles [acteurs le soit.

¢) Pour qu’une somme ordinale (I11, p. 69, exerc. 3) Z E, soit un ensemble réticulé achevé,
Lel

il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifides:

I) 1 est un ensemble réticulé acheveé.

1I) SiJ est une partie de I qui n’a pas de plus grand élément. et si o = sup J, E; a uu plus

petit élément.

ITI) Pour tout €I, toute partie de E, majorée danus L, a une borne supéricure dans E,.

IV) Pour tout t €1 tel que E, n’admette pas de plus grand élément, 'ensemble des % > 1 a

un plus petit élénient o et E, admet un plus petit élément.

d) Pour que Uensemble ordonné .&/(E.F) des applications croissantes d’un ensemble

ordonné E dans un ensemble ordonné F (III, p. 70, exerc. 6) soit réticulé achevé, il faut et il

suffit que F soit réticulé achevé.

12} Soit @ un ensemble d’applications d’un ensemble A dans lui-méme. Soit F la partic de
B(A) formée des ensembles X < A tels que f(X) < X pour toute application fe ®; montrer
que ¥ est un ensemble réticulé achevé pour la relation d’inclusion.

13) Soit E un ensemble ordonné; on dit qu’une application fde E dans lui-méme est une
fermeture si elle satisfait aux conditions suivantes: 1° f est croissante; 2° pour tout x € E, on a
Sf(x) = x; 3° pour tout x € E, on a f(f(x)) = f(x). Soit F ’ensemble des éléments de E
invariants par f.
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a) Montrer que pour tout x € E, I’ensemble F, des éléments y € F tels que x € y admet un
plus petit élément égal a f(x). Rec1proqucmcm si G est une partie de E telle que, pour tout
x € E, 'eusemble des y € G tels que x < y admette un plus petit élément g(x), g est une
fermeture, et G est ensemble des éléments invariants par g.

b) On suppose que E est un ensemble réticulé achevé; montrer que la borne inférieure dans
E d’une partie non vide quelconque de F appartient a F.

¢) Montrer que si E est réficuld, on a f(sup(x,y)) = sup(f(x), f(y)) pour tout couple
d’éléments x, y de E.

14) Soient A et B deux ensembles, R une partie quelconque de A x B. Pour toute partie X
de A (resp. toute partie Y de B), on désigne par ¢(X) (resp. o(Y)) 'ensemble des y € B
(resp. des € A) tels que (x,7) € R pour tout xe X (resp. (x,y) € R pour tout y = Y).
Montrer que g et o sont décroissantes, ct que les applications X — o(p(X)) et ¥ = p(a(Y))
sont des fermetures (IT1, p. 71, exerc. 13) dans P (A) et 33(B) respectivement (ordonnés par la
relation d’inclusion).

i5) a) Ltant donné un cusemble ordonné L., pour Loute partic X de E, on désiguc par p(X)
Iensemble des majorants de X dans I, par o(X) ’ensemble des minorants de¢ X dans E.
Montrer que, dans 3(E}, 'enscmble E des X tels que X = o(p(X); est un ensemble réticulé
achcevé, el que application i: x+ ~ o({x]) esl un isomorphisme (dit canonique} de E sur un
sous-cnsemble ordonné E’ de E tel que, si unc famille (x,) d’éléments de E a une borne
supdrieure (resp. inféricure) daus E, I'i image de celle borne supérieure (resp. inféricure) est la
borne supérieure (resp. inférieure; dans E de la famille des i images des x,. On dit que L est
Iachéveinent de ’ensemble ordonné E.

4) Montrer que pour toute partic X de B, o(g(X)) est la borne supérieure dans E de la
partie ¢ (X) de E. Pour toute application croissante fde E dans un ensemble réticulé achevé
I, il existe une application croissante et une seulej de E dans F telle que f = foiet que

f(sup Z) = sup (f(7)) pour loule partie Z de E.

¢) Si E est (otalement ordonué¢, montrer que E est totalement ordonné.

¢ 16) On dit qu'un eusemble réticulé E est disiributif s’il salisfait aux deux eonditions
suivantes:

(D) sup{x. inf(y, 2)) = iuf(sup(x. y), sup(x, z))

(D7) inf(x, sup(y, z}) = sup{inf(x. y), nf(x, z})

quels que soient x, y, = dans E. Un ensemble totalement ordonné est réticulé distributif.

a) Montrer que chacune des couditions (D), (D”) entraiue. a elle seule, la condition

(D) sup(inf(x. y), inf(y. ). inf(z. x)) = inf(sup(x, y), sup(y, z), sup(z, x))

quels que soient x. y. z dans E.

b) Montrer que la condition (D) entraiue la coudition:

(M) Si a =z, sup(z inf{x.y)) = inf(x, sup(y, 2.

En déduire que (D) entraine chacune des conditions (D), (D”), et par suite que les trois
axiomes (D), (D’) et (D”) sont équivalents (pour voir par exemple que (D) entraine (D7),
prendre la borae supérieure de x et de chacun des deux membres de (D), et utiliser (M)).
¢) Montrer que chacune des conditions suivantes:

(T inf(z, sup(x, y)) < sup(x, inf(y, z))
(T") inf(sup(x, y), sup(z, inf(x, y;)) = sup(inf(x, ¥}, inf(y, z), inf(z, x))
quels que soiert %y, z dans E

— est nécessaire et suffisante pour que E soit distributif. (Pour montrer que (T’) entraine
(D), considérer ’élément inf(z, sup(x, inf(y, 2)))).

€ 17) On dit qu’un ensemble ordonné réticulé I ayant un plus petit élément o est relativement
complémenté si pour couple d’¢léments x, y, de E tels que x < g, 1l existe un élément x” tel que
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sup(x, ') = y et inf(x, ¥’) = «. Un tel élément " est appelé un complément relatif de x par
rapport a y.

*a) Montrer que I’ensemble E des sous-espaces vectoriels d’un cspace vectoriel de dimension
=2, ordonn¢ par la relation d’inclusion, est réticulé ct relativement complémenté, mais que
pour deux éléments x, y de E tels que x < y, il existe en général plusieurs compléments relatifs
distincts de x par rapport a y.,

by Si E est distributif et relativement complémenté, montrer que, pour ¥ < y dans E, il
existe un unique complément relatif de x par rapport a y. On dit que E cst un réseau booléien
il est distributif. relativement complémenté ¢t en outre admet un plus grand élément w.
Pour tout x € E, soit alors x* lc complément de x par rapport a «; I'application x +— x* est un
isoinorphisme de E sur ensemble ordonné obtenu en munissant E de ’ordre opposé, et on a
(¢*)* = x, Pour tout ensemble A, Pensemble B (A) des parties de A, ordonné par inclusion,
cst un réseau booléien.

c) SiEestunréseau booléicn acheré (I11, p. 71, cxerc, 11}, montrer que pour toute famille (x;)
d’éléments de E et touty e E, on a

inf(y, sup(x;}) = sup{inf(y.x,)).
A A

(Sc ramnencer au cas oty = «. ct utiliser le fait que si inf(z, v;,) = « pour tout indice %, on a
2* = v, pour tour ).

¢ *18) Soient A un cuscinble avant au moins trois ¢léments, # U'cisemble des partitions de
A, ordonné par la relation « @ cst plus fiue que @' » entre m et @ (111 p. 2, Lxemple 4).
Montrer que 2 est un ensemble réticulé achevé (T11. p. 71, exere. 11, 1’est pas distributif
(ITI. p. 72, exerc. 17).nais est relativement complémenté {pour démontrer ce cernier point,
bien ordonner les ensembles appartenant a4 unc partition .,

19) On dit quun ensemble ordonné¢ E est sans frou sil contient deux ¢léments distincts
comparables er si. pour rout couple d*¢léments x. y de E (els que & < y. Pintervalle ouvert
), y( 1r'est pas vide. Montrer que pour qu’unc somme ordinale Z E, {cxerc. 3) soit sans trou,
Lel

il faut ct il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées:
1) Ou bien I eontient deux éléments distincts comparables, ou bien il cxiste . € I tel que E,
contienne deux éléements distinets comparables.
1) Chaque E, eoutenant au moins deux élémenis distincts comparables est sans trou.
I11) Si x, § sont deux ¢éléments de T tels que x < 3 et si Pintervalle Y. 3( est vide dans I,
alors, ou bien E, n’a pas d’élément maximal, ou bien E; n’a pas d’élément minimal.

En particulier, tout somme ordinale z E, d’ensembles sans trou est sans trou lorsque

tel
aucun E, n’a d’élément maximal (ou lorsque aucuir des E, n’a d’élément minimal). Si I est
sans trou, el si chacun des E, ¢st sans trou ou nc contient aucun couple d’¢léments distincts
comparables, Z E, est sans trou.
Lel
¢ 20) On dit qu’un ensenible ordonné E est dispersé si aucun sous-cnsemble ordonné de E
n’est sans trou (exerc. 19). Tout sous-ensemble d’un ensemble dispersé est dispersé. *'T'out
ensemble bien ordonné ayant au moins deux éléments est dispersé.,
a) On suppose que E soit dispersé; alors. pour toutl couple d’éléments x, y de E tels que
x < y. il existe deux éléments x’, ¥’ de E tels que x € x* < y’ < y et que 'intervalle )2, y’'(
soit vide. *Donner un exemple d’ensemble totalement ordonné vérifiant la condition
précédente et qui n’est pas dispersé (considérer I'ensemble triadique de Cantor).,
b) Pour qu'une somme ordinale E = Z E, (ou I et les E, sont non vides) soit dispersée, il
i€l

faut et il suffit que I et chacun des E, soient dispersés (remarquer que E contient un sous-
ensemble isomorphe & I, et que tout sous-ensemble F de E est somme ordinale des ensembles
F N E, qui sont non vides: utiliser enfin 'ecxerc. 19).

21) Soient E un ensemble non vide totalement ordonné, Six,yf la relation «l'intervalle
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fermé d’extrémités x, y est dispersé » (I1I, p. 73, exerc. 20). Montrer que S est une relation
d’équivalence faitblement compatible (ITI, p. 69, exerc. 2) eu x ety avee la relation d’ordre
sur E, que les classes d’équivalence suivant S sont des cnsembles dispersés, et que ’ensemble
ordonné quotient E/S (II1, p. 69, exerc. 2) est sans trou ou réduit a un élément. En déduire
que E est isomorphe 4 une somme ordinale d’ensembles dispersés, dont ’ensemble d’indices
est sans trou ou réduit & un seul élément.

¢ 22) 4) Soit E un ensemble ordonné. On dit qu’une partie U de E est un cnsemble ouvert
sl pour tout x € U, U contient I'intervalle (x. - -(. On dit qu’uir ensemble ouvert U est régulier
s'ill n’existe aucun ensemble ouvert V > U, distinct de U, tel que U soit cofinal dans V,
Montrer que tout ensemble ouvert U est cofinal dans umr et un seul ensemble ouvert régulier
C.! L’application U +»> U est croissante. Si U et V sont deux cnsembles ouverts Lels que
UNV = g, alors on a aussi U N V=

o Montrer que I'cnsemnble R(E) des sous-ensembles ouverts réguliers de E, ordonné par
inclusion, est un réseau booléien achevé (111, p. 73, exerc. 17). Pour que R(E) soit réduit a
deux ¢éléments, il faut et il suffit que E soit non vide et filtrant a droite.

¢ St F est un sous-ensembles cofinal de E, montrer que ’application U +» U N F est un
isomorplisme de R(E) sur R(F).

7 St E; et E; sont deux ensembles ordounés, tout ensemble ouvert dans E; x E, est égal
2 un produit U; x Uy, ot U; est ouvert dans E; pour i = 1, 2; 'ensemble R(E; x Eg) cst
isomorphe a R(E;) x R(E,).

¢ 23) Soient E un cnsemble ordouné, Ro(I) 'ensemble R(E} = | &} (exerc. 22). Pour tout
+ € E, on désigne par r(x) Puinique ensemble ouvert régulier dans lequel intervalle (x, —>(
qui est un ensemble ouvert) est cofinal. On dit que r cst application canonique de E dauns
Ro/E). On munit Ro(E) de la relation d’ordre epposée a la relation d’inclusion.
a Montrer que I'application r est croissante et que 'image canonique r(E) est cofinale dans
Ry /E).
5 On dit qu'un ensemble ordonné E est afilirant & droite si Iapplication canonique
1 E — Ro(E) est injective. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les deux conditions
suivantes soient vérifides:

I} Six, ysont deux éléments de E tels que » < y, 1l existe z € E tel que ¥ < zet que les
mtervalles (y, —-( et (z, -->( ne se rencontrent pas,

IT) Si x,y sont deux éléments incomparables de E, ou bien il existe x* > x tel que les
intervalles (x”, —( et (y, —>( ne se rencontrent pas, ou bien il existe ¥y’ = y tel que les inter-
valles (x, -->( et (¥, —( ne se rencontrent pas,
¢ Montrer que pour tout ensemble ordonné E, Ry(E) cst afiltrant & droite et que ’applica-
tion canonique de Ro(E) dans Ry(Ro(E)) est bijective (utiliser ’exerc. 22 a)).

=24, a) On dit qu'un ensemble ordonné E est fourchu (a droite) si, pour tout x € E, il existe
». zdans E tels que x < y, x € z, et que les intervalles (y, —{ et (z, —( ne se rencontrent pas.
Un ensemble afiltrant a droite et sans élément maximal (exerc. 23) est fourchu a droite.
¢ Soit E 'ensemble des intervalles de R, de la forme (£.27™ (K + 1)2°") (0 < £ < 27),
ordonné par la relation . Montrer que E est afiltrant 4 droite et sans élément maximal.
Donner un exemple d’ensemble fourchu dans lequel il n’existe aucun sous-ensemble co-
ninal afiltrant a droite. (Prendre le produit de Pensemble E défini dans 4) et d’un ensemble
bien ordonné F ne contenant aucun sous-ensemble cofinal dénombrable, et utiliser
Vexerc. 22.)
Z Donner un exemple d’ensemble ordonné E qui n’est pas afiltrant mais dans lequel il
existe une partie cofinale afiltrante (remarquer que dans une somme ordinale Z Fe, il
existe une partie cofinale isomorphe a E)., el

! Cette terminologie sc justifie en notant qu’il y a une topologie unique sur E pour laquelle les
ensembles ouverts (resp. ouverts réguliers) sont ceux définis dans I'exerc. 22 a) (cf. TG, I, § 1,
exerc. 2 et § 8, exerc. 20).
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1) Moutrer que, dans Pensemble des ordres sur un ensemble E, les éléments minimaux
{pour la relation d’ordre « 1" est moins fin que 1" » entre T et 1) sont les ordres totaux sur E,
¢t que pour tout ordre I' sur E, le graphe de T' est I'intersection des graphes des ordres
totaux moius fins que I’ (appliquer I11, p. 20, th. 2). En déduire que tout ensemble ordonné
est isomorphe a uu sous-ensemble d’un produit d’ensembles totalement ordonnés.

2) Soient E uu cnsemble ordonné, B ’ensemble des parties de E qui sont bien ordonnées
par Pordre induit. Montrer que, dans 8, la relation ¢« X est un segment de Y » est une relation
d’ordre entre X et Y et que, pour cette relation d’ordre, B est inductif. En déduire qu’il
existe des parties bien ordonnées de E qui ne sont pas striclement majorées dans E.

3) Soit E un cusemble ordonné. Moutrer qu’il existe deux parties A, B de E telles que
AUB=E ANnB = g, que Asoil bien ordonnée ct que B n’ait pas de plus petit élément
(prendre par exemple pour B la réunion des parties de E n’ayant pas de plus petit élément) ;
* donner un exemple ou il y a plusieurs partitions de E ¢n deux ensembles ayant ces pro-
Priétés. ¢

® 4y Ondit qu’un ensemble ordoundé I' est particllement bien ordonné si toute partie otalement
ordonnée de F est bien ordonnce. Montrer que dans tout ensemble ordonné E, il existe une
partic F partiellement bien ordonnée et cofinale a E. (Considérer sur I'ensemble ¥ des
parties partiellement bien ordounées de E la relation d’ordre « X < Y et aucun élément de
Y — X n’est majoré par un élément de X » entre X et Y; montrer que ;¥ est inductif pour
cette relation.)

5) Soicnt E un ensemble ordonné, 3 'ensemble des parties libres de E, ordonné par la relation
définie dans II1, p. 70. exerc. 5. Montrer que, si E est inductif, 3 admet un plus grand
¢élément.

¢ 6) Soient E un ensemble ordonné, fune application de E dans E telle que f(x) 2 x pour
tout x € E.

@) Soit & ’ensemble des parties M de E ayant les propriétés suivantes: 1° la relation x e M
entraine f(x) € M; 2°si une partic uon vide de M admet une borne supérieure dans E, cette
borne appartient & M. Pour tout élément a € E, montrer que ’intersection C, des ensembles
de (4 contenant a appartient a (5; en outrc C, est bienr ordonné, et si C, admet une borne
supéricure b dans E, ona b e C, et f(b) = b:on dit que C, est la chaine de a (pour la fonction
/). (Considérer 'ensemble 90 formé de 'ensemble vide et des parties X de E contenant a,
admettant une borne supérieure m dans E, et telles que 'onaitm ¢ Xou f(m) > m; appliquer
convenablement a 9t lec lemme 3 de I1I, p. 19.)

b) Déduirc de a; que si E est inductif, il existe un élément b € E tel que f(b) = b.

€ 7) Soient E un ensemble ordonné, F ensemble des fermetures (111, p. 71, exerc. 13) dans
E. On ordonne ¥ en posant z < v lorsque u(x) < 2(x) pour tout x € E; F admet un plus petit
élément ¢, ’application identique de E sur lui-méme. Pour tout « € F, on note I(x) ’ensemble
des ¢léments de E invariants par «.

a) Montrer que pour que ’on ait ¥ € ¢ dans F, il faut et il suffit que I(z) < I(u).

b) Montrer que si deux ¢léments quelconques de E admettent une borne inférieure dans E,
deux éléments quelcouques de F admettent une borne inférieure dans F. Si E est un ensemble
réticulé achevé (I, p. 71, excrc. 11) il en est de méme de F.

¢) Montrer que si E est inductif (pour la relation <), deux éléments quelconques u, v de F
admettent une borne supérieure dans F (nmontrer que si on pose f(x) = v(u(x)), et si on
désigne par w(x) le plus graud ¢lément de la chaine de x, relative a f (exerc. 6), w est une
fermeture dans I, borne supérieure de « et de 2).

* 8) On dit qu’un cnsemble ordomué E est rangfié (a droite) si, pour tout couple d’éléments
x,y de Etels que x < y, il existe z > « tel que y et z soient incomparables. On dit que E est



2 EXERCICES E II1.76

(79 0]

complétement ramifié (a droite) s’il est ramifié et s’il ne possede pas d’élément maximal, Tout
ensemble afiltrant a droite (IT1I, p. 74, exerc. 23) est ramifié.
2 Soient E un ensemble ordonné, a un élément de E. Montrer que I’ensemble 31, des parties
ramifiées de E ayant a pour plus petit ¢lément, ordonné par inclusion, admet un élément
maximal.
: Sien outre E est fourchu (111, p. 74, excrc. 24), montrer que tout élément maximal de
W, est complétement ramifié.

Donner un exemple d’ensemble fourchu non ramifié. I.’ensemble fourchu défini dans
Jexerc. 24 ¢) de III, p. 74, est complétement ramifié.
2 Soit E un ensemble dans lequel tout intervalle )<, x} est totalement ordonné. Montrer
zu'il existe dans E un enscmble cofinal qui est afiltrant (IT1, p. 74, exerc. 22) (utiliser 4)).

+  Pour qu’une somme ordinale Z E, (IT1, p. 69, excre. 3) soit bicn ordonnée, il faut et il
tel
suffit que T et chacun des E, solent bien ordonnés.

.0, Soient I un ensemble ordonné, (L), . ; unc famille d’cusembles ordonnés qui sont tous

rZaux a un méme enscmble ordonné E. Monirer que la sonime ordinale Z E, (111, p. 69,
Lel

2xerc. 3) est isomorphe au produit lexicographique de la suite (Fi)aew,p oU Pensemble

z. 5} de deux éléments distincts est bien ordonné par la relation dont le graphe est

% %), (%, B), (B, B)} et o Fy = Tet ¥y = Ej; ce produit s’appelle produit lexicographique de E
car I et se note E.I.

¢ * 11) Solent I un ensemble bien ordonné, (E,),.; une famille d’ensembles ordonnés dout
hacun contient au moins deux éléments distincts comparables. Pour que Ie produit lexico-
2:aphique des E, soit bien ordonné, il faut et il suffit que chacun des E, soit bien ordonné et
~ue T soit find (si I est infini, definir dans le produit lexicographique des E, une suite infinie
suictement décroissante). .

¢ 12, Soit I un ensemble d’indices totalemeirt ordonné. et soit (E,), .y une famille d’ensembles
~rdonnés ayant | pour ensemble d’indices. On définit sur E = ﬂ E, la relation suivante
€

R v.yi: « Pensemble des 1 € I tels que pr,x # pry est bien ordonné et, pour le plus petit
=lement de cet ensemble, on a prix < pr,y». Montrer que Réx, g est une relation d’ordre entre x
-+ v dans E, Siles E, sont totalement ordonnés, montrer que les composantes connexes de E
vour la relation « x et y sont comparables» (II, p. 52, exerc. 10) sont des ensembles totale-
m.ent ordonnés. On suppose que chaque E, a au moins deux éléments; pour que E soit totale-
ment ordonné, il faut et il suffit que T soit bien ordonné et que les E, soient totalement
crdonnés (utiliser Pexerc. 3 de ITI, p. 75); E est alors le produit lexicographique des E,.

23 a) Soit Is(T", I') la relation

« I" est un ordre (sur E) et I'V est un ordre (sur E’), ct il existe un isomorphisme de E,
srdonné par T, sur E’, ordonné par 1V »,

Montrer que la relation Is(T, T) est une relation d’équivalence dans tout ensemble dont
‘s éléments sont des ordres. Le terme 1,(Is(I'. A)) est un ordre appelé tyfie d’ordre de T, et
oté Ord(T'), ou Ord(E) par abus de notation. Pour que deux ensembles ordonnés soient
somorphes, il faut et il suffit que leurs types d’ordre solent égaux.
o Soit R{x, yf la relation:

« x est un type d’ordre et p est un type d’ordre, et il existe un isomorphisme de ’ensemble
ardonné par A sur une partie de ’ensemble ordonné par w ».

Montrer que R{x, p} est une relation de préordre entre 2 et u; on la note x < .
2 Solent I un ensemble ordonné, (2,),¢; un ensemble de types d’ordre ayant I comme en-

semble d’indices. On appelle somme ordinale des types d’ordre %, (1€ 1) et on note Z X le
tel

tvpe d’ordre de la somme ordinale (IT1, p. 69, exerc. 3) de la famille des ensembles ordonnés
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par i, Si (E), ¢ yest une famille d’ensembles ordonnés, le type d’ordre de Z E, est Z Ord(E).
tel tel
Si T est somme ordinale d’une famille d’ensembles (Jy)ex, montrer que 'on a

3 (3 )= 3

KEK LleJyg
d) Soit T uur ensemble d’indices bien ordonné: on appelle produit ordinal d’une famille

(M)ier de types d’ordre, ct on note P 2, le type d’ordre du produit lexicographique de la
tel
famille des ensembles ordonués par .. Si (E,), .y est un famille d’ensembles ordonnés, le type

d’ordre du produit lexicographique de cette famille est P Ord(E,). Si I est sonime ordinale
Lel
d’une famille d’ensembles bien ordonués (J,)cex. ot K est bien ordonué, montrer qu’on a

P(P)‘L):P)\L'

KeK ted, tel

¢) On note % + p (resp. pA) la sommie ordinale (resp. le produit ordinal) de la famille
(Eies, o] = {a, B} est un ensemble a deux ¢léments distincts, ordonné par la relation de
graphe {(«, a), (x, B), (B, B)}, et ot &y = %, 5 = p. Montrer que, si I est un ensemble bien
ordonné de type d’ordre %, ct st (i), c1 cst une famille de types d’ordre telle que p, = u
pour tout tel, on a Z Be=pr Oua (A+p) +v=>2na+ (p+v), v = Ay et

el

AMp + v) = e+ hv (mais en général -+ o £ woF X e FE pd, (A 4+ v #E v o).

£) Soient (3),cy €t (f)ie; deux familles de types d’ordre ayant méme ensemble d’indices
ordonné I. Montrer que, st on a 4, < 14, pour tout te I, on a Z < Z i, et (si I est bien

Ltel tel
ordonné) P 2, < P w. Si] est une partie de 1, nontrer que Z N < > net(siLest bien
vel vel eg ‘el
ordonné et les &, non vides) P 2, < P &,
ted tel

g) Onu désigne par »* le type d’ordre dc 'ensemble ordonné par I’ordre opposé a Pordre %;
on a (W)* =3, (> W)* = 3 ¥ ol I* désigne 'ensemble I muni de Pordre opposé¢ &
tel te1?

I’ordre donné initialement sur 1.

€ 14) On appelle ordinal le type d’ordre d’un ensemble bien ordonné (III, p. 76, exerc. 13).
a) Montrer que, si (&), est une famille d’ordinaux telle que I soit bien ordonné, la somme
ordinale Z 2, est un ordinal; *si en outve I est fini, le produit ordinal P %, est un ordinal

tel tel
(111, p. 76, exerc. 11)., On désigne (par abus de langage, cf. § 3) le type d’ordre de ’ensemble
vide par 0, le type d’ordre de ’ensemble & un élément par 1; montrer que l'on a

«a+0=0+a=actoal=1a=a

pour tout ordinal a.
b) Montrer que la relation « & est un ordinal ¢l w est un ordinal et X < (. » st une relalion de
bon ordre, que 'on note % < w (remarquer que, si x et u sont des ordinaux, la relation X < u
est équivalente a ¢ % est égal au type d’ordre d’un seginent de p» (III, p. 22, cor. 3); étant
donnée une famille (3,),¢; d’ordinaux, considérer sur I une structure d’ensemble bien
ordonné, et prendre la somme ordinale de la famille des ensembles ordonnés par les %,:
utiliser enfin la prop. 2 de III, p. 16).
¢) Soit « un ordinal; montrer que la relation « % est un ordinal et £ < «» est collectivisante
en £, et que I'ensemble O, des ordinaux <a est un ensemble bien ordonné tel que
Ord(O4) = «. On identifie souvent a et O,.
d) Montrer que, pour toute famille d’ordinaux (£),¢1, il existe un ordinal o et un seul tel
que la relation ¢ % est un ordinal et pour tout v € I, § < 2 » soit équivalente a x < x On dit.
par abus de langage, que a« est la borne supérieure de la famille d’ordinaux (%), et on pose
o= bLLEl? £, (c’est le plus grand élément de la réunion de {«} et de ’ensemble des &,). La borne

supérieure de I’ensemble des ordinaux £ < « est « ou un ordinal § tel que w = § + 1; dans
ce dernier cas, on dit que { est le prédécesseur de a.
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15) a) Soient « et 3 deux ordinaux. Montrer que l'inégalité a < B est équivalente a
x + 1 < B, et qu’elle entrainc les inégalités £ + x < 2 + B, + £ < B + &, af < BE pour
tout ordinal £, et £x < E8si £ > 0.

b Déduire de a) qu'il n’existe pas d’ensemble dont tout ordinal soit un ¢lément (utiliser
I'exerc. 14 d)).
¢ Soient a«, %, u trois ordinaux. Montrer que chacune des relations w + « < w + B,
2+ p < B+ w entraine « < $; il en cst de méme de chacune des relations pa < uf,
xL < ppstp > 0

41 Montrer que la relation u + % = p + 8 entraine x = f; il en est de méme de po = uf
st > 0.

e, Pour que deux ordinaux a, & soient tels que « < 8.1l faut et il suflit qu'il existe un ordinal §
tel que B = x + E. Cet ordinal est alors nuique. et tel que £ < 8; onle note (—a) + B.

;' Sotent x, B, T trois ordinaux tels que § < «3. Montrer qu’il existe dcux ordinaux &, 4 tels
que 2 = ar, + fZetque lon ait £ < a, v -2 8 (clt ILI, p. 22, cor. 3). En outre, les ordinaux §
ct 7, sont déterminés de facon unique par ces conditions.

¢ 16; On dit qu’wir ordinal ¢ > 0 est indécomposable §'il n’existe ancun couple d’ordinaux
Lntelsque L < pop < pet Dby o= g

2, Pour que p soit indécomposable, il faut et il snilit (ue, pour tout ordinal £ tel que & < p,
onait & + p = p.

b Montrer que, st g > 1 est nn ordinal tnddécomposable et st a est un ordinal >0, «p est
idécomposable, et réciproquement (utiliser Iexerc. 15 /7).

¢ St p est indécomposable et 0 < o« < g, montrer que Pon a ¢ = %%, ol £ est un ordinal
indécomposable (utiliser I'exerc. 15 /).

d" Soit x > 0 un ordinal: montrer qu'il existe une plus grand ordinal indécomposable
parmi les ordinaux indécomposables qui sont < x (considérer les décompositions x = p + £,
ou p est indécomposable).

¢ St E est un ensemble gnelconque d’ordinaux indécomposables, déduire de d) que la borne
supérieure de E (III, p. 77, excrc. 14 o), est un ordinal indécomposablc.

¢ 17) Etant donné un ordinal ay, on dit qu’un terme f (%) cst un symbole fonctionnel ordinal
par rapport & %) défini powr £ = ag st la relation « I est un ordinal et £ = x4 » entraine la
relation « /(&) est un ordinal»; f(%) est dit nermal si la relation a5 € £ < n entraine
F1Z) < f(q) et si, pour toute famille (%), d’ordinaux = x5, on a sup f(%,) = f(sup %) (cf.
LI, p. 77, exerc. 14 d)). ret tel
a Montrer que pour tout ordinal x > 0, x 7 ct 22 sont des syniboles fonctionnels normaux
défints pour £ = 0 (utiliser I'exerc. 15 /7).
5. Soit w(Z) un symbole fonctionnel ordinal défini pour £ = x4, tcl gque w() = % et que
%o € & < 7nentraine w(Z) < w(y). Soit "antre part g(Z. 1) un terme tel que la relation « £ et
7, sont des ordinaux 2 ag» entraine la relation « g(%, ) est un ordinal tel que g(&, 1) > &
Définir un terme f(€, 1) ayant les deux propriétés suivantes: 1° pour tout ordinal % > u«g,
SEi D = w(”‘); 2” pour tout ordinal % = %, et tout ordinal % > 1, f(§ ) =
_sup 2( (2. %), &) (utiliser le critere C60 (111, p. 18)). Moutrer que si £1(%, 7,) est un autre
0<r<n

trrme ayant ces propriétés, on a f{%, 1) = fi(%, %) pour £ = x5 et = 1. Prouver que pour
tout ordinal £ = xg, f(Z, 1) est un symbole fonetionnel normal par rapport a 7 (défint pour
2z 1). Montrer que l'on a f{E ) = £ pour 2 1 et & = «, et f(£, n) = o pour

I = sup(xg, 1) et 77 = 1. En outre, pour tout couple (x, @) d’ordinaux telsque « > 0, o > «,
et 3 = w(a), il existe un ordinal £ et un seul tel que f(a, &) < B < f(x, 5+ 1), et on a
1B

¢ Sionprendag =0, w(&) =5+ 1,g(8, ) =%+ l,ona f(% 1) = £ + . Sion prend
10—l,w(ﬁ)—i-g(;";‘>:;+Q:Ollaf(i'):£ﬂ~

4 Montrer que, si les relations ag < £ < .2 < 7 < v/ entrainent g(%, ) < g(&, %),

v

les relations oy € £ < £, 1 € v € v entrain
<2< Eetag< 7, <7 entrainentg(%. 1) < g(&,
2, < £ < E et m = 0entrainent (&, 7 + 1) < f{

n
ent f(Z, 'r,) < f(E, 7). Si les relations
1) < g(&’,v), alors les relations
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e) On suppose que w(f) = £ et que les relations oy < £ < &’ et ap € v < 7' entrainent
glE,r) < gk v) et g(&, ) < g(&, 4). On suppose cn outre quc, pour tout & = o, g(&, 1)
soit un symbole fonctionnel normal par rapport 4 » (défini pour 7 = «y) et que, pour
E> oy m=ag {=a, on ait la relation d’associativité g(g(&, n),3) = g(&, g(n, {))-
Montrer alors que pour % = a5, 721, T2 1, on a g(f(& ), f(50) =f(&n + %)
(« distributivité » de g par rapport & ) et f{ f(&, 7), O) = f(& n%) (¢ associativité » de f).

* 18) Dans le procédé de définition décrit dans ’exerc. 17 4), on prend oy = 1 + 1 (noté 2
par abus de langage), w(€) = £, ¢g(&,v,) = Er. On pose alors (£, ) = £". On pose en outre
a® = 1 pour tout ordinal &, 0° = 0 ¢t 18 = 1 pour tout ordinal § = 1.

a) Montrer que pour oo > l et 3 < §’, ona af < o« et que, pour tout ordinal & > 1, a® est
un symbole fonctionnel normal par rapport a £. En outre, pour 0 < o« < o', on a a® < o',
b) Montrer que 'on a a*.a" = a**M et (&) = o,

¢) Montrer quesia > 2etf = 1, B> af.

d) Pour tout couple d’ordinaux B = 1, o = 2, il existe trois ordinaux %, v, 3 tels que
B =oaby + davecO < v < xetd < «f, et ces ordinaux sont déterminds de lagon unique par
ces proprietés.

* 19) Soient «, f deux ordinaux, et soient ¥, F deux cnsembles bien ordonnés tels que
Ord(E) = «, Ord(F) = B. On considére, dans ’ensemble EF des applications de F dans L,
le sous-ensemble G des applications g telles que g(y) soit égal au plus petit élément de E sauf
pour un nombre fini de valeurs de y dans F. Si F* est ’ensemble ordonné obtenu en munissant
F de 'ordre opposé, montrer que G est une composante connexe pour la relation ¢ x et y sont
comparables » (II, p. 52, exerc. 10) dans le produit EF* muni de Pordre défini dans exerc.
12 (I11, p. 76), et que G est bien ordonné; en outre, prouver que 'on a Ord(G) = of (utiliser
la propriété d’unicité de 'exerc. 17 4) de II1, p. 78)).,

€ 20) On dit qu’un ensemble X est fransitif si la relation x € X implique ¥ < X,
a) SiY est un ensemble transitif, il en est de méme de Y U {Y}. 8i (Y,),c; est une famille
d’ensembles transitifs, les ensembles LKEJI Y, et me Y, sont transitifs.

€

5) On dit qu’un ensemble X est un pseudo-ordinal si tout ensemble transitif Y tel queY <X
et Y # X est un élément de X. On dit qu’un ensemble S est décent si la relation x € S entraine
x ¢ x. Montrer que tout pseudo-ordinal est transitif et décent (considérer la réunion des sous-
ensembles de X transitifs et décents, et utiliser a)). Si X est un pseudo-ordinal, il en est de
méme de X U {X},

¢) S1 X et Y sont deux pseudo-ordinaux distincts, montrer que 'un d’eux est élément de
Pautre (remarquer que X N Y ¢ X NY et quec X N Y est transitif).

d) Soit X un ensemble transitif, et supposons que tout x € X soit un pseudo-ordinal; alors X
est un pseudo-ordinal (remarquer que st Y # X est transitifet x€ X = Y, la relationy e Y
entraine y € x, en utilisant ¢)).

¢) Montrer que @ est un pseudo-ordinal et que tout €lément d’un pseudo-ordinal X est un
pseudo-ordinal. (Considérer la réunion des sous-ensembles transitifs de X dont les éléments
sont des pseudo-ordinaux et utiliser &) et d)).

f) Pour toute famille (X,),c; de pseudo-ordinaux, l'intersection ‘OI X, est lc plus petit

élément de cette famille (pour la relation d’inclusion). (Utiliser d.)) En déduire que si E est
un pseudo-ordinal, la relation x < y entre éléments de E est une relation de bon ordre.

g) Montrer que pour tout ordinal «, il existe un pseudo-ordinal E, et un seul tel que
Ord(E,) = « (utiliser /) et le critere C60). En particulier, les pseudo-ordinaux ayant pour
types d’ordre 0, 1,2 = 1 + l et 3 = 2 + 1 sont respectivement

@, {oh {@,is}, {o,{ag} {1z}

§3
€ 1) Soient E et F deux ensembles, fune injection de E dans F, g une application de F dans
E. Montrer qu’il existe deux parties A, B de E telles que B = E — A, deux parties A’, B’ de
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iay

b tellesque B’ = F = \’, de sorte que Pon ait A’ = f(A) et B = g(B’). (Soit R = E — g(F),
2t posons h = geo f; prendre pour A Dintersection des partiess M de E telle que

I 2 RuUA(M))

- St L et Fsont des ensembles distinets. montrer que EY 2 FE, En déduire que, si E et F
st les cardinaux 2 ct 4 = 2 + 2, 'un au moins des ensembles EF, FE n’est pas un cardinal.

¢ 1 Solent (A ey, (0, o1 deux familles de cardinaux, telles que B, = 2 pour tout L€ 1,
Montrer que st q, € b pour touttel, ona

>a < P o,

tel tel

Moentrer que si qp < b, pour tout te€71, on a

NMa, < P b,

Lo
tel tel

Lawarquer dun procuit IIILL uce peuat ¢tre réuion d'une famille (A, telle que
tel

Cad W\ < Gard (L) pour tont ve I, en observant que Pon a Cardpr(Ay)) < Card(E,)).

Soient L un enscmble, / unc application de BT - { o) dans E telle que, pour toute
atie X 4 o de E, on ait /(XY € X (« fonction de choix »).

scit b un cardinal. et soit . Pensemble des v € E tels que Cal({/f < b. Montrer que
Q= Card(A), ona 27 < 1 + ab (remarquer quesiY < ActY # o,onaf(Y)e \)

soit B Tensemble des v e E tels que pour toute partic X # & de E appartenant a f(A),
ait Card(X) < b. Monirer que Card(B) < 0.

Soit {1y}, o p une famille de types d’ordre (I11, p.76, exere. 13;. 1 étant un ensemble ordonné.
Momrer que Card (z A.) = > Card (%) ct {si I cost bien ordonné) Card ( P D\L) =
o tel Ltel

( ard ().

Mountrer que pour tout ensemble I3 il existe X <€ E tel que X ¢ E (utiliser III, p. 20,
-~ )

4

s petite des parties (8 de B (E) satisfaisant aux conditions suivantes: 1° = € 65 2° les
~atons X € (M et x € E entrainert X U [x} € (5.
Déduire de a) que la réunion de deux parties finies A, B de T est finic (considérer 'en-
- -able des parties X de E telles que X U A soit fini; cf. [11. p. 31, cor. 1.
Déduire de a; et b1 que pour tout ensemble fini E, B (E} est uit ensemble fini (considérer
“zrsemble des parties X de I telles que B (X) soit fini; cf. I1I, p. 36, cor. 4).

7 Soicut B un ensemble. 5 (E) 'ensemble des parties finies de B Montrer que X (k) estla

Montrer que, pour ¢i'un ensemble E soit lini. if faut et il suffit que toute partie non vide
B E posséde un élément maximal pour la relation d’inelusion (pour voir que la con-
ion est suffisante. appliquer cette condition a I’ensemble %(E) des parties finies de E).

Montrer quc. st un ensemble bien ordonné E est tel que ensemble ordonné obtenu en
~iunissant B de Pordre oppose soit aussi bien ordouné, E est fint (considérer le plus grand
~ement v de It tel que le segment S, soit fini).

Soient T un cusemble fini & n = 2 ¢léments, C une partic de E x E telle que, pour tout
~ouple (x, y) d’éléments distintets de E. un seul des deux ¢léments (x, y), (y, ») appartienne a
(.. Montrer qu’il existe une applieation f de Iintervalle (1, 7) sur E telle que 'on ait

iy f(1 + 1)) € G pour | € ¢ < n (raisonuer par récurrenee sur n).
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€ 5) Soit E un ensemble ordonné pour lequel il existe un entier & tel que & soit le plus grand
nombre d’éléments des parties libres X de E (IT1, p. 70, exerc. 3). Montrer qu’il existe unc
partition de E en & ensembles totalement ordonnés par ’ordre induit « théoréme de Dilworth »).
On procédera en deux étapes:

a) SiL estfini et a n éléments, procéder par récurrence sur z: soit a un élément minimal dc
E et soit B = E = {a}. §’il existe unc partition dc¢ E” en &k ensembles C; (1 < 7 < k) totale-
ment ordonnés par 'ordre induit, considérer pour chaque indice i 'ensemble U, des x € C;
qui majorent a; montrer qu’il y a au moins un indice 7 tel que dans E” = U, une partie libre
aitauplusk — 1éléments. Pour cela, on raisonnera par ’absurde, en considérant dans chaque
E’ — U, unc partie libre S; de k éléments, puis en prenant la réunion S des S; et, pour chaque
indice j < &, le plus petit élément s; de S M C;: on montrera quc les £ + 1 éléments a.
S1s -+ -, 5 formeraicent une partie libre de E.

b) Si E est quclconque, procéder par récurrence sur £, de la facon suivante. On dit qu’une
partie C dc E est fortement liée dans E si, pour toute partie finie F de E, il existe unc partition
de F en au plus £ ensembles totalement ordonnés telle que G M F soit contenue dans 'un
d’eux. Montrer qu’il existe une partie fortcment liéc maximale Cy, et que dans E = C; toute
partie libre a au plus & — 1 éléments. (Raisonner par I’absurde en supposant qu’il y ait dans
E = Gy une partie libre {ay,...,a;} de & éléments; considérer chacun des ensembles
Co WU ia} (1 < 1 < k), et exprimer qu’il n’est pas fortement lié, ce qui introduit pour chaque
indice 7 unc partic finic F; de E. Considérer enfin la réunion I' des I'; ct utiliser le fait que Cq
est fortement liée pour obtenir unc contradiction.)

¢ 6) a) Soient A un ensemble, (Xi)1 <iams (Yy)ims 1 <iemen doux familles finics de parties de
A. Soit % le plus petit entier tel que pour tout entier r < m — h, ct toute partie {iy, .. ., &4}
der + hélémentsde (1, m), il existe une partie {jy, .. ... J,) der élémentsde :m + 1. m + n:
telle que la réunion des X, (1 < o < 7 + £) rencontre chacun des Y;; (1 < 8 <) (ce qui
cntraine m < n + h). Montrer qu’il existe une partie finie B de A ayant au plus n + 4
éléments, telle que tout X; (1 €7 < m) et tout Y; (m + 1 <j < m + n) rencontre B.
(Considérer sur l'intervalle (1, 1 + n) la relation d’ordre dont le graphe cst la réunion de la
diagonale et des couples (i, ) telsque l K i<mm+ 1l <j<sm+natX;NY, # @, et
appliquer a cet ensemble ordonné ’exerc. 5.}

b) Soient E et I' deux ensembles finis, x —> A(x) une application de E dans B (I). Pour quil
existe une injection fde E dans F telle que, ponr tout x € E, on ait f(x) € A(x), il faut et il
suffit que pour toute partie H de L, on ait Card(\J A(x)) = Card(H) (méthode analogue
a celle de a), avec £ = 0). xell

¢) Les hypothéses étant celles de b), soit G nune partie de F; pour qu’il y ait une injection f
de E dans T telle que pour tout x € K, on att f(x) € A(x) et en outre telle que f(E) o G, il
faut ct il suffit que la condition de &) soit vérifiée, et en outre que pour toute partie L de G,
le cardinal de ’ensemble des x € E tels que A(x) M L # o soit = Card(L). (Soit (a;); <;<,
la suite des éléments distincts de G rangés dans un certain ordre, (b,)pi1<5cpym
la suite des éléments distincts de F rangés dans un certain ordre, (6)p+m+1<k<psmsn
la suitc des éléments distincts de E rangés dans un certain ordre. Considérer sur
I’ensemble (1, p + m + n) la relation d’ordre dont le graphe est formé de la diagonale et
des couples (7, j) tels que: oubien | <71 < p, p+ 1 <j<p+ meta =b; ou bien
l<ig<p p+m+1<j<p+m+n et a€A(;), ou bien p+ 1 <i<p+m,
p+m+1<j<p+ m+ netdeAl); appliquer ensuite 'exerc. 5.)

7) Dans un ensemble réticulé E, on dit qu'un élément a est irréductible si la relation
sup(*,y) = a entraine x = aouy = a.

a) Montrer que, dans un ensemble réticulé fini E, tout élément a peut s’écrire sup(ey, . . ., ¢),
ot les ¢, (1 < i < k) sont irréductibles.

b) Soient E un ensemble réticulé fini, J Pensemble de ses éléments irréductibles. Pour tout
x e E, soit S(x) Pensemble des y € J qui sont <. Montrer que I'application x — S(x) est un
isomorphisme de E sur unc partie de R®(J), ordonné par inclusion, et que l'on a

S(inf(x,4)) = S() N S()-
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¢ 8) a) Soit E un ensemble réticulé distributif (III, p. 72, exerc. 16). Si a est irréductible
dans E (exerc. 7), montrer que la relation a < sup(x, y) entraine a < xoua < y.

&) Soient E un ensemble réticulé distributif fini, J ’ensemble de ses éléments irréductibles,
ordonné par 'ordre induit. Montrer que I'isomorphisme x ~> S{x) de E sur une partie de
P (J) détini dans Pexcrc. 7 b) est tel que S{sup(x, y)) = S(x) W S(). En déduire que, st J*
est I'ensemble obtenu en munissant J de 'ordre opposé. E est isomorphe a ’ensemble ordonné
=/ (J*, 1) des applications croissantes de J* dans I = {0. 1} (III, p. 70, exerc. 6).

¢ Les hypotheses étant celles de b), soit P Pensemble des éléments de J autres que le plus
petit élément de E. Pour tout x € E, soient y, ..., . les éléments minimaux distincts de
Uintervalle )x, - ~( dans E: pour chaque indice i, soit ¢; un élément de P tel que ¢; ¢ S(x) et
7. € S(y;). Montrer quc les éléments ¢4, . . ., ¢, sont deux a deux incomparables.

d1 Inversement, soient ¢y, . . ., g des éléments deux & deux incomparables de P. Soient

u=sup(qs, . @iy &= sup (g (I<i<h).

1Skt
Montrer que 'on a ¢; < u pour 1 €/ < k. Soient alors

i

x = Inf(ry, ..., 00 ot oy = inf (o).
IR PR

Montrer que x < y; pour tout indice i, et en déduire qu'il existe au moins & ¢léments
minimaux distincts dans Pintervalle Jx, - (.

¢ 9) On dit qu’unc partic A d’un cnsemble réticulé 13 est coréliculée si, pour tout couple
d’¢léments (x, y) de A, supg(v, y) ct infylx, y) apparticnnent a A.

n
a Soicnt (Cj)1¢i<n unc famille finie d’ensembles totalement ordonnés, F = z]:l C; leur

produit, A un sous-cnsemble coréticulé de E. Montrer qu’il ne peut exister dans A plus de n
éléments irréductibles (IIT, p. 81, cxerc. 7) et dcux & deux incomparablcs. (Ratsonner par
Pabsurde, en supposant qu’il vy ait. dans A, r > n éléments irréductibles et deux 2
deux incomparables a; (1 € i < r). Considérer les éléments u = sup(a;, ..., a,) et z; =

sup (a,) de A, ct, en projetant sur les cnsembles facteurs, montrer que 'on aurait
leyjgrfsl

u = ; pour un indice 7, et que cela entrainerait que deux des a; sont comparables.)

b+ Réciproquement, soient F un ensemble réticulé distributif fini, P ensemble des éléments
irréductibles de 17 distincts du plus petit élément de F, et supposons que le plus grand nombre
d'éléments d’une partic libre (TII, p. 70. excrc. 5) de P soit égal a n. Montrer que F est
isomorphe 4 un sous-ensemble coréticulé d’un produit de n ensembles totalement ordonnés.
(Appliquer Vexerc. 5 de III, p. 81, de sorte que P est réunion de n ensembles totalement
ordonnés P; sans élément commun; soit C; 'ensemble totalement ordonné obtenu en
adjoignant a P; un plus petit élément, pour I < i < n. Associer cnsuite a tout ¥ € F la famille
%11 <1 <o OU &; est la borne supérieure, dans €, de I'ensernble des éléments de P, quisont < x.)

¢ 10) a) Pour qu'un ensemble ordonné E soit isomorplic 4 un sous-ensemble d’un produit

de n ensembles totalement ordonnés, il faut ct il suffit que le graphe de ordre de E soit

intersection de n graphes d’ordres totaux sur E. {(Pour voir que la condition est nécessaire,
n

montrer que st F = 11 F, est un produit de n ensembles totalement ordonnés, le graphe de

Pordre produit sur F est intersection de n graphes d’ordres lexicographiques sur F.)

by Pour qu'un ensemble ordonné E soit isomorphe a un sous-ensemble d’un produit de deux
ensembles totalement ordonnés, il faut et il suffit que 'ordre I' de E sott tel qu’il existe un
deuxi¢me ordre T sur E ayant la proprié¢té que deux éléments distincts de E sont comparables
pour un des ordres I', I'V et un seul.

¢) Soit A un ensemble fini de n éléments. Dans B (A), on considére 'ensemble E formé des
éléments {x} et A = {x}, ol1 ¥ parcourt A; montrer que rn est le plus petit des entiers m tels que
E, ordonné par inclusion, soit isomorphe 4 un sous-ensemble d’un produit de m ensembles
totalement ordonnés (utiliser a)).

T 11) Soient A un ensemble, SR une partie de ’ensemble 7% (A) des parties finies de A; on dit
que R est mobile si elle vérifie la condition suivante:
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&)

(MO) Si X, Y sont deux éléments distincts de Yt et si z€ X N Y, il existe une partic
Z < X U Y appartenant 2 R ct telle que z ¢ Z.

On dit alors qu'une partie P de A est pure si elle ne contieint aucun ensemble appartenant
a M,
a) Montrer que toute partie pure de A est contenue dans une partic pure maximale de .\,
) Soit M une partie pure maximale dc A} montrer que pour tout x € (M il existe une unique
partie finic Ey(x) de M telle que LEylx) U {x} e 3. En outre, si y € Ey(x), 'ensemble
(M U {x]) = {y} est une partie pure maximale de A.
¢) Soient M, N deux parties pures maximales de A\, telles que N m (M soit fini; montrer que
Card(M) = Card(N). (Raisonner par récurrence sur le cardinal de N M (M cn utilisant
b).)
d) Soient M, N decux parties pures maximales de .\, et posons N = NN (M.
M’ = M N N; montrer que Pona M’ < UN E (0. ¥En dédure que Card(M) = Card(N

XEN’

{on cst ramené. en vertu de ¢), au cas ou N et M’ sont infinis; montrer alors que
Card(M") € Card(N")).%

.
o]

1) Démontrer la formule

”"’%f’*l( n— A )(k — 1) _ 71)
ke M — g — L) 4 (/’
pour p < net g < p (généraliser le raisonnemeut de I, p. 44, corollaire ).

2} Pouwr n = 1, démontrer la relation

(g) - (’17) + (Z) toet (—1)”(2) = 0.

(Définir unc correspondance hiunivoque entre 'ensemble des parties de (1. #) avant un
nombre pair d’éléments. et Pensemble des parties de (1, ») ayant un nombre impair d’¢lé-
ments; distinguer deux cas suivant que » est pair ou impair.)

3) Démontrer les relations

G = (00 =0 GG =)+ 057 = 2()
T I [ I [ IR S T W [

(Considérer. parmi les parties & p éléments de (1. n). celles qui contienncut une partic
donnée a k éléments (0 < & < p) et vuliser Pexerc. 2 pour la seconde formule.’

4) Démontrer la prop. 15 de 1II. p. 41. en définissant une bijection de I'ensemble des
A

applications « de (1, 2) dans (0. n) telles que Z u(x; < nsur Pensemble des applications
x=1
strictement croissantes de (1, £) dans (1, n + A).

5) *a) Soit E un enscrmble réticulé distributif, et soit f une application de K dans un
monoide commutatif M (noté additivement). telle que I'on ait
JU) + fly) = fsup(x.y)) + f(inf(x, 5))

quels que soient x, y dans I. Montrer que pour toute partie finie I de E, on a

Seup M)+ ¥ | > Jlinf (H))) = > ( > J(inf (H)))

2n £ Card(l) Hcl. Card(H)=2n OQn+1gCard(l) Hol.Card(H)=2n+1 :
(raisonner par récurrence sur Card (I;).,
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b) En particulier, soient A un ensemble, (B;),c; une famille finie de parties finies de A, B Ia
réunion des B;. Pour toute partic H de I, on pose By = l@{ B,; montrer que ’'on a

CardB) + 5 (3 Card(By) = > (2 Card(By).

2n g Card(l) Card(H)=2n 2n +1 < Card() Card(H)=2n+1

6) Démontrer la formule

S R ] G e AR 1]

h
(Si I est I'ensemble des applications « de (1, #) dans (0, ) telles que Z u(x) < n, con-
x =1

sidérer, pour toute partie H de (1, #), 'ensemble des v € I' telles que Zt(,;) =z 1 pour tout

x € H, et utiliser I’exerc. 5.)

71 a) Soit S, , le nombre des applications de (1, n) sur (1, p).
Démontrer la formule

Sun == (oo =0+ (Do =2 = v (2

(Remarquer que
P= Sea (’1’)511 + (’z’)s,,_z b (/’ ’ 1)
et utiliser exerc. 3 de 111, p. 83.)
b) Démontrer la formule
S = (Sn-1,0 + Sn-1,p-1)
(méthode de III, p. 43, prop. 13).
¢;j Démontrer les formules

. 7i

511+1,n = é (” + 1)!
_n8n+ 1)

Snr??.n - 24

considérer les éléments r de (1, #) dont 'image réciprogue a plus d’un élémeut?,
d; 8i P, , est le nombre de partitions d’un ensemble 4 n éléments, comprenant p parties,
montrer que

(n + 2)!

Sap = PP, 5.

8% Soit p, le nombre des permutations # d’un cnsemble E a n éléments. telles que u(x) # x
pour tout x € E; montrer que l'on a

bu=n! — (?)(n ~ D!+ ('2’)(,1 Dl (=)
. 1
*et par suite que p, ~ - n!lorsque n tend vers + 0, (méme méthode que dans ’exerc. 7 a)).

9 a) Soit E un ensemble a ¢gn éléments: montrer que le nombre des partitions de E en n
parties de ¢ éléments chacune est égal a (gn)!/(n!(gD)™).

&' On suppose gque E = (1, ¢n). Montrer que le nombre de partitious de E en n partiesde ¢
¢léments, dont aucune ne soit un intervalle, est égal a

(gn)! (gn — ¢ + 1)! (gn — 2¢ + 2)!
nlght ~ 1Tln — Dl(gh* 1 " 21(n — 2)1{g)y* "2

méme méthode que dans les exerc. 7 et 8).

RS (_l)n

10) Soit ¢,,, le nombre des applications strictement croissantes « de (1, £) dans (1, n) telles



L 111.85 ENSEMBLES ORDONNIS GARDINAUX, NOMBRES ENTIERS §5

que, pour tout x pair (resp. impair), u(x) soit pair (resp. impair). Montrer que l'on a
Gn ik = qn-1,k-1 + qn-2.% En déduire la formule

[n + k]
In, i = 2

k

n 4k . . .
u [ 5 ] est la partie entiere du quotient de n + & par 2.
¢ 11) Soient E un ensemble 2 n éléments, S un ensemble de signes, somme de E et d’un
ensemble réduit a un seul élément /3 on suppose que f est de poids 2 et tout élément de E de
poids 0 (I, p. 49, exerc. 3).
a) Soit M Vensemble des mots significatifs de Lo(S) contenant chaque élément de E une fois
et une seule. Montrer que le nombre u, des éléments de M vérificlarelationu, ., = (4n — 2)u,
et en déduire que 'on a

u, = 2.6...(4n — 6) (nz=2)
(« nombre de produits de n termes différents pour une loi de composition non associative »).
b) Soit a; le i-¢me des éléments de E quu figure dans un mot de M. Montrer que le nombre

. , 120 — 2 L.
v, des mots de M pour lesquels la suite (x) est donnée, est égal a- (7 1), et vérifie la
. —
relation
Tap1 = Uty gty oy o Uy qle o Ul
12y a) Sotent p, ¢ deux entiers =1, n = 2p + q, E un cnsemble ayaut n ¢léments,
: n n L e , . . .
N = ([) = (/ 4 ) Soit (Xi)1<ien (resp. (Yi)) ci<n) la suite des parties de E a g (resp.
) T g

p + ¢) éléments, rangées dans un certain ordre; montrer qu'il existe une bijection ¢ de
(1, N} sur lui-méme telle que X4y © Y, pour tout i. (Méthode analogue a celle de I’exerc. 6
de III, p. 81 : observer que pour tout r < N, le nombre des Y; contenant au moins une des
parties Xy, ..., X, est =7).
b) Soient h, k deux entiers =1, n un entier tel que 24 + & < n, E un ensemble ayant n
¢léments, (X,)1<i<, une suite de parties distinctes de E ayant toutes /4 éléments. Montrer
qu’il existe une suitc (Y,);¢;z,+1 de parties distinctes de E, ayant toutes & + & éléments,
telles que tout Y; contienne au moims un des X, et que tout X, soit contenu dans au moins un
Y, (rarsonner par récurrence sur n, en utilisant a)).

¢ 13) Soient E un ensemble 4 2m éléments, 7 un entier < m, # ’ensemble des parties & de
B(E) ayant la propriété suivante: si X et Y sont deux éléments distincts de &, tels que
X < Y, alors le nombre d’éléments de Y - X est au plus 29.

a) Soit M = (Ay)1<i<p un élément de F tel que p = Card(IN) soit le plus grand possible.
Montrer quel’onam — ¢ < Card(A;) € m + gpour 1 < i < p. (Raisonner par 'absurde,
en supposant qir’il existe par exemple des A tels que Card(A;) < m — ¢, et considérer ceux
des A; pour lesquels Card(A;) a la plus petite valeur possible m — ¢ — s (avecs = 1); sotent
par exemple Ay, ..., A, ces ensembles. Soit (J ’ensemble des parties de E dont chacune est
réunion d’'un A; (1 €7 < r) et d'une partie a2 2¢ + 1 éléments contenue dans E = A;;
montrer que (% contient au moins r + 1 éléments (cf. exerc. 12) et que si By, ..., By, sont
r + 1 éléments de &, ensemble forme des parties

B, (I<j<r+1) e A (r+1<i<p)

appartient a4 4, contrairement 2 I’hypothésc.)
b) Déduire de a) que le nombre d’éléments p de tout ensemble & € F satisfart a I'imégalité

2 2m
b= Z(m—q+k)‘

K=0
¢) Etabliv les résultats analogues a ceux de a) et b) lorsque 2m ou 2¢ est remplacé par un
nombre impair.
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¢ 14) Soient E un ensemble fini & n éléments, (4;); <, < la suite des éléments de E rangés dans
un certain ordre, (A;); ¢;<m une suite de parties de E.

a, Pour tout indice j, soit &; le nombre des indices 7 tels que a; € A;; pour tout indice i, soit

= Card (A,;). Montrer que Z kj = Z e
i=1

#) On suppose que pour toute partxc {x, y} a deux ¢léments de E, il existe un indice 7 et un
seul tel que x et y soient contenus dans A;. Montrer que si a; ¢ A, on a 5; < k;.

¢j Sous les hypothéses de ), montrer que 'ona m = n. (Soit k, le plus petit des nombres &/;

montrer qu’on peut supposer que, pour i < k,,j < k, et i # j, on a a; ¢ A, et a, ¢ Ay pour
tout j > k,.)

d) Sous les hypotheses de b), montrer que pour que 'on ait m = n, il faut et il suffit que 'on
soit dans 'un des deux cas suivanis: 1° A} = {a;, ag,...,a,-1}, A = {a_,, a,} pour

2<i<n;2°n = k(k — 1) + 1, tout A, est un ensemble & k£ éléments, et tout élément de E

appartient exacltement a k ensembles A,.

¢ 15) Soient E un ensemble fini, £ et § deux parties non vides de B (E) sans élément
commun; on suppose que A, £, k, [ sont quatre entiers =1 ayant les propriétés suivantes:
1° pour tout A€ & et tout Be €, Card(A N B) = &; 2° pour tout A€ , Card(A) < k;
3° pour tout B € €, Card(B) < &; 4° pour tout » € E, le nombre d’éléments de € U € aux-
quels x appartient est égal 4 I. Montrer alors que ’'on a Card(E) < Ak/A (Soit (a;)) <i<n l2
suite des éléments distincts de E rangés dans un certain ordre, et pour tout 7, soit ; le nombre
d’éléments de ¥ auxquels appaltlent a;. Montrer que si Card(8) = 5, Card (€) = t, on a

n

2 r < sh, 2 [ — 1) < thet 2 r(l — 1) = Ast). Pour que Card(E) = hk/2, il faut et il
= =1
sufﬁt que pour tout A€ R et tout Be €, on ait Card(A) = A, Card(B) = &, Card(A N B) =
et qu’il existe un r < [ tel que pour tout x € E, le nombre d’éléments de € auxquels appartient
x soit égal a1,

16) Soient E un ensemble fini a n éléments, © une partie non vide de B(E), &, &, [ trois
entiers =1 ayant les propriétés suivantes: 1° si A, B sont deux éléments distincts de D,
Card(A N B) = A; 2° pour tout A € D, Card(A) < k; 3° pour tout x € E, le nombre d’élé-
ments de D auxquels x appartient est égal 4 [. Montrer que I'on a n(x — 1)} < k(k — 1), et
que si les deux membres de cette inégalité sont égaux, on a = = & et Card(®) = n. (Etant
donné a € E, soit & ’ensemble des A = {a} pour les A € D telles que a € A, et soit € I’en-
semble des A € D telles que a ¢ A. Appliquer a € et € Uexerc. 15.)

* 17) Soient i, h, k trois entiers tels que i = 1, # = i, £ = i. Montrer qu’il existe un entier
myth, k) ayant les propriétés suivantes: pour tout ensemble fini E ayant au moins my(k, k)
¢léments, et toute partition (¥, Y)) de 'ensemble ¥,(E) des parties 4 7 éléments de E, il est
impossible que toute partie a £ éléments de E contienne une partie X € X et que toute partie
a k éléments de E contienne une partie Y € 9 ; en d’autres termes, si toute partie a  éléments
de E contient un X € X, il existe une partie A 4 k éléments de E telle que toute partie a ¢
éléments de A appartienne a4 X. (Raisonner par récurrence: on montrera qu’on
peut prendre my(h, k) = h + k — 1, m(, k) = k et my(h,i) = h, et enfin myh, k) =
my_y(m(h — 1, k), my(h, k — 1)) + 1. E étant un ensemble ayant my(h, k) éléments, a un
¢lément de E et E' = E = {a}, montrer que si la proposition était inexacte, toute partie
a myk — 1, k) éléments de E’ contiendrait une partie X’ & { — 1 éléments telle que
X" U {a} € %, et que toute partie a m(h, k — 1) éléments de E’ contiendrait une partie
Y a7 — 1 éléments telle que Y’ U {a} € 9).)

18) a) Soit E un ensemble ordonné fini 4 p éléments. Si m, n sont deux entiers tels que
mn < p, montrer qu’il existe, ou bien une partie totalement ordonnée de E ayant m éléments,
ou bien une partie libre (III, p. 70, exerc. 5) de E ayant n éléments (utiliser I’exerc. 5 de
I11, p. 81).

by Soient h, k deux entiers =1, et soit r(h, k) = (A — 1)(k — 1) + 1;soit I un ensemble fini
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totalement ordonné ayant au moins r(h, k) ¢léments. Montrer que pour toute suite finie
(x);c1 d’éléments d’un ensemble totalement ordonné E, il existe, soit une partie H a A
éléments de I telle que la suite (x;); g soit croissante, soit unc partie K a £ éléments de I telle
que la suite (x;);cx soit décroissantc. (Utiliser a) appliqué a I x E).

§6

1) Pour qu’un ensemble E soit infini, il faut et il suffit que, pour toute application fdc E
dans E, il existc une partie nnon vide S de E telle que S # E et f(S) < S.

2) Montrer que si a, b, ¢, D sont quatre cardinaux tels que a < cetb <dDonaa+ b <
¢ + Detab < ¢d (cf. III, p. 90, exerc. 21 ¢)).

3) Si E est un ensemble infini, Pensemble des parties de L équipotenics a E est équipotent 2
B (E) (uiiliser la prop. 3 de II1, p. 50).

4) SiE est un ensemble infini, ensemble des partitions de E est équipotent a 3 (E) (assocter
a toute partition de E une partie de E x E).

5) S1E est un ensemble infini, ’ensemble des permutations de E est équipotent a 2 (E) {eu
utilisant la prop. 3 de III, p. 50, montrer que pour toute partie A de E dont le complé-
mentairc n’est pas réduit a un élément, il existe une permutation J de E telle que A soit
I’ensemble des éléments de E invariants par f).

6) Soient I, F deux ensembles infinis tels que Card(E) < Card(F). Montrer que I’en-
semble dcs applications de E sur F, 'ensemble des applications de E dans F et ’ensemble des
applications de parties de E dans F, sont tous équipotents a J3(F).

7) Soient L, F deux ensembles infinis tels que Card(E) < Card(F). Montrer que 'ensemble
des parties dc I' équipotentes a E et ’ensemble des injections de E dans I' sont tous deux
équipotents a I’ensemble TE des applications de E dans F (pour chaque application fde L
dans F, considérer U'injection x —> (x, f(x)) de E dans E x F).

8) Montrer que, sur un ensemble infini E, I’ensemble des structures d’ensemble bien
ordonné (et a fortior: ’ensemble des ordres) est équipotent a 3 (E) (utiliser I’exerc. 5).

9) Montrer que si, dans un ensemble bien ordonné non vide E, tout élément x distinct du
plus petit élément de E, admet un prédécesseur (plus grand élément de J<—, 2(), E est iso-
morphe 4 N ou 4 un intervalle (0, n) de N (remarquer que tout segment #E est fini en
utilisant la prop. 6 de III, p. 51, puis utiliser le th. 3 dc III, p. 21).

4 10) On désigne par w ou oy ’ordinal Ord(N) (III, p. 77, exerc. 14); I'ensemble des
entiers est donc un ensemble bien ordonné 1somorphe 4 I’ensemble des ordinaux < w; pour
tout entier 7, on désigne encore par n (par abus de langage) ’ordinal Ord((0, n().

a) Montrer que, pour tout cardinal q, la relation

¢ £ est un ordinal et Card{£) < a»

est collectivisante (utiliser le th. de Zermelo). On désigne par W(a) 'ensemble des ordinaux
€ tels que Card(€) < a.

b) Pour tout ordinal « > 0, on définit, par récurrence transfinie, dans ’enscmble bien
ordonné O’(a) des ordinaux <a, une fonction f,, par les conditions suivantes: f,(0) =
wg = o, et pour tout § tel que 0 < £ < a, f,(&) est la borne supérieure (I11, p. 77, exerc.
14 d)) de P’ensemble des ordinaux § tels que Card(%) < Card(f.(n)) pour un ordinal
7 < & au moins. Montrer que, si0 € n < £ € o, on a Card(fy(n)) < Card(f,(&)) et que
sif <a<fB, onafE) =f3(8); on pose w, = f(a), et on dit que w, est Vordinal initial
d’indice «; on a we = «. On pose 8, = Card(w,), et on dit que R, est Valeph d’indice «; en
particulier 8, = Card(N).

¢) Montrer que, pour tout cardinal infini g, la borne supérieure % de I’ensemible d’ordinaus



§6 EXERCICES E I11.88

W(a) est un ordinal initial w,, et que ’on a @ = X, (considérer le plus petit des ordinaux p
tels que o, = A); autrement dit, o, est le plus petit ordinal £ tel que Card(8) = X,. Pour
tout ordmal «, Papplication £ - R, définic dans O’(«), est un isomorphisme de ’ensemble
bien ordonné O’(a) sur I’ensemble bien ordonné des cardinaux < 8, ; cn particulier, Ry,
est le plus petit des cardinaux > X,. Montrer que, si « n’a pas de prédéresseur, alors, pour
toute application strictement croissante £ —> oz d’un ordinal 8 dans « telle que « = sup o,
on a Z R, = R, F<b
£<B
d, Déduire de ¢) que wg est un symbole fonctionnel ordinal normal (III, p. 78, exerc. 17).

* 11) a) Montrer que l'ordinal w est le plus petit ordinal >0 n’ayant pas de prédceesseur,
que o est indécomposable (I11, p. 78, exerc. 16) et que, pour tout ordinal « > 0, aw estle plus
petit ordinal indécomposable qui soit >o (remarquer que nw = w pour tout entier n). En
déduire que (¢ + 1) = aw pour tout & > 0.

b; Déduire de a) que, pour qu’un ordinal soit indécomposable, il faut et il suffit qu'il soit de
la forme »® (utiliser 'exerc. 18 d) de II1, p. 79).

€ 12) Montrer que, pour tout ordinal «, et tout ordinal v > 1, il existe deux suites finies
d’ordinaux () et (w) (1 < i < k) tels que 'on ait

e G P R R (4 L
ainsi que les relations 0 < y; < vy pour tout i, et & > Ay, pour 1 < i< &k — 1 (utiliser
I'exerc. 18 d) de 111, p. 79, et I'exerc. 3 de 111, p. 80, § 3). En outre, les suites (X,) et (w,) déter-
minées par ces conditions sont uniques. En particulier, il existe une suite finie décroissante
3,)1<jem et une seule telle que

o= Pt + w2z + ... + @b,

On désignera par g(a) le plus grand ordinal wf: de cette décomposttion.
& Pour tout entler n, soit f(n) < n!le plus grand nombre d’éléments dans ’ensemble des
ordinaux de la forme

Aoyt oogzy +c o o),

ol (2,)1 <;<n est une suite de n ordinaux quelconques, ct ot o parcourt ’ensemble des permu-
tations de U'intervalle (1, n). Montrer que 'on a
1) S(ny = sup (K2F-' 4+ b) f(n — k).
lgkgn—-1

(Considérer d’abord le cas ot tous les ¢(«;) sont égaux et montrer qu’alors le plus grand
nombre possible d’ordinaux distincts de la forme voulue est égal & n; on utilisera pour cela
I’exerc. 16 a) de I11, p. 78. Raisonner ensuite par récurrence sur le nombre des ordinaux o
pour lesquels ¢ («;) prend la plus petite valeur possible parmil’ensembledes @ (%;) (1 < j < n)).

Déduire de (1) que, pour n = 20, on a f(n) = 81f(n — 5).
¢) Montrer que les n! ordinaux (o 4+ o(l))(w + o(2))...{(w + o(n)) ou ¢ parcourt I’en-
semble des permutations de {1, n}, sont tous distincts.

“ 13) a) Soit w(£) un symbole fonctionnel ordinal (III, p. 78, exerc. 17) défini pour
I 2 o et tel que la relation ap < € < & entraine w(Z) < w(£’). Montrer que si § = oy,
ona w(f + n) = w(&) + n pour tout ordinal » (raisonner par I’absurde). En déduire qu’il
existe « tel que w(€) = £ pour tout £ > « (prendre pour « le plus petit ordinal indécom-
posable = aq; cf. exerc. 11 a)).

b) Soit f(£, n) le symbole fonctionnel ordinal défini dans I’exerc. 17 ) de III, p. 78; on
suppose que les relations ¢y € £ <€ €' et oy < n < 7 entrainent g(€,7) < g(&, v’), de sorte
que les relations ag € £ <€ £ et 1 € v < % entrainent f(§,n) < f(&,n") (III, p. 78,
exerc, 17 d)). Montrer que, pour tout ordinal 8, il existe au plus un nombre fini d’ordinaux »
pour lesquels I’équation f(£, %) = B a au moins une solution (remarquer que, si &, est la
plus petite solution de f(&, m,) = B et &; la plus petite solution de f(&, n,) = B, la relation
1 < mgentraine &; > &,).

¢) On appelle ordinal critigue pour f tout ordinal infini ¥ > «, tel que f(£, ¥) = v pour tout
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£ tel que ap < £ < . Montrer qu’un ordinal critique de fn’a pas de prédécesseur. §'il existe
un ensemble d’ordinaux A tel que (€, ¥) = y pour tout £ € A et si v est la borne supérieure
de A, montrer que vy est ordinal critique.

d) Soit (&) = f(&, E) (défini pour & = «p). On définit par récurrence &, = op + C.
41 = h(a,) pour n > 1. Montrer quc la borne supérieure de la suite (a,) est un ordinal
critique pour f.

¢) Montrer que la borne supéricurc de tout ensemble d’ordinaux critiques pour f est encore
un ordinal critique, ct que tout ordinal critique est indécomposable (remarquer que

SEa+ D) 2wl +n2=E+0
pour & = op).
% 14) a) Montrer que, st @ = 2 et si B n’a pas de prédécesseur, o cst un ordinal indécom-
posable (cf. II1, p. 78, exerc. 16 a));siaestfiniet B = wy, on a a® = ©'; st « est infini et si
m est le plus grand ordinal indécomposable qui soit < o, montrer que o = =8 (utiliser
I’exerc. 11 de II1, p. 88).
b) Pour qu’un ordinal 3 soit critique pour le symbole fonctionnel f(£, ) = %, il faut et il
suffit que, pour tout « tel que 1 < a < 3§, I’équation § = «° admette unc solution; 'unique
solution £ de cette équation est alors indécomposablc (utiliser 'exerc. 13 ¢) ci-dessus, ainsi que
Iexerc. 18 d) de I11, p. 79). Inversement, pour tout & > 1 et tout ordinal indécomposable w, ™
est ordinal critique pour £y (utiliser I’exerc. 13 ¢)). En déduire que, pour que 8 soit ordiuai
critique pour &y, il faut et il suffit que 3 soit de la forme w®* (cf. ITI, p. 88, exerc. 11 5)).
¢) Pour qu'un ordinal ¢ soit critique pour le symbole fonctionnel f(€, ;) = &1, c’est-a-dire
tel que v* = e pour tout v tel que 2 < ¥ < ¢, il suffit que 'on ait 2° = ¢. Montrer que le plus
petit ordinal critique g, pour &" est dénombrable (cf. exerc. 13 d)).

€ 15) Soit ¥ un ordinal >1; pour tout ordinal «, on désigne par L(a) I’ensemble des ex-
posants A, dans ’expression de « donnée dans ’exerc. 12 a) (I11, p. 89).

a) Montrer que ’'on a A < « pour tout A; € L(a), et qu’on ne peut avoir A; = a pour un dc
ces ordinaux que si @ = 0 ou si « est un ordinal critique pour &M (exerc. 14 ¢)).

b) On définit L,(a) par récurrence sur n, de sorte que L;(2) = L(a), et que L,(a) soit la
réunion des ensembles L(#) lorsque B parcourt L, - («). Montrer qu’il existe un entier ny tel
que L, 4 (o) = Ly(a) pour n = ny, et que les éléments de L, () sont alors 0 ou des ordinaux
critiques pour £". (Raisonner par I’absurde en considérant pour chaque # 'ensemble M, (=
des 8 € L,(a) tels que B ¢ L(B), et en supposant que M, («) ne soit vide pour aucun 7; utiliser
a) pour obtenir une contradiction.)

16) Tout ensemble totalement ordonné E posséde une partie bien ordonnée qui lui est co-
finale (I1I, p. 75, exerc. 2). Le plus petit des ordinaux Ord(M) pour toutes les parties bici:
ordonnées M de E, cofinales a E, est appelé le caractére final de E.

a) On dit qu’un ordinal & est régulier s’il est égal a son caractére final, singulier dans le cas
contraire. Montrer que tout ordinal régulier infini est un ordinal initial w, (III, p. 87,
exerc. 10). Inversement, tout ordinal intial w, dont 'indice « est égal 2 0 ou admet ur
prédécesseur, est un ordinal régulier. Un ordinal initial o, dont I'indice n’admet pas de
prédécesseur est singulier si 0 < « < w,; en particulier, w, est le plus petit ordinal inital
singulier infini.

b) On dit qu’un ordinal initial w, est inaccessible s’il est régulier et si son indice « n’a pas de
prédécesseur. Montrer que si « > 0, on a alors w, = «, autrement dit « est un ordinal critiquc
pour le symbole fonctionnel normal w, (exerc. 10 d) et 13 ¢) (II1, p. 88)). Soit k le plus petit
ordinal critique pour ce symbole fonctionnel; montrer que w, est singulier, de caractére
final o (cf. II1, p. 88, exerc. 13 d)). Autrement dit, il n’existe aucun ordinal inaccessible «,
tel que 0 < « < x.!

¢) Montrer qu’il n’existe qu’un seul ordinal régulier cofinal 4 un ensemble totalement
ordonné E; cet ordinal est égal au caractére final de E, et si E est non vide et n’a pas de plus
grand élément, c’est un ordinal initial. Si wg est le caractére final de wy, on 2 @ < «; pour
que w, soit régulier, il faut et il suffit que & = a.

1 On ne sait pas démontrer, & ’heure actuelle, qu’il existe des ordinaux inaccessibles autres que e .
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won
(@]

d . Soient wy un ordinal régulier, I un ensemble d’indices bien ordonné, tel que Ord (1) < w,.
Montrer que, pour tout famille (£,),¢; d’ordinaux telle que &, < w, pour tout tel, on a
z L < g

Lel

17) On dit qu’un cardinal R, est régulier (resp. singulier) si P'ordinal initial o, est régulier
resp. singulier). Pour que X, soit régulier, il faut et il suffit que, pour toute famille (a,),; de

cardinaux telle que Card(I) < 8, et a, < N, pour tout t€ I, on ait Z a, < R,; Ngestle
plus petit cardinal singulier. Let
€ 18) a) Pour tout ordinal a et tout cardinal i # 0, on a R, ; = RT.N,,, (se borner au
cas m < N, et considérer les applications du cardinal m dans 'ordinal g 4,).
5 Déduire de a) que, pour tout ordinal v tel que Card(y) < m, on a Ry,, = N Rgardw
raisonner par récurrence transfinie sur y).

Déduire de 6) que, pour tout ordinal « tel que Card(a) < 1, on a R} = 2™, RGard@,

€ 19) a) Soient « et B deux ordinaux, @ n’ayant pas de précécesseur, et soit £+ g, une

application strictement croissante de l'ordinal wy dans Pordinal o, telle que sup 6 = o.
s <w

Montrer que Pona 83® = [ ¥,,. (A toute application fde 'ordinal oy dans Pordinal oy,

L<og -
faire correspondre une application injective f de wy dans I'ensemble des wq, (€ < wg) telle

que f() <) pour tout ¢ < wy; évaluer le cardinal de I’ensemble des applications f

2uxquelles correspond une méme application f, et remarquer que m = I R,y » 20eraep
et m = N, (cf. II1, p. 80, exerc. 3 du § 3).) L<wp
5 Soit & l'ordinal tel que wg soit le caractére final de w,; montrer que I'on a

‘¥ - R,

et que, s'il existe n tel que X, = ¥, on a vy < & (utiliser a) et I'exerc. 3 de III, p. 80, §3).
Montrer que, si A < @, on a
R = S NP
E<o

rajsonner comme dans exerc. 18 a)).

¥ 20) a) Pour qu'un cardinal a soit régulier (exerc. 17), il faut que, pour tout cardinal

2 # 0,onaita® = a. Z m? (utiliser I’exerc. 19, en considérant plusieurs cas, suivant que b
m<a

est fini, que Rg < b < aou que b = g, ainsi que Pexerc. 3 de 111, p. 80, § 3). L’hypothése du
zontinu généralisée entraine que la condition précédente est aussi suffisante.
: Montrer que, si un cardinal a est tel que, pour tout cardinal m tel que 0 < m < q, on ait
27 = @, a est régulier (utiliser Pexerc. 3 de I11, p. 80, § 3).

Montrer que la proposition « pour tout cardinal régulier a et tout cardinal m tel que
<M < @a,onan = amestéquivalente & ’hypothése du continu généralisée (utiliser a)).

¢ 21) On dit gqu’un cardinal infini a est dominant si, pour tout couple de cardinaux m < a,
n<@gonam'<a.
: Pour que a soit dominant, il suffit que, pour tout cardinal m < a, on ait 2™ < q.
On définit par récurrence une suite (a,) de cardinaux de la fagon suivante: a, = N,
.-y = 2°», Montrer que la somme b de la suite (a,) est un cardinal dominant; 8g et b
sont les deux plus petits cardinaux dominants,

Montrer que on a d® = R} = 2° (remarquer que 2° < b®0); en déduire que 'on
z d¥o = (2%, bien que b < 2° et Ny < b.

.y

€ 22) On dit qu'un cardinal X, est inaccessible si I'ordinal 4 est inaccessible (II1, p. 89,
exerc. 16 b); on a alors w, = o 51 we # wy. On dit qu’un cardinal a est fortement inaccessible
s est inaccessible ¢t dominant (exerc. 21).

: L’hypothése du continu généralisée entraine que tout cardinal inaccessible est fortement
.naccessible,
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5) Pour qu’un cardinal @ > 3 soit fortement inaccessible, il faut et il suffit que, pour toute
famille (a,),c; de cardinaux telle que Card(I) < acta, < a pourtoutt € I, on ait u a, <a.

¢) Pour qu'un cardinal infini a soit fortement inaccessible, il faut et il suffit qu’il soit dominant
(I11, p. 90, exerc. 21) et qu’il vérifie 'une des deux conditions suivantes: «) pour tout cardinal
b tel que 0 < b < a, onaa® = a; B) pour tout cardinal b > 0, on a a® = a.2% (Utiliser
les exerc. 20 et 21 de III, p. 90.)

¢ 23) Soit a un ordinal >0; on dit qu’unc application f de I'ordinal o dans lui-mémnie est

divergente si, pour tout ordinal X, < «, il existe un ordinal u, < a tel que la relation

ug € £ < aentraine Xy < f(§) < a.t

a) Soit ¢ une application strictement croissante d’un ordinal $ dans «, telle que

CP(?BP L) = sup #(%) pour tout ¥ < B, et que sup 9(%) = .2 Pour qu’il existe une application
b h <

J de o dans lui-méme, divergente et telle que f(£) < & pour tout £ tel que 0 < £ < a, il faut
et il suffit qu’il existe une application de méme nature de 8 dans lui-méme.

b) Déduire de a) que, pour qu’il existe une application fde o, dans lui-méme, divergente et
telle que f(E) < Epour0 < & < @y, il faut et il suffit que le caractére final de w, soit wg (si
g est un ordinal régulier > w,, définir par récurrence une suite strictement croissante (7,)
par les conditions 7, = 1, 9, +; étant le plus petit ordinal ¥ tel que, pour & = &, f(&) > 4.).
¢) Soit wgz le caractére final de wy (111, p. 89, exerc. 16) ; montrer que, si & > O etsi / est une
application de w, dans lui-méme telle que f(£) < & pour tout £ tel que 0 < £ < o, il existe
o tel que Pensemble des solutions de I’équation f(Z) = % ait un cardinal au moins égal a Xz.

1 24) a) Soit §F un ensemble de parties d’un ensemble E, tel que, pour totite partie A € ¥,
on ait Card(A) = Card() = a = R,. Montrer qu’il existe dans E une partie P telle que
Card(P) = a et qu’aucun ensemble de ¥ ne soit contenu dans P. (Si a = R,, définir par
induction transfinie deux applications injectives £ — f(£), £ + g(£) de w, dans E telles que
les ensembles P = f(w,) et Q = g(w,) ne se rencontrent pas et que chacun d’eux rencontre
toute partie A € ).

by On suppose en outre que, pour toute partie ¢ de ¥ telle que Card(®) < a, le complé-
mentaire dans E de la réunion des ensembles A € & ait un cardinal = a; montrer alors qu'il
existe dans E une partie P telle que Card(P) = a et que, pour tout A € @, Card(P N A) <a
(méthode analogue).

9 25) a) Soit F un recouvrement d’un ensemble infini E; on appelle degré de disjonction de &
le plus petit cardinal ¢ tel que ¢ soit strictement supérieur aux cardinaux Card(X N'Y) pour
tout couple d’ensembles distincts X € F et Y e §. Si Card(E) = a, Card(F) = b, montrer
qu’on a b < a° (remarquer qu’une partie de E de cardinal ¢ ne peut étre contenue que dans
un ensemble de {§ au plus).

by Soient w, un ordinal initial, I un ensemble tel que 2 € p = Card(F) < V,; soit E
Pensemble des applications dans F des segments de w, distincts de wy; on a Card(E) < p¥x.
Pour toute application f de w, dans F, soit K, la partie de E formée des restrictions de faux
segments de o, distincts de w,. Montrer que 'ensemble ¥ des K, est un recouvrement de E
tel que Card(gF) = p¥a et dont lc degré de disjonction est égal & R,,.

¢) Soient E un ensemble infini de cardinal a, et soient ¢ et P deux cardinaux >1 tels que
b <ep™ <apourtoutm < ceta = Z p™. Déduire de §) qu’il existe un recouvrement

m«<e
% de E formé d’ensembles de cardinal ¢, ayant un degré de disjonction égal a ¢, et tel que
Card({) = p°. En particulier, si E est infini dénombrable, il existe un recouvrement & de
E formé d’ensembles infinis, tel que Card(F) = 2%o et que intersection de deux ensembles
quelconques de § soit finde.

1 Si on munit Pensemble bien ordonné Q des ordinaux <« de la topologie _(0%) (TG, I,
§ 1, exerc. 5), cette condition peut encore s’écrire  lim  f(§) = a.
oo, 4<a

2 En prolongeant ¢ & Of par la condition ¢ (B) = «, les conditions précédentes signifient que ¢ est
continue lorsqu’on munit O et Og des topologies 7_(Og) et I~ (0g) (TG, 1, § 1, exerc. 5).
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€ 26) Soient E un ensemble infini, ¥ un ensemble de parties de E tel que pour toute partie
A€ F, on ait
Card(A) = Card(;y) = Card(E) = a = R,
Montrer qu’il existe une partition (B,),, de I telle que
Card(I) = Card(B,) = a

pour tout 1€ I ct telle que A M By # 65 pour tout A € ¥ et tout v € I. (Avec les notations de
Uexerc. 24 a) (111, p. 91}, considérer d’abord une application surjective f dec w, dans ¥ telle
sue pour tout A € ¥, I'ensemble des £ € w, tels que f(%) = A ait un cardinal ¢gal a a. Puis
iifinir par induction transfinie une bijection g de w, sur L telle que ¢ (8) e f (%) pour tout Z € w,.)

€ 27) Soient L un cnsemble infini, (E,); .;, une famille d’ensembles. On suppose que pour
tout entier n > 0, Pensemble des % € L tels que Card(E;) > n est équipotent a I.. Montrer

quc dans le produit & = ﬂ E,, il existe une partie I telle que Card(F) = 263rdd ayant
€

.2 propriété suivante: pour toute suite {inic (fi);<r<n d’¢léments distincts de I', il existe
“ 2 L tel que les ¢léments fi(2) € E, (1 < & < n) solent deux & deux distincts. (Mountrer
Z'abord qu’il existc une partition (L;);cw de L telle que Card(L;) = Card(L) pour tout j
=+ Card(E,) = 2/ pour tout x€ L,. Se ramencr de la sorte au cas ot L. cst somme de la
‘amillc dénombrable des ensembles X/ (j = 1), ot X est un ensemble infini, et ol K, = 21
pour A € X/ A toute application g € 2% de X dans 2, faire correspondre Iélément fe E tel
que pour A = (¥)1<pey € XY on ait f(x) = (g(vy),..., g(x;)); montrer que P'ensemble ¥
des fe L ainsi définis répound a la question.)

€ 28) Soient E un ensemble infini, (X)1<;<m une partition finie de I'enscnible 5, (L) des
narties de E ayant n éléments. Montrer qu’il existe un indicc i ct une partie infinie ¥ de E
=15 que toute partic de I ayant n ¢léments appartienne 4 X;. (Raisonner par récurrence surn:
pour tout @ € I3, montrer d’abord qu’il existe un indice j(a) et une partie infinic M(a) de
L = {a} tels que pour toute partie A de M(a) ayant n — 1 ¢léments, {a} U A appartienne &
Y. .. Former alors F en définissant une suite d’éléments a; de E par récurrence sur 7, a; étant
srbitraire dans E, a, pris dans M(a,;), a; défini 4 partir de M(q;) et de a; comme a, & partir
de I et de aq, ct ainsi de suite. Montrer enfin que Pensemble 19 des éléments d’une suite
sarticlle (a;,) extraite convenablement de (a,) répond i la question.)

29 a) Dansun ensemble ordonné E, toute réunion finie de sous-ensemble neethériens (pour
i"ordre induit) de E est un ensemble ordonné ncethérien.

= Pour qu’un ensemble ordonné E soit neethérien, il faut et il suffit que pour tout a€ E,
Uintervalle Ja, —( soit neethérien.

Soit E un ensemble ordonné tel que I’ensemble obtenu en munissant E de Pordre opposé

soit neethérien. Solent u une lettre, Tiuf un terme. Monirer qu’il existe un ensemble U et une
application fde E sur U tels que, pour tout x € B, on ait f(x) = T} f¥% cn désignant par
< ¥ Papplication de J<, *{ sur f(J«, af) qui coincide avec fdans cet intervalle; cn outre U
2t f sont déterminés de fagon unique par cette condition.
I Soit I un ensemble ordonné neethérien tel que toute partie finie de E admette une borne
supérieure dans E. Montrer que si E admet un plus petit élément, I est un ensemble réticulé
achevé (III, p. 71, exerc. 11): si au contraire ¥ n’admet pas de plus petit ¢élément, ’en-
semble E” obtenu en adjoignant a E un plus petit élément (I11, 5. 9, prop. 3) est réticulé
achevé,

3UY Soit I un ensemble réticulé tel qque I'ensemble obtenu cn munissant E de 'ordre opposé
soit neethérien. Montrer que tout élément a € E peut s’écrire sup (e, s, ..., €,) ol les ¢
1 < i < n) sontirréductibles (II1, p. 81, exerc. 7; montrer d’abord qu'il existe un élément
irréductible ¢ tel que a = sup (¢, b) si a n’est pas irréductible). Généraliser a F. I’exerc. 7 b)
de III, p. 81, Généraliser de méme les exerc. 8 b) et 9 b) de III, p. 82.

€ 31) Soient A un ensemble infini, E ’ensemble des parties infinies de A, ordonné par la
relation opposée 4 la relation d’inclusion. Montrer que E cst complétement ramifi¢ (I11,
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p. 76, exerc. 8) mais non afiltrant (III, p. 74, exerc. 23), et qu’il existe un sous-ensemble
cofinal F de E qui est afiltrant. (Considérer d’abord ’ensemble D(A) des parties infinies
dénombrables de A, qui est cofinal dans E, et soit Z = Ry(D(A)) (III, p. 74, exerc. 23,.
Ecrire Z sous la forme (z,); ¢ 1, ou L est un ensemble bien ordonné et prendre pour F un
ensemble de parties dénombrables X}, ol & parcourt une partie convenable de L, n € N.

XA o Xhpourm < n, X4 — X%, estinfinie pour toutn > O et nOz X% = @ ;onprocédera
par récurrence transfinie pour définir les X}, de fagon que les images des X% par ’application
canonique 7: D(A) — Z (111, p. 74, exerc. 23) soient deux a deux distinctes et forment une

partie cofinale de Z.)

9 * 32) Sotent (M,), (P,) dcux suites d’cusembles finis (non tous vides), deux & deux dis-
joints, ayant pour ensemble d’indices 'ensemble Z des entiers rationnels; on pose «, =
Card(M,), B, = Card(P,). On supposc qu’il existe un entier £ > 0 tel que, pour tout
n € Z et tout entier / > 1, on ait

Ay + Xpyy + oo+ Ay € ﬁn—k + ﬂn—k+1 + o+ ﬁn+l+h:
et

Bn+ Bast 4+ Bavi St + Goper o+ Gy
Soient M la réunion de la famille (M,), P celle de la famille (P,). Montrer qu’il existe
une bijection o de M sur P telle que Pon ait p(M,) = L) Pieta(P) < J M,
pour tout indice n g Z. (Considérer sur chaque M,, (resp. P,igrl;lko—riire total, et prelic:i:e—::ct;r;me
ordre sur M (resp. P) la somme ordinalc (111, p. 69, exerc. 3) de la famille (M,), .z (resp.

(Pa)nez); no étant un indice tel que M, # o, considérer les isomorphismes de M sur P
no+k
en I'un des ¢léments de ) P;, et montrer
j=no—k
que 'un de ces isomorphismes répond a la question. On considérera pour cela le plus petit
3 des nombres

Bo-k + Brnok+1 + o0+ Brsisr — (@ + dpyr + 000+ Gny)

qui transforment le plus petit élément de M,

et
Un-g + Tnoprr + 0 A Unagar — Ba 4 Bavr T+ Brsd)

pour toutes les valeurs de neZ et de !/ > 1. Si neZ et [ > 1 sont tels par exemple quc
Bo-i + Br-ksr + -+ Basvisr = 8 4 a5 + ape1 + -+ -, 5, on peut prendre ¢ tel que
le plus petit élément de P, _, soit I'image par ¢ du plus petit élément de M,,.)

€ 33) Soient a, b deux cardinaux tels que a > 2, b = 1, I'un au moins des deux étant
infini. Soient E un ensemble, § une partie de R(E), telle que Card(y) > abet Card(X) < b
pour tout X € & On se propose de montrer qu’il existe une partie & < § telle que
Card(®) > ab et que deux quelconques des ensembles appartenant & & aient la méme inter-
section. On pourra procéder de la fagon suivante:

a) Soit ¢ le plus petit des cardinaux > ab, et soit Q le plus petit ordinal de cardinal ¢. On
considére une application injective v X(v) dc £ dans ¥, et on pose M = | X(v); on

venR

peut supposer que Card(M) = ¢, ct il y a donc une bijection v > x, de Q sur M, ordonnant
M.

b) Pour tout ve €, soit p, 'ordinal type d’ordre du sous-ensemble X(v) de M (on «
Card(py) = D) et soit w+> Y 'unique application bijective croissante de p, sur X(v). O
note M, ’ensemble des y” lorsque v parcourt 2. Montrer qu’il existe au moins un ordinal =
tel que Card(M,,) = ¢. On désigne par « le plus petit de ces ordinaux; la réunion des M, pour
v < a a un cardinal <ab < c.

¢) Montrer qu’il existe une partie Ny < Q telle que Card(N,) = ¢ et que I’application
vy de N, dans M soit injective. Montrer, par récurrence sur 3, qu’il existe une partie
N; < N, de cardinal ¢ telle que 1’élément 4§ = z, soit indépendant de v pour v € Nj et pour
tout A < B. Montrer que l'intersection N des N pour B < « a pour cardinal ¢ (considérer son
complémentaire). Soit Q 'ensemble des z, pour A < «.
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7 Pour tout v € N, on définit par récurrence un ordinal %, par la condition suivante: c’est
‘e plus petit ordinal dans N tel que v soit majorant strict, dans M, de la réunion des X(%,)
sour ¢ < v, u € N. Montrer que pour g < vdans N, on a X(3,) N X(},) = Q.

§7

, Sotent I un ensemble préordonné filtrant a droite, (J,) .1, une famille de parties de I,
zvant pour ensemble d’indices L un ensemble préordonné filtrant a droite, et telle que:
" pour tout A € L, J, est filtrant pour la relation d’ordre induite par celle de I; 2° la relation
“ < pentraine J, < J,; 3° I est réunion de la famille (J,). Soit (E,, fys) un systéme projectif
d'ensembles ayant I pour ensemble d’indices; soit E sa limite projective, et pour tout
» £ L, soit F, la limite projective du systéme projectif obtenu par restriction a J, de ’en-
semble d’indices. Pour A < u, soit g,, I'application canonique de F, dans F, (III, p. 52).
Montrer que (F,, g,,,) est un systéme projectif d’ensembles relatif 4 L, et définir une bijection
canonique de F = lim T, sur E.

-

Soient (E,, f,3) un systéme projectif d’ensembles relatif 4 un ensemble d’indices filtrant
2 droite, E = lim E,, et, pour tout «, soit f,: E —~ E, I'application canonique. Montrer
-—

que si toutes les applications f,; sont injectives, f;, est injective.

Soient (E,, fis), (Fy, gus) dcux systémes projectifs d’ensembles relatifs 4 un méme en-
semble d’indices I; pour tout « € I, soit u, une application de E, dans F,, les u, formant un
svstéme projectif d’applications. Soit G, < E, x F, le graphe de u,; montrer que (G,) est
un systéme projectif de parties des E, x F, et que sa limite projective s’identifie canonique-
ment au graphe de u = lim u,.

-

4+ Soient I un ensemble non vide ordonné filtrant a droite, n’ayant pas de plus grand
clément, F ’ensemble des suites x = (o, oz, ..., %gn-1, %2y) d’un nombre pair >2 d’élé-
ments de I, ayant les propriétés suivantes: 1° ag 1 < agpour ]l € i < n;2% 09 & agj_1
pour 1 € j < i € n. L’ensemble I' n’est pas vide. On pose r(x) = ogy.1, $(¥) = agp, €t on
dit que n est la longueur de x.
i Pour tout « € I, soit E, 'ensemble des x € F tels que r(x) = a; E, n’est pas vide. Pour
% < B, on définit de la fagon sulvante une application f,; de E; dans I’ensemble des suites
anies d’éléments de I: pour x = (&g, ..., %2n_1, ®2,) € Eg, soit § le plus petit indice tel que
% € ogy-13 on pose fug(x) = (o1, ..., g, -9, &, az;). Montrer que f,5(Eg) = E, et que
E.. faup) est un systéme projectif d’ensembles ayant I pour ensemble d’indices.
5 Montrer que si x, € E, et x5 € Ej sont tels qu’il existe un indice vy € I pour lequel y > «,
" 2 B, et un x, € E, tel que x, = fi,y(x,) et ¥y = f5(xy), alors, si de plus x, et x; ont méme
iongueur, on a s(x,) = s(xy).

Déduire de %) quesi E = (hﬂ E, n’est pas vide et siy = (x,) € E, ensemble des s(x,)
est dénombrable et cofinal a 1.
7 Soit I ’ensemble des parties finies d’un ensemible non dénombrable A, ordonné par in-
cluston, Montrer qu’il n’existe aucune partie dénombrable de I qui soit cofinale 4 I, et déduire
de ¢; un exemple de systéme projectif (E,, f,5), ou les E, sont non vides et les f,; surjectives,
mais pour lequel lim E, = g.
¢ Déduire de d) un exemple de systéme projectif d’applications u,: E, — E/ tel que chacune
des u, soit surjective, mais que lim u, ne soit pas surjective (prendre chacun des E} réduit
2 un seul élément). N

¢ 3) Soient I un ensemble préordonné filtrant & droite, (E,),e1 une famille d’ensembles
réticulés tels que chacun des E,, muni de la relation d’ordre opposée, soit neethérien (I11,
p. 31). Pour tout couple (a, B) d’indices de I tels que o < B, soit f5: E; — E, une applica-
tion croissante, et supposons que (E, f,5) soit un systéme projectif d’ensembles relatif 2 1.
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Pour tout « € I, soit G, une partie non vide de E,, telle que les conditions suivantes solent
vérifides:

1° deux éléments distincts de G, ne sont pas comparables;

2° pour a < B, on a f,3(Gy) = Gy, _;

3° pour « < B et pour tout x, € G,, f,5(x,) a un plus grand élément M,(x,) dans Eg;

4° pour a < B, si Ay est un élément de Ej tel qu’il existe y; € Gy pour lequel y; < Ay, alors,
pour tout x, € G, tel que x, < f,5(hg), il existe x5 € G tel que x5 < Ag et X, = fop(xp).

Dans ces conditions, montrer que la limite projective du systéme pI‘O_]CCtlf de parties (Gg)
n’est pas vide. On pourra procéder de la fagon suivante:
a) Soit J une partie finte de I; on dit qu'une famille (x,), ¢4, oU %, € G, pour tout « € J, est
cohérente si elle satisfait aux deux conditionssuivantes: I)sizeJ, BeJ, o < f.onax, = fup(xg):
2) pour tout élément y € I majorant J, il existe x, € G, tel que x, = fw( x,) pour tout « € J.

Montrer que pour tout ¢élément y € I majorant J, ’ensemble ﬂ fay( ) admet un plus
grand élément égal & Inf (M, (x,)); en outre, lintersection de G, et de ﬂ fay( %) est L'en-
a€J

semble (non vide par hypothése) des y, € G, majorés par inf (M, (xy)) (utlhser la condition
10). aed

b) Soit J une partie quelconque de I; on dit qu'une famille x; = (x,)qcy, OU x4 € G, pour
tout o € J, est eohérente si toute sous-famille finie de x; est cohérente. Si J # Tetsifel =],
montrer qu’il existe x5 € G tel que la famille x5,y = (%5)aeguis S0t cohérente. (Pom toute
partie finie I de J, montrer en utilisant a) et la condition 4°, que si y est un majorant de

Fu{Bl, fe, (G, N ﬂ fw(xm)) est l’ensemble (non vide) des y; e Gy majorés par
S (Inf (Mg, (x,))). Ln utilisant le fait que E;, muni de lordrc opposé, est ncethérien,
a€eF

montrer ensuile qu’il existe unc partie finic F, de J et un majorant v, de

Fo U {8} tels que, pour toute partie finic ¥ de J ¢t tout majorant v de F U {B}, on ait

Soo(inf (Mg, (x5))) 2 fao(inf (Mg, (x.))). Prouver alors que tout élément x4 € Fy majoré par
ax€EF ®EFQ

Sovo(inf (Mg, (x,))) répond a la question,
x€eF

¢) Achever la démonstration en prouvant qu’ll existe une famille coliérente ayant pour
ensemble d’indices I tout entier. (Ordonner 'ensemble des familles cohérentes x; par la
relation « x; est une sous-famille de xi », et appliquer 4) et le th. de Zorn.)

6) Soient I un ensemble préordonné filtrant 4 droite, (J))aer une famille de parties de 1
satisfaisant aux conditions de U'cxcre. 1 (LII, p. 94). Soit (L, f5e) un systéeme inductif
d’ensembles ayant [ pour ensemble d’indices; soit E sa limite inductive, et pour tout » € L.
soit F, lalimite inductive dusystéme inductif obtenu par restriction a J, del’ensemble d’indices.
Pour & < y, soit g, 'application canonique de F;, dans F, (IIT, p. 61). Montrer que (F,, g,
est un systéme inductif d’ensembles relatif & L et définir une bijection canonique de E sur
F= lim F,.
—

7) Soient I un ensemble préordonué filtrant 4 droite, (E,, fs.) un systéme inductif d’en-
sembles relatif & I pour tout « € I, soit f,: E, — E = lim E,’application canonique. Dan»
» . I3 » — ’,
chaque E,, soit Ry la relation d’équivalence f,(x) = f,(y); montrer que pour o < >
I’application f3, est compatible avec les relatious d’équivalence R, et Ry, Soient Ej = E,/R,.
JSsx application de Ej dans Ej obtenue & partir de f,, par passage aux quotients; montrer

que fy, est injective, et que (Eg, f5.) est un systéme inductif d’ensembles; définir une bijec-
tion canonique de E sur lim E[.
—

8) Soient (E,. fs4), (F,, g5.) deux systémes inductifls d’ensembles relatifs 3 un méme en-
semble d’indices préordonné filtrant 4 droite I; pour tout « € 1, soit u, une application de E,
dans Fy, les u, formant un systéme inductif d’applications. Soit G, < E, x F, le graphe de
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uy; montrer que (Gg) est un systeme inductif de parties des E, x F,, et que sa limite inductive
s'identifie canoniquement au graphe de ¢ = lim #,.
—

9; Soit I un ensemble préordonné quelconque, (E,)qe1 une famille d’ensembles ayant I pour
ensemble d’indices; pour tout couple d’indices («, 3) de I tels que & < 8, soit f, une applica-
von de E, dans Eg, et supposons que ces applications vérifient les conditions (LI;) et (LIgy).
Soit G lensemble somme de la famille (E,), et (avec les notations de III, p. 61), soit
Rix, 4} la rclation entre deux éléments x, y de G: «ona A(x) = a < A(y) = Bety = fp(x)
Soit R’ la relation d’équivalence dans G dont le graphe est le plus petit des graphes d’équiva-
lence contenant le graphe de R (II, p. 52, exerc. 10). On dit encore que L = G/R’ est la
limite inductive de la famille (E,) pour la famille d’applications ( f5,) et on écrit E = lim Eg;

lorsque I est filtrant, montrer que cette définition coincide avec celle de 111, p. 61. Dans le
cas général, on appelle application canonique de E, dans E et on note f, la restriction a E,
de ’application canonique de G dans E. Supposons donnée, pour tout « € I, une application
y de E, dans un ensemble F telle que ug o fi, = u, pour « < {3; montrer qu’il existe une
application ct une seule u de E dans F telle que # = #u, o f, pour tout o € L.



NOTE HISTORIQUE
(Chap. 111, § 5)

(N.-B. — Les chiffres romains renvoient a la bibliographie placée & la fin de
cette note.)

L’évolution des idées touchant les notions de nombre entier et de nombre
cardinal est inséparable de I'histoire de la théorie des ensembles et de la logique
mathématique; le lecteur en trouvera ’exposé dans la note historique qui suit le
chap. I'V. Nous nous bornerons ici a donner quelques bréves indications sur les
faits les plus saillants dans I’histoire de la numération ct de I'« Analyse combina-
toire ».

L’histoire et I’archéologie nous font connaitre un grand nombre de « systenes
de numération »; leur but initial est d’attacher a chaque entier individuel (jusqu'a
une limite qui dépend des besoins de la pratique) un nom et une représentation
écrite, formés de combinaisons d’un nombre restreint de signes, s’effectuant
suivant des lois plus ou moins réguli¢res. Le procédé de beaucoup le plus fréquent
consiste & décomposer les entiers en sommes d’ « unités successives » by, by, . . .,
b,, ..., dont chacune est un multiple entier de la précédente; et si en général
b, /b, _, est pris égal & un méme nombre 4 (la « base » du systéme, le plus souvent
10), on observe mainte exception a cette régle, comme chez les Babyloniens, ou
b,/b,_, est tantot égal a 10, tantot 4 6 (I), et dans le systéme chronologique des
Mayas, ot 4,/b, _; est égal & 20 sauf pour n = 2, et ol b,/b; = 18 (II). Quant a
Iécriture correspondante, elle doit indiquer le nombre d’ « unités » b; de chaque
ordre 7; dans beaucoup de systémes (comme chez les Egyptiens, les Grecs et les
Romains), les multiples successifs £.4; (ou £ varie de 1 a (b;,,/6;) — 1) sont
désignés par des symboles qui dépendent a la fois de £ et de . Un premier et
important progres consiste a désigner tous les nombres 4. 4, (pour la méme valeur
de k) par le méme signe: c’est le principe de la « numération de position », o
I'indice ¢ est indiqué par le fait que le symbole représentant k.5, apparait a l«
i-¢me place dans la succession des « tranches » constituant le nombre représente.
Le premier systeme de cette nature se rencontre chez les Babyloniens, qui, sans
doute dés 2000 avant J.-C., notent par un méme signe tous les multiples £.60 =
correspondant a des valeurs quelconques de 'exposant 7 ((I), p. 93-109). L’in-
convénient d’un tel systéme réside bien entendu dans ’ambiguité des symboles
employés, tant que rien n’indique que les unités d’un certain ordre peuvent étre
absentes, en d’autres termes, tant que le systéme n’est pas complété par lintro-
duction d’un «zéro » On voit pourtant les Babyloniens se passer d’un tel signe
pendant la plus grande partie de leur histoire; ils n’emploient en effet un « zéro
que dans les 2 derniers siécles avant J.-C., et encore seulement a 'intérieur d’un
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nombre; jusque-la, le contexte devait seul préciser la signification du nombre
considéré. Deux autres systemes seulement utilisent systématiquement un « zéro »:
celui des Mayas (en usage, semble-t-il, dés le début de ’ére chrétienne (II)), et
notre systéme décimal actuel, qui (par l'intermédiaire des Arabes) dérive de la
mathématique hindoue, ot son usage est attesté dés les premiers siecles de notre
¢re. 11 faut noter en outre que la conception du zéro comme un nombre (et non
comme un simple signe de séparation) et son introduction dans les calculs,
comptent aussi parmi les contributions originales des Hindous (III). Bien en-
tendu, une fois acquis le principe de la numération de position, il était facile de
i"¢tendre a une base quelconque; la discussion des mérites des différentes « bases »
proposées depuis le xvi® siécle releve des techniques du Calcul numérique et ne
saurait étre abordée ici. Bornons-nous a remarquer que ’opération qui sert de
rondement a ces systémes, la division dite « euclidienne », n’apparait pas avant les
Grecs, et remonte sans doute aux premiers Pythagoriciens, qui en firent outil
vssentiel de leur Arithmétique théorique (voir Note hist. des chap. VI-VII
d"dlgébre).

Les problémes généraux d’énumération, groupés sous le nom d’ « Analyse
combinatoire », ne paraissent pas avoir été abordés avant les derniers siecles de
1"Antiquité classique: seule la formule (;

de notre ére. Le mathématicien hindou Bhaskara (xu® siécle) connait la formule

) = n(n — 1)/2 est attestée au m°® siecle

f n p , . .
zénérale pour ) Une étude plus systématique se trouve dans un manuscrit de

Levi ben Gerson, au début du xm® siécle: il obtient la formule de récurrence

permettant de calculer le nombre V? des arrangements de n objets p & p, et en

particulier le nombre des permutations de 7 objets; il énonce aussi des régles
n

p) ((IV), p. 64-65). Mais

ce manuscrit parait étre resté ignoré des contemporains, et les résultats n’en sont
que peu a peu retrouvés par les mathématiciens des siecles suivants. Parmi les
progrés ultérieurs, signalons que Cardan démontre que le nombre des parties
non vides d’un ensemble de 7 éléments est 2 — 1; Pascal et Fermat, fondant le

L . AN n ) _
¢quivalentes aux relations (ﬁ) Voip!et (n — b

e . n oy
calcul des probabilités, retrouvent expression de (ﬁ)’ et Pascal est le premier a

observer la relation entre ces nombres et la formule du bindéme: cette derniére
parait avoir été connue des Arabes des le xmr° siecle, des Chinois au x1v® siecle, et
elle avait été retrouvée en Occident au début du xvi® siécle, ainsi que la méthode
de calcul par récurrence dite du «triangle arithmétique », que l'on attribue
d'ordinaire a Pascal ((IV), p. 35-38). Enfin, Leibniz, vers 1676, obtient (sans la
publier) la formule générale des « coefficients multinomiaux », retrouvée indépen-
damment et publiée 20 ans plus tard par de Moivre.
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CHAPITRE IV

Structures

§ 1. STRUCTURES ET ISOMORPHISMES

Le but de ce chapitre cst de décrire une fois pour toutes un certain nombre de
constructions formatives et de démonstrations (cf. I, p. 17 et p. 22) qui inter-
viennent treés fréquemment en mathématique.

1. Echelons

Un schéma de construction d’échelon est une suite ¢y, ¢, . . ., ¢, de couples d’entiers
naturels?® ¢, = (a;, b;) satisfaisant aux conditions suivantes:

a) Sihy=0,onal <q <1 - 1.

b) Sia; #0eth; #0,onal <ag <i—letl <b <i— 1
Ces conditions entrainent que ¢; = (0, 4,) avec b; > 0. Si n est le plus grand des
entiers &, figurant dans les couples (0, 4,), on dit que ¢y, ¢s, . . ., ¢, st un schéma
de construction d’échelon sur n termes.

Etant donnés un schéma S = (¢y, ¢, . . ., ¢,) de construction d’échelon sur n
termes, et n termes Ey, ..., E, d’une théorie 9 plus forte que la théorie des en-
sembles, on appelle construction d’échelon, de schéma S, sur Ey, ..., E,, une suite
AL A, .o, A, de m termes de J définis de proche en proche par les conditions
suivantes:

a) Si¢ = (0, 6;), A; est le terme E,.

b) Sic = (a5, 0), A; est le terme B(A,). .

¢) Sie¢ = (a, b;) avec a; # 0 et b, # 0, A; est le terme A, x A,.

! Nous utilisons la notion d’ « entier » de la méme fagon qu’au chap. I, c’est-a-dire au sens méta-
mathématique de repéres rangés dans un certain ordre; cet emploi n’a rien de commun avec la
théorie mathématique des entiers, développée au chap. ITI.
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Nous dirons que le dernier terme A,, de la construction d’échelon de schéma S sur
E,, ..., E, est Uéchelon de schéma S sur les ensembles de base E|,. .., E,, et nous lc
désignerons, dans les raisonnements généraux qui vont suivre, par la notation
S(E,, ..., E,).
Exemple. — Litant donnés deux cnsembles E, ¥, I'ensemble SR(B(E)) x B(F) cst .
échelon sur E, F, de schéma
(0, 1), (0,2), (1,05, (3,0), (2,0), (4,5).
C’est aussi I’échclon sur E, F, de schéma
(0,2), (0, 1), (1,0), (2,0), (4,0), (5 3).

Plusicurs schémas distincts peuvent donc donner lc méme échelon sur les mémes
termes.

.y

2. Extensions canoniques d’applications

Soit S = (¢, €5 . . -, ¢,,) un schéma de construction d’échelon sur » terines. Sotent
E,..,E,E}, ..., E} des ensembles (termes de 7) et solent fi,...,f, des
termes de 7 tels que les relations

« f; est une application de E; dans E;»

soient des théoremes de J pour 1 < 2 < n. Soit Ay,..., A, (resp. Aj,..., A
la construction d’échelon de schéma S sur E,, ..., E, (resp. E},..., E;). Or
définit de proche en proche une suite de m termes gy, . . ., g, telle que g, soit unc
application de A; dans A} (pour 1 < ¢ < m), par les conditions suivantes:

a) Si¢ = (0, 4,), de sorte que A; = E,, A] = E;, g; est 'application f,.

b) Si ¢ = (a;, 0), de sorte que A; = B(A,), A] = B(A,), & est Pextensic.
canonique g, de g, aux ensembles de parties (II, p. 30).

¢) Si ¢ = (a;, b;) avec a; # 0 et b; # 0, de sorte.que A; = A, x A, e
Al = Ay x Ay, g est Pextension canonique g, < gp de g, et g, a A, x A, 1L
p- 21).

Nous dirons que le dernier terme g,, de cette suite est Iextension canonique, -
schéma S, des applications fi, ..., f,, et nous le désignerons par la notatior

<fl" . '>fn>s'

On vérifie de proche en proche les critéres suivants:

CSTL. 8t f, est une application de E, dans E, f; une application de E] dans E.
(1 <1 < n), on a, pour tout schéma de construction d’échelon S sur n termes

<ﬁ’°ﬂ’f2’°f2> M "fn’ofn>s = <fl”f2’>~ . *’f7:>s° (flnf2> .. ~>fn>s'

CST2. 87 f; est injective (resp. surjective) pour 1| < i < n, {fi,. .., fu)S est in-
Jective (resp. surjective).

Ce dernier critére résulte des propriétés correspondantes de I’extension
(11, p. 30, prop. 1) et de I’extension g x & (II, p. 21).
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CST3. 87 f; est une byection de E;, sur Ej, et fi™1 la bijection réciproque,*
alors { f1, ..., fu>S est une byjection, et { fi71, . .., fir 158 la bijection réciproque; autre-

ment dit, on a
(<f1’ c "fn>S)—1 = <f1<1’ . .>fn_l>s.
Cela résulte aussitot de CST1 et CST2.

3. Relations transportables

Soient 7 une théoric plus forte que la théorie des ensembles, x1, . . ., X, 51, .. ., 5
des lettres distinctes entre elles et distinctes des constantes de 7, Ay, ..., A,, des
termes de J ol ne figurent aucune des lettres x; (1 <2 < n) ets; (I <j < p).
Soient Sy, ..., S, des schémas de construction d’échelon sur n + m termes: nous
dirons que la relation Tixy, .. ., x,, 51, . . ., 5,b:

€51 €S (X L X Aoy Ay et s e Sa(xy, ., X, Ayl AY)
et ...ets,eS,(x, L, AL AL

est une typification des lettres sy, .. ., 5.

Soit Rixy, . . ., %4, §15 . - ., 5,f une relation de .77, contenant certaines des lettres
x, 5; (et éventuellement d’autres lettres). Dire que R est transportable (dans T)
pour la typification T, les x; (1 < i < n) étant considérés comme ensembles de base princi-
paux et les A, (1 < h < m) comme ensembles de base auxiliaires, c’est dire que la
condition suivante est satisfaite:

Soient ¥y, ...y ¥us f1,- - -» f des lettres distinctes entre elles, distinctes des
v, (1 <7< m),dess; (1 <7 < p), des constantes de 7 et de toutes les lettres
figurant dans R ou dans les A, (1 < £ < m). Soit d’autre part Id, (1 < 4 < m)
I'application identique de A, sur lui-méme. Alors, la relation

1) « Thxy, ooy Xy 51, -+ 0y S5t et (fy est une bijection de x,; sur y,)
et ... et (f, est une bijection de x, sur y,) »

entraine, dans 7, la relation
[2) Rixy, ..o, x5, b= Ry, oo, 40 51,000y 55
ou on a posé
3) 55 = e eos o Ty, 1d,D55(s) (1 <j<p)
On a une définition analogue, mais plus simple, lorsqu’il n’y a pas d’ensemble
auxiliaire.

Par exemple, sin = p = 2, et si la typification T est

€51 Exg et SgEX N,

la relation s; = s3 est transportable. Par contre, la relation x; = %, ne Pest pas. On
reconnait aisément, dans les cas usuels, si une relation est transportable (pour une
certaine typification).

~1
1 Pour des raisons de commodité typographique, nous écrivons / =1 au lieu de /.
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4. Espéces de structure

Soit .7 une théorie plus forte que la théorie des ensembles. Une espéce de structure
dans 7 est un texte X formé des assemblages suivants:

l° Un certain nombre de lettres x,,..., x,,5, distinctes entre clles et
distinctes des constantes de 77 x,,..., %, sont appelées les ensembles de base
principaux de Pespece de structure 2.

2° Un certain nombre de termes Ay, .. ., A,, de 7, dans lesquels ne figurent
aucune des lettres x;, s, et qui sont appelés les ensembles de base auxiliaires de X ; =
peut éventuellement ne comporter aucun ensemble de base auxiliaire (mais il doit
toujours y avoir au moins un ensemble de base principal).

3° Une typification Tixy, x, . . ., Xy, 5t

SES(xy, kAo AY)
ou S est un schéma de construction d’échelon surn + m termes (IV, p. 1). On
dit que Tixy, . . ., %, 5{ est la caractérisation typique de I'espéce de structure 2.

4° Une relation Rixy, . . ., x,, st qui est transportable (dans J7) pour la typifica-
tion, les x; étant ensembles de base principaux et les A; ensembles de basc
auxiliaires (IV, p. 3). On dit que R est Paxiome de I'espéce de structure 2.

On appelle théorie de Iespéce de structure % la théorie 73 ayant les mémes
schémas d’axiomes que 7 et dont les axiomes explicites sont ceux de J et
I’axiome « T et R »; les constantes de 73 sont donc les constantes de 7 et les
lettres figurant dans T ou dans R.

Soit maintenant .7 " une théoric plus fortc que 7, et sotent E,, . .., E_, U des
termes de 7. On dit que (dans la théorie ) U est une structure d’ espece L sur les
ensembles de base principaux E,, ..., E,, avec A, ..., A, pour ensembles de base
auxiliaires si la relation

«TE,,.. ,E,, Utet R{E;, ..., E,, Ud»
est un théoréme de J'. Lorsqu’il en est ainsi, pour tout théoréme Bixy, x,, . . ., x,, 5t
de la théorie I3, la relation B{E, . . ., E,, Uf est un théoréme de 7' (1, p. 23). Dans
T3, la constante s est appelée la structure générique d’espéce 2.

On dit aussi que (dans la théorie J') les ensembles de base principaux
E,, ..., E, sont munis de la structure U. 11 est clair que U est un élément de 'en-
semble S(E;, ..., E,, A},..., A,). L’ensemble des éléments V de S(E,, ..., E,,
Ay, ..., Ap) qui vérifient la relation R{E,,..., E,, V{ est donc l’ensemble des
structures d’espéce 2 sur By, . . ., E,; il peut étre vide.

Exemples. — 1) Prenons pour & la théorie des ensembles et considérons 'espéce de
structure sans ensemble de base auxiliaire, comportant un ensemble de base principal
A, la caractérisation typique s € B(A x A) et 'axiome

-1
sos=setsMs=A,

(A4 diagonale de A x A), qui est une relation transportable pour la typification
sePB(A x A), ainsi qu’on le vérifie aisément. Il est clair que la théorie de cette espéce
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de structure n’est autre que la théorie des ensembles ordonnés (111, p. 2 et p. 5); aussi
dit-on que 'espéce de structurc ainsi définie est Pespéce de structure d’ordre sur A, Nous
avons rencontré au chap. I11 de nombreux exemples d’ensembles munis de structures
de cette espece.

2) Prenons pour & la théorie des ensembles, et considérons 'espéce de structure
sans ensemble de base auxiliaire, comnportant un ensemble de base principal A, la
caractérisation typique FeB((A x A) x A), et ayant pour axiome la relation
transportable

« F est un graphe fonctionnel dont A x A est ’ensemble de définition ».

Les structures de cette espece sont des cas particuliers de ce que I'on appelle les
structures algébriques, ct la fonction dont le graphe cst ¥ (application de A x A dans A)
est dite loi de composition d’une telle structure (A, 1, § 1, n° 1).

3) & étant toujours la théorie des ensembles, considérons 'espécc de structure
sans ensemble de base auxiliaire, comportant un ensemble de base principal A, la
caractérisation typique V € BB (A)), et ayant pour axiome la relation transportable

(V) (V' € V) = ((‘(uw XyeV))etAeV

et (VX)(VY)((XeVetYeV) » ((XNY)eV)).
Cette espece de structurc est appelée espéce de structure topologique. Une structure de
cette espéce cst aussi appelée fopologie, ct la relation X € V s’exprime en disant que X
est ouver! pour la topologie V (TG, I, § 1).

4) * Prenous pour J la théorie de l'espécc de structure de corps, qui comporte
entre aulres une constante K comme uniquc ensemble de base (principal). L’espéce
de structure d'espace vectoriel a gauche sur K comporte K comme ensemble de base
auxiliaire, un ensemble de base principal E, et a pour caractérisation typique la
relation

VeB((E x E) x I} x P((K x E) x L)
priV étant fe graphe de addition dans E et pryV celui de la multiplication par un
scalaire (cf. A, II, § 1, n® 1); nous n’énoncerons pas ici 'axiome de cette espéce de
structure (cf. A, II, § 1, n°® 1).

5) Prenons de nouveau pour 7 la théorie des ensembles; dans cette théorie, le
corps G des nombres complexes est un terme, qui ne contient aucune lettre. L’espéce de
structure de variété analytique complexe de dimension n comporte G comme ensemble de
base auxiliaire, et un ensemble de base principal V; nous n’indiquerons pas ici la
caractérisation typique ni ’axiome dc cette espece de structure.

Remarques. — 1) 11 arrive souvent dans les applications (comme dans I’ Exemple 4 ci-
dessus) que ’échelon S(E;, ..., E,, Ay, ..., A,) est un produit d’échelons

Sl(El’ ey Am) X oo X SD(Ela e aey Am)
On remplace souvent alors, dans la définition de X, la lettre s par un « multiplet »
(51« vy $p) (cf 11, p. 9.

D’autre part, 'axiome d’une espéce de structure I s’écrit le plus souvent comme
conjonction de plusieurs relations transportables (comme dans ’Exemple 3 ci-dessus);
on dit que ccs relations sont les axiomes de 'espece X.

2} On donne un nom aux espeéces de structures les plus fréquemment utilisées en
Mathématique, et aux ensentbles munis de structures de ces espéces: ¢’est ainsi qu’un
ensemble ordonné (111, p. 5) est un ensemble muni d’une structure d’ordre (Exemple
1); *nous définirons, dans la suite de ce Traité, les notions de groupe, de corps, d’espace
topologique, de variété différentielle, etc., qui toutes désignent des ensembles munis de
certaines structures.

3) Par abus de langage, dans la théorie des ensembles 77, la donnée de n lettres
distinctes entre elles x3,..., ¥, (sans caractérisation typique ni axiome) est encore
considérée comme une espéce de structure %, dite espéce de structure d’ensemble sur les
n ensembles de base principaux xy, . .., £,.
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5. Isomorphismes et transport de structures

Soit £ une espéce de structure dans une théorie 7, sur n ensembles de base
principaux xy, ..., x,, avec m ensembles de base auxiliaires A, ..., A,; soit S le
schéma de construction d’échelon sur n + m lettres qui figure dans la caractérisa-
tion typique de X, et soit R I'axiome de X. Dans une théorie 7 plus forte que .7,
soit U une structure d’espéce X sur des ensembles E,, ..., E, (comme ensembles
de base principaux) et soit U’ une structure de méme espéce sur des ensembles

5.+ .5 En. Soit enfin (dans 77) f; une bijection de E; sur E{ (1 < ¢ < n). On dit
que (_fi, ..., fr) est un isomorphisme des ensembles E,, . .., E,, munis de la struc-
ture U, sur les ensembles E7, . . ., E; munis de la structure U’, si 'on a (dans.7)

(4) <f1’ - -"fm Idy, ..., Idm>s(U) = Ula
Id, désignant I’application identique de A, sur lui-inéme.

Soit f;’ la bijection réciproque de f; (1 < i < n). Il résulte aussitot de (4) et
du critere CST3 (IV, p. 3) que 'on a

(5) {fyeoos S Idy, .o I, 08(U") = U
et par suite que (f),. .., fn) est un tsomorphisme de Ei, ..., E}, munis de U’, sur
E,, ..., E,, munis de U; on dit que lesisomorphismes ( f3, ..., f,) et (f1, ..., f1)
sont réciprogues ’'un de I’autre.

On dit que Ej, ..., E;, munis de U’, sont isomorphes 2 E, ..., E,, munis de
U, s’il existe un isomorphisme de E,;, ..., E, sur E}, ..., E.; on dit encore dans
ce cas que les structures U et U’ sont isomorphes.

Les définitions précédentes entrainent, compte tenu de CSTL, le critére
suivant:
CST4. Sotent U, U’, U" trots structures de méme espéce X sur des ensembles de base
principaux By, .. B, By, ELLEL L L respectivement. Soit f; une bijection de
E; sur E{, g; une bijection de B sur E] (1 < i < n). 81 (f1,..., [ ) et (g4, ..
sont des isomorphismes, il en est de méme de (g, 0 f1, ..., gn o fn)-

s 8n,

On dit qu’'un isomorphisme de E,,..., E, sur E;,.. ., E, (pour la mémne
structure) est un automorphismede Ey, . . ., E,. l.e composé de deux automorphismes
de E,,.. ., E, est un automorphisme. Il en est de méme de I’isomorphisme
réciproque d’un automorphisme; *en d’autres termes, les automorphismes de
E,, ..., E, forment un groupe (A, I, § 4, n° 1).,

Remarque. — Par abus de langage, lorsque f; est une bijection quelconque de E; sur
E; (I i< n), ondit que (fi,...,f;) est un somorphisme de (E,,..., E;) sur

(Ei, ..., Eq) pour I’espéce de structure d’ensemble (IV, p. 5, Remarque 3).
CST5. Dans une théorie T plus forte que T, soit U une structure d’espéce 3 sur
Ei, ..., E,, et soit f; une byjection de E; sur un ensemble E{ (1 < 1 < n). Il existe sur
1s « - - By une structure d’espéce X et une seule telle que ( f1, . . ., f,) soit un isomorphisme

deEy,...,E, surEy, ... E.
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En effet, cette structure ne peut étre autre que le terme U’ défini par la rela-
tion (4); reste a vérifier que ce terme est effectivement une structure d’espece X,
c’est-a-dire que la relation R{E], ..., E;, U'f est vraie dans . Or, cela résulte
de ce que Rix,, .. ., x,, s{ est transportable, car R{E], . .., E;, U'{ est équivalente,
dans .77, ala relation R{E,, ..., E,, Uf{ (IV, p. 3), qui est vraie dans J' par
hypothése.

On dit que la structure U’ est obtenue en transportant la structure U aux en-
sembles EY, . . ., E;, au moyen des applications byectives f1, ..., f,. 1l revient donc au
meéme de dire que deux structures de méme espece sont isomorphes ou se dé-
duisent 'une de 'autre par transport de structure.

Il peut se faire que deux structures gquelconques d’espéce L solent nécessairement iso-
morphes; on dit alors que Pespéce de structure X est univalente. *1I1 en est ainsi de la
structure de groupe monogéne infini (isomorphe a Z), de celle de corps premier de
caractéristique 0 (isomorphe & Q), de la structure de corps ordonné, archimédien et
complet (isomorphe a R), de la structure de corps connexe, localement compact,
commutatif et algébriquement clos (isomorphe a C), enfin de la structure de corps
connexe, localement compact et non commutatif (isomorphe au corps des quaternions
H). Pour certaines de ces espéces de structure, comme celle de corps premier de carac-
téristique 0, ou celle de corps ordonné, archimédien et complet, il n’y a méme aucun
automorphisme autre que ’application identique; mais il y a de tels automorphismes
pour les autres exemples donnés ci-dessus (par exemple la symétrie ¥ > —x dans Z).

On observera que les espéces de structure précédentes sont essentiellement celles
qui sont a la base de la Mathématique classique. Par contre, *I’espéce de structure de
groupe, I’espéce de structure d’ensemble ordonné, 'espéce de structure topologique,
ne sont pas univalentes. 4

6. Déduction de structures

Soit ¥ une espeéce de structure dans une théoric .77, sur n ensembles de base
principaux x4, . .., &,, avec m ensembles de basc auxiliaires A,, ..., A, ; soit s la
structure générique de 2. Soit T un schéma de construction d’échelon sur n + m
termes. On dit qu’un terme Vix,, .. ., x,, s{ qui ne contient aucune lettre autre
que les constantes de J5, est intrinséque pour s, de type T(xy, ..., x,, Ap, .. ., A,)
s’1l satisfait aux conditions suivantes:

1° la relation

Vie, oo x steT(xy, .o 2 AL oo, AY)
est un théoréeme de 75;
2° soit Jy la théorie obtenue en adjoignant aux axiomes de J5 les axiomes
« f; est une bijection de x;sury; » (1 < 7 < n) (les lettres y; et f; étant distinctes des

constantes de J5 et distinctes entre elles, pour | < 7 < n); si s est la structure
obtenue en transportant s par (f,..., f,) (IV, p. 7), alors

ngla e yn’ 3,2 = <fla ] fn: Idh trrs Idm>T(V§x1: MR xn’ Jg)

est un théoreme de 773,
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La plupart des termes que 'on est amené & définir dans la théorie d’une espéce de
structure sont des termes intrinséques,

Soit maintenant ® une seconde espece de structure dans la théorie 7, sur r en-
sembles de base principaux uy,..., 4, avec p ensembles de base auxiliaires
B,,..., B,; soit

teT(uy ..., u,By,...,B)

la caractérisation typique de © (IV, p. 4). On appelle procédé de déduction d’une
structure d’espéce © a partir d’une structure d’espéce £, un systeme de r + 1 termes
P, U,, ..., U, intrinséques pour s, et tels que P soit une structure d’espéce © sur
U,, ..., U, dans la théorie F5. Par abus de langage, on dira souvent que le seul
terme P est le procédé de déduction.

Soit .7 une théorie plus forte quc .7. Si, dans 7', & est une structure
d’espéce X sur Ey, ..., E,, alors BE,, ..., E,, V§ est une structure d’espéce ©
sur les 7 ensembles I; = USE,, ..., E,, & (1 <j < 1), dite déduite de & par le
procédé P, ou subordonnée a &. L. hypothcsc que les termes P, U,, ..., U, sout
intrinséques pour s, entraine en outre le critére suivant:

CST6. Soit (gy,...,8,) un isomorphisme de Ey, ..., E,, muns d’une structure &
d’espéce Z, sur B, . .., E;, munis d’une structure &’ de méme espéce. Si U; est de type
B(T;), posons

hp= <81, G Idy, .. I DT (L <5 < 1),

et soit ¥y = UgEL, ..., EL, (L <5 <r); (hyy.. oy hy) est alors un isomorphisme
de Fyy .o, T sur Ty, ..o, F) quand on munit respectivement ces systémes d’ensembles des
structures despéce © déduites de F et ' par le procédé P.

II est clair que les termes x4, ..., ¥, sont intrinséques pour s; dans de nom-
breux cas, les termes Uy, ..., U, sont certaines des lettres xy, . . ., x,; on dit alors
que la structure d’espece © déduite de s par le procédé P est sous-jacente a s.

Exemples. — *1) L’espéce de structure de groupe topologique comporte un seul en-
semble de base principal A, ne comporte aucun ensemble de base auxiliaire, et la
structure générique correspondante est un couple (s1, 53) (s; étant le graphe de la loi
de composition sur A, et s, I’ensemble des ensembles ouverts de la topologie de A
cf. TG, II1, § 1). Chacun des termes s,, 5, est un procédé de déduction, fournissart
respectivement la structure de groupe et la lopologie sous-jacentes a la structure de groupe
topologique (sq, s2).

De méme, d’une structure d’espace vectoriel on déduit une structure de groupe
commutatif sous-jacente. D’une structure d’anneau on déduit une structure de groupe
commutatif et une structure de monoide (multiplicatif) sous-jacentes. D’une structure
de variété différentielle on déduit une topologie sous-jacente, etc.

2) L’espéce de structure d’espace vectoriel sur G (resp. sur R) comporte un
ensemble de base principal E, un ensemble de base auxiliaire égal a G (resp. R)
et a pour caractérisation typique

5e€PR(E x E) x E)yets eR((C x E) x E)

(resp.
5eP(E x E) x EyetsseP((R x E) x Ey.)
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Le couple (51,5, N (R x E) x E)) est un procédé de déduction d’une structure
d’espace vectoriel sur R a partir d’une structure d’espace vectoriel sur C (« restriction
a R du corps des scalaires »; cf. A, I, § I, n° 13).,

3) Supposons que © ait mémes ensembles de base (principaux et auxiliaires) que
X, et méme caractérisation typique. Si en outre 'axiome de £ impligue (dans ) celui
de 0, il est clair que le terme s est un procédé de déduction d’une structure d’espéce
O a partir d’une structure d’espéce X. On dit alors que O est moins riche que X, ou que
3 est plus riche que ©. Toute structure d’espéce 2, dans une théorie 7 plus forte que
&, est aussi alors une structure d’espeéce 0. Par exemple, 'espéce de structure d’en-
semble (otalement ordonné (obtenu en prenant pour axiome la conjonction de I’axiome

des structures d’ordre (IV, p. 4, Exemple 1) et de la relation 5 U sl= A x A) est
plus riche que espéce de structure d’ordre. *L’espece de structure de groupe commu-
tatif est plus riche que Pespéce de structure de groupe. L’espece de structure d’espace
compact est plus riche que espéce de structure topologique, cte.y

* 4) SiX ct © sont toutes deux 'espéce de structure de groupe (resp. d’anueau),
on définit en Algebre (A, I, § 1, n° 5) un procédé de déduction associant a toutestructure
de groupe (resp. d’anneau) la structure de groupe (resp. d’anneau) sur son centre.
S1 X est Pespéce destructure d’espace vectoriel sur un corps commutatif K, © Pespéce
de structure d’algébre sur K, on défmit en A, II1, §§ 5 et 7, des procédés de déduction
associant a tout espace vectoriel sur K son algébre tensorielle ou son algébre extérieure. On
rencontrera de nombreux autres exemples par la suite.

Remarque. — Lorsque P est un « multiplet » (Py, ..., P.), on dit aussi quc les termes
P, ..., P, constituent un procédé de déduction d’une structure d’espéce © a partir
d’une structure d’espéce .

7. Espéces de structure équivalentes

Dans une méme théorie .7, soient X et © deux espéces de structure ayant les
mémes ensembles de base principaux xy, . . ., x,. Soient s, ¢ les structures génériques
d’espéce Z et ©. Supposons que les conditions suivantes soient remplies:

1° On a un procédé de déduction Pix,, .. ., x,, s d’une structure d’espéce ©
SUr Xy, ..., %, a partir d’une structure d’espéce X sur xg, . . ., ¥,.

2° On a un procédé de déduction Qfx,, .. ., x,, t{ d’une structure d’espéce =
SUr x4, ..., &, & partir d’'une structure d’espéce © sur xy, ..., .

3° La relation

Qixg, .oy X Py, 5, st =5

est un théoréme de 3, et la relation

Péxy ooy %0 Qlrg, ooy xp, tl =1
est un théoréme de J.

On dit alors que les espéces de structure X et © sont équivalentes par Pinter-
médiaire des procédés de déduction P et (). Dans ce cas, pour tout théoréme
Bixy, .. ., x,, st de la théorie Jy, la relation Bixy, .. ., x,, Q{ est un théoréme de
la théorie Jg (I, p. 24); et inversement, pour tout théoreme Cix,, . . ., x,, t{ de la
théorie Jy, la relation Cix,, . . ., x,, P{ est un théoréme de 5.

Si U est une structure d’espece Z, on dit que la structure déduite de U par le
procédé P est équivalente & U. Le critere CST6 entraine le suivant:
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CST7. Soient F, S deux structures d’espéce T sur des ensembles de base principaux
(Ey, .., Eo), (EY, ..., EY) respectivement. Soient Sy, S les structures d’espéce ©
équivalentes respectivement & & et . Pour que (g1, . . ., &,) Soit un isomorphisme pour les
structures S et F, il faut et il suffit que (g4, .. ., g,) soit un isomorphisme pour les struc-
tures & et .

Pratiquement, on ne fera pas de distinction entre les théories I3 et T4 de
deux especes de structures équivalentes.

Lxemples, — 1) *Soit X ’cspece de structure de groupe commutatif (A, I,§4,n°2); elle
comporte un seul ensemble de base (principal) A, et sa structure générique une seule
lettre F; la caractérisation typique de D est F e P ((A x A) x A), et nous désignerons
par R{A, I Paxiome de X, Cet axiome implique en particulier que F est un graphe
fonctionnel (la « loi de composition » du groupe, ¢f. IV, p. 5, Exemple 2). On définit
alors dans 'y (ot & désigne la théorie des ensembles) un terme MIA, Ff, qui est un
graphe fonctionnel dans B ((Z x A) x A) et vérifie la relation suivant B{M, A, F{:

(Vo) (vy)(va) ((xeAetye ActneZ) = (M(n, F(x,y)) = F(M(n, x), M(n,y))))
et (Vx)(Vm)(Vn)((xe AetmeZetneZ) = (M(m + n, x) = F(M(@n, x), M(n, x))))
t (Va)(Vm)(Vn)((xe AetmeZetneZ) ~ (M(m, M(n, x)) = M(mn, x)))
et (Vx)((x e A) = (M(l, x) = x)).

(¢« multiplication d’un élément de A par un entier»; ef. A; I, § 3, n° 1),
Considérons alors 'espéce de structure © de Z-module (A, 11, § 1, n° 1), ayant un
seul ensemble de base prineipal A, avec Z pour ensemble auxiliaire, et dont la
structure générique comporte deux lettres, G, L, avec la caractérisation typique
GeB((Ax A) x AyctLeB((Z x A) x A)

et 'axiome
«R}A, G} et (L est un graphe fonctionnel) et B{L, A, G ».

On vérifie aussitot que les termes F, M constituent un procédé de déduction d’une
structure d’espéce @ a partir d’une structure d’espéce T, et le terme G un procédé de
déduction d’une structure d’espéce £ a partir d’une structure d’espéce @; en outre,
la condition 3° ci-dessus est trivialement vérifiée. On peut donc dire que ’espece de
structure de groupe commutatif et cclle de Z-module sont équivalentes.

2) Soient I 'esptce de structure topologique (IV, p. 5, Exemple 3), A 'ensemnble
de base et V la structure générique de Z. Considérons la relation

yeAecaXcAet (VU)(UeVetxel) == (XnU# g)).

Elle admet un graphe P < B(A) x A par rapport au couple (X, a); PIA, Vi est un
terme que l'on appelle « ’ensemble des couples (X, a) tels que x soit adhérent a X pour
la topologic V». On démontre (cf. TG, I, § 1) que les relations suivantes sont des
théorémes de Ty :
P(o)=g
YY)((Y = A) = (Y < P(Y)))
(YY) (Y = A) = (P(P(Y)) = P(Y)))
(WYYVZ) (Y <€ AetZ < A) = (P(YUZ) =P(Y)UP(2))).

Considérons alors I’espéee de structure 8, ayant un seul ensemble de base (principal)
A, dont la structure générique comporte une seule lettre W, qui a pour caractérisation
typique W e B(RB(A) x A) et pour axiome

W(z) = @ et (YY)((Y € A) = (Y < W(Y)))
et (VY)((Y = A) = (WW(Y)) = W(Y)))
t(VY)(VZ)((Y < AetZ < A) > WYUZ) =WY)UWZ))).



§2,n01 MORPHISMES ET STRUCTURES DERIVEES EIV.1l

Considérons d’autre part la relation
Uc Act (Va)((xe U) = (v¢ WA = U))).

L’ensemble des U € B (A) vérifiant cette relation est une partie QFA, Wt de SB(A).
On démontre alors (TG, I, § 1, exerc. 9) que lcs relations suivantes sont des
théorémes de Jg:

AeQ)
(MM € Q) = (U X) e Q)
(VX)VY)N{((XeQetYeQ) = ((XNY)eQ)).

Cela prouve que les termes P{A, Vi et QfA, Wi vérifient les conditions 1° et 2° ci-
dessus; on voit aussi qu’ils satisfont a la condition 3°. Les espéces de structure X et ©
sont donc équivalentes; aussi considére-t-on toute structure d’espéce @ comme une
topologie, savoir celle qui lui correspond par le procéd¢ de déduction QfA, Wi,

§2. MORPHISMES ET STRUCTURES DERIVEES
1. Morphismes

Pour simplifier, nous supposerous, dans ce paragraphe et le suivant, que les
espéces de structure dont il est question ne comportent qu’un seul ensemble de
base (nécessairement principal); le lecteur étendra sans peine les définitions et
résultats au cas général.

Soient £ une espéce de structure dans une théorie 7 plus forte que la théorie
des ensembles, x, y, 5, ¢ quatre lettres distinctes entre elles et distinctes des con-
stantes de X; rappelons que la notation & (x; y) désigne 'ensemble des applica-
tions de ¥ dansy (11, p. 31). Supposons donné un terme six, y, s, t{de 7, vérifiant
les conditions suivantes:

(MO;) La relation
«s est une structure d’espece X sur x et £ est une structure d’espece T sur y »

entraine, dans 7, la relation oix, y, 5, 1§ = F(x;y).

(MOy,) Si, dans une théorie T plus forte que T, E, ') E" sont trois ensembles
munis de structures F, F', S despéce T, les relations feoiE, E', &, L't et
geolf', E", &', S entrainent la relation g o f€ oiE, E", &, "}

(MOyy,) Etant donnés, dans une théorie T plus forte que T, deux ensembles E, E’
munis de structures 'y, S d’espéce E, pour qu'une bijection [ de E sur E’ soit un iso-

morphisme, il faut et il suffit que Pon ait fe ofE, E', &, F'{ ot ;’le ofE', E, &', ¥4

Lorsque X et o sont donnés, on exprime la relation fe oix, y, s, t{ en disant que
Jest un morphisme (ou un c-morphisme) de x, muni de s, dans y, muni de t; si (dans une
théorie 7 plus forte que ) E, E’ sont deux ensembles munis de structures
&, & d’espece X, le terme ofE, E', &, F{ est Pensemble des o-morphismes de E
dans E'.

Exemples. — 1) Prenons pour X DPespéee de structure d’ordre et pour oix, y, s, #
Pensemble des applications f de x dans y telles que la relation (4, v) € s entraine
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(f(), f(v)) € t. Avee les notations de III, p. 4, cela signifie encore que u < ¢
entraine f(u) < f(v), est-a-dire que f est croissante (111, p. 7). La vérification des
axiomes (MOy), (MOy) et (MOy,) cst immédiate.

2) Prenons pour £ une espéce de structure algébrique comportant une seule loi
de composition {interne) (IV, p. 5, Lxemple 2). Soient A, A’ deux cnsembles munis
de structures d’espece X, et soicut g, 47 les lois de composition de ces deux structures.
Considérons les applications f de A dans A’ telles que Pon ait p'( f{x), f(y)) =
Sf(p{x,y)) pour x € A et y € Aj; ces applieations vérifient (MOy), (MOy) et (MOpy;):
on les appelle homomorphismes de A dans A”.

3) Prenons pour X Pespéee de structure topologique (IV, p. 5, Exemple 3).
Soient A, A’ deux ensembles munis de topologies V, V’ respectivement; considérotis

-1
les applications f de A dans A’ telles que la relation X’ € V’ entraine f(X) e V
(autrement dit, 'image réciproque par f de tout ensemble ouvert pour V' doit étre
ouvert pour V); on dit que ces applications, qui satisfont a (MOyp), (MOy) et
(MOyn), sont les applications continues de A dans A’ pour les topologies V et V', (cf.
TG, 1, § 2).

Remarque. — Pour unc espece de structure donnée X, on a souvent ’occasion de défiir
divers termes oix, y, s, t{ qui satisfont aux conditions (MO}, (MOy) et (MOyy). Par
exemple, pour Pespece © de structure topologique, on dit (avee les notations de 1e-
xemple précédent) qu’une application f'de A dans A’ est ouverte si la relation X e \°
entraine f(X) e V’ (autrement dit, si I'image par f de tout ensemble ouvert est un
ensemble ouvert). On constate aisément que les applications ouvertes satisfont aussi
aux conditions (MOy), (MOy) ct (MOyy;) pour Pespéce =; *en outre, on peut
montrer qu’une application continue n’est pas nécessairement ouverte, et qu’une
application ouverte n’est pas nécessairement continue., La donnée d’unc espéee de
structure n’implique donc pas une notion de morphisme bien déterminéec.

Pour les structures d’ordre, les structures algébriques et les structures topologiques.
il sera toujours sous-cntendu que les morphismes sont ceux qui ont ¢té définis dans les
exemples ct-dessus, sauf mention expresse du contraire.

La condition (MOyy;) et la caractérisation des bijections (I, p. 18, corollaire
entrainent le critére suivant:
CST8. Soient E, E' deux ensembles munis chacun d’une structure d’espéce 2. Soit f un
b
o-morphisme de T dans E'; g un c-morptusme de E' dans E. Si g o f est Uapplication
identique de E sur lui-méme, et fo g Uapplication identique de E' sur lui-méme, f est un
tsomorphisme de E sur B/, et g est Uisomorphisme réciproque.
On notera qu’une bijection de I sur I’ peut étre un o-morphisme sans que son
application réciproque soit un g-morphisme. *Par exemple, une application bijective
d’un espace topologique A dans un cspace topologique A’ peut étre continue sans que
son application réciproque le soit (TG, I, § 2, n® 1, Remarque 3).,
Remarque. — Lorsqu’une espéce de structure 2 comporte plusicurs ensembles de base
prineipaux xy, ..., ¥,, et des ensembles de base auxiliaires A, ..., A,, un ¢-mor-
phisme est un systéme (1, . .., fy). ou f; cst une application de x;dansy; (1 <7< n.
ces systemes d’applications vérifiant des conditions analogues & (MOy) ct (MOy,. .
que le lecteur énoncera aisément.

2. Structures plus fines

Dans tout le reste de ce paragraphe, nous supposerons données une espéce de
structure ¥ et une notion de o-morphisme relative a cette espéce de structure:
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toutes les notions qui vont étre introduites dépendent, non seulement de X, mais aussi de la
notion de o-morphisme envisagée. Nous dirons d’ordinaire « morphisme» pour
« s~-morphisme »,

Soient E un ensemble, &, et &, deux structures d’espece T sur E. On dit que
la structure %, est plus fine que £, (ou que &, est moins fine que &) si applica-
tion identique de E, muni de &}, sur E, muni de %, est un morphisme.

Si cela est nécessaire pour éviter des confusions, on dira que &, est plus fine que
Sy relativement a la notion de o-morphisme considérée; de méme pour toutes les notions qui
vont étre définies dans ce paragraphe.

Supposons que & soit plus fine que F5; st E est un ensemble muni d’une struc-
ture & d’espéce X, et si fest un morphisme de E, muni de ¥,, dans E’, muni de
&7, alors fest aussi un morphisme de E; muni de %;, dans E’, muni de &#': cela
résulte de la définition précédente et de (MOy,;). De méme, si g est un morphisme
de E’, mnuni de ., dans E, muni de &, g cst aussi un morphisme de E’, muni de
&', dans E, muni dec &,

En termes plus imagés, plus unc structure (d’espéee X) sur E est fine, plus il y a de
morphismes dont B est ensemble de départ, ct moins il y a de morphismes dont E est
I’ensemble d’arrivée.

La relation « &; est moins fine que &y » est une relation d’ordre entre &, et &y
dans ’ensemble des structures d’cspéce X sur E: elle est en effet réflexive d’apreés
\MOyy), transitive d’aprés (MOy;), et si une structure d’espéce 2 est a la fois
plus fine ct moins fine qu’unc autre, clle lui cst identique en vertu de (MOyy).
Conformément aux définitions générales (III, p. 13), on dit quc deux structures
d’espéce X sur E sont comparables si 'une cst plus fine que 'autre; on dit qu’une
structure est strictement plus fine (resp. strictement moins fine) qu’unc autre si elle est
plus fine (resp. moins fine) que cette derniére et en est distincte.

Exemples, — 1) Pour qu’une structure d'ordre de graphe s sur un ensemble A soit
plus fine qu'une structure d’ordre de graphe s/, il faut ct il suffit que s < s’. Autrement
dit, la relatjon x < y pour s entraine x < y pour s'; on retrouve la définition donnée
dans III, p. 6, Exemple 3.

2) Considérons deux struetures algébriques F, F” de méme cspéee £ sur un en-
semble A, F et F’ étant les graphes des lois de composition de ees deux structures.
I>’apres la définition des morphismes dans ce eas (IV, p. 12, Exemple 2), dire que F est
plus fine que F’signific que F < F’, Mais comme F et F” sont des graphes fonctionnels
ayant tous deux lc méme enscmble de définition A x A, on a néeessairement F = F’.
Autrement dit, deux structures comparables d’espéee T sont nécessaivement identiques.

3) Soient V, V/ deux topologies sur un méme ensemble A. Dire que V est plus
fine que V' signific, en vertu de la définition des movphismes (IV, p. 12, Exemple 3)
que V' <= V; en d’autres termes, toute partie de A qui cst un ensemble ouvert pour
V7 est aussi un ensemble ouvert pour V (ou, de fagon plus imagée, plus une topologie
est fine, plus il y a d’ensembles ouverts).

Remarque. — Nous venons de voir un exemple (Exemple 2) ou deux struetures com-
parables de méme espéce X sont nécessairement identiques. On rencontre de nom-
breux exemples de telles struetures: struetures d’ordre total, *topologies d’espace
compact, structures d’espace de Fréchet (les morphismes étant les applications
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linéaires eontinues), topologies définies par une valeur absolue (ou une valuation)
Sur un eorps, ete.,

Pour une telle espéee de strueture £, un morphisme f de E dans E” qui est une
application bijective est un isomorphisme: ear en transportant par f la structure & de E.
on obtient une strueture d’espéee £ plus fine que la structure &’ de E’, done qui est
néeessairement identique a eette derniere,

3. Structures initiales

Considérons une famille (A)),.; d’ensembles, dont chacun est muni d’une struc-
ture &, d’espéce X, Soit d’autre part E un ensemble, et, pour chaque 1 € I, soit
/. une application de E dans A.. On dit qu’une structurc # d’espéce Z sur E est
structure initiale pour la famille (A, Z,, f).c1 sl elle posséde la propriété suivante:

(IN) Quels que soient I’ensemble E’, la structure &’ d’espece Z sur E' et
Iapplication g de E’ dans E, la relation

« g est un morphisme de E’ dans E »
est équivalente & la relation

«quel que soit v € I, f, o g est un inorphisime de E’ dans A ».

CSTO. Sl existe, sur E, une structure initiale pour la famille (A,, £, f).e1 elle est
la moins fine des structures d’espéce 3 sur E pour lesquelles chacune des applications f, est un
morphisine, et par suile est unique,

En effet, soit .# une structure initiale sur E, et & une structure d’espéce X sur
E, pour laquelle chacune des f; est un morphisme. Désignant par : ’application
identique de E, muni de &, sur E, muni de .4, on peut encore dire que f; o  cst
un morphisme pour tout : € I; la condition (IN) montre que ¢ est un morphisme,
ce qui signifie (IV, p. 13) que & est plus fine que . D’autre part, en appliquant
(IN) au cas ot g est 'application identique de E (muni de .#) sur lui-méme, on
voit (en vertu de (MOyy)) que chacune des f; est un morphisme de E dans A,
ce qui prouve le critére.

11 peut se faire qu’il existe une structure d’espéce  sur E qui soit la moins fine de

toutes les structures d’espéce X pour lesquelles les f; sont des morphismes, mais que
cette structure ne soit pas la strueture initiale pour (A, %, i) IV, p. 30, exere. 6.

On a le critére de transitivité suivant:

CST10. Soient E un ensemble, (A,), o1 une famille d’ensembles, et pour chaque v € 1,
soit &, une structure d’espéce 2 sur A,. Soit (J,) 1, une partition de 1, et soit (By), oy, une
JSamille d’ensembles ayant L. comme ensemble d’indices. Enfin, pour tout X € L, soit hy, une
application de E dans B, ; pour tout X € L. et tout v € J,, soit g, une application de B, dans
A,; on pose alors f, = g,, o h, (fig. 1). On suppose que, pour tout h € L, il existe une
structure initiale &5, sur B,, pour la famille (A, &, gn).c,- Dans ces conditions, les
propositions suivantes sont équivalentes:

a) il existe une structure initiale J sur E pour la famille (A, &, f),e1s
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b) il existe une structure initiale ¥’ sur L pour la famille (B,, &3, M)ner-
En outre, ces propositions entrainent que S = F'.

En effet, soit F un ensemble muni d’une structure d’espéce ¥, et soit u une
application de F dans E. Remarquons que, par définition, la relation

« by, o u est un morphisme de I dans B, »
z M Y -
est équivalente a la relation

«quel que soit L € J, g, © hy o u = f, o u est un morphisme de F dans A, ».

7 7 S » A
- - '
BT R
\'\\, : N
: ~
\ \
Y
Fig. 1

La relation

(1) «quel que soit AeL, A, ou cst un morphisme de I' dans By»
est donc équivalente a la relation

(2) «quel que soit v €I, f; o u est un morphisme de I' dans A, »,

Or, dire que .#" est structure initiale pour la famille (B,, &3, 7,), <1, signifie
que la relation (1) est équivalente 4 la relation

« u est un morphisme de I' dans E muni de #' »;

et dire que # est structure initiale pour la famille (A, &, f,). <1 signifie que la
relation (2) est équivalente a la relation

«u est un morphisme de I dans E muni de £ »;

d’ou le critére, compte tenu de la propriété¢ d’unicité de la structure initiale.

4. Exemples de structures initiales

I: Image réciproque d’une structure. — Lorsque I est un ensemble a un seul élément,
la structure initiale pour le seul triplet (A, &, f) est appelée (lorsqu’elle existe)
umage réciproque par f de la structure .

*Une topologie admet toujours une image réciproque par une application quel-
conque f; mais il n’en est pas ainsi pour une structure d’ordre ou une structure
algébrique.
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I1: Structure induite. — Soient A un ensemble muni d’une structure & d’espéce
¥, B une partie de A, j 'injection canonique de B dans A. On appelle structure
induite par & sur B 'image réciproque (si elle existe) de la structure & par
Pinjection j.

Une structure d’ordre induit une structure de méme espéce sur toute partie de
Pensemble ot elle est définie; il n’en est pas de méme d’une structure d’ensemble
ordonné filtrant. ¥*Une topologie induit une topologie sur toute partie de ’ensemble
ol elle est définie; mais une topologie d’espace compact n’induit pas en général une
topologie d’espace compact. Sur une partie quelconque B d’un ensemble A muni
d’une structure algébrique, cette structure n’induit pas en général une structure de
méme espéce; lorsque la structure donnée sur A comporte des lois de composition, il

est nécessaire que B soit stable pour chacune de ces lois, mais cette condition n’est pas
toujours suffisante (cf. A, I, § 4, n° 3).,

Le critere général CST10 donne pour les structures induites le critére de
transitivité:

CST11. Soient B une partie de A, C une partie de B, & une structure d’espéce & sur A,
induisant sur B une structure ' de méme espéce. Pour que & induise sur C une structure
d’espéce T, 1l faut et 1l suffit que ' indwise sur C une structure d’espéce 2, et les structures
induites par & et F' sur C sont alors identiques.

CST12. Soient A, A’ deux ensembles mums de structures &, &' d’espéce X, B une
partie de A, B’ une partie de A’. On suppose que & (resp. ') indwit une structure
d’espéce 2 sur B (resp. B'). Alors, st fest un morphisme de A dans A', tel que f(B) < B,
Uapplication g de B dans B', qui coincide avec f dans B, est un morphisme ( pour les structures
induites par F et ).

En effet, soit (resp. ;') I'injection canonique de B (resp. B") dans A (resp. A").
Par définition, on a foj = j' o g; comme fet j sont des morphismes, il en est de
méme de fojen vertu de (MOy;); mais alors, j' o g étant un morphisme, il en est
de méme de g, par définition de la structure induite.

III: Structure produit. — Soit (A)),.; une famille d’ensembles, ct sur chaque
ensemble A, soit &, une structure d’espéce X; soit E = [ [ A, Pensemble produit

tel

de la famille (A,),.; (II, p. 32), et soit pr, la projection de E sur A,. On appelle
Structure produit des structures &, la structure initiale (si elle existe) pour la famille
(Au yw prL)LEI'

Une famille de structures d’ordre admet toujours une structure produit, mais non
une famille de structures d’ordre total, *Une famille de structures de groupe admet
toujours une structure produit, mais non une famille de structures de corps. Une
famille de topologies admet toujours une structure produit, mais non une famille de
topologies d’espace localement compact. Pour cette derniere espéce de structure, on
notera qu’il y a une structure produit de méme espéce sur tout produit d’une famille
finie d’espaces localement compacts, mais pas toujours sur un produit d’une famille
infinie de tels espaces (cf. TG, I, § 9, n° 7, prop. 14).,

Le critére CST10 donne pour les structures produits le critére d’associativité:
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CST13. Soit (A,).er une famille d’ensembles, et pour chaque €1, soit &, une
structure d’espéce & sur A,. Soit (J,)» e une partition de 1. On suppose que sur chaque

produit partiel B, = 1;[ A, la famille (F,).c 5, admette une structure produit ;. Alors,
pour que la_famille (yt);l admette une structure produit &, il faut et il suffit que la_famille
(F4)  eL, admette une structure produit &', et I'application canonique de E = Ll;[ A, muni
de &, sur F = }1‘ B, muni de &' (11, p. 35) est un isomorphisme.

Une autre application de CST10 donne le critére suivant, relatif aux struc-
tures induites par une structure produit:

CST14. Soit (A)), oy une famille d’ensembles, et pour chaque €1, soit &, une
structure d’espéce X sur A,. Pour chaque v 1, soit B, une partie de A. On suppose que

chaque &, induise sur B, une structure &, et que sur lte produit E = Il A, il existe une
LE

structure & produit de la famille (). Dans ces conditions, les propositions suivantes sont
équivalentes :

a) sur lensemble B = [ 1 B, < E il existe une structure & induite par Fy;
LE

b) sur Pensemble B, il existe une structure ' produit de la famille de structures ().

En outre, ces propositions entrainent que & = .

En eflet, soient j, I'injection canonique de B, dans A, j 'injection canonique
de B dans E, p, la projection de E sur A, p. la projection de B sur B,; on a
boog = j. o p. pour tout v € I. D’aprés CST10, & est la structure initiale pour la
famille (A, &, p.of)ier et & est la structurc initiale pour la famille
(A, £ 0 p).e1. Dot le criteére.

Les notions d’image réciproque et de structurc produit sont liées par le
critére suivant:

CST15. Soit (A)), &1 une famille d’ensembles, et pour chaque . € 1, soient &, une structure
d’espéce X sur A, et f, une application d’un ensemble E dans A.. On suppose qu'il existe sur

Pensemble produit A = q A, une structure produit & de la famille (F£,). Alors, pour qu’il

existe une structure initiale pour la famille (A, &, f).e1, i faut et ] suffit qu’il existe une
structure image réciproque de & par Uapplication x > f(x) = (f.(x)) de E dans A, et ces
deux structures sont identiques.

Comme f, = pr, o f, ce critére est un cas particulier de CST10.

Remarque. — Soit (&F,), 1, une famille de structures d’espéce X sur un méme ensemble
A désignons par A, D'ensemnble A munide la structure &, et par Id, ’application

identique de A dans A,. Soient B I’ensemble produit A* = ,I;IL A,, A la diagonale de

ce produit (II, p. 33), et & ’application diagonale de A sur A, k(x) étant donc
I’élément (x,),c1 tel que x, = x pour tout A € L. Supposons qu’il existe sur B la
structure produit &’ de la famille (.%,); comme h est injective, le critere CST15
montre que, pour qu’il existe une structure initiale & pour la famille (A,, &, Id,) e,
il faut et il suffit qu’il existe sur A une structure &” induite par &’; " est alors
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transportée de & par si. En particulier, lorsque toutes les structures &, sont identi-
ques, h est un isomorphisme de A (muni de cette structure) sur A.

On a aussi le critére suivant:

CST16. Soient (A,),c1, (B,).e1 deux familles d’ensembles ayant méme ensemble
d’indices. Pour tout v € 1, sotent &, une structure d’espéce ¥ sur A, &, une structure

d’espéce = sur B,. Supposons qu'il existe sur A = q A, (resp. B = q Bt) la structure
LE Lte

produit & (resp. ') de la famille (F) (resp. (£))). Enfin, pour tout v € 1, soit f, un

morphisme de A, dans B,; alors, Uapplication f = (f,).c1 est un morphisme de A dans B.

En effet, soit p, (resp. ¢,) la projection de A sur A, (resp. de B sur B)); on a

o f=/f op. Comme f et p, sont des morphismes (critere CST9), il en est de

meéme de f, o p, d’apres (MOy;), donc fest un morphisime en vertu de la condition
(IN).

Remarque. — Pour la plupart des structures usuclles, la condition énoncée dans
CST16 est non seulement suffisante, mais aussi nécessaire pour que f soit un mor-
phisme (cf. IV, p. 30, exerc. 7). Il cn est ainsi en particuller dans les circonstances
suivantes (qui sont vérifices, par exemple, lorsque X est 'espéce de structure d’ordre.
*ou Pespéce de structure de groupe ou ’espéce de structure topologique,, etc.; cf.
1V, p. 30, exerc. 8):

Il existe une famille (a,),c; telle que a, € A, pour tout L € I et telle que, si on pose
r(x) = (y¢), avec y, = x, y. = a, pour K # t, chacune des applications r, soit un
morphisme de A, dans A.

En effet, si f = (f.) est un morphisme de A dans B, on peut écrire f, = g, f< 7,
pour tout ¢ € I, et il suffit d’appliquer (MOy).

On notera que 7, est un morphisme lorsque la condition suivante est vérifice:

a) Pour tout ensemble E muni d’une structure d’espéce X, I’application constante
2+ @, est un morphisme de E dans A,. En effet, pour tout ¥ € I, p, o r, est alors un
morphisme de A, dans A, puisque cette application est 'identité pour ¥ = 1, et une
application constante z > a, pour K # t; par définition de la structure produit, 7, est
donc un morphisme de A, dans A.

Les exemples cités ci-dessus vérifient, non seulement «), mais aussi la condition-

b) sur chaque ensemble A] = A, x ]_—I {a,}, la structure & induit une structure
d’espéce X. K#

Soit p; la restriction de g, & A(; lorsque les conditions a) et b) sont vérifiées, p; cst
un isgmorphisme dc Al sur A,. En effet, comme p; = p, ¢ j,, ou1 j, est injection canonique

de A{ daus A, pi est un morphisme en vertu de (MOy). D’autre part, on a r, = j, ©

donc pL est un morphisme de A, dans A{ en vertu dc la définition de la structure
induite.

On a enfin le critére suivant, qui caractérisc les morphismes dans de nom-
breux cas:

CST17. Soient A et B deux ensembles, munis de structures & ,, g de méme espéce X.
On suppose qu’tl existe sur A x B la structure F o g, produit de & , et de Fy. Soient f une
application de A dans B, F son graphe, = Papplication bijective x — (x, f(x)) de A sur F.
Pour que f soit un morphisme de A dans B, il faut et il suffit qu’il existe sur ¥ une structure
d’espéce 2 induite par F 5 g, et que lorsq’on munit F de cette structure, w soit un isomor-
phisme de A sur F.
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La condition est suffisante; en effet, si j est Pinjection canonique de I dans
A x B, on peut écrire f = firy o j o m, ct fest alors par hypothese le composé de
trois morphismes.

Montrons que la condition est nécessaire; désignons par &y la structure
d’espéce X transportée de &, par la bijection = (IV, p. 7); tout revient &
prouver que & est induite sur F par &%, , 5. Pour ccla, remarquons d’abord que
j est un morphisme de F dans A x B: il suffit en effet, par définition de la struc-
turc /'y, dc prouver que j o 7 cst un orplisine de A dans A x B; maisj o & n’est
autrc que 'application x+> (x, f(x)) de A dans A x B, qui est un morphisme
en vertu de 'hypotheése sur / ct de la définition de la structure produit. Restc a
montrer que si E est un ensemble muni d’unc structure d’espéce X, ¢ une applica-
tion de E dans F telle que j o g soit un morphisine de E dans A x B, alors g cst un
morphisime, ou, cc qui revient au méme, que g, = =71 o g cst un morphisme de
E dans A; mais comme g; = pry o (J ¢ g), ccla résulte de ’hypothése ct de la défini-
tion de la structure produit.

5. Structures finales

Considérons une famille (A,), .; d’ensembles, dont chacun est muni d’unc struc-
ture & d’espece M. Soit d’autre part E un cnscmble, ct, pour chaque t € I, soit
g, une application de A, dans E. On dit qu’une structure % d’espéce X sur E cst
structure finale pour la famille (A, &, ),y si elle possede la propriété suivante:

(FI) Quels que soient I'ensemble E’, la structure & d’espéce & sur E’, ct
Papplication f de E dans E/, la relation

« f est un morphisme de E dans L' »
ost équivalente a la relation
«quel que soit ve I, fo g, est un morphisnic de A, dans L' ».

CST18. 8%l existe sur L une structure finale pour la famille (A, &, g,),. 1, elle est
la plus fine des structures d’espéce = sur ¥ pour lesquelles chacune des applications g, est un
morphisme, et par suite est unique.

En cffet, soient .# une structure finale sur E, ¢t & unc structure d’cspéce 2
sur E, pour laquelle chacune des g, soit un morphisme. Désignant par i ’applica-
tion identique de E, muni de &, sur E, muni dc %, on peut encore dire que
70 g est un morphisme pour tout ¢ € I; la condition (FI) montre que ¢ est un
morphisme, ce qui signifie (IV, p. 13) que & est moins fine que . D’autre part,
en appliquant (FI) au cas ou f est I'application identique de E (muni de %) sur
lui-méme, on voit (en vertu de (MOyy)) que chacune des g, est un morphisme de
A, dans E, ce qui prouve le critére.

11 peut se faire qu’il existe une structure d’espéce X sur E qui soit la plus fine de

toutes les structures d’espéce X pour lesquelles les g, sont des morphismes, mais que
cette structure ne soit pas structure finale pour (A,, %, g} (IV, p. 30, cxerc. 6).
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On a le critére de transitivité suivant:

CST19. Soient E un ensemble, (A,), 1 une famille d’ensembles, et pour chaque v € 1.
soit &, une structure d’espéce 2 sur A,. Soit (], ), <1, une partition de 1, et soit (B,); o1, une
Jamille d’ensembles ayant L. comme ensemble d’indices. Enfin, pour tout ) € L, soit h, unc
application de B, dans E; pour tout % € L et tout « € J,, soit g,, une application de A, dans
B,; on pose alors f, = hy, o g, (fig. 2). On suppose que, pour tout ) € L, il existe un:
structure finale 5 sur B,, pour la famille (A, &, g,).cs,. Dans ces conditions, les
propositions suivantes sont équivalentes :

a) il existe une structure finale F sur E pour la famille (A,, £, f).e1

b) il existe une structure finale F' sur E pour la famille (B,, &, h)ser-
En outre, ces propositions entrainent que F = F’,

- ‘\((;L/. S N
- N N
N
B >
> ’
PR N
T M Tl g
g o
- - T
P //
// -
Fig. 2

En effet, soit I un ensemble muni d’une structure d’cspéce 2, et soit ¢ un
application de E dans F. Par définition, la rclation

«u o h, est un morphisme de B, dans ¥ »
est équivalente a la relation
«quel que soit v € J,, u o A, o g, = u o f, est un morphisme de A, dans F ».
La relation
(3) «quel que soit A € L, u o &, est un morphisme de B, dans V' »
est donc équivalente a la relation
4) «quel que soit v € I, u o f, est un morphisme de A, dans ¥ ».

Or, dire que & est structure finale pour la famille (B,, %}, ), <1, signifie que Iz
relation (3) est équivalente a la relation

«u est un morphisme de E (muni de &#”) dans F»
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et dire que # est structure finale pour la famille (A,, &, f,)..; signifie que la
relation (4) est équivalente a la relation

«u est un morphisme de E (muni de #) dans F »;

d’ot le critere, compte tenu de la propriété d’unicité de la structure finale.

6. Exemples de structures finales

1: Image directe d’une structure. — Lorsque I est un ensemble & un seul élément,
la structure finale pour le seul triplet (A, &, f) est appeléc (lorsqu’elle existe)
image directe par f de la structure &

I1: Structure quotient. — Solent A un ensemble muni d’une structure &
d’espéce Z, R une relation d’équivalence dans A, et soit ¢ 'application canonique
de A sur Pensemble quotient E = A/R (II, p. 41). On appelle structure quotient
de & par la relation R I'image directe (si elle existe) de la structure & par
Papplication .

* En général, une structure d’ordre ou une structure algébrique n’admettent pas
de structure quotient pour une relation d’équivalence quelconque (cf. III, p. 69,
exerc. 2). Par contre une topologie admet toujours une structure quotient pour une
relation d’équivalence arbitraire, mais il n’en est pas de méme d’une structure d’es-
pace topologique séparé.
Soient A, B deux ensembles munis respectivement de structures &, & d’espece
Y, et soit f un morphisme de A dans B. Soient R la relation d’équivalence
f(x) = f(y), ¢ Iapplication canonique de A sur A/R, et j I'injection canonique
de f(A) dans B. Supposons que & admette une structure quotient %, par R, et
que &’ induise une structure ¥ sur f(A). Alors, dans la décomposition canonique
f=7jogeede f(II, p. 44), la bijection g de A/R sur f(A), associée a f, est un
morphisme (mais non nécessairement un isomorphisme), lorsqu’on munit A/R de
Lo et f(A) de Fg. En effet, j o g est un morphisme de A/R dans B, par définition
de la structure quotient, et ¢ un morphisme de A/R sur f(A), par définition de la
structure induite.

CST20. Soient A, A’ deux ensembles munis de structures &, &' d’espéce ., R une
relation d’équivalence dans A, R’ une relation d’équivalence dans A’. On suppose qi’il existe
une structure quotient o de & par R, et une structure quotient Sy de &' par R'. Alors, si
fest un morphisme de A dans A’, compatible avec les relations R et R’ (11, p. 44), et-g
Papplication obtenue par passage aux quotients, g est un morphisme de AJR dans A’|R’.

En effet, si ¢ est 'application canonique de A sur A/R, ¢’ I’application
canonique de A’ sur A’/R’, on a go g = ¢’ o f; comme ¢’ et f sont des mor-
phismes, il en est de méme de ¢ o fen vertu de (MOy;); mais alors, g o ¢ étant
un morphisme, il en est de méme de g, par définition de la structure quotient.

Le critére de transitivité CST19 donne en particulier le critére suivant:
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CST21. Soient A un ensemble muni d’une structure & d’espéce =, R une relation
d’équivalence dans A, telle qu’il existe sur A|R une structure quotient &’ de & par R. Soit
S une relation d’équivalence dans A, moins fine que R, et soit S|R la relation d’équivalence
dans A|R, quotient de S par R (11, p. 46). Pour qu'il existe sur (AJR)[(S/R) une
structure quotient " de &’ par S|R, il faut et il suffit qu’il existe sur AS une structure
quotient ' de F par S, et I application canonique de A[S (munt de F,) sur (AJ/R)(S/R’
(muni de F”) est alors un isomorphisme.

En effet, soient ¢ I’application canonique de A sur A/R, ¢ celle de A/R sur
(A/R)/(S/R). En vertu de CST19, dire que &#” est structure quotient de &’ par
S/R équivaut a dire que &” est structure finale pour le triplet (A, &, { o ¢). Le
critére résulte alors de ce que la relation ¢(p(x)) = {(p(y)) est équivalente a S.

Remarque. — Soient A un ensemble muni d’une structure & d’espéce Z, R une rela-
tion d’équivalence dans A telle qu’il existe sur E = A/R une structure quotient %’
de & par R. Soit ¢ ’application canonique de A sur E; en général, il n’existe pas de
section s associée a g (I, p. 18) qui soit un morphisme de E dans A. Supposons qu’une
telle section s existe, et en outre qu’il existe une structure %" induite par & sur s(E :
alors, en désignant par j I'injection canonique de s(E) dans A, et en posants = j< ;.
I’application bijective f est un isomorphisme de E sur s(E}, En effet, f est un mor-
phisme par définition de la structure induite, et g = ¢ o j est un morphisme de s(E

sur E en raison de (MOy); comme go f est Papplication identique de E et f- ¢
Papplication identique de 5s(E}, la conclusion résulte du critére CST8,

§ 3. APPLICATIONS UNIVERSELLES

1. Ensembles et applications universels

Soit 7 une théorie plus forte que la théorie des ensembles, et soit E un terme de 7.
Soit X une espéce de structure dans .7~ (que nous supposons toujours, pour simpli-
fier, définie sur un seul ensemble de base (principal)); pour abréger, nous dirons
« X-ensemble » pour « ensemble muni d’une structure d’espéce £ » Nous suppo-
sons en outre qu’on ait défini, pour l'espece Z, une notion de s-morphisme (IV.
p. 11) (comme au § 2, nous dirons « morphisme » au lieu de « o-morphisme » .
Enfin, ’espece £ étant définie sur ’ensemble de base x, et ayant s comme structure
générique (IV, p. 4), supposons défini, dans J5, un terme afx, 5§ vérifiant les
conditions suivantes:

(QM)) La relation wix, s§ < F (E; x) est vrate dans T,

(QMy,) Si, dans une théorie T plus forte que T, ¥, ¥’ sont deux ensembles munis -
structures ', S d’espéce Z, et si [ est un morphisme de ¥ dans ¥, alors la relatic-
¢ € iF, F entraine f o ¢ € «fF’, F'4.

Nous exprimerons la relation ¢ € afx, st en disant que ¢ est une a-application =
E dans x (muni de s).

Ceci posé, on dit qu’un Z-ensemble Fg et une a-application ¢z de E dans F.
sont universels si la condition suivante est remplie:
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(AU) Pour toute u-application ¢ de E dans un Z-ensemble ¥, il existe un morphisme
et un seul f de ¥y dans F tel que ¢ = fo .

On dit encore dans ce cas que le couple (Fg, ¢g) est solution du probléme
d’application universelle pour E (relativement a la donnée de Z, o et «).

Soient (Fg, ¢z) et (Fg, ¢z) deux solutions du probléme d’application uni-
verselle pour E. La condition (AU) montre qu’il existe alors un morphisme unique
Jfi de F5 dans Fg et un morphisme unique f, de Fg dans Fg, tels que ¢ = f; o 95
et o = f2 0 g On a donc

9e =JaoSioer €t 9 =fiof20 n

Par application de (AU) aucas ot F = I'g et ¢ = ¢y, 1l en résulte que f; o f; est
’application identique de Fg; de méme f; o f; est 'application identique de Fg.
Par suite (IV, p. 12, critere CST8), f; est un tsomorphisme de Iy sur Fg, et f, en
est 'isomorphisme réciproque. On exprime encore ce résultat en disant qu’une
solution du probléeme d’application universelle pour E est unique d un isomorphisme
unique pres.

Pour vérifier qu’un couple (Fg, ¢g) est solution du probleme d’application
universelle pour E, il est souvent commode de vérifier les deux conditions
suivantes:

(AU]) Pour tout Z-ensemble F et toute a-application ¢ de E dans F, il existe un
morplisme f de ¥y dans F tel que ¢ = fo ¢p.

(AUY) Pour tout Z-ensemble ¥, deux morphismes de I'y dans ¥ qui coincident dans
og(E) sont égaux.

En effet, si ces deux conditions sont réalisées, le morphisme f dont 'existence
est assurée par (AUj) est unique d’apres (AUy;). Réciproquement, il est clair que
(AU) entraine (AUj); de plus, si fet f’ sont deux morphismes de I'y dans F qui
coincident dans ¢g(E), on a fo g = f' 0 g, d’ott f = f en appliquant (AU)
a la a-application fo ¢g.

2. Existence d’applications universelles

Un probléme d’application universelle n’a pas nécessairement de solution
(IV, p. 31, exerc. 1). Nous allons toutetois montrer que les conditions suivantes
entrainement P'existence d’une solution:

(CUy) Sur tout produit d’une famille de Z-ensembles, il existe une structure produit
d’espéce = (IV, p. 16).

(CUy,) Soit (F,), o une famille de S-ensembles, et pour tout v € 1, soit @, une a-applica-
tion de E dans F.. Alors Papplication (¢),¢; de E dans [1F, (munt de la structure
produit) est une a-application. , el

Nous dirons qu’une partie G d’un Z-ensemble F est Z-permause si la structure de
F induit une structure d’espéce 2 sur G (IV, p. 16).

(CUyy) 1l existe un cardinal o possédant les propriétés suivantes: pour tout -ensemble
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F et toute a-application ¢ de E dans ¥, il existe une partie Z-permise G de F contenant
o(E), de cardinal < a, telle que Papplication de E dans G qui a méme graphe que ¢ soit
une a-application, et que deux morphismes de G dans un X-ensemble, qui coincident dar
o(E), sotent égaux.

CST22. St les conditions (CUy) a (CUyy) sont vérifies, le probléme d’application
universelle pour E admet une solution.

Montrons d’abord que s’il existe un couple (I, 95) vérifiant (AU7), il existe
aussi une solution cu probléme d’application universclle pour E. En cffet, il
existe, d’aprés (CUyy), une partie S-permisc Fg de Fg contenant ¢ (L), telle que
I’application ¢ de E dans I'g, qui a méme graphe que o, soit une a-application.
et que deux morphismes de F dans un 2-ensemble, qui coincident dans gg(E ,
solent égaux. Soit 7 I'injection canonique de Fg dans ¥y, de sortc que g = jo o1:
pour tout morphisme fde Fg dans un X-ensemble I, f'o j est un morphisme de 'y
dans T, et Pon a fo g = (foj)opg Il est clair alors que (Fy, ¢f) vérifient
(AU} et (AU;)). .

Reste donc a prouver 'existence d’un couple (I, o) vérifiant (AUJ). Soit
s€ S(x) la caractérisation typique de P’espéce de structure %, et considérons la
partie L. de I’ensemble produit

Ba) x S(a) x BE x o)

formée des triplets » = (X, V, P) ayant la propriété suivaite:

« V est une structure d’espece X sur X < q, et P est le graphe d’une a-application
de E dans X (pour la structure V) »

(on notera que 'on a S(X) < S(a), conme on le voit aisément en raisonnant de
proche en proche sur la longueur du schéma de construction d’échelon S). Pour
tout A = (X, V, P) € L, nous noterons X, ’ensemble X muni de la structure V',
et ¢, ’application de E dans X,, de graphe P.

Soit alors Fg le X-ensemble produit des X, (qui existe d’apres (CUy)), et soit
¢ application x 1 (¢,(x)) de E dans I'g, qui cst unc a-application cn vertu de
(CUy). Montrons que (Fg, ¢g) vérifie (AUj). En effet, étant donnée unc a-appli-
cation ¢ de E dans un Z-ensernble F, soit G une partie de F vérifiant les condition-
énoncées dans (CUyy;); soient j Pinjection canonique de G dans F, et  Papplica-
tion de E dans G qui a méme graphe de ¢, de sorte que ¢ = jo ¢. Il résulte d-
(CUyy) que ¢ est une a-application de E dans G. Comme Card(G) < a, 1l v .
une partie G’ de a équipotente a G. Soit g une bijection de G sur G’; si on tran-
porte par g la structure d’espece 2 de G, il existe par définition un A € L tel qu-
G’ (muni de cette structure transportée) soit égal a X, et que goy = ¢,. Alors
S =7jog 1o pr, est un morphisme de Fg dans F tel que ¢ = f o @g, ce quiaches -
la démonstration.

CST23. Soit (Fg, @g) une solution du probléme d’application universelle pour E. Pc:.»
que g soit une injection de E dans ¥y, il faut et il suffit que, pour tout couple d’éléme>.-
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distincts x,y de E, il existe une o-application o de E dans un X-ensemble I, telle que
o(x) # ¢ (y)-

Comme ¢, st une «-application, le critére résulte aussitot des définitions.

On dit encore dans ce cas que les a-applications séparent les ¢léments de E. On
ne fait alors d’ordinaire aucune distinction, dans le langage, entre les éléments de
L et leurs images par g; avec cetle convention, si (Fy; ») est une solution du
probleme d’application universelle, toute «-application de E dans un X-ensemble
¥ se prolonge en un morphisme de 'y, dans 1 et un seul.

3. Exemples d’applications universelles

*Les exemples qui suivent seront, pour la plupart, traités en détail dans la suite
de cet ouvrage.

L. Structures algébriques lLibres. — Soient L un cnsemble, X une espeéce de
structure algébrique définie par une ouw plusicurs lois de composition; nous
prendrons comme morphismes les homomorphismices (powr toutes les lois en-
visagdes), et les a-applications seront les applications quelcongues de L dans un
X-cnsemble (autrement dit, afx, f = 7 (E; x)). Toutes les especes de structure
algébrique usuclles vérifient (CUpy); a Pexception de la structure de corps, clles
vérifient aussi (CU,), et (CUy) st ic1 une conséquence triviale de (CUy).

Comune en général il existe des structures d’espéce 2 définies sur des ensembles
ayant au moins deux éléments, les a-applications séparent les éléments de E, et on
considére donc E comme plongé dans Fy. On dit que Iy, est le X-cnsemble [ibre
engendré par E; c’est ainsi qu’on parle en Algébre de monoide libre (A, 1,§7,n° 2),
de groupe libre (A, 1, § 7, n® 3), de module libre (A, 11, § 1, n°® 11), d’algébre librc
A, I § 2, n0 7).

. Anneaux et corps de fractions. — Soient E un anneau commmutatif, et S une
partic multiplicative de E, ne contenant pas 0. Nous prendrous pour 2 espece
de structure d’anneau commutatif, et pour morphismes les homomorphismes
pour la structure d’anncau). Les «-applications scront les homomorphismes ¢ de
E dans un anneau commutatif A tels que ¢(S) ne contienne que des éléments
inversibles dans A. On vérifie immédiatement les conditions (QM;j), (CGU;) a
CUyg) (avee a = Card(E)Card(N)); le problemne d’application universelle a
donc toujours une solution (I'y, ¢p), mais en général ¢4 n’est pas injective. Le cas
le plus fréquent est celul ot1 E est un anneau intégre; en ce cas, ¢y est injective. Si
cn outre on prend alors S = E — {0}, Fj; est un corps comunutatif, appelé corps
des fractions de E (A, 1, § 9, n° 2); voir (AC, 11, § 2).

111, Produit tensoriel de deux modules. -— Soit E le produit A x B de deux
modules sur un anneau commutatif C. Prenons pour X 'espéce de structure de
C-module, pour morphismes les applications linéaires, pour a-applications les
applications bilinéaires de A x B dans un C-module. La condition (QM;;} est
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évidemment vérifiée, ainsi que les conditions, (CU;) a (CUy) (avec a =
Card(E)Card(C)Card(N)). Le C-module universel Fg correspondant au
couple (A, B) est appelé le produit tensoriel de A par B et noté A ® B; ’application
universelle og est notée (¥, y) i x ® y; elle est bilinéaire, mais n’est pas injective
en général (cf. A, 11, § 3, n° 5).

IV. Extension de Uanneau d’opérateurs d’un module. — Soient A un anneau
commutatif, B un sous-anneau de A, E un B-module. I’espéce 2 est I’espéce de
structure de A-module, les morphismes sont les applications A-linéaires, et les
x-applications sont les applications B-inéaires de E dans un A-module. On dit que
le A-module universel I'y, correspondant au B-module E est obtenu par extension a
A de 'anneau d’opérateurs B de E (A, 11, § 5, n° 1).

V. Complétion d’un espace uniforme. — Soit E un espace uniforme; prenons pour
3 I'espece de structure d’espace uniforme séparé et complet, pour morphismes les
applications uniformément continues, pour a-applications les applications uni-
formément continues de E dans un espace uniforme séparé et complet. Les parties
2-permises d’un espace uniforme séparé et complet sont ici les parties _fermées pour
la topologie de I'espace, et les conditions (QMjy;) et (CU;) a (CUyy) sont vérifiées
en prenant a = 22°*"®. L’espace uniforme séparé et complet Fy n’est autre (2 un
isomorphisme pres) que le séparé complété de ’espace uniforme E (TG, 11, §3,n° 7).

V1. Compactification de Stone-Cech. — Soit E un espace complétement régulier;
2 est I’espéce de structure d’espace compact, les morphismes étant les applications
continues (d’un espace compact dans un espace compact), les a-applications les
applications continues de E dans un espace compact. Les parties Z-permises sont
encore ici les ensembles fermés, et on vérifie aisément les conditions (QM;;),
(CU)) a (CUyy) (avec le méme cardinal que dans I’ Exemple V). L’espace compact
Fg est (3 un isomorphisme prés) le « compactifié de Stone-Cech » obtenu en
complétant E pour la structure uniforme la moins fine rendant uniformément
continues les applications continues de E dans (0,1) (TG, IX, §1, n° 6);
'application ¢y est injective, car deux points distincts de E peuvent étre séparés
par une application continue de E dans (0, 1).

VII. Groupes topologiques libres. — Soient E un espace complétcment régulier,
% Tespece de structure de groupe topologique séparé, lcs morphismes ¢étant les
homomorphismes continus; enfin, prenons comme «-applications les applications
continues de E dans un groupe topologique séparé. On vérifie aisément les
conditions (QMy;), (CU;) a (CUy;) avec a = Card(E)Card(N). Le groupe
topologique séparé Fg solution du probléme d’application universelle pour E est
appcelé le groupe topologique libre engendré par Uespace E ; comme deux points distincts
de E peuvent étre séparés par une application continue de E dans le groupe
topologique séparé R, ’application ¢ est injective; on peut montrer que g €st
un homéomorphisme de E sur le sous-espace ¢g(E) de Fg.! Au lieu de prendre

! Voir P. Samuer, On universal mappings and free topological groups, Bull. Amer. Math. Soc..
t. LIV (1948), p. 591-598.
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pour X Pespéce de structure de groupe topologique séparé, on pourrait aussi
prendre des espéces de structures telles que celles de groupe commutatif topo-
logique séparé, de groupe compact, d’anneau topologique séparé, d’espace
vectoriel topologique séparé (sur un corps topologique considéré comme en-
semble de base auxiliaire), etc.

VIII. Fonctions presque périodiques sur un groupe topologique. — Soit E un groupe
topologique; prenons pour X I’espéce de structure de groupe compact, les mor-
phismes étant les homomorphismes continus, les z-applications étant les homo-
morphismes continus de E dans un groupe compact. Les conditions (QM;),
(CUj) a (CUy,) sont vérifiées avec a = 22°*"*”. On dit que le groupe compact
Fg, solution du probléme d’application universelle pour E, est le groupe compact
associé 4 E; Papplication ¢y n’est pas nécessairement injective. Toute fonction
numnérique continue dans E de la forme g o ¢g, ou g est une fonction numérique
continue dans Iy, est appelée fonction presque périodique dans E.

IX. Variété d’Albanese. — Soient E une variété algébrique, X l'espeéce de
structure de variété abélienne sur le méme corps de base que E (variété algébrique
compléte, munie d’une loi de groupe algébrique, nécessairement commutative);
les morphismes sont les applications rationnelles d’une variété abélienne dans une
autre (qui sont nécessairement composées d’un homomorphisme et d’une trans-
lation) ; les a-applications sont les applications rationnelles de E dans une variété
abélienne. La condition (CUj) n’est pas vérifiée, mais le probléme d’application
universelle admet une solution Fg, dite variété d’Albanese de E; en général, ’appli-
cation rationnelle g correspondante n’est pas injective.



Exercices

§1

1) Soit S ’ensemble des signes P, X, x;, ..., x,, les lettres x; étant de poids 0, P dc¢ poids ©
X de poids 2. Soit T un mot équilibré de Ly (S) (I, p. 42); on dira qu’un tel mot est un -
d’échelon sur xq, ..., x,.

Soient maintenant Ei, ..., E, 2 termes d’unc théorie plus forte que la théorie des -
sembles. Pour tout typc d’échelon T sur x4, .. ., x,, on définit un terme T(E,, ..., E, ¢-
fagon suivante:

1° si T est une lettre x;, 1'(Eq, ..., E,) cst 'ensemble E;;

29 si 1" est de la forme PU, T(E4, ..., E,) est Pensemble P (U(E, ..., Ey)):

3° Si T cst de la forme XUV, T(E,, ..., E;) est 'ensemble

U(E,, ..., E) x V(Eg, ..., L.

Montrer que, pour tout type d’échelon T sur xy, ..., x, T(Ey, .. ., ) est un échelon su-
termes Eq, ..., E,, et réciproquement (raisonner par récurrence sur la longucur du .
d’échelon ou du schéina de construction d’échelon); on dit que T(E, ..., E,) estla réali.~
du type d’échelon 1" sur les termes Ly, . .., E,. De facon plus précise, tout échelon sur n lev-
distinctes peut s’écrire d’unc maniire et d’une seule sous la forme T(xy, ..., a,), o Test un:
d’échelon.

Montrer de méme comment on peut associer 4 un type d’échelon 1" sur » lettres. e
applications f;, ..., f, une extension canonique de ces applications. En déduire que s ¢
schémas de construction d’échelon S, S’ sur nlettres sont tels que S(xy, .« o, ay) = S'(x1.. . ..
(x1, ..., x, lettres distinctes), on a { fi, ..., /0% = {J1,..., f®.

§2

1) Soit STensemble des signes P, P~ X, X7, xy, ..., x, leslettres x; étant de poids 0. P c- =
de poids [, X et X~ de poids 2. Pour tout mot A de Lo(S) (I, p. 42) on définitla zariance de A
la fagon suivante: chacune des lettres v, ainsi que les signes P, X ont pour variance 0, les sic
P-, X~ ont pour variance l; la variance de A est la somme *(dans le corps F, ,
variances des signes qui y figurent (autrement dit, elle est 0 §’il v a un nombre pair ¢.»
signes ayant la variance 1, et 1 dans le cas contraire).

On appelle type d’échelon signé un mot équilibré A de Lo(S) (1, p. 42) qui vévitie 'ur -
conditions suivantes:
1° A est une des lettres x,;
2° Si A est de la forme fA1Az. . A, (L. p. 45, cor. 2), o fest 'un des signes P, P~, X. ™
pestégala lou?2etles Ay (1 €1 < p) sont des mots équilibrés, alors chacun des A, es:
type d’échelon signé; en outre, si f = X, A; et A; ont pour variance 0, et si f = X~ .\
A, ont pour variance 1.

Un type d’¢chelon signé est dit covariant s’il est de variance 0, coniravariant s'Ul o~
variance 1. Si, dans un typc d’échelon signé A, on remplace P~ et X par P et X respec:.
ment, on obtient un type d’échelon A* (IV, § 1, cxerc. l); toute rcalisation du -
d’échelont A* sur n termes Ey, . . ., E,, st dite réalisation du type d’échelon signé A sur L. . . .. :
et notée A(E;, ..., E,). ’

Soient Ei, ..., E,, Ef,..., E; des cnsembles, f; une application de E; da«s
(1 < ¢ < n). Montrer qu’a chaque type d’échelon signé S sur x;...., &, on peut ass-
une application { fi, ..., f,}5 ayant les propriétés suivantes:
1° Si§ est covariant (resp. contravariant), { fi, ..., fu}® est une application de S(L},. .. .. :

dans S(Ej, ..., E;) (resp. de S(Eg, ..., E}) dans S(E,, ..., E,)).



§2 EXERCICES E 1V.29

2° Si S est une lettre x;, { f1, ..., fo)S est fi.

32 8i S est PT (resp. P™71), et si g = {fi,..., fu}T est une application de F dans F’,
{f1,++.> Ju)S est Pextension de g aux ensembles de parties (resp. Pextension réciproque de g
aux ensembles de parties).

4° Si S est XTU ou X~TU, si {fi,..., fu)T est uue application g de T dans ¥’ ct
{f1,. .., fu)V une application £ de G dans G/, { f1, . . ., f,}® est 'extension ¢ x A, application
de F x G dans F’ x G'.

L’application { fi, . . ., f,.}° est appelée Pextension canonique signée de f1, . . ., f, correspon-
dant au type d’échelon signé S. Lorsque S est un type d’échelon (autrement dit, lorsque P~
et X~ ne figurent pas dans S), l’extension canonique signée {f,...," f,}° est égale a
iy S5

Montrer que, si f; est une application de ¥, dans E;, f/ une application de E{ dans Ef
(I € i< n), on a, pour un type d’échelon signé covariant S

{fl’ofl)"'YfT{Ofn}S = {fl’y-"YfI:JISO {fl:-"Jj;l}S

et, pour un type d’échelon signé contravariant S

Slofisoo s fao fol® = {1 o s LB o LMo 005

En déduire que si f; est une bijection de E; sur Ej, £’ la bijection réciproque (1 < i < n),
{f1,..., f2!® cst une bijection et { f7, ..., f4}® la bijection réciproque. En outre, si S* est le
type d’échclon (non signé) correspondant au type d’échelon signé S, { f1, . . ., fu}® cst égale &

S oo s 05 oua {FY, o e, fuoS® suivant que S est covariaut ou contravariant.

2) Soit S un type d’échelon signé sur n + m lettres (exerc. 1). Soit £ une espéce de structure
ayant %y, ..., %, pour ensembles de base principaux, Aj,.....\, pour ensembles de base
auxiliaires, ct dont la caractérisation typique est de la forme s € B (S(xy, ..., v Ap, .+ oy A
Montrer qu’on pent définir unc notion de g-morphisme pour cette espéce de structure, de la
facon suivante: étant donnés n ensembles Ey, . .., E, munis d’une structure U d’espéce Z, n
cnsembles Ei, .. ., I} munis d’une structure U’ d’espéce X, et unc application f; de E; dans
E{pourl < i < n, ondit que (fy, ..., f,) est un e-morphisme si les applications f; vérifient
les conditions suivantes:

1° si S est un type d’échelon covariant

i e o S Idyy o 1d33KUS < U7
2° si S est un type d’échelon contravariant
{fiseoo fo, Idps oo, Id 33U < UL

Montrer qu’en choistssant convenablement les variances, on peut retrouver de cette maniére
la définition des morphismes pour les structures d’ordre, les structures algébriques et les
structures topologiques.

3) Soient A, B, C trois ensembles munis de structures de méme espéce 2, f un morphisme
surjectif de A dans B, g une morphisme de B dans C. Montrer quc si g o f est un isomorphisme
de A sur C, g et fsont des isomorphismes.

4) Soicent A, B, C, D quatre ensembles munis de structures de méme espéce £, f un mor-
phismc de A dans B, g un morphisme de B dans C, A un morphisme de C dans D. Montrer
que si g o f et hogsont des isomorphismes, f, g ¢t k sont des isomorphismes (cf. 1I, p. 50,
exerc. 9).

5) Soient A, B deux ensembles munis de structures &, &’ de méme espéce 2. Soient f un
morphisme de A dans B, g un morphisme de B dans A. Soit M (resp. N) I’ensemble des
x €A (resp. y € B) tels que g( f(x)) = x (resp. f(g(y)) = y). On suppose que & (resp. &)
induise sur M (resp. N) une structure d’espéce £, Montrer que M et N, munis de ces struc-
tures, sont isomorphes.
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6) *Soit X I'espéce de structure ayant un ensemble de base principal A et un ensemble
auxiliaire £, dont la structure générique (F, H) a pour caractérisation typique
FeP((A x A) x A) x B(A x A) x A) x Bk x A) x A) et HePR(A)

et dont ’axiome est le suivant (que ’on pourra écrire de fagon plus explicite): « F cst une
structure de k-algtbre commutative, ayant un élément unité, et H est un idéal irréductible
de 'algebre A » (on rappelle qu’un idéal irréductible d’une k-algébre A est un idéal a tel
que, pour tout couple d’idéaux b, ¢ de A vérifiantb N ¢ = q, onaith = aouc = aj (A, II,
§ 2, exerc. 16). Si A, A’ sont deux ensembles munis respectivement de structures (F, H),
(F’, H') d’espéce X, on définit les c-morphismes de A dans A’ comme les homomorphismes
de k-algébres f, transformant I’élément unité en élément unité et tels que f(H) < H".
Donner un exemple de famille (&) de structures d’espéce £ sur un ensemble A, telle qu’il
existe une borne supérieure dec cette famille de structures (dans I’ensemble ordonné dc
structures d’espéce X sur A), mais que cette borne supérieure ne soit pas structure initiale
pour la famille (A,, &5, Id,), oit A, est ensemble A muni de la structure &, et Id, I’appli-
cation identique de A dans A,. (Considérer un anneau de polyndémes A = k| T]. Les idéaux
irréductibles de A sont alors les puissances des idéaux maximaux (AC, VII, § 2, exerc. 6). Si
F est la structure de k-algébre de A, considérer les deux structures d’espéce =, (F, b,) et
(F, p2), ol by, P, sont des idéaux maximaux distincts de A; montrer que la borne supéricurc
de ces deux structures est (I, (0)), mais que ce n’est pas la structure initiale pour la famille
considérée; pour le voir, on considérera la sous-k-algébre B = k + (p; M p,) de A, dans
laquelle p; M P, est un idéal maximal, et Pinjection B — A). En déduire de méme un c-
xemple d’espece de structure £, de famille (#}) de structures d’espéce £’ sur un ensemble A’.
telle qu’il existe une borne inférieure de cette famille de structures, mais que cette borne
inférieure ne soit pas structure finale. (Considérer sur le dual de A (en tant qu’espacc
vectoriel) la structure de k-cogébre linéairement compacte déduite de la structure de 4-
algebre de A par transposition (A, ITI, § 11, n° 1) et définir aussi par transposition I’espéce dc
structure £7).

7) *Soit X 'espéce de structure ayant un ensemble de base principal A, avec R pour en-
semble auxiliaire, dont la structure générique comporte deux lettres V, @, avec la caractéri-
sation typique
VeR(B(A) et peB(R x A)

ct dont les axiomes sont les suivants: 1° 'axiome R{V} de ’espéce de structure topologique
(IV, p. 5, Exemple 3); 2° la relation:
«il existe @ > 0 tel que ¢ soit le graphe fonctionnel d’unc application injective continuc
(pour la topologie V) de l'intervalle (0, ) dans A v,

Si A. A’ sont deux ensembles munis respectivement de structures (V, ¢), (V’, 9’) d’espéce
%, on définit les o-morphismes de A dans A’ comme les applications f continues (pour V, V"’
dont le graphe F est tel que F o ¢ < ¢’. Montrer quc cette notion de s-morphisme peut étre
définie parle procédé de Pexerc, 2 (IV, p. 29)et qu’il existe une structure produit sur le produit
de deux ensembles A, A, munis destructures quelconques d’espece £. Maisdonner un exemplc
ol 'image directe par la premiére projection pry de la structure produit sur A; x A n’est pas
la structurc donnée initialement sur A; (prendre pour A; un espace homéomorphe a R},

8) Soit T 'espéce de structure ayant un seul ensemble de base (principal) A, dont la struc-
ture générique (V, a, b) comporte trois lettres, avec la caractérisation typique
VeB(P(A)etacActbeA
et dont I’axiome est la relation
RiVieta # b

olt R{V{ est l'axiome de 'espéce de structure topologique (IV, p. 5, Exemple 3). Si A, A’
sont deux ensembles munis respectivement de structures (V, a, #), (V’, a’, b"), on définit les
a-morphismes de A dans A” eomme les applications f continues (pour V, V') et telles que
fla) = a’ et f(b) = b". Montrer qu’en remplagant X par une espéce de structure équivalente
cette notion de s-morphisme peut s’obtenir par le procédé de 'exerc. 2 (IV, p. 29). Montrer
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que pour deux ensembles A, B munis de structures &, &’ d’espéce X, il existe une structure
produit sur A x B, et que I'image directe de cette structure par pr; (resp. pry) est &
(resp. &) ; * mais donner un exemple ol il n’existe pas de section associée a pry et qui soit un
o-morphisme de A dans A x B (prendre pour A un espace connexe, pour Bun espacediscret).

9) *Soit X 'espéce de structure de corps, Montrer qu’on définit une notion de s-morphisme
pour cette espece de structure en prenant comme morphismes d’un corps K dans un corps
K’, d’ine part les homomorphismes fde K dans K’ au scns de VExemple 2 de IV, p. 12, et en
outre I’application f, de K dans K’ telle que f,(0) = 0, f4(x) = 1 pour tout x # 0 dans K.
Montrer que, pour cette notion de morphisme, on a les propriétés suivantes: pour tout corps
K (de caractéristique quelconque) la structure de corps de K induit une structure de corps
(isomorphe a celle de Fy) sur Pensemble {0, 1}; en outre si R est la relation d’équivalence
dont les classes d’équivalence sont {0} et K* = K — {0}, il existe une structure quotient
(isomorphe a la structure de Fy) de la structure de corps de K par la relation R.

* 10) Soit £ I’espeéce de structure de corps ordonné, archimédien et complet. Pour tout
ensemble A muni d’une structure d’espéce Z, soit 9, P'uniqute isomorphisme de A sur R. Si
A, B sont deux ensembles munis de structures d’espéce X, montrer qu’on peut prendre pour
morphismes de A dans B les applications f de A dans B telles que pg( f(%)) = ga(x) pour
tout x € A. Pour cette notion de morphisme, montrer qu’il y a des morphismes bijectifs qui
ne sont pas des isomorphismes, bien que I’espéce de structure X soit univalente.

11) Soit X une espéce de structure (dans une théorie J) ne comportant qu’un seul ensemble
de base; soient 5 € F(x) la caractérisation typique, Rix, s{ I'axiome de X. On désigne par
A(x) Pensemble des structures d’espéce X sur x, Soit ofx, 5,5, #f un terme vérifiant les con-
ditions (MOy), (MOy) et la condition suivante:

(MOyy) Etant donnés, dans une théorie 7 plus forte que I, deux ensembles E, E’ munis
de structures &, &’ d’espéce I, pour tout isomorphisme fde Esur E’,on a fe ofE,E,.%, %%
a) Soit Id, lapplication identique de x sur lui-méme. Montrer que la relation Qfx, s, ¢{:

«seA(x) et te A(x) et Id, e ofx, x, 5, i N oix, x, 1, st

est une relation d’équivalence entre s et t dans A(x). Soient B(x) I’ensemble quotient A(x)/Q,
o, application canonique de A(x) sur B(x). On suppose la relation s € B(x) transportable
et on désigne par O I'espece de structure ayant pour caractérisation typique s’ € P (F(x)) et
pour axiome s’ € B(x).
b) Soit aix,y, s’, 1’4 'ensemble des applications fe & (x;y) vérifiant la relation suivante:

¥)

«s"eB(x) et 1’ € B(y) ct il existe s € A(x) et L€ A(
tels que 5" = @, (s) et ¢ = g,(¢) et feaix, y,s, tin

Montrer que, pour 'espéce de structure @, le terme ¢ vérifie les conditions (MOy), (MOy)
et (MOyy;) et que 'on a

G%-\', Y9, l§ < agxr Y, q)x(‘y)r %(‘)5-

§3
1) *Soient E un espace topologique, X 'une des espéces de structures définies dans les
exerc. 7 et 8de IV, p. 30; on prend pour morphismes cenx définis dans ces mémes exercices,
et pour a-applications les applications continues de E dans un Z-ensemble. Montrer que le
probléme d’application universelle pour E (relatif aux définitions précédentes) n’admet pas
en général de solution.,

2) *Soient E un corps commutatif, £ ’espéce de structure de corps commutatif algébrique-
ment clos; on prend pour morphismes les homomorphismes, pour a-applications les
homomorphismes de E dans un corps commutatif algébriquement clos. Montrer que la cloture
algébrique Fg de E, et 'injection canonique de E dans Fy (A, V, § 4) vérifient (AUj), mais
qu’il n’existe pas en général de solution du probléme d’application universelle pour E.,
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3) Solent ¥ une espéce de structure, (A,),¢; une famille d’ensembles, et pour chaque v € 1,
soit &, une structure d’espéce ¥ sur A,. Soit E I’ensemble somme de la famille (A}),cq,
A, étant considéré comme sous-ensemble de E.

On suppose donnée une notion de s-morphisme pour 'espéce de structure X, et on définit
une a-application comme une application ¢ de E dans un Z-ensemble F, telle que pour tout
v€ I, la restriction de ¢ & A, soit un morphisme de A, dans F.

Montrer que s’il existe une solution (Fg, pg) au probléme d’application universelle pour
E, la structure d’espéce I sur Fg est structure finale pour la famille (A, &%\, @)ier, g désignant
la restriction de pg 2 A,.

En outre, soit I un ensemble, et pour chaque t € I, soit f, une application de A, dans F.
S’il existe sur F une structure finale d’espéce X pour la famille (A,, &\, f)ie1, On peut écrire
S = fo @, ou fcst un morphisme de Fg dans F, et la structurc de F est 'image directe par f de
la structure de Fg.

Applications aux cas suivants:

*1° X est une espéce de structure algébrique, les morphismes étant les homomorphismes, et lcs
conditions (CUj) & (CUjyy) étant vérifiées; il en est ainst pour les structures de monoide, de
groupe, de module, d’algeébre, etc. Le Z-ensemble Fg est appelé produit libre des A dans le cas
des groupes, somme directe dans lc cas des modules, comprosé direct dans le cas des algebres.

20 I est espéce de structure de groupe topologique, ou d’espace vectoriel topologique. Les
conditions (CUy) a (GUyyy) sont alors vérifices; dans le cas des espaces vectoriels topolo-
giques localement convexes, I'y est appelé somme directe topologique des A,.,



NOTE HISTORIQUE
(Chapitres 1 a 4)

«Aliquot selectos homines rem intra quinquennium absolvere posse puto»
Lemeniz ((XII b), t. VII, p. 187)

(N.-B. — Les chiffres romains renvoient a la bibliographie placée a la fin de cette
note.)

L’étude de ce que 'on a coutume d’appeler les « fondements des Mathéma-
tiques », qui s’est poursuivie sans relache depuis le début du x1x® siecle, n’a pu
étre menée a bien que grace a un effort parallele de systématisation de la Logique,
tout au moins dans celles de ses parties qui régissent ’enchainement des pro-
positions mathématiques. Aussi ne peut-on dissocier I’histoire de la Théorie des
ensembles et de laformalisation des mathémnatiques de celle de la « Logique mathé-
matique ». Mais la logique traditionnelle, comme celle des philosophes modernes,
couvre en principe un champ d’applications beaucoup plus vaste que la Mathé-
matique. Le lecteur ne doit donc pas s’attendre 4 trouver dans ce qui suit une
histoire de la Logique, méme sous une forme trés sommaire; nous nous sommes
bornés autant que possible a ne retracer I’évolution de la Logique que dans
la mesure ol elle a réagi sur celle de la Mathématique. C’est ainsi que nous
ne dirons rien des logiques non classiques (logiques a plus de deux valeurs,
logiques modales) ; a plus forte raison ne pourrons-nous aborder 'historique des
controverses qui, des Sophistes & ’Ecole de Vienne, n’ont cessé de diviser les
philosophes quant a la possibilit¢ et & la maniére d’appliquer la Logique aux
objets du monde sensible ou aux concepts de ’esprit humain.

Qu’il y ait eu une mathématique préhellénique fort développée, c’est ce qui ne
saurait aujourd’hui étre mis en doute. Non seulement les notions (déja fort
abstraites) de nombre entier et de mesure des grandeurs sont-elles couramment
utilisées dans les documents les plus anciens qui nous soient parvenus d’Egypte ou
de Chaldée, mais I’algebre babylonienne, par ’élégance et la sireté de ses mé-
thodes, ne saurait se concevoir comme une simple collection de problémes résolus
par tatonnements empiriques. Et, si on ne rencontre dans les textes rien qui
ressemble & une « démonstration » au sens formel du mot, on est en droit de penser
que la découverte de tels procédés de résolution, dont la généralité transparait
sous les applications numériques particuliéres, n’a pu s’effectuer sans un minimum
d’enchainements logiques (peut-étre pas entiérement conscients, mais plutét du
genre de ceux sur lesquels s’appuie un algébriste moderne lorsqu’il entreprend un
calcul, avant d’en « mettre en forme » tous les détails) ((I), p. 203 sqq.).

L’originalité essentielle des Grecs consiste précisément en un effort conscient
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pour ranger les démonstrations mathématiques cn une succession telle que le
passage d’un chainon au suivant ne laissc aucune place au doute et contraigne
Passentiment universel. Que les mathématiciens grecs se soient servis au cours de
leurs recherches, tout comme les modernes, de raisonnements « heuristiques »
plut6t que probants, c’est ce que démontrerait par exemple (s’il en était besoin)
le « traité de la méthode » d’Archimeéde (IV &is) ; on notera aussi, chez celui-ci, des
allusions a des résultats « trouvés, mais non démontrés » par des mathématiciens
antérieurs. Mais, dés les premiers textes détaillés qui nous soient connus (et qui
datent du milieu du ve siécle), le « canon » idéal d’un texte mathématique est bien
fixé. Il trouvera sa réalisation la plus achevée chez les grands classiques, Euclide,
Archimeéde et Apollonius; la notion de démonstration, chez ces autcurs, ne differe
en rien de la notre.

Nous n’avons aucun texte nous permettant de suivre les premiers pas de cette
« méthode déductive », qui nous apparait déja proche de la perfection au moment
méme ol nous en constatons ’existence. On peut seulement penser qu’elle
s’'inscrit assez naturellement dans la perpétuelle recherche d’« explications » du
monde, qui caractérise la pensée grecque et qui est si visible déja chez les philo-
sophes ioniens du vie siécle; en outre, la tradition est unanime 2 attribuer le
développement et la inise au point de la méthode a I’école pythagoricienne, a une
époque qui se situe entre la fin du vi© et le milieu du v® siécle.

C’est sur cette mathématique « déductive », pleinement consciente de ses buts
et de ses méthodes, que va s’exercer la réflexion philosophique et mathématique
des ages suivants. Nous verrons d’une part s’édifier peu & peu la Logique
«formelle » sur le modéle des mathématiques, pour aboutir 4 la création des
langages formalisés; d’autre part, principalement a partir du début du x1x° siécle,
on s’interrogera de plus en plus sur les concepts de base de la Mathématique, et
on s’efforcera d’en éclaircir la nature, surtout aprés 'avénement de la Théorie des
ensembles.

La formalisation de la Logique

L’impression générale qui semble résulter des textes (fort lacunaires) que nous
possédons sur la pensée philosophique grecque du ve siécle, est qu’elle est dominée
par un effort de plus en plus conscient pour étendre a tout le champ de la pensée
humaine les procédés d’articulation du discours mis en ceuvre avec tant de succés

! Notamment Démocrite, & qui Archiméde attribue la découverte de la formule donnant le
volume d’une pyramide ((IV bis), p. 13). Cette allusion est & rapprocher d’un fragment célébre
attribué 4 Démocrite (mais d’authenticité contestée), ou il déclare: « personne ne m’a jamais surpassé
dans la construction de figures au moyen de preuves, pas méme les « harpédonaptes » égyptiens, comme on les appelle »
(H. DreLs, Die Fragmente der Vorsokratiker, 2te Aufl,, t. I, p. 439 et t. I, I, p. 727-728, Berlin (Weid-
mann), 1906-07). La remarque d’Archiméde et le fait qu’on n’a jamais trouvé de démonstration (au
sens classique) dans les textes égyptiens qui nous sont parvenus, conduisent & penser que les « preuves »
auxquelles fait allusion Démocrite n’étaient plus considérées commes telles 4 Pépoque classique, et ne
le seraient pas non plus aujourd’hui.
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par la rhétorique et la mathématique contemporaines — en d’autres termes, pour
créer la Logique au sens le plus général de ce mot. Le ton des écrits philosophiques
subit & cette époque un brusque changement: alors qu’au vir® ou au vi® siécle les
philosophes affirment ou vaticinent (ou tout au plus ébauchent de vagues
raisonnements, fondés sur de tout aussi vagues analogies), a partir de Parménide
et surtout de Zénon, ils argumentent, et cherchent a dégager des principes
généraux qui puissent servir de base a leur dialectique: c’est chez Parménide
qu’on trouve la premiére affirmation du principe du tiers exclu, et les démonstra-
tions « par I’absurde » de Zénon d’Elée sont restées célebres. Mais Zénon écrit au
milieu du v®siécle; et, quelles que soient les incertitudes de notre documentation,*
il est tres vraisemblable qu’a cette époque, les mathéinaticiens, dans leur propre
sphére, se servaient couramment de ces principes.

Comme nous ’avons dit plus haut, il ne nous appartient pas de retracer les
innombrables difficultés qui surgissent a chaque pas dans la gestation de cette
Logique, et les polémiques qui en résultent, des Eléates a Platon et Aristote, en
passant par les Sophistes; relevons seulement ici le role que jouent dans cette
évolution la culture assidue de art oratoire et I’analyse du langage qui en est un
corollaire, développements que 1'on s’accorde a attribuer principalement aux
Sophistes du v® siécle. D’autre part, si I'influence des mathématiques n’est pas
toujours reconnue explicitement, elle n’en est pas moins manifeste, en particulier
dans les écrits de Platon et d’Aristote. On a pu dire que Platon était presque
obsédé par les mathématiques; sans étre lui-méme un inventeur dans ce domaine,
il s’est, a partir d’une certaine époque de sa vie, mis au courant des découvertes
des mathématiciens contemporains (dont beaucoup étaient ses amis ou ses éléves),
et n’a plus cess¢ de s’y intéresser de la maniére la plus directe, allant jusqu’a
suggérer de nouvelles directions de recherche; aussi est-ce constamment que,
sous sa plume, les mathématiques viennent servir d’illustration ou de modéle (et
méme parfois alimenter, comme chez les Pythagoriciens, son penchant vers le
mysticisme). Quant a son éleve Aristote, il n’a pu manquer de recevoir le mini-
mum de formation mathématique qui était exigé des éleves de I’Académie, et on a
fait un volume des passages de son ceuvre qui se rapportent aux mathématiques
ou y font allusion (II 4is); mais il ne semble jamais avoir fait grand effort pour
garder le contact avec le mouvement mathématique de son époque, et il ne cite
dans ce domaine que des résultats qui avaient été vulgarisés depuis longtemps. Ce
décalage ne fera d’ailleurs que s’accentuer chez la plupart des philosophes pos-
térieurs, dont beaucoup, faute de préparation technique, s’tmagineront en toute
bonne foi parler des mathématiques en connaissance de cause, alors qu’ilsne feront
que se référer a un stade depuis longtemps dépassé dans I’évolution de celles-ci.

1 Le plus bel exemple classique de raisonnement par absurde en mathématiques est la démon-

stration de Dirrationalité de V2, a laquelle Aristote fait plusieurs fois allusion; mais les érudits
modernes ne sont pas parvenus a dater cette découverte avec quelque précision, certains la plagant
au début et d’autres tout a la fin du v® siécle (voir Note hist. de TG, IV, et les références citées a ce

propos). N
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L’aboutissement de cette période, en ce qui concerne la Logique, est ’ceuvre
monumentale d’Aristote (II), dont le grand mérite est d’avoir réussi a systématiser
et codifier pour la premiére fois des procédés de raisonnement restés vagues ou
informulés chez ses prédécesseurs.® Il nous faut surtout retenir ici, pour notre objet,
la thése générale de cette accuvre, savoir qu’il est possible de réduire tout raisonne-
ment correct a ’application systématique d’un petit nombre de régles immuables,
indépendantes de la nature particuliére des objets dont il est question (indépen-
dance clairement mise en évidence par la notation des concepts ou des proposi-
tions 4 laide de lettres — vraisemblablement empruntée par Aristote aux
mathématiciens). Mais Aristote concentre a peu prés exclusivement son attention
sur un type particulier de relations et d’enchainements logiques, constituant ce
qu’il appelle le «syllogisme »: il s’agit essentiellement de relations que nous
traduirions a ’heure actuelle sous la forme A < Bou AN B # o en langage de
théorie des ensembles,? et de la maniére d’enchainer ces relations ou leurs néga-
tions, au moyen du schéma

(A<BetBcC) = (A< Q).

Aristote était encore trop averti des mathématiques de son époque pour ne pas
s’étre apergu que les schémas de ce genre n’étaient pas suffisants pour rendre
compte de toutes les opérations logiques des mathématiciens, ni a plus forte
raison des autres applications de la Logique ((II), An. Pr. I,35; (II &), p. 25-26).°
Du moins I'étude approfondie des diverses formes de « syllogisme » a laquelle il se
livre (et qui est presque entierement consacrée a 1’élucidation des perpétuelles
difficultés que souléve ’ambiguité ou 'obscurité des termes sur lesquels porte le
raisonnement) lui donne-t-elle entre autres 'occasion de formuler des régles pour
prendre la négation d’une proposition ((II), An. Pr. I, 46). C’est aussi 4 Aristote

1 Malgré la simplicité et 1’«évidence » que paraissent présenter pour nous les régles logiques
formulées par Aristote, il n’est que de les replacer dans leur cadre historique pour apprécier les
difficultés qui s’opposaient & une conception précise de ces régles, et ’effort qu’a di déployer Aristote
pour y parvenir: Platon, dans ses dialogues, ol il s’adresse & un public cultivé, laisse encore ses
personnages s’embrouiller sur des questions aussi élémentaires que les rapports entre la négation de
A < B et la relation AN B = & (en langage moderne), quitte & faire apparaitre par la suite la
réponse correcte (cf. R. RoBinson, Plato’s consciousness of fallacy, Mind, t. LI (1942), p. 97-114).

2 Les énoncés correspondants d’Aristote sont « Tout A est B» et « Quelque A est B»; dans ces
notations A (le « sujet ») et B (le « prédicat ») remplacent des concepts, et dire que « Tout A est un
B » signifie que 'on peut attribuer le concept B a tout étre auquel on peut attribuer le concept A (A
est le concept « homme » et B le concept « mortel » dans ’exemple classique). L’interprétation que
nous en donnons consiste & considérer les ensembles d’étres auxquels s’appliquent respectivement les
concepts A et B; c’est le point de vue dit ¢« de Pextension », déja connu d’Aristote, Mais ce dernier
considére surtout la relation ¢« Tout A est B » d’un autre point de vue, dit « de la compréhension », ol
B est envisagé comme un des concepts qui constituent en quelque sorte le concept plus complexe A,
ou, comme dit Aristote, lui « appartiennent », Au premier abord, les deux points de vue paraissent
aussi naturels Pun que Pautre, mais le point de vue « de la compréhension » a été une source constante
de difficultés dans le développement de la Logique (il parait plus éloigné de Pintuition que le
premier, et entraine assez facilement a des erreurs, notamment dans les schémas ou interviennent des
négations; cf, (XII bis), p. 21-32).

3 Pour une discussion critique du syllogisme et de ses insuffisances, voir par exemple ((XII bis),
p. 432-441) ou ((XXXII), p. 44-50).
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que revient le mérite d’avoir distingué avec une grande netteté le réle des proposi-
tions « universelles » de celui des propositions « particuliéres », premiére ébauche
des quantificateurs.! Mais on sait trop comment I'influence de ses écrits (souvent
interprétés de fagon étroite et inintelligente), qui reste encore trés sensible jusque
bien avant dans le x1x® siécle, devait encourager les philosophes dans leur
négligence de I’étude des mathématiques, et bloquer les progres de la Logique
formelle.?

Toutefois cette derniérc continue & progresser dans ’Antiquité, au sein des
écoles mégarique et stoicienne, rivales des Péripatéticiens. Nos renseignements sur
ces doctrines sont malheureusement tous de seconde main, souvent transmis par
des adversaires ou de médiocres commentateurs. Le progrés essenticl accompli
par ces logiciens consiste, semble-t-il, en la fondation d’un « calcul propositionnel »
au sens ol on Pentend aujourd’hui: au licu de se borner, comme Aristote, aux
propositions de la forme particulicre A < B, ils énoncent des régles concernant
des propositions enticrement indéterminées. En outre, ils avaient analysé les rapports
logiques entre ces régles de fagon si approfondie qu’ils savaient les déduire toutes
de cinq d’entre elles, posées comme « indémontrables », par des procédés tres
semblables a ceux que nous avons décrits au chap. I, § 2 et 3 (V). Malheureuse-
ment leur influence fut assez éphémere, et leurs résuliats devatent sombrer dans
Poubli jusqu’au jour ou ils furent redécouverts par les logiciens du x1x° si¢cle.
Le maitre incontesté, en Logique, reste Aristote jusqu’au xvi® siccle; on sait en
particulicr que les philosophes scolastiques sont entiérement sous son influence, et
si leur contribution a la logique formelle est loin d’étre négligeable (VI), elle ne
comporte aucun progres de premier plan par rapport a ’acquit des philosophes
de I’Antiquité.

Il convient d’ailleurs de noter ici qu’il ne semble pas que les travaux d’Aristote
ou de ses successeurs aient en un retentissement notable sur les mathématiques.
Les mathématiciens grecs poursuivent leurs recherches dans la voie ouverte par
les Pythagoriciens et leurs successeurs du 1v® siccle (Théodore, Théétete, Eudoxe)
sans se soucier apparemment de logique formelle dans la présentation de leurs
résultats: constatation qui ne doit gueére étonner quand on compare la souplesse
et la précision acquises, deés cette époque, par le raisonnement mathématique, a
Pétat fort rudimentaire de la logique aristotélicicnne. Et lorsque la logique va
dépasser ce stade, ce sont encore les nouvelles acquisitions des mathématiques qui
la guideront dans son évolution.

Avec le développement de ’algebre, on ne pouvait en effet manquer d’étre
frappé par l'analogie entre les régles de la Logique formelle et les regles de
I'algebre, les unes comme les autres ayant le caractére commun de s’appliquer a
des objets (propositions ou nombres) non précisés. Et lorsqu’au xvi® siécle la

1 ’absence de véritables quantificateurs (au sens moderne) jusqu’a la fin du xix° siécle, a été une
des causes de la stagnation de la Logique formelle.

2 On cite le cas d’un universitaire éminent qui, dans une conférence faite 4 Princeton en présence
de Godel, aurait dit que rien de nouveau ne s’était fait en Logique depuis Aristote!
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notation algébrique a pris sa forme définitive entre les mains de Viete et de
Descartes, on voit presque aussitét apparaitre divers essais d’une écriture sym-
bolique destinée a représenter les opérations logiques; mais, avant Leibniz, ces
tentatives, comme par exemple celle d’Hérigone (1644) pour noter les démon-
strations de la Géométrie élémentaire, ou celle de Pell (1659) pour noter celles de
I’ Arithmétique, restent tres superficielles et ne conduisent a aucun progres dans
’analyse du raisonnement mathématique.

Avec Leibniz, on est en présence d’un philosophe qui est aussi un mathéma-
ticien de premier plan, et qui va savoir tirer de son expérience mathématique le
germe des idées qui feront sortir la logique formelle de I'impasse scolastique.?
Esprit universel s’il en fut jamais, source inépuisable d’idées originales et fécondes,
Leibniz devait s’'intéresser d’autant plus a la Logique qu’elle s’insérait au cceur
méme de ses grands projets de formalisation du langage ct de la pensée, auxquels
il ne cessa de travailler toute sa vie. Rompu dés son enfance a la logique scolastique,
il avait été séduit par I'idée (remontant a Raymond Lulle) d’une méthode qui
résoudrait tous les concepts humains en concepts primitifs, constituant un
« Alphabect des pensées humaines », et les recombinerait de facon quasi mécanique
pour obtenir toutes les propositions vraies ((XII 4), t. VII, p. 185; cf. (XII bus),
chap. II).

Treés jeune aussi, il avait congu une autre idée beaucoup plus originale, celle
de l'utilité des notations symboliques comme « fil d’Ariane » de la pensée:? « La
véritable methode », dit-il, « nous doit fournir un filum Ariadnes, ¢’est-d-dire un certain
moyen sensible et grossier, qui conduise esprit comme sont les lignes tracées en geometrie et
les formes des operations qu’on prescrit aux apprentifs en Arithmetique. Sans cela nostre esprit
ne s¢aurott faire un long chemin sans s’egarer. » ((XII b), t. VII, p. 22; cf. (XII bs),
p. 90). Peu au courant des mathématiques de son époque jusque vers sa 25°
année, c’est d’abord sous forme de « langue universelle » qu’il présente ses projets
((XII bis), chap. III); mais dés qu’il entre en contact avec I’Algebre, il ’adoptc
pour modele de sa « Caractéristique universelle ». Il entend par 13 une sorte de
langage symbolique, capable d’exprimer sans ambiguité toutes les pensées

1 Bien que Descartes et (4 un moindre degré) Pascal aient consacré une partie de leur ceuvre
philosophique aux fondements des mathématiques, leur contribution aux progrés de la Logique
formelle est négligeable. Sans doute faut-il en voir la raison dans la tendance fondamentale de leur
pensée, Peflort d’émancipation de la tutelle scolastique, qui les portait a rejeter tout ce qui pouvait s’y
rattacher, et en premier lieu la Logique formelle. Dc fait, dans ses Réflexions sur Uesprit géométrique,
Pascal, comme il le reconnait lui-méme, se borne essentiellement 4 couler en formules bien frappées
les principes connus des démonstrations euclidicnnes (par exemple, le fameux précepte: « Substituer
toujours mentalement les définitions d la place des définis » ((XI), t. IX, p. 280) était essentiellement connu
d’Aristote ((II), Top., VI, 4; (II bis), p. 87)). Quant & Descartes, les régles de raisonnement qu’il
pose sont avant tout des préceptes psychologiques (assez vagues) et non des critéres logiques; comme
le lui reproche Leibniz ((XII bis), p. 94 et 202-203), elles n’ont par suite qu’une portée subjective.

2 Bien entendu, I'intérét d’un tel symbolisme n’gvait pas échappé aux prédécesseurs de Leibniz
en ce qui concerne les mathématiques, et Descartes, par exemple, recommande de remplacer des
figures entiéres « par des signes trés courts » (xv1° Régle pour la direction de lesprit; (X), t. X, p. 454).
Mais personne avant Leibniz n’avait insisté avec autant de vigueur sur la portée universelle de ce
principe,



NOTE HISTORIQUE E Iv.39

humaines, de renforcer notre pouvoir de déduction, d’éviter les erreurs par un
effort d’attention tout mécanique, enfin construit de telle sorte que « les chimeres,
que celuy méme qui les avance n’entend pas, ne pourront pas estre écrites en ces caracteres »
((XII a), t. I, p. 187). Dans les innombrables passages de ses écrits ol Leibniz fait
allusion a ce projet grandiose et aux progrés qu’entrainerait sa réalisation (cf.
(XII bis), chap. IV et VI), on voit avec quelle clarté il concevait la notion de
langage formalisé, pure combinaison de signes dont seul importe I’enchainement?
de sorte qu’une machine serait capable de fournir tous les théorémes,? et que
toutes les controverses se résoudraient par un simple calcul ((XII 4), t. VII,
p. 198-203). Si ces cspoirs peuvent paraitre démesurds, il n’en est pas moins vrai
que C’est a cette tendance constante de la pensée de Leibniz qu’il faut rattacher
une bonne part de son ceuvre mathématique, & commencer par ses travaux sur le
symbolisme du Calcul infinitésimal (voir Note hist. de FVR, II1); il en était
lui-méme parfaitement conscient, et reliait explicitement aussi a sa « Carac-
téristique » ses idées sur la notation indicielle et les déterminants (XII a), t. II,
240; cf. (XII bis), p. 481-487) et son ¢ébauche de « Calcul géométrique » (voir
Note hist. de A, III; cf. (XII bis), chap. IX). Mais dans son esprit, la piece
essentielle devait en étre la Logique symbolique, ou, comme il dit, un « Calculus
ratiocinator », et §’il ne parvint pas a créer ce calcul, du moins le voyons-nous
s’y essayer A trois reprises au moins. Dans une premiére tentative, il a I'idée
d’associer a4 chaque terme « primitif» un nombre premier, tout terme com-
posé de plusieurs termes primitifs étant représenté par le produit des nombres
premiers correspondants?; il cherche a traduire dans ce systéme les régles usuelles
du syllogisme, mais se heurte a des complications considérables causées par la
négation (qu’il essaie, assez naturellement, de représenter par le changement de
signe) et abandonne rapidement cette voie ((XII ¢), p. 42-96; cf. (XII bis), p.
326-344). Dans des essais ultérieurs, il cherche a donner a la logique aristotéli-
cienne une forme plus algébrique; tant6t il conserve la notation AB pour la con-
jonction de deux concepts, tant6t il utilise la notation A + B #; il observe (en
notation multiplicative) la loi d’idempotence AA = A, remarque qu’on peut
remplacer la proposition «tout A est B» par I’égalité A = AB et qu'on peut
retrouver a partir de 1a la plupart des régles d’Aristote par un pur calcul algé-
brique ((XII ¢), p. 229-237 et 356-399; cf. (XII bis), p. 345-364); il a aussi I'idée
du concept vide («non Ens»), et reconnait par exemple ’équivalence des pro-
positions « tout A est B » et « A.(non B) n’est pas » (loc. cit.). En outre, il remarque

1 11 est frappant de le voir citer comme exemples de raisonnenicnt « en forme », « un compte de
receveur » ou méme un texte judiciaire ((XII 6), t. IV, p. 295).

2 On sait que cette conception d’une « machine logique » est utilisée de nos jours en métamathé-
matique, ou elle rend de grands services ((XLVIII), chap. XIII).

3 1’idée a été reprise avec succes par Gdodel dans ses travaux de métamathématique, sous une
forme légérement différente (cf. (XLIV a) et (XLVIII), p. 254).

4 Leibniz ne cherche 4 introduire dans son calcul la disjonction que dans quelques fragments (olt
il la note A + B) et ne semble pas avoir réussi & manier simultanément cette opération et la con-
jonction de fagon satisfaisante ((XII bis), p. 363).
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que son calcul logique s’applique non seulement a la logique des concepts, mais
aussi a celle des propositions ((XII ¢), p. 377). 1l parait donc trés proche du
«calcul booléien ».

Malheureusement, il semble qu’il n’ait pas réussi a se dégager complétement
de I'influence scolastique; non sculement il se propose a peu pres uniquement
pour but de son calcul la transcription, daus ses notations, des régles du syllo-
gisme,® mais il va jusqu’a sacrifier scs idées les plus heureuses au désir de retrouver
intégralement les régles d’Aristote, inéme celles qui étaicnt incompatibles avec la
notion d’enscmble vide.?

Les travaux de Leibniz restérent en grande partic inédits jusqu’au début du
xx° siecle, et n’eurent que peu d’influence directe. Pendant tout le xvin® et le
début du x1x° siecle, divers auteurs (de Segner, J. Lambert, Ploucquet, Holland,
De Castillon, Gergonne) ¢bauchent des tentatives scmblables a celles de Leibniz,
sans jamais dépasscr scnsiblernent le point ot s’était arrété cclui-cij leurs travaux
n’eurent qu'un trés faible retentissement, ce qui fait que la plupart d’entre eux
ignorent tout des résultats dc leurs prédécesseurs.® C’est d’ailleurs dans les mémes
conditions qu'écrit G. Boole, qui doit étre considéré comme le véritable créateur
de la logique symbolique moderne (XVI). Son idéc maitresse consiste a se placer
systtmatiquement au point de vue de '« extension », donc a calculer directement
sur les ensembles, cn notant xy Pintersection de deux ensembles, ct ¥ + y leur
réunion lorsque x ct y n’ont pas d’élément commun. Il introduit en outre un
«univers » noté 1 (enscmble de tous les objets) et ’ensemble vide noté 0, et il
écrit 1 — x le complémentaire dc x. Comine P’avait fait Leibniz, il interprete la
relation d’inclusion par la relation xy = x (d’ol il tire sans peine la justification
des regles du syllogisime classique) ct ses notations pour la réunion et le complé-
mentaire donnent a son systéme unc souplcsse qui avait manqué 2 ses devanciers.*
En outre, en associant a toute proposition ’ensemble des « cas » ou elle est vérifiée,
il interpréte la relation d’implication commec unc inclusion, et son calcul des
enscmbles lui donne de cette fagon les régles du « calcul propositionnel ».

Dans la seconde moitié du x1x® siécle, le systéme de Boole sert de base aux
travaux d’unc active école dec logiciens, qui 'améliorent et le complétent sur
divers points. CPest ainsi que Jevons (1864) élargit le sens dec I'opération de

1 Leibniz savait fort bien que la logique aristotélicienne était insuffisante pour traduire formel-
lement les textes mathématiques, mais, malgré quelques tentatives, il ue parvint jamais 4 'améliorer
4 cet égard ((XI1I bis), p. 435 et 560).

2 Il s’agit des regles dites « de conversion » basées sur le postulat que « Tout A est un B » entraine
« Quelque A est un B », ce qui suppose naturellement que A n’est pas vide.

3 L’influence de Kant, 4 partir du milieu du xvure siécle, entre sans doute pour une part dans le
peu d’intérét suscité par la logique formelle a cette époque; il estime que « nous n’avons besoin d’aucune
tnvention nouvelle en logique », la forme donnée a celle-ci par Aristote étant suffisante pour toutes les
applications qu’on en peut faire (WWerke, t. VIII, Berlin (B. Cassirer), 1923, p. 340). Sur les concep-
tions dogmatiques de Kant 4 propos des mathématiques et de la logique, on pourra consulter I’article
de L. CouturAT, Revue de Mélaph. et de Morale, t. XII (1904), p. 321-383.

4 Notons en particulier que Boole utilise la distributivité de lintersection par rapport a la
réunion, qui parait avoir été remarquée pour la premiére fois par J. Lambert.
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réunion ¥ + y en I’étendant au cas ol x et y sont quelconques; A. de Morgan en
1858 et C. S. Peirce en 1867 démontrent les relation de dualité

(CA) N (CB) = L(AUB),  (BA) U ([B) = L(A N B);!

De Morgan aborde aussi, cn 1860, 'étudce dcs relations, définissant inversion et
la composition des relations binaires (c’cst-a-dire les opérations qui correspondent

aux opérations G et G, o G, sur les graphes).? Tous ces travaux sc trouvent
systématiquement exposés et développés dans le massif ct prolixe ouvrage de
Schroder (XXIII). Mais il est assez curicux de noter que les logiciens dont nous
venons de parler ne paraissent guére s'intéresser a I'application de leurs résultats
aux mathématiques, ¢t que, tout au contraire, Boole ct Schréder notamment
semblent avoir pour but principal de développer I'algebre «booléicnne » cn
calquant ses méthodes ct ses problémes sur I'algebre classique (souvent de fagon
assez artificielle). Il faut sans doutc voir les raisons de cette attitude dans le fait
que le calcul booléicn manquait encore de commodité pour transcrire la plupart
des raisonnements mathématiques,® et ne fournissait ainsi qu’unc répouse tres
partielle au grand réve dc Leibniz. La construction de formalismes micux
adaptés aux mathématiques — dont I'introduction des variables et des quantifi-
cateurs, due indépendamment a Irege (XXIV) et C. S. Peirce (XXII 5)),
coustitue 1’étape capitale — fut I’ccuvre de logiciens et de mathématiciens qui,
A la différence des précédents, avaient avant tout cn vuc les applications aux
fondements des mathématiques.

Le projet de Frege ((XXIV &) ct ¢)) était de fonder Parithmétique sur une
logique formalisée en unc « éeriture des concepts » (Begriffschrift) et nous
reviendrons plus loin sur la fagon dont il définit les enticrs naturels. Ses ouvrages
se caractérisent par une précision et unc minutic extrémes dans Panalyse des
concepts; c’est en raison de cctte tendance qu’il introduit mainte distinction qui
s'cst révélée d’une grande importance cn logique moderne: par exemple, c’est lui
qui le premier distinguc entre 1’énoncé d’une proposition ct assertion que cette
proposition est vraie, entre la relation d’appartenance ct celle d’inclusion, entre
un objet x et ’ensemble {x} réduit a ce scul objet, etc. Sa logique formalisée, qui
comporte non seulement des « variables » au sens utilisé en mathématiques, mais

! 1] faut noter que des énoncés équivalents a ces régles se trouvent déja chez certains philosophes
scolastiques ({(VI), p. 67 sqq.).

2 Toutefois, la notion de produit « cartésicn » de deux ensembles quelconques ne parait explicite-
ment introduite que par G. Cantor ((XXV), p. 286); c’est aussi Cantor qui définit lc premier
I'exponentiation A® (loc. ¢it., p. 287); la notion générale de produit infini est duc 2 A, N, Whitehead
‘Amer. Journ. of Math., t. XXIV, (1902), p. 369). L’utilisation des graphes de relations est assez
récente; si 'on excepte bien entendu le cas classique des fonctions numériques de variables réelles,
elle semble apparaitre pour la premiére fois chez les géométres italiens, notamment C. Segre, dans
leur étude des correspondances algébriques.

3 Pour chaque relation obtenue & partir d’une ou de plusicurs relations données par application de
nos quantificateurs, il faudrait, dans ce calcul, introduite une notation ad /oc¢, du type des nota-

tions _Gl et G; o Gy (cf. par exemple (XXII 4)).
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aussi des « variables propositionnelles » représentant des relations indéterminées,
et susceptibles de quantification, devait plus tard (a travers 'ceuvre de Russell
et Whitehead) fournir l'outil fondamental de la métamathématique. Mal-
heureusement, les symboles qu’il adopte sont peu suggestifs, d’'une effroyable
complexité typographique et fort éloignés de la pratique des mathématiciens; ce
qui eut pour effet d’en détourner ces derniers et de réduire considérablement
Pinfluence de Frege sur scs contemporains.

Le but dec Peano était a la fois plus vaste et plus terre a terre; il s’agissait de
publier un «Formulaire dec mathématiques», écrit entiérement en langage
formalisé et contenant, non sculecment la logique mathématique, mais tous les
résultats des branches des niathématiques les plus importantes. La rapidité avec
laquelle il parvint & réaliser cet ambiticux projet, aidé d’unc pléiade de colla-
borateurs entliousiastes (Vailati, Pieri, Padoa, Vacca, Vivanti, Fano, Burali-
Forti) témoigne de 'excellence du symbolisime qu’il avait adopté: suivant de pres
la pratique courante des mathématiciens, ct introduisant de nonibreux symboles
abréviateurs bien choisis, son langage reste en outre assez aisément lisible, grace
notamment a un ingénieux systtme de remplacement des parenthéses par des
points de séparation (XXIX ¢)). Bien des notations dues a Peano sont aujourd’hui
adoptées par la plupart des mathématiciens: citons €, > (mais, contrairement a
I'usage actuel, au sens de «cst contenu » ou «iniplique »)!, U, N, A — B (en-
semble des différences a — b, ol ac A et b e B). D'autre part, c’est dans le
« Formulaire » qu’on trouve pour la premiére fois une analyse poussée de la
notion générale dc fonction, de celles d’image directe? ct d’image réciproque, ct
la remarque qu’une suitc n’cst qu'une fouction définie dans N. Mais la quantifi-
cation, chez Peano, est soumise & des restrictions génantes (on ne peut en principe
quantifter, dans son systéme, quc des relations de la forme A = B, A < B ou
A = B). En outre, lc ztle presque fanatique de certains de ses disciples prétait
aiséinent le flanc au ridicule; la critique, souvent injuste, de H. Poincaré en
particulier, porta un coup seusible a I’école de Peano et fit obstacle a la diffusion
de ses doctrines dans le monde mathématique.

Avec Irege ct Peano sont acquis les élénients essentiels des langages for-
malisés utilisés aujourd’hui. Le plus répandu est sans doute celui forgé par
Russell ct Whitchead dans leur grand ouvrage « Principia Mathematica », qui
associe heureusement la précision de Frege et la commodité de Peano (XXXVII .
La plupart des langages formalisés actucls ne s’cn distinguent que par des modi-
fications d’importance secondaire, visant a en simplifier 'emploi. Parmi les plus
ingénieuses, citons I’écriture « fonctionnelle » des relations (par exemple exy au
lieu de x ey), imaginée par Lukasiewicz, grace & laquelle on peut supprimer
totalement les parenthéses; mais la plus intéressante est sans doute l'introduction

1 Cela indique bien a quel point était enracinée, méme chez lui, la vieille habitude de penser « ex.
compréhension » plutdét qu’« en extension »,

2 L'introduction de celle-ci semble due &4 Dedekind, dans son ouvrage « Was sind und was solls.
die Zahlen », dont nous parlerons plus loin ({(XXVI), t. III, p. 348).
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par Hilbert du symbole 7, qui permet de considérer comme des signes abrévia-
teurs les quantificateurs 3 et V, d’éviter l'introduction du symbole fonctionnel
« universel » v de Peano et Russell (qui ne s’applique qu’a des relations fonction-
nelles), et enfin dispense de formuler axiome de choix dans la théorie des
ensembles ((XXXI), p. 183).

La notion de vérité en mathématique

Les mathématiciens ont toujours été persuadés qu’ils démontrent des « véri-
tés » ou des « propositions vraics »; unc telle conviction ne peut évidemment étre
que d’ordre sentimental ou métaphysique, ct ce n’est pas en se placant sur le
terrain de la mathématique qu’on peut la justifier, ni méme lui donner un sens
qui n’en fasse pas unc tautologic. L’histoire du concept de vérité en mathématique
releve donc de I'histoire de la philosophie et non de celle des mathématiques;
mais I’évolution de cc concept a eu une influence indéniable sur celle des mathé-
matiques, et & ce titre nous ne pouvons la passer sous silence.

Observons d’abord qu'’il est aussi rare de voir un mathématicien en possession
d’une forte culture philosophique que de voir un philosophe qui ait des connais-
sances étendues en mathématique; les vues des mathématiciens sur les questions
d’ordre philosophique, méme quand ces questions ont trait a leur science, sont le
plus souvent des opinions regues de seconde ou de troisiéme main, provenant de
sources de valeur douteuse. Mais, justement de ce fait, ce sont ces opinions
moyennes qui intéressent ’historien des mathématiques, au moins autant que les
vues originales de penseurs tels que Descartes ou Leibniz (pour en citer deux qui
ont été aussi des mathématiciens de premier ordre), Platon (qui s’est du moins
tenu au courant des mathématiques de son époque), Aristote ou Kant (dont on
nc pourrait en dire autant).

La notion traditionnelle de vérité mathématique est celle qui remonte a la
Renaissance. Dans cette conception, il n’y a pas grande différence entre les objets
dont wraitent les mathématiciens ¢t ceux dont traitent les sciences de la nature;
les uns et les autres sont connaissables, et 'homme a prise sur eux 2 la fois par
Pintuition et le raisonnement; il n’y a lieu de mettre en doute ni I’intuition ni le
raisonnement, qui nc sont faillibles que si on ne les emploie pas comme il faut.
« Il faudrait », dit Pascal, « avoir tout & fait Pesprit faux pour mal raisonner sur des
principes si gros qu'il est presque impossible qu’tls échappent » ((XI), t. XII, p. 9).
Descartes, dans son poéle, se convainc qu’« il 7'y a eu que les seuls Mathématiciens
qui ont pu trouver quelques démonstrations, ¢’ est-a-dire quelques raisons certaines et évidentes »
(X), t. VI, p. 19), et cela (si Pon s’en tient a son récit) bien avant d’avoir bati
une métaphysique dans laquelle « cela méme », dit-il, « que j’ai tantdt pris pour régle,
@ savoir que les choses que nous concevons trés clairement et trés distinctement sont toutes

1 On prendra garde que ce que Hilbert désigne par T.(A) a cet endroit est noté T.(non A) au
chap. I.
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vraies, n’est assuré qu’a cause que Dieu est ou existe et qu'il est un étre parfait » ((X), t. VI,
p- 38). Si Leibniz objecte a Descartes qu’on ne voit pas & quoi on reconnait
qu’une idée est « claire ct distincte »,? il considére, lui aussi, les axiomes comme
des conséquences ¢videntes et inéluctables des définitions, dés que I'on en com-
prend les termcs.? Il nc faut pas oublier d’ailleurs que, dans le langage de cette
époque, les mathématiques comprennent bicn des sciences que nous ne recon-
naissons plus comme telles, et parfois jusqu’a 'art dc I'ingénieur; et dans la
conflance qu’elles inspirent, Ic surprenant succes de leurs applications a la
« philosophie naturelle », aux « arts mécaniqucs », a la navigation, entre pour une
grande part.

Dans cettc manicére de voir, les axiomes ne sont pas plus susceptibles d’étre
discutés ou mis en doute que les régles du raisonnement; tout au plus peut-on
laisser a chacun le choix, suivant ses préférences, de raisonner « a la maniére des
anciens » ou de laisscr libre cours 4 son intuition. Le choix du point de départ
est aussi question de préférence individuelle, ct on voit apparaitre de nombreuses
« éditions » d’Euclide ot la solide charpente logique des Eléments est étrangement
travestie; on donne du calcul infinitésimal, de la mécanique rationnelle, des
exposés prétendument déductifs dont les bascs sont singuliérement mal assises; et
Spinoza était peut-étre dc bonnc foi en donnant son Ethigue pour démontrée a la
maniére des géometres « more geometrico demonstrata » Sil’on a peine a trouver,
au xvIr® siécle, deux mathématiciens d’accord sur quelque question que ce soit,
si les polémiques sont quotidiennes, interminables et acrimonieuses, la notion de
vérité n’en reste pas moins hors de cause. « N’y ayant qu’une vénité de chaque chose »,
dit Descartes, « quiconque la trouve en sait autant qu’on peut en savoir» ((X), t. VI,
p. 21).

Bien qu’aucun texte mathématique grec de haute époque ne se soit conservé
sur ces questions, il est probable que le point de vue des mathématiciens grecs sur
ce sujet a été beaucoup plus nuancé. Cest a I’cxpérience seulement que les régles
de raisonnement ont pu s’élaborer au point d’inspirer une compléte confiance;
avant qu’clles pussent étre considérées comme au-dessus de toute discussion, il a
fallu nécessairement passer par bien des tatonnements et des paralogismes. Ce serait

1 « Ceux qui nous ont donné des méthodes » dit-il & ce propos « donnent sans doute de beaux préceptes, mais non
pas le moyen de les observer » ((XI1 b), t. VII, p. 21). Et ailleurs, raillant les régles cartésiennes, il les
compare aux recettes des alchimistes: « Prends ce qu'il faut, opére comme tu le dois, et tu obtiendras ce que tu
souhaites! » ((XII b), t. IV, p. 329),

2 Sur ce point, Leibniz est encore sous I'influcnce scolastique; il pense toujours aux propositions
comme établissant un rapport de «sujet» & « prédicat » entre concepts. Dés que 1'on a résolu les
concepts en concepts « primitifs » {ce qui, nous 'avons vu, est une de scs idées fondamentales), tout
se raméne, pour Leibniz, 4 vérifier des relations d’« inclusion » au moyen de ce qu’il appelle les
«axiomes identiques » (essentiellement les propositions A = A et A < A) et du principe de ¢ substi-
tution des équivalents » (si A = B, on peut partout remplacer A par B, notre schéma S6 de I, p. 38)
((XII bis), p. 184-206). Il cst intéressant a ce propos de remarquer que, conformément a son désir
de tout ramener a la Logique et de « démontrer tout ce qui est démontrable », Leibniz démontre la
symétrie et la transitivité de la relation d’égalité, a partir de ’axiome A = A et du principe de sub-
stitution des équivalents, obtenant ainsi essentiellement les démonstrations que nous avons données
dans I, p. 39-40 ((XII a), t. VII, p. 77-78).
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méconnaitre aussi Uesprit critique des Grecs, leur goat pour la discussion et pour
la sophistique, que d’imaginer que les « axiomes » mémes que Pascal jugeait les
plus évidents (et que, suivant une légende répandue par sa sceur, il aurait, avec
un instinct infaillible, découverts de lui-méme dans son enfance) n’ont pas fait
I'objet de longues discussions. Dans un domaine qui n’cst pas celui de la géo-
métrie proprement dite, les paradoxes des Eléates nous ont conservé quelque
trace de telles polémiques; et Archimeéde, lorsqu’il fait observer ((IV), p. 265)
que ses prédécesseurs se sont servi en plusieurs circonstances de I’axiome auquel
nous avons ’habitude de donner son nom, ajoutec que ce qui est démontré au
moyen de cet axiome « a été admis non moins que ce qui est démontré sans lui », et qu’il
lui suffit que ses propres résultats soient admis au inéme titre. Platon, conformé-
ment a scs vues métaphysiques, présente la mathématique comme un moyen
d’accés & une « vérité cn soi», ct les objets dont clle traite comme ayant une
existence propre dans le monde des idées; il 11’en caractérise pas moins avec pré-
cision la méthode mathématique dans un passage célebre de la République: « Ceux
qui s’occupent de géométrie et d’arithmétique... supposent le pair et I'impair, trois espéces
d’angles ; ils les traitent comme choses connues ; une fois cela supposé, ils estiment qu’tls n’ont
plus a en rendre compte ni @ eux-mémes mi aux autres, |le regardant] comme clair & chacun ;
et, partant de 1a, ils procédent par ordre, pour en arriver d’un commun accord au but que leur
recherche s’était proposé » (Livre VI, 510 ¢-¢). Ce qui constitue la démonstration,
c’est donc d’abord un point de départ présentant quelque arbitraire (bien que
« clair a chacun »), et au-dela duquel, dit-il un peu plus loin, on ne cherche pas &
remonter; cnsuite, une démarche qui parcourt par ordre unc suite d’étapes
intermédiaires; enfin, a cliaque pas, le cousentement de I'interlocuteur garantis-
sant la correction du raisonnement. Il faut ajouter qu’une fois les axiomes posés,
aucun nouvel appel a Pintuition n’est en principe admis: Proclus, citant Géminus,
rappelle que « nous avons appris des pionniers mémes de cette science, a ne tenir aucun
compte de conclusions simplement plausibles lorsqu’il s’agit des raisounements qui doivent
Jaire partie de notre doctrine géométriqgue » {(111), t. I, p. 203).

C’est donc & 'expérience et au feu de la critique qu’ont di s élaborer les régles
du raisonnecment mathématique; ct, s’il est vrai, comme on I’a soutcnu d’une
maniére plausible,® que le Livre VIII d’Fuclide nous a conservé une partie de
Parithmétique d’Archytas, il n’est pas surprenant d’y voir la raideur de raisonne-
ment quelque peu pédantesque qui ne manque pas d’apparaitre dans toute
¢cole mathématique olt 'on découvre ou croit découvrir la « rigueur » Malis, unc
fois cntrées dans la pratique des mathématiciens, il ne semble pas que ces régles
de raisonnement aient jamais été miscs en doute jusqu’a une ¢poque toute récente;
si, chez Aristote et les Stoiciens, certaines de ces régles sont déduites d’autres par
des schémas de raisonnement, les régles primitives sont toujours admises comme
évidentes. De méme, aprés étre remontés jusqu’aux « hypothéses », « axiomes »,

1 Cf, B. L. van der WaAEerDEN, Die Arithmetik der Pythagoreer, Math. Ann., t. CXX (1947),
p. 127-153.
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« postulats » qui leur parurent fournir un fondement solide a la science de leur
époque (tels par exemple qu’ils ont dfi se présenter dans les premiers « Eléments »,
que la tradition attribue a Hippocrate de Chio, vers 450 av. J.-C.), les mathé-
maticiens grecs de la période classique semblent avoir consacré leurs efforts a la
découverte de nouveaux résultats plutét qu’a une critique de ces fondements qui,
a cette époque, n’aurait pu manquer d’étre stérile; et, toute préoccupation
métaphysique mise a part, c’est de cet accord général entre mathématiciens sur
les bases de leur science que témoigne le texte de Platon cité ci-dessus.

D’autre part, les mathématiciens grecs ne semblent pas avoir cru pouvoir
élucider les « notions premiéres » qui leur servent de point de départ, ligne droite,
surface, rapport des grandeurs; s’ils en donnent des « définitions », c’est visiblement
par acquit de conscience et sans se faire d’illusions sur la portée de celles-ci. Il va
sans dire qu’cn revanche, sur les définitions autres que celles des «notions
premiéres » (définitions souvent dites « nominales », et jouant le méme réle que
nos « symboles abréviateurs »), les mathématiciens et philosophes grecs ont eu des
idées parfaitement claires. C’est a ce propos qu’intervient explicitement, pour la
premiére fois sans doute, la question d’« existence » en mathématique. Aristote ne
manque pas d’observer qu’une définition n’entraine pas I'existence de la chose
définie, et qu’il faut la-dessus, soit un postulat, soit une démonstration. Sans doute
son observation était-elle dérivée de la pratique des mathématiciens; en tout cas
Euclide prend soin de postuler I'existence du cercle, et de démontrer celle du
triangle équilatéral, des paralleles, du carré, etc. 2 mesure qu’il les introduit dans
ses raisonnements ((III), Livre I); ces démonstrations sont des « constructions »;
autrement dit, il exhibe, en s’appuyant sur les axiomes, des objets mathématiques
dont il démontre qu’ils satisfont aux définitions qu’il s’agit de justifier.

Nous voyons ainsi la mathématique grecque, a ’époque classique, aboutir
a une sorte de certitude empirique (quelles qu’en puissent étre les bases méta-
physiques chez tel ou tel philosophe); si on ne congoit pas qu’on puisse mettre en
question les régles du raisonnement, le succes de la science grecque, et le sentiment
que Pon a de 'inopportunité d’une révision critique, sont pour beaucoup dans la
confiance qu’inspirent les axiomes proprement dits, confiance qui est plutot de
Pordre de celle (presque illimitée, elle aussi) qu’on attachait au siécle dernier aux
principes de la physique théorique. C’est d’ailleurs ce que suggére 1’adage de
I’école « nihil est in intellectu quod non prius fuerit in sensu », contre lequel justement
s’éleve Descartes, comme ne donnant pas de base assez ferme a ce que Descartes
entendait tirer de 'usage de la raison.

I1 faut descendre jusqu’au début du x1x® siecle pour voir les mathématiciens
revenir de I’arrogance d’un Descartes (sans parler de celle d’un Kant, ou de celle
d’un Hegel, ce dernier quelque peu en retard, comme il convient, sur la science
de son époque),’ & une position aussi nuancée que celle des Grecs. Le premier

1 Dans sa dissertation inaugurale, il « démontre » qu’il ne peut exister que sept planétes, ’année
ménie ou on en découvrait une huitiéme,
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coup porté aux conceptions classiques est I'édification de la géométrie non-
euclidienne hyperbolique par Gauss, Lobatschevsky et Bolyai au début du siecle.
Nous n’entreprendrons pas de retracer ici en détail la genese de cette découverte,
aboutissement de nombreuses tentatives infructueuses pour démontrer le postulat
des paralleles (voir Note hist. de A, IX). Sur le moment, son effet sur
les principes des mathématiques n’est peut-étre pas aussi profond qu’on le dit
parfois. Elle oblige simplement a abandonner les prétentions du siecle précédent
a la « vérité absolue » de la géométrie euclidienne, et a plus forte raison, le point
de vue leibnizicn des définitions impliquant les axiomes; ces derniers n’ap-
paraissent plus du tout comme « évidents», mais bien comme des hypotheses
dont il s’agit de voir si elles sont adaptées a la représentation mathématique du
monde sensible. Gauss et Lobatschevsky croicnt que le débat entre les diverses
géométries possibles peut étre tranché par I'expérience ((XV), p. 76). C’est aussi
le point de vuc de Riemann, dont la célebre Legon inaugurale « Sur les hypothéses
qui servent de fondement & la géométrie » a pour but de fournir un cadre inathématique
général aux divers phénoménes naturels: « Reste a résoudre », dit-il, « la question de
savowr en quelle mesure et jusqu’a quel point ces hypothéses se trouvent confirmées par I'ex-
périence » ((XIX), p. 284). Mais c’est la un probléme qui visiblement n’a plus rien
a faire avec la Mathématique; et aucun des auteurs précédents ne semble mettre
en doute que, méine si une « géométrie » ne correspond pas & la réalité expéri-
mentale, ses théorémes n’en continuent pas moins a étre des « vérités mathé-
matiques »!

Toutefois, s'il en est ainsi, ce n’est certes plus 2 une confiance illimitée en
I"« intuition géométrique » classique qu’il faut attribuer une telle conviction; la
description que Riemann cherche a donner des « multiplicités n fois étendues »,
objet de son travail, ne s’appuie sur des considérations « intuitives »*> que pour
arriver a justifier ’introduction des « coordonnées locales »; a partir de ce moment,
il sc sent apparemment en terrain solide, savoir celui de I’Analyse. Mais cette
derniére est fondée en définitive sur le concept de nombre réel, resté jusque-la de
nature trés intuitive; et les progres de la théorie des fonctions conduisaient a cet
égard a des résultats bien troublants: avec les recherches de Riemann lui-méme
sur Pintégration, et plus encore avec les exemples de courbes sans tangente,
construits par Bolzano et Welerstrass, c’cst toute la pathologie des mathématiques
qui commencait. Depuis un siécle, nous avons vu tant de monstres de cette espéce
que nous sommes un peu blasés, et qu’il faut accumuler les caracteres tératolo-
giques les plus biscornus pour arriver encore a nous étonner. Mais Peffet produit
sur la plupart des mathématiciens de x1x° siecle allait du dégotit a la consternation:

71 Cf. les arguments de Poincaré en faveur de la « simplicité » et de la « commodité » de la géo-
métrie euclidienne ((XXXIII a), p. 67), ainsi que ’analyse par laquelle, un peu plus loin, il arrive
4 la conclusion que 'expérience ne fournit pas de critére absolu pour le choix d'une géométrie
plutdét qu'une autre comme cadre des phénoménes naturels.

2 Encore ce mot n’est-il justifié que pour n < 3; pour de plus grandes valeurs de », il s’agit en
réalité d’un raisonnement par analogie.
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« Comment », se demande H. Poincaré, « Pintuition peut-elle nous tromper & ce
point? » ((XXXIII b), p. 19); et Hermite (non sans une pointe d’humour dont les
commentateurs de cette phrase célébre ne semblent pas tous s'étre apergus)
déclare qu’il se « détourne avec effror et horreur de cette plaie lamentable des fonctions
continues qui n’ont point de dérivée» ((XXVII), t. II, p. 318). Le plus grave était
qu’on ne pouvait plus mettre ces phénomenes, si contraires au sens commun, sur
le compte de notions mal élucidées, comme au temps des « indivisibles », puisqu’ils
survenaient aprés la réforme de Bolzano, Abel et Cauchy, qui avait permis de
fonder la notion de limite de fagon aussi rigoureuse que la théorie des proportions.
C’est donc bien au caractere grossier et incomplet de notre intuition géométrique
qu’il fallait s’en prendre, et on comprend que depuis lors elle soit restée dis-
créditée a juste titre en tant que moyen de preuve.

Cette constatation devait inéluctablement réagir sur les mathématiques
classiques, & commencer par la géométrie. Quelque respect que I'on témoignat a
la construction axiomatique d’Euclide, on n’avait pas été sans y relever plus d’unc
imperfection, et cela dés ’antiquité. C’est le postulat des paralléles qui avait été
Pobjet du plus grand nombre de critiques ct de tentatives de démonstration; mais
les continuateurs et commentateurs d’Euclide avaient aussi cherché & démontrer
d’autres postulats (notamment celui de I’égalité des angles droits) ou reconnu
'insuffisance de certaines définitions, comme celles de la droite ou du plan. Au
xv1° siecle, Clavius, un éditeur des Elements, note 'absence d’un postulat garantis-
sant 'existence de la quatriéme proportionnelle; de son coté, Leibniz remarque
qu’Euclide utilise 'intuition géométrique sans le mentionner cxplicitement, par
exemple lorsqu’il admet (Eléments, Livre 1, prop. 1) que deux cercles dont chacun
passe par le centre dc 'autre ont un point commun ((XII ), t. VII, p. 166).
Gauss (qui lui-méme ne se privait pas de se servir de telles considérations topo-
logiques) attire Pattention sur le r6le joué dans les constructions euclidiennes par
la notion d’un point (ou d’une droite) situé « entre » deux autres, notion qui n’cst
cependant pas définie ((XIV), t. VIII, p. 222). Enfin, 'usage des déplacements
— notamment dans les « cas d’égalité¢ des triangles » — longtemps admis comme
allant de soi,’ devait bient6t apparaitre a la critique du xIx°® siecle comme
reposant aussi sur des axiomes non formulés. On aboutit ainsi, dans la période
de 1860 & 1885, a diverses révisions partielles des débuts de la géométrie (Helm-
holtz, Méray, Houél) tendant a remédier a certaines de ces lacunes. Mais c’est
seulement chez M. Pasch (XXVIII) que I’abandon de tout appel a 'intuition est
un programme nettement formulé et suivi avec unc parfaite rigucur. Le succés de
son entreprise lui valut bientét de nombreux émules qui, principalement entre
1890 et 1910, donnent des présentations assez variées des axiomes de la géométrie
euclidienne. Les plus célébres de ces ouyrages furent celui de Peano, écrit dans

1 11 faut noter cependant que, dés le xvi® siécle, un commentateur d’Euclide, J. Peletier, proteste
contre ce moyen de démonstration, en termes voisins de ceux des critiques modernes ((I1I), t. I,
p- 249).
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son langage symbolique (XXIX 5), et surtout les « Grundlagen der Geometrie » de
Hilbert (XXX), parus en 1899, livre qui, par la lucidité et la profondeur de
I’exposé, devait aussitot devenir, a juste titre, la charte de 'axiomatique moderne,
Jusqu’a faire oublier ses devanciers. C’est qu’en effet, non content d’y donner un
systtme complet d’axiomes pour la géométric cuclidienne, Hilbert classe ces
axiomes en divers groupements de nature différente, et s’attache a détcrminer la
portée exacte de chacun de ces groupes d’axiomes, non seulement en développant
les conséquences logiques de chacun d’eux isolément, mais encore en discutant les
diverses « géométrics » obtcnuces lorsqu’on supprime ou modifie certains de ces
axiomes (géométries dont celles de Lobatschevsky ct de Riemann n’apparaissent
plus que comme des cas particuliers?); il met ainsi clairement en relief, dans un
doniaine considér¢ jusque-1a comme un des plus proches de la réalité sensible, la
liberté dont dispose le mathématicien dans le choix de ses postulats. Malgré le
désarroi causé chez plus d’un philosophe par ces « métagéométries » aux propriétés
étranges, la thésc des « Grundlagen » fut rapidement adoptée de fagon a peu prées
unanime par les mathénaticiens; H. Poincaré, pourtant peu suspect de partialité
en faveur du formalisme, reconnait cn 1902 que les axiomes de la géométrie sont
des conventions, pour laquelle la notion de « vérité », telle qu’on I’entend d’ha-
bitude, n’a plus de sens ((XXXIII a), p. 66-67). La « vérité mathématique »
réside ainsi uniquement dans la déduction logique & partir des prémisses posées
arbitrairement par les axiomes. Comme on le verra plus loin, la validité des regles
de raisonnement suivant lesquelles s’opérent ces déductions devait elle-méme
bient6t étre remise en question, amenant ainsi unc rcfonte complete des concep-
tions de base des mathématiques.

Objets, modéles, structures

A) Objets et structures mathématiques. — De I’ Antiquité au x1x° siécle, il y a un
commun accord sur ce que sont les objets principaux du mathématicien; ce sont
ceux-la mémes que mentionne Platon dans le passage cité plus haut: les nombres,
les grandeurs et les figures. Si, au début, il faut y joindre les objets et phénomeénes
dont s’occupent la Mécanique, I’Astronomie, I’'Optique ct la Musique, ces
disciplines « mathématiques » sont toujours nettement séparées, chez les Grecs,
de I’Arithmdétique ct de la Géométrie, ct a partir de la Renaissance clles accédent
assez vite au rang de sciences indépendantcs.

Quelles que soient les nuances philosophiques dont sc colore la conception
des objets mathématiques chez tel ou tel mathématicien ou philosophe, il y a au
moins un point sur lequel il y 2 unanimité; ¢’est que ces objets nous sont donnés et
qu’il n’est pas en notre pouvoir de leur attribuer des propriétés arbitraires, de

1 Celle qui semble avoir le plus frappé les contemporains est la géométrie « non-archimédienne »,
C’est-a-dire la géométrie ayant pour corps de base un corps ordonné non archimédien (commutatif
ou non), qui (dans le cas commutatif) avait été introduite quelques années auparavant par Veronese
(Fondamenti di geometria, Padova, 1891).
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méme qu’un physicien ne peut changer un phénoméne naturel. A vrai dire, il
entre sans doute pour une part dans ces vues des réactions d’ordre psychologique,
qu’il ne nous appartient pas d’approfondir, mais que connait bien tout mathé-
maticien lorsqu’il s’épuise en vains efforts pour saisir une démonstration qui
semble se dérober sans cesse. De 14 & assimiler cette résistance aux obstacles que
nous oppose le monde sensible, il n’y a qu’un pas; et méme aujourd’hui, plus d’un,
qui affiche un intransigeant formalisme, souscrirait volontiers, dans son for in-
térieur, & cet aveu d’Hermite: «.Je crois que les nombres et les fonctions de I’ Analyse
ne sont pas le produit arbitraire de notre esprit; je pense qu’ils existent en dehors de nous, avec
le méme caractére de nécessité que les choses de la réalité objective, et nous les rencontrons ou
les découvrons, et les étudions, comme les physiciens, les chimistes et les zoologistes »
((XXVII), t. IT, p. 398).

Il n’est pas question, dans la couception classique des mathénatiques, de
s’écarter de ’étude des nombres et des figures; mais cette doctrine officielle, a
laquelle tout mathématicien se croit tenu d’apporter son adhésion verbale, nc
laisse pas de constituer peu & peu une géne intolérable, & mesure que s’accumulent
les idées nouvelles. L’embarras des algébristes devant les nombres négatifs ne
cesse guére que lorsque la Géoniétrie analytique en donne une « interprétation »
commode; mais, en plein xviu® siécle encore, d’Alembert (pourtant « positiviste »
convaincu), discutant de la question dans I Encyclopédie (X11I), perd courage tout
a coup apreés une colonne d’explications assez confuses, et se contente de conclure
que « les régles des opérations algébriques sur les quantités négatives sont admises générale-
ment par tout le monde et regues généralement comme exactes, quelque idée qu’on attache
d’alleurs & ces quantités ». Pour les nombres imaginaires, le scandale est bien plus
grand encore; car si ce sont des racines « impossibles » et si (jusque vers 1800) on
ne voit aucun moyen de les « interpréter », comment peut-on sans contradiction
parler de ces étres indéfinissables, et surtout pourquoi les introduire? D’Alembert
ici garde un silence prudent et ne pose méme pas ces questions, sans doute parce
qu’il reconnait qu’il ne pourrait y répondre autrement que ne le faisait naivement
A. Girard un siécle plus tot (IX): « On pourroit dire: & quoy sert ces solutions qui sont
impossibles? Je réponds : pour trovs choses, pour la certitude de la reigle générale, et qu’il n’y
a point d’autres solutions, et pour son utilité. »

En Analyse, la situation, au xvi® siécle, n’cst guere meilleure. Cest une
heureuse circonstance que la Géométrie analytique soit apparue, comme & point
nommé, pour donner une « représentation » sous forme de figure géométrique, de
la grande création du xvi® siécle, la notion de fonction, et aider ainsi puissam-
ment (chez Fermat, Pascal ou Barrow) 2 la naissance du Calcul infinitésimal (cf.
Note hist. de FVR, III). Mais on sait par contre a quelles controverses
philosophico-mathématiques devaient, donner lieu les notions d’infiniment
petit et d’indivisible. Et si d’Alembert est ici plus heureux, et reconnait que dans
la « métaphysique » du Calcul infinitésimal il n’y a rien d’autre que la notion de
limite, il ne peut, pas plus que ses contemporains, comprendre le sens véritable
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des développements en séries divergentes, et expliquer le paradoxe de résultats
exacts obtenus au bout de calculs sur des expressions dépourvues de toute inter-
prétation numérique. Enfin, méme dans le domaine de la «certitude géo-
métrique », le cadre euclidien éclate: lorsque Stirling en 1717, n’hésite pas a dire
qu’une certaine courbe a un « point double imaginaire a I'infini »,! il serait certes
bien en peine de rattacher un tel « objet » aux notions communément regues; et
Poncelet, qui, au début du x1x° siécle, donne un développement considérable a
de telles idées en fondant la géométrie projective, se contente encore d’invoquer
comme justification un « principe de continuité » tout métaphysique.

On congoit que, dans ces conditions (et au moment méme oll, paradoxale-
ment, on proclame avec le plus de force la « vérité absolue » des mathématiques),
la notion de démonstration semble s’estomper de plus en plus au cours du xvim®
siecle, puisqu’on est hors d’état de fixer, a la maniére des Grecs, les notions sur
lesquelles on raisonne, et leurs propriétés fondamentales. Le retour vers la
rigueur, qui sc déclenche au début du x1xe siécle, apporte quelque amélioration
a cet état de choses, mais n’arréte pas pour autant le flot des notions nouvelles:
on voit ainsi apparaitre en Algebre les imaginaires de Galois, les nombres idéaux
de Kummer, que suivent vecteurs et quaternions, espaces n-dimensionnels, multi-
vecteurs et tenseurs, sans parler de I’algebre booléienne. Sans doute un des grands
progres (qui permet justement le retour a la rigueur, sans rien perdre des con-
quétes des ages précédents) est la possibilité de donner des « modéles » de ces nou-
velles notions en termes plus classiques: les nombres idéaux ou les imaginaires de
Galois s’interprétent par la théorie des congruences, la géométrie n-dimension-
nelle n’apparait (si I’on veut) que comme un pur langage pour exprimer des
résultats d’algébre « a n variables »; et pour les nombres imaginaires classiques —
dont la représentation géométrique par les points d’'un plan marque le début de
cet épanouissement de I’Algebre —on a bientét le choix entre ce « modeéle »
géométrique et une interprétation en termes de congruences (cf. Note hist. de
A, V). Mais les mathématiciens commencent enfin 4 sentir nettement que c’est
la lutter contre la pente naturelle ot les entrainent leurs travaux, et qu’il doit
étre légitime, en mathématiques, de raisonner sur des objets qui n’ont aucune
«interprétation » sensible: « Il n’est pas de Uessence de la mathématique », dit Boole
en 1854, « de s’occuper des idées de nombre et de quantité » (XVI &), p. 13).%

! J. StIRLING, Lineae tertii ordinis Newtonianae... (1717).

2 Leibniz, a cet égard, apparait encore comme un précurseur: « la Mathématique universelle » dit-il,
« est, pour ainsi dire, la Logique de 'imagination », et doit traiter « de tout ce qui, dans le domaine de 'iinagina-
tion, est susceptible de détermination exacte » ((XII ¢), p. 348; cf. (XII bis), p. 290-291); et pour lui, la
piéce maitresse de la Mathématique ainsi congue est ce qu’il appelle la « Combinatoire » ou « Art des
formules », par quoi il entend essenticllement la science des relations abstraites entre les objets
mathématiques. Mais alors que jusque-1a les relations considérées en mathématiques étaient presque
exclusivement des relations de grandeur (égalité, inégalité, proportion) Leibniz congoit bien d’autres
types de relations qui, 4 son avis, auraient da étre étudiées systématiquement par les mathématiciens,
comme la relation d’inclusion, ou ce qu’il appelle la relation de « détermination » univoque ou
plurivoque (c’est-a-dire les notions d’application ¢t de correspondance) ((XII bis), p. 307-310).
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La méme préoccupation conduit Grassmann, dans son « Ausdehnungslehre » de
1844, & présenter son calcul sous une forme d’ott les notions de nombre ou d’étre
géométrique sont tout d’abord exclues.? Et un peu plus tard, Riemann, dans sa
Legon inaugurale, prend soin au début de nc pas parler de « points », mais bien
de « déterminations » (Bestimmungsweise), dans sa description des « multiplicités
n fois étendues», ct souligne que, dans une telle multiplicité, les «relations
métriques » (Massverhiltnisse) « ne peuvent s’étudier que pour des grandeurs abstraites
et se représenter que par des formules; sous certaines conditions, on peut cependant les dé-
composer en relations dont chacune prise isolément est susceptible d’une représentation
géométrique, et par 1a 1l est possible d’exprimer les résultats de calcul sous forme géométrique »
(XIX), p. 276).

A partir de ce moinent, ’élargissement de la méthode axiomatique est un fait
acquis. Si, pendant quelque temps encore, on croit utile de contréler, quand il se
peut, les résultats « abstraits » par 'intuition géométrique, du moins est-il admis
que les objets « classiques » ne sont plus les seuls dont le mathématicien puisse
légitimement faire ’étude. C’est que -— justement a cause des multiples « inter-
prétations » ou « modeéles » possibles — on a reconnu que la « nature » des objets
mathéinatiques est au fond secondaire, et qu’il importe assez peu, par exemple,
que I'on présente un résultat comme théoréeme de géométrie « pure », ou comme
un théoréme d’algébre par le truchement de la géométrie analytique. En d’autres
termes, 'essence des mathématiques -— cette notion fuyante qu’on n’avait pu
jusqu’alors exprimer que sous des noms vagues tels que «reigle générale » ou
« métaphysique » — apparait comme I’étude des relations entre des objets qui ne sont
plus (volontairement) connus et décrits que par quelques-unes de leurs propriétés,
celles précisément que ’on met comme axiomes a la base de leur théorie. Cest cc
qu’avait déja clairement vu Boole en 1847, quand il écrivait que la mathématique
traite « des opérations considérées en elles-mémes, indépendamment des matiéres diverses
auxquelles elles peuvent étre appliquées » ((XVI a), p. 3). Hankel, en 1867, inaugurant
l'axiomatisation de l'alg¢hre, défend une mathématique « purement intellectuelle,
une pure théorie des formes, qui a pour objet, non la combinaison des grandeurs, ou de leurs
images, les nombres, mais des choses de la pensée (« Gedankendinge ») auxquelles il peut

Beaucoup d’autres idées modernes apparaissent sous sa plume a ce propos: il remarque que les
diverses relations d’équivalence de la géométrie classique ont en commuun les propriétés de symétrie
et de transitivité: il concoit aussi la notion de relation compatible avec une relation d’équivalence,
et note expressément qu’une relation quelconque n’a pas nécessairement cette propriété ((XII bis),
p. 313-315). Bien entendu, 1l préconise 1a comme partout I'usage d’un langage formalisé, et introduit
wéme un signe destiné 4 noter une relation indéterminée ((XII bis), p. 301).

! Il faut reconnaitre que son langage, d’allure trés philosophique, n'était guére fait pour séduire
la plupart des mathématiciens, qui se sentent mal a P’aise devant une formule telle que la suivante:
« La mathématique pure est la science de Détre particulier en tant qu’il est né dans la pensée » (Die Wissenschaft
des besonderen Seins als eines durch das Denken gewordenen). Mais le contexte fait voir que Grassmann
entendait par la de fagon assez nette la mathématique axiomatique au sens moderne (sauf qu’il suit
assez curieusement Leibniz en considérant que les bases de cette «science formelle », comme il dit,
sont les définitions et non les axiomes); en tout cas, il insiste, comme Boole, sur le fait que « le nom de
science des grandeurs ne convient pas a Uensemble des mathématiques » ((XVII), t. I;, p. 22-23).
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correspondre des objets ou relations effectives, bien qu'une telle correspondance ne soit pas
nécessaire » ((XX), p. 10). Cantor, en 1883, fait écho a cette revendication d’une
« libre mathématique », en proclamant, que « la mathématique est entiérement libre
dans son développement, et ses concepts ne sont lids que par la nécessité d’étre non contra-
dictoires, et coordonnés aux concepts antérieurement introduits par des définitions précises »
((XXV), p. 182). Enfin, la révision de la géométrie euclidienne achéve de
répandre et de populariser ces idées. Pasch lui-méme, pourtant encore attaché &
une certaine « réalité » des étres géométriques, reconnait que la géométrie est en
fait indépendante de leur signification, et consiste purement en ’étude de leurs
relations ((XXVIII), p. 90); conception que Hilbert pousse & son terme logique
en soulignant que les noms mémes des notions de base d’'une théorie mathématique
peuvent étre choisis a volonté,! et que Poincar¢ exprime en disant que les axiomes
sont des « définitions déguisées », renversant ainsi complétement le point de vue
scolastique.

On serait donc tenté de dire que la notion moderne de « structure » est acquise
en substance vers 1900; en fait, il faudra encore une trentaine d’années d’appren-
tissage pour qu’elle apparaisse en pleine lumiére. Il n’est sans doute pas difficile
de reconnaitre des structures de méme espéce lorsqu’elles sont de nature assez
simple; pour la structure de groupe, par exemple, ce point est atteint dés le
milieu du x1x® siécle. Mais au méme moment, on voit encore Hankel lutter —
sans y parvenir tout a fait — pour dégager les idées générales de corps et d’ex-
tension, qu’il n’arrive a exprimer que sous forme d’un « principe de permanence »
a demi métaphysique (XX), et qui seront seulement formulées de fagon définitive
par Steinitz 40 ans plus tard. Surtout il a été assez difficile, en cette matiére, de se
libérer de 'impression que les objets mathématiques nous sont « donnés » avec leur
structure; et seule une assez longue pratique de I’Analyse fonctionnelle a pu
familiariser les mathématiciens modernes avec I'idée que, par exemple, il y a
plusieurs topologies « naturelles » sur les nombres rationnels, et plusieurs mesures
sur la droite numérique. Avec cette dissociation s’est finalement réalisé le
passage a la définition générale des structures, telle qu’elle a ét¢ donnée dans
ce Livre.

B) Modéles et isomorphismes — On aura remarqué a plusieurs reprises I'inter-
vention de la notion de « modele » ou d’« interprétation » d’une théorie mathé-
matique a I’aide d’une autre. Ce n’est pas 14 une idée récente, et on peut sans
doute y voir une manifestation sans cesse renaissante d’un sentiment profond de
I'unité des diverses « sciences mathématiques ». S’il faut tenir pour authentique
la traditionnelle maxime « Toutes choses sont nombres » des premiers Pythagoriciens,

1 Suivant une anecdote célébre, Hilbert exprimait volontiers cette idée en disant que 1’'on pouvait
remplacer les mots ¢ point » « droite » et « plan » par « table », « chaise » et « verre 4 biére » sans rien
changer & la géométrie. 11 est curicux de trouver déja chez d’Alembert une anticipation de cette
boutade: « On peut donner aux mots tels sens quon veut » écrit-il dans 1'Encyclopédie ((XIII), article
DEFINITION) ; « |on pourrait] faire & la rigueur des éléments de Géométrie exacts( mais ridicules) en appelant
wiangle ce qu’on appelle ordinairement cercle ».
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on peut la considérer comme la trace d’une premiére tentative pour ramener la
géométrie et ’algébre de I’époque a Parithmétique. Bien que la découverte des
irrationnelles semblat clore pour toujours cette voie, la réaction qu’elle déclencha
dans les mathématiques grecques fut un second essai de synthése prenant cette
fois la géométrie pour base, et y englobant entre autres les méthodes de résolution
des équations algébriques héritées des Babyloniens.! On sait que cette conception
devait subsister jusqu’a la réforme fondamentale de R. Bombelli et de Descartes,
assimilant toute mesure de grandeur a une mesure de longueur (autrement dit,
a un nombre réel; cf. Note hist. de TG, IV). Mais avec la création de la géométric
analytique par Descartes et Fermat, la tendance est de nouveau renversée, et
une fusion bien plus étroite de la géométrie et de 1’algébre est obtenue, mais cette
fois au profit de l’algébre. Du coup, d’ailleurs, Descartes va plus loin, et
congoit I'unité essentielle de « foutes ces sciences quon nomme communément Mathé-
matiques. .. Encore que leurs objets soient différents », dit-il, «elles ne laissent pas de
s’accorder toutes, en ce qu’elles n’y considérent autre chose que les divers rapports ou propor-
tions qui s’y trouvent » ((X), t. VI, p. 19-20).2 Toutefois, ce point de vue tendait
seulement a faire de I’ Algébre la science mathématique fondamentale; conclusion
contre laquelle proteste vigoureusement Leibniz, qui lui aussi, on ’a vu, congoit
une « Mathématique universelle », mais sur un plan bien plus vaste et déja tout
proche des idées modernes. Précisant I’« accord » dont parlait Descartes, il
entrevoit en effet, pour la premiére fois, la notion générale d’isomorphie (qu’il
appelle «similitude »), et la possibilité d’«identifier » des relations ou opérations
isomorphes; il en donne comme exemple Paddition etla multiplication ((XII bis;,
p. 301-303). Mais ces vues audacieuses restérent sans écho chez les contemporains,
et il faut attendre I’élargissement de I’Algebre qui s’effectue vers le milieu du
X1x® siécle pour voir s’amorcer la réalisation des réves leibniziens. Nous avorns
déja souligné que c’est a ce moment que les « modeéles » se multiplient et qu’on
s’habitue a passer d’une théorie a une autre par simple changement de langage;
I’exemple le plus frappant en est peut-étre la dualité en géométrie projective, ol
la pratique, fréquente a I’époque, d’imprimer face a face, sur deux colonnes, les
théorémes « duaux » 'un de 'autre, est sans doute pour beaucoup dans la prise
de conscience de la notion d’isomorphie. D’un point de vue plus technique, il est
certain que la notion de groupes isomorphes est connue de Gauss pour les
groupes commutatifs, de Galois pour les groupes de permutations (cf. Notes hist.
de A, L et A, III); elle est acquise de fagon générale pour des groupes quelconques

! L’arithmétique reste toutefois en dehors de cette synthese; et on sait qu'Euclide, aprés avoir
développé la théorie générale des proportions entre grandeurs quelconques, développe indépendam-
ment la théorie des nombres rationnels, au lieu de les considérer comme cas particuliers de rapports de
grandeurs. ‘

2 11 est assez curieux, & ce propos, de voir Descartes rapprocher de Parithmétique et des « com-
binaisons de nombres », les « arts... ot lordre régne davantage, comme sont ceux des artisans qui font de la toile
ou des tapis, ou ceux des femmes qui brodent ou font de la dentelle » ((X), t. X, p. 403) comme par une antici-
pation des études modernes sur la symétrie et ses rapports avec la notion de groupe (cf. H. WEevL.
Symmetry, Princeton Univ. Press, 1952).
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vers le milieu du x1x® siecle.! Par la suite, avec chaque nouveile théorie axio-
matique, on se trouva naturellement amené a définir une notion d’isomorphisme;
mais c’est sculement avee la notion moderne de structure que Pon a finalement
reconnu que toute structure portc en clle une notion d’isomorphisme, et qu’il
n’est pas besoin d’en donner une définition particuliere pour chaque espéce de
structure.

C) Larithmétisation des mathématiques classiques. — 1.’usage de plus en plus
répandu de la notion de « modéle » allait aussi permettre au x1x° siecle de réaliser
I'unification des mathématiques révée par les Pythagoriciens. Au début du
siecle, le nombre entier et la grandeur continue paraissaient toujours aussi incon-
ciliables que dans ’antiquité; les nombres réels restaient liés a la notion de gran-
deur géométrique (tout au moins a celle de longueur), et c’est a cette derniérc
qu’on avait fait appel pour les « modéles » des nombres négatifs et des nombres
imaginaires. Méme le nombre rationnel était traditionnellement rattaché a
I'idée du « partage » d’une grandeur en parties égales; seuls les entiers restaient a
part, comme des « produits exclusifs de notre esprit » ainsi que dit Gauss en 1832, en
les opposant a la notion d’espace ((XIV), t. VIII, p. 201). Les premiers efforts
pour rapprocher I’ Arithmétique de 1’ Analyse portérent d’abord sur les nombres
rationnels (positifs et négatifs) et sont dis & Martin Ohm (1822); ils furent repris
vers 1860 par plusieurs auteurs, notamment Grassmann, Hankel et Weierstrass
(dans ses cours non publiés); c’est a ce dernier que parait due I'idée d’obtenir un
«modele » des nombres rationnels positifs ou des nombres entiers négatifs en
considérant des classes de couples d’entiers naturels. Mais le pas le plus important
restait a faire, & savoir trouver un « modeéle » des nombres irrationnels dans la
théorie des nombres rationnels; vers 1870, ¢’était devenu un probléme urgent, vu
la nécessité, aprés la découverte des phénoménes « pathologiques » en Analyse,
d’éliminer toute trace d’intuition géométrique et de la notion vague de « gran-
deur » dans la définition des nombres réels. On sait que cc probléme fut résolu
vers cette époque, a peu prés simultanément par Cantor, Dedekind, Méray et
Weierstrass, et suivant des méthodes assez différentes (voir Note hist. de TG, IV).

A partir de ce moment, les entiers sont devenus le fondement de toutes les
mathématiques classiques. En outre, les « modeéles » fondés sur I’ Arithmétique
acquiérent encore plus d’importance avec Pextension de la méthode axiomatique
et la conception des objets mathématiques comme libres créations de esprit.
I1 subsistait en effet une restriction a cette liberté revendiquée par Cantor, la
question d’« existence » qui avait déja préoccupé les Grecs, et qui se posait ici de
fagon bien plus pressante, puisque précisément tout appel a une représentation
igtuitive était maintenant abandonné. Nous verrons plus loin de quel maelstrém
philosophico-mathématique la notion d’« existence » devait étre le centre dans

! Le mot méme d’¢ isomorphisme » est introduit dans la théorie des groupes vers la méme époque;
mais au début, il sert & désigner aussi les homomorphismes surjectifs, qualifiés d’« isomorphismes
mériédriques », alors que les isomorphismes proprement dits sont appelés « isomorphismes holo-
édriques »; cctte terminologic restera en usage jusqu’aux travaux d’E. Nocther.



E IV.56 STRUCTURES

les premiéres années du xx° siécle. Mais au x1x° siécle on n’en est pas encore 1a, et
démontrer I'existence d’un objet mathématique ayant des propriétés données,
c’est simplement, comine pour Euclide, « construire » un objet ayant les pro-
priétés indiquées. C’est & quoi servaient précisément les « modéles » arithmétiques:
une fois les nombres réels « interprétés » en termes d’entiers, les nombres complexes
et la géométrie euclidienne ’étaient aussi, grace 4 la Géométrie analytique, et il
en était de méme de tous les étres algébriques nouveaux introduits depuis le
début du siécle; enfin — découverte qui avait cu un grand retentissement —
Beltrami et Klein avaient méme obtenu des « modeles » euclidiens des géométries
non-cuclidiennes de Lobatschevsky et de Riemann, et par suite « arithmétisé »
(et par la complétement justifié) ces théories qui au premier abord avaient suscité
tant de méfiance.

D) L’axiomatisation de I’arithmétique. — 1l ¢tait dans la ligne de cette évolution
quel’on se tournat ensuite vers les fondements de ’arithmétique elle-méme, et de
fait c’est ce que ’on constate aux environs de 1880. Il ne semble pas qu’avant le
x1x® siécle on ait cherché & définir ’addition et la multiplication des entiers
naturels autrement que par un appel direct a 'intuition; Leibniz est le seul qui,
fidele a ses principes, signale expressément que des « vérités » aussi « évidentes »
que 2 + 2 = 4 n’en sont pas moins susceptibles de démonstration 8i on réfléchit
aux définitions des nombres qui v figurent ((XII 4), t. IV, p. 403; cf. (XII bis),
p. 203); ct il ne considérait nullement la commutativité de ’addition et de la
multiplication comme allant de soi.? Mais il ne pousse pas plus loin ses réflexions
a ce sujet, et vers le milieu du xix® siécle, aucun progres n’avait encore été fait
dans ce sens: Weierstrass lui-méme, dont les cours contribuérent beaucoup a
répandre le point de vue ¢ arithmétisant », ne parait pas avoir ressenti le besoin
d’une clarification logique de la théorie des entiers. Les premiers pas dans cette
direction semblent dais 2 Grassmann, qui, en 1861 ((XVII), t. II,, p. 295) donne
une définition de I’addition et de la multiplication des entiers, et démontre leurs
propriétés fondamentales (commutativité, associativité, distributivité) en n’utili-
sant que l’opération ¥ — x + 1 et le principe de récurrence. Ce dernier avait été
clairement congu et employé pour la premiére fois au xvir®siecle par B. Pascal ((XI)
t. ITI, p. 456) 2 — encore qu’on en trouve dans |’ Antiquité des applications plus ou
moins conscientes — et était couramment utilisé par les mathématiciens depuis la
seconde moitié du xvn® siecle. Mais ce n’est qu’en 1888 que Dedekind ((XXVI),
t. III, p. 359-361) énonce un systeme complet d’axiomes pour ’arithmétique
(systeme reproduit 3 ans plus tard par Peano et connu d’ordinaire sous son nom
(XXIX a)), qui comprenait en particulier une formulation précise du principe
de récurrence (que Grassmann emploie encore sans 1’énoncer explicitement).

! Comme exemple d’opérations non commutatives, il indique la soustraction, la division et
I’exponentiation ((XII 4), t. VII, p. 31); il avait méme un moment essayé d’introduire de telles
opérations dans son calcul logique ((XII bis), p. 353).

2 Voir H. FReEUDENTHAL, Zur Geschichte der vollstindigen Induktion, Arch. Int. Hist. Sci., t.
XXIII (1953), p. 17.
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Avec cettc axiomatisation, il semblait que 'on cat atteint les fondements
définitifs des mathématiques. En fait, au moment méme ott 'on formulait
clairement les axioms de larithmétique, celle-ci, pour beaucoup de mathé-
maticiens (a commencer par Dedekind et Peano eux-mémes) était déja déchue
dc ce role de science primordiale, en faveur de la derniére venue des théories
mathématiques, la théoric des cnsembles; ct les controverses qui allaient se
dérouler autour de la notion d’entier nc peuvent étre isolées de la grande « crise
des fondements » des années 1900-1930.

La théorie des ensembles.

On peut dire que de tout temps, mathématicicns ¢t philosophes ont utilisé
des raisonnements de théorie des ensembles de fagon plus ou moins consciente;
mais dans I’histoire de leurs conceptions & ce sujet, il faut ncttement séparer toutes
les questions lices a4 l'idée de nombre cardinal (et en particulier a la notion
d’infini) de celles qui ne font intervenir que les notions d’appartcnance ct
d’inclusion. Ces dernicres sont des plus intuitives et ne paraissent jamais avoir
soulevé de controverses: c’cst sur elles qu'on peut le plus facilement fonder une
théoric du syllogisme (comme devaient lc montrer leibniz et Euler), ou des
axiomes comme « le tout cst plus grand que la partic », sans parler de cc qui, en
géométrie, concerne les intersections de courbes et de surfaces. Jusqu’a la fin du
x1x® siécle, on ne fuit non plus aucunc difficulté¢ pour parler de ’ensemble (ou
«classe » chez certains auteurs) des objets possédant telle ou telle propriété
donnée?; et la « définition » célebre donnée par Cantor (« Par ensemble on entend
un groupement en un tout d’objets bien distincts de notre intuition ou de notre pensée » (XXV),
p. 282) ne soulévera, au moment de sa publication, & peu prés aucune objection.?
Il en est tout autrement dés qu’a la notion d’ensemble viennent se méler celles de
nombre ou de grandeur. La question de la divisibilité indéfinie de I’étendue (sans
doute posée dés les premiers Pythagoriciens) devait, comme on sait, conduire a
des difficultés philosophiques considérables: des Eléates a Bolzano et Cantor,
mathématiciens et philosophes se heurtcront sans succés au paradoxe de la
grandeur finie composée d’une infinité de points dépourvus de grandeur. Il
serait sans intérét pour nous de retraccr, méme sommairement, les polémiques
interminables et passionnées quc suscite ce probléme, qui constituait un terrain
particulierement favorable aux divagations métaphysiques ou théologiques;
notons seulement le point de vue auquel, dés I’Antiquité, s’arrétent la plupart des
inathématiciens. Il consiste essentiellement a refuser le débat, faute de pouvoir le

-~

! Nous avons vu plus haut que Boole n’hésite méme pas a introduire dans son calcul logique
I'« Univers » 1, ensemble de tous les objets; il ne semble pas qu’a I’époque on ait critiqué cette con-
ception, bien qu’elle soit rejetée par Aristote, qui donne une démonstration, asscz obscure, visant &
en prouver 'absurdité {(II), Met. B., 3, 998 5).

2 Frege semble étre un des rares mathématiciens contemporains qui, non sans raison, se soit
élevé contre le vague de semblables « définitions » (XXIV ¢), t. I, p. 2).
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trancher de fagon irréfutable — attitude que nous retrouverons chez les forma-
listes modernes: de méme que ces derniers s’arrangent pour éliminer toute inter-
vention d’ensembles « paradoxaux » (voir ci-dessous, IV, pp. 63-64) les mathéma-
ticiens classiques évitent soigneusement d’introduire dans leurs raisonnements
P«infini actuel » (c’est-a-dire des ensembles comportant une infinité d’objets
congus comme existant simultanément, au moins dans la pensée), et se contentent
de I'«infini potentiel », c’est-a-dire de la possibilité d’augmenter toute grandeur
donnée (ou de la diminuer s’il s’agit d’une grandeur « continue »).* Si ce point de
vue comportait une certaine dose d’hypocrisie,? il permettait toutefois de dévelop-
per la plus grande partie de la mathématique classique (y compris la théorie des
proportions et plus tard le Calcul infinitésimal) 3; il paraissait méme un excellent
garde-fou, surtout apres les querelles suscitées par les infiniment petits, et était
devenu un dogme a peu prés universellement admis jusque bien avant dans le
x1x°® siécle.

Un premier germe de la notion générale d’équipotence apparait dans une
remarque de Galilée ((VIII), t. VIII, p. 78-80): il observe que I’application
n > n? établit une correspondance biunivoque entre les entiers naturels et leurs
carrés et par suite que I’axiome « le tout est plus grand que la partie » ne saurait
s’appliquer aux ensembles infinis. Mais bien loin d’inaugurer une étude ration-
nelle des ensembles infinis, cette remarque ne parait avoir eu d’autre effet que de
renforcer la méfiance vis-a-vis de I’infini actuel; c’est déja la conclusion de Galilée
lui-méme, et Cauchy, en 1833, ne le cite que pour approuver son attitude.

Les nécessités de I’Analyse — et particulicrement 1’étude approfondie des

! Un exemple typique de cette conception est 'énoncé d’Euclide: « Pour toute quantité donnée de
nombres premiers, il y en a un plus grand » que nous exprimons aujourd’hui en disant que I'ensemble des
nombres premiers est infini.

2 Classiquement, on a évidemment le droit de dire qu’un point appartient 4 une droite, mais tirer
de 14 la conclusion qu’une droite est « composée de points » serait violer le tabou de I'infini actuel, et
Aristote consacre de long développements 4 justifier cette interdiction. C’est vraisemblablement pour
échapper a toute objection de ce genre qu’au x1x° siécle, beaucoup de mathématiciens évitent de
parler d’ensembles, et raisonnent systématiquement « en compréhension »; par exemple, Galois ne
parle pas de corps de nombres, mais seulement des propriétés communes 4 tous les éléments d’un tel
corps. Méme Pasch et Hilbert, dans leurs présentations axiomatiques de la géométrie cuclidienne,
s’abstiennent encore de dire que les droites et plans sont des ensembles de points; Peano est le seul
qui utilise librement le langage de la théoric des ensembles en géométrie élémentaire.

3 11 faut voir sans doute la raison de ce fait dans la circonstance que les ensembles envisagés dans
les mathématiques classiques appartiennent 4 un petit nombre de types simples, et peuvent pour la
plupart étre complétement décrits par un nombre fini de « paramétres » numériques, si bien que
leur considération se raméne en définitive & celle d’un ensemble fini de nombres (il en est ainsi par
exemple des courbes et surfaces algébriques, qui pendant longtemps sont & peu prés scules 4 con-
stituer les « figures » de la géométrie classique). Avant que les progrés de I’Analyse n’imposent, au
K1x® siecle, la considération de parties arbitraires de la droite ou de R”, on ne trouve que rarement des
ensembles qui s’écartent des types précédents; par exemple, Leibniz, toujours original, envisage
comme « lieu géométrique » le disque fermé privé de son centre, ou (par un curicux pressentiment de
la théoric des idéaux) considére qu’en arithmétique un entier est « le genre » de I'ensemble de ses
multiples, et remarque que ’ensemble des multiples de 6 est I’intersection de I’ensemble des multiples
dec 2 ct de I'ensemble des multiples de 3 ((XII §), t. VII, p. 292). A partir du début du x1x° siecle,
on se familiarise, en algébre et en théorie des nombres, avec les ensembles de ce dernier type, comme
les classes de formes quadratiques, introduites par Gauss, ou les corps et idéaux, définis par Dedekind
avant la révolution cantorienne,
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fonctions de variables réelles, qui se poursuit durant tout le Xix® siecle — sont a
Porigine de ce qui allait devenir la théorie moderne des ensembles. Lorsque
Bolzano, en 1817, démontre 'existence de la borne inférieure d’un ensemble
minoré dans R, il raisonne encore, comme la plupart de ses contemporains, « en
compréhension », parlant non pas d’un ensemble quelconque de nombres réels,
mais d’une propriété arbitraire de ces derniers. Mais quand, 30 ans plus tard, il
rédige ses « Paradoxien des Unendlichen » (XVIII) (publiés en 1851, trois ans
aprés sa mort), il n’hésite pas a revendiquer le droit & 'existence pour I'« infini
actuel » et a parler d’ensembles arbitraires. Il définit, dans ce travail, la notion
générale d’équipotence de deux ensembles, et démontre que deux intervalles
compacts dans R non réduits & un point sont équipotents; il observe aussi que la
différence caractéristique entrc ensembles finis et ensembles infinis consiste en ce
qu’un ensemble infini E est équipotent & un sous-ensemblc distinct de E, mais il ne
donne aucune démonstration convaincantc de cette assertion. Le ton général
de cet ouvrage est d’ailleurs beaucoup plus philosophique que mathématique, et
faute de dissocier de fagon suffisamment nette la notion de puissance d’un ensem-
ble de celle de grandeur ou d’ordre d’infinitude, Bolzano échoue dans ses tenta-
tives pour former des ensembles infinis de puissances de plus en plus grandes, et se
laisse entrainer & cette occasion a méler 4 ses raisonnements des considérations sur
les séries divergentes qui sont totalement dépourvues de sens.

C’est au génie de G. Cantor qu’est due la création de la théorie des ensembles
telle qu’on I'entend aujourd’hui. Lui aussi part de I’Analyse, et ses travaux sur les
séries trigonométriques, inspirés par ceux de Riemann, ’aménent naturellement,
en 1872, a un premier essai de classification des ensembles « exceptionnels » qui se
présentent dans cette théorie,! au moyen de la notion d’« ensembles dérivés »
successifs, qu’il introduit & cctte occasion. (Pest sans doute 2 propos de ces
recherches, et aussi de sa méthode pour définir les nombres réels, que Cantor
commence a s’intéresser aux problémes d’équipotence, car en 1873 il remarque
que I’ensemble des nombres rationnels (ou I'enscmble des nombres algébriques)
est dénombrable; et dans sa correspondance avec Dedekind, qui débute vers cette
date (XXV bis), on le voit poser la question de I’équipotence entre I’ensemble des
entiers et I’ensemble des nombres réels, qu’il parvient a résoudre par la négative
quelques semaines plus tard. Puis, dés 1874, c’est le probléme de la dimension qui
le préoccupe, et pendant trois ans, il cherche en vain a établir I'impossibilité d’une
correspondance biunivoque entre R et R* (n > 1), avant d’arriver, a sa propre
stupéfaction,? 4 définir une telle correspondance. En possession de ces résultats
aussi nouveaux que surprenants, il se consacre entiérement a la théorie des en-
sembles. Dans une série de 6 mémoires publiés aux Mathematische Annalen entre
1878 et 1884, il aborde a la fois les problémes d’équipotence, la théorie des

+ o
1 11 s’agit des ensembles 12 < R tels que, st une série trigonométrique ce™* converge vers 0
3 I

— @
sauf aux points de E, on ait nécessairement ¢, = 0 pour tout n ((XXV), p. 99).
2 « Je le vois, mais je ne le crois pas » écrit-il 4 Dedekind ((XXV bis), p. 34; en francais dans le texte).
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ensembles totalement ordonnés, les propriétés topologiques de R et de R™ et le
probléme de la mesure; ct il cst admirable de voir avec quellc netteté se dégagent
peu a peu, entre ses mains, ces notions qui paraissaient si inextricablement
enchevétrées dans la conception classique du « continu ». Dé¢s 1880, 1l a 'idée
d’itérer « transfiniment » la formation des « ensembles dérivés »; mais cette idée
ne prend corps que deux ans plus tard, avec Pintroduction des ensembles bien
ordonnés, une des découvertes les plus originales de Cantor, gracc a laquelle il
peut aborder une étude détaillée des nombres cardinaux et formuler le « probléme
du continu » (XXV).

11 était impossible que des conceptions aussi hardies, renversant une tradition
deux fois millénaire, et conduisant & des résultats aussi inattendus et d’apparence
st paradoxale, fussent acceptées sans résistance. De fait, parmi les mathématiciens
alors influents en Allemagne, Weierstrass fut le seul a suivre avec quelque faveur
les travaux de Cantor (son ancien éléve); ce dernier devait se heurter par contre
a l'opposition irréductible de Schwarz et surtout de Kronecker.! C’est, semble-t-il,
autant la tension constante engendrée par I'opposition a ses idées, que ses efforts
infructucux pour démontrer I’hypothése du continu, qui ameneérent chez Cantor
les premiers symptomes d’une maladie nerveuse dont sa productivité mathé-
matique devait sc ressentir.? Il ne reprit vraiment intérét a la théorie des ensem-
bles que vers 1887, et ses derniéres publications datent de 1895-97; il v développe
surtout la théoric des ensembles totalement ordonnés et le calcul des ordinaux. 11
avait aussi démontré en 1890 I'inégalité m < 2"; cependant, non seulement le
probleme du continu restait sans réponse, mais il subsistait dans la théorie des
cardinaux une lacune plus sérieuse, car Cantor n’avait pu établir existence d’une
relation de bon ordre entre cardinaux quelconques. Cette lacune devait étre
comblée, d’une part par le théoréme de F. Bernstein (1897) montrant quc les
relations a < 6 et b < a entrainent a = b,® et surtout par le théoréme de
Zermelo (XXXVI a) prouvant 'existence d’un bon ordre sur tout ensemble —
théoréme conjecturé dés 1883 par Cantor ((XXV), p. 169).

Cependant Dedekind, dés le début, n’avait cessé de suivre avec un intérét
soutenu les recherches de Cantor; mais alors que ce dernier concentrait son
attention sur les ensembles infinis et leur classification, Dedekind poursuivait ses
propres réflexions sur la notion de nombre (qui I'avaient déja conduit 4 sa défini-
tion des nombres irrationnels par les « coupures »). Dans son opuscule Was sind
und was sollen die Zahlen, publié en 1888, mais dont I’essentiel date de 1872-78
(XXVI), t. I1I, p. 335), il montrc comment la notion d’entier naturel (sur la-

! Les contemporains de Kronecker ont fait de fréquentes allusions a sa position doctrinale sur les
fondements des mathématiques; il est 3 présumer qu’il s’est exprimé plus explicitement dans les
contacts personnels que dans ses publications (o1, en ce qui concerne le réle des entiers naturels, il ne
fait que reprendre des remarques sur ¢ arithmétisation », assez banales vers 1880) (cf. H. WEBER,
Leopold Kronecker, Math. Ann., t. XLIII, (1893), p. 1-25, en particulier p. 14-15).

2 Sur cette période de la vie de Cantor, voir A. SCHOENFLIES, Acta Math., t. L (1928), p. 1-23.

3 Ce théoréme avait déja été obtenu par Dedekind en 1887, mais sa démonstration ne fut pas
publiée ((XXVI), t. III, p. 447).
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quelle, on I'a vu, avait fini par reposer toute la Mathématique classique) pouvait
elle-méme étre dérivée des notions fondamentales de la théorie des ensembles.
Développant (sans doute le premier de fagon explicite) les propriétés élémentaires
des applications quelconques d’un ensemble dans un autre (négligées jusque-la
par Cantor, qui nc s’intéressait qu’aux correspondances biunivoques), il introduit,
pour tout application f'd’un ensemble E dans lui-méme, la notion de « chaine »
d’un élément a € E relativement a £, savoir 'intersection des ensembles K < E
tels que a € K et f(K) < K.! Il prend ensuite comme définition d’un ensemble
infini E le fait qu’il existe unc application injective ¢ de E dans E telle que
o(E) # E?; si en outre il existe une tellc application ¢ et un élément a ¢ ¢(E)
pour lequel E soit la chaine de a, Dedekind dit que E est « simplement infini »,
remarque que les «axiomes de Peano» sont alors vérifiés et montre (avant
Peano) comment a partir de la s’obtiennent tous les théorémes élémentaires
d’arithmétique. Seul manque a son exposé I'axiome de l'infini, que Dedekind
(a la suite de Bolzano) croit pouvoir démontrer en considérant le « monde des
pensées » humaines (« Gedankenwelt ») comme un ensemble.®

D’un autre coté, Dedekind avait été amené par ses travaux d’arithmétique
(et notamment la théorie des idéaux) a envisager la notion d’ensemble ordonné
sous un aspect plus général que Cantor. Alors que ce dernier se borne exclusive-
ment aux ensembles totalement ordonnés,* Dedekind aborde le cas général, et
fait notamment une étude approfondic des ensembles réticulés ((XXVI), t. II,
p- 236-271). Ces travaux ne furent guére remarqués a I'époque; bien que leurs
résultats, retrouvés par divers auteurs, aient fait 'objet de nombreuses publica-
tions depuis 1935, leur importance historique ticnt bien moins aux possibilités
d’application, assez minces sans doute, de cette théorie, qu’au fait qu’ils ont

1 C’est sur une 1otion trés analogue que repose la seconde démonstration donnée par Zerntelo de
son théoréme ((XXXVI b); voir III, p. 75, exerc. 6).

2 Nous avons vu que Bolzano avait déja noté cette caractérisation des ensembles infinis, mais sou
travail (assez peu répandu, semble-t-il, dans les milieux mathématiques) était inconnu de Dedekind
au moment ou celui-ci écrivait « Was sind und was sollen die Zahlen ».

3 Une autre méthode pour définir la notion d’entier naturel et pour en établir les propriétés
fondamentales avait é1é proposée par Frege en 1884 (XXIV b). Il cherche tout d’abord 4 donner a
la notion de cardinal d’un ensemble un sens plus précis que Cantor: A cette époque ce dernier n’avait
défini que les notions d’ensembles équipotents et d’ensemnble ayant une puissance au plus égale a
celle d’un autre, et la définition de « nombre cardinal » qu’il devait donner plus tard ((XXV), p. 282)
est aussi obscure et inutilisable que la définition de la droite chez Euclide. Frege, toujours soucieux de
précision, a I'idée de prendre comme définition du cardinal d'un ensemble A I'ensemble de tous les
ensembles équipotents a A ((XXIV 5), § 68); puils, ayant défini o{a) = a + 1 pour tout cardinal
(§ 76), il se place dans ’ensemble C de tous les cardinaux, et définit la relation « b est un g-successeur
de a» comme signifiant que b appartient a Pintersection de tous les ensembles X € (G tels que
p(a) e X et (X) = X (§ 79). Enfin, il définit un entier naturel comme un g@-successeur de 0 (§ 83;
toutes ces définitions sont bien entendu exprimées par Frege dans son langage de la «logique des
concepts »). Malheureusement, cette construction devait se révéler défectueuse, 'ensemble C et I'en-
semble des ensembles équipotents 2 un ensemble A étant « paradoxaux » (voir ci-dessous).

4 11 est curieux de noter que, parmi ces derniers, Cantor ne voulut jamais admettre existence des
groupes ordonnés ¢ non archimédiens» parce qu’ils introduisaient la notion d’«infiniment petit
actuel » ((XXV), p. 156 et 172). De telles relations d’ordre s’étaient naturellement présentées dans
les recherches de Du Bois-Reymond sur les ordres d’infinitude (cf. Note hist. de FVR, VI) et furent
étudiées de fagon systématique par Veronese (Fundamenta di geometria, Padova, 1891),
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constitué un des premiers exemples de construction axiomatique soignée. Par
contre, les premiers résultats de Cantor sur les ensembles dénombrables ou ayant
la puissance du continu devaient rapidement avoir de multiples et importantes
applications jusque dans les questions les plus classiques de I’ Analyse? (sans parler
naturellement des parties de I’ceuvre cantorienne qui inauguratent la Topologie
générale et la théorie de la mesure; voir la-dessus les Notes historiques de TG
et INT). En outre, dés les derniéres années du x1x® siécle apparaissent les pre-
miéres utilisations du principe d’induction transfinic, devenu, surtout aprés la
démonstration du théoréme de Zermelo, un outil indispensable dans toutes les
parties des mathématiques modernes. Kuratowski devait, en 1922, donner une
version souvent plus maniable de ce principe, ¢vitant l'utilisation des ensembles
bien ordonnés ((XL), p. 89); c’est sous cctte forme, retrouvée plus tard par Zorn
(XLV), qu’il est principalement employé a I’époque actuelle.?

Vers la fin du x1x° siecle, les conceptions essentielles de Cantor avaient donc
gain de cause.® Nous avons vu que, vers cette méme époque, la formalisation des
mathématiques s’achéve et que Pemplot de la méthode axiomatique est a peu
prés universellement admis. En d’autres termes, le travail intense des années
1875-1895 avait mis les mathématiciens en possession de P’essentiel des matiéres
exposées dans ce Livre. Cependant, c’est a cette méme époque que s’ouvrait
une «crise des fondements» d’une rare violence, qui allait secouer le monde
mathématique pendant plus de 30 ans, et sembler par moments compromettre,
non seulement toutes ces acquisitions récentes, mais méme les parties les plus
classiques de la Mathématique.

Les paradoxes de la théorie des ensembles et la crise des_fondements

Les premiers ensembles «paradoxaux » apparurent dans la théorie des
cardinaux et des ordinaux. En 1897, Burali-Forti remarque que Pon ne peut
considérer qu’il existe un ensemble formé de tous les ordinaux, car cet ensemble
serait bien ordonné, et par suite isomorphe a un de ses segments distincts de lui-
méme, ce qui est absurde.* En 1899, Cantor observe (dans une lettre 2 Dedekind)
que P’on ne peut non plus dire que les cardinaux forment un ensemble, ni parler

1 Dés 1874, Weierstrass avait signalé, dans une lettre 4 Du Bois-Reymond. une application aux
fonctions de variable réelle du théoréme de Cantor sur la possibilité de ranger les nombres rationnels
en une suite (Acta Math., t. XXX (1924), p. 206).

2 De ce fait, 'intérét qui s’attachait aux ordinaux de Cantor a beaucoup décru; d’une fagon
générale, d’ailleurs, beaucoup des résultats de Cantor et de ses successeurs sur Parithiétique des
~ordinaux et les cardinaux non dénombrables sont jusqu’ici restés assez isolés.

3 La consécration officielle de la théorie des ensembles se manifeste dés le premier Congrés
international des mathématiciens (Zurich, 1897), ‘oit Hadamard et Hurwitz en signalent d’im-
portantes applications 4 ’Analyse. L'influence grandissante de Hilbert & cette époque contribua
beaucoup 2 répandre les idées de Cantor, surtout en Allemagne.

4 C. Buravri-Fortl, Sopra un teorema del Sig. G. Cantor, 4t Acad. Torino, t. XX XII (1896-97),
p- 229-237. Cette remarque avait déja été faite par Cantor en 1896 (dans une lettre a Hilbert, non
publiée).
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de «’ensemble de tous les ensembles » sans aboutir a une contradiction (Vensemble
des parties de ce dernier « ecnsemble » €2 serait équipotent 2 une partie de €, ce
qui est contraire a ['inégalit¢ m < 2") ((XXV), p. 444-448). En 1905 enfin,
Russell, analysant la démonstration dc cette inégalité, montre que le raisonne-
ment qui Pétablit prouve (sans fairc appel a la théorie des cardinaux) que la
notion dc « ’'ensemble des cnsembles qui ne sont pas éléments d’eux-mémes » est,
elle aussi, contradictoire (XXXVII).?

On pouvait penser que de telles « antinomics » nc se manifesteraient que dans
des régions périphériques des mathématiques, caractérisées par la considération
d’ensembles d’unc « grandeur » inaccessible a Pintuition. Mais d’autres « para-
doxes » devaient bientdt menacer les parties les plus classiques des mathématiques.
Berry et Russell (XXXVII), simplifiant un raisonnement de J. Richard
(XXXIV), observent cn cffet que I’ensemble des entiers dont la définition peut
s’exprimer en moins de seize mots frangais cst fini, mais qu’il est ccpendant con-
tradictoire de définir un cnticr comme « le plus petit entier qui n’est pas définis-
sablec en moins de seize mots {rancais », car cette définition ne comporte que
quinze mots.

Bien que de tels raisonnements, si éloignés de 'usage courant des mathé-
maticiens, aient pu paraitre a beaucoup d’entre eux comme des sortcs de calem-
bours, ils n’en indiquaient pas moins la nécessité d’une révision des bases des
mathématiques, destinée a éliminer les « paradoxes » de cette nature. Mais s’il y
avait unanimité sur I'urgence de cette révision, des divergences radicales devaient
bient6t surgir touchant la maniére de la réaliser. Pour un premier groupe de
mathématiciens, soit « id¢alistes », soit « formalistes »,2 la situation créée par les
« paradoxes » de la théorie des enscmbles est trés analogue a celle qui résultait,
cn géométrie, de la découverte des géométries non-cuclidiennes ou des courbes
« pathologiques » (comme les courbes sans tangente); elle doit conduire a une
conclusion semblable, mais plus générale, savoir qu’il est vain de chercher a
fonder une théorie mathématique guelconque par un appel (explicite ou non) a
'« intuition ». On peut résumer cette position avec les mots mémes du principal
adversaire de P'école formaliste: « Le formaliste », dit Brouwer ((XXXVIII a), p.
83), « soutient que la raison humaine n’a pas a sa disposition d’images exactes des lignes
droites ou des nombres supérieurs & dix, par exemple. . . Il est vrai que de certaines relations
entre entilds mathémaliques, que nous prenons comne axiomes, nous déduisons d’autres
relations d’aprés des régles fixes, avec la conviction que de cette fagon nous dérivons des

! Le raisonnement de Russcll est & rapprocher des paradoxces antiques dout le type est le célébre
« Menteur », sujet d’iunombrables commentaires dans la Logique formelle classique: il s’agit de
savoir si Phomme qui dit « Je mens » dit ou non la vérité en pronongant ces paroles (cf. A. Rustow,
Der Liigner, Diss. Erlangeu, 1910).

2 Les divergences entre ces deux écoles sont surtout d’ordre philosophique, et nous ne pouvons ici
entrer dans plus de détails 4 ce sujet; 'essentiel est qu’elles se rejoignent sur le terrain proprement
mathématique. Par exemple, Hadamard, représentant typique des « idéalistes », adopte, en ce qui
concerne la validité des raisonnements de théorie des ensembles, un point de vue trés voisin des
formalistes, mais sans I’exprimer sous une forme axiomatique ((XXXV), p. 271).
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vérités d’autres vérités par un raisonnement logique . . . [Mais] pour le formaliste, Pexactitude
mathématique ne réside que dans le développement de la suite des relations, et est indépendante
de la signification que [’on pourrait vouloir donner & ces relations ou aux entités qu’elles
relient. »

Il s’agit donc, pour le formaliste, de donner a la théorie des ensembles une
base axiomatique tout a fait analogue a cclle de la géométrie élémentaire, ol
on ne s’occupe pas de savoir ce que sont les « choses » que 'on appelle « ensem-
bles», ni ce que signifie la relation x €y, mais ot on énumere les conditions
imposées a cette derniére relation; bien entendu, cela doit étre fait de fagon a
inclure, autant que possible, tous les résultats de la théorie de Cantor, tout en
rendant impossible I’existence des ensembles « paradoxaux ». Le premier exemple
d’une telle axtomatisation fut donné par Zermelo en 1908 (XXXVI ¢); 1l évite
les ensembles «trop grands» par Pintroduction d’un «axiome de sélection
(Aussonderung) », une propriété Pix{ ne déterminant un ensemble formé des
¢léments qui la possedent que si Pix{ entraine déja une relation de la forme
x € A1 Mais ]’élimination des paradoxes analogues au « paradoxe de Richard »
nc pouvait se faire qu’en restreignant le sens attaché a la notion de « propriété »;
la-dessus, Zermelo sc contente de décrire de fagon fort vague un type de propriétés
qu’il appelle «definit », et d’indiquer qu’il faut se limiter & ces derniéres dans
Papplication de 'axiome de sélection. Ce point fut précis¢ par Skolem (XXXIX)
ct Fraenkel (XLI)?2; comme Pobservérent ceux-ci, son élucidation exige qu’on se
place dans un systtme complétement [ormalisé (comme celui décrit dans les
chap. I ct 1T de ce Livre), ot les notions de « propriété » et de « relation » ont perdu
toute « signification » ct sont devenues dc simples désignations pour des assem-
blages formés suivant des regles explicites. Cela nécessite bien entendu qu’on
[asse entrer dans le systeme les régles de Logique utilisées, ce qui n’était pas encore
le cas dans le systéme de Zermelo-Fraenkel; a cela pres, c’est essentiellement ce
dernier systeme qui a été décrit aux chap. I et II.

D’autres axiomatisations de la théorie des ensembles ont été proposées par
la suite. Citons principalement celle de von Neumann (XLIII a) et 4)) qui, plus
que le systéme de Zermelo-Fraenkel, se rapproche de la conception primitive de
Cantor: ce dernier, pour éviter les ensemblcs paradoxaux, avait déja proposé
((XXV), p. 445-448), dans sa correspondance avec Dedekind, de distinguer
deux sortes d'ensembiles, les « multiplicités » (« Vielheiten ») et les « ensembles »
{« Mengen ») proprement dits, les seconds sc caractérisant en ce qu’ils peuvent

1 Par cxemple, le paradoxc de Russell ne deviendrait valable dans le systtme de Zermelo que si
I’on y démontrait la relation (3z)((x ¢ x) = (x € z)); bien entendu, une telle démonstration, si ’on
venait 4 I'obtenir, aurait pour conséquence immédiate la nécessité d’une modification substantielle
du systéme en question.

2 Skolem (XXXIX) et Fraenkel (XLI) ont aussi remarqué que les axiomes de Zermelo ne per-
mettaient pas de démontrer, par exemple, 'existence de cardinaux non dénombrables m tels que,
pour tout cardinaln <11, on ait 2" < 111. On a vu (III, p. 90, exerc. 21) qu’en renfor¢ant axiome
de sélection (schéma S8, 1I, p. 4), on peut démontrer Pexisteuce de tels cardinaux; 'axiome ainsi
mtroduil est une variante de ceux proposés par Skolem el Fraenkel,
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étre pensés comme un seul objet. C’est cette idée que précise von Neumann en
distinguant deux types d’objets, les « ensembles» ct les «classes»; dans son
systéme (& peu prés complétement formalisé), les classes se distinguent des ensem-
bles en ce qu’elles ne peuvent étre placées a gauche du signe €. Un des avantages
d’un tel systéme est qu’il réhabilite la notion de « classe universelle » utilisée par
les logiciens du x1x° si¢cle (qui naturellement n’est pas un ensemble); signalons
aussi que le systtme de von Neumann évite (pour la théorie des ensembles)
I'introduction de schémas d’axiomes, remplacés par des axiomes convenables (ce
qui en rend I’étude logique plus facile). Des variantes du systéme de von Neumann
ont été données par Bernays et Godel (XLIV 5).

L’élimination des paradoxes semble bien obtcnue par les systémes précédents,
mais au prix de restrictions qui ne pcuvent manquer de paraitre trés arbitraires.
A la décharge du systeme de Zermelo-Fraenkel, on peut dire qu’il se borne a
formuler des interdictions qui ne font que sanctionner la pratique courante dans
les applications de la notion d’ensemble aux diverses théories mathématiques. Les
systéemes de von Neumann et de Godel sont plus éloignés des conceptions usuelles;
en revanche, il n’est pas exclu qu’il soit plus ais¢ d’insérer certaines théories
mathématiques encore a leur début dans le cadre fourni par de tels systémes
plutét que dans le cadre plus étroit du systéme de Zermelo-Fraenkel.

On ne saurait certes affirmer qu’aucune de ces solutions donne I’impression
d’étre définitive. Si elles satisfont les formalistes, c’est que ces derniers refusent
de prendre en considération les réactions psychologiques individuelles de chaque
mathématicien; ils estiment qu’un langage formalisé a rempli sa tache lorsqu’il
peut transcrire les raisonnements mathématiques sous une forme dépourvue
d’ambiguité, et servir ainsi de véhicule a la pensée mathématique; libre a chacun,
diraient-ils, de penser ce qu’il voudra sur la « nature » des étres mathématiques ou
la «vérité » des théorémes qu’il utilise, pourvu que ses raisonnements puissent
étre transcrits dans le langage commun.?

En d’autres termes, du point de vue philosophique, I’attitude des formalistes
consiste a se désintéresser du probléme posé par les « paradoxes » en abandonnant
la position platonicienne qui visait & attribuer aux notions mathématiques un
« contenu » intellectuel commun a tous les mathématiciens. Beaucoup de mathé-
maticiens reculent devant cette rupture avec la tradition. Russell, par exemple,
cherche a éviter les paradoxes en analysant leur structure de fagon plus appro-
fondie. Reprenant une idée émise d’abord par J. Richard (dans I’article (XXXIV)
ou il exposait son « paradoxe ») et développée ensuite par H. Poincaré (XXXIII
¢), Russell et Whitehead observent que les définitions des ensembles paradoxaux

1 Hilbert, toutefois, parait avoir toujours cru 4 une « vérité » mathématique objective ((XXX]),
p. 315 et 323), Méme des formalistes qui, comme H, Curry, ont une position trés voisine de celle que
nous venons de résumer, repoussent avec une sorte d’indignation I'idée que les mathématiques
pourraient étre considérées comme un simple jeu, et veulent absolument y voir une « science objec-
tive » (H. Curry, Outlines of a formalist philosophy of mathematics, Amsterdam (North Holland Publ.
Co.), 1951, p. 57).
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violent toutes le principe suivant, dit « principe du cercle vicieux »: « Un élément
dont la définition implique la totalité des éléments d’un ensemble, ne peut
appartenir a cet ensemble » (XXXVII), t. I, p. 40). Aussi est-ce cet énoncé qui
sert de base aux Principia, et c’est pour le respecter qu’est développée dans cet
ouvrage la « théorie des types ». Comme celle de Frege dont elle est inspirée, la
logique de Russell et Whitehead (beaucoup plus vaste que la logique mathémati-
que utilisée au chap. I de ce Livre) possede des « variables propositionnelles »;
la théorie des types procéde 2 un classement entre ces diverses variables, dont les
grandes lignes sont les suivantes. Partant d’un «domaine d’individus» non
précisés et qui peuvent étre qualifiés d’« objets d’ordre 0», les relations ot les
variables (libres ou lides) sont des individus, sont dites « objets du premier ordre »;
et de fagon générale, les relations ou les variables sont des objets d’ordre <z (une
au moins étant d’ordre ) sont dites « objets d’ordre # + 1».' Un ensemble
d’objets d’ordre n ne peut alors étre défini que par une relation d’ordre 7 + 1,
condition qui permet d’éliminer sans peine les ensembles paradoxaux.? Mais le
principe de la « hiérarchie des types » est si restrictif qu’en y adhérant strictement
on aboutirait & une mathématique d’une inextricable complexité.® Pour échapper
a cette conséquence, Russell et Whitehead sont contraints d’introduire un
«axiome de réductibilité » affirmant lexistence, pour toute relation entre
«individus », d’une relation du premier ordre, qui lui soit équivalente; condition
tout aussi arbitraire quelesaxiomes des formalistes, et qui réduit considérablement
I'intérét de la construction des Principia. Aussi le systéme de Russell et Whitehead
a-t-il eu plus de succes chez les logiciens que chez les mathématiciens; il n’est
d’ailleurs pas entiérement formalisé,* et il en résulte de nombreuses obscurités de
détail. Divers efforts ont été faits pour simplifier et clarifier ce syst¢tme (Ramsey,
Chwistek, Quine, Rosser); tendant a utiliser des langages de plus en plus com-
pletement formalisés, ces auteurs remplacent les régles des Principia (qui avaient
encore un certain fondement intuitif) par des restrictions ne tenant compte que
de Pécriture des assemblages considérés; non seulement ces régles paraissent alors
tout aussi gratuites que les interdictions formulées dans les systémes de Zermelo-

! Ce n’est 12 en réalité que le début de la classification des « types », dont on ne saurait rendre
compte fidélement sans entrer dans de trés longs développements; le lecteur désireux d’explications
plus détaillées pourra se reporter notamment a lUintroduction du t. II des Principia Mathematica
(XXXVII).

2 Dans le systéme de Russell et Whitehead, la relation x € x ne peut donc étre écrite légitimement,
au contraire du systéme de Zermelo-Fraenkel, par exemple (cf. I, p. 3).

8 Par exemple, 1'égalité n’est pas une notion primitive dans le systéme des Principia: deux objets
a, b sont égaux si pour foute propriété Pixf, Plaf et P{bf sont des propositions équivalentes. Mais cette
définition n’a pas de sens en théorie des types: il faudrait, pour lui en donner un, spécifier au moins
I« ordre» de P, et on serait ainsi amené a distinguer une infinité de relations d’égalité! Zermelo
avait d’ailleurs remarqué, dés 1908 (XXX VT b), que de nombreuses définitions des mathématiques
classiques (par exemple celle de la borne inférieure d’un ensemble dans R) ne respectent pas le
« principe du cercle vicieux », et que 'adoption de ce principe risquait donc de jeter Uinterdit sur des
partics importantes des théories mathématiques les plus traditionnelles,

* Russell et Whitechead (comme déja Frege) s’en tiennent 4 la position classique touchant les
formules mathématiques, qui doivent touiours pour eux avoir un «sens » se rapportant & unc activité
sous-jacente de la pensée.
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Fraenkel ou de von Neumann, mais, étant plus éloignées de la pratique des
mathématiciens, elles ont, dans plusieurs cas, conduit a des conséquences in-
acceptables, que n’avait pas prévues 'auteur (comme la paradoxe de Burali-
Forti, ou la négation de ’axiome de choix).

Pour les mathématiciens des écoles précédentes, il s’agit avant tout de ne
renoncer & aucune part de ’héritage du passé: « Du paradis que Cantor a créé pour
nous », dit Hilbert ((XXX), p. 274), « nul ne doit pouvoir nous chasser. » Pour ce faire,
ils sont disposés a accepter des limitations aux raisonnements mathématiques,
peu essentielles parce que conformes a 1'usage, mais qui ne paraissent pas im-
posées par nos habitudes mentales et I'intuition de la notion d’ensemble. Tout
leur semble préférable a I'intrusion de la psychologie dans les criteres de validité
des mathématiques; et plutdt que de « faire entrer en ligne de compte les propriétés de
nos cerveaux », comme dit Hadamard ((XXXV), p. 370), ils se résignent a imposer
au domaine mathématique des bornes en grande partie arbitraires pourvu
qu’elles enferment la Mathématique classique et ne risquent pas d’entraver les
progrés ultérieurs,

Toute différente est ’attitude des mathématiciens se rattachant a la tendance
dont il nous reste & parler. Si les formalistes acceptent de renoncer au controle
des « yeux de D’esprit » en ce qui concerne le raisonnement mathématique, les
mathématiciens que ’on a appelé « empiristes », « réalistes » ou « intuitionnistes »
se refusent a4 cette abdication; il leur faut une sorte de certitude intérieure
garantissant '« existence » des objets mathématiques dont ils s’occupent. Tant
qu’il ne s’agissait que de renoncer a 'intuition spatiale, il n’y avait pas eu d’objec-
tion sérieuse, puisque les « modeéles » arithmétiques permettaient de se retrancher
derriére la notion intuitive des entiers. Mais des oppositions irréductibles se
manifestent lorsqu’il est question de ramener la notion d’entier 4 celle (beaucoup
moins précise intuitivement) d’ensemble, puis d’imposer au maniement des
ensembles des barrieres sans fondement intuitif. Le premier en date de ces
opposants (et celui qui, par 'autorité de son génie, devait exercer le plus d’in-
fluence) fut H. Poincaré; ayant admis, non seulement le point de vue axiomatique
touchant la géométrie et ’arithmétisation de 1’Analyse, mais aussi une bonne
partie de la théorie de Cantor (qu’il fut un des premiers a appliquer avec
fruit dans ses travaux), il se refuse par contre & concevoir que I’arithmétique
puisse, elle aussi, étre justiciable d’un traitement axiomatique; le principe
d’induction compléte lui parait en particulier une intuition fondamentale de
notre esprit, ol il est impossible de voir une pure convention! (XXXIIT ¢).
Hostile par principe aux langages formalisés, dont il contestait I'utilité, il con-
fond constamment la notion d’entier dans les mathématiques formalisées, et

1 Poincaré va jusqu’a dire en substance qu’il est impossible de définir une structure vérifiant tous
les axiomes de Peano, 4 ’exception du principe d’induction compléte (XXXIII a); 'exemple (d
4 Padoa) des entiers avec I'application x> x + 2 remplacant x— x + 1 montre que cette assertion

est inexacte, Il est curieux de la trouver déja chez Frege, presque dans les mémes termes ((XXIV b),
p.21¢).
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'utilisation des entiers dans la théorie de la démonstration, qui s’ébauchait
alors, et dont nous parlerons plus loin; sans doute était-il difficile a cette époque
de faire aussi nettement qu’aujourd’hui-— aprés 50 années d’études et de
discussion — cette distinction qu’avaient pourtant bien sentie un Hilbert ou un
Russell.

Les critiques de cette nature sc multiplient aprés 'introduction de ’axiome de
choix par Zermelo en 1904 (XXXVI a). Son utilisation dans mainte démon-
stration antérieure d’Analyse ou de théorie des ensembles était jusque-1a passée a
peu prés inapergue®; ¢’est en suivant une idée suggérée par Erhard Schmidt que
Zermelo, énongant explicitement cet axiome (d’ailleurs sous les deux formes
données dans E, R, § 4, n° 10) en déduisit de fagon ingénieuse une démonstra-
tion satisfaisante (que nous avons essentiellement reproduite dans III, p. 19) de
Iexistence d’un bon ordre sur tout ensemble. Venant en méme temps que les
« paradoxes », il semble que ce nouveau mode de raisonnement, par son allure
insolite, ait jeté la confusion chez beaucoup de mathématiciens; il n’est que de
voir les étranges malentendus qui surgissent a ce propos, dans le tome suivant des
Mathematische Annalen, sous la plume de mathématiciens aussi familiers avec les
méthodes cantoriennes que Schoenflies et ¥. Bernstein. Les critiques d’E. Borel,
publiées dans ce inéme volume, sont plus substantielles et se rattachent nettement
au point de vue exprimé par H. Poincaré sur les entiers; elles sont développées et
discutées dans un échange de lettres entre E. Borel, Baire, Hadamard et Lebesgue,
resté classique dans la tradition mathématique frangaise (XXXV). Borel com-
mence par nier la validité de 'axiome de choix parce qu’il comporte en général
une infinité non dénombrable de choix, ce qui est inconcevable pour I'intuition.
Mais Hadamard et Lebesgue observent que l'infinité dénombrable de choix
arbitraires successifs n’est pas plus intuitive, puisqu’elle comporte une infinité
d’opérations, qu’il est impossible de concevoir comme s’effectuant réellement.
Pour Lebesgue, qui élargit le débat, tout revient & savoir ce qu’on entend quand
on dit qu’un étre mathématique «existe »; il faut, pour lui, qu’on « nomme »
explicitement une propriété le définissant de fagon unique (une propriété
« fonctionnelle », dirions-nous); pour une fonction comme celle qui sert & Zermelo
dans son raisonnement, c’est ce que Lebesgue appelle une «loi» de choix; si,
continue-t-il, on ne satisfait pas a cette exigence, et qu’on se borne a « penser » a
cette fonction au lieu de la « nommer », est-on sir qu’au cours du raisonnement on
pense toujours a la méme ((XXXV), p. 267) ? D’ailleurs, ceci améne Lebesgue a
de nouveaux doutes; déja la question du choix d’un seul élément dans un ensemble
lui parait soulever des difficultés: il faut qu’on soit sr qu’un tel élément « existe »,

1 En 1890, Pecano, démontrant son théoréme sur ’existence des intégrales des équations différenti-
ticlles, remarque qu’il serait naturcllement amené 3 « appliquer une infinité de fois une loi arbitraire avec
laquelle a uns classe on fait correspondre un individu de cette classe »; mais 1l ajoute aussitét qu’un tel
raisonncment est inadmissible & ses yeux (Math, Arn., t. XXXVII (1890), p. 210). En 1902, B. Levi
avait remarqué que ec méme raisonnement était implicitement utilisé par F. Bernstein dans une
démonstration de thiéorie des cardinaux (Ist. Lombardo Sci. Lett. Rend. (2), t. XXXV (1902), p. 863).
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c’est-a-dire qu’on puisse « nommer » au moins un des éléments de ’ensemble?.
Peut-on alors parler d’« existence » d’un ensemble dont on ne sait pas « nommer »
chaque élément? Déja Baire n’hésite pas a nier '« existence » de ensemble des
parties d’un ensemble infini donné (loc. cit., p. 263-264); en vain Hadamard
observe-t-il que ces exigences conduisent a renoncer méme a parler de Pensemble
des nombres réels: c’est bien a cette conclusion que finit par se rallier E. Borel.
Mis a part le fait que le dénombrable semble avoir acquis droit de cité, on est
a peu pres revenu a la position classique des adversaires de '« infini actuel »,

Toutes ces objections n’avaient rien de trés systématique; il était réservé a
Brouwer et a son école d’entreprendre une refonte compléte des mathématiques
guidée par des principes semblables, mais encore bien plus radicaux. Nous ne
saurions ici entreprendre de résumer une doctrine aussi complexe que I'intuition-
nisme, qui participe autant de la psychologie que des mathématiques, et nous
nous bornerons 2 en indiquer quelques-uns des traits les plus frappants, renvoyant
pour plus de détails aux travaux de Brouwer lui-méme (XXXVIII) et a I'exposé
de Heyting (XLVI). Pour Brouwer, la Mathématique est identique a la partie
« exacte » de notre pensée, basée sur 'intuition premiere de la suite des entiers
naturels, et qu’il est impossible de traduire sans mutilations en un systeme formel.
Elle n’est d’ailleurs « exacte » que dans l'esprit des mathématiciens, ct il est chimé-
rique d’espérer forger un instrument de communication entre eux qui ne soit
pas sujet a toutes les imperfections et ambiguités du langage ; on peut, tout au plus,
espérer éveiller chez P'interlocuteur un état d’esprit favorable par des descriptions
plus ou moins vagues ((XLVI), p. 11-13). La mathématique intuitionniste
n’attache guere plus d’importance a la logique qu’au langage : une démonstration
n’est pas concluante en vertu de régles logiques fixées une fois pour toutes, mais
en raison de I'« évidence immédiate » de chacun de ses chainons. Cette « évidence »
doit en outre étre interprétée de fagon encore plus restrictive que par E. Borel et
ses partisans: c’est ainsi qu’en mathématique intuitionniste, on ne peut dire
qu’une relation de la forme « R ou (non R) » est vraie (principe du tiers exclu), a
moins que, pour tout systéeme de valeurs données aux variables figurant dans R,
on ne puisse démontrer que 'une des deux propositions R, «non R » est vraie;
par cxemple, de I'équation ab = 0 entre deux nombres réels, on ne peut conclure
«a = 0oub = 0» car il est facile de former des exemples explicites de nombres
réels a, b pour lesquelson a ab = 0 sans quc 'on sache, a I’heure actuelle, démon-
trer aucune des deux propositions a = 0, b = 0 ((XLVI), p. 21).

! Le prétendu « choix » d’un élément dans un cnsemble n'a en fait rien 4 voir avec 'axiome de
choix; il s’agit d’une simple facon de parler, et partout ol on s’exprime de cetle maniére, on ne fait
en réalité qu’utiliser la méthode de la constante auxiliaire (I, p. 28), qui ne repose que sur les régles
logiques les plus élémentaires (ou le signe T n’intervient pas). Bien entendu, I’application de cette
méthode 4 un ensemble A exige que 'on ait démontré que A # @ ; c’est sur ce point que porte
P’argumentation de Lebesgue, car une telle démonstration n’est valable pour lui que si précisément
on a ¢« nommé» un élément de A. Par exemple, Lebesgue ne considére pas comme valable le
raisonnement de Cantor prouvant existence des nombres transcendants; cette existence n’est
prouvée pour lui que parce qu’il est possible de « nommer » des nombres transcendants, tels que les
nombres de Liouville ou les nombres ¢ ou .
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On ne s’étonnera pas si, a partir de tels principes, les mathématiciens intui-
tionnistes aboutissent a des résultats fort différents des théorémes classiques.
Toute une partie de ces derniers disparait, par exemple la plupart des théo-
rémes « existentiels » en Analyse (comme les théorémes de Bolzano et de Weier-
strass pour les fonctions numériques); si une fonction d’une variable réelle
¢ existe » au sens intuitionniste, elle est ipso facto continue; une suite bornée
monotone de nombres réels n’a pas nécessairement de limite. D’autre part,
beaucoup de notions classiques se ramifient, pour Pintuitionniste, en plusieurs
notions fondamentalement distinctes: il y a ainsi deux notions de convergence
(pour une suite de nombres réels) et huit de dénombrabilité, I va sans dire que
I'induction transfinie et ses applications a I’Analyse moderne sont (comme la
plus grande partie de la théorie de Cantor) condamnées sans appel.

C’est seulement de cette fagon, selon Brouwer, que les propositions mathé-
matiques peuvent acquérir un «contenu »; les raisonnements formalistes qui
vont au-dela de ce qu’admet l’intuitionnisme sont jugés sans valeur, puisque
I'on ne peut plus leur donner un « sens » auquel la notion intuitive de « vérité »
pourrait s’appliquer. Il est clair que de pareils jugements ne peuvent reposer que
sur une notion préalable de « vérité », de nature psychologique ou métaphysique.
C’est dire pratiquement qu’'ils échappent a toute discussion.

I1 n’est pas douteux que les vigoureuses attaques venues du camp intuition-
niste n’aient forcé quelque temps non seulement les écoles mathématiques
d’avant-garde, mais méme les partisans de la mathématique traditionnelle, a
se mettre sur la défensive. Un mathématicien célebre a reconnu avoir été im-
pressionné par ces attaques au point d’avoir volontairement renfermé ses travaux
dans des branches des mathématiques jugées ¢ stires ». Mais de tels cas ont da
étre peu fréquents. L’école intuitionniste, dont le souvenir n’est sans doute
destiné & subsister qu’a titre de curiosité historique, aura du moins rendu le
service d’avoir obligé ses adversaires, c’est-a-dire en définitive 'immense majorité
des mathématiciens, & préciser leurs positions et a prendre plus clairement con-
science des raisons (les unes d’ordre logique, les autres d’ordre sentimental) de
leur confiance dans la mathématique.

La métamathématique

L’absence de contradiction a de tout temps été considérée comme une con-
dition sine qua non de toute mathématique, et dés ’époque d’Aristote, la logique
était assez développée pour qu’on st parfaitement que d’une théorie contra-
dictoire, on peut déduire n’importe quoi. Les preuves d’« existence », considérées
comme indispensables depuis ’Antiquité, n’avaient visiblement pas d’autre but
que degarantir quel'introduction d’un nouveau concept nerisquait pasd’entrainer
contradiction, particulierement quand ce concept était trop compliqué pour
tomber immédiatement sous I'«intuition ». Nous avons vu comment cette
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exigence était devenue plus impérieuse avec Iavénement du point de vue
axiomatique au xix® siecle, et comment la construction de « modeéles » arithmé-
tiques y avait répondu. Mais Parithmétique elle-méme pouvait-elle étre contra-
dictoire ? Question qu’on n’aurait sans doute pas songé a se poser avant la fin du
xIx® siecle, tant les entiers paraissaient appartenir a ce qu’il y a de plus sar dans
notre intuition; mais aprés les « paradoxes » tout semblait rernis en question, et on
comprend que le sentiment d’insécurité qu’ils avaient créé ait conduit les mathé-
maticiens, vers 1900, a sc pencher avec plus d’attention sur le probleme dc la
non-contradiction de Iarithmétique, afin de sauver au moins du naufrage les
mathématiques classiques. Aussi ce probléeme est-il lec second de ceux qu’énu-
mérait Hilbert dans sa célebre conférence au Congres international de 1900
(XXXI), p. 229-301). Ce faisant, il posait un principe nouveau qui devait
avoir un grand retentissement: alors que dans la logique traditionnelle la non-
contradiction d’un concept ne faisait que le rendre « possible », elle équivaut pour
Hilbert (tout au moins pour les concepts mathématiques définis axiomatique-
ment) a lexistence de ce concept. Cela impliquait apparemment la néccssité de
démontrer a priori la non-contradiction d’unc théorie mathématique avant méme
de pouvoir la développer de facon légitime; c’cst bien ainsi que ’entend H.
Poincaré qui, pour battre en bréche le formalisme, reprend a son compte I'idée
de Hilbert, en soulignant avec un malin plaisir 2 quel point les formalistes étaient
loin a cette époque de pouvoir la réaliser ((XXXIIT ¢), p. 163). Nous verrons
plus loin comment Hilbert devait relever le défi; mais auparavant il nous faut
noter ici que, sous I'influence de son autorité et de celle de Poincaré, les exigences
posées par ce dernier devaient pendant longtemps étre acceptées sans réserve
aussi bien par les formalistes que par leurs adversaires. Une conséquence fut la
croyance, trés répandue aussi chez les formalistes, que la théorie de la démonstra-
tion de Hilbert faisait partie intégrante de la mathématique, dont elle con-
stituait les indispensables prolégomenes. Nous avons dit dans I'Introduction
pourquoi ce dogme ne nous parait pas justifié', et nous considérons que I'inter-
vention de la métamathématique dans 'cxposé de la logique et des mathé-
matiques peut et doit étre réduitc a la partie trées élémentaire qui traite du
maniement des symboles abréviateurs et des critéres déductifs. Il ne s’agit pas
ainsi, contrairement a ce que prétend Poincaré, de « revendiquer la liberté de la
contradiction », mais bien plutét de considérer, avec Hadamard, que I’absence de
contradiction, lors méme qu’elle ne se démontre pas, se constate ((XXXV),
p. 270).

Il nous reste a donner une bréve esquisse historique des cfforts de Hilbert
et de son école; bien que la théorie de la démonstration ne soit pas abordée

’

1 En pure doctrine formaliste, les mots « il existe » dans un texte formalisé n'ont pas plus de
«signification » que les autres, et il n’y a pas 4 considérer d’autre type d’« existence » dans les démon-
strations formalisées,
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dans ce Traité, il n’est pas sans intérét de retracer sommairement, non seulement
I’évolution qui devait finalement conduire au résultat négatif de Godel et justifier
a posteriori le scepticisme d’Hadamard, mais aussi tous les progres qui en ont dé-
coulé, touchant la connaissance du mécanisme des raisonnements mathématiques,
et qui font de la métamathématique moderne une science autonome d’un
intérét incontestable.

Dés 1904, dans une conférence au Congrés international ((XXX), p. 247-
261), Hilbert s’attaque au probléme de la non-contradition de ’arithmétique. Il
constatc d’abord qu’il ne peut étre question de la démontrer en ayant recours a
un modele,? et indique & grands traits le principe d’une autre méthode: il
propose de considérer les propositions vraies de I’arithmétique formalisée comme
des assemblages de signes sans signification, et de prouver qu’en utilisant les
régles gouvernant la forration ct ’enchainement de ces assemblages, on ne peut
jamais obtenir un assemblage qui soit unc proposition vraie et dont la négation
soit aussi une proposition vrate. Il ébauche méme une démonstration de cette
nature pour un formalisme moins étendu que celui de Parithmétique; mais,
comme l'observe peu apres H. Poincar¢ ((XXXIII ¢), p. 185), cette démon-
stration fait essentiellement usage du principe de récurrence, et parait donc repo-
ser sur un cercle vicieux. Hilbert ne répondit pas immédiatement a cette critique,
et une quinzaine d’années s’écoula sans que personne tentit de développer ses
idées; c’est en 1917 seulement que (ma par le désir de répondre aux attaques des
intuitionnistes) il s’attelle de nouveau au probléme des fondements des mathé-
matiques, dont il ne cessera désormais de s'occuper jusqu’a la fin de sa carriére
scientifique. Dans ses travaux sur ce sujet, qui s'échelonnent de 1920 a 1930
environ, et auxquels participe activement toute une école de jeunes mathéma-
ticiens (Ackermann, Bernays, Herbrand, von Neumann), Hilbert dégage peu a
peu les principes de sa « théorie de la démonstration » de fagon plus précise:
reconnaissant implicitement le bien-fondé de la critique de Poincaré, il admet
qu’en métamathématique, les raisonnements arithmétiques utilisés ne peuvernt
se fonder que sur notre intuition des entiers (et non sur ’arithmétique formalisée) ;
pour ce faire, il parait essentiel de restreindre ces raisonnements a des « procédés
finis » (« finite Prozesse ») d’un type admis par les intuitionnistes; par exemple, une
démonstration par ’absurde ne peut prouver I’existence métamathématique d’un
assemblage ou d’une suite d’assemblages, il faut en donner une loi de construction
explicite.? D’autre part Hilbert élargit dans deux directions son programme
initial: non seulement il aborde la non-contradiction de I’arithmétique, mais il
aspire aussi a démontrer la non-contradiction de la théorie des nombres réels et

1 Les « modéles » fournis par les définitions de Dedekind ou de Frege ne feraient que déplacer la
question, en la ramenant 4 la non-contradiction de la Théorie des ensembles, probléme sans aucun
doute plus difficile que la non-contradiction de I'Arithmétique, et qui devait le paraitre bien
davantage encore 4 une époque ol aucune tentative sérieuse pour éviter les « paradoxes » n’avait été
proposée.

2 Pour une description détaillée et précise des procédés finis admis en métamathématique, on
pourra consulter, par exemple, la thése de J. Herbrand (XLII).
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méme celle de la théorie des ensembles?®; en outre, aux problémes de non-con-
tradiction viennent s’ajouter ceux d’indépendance des axiomes, de catégoricité et
de décision. Nous allons passer rapidement en revue ces diverses questions et
signaler les principales recherches qu’elles ont suscitées.

Démontrer I’indépendance d’un systéeme de propositions A;, Ag, ..., A, con-
siste 2 montrer que, pour chaque indice z, A; n’est pas un théoréme dans la théorie
J; obtcnue cn prenant comme axiomes les A; d’indice j # i. Ce point sera
établi si on connait une théorie non contradictoire .7;" dans laquelle les A; (7 # 1)
sont des théorémes, ainsi que « non A\; »; on peut ainsi considérer le probléme sous
deux aspects suivant que I’on admet ou non que certaines théories (comme
Parithmétique ou la théoric des ensembles) sont non contradictoires. Dans le
second cas, on a atfaire & un probléme de non-contradiction « absolue ». Au con-
traire, lc premiecr type de problémes se résout comme les problémes de non-
contradiction « relative», par construction de « modéles» appropriés, et de
nombreuses démonstrations de cctte nature ont ¢té imaginées, bien avant que la
mathématique n’etit pris un aspect completernent formalisé: il suffit de rappeler
les modéles de la géométrie non-euclidiennc, les questions d’indépendance des
axiomes de la géomctrie élémentaire traitées par Hilbert dans les « Grundlagen der
Geometrie » (XXX), ainsi que les travaux de Steinitz sur ’axiomatisation de I’ Alge-
bre et ccux de Hausdor(T et de ses successeurs sur celle de la Topologie.

Une théorie J~ cst dite catégorique si, pour toute proposition A de 7~ (ne conte-
nant aucune lettre autre que les constantes de .77), 'une des deux propositions A,
(non A), est un théoréme de 7.2 Si 'on met & part certains formalismes trés
rudimentaires, dont on prouve aisément la catégoricité ((XXXII), p. 35; cf. I,
p. 50, exerc. 7}, les résultats obtenus dans cette voie sont essentiellement négatifs;
le premier en date est da & K. Gédel (XLIV a) qui a montré que, si 7 est non
contradictoire et si les axiomes de ’arithmétique formalisée sont des théorémes de
T, alors 7 n’est pas catégorique. L’idée fondamentale de son ingénieuse méthode
consiste a établir une correspondance biunivoque (bien entendu, au moyen de
« procédés finis ») entre les énoncés métamathématiques et certaines propositionsde
Parithmétique formalisée; nous nous bornerons a en esquisser les grandes lignes.®
A chaque assemblage A qui est un terme ou une relation de .77, on commence par
associer (par un procédé de construction explicite, applicable quasi mécanique-
ment) un entier g(A), de fagon biunivoque. De méme, & chaque démonstration D
de.J” (considérée comme succession d’assemblages; cf. I, p. 22) on peut associer un
entier #(D) de fagon biunivoque. Enfin, on peut donner un procédé de construction

1 Lorsqu’on parle de la non-contradiction de la théorie des nombres réels, on suppose que celle-ct
est définie axiomatiquement, sans utiliser la théorie des ensembles (ou tout au moins en s’abstenant
de faire usage de certains axiomes de cette derniére, comme I’axiome de choix ou Paxiome de ’en-
semble des parties).

2 On exprime souvent cela en disant que si A n’est pas un théoréme de &, la théoric  obtenu en
ajoutant A aux axiomes de J est contradictoire.

3 Pour plus de détails, voir (XLIV g) ou ((XLVIII), p. 181-258).
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explicite d’une relation Pix, y, z{ de .77, telle que, dans 7, Pix,y, z{ entraine
que %, y, z sont des entiers, et vérifie les deux conditions suivantes:

1°si D est une démonstration de AfAf, ol Afxf est une relation de 7, et A est
un entier explicité (c’cst-a-dire un terme de J qui cst un entier), alors
Pix, g(Alxf), £(D){ est un théoréme de 7 ;

2° si ’entier explicité p n’est pas de la forme A(D), ousip = (D) et si D n’est
pas une démonstration de A}, alors (non P{A, g(Afxf), uf) est un théoréme de 7.

Soit alors S{x{ la relation (non(3z)Pix, x, z{), et soit y = g(S{xf), qui est un

terme de 7. Si J n’cst pas contradictoire il n’y a aucune démonstration de la
proposition Siy{ dans 7. En effet, si D était une telle démonstration,
Piy, g(Sixf), h(D){ serait un théoréme de 77; mais cette relation n’est autre que
Piy, v, £(D)i, et par suite (3z)Py, v, z{ serait aussi un théoréme de 77; comme
cette derniere relation est équivalente 2 (non S{yf),  serait contradictoire.

A

D’autre part, ce qui vient d’étre dit montre que pour tout entier explicité y,
(non Py, v, uf) est un théoréme de 7. Il en résulte qu’il n’y a aucune démonstration,
dans .7, de (non S{y{), car cette derniere relation est équivalente a (3z)Ply, v, z4
et 'existence d’un entier u tel que Ply, v, uf entrainerait que J est contradic-
toire, en vertu de ce qui précede.? Ce théoréme métamathématique de Godel a
été généralisé ultérieurement dans diverses directions ((XLVIII), chap. XI).?

1 La description détaillée de g(A), 2(D) et Pix, y, 2} est fort longue et minutieuse, et Pécriture de
Pix, y, 2} exigerait un nombre de signes tellement grand qu'elle est pratiquement impossible: c’est le
genre de difficultés dont nous avons parlé dans I'Introduction, mais aucun mathématicien ne pense
que cela diminue en rien la valeur de ces constructions.

2 En fait, cette derniére partie du raisonnement suppose un peu plus que la non-contradiction de
7, savoir ce que I'on appelle la « w-non-contradiction » de 7 : cela signifie qu’il n’y a pas de relation
Rix{ dans  telle que Ri{x{ entraine x € N et que, pour chaque entier explicité 1, R{uf soit un théoréme
de 7, bien que (Ix)(x € N et (non R%x%)) soit aussi un théoréme de 7. Rosser a d’ailleurs montré
qu’on peut modifier le raisonnement de Gédel de fagon a ne supposer que la non-contradiction de 7
((XLVIII), p. 208).

3 On notera ’analogie du raisonnement du Gédel avec le sophisme du menteur; la proposition
Siy} affirme sa propre fausseté, quand on Iinterpréte en termes métamathématiques! On remarquera
aussi que la proposition

(Vz)((z e N) = (non Pfy, v, =))

est intuitivement vraie, puisque I'on a une démonstration dans J de non Py, v, pf pour tout entier
explicité p; et cependant cette proposition n’est pas démontrable dans 7. Cette situation est &
rapprocher d’un résultat obtenu antérieurement par Lowenheim et Skolem (voir (XXXIX)): ce
dernier définit métamathématiquement une relation entre deux entiers naturels x,y qui, si on I'écrit
x €y, satisfait aux axiomes de von Neumann pour la théorie des ensembles. D’oll 2 premiére vue un
nouveau « paradoxe », puisque dans ce « modéle » tous les ensembles infinis seraient dénombrables,
contrairement 2 I'inégalité de Cantor m < 27. Mals en fait, la « relation » définie par Skolem ne peut
étre écrite dans la théorie formalisée des ensembles, pas plus que le « théoréme » affirmant que ’en-
semble des parties d’un ensemble infini n’a qu’une infinité dénombrable d’« éléments ». Au fond, ce
« paradoxe » n’est qu’une forme plus subtile de la remarque banale que ’'on n’écrira jamais qu’un
nombre fini d’assemblages d’une théorie formalisée, et qu’il est donc absurde de concevoir un en-
semble non dénombrable de termes de la théorie; remarque voisine de celle qui avait déja conduit au
« paradoxe de Richard ». De pareils raisonnements prouvent que la formalisation de la théorie des
ensembles est indispensable si on veut conserver I’essentiel de la construction cantorienne, Les
mathématiciens paraissent d’accord pour en conclure aussi qu’il n’y a guére qu’une concordance
superficielle entre nos conceptions « intuitives » de la notion d’ensemble ou d’entier, et les formalismes
qui sont supposés en rendre compte; le désaccord commence lorsqu’il est question de choisir entre les
unes et les autres.
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La relation S{y{ de J~ dont on montre ainsi qu’il n’existe aucune démonstra-
tion dans 7 de cette relation ni de sa négation est visiblement fabriquée pour les
besoins de la cause et ne se rattache de fagon naturelle a4 aucun probléme mathé-
matique. Beaucoup plus intéressant est le fait que si J désigne la théorie des
ensembles (avec le systéme d’axiomes de von Neumann-Bernays), ni I’ hypothése du
continu ni sa négation ne sont démontrables dans 7 . Ce remarquable résultat a été
établi en deux étapes: en 1940, Godel prouva que la théorie obtenue en adjoi-
gnant a .7 ’hypothése du continu 2% = X, n’é(ait pas contradictoire (XLIV b);
puis, plus récemment, P. Cohen a démontré qu’il en est de méme lorsqu’on
adjoint a2 J la relation 2% = X, (ou 2% = X, pour un cntier n > 1 quclconque)
(XLIX).

Le probleme de la décision (« Entscheidungsproblem ») est sans doute le
plus ambitieux de tous ceux que se pose la métamathématique: il s’agit de savoir
si, pour un langage formalisé¢ donné, on peut imaginer un « procédé universel »
quasi mécanique qui, appliqué a n’importe quelle relation du formalisme con-
sidéré, indique en un nombre fini d’opérations si cette relation est vraie ou non.
La solution de ce probleme faisait déja partie en substance des grands desscins de
Leibniz, et il semble qu'un moment ’école de Hilbert ait cru sa réalisation toute
proche. Il est de fait que I’on peut décrire de tels procédés pour des formalismes
comportant peu de signes primitifs et d’axiomes ((XLVIII), p. 136-141; cf. I,
p. 50, exerc. 7). Mais les efforts faits pour préciser le probléme de la décision, en
délimitant exactement ce qu’il faut entendre par « procédé universel » n’ont
jusqu’ici abouti qu’a des résultats négatifs ((XLVIII), p. 432-439). D’ailleurs, la
solution du probleme de la décision pour une théorie J permet aussitot de
savoir si J est ou non contradictoire, puisqu’il suffit d’appliquer le « procédé
universel » a une relation de 7 et & sa négation; et nous allons voir qu’il est exclu
qu’on puisse résoudre la question de cette maniére pour les théories mathé-
matiques usuelles.!

C’est en effet dans la question de la non-contradiction des théories mathé-
matiques — l'origine et le cceur méme de la Métamathématique — que les
résultats se sont révélés les plus décevants. Pendant les années 1920-1930,
Hilbert et son école avaient développé des méthodes nouvelles pour aborder
ces problémes; apres avoir démontré la non-contradiction de formalismes partiels,
couvrant une partie de l'arithmétique (cf. (XLII), (XLIII ¢)), ils croyaient
toucher au but et démontrer, non seulement la non-contradiction de ’arithméti-
que, mais aussi celle de la théorie des ensembles, lorsque Godel, s’appuyant sur
la non-catégoricité de 'arithmétique, en déduisit 'impossibilité de démontrer,

1 On distinguera soigneusement le probléme de la décision de la croyance, partagée par de
nombreux mathématiciens, et souvent exprimée avec vigueur par Hilbert en particulier, que pour

toute proposition mathématique, on finira un jour par savoir si elle est vraie, fausse ou indécidable.
C’est 13 un pur acte de foi, dont la critique échappe 4 notre discussion.
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par les « procédés finis» de Hilbert, la non-contradiction de toute théorie J°
contenant cette derniére.?

Le théoreme de Goédel ne ferme cependant pas entiérement la porte aux
tentatives de démonstration de non-contradiction, pourvu que I’on abandonne
(tout au moins particllement) les restrictions de Hilbert touchant les « procédés
finis». C’est ainsi que Gentzen, en 1936 (XLVII), parvint & démontrer la non-
contradiction de I'arithmétique formalisée, en utilisant « intuitivement » ’induc-
tion transfinie jusqu’a I’ordinal dénombrable ¢, (111, p. 89, exerc. 14).2 La valeur
de « certitude » que 'on peut attribuer & un tel raisonnement est sans doute mois
probante que pour ceux qui satislont aux exigences initiales de Hilbert, et est
essentiellement affaire de psychologie personnelle pour chaque mathématicien; il
n’en reste pas moins vrai quc de semblables « démonstrations » utilisant I'induc-
tion transfinie « intuitive » jusqu’a un ordinal donné, seraient considérées comnc
un important progres si elles s’appliquaient, par exemple, a la théorie des nombres
réels ou a une partie substantielle de la théorie des ensembles.

1 Avec les notations introduites ci-dessus, le résuliat précis de Gédel est le suivant. Dire que J
n’est pas contradictoire signifie qu’il n’y a pas de démonstration, dans 7, de la relation 0 # 03 cela
entraine par suite, pour tout entier explicité p, que (non P{0, g(x # x), uf) est un théoréme de 7.
Considérons alors la proposition (Vz)((z € N) = non P{0, g(x # ), z{), que nous désignerons par (..
en « traduisant » en arithmétique formalisée le raisonnement (reproduit plus haut) par lequel on
montre métamathématiquement que «si 7 est non contradictoire, il n’y a pas de démonstration dc
Siy{ dans .7 », on peut établir que C ~ (non (3z)(Piy, v, z{)) est un théoréme de 77, autrement dit.
que C = Siy{ est un théoréme de 7. 1 en résulte que, si Z n’est pas contradictoire, C nest pas un
théoréme de 7, puisque dans ces conditions S%YE n’est pas un théoréme de J . C'est 1a ’énoncé exact du
théoréme de Godel.

% Gentzen associe & chaque démonstration D de l'arithmétique formalisée un ordinal a(D) < g;:
d’autre part, il décrit un procédé qui, & partir de toute démonstration 17 aboutissant 4 unecontradic-
tion, fournit une démonstration D’ aboutissant aussi 2 une contradiction et telle que a(D’) < a(Dy;
la théorie des enscmbles bien ordonnés permet de conclure 4 I'inexistence d’une telle démonstration
D (type de raisonnement qui étend la classique « descente infinie » de la théorie des nombres).
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oy, v, =0 1 p 14415

t.(A), (B | %)A, Alsl, Alx, y§, AB}, A{B, C{: 1, p. 16

non(A), (A) ou (B), (A) = (B): I, p. 21

AetB:1,p. 29

<, A<>B: 1, p. 30

(3%)R, (Vx)R: I, p. 32

(34%)R, (Vax)R: 1, p. 35

=, # T=UT=% U:1,p. 38-39

¢, TelU T¢U: 11, p. 1

<, >, ¢, P,y <y, a2y 1, p. 2

Coll,R, {x | R}: 11, p. 4

{x,y}, {x}: 1I, p. 4

{xecA|P}:11,p. 5

CxA, X = A, A, g:1I,p. 6

(x,y), priz, praz: I1, p. 7

AxB AxBxC AxBxCxD,(x,y,2):1I, p. 8-9

pri Gy, pryt G, pryG, proG (G graphe): I, p. 9

G«X5, G(X), G(x) (G graphe, X ensemble, x objetj: II, p. 10
X0, T(X), I'(x) (I' correspondance, X ensemble, x objet): II, p. 10-11
Gl (G graphej, Fl(l’ correspondance): 11, p. 11

G+ G, G'G (G, G’ graphes), 1"« I', I"I' (I', 1’ correspondances): II, p. 12-13
A,, Id, (A ensemble): 11, p. 13
S(x), f. (ffonction), F(x), I, (I' graphe fonctionnel): II, p. 13
fiA—>B,A-LB: 11, p. 14

¥ >TwecA, TeC),x—>T(xc A}, 8 T, (T,)¢ca T (parabus de langage)

(T terme): II, p. 16

pry, pro: 1, p. 16

¢f (g, f applications) (par abus de langage): 11, p. 16
T Sl £5 0 S, fln, ) 1L p. 21

u x v (u, v fonctions), {«, v) (par abus de langage): II, p. 21
UIXQ X,: 11, p. 22
U X, XQ} X: 11, p. 24

Xed
AUBAUBUGANB AnBnC: 11, p. 26
(%, y,2}: 11, p. 26

B(X): 11, p. 30

F(E; F), FE: 11, p. 31
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[1X, pr.: 11, p. 32

pry: 11, p. 33

(8).e1 (extension aux produits de la famille (g), .1, par abus de langage): 11,
p. 38

x = y (mod R) (R relation d’équivalence): 11, p. 40

E/R (E cnsemble, R relation d’équivalence): 11, p. 41

R, (R relation d’équivalence, A ensemble): 11, p. 45

R/S (R, S retations d’équivalence): II, p. 46

R x R’ (R, R’ relations d’équivalence): 11, p. 46

x<yyzx,xdy 1, p. 4

x <y,y>x 1, p. b

supg X, infy X: III, p. 10

sup X, inf X: III, p. 10

sup(x, y), inf(x, ) : 111, p. 10

sup f (%), inf f(x): I1I, p. 10

XeEA xX€h

sup %, inf x: 111, p. 10

xeA xXeA

(a, b), (a, b(; )a, b), Ja, b(: 111, p. 14

]€_5 a]; ]<_5 a[; [(l’ ﬁ)[a ](l, ")[5 ]<_; '»]: III, p. 15
S, I, p. 16

Eq(X,Y), Card(X): III, p. 23

0, 1, 2: III, p. 23-24

r <Y (g, y cardinaux): III, p. 25

sup a, ((a,),¢; famille de cardinaux): 111, p. 25

LE

z a, P a, [ a ({a).e; famille de cardinaux): 111, p. 25-26

tel el tel
a + b, ab (a, b cardinaux): III, p. 26
at (a, b cardinaux): 111, p. 28
3, 4: 111, p. 31
a — b (a, b entiers, b < a): III, p. 37
(t)egup (t)a<i<o: 111, p. 38
b
g X, [ X,: 111, p. 38
24 (A partie d’'un ensemble E): 111, p. 38
g, afb (a, b entiers tels que b divise «): I, p. 39
5,6,7,8,9: 111, p. 41
n! (n entier): 111, p. 41
( Z) (n, p entiers): 111, p. 42
N, X,: II1, p. 45
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(xn)P§n§a (xn)kSna (xn)nzk’ (xn): III, p 4'5
[1x, ] X,: 111, p. 45

Pin§ n=k
f™ (f application): 111, p. 47
Hm E, (E, ensembles): 111, p. 52

Hm u, (4, applications): 1II, p. 54

im E2, lim E}, lim «}, tim u}: I11, p. 56-57
% T« San o Yo

fim E, (E, ensembles): 111, p. 61
B
_lﬂua (u, applications): III, p. 63

lim E2, lim E% Hm «}, lim }: 111, p. 66-67
—> —> —> —
oA o oL A o

Z E, (somme ordinale): I1I, p. 70, exerc. 3

el .

Is(', I'), Ord(E), » < g, z Y P Py A s pA AF (2,1, A, p, types d’ordre) :
I1I, p. 76-77, exerc. 13 ‘<1 ‘<!

En (&, 4 ordinaux): 111, p. 79, exerc. 18

0y, N, (« ordinal): III, p. 87, exerc. 10.

S(Ey ..., E,) (S schéma de construction d’échelon, E,;, ..., E, ensembles):
IV, p. 2

{Sisevos oS (S schéma de construction d’échelon, fi,..., f, applications):
IV, p. 2
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Achévement d’un ensemble ordonné: III, p. 72, exerc. 15.

Adjonction d’un plus grand élément a un ensemble ordonné: III, p. 9.

Aleph: III, p. 87, exerc. 10.

Antécédents (assemblages —): I, p. 45.

Appartenance (relation d’ —): II, p. 1.

Application d’une théorie dans une autre: I, p. 24.

Application bijective, injective, surjective: 11, p. 16.

Application compatible avec unc relation d’équivalence: 11, p. 44.

Application compatible avec deux relations d’équivalence: II, p. 44.

Application composée de deux applications: 11, p. 16.

Application censtante: II, p. 15.

Application croissante, décroissante, monotone: III, p. 7.

Application déduite d’une application par passage a un sous-ensemble: II, p. 15.

Application déduite d’une application par passage 2 deux sous-ensembles: 11, p. 15.

Application déduite d’une application par passage au quotient suivant une relation d’équi-
valence: 11, p. 44.

Application déduite d’une application par passage aux quotlents sulvant deux relations
d’équivalence: 11, p. 45.

Application diagonale de A dans A x A:II, p. 17.

Application diagonale de E dans E!: 11, p. 33.

Applicationn d’'un ensemble dans un ensemble: II, p. 14.

Application identique: II, p. 14.

Application majorée, minorée, bornée: I11, p. 9.

Application partielle: 11, p. 21.

Application strictement croissante, strictement décroissante, strictement monotone: III,
p- 7.

Application universelle: IV, p. 22

Application vide: 11, p. 14.

Application canonique d’une partie de E dans E: 11, p. 17.

Application canonique d’un graphe G sur Gl: II, p. 17.

Application canonique de FE sur #(E; F): II, p. 31.

Application canonique de & (B x C; A) sur #(B; &#(C; A)): 11, p. 31.

Application canonique de AB*C sur (AB)C: II, p. 32.

Application canonique de ]_—(—[) X, sur Xq: II, p. 33.
te{ax

Application canonique de ]i——[ﬁ) X.sur X, x X;: 11, p. 33.
te{x,

Application canonique de ]_—1 X, sur ﬂ ( H XL) ((Ja)aew partition de I): II, p. 35.
LE €

Le gy

Application canonique de ]_—1 X, sur (]_—;[ XL) x ( ]_—1 XL) ((Jo» Jo) partition de I: II,
L€ tedy Ledp
p- 35.
Application canonique de 1—1 X, sur X, x X5 x X,: I, p. 35.

tefo, B, Y}
E
Application canonique de ]_—1 XE sur (]_——[I XL) : 11, p. 39.
Le Le

Application canonique de E sur E/R (R relation d’équivalence dans E): 11, p. 41.

Application canonique de A/R, sur f(A> (f: E — E/R application canonique): II, p. 45.

Application canonique de (E/S)/(R/S) sur E/R (R, S relations d’équivalence dans E): II,
p. 46.
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Application canonique de (E x E)/(R x R’) sur (E/R) x (E/R") (R, R’ relations
d’équivalence): II, p. 47.
Application canonique de lim E, dans Eg: I1I, p. 52.

<
Application de Eg dans 1in_1_) E,: II1, p. 61.

Application canonique d’une limite projective dans une limite projective partielle: III,
p. 52

Application canonique dans une limite inductive d’une limite inductive partielle: I11, p. 65.

Applications coincidant dans un ensemble: II, p. 15.

Arrivée (ensemble d’ —) d’uue correspondance: II, p. 10.

Assemblage d'une théorie: I, p. 14.

Assemblage de premiere espéce, de scconde espéce: I, p. 17.

Assemblage équilibré: I, p. 45.

Assemblage parfaitement équilibré: I, p. 45.

Assemblages antécédents & un autre: I, p. 45.

Associée (relation d’équivalence —} a une fonction: 11, p. 41.

Associée (rétraction —) a une injection: II, p. 18.

Associée (section —) & une surjection: I1, p. 18.

Au moins égal, au plus égal: I11, p. 4.

Automorphisme: IV, p. 6.

Auxiliaires (ensembles de basc —): 1V, p. 3 et p. 4.

Axlome de ’ensemble a deux ¢lémnents: 11, p. 4.

Axiome de I’ensemble des parties: 11, p. 30.

Axiome d’extensionalité: 11, p. 2.

Axiome de I'infini: II1, p. 45.

Axiome d’une espéce de structure: 1V, p. 4.

Axiome explicite, axiome implicite: 1. p. 21 et p. 22.

Basc d’un développement, d’un systéme de numération: I11, p. 40 et p. 41.
Bien ordonné {(ensemble —): III, p. 15.

Bijection, application bijective: 11, p. 17.

Binomial (coeflicient —): 111, p. 42.

Biunivoque (correspondance —j: 11, p. 17.

Bon ordre, relation de bon ordre: 111, p. 15.

Borne inférieure, borne supérieure d’un ensemble: 111, p. 10.
Borne inférieure, borne supérieurc d’une application: 111, p. 10.
Borne supérieurc d’unce famille de cardinaux: 111, p. 25.

Borné (cnsemble —): 111, p. 9.

Bornée (application —): 111, p. 9.

Canonique (application —): voir Application canoniquec.

Canonique (décomposition —) d’unc fonction: 11, p. 44.

Canoniquec (extension —) d’applications: IV, p. 2.

Canonique (extension —) d’unc correspondance aux cnsembles de parties: 11, p. 30.
Canonique (extcusion—) d’une famille de fonctions aux ensembles de parties: 11, p. 38.
Canonique (extension —) de deux fonctions aux ensembles produits: 11, p. 21.
Canonique (injection —): II, p. 17.

Cantor (théoréme de —): I1I, p. 30.

Caractére fini (ensemble de parties de —): 111, p. 34.

Caractére fini (propriété de —): I11, p. 34.

Caractérisation typique d’une espéce de structure: 1V, p. 4.

Caractéristique (fonction —) d’une partie d’un ensemble: 111, p. 38.

Cardinal d’un ensemble: 111, p. 23.

Cardinal fini: 111, p. 30.

Cardinal inaccessible, — fortement inaccessible: 111, p. 90, exerc. 22.
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Cardinal régulier, cardinal singulier: 111, p. 90, exerc. 17.

Cardinal (produit —): I1I, p. 25.

Cardinale (somme —): I1I, p. 25.

Chiffre: 111, p. 40.

Classe d’équivalence: 11, p. 41.

Coefficient binomial : 111, p. 42.

Coincidant (fonctions —) dans un ensemble: 11, p. 15.

Coinitiale, cofinale (partie —): I1I, p. 9.

Collectivisante (relation —): 11, p. 3.

Comparables (éléments —): I11, p. 13.

Comparables (structures —): 1V, p. 13.

Compatible (application —) avec une relation d’équivalence: 11, p. 44.
Compatible (application —) avec deux relations d’équivalence: 11, p. 44.
Comntpatible (relation —) avec une relation d’équivalence: 11. p. 42.
Compatible (relation —) avec deux relations d’équivalence: 11, p. 47.
Complémentaire d’un ensemble: 11, p. 6.

Complete (solution —): I, p. 40.

Composé de deux graphes: II, p. 11.

Composée de deux correspondances: 11, p. 13.

Conjonction de deux relations: I, p. 29.

Constante d’une théorie: I, p. 21.

Constante (application —): I, p. 15.

Constante auxiliaire (méthode dela —): I, p. 28.

Construction d’échelon: IV, p. 1.

Continu (hypothése du —): I1I, p. 50.

Continu (puissance du —): III, p. 50.

Clonstruction formative: I, p. 17.

Contenu (ensemble —) dans un ensemble: 11, p. 2.

Contradictoire (théorie —): 1, p. 22.

Coordonnée (premic¢re, scconde —) d’un couple: 1I, p. 7.
Coordonnée d’indice ¢ dans un produit d’une famille d’ensembles: I1, p. 32.
Coordonnéc (premiére fonction —, seconde fonction —): 11, p. 16.
Coordonnée (fonction —) d’indice v: 11, p. 32.

Corollaire: I, p. 22.

Correspondance entre deux eusembles: 11, p. 10,

Correspondance composée dc deux corresporrdances: I, p. 13,
Correspondance définic par une relation: 11, p. 10.

Correspondance définie pour Pobjet x: 11, p. 10.

Correspondance réciproque d’une correspondance: 11, p. 11.
Correspondance biunivoque (ensembles mis en — —): 11, p. 17.
Coupe d’un graphe, coupe d’une correspondance: 11, p. 10 et p. 11.
Couple: 11, p. 7.

Critére déductif: I, p. 23.

Critére de la déduction: I, p. 27.

Critére de substitution: I, p. 17.

Critére formatif: I, p. 19.

Croissante (application —): 111, p. 7.

Croissante (famille — de parties): III, p. 7.

Décimal (systtme —): III, p. 41.

Décomposition canonique d’une fonction: II, p. 44.
Décroissante (application —): III, p. 7.
Décroissante (famille —) de parties: III, p. 7.
Déductif (critére —): I, p. 23.
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Déduction (critére dela —): I, p. 27.

Déduction de structures (procédé de —): IV, p. 8.

Déduite (application —) d’une application par passage a4 un sous-ensemble, par passage
a deux sous-ensembles: II, p. 15.

Déduite (application —) d’une application par passage au quotient suivant une relation
d’équivalence, par passage aux quotients suivant deux relations d’équivalence: II,
p- 44 et p. 45.

Déduite (relation —) d’une relation par passage au quotient suivant une relation d’équiva-
lence: II, p. 43.

Déduite (structure —) d’une autre par un procédé de déduction de structures: IV, p. 8.

Définie (correspondance —) par une relation: II, p. 10.

Définie (correspondance —) pour ’objet x: II, p. 10.

Définition: I, p. 16.

Définition (ensemble de —) d’une correspondance, d’un graphe: 11, p. 9 et p. 10.

Démonstratif (texte —): I, p. 22. .

Démonstration: I, p. 22,

Dénombrable (ensemble —): III, p. 49.

Départ (ensemble de —) d’une correspondance: II, p. 10.

Dernier terme d’une suite finie: III, p. 38.

Descendante (récurrence —): III, p. 34.

Développement de base 4: II1, p. 40.

Diagonale de A x A: II, p. 13.

Diagonale de E!: II, p. 33. .

Diagonale (application —) de A dans A x A:1II, p. 17.

Diagonale (application —) de E dans E!: II, p. 33.

Différence de deux entiers: III, p. 37.

Différent (terme —) d’un autre: I, p. 39.

Disjoints (ensembles —): II, p. 29.

Disjoints (segments —): I, p. 43.

Disjonction de deux relations: I, p. 18.

Disjonction des cas (méthode de —): I, p. 28.

Diviseur d’un entier: III, p. 39.

Divisible (entier —) par un entier: I1I, p. 39.

Domaine d’une correspondance: II, p. 10.

Double (famille —): II, p. 14.

Double (suite —): III, p. 46.

Dyadique (systéme —): III, p. 41.

Echelon sur des ensembles: IV, p. 2.

Egal (terme —) 4 un autre: I, p. 38.

Egalitaire (théorie —): I, p. 38.

Egalité (relation d> —): I, p. 38.

Elément: II, p. 1.

Elément maximal, minimal: III, p. 8.

Eléments comparables: III, p. 13.

Ensemble: II, p. 1.

Ensemble 4 n éléments (n entier): III, p. 31.
Ensemble bien ordonné: III, p. 15.

Ensemble d’arrivée d’une correspondance: II, p. 10.
Ensemble de définition d’un graphe, d’une correspondance: II, p. 10.
Ensemble de départ d’une correspondance: II, p. 10.
Ensemble de parties de caractére fini: III, p. 34.
Ensemble dénombrable: III, p. 49.

Ensemble des applications de E dans F: II, p. 31.
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Ensemble des cardinaux <a: ITI, p. 25.

Ensemble des éléments d’une famille: II, p. 14.

Ensemble des indices d’une famille: II, p. 14.

Ensemble des objets de la forme T pour ¥ € A: I, p. 6.

Ensemble des parameétres d’une représentation paramétrique: II, p. 17.

Ensemble des parties d’un ensemble: II, p. 30.

Ensemble des valeurs d’un graphe, d’une correspondance: II, p. 10.

Ensemble des & tels que R (R relation collectivisante en &) : II, p. 4.

Ensemble des x € A tels que Pixf: 11, p. 5.

Ensemble facteur d’un produit: II, p. 8 et p. 32.

Ensemble filtrant & droite, & gauche: III, p. 12.

Ensemble filtrant croissant, décroissant: III, p. 12.

Ensemble filtrant pour la relation < (resp. @): III, p. 12.

Ensemble fini: III, p. 31.

Ensemble inductif: ITI, p. 20.

Ensemble infini: ITI, p. 45.

Ensemble majoré, minoré, borné: III, p. 9.

Ensemble noethérien: III, p. 51.

Ensemble ordonné, III, p. 5.

Ensemble quotient: II, p. 41.

Ensemble réduit A un seul élément: II, p. 4.

Ensemble représentatif d’une relation: II, p. 9.

Ensemble réticulé: III, p. 13.

Ensemble réticulé achevé: I1I, p. 71, exerc. 11.

Ensemble réticulé distributif: ITI, p. 72, exerc. 16.

Ensemble totalement ordonné: III, p. 13.

Ensemble universel: IV, p. 22.

Ensemble vide: II, p. 6.

Ensembles de base auxiliaires: IV, p. 3 et p. 4.

Ensembles de base principaux: IV, p. 3 et p. 4.

Ensembles disjoints, ensembles qui se rencontrent, ensembles sans élément commun: II,
p- 29.

Ensembles équipotents: III, p. 23.

Ensembles isomorphes: IV, p. 6.

Ensembles munis d’une structure: IV, p. 4,

Ensembles (théorie des —): II, p. 1.

Entier, entier naturel: ITI, p. 30,

Equation: I, p. 40.

Equilibré (assemblage —): I, p. 45.

Equilibré (mot —): I, p. 43.

Equipotents (ensembles —): III, p. 23.

Equivalence: II, p. 40.

Equivalence (relation d’ —): II, p. 40.

Equivalence (relation d’ —) dans un ensemble: II, p. 40.

Equivalentes (espéces de structure —): IV, p. 9.

Equivalentes (relations —): I, p. 31.

Equivalentes (théories —) : I, p. 24.

Equivalents (éléments —): II, p. 40.

Espéce de structure: IV, p. 4.

Espéce de structure d’ordre: IV, p. 5.

Espéce de structure univalente: IV, p. 7.

Espéces de structure équivalentes: IV, p. 9.

Existentiel (quantificateur —): I, p. 32.

Explicite (axiome —): I, p. 21.
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Extension canonique d’applications: IV, p. 2,

Extension canonique d’une correspondance aux ensembles de parties: II, p. 30.
Extension canonique de deux fonctions aux ensembles produits: II, p. 21.
Extension canonique d’une famille de fonctions aux ensembles produits: 11, p. 38,
Extensionalité (axiome d’ —): II, p. 2.

Extraite (suite —): III, p. 45.

Extrémité d’un intervalle: I1I, p. 14.

Facteur (ensemble —): II, p. 8 et p. 32.

Factorielle n: III, p. 41.

Famille: 11, p. 14.

Famille d’é1éments d’un ensemble: I1, p. 14.

Famille d’ensembles mutuellement disjoints: 11, p. 29,

Famille de parties d’un enscmble: II, p. 14,

Famille de parties croissante, décroissante: I11, p. 7.

Famille double: II, p. 14.

Famille finie: III, p. 31.

Fausse (relation —): I, p. 22.

Fermé (intervalle —, intervalle illimité —): I11, p. 14 et p. 15.
Filtrant a droite, 4 gauche (ensemble —) : III, p. 12.

Filtrant croissant, décroissant (ensemble —): III, p. 12,
Filtrant pour la relation < (resp. =): I1I, p. 12.

Final (segment —) d’un mot: I, p. 43.

Finale (structure —): IV, p. 19.

Tini (cardinal —, ensemble —): I1I, p. 30 et p. 31.

Tinie (famille —): III, p. 31.

Tinie (suite —): III, p. 38.

Fonction caractéristique d’une partie d’un ensemble: 111, p. 38.
Fonction (compatible, composée, constante, déduite, partielle, vide): voir Application.
Fonction coordonnée: II, p. 16 et p. 32.

Tonction de deux arguments: II, p. 21.

Fonction définie dans A, a valeurs dans B: I, p. 14.

Fonction ne dépendant pas de x: II, p. 21.

Fonctionnel (graphe —): II, p. 13.

Fonctionnel (symbole —): I, p. 41.

TFonctionnelle (relation —): I, p. 41.

Formative (construction —): I, p. 17.

Générale (solution —): I, p. 40.

Générique (structure —): IV, p. 4.

Graphe, graphe d’une relation: II, p. 9.

Graphe d’une correspondance: II, p. 10.

Graphe composé de deux graphes: II, p. 11.

Graphe fonctionnel: II, p. 13.

Graphe réciproque d’un graphe, graphe symétrique: II, p. 11,

Hypothése auxiliaire (méthode de I’ —): I, p. 27.
Hypothése de récurrence: III, p. 18 et p. 32.
“Hypothése du continu, hypothése du continu généralisée: III, p. 50.

Identique (application —): II, p. 14.

Illimité (intervalle —): III, p. 15.

Image d’un ensemble par un graphe, par une correspondance: II, p. 10.
Image d’un objet par une fonction: II, p. 14.
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Image d’un recouvrement par une fonction: II, p. 28.

Image d’une correspondance: II, p. 10.

Image directe d’une structure: IV, p. 21.

Image réciproque d’un ensemble par un graphe, par une correspondance: II, p. 11.
Image réciproque d’un recouvrement par une fonction: II, p. 28.
Image réciproque d’une relation d’équivalence par une fonction: 11, p. 45.
Image réciproque d’une structure: IV, p. 15.

Impair (entier —): III, p. 39.

Implicite (axiome —): I, p. 22.

Inclusion (relation d*> —): II, p. 2.

Indices (ensemble des —) d’une famille: II, p. 14.

Inductif (ensemble —): III, p. 20.

Inductive (limite —) d’une famille d’applications: 111, p. 63.
Inductive (limite —) d’une famille d’ensembles: 1II, p. 61.
Induit (ordre —, préordre —): III, p. 5.

Induite (relation d’ordre ——, relation de préordrc —): 111, p. 5.
Induite (relation d’équivalence —): 11, p. 45.

Induite (structure —): IV, p. 16.

Inférieur: III, p. 4.

Infini (ensemble —): III, p. 45.

Initial (segment —) d’un mot: I, p. 43.

Initiale (structure —): IV, p. 14.

Injection, application injective: II, p. 16.

Injection canonique d’une partie de E dans E: II, p. 17.
Intersection d’un ensemble d’ensembles, d’une famille d’ensembles: I1, p. 22 et p. 24.
Intersection d’une famille de parties: II, p. 23.

Intervalle fermé, illimité, ouvert, semi-ouvert: I1I, p. 14 et p. 15.
Intrins¢éque (terme —): IV, p. 7.

Invariant (élément —): II, p. 15.

Inverse a droite d’une injection: II, p. 19.

Inverse a gauche d’une surjection: 1I, p. 19.

Involutive (permutation —): II, p. 17.

Isomorphes (ensembles —, structures —): IV, p. 6.
Isomorphisme: IV, p. 6.

Isomorphisme d’ensembles ordonnés: III, p. 5.

Itérée (n-éme —) d’une application: III, p. 47.

Lattis: ITI, p. 13.

Légitimation (théoréme de —): I, p. 29.

Lemme: I, p. 22.

Lexicographique (ordre —, produit —, relation d’ordre —): III, p. 23.
Lien: I, p. 14.

Limite inductive d’une famille d’applications: III, p. 63.
Limite inductive d’une famille d’ensembles: 111, p. 61.
Limite projective d’une famille d’applications: I11, p. 54.
Limite projective d’une famille d’ensembles: II1, p. 52.
Limitée (récurrence —): III, p. 33.

Logique (signe —): I, p. 14.

Logique (théorie —): I, p. 25.

Longueur d’un mot: I, p. 42,

Longueur d’une suite finie: III, p. 38.

Majorant: III, p. 9.
Majorant strict: III, p. 20.
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Majorée (application —, partie —): III, p. 9.
Mathématique (théorie —): I, p. 14, p. 21 et p. 22,
Maximal (élément —): III, p. 8.

Méthode de disjonction des cas: I, p. 28.
Méthode de la constante auxiliaire: I, p. 28.
Méthode de ’hypothése auxiliaire: I, p. 27.
Méthode de réduction a I’absurde: I, p. 27.
Minimal (élément —): III, p. 8.

Minorant: III, p. 9.

Minorée (application —, partie —): III, p. 9.
Modele d’une théorie: I, p. 24.

Moins fin (préordre —): III, p. 6,

Moins fin (recouvrement —): II, p. 27.

Moins fine (relation d’équivalence —): 11, p. 45.
Moins fine (structure —): IV, p. 13.

Moins riche (structure —): IV, p. 9.

Monotone (application —): III, p. 7.
Morphisme: IV, p. 11.

Mot: I, p. 42.

Mot équilibré: I, p. 43.

Mot significatif: I, p. 43.

Mot vide: I, p. 42.

Multiple d’un entier: I1I, p. 39.

Multiple (suite —): III, p. 46.

Mutuellement disjoints (famille d’ensembles —): II, p. 29.

Naturel (entier —): III, p. 30.

Négation d’une relation: I, p. 18.

Noethérien (ensemble —): III, p. 51.

Nombre d’éléments d’un ensemble fini: II1, p. 31.
Numération (systéme de —): 1II, p. 41.
Numérique (symbole —): III, p. 40.

Opposée (relation d’ordre —, relation de préordre —): III, p. 1 et p. 3.
Ordinal: III, p. 77, excerc. 14.

Ordinal initial: ITI, p. 87, exerc. 10,

Ordinal initial régulier, singulier, inaccessible: III, p. 89, exerc. 16.
Ordonné (ensemble —): III, p. 5.

Ordonné (réseau —): 111, p. 13.

Ordre: III, p. 2.

Ordre (bon —): ITI, p. 15.

Ordre induit: III, p. 5.

Ordre lexicographique: 111, p. 23.

Ordre produit: III, p. 6.

Ordre total: ITI, p. 14.

Ordre (relation d* —): III, p. 1.

Origine d’un intervalle: III, p. 14 et p. 15.

Ouvert (intervalle —, intervalle illimité —): III, p. 14 et p. 15.

Pair (entier —): III, p. 39.

Parameétre: 11, p. 17.

Paramétres (ensemble des —): II, p. 17.
Paramétrique (représentation —): II, p. 17,
Parfaitement équilibré (assemblage —): I, p. 45.
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Partie d’un ensemble: II, p. 2,

Partie enti¢re du quotient de deux entiers: III, p. 39.
Partie pleine: II, p. 2.

Partie saturée pour une relation d’équivalence: II, p. 43.
Partiel (produit —): II, p. 33.

Partielle (application —): II, p. 21.

Parties (ensemble des —): II, p. 30.

Partition d’un ensemble: II, p. 29

Passage aux sous-ensembles: II, p. 15.

Passage aux ensembles quotients: II, p. 44 et p. 45.
Permutation: II, p. 17.

Permutation involutive: I, p. 17,

Pleine (partie —): II, p. 2.

Plus fin (préordre —): III, p. 6.

Plus fin (recouvrement —): II, p. 27.

Plus fine (relation d’équivalence —): II, p. 45.

Plus fine (structure —): IV, p. 13.

Plus forte (théorie —): I, p. 24.

Plus grand, plus petit: III, p. 4.

Plus grand élément, plus petit élément: I1I, p. 8.

Plus riche (espéce de structurc —): IV, p. 9.

Poids d’un signe: I, p. 17.

Premier terme d’une suite: III, p. 38,

Premiére coordonnée d’un couple: II, p. 7.

Premiére projection d’un couple: II, p. 7.

Premiétre projection d’un graphe: II, p. 9.

Préordre: 111, p. 4.

Préordre moins fin, plus fin: III, p. 6,

Préordre (relation de —): III, p. 2.

Principaux (ensembles de base —): IV, p. 3 et p. 4.
Principe de récurrence: III, p. 32,

Principe de récurrence noethérienne: III, p. 51.

Principe de récurrence transfinie: III, p. 18,

Principe des bergers: III, p. 41.

Procédé de déduction de structures: IV, p. 8.

Produit cardinal: III, p. 25.

Produit d’ensembles ordonnés, d’ensembles préordonnés: II1, p. 6 et p. 7.
Produit d’une famille d’ensembles: II, p. 32,

Produit de deux ensembles: II, p. 8.

Produit de deux recouvrements: II, p. 28.

Produit de deux relations d’équivalence: II, p. 46.

Produit lexicographique: III, p. 23.

Produit ordinal de types d’ordre: III, p. 77, exerc. 13,
Produit partiel: II, p. 33.

Produit (ordre —, préordre —): III, p. 6 et p. 7.

Produit (relation d’ordre —, relation de préordre —): III, p. 6 et p. 7.
Produit (structure —): IV, p. 16,

Projection (premiére —, seconde —) d’un couple: 11, p. 7.
Projection (premiére —, seconde —) d’un graphe: II, p. 9.
Projection sur un ensemble facteur: II, p. 32,

Projection sur un produit partiel: II, p. 33.

Projective (limite —) d’une famille d’applications: III, p. 54.
Projective (limite —) d’une famille d’ensembles: III, p. 52,
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Prolongement d’un ordre, d’un préordre, d’une relation d’ordre, d’une relation de préordre:
I1L, p. 5.

Prolongement d’une application: 11, p. 15.

Proposition: I, p. 22.

Propre (segment —): I, p. 43.

Propriété de caractére fini: III, p. 34.

Puissance du continu: III, p. 50.

Puissance d’un ensemble: ITI, p. 23.

Quantificateur existentiel, — universel: I, p. 32.
Quantificateur typique: I, p. 36.

Quantifiée (théorie —): I, p. 33.

Quotient de deux entiers: III, p. 39.

Quotient (ensemble —): II, p. 41.

Quotient (relation d’équivalence —j: I1, p. 46.
Quotient (structure —): IV, p. 21.

Réciproque (application —): II, p. 17.

Réciproque (correspondance ——, graphe —): II, p. 11.

Réciproque (image —) d’un ensemble: II, p. 11.

Réciproque (image —) d’un recouvrement: II, p. 28.

Réciproque (image —) d’une relation d’équivalence: II, p. 45.
Réciproque (image —) d’une structure: IV, p. 15.

Recouvrement d’un ensemble: II, p. 27.

Recouvrement moins fin, plus fin: II, p. 27.

Récurrence (hypothese de —): III, p. 18 et p. 32.

Récurrence (principe de —): III, p. 32.

Récurrence a partir de £, récurrence descendante, récurrence limitée: 111, p. 33 et p. 34.
Récurrence noethérienne (principe de —): I1I, p. 51.

Reécurrence transfinie (principe de —): I1I, p. 18.

Réduction a I’absurde (méthode de —): 1, p. 27.

Réduit & un seul élément (ensemble —): 11, p. 4.

Reéflexive (relation —) dans un ensemble: II, p. 40.

Relation: I, p. 18.

Relation admettant un graphe: 11, p. 9.

Relation collectivisante: II, p. 3.

Relation compatible avec une relation d’équivalence: II, p. 42.
Relation compatible avec deux relations d’équivalence: I1, p. 47.
Relation d’appartenance: II, p. 1.

Relation de bon ordre: III, p. 15.

Relation déduite d’une relation par passage au quotient: II, p. 43.
Relation d’égalité: I, p. 38.

Relation d’équivalence: II, p. 40.

Relation d’équivalence associée a une fonction: II, p. 41.

Relation d*équivalence dans un ensemble: II, p. 40.

Relation d’équivalence induite: II, p. 45.

Relation d’équivalence moins fine, plus fine qu’une autre: II, p. 45.
Relation d’équivalence produit: II, p. 46.

Relation d’équivalence quotient: II, p. 46.

Relation de préordre, relation de préordre dans un ensemble: ITI, p. 2 et p. 3.
Relation d’inclusion: II, p. 2.

Relation d’ordre entre x et y, relation d’ordre par rapport & x et y: III, p. 1.
Relation d’ordre associée & une relation de préordre: II1, p. 4.
Relation d’ordre lexicographique: III, p. 23.
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Relation d’ordre (resp. de préordre) opposée a une relation d’ordre (resp. de préordre):
I1I, p. 1 et p. 3.

Relation d’ordre total: 111, p. 14.

Relation entre un élément de A et un élément de B: 11, p. 10.

Relation fausse, rclation vraie: I, p. 22.

Relation fonctionnelle: I, p. 41.

Relation < (resp. =, =, 2): 1L p. 4.

Relation réflexive dans un ensemble: 11, p. 40.

Relation symétrique: 11, p. 39.

Relation transitive: II, p. 40.

Relation transportable: IV, p. 3.

Relation univoque: I, p. 40.

Relations équivalentes: I, p. 31.

Représentant dans une classe d’équivalence: 11, p. 41.

Représentants (systeme de —): II, p. 42,

Représentation paramétrique: II, p. 17.

Réseau booléien: III, p. 73, exerc. 17.

Réseau ordonné: III, p. 13.

Reste de la division de a par b: III, p. 39.

Restriction d’un systéme inductif: 111, p. 65.

Restriction d’un systéme projectif: ITI, p. 52.

Restriction d’une fonction: II, p. 15.

Réticulé (ensemble —): 111, p. 13.

Rétraction associée & une injection: II, p. 18,

Réunion d’un ensemble d’ensembles, d’une famille d’ensembles: 11, p. 22 et p. 24.

Réunion d’une famille de parties: I1, p. 22.

Saturé d’unc partie, partic saturée pour une relation d’équivalence: 11, p. 43 et p. 44.
Schéma: I, p. 21.

Schéma de construction d’échelon: 1V, p. 1.

Schéma de sélection ct réunion: II, p. 4.

Seconde coordonnée d’un couple: II, p. 7.

Seconde projection d’un couple: II, p. 7.

Seconde projection d’un graphe: 1I, p. 9.

Section associée a une surjection: 1I, p. 18.

Section d’un ensemble pour une relation d’¢quivalence: 11, p. 42.
Segment, segment d’extrémité x: 1II, p. 16,

Segment d’un assemblage: I, p. 45.

Segment d’un mot: I, p. 43.

Segment initial, final, propre: I, p. 43.

Sélection et réunion (schéma de —): II, p. 4.

Semi-ouvert (intervalle —): III, p. 14.

Signe: I, p. 14.

Signe logique: I, p. 14.

Signe spécifique: I, p. 14.

Significatif (mot —): I, p. 43.

Significative (suite —): I, p. 43.

Solution d’un probléme d’application universelle: 1V, p. 23.
Solution d’une relation: I, p. 40.

Solution compléte, solution générale: I, p. 40.

Somme d’une famille d’ensembles: II, p. 30.

Somme cardinale, somme de cardinaux: III, p. 25.

Somme ordinale de types d’ordre: III, p. 76, exerc. 13.
Sous-ensemble: II, p. 2.
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Sous-famille: II, p. 15.

Sous-jacente (structure —): IV, p. 8.

Spécifique (signe —): I, p. 14.

Stationnaire (suite —): III, p, 50.

Strict (majorant —): III, p. 20.

Strictement croissante, strictement décroissante, strictement monotone (application —):
III, p. 7.

Strictement croissante, strictement décroissante (famille —): III, p. 7.

Strictement inférieur, strictement supérieur: III, p. 5.

Strictement moins fine, strictement plus fine (structure —): IV, p. 13.

Strictement plus grand, strictement plus petit: I1I, p. 5.

Structure déduite par un procédé de déduction de structures: 1V, p. 8.

Structure d’ensemble: IV, p. 5.

Structure d’espéce Z: IV, p. 4.

Structure finale: IV, p. 19.

Structure générique: IV, p. 4.

Structure induite: IV, p. 16.

Structure initiale: IV, p. 14.

Structure moins fine, plus fine: 1V, p. 13.

Structure produit: IV, p. 16.

Structure quotient: IV, p. 21.

Structure sous-jacente: IV, p. 8.

Structure strictement moins fine, strictement plus fine: 1V, p. 13.

Structure subordonnée: 1V, p. 8.

Structures comparables: 1V, p. 13.

Structures isomorphes: IV, p. 6.

Subordonnée (structure —): IV, p. 8.

Suite, suite d’éléments d’un ensemble: 111, p. 45.

Suite double, triple, multiple, n-uple: 111, p. 46.

Suite extraite d’une suite: I1I, p. 45.

Suite finie, suite finie d’éléments d’un enscinble: 111, p. 38.

Suite obtenue en rangeant une famille dénombrable dans un ordre défini par une applica-
tion: III, p. 46.

Suite stationnaire: ITI, p. 50.

Suites ne différant que par 'ordre des termes: [11, p. 46.

Supérieur: I11, p. 4.

Surjection, application surjective: 11, p. 16.

Symbole fonctionnel: I, p. 41,

Symbole numérique: I1I, p. 40.

Symétrique (graphe —): II, p. 11.

Symétrique (relation —): II, p. 39,

Systéme de numération, systéme décimal, systeme dyadique: 111, p. 41.

Systeme de représentants: I1, p. 42.

Systeme inductif d’applications: I1I, p. 63.

Systeme inductif d’ensembles: III, p. 61.

Systéme inductif de parties: III, p. 64

Systéme projectif d’applications: 111, p. 54.

Systeme projectif d’ensembles: 111, p. 52.

Systéme projectif de parties: III, p. 54.

Terme: I, p. 18.

Terme (premier, k-&¢me, dernier —) d’une suite finte: I1I, p. 38.
Terme d’indice n d’une suite: II1, p. 38.

Terme intrinseque; IV, p. 7.
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Terme se mettant sous la forme T: I, p. 40.

Terme vérifiant une relation: I, p. 22,

Texte démonstratif: I, p. 22,

Théoreme: I, p. 22.

Théoréme de Cantor: III, p. 30.

Théoréme de légitimation: I, p. 29.

Théoréme de Zermelo: III, p. 20.

Théorie: I, p. 14, p. 21 et p. 22.

Théorie contradictoire: I, p. 22,

Théorie d’une espéce de structure: IV, p. 4.

Théorie des ensembles: II, p. 1.

Théorie égalitaire: I, p. 38.

Théorie logique: I, p. 25.

Théorie plus forte qu’une autre: I, p. 24.

Théorie quantifiée: I, p. 33,

Théories équivalentes: I, p. 24.

Total (ordre —): III, p. 14.

Totalement ordonné (ensemble —): I1I, p. 13 et p. 14.
Trace d’un ensemble, d’une famille d’ensembles: II, p. 27.
Transformé d’un élément par une fonction: I, p. 14.
Transitive (relation —): II, p. 40.

Transportable (relation —): IV, p. 3.

Triple (suite —): II1, p. 46.

Triplet: II, p. 9.

Type d’ordre: I1I, p. 76, exerc. 13.

Typification: IV, p. 3.

Typique (quantificateur —): I, p. 36.

Univalente (espéce de structure —): IV, p. 7.
Universel (ensemble —): IV, p. 22,
Universel (quantificateur —): I, p. 32,
Universelle (application —): IV, p. 22.
Univoque (relation —): I, p. 40

Valeur d’une fonction: II, p. 13.

Valeurs (ensemble des —) d’une correspondance, d’un graphe: II, p. 9 et p. 10.

Vide (ensemble —): II, p. 6.
Vide (fonction —): II, p. 14.
Vraie (relation —): I, p. 22,

Zermelo (théoréme de —): III, p. 20.
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Fascicule de résultats

INTRODUCTION

Le lecteur trouvera dans le présent fascicule la plupart des définitions et des
résultats de théorie des ensembles qui seront utilisés dans la suite de cet ouvrage;
il n’y trouvera aucune démonstration. En ce qui concerne les notions et termes
introduits ci-dessous sans qu’il en soit donné de définition, il pourra se borner a
leur attribuer leur sens usuel, ce qui n’offre aucun inconvénient pour la lecture
du reste de ce traité, et rend presque immédiates la plupart des propositions
énoncées dans ce fascicule. La lecture du Livre de Théorie des Ensembles est
indispensable pour les lecteurs désireux de savoir comment on peut surmonter les
difficultés logiques que crée la présence de ces termes non définis?, et pour ceux qui
veulent connaitre les démonstrations des théorémes plus difficiles énoncés aux
8 6 et 7 de ce fascicule (théoreme de Zorn et ses conséquences).

§1. ELEMENTS ET PARTIES D'UN ENSEMBLE

1. Un ensemble est formé d’éléments susceptibles de posséder certaines propriétés
et d’avoir entre eux, ou avec des éléments d’autres ensembles, certaines relations.
2. Ensembles et éléments sont désignés dans les raisonnements par des sym-
boles graphiques, qui sont en général des lettres (de divers alphabets) ou des com-

! Le lecteur ne manquera pas d’observer que le point de vue «naif», qui est adopté dans ce
fascicule pour exposer les principes de la théorie des ensembles, est en opposition directe avec le point
de vue ¢ formaliste » adopté dans le livre de Théorie des ensembles dont ce fascicule est le résumé;
bien entendu, cette opposition est voulue, et correspond aux buts différents en vue desquels sont
écrites ces deux parties de notre ouvrage; nous renvoyons a E, I, p. 7-13 pour des explications plus
détaillées sur ce point.
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binaisons de lettres et d’autres signes; les relations entre éléments d’un ou
plusieurs ensembles se notent en insérant les symboles qui désignent ces éléments
dans un schéma caractéristique de la relation envisagée!; de méme pour les
propriétés.

Une lettre peut désigner, soit un élément déterminé, soit un élément arbitraire
(dit aussi variable ou argument) d’un ensemble. Quand, dans une relation, on rem-
place un élément arbitraire par un élément déterminé (du méme ensemble), on dit
qu’on lui donne pour valeur cet élément déterminé.

Pour indiquer les éléments qui figurent dans une relation (qu’on n’écrit pas
cxplicitement), on représcnte cette relation par une notation telle que Rix, y, z
(si %, y, z sont les éléments qui interviennent dans la relation considérée),

3. On dit qu’une rclation ou une propriété, dans laquelle interviennent des
¢léments arbitraires®, est unc tdentité, si elle devient une proposition vraie de
quelque mani¢re qu’on donne une valeur a ces éléments. Si R et S désignent deux
relations (ou propriétés) on dit que R entraine S lorsque S est vraie chaque fois
qu’on fixe les éléments arbitraires qui entrent dans ces relations de maniére que
R soit vraie; on dit que R et S sont éguivalentes lorsque chacune de ces relations
cntraine 'autre.

4. Soit Rix, y,z{ une rclation entre des variables x,y,z; 1a phrase «quel que soit x,
Rix, y,zi» (ou « pour tout x, Rix, y,z{») sc note (Vx)Rix, y,2{; c’est une relation
entre y ct z, qui sera considérée comme vraie, pour un systéme de valeurs données
a ces dernieres variables, si R est vraie pour ces valeurs de y et z et toute valeur
donnée 4 x. La phrase «il existe x tel que Rix, y,z{», qui se note (3x)Rix, y,24,
est également une relation entre y ct z, qui sera considérée comme vraie, pour un
systeme de valcurs données a y et z, si, ces valeurs étant ainsi fixées, on peut don-
ner a x au motns une valeur pour laquelle R soit vraie. De méme pour une relation
entre des variables en nombre quelconque.

La négation de R sc note R ou «non R »; la négation de « quel que soit x, R »
est « il existe x tel que R »; celle de « il existe x tel que R » est « quel que soit x, R ».

5. Si R, S, désignent deux relations, on convient que « R et S» est une seule
relation, qu’on considére comme vraie chaque fois que R, S sont vraies foutes
deux; de méme, « R ou S» est une relation qu’on considére comme vraie chaque
fois que lune au moins des relations R, S est vraie (et en particulier chaque fois
qu’elles sont toutes deux vraies; le « ou » n’a donc pas ici le sens disjonctif’ qu’il
posséde parfois dans le langage ordinaire). La négation de « R et S » est « R ou S »;
celle de « R ou S»est «R et Sy,

1 Lorsque le symbole qui désigne un élément est une combinaison de plusieurs signes, et qu’on doit
I'insérer dans une relation a la place d’une seule lettre, il y a lieu le plus souvent, pour éviter des
confusions possibles, de le mettre entre parenthéses ou entre crochets.

2 1l faut bien remarquer que, lorsqu’on parle d’une propriété d’un élément d’un ensemble E, cela ne
signifie nullement que la propriété soit vraie pour fout élément de E, mais simplement qu’elle a un sens
pour fout élément de E, est éventuellement vraie pour certains de ces éléments, et fausse pour les
autres. De méme pour les relations.
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6. En écrivant deux symboles de part et d’autre du signe « = » (qui se lit
« égale »), on a une relation dite relation d’égalité, qui signifie que ces deux sym-
boles représentent le méme élément; la négation de cette relation s’obtient en
écrivant les mémes symboles de part et d’autre du signe « # » (qui se lit « différent
de»).

7. Etant donné un enscinble E, et une propriété d’un élément de E, ceux des
éléments de E qui possédent cette propriété forment un nouvel ensemble, qu’on
appellc partie ou sous-ensemble de E. Deux propriétés équivalentes définissent ainsi la
méme partie de E, et réciproquement.

Soit A unc partie de E; x étant un élément de E, la propriété « x appartient a
A (C’est-a-dire « x est élément de A ») s’écrit « x € A »; I’ensemble des éléments
qui possedent cette propriété n’est évidemment autre que A.

La négation de cette propriété sc note « x ¢ A » et se lit « x n’appartient pas a
A »; Pensemble des éléments de E possédant cette propriété s’appelle complémen-
taire de A et se note (A ou E~A.

8. Certaines propriétés, par exemple x = x, sont vraies pour fous les éléments
de E; deux quelconques de ces propriétés sont équivalentes; la partie qu’elles
définissent n’est autre que ’ensemble E lui-méme.

Inversement, certaines propriétés, par exemple x # x, ne sont vraies pour
aucun élément de E; deux quclconques de ces propriétés sont encore équivalentes;
la partie qu’elles définissent est appelée la partie vide de E, et désignée par la
notation &.

On notera que E et @ sont complémentarres 'un de 'autre.

9. Soit a un élément déterminé de E; certaines propriétés ne sont vraies que
pour le seul élément a, par exemple x = a; deux quelconques de ces propriétés sont
équivalentes; on désigne par {a} la partie qu’clles définissent, et on dit que c’est
la partie rédutte au seul élément a.

10. On appelle ensemble des parties d’un ensemble E, et on désigne par B(E),
I’ensemble dont les éléments sont les parties de E. On a @ € B(E), E € B(E); et,
quel que soit x € E, {x} € B (E). Si x désigne un élément de E, X un élément de
R(E), la relation « x € X » entre x et X est dite relation d’appartenance.

11. Soient x et y deux éléments de E, X un élément de R(E); la relation
d’égalité « x = y » est équivalente a la relation « pour tout X tel que xe X, on a
yeXn

12. Soient X, Y deux parties d’un ensemble E; si la propriété x € X entraine
la propriété x € Y, autrement dit, si tout élément de X appartient aussi a Y, on
dit que X est contenu dans Y, ou que Y contient X, ou que X est une partie de Y ; cette
relation entre X et Y s’appelle relation d’unclusion (de X dans Y) et se note
«X < Yr»ou«Y 2 X»;sanégation se note « Y & Yrou «Y P X,

Quelle que soit la partie X de E,ona @ < X, et X < E. Larelation d’appar-
tenance « x € X » est équivalente a « {x} = X,

La relation « X < Yet Y < Z» entraine « X < Z».
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Larelation « X « Y »n’exclut pasque Ponait ¢« X = Y»;larelation« X = Y
et Y < X »est équivalentea « X = Y ».

13. Soient X et Y deux parties quelconques de E; ’ensemble des éléments qui
possédent la propriété « x e X ou x € Y »se note X U Y et s’appelle la réunion de X
et Y; ’ensemble des éléments qui possedent la propriété « x € X et x € Y » se note
X N'Y et s’appelle Pintersection de X et Y,

On définit de la méme fagon la réunion ou Iintersection de plusieurs parties
de E.,

Si x, y,z sont trois éléments de E, la réunion {x} U {y} U {z} se note aussi
{%,y,z}. De méme pour des éléments (individuellement nommés) en nombre
quelconque.

Soient X et Y deux partiesde E; suivantque X NY # gouqueXNY = &,
on dit que X et Y se rencontrent ou sont disjointes.

14. Dans I’énoncé des propositions qui suivent, X, Y, Z désignent des parties
quelconques d’un méme ensemble E.,

a) On a
@ = (E, E=~(0g.

6) Quel que soit X, on a

—
S—

0(X) = X;

(
(2) XuX =X, XnX=X;
(3) XU (0X) = E, XN (X)) = @;
(4) Xug =X XNnE=X;
(5) XUVE =E, XNng=g.
¢) Quels que soient X, Y, on a
(6) XuY=YuX XNY =YNX (commutativité);
(7) XceXUY, XNnY <cX;
(8) (X UY) = (6X) n (CY), (X NnY) = (X) u (Y).

d) Les relations
Xcy, (X = (Y, Xuy=Y, XNnY =X

sont équivalentes.
¢) Les relations

XNY=g, Xc(Y, YciX

sont équivalentes.
f) Lesrelations

XUY=E, (X <Yy, (Y <« X

sont équivalentes.
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g) Quels que soient X, Y, Z on a (associativité et distributivité)

(9) XuiYuvuzZ)=XuY)YuZ=XuUYUZ,
XN(YNZ)=XnNnY)nZ=XNnYNZ;

(10) Xu¥nZ)=XuvuY)n(Xu?Z),
XNn(YuZ)=XnY)u(XnZ).

k) La relation X < Y entraine les relations
XUZcsYUZ et XNZ<=YNZ.

i) Larelation « Z < X et Z < Y » est équivalente 3 Z < X N Y; la relation
«X < ZetY < Zrestéquivalentea « X UY < Z».

15. D’aprés les identités (8), si une partie A de E se déduit d’autres parties X,
Y, Z de E par application, dans n’importe quel ordre, des seules opérations [,
U, N, on obtiendra le complémentaire A en remplagant les parties X, Y, Z par
leurs complémentaires, et les opérations U, N, par N, U, respectivement, I’ordre
des opérations étant respecté; c’est la régle de dualité. Etant donnée une égalité
A = B entre parties de la forme précédente, considérons 1’égalité équivalente
CA = (B; si on remplace (A et (B par les expressions que fournit ’application de
la regle de dualité, puissi, dans ces expressions, on remplace (X, (Y, (Z par X, Y,
Z et vice versa, on obtient une égalité dite duale de A = B; on peut opérer de
méme sur une relation d’inclusion A < B, mais il faut avoir soin de remplacer le
signe « < » par ¢« 2 »,

Les identités aflectées ci-dessus du méme numéro sont duales I'une de
lautre.

16. Dans certaines questions, on considére une partie déterminée A d’un
ensemble E; si X est une autre partie arbitraire de E, on appelle alors trace de X
sur A Pensemble A N X, qu’on note souvent aussi X,, et qu’on considére tou-
jours, dans ce cas, comme une partie de A. Quelles que soient les parties X, Y de
E , ona

(XUY)y =X UY,; XnY),=X,NnY,
et
0aXa = (GEX)A

(0X désigne le complémentaire de X pris par rapport a E, (,X, le complémen-
taire de X, pris par rapport a A).

Si € désigne un ensemble de parties de E, on appelle de méme trace de € sur A
I’ensemble €, des traces sur A des ensembles de €.

§ 2. FONCTIONS

1. Soient E et F deux ensembles, distincts ou non. Une relation entre une
variable x de E et une variable y de F est dite relation fonctionnelle en y, si, quel
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que soit x € B, ¢l existe un élément y de ¥ et un seul, qui soit dans la relation considérée
avec X.

On donne le nom de fonction a 'opération qui associe ainsi a tout élément x € E
I'élément y € F qui se trouve dans la relation donnée avec x; on dit que y estla
valeur de la fonction pour I'élément x, et que la fonction est déterminée par la
relation fonctionnelle considérée. Deux relations fonctionnelles équtvalentes
déterminent la méme fonction. On dit qu’une telle fonction « prend ses valeurs
dans F » et qu’elle est « définie dans (ou sur) E », ou encore que c’est une « fonction
d’un argument (ou d’une variable) parcourant E »; plus briévement, on dit aussi
que c’est une application de E dans F. Au lieu de dire: « Soit f une application de E
dans F», on dira aussi: « Soit f: E-— F une application » (ou méme: « Soit
f: E —F » si cela n’entraine pas confusion).

Pour décrire une situation ot figurent plusieurs applications, on fera aussi
usage de diagrammes tels que

g/VY(J\h
¢ N
A—B E

v
. »
v

D——F—>F

ot la lettre accolée a une fléche désigne une application de I’ensemble origine de
cette fleche dans I’ensemble extrémité.

Lorsqu'une relation de la forme y = <x> (ot (x> désigne une combinaison
de signes dans laquelle pcut figurer x) est une relation fonctionnelle en y, on
désignera parfois la fonction qu’elle détermine par la notation x+ {x), ou
meéme simplement par (x>, ce qui est un abus de langage trés fréquent (c’est ainsi
qu’on parlera de la fonction sin x dans R). Par exemple, si X, Y sont deux
parties d’un ensemble E, la relation Y = (X est fonctionnelle en Y, et on désigne
par X = (X Papplication d¢ PB(E) dans lui-méme qu’elle détermine.

2. Les applications d’un ensemble E dans un ensemble I sont les élémentsd’un
nouvel ensemble, {’ensemble des applications de E dans F, noté % (E; F). Si f est un
élément quelconque de cet ensemble, on désigne souvent par f(x) la valeur de f
pour I'élément x de E; dans certains cas, on préfére employer la notation £, , dite
notation indictelle (I'ensemble E est alors appelé ’ensemble des indices). La relation
wy = f(x) » est une relation fonctionnelle en y, qui détermine f.

La relation d’égalité « f = g» entre applications de E dans I est équivalente
a la relation « quel que soit x € E, f(x) = g(x) ».

3. Une fonction définie dans un ensemble E, et prenant une méme valeur a
pour tout élément x de E, est dite constante dans E; elle est déterminée par la
relation fonctionnelle y = a.
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L’application de E dans E qui fait correspondre a tout élément x de E cet
élément lui-méme, est appelée application identiqgue et se note Idg; elle est
déterminée par la relation fonctionnelle y = x.

Si A est unc partie quelconque de E, I'application de A dans E qui, a tout
élément x de A, fait correspondre x considéré comme ¢élément de E, s’appelle
application canonique de A dans E.

Soit f une application d'un cnsemble E dans lui-méme; on dit qu’un élément
x € E est tnvariant par f, si f(x) =x.

On dit que x est invariant par un enscmble d’applications de E dans E lorsqu’il
est invariant par chacune d’elles.

4. Soient fune application de E dans I, et X une partie quelconque de E. On
appelle image de X par f, ou encore ensemble des valeurs prises par f sur X, la partie
Y de IF formée des ¢éléments y qui poss¢deut la propriété:

«il existc ¥ € E tel que xe X ety = f(x) »

On définit aiusi unc relation entre X et Y, qui est fonctionnelle en 'Y, et déter-
mine donc une application de B(E) dans B(I'), qu’on appelle extension de f aux
ensembles de parties; par abus de langage on la note cncore f, eton écrit Y = f(X).

Quecls que soient fet x, on a

S@) = o et fix}) = {f()}

Par abus de langage la valeur f(x) de f pour x s’appelle aussi image de x par f.

Siy est un élément de I, la propriété «y ¢ f(E) » s’énonce encore en disant
que «y est de la_forme f(x)».

Par abus de langage, I'image f(E) de E par fs’appelle parfois I’image de f.

Sion a f(E) = F, c’est-a-dire si, quel que soit y € I, il existe x € E tel que
y = f(x), on dit que f est une application de E sur F. On dit aussi que f est une
application surjective, ou une surjection.

Soient x un élément et X une partic quelconques de E. Au lieu de dire que
f(x) est la valeur de f pour x, et f(X) I'image de X par f, on dit parfois que f
transforme x en f(x) et X en f(X); f(x) et f(X) sont alors appelés les transformés par
fde x et X respectivement. On utilise surtout ce langage lorsque f est une appli-
cation de E sur F; dans ce cas on dit aussi que f est une transformation de E en I'.

Si f est une application de E dans lui-méme, on dit qu’une partie X de E est
stable par fs1f(X) < X. Ondit que X est stable par un ensemble d’applications de
E dans E lorsque X est stable par chacune de ces applications.

5. Soit f une application de E dans I; on a les propositions suivantes, ot X et
Y désignent des parties arbitraires de E:

a) La relation X < Y entraine f(X) < f(Y).
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b) La propriété X # @ est équivalente a f(X) # .
¢) Quels que soient X, Y, on a

(11) SXUY) = f(X) U f(Y),
(12) SXNY) = f(X) nf(Y).

6. Soient fune application de E dans F, et Y une partie quelconque de F. On
appelle image réciproque de Y par fla partie X de E formée des éléments x qui
possédent la propriété:

flx) eY.

On définit ainsi une relation entre X et Y, qui est fonctionnelle en X, et

détermine donc une application de B(F) dans B(E), qu’on appelle extension
-1 -1
réciproque de f aux ensembles de parties, et qu’on note f; on écrit donc X = f(Y).

-1
En particulier, si y est un élément de F, f({y}) sera Pensemble des x € E tels

que f(x) = y; les relations « f(x) = y» et ¢x€ f?{y}) » sont équivalentes. Par
abus de langage on écrit aussi f%y) au lieu de f%{y})

La trace X, d’une partie X de E sur une partie déterminée A n’est autre que
I’image réciproque de X par I’application canonique de A dans E (n° 3).

7. Soit fune application de E dans F; on a les propositions suivantes, ot X et
Y désignent des parties arbitraires de F:

-1
a) La relation X < Y entraine f(X) < f(Y).
b) Quels que soient X, Y, on a

(13) fXUY) = £(X) UAY),
(14) XNY) = f(X) 0 AY),
(15) F1X) = (X).

On notera la différence entre les formules (12) et (14); (14) ne serait pas vraie
-1
quels que soient X et Y, si on remplagait f par une application quelconque de F dans
E. De méme, il n’y a pas d’analogue a la relation (15) pour P'extension d’une appli-
cation quelconque.
- 1 . . . . - 1 -
On a de plus f(@) = @ ; mais ici, on peut avoir f(X) = @ pour une partie

-1

non vide X de F; pour que X # @& entraine f(X) # @, il faut et il suffit que f
soit une application de E sur F.

8. Si une application fde E dans F est telle que, pour touty € F, il existe au

-1
plus un x € E tel quey = f(x) (autrement dit, que Pensemble f({y}) soit vide ou
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réduit a un seul élément), on dit que f est une application injective ou une injection.
On a alors, quelles que soient les parties X, Y de E,

(16) SXNY) = f(X) 0 f(Y).
9. Si une application fde E dans F est telle que, pour tout y € F, 1l existe un

x € E et un seul tel que y = f(x) (autrement dit, que fl({y}) soit réduit a un seul
élément), on dit que f est une application bijective, ou une bijection. Une telle
application peut étre caractérisée comme étant a la fois surjective et injective.

Lorsque f est une application bijective de E sur F, la relationy = f(x) est non
seulement fonctionnelle en y, mais aussi fonctionnelle en x. En tant que relation
fonctionnelle en x, elle détermine une application bijective de F sur E, qu’on
appelle application réciproque de f.

On notera que lextension de application réciproque de f est alors identique a Pexiension
réciproque de f.

Soit g I'application réciproque de f; les relations «y = f(x) » et «x = g(y) »
sont équivalentes; application réciproque de g est f. Lorsque fest une application
bijective de E sur F, on a, non seulement la relation (16), mais aussi, quelle que
soit la partie X de E,

S(X) = i (X).

De plus, ’extension de fest une application bijective de 8 (E) sur B(F).

On dit qu’une application bijective de E sur F et son application réciproque
réalisent une correspondance biumvoque entre E et F, ou que E et ' sont mus en corres-
pondance biunivoque par ces applications.

Une application bijective d’un ensemble E sur lui-méme se nomme permutation
de E; Papplication identique est une permutation. Si une permutation est
identique a son application réciproque, on dit qu’elle est involutive; il en est ainsi,
par exemple, de ’application X > (X de B(E) sur lui-méme.

10. Dans les propositions suivantes, X désigne une partie arbitraire de E, Y
une partie arbitraire de F, f une application de E dans F:

a) Ona
(17) AY) = Y A F(E)),
(18) X < f{£(X)),

19) FAY) < Y.

b) Les propriétés « quel que soit Y, f( f EY)) = Y » et « f est une application
surjective » sont équivalentes.

¢) Les propriétés « quel que soit X, f(f( }) = X » et « f est une application
injective » sont équivalentes.
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-1 -1

d) Les propriétés « quels que soient X, Y, f( /(X)) = Xet f(f(Y)) = Yret
« f est une application bijective de E sur F » sont équivalentes.

11. Soient E, I, G, trois ensembles, distincts ou non; soit f une application d¢
E dans I, et g une application de F dans G. L’application de E dans G, dont la
valeur, en un ¢lément quelconque x de E, est g(f(x)), s’appelle l’application
composée de g et f (ou fonction composée de g et f), et se note g o f, ou simplement
gf lorsqu’il n’y a pas ambiguité.

L’égalité h = g f s’appelle une factorisation de h.

On observera que, si G est distinct de E, on ne peut pas parler de Papplicatior.
composce de fel g, et que la notation fo g n’a aucun sens; si G est identique 4 E,
fogetgo fnesont éléments d’un méme ensemble quc si F est lui aussi identique 4 E:
et méme daus ce cas, on a en général fo g # go f; Pordre dans lequel on compose les
applications [ et g est donc essenticl,

Soient « 'application composée de ¢ et f, X une partie quelconque de E et Z
une partic quelconque de G; on a

(20)

_C
v
v
—
il
0
~
»
N
o

(21) 5 (2) =

Si /"est une application byjective de E sur F, et ¢ une application bijective de ¥
sur G, g o f est une application bijective de E sur G.
Soit 4 une application de G dans un ensemble H; on a

holgof) = thog) e f;
cette application de E dans H se note encore 4« g f; et on dit qu’elle est cor-
posée des trois applications %, g, f prises dans cet ordre. On définit de méme 1
composition de plus de trois applications (voir A, I, § 1, n° 2 et 3}.

Si fest une application de E dans lui-méme, on appelle itérées de f les applica-
tions /™ (n entier >1) de E dans lui-méme, définies par récurrence sur » au
moyen des relations /1 = f, f* = "1 o f; on dit que f" cst la n-éme ttérée de .
Onafrm+t = fmo fn

12. En général, 'application composée j f de P’extension réciproque et de
Pextension d’une application f, n’est pas 'application identique de B(E) sur

lui-mémc; de méme, f ofln’est pas en général I’application identique de B(F} sur
lui-méme. Ces deux propriétés n’ont lien simultanément que lorsque fest une
application bijective de E sur F.

De plus, dans ce cas, si on désigne par g I'application réciproque de f, les appli-
cations composcées g o f ct f g sont respectivement ’application identique de E
sur E et application identique de I' sur F.

Réciproquement, si f est une application de E dans F, et g une application de
F dans E, telles que g o fsoit une permutation de E, et f o g une permutation de
F, f est une application bijective de E sur F, et g une application bijective de I
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sur E. Si en outre g o fest ’application identique de E sur E, g est ’application
réciproque de f.

13. Soient f une application de E dans I, et A une partie quelconque de E;
Papplication de A dans F, dont la valeur en un ¢élément quelconque x de A est
S(x), sappelle la restriction de f a la partie A et se note f]A; elle n’est autre que la
composée de f et de 'application canonique de A dans E. Si deux applications
/5 ¢ de E dans F ont méme restriction a A, on dit encore qu’elles coincident dans A.
Inversement, on dit que f est un prolongement de f|A a E.

14. Une application d’un ensemble E sur un ensemble I est encore appelée
représentation parametrique de I au moyen de E; on dit alors que E est I'ensemble des
paramétres de cette représentation, et ses ¢léments prennent le nom de paramétres.

Une famille d’éléments d’un ensemble I est, par définition, une partie de F
munic d’unc représentation paramétrique; autrement dit, la donnée d’une
famille d’éléments de F équivaut a celle d’une application d’un ensemble quel-
conque E dans F. L’image de E par cette application est appelée ensemble des
éléments de la famelle; on remarquera que deux familles distinctes d’éléments de F
peuvent avoir la méme partie de F comme ensemble de leurs éléments.

A toute partie A d’un ensemble F, on peut toujours faire correspondre une
famille d’¢léments dont ’ensemble des éléments soit A; il suffit de considérer la
famille définie par I'application canonique de A dans F.

Une famille d’éléments de F étant définie par une application :+> x, d’un
ensemble I dans F, on la désignera par la notation (x,), o, ou simplement (x,) s’il
n’y a pas de confusion possible sur I’ensemble des indices.

Si ] est une partie de I, la famille (x,),.; prend le nom de sous-famzille de la
famille (x,), c; correspondant a J; elle cst définie par la restriction a | de "applica-
tion ¢ > x,.

§3. PRODUIT DE PLUSIEURS ENSEMBLES

1. Soient E et I deux ensembles distincts ou non. Les couples (x, y) dont le pre-
mier élément x est un élément quelconque de E, et le second y un élément quel-
conque de F, sont les éléments d’un nouvel ensemble, qu’on appelle Pensemble
produst de E par ¥, et qu'on note E x F; E et F sont dits les ensembles facteurs de
E x F. Deux couples ne sont considérés comme identiques que s’ils ont respective-
ment méme premier et méme second élément; autrement dit, la relation
«(x%y) = (¥,y)» est équivalente a la relation «x = x" et y = ' » Si z est un
élément quelconque de E x F, la relation « x est premier ¢lément du couple z »
est une relation fonctionnelle en x; elle détermine une application de E x F dans
E, qu’on nomme premiére coordonnée, ou encore premiére projection, et qu’on désigne
par la notation pr;; au lieu de dire ¢ x est premier élément du couple z», on dit
aussi « x est la premiére coordonnée de z», « x est la premiére projection de z »,
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«x = pry(z) » On définit de méme la seconde coordonnée, ou seconde projection, qui
est une application de E x F dans F, et qu’on désigne par pr,.

La relation ¢« x = pry(z) ety = pra(z) » est équivalente a
«z = (%,9)»

L’extension de la fonction pr, aux ensembles de parties se note encore de la
méme maniere, conformément aux conventions générales, et se nomme encore
premiére projection (on n’emploie plus ici le terme « coordonnée »). De méme pour
Pextension de la seconde projection.

2. Une relation R entre un élément x de E et un élément y de F est une pro-
priété du couple (x,y), et définit par suite une partie du produit E x F, appelée
graphe de R; inversement, toute partic A de E x F est le graphe de la relation
(x,y) € A entre x et 4.

Soient A une partie de E et B une partie de F; on note A x B la partie de
E x F définie par la relation « x € A et y € B » entre x et y.

3. Dans les propositions suivantes, X, X' désignent des parties quelconques
de E; Y, Y’ des parties quelconques de F; Z une partie quelconque de E x F.

a) Larelation«X x Y = @ estéquivalentea « X = gouY = @

b) Si X xY # @, la relation «X x Y< X' x Y'» est équivalente a
«XacXetY <Y

¢) Quels que soient X, X', Y, on a

(22) XxYYuX xY)=XuX) xY.
d) Quels que soient X, X', Y, Y, on a
(23) XxY)Nn(X'xY)=XnX)x (YnY').

¢) Quels que soient X, Y, on a

(24) pn(X) = X x F,  pro(Y) = E x Y.
J) SiY # @, on a, quel que soit X,

(25) pr(X xY) =X,
g) Quel que soit Z, on a

(26) Z < pry(2) x pry(Z).

) Soit @ un élément de E; ’application (a, y) >y de Pensemble {a} x F sur
F (Cest-a-dire la restriction a la partie {a} x F de la fonction pry) est byjectrve.

4. L’application
(27) (% 9) = (3, %)
est une application bgjective de E x F sur F x E, qu'on nomme application

canonique. Dans le cas ou E et F sont identiques, I’application (27) prend le nom
de symétrie canonique; elle est alors involutive. Les éléments (x,y) de E x E invariants
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par cette symétrie sont ceux qui possédent la propriété x = y; I'ensemble A de ces
éléments est appelée diagonale de E x E. L’application

x> (%, x)

est une application bgjective de E sur A dite application diagonale de E dans E x E.

Si Z désigne une partie quelconque de E x F, on notera 7,] I'image de Z par
Papplication canonique de E x F sur F x E. Soient X une partie quelcongue
e
de E, Y une partie quelconque de F;onaX x Y =Y x Xu
Si une relation R entre x et y, considérée comme propriété du couple (x, y),
définit une partie A de E x F, la méme relation, considérée comme propriété du

-1

couple (y, x), définit la partie A de F x E; R est équivalente a chacune des
-1

relations (x,7) € A, (y,x) € A. Si E et F sont identiques, la relation R, et la

-1
partie A correspondante, sont dites symétriques lorsque A = A. La diagonale A
(définie par la relation d’égalité) est symétrique; si Z est une partie quelconque

-1 -1
deE x E, Z U Z et Z N Z sont symétriques.
5. Soient A une partie d’un ensemble E, et / une application de A dans un
ensemble F; la relation entre un élément x de E et un élément y de F, qui s’énonce

«xeA et y= flx)»

définit une partie de I. x F, qu’on appelle graphe de la fonction f. Si B est une
partie de E contenant A, et g un prolongement (§ 2, n° 13) de fa B, le graphe de
est contenu dans le graphe de g.

Réciproquement, soit C une partie de E x F telle que, pour tout x € E, il
existe au plus uny € F tel que (x, y) € C;larelation (x,y) € C entre un élément x de
Pensemble pri(C) et un élément y de ¥, est une relation fonctionnelle en y, qui
détermine une application de pr,(C) dans F, dont le graphe est C.

L’ensemble des parties C de E x F ayant la propriété « quel que soit x € E, il
existe au plus un y €F tel que (x,y) € C» (ensemble qui est une partie de
R(E x F)), peut donc étre mis en correspondance biunivoque avec ensemble des
applications d’une partie quelconque de E. dans F.

Soient f une application injective de E dans F, g ’application réciproque de
f, considérée comme bijection de E sur f(E); si C est le graphe de f, le graphe de ¢
est Cl.

6. Lorsque fest une application de E dans F, et C son graphe dans E x T, la
relation «y = f(x)» est équivalente a « (¥, y) € C»; la relation «y € f(X) » est
équivalente a ¢ il existe x tel que x e X et (x,y) € C».

Soient maintenant K une partie quelconque de E x F, et X une partie quel-
conque de E. Désignons par K(X) la partie de F formée des éléments y qui
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satisfont a la relation «il existe » tel que x € X et (x, ) € K »; cette relation est
donc équivalente a

«y e K(X)

On dit que I'application X —» K(X) de SB(E) dans B(F} est définie par la partie K
de E x F. On remarquera que K(X) n’est autre que la seconde projection de
I'ensemble K N (X x F). Lorsque K cst le graphe d’une application fde E dans
F, l'application X — K{X) est identique a 'extension de f aux ensembles de
parties,

7. Si K © E x F, x+> K({x}) est une application de E dans $(F), dont la
valeur K({x}) (qu’on note aussi K{x) par abus de langage) est appelée coupe de K
suivant x. La relation (x, y) € K est équivalente & y € K(x).

Réciproquement, toute application x :— ®(x) de E dans R (F) peut s’obtenir de
cette maniére; car la relation y € ®(x) définit une partie K de £ x F, et ®(x)
n’est autre que la coupe de K suivant x. L’ensemble $(E x F) et Penscmble des
applications de E dans (F) sont ainsi mis en correspondance biunivoque.

8. Toute application X+~ K(X) définie par une partie K de E x I’ posséde
les propriétés suivantes, qui généralisent celles de I’extension d’une application de
E dans F (§2, n* 4 et 5):

a) K(o) = @

6) « X = Y » entraine « K(X) < K(Y) ».

¢) Quels que soient X, Y,

(28) K(XuUY) = K(X) uK(Y),
(29) K(XNY) < KX)nKY).

Si K et K'sont deux partiesde L x F tellesque K © K’,ona K(X) < K'(X)
pour tout X < E; en particulier K(x) = K'(x) quel que soit x € E. Réciproque-
ment, st K(x) < K'(x) quel que soit xe E, on a K < K'.

9. Une relation entre un élément de E et un ¢lément de I définit une partie K

-1
de E x F et une partie K de F x E, et par suite unc application X — K(X) de

-1
R(E) dans R(F) et une application Y ++ K(Y) de $(I) dans $(E).
Lorsque K est le graphe d’unc application f de E dans F, I’application

—1
Y > K(Y) n’est autre que l’extension réciproque de f.

Il faut remarquer que les relations (18) et (19) ne se généralisent pas aux applica-

-1
tions X > K(X) et Y > K(Y) lorsque K est une partie quelconque de E x F,

10. Soient E, F, G, trois ensembles distincts ou non, A une partie de E x I,
B une partie de F x G. Les éléments (x, z) de E x G qui possédent la propriété

«il existe y € F tel que (x,y) eA et (y,2z) €eB»

forment une partie de E x G, qu’on appelle ’ensemble composé de B et A, et qu’on
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note B o A, ou simplement BA quand aucune confusion n’est & craindre. Ici
encore, I'ordre dans lequel on compose deux ensembles cst essentiel.

L’application X ++ BA(X) de B(E) dans B(G) est composée de Y — B(Y) et
de X > A(X); autrement dit, quel que soit X < E, on a

(30) BA(X) = B(A(X)).

Soient H un ensemble distinct ou non de E, F, G, et C une partie de G x H.
On a Co(BoA) = (CoB)oA; cet ensemble se note aussi CoeBoA (ou
simplement CBA) et s’appelle le composé de C, B, A pris dans cet ordre.

Soient func application de E dans F, g une application de F dans G;si A et

B sont respectivement les graphes de fet g, le composé BA est le graphe de I'appli-
cation composée g o f.

11. On a
/:1\ -1 =1
(31 (BoA) = AoB.
Soient A, A’ deux partiesde E x F, B, B’ deux parties de F x G; la relation
«A <A’ etB< B yentraine «Be A < B o A’ .
Soient A une partiede E x F,Aladiagonalede I\ x E,A’cellede F x F;on

(32) AoA =AoA = A

12. Soient maintcnant E, F, G trois ensembles distincts ou non; leur ensemble
produit E x F x G est ensemble des triplets (x,y,z), ou x€E,yeF, zeG; la
relation (¥, y,z) = (¥, y',2") est équivalente a «x = ¥’ ety =y et z = 2’ ». Les
trois applications

(% 9,2) > %, 12>y, %Yz >z

de E x F x G dans E, F, G respectivement, sont appelées premiére, seconde
et troisiéme coordonnée (ou projection) ; on appelle de méme par exemple projection
d’indices (1, 2), et on note pry 5, ’application

(%,4,2) = (%, 9)
deE x F x GdansE x F.

Les définitions et propositions des n% 2, 3, 4 se généralisent aisément au
produit de trois ensembles.

En outre, on peut substituer a la considération du produit E x F x G de
trois ensembles, celle du produit (E x F) x G, obtenu par double application de
Popération « produit de deux ensembles ». En effet,

(%, 9,2) = (%, ¥),2)

est une application bijjective de E x F x G sur (E x F) x G, qu’on nomme
encore application canonique; on définit de méme des applications bijectives (dites
aussi canoniques) de E x F x G surlensemble E x (F x G), et tous les ensembles
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quon déduitde E x F x G, (E x F) x G, E x (F x G) par permutation des
trois lettres E, F, G.

On a des définitions et propriétés analogues pour le produit de plus de trois
ensembles.

13. Lorsqu’une fonction f, prenant ses valeurs dans un ensemble quelconque
E’, est définie dans un produit de trois ensembles E, F, G, on dit aussi que c’est
une fonction de trots arguments, dont chacun parcourt 'un des ensembles E, F, G;
la valeur de f pour I’élément (x, y,z) de E x F x G se note f(x, y,z).

Soit a un élément quelconque de E; (y,z) — f(a, y,z) est une application de
F x G dans E’; on dit que c’cst une application (ou fonction) partielle engendrée par
/, et correspondant a la valeur a de x; c’est aussi I’application composée de f et de
Papplication (y,2) + (a,y,z) de F x G dans E x F x G. On la note f{(a, ., .).

De méme, si b est un élément de F,

z+> fl(a, b,2)

est une application de G dans E’, qui prend encore le nom d’application partielle
engendrée par f, et correspondant aux valeurs a, 4 de x, y; on la note f(a, b, .).
Inversement, soit g une application de E dans E’; alors

(%, 9,2) —> g(%)

est une application £ de E x F x G dans E’, telle que toute application par-
tielle de E dans E’, engendrée par /& pour des valeurs quelconques de y et z,
soit identique a g; on exprime souvent ce fait en disant qu'on peut toujours
envisager une fonction d’un argument x comme fonction de tous les arguments
quon a besoin de considérer 3 un moment donné, et parmi lesquels figure
naturellement x.

14. Soient f, g, & trois applications, respectivement de E dans E’, de I dans
F’, de G dans G’; I’application

(% ,2) = (f(*), 8(9), 4(2))
de E x F x G dans E" x F’ x G’ se note (f, g, k) ou f x g x h et s’appclle
extension de f, g, h aux ensembles produits. Si f, g, h, sont toutes trois injectives, (resp.
surjectives, bijectives), f x g x A est injective (resp. surjective, bijective).
On n’a envisagé, dans ce numéro et le précédent, que le cas de trois ensembles,
uniquement pour fixer les idées; des considérations analogues valent pour

plusieurs ensembles en nombre fini quelconque.

§ 4. REUNION, INTERSECTION,
PRODUIT D’UNE FAMILLE D’ENSEMBLES

1. Dans ce paragraphe, nous considérons une famille (X,),¢; de parties d’un
ensemble E, ol I’ensemble d’indices I est quelconque; on désignera par
Pensemble des parties de E appartenant & la famille (partie de B(E)).
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Lorsque T est fini, la considération de la famille (X,) revient a celle de plu-
sieurs parties de E, distinctes ou non, en nombre égal & celui des éléments de I;
par exemple, trois parties quelconques X, X,, X; de E forment une famille de
parties de E, ’ensemble I étant ici formé des nombres 1, 2, 3.

2. Soit J une partie quelconque de I, et considérons ’ensemble des éléments x
ayant la propriété:

«il existe v €] tel que x € X, ».
Cet ensemble s’appelle réunion de la_famille d’ensembles (X,), ., et se note | J X..

ted
On peut encore formuler cette définition de la maniére suivante: a ’applica-

tion v — X, de I dans B(E) correspond une partie C bien déterminée de I x E
telle que X, = C(1) (§3,n°7); ona |J X, = C(]).
En particulier red

(33) UX, =C2)=u.

[X=n
Lorsque J = I, on écrit souvent | J X,, ou simplement |} X,, au lieu de
L

U X..

tel
La réunion \J X, ne dépend que de Pensemble 3% ; autrement dit, ellc cst la méme
L

pour deux familles correspondant a la méme partie § de B(E); en particulier,
elle est égale a la réunion de la famille définie par 1’application canonique de ¥
dans R(E), et on peut donc I'écrire |} X; on dit aussi que c’est la réunion des
\ Xen
ensembles appartenant a 5.
Lorsque I est un ensemblc dont les éléments sont explicitement désignés, par
exemple les nombres 1, 2, 3, on a U X, = X, U X, U X;, ce qui justifie le

tel
nom de réunion, donné en général a 'ensemble |} X,.
i

3. Quel que soitJ = I, on a |J X, = | X,. En particulier, quel que soit
tel

ted

ke, X, < | X,; inversement, si Y est une partie de E telle que X, < Y quel que
soit tel, on a |J X, < Y. Plus généralement, si (Y,) est une seconde famille de

parties de E correspondant au méme ensemble d’indices I, etsi X, = Y, quel que

soitt, ona|JX, < UY.
t 13

Soit F un second ensemble, et X - K(X) 'application de B(E) dans B(F)
définie par une partie Kde E x F;on a
(34) K(UX)=U KX).

Soit maintenant . un autre ensemble d’indices, et (J,)yey, une famille de
parties de I; on a

(35) U X= U (U X).

e U T Ael, tedy
A€l
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C’est la formule générale dite d’associativité de la réunion; quand I et L sont des
ensembles 4 éléments explicitement désignés, on retrouve des relations connues

(voir § 1, n° 14); si L seul est dans ce cas, et est formé, par exemple, des nombres 1
et 2,

(36) U X =(U X)u (U X).
teJiudag tedy t€Jg
Soient (X,),.; et (Y )cex deux familles quelconques de parties de E; on a
(37) (UX)n(UY)= U (XNnY,),
Lel k€K (L,K)eIxK

formule dite de distributivité; elle comprend la seconde formule (10) comme cas
particulier.

Si (X)), e est une famille de parties de E, (Y, ), ex une famille de parties de
F,ona

(38) (UX) x (U Y)= U (X xY

tel keK (t.x)eIxK

4. Une famille (X,),.; de parties de E constitue un recouvrement d’une partie

A de E, si A < | JX,; en particulier si (X,) est un recouvrement de E, on a
U X,, _ E tel

tel

On appelle partition de E un recouvrement (X)) de E tel que X, N X, = &
pour tout couple d’indices différents (1, x) de I (on exprime encore cette derniére
condition en disant que les X, sont mutuellement disjoints, ou deux & deux sans élément
commun).

Side plus X, # @ pour tout: € I, alors: > X, est une application bgjective de I
sur ’ensemble & des parties de la partition. La donnée de & déterinine dans ce cas
la famille, a une correspondance biunivoque pres des ensembles d’indices; en
particulier, on peut parler indifféremment d’une partition en ensembles non vides
comme d’un ensemble ou comme d’une famille de parties.

5. Soit (X,),c; une famille quelconque de parties d’'un ensemble E; dans
le produit I x E, considérons, pour chaque €1, la partie X| = {1} x X;;
Pensemble S = LLEJI X, est appelé la somme de la familly (X)), ;. Il est clair que la

famille (X]),.; est une partition de S et que, pour tout te€ I, Papplication
x, > (1, x,) est une bijection de X, sur X|. Par abus de langage, on appelera souvent
somme de la famille (X,),.; un ensemble en correspondance biunivoque avec
S, et on identifiera les X, aux parties de cet ensemble qui leur correspondent.

On dit souvent que Iensemble somme de deux ensembles E et F est obtenu
par adjonction a E de ’ensemble F.

6. Avec les notations du n° 2, I’ensemble des éléments ¥ de E ayant la pro-
priété

«quel quesoit ve ], x e X »
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s’appelle lintersection de la famille d’ensembles (X)), ¢4, €t se note LQJ X.,; lorsque

J =1, on écrit souvent N X., ou simplement M X, au lieu de QI X..
Ona
(39) (U X)) = N (X).

ted

En particulier, si | = &,

(40) N X, = E.

LE W

L’intersection (| X, ne dépend que de ’ensemble ¥, et peut s’écrire XQ% X;
lorsque I est, par exeinple, formé des nombres 1,2,3,0on a O X, =X;NnX,NnX,.

7. La formule (39) permet de généraliser la régle de dualité: si une partie A de
E se déduit d’autres parties X, Y, Z, et de familles (X,), (Y,), (Z,) de parties de
E, par application, dans n’importe quel ordre, des seules opérations 6, U, N, |,
(M, on obtiendra le complémentaire (A en remplagant les parties X, Y, Z, X,,
Y,, Z, par leurs complémentaires, et les opérations U, N, U, N par N, U, M, U
respectivement, ’ordre des opérations étant respecté; bien entendu, on ne modi-
fiera rien aux opérations d’intersection et de réunion appliquées a des parties des
ensembles d’indices, qui peuvent se trouver souscrites aux signes U et (.

On définit comme au § 1, n°® 15, la duale d’une relation A = Bou A < B, Aet
B étant des parties de E de la forme précédente.

8. Quel que soit ] = I, on a Ql X, < LOJ X,. En particulier, quel que soit

kel, N X, © X,; inverseinent, si Y © X, quel que soitt, Y < (1 X,.
t t

Plus généralement, si (Y,) est une seconde famille de parties de E correspon-
dant au méme cnsemble d’indices I, et si X, = Y, quel que soit ¢, on a

OXLC MNY..

La réunion des ensembles X, est Iintersection des ensembles Y tels que X, < Y
quel que soit +; et Iintersection des X, est la réunion des Z tels que X, > Z quel que
soit t.

Les formules suivantes sont duales de (35) et (37) respectivement:

(41) LGOJL X, = AOL (LQN X,) (associativité).

(42) (QIXL) U ( QKYK) = (X, VY, (distributivité).

(t.KelIxK

Si (X,),e1 est une famille de parties de E, (Y,), .k une famille de parties de

(43) (X)) x ([1Y) = (X, x Y,).

(t.K)elIxK
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De plus, si (X,) et (Y,) sont respectivement une famille de parties de E et une
famille de parties de F correspondant au méme ensemble d’indices I,

(44) (Q X,) x (Q Y) = N(X, x Y,).

tel
La formule (34) n’a pas de duale; on a seulement en général

(45) K(Q X,) < ﬂI K(X,).

L’égalité n’a licu pour toute famille (X,) que lorsque X — K(X) est 'extension
réciproque d’unc application d’une partie de I' dans E; par suite, si f est une
application de ¥ dans E, on a

(46) ANXY = N (X,

formule qui généralise (14).

9. Soient E un ensemble quelconque, I un ensemble d’indices quelconque;
I'enscmble des familles (x,), o d’éléments de E, qui ont pour ensemble d’indices I,
sc note EY, et 'opération qui fait passer dc E a E* s’appelle exponentiation; E* est
donc en correspondance biunivoque avec I'ensemble des applications de I dans
E (qu’on note souvent, pour cette raison, E, par un abus de langage), et aussi, en
considérant les graphes de ces applications, avec une partie de $(I x E). Les
cnsembles EY correspondant aux parties J de 'ensemble I peuvent donc étre con-
sidérés comme des parties d’un méme ensemble, en correspondance biunivoque
avec une partie de B(I x E).

Soit maintenant (X,),.; une famille de parties de E, correspondant au méme
cnsemble d’indices I, ct soit J une partie quelconque de I; la propriété

«quel quesoit € J, x, € X, »
de la famille (x)), s, définit une partie de E?, qu’on appelle produit de la famille
ensembles (X,), .5, €t qu’on note Ii[} X, (ou simplement I X, lorsque J = I).

Les ensembles X, sont dits ensembles facteurs. On notera que I'1 X, est un ensemble
Lte @

4 un seul élément (correspondant a la partie videde I x E). Si X, = E quel que
soit ve J, 1 X, = B2,

Lorsque I est, par exemple, formé des trois nombres 1, 2, 3, 11 X, est cn
correspondance biunivoque avec 'ensemble X; x X, x X,

10. Rix,y} étant une relation entre un élément x d’un ensemble E et un
éléinent y d’un ensemble F, il y a équivalence entre les propositions suivantes:

« quel que soit x, il existe y tel que Rix, y{»
et

«il existe une application f de E dans F telle que, pour tout x, on ait R{x, f(x)§».
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L’affirmation de cctte équivalence est désignée sous le nom d’axiome de choix
(ou axiome de Zermelo). Nous signalerons parfois que la démonstration de tel
théoréme en dépend ou non.

L’axiome de choix est une proposition équivalente a la proposition suivante:

«Si, pour tout te I, X, # @, on a 11 X, # @
LeE

11. Dans ce numéro ct le suivant, on considére un cnsemble produit non vide
ﬂ A, (A)) étant une famille quclconque de partics (non vides) de E.
te
Soit J une partic de I; application
(xL)L€I e (xL)LEJ

de I—[I A, sur ITJ A, sappelle projection de III A, sur 11 A,, ct sc note pry; en
LE te te Led
particulier, on note pr, et on appeclle aussi coordonnée d’indice x 1'application
(%) er — % de II A sur A,
te

Si z cst un élément de | | A, onadonc z = (pr,(2)),cr
L

Soient 1, |, deux ensembles formant une partition de 1;

z > (pra, (2), pra,(2))
est unc application bijective de II A sur H A, x 11 A,

ted, vedgy
Plus généralement, si (J,), ¢, est une partition quelconque de ’ensemble I,

Papplication z+> (pry,(2)),e L est une application bijective (dite canonique) de

I—I A, sur le produit [l (I—I A); on exprime cncore ce fait en disant quc le

AEL ted
prodult d’une famille d’ensembles est assoctatif.

12. Les propositions suivantes généralisent cclles du § 3, n°3; (X)), (Y,)
désignent des familles de parties de E telles que X, < A, et Y, = A, quel que soit

v& I; Z désigne une partie quelconque de [1 A,

a) Si Il X, # @, la relation « 11 X, < [ Y, » cst équivalente & « quel quc
soitte I, X, = Y,».

b) Onapr Il\t,ouY =X, etY, = A pour: # k. D'ou
47) ITx, = N pr, (X).
sillX # o

(48) Pr« (IL—[ X‘) =
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d) Quel que soit Z, on a
(49) z < I1pr(z)

¢) Soient (], Jo) une partition de I en deux ensembles, (a,),.;, une famille
d’éléments de E, (X,),, une famille de parties de E, telles que q, € A, quel que

soit L€ J;, X, = A, quel que soit ¢ € J,; le produit 1_[ Y,ouY, ={a}site], et

Y, = X, sit€],, peut étre mis en correspondance blumvoque avec || X, par
projection sur ce dernier ensemble. v e
13. Soit (A,), ¢; une famille de parties d’un ensemble F, et smtfune applica-

tion d’un ensemble E dans le produit H A..Sion pose f,(x) = pr,(f(x)), f; est unc

application de E dans A, et fn’est autre que P'application x -~ ( f,(x)). Inverse-
ment, si, pour chaque indice t, f, est une application de E dans AL, x> (fi(x)) est

une application de E dans I [ A, qu’on note (f,) (par un abus de notation,
puisque ce symbole désigne aussi la famille des applications f,). On définit
ainsi une application bijective (dite canonique) de I’ensemble (I‘I[ AL)E sur I'en-

semble | | (AB).

tel

14. Soient E, I, G trois ensembles. Pour toute application fde ' x Gdans L,
et pour tout y € G, y — f(., ) est une application de G dans EF. Inversement,
pour toute application g de G dans EF, il existe une application fde I' x G dans
E et une seule telle que f(.,y) = g(y) pour touty € G. On définit ainsi une appli-
cation bijective (dite canonigue) de ’ensemble EF*¢ sur ’ensemble (EF)©.

15. Soit (A,),e; une famille de parties d’un ensemble E. Pour tout
v € I, soit £, une application de A, dans un ensemble F, telle que, pour tout couple
d’indices (1, k), f, et f, coincident dans A, N A,. Dans ces conditions, si A =

\UJ A,, il existe une application et une seule fde A dans I telle que la restriction de
tel

fachacun des A, soit égale a f,. En particulier, st A, " A, = @ pour tout couple

d’indices distincts, on voit que les ensembles F4 et [ 17~ sont ainsi mis en
. . . tel
correspondance biunivoque (dite canonique).

§ 5. RELATIONS D’EQUIVALENCE; ENSEMBLE QUOTIENT

1. Soit (A,),c; une partition d’un ensemble E; la relation Rix, y§ entre deux
£€léments x, y de E

«ilexiste tel telquex e A ety e A»

satisfait aux conditions suivantes:
a) Rix, x§ est une identité (réflexivité de la relation R).
b) Rix, yi et Riy, x} sont équivalentes (symétrie de la relation R).
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¢) Larelation « Rix, y et Riy, z{ » entraine Rix, z} (transitivité dela relation R).
Si C désigne la partie de E x E définie par la relation R, les conditions a), 4),
sont respectlvement équivalentes aux conditions suivantes: a') A < G; b")

)
Cl ¢') CoC < C.Ded)etc) résulte Co C =

2. R éciproquement, solent Rix, y{ une relation réflexive, symétrique et transitive,
et C son graphe dans E x E. I’image § de E par I'application x> C(x) de E
dans B(E), est une partition de E, et la relation « 1l existe une partie X € ¥ telle
que xe X et y € X » cst équivalente a Rix, y'.

Toute relation R satisfaisant aux conditions a), ), ¢) est dite relation d’équiva-
lence dans E; la partition ¥ qu’elle définit, considérée comme sous-ensemble de
B(E), cst appelée ensemble quotient de E par la relation R, et se note E/R; ses é1éments
sont appelés classes d’équivalence suivant R. L’application x+- C(x) de E sur E/R
qui, a tout élément x de E, fait correspondre la classe d’équivalence a laquelle
appartient x, est dite application canonique de E sur E/R.

La relation d’égalité x = y est une relation d’équivalence; ’application
canonique de E sur I'ensemble quotient correspondant n’est autre que x - {x};
elle est bijective.

Lorsque R est une relation d’équivalence, la notation

«x = y(mod. R) »

est parfois emplovée comme synonyme de Rix, yi. Elle se lit « x équivalent a y
modulo R (ou sutvant R) »

3. Dans un cnsemble produit £ x ¥, la relation « pry(z) = pr,;(z') » cst une
relation d’équivalence R, et 'ensemble quotient (E x I)/R peut étre mis en
correspondance biunivoque avec E (ce qui est 4 I'origine de la dénomination
d’ensemble quotient).

Plus généralement, soit f une application d’un ensemble E dans un ensemble
F; la relation « f(x) = f(y) » est une relation d’équivalence dans E; si on la

désigne par R, I'application z + f Ez) (ot f Ez) est considéré comme un élément
de E/R), est une application bijective de f(E) sur E/R.

On en déduit que f peut étre considérée comme composée des trois applica-
tions suivantes, la composition ayant lieu dans I’ordre indiqué:

1° I'injection canonique dans F de la partie f(E) de cet ensemble;

2° Tapplication bijective de E/R sur f(E), dont ’application réciproque est
définie ci-dessus;

3° la surjection canonique de E sur E/R.

Cette décomposition d’une application est dite décomposition canonique ou
Sactorisation canonique.

4. Toute relation d’équivalence R dans un ensemble E peut étre définie a
'aide d’une application comme au n° précédent: car, si C est le graphe de R, la
relation « C(x) = C(y) » est équivalente a4 Rix, yi.
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5. Solent R une relation d’équivalence dans un ensemble E, et A une partie
de E; la relation Rix, y{ entre deux éléments x, y de A, est une relation d’équiva-
lence dans A; on dit qu’elle est tnduite par R dans A, et on la note R,. Soient f
I’application canonique de E sur E/R, g celle de A sur A/R,. En faisant corres-
pondre 'un a autre un élément de E/R et un élément de A/R, s’ils sont images,
par fet g respectivement, d’un méme élément de E, on définit une correspondance
biunivoque entre 'image f(A) de A par f et le quotient A/R 5. En désignant par ¢
I'application canonique de A dans E, cette correspondance est réalisée par

I’application
-1

2> f(#(g(2)))
ct son application réciproque, dites, elles aussi, canoniques.

6. On dit qu’une partie A de E est saturée pour la relation d’équivalence R, si
pour tout x¥ €A, la classe d’équivalence dc x suivant R cst contenue dans A;
autrement dit, les ensembles saturés pour R sont les réunions de classes d’équivalence
suivant R. Si f est 'application canonique de E sur E/R, on peut encore dire qu’un

-1
ensemble st saturé s'il est de la forme f(X), ot X est une partie de E/R.
Soit A une partie de E; I'intersection des cnsembles saturés contenant A est

I’ensemble f% J(A)), qu’on pcut aussi définir comme la réunion des classcs
d’équivalence des éléments de A et qu’on appelle le saturé de A (pour R).

7. Soit Pix, y,z{ une relation ot intervient un élément x de E. On dit que P
est compatible (en x) avec la relation d’équivalence R, si la relation

«Pix,y,z{ et x = &’ (mod. R) »
entraine Pix', y, zi. Soit f I'application canonique de E sur E/R et ¢ un élément de
-1
E/R; la relation «il existc x e f(¢) tel que Pixy,2{» cst alors équivalente a

« quel que soit x ef(]'t), Pix, y,2{ »; c’est une relation entre ¢, y,z qu’on dit déduite
de P par passage au quotient (pour x); en la désignant par P'§, y,zf, Pix, y,z{ est
équivalente a P'{ f(x), y,24.

Définitions analogues pour unc relation ou interviennent des arguments en
nombre uelconque, et pour le cas ou cette relation est compatible avec R pour
Plusteurs dc ses arguments. Par exemple, A étant une partie de E, dire que « x € A »
est compatible (en x) avec R, équivaut a dire que A est saturé pour R; ¢ étant
unc application de E dans un ensemble F, dire que la relation fonctionnelle
«y = @(x) » est compatible (en x) avec R, c’est dire que la fonction ¢ reste con-
stante sur chaque classe d’équivalence suivant R; par passage au quotient, on en
déduit alors une relation entre y et un élément ¢ de E/R, relation qui est fonction-
nelle en y et détermine donc une application ¢’ de E/R dans F, satisfaisant a

I'identité
(%) = @' (f(x))-
8. Soient R une relation d’équivalence dans un ensemble E, S une relation
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d’équivalence dans un ensemble F, ct £ une application de E dans F. On dit
que f est compatible avec R et S, si la relation x = x’ (mod. R) entraine
f(x) = f(x)(mod. S); si g est application canonique de I' sur F/S, la fonction
composée g o falaméme valeur pour tous les éléments d’une classe d’équivalence z
suivant R si on désigne cette valeur par 4(z), 4 est une application de /R dans
F/S; on dit qu’elle est déduite de f par passage aux quotients.

9. Soient R une relation d’équivalence dans E, S une relation d’¢quivalence
dans E/R:si fest’application canonique de E sur E/R, « f(x) = f(y) (mod. S) »
est une relation d’équivalence T dans E; une classe d’équivalence suivant T est
donc la réunion, dans E, des classes d’équivalence suivant R, équivalentes entre
elles suivant S; et ¢ x = y (mod. R) » entraine ¢« x = y (mod. T} ». Si g et & sont les
applications canonique de E/R sur (E/R)/S et de E sur E/T, respectivement, on
obtient une correspondance biunivoque (dite canonique) entre (E/R)/S et E/T, en
faisant correspondre I'un a I'autre un élément de (E/R)/S et un élément de E/T
s’ils sont images, par g » [ et par ¢ respectivement, d’un méme élément de E.

Réciproquement, soient R et T deux relations d’équivalence dans E, telles que
«x =y {mod. R) » entraine «x = y (mod. T) ». Alors T est compatible (au sens
dun®7) avec R, alafoisen x cteny; et, par passage au quotient E/R (pour x et i},
on déduit de T une relation d’équivalence S dans E/R. Si f désigne encore
I'application canonique de E sur E/R, la relation « f(x) = f(y) (mod. S) » est
équivalente a « ¥ = y (mod. T) ». On dit que S est la relation guotient de I’ par R,
et on la note T/R. D’aprés ce qui précede, il existe une correspondance biunivo-
que (la correspondance canonique) entre (E/R)/(T/R) et E/T.

10. Soient maintenant E, IF deux ensembles quelconques (distincts ou non),
Rix, y{ unc relation d’équivalence dans E, Siz, ¢{ une relation d’équivalence dans
F. La relation « Rix, y{ et S{z, t{» entre les éléments (x, z) et (y, ¢) de ’ensemble
produit E x I, est une relation d’équivalence dans E x I', qu’on appelle produit
de R par S et qu’on désigne par la notation R x S; toute classe d’équivalence
suivant R x S est le produit d’une classe d’équivalence suivant R par une classe
d’équivalence suivant S. Si u désigne un élément de EJR, et ¢ un élément

de I'/S,

(U, ) >u x v

est une application bijective (dite canonique) de (E/R) x (F/S) sur (E xI'} /(R x 8).

§6. ENSEMBLES ORDONNES

1. On dit qu’une relation wix, y{ entre deux éléments d’un ensemble E est une
relation d’ordre entre x et y dans E, si elle satisfait aux deux conditions suivantes:

a) La relation ¢« o,y et wiy,z}» entraine wix,z{ (transitivité).

b) La relation « wix, yf et wiy,xf» est dquivalente 2 « x = y ».
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La condition 4) entraine la réflexivité de la relation o.
Soit Cla partie de E x E définie par la relation wix, #f, cn tant quc propriété
du couple (x,y); les conditions a) et 6) sont respectiverent équivalentes aux

suivantes: 4') CoC < G; #) Cn Cl= A. Ces propriétés entrainent d’ailleurs
C-C=C.

Lorsqu’on considére une relation d’ordre particuliere dans un ensemble E,
on dit que E est ordonné par cette relation, et que cette relation définit sur F une
structure d’ensemble ordonné (cf. § 8) ou structure d’ordre (ou simplement un ordre).

Si wix, y§ est une relation d’ordre entre x et y dans E, il en est de méme de
wfy, x}; ces deux relations d’ordre sont dites opposées, ainsi que les structures d’ordre
qu’elles définissent.

Soit wix, y§ une relation d’ordre dans E, et A une partic quelconque de E; la
relation wix, 4, entre deux éléments x, y de A, est une relation d’ordre dans A;
I'ordre qu’elle définit sur A est dit induit par 'ordre défini par oy, y{ sur E. On
dit que l'ordre considéré sur E est un prolongement de I'ordre qu’il induit sur A.

On dit qu’une relation réflexive et transitive wix, y§ entre deux éléments de E est
une relation de préordre dans E et on dit que E est préordonné par cette relation; la
relation « wix, i et wiy, x§» est unc relation d’équivalence R dans E, et oix, y} est
compatible, cn x et eny, avec cette relation; par passage au quotient (pour x ety),
wix, y} donne, dans ’ensemble E/R, une relation d’ordre qui est dite associde a wix, yi.

2. La relation d’inclusion « Y < X » est une relation d’ordre dans I’ensemble
des parties ®(E) d’un ensemble quelconquec.

Si E et F sont deux ensembles, distincts ou non, la relation « g est un prolonge-
ment de f» est une relation d’ordre dans I'ensemble des applications d’une
partie quelconque de E dans I'.

L’ensemble N des entiers positifs! est ordonné par la relation « x < y ».

3. Par analogie avec cc dernier cxemple, on convient souvent, lorsqu’un
ensemble E est ordonné par une relation wix, y{, de noter ¥ <y, ou gy > x, la
relation wix, y¢; ces relations se lisent respectivement « x est infériewr a y» et
«y est supérienr & x » Dans ce cas, les relations ¢« x < y» et ¢y > x» (qui se lisent
« x est strictement inférieur Ay » ou «y est strictement supérieur a x ») sont par définition
équivalentes a ¢« x < y et x # yo

La relation «x < y» cst dquvalente a «x <y ou x =y» La relation
«x <yety < zrentraine ¢« x < z»;deméme, «x < yety < zventraine«x < zn

4. Une partie X d’un ensemble E, ordonné par une relation « x < y», est
dite totalement ordonné par cette relation si, quels que soient xe X ety e X, on a

" 1 Conformément & I’esprit de ce fascicule, nous y supposons connue la théorie des entiers. Mais il
ne faudrait pas croire que cette théorie soit nécessaire a I’édification de la théorie des ensembles; en
se reportant au Livre de Théorie des ensembles, le lecteur verra au contraire qu’on peut, a partir des
résultats de la théorie des ensembles, définir les entiers et en démontrer toutes les propriétés connues.

Dans notre terminologie, 0 appartient 2 N, et est donc considéré comme positif; les entiers
positifs et # 0 sont dits sirictement positifs.
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x € youy < x (ou encore sion a, soit x < y, soit x = y, soit x > y, ces trois rela-
tions s’excluant mutuellement).

La partie vide d’un ensemble ordonné est toujours totalement ordonnée.
L’ensemble E tout entier peut étre lui-méme totalement ordonné; c’est le cas de
I’ensemble N pour la relation x < y.

Toute partie d’un ensemble totalement ordonné est aussi totalement ordonnée
par l'ordre induit.

Dans un ensemble ordonné E, si a et b sont deux éléments tels que a < 4, on
appelle intervalle fermé d’origine a et d’extrémité b, et on note (a, 6), la partie de E
formée des éléments x tels que a < x < b; si a < b, on appelle intervalle semi-
ouvert d drotte (resp. a gauche) d’origine a et d’extrémité b, et on note (g, b( (resp.
Ja, b)), I'ensemble des éléments x tels que a < x < b (resp. a < x < b); enfin
on appelle intervalle ouvert d’origine a et d’extrémité 6, et on note )a, b(, ’ensemble
des x tels que a < x < b,

L’ensemblc des x tels que x < a (resp. x < a) s’appelle intervalle fermé
(resp. ouvert) tllimité a gauche ct d’extrémité a, et se note )<, a) (resp. )<, a(); de
méme, ’ensemble des x tels que x > a (resp. x > a) se nomme intervalle fermé
(resp. ouvert) illimité & droite et d’origine a, et sc note (a, ~( (resp. Ja, —(). Enfin,
on considére E lui-méme comme un intervalie ouvert illimité dans les deux sens, et on
le note )<, —{(.

5. Si X est une partie d’un ensemble ordonné E, il existe au plus un élément a
de X tel que pour tout x € X, on ait a < x; lorsqu’il existe un élément a ayant
cette propriété, on dit que c’est le plus petit élément de X. De méme, il existe au
plus un élément 6 € X tel que pour tout x € X on ait x < 4; si un tel élément
existe, on dit que c’est le plus grand élément de X.

Dans un ensemble totalement ordomné E, tout ensemble fini non vide possede un
plus grand et un plus petit élément,

On dit qu’un ensemble ordonné dans lequel toute partie non vide admet un
plus petit élément est bien ordonné. L’ensemble N des entiers positifs est bien
ordonné; pour qu’une partie de N ait un plus grand élément, il faut et il suffit
qu’elle soit finie et non vide. On démontre, en utilisant I’axiome de choix, que
sur tout ensemble il existe une structure d’ensemble bien ordonné (théoréme de
Zermelo).

Dans I’ensemble des parties 8 (E) d’un ensemble quelconque, ordonné par la
relation d’inclusion, pour qu’une partie % (ensemble de parties de E) posséde un
plus petit élément, il faut et il suffit que I'intersection des ensembles de 3 appar-
tienne a ¥, dont cette intersection est alors le plus petit élément; de méme, pour
que ¥ ait un plus grand élément, il faut et il suffit que la réunion des ensembles de
% appartienne a %, dont cette réunion est alors le plus grand élément.

On dit qu'une partie X d’un ensemble préordonné E est cofinale (resp.
coinitiale) a E si, pour tout y € E, il existe x € X tel que ¥y < x (resp. x < y).
Dire qu’un ensemble ordonné E a un plus grand (resp. plus petit) élément
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signifie qu’il existe une partie cofinale (resp. coinitiale) de E réduite & un seul
élément.

6. Soit X une partie d’un ensemble préordonné E; tout élément x € X, pour
lequel il n’existe aucun élément z € X tel que z < x, est appelé élément minimal
de X; tout y € X pour lequel il n’existe aucun élément ze X tel que z > y
est appelé élément maximal de X. L’ensemble des éléments maximaux (ou I’en-
semble des éléments minimaux) peut étre vide; il peut aussi étre infini; si X est
ordonné et a un plus petit élément a, c’est le seu/ élément minimal de X; de méme
si X est ordonné et a un plus grand élément &, c’est le seu/ élément maximal de X.

7. Soit X une partie d’un ensemble préordonné E; si un élément x € E est tel
que, pour tout z € X, on ait z < x, on dit que x majore X, ou que x est un majorant
de X;siy € E est tel que, pour tout z € X, on ait z > y, on dit que y minore X, ou
que y est un minorant de X.

L’ensemble des majorants (ou ’ensemble des minorants) d’une partie X
peut étre vide. Une partie X dont ensemble des majorants (resp. minorants)
n’est pas vide est dite majorée (resp. minorée). Un ensemble a la fois majoré et minoré
est dit borné. Tout élément supérieur a un majorant de X est encore un majorant
de X; tout élément inférieur a2 un minorant de X est un minorant de X.

Si X est ordonné et si I’ensemble des majorants d’une partie X a un plus petit
élément a, on dit que a est la borne supérieure de X; de méme, si ’ensemble des
minorants de X a un plus grand élément b6, on I’appelle la borne inférieure de X
si ces bornes existent, elles sont uniques d’aprés leur définition; on les note
supg X ou sup X (resp. infgy X ou inf X). Si X a un plus grand élément, c’est sa
borne supérieure; s’il a un plus petit élément, c’est sa borne inférieure. Récipro-
quement, si la borne supérieure (resp. inférieure) de X existe et appartient a X,
c’est le plus grand (resp. le plus petit) élément de cet ensemble.

Soit f une application d’un ensemble A dans E. On dit que f est majorée
(resp. minorée, bornée) si f(A) est une partie majorée (resp. minorée, bornée) de E;
si f(A) admet une borne supérieure (resp. inférieure) dans E, cette borne est
appelée borne supérieure (resp. inférieure) de f et se note su}z f(x) (resp. inf f(x)).

X € X€EA

8. Un ensemble préordonné E tel que toute partie finte non vide de E soit
majorée (resp. minorée) est appelé ensemble filtrant a droite (vesp. filtrant a gauche).

Un ensemble ordonné E tel que toute partie finte non vide de E possede une
borne supérieure et une borne inférieure, est dit ensemble réticulé, ou réseau ordonné
(ou lattis).

L’ensemble des parties d’un ensemble quelconque, ordonné par inclusion, est
un réseau; tout ensemble totalement ordonné est un réseau.

9. Un ensemble ordonné E est dit inductif s’il vérifie la condition suivante:
toute partie totalement ordonnée de E posséde un majorant.

L’ensemblc B(E), ordonné par inclusion, est un ensemble inductif; il en est de
méme de ensemble des applications d’une partie quelconque d’un ensemble E
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dans un ensemble F, quand on ’ordonne par la relation « g est un prolongement
de f.

Une partie quelconque d’un ensemble inductif n’est pas en général un
ensemble inductif; mais, si a est un élément quelconque d’un ensemble inductif E,
la partie de E formée des éléments x tels que x > a est encore un ensemble
inductif.

10. On démontre a ’aide de ’axiome de choix, la proposition suivante, qui
sera désignée sous le nom de théoréme de Zorn:

Tout ensemble ordonné inductif posséde au moins un élément maximal.

11. Dans I’ensemble des parties B(E) d’un ensemble quelconque E, ordonné
par inclusion, la borne supérieure d’un ensemble § de parties de E est la réunion
des ensembles de . L’application du théoréme de Zorn donne le résultat suivant:

St & est un ensemble de parties d’un ensemble E, tel que, pour tout sous-ensemble & de ¥,
totalement ordonné par la relation d*inclusion, la réunion des ensembles de & appartienne 4 F,
alors § posséde au moins un élément maximal (c’est-a-dire ici une partie de E apparte-
nant a §, et qui n’est contenue dans aucune autre partie de E appartenant a §).

On dit qu’un ensemble ¥ de parties d’un ensemble E est de caractére fini si la
propriété « X € § » est équivalente a la propriété « toute partie finie de X appartient
a & ». Cette définition permet d’énoncer le théoréme suivant:

Tout ensemble de parties de E de caractére fini posséde au moins un élément maximal.

12. Une application f d’une partie A d’un ensemble pré ordonné E, dans un
ensemble préordonné I, est dite crotssante (resp. décroissante) silarelation x < y entre
éléments de A entraine f(x) < f(y) (resp. f(x) = f(y)); toute fonction cons-
tante dans A est donc a la fois croissante et décroissante; la réciproque est vraie si
A est un ensemble filtrant (a droite ou a gauche).

L’application f est dite strictement croissante (resp. strictement décroissante) si la
relation ¥ < y entraine f(x) < f(y) (resp. f(x) > f(y)).

Si E est totalement ordonné, toute application strictement crotssante (ou strictement
décroissante) d’un partie A de E dans un ensemble ordonné I, est injective.

Si T est un ensemble d’indices ordonné, une famille (X)), .1 de parties d’un
ensemble E est dite croissante (resp. décroissante) si v+> X, est une application
croissante (resp. décroissante) de I dans $B(E) ordonné par inclusion.

13. Soient I un ensemble préordonné filtrant a droite, (Ey)qer une famille
d’ensembles ayant I pour ensemble d’indices. Pour tout couple («, B) d’indices
de I tels que « < B, soit f;, une application de E, dans E;. On suppose que les
relations « < B < y entrainent f,, = f,5° fae €t que, pour tout x € I, £, soit
Papplication identique de E,.

Soit I' Pensemble somme de la famille d’ensembles (Ey)y.1; par abus de
langage, nous identifions les E, aux parties correspondantes de F. Etant donnés
deux éléments x ety de I, soit Rix, ¢ la relation suivante (oll « et B désignent les
éléments de I tels que x e E, ety € Ep):

ilexisteunyeltel quey > «, v 2 B, et fiu(%) = fip(¥).



E.R.30 THEORIE DES ENSEMBLES §6

Alors, R est une relation d’équivalence sur F. Soient E I’ensemble quotient
F/R et f I’application canonique: F — F/R. On dit que E est la limite inductive de la
Sfamille (Ey)qer pour la famille d’applications ( fp,), et la restriction f, de fa E,
s'appelle Iapplication canonique de E, dans E. Pour o < B, on a fyo fzy = fo. On
écrit E = lim (E,, f3,), ou simplement E = lim E, si aucune confusion n’en

—_— —
résulte. Par abus de langage, on dira encore que le couple ((E,), (fae)) €st un
systéme inductif d’ensembles relatif a 1.

Si les fy, sont injectives, les f, sont injectives. On identifie alors en général
E, et f,(E,), et on considére donc E comme la réunion des E,. Inversement, si un
ensemble E’ est réunion d’une famille (E),.; de parties telles que la relation
« < B entraine E, < Ej, et si (pour « < B) on désigne par j,, linjection
canonique de E; dans Eg, on peut identifier E" a h_m) (E4 Jae) €t les applications
canoniques des E; dans h_m) (Eg Jpe) aux injections canoniques des E; dans E’.

Plus généralement, soient (E,, f3,) un systéme inductif d’ensembles relatif a
I, et, pour tout « € 1, soit g, une application de E, dans un ensemble E’, telle que
la relation « < P entraine gy o f5, = g,. Alors, il existe une application g et une
seulede E = h_m) E, dans E’ telle que g, = g o f, pour tout « € L. Pour que g soit
surjective, il faut et il suffit que E’ soit réunion des g, (E,). Pour que g soit in-
jective, il faut et il suffit que, pour tout ael, les relations x € E,, y € E,,
8«(x) = g4(y) entrainent qu’il existe B > « pour lequel f;,(x) = f3o(y). Lorsque
g est bijective, on identifie parfois E’ et la limite inductive des E,.
Soient (Ay, @ge) €t (By, $pe) deux systemes inductifs d’ensembles relatifs a un
méme ensemble d’indices I; soient A = lim (A, ¢g,), B = lim (B, ¢g,), €t,
—_— —_—

pour tout « € 1, soit ¢, (resp. ¢,) I'application canonique de A, dans A (resp. de
B, dans B). Pour tout « € I, soit u, une application de A, dans B, telle que, pour
@ < B, on ait Uy o @py = Ppy © Uy On dit que (u,) est un systéme inductif &’ applica-
tions de (Ay, ©py) dans (By, g,). Dans ces conditions, il existe une application
u: A — B est une seule telle que, pour tout « € I, on ait wo ¢, = { o 1y, On dit
que u est la limite inductive des u, et on écrit u = h_m) u, lorqu’aucune confusion

n’est a craindre. Soient (C,, 8;,) un troisieme systéme inductif d’ensembles relatif
a I, (v,) un systtme inductif d’applications de (B, ¢5,) dans (C,, 05,), €t v=
lim v,. Alors, on a lim (g0 u,) = vou.

— —

Conservant les notations précédentes, soient D, = A, x B,, et g, =
®pe X Vg La famille (D, wy,) est alors un systéme inductif d’ensembles. Soient
D= En) (Dy, ©gy), @y ’application canonique de Dy, dans D, D’ = A x B, et
0y = @y X Y, Il existe alors une bijection f: D — D’ et une seule (dite canonique)
telle que fo w, = o, pour tout « € I. On identifie en général le produit D’ des
limites inductives a la limite inductive D des produits D,.

Soit J une partie cofinale de 1. Alors J est un ensemble filtrant a droite. Si
((Eg)xen (fawaerper) est un systtme inductif d’ensembles relatif a I, de limite
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inductive E, ((Eq)gcs ( faa)aes, seg) €st un systéme inductif d’ensembles relatif a
J; soient E’ sa limite inductive, et f, 1’application canonique de E, dans E’ pour
« € J. Tl existe une application g: E’ — E et une seule telle que g( £y (%)) = f(%)
pour a € J et x € E, (f, désignant I’application canonique de E, dans E). Cette
application est une bijection par laquelle on identifie d’ordinaire E’ et E.

14. Soient I un ensemble préordonné filtrant a droite, (E,),e; une famille
d’ensembles ayant I pour ensemble d’indices. Pour tout couple («, B) d’indices de
I tels que « < B, soit f,; une application de E; dans E,. On suppose que les
relations « < B < vy entrainent f,, = fi5° f3y €t que pour tout a €1, f,, soit
I’application identique de E,.

Soit G I’ensemble produit de la famille d’ensembles (E,), ;. Soit E la partie
de G formée des éléments x satisfaisant & chacune des relations pry x = f,3(prg X)
pour tout couple d’indices (a, 8) tels que « < 8. On dit que E est la limite pro-
Jective de la famille (Eo)q 1 pour la famille d’applications f,g, et la restriction f, de
pry a E s’appelle lapplication canonique de E dans E,. Pour « < B,ona f, = fy5° fo.
On écrit E =(1i_m (Egs fus), ou simplement E =(li_mEa si aucune confusion n’est a

craindre. Par abus de langage, on dira encore que le couple ((E,), ( fy3)) est un
systéme projectif d’ensembles relatif a 1.

On notera que E peut étre vide méme si les E, sont non vides et si toutes les applica-
tions f,p sont surjectives.

Pour tout « € I, soit g, une application d’un ensemble E’ dans E,, telle que la
relation « < B entraine f,;0 gy = g,. Alors, il existe une application g et une
seule de E’ dans E telle que g, = f, o g pour tout « € 1. Pour que g soit injective, il
faut et il suffit que, pour tout couple d’éléments distincts +’, ¥ de E’, il existe
a €I tel que g,(x") # £u(¥").

Soient (A,, ¢up) €t (By, Yop) deux systémes projectifs d’ensembles relatifs a un
méme ensemble d’indices I; soient A = lim (Ag, gqp), B = Iim (B, {45), et,

<~ <«

pour tout « € 1, soit ¢, (resp. {,) I’application canonique de A dans A, (resp. de
B dans B,). Pour tout « & I, soit u, une application de A, dans B, telle que, pour
a < B, 0N ait Yug 0 Uy = Uy © Gep. On dit que (u,) est un systéme projectif d’ applications de
(Ays @up) dans (By, Yop). Dans ces conditions, il existe une application u: A — B et
une seule telle que, pour tout « € I, on ait $y o 4 = uy o ¢,. On dit que u est la
limite projective des u, et on écrit u = (h_m uy lorsqu’aucune confusion n’est
craindre. Soient (Cg, 0,5) un troisitme systéme projectif d’ensembles relatif a
I, (v,) un systtme projectif d’applications de (B, $,s) dans (Cg, 0,5), et v =
lim vy, Alors, on a lim (v,ou,) = vou

<« <«

Soit J une partie cofinale de 1. Si ((Ey)qer (fup)aer, per) €St un systéme
projectif d’ensembles relatif a I, de limite projective E, ((Eq)q e, (fap)xes.aes) €5t
un systtme projectif d’ensembles relatif a J; soit E’ sa limite projective.
Pour x € E, soit g(x) = (fo(*))aes € E' (f, désignant Papplication canonique
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de E dans E,). Alors, g est une bijection de E sur E’, par laquelle on identifie
d’ordinaire E’ et E.

§ 7. PUISSANCES. ENSEMBLES DENOMBRABLES

1. Deux ensembles E, I' sont dits équipotents s’ils peuvent étre mis en corres-
pondance biunivoque.

Deux ensembles équipolents a un méme troisiéme sont équipotents.

Si E et F sont équipotents, B(E) et B(I) sont équipotents.

Si Eet I, E" et F, E” et I sont respectivement équipotents, E x E’ x E” ct
I" x " x I'" sont équipotents; cette proposition s'étend a un produit d’un
nombre quelconque d’ensembles.

2. Soient X ¢t Y deux parties d’un enscmble E; la rclation « X ct Y sont
équipotents » est une relation d’équivalence dans B(E); la classe d’équivalence
(suivant cette rclation) a laquelle appartient X s’appelle la puissance® de X, et
I’ensemble de ces classes (ensemble quotient de P(E) par la relation précédente)
Vensemble des puissances des parties de E.

Si E et F sont deux ensembles distincts, la relation « X et Y sont équipotents »
entre unc partie X de E et une partie Y de F, s’exprime encore en disant que la
puissance de X et la puissance de Y sont équivalentes; on définit ainsi une corres-
pondance biunivoque entre une partie de ’ensemble des puissances des parties de
E, ct une partie de I'ensemble des puissances des partics de F.

3. Soient E, F deux ensembles quelconques, distincts ou non; soient a un
¢lément de I’ensemble des puissances des parties de E, b un ¢1ément de ’ensemble
des puissances des parties de I'; on dit quc a est inférieure a b, ou que b est supérieure
a a, s’il existe une application injective d’une partie X < E de puissance a dans
unc partie Y < I de puissance 0; on dit que a est sirictement tnférieure a b, ou que b
est strictement supérieure a a, si en outre a et b ne sont pas des puissances équivalentes.

Si a et b sont équivalentes, a est a la fois supérieure et inférieure a b; récipro-
quement, on démontre que si a est & la fois supérieure et inférieure & b, a et b sont
équivalentes. 11 en résulte en particulier que I’ensemble des puissances des parties
d’un ensemble E est ordunné par la relation « a inférieure a b »; quand on parle de
cct ensemble comme d’un ensemble ordonné, c’est toujours de I'ordre défini par
cette relation qu’il est question.

1 Dans la Théorie des ensembles formalisée (cf. E.III, p. 23) on définit la notion de cardinal
d’un ensemble, qu’on appelle aussi, par abus de langage, la puissance de cet ensemble. Cet abus de
langage n’entraine cependant pas de confusion, car pour que deux parties d’'un ensemble aient méme
puissance (au sens défini ci-dessus), il faut et il suffit qu’elles aient méme cardinal; de méme, pour
que la puissance d’une partie A d’un ensernble E soit inférieure a celle d’une partie B d’'un ensemble
F (n° 3) il faut et il suffit que le cardinal de A soit inférieur & celui de B; enfin, si la puissance de A
est somme (n° 5) des puissances d’une famille (A,} de parties de E, le cardinal de A est somme des
cardinaux des A,.
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En outre, en utilisant le théoréeme de Zorn (et par suite I’axiome de choix), on
démontre que [ensemble des puissances des parties d'un ensemble E est bien ordonné.

4. La puissance d’un ensemblc E est strictement inférieure a celle de ’ensemble
R (E).

Si fest une application d’un ensemble E dans un ensemble I, la puissance de
I'image f(X) d’une partie quelconque X de E, est inférieure a la puissance de X.

5. Soit {X)),e1 une famille de parties d’'un ensemble E, telle que ¢ # x
entraine X, N X, = 7; soit (Y,),.; une famille de partics d’un ensemble F,
correspondant au méme ensemble d’indices I, ct telle que la puissance de Y, soit
inférieure a celle de X, quel que soit v & I; alors, la puissance de la réunion
U Y, est inférieure a celle de U X, quelic que soit la partie J de 1.
ted Lted

Sienoutret # xcntrainc Y, N'Y, = (7, ctsi X, ct Y, sont équipotents qucl que

soit v, alors | J X, est équipotent a \J Y,.
ted Led

En particulicr, si I est identique a E, on voit que la puissance de la réunion
d'un ensemble de parties de E sans élément commun deux & deux, ne dépend que des
puissances de ces partics; on dit que c’est la somme de ces puissances (fonction qui
n’est donc définie pour unc famille (a,) d’éléments de 'cnsemble des puissances
que lorsqu’on peut trouver une famille (X,) de partics de E deux a deux sans
élément commun et telle que X, ait pour puissance a,).

Si(X,)er et (Y,),or sont des familles de partics de E et F respectivement,

correspondant au méme enscmble d’indices,et telles que X, et Y, soient équipotents
quel que soit 1, les produits Il X, et Il Y, sont équipotents.
L v

6. L’ensemble N des entiers positifs peut étre considéré comme I’ensemble des
puissances des parties fintes d’un ensemble #nfini; la relation d’ordre « x < y » dans
N n’cst autre que la relation ordonnant cet ensemble de puissances; et la somme
de deux entiers positifs est une fonction identique a la somme de deux puissances
telle qu’elle vient d’étre définie.

7. On dit qu’un ensemblc est dénombrable s’1l est équipotent a une partie de
P’ensemble N des enticrs positifs. Tout ensemble fini est donc dénombrable; si 7
est le nombre de ses éléments, il est équipotent & I'intervalle (0, n — 1) de I'en-
semble N. Tout ensemble infini dénombrable est équipotent a N; en particulier, toute
partie infinie de N a méine puissance que N.

Si E est un enscmble infini, il existe une partition de E formée d’ensembles
infinis dénombrables; en particulier, tout ensemble infini a une puissance supérieure a
celle de N.

Si E est un ensemble infini, les ensembles E x E et E x N sont éguipotents a E;
I'ensemble des parties finies de E est équipotent ¢ E. En particulier, N x N est un
ensemble infini dénombrable.

8. On appelle suite d’éléments d’un ensemble E une famille d’éléments de E
dont I'ensemble d’indices est I’ensemble N des entiers positifs ou une partie de N;
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une suite dont ’ensemble des indices est N se note donc (x,), .y, ou plus simple-
ment (x,) quand aucune confusion n’est a craindre et on dit encore que c’est la
suite de terme général x,; 1'élément x, est aussi appelé terme d’indice n de la suite.
L’ensemble des éléments d’une suite est dénombrable.

Une suite est dite nfinie ou finie suivant que I'ensemble des indices est une
partie infinie ou finie de N. L’ensemble des éléments d’une suite finie est fini.

Toute sous-famille d’une suite est une suite, qu’on dit extraite de la suite
donnée; toute suite extraite d’une suite finic est une suite finie.

On appelle suite double (ou suite & deux indices) une famille d’éléments dont
I’ensemble d’indices est N x N, ou une partie de N x N; une suite double dont
I'ensemble d’indices est N x N se note (x,, ,), ou plus simplement (x,,,) si cela ne
préte pas a confusion. On définit de méme des suites a plus de deux indices.

On dit que deux suites (x,,), (y,) ne différent que par Iordre des termes s’il existe
une permutation f de ’ensemble des indices telle que y, = x4, quel que soit n.

A une famille d’éléments (x,),.; dont ’ensemble d’indices I est infini dénom-
brable, on peut associer une suite infinie de la maniére suivante: il existe une
application bijective n+ f(n) de N sur I; en posant y, = x,,, on dit que la
suite (y:) s’obtient en rangeant dans I’ ordre défini par fla famille (x). Les suites corres-
pondant ainsi a deux applications bijectives distinctes de N sur I ne différent que
par 'ordre des termes.

En opérant de méme lorsque I est un ensemble fini, on obtient une suite finie
associée a la famille (x,).

9. La réunion, Pintersection ou le produit d’une famille (X,),.; de parties
d’un ensemble E, sont dits dénombrables si 1 est un ensemble dénombrable, finis si 1
est fini.

Si 1 est dénombrable, et si la puissance de X, est inférieure a une puissance infinie
donnée a, quel que soit +, la puissance de la réunion |} X, est inférieure a a; si en

;

outre un des X, au moins est de puissance a, |} X, est aussi de puissance a. En
t

particulier, toute réunion dénombrable d’ensembles de puissance a est de
puissance a; toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est un
ensemble dénombrable.

§8. LCHELLES I’ENSEMBLES ET STRUCTURES

1. Etant donnés, par exemple, trois ensembles distincts E, F, G, on en peut
former d’autres en prenant leurs ensembles des parties, ou en faisant le produit
d’un de ces ensembles par lui-méme, ou enfin en faisant le produit de deux de ces
ensembles, pris dans un certain ordre. On obtient ainsi douze nouveaux ensembles;;
si on les joint aux trois ensembles E, F, G, on peut recommencer sur ces quinze
ensembles les mémes opérations, en écartant celles qui donnent des ensembles déja
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obtenus; et ainsi de suite. D’une fagon générale, on dit d’un quelconque des
ensembles obtenus par ce procédé (suivant un schéma explicite) qu’il fait partie
de [Péchelle des ensembles ayant pour base E, F, G.

Soient, par exemple, M, N, P trois des ensembles de cette échelle, et Rix,y, z}
une relation entre des éléments appartenant respectivement a chacun de ces
ensembles; R définit une partie de M x N x P, donc (par une correspondance
canonique) une partie de (M x N) x P, et enfin un élément de

B(M = N) x P);

ainsi la donnée d’une relation entre éléments de plusieurs ensembles d’une méme
échelle, revient a celle d’un élément d’un autre ensemble de cette échelle. De
méme, la donnée d’une application de M dans N, par exemple, revient (en
considérant le graphe de cette application) a celle d’une partie de M x N,
c’est-a~dire a celle d’un élément de I'ensemble B(M x N), qui est encore dans
I’échelle. Enfin, la donnée de deux éléments (par exemple) de M, revient a celle
d’un seul élément de I’ensemble produit M x M.

Ainsi, la donnée d’un certain nombre d’éléments d’ensembles d’une échelle,
de relations entre des éléments de ces ensembles, d’applications de parties de
certains de ces ensembles dans d’autres, revient en derniére analyse a la donnée
d’un seul élément d’un des ensembles de 1’échelle.

2. On a dit ci-dessus (§ 6) que la donnée d’un élément C de I’ensemble
B(E x E) définit une structure d’ensemble ordonné sur E si on a les propriétés:

-1
¢) CoCcC; b CNnC=A

D’une fagon générale, considérons un ensemble M d’une échelle, dont la base
est formée, par exemple, de trois ensembles E, F, G; donnons-nous un certain
nombre de propriétés explicitement énoncées d’un élément de M, et soit T
'intersection des parties de M définies par ces propriétés; on dit qu’un élément o
de T définit sur E, I, G une structure de Pespéce T'; les structures d’espece T sont
donc caractérisées par le schéma de formation de M a partir de E, F, G, et par les
propriétés définissant T, qu’on appelle les axiomes de ces structures; on donne un
nom spécifique a toutes les structures de méme espece. Toute proposition qui est
une conséquence de la proposition « 6 € T » (c’est-a-dire des axiomes définissant
T) est dite appartenir a la théorie des structures d’espéce T'; par exemple, les pro-
positions énoncées au § 6 appartiennent a la théorie des structures d’ensemble
ordonné.

On remarquera que, dans ce dernier exemple, les axiomes peuvent s’énoncer
pour un ensemble de base E absolument quelconque; aussi donne-t-on le méme
nom aux structures satisfaisant a ces axiomes, indépendamment de I’ensemble sur
lequel elles sont définies; et les propositions déduites de ces axiomes sont valables
dans un ensemble quelconque, puisque pour les formuler, il n’est pas besoin de
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faire intervenir les particularités de I’ensemble E. Ces remarques s’appliquent
chaque fois qu’on ¢énonce des axiomes de cctte nature.!

Le plus souvent, quand on utilise unc échelle ayant une base composée de
plusieurs ensembles E, F, G, 'un de ces ensembles, E par exemple, joue dans les
structures qu’on considére un rdle prépondérant; aussi dit-on, par abus de lan-
gage, que ccs structures sont définics sur ’ensemble E, les ensembles F et G étant
considérés comme ensembles auxiliaires.

Enfin, pour faciliter le langage, on donne souvent un noin particulier a un
ensemble qu’on a muni d’une structure d’une espéce déterminée; c’est ainsi qu’on
parle d’ensemble ordonné, et qu’on définit dans la suite de ce Traité, les notions de
groupe, anneau, corps, espace topologique, espace uniforme, variété différentielle etc., mots
qui désignent tous des ensembles munis de certaines structures.

3. Considérons des structures d’une méme espéce T, ou T est une partic d’un
ensemble M d’une échelle d’ensembles; si on ajoute de nouveaux ¢ axiomes » a
ceux qui définissent T, le systéme d’axiomes obtenu définit une partie U de M,
contenue dans T; on dit que les structures d’espece U sont plus riches que les
structures d’espéce T. Par exemple, les structures d’ensemble totalement ordonné

sont plus riches que les structures d’ensemble ordonné, I'élément C de #(E x E)
-1
qui définit une telle structure satisfaisant & 'axiome supplémentaire C U C =

E x E.

4. Soient M, M’ deux ensembles d’une méme échelle, de base E, I, G par
exemple; soient T une partie de M, T’ une partie de M’, définies respectivement
par certains axiomes explicitement énoncés. Chaque fois qu’on aura défini
explicitement une application bijective de T sur T, on considérera que deux éléments
ceT, ¢’ €T’, qui se correspondent par cette application, définissent la méme
structure sur E, F, G; et on dit que les systtmes d’axiomes qui définissent T et T’
sont équivalents.

Un exemple de cette circonstance est fourni par les structures topologiques, qui
peuvent étre définies par plusieurs systémes d’axiomnes équivalents, dont deux sont
particuliérement utiles (voir TG, I, § 1).

5. Soient E, F, G trois ensembles, et supposons données des applications
btjectives de E, I', G respectivement sur trois autres ensembles E', I, G’. Comme
on sait définir les extensions d’applications bijectives aux ensembles de parties
(§ 2, n°9) et aux ensembles produits (§ 3, n° 14), on définira de proche en proche
extension des applications bijectives données a deux ensembles M, M’ construits
respectivement suivant le méme schéma, dans I’échelle d’ensembles ayant pour
base E, F, G, et dans celle ayant pour base E’, F’, G'. Soit f I’application bijective
de M sur M’ ainsi obtenue. Si ¢ est une structure sur E, F, G, élément d’une partie

1 Le lecteur notera que les indications données dans ce paragraphe restent assez vagues; elles ne
sont 1a qu’a titre heuristique et il ne semble guére possible d’énoncer des définitions générales et
précises concernant les structures, en dehors du cadre de la Mathématique formelle (voir
E, IV, §l).
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T de M, on dira que f(o) est la structure obtenue en transportant la structure o sur
E’, F', G, au moyen des applications bijectives de E sur E’; de F sur F’' et de G
sur G'. Toute proposition relative a la structure o sur E, F, G donne de méme (en
utilisant des extensions convenables) une proposition relative a la structure f{o)
sur B, F', G".

Inversement, étant données une structure ¢ sur E, F, G, et une structure ¢’
sur E', F', G', on dira qu’elles sont isomorphes (ou qu’il y a isomorphie entre ces
structures) si ¢’ peut étre obtenue en fransportant ¢ par des applications bijectives
de E sur E’, de F sur F’ et de G sur G’ respectlvement ces apphcatlons sont alors
dites constltuer un isomorphisme de o sur ¢’.

Lorsqu’il s’agit de structures sur un seul ensemble E, ’application bijective de
E sur E’ qui transporte o sur ¢’ est encore appelée un tsomorphisme de ensemble E,
mum de la structure o, sur ensemble E', mum de la structure o',

C’est aussi a cette application qu’on donne le nom d’isomorphisme lorsque T
et G sont deux ensembles auxiliaires, et que les applications hijectives concernant
ces deux ensembles sont les applications tdentiques de I et G sur eux-mémes.

Un isomorphisme d’un ensemble E, muni d’une structure o, sur lui-méme,
prend le nom d’automorphisme.

11 est souvent commode, lorsqu’il existe un isomorphisme fd’un ensemble E,
muni d’une structure o, sur un ensemble E’, muni d’une structure o', d’identifier E
et E’, ¢’est-a-dire de donner le méme nom a un élément d’un ensemble M de
I'échelle de base E, et a I’élément qui en est 'image par I’extension convenable de
f alensemble M.

6. Lorsqu’on énonce un systtme d’axiomes définissant une partie T d’un
ensemble M d’une échelle d’ensembles, il peut arriver que ’ensemble T soit vide;
on dit alors que les axiomes sont contradictoires.

7. 11 peut arriver qu’un syst¢tme d’axtornes définissant une structure sur un
ensemble puisse s’énoncer pour un ensemble quelconque, mais que si on considere
deux structures satisfaisant a ces axiomes, et définies sur deux ensembles distincts
E, F, il résulte des axiomes que ces structures (s1 elles existent) sont nécessaire-
ment isomorphes (ce qui entraine en particulier que E et I sont équipotents). On dit
dans ce cas que la théorie des structures satisfaisant a ces axiomes est univalente;
lorsqu’on n’est pas dans ce cas, on dit qu’elle est multivalente.

La théorie des nombres entiers, celle des nombres réels, la géométrie eucli-
dienne classique, sont des théories univalentes; la théorie des ensembles ordonnés,
la théorie des groupes, la topologie, la théorie des variétés différentielles, sont
des théories multivalentes. L’étude des théories multivalentes est le trait le plus
-frappant qui distingue la mathématique moderne de la mathématique classique.
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