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ВСТУПИТЕЛЬНОЕ СЛОВО

Несколько поколений студентов механико-математического
факультета Московского университета учились у Игоря Вла-
димировича Проскурякова по его задачнику. Вначале это был
задачник по линейной алгебре, но затем по велению времени в
него были включены дополнительные разделы, такие, как аф-
финная геометрия, тензорная алгебра и теория групп. Почти в
каждое новое издание вносились исправления и дополнения,
так что в настоящем виде задачник является плодом кропот-
ливого труда всей жизни автора.

Каждый, кому пришлось составить хотя бы несколько за-
дач для вступительных экзаменов, знает, как трудно избежать
ошибок. Что уж говорить о целом задачнике! Одно из досто-
инств задачника И. В. Проскурякова состоит в том,
что он свободен от ошибок: все имевшиеся ошибки давно
исправлены.

Задачник содержит как достаточное количество типовых
вычислительных задач на применение основных алгоритмов
линейной алгебры, так и большое число более сложных задач,
в том числе теоретического характера. Тем самым он предо-
ставляет преподавателю возможность для маневра в соответ-
ствии с содержанием конкретного курса и составом конкрет-
ной группы.

Следует сказать, что содержание курса алгебры и способ
изложения постоянно меняются. Поэтому некоторые разделы
любого задачника в какой-то момент могут казаться арха-
ичными, но при определенном повороте событий они вновь
могут стать актуальными. Так, в последние годы на мехма-
те принято выводить жорданову форму матрицы линейного
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6 Вступительное слово

оператора геометрически, в связи с чем теория λ-матриц ста-
новится ненужной. Однако эта теория, представляющая собой
в сущности теорию модулей над кольцом многочленов, выгля-
дит вполне актуально в контексте общей теории модулей над
евклидовыми кольцами, которую сейчас все больше лекторов
начинают включать в свои курсы. То же относится и к отдель-
ным задачам, которые многие годы могут оставаться невостре-
бованными, но потом вдруг обратить на себя внимание своей
забытой красотой или оказаться для чего-то нужными. Задач-
ник И. В. Проскурякова является аккумулятором опыта мате-
матиков, работавших на кафедре высшей алгебры мехмата на
протяжении десятков лет, и в этом качестве может быть ис-
точником ценных сведений. Например, в моей научной рабо-
те, когда мне было нужно вычислить определитель матрицы,
я часто находил ответ в этом задачнике. Я уверен, что задач-
ник И. В. Проскурякова еще долгие годы будет полезен сту-
дентам и преподавателям физико-математических, инженерно-
физических и экономико-математических специальностей ву-
зов.

Э. Б. Винберг
доктор физико-математических наук,

профессор Московского государственного университета
им. М. В. Ломоносова



ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА

При составлении настоящего пособия автор стремился, во-
первых, дать достаточное число упражнений для выработки
навыков решения типовых задач (например, вычисление опре-
делителей с числовыми элементами, решение систем линей-
ных уравнений с числовыми коэффициентами и т. п.), во-
вторых, дать задачи, способствующие уяснению основных по-
нятий и их взаимной связи (например, связь свойств матриц
со свойствами квадратичных форм, с одной стороны, и линей-
ных преобразований — с другой), в-третьих, дать задачи, до-
полняющие лекционные курсы и содействующие расширению
математического кругозора (например, свойства пфаффова аг-
регата кососимметрического определителя, свойства ассоции-
рованных матриц и т. п.).

В ряде задач предлагается доказать теоремы, которые мож-
но найти в учебниках. Помещая такие задачи, автор исходил
из того, что лектор при недостатке времени дает изучить часть
материала по книге самим учащимся и это можно делать по
задачнику, где даны указания, помогающие самостоятельно
провести доказательство, что способствует развитию началь-
ных навыков научного исследования.

Содержание и порядок изложения материала на лекциях
во многом зависят от лектора. Автор старался дать задачи,
учитывающие это разнообразие изложения. Отсюда некото-
рый параллелизм и повторяемость материала. Так, одни и те
же факты даны сначала в разделе квадратичных форм, а за-
тем и в разделе линейных преобразований, некоторые зада-
чи сформулированы так, что их можно решать как в слу-
чае вещественного евклидова, так и в случаях комплексного
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8 Предисловие автора

унитарного пространства. Нам кажется, что для задачника это
желательно, так как дает большую гибкость при его исполь-
зовании.

В начале некоторых параграфов помещены введения. Они
содержат лишь краткие указания терминологии и обозначе-
ний в тех случаях, когда в учебниках нет полного единства
в указанном отношении. Исключением является введение 5,
где даны основные методы вычисления определителей любого
порядка и приведены примеры на каждый метод. Автор счи-
тал это полезным ввиду того, что в учебниках эти указания
отсутствуют, а учащиеся встречают здесь значительные труд-
ности.

Номера задач, в ответах на которые имеются решения или
указания, снабжены звездочкой. Решения даны для неболь-
шого числа задач. Это или задачи, содержащие общий метод,
применяемый затем к ряду других задач, или задачи повышен-
ной трудности. Указания содержат, как правило, лишь идею
или метод решения и оставляют учащимся проведение самого
решения. Лишь для более трудных задач они содержат крат-
кий план решения.

И. В. Проскуряков
Выражаю свою благодарность за предложенные задачи и цен-
ные советы Э. Б. Винбергу, И. М. Гельфанду, Н. В. Ефимову,
А. П. Мишиной, Л. Я. Окуневу, Л. А. Скорнякову, А. И. Уз-
кову, И. Р. Шафаревичу и всем работникам кафедры высшей
алгебры Московского университета.



Глава 1

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

§ 1. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 2-го И 3-го ПОРЯДКОВ

Вычислить определители:

1.

∣∣∣∣5 2
7 3

∣∣∣∣. 2.

∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣. 3.

∣∣∣∣3 2
8 5

∣∣∣∣. 4.

∣∣∣∣6 9
8 12

∣∣∣∣.
5.

∣∣∣∣a2 ab
ab b2

∣∣∣∣. 6.

∣∣∣∣n + 1 n
n n− 1

∣∣∣∣. 7.

∣∣∣∣a + b a− b
a− b a + b

∣∣∣∣.
8.

∣∣∣∣a2 + ab + b2 a2 − ab + b2

a + b a− b

∣∣∣∣. 9.

∣∣∣∣cosα − sinα
sin α cosα

∣∣∣∣.
10.

∣∣∣∣sin α cosα
sin β cosβ

∣∣∣∣. 11.

∣∣∣∣cosα sin α
sin β cosβ

∣∣∣∣.
12.

∣∣∣∣sinα + sin β cosβ + cosα
cosβ − cosα sin α− sin β

∣∣∣∣.
13.

∣∣∣∣2 sinϕ cos ϕ 2 sin2 ϕ− 1
2 cos2 ϕ− 1 2 sinϕ cosϕ

∣∣∣∣.
14.

∣∣∣∣∣1−t2

1+t2
2t

1+t2

−2t
1+t2

1−t2

1+t2

∣∣∣∣∣. 15.

∣∣∣∣∣ (1−t)2

1+t2
2t

1+t2

2t
1+t2 − (1+t)2

1+t2

∣∣∣∣∣.
16.

∣∣∣∣∣ 1+t2

1−t2
2t

1−t2

2t
1−t2

1+t2

1−t2

∣∣∣∣∣. 17.

∣∣∣∣ 1 logb a
loga b 1

∣∣∣∣.
Вычислить определители, в которых i =

√−1:

18.

∣∣∣∣ a c + di
c− di b

∣∣∣∣. 19.

∣∣∣∣a + bi b
2a a− bi

∣∣∣∣.
20.

∣∣∣∣cosα + i sin α 1
1 cosα− i sinα

∣∣∣∣. 21.

∣∣∣∣ a + bi c + di
−c + di a− bi

∣∣∣∣.
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Пользуясь определителями, решить системы уравнений:

22.

{
2x + 5y = 1,

3x + 7y = 2.

23.

{
2x− 3y = 4,

4x− 5y = 10.

24.

{
5x + 7y = 1,

x− 2y = 0.

25.

{
4x + 7y + 13 = 0,

5x + 8y + 14 = 0.

26.

{
x cos α− y sin α = cosβ,

x sin α + y cosα = sin β.

27.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x tg α + y = sin(α + β),
x− y tg α = cos(α + β),

где α �= π

2
+ kπ (k — целое).

Исследовать, будет ли система уравнений определенна
(имеет единственное решение), неопределенна (имеет беско-
нечно много решений) или противоречива (не имеет
решения):

28.

{
4x + 6y = 2,

6x + 9y = 3.

Дают ли здесь формулы Крамера верный ответ?

29.

{
3x− 2y = 2,

6x− 4y = 3.

30. (a− b)x = b− c.
31. x sin α = 1 + sinα.
32. x sin α = 1 + cosα.
33. x sin(α + β) = sin α + sin β.

34.

{
a2x = ab,

abx = b2.

35.

{
ax + by = ad,

bx + cy = bd.
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36.

{
ax + 4y = 2,

9x + ay = 3.

37.

{
ax− 9y = 6,

10x− by = 10.

38. Доказать, что для равенства нулю определителя второ-
го порядка необходимо и достаточно, чтобы его строки были
пропорциональны. То же верно и для столбцов (если некото-
рые элементы определителя равны нулю, то пропорциональ-
ность можно понимать в том смысле, что элементы одной
строчки получаются из соответствующих элементов другой
строчки умножением на одно и то же число, быть может, рав-
ное нулю).
∗39.Доказать, что при действительных a, b, c корни урав-

нения ∣∣∣∣a− x b
b c− x

∣∣∣∣ = 0

будут действительными.
∗40.Доказать, что квадратный трехчлен ax2 + 2bx + c с

комплексными коэффициентами тогда и только тогда будет
полным квадратом, если ∣∣∣∣a b

b c

∣∣∣∣ = 0.

41. Доказать, что при действительных a, b, c, d корни
уравнения ∣∣∣∣a− x c + di

c− di b− x

∣∣∣∣ = 0.

будут действительными.
∗42. Показать, что значение дроби ax+b

cx+d , где по крайней
мере одно из чисел c, d отлично от нуля, тогда и только тогда

не зависит от значения x, когда

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = 0.

Вычислить определители 3-го порядка:

43.

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
5 3 2
1 4 3

∣∣∣∣∣∣. 44.

∣∣∣∣∣∣
3 2 1
2 5 3
3 4 2

∣∣∣∣∣∣. 45.

∣∣∣∣∣∣
4 −3 5
3 −2 8
1 −7 −5

∣∣∣∣∣∣.



12 Глава 1

46.

∣∣∣∣∣∣
3 2 −4
4 1 −2
5 2 −3

∣∣∣∣∣∣. 47.
∣∣∣∣∣∣
3 4 −5
8 7 −2
2 −1 8

∣∣∣∣∣∣. 48.

∣∣∣∣∣∣
4 2 −1
5 3 −2
3 2 −1

∣∣∣∣∣∣.
49.

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
1 3 6

∣∣∣∣∣∣. 50.

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣. 51.
∣∣∣∣∣∣
5 6 3
0 1 0
7 4 5

∣∣∣∣∣∣. 52.

∣∣∣∣∣∣
2 0 3
7 1 6
6 0 5

∣∣∣∣∣∣.
53.

∣∣∣∣∣∣
1 5 25
1 7 49
1 8 64

∣∣∣∣∣∣. 54.

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
4 5 9
16 25 81

∣∣∣∣∣∣. 55.
∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣.
56.

∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣. 57.
∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣. 58.
∣∣∣∣∣∣
0 a 0
b c d
0 e 0

∣∣∣∣∣∣. 59.
∣∣∣∣∣∣
a x x
x b x
x x c

∣∣∣∣∣∣.
60.

∣∣∣∣∣∣
a + x x x

x b + x x
x x c + x

∣∣∣∣∣∣. 61.

∣∣∣∣∣∣
α2 + 1 αβ αγ

αβ β2 + 1 βγ
αγ βγ γ2 + 1

∣∣∣∣∣∣.
62.

∣∣∣∣∣∣
cosα sin α cosβ sin α sin β
− sinα cosα cosβ cosα sinβ

0 − sinβ cosβ

∣∣∣∣∣∣. 63.

∣∣∣∣∣∣
sin α cosα 1
sin β cosβ 1
sin γ cos γ 1

∣∣∣∣∣∣.
64.При каком условии справедливо равенство∣∣∣∣∣∣

1 cosα cosβ
cosα 1 cos γ
cosβ cos γ 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 cosα cosβ

cosα 0 cos γ
cosβ cos γ 0

∣∣∣∣∣∣?
65. Показать, что определитель∣∣∣∣∣∣

a2 b sinα c sinα
b sin α 1 cosα
c sin α cosα 1

∣∣∣∣∣∣
и два других определителя, полученные из данного круговой
перестановкой элементов a, b, c и α, β, γ, равны нулю, если
a, b, c — длины сторон треугольника, и α, β, γ — его углы,
противолежащие соответственно сторонам a, b, c.

Вычислить определители 3-го порядка, в которых i =
√−1:

66.

∣∣∣∣∣∣
1 0 1 + i
0 1 i

1− i −i 1

∣∣∣∣∣∣. 67.

∣∣∣∣∣∣
x a + bi c + di

a− bi y e + fi
c− di e− fi z

∣∣∣∣∣∣.



Определители 13

68.

∣∣∣∣∣∣
1 ε ε2

ε2 1 ε
ε ε2 1

∣∣∣∣∣∣, где ε = − 1
2 + i

√
3

2 .

69.

∣∣∣∣∣∣
1 1 ε
1 1 ε2

ε2 ε 1

∣∣∣∣∣∣, где e = cos 2
3π + i sin 2

3π.

70.

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 ε ε2

1 ε2 ε

∣∣∣∣∣∣, где ε = cos 4
3π + i sin 4

3π.

71. Доказать, что если все элементы определителя 3-го
порядка равны ±1, то сам определитель будет четным числом.
∗72. Найти наибольшее значение, которое может прини-

мать определитель 3-го порядка, при условии, что все его
элементы равны ±1.
∗73. Найти наибольшее значение определителя 3-го поряд-

ка при условии, что его элементы равны +1 или 0.
Пользуясь определителями, решить системы уравнений:

74.

⎧⎪⎨⎪⎩
2x + 3y + 5z = 10,

3x + 7y + 4z = 3,

x + 2y + 2z = 3.

75.

⎧⎪⎨⎪⎩
5x− 6y + 4z = 3,

3x− 3y + 2z = 2,

4x− 5y + 2z = 1.

76.

⎧⎪⎨⎪⎩
4x− 3y + 2z + 4 = 0,

6x− 2y + 3z + 1 = 0,

5x− 3y + 2z + 3 = 0.

77.

⎧⎪⎨⎪⎩
5x + 2y + 3z + 2 = 0,

2x− 2y + 5z = 0,

3x + 4y + 2z + 10 = 0.

∗78.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x

a
− y

b
+ 2 = 0,

− 2y

b
+

3z

c
− 1 = 0,

x

a
+

z

c
= 0.
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79.

⎧⎪⎨⎪⎩
2ax− 3by + cz = 0,

3ax− 6by + 5cz = 2abc,

5ax− 4by + 2cz = 3abc,

где abc �= 0.

∗80.

⎧⎪⎨⎪⎩
4bcx + acy − 2abz = 0,

5bcx + 3acy − 4abz + abc = 0,

3bcx + 2acy − abz − 4abc = 0,

где abc �= 0.
∗81. Решить систему уравнений:⎧⎪⎨⎪⎩

x + y + z = a,

x + εy + ε2z = b,

x + ε2y + εz = c

(ε — отличное от 1 значение 3
√

1).
Исследовать, будет система уравнений определенна, не-

определенна или противоречива:

82.

⎧⎪⎨⎪⎩
2x− 3y + z = 2,

3x− 5y + 5z = 3,

5x− 8y + 6z = 5.

83.

⎧⎪⎨⎪⎩
4x + 3y + 2z = 1,

x + 3y + 5z = 1,

3x + 6y + 9z = 2.

84.

⎧⎪⎨⎪⎩
5x− 6y + z = 4,

3x− 5y − 2z = 3,

2x− y + 3z = 5.

85.

⎧⎪⎨⎪⎩
2x− y + 3z = 4,

3x− 2y + 2z = 3,

5x− 4y = 2.

86.

⎧⎪⎨⎪⎩
2ax− 23y + 29z = 4,

7x + ay + 4z = 7,

5x + 2y + az = 5.

87.

⎧⎪⎨⎪⎩
ax− 3y + 5z = 4,

x− ay + 3z = 2,

9x− 7y + 8az = 0.
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88.

⎧⎪⎨⎪⎩
ax + 4y + z = 0,

2y + 3z − 1 = 0,

3x− bz + 2 = 0.

89.

⎧⎪⎨⎪⎩
ax + 2z = 2,

5x + 2y = 1,

x− 2y + bz = 3.

Путем прямого вычисления по правилу треугольников, или
правилу Саррюса, доказать следующие свойства определите-
лей 3-го порядка:

90. Если в определителе 3-го порядка поменять ролями
строки и столбцы (т. е., как говорят, транспонировать его мат-
рицу), то определитель не изменится.

91. Если все элементы какой-нибудь строки (или столбца)
равны нулю, то и сам определитель равен нулю.

92. Если все элементы какой-нибудь строки (или столбца)
определителя умножить на одно и то же число, то и весь
определитель умножится на это число.

93. Если переставить две строки (или два столбца) опре-
делителя, то он изменит знак.

94. Если две строки (или два столбца) определителя оди-
наковы, то он равен нулю.

95. Если все элементы одной строки пропорциональны со-
ответствующим элементам другой строки, то определитель ра-
вен нулю (то же верно и для столбцов).

96. Если каждый элемент некоторой строки определителя
представлен в виде суммы двух слагаемых, то определитель
равен сумме двух определителей, у которых все строки, кроме
данной, прежние, а в данной строке в первом определителе
стоят первые, а во втором — вторые слагаемые (то же верно
и для столбцов).

97. Если к элементам одной строки определителя приба-
вить соответствующие элементы другой строки, умноженные
на одно и то же число, то определитель не изменится (то же
верно и для столбцов).

98. Говорят, что одна строка определителя является ли-
нейной комбинацией остальных строк, если каждый элемент
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этой строки равен сумме произведений соответствующих эле-
ментов остальных строк на некоторые числа, постоянные для
каждой строки, т. е. не зависящие от номера элемента в стро-
ке. Аналогично определяется линейная комбинация столбцов.
Например: третья строка определителя∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
будет линейной комбинацией первых двух, если существуют
два числа c1 и c2 такие, что a3j = c1a1j + c2a2j (j = 1, 2, 3).

Доказать, что если одна строка (столбец) определителя
3-го порядка является линейной комбинацией остальных строк
(столбцов), то определитель равен нулю.

Замечание. Справедливо также обратное утверждение, но оно
вытекает из дальнейшего развития теории определителей.
∗99.Пользуясь предыдущей задачей, показать на примере,

что в отличие от определителей 2-го порядка (см. задачу 38)
для равенства нулю определителя 3-го порядка пропорцио-
нальность двух строк (или столбцов) уже не является необ-
ходимой.

Пользуясь свойствами определителей 3-го порядка, ука-
занными в задачах 91–98, вычислить следующие определи-
тели:

100.

∣∣∣∣∣∣
sin2 α 1 cos2 α
sin2 β 1 cos2 β
sin2 γ 1 cos2 γ

∣∣∣∣∣∣.
101.

∣∣∣∣∣∣
sin2 α cos 2α cos2 α
sin2 β cos 2β cos2 β
sin2 γ cos 2γ cos2 γ

∣∣∣∣∣∣.
102.

∣∣∣∣∣∣
x x′ ax + bx′

y y′ ay + by′

z z′ az + bz′

∣∣∣∣∣∣.
103.

∣∣∣∣∣∣
(a1 + b1)2 a2

1 + b2
1 a1b1

(a2 + b2)2 a2
2 + b2

2 a2b2

(a3 + b3)2 a2
3 + b2

3 a3b3

∣∣∣∣∣∣.
104.

∣∣∣∣∣∣
a + b c 1
b + c a 1
c + a b 1

∣∣∣∣∣∣.
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105.

∣∣∣∣∣∣
(ax + a−x)2 (ax − a−x)2 1
(by + b−y)2 (by − b−y)2 1
(cz + c−z)2 (cz − c−z)2 1

∣∣∣∣∣∣.
106.

∣∣∣∣∣∣
1 ε ε2

ε ε2 1
x y z

∣∣∣∣∣∣, где ε — отличное от 1 значение 3
√

1.

107.

∣∣∣∣∣∣
sin α cosα sin(α + δ)
sin β cosβ sin(β + δ)
sin γ cos γ sin(γ + δ)

∣∣∣∣∣∣.
108.

∣∣∣∣∣∣
a1 + b1i a1i− b1 c1

a2 + b2i a2i− b2 c2

a3 + b3i a3i− b3 c3

∣∣∣∣∣∣, где i =
√−1.

109.

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1

x1+λx2
1+λ

y1+λy2
1+λ 1

∣∣∣∣∣∣
(дать геометрическое истолкование полученного результата).

∗ 110.

∣∣∣∣∣∣
α β γ
β γ α
γ α β

∣∣∣∣∣∣,
где α, β, γ — корни уравнения x3 + px + q = 0.

Не развертывая определителей, доказать следующие тож-
дества:

111.

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 a1x + b1y + c1

a2 b2 a2x + b2y + c2

a3 b3 a3x + b3y + c3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣.
112.

∣∣∣∣∣∣
a1 + b1x a1 − b1x c1

a2 + b2x a2 − b2x c2

a3 + b3x a3 − b3x c3

∣∣∣∣∣∣ = −2x

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣.
113.

∣∣∣∣∣∣
a1 + b1i a1i + b1 c1

a2 + b2i a2i + b2 c2

a3 + b3i a3i + b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣.
114.

∣∣∣∣∣∣
a1 + b1x a1x + b1 c1

a2 + b2x a2x + b2 c2

a3 + b3x a3x + b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = (1 − x2)

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣.
115.

∣∣∣∣∣∣
1 a bc
1 b ca
1 c ab

∣∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)(c− b).
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116.

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)(c− b).

117.

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = (a + b + c)(b− a)(c− a)(c− d).

118.

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = (ab + ac + bc)(b− a)(c− a)(c− d).

119.

∣∣∣∣∣∣
1 a a4

1 b b4

1 c c4

∣∣∣∣∣∣=(a2+b2+c2+ab+ac+bc)(b−a)(c−a)(c−b).

∗ 120.

∣∣∣∣∣∣
1 a bc
1 b ca
1 c ab

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣.
121.

∣∣∣∣∣∣
1 a a3

1 b b3

1 c c3

∣∣∣∣∣∣ = (a + b + c)

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣.
122.

∣∣∣∣∣∣
1 a2 a3

1 b2 b3

1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = (ab + bc + ca)

∣∣∣∣∣∣
1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣.
§ 2. ПЕРЕСТАНОВКИ И ПОДСТАНОВКИ

Определить число инверсий в перестановках (за исходное
расположение всегда, если нет особых указаний, принимается
расположение 1, 2, 3, . . . в возрастающем порядке):

123. 2, 3, 5, 4, 1.
124. 6, 3, 1, 2, 5, 4.
125. 1, 9, 6, 3, 2, 5, 4, 7, 8.
126. 7, 5, 6, 4, 1, 3, 2.
127. 1, 3, 5, 7, . . . , 2n− 1, 2, 4, 6, 8, . . . , 2n.
128. 2, 4, 6, . . . , 2n, 1, 3, 5, . . . , 2n− 1.
В следующих перестановках определить число инверсий и

указать общий признак тех чисел n, для которых эта переста-
новка четна, и тех, для которых она нечетна:

129. 1, 4, 7, . . . , 3n− 2, 2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 3, 6, 9, . . . , 3n.
130. 3, 6, 9, . . . , 3n, 2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 1, 4, 7, . . . , 3n− 2.
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131. 2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 3, 6, 9, . . . , 3n, 1, 4, 7, . . . , 3n− 2.

132. 2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 1, 4, 7, . . . , 3n− 2, 3, 6, 9, . . . , 3n.

133. 1,5, . . .,4n−3,2,6, . . .,4n−2,3,7, . . .,4n−1,4,8, . . . ,4n.

134. 1,5, . . .,4n−3,3,7, . . .,4n−1,2,6, . . .,4n−2,4,8, . . . ,4n.

135. 4n, 4n − 4, . . . , 8, 4, 4n − 1, 4n − 5, . . . , 7, 3, 4n − 2,
4n− 6, . . . , 6, 2, 4n− 3, 4n− 7, . . . , 5, 1.

136. В какой перестановке чисел 1, 2, . . . , n число инвер-
сий наибольшее и чему оно равно?

137. Сколько инверсий образует число 1, стоящее на k-м
месте перестановки?

138. Сколько инверсий образует число n, стоящее на k-м
месте в перестановке чисел 1, 2, 3, . . . , n?

139. Чему равна сумма числа инверсий и числа порядков
в любой перестановке чисел 1, 2, . . . , n?

140. Для каких чисел n четность числа инверсий и числа
порядков во всех перестановках чисел 1, 2, . . . , n одинакова и
для каких противоположна?
∗ 141. Доказать, что число инверсий в перестановке a1,

a2, . . . , an равно числу инверсий в той перестановке индексов
1, 2, . . . , n, которая получается, если данную перестановку за-
менить исходным расположением.
∗ 142. Показать, что от одной перестановки a1, a2, . . . , an

к другой перестановке b1, b2, . . . , bn тех же элементов можно
перейти путем не более чем n− 1 транспозиций.
∗ 143. Привести пример перестановки чисел 1, 2, 3, . . . , n,

которую нельзя привести в нормальное расположение путем
менее чем n− 1 транспозиций, и доказать это.
∗ 144. Показать, что от одной перестановки a1, a2, . . . , an

к любой другой перестановке b1, b2, . . . , bn тех же элементов
можно перейти путем не более чем n(n−1)

2 смежных транспо-
зиций (т. е. транспозиций соседних элементов).
∗ 145. Дано, что число инверсий в перестановке a1, a2, . . . ,

an−1, an равно k. Сколько инверсий будет в перестановке an,
an−1, . . . , a2, a1?
∗ 146. Сколько инверсий во всех перестановках n элементов

вместе?
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∗ 147. Доказать, что от любой перестановки чисел 1,2, ...,n,
содержащей k инверсий, можно перейти к исходному распо-
ложению путем k смежных транспозиций, но нельзя перейти
путем меньшего числа таких транспозиций.
∗ 148. Доказать, что для любого целого числа k (0 � k �

� C2
n) существует перестановка чисел 1, 2, 3, . . . , n, число ин-

версий которой равно k.
∗ 149. Обозначим через (n, k) число перестановок чисел

1, 2, . . . , n, каждая из которых содержит ровно k инверсий.
Вывести для числа (n, k) рекуррентное соотношение:

(n + 1, k) = (n, k) + (n, k − 1) + (n, k − 2) + · · ·+ (n, k − n),

где надо положить (n, j) = 0 при j > C2
n и при j < 0. Поль-

зуясь этим соотношением, составить таблицу чисел (n, k) для
n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 и k = 0, 1, 2, . . . , 15.
∗ 150. Показать, что число перестановок чисел 1, 2, . . . , n,

содержащих k инверсий, равно числу перестановок тех же
чисел, содержащих C2

n − k инверсий.

Следующие подстановки разложить в произведение неза-
висимых циклов и по декременту (т. е. разности между чис-
лом действительно перемещаемых элементов и числом цик-
лов) определить их четность. Для удобства подсчета декре-
мента можно для чисел, остающихся на месте, ввести в раз-
ложение одночленные циклы.

151.

(
1 2 3 4 5
4 1 5 2 3

)
.

152.

(
1 2 3 4 5 6
6 5 1 4 2 3

)
.

153.

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 1 3 6 5 7 4 2

)
.

154.

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 8 9 2 1 4 3 6 7

)
.

155.

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 4 5 6 7 8 9 1

)
.

156.

(
1 2 3 4 5 6
4 5 6 1 2 3

)
.
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157.

(
1 2 3 4 . . . 2n− 1 2n
2 1 4 3 . . . 2n 2n− 1

)
.

158.

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
3 2 1 6 5 4 . . . 3n 3n− 1 3n− 2

)
.

159.

(
1 2 3 4 . . . 2n− 3 2n− 2 2n− 1 2n
3 4 5 6 . . . 2n− 1 2n 1 2

)
.

160.

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
2 3 1 5 6 4 . . . 3n− 1 3n 3n− 2

)
.

161.

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
4 5 6 7 8 9 . . . 1 2 3

)
.

162.
(

1 2 . . . k . . . nk − k + 1 nk − k + 2 . . . nk
k + 1 k + 2 . . . 2k . . . 1 2 . . . k

)
.

В следующих подстановках перейти от записи в циклах к
записи двумя строками:

163. (1 5)(2 3 4).
164. (1 3)(2 5)(4).
165. (7 5 3 1)(2 4 6)(8)(9).
166. (1 2)(3 4) . . . (2n− 1, 2n).
167. (1, 2, 3, 4, . . . , 2n− 1, 2n).
168. (3 2 1)(6 5 4) . . . (3n, 3n− 1, 3n− 2).

Перемножить подстановки:

169.

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
.

170.

(
1 2 3 4 5
2 4 5 1 3

)(
1 2 3 4 5
5 3 4 1 2

)
.

171.

(
1 2 3 4 5
3 5 1 2 4

)(
1 2 3 4 5
3 4 1 5 2

)
.

172.

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)2

.

173.

(
1 2 3 4 5
3 4 5 1 2

)3

.

174. Доказать, что если некоторая степень цикла равна
единице, то показатель степени делится на длину цикла.
(Длиной цикла называется число его элементов.)
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175. Доказать, что среди всех степеней подстановки, рав-
ных единице, наименьший показатель равен наименьшему об-
щему кратному длин циклов, входящих в разложение подста-
новки.
∗ 176. Найти A100, где A =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 5 4 1 7 10 2 6 9 8

)
.

177. Найти A150, где A =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 5 4 6 9 7 1 10 8 2

)
.

178. Найти подстановку X из равенства AXB = C, где

A =
(

1 2 3 4 5 6 7
7 3 2 1 6 5 4

)
, B =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 1 2 7 4 5 6

)
,

C =
(

1 2 3 4 5 6 7
5 1 3 6 4 7 2

)
.

179. Доказать, что умножение подстановки на транспози-
цию (т. е. двучленный цикл) (α, β) слева равносильно транс-
позиции (т. е. перемене местами) чисел α и β в верхней строке
подстановки, а умножение на ту же транспозицию справа рав-
носильно транспозиции α и β нижней строке подстановки.

180. Доказать, что если числа α и β входят в один цикл
подстановки, то при умножении этой подстановки на транспо-
зицию (α, β) (слева или справа) данный цикл распадается на
два цикла, а если числа α и β входят в различные циклы, то
при указанном умножении эти циклы сливаются в один.
∗ 181. Пользуясь двумя предыдущими задачами, доказать,

что число инверсий и декремент любой подстановки имеют
одинаковую четность.
∗ 182. Доказать, что наименьшее число транспозиций, на

произведение которых разлагается данная подстановка, равно
ее декременту.
∗ 183. Доказать, что наименьшее число транспозиций, пе-

реводящих перестановку a1, a2, . . . , an в перестановку b1,
b2, . . . , bn тех же элементов, равно декременту подстановки

P =
(

a1 a2 . . . an

b1 b2 . . . bn

)
.
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∗ 184. Найти все подстановки чисел 1, 2, 3, 4, перестановоч-
ные с подстановкой

S =
(

1 2 3 4
2 1 4 3

)
.

185. Найти все подстановки чисел 1, 2, 3, 4, 5, перестано-
вочные с подстановкой(

1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
.

∗ 186. Для любых целых чисел x и m, где m �= 0, обозначим
через r(x, m) остаток (принимаемый неотрицательным) от де-
ления x на m. Доказать, что если m � 2 и a — целое число,
взаимно простое с m, то соответствие x → r(ax, m), x = 1,
2, . . . , m− 1, является подстановкой чисел 1, 2, . . . , m− 1.

187. Написать подстановку чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, при
которой число x переходит в остаток от деления 5x на 9.

§ 3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА
ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ ЛЮБОГО ПОРЯДКА

Задачи этого параграфа имеют целью пояснение понятия
определителя любого порядка и его простейших свойств,
включая равенство нулю определителя, строки которого ли-
нейно зависимы, и разложение определителя по строке.

Задачи на развитие навыка вычисления определителей с
числовыми элементами, на методы вычисления определителей
специального вида, на теорему Лапласа, на умножение опре-
делителей и т. д. содержатся в следующих параграфах.

Выяснить, какие из приведенных ниже произведений вхо-
дят в определители соответствующих порядков и с какими
знаками:

188. a43a21a35a12a54.
189. a61a23a45a36a12a54.
190. a27a36a51a74a25a43a62.
191. a33a16a72a27a55a61a44.
192. a12a23a34 . . . an−1,nakk, a � k � n.
193. a12a23 . . . an−1,nan1.
194. a12a21a34a43 . . . a2n−1,2na2n,2n−1.
195. a11a2,na3,n−1 . . . a2n,2.
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196. a13a22a31a46a55a64 . . . a3n−2,3na3n−1,3n−1a3n,3n−2.
197. Выбрать значения i и k так, чтобы произведение

a62ai5a33ak4a46a21

входило в определитель 6-го порядка со знаком минус.
198. Выбрать значения i и k так, чтобы произведение

a47a63a1ia55a7ka24a31

входило в определитель 7-го порядка со знаком плюс.
199. Найти члены определителя 4-го порядка, содержащие

элемент a32 и входящие в определитель со знаком плюс.
200.Найти члены определителя∣∣∣∣∣∣∣∣

5x 1 2 3
x x 1 2
1 2 x 3
x 1 2 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
содержащие x4 и x3.

201. С каким знаком входит в определитель порядка n
произведение элементов главной диагонали?

202. С каким знаком входит в определитель порядка n
произведение элементов побочной диагонали?

203.Пользуясь только определением, вычислить опреде-
литель ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
a31 a32 a33 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

в котором все элементы по одну сторону от главной диагонали
равны нулю.

204.Пользуясь только определением, вычислить опреде-
литель ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . 0 0 a1n

0 . . . 0 a2,n−1 a2n

0 . . . a3,n−2 a3,n−1 a3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,n−2 an,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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в котором все элементы по одну сторону от побочной диаго-
нали равны нулю.

205.Пользуясь только определением, вычислить опреде-
литель ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 0 0 0
a41 a42 0 0 0
a51 a52 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

206.Доказать, что если в определителе порядка n на пе-
ресечении некоторых k строк и l столбцов стоят элементы,
равные нулю, причем k + l > n, то определитель равен нулю.
∗207. Решить уравнение∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 . . . xn

1 a1 a2
1 . . . an

1

1 a2 a2
2 . . . an

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2

n . . . an
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

где a1, a2, . . . , an — различные числа.
208. Решить уравнение∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 1− x 1 . . . 1
1 1 2− x . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . n− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

209.Найти элемент определителя порядка n, симметрич-
ный элементу aik относительно побочной диагонали.

210. Найти элемент определителя порядка n, симметрич-
ный элементу aik относительно «центра» определителя.

211. Назовем место элемента aik определителя четным
или нечетным, смотря по тому, будет ли сумма i + k четна
или нечетна. Найти число элементов определителя порядка n,
стоящих на четных и на нечетных местах.

212. Как изменится определитель порядка n, если первый
столбец переставить на последнее место, а остальные столбцы
передвинуть влево, сохраняя их расположение?
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213. Как изменится определитель порядка n, если его
строки написать в обратном порядке?

214. Как изменится определитель, если каждый его эле-
мент заменить элементом, симметричным с данным относи-
тельно «центра» определителя.
∗215. Как изменится определитель, если каждый его эле-

мент заменить элементом, симметричным с данным относи-
тельно побочной диагонали.
∗216. Определитель называется кососимметрическим, ес-

ли элементы, симметрично лежащие относительно главной
диагонали, отличаются знаком, т. е. aik = −aki для любых
индексов i, k.

Доказать, что кососимметрический определитель нечетно-
го порядка n равен нулю.
∗217. Доказать, что определитель, элементы которого, сим-

метрично лежащие относительно главной диагонали, являют-
ся сопряженными комплексными (в частности, действитель-
ными) числами, есть число действительное.

218. При каких значениях n все определители порядка n,
элементы которых удовлетворяют условиям

(α) ajk — действительное число при j > k,

(β) akj = iajk при j � k (i =
√−1),

будут действительными?
219. При каких n все определители порядка n, элементы

которых удовлетворяют условиям (α) и (β) предыдущей зада-
чи, будут чисто мнимыми?

220. Показать, что при нечетном n все определители по-
рядка n, элементы которых удовлетворяют условиям (α) и (β)
задачи 218, имеют вид a(1± i), где a — действительное число.

221. Как изменится определитель порядка n, если у всех
его элементов изменить знак на противоположный?
∗222. Как изменится определитель, если каждый его эле-

мент aik умножить на ci−k, где c �= 0?
∗223. Доказать, что в каждый член определителя входит

четное число элементов, занимающих нечетное место; эле-
ментов же, занимающих четное место, входит четное число,
если определитель четного порядка, и нечетное число, если
определитель нечетного порядка.
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∗224. Доказать, что определитель не изменится, если изме-
нить знак всех элементов на нечетных местах; если же изме-
нить знак всех элементов на четных местах, то определитель
не изменится, если он четного порядка, и изменит знак, если
нечетного порядка.

225. Доказать, что определитель не изменится, если к
каждой строке, кроме последней, прибавить последующую
строку.

226. Доказать, что определитель не изменится, если к
каждому столбцу, начиная со второго, прибавить предыдущий
столбец.

227. Доказать, что определитель не изменится, если из
каждой строки, кроме последней, вычесть все последующие
строки.

228. Доказать, что определитель не изменится, если к
каждому столбцу, начиная со второго, прибавить все преды-
дущие столбцы.

229. Как изменится определитель, если из каждой строки,
кроме последней, вычесть последующую строку, из последней
строки вычесть прежнюю первую строку?
∗230. Как изменится определитель, если к каждому столб-

цу, начиная со второго, прибавить предыдущий столбец и в
то же время к первому прибавить последний?

231. Как изменится определитель порядка n, если его мат-
рицу повернуть на 90◦ вокруг «центра»?

232. Чему равен определитель, у которого сумма строк с
четными номерами равна сумме строк с нечетными номерами?

233. Найти сумму всех определителей порядка n � 2, в
каждом из которых в каждой строке и каждом столбце один
элемент равен единице, а остальные равны нулю. Сколько
всех таких определителей?

234.Найти сумму определителей порядка n � 2:

n∑
α1,α2,...,αn=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1α1 a1α2 . . . a1αn

a2α1 a2α2 . . . a2αn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anα1 anα2 . . . anαn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где сумма берется по всем значениям α1, α2, . . . , αn, незави-
симо друг от друга изменяющимся от 1 до n.
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235. Пусть все элементы определителя∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
являются целыми однозначными числами. Обозначим через
Nl число, записанное цифрами i-й строки определителя с со-
хранением их расположения (ain — число единиц, ai,n−1 —
число десятков и т. д.). Доказать, что значение определителя
делится на наибольший общий делитель чисел N1,N2,... ,Nn.

236. Разлагая по 3-й строке, вычислить определитель∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 1
4 −2 3 2
a b c d

3 −1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
237. Разлагая по 2-му столбцу, вычислить определитель∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 a 2 −1
4 b 4 −3
2 c 3 −2
4 d 5 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Вычислить определители:

238.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 3 0 5
0 b 0 2
1 2 c 3
0 0 0 d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

239.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2 a

2 0 b 0
3 c 4 5
d 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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240.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a b 0 c
0 y 0 0 d
0 e z 0 f
g h k u l
0 0 0 0 v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

241. Пусть Mij — минор элемента aij определителя D.
Показать, что если D — симметрический определитель или
кососимметрический определитель нечетного порядка, то
Mij = Mji; если же D — кососимметрический определитель
четного порядка, то Mij = −Mji.

242. Пусть D — определитель порядка n > 1, D′ и D′′ —
определители, полученные из D заменой каждого элемента aij

на его алгебраическое дополнение Aij для D′ и на его минор
Mij для D′′. Доказать, что D′ = D′′. Определитель D′ назы-
вается взаимным (или присоединенным) к D. О выражении
D′ через D см. задачу 506.

243. Вычислить следующий определитель, не развертывая
его: ∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c 1
b c a 1
c a b 1

b+c
2

c+a
2

a+b
2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Не развертывая определителей, доказать следующие тож-

дества:

∗244.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 x y z
x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 z2 y2

1 z2 0 x2

1 y2 x2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

∗245.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1 . . . an−2
1 an

1

1 a2 a2
2 . . . an−2

2 an
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2

n . . . an−2
n an

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (a1+a2+· · ·+an)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1 . . . an−2
1 an−1

1

1 a2 a2
2 . . . an−2

2 an−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2

n . . . an−2
n an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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∗246.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1 . . . ai−1
1 a1+1

i . . . an
1

1 a2 a2
2 . . . ai−1

2 ai+1
2 . . . an

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2

n . . . ai−1
n ai+1

n . . . an
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
( ∑

k1,k2,...,kn−i

ak1ak2 . . . akn−1

) ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1 . . . an−1
1

1 a2 a2
2 . . . an−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2

n . . . an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где сумма берется по всем сочетаниям из n чисел 1, 2, 3, . . . ,
n по n− i.

Пользуясь свойствами определителей, включая разложе-
ние по строке или столбцу, доказать тождества:

∗247.

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos α−β

2 sin α+β
2 cos α+β

2

cos β−γ
2 sin β+γ

2 cos β+γ
2

cos γ−α
2 sin γ+α

2 cos γ+α
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 1
2 [sin(β − α) + sin(γ − β) + sin(α− γ)].

248.

∣∣∣∣∣∣
sin2 α sin α cosα cos2 α
sin2 β sin β cosβ cos2 β
sin2 γ sin γ cos γ cos2 γ

∣∣∣∣∣∣ =

= sin(α−β) cosα cosβ+sin(β−γ) cosβ cos γ+
+ sin(γ − α) cos γ cosα.

249.

∣∣∣∣∣∣
(a + b)2 c2 c2

a2 (b + c)2 a2

b2 b2 (c + a)2

∣∣∣∣∣∣ = 2abc(a + b + c)3.

250.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

a+x
1

a+y 1
1

b+x
1

b+y 1
1

c+x
1

c+y 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(a−b)(a−c)(b−c)(x−y)

(a+x)(b+x)(c+x)(a+y)(b+y)(c+y).

251.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

a+x
1

a+y
1

a+z

1
b+x

1
b+y

1
b+z

1
c+x

1
c+y

1
c+z

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (a−b)(a−c)(b−c)(x−y)(x−z)(y−z)
(a+x)(b+x)(c+x)(a+y)(b+y)(c+y)(a+z)(b+z)(c+z).
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252.

∣∣∣∣∣∣
a2+(1−a2)cosϕ ab(1−cosϕ) ac(1−cosϕ)

ba(1−cosϕ) b2+(1−b2)cosϕ bc(1−cosϕ)
ca(1−cosϕ) cb(1−cosϕ) c2+(1−c2)cosϕ

∣∣∣∣∣∣=
= cos2 ϕ при a2 + b2 + c2 = 1.

∗253.
∣∣∣∣∣∣
cosϕcosψ−sinϕsinψcosθ −sinϕcosψ−cosϕsinψcosθ sinψsinθ
cosϕsinψ+sinϕcosψcosθ −sinϕsinψ+cosϕcosψcosθ −cosψsinθ

sinϕsinθ cosϕsinθ cosθ

∣∣∣∣∣∣=1.

254.

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2 + b2 + c2 + d2)2.

255.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 a
1 0 1 b
1 1 0 c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a2 + b2 + c2 − 2ab− 2bc− 2ac + 2d.

256.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 1 1 x
1 −1 1 1 y
1 1 −1 1 z
1 1 1 −1 u
x y z u 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= −4[x2+y2+z2+u2−2(xy+xz+xu+yz+yu+zu)].

§ 4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ С
ЧИСЛОВЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ

Вычислить определители:

257.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣.

258.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣.

259.

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 1 2
−3 7 −1 4
5 −9 2 7
4 −6 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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260.

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 9 3 6
−5 8 2 7
4 −5 −3 −2
7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣.

261.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −3 −5 8
−3 2 4 −6
2 −5 7 5
−4 3 5 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣.

262.

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 4 3
3 −4 7 5
4 −9 8 5
−3 2 −5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣.

263.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −3 −2 −5
2 5 4 6
5 5 8 7
4 4 5 6

∣∣∣∣∣∣∣∣.

264.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −5 −2 2
−4 7 4 4
4 −9 −3 7
2 −6 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣.

265.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −5 2 −4
−3 4 −5 3
−5 7 −7 5
8 −8 5 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣.

266.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 2 2
9 −8 5 10
5 −8 5 8
6 −5 4 7

∣∣∣∣∣∣∣∣.

267.

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 6 3 7
3 5 7 2
5 4 3 5
5 6 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣.

268.

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 −5 8 4
9 7 5 2
7 5 3 7
−4 8 −8 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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269.

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 3 2 6
8 −9 4 9
7 −2 7 3
5 −3 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣.

270.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
2 3 7 10 13
3 5 11 16 21
2 −7 7 7 2
1 4 5 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

271.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 6 5 6 4
5 9 7 8 6
6 12 13 9 7
4 6 6 5 4
2 5 4 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

272.

∣∣∣∣∣∣∣∣
35 59 71 52
42 70 77 54
43 68 72 52
29 49 65 50

∣∣∣∣∣∣∣∣.

273.

∣∣∣∣∣∣∣∣
27 44 40 55
20 64 21 40
13 −20 −13 24
46 45 −55 84

∣∣∣∣∣∣∣∣.

274.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
24 11 13 17 19
51 13 32 40 46
61 11 14 50 56
62 20 7 13 52
80 24 45 57 70

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

275.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3
2 − 9

2 − 3
2 −3

5
3 − 8

3 − 2
3 − 7

3

4
3 − 5

3 −1 − 2
3

7 −8 −4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗276.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
3 − 5

2
2
5

3
2

3 −12 21
5 15

2
3 − 9

2
4
5

5
2

− 1
7

2
7 − 1

7
3
7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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277.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3
4 2 − 1

2 −5

1 −2 3
2 8

5
6 − 4

3
4
3

14
3

2
5 − 4

5
1
2

12
5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

278.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

√
2

√
3

√
5

√
3

√
6

√
21

√
10 −2

√
3

√
10 2

√
15 5

√
6

2 2
√

6
√

10
√

15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

§ 5. МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ n-го
ПОРЯДКА

Введение

Метод вычисления определителей с числовыми элемента-
ми, состоящий в обращении в нуль всех элементов некоторой
строки (столбца), кроме одного, и последующем понижении
порядка, становится весьма громоздким в случае определи-
телей данного порядка с буквенными элементами. Этот путь
в общем случае приводит к выражению, которое получается
вычислением определителя прямым применением его опреде-
ления. Тем более этот метод неудобен в случае определителя
с буквенными или числовыми элементами и произвольным по-
рядком n.

Общего метода для вычисления таких определителей не
существует (если не считать выражения определителя, дан-
ного в его определении). К определителям того или иного
специального вида применяются различные методы вычисле-
ния, приводящие к выражениям, более простым (т. е. содержа-
щим меньшее число действий), чем выражение определителя
по определению. Мы разберем некоторые, наиболее употре-
бительные из этих методов, затем дадим задачи на каждый
из этих методов для их усвоения и задачи, где учащийся сам
должен выбрать метод решения. Для удобства ориентации в
материале задачи, связанные с теоремой Лапласа и умноже-
нием определителей, выделены в отдельные параграфы.
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5.1. Метод приведения к треугольному виду

Этот метод заключается в преобразовании определителя к
такому виду, где все элементы, лежащие по одну сторону од-
ной из диагоналей, равны нулю. Случай побочной диагонали
путем изменения порядка строк (или столбцов) на обратный
сводится на случай главной диагонали. Полученный опреде-
литель равен произведению элементов главной диагонали.

Пример 1: Вычислить определитель порядка n:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Вычитаем первую строку из всех остальных:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

0 −1 0 . . . 0

0 0 −1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−1.

Пример 2: Вычислить определитель

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x . . . x

x a2 x . . . x

x x a3 . . . x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x x x . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Вычитаем первую строку из всех остальных:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x . . . x

x− a1 a2 − x 0 . . . 0

x− a1 0 a3 − x . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x− a1 0 0 . . . an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Из первого столбца выносим a1−x, из второго a2−x, . . . ,
из n-го an − x:

D = (a1−x)(a2−x) . . . (an−x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
a1−x

x
a2−x

x
a3−x . . . x

an−x

−1 1 0 . . . 0

−1 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−1 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Положим a
a1−x = 1 + x

a1−x и все столбцы прибавим к пер-
вому:

D = (a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x)×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x
a1−x + · · ·+ x

an−x
x

a2−x
x

a3−x . . . x
an−x

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= x(a1−x)(a2−x)...(an0x)
(

1
x

+
1

a1−x
+

1
a2−x

+ ···+ 1
an−x

)
.

5.2. Метод выделения линейных множителей

Определитель рассматривается как многочлен от одной или
нескольких входящих в него букв. Преобразуя его, обнаружи-
вают, что он делится на ряд линейных множителей, а значит
(если эти множители взаимно просты), и на их произведение.

Сравнивая отдельные члены определителя с членами про-
изведения линейных множителей, находят частное от деления
определителя на это произведение и тем самым находят вы-
ражение определителя.

Пример 3: Вычислить определитель

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 x y z
x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Если к первому столбцу прибавить остальные, то обнару-
жится, что определитель делится на x+ y + z; если к первому
столбцу прибавить второй и вычесть третий и четвертый, то
выделится множитель y + z − x; если к первому столбцу при-
бавить третий и вычесть второй и четвертый, то выделится
множитель x− y + z; наконец, если к первому столбцу приба-
вить четвертый и вычесть второй и третий, то выделится мно-
житель x+ y− z. Считая x, y, z независимыми неизвестными,
заключаем, что все эти четыре множителя попарно взаимно
просты, и значит, определитель делится на их произведение
(x + y + z)(y + z − x)(x− y + z)(x + y − z).

Это произведение содержит член z4 с коэффициентом −1,
а сам определитель содержит тот же член z4 с коэффициентом
+1. Значит,

D = −(x + y + z)(y + z − x)(x + z − y)(x + y − z) =
= x4 + y4 + z4 − 2x2y2 − 2x2z2 − 2y2z3.

Пример 4: Вычислить методом выделения линейных мно-
жителей определитель Вандермонда n-го порядка:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Рассматривая Dn как многочлен от одного неизвестного xn

с коэффициентами, зависящими от x1, . . . , xn−1, видим, что
он обращается в нуль при xn = x1, xn = x2, . . . , xn = xn−1 и
потому делится на xn − x1, xn − x2, . . . , xn − xn−1.

Все эти множители взаимно просты (так как x1, x2, . . . ,
xn алгебраически независимы).

Значит, Dn делится на их произведение, т. е.

Dn = q(x1, x2, . . . , xn)(xn − x1)(xn − x2) . . . (xn − xn−1).

Разлагая Dn по последней строке, видим, что он являет-
ся многочленом степени n − 1 относительно xn, причем ко-
эффициент при xn−1

n равен определителю Вандермонда Dn−1
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из неизвестных x1, x2, . . . , xn−1; так как произведение ско-
бок в правой части последнего равенства содержит xn−1

n с
коэффициентом 1, то многочлен q(x1, x2, . . . , xn) не содержит
xn, и, сравнивая коэффициенты при xn−1

n в обеих частях ра-
венства, получим Dn−1 = q(x1, x2, . . . , xn−1), откуда Dn =
= Dn−1(xn−x1)(xn−x2)(xn−xn−1). Применяя это равенство
с заменой n на n− 1, имеем

Dn−1 = Dn−2(xn−1 − x1) . . . (xn−1 − xn−2).

Это выражение для Dn−1 подставим в предыдущее выра-
жение для Dn. Повторяя это рассуждение, мы выделим, на-
конец, множитель x2−x1, после чего придем к определителю
Вандермонда первого порядка D1 = 1.

Таким образом,

Dn = (x2 − x1)(x3 − x1)(x3 − x2) . . .

. . . (xn − x1)(xn − x2) . . . (xn − xn−1) =
∏
i>j

(xi − xj).

5.3. Метод рекуррентных (рекурсивных, или
возвратных) соотношений

Этот метод заключается в том, что данный определитель
выражают, преобразуя и разлагая его по строке или столбцу,
через определители того же вида, но более низкого порядка.
Полученное равенство называется рекуррентным соотноше-
нием.

Затем вычисляют непосредственно по общему виду опре-
делителя столько определителей низших порядков, сколько их
было в правой части рекуррентного соотношения. Определи-
тели более высокого порядка вычисляются последовательно из
рекуррентного соотношения. Если надо получить выражение
для определителя любого порядка n, то, вычислив из рекур-
рентного соотношения несколько определителей низших по-
рядков, стараются заметить общий вид искомого выражения,
а затем доказывают справедливость этого выражения при лю-
бом n с помощью рекуррентного соотношения и метода ин-
дукции по n.
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Общее выражение можно получить и другим путем. Для
этого в рекуррентное соотношение, выражающее определи-
тель n-го порядка, подставляют выражение определителя
(n − 1)-го порядка из того же рекуррентного соотношения с
заменой n на n − 1, далее подставляют аналогичное выраже-
ние определителя (n− 2)-го порядка и т. д., пока не выяснит-
ся вид искомого общего выражения определителя n-го поряд-
ка. Можно также комбинировать оба пути, используя второй
путь для обнаружения искомого выражения и доказывая за-
тем справедливость этого выражения индукцией по n. Метод
рекуррентных соотношений является наиболее сильным сре-
ди разбираемых здесь методов и применим к более сложным
определителям.

Прежде чем перейти к примерам вычисления определите-
лей методом рекуррентных соотношений, разберем один его
частный случай, где рекуррентное соотношение дает алго-
ритм для решения задачи, исключающий элемент догадки,
имеющийся в общем случае. Пусть рекуррентное соотноше-
ние имеет вид

Dn = pDn−1 + qDn−2, n > 2, (1)

где p, q — постоянные, т. е. не зависящие от n величины1.
При q = 0 Dn вычисляется как член геометрической про-

грессии: Dn = pn−1D1; здесь D1 — определитель 1-го порядка
данного вида, т. е. элемент определителя Dn, стоящий в левом
верхнем углу.

Пусть q �= 0 и α, β — корни квадратного уравнения x2 −
−px− q = 0. Тогда p = α+β, q = −αβ, и равенство (1) можно
переписать так:

Dn − βDn−1 = α(Dn−1 − βDn−2), (2)

или
Dn − αDn−1 = β(Dn−1 − αDn−2). (3)

Предположим сначала, что α �= β.

1Этот метод сообщен автору Л. Я. Окуневым. Он применим также к ре-
куррентному соотношению Dn = p1Dn−1 + · · · + pkDn−k с постоянными
p1, . . . , pk и любым k, но ввиду громоздкости рассуждений мы остановимся
лишь на k = 2.
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По формуле для (n− 1)-го члена геометрической прогрес-
сии из равенств (2) и (3) находим

Dn−βDn−1=αn−2(D2−βD1) и Dn−αDn−1=βn−2(D2−αD1),

откуда Dn = αn−1(D2−βD1)−βn−1(D2−αD1)
α−β , или

Dn=C1αn+C2β
n, где C1=

D2−βD1

α(α−β)
, C2=−D2−αD1

β(α−β)
. (4)

Последнее выражение для Dn легко запоминается. Оно
выводилось для n > 2, но непосредственно проверяется для
n = 1 и n = 2. Значение C1 и C2 можно находить не из
приведенных выражений (4), а из начальных условий D1 =
= C1α + C2β, D2 = C1α

2 + C2β
2.

Пусть теперь α = β. Равенства (2) и (3) обращаются в
одно и то же

Dn − αDn−1 = α(Dn−1 − αDn−2),

откуда
Dn − αDn−1 = Aαn−2, (5)

где
A = D2 − αD1.

Заменяя здесь n на n − 1, получим Dn−1 − αDn−2 = Aαn−3,
откуда Dn−1 = αDn−2 + Aαn−3. Вставляя это выражение в
равенство (5), найдем Dn = α2Dn−2 + 2Aαn−2. Повторяя тот
же прием несколько раз, получим Dn = αn−1D1+(n−1)Aαn−2

или Dn = αn[(n − 1)C1 + C2], где C1 = A
α2 , C2 = D1

α (здесь
α �= 0, так как q �= 0).

Пример 5: Вычислить методом рекуррентных соотноше-
ний определитель примера 2.

Представив элемент в правом нижнем углу в виде an =
= x + (an − x), мы можем определитель Dn разбить на сумму
двух определителей:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 x . . . x x
x a2 . . . x x
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x x . . . an−1 x
x x . . . x x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 x . . . x 0
x a2 . . . x 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x x . . . an−1 0
x x . . . x an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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В первом определителе последний столбец вычтем из
остальных, а второй определитель разложим по последнему
столбцу:

Dn = x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an−1 − x) + (an − x)Dn−1.

Это и есть рекуррентное соотношение. Вставляя в него
аналогичное выражение для Dn−1, найдем

Dn = x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an−1 − x)+
+ x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an−2 − x)(an − x)+

+ Dn−2(an−1 − x)(an − x).

Повторяя то же рассуждение n−1 раз и замечая, что D1 =
= a1 = x + (a1 − x), получим

D=x(a1−x)(a2−x)...(an−1−x)+x(a1−x)...(an−2−x)(an−x)+...

···+x(a2−x)...(an−x)+(a1−x)(a2−x)...(an−x) =

= x(a1−x)(a2−x)...(an−x)
(

1
x

+
1

a1−x
+ ···+ 1

an−x

)
,

что совпадает с результатом примера 2.
Пример 6: Вычислить определитель порядка n:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 3 0 0 . . . 0 0
2 5 3 0 . . . 0 0
0 2 5 3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Разлагая по первой строке, найдем рекуррентное соотно-
шение

Dn = 5Dn−1 − 6Dn−2.

Уравнение x2 − 5x + 6 = 0 имеет корни α = 2, β = 3.
По формуле (4)

Dn = C1α
n + C2β

n = 3n+1 − 2n+1.
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5.4. Метод представления определителя в виде суммы
определителей

Некоторые определители легко вычисляются путем разло-
жения их в сумму определителей того же порядка относитель-
но строк (или столбцов).

Пример 7: Вычислить определитель

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 a1 + b2 . . . a1 + bn

a2 + b1 a2 + b2 . . . a2 + bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an + b1 an + b2 . . . an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Этот определитель относительно первой строки разлагает-

ся на два определителя, каждый из них относительно второй
строки снова разлагается на два определителя и т. д. Дойдя
до последней строки, получим 2n определителей.

Если при каждом разложении за первые слагаемые при-
нимать числа ai, а за вторые числа bj, то строки полученных
определителей будут либо вида ai, ai, . . . , ai, либо вида b1, b2,
. . . , bn. Две строки первого типа пропорциональны, а второго
типа равны. При n > 2 в каждый получившийся определи-
тель попадают по крайней мере две строки одного типа, и он
обратится в нуль. Так Dn = 0 при n > 2.

Далее,

D1 = a1 + b1, D2 =
∣∣∣∣a1 a1

b1 b2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣b1 b2

a2 a2

∣∣∣∣ = (a1−a2)(b2− b1).

5.5. Метод изменения элементов определителя

Этот метод применяется в тех случаях, когда путем изме-
нения всех элементов определителя на одно и то же число
он приводится к такому виду, в котором легко сосчитать ал-
гебраические дополнения всех элементов. Метод основан на
следующем свойстве: если ко всем элементам определителя D
прибавить одно и то же число x, то определитель увеличится
на произведение числа x на сумму алгебраических дополне-
ний всех элементов определителя D. В самом деле, пусть

D =

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ , D′ =

∣∣∣∣∣∣
a11 + x . . . a1n + x
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 + x . . . ann + x

∣∣∣∣∣∣ .



Определители 43

Разложим D′ на два определителя относительно первой
строки, каждый из них на два определителя относительно
второй строки и т. д.

Слагаемые, содержащие более одной строки элементов,
равных x, равны нулю. Слагаемые, содержащие одну строку
элементов, равных x, разложим по этой строке. Тогда получим
D′ = D + x

∑
i,j=1 Aij , что и требовалось.

Таким образом, вычисление определителя D′ сводится к
вычислению определителя D и суммы его алгебраических до-
полнений.

Пример 8: Вычислить определитель Dn примера 2.
Вычитая из всех его элементов число x, получим опреде-

литель

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 − x 0 . . . 0

0 a2 − x . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Алгебраические дополнения элементов D, не лежащих на

главной диагонали, равны нулю, а каждого элемента на глав-
ной диагонали — произведению остальных элементов главной
диагонали. Поэтому

Dn = (a1 − x) . . . (an − x)+

+ x

n∑
i=1

(a1 − x) . . . (ai−1 − x)(ai+1 − x) . . . (an − x) =

= x(a1−x)(a2−x)...(an−x)
(

1
x

+
1

a1−x
+ ···+ 1

an−x

)
.

Вычислить следующие определители приведением к тре-
угольному виду2:

279.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2Всюду, где по виду определителя нельзя узнать его порядок, предполага-
ется, что порядок равен n.
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280.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n n n . . . n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

281.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a12 a13 . . . a1n

x1 x2 a23 . . . a2n

x1 x2 x3 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1 x2 x3 . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

282.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 1 1 1
a1 . . . a1 a1 − b1 a1

a2 . . . a2 − b2 a2 a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an − bn . . . an an an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

283.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 2 . . . 2
2 3 2 . . . 2
2 2 3 . . . 2
. . . . . . . . . . . . . . . .
2 2 2 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

284.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 . . . an

−x x 0 . . . 0
0 −x x . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗285.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 . . . an

−x1 x2 0 . . . 0
0 −x2 x3 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

286. Вычислить определитель порядка n, элементы кото-
рого заданы условиями aij = min(i, j).

287. Вычислить определитель порядка n, элементы кото-
рого заданы условиями aij = max(i, j).
∗288. Вычислить определитель порядка n, элементы кото-

рого заданы условиями aij = |i− j|.
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Вычислить следующие определители методом выделения
линейных множителей:

289.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
1 x + 1 3 . . . n
1 2 x + 1 . . . n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . x + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

290.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
1 2− x 1 . . . 1
1 1 3− x . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . n + 1− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

291.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 . . . an

a0 x a2 . . . an

a0 a1 x . . . an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a0 a1 a2 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

292.

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x a b c
a −x c b
b c −x a
c b a −x

∣∣∣∣∣∣∣∣.

293.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 3
1 2− x2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− x2

∣∣∣∣∣∣∣∣.

∗294.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x 1 1 1

1 1− x 1 1
1 1 1 + z 1
1 1 1 1− z

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Вычислить следующие определители методом рекуррент-

ных соотношений:

∗295.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1b1 a1b2 a1b3 . . . a1bn

a1b2 a2b2 a2b3 . . . a2bn

a1b3 a2b3 a3b3 . . . a3bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1bn a2bn a3bn . . . anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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∗296.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 . . . an

−y1 x1 0 . . . 0
0 −y2 x2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

297.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 . . . 1
1 a1 0 . . . 0
1 0 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 0 0 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

298.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 . . . 0 1
1 a1 0 0 . . . 0 0
1 1 a2 0 . . . 0 0
1 0 1 a3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 0 0 0 . . . 1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

299.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 . . . 0
1 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

300.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 0 . . . 0
1 3 2 . . . 0
0 1 3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

301.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7 5 0 . . . 0
2 7 5 . . . 0
0 2 7 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

302.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 6 0 0 0 . . . 0 0
4 5 2 0 0 . . . 0 0
0 1 3 2 0 . . . 0 0
0 0 1 3 2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . 3 2
0 0 0 0 0 . . . 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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303.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 0 0 . . . 0 0
3 4 3 0 0 . . . 0 0
0 2 5 3 0 . . . 0 0
0 0 2 5 3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . 5 3
0 0 0 0 0 . . . 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

304.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α + β αβ 0 0 . . . 0
1 α + β αβ 0 . . . 0
0 1 α + β αβ . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . α + β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Вычислить определители методом представления их в виде
суммы определителей:

∗305.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x + a1 a2 a3 . . . an

a1 x + a2 a3 . . . an

a1 a2 x + a3 . . . an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 a3 a3 . . . x + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗306.

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a2 . . . an

a1 x2 . . . an

. . . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣.

∗307.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 . . . 1 1
x1 a1 0 0 . . . 0 0
x2 x2 a2 0 . . . 0 0
x3 x3 x3 a3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn xn xn xn . . . xn xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

308.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 a1b2 a1b3 . . . a1nn

a2b1 x2 a2b3 . . . a2bn

a3b1 a3b2 x3 . . . a3bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anb1 anb2 anb3 . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Вычислить определители3:

309.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n
1 3 3 . . . n− 1 n
1 2 5 . . . n− 1 n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . 2n− 3 n
1 2 3 . . . n− 1 2n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

310.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2 . . . an

1 a1 + b1 a2 . . . an

1 a1 a2 + b2 . . . an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 a1 a2 . . . an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

311.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 . . . 2 2 1
2 2 . . . 2 2 2
2 2 . . . 3 2 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2 n− 1 . . . 2 2 2
n 2 . . . 2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

312.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 n n . . . n
n 2 n . . . n
n n 3 . . . n
. . . . . . . . . . . . . . . . .
n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

313.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 0 . . . 0 0
0 x y 0 . . . 0 0
0 0 x y . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . x y
y 0 0 0 . . . 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

314.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− n 1 1 . . . 1

1 1− n 1 . . . 1
1 1 1− n . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1− n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

3Всюду, где неясно, чему равен порядок определителя, он предполагается
равным n.
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315.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1 −n
1 1 . . . −n 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 −n . . . 1 1
−n 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

316.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

317.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n 1 1 . . . 1
1 n 1 . . . 1
1 1 n . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

318.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b . . . b b
b a . . . b b
. . . . . . . . . . . . . . . .
b b . . . a b
b b . . . a b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

319.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 0 . . . 0
1 3 2 0 . . . 0
0 1 3 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

320.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b1 0 0 . . . 0 0
−1 1− b1 b2 0 . . . 0 0
0 −1 1− b2 b3 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −1 1− bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

321.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a1 a2 . . . an−1 1
a1 x a2 . . . an−1 1
a1 a2 x . . . an−1 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 a3 . . . x 1
a1 a2 a3 . . . an 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.



50 Глава 1

322.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 −1 0 0 . . . 0 0
a1 x −1 0 . . . 0 0
a2 0 x −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1 0 0 0 . . . x −1
an 0 0 0 . . . 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

323.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n
−1 x 0 . . . 0 0
0 −1 x . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x 0
0 0 0 . . . −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

324.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n −1 0 0 . . . 0 0
n− 1 x −1 0 . . . 0 0
n− 2 0 x −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 0 0 0 . . . x −1
1 0 0 0 . . . 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

325.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2 x3 . . . xn

a11 1 x x2 . . . xn−1

a21 a22 1 x . . . xn−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 an4 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

326.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 C1
n C2

n . . . Cn−1
n Cn

n

1 C1
n−1 C2

n−1 . . . Cn−1
n−1 0

1 C1
n−2 C2

n−2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 C1

2 C2
2 . . . 0 0

1 C1
1 0 . . . 0 0

a0 a1 a2 . . . an−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

327.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 . . . 1 1
1 0 x . . . x x
1 x 0 . . . x x
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 x x . . . 0 x
1 x x . . . x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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328.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
1 2 22 . . . 2n

1 3 32 . . . 3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 n + 1 (n + 1)2 . . . (n + 1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

329.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
an (a− 1)n . . . (a− n)n

an−1 (a− 1)n−1 . . . (a− n)n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a a− 1 . . . a− n
1 1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

330.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 + 1 x2 + 1 . . . xn + 1
x2

1 + x1 x2
2 + x2 . . . x2

n + xn

x3
1 + x2

1 x3
2 + x2

2 . . . x3
n + x2

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn−1
1 + xn−2

1 xn−1
2 + xn−2

2 . . . xn−1
n + xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

331.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x + a1)n (x + a1)n−1 . . . x + a1 1
(x + a2)n (x + a2)n−1 . . . x + a2 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(x + an+1)n (x + an+1)n−1 . . . x + an+1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

332.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 sinϕ1 sin2 ϕ1 . . . sinn−1 ϕ1

1 sinϕ2 sin2 ϕ2 . . . sinn−1 ϕ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 sinϕn sin2 ϕn . . . sinn−1 ϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣.

333.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 cosϕ1 cos2 ϕ1 . . . cosn−1 ϕ1

1 cosϕ2 cos2 ϕ2 . . . cosn−1 ϕ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 cosϕn cos2 ϕ2 . . . cosn−1 ϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣.

334.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ϕ1(x1) ϕ2(x1) . . . ϕn−1(x1)
1 ϕ1(x2) ϕ2(x2) . . . ϕn−1(x2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 ϕ1(xn) ϕ2(xn) . . . ϕn−1(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣,
где ϕk(x) = xk + ak1x

k−1 + ak2x
k−2 + · · ·+ akk.
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335.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

f1(cos ϕ1) f1(cosϕ2) . . . f1(cosϕn)
f2(cos ϕ1) f2(cosϕ2) . . . f2(cosϕn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn−1(cosϕ1) fn−1(cosϕ2) . . . fn−1(cosϕn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где fk(x) = ak0x
k + ak1x

k−1 + ak2x
k−2 + · · ·+ akk.

336.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 C1

x1
C2

x1
. . . Cn−1

x1

1 C1
x2

C2
x2

. . . Cn−1
x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 C1
xn

C2
xn

. . . Cn−1
xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣,
где Ck

x = x(x−1)(x−2)...(x−k+1)
k! .

337.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2n− 1)n (2n− 2)n . . . nn (2n)n

(2n− 1)n−1 (2n− 2)n−1 . . . nn−1 (2n)n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2n− 1 2n− 2 . . . n 2n

1 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

338.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1

x1−1
x2

x2−1 . . . xn

xn−1

x1 x2 . . . xn

x2
1 x2

2 . . . x2
n

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

339.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
1 23 33 . . . n3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 22n−1 32n−1 . . . n2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣.

340.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
an
1 an−1

1 b1 an−2
1 b2

1 . . . bn
1

an
2 an−1

2 b2 an−2
2 b2

2 . . . bn
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an
n+1 an−1

n+1bn+1 an−2
n+1b

2
n+1 . . . bn

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

341.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
sinn−1 α1 sinn−2 α1 cosα1 . . . cosn−1 α1

sinn−1 α2 sinn−2 α2 cosα2 . . . cosn−1 αn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

sinn−1 αn sinn−2 αn cosαn . . . cosn−1 αn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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342.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
fn(x1,y1) y1fn−1(x1,y1) ... y

n−1
1 f1(x1,y1) yn

1
fn(x2,y2) y2fn−1(x2,y2) ... y

n−2
1 f1(x2,y2) yn

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(xn+1,yn+1) yn+1fn−1(xn+1,yn+1) ... y
n−1
n+1f1(xn+1,yn+1) yn

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где fi(x, y) — однородный многочлен x, y степени i.

343.

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

a2 x2 x2
2 . . . xn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an xn x2

n . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣.

∗344.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 . . . xn−2
1 xn

1

1 x2 x2
2 . . . xn−2

2 xn
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xn−2
n xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣.

345.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x2

1 x3
1 . . . xn

1

1 x2
2 x3

2 . . . xn
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 x2

n x3
n . . . xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣.

346.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 . . . xs−1
1 xs+1

1 . . . xn
1

1 x2 x2
2 . . . xs−1

2 xs+1
2 . . . xn

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xs−1
n xs+1

n . . . xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣.

∗347.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1(x1 − 1) x2

1(x1 − 1) . . . xn−1
1 (x1 − 1)

1 x2(x2 − 1) x2
2(x2 − 1) . . . xn−1

2 (x2 − 1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn(xn − 1) x2

n(xn − 1) . . . xn−1
n (xn − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣.

∗348.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1 1 + x2

1 . . . 1 + xn
1

1 + x2 1 + x2
2 . . . 1 + xn

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 + xn 1 + x2

n . . . 1 + xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣.

∗349.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 cosϕ1 cos 2ϕ1 . . . cos(n− 1)ϕ1

1 cosϕ2 cos 2ϕ2 . . . cos(n− 1)ϕ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 cosϕn cos 2ϕn . . . cos(n− 1)ϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣.

∗350.

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin ϕ1 sin 2ϕ1 . . . sin nϕ1

sin ϕ2 sin 2ϕ2 . . . sin nϕ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sin ϕn sin 2ϕn . . . sin nϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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∗351.

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
b a d c
c d a b
d c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣.

352.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d e f g h
b a d c f e h g
c d a b g h e f
d c b a h g f e
e f g h a b c d
f e h g b a d c
g h e f c d a b
h g f e d c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗353.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a1 a2 . . . an

a1 x a2 . . . an

a1 a2 x . . . an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 a3 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

354.

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 − b1 a1 − b2 . . . a1 − bn

a2 − b1 a2 − b2 . . . a2 − bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an − b1 an − b2 . . . an − bn

∣∣∣∣∣∣∣∣.

355.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn

1 + x2y1 1 + x2y2 . . . 1 + x2yn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 + xny1 1 + xny2 . . . 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣.

356.

∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(a1) f1(a2) . . . f1(an)
f2(a1) f2(a2) . . . f2(an)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn(a1) fn(a2) . . . fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣,
где fi(x) — многочлен степени не выше n− 2.

357.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a1 + b1 a1 + b2 . . . a1 + bn

a2 + b1 1 + a2 + b2 . . . a2 + bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an + b1 an + b2 . . . 1 + an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣.
∗358.

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn

1 + x2y1 x2y2 . . . 1 + x2yn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 + xny1 1 + xny2 . . . xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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∗359.

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 − b1 + x a1 − b2 . . . a1 − bn

a2 − b1 a2 − b2 + x . . . a2 − bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an − b1 an − b2 . . . an − bn + x

∣∣∣∣∣∣∣∣.

360.

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + a1b1 a1b2 . . . a1bn

a2b1 x2 + a2b2 . . . a2bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anb1 anb2 . . . xn + anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣.

∗361.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 . . . 0 b
0 a . . . b 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 b . . . a 0
b 0 . . . 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

362.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 0 . . . 0 b1

0 a2 . . . b2 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 b2n−1 . . . a2n−1 0

b2n 0 . . . 0 a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(порядок определителя 2n).

363.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2
x

1
x2 0 0 . . . 0 0

1 2
x

1
x2 0 . . . 0 0

0 1 2
x

1
x2 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . 1 2
x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗364.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0 . . . 0 0
1 1 1 0 . . . 0 0
0 1 1 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗365. Рядом Фибоначчи4 называется числовой ряд, кото-
рый начинается числами 1, 2 и в котором каждое следующее
число равно сумме двух предыдущих, т. е. ряд 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, . . .

4Фибоначчи (Fibonacci) — итальянский математик XIII в.
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Доказать, что n-й член ряда Фибоначчи равен определите-
лю n-го порядка:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 . . . 0 0
−1 1 1 0 . . . 0 0
0 −1 1 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Вычислить определители:

366.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
9 5 0 0 . . . 0 0
4 9 5 0 . . . 0 0
0 4 9 5 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

367.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0 . . . 0 0
1 0 1 0 . . . 0 0
0 1 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

368.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0 . . . 0 0
−1 0 1 0 . . . 0 0
0 −1 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

∗369.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 0 0 . . . 0 0
1 a 1 0 . . . 0 0
0 1 a 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

370.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 0 0 . . . 0 0
−1 a 1 0 . . . 0 0
0 −1 a 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
∗371. Доказать равенство∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosα 1 0 0 . . . 0 0
1 2 cosα 1 0 . . . 0 0
0 1 2 cosα 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 2 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= cosnα.
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Пользуясь этим равенством и результатом задачи 369, по-
лучить выражение cosnα через cosα.

372. Доказать равенство

sin nα

sin α
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 cosα 1 0 0 . . . 0 0

1 2 cosα 1 0 . . . 0 0
0 1 2 cosα 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 2 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где определитель имеет порядок n− 1. Пользуясь этим равен-
ством и результатом задачи 369, представить sin nα в виде
произведения sinα на многочлен от cosα.
∗373. Доказать равенство, не вычисляя самих определите-

лей:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 0 0 . . . 0 0
c1 a2 b2 0 . . . 0 0
0 c2 a3 b3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . cn−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1c1 0 0 . . . 0 0
1 a2 b2c2 0 . . . 0 0
0 1 a3 b3c3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Вычислить определители:

374.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x2 x 0 0 . . . 0 0

x 1 + x2 x 0 . . . 0 0
0 x 1 + x2 x . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

375.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n− 1 n
2 3 4 . . . n 1
3 4 5 . . . 1 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n 1 2 . . . n− 2 n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗376.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a a+x a+2x ... a+(n−2)x a+(n−1)x

a+(n−1)x a a+x ... a+(n−3)x a+(n−2)x
a+(n−2)x a+(n−1)x a ... a+(n−4)x a+(n−3)x
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a+x a+2x a+3x ... a+(n−1)x a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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377.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2 . . . xn−2 xn−1

xn−1 1 x . . . xn−3 xn−2

xn−2 xn−1 1 . . . xn−4 xn−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x x2 x3 . . . xn−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

378. Не вычисляя определителей, установить, как связаны
между собой два циркулянта:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an−1 an

an a1 a2 . . . an−2 an−1

an−1 an a1 . . . an−3 an−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2 a3 a4 . . . an a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
и

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 . . . an−1 an

a2 a3 a4 . . . an a1

a3 a4 a5 . . . a1 a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an a1 a2 . . . an−2 an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

построенные из одних и тех же чисел a1, a2, . . . , an приме-
нением круговых перестановок в двух противоположных на-
правлениях.

Вычислить определители:

∗379.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

1
(

2
1

) (
3
1

)
. . .

(
n
1

)
1

(
3
2

) (
4
2

)
. . .

(
n + 1

2

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1
(

n
n− 1

) (
n + 1
n− 1

)
. . .

(
2n− 2
n− 1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где
(

n
k

)
= Ck

n =
n!

k!(n− k)!
.

∗380.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1(
m
1

) (
m + 1

1

) (
m + 2

1

)
. . .

(
m + n

1

)
(

m + 1
2

) (
m + 2

2

) (
m + 3

2

)
. . .

(
m + n + 1

2

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(

m + n− 1
n

) (
m + n

n

) (
m + n + 1

n

)
. . .

(
m + 2n− 1

n

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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∗381.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 . . . 0

1
(

2
1

) (
2
2

)
0 . . . 0

1
(

3
1

) (
3
2

) (
3
3

)
. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1
(

n
1

) (
n
2

) (
n
3

)
. . .

(
n

n− 1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗382.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(

n
1

) (
n
2

)
. . .

(
n
n

)
1
(

n + 1
1

) (
n + 1

2

)
. . .

(
n + 1

n

)
1
(

n + 2
1

) (
n + 2

2

)
. . .

(
n + 2

n

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1
(

2n
1

) (
2n
2

)
. . .

(
2n
n

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗383.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
p + n

n

) (
p + n + 1

n

)
. . .

(
p + 2n

n

)
(

p + n + 1
n

) (
p + n + 2

n

)
. . .

(
p + 2n + 1

n

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(

p + 2n
a

) (
p + 2n + 1

n

)
. . .

(
p + 3n

n

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗384.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(

p
1

) (
p
2

)
. . .

(
p
n

)
1
(

p + 1
1

) (
p + 1

2

)
. . .

(
p + 1

n

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1
(

p + n
1

) (
p + n

2

)
. . .

(
p + n

n

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗385.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
m
p

) (
m

p + 1

)
. . .

(
m

p + n

)
(

m + 1
p

) (
m + 1
p + 1

)
. . .

(
m + 1
p + n

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(

m + n
p

) (
m + n
p + 1

)
. . .

(
m + n
p + n

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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∗386.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(

2
2

)
0 0 . . . 0

1
(

3
2

) (
3
3

)
0 . . . 0

1
(

4
2

) (
4
3

) (
4
4

)
. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1
(

n
2

) (
n
3

) (
n
4

)
. . .

(
n
n

)
1
(

n + 1
2

) (
n + 1

3

) (
n + 1

4

)
. . .

(
n + 1

n

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

∗387.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 4 . . . n

3 6 10 . . . n(n+1)
2!

4 10 20 . . . n(n+1)(n+2)
3!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n n(n+1)
2!

n(n+1)(n+2)
3! . . . n(n+1)...(2n−2)

(n−1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗388.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 . . . 0 1

1
(

1
1

)
0 0 . . . 0 x

1
(

2
1

) (
2
2

)
0 . . . 0 x2

1
(

3
1

) (
3
2

) (
3
3

)
. . . 0 x3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1
(

n
1

) (
n
2

) (
n
3

)
. . .

(
n

n− 1

)
xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

∗389.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0 ... 1

1 1! 0 0 0 ... x

1 2 2! 0 0 ... x2

1 3 3·2 3! 0 ... x3

1 4 4·3 4·3·2 4! ... x4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 n n(n−1) n(n−1)(n−2) n(n−1)(n−2)(n−3) ... xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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∗390.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 . . . 0 x0

1
(

1
1

)
0 0 . . . 0 x1

1
(

2
1

) (
2
2

)
0 . . . 0 x2

1
(

3
1

) (
3
2

) (
3
3

)
. . . 0 x3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1
(

n
1

) (
n
2

) (
n
3

)
. . .

(
n

n− 1

)
xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

∗391.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 x x . . . x
y 0 x . . . x
y y 0 . . . x
. . . . . . . . . . . . . . . . .
y y y . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

392.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a x x . . . x
y a x . . . x
y y a . . . x
. . . . . . . . . . . . . . . . .
y y y . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

393.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 x x . . . x
y a2 x . . . x
y y a3 . . . x
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y y y . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

394.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 . . . 1
1 a1 x x . . . x
1 y a2 x . . . x
1 y y a3 . . . x
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 y y y . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

395.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α + β αβ 0 0 . . . 0 0
2 α + β αβ 0 . . . 0 0
0 1 α + β αβ . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . α + β αβ
0 0 0 0 . . . 1 α + β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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396.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a + 1 a 0 0 . . . 0 0

1 a + 1 a 0 . . . 0 0
0 1 a + 1 a . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 a + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

397.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n!a0 (n− 1)!a1 (n− 2)!a2 . . . an

−n x 0 . . . 0
0 −(n− 1) x . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

398.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosecα 1 0 0 . . . 0
1 2 cosecα 1 0 . . . 0
0 1 2 cosecα 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 2 cosecα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗399.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 0 0 . . . 0 0
n− 1 x 2 0 . . . 0 0

0 n− 2 x 3 . . . 0 0
0 0 n− 3 x . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

400.

∣∣∣∣∣∣∣∣
ap − x ap+1 − x . . . ap+n−1 − x

ap+n − x ap+n+1 − x . . . ap+2n−1 − x
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ap+n(n−1) − x ap+n(n−1)+1 − x . . . ap+n2−1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣.

401.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− x a a2 . . . an−1

a a2 − x a3 . . . an

a2 a3 a4 − x . . . an+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1 an an+1 . . . a2n−2 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

402.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 1 1 1 . . . 1
1 a1 0 0 . . . 0
1 0 a2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 0 0 0 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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403.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0 b b b . . . b
a c1 0 0 . . . 0
a 0 c2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a 0 0 0 . . . cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗404.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −b −b −b . . . −b
1 na −2b −3b . . . −(n− 1)b
1 (n− 1)a a −3b . . . −(n− 1)b
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 2a a a . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗405.

∣∣∣∣∣∣∣∣
(x1 − a1)2 a2

2 . . . a2
n

a2
1 (x2 − a2)2 . . . a2

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2
1 a2

2 . . . (xn − an)2

∣∣∣∣∣∣∣∣.

406.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x1 − a1)2 a1a2 a1a3 . . . a1an

a2a1 (x2 − a2)2 a2a3 . . . a2an

a3a1 a3a3 (x3 − a3)2 . . . a3an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ana1 ana2 ana3 . . . (xn − an)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗407.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− b1 b2 0 0 . . . 0
−1 1− b2 b3 0 . . . 0
0 −1 1− b3 b4 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1− bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

408.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a2 a3 . . . an

b1 0 a3 . . . an

b1 b2 0 . . . an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b1 b2 b3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗409.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 . . . n

1 1 2 3 . . . n− 1
1 x 1 2 . . . n− 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 x x x . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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∗410.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
x 1 2 . . . n− 1
x x 1 . . . n− 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x x x . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗411.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0x
n a1x

n−1 a2x
n−2 . . . an−1x an

a0x b1 0 . . . 0 0
a0x

2 a1x b2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a0x

n−1 a1x
n−2 a2x

n−3 . . . bn−1 0
a0x

n a1x
n−1 a2x

n−2 . . . an−1x bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

412.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x + 1 x x . . . x

x x + 2 x . . . x
x x x + 3 . . . x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x x x . . . x + n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

413.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x + 1 x x . . . x

x x + 2 x . . . x
x x x + 4 . . . x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x x x . . . x + 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

414.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x + 1 x x . . . x

x x + 1
2 x . . . x

x x x + 1
3 . . . x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x x x . . . x + 1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

415.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x + 1 x x . . . x

x x + a x . . . x
x x x + a2 . . . x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x x x . . . x + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗416.

∣∣∣∣∣∣
(a1 + b1)−1 (a1 + b2)−1 . . . (a1 + bn)−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(an + b1)−1 (an + b2)−1 . . . (an + bn)−1

∣∣∣∣∣∣.
∗417.

∣∣∣∣∣∣
1

x1−a1

1
x1−a2

. . . 1
x1−an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

xn−a1

1
xn−a2

. . . 1
xn−an

∣∣∣∣∣∣.
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∗418.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1
2

1
3 . . . 1

n
1
2

1
3

1
4 . . . 1

n+1
1
3

1
4

1
5 . . . 1

n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1
n

1
n+1

1
n+2 . . . 1

2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗419.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 + a1 a1 0 0 . . . 0 0

a1 a1 + a2 a2 0 . . . 0 0
0 a2 a2 + a3 a3 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . an−1 an−1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗420.Получить закон составления развернутого выраже-
ния для континуанты n-го порядка5:

(a1, a2, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0 0 . . . 0 0
−1 a2 1 0 . . . 0 0
0 −1 a3 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

т. е. выражения в виде многочлена от a1, a2, . . . , an. Написать
в развернутом виде континуанты 4-го, 5-го и 6-го порядков.

§ 6. МИНОРЫ, АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДОПОЛНЕНИЯ И
ТЕОРЕМА ЛАПЛАСА

421. Сколько миноров k-го порядка содержит определи-
тель порядка n?

422. Доказать, что при определении знака алгебраическо-
го дополнения можно пользоваться суммой номеров строк и
столбцов не данного минора, а дополнительного к нему. Ины-
ми словами, если M — данный минор, M ′ — дополнительный
минор, A — алгебраическое дополнение минора M , A′ — ал-
гебраическое дополнение минора M ′, то из A = εM ′, где ε =
= ±1, следует A′ = εM .

423.Показать, что разложение Лапласа определителя по-
рядка n по любым k строкам (столбцам) совпадает с его раз-
ложением по остальным n− k строкам (столбцам).

5Название «континуанта» объясняется связью с непрерывными дробями,
которая устанавливается в задаче 539.
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∗424.Показать, что правило знаков, связывающее алгебра-
ическое дополнение A с дополнительным минором M ′ минора
M , можно формулировать так: пусть α1, α2, . . . αk — номера
строк, β1, β2, . . . , βk — номера столбцов минора M в опреде-
лителе D порядка n, записанные в порядке возрастания, а

αk+1, αk+2, . . . , αn и βk+1, βk+2, . . . , βn

— соответственно номера строк и столбцов дополнительного
минора M ′, также записанные в порядке возрастания; тогда
A = M ′, если подстановка(

α1 α2 . . . αn

β1 β2 . . . βn

)

четна, и A = −M ′, если эта подстановка нечетна.
Пользуясь теоремой Лапласа, вычислить определители:

425.

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 1 2 7
3 0 0 2
1 3 4 5
2 0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣. 426.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 3 4
2 0 0 8
3 0 0 2
4 4 7 5

∣∣∣∣∣∣∣∣.

427.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 5 2 0
8 3 5 4
7 2 4 1
0 4 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣. 428.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 2 1 3 2
4 0 7 0 0
2 3 7 5 3
2 3 6 4 5
3 0 4 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

429.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4 3 5
3 4 0 5 0
3 4 5 2 1
1 5 2 4 3
4 6 0 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 430.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7 2 1 3 4
1 0 2 0 3
3 0 4 0 7
6 3 2 4 5
5 1 2 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

431.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
0 6 0 4 1
2 4 1 3 5
1 3 5 2 4
0 5 0 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 432.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 0 0 0
3 4 0 0 0 0
7 6 5 4 0 0
2 3 4 5 0 0
5 1 2 6 7 3
2 7 5 3 4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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433.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 5 3
6 5 7 8 4 2
9 8 6 7 0 0
3 2 4 5 0 0
3 4 0 0 0 0
5 6 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 434.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 6 5 4 3 2
9 7 8 9 4 3
7 4 9 7 0 0
5 3 6 1 0 0
0 0 5 6 0 0
0 0 6 8 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

435.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 0 0 1 −1
9 4 0 0 3 7
4 5 1 −1 2 4
3 8 3 7 6 9
1 −1 0 0 0 0
3 7 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 436.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 0 3 0
5 1 4 2 7 3
1 0 4 0 9 0
8 1 5 3 7 6
1 0 8 0 27 0
9 1 5 4 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

437.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0
x1 x2 cosα sin α

y1 y2 cosβ sin β

z1 z2 cos γ sin γ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣. 438.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 a b c

0 0 a′ b′ c′

a a′ x1 y3 y2

b b′ y3 x2 y1

c c′ y2 y1 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

439.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c

1 x 0 0
1 0 y 0
1 0 0 z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣. 440.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c

a′ 1 0 0
b′ 0 1 0
c′ 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

441.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x x

1 a 0 0
1 0 b 0
1 0 0 c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣. 442.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 0 0
1 2 3 0 0
0 1 1 1 1
0 x1 x2 x3 x4

0 x2
1 x2

2 x2
3 x2

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

443.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1,2n−2 a1,2n−1 a1,2n

0 a22 a23 . . . a2,2n−2 a2,2n−1 0

0 0 a33 . . . a3,2n−2 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 a2n−2,3 . . . a2n−2,2n−2 0 0

0 a2n−1,2 a2n−1,3 . . . a2n−1,2n−2 a2n−1,2n−1 0

a2n,1 a2n,2 a2n,3 . . . a2n,2n−2 a2n,2n−1 a2n,2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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444.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 1 a12 1 . . . a1n 1
1 0 1 0 . . . 1 0

a21 x1 a22 x2 . . . a2n xn

x1 0 x2 0 . . . xn 0
a31 x2

1 a32 x2
2 . . . a3n x2

n

x2
1 0 x2

2 0 . . . x2
n 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 xn−1

1 an2 xn−1
2 . . . ann xn−1

n

xn−1
1 0 xn−1

2 0 . . . xn−1
n 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Пользуясь теоремой Лапласа, вычислить следующие опре-
делители, предварительно преобразовав их:

∗445.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 3 4 −5
4 −2 7 8 −7
−6 4 −9 −2 3
3 −2 4 1 −2
−2 6 5 4 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 446.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 −5 −3 4 2
−4 4 3 6 3
3 −1 5 −9 −5
−7 7 6 8 4
5 −3 2 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

447.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 2 3 2
3 −2 7 5 −1
3 −1 −5 −3 −2
5 −6 4 2 −4
2 −3 3 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 448.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 5 −2 1
3 2 5 −4 −3
−2 3 −4 2 −3
6 4 7 −8 −1
2 −1 7 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

449.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 9 −2 −4 5
2 −3 4 −3 3
−5 −7 2 4 −2
4 −5 8 −6 8
6 −5 3 −3 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 450.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 4 −3 −1 2
−5 6 5 2 3
4 −9 −3 7 −5
−1 −4 1 1 −2
−3 7 5 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

451.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x x . . . x x . . . x 1 + x
x 1 + x . . . x x . . . 1 + x x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x x . . . 1 + x 1 + x . . . x x
x x . . . 1 + 2x 1 + x . . . x x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x 1 + 2x . . . x x . . . 1 + x x

1 + 2x x . . . x x . . . x 1 + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(порядок определителя равен 2n).
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452.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1,n−1 a1n 0 0 . . . 0 b1n

a21 a22 . . . a2,n−1 0 0 0 . . . b2,n−1 b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 0 . . . 0 0 bn1 bn2 . . . bn,n−1 bnn

c11 c12 . . . c1,n−1 c1n 0 0 . . . 0 b1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c21 c22 . . . c2,n−1 0 0 0 . . . b2,n−1 b2n

cn1 0 . . . 0 0 bn1 bn2 . . . bn,n−1 bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

453.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 x a1 a2 − 1 . . . an−1 − 1 an − 1
1 1 . . . x 1 a1 − 1 a2 . . . an−1 − 1 an − 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x 1 . . . 1 1 a1 − 1 a2 − 1 . . . an−1 − 1 an

a1 − x a1 . . . a1 a1 −a1 −a1 . . . −a1 x− a1
a2 a2 − x . . . a2 a2 −a2 −a2 . . . x− a2 −a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an an . . . an an − x x− an −an . . . −an −an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

454.В определителе D четного порядка n = 2k выделим
четыре минора M1, M2, M3, M4 порядка k, как показано на
схеме:

M1 M2

a11 . . . a1k a1,k+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 . . . akk ak,k+1 . . . ak,n

ak+1,1 . . . ak+1,k ak+1,k+1 . . . ak+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ank an,k+1 . . . ann

M3 M4

Выразить определитель D через миноры M1, M2, M3, M4

в следующих двух случаях:
а) если все элементы M2 или M3 равны нулю;
б) если все элементы M1 или M4 равны нулю.
455.Пусть в определителе D порядка n = kl выделены l

миноров порядка k, расположенных вдоль второй диагонали,
т. е. M1 лежит в первых k строках и последних k столбцах,
M2 в следующих k строках и предыдущих k столбцах и т. д.,
наконец, Ml — в последних k строках и первых k столбцах.

Выразить D через M1, M2, . . . , Ml, если все элементы
D, лежащие по одну сторону от указанной цепочки миноров,
равны нулю.
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456.Пусть в определителе D порядка n выделены k строк
и l столбцов, причем l � k и все элементы выделенных l
столбцов, не лежащие в выделенных k строках, равны нулю.
Показать, что в разложении Лапласа определителя D по вы-
деленным k строкам нужно брать только те миноры порядка
k, которые содержат выделенные l столбцов; утверждение, по-
лученное переменной роли строк и столбцов, также верно.

457.Пользуясь теоремой Лапласа, решить задачу 206.
458.Доказать, что∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 a12 0 . . . a1n 0

0 b11 0 b12 . . . 0 b1n

a21 0 a22 0 . . . a2n 0

0 b21 0 b22 . . . 0 b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 0 an2 0 . . . ann 0

0 bn1 0 bn2 . . . 0 bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 . . . b1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣ .
∗459.Вычислить определитель порядка k + l:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 0 . . . 0 0 0 0

1 3 2 0 . . . 0 0 0 0

0 1 3 2 . . . 0 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 1 3 2 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
k строк

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . 0 2 5 3 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 2 5 3 0

0 0 0 0 . . . 0 2 5 3

0 0 0 0 . . . 0 0 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
l строк



Определители 71

460.Написать разложение континуанты (ср. с задачей
420) порядка n:

(a1, a2, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0 0 . . . 0 0
−1 a2 1 0 . . . 0 0
0 −1 a3 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
по первым k строкам. Какое свойство чисел Фибоначчи (за-
дача 365) получается отсюда при n = 2k?

461.Не раскрывая скобок, доказать, что равенство

(ab′ − a′b)(cd′ − c′d)− (ac′ − a′c)(bd′ − b′d)+
+(ad′ − a′d)(bc′ − b′c) = 0

справедливо при любых значениях a, b, c, d, a′, b′, c′, d′.
∗462.В матрице⎛⎝a11 . . . a1n a1,n+1 . . . a1,2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann an,n+1 . . . an,2n

⎞⎠ ,

содержащей n строк и 2n столбцов, берем любой минор M
порядка n, содержащий по крайней мере половину столбцов
левой половины матрицы.

Пусть σ — сумма номеров столбцов минора M , и пусть
M ′ — минор порядка n, составленный из остальных столбцов
матрицы. Доказать, что

∑
(−1)σMM ′ = 0, где сумма берется

по всем минорам M указанного типа.
∗463.Показать, что три определителя

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1x1 b1x1 a1x2 b1x2 a1x3 b1x3

a2x1 b2x1 a2x2 b2x2 a2x3 b2x3

a1y1 b1y1 a1y2 b1y2 a1y3 b1y3

a2y1 b2y1 a2y2 b2y2 a2y3 b2y3

a1z1 b1z1 a1z2 b1z2 a1z3 b1z3

a2z1 b2z1 a2z2 b2z2 a2z3 b2z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

δ =
∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ и Δ =

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣
связаны равенством D = δ3Δ2.6

6Обобщение этого свойства дано в задаче 540.
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∗464.Пусть

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4,

g(x) = b0 + b1x + b2x
2 + b3x

3 + b4x
4,

h(x) = c0 + c1x + c2x
2 + c3x

3 + c4x
4

и
(x− α)(x − β)(x − γ) = x3 + px2 + qx + r.

Показать, что

∣∣∣∣∣∣
f(α) f(β) f(γ)
g(α) g(β) g(γ)
h(α) h(β) h(γ)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 α α2

1 β β2

1 γ γ2

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 a3 a4

b0 b1 b2 b3 b4

c0 c1 c2 c3 c4

r q p 1 0
0 r q p 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

465. Говорят, что определитель

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n x11 . . . x1k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann xn1 . . . xnk

y11 . . . y1n 0 . . . 0
yk1 . . . ykn 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
получен окаймлением при помощи k строк и k столбцов из
определителя:

Δ =

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ .
Показать, что при k > n D = 0, а при k � n D является

формой (т. е. однородным многочленом) степени n − k от-
носительно элементов aij определителя Δ и формой степени
2k относительно окаймляющих элементов xij , yij , коэффици-
ентами которой служат алгебраические дополнения миноров
k-го порядка в определителе Δ. А именно, доказать, что

D = (−1)k
∑

Ai1i2...ikj1j2...jk
Xi1i2...ik

Yj1j2...jk
,

где Ai1i2...ikj1j2...jk
есть алгебраическое дополнение минора

определителя Δ, стоящего в строках с номерами i1, i2, . . . , ik



Определители 73

и в столбцах с номерами j1, j2, . . . , jk, а Xi1i2...ik
и Yj1j2...jk

—
миноры определителя D, составленные из окаймляющих эле-
ментов и лежащие в строках (соответственно в столбцах) с
указанными номерами. При этом сумма берется по всем ком-
бинациям индексов, изменяющихся от единицы до n при усло-
вии, что i1 < i2 < · · · < ik, j1 < j2 < · · · < jk.
∗466.Доказать следующее обобщение теоремы Лапласа:

если строки определителя n-го порядка D разбить на p си-
стем без общих строк, причем в первую систему входят стро-
ки с номерами α1 < α2 < · · · < αk, во вторую — строки с
номерами αk+1 < αk+2 < · · · < αk+l и т. д., наконец, в по-
следнюю — строки с номерами αn−s+1 < αn−s+2 < · · · < αn,
если затем в матрице первой системы строк взять минор M1

порядка k, лежащий в столбцах с номерами β1 < β2 < · · · <
< βk, во второй матрице минор M2 порядка l, лежащий в
столбцах с номерами βk+1 < βk+2 < · · · < βk+l, отличными
от номеров столбцов M1, и т. д., наконец, в последней матри-
це — минор Mp порядка s, лежащий в оставшихся столбцах с
номерами βn−s+1 < βn−s+2 < · · · < βn, и если затем составим
произведение εM1M2 . . . Mp, где ε = +1, если подстановка(

α1 α2 . . . αn

β1 β2 . . . βn

)
(1)

четная, и s = −1, если эта подстановка нечетная, то определи-
тель D равен сумме всевозможных произведений такого вида.
То, что это утверждение обобщает теорему Лапласа, следует
из задачи 424.

§ 7. УМНОЖЕНИЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ

467. Перемножить определители∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 4 2
4 5 4

∣∣∣∣∣∣ и

∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
1 −4 3
1 −5 2

∣∣∣∣∣∣
всеми четырьмя возможными способами (т. е. умножая стро-
ки или столбцы первого определителя на строки и столбцы
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второго) и проверить, что во всех случаях значение полу-
ченного определителя равно произведению значений данных
определителей.

468. Вычислить определитель∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

∣∣∣∣∣∣∣∣
путем возведения его в квадрат.

469. Вычислить определитель∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d e f g h
−b a d −c f −e −h g
−c −d a b g h −e −f
−d c −b a h −g f −e
e −f −g −h a b c d
−f e −h g −b a −d c
−g h e −f −c d a −b
−h −g f e −d −c b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
путем возведения его в квадрат.

Вычислить следующие определители, представляя их в ви-
де произведений определителей:

∗470.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn

1 + x2y1 1 + x2y2 . . . 1 + x2yn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 + xny1 1 + xny2 . . . 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣.

471.

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos(α1 − β1) cos(α1 − β2) . . . cos(α1 − βn)
cos(α2 − β1) cos(α2 − β2) . . . cos(α2 − βn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cos(αn − β1) cos(αn − β2) . . . cos(αn − βn)

∣∣∣∣∣∣∣∣.

472.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 cos(α1−α2) cos(α1−α3) ... cos(α1−αn)

cos(α1−α2) 1 cos(α2−α3) ... cos(α2−αn)
cos(α1−α3) cos(α2−α3) 1 ... cos(α3−αn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cos(α1−αn) cos(α2−αn) cos(α3−αn) ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

473.

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin 2α1 sin(α1 + α2) . . . sin(α1 + αn)

sin(α2 + α1) sin 2α2 . . . sin(α2 + αn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sin(αn + α1) sin(αn + α2) . . . sin 2αn

∣∣∣∣∣∣∣∣.



Определители 75

474.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−an
1 bn

1
1−a1b1

1−an
1 bn

2
1−a1b2

. . .
1−an

1 bn
n

1−a1bn

1−an
2 bn

1
1−a2b1

1−an
2 bn

2
1−a2b2

. . .
1−an

2 bn
n

1−a2bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1−an

nbn
1

1−anb1

1−an
nbn

2
1−anb2

. . .
1−an

nbn
n

1−anbn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

475.

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a0 + b0)n (a0 + b1)n . . . (a0 + bn)n

(a1 + b0)n (a1 + b1)n . . . (a1 + b1)n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(an + b0)n (an + b1)n . . . (an + bn)n

∣∣∣∣∣∣∣∣.

∗476.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1n−1 2n−1 . . . nn−1

2n−1 3n−1 . . . (n + 1)n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
nn−1 (n + 1)n−1 . . . (2n− 1)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣.

477.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s0 s1 s2 . . . sn−1

s1 s2 s3 . . . sn

s2 s3 s4 . . . sn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sn−1 sn sn+1 . . . s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где sk = xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n.

∗478.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s0 s1 s2 . . . sn−1 1
s1 s2 s3 . . . sn x
s2 s3 s4 . . . sn+1 x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sn sn+1 sn+2 . . . s2n−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где sk = xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n.

∗479. Доказать, что значение циркулянта определяется ра-
венством∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an

an a1 a2 . . . an−1

an−1 an a1 . . . an−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2 a3 a4 . . . a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= f(ε1)f(ε2) . . . f(εn),

где f(x) = a1 +a2x+a3x
2 + · · ·+anxn−1 и ε1, ε2, . . . , εn — все

значения корня n-й степени из единицы.
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480. Доказать, что при обозначениях предыдущей задачи∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 . . . an

a2 a3 a4 . . . a1

a3 a4 a5 . . . a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an a1 a2 . . . an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

(n−1)(n−2)
2 f(ε1)f(ε2) . . . f(εn).

∗481. Вычислить определитель∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 α α2 . . . αn−1

αn−1 1 α . . . αn−2

αn−2 αn−1 1 . . . αn−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α α2 α3 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

482. Пользуясь результатом задачи 479, вычислить опре-
делитель ∣∣∣∣∣∣∣∣

a b . . . b
b a . . . b
. . . . . . . . . . . . .
b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
483. Пользуясь результатом задачи 479, вычислить опре-

делитель ∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
d a b c
c d a b
b c d a

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Вычислить определители:

484.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 C1

n C2
n . . . Cn−1

n 1
1 1 C1

n . . . Cn−2
n Cn−1

n

Cn−1
n 1 1 . . . Cn−3

n Cn−2
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C1

n C2
n C3

n . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

485.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2a 3a2 . . . nan−1

nan−1 1 2a . . . (n− 1)an−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2a 3a2 4a3 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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∗486. Доказать равенство:∣∣∣∣∣∣∣∣
s− a1 s− a2 . . . s− an

s− an s− a1 . . . s− an−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
s− a2 s− a3 . . . s− a1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (−1)n−1(n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 . . . an

an a1 . . . an−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2 a3 . . . a1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где s = a1 + a2 + · · ·+ an.

Вычислить определители:

∗487.

p столбцов︷ ︸︸ ︷ n− p столбцов︷ ︸︸ ︷
−1 −1 −1 . . . −1 1 1 . . . 1 1
1 −1 −1 . . . −1 −1 1 . . . 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1 −1 −1 . . . 1 1 1 . . . 1 −1

.

∗488.

p столбцов︷ ︸︸ ︷ n− p столбцов︷ ︸︸ ︷
a a a . . . a b b . . . b b
b a a . . . a a b . . . b b
b b a . . . a a a . . . b b
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a a a . . . b b b . . . b a

.

∗489.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos π
n cos 2π

n cos 3π
n . . . −1

−1 cos π
n cos 2π

n . . . cos (n−1)π
n

cos (n−1)π
n −1 cos π

n . . . cos (n−2)π
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cos 2π

n cos 3π
n cos 4π

n . . . cos π
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗490.

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos θ cos 2θ cos 3θ . . . cosnθ

cosnθ cos θ cos 2θ . . . cos(n− 1)θ
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cos 2θ cos 3θ cos 4θ . . . cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣.
491.

∣∣∣∣∣∣∣∣
sina sin(a+h) sin(a+2h) ... sin[a+(n−1)h]

sin[a+(n−1)h] sina sin(a+h) ... sin[a+(n−2)h]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

sina+h sin(a+2h) sin(a+3h) ... sina

∣∣∣∣∣∣∣∣.
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∗492.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12 22 32 . . . n2

n2 12 22 . . . (n− 1)2

(n− 1)2 n2 12 . . . (n− 2)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
22 32 42 . . . 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗493. Вычислить косой циркулянт (или косоциклический
определитель)∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an

−an a1 a2 . . . an−1

−an−1 −an a1 . . . an−2

−a2 −a3 −a4 . . . a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

494.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an

anz a1 a2 . . . an−1

an−1z anz a1 . . . an−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2z a3z a4z . . . a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, где z — любое число.

∗495. Доказать, что циркулянт порядка 2n с первой стро-
кой из элементов a1, a2, . . . , a2n−1, a2n равен произведению
циркулянта порядка n с первой строкой из элементов a1 +
+ an+1, a2 + an+2, . . . , an + a2n и косого циркулянта порядка
n с первой строкой из элементов a1−an+1, a2−an+2, an−a2n.
∗496. Перемножая два определителя∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3 x4

x2 −x1 −x4 x3

x3 x4 −x1 −x2

x4 −x3 x2 −x1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 y3 y4

y2 −y1 −y4 y3

y3 y4 −y1 −y2

y4 −y3 y2 −y1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
доказать тождество Эйлера

(x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4)(y
2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4) =

= (x1y1 +x2y2 +x3y3 +x4y4)2 +(x1y2−x2y1−x3y4 +x4y3)2+
+(x1y3 +x2y4−x3y1−x4y2)2 +(x1y4−x2y4 +x3y2−x4y1)2.

Какое свойство целых чисел отсюда вытекает?
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∗497. С помощью умножения определителей доказать тож-
дество

(a3+b3+c3−3abc)(a′3+b′3+c′3−3a′b′c′) = A3+B3+C3−3ABC,

где A = aa′ + bc′ + cb′, B = ac′ + bb′ + ca′, C = ab′ + ba′ + cc′.
Какое свойство целых чисел отсюда вытекает?
∗498. При обозначениях предыдущей задачи доказать тож-

дество:

(a2 + b2 + c2−ab−ac− bc)(a′2 + b′2 + c′2−a′b′−a′c′− b′c′) =
= A2 + B2 + C2 −AB −AC −BC.

∗499. Доказать следующее обобщение теоремы об умноже-
нии определителей. Пусть даны две матрицы

A =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

⎞⎟⎟⎠ и B =

⎛⎜⎜⎝
b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 . . . bmn

⎞⎟⎟⎠,

каждая из m строк и n столбцов.
Комбинируя строки одной матрицы со строками другой,

полагая cij =
∑n

k=1 aikbjk, составим определитель m-го по-
рядка

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
c11 c12 . . . c1m

c21 c22 . . . c2m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cm1 cm2 . . . cmm

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Далее обозначим через Ai1,i2,...,im и Bi1,i2,...,im соответственно
миноры m-го порядка матриц A и B, составленные из столб-
цов этих матриц с номерами i1, i2, . . . , im в том же порядке.
Тогда

D =
∑

1�i1<i2<···<im�n

Ai1,i2,...,imBi1,i2,...,im (1)

при m � n (формула Бинэ–Коши), т. е. определитель D равен
сумме произведений всех миноров порядка m матрицы A на
соответствующие миноры матрицы B. При m > n

D = 0. (2)
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∗500. Доказать утверждение (2) предыдущей задачи, поль-
зуясь теоремой об умножении определителей.
∗501. Не производя умножения, доказать тождество Коши

(a1c1 + a2c2 + · · ·+ ancn)(b1d1 + b2d2 + · · ·+ bndn)−
− (a1d1 + a2d2 + · · ·+ andn)(b1c1 + b2c2 + · · ·+ bncn) =

=
∑

1�i<k�n

(aibk − akbi)(cidk − ckdi) (n > 1).

∗502. Не производя умножения, доказать тождество
Лагранжа( n∑

i=1

a2
i

)( n∑
i=1

b2
i

)
−
( n∑

i=1

aibi

)2

=
∑

1�i<k�n

(aibk − akbi)2.

∗503. Доказать, что для любых действительных чисел
a1, a2, . . . , an и b1, b2, . . . , bn

справедливо неравенство

(a2
1+a2

2+· · ·+a2
n)(b2

1+b2
2+· · ·+b2

n) � (a1b1+a2b2+· · ·+anbn)2,

причем знак равенства имеет место тогда и только тогда, ко-
гда одна из систем чисел отличается от другой лишь число-
вым множителем (быть может, равным нулю). (Неравенство
Коши–Буняковского.)
∗504. Доказать, что для любых комплексных чисел a1,

a2, . . . , an и b1, b2, . . . , bn имеет место равенство( n∑
k=1

akāk

)( n∑
k=1

bkb̄k

)
−
( n∑

k=1

ak b̄k

)( n∑
k=1

ākbk

)
=

=
∑

1�j<k�n

(ajbk − akbj)(āj b̄k − ākb̄j).

∗505. Доказать, что для любых двух систем комплексных
чисел a1, a2, . . . , an и b1, b2, . . . , bn справедливо неравенство( n∑

k=1

|ak|2
)( n∑

k=1

|bk|2
)

�
∣∣∣ n∑
k=1

ak b̄k

∣∣∣2,
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причем знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда
числа одной из данных систем отличаются от чисел другой
лишь числовым множителем.
∗506. Взаимным (или присоединенным) определителем к

определителю D порядка n > 1 называется определитель D′,
полученный из D заменой всех его элементов на их алгебраи-
ческие дополнения (с сохранением прежнего расположения).

Доказать, что

D′ = Dn−1. (1)

∗507. Пусть M — минор порядка m определителя D, A —
алгебраическое дополнение M , M ′ — минор взаимного опре-
делителя D′, соответствующий минору M (т. е. составлен-
ный из алгебраических дополнений элементов определителя
D, входящих в M). Доказать равенство M ′ = Dm−1A.

Если условиться дополнительный минор ко всему опреде-
лителю D считать равным 1, то это равенство будет обобще-
нием равенства предыдущей задачи (при m = n).
∗508. Пусть C — минор (n − 2)-го порядка, полученный

из определителя D вычеркиванием i-й и j-й строк k-го и l-го
столбцов, причем i < j и k < l; Apq , как обычно, — алгебра-

ическое дополнение элемента apq. Доказать, что

∣∣∣∣Aik Ail

Ajk Ajl

∣∣∣∣ =

= (−1)i+j+k+lDC.
∗509. Показать, что если определитель D равен нулю, то

все строки (а также столбцы) взаимного определителя про-
порциональны.
∗510. Пусть aij — элемент определителя D порядка n и

A′ij — алгебраическое дополнение соответствующего элемента
Aij определителя D′, взаимного с D. Показать, что A′ij =
= Dn−2aij .
∗511. Пусть M — минор порядка m определителя D по-

рядка n, M ′ — соответствующий M минор взаимного опре-
делителя D′ и A′ — алгебраическое дополнение минора M ′.
Доказать, что A′ = Dn−m−1M . Это — обобщение равенства
предыдущей задачи.
∗512. Зная миноры всех элементов определителя D, отлич-

ного от нуля, найти его элементы.
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∗513. Пусть

sk = xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n (k = 1, 2, 3, . . . ),

p = x1x2 . . . xn.

Показать, что∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n + 1 s1 s2 . . . sn

s1 s2 s3 . . . sn+1

s2 s3 s4 . . . sn+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sn sn+1 sn+2 . . . s2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= p2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n s1 s2 . . . sn−1

s1 s2 s3 . . . sn

s2 s3 s4 . . . sn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sn−1 sn sn+1 . . . s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

514. Показать, что если

D(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − x a12 . . . a1n

a21 a22 − x . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . ann − x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
то произведение D(x) ·D(−x) можно представить в виде∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 − x2 A12 . . . A1n

A21 A22 − x2 . . . A2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
An1 An2 . . . Ann − x2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где все Aij не зависят от x. Найти выражение Aij через akl.
∗515. С помощью умножения определителей доказать, что

при перестановке двух строк (или столбцов) определитель ме-
няет знак.
∗516. С помощью умножения определителей доказать, что

определитель не изменяется, если к одной его строке (столб-
цу) прибавить другую строку (столбец), умноженную на
число c.
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∗517. Показать, что определитель∣∣∣∣∣∣
1 cosϕ3 cosϕ2

cosϕ3 1 cosϕ1

cosϕ2 cosϕ1 1

∣∣∣∣∣∣
равен нулю, если ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 0.
∗518. Пусть l1, l2, l3 и m1, m2, m3 — косинусы углов двух

лучей с ортогональными осями координат и ϕ — угол между
этими лучами. Доказать, что sin2 ϕ = (l1m2− l2m1)2 +(l2m3−
− l3m2)2 + (l3m1 − l1m3)2.

519. Пусть α1, β1, γ1; α2, β2, γ2; α3, β3, γ3 — углы трех
лучей L1, L2, L3 с ортогональными осями координат, и пусть
углы этих лучей между собой будут ϕ1 = ∠(L2, L3), ϕ2 =
= ∠(L3, L1), ϕ3 = ∠(L1, L2). Доказать, что∣∣∣∣∣∣

cosα1 cosβ1 cos γ1

cosα2 cosβ2 cos γ2

cosα3 cosβ3 cos γ3

∣∣∣∣∣∣
2

=

= 1− cos2 ϕ1 − cos2 ϕ2 − cos2 ϕ3 + 2 cosϕ1 cosϕ2 cosϕ3.

∗520. Пусть (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) будут прямоугольные
координаты точек M1, M2, M3 на плоскости. Показать, что
определитель ∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣
не изменится при повороте осей координат и переносе начала.
Пользуясь этим, выяснить его геометрический смысл.
∗521. Пусть (x1, y1) и x2, y2) — прямоугольные координаты

двух точек M1 и M2 на плоскости. Выяснив геометрический

смысл определителя

∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣, узнать, меняется ли он при по-
вороте осей и при переносе начала координат?
∗522. Вычислив произведение определителей∣∣∣∣∣∣

x1 y1 R
x2 y2 R
x3 y3 R

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
−x1 −y1 R
−x2 −y2 R
−x3 −y3 R

∣∣∣∣∣∣ ,
получить выражение радиуса описанного круга через стороны
a, b, c и площадь S треугольника.
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∗523. Пусть α1, α2, α3; β1, β2, β3; γ1, γ2, γ3 — соответ-
ственно косинусы углов трех попарно ортогональных лучей
OA, OB, OC с осями прямоугольной системы координат Ox,

Oy, Oz. Доказать, что определитель

∣∣∣∣∣∣
α1 α2 α3

β1 β2 β3

γ1 γ2 γ3

∣∣∣∣∣∣ = ±1, при-

чем знак плюс будет в случае одинаковой ориентации триэд-
ров OABC и Oxyz (это означает возможность при вращении
фигуры OABC совместить OA с Ox, OB с Oy, OC с Oz) и
минус — в случае противоположной ориентации (это означа-
ет, что при совмещении OA с Ox и OB с Oy лучи OC и Oz
окажутся противоположно направленными).
∗524. Пусть (x1, y1, z2), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) — координа-

ты трех точек M1, M2, M3 пространства. Показать, что опре-
делитель ∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
не меняется при повороте системы координат (которая пред-
полагается прямоугольной) и выяснить его геометрический
смысл.
∗525. Найти выражение объема V параллелепипеда через

длины a, b, c его ребер, проходящих через одну вершину и
углы α, β, γ, образуемые этими ребрами. (Угол α образован
ребрами длины b и c; β образован c и a; γ образован a и b.)
∗526. Пусть l1, l2, l3; m1, m2, m3; n1, n2, n3 — соот-

ветственно косинусы углов лучей OA, OB, OC с положи-
тельными полуосями прямоугольной системы координат Ox,
Oy, Oz.

Доказать, что для компланарности (т. е. для расположе-
ния в одной плоскости) лучей OA, OB и OC необходимо и
достаточно выполнение условия

∣∣∣∣∣∣
l1 l2 l3
m1 m2 m3

n1 n2 n3

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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∗527. Пусть (xi, yi, zi) — прямоугольные координаты точки
Mi пространства (i = 1, 2, 3, 4). Показав, что определитель∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1
x4 y4 z4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
не меняется при переносе начала координат, выяснить его гео-
метрический смысл.
∗528. Перемножить определители∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1 R
x2 y2 z2 R
x3 y3 z3 R
x4 yx z4 R

∣∣∣∣∣∣∣∣ и

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x1 −y1 −z1 R
−x2 −y2 −z2 R
−x3 −y3 −z3 R
−x4 −y4 −z4 R

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
получить выражение радиуса шара, описанного около произ-
вольного тетраэдра, через объем и ребра тетраэдра. В частно-
сти, найти из полученного выражения радиус шара, описан-
ного около правильного тетраэдра с длиной ребра, равной a.

§ 8. РАЗЛИЧНЫЕ ЗАДАЧИ

∗529. Показать, что определитель порядка n допускает сле-
дующее аксиоматическое определение (эквивалентное обыч-
ному).

Любую строку из n чисел7 будем называть вектором и обо-
значать одной буквой жирного шрифта. Сложение двух векто-
ров и умножение вектора на число определяются, как обычно,
т. е. если

a = (a1, a2, . . . , an) и b = (b1, b2, . . . , bn),

то

a + b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn),

если c — число, то ca = (ca1, ca2, . . . , can).

7Вместо чисел можно рассматривать также элементы любого поля P .
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Функция f(a1, a3, . . . ,an) от n векторов с числовыми зна-
чениями называется линейной по каждому аргументу (или,
короче, полилинейной), если

f(a1, . . . , c
′a′i + c′′a′′i , . . . ,an) =

= c′f(a1, . . . ,a
′
i, . . . ,an) + c′′f(a1, . . . ,a

′′
i , . . . ,an) (α)

для любых входящих сюда векторов, любых чисел c′, c′′ и
любого i = 1, 2, . . . , n. Далее назовем функцию обладающей
свойством аннуляции, если

f(a1, . . . ,ai, . . . ,aj , . . . ,an) = 0 при ai = aj ; (β)

i, j = 1, 2, . . . , n, i �= j.

Пусть ei (i = 1, 2, . . . , n) — вектор, у которого на i-м
месте стоит единица, а на всех остальных местах нули. Функ-
ция f(a1, a2, . . . ,an) называется нормированной, если

f(e1, e2, . . . ,en) = 1. (γ)

Пусть дана квадратная матрица порядка n

a =

⎛⎝a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann

⎞⎠
и |A| — определитель в обычном смысле, т. е.

|A| =
∑

(−1)sa1i1a2i2 . . . anin ,

где сумма берется по всем перестановкам i1, i2, . . . , in чисел
1, 2, . . . , n и s — число инверсий в каждой перестановке.

Показать, что:
1. определитель |A| как функция строк матрицы A обла-

дает свойствами (α), (β), (γ);
2. любая функция n векторов, обладающая свойствами

(α) и (β), удовлетворяет равенству f(a1, a2, . . . ,an) =
= |A|f(e1, e2, . . . ,en), где A — матрица со строками
a1, a2, . . . , an;
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3. любая функция f(a1, a2, . . . ,an), обладающая свой-
ствами (α), (β), (γ), равна определителю |A| матрицы
A со строками a1, a2, . . . , an. Иными словами, опре-
делитель |A| матрицы A есть единственная полилиней-
ная, со свойством аннуляции, нормированная функция
ее строк.

∗530. Пользуясь утверждением 2 предыдущей задачи, до-
казать теорему об умножении определителей.

531. Показать, что для функций n векторов над полем ха-
рактеристики, отличной от 2, свойство (β) при наличии свой-
ства (α) эквивалентно знакопеременности функции, т. е.

f(a1, . . . ,ai, . . . ,aj , . . . ,an) = −f(a1, . . . ,aj , . . . ,ai, . . . ,an)
(β′)

для любых векторов и любых i, j = 1, 2, . . . , n, i �= j. По-
строить пример функции n векторов над полем P характери-
стики 2, обладающей свойствами (α), (β′) и (γ), но не обла-
дающей свойством (β).
∗532. Вычислить определитель∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 . . . 1
1 ε ε2 ε3 . . . εn−1

1 ε2 ε4 ε6 . . . ε2(n−1)

1 ε3 ε6 ε9 . . . ε3(n−1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 εn−1 ε2(n−1) ε3(n−1) . . . ε(n−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где ε = cos 2π
n + i sin 2π

n .
∗533. Как изменится определитель, если в нем выделить

k строк (или столбцов) и из каждлой из них вычесть все
остальные выделенные строки?

534. Определитель

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + x a12 + x . . . a1n + x
a21 + x a22 + x . . . a2n + x
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 + x an2 + x . . . ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣
представить в виде многочлена, расположенного по сте-
пеням x.
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∗535. Доказать, что сумма алгебраических дополнений
всех элементов определителя∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
равна определителю∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
a21 − a11 a22 − a12 . . . a2n − a1n

a31 − a11 a32 − a12 . . . a3n − a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 − a11 an2 − a12 . . . ann − a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗536. Доказать, что сумма алгебраических дополнений
всех элементов определителя не изменится, если ко всем эле-
ментам прибавить одно и то же число.
∗537. Доказать, что если все элементы какой-нибудь стро-

ки (столбца) определителя равны единице, то сумма алгебра-
ических дополнений всех элементов определителя равна са-
мому определителю.

538. Доказать, что кососимметрический определитель
четного порядка не изменится, если ко всем его элементам
прибавить одно и то же число.
∗539. Установить следующую связь континуант (разверну-

тое выражение континуанты дано в задаче 420):

(a1a2 . . . an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 0 0 . . . 0 0
−1 a2 1 0 . . . 0 0
0 −1 a3 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . −1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
с непрерывными дробями

a1 +
1

a2 + 1
a3+···+ 1

an

=
(a1a2 . . . an)
a2a3 . . . an

.
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∗540. Пусть даны два определителя:

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ порядка n

и

B =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 . . . b1p

b21 b22 . . . b2p

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
bp1 bp2 . . . bpp

∣∣∣∣∣∣∣∣ порядка p.

Составим определитель порядка np:

D=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11b11 ... a1nb11 a11b12 ... a1nb12 ... a11b1p ... a1nb1p

a21b11 ... a2nb11 a21b12 ... a2nb12 ... a21b1p ... a2nb1p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1b11 ... annb11 an1b12 ... annb12 ... an1b1p ... annb1p

a11b21 ... a1nb21 a11b22 ... a1nb22 ... a11b2p ... a1nb2p

a21b21 ... a2nb21 a21b22 ... a2nb22 ... a21b2p ... a2nb2p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1b21 ... annb21 an1b22 ... annb22 ... an1b2p ... annb2p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1bp1 ... annbp1 an1bp2 ... annbp2 ... an1bpp ... annbpp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Таким образом, матрица определителя D состоит из p2 кле-
ток по n строк и n столбцов в каждой. При этом клетка,
стоящая в i-й клеточной строке и j-м клеточном столбце
(i, j = 1, 2, . . . , p), получается из матрицы определителя
A умножением всех ее элементов на bij . Доказать, что D =
= ApBn. Определитель D называется кронекеровским произ-
ведением определителей A и B (см. задачи 963, 965).

541. Доказать следующее правило разложения окаймлен-
ного определителя: если

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
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и Aij — алгебраическое дополнение элемента aij , то∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n x1

a21 a22 . . . a2n x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann xn

y1 y2 . . . yn z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Dz −

n∑
i,j=1

Aijxiyj .

∗542. Пусть элементы определителя D являются многочле-
нами от неизвестных x1, x2, . . . , x3 с числовыми (или из про-
извольного поля P ) коэффициентами, причем D = 0. Дока-
зать, что алгебраические дополнения элементов определителя
D можно представить в виде Aij = AiBj , i, j = 1, 2, . . . , n,
где все Ai и Bj — многочлены от x1, x2, . . . , xs. Найти эти
многочлены для определителя

Δ =

∣∣∣∣∣∣
0 a b
−a 0 c
−b −c 0

∣∣∣∣∣∣ ,
где за неизвестные приняты a, b, c.
∗543. Пользуясь двумя предыдущими задачами, доказать,

что кососимметрический определитель четного порядка явля-
ется квадратом некоторого многочлена от его элементов, сто-
ящих выше главной диагонали.
∗544. Показать, что если в общем выражении кососиммет-

рического определителя каждый элемент aji при j > i за-
менить через −aij , то сократятся все члены, подстановки из
индексов которых при разложении на циклы дают хотя бы
один цикл нечетной длины.
∗545. Пусть D — кососимметрический определитель чет-

ного порядка n с элементами aij = −aji (i, j = 1, 2,. . . , n).
Пфаффовым произведением определителя D называется про-
изведение

εai1,i2ai3,i4 . . . ain−1,in ,

в котором индексы n/2 элементов, в него входящих, образуют
перестановку i1, i2, . . . , in чисел 1, 2, . . . , n; ε = ±1, если эта
перестановка четная, и ε = −1, если нечетная. Пфаффово про-
изведение называется приведенным, если оно состоит только
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из элементов, лежащих в D выше главной диагонали (т. е. ес-
ли у каждого элемента первый индекс меньше второго). Член
определителя D назовем существенным, если подстановка из
его индексов имеет только циклы четной длины. Пара приве-
денных пфаффовых произведений N1, N2 (в данном порядке)
называется соответствующей данному существенному чле-
ну определителя D, если она построена по этому члену следу-
ющим образом. Пусть подстановка из индексов данного члена
записана в циклах так:

(α1α2 . . . αh−1αh)(β1β2 . . . βg−1βg) . . . (μ1μ2 . . . μk−1μk), (1)

причем α1 = 1 и каждый цикл, начиная со второго, начинается
с наименьшего числа из чисел, не вошедших в предыдущие
циклы. Строим пфаффовы произведения

N ′
1 = ε1aα1,α2aα3,α4 . . . aαh−1,αh

aβ1,β2aβ3,β4 . . . aβg−1,βg . . .

. . . aμ1,μ2aμ3,μ4 . . . aμk−1,μk

и

N ′
2 = ε2aα2,α3aα4,α5 . . . aαh,αaβ2,β3aβ4,β5 . . . aβg,β1 . . .

. . . aμ2,μ3aμ4,μ5 . . . aμk,μ1 ,

затем каждый элемент ai,j , где i > j заменяем через −aji.
Соответственно меняется знак ε1 или ε2, но меняется и

класс перестановки, так что при каждой замене мы снова
получаем пфаффово произведение. Выполнив в N ′

1, N ′
2 все

указанные замены, мы и получим пару N1, N2 приведенных
пфаффовых произведений, соответствующую данному суще-
ственному члену D.

Доказать, что:
1. Любая пара приведенных пфаффовых произведений

(различных или одинаковых) соответствует одному и
только одному существенному члену общего разложе-
ния определителя D. (В общем разложении D члены,
получающиеся один из другого заменами типа aij =
= −aji, считаются различными.) Иными словами,
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установлено взаимно однозначное соответствие между
всеми существенными членами и всеми парами приве-
денных пфаффовых произведений определителя D.

2. Каждый существенный член равен произведению при-
веденных пфаффовых произведений соответствующей
ему пары.

3. D = p2, где p — сумма всех приведенных пфаффовых
произведений, называемая пфаффовым агрегатом или
пфаффианом определителя D.

∗546. Доказать следующую рекуррентную формулу, удоб-
ную для вычисления пфаффова агрегата, определенного в
предыдущей задаче. Если pn — пфаффов агрегат кососим-
метрического определителя Dn = |aij | четного порядка n >
> 2, pin — пфаффов агрегат определителя Din, полученного
из Dn вычеркиванием n-й и i-й строк, а также соответствую-
щих столбцов, где i = 1, 2, . . . , n− 1, то

pn =
n−1∑
i=1

(−1)i−1pinain; p2 = a12.

Показать, что pin получается из pn−2 увеличением на 1
всех индексов элементов, больших или равных i.

547. Пользуясь формулой предыдущей задачи, вычислить
пфаффианы p2, p4, p6.

548. Пользуясь формулой задачи 546, найти число слага-
емых пфаффова агрегата pn кососимметрического определи-
теля Dn четного порядка n, т. е. число различных приведен-
ных пфаффовых произведений определителя Dn (произведе-
ния, различающиеся лишь порядком сомножителей, различ-
ными не считаются).
∗549. Пусть D — кососимметрический определитель нечет-

ного порядка n с элементами aij (i, j = 1, 2, . . . , n), Mij —
минор элемента aij , pi,n+1 — пфаффов агрегат минора Mii.
Показать, что Mij = pi,n+1pj,n+1 (i, j = 1, 2, . . . , n). Далее,
показать, что за многочлены Ai, Bj задачи 542 (при условии,
что неизвестными x1, . . . , xs считаются элементы D, стоящие
выше главной диагонали) можно принять Ai = (−1)i−1pi,n+1,
Bj = (−1)j−1pj,n+1.
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Проверить, что для определителя

∣∣∣∣∣∣
0 a b
−a 0 c
−b −c 0

∣∣∣∣∣∣ этим путем
получается тот же результат, что и в задаче 542 (если учесть,
что в задаче 542 Ai и Bj определены с точностью до измене-
ния знака у всех этих многочленов).
∗550. Доказать, что определитель общего вида, рассматри-

ваемый как многочлен от своих элементов, принятых за неиз-
вестные, не разлагается на два множителя, каждый из кото-
рых есть многочлен от тех же неизвестных степени, отличной
от нуля. Иными словами, определитель является неприводи-
мым многочленом от своих элементов и притом над любым
полем.
∗551. Пусть D = |aij | — определитель порядка n > 1, k —

любое из чисел 1, 2, . . . , n,
(
n
k

)
= Ck

n = n!
k!(n−k)! ; обозначим

через s1, s2, . . . , s(n
k) всевозможные сочетания из n чисел

1, 2, . . . , n по k, занумерованные в произвольном, но в даль-
нейшем неизменном порядке (для определенности числа в каж-
дом сочетании можно считать расположенными в порядке воз-
растания, хотя для дальнейшего это не существенно); μij —
минор k-го порядка определителя D, стоящий на пересечении
строк с номерами из сочетания si и столбцов с номерами из
сочетания sj , i, j = 1, 2, . . . ,

(
n
k

)
; αi,j — алгебраическое допол-

нение минора μij в D. Определителем миноров k-го порядка
определителя D назовем определитель порядка

(
n
k

)
, имеющий

вид

Δk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
μ11 μ12 . . . μ1(n

k)
μ21 μ22 . . . μ2(n

k)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
μ(n

k)1 μ(n
k)2 . . . μ(n

k)(n
k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Введем еще определитель Δ̄k порядка

(
n
k

)
, получающийся из

Δk заменой каждого минора μij его алгебраическим дополне-
нием αij в D.

Доказать, что:
1) значения определителей Δk и Δ̄k не меняются при из-

менении нумерации сочетаний, т. е. при перестановке
сочетаний в последовательности s1, x2, . . . , s(n

k);
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2) Δk = Δ̄n−k. Это — обобщение утверждения задачи 242;

3) ΔkΔ̄k = D(n
k);

4) Δk = D(n−1
k−1);

5) Δ̄k = D(n−1
k ).

∗552. Вычислить определитель Pn = |pij |, в котором pij =
= 1, если i делит j, и pij = 0, если i не делит j. Найти
значение определителя Qn = |qij |, в котором qij равно числу
общих делителей чисел i и j.
∗553. Функцией Эйлера называется функция ϕ(n), равная

числу чисел ряда 1, 2, . . . , n, взаимно простых с n. Пользуясь
предыдущей задачей и теоремой Гаусса о том, что n =

∑
ϕ(d),

где сумма берется по всем делителям d числа n (включая 1
и само n), показать, что определитель порядка n D = |dij |,
где dij — наибольший общий делитель чисел i и j, равен
ϕ(1)ϕ(2) . . . ϕ(n).
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СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

§ 9. СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ, РЕШАЕМЫЕ ПО ПРАВИЛУ
КРАМЕРА

Следующие системы уравнений решить по правилу
Крамера:

554.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 + 2x2 − x3 + x4 = 4,

4x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 6,

8x1 + 5x2 − 3x3 + 4x4 = 12,

3x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = 6.

555.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 + 3x2 + 11x3 + 5x4 = 2,

x1 + x2 + 5x3 + 2x4 = 1,

2x1 + x2 + 3x3 + 2x4 = −3,

x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = −3.

556.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 + 5x2 + 4x3 + x4 = 20,

x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 11,

2x1 + 10x2 + 9x3 + 7x4 = 40,

3x1 + 8x2 + 9x3 + 2x4 = 37.

557.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + 3 = 0,

3x1 + 5x2 + 3x3 + 5x4 + 6 = 0,

6x1 + 8x2 + x3 + 5x4 + 8 = 0,

3x1 + 5x2 + 3x3 + 7x4 + 8 = 0.
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558.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
7x1 + 9x2 + 4x3 + 2x4 − 2 = 0,

2x1 − 2x2 + x3 + x4 − 6 = 0,

5x1 + 6x2 + 3x3 + 2x4 − 3 = 0,

2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 0.

559.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
6x + 5y − 2z + 4t + 4 = 0,

9x− y + 4z − t− 13 = 0,

3x + 4y + 2z − 2t− 1 = 0,

3x− 9y + 2t− 11 = 0.

560.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x− y − 6z + 3t + 1 = 0,

7x− 4y + 2z − 15t + 32 = 0,

x− 2y − 4z + 9t− 5 = 0,

x− y + 2z − 6t + 8 = 0.

561.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x + y + 4z + 8t = −1,

x + 3y − 6z + 2t = 3,

3x− 2y + 2z − 2t = 8,

2x− y + 2z = 4.

562.

⎧⎪⎨⎪⎩
2x− y + 3z = 9,

3x− 5y + z = −4,

4x− 7y + z = 5.

563.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x− 5y + 3z + t = 5,

3x− 7y + 3z − t = −1,

5x− 9y + 6z + 4t = 7,

4x− 6y + 3z + t = 8.
∗564. Две системы линейных уравнений с одними и теми

же неизвестными (не обязательно с одним и тем же числом
уравнений) называются эквивалентными, если любое решение
первой системы удовлетворяет второй и обратно. (Любые две
системы с одними и теми же неизвестными, каждая из кото-
рых не имеет решений, также считаются эквивалентными.)

Показать, что любое из следующих преобразований систе-
мы линейных уравнений:

а) перестановка двух уравнений;
б) умножение обеих частей одного из уравнений на любое

число, отличное от нуля;
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в) почленное вычитание из одного уравнения другого,
умноженного на любое число,

переводит данную систему уравнений в эквивалентную.
Переводит ли изменение нумерации неизвестных данную

систему в эквивалентную? Допустимо ли изменение нумера-
ции неизвестных при решении системы уравнений?

565. Доказать, что любая система линейных уравнений

n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, . . . , s, (1)

посредством преобразований типа а), б), в) предыдущей зада-
чи и изменения нумерации неизвестных может быть приведена
к виду

n∑
j=1

cijyj = di, i = 1, 2, . . . , s, (2)

удовлетворяющему одной и только одной из следующих трех
групп условий:

а) cii �= 0, i = 1, 2, . . . , n; cij = 0 для i > j (в частности,
коэффициенты при неизвестных во всех уравнениях,
следующих за n-м (при s > n), равны нулю), di = 0
для i = n+1,. . . , s (в этом случае говорят, что система
приведена к треугольному виду);

б) существует целое число r, 0 � r � n − 1, такое, что
cii �= 0, i = 1, 2, . . . , r; cij = 0 при i > j; cij = 0
при i > r и любом j, равном 1, 2, . . . , n; di = 0 при
i = r + 1, r + 2, . . . , s;

в) существует целое число r, 0 � r � n, такое, что cii �=
�= 0 при i = 1, 2, . . . , r; cij = 0 при i > j; cij = 0 при
i > r и любом j = 1, 2, . . . , n. Существует целое число
k, r + 1 � k � s, такое, что dk �= 0.

Показать, что если в системе (2) восстановить прежнюю
нумерацию неизвестных, то получится система, эквивалент-
ная исходной системе (1). Затем показать, что в случае a)
система (2) (а значит, и (1)) имеет единственное решение; в
случае б) система (2) имеет бесконечно много решений, при-
чем для любых значений неизвестных yr+1, . . . , yn существует
единственная система значений остальных неизвестных
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y1, . . . , yr; в случае в) система (2) решений не имеет. Эта тео-
рема дает обоснование метода исключения неизвестных при
решении системы линейных уравнений.

566. Показать, что если система линейных уравнений (1)
предыдущей задачи имеет целые коэффициенты, то при всех
преобразованиях в процессе ее приведения к виду (2) можно
избежать дробных чисел, так что и система (2) будет с целыми
коэффициентами.

Следующие системы уравнений решить методом исключе-
ния неизвестных:

567.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
3x1 − 2x2 − 5x3 + x4 = 3,

2x1 − 3x2 + x3 + 5x4 = −3,

x1 + 2x2 − 4x4 = −3,

x1 − x2 − 4x3 + 9x4 = 22.

568.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
4x1 − 3x2 + x3 + 5x4 − 7 = 0,

x1 − 2x2 − 2x3 − 3x4 − 3 = 0,

3x1 − x2 + 2x3 + 1 = 0,

2x1 + 3x2 + 2x3 − 8x4 + 7 = 0.

569.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 − 2x2 + x4 + 3 = 0,

2x1 + 3x2 + x3 − 3x4 + 6 = 0,

3x1 + 4x2 − x3 + 2x4 = 0,

x1 + 3x2 + x3 − x4 − 2 = 0.

570.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 + x2 − 6x3 − 4x4 = 6,

3x1 − x2 − 6x3 − 4x4 = 2,

2x1 + 3x2 + 9x3 + 2x4 = 6,

3x1 + 2x2 + 3x3 + 8x4 = −7.

571.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 − 3x2 + 3x3 + 2x4 − 3 = 0,

6x1 + 9x2 − 2x3 − x4 + 4 = 0,

10x1 + 3x2 − 3x3 − 2x4 − 3 = 0,

8x1 + 6x2 + x3 + 3x4 + 7 = 0.

572.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 + 2x2 + 5x3 + 9x4 = 79,

3x1 + 13x2 + 18x3 + 30x4 = 263,

2x1 + 4x2 + 11x3 + 16x4 = 146,

x1 + 9x2 + 9x3 + 9x4 = 92.
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573.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 15,

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 35,

x1 + 3x2 + 6x3 + 10x4 + 15x5 = 70,

x2 + 4x2 + 10x3 + 20x4 + 35x5 = 126,

x1 + 5x2 + 15x3 + 35x4 + 70x5 = 210.

574.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 2,

2x1 + 3x2 + 7x3 + 10x4 + 13x5 = 12,

3x1 + 5x2 + 11x3 + 16x4 + 21x5 = 17,

2x1 − 7x2 + 7x3 + 7x4 + 2x5 = 57,

x1 + 4x2 + 5x3 + 3x4 + 10x5 = 7.

∗575.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

6x1 + 6x2 + 5x3 + 18x4 + 20x5 = 14,

10x1 + 9x2 + 7x3 + 24x4 + 30x5 = 18,

12x1 + 12x2 + 13x3 + 27x4 + 35x5 = 32,

8x1 + 6x2 + 6x3 + 15x4 + 20x5 = 16,

4x1 + 5x2 + 4x3 + 15x4 + 15x5 = 11.

576.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + x2 + 4x3 + 4x4 + 9x5 + 9 = 0,

2x1 + 2x2 + 17x3 + 17x4 + 82x5 + 146 = 0,

2x1 + 3x3 − x4 + 4x5 + 10 = 0,

x2 + 4x3 + 12x4 + 27x5 + 26 = 0,

x1 + 2x2 + 2x3 + 10x4 − 37 = 0.

577.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

5x1 + 2x2 − 7x3 + 14x4 = 21,

5x1 − x2 + 8x3 − 13x4 + 3x5 = 12,

10x1 + x2 − 2x3 + 7x4 − x5 = 29,

15x1 + 3x2 + 15x3 + 9x4 + 7x5 = 130,

2x1 − x2 − 4x3 + 5x4 − 7x5 = −13.

578.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 5,

x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 = 3,

x1 + 5x2 − 9x3 + 8x4 = 1,

5x1 + 18x2 + 4x3 + 5x4 = 12.
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579.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 1,

8x1 + 12x2 − 9x3 + 8x4 = 3,

4x1 + 6x2 + 3x3 − 2x4 = 3,

2x1 + 3x2 + 9x3 − 7x4 = 3.

580.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
4x1 − 3x2 + 2x3 − x4 = 8,

3x1 − 2x2 + x3 − 3x4 = 7,

2x1 − x2 − 5x4 = 6,

5x1 − 3x2 + x3 − 8x4 = 1.

581.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 − x2 + x3 − x4 = 3,

4x1 − 2x2 − 2x3 + 3x4 = 2,

2x1 − x2 + 5x3 − 6x4 = 1,

2x1 − x2 − 3x3 + 4x4 = 5.

582. Показать, что многочлен степени n вполне определя-
ется его значениями при n+1 значениях неизвестного. Точнее,
показать, что для любых различных между собой чисел x0, x1,
x2, . . . , xn и любых чисел y0, y1, . . . , yn существует и притом
только один многочлен f(x) степени � n, для которого

f(xi) = yi, i = 0, 1, 2, . . . , n.

583. Пользуясь предыдущей задачей, доказать эквивалент-
ность двух определений равенства многочленов от одного неиз-
вестного1 с числовыми коэффициентами (или коэффициента-
ми из любого бесконечного поля):

1. два многочлена называются равными, если равны их
коэффициенты при каждой паре членов одинаковой сте-
пени (определение, принятое в алгебре);

2. два многочлена называются равными, если они равны
как функции, т. е. если равны их значения при каж-
дом значении неизвестного (определение, принятое в
анализе).

584. Показать, что для конечного поля коэффициентов
определения предыдущей задачи не эквивалентны (построить
пример).

1Индукцией легко доказать аналогичное утверждение для многочленов от
любого числа неизвестных.
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585. Найти квадратный многочлен f(x), зная, что

f(1) = −1; f(−1) = 9; f(2) = −3.

586. Найти многочлен 3-й степени f(x), для которого

f(−1) = 0, f(1) = 4, f(2) = 3, f(3) = 16.

587. Какой геометрический смысл имеет утверждение за-
дачи 582?

588. Найти параболу 3-й степени, проходящую через точ-
ки (0, 1), (1,−1), (2, 5), (3, 37), причем асимптотическое на-
правление параллельно оси ординат.

589. Найти параболу 4-й степени, проходящую через точ-
ки (5, 0), (−13, 2), (−10, 3), (−2, 1), (14,−1), причем асимпто-
тическое направление параллельно оси абсцисс.

Решить следующие системы линейных уравнений, приме-
нив в каждом случае наиболее подходящий прием:

590.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
− x + y + z + t = a,

x− y + z + t = b,

x + y − z + t = c,

x + y + z − t = d.

∗591.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a(x + t) + b(y + z) = c,

a′(y + t) + b′(z + x) = c′,
a′′(z + t) + b′′(x + y) = c′′,
x + y + z + t = d,

причем a �= b, a′ �= b′, a′′ �= b′′.

∗592.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ax + by + cz + dt = p,

− bx + ay + dz − ct = q,

− cx− dy + az + bt = r,

− dx + cy − bz + at = s.

∗593.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
xn + a1xn−1 + a2

1xn−2 + · · ·+ an−1
1 x1 + an

1 = 0,
xn + a2xn−1 + a2

2xn−1 + · · ·+ an−1
2 x1 + an

2 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn + anxn−1 + a2

nxn−2 + · · ·+ an−1
n x1 + an

n = 0,
где a1, a2, . . . , an — различные числа.
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594.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b,
a2
1x1 + a2

2x2 + · · ·+ a2
nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1
1 x1 + an−1

2 x2 + · · ·+ an−1
n xn = bn−1,

где a1, a2, . . . , an — различные числа.

595.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 + a1x2 + · · ·+ an−1

1 xn = b1,
x1 + a2x2 + · · ·+ an−1

2 xn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1 + anx2 + · · ·+ an−1

n xn = bn,
где a1, a2, . . . , an — различные числа.

596.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 + x2 + · · ·+ xn = b1,
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1
1 x1 + an−1

2 x2 + · · ·+ an−1
n xn = bn,

где a1, a2, . . . , an — различные числа.

597.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 + x2 + · · ·+ xn + 1 = 0,
2x1 + 22x2 + · · ·+ 2nxn + 1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
nx1 + n2x2 + · · ·+ nnxn + 1 = 0.

598.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ax1 + bx2 + · · ·+ bxn = c1,
bx1 + ax2 + · · ·+ bxn = c2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bx1 + bx2 + · · ·+ axn = cn,

где (a− b)[a + (n− 1)b] �= 0.

∗599.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(3 + 2a1)x1 + (3 + 2a2)x2 + · · ·+ (3 + 2an)xn = 3 + 2b,

(1 + 3a1 + 2a2
1)x1 + (1 + 3a2 + 2a2

2)x2 + . . .

· · ·+ (1 + 3an + 2a2
n)xn = 1 + 3b + 2b2,

a1(1 + 3a1 + 2a2
1)x1 + a2(1 + 3a2 + 2a2

2)x2 + . . .

· · ·+ an(1 + 3an + 2a2
n)xn = b(1 + 3b + 2b2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−3
1 (1 + 3a1 + 2a2

1)x1 + an−3
2 (1 + 3a2 + 2a2

2)x2 + . . .

· · ·+ an−3
n (1 + 3an + 2a2

n)xn = bn−3(1 + 3b + 2b2),

an−2
1 (1 + 3a1)x1 + an−2

2 (1 + 3a2)x2 + . . .

· · ·+ an−2
n (1 + 3an)xn = bn−2(1 + 3b).
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∗600. Разлагая функцию x
ln(1+x) в степенной ряд, получим

x
ln(1+x) = 1 + h1x + h2x

2 + h3x
3 + . . . .

Показать, что

hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2 1 0 0 . . . 0
1
3

1
2 1 0 . . . 0

1
4

1
3

1
2 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

n+1
1
n

1
n−1

1
n−2 . . . 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

601. Известно, что 1
cos x = 1+ e1

2! x
2 + e2

4! x
4 + e3

6! x
6 + . . . , где

e1, e2, e3, . . . — так называемые числа Эйлера. Показать, что

en = (2n)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2! 1 0 0 . . . 0
1
4!

1
2! 1 0 . . . 0

1
6!

1
4!

1
2! 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

2n!
1

(2n−2)!
1

(2n−4)!
1

(2n−6)! . . . 1
2!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗602. В разложении x
ex−1 = 1 + b1x + b2x

2 + b3x
3 + . . .

коэффициент b2n = (−1)n−1Bn

(2n)! , где Bn — так называемые числа
Бернулли.

Показать, что

Bn = (−1)n+1(2n)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2! 1 0 0 . . . 0
1
3!

1
2! 1 0 . . . 0

1
4!

1
3!

1
2! 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

(2n+1)!
1

(2n)!
1

(2n−1)!
1

(2n−2)! . . . 1
2!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Далее показать, что

b2n−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2! 1 0 0 . . . 0
1
3!

1
2! 1 0 . . . 0

1
4!

1
3!

1
2! 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

(2n)!
1

(2n−1)!
1

(2n−2)!
1

(2n−3)! . . . 1
2!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

при n > 1.



104 Глава 2

∗603. Показать, что число Бернулли Bn, введенное в
предыдущей задаче, может быть выражено следующими опре-
делителями n-го порядка:

Bn =
1
2
(2n)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
3! 1 0 0 . . . 0
3
5!

1
3! 1 0 . . . 0

5
7!

1
5!

1
3! 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2n−1

(2n+1)!
1

(2n−1)!
1

(2n−3)!
1

(2n−5)! . . . 1
3!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
или

Bn = 2n(2n)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
4!

1
2! 0 0 . . . 0

2
6!

1
4!

1
2! 0 . . . 0

3
8!

1
6!

1
4!

1
2! . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n

(2n+2)!
1

(2n)!
1

(2n−2)!
1

(2n−4)! . . . 1
4!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗604.Обозначим через sn(k) сумму n-х степеней чисел на-

турального ряда от 1 до k − 1, т. е. sn(k) = 1n + 2n + . . .
· · · − (k − 1)n. Установив равенство

kn = 1 + Cn−1
n sn−1(k) + Cn−2

n sn−2(k) + · · ·+ C1
ns1(k) + s0(k),

показать, что

sn−1(k) =
1
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

kn Cn−2
n Cn−3

n . . . C1
n 1

kn−1 Cn−2
n−1 Cn−3

n−1 . . . C1
n−1 1

kn−2 0 Cn−3
n−2 . . . C1

n−2 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
k2 0 0 . . . C1

2 1
k 0 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∗605. Представить в виде определителя n-й коэффициент
ln разложения

tg x
x = 1 + l1x

2 + l2x
4 + · · ·+ lnx2n + . . . .

606. Представить в виде определителя n-й коэффициент
fn разложения x ctg x = 1− f1x

2 − f2x
4 − · · · − fnx2n − . . . .

∗607. Выразив n-й коэффициент an разложения e−x = 1 −
− a1x + a2x

2 − a3x
3 + . . . в виде определителя, найти отсюда

значение определителя.
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§ 10. РАНГ МАТРИЦЫ. ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ
ВЕКТОРОВ И ЛИНЕЙНЫХ ФОРМ

Найти ранг следующих матриц методом окаймления мино-
ров:

608.

⎛⎝2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2

⎞⎠.

609.

⎛⎜⎜⎝
1 3 5 −1
2 −1 −3 4
5 1 −1 7
7 7 9 1

⎞⎟⎟⎠.

610.

⎛⎜⎜⎝
3 −1 3 2 5
5 −3 2 3 4
1 −3 −5 0 −7
7 −5 1 4 1

⎞⎟⎟⎠.

611.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
4 3 −5 2 3
8 6 −7 4 2
4 3 −8 2 7
4 3 1 2 −5
8 6 −1 4 −6

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
612. Найти значения λ, при которых матрица⎛⎜⎜⎝

3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3

⎞⎟⎟⎠
имеет наименьший ранг.

Чему равен ранг при найденных λ и чему он равен при
других значениях λ?

613. Чему равен ранг матрицы⎛⎝1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1

⎞⎠
при различных значениях λ?
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614. Пусть A — матрица ранга r и Mk — минор k-го по-
рядка, стоящий в левом верхнем углу матрицы A. Доказать,
что путем перестановок строк между собой и столбцов между
собой можно добиться выполнения условий: M1 �= 0, M2 �= 0,
. . . , Mr �= 0, тогда как все миноры, порядка больше чем r
(если они вообще существуют), равны нулю.

615. Элементарными преобразованиями матрицы назы-
ваются следующие преобразования:

1) умножение строки (столбца) на число, отличное от
нуля;

2) прибавление к одной строке (столбцу) другой строки
(столбца), умноженной на любое число;

3) перестановка двух строк (столбцов).

Доказать, что элементарные преобразования не изменяют
ранга матрицы.

616. Доказать, что перестановку строк (столбцов) матри-
цы можно получить, выполняя преобразования строк и столб-
цов только типов 1), 2), указанных в предыдущей задаче.

617. Доказать, что любую матрицу ранга r элементарны-
ми преобразованиями, указанными в задаче 615, можно при-
вести к виду, где элементы a11 = a22 = · · · = arr = 1, а
остальные элементы равны нулю.

618. Доказать, что элементарными преобразованиями од-
них строк или одних столбцов квадратную матрицу можно
привести к «треугольному», где все элементы по одну сто-
рону от главной диагонали равны нулю, причем нули можно
получить по желанию либо сверху, либо снизу от главной диа-
гонали.

Вычислить ранг следующих матриц при помощи элемен-
тарных преобразований:

619.

⎛⎜⎜⎝
25 31 17 43
75 94 53 132
75 94 54 134
25 32 20 48

⎞⎟⎟⎠.
620.

⎛⎝47 −67 35 201 155
26 98 23 −294 86
16 −428 1 1284 52

⎞⎠.
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621.

⎛⎜⎜⎝
24 19 36 72 −38
49 40 73 147 −80
73 59 98 219 −118
47 36 71 141 −72

⎞⎟⎟⎠.

622.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
17 −28 45 11 39
24 −37 61 13 50
25 −7 32 −18 −11
31 12 19 −43 −55
42 13 29 −55 −68

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
623. Доказать, что если матрица содержит m строк и име-

ет ранг r, то любые s ее строк образуют матрицу, ранг которой
не меньше r + s−m.

624. Доказать, что приписывание к матрице одной строки
(или одного столбца) либо не изменяет ее ранга, либо увели-
чивает его на единицу.

625. Доказать, что вычеркивание одной строки (столб-
ца) матрицы тогда и только тогда не изменяет ранга, когда
вычеркнутая строка (столбец) линейно выражается через
остальные строки (столбцы).

626. Суммой двух матриц, имеющих одинаковое число
строк и одинаковое число столбцов, называется матрица, каж-
дый элемент которой равен сумме соответствующих элемен-
тов данных матриц, т. е. (aij) + (bij) = (aij + bij). Доказать,
что ранг суммы двух матриц не больше суммы их рангов.

627. Доказать, что любую матрицу ранга r можно пред-
ставить в виде суммы r матриц ранга единица, но нельзя
представить в виде суммы менее чем r таких матриц.

628. Доказать, что если ранг матрицы A не изменяется
от приписки к ней каждого столбца матрицы B с тем же
числом строк, то он не меняется от приписки к матрице A
всех столбцов матрицы B.
∗629. Доказать, что если ранг матрицы A равен r, то ми-

нор d, стоящий на пересечении любых r линейно независимых
строк и r линейно независимых столбцов этой матрицы, отли-
чен от нуля.
∗630. Пусть A — квадратная матрица порядка n > 1 и Â —

матрица, взаимная (присоединенная) с матрицей A.
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Выяснить, как изменяется ранг r̂ матрицы Â с изменением
ранга r матрицы A.
∗631. Доказать, что вычисление ранга симметрической мат-

рицы сводится к вычислению одних только главных миноров,
т. е. миноров, стоящих в строках и столбцах с соответственно
равными номерами. Именно, доказать, что:

1) если в симметрической матрице A порядка n имеет-
ся главный минор Mr порядка r, отличный от нуля,
для которого все окаймляющие его главные миноры
(r + 1)-го и (r + 2)-го порядков равны нулю, то ранг
матрицы A равен r (если все главные миноры равны ну-
лю, то можно считать главный минор нулевого порядка
M0 равным единице, и теорема останется верной; при
r = n − 1 миноров порядка r + 2 не существует, но
утверждение теоремы верно, ибо ранг A равен n− 1);

2) ранг симметрической матрицы равен наивысшему по-
рядку отличных от нуля главных миноров этой
матрицы.

∗632. Пусть A — симметрическая матрица ранга r и Mk —
минор k-го порядка, стоящий в левом верхнем углу матри-
цы A. (При k = 0 считаем M0 = 1.) Доказать, что путем неко-
торой перестановки строк и соответствующей перестановки
столбцов матрицы A можно добиться того, что в ряду мино-
ров M0 = 1, M1, M2, . . . , Mr никакие два соседних не равны
нулю и Mr �= 0, все же миноры порядка выше r (если они
существуют) равны нулю.
∗633. Доказать, что ранг кососимметрической матрицы

определяется ее главными минорами. Именно:
1) если существует главный минор порядка r, отличный

от нуля, для которого все окаймляющие его главные
миноры порядка r+2 равны 0, то ранг матрицы равен r;

2) ранг кососимметрической матрицы равен наивысшему
порядку отличных от нуля главных миноров этой мат-
рицы.

∗634. Пусть A — кососимметрическая матрица ранга r и
Mk — минор k-го порядка, стоящий в левом верхнем углу мат-
рицы A (M0 = 1). Доказать, что путем некоторой перестанов-
ки строк и соответствующей перестановки столбцов матрицы
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A можно добиться того, что миноры M0, M2, M4, . . . , Mr

отличны от нуля, а миноры M1, M3, . . . , Mr−1 и все миноры
порядка выше r (если они существуют) равны нулю.

635. Доказать, что ранг кососимметрической матрицы —
число четное.

636. Найти линейную комбинацию 3a1+5a2−a3 векторов

a1 = (4, 1, 3,−1), a2 = (1, 2,−3, 2), a3 = (16, 9, 1,−3).

637. Найти вектор x из уравнения

a1 + 2a2 + 3a3 + 4x = 0,

где

a1 = (5,−8,−1, 2), a2 = (2,−1, 4,−3),
a3 = (−3, 2,−5, 4).

638. Найти вектор x из уравнения

3(a1 − x) + 2(a2 + x) = 5(a3 + x),

где

a1 = (2, 5, 1, 3), a2 = (10, 1, 5, 10), a3 = (4, 1,−1, 1).

Выяснить, являются ли следующие системы векторов ли-
нейно зависимыми или линейно независимыми:

639.

a1 = (1, 2, 3),
a2 = (3, 6, 7).

640.

a1 = (4,−2, 6),
a2 = (6,−3, 9).

641.

a1 = (2,−3, 1),
a2 = (3,−1, 5),
a3 = (1,−4, 3).
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642.

a1 = (5, 4, 3),
a3 = (3, 3, 2),
a3 = (8, 1, 3).

643.

a1 = (4,−5, 2, 6),
a2 = (2,−2, 1, 3),
a3 = (6,−3, 3, 9),
a4 = (4,−1, 5, 6).

644.

a1 = (1, 0, 0, 2, 5),
a2 = (0, 1, 0, 3, 4),
a3 = (0, 0, 1, 4, 7),
a4 = (2,−3, 4, 11, 12).

645. Если из координат каждого вектора данной системы
векторов одного и того же числа измерений выберем коор-
динаты, стоящие на определенных (одних и тех же для всех
векторов) местах, сохраняя их порядок, то получим вторую
систему векторов, которую будем называть укороченной для
первой системы. Первую же систему будем называть удли-
ненной для второй. Доказать, что любая укороченная система
для линейно зависимой системы векторов сама линейно зави-
сима, а любая удлиненная система для линейно независимой
системы векторов сама линейно независима.

646. Доказать, что система векторов, содержащая два
равных вектора, линейно зависима.

647. Доказать, что система векторов, два вектора которой
различаются скалярным множителем, линейно зависима.

648. Доказать, что система векторов, содержащая нулевой
вектор, линейно зависима.

649. Доказать, что если часть системы векторов линейно
зависима, то и вся система линейно зависима.
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650. Доказать, что любая часть линейно независимой си-
стемы векторов сама линейно независима.
∗651. Пусть дана система векторов

ai = (αi,1, αi,2, . . . , αi,n) (i = 1, 2, . . . , s; s � n).

Доказать, что если |αjj | >
s∑

i=1
i�=j

|αij |, то данная система век-

торов линейно независима.

652. Доказать, что если три вектора a1, a2, a3 линейно
зависимы и вектор a3 не выражается линейно через векторы
a1 и a2, то векторы a1 и a2 различаются между собой лишь
числовым множителем.

653. Доказать, что если векторы a1, a2, . . . , ak линейно
независимы, а векторы a1, a2, . . . , ak, b линейно зависимы, то
вектор b линейно выражается через векторы a1, a2, . . . , ak.

654. Пользуясь предыдущей задачей, доказать, что каж-
дый вектор данной системы векторов линейно выражается че-
рез любую линейно независимую подсистему этой системы,
содержащую максимальное число векторов.

655. Доказать, что упорядоченная система векторов a1,
a2, . . . , ak, отличных от нуля, тогда и только тогда линейно
независима, когда ни один из этих векторов не выражается
линейно через предыдущие.
∗656. Доказать, что если к упорядоченной линейно неза-

висимой системе векторов a1, a2, . . . , ak приписать впереди
еще один вектор b, то не более чем один вектор полученной
системы будет линейно выражаться через предыдущие.
∗657. Доказать, что если векторы a1, a2, . . . , ar линей-

но независимы и линейно выражаются через векторы b1, b2,
. . . , bs, то r � s.
∗658. Базой данной системы векторов называется такая

ее подсистема, которая обладает следующими свойствами:
1) эта подсистема линейно независима;
2) любой вектор всей системы линейно выражается через

векторы этой подсистемы.
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Доказать, что:
а) все базы данной системы содержат одинаковое число

векторов;
б) число векторов любой базы является максимальным

числом линейно независимых векторов данной систе-
мы; это число называется рангом данной системы;

в) если данная система векторов имеет ранг r, то любые
r линейно независимых векторов образуют базу этой
системы.

∗659. Доказать, что любую линейно независимую подси-
стему данной системы векторов можно дополнить до базы
этой системы.

660. Две системы векторов называются эквивалентными,
если каждый вектор одной системы линейно выражается через
векторы другой системы и обратно. Доказать, что две эквива-
лентные линейно независимые системы содержат одинаковое
число векторов.

661. Доказать, что если векторы a1, a2, . . . , ak линей-
но выражаются через векторы b1, b2, . . . , bl, то ранг первой
системы не более ранга второй.

662. Даны векторы:

a1 = (0, 1, 0, 2, 0), a2 = (7, 4, 1, 8, 3),

a3 = (0, 3, 0, 4, 0), a4 = (1, 9, 5, 7, 1),

a5 = (0, 1, 0, 5, 0).

Можно ли подобрать числа ci,j (i, j = 1, 2, . . . , 5) так,
чтобы векторы

b1 = c11a1 + c12a2 + c13a3 + c14a4 + c15a5,

b2 = c21a1 + c22a2 + c23a3 + c24a4 + c25a5,

b3 = c31a1 + c32a2 + c33a3 + c34a4 + c35a5,

b4 = c41a1 + c42a2 + c43a3 + c44a4 + c45a5,

b5 = c51a1 + c52a2 + c53a3 + c54a4 + c55a5,

были линейно независимы?
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663. Доказать, что вектор b тогда и только тогда линейно
выражается через векторы a1, a2, . . . , ak, когда ранг послед-
ней системы векторов не изменяется от присоединения к ней
вектора b.
∗664. Доказать, что:
1) две эквивалентные системы векторов имеют один и тот

же ранг;
2) теорема, обратная утверждению 1), неверна.

Однако справедливо утверждение
3) если две системы векторов имеют одинаковый ранг и

одна из этих систем линейно выражается через другую,
то эти системы эквивалентны.

Найти все значения λ, при которых вектор b линейно вы-
ражается через векторы a1, a2, . . . , as:

665.

a1 = (2, 3, 5),
a2 = (3, 7, 8),
a3 = (1,−6, 1),
b = (7,−2, λ).

666.

a1 = (4, 4, 3),
a2 = (7, 2, 1),
a3 = (4, 1, 6),
b = (5, 9, λ).

667.

a1 = (3, 4, 2),
a2 = (6, 8, 7),
b = (9, 12, λ).

668.

a1 = (3, 2, 5),
a2 = (2, 4, 7),
a3 = (5, 6, λ),
b = (1, 3, 5).
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669.
a1 = (3, 2, 6),
a2 = (7, 3, 9),
a3 = (5, 1, 3),
b = (λ, 2, 5).

670. Пояснить ответы в задачах 665–669 с точки зрения
расположения данных векторов в пространстве.

671. Пользуясь задачей 657, доказать, что более чем n
n-мерных векторов всегда линейно зависимы.

672. Найти все максимальные линейно независимые под-
системы системы векторов:

a1 = (4,−1, 3,−2), a2 = (8,−2, 6,−4),
a3 = (3,−1, 4,−2), a4 = (6,−2, 8,−4).

Найти все базы системы векторов:
673.

a1 = (1, 2, 0, 0),
a2 = (1, 2, 3, 4),
a3 = (3, 6, 0, 0).

674.

a1 = (1, 2, 3, 4),
a2 = (2, 3, 4, 5),
a3 = (3, 4, 5, 6),
a4 = (4, 5, 6, 7).

675.

a1 = (2, 1,−3, 1),
a2 = (4, 2,−6, 2),
a3 = (6, 3,−9, 3),
a4 = (1, 1, 1, 1).
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676.

a1 = (1, 2, 3),
a2 = (2, 3, 4),
a3 = (3, 2, 3),
a4 = (4, 3, 4),
a5 = (1, 1, 1).

677. В каком случае система векторов обладает единствен-
ной базой?

678. Сколько баз имеет система k + 1 векторов ранга k,
содержащая пропорциональные векторы, отличные от нуля?

Найти какую-нибудь базу системы векторов и все векторы
системы, не входящие в данную базу, выразить через векторы
базы:

679.

a1 = (5, 2,−3, 1),
a2 = (4, 1,−2, 3),
a3 = (1, 1,−1,−2),
a4 = (3, 4,−1, 2).

680.

a1 = (2,−1, 3, 5),
a2 = (4,−3, 1, 3),
a3 = (3,−2, 3, 4),
a4 = (4,−1, 15, 17),
a5 = (7,−6,−7, 0).

681.

a1 = (1, 2, 3, −4),
a2 = (2, 3,−4, 1),
a3 = (2,−5, 8, −3),
a4 = (5, 26,−9, −12),
a5 = (3, −4, 1, 2).
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∗682. Пусть дана система векторов x1, x2, . . . , xn одно-
го и того же числа измерений. Основной системой линейных
соотношений этой системы векторов называется система со-
отношений вида

n∑
j=1

αi,jxj = 0 (i = 1, 2, . . . , s),

обладающая такими двумя свойствами:

а) эта система соотношений линейно независима, что
означает линейную независимость системы векторов

ai = (αi,1, αi,2, . . . , αi,n) (i = 1, 2, . . . , s);

б) любая линейная зависимость векторов x1, x2, . . . , xn

является следствием соотношений данной системы,
т. е. если

∑n
j=1 αjxj = 0, то вектор a = (α1, α2, . . . , αn)

является линейной комбинацией векторов a1,a2,... ,as.

Доказать, что:

1) если x1, x2, . . . , xr — база данной системы векторов и
xi =

∑r
j=1 λi,jxj , i = r+1, r+2, . . . , n, то одной из ос-

новных систем линейных соотношений данной системы
векторов будет система соотношений

xi −
r∑

j=1

λi,jxj = 0 (i = r + 1, r + 2, . . . , n);

2) все основные системы линейных соотношений содер-
жат одинаковое число соотношений;

3) если какая-нибудь основная система линейных соотно-
шений содержит s соотношений, то любая система s
линейно независимых линейных соотношений той же
системы векторов также является основной системой
линейных соотношений;

4) если система соотношений
∑n

j=1 αi,jxj = 0 (i = 1,
2, . . . , s) является основной системой линейных со-
отношений, то система соотношений

∑n
j=1 βi,jxj = 0

(i = 1, 2, . . . , s) будет основной системой линейных
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соотношений тогда и только тогда, когда, полагая
ai = (αi,1, αi,2, . . . , αi,n), i = 1, 2, . . . , s, bi =
= (βi,1, βi,2, . . . , βi,n), i = 1, 2, . . . , s, будем иметь

bi =
n∑

j=1

γi,jaj (i = 1, 2, . . . , s),

где коэффициенты γi,j образуют определитель порядка
s, отличный от нуля.

Пользуясь умножением матриц, последние s век-
торных равенств можно записать в виде одного мат-
ричного равенства

B = CA, где A = (αi,j)s,n, B = (βi,j)s,n и C = (γi,j)s,

C — невырожденная матрица порядка s.

Определив основную систему линейных соотношений для
системы линейных форм аналогично тому, как это было сде-
лано в задаче 682 для системы векторов, найти основную си-
стему линейных соотношений для системы линейных форм:

683.

f1 = 5x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4,

f2 = 2x1 − x2 + 3x3 + 5x4,

f3 = 4x1 − 3x2 − 5x3 − 7x4,

f4 = x1 + 7x3 + 11x4.

684.

f1 = 8x1 + 7x2 + 4x3 + 5x4,

f2 = 3x1 + 2x2 + x3 + 4x4,

f3 = 2x1 + 3x2 + 2x3 − 3x4,

f4 = x1 − x2 − x3 + 7x4,

f5 = 5x2 + 4x3 − 17x4.
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685.

f1 = 5x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + 4x5,

f2 = 3x1 + x2 − 2x3 + 3x4 + 5x5,

f3 = 6x1 + 3x2 − 2x3 + 4x4 + 7x5,

f4 = 7x1 + 4x2 − 3x3 + 2x4 + 4x5.

686.

f1 = 2x1 − 3x2 + 4x3 − 5x4,

f2 = x1 − 2x2 + 7x3 − 8x4,

f3 = 3x1 − 4x2 + x3 − 2x4,

f4 = 4x1 − 5x2 + 6x3 − 7x4,

f5 = 6x1 − 7x2 − x4.

687.

f1 = 3x1 + 2x2 − 2x3 − x4 − 4x5,

f2 = 6x1 + 4x2 − 4x3 − 2x4 + 8x5,

f3 = 7x1 + 5x2 − 3x3 − 2x4 + x5,

f4 = 4x1 + 4x2 − 4x3 − 3x4 + 5x5,

f5 = 8x1 + 7x2 − 5x3 − 4x4 + 2x5.

∗688. Пусть дана система линейных форм

fj =
n∑

k=1

ajkxk (j = 1, 2, . . . , s) (1)

и вторая система линейных форм, линейно зависящих от форм
первой системы,

ϕi =
s∑

j=1

cijfj (i = 1, 2, . . . , t). (2)

Доказать, что ранг системы форм (2) не более ранга системы
форм (1). Если s = t и определитель |cij |s отличен от нуля, то
ранги обеих систем линейных форм совпадают.
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§ 11. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Исследовать совместность и найти общее решение и одно
частное решение системы уравнений:

689.

⎧⎪⎨⎪⎩
2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6,

3x2 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4,

9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2.

690.

⎧⎪⎨⎪⎩
2x1 − 3x2 + 5x3 + 7x4 = 1,

4x1 − 6x2 + 2x3 + 3x4 = 2,

2x1 − 3x2 − 11x3 − 15x4 = 1.

691.

⎧⎪⎨⎪⎩
3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 3,

6x1 + 8x2 + 2x3 + 5x4 = 7,

9x1 + 12x2 + 3x3 + 10x4 = 13.

692.

⎧⎪⎨⎪⎩
3x1 − 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2,

7x1 − 4x2 + x3 + 3x4 = 5,

5x1 + 7x2 − 4x3 − 6x4 = 3.

693.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2x1 + 5x2 − 8x3 = 8,

4x1 + 3x2 − 9x3 = 9,

2x1 + 3x2 − 5x3 = 7,

x1 + 8x2 − 7x3 = 12.

694.

⎧⎪⎨⎪⎩
3x1 − 2x2 + 5x3 + 4x4 = 2,

6x1 − 4x2 + 4x3 + 3x4 = 3,

9x1 − 6x2 + 3x3 + 2x4 = 4.

695.

⎧⎪⎨⎪⎩
2x1 − x2 + 3x3 − 7x4 = 5,

6x1 − 3x2 + x3 − 4x4 = 7,

4x1 − 2x2 + 14x3 − 31x4 = 18.

696.

⎧⎪⎨⎪⎩
9x1 − 3x2 + 5x3 + 6x4 = 4,

6x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = 5,

3x1 − x2 + 3x3 + 14x4 = −8.
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697.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 2,

2x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 3,

9x1 + x2 + 4x3 − 5x4 = 1,

2x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5,

7x1 + x2 + 6x3 − x4 = 7.

698.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 + x2 + 3x3 − 2x4 + 3x5 = 1,

2x1 + 2x2 + 4x3 − x4 + 3x5 = 2,

3x1 + 3x2 + 5x3 − 2x4 + 3x5 = 1,

2x1 + 2x2 + 8x3 − 3x4 + 9x5 = 2.

699.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2,

6x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3,

6x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 13x5 = 9,

4x1 − 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1.

700.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
6x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 = 1,

3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 + 2x5 = 3,

3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = −7,

9x1 + 6x2 + x3 + 3x4 + 2x5 = 2.

701.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 + x5 = 4,

3x1 + 6x2 + 5x3 − 4x4 + 3x5 = 5,

x1 + 2x2 + 7x3 − 4x4 + x5 = 11,

2x1 + 4x2 + 2x3 − 3x4 + 3x5 = 6.

702.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
6x1 + 3x2 + 2x3 + 3x4 + 4x5 = 5,

4x1 + 2x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 4,

4x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 0,

2x1 + x2 + 7x3 + 3x4 + 2x5 = 1.

703.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

8x1 + 6x2 + 5x3 + 2x4 = 21,

3x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 10,

4x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 8,

3x1 + 5x2 + x3 + x4 = 15,

7x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 18.
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704.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 4,

4x1 + 3x2 + x3 + x4 = 5,

5x1 + 11x2 + 3x3 + 2x4 = 2,

2x1 + 5x2 + x3 + x4 = 1,

x1 − 7x2 − x3 + 2x4 = 7.
∗705. Доказать, что
а) любую систему s линейных уравнений с n неизвестны-

ми, у которой матрица из коэффициентов при неизвест-
ных имеет ранг r, путем изменения нумерации уравне-
ний и неизвестных можно привести к виду

n∑
j=1

aijxj = bi (i = 1, 2, . . . , s), (1)

обладающему свойствами

m0 = 1, m1 �= 0, m2 �= 0, . . . , mr �= 0, (2)

где mk — минор k-го порядка, стоящий в левом верх-
нем углу матрицы из коэффициентов при неизвестных
системы (1);

б) систему уравнений (1), обладающую свойствами (2),
путем ряда вычитаний ее уравнений, умноженных на
подходящие числа, из последующих уравнений можно
привести к эквивалентной системе

n∑
j=1

cijxj = di (i = 1, 2, . . . , s), (3)

обладающей свойствами

cii �= 0 при i = 1, 2, . . . , r,
cij = 0 при j < i � r, а также

при i > r и j = 1, 2, . . . , n.
(4)

Если di = 0 при i = r+1, r+2, . . . , s, то системы (3) и (1)
совместны, причем при r = n имеется единственное решение,
а при r < n бесконечно много решений.
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В последнем случае свободными неизвестными являются
xr+1, . . . , xn. Из r-го уравнения можно выразить xr через
свободные неизвестные. Вставляя это выражение в (r − 1)-е
уравнение, найдем выражение xr−1 через свободные неизвест-
ные и т. д.

Наконец, из первого уравнения найдем выражение x1 через
свободные неизвестные.

Полученные выражения x1, x2, . . . , xr через свободные
неизвестные xr+1, . . . , xn составляют общее решение
систем (3) и (1). Это означает, что при любых значениях сво-
бодных неизвестных из найденных выражений получим реше-
ния систем (3) и (1) и любое решение этих систем может быть
получено таким путем при подходящих значениях свободных
неизвестных.

Если di �= 0 хотя бы при одном значении i > r, то систе-
мы (3) и (1) несовместны.

Изложенный метод исследования и решения системы ли-
нейных уравнений называется методом исключения неизвест-
ных (ср. с задачей 565).

Пользуясь методом исключения неизвестных, указанным в
задаче 705, исследовать совместность и найти общее решение
систем уравнений (если исходная система имеет целые ко-
эффициенты, то в процессе исключения неизвестных можно
избежать дробей):

706.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 3,

x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 = 2,

2x1 + 9x2 + 8x3 + 3x4 = 7,

3x1 + 7x2 + 7x3 + 2x4 = 12,

5x1 + 7x2 + 9x3 + 2x4 = 20.

707.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
12x1 + 14x2 − 15x3 + 23x4 + 27x5 = 5,

16x1 + 18x2 − 22x3 + 29x4 + 37x5 = 8,

18x1 + 20x2 − 21x3 + 32x4 + 41x5 = 9,

10x1 + 12x2 − 16x3 + 20x4 + 23x5 = 4.

708.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
10x1 + 23x2 + 17x3 + 44x4 = 25,

15x1 + 35x2 + 26x3 + 69x4 = 40,

25x1 + 57x2 + 42x3 + 108x4 = 65,

30x1 + 69x2 + 51x3 + 133x4 = 95.
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709.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

45x1 − 28x2 + 34x3 − 52x4 = 9,

36x1 − 23x2 + 29x3 − 43x4 = 3,

35x1 − 21x2 + 28x3 − 45x4 = 16,

47x1 − 32x2 + 36x3 − 48x4 = −17,

27x1 − 19x2 + 22x3 − 35x4 = 6.

710.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
12x2 − 16x3 + 25x4 = 29,

27x1 + 24x2 − 32x3 + 47x4 = 55,

50x1 + 51x2 − 68x3 + 95x4 = 115,

31x1 + 21x2 − 28x3 + 46x4 = 50.

711.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
24x1 + 14x2 + 30x3 + 40x4 + 41x5 = 28,

36x1 + 21x2 + 45x3 + 61x4 + 62x5 = 43,

48x1 + 28x2 + 60x3 + 82x4 + 83x5 = 58,

60x1 + 35x2 + 75x3 + 99x4 + 102x5 = 69.

Исследовать систему и найти общее решение в зависимо-
сти от значения параметра λ:

712.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
5x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 = 3,

4x1 − 2x2 + 3x3 + 7x4 = 1,

8x1 − 6x2 − x3 − 5x4 = 9,

7x1 − 3x2 + 7x3 + 17x4 = λ.

713.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
3x1 + 2x2 + 5x3 + 4x4 = 3,

2x1 + 3x2 + 6x3 + 8x4 = 5,

x1 − 6x2 − 9x3 − 20x4 = −11,

4x1 + x2 + 4x3 + λx4 = 2.

714.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 = 2,

4x1 + 6x2 + 3x3 + 5x4 = 4,

4x1 + 14x2 + x3 + 7x4 = 4,

2x1 − 3x2 + 3x3 + λx4 = 7.

715.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 − x2 + 3x3 + 4x4 = 5,

4x1 − 2x4 + 5x3 + 6x4 = 7,

6x1 − 3x2 + 7x3 + 8x4 = 9,

λx1 − 4x2 + 9x3 + 10x4 = 11.
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716.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 3,

4x1 + 6x2 + 3x3 + 4x4 = 5,

6x1 + 9x2 + 5x3 + 6x4 = 7,

8x1 + 12x2 + 7x3 + λx4 = 9.

717.

⎧⎪⎨⎪⎩
λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = 1,

x1 + x2 + λx3 = 1.

718.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
λx1 + x2 + x3 + x4 = 1,

x1 + λx2 + x3 + x4 = 1,

x1 + x2 + λx3 + x4 = 1,

x1 + x2 + x3 + λx4 = 1.

719.

⎧⎪⎨⎪⎩
(1 + λ)x1 + x2 + x3 = 1,

x1 + (1 + λ)x2 + x3 = λ,

x1 + x2 + (1 + λ)x3 = λ2.

720.

⎧⎪⎨⎪⎩
(λ + 1)x1 + x2 + x3 = λ2 + 3λ,

x1 + (λ + 1)x2 + x3 = λ3 + 3λ2,

x1 + x2 + (λ + 1)x3 = λ4 + 3λ3.

Исследовать системы уравнений и найти общее решение в
зависимости от значений входящих в коэффициенты парамет-
ров:

721.

⎧⎪⎨⎪⎩
x + y + z = 1,

ax + by + cz = d,

a2x + b2y + c2z = d2.

722.

⎧⎪⎨⎪⎩
ax + y + z = 1,

x + by + z = 1,

x + y + cz = 1.
В каком случае здесь возможны нулевые значения некото-

рых из неизвестных?

∗723.

⎧⎪⎨⎪⎩
ax + y + z = a,

x + by + z = b,

x + y + cz = c.
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Найти общее решение и фундаментальную (или основную)
систему решений для системы уравнений:

724.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0,

3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0,

4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0,

3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0.

725.

⎧⎪⎨⎪⎩
2x1 − 4x2 + 5x3 + 3x4 = 0,

3x1 − 6x2 + 4x3 + 2x4 = 0,

4x1 − 8x2 + 17x3 + 11x4 = 0.

726.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
3x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + 5x5 = 0,

6x1 + 4x2 + 3x3 + 5x4 + 7x5 = 0,

9x1 + 6x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = 0,

3x1 + 2x2 + 4x4 + 8x5 = 0.

727.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
3x1 + 5x2 + 2x3 = 0,

4x1 + 7x2 + 5x3 = 0,

x1 + x2 − 4x3 = 0,

2x1 + 9x2 + 6x3 = 0.

728.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
6x1 − 2x2 + 2x3 + 5x4 + 7x5 = 0,

9x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 9x5 = 0,

6x1 − 2x2 + 6x3 + 7x4 + x5 = 0,

3x1 − x2 + 4x3 + 4x4 − x5 = 0.

729.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 − x3 = 0,

x2 −x4 = 0,

−x1 + x3 − x5 = 0,

−x2 +x4 −x6 = 0,

− x3 + x5 = 0,

−x4 +x6 = 0.

730.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 − x3 + x5 = 0,

x2 −x4 +x6 = 0,

x1 −x2 + x5 −x6 = 0,

x2 − x3 +x6 = 0,

x1 −x4 + x5 = 0.
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731.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
5x1 + 6x2 − 2x3 + 7x4 + 4x5 = 0,

2x1 + 3x2 − x3 + 4x4 + 2x5 = 0,

7x1 + 9x2 − 3x3 + 5x4 + 6x5 = 0,

5x1 + 9x2 − 3x3 + x4 + 6x5 = 0.

732.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 0,

5x1 + 7x2 + x3 + 3x4 + 4x5 = 0,

4x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + 5x5 = 0,

7x1 + 10x2 + x3 + 6x4 + 5x5 = 0.

733. Доказать, что для любой однородной системы ли-
нейных уравнений с рациональными (в частности, с целыми)
коэффициентами можно построить целочисленную фундамен-
тальную систему решений (при условии, что ранг матрицы
коэффициентов меньше числа неизвестных).

734. Доказать, что для системы уравнений
n∑

j=1

aijxj = 0 (i = 1, 2, . . . , s) (1)

ранга r < n любые n− r линейно независимых решений

α11, α12, . . . , α1n,

α21, α22, . . . , α2n,

αn−r,1, αn−r,2, . . . , αn−r,n

образуют фундаментальную систему решений, а общее реше-
ние можно представить в виде

xj =
n−r∑
k=1

ckαkj (j = 1, 2, . . . , n), (2)

где c1, c2, . . . , cn−r — произвольные параметры. Иными слова-
ми, доказать, что при любых значениях параметров c1, c2, . . . ,
cn−r формулы (2) дают решение системы (1), и любое решение
системы (1) можно получить из формул (2) при подходящих
значениях параметров c1, c2, . . . , cn−r.

Для следующих систем уравнений найти общее решение
вида (2) из предыдущей задачи, где каждое неизвестное пред-
ставлено однородным линейным выражением от параметров с
целыми коэффициентами:
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735.

⎧⎪⎨⎪⎩
2x1 + x2 − 4x3 = 0,

3x1 + 5x2 − 7x3 = 0,

4x1 − 5x2 − 6x3 = 0.

736.

⎧⎪⎨⎪⎩
2x1 − x2 + 5x3 + 7x4 = 0,

4x1 − 2x2 + 7x3 + 5x4 = 0,

2x1 − x2 + x3 − 5x4 = 0.

737.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
3x1 + 2x2 + 5x3 + 2x4 + 7x5 = 0,

6x1 + 4x2 + 7x3 + 4x4 + 5x5 = 0,

3x1 + 2x2 − x3 + 2x4 − 11x5 = 0,

6x1 + 4x2 + x3 + 4x3 − 13x5 = 0.

738.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
6x1 − 2x2 + 3x3 + 4x4 + 9x5 = 0,

3x1 − x2 + 2x3 + 6x4 + 3x5 = 0,

6x1 − 2x2 + 5x3 + 20x4 + 3x5 = 0,

9x1 − 3x2 + 4x3 + 2x4 + 15x5 = 0.

739.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2x1 + 7x2 + 4x3 + 5x4 + 8x5 = 0,

4x1 + 4x2 + 8x3 + 5x4 + 4x5 = 0,

x1 − 9x2 − 3x3 − 5x4 − 14x5 = 0,

3x1 + 5x2 + 7x3 + 5x4 + 6x5 = 0.

740.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
3x1 + 4x2 + 3x3 + 9x4 + 6x5 = 0,

9x1 + 8x2 + 5x3 + 6x4 + 9x5 = 0,

3x1 + 8x2 + 7x3 + 30x4 + 15x5 = 0,

6x1 + 6x2 + 4x3 + 7x4 + 5x5 = 0.

741. Выяснить, образуют ли строки каждой из матриц

A =

⎛⎝30 −24 43 −50 −5
9 −15 8 5 2
4 2 9 −20 −3

⎞⎠ , B =

⎛⎝4 2 9 −20 −3
1 −11 2 13 4
9 −15 8 5 2

⎞⎠
фундаментальную систему решений для системы уравнений⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

3x1 + 4x2 + 2x3 + x4 + 6x5 = 0,

5x1 + 9x2 + 7x3 + 4x4 + 7x5 = 0,

4x1 + 3x2 − x3 − x4 + 11x5 = 0,

x1 + 6x2 + 8x3 + 5x4 − 4x5 = 0.
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742. Определить, какие из строк матрицы⎛⎜⎜⎝
6 2 3 −2 −7
5 3 7 −6 −4
8 0 −5 6 13
4 −2 −7 −5 −7

⎞⎟⎟⎠
образуют фундаментальную систему решений для системы
уравнений ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

2x1 − 5x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 0,

5x1 − 8x2 + 5x3 + 4x4 + 3x5 = 0,

x1 − 7x2 + 4x3 + 2x4 = 0,

4x1 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 0.

∗743. Доказать, что если в общее решение однородной си-
стемы линейных уравнений ранга r с n неизвестными, где
r < n, вместо свободных неизвестных подставить числа пооче-
редно из каждой строки определителя порядка n − r, отлич-
ного от нуля, и найти соответствующие значения остальных
неизвестных, то получится фундаментальная система реше-
ний, и, обратно, любую фундаментальную систему решений
данной системы уравнений можно получить таким путем при
подходящем выборе определителя порядка n− r, отличного от
нуля.

744. Пусть строки матрицы

A =

⎛⎜⎜⎝
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αp1 αp2 . . . αpn

⎞⎟⎟⎠
образуют фундаментальную систему решений однородной си-
стемы линейных уравнений ранга r с n неизвестными (n =
= r + p). Доказать, что строки матрицы

B =

⎛⎜⎜⎝
β11 β12 . . . β1n

β21 β22 . . . β2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
βp1 βp2 . . . βpn

⎞⎟⎟⎠
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тогда и только тогда также образуют фундаментальную си-
стему решений той же системы уравнений, когда существует
невырожденная матрица p-го порядка

C =

⎛⎜⎜⎜⎝
γ11 γ12 . . . γ1p

γ21 γ22 . . . γ2p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γp1 γp2 . . . γpp

⎞⎟⎟⎟⎠
такая, что

βik =
p∑

j=1

γijαjk (i = 1, 2, . . . , p, k = 1, 2, . . . , n).

Пользуясь матричным умножением, эти равенства можно за-
писать одним равенством B = CA.

745. Показать, что задача 743 является частным случаем
задачи 744.

746. Доказать, что если ранг однородной системы линей-
ных уравнений на единицу меньше числа неизвестных, то лю-
бые два решения этой системы пропорциональны, т. е. от-
личаются лишь числовым множителем (быть может, равным
нулю).

747. Пользуясь теорией однородных систем линейных
уравнений, решить задачу 509, т. е. доказать, что если опре-
делитель D порядка n > 1 равен нулю, то алгебраические
дополнения соответствующих элементов двух любых строк
(столбцов) пропорциональны.
∗748. Доказать, что если в однородной системе линейных

уравнений число уравнений на единицу меньше числа неиз-
вестных, то в качестве решения можно принять систему ми-
норов, полученных из матрицы коэффициентов поочередным
вычеркиванием 1-го, 2-го и т. д. столбцов, причем эти миноры
берутся с чередующимися знаками.

Далее, показать, что если это решение не нулевое, то лю-
бое решение получается из него умножением на некоторое
число.
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Пользуясь результатом предыдущей задачи, найти частное
и общее решения систем уравнений:

749.

{
5x1 + 3x2 + 4x3 = 0,

6x1 + 5x2 + 6x3 = 0.

750.

{
4x1 − 6x2 + 5x3 = 0,

6x1 − 9x2 + 10x3 = 0.

751.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x1 + 3x2 + 5x3 + 6x4 = 0,

3x1 + 4x2 + 6x3 + 7x4 = 0,

3x1 + x2 + x3 + 4x4 = 0.

752.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
8x1 − 5x2 − 6x3 + 3x4 = 0,

4x1 − x2 − 3x3 + 2x4 = 0,

12x1 − 7x2 − 9x3 + 5x4 = 0.

753. Доказать, что для того, чтобы система линейных
уравнений с числом уравнений, на единицу бо́льшим числа
неизвестных, была совместна, необходимо (но не достаточ-
но), чтобы определитель, составленный из всех коэффициен-
тов при неизвестных и свободных членов, был равен нулю.
Показать, что это условие будет также и достаточным, если
ранг матрицы из коэффициентов равен числу неизвестных.

754. Пусть даны: система линейных уравнений
n∑

j=1

aijxj = bi (i = 1, 2, . . . , s),

два решения этой системы α1, α2, . . . , αn и β1, β2, . . . , βn и
число λ. Найти систему линейных уравнений с теми же ко-
эффициентами при неизвестных, как в данной системе, име-
ющую решением

а) сумму данных решений:

α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn,

или
б) произведение первого из данных решений на число λ:

λα1, λα2, . . . , λαn.
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755. Найти условия, необходимые и достаточные для того,
чтобы либо сумма двух решений, либо произведение одного
решения на число λ �= 1 было снова решением той же системы
линейных уравнений.

756. При каких условиях данная линейная комбинация
любых решений данной неоднородной системы линейных урав-
нений снова будет решением этой системы?

757. Какие значения могут принимать неизвестные в лю-
бых решениях совместной системы линейных уравнений, если
столбцы коэффициентов при всех неизвестных, кроме перво-
го, а также столбец свободных членов попарно различаются
лишь числовыми множителями?

758. При каких условиях в любом решении совместной
системы линейных уравнений неизвестное xk имеет одно и то
же значение?

759. Найти условия, необходимые и достаточные для то-
го, чтобы в любом решении совместной системы линейных
уравнений k-е неизвестное было равно нулю.

760. При каких условиях в общем решении системы урав-
нений ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

y + az + bt = 0,

− x + cz + dt = 0,

ax + cy − et = 0,

bx + dy + ez = 0
за свободные неизвестные можно принять z и t?

761. Сколько независимых между собой условий должно
быть выполнено для того, чтобы система s линейных уравне-
ний с n неизвестными была совместна и содержала r незави-
симых уравнений, для которых остальные уравнения являлись
бы их следствиями?

762. При каких условиях система уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = by + cz + du + ev,

y = cz + du + ev + ax,

z = du + ev + ax + by,

u = ev + ax + by + cz,

v = ax + by + cz + du

имеет ненулевое решение?
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∗763. При каких условиях система линейных уравнений с
вещественными коэффициентами⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

λx + ay + bz + ct = 0,

− ax + λy + hz − gt = 0,

− bx− hy + λz + ft = 0,

− cx + gy − fz + λt = 0

имеет ненулевое решение?
Пользуясь теорией линейных уравнений, решить следую-

щие задачи (рассматриваются только прямоугольные декарто-
вы системы координат):

764. Найти условия, необходимые и достаточные для того,
чтобы три точки (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) лежали на одной
прямой.

765. Написать уравнение прямой, проходящей через две
точки (x1, y1), (x2, y2).

766. Найти условия, необходимые и достаточные для того,
чтобы три прямые

a1x + b1y + c1 = 0,

a2x + b2y + c2 = 0,

a3x + b3y + c3 = 0

проходили через одну точку.
767. Найти необходимые и достаточные условия для того,

чтобы n точек плоскости (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) лежали
на одной прямой.

768. Найти необходимые и достаточные условия для того,
чтобы n прямых на плоскости

a1x + b1y + c1 = 0,

a2x + b2y + c2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
anx + bny + cn = 0

проходили через одну точку.
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769. Найти условия, необходимые и достаточные для то-
го, чтобы четыре точки плоскости (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3),
(x4, y4), не лежащие на одной прямой, лежали на одной окруж-
ности.

770. Написать уравнение окружности, проходящей через
три точки (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), не лежащие на одной пря-
мой.

771. Написать уравнение окружности, проходящей через
три точки (1, 2), (1,−2), (0,−1), и найти ее центр и радиус.
∗772. Доказать, что окружность, проходящая через три точ-

ки с рациональными координатами, имеет центр в точке также
с рациональными координатами.

773. Написать уравнение кривой второго порядка, прохо-
дящей через пять точек:

(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), (x4, y4), (x5, y5).

774. Найти уравнение и определить вид кривой второго
порядка, проходящей через пять точек:

(3, 0), (−3, 0), (5, 6 2
3 ), (5,−6 2

3 ), (−5,−6 2
3 ).

775. Написать уравнение и определить положение и раз-
меры кривой второго порядка, проходящей через пять точек:

(0, 1), (±2, 0), (±1,−1).

776. Найти условие, необходимое и достаточное для того,
чтобы четыре точки (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3),
(x4, y4, z4) лежали в одной плоскости.

777. Написать уравнение плоскости, проходящей через три
точки

(1, 1, 1), (2, 3,−1), (3,−1,−1).
778. Найти условия, необходимые и достаточные для того,

чтобы четыре плоскости

a1x + b1y + c1z + d1 = 0,

a2x + b2y + c2z + d2 = 0,

a3x + b3y + c3z + d3 = 0,

a4x + b4y + c4z + d4 = 0

проходили через одну точку.
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779. Найти условия, необходимые и достаточные для то-
го, чтобы n плоскостей aix + biy + ciz + di = 0 (i = 1,
2, . . . , n) проходили через одну прямую, но не сливались в
одну плоскость.

780. Написать уравнение сферы, проходящей через четы-
ре точки (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3), (x4, y4, z4), не ле-
жащие в одной плоскости.

781. Написать уравнение и найти центр и радиус сферы,
проходящей через точки: (1, 1, 1), (1, 1,−1), (1,−1, 1),
(−1, 0, 0).

782. Какая система линейных уравнений задает три раз-
личные прямые на плоскости, проходящие через одну точку?

783. Какая система линейных уравнений задает три пря-
мые на плоскости, образующие треугольник?

784. Какая система линейных уравнений задает три плос-
кости пространства, не имеющие общих точек, но пересекаю-
щиеся попарно?

785. Какая система линейных уравнений задает четыре
плоскости пространства, образующие тетраэдр?

786. Указать геометрическую интерпретацию системы че-
тырех линейных уравнений с тремя неизвестными, в которой
ранги всех матриц из коэффициентов при неизвестных трех
уравнений и ранг расширенной матрицы равны трем?

787. Рассмотреть все возможные случаи, встречающиеся
при решении систем линейных уравнений с двумя и тремя
неизвестными, и в каждом случае дать геометрическую ин-
терпретацию данной системы уравнений.



Глава 3

МАТРИЦЫ И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

§ 12. ДЕЙСТВИЯ С МАТРИЦАМИ

Вычислить произведения матриц:

788.

(
3 −2
5 −4

)
·
(

3 4
2 5

)
.

789.

(
a b
c d

)
·
(

α β
γ δ

)
.

790.

⎛⎝1 −3 2
3 −4 1
2 −5 3

⎞⎠ ·
⎛⎝2 5 6

1 2 5
1 3 2

⎞⎠.
791.

⎛⎝5 8 −4
6 9 −5
4 7 −3

⎞⎠ ·
⎛⎝3 2 5

4 −1 3
9 6 5

⎞⎠.
792.

⎛⎜⎜⎝
2 −1 3 −4
3 −2 4 −3
5 −3 −2 1
3 −3 −1 2

⎞⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎝

7 8 6 9
5 7 4 5
3 4 5 6
2 1 1 2

⎞⎟⎟⎠.

793.

⎛⎜⎜⎝
5 7 −3 −4
7 6 −4 −5
6 4 −3 −2
8 5 −6 −1

⎞⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎝

1 2 3 4
2 3 4 5
1 3 5 7
2 4 6 8

⎞⎟⎟⎠.
794.

(
2 −3
4 −6

)
·
(

9 −6
6 −4

)
.

795.

⎛⎜⎜⎝
5 2 −2 −3
6 4 −3 5
9 2 −3 4
7 6 −4 7

⎞⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎝

2 2 2 2
−1 −5 3 11
16 24 8 −8
8 16 0 −16

⎞⎟⎟⎠.
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796.

(
4 3
7 5

)
·
(−28 93

38 −126

)
·
(

7 3
2 1

)
.

797.

⎛⎝ 0 2 −1
−2 −1 2
3 −2 −1

⎞⎠·
⎛⎝ 70 34 −107

52 26 −68
101 50 −140

⎞⎠·
⎛⎝ 27 −18 10
−46 31 −17
3 2 1

⎞⎠.
798.

⎛⎜⎜⎝
1 1 1 −1
−5 −3 −4 4
5 1 4 −3
−16 −11 −15 14

⎞⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎝

7 −2 3 4
11 0 3 4
5 4 3 0
22 2 9 8

⎞⎟⎟⎠.
Вычислить выражения:

799.

(
1 −2
3 −4

)3

. 800.

(
4 −1
5 −2

)5

. 801.

(
2 −1
3 −2

)n

.

802.

(
cosα − sinα
sin α cosα

)n

.

803.

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1 0

λ2

. . .
0 λn

⎞⎟⎟⎟⎠
n

,

где нули обозначают, что все элементы матрицы, стоящие вне
главной диагонали, равны нулю.

804.

(
1 1
0 1

)n

. 805.

(
λ 1
0 λ

)n

. 806.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
3

.

807.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0 . . . 0 0
0 1 1 0 . . . 0 0
0 0 1 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
n−1

.

(Порядок данной матрицы равен n).

808. Вычислить
(

17 −6
35 −12

)5

, используя равенство

(
17 −6
35 −12

)
=
(

2 3
5 7

)(
2 0
0 3

)(−7 3
5 −2

)
.
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809. Вычислить

⎛⎝4 3 −3
2 3 −2
4 4 −3

⎞⎠6

, используя равенство

⎛⎝4 3 −3
2 3 −2
4 4 −3

⎞⎠ =

⎛⎝1 3 1
2 2 1
3 4 2

⎞⎠⎛⎝1 0 0
0 2 0
0 0 1

⎞⎠⎛⎝ 0 2 −1
1 1 −1
−2 −5 4

⎞⎠ .

810. Доказать, что если для матриц A и B оба произве-
дения AB и BA существуют, причем AB = BA, то матрицы
A и B квадратные и имеют одинаковый порядок.

811. Как изменится произведение AB матриц A и B,
если:

а) переставить i-ю и j-ю строки матрицы A?
б) к i-й строке матрицы A прибавить j-ю строку, умно-

женную на число c?
в) переставить i-й и j-й столбцы матрицы B?
г) к i-му столбцу матрицы B прибавить j-й столбец, умно-

женный на число c?

812. Пользуясь предыдущей задачей и неизменностью
ранга при элементарных преобразованиях (см. задачу 615),
доказать, что ранг произведения двух матриц не более ранга
каждого сомножителя.

813. Доказать, что ранг произведения нескольких матриц
не более ранга каждой из перемножаемых матриц.

814. Следом квадратной матрицы называется сумма эле-
ментов, стоящих на главной диагонали. Доказать, что след
AB равен следу BA.

815. Доказать, что если A и B — квадратные матрицы
одного и того же порядка, причем AB �= BA, то:

а) (A + B)2 �= A2 + 2AB + B2;
б) (A + B)(A −B) �= A2 −B2.

816. Доказать, что если AB = BA, то

(A + B)n = An + nAn−1B +
n(n− 1)

2
An−2B2 + · · ·+ Bn.

Здесь A и B — квадратные матрицы одинакового порядка.
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817. Доказать, что любую квадратную матрицу A можно
представить, и притом единственным образом, в виде A = B+
+ C, где B — симметрическая, а C — кососимметрическая
матрицы.

818. Матрицы A и B называются перестановочными, ес-
ли AB = BA. Квадратная матрица A называется скалярной,
если все ее элементы главной диагонали равны между собой,
т. е. если A = cE, где c — число, а E — единичная матрица.
Доказать утверждение: для того чтобы квадратная матрица A
была перестановочна со всеми квадратными матрицами того
же порядка, необходимо и достаточно, чтобы матрица A была
скалярной.

819. Квадратная матрица называется диагональной, ес-
ли все ее элементы, стоящие вне главной диагонали, равны
нулю. Доказать утверждение: для того чтобы квадратная мат-
рица A была перестановочна со всеми диагональными матри-
цами, необходимо и достаточно, чтобы матрица A сама была
диагональной.

820. Доказать, что если A — диагональная матрица и все
элементы ее главной диагонали различны между собой, то
любая матрица, перестановочная с A, также диагональна.

821. Доказать, что умножение матрицы A слева на диа-
гональную матрицу B = {λ1, λ2, . . . , λn} вызывает умножение
строк A соответственно на λ1, λ2, . . . , λn, умножение же A
на B справа вызывает аналогичное изменение столбцов.

Найти все матрицы, перестановочные с матрицей:

822.

(
1 2
3 4

)
. 823.

(
7 −3
5 −2

)
.

824.

⎛⎝3 1 0
0 3 1
0 0 3

⎞⎠. 825.

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠.
826. Найти все числа c, умножение на которые невырож-

денной матрицы A не изменяет ее определителя.
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827. Найти значение многочлена f(x) = 3x2 − 2x + 5 от
матрицы

A =

⎛⎝1 −2 3
2 −4 1
3 −5 2

⎞⎠ .

828. Найти значение многочлена f(x) = x3−7x2 +13x−5
от матрицы

A =

⎛⎝5 2 −3
1 3 −1
2 2 −1

⎞⎠ .

829. Доказать, что матрица A =
(

a b
c d

)
удовлетворяет

уравнению

x2 − (a + d)x + ad− bc = 0.

∗830. Доказать, что для любой квадратной матрицы A су-
ществует многочлен f(x), отличный от нулевого и такой, что
f(A) = 0, причем все такие многочлены делятся на один из
них, определенный однозначно условием, что его старший ко-
эффициент равен единице (он называется минимальным мно-
гочленом матрицы A).
∗831. Доказать, что равенство AB −BA = E не выполня-

ется ни для каких матриц A и B.

832. Найти все матрицы второго порядка, квадрат кото-
рых равен нулевой матрице.
∗833. Пусть A — матрица второго порядка и k — целое

число, большее двух. Доказать, что Ak = 0 тогда и только
тогда, когда A2 = 0.

834. Найти все матрицы второго порядка, квадраты кото-
рых равны единичной матрице.

835. Исследовать уравнение AX = 0, где A — данная и
X — искомая матрицы второго порядка.

Найти обратные матрицы для следующих матриц:

836.

(
1 2
3 4

)
. 837.

(
3 4
5 7

)
. 838.

(
a b
c d

)
.



140 Глава 3

839.

(
cosα − sinα
sin α cosα

)
.

840.

⎛⎝2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

⎞⎠.
841.

⎛⎝3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

⎞⎠.
842.

⎛⎝2 7 3
3 9 4
1 5 3

⎞⎠.
843.

⎛⎝1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

⎞⎠.
844.

⎛⎜⎜⎝
1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

⎞⎟⎟⎠.

845.

⎛⎜⎜⎝
1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6

⎞⎟⎟⎠.

846.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

847.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 . . . 0
0 1 1 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

848.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 a a2 a3 . . . an

0 1 a a2 . . . an−1

0 0 1 a . . . an−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
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849.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 . . . 0 0
a 1 0 0 . . . 0 0
0 a 1 0 . . . 0 0
0 0 a 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . a 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (порядок матрицы равен n+1).

850.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 . . . n− 1 n
0 1 2 3 . . . n− 2 n− 1
0 0 1 2 . . . n− 3 n− 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 2
0 0 0 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

851.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 −1 0 0 . . . 0
−1 2 −1 0 . . . 0
0 −1 2 −1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

852.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

853.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

854.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 + a 1 1 . . . 1

1 1 + a 1 . . . 1
1 1 1 + a . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1 + a

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(порядок матрицы равен n).

855.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 + a1 1 1 . . . 1

1 1 + a2 1 . . . 1
1 1 1 + a3 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1 + an

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
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856. Показать, что вычисление матрицы, обратной к дан-
ной матрице порядка n, можно свести к решению n систем
линейных уравнений, каждая из которых содержит n уравне-
ний с n неизвестными и имеет матрицей коэффициентов при
неизвестных матрицу A.

Пользуясь методом задачи 856, найти обратные матрицы
для следующих матриц:

857.

⎛⎜⎜⎝
3 3 −4 −3
0 6 1 1
5 4 2 1
2 3 3 2

⎞⎟⎟⎠.

∗858.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 . . . n− 1 n
n 1 2 . . . n− 2 n− 1

n− 1 n 1 . . . n− 3 n− 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 3 4 . . . n 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

859.

⎛⎜⎜⎝
a a+h a+2h ... a+(n−2)h a+(n−1)h

a+(n−1)h a a+h ... a+(n−3)h a+(n−2)h
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a+h a+2h a+3h ... a+(n−1)h a

⎞⎟⎟⎠.

∗860.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 . . . 1
1 ε ε2 ε3 . . . εn−1

1 ε2 ε4 ε6 . . . ε2(n−1)

1 ε3 ε6 ε9 . . . ε3(n−1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 εn−1 ε2(n−1) ε3(n−1) . . . ε(n−1)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
где ε = cos 2π

n + i sin 2π
n .

Решить матричные уравнения:

861.

(
1 2
3 4

)
·X =

(
3 5
5 9

)
.

862. X ·
(

3 −2
5 −4

)
=
(−1 2
−5 6

)
.

863.

(
3 −1
5 −2

)
·X ·

(
5 6
7 8

)
=
(

14 16
9 10

)
.

864.

⎛⎝1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

⎞⎠ ·X =

⎛⎝ 1 −3 0
10 2 7
10 7 8

⎞⎠.
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865. X ·
⎛⎝ 5 3 1

1 −3 −2
−5 2 1

⎞⎠ =

⎛⎝−8 3 0
−5 9 0
−2 15 0

⎞⎠.
866.

⎛⎝2 −3 1
4 −5 2
5 −7 3

⎞⎠ ·X ·
⎛⎝9 7 6

1 1 2
1 1 1

⎞⎠ =

⎛⎝ 2 0 −2
18 12 9
23 15 11

⎞⎠.
867.

(
2 −3
4 −6

)
·X =

(
2 3
4 6

)
.

868. X ·
(

3 6
4 8

)
=
(

2 4
9 18

)
.

869.

(
4 6
6 9

)
·X =

(
1 1
1 1

)
.

870.

⎛⎝3 −1 2
4 −3 3
1 3 0

⎞⎠ ·X =

⎛⎝3 9 7
1 11 7
7 5 7

⎞⎠.

871.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ·X =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 . . . n
0 1 2 . . . n− 1
0 0 1 . . . n− 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
872. Как изменится обратная матрица A−1, если в данной

матрице A:
а) переставить i-ю и j-ю строки?
б) i-ю строку умножить на число c, не равное нулю?
в) к i-й строке прибавить j-ю, умноженную на число c,

или совершить аналогичное преобразование столбцов?
873. Целочисленная квадратная матрица называется

унимодулярной, если ее определитель равен ±1. Доказать,
что целочисленная матрица тогда и только тогда имеет цело-
численную обратную матрицу, когда данная матрица унимо-
дулярна.

874. Доказать, что матричное уравнение AX = B разре-
шимо тогда и только тогда, когда ранг матрицы A равен рангу
матрицы (A, B), получаемой из A приписыванием к ней справа
матрицы B.

875. Показать, что матричное уравнение AX = 0, где A —
квадратная матрица, имеет нулевое решение тогда и только
тогда, когда |A| = 0.
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876. Пусть A и B — неособенные матрицы одного и того
же порядка. Показать, что четыре равенства:

AB = BA, AB−1 = B−1A,

A−1B = BA−1, A−1B−1 = B−1A−1

равносильны между собой.
877. Пусть A — квадратная матрица и f(x) и g(x) — лю-

бые многочлены. Показать, что матрицы f(A) и g(A) переста-
новочны, т. е. f(A)g(A) = g(A)f(A).

878. Пусть A — квадратная матрица и r(x) = f(x)
g(x) — ра-

циональная функция от x. Показать, что значение r(A) функ-
ции r(x) при x = A определено однозначно тогда и только
тогда, когда |g(A)| �= 0.

879. Найти матрицу A−1, обратную для матрицы A =

=
(

Ek U
0 El

)
, где Ek и El — единичные матрицы соответ-

ственно порядков k и l, U — произвольная (k, l)-матрица (т. е.
матрица из k строк и l столбцов), а все остальные элементы
равны нулю.

880. Квадратная матрица Hk = (hij) порядка n называет-
ся k-м косым рядом порядка n, элементы которой определя-
ются равенствами

hij =

{
1 при j − i = k,

0 при j − i �= k
(k = ±1,±2, . . . ,±(n− 1)).

Показать, что Hk
1 = Hk, Hk

−1 = H−k, если k = 1, 2, . . . , n−1;
Hk

1 = Hk
−1 = 0, если k � n.

881. Как изменится матрица A при умножении ее слева
или справа на матрицу H1 или на H−1 предыдущей задачи?

882. Показать, что операция транспонирования матрицы
обладает свойствами:

а) (A + B)′ = A′ + B′;
б) (AB)′ = B′A′;
в) (cA)′ = cA′;
г) (A−1)′ = (A′)−1,

где c — число, а A и B — матрицы.
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883. Доказать, что если A и B — симметрические квад-
ратные матрицы одинакового порядка, то матрица C =
= ABAB . . .ABA является симметрической.

884. Показать, что:
а) матрица, обратная к неособенной симметрической, бу-

дет симметрической;
б) матрица, обратная к неособенной кососимметрической

будет кососимметрической.

885. Показать, что для любой матрицы B матрица A =
= BB′ является симметрической.

886. Пусть A∗ = Ā′ — матрица, полученная из A путем
транспонирования и заменой всех элементов на числа ком-
плексно сопряженные. Показать, что:

а) (A + B)∗ = A∗ + B∗;
б) (AB)∗ = B∗A∗;
в) (cA)∗ = c̄A∗;
г) (A−1)∗ = (A∗)−1,

где c — число, а A и B — матрицы, над которыми выполнима
соответствующая операция.

887. Матрица A называется эрмитовой, если A∗ = A.
Показать, что для любой матрицы B с комплексными или
вещественными элементами матрица A = B · B∗ является эр-
митовой.

888. Показать, что произведение двух симметрических
матриц тогда и только тогда будет матрицей симметрической,
когда данные матрицы перестановочны.

889. Показать, что произведение двух кососимметриче-
ских матриц тогда и только тогда будет матрицей симмет-
рической, когда данные матрицы перестановочны.
∗890. Доказать, что произведение двух кососимметриче-

ских матриц A и B тогда и только тогда будет кососимметри-
ческой матрицей, когда AB = −BA.

Привести примеры кососимметрических матриц, удовле-
творяющих условию AB = −BA.

891. Квадратная матрица A = (aij) порядка n называется
ортогональной, если AA′ = E, где E — единичная матрица.
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Показать, что для ортогональности квадратной матрицы A
необходимо и достаточно любое из следующих условий:

а) столбцы A образуют ортонормированную систему, т. е.

n∑
k=1

akiakj = δj
i ,

где δj
i — символ Кронекера, обозначающий 1 при i = j

и 0 при i �= j;
б) строки A образуют ортонормированную систему, т. е.

n∑
k=1

aikajk = δj
i .

892. Квадратная матрица A = (aij) порядка n с веще-
ственными или комплексными элементами называется уни-
тарной, если AA∗ = E (смысл обозначения A∗ тот же, что
и в задаче 886). Показать, что для унитарности квадратной
матрицы A необходимо и достаточно любое из следующих
условий:

а)
∑n

k=1 akiākj = δj
i ,

б)
∑n

k=1 aik ājk = δj
i .

(δj
i — символ Кронекера).

893. Доказать, что определитель ортогональной матрицы
равен ±1.

894. Доказать, что определитель унитарной матрицы по
модулю равен единице.

895. Доказать, что если ортогональная матрица A имеет
на главной диагонали квадратные клетки A1, A2, . . . , As и
нули по одну сторону от этих клеток, то все элементы по
другую сторону от них также равны нулю и все матрицы A1,
A2, . . . , As ортогональны.

896. Доказать, что для ортогональности квадратной мат-
рицы A необходимо и достаточно, чтобы ее определитель был
равен ±1 и каждый ее элемент был равен своему алгебраиче-
скому дополнению, взятому со своим знаком, если |A| = 1, и
с противоположным, если |A| = −1.
∗897. Доказать, что вещественная квадратная матрица A

порядка n � 3 будет ортогональна, если каждый ее элемент
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равен своему алгебраическому дополнению и хотя бы один из
элементов отличен от нуля.
∗898. Доказать, что вещественная квадратная матрица A

порядка n � 3 будет ортогональна, если каждый ее элемент
равен своему алгебраическому дополнению, взятому с проти-
воположным знаком, и хотя бы один из элементов отличен от
нуля.
∗899. Доказать, что сумма квадратов всех миноров второго

порядка, лежащих в двух строках (или столбцах) ортогональ-
ной матрицы, равна единице.
∗900. Доказать, что сумма квадратов модулей всех мино-

ров второго порядка, лежащих в двух строках (или столбцах)
унитарной матрицы, равна единице.
∗901. Доказать, что сумма квадратов всех миноров k-го

порядка, лежащих в любых k строках (столбцах) ортогональ-
ной матрицы, равна единице.
∗902. Доказать, что сумма квадратов модулей всех мино-

ров k-го порядка, лежащих в любых k строках (столбцах)
унитарной матрицы, равна единице.
∗903. Доказать, что минор любого порядка ортогональной

матрицы A равен своему алгебраическому дополнению, взято-
му с его знаком, если |A| = 1, и с противоположным знаком,
если |A| = −1.
∗904. Пусть A — унитарная матрица, M — ее минор лю-

бого порядка, MA — алгебраическое дополнение минора M
в матрице A. Доказать, что MA = |A| · M̄ , где M̄ — число,
сопряженное с M .

905. При каких условиях диагональная матрица является
ортогональной?

906. При каких условиях диагональная матрица является
унитарной?

907. Проверить, что любое из трех свойств квадратной
матрицы: вещественность, ортогональность, унитарность —
вытекает из двух остальных.

908. Квадратная матрица I называется инволютивной,
если I2 = E. Показать, что каждое из трех свойств
квадратной матрицы: симметрия, ортогональность, инволю-
тивность — вытекает из двух остальных.
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909. Проверить, что матрицы

а)

⎛⎝ 1/3 −2/3 −2/3
−2/3 1/3 −2/3
−2/3 −2/3 1/3

⎞⎠;
б)

⎛⎜⎜⎝
1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 −1/2 −1/2
1/2 −1/2 1/2 −1/2
1/2 −1/2 −1/2 1/2

⎞⎟⎟⎠
обладают всеми тремя свойствами предыдущей задачи.

910. Квадратная матрица P называется идемпотентной,
если P 2 = P . Показать, что если P идемпотентна, то I =
= 2P − E инволютивна, и наоборот, если I инволютивна, то
P = 1/2(I + E) идемпотентна.

911. Доказать, что:
а) произведение двух ортогональных матриц будет орто-

гональной матрицей;
б) матрица, обратная к ортогональной матрице, ортого-

нальна.
912. Доказать, что:
а) произведение двух унитарных матриц будет унитарной

матрицей;
б) матрица, обратная к унитарной матрице, унитарна.
∗913. Минор матрицы A, стоящий на пересечении строк с

номерами i1, i2, . . . , ip и столбцов с номерами j1, j2, . . . , jp

будем обозначать через A

(
i1, i2, . . . , ip
j1, j2, . . . , jp

)
.

Доказать справедливость следующего выражения миноров
произведения C = AB двух матриц через миноры перемножа-
емых матриц:

C

(
i1, i2, . . . , ip
j1, j2, . . . , jp

)
=

=
∑

1�k1<k2<···<kp�n

A

(
i1, i2, . . . , ip
k1, k2, . . . , kp

)
B

(
k1, k2, . . . , kp

j1, j2, . . . , jp

)
(i1 < i2 < · · · < ip; j1 < j2 < · · · < jp),

если p не превосходит ни числа столбцов матрицы A, ни числа
строк матрицы B. В противном случае все миноры порядка p
матрицы C равны нулю.
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914. Пользуясь предыдущей задачей, доказать, что ранг
произведения двух матриц не более ранга каждого сомножи-
теля.
∗915. Доказать, что умножение матрицы A слева или спра-

ва на невырожденную матрицу не изменяет ее ранга.
916. Главным минором матрицы A называется минор, сто-

ящий в пересечении строк и столбцов с одинаковыми номера-
ми. Показать, что если элементы матрицы B вещественны, то
все главные миноры A = BB′ неотрицательны.

917. Показать, что для любой матрицы B с комплексными
или вещественными элементами все главные миноры матрицы
A = BB∗ неотрицательны. Здесь B∗ = B̄′.

918. Показать, что если в обозначениях предыдущей за-
дачи A = BB∗, то ранг A равен рангу B.

919. Доказать, что сумма главных миноров k-го порядка
матрицы AA′ равна сумме квадратов всех миноров k-го по-
рядка матрицы A.
∗920. Доказать, что для любых квадратных матриц A и

B порядка n сумма всех главных миноров данного порядка k
(1 � k � n) для матриц AB и BA одинакова.
∗921. Пусть A — вещественная матрица порядка n, B и

C — матрицы из первых k и последних n − k столбцов A.
Доказать, что |A2| � |B′B| · |C′C|.
∗922. Пусть A = (B, C) — вещественная матрица (смысл

символа (B, C) указан в задаче 874). Доказать, что |A′A| �
� |B′B| · |C′C|.
∗923. Пусть A = (aij) — квадратная вещественная матри-

ца порядка n. Доказать неравенство Адамара:

|A2| �
n∏

k=1

n∑
i=1

a2
ik.

∗924. Доказать, что для любой вещественной прямоуголь-
ной матрицы A = (aij) с n строками и m столбцами выполня-
ется неравенство

|A′A| �
m∏

k=1

n∑
i=1

a2
ik.
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∗925. Пусть A = (B, C) — матрица с комплексными эле-
ментами. Доказать, что |A∗ · A| � |B∗ · B| · |C∗ · C|.
∗926. Пусть A = (aij) — квадратная матрица порядка n

с комплексными элементами, не превосходящими по модулю
числа M . Доказать, что модуль определителя |A| не превос-
ходит Mn · nn/2, причем эта оценка является точной.
∗927. Показать, что каждое элементарное преобразование

матрицы A, т. е. преобразование одного из следующих типов:
а) перестановка двух строк (столбцов);
б) умножение строки (столбца) на число c, отличное от

нуля;
в) прибавление к одной строке (столбцу) другой строки

(столбца), умноженной на любое число c,
может быть получено умножением матрицы A на некоторую
особенную матрицу P слева для преобразования строк и спра-
ва для преобразования столбцов. Найти вид этих матриц.
∗928. Квадратная матрица называется треугольной, если

все ее элементы, стоящие по одну сторону от главной диаго-
нали, равны нулю. Показать, что любую квадратную матрицу
можно представить в виде произведения нескольких треуголь-
ных матриц.
∗929. Показать, что любую матрицу A ранга r можно пред-

ставить в виде произведения A = PRQ, где P и Q — неособен-
ные матрицы, а R — прямоугольная матрица тех же размеров,
что и A, на главной диагонали которой первые r элементов
равны единице, все же остальные элементы равны нулю.
∗930. Пусть A — матрица размеров m× n и ранга r, P =

= (pij) — матрица размеров s×m, у которой p11 = p22 = · · · =
= pkk = 1, а все остальные элементы — нули, Q = (qij) —
матрица размеров n× t, у которой q11 = q22 = · · · = qll = 1, а
все остальные элементы — нули. Доказать неравенства:

а) ранг PA � k + r −m;
б) ранг AQ � l + r − n;
в) ранг PAQ � k + l + r −m− n.
∗931. Обозначим ранг матрицы A через rA. Доказать, что

для ранга произведения AB двух квадратных матриц A и B
порядка n имеет место следующее неравенство:

rA + rB − n � rAB � rA, rB (неравенство Сильвестера).
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932. Показать, что для ранга произведения AB прямо-
угольных матриц A и B имеет место неравенство Сильвесте-
ра предыдущей задачи при условии, что n обозначает число
столбцов матрицы A и число строк матрицы B.
∗933. Показать, что любую невырожденную матрицу A

элементарными преобразованиями только строк (или только
столбцов) можно привести к единичной матрице E. Если со-
вершенные над A элементарные преобразования в том же по-
рядке применить к единичной матрице E, то в результате по-
лучится матрица A−1, обратная для A.

Пользуясь приемом предыдущей задачи, найти обратные
матрицы для следующих матриц (для удобства вычислений
приписать к данной матрице A справа единичную матрицу и
выполнять элементарные преобразования строк, приводящие
A к E, над строками всей написанной матрицы):

934.

⎛⎜⎜⎝
1 2 −1 −2
3 8 0 −4
2 2 −4 −3
3 8 −1 −6

⎞⎟⎟⎠. 935.

⎛⎝0 1 3
2 3 5
3 5 7

⎞⎠. 936.

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 −1
0 3 1 4
2 7 6 −1
1 2 2 −1

⎞⎟⎟⎠.
937. Пользуясь методом задачи 933, найти обратные мат-

рицы для матриц задач 844, 846, 847, 848, 849, 850.
∗938. Доказать утверждение:
Для того чтобы матрица A из m строк и n столбцов имела

ранг единицу, необходимо и достаточно, чтобы A представля-
лась в виде A = BC, где B — ненулевой столбец длины m,
C — ненулевая строка длины n.
∗939. Доказать утверждение:
Для того, чтобы матрица A из m строк и n столбцов имела

ранг r, необходимо и достаточно, чтобы A представлялась в
виде A = BC, где B — матрица из m строк и r линейно неза-
висимых столбцов, а C — матрица из r линейно независимых
строк и столбцов.

940. Показать, что если A и B — квадратные матрицы
порядка n и AB = 0, то rA + rB � n, причем для любой
данной матрицы A матрицу B можно выбрать так, чтобы было
rA + rB = k, где k — любое целое число, удовлетворяющее
условию rA � k � n.
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∗941. Показать, что если A — квадратная матрица порядка
n, для которой A2 = E, то rE+A + rE−A = n.

942. Две целочисленные матрицы называются эквивалент-
ными, если от одной из них к другой можно перейти путем
целочисленных элементарных преобразований, т. е. преобра-
зований следующих типов:

а) перестановка двух строк;
б) умножение строки на −1;
в) прибавление к одной строке другой, умноженной на це-

лое число c, и аналогичных преобразований для
столбцов. Доказать, что матрицы A и B тогда и только
тогда эквивалентны, когда B = PAQ, где P и Q —
квадратные целочисленные, унимодулярные матрицы.

∗943. Прямоугольная целочисленная матрица A называет-
ся нормальной, если ее элементы a11, a22, . . . , arr положи-
тельны, aii делится на ai−1,i−1 (i = 2, 3, . . . , r), а все осталь-
ные элементы равны нулю. Показать, что каждая целочислен-
ная матрица эквивалентна одной и только одной нормальной
матрице; иными словами, каждый класс эквивалентных меж-
ду собой целочисленных матриц содержит нормальную мат-
рицу и притом только одну.
∗944. Доказать, что каждую неособенную целочисленную

матрицу A можно представить в виде A = PR, где P — уни-
модулярная, целочисленная матрица, а R — треугольная цело-
численная матрица, элементы которой на главной диагонали
положительны, ниже главной диагонали равны нулю, а вы-
ше главной диагонали — неотрицательны и меньше элементов
главной диагонали того же столбца, причем такое представле-
ние единственно.
∗945. Доказать, что квадратную матрицу A порядка n и

ранга r можно представить в виде A = PR, где P — неосо-
бенная матрица и R — треугольная матрица, в которой первые
r элементов главной диагонали равны единице, а все элемен-
ты ниже главной диагонали и все элементы последних n − r
строк равны нулю.
∗946. Квадратная матрица называется верхней (нижней)

треугольной, если все элементы, стоящие ниже (соответствен-
но выше) главной диагонали, равны нулю. Показать, что
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следующие операции: сложение двух матриц, умножение мат-
рицы на число, умножение двух матриц и переход к обратной
матрице для неособенной матрицы, примененные к верхним
(нижним) треугольным матрицам, приводят снова к верхней
(нижней) треугольной матрице.

947. Квадратная матрица называется нильпотентной, ес-
ли некоторая ее степень равна нулю. Наименьшее целое по-
ложительное число k, для которого Ak = 0, называется пока-
зателем нильпотентности матрицы A. Показать, что тре-
угольная матрица тогда и только тогда нильпотентна, когда
все элементы главной диагонали равны нулю, а показатель
нильпотентности треугольной матрицы не превосходит ее по-
рядка.

948. Показать, что обратная матрица B = (bik) для верх-
ней (нижней) треугольной неособенной матрицы A = (aik) по-
рядка n будет снова верхней (нижней) треугольной матрицей,
причем элементы главной диагонали матрицы B определяются
равенствами bii = 1

aii
(i = 1, 2, . . . , n), а остальные элементы

находятся из рекуррентных соотношений:
а) для элементов i-й строки верхней треугольной матрицы

bik =
−∑k−1

j=i bijajk

akk
(k = i + 1, i + 2, . . . , n);

б) для элементов k-го столбца нижней треугольной мат-
рицы

bik =
−∑i−1

j=k aijbjk

aii
(i = k + 1, k + 2, . . . , n).

Этими формулами удобно пользоваться для вычисления
матриц, обратных к треугольным матрицам.
∗949. Пусть A — квадратная матрица порядка n и ранга r,

причем

dk = A

(
1, 2, . . . , k
1, 2, . . . , k

)
�= 0 (k = 1, 2, . . . , r). (1)

Доказать, что при этих условиях матрицу A можно пред-
ставить в виде произведения

A = BC, (2)
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где B = (bij) — нижняя и C = (cij) — верхняя треугольные
матрицы (определение верхней и нижней треугольных матриц
дано в задаче 946).

Первым r диагональным элементам матриц B и C можно
дать любые значения, удовлетворяющие условиям

bkkckk =
dk

dk−1
(k = 1, 2, . . . , r; d0 = 1). (3)

Задание первых r диагональных элементов матриц B и C
однозначно определяет остальные элементы первых r столб-
цов матрицы B и первых r строк матрицы C, причем
эти элементы задаются формулами

bik = bkk

A

(
1, 2, . . . , k − 1, i
1, 2, . . . , k − 1, k

)
dk

,

cki = ckk

A

(
1, 2, . . . , k − 1, k
1, 2, . . . , k − 1, i

)
dk

,

(i = k + 1, k + 2, . . . , n; k = 1, 2, . . . , r).

(4)

В случае r < n в последних n − r столбцах матрицы B
все элементы можно положить равными нулю, а в последних
n − r строках матрицы C элементы считать произвольными
или, наоборот, в последних n − r столбцах матрицы B эле-
менты считать произвольными, а в последних n − r строках
матрицы C все элементы положить равными нулю.

Произвольные элементы не нарушат равенства (2). Их мож-
но выбрать так, чтобы сохранить треугольный вид матриц B
и C.

950. Показать, что представление (2) предыдущей задачи
можно найти так: первые r элементов на главной диагонали
матриц B и C выбрать любыми, удовлетворяющими услови-
ям (3), а остальные элементы первых r столбцов B и первых
r строк C вычислить с помощью рекуррентных соотношений

bik =
aik−

∑k−1
j=1 bijcjk

ckk
(i = k+1,k+2,...,n; k = 1,2,...,r);

cik =
aik−

∑ i−1
j=1 bijcjk

bii
(k = i+1,i+2,...,n; i = 1,2,...,r).
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Эти формулы позволяют найти сначала первый столбец B
и первую строку C, затем, зная k−1 столбцов B и k−1 строк
C, найти k-й столбец B и k-ю строку C.
∗951. Доказать, что любую симметрическую матрицу A =

= (aij) порядка n и ранга r, удовлетворяющую условиям (1)
задачи 949, можно представить в виде A = BB′, где B — ниж-
няя треугольная матрица, элементы последних n− r столбцов
которой равны нулю, а элементы первых r столбцов опреде-
ляются формулами

bik =
A

⎛⎝1, 2, ... , k−1, i
1, 2, ... , k−1, k

⎞⎠
√

dk·dk−1
(i = k,k+1,...,n; k = 1,2,...,r).

952. Матрица A называется клеточной (или блочной),
если ее элементы одной или несколькими горизонтальными
и вертикальными линиями распределены по прямоугольным
клеткам (блокам). Эти клетки будем обозначать через Aij , где
i — номер клеточной строки и j — номер клеточного столб-
ца. Показать, что умножение двух клеточных матриц тогда
и только тогда сводится к умножению клеток, рассматрива-
емых как отдельные элементы, когда вертикальное деление
первой матрицы соответствует горизонтальному делению вто-
рой. Именно, если A = (Aij) — (m, n)-матрица с делением
строк на группы по m1, m2, . . . , ms и столбцов по n1, n2,
. . . , nt и B = (Bij) — (n, p)-матрица с делением строк на
группы по n1, n2, . . . , nt и столбцов по p1, p2, . . . , pu, то
AB = C = (Cij) будет также клеточной матрицей, причем

Cik =
t∑

j=1

AijBjk (i = 1, 2, . . . , s; k = 1, 2, . . . , u).

Применяя указанное правило умножения клеточных мат-
риц, найти клетки произведения следующих матриц при ука-
занном подразделении на клетки для сомножителей:

A =

⎛⎝1 − 2 3
3 − 1 2
4 − 2 1

⎞⎠ , B =

⎛⎝2 3 1
1 2 3
2 1 2

⎞⎠ .
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953. Показать, что для выполнимости умножения двух
клеточных квадратных матриц достаточно (но, как показы-
вает пример предыдущей задачи, не необходимо), чтобы диа-
гональные клетки были квадратными, причем порядки соот-
ветствующих диагональных клеток были равны между собой.
∗954. Показать, что для выполнимости клеточного умно-

жения клеточной матрицы на себя необходимо и достаточно,
чтобы все ее диагональные клетки были квадратными.

955. Квадратная клеточная матрица A = (Aij) называется
клеточно-треугольной, если все ее клетки на главной диаго-
нали, т. е. A11, A22, . . . квадратные, а все клетки, стоящие по
одну сторону от главной диагонали, равны нулю. Показать,
что если A и B — две клеточно-треугольные матрицы с оди-
наковыми порядками соответствующих диагональных клеток
и нулями по одну сторону от диагонали, то их произведение
AB также будет клеточно-треугольной матрицей с такими же
порядками диагональных клеток и нулями по ту же сторону
от диагонали.

956. Показать, что клеточно-треугольная матрица тогда и
только тогда нильпотентна, когда нильпотентны все ее клетки
на главной диагонали (определение нильпотентности дано в
задаче 947).

957. Пусть A = (Aij) — клеточная матрица, причем Aij —
клетка размеров mi × nj (i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , t).
Показать, что прибавление к i-й клеточной строке j-й стро-
ки, умноженной слева на прямоугольную матрицу X размеров
mi ×mj , может быть получено путем умножения A слева на
неособенную квадратную клеточную матрицу P . Точно так
же прибавлением к i-му клеточному столбцу j-го столбца,
умноженного справа на прямоугольную матрицу Y размеров
nj × ni, может быть получено путем умножения A справа на
неособенную квадратную клеточную матрицу Q. Найти вид
матриц P и Q.
∗958. Пусть R =

(
A B
C D

)
— клеточная матрица, где A —

неособенная квадратная матрица порядка n. Доказать, что
ранг R равен n тогда и только тогда, когда D = CA−1B.
∗959. Пусть A — неособенная матрица порядка n, B —

матрица размера n × q, C — матрица размеров p × n.
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Доказать, что если клеточную матрицу R =
(

A B
−C 0

)
при-

вести к виду R1 =
(

A1 B1

0 X

)
путем ряда элементарных пре-

образований строк, причем в каждом преобразовании либо
участвуют только первые n строк, либо к какой-нибудь стро-
ке с номером, большим n, прибавляется одна из первых n
строк, умноженная на число, то X = CA−1B.

960. Пусть A — неособенная матрица порядка n и E —
единичная матрица того же порядка. Доказать, что если кле-

точную матрицу
(

A E
−E 0

)
элементарными преобразованиями,

указанными в предыдущей задаче, привести к виду
(

A1 B1

0 X

)
,

то X = A−1. Найти этим методом обратную матрицу для

A =

⎛⎝2 3 5
1 2 7
3 4 4

⎞⎠.
961. Пусть дана система уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

с неособенной матрицей коэффициентов A, B — столбец сво-
бодных членов и E — единичная матрица порядка n.

Показать, что, если клеточную матрицу
(

A B
−E 0

)
преобра-

зованиями, указанными в задаче 959, привести к виду(
A1 B1

0 X

)
, столбец X дает решение данной системы уравнений.

Решить этим методом систему⎧⎨⎩
3x− y + 2z = 7,
4x− 3y + 2z = 4,
2x + y + 3z = 13.

962. Пусть A — неособенная матрица порядка n, B —
матрица размеров n × p, E — единичная матрица порядка

n. Показать, что если матрицу
(

A B
−E 0

)
преобразованиями,
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указанными в задаче 959, привести к виду
(

A1 B1

0 X

)
, то мат-

рица X дает решение матричного уравнения AX = B.
Решить этим методом указанное уравнение, если

A =
(

2 −7
1 −4

)
, B =

(
4 −5
1 −4

)
.

∗963. Пусть все пары (i, j) (i = 1, 2, . . . , m; j = 1, 2, . . . , n)
занумерованы в некотором определенном порядке α1, α2, . . . ,
αmn. Кронекеровским (или прямым) произведением двух
квадратных матриц A порядка m и B порядка n называется
матрица C = A×B порядка mn, составленная из всевозмож-
ных произведений элементов матриц A и B в надлежащем
порядке. Именно, элемент матрицы C, стоящий в i-й строке и
j-м столбце, определяется так:

cij = ai1j1bi2j2 , где (i1, i2) = αi, (j1, j2) = αj .

Доказать, что:
а) (A + B)× C = (A× C) + (B × C);
б) A× (B + C) = (A×B) + (A× C);
в) (AB) × (CD) = (A× C)(B ×D).
∗964. Правым прямым произведением квадратных матриц

A порядка m и B порядка n называется клеточная матрица
A × ·B = C = (Cij), где Cij = aijB (i, j = 1, 2, . . . , m).
Аналогично, левым прямым произведением тех же матриц
называется клеточная матрица A · ×B = D = (Dij), где Dij =
= Abij (i, j = 1, 2, . . . , n).

Доказать, что:
а) оба введенных произведения являются частными слу-

чаями кронекеровского произведения, определенного в
предыдущей задаче. Найти порядок нумерации пар
(i, j), дающий правое и левое прямые произведения;

б) A× ·B = B · ×A;
в) A× ·(B × ·C) = (A× ·B)× ·C;
г) если Ek — единичная матрица порядка k, то Em ×

× ·En = En × ·Em = Emn;
д) если A и B — неособенные матрицы, то (A× ·B)−1 =

= A−1 × ·B−1.
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Для левого произведения справедливы свойства, аналогич-
ные свойствам в), г), д).
∗965. Пользуясь двумя предыдущими задачами, доказать,

что если A — матрица порядка m и B — порядка n, то
|A×B| = |A|n × |B|m (см. задачу 540).
∗966. Пусть A = (aij) — квадратная матрица порядка n.

Матрицей, взаимной с A (или присоединенной к A), называ-
ется матрица Â = (âij), где âij = Aji (i, j = 1, 2, . . . , n).
Иными словами, матрица, взаимная с A, получается транспо-
нированием матрицы, составленной из алгебраических допол-
нений элементов матрицы A.

Доказать, что:
а) AÂ = ÂA = |A|E, где E — единичная матрица;

б) ( ̂̂A) = |A|n−2A при n > 2, ( ̂̂A) = A при n = 2.
∗967. Показать, что (̂AB) = B̂ · Â, где Â — матрица, вза-

имная с A, определенная в предыдущей задаче.
∗968. Матрицей, ассоциированной с квадратной матрицей

A порядка n, называется матрица Ã = (ãij), где ãij — минор
элемента aij матрицы A. Доказать, что:

а) (̃AB) = ÃB̃;

б) (̃Ã) = |A|n−2A при n > 2, (̃Ã) = A при n = 2.
∗969. Пусть A = (aij — квадратная матрица порядка n, и

пусть все сочетания из n чисел 1, 2, . . . , n по p чисел k1 <
< k2 < · · · < kp занумерованы в каком-либо порядке α1, α2,
. . . , αN , где N = Cp

n. Матрица Ap = (Ai,j;p), составленная из
надлежащим образом расположенных миноров p-го порядка
матрицы A, называется p-й ассоциированной с A матрицей;

именно, ai,j;p = A

(
i1, i2, . . . , ip
j1, j2, . . . , jp

)
, где αi есть сочетание i1 <

< i2 < · · · < ip; αj — сочетание j1 < j2 < · · · < jp.
Доказать, что:
а) (AB)p = ApBp;
б) (En)p = EN , где En и EN — единичные матрицы со-

ответственно порядков n и N ;
в) если A — неособенная матрица, то (A−1)p = (Ap)−1.

970.Найти такую нумерацию сочетаний из n чисел 1,2,...,n
по p, чтобы для треугольной матрицы A ассоциированная
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матрица Ap, определенная в предыдущей задаче, также бы-
ла треугольной с нулями по ту же сторону от диагонали.
∗971. Пользуясь свойствами ассоциированных матриц, до-

казать, что если A — квадратная матрица порядка n, то |Ap| =
= |A|Cp−1

n−1 (см. задачу 551).
∗972. Пусть A — неособенная матрица порядка n и B =

= A−1 — матрица, обратная для A. Доказать, что миноры
любого порядка обратной матрицы выражаются через миноры
исходной матрицы следующим образом:

B

(
i1, i2, . . . , ip
k1, k2, . . . , kp

)
=

(−1)
∑p

s=1(is+ks)A

(
k′1, k

′
2, . . . , k

′
n−p

i′1, i′2, . . . , i′n−p

)
|A| ,

(1)
где i1 < i2 < · · · < ip вместе с i′1 < i′2 < · · · < i′n−p и k1 < k2 <
< · · · < kp вместе с k′1 < k′2 < · · · < k′n−p составляют полную
систему индексов 1, 2, . . . , n.
∗973. Доказать, что p-я ассоциированная матрица Ap

(определение дано в задаче 969) для ортогональной матрицы
A сама ортогональна.
∗974. Доказать, что p-я ассоциированная матрица Ap для

унитарной матрицы A сама унитарна.

§ 13. ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ МАТРИЦЫ

Следующие λ-матрицы привести к нормальной диагональ-
ной форме путем элементарных преобразований:

975.

(
λ 1
0 λ

)
. 976.

(
λ2 − 1 λ− 1
λ + 1 λ2 + 2λ + 1

)
.

977.

(
λ 0
0 λ + 5

)
. 978.

(
λ2 − 1 0

0 (λ− 1)3

)
.

979.

⎛⎝ λ + 1 λ2 + 1 λ2

3λ− 1 3λ2 − 1 λ2 + 2λ
λ− 1 λ2 − 1 λ

⎞⎠.
980.

⎛⎝ λ2 λ2 − λ 3λ2

λ2 − λ 3λ2 − λ λ3 + 4λ2 − 3λ
λ2 + λ λ2 + λ 3λ2 + 3λ

⎞⎠.



Матрицы и квадратичные формы 161

981.

⎛⎝λ− 2 −1 0
0 λ− 2 −1
0 0 λ− 2

⎞⎠.
982.

⎛⎝λ(λ + 1) 0 0
0 λ 0
0 0 (λ + 1)2

⎞⎠.
983.

⎛⎝ 1− λ λ2 λ
λ λ −λ

1 + λ2 λ2 −λ2

⎞⎠.
∗984. Инвариантными множителями λ-матрицы A по-

рядка n называются многочлены E1(λ), E2(λ), . . . , En(λ), сто-
ящие на главной диагонали в нормальной диагональной форме
матрицы A. Делителями миноров матрицы A называются мно-
гочлены D1(λ), D2(λ), . . . , Dn(λ), где Dk(λ) — наибольший
общий делитель (взятый со старшим коэффициентом, равным
единице) миноров k-го порядка матрицы A, если не все эти
миноры равны нулю, и Dk(λ) = 0 в противном случае. До-
казать, что Ek(λ) �= 0 и Dk(λ) �= 0 для k = 1, 2, . . . , r, где
r — ранг матрицы A, тогда как Ek(λ) = Dk(λ) = 0 для k =
= r + 1, . . . , n. Далее показать, что Ek(λ) = Dk(λ)

Dk−1(λ) (k = 1,
2, . . . , r; D0 = 1).

Следующие λ-матрицы привести к нормальной диагональ-
ной форме при помощи делителей миноров, определенных в
задаче 984.

985.

⎛⎝λ(λ − 1) 0 0
0 λ(λ − 2) 0
0 0 (λ− 1)(λ− 2)

⎞⎠.
986.

⎛⎝λ(λ − 1) 0 0
0 λ(λ − 2) 0
0 0 λ(λ− 3)

⎞⎠.
987.

⎛⎜⎜⎝
a11 0 0 0
0 a22 0 0
0 0 a33 0
0 0 0 a44

⎞⎟⎟⎠,
где a11 = (λ − 1)(λ − 2)(λ − 3), a22 = (λ − 1)(λ − 2)(λ − 4),
a33 = (λ − 1)(λ− 3)(λ− 4), a44 = (λ− 2)(λ− 3)(λ− 4).
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988.

⎛⎜⎜⎝
a2cd 0 0 0

0 b2cd 0 0
0 0 abc2 0
0 0 0 abd2

⎞⎟⎟⎠, где a, b, c, d — попарно

взаимно простые многочлены от λ.

989.

(
f(λ) 0

0 g(λ)

)
, где f(λ) и g(λ) — многочлены от λ.

990.

⎛⎝ 0 0 fg
0 fh 0
gh 0 0

⎞⎠, где f , g, h — многочлены от λ, по-

парно взаимно простые и имеющие старшие коэффициенты,
равные единице.

991.

⎛⎝fg 0 0
0 fh 0
0 0 gh

⎞⎠, где f , g, h — многочлены от λ со

старшими коэффициентами, равными единице, взаимно про-
стые в совокупности, но не обязательно попарно взаимно про-
стые.

992.

⎛⎝fg 0 0
0 fh 0
0 0 gh

⎞⎠, где f , g, h — любые многочлены от

λ со старшими коэффициентами, равными единице.

993.

⎛⎜⎜⎝
λ 1 0 0
0 λ 1 0
0 0 λ 1
0 0 0 λ

⎞⎟⎟⎠. 994.

⎛⎜⎜⎝
λ 1 0 0
0 λ 0 0
0 0 λ 1
0 0 0 λ

⎞⎟⎟⎠.

995.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ −1 0 0 0
0 λ −1 0 0
0 0 λ −1 0
0 0 0 λ −1
1 2 3 4 5 + λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

996.

⎛⎜⎜⎝
λ + α β 1 0
−β λ + α 0 1
0 0 λ + α β
0 0 −β λ + α

⎞⎟⎟⎠.
997.

⎛⎝2λ2 − 12λ + 16 2− λ 2λ2 − 12λ + 17
0 3− λ 0

λ2 − 6λ + 7 2− λ λ2 − 6λ + 8

⎞⎠.
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998.

⎛⎝3λ2 − 5λ + 2 0 3λ2 − 6λ + 3
2λ2 − 3λ + 1 λ− 1 2λ2 − 4λ + 2

2λ2 − 2λ 0 2λ2 − 4λ + 2

⎞⎠.

999.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
λ 1 1 . . . 1
0 λ 1 . . . 1
0 0 λ . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
Выяснить, эквивалентны ли между собой матрицы:
1000.

A =

⎛⎝ 3λ + 1 λ 4λ− 1
1− λ2 λ− 1 λ− λ2

λ2 + λ + 2 λ λ2 + 2λ

⎞⎠ ;

B =

⎛⎝λ + 1 λ− 2 λ2 − 2λ
2λ 2λ− 3 λ2 − 2λ
−2 1 1

⎞⎠ .

1001.

A =

⎛⎜⎜⎝
λ2 + λ + 1 3λ− λ2 2λ2 + λ λ2

λ2 + λ 3λ− λ2 2λ2 + λ λ2

λ2 − λ 2λ− λ2 2λ2 + λ λ2

λ2 −λ2 2λ2 λ2

⎞⎟⎟⎠ ;

B =

⎛⎜⎜⎝
3 λ2 + 1 3λ2 λ2

2 λ2 + 1 3λ2 λ2

0 λ2 3λ2 λ2

λ2 −λ2 2λ2 λ2

⎞⎟⎟⎠ .

1002.

A=

⎛⎜⎝ 3λ3−6λ2 +λ+3 2λ3−4λ2+3λ−1 λ3−2λ2+λ

3λ2−8λ+5 2λ2−4λ+1 λ2−2λ+1

3λ3−3λ2−5λ+6 2λ3−2λ2−λ+1 λ3−λ2−λ+1

⎞⎟⎠ ;

B =

⎛⎜⎝3λ3−9λ2 +7λ+1 2λ3−6λ2 +7λ−2 λ3−3λ2+3λ−1

3λ3−9λ2 +9λ−5 2λ3−6λ2 +6λ−1 λ3−3λ2+3λ−1

3λ3−9λ2 +5λ+5 2λ3−6λ2 +8λ−2 λ3−3λ2+3λ−1

⎞⎟⎠ ;

C =

⎛⎜⎝3λ2−3λ+1 λ2−λ 0

2λ2−λ−1 7λ−3λ2−4 λ2−2λ+1

5λ2−7λ+3 5λ−2λ2−3 λ2−2λ+1

⎞⎟⎠.
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1003. Будем называть λ-матрицу унимодулярной, если ее
определитель является многочленом нулевой степени относи-
тельно λ, т. е. константой, отличной от нуля. Найти нормаль-
ную диагональную форму унимодулярной λ-матрицы.

1004. Доказать, что матрица, обратная к λ-матрице, тогда
и только тогда будет λ-матрицей, когда данная матрица A
унимодулярна.
∗ 1005. Доказать утверждение: для того чтобы две прямо-

угольные λ-матрицы A и B, каждая из m строк и n столбцов,
были эквивалентны, необходимо и достаточно выполнение ра-
венства B = PAQ, где P и Q — унимодулярные λ-матрицы
порядков m и n соответственно. Показать, что требуемые мат-
рицы P и Q можно найти так: найдя ряд элементарных преоб-
разований, переводящий A в B, применить все преобразова-
ния строк в том же порядке к единичной матрице Em порядка
m, а все преобразования столбцов в том же порядке к еди-
ничной матрице En порядка n.

Для данной λ-матрицы A методом, указанным в задаче
1005, найти унимодулярные матрицы P , Q такие, что матрица
B = PAQ имеет нормальную диагональную форму (матрицы
P и Q определяются не однозначно):

1006. A =

(
λ2 − λ + 4 λ2 + 3
λ2 − 2λ + 3 λ2 − λ + 2

)
.

1007. A =

(
λ4 + 4λ3 + 4λ2 + λ + 2 λ3 + 4λ2 + 4λ

λ4 + 5λ3 + 8λ2 + 5λ + 2 λ3 + 5λ2 + 8λ + 4

)
.

1008. A=

⎛⎜⎝λ4+3λ3−5λ2+λ+1 2λ4+3λ3−5λ2+λ−1 2λ4+2λ3−4λ2

λ4−λ3+1 2λ4−λ3−λ2 2λ4−2λ3

λ4+2λ3−4λ2+λ+1 2λ4−2λ3−4λ2+λ−1 2λ4+λ3−3λ2

⎞⎟⎠ .
Для данных λ-матриц A и B найти унимодулярные

λ-матрицы P и Q, удовлетворяющие равенству B = PAQ
(матрицы P и Q определяются не однозначно (см. задачу
1005)):

1009.

A =
(

2λ2 − λ + 1 3λ2 − 2λ + 1
2λ2 + λ− 1 3λ2 + λ− 2

)
;

B =
(

3λ3 + 7λ + 2 3λ3 + 4λ− 1
2λ3 + 5λ + 1 2λ3 + 3λ− 1

)
.
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1010.

A =
(

2λ2 − λ− 1 2λ3 + λ2 − 3λ
λ2 − λ λ3 − λ

)
;

B =
(

λ3 − λ2 + λ− 1 2λ3 − λ2 + λ− 2
λ3 − λ2 2λ3 − λ2 − λ

)
.

1011.

A =

⎛⎜⎝ λ2 + λ− 1 λ + 1 λ2 − 2
λ3 + 2λ2 λ2 + 2λ + 1 λ3 + λ2 − 2λ− 1

λ3 + λ2 − λ + 1 λ2 + λ λ3 − 2λ + 1

⎞⎟⎠ ;

B =

⎛⎜⎝ 4λ + 3 2λ + 2 2λ2 − 2λ− 3
10λ + 2 5λ + 5 5λ2 − 5λ− 2

4λ2 − 7λ− 8 2λ2 − 3λ− 5 2λ3 − 7λ2 + 2λ + 8

⎞⎟⎠ .

1012.

A =

⎛⎝ λ3 − λ2 − λ + 1 2λ2 + 2λ λ3 + λ2

2λ3 − 3λ2 − 3λ + 2 5λ2 + 5λ 2λ3 + 2λ2

λ3 − λ λ2 + λ λ3 + λ2

⎞⎠ ;

B =

⎛⎝ λ2 + 2λ + 1 λ2 + λ 0
2λ2 + 3λ + 1 λ3 + 3λ2 + 2λ λ3 + λ2

3λ2 + 5λ + 2 2λ3 + 5λ2 + 3λ 2λ3 + 2λ2

⎞⎠ .

1013.

A =
(

λ2 + 3λ− 4 λ2 + 2λ− 3 λ2 + λ− 2
2λ2 + 3λ− 5 2λ2 + 2λ− 4 2λ2 + λ− 3

)
;

B =
(

2λ2 + 2λ− 4 3λ2 + 2λ− 5 λ2 + 2λ− 3
2λ2 + λ− 3 3λ2 + λ− 4 λ2 + λ− 2

)
.

1014.

A =

⎛⎝ λ3 + 6λ2 + 6λ + 5 λ3 + 4λ2 + 4λ + 3
λ3 + 3λ2 + 3λ + 2 λ3 + 2λ2 + 2λ + 1
2λ3 + 3λ2 + 3λ + 1 2λ3 + 2λ2 + 2λ

⎞⎠ ;

B =

⎛⎝ λ3 + λ2 + λ 2λ3 + λ2 + λ− 1
3λ3 + 2λ2 + 2λ− 1 6λ3 + 2λ2 + 2λ− 4

λ3 − λ2 − λ− 2 2λ3 − λ2 − λ− 3

⎞⎠ .
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Найти инвариантные множители следующих λ-матриц:

1015.

⎛⎝3λ2 + 2λ− 3 2λ− 1 λ2 + 2λ− 3
4λ2 + 3λ− 5 3λ− 2 λ2 + 3λ− 4
λ2 + λ− 4 λ− 2 λ− 1

⎞⎠.
1016.

⎛⎝3λ3 − 2λ + 1 2λ2 + λ− 1 3λ3 + 2λ2 − 2λ− 1
2λ3 − 2λ λ2 − 1 2λ3 + λ2 − 2λ− 1

5λ3 − 4λ + 1 3λ2 + λ− 2 5λ3 + 3λ2 − 4λ− 2

⎞⎠.
1017.

⎛⎜⎜⎜⎝
2λ3−λ2+2λ−1 2λ3−3λ2+2λ−3 λ3−2λ2+λ−2 5λ3−2λ2+5λ−2

λ3+λ2+λ+1 λ3−3λ2+λ−3 −λ3−λ2−λ−1 7λ3−λ2+7λ−1
λ3−2λ2+λ−2 λ3+λ 2λ3−λ2+2λ−1 −2λ3−λ2−2λ−1

3λ3−2λ2+3λ−2 3λ3−4λ2+3λ−4 2λ3−3λ2−2λ−3 6λ3−3λ2+6λ−3

⎞⎟⎟⎟⎠ .

1018.

⎛⎜⎜⎜⎝
λ3+λ2−λ+3 λ3−λ2+λ 2λ3+λ2−λ+4 λ3+λ2−λ+2

λ3+3λ2−3λ+6 λ3−3λ2+3λ−2 2λ3+3λ2−3λ+7 λ3+3λ2−3λ+4
λ3+2λ2−2λ+4 λ3−2λ2+2λ−1 2λ3+2λ2−2λ+5 λ3+2λ2−2λ+3
2λ3+λ2−λ+5 2λ3−λ2+λ+1 4λ3+λ2−λ+7 2λ3+λ2−λ+3

⎞⎟⎟⎟⎠ .

1019.

⎛⎜⎜⎜⎝
λ 1 2 3 . . . n
0 λ 1 2 . . . n− 1
0 0 λ 1 . . . n− 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . λ

⎞⎟⎟⎟⎠.

1020.

⎛⎜⎜⎜⎝
λ− α β β β . . . β

0 λ− α β β . . . β
0 0 λ− α β . . . β

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . λ− α

⎞⎟⎟⎟⎠
(порядок матрицы равен n).
Элементарными делителями λ-матрицы A называются

многочлены e1(λ), e2(λ), . . . , es(λ) со старшими коэффици-
ентами, равными единице, совпадающие с наивысшими сте-
пенями неприводимых множителей, входящими в разложения
инвариантных множителей E1(λ), E2(λ), . . . , En(λ) матрицы
A на неприводимые множители. При этом совокупность эле-
ментарных делителей матрицы A содержит каждый многочлен
Ei(λ) столько раз, сколько инвариантных множителей Ek(λ)
содержит его в своем разложении. Разложение на неприводи-
мые множители берется над тем полем, над которым рассмат-
риваются многочлены, являющиеся элементами матрицы A.
В дальнейшем, если не оговорено противное, рассматривают-
ся элементарные делители над полем комплексных чисел, т. е.
наивысшие степени многочленов вида λ− α, входящие в раз-
ложения инвариантных множителей матрицы A на линейные
множители.
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Найти элементарные делители следующих λ-матриц:

1021.

(
λ3 + 2 λ3 + 1

2λ3 − λ2 − λ + 3 2λ3 − λ2 − λ + 2

)
.

1022.

(
λ3 − 2λ2 + 2λ− 1 λ2 − 2λ + 1
2λ3 − 2λ2 + λ− 1 2λ2 − 2λ

)
.

1023.

⎛⎝ λ2 + 2 2λ + 1 λ2 + 1
λ2 + 4λ + 4 2λ + 3 λ2 + 4λ + 3
λ2 − 4λ + 3 2λ− 1 λ2 − 4λ + 2

⎞⎠.
1024.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ2−2λ−8 λ2+4λ+4 λ2−4 λ2−3λ−10

λ4+λ3−λ−10 2λ2+5λ+2 λ3+3λ2−λ−6 λ4+λ3−2λ−12

λ4+λ3−2λ2−3λ−6 λ2+4λ+4 λ4+λ3−2λ2−λ−2 λ4+λ3−2λ2−4λ−8

λ4+λ3−λ2+λ−2 λ2+λ−2 λ3+2λ2−λ−2 λ4+λ3−λ2+λ−2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

1025.

⎛⎜⎜⎜⎝
λ2−2 λ2+λ+3 λ2+2 λ2−3

λ2+3λ−1 λ2+3λ+3 λ2+2λ+1 λ2+3λ−2
2λ2−4 λ2+λ+4 λ2+3 2λ2−5

2λ2+3λ−3 λ2+3λ+4 λ2+2λ+2 2λ2+3λ−4

⎞⎟⎟⎟⎠.
Найти элементарные делители следующих λ-матриц в поле

рациональных, в поле действительных и в поле комплексных
чисел:

1026.

⎛⎝λ2 + 2 λ2 + 1 2λ2 − 2
λ2 + 1 λ2 + 1 2λ2 − 2
λ2 + 2 λ2 + 1 3λ2 − 5

⎞⎠.
1027.

⎛⎝ 2λ2 + 3 λ2 + 1 λ6 + 6λ4 + λ2 + 2
4λ2 + 11 2λ2 + 5 2λ6 + 12λ4 + 2λ2 − 26
2λ2 + 3 λ2 + 1 2λ6 + 12λ4 + λ2 − 30

⎞⎠.
1028.

⎛⎝ λ4+1 λ7−λ4+λ3−1 λ4−4λ3+4λ−5
2λ4+3 2λ7−2λ4+4λ3−2 3λ4−10λ3+λ2+10λ−14
λ4+2 λ7−λ4+2λ3−2 2λ4−6λ3+λ2+6λ−9

⎞⎠.
Найти нормальную диагональную форму квадратной

λ-матрицы, если известны ее элементарные делители, ранг r
и порядок n:

1029. λ + 1, λ + 1, (λ + 1)2, λ− 1, (λ− 1)2; r = 4, n = 5.
1030. λ + 2, (λ + 2)2, (λ + 2)3, λ− 2, (λ − 2)3; r = n = 4.
1031. λ− 1, λ− 1, (λ− 1)3, λ + 2, (λ + 2)2; r = 4; n = 5.
∗ 1032. Доказать, что совокупность элементарных делите-

лей диагональной λ-матрицы получается объединением (с над-
лежащими повторениями) совокупностей элементарных дели-
телей всех диагональных элементов этой матрицы.
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∗ 1033. Доказать, что совокупность элементарных делите-
лей клеточно диагональной λ-матрицы равна объединению
(с надлежащими повторениями) совокупностей элементарных
делителей всех ее диагональных клеток.

Пользуясь задачами 1032 и 1033, найти нормальную диа-
гональную форму следующих λ-матриц:

1034.

⎛⎜⎜⎝
λ(λ− 1)2 0 0 0

0 λ2(λ + 1) 0 0
0 0 λ2 − 1 0
0 0 0 λ(λ + 1)3

⎞⎟⎟⎠.

1035.

⎛⎜⎜⎝
λ2 − 4 0 0 0

0 λ2 + 2λ 0 0
0 0 λ3 − 2λ2 0
0 0 0 λ3 − 4λ

⎞⎟⎟⎠.

1036.

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 λ3+6λ2+9λ
0 0 λ3+λ2−6λ 0
0 λ2−4λ+4 0 0

λ4+λ3−6λ2 0 0 0

⎞⎟⎟⎠.

1037.

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 λ4+2λ2−2λ−1
0 0 λ4−2λ2+2λ−1 0
0 λ2+2λ+1 0 0

λ2−2λ+1 0 0 0

⎞⎟⎟⎠.

1038.

⎛⎜⎜⎝
λ2 + 2λ− 3 λ2 + λ− 2 0 0
2λ2 + 2λ− 4 2λ2 + λ− 3 0 0

0 0 λ + 1 λ + 2
0 0 λ2 − 1 λ2 + λ− 2

⎞⎟⎟⎠.

1039.

⎛⎜⎜⎝
λ2−λ−2 λ3+λ2−λ−1 0 0

λ2−4 λ3+2λ2−λ−2 0 0
0 0 λ+2λ λ2+6λ−2
0 0 λ2+λ−2 λ2+5λ−7

⎞⎟⎟⎠.

1040.

⎛⎜⎜⎝
0 0 λ3−λ2−λ−2 λ3−2λ−4
0 0 λ3+λ2−6λ λ2+λ−6

λ2−2λ+1 λ−2 0 0
λ3−2λ2+6λ−1 λ2−2λ+5 0 0

⎞⎟⎟⎠.

1041.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 λ2−2λ−3 λ3+λ2−9λ−9

0 0 0 λ2−λ−2 λ3+2λ2−5λ−6

0 0 λ2−2λ+1 0 0

λ2+2λ−3 λ2+λ−2 0 0 0

λ3+2λ2+λ−4 λ3+2λ2−3 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Определив эквивалентность и нормальную диагональную
форму целочисленных матриц так, как это сделано в задачах
942, 943, найти наибольшие общие делители Dk миноров k-го
порядка следующих матриц путем приведения их к нормаль-
ной диагональной форме с помощью элементарных преобразо-
ваний:

1042.

⎛⎜⎜⎝
0 2 4 −1
6 12 14 5
0 4 14 −1
10 6 −4 11

⎞⎟⎟⎠.

1043.

⎛⎜⎜⎝
0 6 −9 −3
12 24 9 9
30 42 45 27
66 78 81 63

⎞⎟⎟⎠.
1044. Доказать, что любую λ-матрицу ранга r элементар-

ными преобразованиями одних только строк (а также одних
только столбцов) можно привести к треугольному или трапе-
цеидальному виду, причем нули, по желанию, можно полу-
чить выше или ниже главной диагонали, и отличные от нуля
элементы будут находиться лишь в первых r строках (соот-
ветственно в первых r столбцах).
∗ 1045. Доказать, что каждую невырожденную λ-матрицу A

можно представить в виде A = PR, где P — унимодулярная
λ-матрица, а R — треугольная λ-матрица, элементы которой
на главной диагонали имеют старший коэффициент, равный
единице, ниже главной диагонали равны нулю, а выше главной
диагонали имеют степень, меньшую степени элемента главной
диагонали того же столбца (или равны нулю), причем такое
представление единственно.

§ 14. ПОДОБНЫЕ МАТРИЦЫ. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ И
МИНИМАЛЬНЫЙ МНОГОЧЛЕНЫ. ЖОРДАНОВА И
ДИАГОНАЛЬНАЯ ФОРМЫ МАТРИЦЫ.
ФУНКЦИИ ОТ МАТРИЦ

Все задачи этого параграфа ставятся в матричной фор-
ме. В частности, свойства характеристических чисел матри-
цы и приведение матрицы к жордановой форме рассматри-
ваются вне связи со свойствами собственных векторов и ин-
вариантных подпространств соответствующего линейного
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преобразования. Эта связь (в частности, отыскание базиса,
в котором матрица данного линейного преобразования имеет
жорданову форму) рассматривается в отделе 4. Это не мешает
использовать задачи данного параграфа при изучении свойств
линейных преобразований в той мере, в какой усвоена связь
линейных преобразований с их матрицами в каком-либо ба-
зисе.

1046. Матрица A называется подобной матрице B (что
обозначается так: A ≈ B), если существует невырожденная
матрица T такая, что B = T−1AT . Показать, что соотношение
подобия обладает следующими свойствами:

а) A ≈ A;
б) если A ≈ B, то B ≈ A;
в) если A ≈ B и B ≈ C, то A ≈ C.

1047. Доказать, что если хотя бы одна из двух матриц A,
B невырожденна, то матрицы AB и BA подобны.

Привести пример двух вырожденных матриц A, B, для
которых матрицы AB и BA не будут подобны.
∗ 1048. Найти все матрицы, каждая из которых подобна

только самой себе.
1049. Пусть матрица B получена из A перестановкой i-й

и j-й строк, а также i-го и j-го столбцов. Доказать, что A и
B подобны и найти невырожденную матрицу T , для которой
B = T−1AT .
∗ 1050. Показать, что матрица A подобна матрице B, полу-

ченной из A зеркальным отражением в ее центре.
1051. Пусть i1, i2, . . . , in — любая перестановка чисел 1,

2, . . . n. Доказать, что матрицы

A =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

⎞⎟⎟⎠ и B =

⎛⎜⎜⎝
ai1i1 ai1i2 . . . ai1in

ai2i1 ai2i2 . . . ai2in

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
aini1 aini2 . . . ainin

⎞⎟⎟⎠
подобны.

1052. Пусть даны матрицы A и B, подобные между со-
бой. Показать, что совокупность всех невырожденных матриц
T , для которых B = T−1AT , получится из совокупности всех
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невырожденных матриц, перестановочных с A, путем умноже-
ния этих матриц справа на одну любую матрицу T0 со свой-
ством B = T−1

0 AT0.
1053. Доказать, что если матрица A подобна диагональ-

ной матрице, то и p-я ассоциированная с ней матрица Ap (за-
дача 969) также подобна диагональной матрице.

1054. Доказать, что если матрицы A и B подобны диаго-
нальным матрицам, то их кронекеровское произведение A×B
(задача 963) также является матрицей, подобной диагональ-
ной матрице.

1055. Доказать, что если матрицы A и B подобны, то и
p-е ассоциированные с ними матрицы Ap и Bp (взятые при
любых двух расположениях сочетаний по p из n номеров строк
и столбцов) также подобны.

1056. Доказать, что если матрицы A1, B1 подобны соот-
ветственно матрицам A2, B2, то кронекеровские произведения
A1 × B1 и A2 × B2 (взятые при любых двух расположениях
пар индексов) также подобны между собой.

1057. Доказать, что если квадратная λ-матрица B пред-
ставляется в виде B = B0λ

s + B1λ
s−1 + · · · + Bs, где B0,

B1, . . . , Bs — матрицы, не зависящие от λ, и матрица B0

невырожденна, то любую квадратную λ-матрицу A того же
порядка, что и B, можно разделить на B слева или справа,
т. е. существуют правые частное Q1 и остаток R1 такие, что
A = BQ1 + R1, и левые частное Q2 и остаток R2 такие, что
A = Q2B +R2, причем степени элементов матриц R1 и R2 от-
носительно λ ниже s и обе пары Q1, R1 и Q2, R2 определены
однозначно.

1058. Матрицу

A =

⎛⎝ −2λ2 + 5λ + 3 −λ2 + 3λ + 2 −λ + 6
−3λ2 + 7λ + 11 −3λ2 + 9λ + 1 −2λ + 8
−λ2 + 2λ + 8 −2λ2 + 5λ + 3 −λ + 4

⎞⎠

разделить слева на B − λE, где B =

⎛⎝2 1 −1
2 1 2
1 −1 3

⎞⎠.
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1059. Матрицу

A =

⎛⎜⎝ −λ3 + λ2 + 3λ + 6 λ2 + 2λ λ2 + 2λ + 6
−2λ3 + 2λ2 + 9λ + 8 λ2 + 6λ + 1 2λ2 + 7λ + 8
−λ3 + λ2 + 3λ + 5 λ2 + 2λ− 9 λ2 + 5λ− 2

⎞⎟⎠

разделить справа на B − λE, где B =

⎛⎝1 2 1
3 2 3
1 2 3

⎞⎠.
∗ 1060. Доказать, что если две матрицы A и B с число-

выми элементами (или с элементами из некоторого поля P )
подобны, то их характеристические матрицы A−λE и B−λE
эквивалентны.
∗ 1061. Доказать, что если характеристические матрицы A−

− λE и B − λE двух матриц A и B эквивалентны, то сами
эти матрицы подобны. При этом показать, что если B−λE =
= P (A−λE)Q, где P и Q — унимодулярные λ-матрицы и P0,
Q0 — остатки при делении P слева, а Q справа на B − λE,
то B = P0AQ0 и P0Q0 = E, т. е. матрица Q0 осуществляет
подобное преобразование матрицы A в матрицу B.

1062. Доказать, что любая квадратная матрица A подобна
своей транспонированной матрице A′.

Выяснить, являются ли подобными между собой следую-
щие матрицы:

1063. A =

⎛⎝3 2 −5
2 6 −10
1 2 −3

⎞⎠; B =

⎛⎜⎝6 20 −34
6 32 −51
4 20 −32

⎞⎟⎠.
1064. A =

⎛⎜⎝6 6 −15
1 5 −5
1 2 −2

⎞⎟⎠; B =

⎛⎜⎝ 37 −20 −4
34 −17 −4
119 −70 −11

⎞⎟⎠.
1065. A =

⎛⎜⎝4 6 −15
1 3 −5
1 2 −4

⎞⎟⎠; B =

⎛⎜⎝ 1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8

⎞⎟⎠;
C =

⎛⎜⎝−13 −70 119
−4 −19 34
−4 −20 35

⎞⎟⎠.
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1066. A =

⎛⎜⎜⎜⎝
14 −2 −7 −1
20 −2 −11 −2
19 −3 −9 −1
−6 1 3 1

⎞⎟⎟⎟⎠; B =

⎛⎜⎜⎜⎝
4 10 −19 4
1 6 −8 3
1 4 −6 2
0 −1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎠;

C =

⎛⎜⎜⎜⎝
41 −4 −26 −7
14 −13 −91 −18
40 −4 −25 −8
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠.
Пользуясь методом, указанным в задаче 1061, для данных

матриц A и B найти невырожденную матрицу T такую, что
B = T−1AT (искомая матрица T определена не однозначно):

∗ 1067. A =

(
5 −1
9 −1

)
; B =

(
38 −81
16 −34

)
.

∗ 1068. A =

(
17 −6
45 −16

)
; B =

(
14 −60
3 −13

)
.

1069. A =

⎛⎜⎝3 −2 1
2 −2 2
3 −6 5

⎞⎟⎠; B =

⎛⎜⎝24 −11 −22
20 −8 −20
12 −6 −10

⎞⎟⎠.
∗ 1070. Доказать, что коэффициенты характеристического

многочлена |A−λE| матрицы A следующим образом выража-
ются через элементы этой матрицы:

|A− λE| = (−λ)n + c1(−λ)n−1 + c2(−λ)n−2 + · · ·+ cn,

где ck есть сумма всех главных миноров порядка k матрицы
A (минор называется главным, если номера занимаемых им
строк совпадают с номерами столбцов).
∗ 1071. Найти характеристические числа (корни характери-

стического многочлена) матрицы A′A, где A = (a1, a2, . . . , an)
и A′ — матрица, полученная транспонированием A.

1072. Доказать, что сумма характеристических чисел мат-
рицы A равна ее следу (т. е. сумме элементов главной диаго-
нали), а произведение этих чисел равно определителю |A|.

1073. Доказать, что все характеристические числа матри-
цы A отличны от нуля тогда и только тогда, когда матрица A
невырожденна.
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∗ 1074. Пусть p > 0 — кратность корня λ0 характеристиче-
ского многочлена |A− λE| матрицы A порядка n, r — ранг и
d = n−r — дефект матрицы A−λ0E. Доказать справедливость
неравенств

a � d = n− r � p.

1075. Привести примеры матриц n-го порядка, для кото-
рых первое или второе неравенства предыдущей задачи обра-
щаются в равенство, т. е. d = 1 или d = p.
∗ 1076. Доказать, что характеристические числа обратной

матрицы A−1 равны (с учетом их кратности) обратным вели-
чинам для характеристических чисел матрицы A.
∗ 1077. Доказать, что характеристические числа матрицы

A2 равны (с учетом их кратности) квадратам характеристи-
ческих чисел матрицы A.
∗ 1078. Доказать, что характеристические числа матрицы

Ap равны (с учетом их кратности) p-м степеням характери-
стических чисел матрицы A.
∗ 1079. Пусть ϕ(λ) = |A−λE| — характеристический много-

член, λ1, λ2, . . . , λn — характеристические числа матрицы A и
f(λ) — произвольный многочлен. Доказать, что определитель
матрицы f(A) удовлетворяет равенству |f(A)| =
= f(λ1)f(λ2) . . . f(λn) = R(f, ϕ), где R(f, ϕ) — результат мно-
гочленов f и ϕ. Если же определять характеристический мно-
гочлен как ϕ(λ) = |λE −A|, то

|f(A)| = R(ϕ, f).

Напоминаем, что результантом двух многочленов

f(x) = a0

n∏
i=1

(x− αi) и g(x) = b0

s∏
j=1

(x− βj)

называется число

R(f,g)= as
0b

n
0

n∏
i=1

s∏
j=1

(αi−βj)= as
0

n∏
i=1

g(αi)= (−1)nsbn
0

s∏
j=1

f(βj).

∗ 1080. Доказать, что если λ1, λ2, . . . , λn — характеристи-
ческие числа матрицы A и f(x) — многочлен, то f(λ1), f(λ2),
. . . , f(λn) будут характеристическими числами матрицы f(A).
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∗ 1081. Доказать, что если λ1, λ2, . . . , λn — характеристи-
ческие числа матрицы A и f(x) = g(x)

h(x) — рациональная функ-
ция, определенная для значения x = A (т. е. удовлетворяющая
условию |h(A)| �= 0), то |f(A)| = f(λ1)f(λ2) . . . f(λn) и числа
f(λ1), f(λ2),. . . , f(λn) будут характеристическими числами
матрицы f(A).
∗ 1082. Доказать, что если A и B — квадратные матрицы

одинакового порядка, то характеристические многочлены мат-
риц AB и BA совпадают.
∗ 1083. Найти характеристические числа циклической мат-

рицы

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a1 a2 a3 . . . an

an a1 a2 . . . an−1

an−1 an a1 . . . an−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2 a3 a4 . . . a1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

∗ 1084. Найти характеристические числа матрицы n-го по-
рядка

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 −1 0 0 . . . 0 0
1 0 −1 0 . . . 0 0
0 1 0 −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

∗ 1085. Жордановой матрицей называется клеточно-
диагональная матрица с диагональными клетками вида⎛⎜⎜⎝

α 1 0 . . . 0
0 α 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . α

⎞⎟⎟⎠ ,

называемыми клетками Жордана. Жордановой формой мат-
рицы A называется жорданова матрица Aj , подобная мат-
рице A.

Пользуясь теоремой о том, что совокупность элементар-
ных делителей клеточно-диагональной матрицы равна объ-
единению совокупностей элементарных делителей ее диаго-
нальных клеток (см. задачу 1033), доказать, что над полем
комплексных чисел (или над любым полем, содержащим все
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характеристические матрицы A) любая матрица A имеет жор-
данову форму, и притом единственную, с точностью до поряд-
ка клеток.

Написать жорданову форму Aj матрицы A, если даны ин-
вариантные множители Ei(λ) (i = 1, 2, . . . , n) ее характери-
стической матрицы A− λE:

1086. E1(λ) = E2(λ) = 1, E3(λ) = E4(λ) = λ − 1,
E5 = E6(λ) = (λ− 1)(λ + 2).

1087. E1(λ) = E2(λ) = E3(λ) = 1, E4(λ) = λ + 1,
E5(λ) = (λ + 1)2, E6(λ) = (λ + 1)2(λ− 5).

1088. E1(λ) = E2(λ) = 1, E3(λ) = λ− 2, E4(λ) = λ2 − 4.

1089. Доказать, что для любой квадратной λ-матрицы
A(λ) порядка n, определитель которой есть многочлен от λ
степени n, существует числовая матрица B порядка n такая,
что матрица A(λ) эквивалентна характеристической матрице
B − λE.

Найти жорданову форму следующих матриц:

1090.

⎛⎝ 0 1 0
−4 4 0
−2 −1 2

⎞⎠.
1091.

⎛⎝2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

⎞⎠.
1092.

⎛⎝ 9 −6 −2
18 −12 −3
18 −9 −6

⎞⎠.
1093.

⎛⎝4 6 −15
1 3 −5
1 2 −4

⎞⎠.
1094.

⎛⎝0 −4 0
1 −4 0
1 −2 −2

⎞⎠.
1095.

⎛⎝12 −6 −2
18 −9 −3
18 −9 −3

⎞⎠.
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1096.

⎛⎝4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

⎞⎠.
1097.

⎛⎝5 −3 2
6 −4 4
4 −4 5

⎞⎠.
1098.

⎛⎝ 1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8

⎞⎠.
1099.

⎛⎝ 7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13

⎞⎠.
1100.

⎛⎝1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

⎞⎠.
1101.

⎛⎝α 0 0
0 α 0
α 0 α

⎞⎠, где α �= 0.

1102.

⎛⎝3 −1 0
6 −3 2
8 −6 5

⎞⎠.
1103.

⎛⎝4 6 −15
3 4 −12
2 3 −8

⎞⎠.
1104.

⎛⎝ 4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

⎞⎠.
1105.

⎛⎜⎜⎝
1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8

⎞⎟⎟⎠.

1106.

⎛⎜⎜⎝
3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1

⎞⎟⎟⎠.
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1107.

⎛⎜⎜⎝
3 −4 0 2
4 −5 −2 4
0 0 3 −2
0 0 2 −1

⎞⎟⎟⎠.

1108.

⎛⎜⎜⎝
3 −1 1 −7
9 −3 −7 −1
0 0 4 −8
0 0 2 −4

⎞⎟⎟⎠.

1109.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 0 . . . 0 0
0 1 −1 0 . . . 0 0
0 0 1 −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
порядок матрицы равен n.

1110.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 1 . . . 1
0 1 1 1 . . . 1
0 0 1 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,
порядок матрицы равен n.

1111.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 . . . n
0 1 2 3 . . . n− 1
0 0 1 2 . . . n− 2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

1112.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
n n− 1 n− 2 . . . 1
0 n n− 1 . . . 2
0 0 n . . . 3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . n

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

1113.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 . . . 0
1 2 0 0 . . . 0
1 2 3 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 4 . . . n

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
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1114.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 α 0 0 . . . 0
0 0 α 0 . . . 0
0 0 0 α . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . α
α 0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
1115. Найти жорданову форму матрицы вида⎛⎜⎜⎜⎜⎝

α a12 a13 . . . a1n

0 α a23 . . . a2n

0 0 α . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . α

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
при условии, что a12a23 . . . an−1,n �= 0.

1116. Доказать, что если характеристический многочлен
|A − λE| матрицы A не имеет кратных корней, то A подобна
диагональной матрице (элементы матрицы T , преобразующей
A к диагональной форме, принадлежат тому полю, которое
содержит все характеристические числа матрицы A).

1117. Доказать, что матрица A над данным полем P то-
гда и только тогда подобна диагональной матрице, когда по-
следний инвариантный множитель En(λ) характеристической
матрицы A − λE не имеет кратных корней и все его корни
принадлежат полю P .

Выяснить, являются ли следующие матрицы подобными
диагональным матрицам в полях рациональных, веществен-
ных и комплексных чисел:

1118.

⎛⎝5 2 −3
4 5 −4
6 4 −4

⎞⎠. 1119.

⎛⎝8 15 −36
8 21 −46
5 12 −27

⎞⎠.
1120.

⎛⎝ 4 7 −5
−4 5 0
1 9 −4

⎞⎠. 1121.

⎛⎝4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7

⎞⎠.
1122. Доказать, что если последний инвариантный мно-

житель En(λ) характеристической матрицы A − λE для мат-
рицы A порядка n имеет степень n, то все диагональные эле-
менты различных клеток жордановой формы матрицы A раз-
личны между собой.
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1123. Доказать, что матрица A тогда и только тогда ниль-
потентна (т. е. Ak = 0 при некотором натуральном k), когда
все ее характеристические числа равны нулю.

1124. Доказать, что нильпотентная матрица, отличная от
нулевой, не приводится преобразованием подобия к диаго-
нальной форме.

1125. Найти жорданову форму идемпотентной матрицы
A (т. е. матрицы, обладающей свойством A2 = A).

1126. Доказать, что инволютивная матрица A (т. е. мат-
рица, обладающая свойством A2 = E) подобна диагональной
матрице, и найти вид этой диагональной матрицы.

1127. Доказать, что периодическая матрица A (т. е. мат-
рица, обладающая свойством Ak = E при некотором нату-
ральном k) подобна диагональной матрице, и найти вид этой
диагональной матрицы.

1128. Найти минимальный многочлен (определение дано
в задаче 830):

а) единичной матрицы,
б) нулевой матрицы.

1129. Для каких матриц минимальный многочлен имеет
вид λ− α, где α — число?

1130. Найти минимальный многочлен клетки Жордана по-
рядка n с числом α на диагонали.

1131. Доказать, что минимальный многочлен клеточно-
диагональной матрицы равен наименьшему общему кратному
минимальных многочленов ее диагональных клеток.

1132. Доказать, что минимальный многочлен матрицы A
равен последнему инвариантному множителю En(λ) ее харак-
теристической матрицы A− λE.

1133. Доказать, что некоторая степень минимального мно-
гочлена матрицы A делится на характеристический многочлен
той же матрицы.

Найти минимальные многочлены следующих матриц:

1134.

⎛⎝3 1 −1
0 2 0
1 1 1

⎞⎠. 1135.

⎛⎝ 4 −2 2
−5 7 −5
−6 6 −4

⎞⎠.
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1136. Доказать, что для подобия двух матриц необходимо
(но не достаточно), чтобы они имели одинаковые характери-
стический и минимальный многочлены. Привести пример двух
неподобных матриц, у которых характеристический многочлен
ϕ(λ) и минимальный многочлен ψ(λ) одни и те же.

1137. Найти k-ю степень Ak жордановой клетки

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α 1 0 0 . . . 0 0
0 α 1 0 . . . 0 0
0 0 α 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . α 1
0 0 0 0 . . . 0 α

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ порядка n.

1138. Доказать, что значение многочлена f(x) от клетки
Жордана A порядка n с числом α на главной диагонали

A =

⎛⎜⎜⎝
α 1 0 . . . 0
0 α 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . α

⎞⎟⎟⎠
определяется формулой

f(A) =

⎛⎜⎜⎜⎝
f(α) f ′(α)

1!
f ′′(α)

2!
f ′′′(α)

3! . . . f(n−1)(α)
(n−1)!

0 f(α) f ′(α)
1!

f ′′(α)
2! . . . f(n−2)(α)

(n−2)!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . f(α)

⎞⎟⎟⎟⎠ .

1139. Решить задачу 1080, пользуясь жордановой формой
матрицы A.

1140. Найти жорданову форму квадрата жордановой клет-
ки, на диагонали которой стоит число α �= 0.
∗ 1141. Найти жорданову форму квадрата жордановой клет-

ки с нулем на главной диагонали (нильпотентная клетка Жор-
дана).

1142. Пусть Xj — жорданова форма матрицы X . Доказать
равенство (A + αE)j = Aj + αE, где A — любая квадратная
матрица и α — число.
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∗ 1143. Найти жорданову форму матрицы⎛⎜⎜⎝
α 0 1 0 . . . 0
0 α 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . α

⎞⎟⎟⎠ порядка n � 3.

∗ 1144. Доказать, что любую квадратную матрицу можно
представить в виде произведения двух симметрических мат-
риц, одна из которых невырожденна.
∗ 1145. Зная характеристические числа матрицы A, найти

характеристические числа p-й ассоциированной с ней матрицы
Ap (определение дано в задаче 969).
∗ 1146. Зная характеристические числа двух квадратных

матриц — A порядка p и B порядка q, — найти характе-
ристические числа их кронекеровского произведения A × B
(определение дано в задаче 963).
∗ 1147. Пусть ψ(λ) = (λ − λ1)r1(λ − λ2)r2 . . . (λ − λs)rs —

минимальный многочлен матрицы A степени r = r1 + r2 +
+ · · ·+ rs. Здесь rk — кратность λk как корня минимального
многочлена ψ(λ).

Если для функции f(λ) существуют числа

f(λk), f ′(λk), f ′′(λk), . . . , f (rk−1)(λk)
(k = 1, 2, . . . , s),

(1)

то говорят, что функция f(λ) определена на спектре мат-
рицы A, и систему чисел (1) называют системой значений
функций f(λ) на спектре матрицы A. Доказать, что значе-
ния многочленов g(λ) и h(λ) от матрицы A совпадают, т. е.
g(A) = h(A), тогда и только тогда, когда совпадают значения
этих многочленов на спектре матрицы A.

1148. Пусть функция f(λ) определена на спектре матрицы
A (в смысле предыдущей задачи). Доказать, что если суще-
ствует хотя бы один многочлен, значение которого на спектре
матрицы A совпадает со значениями f(λ), то таких многочле-
нов будет бесконечно много и среди них существует один и
только один, имеющий степень, меньшую степени минималь-
ного многочлена матрицы A. Этот многочлен r(λ) называется
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интерполяционным многочленом Лагранжа–Сильвестера
функции f(λ) на спектре матрицы A. Его значение от мат-
рицы A по определению принимается за значение функции
f(λ) от этой матрицы: f(A) = r(A).

1149. Доказать, что если функция f(λ) определена на
спектре матрицы A и характеристический многочлен |A−λE|
не имеет кратных корней, то интерполяционный многочлен
Лагранжа–Сильвестера r(λ) существует, и, значит, матрица
f(A) имеет смысл. Найти вид r(λ) и f(A).

1150. Доказать, что если функция f(λ) определена на
спектре матрицы A и минимальный многочлен этой матри-
цы ψ(λ) = (λ − λ1) . . . (λ − λs) не имеет кратных корней, то
интерполяционный многочлен Лагранжа — Сильвестера r(λ)
существует и матрица f(A) имеет смысл. Найти выражение
для вычисления f(A).
∗ 1151. Доказать, что если функция f(λ) определена на

спектре матрицы A, то определение матрицы f(A) (данное
в задаче 1148) имеет смысл, т. е. существует интерполяци-
онный многочлен Лагранжа–Сильвестера r(λ). Пусть ψ(λ) =
= (λ−λ1)r1 . . . (λ−λs)rs — минимальный многочлен матрицы
A, где корни λ1, . . . , λs различны между собой, и

ψk(λ) =
ψ(λ)

(λ− λk)rk
(k = 1, 2, . . . , s).

Показать, что

r(λ)=
s∑

k=1

[αk,1+αk,2(λ−λk)+···+αk,rk
(λ−λk)rk−1]·ψk(λ), (1)

где числа αk,j определяются из равенств

αk,j =
1

(j−1)!

[
f(λ)
ψk(λ)

](j−1)

λ=λk

(j=1,2,...,rk; k=1,2,...,s), (2)

т. е. выражение в квадратных скобках в равенстве (1) равно
сумме первых rk членов разложения в ряд Тейлора по степе-
ням разности λ− λk для функции

f(λ)
ψk(λ) .

1152. Пусть ψ(λ) = (λ− λ1)2(λ − λ2)3 (λ1 �= λ2) — мини-
мальный многочлен матрицы A и f(λ) — функция,
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определенная на спектре этой матрицы. Написать выражение
для матрицы f(A), пользуясь предыдущей задачей.

1153. Доказать, что если матрицы A и B подобны, причем
B = T−1AT и для функции f(λ) матрица f(A) существует, то
и матрица f(B) существует и подобна f(A), причем f(B) =
= T−1f(A)T с той же матрицей T .
∗ 1154. Доказать, что если матрица A клеточно-диаго-

нальная

A =

⎛⎜⎜⎜⎝
A1 0

A2

. . .
0 As

⎞⎟⎟⎟⎠
и функция f(λ) определена на спектре матрицы A, то

f(A) =

⎛⎜⎜⎜⎝
f(A1) 0

f(A2)
. . .

0 f(As)

⎞⎟⎟⎟⎠ .

1155. Найти интерполяционный многочлен Лагранжа —
Сильвестера r(λ) и значение f(A) функции f(λ) для матрицы

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Для каких функций f(λ) значение f(A) имеет смысл?
1156. Решить задачу, аналогичную предыдущей, для

матрицы

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α 1 0 . . . 0 0
0 α 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . α 1
0 0 0 . . . 0 α

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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1157. Показать, что если матрица A подобна диаго-
нальной

A = T−1

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1 0

λ2

. . .
0 λn

⎞⎟⎟⎟⎠T

и для функции f(λ) матрица f(A) существует, то и f(A) по-
добна диагональной матрице, причем

f(A) = T−1

⎛⎜⎜⎜⎝
f(λ1) 0

f(λ2)
. . .

0 f(λn)

⎞⎟⎟⎟⎠T

с той же матрицей T .
1158. Доказать, что если f(λ) = g(λ) + h(λ) и матрицы

g(A) и h(A) существуют, то и матрица f(A) существует, при-
чем f(A) = g(A) + h(A).

1159. Доказать, что если f(λ) = g(λ)h(λ) и матрицы g(A)
и h(A) существуют, то и матрица F (A) существует, причем
f(A) = g(A)h(A).
∗ 1160. Показать, что функция f(λ) = 1

λ определена для
всех невырожденных матриц A и только для них, причем
f(A) = A−1.

1161. Доказать, что если λ1, λ2, . . . , λn — характеристи-
ческие числа матрицы A и функция f(λ) имеет смысл при
λ = A, то f(λ1), f(λ2), . . . , f(λn) будут характеристическими
числами матрицы f(A).

Вычислить следующие значения функций от матриц, поль-
зуясь интерполяционным многочленом Лагранжа–Сильвестера
и задачами 1148–1152 или находя матрицу, дающую преобра-
зование подобия данной матрицы к ее жордановой форме и
применяя задачи 1154, 1156, 1153:

1162. A100, где A =
(

0 2
−3 5

)
.

1163. A50, где A =
(

1 1
−1 3

)
.
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1164.
√

A, где A =
(

3 1
−1 5

)
.

1165.
√

A, где A =
(

6 2
3 7

)
.

1166. eA, где A =
(

4 −2
6 −3

)
.

1167. eA, где A =
(

3 −1
1 1

)
.

1168. eA, где A =

⎛⎝4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7

⎞⎠.
1169. ln A, где A =

⎛⎝4 −15 6
1 −4 2
1 −5 3

⎞⎠.
1170. sin A, где A =

(
π − 1 1
−1 π + 1

)
.

∗ 1171. Доказать, что равенство sin 2A = 2 sinA cosA спра-
ведливо для любой квадратной матрицы A.
∗ 1172. Доказать, что матрица eA существует и невырож-

денна для любой квадратной матрицы A.
1173. Найти определитель матрицы eA, где A — квадрат-

ная матрица порядка n.
∗ 1174. Пусть функция f(λ) имеет смысл при λ = A. Дока-

зать, что определитель матрицы f(A) удовлетворяет равенству
|f(A)| = f(λ1)f(λ2) . . . f(λn), где λ1, λ2, . . . , λn — характери-
стические числа матрицы A (с учетом их кратности).

§ 15. КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ1

В этом параграфе, кроме задач на квадратичные формы,
помещены задачи на свойства симметрических и ортогональ-
ных матриц, связанные с теорией квадратичных форм. Здесь
применяется следующая терминология: под линейным преоб-
разованием понимается преобразование неизвестных вида

x1 = q11y1 + q12y2 + · · ·+ q1nyn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = qn1y1 + qn2y2 + · · ·+ qnnyn.

1Задачи на билинейные и квадратичные функции даны в § 24.
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Матрица

Q =

⎛⎜⎜⎝
q11 q12 . . . q1n

q21 q22 . . . q2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
qn1 qn2 . . . qnn

⎞⎟⎟⎠ ,

составленная из коэффициентов преобразования в соответ-
ственном порядке, называется матрицей этого преобразова-
ния. Линейное преобразование называется невырожденным,
если его матрица невырожденна. Две квадратичные формы
называются эквивалентными, если одна из них переводит-
ся в другую посредством невырожденного линейного преоб-
разования. Каноническим видом данной квадратичной формы
называется эквивалентная с ней форма, не содержащая про-
изведений неизвестных, а нормальным видом — такой кано-
нический вид, в котором коэффициенты при квадратах неиз-
вестных (не считая нулевых) равны ±1 для вещественной и
+1 для комплексной области.

Найти нормальный вид в области вещественных чисел сле-
дующих квадратичных форм:

1175. x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

1176. x2
1 − 2x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3.

1177. x2
1 − 3x2

3 − 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3.
1178. x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4.
1179. x2

1+2x2
2+x2

4+4x1x2+4x1x3+2x1x4+2x2x3+2x2x4+
+ 2x3x4.

Найти нормальный вид и невырожденное линейное преоб-
разование, приводящее к этому виду, для следующих квад-
ратичных форм (ввиду неоднозначности искомого линейного
преобразования ответ может получиться отличным от приве-
денного ниже):

1180. x2
1 + 5x2

2 − 4x2
3 + 2x1x2 − 4x1x3.

1181. 4x2
1 + x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3.

1182. x1x2 + x1x3 + x2x3.
1183. 2x2

1 + 18x2
2 + 8x2

3 − 12x1x2 + 8x1x3 − 27x2x3.
1184. −12x2

1 − 3x2
2 − 12x2

3 + 12x1x2 − 24x1x3 + 8x2x3.
1185. x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1.
1186. 3x2

1 + 2x2
2 − x2

3 − 2x2
4 + 2x1x2 − 4x2x3 + 2x2x4.
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Следующие квадратичные формы привести к каноническо-
му виду с целыми коэффициентами посредством невырожден-
ного линейного преобразования с рациональными коэффици-
ентами и найти выражение новых неизвестных через старые:

1187. 2x2
1 + 3x2

2 + 4x2
3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3.

1188. 3x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 4x1x2 − 3x1x3 − x2x3.

1189. 1
2x2

1 + 2x2
2 + 3x2

4 − x1x2 + x2x3 − x3x4.

Для следующих квадратичных форм найти невырожденное
линейное преобразование, переводящее форму f в форму g
(искомое преобразование определено не однозначно):

1190.

f = 2x2
1 + 9x2

2 + 3x2
3 + 8x1x2 − 4x1x3 − 10x2x3;

g = 2y2
1 + 3y2

2 + 6y2
3 − 4y1y2 − 4y1y3 + 8y2y3.

1191.

f = 3x2
1 + 10x2

2 + 25x2
3 − 12x1x2 − 18x1x3 + 40x2x3;

g = 5y2
1 + 6y2

2 + 12y1y2.

1192.

f = 5x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 + 8x1x2 + 6x1x3 + 6x2x3;

g = 4y2
1 + y2

2 + 9y2
3 − 12y1y3.

Следующие квадратичные формы привести к каноническо-
му виду и найти выражение новых неизвестных через старые
(ответ не однозначен):

1193.
∑n

i,j=1 aiajxixj , где не все числа a1, a2, . . . , an рав-
ны нулю.

1194.
∑n

i=1 x2
i +

∑n
i<j xixj .

∗ 1195.
∑n

i<j xixj .

1196.
∑n−1

i=1 xixi+1.
∗ 1197.

∑n
i=1(xi − s)2, где s = x1+x2+···+xn

n .
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∗ 1198.
∑n

i<j |i− j| · xixj .
∗ 1199. Пусть дана квадратичная форма

f = l21 + l22 + · · ·+ l2p − l2p+1 − l2p+2 − · · · − l2p+q,

где l1, l2, . . . , lp, lp+1, lp+2, . . . , lp+q — вещественные линей-
ные формы от x1, x2, . . . , xn. Доказать, что положительный
индекс инерции (т. е. число положительных коэффициентов в
каноническом виде) формы f не превосходит p, а отрицатель-
ный индекс инерции не превосходит q.
∗ 1200. Доказать, что если от каждой из двух форм f , g к

другой можно перейти каким-нибудь (не обязательно невы-
рожденным) линейным преобразованием, то эти формы экви-
валентны.

Выяснить, какие из следующих форм эквивалентны между
собой в области вещественных чисел:

1201. f1 = x2
1 − x2x3; f2 = y1y2 − y2

3; f3 = z1z2 + z2
3 .

1202.

f1 = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3;

f2 = y2
1 + 2y2

2 − y2
3 + 4y1y2 − 2y1y3 − 4y2y3;

f3 = −4z2
1 − z2

2 − z2
3 − 4z1z2 + 4z1z3 + 18z2z3.

1203. Показать, что все квадратичные формы от n неиз-
вестных можно разбить на классы так, что две формы будут
эквивалентны тогда и только тогда, когда они принадлежат к
одному и тому же классу. Найти число этих классов в ком-
плексной и вещественной областях.

1204. Какими значениями ранга и сигнатуры характери-
зуются те классы вещественно эквивалентных квадратичных
форм, для которых форма f эквивалентна форме −f .

1205. Найти число классов эквивалентности в области ве-
щественных чисел форм от n неизвестных, имеющих задан-
ную сигнатуру s.

1206. Доказать, что для распадения квадратичной формы
в произведение двух линейных форм необходимо и достаточно
выполнение условий: а) в области вещественных чисел: ранг
не превосходит двух, а при ранге два сигнатура равна нулю;
б) в области комплексных чисел: ранг не превосходит двух.
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1207. Доказать, что квадратичная форма f тогда и только
тогда является положительно определенной, когда ее матрица
представляется в виде A = C′C, где C — невырожденная
вещественная матрица и C′ — матрица, транспонированная
к C.

1208. Пользуясь задачами 913, 951 и 1207, доказать, что
квадратичная форма тогда и только тогда является положи-
тельно определенной, когда все ее угловые миноры положи-
тельны. Под угловым минором квадратичной формы понимает-
ся минор k-го порядка, стоящий в первых k строках и первых
k столбцах ее матрицы (k = 1, 2, . . . , n; n — порядок матрицы).

1209. Доказать, что в положительно определенной форме
все коэффициенты при квадратах неизвестных положительны
и что это условие не является достаточным для положитель-
ной определенности формы.
∗ 1210. Доказать утверждения:
а) Для того чтобы квадратичная форма f была положи-

тельно определенной, необходимо и достаточно, чтобы
все главные, а не только угловые (см. задачу 1208) ми-
норы ее матрицы были положительны.

б) Для того чтобы квадратичная форма f была неотри-
цательна (т. е. f � 0 при любых вещественных зна-
чениях неизвестных), необходимо и достаточно, чтобы
все главные миноры ее матрицы были неотрицатель-
ны. Показать на примерах, что (в отличие от положи-
тельно определенных форм) для неотрицательности f
недостаточно, чтобы все угловые миноры были неотри-
цательны.

в) Для того чтобы вещественная симметрическая матрица
A представлялась в виде A = C′C, где C — веществен-
ная невырожденная матрица, необходимо и достаточно,
чтобы все угловые миноры матрицы A были положи-
тельны.

г) Для того чтобы вещественная симметрическая матри-
ца A представлялась в виде A = C′C, где C — веще-
ственная квадратная матрица, необходимо и достаточ-
но, чтобы все главные миноры матрицы A были неот-
рицательны. Кроме того, если ранг A равен r, то и ранг
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C равен r, и можно считать первые r строк C линейно
независимыми, а остальные — нулевыми.

1211. Доказать, что квадратичная форма f тогда и толь-
ко тогда является отрицательно определенной (т. е. f < 0
при любых вещественных значениях неизвестных, не все из
которых равны нулю), когда знаки угловых миноров D1, D2,
. . . , Dn чередуются, причем D1 < 0. Здесь Dk — угловой
минор порядка k (k = 1, 2, . . . , n).

Найти все значения параметра λ, при которых положитель-
но определенны следующие квадратичные формы:

1212. 5x2
1 + x2

2 + λx2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3.

1213. 2x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 2λx1x2 + 2x1x3.

1214. x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2λx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3.

1215. x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2λx1x2 + 10x1x3 + 6x2x3.

1216. 2x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 2λx1x2 + 6x1x3 + 2x2x3.

∗ 1217. Дискриминантом Df квадратичной формы f на-
зывается определитель ее матрицы. Доказать, что если к поло-
жительно определенной квадратичной форме f(x1, x2, . . . , xn)
прибавить квадрат ненулевой линейной формы от тех же неиз-
вестных, то дискриминант формы увеличится.
∗ 1218. Пусть f(x1, x2, . . . , xn) =

∑n
i,j=1 aijxixj — положи-

тельно определенная квадратичная форма и ϕ(x2, x3, . . . , xn) =
= f(0, x2, . . . , xn). Доказать, что для дискриминантов этих
форм выполняется неравенство Df � a11Dϕ.
∗ 1219. Доказать, что если неотрицательная квадратичная

форма обращается в нуль хотя бы при одном ненулевом набо-
ре вещественных значений неизвестных, то эта форма вырож-
денна (т. е. ее дискриминант равен нулю).
∗ 1220. Назовем композицией двух квадратичных форм

f =
n∑

i,j=1

aijxixj и g =
n∑

i,j=1

bijxixj

квадратичную форму (f, g) =
∑n

i,j=1 aijbijxixj .
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Доказать, что:
а) если формы f и g неотрицательны, то и форма (f, g)

неотрицательна;
б) если формы f и g положительно определенные, то и

форма (f, g) положительно определенная.
∗ 1221. Треугольным преобразованием называется линейное

преобразование вида

y1 = x1 + c12x2 + · · ·+ c1nxn,
y2 = x2 + c23x3 + · · ·+ c2nxn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = xn.

Доказать, что:
а) треугольное преобразование невырожденно и преобра-

зование, обратное для треугольного, снова треуголь-
ное;

б) угловые миноры Dk (k = 1, 2, . . . , n) (см. задачу 1208)
квадратичной формы f =

∑n
i,j=1 aijxixj при треуголь-

ном преобразовании не изменяются.
∗ 1222. Доказать, что:
а) для того чтобы квадратичную форму f =

∑n
i,j=1 aijxixj

ранга r треугольным преобразованием можно было
привести к виду

f = λ1y
2
1 + · · ·+ λry

2
r , (1)

где λk �= 0 (k = 1, 2, . . . , r), необходимо и достаточно,
чтобы

Dk �= 0 (k � r), Dk = 0 (k > r), (2)

где Dk (k = 1, 2, . . . , n) — угловые миноры формы f
(см. задачу 1208);

б) указанный канонический вид (1) определен однознач-
но, причем его коэффициенты находятся по формулам

λk =
Dk

Dk−1
(k = 1, 2, . . . , r; D0 = 1) (3)

(теорема Сильвестера).
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1223. Пусть угловые миноры квадратичной формы f ранга
r удовлетворяют условиям (2) предыдущей задачи. Доказать,
что положительный индекс инерции этой формы равен числу
сохранений знака, а отрицательный индекс — числу перемен
знака в ряду чисел

1 = D0, D1, D2, . . . , Dr.

Выяснить, что в следующих парах квадратичных форм од-
на форма является положительно определенной; найти невы-
рожденное линейное преобразование, приводящее эту форму
к нормальному, а другую форму той же пары к каноническому
виду, и написать этот канонический вид (линейное преобра-
зование определено не однозначно):

1224.

f = −4x1x2,

g = x2
1 − 2x1x2 + 4x2

2.

1225.

f = x2
1 + 26x2

2 + 10x1x2,

g = x2
1 + 56x2

2 + 16x1x2.

1226.

f = 8x2
1 − 28x2

2 + 14x2
3 + 16x1x2 + 14x1x3 + 32x2x3,

g = x2
1 + 4x2

2 + 2x2
3 + 2x1x3.

1227.

f = 2x2
4 + x1x2 + x1x3 − 2x2x3 + 2x2x4,

g =
1
4
x2

1 + x2
2 + x2

3 + 2x2
4 + 2x2x4.

1228.

f = x2
1 +

3
2
x2

2 − 2x2
3 + x2

4 + 2x1x2 + 4x1x3,

g = x2
1 +

5
4
x2

2 + x2
3 + x2

4 + 2x2x3.
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1229.

f = x2
1 − 15x2

2 + 4x1x2 − 2x1x3 + 6x2x3,

g = x2
1 + 17x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 14x2x3.

∗ 1230. Пусть дана пара форм f , g от одних и тех же неиз-
вестных, причем g > 0. Доказать, что канонический вид

f = λ1y
2
1 + · · ·+ λny2

n,

получаемый для формы f при любом линейном преобразова-
нии, приводящем форму g к нормальному виду (т. е. к сумме
квадратов), определяется однозначно с точностью до порядка
слагаемых, причем его коэффициенты λ1, λ2, . . . , λn являют-
ся корнями так называемого λ-уравнения пары форм f , g, а
именно уравнения |A− λB| = 0, где A и B — соответственно
матрицы форм f и g.

Можно ли следующие пары квадратичных форм привести
к каноническому виду одним вещественным невырожденным
линейным преобразованием:

1231.

f = x2
1 + 4x1x2 − x2

2,

g = x2
1 + 6x1x2 + 5x2

2.

1232.

f = x2
1 + x1x2 − x2

2,

g = x2
1 − 2x1x2.

1233. Пусть даны две положительно определенные формы
f и g, и пусть одно невырожденное линейное преобразование
неизвестных приводит форму f к виду

∑n
i=1 λiy

2
i , а форму g к

нормальному виду, а второе преобразование, наоборот, форму
f к нормальному виду, а форму g к виду

∑n
i=1 μiz

2
i . Найти

связь между коэффициентами λ1,. . . , λn и μ1, . . . , μn.
Не разыскивая линейного преобразования, найти канони-

ческий вид данной формы f , к которому она приведется пре-
образованием, приводящим другую данную форму g > 0 к
нормальному виду:
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1234.

f = 21x2
1 − 18x2

2 + 6x2
3 + 4x1x2 + 28x1x3 + 6x2x3,

g = 11x2
1 + 6x2

2 + 6x2
3 − 12x1x2 + 12x1x3 − 6x2x3.

1235.

f = 14x2
1 − 4x2

2 + 17x2
3 + 8x1x2 − 40x1x3 − 26x2x3,

g = 9x2
1 + 6x2

2 + 6x2
3 + 12x1x2 − 10x1x3 − 2x2x3.

1236. Доказать, что две пары форм f1, g1 и f2, g2, где
g1 и g2 положительно определены, тогда и только тогда эк-
вивалентны (т. е. существует невырожденное линейное пре-
образование, переводящее f1 в f2 и g1 в g2), когда корни их
λ-уравнений |A1 − λB1| = 0 и |A2 − λB2| = 0 совпадают.

Выяснить, эквивалентны ли существующие пары форм, не
находя линейного преобразования одной пары в другую:

1237.

f1 = 2x2
1 + 3x2

2 − x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3,

g1 = 3x2
1 + 2x2

2 + x2
3 − 2x1x3,

f2 = 2x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3,

g2 = x2
1 + 6x2

2 + 3x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3.

1238.

f1 = 4x2
1 + 6x2

2 + 21x2
3 + 4x1x2 − 4x1x3 − 22x2x3,

g1 = 4x2
1 + 3x2

2 + 6x2
3 + 4x1x2 − 4x1x3 − 6x2x3,

f2 = 9x2
1 + 6x2

2 + 6x2
3 − 6x1x2 − 6x1x3 + 12x2x3,

f2 = 9x2
1 + 3x2

2 + 3x2
3 − 6x1x2 − 6x1x3 + 2x2x3.

Найти невырожденное линейное преобразование, перево-
дящее пару квадратичных форм f1, g1 в другую пару f2, g2

(искомое преобразование определено не однозначно):
1239.

f1 = 2x2
1 − 7x2

2 + 2x1x2, f2 = −7y2
1 − 3y2

2 − 12y1y2,

g1 = 2x2
1 + 13x2

2 + 10x1x2, g2 = 13y2
1 + 25y2

2 + 36y1y2.
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1240.

f1 = 3x2
1 + 2x2

2 − 10x1x2, f2 = −9y2
1 − 20y2

2 − 44y1y2,

g1 = 2x2
1 + 5x2

2 − 6x1x3, g2 = 29y2
1 + 4y2

2 + 20y1y2.

1241. Пусть f(x1, x2, . . . , xn) и g(x1, x2, . . . , xn) — две
квадратичные формы, хотя бы одна из которых положительно
определенна. Доказать, что «поверхности» f = 1 и g = 1 в
n-мерном пространстве тогда и только тогда не пересекают-
ся (т. е. не имеют общих точек), когда форма f − g является
определенной.
∗ 1242. Доказать, что канонический вид

∑n
i=1 λiy

2
i , к кото-

рому квадратичная форма f приводится ортогональным преоб-
разованием, определен однозначно, причем его коэффициенты
λ1, λ2, . . . , λn являются корнями характеристического урав-
нения |A− λE| = 0 матрицы A формы f .

Найти канонический вид, к которому приводятся следую-
щие квадратичные формы посредством ортогонального преоб-
разования, не находя самого этого преобразования:

1243. 3x2
2 + 3x2

3 + 4x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3.

1244. 7x2
1 + 7x2

2 + 7x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

1245. x2
1 − 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3.

1246. 3x2
1 + 3x2

2 − x2
3 − 6x1x3 + 4x2x3.

∗ 1247.
∑n−1

k=1 xkxk+1.
Найти ортогональное преобразование, приводящее следу-

ющие формы к каноническому виду (приведение к главным
осям), и написать этот канонический вид (преобразование
определено не однозначно):

1248. 6x2
1 + 5x2

2 + 7x2
3 − 4x1x2 + 4x1x3.

1249. 11x2
1 + 5x2

2 + 2x2
3 + 16x1x2 + 4x1x3 − 20x2x3.

1250. x2
1 + x2

2 + 5x2
3 − 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3.

1251. x2
1 + x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3.

1252. 17x2
1 + 14x2

2 + 14x2
3 − 4x1x2 − 4x1x3 − 8x2x3.

1253. x2
1 − 5x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3.

1254. 8x2
1 − 7x2

2 + 8x2
3 + 8x1x2 − 2x1x3 + 8x2x3.
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1255. 2x1x2 − 6x1x3 − 6x2x4 + 2x3x4.

1256. 5x2
1 + 5x2

2 + 5x2
3 + 5x2

4 − 10x1x2 + 2x1x3 + 6x1x4 +
+ 6x2x3 + 2x2x4 − 10x3x4.

1257. 3x2
1 + 8x1x2 − 3x2

2 + 4x2
3 − 4x3x4 + x2

4.

1258. x2
1 + 2x1x2 + x2

2 − 2x2
3 − 4x3x4 − 2x2

4.

1259. 9x2
1 + 5x2

2 + 5x2
3 + 8x2

4 + 8x2x3 − 4x2x4 + 4x3x4.

1260. 4x2
1 − 4x1x2 + x2

2 + 5x2
3 − 4x2

4 + 12x4x5 + x2
5.

1261. 4x2
1 − 4x2

2 − 8x2x3 + 2x2
3 − 5x2

4 + 6x4x5 + 3x2
5.

1262. 3x2
1+8x1x2−3x2

2+4x2
3−6x3x4−4x2

4+4x2
5+4x5x6+x2

6.
Найти канонический вид, к которому следующие формы

приводятся ортогональным преобразованием, и выразить но-
вые неизвестные через старые (искомое преобразование не од-
нозначно):

1263.
∑n

i=1 x2
i +

∑n
i<j xixj .

1264.
∑n

i<j xixj .
∗ 1265. Назовем две квадратичные формы ортогонально эк-

вивалентными, если от одной из них можно перейти к другой
посредством ортогонального преобразования. Доказать, что
для ортогональной эквивалентности двух форм необходимо и
достаточно, чтобы характеристические многочлены их матриц
совпадали.

Выяснить, какие из следующих квадратичных форм орто-
гонально эквивалентны:

1266.

f = 9x2
2 + 9x2

3 + 12x1x2 + 12x1x3 − 6x2x3,

g = −3y2
1 + 6y2

2 + 6y2
3 − 12y1y2 + 12y1y3 + 6y2y3,

h = 11z2
1 − 4z2

2 + 11z2
3 + 8z1z2 − 2z1z3 + 8z2z3.

1267.

f = 7x2
1 + x2

2 + x2
3 − 8x1x2 − 8x1x3 − 16x2x3,

g =
2
3
y2
1 −

1
3
y2
2 −

1
3
y2
3 −

4
3
y1y2 +

4
3
y1y3 +

8
3
y2y3,

h = z2
2 − z2

3 + 2
√

2z1z3.
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1268. Доказать, что любую вещественную симметриче-
скую матрицу A можно представить в виде: A = Q−1BQ,
где Q — ортогональная и B — вещественная диагональная
матрицы.

Для следующих матриц найти ортогональную матрицу Q
и вещественную диагональную матрицу B такие, что данная
матрица представляется в виде Q−1BQ:

1269.

⎛⎝3 2 0
2 4 −2
0 −2 5

⎞⎠. 1270.

⎛⎝ 2 2 −2
2 5 −4
−2 −4 5

⎞⎠.
∗ 1271. Доказать, что все характеристические числа веще-

ственной симметрической матрицы A тогда и только тогда ле-
жат на отрезке [a, b], когда квадратичная форма с матрицей
A − λ0E положительно определенна при любом λ0 < a и от-
рицательно определенна при любом λ0 < b.
∗ 1272. Пусть A и B — вещественные симметрические мат-

рицы. Доказать, что если характеристические числа матрицы
A лежат на отрезке [a, b], а характеристические числа матрицы
B — на отрезке [c, d], то характеристические числа матрицы
A + B лежат на отрезке [a + c, b + d].

1273. Доказать, что невырожденную вещественную квад-
ратичную форму тогда и только тогда можно привести к нор-
мальному виду ортогональным преобразованием, когда ее мат-
рица ортогональна.

1274. Доказать, что матрица положительно определенной
квадратичной формы тогда и только тогда ортогональна, когда
эта форма есть сумма квадратов. Как это положение форму-
лируется на языке матриц?
∗ 1275. Доказать, что любую вещественную невырожден-

ную матрицу A можно представить в виде A = QB, где Q —
ортогональная матрица и B — треугольная матрица вида

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
b11 b12 b13 . . . b1n

0 b22 b23 . . . b2n

0 0 b33 . . . b3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . bnn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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с положительными элементами на главной диагонали, и такое
представление единственно.
∗ 1276. Доказать, что:
а) любую вещественную невырожденную матрицу A мож-

но представить как в виде A = Q1B1, так и в виде
A = B2Q2, где матрицы Q1 и Q2 — вещественные и
ортогональные, а матрицы B1 и B2 — вещественные,
симметрические и с положительными угловыми мино-
рами. Каждое из этих представлений единственно;

б) любую комплексную невырожденную матрицу A мож-
но представить как в виде A = Q1B1, так и в виде A =
= B2Q2, где матрицы Q1 и Q2 унитарны, а матрицы B1

и B2 эрмитовы и с положительными угловыми мино-
рами (матрица B называется эрмитовой, если B̄′ = B).
Каждое из этих представлений единственно;

в) пусть A — симметрическая (или эрмитова) матрица
с положительными угловыми минорами и B — орто-
гональная (соответственно унитарная) матрица. Дока-
зать, что:

1) произведения AB и BA тогда и только тогда бу-
дут симметрическими (эрмитовыми) матрицами
с положительными угловыми минорами, когда
B — единичная матрица;

2) произведения AB и BA тогда и только тогда бу-
дут ортогональны (унитарны), когда A — еди-
ничная матрица.



Глава 4

ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ИХ
ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

§ 16. АФФИННЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Ниже применяются следующие обозначения: векторы обо-
значаются малыми латинскими буквами жирного шрифта, а
векторные пространства, их подпространства и линейные мно-
гообразия — большими латинскими буквами жирного шрифта.
Координаты вектора при обычной записи пишутся в строку,
заключенную в круглые скобки, например x = (x1, x2, . . . , xn).
В матричной записи векторы базиса записываются строкой в
круглых скобках, а координаты вектора — столбцом в круглых
скобках.

Матрицей перехода от старого базиса e1, e2, . . . , en к
новому e′1, e′2, . . . , e′n называется матрица T = (tij)n

1 , по
столбцам которой стоят координаты новых базисных векто-
ров в старом базисе. Таким образом, старый и новый базисы
связаны матричным равенством

(e′1, e
′
2, . . .e

′
n) = (e1, e2, . . . en) · T. (1)

При таких обозначениях координаты x1, x2, . . . , xn векто-
ра x в старом базисе связаны с координатами x′1, x′2, . . . , x′n
того же вектора в новом базисе равенствами xi =

∑n
j=1 tijx

′
j ,

или в матричной записи⎛⎜⎜⎝
x1

x2

. . .
xn

⎞⎟⎟⎠ = T

⎛⎜⎜⎝
x′1
x′2
. . .
x′n

⎞⎟⎟⎠ . (2)
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Линейным подпространством векторного пространстваR
называется непустое (т. е. содержащее хотя бы один вектор)
множество L векторов из R, обладающее следующими свой-
ствами:

1) сумма x + y двух любых векторов из L снова принад-
лежит L;

2) произведение α · x любого вектора x из L на любое
число α снова принадлежит L.

Линейным многообразием векторного пространства R на-
зывается совокупность P векторов из R, полученная прибав-
лением ко всем векторам какого-нибудь подпространства L
из R одного и того же вектора x0. Эта связь L и P будет
обозначаться так: P = L + x0 или L = P − x0. Мы будем го-
ворить, что линейное многообразие P получено из линейного
подпространства L параллельным сдвигом на вектор x0.

Размерностью линейного многообразия называется раз-
мерность того линейного подпространства, параллельным
сдвигом которого данное многообразие получено. Коррект-
ность этого определения вытекает из утверждения задачи 1331.
Одномерные линейные многообразия будут называться прямы-
ми, а двумерные — плоскостями.

Суммой двух линейных подпространств L1 и L2 вектор-
ного пространства R называется совокупность S = L1 + L2

всех векторов из R, каждый из которых представляется в ви-
де x = x1 + x2, где x1 ∈ L1 и x2 ∈ L2. Здесь запись a ∈ A
обозначает: «элемент a принадлежит множеству A». Пересе-
чением двух линейных подпространств L1 и L2 векторного
пространства R называется совокупность D = L1 ∩ P 2 всех
векторов из R, каждый из которых принадлежит как L1, так
и L2.

Прямой суммой двух линейных подпространств L1 и L2

векторного пространства R называется сумма этих подпро-
странств при условии, что их пересечение состоит лишь из
нулевого вектора, т. е. L1 ∩ L2 = 0. В случае прямой суммы
будем писать S = L1 + L2.

И, наконец, n-мерное векторное пространство будет обо-
значаться через Rn. При этом, если не оговорено противное,
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подразумевается, что за основное поле взято поле веществен-
ных чисел, т. е. Rn состоит из всех n-мерных векторов с
любыми вещественными координатами.

Векторы e1, e2, . . . , en и x заданы своими координатами в
некотором базисе. Показать, что векторы e1, e2, . . . , en сами
образуют базис и найти координаты вектора x в этом базисе:

1277. e1 = (1,1,1), e2 = (1,1,2), e3 = (1,2,3); x = (6,9,14).
1278. e1 = (2, 1,−3), e2 = (3, 2,−5), e3 = (1,−1, 1); x =

= (6, 2,−7).
1279. e1 = (1, 2,−1,−2), e2 = (2, 3, 0,−1), e3 = (1, 2, 1, 4),

e4 = (1, 3,−1, 0); x = (7, 14,−1, 2).
Доказать, что каждая из двух систем векторов является

базисом и найти связь координат одного и того же вектора в
этих двух базисах:

1280. e1 = (1, 2, 1), e2 = (2, 3, 3), e3 = (3, 7, 1); e′1 =
= (3, 1, 4), e′2 = (5, 2, 1), e′3 = (1, 1,−6).

1281. e1 = (1, 1, 1, 1), e2 = (1, 2, 1, 1), e3 = (1, 1, 2, 1),
e4 = (1, 3, 2, 3); e′1 = (1, 0, 3, 3), e′2 = (−2,−3,−5,−4), e′3 =
= (2, 2, 5, 4), e′4 = (−2,−3,−4,−4).

1282. Найти координаты многочлена

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anxn

а) в базисе 1, x, x2, . . . , xn;
б) в базисе 1, x− α, (x− α)2, . . . , (x− α)n, выяснив, что

последние многочлены действительно образуют базис.

1283. Найти матрицу перехода от базиса 1, x, x2, . . . , xn к
базису 1, x−α, (x−α)2, . . . , (x−α)n пространства многочленов
степени, меньшей или равной n.

1284. Как изменится матрица перехода от одного базиса к
другому, если:

а) поменять местами два вектора первого базиса?
б) поменять местами два вектора второго базиса?
в) записать векторы обоих базисов в обратном порядке?

Является ли линейным подпространством соответствующе-
го векторного пространства каждая из следующих совокупно-
стей векторов:

1285. Все векторы n-мерного векторного пространства, ко-
ординаты которых — целые числа?
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1286. Все векторы плоскости, каждый из которых лежит
на одной из осей координат Ox и Oy?

1287. Все векторы плоскости, концы которых лежат на
данной прямой (начало любого вектора, если не оговорено
противное, предполагается совпадающим с началом коорди-
нат)?

1288. Все векторы плоскости, начала и концы которых
лежат на данной прямой?

1289. Все векторы трехмерного пространства, концы
которых не лежат на данной прямой?

1290. Все векторы плоскости, концы которых лежат в
первой четверти системы координат?

1291. Все векторы из Rn, координаты которых удовлетво-
ряют уравнению x1 + x2 + · · ·+ xn = 0?

1292. Все векторы из Rn, координаты которых удовлетво-
ряют уравнению x1 + x2 + · · ·+ xn = 1?

1293. Все векторы, являющиеся линейными комбинация-
ми данных векторов: x1, x2, . . . , xk, из Rn?

1294. Перечислить все линейные подпространства трех-
мерного векторного пространства.

1295. Пусть линейное подпространство L1 содержится в
линейном подпространстве L2. Доказать, что размерность L1

не выше размерности L2, причем размерности равны тогда и
только тогда, когда L1 = L2. Верно ли последнее утверждение
для любых двух линейных подпространств данного простран-
ства?

1296. Доказать, что если сумма размерностей двух линей-
ных подпространств n-мерного пространства больше n, то эти
подпространства имеют общий ненулевой вектор.

Доказать, что следующие системы векторов образуют ли-
нейные подпространства, и найти их базис и размерность:

1297. Все n-мерные векторы, у которых первая и послед-
няя координаты равны между собой.

1298. Все n-мерные векторы, у которых координаты с чет-
ными номерами равны нулю.

1299. Все n-мерные векторы, у которых координаты с чет-
ными номерами равны между собой.
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1300. Все n-мерные векторы вида (α, β, α, β, α, β, . . . ), где
α и β — любые числа.

1301. Доказать, что все квадратные матрицы порядка n
с вещественными элементами (или элементами из любого по-
ля P ) образуют векторное пространство над полем веществен-
ных чисел (соответственно над полем P ), если за операции
взять сложение матриц и умножение матрицы на число. Най-
ти базис и размерность этого пространства.

1302. Доказать, что все многочлены степени � n от од-
ного неизвестного с вещественными коэффициентами (или с
коэффициентами из любого поля P ) образуют векторное про-
странство, если за операции взять обычные сложение мно-
гочленов и умножение многочлена на число. Найти базис и
размерность этого пространства.

1303. Доказать, что все симметрические матрицы образу-
ют линейное подпространство пространства всех квадратных
матриц порядка n. Найти базис и размерность этого подпро-
странства.

1304. Доказать, что кососимметрические матрицы образу-
ют линейное подпространство пространства всех квадратных
матриц порядка n. Найти базис и размерность этого подпро-
странства.

1305. Доказать, что если линейное подпространство L про-
странства многочленов степени � n содержит хотя бы один
многочлен степени k для k = 0, 1, 2, . . . , p, но не содержит
многочленов степени k > p, то оно совпадает с подпростран-
ством Lp всех многочленов степени � p.

1306. Пусть f — неотрицательная квадратичная форма от
n неизвестных ранга r. Доказать, что все решения уравне-
ния f = 0 образуют (n− r)-мерное линейное подпространство
пространства Rn.

1307. Доказать, что решения любой системы однородных
линейных уравнений с n неизвестными ранга r образуют ли-
нейное подпространство n-мерного пространства Rn размер-
ности d = n−r и, обратно, для любого линейного подпростран-
ства L размерности d пространства Rn существует систе-
ма однородных линейных уравнений с n неизвестными ранга
r = n − d, решения которой заполняют в точности данное
подпространство L.
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1308. Найти какой-нибудь базис и размерность линейного
подпространства L пространства Rn, если L задано уравне-
нием x1 + x2 + · · ·+ xn = 0.

1309. Доказать, что размерность линейного подпростран-
ства L, натянутого на векторы x1, x2, . . . , xk (т. е. под-
пространство всех линейных комбинаций данных векторов),
равна рангу матрицы, составленной из координат данных век-
торов в каком-нибудь базисе, а за базис подпространства L
можно взять любую максимальную линейно независимую под-
систему системы данных векторов.

Найти размерность и базис линейных подпространств, на-
тянутых на следующие системы векторов:

1310. a1 = (1, 0, 0,−1), a2 = (2, 1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 1),
a4 = (1, 2, 3, 4), a5 = (0, 1, 2, 3).

1311. a1 = (1, 1, 1, 1, 0), a2 = (1, 1,−1,−1,−1), a3 =
= (2, 2, 0, 0,−1), a4 = (1, 1, 5, 5, 2), a5 = (1,−1,−1, 0, 0).

Найти системы линейных уравнений, задающие линейные
подпространства, натянутые на следующие системы векторов:

1312. a1 = (1,−1, 1, 0), a2 = (1, 1, 0, 1), a3 = (2, 0, 1, 1).
1313. a1 = (1,−1, 1,−1, 1), a2 = (1, 1, 0, 0, 3), a3 =

= (3, 1, 1,−1, 7), a4 = (0, 2,−1, 1, 2).
1314. Доказать, что сумма и пересечение двух линейных

подпространств пространства Rn сами являются линейными
подпространствами того же пространства.

1315. Доказать, что сумма S = L1 + L2 двух линейных
подпространств пространства Rn равна пересечению всех ли-
нейных подпространств из Rn, содержащих как L1, так и L2.

1316. Доказать, что сумма размерностей двух линейных
подпространств пространства Rn равна размерности суммы
плюс размерность пересечения этих подпространств.

Найти размерность s суммы и размерность d пересечения
линейных подпространств: L1, натянутого на векторы a1, a2,
. . . , ak, и L2, натянутого на векторы b1, b2, . . . , bl:

1317. a1 = (1, 2, 0, 1), a2 = (1, 1, 1, 0); b1 = (1, 0, 1, 0), b2 =
= (1, 3, 0, 1).

1318. a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1,−1, 1,−1), a3 = (1, 3, 1, 3);
b1 = (1, 2, 0, 2), b2 = (1, 2, 1, 2), b3 = (3, 1, 3, 1).
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∗ 1319. Пусть L1 — линейное подпространство простран-
ства Rn с базисом a1, a2, . . . , ak и L2 — линейное подпро-
странство того же пространства с базисом b1, b2, . . . , bl.

Доказать следующие правила построения базиса суммы
S = L1 + L2 и базиса пересечения D = L1 ∩L2:

1) базисом суммы S служит максимальная линейно неза-
висимая подсистема системы векторов a1, . . . ,ak,
b1, . . . , bl. Его построение сводится к вычислению ран-
га матрицы из координат этой последней системы век-
торов;

2) базис суммы S можно получить, добавляя к линейно
независимым векторам a1, . . . ,ak некоторые из векто-
ров b1, . . . , bl (задача 659). Меняя если потребуется,
порядок последних векторов, можем считать, что век-
торы a1, . . . ,ak, b1, . . . , bs−k образуют базу S.

Равенство

x1a1 + · · ·+ xkak = y1b1 + · · ·+ ylbl (1)

эквивалентно системе n однородных линейных уравне-
ний с k + l неизвестными x1, . . . , xk, y1, . . . , yl ранга s.
Так как первые s столбцов матрицы системы линей-
но независимы и, значит, хотя бы один минор порядка
s в этих столбцах отличен от нуля, то за свободные
неизвестные можно принять последние k + l − s = d
неизвестных ys−k+1, . . . , yl. Поэтому можно найти фун-
даментальную систему решений

xi1, xi2, . . . , xik, yi1, yi2, . . . , yil (i = 1, 2, . . . , d) (2)

для системы уравнений (1) такую, что∣∣∣∣∣∣
y1,s−k+1 . . . y1,l

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
yd,s−k+1 . . . yd,l

∣∣∣∣∣∣ �= 0; (3)

тогда базисом пересечения D является система векто-
ров

ci =
i∑

j=1

yijbj (i = 1, 2, . . . , d). (4)
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Замечание. Так как d = k + l − s, то этим дано второе решение
задачи 1316.

Найти базис суммы и пересечения линейных подпро-
странств, натянутых на системы векторов a1, . . . ,ak и b1, . . . ,bl:

1320. a1 = (1, 2, 1), a2 = (1, 1,−1), a3 = (1, 3, 3); b1 =
= (2, 3,−1), b2 = (1, 2, 2), b3 = (1, 1,−3).

1321. a1 = (1, 2, 1,−2), a2 = (2, 3, 1, 0), a3 = (1, 2, 2,−3);
b1 = (1, 1, 1, 1), b2 = (1, 0, 1,−1), b3 = (1, 3, 0,−4).

1322. a1 = (1, 1, 0, 0), a2 = (0, 1, 1, 0), a3 = (0, 0, 1, 1); b1 =
= (1, 0, 1, 0), b2 = (0, 2, 1, 1), b3 = (1, 2, 1, 2).

1323. Доказать, что если размерность суммы двух линей-
ных подпространств пространства Rn на единицу больше раз-
мерности их пересечения, то сумма совпадает с одним из этих
подпространств, а пересечение — с другим.

1324. Пусть L, L1, L2 — линейные подпространства про-
странства Rn. Доказать, что L тогда и только тогда будет
прямой суммой L1, L2, когда выполняются условия:

а) L содержит L1 и L2;
б) каждый вектор x ∈ L однозначно представляется в ви-

де x = x1 + x2, где x1 ∈ L1, x2 ∈ L2. Иными словами,
сумма L = L1 + L2 тогда и только тогда является пря-
мой суммой, когда для любого вектора x ∈ L представ-
ление x = x1 + x2, где x1 ∈ L1, x2 ∈ L2 однозначно.

1325. Доказать, что сумма S линейных подпространств
L1 и L2 тогда и только тогда будет прямой суммой, когда
хотя бы один вектор x ∈ S однозначно представляется в виде
x = x1 + x2, где x1 ∈ L1, x2 ∈ L2.

1326. Пусть линейное подпространство L является пря-
мой суммой линейных подпространств L1 и L2. Доказать, что
размерность L равна сумме размерностей L1 и L2, причем
любые базисы L1 и L2 дают вместе базис L.

1327. Доказать, что для любого линейного подпростран-
ства L1 пространства Rn можно найти другое подпростран-
ство L2, такое, что все пространство Rn будет прямой суммой
L1 и L2.

1328. Доказать, что пространство Rn есть прямая сум-
ма двух линейных подпространств: L1, заданного уравнением
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x1 + x2 + · · · + xn = 0, и L2, заданного системой уравнений
x1 = x2 = · · · = xn. Найти проекции единичных векторов

e1 = (1,0,0, . . . ,0), e2 = (0,1,0, . . . ,0), . . . , dn = (0,0,0, . . . ,1)

на L1 параллельно L2 и на L2 параллельно L1.
1329. Доказать, что пространство всех квадратных мат-

риц порядка n есть прямая сумма линейных подпространств
L1 — симметрических и L2 — кососимметрических матриц.
Найти проекции A1 и A2 матрицы

A =

⎛⎜⎜⎝
1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎠
на L1 параллельно L2 и на L2 параллельно L1.

1330. Доказать, что решения любой совместной системы
линейных уравнений с n неизвестными ранга r образуют ли-
нейное многообразие пространства Rn размерности d = n− r
и, обратно, для любого d-мерного линейного многообразия P
пространства Rn существует система линейных уравнений с
n неизвестными ранга r = n− d, решения которой заполняют
в точности данное многообразие P .

1331. Пусть даны два линейных многообразия (см. введе-
ние) P 1 = L1 + x1 и P 2 = L2 + x2, где L1, L2 — линейные
подпространства и x1, x2 — векторы пространства Rn. До-
казать, что P 1 = P 2 тогда и только тогда, когда L1 = L2 и
x1 − x2 ∈ L1. Таким образом, линейное пространство, парал-
лельным сдвигом которого получается данное многообразие,
определено однозначно.

1332. Доказать, что если P = L + x0, где L — линейное
подпространство и x0 — вектор пространстваRn, то вектор x0

принадлежит многообразию P и после замены этого вектора
любым вектором x ∈ P получается то же самое многообра-
зие P .

1333. Доказать, что если прямая имеет две общие точки
с линейным многообразием, то вся она содержится в этом
многообразии (при этом точка отождествляется с вектором,
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имеющим те же координаты, т. е. идущим из начала координат
в данную точку).
∗ 1334. Доказать, что любые две прямые пространства Rn

(n � 3) содержатся в некотором трехмерном линейном много-
образии, лежащем в Rn.

1335. Найти условия, необходимые и достаточные для то-
го, чтобы две прямые x = a0+a1t и x = b0+b1t пространства
Rn (n > 1) лежали в одной плоскости.

1336. Найти необходимые и достаточные условия для то-
го, чтобы две прямые x = a0 + a1t и x = b0 + b1t проходили
через одну точку, но не совпадали. Указать метод отыскания
точки пересечения этих прямых.

Найти точку пересечения двух прямых a0 +a1t и b0 + b1t:
1337. a0 =(2,1,1,3,−3), a1 =(2,3,1,1,−1); b0 =(1,1,2,1,2),

b1 =(1,2,1,0,1).
1338. a0=(3,1,2,1,3), a1=(1,0,1,1,2); b0=(2,2,−1,−1,−1),

b1=(2,1,0,1,1).
1339. Найти условия, необходимые и достаточные для то-

го, чтобы через точку, заданную вектором c, можно было про-
вести единственную прямую, пересекающую две данные пря-
мые x = a0 + a1t и x = b0 + b1t. Указать метод построения
такой прямой и точек пересечения ее с данными прямыми.

Найти прямую, проходящую через точку, заданную векто-
ром c и пересекающую прямые x = a0 + a1t, x = b0 + b1t,
и найти точки пересечения искомой прямой с двумя данными
прямыми:

1340. a0 = (1,0,−2,1), a1 = (1,2,−1,−5); b0 = (0,1,1,−1),
b1 =(2,3,−2,−4); c=(8,9,−11,−15).

1341. a0 = (1, 1, 1, 1), a1 = (1, 2, 1, 0); b0 = (2, 2, 3, 1), b1 =
= (1, 0, 1, 3); c = (4, 5, 2, 7).

1342. Доказать, что любые две плоскости пространства
Rn содержатся в линейном многообразии размерности � 5.

1343. Доказать, что два линейных многообразия простран-
ства Rn размерностей k и l соответственно содержатся в ли-
нейном многообразии размерности � k + l + 1.

1344. Доказать, что если два линейных многообразия —
P размерности k и Q размерности l — пространстваRn имеют
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общую точку, причем k+ l > n, то их пересечение есть линей-
ное многообразие размерности � k+l−n. Какие теоремы выте-
кают отсюда для трехмерного и четырехмерного пространств?

1345. Описать все случаи взаимного расположения двух
плоскостей x = a0 + a1t1 + a2t2 и x = b0 + b1t1 + b2t2 в
n-мерном пространстве и указать необходимые и достаточные
условия для каждого из этих случаев.

1346. Пусть
a0, a1, . . . ,ak (1)

— любые k + 1 векторов пространства Rn. Доказать, что все
векторы вида

x = α0a0 + α1a1 + · · ·+ αkak, (2)

где числа α0, α1, . . . , αk удовлетворяют условию

α0 + α1 + · · ·+ αk = 1, (3)

образуют линейное многообразие P , размерность которого
равна рангу системы векторов

a1 − a0, . . . ,ak − a0. (4)

P есть многообразие наименьшей размерности, содержа-
щее все векторы (1). Роль a0 может играть любой из этих
векторов. Обратно, для любого k-мерного линейного много-
образия P существует система k + 1 векторов (1) такая, что
P состоит из всех векторов вида (2) при условии (3), причем
система векторов (4) линейно независима.
∗ 1347. Отрезком с концами в точках, заданных векто-

рами a1, a2 пространства Rn, называется совокупность всех
точек, заданных векторами вида x = α1a1 + α2a2, где α1 +
+ α2 = 1 и 0 � α1 � 1, 0 � α2 � 1. Множество M точек
пространства Rn называется выпуклым, если для любых двух
точек из M весь отрезок с концами в этих точках содержит-
ся в M . Показать, что пересечение любой системы выпуклых
множеств пространства Rn есть выпуклое множество. Выпук-
лым замыканием данного множества A из Rn называется
пересечение всех выпуклых множеств из Rn, содержащих A.
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Доказать, что выпуклое замыкание конечной системы точек
из Rn, заданных векторами a1, a2, . . . , ak, состоит из всех
точек, заданных векторами вида x = α1a1 +α2a2 + · · ·+αkak,
где

∑k
i=1 αi = 1 и 0 � αi � 1 (i = 1, 2, . . . , k).

∗ 1348. Найти форму тела, полученного в сечении четы-
рехмерного параллелепипеда (в случае прямоугольной декар-
товой системы координат — четырехмерного куба) |xi| � 1
(i = 1, 2, 3, 4) трехмерной гиперплоскостью с уравнением x1 +
+ x2 + x3 + x4 = 0.
∗ 1349. Найти проекцию четырехмерного тетраэдра, огра-

ниченного координатными трехмерными подпространствами и
гиперплоскостью x1 + x2 + x3 + x4 = 1, на подпространство
x1 + x2 + x3 + x4 = 0 параллельно прямой x1 = x2 = x3 = x4.
∗ 1350. Доказать, что диагональ n-мерного параллелепипе-

да делится на n равных частей точками пересечения ее с
(n − 1)-мерными линейными многообразиями, проведенными
через все вершины параллелепипеда параллельно линейному
многообразию, проведенному через концы всех n ребер, нача-
ло которых совпадает с одним из концов данной диагонали.

§ 17. ЕВКЛИДОВЫ И УНИТАРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Евклидовым (соответственно унитарным) пространством
Rn называется n-мерное векторное пространство над полем
вещественных (соответственно комплексных) чисел, в кото-
ром каждой паре векторов x, y поставлено в соответствие ве-
щественное (соответственно комплексное) число (x, y), назы-
ваемое скалярным произведением этих векторов, причем вы-
полнены условия:

а) в случае евклидова пространства:

(x, y) = (y, x), (1)

(x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y), (2)

(αx, y) = α(x, y) (3)

для любого вещественного числа α;

если x �= 0, то (x, x) > 0; (4)
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б) в случае унитарного пространства:

(x, y) = (y, x), (1′)
(x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y), (2′)

что совпадает с (2),

(αx, y) = α(x, y), (3′)

для любого комплексного числа α;

если x �= 0, то (x, x) > 0, (4′)

что совпадает с (4).

Базис (или вообще система векторов) e1, e2, . . . , en назы-
вается ортонормированным, если

(ei, ej) =

{
1, если i = j,

0, если i �= j.

Если нет других указаний, то координаты всех векторов
предполагаются взятыми в ортонормированном базисе.

Векторы x и y называются ортогональными, если (x, y) =
= 0.

Процессом ортогонализации системы векторов a1, a2, . . . ,
as называется переход от этой системы к новой системе b1, b2,
. . . , bs, построенной следующим образом: b1 = a1; bk = ak −
−∑k−1

i=1 cibi (k = 2, 3, . . . , s), где ci = ak,bi

bi,bi
(i = 1, 2, . . . , k− 1),

если bi �= 0 и ci — любое число, если bi = 0.
Значение ci получается умножением равенства, выражаю-

щего bk через ak и bi (i = 1, 2, . . . , k − 1), на bi при условии,
что (bk, bi) = 0.

1351. Доказать, что из свойств скалярного произведения,
указанных во введении, вытекают следующие свойства:

а) (x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2) для любых векторов
евклидова (или унитарного) пространства;

б) (x, αy) = α(x, y) для любых векторов x, y евклидова
пространства и любого вещественного числа α;

в) (x, αy) = ᾱ(x, y) для любых векторов x, y унитарного
пространства и любого комплексного числа α;
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г) (x1 − x2, y) = (x1, y)− (x2, y);
д) (x,0) = 0.

1352. Какими свойствами должна обладать билинейная
форма g =

∑n
i,j=1 aijxiyi для того, чтобы ее значение от коор-

динат двух любых векторов

x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn)

вещественного векторного пространства Rn в некотором ба-
зисе e1, e2, . . . , en можно было принять за скалярное про-
изведение этих векторов, определяющее n-мерное евклидово
пространство? Чему равны скалярные произведения векторов
выбранного базиса?

1353. Пусть дана эрмитова билинейная форма g =
=
∑n

i,j=1 aijxiȳj .
Черта над неизвестным yj означает, что при замене yj его

числовым значением αj следует ȳj заменять комплексно со-
пряженным значением ᾱj . Пусть матрица A = (aij)n

1 этой
формы эрмитова, т. е. āij = aji (i, j = 1, 2, . . . , n). Показать,
что значения соответствующей эрмитовой квадратичной фор-
мы f =

∑n
i,j=1 aijxix̄j при любых комплексных значениях x1,

x2, . . . , xn вещественны, и если форма f положительно опре-
деленна, т. е. f > 0 при любых комплексных значениях x1,
x2, . . . , xn, не все из которых равны нулю, то задание скаляр-
ного произведения равенством (x, y) =

∑n
i,j=1 aijxiȳj , где x1,

. . . , xn и y1, . . . , yn — координаты соответственно векторов x
и y в некотором базисе e1, . . . , en комплексного векторного
пространства Rn, превращает это пространство в унитарное,
причем любое унитарное пространство можно получить таким
путем.

1354. Доказать, что скалярное произведение двух любых
векторов:

x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn)

евклидова пространства тогда и только тогда выражается ра-
венством

(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn,

когда базис, в котором взяты координаты, является ортонор-
мированным.
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1355. Пусть L1 и L2 — линейные подпространства евкли-
дова (или унитарного) пространства Rn, причем размерность
L1 меньше размерности L2; доказать, что в L2 найдется нену-
левой вектор, ортогональный ко всем векторам из L1.

1356. Доказать, что любая система попарно ортогональ-
ных ненулевых векторов (в частности, любая ортонормиро-
ванная система) линейно независима.

Проверить, что векторы следующих систем попарно орто-
гональны, и дополнить их до ортогональных базисов:

1357.

(1,−2, 2,−3),
(2,−3, 2, 4).

1358.

(1, 1, 1,−2),
(1, 2, 3,−3).

Найти векторы, дополняющие следующие системы векто-
ров до ортонормированных базисов:

1359. (
2
3
,

1
3
,

2
3

)
,(

1
3
,

2
3
, −2

3

)
.

1360. (
1
2
,

1
2
,

1
2
,

1
2

)
,(

1
2
,

1
2
,−1

2
, −1

2

)
.

Применяя процесс ортогонализации (см. введение), постро-
ить ортогональный базис подпространства, натянутого на дан-
ную систему векторов:
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1361.

(1, 2, 2,−1),
(1, 1,−5, 3),
(3, 2, 8,−7).

1362.

(1, 1,−1,−2),
(5, 8,−2,−3),
(3, 9, 3, 8).

1363.

(2, 1, 3,−1),
(7, 4, 3,−3),
(1, 1,−6, 0),
(5, 7, 7, 8).

1364. Ортогональным дополнением подпространства L
пространства Rn называется совокупность L∗ всех векто-
ров из Rn, каждый из которых ортогонален ко всем векторам
из L.

Доказать, что:
а) L∗ является линейным подпространством простран-

ства Rn;
б) сумма размерностей L и L∗ равна n;
в) пространство Rn есть прямая сумма подпространств L

и L∗.

1365. Доказать, что ортогональное дополнение к линейно-
му подпространству пространства Rn обладает свойствами:

а) (L∗)∗ = L;
б) (L1 + L2)∗ = L∗1 ∩L∗2;
в) (L1 ∩L2)∗ = L∗1 + L∗2;
г) R∗

n = O, O∗ = Rn. Здесь O — нулевое подпростран-
ство, содержащее лишь нулевой вектор 0.

1366. Найти базис ортогонального дополнения L∗ подпро-
странства L, натянутого на векторы:

a1 = (1, 0, 2, 1), a2 = (2, 1, 2, 3), a3 = (0, 1,−2, 1).
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1367. Линейное подпространство L задано уравнениями:

2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0,

3x1 + 2x2 − 2x4 = 0,

3x1 + x2 + 9x3 − x4 = 0.

Найти уравнения, задающие ортогональное дополнение L∗.

1368. Показать, что задание линейного подпространства
L пространства Rn и его ортогонального дополнения L∗ в ор-
тонормированном базисе связаны так: коэффициенты линейно
независимой системы линейных уравнений, задающей одно из
этих подпространств, служат координатами векторов базиса
другого подпространства.

1369. Пусть L — линейное подпространство пространства
Rn. Доказать, что любой вектор x из Rn однозначно пред-
ставляется в виде x = y + z, где y принадлежит L и z орто-
гонален к L. Вектор y называется ортогональной проекцией
вектора x на подпространство L, а z — ортогональной состав-
ляющей x относительно L. Указать прием для вычисления y
и z.

Найти ортогональную проекцию y и ортогональную со-
ставляющую z вектора x на линейное подпространство L:

1370. x = (4,−1,−3, 4). L натянуто на векторы a1 =
= (1, 1, 1, 1), a2 = (1, 2, 2,−1), a3 = (1, 0, 0, 3).

1371. x = (5, 2,−2, 2). L натянуто на векторы a1 =
= (2, 1, 1,−1), a2 = (1, 1, 3, 0), a3 = (1, 2, 8, 1).

1372. x = (7,−4,−1, 2). L задано системой уравнений

2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0,

3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0,

x1 + 2x2 + 2x3 − 9x4 = 0.

∗ 1373. Расстоянием от точки, заданной вектором x, до
линейного многообразия P = L + x0 называется минимум
расстояний от данной точки до точек многообразия, т. е. ми-
нимум длин векторов x−u, где u — вектор многообразия P .
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Доказать, что это расстояние равно длине ортогональной
составляющей z вектора x− x0 относительно линейного под-
пространства L, параллельным сдвигом которого получается
многообразие P .

1374. Найти расстояние от точки, заданной вектором x,
до линейного многообразия, заданного системой уравнений:

а)

x = (4, 2,−5, 1);
2x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 9,

2x1 − 4x2 + 2x3 + 3x4 = 12.

б)

x = (2, 4,−4, 2);
x1 + 2x2 + x3 − x4 = 1,

x1 + 3x2 + x3 − 3x4 = 2.

∗ 1375. Доказать, что расстояние d до точки, заданной век-
тором x, до линейного многообразия P = L+x0, где L — ли-
нейное подпространство с базой a1, a2, . . . , ak, вычисляется
с помощью определителя Грама (см. задачу 1415) по формуле

d2 =
G(a1, a2, . . . ,ak, x− x0)

G(a1, a2, . . . ,ak)
.

∗ 1376. Расстоянием между двумя линейными многообра-
зиями P 1 = L1 + x1 и P 2 = L2 + x2 называется минимум
расстояний любых двух точек, одна из которых принадлежит
P 1, а другая — P 2. Доказать, что это расстояние равно длине
ортогональной составляющей вектора x1 − x2 относительно
линейного подпространства L = L1 + L2.

1377. Найти расстояние между двумя плоскостями x =
= a1t1 + a2t2 + x1 и x = a3t1 + a4t2 + x2, где

a1 = (1, 2, 2, 2), a2 = (2,−2, 1, 2),
a3 = (2, 0, 2, 1), a4 = (1,−2, 0,−1);
x1 = (4, 5, 3, 2), x2 = (1,−2, 1,−3).
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∗ 1378. Правильным n-мерным симплексом евклидова про-
странства Rp (p � n) называется выпуклое замыкание
(см. задачу 1347) системы n + 1 точек, находящихся друг от
друга на одинаковом расстоянии. Точки данной системы на-
зываются вершинами; отрезки, их соединяющие, — ребрами,
а выпуклые замыкания подсистем k + 1 точек данной систе-
мы — k-мерными гранями симплекса. Две грани называются
противоположными, если они не имеют общих вершин и лю-
бая из n + 1 вершин симплекса является вершиной одной из
этих граней.

Найти расстояние между двумя противоположными граня-
ми размерностей k и n− k − 1 n-мерного симплекса с длиной
ребер, равной единице, и доказать, что оно равно расстоянию
между центрами этих граней.
∗ 1379. Пусть e — вектор единичной длины евклидова (или

унитарного) пространства Rn. Доказать, что любой вектор x
из Rn однозначно представляется в виде x = αe + z, где
(z, e) = 0. Число α называется проекцией вектора x на на-
правление e и обозначается через prex.

Доказать, что:
а) pre(x + y) = prex + prey;
б) pre(λx) = λprex;
в) prex = (x, e);
г) для любого ортонормированного базиса e1, . . . , en

и любого вектора x имеет место равенство x =

=
n∑

i=1

(prei
, x) · ei.

∗ 1380. Пусть e1, . . . , ek — ортонормированная система век-
торов евклидова пространства Rn. Доказать, что для любого
вектора x из Rn имеет место неравенство (неравенство Бес-
селя)

k∑
i=1

(prei
x)2 � |x|2,

причем это неравенство обращается в равенство (равенство
Парсеваля) для любого x из Rn тогда и только тогда, когда
k = n, т. е. система e1, . . . , ek является ортонормированным
базисом.
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∗ 1381. Доказать неравенство Коши–Буняковского

(x, y)2 � (x, x)(y, y)

для любых векторов x и y евклидова пространства, причем
знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда век-
торы x и y линейно зависимы.
∗ 1382. Доказать неравенство Коши–Буняковского

(x, y)(y, x) � (x, x)(y, y)

для любых векторов x и y унитарного пространства, причем
знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда век-
торы x и y линейно зависимы.

1383. Пользуясь неравенством Коши–Буняковского, дока-
зать следующие неравенства:

а)
(∑n

i=1 aibi

)2

�
∑n

i=1 a2
i ·
∑n

i=1 b2
i для любых веще-

ственных чисел a1, . . . , an; b1, . . . , bn (см. задачу 503);

б)

∣∣∣∣∑n
i=1 aib̄i

∣∣∣∣2 �
∑n

i=1 |ai|2 ·
∑n

i=1 |bi|2 для любых ком-

плексных чисел a1, . . . , an; b1, . . . , bn (см. задачу 505).

1384. В бесконечномерном векторном пространстве всех
вещественных непрерывных на отрезке [a, b] функций с обыч-
ными сложением функций и умножением функции на число
задано скалярное произведение (f, g) =

∫ b

a f(x)g(x) dx. Про-
верить выполнение всех свойств скалярного произведения ев-
клидова пространства (см. введение) и написать неравенство
Коши–Буняковского для этого пространства.

Найти длины сторон и внутренние углы треугольников,
вершины которых заданы своими координатами:

1385. A(2, 4, 2, 4, 2), B(6, 4, 4, 4, 6), C(5, 7, 5, 7, 2).
1386. A(1, 2, 3, 2, 1); B(3, 4, 0, 4, 3); C(1 + 5

26

√
78,2 +

+ 5
13

√
78,3 + 10

13

√
78,2 + 5

13

√
78,1 + 5

26

√
78).

1387. Доказать следующее обобщение теоремы элемен-
тарной математики о двух перпендикулярах: если вектор x
евклидова (или унитарного) пространства ортогонален к каж-
дому из векторов a1, a2, . . . , ak, то он ортогонален к любому
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вектору линейного подпространства L, натянутого на векторы
a1, a2, . . . , ak.

1388. Доказать, что если x = αy, то |x| = |α| · |y|. Здесь
|x|, |y| — длина векторов x, y.
∗ 1389. Доказать, что квадрат диагонали прямоугольного

n-мерного параллелепипеда равен сумме квадратов его ребер,
выходящих из одной вершины (n-мерное обобщение теоремы
Пифагора).
∗ 1390. Доказать теорему о том, что сумма квадратов диа-

гоналей параллелограмма равна сумме квадратов его сторон.
1391. Доказать теорему о том, что квадрат стороны тре-

угольника равен сумме квадратов двух других сторон без
удвоенного произведения этих сторон на косинус угла меж-
ду ними, пользуясь скалярным умножением векторов.

1392. Пользуясь неравенством Коши–Буняковского, дока-
зать неравенство треугольника: если ρ(X, Y ) — расстояние
между точками X и Y , то для любых трех точек A, B и C
имеем ρ(A, B) + ρ(B, C) � ρ(A, C), причем равенство имеет
место тогда и только тогда, когда вектор x, проведенный из
A в B, и y, проведенный из B в C, коллинеарны и одинаково
направлены.

1393. Найти число диагоналей n-мерного куба, ортого-
нальных к данной диагонали.

1394. Найти длину диагонали n-мерного куба с ребром a
и предел этой длины при n →∞.

1395. Доказать, что все диагонали n-мерного куба обра-
зуют один и тот же угол ϕn со всеми его ребрами. Найти
этот угол и его предел при n → ∞. При каком n получим
ϕn = 60◦?

1396. Найти выражение радиуса R шара, описанного око-
ло n-мерного куба, через ребро a; какая из этих величин R и
a больше при различных n?

1397. Доказать, что ортогональная проекция любого ребра
n-мерного куба на любую диагональ этого куба по абсолютной
величине равна 1/n длины диагонали.
∗ 1398. Доказать, что ортогональные проекции вершин

n-мерного куба на любую его диагональ делят ее на n рав-
ных частей.
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∗ 1399. Пусть x, y — ненулевые векторы евклидова про-
странства Rn. Доказать, что:

а) x = αy, где α > 0, тогда и только тогда, когда угол
между x и y равен нулю;

б) x = αy, где α < 0, тогда и только тогда, когда угол
между x и y равен π.

∗ 1400. Доказать, что из всех векторов линейного подпро-
странства L наименьший угол с данным вектором x образует
ортогональная проекция y вектора x на L. При этом равен-
ство cos(x, y) = cos(x, y′), где y′ ∈ L, выполняется тогда и
только тогда, когда y′ = αy, где α > 0.

1401. Найти угол между диагональю n-мерного куба и его
k-мерной гранью.

Найти угол между вектором x и линейным подпростран-
ством, натянутым на векторы a1, a2, . . . , ak:

1402.

x = (2, 2, 1, 1);
a1 = (3, 4,−4,−1),
a2 = (0, 1,−1, 2).

1403.

x = (1, 0, 3, 0);
a1 = (5, 3, 4,−3),
a2 = (1, 1, 4, 5),
a3 = (2,−1, 1, 2).

1404. Углом между двумя линейными подпространствами
L1 и L2 евклидова пространства Rn, не имеющими общих
ненулевых векторов, называется минимум углов между нену-
левыми векторами x1, x2, где x1 ∈ L1, x2 ∈ L2. Если пересе-
чение L1 ∩ L2 = D �= 0, причем D �= L1, D �= L2, то углом
между L1 и L2 называется угол между их пересечениями с
ортогональным дополнением D∗ к пересечению D. Если одно
из данных подпространств содержится в другом (в частности,
если они совпадают), то угол между ними считается равным
нулю. Углом между линейными многообразиями называется
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угол между соответствующими им подпространствами. Пока-
зать, что угол между любыми подпространствами или мно-
гообразиями всегда определен и равен нулю тогда и только
тогда, когда одно из подпространств или многообразий содер-
жится в другом или многообразия параллельны.
∗ 1405. Найти угол между двумерными гранями A0A1A2

и A0A3A4 правильного четырехмерного симплекса (см. зада-
чу 1378) A0A1A2A3A4.
∗ 1406. Найти угол между плоскостями a0 + a1t1 + a2t2 и

b0 + b1t1 + b2t2, где

a0 = (3, 1, 0, 1), a1 = (1, 0, 0, 0), a2 = (0, 1, 0, 0),
b0 = (2, 1, 1, 3), b1 = (1, 1, 1, 1), b2 = (1,−1, 1,−1).

∗ 1407. Пусть даны линейно независимая система векторов
e1, e2, . . . , es и две ортогональные системы ненулевых векто-
ров f1, f2, . . . , fs и g1, g2, . . . , gs такие, что векторы fk и
gk линейно выражаются через e1, e2, . . . , ek (k = 1, 2, . . . , s).
Доказать, что fk = αkgk (k = 1, 2, . . . , s), где αk �= 0.
∗ 1408. Пусть Rn+1 — евклидово пространство, за векторы

которого взяты все многочлены степени � n с вещественными
коэффициентами от одного неизвестного x, а скалярное про-
изведение многочленов f(x) и g(x) определено так: (f, g) =
=
∫ +1

−1 f(x)g(x) dx.
Доказать, что следующие многочлены, известные под на-

званием полиномов Лежандра:

P0(x) = 1, Pk(x) =
1

2kk!
· dk

dxk

[
(x2 − 1)k

]
(k = 1, 2, . . . , n),

образуют ортогональный базис пространства Rn+1.
1409. Исходя из определения полиномов Лежандра, дан-

ного в предыдущей задаче, найти многочлены Pk(x) от k =
= 1, 2, 3, 4. Убедиться, что Pk(x) имеет степень k, и написать
развернутое выражение по степеням x для Pk(x) при любом k.
∗ 1410. Вычислить «длину» полинома Лежандра Pk(x) как

вектора евклидова пространства Rn+1 задачи 1408.
∗ 1411. Вычислить значение полинома Лежандра Pk(x) при

x = 1.
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∗ 1412. Доказать, что если к базису 1, x, x2, . . . , xn ев-
клидова пространства Rn+1 задачи 1408 применить процесс
ортогонализации, то получатся многочлены f0(x), f1(x), . . . ,
fn(x), отличающиеся лишь постоянными множителями от со-
ответствующих полиномов Лежандра. Найти эти множители.

1413. Пусть процесс ортогонализации переводит векторы
a1, a2, . . . , an в векторы b1, b2, . . . , bn соответственно. До-
казать, что bk есть ортогональная составляющая вектора ak

относительно линейного подпространства Lk−1, натянутого на
a1, . . . , ak−1 (k > 1). Далее доказать, что

0 � |bk| � |ak| (k = 1, 2, . . . , n),

причем |bk| = 0 тогда и только тогда, когда ak линейно вы-
ражается через a1, . . . , ak−1 (k > 1) или a1 = 0 (k = 1);
|bk| = |ak| тогда и только тогда, когда (ak, aj) = 0
(j = 1, 2, . . . , k − 1; k > 1) или k = 1.
∗ 1414. Доказать, что интеграл

∫ +1

−1 [f(x)]2 dx, где f(x) —
многочлен n-й степени с вещественными коэффициентами и
старшим коэффициентом, равным единице, достигает своего
минимума, равного 22n+1

(2n+1)(Cn
2n)2 , тогда и только тогда, когда

f(x) = 2n

Cn
2n

Pn(x), где Pn(x) — полином Лежандра степени n

(см. задачу 1408).
1415. Определителем Грама векторов a1, a2, . . . , ak ев-

клидова (или унитарного) пространства Rn называется опре-
делитель

g(a1, . . . ,ak) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1, a1) (a1, a2) . . . (a1, ak)
(a2, a1) (a2, a2) . . . (a2, ak)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(ak, a1) (ak, a2) . . . (ak, ak)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Доказать, что определитель Грама не изменяется при при-

менении к векторам a1, . . . ,ak процесса ортогонализации, т. е.
если в результате ортогонализации векторы a1, . . . , ak перей-
дут в векторы b1, . . . , bk, то

g(a1, . . . ,ak) = g(b1, . . . , bk) = (b1, b1)(b2, b2) . . . (bk, bk).

Пользуясь этим, выяснить геометрический смысл g(a1, a2)
и g(a1, a2, a3), предполагая векторы линейно независимыми.
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∗ 1416. Доказать, что для линейной зависимости векторов
a1, . . . , ak евклидова (или унитарного) пространства необхо-
димо и достаточно, чтобы определитель Грама этих векторов
был равен нулю.
∗ 1417. Два базиса e1, . . . , en и f1, . . . , fn евклидова (или

унитарного) пространства называются взаимными, если

(ei, f j) =

{
1 при i = j,

0 при i �= j.

Доказать, что для любого базиса e1, . . . , en взаимный
базис существует и определен однозначно.

1418. Пусть S — матрица перехода от базиса e1, . . . , en

к базису e′1, . . . , e′n. Найти матрицу T перехода от базиса
f1, . . . , fn, взаимного с e1, . . . , en, к базису f ′1, . . . , f ′n,
взаимному с e′1, . . . , e′n:

а) в евклидовом пространстве,
б) в унитарном пространстве.
∗ 1419. Доказать, что определитель Грама g(a1, . . . ,ak) ра-

вен нулю, если векторы a1, . . . , ak линейно зависимы, и по-
ложителен, если линейно независимы.

1420. Доказать, что если линейно независимые векторы
a1, . . . , an процессом ортогонализации переводятся в векторы
b1, . . . , bn, то |bk|2 = g(a1,...,ak)

g(a1,...,ak−1) (k = 1, 2, . . . , n; определи-
тель Грама с нулевым числом векторов принимается равным
единице).
∗ 1421. В пространстве многочленов степени не выше n-й от

одного неизвестного x с вещественными коэффициентами ска-
лярное произведение задано равенством (f, g) =

∫ 1

0 f(x)g(x) dx.
Найти расстояние от начала координат до линейного мно-

гообразия, состоящего из всех многочленов степени n со стар-
шим коэффициентом, равным единице.
∗ 1422. Доказать, что для определителя Грама справедливо

неравенство

0 � g(a1, . . . ,ak) � |a1|2 . . . |ak|2,
причем g(a1, . . . ,ak) = 0 тогда и только тогда, когда векторы
a1, . . . , ak линейно зависимы, и g(a1, . . . ,ak) = |a1|2 . . . |ak|2
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тогда и только тогда, когда либо векторы a1, . . . , ak попар-
но ортогональны, либо хотя бы один из этих векторов равен
нулю.

1423. Пользуясь предыдущей задачей, доказать неравен-
ство Адамара, именно, если D = |aij |n1 — определитель с ве-
щественными элементами, то D2 �

∏n
i=1

∑n
j=1 a2

ij (см. зада-
чу 923), причем знак равенства имеет место тогда и только
тогда, когда либо

n∑
k=1

aikajk = 0 (i �= j; i, j = 1, 2, . . . , n),

либо определитель D содержит нулевую строку. Как изменит-
ся утверждение для определителя с комплексными элемен-
тами?
∗ 1424. Доказать, что определитель Df положительно опре-

деленной квадратичной формы f =
∑n

i,j=1 aijxixj удовлетво-
ряет неравенству Df �

∏n
i=1 aii.

∗ 1425. Доказать, что любая вещественная симметрическая
матрица A = (aij)n

1 с неотрицательными главными минорами
является матрицей Грама, т. е. существует система векторов
e1, . . . , en евклидова пространства Rn такая, что (ei, ej) =
= aij (i, j = 1, 2, . . . , n).
∗ 1426. Доказать, что любая эрмитова матрица A = (aij)n

1

с неотрицательными главными минорами является матрицей
Грама, т. е. существует система векторов e1, . . . , en унитар-
ного пространства Rn такая, что

(ei, ej) = aij (i, j = 1, 2, . . . , n).

∗ 1427. Определим объем n-мерного параллелепипеда, по-
строенного на линейно независимых векторах a1, a2, . . . , an

евклидова пространства, индуктивно условиями:
1) V (a1) = |a1|;
2) V (a1, . . . ,an) = V (a1, . . . ,an−1) · hn, где hn — длина

ортогональной составляющей вектора an относительно
подпространства, натянутого на векторы a1, . . . , an−1.
Доказать, что

V (a1, . . . ,an) =
√

g(a1, . . . ,an) = |D|,
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где D — определитель из координат данных векторов
в каком-нибудь ортонормированном базисе n-мерного
пространства, натянутого на векторы a1, . . . , an.

∗ 1428. Доказать, что объем n-мерного параллелепипеда не
превосходит произведения длин его ребер, выходящих из од-
ной вершины, и равен этому произведению тогда и только
тогда, когда эти ребра попарно ортогональны, т. е. параллеле-
пипед прямоугольный.
∗ 1429. Доказать следующее свойство определителя Грама:

g(a1, . . . ,ak, b1, . . . , bl) � g(a1, . . . ,ak)g(b1, . . . , bl), (1)

причем знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда
либо

(ai, bj) = 0 (i = 1, 2, . . . , k; j = 1, 2, . . . , l), (2)

либо хотя бы одна из подсистем a1, . . . , ak и b1, . . . , bl

линейно зависима.
∗ 1430. Доказать следующее свойство объема параллелепи-

педа:

V (a1, . . . ,ak; b1, . . . , bl) � V (a1, . . . ,ak)V (b1, . . . , bl),

причем знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда
(ai, bj) = 0 (i = 1, 2, . . . , k; j = 1, 2, . . . , l).
∗ 1431. Доказать, что если A — вещественная симметриче-

ская матрица порядка n с неотрицательными главными ми-
норами, A1 — матрица порядка k < n в левом верхнем углу,
A2 — матрица порядка n− k в правом нижнем углу матрицы
A, то |A| � |A1| · |A2| (ср. с задачей 922).
∗ 1432. Решить задачу, аналогичную предыдущей, если A —

эрмитова матрица с неотрицательными главными минорами.
∗ 1433. Найти условия, необходимые и достаточные для то-

го, чтобы C2
n+1 положительных чисел

aij (i, j = 0, 1, 2, . . . , n; i > j) (1)

были:
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а) расстояниями всевозможных пар вершин некоторого
n-мерного симплекса евклидова пространства Rn (т. е.
системы n + 1 точек, не лежащих в (n− 1)-мерном ли-
нейном многообразии);

б) расстояниями всевозможных пар точек некоторой си-
стемы n + 1 точек евклидова пространства Rn.

§ 18. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРОИЗВОЛЬНЫХ
ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

В этом параграфе, за отдельными исключениями, рассмат-
риваются линейные преобразования аффинных векторных про-
странств. Преобразования евклидовых и унитарных про-
странств рассмотрены в следующем параграфе.

Линейные преобразования обозначаются через ϕ, ψ и т. д.,
образ вектора x при преобразовании ϕ — через ϕx, система
векторов ϕa1, . . . , ϕan — через ϕ(a1, . . . ,an).

Матрицей линейного преобразования ϕ в базисе e1, . . . , en

называется матрица Aϕ, столбцы которой составлены из ко-
ординат образов базиса ϕe1, . . . , ϕen в том же базисе e1, . . . ,
en; иными словами, матрица Aϕ определяется равенством

ϕ(e1, . . . ,en) = (e1, . . . ,en)Aϕ. (1)

Пусть T — матрица перехода от базиса e1, . . . , en к базису
f1, . . . , fn (см. введение к § 16), Aϕ и Bϕ — матрицы преоб-
разования ϕ в первом и втором базисе соответственно. Тогда
имеет место соотношение

Bϕ = T−1AϕT. (2)

Координаты y1, . . . , yn образа ϕx вектора x при линейном
преобразовании ϕ выражаются через координаты x1, . . . , xn

прообраза x в том же базисе при помощи матрицы Aϕ = (aij)n
1

линейного преобразования ϕ в том же базисе следующим об-
разом: yj =

∑n
j=1 aijxj (i = 1, . . . , n) или в матричной записи:⎛⎝y1

. . .
yn

⎞⎠ = Aϕ

⎛⎝x1

. . .
xn

⎞⎠ . (3)
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Суммой ϕ + ψ, произведением ϕψ двух линейных преоб-
разований ϕ и ψ и произведением αϕ числа α на линейное
преобразование ϕ пространства Rn называются преобразова-
ния, определяемые соответственно равенствами

(ϕ + ψ)x = ϕx + ψx, (ϕψ)x = ϕ(ψx), (αϕ)x = α(ϕx),

для любого вектора x пространства Rn.
1434. Доказать, что поворот плоскости на угол α вокруг

начала координат является линейным преобразованием, и най-
ти матрицу этого преобразования в любом ортонормированном
базисе, если положительное направление отсчета углов сов-
падает с направлением кратчайшего поворота, переводящего
первый базисный вектор во второй.

1435. Доказать, что поворот трехмерного пространства на
угол 2π/3 вокруг прямой, заданной в прямоугольной системе
координат уравнениями x1 = x2 = x3, является линейным
преобразованием, и найти матрицу этого преобразования в
базисе из единичных векторов e1, e2, e3 осей координат.

1436. Доказать, что проектирование трехмерного про-
странства на координатную ось вектора e1 параллельно ко-
ординатной плоскости векторов e2 и e3 является линейным
преобразованием, и найти его матрицу в базисе e1, e2, e3.

1437. Доказать, что проектирование трехмерного про-
странства на координатную плоскость векторов e1, e2 парал-
лельно оси координат вектора e3 является линейным преоб-
разованием, и найти его матрицу в базисе e1, e2, e3.

1438. Доказать, что ортогональное проектирование трех-
мерного пространства на ось, образующую равные углы с ося-
ми прямоугольной системы координат, является линейным
преобразованием, и найти его матрицу в базисе единичных
векторов координатных осей.

1439. Пусть пространство Rn есть прямая сумма линей-
ных подпространств L1 с базисом a1, . . . , ak и L2 с базисом
ak+1, . . . , an. Доказать, что проектирование пространства на
L1 параллельно L2 является линейным преобразованием, и
найти матрицу этого преобразования в базисе a1, . . . , an.

1440. Доказать, что существует единственное линейное
преобразование пространства Rn, переводящее данные линей-
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но независимые векторы a1, . . . , an в данные векторы b1,
. . . , bn. Как найти матрицу этого преобразования в базисе
a1, . . . , an?

Выяснить, какие из следующих преобразований ϕ, задан-
ных путем задания координат вектора ϕx как функций коор-
динат вектора x, являются линейными, и в случае линейности
найти их матрицы в том же базисе, в котором заданы коорди-
наты векторов x и ϕx.

1441. ϕx = (x2 + x3, 2x1 + x3, 3x1 − x2 + x3).
1442. ϕx = (x1, x2 + 1, x3 + 2).
1443. ϕx = (2x1 + x2, x1 + x3, x

2
3).

1444. ϕx = (x1 − x2 + x3, x3, x2).
Доказать, что существует единственное линейное преобра-

зование трехмерного пространства, переводящее векторы a1,
a2, a3 соответственно в b1, b2, b3, и найти матрицу этого
преобразования в том же базисе, в котором даны координаты
всех векторов:

1445.

a1 = (2, 3, 5), b1 = (1, 1, 1),
a2 = (0, 1, 2), b2 = (1, 1,−1),
a3 = (1, 0, 0), b3 = (2, 1, 2).

1446.

a1 = (2, 0, 3), b1 = (1, 2,−1),
a2 = (4, 1, 5), b2 = (4, 5,−2),
a3 = (3, 1, 2), b3 = (1,−1, 1).

1447. Пусть линейное преобразование ϕ пространства Rn

переводит линейно независимые векторы a1, . . . , an в векторы
b1, . . . , bn соответственно. Доказать, что матрицу Aϕ этого
преобразования в некотором базисе e1, . . . , en можно найти
из равенства Aϕ = BA−1, где столбцы матриц A и B состоят
из координат векторов a1, . . . , an и соответственно b1, . . . , bn

в базисе e1, . . . , en.
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1448. Доказать, что преобразование трехмерного про-
странства ϕx = (xa)a, где a = (1, 2, 3), является линейным
преобразованием и найти его матрицы в ортонормированном
базисе e1, e2, e3, в котором даны координаты всех векторов,
и в базисе b1 = (1, 0, 1), b2 = (2, 0,−1), b3 = (1, 1, 0).

1449. Показать, что умножения квадратных матриц второ-

го порядка а) слева, б) справа на данную матрицу
(

a b
c d

)
яв-

ляются линейными преобразованиями пространства всех мат-
риц второго порядка, и найти матрицы этих преобразований
в базисе, состоящем из матриц:(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
.

1450. Показать, что дифференцирование является линей-
ным преобразованием пространства всех многочленов степени
� n от одного неизвестного с вещественными коэффициен-
тами.

Найти матрицу этого преобразования в базисе:
а) 1, x, x2, . . . , xn;
б) 1, x−c, (x−c)2

2! , . . . , (x−c)n

n! , где c — вещественное число.

1451. Как изменится матрица линейного преобразования,
если в базисе e1, e2, . . . , en поменять местами два вектора
ei, ej?

1452. Линейное преобразование ϕ в базисе e1, e2, e3, e4

имеет матрицу ⎛⎜⎜⎝
1 2 0 1
3 0 −1 2
2 5 3 1
1 2 1 3

⎞⎟⎟⎠ .

Найти матрицу этого же преобразования в базисе:
а) e1, e2, e3, e4;
б) e1, e1 + e2, e1 + e2 + e3, e1 + e2 + e3 + e4.

1453. Линейное преобразование ϕ в базисе e1, e2, e3 име-
ет матрицу ⎛⎝15 −11 5

20 −15 8
8 −7 6

⎞⎠ .
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Найти его матрицу в базисе

f1 = 2e1+3e2+e3, f2 = 3e1+4e2+e3, f3 = e1+2e2+2e3.

1454. Линейное преобразование ϕ в базисе a1 = (8,−6, 7),
a2 = (−16, 7,−13), a3 = (9,−3, 7) имеет матрицу⎛⎝ 1 −18 15

−1 −22 20
1 −25 22

⎞⎠ .

Найти его матрицу в базисе

b1 = (1,−2, 1), b2 = (3,−1, 2), b3 = (2, 1, 2).

1455. Доказать, что матрицы одного и того же линейного
преобразования в двух базисах тогда и только тогда совпа-
дают, когда матрица перехода от одного из этих базисов к
другому перестановочна с матрицей этого линейного преобра-
зования в одном из данных базисов.

1456. Доказать, что любое линейное преобразование ϕ од-
номерного пространства сводится к умножению всех векторов
на одно и то же число, т. е. ϕx = αx для любого вектора x.

1457. Пусть преобразование ϕ в базисе a1 = (1, 2), a2 =

= (2, 3) имеет матрицу
(

3 5
4 3

)
. Преобразование ψ в базисе

b1 = (3, 1), b2 = (4, 2) имеет матрицу
(

4 6
6 9

)
.

Найти матрицу преобразования ϕ + ψ в базисе b1, b2.
1458. Преобразование ϕ в базисе a1 = (−3, 7), a2 =

= (1,−2) имеет матрицу
(

2 −1
5 −3

)
, а преобразование ψ в ба-

зисе b1 = (6,−7), b2 = (−5, 6) имеет матрицу
(

1 3
2 7

)
.

Найти матрицу преобразования ϕψ в том базисе, в котором
даны координаты всех векторов.

1459. Пусть ϕ — линейное преобразование пространства
многочленов степени � n с вещественными коэффициентами,
переводящее каждый многочлен в его производную. Показать,
что ϕn+1 = 0.
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1460. Пусть ϕ — линейное преобразование дифференци-
рования, а ψ — умножение на x в бесконечномерном про-
странстве всех многочленов от x с вещественными коэффици-
ентами. Доказать, что ϕψn − ψnϕ = nψn−1.

1461. Показать, что линейные преобразования n-мерного
пространства относительно сложения и умножения на число
сами образуют векторное пространство. Найти размерность
этого пространства.

1462. Линейное преобразование ϕ пространства Rn назы-
вается невырожденным, если его матрица Aϕ в каком-нибудь
(а значит, и в любом) базисе невырожденна, т. е. |Aϕ| �= 0. До-
казать, что этому определению эквивалентно каждое из сле-
дующих: линейное преобразование ϕ невырожденно, если:

а) из ϕx = 0 следует x = 0;
б) при отображении ϕ любой базис пространства перехо-

дит снова в базис;
в) отображение ϕ взаимно однозначно, т. е. если x1 �= x2,

то ϕx1 �= ϕx2;
г) ϕ отображает пространство на все пространство, т. е.

для любого y ∈ Rn найдется x ∈ Rn такой, что ϕx =
= y;

д) ϕ обладает обратным преобразованием ψ, т. е. ψ(ϕx) =
= x для любого x ∈ Rn.

1463. Пусть x — собственный вектор линейного преоб-
разования ϕ, принадлежащий собственному значению λ, и
f(t) — многочлен. Доказать, что тот же вектор x будет соб-
ственным вектором преобразования f(ϕ), принадлежащим
собственному значению f(λ). Иными словами, доказать, что
из ϕx = λx следует f(ϕ)x = f(λ)x.
∗ 1464. Пусть x — собственный вектор линейного преоб-

разования ϕ, принадлежащий собственному значению λ, и
f(t) — функция, для которой преобразование f(ϕ) имеет
смысл (если ϕ в некотором базисе имеет матрицу A, то f(ϕ)
определяется в том же базисе матрицей f(A), причем можно
доказать, что f(ϕ) не зависит от выбора базиса). Доказать,
что тот же вектор x будет собственным вектором преобразо-
вания f(ϕ), принадлежащим собственному значению f(λ).
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Найти собственные значения и собственные векторы ли-
нейных преобразований, заданных в некотором базисе матри-
цами:

1465.

⎛⎝ 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

⎞⎠. 1466.

⎛⎝ 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

⎞⎠.
1467.

⎛⎝4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

⎞⎠. 1468.

⎛⎝ 1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8

⎞⎠.
1469.

⎛⎝1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

⎞⎠. 1470.

⎛⎝ 7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13

⎞⎠.

1471.

⎛⎝ 4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

⎞⎠. 1472.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

⎞⎟⎟⎠.

1473.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠. 1474.

⎛⎜⎜⎝
3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1

⎞⎟⎟⎠.
1475. Доказать, что собственные векторы линейного пре-

образования, принадлежащие различным собственным значе-
ниям, линейно независимы.

1476. Доказать, что любая квадратная матрица A, имею-
щая различные характеристические числа, подобна диагональ-
ной матрице (над полем, содержащим как элементы матрицы,
так и ее характеристические числа).

1477. Доказать, что если линейное преобразование ϕ про-
странства Rn имеет n различных собственных значений, то
любое линейное преобразование ψ, перестановочное с ϕ, обла-
дает базисом собственных векторов, причем любой собствен-
ный вектор ϕ будет собственным и для ψ.

1478. Доказать, что матрица линейного преобразования в
некотором базисе является диагональной тогда и только тогда,
когда базис состоит из собственных векторов данного преоб-
разования.
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Выяснить, какие из следующих матриц линейных преоб-
разований можно привести к диагональному виду путем пере-
хода к новому базису. Найти этот базис и соответствующую
ему матрицу:

1479.

⎛⎝−1 3 −1
−3 5 −1
−3 3 1

⎞⎠. 1480.

⎛⎝6 −5 −3
3 −2 −2
2 −2 0

⎞⎠.
1481.

⎛⎜⎜⎝
1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

⎞⎟⎟⎠. 1482.

⎛⎜⎜⎝
4 −3 1 2
5 −8 5 4
6 −12 8 5
1 −3 2 2

⎞⎟⎟⎠.

1483.

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

⎞⎟⎟⎠.
∗ 1484. Для матрицы

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
порядка n найти невырожденную матрицу T , для которой мат-
рица B = T−1AT была бы диагональной, и найти эту мат-
рицу B.

1485. Минимальным многочленом для вектора x отно-
сительно линейного преобразования ϕ называется многочлен
gx(λ) со старшим коэффициентом 1, имеющий наименьшую
степень среди всех аннулирующих многочленов для x отно-
сительно ϕ, т. е. многочленов f(λ) со свойством f(ϕ)x = 0.

Аналогично определяется минимальный многочлен g(λ) от-
носительно линейного преобразования ϕ для всего простран-
ства. Доказать, что минимальный многочлен g(λ) линейно-
го преобразования ϕ равен наименьшему общему кратному
минимальных многочленов для векторов любого базиса про-
странства относительно ϕ.
∗ 1486. Найти условия, при которых матрица A, имеющая

на побочной диагонали числа α1, α2, αn, а на остальных ме-
стах нули, подобна диагональной матрице.
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1487. Найти собственные значения и собственные векторы
линейного преобразования, являющегося дифференцировани-
ем многочленов степени � n с вещественными коэффициен-
тами.

1488. Пусть ϕ — линейное преобразование пространства
Rn. Совокупностью всех векторов ϕx, где x — любой вектор
из Rn, называется образом Rn при преобразовании ϕ или
областью значений ϕ. Совокупность всех векторов x из Rn

таких, что ϕx = 0, называется полным прообразом нуля при
преобразовании ϕ или ядром ϕ. Доказать, что:

а) область значений ϕ является линейным подпростран-
ством Rn, размерность которого равна рангу ϕ;

б) ядро ϕ есть линейное подпространство пространства
Rn, размерность которого равна дефекту ϕ, т. е. раз-
ности между n и рангом ϕ.

1489. Пусть ϕ — линейное преобразование и L — под-
пространство пространства Rn. Доказать, что: а) образ ϕL и
б) полный прообраз ϕ−1L подпространства L при линейном
преобразовании ϕ снова являются подпространствами.

1490. Доказать, что для невырожденного линейного пре-
образования ϕ пространства Rn размерность: а) образа ϕL и
б) полного прообраза ϕ−1L любого линейного подпростран-
ства L равна размерности L.
∗ 1491. Обозначим через разм. L размерность линейного

подпространства L и через деф. ϕ дефект линейного преобра-
зования ϕ. Доказать, что размерности образа и полного прооб-
раза подпространства L пространства Rn при преобразовании
ϕ удовлетворяют неравенствам:

а) разм. L− деф. ϕ � разм. ϕL � разм. L;
б) разм. L � разм. ϕ−1L � разм. L + деф. ϕ.
∗ 1492. Пользуясь предыдущей задачей, доказать неравен-

ства Сильвестера для ранга произведения двух квадратных
матриц A и B порядка n: rA + rB − n � rAB � min(rA, rB)
(см. задачу 931).

1493. Доказать, что:
а) ранг (ϕ + ψ) � ранг ϕ + ранг ψ;
б) деф. (ϕψ) � деф. ϕ + деф. ψ для любых линейных

преобразований ϕ и ψ пространства Rn.
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1494. Найти собственные значения и собственные векторы
линейного преобразования ϕ, заданного в базисе a1, a2, a3,
a4 матрицей ⎛⎜⎜⎝

1 0 2 −1
0 1 4 −2
2 −1 0 1
2 −1 −1 2

⎞⎟⎟⎠ .

Показать, что подпространство, натянутое на векторы
a1 + 2a2 и a2 + a3 + 2a4, является инвариантным относи-
тельно ϕ.
∗ 1495. Доказать, что число линейно независимых собствен-

ных векторов преобразования ϕ, принадлежащих одному соб-
ственному значению λ0, не превосходит кратности λ0 как кор-
ня характеристического многочлена преобразования ϕ.

1496. Доказать, что линейное подпространство, натянутое
на любую систему собственных векторов преобразования ϕ,
инвариантно относительно ϕ.

1497. Доказать, что множество всех собственных векто-
ров линейного преобразования ϕ, принадлежащих одному и
тому же собственному значению λ0 (вместе с нулевым век-
тором), является линейным подпространством, инвариантным
относительно ϕ.

1498. Доказать, что все отличные от нуля векторы про-
странства тогда и только тогда являются собственными век-
торами линейного преобразования ϕ, когда ϕ — преобразова-
ние подобия, т. е. ϕx = αx с одним и тем же α для любого
вектора x.

1499. Доказать, что любое подпространство L, инвариант-
ное относительно невырожденного линейного преобразования
ϕ, будет инвариантно и относительно обратного преобразова-
ния ϕ−1.

1500. Доказать, что: а) образ ϕL и б) полный прообраз
ϕ−1L линейного подпространства L, инвариантного относи-
тельно линейного преобразования ϕ, сами будут инвариантны
относительно ϕ.

1501. Найти все линейные подпространства пространства
многочленов от одного неизвестного степени � n с веществен-
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ными коэффициентами, инвариантные относительно преобра-
зования ϕ, переводящего любой многочлен в его производную.

1502. Доказать, что матрица линейного преобразования ϕ
n-мерного пространства в базисе a1, a2, . . . , an является кле-
точной полураспавшейся матрицей вида:

а)
(

A1 B
0 A2

)
, где A1 — квадратная матрица порядка k < n,

тогда и только тогда, когда линейное подпространство,
натянутое на первые k векторов базиса a1, . . . , ak,
инвариантно относительно ϕ;

б)
(

A1 0
B A2

)
, где A1 — квадратная матрица порядка k < n,

тогда и только тогда, когда линейное подпространство,
натянутое на первые n−k векторов базиса ak+1, . . . ,an,
инвариантно относительно ϕ;

в) матрица будет клеточной распавшейся вида
(

A1 0
0 A2

)
,

где A1 — квадратная матрица порядка k, тогда и только
тогда, когда как подпространство, натянутое на векто-
ры a1, . . . , ak, так и подпространство, натянутое на
векторы ak+1, . . . , an, инвариантно относительно ϕ.

∗ 1503. Пусть линейное преобразование ϕ n-мерного про-
странства Rn в базисе a1, . . . , an имеет диагональную матри-
цу с различными элементами на диагонали. Найти все линей-
ные подпространства, инвариантные относительно ϕ, и опре-
делить их число.

1504. Найти все подпространства трехмерного простран-
ства, инвариантные относительно линейного преобразования,
заданного матрицей ⎛⎝ 4 −2 2

2 0 2
−1 1 1

⎞⎠ .

1505. Найти все подпространства трехмерного простран-
ства, инвариантные одновременно относительно двух линей-
ных преобразований, заданных матрицами:⎛⎝ 5 −1 −1

−1 5 −1
−1 −1 5

⎞⎠ и

⎛⎝−6 2 3
2 −3 6
3 6 2

⎞⎠ .
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1506. Доказать, что любые два перестановочных линей-
ных преобразования комплексного пространства имеют общий
собственный вектор.

1507. Доказать, что для любой (хотя бы и бесконечной)
совокупности попарно перестановочных линейных преобразо-
ваний комплексного пространства Rn существует вектор, соб-
ственный для всех преобразований данной совокупности.

1508. Доказать, что корневые векторы, принадлежащие
различным собственным значениям, линейно независимы.

Найти собственные значения и корневые подпространства
линейных преобразований, заданных в некотором базисе сле-
дующими матрицами:

1509.

⎛⎝4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

⎞⎠. 1510.

⎛⎝1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

⎞⎠.

1511.

⎛⎝2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

⎞⎠. 1512.

⎛⎜⎜⎝
0 −2 3 2
1 1 −1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1

⎞⎟⎟⎠.
1513. Доказать, что линейное преобразование комплекс-

ного пространства тогда и только тогда имеет диагональную
матрицу в некотором базисе, когда все его корневые векторы
являются собственными векторами.

1514. Доказать, что комплексное пространство тогда и
только тогда состоит сплошь из корневых векторов линейно-
го преобразования ϕ, когда все собственные значения этого
преобразования равны между собой.

1515. Пусть R — бесконечномерное пространство всех ве-
щественных функций F (x), определенных и имеющих произ-
водные любого порядка на всей числовой прямой, при обыч-
ных сложении функций и умножении функции на число, и
ϕ — преобразование, переводящее любую функцию в ее про-
изводную.

Найти:
а) все собственные значения и собственные векторы,
б) все корневые подпространства преобразования ϕ.
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1516. Пространство Rn называется циклическим относи-
тельно линейного преобразования ϕ, если Rn обладает цик-
лическим базисом, т. е. базисом a1, a2, . . . , an, для которого

ϕak = ak+1 (k = 1, 2, . . . , n− 1).

Доказать, что если Rn — циклическое пространство отно-
сительно ϕ и a1, a2, . . . , an — циклический базис, то:

а) минимальный многочлен g(λ) преобразования ϕ имеет
степень n;

б) минимальный многочлен всего пространства совпадает
с минимальным многочленом вектора a1;

в) если ϕan = c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan, то минимальный
многочлен преобразования ϕ определяется равенством

g(λ) = λn − cnλn−1 − cn−1λ
n−2 − · · · − c1.

1517. Доказать, что если степень минимального многочле-
на g(λ) линейного преобразования ϕ пространства Rn равна
n и g(λ) есть степень многочлена, неприводимого над тем по-
лем, над которым рассматривается пространство Rn, т. е. в
случае комплексного пространства g(λ) = (λ− α)n, то:

а) Rn не разложимо в прямую сумму двух подпро-
странств, инвариантных относительно ϕ;

б) Rn является циклическим относительно ϕ.

Какой вид имеет матрица преобразования ϕ в циклическом
базисе?

1518. Пусть минимальный многочлен линейного преобра-
зования ϕ пространства Rn имеет вид (λ − α)n. Доказать,
что существует вектор a такой, что векторы (ϕ − αε)n−1a,
(ϕ − αε)n−2a, . . . , (ϕ − αε)a, a, где ε — тождественное пре-
образование, образуют базис пространства. Какой вид имеет
матрица преобразования ϕ в этом базисе?

1519. Доказать, что любое подпространство L комплекс-
ного пространства Rn, инвариантное относительно линейного
преобразования ϕ, содержит прямую, инвариантную относи-
тельно ϕ.

1520. Доказать, что любое подпространство L действи-
тельного пространства Rn, инвариантное относительно ли-
нейного преобразования ϕ и имеющее нечетную размерность,
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содержит прямую, инвариантную относительно ϕ. Показать на
примерах, что для подпространства четной размерности утвер-
ждение неверно. При каких условиях L содержит прямую,
все точки которой остаются неподвижными при преобразова-
нии ϕ?

1521. Доказать, что комплексное пространство, содержа-
щее лишь одну прямую, инвариантную относительно линей-
ного преобразования ϕ, неразложимо в прямую сумму двух
ненулевых подпространств, инвариантных относительно ϕ.

1522. Доказать, что комплексное пространство Rn отно-
сительно данного линейного преобразования ϕ распадается в
прямую сумму (одного или нескольких) инвариантных линей-
ных подпространств, каждое из которых содержит лишь одну
инвариантную прямую и, значит (по предыдущей задаче), да-
лее не разложимо.
∗ 1523. Пусть ϕ — линейное преобразование пространства

Rn и g(λ) — минимальный многочлен ϕ. Доказать, что:
а) если g(λ) − h(λ)k(λ) и многочлены h(λ) и k(λ) вза-

имно просты, то пространство Rn есть прямая сумма
подпространств L1, состоящего из всех векторов x та-
ких, что h(ϕ)x = 0, и L2, состоящего из всех векторов
x таких, что k(ϕ)x = 0;

б) если g(λ) = h1(λ)h2(λ) . . . hs(λ) и многочлены h1(λ),
h2(λ), . . . , hs(λ) попарно взаимно просты, то простран-
ство Rn есть прямая сумма подпространств Li (i =
= 1, 2, . . . , s), где L1 состоит из всех векторов x таких,
что hi(ϕ)x = 0.

∗ 1524. Линейное преобразование ϕ в базисе e1, e2, e3 за-
дано матрицей ⎛⎝ 1 0 0

1 2 1
−1 0 1

⎞⎠ .

Найти минимальный многочлен g(λ) этого преобразования и
разложение пространства в прямую сумму подпространств, со-
ответствующее разложению g(λ) на взаимно простые множи-
тели вида (λ− α)k.
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1525. Решить задачу, аналогичную предыдущей, если ли-
нейное преобразование ϕ в базисе e1, e2, e3 задано матрицей⎛⎝ 4 −2 2

−5 7 −5
−6 6 −4

⎞⎠ .

1526. Линейное преобразование ϕ евклидова (или унитар-
ного) пространства Rn задано равенством ϕx = (x, a)a для
любого x из Rn, причем a — данный ненулевой вектор. Найти
минимальный многочлен g(λ) этого преобразования и разло-
жение пространства в прямую сумму, соответствующее разло-
жению g(λ) на взаимно простые степени неприводимых много-
членов с вещественными коэффициентами (или многочленов
вида λ− α в случае унитарного пространства).

1527. Найти жорданову форму матрицы линейного преоб-
разования ϕ комплексного пространства Rn, если ϕ имеет с
точностью до числового множителя только один собственный
вектор.

1528. Доказать, что число линейно независимых собствен-
ных векторов линейного преобразования ϕ, принадлежащих
одному и тому же собственному значению λ0, равно числу
клеток с диагональным элементом λ0 в жордановой форме
матрицы ϕ.
∗ 1529. Доказать, что базис, в котором матрица линейного

преобразования ϕ комплексного векторного пространства Rn

имеет жорданову форму, можно построить следующим обра-
зом:

А) Если не все собственные значения ϕ равны между со-
бой и характеристический многочлен имеет вид

f(λ) = (λ− λ1)k1 . . . (λ− λs)ks (λi �= λj при i �= j),

то строим базис подпространства P i всех векторов x
таких, что (ϕ − λiε)kix = 0 (ε — тождественное пре-
образование, i = 1, 2, . . . , s).

Пространство Rn будет прямой суммой подпро-
странств P i. Они инвариантны относительно ϕ; ϕ на
P i имеет одно собственное значение λi, причем (ϕ −
− λiε)kix = 0 для любого вектора x из P i. В этом
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построении вместо характеристического многочлена
f(λ) можно взять минимальный многочлен g(λ), что
может понизить показатели степени ki.

Б) Пусть ϕ на Rn имеет единственное собственное значе-
ние λ0 и k — наименьшее целое положительное чис-
ло такое, что (ϕ − λ0)k = 0. Положим ψ = ϕ − λ0ε.
Высотой вектора x назовем наименьшее h такое, что
ψhx = 0. Через Rh обозначим подпространство всех
векторов высоты � h (0 � h � k). R0 содержит только
нулевой вектор; rk совпадает со всем пространством.

Строим базис R1, дополняем его до базиса R2, по-
лученный базис дополняем до базиса R3 и т. д., пока
не построим базис Rk (для краткости все эти базисы
назовем начальными). Для каждого вектора f высоты
k начального базиса Rk строим серию векторов f , ψf ,
ψ2f , . . . , ψk−1f с начальным вектором f . Берем любой
(например, начальный) базис Rk−2 и векторы высоты
k − 1 всех построенных серий. Это векторы вместе бу-
дут линейно независимы. Дополним их до базиса Rk−1

любыми векторами (например, из начального базиса
Rk−1). Для каждого из дополнительно взятых векто-
ров f (если они вообще существуют) строим новую
серию: f , ψf , ψ2f и т. д.

Пусть на некотором шаге уже построены серии, в
которых векторы высоты h + 1 вместе с любым (на-
пример, начальным) базисом Rh образуют базис Rh+1.
Векторы любого (например, начального) базиса Rh−1

вместе с векторами высоты h построенных серий будут
линейно независимы. Дополним их до базиса Rh лю-
быми векторами (например, из начального базиса Rh).
Для каждого дополнительно взятого вектора f (если
таковые существуют) строим новую серию: f , ψf , ψ2f ,
. . . , ψh−1f . Поступаем так до тех пор, пока векторы
всех построенных серий не образуют вместе базис все-
го пространства. Записав векторы серию за серией так,
что в каждой серии векторы взяты в обратном порядке
(начальный вектор серии берется в данной серии по-
следним), получим искомый базис, в котором матрица
преобразования ϕ имеет жорданову форму.
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В) Базис, построение которого указано в пунктах А) и
Б), определен не однозначно. Доказать единственность
(с точностью до порядка расположения жордановых
клеток) жордановой матрицы AJ , подобной данной
квадратной матрице A (и, значит, единственность жор-
дановой формы матрицы данного линейного преобразо-
вания ϕ). Именно, доказать, что жорданова форма AJ

матрицы A порядка n определяется следующим обра-
зом. Пусть k — наивысший порядок жордановых кле-
ток матрицы AJ с числом λ0 на диагонали, xh — число
таких клеток порядка h (h = 1, 2, . . . , k), B = A−λ0E,
rh — ранг матрицы Bh (h = 0, 1, 2, . . . , k, k + 1). Тогда
числа xh определяются формулами

xh = rh−1 − 2rh + rh+1 (h = 1, 2, . . . , k). (α)

Замечание. Формулы (α) дают прием отыскания жорда-
новой формы AJ без помощи теории элементарных делителей
λ-матриц.

Линейное преобразование ϕ пространства Rn в базисе e1,
. . . , en задано матрицей A. Найти базис f1, . . . , fn, в ко-
тором матрица этого преобразования имеет жорданову форму
AJ , и найти эту жорданову форму (искомый базис определен
неоднозначно).

1530. A =

⎛⎜⎝3 2 −3
4 10 −12
3 6 −7

⎞⎟⎠. 1531. A =

⎛⎜⎝ 1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2

⎞⎟⎠.

1532. A =

⎛⎜⎝ 0 3 3
−1 8 5
2 −14 −10

⎞⎟⎠. 1533. A =

⎛⎜⎝6 6 −15
1 5 −5
1 2 −2

⎞⎟⎠.

1534. A =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 1 −1 1
−1 2 −1 1
−1 1 1 0
−1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠. 1535. A =

⎛⎜⎜⎜⎝
6 −9 5 4
7 −13 8 7
8 −17 11 8
1 −2 1 3

⎞⎟⎟⎟⎠.
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1536. A = B2, где

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ — клетка Жордана порядка n.

∗ 1537. Линейное преобразование ϕ пространства Rn назы-
вается инволютивным, если ϕ2 = ε, где ε — тождественное
преобразование. Выяснить геометрический смысл инволютив-
ного преобразования.
∗ 1538. Линейное преобразование ϕ пространства Rn назы-

вается идемпотентным, если ϕ2 = ϕ. Выяснить геометриче-
ский смысл идемпотентного преобразования.

1539. Привести примеры линейного преобразования ϕ
трехмерного пространства, для которого:

а) пространство не является прямой суммой области зна-
чений L1 и ядра L2 преобразования ϕ (определение
дано в задаче 1488);

б) пространство является прямой суммой области значе-
ний L1 и ядра L2 для ϕ, но ϕ не является проектиро-
ванием на L1 параллельно L2.

§ 19. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЕВКЛИДОВЫХ И
УНИТАРНЫХ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

1540. Доказать, что операция перехода от линейного пре-
образования ϕ унитарного (или евклидова) пространства к со-
пряженному преобразованию ϕ∗ обладает следующими свой-
ствами:

а) (ϕ∗)∗ = ϕ;
б) (ϕ + ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗;
в) (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗;
г) (αϕ)∗ = ᾱϕ∗;
д) если ϕ невырожденно, то (ϕ−1)∗ = (ϕ∗)−1.
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1541. Пусть e1, e2 — ортонормированный базис плоскости
и линейное преобразование ϕ в базисе f1 = e1, f2 = e1 +

+ e2 имеет матрицу
(

1 2
1 −1

)
. Найти матрицу сопряженного

преобразования ϕ∗ в том же базисе f1, f2.
1542. Линейное преобразование ϕ евклидова пространства

в базисе из векторов f1 = (1, 2, 1), f2 = (1, 1, 2), f3 = (1, 1, 0)
задано матрицей ⎛⎝1 1 3

0 5 −1
2 7 −3

⎞⎠ .

Найти матрицу сопряженного преобразования ϕ∗ в том же
базисе, считая, что координаты векторов базиса даны в неко-
тором ортонормированном базисе.

1543. Найти матрицу линейного преобразования ϕ∗, со-
пряженного преобразованию ϕ в ортонормированном базисе
e1, e2, e3, если ϕ переводит векторы a1 = (0, 0, 1), a2 =
= (0, 1, 1), a3 = (1, 1, 1) в векторы b1 = (1, 2, 1), b2 = (3, 1, 2),
b3 = (7,−1, 4) соответственно, где координаты всех векторов
даны в базисе e1, e2, e3.

1544. Пусть xOy — прямоугольная система координат на
плоскости и ϕ — проектирование плоскости на ось Ox парал-
лельно биссектрисе первой и третьей четверти. Найти сопря-
женное преобразование ϕ∗.
∗ 1545. Пусть Rn = L1 + L2 — разложение евклидова (или

унитарного) пространства в прямую сумму двух подпро-
странств; ϕ — проектирование Rn на L1 параллельно L2; L∗1
и L∗2 — ортогональные дополнения соответственно для L1 и
L2; ϕ∗ — преобразование, сопряженное с ϕ. Доказать, что
Rn = L∗1 + L∗2 и что ϕ∗ является проектированием Rn на L∗2
параллельно L∗1.

1546. Доказать, что если подпространство L унитарного
(или евклидова) пространства инвариантно относительно ли-
нейного преобразования ϕ, то ортогональное дополнение L∗

инвариантно относительно сопряженного преобразования ϕ∗.
∗ 1547. Доказать, что линейное преобразование ϕ унитар-

ного пространства Rn имеет инвариантное подпространство
любого числа измерений от нуля до n.
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∗ 1548. Доказать, что для любого линейного преобразова-
ния ϕ унитарного пространства существует ортонормирован-
ный базис, в котором матрица этого преобразования имеет
треугольную форму (теорема Шура).

1549. Написать уравнение плоскости, инвариантной отно-
сительно линейного преобразования ϕ, заданного в некотором
ортонормированном базисе матрицей⎛⎜⎝ 4 −23 17

11 −43 30

15 −54 37

⎞⎟⎠ .

1550. Доказать, что если один и тот же вектор x является
собственным для линейного преобразования ϕ со значением
λ1 и для сопряженного преобразования ϕ∗ со значением λ2,
то λ1 = λ̄2.

1551. Доказать, что если линейное преобразование ϕ уни-
тарного пространства Rn имеет собственные значения λ1, λ2,
. . . , λn, то собственными значениями сопряженного преобра-
зования ϕ∗ будут сопряженные числа λ̄1, λ̄2, . . . , λ̄n.

1552. Доказать, что соответствующие друг другу коэффи-
циенты минимальных многочленов сопряженных между собой
линейных преобразований сопряжены друг другу.
∗ 1553. Пусть линейное преобразование ϕ унитарного (или

евклидова) пространства в базисе e1, . . . , en имеет матрицу
A, а сопряженное преобразование ϕ∗ во взаимном базисе (см.
задачу 1417) f1, . . . , fn — матрицу B. Доказать, что B = Ā′ в
унитарном пространстве и B = A′ в евклидовом пространстве.
∗ 1554. Пусть скалярное произведение (x, y) в некотором

базисе задано билинейной формой f с матрицей U (иными
словами, матрица U является матрицей Грама векторов бази-
са). Показать, что матрица A линейного преобразования ϕ и
матрица A1 сопряженного преобразования ϕ∗ в данном базисе
связаны так:

а) A1 = U−1A′U для евклидова пространства;
б) Ā1 = U−1A′U для унитарного пространства.
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Пусть в некотором базисе скалярное произведение задано
билинейной формой f , а линейное преобразование ϕ — мат-
рицей A. Найти матрицу A1 сопряженного преобразования ϕ∗

в том же базисе:
1555. f = x1y1 + 5x2y2 + 6x3y3 + 2x1y3 + 2x3y1 + 3x2y3 +

+ 3x3y2;

A =

⎛⎝0 1 −2
2 0 −1
3 −2 0

⎞⎠ .

1556. f = 2x1y1 + 3x2y2 + x3y3 + 2x1y2 + 2x2y1 + x1y3 +
+ x3y1 + x2y3 + x3y2;

A =

⎛⎝ 2 1 1
−1 −3 1
1 2 −1

⎞⎠ .

Пусть U — матрица Грама некоторого базиса и A — мат-
рица линейного преобразования ϕ. Найти матрицу A1 сопря-
женного преобразования ϕ∗ в том же базисе:

1557. U =

⎛⎝ 3 1 −2
1 1 −1
−2 −1 2

⎞⎠; A =

⎛⎝1 2 0
2 0 3
0 1 3

⎞⎠.
1558. U =

⎛⎝ 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

⎞⎠; A =

⎛⎝1 2 −3
2 −3 1
3 2 −1

⎞⎠.
1559. Пусть ϕ— линейное преобразование унитарного или

евклидова пространства. Доказать, что (eϕ)∗ = eϕ∗ . (Опре-
деление функции от линейного преобразования дано в зада-
че 1464.)

1560. Доказать, что произведение двух ортогональных (со-
ответственно унитарных) преобразований само ортогонально
(унитарно).

1561. Доказать, что если линейное преобразование ϕ уни-
тарного (или евклидова) пространства сохраняет длины всех
векторов, то оно унитарно (соответственно ортогонально).
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∗ 1562. Пусть в унитарном (или евклидовом) пространстве
задано некоторое преобразование ϕ, в силу которого каждому
вектору x соответствует единственный вектор ϕx. Доказать,
что если преобразование ϕ сохраняет скалярное произведение,
т. е. (ϕx, ϕy) = (x, y) для любых векторов x, y пространства,
то ϕ будет линейным и, значит, унитарным (соответственно
ортогональным) преобразованием. Показать на примерах, что
для сохранения скалярных квадратов всех векторов недоста-
точно для линейности ϕ.

1563. Пусть скалярное умножение векторов пространства
Rn задано матрицей Грама U векторов некоторого базиса.
Найти условие, необходимое и достаточное для того, чтобы
линейное преобразование ϕ, заданное в том же базисе матри-
цей A, было:

а) ортогональным преобразованием евклидова простран-
ства,

б) унитарным преобразованием унитарного пространства.
1564. Доказать, что если два вектора x, y евклидова (или

унитарного) пространства имеют одинаковую длину, то суще-
ствует ортогональное (соответственно унитарное) преобразо-
вание ϕ, переводящее x в y.

1565. Доказать, что если две пары векторов x1, x2 и y1,
y2 евклидова (или унитарного) пространства обладают свой-
ствами |x1| = |y1|, |x2| = |y2| и угол между x1 и x2 равен
углу между y1 и y2, то существует ортогональное (соответ-
ственно унитарное) преобразование ϕ такое, что ϕx1 = y1,
ϕx2 = y2.∗ 1566. Пусть даны две системы векторов x1, . . . , xk и
y1, . . . , yk евклидова (или унитарного) пространства. Дока-
зать утверждение: для того чтобы существовало ортогональ-
ное (соответственно унитарное) преобразование ϕ такое, что
ϕx1 = yi (i = 1, 2, . . . , k), необходимо и достаточно, чтобы
матрицы Грама обеих систем векторов совпадали: ((xi, xj))k

1 =
= ((yi, yj))

k
1 .

∗ 1567. Пусть ϕ — унитарное (или ортогональное) преобра-
зование унитарного (соответственно евклидова) пространства
Rn. Доказать, что ортогональное дополнение L∗ к линейно-
му подпространству L, инвариантному относительно ϕ, также
инвариантно относительно ϕ.
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1568. Доказать, что два перестановочных унитарных пре-
образования унитарного пространства обладают общим орто-
нормированным базисом собственных векторов.
∗ 1569. Доказать, что для унитарного преобразования ϕ

унитарного пространства:
а) собственные значения по модулю равны единице

(и, значит, характеристические числа унитарной,
в частности вещественной ортогональной, матрицы по
модулю равны единице);

б) собственные векторы, принадлежащие двум различным
собственным значениям, ортогональны;

в) если в некотором базисе матрица A преобразования
ϕ вещественна и собственный вектор, принадлежащий
комплексному собственному значению α + βi (β �= 0),
представлен в виде x + yi, где векторы x и y имеют
вещественные координаты, то x и y ортогональны и
имеют одинаковую длину, причем

ϕx = αx− βy; ϕy = βx + αy; (1)

г) ортогональное преобразование евклидова пространства
всегда обладает одномерным или двумерным инвари-
антным подпространством.

∗ 1570. Доказать, что:
а) для любого унитарного преобразования ϕ унитарного

пространства Rn существует ортонормированный ба-
зис, состоящий из собственных векторов преобразова-
ния ϕ. В этом базисе матрица ϕ является диагональ-
ной с диагональными элементами, равными по модулю
единице.

Какое свойство унитарных матриц отсюда выте-
кает?

б) для любого ортогонального преобразования ϕ евкли-
дова пространства Rn существует ортонормированный
базис, в котором матрица ϕ имеет канонический вид,
где на главной диагонали стоят клетки второго порядка
вида (

cos γ − sinγ
sin γ cos γ

)
(γ �= kπ)

и клетки первого порядка вида (±1).
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Клетки какого-нибудь из этих типов могут отсут-
ствовать. Все остальные элементы равны нулю. Каков
геометрический смысл преобразования? Какое свой-
ство вещественных ортогональных матриц отсюда
вытекает?

Для ортогонального преобразования ϕ, заданного в орто-
нормированном базисе матрицей A, найти ортонормированный
базис, в котором матрица B этого преобразования имеет кано-
нический вид, указанный в задаче 1570. Найти канонический
вид. (Искомый базис определен неоднозначно.)

1571. A =

⎛⎜⎝
2
3

2
3 − 1

3
2
3 − 1

3
2
3

− 1
3

2
3

2
3

⎞⎟⎠.

1572.A =

⎛⎜⎝
1
2

1
2 − 1

2

√
2

1
2

1
2 1

2

√
2

1
2

√
2 − 1

2

√
2 0

⎞⎟⎠.

1573. A =

⎛⎜⎝
1
2

√
2 0 − 1

2

√
2

1
6

√
2 2

3

√
2 1

6

√
2

2
3 − 1

3
2
3

⎞⎟⎠.
Найти канонический вид B ортогональной матрицы A и

ортогональную матрицу Q такую, что B = Q−1AQ:

1574. A =

⎛⎜⎜⎝
2
3 − 1

3
2
3

2
3

2
3 − 1

3

− 1
3 − 2

3
2
3

⎞⎟⎟⎠.

1575.A =

⎛⎜⎝
3
4

1
4 − 1

4

√
6

1
4

3
4

1
4

√
6

1
4

√
6 − 1

4

√
6 1

2

⎞⎟⎠.

1576. A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2 − 1

2 − 1
2

1
2 − 1

2
1
2 − 1

2
1
2 − 1

2 − 1
2

1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
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1577. A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2 − 1

2 − 1
2

− 1
2

1
2 − 1

2
1
2

− 1
2

1
2

1
2 − 1

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
1578. Для данной унитарной матрицы

A =
1
9

⎛⎝4 + 3i 4i −6− 2i
−4i 4− 3i −2− 6i

6 + 2i −2− 6i 1

⎞⎠
найти диагональную матрицу B и унитарную матрицу Q та-
кие, что

B = Q−1AQ.

1579. Доказать, что линейная комбинация самосопряжен-
ных преобразований с вещественными коэффициентами
(в частности, сумма двух самосопряженных преобразований)
есть самосопряженное преобразование.

1580. Доказать, что произведение ϕψ двух самосопряжен-
ных преобразований ϕ и ψ тогда и только тогда будет самосо-
пряженным, когда ϕ и ψ перестановочны.

1581. Доказать, что если ϕ и ψ — самосопряженные пре-
образования, то самосопряженными будут также преобразова-
ния

ϕψ + ψϕ и i(ϕψ − ψϕ).

1582. Доказать, что отражение ϕ евклидова (или унитар-
ного) пространства Rn в подпространстве L1 параллельно
подпространству L2 тогда и только тогда будет самосопряжен-
ным линейным преобразованием, когда L1 и L2 ортогональны.

1583. Доказать, что проектирование ϕ евклидова (или
унитарного) пространства Rn на подпространство L1 парал-
лельно подпространству L2 тогда и только тогда будет са-
мосопряженным линейным преобразованием, когда L1 и L2

ортогональны.
1584. Доказать, что если линейное преобразование ϕ уни-

тарного (или евклидова) пространства Rn обладает любыми
двумя из следующих трех свойств:

1) ϕ — самосопряженное преобразование;
2) ϕ — унитарное (соответственно ортогональное) преоб-

разование;
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3) ϕ — инволютивное преобразование, т. е. ϕ2 = ε —
тождественное преобразование,

то оно обладает и третьим свойством. Найти все типы преоб-
разований, обладающих всеми этими свойствами.

Найти ортонормированный базис собственных векторов и
матрицу B в этом базисе для линейного преобразования, за-
данного в некотором ортонормированном базисе матрицей A
(искомый базис определен не однозначно):

1585. A =

⎛⎝11 2 −8
2 2 10
−8 10 5

⎞⎠. 1586. A =

⎛⎝17 −8 4
−8 17 −4
4 −4 11

⎞⎠.
1587. A =

⎛⎝3 −i 0
i 3 0
0 0 4

⎞⎠.
Для данной матрицы A найти диагональную матрицу B и

унитарную матрицу C такие, что B = C−1AC.

1588. A =
(

3 2 + 2i
2− 2i 1

)
. 1589. A =

(
3 2− i

2 + i 7

)
.

∗ 1590. Рассмотрим n2-мерное пространство всех комплекс-
ных квадратных матриц порядка n с обычными операциями
сложения матриц и умножения матрицы на число. Превратим
это пространство в унитарное, считая, что скалярное произве-
дение двух матриц A = (aij)n

1 и B = (bij)n
1 задано равенством

(AB) =
∑n

i,j=1 aij b̄ij .
Доказать, что:
а) умножение всех матриц слева на одну и ту же матрицу

C является линейным преобразованием;
б) унитарные матрицы как векторы указанного простран-

ства имеют длину
√

n;
в) умножения всех матриц слева на сопряженно-транспо-

нированные матрицы C и C̄′ вызывают сопряженные
преобразования;

г) умножение слева на унитарную матрицу C вызывает
унитарное преобразование;

д) умножение на эрмитову матрицу вызывает самосопря-
женное преобразование;

е) умножение на косоэрмитову матрицу вызывает косо-
симметрическое преобразование.
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1591. Пусть скалярное умножение векторов пространства
Rn задано матрицей Грама U некоторого базиса. Найти усло-
вие, необходимое и достаточное для того, чтобы линейное пре-
образование ϕ, заданное в том же базисе матрицей A, было
самосопряженным в случае:

а) евклидова,
б) унитарного пространства.
∗ 1592. Доказать, что два самосопряженных преобразова-

ния ϕ и ψ унитарного (или евклидова) пространства Rn тогда
и только тогда имеют общий ортонормированный базис соб-
ственных векторов обоих преобразований, когда эти преобра-
зования перестановочны. Какое свойство квадратичных форм
и поверхностей второго порядка отсюда вытекает?

1593. Пусть R — евклидово пространство размерности n2,
векторами которого являются все вещественные матрицы по-
рядка n с обычными сложением матриц и умножением мат-
рицы на число, а скалярное произведение матриц A = (aij) и
B = (bij) определено равенством (AB) =

∑n
i,j=1 aijbij . Пусть,

далее, P и Q — вещественные симметрические матрицы по-
рядка n.

Доказать, что линейные преобразования ϕX = PX и
ψX = XQ (X — любая матрица из пространства R) явля-
ются перестановочными самосопряженными преобразования-
ми пространства R, и найти связь между общим ортонорми-
рованным базисом собственных векторов преобразований ϕ
и ψ и ортонормированными базисами собственных векторов
матриц P и Q.

1594. Самосопряженное линейное преобразование ϕ уни-
тарного (или евклидова) пространства Rn называется положи-
тельно определенным, если (ϕx, x) > 0, и неотрицательным,
если (ϕx, x) � 0 для любого вектора x �= 0 из Rn. Дока-
зать, что самосопряженное преобразование ϕ тогда и только
тогда является положительно определенным (или неотрица-
тельным), когда все его собственные значения положительны
(соответственно неотрицательны). Показать, что для любого
(а не только для самосопряженного) линейного преобразова-
ния ϕ из (ϕx, x) > 0 (или � 0) следует, что все собственные
значения ϕ положительны (соответственно неотрицательны).
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Привести пример, показывающий, что для самосопряженного
линейного преобразования обратное утверждение может быть
неверно.
∗ 1595. Доказать, что если ϕ = ψχ или ϕ = χψ, где ϕ и

ψ — самосопряженные линейные преобразования с положи-
тельными собственными значениями, а χ — унитарное пре-
образование, то ϕ = ψ и χ — тождественное преобразование
(см. задачу 1276, в).
∗ 1596. Доказать, что любое невырожденное линейное пре-

образование ϕ унитарного (или евклидова) пространства пред-
ставляется как в виде ϕ = ψ1χ1, так и в виде ϕ = χ2ψ2, где
ψ1, ψ2 — самосопряженные преобразования с положительны-
ми собственными значениями, а χ1, χ2 — унитарные (соответ-
ственно ортогональные) преобразования, причем оба указан-
ных представления единственны.

1597. Почему равенства

(
2 1
1 2

)
=
(

2 1
1 2

)
·
(

1 0
0 1

)
=
(

1 2
2 1

)
·
(

0 1
1 0

)
не приводят к противоречию с единственностью представле-
ния, указанного в предыдущей задаче.

Следующие матрицы представить в виде произведения сим-
метрической матрицы с положительными характеристически-
ми числами на ортогональную матрицу:

1598.

(
2 −1
2 1

)
. 1599.

(
1 −4
1 4

)
. 1600.

⎛⎝ 4 −2 2
4 4 −1
−2 4 2

⎞⎠.
1601. Доказать, что самосопряженное линейное преобра-

зование ϕ тогда и только тогда является положительно опре-
деленным, когда коэффициенты его характеристического мно-
гочлена λn + c1λ

n−1 + · · · + cn все отличны от нуля и имеют
чередующиеся знаки, и неотрицательным (т. е. с неотрица-
тельными собственными значениями) тогда и только тогда,
когда коэффициенты c0 = 1, c1, c2, . . . , ck отличны от нуля и
имеют чередующиеся знаки, а ck+1, . . . , cn равны нулю. Здесь
k — любое число от 0 до n.
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∗ 1602. Доказать, что если ϕ и ψ — самосопряженные пре-
образования и ϕ — положительно определенно, то собствен-
ные значения преобразования ϕψ вещественны.
∗ 1603. Доказать, что если ϕ и ψ — самосопряженные пре-

образования с неотрицательными собственными значениями,
причем одно из них невырожденно, то собственные значения
преобразования ϕψ вещественны и неотрицательны.

1604. Доказать, что сумма двух или нескольких неотрица-
тельных самосопряженных преобразований (см. задачу 1594)
является снова неотрицательным самосопряженным преобра-
зованием.
∗ 1605. Доказать, что неотрицательное самосопряженное

преобразование ранга r есть сумма r неотрицательных само-
сопряженных преобразований ранга 1.
∗ 1606. Доказать, что линейное преобразование ϕ унитар-

ного пространства Rn, имеющее ранг единица, тогда и только
тогда будет неотрицательным самосопряженным, когда в лю-
бом ортонормированном базисе его матрица представляется в
виде X̄ ′X , где X — строка n чисел.
∗ 1607. Доказать, что если матрицы A = (aij)n

1 и B = (bij)n
1

эрмитовы и неотрицательны (т. е. имеют неотрицательные
собственные значения), то и матрица C = (cij)n

1 , где cij =
= aijbij (i, j = 1, 2, . . . , n), эрмитова и неотрицательна (ср. с
задачей 1220).

1608. Линейное преобразование ϕ евклидова (или унитар-
ного) пространства Rn называется кососимметрическим, если
ϕ∗ = −ϕ, где ϕ∗ — преобразование, сопряженное ϕ. Доказать,
что:

а) для того чтобы линейное преобразование ϕ евклидова
пространства было кососимметрическим, необходимо и
достаточно, чтобы его матрица A в любом ортонорми-
рованном базисе была кососимметрической, т. е. A′ =
= −A;

б) для того чтобы линейное преобразование ϕ унитарного
пространства было кососимметрическим, необходимо и
достаточно, чтобы его матрица A в любом ортонорми-
рованном базисе была косоэрмитовой, т. е. Ā′ = −A.
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∗ 1609. Доказать, что ортогональное дополнение L∗ к ли-
нейному подпространству L евклидова (или унитарного) про-
странства, инвариантному относительно кососимметрического
преобразования ϕ, также инвариантно относительно ϕ.
∗ 1610. Доказать, что для кососимметрического преобразо-

вания ϕ унитарного пространства:
а) собственные значения чисто мнимы (и, значит, харак-

теристические числа комплексной косоэрмитовой, в
частности вещественной кососимметрической, матри-
цы чисто мнимы);

б) собственные векторы, принадлежащие двум различным
собственным значениям, ортогональны;

в) если в ортонормированном базисе матрица A преобра-
зования ϕ вещественна и собственный вектор, принад-
лежащий значению βi �= 0, представлен в виде x + yi,
где векторы x и y имеют вещественные координаты,
то x и y ортогональны и имеют одинаковую длину,
причем

ϕx = −βy, ϕy = βx; (1)

г) кососимметрическое преобразование евклидова про-
странства всегда обладает одномерным или двумерным
инвариантным подпространством.

∗ 1611. Доказать, что:
а) для любого кососимметрического преобразования ϕ

унитарного пространства Rn существует ортонорми-
рованный базис, состоящий из собственных векторов
преобразования ϕ. В этом базисе матрица ϕ является
диагональной с чисто мнимыми элементами на диаго-
нали (причем некоторые из этих элементов могут рав-
няться нулю). Какое свойство комплексных косоэрми-
товых матриц отсюда вытекает?

б) для любого кососимметрического преобразования ϕ ев-
клидова пространства Rn существует ортонормирован-
ный базис, в котором матрица имеет следующий кано-
нический вид: по главной диагонали стоят клетки вто-

рого порядка вида
(

0 β
−β 0

)
, где β �= 0, и нулевые клет-

ки первого порядка (клетки одного из этих типов могут
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отсутствовать). Каков геометрический смысл преобра-
зования, какое свойство вещественных кососимметри-
ческих матриц отсюда вытекает?

1612. Доказать, что если ϕ — самосопряженное преобра-
зование унитарного пространства, то преобразование ψ = iϕ
является кососимметрическим. Обратно, если ϕ — кососим-
метрическое, то ψ = iϕ — самосопряженное преобразование.

1613. Доказать, что если ϕ — самосопряженное преоб-
разование унитарного пространства, то преобразование ψ =
= (ϕ − iε)−1(ϕ + iε), где ε — тождественное преобразование,
существует и является унитарным.
∗ 1614. Доказать, что кососимметрические и унитарные пре-

образования унитарного пространства (и соответственно косо-
симметрические и ортогональные преобразования евклидова
пространства) связаны следующим образом: если в равенстве

ψ = (ε− ϕ)(ε + ϕ)−1 (1)

(где ε — тождественное преобразование) ϕ — кососиммет-
рическое преобразование, то ψ — унитарное преобразование,
не имеющее собственным значением число −1. Обратно, ес-
ли в том же равенстве (1) ϕ — унитарное преобразование,
не имеющее собственным значением число −1, то ψ — ко-
сосимметрическое преобразование. Равенство (1) определяет
взаимно однозначное отображение всех кососимметрических
преобразований на все унитарные преобразования, не имею-
щие собственным значением число −1. Аналогичная связь
имеется между кососимметрическими и ортогональными пре-
образованиями евклидова пространства. Какие свойства мат-
риц отсюда вытекают?

1615. Показать, что равенство (1) предыдущей задачи
определяет взаимно однозначное соответствие, во-первых,
между всеми невырожденными кососимметрическими преоб-
разованиями и всеми унитарными (соответственно ортого-
нальными) преобразованиями, не имеющими собственных зна-
чений ±1, и, во-вторых, между всеми вырожденными кососим-
метрическими преобразованиями и всеми унитарными (орто-
гональными) преобразованиями, имеющими собственные зна-
чения +1, но не имеющими собственного значения −1.
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1616. Доказать, что если ϕ — кососимметрическое преоб-
разование унитарного (или евклидова) пространства, то пре-
образование eϕ является унитарным (соответственно ортого-
нальным). Какое свойство матриц отсюда вытекает?
∗ 1617. Доказать, что функция eϕ вызывает взаимно одно-

значное отображение всех самосопряженных преобразований
унитарного (или евклидова) пространства на все положитель-
но определенные (т. е. самосопряженные с положительными
собственными значениями) преобразования.

1618. Линейное преобразование ϕ унитарного (или евкли-
дова) пространства называется нормальным, если оно переста-
новочно с сопряженным ему преобразованием ϕ∗. Проверить,
что самосопряженные, кососимметрические и унитарные (или
ортогональные) преобразования нормальны.

1619. Доказать, что нормальное преобразование унитар-
ного (или евклидова) пространства тогда и только тогда явля-
ется самосопряженным, когда все его собственные значения
(соответственно все корни его характеристического уравне-
ния) вещественны.

1620. Доказать, что нормальное преобразование унитар-
ного (или евклидова) пространства тогда и только тогда яв-
ляется унитарным (соответственно ортогональным), когда все
его собственные значения (соответственно все корни его ха-
рактеристического уравнения) по модулю равны единице.

1621. Доказать, что нормальное преобразование унитар-
ного (или евклидова) пространства тогда и только тогда яв-
ляется кососимметрическим, когда все его собственные значе-
ния (соответственно все корни его характеристического урав-
нения) чисто мнимы.

1622. Доказать, что линейное преобразование ϕ унитар-
ного пространства тогда и только тогда является нормальным,
когда ϕ = ψχ, где ψ — самосопряженное и χ — унитарное
преобразования, перестановочные между собой.

1623. Доказать, что:
а) каждое линейное преобразование ϕ однозначно пред-

ставляется в виде ϕ = ϕ1 + ϕ2, где ϕ1 — самосопря-
женное и ϕ2 — кососимметрическое преобразования;
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б) для того чтобы преобразование ϕ было нормальным,
необходимо и достаточно, чтобы преобразования ϕ1 и
ϕ2 в вышеуказанном представлении были перестано-
вочны.

1624. Доказать, что:
а) каждое линейное преобразование ϕ унитарного про-

странства однозначно представляется в виде ϕ = ϕ1 +
+ iϕ2, где ϕ1 и ϕ2 — самосопряженные преобразо-
вания;

б) для того чтобы преобразование ϕ было нормальным,
необходимо и достаточно, чтобы преобразования ϕ1 и
ϕ2 в вышеуказанном представлении были перестано-
вочны.

∗ 1625. Доказать, что для любой (конечной или бесконеч-
ной) совокупности попарно перестановочных нормальных пре-
образований унитарного пространства Rn существует орто-
нормированный базис, векторы которого являются собствен-
ными для всех преобразований данной совокупности.

1626. Доказать, что из любого нормального преобразова-
ния ϕ унитарного пространства Rn можно в области нормаль-
ных преобразований извлечь корень k-й степени для любого
натурального числа k. Найти число различных нормальных
преобразований ψ таких, что ψk = ϕ.
∗ 1627. Доказать, что если x — собственный вектор нор-

мального преобразования ϕ унитарного (или евклидова) про-
странства, принадлежащий собственному значению λ, то x
является собственным вектором для сопряженного преобра-
зования ϕ∗, принадлежащим сопряженному (соответственно
тому же самому) числу λ̄.
∗ 1628. Доказать, что собственные векторы нормального

преобразования, принадлежащие двум различным собствен-
ным значениям, ортогональны.
∗ 1629. Пусть e — собственный вектор нормального преоб-

разования ϕ. Доказать, что подпространство L, состоящее из
всех векторов пространства, ортогональных e, инвариантно
относительно ϕ.
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∗ 1630. Доказать, что для нормальности линейного преоб-
разования ϕ унитарного пространства необходимо и достаточ-
но, чтобы каждый собственный вектор ϕ был собственным и
для ϕ∗.
∗ 1631. Доказать, что любое подпространство L унитарно-

го пространства Rn, инвариантное относительно нормального
преобразования ϕ, обладает ортонормированным базисом, со-
стоящим из собственных векторов преобразования ϕ.
∗ 1632. Говорят, что линейное преобразование ϕ унитарно-

го (или евклидова) пространства Rn обладает нормальным
свойством, если ортогональное дополнение L∗ для каждого
подпространства L, инвариантное относительно ϕ, само ин-
вариантно относительно ϕ. Доказать утверждение: для того
чтобы линейное преобразование ϕ унитарного (или евклидо-
ва) пространства было нормальным, необходимо и достаточно,
чтобы ϕ обладало нормальным свойством.
∗ 1633. Доказать, что для нормальности линейного преоб-

разования ϕ унитарного (или евклидова) пространства необ-
ходимо и достаточно, чтобы каждое подпространство, инвари-
антное относительно ϕ, было инвариантно и относительно ϕ∗.
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ДОПОЛНЕНИЕ

§ 20. ГРУППЫ

1634. Выяснить, образует ли группу каждое из следую-
щих множеств при указанной операции над элементами:

1) целые числа относительно сложения;
2) четные числа относительно сложения;
3) целые числа, кратные данному натуральному числу n,

относительно сложения;
4) степени данного действительного числа a, a �= 0,±1, с

целыми показателями относительно умножения;
5) неотрицательные целые числа относительно сложения;
6) нечетные целые числа относительно сложения;
7) целые числа относительно вычитания;
8) рациональные числа относительно сложения;
9) рациональные числа относительно умножения;
10) рациональные числа, отличные от нуля, относительно

умножения;
11) положительные рациональные числа относительно

умножения;
12) положительные рациональные числа относительно де-

ления;
13) двоично-рациональные числа, т. е. рациональные чис-

ла, знаменатели которых — степени числа 2 с целыми
неотрицательными показателями, относительно сложе-
ния;
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14) все рациональные числа, знаменатели которых равны
произведениям простых чисел из данного множества
M (конечного или бесконечного) с целыми неотрица-
тельными показателями (лишь конечное число которых
может быть отлично от нуля), относительно сложения;

15) корни n-й степени из единицы (как действительные,
так и комплексные) относительно умножения;

16) корни всех целых положительных степеней из единицы
относительно умножения;

17) матрицы порядка n с действительными элементами от-
носительно умножения;

18) невырожденные матрицы порядка n с действительны-
ми элементами относительно умножения;

19) матрицы порядка n с целыми элементами относительно
умножения;

20)матрицы порядка n с целыми элементами и определи-
телем, равным единице, относительно умножения;

21) матрицы порядка n с целыми элементами и определи-
телем, равным ±1, относительно умножения;

22) матрицы порядка n с действительными элементами от-
носительно сложения;

23) подстановки чисел 1, 2, . . . , n относительно умножения;
24) четные подстановки чисел 1, 2, . . . , n относительно

умножения;
25) нечетные подстановки чисел 1, 2, . . . , n относительно

умножения;
26) взаимно однозначные отображения множества N =

= {1, 2, 3, . . . , } натуральных чисел на себя, каждое из
которых перемещает лишь конечное число чисел, ес-
ли за произведение отображений s и t принято отоб-
ражение st, которое получается при последовательном
выполнении отображений s и t;

27) преобразования множества M , т. е. взаимно однознач-
ные отображения этого множества на себя, если за
произведение преобразований s и t принято преобра-
зование st, которое получается при последовательном
выполнении преобразований s и t;

28) векторы n-мерного линейного пространства Rn отно-
сительно сложения;
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29) параллельные переносы трехмерного пространства R,
если за произведение переносов s и t принято их по-
следовательное выполнение;

30)повороты трехмерного пространства R вокруг данной
точки O, если за произведение поворотов s и t принято
их последовательное выполнение;

31) все движения трехмерного пространства R, если за
произведение движений s и t принято движение st,
получающееся при последовательном выполнении дви-
жений s и t;

32) положительные действительные числа, если операция
определяется так: a ∗ b = ab;

33) положительные действительные числа, если операция
определяется так: a ∗ b = a2b2;

34) действительные многочлены степени � n (включая
нуль) от неизвестного x относительно сложения;

35) действительные многочлены степени n от неизвестного
x относительно сложения;

36) действительные многочлены любых степеней (включая
нуль) от неизвестного x относительно сложения.

1635. Доказать, что конечное множество G, в котором
определена ассоциативная алгебраическая операция и каждое
из уравнений ax = b, ya = b для любых a и b из G имеет в G
не более одного решения, будет группой.

1636. Доказать, что если a2 = e для любого элемента a
группы G, то эта группа абелева.
∗ 1637. Доказать, что группа корней n-й степени из едини-

цы является единственной мультипликативной группой n-го
порядка с числовыми элементами, отличной от {0}.
∗ 1638. Найти все (с точностью до изоморфизма) группы

порядка
а) 3;
б) 4;
в) 6.

Написать таблицы умножения этих групп и представить
эти группы в виде групп подстановок.
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∗ 1639. Показать, что вращения каждого из пяти правиль-
ных многогранников вокруг центра, совмещающие многогран-
ник с самим собой, образуют группу, если за умножение двух
вращений принять их последовательное выполнение. Найти
порядки этих групп.

1640. Доказать, что группы 1)–4) задачи 1634 изоморфны
между собой.

1641. Доказать, что:
а) все бесконечные циклические группы изоморфны

между собой;
б) все конечные циклические группы данного порядка n

изоморфны между собой.

1642. Доказать, что:
а) группа положительных действительных чисел по умно-

жению изоморфна группе всех действительных чисел
по сложению;

б) группа положительных рациональных чисел по умно-
жению не изоморфна группе всех рациональных чисел
по сложению.

∗ 1643. Доказать, что:
а) любая конечная группа порядка n изоморфна некото-

рой группе подстановок n элементов;
б) любая группа изоморфна группе некоторых взаимно

однозначных отображений множества элементов этой
группы на себя.

1644. Доказать, что для любых элементов a, b, c
группы G:

а) элементы ab и ba имеют одинаковый порядок;
б) элементы abc, bca и cab имеют одинаковый порядок.

1645. Доказать, что если e — единица и a — элемент по-
рядка n группы G, то ak = e тогда и только тогда, когда k
делится на n.

1646. Найти все образующие элементы аддитивной груп-
пы целых чисел.

1647. Пусть G = {a} — циклическая группа порядка n и
b = ak. Доказать, что:
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а) элемент b тогда и только тогда будет образующим груп-
пы G, когда числа n и k взаимно просты;

б) порядок элемента b равен n/d, где d — наибольший
общий делитель n и k;

в) если n и k взаимно просты, то в G существует корень
k
√

a, т. е. a является k-й степенью некоторого элемента
из G и обратно;

г) в группе нечетного порядка все элементы являются
квадратами.

∗ 1648. Доказать утверждения:
а) если элементы a и b группы G перестановочны, т. е.

ab = ba, (1)

и имеют конечные взаимно простые порядки r и s, то
их произведение ab имеет порядок rs;

б) если элементы a и b группы G перестановочны, имеют
конечные порядки r и s и пересечение их циклических
подгрупп содержит лишь единицу e, т. е.

{a} ∩ {b} = {e}, (2)

то порядок произведения ab равен наименьшему обще-
му кратному r и s. Показать на примерах, что для
справедливости последнего утверждения каждого из
условий (1) и (2) в отдельности недостаточно и что
условие (1) не является следствием условия (2) даже
для взаимно простых порядков элементов a и b;

в) если порядки r и s элементов a и b взаимно просты, то
условие (2) выполняется;

г) показать на примере, что без условия (2) порядок про-
изведения ab не определяется однозначно порядками
сомножителей a и b.

1649. Какие из групп задачи 1634 являются подгруппами
других из этих групп?

1650. Доказать, что:
а) если H — конечное множество элементов группы G и

произведение двух любых элементов из H снова лежит
в H, то H будет подгруппой группы G;
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б) если все элементы множества H группы G имеют ко-
нечные порядки и произведение двух любых элементов
из H снова лежит в H , то H будет подгруппой груп-
пы G.

1651. Доказать, что в любой группе подстановок, содер-
жащей хотя бы одну нечетную подстановку:

а) число четных подстановок равно числу нечетных;
б) четные подстановки образуют нормальный делитель;
в) все простые группы подстановок n элементов поряд-

ка больше 2 содержатся в знакопеременной группе An

(простой называется группа, не имеющая нормальных
делителей, кроме себя самой и единичной подгруппы).

1652. Доказать, что любая бесконечная группа имеет бес-
конечное число подгрупп.

1653. Найти все (с точностью до изоморфизма) группы,
каждая из которых изоморфна любой своей неединичной под-
группе.

1654. Найти все подгруппы:
а) циклической группы порядка 6;
б) циклической группы порядка 24;
в) четверной группы (задача 1638);
г) симметрической группы S3.
д) Какие из подгрупп группы S3 являются нормальными

делителями?
е) Доказать, что знакопеременная группа четвертой сте-

пени A4 не имеет подгруппы шестого порядка. Таким
образом, группа G порядка n для некоторых k, деля-
щих n, может не иметь подгрупп порядка k.

1655. Найти все подгруппы группы G порядка 8, все эле-
менты которой, кроме единицы e, имеют порядок 2.

1656. Пусть G = {a} — конечная циклическая группа по-
рядка n. Доказать утверждения:

а) порядок любой подгруппы группы G делит порядок n
этой группы;

б) для любого делителя d числа n существует единствен-
ная подгруппа H группы G, имеющая порядок d;
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в) подгруппа H порядка d содержит в качестве образую-
щих все элементы порядка d группы G. В частности,
H = {an

a }.
∗ 1657. Найти все подгруппы примарной циклической груп-

пы, т. е. циклической группы G = {a} порядка pk, где p —
простое число.
∗ 1658. Доказать утверждения:
а) симметрическая группа Sn при n > 1 порождается мно-

жеством всех транспозиций (i, j);
б) симметрическая группа Sn при n > 1 порождается

транспозициями: (1, 2), (1, 3), . . . , (1, n);
в) знакопеременная группа An при n > 2 порождается

множеством всех тройных циклов (ijk);
г) знакопеременная группа An при n > 2 порождается

тройными циклами: (1 2 3), (1 2 4), . . . , (1 2 n).

1659. Найти смежные классы:
а) аддитивной группы целых чисел по подгруппе чисел,

кратных данному натуральному числу n;
б) аддитивной группы действительных чисел по подгруп-

пе целых чисел;
в) аддитивной группы комплексных чисел по подгруппе

целых гауссовых чисел, т. е. чисел a + bi с целыми a
и b;

г) аддитивной группы векторов плоскости (выходящих из
начала координат) по подгруппе векторов, лежащих на
оси абсцисс Ox;

д) мультипликативной группы комплексных чисел, отлич-
ных от нуля, по подгруппе чисел, равных по модулю
единице;

е) мультипликативной группы комплексных чисел, отлич-
ных от нуля, по подгруппе положительных действи-
тельных чисел;

ж) мультипликативной группы комплексных чисел, отлич-
ных от нуля, по подгруппе действительных чисел;

з) симметрической группы Sn по подгруппе подстановок,
оставляющих число n на месте.
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∗ 1660. Доказать, что:
а) подгруппа H порядка k конечной группы G порядка 2k

содержит квадраты всех элементов группы G;
б) подгруппа H индекса два любой группы G содержит

квадраты всех элементов группы G.
∗ 1661. Доказать, что при n > 1 знакопеременная группа

An является единственной подгруппой индекса два (т. е. со-
держащей половину всех элементов) в симметрической группе
Sn. Привести пример конечной группы, содержащей несколько
подгрупп индекса два.
∗ 1662. Доказать, что:
а) группа тетраэдра изоморфна группе четных подстано-

вок четырех элементов;
б) группы куба и октаэдра изоморфны группе всех под-

становок четырех элементов;
в) группы додекаэдра и икосаэдра изоморфны группе чет-

ных подстановок пяти элементов. Определение групп
многогранников см. в задаче 1639.

1663. Доказать, что любая подгруппа индекса два явля-
ется нормальным делителем.

1664. Доказать, что множество Z всех элементов группы
G, каждый из которых перестановочен со всеми элементами
этой группы, является нормальным делителем (центр груп-
пы G).

1665. Элемент aba−1b−1 называется коммутатором эле-
ментов a и b группы G. Доказать, что все коммутаторы и их
произведения (с любым конечным числом сомножителей) об-
разуют нормальный делитель K группы G (коммутант данной
группы).

1666. Доказать, что в группе всех движений трехмер-
ного пространства элемент x−1ax, сопряженный с поворотом
a вокруг точки P , является поворотом вокруг той точки Q, в
которую переходит точка P при движении x.

1667. Доказать, что подстановка x−1ax, сопряженная в
группе подстановок с подстановкой a, получается путем при-
менения трансформирующей подстановки x ко всем числам в
разложении подстановки a на независимые циклы.
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∗ 1668. Доказать, что:
а) четверная группа V (задача 1638) является нормаль-

ным делителем симметрической группы S4;
б) факторгруппа S4/V изоморфна симметрической

группе S3.
∗ 1669. Пользуясь задачей 1667, найти число подстановок

симметрической группы Sn, перестановочных с данной под-
становкой s.
∗ 1670. Доказать, что если пересечение двух нормальных

делителей H1 и H2 группы G содержит лишь единицу e, то
любой элемент h1 ∈ H1 перестановочен с любым элементом
h2 ∈ H2.

1671. Доказать, что:
а) элементы группы G, перестановочные с данным эле-

ментом a, образуют подгруппу N(a) группы G (норма-
лизатор a в G), содержащую циклическую подгруппу
{a} в качестве нормального делителя;

б) число элементов группы G, сопряженных с a, равно
индексу нормализатора N(a) в G.

1672. Доказать, что:
а) элементы группы G, перестановочные с данной под-

группой H (но не обязательно с элементами из H), об-
разуют подгруппу N(H) группы G (нормализатор под-
группы H в G), содержащую подгруппу H в качестве
нормального делителя;

б) число подгрупп группы G, сопряженных с H, равно
индексу нормализатора N(H) в G.

1673. Доказать, что следующие числа делят порядок
группы:

а) число элементов группы G, сопряженных с данным
элементом;

б) число подгрупп группы G, сопряженных с данной под-
группой.

1674. Пользуясь задачами 1669 и 1671, найти число под-
становок симметрической группы Sn, сопряженных с данной
подстановкой s.
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∗ 1675. Доказать, что:
а) центр Z группы G порядка pn, где p — простое число,

содержит более одного элемента;
б) любая группа порядка p2, где p — простое число, ком-

мутативна.
в) Привести пример некоммутативной группы порядка n2,

где n — составное число.
г) Привести пример некоммутативной группы порядка p3,

где p — составное число.
∗ 1676. Доказать, что любой нормальный делитель H зна-

копеременной группы An степени n � 5, содержащий хотя бы
один тройной цикл, совпадает с An.
∗ 1677.
а) Найти все классы сопряженных элементов группы ико-

саэдра (задача 1639);
б) доказать, что группа икосаэдра является простой (т. е.

не имеет нормальных делителей, отличных от самой
группы и единичной подгруппы).

∗ 1678. Доказать, что знакопеременная группа пятой сте-
пени является простой.

1679. Доказать, что группа G′ тогда и только тогда яв-
ляется гомоморфным образом конечной циклической группы
G, когда G′ также циклическая и ее порядок делит порядок
группы G.

1680. Доказать, что если группа G гомоморфно отобра-
жена на группу G′, причем элемент a из G отображается на
a′ из G′, то:

а) порядок a делится на порядок a′;
б) порядок G делится на порядок G′.

1681. Найти все гомоморфные отображения:
а) циклической группы {a} порядка n в себя;
б) циклической группы {a} порядка 6 в циклическую

группу {b} порядка 18;
в) циклической группы {a} порядка 18 в циклическую

группу {b} порядка 6;
г) циклической группы {a} порядка 12 в циклическую

группу {b} порядка 15;
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д) циклической группы {a} порядка 6 в циклическую
группу {b} порядка 25.

1682. Доказать, что аддитивную группу рациональных
чисел нельзя гомоморфно отобразить на аддитивную группу
целых чисел.

1683. Изоморфное отображение группы G на себя называ-
ется автоморфизмом, а гомоморфное отображение в
себя — эндоморфизмом этой группы. Автоморфизм ϕ назы-
вается внутренним, если существует элемент x из G такой,
что aϕ = x−1ax для любого a из G, и внешним — в про-
тивном случае. Все автоморфизмы группы G сами образуют
группу, если за произведение автоморфизмов принять их по-
следовательное выполнение: a(ϕψ) = (aϕ)ψ. Все эндоморфиз-
мы абелевой группы G образуют кольцо, если сложение эн-
доморфизмов определить равенством a(ϕ + ψ) = aϕ + aψ, а
умножение — как для автоморфизмов. Найти группу автомор-
физмов циклической группы {a} порядка:

а) 5;
б) 6.
в) Доказать, что симметрическая группа S3 имеет шесть

внутренних автоморфизмов и ни одного внешнего, при-
чем группа автоморфизмов изоморфна S3.

г) Четверная группа V (задача 1638) имеет один внут-
ренний автоморфизм (тождественный) и пять внешних,
причем группа автоморфизмов изоморфна S3.

Найти кольцо эндоморфизмов циклической группы
{a} порядка:

д) 5;
е) 6;
ж) n.

1684. Доказать, что факторгруппа симметрической груп-
пы Sn по знакопеременной группе An изоморфна факторгруп-
пе аддитивной группы целых чисел по подгруппе четных
чисел.

1685. Найти факторгруппы:
а) аддитивной группы целых чисел по подгруппе чисел,

кратных данному натуральному числу n;
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б) аддитивной группы целых чисел, кратных 3, по под-
группе чисел, кратных 15;

в) аддитивной группы целых чисел, кратных 4, по под-
группе чисел, кратных 24;

г) мультипликативной группы действительных чисел, от-
личных от нуля, по подгруппе положительных чисел.

1686. Пусть Gn — аддитивная группа векторов n-мерного
линейного пространства иHk — подгруппа векторов k-мерного
подпространства, 0 � k � n. Доказать, что факторгруппа
Gn/Hk изоморфна Gn−k.

1687. Пусть G — мультипликативная группа всех ком-
плексных чисел, отличных от нуля, и H — множество всех
чисел из G, лежащих на действительной и мнимой осях.

а) Доказать, что H — подгруппа группы G.
б) Найти смежные классы группы G по подгруппе H .
в) Доказать, что факторгруппа G/H изоморфна мульти-

пликативной группе U всех комплексных чисел, рав-
ных по модулю 1.

∗ 1688. Пусть G — мультипликативная группа комплексных
чисел, отличных от нуля, H — множество чисел из G, лежа-
щих на n лучах, выходящих из нуля под равными углами,
причем один из этих лучей совпадает с положительной дей-
ствительной полуосью, K — аддитивная группа всех действи-
тельных чисел, Z — аддитивная группа целых чисел, D —
мультипликативная группа положительных чисел, U — муль-
типликативная группа комплексных чисел, равных по модулю
единице, Un — мультипликативная группа корней n-й степени
из единицы. Доказать, что:

а) K/Z изоморфна U ;
б) G/D изоморфна U ;
в) G/U изоморфна D;
г) U/Un изоморфна U ;
д) G/Un изоморфна G;
е) H есть подгруппа группы G и G/H изоморфна U ;
ж) H/D изоморфна Un;
з) H/Un изоморфна D.
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1689. Для мультипликативных групп невырожденных
квадратных матриц порядка n доказать утверждения:

а) факторгруппа группы действительных матриц по под-
группе матриц с определителем, равным 1, изоморфна
мультипликативной группе действительных чисел, от-
личных от нуля;

б) факторгруппа группы действительных матриц по под-
группе матриц с определителем, равным ±1, изоморф-
на мультипликативной группе положительных чисел;

в) факторгруппа группы действительных матриц по под-
группе матриц с положительными определителями яв-
ляется циклической группой второго порядка;

г) факторгруппа группы комплексных матриц по подгруп-
пе матриц с определителями, по модулю равными еди-
нице, изоморфна мультипликативной группе положи-
тельных чисел;

д) факторгруппа группы комплексных матриц по подгруп-
пе матриц с положительными определителями изо-
морфна мультипликативной группе комплексных чи-
сел, по модулю равных единице.

1690. Пусть G — группа всех движений трехмерного про-
странства, H — подгруппа параллельных переносов, K — под-
группа вращений вокруг данной точки O. Доказать, что:

а) H является нормальным делителем группы G, а K —
нет;

б) факторгруппа G/H изоморфна K.

1691. Доказать, что нормальный делитель H группы G,
имеющий конечный индекс j, содержит все элементы группы
G, порядки которых взаимно просты с j. Показать на примере,
что для подгруппы H , не являющейся нормальным делителем,
утверждение может быть неверным.

1692. Доказать, что факторгруппа G/H тогда и только
тогда коммутативна, когда H содержит коммутант K группы
G (задача 1665).
∗ 1693. Доказать, что факторгруппа некоммутативной груп-

пы G по ее центру Z (задача 1664) не может быть цикли-
ческой.
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∗ 1694. Доказать, что если порядок конечной группы G де-
лится на простое число p, то G содержит элемент порядка p
(теорема Коши).
∗ 1695. Пусть p — простое число. Группа G называется

p-группой (в коммутативном случае — примарной группой),
если порядки всех ее элементов конечны и равны некоторым
степеням числа p. Доказать, что конечная группа G тогда и
только тогда будет p-группой, когда ее порядок равен степени
числа p.

1696. Доказать, что:
а) аддитивная группа векторов n-мерного линейного про-

странства есть прямая сумма n подгрупп векторов од-
номерных подпространств, натянутых на векторы лю-
бой базы пространства;

б) аддитивная группа комплексных чисел есть прямая
сумма подгрупп действительных и чисто мнимых чи-
сел;

в) мультипликативная группа действительных чисел есть
прямое произведение подгруппы положительных чисел
и подгруппы чисел ±1;

г) мультипликативная группа комплексных чисел есть
прямое произведение подгрупп положительных чисел
и чисел, по модулю равных единице.

1697. Доказать, что если G = A + B1 = A + B2 — прямые
разложения абелевой группы G и если B1 содержит B2, то
B1 = B2.

1698. Доказать, что подгруппа H абелевой группы G тогда
и только тогда будет слагаемым в прямом разложении G =
= H + K, когда существует гомоморфное отображение G на
H, сохраняющее на месте все элементы из H .

1699. Доказать, что если G = A+B — прямое разложение
группы G, то факторгруппа G/A изоморфна B.

1700. Пусть G = A1+A2+· · ·+As — разложение абелевой
группы G в прямую сумму подгрупп и

x = a1 + a2 + · · ·+ as, ai ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , s,

— соответствующее разложение элемента x в сумму компо-
нент. Доказать, что:
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а) группа G тогда и только тогда имеет конечный порядок
n, когда каждая подгруппа Ai имеет конечный порядок
ni, i = 1, 2, . . . , s, причем n = n1, n2, . . . , ns;

б) элемент x тогда и только тогда имеет конечный поря-
док p, когда каждая его компонента ai имеет конечный
порядок pi, i = 1, 2, . . . , s, причем p равно наименьшему
общему кратному чисел p1, p2, . . . , ps;

в) группа G тогда и только тогда является конечной цик-
лической, когда все прямые слагаемые Ai — конечные
циклические группы, причем их порядки попарно вза-
имно просты.

1701. Разложить в прямую сумму примарных цикличе-
ских подгрупп циклическую группу {a} порядка:

а) 6;
б) 12;
в) 60;
г) 900.
∗ 1702. Доказать неразложимость в прямую сумму двух

ненулевых подгрупп:
а) аддитивной группы целых чисел;
б) аддитивной группы рациональных чисел;
в) примарной циклической группы.
∗ 1703. Пусть G — ненулевая конечная абелева группа

(с аддитивной записью операции). Доказать утверждения:
а) если порядки всех элементов из G делят произведение

pq взаимно простых чисел p и q, то G разлагается в
прямую сумму подгрупп A и B, где порядки всех эле-
ментов из A делят p, а из B — делят q, причем одна
из подгрупп A или B может оказаться нулевой;

б) для группы G имеет место разложение G = A1 + A2 +
+· · ·+As в прямую сумму (ненулевых) примарных под-
групп, относящихся соответственно к различным про-
стым числам p1, p2, . . . , ps (подгруппы Ai называются
примарными компонентами группы G);

в) примарная компонента Ai, относящаяся к простому
числу pi, состоит из всех элементов группы G, поряд-
ки которых равны степеням числа pi, что однозначно
определяет разложение группы G на примарные ком-
поненты;
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г) разложение на примарные компоненты ненулевой под-
группы H группы G имеет вид H = B1 +B2 + · · ·+Bs,
где Bi = H ∩ Ai, i = 1, 2, . . . , s, причем нулевые под-
группы Bi в разложении H опускаются.

1704. Обозначим через G(n1, n2, . . . , ns) прямую сумму
циклических групп порядков соответственно n1, n2, . . . , ns.
Из теории конечных абелевых групп известно, что каждая
такая группа однозначно (с точностью до изоморфизма) пред-
ставляется в виде G(n1, n2, . . . , ns), где числа ni равны сте-
пеням простых чисел (не обязательно различных). Применяя
указанное обозначение, найти все абелевы группы порядков:

а) 3; б) 4; в) 6; г) 8; д) 9; е) 12; ж) 16; з) 24; и) 30; к) 36;
л) 48; м) 60; н) 63; о) 72; п) 100.

1705. Разложить в прямую сумму примарных цикличе-
ских и бесконечных циклических подгрупп факторгруппу
G/H , где G — свободная абелева группа с базой x1, x2, x3 и
H — подгруппа с образующими:

a) y1 = 7x1 + 2x2 + 3x3,

y2 = 21x1 + 8x2 + 9x3,

y3 = 5x1 − 4x2 + 3x3;

б) y1 = 4x1 + 5x2 + 3x3,

y2 = 5x1 + 6x2 + 5x3,

y3 = 6x1 + 7x2 + 7x3;

в) y1 = 5x1 + 5x2 + 2x3,

y2 = 11x1 + 8x2 + 5x3,

y3 = 17x1 + 5x2 + 8x3;

г) y1 = 6x1 + 5x2 + 7x3,

y2 = 8x1 + 7x2 + 11x3,

y3 = 6x1 + 5x2 + 11x3;

д) y1 = 4x1 + 5x2 + x3,

y2 = 8x1 + 9x2 + x3,

y3 = 4x1 + 6x2 + 2x3;

е) y1 = 2x1 + 6x2 − 2x3,

y2 = 2x1 + 8x2 − 4x3,

y3 = 4x1 + 12x2 − 4x3;

ж) y1 = 6x1 + 5x2 + 4x3,

y2 = 7x1 + 6x2 + 9x3,

y3 = 5x1 + 4x2 − 4x3;

з) y1 = x1 + 2x2 + 2x3,

y2 = 2y1,

y3 = 3y1;

и) y1 = 4x1 + 7x2 + 3x3,

y2 = 2x1 + 3x2 + 2x3,

y3 = 6x1 + 10x2 + 5x3;

к) y1 = 2x1 + 3x2 + 4x3,

y2 = 5x1 + 5x2 + 6x3,

y3 = 2x1 + 6x2 + 9x3.
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∗ 1706. Доказать, что конечная абелева группа G, порядок
которой равен:

а) произведению двух различных простых чисел p и q;
б) произведению различных простых чисел p1, p2, . . . , ps,

является циклической.
в) Найти все подгруппы абелевой группы G, порядок ко-

торой удовлетворяет условию пункта б), и найти число
этих подгрупп.

г) Доказать, что для любого делителя k порядка n ко-
нечной абелевой группы G существуют подгруппа и
факторгруппа группы G, имеющие порядок k.

∗ 1707. Пусть G — ненулевая конечная абелева группа, все
ненулевые элементы которой имеют один и тот же порядок p
(элементарная группа). Доказать утверждения:

а) число p является простым;
б) группа G разлагается в прямую сумму конечного числа

циклических подгрупп порядка p и имеет порядок pk,
где k — число этих слагаемых;

в) любая ненулевая подгруппа H группы G сама будет
элементарной и является прямым слагаемым в некото-
ром прямом разложении G = H + K группы G;

г) число подгрупп порядка pl элементарной группы G по-
рядка pk, где k � l > 0, равно

(pk − 1)(pk − p)(pk − p2) . . . (pk − pl−1)
(pl − 1)(pl − p)(pl − p2) . . . (pl − pl−1)

.

∗ 1708. Доказать, что конечная абелева группа G порожда-
ется ее элементами максимального порядка.

§ 21. КОЛЬЦА И ПОЛЯ

Выяснить, какие из следующих множеств являются коль-
цами (но не полями) и какие полями относительно указанных
операций. (Если операции не указаны, то подразумеваются
сложение и умножение чисел.)

1709. Целые числа.
1710. Четные числа.
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1711. Целые числа, кратные данному числу n (рассмот-
реть, в частности, случай n = 0).

1712. Рациональные числа.
1713. Действительные числа.
1714. Комплексные числа.
1715. Числа вида a + b

√
2 с целыми a и b.

1716. Числа вида a + b
√

3 с рациональными a и b.
1717. Комплексные числа вида a + bi с целыми a и b.
1718. Комплексные числа вида a + bi с рациональными

a и b.
1719. Матрицы порядка n с целыми элементами относи-

тельно сложения и умножения матриц.

1720. Матрицы порядка n с действительными элементами
относительно сложения и умножения матриц.

1721. Функции с действительными значениями, непрерыв-
ные на отрезке [−1, +1] относительно обычных сложения и
умножения функций.

1722. Многочлены от одного неизвестного x с целыми ко-
эффициентами относительно обычных операций сложения и
умножения.

1723. Многочлены от одного неизвестного x с действи-
тельными коэффициентами относительно обычных операций.

1724. Все матрицы
(

a b
2b a

)
с рациональными или дей-

ствительными a, b относительно обычных сложения и умно-
жения матриц.
∗ 1725. Образуют ли кольцо все тригонометрические мно-

гочлены a0 +
∑n

k=1(ak cos kx + bk sin kx) с действительными
коэффициентами? Выяснить то же для многочленов одних ко-
синусов a0 +

∑n
k=1 ak cos kx и одних синусов

∑n
k=1 bk sinkx.

∗ 1726. Образуют ли кольцо числа вида a + b 3
√

2 с рацио-
нальными a и b относительно обычных операций (для опреде-
ленности берется действительное значение корня).
∗ 1727. Показать, что числа вида a + b 3

√
2 + c 3

√
4 с рацио-

нальными a, b и c образуют поле, причем каждый элемент это-
го поля в указанном виде представляется однозначно. Найти
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элемент, обратный числу 1− 3
√

2 + 2 3
√

4 (берется действитель-
ное значение корня).

1728. Доказать, что числа вида a + b 3
√

5 + c 3
√

25 с рацио-
нальными a, b и c образуют поле; найти в этом поле число,
обратное числу x = 2 + 3 3

√
5− 3

√
25.

∗ 1729. Пусть α — корень многочлена f(x) степени n >
> 1 с рациональными коэффициентами, неприводимого над
полем рациональных чисел. Доказать, что числа вида a0 +
+ a1α + a2α

2 + · · · + an−1α
n−1 с рациональными a0, a1, a2,

. . . , an−1 образуют поле, причем каждый элемент этого поля
однозначно записывается в указанном виде. Говорят, что это
поле получено присоединением числа α к полю рациональных
чисел.
∗ 1730. В поле, полученном присоединением к полю рацио-

нальных чисел корня α многочлена f(x) = x3 + 4x2 + 2x − 6
(задача 1729) найти число, обратное числу β = 3− α + α2.

1731. Доказать, что все диагональные матрицы, т. е. мат-
рицы вида ⎛⎜⎜⎝

a1 0 0 . . . 0
0 a2 0 . . . 0
0 0 a3 . . . 0
0 0 0 . . . an

⎞⎟⎟⎠ ,

порядка n � 2 с действительными элементами относительно
обычных сложения и умножения матриц образуют коммута-
тивное кольцо с делителями нуля.

1732. Привести примеры делителей нуля в кольце функ-
ций, непрерывных на отрезке [−1, +1].

1733. Доказать, что в кольце квадратных матриц порядка
n с элементами из некоторого поля вырожденные матрицы, и
только они, являются делителями нуля.

1734. Показать, что пары (a, b) целых чисел с операциями,
заданными равенствами

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2),
(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, b1b2),

образуют кольцо, и найти все делители нуля этого кольца.
1735. Доказать, что поле не имеет делителей нуля.
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1736. Доказать, что из равенства ax = ay для данного
элемента a и любых элементов x и y кольца следует равен-
ство x = y тогда и только тогда, когда a не является левым
делителем нуля.

1737. Показать, что матрицы порядка n � 2 с элементами
из некоторого поля, в которых все строки, начиная со второй,
состоят из нулей, образуют кольцо, в котором всякий элемент,
отличный от нуля, будет правым делителем нуля. Какие мат-
рицы в этом кольце не будут левыми делителями нуля?
∗ 1738. Показать, что в кольце с единицей e коммутатив-

ность сложения вытекает из остальных аксиом кольца.
1739. Проверив, что свойство нуля и делителей нуля мож-

но доказать, не используя коммутативности сложения, дока-
зать, что в кольце, содержащем хотя бы один элемент c, не
являющийся делителем нуля, коммутативность сложения вы-
текает из остальных аксиом кольца.

1740. Привести примеры колец матриц специального вида,
обладающих несколькими правыми или несколькими левыми
единицами.

1741. Пусть дано целое число n � 0. Два целых числа a
и b называются сравнимыми по модулю n, что записывается
так: a ≡ b( mod n), если их разность a− b делится на n (при
n = 0 это означает, что a = b; при n > 0 — что a и b при деле-
нии на n дают один и тот же остаток — вычет по модулю n).
Показать, что совокупность всех целых чисел Z разбивается
на классы сравнимых между собой чисел, не имеющие общих
элементов. Определим сложение и умножение классов через
соответствующие операции над их представителями, т. е. если
числа a, b, a + b и ab принадлежат соответственно классам A,
B, C и D, то положим A + B = C и AB = D.

Доказать, что при таких операциях множество классов яв-
ляется кольцом (кольцо вычетов Zn по модулю n).
∗ 1742. Доказать, что конечное коммутативное кольцо без

делителей нуля, содержащее более одного элемента, является
полем.
∗ 1743. Показать, что кольцо вычетов по модулю n (зада-

ча 1741) будет полем тогда и только тогда, когда n — число
простое.
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1744. Квадратная матрица называется скалярной, если ее
элементы на главной диагонали равны между собой, а вне
главной диагонали — равны нулю. Показать, что скалярные
матрицы порядка n с действительными элементами при обыч-
ных операциях образуют поле, изоморфное полю действитель-
ных чисел.

1745. Показать, что матрицы вида
(

a b
−b a

)
, где a и b —

действительные числа, образуют поле, изоморфное полю ком-
плексных чисел.

1746. Доказать, что поле матриц вида
(

a b
2b a

)
с раци-

ональными a, b (задача 1724) изоморфно полю чисел вида
a + b

√
2 также с рациональными a, b.

∗ 1747. Доказать, что алгебра вещественных матриц вида

⎛⎜⎜⎝
a b c d
−b a −d c
−c d a −b
−d −c b a

⎞⎟⎟⎠
изоморфна алгебре кватернионов a + bi + cj + dk.

1748. Доказать, что алгебра матриц вида
(

a + bi c + di
−c + di a− bi

)
с действительными a, b, c, d и i =

√−1 изоморфна алгебре
кватернионов a + bi + cj + dk.

1749. Найти все автоморфизмы (т. е. изоморфные отобра-
жения на себя) поля комплексных чисел, оставляющие неиз-
менными действительные числа.
∗ 1750. Доказать, что любое числовое поле содержит в ка-

честве подполя поле рациональных чисел.
∗ 1751. Доказать, что при любом изоморфизме числовых по-

лей подполе рациональных чисел отображается тождественно.
В частности, поле рациональных чисел допускает лишь

тождественное изоморфное отображение в себя.
∗ 1752. Доказать, что тождественное отображение является

единственным изоморфным отображением поля действитель-
ных чисел в себя.
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1753. Пользуясь задачей 1752, найти все изоморфные отоб-
ражения поля комплексных чисел в себя, переводящие дей-
ствительные числа снова в действительные.

1754. Доказать, что минимальное подполе любого поля
характеристики нуль изоморфно полю рациональных чисел.

1755. Доказать, что минимальное подполе любого поля
характеристики p изоморфно полю вычетов по модулю p.

1756. Решить систему уравнений

x + 2z = 1, y + 2z = 2, 2x + z = 1

в поле вычетов по модулю 3 и по модулю 5.
1757. Решить систему уравнений

3x + y + 2z = 1, x + 2y + 3z = 1, 4x + 3y + 2z = 1

в поле вычетов по модулю 5 и по модулю 7.
1758. Найти наибольший общий делитель многочленов

f(x) = x3 + x2 + 2x + 2, g(x) = x2 + x + 1

а) над полем вычетов по модулю 3;
б) над полем рациональных чисел.

1759. Найти наибольший общий делитель многочленов

f(x) = 5x3 + x2 + 5x + 1, g(x) = 5x2 + 21x + 4

а) над полем вычетов по модулю 5 (при этом каждый ко-
эффициент a надо понимать как кратное ae единицы e
указанного поля или заменить коэффициенты их наи-
меньшими неотрицательными вычетами по модулю 5);

б) над полем рациональных чисел.

1760. Найти наибольший общий делитель многочленов

f(x) = x4 + 1, g(x) = x3 + x + 1

над полем вычетов по модулю: а) 3; б) 5.
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∗ 1761.
а) Доказать, что если многочлены f(x) и g(x) с целыми

коэффициентами взаимно просты над полем Zp выче-
тов по простому модулю p, причем хотя бы один из
старших коэффициентов не делится на p, то эти много-
члены взаимно просты над полем рациональных чисел.

б) Показать на примере, что для любого простого числа
p обратное утверждение неверно.

∗ 1762. Доказать, что многочлены f(x) и g(x) с целыми ко-
эффициентами тогда и только тогда взаимно просты над полем
рациональных чисел, когда они взаимно просты над полем вы-
четов по модулю p, где p — любое простое число, исключая,
быть может, конечное множество таких чисел.

1763. Многочлен x5 + x3 + x2 + 1 разложить на неприво-
димые множители над полем вычетов по модулю 2.

1764. Многочлен x3 + 2x2 + 4x+ 1 разложить на неприво-
димые множители над полем вычетов по модулю 5.

1765. Многочлен x4 + x3 + x+ 2 разложить на неприводи-
мые множители над полем вычетов по модулю 3.

1766. Многочлен x4+3x3+2x2+x+4 разложить на непри-
водимые множители над полем вычетов по модулю 5.

1767. Разложить на неприводимые множители над полем
вычетов по модулю 2 все многочлены второй степени от x.

1768. Разложить на неприводимые множители над полем
вычетов по модулю 2 все многочлены третьей степени от x.

1769. Найти все многочлены второй степени от x со стар-
шим коэффициентом 1, неприводимые над полем вычетов по
модулю 3.

1770. Найти все многочлены третьей степени от x со стар-
шим коэффициентом 1, неприводимые над полем вычетов по
модулю 3.
∗ 1771. Доказать, что если многочлен f(x) с целыми ко-

эффициентами приводим над полем рациональных чисел, то
он приводим над полем вычетов по любому простому моду-
лю p, не делящему старший коэффициент. Привести пример
многочлена, приводимого над полем рациональных чисел, но
неприводимого над полем вычетов по модулю p, где p делит
старший коэффициент.
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∗ 1772. Доказать, что любая конечная подгруппа G мульти-
пликативной группы поля P является циклической. Например,
мультипликативная группа поля Zp вычетов кольца целых чи-
сел Z по простому модулю p и группы Gn корней n-й степени
из 1 являются циклическими (последнее проще доказать с по-
мощью записи корней в тригонометрической форме).
∗ 1773.1 Существуют многочлены с целыми коэффициента-

ми, неприводимые над полем рациональных чисел, но приво-
димые над полем вычетов по любому простому модулю p.

Доказать, что таким будет, например, многочлен f(x)=x4−
−10x2+1. Этот многочлен — многочлен наименьшей степени
с целыми коэффициентами, имеющий корень α =

√
2 +

√
3.

∗ 1774. Доказать, что если все элементы коммутативного
кольца R имеют общий делитель a, то это кольцо обладает
единицей.

1775. Указать коммутативное кольцо с единицей, содер-
жащее элемент a �= 0 с одним из следующих свойств:

а) a2 = 0;
б) для данного целого числа n > 1 выполнены условия

an = 0, ak �= 0, если 0 < k < n.

1776. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей e. До-
казать, что:

а) обратимый элемент (т. е. делитель единицы) не может
быть делителем нуля;

б) обратимый элемент имеет единственный обратный эле-
мент;

в) если δ, ε обратимы, то a делится на b тогда и только
тогда, когда aδ делится на bε;

г) главный идеал (a) элемента a из R тогда и только тогда
отличен от R, когда a необратим.

1777. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей e и
без делителей нуля. Доказать, что:

а) элементы a, b тогда и только тогда ассоциированы, ко-
гда каждый из них делится на другой;

б) главные идеалы (a) и (b) тогда и только тогда совпада-
ют, когда a и b ассоциированы (определение главного
идеала дано в задаче 1783).

1Эту задачу указал автору И. Р. Шафаревич.
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1778. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей e и
R〈x〉 — множество всех формальных степенных рядов∑∞

n=0 αnxn, αn ∈ R.
Введем обычные операции сложения и умножения рядов:

∞∑
n=0

αnxn +
∞∑

n=0

βnxn =
∞∑

n=0

(αn + βn)xn,( ∞∑
n=0

αnxn

)( ∞∑
n=0

βnxn

)
=

∞∑
n=0

γnxn, где γn =
n∑

k=0

αkβn−k.

Показать, что:
а) R〈x〉 — коммутативное кольцо с единицей;
б) R〈x〉 содержит подкольцо, изоморфное R;
в) если R не имеет делителей нуля, то это верно и для

R〈x〉;
г) если R — поле, то

∑∞
n=0 αnxn тогда и только тогда

будет обратимым элементом кольца R〈x〉, когда α0 �=0.
∗ 1779. Пусть R — множество всех чисел вида a + b

√−3,
где a и b — целые рациональные. Показать, что R — кольцо
с единицей, в котором разложение на простые множители су-
ществует, но не однозначно. В частности, показать, что в двух
разложениях 4 = 2 · 2 = (1 +

√−3)(1 −√−3)

сомножители являются простыми, причем 2 не ассоциировано
1±√−3.
∗ 1780. Доказать, что все конечные суммы

∑
ai · xri с дей-

ствительными ai и неотрицательными двоично рациональны-
ми ri относительно обычных операций сложения и умножения
функций образуют коммутативное кольцо с единицей и без
делителей нуля, в котором не существует простых элементов.

1781. Будут ли следующие множества подгруппами адди-
тивной группы, подкольцами или идеалами указанных ниже
колец:

а) множество nZ чисел, кратных числу n > 1, в кольце
целых чисел Z;

б) множество Z целых чисел в кольце Z[x] целочислен-
ных многочленов;
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в) множество nZ[x] многочленов, коэффициенты которых
кратны числу n > 1, в кольце Z[x] целочисленных мно-
гочленов;

г) множество N натуральных чисел в кольце целых чи-
сел Z;

д) множество Z целых чисел в кольце A целых гауссовых
чисел, т. е. чисел вида a+ bi с целыми рациональными
a, b;

е) множество B чисел a + bi, где a = b, в кольце A целых
гауссовых чисел;

ж) множество C чисел вида x(1 + i) в кольце A целых
гауссовых чисел, где x пробегает все кольцо A;

з) множество Z[x] целочисленных многочленов в кольце
R[x] многочленов над полем R рациональных чисел;

и) множество I многочленов, не содержащих членов с xk

для всех k < n, где n > 1, в кольце Z[x] целочисленных
многочленов;

к) множество I многочленов с четными свободными чле-
нами в кольце Z[x] целочисленных многочленов;

л) множество I многочленов с четными старшими коэф-
фициентами в кольце Z[x] целочисленных многочле-
нов.

1782. Доказать, что пересечение любого множества идеа-
лов коммутативного кольца R является идеалом.

1783. Главным идеалом (a), порожденным элементом a
коммутативного кольца R, называется минимальный идеал,
содержащий a. Доказать, что идеал (a) существует для любо-
го элемента a ∈ R и состоит из всех элементов вида:

а) ra, где r — любой элемент из R, если R имеет единицу;
б) ra + na, где r — любой элемент из R и n — любое

целое число, если R не имеет единицы.

1784. Идеалом (M), порожденным множеством M ком-
мутативного кольца R, называется минимальный идеал, со-
держащий M . Если множество M состоит из конечного числа
элементов a1, . . . , as, то идеал (M) обозначается также через
(a1, . . . , as). Доказать, что идеал (M) существует для любого
непустого множества M ∈ R и состоит из всех конечных сумм
вида:
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а)
∑

riai; ri ∈ R, ai ∈M , если R имеет единицу;
б)

∑
riai +

∑
niai; ri ∈ R; ai ∈ M ; ni — целые числа,

если R не имеет единицы.
∗ 1785. Кольцом главных идеалов называется коммутатив-

ное кольцо с единицей и без делителей нуля, в котором каж-
дый идеал — главный (см. задачу 1783). Доказать, что каждое
из следующих колец является кольцом главных идеалов:

а) кольцо Z целых чисел;
б) кольцо P [x] многочленов от одного неизвестного x над

полем P ;
в) кольцо A целых гауссовых чисел.

1786. Суммой идеалов I1, I2, . . . , Ik коммутативного
кольца R называется множество I всех элементов x из R,
представимых в виде

x = x1 + x2 + · · ·+ xk;
xi ∈ Ii; i = 1, 2, . . . , k.

Пишут I = I1+I2+ · · ·+Ik. Если для любого x из I указанное
представление единственно, то сумма I называется прямой
суммой идеалов Ii. В этом случае пишут I = I1+̇I2+̇ · · · +̇Ik.

Доказать, что:
а) сумма любого конечного числа идеалов есть идеал;
б) сумма двух идеалов тогда и только тогда будет прямой

суммой, когда пересечение их содержит только нуль.

1787. Доказать, что если I = I1+̇I2 — прямая сумма иде-
алов I1, I2, то произведение любого элемента из I1 на любой
элемент из I2 равно нулю.

1788. Пусть R = I1 + I2 — разложение коммутативного
кольца R с единицей e в прямую сумму ненулевых идеалов
I1, I2.

Доказать, что если e = e1 + e2; e1 ∈ I1; e2 ∈ I2, то e1, e2

будут единицами соответственно в I1, I2, но не в R.
1789. Доказать, что факторкольцо кольца D[x] многочле-

нов с действительными коэффициентами по идеалу многочле-
нов, делящихся на x2+1, изоморфно полю комплексных чисел
a + bi с операциями сложения и умножения, определяемыми
по известным из школы правилам.
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1790. Доказать, что любое гомоморфное отображение по-
ля P в кольцо R является или изоморфным отображением на
некоторое поле, входящее в R как подкольцо (так называемое
вложение P в R), или отображением всех элементов из P в
нуль из R.

1791. Пусть Z — кольцо целых чисел и R — любое коль-
цо с единицей e. Доказать, что отображение ϕ, для которого
ϕ(n) = ne, есть гомоморфное отображение Z в R. Найти образ
ϕ(Z) кольца Z при этом гомоморфизме.

1792. Пусть A — кольцо целых гауссовых чисел, I — мно-
жество всех чисел a + bi с четными a и b.

а) Показать, что I — идеал в A;
б) найти смежные классы A по I;
в) в факторкольце A/I найти делители нуля и показать

этим, что A/I не является полем.

1793. Доказать, что факторкольцо A/I кольца целых гаус-
совых чисел по главному идеалу I = (3) есть поле из девяти
элементов.

1794. Доказать, что факторкольцо A/I кольца целых гаус-
совых чисел по главному идеалу I = (n) тогда и только тогда
будет полем, когда n — простое число, не равное сумме двух
квадратов целых чисел.

1795. Пусть P [x, y] — кольцо многочленов от двух неиз-
вестных x, y над полем P , I — множество всех многочленов
этого кольца без свободного члена. Доказать, что:

а) I является идеалом, но не является главным идеалом;
б) факторкольцо P [x, y]/I изоморфно полю P .

1796. Пусть I = (x, 2) — идеал, порожденный множеством
из двух элементов x и 2, в кольце целочисленных многочленов
Z[x]. Доказать, что:

а) идеал I состоит из всех многочленов с четными сво-
бодными членами;

б) идеал I не является главным;
в) факторкольцо Z[x]/I изоморфно полю вычетов по мо-

дулю 2.

1797. Пусть (n) — идеал, порожденный целым числом n >
> 1 в кольце целочисленных многочленов Z[x]. Доказать, что
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факторкольцо Z[x]/(n) изоморфно кольцу Zn[x] многочленов
над кольцом вычетов по модулю n.

1798. Пусть R — кольцо всех действительных функций
f(x), определенных на всей числовой прямой при обычных
операциях сложения и умножения, и c — действительное чис-
ло. Доказать, что:

а) отображение ϕ[f(x)] = f(c) есть гомоморфное отобра-
жение кольца R на поле D действительных чисел;

б) ядро гомоморфизма ϕ, т. е. множество I всех элементов
кольца R, отображающихся в число 0, есть идеал в R;

в) факторкольцоR/I изоморфно полю действительных чи-
сел D.

1799. Пусть Zp — поле вычетов по простому модулю p,
f(x) — многочлен степени n из кольца Zp[x], неприводимый
над полем Zp (из теории полей известно, что такой многочлен
существует для любого простого p и любого натурального n),
I — главный идеал, порожденный многочленом f(x) в кольце
Zp[x]. Доказать, что факторкольцо Zp[x]/I есть конечное поле,
и найти число его элементов.

§ 22. МОДУЛИ

Левым модулем над кольцом R называется абелева группа
M (обычно с аддитивной записью операции), для элементов
которой определено умножение на элементы из R так, что
λa ∈ M для любых λ ∈ R, a ∈ M , причем выполнены следу-
ющие условия, аналогичные свойствам умножения вектора на
число для линейного пространства:

1)λ(a+b) = λa+λb, 2) (λ+μ)a = λa+μa, 3)λ(μa) = (λμ)a,

где λ, μ ∈ R, a, b ∈M .
Если, кроме того, кольцо R обладает единицей ε и

4) εa = a, a ∈M,

то M называется унитарным левым модулем над R.
Подмодулем левого модуля M над кольцом R называется

подгруппа A группы M , для которой λa ∈ A для любых λ ∈ R,
a ∈ A.
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Отображение ϕ левого модуля M на левый модуль M ′ над
одним и тем же кольцом R называется гомоморфным, если
ϕ(a + b) = ϕa + ϕb, ϕ(λa) = λϕa для любых a, b ∈M , λ ∈ R.

Взаимно однозначное и гомоморфное отображение модуля
M на модуль M ′ (над тем же кольцом) называется изоморф-
ным (или изоморфизмом), а модули M и M ′ называются изо-
морфными.

Фактормодулем M/A левого модуля M над кольцом R
по подмодулю A называется факторгруппа M/A с естествен-
ным умножением на элементы кольца R: λ(x + A) = λx + A.

Порядком O(a) (или аннулятором Ann(a)) элемента a
левого модуля M над кольцом R называется множество всех
элементов λ ∈ R, для которых λa = 0. Если порядок элемента
a содержит только нуль кольца R, то a называется свободным
элементом (или элементом порядка нуль). В противном слу-
чае a называется периодическим элементом (или элементом
ненулевого порядка).

Аналогично определяются правые модули M над кольцом
R с умножением aλ ∈ M , a ∈ M , λ ∈ R, и связанные с ними
понятия.

Если в следующих задачах говорится просто о модуле M
над кольцом R, то M рассматривается для определенности как
левый модуль над R, хотя соответствующие свойства верны
также и для правого модуля над R.

Для упрощения некоторые задачи формулированы для слу-
чая коммутативного кольца, хотя они могут быть обобщены на
модули над некоммутативными кольцами.

1800. Привести примеры модуля M над кольцом R, где
существуют λ �= 0 из R и a �= 0 из M , причем λa = 0.

1801. Проверить, что любая абелева группа G (с адди-
тивной записью операции) является модулем над кольцом Z
целых чисел.

1802. Левый модуль M над кольцом R называется триви-
альным, если λa = 0 для любых λ ∈ R, a ∈M . Доказать, что
левый модуль M над кольцом R с единицей ε разлагается в
прямую сумму подмодулей: M = M1 +M2, где M1 унитарен, а
M2 тривиален, причем M1 содержит все элементы a ∈M , для
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которых εa = a, и M2 — все элементы a ∈ M , для которых
εa = 0.

1803. Проверить, что:
а) если коммутативное кольцо R рассматривать как ле-

вый модуль над самим собой, то подмодули этого мо-
дуля совпадают с идеалами кольца R;

б) если некоммутативное кольцо R рассматривать как ле-
вый (правый) модуль над самим собой, то подмодули
этого модуля совпадают с левыми (правыми) идеалами
кольца R.

∗ 1804. Показать, что примарную по простому числу p абе-
леву группу G (задача 1695) можно рассматривать как унитар-
ный модуль над кольцом R рациональных чисел, знаменатели
которых не делятся на p.

1805. Циклическим подмодулем, порожденным элемен-
том a левого модуля M над кольцом R, называется мини-
мальный подмодуль {a}, содержащий a. Доказать, что для
любого a ∈ M циклический подмодуль {a} существует и со-
стоит из всех элементов модуля M , имеющих вид:

а) λa, где λ ∈ R, если M — унитарный модуль;
б) λa+na, где λ ∈ R и n — целое число, если M — любой

модуль.
1806. Доказать, что n-мерное линейное пространство над

полем P является (при тех же операциях) унитарным модулем
над P , причем этот модуль разлагается в прямую сумму n
циклических подмодулей.

1807. Пусть M — унитарный модуль над коммутативным
кольцом R с единицей ε, {a} и {b} — циклические модули,
O(a) и O(b) — порядки соответственно a и b.

а) Доказать, что если {a} = {b}, то O(a) = O(b);
б) показать на примере, что условия O(a) = O(b) недо-

статочно для равенства {a} = {b};
в) доказать, что для равенства {a} = {b} необходимо и

достаточно, чтобы было b = αa, a = βb, где α, β —
некоторые элементы из R;

г) доказать, что для равенства {a} = {b} необходимо и
достаточно выполнения условий: b = αa, где α ∈ R и
обратим по модулю O(a), т. е. смежный класс α+O(a)
есть обратимый элемент факторкольца R/O(a).
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∗ 1808. Доказать, что всякий подмодуль A циклического
модуля M = {a} над кольцом главных идеалов R сам будет
циклическим.

1809. Пусть R — множество всех бесконечных последова-
тельностей целых чисел α = (a1, a2, . . . ) со сложением и умно-
жением по компонентам. Проверить, что R — коммутативное
кольцо с единицей, т. е. циклический модуль над самим собой.
Найти в этом модуле подмодуль, не имеющий конечной систе-
мы образующих. Это показывает, что подмодуль циклического
модуля может не быть циклическим, а подмодуль конечнопо-
рожденного модуля может не быть конечнопорожденным.

1810. ПустьM — модуль над коммутативным кольцом R.
а) Доказать, что если R не имеет делителей нуля, то мно-

жество A ⊃ M всех периодических элементов является
подмодулем модуля M ;

б) показать на примерах, что для кольца R с делителями
нуля предыдущее утверждение может быть неверно.

∗ 1811. Пусть M — модуль над кольцом главных идеалов
R, a и b — периодические элементы M порядков O(a) = (α),
O(b) = (β), δ — наибольший общий делитель α и β. Доказать,
что элемент a + b — также периодический порядка O(a + b) =
= (γ), причем: а) γ делит αβ/δ; б) γ кратно αβ/δ2.
∗ 1812. Модуль M называется периодическим, если все его

элементы являются периодическими. Модуль M над кольцом
главных идеалов R называется примарным, если порядки всех
элементов из M как идеалы в R порождаются степенями од-
ного и того же простого элемента p из R. Модуль M назы-
вается прямой суммой системы (не обязательно конечной)
своих подмодулей Mi, если каждый ненулевой элемент из
M однозначно представляется в виде суммы конечного чис-
ла ненулевых элементов, взятых по одному из некоторых Mi.
Доказать, что любой периодический модуль M над кольцом
главных идеалов R разлагается в прямую сумму примарных
подмодулей.
∗ 1813. Пусть M — модуль над кольцом R. Доказать тео-

рему: для того чтобы в M любой подмодуль имел конечное
число образующих, необходимо и достаточно, чтобы в M удо-
влетворялось условие максимальности для подмодулей: любая
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возрастающая последовательность подмодулей (не обязатель-
но различных) M1 ⊆ M2 ⊆ . . . стабилизируется на конечном
шаге. В частности, это верно для идеалов кольца R, если его
рассматривать как модуль над самим собой.

1814. Доказать, что если {a} и {b} — унитарные цикличе-
ские модули над одним и тем же кольцом R, причем порядки
a и b связаны включением O(a) ⊂ O(b), то существует гомо-
морфное отображение {a} на {b}.

1815. Пусть M = {a} — унитарный циклический модуль
над коммутативным кольцом R с единицей ε. Доказать, что:

а) порядок O(a) элемента a есть идеал в R;
б) факторкольцоR/O(a), рассматриваемое как модуль над

R с естественным умножением, определенным умноже-
нием в R, изоморфно модулю M .

1816. Пусть M = A + B — разложение модуля M над
кольцом R в прямую сумму подмодулей A и B. Доказать, что
фактормодуль M/A изоморфен, как модуль над R, модулю B.

1817. Модуль M называется расширением модуля A при
помощи модуля B, если A — подмодуль M и фактормодуль
M/A изоморфен B (M , A, B — модули над одним и тем же
кольцом R). Доказать, что расширение конечнопорожденного
модуля при помощи конечнопорожденного есть конечнопорож-
денный модуль.

1818. Доказать, что если в модуле M выполнено усло-
вие максимальности для подмодулей (см. задачу 1813), то это
условие выполнено в фактормодулеM/A модуля M по любому
подмодулю A.
∗ 1819. Пусть A, B — подмодули модуля M над кольцом R.

Доказать следующую теорему об изоморфизме:

(A + B)/A ∼= B/(A ∩B).
∗ 1820. Пусть M — унитарный модуль с конечным числом

образующих x1, x2, . . . , xn над коммутативным кольцом R с
единицей. Доказать, что если условие максимальности выпол-
нено для идеалов в кольце R, то оно выполнено и для подмо-
дулей в модуле M (эту теорему можно обобщить на некомму-
тативные кольца с условием максимальности для левых или
правых идеалов).
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§ 23. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ЛИНЕЙНЫЕ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ (ДОБАВЛЕНИЯ К §§ 10,
16–19)

1821. Доказать, что для выполнения равенства αx+βy =
= βx + αy, где α, β — числа и x, y — векторы, необходимо и
достаточно, чтобы было или α = β, или x = y.
∗ 1822.
а) Не пользуясь коммутативностью сложения векторов,

доказать, что правые противоположный и нулевой эле-
менты будут и левыми;

б) пользуясь пунктом а), доказать, что коммутативность
сложения векторов вытекает из остальных аксиом ли-
нейного пространства.

1823. Пусть D — поле действительных чисел и V — мно-
жество всех функций, заданных и принимающих положитель-
ные значения на сегменте [a, b]. Определим сложение двух
функций и умножение функции на число равенствами

f ⊕ g = fg, α� f = fα, f, g ∈ V , α ∈ D.

а) Проверить, что при указанных операциях V является
линейным пространством над полем D;

б) доказать, что пространство V изоморфно пространству
V ′ всех действительных функций, заданных на сегмен-
те [a, b], при обычных операциях сложения функций и
умножения функции на действительное число;

в) найти размерность пространства V .

1824. Доказать линейную независимость системы функ-
ций eλ1x, . . . , eλnx, где λ1, . . . , λn — попарно различные
действительные числа.
∗ 1825. Доказать линейную независимость системы функ-

ций xα1 , . . . , xαn , где α1, . . . , αn — попарно различные дей-
ствительные числа.
∗ 1826. Доказать линейную независимость систем функций:
а) sin x, cosx;
б) 1, sin x, cosx;
в) sin x, sin 2x, . . . , sin nx;
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г) 1, cosx, cos 2x, . . . , cosnx;
д) 1, cosx, sin x, cos 2x, sin 2x, . . . , cosnx, sin nx.
∗ 1827. Доказать линейную независимость систем функций:
а) 1, sin x, sin2 x, . . . , sinn x;
б) 1, cosx, cos2 x, . . . , cosn x.

1828. Доказать линейную зависимость систем функций:
а) 1, sin x, cosx, sin2 x, cos2 x, . . . , sinn x, cosn x при n � 2;
б) sin x, cosx, sin2 x, cos2 x, . . . , sinn x, cosn x при n � 4.
∗ 1829. Проверить, что все однородные многочлены степени

k от n неизвестных x1, x2, . . . , xn с действительными коэф-
фициентами (или с коэффициентами из любого поля) вместе
с нулем при обычных операциях образуют линейное простран-
ство, и найти его размерность.
∗ 1830. Проверить, что все многочлены степени � k от n

неизвестных x1, x2, . . . , xn с действительными коэффициен-
тами (или с коэффициентами из любого поля) вместе с нулем
при обычных операциях образуют линейное пространство, и
найти его размерность.

1831. Пусть V — линейное пространство всех многочле-
нов от x степени � n, n > 1, с действительными коэффици-
ентами.

а) Доказать, что множество L всех многочленов из V ,
имеющих данный действительный корень c, является
подпространством V ;

б) найти размерность L;
в) то же для множества Lk, 1 � k � n, всех многочленов

из V , имеющих k различных действительных корней
c1, . . . , ck (без учета их кратности);

г) является ли подпространством множество L′ всех мно-
гочленов из V , имеющих простой действительный ко-
рень c?

∗ 1832. Доказать теорему: для того чтобы две линейно неза-
висимые системы с одинаковым числом векторов

x1, . . . ,xk, (1)

y1, . . . ,yk (2)
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n-мерного пространства V n были эквивалентны (или порож-
дали одно и то же подпространство), необходимо и достаточ-
но, чтобы в любом базисе соответствующие друг другу мино-
ры матриц A и B из координатных строк векторов этих систем
были пропорциональны.

1833. Доказать, что любое подпространство L n-мерного
линейного пространства V n является областью значений неко-
торого линейного преобразования ϕ.

1834. Доказать, что любое подпространство L n-мерного
линейного пространства V n является ядром некоторого ли-
нейного преобразования ϕ.

1835. Доказать, что если для каждого из попарно различ-
ных собственных значений λ1, λ2, . . . , λk линейного преобра-
зования ϕ взять линейно независимую систему собственных
векторов, то система, содержащая все взятые векторы, линей-
но независима.
∗ 1836. Пусть V — действительное линейное пространство

(или линейное пространство над полем P , характеристика ко-
торого отлична от двух) и V = L + M — разложение про-
странства V в прямую сумму подпространств L и M . Тогда
любой вектор x однозначно представляется в виде

x = y + z; y ∈ L, z ∈ M .

Линейное преобразование ϕ, определенное условием ϕx = y,
называется проектированием пространства V на L парал-
лельно M . По задаче 1538 проектирования совпадают с идем-
потентными преобразованиями, т. е. с линейными преобразо-
ваниями, обладающими свойством ϕ2 = ϕ. Пользуясь этим,
доказать утверждения:

а) если ϕ — проектирование на L параллельно M и ε —
тождественное преобразование, то ε− ϕ — проектиро-
вание на M параллельно L;

б) Для того чтобы сумма ϕ = ϕ1 + ϕ2 двух проектиро-
ваний ϕ1 и ϕ2 была проектированием, необходимо и
достаточно выполнение условия

ϕ1ϕ2 = ϕ2ϕ1 = ω, (1)
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где ω — нулевое преобразование; если ϕ1 и ϕ2 — соот-
ветственно проектирования на L1 параллельно M1 и
на L2 параллельно M2, причем выполнено условие (1),
то ϕ = ϕ1 + ϕ2 — проектирование на L = L1 + L2 па-
раллельно M = M1 ∩M 2;

в) для того чтобы разность ϕ = ϕ1 − ϕ2 двух проекти-
рований ϕ1 и ϕ2 была проектированием, необходимо и
достаточно выполнение условия

ϕ1ϕ2 = ϕ2ϕ1 = ϕ2; (2)

если ϕ1 и ϕ2 — проектирования, определенные в пунк-
те б), причем выполнено условие (2), то ϕ = ϕ1−ϕ2 —
проектирование на L = L1 ∩ M2 параллельно M =
= M1 + L2;

г) для того чтобы произведение ϕ = ϕ1ϕ2 двух проек-
тирований ϕ1 и ϕ2 было проектированием, достаточно
выполнение условия

ϕ1ϕ2 = ϕ2ϕ1; (3)

если ϕ1 и ϕ2 — проектирования, определенные в пунк-
те б), причем выполнено условие (3), то ϕ = ϕ1ϕ2 —
проектирование на L = L1 ∩ L2 параллельно M =
= M1 +M2 (здесь сумма не обязательно прямая). По-
казать на примере, что условие (3) не является необхо-
димым для того, чтобы произведение проектирований
ϕ1 и ϕ2 было проектированием.

∗ 1837. Доказать, что если для преобразования ϕ евклидова
пространства V в себя существует сопряженное преобразова-
ние ϕ∗, т. е. преобразование, обладающее свойством (ϕx, y) =
= (x, ϕy) для любых векторов x, y из V , то ϕ и ϕ∗ линей-
ны. В частности, симметрическое и кососимметрическое пре-
образования можно определить соответственно равенствами
(ϕx, y) = (x, ϕy) и (ϕx, y) = −(x, ϕy) без требования линей-
ности.

1838. Найти расстояние между двумя плоскостями P 1:
x = a0 + t1a1 + t2a2 и P 2: x = b0 + t1b1 + t2b2,
где a0 = (2, 1, 0, 1), a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, 0, 0, 1),
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b0 = (1,−1,−1, 0), b1 = (1, 1, 0,−1), b2 = (1, 1, 2, 3) и коор-
динаты векторов даны в ортонормированном базисе.

1839. Гильбертовым пространством называется множе-
ство V всех бесконечных последовательностей действитель-
ных чисел x = (a1, a2, . . . ), для которых сходится ряд из квад-
ратов

∑∞
i=1 a2

i . Такие последовательности называются векто-
рами (или точками) пространства V . Сложение векторов,
умножение вектора на число и скалярное умножение век-
торов определяются обычным образом. Именно, если x =
= (a1, a2, . . . ) и y = (b1, b2, . . . ) — векторы и c — число, то

x+y = (a1+b1,a2+b2,...), cx = (ca1,ca2,...), (x,y)=
∞∑

i=1

aibi.

Доказать, что:
а) V является бесконечномерным евклидовым простран-

ством;
б) если L∗ — ортогональное дополнение к подпростран-

ству L из V (задача 1364), то равенство V = L + L∗

верно для конечномерного L;
в) показать на примерах, что равенства V = L + L∗ и

(L∗)∗ = L (см. задачи 1364, 1365) могут быть неверны
для бесконечномерных подпространств из V .

1840. Пусть V n = L1 + L2 — разложение n-мерного ев-
клидова пространства в прямую сумму двух подпространств,
L∗1 и L∗2 — ортогональные дополнения, соответственно L1 и
L2, ϕ — отражение V n в L1 параллельно L2. Доказать, что
преобразование ϕ∗, сопряженное ϕ, является отражением V n

в L∗2 параллельно L∗1.
1841. Найти все изометрические (или ортогональные) пре-

образования, сохраняющие на месте нулевой вектор: а) на
плоскости; б) в трехмерном пространстве.
∗ 1842. Найти геометрический смысл линейного преобразо-

вания ϕ трехмерного евклидова пространства, заданного в ор-
тонормированном базисе e1, e2, e3 матрицей

A =

⎛⎜⎜⎝
3
4

1
4

√
6

4

1
4

3
4 −

√
6

4

−
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√
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∗ 1843. Выяснить геометрический смысл кососимметриче-
ского преобразования ϕ евклидова пространства для случаев:
а) прямой; б) плоскости; в) трехмерного пространства. Пока-
зать, что в трехмерном пространстве ϕ сводится к векторному
умножению всех векторов слева на один и тот же вектор a,
т. е. ϕx = a× x.
∗ 1844. Доказать утверждение: для того чтобы линейное

преобразование ϕ евклидова пространства (не обязательно ко-
нечномерного) было кососимметрическим, необходимо и до-
статочно, чтобы оно переводило каждый вектор в вектор, ор-
тогональный с ним.

§ 24. ЛИНЕЙНЫЕ, БИЛИНЕЙНЫЕ И КВАДРАТИЧНЫЕ
ФУНКЦИИ И ФОРМЫ (ДОБАВЛЕНИЕ К § 15)

∗ 1845. Доказать, что для любой ненулевой линейной функ-
ции l(x), заданной в n-мерном линейном пространстве V n,
существует канонический базис, в котором эта функция за-
писывается в каноническом виде l(x) = x1, где x1 — первая
координата вектора x в этом базисе.

1846. Доказать, что ненулевая билинейная форма b(x,y) =
=
∑n

i,j=1aijxiyj тогда и только тогда распадается в произве-
дение двух линейных форм b(x, y) = l1(x)l2(y), где l1(x) =
=
∑n

i=1 bixi, l2(y) =
∑n

j=1 cjyj , когда ее ранг равен единице.
1847. Доказать, что билинейная функция b(x, y), данная в

действительном n-мерном пространстве (или в n-мерном про-
странстве над полем характеристики, не равной двум), тогда
и только тогда является симметрической, когда она имеет ка-
нонический базис, в котором она записывается билинейной
формой канонического вида: b(x, y) = λ1x1y1 + λ2x2y2 + · · ·+
+ λnxnyn.
∗ 1848. Доказать, что если произведение двух линейных

функций, заданных на линейном пространстве V (не обяза-
тельно конечномерном), тождественно равно нулю, т. е.
l1(x)l2(x) = 0 для любого x ∈ V , то хотя бы одна из этих
функций тождественно равна нулю.
∗ 1849. Доказать, что если симметрическая билинейная

функция b(x, y), заданная в линейном пространстве V (не
обязательно конечномерном), распадается на две линейные
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функции: b(x, y) = l1(x)l2(y), то она представляется в ви-
де b(x, y) = λl(x)l(y), где λ — число, отличное от нуля, и
l(x) — линейная функция.
∗ 1850. Доказать, что билинейная функция в n-мерном дей-

ствительном пространстве тогда и только тогда имеет ранг 1,
когда в некотором базисе она записывается формой вида:

а) ±x1y1, если функция симметрическая;
б) x1y2, если функция несимметрическая.
∗ 1851. Доказать, что ненулевая кососимметрическая функ-

ция на линейном пространстве V (не обязательно конечно-
мерном) не может распадаться в произведение двух линейных
функций.
∗ 1852. Пусть l(x) — ненулевая линейная функция на ли-

нейном пространстве V (не обязательно конечномерном). До-
казать, что:

а) ядро S функции l(x), т. е. множество всех векторов
x ∈ V , для которых l(x) = 0, есть максимальное ли-
нейное подпространство, т. е. S не содержится в под-
пространстве T , отличном от S и V ;

б) для любого вектора a, не лежащего в S, любой вектор
x однозначно представляется в виде x = y + αa, где
y ∈ S.

∗ 1853. Доказать, что если две линейные функции l1(x) и
l2(x) на линейном пространстве V (не обязательно конечно-
мерном) имеют одно и то же ядро S, то l1(x) = λl2(x), где
λ — число, отличное от нуля.
∗ 1854. Применяя метод Якоби вычисления угловых мино-

ров, определить аффинный класс поверхностей в трехмерном
пространстве:

а) x2
1 + 2x2

2 − x2
3 + 2x1x2 + 2x1 + 2x2 = 0;

б) x2
1 + x2

3 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x1 + 1 = 0.

1855. Доказать, что если квадратичная форма с матрицей
A положительно определенна, то и квадратичная форма

а) с обратной матрицей A−1;
б) со взаимной матрицей Â положительно определенна.
∗ 1856. Пусть f(x) — квадратичная функция на n-мерном

действительном линейном пространстве V n. Вектор x0
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называется изотропным, если f(x0) = 0. Доказать, что если
функция f(x) — знакопеременная, т. е. существуют векторы
x1, x2 такие, что f(x1) > 0, f(x2) < 0, то существует базис,
состоящий из изотропных векторов. Указать метод построения
такого базиса.
∗ 1857. Изотропным (или нулевым) конусом квадратич-

ной функции f(x) называется множество K всех изотроп-
ных векторов (задача 1856). Доказать, что изотропный конус
квадратичной функции f(x) на n-мерном действительном про-
странстве V n тогда и только тогда будет подпространством,
когда f(x) знакопостоянна, т. е. или f(x) � 0 для всех x, или
f(x) � 0 для всех x.
∗ 1858. Пусть f(x) — квадратичная функция на n-мерном

действительном линейном пространстве V n, r — ранг, p и q —
положительный и отрицательный индексы инерции этой функ-
ции. Доказать, что максимальная размерность линейных под-
пространств, входящих в изотропный конус K (задача 1857),
равна:

а) min(p, q), если f(x) невырожденна (т. е. r = n);
б) n − max(p, q) = min(p, q) + n − r, если f(x) — любая

(вырожденная или невырожденная).
∗ 1859. Пусть f(x) — квадратичная функция с теми же

свойствами, как и в предыдущей задаче. Доказать, что макси-
мальная размерность линейного многообразия P , входящего в
поверхность второго порядка S, заданную уравнением f(x) =
= 1, равна:

а) min(p, q), если f(x) невырожденна (т. е. r = n);
б) min(p−1, q)+n−r = n−max(p, q+1) в общем случае.

1860. Пользуясь задачами 1858 и 1859, найти максималь-
ную размерность линейных многообразий, содержащихся в
следующих поверхностях второго порядка (если размерность
пространства не указана, она считается равной наибольшему
номеру координат; размерность пустого многообразия счита-
ется равной −1):

а) x2
1 + x2

2 − x2
3 = 1 (однополостный гиперболоид);

б) x2
1 − x2

2 − x2
3 = 1 (двуполостный гиперболоид);

в) x2
1 − x2

2 − x2
3 = 0;

г) x1x2 = 1;
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д) x1x2 = 1 (в трехмерном пространстве);
е) x1x2 = 0;
ж) x1x2 = 0 (в n-мерном пространстве);
з) x2

1 − x2
n = 1;

и) x2
1 − x2

2 − · · · − x2
n = 1;

к) x2
1 + · · ·+ x2

n−1 − x2
n = 1;

л) x2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4 = 1;
м)

∑n
k=1(−1)k−1x2

k = 1.
∗ 1861. Левым ядром (или левым нулевым пространством)

билинейной функции b(x, y), заданной на линейном простран-
стве V , называется множество L′0 всех векторов x ∈ V , для
которых b(x, y) = 0 для всех y ∈ V . Аналогично определяется
правое ядро L′′0 .

Доказать, что:
а) левое и правое ядра — подпространства;
б) в n-мерном пространстве левое и правое ядра имеют

одинаковую размерность n − r, где r — ранг b(x, y),
т. е. ранг ее матрицы в каком-нибудь базисе.

1862. Найти базисы левого и правого ядер (нулевых про-
странств) L′0 и L′′0 (задача 1861) для билинейной формы
b(x, y) = x1y1+2x1y2+3x2y1+6x2y2 и показать, что L′0 �= L′′0 .
∗ 1863.
а) Доказать, что для симметрической и кососимметриче-

ской билинейных функций левое ядро совпадает с пра-
вым;

б) привести пример билинейной функции в n-мерном про-
странстве, которая не является ни симметрической, ни
кососимметрической, но для которой левое ядро совпа-
дает с правым.

∗ 1864. Доказать, что ненулевая кососимметрическая били-
нейная функция в трехмерном пространстве представляется в
виде b(x, y) = a(x)b(y)−a(y)b(x), где a(x) и b(x) — линейные
функции.
∗ 1865. Пусть b(x, y) — билинейная функция и L —

k-мерное подпространство в n-мерном пространстве V n.
Обозначим через L∗ множество всех векторов y ∈ V n таких,
что b(x, y) = 0 для всех x ∈ L. Доказать, что:
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а) L∗ — подпространство;
б) если b(x, y) невырожденна (т. е. ранг равен n), то раз-

мерность L∗ равна n− k;
в) если b(x, y) имеет ранг r < n, то размерность L∗ боль-

ше или равна max(n− k, n− r).
∗ 1866. Пусть b(x, y) — ненулевая кососимметрическая би-

линейная функция в n-мерном линейном пространстве V n.
Доказать, что существует базис, в котором b(x, y) запишется
билинейной формой следующего канонического вида:

b(x,y) = x1y2−x2y1 +x3y4−x4y3 + · · ·+x2k−1y2k−x2ky2k−1,

1 � k � n/2.

Найти канонический вид кососимметрической билинейной
формы (задача 1866) и невырожденное преобразование неиз-
вестных, к нему приводящее, для следующих форм:

1867. b(x, y) = x1y2−x2y1 +2(x1y3−x3y1)−x1y4 +x4y1−
− 3(x2y4 − x4y2).

1868. b(x, y) = x1y2−x2y1+2(x1y3−x3y1)+4(x2y4−x4y2).
∗ 1869. Пусть f(x) — квадратичная функция в n-мерном

евклидовом пространстве V n. Доказать утверждение:
Для того чтобы конус K с уравнением f(x) = 0 (за-

дача 1857) содержал ортонормированный базис пространства
V n, необходимо и достаточно, чтобы след матрицы A функции
f(x) в одном (а значит, и в любом) ортонормированном базисе
был равен нулю. Сформулировать соответствующее утвержде-
ние на матричном языке.

§ 25. АФФИННЫЕ (ТОЧЕЧНО-ВЕКТОРНЫЕ)
ПРОСТРАНСТВА

Определение. 2 Пусть дано множество U элементов A, B,
C. . . , называемых точками, и линейное пространство V (над
полем действительных чисел или над любым полем P ) с эле-
ментами x, y, z, . . . , называемыми векторами. Пусть, далее,

2Приведенное здесь определение аффинного пространства взято (с неболь-
шими изменениями) из книги: Ефимов Н. В. Высшая геометрия, — 4-е изд. —
М.: Физматгиз, 1961, § 179.
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каждой упорядоченной паре точек A, B (различных или совпа-
дающих) поставлен в соответствие единственный вектор x =
=
−−→
AB, причем для этого соответствия выполняются следую-

щие две аксиомы:
I) для любой точки A и любого вектора x существует
единственная точка B такая, что

−−→
AB = x;

II) для любых (не обязательно различных) трех точек A,
B, C имеет место равенство

−−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC.

Множество U вместе с таким соответствием называется
аффинным пространством.

Если V = V n есть n-мерное линейное пространство, то и
U называется n-мерным аффинным пространством и обозна-
чается через Un. Если V бесконечномерно, то и U называется
бесконечномерным. Если линейное пространство V является
евклидовым, то и точечно-векторное пространство U называ-
ется евклидовым. В этом случае расстояние между точками A

и B равно длине вектора
−−→
AB и угол ABC равен углу между

векторами
−−→
BA и

−−→
BC.

Замечание. Любое линейное пространство V можно рассмат-
ривать как аффинное. При этом множество U совпадает с V , так
что векторы рассматриваются также как точки. Говорят также, что
вектор x задает некоторую точку аффинного пространства. Сопостав-
ление упорядоченной паре точек вектора, указанное в определении,
в данном случае состоит в том, что упорядоченной паре точек x, y

из V соответствует вектор z = y − x. Отсюда по x и z однознач-
но определяется y, что доказывает аксиому I. Аксиома II сводится к
очевидному равенству (y−x)+(z−y) = z−x. Такое отождествление
точек и векторов принято в §§ 16–19 этой книги.

Плоскостью аффинного пространства U, проходящей
через точку A и имеющей направляющим подпростран-
ством L, называется множество π всех точек M из U, для
которых вектор

−−→
AM принадлежит L. Размерностью плос-

кости π называется размерность ее направляющего подпро-
странства L. Одномерные плоскости называются прямыми, а
n−1-мерные плоскости n-мерного пространства — гиперплос-
костями.

Две плоскости π1 и π2 называются параллельными, в сим-
волах π1 ‖ π2, если они не пересекаются (т. е. не имеют
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общих точек) и направляющее подпространство одной из них
содержится в направляющем подпространстве другой (или
совпадает с ним).

Если выбрать некоторую начальную точку O ∈ U, то лю-
бая точка M однозначно определяется вектором

−−→
OM и обрат-

но. Вектор
−−→
OM называется радиус-вектором точки M . Плос-

кость π, проходящая через точку A и имеющая направляю-
щее подпространство L, состоит из всех точек M , радиусы-
векторы которых определяются из равенства

−−→
OM =

−→
OA + x,

где x ∈ L. Если считать точками векторы из V , то плоскость
определяется из равенства π = x0 + L, где x0 =

−→
OA. Таким

образом, в этом случае понятие плоскости совпадает с поня-
тием линейного многообразия из § 16. Плоскости, проходящие
через точку O, будут совпадать с подпространствами.

Аффинная система координат n-мерного аффинного про-
странства Un состоит из точки O ∈ Un, называемой началом
координат, и базиса e1, e2, . . . , en соответствующего линей-
ного пространства V n. Координатами точки M ∈ Un назы-
ваются координаты ее радиуса-вектора

−−→
OM в данном базисе,

т. е. числа x1, x2, . . . , xn, удовлетворяющие равенству

−−→
OM = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen.

Пусть k-мерная плоскость π действительного n-мерного
аффинного пространства проходит через точку A с координа-
тами x0

1, x0
2, . . . , x0

n и имеет определяющее подпространство
L с базисом из векторов, заданных их координатами

ci = (ci
1, c

i
2, . . . , c

i
n) (i = 1, 2, . . . , k).

Тогда координаты любой точки M ∈ π определяются равен-
ствами

xi = x0
i + t1c

1
i + · · ·+ tkck

i (i = 1, 2, . . . , n). (1)

Эти равенства называются параметрическими уравнениями
плоскости π. Параметры t1, t2, . . . , tk принимают любые дей-
ствительные значения.
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Ту же плоскость π можно задать n− k линейно независи-
мыми уравнениями вида

n∑
j=1

aijxj = bi (i = 1, 2, . . . , n− k). (2)

Здесь bi =
∑n

j=1 aijx
0
j и однородные уравнения

∑n
j=1 aijxj =

= 0 (i = 1, 2, . . . , n− k) задают подпространство L. Уравнения
(2) будем называть общими уравнениями плоскости π.

Уравнения прямой, проходящей через две точки A(x0
1,

x0
2, . . . , x

0
n) и B(y0

1 , y0
2 , . . . , y

0
n), имеют вид

xi = x0
i + t(y0

i − x0
i ) (i = 1, 2, . . . , n). (3)

Здесь t пробегает все действительные числа.
Отрезком AB называется множество точек M , координа-

ты которых получаются из равенств (3) при условии 0 � t � 1.
Точка M , делящая отрезок AB в отношении λ �= −1, опреде-
ляется в векторной форме условием

−−→
AM = λ

−−→
MB или в коор-

динатах

xi =
x0

1 + λy0
i

1 + λ
(i = 1, 2, . . . , n).

∗ 1870. В аффинном пространстве даны четыре различные
точки A, B, C, D. Точки K, L, M , N делят отрезки AB, BC,
CD, DA в одинаковом отношении m

n �= −1. Доказать, что:
а) если ABCD — параллелограмм, то KLMN — парал-

лелограмм;
б) если KLMN — параллелограмм и m �= n, то и

ABCD — параллелограмм.

1871. Доказать, что паре совпавших точек соответствует
нулевой вектор, т. е.

−→
AA = 0.

1872. Доказать, что
−−→
AB = −−−→BA.

1873. Доказать, что любая плоскость π аффинного про-
странства сама является аффинным пространством, размер-
ность которого равна размерности π.

1874. Доказать, что плоскость π, проходящая через точку
A с направляющим подпространством L, не зависит от выбора
на ней точки A, т. е. совпадает с плоскостью π′, проходящей
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через точку A′ из π, с тем же направляющим подпростран-
ством L.

Найти параметрические уравнения плоскости, заданной об-
щими уравнениями:

1875. x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 1,

x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 3,

x1 − x2 − 4x3 + 5x4 = −3.

1876. 2x2 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 2,

6x1 − 3x2 + 2x3 + 4x4 + 5x5 = 3,

6x1 − 3x2 + 4x3 + 8x4 + 13x5 = 9,

4x1 − 2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1.

Найти общие уравнения плоскости, заданной параметри-
ческими уравнениями:

1877. x1 = 2 + t1 + t2,

x2 = 1 + 2t1 + t2,

x3 = −3 + t1 + 2t2,

x4 = 3 + 3t1 + t2,

x5 = 1 + t1 + 3t2.

1878. x1 = 1 + t1 + t2,

x2 = 2 + t2,

x3 = 5− t1 + 3t2,

x4 = 3 + 2t1 − t2,

x5 = 1 + 3t1 − 2t2.

1879. Доказать, что через любые две различные точки A,
B аффинного пространства проходит единственная прямая.

1880. Доказать, что через любые три точки A, B, C аф-
финного пространства, не лежащие на одной прямой, проходит
единственная двумерная плоскость.

1881. Доказать, что через любые k + 1 точек A0, A1, A2,
. . . , Ak аффинного пространства, не лежащие в (k−1)-мерной
плоскости, проходит единственная k-мерная плоскость.
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1882. Указать все случаи взаимного расположения трех
различных плоскостей трехмерного пространства, заданных
общими уравнениями:

a1x + b1y + c1z = d1,

a2x + b2y + c2z = d2,

a3x + b3y + c3z = d3,

и для каждого случая дать необходимое и достаточное условие
с помощью понятия ранга матрицы.

1883. С помощью понятия ранга матрицы охарактеризо-
вать все случаи взаимного расположения двух прямых трех-
мерного пространства, заданных общими уравнениями

a1x + b1y + c1z = d1, a2x + b2y + c2z = d2,

и
a3x + b3y + c3z = d3, a4x + b4y + c4z = d4.

1884. С помощью понятия ранга матрицы описать все слу-
чаи взаимного расположения двух двумерных плоскостей че-
тырехмерного пространства, заданных общими уравнениями

4∑
j=1

aijxj = bi (i = 1, 2) (1)

и 4∑
j=1

aijxj = bi (i = 3, 4). (2)

1885. Описать все случаи взаимного расположения двух
гиперплоскостей n-мерного аффинного пространства, задан-
ных общими уравнениями

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = c и b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = d.

∗ 1886. Доказать, что если пересечение π множества (ко-
нечного или бесконечного) плоскостей πα аффинного про-
странства непусто, то π является плоскостью.

1887. Доказать, что две плоскости π1 = a1 + L1 и π2 =
= a2 + L2 тогда и только тогда пересекаются, когда вектор
a1 − a2 принадлежит подпространству L1 + L2.



Дополнение 309

∗ 1888. Доказать, что плоскость π1 n-мерного аффинного
пространства, отличная от точки, тогда и только тогда парал-
лельна любой не пересекающей ее плоскости π2, когда π1

является гиперплоскостью (т. е. имеет размерность n− 1).
∗ 1889. Доказать, что две пересекающиеся гиперплоскости

π1 и π2 n-мерного аффинного пространства тогда и только то-
гда параллельны, когда они лежат в плоскости π3, имеющей
размерность на единицу большую, чем большая из размерно-
стей π1 и π2.
∗ 1890. Доказать, что любые непересекающиеся плоскости

π1 и π2 n-мерного аффинного пространства можно провести
параллельные гиперплоскости π′1 и π′2.

1891. Пусть π1 = a1 + L1 и π2 = a2 + L2 — непересека-
ющиеся плоскости конечномерного аффинного пространства.
Найти плоскость π3 наименьшей размерности, содержащую
π1 и параллельную π2.

1892. Доказать, что если плоскость π0 аффинного про-
странства параллельна каждой из плоскостей πα и пересече-
ние π плоскостей πα непусто, то π есть плоскость, параллель-
ная π0.

1893. Выразить условие параллельности двух плоскостей
n-мерного аффинного пространства, заданных общими урав-
нениями, с помощью понятия ранга матрицы.

1894. Гиперплоскость, заданная общим уравнением∑n
i=1 aixi = b, разбивает n-мерное аффинное пространство на

два полупространства, состоящие из точек, координаты кото-
рых удовлетворяют одному из неравенств

∑n
i=1 aixi � b или∑n

i=1 aixi � b. Доказать, что каждое из этих полупространств
является выпуклым множеством.
∗ 1895.3 Многогранник P задан как выпуклое замыкание

системы точек четырехмерного аффинного пространства, за-
данных координатами

O(0, 0, 0, 0), A(1, 0, 0, 0), B(0, 1, 0, 0), C(1, 1, 0, 0),
D(0, 0, 1, 0), E(0, 0, 0, 1), F (0, 0, 1, 1).

3Задачи 1895–1898 указал автору Э. Б. Винберг.
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а) Написать систему линейных неравенств, задающих
многогранник P ;

б) найти все трехмерные грани этого многогранника.

1896. Решить задачу, аналогичную предыдущей задаче,
для точек:

O(0, 0, 0, 0), A(1, 0, 0, 0), B(0, 1, 0, 0),

C(0, 0, 1, 0), D(1, 1, 0, 0), E(1, 0, 1, 0),

F (0, 1, 1, 0), G(1, 1, 1, 0), H(0, 0, 0, 1).

1897. Найти вершины и форму многогранника P трехмер-
ного пространства, заданного системой неравенств

x1 � 1, x2 � 1, x3 � 1, x2 + x3 � −1,

x1 + x3 � −1, x1 + x2 � −1.

1898. Найти форму и вершины сечений четырехмерного
куба, заданного в ортонормированной системе координат нера-
венствами 0 � xi � 1, i = 1, 2, 3, 4, плоскостями:

а) x1 + x2 + x3 + x4 = 1;
б) x1 + x2 + x3 + x4 = 2;
в) x1 + x2 + x3 = 1;
г) x1 + x2 = x3 + x4 = 1.
∗ 1899. В трехмерном аффинном пространстве U3 над по-

лем Z2 из двух элементов 0 и 1 найти: а) число всех точек;
б) число всех прямых; в) число всех плоскостей; г) число
точек, лежащих на одной прямой; д) число прямых, прохо-
дящих через одну точку; е) число точек, лежащих на одной
плоскости; ж) число плоскостей, проходящих через одну точ-
ку; з) число прямых, лежащих на одной плоскости; и) число
плоскостей, проходящих через одну прямую; к) число прямых,
параллельных данной прямой; л) число плоскостей, парал-
лельных данной плоскости; м) число прямых, параллельных
данной плоскости; н) число плоскостей, параллельных данной
прямой; о) число прямых, скрещивающихся с данной прямой.
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§ 26. ТЕНЗОРНАЯ АЛГЕБРА4

Приведем основные понятия и свойства, которые предпо-
лагаются известными из курсов лекций. Доказательства неко-
торых из указанных свойств предлагаются в качестве задач в
этом параграфе.

Пусть в n-мерном линейном пространстве V n (действи-
тельном, комплексном или над некоторым полем P ) даны два
базиса e1, e2, . . . , en и e′1, e′2, . . . , e′n. Эти базисы связаны
равенствами:

e′1 = c1
1e1 + c2

1e2 + · · ·+ cn
1en,

e′2 = c1
2e1 + c2

2e2 + · · ·+ cn
2en,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e′n = c1

ne1 + c2
ne2 + · · ·+ cn

nen,

или в сокращенной записи

e′i = ck
i ek (i = 1, 2, . . . , n). (1)

Здесь и ниже по индексу, стоящему как сверху, так и снизу,
предполагается суммирование в пределах от 1 до n.

Введем матрицу перехода

C =

⎛⎜⎜⎝
c1
1 c1

2 . . . c1
n

c2
1 c2

2 . . . c2
n

. . . . . . . . . . . . . . . .
cn
1 cn

2 . . . cn
n

⎞⎟⎟⎠ ,

по столбцам которой стоят координаты векторов второго бази-
са в первом5. Тогда формулы (1) в матричной форме запишутся
одним равенством

(e′1, e
′
2, . . . ,e

′
n) = (e1, e2, . . . ,en)C.

4Ряд задач этого параграфа указан Н. В. Ефимовым и Л. А. Скорняко-
вым в связи с курсом «Линейная алгебра и геометрия», читавшимся ими на
механико-математическом факультете МГУ с 1964 г.
В частности, определение тензорного произведения и применение к нему

понятия свертки (см. введение в задачу 1918) взяты из курса Н. В. Ефимова.
5Если матрицу перехода писать не по столбцам, а по строкам, то форму-

лы, использующие матричное умножение, изменятся, формулы же (1), (2) и
другие, не использующие умножения матриц, останутся прежними.
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Координаты вектора x в первом базисе выразятся через
координаты того же вектора во втором базисе при помощи
строк матрицы C по формулам: xk = ck

i x′i, k = 1, 2, . . . , n.
Отсюда координаты x′i выразятся через xk в виде

x′i = di
kxk, i = 1, 2, . . . , n. (2)

Введем матрицу

D =

⎛⎜⎜⎝
d1
1 d2

1 . . . dm
1

d1
2 d2

2 . . . dm
2

. . . . . . . . . . . . . . . . .
d1

n d2
n . . . dn

n

⎞⎟⎟⎠ ,

по столбцам которой стоят коэффициенты в выражениях x′i

через xk. Тогда формулы (2) в матричной форме запишутся
равенством

(x′1, x′2, . . . , x′n) = (x1, x2, . . . , xn)D.

Так как, с другой стороны, (x1, x2, . . . , xn) = (x′1, x′2, . . . ,
x′n)C∗, то матрицы C и D связаны равенством

D = (C∗)−1. (3)

Здесь и ниже звездочкой обозначена транспонированная мат-
рица. Если обе матрицы C и D писать из коэффициентов
формул (1) и (2) не по столбцам, а по строкам, то эти матри-
цы заменятся на транспонированные и равенство (3) не изме-
нится.

Закон изменения, аналогичный изменению базиса по фор-
мулам (1), называется ковариантным, а закон изменения по
формулам (2) — контравариантным. Величины (или другие
объекты), связанные с базисом и изменяющиеся ковариантно,
называются ковариантными и обозначаются нижними индек-
сами, а изменяющиеся контравариантно называются контра-
вариантными и обозначаются верхними индексами.

Тензором в n-мерном линейном пространстве называется
такое соответствие, при котором каждому базису простран-
ства соответствуют np+q чисел a

j1j2...jq

i1i2...ip
, отмеченных p ниж-

ними и q верхними индексами и изменяющихся с изменением
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базиса ковариантно по нижним и контравариантно по верх-
ним индексам. Эти числа называются координатами тензо-
ра в данном базисе, а число p + q — валентностью тензора.
Говорят также, что данный тензор является p раз ковариант-
ным и q раз контравариантным, или тензором типа (p, q).

По определению тензора его координаты в двух базисах

e1, e2, . . . ,en и e′1, e
′
2, . . . ,e

′
n,

связанных равенством (1), сами связаны равенством

a
′j1j2...jq

i1i2...ip
= ck1k2

i1i2
. . . c

kp

ip
dj1

i1
dj2

i2
. . . d

jq

iq
a

l1l2...lq
k1k2...kp

(4)

(i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, 2, . . . , n).

Здесь, как обычно, по всем индексам ks и lt предполагается
суммирование в пределах от 1 до n.

Тензор можно определить иначе, как геометрический объ-
ект, связанный с линейным пространством V n. Для этого
рассматривают сопряженное пространство V ∗

n. Его векторами
являются линейные функции ϕ(x), заданные на данном про-
странстве V n при обычных операциях сложения двух функ-
ций и умножения функции на число. Пространство V ∗

n также
n-мерно, причем каждому базису e1, e2, . . . , en пространства
V n соответствует единственный базис e1, e2, . . . , en сопря-
женного пространства V ∗

n, называемый сопряженным (или
взаимным) базисом для данного базиса пространства V n и
связанный с ним равенствами

ei(ej) = δi
j (i, j = 1, 2, . . . , n), (5)

где δi
j — символ Кронекера, равный 1 при i = j и 0 при i �= j.
Если базис ei преобразован по формулам (1), то сопряжен-

ный базис ei преобразуется по формулам

e′i = di
kek (i = 1, 2, . . . , n).

Между всеми полилинейными функциями

F (x1, x2, . . . ,xp; ϕ1, ϕ2, . . . , ϕq)
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от p векторов из V n и q векторов из V ∗
n и всеми тензорами

типа (p, q) на V n можно установить следующее взаимно од-
нозначное соответствие, изоморфное относительно операций
сложения, умножения и умножения на число.

Полилинейной функции, написанной выше, соответствует
тензор, координаты которого в базисе e1, e2, . . . , en простран-
ства V n определяются равенствами

a
j1j2...jq

i1i2...ip
= F (ei1 , ei2 , . . . ,eip ; ej1 , ej2 , . . . ,ejq (6)

(i1, . . . , ip, j1, . . . , jq = 1, 2, . . . , n).

Наоборот, тензору с координатами a
j1j2...jq

i1i2...ip
в базисе e1,

e2, . . . , en соответствует полилинейная функция, определен-
ная равенством

F (x1,x2,...,xp; ϕ1,ϕ2,...,ϕq)=a
j1j2...jq

i1i2...ip
xi1

1 xi2
2 ...xip

p u1
j1u

2
j2 ...u

q
jq

,

(7)
где x1

s, x2
s, . . . , xn

s — координаты вектора xs в базисе e1,
e2, . . . , en и ut

1, ut
2, . . . , ut

n — координаты вектора ϕt в со-
пряженном базисе e1, e2, . . . , en.

При этом значение полилинейной функции на данных век-
торах не зависит от выбора сопряженных базисов в V n и V ∗

n.

Ввиду указанного соответствия тензоры на пространстве
V n можно определить независимо от базиса как полилиней-
ные функции от векторов пространства V n и сопряженного
пространства V ∗

n.

Пространством с квадратичной метрикой называется
n-мерное действительное линейное пространство Mn, в кото-
ром задана невырожденная симметрическая билинейная функ-
ция g(x, y), называемая метрической функцией. Если соот-
ветствующая ей квадратичная функция g(x, x) положительно
определена, то пространство с квадратичной метрикой явля-
ется евклидовым пространством и будет обозначаться через
En. В этом случае вместо g(x, y) будем писать просто (x, y)
и называть значение этой функции скалярным произведением
векторов x и y.
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В пространстве Mn каждому базису e1, e2, . . . , en со-
ответствует единственный взаимный базис e1, e2, . . . , en,
связанный с данным базисом равенствами

g(ei, e
j) = δj

i (i, j = 1, 2, . . . , n). (8)

Каждый вектор x из пространства Mn разлагается по ба-
зисам ei и ei, т. е. x = xiei = xie

i. При изменении базиса ei

по формулам (1) координаты xi в этом базисе изменяются по
формулам (2), т. е. контравариантно, и называются контрава-
риантными координатами. В то же время взаимный базис
ei преобразуется по формулам

e′i = di
kek (i = 1, 2, . . . , n), (9)

а координаты xi в этом базисе — по формулам

x′i = ck
i xk (i = 1, 2, . . . , n), (10)

т. е. ковариантно, и называются ковариантными координа-
тами.

При фиксированном векторе y ∈ Mn функция ϕy(x) =
= g(x, y) является линейной функцией от x, т. е. элементом
сопряженного пространства M ∗

n. Соответствие y → ϕy(x) яв-
ляется изоморфным отображением Mn на M∗

n. Отождествляя
элементы этих пространств, соответствующие друг другу при
этом изоморфизме, можем считать, что пространство M∗

n, со-
пряженное пространству с квадратичной метрикой Mn, сов-
падает с Mn. В частности, это верно для евклидова простран-
ства En.

В пространстве с квадратичной метрикой Mn одну и ту же
полилинейную функцию от r векторов из Mn можно рассмат-
ривать как тензор типа (p, q), где p + q = r и p = 0, 1, 2, . . . , r.
Для этого, выбрав одно из возможных значений для p, опре-
деляем координаты тензора в данном базисе ei по формулам,
аналогичным (6), где ei — взаимный базис, связанный с бази-
сом ei формулами (8). Обратно, по данному тензору типа (p, q)
значение соответствующей полилинейной функции на данных
векторах определяется формулой, аналогичной (7). При этом в
формулах (6) и (7) под ϕ1, ϕ2, . . . , ϕq надо понимать векторы
из того же пространства Mn.
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В частности, метрической функции g(x, y) соответствуют
два тензора с координатами

gij = g(ei, ej) (i, j = 1, 2, . . . , n); (11)

gij = g(ei, ej) (i, j = 1, 2, . . . , n), (12)

называемые соответственно ковариантным и контравари-
антным метрическими тензорами. Эти тензоры соответ-
ственно типа (2, 0) и (0, 2). Кроме того, той же функции g(x, y)
соответствует третий тензор типа (1, 1), координаты которого
определяются формулами (8) и не зависят от выбора базиса ei.

Значения метрической функции g(x, y) определяются лю-
бой из трех формул:

g(x, y) = gijx
iyj , (13)

g(x, y) = gijxiyj , (14)

g(x, y) = xiy
j . (15)

В частности, в евклидовом пространстве аналогично вы-
числяется скалярное произведение (x, y).

Пусть в евклидовом пространстве рассматриваются толь-
ко ортонормированные базисы. Тогда матрица C из коэффи-
циентов формул (1) ортогональна, из равенства (3) получаем
D = C, матрицы из коэффициентов формул (1) и (2) будут
взаимно транспонированными, взаимный базис совпадает с
исходным, ковариантные координаты совпадают с контрава-
риантными и матрицы метрических тензоров gij и gij пре-
вращаются в единичную матрицу. В этом случае все тензоры
типов (p, q), соответствующие данной полилинейной функции
от p+ q аргументов, совпадают. Отличие ковариантных и кон-
травариантных валентностей тензора теряет значение. Поэто-
му все индексы можно писать снизу, сохраняя нужные знаки
суммирования.

Пусть в евклидовом пространстве En дан любой базис e1,
e2, . . . , en; обозначим через g определитель матрицы G =
= (gij) ковариантного метрического тензора в данном базисе.
Так как g(x, x) — положительно определенная квадратичная
функция, то g > 0.
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Дискриминантным тензором (ковариантным) евклидо-
ва пространства En называется такое соответствие, при ко-
тором каждому базису соответствует система чисел (коорди-
нат тензора), заданных формулами

εi1i2...in = (−1)s√g, (16)

где s — число инверсий в перестановке i1, i2, . . . , in и
εi1i2...in = 0, если хотя бы два из индексов одинаковы. В част-
ности, ε12...n =

√
g > 0.

Координаты дискриминантного тензора при переходе к но-
вому базису с той же ориентацией меняются, как у n раз
ковариантного тензора, а при переходе к базису с противопо-
ложной ориентацией дополнительно меняют знак.

Аналогично определяется контравариантный дискрими-
нантный тензор εi1i2...in .

Ориентированным объемом параллелепипеда Q, постро-
енного на векторах x1, x2, . . . , xn пространства En, назы-
вается число, определенное в данном базисе формулой

V e(x1, x2, . . . ,xn) =
√

gdet
e

(x1, x2, . . . ,xn), (17)

где
√

g > 0 и det
e

(x1, x2, . . . ,xn) — определитель из координат
векторов x1, x2, . . . , xn в данном базисе. С помощью дис-
криминантного тензора ориентированный объем выражается
формулой

V e(x1, x2, . . . ,xn) = εi1i2...inxi1
1 xi2

2 . . . xin
n , (18)

где xs
i — s-я координата вектора xi в данном базисе.

Ориентированный объем обращается в нуль тогда и толь-
ко тогда, когда векторы xi линейно зависимы. Для линейно
независимых xi его абсолютная величина равна объему па-
раллелепипеда Q и он положителен или отрицателен, смотря
по тому, является ли система векторов x1, x2, . . . , xn одина-
ково или противоположно ориентированной с базисом e1, e2,
. . . , en.

26.1. Тензорное произведение

Пусть V и V ′ — два линейных пространства над одним и
тем же полем P . Рассмотрим упорядоченные пары xx′ векто-
ров, где x ∈ V , x′ ∈ V ′, и формальные конечные суммы таких
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пар x1x
′
1+ · · ·+xkx′k. Определим отношение эквивалентности

этих сумм по правилам: 1) две суммы, отличающиеся лишь
порядком слагаемых, эквивалентны; 2) пары (αx)x′ и x(αx′),
где α ∈ P эквивалентны; 3) пара (x + y)x′ эквивалентна сум-
ме пар xx′ + yx′ и пара x(x′ + y′) эквивалентна сумме пар
xx′ + xy′.

Две суммы эквивалентны, если от одной из них можно пе-
рейти к другой путем применения указанных правил ко всей
сумме или ее части в конечном числе. Это отношение эквива-
лентности рефлексивно, симметрично и транзитивно. Поэтому
все суммы разбиваются на классы эквивалентных сумм. Пусть
T — множество этих классов. Введем в T операции сложения
и умножения на элементы поля P через операции над пред-
ставителями классов. Суммой двух сумм называется сумма,
полученная припиской к первой сумме слагаемых второй сум-
мы. Умножение суммы на α ∈ P определим как умножение
на α первых элементов всех пар данной суммы. Например,
α(xx′ + yy′) = (αx)x′ + (αy)y′.

Множество T при этих операциях является линейным про-
странством над полем P . Оно называется тензорным произ-
ведением пространств V и V ′ и обозначается через V ×V ′.
Если V и V ′ конечномерны, то и V ×V ′ конечномерно и его
размерность равна произведению размерностей V и V ′. Если
e1, e2, . . . , en — базис V и e′1, e′2, . . . , e′n — базис V ′, то
система классов эквивалентных сумм, содержащих упорядо-
ченные пары

eie
′
j (i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n′), (19)

является базисом пространства V × V ′ (см. задачу 1918).
Аналогично определяется тензорное произведение любого

конечного множества линейных пространств.
Тензоры типа (p, q), заданные на пространстве V n, мож-

но рассматривать как векторы пространства T , являющегося
тензорным произведением q пространств V n и p сопряженных
пространств V ∗

n. Для этого берем базис e1, e2, . . . , en в V n и
сопряженный базис e1, e2, . . . , en в V ∗

n. Тогда упорядоченные
системы

ej1ej2 . . .ejq e
i1ei2 . . .eip , (20)
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где все индексы изменяются от 1 до p, составляют базис про-
странства T . Вектор t из T выражается через этот базис в
виде

t = a
j1j2...jq

i1i2...ip
ej1ej2 . . . ejqe

i1ei2 . . . eip .

Его координаты, т. е. числа a
j1j2...jq

i1i2...ip
, будут координатами тен-

зора типа (p, q) в базисе e1, e2, . . . , en в смысле первого
определения тензора.

1900. Доказать, что для любого базиса e1, . . . , en

n-мерного линейного пространства V n существует единствен-
ный сопряженный базис e1, . . . , en сопряженного простран-
ства V ∗

n, т. е. базис, связанный с данным базисом условиями
ej(ei) = δj

i (i, j = 1, 2, . . . , n), где δj
i — символ Кронекера.

1901. Линейная функция ϕ(x) на n-мерном линейном про-
странстве V n является ковариантным тензором, т. е. тензором
типа (1, 0).

а) Найти его координаты ai в данном базисе ei.
б) Показать, что числа ai являются координатами ϕ(x)

как вектора сопряженного пространства V ∗
n в базисе

ei, сопряженном базису ei пространства V n.

1902. Координаты вектора x в данном базисе n-мерного
линейного пространства V n определяют контравариантный
тензор, т. е. тензор типа (0, 1). Записать этот тензор в виде
полилинейной функции.

1903. Пусть ϕ(x) = a1x
1 + a2x

2 + · · ·+ anxn — линейная
форма от координат вектора x ∈ V n в базисе ei. Показать, что
коэффициенты aiaj (i, j = 1, 2, . . . , n) квадрата этой формы
дают дважды ковариантный тензор.

1904. Назовем матрицей дважды ковариантного тензо-
ра aij в данном базисе матрицу

A =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

⎞⎟⎟⎠ .

Найти закон изменения матрицы A при переходе к новому
базису.
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1905. Назовем матрицей дважды контравариантного
тензора aij в данном базисе матрицу

A =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

⎞⎟⎟⎠ .

Найти закон изменения матрицы A при переходе к новому
базису.

1906. Пусть aj
i — тензор типа (1, 1) в n-мерном линейном

пространстве V n. Считая i номером столбца, а j — номером
строки, получим матрицу из координат этого тензора

A =

⎛⎜⎜⎝
a1
1 a1

2 . . . a1
n

a2
1 a2

2 . . . a2
n

. . . . . . . . . . . . . . . .
an
1 an

2 . . . an
n

⎞⎟⎟⎠ .

Найти закон изменения матрицы A при переходе к новому
базису.

1907.
а) Показать, что символ Кронекера δj

i дает во всех ба-
зисах n-мерного линейного пространства тензор типа
(1, 1).

б) Записать этот тензор в виде полилинейной функции.
∗ 1908. Пусть aij — дважды ковариантный тензор в

n-мерном пространстве. Доказать, что:
а) если матрица A тензора aij в одном базисе невырож-

денна, то она и в любом базисе невырожденна;
б) элементы aij матрицы, обратной для матрицы A тен-

зора aij (в случае, когда A невырожденна), образуют
дважды контравариантный тензор.

1909. Пусть Ax — линейное преобразование и ϕ(x) —
линейная функция на n-мерном линейном пространстве V n.
Показать, что функция F (x; ϕ) = ϕ(Ax) есть тензор типа
(1, 1), матрица которого в любом базисе совпадает с матрицей
линейного преобразования Ax в том же базисе.
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1910. Доказать, что элементы матрицы билинейной функ-
ции F (x, y) в n-мерном линейном пространстве образуют тен-
зор типа (2, 0), т. е. дважды ковариантный.

1911. Доказать, что элементы матрицы линейного преоб-
разования в данном базисе образуют тензор типа (1, 1).

1912. Пусть в n-мерном линейном пространстве V n даны
p векторов x1, x2, . . . , xp. Выпишем координаты этих векто-
ров в некотором базисе по строкам матрицы⎛⎜⎜⎜⎝

a1
1 a2

1 . . . an
1

a1
2 a2

2 . . . an
2

. . . . . . . . . . . . . . . .

a1
p a2

p . . . an
p

⎞⎟⎟⎟⎠ .

а) Показать, что числа

ai1i2...ip =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1
1 ai2

1 . . . a
ip

1

ai1
2 ai2

2 . . . a
ip

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1
p ai2

p . . . a
ip
p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(i1,i2,... ,ip = 1,2,...,n)

являются координатами p раз контравариантного тен-
зора, т. е. тензора типа (0, p) в данном базисе. Этот
тензор называется p-вектором (при p = 1 — вектор,
при p = 2 — бивектор).

б) Доказать, что p-вектор тогда и только тогда равен ну-
лю, когда данные векторы x1, x2, . . . , xp линейно за-
висимы (в частности, при p > n все p-векторы равны
нулю).

в) Доказать, что две линейно независимые системы из
p-векторов каждая тогда и только тогда эквивалент-
ны, когда соответствующие им p-векторы различаются
множителем, отличным от нуля.

г) Показать, что если понимать под тензорами полили-
нейные функции (см. введение к этому параграфу),
то p-вектор, заданный векторами x1, x2, . . . , xp про-
странства V n, можно определить как полилинейную
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функцию от p-векторов ϕ1, ϕ2, . . . , ϕp сопряженного
пространства V ∗

n, заданную равенством

F (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕp) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(x1) ϕ2(x1) . . . ϕp(x1)
ϕ1(x2) ϕ2(x2) . . . ϕp(x2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ1(xp) ϕ2(xp) . . . ϕp(xp)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
1913. Выяснить, как изменяются координаты тензора типа

(p, q) при переходе от базиса e1, . . . , en к базису e′1, . . . ,
e′n, полученному из предыдущего путем данной подстановки
π(i) = ki (i = 1, 2, . . . , n); это значит, что e′i = eπ(i) (i =
= 1, 2, . . . , n).

1914. Найти координаты в данном базисе e1, . . . , en тен-
зора типа (n, n), заданного равенством

F (x1, . . . ,xn; ϕ1, . . . , ϕn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(x1) ϕ2(x1) . . . ϕn(x1)
ϕ1(x2) ϕ2(x2) . . . ϕn(x2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ1(xn) ϕ2(xn) . . . ϕn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
1915. Пусть F (x1, . . . ,xn; ϕ1, . . . , ϕn) — полилинейная

функция, кососимметрическая как по аргументам x1, . . . , xn,
так и по аргументам ϕ1, . . . , ϕn. Доказать, что ее значения
через координаты в данном базисе выражаются формулой

F (x1,...,xn, ϕ1,...,ϕn)=det(x)det(ϕ)·F (e1,...,en; e1,...,en),

где ei — базис, сопряженный базису ei, det(x) — определи-
тель из координат векторов x1, . . . , xn в базисе e1, . . . , en

и det(ϕ) — определитель из координат векторов ϕ1, . . . , ϕn в
базисе e1, . . . , en.

1916. Пусть дан тензор типа (p, q) в виде полилинейной
функции F (x1, . . . ,xp; ϕ1, . . . , ϕq). Его сверткой по номе-
рам k � p, l � q называется сумма

n∑
i=1

F (x1,... ,xk−1,ei,xk+1,... ,xp; ϕ1,... ,ϕl−1,el,ϕl+1,... ,ϕ1).

Показать, что свертка не зависит от базиса и является тензо-
ром типа (p− 1, q − 1). Предполагается, что p, q > 0.
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1917. Даны симметрический тензор aij и кососимметри-
ческий тензор bij . Найти их полную свертку aijb

ij .
∗ 1918. Для изучения тензорного произведения (см. введе-

ние к этому параграфу) удобно использовать понятие сверт-
ки в следующем смысле. Для простоты рассмотрим тензорное
произведение двух линейных пространств: T = V ×V ′, где V
и V ′ — линейные пространства над одним и тем же полем P .

Сверткой суммы x1x
′
1 + · · · + xkx′k, где xi ∈ V , x′i ∈ V ′

(i = 1, 2, . . . , k), с вектором ϕ пространства V ∗, сопряженного
пространству V , называется вектор α1x

′
1 + · · · + αkx′k ∈ V ′,

где αi = ϕ(xi) ∈ P (i = 1, 2, . . . , k). Аналогично определяется
свертка той же суммы с вектором ϕ′ ∈ V ′∗; она является
вектором из V .

а) Доказать, что если две суммы указанного выше ви-
да эквивалентны, то их свертки равны. Это позволяет
определить свертку ϕ(t) ∈ V ′ для t ∈ T , ϕ ∈ V ∗.

б) Для того чтобы пара xx′ была эквивалентна паре 00′,
где 0 и 0′ — нулевые векторы соответственно из V и
V ′, необходимо и достаточно выполнение по крайней
мере одного из условий x = 0, x′ = 0′.

в) Если x1x
′
1 + · · · + xkx′k ∼ 00′ и векторы x′1, . . . , x′k

линейно независимы, то

x1 = · · · = xk = 0.

г) Классы эквивалентных сумм, содержащие пары eie
′
j

(i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n′), где e1, . . . , en — базис
V и e′1, . . . , e′n′ — базис V ′, образуют базис T .

1919. Доказать, что тензорные произведения линейных
пространств всех многочленов от x и всех многочленов от
y с коэффициентами из поля P есть пространство всех мно-
гочленов от двух неизвестных x, y с коэффициентами из P .

1920. Доказать, что тензорное произведение пространства
многочленов f(x) степени � n и пространства многочленов
g(y) степени � s с коэффициентами из поля P есть простран-
ство многочленов h(x, y), степень которых � n по x и � s по
y, с коэффициентами из поля P .
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1921. Доказать утверждения:
а) для любого базиса ei n-мерного евклидова простран-

ства En (или пространства с квадратичной метрикой
Mn) существует единственный взаимный базис ei про-
странства En (соответственно Mn), связанный с дан-
ным базисом равенствами (ei, e

j) = δj
i (i, j = 1,

2, . . . , n) (соответственно равенствами (8) из введения
к этому параграфу);

б) взаимный базис выражается через данный базис по
формулам ei = giαeα (i = 1, 2, . . . , n);

в) данный базис выражается через взаимный по форму-
лам ei = giαeα (i = 1, 2, . . . , n);

г) метрические тензоры gij и gij связаны равенствами
giαgjα = δj

i (i, j = 1, 2, . . . , n);
д) если обозначить матрицы метрических тензоров через

G = (gij)n
1 и G1 = (gij)n

1 , а определители этих мат-
риц — через g = |gij |n1 и g1 = |gij |n1 , то GG1 = E,
gg1 = 1.

1922. Доказать, что ковариантные и контравариантные ко-
ординаты одного и того же вектора в данном базисе евклидова
пространства связаны равенствами:

а) xi = giαxα (i = 1, 2, . . . , n);
б) xi = giαxα (i = 1, 2, . . . , n).

1923. В прямоугольной декартовой системе координат да-
ны два вектора

e1 = (1, 0), e2 = (cosα, sin α), sin α �= 0;

а) проверить, что эти векторы образуют базис;
б) найти ковариантный метрический тензор gij в базисе

e1, e1;
в) найти контравариантный метрический тензор gij в ба-

зисе e1, e2;
г) найти выражение векторов взаимного базиса e1, e2 че-

рез базис e1, e2 и их координаты в исходной прямо-
угольной системе;

д) написать выражение скалярного произведения (x, y)
двух векторов через их координаты в базисе e1, e2;
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е) найти дискриминантный тензор εij в базисе e1, e2;
ж) написать выражение ориентированной площади парал-

лелограмма, построенного на векторах x, y, через дис-
криминантный тензор εij и через определитель из ко-
ординат в базисе e1, e2.

∗ 1924. Пусть e1, e2 — любой базис плоскости, gij — кон-
травариантный метрический тензор и εij — дискриминантный
тензор в этом базисе. По данному вектору x = xiei построен
вектор y = yiei, где yi = gijεjkxk. Выяснить, в какой мере
вектор y зависит от выбора базиса и какова геометрическая
связь векторов x и y.

1925. В четырехмерном евклидовом пространстве дан два-
жды контравариантный тензор akl. Как изменяются с измене-
нием базиса величины bij = εijkla

kl (i, j = 1, 2, 3, 4)?
∗ 1926. Пусть в некотором базисе n-мерного евклидова про-

странства En дан тензор aijk типа (3, 0), gij и gij — метриче-
ские тензоры. Определим тензор aij

k типа (1, 2) равенствами:
aij

k = giαgjβaαβk (i, j, k = 1, 2, . . . , n). Выразить aijk через aij
k .

1927. Трехмерное евклидово пространство определено мет-

рическим тензором с матрицей

⎛⎝1 3 1
3 10 1
1 1 6

⎞⎠. Найти длины

отрезков, отсекаемых на осях координат плоскостью x1

2 + x2

3 +
+ x3

5 =1.
∗ 1928. Метрика трехмерного евклидова пространства зада-

на метрическим тензором gij с матрицей

⎛⎝1 1 1
1 6 3
1 3 2

⎞⎠. Най-
ти площадь S треугольника с вершинами A(1, 0, 1), B(2, 1, 1),
C(3, 1, 2) и высоту h, опущенную из C на AB, если координа-
ты и тензор даны в одном и том же базисе.
∗ 1929. Трехмерное евклидово пространство задано метри-

ческим тензором gij с матрицей

⎛⎝1 2 1
2 5 3
1 3 3

⎞⎠. Найти основание
перпендикуляра PQ, опущенного из точки P (1,−1, 2) на плос-
кость x1 + x2 + 2x3 + 2 = 0.
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∗ 1930. В четырехмерном евклидовом пространстве E4 да-
ны три вектора x, y, z и построен вектор u с ковариантными
координатами ui = εijklx

jykzl (i = 1, 2, 3, 4), где εijkl — дис-
криминантный тензор в том же базисе (четырехмерный аналог
векторного произведения, см. задачу 1938). Доказать, что:

а) вектор u ортогонален каждому из векторов x, y, z;
б) если векторы x, y, z линейно независимы, то длина

|u| вектора u равна трехмерному объему V (x, y, z) па-
раллелепипеда, построенного на x, y, z; если же x, y,
z линейно зависимы, то u = 0.

1931. Найти полную свертку gijg
ij метрических тензоров

n-мерного евклидова пространства En.
1932. Определим контравариантный дискриминантный

тензор n-мерного евклидова пространства En формулами
εi1i2...in = (−1)s√g1, где g1 = |gij |n1 и s — число инверсий
в перестановке i1, i2, . . . , in, и εi1i2...in = 0, если хотя бы два
из индексов i1, i2, . . . , in совпадают. Доказать, что:

а) ориентированный объем параллелепипеда, построенно-
го на векторах x1, x2, . . . , xn (см. введение к этому
параграфу), выражается равенствами:

V e(x1, x2, . . . ,xn) =
√

g1det1(x1, x2, . . . ,xn) =

= εi1,i2,...,inx1
i1x

2
i2 . . . xn

in
,

где det1(x1, x2, . . . ,xn) — определитель из ковариант-
ных координат векторов x1, x2, . . . , xn и xs

i — i-я
ковариантная координата вектора xs;

б) εi1,i2,...,in = gi1α1gi2α2 . . . ginαneα1,α2,...,αn ;
в) εi1,i2,...,in = gi1α1gi2α2 . . . tinαnεα1,α2,...,αn .

1933. Вычислить свертку дискриминантных тензоров
εijkεijk трехмерного евклидова пространства.

1934. В базисе e1, e2, e3 трехмерного действительного
пространства дан ковариантный метрический тензор gij с мат-
рицей

G =

⎛⎝1 1 0
1 2 2
0 2 5

⎞⎠ .
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а) Проверить, что пространство евклидово;
б) найти матрицу G1 контравариантного метрического

тензора gij ;
в) найти контравариантные координаты единичного век-

тора нормали к плоскости, заданной в том же базисе
уравнением 3x1 + 2x2 − 3x3 − 5 = 0

∗ 1935. Доказать, что квадрат ориентированного объема па-
раллелепипеда, построенного на n векторах n-мерного евкли-
дова пространства, равен определителю Грама этих векторов.

1936. Пусть в n-мерном евклидовом пространстве даны
гиперплоскость π, заданная уравнением a1x

1 + · · · + anxn +
+ b = 0, и точка M(x1

0, . . . , x
n
0 ).

а) Показать, что вектор p с ковариантными координатами
a1, . . . , an перпендикулярен к плоскости π;

б) расстояние d от точки M до плоскости π выражается
формулой

d =
|a1x

1
0 + · · ·+ anxn

0 + b|
|p| .

∗ 1937. Найти расстояние от точки M(x0, y0) на евклидовой
плоскости до прямой ax + by + c = 0, если координаты даны в
базисе

e1 = {1, 0}, e2 = {cosω, sinω}, sin ω �= 0

(координаты векторов базиса даны в прямоугольной декарто-
вой системе координат).
∗ 1938. Пусть εijk — дискриминантный тензор трехмерного

евклидова пространства, xi, yi — контравариантные коорди-
наты векторов x, y в некотором базисе. Доказать, что вектор
z, ковариантные координаты которого в том же базисе заданы
формулами zi = εiαβxαyβ (i = 1, 2, 3), является векторным
произведением x и y.
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ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

1. 1. 2. −2. 3. −1. 4. 0. 5. 0. 6. −1. 7. 4ab.
8. −2b3. 9. 1. 10. sin(α− β). 11. cos(α + β). 12. 0. 13. 1.
14. 1. 15. −1. 16. 1. 17. 0. 18. ab− c2 − d2. 19. (a− b)2.
20. 0. 21. a2 + b2 + c2 + d2. 22. x = 3; y = −1.
23. x = 5; y = 2. 24. x = 2/3; y = 1/3. 25. x = 2; y = −3.
26. x = cos(β − α); y = sin(β − α).

27. x = cos α cos β; y = cos α sin β.

28. Система неопределенна, формулы Крамера не дают верного
ответа, так как по этим формулам x и y равны 0/0, т. е. могут прини-
мать произвольные значения, тогда как они связаны соотношением
2x + 3y = 1, откуда по значению одного неизвестного определяется
единственное значение другого.

29. Система противоречива.

30. При a �= b уравнение определенно, при a = b �= c — противо-
речиво, при a = b = c — неопределенно.

31. При α = kπ, где k — целое число, уравнение противоречиво,
при остальных значениях α — определенно.

32. При α = 2kπ, где k — целое число, уравнение противоречиво,
при α = (2k + 1)π — неопределенно, при остальных значениях α —
определенно.

33. При α+β �= kπ, где k — целое число, уравнение определенно,
при α + β = 2kπ и при α + β = (2k1 + 1)π, α = k2π, где k1 и k2 —
целые числа, — неопределенно, при α + β = (2k1 + 1)π, α �= k2π —
противоречиво.

34. При a �= 0 система определенна, при a = b = 0 неопределен-
на, при a = 0 �= b — противоречива.

35. При ac − b2 �= 0 система определенна, при ac − b2 = 0 —
неопределенна. Противоречивой она быть не может.

36. При a �= ±6 система определенна, при a = 6 — неопределен-
на, при a− 6 — противоречива.
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37. При ab �= 90 система определенна, при a = 6, b = 15 —
неопределенна, при ab = 90, но a �= 6, b �= 15 — противоречива.

39. Указание. Убедиться, что в формуле решений квадратного
уравнения подкоренное выражение положительно.

40. Решение. Пусть данный трехчлен является полным квадра-
том, т. е. ax2 + 2bx + c = (px + q)2. Сравнивая коэффициенты при
одинаковых степенях x, находим a = p2, b = pq, c = q2, откуда
ac− b2 = p2q2 − (pq)2 = 0. Пусть, обратно, ac− b2 = 0. Тогда

ax2+2bx+c=
1

a
(a2x2+2abx+ac)=

1

a
[(ax+b)2+(ac−b2)]=

1

a
(ax+b)2

есть полный квадрат, так как из комплексного числа 1/a можно из-
влечь квадратный корень.

42. Решение. Если ax+b
cx+d

= q при любом x, то ax + b = q(cx + d),
a = qc, b = qd и ad − bc = 0. Обратно, если ad − bc = 0, то при
c �= 0 �= d имеем a

c
= b

d
= q, a = qc, b = qd. При c = 0 �= d будет

a = 0 и, полагая q = b
d
, снова имеем a = qc, b = qd. При c �= 0 = d

получим то же самое, полагая q = a
c
. Поэтому ax+b

cx+d
= q(cx+d)

cx+d
= q

при любых x.

43. 40. 44.−3. 45. 100. 46.−5. 47. 0. 48. 1. 49. 1. 50. 2.

51. 4. 52. −8. 53. 6. 54. 20. 55. 0. 56. 3abc− a3 − b3 − c3.

57. a3 + b3 + c3 − 3abc. 58. 0. 59. 2x3 − (a + b + c)x2 + abc.

60. (ab + bc + ca)x + abc. 61. 1 + α2 + β2 + γ2. 62. 1.

63. sin(β − γ) + sin(γ − α) + sin(α− β).

64. cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1. 66. −2.

67. xyz+2(ace−bcf+adf+bde)−x(e2+f2)−y(c2+d2)−z(a2+b2).

68. 0. 69. −3. 70. 3i
√

3.

72. Указание. Все шесть членов определителя не могут равнять-
ся +1, так как тогда произведение трех членов: a11a22a33, a12a23a31,
a13a21a32 было бы равно произведению трех остальных членов, в то
время как первое из этих произведений равно произведению всех
девяти элементов определителя, а второе — тому же произведению
девяти элементов с противоположным знаком. Далее, убедиться, что
определитель отличен от 5 и что

∣∣∣∣∣∣
−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 4.
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73. Указание. Показать, что все три положительных члена, вхо-
дящих в определитель, не могут равняться 1, и учесть, что∣∣∣∣∣∣

0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2.

74. x = 3, y = −2, z = 2.

75. x = y = z = 1.

76. x = 1, y = 2, z = −1.

77. x = 2, y = −3, z = −2.

78. x = −a, y = b, z = c.
Указание. Положить x

a
= x′, y

b
= y′; z

c
= z′.

79. x = bc, y = ac, z = ab.

80. x = a, y = 2b, z = 3c.
Указание. Каждое из уравнений разделить на abc и положить

x
a

= x′, y
b

= y′, z
c

= z′.

81. x = a+b+c
3

; y = a+bε2+cε
3

; z = a+bε+cε2

3
.

Указание. Эту систему можно решать по формулам Крамера.
Проще сначала сложить все уравнения, затем сложить после умно-
жения второго уравнения на ε2, а третьего на ε, и, наконец, сложить
после умножения второго уравнения на ε, а третьего на ε2. Исполь-
зовать соотношение 1 + ε + ε2 = 0.

82. Система неопределенна, так как третье уравнение есть сумма
двух остальных и, значит, любое решение двух первых уравнений
удовлетворяет и третьему. Первые два уравнения имеют бесконечно
много решений, например x и y выражаются через z так: x = 10z+1,
y = 7z. Давая z произвольное значение, найдем значения x и y.

83. Система неопределенна.

84. Система противоречива, так как, если бы при некоторых чис-
ловых значениях неизвестных все уравнения системы обращались в
равенство, то, вычитая первое равенство из суммы двух остальных,
мы получили бы снова равенство. Но получается 0 = 4.

85. Система противоречива.

86. При a3 �= 27 система определенна, при a3 = 27 противо-
речива.

87. При 4a3−45a+58 �= 0 система определенна, при 4a3−45a+
+ 58 = 0 противоречива.

88. При ab �= 15 система определенна, при a = 3, b = 5 неопре-
деленна, при ab = 15, но a �= 3, b �= 5 противоречива.
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89. При ab �= 12 система определенна, при a = 3, b = 4 неопре-
деленна, при ab = 12, но a �= 3, b �= 4 противоречива.

99. Указание. Рассмотреть определитель, в котором первые две
строки не пропорциональны (в частности, ни одна из этих строк
не должна содержать только нули), а третья строка равна сумме
первых двух, т. е. каждый ее элемент равен сумме соответствующих
элементов первых двух строк.

100. 0. 101. 0. 102. 0. 103. 0. 104. 0.

105. 0. 106. 0. 107. 0. 108. 0.

109. 0. Две точки (x1, y1) и (x2, y2) плоскости лежат на одной
прямой с точкой, делящей отрезок между ними в данном отноше-
нии λ.

110. 0. Указание. К первой строке прибавить вторую и третью
и воспользоваться формулой Виета.

120. Указание. К третьему столбцу определителя, стоящего в
левой части равенства, прибавить второй, умноженный на a + b + c,
и вычесть первый, умноженный на ab + bc + ca.

123. 5. 124. 8. 125. 13. 126. 18. 127. n(n−1)
2

. 128. n(n+1)
2

.

129. 3n(n−1)
2

инверсий. Перестановка четна при n, равном 4k,
4k + 1, и нечетна при n, равном 4k + 2, 4k + 3, где k — любое
неотрицательное число.

130. 3n(n+1)
2

инверсий. Перестановка четна при n = 4k, 4k + 3 и
нечетна при n = 4k+1, 4k+2, где k — любое целое неотрицательное
число.

131. n(3n+1)
2

инверсий. Перестановка четна при n = 4k, 4k + 1 и
нечетна при n = 4k+2, 4k+3, где k — любое целое неотрицательное
число.

132. n(3n−1)
2

инверсий. Перестановка четна при n = 4k, 4k + 3 и
нечетна при n = 4k+1, 4k+2, где k — любое целое неотрицательное
число.

133. 3n(n− 1) инверсий. Перестановка четна при любом n.

134. n(3n−2) инверсий. Четность перестановки совпадает с чет-
ностью n.

135. n(5n + 1) инверсий. Перестановка четна при любом n.

136. В перестановке n, n− 1, n− 2, . . . , 3, 2, 1. Число инверсий
в ней равно C2

n = n(n−1)
2

.

137. k − 1. 138. n− k. 139. C2
n.

140. Для n = 4k, 4k + 1 одинакова, а для n = 4k + 2, 4k + 3
противоположна. Здесь k — любое целое неотрицательное число.
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141. Решение. Берем два любых элемента ai, aj в данной пере-
становке (i < j).

Если в данной перестановке эти элементы образуют порядок, то
и в исходном расположении ai стоит раньше aj , и индексы i, j будут
образовывать порядок. Если же в данной перестановке элементы ai,
aj образуют инверсию, то в исходном расположении aj стоит раньше
ai, поэтому их индексы j, i также образуют инверсию.

Поэтому инверсии данной перестановки взаимно однозначно со-
ответствуют инверсиям перестановки индексов элементов при нор-
мальном расположении этих элементов, и, значит, число тех и других
инверсий одинаково.

142. Указание. В перестановке a1, a2, . . . , an элемент b1 пере-
водим на первое место, в полученной перестановке b2 переводим на
второе место и т. д.

143. Например: 2, 3, 4, . . . , n, 1 или n, 1, 2, . . . , n−1. Указание.
При доказательстве использовать то, что одна транспозиция может
уменьшить число элементов, стоящих в перестановке правее (левее)
их места в нормальном расположении, не более чем на единицу.

144. Указание. В перестановке a1, a2, . . . , an элемент b1 смеж-
ными транспозициями перевести на первое место, в полученной пере-
становке элемент b2 смежными транспозициями перевести на второе
место и т. д.

145. C2
n − k.

146. 1
2
n!C2

n. Указание. Воспользоваться предыдущей задачей.

147. Указание. Смежными транспозициями перевести 1 на пер-
вое место, затем 2 на второе место и т. д. Учесть, что одна смежная
транспозиция изменяет число инверсий на единицу.

148. Указание. Рассмотреть ряд перестановок, начинающийся с
перестановки 1, 2, . . . , n, полученный следующим рядом транспози-
ций: сначала единицу переводим на последнее место, переставляя ее
с каждым числом справа, затем двойку тем же путем переставляем
на предпоследнее место и т. д., пока не придем к перестановке n,
n− 1, . . . , 2, 1.

Утверждение можно также доказать индукцией по числу k.

149. Решение. Для вывода рекуррентного соотношения заметим,
что если в перестановке с k инверсиями число n + 1 стоит на по-
следнем месте, то все k инверсий образуются числами 1, 2, . . . , n, и
таких перестановок будет (n, k); если n + 1 стоит на предпоследнем
месте, то оно образует одну инверсию, а числа 1, 2, . . . , n образуют
k − 1 инверсий, и таких перестановок будет (n, k − 1) и т. д.; нако-
нец, если n + 1 стоит на первом месте, то оно образует n инверсий
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(это возможно лишь при k � n), а числа 1, 2, . . . , n образуют k − n
инверсий, и таких перестановок будет (n, k − n).

Располагая числа (n, k) в таблице по строкам с данным n и по
столбцам с данным k, из рекуррентного соотношения видим, что
каждое число (n + 1)-й строки равно сумме n + 1 чисел предыдущей
строки, считая их влево от числа, стоящего над искомым числом
(включая и числа, равные нулю). Выписывая для удобства отсчета
мест также и нулевые значения (n, j) при j > C2

n и учитывая, что
(1, 0) = 1, (1, j) = 0 при j � 1, получаем таблицу значений (n, k):

n
k

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1 2 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 1 3 5 6 5 3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 1 4 9 15 20 22 20 15 9 4 1 0 0 0 0 0
6 1 5 14 29 49 71 90 101 101 90 71 49 29 14 5 1

Например, число перестановок шести элементов с семью или во-
семью инверсиями равно 101.

150. Указание. Во всех перестановках заменить данное располо-
жение на обратное.

151. (1 4 2) (3 5). Декремент равен 3. Подстановка нечетная.

152. (1 6 3) (2 5) (4). Подстановка нечетная.

153. (1 8 2) (3) (4 6 7) (5). Подстановка четная.

154. (1 5) (2 8 6 4) (3 9 7). Подстановка четная.

155. (1 2 3 4 5 6 7 8 9). Подстановка четная.

156. (1 4) (2 5) (3 6). Подстановка нечетная.

157. (1 2) (3 4) . . . (2n−1, 2n). Декремент равен n. Четность под-
становки совпадает с четностью числа n.

158. (1 3) (2) (4 6) (5) . . . (3n−2, 3n)(3n−1). Декремент равен n.
Четность подстановки совпадает с четностью числа n.

159. (1, 3, 5, . . . , 2n− 1)(2, 4, 6, . . . , 2n). Декремент равен 2n− 2.
Подстановка четная.

160. (1 2 3) (4 5 6) . . . (3n − 2, 3n − 1, 3n). Декремент равен 2n.
Подстановка четная.

161. (1, 4, 7, . . . , 3n−2) (2, 5, 8, . . . , 3n−1) (3, 6, 9, . . . , 3n). Декре-
мент равен 3n − 3. Четность подстановки противоположна четности
числа n.
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162. (1, k+1, 2k+1, . . . , nk−k+1) (2, k+2, 2k+2, . . . , nk−k+2)
. . . , (k, 2k, 3k, . . . , nk). Декремент равен nk− k. Подстановка четная
при четном k и при нечетных k и n. И нечетна при k нечетном и n
четном.

163.

(
1 2 3 4 5
5 3 4 2 1

)
. 164.

(
1 2 3 4 5
3 5 1 4 2

)
.

165.

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 4 1 6 3 2 5 8 9

)
.

166.

(
1 2 3 4 . . . 2n− 1 2n
2 1 4 3 . . . 2n 2n− 1

)
.

167.

(
1 2 3 4 . . . 2n− 1 2n
2 3 4 5 . . . 2n 1

)
.

168.

(
1 2 3 4 5 6 . . . 3n− 2 3n− 1 3n
3 1 2 6 4 5 . . . 3n 3n− 2 3n− 1

)
.

169.

(
1 2 3 4
1 3 4 2

)
. 170.

(
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)
. 171.

(
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

)
.

172.

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
. 173.

(
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

)
.

176. A. Указание. Воспользоваться предыдущей задачей.

177. Тождественная подстановка E.

178. X =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 1 2 3 4 5 6

)
.

181. Указание. Расположить числа первой строки подстановки в
возрастающем порядке и от тождественной подстановки перейти к
данной путем ряда транспозиций во второй строке.

182. Указание. Для доказательства существования разложения
на транспозиции в числе, равном декременту, умножить подстанов-
ку на транспозицию чисел, входящих в один цикл, и использовать
задачу 180. Для доказательства минимальности числа транспозиций
заметим, что при умножении на одну транспозицию декремент не
может увеличиться больше чем на единицу.

183. Указание. Если P = P1P2 . . . Ps — любое разложение под-
становки P на транспозиции, то использовать равенство P =

=

(
a1 a2 . . . an

a1 a2 . . . an

)
· P1P2 . . . Ps и задачи 179 и 182.

184. Решение. Если X — подстановка, перестановочная с S,
то SX = XS, откуда X−1SX = S. Разложим S на циклы S =
= (1 2)(3 4) = X−1(1 2)XX−1(3 4)X. Непосредственным вычислени-
ем убеждаемся, что X−1(1 2)X есть снова цикл длины 2, полученный
из цикла (1 2) заменой чисел 1 и 2 теми, которые им соответствуют в
подстановке X. Это же верно и для цикла (3 4). Таким образом, под-
становка X должна переводить циклы из S в циклы той же длины,
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а в силу единственности разложения S на циклы, циклы либо пере-
ходят каждый в себя, либо один в другой. Так как каждый цикл дли-
ны два можно записать двумя способами: (1 2) = (2 1), (3 4) = (4 3),
то все подстановки, перестановочные с S, будут:(

1 2 3 4
1 2 3 4

)
,

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
,

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
,

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,(

1 2 3 4
3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4
3 4 2 1

)
,

(
1 2 3 4
4 3 1 2

)
,

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
.

185. Искомые подстановки:(
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

)
,

(
1 2 3 4 5
1 4 3 2 5

)
,

(
1 2 3 4 5
3 2 5 4 1

)
,(

1 2 3 4 5
3 4 5 2 1

)
,

(
1 2 3 4 5
5 2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4 5
5 4 1 2 3

)
.

186. Указание. Показать, что никакое из чисел 1, 2, . . . , m−1 не
может перейти в нуль и разные числа переходят в разные.

187.

(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 1 6 2 7 3 8 4

)
.

188. Входит со знаком минус.

189. Входит со знаком плюс.

190. Не является членом определителя.

191. Входит со знаком минус.

192. Не является членом определителя.

193. Со знаком (−1)n−1.

194. Со знаком (−1)n.

195. Со знаком (−1)
(n−1)(n−2)

2 .

196. Со знаком (−1)3n = (−1)n.

197. i = 5, k = 1.

198. i = 6, k = 2.

199. a11a24a32a43 + a13a21a32a44 + a14a23a32a41.

200. 10x4 − 5x3.

201. Со знаком плюс.

202. Со знаком (−1)C2
n .

203. a11a22a33 . . . ann.

204. (−1)
n(n−1)

2 · a1na2,n−1 . . . an1.

205. 0.
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207. Корнями будут числа a1, a2, a3, . . . , an.
Указание. Использовать утверждение, что многочлен степени n

не может иметь более чем n различных корней.

208. x = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

209. an−k+1,n−i+1.

210. an−i+1,n−k+1.

211. Если n четно, то число элементов на четных и нечетных
местах одинаково и равно 1

2
n2. Если n нечетно, то число элементов

на четных местах равно 1
2
(n2 + 1), а на нечетных − 1

2
(n2 − 1).

212. Определитель умножится на (−1)n−1.

213. Определитель умножится на (−1)n(n−1)/2.

214. Определитель не изменится.

215. Определитель не изменится. Указание. Данное преобра-
зование можно заменить двумя симметриями относительно горизон-
тальной и вертикальной средних линий и симметрией относительно
главной диагонали.

216. Указание. Транспонировать определитель.

217. Указание. Транспонировать определитель.

218. n = 4m, где m — целое.

219. n = 4m + 2, где m — целое.

221. Определитель умножится на (−1)n.

222. Определитель не изменится. Указание. Рассмотреть общий
член определителя.

223. Указание. Рассмотреть сумму индексов всех элементов, вхо-
дящих в общий член определителя.

224. Указание. Воспользоваться предыдущей задачей.

229. Определитель обратится в нуль.

230. Определитель обратится в нуль, если он четного порядка,
и удвоится, если нечетного. Указание. Разложить на сумму опреде-
лителей по каждому столбцу.

231. Определитель умножится на (−1)C2
n .

232. Определитель равен нулю.

233. Число таких определителей равно n!. Их сумма равна нулю.

234. 0. 236. 8a + 15b + 12c− 19d. 237. 2a− 8b + c + 5d.

238. abcd. 239. abcd. 240. xyzuv. 243. 0.

244. Указание. Умножить второй столбец определителя в левой
части равенства на yz, третий столбец на xz и четвертый на xy.
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245. Указание. Используя формулы Виета, преобразовать n-й
столбец.

246. Указание. Используя формулы Виета, преобразовать n-й
столбец и перенести его на (i + 1)-е место.

247. Указание. Разложить по первому столбцу.

253. Указание. Разложить по третьей строке.

256. Указание. Свести к предыдущей задаче.
257. −8. 258. −3. 259. −9. 260. 18. 261. 18. 262. 4.
263. 90. 264. 27. 265. 17. 266. −6. 267. −10. 268. 100.
269. 150. 270. 52. 271. 5. 272. 10. 273. 1. 274. 100. 275. 1.
276. 1/35. Указание. Элементы каждой строки привести к об-

щему знаменателю и вынести его за знак определителя.

277. 1. 278. 9
√

10(
√

3−√2). 279. n!. 280. n(−1)
n(n−1)

2 .
281. x1(x2 − a12)(x3 − a23) . . . (xn − an−1,n).
282. (−1)n(n−1)/2b1b2, . . . , bn. 283. 2n + 1.
284. (a0 + a1 + a2 + · · ·+ an)xn.

285. x1x2 . . . xn

(
a1
x1

+ a2
x2

+ · · ·+ an
xn

)
. Указание. Из i-го столб-

ца вынести за знак определителя xi и к каждому столбцу прибавить
все следующие.

286. 1.

287. n(−1)n−1.

288. (−1)n−1(n− 1)2n−2. Указание. Из каждой строки вычесть
предыдущую, затем последний столбец прибавить к остальным.

289. (x− 1)(x− 2) . . . (x− n + 1).

290. (−1)n(x− 1)(x− 2) . . . (x− n).

291. a0(x− a1)(x− a2) . . . (x− an).

292. (x− a− b− c)(x− a + b + c)(x + a− b + c)(x + a + b− c).

293. (x2 − 1)(x2 − 4).

294. x2z2. Указание. Переставив две первые строки и два пер-
вых столбца, доказать, что определитель не изменится при замене x
на −x. Проверив, что при x = 0 определитель обращается в нуль,
доказать, что он делится на x2. Те же рассуждения привести для z.

295. a1bn

∏n−1
i=1 (ai+1bi − aibi+1). Указание. Получить соотно-

шение Dn = bn
bn−1

(anbn−1 − an−1bn)Dn−1.

296. a0x1x2x3 . . . xn + a1y1x2x3 . . . xn + a2y1y2x3 . . . xn + · · · +
+any1y2y3 . . . yn. Указание. Получить соотношениеDn+1 = xnDn+
+ any1y2 . . . yn. Определитель можно вычислить иначе разложением
по первой строке.
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297. −a1a2 . . . an

(
1

a1
+ 1

a2
+ · · ·+ 1

an

)
.

298. a1a2 . . . an−a1a2 . . . an−1+a1a2 . . . an−2−· · ·+(−1)n−1a1+
+ (−1)n.

299. n + 1. 300. 2n+1 − 1. 301. 5n+1−2n+1

3
. 302. 9− 2n+1.

303. 5 · 2n−1 − 4 · 3n−1. 304. αn+1−βn+1

α−β
.

305. xn + (a1 + a2 + · · ·+ an)xn−1.
Указание. Элементы, стоящие вне главной диагонали, предста-

вить в виде ai = 0 + ai.

306. (x1 − a1)(x2 − a2) . . . (xn − an)
(
1 + a1

x1−a1
+ a2

x2−a2
+ · · · +

+ an
xn−an

)
.

Указание. Положить xi = (xi − ai) + ai.

307. (a1 − x1)(a2 − x2) . . . (an − xn)− a1a2 . . . an.
Указание. Положить в левом верхнем углу 0 = 1− 1 и предста-

вить определитель в виде суммы двух определителей относительно
первой строки.

308. (xi−a1b1)(x2−a2b2) . . . (xn−anbn)
(
1+ a1b1

x1
+ a2b2

x2
+ · · ·+

+ anbn
xn

)
.

309. (n− 1)!. 310. b1b2 . . . bn. 311. (−1)
n2−n+2

2 2(n− 2)!.
312. (−1)n−1n!. 313. xn + (−1)n+1yn. 314. 0.

315. (−1)
n(n+1)

2 (n + 1)n−1. 316. (−1)n−1(n− 1).
317. (2n− 1)(n− 1)n−1. 318. [a + (n− 1)b](a− b)n−1.
319. 1. 320. 1. 321. (x− a1)(x− a2) . . . (x− an).
322. a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an. 323. xn+1−1

(x−1)2
− n+1

x−1
.

324. nxn

x−1
− xn−1

(x−1)2
. 325.

∏n
k=1(1− akkx).

326. (−1)
n(n+1)

2 [a0 − a1 + a2 − · · ·+ (−1)nan].
327. (−1)n−1(n− 1)xn−2. 328. 1!2!3! . . . n! = 1n2n−13n−2 . . . n.
329.

∏n
k=1k!. 330.

∏
n�i>k�1(xi−xk). 331.

∏
1�i<k�n+1(ai−ak).

332. 2
n(n−1)

2
∏

n�i>k�1 cos ϕi+ϕk
2

sin ϕi−ϕk
2

.

333. 2
n(n−1)

2
∏

1�i<k�n sin ϕi+ϕk
2

sin ϕi−ϕk
2

.

334.
∏

n�i>k�1(xi − xk).

335. 2
n(n−1)

2 a1,0a2,0 . . . an−1,0

∏
1�i<k�n sin ϕi+ϕk

2
sin ϕi−ϕk

2
.

336. 1
1!2!3!...(n−1)!

∏
n�i>k�1(xi − xk). 337. (−1)n1!2! . . . n!.

338.
∏n

i=1
xi

xi−1

∏
n�i>k�1(xi − xk). 339. 1!3!5! . . . (2n− 1)!.

340.
∏

1�i<k�n+1(aibk − akbi). 341.
∏

1�i<k�n sin(ai − ak).
342. a1a2 . . . an

∏
1�i<k�n+1(xiyk−xkyi), где ai — коэффициент

при xi в многочлене fi(x, y).
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343. (−1)n−1∏n
i=1 xi

∏
n�i>k�1(xi − xk)

[∑n
i=1

ai
xif ′(xi)

]
, где

f(x) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn).
Указание. Разложить определитель по первому столбцу.
344. (x1 + x2 + · · ·+ xn)

∏
n�i>k�1(xi − xk).

Указание. Определитель∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 . . . xn
1

1 x2 x2
2 . . . xn

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xn
n

1 z z2 . . . zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
вычислить двумя способами: разложением по последней строке и как
определитель Вандермонда. В обоих выражениях приравнять коэф-
фициенты при zn−1.

345. x1x2 . . . xn

(
1

x1
+ 1

x2
+ · · ·+ 1

xn

)∏
n�i>k�1(xi − xk).

346.
(∑

xα1xα2 . . . xαn−s

)∏
n�i>k�1(xi−xk), где сумма берется

по всем сочетаниям n−s чисел α1, α2, . . . , αn−s из чисел 1, 2, . . . , n.

347. [x1x2 . . . xn−(x1−1)(x2−1) . . . (xn−1)]
∏

n�i>k�1(xi−xk).
Указание. i-й элемент 1-го столбца представить в виде 1 = xi −

− (x1− 1) и представить определитель в виде разности двух опреде-
лителей.

348. [2x1x2 . . . xn−(x1−1)(x2−1) . . . (xn−1)]
∏

n�i>k�1(xi−xk).
Указание. Приписать первую строку 1, 0, 0, . . . , 0 и первый

столбец из единиц, первый столбец вычесть из остальных, единицу
в левом верхнем углу представить в виде 2− 1 и представить опре-
делитель в виде разности двух определителей относительно первой
строки.

349. 2n−1∏
1�i<k�n sin ϕi+ϕk

2
sin ϕi−ϕk

2
.

Указание. Воспользоваться тем, что cos kϕ выражается через
cos ϕ в виде многочлена со старшим членом 2k−1 cosk ϕ (это можно
вывести из формулы Муавра и равенства 1 + C2

k + C4
k + · · · = 2k−1).

350. 2n(n−1) sinϕ1sinϕ2 ...sinϕn

∏
1�i<k�n

(
sin ϕi+ϕk

2
·sin ϕi−ϕk

2

)
.

Указание. Доказать, что sin kϕ можно представить в виде произ-
ведения sin ϕ на многочлен от cos ϕ со старшим членом 2k−1 cosk−1 ϕ.

351. (a + b + c + d)(a + b− c− d)(a− b + c− d)(a− b− c + d).
Указание. Воспользоваться методом выделения линейных мно-

жителей.

352. (a+ b + c + d + e+ f + g +h)(a + b+ c + d− e− f − g−h)×
×(a+ b− c−d+ e+ f− g−h)(a+ b− c−d− e− f + g+h)(a− b+ c−
−d+ e− f + g−h)(a− b+ c−d− e+ f− g +h)(a− b− c+d+ e− f−
− g +h)(a− b− c+d− e+ f + g−h).
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353. (x + a1 + a2 + · · ·+ an)(x− a1)(x− a2) . . . (x− an).
Указание. Применить выделение линейных множителей или из

каждой строки вычесть предыдущую и затем к каждому столбцу
прибавить все последующие.

354. 0 при n > 2; D1 = a1 − b1; D2 = (a1 − a2)(b1 − b2).

355. 0 при n > 2; D1 = 1 + x1y1; D2 = (x1 − x2)(y1 − y2).

356. 0 при n > 1.
Указание. Разложить на сумму определителей относительно каж-

дого столбца.

357. 1 +
∑n

i=1(ai + bi) +
∑

1�i<k�n(ai − ak)(bk − bi).

358. (−1)n
[
1− n−∑n

i=1 xiyi +
∑

1�i<k�n(xi − xk)(yi − yk)
]
.

Указание. Применить результат задачи 355.

359. xn +xn−1∑n
i=1(ai− bi)+xn−2∑

1�i<k�n(ai− ak)(bi− bk).
Указание. Разложить определитель на сумму двух определи-

телей относительно каждого столбца и применить результат зада-
чи 354.

360. x1x2 . . . xn

(
1 +

∑n
i=1

aibi
xi

)
.

361. (a2 − b2)n. Указание. Вывести рекуррентное соотношение
D2n = (a2 − b2)D2n−2.

362.
∏n

i=1(aia2n+1−i − bib2n+1−i). 363. n+1
xn .

364. 0, если n при делении на 6 дает в остатке 2 или 5; 1, если
n делится на 6 или дает в остатке единицу; −1, если n при делении
на 6 дает в остатке 3 или 4. Ответ можно записать иначе так:

Dn =
c1
n+1 − 3C3

n+1 + 9C5
n+1 − 27C7

n+1 + . . .

2n
.

Указание. Применить метод рекуррентных соотношений, разо-
бранный во введении к настоящему параграфу.

365. Указание. Получить рекуррентное соотношение Dn =
= Dn−1 + Dn−2.

366. 5n+1 − 4n+1.

367. in[1+(−1)n]
2

, где i =
√−1, т. е. если n нечетное, то Dn = 0,

если n четное, то Dn = (−1)n/2.

368. 1
2
[1 + (−1)n].

369.

Dn =
1

2n
[C1

n+1a
n + C3

n+1a
n−2(a2 − 4)+

+ C5
n+1a

n−4(a2 − 4)2 + C7
n+1a

n−6(a2 − 4)3 + · · · ] =

= an − C1
n−1a

n−2 + C2
n−2a

n−4 + · · ·+ (−1)kCk
n−kan−2k + · · ·



Ответы 341

Указание. Первое выражение получается непосредственно ме-
тодом рекуррентных соотношений; второе легко доказать методом
индукции, используя соотношение Cp

n + Cp+1
n = Cp+1

n+1.

370.

Dn =
1

2n
[C1

n+1a
n + C3

n+1a
n−2(a2 + 4) + · · ·+

+ C2k+1
n+1 an−2k(a2 + 4)k + · · · ] =

= an + C1
n−1a

n−2 + C2
n−2a

n−4 + · · ·+ Ck
n−kan−2k + · · · .

371.

2 cos nα = (2 cos α)n − n(2 cos α)n−2 +
n(n− 3)

2!
(2 cos α)n−4−

− n(n− 4)(n− 5)

3!
(2 cos α)n−6 + · · · =

=

[n/2]∑
k=0

(−1)k n

n− k
Ck

n−k(2 cos α)n−2k,

где через [n/2] обозначена целая часть числа n/2.
Указание. Равенство cos nα данному определителю доказать ин-

дукцией по n.
Далее, если Dn — определитель данной задачи, а D0

n — опреде-
литель задачи 369 с заменой a на 2 cos α, то Dn = D0

n − cos αD0
n−1.

То, что коэффициенты в полученном выражении cos nα через cos α
будут целыми, следует из легко проверяемого равенства n

n−k
Ck

n−k =

= Ck
n−k−Ck−1

n−k−1 и из того, что все члены, кроме последнего, содер-
жат множитель 2, а последний член не содержит 2 cos α лишь при
четном n, но тогда k = n/2 и этот член равен 2.

372. sin nα = sin α[(2 cos α)n−1 − C1
n−2(2 cos α)n−3 + C2

n−3 ×
×(2 cos α)n−5 − . . . ] sin α

∑[ n−1
2 ]

k=0 Ck
n−k−1(2 cos α)n−2k−1, где

[
n−1

2

]
есть целая часть числа n−1

2
.

373. Указание. Применить метод рекуррентных соотношений.

374. 1 + x2 + x4 + · · ·+ x2n.

375. (−1)n(n−1)/2 n+1
2

nn−1.

376. (−nx)n−1
[
a + (n−1)x

2

]
.

Указание. Из каждой строки вычесть следующую, все столбцы
прибавить к последующему, к предпоследней строке прибавить все
предыдущие и эту строку прибавить ко всем предыдущим.

377. (1− xn)n−1.
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378. Эти циркулянты различаются лишь множителем
(−1)(n−2)(n−1)/2.

379. 1.
Указание. Пользуясь равенством

(
n
k

)
=
(

n−k
k

)
+
(

n−1
k−1

)
, вычесть

из каждого столбца предыдущий, а затем из каждой строки преды-
дущую.

380. 1.
Указание. Воспользоваться указанием к предыдущей задаче.

381. 1.
Указание. Из каждой строки вычесть предыдущую.

382. 1.
Указание. Из каждой строки, начиная со второй, вычесть преды-

дущую, затем из каждой строки, начиная с третьей, вычесть преды-
дущую и т. д.

383. (−1)
n(n+1)

2 .
Указание. Из каждого столбца, начиная со второго, вычесть

предыдущий, затем из каждого столбца, начиная с третьего, вычесть
предыдущий и т. д. В полученном определителе то же самое проде-
лать для строк.

384. 1.
Указание. Воспользоваться указанием к задаче 382.

385.
(m+n

n+1 )(m+n−1
n+1 )···(m+n−p+1

n+1 )
(p+n

n+1)(
p+n−1

n+1 )···(n+1
n+1)

.

Указание. Пользуясь соотношением
(

n
k

)
= n

k

(
n−1
k−1

)
, вынести за

знак определителя из первой строки m, из второй m + 1 и т. д., из
последней m + n; из первого столбца 1

p
, из второго 1

p+1
и т. д., из

последнего 1
p+n

. С полученным определителем проделать аналогич-
ные преобразования и т. д., пока не придем к определителю того же
типа, что и в предыдущей задаче.

386. n
Указание. Из каждой строки вычесть предыдущую, разложить

по элементам первого столбца, в полученном определителе из пер-
вого столбца вычесть второй, прибавить третий, вычесть четвертый
и т. д. Представить определитель в виде суммы двух определителей
и показать, что Dn = Dn−1 + 1.

387. n
Указание. Из каждого столбца вычесть предыдущий, затем из

каждой строки вычесть предыдущую. Элемент 2 в левом верхнем
углу представить как 1+1 и получить соотношение Dn−1 = Dn−2 +
+D′n−1, где D′n−1 — определитель того же вида, что и в задаче 379,
но порядка n− 1.
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388. (x− 1)n.
Указание. Из каждой строки вычесть предыдущую и показать,

что Dn+1 = (x− 1)Dn.

389. 1!2!3! . . . (n− 1)!(x− 1)n.
Указание. Свести к предыдущей задаче.

390. xn −
(

n
1

)
xn−1 +

(
n
2

)
xn−2 −

(
n
3

)
xn−3 + · · ·+ (−1)nx0.

Указание. Из каждой строки вычесть предыдущую, показать, что
Dn+1(x0, x1, . . . , xn) = Dn(x1−x0, x2−x1, . . . , xn−xn−1), и приме-
нить метод математической индукции.

391. (−1)n−1xy xn−1−yn−1

x−y
.

Указание. Положить в правом нижнем углу 0 = x − x, разло-
жить на два определителя и либо применить метод рекуррентных
соотношений, либо найти Dn из двух равенств:

Dn = −xDn−1 + x(−y)n−1, Dn = −yDn−1 + y(−x)n−1.

392. x(a−y)n−y(a−x)n

x−y
.

393. xf(y)−yf(x)
x−y

, где f(z) = (a1 − z)(a2 − z) . . . (an − z).

394. f(x)−f(y)
x−y

, где f(z) = (a1 − z)(a2 − z) . . . (an − z).

395. αn + βn.

396. an + an−1 + · · ·+ a + 1.

397. n!(a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an).

398.
tgn α

2 +ctgn α
2

2
.

399.
∏n

k=1(x+n−2k+1) или (x2−12)(x2−32) . . . [x2−(n−1)2],
если n четное, и x(x2−22)(x2−42) . . . [x2−(n−1)2], если n нечетное.
Указание. К каждой строке прибавить все следующие, из каждого
столбца вычесть предыдущий и показать, что если Dn(x) — данный
определитель, то Dn(x) = (x + n− 1)Dn−1(x− 1).

400.0, если n > 2, D1 = ap − x; D2 = xap(a2 − 1)(1− a).

401. (−1)n
[
xn − xn−1 a2n−1

a2−1

]
.

402. a1a2 . . . an

(
a0 − 1

a1
− 1

a2
− · · · − 1

an

)
.

403. abc1c2 . . . cn

(
c0
ab
− 1

c1
− 1

c2
− · · · − 1

cn

)
.

404. a(a + b)(a + 2b) . . . [a + (n − 1)b]
(

1
a

+ 1
a+b

+ 1
a+2b

+ · · · +
+ 1

a+(n−1)b

)
.

Указание. Из каждой строки, начиная со второй, вычесть следу-
ющую, из первой строки вычесть последнюю и получить определи-
тель того же типа, что и в предыдущей задаче.
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405.
[
1 +

∑n
i=1

a2
i

x2
i−2aixi

]∏n
i=1(x

2
i − 2aixi).

Указание. Использовать результат задачи 306.

406.
[
1 +

∑n
i=1

a2
i

x2
i−2aixi

]∏n
i=1(x

2
i − 2aixi).

407. 1− b1 + b1b2 − b1b2b3 + · · ·+ (−1)nb1b2 . . . bn.
Указание. Получить соотношение Dn = 1− b1Dn−1.

408. (−1)n−1(b1a2a3 . . . an + b1b2a3 . . . an + · · ·+ b1b2 . . . bn−1an).

409. (−1)n−1xn−2.
Указание. Из каждой строки вычесть следующую.
410. (−1)n[(x− 1)n − xn].
Указание. Из каждой строки вычесть предыдущую, в правом

нижнем углу положить 1 = x + (1− x) и представить в виде суммы
двух определителей.

411. a0x
n
∏n

i=1(bi − ai).
Указание. Умножить вторую строку на xn−1, третью — на xn−2

и т. д., n-ю — на x. Вынести из первого столбца xn, из второго xn−1,
из третьего xn−2и т. д., из n-го x.

412. n!
(
1 + x + x

2
+ x

3
+ · · ·+ x

n

)
.

413. 2
n(n+1)

2

[
1 + x

(
2− 1

2n

)]
.

414. 1
n!

[
1 + n(n+1)

2
x
]
.

415. a
n(n+1)

2

[
1 + x an+1−1

an(a−1)

]
.

416.
∏

1�i<k�n[(ai−ak)(bi−bk)]∏
n
i,k=1(ai+bk)

, где произведение в знаменателе бе-

рется по всем i, k, пробегающим независимо друг от друга все зна-
чения от 1 до n.

Указание. Из каждой строки вынести за знак определителя об-
щий знаменатель элементов этой строки. Показать, что полученный
определительD′ делится на все разности вида ai−ak и bi−bk (i �= k).
Показать, что частное от деления D′ на

∏
1�i<k�n[(ai−ak)(bi− bk)]

есть константа, для определения которой положить в D′:

a1 = −b1, a2 = −b2, . . . , an = −bn.

Можно решить иначе, а именно: из каждой строки вычесть первую,
а затем из каждого столбца вычесть первый.

417.
∏

1�i<k�n[(xi−xk)(ak−ai)]∏n
i,k=1(xi−ak)

.

Указание. Воспользоваться указанием к предыдущей задаче.

418. [1!2!3!...(n−1)!]3

n!(n+1)!(n+2)!...(2n−1)!
.

Указание. Воспользоваться результатами задачи 416.

419. a0a1a2 . . . an

(
1

a0
+ 1

a1
+ · · ·+ 1

an

)
.



Ответы 345

Указание. Получить рекуррентное соотношение Dn = (an−1 +
+ an)Dn−1 − a2

n−1Dn−2 и применить метод математической
индукции.

420. Континуанта (a1a2 . . . an) равна сумме всевозможных про-
изведений элементов a1, a2, . . . , an, одно из которых содержит все
эти элементы, а другие получаются из него выбрасыванием одной
или нескольких пар сомножителей с соседними номерами. При этом
член, получаемый выбрасыванием всех сомножителей (при
четном n), считается равным 1:

(a1a2a3a4) = a1a2a3a4 + a3a4 + a1a4 + a1a2 + 1,

(a1a2a3a4a5) = a1a2a3a4a5 + a3a4a5 + a1a4a5 + a1a2a5+

+ a1a2a3 + a1 + a3 + a5,

(a1a2a3a4a5a6) = a1a2a3a4a5a6 + a3a4a5a6 + a1a4a5a6+

+ a1a2a5a6 + a1a2a3a6 + a1a2a3a4 + a5a6+

+ a3a6 + a1a6 + a3a4 + a1a4 + a1a2 + 1.

Указание. Проверить справедливость указанного закона для кон-
тинуант 1-го и 2-го порядков и, предположив его справедливость для
континуант (n−1)-го и (n−2)-го порядков, доказать справедливость
его для континуант n-го порядка. Для этого вывести рекуррентное
соотношение

(a1a2 . . . an) = an(a1a2 . . . an−1) + (a1a2 . . . an−2).

421. (Ck
n)2.

424. Указание. Показать, что число инверсий в обеих строках
данной подстановки равно α1 + α2 + · · ·+ αk + β1 + β2 + · · ·+ βk −
− 2(1 + 2 + · · ·+ k).

425. 10. 426. 100. 427. 60. 428. 10. 429. −4. 430.−2.
431. 195. 432. 90. 433. 8. 434. 4. 435. 1000. 436. 12.
437. (x2−x1) sin(γ−β)+(y2−y1) sin(α−γ)+(z2−z1) sin(β−α).

438. A2x1 + B2x2 + C2x3 + 2BCy1 + 2CAy2 + 2ABy3, где
A = bc′ − b′c, B = ca′ − c′a, C = ab′ − a′b.

439.−(ayz + bxz + cxy).

440.−(aa′ + bb′ + cc′).
441. abc− x(bc + ca + ab).

442. (x4 − x3)[(x3 − x2)(x4 − x2)− 2(x3 − x1)(x4 − x1)].

443.
∏n

k=1(akka2n−k+1,2n−k+1 − ak,2n−k+1a2n−k+1,k).

444. (−1)n
∏

n�i>k�1(xi − xk)2.
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445.−84.
Указание. Из второй строки вычесть удвоенную первую, к тре-

тьей строке прибавить удвоенную четвертую.
446.−84. 447. 98. 448. 43. 449. 81. 450. 14.
451. (−1)n(nx + 1)xn.

452. b1nb2,n−1 . . . bn1(a1n − c1n)(a2,n−1 − c2,n−1) . . . (an1 − cn1).

453. x2n − x2n−2(a1 + a2 + · · ·+ an)2.

454. а) D = M1M4; б) D = (−1)kM2M3.

455. D = (−1)k+
k(k+1)l

2 M1M2 . . . Ml. Правило знаков иначе мож-
но сформулировать так: при четном l берется знак (−1)k, а при нечет-

ном l — знак (−1)
k(k−1)

2 .

459. (2k+1 − 1)(3l+2 − 2l+1)− 4(2k − 1)(3l − 2l).
Указание. Разложить по первым k строкам и применить метод

рекуррентных соотношений.

460. (a1a2 ...an) = (a1a2 ...ak)(ak+1ak+2 ...an)+(a1a2 ...ak−1)×
×(ak+2ak+3 ...an). Полагая здесь n = 2k, a1 = a2 = · · · = an = 1 и
обозначая через un n-е число ряда Фибоначчи, получим u2k = u2

k +
+ u2

k−1, т. е. сумма квадратов двух соседних чисел ряда Фибоначчи
также является числом этого ряда.

462. Указание. Рассмотреть определитель порядка 2n матрицы,
полученной из данной приписыванием снизу тех же n строк в том
же порядке.

463. Указание. Разложив D по 1-й, 3-й и 5-й строкам, показать,
что D = AΔ2, где A не зависит от элементов Δ. Для определения
A положить элементы на главной диагонали Δ равными единице, а
вне главной диагонали Δ равными нулю.

464.Указание. Определитель в левой части равенства разло-
жить на сумму определителей относительно каждой строки и пред-
ставить в виде

4∑
i,j,k=0

aibjckDijk, где Dijk =

∣∣∣∣∣∣
αi βi γi

αj βj γj

αk βk γk

∣∣∣∣∣∣ .
Показать, что последнюю сумму можно брать лишь по всем трой-
кам ijk, не содержащим равных чисел, разлагая определитель 5-го
порядка в правой части равенства по первым трем строкам, предста-
вить правую часть в виде

∑
aibjckCijk, где сумма берется по всем

тройкам различных чисел ijk, изменяющихся от 0 до 4. Наконец,
показать, что имеет место Dijk = Cijk; для этого любую тройку чи-
сел ijk свести к случаю i < j < k перестановкой строк и столбцов
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определителей и рассмотреть все десять возможных случаев. Напри-

мер: D013 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
α β γ
α3 β3 γ3

∣∣∣∣∣∣ = (α + β + γ)(β − α)(γ − α)(γ − β). Но

и C013 = −
∣∣∣∣p 0
q 1

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
1 α α2

1 β β2

1 γ γ2

∣∣∣∣∣∣ = (α + β + γ)(β − α)(γ − α)(γ − β),

так как p = −(α + β + γ).

466. Решение. Доказательство проходит по тому же плану, как и
в теореме Лапласа. Покажем, что любой член произведения
εM1M2 . . . Mp есть член определителя D. Пусть сначала M1 лежит
в первых k строках и первых k столбцах, M2 — в следующих l стро-
ках и следующих l столбцах и т. д., Mp — в последних s строках
и последних s столбцах. В этом случае подстановка (1) является
тождественной и ε = +1.

Берем произведение любых членов миноров M1, M2, . . . , Mp в
порядке возрастания первых индексов элементов. Оно содержит по
одному элементу из каждой строки и каждого столбца и, значит, по
составу элементов будет членом D. Если во вторых индексах элемен-
тов члена минора Mi есть σi инверсий, то знак этого произведения
будет (−1)σ1+···+σp . Но индексы элементов двух разных миноров Mi

и Mj инверсий не образуют. Значит, σ1 + · · ·+ σp есть общее число
инверсий во вторых индексах элементов взятого произведения, и оно
будет членом D также и по знаку. Пусть теперь миноры Mi располо-
жены произвольно. Переведем их в рассмотренное выше положение
на главной диагонали такими перестановками строк и столбцов D.
Сначала первую строку минора M1, имеющую номер α1, переводим
на первое место, переставляя со всеми вышележащими строками D.
При этом мы совершим α1 − 1 транспозиций строк, т. е. столько,
сколько инверсий образует число α1 в верхней строке подстановки (1)
со следующими за ним числами. Затем строку с номером α2 тем же
путем переводим на второе место, совершая столько транспозиций
строк, сколько инверсий образует α2 в верхней строке подстанов-
ки (1) с числами, следующими за ним, и т. д. Так же переставляем
столбцы D. Если в первой строке подстановки (1) σ, а во второй τ
инверсий, то ε = (−1)σ+τ и всего мы совершим σ + τ транспозиций
строк и столбцов D. Поэтому мы придем к новому определителю D′,
для которого

D = εD′. (2)

По доказанному ранее любой член произведения M1M2 . . . Mp

будет членом определителя D′, в силу (2) любой член произведения
εM1M2 . . . Mp будет членом определителя D.
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Все члены одного и того же или двух разных произведений
εM1M2 . . . Mp отличаются друг от друга по составу элементов и
потому будут различными членами определителя D. Остается до-
казать, что общее число членов всех таких произведений равно n!.
Число миноров M1 равно Ck

n. Если M1 уже выбран, то миноры M2

могут лежать лишь в оставшихся n − k строках и их число (для
каждого выбора M1) равно Cl

n−k. При выбранных M1 и M2 число
миноров M3 равно Cm

n−k−1 и т. д.; наконец, при выбранных M1, M2,
. . . , Mp−1 число миноров Mp равно Cs

s = 1. Поэтому всех произве-
дений вида εM1M2 . . . Mp будет

Ck
n · Cl

n−kCm
n−k−l . . . Cs

s =

=
n!

k!(n− k)!
· (n− k)!

l!(n− k − l)!
· (n− k − l)!

m!(n− k − l −m)!
· · · s!

s!
=

n!

k!l!m! . . . s!
.

Но число определителяD в каждом произведении εM1M2 . . . Mp рав-
но k!l!m! . . . s!. Значит, число членов во всех произведениях
εM1M2 . . . Mp равно n!

k!l!m!...s!
k!l!m! . . . s! = n!

467. Получим при умножении

строки на строки:

∣∣∣∣∣∣
−1 2 −3
−4 −7 −13
−3 −4 −13

∣∣∣∣∣∣ ,
строки на столбцы:

∣∣∣∣∣∣
7 −26 13
12 −35 19
17 −52 27

∣∣∣∣∣∣ ,
столбцы на строки:

∣∣∣∣∣∣
−3 1 −6
−3 1 −8
4 7 1

∣∣∣∣∣∣ ,
столбцы на столбцы:

∣∣∣∣∣∣
9 −35 18
13 −47 24
12 −37 17

∣∣∣∣∣∣ .
Значения данных определителей −5 и 10, а значения всех получен-
ных определителей равны −50.

468. (a2 + b2 + c2 + d2)2.

469. (a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f2 + g2 + h2)4.

470. 0 при n > 2; (x2 − x1)(y2 − y1) при n = 2.
Указание. Представить в виде произведения определителей:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 0 . . . 0
1 x2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ и

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 y1 0 . . . 0
1 y2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 yn 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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471. 0, если n > 2, sin(α1 − α2) sin(β1 − β2), если n = 2.

472. 0, если n > 2, sin2(α1 − α2), если n = 2.

473. 0, если n > 2, − sin2(α1 − α2), если n = 2.

474.
∏

n�i>k�1(ai − ak)(bi − bk).

475. C1
nC2

n . . . Cn
n

∏
n�i>k�1(ak − ai)(bi − bk).

476. (−1)
n(n−1)

2 [(n− 1)!]n.
Указание. Элемент в i-й строке и k-м столбце записать в виде

[i + (k − 1)]n−1 и разложить по формуле степени бинома или прямо
воспользоваться результатом предыдущей задачи.

477.
∏

n�i>k�1(xi − xk)2.

478.
∏n

i=1(x− xi)
∏

n�i>k�1(xi − xk)2.
Указание. Представить в виде произведения определителей:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
x1 x2 . . . xn x
x2

1 x2
2 . . . x2

n x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−1

1 xn−1
2 . . . xn−1

n xn−1

xn
1 xn

2 . . . xn
n xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
и

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 0
x1 x2 . . . xn 0
x2

1 x2
2 . . . x2

n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−1

1 xn−1
2 . . . xn−1

n 0
0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

причем произведение составляется по строкам.

479. Указание. Данный определитель помножить на определи-
тель Вандермонда

v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ε1 ε2

1 . . . εn−1
1

1 ε2 ε2
2 . . . εn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 εn ε2

n . . . εn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
481. (1− αn)n−1.
Указание. Использовать результат задачи 479 и равенство (1 −

− αε1)(1 − αε2) . . . (1 − αεn) = 1 − αn, ε1, ε2, . . . , εn — корни n-й
степени из единицы. Проще, однако, вычислить этот определитель
как частный случай определителя задачи 325.

483. (a+ b+ c+d)(a− b+ c−d)(a+ bi− c−di)(a− bi− c+di) =
= a4 − b4 + c4 − d4 − 2a2c2 + 2b2d2 − 4a2bd + 4b2ac− 4c2bd + 4d2ac.

484.

[1 + (−1)n]n =

{
0 при n нечетном,

2n при n четном.

485. (−1)n [(n+1)an−1]n−nnan(n+1)

(1−an)2
.
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486. Указание. Вычислить первый определитель, используя ре-
зультат задачи 479.

487. (−2)n−1(n− 2p), если n и p взаимно просты; 0, если n и p
не взаимно просты.

Указание. Использовать результат задачи 479 и свойства корней
n-й степени из единицы, в частности, то, что при p, взаимно простом
с n, числа εp

1, εp
2, . . . , εp

n снова являются всеми значениями n
√

1, а
при p, не взаимно простом с n, найдется εk �= 1, для которого εp

k = 1.

488. [3+ (n− p)b](a− b)n−1, если n и p взаимно просты; 0, если
n и p не взаимно просты.

Указание. Воспользоваться указанием к предыдущей задаче.

489. 2n−1
(
cosn π

n
− 1
)
.

Указание. Положить cos jπ
n

=
ε

j
1+ε

−j
1

2
, где ε1 = cos π

n
+ i sin π

n
,

использовать результат задачи 479 и то, что для любого a имеем∏n−1
k=0 (a− ε2k

1 ) = an − 1 и εn
1 = −1.

490.

[cos θ − cos(n + 1)θ]n − (1− cos nθ)n

2(1− cos θ)
=

= 2n−2 sinn−2 nθ

2

[
sinn (n + 2)θ

2
− sinn nθ

2

]
.

Указание. Положить ε = cos 2π
n

+ i sin 2π
n
, η = cos θ + i sin θ и

воспользоваться результатом задачи 479.

491. (−1)n2n−2 sinn−2 nh
2

[
cosn

(
a + nh

2

)
− cosn

(
a + (n−2)h

2

)]
.

492. (−1)n−1 (n+1)(2n+1)nn−2

12
[(n + 2)n − nn].

Указание. Использовать результат задачи 479 и соотношения
12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)

6
и 1+ 4ε +9ε2 + · · ·+ n2εn−1 =

= −n1(1−ε)+2n

(1−ε)2
, где ε — корень n-й степени из 1, отличный от 1. Для

получения последнего равенства умножить и разделить левую часть
на 1− ε.

493. f(η1)f(η2) . . . f(ηn), где f(x) = a1 + a2x + a3x
2 + · · · +

+ anxn−1 и η1, η2, . . . , ηn — все значения корня n
√−1, например,

ηk = cos (2k−1)π
n

+ i sin (2k−1)π
n

.
Указание. Данный определитель умножить на определитель Ван-

дермонда, составленный из чисел η1, η2, . . . , ηn.

494. f(α1)f(α2) . . . f(αn), где f(x) = a1 + a2x + a3x
2 + · · · +

+ anxn−1 и α1, α2, . . . , αn — все значения корня n-й степени из z.

495. Указание. Обозначив корни степени 2n из 1 через εk =
= cos kπ

n
+ i sin kπ

n
, k = 0, 1, 2, . . . , 2n − 1, показать, что числа εk
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с четными индексами k дают все корни n-й степени из единицы,
причем a1 + a2εk + a3ε

2
k + · · · + a2nε2n−1

k = (a1 + an+1) + (a2 +
+an+2)εk+(a3+an+3)ε

2
k+· · ·+(an+a2n)εn−1

k , а числа εk с нечетными
индексами k дают все корни n-й степени из −1, причем a1 + a2εk +
+a3ε

2
k +· · ·+a2nε2n−1

k = (a1−an+1)+(a2−an+2)εk+(a3−an+3)ε
2
k +

+ · · ·+ (an − a2n)εn−1
k .

496.Произведение двух чисел, каждое из которых есть сумма
квадратов четырех целых чисел, само будет суммой квадратов четы-
рех целых чисел.

Указание. Каждый из определителей возвести в квадрат.

497. Произведение двух чисел, каждое из которых равно зна-
чению формы x3 + y3 + z3 − 3xyz, при целых значениях x, y, z
само будет числом того же рода.

Указание. Вычислить произведение определителей∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
a′ b′ c′

c′ a′ b′

b′ c′ a′

∣∣∣∣∣∣ ,
помножая строки первого на столбцы второго.

498. Указание. В произведении определителей∣∣∣∣∣∣
a 1 b
b 1 a
c 1 b

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
a′ b′ 1
c′ a′ 1
b′ c′ 1

∣∣∣∣∣∣ ,
составленном путем умножения столбцов на столбцы, третий столбец
помножить на s′ = a′ + b′ + c′ и множитель s′ вынести из второй
строки за знак определителя. Затем из третьего столбца вычесть
первый и второй.

499. Указание. Записав определитель D в виде

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

a1,k1b1,k1

∑
a1,k2b2,k2 . . .

∑
a1,kmbm,km∑

a2,k1b1,k1

∑
a2,k2b2,k2 . . .

∑
a2,kmbm,km

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∑
am,k1b1,k1

∑
am,k2b2,k2 . . .

∑
am,kmbm,km

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где все суммы j-го столбца берутся по одному и тому же индексу
kj = 1, 2, . . . , n, разложить D в сумму nm определителей относи-
тельно столбцов, в каждом слагаемом из j-го столбца вынести bj,kj

за знак определителя и показать, что

D =
n∑

k1,k2,...,km=1

b1,k1b2,k2 . . . bm,kmAk1,k2,...,km , (3)
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где индексы суммирования меняются от единицы до n независимо
друг от друга. Заметить, что Ak1,k2,...,km = 0, если среди индексов
k1, k2, . . . , km есть равные. Вывести отсюда утверждение (2), а при
m � n доказать, что для любых индексов i1, i2, . . . , im, где 1 � i1 <
< i2 < · · · < im � n, все слагаемые суммы (3), в которых индексы
k1, k2, . . . , km образуют любые перестановки чисел i1, i2, . . . , im,
имеют сумму, равную Ai1,i2,...,im · Bi1,i2,...,im , и отсюда получить
утверждение (1).

500.Указание. Матрицы A и B дополнить до квадратных при
помощи m− n столбцов, состоящих из одних нулей.

501. Указание. Применить теорему задачи 499 к матрицам(
a1 a2 . . . an

b1 b2 . . . bn

)
и

(
c1 c2 . . . cn

d1 d2 . . . dn

)
.

503. Указание. Воспользоваться тождествомпредыдущей задачи.

504. Указание. Применить теорему задачи 499 к матрицам(
a1 a2 . . . an

b1 b2 . . . bn

)
и

(
ā1 ā2 . . . ān

b̄1 b̄2 . . . b̄n

)
.

505. Указание. Воспользоваться тождествомпредыдущей задачи.

506. Указание. Перемножая D и D′ по строкам, показать, что
DD′ = Dn, откуда при D �= 0 и следует (1). При D = 0 рассмотреть
случай, когда все элементы D равны нулю. Если D = 0, но хотя
бы один элемент aij �= 0, то к i-й строке D′, помноженной на aij ,
прибавить первую строку, помноженную на a1j , 2-ю, помноженную
на a2j , . . . , n-ю, помноженную на anj , и показать, что aijD

′ = 0.
Случай D = 0 можно обойти, если считать элементы D не чис-

лами, а независимыми переменными. Тогда определитель будет мно-
гочленом, отличным от нуля, и мы докажем, что (1) есть тождество,
значит, оно верно при любых числовых значениях переменных aij

независимо от обращения D в нуль.

507. Указание. Сначала рассмотреть случай, когда M лежит в
левом верхнем углу. Помножая по строкам D на минор M ′, записан-
ный в виде ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 . . . A1m A1,m+1 . . . A1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Am1 . . . Amm Am,m+1 . . . Amn

0 . . . 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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показать, что DM ′ = DmA и M ′ = Dm−1A (случай D = 0 мож-
но обойти аналогично тому, как указано в предыдущей задаче, т. е.
считать D многочленом от n2 неизвестных aij). Затем общее распо-
ложение M свести к рассмотренному перестановками строк и столб-
цов, для чего показать, что при перестановке двух соседних строк
(или столбцов) во взаимном определителе D′ происходит такая же
перестановка строк (или столбцов) и, кроме того, все элементы D′

меняют знак.

508. Указание. Использовать предыдущую задачу.

509. Указание. Использовать предыдущую задачу.

510. Указание. Применить равенство задачи 507 при m = n− 1.

511. Указание. Применить равенство задачи 507 с заменой m на
n−m.

512. Указание. По значению взаимного определителя D′ найти
значение определителя D и применить равенство задачи 510. Пока-
зать, что задача имеет n− 1 решений.

513. Указание. Первый определитель представить как квадрат
определителя Вандермонда, составленного из чисел 0, x1, x2, . . . , xn.

514. Aij =
∑n

k=1 aikakj (i, j = 1, 2, . . . , n).

515. Указание. Рассмотреть произведения DΔ и ΔD, где D —
данный определитель, а Δ — определитель того же порядка, что
и D, полученный перестановкой i-й и j-й строк из определителя,
имеющего единицы на главной диагонали и нули вне ее.

516. Указание. Рассмотреть произведения DΔ и ΔD, где D —
данный определитель, а в Δ элементы главной диагонали равны 1,
элемент в i-й строке и j-м столбце равен c, а остальные элементы
равны нулю.

517. Указание. Положить ϕ1 = α2 − α3, ϕ2 = α3 − α1, ϕ3 =
= α1 − α2.

518. Указание. Применить тождество задачи 502.

520. Определитель равен удвоенной площади треугольника
M1M2M3, если направление наименьшего поворота луча M3M1 до
совпадения сM3M2 совпадает с направлением наименьшего поворота
от положительного направления Ox до положительного направления
Oy. В противном случае он равен удвоенной площади треугольника
M1M2M3 со знаком минус.

Решение. Указанные преобразования координат выражаются фор-
мулами

x = x′ cos α− y′ sin α + x0, y = x′ sin α + y′ cos α + y0.
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Отсюда, умножая по строкам, находим∣∣∣∣∣∣
x′1 y′1 1
x′2 y′2 1
x′3 y′3 1

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
cos α − sin α x0

sin α cos α y0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣ .
Но второй определитель в левой части равенства равен 1. Этим неиз-
менность данного в задаче определителя при указанных преобразова-
ниях доказана. Перенесем начало координат в точку M3 и повернем
оси так, чтобы новая ось абсцисс пошла по M3M1. Новые координа-
ты точек M1, M2, M3 будут x′1 = M3M1, y′2 = ±h, где h — высота
треугольника M1M2M3, опущенная из вершины M1, причем выбор
знака плюс или минус связан с ориентацией треугольника указанным
выше правилом, y′1 = x′3 = y′3 = 0. Поэтому определитель принимает

вид

∣∣∣∣∣∣
x′1 0 1
x′2 y′2 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = ±M3M1 · h = ±2S, где S — площадь треуголь-

ника M1M2M3.

521. Определитель равен площади параллелограмма, построен-
ного на отрезках, соединяющих начало координат с точками M1 и
M2, взятой со знаком плюс, если направления кратчайшего поворо-
та от OM1 к OM2 и от Ox к Oy совпадают, и со знаком минус,
если эти направления противоположны. Определитель не меняется
при повороте осей, но может меняться при переносе начала.

Указание. Применить результат предыдущей задачи, приняв за
третью точку начало координат.

522. R = abc
4s
.

Указание. Центр описанного круга принять за начало координат,
воспользоваться соотношениями

R2 − xixj − yiyj =
1

2
[(xi − xj)

2 + (yi − yj)
2] (i, j = 1, 2, 3),

а также результатом задачи 520.

523. Указание. Показать, что квадрат определителя равен 1. Для
определения знака, пользуясь непрерывностью определителя по со-
вокупности всех переменных αi, βi, γi (i = 1, 2, 3), показать, что при
вращении фигуры OABC он не изменяется.

524. Определитель равен объему параллелепипеда, построенного
на отрезках, соединяющих начало координат O с точками M1, M2,
M3, или шести объемам тетраэдра OM1M2M3, взятым со знаком
плюс, если ориентации триэдров OM1M2M3 и Oxyz одинаковы, и
со знаком минус, если эти ориентации противоположны (при этом
ориентации считаются одинаковыми, если после совмещения путем
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вращения триэдра Oxyz оси Ox с OM1 и плоскости xOy с OM1M2

так, чтобы Oy и OM2 лежали по одну сторону от Ox, лучи Oz и OM3

окажутся по одну сторону от плоскости xOy, и противоположными,
если по разные стороны).

Указание. Если α1, α2, α3, β1, β2, β3, γ1, γ2, γ3 — соответственно
косинусы новых осей Ox′, Oy′, Oz′ со старыми, то старые и новые
координаты связаны соотношениями

x = α1x
′+β1y

′+γ1z
′, y = α2x

′+β2y
′+γ2z

′, z = α3x
′+β3y

′+γ3z
′.

Пользуясь этим и результатами предыдущей задачи, доказать неиз-
менность определителя настоящей задачи. Для выяснения геомет-
рического смысла определителя повернуть систему координат Oxyz
так, как указано выше при определении одинаковой и противополож-
ной ориентации триэдров.

525. V = abc
√

1− cos2 α− cos2 β − cos2 γ + 2 cos α cos β cos γ.
Указание. Вычислить V 2, пользуясь результатом предыдущей

задачи.

526. Указание. Взять на лучах OA, OB, OC точки M1, M2, M3

на расстоянии 1 от начала координат и применить результат зада-
чи 524.

527. Определитель равен шести объемам тетраэдра с вершинами
M1, M2, M3, M4, взятым со знаком плюс, если триэдр лучей из M4

в каждую из точек M1, M2, M3 имеет одинаковую ориентацию с
триэдром Oxyz, и со знаком минус — в противном случае.

Указание. Перенести начало координат в точку M4 и применить
результат задачи 524. Иначе можно поступить аналогично решению
задачи 520, пользуясь задачей 523. Тогда задача 524 получится как
частный случай данной (аналогично тому, как было на плоскости в
задаче 521).

528.

R=
1

24V

√
2l213l

2
14l

2
23l

2
24+2l212l

2
14l

2
32l

2
34+2l212l

2
13l

2
42l

2
43−l412l

4
34−l413l

4
24−l414l

4
23,

где V — объем тетраэдра и lij = lji (i, j = 1, 2, 3, 4, i �= j) — дли-
на ребра, соединяющего вершины (xi, yi, zi) и (xj , yj , zj). В случае
правильного тетраэдра с ребром длины a получим R = a

√
6

4
.

Указание. Применить результат предыдущей задачи и соотно-
шение

R2 − xixj − yiyj − zizj =
1

2
[(xi − xj)

2 + (yi − yj)
2 + (zi − zj)

2],

верное в предположении, что начало координат перенесено в центр
описанного шара.
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529. Указание. При доказательстве утверждения 2) показать,
что вектор ai = (ai1, ai2, . . . , ain) можно представить в виде aii =
= ai1e1 + ai2e2 + · · ·+ ainen. Далее показать, что при перестановке
двух векторов функция f(a1, a2, . . . , an) меняет знак. При доказа-
тельстве этого, например, для векторов a1, a2, рассмотреть f(a1 +
+ a2, a1 + a2, a3, . . . , an).

530. Указание. Доказать, что функция f(a1, a2, . . . , an) = |AB|
от строк матрицы A обладает свойствами (α) и (β) и что
f(e1, e2, . . . , en) = |B|.

531. Положим f(ei1 , ei2 , . . . , ein) = 1 при любых i1, i2, . . . , in =
= 1, 2, . . . , n (одинаковых или различных). В силу (α), полагая ai =
=
∑n

j=1 aijej , получим

f(a1, a2, . . . , an) =
n∑

i1,i2,...,in=1

a1,i1a2,i2 . . . an,in .

Этим функция f(a1, a2, . . . , an) определена. Очевидно, она при пе-
рестановке векторов не меняется, т. е. в случае поля характеристики
2 меняет знак. Поэтому (β′) выполнено, а (β), очевидно, не выпол-
няется.

532. (−1)C2
nC2

n−1n
n
2 = i

(n−1)(3n−2)
2 n

n
2 .

Решение. Умножая данный определитель D сам на себя и заме-
чая, что εk = 1 тогда и только тогда, когда k делится на n, получим

D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 n
0 0 . . . n 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 n . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)C2

n−1nn,

откуда D = ±iC
2
n−1n

n
2 и для модуля D находим: |D| = n

n
2 . Остается

определить аргумент. Вычисляя D как определитель Вандермонда
чисел 1, ε, ε2, . . . , εn−1 и полагая затем ε = α2, где α = cos π

n
+

+ i sin π
n
, получим

D =
∏

0�j<k�n−1

(εk − εj) =
∏

0�j<k�n−1

(α2k − α2j) =

=
∏

0�j<k�n−1

αk+j(αk−j − α−(k−j)) =

=
∏

0�j<k�n−1

αj+k
∏

0�j<k�n−1

2i sin
(k − j)π

n
.
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Для рассматриваемых значений j и k всегда 0 < k− j < n и, значит,
sin (k−j)π

n
> 0. Поэтому |D| =

∏
0�j<k�n−1 2 sin (k−j)π

n
= n

n
2 . D =

= |D|β, где β = iC
2
n
∏

0�j<k�n−1 αj+k. В показатель степени при α
каждое целое число p (0 � p � n− 1) войдет ровно n− 1 раз; либо
под видом j для k = p + 1, p + 2, . . . , n− 1, либо под видом k для
j = 0, 1, 2, . . . , p − 1. Замечая, что αn/2 = i (при нечетном n будет
αn/2 = ±i, однако выбор знака не играет роли ввиду четности числа
n− 1, что ясно из приведенных ниже вычислений), находим

β = i
n(n−1)

2 α
n(n−1)2

2 = i
n(n−1)

2 +(n−1)2 = i
(n−1)(3n−2)

2 .

Полагая 3n = 2n + n и используя данное выше выражение для |D|,
получаем требуемое выражение для D.

533. Определитель будет помножен на (2− k)2k−1.
Указание. Случай любых строк свести к первым. Если же вы-

делены первые k строк, то указанное преобразование может быть
получено путем умножения данного определителя слева на опреде-
литель того же порядка, в котором все элементы главной диагонали
равны 1, элементы все главной диагонали, стоящие в первых k стро-
ках и первых k столбцах, равны −1, а остальные элементы равны
нулю.

534. D = D0 +Sx, где D0 — значение определителя D при x = 0
и S — сумма алгебраических дополнений всех элементов D0.

535. Указание. Воспользоваться результатом предыдущей
задачи.

536. Указание. Воспользоваться предыдущей задачей.

537. Указание. В определителе задачи 534 положить x = −1.

539. Указание. Применить метод математической индукции.

540. Указание. Все np строк определителя D разбить на n си-
стем по p строк в каждой, отнеся к первой системе строки с номерами
1, n + 1, 2n + 1, . . . , (p− 1)n + 1, ко второй — строки с номерами 2,
n+2, 2n+2, . . . , (p−1)n+2, . . . , к n-й — строки с номерами n, 2n,
3n, . . . , pn. К этим системам применить обобщенную теорему Лапла-
са задачи 466. Показать, что миноры порядка p любой из указанных
систем равны нулю, если хотя бы два вторых индекса элементов bij

одинаковы и что D = f(a11, . . . , ann)Bn, где f(a11, . . . , ann) не за-
висит от элементов bij . Для определения f(a11, . . . , ann) положить
bii = 1 для i = 1, 2, . . . , n и bij = 0 для i, j = 1, 2, . . . , n, i �= j.

542. Решение. Если все Aij = 0, то можно положить

Ai = Bi = 0 (i = 1, 2, . . . , n).
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Пусть, например, алгебраические дополнения элементов последнего
столбца не все равны нулю (в случае другого столбца рассуждения
аналогичны). Так как D = 0, то алгебраические дополнения элемен-
тов двух столбцов пропорциональны (см. задачу 509)

A1j

A1n
=

A2j

A2n
= · · · = Anj

Ann
=

B′j
Cj

(j = 1, 2, . . . , n − 1),

где дробь
B′j
Cj

будем считать несократимой. Отсюда

Aij =
AijB

′
j

Cj
(i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n − 1). (1)

Но Aij — многочлен от x1, x2, . . . , xs и дробь
B′j
Cj

несократима.
Поэтому Ain должно делиться на Cj (j = 1, 2, . . . , n−1), а значит, и
на общее наименьшее кратное всех Cj (j = 1, 2, . . . , n−1). Обозначив
это общее наименьшее кратное через Bn, получим

Ain = AiBn (i = 1, 2, . . . , n), (2)

где все Ai — многочлены от x1, x2, . . . , xs. Положим Bj = Bn
Cj
· B′j

(j = 1, 2, . . . , n− 1). Все Bj — многочлены от x1, x2, . . . , xs, причем
из (1) находим

Aij = AiBj (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n− 1). (3)

Равенства (2) и (3) и доказывают теорему. В частности, для опре-
делителя Δ можно положить: A1 = B1 = c, A2 = B2 = −b, A3 =
= B3 = a.

543. Решение. Пусть D2n — кососимметрический определитель
порядка 2n. Применим индукцию по n. Для n = 1 теорема верна, ибо
D2 = a2

12. Предположим, что теорема верна для числа n и докажем
ее для числа n + 1. Вычеркнув из данного определителя D2n+2 по-
следнюю строку и последний столбец, получим кососимметрический
определитель D2n+1, равный нулю. Его элементы можно рассмат-
ривать как многочлены от элементов, стоящих выше главной диа-
гонали с целыми коэффициентами. По теореме предыдущей задачи
алгебраические дополнения элементов D2n+1 имеют вид Aij = AiBj

(i, j = 1, 2, . . . , 2n + 1), где Ai и Bj — многочлены от тех же неиз-
вестных. Миноры Mij и Mji в D2n+1 получаются один из другого
транспонированием и изменением знаков элементов, а так как она
четного порядка 2n, то Aij = Aji. Или AiBj = AjBi.

Bi

Ai
=

Bj

Aj
= λ; Bi = λ · Ai (i = 1, 2, . . . , 2n + 1).
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λ — рациональная функция тех же неизвестных. Далее, Aii =
= AiBi = λA2

i и, по предположению, Aii есть полный квадрат. Зна-
чит, λ = μ2, где μ — рациональная функция. Итак, Aii = (μAi)

2.
Здесь слева стоит многочлен. Но квадрат несократимой дроби не мо-
жет быть многочленом. Значит, μAi = ci — многочлен. Применяя
разложение, данное в задаче 541, находим

D2n+2 = −
2n+1∑
i,j=1

Aijai,2n+2a2n+2,j =

2n+1∑
i,j=1

AiBjai,2n+2aj,2n+2 =

=

(2n+1∑
i=1

Aiai,2n+2

)(2n+1∑
j=1

Bjaj,2n+2

)
=

= λ

(2n+1∑
i=1

Aiai,2n+2

)2

=

(2n+1∑
i=1

Ciai,2n+2

)2

.

Этим утверждение задачи доказано. Это доказательство не дает удоб-
ного приема для фактического вычисления многочлена, квадрату ко-
торого равен данный кососимметрический определитель четного по-
рядка. Такие правила даны в задачах 545 и 546.

544. Указание. Рассмотреть два члена, в одном из которых под-
становка индексов имеет цикл (α1α2 . . . αh) (h — нечетно и больше
единицы), а в другом — цикл (αhαh−1 . . . α2α1). Случай h = 1 рас-
смотреть отдельно.

545. Указание. При доказательстве 1) по данной паре N1, N2

приведенных пфаффовых произведений восстановить запись (1) под-
становки искомого члена, имея в виду, что если записать этот член
в виде

±aα1,α2aα2,α3 . . . aαh,α1aβ1,β2 . . . aμk,μ1 ,

то N ′
1 состоит из элементов, занимающих в этом произведении нечет-

ные места, а N ′
2 — четные места. Например, в N1 берем элемент с

первым индексом α1 = 1. Второй его индекс α2 даст второй элемент
первого цикла. В N2 берем элемент, один из индексов которого есть
α2. Если другой индекс −α1, то цикл замыкается, если α3, то это
третий член цикла, и т. д. Показать, что в полученной подстановке
все циклы четной длины. При доказательстве 2) заметить, что N1 =
= N ′

1 и N2 = N ′
2. Знак члена определить как (−1)s, где s — число

циклов соответствующей подстановки. Утверждение 3) вывести из 1),
2) и теоремы предыдущей задачи.

546. Указание. Показать, что в каждое слагаемое агрегата pn

входит один и только один элемент n-го столбца Dn; в каждом
слагаемом pn расположить элементы в порядке возрастания вторых
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индексов и показать, что если вынести за скобки элемент ain из всех
слагаемых, его содержащих, то в скобках останется pin со знаком
(−1)n−1−i = (−1)i−1.

547. p2 = a12; p4 − a23a14 − a13a24 + a12a34;

p6 = a34a25a16 − a24a35a16 + a23a45a16 − a34a15a26 + a14a35a26−
− a13a45a26 + a24a15a36 − a14a25a36 + a12a45a36 − a23a15a46 +

+ a13a25a46 − a12a35a46 + a23a14a56 − a13a24a56 + a12a34a56.

548. 1 · 3 · 5 . . . (n− 1).

549. Указание. Определитель

D′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n x1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−a1n . . . ann xn

−x1 . . . −xn 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
полученный окаймлением D, разложить по формуле задачи 541 и
приравнять к квадрату пфаффова агрегата для D′, применив к нему
формулу задачи 546. В полученном равенстве положить xi = xj = 1,
xk = 0 при i �= k �= j.

550. Указание. Используя то, что произведение двух многочле-
нов, отличных от нуля, само отлично от нуля, показать, что если
D = AB — предполагаемое разложение и какой-нибудь член мно-
гочлена A содержит a11, то никакой член B не содержит элементов
первой строки (столбца). Вывести отсюда, что, каковы бы ни были i,
j = 1, 2, . . . , n, найдется член в A, содержащий a1i, но никакой член
B не содержит aij .

551. Указание. При доказательстве 2) определить Δ̄n−k, исходя
из нумерации t1, t2, . . . , t( n

n−k)
сочетаний из n чисел 1, 2, . . . , n по

n− k, которая связана с нумерацией s1, s2, . . . , s(n
k)
, определяющей

Δk так, что ti содержит те n − k чисел, которые не входят в si.
Если σi — сумма чисел из сочетания si, то вынести из i-й строки
и i-го столбца

(
i = 1, 2, . . . ,

(
n

n−k

))
определителя Δ̄n−k множитель

(−1)σi. При доказательстве пункта 4), используя равенства пунк-
та 3) и неприводимость D, установленную в предыдущей задаче, а
также степень D и Δk относительно элементов aij , показать, что
Δk = cD(n−1

k−1), где c не зависит от элементов aij . Для определения c

показать, что какΔk, так и D(n−1
k−1) содержат член (a11a22 ...ann)(

n−1
k−1)

с коэффициентом, равным единице.

552. Pn = Qn = 1.
Указание. Показать, что Qn = P 2

n .
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553. Указание. Показать, что dij =
n∑

k=1

pkipkjϕ(k), где pij — те

же, что и в предыдущей задаче.

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

554. x1 − x2 = 1, x3 = x4 = −1.

555. x1 = −2, x2 = 0, x3 = 1, x4 = −1.

556. x1 = 1, x2 = x3 = 2, x4 = 0.

557. x1 = 2, x2 = −2, x3 = 1, x4 = −1.

558. x1 = −0, 4, x2 = −1, 2, x3 = 3, 4, x4 = 1.

559. x = 2/3, y = −1, z = 3/2, t = 0.

560. x = −3, y = 0, z = −1/2, t = 2/3.

561. x = 2, y = −3, z = −3/2, t = 1/2.

562. Система решений не имеет.

563. Система решений не имеет.

564. Изменение нумерации неизвестных вообще не переводит си-
стему в эквивалентную, но при решении системы оно допустимо при
условии, что после решения системы мы возвращаемся к исходной
нумерации.

Указание. Показать, что после преобразований типа а), б), в) лю-
бое уравнение новой системы линейно выражается через уравнения
старой системы и обратно.

567. x1 = −1, x2 = 3, x3 = −2, x4 = 2.

568. x1 = 2, x2 = 1, x2 = −3, x4 = 1.

569. x1 = −2, x2 = 1, x3 = 4, x4 = 3.

570. x1 = 0, x2 = 2, x3 = 1/3, x4 = −3/2.

571. x1 = 1/2, x2 = −2/3, x3 = 2, x4 = −3.

572. x1 = 104 6
7
, x2 = 7 4

7
, x3 = −10, x4 = 1.

573. x1 = 5, x2 = 4, x3 = 3, x4 = 2, x5 = 1.

574. x1 = 3, x2 = −5, x3 = 4, x4 = −2, x5 = 1.

575. x1 = 1/2, x2 = −2, x3 = 3, x4 = 2/3, x5 = −1/5.
Указание. Принять за новые неизвестные 2x1, 3x4, 5x5.

576. x1 = 5, x2 = 4, x3 = −3, x4 = 3, x5 = −2.

577. x1 = 2, x2 = −3/2, x3 = 4, x4 = 3, x5 = 5/2.

578. Система неопределенна, т. е. имеет бесконечно много реше-
ний; x1 и x2 можно выразить через x3 и x4 так: x1 = 6−26x3+17x4,
x2 = −1 + 7x3 − 5x4, причем x3 и x4 могут принимать любые зна-
чения.
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579. Система неопределенна. Общее решение: x1 = 1/10(6 −
− 15x2 − x4), x3 = 1/5(1 + 4x4), где x2 и x4 принимают любые
значения.

580. Система противоречива, т. е. не имеет решений.

581. Система решений не имеет.

584. Если a1, a2, . . . , an — все элементы поля, то многочлен
f(x) = (x − a1) × (x − a2) . . . (x − an) равен нулю как функция, но
имеет коэффициент единицу при xn.

585. f(x) = x4 − 5x + 3.

586. f(x) = 2x3 − 5x2 + 7.

587. При заданном асимптотическом направлении через любые
n + 1 различные точки плоскости, из которых никакие две не лежат
на прямой асимптотического направления, можно провести параболу
не выше n-й степени и притом только одну.

588. y = 3x3 − 5x2 + 1.

589. x = y4 − 3y3 − 5y + 5.

590. x = 1/4(−a + b + c + d), y = 1/4(a− b + c + d), z = 1/4(a +
+ b− c + d), t = 1/4(a + b + c− d).

591.

x =
1

2

(
− c− ad

b− a
+

c′ − a′b
b′ − a′

+
c′′ − a′′d
b′′ − a′′

)
,

y =
1

2

(
c− ad

b− a
− c′ − a′d

b′ − a′
+

c′′ − a′′d
b′′ − a′′

)
,

z =
1

2

(
c− ad

b− a
+

c′ − a′d
b′ − a′

− c′′ − a′′d
b′′ − a′′

)
,

t = d− 1

2

(
c− ad

b− a
+

c′ − a′d
b′ − a′

+
c′′ − a′′d
b′′ − a′′

)
.

Указание. Для доказательства единственности решения пока-
зать, что определитель системы равен 2(b− a)(b′ − a′)(b′′ − a′′) �= 0.
Для нахождения решения из первого, второго и третьего уравнений
вычесть четвертое, умноженное соответственно на a, a′ и a′′.

592.

x =
1

A
(ap− bq − cr − ds), y =

1

A
(bp + aq − dr + cs),

z =
1

A
(cp + dq + ar − bs), t =

1

A
(dp− cq + br + as),

где A = a2 + b2 + c2 + d2.
Указание. Воспользоваться задачей 468.
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593. xk = (−1)kPk, где Pk — сумма всевозможных произведений
по k чисел a1, a2, . . . , an.

Указание. Воспользоваться задачей 346.

594. xk =
∏

i�=k(b−ai)∏
i�=k(ak−ai)

= f(b)
(b−ak)f ′(ak)

, где f(x) = (x − a1)(x −
− a2) . . . (x− an).

595. xk = (−1)n+k∑n
i=1

bifik
(ai−a1)...(ai−ai−1)(ai−ai+1)...(ai−an)

, где
fik есть сумма всевозможных произведений по n− k из n− 1 чисел
a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an.

596. xk = 1
(ak−a1)...(ak−ak−1)(ak−ak+1)...(ak−an)

∑n
i=1 bifki, где

fki есть сумма всевозможных произведений по n− i из n − 1 чисел
a1, . . . , ak−1, ak+1, . . . , an.

597. xk =
(−1)kPn−k

n!
, где Pi (i = 1, 2, . . . , n − 1) есть сумма

всевозможных произведений по i из n чисел 1, 2, . . . , n и P0 = 1.

598. xk = ck
a−b

− b
∑n

i=1 ci

(a−b)[a+(n−1)b]
.

599. xk =
∏

i�=k
b−ai

ak−ai
.

Указание. Определитель системы представить в виде произведе-
ния двух определителей.

600.Решение. ln(1 + x) = x − 1
2
x2 + 1

3
x3 − 1

4
x4 + . . . . Поэто-

му 1 = (1 + h1x + h2x
2 + . . . )

(
1 − 1

2
x + 1

3
x2 − 1

4
x3 + . . .

)
, откуда

h1 = 1
2
, 1

2
h1 − h2 = 1

3
, 1

3
h1 − 1

2
h2 + h3 = 1

4
, 1

4
h1 − 1

3
h2 + 1

2
h3 −

− h4 = 1
5
, . . . Из первых n уравнений по правилу Крамера получим

требуемое выражение для hn.

602. Указание. Исходя из тождества

1 = (1 + b1x + b2x
2 + b3x

3 + . . . )
(
1 +

x

2!
+

x2

3!
+

x3

4!
+ . . .

)
,

получим систему уравнений для определения b1, b2, b3, . . . Для до-
казательства того, что b2n−1 = 0 при n > 1, заметить, что b1 = −1/2
и что функция

x

ex − 1
− 1 +

1

2
x =

1/2x(ex/2 + e−x/2)− (ex/2 − e−x/2)

ex/2 − e−x/2

четная.

603. Указание. Используя равенства b1 = − 1
2
, b2n−1 = 0 при

n > 1, полученные в предыдущей задаче, положить b2n = cn и в
тождестве

1 =
(
1− 1

2
x + c1x

2 + c2x
4 + c3x

6 + . . .
)(

1 +
x

2!
+

x2

3!
+

x3

4!
+ . . .

)
приравнять коэффициенты отдельно при четных и при нечетных сте-
пенях x.
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604.Указание. Для установления требуемого равенства в тож-
дестве

(x + 1)n = xn + Cn−1
n xn−1 + Cn−2

n xn−2 + · · ·+ C1
nx + x0

положить x = 1, 2, 3, . . . , k − 1 и полученные равенства сложить.
В установленном равенстве заменить n на n − 1, n − 2, . . . , 2, 1 и
из полученной системы n линейных уравнений относительно s0(k),
s1(k), . . . , sn−1(k) найти sn−1(k).

605.

ln =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2
3!

1 0 . . . 0

4
5!

1
2!

1 . . . 0

6
7!

1
4!

1
2!

. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2n

(2n+1)!
1

(2n−2)!
1

(2n−4)!
. . . 1

2!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Указание. Получить тождество

x−x3

3!
+

x5

5!
−x7

7!
+· · · = x

(
1− x2

2!
+

x4

4!
−x6

6!
+. . .

)
(1+l1x

2+l2x
4+. . . ).

606.

fn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2
3!

1 0 . . . 0

4
5!

1
3!

1 . . . 0

6
7!

1
5!

1
3!

. . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2n
(2n+1)!

1
(2n−1)!

1
(2n−3)!

. . . 1
3!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

607.

an =
1

n!
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
1!

1 0 0 . . . 0

1
2!

1
1!

1 0 . . . 0

1
3!

1
2!

1
1!

1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1
n!

1
(n−1)!

1
(n−2)!

1
(n−3)!

. . . 1
1!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Указание. Получить тождество

1 = (1− a1x + a2x
2 − a3x

3 + · · · )
(
1 +

x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!

)
,

получить уравнения для определения a1, a2, . . . , an.
608. 2. 609. 3. 610. 3. 611. 2.
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612. При λ = 0 ранг матрицы равен 2, при λ �= 0 он равен 3.

613. При λ = 3 ранг равен 2, при λ �= 3 ранг равен 3.
619. 3. 620. 2. 621. 3. 622. 2.
629. Указание. Используя линейное выражение всех столбцов

матрицы A через столбцы, проходящие через минор d, показать, что
если d = 0, то строки матрицы A, проходящие через d, линейно
зависимы.

630. Если 0 � r � n − 2, то r̂ = 0. Если r = n − 1, то r̂ = 1.
Если r = n, то r̂ = n.

Указание. Использовать задачу 509 или задачу 747.

631. Решение. Докажем 1). При r = 0 все главные миноры пер-
вого и второго порядков равны нулю. Если A = (aij)n, то a11 =
= a22 = · · · = ann = 0 и∣∣∣∣aii aij

aji ajj

∣∣∣∣ = aiiajj − a2
ij = −a2

ij = 0

для любых i, j = 1, 2, . . . , n; i < j. Отсюда aij = 0, i, j = 1, 2, . . . , n;
A = 0; ранг A равен нулю, что и нужно доказать. При r = n − 1
имеем Mn−1 �= 0, Mn = |A| = 0, ранг A равен n− 1.

Пусть 0 < r � n− 2. Главный минор Mr �= 0. Переставляя соот-
ветственно строки и столбцы матрицы A (что не нарушит симметрии
матрицы A и не изменит ее ранга), мы можем перевести минор Mr

в левый верхний угол матрицы A. Для доказательства 1) достаточ-
но показать, что все миноры (r + 1)-го порядка, окаймляющие Mr,
равны нулю.

Пусть Mij — минор, полученный из Mr окаймлением i-й стро-
кой и j-м столбцом (i, j > r). По условию Mij = 0 при i = j. Пусть
i �= j и D — определитель, полученный из Mr окаймлением i-й и
j-й строками и i-м и j-м столбцами. По условию D = 0. Пусть C —
матрица определителя D. Предположим, что Mij �= 0. Тогда ранг C
равен r + 1 и строки матрицы C с номерами 1, 2, . . . , r, i линейно
независимы. По симметрии C столбцы с теми же номерами также
линейно независимы. По задаче 629 минор Mii, стоящий на пере-
сечении этих строк и столбцов, отличен от нуля, что противоречит
условию. Утверждение 2) следует из 1) или прямо из задачи 629.

632. Указание. Использовать предыдущую задачу.

633. Указание. Использовать решение задачи 631.

634. Указание. Воспользоваться предыдущей задачей.

636. (1, 4,−7, 7).

637. x = (0, 1, 2,−2).

638. x = (1, 2, 3, 4).
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639. Линейно независима.

640.Линейно зависима.

641. Линейно независима.

642. Линейно зависима.

643.Линейно зависима.

644.Линейно независима.

651. Указание. Предположив, что
∑s

i=1 λiai = 0, где не все λi

равны нулю, и выбрав среди λi наибольший по модулю коэффици-
ент λj , показать, что j-я координата взятой линейной комбинации
отлична от нуля.

656. Указание. Предположив, что два вектора ai, aj (i > j)
линейно выражаются через предыдущие, найти выражение вектора b
из выражения ai и подставить найденное выражение в выражение ai.

657. Указание. К системе a1, a2, . . . , ar приписать впереди b1

и вычеркнуть векторы, линейно выражающиеся через предыдущие; к
полученной системе приписать впереди b2 и снова вычеркнуть век-
торы, линейно выражающиеся через предыдущие, и т. д.

Воспользоваться предыдущей задачей.

658. Указание. Использовать задачи 653 и 657.

659. Указание. Считая данную подсистему упорядоченной, при-
писать после нее все векторы системы и вычеркнуть все векторы,
линейно выражающиеся через предыдущие.

662. Таких чисел подобрать нельзя.

664. Указание. При доказательстве 3) использовать задачу 663,
а также задачу 658, пункт в).

665. λ = 15.
666. λ — любое число.
667. λ — любое число.
668. λ не равно 12.
669. Такого значения λ не существует.
670. В задаче 665 векторы a1, a2, a3 компланарны (т. е. лежат

в одной плоскости), но не коллинеарны (т. е. не лежат на одной пря-
мой). При λ = 15 вектор b попадает в ту же плоскость и выражается
через a1, a2, a3, а при λ �= 15 он не лежит в этой плоскости и не
выражается через эти векторы. В задаче 666 векторы a1, a2, a3 не
компланарны и любой вектор трехмерного пространства через них
линейно выражается. В задаче 667 векторы a1, a2 не коллинеарны
и лежат в плоскости 4x1 − 3x2 = 0.

При любом значении λ вектор b лежит в той же плоскости и
линейно выражается через a1, a2.
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В задаче 668 векторы a1, a2 не коллинеарны, а вектор b не
компланарен a1, a2. При λ = 12 вектор a3 компланарен a1, a2 и
вектор b через a1, a2, a3 не выражается. При λ �= 12 векторы a1,
a2, a3 не компланарны и b через них выражается.

В задаче 669 векторы a1, a2, a3 лежат в плоскости 3x2−x3 = 0.
С изменением λ от −∞ до +∞ конец вектора b описывает прямую
x2 = 2, x3 = 5 параллельную этой плоскости. Вектор b ни при каком
значении λ не лежит в указанной плоскости и не выражается через
a1, a2, a3.

672. Таких систем четыре: 1) a1, a3; 2) a1, a4; 3) a2, a3;
4) a2, a4.

673. 1) a1, a2; 2) a2, a3.

674. Любые два вектора образуют базу.

675. 1) a1, a4; 2) a2, a4; 3) a3, a4.

676. Любые три вектора, кроме a1, a2, a5 и a3, a4, a5, образуют
базу.

677. Единственная база будет в том и только в том случае, ко-
гда либо вся система совпадает со своей базой, либо все векторы
системы, не входящие в ее базу, равны нулю.

678. Две базы.

679. Базу образуют, например, векторы a1, a2, a4; a3 = a1−a2.

680.Одну из баз образуют векторы a1, a2, a3; a4 = 2a1−3a2 +
+ 4a3.

681. Одну из баз образуют векторы a1, a2, a5; a3 = a1−a2+a5,
a4 = 3a1 + 4a2 − 2a5.

682. Указание. При доказательстве 1) в равенство
∑n

j=1 αjxj =
= 0 подставить выражения xi =

∑r
j=1 λijxj (i = r + 1, r + 2, . . . , n)

и показать, что αj = −∑n
i=r+1 αiλi,j , j = 1, 2, . . . , r.

Пользуясь этим, показать, что если ai = (−λi,1,−λi,2, . . . ,
−λi,r, 0, . . . , 1, . . . , 0), i = r + 1, r + 2, . . . , n, где равная едини-
це координата занимает (r + i)-е место, и a = (α1, α2, . . . , αn), то
a =

∑n
i=r+1 αiai.

При доказательстве 2)–4) использовать задачу 664.

683. 2f1 − 3f2 − f3 = 0, f1 − 3f2 + f4 = 0.

684. f1 − 2f2 − f3 = 0, f1 − 3f2 + f4 = 0, 3f1 − 8f2 − f5 = 0.

685. Формы линейно независимы. Основной системы линейных
соотношений не существует.

686. 2f1 − f2 − f3 = 0, 2f1 − 2f2 + f4 − f5 = 0.

687. 2f1 − f2 = 0, f1 − f3 − f4 + f5 = 0.
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688. Указание. Использовать задачу 661 или 657.

689. Например, общее решение x1 = x3−9x4−2
11

, x2 =
= −−5x3+x4+10

11
; частное решение x1 = −1, x2 = 1, x3 = 0, x4 = 1.

690.Например, общее решение x3 = 22x1 − 33x2 − 11, x4 =
= −16x1 + 24x2 + 8; частное решение: x1 = 2, x2 = 1, x3 = x4 = 0.

691. Общее решение: x3 = 1− 3x1 − 4x2, x4 = 1; частное реше-
ние: x1 = −1, x2 = 1, x3 = 0, x4 = 1.

692. Система несовместна.

693. Система имеет единственное решение x1 = 3, x2 = 2,
x3 = 1.

694.Общее решение: x3 = 6−15x1+10x2, x4 = −7+18x1−12x2;
частное решение: x1 = x2 = x3 = 1, x4 = −1.

695. Общее решение: x3 = 34x1−17x2−29
5

, x4 = 16x1−8x2−16
5

;
частное решение: x1 = 2, x2 = 1, x3 = 22/5, x4 = 8/5.

696. Общее решение: x3 = 2 − 27
13

x1 + 9
13

x2, x4 = −1 + 3
13

x1 −
− 1

13
x2; частное решение: x1 = x2 = 1, x3 = 8/13, x4 = −11/13.

697. Общее решение: x1 = −6+8x4
7

, x2 = 1−13x4
7

, x3 = 15−6x4
7

;
частное решение: x1 = −2, x2 = 2, x3 = 3, x4 = −1.

698. Система несовместна.
699. Общее решение: x3 = −1 − 8x1 + 4x2, x4 = 0, x5 = 1 +

+ 2x1 − x2; частное решение: x1 = 1, x2 = 2, x3 = −1, x4 = 0,
x5 = 1.

700. Общее решение: x3 = 13, x4 = 19 − 3x1 − 2x2, x5 = −34;
частное решение: x1 = 1, x2 = 8, x3 = 13, x4 = 0, x5 = −34.

701. Общее решение: x3 = − 9
2
−x1−2x2, x4 = − 25

2
−2x1−4x2,

x5 = − 15
2
− 2x1 − 4x2; частное решение: x1 = 1, x2 = −3, x3 = 1

2
,

x4 = − 5
2
, x5 = 5

2
.

702. Общее решение: x3 = 4
3
x1 + 2

3
x2, x4 = − 14

3
x1 − 7

3
x2 − 1,

x5 = 4
3
x1 + 2

3
x2 + 2; частное решение: x1 = x2 = 1, x3 = 2, x4 = −8,

x5 = 4.
703. Система имеет единственное решение: x1 = 3, x2 = 0, x3 =

= −5, x4 = 11.
704. Система несовместна.
705. Указание. При доказательстве минимальности числа n −

−r свободных неизвестных воспользоваться связью решений неодно-
родной и соответствующей однородной систем уравнений и тем, что
число неизвестных однородной системы, могущих принимать произ-
вольные, не зависящие друг от друга значения, равно максимальному
числу линейно независимых решений и, значит, не зависит от выбора
этих неизвестных.
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706. x1 = 1
2
x4 + 31

6
, x2 = 2

3
, x3 = − 1

2
x4 − 7

6
.

707. x1 = x4 − 53
18

x5 + 20
9
, x2 = − 5

2
x4 + 5

6
x5 − 5

3
, x3 = 2

9
x5 − 1

9
.

708. Системы несовместны.

709. Система имеет единственное решение: x1 = 1, x2 = 2, x3 =
= −4, x4 = −3.

710. x1 = − 12
205

, x2 = 176
123

+ 4
3
x3, x4 = 97

205
. Здесь x3 — свободное

неизвестное.

711. x1 = − 1
2
− 7

12
x2 − 5

4
x3 − 7

8
x5, x4 = 1 − 1

2
x5, где x2, x3,

x5 — свободные неизвестные.

712. При λ �= 0 система несовместна. При λ = 0 она совместна
и общее решение имеет вид

x1 =
−5x3 − 13x4 − 3

2
, x2 =

−7x3 − 19x4 − 7

2
.

713. При λ = 0 система несовместна. При λ �= 0 она совместна
и общее решение имеет вид x1 = 4−λ

5λ
− 3

5
x3, x2 = 9λ−16

5λ
− 8

5
x3,

x4 = 1
λ
.

714. При λ = 1 система несовместна. При λ �= 1 она совместна
и общее решение имеет вид x1 = 43−8λ

8−8λ
− 9

8
x3, x2 = 5

4−4λ
+ 1

4
x3,

x4 = 5
λ−1

.

715. Система совместна при любом значении λ. При λ = 8 общее
решение имеет вид x2 = 4 + 2x1 − 2x4, x3 = 3 − 2x4, где x1, x4 —
свободные неизвестные. При λ �= 8 общее решение имеет вид x1 = 0,
x2 = 4− 2x4, x3 = 3− 2x4, где x4 — свободное неизвестное.

716. Система совместна при любых значениях λ. При λ = 8
общее решение имеет вид x3 = −1, x4 = 2 − x1 − 3

2
x2, где x1,

x2 — свободные неизвестные. При λ �= 8 общее решение имеет вид
x2 = 4

3
− 2

3
x1, x3 = −1, x4 = 0, где x1 — свободное неизвестное.

717. При (λ−1)(λ+2) �= 0 система имеет единственное решение:
x1 = x2 = x3 = 1

λ+3
. При λ = 1 общее решение имеет вид x1 = 1−

−x2−x3, где x2 и x3 — свободные неизвестные. При λ = −2 система
несовместна.

718. При (λ−1)(λ+3) �= 0 система имеет единственное решение:
x1 = x2 = x3 = x4 = 1/(λ + 3). При λ = 1 общее решение имеет вид
x1 = 1− x2 − x3 − x4, где x2, x3, x4 — свободные неизвестные. При
λ = −3 система несовместна.

719. При λ(λ+3) �= 0 система имеет единственное решение: x1 =

= 2−λ2

λ(λ+3)
, x2 = 2λ−1

λ(λ+3)
, x3 = λ3+2λ2−λ−1

λ(λ+3)
. При λ = 0 и при λ = −3

система несовместна.
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720. При λ(λ+3) �= 0 система имеет единственное решение: x1 =
= 2−λ2, x2 = 2λ−1, x3 = λ3+2λ2−λ−1. При λ = 0 общее решение
имеет вид: x1 = −x2−x3, где x2, x3 — свободные неизвестные. При
λ = −3 общее решение имеет вид x1 = x2 = x3, где x3 — свободное
неизвестное.

721. Если a, b, c попарно различны, то система имеет единствен-
ное решение:

x =
(b− d)(c− d)

(b− a)(c− a)
, y =

(d− a)(d− c)

(b− a)(b− c)
, z =

(d− a)(d− b)

(c− a)(c− b)
.

Если среди чисел a, b, c, d имеется только два различных, причем
a �= b или a �= c или b �= c, то решение зависит от одного параметра.
Например, в случае d = a �= b = c общее решение имеет вид x =
= b−d

b−a
= 1, y = a−c

b−a
z, где z — свободное неизвестное, играющее

роль упомянутого параметра, определяющего решение.
Если a = b = c = d, то решение зависит от двух параметров,

общее решение имеет, например, вид x = 1 − y − z, где y, z —
свободные неизвестные. Если среди чисел a, b, c два различны и d
не равно ни одному из них или если A = b = c �= d, то система
несовместна.

722. При D = abc−a− b− c+2 �= 0 система имеет единственное
решение: x = (b − 1)(c − 1)/D, y = (a − 1)(c − 1)/D, z = (a −
− 1)(b − 1)/D. В этом случае нулевые значения могут иметь какие-
либо два неизвестных одновременно, причем третье неизвестное и
соответствующий параметр равны единице. Например, x = y = 0,
z = c = 1. Если D = 0, причем одно и только одно из чисел a,
b, c отлично от единицы, то решение зависит от одного параметра,
например, при a �= b = c = 1 общее решение имеет вид x = 0, y =
= 1− z. В этом случае одно или два неизвестных обязательно равны
нулю.

Если a = b = c = 1, то общее решение имеет вид x = 1− y − z,
причем одно или два из неизвестных могут равняться нулю. Если
D = 0 и ни одно из чисел a, b, c не равно единице, то система
несовместна. Случай D = 0, причем одно и только одно из чисел a,
b, c равно единице, невозможен.

723. Если D = abc − a − b − c + 2 �= 0, то система имеет един-
ственное решение:

x =
abc− 2bc + b + c− a

D
, y =

abc− 2ac + a + c− b

D
,

z =
abc− 2ab + a + b− c

D
.
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Если D = 0 и только одно из чисел a, b, c отлично от единицы, то
решение зависит от одного параметра, например, при a �= b = c = 1
общее решение имеет вид x = 1, y = −z, где z — свободное неиз-
вестное. Если a = b = c = 1, то решение зависит от двух параметров
и общее решение имеет вид x = 1−y−z, где y, z — свободные неиз-
вестные. Если D = 0, причем все числа a, b, c отличны от единицы,
то система несовместна. Случай D = 0 и только одно из чисел a, b,
c равно единице невозможен.

Указание. Для доказательства несовместности системы в слу-
чае D = 0 при условии, что все числа a, b, c отличны от едини-
цы, показать справедливость тождеств: D − Dx = 2(b − 1)(c − 1),
D−Dy = 2(a−1)(c−1), D−Dz = 2(a−1)(b−1), где Dx, Dy , Dz —
соответственно числители в написанных выше выражениях для x,
y, z.

724. Например, общее решение: x1 = 8x3−7x4, x2 = −6x3+5x4.
Фундаментальная система решений:

x1 x2 x3 x4

8 −6 1 0
−7 5 0 1

725. Общее решение: x3 = − 5
2
x1 + 5x2, x4 = 7

2
x2 − 7x2. Фунда-

ментальная система решений:
x1 x2 x3 x4

1 0 −5/2 +7/2

0 1 +5 −7

726. Общее решение: x4 = − 9x1+6x2+8x3
4

, x5 = 3x1+2x2+4x3
4

.
Фундаментальная система решений:

x1 x2 x3 x4 x5

1 0 0 −9/4 3/4

0 1 0 −3/2 1/2

0 0 1 −2 1

727. Система имеет только нулевое решение. Фундаментальной
системы решений не существует.

728. Общее решение: x4 = −9x1+3x2−10x3
11

, x5 = −3x1+x2+4x3
11

.
Фундаментальная система решений:

x1 x2 x3 x4 x5

1 0 0 −9/11 −3/11

0 1 0 3/11 1/11

0 0 1 −10/11 4/11

729. Система имеет только нулевое решение.
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730. Общее решение: x1 = x4 − x5, x2 = x4 − x6, x3 = x4.
Фундаментальная система решений:

x1 x2 x3 x4 x5 x6

1 1 1 1 0 0
−1 0 0 0 1 0
0 −1 0 0 0 1

731. Общее решение: x1 = 0, x2 = x3−2x5
3

, x4 = 0, где x3, x5 —
свободные неизвестные. Фундаментальная система решений:

x1 x2 x3 x4 x5

0 1/3 1 0 0
0 −2/3 0 0 1

732. Общее решение: x1 = −3x3 − 5x5, x2 = 2x3 + 3x5, x4 =
= 0, где x3, x5 — свободные неизвестные. Фундаментальная система
решений:

x1 x2 x3 x4 x5

−3 2 1 0 0
−5 3 0 0 1

735. x1 = 13c, x2 = 2c, x3 = 7c.

736. x1 = 4c1, x2 = 8c2, x3 = −3c1 + 3c2, x4 = c1 − c2.

737. x1 = 2c1, x2 = c2, x3 = 3c3, x4 = −3c1−c2−4c3, x5 = −c3.

738. x1 = 14c1, x2 = 42c2, x3 = 42c3, x4 = −3c1 + 3c2 − 9c3,
x5 = −8c1 + 8c2 − 10c3.

739. x1 = c1 − 7c2, x2 = 2c1 + 6c2, x3 = c1 + 3c2, x4 = −4c1,
x5 = −5c2.

740. x1 = 11c1, x2 = 33c2, x3 = −24c1 − 57c2, x4 = 5c1 + 5c2,
x5 = −c1 − c2.

741. Строки матрицы A не образуют, строки матрицы B
образуют.

742. Четвертая строка вместе с любыми двумя из первых трех
строк образует фундаментальную систему, а остальные системы строк
не образуют.

743. Указание. В первой части задачи применить результат за-
дачи 734. Во второй части показать, что если значения свободных
неизвестных в некоторой системе решений дают линейно зависимые
строки, то и вся система решений линейно зависима.

748. Указание. Приписать к матрице системы сверху любую из
ее строк и определитель полученной матрицы разложить по первой
строке. Использовать задачу 746.

749. Частное решение: x1 = −2, x2 = −6, x3 = 7. Общее реше-
ние: x1 = −2c, x2 = −6c, x3 = 7c.
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750. Частное решение: x1 = 3, x2 = −2, x3 = 0. Общее решение:
x1 = 3c, x2 = −2c, x3 = 0.

751. Частное решение: x1 = −6, x2 = 11, x3 = −9, x4 = 4.
Общее решение: x1 = 6c, x2 = −11c, x3 = 9c, x4 = −4c.

752. Частное решение: x1 = 3, x2 = 0, x3 = 4, x4 = 0. Общее
решение: x1 = 3c, x2 = 0, x3 = 4c, x4 = 0.

754. а)
∑n

j=1 aijxj = 2bi (i = 1, 2, . . . , s); б)
∑n

j=1 aijxj = λbi

(i = 1, 2, . . . , s).

755. В обоих случаях необходимым и достаточным условием яв-
ляется однородность данной системы.

756. При условии, что сумма коэффициентов данной линейной
комбинации равна единице.

757. Первое неизвестное в любом решении принимает значение,
равное нулю. Если коэффициенты при всех неизвестных, кроме пер-
вого и, например, второго, равны нулю, то второе неизвестное при-
нимает определенное значение, которое находится из уравнения, со-
держащего ненулевой коэффициент при втором неизвестном, если
отбросить там все члены с другими неизвестными; в этом случае
все неизвестные, начиная с третьего, могут принимать любые значе-
ния. Если же по крайней мере три неизвестных (например, x1, x2 и
x3) встречаются с ненулевыми коэффициентами, то все неизвестные,
кроме первого, могут принимать любые значения, причем их значе-
ния в каждом решении связаны одним соотношением, полученным
из любого уравнения системы, содержащего ненулевой коэффициент
при втором неизвестном, если выбросить член с первым неизвестным.

Равенство нулю всех коэффициентов при первом неизвестном
или при всех неизвестных, начиная со второго, при условиях задачи
невозможно.

758. Необходимым и достаточным условием для этого является
то, чтобы ранг матрицы из коэффициентов при неизвестных умень-
шался на единицу при вычеркивании k-го столбца, иными словами,
чтобы k-й столбец не был линейной комбинацией остальных столб-
цов этой матрицы.

759. Ранг расширенной матрицы (из коэффициентов при неиз-
вестных и свободных членов) должен при вычеркивании k-го столбца
уменьшаться на единицу.

760. e = ad− bc = 0.

761. Одно условие, выражающее неравенство нулю определителя
D порядка r, и (s − r)(n − r + 1) условий, выражающих равенство
нулю определителей (r + 1)-го порядка, окаймляющих D.
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Последние условия независимы, так как каждое содержит эле-
мент, не входящий в другие условия, стоящий на пересечении окай-
мляющих строки и столбца и имеющий множитель D �= 0.

762. Либо по крайней мере два из чисел, a, b, c, d, e равны −1,
либо ни одно из них не равно −1, но тогда

a

a + 1
+

b

b + 1
+

c

c + 1
+

d

d + 1
+

e

e + 1
= 1.

763. λ = af + bg + ch = 0.
Указание. Сложить все уравнения, предварительно помножив их

соответственно на λx, λy, λz, λt. Получив условие λ = 0, опреде-
литель системы можно вычислить как кососимметрический по зада-
че 547.

764.

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

765.

∣∣∣∣∣∣
x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

766.

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Это условие является достаточным, если в случае трех парал-
лельных прямых считать их общей точкой несобственную (беско-
нечно удаленную) точку данного направления. Если не допускать
несобственных точек, необходимым и достаточным условием будет
равенство рангов двух матриц⎛⎝a1 b1

a2 b2

a3 b3

⎞⎠ и

⎛⎝a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

⎞⎠ .

767. Ранг матрицы

⎛⎜⎜⎝
x1 y1 1
x2 y2 2
. . . . . . . . . . .
xn yn 1

⎞⎟⎟⎠ должен быть менее трех.

768. При допущении несобственных точек ранг матрицы⎛⎜⎜⎝
a1 b1 c1

a2 b2 c3

. . . . . . . . . . . .
an bn cn

⎞⎟⎟⎠
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должен быть менее трех. При недопущении несобственных точек
ранг приведенной матрицы должен совпадать с рангом матрицы⎛⎜⎝a1 b1

a2 b2

. . . . . . .
an bn

⎞⎟⎠ .

769.

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2

1 + y2
1 x1 y1 1

x2
2 + y2

2 x2 y2 1
x2

3 + y2
3 x3 y3 1

x2
4 + y2

4 x4 y4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

770.

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 + y2 x y 1
x2

1 + y2
1 x1 y1 1

x2
2 + y2

2 x2 y2 1
x2

3 + y2
3 x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

771. x2 +y2−4x−1 = 0. Центр в точке (2, 0). Радиус равен
√

5.

772. Указание. Использовать ответ задачи 770.

773.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 xy y2 x y 1
x2

1 x1y1 y2
1 x1 y1 1

x2
2 x2y2 y2

2 x2 y2 1
x2

3 x3y3 y2
3 x3 y3 1

x2
4 x4y4 y2

4 x4 y4 1
x2

5 x5y5 y2
5 x5 y5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

774. Гипербола x2

9
− y2

25
= 1.

775. 2x2 + 7y2 + y − 8 = 0. Это — эллипс с центром в точ-
ке (0,−1/14 и полуосями длины 15

28

√
14 и 15

14
, причем бо́льшая ось

параллельна оси абсцисс, а малая лежит на оси ординат.

776.

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1
x4 y4 z4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

777.

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1
1 1 1 1
2 3 −1 1
3 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, или 4x + y + 3z − 8 = 0.

778. Если допускать несобственные (бесконечно удаленные) точ-
ки, то ∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a4 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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Если же не допускать несобственных точек, то ранг матрицы⎛⎜⎜⎝
a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a4 b4 c4 d4

⎞⎟⎟⎠
не должен изменяться при вычеркивании последнего столбца.

779. Ранг матрицы ⎛⎜⎜⎝
a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

. . . . . . . . . . . . . . . .
an bn cn dn

⎞⎟⎟⎠
равен двум и не изменяется при вычеркивании последнего столбца.

780.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 + y2 + z2 x y z 1
x2

1 + y2
1 + z2

1 x1 y1 z1 1
x2

2 + y2
2 + z2

2 x2 y2 z2 1
x2

3 + y2
3 + z2

3 x3 y3 z3 1
x2

4 + y2
4 + z2

4 x4 y4 z4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

781. x2 +y2 +z2−x−2 = 0. Центр находится в точке (1/2, 0, 0).
Радиус равен 3/2.

782. Система трех линейных уравнений с двумя неизвестными,
в которой расширенная матрица и три матрицы коэффициентов при
неизвестных для любой пары уравнений все имеют ранг 2.

783. Система трех линейных уравнений с двумя неизвестными,
в которой ранги матриц из коэффициентов при неизвестных в лю-
бой паре уравнений равны двум, а ранг расширенной матрицы равен
трем.

784. Система трех уравнений с тремя неизвестными, в которой
ранги всех матриц из коэффициентов при неизвестных любых двух, а
также всех трех уравнений равны двум, а ранг расширенной матрицы
равен трем.

785. Система четырех линейных уравнений с тремя неизвест-
ными, в которой ранги матриц из коэффициентов при неизвестных
любых трех уравнений равны трем, а ранг расширенной матрицы
равен 4.

786. Четыре плоскости проходят через одну точку, причем ника-
кие три из них не проходят через одну прямую.

787. Если не рассматривать несобственные (бесконечно удален-
ные) прямые и плоскости, то уравнения вида 0x+0y = a и 0x+0y +
+ 0z = a при a, не равном нулю, не имеют геометрического смысла,
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а при a = 0 удовлетворяются координатами любой точки плоско-
сти или пространства. Исключая уравнения такого вида и обозначая
ранг матрицы из коэффициентов при неизвестных через r, а ранг
расширенной матрицы через r1, имеем:

Для систем с двумя неизвестными:
1. r = 2, r1 = 3. Система не имеет решений. Прямые не прохо-

дят через одну точку, причем хотя бы две прямые различны
и пересекаются.

2. r = r1 = 2. Система имеет единственное решение. Прямые
проходят через одну точку, причем хотя бы две прямые раз-
личны.

3. r = 1, r1 = 2. Система не имеет решений. Прямые параллель-
ны или совпадают, причем хотя бы две прямые различны.

4. r = r1 = 1. Решение зависит от одного параметра. Все пря-
мые совпадают.

Для систем с тремя неизвестными:
1. r = 3, r1 = 4. Система не имеет решений. Плоскости не про-

ходят через одну точку, причем хотя бы три из них различны
и проходят через одну точку.

2. r = r1 = 3. Система имеет единственное решение. Плоскости
проходят через одну точку, причем хотя бы три из них не
проходят через одну прямую.

3. r = 2, r1 = 3. Система не имеет решений. Плоскости не
проходят через одну точку, причем хотя бы три плоскости
различны и любые три различные плоскости либо не имеют
общей точки, либо проходят через одну прямую.

4. r = r1 = 2. Решение зависит от одного параметра. Все плос-
кости проходят через одну прямую, причем хотя бы две из
них различны.

5. r = 1, r1 = 2. Система не имеет решений. Плоскости парал-
лельны или совпадают, причем хотя бы две из них различны.

6. r = r1 = 1. Решение зависит от двух параметров. Все плос-
кости совпадают.

МАТРИЦЫ И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ

788.

(
5 2
7 0

)
. 789.

(
aα + bγ aβ + bδ
cα + dγ cβ + dδ

)
. 790.

⎛⎝1 5 −5
3 10 0
2 9 −7

⎞⎠.
791.

⎛⎝11−22 29
9 −27 32
13−17 26

⎞⎠. 792.

⎛⎜⎜⎝
10 17 19 23
17 23 27 35
16 12 9 20
7 1 3 10

⎞⎟⎟⎠. 793.

⎛⎜⎜⎝
8 6 4 2
5 0−5−10
7 7 7 7
10 9 8 7

⎞⎟⎟⎠.
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794.

(
0 0
0 0

)
. 795.

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠. 796.

(
2 0
0 3

)
. 797.

⎛⎝1 0 0
0 2 0
0 0 5

⎞⎠.

798.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

⎞⎟⎟⎠. 799.

(
13 −14
21 −22

)
. 800.

(
304 −61
305 −62

)
.

801.

(
1 0
0 1

)
при n четном,

(
2 −1
3 −2

)
при n нечетном.

802.

(
cos nα − sin nα
sin nα cos nα

)
. 803.

⎛⎜⎜⎜⎝
λk

1 0

λk
2

. . .
0 λk

n

⎞⎟⎟⎟⎠.
804.

(
1 n
0 1

)
. 805.

(
λn nλn−1

0 λn

)
.

806.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 3 6 . . . n(n+1)

2

0 1 3 . . . (n−1)n
2

0 0 1 . . . (n−2)(n−1)
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,
где n — порядок данной матрицы.

807.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 C1

n−1 C2
n−1 C3

n−1 . . . Cn−1
n−1

0 1 C1
n−1 C2

n−1 . . . Cn−2
n−1

0 0 1 C1
n−1 . . . Cn−3

n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

808.

(
3197 −1266
7385 −922

)
. 809.

⎛⎝190 189 −189
126 127 −126
252 252 −251

⎞⎠.
811. а) i-я и j-я строки произведения поменяются местами;

б) к i-й строке произведения прибавится j-я строка, умноженная на c;
в) i-й и j-й столбцы произведения поменяются местами;
г) к i-му столбцу произведения прибавится j-й столбец, умножен-
ный на c.

822.

(
a 2b
3b a + 3b

)
, где a и b — любые числа.

823.

(
a 3b
−5b a + 9b

)
, где a и b — любые числа.
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824.

⎛⎝a b c
0 a b
0 0 a

⎞⎠. 825.

⎛⎜⎜⎝
a b c d
0 a b c
0 0 a b
0 0 0 a

⎞⎟⎟⎠.
826. c = cos 2kπ

n
+ i sin 2kπ

n
(k = 0, 1, 2, . . . , n − 1), n — порядок

матрицы A.

827. f(A) =

⎛⎝ 21 −23 15
−13 4 10
−9 22 25

⎞⎠. 828.

⎛⎝0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠.
830. Указание. Матрицы порядка n считать n2-мерными векто-

рами.

831. Указание. Применить задачу 814.
Замечание. В задаче предполагается, что элементы матриц A и

B — числа. Для поля характеристики p �= 0 результат неверен. Так,
для матриц порядка p

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ и B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
0 2 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . p− 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
имеем AB −BA = E.

832.

(
a b
c −a

)
, где a, b, c — любые числа, удовлетворяющие

соотношению a2 + bc = 0.

833. Указание. Используя задачу 829, доказать, что если A =

=

(
a b
c d

)
, то Ak = (a + d)k−1A.

834.±E или
(

a b
c −a

)
, где a2 + bc = 1.

835. Если |A| �= 0, то X = 0; если |A| = 0, но A �= 0, причем
отношение элементов первого столбца матрицы A к соответствую-

щим элементам второго столбца = α, то X =

(
x y
−αx −αy

)
при

любых x, y; если оба элемента второго столбца матрицы A равны
нулю, но хотя бы один элемент первого столбца отличен от нуля, то

X =

(
0 0
x y

)
с любыми x, y; если A = 0, то X — любая матрица.

836.

(−2 1
3/2 −1/2

)
. 837.

(
7 −4
−5 3

)
. 838. 1

ad−bc

(
d −b
−c a

)
.

839.

(
cos α sin α
− sin α cos α

)
. 840.

⎛⎝ 1 −1 1
−38 41 −34
27 −29 24

⎞⎠.
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841.

⎛⎝−8 29 −11
−5 18 −7
1 −3 1

⎞⎠. 842.

⎛⎝−7/3 2 −1/3
5/3 −1 −1/3
−2 1 1

⎞⎠.
843. 1

9

⎛⎝1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

⎞⎠. 844. 1
4

⎛⎜⎜⎝
1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

⎞⎟⎟⎠.

845.

⎛⎜⎜⎝
22 −6 −26 17
−17 5 20 −13
−1 0 2 −1
4 −1 −5 3

⎞⎟⎟⎠. 846.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0 . . . 0
0 1 −1 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

847.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 1 −1 . . . (−1)n−1

0 1 −1 1 . . . (−1)n−2

0 0 1 −1 . . . (−1)n−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,
n — порядок данной матрицы.

848.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −a 0 0 . . . 0
0 1 −a 0 . . . 0
0 0 1 −a . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

849.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 . . . 0 0
−a 1 0 0 . . . 0 0
a2 −a 1 0 . . . 0 0
−a3 a2 −a 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(−a)n (−a)n−1 (−a)n−2 (−a)n−3 . . . a 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

850.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −2 1 0 . . . 0 0
0 1 −2 1 . . . 0 0
0 0 1 −2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 −2
0 0 0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

851. 1
n+1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n n− 1 n− 2 n− 3 . . . 1

n− 1 2(n− 1) 2(n− 2) 2(n− 3) . . . 2
n− 2 2(n− 2) 3(n− 2) 3(n− 3) . . . 3
n− 3 2(n− 3) 3(n− 3) 4(n− 3) . . . 4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 2 3 4 . . . n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
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852.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2− n 1 1 . . . 1

1 −1 0 . . . 0
1 0 −1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 0 0 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

853. 1
n−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2− n 1 1 . . . 1

1 2− n 1 . . . 1
1 1 2− n . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 2− n

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

854.− 1
a(n+a)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1− n− a 1 1 . . . 1

1 1− n− a 1 . . . 1
1 1 1− n− a . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1− n− a

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

855. − 1
s

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1−a1s

a2
1

1
a1a2

1
a1a3

. . . 1
a1an

1
a2a1

1−a2s

a2
2

1
a2a3

. . . 1
a2an

1
a3a1

1
a3a2

1−a3s

a2
3

. . . 1
a3an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

ana1

1
ana2

1
ana3

. . . 1−ans
a2

n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,
где s = 1 + 1

a1
+ 1

a2
+ · · ·+ 1

an
.

857.

⎛⎜⎜⎝
−7 5 12 −19
3 −2 −5 8
41 −30 −69 111
−59 43 99 −159

⎞⎟⎟⎠.

858. 1
ns

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1− s 1 + s 1 . . . 1 1

1 1− s 1 + s . . . 1 1
1 1 1− s . . . 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 + s 1 1 . . . 1 1− s

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, где s = n(n+1)
2

.

Указание. В системе уравнений для элементов k-го столбца об-
ратной матрицы из каждого уравнения от первого до (n − 1)-го вы-
честь следующее и полученные n− 1 уравнений сложить. Все неиз-
вестные выразить через k-е.

859. 1
nhs

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
h− s h + s h . . . h h

h h− s h + s . . . h h
h h h− s . . . h h

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
h + s h h . . . h h− s

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,
где s = na+h · n(n−1)

2
— сумма элементов какой-нибудь строки (или

столбца) данной матрицы.
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860. 1
n

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 . . . 1

1 ε−1 ε−2 ε−3 . . . ε−(n−1)

1 ε−2 ε−4 ε−6 . . . ε−2(n−1)

1 ε−3 ε−6 ε−9 . . . ε−3(n−1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ε−(n−1) ε−2(n−1) ε−3(n−1) . . . ε−(n−1)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
Указание. Написать уравнения с неизвестными x1, x2, . . . , xn

для определения элементов k-го столбца обратной матрицы. Каж-
дое уравнение помножить на такую степень ε, чтобы коэффициент
при определенном неизвестном xj обратился в единицу. Полученные
уравнения сложить.

861.

(−1 −1
2 3

)
. 862.

(
3 −2
5 −4

)
. 863.

(
1 2
3 4

)
.

864.

⎛⎝6 4 5
2 1 2
3 3 3

⎞⎠. 865.

⎛⎝1 2 3
4 5 6
7 8 9

⎞⎠. 866.

⎛⎝1 1 1
1 2 3
2 3 1

⎞⎠.
867. Общий вид решения:

(
2+3c1

2
3+3c2

2

c1 c2

)
, c1 и c2 — любые

числа.

868. Общий вид решения:

(
c1

2−3c1
4

c2
9−3c2

4

)
, c1 и c2 — произвольные

числа.

869. Решения не существует.

870. Общий вид решения:

⎛⎝7− 3c1 5− 3c2 7− 3c3

c1 c2 c3

5c1 − 9 5c2 − 3 5c3 − 7

⎞⎠, c1, c2,

c3 — произвольные числа.

871.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
872. В матрице A−1 соответственно: а) поменяются местами i-й

и j-й столбцы; б) i-й умножится на 1/c; в) из j-го столбца вычтется
i-й, умноженный на c.

При преобразовании столбцов матрицы A аналогично указанному
меняются строки матрицы A−1.

879. A−1 =

(
Ek −U
0 El

)
.

881. При умножении A слева на H1 все строки A сдвигаются
на одну позицию вверх, причем первая строка исчезает, а последняя
заменяется нулевой.
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При умножении A справа на H1 аналогичное изменение происхо-
дит со сдвигом столбцов вправо. При умножении на H−1 слева (спра-
ва) происходит такой же сдвиг строк вниз (соответственно столбцов
влево).

890. Условие AB = −BA удовлетворяется, например, для мат-
риц

A =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ , B =

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Указание. При построении матриц A и B воспользоваться ука-
занием к задаче 1747.

897. Указание. Использовать значение взаимного определителя
(задача 506) и свести задачу к предыдущей.

898. Указание. Использовать указание к предыдущей задаче.

899. Указание. Использовать тождество задачи 502 или формулу
Бинэ–Коши в задаче 499.

900.Указание. Использовать тождество задачи 504.

901. Указание. Использовать формулу Бинэ–Коши в задаче 499.

902. Указание. Использовать формулу Бинэ–Коши в задаче 499.

903. Указание. Использовать задачи 896 и 507.

904.Указание. Использовать задачу 507.

905.Диагональные элементы равны ±1.

906.Диагональные элементы по модулю равны единице.

913. Указание. Использовать формулу Бинэ–Коши, данную в за-
даче 499 или указание к той же задаче.

915. Указание. Воспользоваться предыдущей задачей.

920. Указание. Воспользоваться задачей 913.

921. Указание. Применить теорему Лапласа, неравенство Коши–
Буняковского и формулу Бинэ–Коши (см. задачи 503 и 499).

922. Указание. Пусть n— число строк A, B, C; k — число столб-
цов B; l — число столбцов C. Проверить выполнение неравенства в
случаях k + l > n и ранг A < k + l � n.

Показать, что при k + l = n задача совпадает с предыдущей.
Проверить, что неравенство обращается в равенство при k + l � n и
дополнительном условии B′ · C = 0. Наконец, в случае, когда ранг
A = k + l < n, дополнить A до квадратной матрицы (A,D) = P =
= (B, Q), где Q = (C, D), при помощи n−k−l линейно независимых
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столбцов так, чтобы A′D = 0 (это можно сделать путем построения
фундаментальной системы решений однородной системы уравнений
с матрицей A′), применить предыдущий случай к матрицам P =
= (A,D) и Q = (C, D) и принять во внимание, что P = (B, Q) и
|D′D| > 0.

923. Указание. Несколько раз применить неравенство предыду-
щей задачи.

924. Указание. Применить повторно неравенства задачи 922.

925. Указание. Применить рассуждения, аналогичные приведен-
ным в указании к задаче 922.

926. Указание. Повторно применить неравенство предыдущей за-
дачи и использовать ответ задачи 532.

927. Перестановка i-й и j-й строк или i-го и j-го столбцов полу-
чается при умножении на матрицу, элементы которой pkk = 1 для k,
не равного i, j, pij = pji = 1, а все остальные нули.

Умножение i-й строки (столбца) на число c �= 0 получается при
умножении на матрицу, отличающуюся от единичной лишь тем, что
i-й элемент главной диагонали aii равен c. Прибавление к i-й стро-
ке j-й строки, умноженной на c, получается при умножении слева
на матрицу, отличающуюся от единичной лишь тем, что элемент
pij = c.

Для аналогичного преобразования столбцов надо умножить на
аналогичную матрицу, у которой pij = c.

Указание. Для определения вида искомых матриц проделать дан-
ное элементарное преобразование над единичной матрицей, порядок
которой равен числу строк матрицы A в случае преобразования строк
и числу столбцов A в случае преобразования столбцов. Проверить,
что полученные матрицы удовлетворяют требованиям задачи.

928. Указание. Использовать задачу 927 и показать, что преоб-
разование типа а) можно заменить несколькими преобразованиями
типов б) и в).

929. Указание. Воспользоваться задачами 617 и 927.

930. Указание. Использовать задачу 623.

931. Указание. Применить к матрице A задачу 929 и воспользо-
ваться задачами 915, 930 и 914.

933. Указание. Использовать задачу 927.

934.

⎛⎜⎜⎝
24 3 −4 −8

−23/2 −1 2 7/2
10 1 −2 −3
−5 0 1 1

⎞⎟⎟⎠. 935.

⎛⎝−1 2 −1
1/4 −9/4 3/2
1/4 3/4 −1/2

⎞⎠.



Ответы 385

936.

⎛⎜⎜⎝
−1/6 1/2 −7/6 10/3
−7/6 −1/2 5/6 −5/3
3/2 1/2 −1/2 1
1/2 1/2 −1/2 1

⎞⎟⎟⎠.
938. Указание. Для доказательства необходимости принять за

B любой ненулевой столбец матрицы A.

939. Указание. При доказательстве необходимости принять за B
матрицу из любых r линейно независимых столбцов матрицы A; i-й
столбец матрицы C составить из коэффициентов в выражении i-го
столбца A через столбцы B. Использовать задачу 914.

941. Указание. Использовать задачи 626 и 931.

943. Указание. Целочисленными элементарными преобразовани-
ями привести данную матрицу A к нормальной матрице. Для это-
го, выбрав наименьший по абсолютной величине из не равных нулю
элементов, путем целочисленных элементарных преобразований за-
менить элементы строки и столбца, в которых стоит этот элемент,
их остатками при делении на него. Повторять так, пока все элемен-
ты i-й строки и j-го столбца, кроме aij , не обратятся в нуль. Если
какой-то элемент akl в новой матрице не делится на aij , то к i-й
строке прибавить k-ю и вновь перейти к остатку. Повторять так, по-
ка все элементы некоторых p-й строки и q-го столбца, кроме apq ,
будут нулями и все другие элементы будут делиться на apq. Затем
перевести apq в левый верхний угол и начать аналогичные преобразо-
вания с уменьшенной матрицей, полученной вычеркиванием первой
строки и первого столбца, и т. д. Для доказательства единственности
нормальной формы обозначим через dk наибольший общий делитель
всех элементов матрицы A, ранга r с m строками и n столбцами при
k = 1, 2, . . . , r и положим dk = 0 при r < k � m, n. Показать, что де-
лители миноров dk не изменяются при целочисленных элементарных
преобразованиях и что элементы e1, e2,. . . на главной диагонали нор-
мальной матрицы, эквивалентной A, связаны с делителями миноров
равенствами dk = e1, e1, . . . , ek (k � m, n), откуда

ek =
dk

dk−1
(k = 1, 2, . . . , r) и ek = 0 для r < k � m, n.

944. Указание. При доказательстве возможности требуемого
представления использовать задачу 927. При доказательстве един-
ственности из двух представлений A = P1R1 = P2R2 вывести, что
матрица C = P−1

2 P1 = R2R
−1
1 является целочисленной,

унимодулярной и треугольной, элементы которой на главной диаго-
нали положительны и, значит, равны единице. Затем, приравнивая в
равенстве CR1 = R2 (k +1)-й, (k +2)-й и т. д. элементы k-й строки,
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показать, что все элементы матрицы C справа от главной диагонали
равны нулю, т. е. C = E.

945. Указание. Использовать задачу 927.

949. Решение. Приведем матрицу A к верхней треугольной мат-
рице C следующими элементарными преобразованиями строк: a11 =
= d1 �= 0. Вычитая первую строку, умноженную на подходящие чис-
ла, из остальных строк, приведем матрицу A к виду

A1 =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 a13 . . . a1n

0 a1
22 a1

23 . . . a1
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 a1

n2 a1
n3 . . . a1

nn

⎞⎟⎟⎠ ;

так как при этом миноры, содержащие первую строку, не изменились,
то d2 = a11a

1
22 �= 0, откуда a1

22 �= 0. Вычитая вторую строку матрицы
A1 с подходящими множителями из нижележащих строк, обратим в
нуль вторые элементы этих строк и т. д. После r шагов обратятся
в нуль все элементы первых r столбцов, стоящие ниже диагонали.
Так как ранг полученной матрицы A(r) = C равен рангу A, т. е.
равен r, то все элементы последних n − r строк матрицы C равны
нулю и, следовательно, C — верхняя треугольная матрица. В силу
задачи 927 C = PA, где P — произведение ряда нижних треугольных
матриц, т. е. снова нижняя треугольная матрица A = P−1C = BC,
где B = P−1 — нижняя треугольная матрица. Этим существование
разложения вида (2) доказано.

Пусть дано любое представление вида (2). По формуле для ми-
норов произведения матриц (задача 913) имеем

A

(
1, 2, . . . , k − 1, i
1, 2, . . . , k − 1, k

)
=

=
∑

j1<j2<···<jk

B

(
1, 2, . . . , k − 1, i
j1, j2, . . . , jk−1, jk

)
C

(
j1, j2, . . . , jk−1, jk

1, 2, . . . , k − 1, k

)
.

Но первые k столбцов матрицы C содержат лишь один минор k-го
порядка, отличный от нуля, поэтому

A

(
1, 2, . . . , k − 1, i
1, 2, . . . , k − 1, k

)
= B

(
1, 2, . . . , k − 1, i
1, 2, . . . , k − 1, k

)
C

(
1, 2, . . . , k
1, 2, . . . , k

)
=

=b11b22 ...bk−1,k−1bikc11c22 ...ckk (i=k,k+1,...,n; k=1,2,...,r). (а)

Полагая здесь i = k, найдем

dk = b11b22 . . . bkkc11c22 . . . ckk (k = 1, 2, . . . , r). (б)
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Деля (б) на аналогичное равенство с заменой k на k − 1, получим
(3). Деля (а) на (б), получим первую из формул (4). Вторая формула
получается аналогично.

Пусть D — любая неособенная диагональная матрица с эле-
ментами d1, d2, . . . , dn на главной диагонали. Тогда A = BC =
= (BD)(D−1C). Матрица BD получается из B умножением столб-
цов на d1, d2, d3, . . . , dn. Матрица D−1C получается из C умноже-
нием строк на D−1

1 , D−1
2 , . . . , D−1

n . Поэтому диагональные элемен-
ты B и C можно брать любыми при условиях (3). В произведении
BC элементы последних n − r столбцов B умножаются на элемен-
ты последних n− r строк C. Поэтому, если одни из этих элементов
положить равными нулю, то другие можно взять любыми.

951. Указание. Применить решение задачи 949 и показать, что
при условиях bkk = ckk =

√
dk

dk−1
условия (3) удовлетворяются и

условия (4) дают: bik = cki (i = k + 1, k + 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , r).

952. AB = C = (Cij), где C11 =

(
6
9

)
, C12 =

(
2 4
9 6

)
, C21 =

= (8), C22 = (9, 1), C =

(
C11 C12

C21 C22

)
=

⎛⎝6 2 4
9 9 6
8 9 1

⎞⎠.
954. Указание. Рассмотреть произведение i-й клеточной строки

на i-й клеточный столбец.

957. P — квадратная клеточная матрица с квадратными единич-
ными клетками порядков m1, m2, . . . , ms по главной диагонали,
причем клетка, стоящая на пересечении i-й клеточной строки и j-го
клеточного столбца, совпадает с матрицей X, а все остальные вне-
диагональные клетки равны нулю. Аналогично Q— клеточная матри-
ца с квадратными единичными клетками порядков n1, n2, . . . , nt на
главной диагонали, матрицей Y на пересечении j-й клеточной строки
i-го клеточного столбца и нулевыми клетками на других местах.

958. Указание. Из второй клеточной строки вычесть первую,
умноженную слева на матрицу CA−1, и, пользуясь предыдущей за-
дачей, показать, что при этом ранг не изменится.

959. Решение. Тот же ряд элементарных преобразований, кото-
рый переводит матрицу R в R1, переводит матрицу T =

=

(
A B
−C −CA−1B

)
в матрицу T1 =

(
A1 B1

0 X − CA−1B

)
. По преды-

дущей задаче ранг T равен n. Так как элементарные преобразования
не изменяют ранга матрицы, то ранг T1 = рангу T = n и ранг A1 =
= рангу A = n. Поэтому X −CA−1B = 0; X = CA−1B.



388 Ответы

960. A−1 =

⎛⎝−20 8 11
17 −7 −9
−2 1 1

⎞⎠.
961. x = 1, y = 2, z = 3. 962. X =

(
9 8
2 3

)
.

963. Решение. Свойства а) и б) легко следуют из определения
кронекеровского произведения. Для доказательства в) будем писать
в качестве индексов при элементах кронекеровского произведения не
номера пар, а сами пары (причем числа одной пары будем писать
рядом и без скобок). Положим AB = F , CD = G, F × G = H ,
A× C = P , B ×D = Q. Тогда

hi1i2,j1j2 = fi1j1gi2j2 =

m∑
s=1

ai1sbsj1

n∑
i=1

ci2tdtj2 =

=
∑
s,t

ai1sci2tbsj1dtj2 =
∑
s,t

pi1i2,stqst,j1j2 ,

откуда H = PQ.
964. а) Для правого прямого произведения надо взять лексико-

графическое расположение пар: (1, 1), (1, 2), . . . , (1, n), (2, 1),
(2, 2), . . . , (2, n), . . . , (m, n). Для левого — расположение (1, 1),
(2, 1), . . . , (m, 1), (1, 2), (2, 2), . . . , (m, 2), . . . , (m, n), получающееся
путем лексикографической записи тех же пар, читаемых справа на-
лево. Свойства б), в), г) непосредственно вытекают из определения.
Свойство д) следует из соотношений в) предыдущей и г) настоящей
задачи. Свойства левого произведения вытекают из соответствующих
свойств правого при помощи соотношений б).

965. Указание. Показать, что изменение нумерации пар не ме-
няет определителя |A × B|, и, пользуясь свойством в) задачи 963,
представить его в виде |A×B|=|(AEm)×(EnB)|=|A×En|·|Em×B|=
=|A·×En|·|Em×·B|.

966. Указание. Использовать положение, что из |A| = 0 следует
ранг Â � 1, доказанное в задаче 630.

967. Решение. Положим AB = C и обозначим соответствен-
но через Aij , Bij , Cij алгебраические дополнения, а через Mij , Nij ,
Pij — миноры элементов в i-й строке и j-м столбце матриц A, B, C.

Тогда, применяя выражение минора произведения двух матриц
через миноры этих матриц (задача 913), находим

ĉij = Cji = (−1)j+iPij = (−1)j+i
n∑

k−1

MjkNki =

=
n∑

k=1

(−1)j+kMjk(−1)k+iNki =
n∑

k=1

AjkBki =
n∑

k=1

B̂ikÂkj ,

откуда Ĉ = B̂ · Â.
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Для неособенных матриц A и B тот же результат получается
короче так: по предыдущей задаче Â = |A| · A−1, отсюда (ÂB) =
= |AB|(AB)−1 = |A| · |B|B−1A−1 = B̂Â. Для матриц с числовыми
элементами случай вырожденных матриц получается предельным пе-
реходом. Многочлен от λ, равный определителю |A + λE|, имеет
степень n и не более n корней. Поэтому можно взять последователь-
ность чисел λ1, λ2, . . . , limk→∞ λk = 0 такую, что матрицы A+λkE
и B + λkE будут неособенными. По доказанному [(A + λkE)(B +
+ λkE)]̂ = (B + λkE)̂ · (A + λkE). Переходя к пределу при k → ∞,
получим (ÂB) = B̂Â.

968. Указание. а) Следует из задачи 913, б) доказать для случая,
когда |A| = 0, пользуясь задачей 747, а для |A| �= 0 — соотношением
Ã = |A| · CA′−1C, где C — диагональная матрица с элементами 1,
−1, 1, −1, . . . на главной диагонали.

969. Указание. Применить задачу 913.

970. Например, нумерация сочетаний в лексикографическом по-
рядке, при котором сочетание i1 < i2 < · · · < ip предшествует со-
четанию j1 < j2 < · · · < jp, если первая отличная от нуля разность
j1 − i1, j2 − i2, . . . , jp − ip положительна.

971. Указание. Доказать предложенное равенство сначала для
треугольной матрицы A, пользуясь тем, что изменение порядка ну-
мерации сочетаний не меняет определителя ассоциированной мат-
рицы Ap, и применяя предыдущую задачу. Общий случай свести к
треугольным матрицам при помощи задач 928 и 969.

972. Решение. В силу задачи 956 из AB = En следует ApBp =
= EN , где N = Cp

n; отсюда

∑
1�i1<i2<···<ip�n

A

(
j1, j2, . . . , jp

i1, i2, . . . , ip

)
B

(
i1, i2, . . . , ip
k1, k2, . . . , kp

)
=

=

{
1, если

∑p
s=1(js − ks)

2 = 0

0, если
∑p

s=1(js − ks)
2 > 0

(
1 � j1 < j2 < · · · < jp

k1 < k2 < · · · < kp
� n

)
.

(2)

С другой стороны, по теореме Лапласа находим

∑
1�i1<i2<···<ip�n

A

(
j1, j2, ..., jp

i1, i2, ..., ip

)
(−1)

∑p
s=1(is+ks)A

(
k′1, k′2, ..., k′n−p

i′1, i′2, ..., i′n−p

)
=

=

{
|A|, если

∑p
s=1(js − ks)

2 = 0,

0, если
∑p

s=1(js − ks)
2 > 0

, (3)
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где i′1 < i′2 < · · · < i′n−p вместе c i1 < i2 < · · · < ip и k′1 < k′2 < · · · <
< k′n−p вместе с k1 < k2 < · · · < kp составляют полную систему
индексов 1, 2, . . . , n.

Так как система линейных уравнений с неособенной матрицей
Ap при заданных свободных членах имеет единственное решение и
так как правые части равенства (3) отличаются от правых частей
соответствующих равенств (2) только множителем |A|, то таким же
множителем должны отличаться и левые части, откуда и вытекают
требуемые равенства (1).

973. Указание. Применить теорему Лапласа и задачу 903.

974. Указание. Применить теорему Лапласа и задачу 903.

975.

(
1 0
0 λ2

)
. 976.

(
λ+1 0

0 λ3+λ2−2λ−2

)
. 977.

(
1 0
0 λ2+5λ

)
.

978.

(
λ− 1 0

0 (λ + 1)(λ− 1)3

)
. 979.

⎛⎝1 0 0
0 λ 0
0 0 0

⎞⎠.
980.

⎛⎝λ 0 0
0 λ2 + λ 0
0 0 λ3 + λ2

⎞⎠. 981.

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 (λ− 2)3

⎞⎠.
982.

⎛⎝1 0 0
0 λ2 + λ 0
0 0 λ3 + 2λ2 + λ

⎞⎠. 983.

⎛⎝1 0 0
0 λ 0
0 0 λ2 + λ

⎞⎠.
984. Указание. Доказать, что многочлены Dk(λ) не изменяют-

ся при элементарных преобразованиях и что в случае нормальной
диагональной формы Dk(λ) =

∏k
i=1 Ei(λ) (k = 1, 2, . . . , n).

985.

⎛⎝1 0 0
0 λ(λ− 1)(λ− 2) 0
0 0 λ(λ− 1)(λ− 2)

⎞⎠.
986.

⎛⎝λ 0 0
0 λ 0
0 0 λ(λ− 1)(λ− 2)(λ− 3)

⎞⎠.
987.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p

⎞⎟⎟⎠, где p = (λ− 1)(λ− 2)(λ− 3)(λ− 4).

988.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p2

⎞⎟⎟⎠, где p — произведение многочленов a, b,

c, d, деленное на произведение старших коэффициентов этих много-
членов.
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989.

(
d(λ) 0

0 f(λ)g(λ)
cd(λ)

)
, где d(λ) — наибольший общий делитель

многочленов f(λ) и g(λ), имеющий старший коэффициент, равный
единице, и c — произведение старших коэффициентов этих много-
членов.

990.

⎛⎝1 0 0
0 fgh 0
0 0 fgh

⎞⎠.
991.

⎛⎝abc 0 0

0 fgh
abc

0
0 0 fgh

⎞⎠, где a, b, c соответственно наибольшие

общие делители для g и h, f и h, f и g, взятые со старшими коэф-
фициентами, равными единице.

992.

⎛⎝ abc
d

0 0

0 d2fgh
abc

0

0 0 fgh
d

⎞⎠, где d — наибольший общий делитель

f , g и h; a, b, c — соответственно наибольшие общие делители g и
h, f и h, f и g, причем старшие коэффициенты всех многочленов a,
b, c, d равны единице.

993.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 λ4

⎞⎟⎟⎠.

994.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ2

⎞⎟⎟⎠.

995.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 f(λ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,
где f(λ) = λ5 + 5λ4 + 4λ3 + 3λ2 + 2λ + 1.

996.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 [(λ + α)2 + β2]2

⎞⎟⎟⎠, если β �= 0,

или

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 (λ + α)2 0
0 0 0 (λ + α)2

⎞⎟⎟⎠, если β = 0.
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997.

⎛⎝1 0 0
0 λ− 3 0
0 0 (λ− 3)2

⎞⎠. 998.

⎛⎝λ− 1 0 0
0 λ− 1 0
0 0 (λ− 1)2

⎞⎠.

999.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

1
1

. . .
0 λn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠, где n — порядок данной матрицы.

1000. Эквивалентны.

1001. Не эквивалентны.

1002. Матрицы A и C эквивалентны между собой и не эквива-
лентны матрице B.

1003. Единичная матрица.

1005. Указание. Воспользоваться тем, что элементарное преоб-
разование строк матрицы A сводится к умножению A слева (а столб-
цов справа) на специальную унимодулярную λ-матрицу. Далее, ес-
ли B = PsPs−1 . . . P1AQ1Q2 . . . Qt, где Pi, Qj — специальные уни-
модулярные λ-матрицы, то положить P = PsPs−1 . . . P1Em и Q =
= EnQ1Q2 . . . Qt. При доказательстве достаточности использовать
ответ задачи 1003.

1006.

B =

(
1 0
0 λ2 − 1

)
; P =

(
0 1/2
−2 λ + 3

)
;

Q =

(
λ − 1

2
λ2 + 1

2
λ− 1

1− λ 1
2
λ2 − λ + 3

2

)
.

1007.

B =

(
λ + 2 0

0 λ2 + 4λ + 4

)
; P =

(
1 0
−1 1

)
;

Q =

(
1 −λ2 − 2λ
−λ λ3 + 2λ2 + 1

)
.

1008.

B =

⎛⎝1 0 0
0 λ− 1 0
0 0 λ3 − λ2

⎞⎠ ; P =

⎛⎝−2λ− 3 0 2λ + 4
−3 −1 4
3 0 −1

⎞⎠ ;

Q =

⎛⎝ 1 −λ3 + λ2 − λ + 1 0
λ −λ4 + λ3 − λ2 + λ + 1 0

−λ− 1 λ4 − 2 1

⎞⎠ .
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1009. Например,

P =

(−3λ2 + 9λ + 8 3λ2 − 9λ + 4
−2λ2 + 6λ + 5 2λ2 − 6λ + 3

)
; Q =

(
1/2 −1/4
0 1/2

)
.

1010. Например,

P =

(
1 −1
0 1

)
; Q =

(−λ2 + λ + 1 −2λ2 + λ + 2
λ− 1 2λ− 1

)
.

1011. Например,

P =

⎛⎝ 1 0 0
11λ + 8 −11 0
2λ− 1 −2 0

⎞⎠ ;

Q =

⎛⎝ −2λ− 1 −λ− 1 −λ2 + λ
2λ2 + λ + 2 λ2 + λ + 1 λ3 − λ2 − 1

0 0 1

⎞⎠ .

1012. Например,

P =

⎛⎝ 1 0 0
−3λ2 − 2λ + 1 λ2 + λ 1
−6λ2 − 4λ + 4 2λ2 + 2λ− 1 2

⎞⎠ ;

Q =

⎛⎝−λ + 1 −λ −λ2

−λ + 2 −λ + 1 −λ2

λ− 1 λ λ2 + 1

⎞⎠ .

1013. Например, P =

(
3 −1
1 0

)
; Q =

⎛⎝−3 −5 0
5 8 0
0 0 1

⎞⎠.
1014. Например, P =

⎛⎝ 0 1 0
−1 4 0
−1 0 1

⎞⎠; Q =

(−1 −3
2 5

)
.

1015. E1(λ) = 1; E2(λ) = λ− 1; E3(λ) = (λ− 1)(λ2 − 1).

1016. E1(λ) = λ + 1; E2(λ) = λ2 − 1; E3(λ) = λ3 − λ.

1017. E1(λ) = λ2+1; E2(λ) = λ3−λ2+λ−1; E3(λ) = E4(λ) = 0.

1018. E1(λ) = 1; E2(λ) = λ2−λ+ 1; E3(λ) = λ3 + 1; E4(λ) = 0.

1019. E1(λ) = · · · = En(λ) = 1; En+1(λ) = λn+1.

1020. E1(λ) = · · · = En−1(λ) = 1; En(λ) = (λ−α)n, если β �= 0,
E1(λ) = · · · = En(λ) = λ− α, если β = 0.

Указание. При β �= 0 показать, что делитель миноров Dn−1(λ) =
= 1. Для этого убедиться, что минор, полученный вычеркивани-
ем первого столбца и последней строки, не обращается в нуль при
λ = α.
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1021. λ + 1, (λ− 1)2.

1022. λ + 1, λ− 1, λ− 1.

1023. Элементарных делителей не существует.

1024. λ + 1, (λ− 1)2, λ− 1, λ + 2, λ + 2, λ + 2.

1025. Элементарных делителей не существует.

1026. В поле рациональных чисел: λ2 +1, λ2−3; в поле действи-
тельных чисел: λ2 + 1, λ +

√
3, λ −√3; в поле комплексных чисел:

λ + i, λ− i, λ +
√

3, λ−√3.

1027. В поле рациональных чисел: λ2 − 2, (λ2 + 4)2, λ2 + 4; в
поле действительных чисел: λ+

√
2, λ−√2, (λ2 +4)2, λ2 +4; в поле

комплексных чисел: λ+
√

2, λ−√2, (λ+2i)2(λ− 2i)2, λ+2i, λ− 2i.

1028. В поле рациональных и в поле действительных чисел:
(λ − 1)2, (λ + 1)2, λ + 1, (λ2 − λ + 1)2, λ2 − λ + 1; в поле ком-
плексных чисел: (λ−1)2, (λ+1)2, λ+1,

(
λ− 1+i

√
3

2

)2
,
(
λ− 1−i

√
3

2

)2
,

λ− 1+i
√

3
2

, λ− 1−i
√

3
2

.

1029.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 λ + 1 0 0 0
0 0 λ2 − 1 0 0
0 0 0 λ4 − 2λ2 + 1 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

1030.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 λ + 2 0 0
0 0 λ3 + 2λ2 − 4λ− 8 0
0 0 0 λ6 − 12λ4 + 48λ2 − 64

⎞⎟⎟⎠.

1031.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 λ− 1 0 0 0
0 0 λ2 + λ− 2 0 0
0 0 0 λ5 + λ4 − 5λ3 − λ2 + 8λ− 4 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
1032. Указание. Пусть e(λ) — какой-нибудь неприводимый мно-

житель, входящий в разложение хотя бы одного диагонального эле-
мента, s — число диагональных элементов, отличных от нуля, и
0 � α1 � α2 � · · · � αs — совокупность показателей степени,
с которыми e(λ) встречается в этих элементах. Показать, что при
k = 1, 2, . . . , s делитель миноров Dk(λ) делится точно на
[e(λ)]α1+α2+···+αk , а инвариантный множитель Ek(λ) — точно на
[e(λ)]αk .

1033. Указание. Элементарными преобразованиями привести
каждую диагональную клетку к диагональной (например, к нормаль-
ной) форме и воспользоваться предыдущей задачей.
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1034.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 λ(λ + 1) 0 0
0 0 λ(λ + 1)(λ− 1) 0
0 0 0 λ2(λ + 1)3(λ− 1)2

⎞⎟⎟⎠.

1035.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 λ3 − 4λ 0 0
0 0 λ3 − 4λ 0
0 0 0 λ4 − 4λ2

⎞⎟⎟⎠.

1036.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 f(λ) 0 0
0 0 f(λ) 0
0 0 0 [f(λ)]2

⎞⎟⎟⎠, где f(λ) = λ3 + λ2 − 6λ.

1037.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 λ2 − 1 0 0
0 0 (λ2 − 1)2 0
0 0 0 (λ2 − 1)3

⎞⎟⎟⎠.

1038.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 λ− 1 0 0
0 0 λ2 − 1 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠. 1039.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 λ2 − 4 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠.

1040.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 λ2 + λ− 6 0
0 0 0 λ2 + λ− 6

⎞⎟⎟⎠.

1041.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0
0 λ− 1 0 0 0
0 0 λ2 − 1 0 0
0 0 0 λ4 − 2λ2 + 1 0
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
1042. D1 = 1, D2 = 2, D3 = 4, D4 = 320.

1043. D1 = 3, D2 = 18, D3 = 324, D4 = 11664.

1045. Указание. При доказательстве существования представ-
ления данного вида воспользоваться предыдущей задачей. При до-
казательстве единственности из двух представлений данного вида
A = P1R1 = P2R2 вывести, что матрица C = P−1

2 P1 = R2R
−1
1

является унимодулярной и треугольной λ-матрицей, элементы ко-
торой на главной диагонали имеют старший коэффициент, равный
единице, и, значит, сами равны единице. Затем, приравнивая в ра-
венстве CR1 = R2 элементы k-й строки и принимая во внимание
условие для степеней элементов R1 и R2, показать, что все элементы
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матрицы C справа от главной диагонали равны нулю, т. е. C — еди-
ничная матрица. Получить отсюда равенства P1 = P2 и R1 = R2.

1047. Например, A =

(
1 −2
2 −4

)
; B =

(
2 4
1 2

)
.

1048. Скалярные матрицы. Указание. Показать, что если AT =
= TA для любой невырожденной матрицы T , то это верно для всех
матриц T . Для этого вырожденную матрицу T представить в виде
T = (T − αE) + αE, где α �= 0 и выбрано так, что |T − αE| �= 0.
Затем применить задачу 818.

Замечание. Указанный метод решения может оказаться непри-
годным для матриц с элементами из конечного поля, где может не
найтись элемента α с нужными свойствами. Метод, пригодный для
матриц с элементами из любого поля и не использующий задачи 818,
состоит в следующем: для i �= j обозначим через Fij матрицу, от-
личающуюся от единичной лишь тем, что ее элемент в i-й строке и
в j-м столбце равен единице. В равенстве AFij = FijA приравняем
элементы в i-й строке и j-м столбце, а затем в i-й строке и i-м же
столбце.

1049. За матрицу T можно взять матрицу, полученную из еди-
ничной перестановкой i-й и j-й строк.

1050. Указание. Воспользоваться предыдущей задачей.

1058. A = (B − λE)

⎛⎝2λ + 1 λ 1
3λ + 2 3λ 2
λ + 2 2λ 1

⎞⎠ +

⎛⎝1 2 3
3 1 2
2 3 1

⎞⎠.
1059. A =

⎛⎝ λ2 λ 1
2λ2 3λ 2
λ2 λ −2

⎞⎠ (B − λE) +

⎛⎝5 −2 3
6 −3 2
7 −5 4

⎞⎠.
1060. Указание. Использовать задачу 1005.

1061. Решение. Пусть P = (B−λE)P1+P0 и Q = Q1(B−λE)+
+ Q0. Используя эти соотношения, равенство

B − λE = P (A− λE)Q (1)

можно привести к виду

B − λE − P0(A− λE)Q0 = P (A− λE)Q1(B − λE)+

+ (B − λE)P1(A− λE)Q− (B − λE)P1(A− λE)Q1(B − λE).

Подставляя сюда на основании равенства (1)

P (A− λE) = (B − λE)Q−1 и (A− λE)Q = P−1(B − λE),
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получим

B − λE − P0(A− λE)Q0 = (B − λE)[P1P
−1+

+ Q−1Q1 − P1(A− λE)Q1](B − λE).

Выражение в квадратных скобках в правой части этого равен-
ства должно равняться нулю, так как иначе правая часть имела бы
степень относительно λ не ниже двух, тогда как степень левой части
не выше единицы. Поэтому B − λE = P0(A− λE)Q0. Приравнивая
в этом равенстве коэффициенты при λ и свободные члены, находим:
P0Q = E и B = P0AQ0.

1063. Подобны.

1064. Подобны.

1065. Матрицы A и C подобны между собой, но не подобны
матрице B.

1066. Матрицы B и C подобны между собой, но не подобны
матрице A.

1067. Например, T =

(
1 −2
−1 3

)
.

Указание. Для получения по возможности простого ответа надо
стремиться совершать наиболее простые элементарные преобразова-
ния столбцов матриц A− λE и B − λE.

1068. Например, T =

(
0 2
−1 10

)
.

Указание. Для приведения матрицы A−λE к нормальной диаго-
нальной форме из второй строки, умноженной на 6, вычесть первую
строку, умноженную на λ + 16, а из первого столбца, умноженного
на 6, вычесть второй столбец, умноженный на λ − 17. Аналогично
преобразовать матрицу B − λE.

1069. Например, T =

⎛⎝1 −3 3
2 −3 1
1 −2 1

⎞⎠ .

1070. Указание. Получить ck как сумму всех сомножителей,
стоящих в определителе |A−λE| при произведениях по k элементов
главной диагонали и взятых при λ = 0.

1071. λ1 = a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n, λ2 = · · · = λn = 0.

Указание. Применить предыдущую задачу.

1074. Указание. Применить задачу 1070 к матрице B = A−λ0E
и показать, что характеристический многочлен |B − μE| матрицы B
после замены μ = λ−λ0 переходит в характеристический многочлен
|A− λE| матрицы A.
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1075. Для треугольной матрицы вида

A =

⎛⎜⎜⎝
λ0 a12 a13 . . . a1n

0 λ0 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ0

⎞⎟⎟⎠ ,

где ai,i+1 �= 0 (i = 1, 2, . . . , n − 1), будет d = 1. Для диагональной
матрицы порядка n, в которой p элементов главной диагонали равны
λ0, будет d = p.

1076. Указание. Перемножить равенства

|A−1 − λE| = (−λ)n|A−1| · ∣∣A− 1

λ
E
∣∣.

1077. Указание. Перемножить равенства

|A− λE| = (λ1 − λ)(λ2 − λ) . . . (λn − λ),

|A + λE| = (λ1 + λ)(λ2 + λ) . . . (λn + λ)

и заменить λ2 на λ.

1078. Указание. Равенство |A−λE| = (λ1−λ)(λ2−λ) . . . (λn−λ)
перемножить со всеми равенствами, полученными из него заменой λ
на λε1, λε2, . . . , λεp−1, где εk = cos 2πk

p
+i sin 2πk

p
(k = 1, 2, . . . , p−1)

и в полученном равенстве заменить λp на λ.

1079. Решение. Пусть f(λ)= a0

∏s
j=1(λ−μj), кроме того, ϕ(λ) =

=
∏n

i=1(λi−λ). Полагая λ = A в f(λ), получим: f(A) = a0

∏s
j=1(A−

− μjE). Переходя от матриц к определителям, находим

|f(A)| = an
0

s∏
j=1

|A− μjE| = an
0

s∏
j=1

ϕ(μj) = an
0

s∏
j=1

n∏
i=1

(λi − μj) =

=

n∏
i=1

[
a0

s∏
j=1

(λi − μj)

]
=

n∏
i=1

f(λi).

С другой стороны, |f(A)| = an
0

∏s
j=1 ϕ(μj) = R(f,ϕ).

1080. Указание. Применить равенство предыдущей задачи к
многочлену g(x) = f(x)− λ, где λ — произвольное число.

1081. Указание. Применить равенство |f(A)| = |g(A)|
|h(A)| и исполь-

зовать задачи 1079 и 1080.

1082. Указание. Если хотя бы одна из матриц A, B невырожден-
на, то утверждение вытекает из подобия матриц AB и BA (см. зада-
чу 1047). В общем случае можно применить задачи 920 и 1070. Для
матриц над полем с бесконечным (или достаточно большим) числом
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элементов из выполнения требуемого равенства для невырожденных
матриц следует его тождественное выполнение. Наконец, для мат-
риц с числовыми элементами равенство для вырожденной матрицы
A можно получить путем предельного перехода. Например, если λ1,
λ2, . . . , λn — характеристические числа вырожденной матрицы A,
то берем последовательность чисел, ε1, ε2, . . . , такую, что все они
отличны от λ1, λ2, . . . , λn и limk→∞ εk = 0. Матрица Ak = A −
− εkE невырожденна. Значит, |AkB − λE| = |BAk − λE|. Переходя
к пределу при k →∞, получим нужное равенство.

1083. Характеристические числа (с учетом кратности) будут
λk = f(εk), где f(x) = a1 + a2x + a3x

2 + · · · + anxn−1 и εk =
= cos 2πk

n
+ i sin 2πk

n
(k = 0, 1, 2, . . . , n − 1). Указание. Применить

выражение для циркулянта из задачи 479 к циркулянту |A−λE|, где
λ — параметр.

1084. Решение. Применяя задачу 304 к определителю |A− λE|,
где λ — характеристическое число, положим α + β = −λ, αβ =
= −1. Тогда |A−λE| = αn +αn−1β + · · ·+βn. Из αβ = −1 находим
α �= 0 и β �= 0. Далее α �= β, так как из α = β и |A − λE| =

= 0 следовало бы α = β = 0. Поэтому |A − λE| = αn+1−βn+1

α−β
= 0,

откуда
(

α
β

)n+1

= 1; α
β

= cos 2πk
n+1

+ i sin 2πk
n+1

(k = 1, 2, . . . , n), k �= 0,
так как α

β
�= 1. Решая это уравнение совместно с αβ = −1, находим:

α = ±i
(
cos πk

n+1
+ i sin πk

n+1

)
, β = ±i

(
cos πk

n+1
− i sin πk

n+1

)
. Здесь

знаки ± надо брать для α и β совпадающими, так как αβ = −1.
Отсюда λ = −(α + β) = ∓2i cos πk

n+1
(k = 1, 2, . . . , n). Все эти числа

должны быть характеристическими. Но среди них имеются равные,
так как cos πk

n+1
= − cos (n+1−k)π

n+1
.

Все различные числа содержатся в системе

λk = 2i cos
πk

n + 1
(k = 1, 2, . . . , n).

Но степень характеристического многочлена равна n. Значит, послед-
няя система содержит все характеристические числа, причем крат-
ных корней нет.

1085. Указание. Доказать, что клетка Жордана порядка k с чис-
лом α на диагонали имеет единственный элементарный делитель
(λ− α)k.

Построить жорданову матрицу Aj , клетки Жордана которой на-
ходятся в указанной связи с элементарными делителями матрицы
A − λE, и, пользуясь задачами 1033 и 1061, доказать, что матри-
цы A и Aj подобны. При доказательстве единственности, пользу-
ясь задачей 1005, убедиться, что характеристические матрицы двух
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подобных жордановых матриц B и C эквивалентны, и из совпадения
элементарных делителей матриц B − λE и C − λE, снова применяя
задачу 1033, убедиться, что матрицы B и C совпадают с точностью
до порядка клеток.

1086.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 −2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

1087.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
1088. Задача поставлена неверно. Таких инвариантных множи-

телей у матрицы A− λE четвертого порядка не может быть.

1090.

⎛⎝2 0 0
0 2 1
0 0 2

⎞⎠. 1091.

⎛⎝−1 0 0
0 −1 1
0 0 −1

⎞⎠.
1092.

⎛⎝−3 0 0
0 −3 1
0 0 −3

⎞⎠. 1093.

⎛⎝1 0 0
0 1 1
0 0 1

⎞⎠.
1094.

⎛⎝−2 0 0
0 −2 1
0 0 −2

⎞⎠. 1095.

⎛⎝0 0 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎠.
1096.

⎛⎝1 0 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎠. 1097.

⎛⎝1 0 0
0 2 0
0 0 3

⎞⎠.
1098.

⎛⎝1 1 0
0 1 1
0 0 1

⎞⎠. 1099.

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞⎠.
1100.

⎛⎝3 0 0
0 −1 1
0 0 −1

⎞⎠. 1101.

⎛⎝α 0 0
0 α 1
0 0 α

⎞⎠.
1102.

⎛⎝1 0 0
0 2 + i 0
0 0 2− i

⎞⎠.
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1103.

⎛⎝1 0 0
0 ε 0
0 0 ε2

⎞⎠,
где ε = − 1

2
± 1

2
i
√

3 — одно из комплексных значений 3
√

1.

1104.

⎛⎝1 0 0
0 2 + 3i 0
0 0 2− 3i

⎞⎠. 1105.

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠.

1106.

⎛⎜⎜⎝
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

⎞⎟⎟⎠. 1107.

⎛⎜⎜⎝
1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎠.

1108.

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠. 1109.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0 . . . 0 0
0 1 1 0 . . . 0 0
0 0 1 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.
1110. То же, что в задаче 1109.
1111. То же, что в задаче 1109.

1112.

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n 1 0 0 . . . 0 0
0 n 1 0 . . . 0 0
0 0 n 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . n 1
0 0 0 0 . . . 0 n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠. 1113.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 . . . 0
0 2 0 . . . 0
0 0 3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . n

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

1114.

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
α0 0 0 . . . 0
0 α1 0 . . . 0
0 0 α2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . αn−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,
где α0, α1, . . . , αn−1 — все значения n

√
αn, т. е. αk = α

(
cos 2πk

n
+

+ i sin 2πk
n

)
(k = 0, 1, 2, . . . , n − 1).

1115. Одна клетка Жордана с числом α на главной диагонали.
1118. В поле рациональных чисел подобна матрице⎛⎝1 0 0

0 2 0
0 0 3

⎞⎠ .

1119. В поле вещественных чисел подобна матрице⎛⎝2 0 0

0
√

3 0

0 0 −√3

⎞⎠ .
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1120. В поле комплексных чисел подобна матрице⎛⎝1 0 0
0 2 + 3i 0
0 0 2− 3i

⎞⎠ .

1121. Не подобна диагональной матрице ни в каком поле.

1125. Диагональная матрица с элементами на главной диагона-
ли, равными нулю или единице.

1126. Диагональная матрица с элементами ±1 на главной диа-
гонали.

Замечание. Утверждение не верно для матриц над полем харак-

теристики 2. Например,
(1 1
0 1

)2

= E и матрица
(

1 1
0 1

)
не приво-

дится к диагональной в силу единственности жордановой формы.

1127. Если n — период матрицы A, т. е. наименьшее из нату-
ральных чисел k, для которых Ak = E, то диагональная матрица
имеет на главной диагонали некоторые из n значений корня n

√
1.

Замечание. Результат не верен; для матриц над полями конеч-
ной характеристики, например для матрицы порядка � p над полем
характеристики p:

A =

⎛⎜⎜⎝
1 1 0 . . . 0
0 1 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎠
справедливо равенство Ap = E.

1128. а) λ− 1; б) λ.

1129. Для скалярных матриц A = αE и только для них. Для
данного порядка n такая матрица только одна.

1130. (λ− α)n.

1134. λ2 − 4λ + 4.

1135. λ2 − 5λ + 6.

1136. Например, для матриц⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ и

⎛⎜⎜⎝
1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠
ϕ(λ) = (λ− 1)4, ψ(λ) = (λ− 1)2, но эти матрицы не подобны в силу
единственности жордановой формы любой матрицы.
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1137.

⎛⎜⎜⎝
αk C1

kαk−1 C2
kαk−2 C3

kαk−3 . . . Cn−1
k αk−n+1

0 αk C1
kαk−1 C2

kαk−2 . . . Cn−2
k αk−n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . αk

⎞⎟⎟⎠,
при k � n− 1 здесь следует положить C0

k = 1 и Cs
k для k < s.

1138. Указание. Положить A = αE + H и в равенстве

f(x) = f(α) +
f ′(α)

1!
(x−α) +

f ′′(α)

2!
(x−α)2 + · · ·+ f (s)(α)

s!
(x−α)s

(s — степень многочлена f(x)) положить x = A.

1140. Одна клетка Жордана с числом α2 на диагонали.

1141. Если n > 1 порядок клетки Жордана A с нулем на диа-
гонали, то жорданова форма матрицы A2 состоит из двух клеток с
нулем на диагонали, имеющих порядки n/2 при четном n и (n−1)/2,
(n + 1)/2 при нечетном n.

Указание. Пользуясь задачей 1130, найти минимальные много-
члены матриц A и A2 и показать, что клетки жордановой формы
матрицы A2 имеют порядки не выше n/2 для четного n и (n + 1)/2
для нечетного n. Проверить, что делитель миноров Dn−2(λ) матри-
цы A2 − λE равен единице, и далее показать, что жорданова форма
матрицы A2 содержит не более двух клеток.

1143. Искомая матрица содержит две клетки Жордана с числом
α на диагонали, имеющих порядки n/2 при четном n или (n− 1)/2
и (n + 1)/2 при нечетном n.

Указание. Применить две предыдущие задачи.

1144. Решение. Пусть A = TBT−1, где A — данная матрица и

B =

⎛⎜⎜⎜⎝
B1 0

B2

. . .
0 Bk

⎞⎟⎟⎟⎠
— ее жорданова форма с клетками Жордана

Bi =

⎛⎜⎜⎝
λi 1 0 . . . 0
0 λi 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λi

⎞⎟⎟⎠ (i = 1, 2, . . . , k).

Тогда A′ = T ′−1B′T ′. Пусть

Hi =

⎛⎜⎜⎝
0 . . . 0 1
0 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . .
1 . . . 0 0

⎞⎟⎟⎠
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имеет тот же порядок, что Bi, и

H =

⎛⎜⎜⎜⎝
H1 0

H2

. . .
0 Hk

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Непосредственным перемножением находим: B′i = H−1
i BiHi и, зна-

чит, B′ = H−1BH . Поэтому A′ = T ′−1H−1BHT ′ =
= T ′−1H−1T−1ATHT ′ = C−1AC, где C = THT ′ — симметриче-
ская невырожденная матрица. Положим D = C−1A. Тогда D′ =
= A′C′−1 = C−1ACC−1 = D. Таким образом, матрица D также
симметрична и A = CD.

1145. Если λ1, λ2, . . . , λn — характеристические числа матрицы
A (с учетом их кратности), то характеристические числа матрицы
Ap (также с учетом их кратности) равны числам λi1 , λi2 . . . λip

(1 � i1 < i2 < · · · < ip � n), т. е. всевозможным произведениям по p
из характеристических чисел матрицы A.

Указание. Выяснить, что при изменении нумерации сочетаний
по p из чисел 1, 2, . . . , n матрица Ap переходит в подобную ей
матрицу, использовать задачу 970, перейти к жордановой форме Aj

и применить свойства ассоциированных матриц из задачи 969.

1146. Если λ1, λ2, . . . , λp — характеристические числа A и μ1,
. . . , μq — характеристические числа B, то характеристические числа
A×B равны λiμj (i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q).

Решение. Пусть кронекеровское произведение A×B определяет-
ся расположением α1, α2, . . . , αpq пар чисел (i, j) (i = 1, 2, . . . , p;
j = 1, 2, . . . , q). Транспозиция αi и αj вызывает в матрице A × B
перестановку i-й и j-й строк и i-го и j-го столбцов и, значит, пе-
реведет эту матрицу в подобную ей (задача 1049). Так как любая
перестановка сводится к ряду транспозиций, то характеристические
числа всех кронекеровских произведений A×B совпадают и можно
рассматривать, например, правое прямое произведение A × ·B (за-
дача 964). Пусть A равняется C−1AjC и B = D−1BjD, где Aj и
Bj — жордановы матрицы. Применяя свойство в) задачи 963, нахо-
дим A×·B = C−1AjC×·D−1BjD = (C−1×·D−1)(Aj×·Bj)(C×·D).
По свойству д) задачи 964 имеем: C−1×·D−1 = (C×·D)−1. Значит,
матрицы A× ·B и Aj × ·Bj подобны и их характеристические числа
совпадают. Но Aj × ·Bj является треугольной матрицей с элемента-
ми λiμj (i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q) на главной диагонали, что и
доказывает наше утверждение.
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1147. Указание. Показать, что g(A) = h(A) тогда и только то-
гда, когда g(λ)− h(λ) делится на ψ(λ).

1149. В данном случае минимальный многочлен совпадает с ха-
рактеристическим (с точностью до знака). r(λ) есть обычный интер-
поляционный многочлен Лагранжа.

f(A)=
n∑

k=1

f(λk)
(A−λ1E)...(A−λk−1E)(A−λk+1E)...(A−λnE)

(λk−λ1)...(λk−λk−1)(λk−λk+1)...(λk−λn)
,

где λ1, λ2, . . . , λn — характеристические числа матрицы A (по усло-
вию различные).

1150. r(λ) есть обычный интерполяционный многочлен Лагран-
жа.

f(A)=
s∑

k=1

f(λk)
(A−λ1E)...(A−λk−1E)(A−λk+1E)...(A−λsE)

(λk−λ1)...(λk−λk−1)(λk−λk+1)...(λk−λs)
.

1151. Решение. Покажем, во-первых, что если интерполяцион-
ный многочлен Лагранжа–Сильвестра r(λ) существует, то он опре-
деляется равенствами (1) и (2). Пусть

r(λ)

ψ(λ)
=

s∑
k=1

[ αk,1

(λ− λk)rk
+ · · ·+ αk,rk

(λ− λk)

]
(3)

— разложение дроби на простейшие. Умножая это равенство на ψ(λ),
получим равенство (1). Для установления равенств (2) умножим ра-
венство (3) на (λ− λk)rk . Получим

r(λ)

ψk(λ)
= αk,1+αk,2(λ−λk)+· · ·+αk,rk

(λ−λk)rk−1+(λ−λk)rkϕ(λ),

(4)
где ϕ(λ) — рациональная функция, имеющая смысл при λ = λk

вместе со всеми своими производными. Беря от обеих частей равен-
ства (4) (j − 1)-ю производную при λ = λk и пользуясь тем, что
значения r(λ) и f(λ) на спектре матрицы совпадают, мы и получим
равенства (2). Во-вторых, покажем, что многочлен r(λ), определен-
ный равенствами (1) и (2), является интерполяционным многочленом
Лагранжа–Сильвестра для функции f(λ) на спектре матрицы A. Из
равенства (1) видно, что степень r(λ) ниже степени ψ(λ). Далее,
положим

ϕk(λ) = αk,1 + αk,2(λ− λk) + · · ·+ αk,rk
(λ− λk)rk−1.

Из равенств (2) следует, что при λ = λk значения функции ϕk(λ) и
ее производных порядка j < rk совпадают соответственно со значе-
ниями функции f(λ)

ψk(λ)
и ее производных того же порядка. Поэтому,
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полагая λ = λk в равенстве r(λ =
∑s

k=1 ϕk(λ)ψk(λ) и равенствах,
полученных из него j-кратным дифференцированием (j < rk), мы
получим

r(j)(λk) = f (j)(λk) (j = 0, 1, . . . , rk − 1; k = 1, 2, . . . , s),

т. е. значения r(λ) и f(λ) на спектре матрицы совпадают.

1152. f(A) = [aE + b(A−λ1E)](A−λ2E)3 +[cE +d(A−λ2E)+
+ e(A− λ2E)2](A− λ1E)2, где

a =
f(λ1)

(λ1 − λ2)3
, b = − 3

(λ1 − λ2)4
f(λ1) +

1

(λ1 − λ2)3
f ′(λ1),

c =
f(λ2)

(λ2 − λ1)2
, d = − 2

(λ2 − λ1)3
f(λ2) +

1

(λ2 − λ1)2
f ′(λ2),

e =
3

(λ2 − λ1)4
f(λ2)− 2

(λ2 − λ1)3
f ′(λ2) +

1

2!

1

2!(λ2 − λ1)2
f ′′(λ2).

1154. Указание. Показать, что значения интерполяционного
многочлена Лагранжа–Сильвестра r(λ) для f(λ) на спектре матри-
цы A совпадают со значениями f(λ) на спектре каждой клетки Ak,
и применить задачу 1147.

1155. r(λ) = f(0) + f ′(0)λ + f ′′(0)
2!

λ2 + · · ·+ f(n−1)(0)
(n−1)!

λn−1.

f(A) =

⎛⎜⎜⎜⎝
f(0) f ′(0) f ′′(0)

2!
. . . f(n−1)(0)

(n−1)!

0 f(0) f ′(0) . . . f(n−2)(0)
(n−2)!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . f(0)

⎞⎟⎟⎟⎠ .

f(A) имеет смысл для любой функции f(λ), для которой определены
значения f(0), f ′(0), . . . , f (n−1)(0).

1156. r(λ) = f(α) + f ′(α)(λ − α) + f ′′(α)
2!

(λ − α)2 + · · ·
+ f(n−1)(α)

(n−1)!
(λ− α)n−1.

f(A) =

⎛⎜⎜⎜⎝
f(α) f ′(α) f ′′(α)

2!
. . . f(n−1)(α)

(n−1)!

0 f(α) f ′(α) . . . f(n−2)(α)
(n−2)!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . f(α)

⎞⎟⎟⎟⎠ .

f(A) имеет смысл для любой функции f(λ), для которой существуют
значения f(α), f ′(α), . . . , f (n−1)(α).

1160. Указание. Применить предыдущую задачу.
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1162.

(
3 · 2100 − 2 · 3100 2(3100 − 2100)
−3(3100 − 2100) 3101 − 2101

)
.

1163. 250

(−24 25
−25 26

)
. 1164. ± 1

4

(
7 1
−1 9

)
.

1165. ± 1
5

(
12 2
3 13

)
, ±

(
0 2
3 1

)
; всего четыре матрицы.

1166.

(
4e− 3 2− 2e
6e− 6 4− 3e

)
. 1167.

(
2e2 −e2

e2 0

)
.

1168.

⎛⎝3e− 1 e −3e + 1
3e e + 3 −3e− 3

3e− 1 e + 1 −3e

⎞⎠ = (e− 2)A2 + A + E.

1169.

⎛⎝3 −15 6
1 −5 2
1 −5 2

⎞⎠, если брать вещественное значение лога-

рифма. Общее решение имеет вид⎛⎝3 + 2πin −15 6
1 −5 + 2πin 2
1 −5 2 + 2πin

⎞⎠ ,

где i =
√−1 и n — любое число.

1170.

(
1 −1
1 −1

)
.

1171. Указание. Использовать задачу 1159.

1172. Указание. Использовать задачу 1159.

1173. |eA| = es, где s = a11 + a22 + · · ·+ ann — след матрицы A.

1174. Указание. Использовать задачу 1161.

1175. y2
1 + y2

2 − y2
3 .

1176. y2
1 − y2

2 − y2
3 .

1177. y2
1 − y2

2 .

1178. y2
1 − y2

2 − y2
3 − y2

4 .

1179. y2
1 + y2

2 − y2
3 .

1180. y2
1 +y2

2−y2
3 ; x1 = y1− 1

2
y2+ 5

6
y3, x2 = 1

2
y2− 1

6
y3, x3 = 1

3
y3.

1181. y2
1 + y2

2 − y2
3 ; x1 = 1

2
y1 + y2, x2 = y2 + y3, x3 = −y2 + y3.

1182. y2
1 − y2

2 − y2
3 ; x1 = y1− y2 − y3, x2 = y2 + y2 − y3, x3 = y3.

1183. y2
1+y2

2−y2
3; x1 = 1

2

√
2y1− 5

3

√
3y2+ 1

3

√
3y3, x2 = − 1

3

√
3y2+

+ 1
3

√
3y3, x3 = 1

3

√
3y2 + 1

3

√
3y3.

1184. y2
1 + y2

2 − y2
3 ; x1 = − 3

4
y1− 1

4
y2 + 1

6

√
3y3, x2 = − 1

2
y1 + 1

2
y2,

x3 = 1
2
y1 + 1

2
y2.

1185. y2
1 − y2

2 ; x1 = y1 − y2 − y3, x2 = y1 + y2 − y4, x3 = y3,
x4 = y4.
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1186. y2
1 + y2

2 − y2
3 − y2

4 ; x1 = 1
3

√
3y1 − 1

15

√
15y2 + 2

85

√
85y3 −

− 1
629

√
629y4, x2 = 1

5

√
15y2− 6

85

√
85y3 + 3

629

√
629y4, x3 = 1

17

√
85y3 +

+ 6
629

√
629y4, x4 = 1

37

√
629y4.

1187. 2y2
1 + 10y2

2 + 190y2
3 , y1 = x1 − 1

2
x2 + x3, y2 = 1

2
x2 − 1

10
x3,

y3 = 1
10

x3.

1188. 3y2
1 − 30y2

2 +530y2
3 ; y1 = x1 + 2

3
x2− 1

2
x3, y2 = 1

3
x2− 1

20
x3,

y3 = 1
20

x3.

1189. 2y2
1 + 6y2

2 − 6y2
3 + 2y2

4 ; y1 = 1
2
x1 − 1

2
x2, y2 = 1

2
x2 + 1

6
x3,

y3 = 1
6
x3 + 1

2
x4, y4 = 3

2
x4.

1190. x1 = y1 − 3y2 − 6y3; x2 = y2 + 3y3; x3 = y3.

1191. x1 = 2
√

2y1 +
√

2y2 + 5y3; x2 = 1
2

√
2y1 + y3; x3 = y3.

1192. x1 = y3, x2 =
√

2y2+y3, x3 =
√

2y1− 3
2

√
2y2−

(
3+ 3

2

√
2
)
y3.

1193. y2
1 ; y1 = a1x1 + a2x2 + · · · + anxn; y2 = x2; y3 = x3; . . . ;

yi−1 = xi−1; yi = xi; yi+1 = xi+1; . . . ; yn = xn, если ai �= 0.

1194. y2
1 + 3

4
y2
2 + 4

6
y2
3 + 5

8
y2
4 + · · ·+ n+1

2n
y2

n;

y1 = x1 + 1
2
(x2 + x3 + · · ·+ xn);

y2 = x2 + 1
3
(x3 + x4 + · · ·+ xn);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = xn.

1195. y2
1 − y2

2 − y2
3 − 3

4
y2
4 − 4

6
y2
5 − 5

8
y2
6 − · · · − n−1

2(n−2)
y2

n;

y1 = 1
2
(x1 + x2) + x3 + x4 + · · ·+ xn;

y2 = 1
2
(x1 − x2);

y3 = x3 + 1
2
(x4 + x5 + · · ·+ xn);

y4 = x4 + 1
3
(x5 + x6 + · · ·+ xn);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = xn.

Указание. Свести к предыдущей задаче.

1196. Если n четно: y2
1 − y2

2 + y2
3 − y2

4 + · · ·+ y2
n−1 − y2

n;

yi =
xi+xi+1+xi+2

2
(i = 1, 3, 5, . . . , n− 3);

yi =
xi−1−xi+xi+1

2
(i = 2, 4, 6, . . . , n − 2);

yn−1 =
xn−1+xn

2
, yn =

xn−1−xn

2
.
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Если n нечетно: y2
1 − y2

2 + y2
3 − y2

4 + · · ·+ y2
n−2 − y2

n−1;

yi =
xi+xi+1+xi+2

2
(i = 1, 3, 5, . . . , n− 2);

yi =
xi−1−xi+xi+1

2
(i = 2, 4, 6, . . . , n − 1);

yn = xn.

1197. n−1
n

y2
1 + n−2

n−1
y2
2 + · · ·+ 2

3
y2

n−2 + 1
2
y2

n−1;

y1 = x1 − x2+x3+···+xn
n−1

;

y2 = x2 − x3+x4+···+xn
n−2

;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn−1 = xn−1 − xn;
yn = xn.

Указание. Представить форму в виде f1 = n−1
n
· ∑n

i=1 x2
i −

− 2
n

∑n
i<j xixj и применить метод индукции. Другой путь состоит

в следующем: совершив преобразование z1 = x1−s; z2 = x2−s; . . . ;
zn−1 = xn−1 − s; zn = xn и сложив эти равенства, приведем форму∑n

i=1(xi−s)2 к виду: 2
(∑n−1

i=1 z2
i +
∑n−1

i<j zizj

)
. Используя ответ за-

дачи 1194, получим 2y2
1 + 3

2
y2
2 + 4

3
y2
3 + · · ·+ n

n−1
y2

n−1. При этом связь
старых и новых неизвестных получается сравнительно сложной.

1198. (n− 1)y2
1 − y2

2 − y2
3 − · · · − y2

n;

y1 = 1
2
(x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn);

y2 = 1
2
(−x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn);

y3 = 1
2
(−x1 − x2 + x3 + · · ·+ xn);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = 1
2
(−x1 − x2 − · · · − xn−1 + xn).

Обратное преобразование имеет вид: x1 = y1 − y2; x2 =
= y2 − y3; . . . ; xn−1 = yn−1 − yn; xn = y1 + yn.

Указание. Применить преобразование

z1 = x1 + x2 + · · ·+ xn;

z2 = x2 + x3 + · · ·+ xn;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zn = xn.

1199. Указание. Доказательство аналогично доказательству за-
кона инерции.
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1200. Указание. Использовать предыдущую задачу.

1201. Формы f1 и f3 эквивалентны между собой и не эквива-
лентны форме f2.

1202. Формы f2 и f3 эквивалентны между собой и не эквива-
лентны форме f1.

1203. В комплексной области n + 1; в вещественной области
(n+1)(n+2)

2
.

1204. Ранг — четное число, сигнатура равна нулю.

1205.
[

n−|s|
2

+ 1
]
, где [x] обозначает наибольшее целое число, не

превосходящее x.

1210. Указание. Для доказательства утверждения б) рассмот-
реть форму fε = f + εg, где ε > 0 и g — сумма квадратов неизвест-
ных. При доказательстве необходимости проверить, что fε > 0 и что
для соответствующих главных миноров D и Dε форм f и fε имеет
место: D = limε→0 Dε. При доказательстве достаточности проверить,
разлагая Dε по степеням ε, что Dε > 0, и показать, что для любых
значений имеет место f = limε→0 fε.

Примеры: Форма f1 = −x2
2 или невырожденная форма f2 =

= −x2
2 + 2x1x3 имеют угловые миноры неотрицательными, но сами

не являются неотрицательными.
При доказательстве утверждения в) применить задачу 1208.
При доказательстве утверждения г) применить задачу 916 и при-

ведение f к нормальному виду, показав, что A = D′BD−(BD)′(BD),
где D — матрица преобразования, а B — матрица формы в нормаль-
ном виде.

1212. λ > 2.

1213. |λ| < √
5/3.

1214. −0,8 < λ < 0.

1215. Требуемых значений λ не существует.

1216. Требуемых значений λ не существует.

1217. Указание. Пусть g = f + l2, где l = c1x1 + · · · + cnxn.
Меняя порядок неизвестных, прийти к случаю cn �= 0, совершить
преобразование yi = xi (i = 1, 2, . . . , n− 1), yn = l

cn
и доказать, что

для новых форм Dg1 = Df1 + c2
nDn−1, где Dn−1 — угловой минор

порядка n− 1 формы f1.

1218. Указание. Представить форму f в виде

f = a11

(
x1 +

a12

a11
x2 + · · ·+ a1n

a11
xn

)2

+ f1(x2, . . . , xn)

и, пользуясь предыдущей задачей, показать, что Df=a11Df1�a11Dϕ.
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1219. Указание. Использовать канонический вид данной формы.

1220. Решение. Очевидно, что (f1 + f2, g) = (f1, g) + (f2, g).
Приводя обе формы к нормальному виду, найдем f =

∑r
i=1 y2

i , g =
=
∑s

j=1 z2
j , где yi, zj — линейные формы от x1, x2, . . . , xn. В силу

отмеченных свойств композиции имеем: (f, g) =
∑r

i=1

∑s
j=1(j

2
i , z2

j ).
Рассмотрим одно из слагаемых (y2, z2), где y =

∑n
k=1 akxk, z =

=
∑n

k=1 bkxk. Тогда y2 =
∑n

k,l=1 akalxkxl; z2 =
∑n

k,l=1 bkblxkxl;

(y2, z2) =
∑n

k,l=1 akalbkblxkxl =
(∑n

k=1 akbkxk

)
� 0 при любых

вещественных значениях x1, . . . , xn. Отсюда (f, g) � 0, чем утвер-
ждение а) доказано. Пусть теперь f > 0 и g > 0. Форму g приве-
дем к нормальному виду: g =

∑n
i=1 y2

i , где yi =
∑n

j=1 qijxj (i =

= 1, . . . , n) и |Q| = |qij | �= 0. Тогда (f, g) =
∑n

i=1(f, y2
i ). Но y2

i =
=

∑n
j,k=1 qijqikxjxk, откуда (f, y2

i ) =
∑n

j,k=1 aikqijqikxjxk =
=
∑n

j,k=1 ajk(qijxj)(qikxk) � 0 в силу f > 0. Если при некотором
t берем значение xt �= 0, то существует i такое, что qit �= 0 (иначе
было бы в вертикальных чертах Q = 0). Значит, в силу f > 0 также
(f, y2

i ) =
∑n

j,k=1 ajk(qijxj)(qikxk) > 0 и (f, g) > 0.

1221. Указание. При доказательстве утверждения б) рассмот-
реть формы fk =

∑k
i,j=1 aijxixj (k = 1, 2, . . . , n).

1222. Указание. Необходимость условий (2) следует из неизмен-
ности угловых миноров при треугольных преобразованиях
(см. предыдущую задачу).

Так же доказываются равенства (3). Достаточность можно дока-
зать индукцией по числу неизвестных n.

1224. f1 = −2y2
1 + 2

3
y2
2 ; g1 = y2

1 + y2
2 ; x1 = y1 + 1

3

√
3y2; x2 =

= 1
2
y1 = − 1

6

√
3y2.

1225. f1 = y2
1 + y2

2 ; g1 = 4y2
1 − 2y2

2 ; x1 = −2
√

2y1 + 3
√

2y2;
x2 = 1

2

√
2y1 − 1

2

√
2y2.

1226. f1 = 9y2
1 + 9y2

2 − 9y2
3 ; g1 = y2

1 + y2
2 + y2

3 ; x1 =
√

2y2;
x2 = 1

6
y1 − 1

3

√
2y3; x3 = 2

3
y1 − 1

2

√
2y2 + 1

6

√
2y3.

1227. f1 = y2
1 + y2

2 + y2
3 − 3y2

4 ; g1 = y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 ; x1 =
= y1 + y2 + y3 + y4; x2 = y2 − y4; x3 = 1

2
y1 − 1

2
y2 + 1

2
y3 − 1

2
y4;

x4 = 1
2
y1 − 1

2
y2 − 1

2
y3 + 1

2
y4.

1228. f1 = y2
1 + 2y2

2 + 2y2
3 − 7y2

4 ; g1 = y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4 ; x1 =
= 2

3
y2 + 2

3
y3 + 1

3
y4; x2 = 2

3
y2 − 4

3
y3 + 4

3
y4; x3 = y3 − 2y4; x4 = y1.

1229. f1 = y2
1 + 2y2

2 − 3y2
3 ; g1 = y2

1 + y2
2 + y2

3 ; x1 = y1 − y2;
x2 = −y2 + y3; x3 = −3y2 + 2y3.

1230. Указание. Показать, что корни λ-уравнения пары форм не
изменяются при любом невырожденном линейном преобразовании
неизвестных.
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1231. Нельзя, так как корни λ-уравнения 1± 1
2
i.

1232. Нельзя, так как корни λ-уравнения ± 1
2
i
√

5.

1233. При подходящей нумерации имеет место: λiμi = 1 (i =
= 1, 2, . . . , n).

1234. 3y2
1 − y2

2 − 5y2
3 .

1235. 5y2
1 − y2

2 − 2y2
3 .

1237. Эквивалентны.

1238. Эквивалентны.

1239. x1 = 12y1 − 17y2; x2 = 5y1 + 7y2.

1240. x1 = y1 + 2y2; x2 = 3y1 + 2y2.

1242. Указание. Показать, что характеристический многочлен
|A−λE| не изменяется при ортогональном преобразовании формы f .

1243. 4y2
1 + 4y2

2 − 2y2
3 .

1244. 6y2
1 + 6y2

2 + 9y2
3 .

1245. y2
1 +

√
3y2

2 −
√

3y2
3 .

1246. 3y2
1 + (1 +

√
17)y2

2 + (1−√17)y2
3 .

1247.
n∑

k=1

cos πk
n+1

y2
k.

Указание. Рассмотреть удвоенную форму и решать аналогично
задаче 1084.

1248. 3y2
1 +6y2

2 +9y2
3 ; x1 = 2

3
y1− 1

3
y2+ 2

3
y3; x2 = 2

3
y1+ 2

3
y2− 1

3
y3;

x3 = − 1
3
y1 + 2

3
y2 + 2

3
y3.

1249. 9y2
1 +18y2

2−9y2
3 ; x1 = 2

3
y1 + 2

3
y2− 1

3
y3; x2 = − 1

3
y1 + 2

3
y2 +

+ 2
3
y3; x3 = 2

3
y1 − 1

3
y2 + 2

3
y3.

1250. 3y2
1 + 6y2

2 − 2y2
3 ; x1 = 1√

3
y1 + 1√

6
y1 + 1√

2
y3; x2 = − 1√

3
y1−

− 1√
6
y2 + 1√

2
y3; x3 = 1√

3
y1 − 2√

6
y2.

1251. 5y2
1 − y2

2 − y2
3 ; x1 = 1√

3
y1 + 1√

6
y2 + 1√

2
y3; x2 = 1√

3
y1 +

+ 1√
6
y2 − 1√

2
y3; x3 = 1√

3
y1 − 2√

6
y2.

1252. 9y2
1 +18y2

2 +18y2
3 ; x1 = 1

3
y1− 2

3
y2 + 2

3
y3; x2 = 2

3
y1− 1

3
y2−

− 2
3
y3; x3 = 2

3
y1 + 2

3
y2 + 1

3
y3.

1253. 3y2
1 − 6y2

2 ; x1 = 2
3
y1 + 1

6

√
2y2 + 1

2

√
2y3; x2 = 1

3
y1− 2

3

√
2y2;

x3 = 2
3
y1 + 1

6
y2 − 1

2

√
2y3.

1254. 9y2
1 + 9y2

2 − 9y2
3 ; x1 = 2

3
y1 + 1

2

√
2y2 + 1

6

√
2y3; x2 = 1

3
y1 −

− 2
3

√
2y3; x3 = 2

3
y1 − 1

2

√
2y2 + 1

6

√
2y3.

1255. 2y2
1 + 4y2

2 − 2y2
3 − 4y2

4 ; x1 = 1
2
(y1 + y2 + y3 + y4); x2 =

= 1
2
(−y1 + y2 + y3 − y4); x3 = 1

2
(−y1 − y2 + y3 + y4); x4 = 1

2
(y1 −

− y2 + y3 − y4).
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1256. 4y2
1+8y2

2 +12y3
3−4y2

4 ; x1 = 1
2
(y1+y2+y3+y4); x2 = 1

2
(y1−

− y2 − y3 + y4); x3 = 1
2
(y1 + y2 − y3 − y4); x4 = 1

2
(y1 − y2 + y3 − y4).

1257. 5y2
1 − 5y2

2 + 5y2
3 ; x1 = 1

5

√
5(2y1 + y2); x2 = 1

5

√
5(y1 − 2y2);

x3 = 1
5

√
5(2y3 + y4); x4 = 1

5

√
5(−y3 + 2y4).

1258. 2y2
1 − 4y2

2 ; x1 = 1
2

√
2(y1 + y3); x2 = 1

2

√
2(y1 − y3); x3 =

= 1
2

√
2(y2 + y4); x4 = 1

2

√
2(y2 − y4).

1259. 9y2
1 + 9y2

2 + 9y2
3 ; x1 = y1; x2 = 1

3
(y2 + 2y3 + 2y4); x3 =

= 1
3
(2y2 + y3 − 2y4); x4 = 1

3
(2y2 − 2y3 + y4).

1260. 5y2
1 + 5y2

2 + 5y2
3 − 8y2

4 ; x1 = 1
5

√
5(2y1 + y5); x2 =

= 1
5

√
5(−y1+2y5); x3 = y3; x4 = 1

13

√
13(2y2+3y4); x5 = 1

13

√
13(3y2−

− 2y4).
1261. 4y2

1 + 4y2
2 + 4y2

3 − 6y2
4 − 6y2

5 ; x1 = y1; x2 = 1
5

√
5(y2 + 2y4);

x3 = 1
5

√
5(−2y2 +y4); x4 = 1

10

√
10(y3 +3y5); x5 = 1

10

√
10(3y3−y5).

1262. 5y2
1 − 5y2

2 + 5y2
3 − 5y2

4 + 5y2
5 ; x1 = 1

5

√
5(2y1 + y2); x2 =

= 1
5

√
5(y1 − 2y2); x3 = 1

10

√
10(3y3 + y4); x4 = 1

10

√
10(−y3 + 3y4);

x5 = 1
5

√
5(2y5 + y6); x6 = 1

5

√
5(y5 − 2y6).

1263. n+1
2

y2
1 + 1

2
y2
2 + · · · + 1

2
y2

n; y1 = 1√
n
(x1 + x2 + · · · + xn);

yi = 1√
i(i−1)

[x1 + x2 + · · ·+ xi−1 − (i− 1)xi] (i = 1, 2, . . . , n).

1264. n−1
2

y2
1− 1

2
y2
2− 1

2
y2
3−· · ·− 1

2
y2

n; преобразование можно взять
то же, что и в предыдущей задаче.

1265. Указание. Показать, что при ортогональном преобразова-
нии квадратичной формы характеристический многочлен ее матрицы
не изменяется.

1266. Формы f и h ортогонально эквивалентны между собой, но
не ортогонально эквивалентны форме g.

1269. Q =

⎛⎝2/3 −2/3 −1/3
2/3 1/3 2/3
1/3 2/3 −2/3

⎞⎠; B =

⎛⎝1 0 0
0 4 0
0 0 7

⎞⎠.
1270. Q =

⎛⎝ 2
5

√
5 0 1

5

√
5

2
15

√
5 − 1

3

√
5 − 4

15

√
5

1
3

2
3

− 2
3

⎞⎠; B =

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 10

⎞⎠.
1271. Указание. Пользуясь указанием к задаче 1074, показать,

что характеристические числа матрицы A − λ0E получаются вычи-
танием λ0 из характеристических чисел матрицы A, и применить
задачу 1242.

1272. Указание. Применить предыдущую задачу.

1274. Вещественная квадратная матрица с положительными уг-
ловыми минорами тогда и только тогда ортогональна, когда она яв-
ляется единичной.
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1275. Решение. Квадратичная форма f с матрицей A′A положи-
тельно определена (задача 1207); значит, треугольным преобразова-
нием ее можно привести к каноническому виду с положительными
коэффициентами λ1, λ2, . . . , λn (задача 1222). Если C — матри-
ца этого преобразования, D — диагональная матрица с элементами√

λ1,
√

λ2, . . . ,
√

λn на диагонали (причем все значения корней взяты
положительными), и B = DC, то A′A = C′D2C = B′B, где матри-
ца B удовлетворяет требованиям задачи. Положим Q = AB−1. Тогда
Q′Q = (AB−1)′ ·(AB−1) = (B′)−1 ·(A′A)·B−1 = (B′)−1 ·B′B ·B−1 =
= E, т. е. матрица Q ортогональна и A = QB; если еще A = Q1B1,
то матрица Q−1 ·Q1 = BB−1

1 ортогональна и треугольна, с положи-
тельными элементами на диагонали. Значит, это единичная матрица,
откуда Q = Q1 и B = B1.

1276. Решение. Докажем утверждение а) для представления A =
= QB требуемого вида. Матрица A′A симметрична, и квадратичная
форма с этой матрицей положительно определенна (задача 1207). По-
этому существует ортогональная матрица P такая, что A′A = P ′CP ,
где C — диагональная матрица с положительными элементами λ1,
λ2, . . . , λn на диагонали. Пусть D — диагональная матрица с эле-
ментами

√
λ1,

√
λ2, . . . ,

√
λn на диагонали, причем взяты положи-

тельные значения корня. Положим B = P ′DP = P−1DP . Отсюда
следует, что B — симметрическая матрица с положительными ха-
рактеристическими числами. Значит, квадратичная форма с матри-
цей B положительно определенна и угловые миноры ее положитель-
ны. Далее A′A = P−1CP = P−1D2P = P−1DP · P−1DP = B2.
Положим Q = AB−1. Тогда A = QB и Q′Q = (AB−1)′ · (AB−1) =
= B′−1(A′A) · B−1 = B−1B2 · B−1 = E. Значит, матрица Q ортого-
нальна.

Пусть даны два представления требуемого вида: A = Q1B1 =
= Q2B2. Тогда A′A = B2

1 = B2
2 . Обозначим через λ1, λ2, . . . , λn;

μ1, μ2, . . . , μn; ν1, ν2, . . . , νn характеристические числа соответ-
ственно для A′A, B1, B2, расположенные в невозрастающем поряд-
ке. Все эти числа положительны и μ2

i = λi = ν2
i (i = 1, 2, . . . , n)

(задача 1077). Значит, μi = νi (i = 1, 2, . . . , n). Пусть C и D — диа-
гональные матрицы с элементами λ1, λ2, . . . , λn и μ1, μ2, . . . , μn

на диагонали. Существуют ортогональные матрицы U и V такие, что
B1 = U ′DU , B2 = V ′DV . Значит, B2

1 = U ′CU , B2
2 = V ′CV , откуда

U ′CU = V ′CV , CUV ′ = UV ′C. Матрица W = (wij)
n
1 = UV ′ пере-

становочна с C. Покажем, что она перестановочна с D. Если λi �= λj ,
то, вычисляя элемент матрицы CW = WC в i-й строке и j-м столб-
це, найдем, что wij = 0. Таким образом, если представить матрицу C
в виде клеточно диагональной матрицы с диагональными клетками



Ответы 415

C1, C2, . . . , Ck так, что в каждой клетке диагональные элементы
одинаковы, а в разных клетках — различны, то матрица W является
клеточно диагональной с диагональными клетками W1, W2, . . . , Wk

тех же порядков, что и C1, C2, . . . , Ck. По построению матрицы D
она также будет клеточно диагональной с диагональными клетками
D1, D2, . . . , Dk тех же порядков и равными диагональными элемен-
тами в каждой клетке. Так как DiWi = WiDi (i = 1, 2, . . . , k), то
DW = WD. Отсюда DUV ′ = UV ′D; U ′DU = V ′DV , т. е. B1 = B2.

Пользуясь функциями от матриц, можно провести доказатель-
ство короче. Если A = QB — представление искомого вида, то A′A =
= B2; B =

√
A′A, причем характеристические числа B положитель-

ны. Таким образом, B является значением функции
√

λ (где берется
арифметическое значение корня) при λ = A′A. Так как характери-
стические числа матрицы A′A положительны, то это значение имеет
смысл, определено однозначно и, как многочлен от симметрической
матрицы A′A, будет матрицей симметрической (задачи 1148, 1151).
Полагая Q = AB−1, убедимся, как выше, что Q ортогональна.

Представление A = B2Q2 получается аналогично при помощи
матрицы AA′. Утверждение б) доказывается так же, как а), с за-
меной положительно определенных форм эрмитовыми положительно
определенными формами. Утверждение в) следует из единственности
представлений, указанных в а) и в б). Оно может быть доказано так-
же приведением матрицы B в случае 1) и матрицы A в случае 2) к
диагональному виду при помощи ортогональной (унитарной) матри-
цы (см. задачу 1595). Тогда из утверждения 1) легко следует един-
ственность представлений, указанных в а) и б).

ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ИХ ЛИНЕЙНЫЕ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

1277. (1, 2, 3).

1278. (1, 1, 1).

1279. (0, 2, 1, 2).

1280. x1 = −27x′1 − 71x′2 − 41x′3; x2 = 9x′1 + 20x′2 + 9x′3; x3 =
= 4x′1 + 12x′2 + 8x′3.

1281. x1 = 2x′1 + x′3 − x′4; x2 = −3x′1 + x′2 − 2x′3 + x′4; x3 = x′1 −
− 2x′2 + 2x′3 − x′4; x4 = x′1 − x′2 + x′3 − x′4.

1282. а) a0, a1, a2, . . . , an; б) f(α), f ′(α), f ′′(α)
2!

, . . . , f(n)(α)
n!

.

1283.

⎛⎜⎜⎝
1 −α α2 −α3 . . . (−1)nαn

0 1 −2α 3α2 . . . (−1)n−1nαn−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎠.
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В этой матрице в (k + 1)-м столбце стоят числа

(−α)k, Ck−1
k (−α)k−1, Ck−2

k (−α)k−2, . . . , C1
k(−α), 1, 0, 0, . . . , 0.

1284. а) Поменяются местами две строки; б) поменяются места-
ми два столбца; в) произойдет симметричное отражение матрицы
относительно ее центра.

1285. Не является.

1286. Не является.

1287. Является, если данная прямая проходит через начало ко-
ординат, не является в противном случае.

1288. Является.

1289. Не является.

1290. Не является.

1291. Является.

1292. Не является.

1293. Является.

1294. Все пространство; векторы, лежащие в любой плоскости,
проходящей через начало координат; векторы, лежащие на любой
прямой, проходящей через начало координат, и само начало коорди-
нат, т. е. один нулевой вектор.

1295. Не верно.

1297. Базис образуют, например, векторы (1, 0, 0, . . . , 0, 1),
(0, 1, 0, . . . , 0, 0), (0, 0, 1, . . . , 0, 0), . . . , (0, 0, 0, . . . , 1, 0). Размерность
равна n− 1.

1298. Базис образуют следующие векторы: если k — номер ба-
зисного вектора, то его координата с номером 2k − 1 равна единице,
а остальные координаты равны нулю, k = 1, 2, . . . ,

[
n+1

2

]
, где [x]

обозначает наибольшее целое число, не превосходящее x. Размер-
ность равна

[
n+1

2

]
.

1299. Базис образуют векторы, указанные как базисные в ответе
предыдущей задачи, с добавлением еще одного вектора, у которого
координаты с четными номерами равны единице, а с нечетными —
нулю. Размерность равна 1 +

[
n+1

2

]
.

1300. Базис образуют векторы (1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . ) и
(0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . ). Размерность равна 2.

1301. Базис образуют, например, матрицы Eij (i, j = 1, 2, . . . , n),
где Eij — матрица, элемент которой в i-й строке и j-м столбце ра-
вен единице, а все остальные элементы равны нулю. Размерность
равна n2.
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1302. Базис образуют, например, многочлены: 1, x, x2, . . . , xn.
Размерность равна n + 1.

1303. Базис образуют, например, матрицы Fij (i � j; i, j =
= 1, 2, . . . , n), где Fij — матрица, у которой элементы fij = fji = 1,
а все остальные элементы равны нулю. Размерность равна n(n+1)

2
.

1304. Базис образуют, например, матрицы Gij (i < j; i, j =
= 1, 2, . . . , n), где Gij — матрица, элементы которой gij = 1, gji =
= −1, а все остальные элементы равны нулю. Размерность равна
n(n−1)

2
.

1308. Базис образуют, например, векторы (1, 0, 0, . . . , 0,−1),
(0, 1, 0, . . . , 0,−1), . . . , (0, 0, 0, . . . , 1,−1). Размерность равна n− 1.

1310. Размерность равна 3. Базис образуют, например, векторы
a1, a2, a4.

1311. Размерность равна 3. Базис образуют, например, векторы
a1, a2, a5.

1312. Например, x1 − x3 − x4 = 0, x2 + x3 − x4 = 0.

1313. Например, x1−x2−2x3 = 0, x1−x2 +2x4 = 0, 2x1 +x2−
− x5 = 0.

1317. s = 3, d = 1.

1318. s = 3, d = 2.

1319. Решение. Правило 1) доказывается легко. Докажем пра-
вило 2). Так как числа xi1, . . . , xik, yi1, . . . , yil удовлетворяют
равенству (1), то ci =

∑l
j=1 yijbj =

∑k
j=1 xijaj . Поэтому векторы

ci (i = 1, 2, . . . , d) принадлежат как L1, так и L2, а значит, и их пе-
ресечению D. Пусть x — любой вектор D. Он выражается как через
базис L1, так и через базис L2. Значит, x = α1a1 + · · · + αkak =
= β1b1 + · · ·+ βlbl. Это означает, что строка чисел α1, . . . , αk, β1,
. . . , βl есть решение системы уравнений (1) и потому линейно вы-
ражается через фундаментальную систему решений (2). Пусть γ1,
. . . , γd — коэффициенты этого выражения. Тогда βj =

∑d
i=1 γiγij

(j = 1, 2, . . . , l), откуда

x =
l∑

j=1

βjbj =
l∑

j=1

( d∑
i=1

γiγij

)
bj =

d∑
i=1

γi

( l∑
j=1

yijbj

)
=

d∑
i=1

γici.

Итак, любой вектор x ∈ D линейно выражается через векторы (4).
Наконец, система (4) линейно независима, так как матрица коорди-
нат этих векторов в базисе b1, . . . , b1 содержит минор (3) порядка
d, отличный от нуля.
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1320. Базис суммы образуют, например, векторы a1, a2, b1. Ба-
зис пересечения состоит из одного вектора c = 2a1 +a2 = b1 + b2 =
= (3, 5, 1).

1321. Базис суммы образуют, например, векторы a1, a2, a3, b2.
Базис пересечения, например, b1 = −2a1 + a2 +a3, b3 = 5a1−a2−
− 2a3.

1322. Базис суммы состоит, например, из векторов a1, a2, a3,
b1. Базис пересечения — например, из векторов c1 = a1 + a2 + a3 =
= b1 + b2 = (1, 2, 2, 1); c2 = 2a1 + 2a3 = b1 + b3 = (2, 2, 2, 2).

1328. Проекция вектора e1 на L1 параллельно L2 имеет i-ю ко-
ординату n−1

n
, а остальные — −1

n
, проекция на L2 параллельно L1

имеет все координаты равными 1/n.

1329. A1 =

⎛⎜⎜⎝
1 1/2 . . . 1/2

1/2 1 . . . 1/2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1/2 1/2 . . . 1

⎞⎟⎟⎠;

A2 =

⎛⎜⎜⎝
0 1/2 . . . 1/2

−1/2 0 . . . 1/2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−1/2 −1/2 . . . 0

⎞⎟⎟⎠.
1334. Указание. Рассмотреть параметрические уравнения пря-

мых x = a0 +a1t, x = b0 +b1t, где a0, a1, b0, b1 — данные векторы.

1335. Векторы a0 − b0, a1, b1 должны быть линейно зависимы.

1336. Искомые условия состоят в том, что векторы a1 и b1 ли-
нейно независимы, а вектор a0 − b0 линейно выражается через a1

и b1. Если a0 − b0 = t1a1 + t2b1, то точка пересечения задается
вектором a0 − t1a1 = b0 + t2b1.

1337. (−2,−5,−1, 1,−1).

1338. (0, 1,−1,−2,−3).

1339. Необходимые и достаточные условия состоят в том, что
четверка векторов a0− c, b0− c, a1, b1 линейно зависима, а каждая
из двух троек a0 − c, a1, b1 и b0 − c, a1, b1 линейно независима.
Искомая прямая имеет уравнение x = c + dt, где d = λ1(a0 − c) +
+ λ2a1 = λ3(b0 − c) + λ4b1, причем коэффициенты λ1 и λ3 отличны
от нуля.

Точки пересечения этой прямой с данными прямыми имеют вид

a0 =
λ2

λ1
a1 = c +

1

λ1
d и b0 +

λ4

λ3
b1 = c +

1

λ3
d.

1340. x = c + dt, где d = (6, 7,−8,−11); M1(2, 2,−3,−4),
M2(−4,−5, 5, 7).
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1341. x = c + dt, где d = (1, 1, 0, 3); M1(2, 3, 2, 1),
M2(1, 2, 2,−2).

1344. Если две плоскости трехмерного пространства имеют об-
щую точку, то они имеют общую прямую. Если плоскость и трех-
мерное линейное многообразие четырехмерного пространства имеют
общую точку, то они имеют общую прямую. Если два трехмерных
линейных многообразия четырехмерного пространства имеют общую
точку, то они имеют общую плоскость.

1345. Для удобства классификации разных случаев введем две
матрицы: A — матрица, по столбцам которой записаны координаты
векторов a1, a2, b1, b2, B — матрица, полученная из A приписыва-
нием столбца координат вектора a0 − b0. Пусть ранг A = r1, ранг
B = r2. Возможен один из шести случаев:

1) r1 = 4, r2 = 5. Плоскости не лежат в одном четырехмерном
многообразии (плоскости абсолютно скрещиваются).

2) r1 = r2 = 4. Плоскости имеют одну общую точку, значит,
лежат в одном четырехмерном, но не лежат в одном трех-
мерном многообразии (плоскости абсолютно пересекаются).

3) r1 = 3, r2 = 4. Плоскости не имеют общих точек, лежат в од-
ном четырехмерном, но не лежат в одном трехмерном много-
образии (плоскости скрещиваются параллельно прямой,
именно: обе они параллельны прямой с уравнением a1t1 +
+ a2t2 = b1t3 + b2t4).

4) r1 = r2 = 3. Плоскости лежат в трехмерном пространстве и
пересекаются по прямой.

5) r1 = 2, r2 = 3. Плоскости не имеют общих точек, но лежат
в одном трехмерном пространстве (плоскости параллельны).

6) r1 = r2 = 2. Плоскости совпадают, r2 � r1 � 2, так как обе
пары векторов a1, a2 и b1, b2 линейно независимы.

1347. Указание. Вести доказательство индукцией по числу k.
1348. Октаэдр с вершинами в точках: (1,1,−1,−1), (1,−1,1,−1),

(1,−1,−1, 1), (−1,−1, 1, 1), (−1, 1,−1, 1), (−1, 1, 1,−1).
Указание. При определении координат вершин учесть, что вер-

шины искомого сечения должны быть точками пересечения секущего
подпространства с ребрами куба и что вдоль каждого ребра куба три
координаты равны ±1, а четвертая меняется от +1 до −1.

1349. Тетраэдр с вершинами в точках:(
3

4
,−1

4
,−1

4
,−1

4

)
,

(
−1

4
,
3

4
,−1

4
,−1

4

)
,(

−1

4
,−1

4
,
3

4
,−1

4

)
,

(
−1

4
,−1

4
,−1

4
,
3

4

)
.

Указание. Найти проекции вершин.
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1350. Указание. Принять данный конец диагонали за начало, а
ребра, из него выходящие, — за оси координат и показать, что рас-
сматриваемые параллельные линейные многообразия определяются
уравнениями

x1 + x2 + · · ·+ xn = k (k = 0, 1, 2, . . . , n),

а точка пересечения диагонали с k-м из этих многообразий имеет все
координаты равными одному и тому же числу k/n (k = 0, 1, 2, . . . , n).

1352. Билинейная форма g должна быть симметрична, т. е. aij =
= aji, (i, j = 1, 2, . . . , n), а соответствующая ей квадратичная форма
f =

∑n
i,j=1 aijxixj — положительно определенная; (ei, ej) = aij

(i, j = 1, 2, . . . , n).

1357. Можно добавить векторы (2, 2, 1, 0), (5,−2,−6,−1).

1358. Можно добавить векторы (1,−2, 1, 0), (25, 4,−17,−6).

1359. Один из векторов ± ( 2
3
,− 2

3
,− 1

3

)
.

1360. Например:
(

1
2
,− 1

2
, 1

2
,− 1

2

)
,
(

1
2
,− 1

2
,− 1

2
, 1

2

)
.

1361. (1, 2, 2,−1), (2, 3,−3, 2), (2,−1,−1,−2).

1362. (1, 1,−1,−2), (2, 5, 1, 3).

1363. (2, 1, 3,−1), (3, 2,−3,−1), (1, 5, 1, 10).

1366. Например: b1 = (2,−2,−1, 0), b2 = (1, 1, 0,−1).

1367. Например: 6x1 − 9x2 − x3 = 0, x2 + x4 = 0.

1369. Пусть a1, a2, . . . , ak — базис L. Ищем y в виде y =
=
∑k

j=1 cjaj . Умножая это равенство скалярно из ai и замечая,
что (ai, y) = (ai, x), получаем систему уравнений

∑k
j=1(ai, aj)cj =

= (ai, x) (i = 1, 2, . . . , k), которая по смыслу c1, c2, . . . , ck должна
иметь единственное решение. Найдя y, полагаем z = x − y.

1370. y = 3a1 − 2a2 = (1,−1,−1, 5); z = (3, 0,−2,−1).

1371. y = 2a1 − a2 = (3, 1,−1,−2); z = (2, 1,−1, 4).

1372. y = (5,−5,−2,−1); z = (2, 1, 1, 3).

1373. Указание. Вывести соотношение

|x − u|2 = |(x − x0)− y|2 + |y − (u − x0)|2,

где y — ортогональная проекция x − x0 на L.

1374. а) 5; б) 2.
∗ 1375. Указание. Положим x − x0 = y + z, где y ∈ L, z ∈ L∗.

По задаче 1373 d2 = (z, z). Пусть y = λ1a1 + λ2a2 + · · · + λkak.
Из последнего столбца определителя G(a1, a2, . . . , ak, x − x0) вы-
честь предыдущие столбцы, умноженные соответственно на λ1,
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λ2, . . . , λk, и показать, что на месте (ai, x − x0) получится нуль, а
на месте (x − x0, x − x0) будет (x − x0, z) = (z, z).

1376. Указание. Пусть u1 ∈ P 1, u2 ∈ P 2, y — ортогональная
проекция x1 − x2 на L. Вывести равенство

|u1 − u2|2 = |(x1 − x2)− y|2 + |y + (u1 − x1)− (u2 − x2)|2.

1377. 3.

1378. Решение. Примем одну из вершин первой грани за начало
координат. Пусть другие вершины первой грани задаются векторами
x1, x2, . . . , xk, а вершины второй грани — векторами xk+1, . . . , xn.
Ищем расстояние между линейными многообразиями, определенны-
ми вершинами этих граней (задача 1346). Эти многообразия —

x1t1 + · · ·+xktk и (xk+1−xn)tk+1 + · · ·+(xn−1−xn)tn−1 +xn.

Искомое расстояние равно длине ортогональной составляющей z век-
тора xn относительно подпространства L, натянутого на векторы x1,
. . . , xk, xk+1 − xn, . . . , xn−1 − xn. Умножая равенство

xn = x1t1 + · · ·+xktk +(xk+1−xn)tk+1 + · · ·+(xn−1−xn)tn−1 +z

на векторы x1, . . . , xk, xk+1−xn, . . . , xn−1 −xn, получим уравне-
ния:

t1 +
1

2
t2 + · · ·+ 1

2
tk =

1

2
;

1

2
t1 + t2 + · · ·+ 1

2
tk =

1

2
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

2
t1 +

1

2
t2 + · · ·+ tk =

1

2
;

tk+1 +
1

2
tk+2 + · · ·+ 1

2
tn−1 = −1

2
;

1

2
tk+1 + tk+2 + · · ·+ 1

2
tn−1 = −1

2
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

2
tk+1 +

1

2
tk + 2 + · · ·+ tn−1 = −1

2
,

откуда, складывая первые k и последние n− k − 1 уравнений, легко
находим: t1 = · · · = tk = 1

k+1
; tk+1 = · · · = tn−1 = 1

n−k
. Поэтому

z =
xk+1+···+xn

n−k
− x1+···+xk

k+1
. Отсюда видно, что z соединяет центры

данных граней.
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Так как расстояние между многообразиями, определенными вер-
шинами данных граней, по доказанному равно расстоянию между
центрами этих граней, то оно и будет расстоянием между этими гра-
нями. Возводя в квадрат выражение для z и извлекая затем корень,
находим: |z| =

√
n+1

2(n−k)(k+1)
.

1379. Указание. Найти α из условия (x− αe, e) = 0. При дока-
зательстве единственности обе части равенства α1 ·e+z1 = α2e+z2

умножить скалярно на e.

1380. Указание. Рассмотреть скалярный квадрат вектора y =

= x−
k∑

i=1

αiei, где αi = (x, ei), и применить свойства в) и г) преды-

дущей задачи.

1381. Указание. Первый способ: рассмотреть скалярный квадрат
(x + ty, x + ty) как неотрицательный квадратный трехчлен от t.
Второй способ: при y �= 0 представить x в виде x = αy + z, где
(y, z) = 0, показать, что (x, x) � α2(y, y), причем знак равенства
имеет место тогда и только тогда, когда x = αy, и выяснить, что

(x, y)2 = α2(y, y)(y, y) � (x, x)(y, y).

Третий способ: применить неравенство задачи 503 к координатам
векторов x и y в ортонормированном базисе.

1382. Указание. Первый способ: рассмотреть скалярный квадрат
(x + ty, x + ty), где t = s(x, y), как неотрицательный квадратный
трехчлен от s (s — действительное). Второй способ: при y �= 0 поло-
жить x = αy +z, где α — комплексное число и (y, z) = 0, показать,
что (x, x) � αᾱ(y, y), причем знак равенства имеет место тогда и
только тогда, когда x = αy, и выяснить, что

(x, y)(y, x) = αᾱ(y, y)(y, y) � (x, x)(y, y).

Третий способ: применить неравенство задачи 505 к координатам
векторов x и y в ортонормированном базисе.

1384.
(∫ b

a
f(x)g(x)dx

)2

�
∫ b

a
[f(x)]2 dx · ∫ b

a
[g(x)]2 dx.

1385. AB = BC = AC = 6; ∠A = ∠B = ∠C = 60◦.

1386. AB = 5, BC = 10, AC = 5
√

3; ∠A = 90◦; ∠B = 60◦;
∠C = 30◦.

1389. Указание. Если ребра заданы векторами a1, a2, . . . , an,
то рассмотреть выражение |a1 + a2 + · · ·+ an|2.

1390. Указание. Рассмотреть выражение |x + y|2 + |x − y|2.
1393. При нечетном n ортогональных диагоналей нет, при n =

= 2k искомое число равно 1
2
Ck

n = Ck−1
2k−1.



Ответы 423

1394. a · √n; limn→∞ a
√

n =∞.
1395. ϕn = arccos 1√

n
; limn→∞ ϕn = π

2
; ϕ4 = 60◦.

1396. R = a
√

n
2
. При n = 1, 2, 3 R < a; при n = 4 R = a, при

n > 4 R > a.

1398. Указание. Показать, что начало диагонали можно соеди-
нить с любой другой вершиной цепочкой ребер, и воспользоваться
предыдущей задачей.

1399. Указание. Использовать задачу 1379.

1400. Решение. cos(x, y) = (x,y)
|x|·|y| = (y,y)

|x|·|y| = |y|
|x| ; cos(x, y′) =

= (x,y′)
|x|·|y′| = (y,y′)

|x|·|y′| = |y|·|y′|
|x|·|y′| cos(y, y′) � |y|

x| = cos(x, y). Знак ра-
венства возможен тогда и только тогда, когда cos(y, y′) = 1, т. е. по
задаче 1399, когда y′ = α · y при α > 0.

1401. arccos
√

k
n
.

1402. 60◦.
1403. 30◦.
1405. arccos 2

3
.

Указание. Пусть ai — вектор из A0 в Ai (i = 1, 2, 3, 4). Рассмот-
реть два вектора a1t1 + a2t2 и a3t3 + a4t4; показать, что квадрат
косинуса угла между ними равен (t1+t2)2(t2+t4)2

4(t21+t1t2+t22)(t23+t3t4+t24)
, и найти

максимум функции (t1 + t2)
2 при условии, что t21 + t1t2 + t22 = 1.

1406. 45◦.
Указание. Искать минимум углов векторов второй плоскости с

их ортогональными проекциями на первую плоскость.

1407. Указание. Показать, что каждая из систем f 1, . . . , fk и
g1, . . . , gk является базисом подпространства Lk, натянутого на век-
торы e1, . . . , ek, что (f i, gj) = 0 при i �= j, наконец, что в равенстве
gk = c1f 1 + · · · + ckfk все коэффициенты c1, c2, . . . , ck−1 равны
нулю.

1408. Указание. Положив (x2 − 1)k = uk(x), проверить, что
u

(j)
k (±1) = 0 при j < k и, интегрируя по частям

∫ +1

−1
u

(k)
k (x)xj dx

несколько раз, пока под знаком интеграла не исчезнет множитель
вида xs, показать, что этот интеграл равен нулю при j = 0, 1, . . . , k−
−1. Вывести отсюда требуемое равенство:

∫ +1

−1
Pj(x)Pk(x) dx = 0 при

j �= k.

1409. P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) = 1
2
(3x2−1), P3(x) = 1

2
(5x3−

− 3x), P4(x) = 1
8
(36x4 − 30x2 + 3); Pk(x) = 1

2kk!
×

×∑k
j=0(−1)k−jCj

k
(2j)!

(2j−k)!
x2j−k =

∑k
j=0(−1)k−j 1·3·5·...·(2j−1)

(k−j)!(2j−k)!2k−j ×
×x2j−k, причем в этих выражениях следует выпустить все слага-
емые с отрицательными показателями степени x.
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1410.
√

2
2k+1

.

Решение. Положим (x2 − 1)k = uk(x) и вычислим скалярный
квадрат (Pk, Pk). Интегрируя по частям, находим∫ +1

−1

u
(k)
k (x) · u(k)

k (x) dx = −
∫ +1

−1

u
(k−1)
k (x)u

(k+1)
k (x) dx = · · ·

· · · = (−1)k

∫ +1

−1

uk(x)u
(2k)
k (x) dx = (2k)!

∫ +1

−1

(1− x)k(1 + x)k dx.

Снова интегрируя по частям, находим∫ +1

−1

(1−x)k(1+x)k dx =
k

k + 1

∫ +1

−1

(1−x)k−1(1+x)k+1 dx = · · ·

· · · = k!

(k + 1)(k + 2) . . . (2k)

∫ +1

−1

(1 + x)2k dx =
(k!)222k+1

(2k)!(2k + 1)
,

откуда

(Pk, Pk) =
1

22k(k!)2
(2k)!

(k!)222k+1

(2k)!(2k + 1)
=

2

2k + 1
.

1411. Pk(1) = 1.
Указание. Применить к выражению Pk(x) = 1

2kk!
· dk

dxk [(x+1)k(x−
− 1)k] правило Лейбница дифференцирования произведения.

1412. Pk(x) = Ckfk(x), где Ck = (2k)!

2k(k!)2
=

Ck
2k

2k = 1·3·5·...·2k−1
k!

—
старший коэффициент многочлена Pk(x) (k = 0, 1, . . . , n).

Указание. Использовать задачи 1407, 1408, 1409.

1414. Указание. Положив xn = [xn− f(x)]+ f(x), показать, что
минимум достигается тогда и только тогда, когда f(x) — ортогональ-
ная составляющая для xn относительно подпространства многочле-
нов степени � n− 1 (задача 1373), и применить задачи 1410, 1412 и
1413.

1415. g(a1, a2) равен квадрату площади параллелограмма, по-
строенного на векторах a1, a2; g(a1, a2, a3) равен квадрату объема
параллелепипеда, построенного на векторах a1, a2, a3.

1416. Указание. Рассмотреть систему однородных линейных
уравнений с определителем g(a1, a2, . . . , ak).

1417. Указание. Искать взаимный базис из соотношений

f j =
n∑

k=1

cjkek (j = 1, 2, . . . , n).
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1418. а) T = (S′)−1; б) T = (S̄′)P−1. Здесь штрих означает
транспонирование, а черта — замену элементов комплексно сопря-
женными.

1419. Указание. Первый способ: показать, что определитель Гра-
ма g(a1, . . . , ak) равен квадрату модуля определителя из координат
векторов a1, . . . , ak в любом ортонормированном базисе k-мерного
подпространства, содержащего эти векторы.

Второй способ: показать, что неотрицательная квадратичная фор-
ма (a1x1 + · · · + akxk, a1x1 + · · · + akxk) от x1, . . . , xk являет-
ся положительно определенной тогда и только тогда, когда векторы
a1, . . . , ak линейно независимы.

Третий способ: пользуясь неизменностью определителя Грама при
ортогонализации векторов (задача 1415), показать, что если векторы
b1, . . . , bk получены из a1, . . . , ak процессом ортогонализации, то
g(a1, . . . , ak) = |b1|2 . . . |bk|2, и применить задачу 1413.

1421. 1
Cn

2n

√
2n+1

.
Указание. Первый способ: заметив, что искомое расстояние рав-

но длине ортогональной составляющей вектора −xn относительно
подпространства многочленов степени не выше n − 1, применить
предыдущую задачу и задачу 418.

Второй способ (не использующий задачи 418): искомое расстоя-
ние дает минимум интеграла

∫ 1

0
[f(x)]2 dx, где f(x) — многочлен n-й

степени со старшим коэффициентом, равным единице. Это позволяет
изменением пределов интегрирования свести задачу к соответству-
ющему экстремальному свойству полинома Лежандра (задача 1414).

1422. Указание. Применить задачи 1413 и 1415.
1423. |D2| � ∏n

i=1

∑n
j=1 |aij |2, причем знак равенства имеет ме-

сто тогда и только тогда, когда либо
∑n

k=1 aikājk = 0 (i �= j; j =
= 1, 2, . . . , n), либо определитель D содержит нулевую строку.

1424. Указание. В векторном пространстве Rn ввести скалярное
произведение (x, y) =

∑n
i,j=1 aijxiyj , где xi, . . . , xn и y1, . . . , yn —

координаты соответственно x и y в некотором базисе e1, . . . , en

пространства Rn, показать, что Df = g(e1, . . . , en), и применить
задачу 1422.

1425. Указание. Использовать задачу 1210, г).
1426. Указание. Применить свойства эрмитовых форм, анало-

гичные свойствам вещественных форм, указанным в задаче 1210 (см.,
например, Гантмахер Ф. Р. Теория матриц. — М.: Гостехиздат, 1953,
гл. 10, § 3, 9).

1427. Указание. Использовать рассуждения первого и третьего
способов, указанных в ответе к задаче 1419.
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1428. Указание. Применить задачу 1422.
1429. Решение. Пусть процесс ортогонализации переводит век-

торы a1, . . . , ak, b1, . . . , bl в векторы c1, . . . , ck, d1, . . . , dl, а векторы
b1, . . . , bl — в векторы e1, . . . , el. Ортогональная составляющая век-
тора ei относительно подпространства Li, натянутого на a1, . . . , ak,
b1, . . . , bi−1 совпадает с di. В самом деле, bi = yi +ei, где yi линей-
но выражается через b1, . . . , bi−1, а ei ортогонален к этим векторам.
ei = y′i + z, где y′i ∈ Li, а z ортогонален к Li, но тогда bi =
= (yi + y′i) + z, где y′i + y′i ∈ Li, а z ортогонален Li. Значит, по
задаче 1413 zi = di и |di| � |ei|, причем знак равенства заведомо
имеет место при условии (2), потому что ei = bi − yi выражается
через b1, . . . , bi, и, значит, ортогонален к a1, . . . , ak; b1, . . . , bi−1. По
задаче 1415 имеем

g(a1, . . . , ak, b1, . . . , bl) = (|c1|2 · · · · · |ck|2) · (|d1|2 · · · · · |dl|2) �
� (|c1|2 · · · · · |ck|2) · (|e1|2 · · · · · |el|2) = g(a1, . . . , ak)g(b1, . . . , bl),

что доказывает неравенство (1). При условии (2) |di| = |ei|
(i = 1, 2, . . . , l) и неравенство (1) обращается в равенство.
Если a1, . . . , ak или b1, . . . , bl линейно зависимы, то правая часть
неравенства (1) обращается в нуль, а так как левая часть неотрица-
тельна, то мы снова получаем равенство.

Пусть, обратно, неравенство (1) обращается в равенство.
Тогда по предыдущему |c1|2 . . . |ck|2 · |d1|2 . . . |dl|2 = |c1|2 . . . |ck|2 ×
×|e1|2 . . . |el|2, откуда либо существует i � k такое, что |ci| = 0,
т. е. a1, . . . , ak линейно зависимы, либо существует i � l такое, что
|di| = |ei| = 0, т. е. b1, . . . , bl линейно зависимы, либо |di| = |el|
(i = 1, 2, . . . , l), откуда следует, что все ei, а значит, и все bi (как их
линейные комбинации) ортогональны к a1, . . . , ak, т. е. выполняется
условие (2).

1430. Указание. Применить предыдущую задачу.
1431. Указание. Применить задачи 1425 и 1429.
1432. Указание. Применить задачи 1426 и 1429.
1433. Решение. а) Пусть числа системы (1) являются расстояни-

ями всевозможных пар вершин M0, M1, . . . , Mn n-мерного симплек-
са, причем

aij = MiMj (i, j = 0, 1, 2, . . . , n; i > j). (2)

Обозначим через ei вектор, идущий из M0 в Mi (i = 1, 2, . . . , n).
Тогда имеем

a2
i0 = (ei, ej) (i = 1, 2, . . . , n); (1)

a2
ij = (ei − ej , ei − ej) (i, j = 1, 2, . . . , n; i > j). (3)
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Из этих равенств находим скалярные произведения векторов
e1, . . . , en:

(ei, ei) = ai0 (i = 1, 2, . . . , n); (2)

(ei, ej) =
ai0 + aj0 − aij

2
(i, j = 1, 2, . . . , n; i > j). (4)

Применяя эти соотношения, напишем матрицу Грама векторов
e1, . . . , en:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a10
a20 + a10 − a21

2
. . .

an0 + a10 − an1

2
a20 + a10 − a21

2
a20 . . .

an0 + a20 − an2

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an0 + a10 − an1

2

an0 + a20 − an2

2
. . . an0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (5)

Так как точки M0, M1, . . . , Mn не лежат в (n−1)-мерном многообра-
зии, то векторы e1, e2, . . . , en линейно независимы. Обозначая через
Dk угловой минор порядка k матрицы (5) и применяя задачу 1419,
получаем

Dk > 0 (k = 1, 2, . . . , n). (6)

Итак, условия (6) являются необходимыми для того, чтобы числа
системы (1) были расстояниями вершин n-мерного симплекса. По-
кажем, что эти условия достаточны. При выполнении условий (6)
матрица (5) является матрицей Грама линейно независимой системы
векторов e1, . . . , en (см. задачу 1352 или 1210, в)). Поэтому верны
равенства (4), откуда вытекают равенства (3). Принимая начало ко-
ординат за M0, а конец вектора ei за Mi (i = 1, 2, . . . , n), получим
выполнение равенств (2), что и требовалось.

В случае б) необходимым и достаточным условием является неот-
рицательность всех главных (а не только угловых) миноров матри-
цы (5). Необходимость доказывается так же, как и в случае а), с
той разницей, что векторы e1, . . . , en могут быть линейно зависимы.
Достаточность доказывается при помощи задачи 1425 или 1210, г).

1434.

(
cos α − sin α
sin α cos α

)
.

1435.

⎛⎝0 0 1
1 0 0
0 1 0

⎞⎠, если e1 переходит в e2, и

⎛⎝0 1 0
0 0 1
1 0 0

⎞⎠,
если e2 переходит в e1.

1436.

⎛⎝1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠. 1437.

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞⎠. 1438.

⎛⎜⎝
1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

⎞⎟⎠.
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1439. Первые k элементов главной диагонали матрицы преобра-
зования равны единице, а все остальные элементы равны нулю.

1440. В i-м столбце матрицы преобразования стоят координаты
вектора bi, в базисе a1, . . . , an.

1441. ϕ линейно, Aϕ =

⎛⎝0 1 1
2 0 1
3 −1 1

⎞⎠.
1442. ϕ не является линейным.

1443. ϕ не является линейным.

1444. ϕ линейно, Aϕ =

⎛⎝1 −1 1
0 0 1
0 1 0

⎞⎠.
1445.

⎛⎝2 −11 6
1 −7 4
2 −1 0

⎞⎠
1446. 1

3

⎛⎝ −6 11 5
−12 13 10
6 −5 −5

⎞⎠
1448. В базисе e1, e2, e3 матрица

⎛⎝1 2 3
2 4 6
3 6 9

⎞⎠, в базисе b1, b2,

b3 матрица

⎛⎜⎝
20
3

− 5
3

5

− 16
3

4
3

−4

8 −2 6

⎞⎟⎠ .

1449. а) При умножении слева

⎛⎜⎜⎝
a b 0 0
c d 0 0
0 0 a b
0 0 c d

⎞⎟⎟⎠;

б) при умножении справа

⎛⎜⎜⎝
a 0 c 0
0 a 0 c
b 0 d 0
0 b 0 d

⎞⎟⎟⎠.

1450. а)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0 . . . 0
0 0 2 0 . . . 0
0 0 0 3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . n
0 0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠; б)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1
0 0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠.
1451. В матрице переставляется i-я и j-я строки и i-й и j-й

столбцы.
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1452. а)

⎛⎜⎜⎝
1 0 2 1
2 3 5 1
3 −1 0 2
1 1 2 3

⎞⎟⎟⎠; б)
⎛⎜⎜⎝
−2 0 1 0
1 −4 −8 −7
1 4 6 4
1 3 4 7

⎞⎟⎟⎠.

1453.

⎛⎝1 0 0
0 2 0
0 0 3

⎞⎠ 1454.

⎛⎝1 2 2
3 −1 −2
2 −3 1

⎞⎠

1457.

(
44 44

−291/2 −25

)
. 1458.

(
109 93
34 29

)
1461. n2.

1464. Указание. Применить предыдущую задачу и определение
функции от матрицы (задача 1148).

1465. λ1 = λ2 = λ3 = −1. Собственные векторы имеют вид
c(1, 1,−1), где c �= 0.

1466. λ1 = λ2 = λ3 = 2. Собственные векторы имеют вид
c1(1, 2, 0) + c2(0, 0, 1), где c1 и c2 не равны нулю одновременно.

1467. λ1 = 1, λ2 = λ3 = 0. Собственные векторы для значения 1
имеют вид c(1, 1, 1), а для λ = 0 — вид c(1, 2, 3), где c �= 0.

1468. λ1 = λ2 = λ3 = 1. Собственные векторы имеют вид
c(3, 1, 1), где c �= 0.

1469. λ1 = 3, λ2 = λ3 = −1. Собственные векторы для λ = 3
имеют вид c(1, 2, 2), а для λ = −1 — вид c(1, 2, 1), где c �= 0.

1470. λ1 = λ2 = 1, λ3 = −1. Собственные векторы для λ = 1
имеют вид c1(2, 1, 0) + c2(1, 0,−1), а для λ = −1 вид c(3, 5, 6), где
c1 и c2 не равны нулю одновременно и c �= 0.

1471. λ1 = 1, λ2 = 2+3i, λ3 = 2− 3i. Собственные векторы для
λ = 1 имеют вид c(1, 2, 1), для λ = 2 + 3i — вид c(3 − 3i, 5 − 3i, 4),
для λ = 2− 3i — вид c(3 + 3i, 5 + 3i, 4).

1472. λ1 = λ2 = 1; λ3 = λ4 = 0. Собственные векторы для λ = 1
имеют вид c(0, 0, 0, 1), а для λ = 0 — вид c1(0, 1, 0, 0) + c2(0, 0, 1, 0),
где C �= 0 и c1 и c2 не равны нулю одновременно.

1473. λ1 = λ3 = 1, l3 = λ4 = 0. Собственные векторы для λ = 1
имеют вид c1(1, 0, 1, 0)+c2(0, 0, 0, 1), а для λ = 0 — вид c1(0, 1, 0, 0)+
+ c2(0, 0, 1, 0), где числа c1 и c2 не равны нулю одновременно.

1474. λ = 2. Собственные векторы имеют вид c1(1, 1,−1, 0) +
+ c2(1, 1, 0, 1), где c1 и c2 не равны нулю одновременно.

1477. Указание. Применить задачи 820 и 1476.
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1479.
a1 = (1, 1, 1),
a2 = (1, 1, 0),
a3 = (1, 0, −3)

⎛⎝1 0 0
0 2 0
0 0 2

⎞⎠ .

1480. Матрица к диагональному виду не приводится.

1481.

a1 = (1, 1, 0, 0),
a2 = (1, 0, 1, 0),
a3 = (1, 0, 0, 1),
a4 = (1, −1, −1, −1);

⎛⎜⎜⎝
2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 −2

⎞⎟⎟⎠ .

1482. Матрица к диагональному виду не приводится.

1483.

a1 = ( 1, 0, 0, 1),
a2 = ( 0, 1, 1, 0),
a3 = ( 0, −1, 1, 0),
a4 = ( −1, 0, 0, 1);

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎠ .

1484. Например:

T =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0 −1
0 1 . . . −1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 1 . . . 1 0
1 0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где во второй диагонали элементы выше главной диагонали равны
−1, а ниже +1; при нечетном n на пересечении диагоналей может
стоять как +1, так и −1. Диагональная матрица B имеет на главной
диагонали сверху n/2 при четном n и (n + 1)/2 при нечетном n
элементов, равных +1, а остальные элементы равны −1.

Указание. Рассмотреть линейное преобразование ϕ n-мерного
пространства, имеющее матрицу A в некотором базисе, найти ба-
зис, состоящий из собственных векторов этого преобразования, и
применить задачу 1477.

1486. Любые два элемента αk и αn−k+1, равноотстоящие от кон-
цов побочной диагонали, должны либо оба быть отличны от нуля,
либо оба обращаться в нуль.

Указание. Рассмотреть линейное преобразование ϕ n-мерного
пространства, соответствующее матрице A в некотором базисе, и
применять задачи 1117, 1132, 1484.

1487. Единственное собственное значение −λ = 0; собственные
векторы — многочлены нулевой степени.
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1491. Решение. Сначала докажем равенство

разм.L = разм.ϕL + разм.L0, (1)

где L0 — пересечение L с ядром ϕ−10 преобразования ϕ. Для этого
базу a1, a2, . . . , ak подпространства L0 дополним векторами b1,
b2, . . . , bl до базы L (при L0 = 0 отсутствуют векторы ai, при
L0 = L — векторы bi). Векторы ϕb1, ϕb2, . . . , ϕbl образуют базу
ϕL. В самом деле, если y ∈ ϕL, то y = ϕx, где x ∈ L. Если x =
=
∑k

i=1 αiai +
∑l

i=1 βibi, то y = ϕx =
∑l

i=1 βiϕbi, так как ϕai = 0
(i = 1, 2, . . . , k). Векторы ϕb1, ϕb2, . . . , ϕbl линейно независимы, так
как из

∑l
i=1 βiϕbi = 0 следует

∑l
i=1 βibi ∈ L0, откуда

∑l
i=1 βibi =

=
∑k

i=1 αiai, и значит, βi = 0 (i = 1, 2, . . . , l).
Итак, разм.L = l + k = разм.ϕL + разм.L0.
а) Из (1) в силу L0 ⊂ ϕ−10 находим

разм.L = разм.ϕL + разм.L0 � разм.ϕL + деф.ϕ;

разм.L − деф.ϕ � разм.ϕL.

Далее, разм.ϕL = разм.L − разм.L0 � разм.L.
б) Положим ϕ−1L = L′. Так как 0 ∈ L, то ϕ−10 ⊂ ϕ−1L =

= L′ и L′ ∩ ϕ−10 = ϕ−10. Применяя (1) с заменой L на L′,
получим

разм.L′ = разм.ϕL′ + деф.ϕ. (2)

Так как ϕL′ ⊂ L, то разм.ϕL′ � разм.L и по (2)
разм.L′ � разм.L + деф.ϕ, чем доказано второе из нера-
венств б).

Покажем, что ϕL′ = L ∩ ϕRn.
Так как ϕL′ ⊂ L и ϕL′ ⊂ ϕRn, то ϕL′ ⊂ L ∩ ϕRn. Если

x ∈ L ∩ ϕRn, то x = ϕx′, где x′ ∈ ϕ−1L = L′, т. е. x ∈ ϕL′.
Отсюда L ∩ ϕRn ⊂ ϕL′.

Так как разм.(L + ϕRn) � n, то, используя связь размерности
суммы и пересечения подпространств (задача 1316), получим

разм.ϕL′= разм.(L∩ϕrn) = разм.L+разм.ϕRn−разм.(L+ϕRn) �
� разм.L + разм.ϕRn − n = разм.L − деф.ϕ.

Отсюда в силу (2) находим

разм.L′ = разм.ϕL′ + деф.ϕ � (разм.L − деф.ϕ) + деф.ϕ = разм.L,

чем доказано первое из неравенств б).
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1492. Указание. Рассмотреть преобразования ϕ и ψ простран-
ства Rn с матрицами A и B и применить предыдущую задачу к
подпространству L = ψRn.

1494. Единственное собственное значение λ = 1. Собственные
векторы имеют вид c1(a1 + 2a2) + c2(a2 + a3 + 2a4), где c1, c2 не
равны нулю одновременно.

1495. Указание. Рассмотреть матрицу преобразования ϕ в ба-
зисе, первыми векторами которого являются линейно независимые
собственные векторы ϕ, принадлежащие λ0. Другой путь связан с
применением задачи 1074.

1501. Нулевое пространство и подпространство Lk, состоящие
из всех многочленов степени � k (k = 0, 1, 2, . . . , n).

1503. Инвариантными пространствами будут: нулевое подпро-
странство и любое подпространство, натянутое на какую угодно под-
систему векторов базиса a1, a2, . . . , an; их число равно 2n.

Указание. Применяя задачи 1495, 1502, показать, что любое нену-
левое инвариантное подпространство L имеет базис, являющийся
подсистемой векторов a1, a2, . . . , an.

1504. Прямая с базисным вектором a1 = (2, 2,−1), любая пря-
мая плоскости L с базисными векторами a2 = (1, 1, 0) и a3 =
= (1, 0,−1), т. е. плоскости x1 − x2 + x3 = 0, сама эта плоскость
L, любая плоскость, проходящая через вектор a, все пространство и
нулевое подпространство.

1505. Прямая с базисным вектором (1,−2, 1), плоскость с ба-
зисными векторами (1, 1, 1) и (1, 2, 3), т. е. плоскость с уравнением
x1 − 2x2 + x3 = 0, все пространство и нулевое подпространство.

1509. λ1 = 1, λ2,3 = 0. Корневые подпространства состоят из
векторов для λ1 = 1: c(1, 1, 1); для λ2,3 = 0: c1(1, 1, 0) + c2(1, 0,−3).

1510. λ1 = 3, λ2,3 = −1. Корневые подпространства состоят из
векторов для λ1 = 3: c(1, 2, 2); для λ2,3 = −1: c1(1, 1, 0)+c2(1, 0,−1).

1511. λ1,2,3 = −1. Все пространство является корневым подпро-
странством.

1512. λ1,2 = 2, λ3,4 = 0. Корневые подпространства состоят из
векторов:

для λ1,2 = 2 : c1(1, 0, 1, 0) + c2(1, 0, 0, 1);

для λ3,4 = 0 : c1(1, 0, 0, 0) + c2(0, 1, 0, 1).

1515.
а) Любое число α является собственным значением. Соответ-

ствующие ему собственные векторы имеют вид ceαx, где
c �= 0;
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б) корневое подпространство, соответствующее числу α, состо-
ит из всех функций вида (a0 + a1x + · · ·+ anxn)eαx, где a0,
a1, . . . , an — любые числа и n — любое целое неотрицатель-
ное число.

1517. Если минимальный многочлен g(λ) = λn − cnλn−1 −
−cn−1λ

n−2 − · · · − c1, то матрица преобразования ϕ имеет вид⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 . . . 0 c1

1 0 0 . . . 0 c2

0 1 0 . . . 0 c3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 cn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

1518. Жорданова клетка⎛⎜⎜⎝
α 1 0 . . . 0
0 α 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . α

⎞⎟⎟⎠ .

1520. При n = 2 поворот плоскости на угол α �= kπ не обла-
дает инвариантными прямыми. Подпространство L тогда и только
тогда содержит прямую неподвижных точек, когда преобразование
ϕ1, индуцированное преобразованием ϕ на L, обладает собственным
значением, равным единице.

1523. Указание. При доказательстве утверждения а) использо-
вать равенство 1 = h1(λ)u1(λ) + h2(λ)u2(λ), где u1(λ) и u2(λ) —
многочлены от λ; б) вывести из а).

1524. g(λ) = (λ− 1)2(λ− 2). R3 = L1 + L2, где L1 имеет базис
f 1 = e1, f 2 = e2 − e3, а L2 — базис f3 = e2.

Указание. При отыскании g(λ) использовать задачу 1485.

1525. g(λ) = (λ− 2)(λ− 3). R3 = L1 +L2, где L1 имеет, напри-
мер, базис f 1 = e1 +e2, f 2 = e1−e3, а L2 — базис 2e1−5e2−6e3.

1526. g(λ) = [λ − (a, a)]λ. Rn = L1 + L2, где L1 натянуто на
вектор a и L2 образовано всеми векторами, ортогональными к a.

1527. Если λ0 — собственное значение ϕ, то жорданова форма
состоит из одной клетки порядка n с λ0 на диагонали.

1529. Решение.
А) Положим fi(λ) = f(λ)

(λ−λi)
ki

(i = 1, 2, . . . , s). Многочлены
fi(λ) взаимно просты. Значит, существуют многочлены hi(λ)
(i = 1, 2, . . . , s) такие, что 1 =

∑s
i=1 fi(λ)hi(λ), откуда для
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любого вектора x:

x =
s∑

i=1

xi, (1)

где xi = fi(ϕ) · hi(ϕ)x ∈ P i, так как (ϕ − λiε)
kixi =

= f(ϕ)hi(ϕ)x = 0 по теореме Гамильтона–Кэли, в силу ко-
торой f(ϕ) = 0.

Единственность разложения (1) достаточно доказать для
x = 0. Применяя к обеим частям равенства

∑s
i=1 xi = 0 пре-

образование fi(ϕ), получим: fi(ϕ)xi = 0, так как fi(ϕ)xi =
= 0 при j �= i. Далее, и fi(λ)(λ − λi)

ki взаимно просты.
Значит, существуют многочлены p(λ) и q(λ) такие, что

1 = p(λ)fi(λ) + q(λ)(λ− λi)
ki ,

откуда

xi = p(ϕ)fi(ϕ)xi + q(ϕ)(ϕ− λiε)
kixi = 0.

Этим доказано, что пространство Rn есть прямая сумма
подпространств P i (i = 1, 2, . . . , s), и построение искомого
базиса сведено к случаю Б). В случае минимального много-
члена рассуждения аналогичны (см. задачу 1523).

Б) Достаточно доказать, что указанное построение на каждом
шаге возможно (т. е. векторы, дополняемые до базиса Rh,
линейно независимы) и что векторы всех построенных се-
рий образуют базис пространства Rh. Каждой серии в мат-
рице преобразования ψ соответствует, очевидно, жорданова
клетка с нулем, а в матрице преобразования ϕ = λ0ε + ψ
соответствует клетка с λ0 на диагонали.

Возможность построения на каждом шаге доказывается
индуктивно для h = k, k − 1, . . . , 1. При h = k векторы лю-
бого базиса Rk−1 вместе с векторами высоты k, начинающи-
ми серии первого шага, по построению образуют базис Rk.
Предположим, что уже построены серии с начальными век-
торами высоты � h+1, причем все векторы высоты h+1 по-
строенных серий x1, . . . , xp вместе с векторами y1, . . . , yq

любого базиса Rh образуют базис Rh+1. Покажем, что век-
торы высоты h: ψx1, . . . , ψxp построенных серий вместе с
любым базисом z1, . . . , zr для Rh−1 линейно независимы.
Пусть

p∑
i=1

ciψxi +
r∑

j=1

djzj = 0. (2)
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Применяя к обеим частям этого равенства преобразо-
вание ψh−1, получим ψh∑p

i=1 cixi = 0. Поэтому вектор∑p
i=1 cixi принадлежит Rh и линейно выражается через его

базис y1, . . . , yq . Из линейной независимости векторов
x1, . . . , xp, y1, . . . , yq (как базиса Rh+1) вытекает, что
ci = 0 (i = 1, 2, . . . , p). Поэтому из равенства (2) вытека-
ет, что dj = 0 (j = 1, 2, . . . , r); этим доказано, что векторы
высоты h построенных ранее серий вместе с векторами лю-
бого базиса Rh−1 можно дополнить до базиса Rh. Приняв
дополнительные векторы (если они существуют) за началь-
ные векторы новых серий, мы находим, что предположение,
сделанное выше для Rh+1, выполнено теперь для Rh, и по-
строение можно вести дальше.

Пусть указанное построение выполнено для h = k,
k − 1, . . . , 1 (в действительности базис всего пространства
может получиться и раньше, чем мы дойдем до h = 1). Так
как R0 не имеет базиса, то по доказанному векторы высоты 1
построенных серий образуют базис для R1; значит, эти век-
торы вместе с векторами высоты 2 построенных серий обра-
зуют базис R2 и так далее. Наконец, векторы высоты � k−1
построенных серий вместе с векторами высоты k этих серий
образуют базис Rk. Иными словами, векторы всех построен-
ных серий образуют базис всего пространства.

В) Пусть C = AJ − λ0E. Так как матрицы Bh и Ch подобны,
то ранг матрицы Ch равен rh (h = 0, 1, . . . , k, k +1). Каждой
жордановой клетке матрицы AJ с λ0 на диагонали в матрице
C соответствует клетка того же порядка с нулем на диагона-
ли. Если D такая клетка порядка p, то ранг клетки Dh при
h = 0, 1, 2, . . . , p равен p− h, а при h = p, p + 1, . . . , k, k + 1
равен нулю. Клетке с λi �= λ0 матрицы AJ соответствует в
матрице C клетка с числом λi − λ0 �= 0 на диагонали. Ранг
любой ее степени равен ее порядку. Ранг матрицы Ch равен
сумме рангов ее клеток. Поэтому при переходе от матрицы
Ch−1 к матрице Ch ранг понижается ровно на число клеток
матрицы C с нулем на диагонали, имеющих порядки � h.
Отсюда

k∑
i=h

xi = rh−1 − rh (h = 1, 2, . . . , k). (3)

Вычитая отсюда аналогичное равенство с заменой h на
h + 1 (при h < k), получим соотношения (α) для h =
= 1, 2, . . . , k − 1. Так как клетки порядков выше k с λ0
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на диагонали в матрице AJ отсутствуют, то rk = rk+1, и при
h = k соотношение (3) дает: xk = rk−1 − rk = rk−1 − 2rk +
+ rk+1, т. е. соотношение (α) верно и для h = k.

1530.

f 1 = (1, 4, 3),
f 2 = (1, 0, 0),
f 3 = (3, 0, 1),

AJ =

⎛⎝2 1 0
0 2 0
0 0 2

⎞⎠ .

1531.

f 1 = (1, −3, −2),
f 2 = (1, 0, 0),
f 3 = (1, 0, 1),

AJ =

⎛⎝0 1 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ .

1532.

f 1 = (6, 6, −8),
f 2 = (3, 1, 0),
f 3 = (2, 1, −1),

AJ =

⎛⎝−1 1 0
0 −1 0
0 0 0

⎞⎠ .

1533.

f 1 = (3, 1, 1),
f 2 = (1, 0, 0),
f 3 = (5, 0, 1),

AJ =

⎛⎝3 1 0
0 3 0
0 0 3

⎞⎠ .

1534.

f 1 = ( 1, 1, 1, 1),
f 2 = ( −1, 0, 0, 0),
f 3 = ( 1, 1, 0, 0),
f 4 = ( 0, 0, −1, 0),

AJ =

⎛⎜⎜⎝
1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ .

1535.

f 1 = ( −1, −1, −1, 0),
f 2 = ( 2, 1, 0, 0),
f 3 = ( 1, 0, 0, −1),
f 4 = ( 3, 6, 7, 1),

AJ =

⎛⎜⎜⎝
2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ .

1536. При четном n:

f 1=e1, f 2=e3, f 3=e5,..., f n
2
=en−1, f n

2 +1=e2,..., fn=en.

Матрица Aj состоит из двух клеток Жордана порядка n/2 с нулем
по главной диагонали. При нечетном n:

f 1=e1, f 2=e3, f 3=e5,..., f n+1
2

=en, f n+1
2 +1

=e2,..., fn=en−1.
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Матрица AJ состоит из двух клеток Жордана порядков (n+1)/2
и (n− 1)/2 с нулем по главной диагонали.

1537. ϕ является отражением пространства Rn в некотором под-
пространстве L1 параллельно некоторому дополнительному подпро-
странству L2. Иными словами, Rn есть прямая сумма L1 и L2,
причем ϕx = x, если x ∈ L1, и ϕx = −x, если x ∈ L2.

Указание. Первый способ: принять за L1 и L2 совокупности все
x, для которых соответственно ϕx = x и ϕx = −x, и положить

x =
1

2
(x + ϕx) +

1

2
(x− ϕx).

Второй способ: рассмотреть базис, в котором матрица Aϕ имеет
жорданову форму.

1538. ϕ является проектированием пространства Rn на некото-
рое подпространство L1 параллельно некоторому дополнительному
подпространству L2. Иными словами, Rn есть прямая сумма L1 и
L2, причем ϕx = x, если x ∈ L1 и ϕx = 0, если x ∈ L2.

Указание. Первый способ: принять за L1 и L2 совокупности всех
x, для которых соответственно ϕx = x и ϕx = 0, и положить x =
= ϕx + (x − ϕx).

Второй способ: рассмотреть базис, в котором матрица Aϕ имеет
жорданову форму.

1539.
а) Для базиса e1, e2, e3 преобразование ϕ определено так:

ϕe1 = e2, ϕe2 = e3, ϕe3 = 0;

б) ϕe1 = e2, ϕe2 = −e1, ϕe3 = 0 (в случае ортонормирован-
ного базиса ϕ будет проектированием на плоскость e1, e2,
соединенным с поворотом этой плоскости на угол π/2).

1541.

(
3 6
−1 −3

)
.

1542.

⎛⎝−36 −37 −15
30 30 14
26 27 9

⎞⎠.
1543.

⎛⎝4 −2 2
2 −1 1
1 2 1

⎞⎠.
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1544. ϕ∗ — проектирование на биссектрису второй и четвертой
четверти параллельно оси Oy.

1545. Указание. Показать, что если z ∈ L∗1, u ∈ L∗2, то ϕ∗z = 0,
ϕ∗u = u.

1547. Указание. Показать, что ортогональное дополнение к од-
номерному пространству, инвариантному относительно сопряженного
преобразования ϕ∗, инвариантно относительно ϕ.

1548. Указание. Пользуясь предыдущей задачей, построить це-
почку подпространств Rn ⊃ Ln−1 ⊃ · · · ⊃ L1, где Lk — k-мерное
подпространство, инвариантное относительно ϕ, и применить зада-
чу 1355.

1549. 3x1 − 3x2 + x3 = 0.

1553. Указание. Рассмотреть равенства

(ϕei, f j) = (ei, ϕ
∗f j) (i, j = 1, 2, . . . , n).

1554. Указание. Перейти к ортонормированному базису.

1555. A1 =

⎛⎝ 128 313 454
36 117 145
−61 −197 −245

⎞⎠.
1556. A1 =

⎛⎝ 5 5 3
−5 −7 −2
3 6 0

⎞⎠.
1557. A1 =

⎛⎝2 3 −1
5 2 −1
3 4 0

⎞⎠.
1558. A1 =

⎛⎝ 0 −4 4
0 −8 7
−7 −2 5

⎞⎠.
1562. Например, преобразование ϕ, переводящее вектор x =

= (x1, x2, . . . , xn), заданный координатами в ортонормированном ба-
зисе, в вектор ϕx = (|x1|, x2, . . . , xn), сохраняет скалярные квадра-
ты, но не линейно.

Указание. Для доказательства утверждения о линейности ϕ по-
казать, что

(ϕ(ax + by)− aϕx − bϕy, ϕ(ax + by)− aϕx − bϕy) = 0.

1563. а) UA−1 = A′U ; б) UĀ−1 = A′U .
1566. Указание. Показать, что существует вектор x′k = xk −

−∑k−1
i=1 αixi (быть может, равный нулю), для которого (x′k, xi) = 0
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(i = 1, 2, . . . , k − 1), что, положив, y′k = yk −
∑k−1

i=1 αiyi, получим
системы векторов x1, . . . , xk−1, x

′
k и y1, . . . , yk−1, y

′
k с равными мат-

рицами Грама, и применить метод математической индукции.

1567. Указание. Применить задачу 1499.

1569. Решение.
а) Если ϕz = λz, то (ϕz, ϕz) = λλ̄(z, z) = (z, z), откуда λλ̄ =

= 1 и |λ| = 1.
б) Пусть ϕz1 = λ1z1, ϕz2 = λ2z2, λ1 �= λ2. Тогда (z1, z2) =

= (ϕz1, ϕz2) = λλ̄2(z1, z2), откуда, умножая на λ2 и прини-
мая во внимание, что λ2λ̄2 = 1, найдем λ1(z1z2) = λ2(z1, z2)
и, значит, (z1, z2) = 0.

в) Пусть X и Y — столбцы координат x и y. Переходя к коор-
динатам в равенстве ϕ(x + yi) = (α + βi)(x + yi), получим
AX +AY i = (αX −βY )+ (βX +αY )i, откуда, приравнивая
действительные и мнимые части, находим AX = αX − βY ;
AY = βX + αY , что доказывает равенства (1). Умножая
почленно первое из равенств (1) само на себя и применяя
соотношение α2 + β2 = 1, получим (ϕx, ϕx) = (x, x) =
= (α2 + β2)|x|2 = α2|x|2 + β2|y|2 − 2αβ(x, y). Перемножая
равенства (1), находим

(ϕx, ϕy) = (x, y) = (α2 + β2)(x, y) =

= αβ(|x|2 − |y|2) + (α2 − β2)(x, y).

Таким образом, для величин |x|2− |y|2 и (x, y) после сокра-
щения на β получаем систему уравнений

β(|x|2−|y|2)+2α(x, y) = 0, α(|x|2−|y|2)−2β(x, y) = 0,

так как определитель системы отличен от нуля, то

|x|2 − |y|2 = 0 и (x, y) = 0.

г) Если ϕ имеет вещественное собственное значение, то имеет-
ся одномерное инвариантное подпространство. В противном
случае переходим к унитарному пространству. Именно, бе-
рем в унитарном пространстве R′

n ортонормированный базис
e1, . . . , en. Векторы из R′

n, имеющие в этом базисе веще-
ственные координаты, образуют евклидово пространство Rn,
вложенное в R′

n. Преобразование ϕ имеет в базисе e1, . . . , en

вещественную ортогональную матрицу A. Эта матрица в дан-
ном базисе определяет унитарное преобразование ϕ′, совпа-
дающее с ϕ на Rn. Преобразование ϕ′ имеет собственное



440 Ответы

значение α + βi, где β �= 0. Если x + yi — соответствующий
ему собственный вектор и x, y — векторы с вещественными
координатами, то выполняются равенства (1). Значит, под-
пространство пространства Rn, натянутое на векторы x и y,
инвариантно относительно ϕ.

1570.
а) Для любой унитарной матрицы A существует унитарная мат-

рица Q такая, что матрица B = Q′AQ диагональная с эле-
ментами диагонали, равными по модулю единице.

б) Пространство Rn является прямой суммой ортогональных
одномерных и двумерных подпространств, инвариантных от-
носительно ϕ. Преобразование ϕ оставляет векторы одномер-
ных подпространств неизменными или меняет их на проти-
воположные, а на двумерном подпространстве вызывает по-
ворот на угол γ. Для любой ортогональной матрицы A су-
ществует ортогональная матрица Q такая, что матрица B =
= Q′AQ имеет канонический вид, указанный в задаче.

Указание. Использовать задачи 1567 и 1569 и применять метод
математической индукции.

1571.

f 1 =
1√
3
(1, 1, 1),

f 2 =
1√
2
(1, 0,−1),

f 3 =
1√
6
(1,−2, 1);

B =

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⎞⎠ .

1572.

f 1 =
1

2

√
2(1, 1, 0),

f 2 = (0, 0, 1),

f 3 =
1

2

√
2(1,−1, 0);

B =

⎛⎝1 0 0
0 0 1
0 −1 0

⎞⎠ .
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1573.

f 1 =
1√

42 + 28
√

2
(−2−

√
2,−4− 3

√
2,
√

2),

f 2 =
1√
84

(6
√

2,−2−
√

2, 2−
√

2),

f 3 =
1√
84

(0,

√
42− 28

√
2,

√
42 + 28

√
2;

B =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 −2+7
√

2
12

−
√

42+28
√

2

12

0

√
42+28

√
2

12
−2+7

√
2

12

⎞⎟⎟⎠

1574. B =

⎛⎜⎝1 0 0

0 1
2

√
3

2

0 −√3
2

1
2

⎞⎟⎠, Q =

⎛⎜⎝
1
3

√
3 1

3

√
6 0

1
3

√
3 − 1

6

√
6 − 1

2

√
2

1
3

√
3 − 1

6

√
6 1

2

√
2

⎞⎟⎠.
1575. B =

⎛⎜⎝1 0 0

0 1
2

1
2

√
3

0 − 1
2

√
3 1

2

⎞⎟⎠, Q =

⎛⎜⎝
1
2

√
2 1

2

√
2 0

1
2

√
2 − 1

2

√
2 0

0 0 −1

⎞⎟⎠.
1576. B =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎠,Q =

⎛⎜⎜⎝
1/2 1/2 1/2 −1/2
1/2 1/2 −1/2 1/2
1/2 −1/2 1/2 1/2
−1/2 1/2 1/2 1/2

⎞⎟⎟⎠.

1577. B =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎠, Q = 1
2

√
2

⎛⎜⎜⎝
1 0 1 0
1 0 −1 0
0 1 0 1
0 −1 0 1

⎞⎟⎟⎠.
1578. B =

⎛⎝1 0 0
0 i 0
0 0 −i

⎞⎠, Q =

⎛⎜⎝
2
3

2
3

− 1
3
i

− 2
3
i 1

3
i 2

3
1
3
i − 2

3
i 2

3

⎞⎟⎠.
1584. ϕ — либо тождественное преобразование, либо симмет-

рия относительно некоторого подпространства L размерности k =
= 0, 1, 2, . . . , n− 1, т. е. ϕx = x для любого x из L и ϕx = −x для
любого x из ортогонального дополнения L∗.

1585.
f 1 = (2/3, 2/3, 1/3),

f 2 = (2/3,−1/3,−2/3),

f 3 = (1/3,−2/3, 2/3);

B =

⎛⎝9 0 0
0 18 0
0 0 −9

⎞⎠ .
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1586.

f 1 =
( 1√

2
,

1√
2
, 0
)
,

f 2 =
( 1√

18
,− 1√

18
,− 4√

18

)
,

f 3 =
(2

3
,−2

3
,
1

3

)
;

B =

⎛⎝9 0 0
0 9 0
0 0 27

⎞⎠ .

1587.

f 1 =
1√
2
(1,−i, 0),

f 2 =
1√
2
(1, i, 0),

f 3 = (0, 0, 1);

B =

⎛⎝2 0 0
0 4 0
0 0 4

⎞⎠ .

1588. B =

(
5 0
0 −1

)
, C =

(
1+i√

3

1+i√
6

1√
3

−2√
6

)
.

1589. B =

(
2 0
0 8

)
, C = 1√

16

(
2− i 1
−1 2 + i

)
.

1590. Указание. Пусть Eij — матрица, у которой в i-й строке и
j-м столбце стоит единица, а на остальных местах — нули. Рассмот-
реть матрицы всех преобразований в ортонормированном базисе:

E11, E21, . . . , En1, E12, E22, . . . , En2, . . . , Enn.

1591. а) UA = A′U ; б) UĀ = A′U .

1592. Две вещественные квадратичные формы тогда и только то-
гда приводятся к каноническому виду одним и тем же ортогональным
преобразованием, когда их матрицы перестановочны. Две поверхно-
сти второго порядка тогда и только тогда имеют параллельные глав-
ные оси, когда матрицы из коэффициентов при членах второй степени
их уравнений перестановочны.

Указание. Доказать, что подпространство L всех собственных
векторов преобразования ϕ, принадлежащих одному и тому же соб-
ственному значению λ, будет инвариантным относительно второго
преобразования ψ.
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1593. Если

Ai =

⎛⎜⎜⎝
ai1

ai2

. . .
ain

⎞⎟⎟⎠ и Bi =

⎛⎜⎜⎝
bi1

bi2

. . .
bin

⎞⎟⎟⎠
(i = 1, 2, . . . , n) — столбцы, являющиеся ортонормированными соб-
ственными векторами соответственно P и Q, то n2 матриц Xij =
= A − iB′j (i, j = 1, . . . , n), где в k-й строке и l-м столбце матрицы
Xij стоит произведение aikbjl, образуют ортонормированный базис
собственных векторов преобразований ϕ и ψ, причем любой такой
базис получается указанным способом из некоторых ортонормиро-
ванных базисов собственных векторов матриц P и Q.

1594. Если, например, линейное преобразование ϕ плоскости в
ортонормированном базисе задано матрицей ( 1 −3

0 1 ) и вектор x =
= (1, 1) задан координатами в том же базисе, то (ϕx, x) = −1.

1595. Указание. Можно использовать задачу 1276 в). Проще
рассмотреть матрицы преобразований ϕ, ψ, χ в ортонормированном
базисе собственных векторов преобразования χ.

1596. Указание. Существование доказывается, как в задаче 1276.
Единственность проще доказать, пользуясь предыдущей задачей.

1597. Собственные значения преобразования с матрицей ( 1 2
2 1 )

равны 3, −1, т. е. не являются оба положительными.

1598.

(
3
2

√
2 1

2

√
2

1
2

√
2 3

2

√
2

)
·
(

1
2

√
2 − 1

2

√
2

1
2

√
2 1

2

√
2

)
.

1599.

(
5
2

√
2 − 3

2

√
2

− 3
2

√
2 5

2

√
2

)
·
(

1
2

√
2 − 1

2

√
2

1
2

√
2 1

2

√
2

)
.

1600.

⎛⎝ 14/3 2/3 −4/3
2/3 17/3 2/3
−4/3 2/3 14/3

⎞⎠ ·
⎛⎝ 2/3 −1/3 2/3

2/3 2/3 −1/3
−1/3 2/3 2/3

⎞⎠.
1602. Указание. Найти невырожденное преобразование χ такое,

что χ2 = ϕ, и показать, что преобразование χ−1ϕψχ является само-
сопряженным.

1603. Указание. Пусть ϕ1 и ψ1 — самосопряженные преобра-
зования с неотрицательными собственными значениями такие, что
ϕ2

1 = ϕ и ψ2
1 = ψ. Если ϕ невырожденно, то, положив χ = ϕ1ψ1,

показать, что χχ∗ = ϕ−1
1 ϕψϕ1.

1605. Указание. Рассмотреть матрицу преобразования в базисе
собственных векторов.
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1606. Указание. Рассмотреть ортонормированный базис, в кото-
ром матрица ϕ диагональна, и совершить переход к новому базису.

1607. Указание. Показать дистрибутивность операции перехода
от A и B к C. Рассмотреть линейные преобразования ϕ, ψ, χ, задан-
ные в некотором ортонормированном базисе унитарного пространства
Rn матрицами A, B, C. Разбить преобразования ϕ и ψ на суммы
неотрицательных самосопряженных преобразований ранга 1 с мат-
рицами A1 . . . Ar и B1 . . . Bs. Пользуясь задачей 1606, показать, что
преобразование с матрицей (Ai, Aj) в том же базисе неотрицатель-
но. Наконец, пользуясь задачей 1604, показать, что преобразование
χ неотрицательно.

1609. Указание. Доказывается аналогично соответствующему
свойству самосопряженного преобразования.

1610. Решение. Свойства а) и б) доказываются аналогично соот-
ветствующим свойствам самосопряженного преобразования.

Доказательство свойства в): пусть X и Y — столбцы координат
соответственно x и y. Переходя к координатам в равенстве ϕ(x +
+yi) = βi(x+yi), получим: AX+AY i = −βY +βXi, откуда, прирав-
нивая действительные и мнимые части, находим: AX = −βY , AY =
= βX, что доказывает равенство (1). Так как матрица A веществен-
на, то для вещественного вектора z вектор ϕz и число (ϕz, z) ве-
щественны. Поэтому (ϕz, z) = (z − ϕz) = −(z, ϕz) = −(ϕz, z)
и, значит, (ϕz, z) = 0. Умножая второе из равенств (1) на y, най-
дем: β(x, y) = (ϕy, y) = 0, откуда (x, y) = 0. Умножая первое из
равенств (1) на y, а второе на x и складывая, получим ввиду веще-
ственности числа (ϕy, x) = β(x, x), что β(|x|2 − |y|2) = (ϕx, y) +
+ (ϕy, x) = (ϕx, y) + (x, ϕy) = (ϕx, y)− (ϕx, y) = 0, откуда |x| =
= |y|.

Доказательство свойства г): если преобразование ϕ имеет чис-
ло 0 собственным значением, то имеется одномерное инвариантное
подпространство. В противном случае переходим к унитарному про-
странству. Именно, берем в унитарном пространстве R′

n ортонорми-
рованный базис e1, . . . , en. Векторы из R′

n, имеющие в этом бази-
се вещественные координаты, образуют евклидово пространство Rn,
вложенное в R′

n. Преобразование ϕ имеет в базисе e1, . . . , en ве-
щественную кососимметрическую матрицу A. Эта матрица в данном
базисе определяет кососимметрическое преобразование ϕ′ унитарно-
го пространства R′

n, совпадающее с ϕ на Rn. Преобразование ϕ′

имеет собственное значение βi �= 0. Если x +yi — соответствующий
собственный вектор, где x и y — векторы с вещественными коор-
динатами, то выполняются равенства (1). Значит, подпространство,
натянутое на x и y, инвариантно.
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1611.

а) Для любой косоэрмитовой матрицы A существует унитарная
матрица Q такая, что матрица B = Q−1AQ диагональна
с чисто мнимыми элементами на диагонали, некоторые из
которых могут равняться нулю.

б) Пространство является прямой суммой ортогональных между
собой одномерных и двумерных подпространств, инвариант-
ных относительно ϕ. Преобразование ϕ переводит векторы
одномерных подпространств в нуль, а на двумерном подпро-
странстве, соответствующем клетке

(
0 β
−β 0

)
, вызывает пово-

рот на угол π/2, соединенный с умножением на число −β.
Для любой вещественной кососимметрической матрицы A
существует вещественная ортогональная матрица Q такая,
что матрица B = Q−1AQ имеет канонический вид, приве-
денный в тексте задачи.

Указание. Использовать задачи 1609 и 1610 и применить метод
математической индукции.

1614. Если A — косоэрмитова матрица, то матрица B = (E −
−A)(E+A)−1 — унитарная, не имеющая характеристического числа,
равного −1, и, обратно, если A — унитарная матрица, не имеющая
характеристического числа, равного −1, то матрица B = (E−A)(E+
+A)−1 косоэрмитова. Аналогичная связь имеется между веществен-
ными кососимметрическими и ортогональными матрицами.

Решение. Разберем лишь случай унитарного пространства. Пусть
в равенстве (1) ϕ — кососимметрическое преобразование (ϕ∗ = −ϕ).
Тогда

ψ∗=(ε+ϕ∗)−1(ε−ϕ∗)=(ε−ϕ)−1(ε+ϕ)=(ε+ϕ)(ε−ϕ)−1=ψ−1,

так как ε + ϕ и (ε − ϕ)−1 перестановочны. Значит, ψ унитарно. За-
метим, что (ε ± ϕ)−1 существуют, так как числа ±1 не являются
собственными значениями ϕ (задача 1610, пункт а)). Далее,

ε + ψ = (ε + ϕ)(ε + ϕ)−1 + (ε− ϕ)(ε + ϕ)−1 = 2(ε + ϕ)−1 (α)

и, значит, ψ не имеет собственным значением числа −1. Кроме того,
ϕ выражается через ψ при помощи равенства, аналогичного равен-
ству (1). В самом деле, из равенства (α) находим: ε+ϕ = 2(ε+ψ)−1,
ϕ = 2(ε + ψ)−1 − ε = 2(ε + ψ)−1 − (ε + ψ)(ε + ψ)−1 = (ε − ψ)(ε +
+ ψ)−1. Пусть, обратно, в равенстве (1) ϕ — унитарное преобразова-
ние, не имеющее собственным значением числа −1. Тогда ψ∗ = (ε +
+ ϕ∗)−1(ε− ϕ∗) = (ε + ϕ−1)−1(ε− ϕ−1) = (ϕ + ε)−1ϕϕ−1(ϕ− ε) =
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= −(ε− ϕ)(ε + ϕ)−1 = −ψ, так как ε− ϕ и (ε + ϕ)−1 перестановоч-
ны. Значит, ψ — кососимметрическое преобразование. Кроме того,
ϕ выражается через ψ при помощи равенства, аналогичного равен-
ству (1). Это доказывается снова при помощи равенства (α) дословно,
как выше. Таким образом, равенство (1) отображает все кососиммет-
рические преобразования на унитарные, не имеющие собственным
значением числа −1, и обратно, причем одно из этих отображений
является обратным для другого. Это доказывает, что оба отображе-
ния взаимно однозначны.

1616. Если матрица A — косоэрмитова (или вещественная косо-
симметрическая), то матрица eA — унитарна (соответственно орто-
гональна).

1617. Решение. По задаче 1559 преобразование eϕ будет само-
сопряженным. Если λ1, . . . , λn — собственные значения ϕ, то они
вещественны и по задаче 1161 собственные значения eϕ будут eλ1 ,
. . . , eλn , т. е. eϕ положительно определенно. Покажем, что раз-
личным самосопряженным преобразованиям ϕ и ϕ′ соответствуют
различные преобразования eϕ и eϕ′ . Пусть eϕ = eϕ′ ; ϕ обладает
ортонормированным базисом собственных векторов a1, . . . , an, где
ϕai = λiai (i = 1, 2, . . . , n). Пусть a′ — любой собственный вектор
преобразования ϕ′ со значением λ′; a′ =

∑n
i=1 xiai. Тогда по зада-

че 1464 eϕ′a′ = eλ′a′ =
∑n

i=1 ελ′xiai. С другой стороны, eϕa′ =

=
∑n

i=1 xie
ϕai =

∑n
i=1 xie

λiai; так как eϕ′a′ = eϕa′, то xi = 0

для всех i, для которых eλi �= eλ′ , и eλi = eλ′, если xi �= 0. Так
как λi и λ′ вещественны, то из xi �= 0 следует λi = λ′. Поэтому
ϕa′ =

∑n
i=1 xiϕai =

∑n
i=1 xiλiai =

∑n
i=1 xiλ

′ai = λ′a′ = ϕ′a′.
Так как ϕ′ обладает базисом собственных векторов и на этом базисе
совпадает с ϕ, то ϕ = ϕ′. Пусть ψ — любое положительно опре-
деленное преобразование. Существует ортонормированный базис, в
котором матрица ψ диагональна с положительными элементами μ1,
μ2, . . . , μn на диагонали. Положим λi = ln μi (i = 1, 2, . . . , n),
где λi — вещественное значение логарифма, и пусть преобразова-
ние ϕ в том же базисе задано диагональной матрицей с элементами
λ1, . . . , λn на диагонали. Преобразование ϕ самосопряженное, и
ψ = eϕ.

1625. Указание. Применить задачу 1507.

1626. Если r — ранг ϕ, то число таких преобразований равно kr.

1627. Указание. Доказать равенство

(ϕx− λx, ϕx− λx) = (ϕ∗x − λ̄x, ϕ∗x − λ̄x).

1628. Указание. Применить предыдущую задачу.
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1629. Указание. Применить задачу 1627.

1630. Указание. Применить задачи 1627 и 1629.

1631. Указание. Несколько раз применить задачу 1629.
1632. Указание. При доказательстве необходимости применить

две предыдущие задачи. При доказательстве достаточности пока-
зать, что преобразование ϕ унитарного пространства, обладающее
нормальным свойством, обладает ортонормированным базисом соб-
ственных векторов. Случай евклидова пространства свести к случаю
унитарного.

1633. Указание. Применить предыдущую задачу.

ДОПОЛНЕНИЕ

1634. 1) Да; 2) да; 3) да; 4) да; 5) нет; 6) нет; 7) нет; 8) да; 9) нет;
10) да; 11) да; 12) нет; 13) да; 14) да; 15) да; 16) да;
17) нет; 18) да; 19) нет; 20) да; 21) да; 22) да; 23) да; 24) да; 25) нет;
26) да; 27) да; 28) да; 29) да; 30) да; 31) да; 32) нет; 33) нет; 34) да;
35) нет; 36) да.

1637. Указание. Первый способ: показать, что |a| = 1 для лю-
бого a из данной группы G порядка n. При n > 1 взять в G элемент
b = cos ψ + i sin ψ с наименьшим положительным аргументом ψ и
показать, что

G = {1, b, b2, . . . , bn−1}.
Второй способ: пользуясь теоремой Лагранжа, показать, что an = 1
для любого a из G.

1638.
а) Одна группа — циклическая группа 3-го порядка с элемен-

тами e, a, b и таблицей
e a b

e e a b
a a b e
b b e a

В представлении подстановки можно положить: e — единица,
a = (1 2 3), b = (1 3 2).

б) Две группы:
1) циклическая группа четвертого порядка с элемента-

ми e, a, b, c и таблицей:
e a b c

e e a b c
a a b c e
b b c e a
c c e a b
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В представлении подстановками можно положить:
e — единица, a = (1 2 3 4), b = (1 3)(2 4), c = (1 4 3 2);

2) четверная группа с элементами e, a, b, c и таблицей
e a b c

e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

В представлении подстановками можно положить:
e — единица, a = (1 2)(3 4), b = (1 3)(2 4), c =
= (1 4)(2 3).

в) Две группы:
1) циклическая группа шестого порядка с элементами

e, a, b, c, d, f и таблицей
e a b c d f

e e a b c d f
a a b c d f e
b b c d f e a
c c d f e a b
d d f e a b c
f f e a b c d

В представлении подстановками можно положить:
e — единица, a = (1 2 3 4 5 6), b = (1 3 5)(2 4 6), c =
= (1 4)(2 5)(3 6), d = (1 5 3)(2 6 4), f = (1 6 5 4 3 2);

2) симметрическая группа третьей степени с элемента-
ми e, a, b, c, d, f и таблицей

e a b c d f

e e a b c d f
a a b e d f c
b b e a f c d
c c f d e b a
d d c f a e b
f f d c b a e

В представлении подстановками можно положить:
e — единица; a = (1 2 3), b = (1 3 2), c = (1 2), d =
= (2 3), f = (1 3).

Указание. Показать, что если в группе G порядка n имеется
множество H из k элементов, k < n, которое само является группой
при операции умножения, заданной в G, то, умножая все элементы
из H на элемент x, не лежащий в H , мы получим k новых элементов
группы G. Поэтому k � n

2
. За H можно взять множество элементов

e, a, a2, . . . , ak−1, где ak = e. Например, в случае в) 2), т. е. для
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нециклической группы G шестого порядка, должно быть k � 3. Если
бы было a2 = e для любого a из G, то четыре элемента e, a, b, ab
образовали бы группу, что невозможно. Значит, существует элемент
a, для которого a2 = b �= e, но a3 = e. Умножая элементы e, a, a2 на
новый элемент c, получим все шесть элементов группы G в виде e,
a, a2 = b, c, ac = d, a2c = f . Надо показать, что c2 = d2 = f2 = e и
ca = a2c = f . Например, если бы было ca = ac, то, умножая слева
сначала на c, а затем на a2, получим: a2cac = fd = e, откуда fd = d2

и f = d, что невозможно.

1639. Группа тетраэдра имеет порядок 12, куба и октаэдра — 24,
додекаэдра и икосаэдра — 60.

Указание. Рассмотреть вращения, переводящие данную верши-
ну A в некоторую вершину B (не обязательно отличную от A), и
показать, что порядок группы равен nk, где n — число вершин и
k — число ребер, выходящих из одной вершины.

1643. Указание. Каждому элементу x данной группы G поста-
вить в соответствие отображение a → ax для любого элемента a
из G.

1646. ±1.
1648. Указание.
а) Рассмотреть (ab)pr и (ab)ps, где p — порядок ab.
б) Рассмотреть (ab)p, где p — порядок ab и показать, что ap =

= b−p = e.
Пример 1. Для элементов a �= e, b = a−1 условие (1)

выполнено, а (2) — нет. Утверждение б) не выполнено, так
как порядки a и b равны между собой и не равны единице, а
порядок ab = e равен единице.

Пример 2. Элементы a = (1 2), b = (1 2 3) симметри-
ческой группы S3 имеют взаимно простые порядки 2 и 3.
Условие (1) не выполнено, так как ab = (1 3), ba = (2 3),
а (2) выполнено. Утверждение б) не выполнено: a порядка 2,
b порядка 3, ab порядка 2.

в) Обе части равенства ak = bl возвысить в степень s, равную
порядку b.

г) Пример 3. В циклической группе {a} восьмого порядка эле-
менты a, a3, a5 имеют порядок 8, но aa3 = a4 порядка 2,
aa5 = a6 порядка 4.

1649. 2) и 3) для 1); 4) и 11) для 10); 1), 2), 3), 13), 14), для 8);
15) для 16); 20) и 21) для 18); 20) для 21); 24) для 23); 23) и 24) для
26); 29) и 30) для 31); 34) для 36).

1653. Бесконечная циклическая группа, все циклические группы
простых порядков и единичная группа.
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1654.
а) G = {a}, {a2}, {a3}, {e};
б) G = {a}, {a2}, {a3}, {a4}, {a6}, {a8}, {a12}, {e}.
в) G = {e, a, b, c}, {a}, {b}, {c}, {e};
г) применяя запись подстановок в циклах, получим подгруппы

S3, {(1 2 3)}, {(1 2)}, {(1 3)}, {(2 3)}, {e};

д) нормальными делителями будут S3, {(1 2 3)}, {e}.
е) Указание. Разложение на циклы подстановки из A4 может

содержать лишь циклы длины 1, два цикла длины 2 или один
цикл длины 3. Поэтому A4 не имеет циклической подгруппы
шестого порядка (см. задачу 1648 а), б)) и все ее элемен-
ты второго порядка перестановочны. Значит, A4 не имеет
подгруппы, изоморфной S3. Но любая группа шестого поряд-
ка либо является циклической, либо изоморфна S3 (задача
1638 в))

1655. Выбираем в G любые элементы: сначала a �= e, затем b �=
�= e, a, затем c �= e, a, b, ab. Остальными элементами группы G бу-
дут ab, ac, bc, abc. Группа G абелева (задача 1636). Группа G имеет
следующие 16 подгрупп: {e}, {e, a}, {e, b}, {e, c}, {e, ab}, {e, ac},
{e, bc}, {e, abc}, {e, a, b, ab}, {e, a, c, ac}, {e, b, c, bc}, {e, a, bc, abc},
{e, b, ac, abc}, {e, c, ab, abc}, {e, ab, ac, bc}, {e, a, b, c, ab, ac, bc, abc} =
= G.

1657. В аддитивной записи все подгруппы имеют вид

G0 = {a}, G1 = {pa}, G2{p2a}, . . . ,

. . . , Gk−1 = {pk−1a}, Gk = {pka} = {0}.

Они образуют убывающую цепочку подгрупп соответственно поряд-
ков pk, pk−1, pk−2, . . . , p, 1.

Указание. Использовать задачу 1656 б) или показать, что под-
группа {sa}, где 0 < s < pk, совпадает с подгруппой {pla}, где
s = plt, 0 � l < k и t не делится на p.

1658.
а) Указание. Разложить подстановку на циклы и проверить, что

(i1i2i3 . . . ii) = (i1i2)(i1i3) . . . (i1ik).
б) Указание. Проверить равенство (1i)(1j)(1i) = (ij).
в) Указание. Проверить, что произведение двух транспозиций

следующим образом выражается через тройные циклы:

(ij)(ik) = (ijk), (ij)(kl) = (ijk)(ilk).
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г) Решение. Пусть G — подгруппа знакопеременной группы An,
порожденная множеством указанных тройных циклов, и i, j,
k — различные числа, бо́льшие двух (при n = 3 утверждение
очевидно, а при n = 4 данное ниже доказательство сокраща-
ется). Вместе с циклом (1 2 i) группа G содержит обратный
элемент (i 2 1), затем G содержит

(1 2 j)(1 2 i)(j 2 1) = (1 i j); (j 2 1)(i 2 1)(1 2 j) = (2 i j).

При n = 4 группа G уже содержит все тройные циклы. При
n > 4 она содержит (1 2 k)(1 i j)(k 2 1) = (i j k). Значит, G
содержит все тройные циклы и по пункту в) совпадает с An.

1660. Указание. Пусть K — множество всех элементов группы
G, не принадлежащих к H , и a — любой элемент из K. Показать,
что, умножая a на все элементы H , получим все элементы K. Вы-
вести отсюда, что, умножая a на все элементы из K, получим все
элементы из H . В частности, a2 принадлежит к H .

1661. Примером может служить четверная группа с элемента-
ми e, a, b, c (см. ответ задачи 1638). Она имеет три циклические
подгруппы второго порядка: {a}, {b} и {c}.

Указание. Доказать, что при возведении в квадрат всех тройных
циклов мы получим снова все тройные циклы, и использовать задачи
1658 и 1660.

1662.
а) Указание. Каждому вращению тетраэдра ABCD соответ-

ствует подстановка его вершин. Произведению двух враще-
ний соответствует произведение соответствующих подстано-
вок. Двум различным вращениям s и t соответствуют две
различные подстановки, так как иначе нетождественному вра-
щению st−1 соответствовала бы тождественная подстановка,
сохраняющая все вершины на месте. По ответу задачи 1639
группа тетраэдра изоморфна подгруппе двенадцатого поряд-
ка симметрической группы S4. Далее, можно либо проверить,
что все подстановки, соответствующие вращениям тетраэдра,
четные, либо использовать задачу 1661.

б) Решение. Центры граней октаэдра являются вершинами ку-
ба. Поэтому группы куба и октаэдра изоморфны. Каждому
вращению куба соответствует подстановка его четырех диа-
гоналей. Произведению вращений соответствует произведе-
ние соответствующих подстановок. Рассмотрим все враще-
ния куба. Это — тождественное вращение, восемь вращений
вокруг диагоналей на углы 2π/3 и 4π/3, шесть вращений
вокруг осей, проходящих через середину противоположных
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ребер, на угол π и девять вращений вокруг осей, проходящих
через центры противоположных граней, на углы π/4, 2π/4 и
3π/4. Число этих вращений: 1 + 8 + 6 + 9 = 24. По ответу
задачи 1639 ими исчерпываются все вращения куба. Непо-
средственной проверкой убеждаемся, что только при тожде-
ственном вращении все четыре диагонали остаются на месте.
Отсюда, как в пункте а), выводим, что группа куба изоморф-
на группе подстановок четырех элементов, имеющей поря-
док 24, т. е. симметрической группе S4.

в) Решение. Центры граней додекаэдра являются вершинами
икосаэдра. Поэтому группы додекаэдра и икосаэдра изоморф-
ны. Для каждого ребра икосаэдра имеется одно противопо-
ложное параллельное ему ребро и две пары перпендикуляр-
ных к нему ребер: ребра одной пары начинаются в верши-
нах граней, примыкающих к данному ребру, а ребра другой
пары принадлежат граням, имеющим вершинами концы дан-
ного ребра. Ребра одной из этих пар параллельны, а разных
пар — перпендикулярны между собой. Таким образом, все
30 ребер делятся на пять систем по шести ребер в каж-
дой системе. Ребра одной системы либо параллельны, либо
перпендикулярны, а ребра разных систем не параллельны и
не перпендикулярны. С каждой системой ребер связан ок-
таэдр, вершинами которого служат середины ребер данной
системы. Этим определены пять октаэдров, вписанных в ико-
саэдр. Каждому вращению икосаэдра соответствует подста-
новка пяти указанных систем ребер (или соответствующих
им октаэдров). Произведению двух вращений соответству-
ет произведение соответствующих подстановок. Рассмотрим
все вращения икосаэдра. Это — тождественное вращение;
24 вращения вокруг каждой из шести осей, проходящих че-
рез противоположные вершины, на углы 2π/5, 4π/5, 6π/5
и 8π/5; 20 вращений вокруг каждой из десяти осей, про-
ходящих через центры противоположных граней, на углы
2π/3 и 4π/3; 15 вращений вокруг каждой из пятнадцати
осей, проходящих через середины противоположных ребер,
на угол π. Число этих вращений: 1 + 24 + 20 + 15 = 60. По
ответу задачи 1639 ими исчерпываются все вращения ико-
саэдра. Непосредственной проверкой убеждаемся, что для
каждого нетождественного вращения найдется ребро, пере-
водящееся данным вращением в другое ребро, не параллель-
ное и не перпендикулярное к данному ребру. Поэтому толь-
ко тождественному вращению соответствует тождественная
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подстановка систем ребер. Отсюда, как в пункте а), выво-
дим, что группа икосаэдра изоморфна подгруппе порядка 60
симметрической группы S5. По задаче 1661 эта подгруппа
совпадает со знакопеременной группой A5.

1668. Указание. а) Применить задачу 1667. б) Показать, что
каждый смежный класс содержит точно одну подстановку, остав-
ляющую на месте число 4.

1669. Если в разложении данной подстановки s на независимые
циклы встречается ki циклов длины li, i = 1, 2, . . . , r, причем учтены
все циклы, включая и циклы длины 1, то число подстановок, пере-
становочных с подстановкой s, равно

∏r
i=1(ki)! · lki i. Считая 0! = 1,

можно искомое число записать иначе. Пусть ji — число циклов дли-
ны i, входящих в разложение подстановки s, где i = 1, 2, . . . , n, и
если циклов длины i в разложении нет, то положено ji = 0. Тогда
искомое число равно

∏n
i=1(ji)! · iji.

Указание. Циклы одной и той же длины l, входящие в разло-
жение s, при трансформировании подстановкой x, перестановочной
с s, могут лишь переставляться между собой, причем первое число
какого-либо цикла может перейти в любое число любого цикла той
же длины, входящего в разложение подстановки s.

1670. Указание. Рассмотреть коммутатор h1h2h
−1
1 h−1

2 этих эле-
ментов.

1674. Если в разложении данной подстановки s на независимые
циклы встречается ki циклов длины li, i = 1, 2, . . . , r, причем учте-
ны все циклы, включая и циклы длины 1, то искомое число равно

n!
r∏

i=1
(ki)!·lki i

. Это число можно записать иначе, пользуясь другим вы-

ражением знаменателя, указанным в ответе задачи 1669.
1675. Указания.
а) Обозначить через ak число классов сопряженных элементов

с pk элементами и, пользуясь задачей 1673, показать, что
a0 + a1p + a2p

2 + · · · = pn.
б) Рассмотреть группу {Z, a}, где a /∈ Z.
в) S3 × S3.
г) Группа матриц вида

(
1 a b
0 1 c
0 0 1

)
над полем Zp.

1676. Указание. Если H содержит цикл (αβγ) и α′, β′, γ′ —
любые различные числа от 1 до n, то трансформировать цикл (αβγ)
подстановкой

x =

(
α β γ δ ε . . .
α′ β′ γ′ δ′ ε′ . . .

)
,

где δ′ и ε′ выбраны так, что подстановка x четна. Использовать за-
дачи 1667 и 1658 в).



454 Ответы

1677. Решение.
а) Все 60 вращений, составляющие группу икосаэдра, указаны

в ответе задачи 1662 в). Тождественное вращение являет-
ся единицей группы и составляет один класс. Сопряженные
элементы имеют одинаковый порядок. Элементами пятого по-
рядка являются 24 вращения на углы 2kπ/5, k = 1, 2, 3, 4,
вокруг каждой из шести осей, проходящих через противопо-
ложные вершины. Под вращением вокруг вершины A на угол
α будем понимать вращение вокруг оси, проходящей через
A и противоположную вершину, на угол α против часовой
стрелки, если смотреть вдоль оси от A к противоположной
вершине. У каждой вершины отметим один из плоских углов
с данной вершиной. Каждое вращение икосаэдра вполне ха-
рактеризуется указанием вершины B, в которую переходит
данная вершина A (B может совпадать с A), и плоского угла
при B, в который переходит отмеченный угол при A. Поэто-
му каждое вращение x, переводящее A в B, представляется
в виде произведения x = yz, где y переводит отмеченный
угол A в отмеченный угол B, а z есть вращение вокруг вер-
шины B на угол α. Обратный элемент x−1 = z−1y−1 есть
произведение вращения z−1 вокруг B на угол −α и враще-
ния y−1, переводящего отмеченный угол B в отмеченный
угол A. Пусть теперь g — вращение вокруг вершины A на
угол α и x — любой элемент группы, переводящий A в B.
Представляя x в виде произведения x = yz, как указано вы-
ше, найдем, что сопряженный элемент x−1gx = z−1y−1gyz
является поворотом снова на угол α, но уже вокруг вершины
B. В частности, если A и B — противоположные вершины, то
поворот вокруг B на угол α совпадает с поворотом вокруг A
на угол 2π−α. Таким образом, все вращения вокруг вершин
на углы 2π/5 и 8π/5 принадлежат одному классу сопряжен-
ных элементов, так же как и все вращения на углы 4π/5 и
6π/5. Покажем, что вращения g1 и g2 вокруг вершины A на
углы 2π/5 и 4π/5 принадлежат различным классам. Если x
переводит A в другую вершину B, то x−1g1x есть вращение
вокруг B и либо не будет вращением вокруг A, либо (если
B противоположна A) будет вращением вокруг A на угол
8π/5, т. е. x−1g1x �= g2. Если же x — вращение вокруг A, то
g1 и x — элементы циклической (и, значит, коммутативной)
подгруппы вращений вокруг A, и снова x−1g1x = g1 �= g2.

Итак, все элементы пятого порядка разбиваются на два
класса по 12 элементов. Аналогично, отмечая по плоскому
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углу каждой грани и по вершине каждого ребра, убедимся,
что 20 элементов третьего порядка (вращения на углы 2π/3 и
4π/3 вокруг осей, проходящих через центры противополож-
ных граней) составляют один класс и 15 элементов второго
порядка (вращения на угол π вокруг осей, проходящих через
середины противоположных ребер) также составляют один
класс.

б) Нормальный делитель должен состоять из целых классов,
должен содержать единицу, и его порядок должен делить по-
рядок 60 группы икосаэдра. По пункту а) классы сопряжен-
ных элементов содержат соответственно 1, 12, 12, 20, 15 эле-
ментов. Из этих чисел можно составить лишь две суммы,
включающие слагаемое 1 и делящие число 60, именно 1 и
60. Это дает лишь два нормальных делителя — единичную
подгруппу и всю группу.

1678. Указание. Применить задачи 1662 в) и 1677 б).
1681. Гомоморфизм вполне определяется образом образующего

элемента a. Ниже указаны возможные образы этого элемента:
а) любой элемент группы; число гомоморфизмов равно n; б) e,

b3, b6, b9, b12, b15; в) e, b, b2, b3, b4, b5; г) e, b5, b10; д) e.
1683. а) Циклическая группа {ϕ} четвертого порядка, где aϕ =

= a2; ;б) циклическая группа {ϕ} второго порядка, где aϕ = a5;
д) поле вычетов по модулю 5; е) кольцо вычетов по модулю 6; ж) коль-
цо вычетов по модулю n.

1685. а) Циклическая группа порядка n б) циклическая группа
порядка 5; в) циклическая группа порядка 6; г) циклическая группа
порядка 2.

1688. Указания. В случае г), д) и з) рассмотреть отображение
f(z) = zn, а в случае е) — отображение g(z) = zn/|z|n.

1691. В группе S3 подгруппа {(1 2)} имеет индекс 3, но не со-
держит элемента (1 3) порядка 2.

1693. Указание. Предположив, что G/Z — циклическая группа,
выбрать в классе, служащем для нее образующим элементом, эле-
мент a и показать, что a и Z порождают всю группу G.

1694. Решение. Применим индукцию по порядку n группы G.
Для n = 2 группа G — циклическая второго порядка, и теорема
для нее верна. Пусть теорема верна для всех групп, порядок которых
меньше n, и G — группа порядка n. Пусть сначала G коммутатив-
на. Берем любой элемент a, отличный от единицы e группы G. Его
порядок k > 1. Если k делится на p, k = pq, то элемент aq име-
ет порядок p. Если k не делится на p, то порядок n′ факторгруппы
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G′ = G/{a} группы G по циклической подгруппе {a} равен n
k

< n
и делится на p. По предположению индукции G′ содержит элемент
b′ порядка p. Пусть b — элемент группы G, входящий в смежный
класс b′. Из b′p = e′, где e′ — единица группы G′, следует, что bp

содержится в подгруппе {a}, т. е. bp = al, откуда bpk = alk = e.
Если bk = e, то b′k = e′ и k делится на порядок p элемента b′,
что невозможно. Значит, bkp = e, но bk �= e, т. е. элемент bk имеет
порядок p.

Пусть теперь группа G некоммутативна. Если существует под-
группа H , отличная от G, индекс которой не делится на p, то порядок
H меньше n и делится на p. По предположению индукции H содер-
жит элемент порядка p. Если же индексы всех подгрупп группы G,
отличных от G, делятся на p, то число элементов, сопряженных лю-
бому элементу группы G, не входящему в ее центр Z (задача 1664),
делится на p (задача 1671). Так как порядок n группы G также де-
лится на p, то и порядок центра Z делится на p и меньше n, так
как G некоммутативна. По предположению индукции Z содержит
элемент порядка p.

1695. Указание. Воспользоваться предыдущей задачей.
1701.
а) {a} = {3a}+ {2a};
б) {a} = {4a}+ {3a};
в) {a} = {15a}+ {20a}+ {12a};
г) {a} = {225a} + {100a} + {36a}.
1702. Указание. В случае в) использовать задачу 1700 б).
1703. Указания. а) Принять соответственно за A и B множества

всех элементов a и b из G, для которых pa = 0 и qb = 0; б) рассмот-
реть разложения n = pk1

1 pk2
2 . . . pks

s порядка n группы G на простые
множители и применить а).

1704. а)G(3); б) G(4), G(2, 2); в) G(2, 3); г) G(8), G(2, 4),
G(2, 2, 2); д) G(9), G(3, 3); e) G(4, 3), G(2, 2, 3); ж) G(16), G(2, 8),
G(4, 4), G(2, 2, 4), G(2, 2, 2, 2); з) G(8, 3), G(2, 4, 3), G(2, 2, 2, 3);
и) G(2, 3, 5) к) G(4, 9), G(2, 2, 9), G(4, 3, 3), G(2, 2, 3, 3); л) G(16, 3),
G(2, 8, 3), G(4, 4, 3), G(2, 2, 4, 3), G(2, 2, 2, 2, 3); м) G(4, 3, 5),
G(2, 2, 3, 5); н) G(9, 7), G(3, 3, 7); о) G(8, 9), G(2, 4, 9), G(2, 2, 2, 9),
G(8, 3, 3), G(2, 4, 3, 3), G(2, 2, 2, 3, 3); п) G(4, 25), G(2, 2, 25),
G(4, 5, 5), G(2, 2, 5, 5).

1705. Если Zk — циклическая группа порядка k и Z — беско-
нечная циклическая группа, то искомое прямое разложение фактор-
группы G/H имеет вид:

а) Z2 +Z2 +Z3; б) Z3 +Z4; в) Z2 +Z3 +Z3; г) Z2 +Z4; д) Z4 +Z;
е) Z2 + Z2 + Z; ж) Z3; з) Z + Z; и) Z; к) G/H — нулевая группа.
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Искомого разложения не существует.

1706. в) Группа G единственным образом разлагается в прямую
сумму подгрупп: G = A1 + A2 + · · · + As, где Ai — циклическая
подгруппа порядка pi. Любая подгруппа H группы G, отличная от
нулевой, является прямой суммой некоторых из подгрупп Ai. Число
всех подгрупп равно 2s. Указание. Использовать пункт б) и пока-
зать, что если h — образующий подгруппы H , то H является прямой
суммой тех подгрупп Ai, которые содержат ненулевые компоненты
элемента h.

1707. Указания.
в) Для доказательства разложения G = H + K взять любой

элемент a1 вне H , затем любой элемент a2 вне {H, a1} и т. д.
и положить K = {a1, a2, . . . }.

г) Любая подгруппа H порядка pl разлагается в прямую сумму
l циклических подгрупп порядка p. Пусть это разложение
имеет вид

H = {a1}+ {a2}+ · · ·+ {al}.
Находим число всех систем (a1, a2, . . . , al), определенных
указанным образом для всех подгрупп H порядка pl. Так
как a1 �= 0, то для a1 имеем pk − 1 возможностей. Так как
a2 лежит вне циклической подгруппы {a1}, то для a2 име-
ем pk − p возможностей и т. д. Аналогично находим число
всех систем (a1, a2, . . . , al), дающих одну группу H поряд-
ка pl. Число всех подгрупп порядка pl равно частному двух
найденных чисел.

1708. Указание. Сначала рассмотреть случай примарной груп-
пы, затем взять разложение группы на примарные компоненты (за-
дача 1703 б)) и применить задачу 1700 б).

1709. Кольцо.

1710. Кольцо.

1711. Кольцо. При n = 0 получаем нулевое кольцо, состоящее
из одного числа 0, который будет единицей кольца и сам для се-
бя обратным. Нулевое кольцо не будет полем, так как поле должно
содержать более одного элемента.

1712. Поле.

1713. Поле.

1714. Поле.

1715. Кольцо.

1716. Поле.

1717. Кольцо.
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1718. Поле.

1719. Кольцо.

1720. Кольцо.

1721. Кольцо.

1722. Кольцо.

1723. Кольцо.

1724. Матрицы с рациональными a, b образуют поле, а с дей-
ствительными a, b — кольцо, но не поле.

1725. Многочлены от синусов и косинусов и многочлены от од-
них косинусов образуют кольцо, а от одних синусов не образуют.

Указание. Для доказательства, что многочлены от синусов не
образуют кольца, использовать то, что произведение двух нечетных
функций является функцией четной.

1726. Не образуют. Указание. Используя неприводимость мно-
гочлена x3 − 2 над полем рациональных чисел, доказать, что
3
√

2 · 3
√

2 = 3
√

4 не принадлежит рассматриваемому множеству.

1727. (5 + 9 3
√

2− 3
√

4)/43. Указание. Для доказательства одно-
значности использовать неприводимость многочлена x3−2 над полем
рациональных чисел. Для отыскания обратного элемента применить
метод неопределенных коэффициентов.

1728. x−1 = (19− 3
√

5 + 11 3
√

25)/208.

1729. Указание. Использовать свойство неприводимого много-
члена быть взаимно простым с любым многочленом низшей степени.

1730. β−1 = (101+37α+4α2)/405. Указание. Если ϕ(x) = x2−
−x+3, то методом неопределенных коэффициентов найти многочле-
ны f1(x) первой степени и ϕ1(x) второй степени, удовлетворяющие
равенству f(x)f1(x) + ϕ(x)ϕ1(x) = 1, и положить в этом равенстве
x = α.

1732.

Например, f1(x) =

{
0 для x � 0,

x для x � 0,
f2(x) =

{
x для x � 0,

0 для x � 0.

1734. Делители нуля имеют вид (a, 0), где a �= 0, и (0, b), где
b �= 0.

1737. Матрицы, в которых элемент в левом верхнем углу отли-
чен от нуля, не будут левыми (но будут правыми) делителями нуля.

1738. Указание. Раскрыть скобки в произведении (a + b)(e + e)
двумя разными способами.
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1740. Матрицы порядка n � 2 с элементами из данного поля при
условии, что все строки, начиная со второй, состоят из нулей, обра-
зуют кольцо с несколькими левыми единицами, а при аналогичном
условии для столбцов — с несколькими правыми единицами.

1742. Указание. Пусть a — элемент кольца, отличный от нуля.
Показать, что соответствие x → ax, где x — любой элемент, является
взаимно однозначным отображением данного кольца на себя.

1743. Указание. Использовать задачу 1742.

1747. Указание. Найти матрицы E, I , J , K, соответствующие
единицам 1, i, j, k, и проверить таблицу умножения для них: I2 =
= J2 = K2 = −E, IJ = −JI = K, JK = −KJ = I , KI = −IK =
= J .

1749. Возможны лишь два таких автоморфизма: тождественный
и переводящий каждое число в сопряженное.

1750. Указание. Показать, что любое числовое поле содержит
число 1, затем целые и, наконец, дробные числа.

1751. Указание. Рассмотреть образы единицы, целых и дробных
чисел.

1752. Указание. Показать, что положительное число, как квад-
рат действительного числа, переходит в положительное. Затем, поль-
зуясь тем, что между двумя различными действительными числами
лежит рациональное, и сохранением рациональных чисел, доказать
неизменность любого действительного числа.

1753. Возможны лишь два таких отображения: тождественное и
переводящее любое комплексное число в сопряженное.

1756. По модулю 3 система несовместна, а по модулю 5 она име-
ет единственное решение x = 2, y = 3, z = 2.

1757. По модулю 5 система несовместна, а по модулю 7 она име-
ет единственное решение x = 2, y = 6, z = 5.

1758. а) x + 2; б) 1.
1759. а) 1; б) 5x + 1.
1760. а) x2 + x + 2; б) 1.
1761.
а) Решение. Предположим, что f(x) и g(x) имеют над полем

рациональных чисел общий делитель d(x) положительной
степени. Тогда f(x) = a(x)d(x), g(x) = b(x)d(x), где a(x),
b(x), d(x) — многочлены с рациональными коэффициентами.
Вынося общие знаменатели и общие наибольшие
делители числителей коэффициентов и применяя лемму
Гаусса о произведении примитивных многочленов, получим:
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f(x) = a1(x)d1(x), g(x) = b1(x)d1(x), где все многочлены
имеют целые коэффициенты, степень d1(x) равна степени
d(x) и старший коэффициент d1(x) не делится на p. Пере-
ходя к полю вычетов по модулю p, получим общий делитель
положительной степени для f(x) и g(x) над этим полем, что
невозможно.

б) Многочлены f(x) = x, g(x) = x + p взаимно просты над по-
лем рациональных чисел и равны x, т. е. не взаимно просты,
над полем вычетов по модулю p.

1762. Указание. Если f(x) и g(x) взаимно просты, то, получив
равенство f(x)u(x) + g(x)v(x) = c, где u(x), v(x) — многочлены с
целыми коэффициентами и c — целое число, доказать, что f(x) и
g(x) взаимно просты над полем вычетов по любому простому p, не
делящему c.

При доказательстве обратного утверждения использовать зада-
чу 1761.

1763. (x + 1)3(x2 + x + 1).

1764. (x + 3)(x2 + 4x + 2).

1765. (x2 + 1)(x2 + x + 2).

1766. (x2 + x + 1)(x2 + 2x + 4).

1767. f1 = x2, f2 = x2 + 1 = (x + 1)2, f3 = x2 + x = x(x + 1),
f4 = x2 + x + 1 неприводим.

1768. f1 = x3, f2 = x3 + 1 = (x + 1)(x2 + x + 1), f3 = x3 + x =
= x(x + 1)2, f4 = x3 + x2 = x2(x + 1), f5 = x2 + x + 1 неприводим,
f6 = x3 + x2 + 1 неприводим, f7 = x3 + x2 + x = x(x2 + x + 1),
f8 = x3 + x2 + x + 1 = (x + 1)3.

1769. f1 = x2 + 1, f2 = x2 + x + 2, f3 = x2 + 2x + 2.

1770. f1 = x3 + 2x + 1, f2 = x3 + 2x + 2, f3 = x3 + x2 + 2,
f4 = x3 + 2x2 + 1, f5 = x3 + x2 + x + 2, f6 = x3 + x2 + 2x + 1,
f7 = x3 + 2x2 + x + 1, f8 = x3 + 2x2 + 2x + 2.

1771. Указание. Применяя лемму Гаусса, из разложения f(x)
на два множителя с рациональными коэффициентами получить раз-
ложение на два множителя с целыми коэффициентами. Многочлен
f(x) = px2+(p+1)x+1 = (px+1)(x+1) приводим над полем рацио-
нальных чисел, но по модулю p равен x + 1 и, значит, неприводим.

1772. Решение. Пусть n — порядок группы G и m — наимень-
шее общее кратное порядков всех ее элементов. Тогда m делит n и
gm = 1 для всех g ∈ G. Но уравнение xm = 1 не может иметь в поле
P более m решений. Значит, m = n. Пусть n = pk1

1 , . . . , pks
s — раз-

ложение n в произведение степеней различных простых чисел, тогда
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для каждого i = 1, . . . , s в группе G существует элемент hi порядка
pki

i qi. Элемент gi = hqi
i имеет порядок pki

i . По задаче 1648 а) элемент
g = g1 . . . gs имеет порядок n и является образующим группы G.

1773. Решение. Сначала докажем лемму из теории групп. Если
два элемента a и b циклической группы G не являются квадрата-
ми, то их произведение является квадратом.

Множество H элементов из G, являющихся квадратами, есть
подгруппа. Факторгруппа G/H циклическая. Если C = cH — ее
образующий, то из c2 ∈ H следует C2 = c2H = H . Значит, или
H = G, или G/H — группа второго порядка и ab ∈ aH · bH = H ,
т. е. ab есть квадрат.

Отсюда следует, что по любому простому модулю p одно из
чисел 2, 3, 6 сравнимо с квадратом. В самом деле, при p = 2 имеем
2 ≡ 02, при p = 3 также 3 ≡ 02. Если p > 3, то 2 и 3 можно рас-
сматривать как элементы мультипликативной группыG поля вычетов
по модулю p. Согласно задаче 1772 группа G — циклическая, и по
лемме, доказанной выше, если 2 и 3 — не квадраты, то 2 · 3 = 6 —
квадрат.

Многочлен

f(x) = (x−
√

2−
√

3)(x−
√

2 +
√

3)(x +
√

2−
√

3)(x +
√

2 +
√

3) =

= x4 − 10x2 + 1

неприводим над полем рациональных чисел, так как линейные мно-
жители и их произведения по два не являются многочленами с ра-
циональными коэффициентами.

Пусть Zp — поле вычетов по простому модулю p. По доказанному
существует элемент a ∈ Zp, для которого a2 = 2, или a2 = 3, или
a2 = 6. Если a2 = 2, то x4− 10x2 +1 = (x2 +2ax− 1)(x2− 2ax− 1);
если a2 = 3, то x4 − 10x2 + 1 = (x2 + 2ax + 1)(x2 − 2ax + 1); если
a2 = 6, то x4 − 10x2 + 1 = (x2 − 5 + 2a)(x2 − 5− 2a).

1774. Указание. Показать, что если a = ae, то e — единица.

1775. а) a = p в кольце вычетов по модулю p2; б) a = p в кольце
вычетов по модулю pn. Здесь p — любое число, большее 1.

1779. Указание. Для числа z = a + b
√−3 ввести норму N(z) =

= z ·z̄ = a2+3b2. Доказать, что N(z1 ·z2) = N(z1)N(z2), для данного
M > 0 существует лишь конечное множество чисел z с N(z) < M ,
делителями единицы являются лишь ±1, делитель z с наименьшей
нормой, большей 1, является простым.

1780. Указание. Необратимый элемент преобразования неизвест-
ного перевести в многочлен степени больше двух.
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1781. а) Идеал; б) подкольцо; в) идеал; г) не является подгруп-
пой аддитивной группы; д) подкольцо; е) подгруппа аддитивной груп-
пы; ж) идеал; з) подкольцо; и) идеал; к) идеал; л) не является под-
группой аддитивной группы.

1785. Указание. Показать, что любой идеал I порождается сво-
им элементом a, отличным от нуля и наименьшим в следующем
смысле: а) по абсолютной величине; б) по степени; в) по модулю.
В каждом случае использовать существование деления с остатком
на элемент b �= 0, причем остаток или равен нулю, или меньше де-
лителя в указанном выше смысле.

1791. Если ne �= 0 для любого n �= 0 из Z, то ϕ — изоморфизм,
и ϕ(Z) изоморфно Z. Если ne = 0 для некоторого n �= 0 из Z и
n0 — наименьшее положительное число, для которого n0e = 0, то
ϕ(Z) изоморфно кольцу вычетов по модулю n0.

1792. б) Четыре смежных класса, состоящие из чисел a + bi со
свойствами: 1) a и b четны; 2) a четно, а b нечетно; 3) a нечетно, а
b четно; 4) a и b нечетны; в) класс B, содержащий 1 + i, является
делителем нуля, причем B2 = 0.

1799. Число элементов равно pn.

1800. 1. R — кольцо с делителями нуля, рассматриваемое как
модуль над самим собой, λ и a — делители нуля, для которых λa =
= 0. 2. G = {a} — циклическая группа порядка n (с аддитивной
записью операции), рассматриваемая как модуль над кольцом целых
чисел. Тогда na = 0.

1804. Указание. Применить задачу 1647 в).

1807. б) Пусть a и b — два различных элемента второго порядка
четверной группы (см. ответ задачи 1638 б)). Если рассматривать
эту группу как унитарный модуль над кольцом целых чисел (при
обычном умножении элементов группы на числа), то O(a) и O(b)
совпадают с множеством четных чисел, но {a} �= {b}.

1808. Указание. Доказать, что множество I всех λ ∈ R, для
которых λa ∈ A, есть идеал кольца R.

1809. Множество A всех элементов с конечным числом ненуле-
вых компонент.

1810. б) Пример 1. В кольце Z6 вычетов по модулю 6 как модуле
над самим собой элементы 2 и 3 являются периодическими, а их
сумма 5 не является периодическим элементом.

Пример 2. Пусть R — кольцо пар (x, y), где x и y — целые
числа, а сложение и умножение пар производятся по компонентам
(задача 1734). Элементы a = (1, 0) и b = (0, 1) являются делителями
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нуля. Если R рассматривать как модуль над самим собой, то a и b
будут периодическими элементами, так как O(a) — множество всех
пар вида (0, y) и O(b) — всех пар вида (x, 0). Но элемент a+b = (1, 1)
имеет порядком нулевой элемент (0, 0).

1811. Указание. Положить α = α′δ, β = β′δ и показать, что
α′β′δ(a + b) = 0 и αγb = 0.

1812. Указание. Показать, что M есть прямая сумма ненулевых
подмодулей Mi, каждый из которых состоит из всех элементов M ,
порядки которых порождены степенями простого элемента pi из R.

1813. Указание. Рассмотреть объединение модулей Mi.

1819. Указание. Показать, что b → A+b есть гомоморфное отоб-
ражение B на (A+B)/A, и применить теорему о гомоморфизмах для
модулей.

1820. Указание. Применить индукцию по n. При n = 1 при-
менить задачи 1815 и 1818. При n > 1 предположить, что в M
существует бесконечная возрастающая цепь различных подмодулей
M1 ⊂ M2 ⊂ . . . , положить A = {x1}, B =

⋃∞
i=1 Mi, M ′

i = Mi ∩ A и
показать, что цепь M ′

i стабилизируется на некотором M ′
k = A ∩ B.

Затем применить теорему об изоморфизме (см. задачу 1819) и ис-
пользовать то, что фактормодуль M/A имеет n− 1 образующих.

1822. Указание. При доказательстве пункта б) рассмотреть вы-
ражение (1 + 1)(x + y).

1823. в) Пространство V бесконечномерно.

1825. Указание. Доказывать по индукции или положить в ли-
нейном соотношении x = 1, 2, 22, . . . , 2n−1.

1826. Указание. В случаях в), г), д) дифференцировать два раза
и применить индукцию.

1827. Указание. Использовать определитель Вандермонда.

1829. Размерность равна Cn−1
k+n−1 = Ck

k+n−1. Указание. Взять
за базу все одночлены и каждому одночлену вида xα1

1 , xα2
2 , . . . , xαn

n

поставить в соответствие строку

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
α1 раз

x1 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
α2 раз

x2 . . . 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
αn раз

xn.

1830. Ck
k+n.

Указание. Положить xi = yi
yn+1

и свести к предыдущей задаче.
1831. б) Размерность L равна n; в) размерность Lk равна n −

− k + 1; г) L′ не является подпространством.
1832. Указание. При доказательстве необходимости получить

равенство B = CA, где C — невырожденная матрица из
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коэффициентов в выражениях системы (2) через (1). При доказатель-
стве достаточности приписать к матрице A снизу строку координат
вектора bi и, вычисляя ранг методом окаймления, показать, что ранг
полученной матрицы равен k.

1836. г) Пусть на плоскости xOy L = Ox, M = Oy, L′ — лю-
бая прямая, проходящая через начало координат и отличная от осей,
ϕ1 — проектирование на L параллельно M , ϕ2 — проектирование
на L′ параллельно M . Тогда ϕ1ϕ2 = ϕ1 �= ϕ2 = ϕ2ϕ1. Условие (3)
не выполнено, но ϕ1ϕ2 и ϕ2ϕ1 являются проектированными.

Указания. б) Показать, что если ϕ1 и ϕ2 идемпотентны, то ϕ1 +
+ ϕ2 идемпотентно тогда и только тогда, когда ϕ1ϕ2 + ϕ2ϕ1 = 0.
Умножая это равенство слева и справа на ϕ1, доказать его экви-
валентность условию (1). в) Используя а), свести в) к б). г) Из
ϕ1ϕ2x = x вывести ϕ1x = ϕ2x = x. Затем использовать пред-
ставление x = ϕ2x + (ε− ϕ2)x.

1837. Указание. Рассмотреть (ϕ(x1 + x2), y) и (ϕ(λx), y).
1838. 1

5

√
10.

1839. Если L — подпространство всех векторов, у каждого из
которых лишь конечное число координат отлично от нуля, то L∗ =
= 0, L + L∗ = L �= V , (L∗)∗ = V �= L.

1841. Пусть A — матрица преобразования в ортонормированном
базисе. а) Поворот плоскости на некоторый угол вокруг начала коор-
динат, если |A| = +1; зеркальное отражение плоскости в некоторой
прямой, проходящей через начало координат, если |A| = −1. б) По-
ворот пространства на некоторый угол вокруг оси, проходящей через
начало координат, если |A| = +1; поворот, указанный выше, с после-
дующим зеркальным отражением пространства в плоскости, прохо-
дящей через начало координат и перпендикулярной к оси вращения,
если |A| = −1.

1842. Поворот вокруг оси, определенной вектором f (1, 1, 0) на
угол α = 60◦ в отрицательном направлении.

Указание. Вектор f ищем как собственный вектор, принадлежа-
щий собственному значению 1. Угол поворота α находим из условия
2 cos α + 1 = a11 + a22 + a33, полученного из инвариантности следа
матрицы преобразования ϕ. Для определения направления поворота
берем вектор, не лежащий на оси вращения, например e1, его образ
ϕe1 и вектор оси f , и ищем знак определителя из координат этих
трех векторов, т. е. ориентацию тройки векторов e1, ϕe1, f .

1843. а) Нулевое преобразование; б) поворот на угол π/2 в по-
ложительном или отрицательном направлении с последующим умно-
жением на неотрицательное число; в) ϕx = a × x. При a �= 0 пре-
образование ϕ сводится к проектированию вектора x на плоскость,
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перпендикулярную к вектору a, повороту вокруг a на угол π/2 в
положительном направлении и умножению на длину a.

Указание. Рассмотреть матрицу преобразования ϕ в ортонорми-

рованном базисе A =
( 0 a12 a13
−a12 0 a23−a13 −a23 0

)
и положить a = (a1, a2, a3),

где a1 = −a23, a2 = −a31 = a13, a3 = −a12.

1844. Указание. При доказательстве достаточности рассмотреть
скалярное произведение (ϕ(x + y), x + y).

1845. Указание. Найти базис e1, e2, . . . , en, для которого
l(e1) = 1, l(e2) = · · · = l(en) = 0.

1848. Указание. Предположить, что l1(a) �= 0, l2(b) �= 0, и рас-
смотреть вектор a + b.

1849. Указание. Доказать, что если b(x, y) �= 0, то

l1(x)

l2(x)
=

l1(y)

l2(y)
= λ �= 0.

Рассмотреть произведение (l(x) − λl2(x))l2(x) и применить зада-
чу 1848.

1850. Указание. Применить задачи 1846 и 1849.

1851. Указание. Применить задачу 1848.

1852. Указание. Положить y = x− l(x)
l(a)

· a.
1853. Указание. Для ненулевых функций взять вектор a, не ле-

жащий в S, положить λ = l1(a)
l2(a)

и применить задачу 1852 б).

1854. а) Однополостный гиперболоид; б) двуполостный гипербо-
лоид. Указание. Перейти к однородным координатам.

1856. Если e1, . . . , en — нормальный базис (в котором f(x) запи-
сывается квадратичной формой нормального вида), причем f(ei) = 1
(i = 1, 2, . . . , p), f(ej) = −1 (j = p + 1, . . . , r), f(ek) = 0 (k = r +
+ 1, . . . , p), то за искомый базис можно взять, например,

f i = ei + ep+1 (i = 1, . . . , p);

f j = −ep + ej (j = p + 1, . . . , r);

f k = ek (k = r + 1, . . . , n).

Указание. Доказать, что векторы

f ij = ei + ej (i = 1, . . . , p; j = p + 1, . . . , r);

gij = ei − ej (i = 1, . . . , p; j = p + 1, . . . , r);

hk = ek (k = r + 1, . . . , n)

изотропны и через них выражается базис e1, . . . , en.
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1857. Указание. Использовать задачи 1306 и 1856.

1858. Указание. Рассмотрим случай б) при условии p � q. Взяв
запись f(x) = x2

1 + · · · + x2
p = x2

p+1 − · · · − x2
p+q формой нормаль-

ного вида, проверить, что K содержит подпространство L, заданное
уравнениями

x1 − xp+1 = 0, . . . , xp − x2p = 0, x2p+1 = 0, . . . , xp+q = 0, (1)

причем размерность L равна n − q. Затем предположить, что K со-
держит подпространство L′ размерности s > n− q, заданное уравне-
ниями

n∑
j=1

aijxj = 0 (i = 1, 2, . . . , n − s), (2)

добавить к ним уравнения

x1 = 0, . . . , xp = 0, xp+q+1 = 0, . . . , xn = 0 (3)

и прийти к противоречию.

1859.
а) Решение. Если f(x) в подходящем базисе записать в нор-

мальном виде, то уравнение поверхности S запишется так:

x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

n = 1. (1)

Если p = 0, то на S нет действительных точек. При этом
min(p− 1, q) = −1. Теорема верна, если считать размерность
пустого множества равной −1.

Пусть p > 0. Тогда на S имеются точки, например
(1, 0, . . . , 0), т. е. нульмерные многообразия. Пусть P — мно-
гообразие максимальной размерности k, входящее в S.
P задается системой n− k линейно независимых уравнений∑

j=1

aijxj = bi (i = 1, 2, . . . , n − k). (2)

Эта система не может быть однородной, так как нулевое ре-
шение не удовлетворяет уравнению (1). Для простоты пред-
положим, что определитель d порядка n − k из коэффици-
ентов при первых n− k неизвестных отличен от нуля. Тогда
общее решение системы (2) можно записать так:

xi = ci,n−k+1xn−k+1+· · ·+cinxn+ci,n+1 (i = 1, 2, . . . , n−k).
(3)
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Рассмотрим (n + 1)-мерное пространство V n+1. Берем в
нем любой базис и считаем, что V n натянуто на первые n
векторов базиса.

Рассмотрим однородную систему уравнений

n∑
j=1

aijxj − bixn+1 = 0 (i = 1, 2, . . . , n− k); (4)

коэффициенты такие же, как в (2). Ее общее решение имеет
вид

xi = ci,n−k+1xn−k+1 + · · ·+ cinxn + ci,n+1xn+1 (5)

(i = 1, 2, . . . , n − k)

с такими же коэффициентами, как в (3).
Затем рассмотрим конус K, заданный уравнением

x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

n − x2
n+1 = 0. (6)

Докажем, что (k + 1)-мерное подпространство L, задан-
ное системой (4), лежит в конусе K. Любое решение системы
(4), в котором xn+1 = 1, после отбрасывания xn+1 дает ре-
шение системы (2), т. е. вектор из P ⊂ S. Но такое решение
удовлетворяет уравнению (6) и, значит, лежит в K.

Если x — любое решение системы (4), в котором
xn+1 = α �= 0, то 1

α
x ∈ K, откуда x ∈ K. Пусть x =

= (α1, . . . , αn−k, αn−k+1, . . . , αn, 0) — решение системы (4)
с xn+1 = 0. Существует решение xl системы (4), в котором
свободные неизвестные имеют значения

xn−k+1 = αn−k+1,..., xn =αn, xn+1 =
1

l
(l = 1,2,...).

Из формул (5) ясно, что liml→∞ xl = x. По доказанному
выше xl ∈ K. Переходя в равенстве (6) после подстановки в
нем координат xl к пределу при l →∞, получим x ∈ K.

Итак, L ⊂ K. Индексы инерции K равны p, q + 1.
По задаче 1858 k+1 � min(p, q+1), откуда k � min(p−1, q).

Пусть K′ — конус с уравнением

±x2
2 ± · · · − x2

p+1 − · · · − x2
n = 0, (7)

где знаки совпадают со знаками соответствующих членов
уравнения (1). Согласно задаче 1858 конус K′ содержит под-
пространство L′ размерности k = min(p − 1, q), лежащее в
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подпространстве с уравнением x1 = 0. Возьмем в V n век-
тор a0 = (1, 0, . . . , 0). Тогда S содержит многообразие P ′ =
= a0 + L′ размерности k = min(p − 1, q). Утверждение а)
доказано.

б) Указание. При r < n свести б) к а) в r-мерном пространстве.

1860. а) 1; б) 0; в) 1; г) 0; д) 1; е) 1; ж) n− 1; з) n− 2 и) 0; к) 1,
если n > 2, 0, если n = 2; л) 1; м) целая часть n−1

2
или 1

2
n− 1, если

n четно; 1
2
(n− 1), если n нечетно.

1861. б) Указание. Найти системы линейных уравнений, зада-
ющих левое и правое ядро.

1862. Базис L′0 образует вектор (3,−1), а базис L′′0 — вектор
(2,−1).

1863. б) Указание. Пусть 1 < r � n. Взять функцию, матрица
которой в некотором базисе имеет в левом верхнем углу квадратную
невырожденную клетку порядка r, не являющуюся ни симметриче-
ской, ни кососимметрической, а на остальных местах — нули.

1864. Указание. Использовать нулевое подпространство функ-
ции b(x, y).

1865. Указание. Показать, что координаты всех векторов из L∗

удовлетворяют матричному уравнению BAY = 0, где A — матрица
b(x, y) в некотором базисе пространства V n, B — матрица, по стро-
кам которой стоят координаты любого базиса подпространства L в
данном базисе V n, Y — столбец координат вектора y ∈ L∗ в том же
базисе.

1866. Первое доказательство.
Так как b(x, y) �= 0, но b(x, x) ≡ 0, то существуют векторы

x1, x2 такие, что b(x1, x2) �= 0. Умножая один из этих векторов на
1

b(x1,x2)
, получим векторы e1, e2, для которых b(e1, e2) = 1. Векторы

e1, e2 линейно независимы, так как если e2 = αe1, то b(e1, e2) =
= αb(e1, e1) = 0. Пусть L1 — двумерное подпространство, натянутое
на e1, e2 и L2 — множество всех y ∈ V n таких, что b(x, y) = 0 для
любого x ∈ L1. По задаче 1865 L2 — подпространство размерности
� n − 2. Пересечение L1 и L2 содержит лишь нулевой вектор, так
как, если x ∈ L1, то x = α1e1 + α2e2. Если x ∈ L2, то b(e1, x) =
= b(e2, x) = 0 и b(e1, e1) = b(e2, e2) = 0; b(e1, e2) = −b(e2, e1) = 1,
откуда α1 = 0, α2 = 0, x = 0. По задаче 1296 размерность L2

равна n − 2 и V n есть прямая сумма L1 и L2. Если на L2 еще
b(x, y) �= 0, то, как выше, существуют векторы e3, e4 ∈ L2, для
которых b(e3, e4) = 1 и т. д. После конечного числа шагов придем к
подпространству Lk+1, на котором b(x, y) ≡ 0. Если Lk+1 ненулевое,
то берем в нем любой базис e2k+1, . . . , en. Векторы e1, e2, . . . , en

образуют искомый базис.
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Второе доказательство.6

Это доказательство дает практический метод нахождения невы-
рожденного линейного преобразования неизвестных, приводящего
данную билинейную форму к указанному в задаче каноническому
виду.

Пусть в некотором базисе b(x, y) =
∑n

i,j=1 aijxiyj . За счет из-
менения нумерации неизвестных можно считать a12 �= 0. Запишем
форму в виде

b(x,y)=x1(a12y2+···+a1nyn)−y1(a12x2+···+a1nxn)+b1(x,y)

и совершим невырожденное преобразование неизвестных

x′1 = x1, x′2 = a12x2 + · · ·+ a1nxn, x′3 = x3, . . . , x
′
n = xn

и такое же преобразование для yi. Получим

b(x, y) = x′1y
′
2 − x′2y

′
1 + b2(x, y).

Если b2(x, y) не содержит x′2, y′2, то поступаем с ней аналогич-
но. Иначе b2(x, y) =

∑n
i,j=2 a′ijx

′
iy
′
j , где a′2k �= 0 для некоторого k,

2 � k � n. Совершив невырожденное преобразование неизвестных

x′′1 = x′1 − a′23x
′
3 − · · · − a′2nx′n, x′′2 = x′2, . . . , x

′′
n − x′n

и такое же преобразование y′i, получим b(x, y) = x′′1y′′2 − x′′2y′′1 +
+b3(x, y), где b3(x, y) не содержит x′′1 , x

′′
2 , y

′′
1 , y

′′
2 . Если b3(x, y) �= 0,

то поступаем с ней аналогично.

1867. b(x, y) = u1v2 − u2v1 + u3v4 − u4v3; u1 = x1 + 3x4,
u2 = x2 + 2x3 − x4, u3 = x3, u4 = 6x4 и такое же выражение vi

через yi.

1868. b(x, y) = u1v2 − u2v1 + u3v4 − u4v3; u1 = x1 − 4x4,
u2 = x2+2x3, u3 = x3, u4 = −8x4 и такое же выражение vi через yi.

1869. На матричном языке получаем утверждение: для того что-
бы действительная симметрическая матрица A была ортогонально
подобна матрице, у которой все элементы главной диагонали равны
нулю, необходимо и достаточно, чтобы след A был равен нулю.

Указание. При доказательстве достаточности применить индук-
цию по n. При n > 1 взять любой ортонормированный базис f 1,
f 2, . . . , fn. Если он не лежит на конусе, то показать, что существу-
ют векторы f i, f j , для которых f(f i) > 0, f(f j) < 0, и за первый
вектор искомого базиса взять вектор e1, полученный нормированием
вектора f i + λf j , где λ найдено из условия f(f i + λf j) = 0.

6Мальцев А. И. Основы линейной алгебры. — 2-е изд. — М.: Гостехиздат,
1956, с. 217.
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1870. Указание. Применить свойство: четыре различные точки
тогда и только тогда образуют параллелограмм, когда их радиус-
векторы удовлетворяют условию x1 + x3 = x2 + x4.

1875. x1 = −1 + 3t1 − 4t2, x2 = 2− t1 + t2, x3 = t1, x4 = t2.

1876. x1 = − 1
2
+ 1

2
t1 + 1

2
t2, x2 = t1, x3 = 3−4t2, x4 = 0, x5 = t2.

1877. 3x1 − x2 − x3 = 8, x1 − 2x2 + x4 = 3, 5x1 − 2x2 − x5 = 7.

1878. x1− 4x2 + x3 + 2 = 0, 2x1 − 3x2 − x4 + 7 = 0, 3x1 − 5x2 −
− x5 + 8 = 0.

1882. Пусть r и r′ — соответственно ранги матриц

A =

⎛⎝a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

⎞⎠ и A′ =

⎛⎝a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

⎞⎠ ;

rij и r′ij — соответственно ранги матриц из i-й и j-й строк матриц
A и A′.

Возможны следующие пять случаев, для которых необходимы и
достаточны указанные значения рангов:

1) три плоскости проходят через одну точку: r = r′ = 3;
2) три плоскости не имеют общих точек, но попарно пересека-

ются по прямым (образуют призму): r = r12 = r13 = r23 = 2,
r′ = 3;

3) две плоскости параллельны, а третья их пересекает: r12 = 1,
r = r′12 = r13 = r23 = 2, r′ = 3 и два аналогичных случая;

4) три плоскости проходят через одну прямую: r = r12 = r13 =
= r23 = r′ = 2;

5) три плоскости параллельны: r = 1, r′12 = r′13 = r′23 = r′ = 2.

1883. Пусть r и r′ — соответственно ранги матриц⎛⎜⎜⎝
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

a4 b4 c4

⎞⎟⎟⎠ и

⎛⎜⎜⎝
a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a4 b4 c4 d4

⎞⎟⎟⎠ .

Возможны четыре случая:
1) r = 3, r′ = 4; прямые скрещиваются; 2) r = r′ = 3; прямые

пересекаются; 3) r = 2, r′ = 3; прямые параллельны; 4) r = r′ = 2;
прямые совпадают.

1884. Пусть r и r′ — соответственно ранги простой и расширен-
ной матриц объединенной системы уравнений (1) и (2). Возможны
пять случаев:

1) r = r′ = 4; плоскости пересекаются в одной точке; 2) r = 3,
r′ = 4; плоскости скрещиваются и параллельны прямой, заданной



Ответы 471

теми тремя из уравнений (1), (2), у которых левые части линей-
но независимы; 3) r = r′ = 3; плоскости пересекаются по прямой;
4) r = 2, r′ = 3; плоскости параллельны; 5) r = r′ = 2; плоскости
совпадают.

1885. Пусть r и r′ — соответственно ранги матриц(
a1 a2 . . . an

b1 b2 . . . bn

)
и

(
a1 a2 . . . an c
b1 b2 . . . bn d

)
.

Возможны три случая:
1) r = r′ = 2; гиперплоскости пересекаются по (n − 2)-мерной

плоскости;
2) r = 1, r′ = 2, т. е. a1

b1
= a2

b2
= · · · = an

bn
�= c

d
; гиперплоскости

параллельны;
3) r = r′ = 1; гиперплоскости совпадают.

1886. Указание. Применить задачу 1874 и соответствующее свой-
ство подпространств.

1888. Указание. Применить задачу 1887.

1889. Указание. Применить задачу 1887.

1890. Указание. Применить задачу 1887.

1891. Если π1 ‖ π2, то π3 = π1; если π1 ∦ π2, то π3 = a1 +
+ (L1 + L2).

1893. Пусть плоскость π1 задана системой уравнений

a11x1 + · · ·+ a1nxn = c1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
as1x1 + · · ·+ asnxn = cs,

(1)

а плоскость π2 — системой

b11x1 + · · ·+ b1nxn = d1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bt1x1 + · · ·+ btnxn = dt,

(2)

и пусть r1, r′1 и r2, r′2 — соответственно ранги матрицы из коэффици-
ентов при неизвестных и расширенной матрицы систем (1) и (2), r и
r′ — ранги матрицы из коэффициентов при неизвестных и расширен-
ной матрицы объединенной системы, состоящей из всех уравнений
систем (1) и (2). Чтобы системы (1) и (2) задавали плоскости, необхо-
димо и достаточно, чтобы каждая из них была совместна, т. е. r1 = r′1
и r2 = r′2. При выполнении этих условий для параллельности дан-
ных плоскостей необходимы и достаточны условия: r = max(r1, r2),
r′ = r + 1.



472 Ответы

1895.
а) Многогранник P задается системой неравенств x1 � 0,

x2 � 0, x3 � 0, x4 � 0, x1 + x3 � 1, x1 + x4 � 1, x2 +
+ x3 � 1, x2 + x4 � 1;

б) трехмерными гранями являются четыре четырехугольные пи-
рамиды: OABCD с вершиной D, OABCE с вершиной E,
ODEFA с вершиной A, ODEFB с вершиной B, и четыре
тетраэдра ACDF , ACEF , BCDF , BCEF .

Указание. Через каждые четыре точки, не лежащие в од-
ной двумерной плоскости, провести трехмерную плоскость.
Если

∑
aixi = b — уравнение такой плоскости и для коор-

динат всех данных точек или
∑

aixi � b, или
∑

aixi � b, то
соответствующее неравенство входит в систему неравенств,
задающих многогранник P . Выпуклое замыкание всех точек,
лежащих в данной трехмерной плоскости, будет трехмерной
гранью данного многогранника. Например, точки O, A, B,
D определяют трехмерную плоскость с уравнением x4 = 0.
Для всех данных точек x4 � 0. Поэтому неравенство x4 � 0
входит в искомую систему. На трехмерной плоскости x4 =
= 0 лежат пять данных точек: O, A, B, C, D. Их выпуклое
замыкание есть пирамида, являющаяся трехмерной гранью
многогранника P . Напротив, четыре точки O, A, B, F опре-
деляют трехмерную плоскость с уравнением x3 − x4 = 0,
причем для точки D имеем x3 − x4 > 0, а для точки E
имеем x3 − x4 < 0. Значит, эта плоскость не приводит к ис-
комому неравенству и не содержит грани многогранника P .
Для уменьшения числа рассматриваемых четверок точек на-
до учесть, что две четверки OABC и ODEF равноправны и
лежат в двумерных плоскостях.

1896.
а) Многогранник P задается системой неравенств x � 0,

x2 � 0, x3 � 0, x4 � 0, x1 + x4 � 1, x2 + x4 � 1, x3 +
+ x4 � 1;

б) трехмерными гранями являются куб OABCDEFQ и шесть
четырехугольных пирамид с общей вершиной H , а именно:
OBCFH , OACEH , OABDH , ADEGH , BDFGH ,
CEFGH .

1897. Пять вершин

A(1, 1, 1), B(1, 1,−2), C(1,−2, 1),

D(−2, 1, 1), E

(
−1

2
,−1

2
,−1

2

)
.
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Многогранник имеет шесть треугольных граней ABC, ABD, ACD,
BCE, BDE, CDE и представляет собой два тетраэдра ABCD и
BCDE с общим основанием BCD.

1898.
а) Тетраэдр с вершинами (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0),

(0, 0, 0, 1);
б) октаэдр с вершинами (1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1),

(0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1);
в) трехугольная призма с основаниями в точках (1, 0, 0, 0),

(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) и (1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 1);
г) квадрат с вершинами (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0),

(0, 1, 0, 1).

1899. а) 8; б) 28; в) 14; г) 2; д) 7; е) 4; ж) 7; з) 6; и) 3; к) 3; л) 1;
м) 6; н) 5; о) 12.

Указание. Ввести в систему координат и рассмотреть параметри-
ческие уравнения прямой и плоскости в векторной форме.

1901. а) ai = ϕ(ei) (i = 1, 2, . . . , n).

1902. F (ϕ) = ϕ(x), ϕ ∈ V ∗
n.

1904. A′ = C∗AC, где C — матрица перехода от старого базиса
к новому, записанная по столбцам.

1905. A′ = D∗AD, где D = (C∗)−1 и C — матрица перехода от
старого базиса к новому, записанная по столбцам.

1906. A′ = C−1AC = D∗AC, где C — матрица перехода от
старого базиса к новому, записанная по столбцам, и D = (C∗)−1.

1907. б) F (x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ V n, ϕαj ∈ V ∗
n.

1908. Указание. б) Взять свертку aiαbαf тензора aijb
kl, где bkl —

тензор с координатами bkl = akl в одном базисе. Применить зада-
чу 1907.

1913. a
′j1j2...jq

i1i2...ip
= a

π(j1)π(j2)...π(jq)

π(i1)π(i2)...π(ip) .

1914. aj1j2...jn
i1i2...in

= (−1)s+t, где s — число инверсий в перестанов-
ке i1, i2, . . . , in, а t — в перестановке j1, j2, jn, если индексы сверху
и снизу различны; в противном случае указанная координата равна
нулю.

1917. Инвариант, равный числу 0 во всех базисах.

1918. Указание. а) Проверить это для каждого из правил эк-
вивалентности, указанных во введении к этому параграфу; б) для
доказательства необходимости при x �= 0 взять свертку по ϕ со
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свойством ϕ(x) �= 0. Для доказательства достаточности для пары
x0′ положить 0 = 0x в паре 00′; в) взять свертку с ϕ′ ∈ V , для
которого ϕ′(x′i) = 1, ϕ′(x′j) = 0 (j �= i); г) использовать в).

1923.
б) g11 = g22 = 1, g12 = g21 = cos α;

в) g11 = g22 = 1
sin2 α

; g12 = g21 = − cos α
sin2 α

;

г) e1 = 1
sin2 α

(e1 − e2 cos α) = (1,− ctg α),

e2 = 1
sin2 α

(−e1 cos α + e2) =
(
0, 1

sin α

)
;

д) (x, y) = x1y1+(x1y2+x2y1) cos α+x2y2, где x = x1e1+x2e2,
y = y1e1 + y2e2;

е) ε12 = −ε21 = | sin α|, ε11 = ε22 = 0;

ж) S = εijx
iyj = | sin α|

∣∣∣ x1 x2

y1 y2

∣∣∣.
1924. При переходе к новому базису с той же ориентацией y не

изменяется, а с другой ориентацией — меняет направление. Вектор
y получается из x поворотом на угол π/2 в отрицательном направ-
лении по отношению к ориентации базиса e1, e2.

Указание. При выяснении зависимости y от базиса использовать
инвариантность тензорных уравнений. Для выяснения геометриче-
ской связи x и y рассмотреть ортонормированный базис.

1925. При переходе к новому базису с той же ориентацией вели-
чины bij изменяются как координаты дважды ковариантного тензора.
При переходе к базису с противоположной ориентацией величины bij

дополнительно меняют знак.
1926. aijk = giαgjβaij

k (i, j, k = 1, 2, . . . , n).
Указание. Свернуть обе части данного в задаче равенства с

giα′gjβ′ по i и j, использовать соотношение giα′g
iα = δα

α′ и после
этого изменить обозначения i, j на α, β и α′, β′ на i, j.

1928. S = 3/2, h = 1. Указание. Площадь искать по формуле
S = 1

2
bc sin A или использовать задачу 1935.

1929. Q(−4, 2, 0).
Указание. Написать параметрические уравнения прямой PQ в

контравариантных координатах.
1930. Указание. При доказательстве б) взять ортонормирован-

ный базис e1, e2, e3, e4, где e1 направлен по u, а e2, e3, e4 лежат
в одной трехмерной плоскости с x, y, z и одинаково с ними ори-
ентированы. Использовать выражение ориентированного объема по
формулам (17) и (18) из введения к этому параграфу.

1931. Инвариант, равный числу n в любом базисе.

1933. 6.
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1934. б) G1 =

⎛⎝ 6 −5 2
−5 5 −2
2 −2 1

⎞⎠; в) ( 2√
11

,
1√
11

,
−1√
11

)
с точ-

ностью до знака.

1935. Указание. Первый способ: принять данные векторы за ба-
зис; второй способ: выбрать ортонормированный базис.

1937. d =

∣∣∣∣ sin ω(ax0 + by0 + c)√
a2 + b2 − 2ab cos ω

∣∣∣∣.
Указание. Применить задачу 1936.

1938. Указание. Перейти к ортонормированному базису с той же
ориентацией.
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