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wWEDENIE

w SWQZI S RAZWITIEM TAKIH NAPRAWLENIJ NAUKI I TEHNIKI, KAK MEHANI-
KA, TEPLOTEHNIKA, MATEMATI^ESKAQ HIMIQ, SAMOLETOSTROENIE, WOZNIKLA
POTREBNOSTX NE TOLXKO WY^ISLENIQ PRIBLIVENNYH RE[ENIJ RAZLI^NYH
ZADA^, NO I GARANTIROWANNYH OCENOK IH BLIZOSTI K TO^NYM RE[ENIQM.
pO\TOMU INTERES K INTERWALXNOMU ANALIZU I WOPROSAM DWUSTORONNIH
OCENOK KAK K WOZMOVNYM SREDSTWAM OCENKI POGRE[NOSTEJ PRIBLIVEN-
NYH RE[ENIJ W POSLEDNEE WREMQ NARASTAET. iNTERWALXNYJ ANALIZ PO-
QWILSQ SRAWNITELXNO NEDAWNO KAK METOD AWTOMATI^ESKOGO KONTROLQ O[I-
BOK OKRUGLENIQ NA |wm. wPOSLEDSTWII ON PREWRATILSQ W ODIN IZ RAZ-
DELOW WY^ISLITELXNOJ MATEMATIKI, U^ITYWA@]IJ TAKVE O[IBKI DIS-
KRETIZACII ^ISLENNYH METODOW, O[IBKI W NA^ALXNYH DANNYH I T.P. oS-
NOWNAQ IDEQ INTERWALXNOGO ANALIZA SOSTOIT W ZAMENE ARIFMETI^ESKIH
OPERACIJ I WE]ESTWENNYH FUNKCIJ NAD WE]ESTWENNYMI ^ISLAMI IN-
TERWALXNYMI OPERACIQMI I FUNKCIQMI, PREOBRAZU@]IMI INTERWALY,
SODERVA]IE \TI ^ISLA. cENNOSTX INTERWALXNYH RE[ENIJ ZAKL@^AETSQ
W TOM, ^TO ONI SODERVAT TO^NYE RE[ENIQ ISHODNYH ZADA^.

dWUSTORONNIE METODY ^ISLENNOGO ANALIZA IZWESTNY RANX[E INTER-
WALXNYH, I IH APPARAT DO POSLEDNEGO WREMENI NE ISPOLXZOWAL PONQTIQ
INTERWALXNOGO ANALIZA. dLQ POLU^ENIQ DWUSTORONNIH OCENOK PRIMENQ-
@TSQ RAZLI^NYE PRIEMY I METODY, W ^ASTNOSTI OPERATORNYE NERAWEN-
STWA, APOSTERIORNYE I APRIORNYE OCENKI POGRE[NOSTI, OCENKI OSTA-
TO^NYH ^LENOW I T. P. sLEDUET OTMETITX, ^TO DWUSTORONNIE METODY
OBY^NO NESKOLXKO PRO]E W REALIZACII, ^EM INTERWALXNYE, HOTQ I OBLA-
DA@T NEKOTORYMI NEDOSTATKAMI. w ^ASTNOSTI, W NIH ISPOLXZU@TSQ, KAK
PRAWILO, TO^NYE WHODNYE DANNYE, NE U^ITYWAETSQ WLIQNIE POGRE[NOS-
TEJ, SWQZANNYH S PRIMENENIEM |wm, NEKOTORYE PRIEMY GARANTIRU@T
WKL@^ENIE TO^NOGO RE[ENIQ TOLXKO W ASIMPTOTIKE, T. E. PRI DOSTATO^-
NO MALYH [AGAH SETKI. oDNAKO DWUSTORONNIE METODY DOWOLXNO PROSTO
OBOB]A@TSQ S OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ NA URAWNE-
NIQ \LLIPTI^ESKOGO I PARABOLI^ESKOGO TIPA. pRIMENENIE INTERWALX-
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4 iNTERWALXNAQ MATEMATIKA

NOGO ANALIZA K URAWNENIQM W ^ASTNYH PROIZWODNYH WSTRE^AET BOLX[IE
TRUDNOSTI, A REZULXTATY EGO ^ASTO NEUDOWLETWORITELXNY.
sTREMLENIE OB_EDINITX POLOVITELXNYE STORONY DWUSTORONNIH I IN-

TERWALXNYH METODOW ANALIZA POSLUVILO ODNOJ IZ CELEJ NAPISANIQ \TOJ
RABOTY. tAKOJ POLOVITELXNOJ STORONOJ INTERWALXNOGO ANALIZA QWLQET-
SQ WOZMOVNOSTX POLNOGO U^ETA POGRE[NOSTEJ, NA^INAQ S NETO^NYH DAN-
NYH MATEMATI^ESKOJ MODELI I KON^AQ O[IBKAMI OKRUGLENIQ NA |wm.

iNTERWALXNYJ ANALIZ PREDSTAWLQET SOBOJ OTNOSITELXNO MOLODOE I
INTENSIWNO RAZWIWA@]EESQ NAPRAWLENIE MATEMATIKI. pERWAQ MONOGRA-
FIQ, POSWQ]ENNAQ INTERWALXNOMU ANALIZU, BYLA OPUBLIKOWANA r.e.mU-
ROM W 1966 G. [89], A NA RUSSKOM QZYKE | `.i. {OKINYM W 1981 G. [67].
zATEM W 1982 G. IZDANO U^EBNOE POSOBIE t.i. nAZARENKO, l.w. mAR^ENKO
[54] PO INTERWALXNYM METODAM, A W 1986 G. | MONOGRAFIQ s.a. kALMY-
KOWA, `.i. {OKINA, 3.X. `LDA[EWA [39]. oB[IRNAQ I PODROBNAQ BIB-
LIOGRAFIQ PO INTERWALXNOMU ANALIZU IMEETSQ W [3, 39, 73, 90].
pERWONA^ALXNO INTERWALXNYE ALGORITMY STROILISX KAK NEPOSREDST-

WENNYE OBOB]ENIQ WE]ESTWENNYH ALGORITMOW. zATEM WSE ^A]E STALI
POQWLQTXSQ SPECIFI^ESKIE ALGORITMY I DOPOLNITELXNYE OPERACII (TA-
KIE, KAK PERESE^ENIE).
k NASTOQ]EMU WREMENI RAZRABOTANY PRIEMY INTERWALXNYH WY^IS-

LENIJ [3, 39, 54, 90, 92] I NESKOLXKO PAKETOW PRIKLADNYH PROGRAMM I
ALGORITMI^ESKIH MAKROQZYKOW, REALIZU@]IH \LEMENTY INTERWALXNOGO
ANALIZA NA MA[INNOM UROWNE DLQ NESKOLXKIH TIPOW |wm [1, 41]. wMES-
TE S TEM DLQ SKOLXKO-NIBUDX SLOVNYH ZADA^ POLNOE PRIMENENIE INTER-
WALXNOGO ANALIZA ^ASTO DAET NEUDOWLETWORITELXNYE REZULXTATY IZ-ZA
^REZMERNYH DLIN POLU^AEMYH INTERWALOW. dELO WO WNUTRENNEJ USTA-
NOWKE, KOTORU@ MY BUDEM NAZYWATX PESSIMISTI^ESKIM PODHODOM. oNA
SWOJSTWENNA NE TOLXKO METODAM INTERWALXNOGO ANALIZA, NO I NEKOTORYM
APRIORNYM SPOSOBAM OCENKI POGRE[NOSTI [7, 15, 51, 59] I ZAKL@^AETSQ
W PROSLEVIWANII NA KAVDOJ \LEMENTARNOJ OPERACII WSEWOZMOVNYH, W
TOM ^ISLE NAIHUD[IH, SO^ETANIJ POGRE[NOSTEJ. qSNO, ^TO PRI OBY^-
NOM HODE WY^ISLENIJ O[IBKI MOGUT USREDNQTXSQ, KOMPENSIROWATXSQ I
NAKAPLIWATXSQ DALEKO NE HUD[IM OBRAZOM. w KONE^NOM ITOGE PESSIMIS-
TI^ESKIE OCENKI TO^NOSTI NA PORQDOK HUVE, ^EM ONA ESTX NA SAMOM DELE.
wMESTE S TEM STATISTI^ESKIE [14] I DRUGIE REGULQRNYE PODHODY [6, 7]

K MODELIROWANI@ POGRE[NOSTEJ DA@T W CELOM NEPLOHOE KA^ESTWENNOE
PREDSTAWLENIE O POWEDENII O[IBKI, NO NE WLEKUT GARANTIROWANNYH OCE-
NOK DLQ KONKRETNYH PRIBLIVENNYH RE[ENIJ.
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dLQ POSTROENIQ ITERACIONNYH PROCESSOW ISPOLXZUETSQ PRINCIP SVI-
MA@]IH OTOBRAVENIJ ILI BOLEE OB]IJ PODHOD, OSNOWANNYJ NA TEOREME
{AUDERA O NEPODWIVNOJ TO^KE [42, 44]. iTERACIONNYJ METOD DLQ UTO^-
NENIQ GRANIC INTERWALXNOGO RE[ENIQ S POSTROENIEM SPECIALXNOJ MAT-
RICY PEREHODA IZLOVEN W RABOTE d.m. gEQ [82].

sREDI PRQMYH METODOW NAIBOLX[EE WNIMANIE UDELENO INTERWALXNOMU
OBOB]ENI@ METODA gAUSSA [3, 39]. oN NAIBOLEE \FFEKTIWEN DLQ ^ASTNOGO
KLASSA SISTEM S M -MATRICAMI [120]. w MONOGRAFII [39] IZU^EN TAKVE
INTERWALXNYJ METOD PROGONKI DLQ SISTEM S TREHDIAGONALXNYMI MAT-
RICAMI.

nAIBOLEE POLNO ISSLEDOWANIQ PRQMYH I ITERACIONNYH METODOW RE[E-
NIQ SISTEM LINEJNYH I NELINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ S INTER-
WALXNYMI KO\FFICIENTAMI PREDSTAWLENY W KNIGE g. aLEFELXDA,`. hE-
RCBERGERA [3].

sOWREMENNOE SOSTOQNIE DWUSTORONNIH METODOW W ISSLEDOWANII PRI-
MENITELXNO K LINEJNYM I NELINEJNYM ALGEBRAI^ESKIM ZADA^AM NAI-
BOLEE POLNO IZLOVENO W MONOGRAFII n.s. kURPELQ, b.a. {UWARA [44].
tAM VE OSWE]ENY WOPROSY DWUSTORONNIH ITERACIONNYH METODOW RE[E-
NIQ ABSTRAKTNYH OPERATORNYH ZADA^ I INTEGRALXNYH URAWNENIJ fRED-
GOLXMA I wOLXTERRA WTOROGO RODA. pO SU]ESTWU, REZULXTATY RE[ENIQ
INTEGRALXNYH URAWNENIJ QWLQ@TSQ MODIFIKACIEJ ALGORITMOW RE[ENIQ
ABSTRAKTNYH OPERATORNYH URAWNENIJ S PREODOLENIEM SPECIFI^ESKIH
TRUDNOSTEJ OBOSNOWANIQ NA FUNKCIONALXNOM UROWNE. pO\TOMU MY NE
BUDEM SPECIALXNO OSTANAWLIWATXSQ NA \TOJ WETWI ISSLEDOWANIJ DWUSTO-
RONNIH METODOW RE[ENIQ INTEGRALXNYH URAWNENIJ.

pRI WY^ISLENII INTEGRALOW S POMO]X@ KWADRATURNYH FORMUL WY-
^ISLITELI NA^ALI STALKIWATXSQ S QWLENIEM DISKRETIZACII, QSNO OSO-
ZNANNYM POZDNEE PRI RE[ENII DIFFERENCIALXNYH ZADA^. sREDI PRO-
^IH WIDOW POGRE[NOSTEJ O[IBKI DISKRETIZACII W RQDE SLU^AEW IGRA-
@T DOMINIRU@]U@ ROLX. pO\TOMU NA PROTQVENII POSLEDNIH DESQTI-
LETIJ PRI OCENKE POGRE[NOSTI PRIBLIVENNYH RE[ENIJ IM UDELQETSQ
PRISTALXNOE WNIMANIE.

oDNO IZ PERWYH PRAWIL DLQ PRAKTI^ESKOJ OCENKI POGRE[NOSTI DIS-
KRETIZACII, POZWOLQ@]EE PRIMERNO OCENITX WLIQNIE \TOJ POGRE[NOS-
TI, W NA^ALE PRO[LOGO WEKA PREDLOVIL k.d. rUNGE. |TO PRAWILO INTEN-
SIWNO ISPOLXZOWALOSX SNA^ALA W OBLASTI KWADRATUR, A ZATEM W RAZNOST-
NYH METODAH I METODE KONE^NYH \LEMENTOW.oNO OSNOWANO NA RAZLOVENII
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PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ W WIDE SUMMY [53]

uh = u+ hkv + O(hk+m); (0.1)

GDE u | ISKOMOE TO^NOE RE[ENIE, v | NEIZWESTNAQ FUNKCIQ, A h | MA-
LYJ PARAMETR DISKRETIZACII, ^A]E WSEGO [AG RAZNOSTNOJ SETKI. cELOE
k HARAKTERIZUET PORQDOK TO^NOSTI PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ, A m > 0 |
MALOSTX OSTATO^NOGO ^LENA W SRAWNENII S GLAWNYM ^LENOM POGRE[NOSTI
hkv. pOSKOLXKU u I v NE ZAWISQT OT h, DLQ PARAMETRA h=2 SPRAWEDLIWO
RAZLOVENIE

uh=2 = u+
 
h

2

!k
v + O(hk+m):

wY^TEM EGO IZ (0.1), IZBAWLQQSX OT u:

uh � uh=2 = v
 
h

2

!k
(2k � 1) + O(hk+m):

oTS@DA MOVNO OPREDELITX GLAWNYJ ^LEN POGRE[NOSTI:

uh=2 � u � uh � uh=2

2k � 1
: (0.2)

pOSKOLXKU W FORMULE (0.2) OTBRO[EN OSTATO^NYJ ^LEN PORQDKA O(hk),
ONA NE PRIWODIT K GARANTIROWANNOJ OCENKE, NO PRI DOSTATO^NO MALYH h
DEJSTWITELXNO DAET PREDSTAWLENIE O WELI^INE POGRE[NOSTI ^ISLENNOGO
RE[ENIQ.
e]E ODNIM WAVNYM PRIEMOM WYQSNENIQ TO^NOSTI PRIBLIVENNYH RE-

[ENIJ SLUVAT APRIORNYE OCENKI, OSOBENNO AKTIWNO ISPOLXZUEMYE W
TEORII RAZNOSTNYH SHEM I METODE KONE^NYH \LEMENTOW [6, 7, 8, 17, 11,
25, 35, 52, 59, 63, 104]. kAK PRAWILO, ONI OPIRA@TSQ NA STAR[IE PRO-
IZWODNYE TO^NOGO RE[ENIQ I DA@T PREDSTAWLENIE O PORQDKE TO^NOSTI
PRI IZMELX^ENII SETKI, ^TO O^ENX WAVNO PRI WYBORE RAZNOSTNOJ SHE-
MY, KONE^NYH \LEMENTOW ILI PRI OCENKE ZATRAT NA |wm. nO POPYTKI
WYQSNENIQ GARANTIROWANNYH KONSTANT DLQ KONKRETNOGO PRIBLIVENNO-
GO RE[ENIQ ^EREZ IZWESTNYE DANNYE OBY^NO PRIWODQT K WESXMA GRUBYM
REZULXTATAM, NARQDU S BOLX[IMI ANALITI^ESKIMI I TEORETI^ESKIMI
TRUDNOSTQMI.
pEREJDEM K DWUSTORONNIM METODAM RE[ENIQ ZADA^I kO[I DLQ OBYK-

NOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ I SISTEM PERWOGO PORQDKA.
oDIN IZ PERWYH METODOW RE[ENIQ \TOJ ZADA^I DLQ ODNOGO URAWNENIQ|
METOD s.a. ~APLYGINA | POQWILSQ W 1919 G. [64]. |TOT ANALITI^ESKIJ
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METOD POZWOLQET ITERACIONNO STROITX POSLEDOWATELXNOSTX DWUSTORON-
NIH RE[ENIJ, SVIMA@]IHSQ K TO^NOMU. oDNAKO METOD s.a. ~APLYGINA
ISPOLXZOWAL ZNAKOPOSTOQNSTWO NEKOTORYH PROIZWODNYH OT PRAWOJ ^AS-
TI I PO \TOJ PRI^INE NE RASPROSTRANQLSQ NEPOSREDSTWENNO NA SISTEMY
URAWNENIJ.
dLQ SISTEM URAWNENIJ OCENKI UKLONENIQ TO^NOGO RE[ENIQ OT PRI-

BLIVENNOGO BYLI WPERWYE POLU^ENY W RABOTAH s.m. lOZINSKOGO [48, 49]
S POMO]X@ RE[ENIQ WSPOMOGATELXNYH ZADA^.
dWUSTORONNIE METODY, RASSMOTRENNYE W RABOTAH a. d. gORBUNOWA,

`. a.{AHOWA [26], e. q. rEMEZA [56, 57], n. p. sALIHOWA [58], OSNOWANY
NA POSTROENII DWUH ^ISLENNYH METODOW INTEGRIROWANIQ, OSTATO^NYE
^LENY KOTORYH IME@T RAZNYE ZNAKI. pO\TOMU POLU^ENNYE S POMO]X@
\TIH METODOW ^ISLENNYE RE[ENIQ MOGUT SLUVITX GRANICAMI DWUSTORON-
NEGO RE[ENIQ.
w RABOTE X. bAUHA [71] IZLOVEN ITERACIONNYJ METOD POSTROENIQ ANA-

LITI^ESKOGO INTERWALXNOGO RE[ENIQ, OSNOWANNYJ NA OCENKE NEWQZKI.
w INTERWALXNOM ANALIZE SLEDUET WYDELITX RABOTY s. a. kALMYKOWA,

`. i. {OKINA, z. X. `LDA[EWA [39]. w NIH PRIWEDENY INTERWALXNYE
METODY TIPA rUNGE-kUTTA, aDAMSA, OSNOWANNYE NA POLU^ENII INTER-
WALXNOJ FUNKCII, SODERVA]EJ OSTATO^NYJ ^LEN POGRE[NOSTI, KOTORAQ
STROITSQ ^EREZ IZWESTNYE PROIZWODNYE PRAWOJ ^ASTI.
rABOTA e.a. wOLKOWA [18] POSWQ]ENA OCENKAM POGRE[NOSTI RE[ENIQ

KRAEWYH ZADA^ DLQ OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ WTO-
ROGO PORQDKA. oSNOWNOJ PODHOD SOSTOIT W OCENKE POGRE[NOSTI APPROK-
SIMACII S PRIWLE^ENIEM APRIORNYH OCENOK WYS[IH PROIZWODNYH OT
TO^NOGO RE[ENIQ.
dRUGOJ PODHOD ISPOLXZUETSQ e.a. wOLKOWYM W [19]. dLQ OCENKI PO-

GRE[NOSTI IME@]EESQ RAZNOSTNOE RE[ENIE INTERPOLIRUETSQ KUBI^ES-
KIMI SPLAJNAMI. zATEM UKLONENIE SPLAJNOWOGO RE[ENIQ OCENIWAETSQ
^EREZ MAKSIMUM NEWQZKI I KO\FFICIENTY URAWNENIQ. w RABOTE POKAZA-
NO, ^TO [IRINA POLOSY STREMITSQ K NUL@ SO WTORYM PORQDKOM OT [AGA
SETKI.
e. hANSEN [84] RASSMATRIWAET INTERWALXNYJ ANALOG KONE^NO-

RAZNOSTNOGO METODA DLQ RE[ENIQ NELINEJNOJ KRAEWOJ ZADA^I. iSPOLXZUQ
APRIORNYE OCENKI STAR[IH PROIZWODNYH TO^NOGO RE[ENIQ, POSTROENA
SISTEMA INTERWALXNYH URAWNENIJ, RE[ENIE KOTOROJ SODERVIT TO^NOE
RE[ENIE ISHODNOJ ZADA^I. f.a. oLIWEJRA [96] I i. {REDER [100] PRED-
LOVILI ANALOGI^NYE INTERWALXNYE METODY RE[ENIQ KRAEWYH ZADA^ DLQ
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OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ. `.i.{OKIN [67] OPISAL
METOD POWY[ENNOGO PORQDKA TO^NOSTI, ISPOLXZU@]IJ METOD gALERKINA
S KUSO^NO-KUBI^ESKIMI FUNKCIQMI.
pRI ISSLEDOWANII URAWNENIJ W ^ASTNYH PROIZWODNYH DOMINIRU@T

DWA PODHODA. pERWYJ OSNOWAN NA OCENKAH OSTATO^NYH ^LENOW RAZNOSTNOJ
SHEMY. |TI OCENKI TREBU@T ZNANIQ NEKOTOROJ APRIORNOJ INFORMACII
O TO^NOM RE[ENII I EGO PROIZWODNYH [17]. wTOROJ PODHOD OSNOWAN NA
TEORII OPERATOROW MONOTONNOGO TIPA [42] I TEOREMAH SRAWNENIQ. w. aP-
PELXT [69] I i.f. kR@KEBERG [86] TAKOE POSTROENIE PROWELI S ISPOLX-
ZOWANIEM NEWQZKI PRIBLIVENNOGO ANALITI^ESKOGO RE[ENIQ. pOZDNEE W
RAMKAH \TOGO PODHODA STALI RAZWIWATXSQ METODY, OSNOWANNYE NA APO-
STERIORNYH OCENKAH POGRE[NOSTI RAZNOSTNYH RE[ENIJ. oDNA IZ PER-
WYH TAKIH RABOT d.f. dAWIDENKO [28] BYLA OPUBLIKOWANA W 1960 G. w
NEJ RAZNOSTNOE RE[ENIE ZADA^I dIRIHLE DLQ URAWNENIQ pUASSONA SNA-
^ALA INTERPOLIROWALOSX POLINOMOM, A ZATEM PO EGO NEWQZKE OCENIWALASX
POGRE[NOSTX RAZNOSTNOGO RE[ENIQ. oDNAKO KOLI^ESTWO UZLOW SETKI BY-
LO OGRANI^ENO EDINICAMI. e.a. wOLKOW [21] \TOT NEDOSTATOK USTRANIL.
oN ISPOLXZOWAL KUSO^NO-LOKALXNOE PRODOLVENIE SETO^NOJ FUNKCII, PO-
KAZAL STREMLENIE [IRINY POSTROENNOGO KORIDORA DLQ POGRE[NOSTI K
NUL@ SO WTORYM PORQDKOM OTNOSITELXNO [AGA SETKI.
iNTERWALXNYE METODY RE[ENIQ PARABOLI^ESKIH URAWNENIJ PREDSTAW-

LENY W RABOTAH e. aDAMSA, X. {PREERA [68], e. fAASA [81]. w NIH IDET
POISK POLINOMIALXNOJ APPROKSIMACII RAZNOSTNOGO RE[ENIQ, A ZATEM S
POMO]X@ TEOREM SRAWNENIQ OCENIWAETSQ UKLONENIE PRIBLIVENNOGO RE-
[ENIQ OT TO^NOGO.
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sPISOK OSNOWNYH OBOZNA^ENIJ

oBLASTI I PROIZWODNYE

Rn | EWKLIDOWO PROSTRANSTWO RAZMERNOSTI n S TO^KAMI x =
(x1; :::; xn).


 | OGRANI^ENNAQ OBLASTX W Rn, @
 | EE GRANICA, �
 = 
 [ @
.
Q | OTKRYTYJ CILINDR, 
� (0; T ), S |EGO BOKOWAQ POWERHNOSTX, Q

| EGO ZAMYKANIE.
@�u(x) = @j�ju(x)

@x
�1
1 :::@x�nn

|KLASSI^ESKIE I OBOB]ENNYE PROIZWODNYE, � =

(�1; :::; �n) | MULXTIINDEKS S CELYMI �j � 0 I j�j = �1+ :::+�n. kROME
TOGO,

@1u(x) � @u

@x1
(x); @2u(x) � @u

@x2
(x); @12u(x) � @2u(x)

@x1@x2
; :::;

A W SLU^AE x; t 2 R

@xu(x; t) � @u

@x
(x; t); @tu(x; t) � @u

@t
(x; t); :::

dLQ OBYKNOWENNYH PROIZWODNYH W SLU^AE x 2 R I CELOGO k � 0

@ku(x) � dku(x)

dxk
:

v | EDINI^NYJ WEKTOR WNE[NEJ NORMALI K @
. dLQ PROIZWODNOJ W
NAPRAWLENII WNE[NEJ NORMALI ISPOLXZUETSQ OBOZNA^ENIE @vu.

iNTERWALXNYE ^ISLA I OPERACII

a | INTERWALXNOE ^ISLO [a; a] S GRANICAMI a � �a; a; �a 2 R.
jaj = max(jaj; j�aj);meda = (a+ �a)=2;wida = �a� a.
b = (bi) = (b1; :::; bn) | WEKTOR S \LEMENTAMI bi; i = 1; :::; n.
b = (bi) = (b1; :::; bn) | INTERWALXNYJ WEKTOR S \LEMENTAMI bi; i =

1; :::; n; jbj = (jbij);medb = (medbi);widb = (widbi).
A = (aij) | MATRICA n� n S \LEMENTAMI aij; i; j = 1; :::; n.
jAj = (jaijj | INTERWALXNAQ n � n MATRICA S \LEMENTAMI aij; i; j =

1; :::; n; jAj = (jaijj);medA = (medaij);wid = (widaij).
A | PODMNOVESTWO MATRIC Rn�n.
2S | NAIMENX[IJ PO WKL@^ENI@ INTERWALXNYJ WEKTOR, SODERVA-

]IJ S.
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dLQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII f : 
! R OBOZNA^IM

int


f =

"
inf
x2


f(x); sup
x2


f(x)
#
;

f+(x) = maxf0; f(x)g; f�(x) = maxf0;�f(x)g;
T.E. f = f+ � f�.
fun(x) | OB_EDINENNOE RAS[IRENIE FUNKCII f(x), T. E. fun(x) =

int
x2x

f(x).

fne(x) | ESTESTWENNOE RAS[IRENIE FUNKCII f(x).
fmv(x) | mv-FORMA.

pROSTRANSTWA I NORMY

R | MNOVESTWO WSEH INTERWALXNYH ^ISEL.
R+ | MNOVESTWO WSEH NEOTRICATELXNYH ^ISEL.
Rn | PROSTRANSTWO WSEH INTERWALXNYH WEKTOROW RAZMERNOSTI n S

\LEMENTAMI b = (b1; :::; bn);x = (x1; :::;xn).
Rn�n | MNOVESTWO WSEH WE]ESTWENNYH n� n-MATRIC.
Sk
m | MNOVESTWO SPLAJNOW STEPENI m DEFEKTA k.
Pm(
) | MNOVESTWO MNOGO^LENOW POLNOJ STEPENI m, OPREDELENNYH

NA 
.
dLQ PROIZWOLXNYH FUNKCIJ: f : D ! R, W TOM ^ISLE SETO^NYH, NA

MNOVESTWE D � Rn POLOVIM

jjf jj1;D = sup
x2D

jf(x)j:
Lp(
)| PROSTRANSTWO IZMERIMYH NA 
 FUNKCIJ S KONE^NOJ NORMOJ

jjf jj1;
 = vrai sup


jf j; p =1;

jjf jjp;
 =
0
B@Z



jf jpdx
1
CA ; 1 � p <1:

L2(
) | GILXBERTOWO PROSTRANSTWO, SO SKALQRNYM PROIZWEDENIEM
(u; v) =

R


uvdx.

Wm
p (
)(1 � p � 1, CELOE m � 0) | PROSTRANSTWO sOBOLEWA, SO-

STOQ]EE IZ FUNKCIJ u 2 Lp(
), IME@]IH OBOB]ENNYE PROIZWODNYE
@�u 2 Lp(
)8j�j � m. nORMA WWODITSQ RAWENSTWOM

jjujjm;p;
 =

0
B@ X
j�j�m

jj@�ujjpp;

1
CA
1=p

; 1 � p <1;
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jjujjm;1;
 =
X

j�j�m

jj@�ujj1;
; p =1:

�
W

m

p (
) | PODPROSTRANSTWOWm
p (
) QWLQ@]EESQ ZAMYKANIEM W NORME

jj � jjm;p;
 WSEH BESKONE^NO DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ S NOSITELEM W 
.
Cm(�
) | (CELOE m � 0) BANAHOWO PROSTRANSTWO FUNKCIJ, IME@]IH

NEPRERYWNYE NA �
 PROIZWODNYE @�u8j�j � m. nORMA W NEM SOWPADAET S
jj � jjm;1;
.
Cm+
(�
) | (CELOEm � 0; 0 < 
 < 1) BANAHOWO PROSTRANSTWO FUNKCIJ,

IME@]IH NEPRERYWNYE NA 
 PROIZWODNYE (PO gELXDERU S POKAZATELEM

) @�u8j�j � m. nORMA W NEM:

jjujjm+
;1;
 = jjujjm;1;
+
X

j�j=m

sup
x;x02


j@�u(x) � @�u(x0)j

jx� x0j :

jjAjjp = sup
jjxjjp=1

jjAxjjp | NORMA MATRICY A 2 Rn�n; 1 � p � 1.

jjxjjp =
 

nP
i=1

xpi

!1=p
| WEKTORNAQ NORMA, 1 � p <1.

jjxjj1 = max
1�i�n

jxij | RAWNOMERNAQ NORMA WEKTOROW IZ Rn.

I | TOVDESTWENNYJ OPERATOR.
�ij |- SIMWOL kRONEKERA.

sETO^NYE OBLASTI I RAZNOSTNYE OTNO[ENIQ

! = fxija = x0 < x1 < ::: < xN = bg| SETKA (WOOB]E GOWORQ, NERAWNO-
MERNAQ) NA OTREZKE [a; b].

�!h = fxi = ih; i = 0; 1; :::; ng| RAWNOMERNAQ SETKA NA OTREZKE [0; 1] S
[AGOM h = 1=n.


h | SETO^NAQ OBLASTX.



gLAWA 1

wSPOMOGATELXNYE SWEDENIQ

1.1. tEOREMY SRAWNENIQ

cELX \TOGO RAZDELA| IZU^ENIE SWOJSTW OPERATOROW W BANAHOWYH PRO-
STRANSTWAH I DOKAZATELXSTWO TEOREM SRAWNENIQ DLQ RE[ENIQ OPERATOR-
NYH URAWNENIJ.
pUSTX B | WE]ESTWENNOE BANAHOWO PROSTRANSTWO S NORMOJ k � k, A

R+ = fx 2 Rjx � 0g.
zAMKNUTOE MNOVESTWO K � B NAZYWAETSQ POLOVITELXNYM KONUSOM,

ESLI WYPOLNQ@TSQ SLEDU@]IE USLOWIQ:
a) IZ u; v 2 K SLEDUET, ^TO �u + �v 2 K 8�; � 2 R+;

b) ESLI u 6= 0, TO PO KRAJNEJ MERE ODIN IZ \LEMENTOW (u ILI �u) NE
PRINADLEVIT K.

w SOOTWETSTWII S KONUSOMK WWEDEM ^ASTI^NU@ UPORQDO^ENNOSTX SLE-
DU@]IM OBRAZOM: SOOTNO[ENIE u � v OZNA^AET, ^TO v � u 2 K. tOGDA
B STANOWITSQ POLUUPORQDO^ENNYM LINEJNYM PROSTRANSTWOM [44]. eSLI
ZADANO OTNO[ENIE �, TO

u � v () u = v ILI u < v:

w ^ASTNOSTI, DLQ OTNO[ENIQ � SPRAWEDLIWY SWOJSTWA:
� IZ u � v; v � w SLEDUET u � w (TRANZITIWNOSTX);
� IZ u � v, v � u SLEDUET u = v (ANTISIMMETRI^NOSTX);
� u � u (REFLEKSIWNOSTX);
� IZ u � 0 SLEDUET �u � 0 8� 2 R+;
� IZ u1 � v1; u2 � v2 SLEDUET u1 + u2 � v1 + v2.
nAIBOLEE RASPROSTRANENNYJ PRIMER KONUSA W LINEJNOM PROSTRANST-

WE | MNOVESTWO n-MERNYH WEKTOROW S NEOTRICATELXNYMI KOORDINATA-
MI, T.E. Rn

+.

12
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aNALOGI^NO W FUNKCIONALXNYH PROSTRANSTWAH C I Lp W KA^ESTWE KO-
NUSA MY BUDEM BRATX MNOVESTWO NEOTRICATELXNYH FUNKCIJ.
mNOVESTWO M NAZYWAETSQ ^ASTI^NO UPORQDO^ENNYM, ESLI DLQ NEKO-

TORYH PAR \LEMENTOW u; v 2M OPREDELENO OTNO[ENIE u � v:
oTNO[ENIE PORQDKA NAZYWAETSQ POLNYM, ESLI DLQ L@BYH u; v 2 M ,

ILI u < v, ILI u > v, ILI u = v.
mNOVESTWO M NAZYWAETSQ UPORQDO^ENNYM, ILI CEPX@, ESLI OTNO[E-

NIE PORQDKA NA \TOM MNOVESTWE POLNOE.
rASSMOTRIM NESKOLXKO PRIMEROW.
1. mNOVESTWO WSEH WE]ESTWENNYH ^ISEL ESTX UPORQDO^ENNOE MNOVES-

TWO.
2. pROSTRANSTWO Rn MOVNO ^ASTI^NO UPORQDO^ITX SLEDU@]IM OB-

RAZOM: DLQ DWUH WEKTOROW u; v 2 Rn S^ITAEM u � v, ESLI ui � vi,
8i = 1; 2; : : : ; n:

3. mNOVESTWO C([a; b]) WSEH WE]ESTWENNYH NEPRERYWNYH FUNKCIJ BU-
DET ^ASTI^NO UPORQDO^ENNYM, ESLI S^ITATX u � v, KOGDA u(x) � v(x),
8x 2 [a; b].
sOWOKUPNOSTX WSEH x, TAKIH, ^TO u � x � v, GDE u; v; x | \LEMENTY

^ASTI^NO UPORQDO^ENNOGO MNOVESTWA, NAZYWAETSQ OTREZKOM I OBOZNA^A-
ETSQ [u; v]. tAKIE SOWOKUPNOSTI MY TAKVE BUDEM NAZYWATX INTERWALXNY-
MI \LEMENTAMI I BUDEM WYDELQTX VIRNYM [RIFTOM: u = [u; u].
lINEJNYJ OPERATOR G : B ! B NAZYWAETSQ POLOVITELXNYM, ESLI

PREOBRAZUET KONUS K W SEBQ, T.E. IZ v � 0 SLEDUET Gv � 0.
w Rn S KONUSOM Rn

+ TAKIM OPERATOROM QWLQETSQ MATRICA RAZMEROM
n � n S NEOTRICATELXNYMI \LEMENTAMI. w C[0; 1] I Lp[0; 1] PRIMER PO-
LOVITELXNOGO OPERATORA DAET INTEGRALXNOE PREOBRAZOWANIE

Gv =
1Z
0

k(x; t)v(t)dt

S NEOTRICATELXNYM I NEPRERYWNYM NA [0; 1]2 QDROM k.
rASSMOTRIM OPERATORNOE URAWNENIE WTOROGO RODA

u = Gu + f (1.1)

S LINEJNYM OGRANI^ENNYM POLOVITELXNYM OPERATOROM G : B ! B
I IZWESTNOJ PRAWOJ ^ASTX@ f 2 B. pREDPOLOVIM, ^TO SPEKTRALXNYJ
RADIUS

�(G) = lim
k!1

kGkk1=k < 1: (1.2)
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nA OSNOWANII PRINCIPA SVATYH OTOBRAVENIJ [44] \TO PRIWODIT K ODNO-
ZNA^NOJ RAZRE[IMOSTI ZADA^I (1.1).

tEOREMA 1. pUSTX DLQ ZADA^I (1.1) S USLOWIEM (1.2) WYPOLNENO NE-
RAWENSTWO f � 0, TOGDA u � 0. 2

iZ TEOREMY (1) WYTEKA@T REZULXTATY, NAZYWAEMYE TEOREMAMI SRAW-
NENIQ [34].

tEOREMA 2. pUSTX DLQ ZADA^

u1 = Gu1 + f1; u2 = Gu2 + f2 (1.3)

WYPOLNENO (1.2). tOGDA IZ f1 � f2 SLEDUET, ^TO u1 � u2. 2

rASSMOTRIM OPERATOR H, UDOWLETWORQ@]IJ SLEDU@]EMU NERAWENST-
WU H � G ILI W PODROBNOJ ZAPISI Hv � Gv 8v 2 K. w SLU^AE MO-
NOTONNYH NORM SPEKTRALXNYE RADIUSY \TIH OPERATOROW UDOWLETWORQ@T
NERAWENSTWAM

�(H) � �(G) < 1:

tEOREMA 3. pUSTX u; v | RE[ENIQ ZADA^ (1.1) I

v = Hv + f

S PRAWOJ ^ASTX@ f � 0(f � 0) I LINEJNYMI OGRANI^ENNYMI POLOVI-
TELXNYMI OPERATORAMI G;H SO SPEKTRALXNYMI RADIUSAMI MENX[E 1.
tOGDA IZ G � H SLEDUET u � v � 0(u � v � 0). 2

rASSMOTRIM SLU^AJ REGULQRNOGO OPERATORA G [42], T. E. PREDSTAWLQE-
MOGO W WIDE RAZNOSTI DWUH POLOVITELXNYH LINEJNYH OPERATOROW G+; G�

[27]:
G = G+ �G�:

w \TOM SLU^AE IME@TSQ SLEDU@]IE ANALOGI TEOREM SRAWNENIQ.

tEOREMA 4. pUSTX u | RE[ENIE ZADA^I (1.1) S REGULQRNYM OPERA-
TOROM G, a (v; w) 2 B2 | RE[ENIE SISTEMY

v = G+v �G�w + f1; (1.4)

w = G+w �G�v + f2:

i PUSTX DLQ OPERATORA T : B2 ! B2, OPREDELQEMOGO RAWENSTWOM

T =
 
G+ G�

G� G+

!
;
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SPEKTRALXNYJ RADIUS

�(T ) < 1: (1.5)

tOGDA IZ NERAWENSTWA

f1 � f � f2 (1.6)

WYTEKA@T OCENKI

v � u � w: (1.7)

dOKAZATELXSTWO. pOLOVIM z = �w I PEREPI[EM (1.4) W WIDE

v = G+v +G�z + f1; z = G+z +G�v � f2: (1.8)

kROME TOGO, OBOZNA^IM y = �u I ZAPI[EM URAWNENIE (1.1) KAK SISTEMU

u = G+u+G�y + f; (1.9)

y = G+y �G+u+ f:

iZ POLOVITELXNOSTI OPERATOROW G+; G� SLEDUET POLOVITELXNOSTX OPE-
RATORA T W B2. u^ITYWAQ (1.5), PREDPOLOVENIQ TEOREMY 2 WYPOLNE-
NY. pOSKOLXKU (f1;�f2) � (f;�f) W B2, TO IZ TEOREMY 2 SLEDUET, ^TO
(v; z) � (u; y) ILI v � u I �w � �u. 2
rASSMOTRIM OPERATORY

H+ � G+; H� � G�; F+ � G+; F� � G� (1.10)

I SWQZANNU@ S NIMI ZADA^U

y = H+y �H�z + f1; z = F+z � F�y + f2: (1.11)

pREDPOLOVIM, ^TO DLQ OPERATORA T1 : B2 ! B2,

T1 =
 
H+ H�

F� F+

!

SPEKTRALXNYJ RADIUS

�(T1) < 1: (1.12)

tEOREMA 5. pUSTX DLQ ZADA^ (1.4), (1.11) WYPOLNENY USLOWIQ (1.5),
(1.10), (1.12) I f1 � 0 � f2. tOGDA

y � v � 0 � w � z:2 (1.13)
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1.2. oPERATORY MONOTONNOGO TIPA

pUSTX R I R� | LINEJNYE ^ASTI^NO UPORQDO^ENNYE METRI^ESKIE
PROSTRANSTWA. oPERATOR T IMEET OBLASTX OPREDELENIQ D � R I OBLASTX
ZNA^ENIJ W � R�.
oPERATOR T NAZYWAETSQ OPERATOROM MONOTONNOGO TIPA, ESLI IZ SO-

OTNO[ENIQ Tv � Tw SLEDUET v � w.
eSLI ZADANO URAWNENIE

Tu = s;

GDE T | OPERATOR MONOTONNOGO TIPA, I IZWESTNY DWA PRIBLIVENNYH
RE[ENIQ v; w, TAKIE ^TO:

Tv � s � Tw;

TO
v � u � w:

w DALXNEJ[EM \TO SWOJSTWO MONOTONNYH OPERATOROW BUDET ISPOLXZO-
WATXSQ DLQ NAHOVDENIQ APOSTERIORNYH OCENOK POGRE[NOSTI I POSTROE-
NIQ DWUSTORONNIH RE[ENIJ DLQ RQDA ZADA^.
bOLX[INSTWO LINEJNYH I NEKOTORYH KWAZILINEJNYH URAWNENIJ \L-

LIPTI^ESKOGO I PARABOLI^ESKOGO TIPA WTOROGO PORQDKA OBLADAET OPERA-
TORAMI MONOTONNOGO TIPA, POSKOLXKU FUNKCII gRINA DLQ \TIH URAWNE-
NIJ G � 0.
rASSMOTRIM KRAEWU@ ZADA^U DLQ KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ WTOROGO

PORQDKA

Tu =
 �L(u)u(x)

u(z)

!
=
 
0
0

!
; (1.14)

x 2 
; z 2 @
, GDE 
 | OGRANI^ENNAQ, SWQZANNAQ OBLASTX PROSTRANSTWA
Rn, L(u) | KWAZILINEJNYJ OPERATOR WTOROGO PORQDKA WIDA

L(u) =
2X

i;j=1

aij(x; u;Du)Dij + b(x; u;Du); (1.15)

aij = aji:

mY BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO u 2 H2(
)\H1
0 (
) I aij; b| NEPRERYWNYE

FUNKCII, ZADANNYE NA 
 �R �Rn [24].

tEOREMA 6. pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ:
1) OPERATOR L(u) LOKALXNO RAWNOMERNO \LLIPTI^EN NA FUNKCII u;
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2) KO\FFICIENTY aij(x; z; p) NE ZAWISQT OT z;
3) KO\FFICIENT b QWLQETSQ NEUBYWA@]EJ FUNKCIEJ ARGUMENTA z W

KAVDOJ TO^KE (x; p) 2 
� Rn;
4) KO\FFICIENTY aij; b | NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMYE FUNKCII

PEREMENNYH p.
tOGDA OPERATOR T | MONOTONNOGO TIPA. 2

dALEE MY PRIWEDEM NESKOLXKO TOPOLOGI^ESKIH TEOREM O NEPODWIV-
NOJ TO^KE, KOTORYE BUDEM ISPOLXZOWATX DLQ POSTROENIQ DWUSTORONNIH
RE[ENIJ I NAHOVDENIQ APOSTERIORNYH OCENOK POGRE[NOSTI ^ISLENNYH
RE[ENIJ.
pUSTX NEPRERYWNYJ OPERATOR T , OPREDELENNYJ NA MNOVESTWEM \LE-

MENTOW PROSTRANSTWA R, OTOBRAVAET M W SEBQ, TM � M . w TEOREME
bRAU\RA [74] O NEPODWIVNOJ TO^KE PROSTRANSTWO R PREDSTAWLQET SOBOJ
n�MERNOE DEJSTWITELXNOE PROSTRANSTWO Rn, a M | EDINI^NYJ [AR W
NEM; W \TOM SLU^AE OPERATOR T IMEET W M PO MENX[EJ MERE ODNU NEPO-
DWIVNU@ TO^KU u 2M :

Tu = u:

oBOB]ENIE TEOREMY bRAU\RA NA SLU^AJ BANAHOWYH PROSTRANSTW | TE-
OREMA {AUDERA [42],[24].

tEOREMA 7 ({AUDERA O NEPODWIVNOJ TO^KE). pUSTX M | KOM-
PAKTNOE WYPUKLOE MNOVESTWO W BANAHOWOM PROSTRANSTWE R I PUSTX

T| NEPRERYWNOE OTOBRAVENIEM W SEBQ. tOGDA OTOBRAVENIE T IMEET

NEPODWIVNU@ TO^KU, SU]ESTWUET \LEMENT u 2M TAKOJ, ^TO Tu = u:
2

dLQ TOGO ^TOBY MOVNO BYLO PRIMENQTX PRINCIP {AUDERA DLQ USTA-
NOWLENIQ NEPODWIVNOJ TO^KI OPERATORA, NEOBHODIMO IMETX KRITERII
KOMPAKTNOSTI MNOVESTW W PROSTRANSTWAH, W KOTORYH DEJSTWUET ZADAN-
NYJ OPERATOR.
mNOVESTWO FUNKCIJ X = fxg, OPREDELENNYH W OBLASTI 
, NAZY-

WA@TSQ RAWNOMERNO OGRANI^ENNYMI, ESLI SU]ESTWUET KONSTANTA K:
jx(t)j � K, 8t 2 
.
mNOVESTWO FUNKCIJ X = fxg, OPREDELENNYH W OBLASTI 
, NAZYWA@T-

SQ RAWNOMERNO NEPRERYWNYMI, ESLI 8" > 0; 9� > 0 TAKOE, ^TO 8t1; t2 2 
:
jjt1 � t2jj < �, 8x 2 X : jx(t1) � x(t2)j < ":
sFORMULIRUEM KRITERIJ KOMPAKTNOSTI MNOVESTWA W PROSTRANSTWE C

DLQ SLU^AQ, KOGDA 
 | KOMPAKT.
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lEMMA 1. dLQ KOMPAKTNOSTI MNOVESTWA X NEOBHODIMO I DOSTA-
TO^NO, ^TOBY FUNKCII \TOGO MNOVESTWA BYLI RAWNOMERNO OGRANI^EN-
NYMI I RAWNOMERNO NEPRERYWNYMI.

pUSTX R | POLUUPORQDO^ENNOE BANAHOWO PROSTRANSTWO; RASSMOTRIM
URAWNENIE

Tu = u:

pUSTX ZADAN OPERATOR T (u; v): T (x; x) = Tx I OPERATOR T (u; v) OPRE-
DELEN W WYPUKLOM MNOVESTWE D � D;D � R, PRI^EM OPERATOR T (u; v)
IZOTONNYJ PO u I ANTITONNYJ PO v, T. E. [44]

T (u; v) � T (u1; v2); ESLI u � u1; v � v1:

zAMETIM, ^TO L@BOJ OTREZOK v = [v; v]; v; w 2 R QWLQETSQ WYPUKLYM
I ZAMKNUTYM.

tEOREMA 8. pUSTX OPREDELENY POSLEDOWATELXNOSTI un; vn(u0 � v0)
PO FORMULAM

un = T (un�1; vn�1); (1.16)

vn = T (vn�1; un�1); (1.17)

PRI^EM DLQ \LEMENTOW u0; v0; u1; v1; SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE

u0 � u1 � v1 � v0:

I MNOVESTWO [un; vn] KOMPAKTNO. tOGDA URAWNENIE

Tx = x

IMEET NA OTREZKE [un; vn] PO KRAJNEJ MERE ODNO RE[ENIE. 2

1.3. sPECIALXNYE APPROKSIMACII ^ISLENNYH

RE[ENIJ

w RAZDELE RASSMATRIWA@TSQ METODY POSTROENIQ SPECIALXNYH AP-
PROKSIMACIJ ^ISLENNYH RE[ENIJ, NEOBHODIMYH DLQ WY^ISLENIQ NEWQ-
ZOK.
pREDPOLOVIM, ^TO NAM IZWESTNO ^ISLENNOE RE[ENIE uh NEKOTOROJ ZA-

DA^I
Lu = f; x 2 
;
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NA SETKE 
h = fxijxi 2 
; i = 1; : : : ; Ng. nA[A ZADA^A POSTROITX NE-
KOTORU@ FUNKCI@ s 2 H l(
) \ H1

0 (
), UDOWLETWORQ@]U@ SLEDU@]IM
USLOWIQM

js(x) � uh(x)j � Kh�; x 2 
h:

kROME TOGO, MY BUDEM STREMITXSQ K TOMU, ^TOBY NEWQZKA BYLA KAK MOV-
NO MENX[E W NEKOTOROJ NORME

jjLs� f jj ! min;

GDE h | HARAKTERNYJ RAZMER SETKI.

oDNOMERNYE ZADA^I

rASSMOTRIM SLU^AJ, KOGDA 
 = [0; 1] I

Lu � � d

dx
(p
d

dx
u) + qu = f; (1.18)

u(0) = u(1) = 0: (1.19)

oTNOSITELXNO KO\FFICIENTOW PREDPOLOVIM, ^TO

p(x) > c1 > 0; q(x) > 0; x 2 (0; 1); (1.20)

q; f 2 Cr[0; 1]; p 2 Cr+1[0; 1] (1.21)

DLQ NEKOTOROGO r � 0.
wWEDEM NA OTREZKE [0; 1] SETKU


h = fxijxi = ih; i = 0; 1; : : : ; N; h = 1=Ng; N � 2:

rASSMOTRIM RAZNOSTNU@ SHEMU DLQ ^ISLENNOGO RE[ENIQ ZADA^I
(1.18), (1.19)

� pid
2
hu

h
i � p0(xi)d

1
hu

h
i + qiu

h
i = fi; i = 1; : : : ; N � 1; (1.22)

uh0 = uhN = 0; (1.23)

GDE

d1hui =
ui+1 � ui�1

2h
;

d2hui =
ui+1 � 2ui + ui�1

h2
:

dALEE BUDEM S^ITATX
d0hui = ui:
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pREDPOLOVIM, ^TO NAM NEOBHODIMO POSTROITX FUNKCI@ s 2
W 2

2 [0; 1]\
o
W

1

2 [0; 1]. nAIBOLEE PROSTOJ SPOSOB NAHOVDENIQ s | WOSPOLX-
ZOWATXSQ \RMITOWYMI SPLAJNAMI TRETXEJ STEPENI. dLQ \TOGO W KAVDOM
UZLE SETKI NEOBHODIMO ZADATX ZNA^ENIQ s(xi); s0(xi). nA KAVDOM OTREZKE
[xi; xi+1] SPLAJN s MOVNO PREDSTAWITX W WIDE[36]

s(x) = �1s(xi) + �2s(xi+1) + �1s
0(xi) + �2s(xi+1);

GDE
�1(t) = (1� t)2(1 + 2t); �2(t) = t2(3� 2t);

�1(t) = t(1� t2); �2(t) = �t2(1� t); t = (x � xi)=h:

eSLI SPLAJN s INTERPOLIRUET NA SETKE 
h NEKOTORU@ FUNKCI@ u I W
UZLAH xi WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ

s(xi) = u(xi); s
0(xi) = u0(xi): (1.24)

TO SPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ TEOREMA [36].

tEOREMA 9. dLQ \RMITOWYH SPLAJNOW TRETXEJ STEPENI SPRAWEDLI-
WY OCENKI

jjs� � u�jj1;
 � K�h
4��jju4jj1;
; � = 0; 1; 2; 3:2

rASSMOTRIM SLU^AJ INTERPOLQCII, KOGDA ZNA^ENIQ PROIZWODNYH W UZLAH
SETKI NAM NEIZWESTNY. tOGDA MY MOVEM WOSPOLXZOWATXSQ RAZNOSTNYMI
PROIZWODNYMI I POLOVITX

sd(x) = u(x); s0d(x) = @xu(x); x 2 
h: (1.25)

rAZNOSTNYJ OPERATOR @x OPREDELIM SLEDU@]IM OBRAZOM:

@hxv(x) =
1

6h

8>>>>>><
>>>>>>:

�11v(x) + 18v(x+ h) � 9v(x+ 2h) + 2v(x+ 3h); x = 0;
v(x � 2h) � 6v(x� h) + 3v(x) + 2v(x+ h); x = 1� h;
�2v(x � 3h) + 9v(x � 2h)� 18v(x � h) + 11v(x); x = 1;
�2v(x � h) � 3v(x) + 6v(x + h) � v(x + 2h):

|TOT RAZNOSTNYJ OPERATOR APPROKSIMIRUET PERWU@ PROIZWODNU@ S TO^-
NOSTX@ O(h3). sLEDUQ RABOTE [36], MY MOVEM OCENITX POGRE[NOSTX PO-
STROENNOGO SPLAJNA sd. zAMETIM, ^TO NA OTREZKE [xi; xi+1] [36]

jsd(x) � s(x)j � t(1� t)h max
j=i;i+1

ju0(xj)� @xu(xj)j; (1.26)

js0d(x) � s0(x)j � ((1� t)j1� 3tj+ tj2� 3tj)� (1.27)

� max
j=i;i+1

ju0(xj) � @xu(xj)j;
js00d(x) � s00(x)j � j6t� 4)jju0(xi)� @xu(xi)j=h (1.28)

+j2� 6tjju0(xi+1)� @xu(xi+1)j=h:
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sLEDOWATELXNO, DLQ sd SPRAWEDLIWA OCENKA

jjs�d � u�jj1;
 � K�h
4��jju4jj1;
; � = 0; 1; 2: (1.29)

oBOZNA^IM

uxx(x) = (u(x � h) � 2u(x) + u(x + h))=h2:

lEMMA 2. dLQ \RMITOWYH SPLAJNOW, INTERPOLIRU@]IH FUNKCI@ u
NA SETKE 
h, SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE NERAWENSTWO:

js00(x)j � Cjjuxxjj1;
h
;

GDE C | KONSTANTA, NE ZAWISQ]AQ OT h.

dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO NA KAVDOM INTERWALE [xi; xi+1] s00 MOVNO
PREDSTAWITX W WIDE

s00(x) = ai(xi+1 � x)=h + bi(x� xi)=h:

nEPOSREDSTWENNOJ PODSTANOWKOJ NETRUDNO UBEDITXSQ, ^TO

ai =
4

3
uxx(xi) � 2

3
uxx(xi+1) +

1

3
uxx(xi+2);

bi = �2
3
uxx(xi) +

7

3
uxx(xi+1) � 2

3
uxx(xi+2):

pOSKOLXKU s00 | LINEJNAQ FUNKCIQ, TO

js00(x)j � maxfai; big; x 2 [xi; xi+1]

I

js00(x)j � Cmaxfjuxx(xi)j; juxx(xi+1)j; juxx(xi+2)jg; x 2 [xi; xi+1]:

iZ POSLEDNEGO NERAWENSTWA I WYTEKAET UTWERVDENIE LEMMY. 2

lEMMA 3. sU]ESTWUET KONSTANTA K, NE ZAWISQ]AQ OT h, TAKAQ,
^TO

jjdihuhjj1;
h
� Kjjf jj1;
h

; i = 0; 1; 2: (1.30)

dOKAZATELXSTWO. sLU^AJ i = 0 RASSMOTREN W [59]:

jjd0huhjj1;
h
� Kjjf jj1;
h

: (1.31)



22 gLAWA 1

w RABOTE [60] PRIWODITSQ SLEDU@]EE NERAWENSTWO DLQ SETO^NYH FUNKCIJ
S USLOWIEM (1.19):

jjd1huhjj1;
h
� �jjd2huhjj1;
h

+
1

�
jjd0huhjj1;
h

; (1.32)

GDE �| PROIZWOLXNAQ POLOVITELXNAQ POSTOQNNAQ. iZ RAZNOSTNOJ SHEMY
(1.22) WYTEKAET NERAWENSTWO:

jjd2huhjj1;
h
� C1jjd1huhjj1;
h

+ C2jjd0huhjj1;
h
+ jjf jj1;
h

: (1.33)

rE[AQ SOWMESTNO (1.31), (3.1), (1.33), POLU^AEM (1.30) PRI i = 1; 2. lEMMA
DOKAZANA.2
oBOZNA^IM ei = u(xi) � uhi ; e

0
i = u0(xi)� d1hu

h
i ; e

00
i = u00(xi) � d2hu

h
i . tOGDA

IZ LEMMY 3 NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET OCENKA

jjeijj1;
h
� Kh2(jju(3)jj1;
 + jju(4)jj1;
); i = 0; 1; 2: (1.34)

dLQ POSTROENIQ \RMITOWOGO SPLAJNA s, INTERPOLIRU@]EGO ^ISLENNOE
RE[ENIE ZADA^I (1.18), (1.19) POLOVIM:

s(x) = uh(x); s0(x) = @xu
h(x); x 2 
h:

rASSMOTRIM NEWQZKU POSTROENNOGO \RMITOWOGO SPLAJNA s

�(x; s) = Ls� f:

pOSKOLXKU Lu � f = 0, TO

L(s� u) = �(x; s):

oCENIM jjL(s� u)jj1;
. dLQ \TOGO PREDSTAWIM

L(u� s) = L(u � sI) + L(+sI � sd) + L(sd � s);

GDE sI | \RMITOWYJ SPLAJN, INTERPOLIRU@]IJ u, SO ZNA^ENIQMI (1.24),
sd | \RMITOWYJ SPLAJN, INTERPOLIRU@]IJ u, SO ZNA^ENIQMI (1.25).
tOGDA IMEEM:

jL(u� sI)j � Kh2jju4jj1;
;

jL(�sI + sd)j � Kh2jju4jj1;
:

pOKAVEM, ^TO
js�d(x) � s�(x)j = O(h2):
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rASSMOTRIM SLU^AJ � = 2. zAMETIM, ^TO W SILU LEMMY 2

js00d(x) � s00(x)j � Kjjd2h(u � uh)jj1;
:

dALEE, W SILU (1.34)

jd2h(u � uh)(x)j � Kh2(jju(3)jj1;
 + jju4jj1;
); x 2 
h:

sLU^AI � = 0; 1 POKAZYWA@TSQ ANALOGI^NO. sLEDOWATELXNO, DOKAZANA
TEOREMA.

tEOREMA 10. sU]ESTWUET KONSTANTA K, NE ZAWISQ]AQ OT h, TA-
KAQ, ^TO

jj�(�; s)jj1;
 � Kh2jjujjW 4
2 (
)

:2

rASSMOTRIM E]E ODIN PODHOD DLQ POSTROENIQ ODNOMERNYH APPROKSI-
MACIJ. pUSTX NAM NEOBHODIMO POSTROITX s 2 Cq. nA KAVDOM OTREZKE
[xi; xi+1] PREDSTAWIM s KAK POLINOM STEPENI n, T.E. NEOBHODIMO OPREDE-
LITX n + 1 KO\FFICIENT. dLQ DOSTIVENIQ NEOBHODIMOJ GLADKOSTI MY
MOVEM WOSPOLXZOWATXSQ RAZNOSTNYMI PROIZWODNYMI I POLOVITX

si(x) = @ixu
h(x); i = 0; 1; 2; : : : ; q;x 2 
h; (1.35)

GDE @ixu(x); i = 0; 1; 2; : : :| SPECIALXNYE OPERATORY, APPROKSIMIRU@]IE
u(x), u(i)(x), i = 1; 2; : : :, KOTORYE MY OPREDELIM NIVE. dLQ POSTROENIQ
SPLAJNA s NA KAVDOM OTREZKE [xi; xi+1] \TI USLOWIQ DA@T 2q + 2 OGRA-
NI^ENIQ. w SLU^AE n > 2q + 1 NAM NEOBHODIMO ZADATX E]E n � 2q � 1
OGRANI^ENIE. dLQ \TOJ CELI MOVNO POTREBOWATX WYPOLNENIQ SLEDU@-
]IH RAWENSTW:

Ls(�i)� f(�i) = 0; i = 1; 2; : : : ; n� 2q � 1;

GDE f�ig 2 [xi; xi+1] | MNOVESTWO UZLOW NEKOTOROJ WSPOMOGATELXNOJ SET-
KI. mOVNO NESKOLXKO USLOVNITX ZADA^U, POTREBOWAW

QX
i=1
(Ls(�i)� f(�i))

2 ! min :

rASSMOTRENNYE WY[E ZADA^I SWODQTSQ W OB]EM SLU^AE K RE[ENI@ SIS-
TEM LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ.
oSTANOWIMSQ NA POSTROENII OPERATOROW @ixu(x); i = 0; 1; 2; : : : dLQ

\TOJ CELI ZAFIKSIRUEM NEKOTORU@ TO^KU x0 I OPREDELIM p 2 Pn KAK
POLINOM p =

Pn
i=0 ai(x � x0)i TAKOJ, ^TO

NX
i

�ijp(vi)� uh(vi)j2 +
NX
i

�ijLp(wi) � f(wi)j2 ! min; (1.36)
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GDE fvig I fwig | UZLY WSPOMOGATELXNYH SETOK TAKIH, ^TO x0 | TO^KA
KONCENTRACII UZLOW I

�i = a1=(g1(vi; x0) + a2);

�i = b1=(g2(wi; x0) + b2):

pRI^EM a1; a2 MOVNO POLOVITX O(h2), b1 = O(h2); b2 � 1 I

g1(x; y) = jjx� yjjn+1; g2(x; y) = jjx� yjjn�1:
pODOBNYJ WYBOR �i, �i OBUSLOWLEN POGRE[NOSTQMI p(x)�u(x) I L(p(x)�
u(x)) W SLU^AE WYPOLNENIQ RAWENSTW p(x0) = u(x0) I di(p(x0)=dxi =
di(u(x0)=dx

i; i = 1; 2; : : : ; n. zADA^A (1.36) SWODITSQ K RE[ENI@ NEKOTO-
ROJ SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ

Ba = d:

sTRUKTURA \TOJ SISTEMY DLQ OB]EGO SLU^AQ BUDET PODROBNO WYPISANA
W SLEDU@]EM RAZDELE.
tAKIM OBRAZOM, W TO^KE x0 MY MOVEM WY^ISLITX p(x0); dip(x0)=dxi I

POLOVITX @ix = ai ; i = 0; 1; 2; : : :.

dWUMERNYE ZADA^I

rASSMOTRIM SLU^AJ SGLAVIWANIQ ^ISLENNOGO RE[ENIQ DWUMERNOGO
\LLIPTI^ESKOGO URAWNENIQ, POLU^ENNOGO METODOM KONE^NYH \LEMENTOW
(mk|). nA[EJ ZADA^EJ BUDET POSTROENIE FUNKCII s 2 H2(
) \H1

0 (
),
QWLQ@]EJSQ KONE^NO-\LEMENTNYM WOSPOLNENIEM ^ISLENNOGO RE[ENIQ.
rASSMOTRIM DLQ OPREDELENNOSTI SLEDU@]U@ MODELXNU@ ZADA^U:

Lu = f; x 2 
; (1.37)

u(x) = 0; x 2 @
;

Lu = �
2X

i=1

@

@xi

 
ai
@

@xi
u

!
+ qu:

mY PREDPOLOVIM, ^TO KO\FFICIENTY ai 2 C1(
), q; f 2 C(
) I ^TO
ai � c > 0; q � 0; x 2 
: pREDPOLOVIM, ^TO RE[ENIE ZADA^I (1.37)
SU]ESTWUET I EDINSTWENNO.
pUSTX T | RAZBIENIE OBLASTI 
, SOSTAWLENNOE IZ \LEMENTOW T I


 = [iTi, pERESE^ENIE \LEMENTOW Ti; Tj; i 6= j: Ti \ Tj = ;, ILI OB]AQ
STORONA, ILI OB]AQ WER[INA. h | PARAMETR T .
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eSLI Ti | TRIANGULQCIQ, TO PROSTRANSTWO KONE^NYH \LEMENTOW Sn
l

OPREDELIM, WWODQ KUSO^NO-POLINOMIALXNYJ BAZIS NA T :
Sn = fs(x)js 2 H l(
) \H1

0(
); sjT 2 Pn; T 2 T g; (1.38)

GDE Pn | MNOVESTWO POLINOMOW STEPENI n. eSLI T | PRQMOUGOLXNOE
RAZBIENIE, TO PODPROSTRANSTWO Sn

l OPREDELIM S POMO]X@ SPLAJNOW |R-
MITA STEPENI n [102, 76].
fUNKCI@ s MOVNO PREDSTAWITX KAK POLINOM PQTOJ STEPENI [102]. dLQ

\TOGO NA KAVDOM TREUGOLXNIKE NEOBHODIMO NAJTI 21 KO\FFICIENT, IZ KO-
TORYH 18 OPREDELQ@TSQ ZNA^ENIQMI W WER[INAH u, @1u, @2u, @21u, @1;2u,
@22u. pOLINOMY PQTOJ STEPENI NA OB]EJ STORONE DWUH TREUGOLXNIKOW
SOWPADA@T, TAK KAK TRI USLOWIQ W KAVDOJ WER[INE | ZNA^ENIQ FUNK-
CII u I EE PROIZWODNYH ut; utt WDOLX STORONY | ODNOZNA^NO ZADA@T EGO
KO\FFICIENTY.
oSTAETSQ OTYSKATX TRI DOPOLNITELXNYH OGRANI^ENIQ, ^TOBY PROIZ-

WODNAQ PO NORMALI sn BYLA NEPRERYWNA MEVDU TREUGOLXNIKAMI. oDIN
SPOSOB | DOBAWITX ZNA^ENIQ un W SEREDINE KAVDOJ STORONY TREUGOLX-
NIKA. tAK KAK sn | POLINOM ^ETWERTOJ STEPENI OT t WDOLX STORONY, ON
EDINSTWENNYM OBRAZOM ZADAETSQ \TIM PARAMETROM WMESTE SO ZNA^ENIQMI
W WER[INAH (RIS. 1.1).
sU]ESTWUET SPOSOB POSTROITX MAKRO\LEMENTY NA OB_EDINENII NE-

SKOLXKIH TREUGOLXNIKOW. nAIBOLEE IZWESTEN \LEMENT kLAFA-tO^ERA:
OB_EDINENIE KUBI^ESKIH POLINOMOW NA TREH PODTREUGOLXNIKAH. dLQ EGO
POSTROENIQ NEOBHODIMO ZADAWATX ZNA^ENIQ u; @1u; @2u, I @nu W SEREDINE
KAVDOJ STORONY TREUGOLXNIKA, WSEGO 12 PARAMETROW. tAK KAK KAVDYJ
IZ TREH KUBI^ESKIH \LEMENTOW IMEET 10 STEPENEJ SWOBODY, A MAKRO\LE-
MENT | TOLXKO 12 UZLOWYH PARAMETROW, NUVNO WWESTI 18 OGRANI^ENIJ.
|TOGO DOSTATO^NO DLQ DOSTIVENIQ GLADKOSTI C1 WNUTRI TREUGOLXNIKA
(RIS. 1.2).
pRIWEDEM OB]IE TEOREMY APPROKSIMACII KONE^NYMI \LEMENTAMI

[102].

tEOREMA 11. pUSTX s 2 Sk�1
l I BAZIS UDOWLETWORQET USLOWI@ OD-

NORODNOSTI PORQDKA q. tOGDA DLQ i � q

max
x2Ti;j�j�=i

jD�u(x) �D�s(x)j � Cih
k�i max

x2Ti;j�j�=k
jD�u(x)j:2

tEOREMA 12. pUSTX s 2 Sk�1
l I BAZIS UDOWLETWORQET USLOWI@ OD-

NORODNOSTI PORQDKA q. tOGDA DLQ i � q

jD�u(x) �D�s(x)ji;
 � Cih
k�iju(x)jk;
:2
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q

q

q

q

q

q

v; vx; vy; vxx; vxy; vyy

vn
vn

vn

v; vx; vy; vxx; vxy; vyy

v; vx; vy; vxx; vxy; vyy

rIS. 1.1. |LEMENTY PQTOJ STEPENI

q

q

q

q

q

q

v; vx; vy; vxx; vxy; vyy

vn
vn

vn

q

q

q
q

rIS. 1.2. |LEMENTY kLAFA-tO^ERA

rASSMOTRIM PROBLEMU APPROKSIMACII ^ISLENNOGO RE[ENIQ uh KONE^-
NYMI \LEMENTAMI s 2 Sk

2 ; k � 3, TAK ^TO

jjsjjL2(@
)
� Kh�1;

jjLs� f jjL2(
) � Kh�2:

dLQ POSTROENIQ KONE^NYH \LEMENTOW WYSOKIH STEPENEJ MY NUVDAEM-
SQ W ZNANII OPREDELENNOGO NABORA ZNA^ENIJ s(x), @i+ji;j s(x), i; j = 0; 1; 2; : : :
W NEKOTORYH TO^KAH x 2 
. pUSTX x0 = (x0;1; x0;2) ODNA IZ TAKIH TO^EK.
dLQ \TIH CELEJ RASSMOTRIM LOKALXNYE WSPOMOGATELXNYE SETKI:

Zr;�;d = fzi;jg, zi;j = (zi;j;1; zi;j;2):

zi;j;1 = sign(i)abs(i�)r=d+x0;1; zi;j;2 = sign(j)abs(j�)r=d+x0;2; i; j = 0;�1;�2; : : : ;
GDE r; �; d | PARAMETRY I r � 1; � > 0; d > 0 (RIS. 1.3).
oPREDELIM p KAK OBOB]ENNYJ POLINOM p =

Pnp
l=0 al l(x� x0) TAK, ^TO

n1X
i=1

�ijp(v1i )� uh(v1i )j2 +
n2X
i=1

�ijLp(v2i ) � f(v2i )j2 ! min; (1.39)
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r

r
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r
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rIS. 1.3. pRIMER WSPOMOGATELXNYH SETOK

GDE  i | LINEJNO NEZAWISIMYE FUNKCII. pUSTX DLQ OPREDELENNOSTI

 0(x) = 1;  1(x) = x1;  2(x) = x2;  3(x) = x21; : : : ;

 np(x) = xn2 ; np = (n+ 2)(n+ 1)=2;

fv1i gn1i=1 and fv2i gn2i=1 | UZLY WSPOMOGATELXNYH SETOK, RASPOLOVENNYH W
NEPOSREDSTWENNOJ BLIZOSTI OT TO^KI x0. zDESX v1i 2 
h; v

2
i 2 Zr;�;d, n1 +

n2 � np + 1, n1 � 2n+ 1;

�i = ��1=(�(v
1
i ; x0)

n+1 + ��2);

�i = ��1=(�(v
2
i ; x0)

n�1 + ��2);

GDE �(x; y) | RASSTOQNIE MEVDU TO^KAMI x; y; ��i; ��i WYRAVA@TSQ W
TERMINAH TO^NOSTI ^ISLENNOGO RE[ENIQ uh:

��1; ��2; ��1 � jju� uhjjL1(
h);

��2 � hjju� uhjjL1(
h):

zADA^A (1.39) SWODITSQ K RE[ENI@ SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH
URAWNENIJ

Ba = d;

GDE
B = fbijgnpi;j=0;

a = (a0; a1; a2; : : : ; anp);

bij =
n1X
l=1

�l i(v
1
l � x0) j(v1l � x0) +

n2X
l=1

�lL i(v
2
l � x0)L j(v2l � x0);
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di =
n1X
l=1

�lu
h(v1l ) i(v

1
l � x0) +

n2X
l=1

�lf(v
2
l )L i(v

2
l � x0):

tAKIM OBRAZOM, MY MOVEM POLOVITX s(x0) = p(x0); @
i+j
i;j s(x0) =

@i+ji;j p(x0).

1.4. nEKOTORYE SWOJSTWA WARIACIONNO-RAZNOSTNYH

RE[ENIJ

rASSMOTRIM SLEDU@]EE LINEJNOE URAWNENIE:

��u+ qu = f; x 2 
; (1.40)

u = 0; x 2 @
: (1.41)

wWEDEM BILINEJNU@ FORMU

L(u; v) =
Z



2X
i=1

@iu@jvd
; 8u; v 2 �
W

1

2 (
):

rASSMOTRIM SISTEMU LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ DLQ NAHOV-
DENIQ WARIACIONNOGO RE[ENIQ ZADA^I (1.40), (1.41)

NX
j=1

L(vi; vj)�j = (f; vi): (1.42)

oBOZNA^IM ^EREZ ~f WEKTOR PRAWYH ^ASTEJ SISTEMY fi = (f; vi): dLQ L@-
BOJ FUNKCII uh 2W 1

2 (
) FORMALXNO OPREDELIM

uhij(xl) = �h�2
Z


@iu

h@jvd
;

jjuhjj22 =
NX
l=1

2X
i;j=1

(uhij(xl))
2:

w SLU^AE RAWNOMERNOJ TRIANGULQCII WYRAVENIQ vij SOWPADA@T S SOOT-
WETSTWU@]IMI KONE^NO-RAZNOSTNYMI APPROKSIMACIQMI WTORYH PROIZ-
WODNYH.
zAPI[EM (1.42) W SLEDU@]EM WIDE:

�(uh11 + uh22) + (quh; vl)=h
2 = fl=h

2; l = 1; : : : ; N:

wOZWEDEM OBE ^ASTI RAWENSTWA W KWADRAT I PROSUMMIRUEM:

NX
l=1

(uh11(xl))
2 + (uh22(xl))

2+
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(quh; vl)
2=h4 + 2uh11u

h
22 � 2uh11(qu

h; vl)=h
2

�2uh22(quh; vl)=h2 =
NX
l=1

f2l =h
4:

iSPOLXZUQ FORMULY INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM [59], PREOBRAZUEM WYRA-
VENIE

NX
l=1

uh11(xl)u
h
22(xl) = �

NX
l=1

uh1(xl)(u
h
22(xl))1 =

=
NX
l=1

uh12(xl))
2:

dALEE, ISPOLXZUQ " | NERAWENSTWO, OCENIM

NX
l=1

uh11(qu
h; vl)=h

2 �
NX
l=1

"=2(uh11)
2 +

NX
l=1

(quh; vl)
2=(2"h4):

sLAGAEMOE
PN
l=1(qu

h; vl)2 MOVNO OCENITX

NX
l=1

(quh; vl)
2 � Cjj~f jj2;

GDE C | NEKOTORAQ KONSTANTA, NE ZAWISQ]AQ OT h. oKON^ATELXNO POLU-
^AEM OCENKU

NX
l=1

uh
2
11 + uh

2
22 + uh

2
12 � Cjj~f jj2=h4;

ILI
jjuhjj2 � Cjj~fjj=h2; (1.43)

GDE C | NEKOTORAQ KONSTANTA, NE ZAWISQ]AQ OT h.
dALEE, ESLI " = u�uh, TO, SLEDUQ OB]EJ TEORII RAZNOSTNYH SHEM [59],

POLU^AEM OCENKU
jj"jj2C � h2 ; (1.44)

GDE  | NEKOTORAQ OGRANI^ENNAQ FUNKCIQ, ZAWISQ]AQ OT u; f; q I PRO-
IZWODNYH.

1.5. aPPROKSIMACIQ KUBI^ESKIMI \LEMENTAMI

rASSMOTRIM SLU^AJ RAWNOMERNOJ TRIANGULQCII. pUSTX T | PRQMO-
UGOLXNYJ TREUGOLXNIK S KATETAMI, RAWNYMI h, z1; z2; z3 | EGO WER[INY,
z0 | TO^KA PERESE^ENIQ MEDIAN.
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bUDEM STROITX KUBI^ESKIE \LEMENTY IZ C0 TAKIM OBRAZOM. nA KAV-
DOM TREUGOLXNIKE MY POTREBUEM WYPOLNENIQ SOOTNO[ENIJ:

s(zl) = uh(zl); @is(zl) = @hi u
h(zl); l = 1; 2; 3; i = 1; 2;

POTREBUEM TAKVE WYPOLNENIQ RAWENSTWA W CENTRE TREUGOLXNIKA

Ls(z0) = f(z0):

tAKIM OBRAZOM, DLQ POSTROENIQ s NA T POLU^AEM SISTEMU IZ 10 LINEJ-
NYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ, ^TO POLNOSTX@ OPREDELQET s.
pREDSTAWIM s W WIDE

s(x; y) =
3X

�=0

X
i+j=�

aijx
iyj:

lEMMA 4. dLQ KO\FFICIENTOW aij; i+ j = 2; 3 POLINOMA s SPRAWED-
LIWY SLEDU@]IE OCENKI:

jaijj � Kijh
�i�j(

3X
l=1

(uh11(zl) + uh12(zl) + uh22(zl)) + f(z0)):

dLQ DOKAZATELXSTWA DOSTATO^NO WYPISATX PREDSTAWLENIE aij ^EREZ
uh(zl), @

h
i u

h(zl), f(z0). zATEM PODSTAWITX WMESTO @hi u
h(zl) IH KONE^NO-

RAZNOSTNYE WYRAVENIQ I PEREGRUPPIROWATX SLAGAEMYE. tOGDA, NAPRI-
MER,

a11 = uh12(z2) + 3=4f(z0);

a21 = h�1(uh11(z3)� 4uh11(z2)� uh22(z1) + uh22(z1) + 2uh22(z2))=4:

2

nESLOVNO UBEDITXSQ, ^TO W SILU DOKAZANNOJ LEMMY WYPOLNENO SOOT-
NO[ENIE:

j@ijs(x; y)j � K
3X

i+j=2

3X
�=1

juhij(z�)j: (1.45)
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|LEMENTY INTERWALXNOGO ANALIZA

2.1. iNTERWALXNYE ^ISLA

pOD INTERWALXNYM ^ISLOM a MY BUDEM PONIMATX WE]ESTWENNYJ OT-
REZOK [a; a], GDE a � a.mNOVESTWO INTERWALXNYH ^ISEL MY BUDEM OBOZNA-
^ATX ^EREZ R. pRI a = a = a INTERWALXNOE ^ISLO BUDEM OTOVDESTWLQTX
S WE]ESTWENNYM ^ISLOM a, SLEDOWATELXNO R � R. w DALXNEJ[EM MY BU-
DEM NAZYWATX INTERWALXNYE ^ISLA PROSTO INTERWALAMI. {IRINOJ a |
\TO WELI^INA

wid(a) = a� a;

SEREDINA | POLUSUMMA

med(a) = (a+ a)=2:

eSLI S | NEPUSTOE OGRANI^ENNOE MNOVESTWO W Rn, TO EGO INTERWALX-
NOJ OBOLO^KOJ2S OPREDELIM NAIMENX[IJ PO WKL@^ENI@ INTERWALXNYJ
WEKTOR, SODERVA]IJ S.
aRIFMETI^ESKIE OPERACII NAD INTERWALXNYMI ^ISLAMI WWEDEM SLE-

DU@]IM OBRAZOM. pUSTX a; b 2 R, TOGDA POLOVIM
a � b = fx � yjx 2 a; y 2 bg;

GDE ZNAK (�) | ODNA IZ OPERACIJ +;�; �; =. pRI DELENII INTERWAL
b = [b; b] NE DOLVEN SODERVATX NOLX. wWEDENNYE WY[E OPERACII \KWIWA-
LENTNY SLEDU@]IM:

a+ b = [a; a] + [b; b] = [a+ b; a+ b];

a� b = [a; a]� [b; b] = [a� b; a� b];
a � b = [a; a] � [b; b] = [min(ab; ab; ab; ab); max(ab; ab; ab; ab)];

31
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a=b = [a; a]=[b; b] = [a; a] � [1=b; 1=b]; 0 =2 [b; b]:

eSLI a I b WYROVDA@TSQ W WE]ESTWENNYE ^ISLA, TO \TI RAWENSTWA
SOWPADA@T S OBY^NYMI ARIFMETI^ESKIMI OPERACIQMI. iNTERWALXNYE
OPERACII SLOVENIQ I UMNOVENIQ OSTA@TSQ KOMMUTATIWNYMI I ASSOCI-
ATIWNYMI, T.E. a,b,c 2 R

a+ b = b + a; a + (b + c) = (a + b) + c;

a � b = b � a; a � (b � c) = (a � b) � c:
eSLI r(x) | NEPRERYWNAQ UNARNAQ OPERACIQ NA R, TO

r(X) = [min
x2X

r(x);max
x2X

r(x)]

OPREDELQET SOOTWETSTWU@]U@ EJ OPERACI@ NA R. pRIMERAMI TAKIH
UNARNYH OPERACIJ MOGUT SLUVITX

exp(X); ln(X); sin(X); : : :

tEPERX UKAVEM OTLI^IQ INTERWALXNOJ ARIFMETIKI OT OBY^NOJ. wMESTO
DISTRIBUTIWNOSTI UMNOVENIQ OTNOSITELXNO SLOVENIQ DLQ a; b; c 2 R,
T.E. a(b+ c) = ab+ ac, WYPOLNQETSQ SUBDISTRIBUTIWNOSTX

a(b + c) � ab + ac:
zAMETIM, ^TO R NE QWLQETSQ POLEM: \LEMENTY R NE IME@T OBRATNYH
\LEMENTOW OTNOSITELXNO SLOVENIQ I UMNOVENIQ. w ^ASTNOSTI, a - a 6= 0
I a/a 6= 1. wMESTO \TOGO DEJSTWU@T DWA DRUGIH PRAWILA SOKRA]ENIQ:

1. iZ a+ b = a+ c SLEDUET b = c;
2. iZ ab = ac I 0 =2 a

�
SLEDUET b = c.

iNTERWALXNYE ARIFMETI^ESKIE OPERACII OBLADA@T SWOJSTWOM MONO-
TONNOSTI PO WKL@^ENI@: IZ USLOWIJ a � c; b � d SLEDU@T WKL@^ENIQ

a+ b � c+ d; a� b � c� d;
ab � cd; a=b � c=d ESLI 0 =2 d:

uNARNYE OPERACII OBLADA@T SHODNYMI SWOJSTWAMI:

X � Y ) r(X) � r(X);

x 2 Y ) r(x) 2 r(X):
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mY RAS[IRIM OTNO[ENIQ PORQDKA � 2 f<;�; >;�g NA INTERWALXNYE
PEREMENNYE:

x � y , ~x � ~y DLQ WSEH ~x 2 x; ~y 2 y:
rASSTOQNIE � MEVDU DWUMQ INTERWALAMI a, b OPREDELQETSQ SLEDU@]IM
OBRAZOM

�(a; b) = maxfja� bj; ja� bjg:
dLQ WYROVDENNYH INTERWALOW WWEDENNOE RASSTOQNIE SWODITSQ K OBY^-
NOMU RASSTOQNI@ MEVDU WE]ESTWENNYMI ^ISLAMI:

�(a; b) = ja� bj:
rASSMOTRENNAQ WY[E METRIKA NA R QWLQETSQ ^ASTNYM SLU^AEM HAUS-
DORFOWOJ.
eSLI U I V | NEPUSTYE KOMPAKTNYE MNOVESTWA WE]ESTWENNYH ^ISEL,

TO HAUSDORFOWO RASSTOQNIE OPREDELQETSQ KAK

�(U; V ) = maxfsup
v2V

inf
u2U

�(u; v); sup
u2U

inf
v2V

�(u; v)g:

wWODQ NA MNOVESTWE METRIKU, MY DELAEM EGO TOPOLOGI^ESKIM PROSTRAN-
STWOM. pRI \TOM PONQTIQ SHODIMOSTI I NEPRERYWNOSTI MOGUT BYTX IS-
POLXZOWANY OBY^NYM OBRAZOM. pOSLEDOWATELXNOSTI INTERWALOW SHODQT-
SQ, ESLI SHODQTSQ POSLEDOWATELXNOSTI GRANIC INTERWALOW. mETRI^ESKOE
PROSTRANSTWO R S METRIKOJ � QWLQETSQ ZAMKNUTYM METRI^ESKIM PRO-
STRANSTWOM, I WWEDENNYE ARIFMETI^ESKIE OPERACII NEPRERYWNY.

2.2. gISTOGRAMMNAQ ARIFMETIKA

pUSTXX1;X2; : : : ;XN | NEZAWISIMYE SLU^AJNYE WELI^INY I Y OPRE-
DELQETSQ FUNKCIONALXNOJ ZAWISIMOSTX@

Y = f(X1;X2; : : : ;XN): (2.1)

pREDPOLOVIM, ^TO PRI WY^ISLENII FUNKCII f ISPOLXZU@TSQ ARIF-
METI^ESKIE OPERACII f+;�; �; =g I OPERACII WOZWEDENIQ W STEPENX f"g,
NAHOVDENIQ MAKSIMUMA I MINIMUMA fmax;ming. sLU^AJNYE WELI^INY
Xl; l = 1; 2; : : : ; N PRINIMA@T ZNA^ENIQ W INTERWALAH [al; al], I PLOTNOSTX
IH RASPREDELENIQ ZADAETSQ KUSO^NO-POSTOQNNOJ FUNKCIEJ Pl(x) SLEDU@-
]EGO WIDA: TO^KI f�lm;m = 0; 1; : : : ;Mlg OBRAZU@T INTERWALY POSTOQN-
NYH ZNA^ENIJ FUNKCII Pl. tAKIE SLU^AJNYE WELI^INY BUDEM NAZYWATX
GISTOGRAMMNYMI ^ISLAMI ILI GISTOGRAMMAMI.
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tREBUETSQ WY^ISLITX PLOTNOSTX WEROQTNOSTI PY WELI^INY Y S ZA-
DANNOJ TO^NOSTX@ W KLASSE KUSO^NO-POSTOQNNYH FUNKCIJ | GISTO-
GRAMM.
dLQ \TOJ CELI MY ZAMENIM OBY^NYE OPERACII NA OPERACII NAD GIS-

TOGRAMMNYMI PEREMENNYMI.
iZWESTNY ANALITI^ESKIE FORMULY DLQ OPREDELENIQ PLOTNOSTI WE-

ROQTNOSTI REZULXTATOW ARIFMETI^ESKIH DEJSTWIJ NAD SLU^AJNYMI WE-
LI^INAMI. nAPRIMER, DLQ NAHOVDENIQ PLOTNOSTI WEROQTNOSTI PX1+X2

SUMMY DWUH SLU^AJNYH WELI^IN X1 +X2 ISPOLXZUETSQ SOOTNO[ENIE

PX1+X2 =
Z 1

�1
P1(x � v)P2(v)dv =

Z 1
�1

P1(v)P2(x� v)dv; (2.2)

DLQ NAHOVDENIQ PLOTNOSTI WEROQTNOSTI PX1=X2
^ASTNOGO DWUH SLU-

^AJNYH WELI^IN X1=X2

PX1=X2
=
Z 1
0
vP1(xv)P2(v)dv �

Z 0

�1
P1(v)P2(x � v)dv: (2.3)

nA OSNOWE FORMUL TIPA (2.2), (2.3) DLQ SPECIALXNO PODOBRANNYH RAZ-
BIENIJ INTERWALOW ZNA^ENIJ ISHODNYH SLU^AJNYH WELI^IN W NEKOTORYH
SLU^AQH UDAETSQ WOSSTANOWITX TO^NO FUNKCI@ PLOTNOSTI WEROQTNOSTI.
oDNAKO W SLU^AQH PROIZWOLXNYH RAZBIENIJ \TI FORMULY NE UDOBNY DLQ
^ISLENNYH RAS^ETOW.
oSNOWNYE PRINCIPY RAZRABOTKI GISTOGRAMMNYH OPERACIJ PRODEMON-

STRIRUEM NA PRIMERE OPERACII SLOVENIQ. pUSTX Z = X1 + X2, TOGDA
PLOTNOSTX WEROQTNOSTI Z OTLI^NA OT NULQ NA INTERWALE [�1

0+�
2
0; �

1
M1

+
�2
M2
]. oBOZNA^IM dk; k = 0; 1; : : : ;K | TO^KI DELENIQ \TOGO INTERWALA

NA K OTREZKOW. tOGDA WEROQTNOSTX POPADANIQ WELI^INY Z W INTERWAL
[dk; dk+1] OPREDELQETSQ PO FORMULE

Pz;k = (
Z

k

Z
P1(x)P2(y)dxdy)=(dk+1 � dk);

GDE 
k = f(x; y)jdk � x + y � dk+1g.
oBOZNA^IM �ij | DEKARTOWO PROIZWEDENIE OTREZKA [�1

i ; �
1
i+1], NA

[�2
i ; �

2
i+1]. tOGDA

Pz;k = (
M1�1X
i=0

M2�1X
j=0

Z
�ij\
k

Z
P1iP2jdxdy)=(dk+1 � dk) = (2.4)

(
M1�1X
i=0

M2�1X
j=0

P1iP2jj�ij \ 
kj)=(dk+1 � dk):



|LEMENTY INTERWALXNOGO ANALIZA 35

zDESX j�ij \ 
kj | PLO]ADX PERESE^ENIQ PRQMOUGOLXNIKA �ij S 
k.
o^EWIDNO, ^TO TO^NOSTX WOSSTANOWLENIQ FUNKCII PLOTNOSTI WERO-

QTNOSTI SLU^AJNOJ WELI^INY Z ZAWISIT OT DROBNOSTI DELENIQ IN-
TERWALA EE ZNA^ENIJ. w PRAKTI^ESKIH RAS^ETAH DLQ UPRO]ENIQ OPE-
RACIJ PO REZERWIROWANI@ PAMQTI WSE PROMEVUTO^NYE OPERACII MOV-
NO WYPOLNQTX S FIKSIROWANNYM, NO DOSTATO^NO BOLX[IM KOLI^EST-
WOM TO^EK DELENIQ. dLQ SOKRA]ENIQ KOLI^ESTWA WY^ISLENIJ W FORMULE
(2.4) OTNO[ENIE j�ij \
kj=j�ijj MOVNO ZAMENITX PRIBLIVENNOJ OCENKOJ
(Bij �Aij)=(C2 � C1), GDE

Aij = inf
(x;y)2�ij

(x+ y) = �1
0 + �2

0;

Bij = sup
(x;y)2�ij

(x + y) = �1
M1

+ �2
M2
;

[C1; C2] = [Aij; Bij] \ [dk; Dk+1]:

pROWEDEM OCENKU TO^NOSTI WOSSTANOWLENIQ FUNKCII PLOTNOSTI WE-
ROQTNOSTI DLQ OPERACII SLOVENIQ. pREDPOLOVIM, ^TO TO^KI f�lm;m =
0; 1; : : : ;Mlg OBRAZU@T RAWNOMERNOE RAZBIENIE OTREZKOW [al; al], A TO^KI
fdk; k = 0; : : : ;Kg OSU]ESTWLQ@T RAWNOMERNOE DELENIE OTREZKA [a0; a0],
QWLQ@]EGOSQ INTERWALOM DOPUSTIMYH ZNA^ENIJ SLU^AJNOJ WELI^INY
Z = X1 + X2. pUSTX � = (a0 � a0)=K | DLINA KAVDOGO IZ INTERWA-
LOW [dk; dk+1]; k = 0; : : : ;K � 1.
w SOOTWETSTWII S PRINQTYM PODHODOM K OPREDELENI@ ZNA^ENIQ PLOT-

NOSTI Pz;k NA INTERWALE [dk; dk+1] IMEEM

PZ;k =
1

�

Z dk+1

dk
PZ(v)dv;

GDE PZ(v) | TO^NOE ZNA^ENIE FUNKCII PLOTNOSTI WEROQTNOSTI SLU^AJ-
NOJ WELI^INY Z. pO\TOMU

min
v2[dk;dk+1]

PZ(v) � PZ;k � max
v2[dk;dk+1]

PZ(v):

w SILU \TIH NERAWENSTW PRI x 2 [dk; dk+1] IMEEM

jPZ(x) � PZ;kj � max
x;y2[dk;dk+1]

jPZ(x) � PZ(y)j:

wOSPOLXZOWAW[ISX FORMULOJ (2.2), POLU^AEM

jPZ(x) � PZ(y)j �
Z 1
�1

P1(v)jP2(x � v)� P2(y � v)jdv �M2!(P2)�;
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GDE !(P2)maxjvj��;x2[a2;a2]P2(x+ v)� P2(x). aNALOGI^NO MOVNO POKAZATX,
^TO

jPZ(x) � PZ(y)j �M1!(P1)�:

oBOZNA^IM C(+; P1; P2) = minfM1!(P1);M2!(P2)g, TOGDA DLQ L@BOGO
INTERWALA [dk; dk+1]

jPZ(x)� PZ;kj � C(+; P1; P2)�:

pO\TOMU DLQ TOGO, ^TOBY POSTROENNAQ KUSO^NO-POSTOQNNAQ APPROKSI-
MACIQ FUNKCII PZ(x) OTLI^ALASX NE BOLEE ^EM NA ZADANNU@ WELI^INU ",
KOLI^ESTWO TO^EK RAWNOMERNOGO DELENIQ INTERWALA [a0; a0] DOLVNO UDOW-
LETWORQTX NERAWENSTWU

K � C(+; P1; P2)(a0 � a0)=":

aNALOGI^NYE OCENKI MOVNO POLU^ITX I DLQ DRUGIH ARIFMETI^ES-
KIH OPERACIJ. eSLI PLOTNOSTI WEROQTNOSTI SLU^AJNYH WELI^IN X1 I
X2 UVE QWLQ@TSQ REZULXTATOM PROMEVUTO^NYH DEJSTWIJ ILI KUSO^NO-
POSTOQNNOJ APPROKSIMACIEJ GLADKIH PLOTNOSTEJ RASPREDELENIJ S KO-
NE^NYM NOSITELEM, TO DLQ OCENKI TO^NOSTI GISTOGRAMMNYH OPERACIJ
POSTUPAEM SLEDU@]IM OBRAZOM. wWODIM OTKLONENIQ \TIH WELI^IN OT
TO^NYH RASPREDELENIJ di = Pi�P 0

i , GDE P
0
i | TO^NOE ZNA^ENIE PLOTNOS-

TI WEROQTNOSTI, A Pi | KUSO^NO-POSTOQNNAQ APPROKSIMACIQ. wELI^INY
di UDOWLETWORQ@T SOOTNO[ENI@ jdij � Ci�i, GDE �i | DLINA INTERWALA
RAZBIENIQ WELI^INY Xi; Ci | SOOTWETSTWU@]AQ POSTOQNNAQ.
tO^NOE ZNA^ENIE PLOTNOSTI WEROQTNOSTI SLU^AJNOJ WELI^INY X1 +

X2, SOGLASNO FORMULE (2.2), RAWNO

P 0
X1+X2

=
Z 1
�1

P 0
1 (v)P

0
2 (x � v)dv =

=
Z 1

�1
(P 0

1 (v) + d1(v))(P
0
2 (x � v) + d2(x � v))dv =

=
Z 1
�1

P1(v)P2(x� v)dv +
Z 1
�1

d1(v)P2(x� v)dv+

+
Z 1

�1
P1(v)d2(x � v)dv +

Z 1

�1
d1(v)d2(x � v)dv:

oBOZNA^IM ^EREZ PX1+X2
KUSO^NO-POSTOQNNU@ APPROKSIMACI@ WYRA-

VENIQ
R1
�1 P1(v)P2(x � v)dv: tOGDA

jP 0
X1+X2

� PX1+X2
j � jP 0

X1+X2
�
Z 1
�1

P1(v)P2(x � v)dvj+
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+j
Z 1

�1
P1(v)P2(x � v)dv � PX1+X2j:

wTOROE SLAGAEMOE W \TOJ FORMULE OCENIWAETSQ PRIWEDENNYM WY[E ME-
TODOM. dLQ PERWOGO SLAGAEMOGO SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ

jP 0
X1+X2

�
Z 1

�1
P1(v)P2(x � v)dvj

� C1�1 + C2�2 + C1�1C2�2minfj supp P1j; j supp P2jg;
GDE j supp Pij | MERA NOSITELQ FUNKCII Pi.
iSPOLXZUQ ALGORITM RAS^ETA FUNKCII (2.1) I PRIWEDENNU@ WY-

[E TEHNIKU OCENKI TO^NOSTI, POLU^AEM OCENKU OTKLONENIQ KUSO^NO-
POSTOQNNOJ APPROKSIMACII, NAJDENNOJ S POMO]X@ GISTOGRAMMNOJ
ARIFMETIKI, OT TO^NOGO ZNA^ENIQ PLOTNOSTI WEROQTNOSTI. |TA OCENKA
BUDET ZAWISETX OT KOLI^ESTWA TO^EK DELENIQ INTERWALOW ZNA^ENIJ PRO-
MEVUTO^NYH WELI^IN. iSPOLXZUQ \TU ZAWISIMOSTX, MOVNO WY^ISLITX
TO^NOSTX PROMEVUTO^NYH OPERACIJ.
w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM RE[ENIE SLEDU@]EJ PROSTEJ[EJ

SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ:

a1;1x1 + a1;2x2 = b1; (2.5)

a2;2x2 = b2;

GDE a1;1; a2;2 = [1; 2], a1;2 = [0; 1], b1; b2 = [1; 2]. gISTOGRAMMY x1; x2 PRIWE-
DENY NA RIS.2.1.
kAK WIDNO IZ PRIWEDENNOGO RISUNKA, ISPOLXZOWANIE GISTOGRAMMNOJ

ARIFMETIKI POZWOLQET OPREDELITX NAIBOLEE WEROQTNYE U^ASTKI POPA-
DANIQ NEIZWESTNYH.

2.3. iNTERWALXNYE RAS[IRENIQ

w \TOM RAZDELE MY BUDEM RASSMATRIWATX NEPRERYWNYE WE]ESTWENNYE
FUNKCII. pRIMEM PRI \TOM, ^TO WSE FUNKCII, S KOTORYMI MY BUDEM
IMETX DELO, MOVNO WY^ISLITX ISPOLXZUQ KONE^NOE ^ISLO ARIFMETI^ES-
KIH OPERACIJ I OPERANDOW. tAKIE FUNKCII MY W DALXNEJ[EM BUDEM NA-
ZYWATX RACIONALXNYMI. oDNA I TA VE RACIONALXNAQ FUNKCIQ f MOVET
IMETX NESKOLXKO ANALITI^ESKIH PREDSTAWLENIJ.
iNTERWALXNO-ZNA^NAQ FUNKCIQ f NAZYWAETSQ MONOTONNOJ PO WKL@-

^ENI@, ESLI DLQ WEKTOROW a; b 2 Rn IZ SOOTNO[ENIQ a � b WYTEKAET,
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-1 -0.4 0.2 0.8 1.4 2.0 0.5 0.8 1.1 1.4 1.7 2.0

0.004

0.11

0.52

0.31

0.044

0.22

0.39

0.24

0.10

0.03

rIS. 2.1.

^TO
f(a) � f(b):

zAMETIM, ^TO SOGLASNO METODU MATEMATI^ESKOJ INDUKCII IZ MONOTON-
NOSTI PO WKL@^ENI@ DLQ INTERWALXNYH OPERACIJ \TO SWOJSTWO SPRA-
WEDLIWO DLQ L@BOGO RACIONALXNOGO WYRAVENIQ f(x), SODERVA]EGO PE-
REMENNYE x1; :::;xn I INTERWALXNYE KONSTANTY c1; :::; cm.
pUSTX f(x) | WE]ESTWENNAQ FUNKCIQ, NEPRERYWNAQ W OBLASTI a �

Rn. oB_EDINENNYM RAS[IRENIEM \TOJ FUNKCII MY BUDEM NAZYWATX IN-
TERWALXNU@ FUNKCI@ fun(x) PEREMENNYH x = (x1; :::;xn) � a, ZADAWAE-
MU@ RAWENSTWOM

fun(x) =
[
x2x

f(x): (2.6)

nEPRERYWNOSTX FUNKCII f QWLQETSQ GARANTIEJ TOGO, ^TO PRI KAVDOM x
PRAWAQ ^ASTX W (2.6) BUDET KONE^NYM OTREZKOM.
kAK WIDNO IZ (2.6), OB_EDINENNOE RAS[IRENIE MONOTONNO PO WKL@-

^ENI@. kROME TOGO ONO MINIMALXNO IZ WSEH WOZMOVNYH INTERWALXNYH
RAS[IRENIJ.
nAZOWEM INTERWALXNYM RAS[IRENIEM WE]ESTWENNOJ FUNKCII f(x),

x 2 D � Rn, INTERWALXNU@ FUNKCI@ f , x 2 Rn TAKU@, ^TO

f(x) = f(x); 8x 2 D:
tOGDA DLQ L@BOGO MONOTONNOGO PO WKL@^ENI@ INTERWALXNOGO RAS[IRE-
NIQ f IMEET MESTO WKL@^ENIE

fun(x) � f (x); x � D:
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rASSMOTRIM WE]ESTWENNU@ RACIONALXNU@ FUNKCI@ f(x); x 2 Rn.
dLQ NEE INTERWALXNOE RAS[IRENIE MOVNO POLU^ITX ESTESTWENNYM PU-
TEM, ESLI ZAMENITX ARGUMENTY xi I ARIFMETI^ESKIE OPERACII SOOTWET-
STWENNO INTERWALXNYMI ^ISLAMI I OPERACIQMI. kAK UVE GOWORILOSX,
POLU^ENNOE TAKIM OBRAZOM ESTESTWENNOE RAS[IRENIE fne(x) BUDET MO-
NOTONNO PO WKL@^ENI@. pO\TOMU

fun(x) � fne(x)

DLQ L@BYH x 2 Rn, DLQ KOTORYH OPREDELENA PRAWAQ ^ASTX.
oTMETIM, ^TO ESTESTWENNOE INTERWALXNOE RAS[IRENIE SU]ESTWENNO

ZAWISIT OT SPOSOBA ZAPISI RACIONALXNOGO WYRAVENIQ.
sU]ESTWU@T SPOSOBY PREDSTAWLENIQ RACIONALXNYH WYRAVENIJ KOG-

DA ESTESTWENNOE INTERWALXNOE RAS[IRENIE SOWPADAET S OB_EDINENNYM
[90].

tEOREMA 13. pUSTX f(x1; ::; xn) | RACIONALXNOE WYRAVENIE, W KO-
TOROM KAVDAQ PEREMENNAQ WSTRE^AETSQ NE BOLEE ODNOGO RAZA I TOLXKO

W PERWOJ STEPENI, fne(x1; :::;xn) | EGO ESTESTWENNOE RAS[IRENIE. tO-
GDA

fun(x1; :::;xn) = fne(x1; :::;xn)

DLQ L@BOGO NABORA (x1; :::;xn), TAKOGO, ^TO fne(x1; :::;xn) IMEET SMYSL.
2

w SLU^AE, KOGDA NE UDAETSQ DOSTIGNUTX SITUACII, KOGDA KAVDAQ PERE-
MENNAQ WSTRE^AETSQ TOLXKO ODIN RAZ, PO KRAJNEJ MERE NADO STREMITXSQ
K UMENX[ENI@ ^ISLA WHOVDENIJ KAVDOJ PEREMENNOJ. |TO OBY^NO PRI-
WODIT K UMENX[ENI@ [IRINY INTERWALXNOGO RAS[IRENIQ.
sUPERPOZICII RACIONALXNYH I \LEMENTARNYH FUNKCIJ OHWATYWA-

@T PODAWLQ@]U@ ^ASTX NUVNYH NAM PRIMENENIJ. mY BUDEM NAZYWATX
ESTESTWENNYM INTERWALXNYM RAS[IRENIEM TAKIH WYRAVENIJ INTER-
WALXNYE FUNKCII, W KOTORYH WE]ESTWENNYE ARGUMENTY ZAMENENY IN-
TERWALXNYMI ^ISLAMI, A WE]ESTWENNYE ARIFMETI^ESKIE OPERACII |
INTERWALXNYMI OPERACIQMI.
pUSTX F | MNOVESTWO WE]ESTWENNYH FUNKCIJ, DLQ KOTORYH MY MO-

VEM STROITX OB_EDINENNYE INTERWALXNYE RAS[IRENIQ. w \TO MNOVEST-
WO MY WKL@^IM WSE \LEMENTARNYE FUNKCII fsin; cos; ln; exp; : : :g, IH RA-
CIONALXNYE KOMBINACII I SUPERPOZICII.
rASSMOTRIM OBOB]ENIE TEOREMY 13. dLQ f 2 F PREDPOLOVIM, ^TO

MY MOVEM PREDSTAWITX f(x1; : : : ; xn) KAK RACIONALXNOE WYRAVENIE OT
NEKOTORYH FUNKCIJ gi(xk; : : : ; xl).
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pUSTX FUNKCII gi OBLADA@T SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:
1) DLQ KAVDOJ FUNKCII gi POSTROENO OB_EDINENNOE RAS[IRENIE;
2) NABORY PEREMENNYH DLQ RAZNYH FUNKCIJ gi POPARNO NE PERESEKA-

@TSQ.
tOGDA, SDELAW ZAMENU PEREMENNYH zi = gi(xk; : : : ; xl), MY POPADAEM W

OBLASTX DEJSTWIQ TEOREMY 13 I MOVEM POSTROITX DLQ f OB_EDINENNOE
RAS[IRENIE.
pRIMER 1. rASSMOTRIM FUNKCI@ DWUH PEREMENNYH f(x; y) = xy +

x+ y + 1. eSTESTWENNOE INTERWALXNOE RAS[IRENIE \TOJ FUNKCII NE BU-
DET SOWPADATX S OB_EDINENNYM, POSKOLXKU PEREMENNYE x; y WSTRE^A@TSQ
BOLEE ODNOGO RAZA. w KA^ESTWE FUNKCIJ gi MOVNO WZQTX g1(x) = x + 1,
g2(y) = y + 1. tOGDA f(x; y) = g1(x)g2(y) I, SOOTWETSTWENNO, f (x;y) =
g1(x)g2(y).
zAMETIM, ^TO PREDSTAWLENIE FUNKCII f SO SWOJSTWAMI 1), 2) W BOLX-

[INSTWE SLU^AEW NEWOZMOVNO. oDNAKO MY BUDEM STREMITXSQ WYPOLNITX
\TI SWOJSTWA KAK MOVNO POLNEE. eSTESTWENNO PREDPOLOVITX, ^TO TAKIH
PREDSTAWLENIJ BUDET NESKOLXKO. oBOZNA^IM ^EREZ f j RAZLI^NYE INTER-
WALXNYE RAS[IRENIQ, POROVDENNYE \TIMI PREDSTAWLENIQMI. tOGDA W
KA^ESTWE NAILU^[EGO IZ WOZMOVNYH INTERWALXNYH RAS[IRENIJ MY MO-
VEM WZQTX

f (x1; : : : ;xn) = \jf j(x1; : : : ;xn):

|TOT PROSTOJ PRIEM NA PRAKTIKE POZWOLQET SU]ESTWENNO SNIVATX [I-
RINU INTERWALXNYH RAS[IRENIJ.
zAMETIM, ^TO ESTESTWENNYE INTERWALXNYE RAS[IRENIQ, KAK PRAWILO,

IME@T ZNA^ITELXNO BOLEE [IROKIE INTERWALY W SRAWNENII S OB_EDI-
NENNYMI RAS[IRENIQMI. rASSMOTRIM PRIEM UMENX[ENIQ [IRINY IN-
TERWALXNYH WY^ISLENIJ, OPISANNYJ W [89]. iDE@ POQSNIM NA PRIMERE
FUNKCIJ ODNOJ PEREMENNOJ.
pUSTX f : a ! R NEPRERYWNAQ FUNKCIQ, A fne(x) | EE ESTESTWENNOE

INTERWALXNOE RAS[IRENIE. rAZOBXEM a NA p INTERWALOW RAWNOJ DLINY

a =
p[
i=1

ai; wid(ai) = wid(a)=p:

tOGDA INTERWAL b =
pS
i=1
fne(ai) PO-PREVNEMU BUDET SODERVATX OB_EDI-

NENNOE RAS[IRENIE fun(a), NO, KAK PRAWILO, BUDET IMETX MENX[U@ [I-
RINU, ^EM fne(ai):

fun(a) � b � fne(a): (2.7)
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bOLEE TOGO, PRI p!1
wid(b) � wid(fun(a)) = O(1=p): (2.8)

w PRINCIPE \TOT PRIEM MOVNO RASPROSTRANITX I NA BOLX[IE RAZ-
MERNOSTI, W TOM ^ISLE OSTANUTSQ SPRAWEDLIWYMI SWOJSTWA (2.7) I (2.8).
nO DLQ n PEREMENNYH WEKTOR (a1; :::;an) BUDET PODRAZDELQTXSQ UVE NA
pn RAWNYH ^ASTEJ. pO\TOMU PRI PRAKTI^ESKIH WY^ISLENIQH \TOT PRIEM
ISPOLXZUETSQ TOLXKO DLQ NEBOLX[IH RAZMERNOSTEJ.
eSLI IZWESTNY INTERWALXNYE RAS[IRENIQ PERWYH PROIZWODNYH, TO

MOVNO POSTROITX INTERWALXNYE RAS[IRENIQ SLEDU@]IM OBRAZOM.
pUSTX, NAPRIMER, f : Rn ! R NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ FUNK-

CIQ NA a 2 Rn I gi | INTERWALXNYE RAS[IRENIQ PERWYH PROIZWODNYH
gi = @f=@xj. pUSTX c = med(x), GDE x 2 Rn. tOGDA DLQ WSEH x 2 x

f(x) = f(c) +
nX
j=1

gj(�)(xj � cj); � 2 x:

zAMENQQ PROIZWODNYE IH INTERWALXNYMI RAS[IRENIQMI, POLU^IM SO-
OTNO[ENIE

f(x) � f(c) +
nX

j=1
gj(x)(xj � cj);

EGO PRAWAQ ^ASTX OPREDELQET INTERWALXNU@ FUNKCI@

fmv(x) = f (c) +
nX

j=1

gj(x)(xj � cj);

KOTORAQ OBY^NO NAZYWAETSQmv-FORMOJ (mean value form [90]). sPRAWED-
LIW SLEDU@]IJ REZULXTAT [75].

tEOREMA 14. pUSTX PROIZWODNYE gj DLQ WSEH j = 1; :::; n UDOWLETWO-
RQ@T USLOWI@ lIP[ICA NA a, I PRI wid(x)! 0

wid(gj(x)� wid(gj;un(x)) = O(wid(x)) 8j = 1; :::; n I 8x � a: (2.9)

tOGDA

wid(fmv(x) � wid(fun(x)) = O(wid2(x)) 8x � a: (2.10)

eSLI WMESTO (2.9) SPRAWEDLIWA BOLEE GRUBAQ OCENKA

wid(gj(x)) � c 8j = 1; :::; n; 8x � a; (2.11)

TO WMESTO (2.10) WYPOLNQETSQ SOOTNO[ENIE

wid(fmv(x) � wid(fun(x)) = O(wid(x)) 8x � a:2
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tAKIM OBRAZOM, IMEQ INTERWALXNYE RAS[IRENIQ PROIZWODNYH, MOVNO
POLU^ATX mv-FORMU FUNKCII, OBLADA@]EJ BOLX[EJ ASIMPTOTI^ESKOJ
TO^NOSTX@, ^EM ISHODNYE RAS[IRENIQ PROIZWODNYH.
nIVE MY RASSMOTRIM PODHOD, POZWOLQ@]IJ STROITX BLIZKIE K OPTI-

MALXNYM INTERWALXNYE RAS[IRENIQ DLQ NEKOTORYH KLASSOW FUNKCIJ.

2.4. iNTERWALXNYE RAS[IRENIQ POLINOMOW MNOGIH

PEREMENNYH

w \TOM RAZDELE IZLOVEN ALGORITM NAHOVDENIQ INTERWALXNYH RAS[I-
RENIJ POLINOMOW MNOGIH PEREMENNYH, PRIWEDENNYJ W RABOTE [33].
pUSTX f(x); x 2 Rn | WE]ESTWENNAQ RACIONALXNAQ FUNKCIQ. dLQ NEE

INTERWALXNOE RAS[IRENIE MOVNO POLU^ITX ESTESTWENNYM PUTEM, ESLI
ZAMENITX PEREMENNYE xi I ARIFMETI^ESKIE OPERACII| INTERWALXNYMI
PEREMENNYMI I OPERACIQMI. pOLU^ENNOE TAKIM OBRAZOM INTERWALXNOE
RAS[IRENIE BUDET MONOTONNYM PO WKL@^ENI@.
rASSMOTRIM METOD NAHOVDENIQ INTERWALXNYH RAS[IRENIJ DLQ FUNK-

CIJ WIDA

f(x) =
2X

i;j=0

aijxixj;

GDE x0 = 1 I aij 2 aij, xi 2 xi. dALEE OBOZNA^IM x = (x1; x2; : : : ; xn). nEOB-
HODIMOSTX NAHOVDENIQ OPTIMALXNYH RAS[IRENIJ DLQ POLINOMIALXNYH
FUNKCIJ WOZNIKAET W RAZLI^NYH PRILOVENIQH, NAPRIMER, PRI RE[ENII
SISTEM NELINEJNYH URAWNENIJ METODOM PROSTOJ ITERACII, PRI NAHOV-
DENII DWUSTORONNIH RE[ENIJ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ S PRAWY-
MI ^ASTQMI, IME@]IMI UKAZANNYJ WID. nAIBOLEE ^ASTO TAKIE ZADA^I
WSTRE^A@TSQ W HIMI^ESKOJ KINETIKE.
zAMETIM, ^TO POSTROENIE INTERWALXNOGO RAS[IRENIQ f MOVNO SWESTI

K NAHOVDENI@ minx f;maxx f I PREDSTAWLENIQ

f = [min
x

f;max
x

f ]:

nAJDEM maxx f . oSNOWNAQ IDEQ METODA ZAKL@^AETSQ W TOM, ^TOBY POPY-
TATXSQ NAJTI PEREMENNYE xi, DLQ KOTORYH

0 62 @xif (x): (2.12)

tOGDA, W ZAWISIMOSTI OT ZNAKA @xif (x), ZNA^ENIE maxx f BUDET DOSTI-
GATXSQ DLQ GRANI^NYH ZNA^ENIJ xi. w SILU PRIWEDENNOJ WY[E TEOREMY
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13, ESTESTWENNOE INTERWALXNOE RAS[IRENIE DLQ f BUDET SOWPADATX S OB_-
EDINENNYM.
pUSTX I: fijwid(xi) 6= 0g | MNOVESTWO INDEKSOW, TAKIH, ^TO i 2 I )

wid(xi) 6= 0. cIKLI^NO PROWERQEM PEREMENNYE xi; i 2 I. dLQ TEH PERE-
MENNYH xi, PO KOTORYM UDALOSX USTANOWITX USLOWIQ (2.12), PROIZWODIM
ZAMENU xi NA xi ILI xi W SOOTWETSTWII SO ZNAKOM @xif (x) I ISKL@^AEM IH
INDEKS IZ I. cIKL PRODOLVAETSQ DO TEH POR, POKA USLOWIE (2.12) WYPOL-
NQETSQ HOTQ BY ODIN RAZ NA MNOVESTWE I I IDET SUVENIE INTERWALOW.
tEM SAMYM MY OKON^ATELXNO FORMIRUEM x� � x.

wYBEREM PEREMENNYE xi, PO KOTORYM WYPOLNENY DWA USLOWIQ:
A) f NE SODERVIT KWADRAT DANNOJ PEREMENNOJ;
B) x�i { IMEET NENULEWU@ [IRINU.
pREOBRAZUEM FUNKCI@ f . pRI PEREMENNOJ TAKOGO WIDA MOVNO PRI-

WESTI PODOBNYE ^LENY TAK, ^TOBY ONA WSTRE^ALASX NE BOLEE ODNOGO RAZA
I TOLXKO W PERWOJ STEPENI. tOGDA ONA NE BUDET DAWATX WKLADA W O[IB-
KU PRI WY^ISLENII INTERWALXNOGO RAS[IRENIQ NA INTERWALE x�.mOVET
OKAZATXSQ, ^TO PRI WSEH WYDELENNYH TAKIM OBRAZOM PEREMENNYH ODNO-
WREMENNO PRIWESTI PODOBNYE ^LENY NE UDAETSQ. tOGDA PRIWODIM PODOB-
NYE ^LENY PRI TEH PEREMENNYH, PRI KOTORYH \TO WOZMOVNO SDELATX
ODNOWREMENNO, I POLU^AEM FUNKCI@ f̂ .

dALEE WY^ISLIM �f { OCENKU MAKSIMUMA FUNKCII f̂ NA x�. |TU OCENKU
UDOBNO SDELATX S POMO]X@ METODA wOLKOWA [20], TAK KAK W NEM ISPOLXZU-
@TSQ OCENKI S POMO]X@ PARABOL PO KAVDOJ PEREMENNOJ. w NA[EM SLU^AE
PARABOLY TO^NO OTRAVA@T POWEDENIE FUNKCII. w METODE ISPOLXZUET-
SQ INFORMACIQ O WTORYH PROIZWODNYH, KOTORYE DLQ RASSMATRIWAEMOJ
FUNKCII f QWLQ@TSQ FIKSIROWANNYMI INTERWALAMI.
zADADIMSQ TO^NOSTX@ ", NAHOVDENIQ MAKSIMUMA FUNKCII f̂ . pUSTX

f0 { ZNA^ENIE FUNKCII f̂ W SEREDINE INTERWALA x�. eSLI

jf0 � �f j < ";

TO S^ET OKON^EN. w PROTIWNOM SLU^AE MY MOVEM WOSPOLXZOWATXSQ AL-
GORITMOM DELENIQ BOLX[EJ STORONY INTERWALA POPOLAM ILI NEBOLX-
[OJ EGO MODERNIZACIEJ: DELENIE NA TRI ^ASTI, T.E. PREDSTAWLENIE x� =
x1 [ x2 [ x3. dALEE DLQ KAVDOGO xi PRODELYWAEM OPISANNYE WY[E PRO-
CEDURY I OPREDELQEM, W KAKOM xi NAHODITSQ TO^KA MAKSIMUMA FUNKCII.
aLGORITM ZAKAN^IWAET SWO@ RABOTU W ODNOM IZ SLEDU@]IH SLU^AEW:

1) MNOVESTWO I PUSTO;
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2) [IRINA BOLX[EJ GRANI x� MENX[E " |

max
i2I

wid(x�i ) < ":

3) �f SODERVIT KAVDU@ PEREMENNU@ xi; i 2 I TOLXKO ODIN RAZ I TOLXKO W
PERWOJ STEPENI.
rASSMOTRIM NESKOLXKO PRIMEROW.
pRIMER 2. pUSTX DANA FUNKCIQ f = 2x2 � 2xy + y + 2x. tREBUETSQ

NAJTI EE INTERWALXNOE RAS[IRENIE NA INTERWALE x = [0; 1]� [0; 1]. nAJ-
DEM ESTESTWENNYE INTERWALXNYE RAS[IRENIQ PROIZWODNYH f 0x = [0; 6],
f 0y = [�1; 1]. tAKIM OBRAZOM, DLQ PEREMENNOJ x1 NA INTERWALE x ESTX
MONOTONNOSTX. sLEDOWATELXNO, x� = 1 � [0; 1]. wY^ISLQQ f 0y, POLU^AEM
f 0y = �1. nOWYJ INTERWAL x� = 1 � 0 IMEET NULEWU@ [IRINU, TO^KA
(1; 0) | TO^KA MAKSIMUMA FUNKCII f . aNALOGI^NO NAHODITSQ TO^KA MI-
NIMUMA. tAKIM OBRAZOM, f (x) = [0; 4].

pRIMER 3. pUSTX DANA FUNKCIQ f = 2xy + z2 + xz � 2x + 2z. tRE-
BUETSQ NAJTI EE INTERWALXNOE RAS[IRENIE NA INTERWALE x = [�1; 1] �
[0; 1] � [0; 1]. kAK I W PRIMERE 2, NAHODIM INTERWALXNYE RAS[IRENIQ
^ASTNYH PROIZWODNYH f 0x = [�2; 1], f 0y = [�2; 2], f 0z = [1; 5]. tOGDA
x� = [�1; 1] � [0; 1] � 1. pOWTORNO WY^ISLQEM f 0x = [�1; 1], f 0y = [�2; 2].
sUVENIE INTERWALOW DALX[E NE PROISHODIT.
pEREMENNAQ x UDOWLETWORQET USLOWIQM ALGORITMA: NE SODERVIT KWAD-

RATA I wid(x�) = 2. pRIWODIM PODOBNYE ^LENY PO x. pOLU^AEM FUNKCI@
f = x(2y+ z� 2)+ z2+2z, ESTESTWENNOE INTERWALXNOE RAS[IRENIE \TOJ
FUNKCII NA INTERWALE x� = [�1; 1]�[0; 1]�1 SOWPADAET S OB_EDINENNYM,
POSKOLXKU WSE INTERWALXNYE PEREMENNYE WSTRE^A@TSQ TOLXKO ODIN RAZ
I TOLXKO W PERWOJ STEPENI (z NE INTERWALXNAQ PEREMENNAQ).
zAMETIM, ^TO ALGORITM POSTROENIQ INTERWALXNOGO RAS[IRENIQ MOV-

NO RASPROSTRANITX I NA BOLEE OB]IE SLU^AI POLINOMOW STEPENI m OT
n PEREMENNYH. pOKAVEM KAK \TO MOVNO SDELATX NA PRIMERE POLINOMA
TRETXEJ STEPENI OT TREH PEREMENNYH

f(x) =
3X

i;j;k=0

aijkxixjxk:

w P.1 ALGORITMA OB_EDINENNOE INTERWALXNOE RAS[IRENIE UVE NE BUDET
SOWPADATX S IH ESTESTWENNYM INTERWALXNYM RAS[IRENIEM. wSLEDSTWIE
\TOGO NALI^IE MONOTONNOSTI PO NEKOTORYM PEREMENNYM MOVET OKAZATX-
SQ NEWYQWLENNYM. dLQ UTO^NENIQ ZNA^ENIJ PROIZWODNYH ZAMETIM, ^TO
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ONI | POLINOMY WTOROJ STEPENI I NEOBHODIMO USTANOWITX LIBO OTRI-
CATELXNOSTX ZNA^ENIQ MAKSIMUMA ^ASTNOJ PROIZWODNOJ NA INTERWALE x,
LIBO POLOVITELXNOSTX ZNA^ENIQ EE MINIMUMA NA INTERWALE x. sTAWQ
ZADA^U TAKIM OBRAZOM, MY SWODIM EE K UVE UPOMQNUTOMU SLU^A@| NA-
HOVDENI@ INTERWALXNOGO RAS[IRENIQ DLQ POLINOMOW WTOROJ STEPENI.
tAKIM OBRAZOM, MOVNO REKURSIWNO PONIVATX STEPENX POLINOMOW I DO-

BIWATXSQ ZNA^ITELXNOGO SUVENIQ [IRINY INTERWALXNYH RAS[IRENIJ.
oPISANNYJ WY[E PODHOD MOVNO RASPROSTRANITX NA SLU^AJ PROIZ-

WOLXNYH WE]ESTWENNYH FUNKCIJ, DLQ KOTORYH IZWESTNY INTERWALXNYE
RAS[IRENIQ gi. pREDPOLOVIM, ^TO IZWESTNY INDEKSY i, PRI KOTORYH

0 62 gi(x): (2.13)

|TO OZNA^AET, ^TO PO \TIM PEREMENNYM FUNKCIQ MONOTONNA I, SLEDO-
WATELXNO, NIVNQQ I WERHNQQ GRANICY FUNKCII DOSTIGA@TSQ PRI GRA-
NI^NYH ZNA^ENIQH INTERWALA. iSHODQ IZ \TOGO MY MOVEM POLOVITX
f (x) = f (z1); f(x) = f (z2), GDE

z1;i =

8>>><
>>>:
xi; ESLI gi > 0;
xi; ESLI gi < 0;
xi; ESLI gi 3 0;

z2;i =

8>>><
>>>:
xi; ESLI gi < 0;
xi; ESLI gi > 0;
xi; ESLI gi 3 0:

tAKIM OBRAZOM, WY^ISLENIE KAVDOJ IZ GRANIC INTERWALXNOGO RAS[IRE-
NIQ SWODITSQ K WY^ISLENI@ INTERWALXNYH RAS[IRENIJ TOJ VE FUNKCII,
NO PRI BOLEE UZKIH ZNA^ENIQH INTERWALXNOGO ARGUMENTA. dALEE K KAV-
DOMU TAKOMU WY^ISLENI@ INTERWALXNOGO RAS[IRENIQ MY MOVEM WNOWX
PRIMENITX ODNU IZ PERE^ISLENNYH WY[E PROCEDUR.
pRIMER 4. rASSMOTRIM SLEDU@]U@ FUNKCI@ TREH PEREMENNYH, ZA-

DANNU@ NA [0; 1]3, a = b = c = 0:5:

f(x1; x2; x3) = ax1x2x3 + 2x1x2 + 2bx2x3 + cx1 � (1� b)x2 � bx3:

nESLOVNO PODS^ITATX, ^TO

@1f(x1;x2;x3) = [c; 2 + a+ c] > 0;

@2f(x1;x2;x3) = [�1� b; 1 + a+ b] 3 0;

@3f(x1;x2;x3) = [�b; a+ b] 3 0:
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pOSKOLXKU f(x1; x2; x3) MONOTONNO WOZRASTAET PO x1, TO DLQ NAHOVDENIQ
f MY MOVEM POLOVITX x1 = x1 = 1. oTNOSITELXNO POWEDENIQ FUNKCII
PO WTOROMU I TRETXEMU ARGUMENTAM MY NI^EGO OPREDELENNOGO SKAZATX
NE MOVEM. w \TOM SLU^AE

@2f(x1;x2;x3) = [1� b; 1 + a+ b] > 0;

@3f(x1;x2;x3) = [�b; a+ b] 3 0:

dALEE PRI x1 = x1 = 1 W SILU POLOVITELXNOSTI ^ASTNOJ PROIZWODNOJ PO
WTOROMU ARGUMENTU f(x1; x2; x3) WOZRASTAET PO x2, SLEDOWATELXNO, MOVNO
POLOVITX x2 = x2 = 1. pRI FIKSIROWANNYH ZNA^ENIQH x1 = 1; x2 = 1

@3f(x1; x2;x3) = a+ b > 0:

tAKIM OBRAZOM, NAM UDALOSX POSLEDOWATELXNO POSTROITX WERHN@@ GRA-
NICU INTERWALXNOGO RAS[IRENIQ W WIDE

f (x1;x2;x3) = f(x1; x2; x3):

aNALOGI^NO MOVNO POSTROITX I NIVN@@ GRANICU

f (x1;x2;x3) = f(x1; x2; x3):

nESLOVNO WIDETX, ^TO POSTROENNOE INTERWALXNOE RAS[IRENIE SOWPADAET
S OB_EDINENNYM INTERWALXNYM RAS[IRENIEM.

2.5. mETODY MINIMIZACII FUNKCIJ

mETOD ZOLOTOGO SE^ENIQ

pUSTX 
 | NEKOTOROE MNOVESTWO IZ R, f(x) | FUNKCIQ, OPREDELEN-
NAQ NA 
 I PRINIMA@]AQ WO WSEH TO^KAH 
 KONE^NYE ZNA^ENIQ. bUDEM
RASSMATRIWATX ZADA^U MINIMIZACII FUNKCII f(x) NA 
.

oPREDELENIE 1. tO^KU x� 2 
 NAZYWA@T TO^KOJ MINIMUMA FUNK-
CII NA 
, ESLI f(x�) � f(x);8x 2 
; WELI^INU f(x�) NAZYWA@T NAI-
MENX[IM ZNA^ENIEM f(x) NA 
. mNOVESTWO WSEH TO^EK MINIMUMA NA

 BUDEM OBOZNA^ATX X�.

oPREDELENIE 2. fUNKCI@ f(x) NAZOWEM UNIMODALXNOJ NA OTREZKE

[a; b], ESLI ONA NEPRERYWNA NA [A; b], I SU]ESTWU@T ^ISLA �, �, a � � �
� � b TAKIE, ^TO 1) f(x) STROGO MONOTONNO UBYWAET PRI a � x � �
(ESLI A < �); 2) f(x) STROGO MONOTONNO WOZRASTAET PRI � � x � b
(ESLI � < b), 3) f(x) = infx2[A;b] f(x) PRI � � x � �.
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sLU^AI, KOGDA ODIN ILI DWA IZ OTREZKOW [A; �], [�; �], [�; b] WYROVDA-
@TSQ W TO^KU, ZDESX NE ISKL@^A@TSQ. w ^ASTNOSTI, ESLI � = �, TO f(x)
NAZOWEM STROGO UNIMODALXNOJ NA OTREZKE [A; b].
pRIMER 5. fUNKCIQ f(x) = jxj+ jx� 1j � 1 UNIMODALXNA NA L@BOM

OTREZKE [A; b]; FUNKCIQ sin2(�=x) STROGO UNIMODALXNA NA [2=3; 2], NO NE
BUDET UNIMODALXNOJ NA [1=2; 2].
pEREJDEM K OPISANI@ METODA MINIMIZACII UNIMODALXNOJ FUNKCII

NA OTREZKE.
kAK IZWESTNO, ZOLOTYM SE^ENIEM OTREZKA NAZYWAETSQ DELENIE OTREZ-

KA NA DWE NERAWNYE ^ASTI TAK, ^TOBY OTNO[ENIE DLINY WSEGO OTREZ-
KA K DLINE BOLX[EJ ^ASTI RAWNQLOSX OTNO[ENI@ DLINY BOLX[EJ ^AS-
TI K DLINE MENX[EJ ^ASTI OTREZKA. nETRUDNO PROWERITX, ^TO ZOLO-
TOE SE^ENIE OTREZKA [A; b] PROIZWODITSQ DWUMQ TO^KAMI x1 = A + (3 �p
5)(b � a)=2 = A + 0; 381966011:::(b� A) I x2 = a + (

p
5 � 1)(b � a)=2 =

a + 0; 618033989:::(b� A), RASPOLOVENNYMI SIMMETRI^NO OTNOSITELXNO
SEREDINY OTREZKA, PRI^EM a < x1 < x2 < b,

(b� a)=(b�x1) = (b�x1)=(x1� a) = (b� a)=(x2� a) = (x2� a)=(b�x2) =

= (
p
5 + 1)=2 = 1; 618033989:::

zAME^ATELXNO ZDESX TO, ^TO TO^KA x1 W SWO@ O^EREDX PROIZWODIT ZO-
LOTOE SE^ENIE OTREZKA [A; x2], TAK KAK x2 � x1 < x1 � A = b � x2 I
(x2 � a)=(x1 � a) = (x1 � a)=(x2 � x1). aNALOGI^NO TO^KA x2 PROIZWODIT
ZOLOTOE SE^ENIE OTREZKA [x1; b]. oPIRAQSX NA \TO SWOJSTWO ZOLOTOGO SE^E-
NIQ, MOVNO PREDLOVITX SLEDU@]IJ METOD MINIMIZACII UNIMODALXNOJ
FUNKCII f(x) NA OTREZKE [A; b].
pOLOVIM A1 = A; b1 = b. nA OTREZKE [a1; b1] WOZXMEM TO^KI [x1; x2],

PROIZWODQ]IE ZOLOTOE SE^ENIE, I WY^ISLIM ZNA^ENIQ f(x1), f(x2). dA-
LEE, ESLI f(x1) � f(x2), TO PRIMEM a2 = a1, b2 = x2, x2 = x1; ESLI
VE f(x1) > f(x2), TO a2 = x1, b2 = b1, x2 = x2. tAK KAK FUNKCIQ f(x)
UNIMODALXNA NA [A; b], TO OTREZOK [a2; b2] IMEET HOTQ BY ODNU OB]U@
TO^KU SO MNOVESTWOM X�, TO^EK MINIMUMA f(x) NA [A; b]. kROME TOGO,
b2 � a2 = (

p
5 � 1)(b � a)=2, I WESXMA WAVNO TO, ^TO WNUTRI [a2; b2] SO-

DERVITSQ TO^KA x2 S WY^ISLENNYM ZNA^ENIEM f(x2) = minff(x1); f(x2)g,
KOTORAQ PROIZWODIT ZOLOTOE SE^ENIE OTREZKA [a2; b2].
pUSTX UVE OPREDELENY TO^KI x1; x2; :::; xn�1, WY^ISLENY ZNA^ENIQ

f(x1), f(x2),...,f(xn�1), NAJDEN OTREZOK [an�1; bn�1] TAKOJ, ^TO [an�1; bn�1]\
X� 6= ;, I IZWESTNA TO^KA xn�1, PROIZWODQ]AQ ZOLOTOE SE^ENIE OTREZKA
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[an�1; bn�1] I TAKAQ, ^TO f(xn�1) = min1�in�1 f(xi); n � 2. tOGDA W KA-
^ESTWE SLEDU@]EJ TO^KI WOZXMEM TO^KU xn = An�1 + bn�1 � xn�1, TAK-
VE PROIZWODQ]U@ ZOLOTOE SE^ENIE OTREZKA [an�1; bn�1], WY^ISLIM ZNA^E-
NIE f(xn). pUSTX DLQ OPREDELENNOSTI an�1 < xn < xn�1 < bn�1 (SLU^AJ
xn�1 < xn RASSMATRIWAETSQ ANALOGI^NO). eSLI f(xn) � f(xn�1), TO POLA-
GAEM an = An�1, bn = xn�1, xn = xn, ESLI VE f(xn) > f(xn�1), TO an = xn,
bn = bn�1, xn = xn�1, nOWYJ OTREZOK [an; bn] TAKOW, ^TO [an; bn] \X� 6= ;,
bn � an = ((

p
5 � 1)=2)n�1(b � a), TO^KA xn PROIZWODIT ZOLOTOE SE^ENIE

[an; bn] I f(xn) = min1�i�n f(xi).

eSLI ^ISLO WY^ISLENIJ ZNA^ENIJ f(x) ZARANEE NE OGRANI^ENO, TO OPI-
SANNYJ PROCESS MOVNO PRODOLVATX, NAPRIMER, DO TEH POR, POKA NE WY-
POLNITSQ NERAWENSTWO bn � An < ", GDE " | ZADANNAQ TO^NOSTX. eSLI
VE ^ISLO WY^ISLENIJ ZNA^ENIJ FUNKCII f(x) ZARANEE VESTKO ZADANO I
RAWNO n, TO PROCESS NA \TOM ZAKAN^IWAETSQ.
oBSUDIM WOZMOVNOSTI ^ISLENNOJ REALIZACII METODA ZOLOTOGO SE^E-

NIQ NA |wm. zAMETIM, ^TO ^ISLO
p
5 NA |wm NEIZBEVNO BUDET ZADAWATX-

SQ PRIBLIVENNO, PO\TOMU PERWAQ TO^KA x1 BUDET NAJDENA S NEKOTOROJ PO-
GRE[NOSTX@. |TA POGRE[NOSTX S WOZRASTANIEM n RASTET O^ENX BYSTRO
[12]. pO\TOMU ISPOLXZOWANIE NAPRAWLENNYH OKRUGLENIJ PRI WY^ISLENII
[An; bn] BUDET GARANTIROWATX WYPOLNENIE USLOWIQ [an; bn] \X� 6= ;.
iMEETSQ DOSTATO^NO PROSTAQ MODIFIKACIQ METODA ZOLOTOGO SE^ENIQ,

POZWOLQ@]AQ IZBEVATX SLI[KOM BYSTROGO WOZRASTANIQ POGRE[NOSTEJ
PRI OPREDELENII TO^EK xn, A IMENNO NA KAVDOM OTREZKE [An; bn] PRI WY-
BORE SLEDU@]EJ TO^KI xn NUVNO OSTEREGATXSQ POLXZOWATXSQ FORMULOJ
xn+1 = an + bn � xn I WMESTO \TOGO LU^[E NEPOSREDSTWENNO PROIZWESTI
ZOLOTOE SE^ENIE OTREZKA [An; bn].

mETOD LOMANYH

oPISANNYE WY[E METODY ^ASTO PRIHODITSQ PRIMENQTX BEZ APRIORNO-
GO ZNANIQ O TOM, ^TO MINIMIZIRUEMAQ FUNKCIQ QWLQETSQ UNIMODALXNOJ.
oDNAKO W \TOM SLU^AE POGRE[NOSTI W OPREDELENII MINIMALXNOGO ZNA-
^ENIQ I TO^EK MINIMUMA FUNKCII MOGUT BYTX ZNA^ITELXNYMI. nAPRI-
MER, PRIMENENIE \TIH METODOW K MINIMIZACII NEPRERYWNYH NA OTREZKE
FUNKCIJ PRIWEDET, WOOB]E GOWORQ, LI[X W OKRESTNOSTX TO^KI LOKALXNO-
GO MINIMUMA, W KOTOROJ ZNA^ENIE FUNKCII MOVET O^ENX OTLI^ATXSQ OT
ISKOMOGO MINIMALXNOGO ZNA^ENIQ NA OTREZKE. pO\TOMU PREDSTAWLQETSQ
WAVNYM RAZRABOTKA METODOW POISKA GLOBALXNOGO MINIMUMA, POZWOLQ@-



|LEMENTY INTERWALXNOGO ANALIZA 49

]IH STROITX MINIMIZIRU@]IE POSLEDOWATELXNOSTI I POLU^ITX GARAN-
TIROWANNYE RE[ENIQ ZADA^ MINIMIZACII DLQ FUNKCIJ, NE OBQZATELXNO
UNIMODALXNYH.
zDESX MY RASSMOTRIM ODIN IZ TAKIH METODOW DLQ KLASSA FUNKCIJ,

UDOWLETWORQ@]IH USLOWI@ lIP[ICA NA OTREZKE. nAPOMNIM

oPREDELENIE 3. gOWORQT, ^TO FUNKCIQ f(x) UDOWLETWORQET USLO-
WI@ lIP[ICA NA OTREZKE [A; b], ESLI SU]ESTWUET POSTOQNNAQ L > 0
TAKAQ, ^TO

f(x) � f(y) 2 L(x � y); x; y 2 [A; b]: (2.14)

pOSTOQNNU@ L NAZYWA@T KONSTANTOJ lIP[ICA FUNKCII f(x) NA [A; b].
uSLOWIE (2.14) IMEET PROSTOJ GEOMETRI^ESKIJ SMYSL: ONO OZNA^AET,

^TO UGLOWOJ KO\FFICIENT (TANGENS UGLA NAKLONA) HORDY, SOEDINQ@]EJ
DWE TO^KI (x; f(x)), (y; f(y)) GRAFIKA FUNKCII, SODERVITSQ W L DLQ WSEH
TO^EK x; y;2 [A; b]. iZ (2.14) SLEDUET, ^TO FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA
OTREZKE [A; b], TAK ^TO [12] MNOVESTWO X� TO^EK MINIMUMA f(x) NA [A; b]
NEPUSTO [12].

tEOREMA 15. pUSTX FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA OTREZKE [A; b] I NA
KAVDOM, OTREZKE ai = [Ai; ai+1], [A; b] = [iai, UDOWLETWORQET USLOWI@

(2.14) S KONSTANTOJ Li. tOGDA f(x) UDOWLETWORQET USLOWI@ (2.14) NA
WSEM OTREZKE S KONSTANTOJ L = [iLi.

tEOREMA 16. pUSTX FUNKCIQ f(x) DIFFERENCIRUEMA NA OTREZKE

[A; b] I EE PROIZWODNAQ f 0(x) NA \TOM OTREZKE OGRANI^ENA. tOGDA f(x)
UDOWLETWORQET USLOWI@ (2.14) S KONSTANTOJ L = f 0([a; b]).

pUSTX FUNKCIQ f(x) UDOWLETWORQET USLOWI@ (2.14) NA OTREZKE [A; b].
zAFIKSIRUEM KAKU@-LIBO TO^KU v 2 [a; b] I OPREDELIM FUNKCI@

l(x; v) =

8<
: f(v) + Lx� v; x 2 [a; v];
f(v) + Lx� v; x 2 [v; b]:

o^EWIDNO, FUNKCIQ l(x; v) KUSO^NO-LINEJNA NA [A; b], I GRAFIK EE |
LOMANAQ LINIQ, SOSTAWLENNAQ IZ OTREZKOW DWUH PRQMYH, IME@]IH UG-
LOWYE KO\FFICIENTY L I L I PERESEKA@]IHSQ W TO^KE (v; f(v)). kROME
TOGO, W SILU USLOWIQ (2.14)

f(x) � l(x; v);8x 2 [a; b]: (2.15)
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|TO ZNA^IT, ^TO GRAFIK FUNKCII f(x) LEVIT WY[E LOMANOJ l(x; v) PRI
WSEH Ix 2 [A; b] I IMEET S NEJ OB]U@ TO^KU (v; f(v)).
sWOJSTWO (2.15) LOMANOJ l(x; v) MOVNO ISPOLXZOWATX DLQ POSTROE-

NIQ SLEDU@]EGO METODA, KOTORYJ NAZOWEM METODOM LOMANYH. |TOT ME-
TOD NA^INAETSQ S WYBORA PROIZWOLXNOJ TO^KI x0 2 [A; b] I SOSTAW-
LENIQ FUNKCII l0(x; x0) = l(x; x0). sLEDU@]AQ TO^KA x1 OPREDELQET-
SQ IZ USLOWIJ l0(x1) = minx2[a;b] l0(x). dALEE BERETSQ NOWAQ FUNKCIQ
l1(x) = maxfl(x; u1); l0(x)g I O^EREDNAQ TO^KA x2 NAHODITSQ IZ USLOWIJ
l1(x2) = minx2[a;b] l1(x), x2 2 [a; b] I T.D.
pUSTX TO^KI x0; x� 1; :::; xn UVE IZWESTNY. tOGDA SOSTAWLQETSQ FUNK-

CIQ
ln(x) = maxfl(x; xn); ln�1g = max

0��n
l(x; xn)

I SLEDU@]AQ TO^KA xn+1 OPREDELQETSQ USLOWIQMI

ln(xn+1) = min
x2[a;b]

ln(x); xn+1 2 [a; b]:

eSLI MINIMUM ln(x) NA [a; b] DOSTIGAETSQ W NESKOLXKIH TO^KAH, TO W
KA^ESTWE xn+1 MOVNO WZQTX L@BU@ IZ NIH. mETOD LOMANYH OPISAN.
o^EWIDNO, ln(x) QWLQETSQ KUSO^NO-LINEJNOJ FUNKCIEJ I GRAFIK EE

PREDSTAWLQET SOBOJ NEPRERYWNU@ LOMANU@ LINI@, SOSTOQ]U@ IZ OT-
REZKOW PRQMYH S UGLOWYMI NAKLONAMI L ILI L.
tAKIM OBRAZOM, NA KAVDOM [AGE METODA LOMANYH ZADA^A MINIMI-

ZACII FUNKCII f(x) ZAMENQETSQ BOLEE PROSTOJ ZADA^EJ MINIMIZACII
KUSO^NO-LINEJNOJ FUNKCII ln(x), KOTORAQ PRIBLIVAET f(x) SNIZU, PRI-
^EM POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ fln(x)g MONOTONNO WOZRASTAET.
tEOREMA 17. pUSTX f(x) | PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ, UDOWLETWORQ@-

]AQ NA OTREZKE [A; b] USLOWI@ (2.14). tOGDA POSLEDOWATELXNOSTX xn,
POLU^ENNAQ S POMO]X@ OPISANNOGO METODA LOMANYH, TAKOWA, ^TO

1) limn!1 f(xn) = limn!1 ln(xn+1) = f� = infx2[a;b] f(x), PRI^EM SPRA-
WEDLIWA OCENKA

0 � f(xn) � f� � f(xn) � ln(xn); n = 1; 2; :::; (2.16)

2) fxng SHODITSQ KO MNOVESTWU X� TO^EK MINIMUMA f(x) NA [A; b].

tAKIM OBRAZOM, S POMO]X@ METODA LOMANYH MOVNO POLU^ITX RE[E-
NIE ZADA^ MINIMIZACII PERWOGO I WTOROGO TIPOW DLQ FUNKCIJ, UDOW-
LETWORQ@]IH USLOWI@ (2.14). pROSTA I UDOBNA DLQ PRAKTI^ESKOGO IS-
POLXZOWANIQ FORMULA (2.16), DA@]AQ OCENKU NEIZWESTNOJ POGRE[NOSTI,
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^EREZ IZWESTNYE WELI^INY, WY^ISLQEMYE W PROCESSE REALIZACII METO-
DA LOMANYH. |TOT METOD NE TREBUET UNIMODALXNOSTI MINIMIZIRUEMOJ
FUNKCII, BOLEE TOGO, FUNKCIQ MOVET IMETX SKOLXKO UGODNO TO^EK LO-
KALXNOGO \KSTREMUMA NA RASSMATRIWAEMOM OTREZKE. nA KAVDOM [AGE ME-
TODA LOMANYH NUVNO MINIMIZIROWATX KUSO^NO-LINEJNU@ FUNKCI@, ^TO
MOVET BYTX SDELANO PROSTYM PEREBOROM IZWESTNYH WER[IN LOMANOJ
ln(x), PRI^EM ZDESX PEREBOR SU]ESTWENNO UPRO]AETSQ BLAGODARQ TOMU,
^TO LOMANAQ ln(x) OTLI^AETSQ OT LOMANOJ ln�1(x) NE BOLEE ^EM DWUMQ
NOWYMI WER[INAMI. k DOSTOINSTWU METODA OTNOSITSQ I TO, ^TO ON SHO-
DITSQ PRI L@BOM WYBORE NA^ALXNOJ TO^KI x0.
k NEDOSTATKAM METODA LOMANYH SLEDUET OTNESTI TO, ^TO S UWELI^ENI-

EM ^ISLA [AGOW n RASTET TREBUEMYJ OB_EM PAMQTI |wm DLQ HRANENIQ
KOORDINAT WER[IN LOMANOJ ln(x). w SLEDU@]EM PARAGRAFE BUDET RAS-
SMOTREN DRUGOJ METOD, PO SWOEJ IDEE BLIZKIJ K METODU LOMANYH, NO
PRED_QWLQ@]IJ MENEE VESTKIE TREBOWANIQ K OB_EMU PAMQTI I BOLEE
UDOBNYJ DLQ REALIZACII NA |wm.

mETOD KASATELXNYH

oPREDELENIE 4. fUNKCIQ f(x), OPREDELENNAQ NA OTREZKE [A; b], NA-
ZYWAETSQ WYPUKLOJ NA \TOM OTREZKE, ESLI

f(�u + (1 � �)v) � �f(u) + (1 � �)f(v)
PRI WSEH u; v 2 [A; b], 8� 2 [0; 1].

pUSTX FUNKCIQ f(x) WYPUKLA I DIFFERENCIRUEMA NA OTREZKE [a; b],
TAKAQ FUNKCIQ UDOWLETWORQET USLOWI@ lIP[ICA I UNIMODALXNA NA
[A; b].pO\TOMU DLQ MINIMIZACII f(x) NA [A; b] PRIMENIMY PO^TI WSE OPI-
SANNYE WY[E METODY, W ^ASTNOSTI METOD LOMANYH. oDNAKO ESLI ZNA^E-
NIQ FUNKCII f(x) I EE PROIZWODNOJ f 0(x) WY^ISLQ@TSQ DOSTATO^NO PRO-
STO, TO MOVNO PREDLOVITX DRUGOJ, WOOB]E GOWORQ, BOLEE \FFEKTIWNYJ
WARIANT METODA LOMANYH, KOGDA W KA^ESTWE ZWENXEW LOMANYH BERUTSQ
OTREZKI KASATELXNYH K GRAFIKU f(x) W SOOTWETSTWU@]IH TO^KAH.
zAFIKSIRUEM KAKU@-LIBO TO^KU v 2 [a; b] I OPREDELIM FUNKCI@

l(x; v) = f(v) + f 0(v)(x � v); x 2 [a; b]:

sOGLASNO [12]
l(x; v) � f(x);8x 2 [a; b]: (2.17)
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w KA^ESTWE NA^ALXNOGO PRIBLIVENIQ WOZXMEM L@BU@ TO^KU x0 2 [a; b]
(NAPRIMER, x0 = a), SOSTAWIM FUNKCI@ l0(x) = l(x; x0) I OPREDELIM
TO^KU x1 2 [a; b] IZ USLOWIQ l0(x1) = minx2[a;b] l0(x) (QSNO, ^TO PRI
f 0(x0) 6= 0 BUDET x1 = a ILI x1 = b). dALEE, BEREM NOWU@ FUNKCI@
l1(x) = maxfl(x; x1); l0(x)g I SLEDU@]U@ TO^KU x2 2 [a; b] NAJDEM IZ
USLOWIQ l1(x2) = minx2[a;b] l1(x) I T.D. eSLI TO^KI x0; x � 1; :::; xn UVE
IZWESTNY, TO SOSTAWLQEM FUNKCI@

ln(x) = maxfl(x; xn); ln�1g = max
0��n

l(x; xn)

I SLEDU@]U@ TO^KU xn+1 OPREDELIM IZ USLOWIJ

ln(xn+1) = min
x2[a;b]

ln(x); xn+1 2 [a; b]:

eSLI PRI KAKOM-LIBO n � 0 OKAVETSQ f 0(xn + 0) � 0, f 0(xn � 0) � 0
(ESLI a < xn < b, TO \TO RAWNOSILXNO USLOWI@ f 0(xn) = 0, TO ZADA^A
MINIMIZACII UVE RE[ENA I ITERACII NA \TOM ZAKAN^IWA@TSQ.
nETRUDNO WIDETX, ^TO ln(x) | NEPRERYWNAQ KUSO^NO-LINEJNAQ FUNK-

CIQ I EE GRAFIK PREDSTAWLQET SOBOJ LOMANU@, SOSTOQ]U@ IZ OTREZKOW
KASATELXNYH K GRAFIKU FUNKCII f(x) W TO^KAH x0; x� 1; :::; xn. pO\TOMU
OPISANNYJ METOD ESTESTWENNO NAZWATX METODOM KASATELXNYH.

tEOREMA 18. pUSTX FUNKCIQ f(x) NA OTREZKE [a; b] WYPUKLA I DIF-
FERENCIRUEMA, A POSLEDOWATELXNOSTX fxng POLU^ENA OPISANNYM WY[E

METODOM KASATELXNYH, PRI^EM xn 62 X�, n = 0; 1; ::: tOGDA
1) limn!1 f(xn) = limn!1 ln(xn+1) = f� = infx2[a;b] f(x), I SPRAWEDLIWA

OCENKA

0 � f(xn) � f� � f(xn) � ln(xn); n = 1; 2; :::;

2) fxng SHODITSQ KO MNOVESTWU X� TO^EK MINIMUMA f(x) NA [A; b]
ILI, TO^NEE, fxng IMEET NE BOLEE DWUH PREDELXNYH TO^EK, SOWPADA@]IH
S x� = inf X� ILI x� = supX�.

mETOD KASATELXNYH OBLADAET WSEMI DOSTOINSTWAMI METODA LOMANYH.
nEDOSTATOK \TOGO METODA: ON PRIMENIM LI[X W SLU^AE, KOGDA MINIMI-
ZIRUEMAQ FUNKCIQ WYPUKLA I ZNA^ENIQ FUNKCII I EE PROIZWODNYH WY-
^ISLQ@TSQ DOSTATO^NO PROSTO.
mOVNO PREDLOVITX BOLEE UDOBNU@ DLQ ISPOLXZOWANIQ NA |wm WY-

^ISLITELXNU@ SHEMU METODA KASATELXNYH, KOTORAQ NE TREBUET HRANENIQ
W MA[INNOJ PAMQTI INFORMACII OBO WSEJ LOMANOJ ln(x). a IMENNO WOZX-
MEM a1 = a; b1 = b, WY^ISLIM f 0(a1) = f 0(a1 + 0); f 0(b1) = f 0(b1 � 0). eSLI
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f 0(a1) � 0 ILI f 0(b1) � 0, TO PO TEOREME 11.5 [12] a 2 X� ILI b 2 X� |
ZADA^A RE[ENA. pO\TOMU PUSTX f 0(a1) < 0, f 0(b1) > 0, TO SOGLASNO TEORE-
ME 11.6 [12] OZNA^AET X� � [a; b]. pUSTX OTREZOK [an�1; bn�1], n � 2, UVE
POSTROEN, PRI^EM f 0(an�1) < 0, f 0(bn�1) > 0, X� � [an�1; bn�1]. oBOZNA^IM
^EREZ xn TO^KU PERESE^ENIQ KASATELXNYH l(x; an�1), l(x; bn�1)
qSNO, ^TO an�1 � xn � bn�1. wY^ISLIM f 0(xn). eSLI f 0(xn) = 0, TO

ZADA^A RE[ENA, ITERACII NA \TOM ZAKAN^IWA@TSQ. eSLI f 0(xn) 6= 0, TO
POLOVIM

an =

8<
: an�1 iff 0(xn) > 0;
xn iff 0(xn) < 0;

bn =

8<
: xn iff 0(xn) > 0;
bn�1 iff 0(xn) < 0:

(2.18)

pO POSTROENI@ f 0(an) < 0, f 0(bn) > 0, I X� � [an; bn]. iNDUKTIWNOE
OPISANIE METODA ZAKON^ENO. iZ GEOMETRI^ESKIH POSTROENIJ NETRUDNO
USMOTRETX, ^TO \TOT METOD SOWPADAET S OPISANNYM WY[E METODOM KA-
SATELXNYH, W KOTOROM ZA NA^ALXNU@ TO^KU BERETSQ x0 = a. w TO VE
WREMQ PRIWEDENNAQ SHEMA METODA BOLEE PROSTA I UDOBNA DLQ REALIZACII
NA |wm; NA KAVDOM [AGE METODA ZDESX DOSTATO^NO HRANITX W PAMQTI
|wm WELI^INY an, bn, f(an), f(bn), f

0(an), f
0(bn). nETRUDNO WYPISATX QW-

NOE WYRAVENIE DLQ TO^KI xn+1, OPREDELQEMOJ USLOWIEM l(x; an) = l(x; bn)
PERESE^ENIQ KASATELXNYH W TO^KAH an, bn PRI f 0(an) < 0, f 0(bn) > 0:

xn+1 =
f(an) � f(bn) + bnf

0(bn) � anf
0(an)

f 0(bn) � f 0(an)
; n � 1: (2.19)

pOSKOLXKU LOMANAQ IZ OTREZKOW KASATELXNYH aPPROKSIMIRUET FUNK-
CI@ LU^[E, ^EM LOMANYE, TO SLEDUET OVIDATX, ^TO METOD KASATELXNYH
DLQ WYPUKLYH FUNKCIJ SHODITSQ BYSTREE METODA LOMANYH.

oCENKA MINIMUMA STROGO WYPUKLOJ FUNKCII

rASSMOTRIM ALGORITM OCENKI MINIMALXNOGO ZNA^ENIQ MNOGOMERNOJ
WYPUKLOJ FUNKCII. w NEM SNA^ALA STROQT n-MERNYJ PRQMOUGOLXNIK,
SODERVA]IJ TO^KU MINIMUMA, A ZATEM PRI ISPOLXZOWANII OCENOK PRO-
IZWODNYH NAHODQT GARANTIROWANNU@ OCENKU MINIMALXNOGO ZNA^ENIQ.
pUSTX U | WYPUKLAQ OGRANI^ENNAQ OBLASTX W Rn; n � 1; f | STRO-

GO WYPUKLAQ, NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ NA U . pREDPOLO-
VIM, ^TO IZWESTNY KONSTANTY Li, UDOWLETWORQ@]IE NERAWENSTWAM�����

@f

@xi

����� � Li on �U; i = 1; 2; :::; n: (2.20)
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oBOZNA^IM ^EREZ x� TO^KU MINIMUMA, T. E.

f(x�) = min
x2 �U

f(x):

pUSTX x0 | TO^KA, BLIZKAQ K x� I POLU^ENNAQ KAKIM-LIBO IZ METODOW
MINIMIZACII FUNKCIJ (SM., NAPRIMER, [12]).
wOZXMEM " > 0 I POSTAWIM CELX@ POSTROENIE PRQMOUGOLXNIKA, UDOW-

LETWORQ@]EGO DWUM USLOWIQM:
{ ON SODERVIT TO^KU MINIMUMA x�;
{ WNUTRI NEGO ZNA^ENIQ FUNKCII f(x) OTLI^A@TSQ OT F (x�) NA WELI-

^INU NE BOLEE ".
sNA^ALA PRIWEDEM ALGORITM W ODNOMERNOM SLU^AE. iSHODQ IZ (2.20),

DOSTATO^NO POSTROITX INTERWAL, SODERVA]IJ TO^KU x� I IME@]IJ DLI-
NU NE BOLEE d0 = "=L1. nAJDEM OTREZOK PROIZWOLXNOJ DLINY, SODER-
VA]IJ x�. |TOT POISK OPI[EM REKURRENTNO. w KA^ESTWE NA^ALXNOGO
ZNA^ENIQ WOZXMEM x0. rASSMOTRIM k-J [AG. iMEETSQ NEKOTORAQ TO^-
KA xk. oNA RAZBIWAET �u NA DWE ^ASTI. w SILU WYPUKLOSTI FUNKCII f
TO^KA MINIMUMA LEVIT NA POLUINTERWALE, OPREDELQEMOM NERAWENSTWOM
�sign(f 0(xk))(xk � x) > 0.
pOSTROIM TO^KU

xk+1 = xk � sign(f 0(xk))dk; (2.21)

GDE dk = (1:5)kd0. eSLI

sign(f 0(xk)) = sign(f 0(xk+1)); (2.22)

TO PEREHODIM K [AGU k + 1. w PROTIWNOM SLU^AE W SILU WYPUKLOSTI
FUNKCII f

x� 2 [a; b]; (2.23)

GDE a = min(xk; x(k+1); b = max(xk; xk+1). qSNO, ^TO PRI DOSTATO^NOJ BLI-
ZOSTI x0 K x� ^EREZ KONE^NOE ^ISLO [AGOW USLOWIE (2.23) WYPOLNQETSQ.
pOSLE \TOGO NEOBHODIMO [IRINU INTERWALA DOWESTI DO TREBUEMOJ WELI-
^INY. eSLI jxk+1� xkj > d0, TO PODELIM OTREZOK [a; b] POPOLAM I, ISHODQ
IZ ZNAKA WELI^INY f 0((a + b)=2), WYBEREM POLOWINU, SODERVA]U@ x�.
pOWTORQQ \TU PROCEDURU, ^EREZ NESKOLXKO [AGOW MY POLU^IM OTREZOK,
SODERVA]IJ TO^KU x� S DLINOJ NE BOLEE d0. tOGDA USLOWIE 1 SPRAWEDLIWO
IZ POSTROENIQ, A USLOWIE 2 WYTEKAET IZ NERAWENSTWA

jf(x) � f(x�)j � jx� x�jL1 � d0L1 < ":
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tAKIM OBRAZOM, W ODNOMERNOM SLU^AE ALGORITM POSTROEN.
tEPERX PREDPOLOVIM, ^TO ALGORITM POSTROEN DLQ RAZMERNOSTI n�1.

oPI[EM EGO DLQ RAZMERNOSTI n.
zAFIKSIRUEM CELOE i: 1 � i � n. nA^NEM S TO^KI x0 I RASSMOT-

RIM k-J [AG. pUSTX IZWESTNA TO^KA xK . pROWEDEM ^EREZ NEE GIPERPLOS-
KOSTX xi = xki . nA \TOJ GIPERPLOSKOSTI POSTROIM (n�1)-MERNYJ PRQMO-
UGOLXNIK, WNUTRI KOTOROGO DOSTIGAETSQ MINIMUM (NA \TOJ PLOSKOSTI)
FUNKCII, OSTALXNYE ZNA^ENIQ OTLI^A@TSQ OT MINIMUMA NA WELI^INU
NE BOLEE "0 = (n � 1)"=n. wER[INY PRQMOUGOLXNIKA OBOZNA^IM ^EREZ
yj; j = 1; :::; 2n�1 I WY^ISLIM W NIH ZNA^ENIQ PROIZWODNOJ @f=@xi:

vj = @f(yj)=@xi; j = 1; :::; 2n�1:

eSLI WSE vj IME@T ODIN ZNAK, TO WYBEREM TO^KU xk+1 SLEDU@]IM OBRA-
ZOM:

xk+1 = xk � sign(v1)dkei; (2.24)

GDE dk = "(1:5)k=(L1n), A ei | BAZISNYJ WEKTOR (0; :::; 1; :::;0) S EDINICEJ
W i-J POZICII. eSLI HOTQ BY DWA ZNA^ENIQ vj IME@T PROTIWOPOLOVNYE
ZNAKI, TO WELI^INU "0 BUDEM UMENX[ATX WDWOE I STROITX NA GIPERPLOS-
KOSTI xi = xki PRQMOUGOLXNIKI MENX[EGO RAZMERA DO TEH POR, POKA WSE v

j

NE BUDUT ODNOGO ZNAKA. |TO MOVNO SDELATX WWIDU NEPRERYWNOSTI PRO-
IZWODNOJ @f=@xi.
dALEE NA GIPERPLOSKOSTI xi = xk+1i NAJDEM (n � 1)-MERNYJ PRQMO-

UGOLXNIK S WER[INAMI zj; j = 1; :::; 2n�1, ANALOGI^NYJ PRQMOUGOLXNIKU,
POSTROENNOMU NA GIPERPLOSKOSTI xi = xki . eSLI

sign(@f(y1)=@xi) = sign(@f(z1)=@xi); (2.25)

TO PEREHODIM K [AGU k + 1. w PROTIWNOM SLU^AE POSTROENA POLOSA Vi,
SODERVA]AQ TO^KU x�:

Vi = fxjai � xi � big;
ai = min(xki ; x

k+1
i ); bi = max(xki ; x

k+1
i ): (2.26)

pOSLE \TOGO NEOBHODIMO [IRINU POLOSY Vi DOWESTI DO TREBUEMOJ WE-
LI^INY. eSLI jxki � xk+1i j > "=(Lin), TO PROWEDEM GIPERPLOSKOSTX xi =
(xki + xk+1i )=2, NA KOTOROJ POSTROIM (n � 1)-MERNYJ PRQMOUGOLXNIK, OB-
LADA@]IJ SWOJSTWAMI, ANALOGI^NYMI POSTROENNYM PRQMOUGOLXNIKAM.
sRAWNIWAQ ZNAKI W WER[INAH, WYBEREM POLOSU, SODERVA]U@ x�. qSNO,
^TO ^EREZ NESKOLXKO [AGOW POLU^IM POLOSU VI , SODERVA]U@ TO^KU x�, S
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[IRINOJ NE BOLEE "=(Lin). wWIDU PROIZWOLXNOSTI i TAKIE POLOSY STRO-
IM DLQ WSEH i = 1; 2; :::; n. tOGDA ISKOMYJ PRQMOUGOLXNIK OPREDELQETSQ
IH PERESE^ENIEM:

x� 2 U� =
n\
i=1

Vi: (2.27)

dOKAVEM, ^TO PRI POSTROENII WYPOLNENO USLOWIE 1. rASSMOTRIM k-J
[AG, PRED[ESTWU@]IJ FORMULE (2.24). sOGLASNO RABOTE [103], W TO^KE
MINIMUMA y, OPREDELQEMOJ RAWENSTWOM f(y) = min

x2U
xi=x

k
i

f(x), NAPRAWLENIE

WEKTORA
� sign(@f(y)=@xi)ei (2.28)

UKAZYWAET NA POLUPROSTRANSTWO, SODERVA]EE TO^KU x�. pO POSTROENI@
WSE vj IME@T ODIN ZNAK. sLEDOWATELXNO, W SILU WYPUKLOSTI FUNKCII f

sign(vj) = sign(@f(y)=@xi); j = 1; 2; :::; 2n�1:

tOGDA [103] x� 2 Vi; i = 1; :::; n I USLOWIE 1 WYPOLNENO. uSLOWIE 2 WYTE-
KAET IZ NERAWENSTWA

jf(x) � f(x�)j �
nX
i=1
Lijxi � x�i j � ":

2.6. iNTERWALXNYE INTERPOLQCIONNYE POLINOMY

w \TOM RAZDELE MY RASSMOTRIM ZADA^U INTERPOLIROWANIQ INTERWALX-
NYH FUNKCIJ INTERWALXNYMI ANALOGAMI INTERPOLQCIONNYH POLINO-
MOW.
oBRATIMSQ K ZADA^E INTERPOLIROWANIQ FUNKCIJ INTERWALXNYMI RAS-

[IRENIQMI INTERPOLQCIONNYH POLINOMOW lAGRANVA.
pUSTX ZADANA FUNKCIQ f I DAN (n+1) INTERWAL x0; x1; : : : ; xn, PRI^EM

xi 6= xj. pREDPOLOVIM, ^TO IZWESTNY SLEDU@]IE OCENKI:

xi 2 xi; f(xi) 2 f i;xi � [a; b]i = 0; :::; n:

oPREDELIM INTERWALXNYJ INTERPOLQCIONNYJ POLINOM lAGRANVA KAK
INTERWALXNOE RAS[IRENIE

L(x) = fL(x)jxi 2 xi; f(xi) 2 f i; i = 0; :::; n; x 2 xg;
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GDE L(x) =
Pn
i=0 fiwi(x) | INTERPOLQCIONNYJ POLINOM lAGRANVA, PRO-

HODQ]IJ ^EREZ TO^KI (xi; fi). zAMETIM, ^TO POSTROENNYJ INTERWALXNYJ
POLINOM SU]ESTWUET TOLXKO PRI USLOWII

a) xi \ xj = ;
I KROME TOGO
b) L(xi) � f i.
rAWENSTWO W b) WOZMOVNO TOLXKO W SLU^AE WYROVDENNYH INTERWALOW

widxi = 0; i = 0; 1; :::; n. oCENKA POGRE[NOSTI SU]ESTWENNYM OBRAZOM
ZAWISIT NE TOLXKO OT jjf (n+1)jjC[a;b], NO I OT wid(f i), wid(xi).
oPISANNAQ NIVE MODIFIKACIQ INTERWALXNOGO INTERPOLQCIONNOGO PO-

LINOMA lAGRANVA POZWOLQET W NEKOTORYH SLU^AQH IZBEVATX \TIH NE-
UDOBSTW.
pUSTX ZADANA INTERWALXNAQ FUNKCIQ f I DAN (n+1) INTERWAL x0, x1,

: : : ;xn, PRI^EM xi 6= xj, xi 6= xj.
rASSMOTRIM ZADA^U PRIBLIVENIQ f INTERWALXNOJ FUNKCIEJ Ln:

f(xi) = Ln(xi); i = 0; 1; : : : ; n: (2.29)

w DALXNEJ[EM NAM PONADOBITSQ SPECIALXNAQ ARIFMETIKA NAD INTER-
WALXNYMI ^ISLAMI I DWUMERNYMI WEKTORAMI:

(x1; x2)� (y1; y2) = (x1 + y1; x2 + y2);

(x1; x2)	 (y1; y2) = (x1 � y1; x2 � y2);

(x1; x2)
 (y1; y2) = (x1y1; x2y2);

(x1; x2)� (y1; y2) = (x1=y1; x2=y2):

oPERATOR 	 : R2 ! R WYPOLNQET WLOVENIE DWUMERNYH WEKTOROW W MNO-
VESTWO INTERWALXNYH ^ISEL:

	(v1; v2) = [minfv1; v2g;maxfv1; v2g];
 (v1; v2) = (v2; v1). pRIWEDEM W KA^ESTWE Ln ANALOG INTERPOLQCIONNOJ
FUNKCII lAGRANVA:

Ln(x) = 	(
nX
i=0
wi(x) 
 f (xi); (2.30)

GDE

wi(x) = [
Q
j 6=i(x � xj)Q
j 6=i(xi � xj)

;

Q
j 6=i(x� xj)Q
j 6=i(xi � xj)

]:
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nESLOVNO UBEDITXSQ, ^TO POSTROENNAQ FUNKCIQ Ln(x) UDOWLETWORQET
USLOWIQM (2.29), W SLU^AE WYROVDENNYH INTERWALOW PEREHODIT W IZWEST-
NYJ INTERPOLQCIONNYJ POLINOM lAGRANVA.
dLQ OCENKI POGRE[NOSTI INTERPOLQCIONNOJ FORMULY (2.30) WWEDEM

SLEDU@]EE OPREDELENIE PROIZWODNOJ OT INTERWALXNOJ FUNKCII.
fUNKCIQ f NAZYWAETSQ �F -DIFFERENCIRUEMOJ W TO^KE x, ESLI SU-

]ESTWUET LINEJNOE OTOBRAVENIE dF : R2 ! R2 I OTOBRAVENIE S : R2 !
R2 S DWUMQ SWOJSTWAMI [99]:

{ S(0; 0) = (0; 0); lim�x!0
jjS(�x)jj
jj�xjj = 0; DLQ L@BOGO WEKTORA �x 2 R2;

LEVA]EGO W OKRESTNOSTI TO^KI (0; 0);
{ f (x��x) 	 f(x) = dF (x 
�x� S(�x):
oPREDELIM DWA KLASSA DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ. bUDEM GOWORITX,

^TO f 2 D1, ESLI SU]ESTWUET KONE^NYJ PREDEL

f 0(x) = lim
�x!0

(f (x ��x) 	 f(x)) ��x;

I f 2 D2, ESLI SU]ESTWUET KONE^NYJ PREDEL

f 0(x) = lim
�x!0

(f (x ��x)	 f (x)) �  (�x):

eSLI f ; g 2 Di TO SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE PRAWILA:
ESLI f = const, TO f 0 = (0; 0);
ESLI f = x, TO f 0 = (1; 1);
ESLI f + g 2 Di, TO (f + g)0 = f 0 + g0;
ESLI f ; g;f 
 g 2 fcalDi, TO (f 
 g)0 = f 0 
 g + f 
 g0;
ESLI f ; g;f � g 2 fcalDi, TO (f � g)0 = (f 0
 g�f 
 g0)� (g
 g; 0 62 g.
w SLU^AE, KOGDA FUNKCIQ f ZAWISIT OT WE]ESTWENNOGO ARGUMENTA, Di

SOWPADA@T I PROIZWODNAQ OPREDELQETSQ IZ PREDELA

f 0(x) = lim
�x!0

f(x +�x)� f(x)
�x

I SOWPADAET S PROIZWODNOJ W [97].

oPREDELENIE 5. pROSTRANSTWO FUNKCIJ, IME@]IH NEPRERYWNYE

PROIZWODNYE IZ Di, BUDEM OBOZNA^ATX D(C).
tEOREMA 19. pUSTX f 2 D(C), TOGDA FUNKCIQ f W NEKOTOROJ

OKRESTNOSTI TO^KI (x1; x2) 2 R2 PREDSTAWIMA W ODNOM IZ DWUH WIDOW:

f (x1; x2) = [f1(x1); f2(x2)]

ILI

f (x1; x2) = [f1(x2); f2(x1)]:
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dOKAZATELXSTWO. dEJSTWITELXNO, f(x1; x2) = [f1(x1; x2); f1(x1; x2)] I dF
PREDSTAWIMO W WIDE

dF (dx1; dx2) = F 0(dx1; dx2)
T ;

GDE F 0 | MATRICA S \LEMENTAMI f@fi=@xjg. w SILU POSLEDNEGO RAWENSTWA
I OPREDELENIQ PROIZWODNOJ POLU^AEM LIBO

@f1
@x2

=
@f2
@x1

= 0;

LIBO
@f2
@x1

=
@f1
@x2

= 0;

^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX. 2
dALEE MY MOVEM WWESTI PONQTIE PROIZWODNYH WYS[IH PORQDKOW

fn+1 = (fn)0:

bOLEE TOGO, DLQ WWEDENNOJ PROIZWODNOJ ESTESTWENNYM OBRAZOM OKAZYWA-
ETSQ SPRAWEDLIWYM TEOREMA O SREDNEM:

f (y1; y2)	 f (x1; x2) = f 0(�1; �2) 
 (y1 � x1; y2 � x2):

iSPOLXZUQ PONQTIE PROIZWODNOJ I TEOREMY O SREDNEM, SLEDUQ ANALO-
GI^NYM OCENKAM DLQ WE]ESTWENNYH POLINOMOW lAGRANVA, OCENIM PO-
GRE[NOSTX INTERPOLQCIONNOJ FORMULY (2.30)

f (x) 	 Ln(x) = w(x)f
(n+1)(�1; �2)=(n + 1)!;

GDE

w(x) =
nY
i=0

(x 	 xi);

�1 2 (x0; xn); �2 2 (x0; xn):

mY MOVEM POSTROITX ANALOGI^NYM OBRAZOM I INTERPOLQCIONNU@
FORMULU nX@TONA

N (x) = 	(a0�a1
(x	x0)�a2
(x	x0)
(x	x1) : : :�an
(x	x0)
: : :
(x	xn);
GDE
a0 = f(x0);
a1 = (f(x1)	 f (x0)) � (x1 	 x0);
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a2 = (f(x2)	f(x0))� ((x2	x0)
 (x2	x1))	 (f (x1)	f(x0))� ((x2	
x0) 
 (x2 	 x1))

I T. P.

pOSKOLXKU INTERPOLQCIONNAQ FORMULA nX@TONA IMEET WID PODOB-
NYJ L(x), SLEDUQ PRIEMAM KLASSI^ESKOGO MATEMATI^ESKOGO ANALIZA DLQ
N (x), MOVNO POLU^ITX OCENKI OSTATO^NYH ^LENOW.

w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM INTERPOLQCI@ FUNKCII sin(�x) NA
OTREZKE [�0:5; 0:5]. nESLOVNO UBEDITXSQ, ^TO sin(�x) 2 D1.

pUSTX ZADANY UZLY INTERPOLIROWANIQ I ZNA^ENIQ FUNKCII NA NIH:

x0 = [�0:5;�1=6]; f (x0) = [�1:0;�0:5];
x1 = [�1=3; 0:0]; f(x1) = [�p3=2; 0:0];
x2 = [�1=6; 1=6]; f (x2) = [�0:5; 0:5];
x3 = [0:0; 1=3]; f (x3) = [0:0;

p
3=2];

x4 = [1=6; 0:5]; f (x4) = [0:5; 1:0].

nEPOSREDSTWENNOE WY^ISLENIE POKAZYWAET, ^TO

jjsin	 L4jjC[�0:5;0:5] = 2:39056e� 03:

sLEDU@]IJ PRIMER DEMONSTRIRUET INTERPOLQCI@ FUNKCII x2 POLI-
NOMOM L2 NA OTREZKE [�1:0; 1:0] SO SPECIALXNYM WYBOROM UZLOW. nESLOV-
NO UBEDITXSQ, ^TO INTERWALXNAQ FUNKCIQ x2 PRI RAZLI^NYH ZNA^ENIQH
ARGUMENTA PRINADLEVIT RAZLI^NYM KLASSAM Di.

zADADIM UZLY INTERPOLIROWANIQ I ZNA^ENIQ FUNKCII x2 NA NIH:

x0 = [0:0; 0:0]; f (x0) = [0:0; 0:0];

x1 = [�0:5; 0:5]; f(x1) = [0:0; 0:25];

x2 = [�1:0; 1:0]; f(x2) = [0:0; 1:0].

pREDSTAWIM INTERWALXNYJ INTERPOLQCIONNYJ POLINOM lAGRANVA W
SLEDU@]EM WIDE:

L2(x) =
2X
i=0

	(wi(x))f (xi):

zAMETIM, ^TO USLOWIE (2.29) DLQ POSTROENNOGO POLINOMA POLNOSTX@ WY-
POLNENO I L2 � x2 DLQ WSEH x 3 0, NO \TO SWOJSTWO SOHRANQETSQ TOLXKO
DLQ \TOGO WYBORA UZLOW.

dANNYJ PRIMER POKAZYWAET NAPRAWLENIQ DALXNEJ[IH OBOB]ENIJ PO-
STROENIQ SPECIALXNYH INTERWALXNYH INTERPOLQCIONNYH POLINOMOW.
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2.7. iNTERWALXNYE SPLAJNY

w \TOM RAZDELE MY ZATRONEM WOPROSY POSTROENIQ INTERWALXNYH
SPLAJNOW. oNI WWODQTSQ KAK INTERWALXNYE RAS[IRENIQ PO OPREDELEN-
NYM PARAMETRAM SOOTWETSTWU@]IH WE]ESTWENNYH SPLAJNOW. pRI NE-
BOLX[OJ APRIORNOJ INFORMACII OB INTERPOLIRUEMOJ FUNKCII STROQT-
SQ EE DWUSTORONNIE PRIBLIVENIQ.
dLQ ^ASTNOGO WIDA INTERWALXNYH FUNKCIJ WWEDEM SLEDU@]IE PONQ-

TIQ. pUSTX INTERWALXNAQ FUNKCIQ IMEET WID

f (x) =
nX
i=1
aigi(x); GDE gi 2 Cm[a; b]:

tOGDA FORMALXNU@ PROIZWODNU@ OT f(x) OPREDELIM TAKIM OBRAZOM:

@kf (x) =
nX
i=1
aig

(k)
i (x); k = 0; :::;m:

sOOTWETSTWENNO, FUNKCI@

f(x) =
nX
i=1

aigi(x); GDE ai 2 ai;

BUDEM NAZYWATX SUVENIEM FUNKCII f PO KONSTANTAM ai.
pRIWEDEM NEOBHODIMYE DLQ DALXNEJ[EGO IZLOVENIQ \LEMENTY TEORII

SPLAJNOW [36]. pUSTX NA OTREZKE [a; b] ZADANA SETKA

! = fxija = x0 < x1 < ::: < xN = bg

S CELYM N � 2 I [AGAMI hi = xi+1 � xi; h = max
0�i�N�1

hi.

fUNKCI@ s NAZYWA@T SPLAJNOM STEPENI n DEFEKTA k (k | CELOE,
1 � k � n) S UZLAMI NA !, ESLI:

1) s(x) =
nX
i=0

aij(x � xj)
i NA [xj; xj+1]; j = 0; :::; N � 1;(2.31)

2) s 2 Cn�k[a; b]: (2.32)

mNOVESTWO SPLAJNOW, UDOWLETWORQ@]IH \TIM USLOWIQM, OBOZNA^IM ^E-
REZ Sk

n.

oBRATIMSQ K WOPROSU INTERPOLIROWANIQ ZADANNYH FUNKCIJ SPLAJNA-
MI NE^ETNYH STEPENEJ. pOLOVIM CELOE m = (n � 1)=2 I BUDEM S^ITATX
DEFEKT k � m + 1.
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pUSTX f 2 Cn�k[a; b]. pOSTAWIM ZADA^U OPREDELENIQ SPLAJNA s 2 Sk
n,

INTERPOLIRU@]EGO FUNKCI@ f W SLEDU@]EM SMYSLE:

s(j)(xi) = f (j)(xi); i = 1; :::; N � 1; j = 0; :::; k� 1: (2.33)

dOPOLNITELXNO ZADAETSQ E]E PO m+1 KRAEWOMU USLOWI@ [a; b]. ~ASTO
ONI BERUTSQ W WIDE

s(j)(a) = f (j)(a); s(j)(b) = f (j)(b); j = 0; :::;m: (2.34)

uSLOWIQ (2.33), (2.34) PRIWODQT, SOOTWETSTWENNO, K 2(N � 1)k I (n + 1)
URAWNENIQM DLQ KO\FFICIENTOW aij. e]E (n � 2k + 1)(N � 1) URAWNE-
NIJ WYTEKA@T IZ USLOWIQ NEPRERYWNOSTI PROIZWODNYH W SOOTWETSTWII
S (2.32). w ITOGE POLU^AETSQ SISTEMA LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNE-
NIJ

Aa = b (2.35)

S KWADRATNOJ MATRICEJ A 2 RN (n+1)�N (n+1), WEKTOROM NEIZWESTNYH a 2
RN (n+1), IZWESTNOJ PRAWOJ ^ASTX@ b 2 RN (n+1). nE ISSLEDUQ OB]EGO SLU-
^AQ, W DALXNEJ[EM WYPI[EM \TU SISTEMU DLQ KONKRETNYH PRIMEROW I
ISSLEDUEM EE RAZRE[IMOSTX.
tEPERX PEREJDEM K OPREDELENI@ INTERWALXNYH SPLAJNOW WE]ESTWEN-

NOGO ARGUMENTA.nEOBHODIMOSTX IH ISPOLXZOWANIQ WOZNIKAET, KOGDA WME-
STO TO^NYH ZNA^ENIJ FUNKCII f I EE PROIZWODNYH IZWESTNY TOLXKO IN-
TERWALXNYE OCENKI, KOTORYM ONI PRINADLEVAT. pUSTX IZWESTNY INTER-
WALXNYE KONSTANTY:

f (j)(xi) 2 f j
i ; i = 1; :::; N � 1; j = 0; :::; k� 1; (2.36)

f (j)(a) 2 f j0; f (j)(b) 2 f j
N ; j = 0; :::;m (2.37)

oB_EDINENNYM INTERWALXNYM SPLAJNOM NAZOWEM INTERWALXNU@ FUNK-
CI@ su : [a; b]! R S ZNA^ENIQMI:

su(x) = fs(x)js 2 Sk
n; s(j)(xi) 2 f ji ; i = 1; ::; N � 1;

j = 0; :::; k� 1; s(j)(a) 2 f j
0; s(j)(b) 2 f j

N ; j = 0; :::;mg: (2.38)

|TA INTERWALXNAQ FUNKCIQ QWLQETSQ OB_EDINENNYM RAS[IRENIEM SO-
OTWETSTWU@]EGO MNOVESTWA WE]ESTWENNYH SPLAJNOW. pRI \TOM ONA NE
IMEET PREDSTAWLENIQ WIDA (2.31) I WY^ISLQETSQ DOWOLXNO SLOVNO.
w PREDPOLOVENII RAZRE[IMOSTI SISTEMY (2.35) POSTROIM BOLEE PROS-

TU@ FUNKCI@ s TAKU@, ^TO

su(x) � s(x) 8x 2 [a; b]: (2.39)
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fUNKCI@ s BUDEM ISKATX W SLEDU@]EM WIDE:

s(x) =
nX
i=0
cij(x� xj)

i NA [xj; xj+1]: (2.40)

w KA^ESTWE WEKTORA c = fcijg WOZXMEM PROIZWOLXNYJ INTERWALXNYJ WEK-
TOR, SODERVA]IJ OB_EDINENNOE MNOVESTWO RE[ENIJ

X = fxjx = A�1b; b 2 bg;
GDE WEKTOR b | INTERWALXNOE RAS[IRENIE WEKTORA b IZ SISTEMY (2.35),
POLU^ENNOE ZAMENOJ f (j)(xi) DLQ f

j
i .mETODY POLU^ENIQ I UTO^NENIQ WEK-

TOROW MY PODROBNO OBSUDIM W RAZDELE, POSWQ]ENNOM SISTEMAM LINEJNYH
ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ.
zAMETIM, ^TO W OB]EM SLU^AE SUVENIE INTERWALXNOJ FUNKCII (2.38)

PO INTERWALXNYM KONSTANTAM fcijg NE WSEGDA BUDET SPLAJNOM IZ Sk
n,

POSKOLXKU KONSTANTY cij 2 cij POSLE SUVENIQ MOGUT NE UDOWLETWORQTX
SISTEME (2.35).
eSLI IZWESTNA OCENKA NORMY kfkp;1, TO MOVNO POSTROITX INTERWALX-

NYE FUNKCII rj(x), U^ITYWA@]IE O[IBKI APPROKSIMACII SPLAJNOW, TA-
KIE ^TO

f (j)(x) 2 s(j)(x) + rj(x); x 2 [a; b]: (2.41)

dLQ POLU^ENIQ FUNKCIJ rj(x) WOSPOLXZUEMSQ SLEDU@]IM REZULXTATOM
[11].

tEOREMA 20. pUSTX f 2 W p
1[a; b]; 1 � p � n + 1 I SPLAJN s 2 Sk

n

INTERPOLIRUET f W SMYSLE (2.33),(2.34). tOGDA

k@j(f � s)k1 � Kjh
p�jkfkp;1;

GDE Kj | KONSTANTY, NE ZAWISQ]IE OT f I h. 2

pOLOVIM " = f � s I RAZLOVIM "(x) W OKRESTNOSTI TO^KI xi; i =
0; :::; N � 1; x 2 [xi; xi+1]:

"(x) = "(xi) + "0(xi)(x � xi)=1! + :::

:::+ "(k�1)(xi)(x � xi)
k�1=(k � 1)! + "(k)(�)(x � xi)

k=k!;

GDE � 2 [xi; xi+1]. pOSKOLXKU "(j)(xi) = 0; 0 � j � k � 1, TO

j"(x)j � (x � xi)
k=k! k@k(f � s)k1;[xi;xi+1];
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j"(j)(x)j � (x � xi)
k�j=(k � j)! k@k(f � s)k1;[xi;xi+1]:

pO\TOMU NA OSNOWANII TEOREMY WLOVENIQ IZ W p
2 W L1

rj(x) = [�1; 1]minfKjh
p�jkfkp;1;

Kkh
p�k(x � xi)k�j=(k � j)! kfkp;2g (2.42)

8x 2 [xi; xi+1]; i = 0; 1; :::; N � 1:

tEM SAMYM NAJDENY INTERWALXNYE FUNKCII rj; j = 0; 1; :::; p�1, POZWO-
LQ@]IE STROITX POLOSY, SODERVA]IE W SEBE ZNA^ENIQ j-J PROIZWODNOJ
FUNKCII f .
wWEDENNOE OPREDELENIE INTERWALXNYH SPLAJNOW PROILL@STRIRUEM NA

PRIMERE SPLAJNOW STEPENI n = 1; 3.
pUSTX NA SETKE ! ZADANY ZNA^ENIQ fi 2 f i; i = 0; 1; :::; N . nA INTER-

WALE [xi; xi+1] SPLAJN PERWOJ STEPENI IMEET WID

s(x) = fi(xi+1 � x)=hi + fi+1(x� xi)=hi:

pO\TOMU INTERWALXNYJ SPLAJN PERWOJ STEPENI MOVNO PREDSTAWITX SLE-
DU@]IM OBRAZOM:

s(x) = f i(xi+1 � x)=hi + f i+1(x � xi)=hi; x 2 [xi; xi+1]: (2.43)

oTMETIM, ^TO ZDESX SUVENIE SPLAJNA PO INTERWALXNYM KONSTANTAM f i
BUDET WE]ESTWENNYM SPLAJNOM.
pEREJDEM K INTERWALXNYM KUBI^ESKIM SPLAJNAM. rASSMOTRIM SLE-

DU@]U@ INTERWALXNU@ FUNKCI@ su : [a; b]! r SO ZNA^ENIQMI

su(x) = fs(x)js 2 S1
3; s(xi) 2 f0

i ; i = 0; :::; N;

s00(a) 2 f 2
0; s00(b) 2 f2

Ng:
zAMETIM, ^TO WMESTO USLOWIJ

s0(a) = f 0(a); s0(b) = f 0(b);

WYTEKA@]IH IZ (2.34), MY WZQLI BOLEE UPOTREBITELXNYE KRAEWYE USLO-
WIQ [36]

s00(a) = f 00(a); s00(b) = f 00(b); (2.44)

^TO NE MENQET SUTI IZLOVENIQ. w ITOGE KUBI^ESKIJ SPLAJN NA OTREZKAH
[xj�1; xj]; j = 1; :::; N IMEET DWA PREDSTAWLENIQ [4]:

s(x) =Mj�1(xj � x)3=(6hj) +Mj(x � xj�1)
3=(6hj)+
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+ (fj�1 �Mj�1h
2
j=6)(xj � x)=hj + (fj �Mjh

2
j=6)(x � xj�1)=hj ; (2.45)

ILI
s(x) = mj�1(xj � x)2(x � xj�1)=h

2
j�

mj(x � xj�1)
2(xj � x)=h2j+

+fj�1(xj � x)2(2(x � xj�1) + hj)=h
3
j+

+ fj(x � xj�1)
2(2(xj � x) + hj)=h

3
j ; (2.46)

GDE Mj = s00(xj); mj = s0(xj); fj = f(xj). zAMENQQ Mj;mj; fj NA M j,
mj, f j � f 0

j , MY POLU^AEM SOOTWETSTWU@]EE PREDSTAWLENIE INTERWALX-
NOJ FUNKCII, SODERVA]EJ INTERWALXNYJ KUBI^ESKIJ SPLAJN. wYPI[EM
INTERWALXNYE SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ:
DLQM j

�jM j�1 + 2M j + �jM j+1 = Dj; (2.47)

M 0 = f
2
0; MN = f2

N ;

Dj = 6((f j+1 � f j)=hj+1 � (f j � f j�1)=hj)=(hj + hj+1);

�j = hj+1=(hj + hj+1); �j = 1� �j;

DLQ mj

�jM j�1 + 2M j + �jmj+1 = Dj; (2.48)

2M 0 +M 1 = 3(f 1 � f0)=h1 � h1f2
0=2;

2MN +MN�1 = 3(fN � fN�1)=hN + hNf
2
N=2;

Dj = 3�j(f j � f j�1)=hj + 3�j(f j+1 � f j)=hj+1: j = 1; :::; N � 1:

mATRICY \TIH SISTEM IME@T WE]ESTWENNYE \LEMENTY, A PRAWYE ^AS-
TI SODERVAT INTERWALXNYE ^ISLA. kROME TOGO, PRI UPORQDO^ENII URAW-
NENIJ I NEIZWESTNYH PO WOZRASTANI@ j, MATRICY STANOWQTSQ TREHDIA-
GONALXNYMI I STROGO DIAGONALXNO PREOBLADA@]IMI. |TO POZWOLQET IS-
POLXZOWATX PROSTOJ METOD, SWODQ]IJ WY^ISLENIE INTERWALXNOGO WEK-
TORA K OPREDELENI@ EGO GRANIC IZ DWUH SISTEM URAWNENIJ S ISHODNOJ
MATRICEJ, NO WE]ESTWENNYMI PRAWYMI ^ASTQMI.
s POMO]X@ NAJDENNYH INTERWALXNYH ^ISEL POSTROIM INTERWALXNU@

FUNKCI@ s(x) : [a; b]! R SO ZNA^ENIQMI

s(x) =M j�1

�
(xj � x)3=(6hj)� (xj � x)hj=6

�
+

+M j((x � xj�1)3=6hj) � (x � xj�1)hj=6)+

+ f j�1(xj � x)=hj + f j(x � xj�1)=hj ; (2.49)
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ILI
s(x) =M j�1(xj � x)2(x � xj�1)=h

2
j�

�M j(x � xj�1)
2(xj � x)=h2j

+f j�1(xj � x)2(2(x� xj�1) + hj)=h
3
j+

+ f j(x � xj�1)
2(2(xj � x) + hj)=h

3
j ; (2.50)

PRI x 2 [xj�1; xj]; j = 1; :::; N . pOLU^ENNYE INTERWALXNYE FUNKCII SO-
DERVAT INTERWALXNYJ KUBI^ESKIJ SPLAJN su.
zAMETIM, ^TO ESLI W (2.49) BRATX SUVENIE f j PO INTERWALXNYM KON-

STANTAMM j, TO W OB]EM SLU^AE MY NE POLU^IM KUBI^ESKOGO SPLAJNA,
TAK KAK M j MOGUT NE UDOWLETWORQTX SISTEME (2.47) I, KAK SLEDSTWIE
\TOGO, s0 =2 C[a; b]. eSLI BRATX SUVENIE POM j W (2.50), TO s0 2 C[a; b], NO
s00 =2 C[a; b].
|TOT FAKT WYRAVAET TO OBSTOQTELXSTWO, ^TO PRI APPROKSIMACII

FUNKCIJ KUBI^ESKIMI SPLAJNAMI NA KONKRETNYH KOMPX@TERAH W SWQ-
ZI S O[IBKAMI OKRUGLENIQ MOGUT POLU^ATXSQ FUNKCII, NE QWLQ@]IESQ
KUBI^ESKIMI SPLAJNAMI.
rASSMOTRIM INTERWALXNYE \RMITOWY KUBI^ESKIE SPLAJNY s1 :

[a; b] ! R: nA KAVDOM INTERWALE [xj�1; xj]; j = 1; :::; N , SOGLASNO FOR-
MULE (2.46), \TI SPLAJNY PREDSTAWIMY W WIDE:

s1(x) = f j�1v((x � xj�1)=hj) + f1
j�1w((x� xj�1)=hj)+

+f jv((x � xj)=hj) + f1
jw((x� xj)=hj);

GDE v(x) = (jxj�1)2(2jxj+1); w(x) = x(jxj�1)2.oBRATIM WNIMANIE NA TO,
^TO INTERWALXNYE \RMITOWY SPLAJNY W OTLI^IE OT KUBI^ESKIH SPLAJ-
NOW TO^NO WYRAVA@TSQ \TOJ FORMULOJ, T. E. su(x) = s1(x). kROME TOGO,
SUVENIE s1 PO KONSTANTAM f j;f

1
j BUDET \RMITOWYM KUBI^ESKIM SPLAJ-

NOM. sLEDOWATELXNO, PRI APPROKSIMACII FUNKCIJ \RMITOWYMI SPLAJ-
NAMI NALI^IE O[IBOK W DANNYH NE SNIVAET GLADKOSTI SPLAJNA.
pEREJDEM DALEE K WOPROSU POLU^ENIQ DWUSTORONNIH APPROKSIMACIJ

FUNKCIJ. pREDPOLOVIM, ^TO DLQ FUNKCII f IZWESTNY EE OCENKI W NEKO-
TOROJ NORME, NAPRIMER W NORMAH PROSTRANSTWW p

1[a; b] ILI C
p[a; b]. tOG-

DA MOVNO POSTROITX INTERWALXNYE POLOSY, WKL@^A@]IE TO^NYE ZNA^E-
NIQ INTERPOLIRUEMOJ FUNKCII. w OB]EM SLU^AE INTERWALXNAQ FUNKCIQ
POGRE[NOSTI DAETSQ FORMULOJ (2.42), NO ONA DOWOLXNO GRUBA. pOSTROIM
BOLEE UZKIE POLOSY, NAPRIMER, DLQ SPLAJNOW PERWOJ STEPENI. sNA^ALA
PUSTX f 2 C1[a; b] I IZWESTNY KONSTANTY Kl W OCENKE NORM PROIZWODNOJ

kf 0k1;[xl;xl+1] � Kl; l = 0; 1; :::; N � 1:
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tOGDA r(x) = [�1; 1]hlKl. sLEDOWATELXNO, NA KAVDOM OTREZKE [xl; xl+1]
INTERPOLIRUEMAQ FUNKCIQ SODERVITSQ W POLOSE:

f(x) 2 s(x) + [�1; 1]hlKl:

kROME TOGO,

int
[xl;xl+1]

f(x) � s([xl; xl+1]) + [�1; 1]hlKl:

tEPERX PUSTX f 2 C2[a; b] I IZWESTNY KONSTANTY KH � kf 00�k1;[a;b];KB �
kf 00+k1;[a;b] DLQ KOMPONENT RAZLOVENIQ f 00 = f 00+ � f 00�, GDE f 00+(x) =
maxf0; f 00(x)k, I f 00�(x) = �minf0; f 00(x)k. tOGDA, SLEDUQ DOKAZATELXSTWU
[36], POLU^AEM

'(x) = f(x) � s(x) = ((xi+1 � x)
xZ

xi

(v � xi)f 00(v)dv+

+(x � xi)
xi+1Z
x

(xi+1 � v)f 00(v)dv)=hi:

oTS@DA

'(x) �
0
@(xi+1 � x)

xZ
xi

(v � xi)dv+

+(x � xi)
xi+1Z
x

(xi+1 � v)dv

1
A kf 00+k1;[xi;xi+1]=hi:

oBOZNA^IM

�(x) = ((xi+1 � x)(xi � x)2 + (x� xi)(xi+1 � x)2)=2hi:

tOGDA '(x) � �(x) max
x2[xi;xi+1]

f 00+(x) I ANALOGI^NO,

'(x) � �(x) min
x2[xi;xi+1]

f 00�(x). sLEDOWATELXNO,

r(x) = [�KH;KB]�(x):

tAKIM OBRAZOM, POSTROENA FUNKCIQ r, GARANTIRU@]AQ WKL@^ENIE

f(x) 2 s(x) + r(x):
pEREJDEM K IZU^ENI@ INTERWALXNYH SPLAJNOW MNOGIH PEREMENNYH.

nAIBOLEE RASPROSTRANENY DWA PODHODA DLQ OBOB]ENIQ PONQTIQ SPLAJ-
NA NA SLU^AJ MNOGIH PEREMENNYH. pERWYJ SPOSOB SOSTOIT W TENZORNOM
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PROIZWEDENII ODNOMERNYH SPLAJNOW, ON DOSTATO^NO PROST I BUDET IS-
POLXZOWAN W POSLEDU@]IH GLAWAH. zDESX OSTANOWIMSQ NA WTOROM PODHODE,
RAZWIWAEMOM W TEORII KONE^NYH \LEMENTOW.
pREDPOLOVIM, ^TO 
| OGRANI^ENNAQ ODNOSWQZNAQ OBLASTX W R2. tRI-

ANGULIRUEM EE [55], T.E. POSTROIM ZAMKNUTYJ ODNOSWQZNYJ MNOGOUGOLX-
NIK 
h � �
, PREDSTAWIMYJ W WIDE OB_EDINENIQ PRQMOSTORONNIH ZAMK-
NUTYH TREUGOLXNIKOW Ti:


h =
N[
i=1

Ti:

pRI^EM TREUGOLXNIKI TAKOWY, ^TO PERESE^ENIE DWUH RAZLI^NYH Ti; Tj
ESTX LIBO WER[INA, LIBO CELIKOM STORONA, LIBO Ti; Tj WOOB]E NE PERE-
SEKA@TSQ. rASSMOTRIM POLNYJ POLINOM PORQDKA m

Pm(x; y) =
mX

h+l=0

aklx
kyl:

w LINEJNOM SLU^AE (m = 1) ON IMEET WID P1(x; y) = a1+ a2x+ a3y I DLQ
EGO ODNOZNA^NOGO OPREDELENIQ DOSTATO^NO ZNATX ZNA^ENIQ FUNKCII f W
WER[INAH zi; i = 1; 2; 3 TREUGOLXNIKA T .
pOLINOM WTOROJ STEPENI IMEET [ESTX NEOPREDELENNYH KO\FFICIEN-

TOW:
P2(x; y) = a1 + a2x+ a3y + a4x

2 + a5xy + a6y
2:

pUSTX zi; i = 4; 5; 6| SEREDINY STORON TREUGOLXNIKA T . lEGKO WIDETX,
^TO SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ POLINOM p2(x; y), INTERPOLIRU@]IJ f W
UZLAH zi : f(zi) = R2(zi); i = 1; :::; 6.
mOVNO POSTROITX APPROKSIMACI@ NA TREUGOLXNIKE T DLQ POLNYH

KUBI^ESKIH POLINOMOW. kUBI^ESKIJ POLINOM

P3(x; y) = a1 + a2x+ a3y + a4x
2 + a5xy + a6y

2+

+a7x
3 + a8x

2y + a9xy
2 + a10y

3

OPREDELQETSQ ZNA^ENIQMI W DESQTI UZLAH zi; i = 1; :::; 10, PRI^EM zi; i =
4; :::9 RASPOLOVENY PARAMI NA STORONAH TREUGOLXNIKA TAK, ^TO DELQT IH
NA RAWNYE ^ASTI, A z10 LEVIT NA PERESE^ENII MEDIAN.
pUSTX W UZLAH zi; i = 1; :::; N NA TREUGOLXNIKE T ZADANY ZNA^ENIQ

FUNKCII f(zi) = fi 2 f i. nAZOWEM INTERWALXNYM KONE^NYM \LEMENTOM

STEPENI m SLEDU@]U@ FUNKCI@:

Pm(x; y) = fPm(x; y)jPm(zi) 2 f ig:
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pUSTX  i(x; y) POLNYE POLINOMY STEPENI m TAKIE, ^TO  i(zi) = �ij; i; j =
1; :::; N .tOGDA INTERWALXNYJ KONE^NYJ \LEMENT MOVNO PREDSTAWITX KAK

Pm(x; y) =
NX
i=1
f i i(x; y):

pOSKOLXKU  i(x; y) | WE]ESTWENNYE FUNKCII, SUVENIE PO INTER-
WALXNYM KONSTANTAM ff ig DAET KONE^NYJ \LEMENT, APPROKSIMIRU@]IJ
f(x; y).
pEREJDEM NEPOSREDSTWENNO K KUSO^NO-LINEJNYM \LEMENTAM. pUSTX

TREUGOLXNIK T IMEET WER[INY zi = (xi; yi); TOGDA BAZISNYJ \LEMENT
S WER[INOJ W TO^KE (xi; yi) ZAPISYWAETSQ W WIDE

 1(z) =
A(z; z2; z3)

A(z1; z2; z3)
;  2(z) =

A(z1; z; z3)

A(z1; z2; z3)
;

 3(z) =
A(z1; z2; z)

A(z1; z2; z3)
;

z = (x; y); A(z1; z2; z3) =

��������
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

�������� :

sLEDOWATELXNO,

s1(z) =
3X

i=1

f i i(z):

pOSTROIM POLOSU, SODERVA]U@ FUNKCI@ f . pUSTX f 2 C2(
), TOGDA
[36]

s1(z) � f(z) =
3X
i=1
 i(z)Ri(z) � '(z);

GDE

Ri(z) =
xiZ
x

(xi � x)@11f(v; yi)dv+

+
yiZ
y

(yi � v)@22f(x; v)dv + (xi � x)
yiZ
y

@12f(x; y)dv:

oTS@DA

'(z) 2
3X
i=1

 i(z)[Ri(z); �Ri(z)];

GDE

Ri(z) =
1

2
(xi � x)2min



@11f� +

1

2
(yi � y)2min



@22f�+
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+(xi � x)(yi � y)min


@12f�;

Ri(z) =
1

2
(xi � x)2max



@11f+ +

1

2
(yi � y)2max



@22f++

+(xi � x)(yi � y)max



@12f+:

2.8. iNTERWALXNYE INTEGRALY

iNTEGRIROWANIE NEPRERYWNYH FUNKCIJ

pUSTX f(x), x 2 [A; b] | NEPRERYWNAQ WE]ESTWENNAQ FUNKCIQ, IME-
@]AQ W KA^ESTWE INTERWALXNOGO RAS[IRENIQ FUNKCI@ f (x), ZADANNU@
PRI x � [A; b], MONOTONNU@ PO WKL@^ENI@ I UDOWLETWORQ@]U@ USLO-
WI@ TIPA lIP[ICA, T. E. wid(f (x)) � L wid(x), GDE L � 0 | NEKOTORAQ
POSTOQNNAQ. pO TEOREME O SREDNEM

Z x

x
f(t)dt =

Z
[x;x]

f(t)dt = f(�)wid(x);

ZDESX � 2 x. sLEDOWATELXNO,
Z
x
f(t)dt = f (x)wid(x): (2.51)

wOZXMEM PROIZWOLXNOE NATURALXNOE ^ISLO n I RASSMOTRIM RAZBIENIE
[A; b] NA n PODYNTERWALOW xi = [xi; xi], i = 1; :::; n, T.E. [xi; xi]\ [xj; xj] = ;,
i 6= j, [a; b] = [ni=1xi. iZ SWOJSTW ADDITIWNOSTI WYTEKAET

Z b

a
f(x)dx =

nX
i=1

Z
xi

f(t)dt: (2.52)

adLQ FUNKCIJ UDOWLETWORQ@]IH USLOWI@ lIP[ICA SPRAWEDLIWO
UTWERVDENIE [90].

tEOREMA 21. sU]ESTWUET KONSTANTA L, NE ZAWISQ]AQ OT n, TA-
KAQ, ^TO Z b

a
f(x)dx 2

nX
i=1

f(xi) wid xi

I

wid(
nX
i=1
f(xi) widxi) � L:

nX
i=1

wid(xi)
2
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2

oPREDELIM

In =
nX
i=1

f(xi) widxi:

pUSTX h = maxwidxi. iZ TEOREMY 21 SLEDUET

wid In � Lh2:

pUSTX NEPRERYWNAQ, MONOTONNAQ PO WKL@^ENI@ INTERWALXNAQ FUNK-
CIQ f (t) PREDSTAWIMA W WIDE

f (t) = [f(t); f(t)]:

w \TOM SLU^AE [89]
Z b

a
f(t)dt = [

Z b

a
f(t)dt;

Z b

a
f (t)dt]:

eSLI WYPOLNENO WKL@^ENIE f (t) � g(t), 8t 2 [a; b], TOGDA
Z b

a
f(t)dt �

Z b

a
g(t)dt:

w ^ASTNOSTI, ESLI f(t) | INTERWALXNOE RAS[IRENIE f(t), TOGDA
Z b

a
f(t)dt 2

Z b

a
f(t)dt:

pRIMER 6. pREDPOLOVIM, ^TO MY HOTIM WY^ISLITX SLEDU@]IJ
INTEGRAL:

I =
Z b

0
e�t

2

dt:

dLQ FUNKCII e�t
2
NESLOVNO POLU^ITX INTERWALXNOE RAS[IRENIE, OSNO-

WANNOE NA RQDAH tEJLORA:

e�t
2

= 1� t2 +
1

2
t4 � 1

3!
t6 + :::+ (�1)n 1

n!
t2n + (�1)n+1 1

(n + 1)!
e��t

2

t2(n+1):

GDE � 2 [0; 1]. e��t
2 2 [e�t

2
; 1]. oGRANI^IMSQ n = 3,

e�t
2 2 1� t2 +

1

2
t4 � 1

3!
t6 +

1

4!
[e�t

2

; 1]t8

(1� 1

4!
t8)e�t

2 � 1� t2 +
1

2
t4 � 1

3!
t6:

e�t
2 � 1 � t2 + 1

2t
4 � 1

3!t
6

(1� 1
4!t

8)
= f (t):
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e�t
2 � 1� t2 +

1

2
t4 � 1

3!
t6 +

1

4!
t8 = f (t):

iTAK, MY MOVEM WY^ISLITX INTEGRALY OT FUNKCIJ f(t), f (t).
pEREJDEM K SLU^A@ WY^ISLENIQ INTERWALXNYH INTEGRALOW, OSNOWAN-

NYE NA ^ISLENNYH KWADRATURAH. pUSTX f(x) | NEPRERYWNAQ FUNKCIQ S
INTERWALXNOJ KONSTANTOJ lIP[ICA L = [L;L]:

f(x) � f(y) 2 L(x � y):

pREDPOLOVIM, ^TO IZWESTNY ZNA^ENIQ f i = f(xi), i = 1; 2; :::; n.
pREDPOLOVIM TAKVE, ^TO FUNKCIQ NE QWLQETSQ LINEJNOJ, T. E. [L 6=

L], xi \ xi+1 = ;. zAMETIM, ^TO NA OTREZKE [xi; xi+1] FUNKCIQ f(x) NE
PREWOSHODIT WELI^INY minff(xi)+L(x�xi); f (xi+1)+L(x�xi+1)g. sLE-
DOWATELXNO, WYPOLNENO NERAWENSTWO
Z xi+1

xi
f(t)dt � (f (xi)+L(��xi)=2)(��xi)+(f (xi+1)+L(��xi+1)=2)(xi+1��):

GDE � = (f (xi+1) + f (xi) + Lxi � Lxi+1)=(L � L).

mETOD TRAPECIJ

pUSTX W UZLAH SETKI a = x0 < x1 <; :::; < xn = b IZWESTNY ZNA^E-
NIQ f(xi) 2 f i I IZWESTNA OCENKA WTOROJ PROIZWODNOJ FUNKCII f

00(x) 2
[F

(2)
i ; F

(2)
i ], 8x 2 [xi�1; xi]. tOGDA SPRAWEDLIWO WKL@^ENIE

Z b

a
f(t)dt 2 1

2

nX
i=1
(xi � xi�1)(f i + f i�1) +R;

where R = � 1
12

Pn
i=1(xi � xi�1)3F (2)i.

w SLU^AE RAWNOMERNOJ SETKI xi�xi�1 = h \TI FORMULY UPRO]A@TSQ:

Z b

a
f(t)dt 2 h

n�1X
i=1
f i +

h

2
(f 0 + fn) +R;

where R = �b�a
12 h

2[mini F
(2)
i ;maxi F

(2)
i ].

pRIMENENIE SPLAJNOW

oBRATIMSQ K WOPROSU O PRIMENENII IZLOVENNOJ TEORII APPROKSIMA-
CII DLQ INTEGRIROWANIQ FUNKCIJ, ZADANNYH S O[IBKOJ. pUSTX f (j)(xi) 2
f i;j; i = 0; 1; :::; N ; j = 0; 1; :::; l� 1 I IZWESTNA APRIORNAQ INFORMACIQ OB
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f , POZWOLQ@]AQ POSTROITX r(x). kROME TOGO, PUSTX s(x) | SPLAJN, AP-
PROKSIMIRU@]IJ f I TAKOJ, ^TO

f(x) 2 s(x) + r(x); x 2 [a; b]: (2.53)

tOGDA
bZ
a

f(x)dx 2
bZ
a

(s(x) + r(x))dx = [I; �I]:

iNTEGRAL W PRAWOJ ^ASTI, OBY^NO, MOVNO WY^ISLITX TO^NO, OSOBENNO
PROSTO| W SLU^AE POLINOMIALXNYH SPLAJNOW, KOGDA NA KAVDOM OTREZKE
[xl; xl+1]

s(x) + r(x) =
2m�1X
i=0

aix
i: (2.54)

iNTEGRAL OT INTERWALXNOGO POLINOMA SNOWA BUDET INTERWALXNYM POLI-
NOMOM WIDA

bZ
a

2m�1X
i=0

aix
idx =

2m�1X
i=0

(aix
i+1=(i+ 1))jba:

iSPOLXZUQ RAZWITYJ RANEE PRIEM INTERPOLQCII, MOVNO NAHODITX IN-
TEGRALY MNOGOMERNYH FUNKCIJ, KOTORYE ZADANY W KONE^NOM NABORE TO-
^EK I DLQ KOTORYH IZWESTNY OCENKI STAR[IH PROIZWODNYH. w OTLI^IE
OT TEORII INTEGRIROWANIQ, RAZWITOJ W [39, 54], DANNYJ PODHOD NE TRE-
BUET PRIWLE^ENIQ TAKOGO PONQTIQ, KAK INTERWALXNOE RAS[IRENIE FUNK-
CIJ, ZAMENQQ EGO APRIORNOJ INFORMACIEJ O PROIZWODNYH. w RQDE SLU-
^AEW \TO BYWAET POLEZNYM, NAPRIMER, KOGDA INTERWALXNOE RAS[IRENIE
NE IZWESTNO ILI O^ENX GRUBOE.
oBRATIMSQ TEPERX K WOPROSU APOSTERIORNOGO OCENIWANIQ O[IBOK IN-

TEGRIROWANIQ WE]ESTWENNYH FUNKCIJ. pUSTX

I(x) =
xZ
a

f(� )d�; x 2 (a; b): (2.55)

dALEE OBOZNA^IM ^EREZ Ih(x) PRIBLIVENNOE ZNA^ENIE INTEGRALA (2.55),
NAJDENNOE KAKIM-LIBO ^ISLENNYM METODOM.oCENIM POGRE[NOSTX I(x)�
Ih(x). dLQ \TOGO POSTROIM POLINOM Pn(a; b), INTERPOLIRU@]IJ FUNK-
CI@ Ih(x) SLEDU@]IM OBRAZOM:

s(a) = Ih(a) = 0; s(b) = Ih(b); (2.56)

ds

dx
(�i) = f(�i); i = 1; 2; :::; n� 2; (2.57)
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GDE �i 2 [a; b], fa = �1 < �2 < ::: < �n�2 = bg | NABOR WNUTRENNIH UZLOW.
oBOZNA^IM "(x) = I(x) � s(x). pOSKOLXKU

dI(x)

dx
= f(x); x 2 (a; b);

TO
d"(x)

dx
=
dI(x)

dx
� ds(x)

dx
= '(x); (2.58)

GDE '(x) = f(x) � ds(x)
dx . sLEDOWATELXNO,

(x� a)min'(x) � "(x) � (x � a)max'(x): (2.59)

zAMETIM, ^TO W OPREDELENIE ' WHODQT KONKRETNYE FUNKCII f I s.
oSTANOWIMSQ NA WOPROSE TO^NOSTI DWUSTORONNEGO NERAWENSTWA (2.59).

dLQ \TOGO NAM PONADOBQTSQ OCENKI ' I ":

j"(�)(x)j = jI (�)(x) � s(�)(x)j � jI (�)(x) � s(�)T (x)j+

+ js(�)T (x) � s(�)(x)j; � = 0; 1: (2.60)

zDESX sT 2 Pn(a; b)| POLINOM, INTERPOLIRU@]IJ I(x) PO FORMULAM
(2.56)-(2.58). pERWOE SLAGAEMOE W PRAWOJ ^ASTI NERAWENSTWA (2.60) OCE-
NIWAETSQ TAK:

jI (�)(x) � s
(�)
T (x)j � K(b � a)n+1��kfkn;1:

dLQ OCENKI WTOROGO SLAGAEMOGO PREDSTAWIM POLINOM sT � s W WIDE

sT (x) � s(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + :::+ anx

n:

zAMETIM, ^TO W SILU POSTROENIQ sT ; s SPRAWEDLIWA OCENKA jaij �
K"(b)=(b� a)i. sLEDOWATELXNO,

j'j � K1(b� a)nkfkn;1 +K2"(b)=(b� a)

I
jI(x)� s(x)j � (K1(b� a)nkfkn;1 +K2"(b)=(b� a))(x � a):

dLQ TOGO ^TOBY POSTROENNAQ APOSTERIORNAQ OCENKA POGRE[NOSTI INTEG-
RALA SOOTWETSTWOWALA ISTINNOJ POGRE[NOSTI, NEOBHODIMO SOGLASOWATX
PORQDKI WELI^IN (b� a)n+1kfkn;1 I "(b), T.E. STEPENX POLINOMA DOLVNA
SOOTWETSTWOWATX PORQDKU TO^NOSTI METODA INTEGRIROWANIQ.
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2.9. wOPROSY I UPRAVNENIQ

1. pOSTROJTE ESTESTWENNOE I OB_EDINENNOE INTERWALXNOE RAS[IRE-
NIQ DLQ SLEDU@]IH FUNKCIJ:
A) f(x) = 2x2 + 3x � 5;
B) f(x1; x2) = x1x2 + x1 + x2 + 1.
2. bUDET LI SLEDU@]AQ FUNKCIQ INTERWALXNYM RAS[IRENIEM NEKO-

TOROJ FUNKCII f(x). eSLI DA, TO KAKOJ?
a) f (x) = 2[x; x] + [�1; 1];
b)

f(x) =

8>>><
>>>:
[0;maxfx2; x2g] + 2 ESLI xx < 0;
[x2; x2] + 2 ESLI x � 0;
[x2; x2] + 2 ESLI x � 0:

3. nAJDITE INTERWALXNYJ INTEGRAL NA [a; b] DLQ FUNKCII

f (x) = [1; 2]x2 + [�1; 1]x+ [1; 0]:

4. iSPOLXZUQ FORMULU tEJLORA, NAJDITE INTERWALXNU@ OCENKU IN-
TEGRALA Z �=2

0
sin(x)dx:

5. pOSTROJTE INTERWALXNYJ \RMITOW KUBI^ESKIJ SPLAJN NA OTREZKE
[0; 1], ESLI f0 = [0:5; 1], f 1 = [0; 0:5], f 00 = [�0:5;�0:5], f 01 = [�0:5;�0:5].

6. nAJDITE SUMMU DWUH GISTOGRAMMNYH ^ISEL a= fx 2 [1; 3]; pa =
0:5g, b= fx 2 [2; 4]; pb = 0:5g.
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aLGEBRAI^ESKIE ZADA^I

3.1. nORMIROWANNYE PROSTRANSTWA

pUSTX L | LINEJNOE PROSTRANSTWO, x; y 2 L | WEKTORA, � 2 R.
oPREDELENIE 6. fUNKCIQ ' : L ! R NAZYWAETSQ NORMOJ, ESLI WY-

POLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:
1) '(x) > 0 DLQ WSEH x 6= ;;
2) '(�x) = j�j'(x);
3) '(x+ y) � '(x) + '(y).

lINEJNOE PROSTRANSTWO, W KOTOROM ZADANA NORMA, NAZYWAETSQ NORMI-
ROWANNYM, NORMU WEKTORA OBOZNA^A@T jjxjj. zAMETIM, ^TO IZ 2) WYTEKAET
'(;) = 0.
w NORMIROWANNOM PROSTRANSTWE MY MOVEM OPREDELITX RASSTOQNIE

�(x; y) MEVDU WEKTORAMI x I y KAK jjx� yjj.
rASSMOTRIM PRIMERY NORM W Rn:
1) jjxjj1 = P

i jxij | l-NORMA;
2) jjxjj2 = (

P
i jxij2)1=2 | EWKLIDOWA NORMA;

3) jjxjjp = P
i jxijp)1=p | NORMA gELXDERA, ILI lp-NORMA;

4) jjxjj1 = maxi jxij | c-NORMA.
w Rn MOVNO WWESTI SKALQRNOE PROIZWEDENIE (x; y) =

P
i xiyi, TOGDA

(x; x) = jjxjj22.

|KWIWALENTNOSTX NORM

pUSTX ' | NORMA W LINEJNOM PROSTRANSTWE L, TOGDA  = �' (� > 0)
TAKVE QWLQETSQ NORMOJ.
bUDEM GOWORITX, ^TO NORMA ' MAVORIRUET NORMU  :  � ', ESLI

8x 2 L WYPOLNENO NERAWENSTWO  (x) � '(x).

76
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nORMY  I ' NAZYWA@TSQ \KWIWALENTNYMI, ESLI SU]ESTWU@T POLO-
VITELXNYE �1 I �2 TAKIE, ^TO

�1' �  � �2':

tEOREMA 22. w Rn l-NORMA, c-NORMA I EWKLIDOWA NORMA \KWIWALENT-
NY.

dOKAZATELXSTWO. dLQ L@BOJ NORMY jj � jj SPRAWEDLIWO
jjxjj = jjX

i

xieijj � �
X
i

jxij = �jjxjj1; (3.1)

GDE ei | BAZISNYE WEKTORA I � = maxi jjeijj. nO (3.1) MOVNO OCENITX
PO-DRUGOMU:

jjxjj � max
i
jxij

X
i

jjeijj = �jjxjj1; (3.2)

GDE � =
P
i jjeijj. iZ (3.1) I (3.2) POLU^AEM

��1jjxjj1 � jjxjj1 � �jjxjj1:
dOKAZANA \KWIWALENTNOSTX l-NORMY I c-NORMY. iZ OCENOK

max
i
jxij �

0
@X

i

jxij2
1
A1=2

� pnmax
i
jxij

WYTEKAET \KWIWALENTNOSTX c-NORMY I EWKLIDOWOJ NORMY. tEOREMA DOKA-
ZANA. 2
sPRAWEDLIWA BOLEE OB]AQ TEOREMA [9].

tEOREMA 23. w Rn WSE NORMY \KWIWALENTNY.

nORMY MATRIC

dLQ MATRIC KAK \LEMENTOW LINEJNOGO PROSTRANSTWA MOGUT BYTX WWE-
DENY RAZLI^NYE NORMY.

oPREDELENIE 7. mATRI^NAQ NORMA NAZYWAETSQ SOGLASOWANNOJ S

WEKTORNOJ NORMOJ, ESLI DLQ L@BOJ MATRICY I WEKTORA WYPOLNENO NE-
RAWENSTWO

jjAxjj � jjAjjjjxjj: (3.3)

mOVNO POSTROITX SOGLASOWANNYE NORMY SLEDU@]IM OBRAZOM:

jjAjj = sup
jjxjj=1

jjAxjj: (3.4)
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oPREDELENIE 8. nORMA, OPREDELENNAQ FORMULOJ (3.4), NAZYWAETSQ
INDUCIROWANNOJ.

tEOREMA 24. kAVDAQ SOGLASOWANNAQ NORMA MAVORIRUET INDUCIRO-
WANNU@.

eSLI jjEjj = 1, TO GOWORQT, ^TO \NORMA SOHRANQET EDINICU". nORMY,
UDOWLETWORQ@]IE USLOWI@

jjABjj � jjAjj � jjBjj; (3.5)

NAZYWA@TSQ KOLXCEWYMI NORMAMI. dLQ KOLXCEWYH NORM

jjAjj � jjEjj � jjAjj;
SLEDOWATELXNO, jjEjj � 1. kROME TOGO, SPRAWEDLIWO

jjAkjj � jjAjjk; k = 1; 2; ::::

I
jjA�1jj � jjAjj�1:

tEOREMA 25. l@BAQ INDUCIROWANNAQ NORMA SOHRANQET EDINICU I

OBLADAET KOLXCEWYM SWOJSTWOM.

pERWAQ ^ASTX O^EWIDNA. wTORAQ WYTEKAET IZ OCENKI:

jjABjj = sup
jjxjj=1

jjA(Bx)jj = jjAjj sup
jjxjj=1

jjBxjj = jjAjj � jjBjj:

oPREDELENIE 9. sPEKTRALXNYM RADIUSOM MATRICY A NAZYWAETSQ

^ISLO

�(A) = j�maxj;
GDE j�maxj | MAKSIMALXNOE SOBSTWENNOE ^ISLO MATRICY A.

bUDEM OBOZNA^ATX INDUCIROWANNYE NORMY ANALOGI^NO WEKTORNYM
NORMAM. nAIBOLEE UPOTREBITELXNY SLEDU@]IE NORMY [16]:

jjAjj1 = max
i

X
j

jaijj;

jjAjj1 = max
j

X
i

jaijj:
mATRI^NAQ NORMA, INDUCIROWANNAQ EWKLIDOWOJ, RAWNA

jjAjj2 =
q
�(AA�) = �max;
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GDE �max | MAKSIMALXNOE SINGULQRNOE ^ISLO. w SLU^AE SAMOSOPRQVEN-
NYH MATRIC A = A�

jjAjj2 = �(A):

dLQ NEWYROVDENNOJ MATRICY

jjA�1jj2 = ��1min;

GDE �min | MINIMALXNOE SINGULQRNOE ^ISLO. ~ASTO ISPOLXZUETSQ EWKLI-
DOWA NORMA MATRICY

jjAjjE =

0
@X
i;j

jaijj2
1
A1=2

:

eWKLIDOWA NORMA OBLADAET KOLXCEWYM SWOJSTWOM I QWLQETSQ SOGLASO-
WANNOJ EWKLIDOWOJ NORMOJ:

jjAxjj2 � jjAjjEjjxjj2:
nE SU]ESTWUET WEKTORNOJ NORMY, KOTORAQ INDUCIROWALA BY EWKLIDOWU
MATRI^NU@ NORMU.
zAMETIM, ^TO DLQ L@BOJ INDUCIROWANNOJ (SOGLASOWANNOJ) MATRI^NOJ

NORMY I v | SOBSTWENNOGO WEKTORA SPRAWEDLIWO

jj�vjj = jjAvjj � jjAjjjjvjj:
sLEDOWATELXNO, NAIBOLX[EE PO MODUL@ SOBSTWENNOE ^ISLO NE PREWOSHO-
DIT MATRI^NU@ NORMU:

max
i
j�ij � jjAjj:

pOSKOLXKUmaxi j�ij = �(A), TO POSLEDNEE NERAWENSTWO MOVNO PEREPISATX
W WIDE

�(A) � jjAjj:

oPREDELENIE 10. mATRICA A = (aij) NAZYWAETSQM -MATRICEJ, ES-
LI aij � 0, i 6= j I WYPOLNENO ODNO IZ \KWIWALENTNYH USLOWIJ:

1) detA 6= 0 I A�1 � 0;
2) aii > 0, i = 1; 2; :::; n I �(E � D�1A) < 1, GDE D | DIAGONALX

MATRICY A;
3) WSE SOBSTWENNYE ZNA^ENIQ MATRICY A IME@T POLOVITELXNYE

WE]ESTWENNYE ^ASTI;
4) DLQ KAVDOGO WEKTORA x: Ax � 0 WYTEKAET x � 0.

eSLI B | M -MATRICA I A � B, TO A | M -MATRICA.
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3.2. pRQMYE METODY

rASSMOTRIM SISTEMU LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ

Ax = b; (3.6)

GDE b = (bi); i = 1; : : : ; n| IZWESTNYJ WEKTOR, A = (ai;j); i; j = 1; : : : ; n|
NEWYROVDENNAQ MATRICA. tOGDA WEKTOR x = A�1b | RE[ENIE SISTEMY
(3.6). pREDPOLOVIM, ^TO A I b SODERVAT O[IBKI I IZWESTNO, ^TO IH
\LEMENTY PRINADLEVAT SOOTWETSTWU@]IM INTERWALXNYM ^ISLAM

ai;j 2 ai;j;
bi 2 bi; i; j = 1; : : : ; n:

pUSTX TAKVE, WSE MATRICY IZ MNOVESTWA A NE WYROVDENY. mNOVES-
TWO WEKTOROW

X = fxjAx = b; A 2 A; b 2 bg
NAZOWEM MNOVESTWOM RE[ENIJ SISTEMY

Ax = b: (3.7)

pRIMER 7. pUSTX NEOBHODIMO RE[ITX SISTEMU INTERWALXNYH LI-
NEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ

Ax = b

S MATRICEJ A I PRAWOJ ^ASTX@ b.

A =

0
BB@

[2; 4] [�2; 1]
[�1; 2] [2; 4]

1
CCA ; b =

0
BB@
[�2; 2]
[�2; 2]

1
CCA : (3.8)

mNOVESTWO WEKTOROW X DLQ \TOJ ZADA^I IZOBRAVENO NA RIS. 3.1.
mINIMALXNYM INTERWALXNYM WEKTOROM, SODERVA]IM MNOVESTWO EE

RE[ENIJ, QWLQETSQ INTERWALXNYJ WEKTOR x = ([�4; 4]; [�4; 4])T .
mNOVESTWO X MOVET BYTX OPISANO SLEDU@]IM OBRAZOM [72]:

X = fxjx 2 Rn;Ax \ b 6= ;g (3.9)

ILI
fxjx 2 Rn; 0 2 Ax � bg:

sPRAWEDLIWO SLEDU@]EE UTWERVDENIE [95].
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rIS. 3.1. mNOVESTWO RE[ENIJ SISTEMY (3.8)

zAME^ANIE 1.

x 2 X , jmidAx�mid bj � rad(b):

pOSTAWIM ZADA^U NAJTI INTERWALXNYJ WEKTOR x 2 Rn, SODERVA]IJ MNO-
VESTWO X .
sAMYM PROSTYM SPOSOBOM DLQ NA[EGO PRIMERA BUDET METOD kRAME-

RA. dEJSTWITELXNO, DLQ slau A = (aij), b = (bi), i; j = 1; 2. rE[ENIE
NAHODITSQ PO FORMULAM

x1 =
�1

�
;x2 =

�2

�
;

GDE
� = a11a22 � a12a21;
�1 = b1a22 � b2a21;

�2 = a11b2 � a12b1:

dLQ RE[ENIQ slau S INTERWALXNYMI KO\FFICIENTAMI IZ PRIMERA (3.8)
SDELAEM INTERWALXNOE RAS[IRENIE FORMUL kRAMERA. nEPOSREDSTWENNY-
MI WY^ISLENIQMI POLU^AEM x1 = [�6; 6], x2 = [�6; 6].
kAK WIDIM, OTWET NESKOLXKO [IRE OPTIMALXNOGO. |TOT FAKT LEGKO

OB_QSNQETSQ, POSKOLXKU RACIONALXNYE WYRAVENIQ DLQ x1, x2 NE UDOWLE-
TWORQ@T USLOWI@ TEOREMY 13, T.E. SODERVAT PEREMENNYE BOLEE ODNOGO
RAZA.
pRIMENQTX FORMULY kRAMERA DLQ RE[ENIQ BOLX[IH SISTEM KRAJNE

NE RACIONALXNO. w WY^ISLITELXNOJ MATEMATIKE DLQ \TIH CELEJ ISPOLX-
ZU@T PRQMYE METODY: METOD gAUSSA, LU - I QR-RAZLOVENIQ I T. D.
rASSMOTRIM E]E RQD PRIMEROW.



82 gLAWA 3

rIS. 3.2. mNOVESTWO RE[ENIJ SISTEMY (3.10)

pRIMER 8. pUSTX NEOBHODIMO RE[ITX SISTEMU INTERWALXNYH LI-
NEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ

A =

0
BB@

[2; 4] [�1; 1]
[�1; 1] [2; 4]

1
CCA ; b =

0
BB@
[�3; 3]
[0; 0]

1
CCA : (3.10)

mNOVESTWO WEKTOROW X \TOJ ZADA^I SOGLASNO ZAME^ANI@ 1

X = fxjx 2 R2; 2jx2j � jx1j; 2jx1j � 3 + jx2jg
I IZOBRAVENO NA RIS. 3.2.
pRIMER 9. pUSTX

A =

0
BB@
2 �

� 2

1
CCA ; b =

0
BB@

1:2

�1:2

1
CCA ; �; � 2 [0; 1]: (3.11)

zAMETIM, ^TO PO PRAWILU kRAMERA

x1 = 1:2(2� �)=(4 � ��);

x2 = �1:2(2� �)=(4 � ��):
sLEDOWATELXNO,

2X =

0
BB@

[0:3; 0:6]

[�0:6;�0:3]

1
CCA :

pRIMENQQ FORMALXNO PRAWILO kRAMERA K SISTEME (3.11), MY POLU^AEM
INTERWALXNYJ WEKTOR ([0:3; 1:2]; [�0:8;1:2]).
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rIS. 3.3. mNOVESTWO RE[ENIJ S SIMMETRI^NOJ MATRICEJ

nAJDEM OBRATNU@ MATRICU

A�1 = 2

8>><
>>:

1

4 � ��

0
BB@
2 �

� 2

1
CCA
����� �; � 2 [0; 1]

9>>=
>>; =

=

0
BB@
[1=2; 2=3] [0; 1=3]

[0; 1=3] [1=2; 2=3]

1
CCA :

nESLOVNO UBEDITXSQ, ^TO
A�1b 6= 2X :

pUSTX A | SIMMETRI^NAQ MATRICA

A =

0
BB@
2 �

� 2

1
CCA ; � 2 [0; 1]:

mNOVESTWO RE[ENIJ SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ
S SIMMETRI^NOJ MATRICEJ PREDSTAWLQET SOBOJ OTREZOK S KONCAMI
(0:4;�0:4), (0:6;�0:6). iNTERWALXNAQ OBOLO^KA MNOVESTWA RE[ENIJ S
SIMMETRI^NOJ MATRICEJ

2Xsym =

0
BB@

[0:4; 0:6]

[�0:6;�0:4]

1
CCA 6= 2X :

mETOD gAUSSA I LU-RAZLOVENIE

iNTERWALXNYJ METOD gAUSSA PREDSTAWLQET KORREKTNOE INTERWALXNOE
RAS[IRENIE METODA gAUSSA DLQ slau.
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rASSMOTRIM SISTEMU INTERWALXNYH LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAW-
NENIJ S KWADRATNOJ MATRICEJ RAZMERNOSTI n:

0
BBBBBB@

a11; a12; : : : a1n

a21; a22; : : : a2n
...

...
...

an1; an2 : : : ann

1
CCCCCCA

0
BBBBBB@

x1

x2
...
xn

1
CCCCCCA =

0
BBBBBB@

b1
b2
...
bn

1
CCCCCCA : (3.12)

mETOD gAUSSA SOSTOIT IZ DWUH HODOW: PRQMOGO I OBRATNOGO. nA PRQMOM
HODE S POMO]X@ \LEMENTARNYH PREOBRAZOWANIJ BUDEM POSLEDOWATELXNO
STREMITXSQ PRIWESTI SISTEMU (3.12) K WERHNETREUGOLXNOMU WIDU.
pERWYJ [AG. pREOBRAZUEM SISTEMU K WIDU

0
BBBBBBB@

a11; a12; : : : a1n

0; a
(1)
22 ; : : : a

(1)
2n

...
...

...

0; a
(1)
n2 : : : a(1)

nn

1
CCCCCCCA

0
BBBBBB@

x1

x2
...
xn

1
CCCCCCA =

0
BBBBBBB@

b1

b
(1)
2
...

b(1)n

1
CCCCCCCA
; (3.13)

GDE
a
(1)
ik = aik � li1a1k;

b
(1)
i = bi � li1b1; li1 = ai1=a11:

dALEE PEREHODIM K PODSISTEME S MATRICEJ A(1) I PRAWOJ ^ASTX@ b(1)

RAZMERNOSTI n� 1. pRIMENIM K \TOJ SISTEME PERWYJ [AG I T. D. oKON-
^ATELXNO PRIWODIM cIcTEMU (3.12) K WERHNETREUGOLXNOMU WIDU

0
BBBBBBB@

a11 a12 : : : a1n

0 a
(�)
22 : : : a

(�)
2n

...
...

...
0; 0 : : : a(�)nn

1
CCCCCCCA

0
BBBBBB@

x1

x2
...
xn

1
CCCCCCA =

0
BBBBBBB@

b1

b
(�)
2
...

b(�)n

1
CCCCCCCA
: (3.14)

oBRATNYJ HOD. dALEE POSLEDOWATELXNO WY^ISLQEM NEIZWESTNYE
xn;xn�1,...,x1:

xn = b
(�)
n =a(�)

nn;

xi =
bi � Pi+1

j=n a
(�)
j xj

a
(�)
ii

i = n� 1; :::; 1:

iNTERWALXNYJ METOD gAUSSA NE WSEGDA MOVNO REALIZOWATX DAVE DLQ
REGULQRNYH MATRIC A.
pRIMER rAJHMANA
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rASSMOTRIM INTERWALXNU@ MATRICU

S(a) =

0
BBB@

1 [0; a] [0; a]

[0; a] 1 [0; a]

[0; a] [0; a] 1

1
CCCA :

pROWODQ PRQMOJ HOD METODA gAUSSA, POLU^AEM

S(a) �
0
BBB@
1 [0; a] [0; a]

0 1 [�a2=(1� a2); a=(1� a2)]

0 0 [1� a2 � a2=(1� a2); 1 + a3(1� a2)]

1
CCCA :

nESLOVNO UBEDITXSQ, DLQ L@BOGO a 2 [(
p
5 � 1)=2; 1] SLEDUET, ^TO 0 2

[1 � a2 � a2=(1 � a2); 1 + a3(1 � a2)]. tAKIM OBRAZOM, METOD gAUSSA NE
MOVET BYTX ZAKON^EN.

tEOREMA 26. eSLI MATRICAA| M-MATRICA ILI IMEET DIAGONALX-
NOE PREOBLADANIE, TO RE[ENIE xG PO METODU gAUSSA SU]ESTWUET I

2X � xG:

sOGLASNO METODU hOLECKOGO MATRICU A MOVNO PREDSTAWITX W WIDE
PROIZWEDENIQ DWUH TREUGOLXNYH MATRIC L;U .

L =

0
BBBBBB@

l11; 0 : : : 0
l21; l22 : : : 0
...

...
ln1; ln2 : : : lnN

1
CCCCCCA ; U =

0
BBBBBB@

1; u12 : : : u1n

0; 1 : : : u2n
...

...
0; 0 : : : 1

:

1
CCCCCCA

kO\FFICIENTY MATRIC L;U NAHODQT PO FORMULAM:

li1 = ai1 DLQ i = 1; :::; n;

u1i = a1i=l11 DLQ i = 2; :::; n:

dALEE SPRAWEDLIWY REKURRENTNYE SOOTNO[ENIQ:

lis = (ais �
s�1X
k=1

likuki); i = s; :::; n; s = 2; 3; :::; n;

usi = (ais �
s�1X
k=1

likuki)=lss; i = s+ 1; :::; n; s = 2; :::; n� 1:
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eSLI MATRICY L;U POSTROENY, PREDLAGAETSQ SLEDU@]IJ ALGORITM.
sNA^ALA RE[A@T WSPOMOGATELXNU@ SISTEMU

Ly = b:

tAK KAK MATRICA L TREUGOLXNAQ, TO NETRUDNO WYPISATX REKURRENT-
NYE SOOTNO[ENIQ

y1 = b1=l11;y2 = (b2 � l12y1)=l22; :::;

yn = (bn �
n�1X
i=1
lniyi)=lnn:

zNAQ WEKTOR y, NAHODQT RE[ENIE SISTEMY (3.12) S POMO]X@ TREUGOLXNOJ
MATRICY U .

Ux = y:

aNALOGI^NO WYPISYWA@T REKURRENTNYE SOOTNO[ENIQ

xn = yn;xn�1 = yn�1 � un�1;nxn; :::;

x1 = y1 �
nX
i=2
u1ixi:

mETOD LU -RAZLOVENIQ NAIBOLEE PREDPO^TITELEN, ESLI SISTEMU (3.12)
NEOBHODIMO RE[ATX DLQ RAZNYH PRAWYH ^ASTEJ b. oDIN RAZ NUVNO NAJ-
TI MATRICY L;U , A ZATEM POLXZOWATXSQ OBRATNYM HODOM NAHOVDENIQ
WEKTOROW Y;X.
pRIMER 10. rASSMOTRIM

A =

0
BB@

2 [�1; 0]
[�1; 0] 2

1
CCA ; b =

0
BB@

1:2

�1:2

1
CCA : (3.15)

A | M -MATRICA S LU -RAZLOVENIEM

L =

0
BB@

1 0

[�0:5; 0] 1

1
CCA ;U =

0
BB@
2 [�1; 0]
0 [1:5; 2]

1
CCA :

sLEDOWATELXNO,

x =

0
BB@

[0:2; 0:6]

[�0:8;�0:3]

1
CCA :
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3.3. iTERACIONNYE METODY

sNA^ALA PREDWARITELXNO RASSMOTRIM ITERACIONNYE METODY RE[E-
NIQ SISTEM LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ

Ax = b; (3.16)

GDE
x = (xi); i = 1; : : : ; n | WEKTOR RE[ENIQ,
b = (bi); i = 1; : : : ; n | IZWESTNYJ WEKTOR,
A = (ai;j); i; j = 1; : : : ; n | NEWYROVDENNAQ MATRICA.
dLQ PRIMENENIQ ITERACIONNYH METODOW RE[ENIQ SISTEMA (3.16) DOLVNA
BYTX PREDSTAWLENA W WIDE

x = wx + S: (3.17)

pRIWEDENIE SISTEMY (3.16) K WIDU (3.17) MOVNO WYPOLNITX SLEDU@]IM
OBRAZOM. pUSTX H | NEWYROVDENNAQ MATRICA, UMNOVIM OBE ^ASTI RA-
WENSTWA (3.16) NA �H I PERENESEM b W LEWU@ ^ASTX

�H(Ax � b) = 0

dOBAWLQQ x W OBE ^ASTI POSLEDNEGO RAWENSTWA, POLU^AEM

x �H(Ax� b) = x

SISTEMU \KWIWALENTNU@ (3.17).
dLQ NAHOVDENIQ WEKTORA x PRIMENIM METOD PROSTOJ ITERACII

xi+1 = Bxi + c; i = 0; 1; 2::: (3.18)

tEOREMA 27. dLQ SHODIMOSTI METODA PROSTOJ ITERACII (3.18)
PRI L@BOM NA^ALXNOM PRIBLIVENII x0 NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TO-
BY

�(B) < 1: (3.19)

sLEDSTWIE 1. dOSTATO^NYM USLOWIEM SHODIMOSTI METODA PROS-
TOJ ITERACII (3.18) PRI L@BOM NA^ALXNOM PRIBLIVENII x0 QWLQETSQ

USLOWIE jjBjj < 1.

pRIMER 11. pUSTX

B =

0
@ 0:5 0:5
�0:5 0:5

1
A ; c =

0
@ 0
�1

1
A :
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tOGDA SPEKTRALXNYJ RADIUS �(B) = 0:5, NO jjBjj1 = 1.
pEREJDEM K INTERWALXNYM SISTEMAM LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAW-

NENIJ
Ax = b: (3.20)

dLQ PREOBRAZOWANIQ SISTEMY (3.20) K WIDU (3.17) MOVNO ISPOLXZOWATX
MATRICU H = (midA)�1, POLU^AEM

xi+1 = Bxi + c; i = 0; 1; 2::: (3.21)

nEOBHODIMOE I DOSTATO^NOE USLOWIE SHODIMOSTI INTERWALXNYH METO-
DOW PROSTOJ ITERACII DAET TEOREMA [3].

tEOREMA 28. mETOD PROSTOJ ITERACII (3.21) SHODITSQ K EDINST-
WENNOJ NEPODWIVNOJ TO^KE URAWNENIQ

x = Bx+ c

PRI L@BOM NA^ALXNOM x0 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

�(jBj) < 1: (3.22)

sLEDUET OBRATITX WNIMANIE NA OTLI^IE USLOWIQ (3.22) OT (3.19).
zAMETIM, ^TO, POSKOLXKU �(jBj) = 1, DLQ x0 = ([0; 2]; [0; 2]) I MATRICY

B IZ POSLEDNEGO PRIMERA INTERWALXNYJ METOD PROSTOJ ITERACII 3.21
NE SHODITSQ I xi = x0, i = 1; 2; :::
iZ NERAWENSTWA �(jBj) � jjBjj1 WYTEKAET DOSTATO^NOE USLOWIE SHODI-

MOSTI METODA PROSTOJ ITERACII jjBjj1 < 1.
zAMETIM, ^TO ESLI MNOVESTWO RE[ENIJ INTERWALXNOJ slau X � x0,

TO X � xi; i = 1; 2; 3:::.

3.4. uTO^NENIE RE[ENIJ

pREDLAGAEMYJ METOD OSNOWAN NA MINIMIZACII SPECIALXNYH FUNKCI-
ONALOW. s POMO]X@ FUNKCIONALOW POSLEDOWATELXNO NAHODQTSQ GRANICY
INTERWALXNOGO RE[ENIQ SISTEMY LINEJNYH INTERWALXNYH ALGEBRAI^ES-
KIH URAWNENIJ. mETOD NAHOVDENIQ GRANIC INTERWALXNYH RE[ENIJ RAS-
SMATRIWALSQ TAKVE W RABOTE hANSENA [83]. w NEJ DLQ OPREDELENIQ GRANIC
INTERWALXNOGO RE[ENIQ PRIHODILOSX DOPOLNITELXNO RE[ATX SISTEMY
LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ, NO BOLEE PROSTOJ STRUKTURY. w
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OTLI^IE OT \TOJ RABOTY PREDLAGAEMYJ METOD POZWOLQET UTO^NQTX IZ-
WESTNYE INTERWALXNYE RE[ENIQ DO NEOBHODIMOJ TO^NOSTI.
rASSMOTRIM SISTEMU LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ

Ax = b; (3.23)

GDE b = (bi); i = 1; : : : ; n| IZWESTNYJ WEKTOR, A = (ai;j); i; j = 1; : : : ; n|
NEWYROVDENNAQ MATRICA. tOGDA WEKTOR x = A�1b QWLQETSQ RE[ENIEM
SISTEMY (3.23). pREDPOLOVIM, ^TO A I b SODERVAT O[IBKI I IZWESTNO,
^TO IH \LEMENTY PRINADLEVAT SOOTWETSTWU@]IM INTERWALXNYM ^IS-
LAM

ai;j 2 ai;j;

bi 2 bi; i; j = 1; : : : ; n:

pUSTX WSE MATRICY IZ MNOVESTWA A NE WYROVDENY. mNOVESTWO WEKTO-
ROW

X = fxjAx = b; A 2 A; b 2 bg
NAZOWEM MNOVESTWOM RE[ENIJ SISTEMY

Ax = b: (3.24)

pOSTAWIM ZADA^U NAJTI INTERWALXNYJ WEKTOR x 2 Rn, SODERVA]IJ
MNOVESTWO X .
rE[ENIE ZADA^I (3.23) DOSTAWLQET MINIMUM FUNKCIONALU

�(x;A; b) = (Ax � b; Ax� b);

GDE (,) | EWKLIDOWO SKALQRNOE PROIZWEDENIE. oPREDELIM FUNKCIONAL

T (v;w) = min
v2v;v2v

nX
i=1
(vi � wi)

2:

oBRATIM WNIMANIE, ^TO T (Ax; b) = �(x;A; b). pO\TOMU O^EWIDEN SLEDU-
@]IJ REZULXTAT.

lEMMA 5. rAWENSTWO T (Ax; b) = 0 | NEOBHODIMOE I DOSTATO^NOE

USLOWIE PRINADLEVNOSTI PROIZWOLXNOGO WEKTORA x MNOVESTWU X .

oBOZNA^IM
� = sup

A2A;jjxjj=1

(Ax;Ax) > 0;


 = inf
A2A;jjxjj=1

(Ax;Ax) > 0:
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zAFIKSIRUEM NEKOTOROE CELOE i: 1 � i � n I WWEDEM FUNKCIONALY

DR(x; �; i) = �xi + �T (Ax; b);

DL(x; �; i) = xi + �T (Ax; b); (3.25)

GDE � > 0 | PARAMETR, KOTORYJ MY WYBEREM POZDNEE. pUSTX xR(�; i) |
ODIN IZ WEKTOROW, MINIMIZIRU@]IJ DR(x; �; i), T.E.

DR(xR(�; i); �; i) = min
y2Rn

DR(y; �; i):

aNALOGI^NO OPREDELQETSQ WEKTOR xL(�; i), MINIMIZIRU@]IJ DL(x; �; i).
pUSTX xRj (�; i) | KOMPONENTA S NOMEROM j WEKTORA xR(�; i).

tEOREMA 29. dLQ WEKTOROW xR; xL WYPOLNQ@TSQ SOOTNO[ENIQ
1) xRi (�; i) � xi;8� > 0;
2) lim�!1x

R
i (�; i) = xi;

1) xLi (�; i) � xi;8� > 0;
2) lim�!1x

L
i (�; i) = xi:

dOKAZATELXSTWO.oSTANOWIMSQ NA SWOJSTWAH 1), 2). sWOJSTWA 3), 4) DO-
KAZYWA@TSQ ANALOGI^NO. pOKAVEM, ^TO DR(x; �; i) NE MOVET PRINIMATX
SWOEGO MINIMALXNOGO ZNA^ENIQ NA X . zAMETIM, ^TO 8x 2 X ; DR(x; �; i) =
�xi . rASSMOTRIM x� 2 X TAKOJ, ^TO x�i = xi. wOZXMEM WEKTOR x� S KOM-
PONENTAMI

x�j = ��i;j + x�j ; j = 1; : : : ; n;

GDE � BUDET WYBRANO POZDNEE. wEKTOR x� BUDET W SILU WYBORA BLIVAJ[IM
WEKTOROM IZ X K WEKTORU x�, T.E.

(x� � x�; x� � x�) = min
x2X

(x� x�; x� x�): (3.26)

pOSKOLXKU x� 2 X , TO NAJDUTSQ A� 2 A; b� 2 b, DLQ KOTORYH WYPOLNENO
RAWENSTWO

A�x� = b�:

sLEDOWATELXNO,

DR(x�; �; i) � �x�i � �+ �(A�(x� � x�); A�(x� � x�)) �
�x�i � � + ���2:

pOLOVIM � = 1=(4��), TOGDA

DR(x�; �; i) � DR(x�; �; i) = �xi:
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wSLEDSTWIE, \TOGO MINIMUM FUNKCIONALA DR MENX[E �xi; ^TO MOVET
PROIZOJTI TOLXKO PRI USLOWII

xRi � xi:

sWOJSTWO 1) DOKAZANO.
dALEE, PUSTX At 2 A; bt 2 b TAKIE, ^TO

DR(x�; �; i) = �x�i � �+ �T (Atx�; bt):

tOGDA NAJDETSQ xt 2 X , DLQ KOTOROGO WYPOLNENO RAWENSTWO
Atxt = bt:

tOGDA

DR(x�; �; i) = �x�i � � + �(At(x� � xt); At(x� � xt)) �
�x�i � � + �
(x� � xt; x� � xt):

oTS@DA NA OSNOWANII (3.26) SLEDUET, ^TO

DR(x�; �; i) = �x�i � � + �
(x� � xt; x� � xt) =

= �x�i � � + ���2: (3.27)

iZ (3.27) NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET SWOJSTWO 2). tEOREMA DOKAZANA. dLQ
PRIBLIVENNOGO NAHOVDENIQ KOMPONENT WEKTORA x � X DOSTATO^NO MI-
NIMIZIROWATX FUNKCIONALY (3.25) PRI NEKOTOROM � > 0. zA NA^ALXNOE
PRIBLIVENIE MOVNO WZQTX WEKTOR

x0 = (A0)�1b0; (3.28)

GDE A0 =midA, b0 =midb.
pOSKOLXKU W OB]EM SLU^AE FUNKCIONALY (3.25) NE DIFFERENCIRUE-

MY, TO DLQ IH MINIMIZACII SLEDUET ISPOLXZOWATX METODY, OSNOWANNYE
NA ISPOLXZOWANII SUBGRADIENTOW [12]. zAMETIM, ^TO W DOSTATO^NO MA-
LOJ OKRESTNOSTI SWOIH TO^EK MINIMUMA FUNKCIONALY (3.25) WYPUKLYE,
DIFFERENCIRUEMYE I PREDSTAWLQ@TSQ W WIDE

DR(x; �; i) = �xi � � + �(Atx � bt); Atx� bt));

GDE At; bt POSTOQNNY DLQ WSEH WEKTOROW x IZ DOSTATO^NO MALOJ OKREST-
NOSTI TO^KI MINIMUMA, I WYBRANY, SLEDUQ RABOTE [83], IZ SOOTNO[ENIJ

(
nX

j=1

atijxj � bti)
2 = min

aij2Aij ;bi2bi
(

nX
j=1

aijxj � bi)2; i = 1; : : : ; n:
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tOGDA [83]
Atx� = bt (3.29)

I DLQ NAHOVDENIQ x� DOSTATO^NO RE[ITX POLU^ENNU@ WE]ESTWENNU@
SISTEMU. pODOBNU@ METODIKU MOVNO USPE[NO PRIMENQTX DLQ UTO^NENIQ
UVE IZWESTNYH INTERWALXNYH RE[ENIJ SISTEM LINEJNYH URAWNENIJ.
w \TOM SLU^AE W KA^ESTWE NA^ALXNOGO PRIBLIVENIQ DLQ MINIMIZACII
FUNKCIONALOW (3.25) NEOBHODIMO WZQTX IZWESTNYE GRANICY RE[ENIQ.
pROILL@STRIRUEM \TO NA RE[ENII SISTEMY INTERWALXNYH LINEJNYH

ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ (3.8) [82]. mNOVESTWO WEKTOROW X DLQ \TOJ
ZADA^I IZOBRAVENO NA RIS. 3.1.
mINIMALXNYM INTERWALXNYM WEKTOROM, SODERVA]IM MNOVESTWO EE

RE[ENIJ, QWLQETSQ INTERWALXNYJ WEKTOR x = ([�4; 4]; [�4; 4])T .
w SOOTWETSTWII S POSTROENNYM METODOM OCENIM GRANICU PERWOJ KOM-

PONENTY WEKTORA x, T.E. x1. dLQ \TOGO POLOVIM i = 1 I MINIMIZI-
RUEM SOOTWETSTWU@]IJ FUNKCIONAL DR, PRI \TOM NA^ALXNYE ZNA^E-
NIQ WOZXMEM SOGLASNO (3.28) x0 = (0; 0)T , � = 10. tOGDA POLU^AEM
SLEDU@]EE PRIBLIVENNOE ZNA^ENIE TO^KI MINIMUMA FUNKCIONALA DR:
xR = (4:618; 3:207)T .
dLQ OPREDELENIQ x1 UMNOVIM INTERWALXNU@ MATRICU A NA WEKTOR

xR. pOLU^AEM

A

0
BB@
xR1

xR2

1
CCA =

0
BB@

[2xR1 � 2xR2 ; 4x
R
1 + 1xR2 ]

[�1xR1 + 2xR2 ; 2x
R
1 + 4xR2 ]

1
CCA =

0
BB@
[2:822; 21:679]

[1:796; 22:064]

1
CCA : (3.30)

pOSKOLXKU PRAWAQ GRANICA PERWOJ KOMPONENTY WEKTORA x OPREDELQETSQ
IZ RE[ENIQ NEKOTOROJ KONKRETNOJ SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH
URAWNENIJ, TO IZ SRAWNENIQ INTERWALXNOGO WEKTORA (3.30) S b W SILU
BLIZOSTI xR1 I x1 WYTEKAET, ^TO W SISTEME (3.28)

At =

0
BB@

2 �2
�1 2

1
CCA ; bt =

0
BB@
2

2

1
CCA :

rE[AQ SISTEMU (3.29), POLU^AEM x� = (4; 3)T , T.E. DOSTIGAETSQ PRAWAQ
TO^NAQ GRANICA: x1 = xR = 4. aNALOGI^NO NAHODQTSQ DRUGIE KOMPONENTY
WEKTORA x.
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sLEDOWATELXNO, RASSMOTRENNYJ METOD POZWOLQET NAHODITX TO^NYE
GRANICY RE[ENIJ DLQ SISTEM LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ S
INTERWALXNYMI KO\FFICIENTAMI.

3.5. wOPROSY I UPRAVNENIQ

1. wY^ISLITE jjAjj1

A =

0
BBBBBBB@

[2; 3]; [�1; 0] [0; 0]

[�2; 0]; [2; 2] [0; 1]

[0; 1]; [�1; 0] [�3;�2]

1
CCCCCCCA
:

2. nAJTI MNOVESTWO RE[ENIJ SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAW-
NENIJ

Ax = b

SO SLEDU@]EJ MATRICEJ A I PRAWOJ ^ASTX@ b:

A =

0
BB@

[2; 3] [�1; 1]
[�1; 1] [2; 3]

1
CCA ; b =

0
BB@
[0; 2]

[0; 2]

1
CCA :

3. rE[ITX SISTEMU LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ METODOM
gAUSSA

Ax = b;

GDE

A =

0
BB@

[2; 3] [�1; 1]
[�1; 1] [2; 3]

1
CCA ; b =

0
BB@
[0; 2]

[0; 2]

1
CCA :

4. bUDET LI MATRICA

A =

0
BB@

[1; 2] [�1; 0]
[�1; 0] [1; 2]

1
CCA

INTERWALXNOJ M -MATRICEJ?
5. bUDUT LI SHODITXSQ SLEDU@]IE INTERWALXNYE ITERACIONNYE PRO-

CESSY
Xi+1 = AXi + d;

S MATRICAMI
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a)

A =

0
BB@
0:7 �0:4
0:4 0:7

1
CCA ;

b)

A =

0
BB@
0:5 0:4

0:4 0:5

1
CCA ;

c)

A =

0
BB@

0:5 �0:4
�0:4 0:5

1
CCA?

kAKOJ INTERWALXNYJ PROCESS DAET OPTIMALXNYE GRANICY RE[ENIQ?
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nELINEJNYE URAWNENIQ

4.1. mETOD PROSTOJ ITERACII

pUSTX W NEKOTOROJ OBLASTI 
 � Rn ZADANO OTOBRAVENIE
' : Rn ! Rn, PRI^EM DLQ L@BYH x;y 2 
 WYPOLNENO NERAWENSTWO

�('(x) � '(y)) � ��(x � y); (4.1)

GDE 0 � � < 1. oTOBRAVENIE, UDOWLETWORQ@]EE SWOJSTWU (4.1), NAZYWA-
ETSQ SVIMA@]IM OTOBRAVENIEM. tO^KA x� NAZYWAETSQ NEPODWIVNOJ
TO^KOJ OTOBRAVENIQ ', '(x�) = x�: dRUGIMI SLOWAMI, NEPODWIVNAQ
TO^KA| \TO RE[ENIE URAWNENIQ

'(x) = x:

tEOREMA 30 (O PRINCIPE SVIMA@]IH OTOBRAVENIJ). wSQKOE
SVIMA@]EE OTOBRAVENIE IMEET ODNU I TOLXKO ODNU NEPODWIVNU@

TO^KU x�; PRI^EM
x� = lim

k!1
xk; (4.2)

GDE x0 2 
 | PROIZWOLXNOE NA^ALXNOE PRIBLIVENIE,

xk = '(xk�1): (4.3)

dOKAZATELXSTWO. pOKAVEM, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX fxkg FUNDAMEN-
TALXNAQ. dEJSTWITELXNO, RASSMOTRIM PROCESS, KOTORYJ NAZYWAETSQ ME-
TODOM PROSTOJ ITERACII:

x1 = '(x0); x2 = '(x1) = '2(x0);xn = '(xn�1) = 'n(x0):

bUDEM S^ITATX DLQ OPREDELENNOSTI n � m, IMEEM

�(xn � xm) = �('n(x)� 'm(x)) � �n�(x0 � xm�n) �
95
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� �n(�(x0 � x1) + �(x1 � x2) + : : :+ �(xm�n�1 � xm�n)) �
� �n�(x0 � x1)(1 + � + �2 + : : :+ �m�n�1) � �n�(x0 � x1)=(1� �):

pOSKOLXKU � < 1, TO PRI DOSTATO^NO BOLX[OM n WELI^INA �(xn � xm)
SKOLX UGODNO MALA, TO POSLEDOWATELXNOSTX fxkg FUNDAMENTALXNAQ I PRE-
DEL (4.2) SU]ESTWUET. tOGDA W SILU NEPRERYWNOSTI '

'(x�) = '( lim
k!1

xk) = lim
k!1

'(xk) = lim
k!1

xk+1 = x�:

iTAK, SU]ESTWOWANIE NEPODWIVNOJ TO^KI DOKAZANO, POKAVEM EE EDINST-
WENNOSTX. eSLI

'(x) = x; '(y) = y;

TO NERAWENSTWO (4.1) PRINIMAET WID

�(x � y) � ��(x � y):
sLEDOWATELXNO, �(x � y) = 0 , ILI x = y. tEOREMA DOKAZANA.
rASSMOTRIM PROSTEJ[IE PRIMENENIQ PRINCIPA SVIMA@]IH OTOBRA-

VENIJ K RE[ENI@ NELINEJNYH URAWNENIJ.
pUSTX ZADANO URAWNENIE S ODNOJ NEIZWESTNOJ x:

x = '(x); (4.4)

GDE '(x) | ZADANNAQ FUNKCIQ. uRAWNENIE (4.4) MOVET IMETX RAZLI^NOE
^ISLO KORNEJ ILI SOWSEM NE IMETX RE[ENIJ.

oPREDELENIE 11. fUNKCIQ ' UDOWLETWORQET NA OTREZKE [a; b] USLO-
WI@ lIP[ICA S POSTOQNNOJ �, ESLI DLQ L@BYH x1; x2 2 [a; b] WYPOLNQ-
ETSQ NERAWENSTWO

j'(x1) � '(x2)j � �jx1 � x2j: (4.5)

zAME^ANIE 2. eSLI FUNKCIQ '(x) DIFFERENCIRUEMA NA OTREZKE

[a; b], TO ONA UDOWLETWORQET NA [a; b] USLOWI@ lIP[ICA S POSTOQNNOJ

� � max
[a;b]

j'0(x)j: (4.6)

tEOREMA 31. pUSTX FUNKCIQ ' UDOWLETWORQET NA OTREZKE [a; b]
USLOWI@ lIP[ICA S POSTOQNNOJ �, PRI^EM

0 � � < 1: (4.7)
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tOGDA URAWNENIE (4.4) IMEET NA OTREZKE [a; b] EDINSTWENNOE RE[ENIE

x� = lim
k!1

xk; (4.8)

GDE x0 | NA^ALXNOE PRIBLIVENIE IZ OTREZKA [a; b],

xk = '(xk�1): (4.9)

dOKAZATELXSTWO NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET IZ PRINCIPA SVIMA@]IH
OTOBRAVENIJ.
oCENIM SKOROSTX SHODIMOSTI (4.9). iMEEM

x� = '(x�): (4.10)

wY^TEM (4.9) IZ (4.10), TOGDA

jx� � xkj � �kjx� � x0j � �k(b� a): (4.11)

tAKIM OBRAZOM, MY WIDIM, ^TO RASSTOQNIE MEVDU TO^NYM RE[ENIEM
NA[EGO URAWNENIQ I PRIBLIVENNYM UBYWAET W GEOMETRI^ESKOJ PROGRES-
SII.
nA PRAKTIKE URAWNENIQ WIDA (4.4) WSTRE^A@TSQ DOWOLXNO REDKO.

oBY^NO NELINEJNYE URAWNENIQ ZADA@TSQ W WIDE

f(x) = 0: (4.12)

pRIWEDEM SPOSOB PREOBRAZOWANIQ (4.12) K WIDU (4.4). zAMETIM, ^TO
DLQ L@BOGO k 6= 0 SLEDU@]EE URAWNENIE \KWIWALENTNO PREDYDU]EMU:

f(x)

k
= 0 (4.13)

I

x = x � f(x)

k
: (4.14)

sLEDOWATELXNO, MY MOVEM POLOVITX '(x) = x� f(x)
k . w SILU ZAME^ANIQ

2 DLQ POSTROENIQ SHODQ]EGOSQ PROCESSA NAM NEOBHODIMO WYPOLNENIE
USLOWIQ (4.7):

j'0(x)j = j1� f 0(x)

k
j � 1:

pREDPOLOVIM, ^TO f 0(x) NA INTERWALE [a; b] NE MENQET ZNAK I DLQ OPRE-
DELENNOSTI f 0(x) > 0. tOGDA k MOVNO POLOVITX

k = max
[a;b]

f 0(x):
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rASSMOTRIM SISTEMU LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ WIDA

x = Bx + b; (4.15)

GDE B | ZADANNAQ MATRICA n-GO PORQDKA, b 2 Rn | ZADANNYJ WEKTOR.
pRIWEDEM USLOWIQ, PRI KOTORYH OTOBRAVENIE Bx + b QWLQETSQ SVI-

MA@]IM.
�(Bx� By) = �(Bx � y) � ��(x � y);

DRUGIMI SLOWAMI, NEOBHODIMO WYPOLNENIE USLOWIQ:

sup
x;y2Rn

�(Bx � y)
�(x � y) = sup

v 6=0

�(Bv � 0)

�(v � 0)
� �;

ILI

sup
v 6=0

jj(Bvjj
jjvjj � �: (4.16)

w PROSTRANSTWE KWADRATNYH MATRIC MY MOVEM ZADATX NORMU SLEDU@-
]IM OBRAZOM:

jjBjj = sup
v 6=0

jj(Bvjj
jjvjj : (4.17)

mOVNO POKAZATX, ^TO

jjAjj � (
nX

i;j=1

a2ij)
1=2: (4.18)

sLEDOWATELXNO, DLQ SHODIMOSTI METODA PROSTOJ ITERACII DOSTATO^NO
POKAZATX, ^TO NORMA MATRICY jjBjj UDOWLETWORQET SLEDU@]EMU NERAWEN-
STWU jjBjj � � ILI WYPOLNENO BOLEE SILXNOE USLOWIE

(
nX

i;j=1

b2ij)
1=2 � �:

sISTEMY NELINEJNYH URAWNENIJ

rASSMOTRIM SISTEMU NELINEJNYH URAWNENIJ S n NEIZWESTNYMI:

x1 = '1(x1; x2; : : : ; xn);

x2 = '2(x1; x2; : : : ; xn); (4.19)

: : : : : :

xn = 'n(x1; x2; : : : ; xn);
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ILI W WEKTORNOM WIDE
x = '(x):

eSLI OTOBRAVENIE ' SVIMA@]EE, TO DLQ NAHOVDENIQ RE[ENIQ SISTE-
MY (4.19) MY MOVEM PRIMENITX METOD PROSTYH ITERACIJ

x1 = '(x0); x2 = '(x1); : : : ;xn = '(xn�1): (4.20)

pREDPOLOVIM, ^TO WEKTOR-FUNKCIQ ' IMEET NEPRERYWNYE ^ASTNYE PRO-
IZWODNYE PO x1; x2; : : : ; xn; I OBOZNA^IM A = (aij), GDE

aij = max


j@'i=@xjj: (4.21)

pUSTX x;y 2 
. sOGLASNO FORMULE KONE^NYH PRIRA]ENIJ lAGRANVA,
IMEEM

'i(x) � 'i(y) =
nX

j=1

@'i(�j)

@xj
(xj � yj):

sLEDOWATELXNO,
'(x) � '(y) = A(x � y)

I
�('i(x) � 'i(y)) = jj'i(x � 'i(y)jj = jjA(x� y)jj �

� jjAjjjjx� yjj = jjAjj�(x� y);
T. E.

�('i(x)� 'i(y)) � jjAjj�(x� y):
eSLI jjAjj � 1, TO OPERATOR ' QWLQETSQ SVIMA@]IM I ITERACIONNYJ
PROCESS (4.20) SHODITSQ.
w INTERWALXNOM WIDE METOD PROSTOJ ITERACII ZAPISYWAETSQ KAK

xi=1 = '(xi) \ xi; i = 0; : : :

pRI^EM DLQ NA^ALXNOGO PRIBLIVENIQ x0 DOLVNO WYPOLNQTXSQ WKL@^E-
NIE x� � x0.

4.2. mETOD nX@TONA

pUSTX f 2 C2[a; b] | NEKOTORAQ DWAVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRU-
EMAQ FUNKCIQ. rASSMOTRIM ZADA^U NAHOVDENIQ KORNQ URAWNENIQ:

f(x) = 0: (4.22)
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tEOREMA 32. pUSTX NA OTREZKE [a; b] PROIZWODNAQ f 0(x) NE MENQET
ZNAK I, KROME TOGO, f(a)f(b) < 0, TOGDA NA OTREZKE SU]ESTWUET KO-
RENX x� URAWNENIQ (4.22), PRI^EM EDINSTWENNYJ.

dOKAZATELXSTWO \TOJ TEOREMY O^EWIDNO IZ GEOMETRI^ESKIH SOOBRAVE-
NIJ.
pRIWEDEM SLEDU@]U@ CEPO^KU TOVDESTWENNYH PREOBRAZOWANIJ:

�f(x0) = f(x�) � f(x0) = f 0(�)(x� � x0); x0 2 [a; b]:

rAZDELIW OBE ^ASTI RAWENSTWA NA f 0(�), POLU^AEM

x� � x0 = �f(x0)=f 0(�);
ILI

x� = x0 � f(x0)=f
0(�); � 2 [x�; x0]:

tAKIM OBRAZOM, ESLI TO^KA x0 BLIZKA K x�, TO W POSLEDNEM RAWENSTWE
MOVNO ZAMENITX NEIZWESTNOE ZNA^ENIE � NA x0. pOLU^AEM PRIBLIVENNOE
RAWENSTWO

x� � x0 � f(x0)=f
0(x0):

nA OSNOWE \TOGO PRIBLIVENIQ MY MOVEM POSTROITX SLEDU@]IJ ITERA-
CIONNYJ PROCESS:

xi = xi�1 � f(xi�1)=f 0(xi�1); i = 1; 2; : : : ; (4.23)

KOTORYJ NAZYWA@T METODOM nX@TONA ILI | POSKOLXKU (4.23) GEOMET-
RI^ESKI OZNA^AET URAWNENIE KASATELXNOJ K GRAFIKU FUNKCII f W TO^KE
xi�1 | METODOM KASATELXNYH.
oCENIM SKOROSTX SHODIMOSTI. sOGLASNO FORMULE tEJLORA IMEEM

0 = f(x�) = f(xi�1) � f 0(xi�1)(x� � xi�1) + f 00(�)
(x� � xi�1)

2

2
ILI

x� = xi�1 � f(xi�1)=f 0(xi�1) + (x� � xi�1)
2 f 00(�)

2f 0(xi�1)
; � 2 [x�; xi�1]:

wY^ITAQ IZ POSLEDNEGO RAWENSTWA (4.23) I PREDPOLAGAQ

f 00(�)

2f 0(xi�1)
� �;

POLU^AEM
jx� � xij � �(x� � xi�1)

2:
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oTS@DA SLEDUET, ^TO ESLI WYPOLNENO NERAWENSTWO

�jx� � xij < 1; (4.24)

TO POGRE[NOSTX UBYWAET O^ENX BYSTRO PO KWADRATI^NOMU ZAKONU. ~EREZ
n ITERACIJ BUDEM IMETX

jx� � xi+nj � 1

�
(�(x� � xi))2n:

w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM SLEDU@]EE URAWNENIE:

f(x) = x2 � a = 0; f 0(x) = 2x:

mETOD nX@TONA ZAPI[ETSQ W WIDE

xi+1 = xi � x2i � a

2xi
=
1

2
(xi � a=xi); (4.25)

ZA NA^ALXNOE PRIBLIVENIE MOVNO WZQTX TO^KU x0 = a. tEM SAMYM MY
POLU^ILI IZWESTNU@ FORMULU DLQ WY^ISLENIQ KWADRATNYH KORNEJ. zA-
METIM, ^TO USLOWIE (4.24) MOVET NE WYPOLNQTXSQ, ODNAKO MY MOVEM IN-
TERPRETIROWATX FORMULU (4.25) KAK METOD PROSTOJ ITERACII. nESLOVNO
UBEDITXSQ, ^TO USLOWIE SHODIMOSTI WYPOLNENO I ITERACIONNYJ PROCESS
(4.25) BUDET SHODITXSQ. wNA^ALE SKOROSTX SHODIMOSTI BUDET KAK U ME-
TODA PROSTOJ ITERACII. w DALXNEJ[EM PRI WYPOLNENII USLOWIQ (4.24)
SKOROSTX SHODIMOSTI BUDET KWADRATI^NAQ I PROCESS O^ENX BYSTRO SOJ-
DETSQ.
pEREJDEM K INTERWALXNYM METODAM nX@TONA. pUSTX f 2 C1 I IZ-

WESTNO, ^TO x� 2 x0 | KORENX URAWNENIQ f(x�) = 0. pUSTX f 0(�) 6= 0,
8� 2 x0.

iNTERWALXNYJ METOD nX@TONA MOVNO ZAPISATX W WIDE

midxk+1 = (midxk � f(midxk)=f 0(xk)) \ xk: (4.26)

pOSLEDOWATELXNOSTX fxkg, WY^ISLENNAQ PO FORMULAM (4.26), OBLADAET
SWOJSTWAMI:

x0 � x1 � x2; : : : ;

lim
k!1

xk = x�; x� 2 xk;8k:
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4.3. mETOD kRAW^IKA

pREDPOLOVIM, ^TO FUNKCIQ f UDOWLETWORQET USLOWIQM METODA nX@-
TONA. rASSMOTRIM OPERATOR K [85]:

K(x; x; y) = x � yf(x) + (1 � yf 0(x))(x � x):

tEOREMA 33. pUSTX x� 2 x0. oPREDELIM POSLEDOWATELXNOSTX fxkg
xk+1 = K(xk; xk; yk) \ xk;

GDE xk 2 xk, yk PROIZWOLXNY. tOGDA:
1) x� 2 xk; 8k;
2) widxk ! 0 PRI USLOWII

1� yf 0(xk) � [0; q]; q < 1; 8k:
nA PRAKTIKE W KA^ESTWE xk ^ASTO BERUT midxk, A yk � (mid f 0(x0))�1

ILI (mid f 0(xk))�1. zAMETIM, ^TO METOD kRAW^IKA NE TREBUET OBRA]ENIQ
INTERWALXNYH MATRIC.

4.4. dWUSTORONNIE METODY

rAZDEL POSWQ]EN DWUSTORONNIM ITERACIONNYM METODAM RE[ENIQ SIS-
TEM NELINEJNYH URAWNENIJ I IH SWQZI S INTERWALXNOJ MATEMATIKOJ.pO-
KAZANO, ^TO MNOGIE DWUSTORONNIE I INTERWALXNYE ITERACIONNYE PROCES-
SY \KWIWALENTNY. bOLEE TOGO, APPARAT INTERWALXNOJ MATEMATIKI MOV-
NO S USPEHOM PRIMENQTX DLQ POSTROENIQ \FFEKTIWNYH DWUSTORONNIH
ITERACIONNYH PROCESSOW, NAHOVDENIQ GRANIC DWUSTORONNIH RE[ENIJ,
BLIZKIH K OPTIMALXNYM.
pROBLEME POSTROENIQ DWUSTORONNIH METODOW RE[ENIQ SISTEM NELI-

NEJNYH URAWNENIJ POSWQ]ENO BOLX[OE ^ISLO RABOT. w OSNOWNOM RABO-
TY BAZIRU@TSQ NA SLEDU@]IH PODHODAH: TEOREME bRAU\RA O NEPODWIV-
NOJ TO^KE, TEOREME mIRANDA, PRINCIPE SVATYH OTOBRAVENIJ, METODE
nX@TONA. w MONOGRAFII [92] RASSMATRIWA@TSQ INTERWALXNYE METODY
RE[ENIQ SISTEM NELINEJNYH URAWNENIJ. w MONOGRAFII [44] IZLOVENY
ITERACIONNYE DWUSTORONNIE METODY, OSNOWANNYE NA TEOREME bRAU\RA.
w RABOTE [82] PRIWODQTSQ ITERACIONNYE METODY, ISPOLXZU@]IE TEORE-
MU mIRANDA, W [91] | METODY, OSNOWANNYE NA PRINCIPE SVIMA@]IH
OTOBRAVENIJ. pODROBNAQ BIBLIOGRAFIQ PO ITERACIONNYM METODAM ESTX
W MONOGRAFIQH [3, 92].
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rASSMOTRIM SISTEMU NELINEJNYH URAWNENIJ

x = f(x; k); (4.27)

GDE f = ffigni=1 , fi = fi(x; k); k 2 Rm | WEKTOR PARAMETROW, k 2 k;
x 2 Rn | WEKTOR NEIZWESTNYH.
mNOVESTWO WSEH RE[ENIJ SISTEMY (4.27) OPREDELIM TAKIM OBRAZOM:

X = fxjx = f(x; k); k 2 kg: (4.28)

pRIWEDEM NESKOLXKO WSPOMOGATELXNYH REZULXTATOW IZ MONOGRAFII [44].
pUSTX SU]ESTWU@T WE]ESTWENNYE FUNKCII F l(y1; : : : ; yn; z1; : : : ; zn), l =
1; 2 TAKIE, ^TO PRI y � y; z � z WYPOLNENY NERAWENSTWA

F l
i (y; z) � F l

i (y; z); l = 1; 2; i = 1; : : : ; n; (4.29)

KROME TOGO, WYPOLNENY NERAWENSTWA

F 1
i (x; x) < fi(x; k) < F 2

i (x; x): (4.30)

pUSTX WEKTORA x; x 2 Rn QWLQ@TSQ RE[ENIEM SISTEMY

x = F 1(x; x); (4.31)

x = F 2(x; x);

TOGDA L@BOE RE[ENIE x SISTEMY (4.27) UDOWLETWORQET OCENKAM

x � x � x: (4.32)

zAMETIM, ^TO W SILU (4.29)

F 1(x; x) � min
k2k

f(x; k); F 2(x; x) � max
k2k

f(x; k):

pOKAVEM, ^TO W KA^ESTWE F MOVNO WZQTX GRANICY MONOTONNOGO PO WKL@-
^ENI@ INTERWALXNOGO RAS[IRENIQ FUNKCIJ f . dEJSTWITELXNO, PUSTX
F (x) = [F (x); F (x)] | INTERWALXNOE RAS[IRENIE FUNKCII f , x = [x; x],
TOGDA FUNKCII F; F POLNOSTX@ UDOWLETWORQ@T USLOWIQM (4.29), (4.30);
USLOWI@ (4.29) | POSKOLXKU INTERWALXNOE RAS[IRENIE MONOTONNO PO
WKL@^ENI@, USLOWI@ (4.30) | W SILU SWOJSTW INTERWALXNYH RAS[IRE-
NIJ.
tAKIM OBRAZOM, SISTEMU (4.31) MOVNO PEREPISATX W WIDE

x = F (x); x = F (x) ILI x = F (x): (4.33)
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4.5. pOSTROENIE WEKTORA NA^ALXNYH PRIBLIVENIJ

rASSMOTRIM WOPROS O POSTROENII WEKTORA NA^ALXNYH PRIBLIVENIJ
DLQ ITERACIONNOGO PROCESSA RE[ENIQ SISTEMY (4.33).

xi+1 = F (xi); i = 0; 1; 2; : : : (4.34)

pUSTX x0 | WEKTOR NA^ALXNYH PRIBLIVENIJ, x� | RE[ENIE SISTEMY
URAWNENIJ (4.33). tOGDA DLQ SHODIMOSTI ITERACIONNOGO PROCESSA (4.34)
NEOBHODIMO WYPOLNENIE USLOWIQ [44]:

x1 = F (x0) � x0: (4.35)

|TO WKL@^ENIE WLE^ET ZA SOBOJ SLEDU@]IE SWOJSTWA [3]:

X � xi; i = 0; 1; 2; : : : ; : (4.36)

pUSTX F UDOWLETWORQET W NEKOTOROJ NORME jj � jj USLOWI@ lIP[ICA S
KONSTANTOJ L < 1 W OBLASTI 


jjF (x1)� F (x2)jj < Ljjx1 � x2jj;x1;x2 � 
; (4.37)

TOGDA, W SILU PRINCIPA SVIMA@]IH OTOBRAVENIJ, ITERACIONNYJ PRO-
CESS (4.34) SHODITSQ DLQ L@BOGO NA^ALXNOGO PRIBLIVENIQ x0 2 
.
w INTERWALXNOM ANALIZE ITERACIONNYJ PROCESS (4.34) ^ASTO ZAPISY-

WAETSQ W WIDE
xi+1 = F (xi) \ xi; i = 0; 1; 2; : : : ; (4.38)

PRI \TOM NA WEKTOR NA^ALXNYH PRIBLIVENIJ NAKLADYWAETSQ USLOWIE
4.35.
pUSTX x� | RE[ENIE SISTEMY NELINEJNYH URAWNENIJ PRI NEKOTO-

ROM KONKRETNOM ZNA^ENII PARAMETROW k. tOGDA x� 2 x0 I x� MOVNO IS-
POLXZOWATX W KA^ESTWE NA^ALXNOGO PRIBLIVENIQ DLQ RE[ENIQ SISTEMY
(4.31). eSLI WYPOLNENO USLOWIE (4.37), TO ITERACIONNYJ PROCESS (4.34)
SHODITSQ K x�. pRI \TOM WYPOLNENIE USLOWIJ (4.36) NE GARANTIRUETSQ.
zAMETIM, ^TO RE[ENIQ SISTEM (4.31) I (4.33) SOWPADA@T, SLEDOWATELXNO,
W SILU BLIZOSTI NEKOTOROGO xi K x�, MOVNO POSTROITX x0 SLEDU@]IM
OBRAZOM:

x0 = mid(x) + [�1; 1]wid(x)d; d > 1;

GDE d | NEKOTORYJ PARAMETR, KOTORYJ MOVNO OCENITX SLEDUQ RABOTE
[82] ILI NEPOSREDSTWENNO PROWERITX WYPOLNENIE USLOWIQ (4.35). w SLU-
^AE NEUDA^I MOVNO ILI PRODOLVITX ITERACII (4.34), ILI UWELI^ITX d.
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tAKIM OBRAZOM, PROBLEMA NAHOVDENIQ WEKTORA NA^ALXNYH PRIBLI-
VENIJ DLQ INTERWALXNYH ITERACIONNYH PROCESSOW SWODITSQ K PRIBLI-
VENNOMU RE[ENI@ SISTEMY (4.31) S WE]ESTWENNYM NA^ALXNYM WEKTOROM
x0 2 
.

4.6. uTO^NENIE RE[ENIJ

pUSTX x � X , x = (x1;x2; : : : ;xn) | NEKOTOROE DWUSTORONNEE RE[E-
NIE. rASSMOTRIM SLEDU@]IJ INTERWALXNYJ WEKTOR:

g = (x1; : : : ;xi�1; g;xi+1; : : : ;xn):

oN PREDSTAWLQET INTERWALXNYJ WEKTOR x, U KOTOROGO i KOMPONENTA ZA-
MENENA NA ^ISLO g. eSLI MY UMEEM OPREDELQTX, PERESEKAETSQ LI WEKTOR
g S MNOVESTWOM X , TO OPTIMALXNOE ZNA^ENIE DLQ xi

xi = inffgjX \ g 6= 0g:
oDNAKO NA PRAKTIKE PRO]E OPREDELITX, KOGDA

X \ g = ;:
w \TOM SLU^AE

xi = supfgjX \ g = ;; xi > g;8x 2 Xg: (4.39)

pEREJDEM K WOPROSU OB UTO^NENII x. pODSTAWIM g W URAWNENIE (4.34):

g1 = F (g);

PRI \TOM i-Q KOMPONENTA WEKTORA g PEREJDET W NEKOTOROE INTERWALXNOE
^ISLO gi.

lEMMA 6. pUSTX g1 \ g = ; ILI, ^TO TO VE SAMOE g 62 gi: tOGDA
X \ g = ;:

dOKAZATELXSTWO.pREDPOLOVIM PROTIWNOE, PUSTX z | NEKOTORYJ WEKTOR

z 2 X \ g;
NO TOGDA z QWLQETSQ NEPODWIVNOJ TO^KOJ NEKOTOROGO OPERATORA F 2 F

Fz = z 2 g
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I, SLEDOWATELXNO, W SILU SWOJSTW INTERWALXNYH ITERACIONNYH PROCES-
SOW

Fz 2 g1:
zNA^IT, g1 \ g 6= ; . pOLU^ENNOE PROTIWORE^IE DOKAZYWAET LEMMU.
tAKIM OBRAZOM, MY MOVEM POSTROITX ITERACIONNOE UTO^NENIE PO SLE-

DU@]EJ PROCEDURE:
procedura 1 fUTO^NENIE i-J NIVNEJ GRANIg.

g0 := (x1; : : : ; xi�1; xi;xi+1; : : : ;xn);
pOKA g1 \ g = ; CIKL
g1 := F (gl);
g0 := (x1; : : : ; xi�1; zi;xi+1; : : : ;xn);
KONEC CIKLA;
xi := [zi; xi];
KONEC PROCEDURY.
aNALOGI^NO STROITSQ PROCEDURA UTO^NENIQ WERHNEJ GRANI.
rASSMOTRIM E]E ODNU PROCEDURU UTO^NENIQ INTERWALXNOGO RE[ENIQ.

oBRATIMSQ NEPOSREDSTWENNO K URAWNENI@ (4.27). pUSTX KAK I PREVDE
NAM NEOBHODIMO UTO^NITX NIVN@@ GRANICU i-J KOORDINATY. dLQ \TOGO
UDALIM IZ NEGO i-@ STROKU I ZAFIKSIRUEM i-@ KOMPONENTU.

x1 = f1(x1; : : : ; xi; : : : ;xn) (4.40)

: : :

xi�1 = fi�1(x1; : : : ; xi; : : : ;xn)

xi+1 = fi+1(x1; : : : ; xi; : : : ;xn)

: : :

xn = fn(x1; : : : ; xi; : : : ;xn)

rE[IM POLU^ENNU@ SISTEMU ITERACIONNYM SPOSOBOM. sHODIMOSTX
(4.40) NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET IZ SHODIMOSTI ISHODNOJ SISTEMY
(4.33). pUSTX z = (z1; : : : ; zi�1; xi; zi+1; : : : ; zn) | RE[ENIE SISTEMY (4.40),
TOGDA SPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ LEMMA.

lEMMA 7. wYPOLNENIE USLOWIQ

0 62 xi � f i(z) (4.41)

WLE^ET ZA SOBOJ

X \ z = ;:



nELINEJNYE URAWNENIQ 107

dOKAZATELXSTWO PROWEDEM OT PROTIWNOGO. pUSTX 9z 2 X \ z, NO TOGDA z
QWLQETSQ RE[ENIEM SISTEMY (4.33 ):

xi = zi 2 f i(z1; : : : ; xi; : : : ; zn):

tAKIM OBRAZOM, 0 2 xi�f i(z); ^TO PROTIWORE^IT USLOWI@ (4.41). lEMMA
DOKAZANA.2

zAME^ANIE 3. iZ WYPOLNENIQ USLOWIQ 0 2 zi � fi(z) W OB]EM SLU^AE

NE WYTEKAET, ^TO X \ z = ;:
sLEDUQ (4.39), DLQ UTO^NENIQ xi; NESLOVNO POLU^ITX RAZLI^NYE PRO-

CEDURY, OSNOWANNYE NA ALGORITMAH NAHOVDENIQ \KSTREMUMOW FUNKCIJ,
NAPRIMER, NA METODE DELENIQ OTREZKA POPOLAM, METODE ZOLOTOGO SE^ENIQ
I T.P.

~ISLENNYE PRIMERY

rASSMOTRIM ^ISLENNYE PRIMERY. nA^NEM S LINEJNYH ALGEBRAI^ES-
KIH SISTEM S INTERWALXNYMI KO\FFICIENTAMI [82]:

Ax = b;

GDE A | INTERWALXNAQ MATRICA, b | INTERWALXNYJ WEKTOR:

A =

0
BB@

[2; 4] [�1; 1]
[�1; 1] [2; 4]

1
CCA :

pRIWEDEM SISTEMU K WIDU (4.27). dLQ \TOGO PEREPI[EM SISTEMU SLEDU-
@]IM OBRAZOM:

x = (I � YA)x � Y b;
GDE Y | MATRICA WIDA 0

@ 1=3 0
0 1=38

1
A :

dALEE, NA RIS. 4.1, 4.2 POKAZANY MNOVESTWA RE[ENIJ \TOJ SISTEMY PRI
RAZLI^NYH WEKTORAH b, PRIWEDENY GRANICY RE[ENIJ POLU^ENNYH W RA-
BOTE [82]. pRIMENENIE UKAZANNYH WY[E METODIK POZWOLILO POSTROITX
INTERWALXNYE RE[ENIQ, BLIZKIE K OPTIMALXNYM.
rASSMOTRIM TEPERX NELINEJNU@ SISTEMU:

x1 = �k0x2 + k1; (4.42)

x2 = 0:1x1x2 + k2;
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-

6

1.0

1.0

(1.0,1.0)

rIS. 4.1. b =([0.0,2.0],[0.0,2.0])

-

6

1.0

1.0

rIS. 4.2. b =([1.0, 2.0],[1.0,2.0])

GDE k0 = [0:1; 0:2];k1 = [0:6; 1:0];k2 = [0:0; 0:45]. iNTERWALXNYJ ITERACI-
ONNYJ PROCESS SHODITSQ K WEKTORU

x = ([0:5; 1:0]; [0:0; 0:5]);

OPTIMALXNYE GRANICY MNOVESTWA RE[ENIJ

x = ([0:505; 1:0]; [0:0; 0:49725]):

w REZULXTATE ISPOLXZOWANIQ PROCEDURY, OSNOWANNOJ NA LEMME 7, POLU-
^ENY OPTIMALXNYE GRANICY MNOVESTWA RE[ENIJ SISTEMY.
nA RIS. 4.3 PREDSTAWLENO TO^NOE MNOVESTWO RE[ENIJ SISTEMY (4.42)

I RE[ENIQ S POMO]X@ INTERWALXNOGO METODA PROSTOJ ITERACII, A TAKVE
UTO^NENNYE GRANICY RE[ENIJ.
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-
x11.00.5

x2

0.5

6

rIS. 4.3. uTO^NENIE GRANIC NELINEJNYH URAWNENIJ

4.7. wOPROSY I UPRAVNENIQ

1. pRIWESTI URAWNENIE K WIDU PRIGODNOMU DLQ METODA PROSTOJ ITE-
RACII

x2 � 3 = 0:

sDELATX DWE ITERACII. ~EMU RAWNA KONSTANTA lIP[ICA?
2. zAPISATX SISTEMY NELINEJNYH URAWNENIJ W WIDE INTERWALXNOGO

METODA PROSTOJ ITERACII
8<
: sin(x + 1)� y = 1;

2x+ cos y = 2:

8<
: x2 + x+ 3y = 1;

2x+ y2 = 2:

nAJTI WEKTORY NA^ALXNYH PRIBLIVENIJ.
3. nAPISATX INTERWALXNYJ METOD nX@TONA DLQ URAWNENIQ

x3 � 5 = 0:

nAJTI NA^ALXNOE PRIBLIVENIE I SDELATX DWE ITERACII.
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zADA^I kO[I DLQ SISTEM odu

w \TOJ GLAWE MY OBRATIMSQ K ZADA^AM kO[I DLQ SISTEM OBYKNOWEN-
NYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ. oSNOWNOE IZLOVENIE PROWEDEM DLQ
SKALQRNOGO URAWNENIQ (5.1), NO W KAVDOM SLU^AE UKAVEM SPOSOBY OBOB-
]ENIQ NA SISTEMY URAWNENIJ.

y0 = f(x; y); x � 0; (5.1)

y(0) = y0: (5.2)

w RAZD. 5.1 OBSUVDA@TSQ DWUSTORONNIE METODY S POLQRNYMI OSTA-
TO^NYMI ^LENAMI, POQWIW[IESQ ODNIMI IZ PERWYH [26, 30]. sLEDUET OT-
METITX, ^TO ONI NE DWUSTORONNIE W STROGOM SMYSLE, TAK KAK NE DA@T
GARANTII PRINADLEVNOSTI TO^NOGO RE[ENIQ POSTROENNOMU KORIDORU, NO
OBLADA@T \TIM SWOJSTWOM W ASIMPTOTI^ESKOM SMYSLE: PRI STREMLENII
[AGA RAZNOSTNOJ SETKI W NULX POSTROENNYJ KORIDOR WSE MENEE OTLI^A-
ETSQ OT GARANTIROWANNOGO. wSE POSLEDU@]IE METODY DA@T DWUSTORONNEE
RE[ENIE W STROGOM SMYSLE. nAIBOLEE DETALXNO IZLOVEN METOD APOSTE-
RIORNOGO OCENIWANIQ, W KOTOROM DLQ DWUSTORONNEJ OCENKI ISPOLXZOWA-
LISX MAVORANTNYE PRIEMY e. m. lOZINSKOGO [49, 50].
pRI RE[ENII SISTEM odu WAVNO IMETX NADEVNYE ^ISLENNYE METO-

DY. rASSMOTRIM ZADA^U kO[I

y0 = y2; t 2 (0; 1);

S NA^ALXNYM USLOWIEM
y(0) = 1:

tO^NOE RE[ENIE \TOGO URAWNENIQ y(t) = 1=(1 � x). kAK WIDNO RE[ENIE
SU]ESTWUET TOLXKO NA INTERWALE (0; 1), W TO^KE t = 1:0 RE[ENIE UHODIT
\NA BESKONE^NOSTX". rE[IM ^ISLENNO \TU ZADA^U METODOM rUNGE-kUTTA
S [AGOM h = 0:1.

110
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rIS. 5.1. � | ^ISLENNOE RE[ENIE

kAK WIDNO IZ RIS. 5.1, ^ISLENNOE RE[ENIE W TO^KE t = 1:0 SU]ESTWUET.
tAKIM OBRAZOM, PRI ^ISLENNOM RE[ENII odu NEOBHODIMO ISPOLXZOWATX
NADEVNYE METODY I SLEDITX ZA POGRE[NOSTX@ ^ISLENNOGO RE[ENIQ. dLQ
\TOJ CELI MOVNO PRIMENQTX [IROKIJ SPEKTR DWUSTORONNIH I INTER-
WALXLXNYH METODOW. oDNAKO \TI METODY OBLADA@T RQDOM OSOBENNOSTEJ.

pERED OPISANIEM DWUSTORONNIH I INTERWALXNYH METODOW PRIWEDEM
PRIMER r. e.mURA [89], ILL@STRIRU@]IJ TAK NAZYWAEMYJ \FFEKT UPA-
KOWYWANIQ (wrapping e�ect). w LITERATURE ON TAKVE ^ASTO UPOMINAET-
SQ KAK \FFEKT RASKRUTKI ILI \FFEKT mURA. |TOT \FFEKT PROQWLQET-
SQ W ^REZMERNOM UWELI^ENII [IRINY INTERWALXNOGO RE[ENIQ SISTEMY
DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PO SRAWNENI@ S ISTINNYM. |TOT \FFEKT
SWQZAN TOLXKO S WNUTRENNIMI SWOJSTWAMI INTERWALXNYH METODOW BEZOT-
NOSITELXNO K O[IBKAM ^ISLENNYH RE[ENIJ.

pRIWEDEM SISTEMU DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ [89]

y01 = y2;
y02 = �y1; t � 0

(5.3)
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rIS. 5.2. |FFEKT UPAKOWYWANIQ

S NA^ALXNYMI USLOWIQMI

y1(0) 2 1 + [�"; "]; y2(0) 2 [�"; "]:
mNOVESTWO RE[ENIJ \TOJ ZADA^I NA FAZOWOJ PLOSKOSTI (y1; y2) WRA]A-
ETSQ OTNOSITELXNO NA^ALA KOORDINAT. sMODELIRUEM ^ISLENNOE RE[ENIE
W MOMENTY WREMENI tj = j�; j = 0; 1; :::; I POSTROIM INTERWALXNYE RE-
[ENIQ, SODERVA]IE W SEBE MNOVESTWO RE[ENIJ (RIS. 5.2). w REZULXTATE
MY WIDIM WOZRASTANIE [IRINY INTERWALXNOGO RE[ENIQ.
dLQ PREODOLENIQ \TOGO \FFEKTA BYLI PREDLOVENY RAZLI^NYE METO-

DY, W ^ASTNOSTI:
� AWTOMATI^ESKOE PREOBRAZOWANIE KOORDINAT [88];
� PREOBRAZOWANIE SISTEMY odu K UDOBNOMU WIDU [105];
� OGRANI^ENIE MNOVESTWA RE[ENIJ PARALLELEPIPEDAMI, \LLIPSOIDA-

MI I DRUGIMI WIDAMI OBLASTEJ [93],[65];
� ANALITI^ESKOE RE[ENIE SISTEMY odu I POSLEDU@]EE POSTROENIE

INTERWALXNOGO RAS[IRENIQ [44], [98].
|FFEKT UPAKOWYWANIQ OBSUVDALSQ TAKVE W RABOTAH [13],[94], [90], [87]

I DR.
pODROBNYJ OBZOR PO INTERWALXNYM METODAM RE[ENIQ SISTEM odu

IMEETSQ W [94], W MONOGRAFII [44] RASSMATRIWA@TSQ DWUSTORONNIE METO-
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DY, ISPOLXZU@]IE RAZLOVENIE OPERATORA NA IZOTONNU@ I ANTITONNU@
SOSTAWLQ@]IE. w MONOGRAFII [34] DLQ POSTROENIQ DWUSTORONNIH RE[E-
NIJ ISSLEDOWANY APOSTERIORNYE OCENKI POGRE[NOSTI.

5.1. rAZNOSTNYE METODY S POLQRNYMI OSTATO^NYMI

^LENAMI

pRIWEDEM ASIMPTOTI^ESKI DWUSTORONNIE METODY RE[ENIQ ZADA^I kO-
[I. oNI OSNOWANY NA POSTROENII PARY FORMUL INTEGRIROWANIQ S PRO-
TIWOPOLOVNYMI PO ZNAKU GLAWNYMI ^LENAMI POGRE[NOSTI.
wERNEMSQ K ZADA^E kO[I:

y0 = f(x; y); x � 0; (5.4)

y(0) = y0: (5.5)

oSNOWNU@ IDE@ IZLOVIM NA PRIMERE METODA rUNGA | kUTTA. pRED-
POLOVIM, ^TO NAM IZWESTNO TO^NOE ZNA^ENIE y(x0) W NEKOTOROJ TO^KE
x0 � 0, I POPYTAEMSQ NAJTI ZNA^ENIE y(x0 + h). dLQ \TOGO WWEDEM SLE-
DU@]IE WELI^INY [7]:

kj = hf(�j ; �j); �j = x0 + �jh; (5.6)

�j = y(x0) + �j;1k1 + : : :+ �j;j�1kj�1; j = 1; :::;m; (5.7)

yh(x0 + h) = y(x0) + p1k1 + : : :+ pmkm: (5.8)

zDESX � = f�jg; � = f�j;lg; | NABORY ^ISLOWYH PARAMETROW, WYBIRAE-
MYH IZ USLOWIJ APPROKSIMACII I USTOJ^IWOSTI [7]. pOMIMO \TIH OBY^-
NYH TREBOWANIJ, POPYTAEMSQ WYBRATX PARAMETRY TAK, ^TOBY LOKALXNAQ
O[IBKA IMELA SPECIALXNYJ WID:

yh(x0 + h) � y(x0 + h) = hq+1
 (f) +O(hq+2): (5.9)

zDESX  | OPREDELENNYJ OPERATOR, WYRAVA@]IJSQ ^EREZ FUNKCI@ f
I EE ^ASTNYE PROIZWODNYE I NE ZAWISQ]IJ OT �; �; p; A 
, NAOBOROT,
WYRAVAETSQ TOLXKO ^EREZ �; �; p. cELOE q > 0 BUDEM NAZYWATX STEPE-
NX@ METODA. pERWOE SLAGAEMOE W PRAWOJ ^ASTI (5.9), O^EWIDNO, QWLQETSQ
GLAWNYM ^LENOM LOKALXNOJ O[IBKI. pREDSTAWIM SEBE, ^TO UDASTSQ NAJ-
TI DWA NABORA PARAMETROW �(1); �(1); p(1) I �(2); �(2); p(2) TAKIH, ^TO


(�(1); �(1); p(1)) = 
 = �
(�(2); �(2); p(2)): (5.10)
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w REZULXTATE BUDEM IMETX DWE NEZAWISIMYE FORMULY ^ISLENNOGO IN-
TEGRIROWANIQ NA OTREZKE [x0; x0 + h], KOTORYE DA@T DWA PRIBLIVENNYH
ZNA^ENIQ: yh(1) = (x0 + h) I yh(2)(x0 + h), PRI^EM

yh(1)(x0 + h) = y(x0 + h) + hq+1�
 (f) + O(hq+2);

yh(2)(x0 + h) = y(x0 + h) � hq+1�
 (f) + O(hq+2):
(5.11)

pUSTX, DLQ OPREDELENNOSTI, �
 (f) > 0. tOGDA PRI DOSTATO^NO MALOM h
POGRE[NOSTX W PERWOJ FORMULE BUDET POLOVITELXNOJ, A WO WTOROJ |
OTRICATELXNOJ. w REZULXTATE MY POLU^AEM DWUSTORONNEE PRIBLIVENIE
TAKOE, ^TO

y(x0 + h) 2 y(x0 + h) = [y(2)(x0 + h); y(1)(x0 + h)]: (5.12)

aNALOGI^NAQ SITUACIQ IMEET MESTO PRI �
 (f) < 0, NO W (5.12) PREDE-
LY PERESTAWLQ@TSQ MESTAMI. sITUACIQ OSTAETSQ NEOPREDELENNOJ PRI
OBRA]ENII W NULX  (f). tOGDA NI PRI KAKOM MALOM h NET GARANTII,
^TO PERWOE SLAGAEMOE BUDET OPREDELQTX ZNAK LOKALXNOJ POGRE[NOSTI.
w ITOGE PRIHODITSQ NADEQTXSQ, ^TO NEOPREDELENNOSTX WYLIWAETSQ W PO-
GRE[NOSTX BOLEE WYSOKOGO PORQDKA MALOSTI O(hq+2) I PROISHODIT NA
SRAWNITELXNO NEBOLX[OM U^ASTKE BLIZOSTI K NUL@ FUNKCII  (f).
|TOT ANALIZ ILL@STRIRUET NESTROGOSTX OCENOK, PREDOSTAWLQEMYH

ASIMPTOTI^ESKI DWUSTORONNIMI METODAMI W SLU^AE KRUPNOGO [AGA h
ILI SMENY ZNAKA U FUNKCII  (f).
mY NALOVILI NA PARAMETRY �; �; p STOLXKO TREBOWANIJ, ^TO WOZNIKA-

ET ESTESTWENNYJ WOPROS O SU]ESTWOWANII TAKIH NABOROW. dLQ PRIMERA
WYPI[EM FORMULY STEPENI 2 I POQSNIM REALIZACI@ ALGORITMA W CELOM.
dLQ \TOGO WWEDEM RAZNOSTNU@ SETKU !h = fxi = ih; i = 0; 1; :::g S [AGOM
h > 0 I RASSMOTRIM DWE TREHSTADIJNYE FORMULY rUNGE | kUTTA S
NA^ALXNYM USLOWIEM y0 W TO^KE x0 [30]:

k1 = hf(x0; y0); k2 = hf(x0 + h=3; y0 + k1=3);

k
(1)
3 = hf(x0 + h=2; y0 + k2=2);

k
(2)
3 = hf(x0 + 5h=6; y0 + 5k2=6);

yh(1)(x0 + h) = y0 + k
(1)
3 ;

yh(2)(x0 + h) = y0 + 2=5 k1 + 3=5 k
(2)
3 :

(5.13)

pROCESS INTEGRIROWANIQ PROISHODIT SLEDU@]IM OBRAZOM. pUSTX W NE-
KOTOROJ TO^KE x 2 !h IZWESTNY GRANICY ASIMPTOTI^ESKI DWUSTORONNEGO
RE[ENIQ y(x). wZQW W KA^ESTWE NA^ALXNOGO USLOWIQ y0 SNA^ALA �y(x+ h),
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A ZATEM y(x+h), PO FORMULAM (5.13) POLU^AEM DWA INTERWALA: y1(x+h)
I y2(x + h). iH INTERWALXNAQ OBOLO^KA DAET ASIMPTOTI^ESKI DWUSTO-
RONNEE RE[ENIE y(x + h). pOLAGAQ POSLEDOWATELXNO x = 0; h; 2h; :::; MY
MOVEM WY^ISLITX ASIMPTOTI^ESKI DWUSTORONNIE OCENKI y(x) W L@BOM
UZLE SETKI !h.
fORMULY S POLQRNYMI POGRE[NOSTQMI APPROKSIMACII MOVNO STRO-

ITX I NA OSNOWE METODA aDAMSA. oDNAKO NA^ALXNYE ZNA^ENIQ W \TOM
MNOGO[AGOWOM METODE DOLVNY BYTX NAS^ITANY PREDWARITELXNO KAKIM-
LIBO DWUSTORONNIM METODOM.

5.2. rQDY tEJLORA

iZLAGAEMYJ W NA^ALE RAZDELA METOD | ESTESTWENNOE INTERWALXNOE
OBOB]ENIE METODA |JLERA. oN POQWILSQ W RABOTAH r. e. mURA [89] OD-
NIM IZ PERWYH SREDI METODOW, KOTORYE W OTLI^IE OT ALGORITMOW RAZD.
5.1 DA@T GARANTIROWANNYE DWUSTORONNIE OCENKI. mY IZLOVIM EGO NA
PRIMERE ODNOGO URAWNENIQ, NO OBOB]ENIE NA SLU^AJ SISTEMY O^EWIDNO.
{IRINA POLU^AEMOGO INTERWALXNOGO RE[ENIQ DLQ TO^NYH DANNYH |
WELI^INA O(h), ^TO WYTEKAET IZ PERWOGO PORQDKA TO^NOSTI METODA |J-
LERA NA SETKE S [AGOM h. w KONCE RAZDELA MY PRIWEDEM MODIFIKACII
METODA BOLEE WYSOKOGO PORQDKA TO^NOSTI I OSTANOWIMSQ NA ALGORITME
PREDWARITELXNOGO PROGNOZA GRANIC RE[ENIQ. rASSMOTRIM ZADA^U kO[I

y0 = f(y); x 2 (0; l); (5.14)

y(0) = y0 2 y0: (5.15)

pUSTX y(x) 2 �y = [�; ��] I f OPREDELENA NA �y, KROME TOGO, f IMEET
INTERWALXNOE RAS[IRENIE f SO SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:

1) f | NEPRERYWNAQ FUNKCIQ;
2) f MONOTONNA PO WKL@^ENI@;
3) SU]ESTWUET L > 0 TAKOE, ^TO

wid (f (y)) � Lwid (y) � �y:

wWEDEM RAZNOSTNU@ SETKU !h = f0 = x0 < x1 < : : : < xn = lg S [AGAMI
hi = xi+1�xi. pREDPOLOVIM, ^TO UVE WY^ISLENO INTERWALXNOE ZNA^ENIE
y(xi) � y(xi). tOGDA 8x 2 [xi; xi+1] OPREDELIM

y(x) = y(xi) + (x � xi)f(z);
z = y(xi) + [0; hi]f(�y); i = 0; 1; : : : ; n� 1:

(5.16)
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w KA^ESTWE NA^ALXNOGO ZNA^ENIQ BEREM

y(0) = y0: (5.17)

pOLAGAQ W (5.16) x = xi+1, POLU^AEM ZNA^ENIE y(xi+1) I PRODOLVAEM
PROCESS DLQ SLEDU@]EGO i. w ITOGE POSTROENA INTERWALXNAQ FUNKCIQ
y(x) S KUSO^NO-LINEJNYMI GRANICAMI y(x) I �y(x). dLQ \TOGO METODA
SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

tEOREMA 34. zADA^A kO[I (5.14), (5.15) PRI ycLOWIQH 1{3 IMEET

EDINSTWENNOE RE[ENIE y 2 y. kROME TOGO, SU]ESTWU@T KONSTANTY

c1; c2 TAKIE, ^TO

wid (y(x)) � c1h+ c2wid (y0):

fORMULY (5.16) NOSQT NAZWANIE METODA PERWOGO PORQDKA. mOVNO PO-
STROITX METODY BOLEE WYSOKIH PORQDKOW. w SAMOM DELE, PUSTX y 2
Ck[0; l]. rASSMOTRIM RAZLOVENIE W RQD tEJLORA S OSTATO^NYM ^LENOM
W FORME lAGRANVA:

y(x) = y(0) +
k�1X
j=1

f (i�1)xj=j! + f(y(�))xk=k!; � 2 (0; l):

eSLI SU]ESTWU@T INTERWALXNYE RAS[IRENIQ f (j), TO FORMULY METODA
k-GO PORQDKA ZAPISYWA@TSQ W SLEDU@]EM WIDE:

y(x) = y(xi) +
k�1X
j=1

f (j�1)(y(xi))
(x � xi)

j

j!
+

+f (k�1)(�y)
(x � xi)

k

k!
pRI \TOM S^ITAEM, ^TO WYPOLNENO USLOWIE y([xi; xi + x]) � �y. iZ SWOJ-
STWA 3 NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET, ^TO

wid (y(x)) � (ck�1=k!)wid (�y)h
k
i+

+

0
@1 + n�1X

j=1
cj�1h

j

1
Awid (y(x)):

tAKIM OBRAZOM, [IRINA INTERWALXNOGO RE[ENIQ QWLQETSQ WELI^INOJ
O(hk) DLQ TO^NYH DANNYH.
pRIMER 12. rASSMOTRIM ZADA^U kO[I

y0 = y2; x � 0;
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y(0) = 1:

wYPI[EM RAZLOVENIE W RQD tEJLORA

y(x + h) = y(x) + y2(x)h + y3h2:

pOLOVIM � = [1; 2]. tOGDA

y(h) = 1 + h+�h2 = 1 + h + h2;

y(h) = 1 + h+�h2 = 1 + h + 8h2:

zAMETIM, ^TO NA h NAKLADYWAETSQ OGRANI^ENIE y(h) = 1 + h + 8h2 � 2.
tAKIM OBRAZOM, h < 0:296 : : : pOLOVIM h = 0:25 I WY^ISLIM y(0:25):

y(0:25) = 1 + 0:25 + (0:25)2 = 1:3125;

y(0:25) = 1 + 0:25 + 8(0:25)2 = 1:75:

kAK NETRUDNO UBEDITXSQ, TO^NOE RE[ENIE y(0:25) = 1:3333 : : : 2
[1:3125; 1:75].

5.3. mETOD POSLEDOWATELXNYH PRIBLIVENIJ pIKARA

zAPI[EM ZADA^U (5.4), (5.5) W WIDE INTEGRALXNOGO URAWNENIQ wOLXTER-
RA I RE[IM EGO ITERATIWNO. pUSTX y(0)(t) | NA^ALXNOE PRIBLIVENIE,
TOGDA

y(i+1)(t) = y0 +
Z t

0
f(�; y(i)(� ))d�; i = 0; 1; ::: (5.18)

iNTERWALXNYJ METOD pIKARA ZAPI[EM W SLEDU@]EM WIDE. pUSTX y 2
y(0)(t) | NA^ALXNOE PRIBLIVENIE, y(0)(0) = y0. pOLOVIM

y(i+1)(t) = y0 +
Z t

0
f (�;y(i)(� ))d�; i = 0; 1; :::; (5.19)

GDE y(i) | INTERWALXNYE FUNKCII, SODERVA]IE TO^NOE RE[ENIE y(t), A
f | INTERWALXNOE RAS[IRENIE FUNKCII f .
dLQ RE[ENIQ ZADA^I (5.4), (5.5) INTERWALXNYM METODOM (5.19) NEOBHO-

DIMO PREVDE WSEGO ZADATX NA^ALXNOE PRIBLIVENIE y(0)(t) 3 y(t). kROME
TOGO, FUNKCIQ f DOLVNA OBLADATX SWOJSTWAMI MONOTONNOSTI PO WKL@-
^ENI@ I lIP[IC-NEPRERYWNOSTI:

wid (f (x;y)) � Lwid (y). tOGDA ITERACIONNYJ PROCESS SHODITSQ.



118 gLAWA 5

dLQ WY^ISLENIQ INTEGRALA W (5.19) SLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ ODNIM
IZ METODOW INTEGRIROWANIQ INTERWALXNYH FUNKCIJ. sHODIMOSTX ALGO-
RITMA WYTEKAET IZ SHODIMOSTI SOOTWETSTWU@]EGO PROCESSA DLQ INTER-
WALXNOGO URAWNENIQ wOLXTERRA.
pRIMER 13. rASSMOTRIM ZADA^U kO[I

y0 = y; x � 0;

y(0) = 1:

pEREPI[EM ZADA^U W WIDE METODA POSLEDOWATELXNYH PRIBLIVENIJ pI-
KARA

y(i+1)(t) = y0 +
Z t

0
f (�;y(i)(� ))d�; i = 0; 1; :::

nA^ALXNOE PRIBLIVENIE WOZXMEM W WIDE y0 = [1; 2]. tOGDA POLU^AEM

y1 = 1 +
Z x

0
[1; 2]dx = [1 + x; 1 + 2x];

DALEE,

y2 = 1 +
Z x

0
[1 + x; 1 + 2x]dx = [1 + x + x2=2; 1 + x+ x2]:

5.4. dWUSTORONNIE METODY

rASSMOTRIM SLEDU@]U@ SISTEMU

x0i = fi(t; x; k); i = 1; :::; n; t 2 (0; l); (5.20)

x(0) = x0;

GDE x0 2 Rn | WEKTOR NA^ALXNYH ZNA^ENIJ, x0 2 x0,
k 2 Rn | WEKTOR PARAMETROW, k 2 k.
x 2 Rn | WEKTOR NEIZWESTNYH.
dALEE BUDEM S^ITATX, ^TO x ESTX FUNKCIQ t; k; x :

x = x(t; k; x0): (5.21)

oBOZNA^IM ^EREZ X (t) MNOVESTWO RE[ENIJ SISTEMY odu:
X (t) = fx(t; k; x0)jx0 2 x0; k 2 kg:

oPREDELENIE 12. mINIMALXNOE PO [IRINE DWUSTORONNEE RE[ENIE
x ZADA^I (5.20) BUDEM NAZYWATX OPTIMALXNYM .



zADA^I kO[I 119

pUSTX SU]ESTWU@T WE]ESTWENNYE FUNKCII [44]
F l(t; y1; : : : ; yn; z1; : : : ; zn), l = 1; 2; TAKIE, ^TO PRI y � y; z � z WYPOL-
NENY SLEDU@]IE NERAWENSTWA:

F l
i (t; y; z) � F l

i (t; y
[y
i
]; z); l = 1; 2; i = 1; : : : ; n; (5.22)

GDE y[zi] = (y1; : : : ; yi�1; zi; yi+1; : : : yn). kROME TOGO, WYPOLNENY NERAWEN-
STWA

F 1
i (x; x) < fi(x; k) < F 2

i (x; x): (5.23)

tEOREMA 35. pUSTX WEKTOR-FUNKCII x; x 2 Rn UDOWLETWORQ@T SO-
OTNO[ENIQM

x0 � F 1(t; x; x);

x0 � F 2(t; x; x); (5.24)

x(0) � x0;

x(0) � x0:

tOGDA L@BOE RE[ENIE x SISTEMY (5.20) S NA^ALXNYM USLOWIEM x0 �
x(0) � x0 UDOWLETWORQET OCENKAM

xt � x(t) � xt:

zAMETIM, ^TO W SILU (5.22)

F 1(t; x; x) � inf f(t; x; k); F 2(t; x; x) � sup f(t; x; k)

I W KA^ESTWE F MOVNO WZQTX GRANICY MONOTONNOGO PO WKL@^ENI@ IN-
TERWALXNOGO RAS[IRENIQ FUNKCIJ f .

oPREDELENIE 13. fUNKCIQ f NAZYWAETSQ IZOTONNOJ, ESLI WYPOL-
NQETSQ USLOWIE

x � y ) f(x) � f(y);

I ANTITONNOJ, ESLI
x � y ) f(x) � f(y):

fUNKCIQ NAZYWAETSQ MONOTONNOJ, ESLI ONA IZOTONNAQ ILI ANTITON-
NAQ.

zAME^ANIE 4. pUSTX FUNKCIQ f(x; y) IZOTONNAQ PO x I ANTITON-
NAQ PO y, TOGDA INTERWALXNOE RAS[IRENIE f(x; y) IMEET WID:

f (x;y) = f(x; y); f(x;y) = f(x; y):
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sISTEMU (5.24) MOVNO PEREPISATX TAKIM OBRAZOM:

x0i � f
i
(t;x[xi];k); (5.25)

x0 � f i(t;x
[xi];k);

x(0) � x0;

x(0) � x0:

rE[ENIE POSTROENNOJ SISTEMY DAET W OB]EM SLU^AE BOLEE [IROKOE,
^EM OPTIMALXNOE, DWUSTORONNEE RE[ENIE. oDNAKO W NEKOTORYH ^ASTNYH
SLU^AQH RE[ENIE SISTEMY (5.25) DAET OPTIMALXNYE GRANICY. rASSMOT-
RIM \TI SLU^AI.
pUSTX SISTEMA (5.25) IMEET SLEDU@]IJ WID:

x0 = f(t; x; k1); (5.26)

x0 = f(t; x; k2);

x(0) = x0;

x(0) = x0;

GDE ki 2 k. w \TOM SLU^AE x; x QWLQ@TSQ NEKOTORYMI ^ASTNYMI RE[ENI-
QMI ISHODNOJ SISTEMY I, SLEDOWATELXNO, ONI OPTIMALXNY.
sFORMULIRUEM DOSTATO^NYE USLOWIQ DLQ PREDSTAWLENIQ SISTEMY

(5.25) KAK (5.26).

lEMMA 8. pUSTX WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ:

@fi
@xj

� 0; i 6= j; i; j = 1; 2; : : : ; n; (5.27)

sign
@fi
@kj

= const; j : wid(kj) 6= 0;8k 2 k;8x 2 x: (5.28)

tOGDA SISTEMA (5.25) IMEET WID (5.26).

dOKAZATELXSTWO. dEJSTWITELXNO, USLOWIQ (5.27), (5.28) GARANTIRU@T
PREDSTAWLENIE INTERWALXNOGO RAS[IRENIQ FUNKCII f KAK W (5.26) W SILU
MONOTONNOSTI f PO x I k. 2
pRIMER 14.

x01 = �k1x1; x1(0) = 1; (5.29)

x02 = k1x1 � k2x2; x2(0) = 0;

GDE
ki = k0i exp(�Ei=RT ) 2 ki; i = 1; 2;
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gRANICY MNOVESTWA RE[ENIJ

rIS. 5.3. dWUSTORONNEE RE[ENIE

Ei; R | KONSTANTY I T = T (t) 2 T .
|TA SISTEMA odu MODELIRUET PROSTEJ[U@ HIMI^ESKU@ REAKCI@.

dLQ URAWNENIJ HIMKINETIKI HARAKTERNO WYPOLNENIE USLOWIJ (5.27)
[10].
oDNAKO USLOWIQ (5.28), KAK PRAWILO, NE WYPOLNQ@TSQ. sISTEMA odu

DLQ DWUSTORONNEGO RE[ENIQ WYGLQDIT SLEDU@]IM OBRAZOM:

x01 = �k1x1; (5.30)

x02 = k1x1 � k2x2;

x01 = �k1x1
x02 = k1x1 � k2x2:

pOSTROENNAQ SISTEMA RASPADAETSQ NA DWE NEZAWISIMYE PODSISTEMY, NO
POSKOLXKU NE WYPOLNENO USLOWIE (5.28), TO DWUSTORONNEE RE[ENIE POLU-
^AETSQ [IRE ISTINNOGO. w DANNOM PRIMERE [IRINA DWUSTORONNEGO RE-
[ENIQ ZAWISIT OT wid(k1), I ESLI wid(k1) = 0, TO POLU^AEM OPTIMALXNYE
GRANICY DLQ MNOVESTWA RE[ENIJ.
nA RIS. 5.3 PREDSTAWLENO DWUSTORONNEE RE[ENIE SISTEMY (5.29).
pREDPOLOVIM, ^TO IZWESTNO DOPOLNITELXNOE DIFFERENCIALXNOE

URAWNENIE
T 0 = g(t; x; T ): (5.31)

tOGDA, RE[AQ SOWMESTNO SISTEMY (5.30) I (5.31), MY MOVEM OVIDATX, ^TO
[IRINA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ ZNA^ITELXNO UMENX[ITSQ. |TOT PRI-
MER POKAZYWAET, ^TO ZNANIE DOPOLNITELXNOJ INFORMACII MOVET BYTX
NAPRAWLENO NA UMENX[ENIE [IRINY DWUSTORONNIH RE[ENIJ.
rE[ENIE SISTEMY (5.25) W ANALITI^ESKOM WIDE W OB]EM SLU^AE NEWOZ-

MOVNO, PO\TOMU DLQ NAHOVDENIQ RE[ENIQ MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ ^IS-



122 gLAWA 5

LENNYMI METODAMI. w NEKOTORYH SLU^AQH POGRE[NOSTQMI METODA IN-
TEGRIROWANIQ MOVNO PRENEBRE^X, TOGDA SISTEMU (5.25) MOVNO RE[ITX
METODOM, NAIBOLEE UDOBNYM DLQ DANNOJ ZADA^I. eSLI NEOBHODIMY GARAN-
TIROWANNYE OCENKI, TO MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ APOSTERIORNYMI OCEN-
KAMI POGRE[NOSTI IME@]EGOSQ ^ISLENNOGO RE[ENIQ.
pEREJDEM K WOPROSU O POSTROENII DWUSTORONNEGO RE[ENIQ S U^ETOM

POGRE[NOSTEJ ^ISLENNOGO METODA.

5.5. aPOSTERIORNAQ OCENKA POGRE[NOSTI

rASSMOTRIM METODY, OSNOWANNYE NA APOSTERIORNYH OCENKAH POGRE[-
NOSTEJ SGLAVENNOGO RAZNOSTNOGO RE[ENIQ ISHODNOJ ZADA^I. pRI^EM NA-
^ALXNYE DANNYE I PRAWYE ^ASTI SISTEMY MOGUT BYTX ZADANY KAK IN-
TERWALXNYE. tAKAQ SITUACIQ WOZNIKAET PRI NETO^NOM ZADANII DANNYH,
O[IBKI KOTORYH LEVAT W NEKOTORYH IZWESTNYH PREDELAH, NAPRIMER W
PREDELAH O[IBKI IZMERENIQ, W PREDELAH NEBOLX[OGO DINAMI^ESKOGO IZ-
MENENIQ I T.P.

mETODY, OSNOWANNYE NA MAVORANTAH lOZINSKOGO

rASSMOTRIM SISTEMU URAWNENIJ

dy

dx
= f(x; y); x 2 (0; l); (5.32)

y(0) = g: (5.33)

zDESX y(x) = (y1(x); y2(x); :::; yn(x)); g = (g1; :::; gn) | WEKTORY S n KOM-
PONENTAMI, f = (f1; f2; :::; fn) | WEKTOR-FUNKCIQ n+ 1 ARGUMENTOW:

fi(x; y) = fi(x; y1; y2; :::; yn); i = 1; :::; n;

PRI^EM fi 2 Ck([0; l]� Rn); k � 3.
pUSTX KOMPONENTY PRAWOJ ^ASTI URAWNENIQ (5.32) QWLQ@TSQ PREDSTA-

WITELQMI NEKOTORYH INTERWALXNYH FUNKCIJ fi:fi(x; y) 2 fi(x; y), NA^ALX-
NYE ZNA^ENIQ gi 2 gi, GDE gi = [g

i
; gi] | INTERWALXNYE ^ISLA. oTNOSI-

TELXNO RE[ENIQ ZADA^I (5.32), (5.33) PREDPOLOVIM, ^TO ONO SU]ESTWUET,
EDINSTWENNO I yi 2 Ck+1[0; l]; i = 1; :::;m.
dLQ POSTROENIQ DWUSTORONNEGO RE[ENIQ ZADA^I S INTERWALXNYMI

DANNYMI SNA^ALA PRIBLIVENNO RE[IM ZADA^U (5.32),(5.33) DLQ KONKRET-
NYH PREDSTAWITELEJ fi; gi; i = 1; :::;m, ISPOLXZUQ, NAPRIMER, METOD rUNGE
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| kUTTA ^ETWERTOGO PORQDKA [7] NA RAWNOMERNOJ RAZNOSTNOJ SETKE

!h = fxi = ih; i = 0; 1; :::; ng; h = 1=n;

GDE n | CELOE. w REZULXTATE NA SETKE !h POLU^AETSQ PRIBLIVENNOE
RE[ENIE yhi (x); i = 1; :::; n.s POMO]X@ URAWNENIQ (5.32) W UZLAH !h MOVNO
WY^ISLITX PRIBLIVENNYE ZNA^ENIQ. pROWEDEM ^EREZ TO^KI yhi (x); x 2 !h
\RMITOWY SPLAJNY TRETXEJ STEPENI s 2 S2

3 I OPREDELIM SLEDU@]IE
FUNKCII:

'i(x; s) = fi(x; s) � dsi=dx; s = (s1; :::; sm):

oTMETIM, ^TO WYBRANNYJ METOD RE[ENIQ (rUNGE | kUTTA ^ETWER-
TOGO PORQDKA) NE IGRAET OSOBOJ ROLI. wMESTO NEGO MOVNO BYLO WZQTX
L@BOJ DRUGOJ METOD, OBESPE^IWA@]IJ TO^NOSTX PRIBLIVENNOGO RE[E-
NIQ PORQDKA h3.
rE[IM ^ISLENNO DWE ZADA^I

du

dx
= Wu + w; x 2 (0; l); (5.34)

u(0) = 0

I
dv

dx
= Wv; x 2 (0; l); (5.35)

v(0) = z;

GDE WEKTORY w; z IME@T KOMPONENTY wi = 1 I zi = (�gi�gi)=2; i = 1; :::;m.
mATRICA W SOSTOIT IZ \LEMENTOW

Wii =
@fi
@yi

(x; s); i = 1; :::;m;

Wij =

������
@fi
@yj

(x; s)

������ ; i 6= j; i; j = 1; :::;m:

pOSTROIM \RMITOWY SPLAJNY s
(1)
i ; s

(2)
i , APPROKSIMIRU@]IE POLU^ENNYE

^ISLENNYE RE[ENIQ uhi ; v
h
i ; i = 1; :::m.

bUDEM ISKATX DWUSTORONNEE RE[ENIE W WIDE

yi = si + [�1; 1]s(2)i + as
(1)
i (5.36)

S NEKOTOROJ INTERWALXNOJ KONSTANTOJ a = [�a; a].
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wWEDEM SLEDU@]IE INTERWALXNYE FUNKCII:

@fi
@yj

(x; �) 2 fy;i;j(x; [�; �]) = [f
y;i;j

; f y;i;j]; � 2 [�; �];

i; j = 1; 2; :::;m;

['
i
; �'i] = f i(x; s) � dsi=dx:

dALEE, PUSTX �i > 0 | APRIORNO ZADANNYE KONSTANTY TAKIE, ^TO

yi(x) 2 si(x) + [�1; 1]s(2)i (x) + [��i; �i]s(1)i (x):

|TI KONSTANTY MOVNO WYBRATX, ISPOLXZUQ RABOTY [39],[89]. tOGDA PO-
LOVIM ri = si + [�1; 1]s(2)i + [��i; �i]s(1)i I OPREDELIM

~fy;i;i(x) = �fy;i;i(x; r); i = 1; :::;m;

~fy;i;j(x) = max(j �fy;i;j(x; r)j;
jf

y;i;j
(x; r)j); i 6= j; i; j = 1; :::;m;

�i(x) = max(j'
i
(x; s)j; j'i(x; s)j)� ds

(2)
i (x)=dx+

+
mX
j=1

~fy;i;j(x)s
(2)
j (x);

	i(x) = ds
(1)
i (x)=dx �

mX
j=1

~fy;i;js
(1)
j (x):

dLQ OBESPE^ENIQ DWUSTORONNIH OCENOK WYBEREM a SLEDU@]IM OBRAZOM:

a = max
x2[0;l]

i=1;:::;m

(�i(x)=	i(x); 0): (5.37)

oCENIM [IRINU POLU^ENNOGO DWUSTORONNEGO RE[ENIQ. pREDPOLOVIM,
^TO ^ISLENNYJ METOD, S POMO]X@ KOTOROGO BYLA RE[ENA ISHODNAQ ZA-
DA^A (5.32), (5.33), IMEET TO^NOSTX

j"i(x)j = jyi(x) � yhi (x)j � c1h
k: (5.38)

w SLU^AE METODA rUNGE | kUTTA ^ETWERTOGO PORQDKA k = 4. pUSTX sTi
| \RMITOW SPLAJN TRETXEJ STEPENI, INTERPOLIRU@]IJ yi NA SETKE !h.
tOGDA SU]ESTWUET KONSTANTA c, NE ZAWISQ]AQ OT h; y; TAKAQ, ^TO [36]

kd�(yi � sTi )=dx
�k1 � ch4��kyik4;1; � = 0; 1: (5.39)
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tEOREMA 36. pUSTX si INTERPOLIRUET PRIBLIVENNOE RE[ENIE yhi .
tOGDA SU]ESTWUET KONSTANTA c, NE ZAWISQ]AQ OT h; yi; TAKAQ, ^TO

kd�(yi � si)=dx
�k1 � c(h4��kyik4;1 + hk); � = 0; 1: (5.40)

dOKAZATELXSTWO. oCENIM NORMU

kd�(yi � si)=dx
�k1 � kd�(y � sTi )k1+

+kd�(sTi � si)=dx
�k1; � = 0; 1:

w SILU PREDPOLOVENIQ (5.38) PRIBLIVENNYE ZNA^ENIQ PROIZWODNYH
y0i(x); i = 1; :::;m BUDUT OPREDELENY S TO^NOSTX@ O(hk):

kdsi(x)=dx � y0i(x)k1 � c3h
k 8x 2 !h: (5.41)

pREDSTAWIM sTi �si NA OTREZKE [xj; xj+1] W WIDE sTi �si = a3t3+a2t2+a1t+
a0; t = x� xj. tOGDA IZ (5.38), (5.41) WYTEKAET, ^TO

ja0j; ja1j � c4h
k; ja2j � c5h

k�1; ja3j � c6h
k�2:

sLEDOWATELXNO,

kd�(sTi � si)=dx
�k1 � c7h

k; � = 0; 1: (5.42)

oB_EDINQQ OCENKI (5.39), (5.42), POLU^AEM (5.40). 2
pOKAVEM, ^TO POSTROENNOE DWUSTORONNEE RE[ENIE WIDA (5.36) SODER-

VIT TO^NOE RE[ENIE ZADA^I (5.32), (5.33). dLQ DOKAZATELXSTWA \TOGO
UTWERVDENIQ ISSLEDUEM URAWNENIE DLQ O[IBKI yi � si. dEJSTWITELXNO,
si UDOWLETWORQ@T SLEDU@]IM RAWENSTWAM:

dsi=dx = fi(x; s)� 'i(x; s): (5.43)

wY^TEM (5.43) IZ (5.32):

d(yi � si)=dx = fi(x; y)� fi(x; s) + 'i(x; s):

iSPOLXZUQ TEOREMU O SREDNEM, PRIHODIM K RAWENSTWU

d(yi � si)=dx =
nX

j=1

@fi
@yj

(x; ri)(yj � sj) + 'i;

GDE ri | NEKOTORYE FUNKCII, PRINIMA@]IE W TO^KE x ZNA^ENIQ IZ IN-
TERWALOW S KONCAMI yi(x); si(x).
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pRIWEDEM WSPOMOGATELXNU@ ZADA^U DLQ WEKTOR-FUNKCII: " =
("1; :::; "n):

d"

dx
= V "+ �; x 2 (0; 1); (5.44)

"(0) = "0;

GDE MATRICA V = fVijgnij=1, PRI^EM

Vii(x) � @fi
@yi

(x; ri); i = 1; :::; n;

Vij(x) �
������
@fi
@yj

(x; ri)

������ ; i; j = 1; :::; n i 6= j; (5.45)

"0 = ("01; "
0
2; :::; "

0
n); "0i � jgi � si(0)j;

� = (�1; :::; �n); �i(x) � j'i(x; s)j; x 2 (0; 1):

dLQ RE[ENIQ ZADA^I (5.44) PRI USLOWIQH (5.45) SPRAWEDLIW SLEDU@]IJ
REZULXTAT [48]:

"i(x) � jyi(x) � si(x)j; x 2 [0; l]:

wYBEREM MATRICU V , POLAGAQ Vij = ~fy;i;j. zAMETIM, ^TO MATRICA V UDOW-
LETWORQET USLOWIQM (5.45). sLEDOWATELXNO, IZ (5.42) WYTEKAET NERAWEN-
STWO

(d(s(2) + as(1))=dx� V (s(2) + as(1)))i =

= (ds(2)=dx � V s(2) + a(ds(1)=dx� V s(1)))i � j'ij:
pO\TOMU s(2)i +as

(1)
i � jyi�sij, SLEDOWATELXNO, yi 2 si+[�1; 1]s(2)i +as

(1)
i 8x 2

[0; l].
pOKAVEM, ^TO WSEGDA SU]ESTWUET INTERWAL (0; l), NA KOTOROM a OPRE-

DELENO. dLQ \TOGO RASSMOTRIM WSPOMOGATELXNYE FUNKCII

~	i = ds
(1)
i =dx �

mX
j=1

Wijs
(1)
j :

zAMETIM, ^TO W SILU TEOREMY 36

~	i(x) � 1� ch3 8x 2 (0; l); i = 1; :::;m:

kROME TOGO, PREDPOLOVIM, ^TO SU]ESTWUET KONSTANTA c8 TAKAQ, ^TO
[36]:

j ~fy;i;j �Wijj � c8
mX

j1=1

�
s
(2)
j1 + �is

(1)
j1

�
:
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tOGDA

j	i � ~	ij � c8
mX
j=1

0
B@ mX
j1=1

�
s
(2)
j1 + �is

(1)
j1

�
s
(1)
j

1
CA :

pOSKOLXKU s(1)i (0) = 0; i = 1; :::; n, I s(1)i INTERPOLIRUET RE[ENIE ZADA^I
(5.34), PREDPOLOVIM, ^TO SU]ESTWUET KONSTANTA c9 TAKAQ, ^TO

js(1)j � c9l 8i = 1; :::; n:

pO\TOMU MOVNO WYBRATX TAKIE h; l , ^TO 	i(x) > 0, I, SLEDOWATELXNO, a
OPREDELENO.
oCENIM [IRINU DWUSTORONNEGO RE[ENIQ W SLU^AE f i = fi; gi � gi.

zAMETIM, ^TO [IRINA POLU^ENNOGO DWUSTORONNEGO RE[ENIQ ZAWISIT OT
WELI^IN a; js(1)i j; js(2)i j; i = 1; :::;m.
iZ FORMULY (5.37) WYTEKAET OCENKA a � c max

x2(0;l)
j'i(x; s)j.

pO TEOREME 36 'i MOVNO OCENITX SLEDU@]IM OBRAZOM:

k'ik1 � c
 
h3kyik4;1 + h4 max

i=1;:::;m
kyik4;1

!
;

SLEDOWATELXNO,
a = c max

i=1;:::;m
(h3kyik4;1 + hk):

{IRINA �(x) DWUSTORONNEGO RE[ENIQ OGRANI^ENA TAKIM OBRAZOM:

�(x) � c max
i=1;:::;m

(h3kyik4;1 + hk)s
(1)
i (x):

pOLU^ENNOE DWUSTORONNEE RE[ENIE MOVNO UTO^NITX, ESLI WOSPOLXZO-
WATXSQ WY^ISLENNYM a I POLOVITX �i = a. tOGDA MOVNO WY^ISLITX
NOWYE ZNA^ENIQ a.
pUSTX f y;i;j;f MONOTONNY PO WKL@^ENI@, T. E. IZ USLOWIQ ~ri � ri; i =

1; :::; n WYTEKAET, ^TO f(x; ~r) � f(x; r). tOGDA ~a � a I NOWOE DWUSTORONNEE
RE[ENIE

yi = si + [�1; 1]s(2) + ~as
(1)
i

IMEET MENX[U@ [IRINU.
rASSMOTRIM MODELXNU@ ZADA^U

dy

dx
= by + c; x 2 (0; 1); (5.46)

y(0) = y0; y0 2 y0; b 2 b; c 2 c:
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tO^NOE RE[ENIE IMEET WID y = (y0 + c=b) exp(bx). wSPOMOGATELXNYE ZA-
DA^I IME@T WID:

dy1
dx

= by1 + 1; x 2 (0; 1); (5.47)

y1(0) = 0

I
dy2
dx

= by2; x 2 (0; 1); (5.48)

y2(0) = (�y0 � y
0
)=2 = "0:

iH TO^NYE RE[ENIQ y1 = exp(bx)b� 1; y2 = "0 exp(bx): pOSKOLXKU ZADA^A
LINEJNA, DLQ WY^ISLENIQ DWUSTORONNEGO RE[ENIQ NET NEOBHODIMOSTI
STROITX FUNKCI@ r I, SLEDOWATELXNO, APRIORNO ZADAWATX �.
pUSTX s; s(1); s(2)| SPLAJNY, INTERPOLIRU@]IE ^ISLENNYE RE[ENIQ

ZADA^ (5.46)-(5.48). tOGDA

� = jbs+ c� ds=dxj � ds(2)=dx + bs(2);

	 = �bs(1) + ds(1)=dx:

zAMETIM, ^TO W SILU TEOREMY 36 	(x) � 1� ch3 > 0. tAKIM OBRAZOM,
a OPREDELENO. dWUSTORONNEE RE[ENIE IMEET WID

y = s+ [�1; 1]s(2) + [�a; a]s(1):
eGO [IRINA UDOWLETWORQET NERAWENSTWU

�(x) � 2s(2)(x) + 2as(1)(x);

PRI^EM �(0) = �2"0. pOSKOLXKU
a � ch3; s(1) � ch; s(2) � "0 exp(bh);

TO
�(h) � 2"0 exp(bh) + ch4:

dLQ b � b0 � 0 �(h) � �(0), T.E. [IRINA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ UBYWA-
ET.
w KA^ESTWE ^ISLENNOGO PRIMERA BYLA RE[ENA ZADA^A:

dy1
dx

= �(1 + [�"; "])y1 + (3 + [�"; "])y3 + (1 + [�"; "])y2y3�

�3e�3x � e�5x + [�"; "](e�3x + e�5x � e�x);
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dy2
dx

= (1 + [�"; "])y1 + (2 + [�"; "])y2 + (1 + [�"; "])y1y2�

�e�x � e�4x + [�"; "](e�x � e�2x + e4x);

dy3
dx

= (2 + [�"; "])y + (3 + [�"; "])y3 + (1 + [�"; "])y2y1 � 2e�2x�

�e�3x + [�"; "](e�2x + 2e�3x);

y1(0) � y2(0) = y3(0) = 1:0; " = 0:001:

w NEJ KO\FFICIENTY PRAWOJ ^ASTI QWLQ@TSQ INTERWALXNYMI ^ISLAMI.
tO^NOE RE[ENIE PRI " = 0 IMEET WID

y1(x) = e�x; y2(x) = e�2x; y3(x) = e�3x:

iSHODNAQ ZADA^A RE[ALASX METODOM rUNGE | kUTTA ^ETWERTOGO PO-
RQDKA S [AGOM h = 0:1. pOSLE \TOGO PRIBLIVENNOE RE[ENIE INTERPOLI-
ROWALOSX \RMITOWYMI SPLAJNAMI TRETXEJ STEPENI. pOLU^ENNOE SGLA-
VENNOE RE[ENIE ISPOLXZOWALOSX DLQ OPREDELENIQ NEWQZKI. zATEM PO
NEWQZKE STROILASX MAVORANTA DLQ O[IBKI SGLAVENNOGO RE[ENIQ. zA-
DA^A POLU^ENIQ DWUSTORONNEJ OCENKI RE[ALASX NA KAVDOM OTREZKE
[jh; (j+1)h]; j = 0; 1; :::; N�1. w KA^ESTWE NA^ALXNYH ZNA^ENIJ PRINIMA-
LISX LIBO DWUSTORONNIE RE[ENIQ, WY^ISLENNYE NA OTREZKE [(j�1)h; jh],
ESLI j � 1, ILI yi; i = 1; 2; 3 ESLI j = 0. dLQ NAHOVDENIQ a NA KAVDOM OT-
REZKE [jh; (j + 1)h] ISPOLXZOWALISX INTERWALXNYE RAS[IRENIQ FUNKCIJ
�i; �i PO x. tOGDA, OBOZNA^AQ

[�
i
(x); ��i(x)] = �i(x)= i(x);

OPREDELIM a:

a = max
i=1;:::;m

j=0;1;:::;n�1

�j[�
i
([jh; (j + 1)h])j; j��i([jh; (j + 1)h])j� :

pOSLE \TOGO DWUSTORONNEE RE[ENIE WY^ISLQLOSX PO FORMULE (5.34). pRI-
WEDEM REZULXTATY ^ISLENNOGO \KSPERIMENTA:
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KOMPONENTY nIVNQQ tO^NOE wERHNQQ {IRINA
GRANICA RE[ENIE GRANICA �100

x = 0:1
i = 1 0.904400 0.904837 0.905315 0.0916
i = 2 0.818347 0.818730 0.819149 0.0802
i = 3 0.740437 0.744081 0.744234 0.0897

x = 0:5
i = 1 0.604271 0.606530 0.608983 0.4712
i = 2 0.366810 0.367879 0.369035 0.2225
i = 3 0.222048 0.223130 0.224246 0.1198

x = 0:9
i = 1 0.401540 0.406559 0.411946 1.0406
i = 2 0.164171 0.165248 0.166503 0.2932
i = 3 0.066152 0.067205 0.068330 0.1178

sNA^ALA [IRINA KOMPONENT INTERWALXNOGO RE[ENIQ NARASTAET. pRI
DALXNEJ[EM UWELI^ENII x PROISHODIT STABILIZACIQ [IRINY KAVDOJ
KOMPONENTY, A ZATEM IDET EE UMENX[ENIE.

iSPOLXZOWANIE DIFFERENCIALXNYH NERAWENSTW

pREDSTAWIM ZADA^U (5.25) W SLEDU@]EM WIDE:

x0i = f
i
(t;x[xi];k); (5.49)

x0 = f i(t;x
[xi];k); t 2 (0; l);

x(0) = x0;

x(0) = x0:

pREDPOLOVIM, ^TO ZADA^A (5.49) RE[ENA ^ISLENNO S ISPOLXZOWANIEM
NEKOTOROGO METODA INTEGRIROWANIQ TO^NOSTI p NA SETKE

wh = fxj; j = 1; 2; : : : ; Ng;N | CELOE:

w REZULXTATE, NA SETKE wh IMEEM PRIBLIVENNYE RE[ENIQ. s POMO]X@
URAWNENIQ (5.49) W UZLAH SETKI wh MOVNO WY^ISLITX PRIBLIVENNYE
ZNA^ENIQ PROIZWODNYH x0(t). iSPOLXZUQ POLU^ENNYE ZNA^ENIQ, PROWEDEM
^EREZ TO^KI xhi (t); x

h
i (t),t 2 wh \RMITOWY SPLAJNY si; si STEPENI r � 1.

sPRAWEDLIWA TEOREMA [77].
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tEOREMA 37. pUSTX s INTERPOLIRUET PRIBLIVENNOE RE[ENIE xh .
tOGDA SU]ESTWUET KONSTANTA C , NE ZAWISQ]AQ OT h; xh , TAKAQ, ^TO

jjd�(x � s)=dx�jjL1[0;l] � C(hr��jjxjjW r
1[0;l] + hp); � = 0; 1; : : : ; r � 1:

rE[ENIE SISTEMY (5.25) BUDEM ISKATX W WIDE

s = s+ �s1; (5.50)

GDE � | KONSTANTA, s | SPLAJNY, INTERPOLIRU@]IE ^ISLENNOE RE[E-
NIE SLEDU@]EJ SISTEMY odu:

z0i =
nX

j=1
(@f

i
(s;k)=@xj)zj + (f

i
(s;k) � s0i)�;

z0i =
nX

j=1

(@f i(s;k)=@xj)zj + (f i(s;k) � s0i)+;

z(0); z(0) = 0;

GDE

(f)+ =
(
f ESLI f � 0
0 INA^E

;

(f)� =
(
f ESLI f � 0
0 INA^E

:

pODSTAWIW (5.50) W SISTEMU (5.25), POLU^AEM, ^TO � DOLVNA UDOWLETWO-
RQTX SLEDU@]EJ SISTEME NERAWENSTW:

(s + �s1)
0
i � f

i
(t; (s+ �s1; s+ �s1)

[(s+�s1)i];k); t 2 (0; l);

(s + �s1)
0
i � f i(t; (s+ �s1; s+ �s1)

[(s+�s1)i];k);

(s + �s1)i � x0;

(s + �s1)i � x0:

|TU SISTEMU NERAWENSTW MOVNO PEREPISATX W WIDE SISTEMY NELINEJ-
NYH URAWNENIJ OTNOSITELXNO �; �:

� = �1(�; �);

� = �2(�; �):

pOSTROENNU@ SISTEMU NELINEJNYH URAWNENIJ MOVNO RE[ITX METODOM
PROSTOJ ITERACII

�i+1 = �1(�i; �i); (5.51)

�i+1 = �2(�i; �i):
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nA^ALXNOE PRIBLIVENIE MOVNO WYBRATX SLEDU@]IM:

�0; �0 = 1:0: (5.52)

nESLOVNO WIDETX, ^TO ITERACIONNYJ PROCESS (5.51) S NA^ALXNYM PRI-
BLIVENIEM (5.52) SHODITSQ PRI DOSTATO^NO MALOM l.
sLEDU@]EE NERAWENSTWO OCENIWAET [IRINU POSTROENNOGO DWUSTORON-

NEGO RE[ENIQ PRI wid(k) = 0 I wid(x0) = 0:

�(t) � C max
i=1;:::;n

fhrjjxjjW r+1
1

+ hp)s1(t); hrjjxjjW r+1
1

+ hp)s1(t); g; (5.53)

GDE r | STEPENX SPLAJNA, p | PORQDOK TO^NOSTI ^ISLENNOGO METODA.

tEOREMA 38. pUSTX SISTEMA odu (5.25) MOVET BYTX PREDSTAW-
LENA W WIDE (5.26), x� - OPTIMALXNOE RE[ENIE. tOGDA

jx(t)� x�(t)j � Ch�;

jx(t)� x�(t)j � Ch�;

GDE � = min(r � 1; p).

dOKAZATELXSTWO NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET IZ FORMULY (5.53).
tEM SAMYM MY MOVEM IZBEVATX \FFEKTA UPAKOWYWANIQ, ESLI MOVEM

PREDSTAWITX SITEMU (5.25) W WIDE (5.26).

5.6. aNALIZ ^UWSTWITELXNOSTI

oSNOWNAQ IDEQ PODHODA ZAKL@^AETSQ W ANALIZE ^ASTNYH PROIZWODNYH
RE[ENIQ PO PARAMETRAM. |TOT PODHOD WO MNOGOM PERESEKAETSQ SO STAN-
DARTNYM ANALIZOM ^UWSTWITELXNOSTI, I DLQ EGO REALIZACII ISPOLXZU-
@T APPARAT INTERWALXNOGO ANALIZA. pO\TOMU DALEE BUDEM NAZYWATX EGO
METODOM INTERWALXNOGO ANALIZA ^UWSTWITELXNOSTI (mia~).
pREDPOLOVIM, ^TO MY HOTIM OCENITX x(i) | WERHN@@ GRANICU x(t)

PO i-J KOORDINATE x(i) � xi.
rASSMOTRIM SISTEMU:

x0i = fi(t; x; k); t 2 (0; l); (5.54)

xi(0) = x0i; i = 1; :::; n;

GDE
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x 2 Rn | WEKTOR NEIZWESTNYH PEREMENNYH,
x0 2 Rn | WEKTOR NA^ALXNYH DANNYH, x0 2 x0,
k 2 Rm | WEKTOR PARAMETROW, k 2 k.

pUSTX RE[ENIE x | FUNKCIQ OT t, k I x0:

x = x(t; k; x0): (5.55)

oBOZNA^IM ^EREZ X (t) | RE[ENIE SISTEMY odu

X (t) = fx(t; k; x0)jx0 2 x0; k 2 kg:
dLQ OCENKI xi RASSMOTRIM SISTEMU odu

~x0 = f(t; ~x; ~k); ~k 2 ~k; (5.56)

~x(0) = ~x0 2 x0:

zDESX

~kj =

8>>>><
>>>>:

kj; ESLI xkij(t) � 0;

kj; ESLI xkij(t) � 0;

kj; ESLI xkij(t) 3 0;

I

~x0 =

8>>>><
>>>>:

x0j; ESLI x0
ij(t) � 0;

x0j; ESLI x0
ij(t) � 0;

x0; ESLI x0
ij(t) 3 0;

GDE xkij(t) | INTERWALXNOE RAS[IRENIE @xi=@kj I x0
ij(t) | INTERWALX-

NOE RAS[IRENIE @xi=@x0j. eSLI INTERWALY xkij(t) I x
0
ij(t) NE SODERVAT W

SEBE 0, TO SISTEMA (5.56) NE SODERVIT INTERWALXNYH PARAMETROW I RE-
[AETSQ INTERWALXNYMI ILI DWUSTORONNIMI METODAMI S PROIZWOLXNOJ
TO^NOSTX@ [78, 31].
iNTERWALXNU@ FUNKCI@ xkij(t) I x

0
ij(t) MOVNO OPREDELITX, ODNOWRE-

MENNO RE[AQ SISTEMU (5.54) I SISTEMY odu:

xk0ij =
nX
l=1

@fi
@xl

(t; x; k)xklj +
@fi
@kj

(t; x; k); (5.57)

xkij(0) = 0; i; j = 1; 2; :::; n:

x00ij =
nX
l=1

@fi
@xl

(t; x; k)x0lj; i; j = 1; 2; :::; n: (5.58)

x0ij(0) = �ij;

GDE �ij | SIMWOL kRONEKERA.
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tEOREMA 39. pUSTX

0 62 @fi
@kj

(0;x0;k);

0 62 @fi
@xk

(0;x0;k):

tOGDA SU]ESTWUET t0 > 0 TAKOE, ^TO

0 62 xkij(t); 0 62 x0
ij(t):

dOKAZATELXSTWO. pROWERQEM, ^TO PRI WYPOLNENII USLOWIJ TEOREMY PRI
t = 0 PRAWYE ^ASTI SISTEM OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAW-
NENIJ (5.57), (5.58) NE SODERVAT NULEJ I WYPOLNENY SOOTNO[ENIQ 0 62
xk0ij(0), 0 62 x00

ij(0). sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET OKRESTNOSTX NA^ALXNOJ
TO^KI t = 0, W KOTOROJ 0 62 xkij(t), 0 62 x0

ij(t):2
tAKIM OBRAZOM, DO MOMENTA t0 > 0 MY MOVEM POSTROITX OPTIMALXNYE

GRANICY MNOVESTWA RE[ENIJ SISTEMY odu.
pRIWEDEM PRIMER:

x01 = kx2; x1(0) = x01 2 [�0:1; 0:1]; (5.59)

x02 = �kx1; x2(0) = x02 2 [0:9; 1:1]; k 2 k = [1:0; 2:0]:

nA RIS. 5.4, SRAWNIWAETSQ DWUSTORONNEE RE[ENIE, POLU^ENNOE METO-
DOM INTERWALXNOGO ANALIZA ^UWSTWITELXNOSTI, I TO^NOE RE[ENIE. |TO
SRAWNENIE POKAZYWAET, ^TO PREDLOVENNYJ METOD POSTROIL OPTIMALXNYE
GRANICY INTERWALXNOGO RE[ENIQ DO WREMENI t � 0:71.

5.7. tEORIQ OGIBA@]IH

w \TOM RAZDELE MY RASPROSTRANIM TEORI@ OGIBA@]IH [37] NA RE[E-
NIQ SISTEM odu S PARAMETRAMI. sEMEJSTWOM RE[ENIJ SISTEMY odu
NAZOWEM RE[ENIE ZADA^I (5.54)

x(t; k); k 2 k: (5.60)

u^ASTKOM OGIBA@]EJ SEMEJSTWA (5.60) NAZOWEM KRIWU@ r(t), ESLI PRI
KAVDOM ZNA^ENII t ONA KASAETSQ HOTQ BY ODNOGO IZ RE[ENIJ SEMEJSTWA
(5.60). sOOTWETSTWIE MEVDU t I k ZADAETSQ FUNKCIEJ

k = k(t); k(t) 6� const: (5.61)



zADA^I kO[I 135

-

6

1.0

1.0
1

1

2

2
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fUNKCII (5.61) NAZYWA@TSQ ZAKONOM PRIKREPLENIQ.

dLQ OGIBA@]IH SEMEJSTW RE[ENIJ SISTEM odu MOVNO SFORMULIRO-
WATX NEOBHODIMYJ PRIZNAK OGIBA@]EJ.

tEOREMA 40. eSLI U SEMEJSTWA (5.60) ESTX OGIBA@]AQ r(t), TO

@x(t; k)

@k
= 0; I r(t) = x(t; k(t)):

dOKAZATELXSWO POLNOSTX@ POWTORQET SOOTWETSTWU@]EE DOKAZATELXSTWO
IZ [37].

pOSTROENIE OGIBA@]IH

dLQ OPREDELENNOSTI RASSMOTRIM POSTROENIE OGIBA@]EJ SEMEJSTWA
RE[ENIJ x1 = x1(t; k), ZAWISQ]EJ OT ODNOGO PARAMETRA k. tAKIM OBRA-
ZOM, DLQ PRIBLIVENNOGO POSTROENIQ OGIBA@]EJ SISTEMU (5.54) RE[AEM
SOWMESTNO S (5.57), (5.58). dALEE NAHODIM MNOVESTWA T = f(t; k)g, PRI
KOTORYH xk = 0. pUSTX T | ODNO IZ TAKIH MNOVESTW, t 2 [t1; t2] I k1
SOOTWETSTWUET t1, k2 | t2. tOGDA, ISHODQ IZ SWOJSTW OGIBA@]IH, POLU-
^AEM, ^TO DLQ OGIBA@]EJ r(t) SEMEJSTWA RE[ENIJ NA OTREZKE t 2 [t1; t2]
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WYPOLNENY SLEDU@]IE SOOTNO[ENIQ:

x1(t1; k1) = r(t1);

x01(t1; k1) = f(t1; x; k1) = r0(t1); (5.62)

x1(t2; k2) = r(t2);

x01(t2; k2) = f(t2; x; k2) = r0(t2):

iZ (5.62) NESLOVNO POSTROITX APPROKSIMACI@ OGIBA@]EJ NA OTREZKE
t 2 [t1; t2], NAPRIMER ISPOLXZUQ \RMITOWY SPLAJNY. pODOBNYM OBRAZOM
MOVNO POSTROITX DLQ OGIBA@]IH W TO^KAH t1, t2 PROIZWODNYE WYSOKIH
PORQDKOW I, SOOTWETSTWENNO, POLU^ITX BOLEE TO^NU@ APPROKSIMACI@
GRANIC MNOVESTWA RE[ENIJ.

~ISLENNYE PRIMERY

w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM KINETI^ESKU@ MODELX, KOTORAQ QW-
LQETSQ OSCILLQTOROM:

dx

dt
= k1(1 � x � y) � k�1x� k2x(1� x � y)2;

dy

dt
= k3(1 � x � y) � k�3y:

(5.63)

pRI ZNA^ENIQH PARAMETROW k1 2 [0:12; 0:125], k�1 = 0:01, k2 = 1,k3 =
0:0032, k�3 = 0:002 SISTEMA (5.63) IMEET AWTOKOLEBANIQ. dALEE SISTE-
MA (5.63) RE[ALASX PRI ZNA^ENIQH PARAMETRA k1 = 0:12 I k1 = 0:125
SOWMESTNO S SISTEMOJ (5.57).
dLQ ILL@STRACII NA RIS. 5.5 DANY TAKVE NESKOLXKO RE[ENIJ x1 SIS-

TEMY (5.63). w TEH SLU^AQH, KOGDA 0 62 xk1(t), W KA^ESTWE GRANIC DWUSTO-
RONNEGO RE[ENIQ WYBIRALI SOOTWETSTWENNO ^ASTNYE RE[ENIQ PRI ZNA-
^ENIQH PARAMETRA k1 = 0:12 ILI k1 = 0:125. w PROTIWNOM SLU^AE NAHO-
DILISX OTREZKI [t1; t2], NA KOTORYH 0 2 xk1(t), I NA NIH STROILISX OGIBA-
@]IE. nA RISUNKE ONI POKAZANY BOLEE VIRNOJ LINIEJ, DRUGU@ GRANICU
DWUSTORONNEGO RE[ENIQ WYBIRALI IZ ^ASTNYH RE[ENIJ PRI k1 = 0:12
ILI k1 = 0:125.

mY WIDIM, ^TO PRI SRAWNITELXNO NEBOLX[IH WY^ISLITELXNYH ZATRA-
TAH MOVNO POSTROITX SHODQ]EESQ DWUSTORONNEE RE[ENIE S PRIEMLEMOJ
TO^NOSTX@.
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rIS. 5.5. dWUSTORONNEE RE[ENIE SISTEMY (5.61)

5.8. pOSTROENIE OBLASTEJ, SODERVA]IH MNOVESTWA

RE[ENIJ

oBOZNA^IM ^EREZ R MNOVESTWO WSEH n-MERNYH OBLASTEJ. |LEMENTY
\TOGO MNOVESTWA BUDEM OBOZNA^ATX TAK VE, KAK I INTERWALXNYE ^ISLA.
bUDEM RASSMATRIWATX TOLXKO TAKIE x 2 R, KOTORYE MOVNO ODNOZNA^NO
OPISATX KONE^NYM NABOROM PARAMETROW, NAPRIMER, SFERY, \LLIPSOIDY,
MNOGOGRANNIKI I T. P.
pEREJDEM K ZADA^E OCENKI W FAZOWOM PROSTRANSTWE MNOVESTWA RE[E-

NIJ fx(t; k; x0)jk 2 kg SISTEMY OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAW-
NENIJ n-MERNYM PARALLELEPIPEDOM x(t) 2 R

fx(t; k; x0)jk 2 k; x0 2 x(0)g � x(t);
GDE x(t; k; x0) | NEKOTOROE KONKRETNOE RE[ENIE SISTEMY (5.49) S PARA-
METRAMI k I NA^ALXNYM USLOWIEM x(0) W MOMENT WREMENI t = 0.
l@BOJ PARALLELEPIPED MOVNO ZADATX NEKOTOROJ WER[INOJ O I REB-

RAMI, WYHODQ]IMI IZ NEE: ei; i = 1; 2; : : : ; n. sLEDOWATELXNO, KAVDOMU
TAKOMU \LEMENTU x 2 R SOPOSTAWIM WEKTOR PARAMETROW v.
zAMETIM, ^TO NA^ALXNOE SOSTOQNIE SISTEMY (5.54) PREDSTAWLQET SO-

BOJ NEKOTORYJ PARALLELEPIPED. pREDPOLOVIM, ^TO W NEKOTORYJ MOMENT
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WREMENI t NAM IZWESTEN PARALLELEPIPED x(t), SODERVA]IJ MNOVESTWO
RE[ENIJ ISHODNOJ SISTEMY odu. pOSTROIM MNOVESTWO X

X (t; �;k;x0) � fx(t+ �; k; x0)jk 2 k; x0 2 x(t)g:

|TO MNOVESTWO OPREDELIM PRIBLIVENNO, ISPOLXZUQ METODY ^ISLEN-
NOGO INTEGRIROWANIQ, NAPRIMER METOD |JLERA

X (t; �;k; x0) � fxh(t+ �; k; x0)jxh(t+ �; k; x0) = x0 + tf(t; x0; k); k 2 kg:
qSNO, ^TO W DANNOM SLU^AE GRANICA X (t; �;k; x0) OTLI^AETSQ OT ISTINNOJ
NA WELI^INU, NE PREWY[A@]U@O(� 2). tAKIM OBRAZOM, ZNAQ W NEKOTORYJ
MOMENT WREMENI t x(t;k;x0), MOVEM POSTROITX OBLASTX x(t+ �;k;x0)

x(t+ �;k;x0) � fX (t; �;k; z0jz0 2 x(t;k;x0)g: (5.64)

sU]ESTWUET IZWESTNYJ PROIZWOL PRI POSTROENII PARALLELEPIPEDA, OB-
LADA@]EGO SWOJSTWAMI (5.64). bUDEM STREMITXSQ STROITX EGO TAKIM OB-
RAZOM, ^TOBY ON IMEL NAIMENX[IJ OB_EM.
eSLI 8t; � > 0 IZWESTNY WEKTORY v(t) I v(t + � ), OPISYWA@]IE POWE-

DENIE PARALLELEPIPEDA x, TO MOVNO PREDELXNYM PEREHODOM POSTROITX
SISTEMU odu, OPISYWA@]U@ POWEDENIE v:

v0i(t) = lim�!0(vi(t+ � )� vi(t))=�:

sLEDOWATELXNO, MOVNO POSTROITX SISTEMU odu, OPISYWA@]U@ POWEDE-
NIE PARALLELEPIPEDA, SODERVA]EGO MNOVESTWO RE[ENIJ ISHODNOJ SIS-
TEMY

v0 = g(t; v; k); (5.65)

v(0) = v0:

eSLI MY POSTROILI SISTEMU odu (5.65) TAK, ^TO PO v(t) MOVNO WOS-
STANOWITX NEKOTORYE TRAEKTORII x(t; k; x), TO MOVNO POPYTATXSQ PO-
STROITX OPTIMALXNYE GRANICY MNOVESTWA RE[ENIJ.
pRIWEDEM NESKOLXKO ^ISLENNYH PRIMEROW. dLQ SISTEMY (5.29) NA RIS.

5.6 PRIWEDENY PARALLELEPIPEDNYE OCENKI MNOVESTWA RE[ENIJ W RAZLI^-
NYE MOMENTY WREMENI.

nA RIS. 5.7 PREDSTAWLENY PARALLELEPIPEDNYE OCENKI MNOVESTWA RE-
[ENIJ DLQ ZADA^I (5.59).
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rIS. 5.8. pERESE^ENIE MNOGOGRANNIKOW, t = 0:5

iSSLEDUEM PRIMENENIE OBLASTEJ W WIDE MNOGOGRANNIKOW NA PRIMERE
SLEDU@]EJ SISTEMY odu:

x01 = x1; (5.66)

x02 = �k1x1 � k2x2
k1 2 k = [0:25; 1:0]; k2 2 k = [0:0; 0:6]:

nA^ALXNYE USLOWIQ DLQ \TOJ ZADA^I | OTREZOK S KONCAMI (-0.5,0.5),
(0.5,1.5). wWEDEM E]E ODIN PARAMETR k 2 k = [0:0; 1:0]. tOGDA NA^ALXNYE
USLOWIQ MOVNO PREDSTAWITX W PARAMETRI^ESKOM WIDE:

x(0) =

0
@ �0:5

0:5

1
A + k

0
@ 1:0
1:0

1
A :

pOSKOLXKU WYBOR OBLASTI W WIDE MNOGOGRANNIKA NE ODNOZNA^EN, TO DLQ
PREDSTAWLENIQ MNOVESTWA RE[ENIJ ISPOLXZOWANY DWA RAZLI^NYH MNO-
GOGRANNIKA. oNI WYBRANY TAKIM OBRAZOM, ^TO NEKOTORYE IH WER[INY
WSEGDA LEVAT NA GRANICE MNOVESTWA RE[ENIJ. tAKIM OBRAZOM, PERESE^E-
NIE \TIH MNOGOGRANNIKOW NE OTRYWAETSQ OT MNOVESTWA RE[ENIJ. nA RIS.
5.8, 5.9 POKAZANY PERESE^ENIQ MNOGOGRANNIKOW W MOMENTY t = 0:5; 1:0.
kAK WIDNO IZ RIS. 5.8, 5.9, NESMOTRQ NA TO, ^TO KAVDYJ MNOGOGRANNIK

IMEET BOLX[IE RAZMERY, IH PERESE^ENIE NE OBLADAET \FFEKTOM UPAKO-
WYWANIQ.
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rIS. 5.9. pERESE^ENIE MNOGOGRANNIKOW, 1:0

5.9. pREOBRAZOWANIE SISTEMY odu

kAK BYLO POKAZANO, BOLEE BLAGOPRIQTEN WARIANT DLQ POSTROENIQ OP-
TIMALXNYH DWUSTORONNIH RE[ENIJ KOGDA SISTEMA (5.25) PREDSTAWLQETSQ
W WIDE (5.26). dOBITXSQ \TOGO MOVNO, W ^ASTNOSTI, ZAMENOJ PEREMENNYH.
pUSTX

x = x(y); k = k(p): (5.67)

tOGDA, PODSTAWIW \TI SOOTNO[ENIQ W SISTEMU (5.25), POLU^AEM PREOBRA-
ZOWANNU@ SISTEMU odu

y0 = g(y; p); (5.68)

y(0) = y:

zAWISIMOSTI (5.67) DOLVNY BYTX PODOBRANY TAKIMI, ^TO FUNKCIQ g
UDOWLETWORQET USLOWIQM (5.27), (5.28).
sLEDU@]AQ TEOREMA GOWORIT O WOZMOVNOM WYBORE PREOBRAZOWANIQ

(5.67) [5].

tEOREMA 41. w DOSTATO^NO MALOJ OKRESTNOSTI NEOSOBOJ TO^KI x
MOVNO WYBRATX SISTEMU KOORDINAT (y1; y2; : : : ; yn) TAKU@, ^TO W \TIH
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KOORDINATAH URAWNENIE (5.67) ZAPI[ETSQ W WIDE

y01 = 1;

y02; y
0
3; : : : ; y

0
n = 0:

rASSMOTRIM PRIMER (5.59). sDELAEM SLEDU@]EE PREOBRAZOWANIE:

x1 = rcos(�);

x2 = rsin(�):

tOGDA W NOWYH PEREMENNYH SISTEMA (5.59) ZAPI[ETSQ W WIDE

�0 = k; �(0) = c0;

r0 = 0; r(0) = r0:

nESLOVNO UBEDITXSQ, ^TO PREOBRAZOWANNAQ SISTEMA NE OBLADAET \FFEK-
TOM UPAKOWYWANIQ, HOTQ I EE RE[ENIE NESKOLXKO [IRE TO^NOGO.

5.10. oCENKI OBLASTEJ DOSTIVIMOSTI

w KA^ESTWE PRIMERA PRIMENENIQ PARALLELEPIPEDNYH OCENOK DLQ RE-
[ENIQ SISTEM odu OBRATIMSQ K ODNOJ IZ WAVNYH ZADA^ UPRAWLENIQ:
POSTROENIE OCENOK OBLASTEJ DOSTIVIMOSTI. |TOJ ZADA^E POSWQ]ENA MO-
NOGRAFIQ [65].
rASSMOTRIM UPRAWLQEMU@ SISTEMU, OPISYWAEMU@ WEKTORNYM DIFFE-

RENCIALXNYM URAWNENIEM

x0 = f(t; x; u); t 2 (0; l); (5.69)

GDE u 2 Rm | WEKTOR UPRAWLQ@]IH FUNKCIJ, NA KOTORYJ NALOVENY W
OB]EM SLU^AE OGRANI^ENIQ

u(t) 2 U(t; x): (5.70)

kROME TOGO, MY BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO W NA^ALXNYJ MOMENT WYPOL-
NENY OGRANI^ENIQ

x(0) 2 X0: (5.71)

eSLI PRINQTX, ^TO U ; X0 PRINADLEVAT PROSTRANSTWU PARALLELEPIPE-
DOW, TO MY PRIHODIM K STANDARTNOJ POSTANOWKE POSTROENIQ OCENOK MNO-
VESTWA RE[ENIJ DLQ ZADA^ S NEOPREDELENNOSTQMI.
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oPREDELENIE 14. mNOVESTWOM DOSTIVIMOSTI D(t;x0) UPRAWLQ-
EMOJ SISTEMY PRI t � 0 NAZYWAETSQ SOWOKUPNOSTX KONCOW x(t) WSEH
TRAEKTORIJ \TOJ SISTEMY, NA^INA@]IHSQ W TO^KAH NA^ALXNOGO MNO-
VESTWA M:

D = fx(t)ju(t) 2 u(t); x(0) 2 x0g:
mNOVESTWA DOSTIVIMOSTI IGRA@T WAVNU@ ROLX W TEORII UPRAWLQEMYH
SISTEM, ONI ISPOLXZU@TSQ PRI RE[ENII BOLX[OGO KOLI^ESTWA PRIKLAD-
NYH ZADA^ UPRAWLENIQ [65]:

� oCENKA WOZMOVNOSTEJ UPRAWLENIQ. zNAQ MNOVESTWO DOSTIVIMOSTI
D UPRAWLQEMOJ SISTEMY, MOVNO OCENITX WOZMOVNOSTI UPRAWLENIQ.

� uPRAWLQEMOSTX I INTEGRALXNYE WORONKI. rASSMOTRIM MNOVEST-
WO �(x0), QWLQ@]EESQ OB_EDINENIEM WSEH MNOVESTW DOSTIVIMOSTI
D(t;x0) PRI WSEH t � 0. |TO MNOVESTWO INOGDA NAZYWA@T INTEGRALX-
NOJ WORONKOJ. eSLI �(x0) SOWPADAET SO WSEM FAZOWYM PROSTRANST-
WOM, TO SISTEMU NAZYWA@T WPOLNE UPRAWLQEMOJ.

� oCENKA WOZMU]ENIJ I ZADA^A O NAKOPLENII WOZMU]ENIJ.
� zADA^A OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ.

w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM DWUMERNU@ UPRAWLQEMU@ SISTEMU

x01 = x2; (5.72)

x02 = u; u 2 u = [�1; 1];
x1(0) = x2(0) = 0:

sOGLASNO RABOTE [65] DLQ ZADA^I (5.72) TO^NOE MNOVESTWO DOSTIVI-
MOSTI W AWTOMODELXNYH PEREMENNYH

�1 = x1=t
2; �2 = x2=t

IMEET WID

D = (1 + �2)
2=4� 0:5 � �1 � 0:5� (�2 � 1)2=4;

j�2j � 1:

nA RIS. 5.10 POKAZANO SRAWNENIE PARALLELEPIPEDNYH I \LLIPSOIDALX-
NYH OCENOK MNOVESTWA DOSTIVIMOSTI. oTNO[ENIE PLO]ADEJ \LLIPSOI-
DOW | 0.1976, PARALLELEPIPEDOW | 0.4. w \TOM SLU^AE PARALLELEPI-
PEDNYE OCENKI NESKOLXKO LU^[E, ^EM \LLIPSOIDALXNYE. |TO OBUSLOWLE-
NO TEM, ^TO PARALLELEPIPEDY BYLI WYBRANY TAKIM OBRAZOM, ^TO BYLI
VESTKO PRIWQZANY K MNOVESTWU DOSTIVIMOSTI.
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rIS. 5.10. sRAWNENIE OCENOK OBLASTEJ DOSTIVIMOSTI

5.11. rE[ENIE VESTKIH SISTEM odu

oBRATIMSQ K ODNOJ IZ ZADA^, WOZNIKA@]IH W HIMI^ESKOJ KINETIKE
[77]:

x01 = �20000x1;
x02 = 20000x1� x2 +x3;
x03 = x2 �x3;

(5.73)

x1(0) = 1:0; y2(0) = y3(0) = 0:

w TO^KE t = 0 RE[ENIE ZADA^I (5.73) IMEET OSOBENNOSTX. sOBSTWENNYE
^ISLA MATRICY, SOSTAWLENNOJ IZ KO\FFICIENTOW \TOJ ZADA^I,| �1 = 0,
�2 = �2, �3 = �20000. mY BUDEM STROITX DWUSTORONNEE RE[ENIE S U^E-
TOM POWEDENIQ RE[ENIQ W \TOJ TO^KE.nA PERWOM \TAPE MY RE[IM ^ISLEN-
NO ZADA^U (5.73) SPECIALXNYM METODOM DLQ VESTKIH ZADA^. w ^ASTNOS-
TI, DLQ \TOJ ZADA^I, PRIMENQLSQ NEQWNYJ METOD rUNGE-kUTTA. zADA^A
(5.73) INTEGRIROWALASX NA SETKE !h S PEREMENNYM [AGOM hk = tk+1 � tk
hk 2 [0:001; 0:1].
iSPOLXZUQ POLU^ENNOE ^ISLENNOE RE[ENIE, MY POSTROILI W ZONE PO-

GRANSLOQ SPECIALXNYJ NELINEJNYJ SPLAJN

ri(t; c
k; �k) = si(t) + cki exp(�

k
i t); t 2 [tk; tk+1]; k = 0; 1; : : : ; N � 1:

zDESX si | \RMITOWY KUBI^ESKIE SPLAJNY. kONSTANTY ck; �k NAHODILISX
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rIS. 5.11. sRAWNENIE [IRINY DWUSTORONNEGO RE[ENIQ I O[IBOK ^ISLENNOGO RE[ENIQ

^ISLENNO, DLQ IH NAHOVDENIQ MINIMIZIROWALSQ SLEDU@]IJ FUNKCIO-
NAL:

�(c; �) =
X
�

(r0(�; c; �)� f(�; r))2: (5.74)

zADA^A MINIMIZACII (5.74) SWODITSQ K RE[ENI@ SISTEMY NELINEJNYH
URAWNENIJ

@�

@c
= 0;

@�

@�
= 0:

wNE POGRANSLOQ ISPOLXZOWALSQ OBY^NYJ \RMITOWYJ KUBI^ESKIJ SPLAJN.
rEZULXTATY RAS^ETOW POKAZANY NA RIS. 5.11. kAK MOVNO WIDETX, [I-

RINA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ WNA^ALE WOZRASTAET, ZATEM STABILIZIRUET-
SQ I UBYWAET.
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kRAEWYE ZADA^I DLQ OBYKNOWENNYH

DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

w \TOM RAZDELE MY ISSLEDUEM ZADA^U dIRIHLE DLQ OBYKNOWENNOGO
DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA. iZLAGAEMYE METODY
SLABO PRIWQZANY K TIPU KRAEWOGO USLOWIQ, I PO\TOMU O^EWIDEN PERE-
NOS REZULXTATOW NA KORREKTNYE KRAEWYE USLOWIQ nEJMANA I nX@TONA.
pOLU^ENY OCENKI [IRINY DWUSTORONNEGO RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^I DLQ
OBYKNOWENNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ. |TOT ANALIZ WYPOLNEN
TAKVE DLQ URAWNENIQ S MALYM PARAMETROM PRI STAR[EJ PROIZWODNOJ.
nESMOTRQ NA RE[ENIE ZADA^I TIPA POGRANSLOQ, OBOSNOWANA NE ZAWISQ]AQ
OT " [IRINA KORIDORA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ.
iZLOVENY INTERWALXNYJ METOD RE[ENIQ DLQ KWAZILINEJNOGO URAW-

NENIQ I DWUSTORONNIJ METOD DLQ URAWNENIJ S MALYM PARAMETROM PRI
STAR[EJ PROIZWODNOJ. oSNOWNOJ WYWOD, KOTORYJ MOVNO SDELATX IZ RE-
ZULXTATOW SRAWNENIQ INTERWALXNYH I APOSTERIORNYH METODOW W \TOJ I
TREH PREDYDU]IH GLAWAH, SOSTOIT W TOM, ^TO SU]ESTWUET DWA PODHO-
DA, OBLADA@]IH RAZNYMI SWOJSTWAMI I DOPOLNQ@]IH DRUG DRUGA PRI
RE[ENII RAZLI^NYH ZADA^.

6.1. aPOSTERIORNOE OCENIWANIE

rASSMOTRIM APOSTERIORNOE OCENIWANIE POGRE[NOSTI PREDWARITELX-
NO NAJDENNOGO PRIBLIVENNOGO RAZNOSTNOGO RE[ENIQ, WOSPOLNENNOGO \R-
MITOWYM SPLAJNOM IZ S2

3 NA WESX OTREZOK [0; 1]. nEDOSTA@]IE ZNA^ENIQ
PROIZWODNOJ STROIM S POMO]X@ RAZNOSTNYH OTNO[ENIJ.
oBOSNOWANIE KA^ESTWA DWUSTORONNEGO PRIBLIVENIQ SU]ESTWENNO OT-

LI^AETSQ OT PREDYDU]IH RAZDELOW. sTANDARTNAQ RAZNOSTNAQ SHEMA DAET

147
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WTOROJ PORQDOK TO^NOSTI PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ uh:

ju � uhj = O(h2) NA �!h: (6.1)

pRI OPREDELENII ^EREZ uh WTOROJ PROIZWODNOJ, U^ASTWU@]EJ W WY-
^ISLENII NEWQZKI, ZA S^ET RAZNOSTNOGO DIFFERENCIROWANIQ POLU^AEM
TO^NOSTX PORQDKA O(1). pO\TOMU OVIDAEMAQ WELI^INA NEWQZKI TAKVE
HARAKTERIZUETSQ WELI^INOJ O(1). a POSKOLXKU NA OSNOWANII TEOREMY
SRAWNENIQ [IRINA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ QWLQETSQ WELI^INOJ ODNOGO
PORQDKA S NEWQZKOJ, KA^ESTWO DWUSTORONNEGO RE[ENIQ MOVET OKAZATXSQ
NEUTE[ITELXNYM. wMESTE S TEM REZULXTATY ^ISLENNYH \KSPERIMENTOW
WPOLNE UDOWLETWORITELXNYE.
pO\TOMU DLQ OBOSNOWANIQ TO^NOSTI SLEDUET ISPOLXZOWATX BOLEE TON-

KIE SWOJSTWA SPLAJNOW I RAZNOSTNYH SHEM. gLAWNYJ ^LEN DIFFERENCI-
ALXNOJ NEWQZKI QWLQETSQ OGRANI^ENNYM FUNKCIONALOM OT RAZNOSTNOJ
NEWQZKI PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ. oTS@DA [IRINA DWUSTORONNEGO RE[E-
NIQ IMEET TAKOJ VE PORQDOK MALOSTI, KAK PORQDOK APPROKSIMACII I
SHODIMOSTI.
rASSMOTRIM ZADA^U dIRIHLE DLQ URAWNENIQ

Lu � �(pu0)0 + qu = f; x 2 (0; 1); (6.2)

u(0) = g0; u(1) = g1: (6.3)

oTNOSITELXNO FUNKCIJ p; q; f PREDPOLOVIM, ^TO ONI NEPRERYWNY NA
[0; 1] I

p(x) � c1 > 0; q(x) � 0 8x 2 (0; 1): (6.4)

dLQ ^ISLENNOGO RE[ENIQ POSTAWLENNOJ ZADA^I POSTROIM RAWNOMER-
NU@ SETKU !h = fxi = ih; i = 0; 1; :::; Ng S [AGOM h = 1=N I CELYM
N � 2. oBOZNA^IM ^EREZ !h = fxi = ih; i = 1; :::; N � 1g MNOVESTWO
WNUTRENNIH TO^EK \TOJ SETKI.
kAVDOJ WNUTRENNEJ TO^KE POSTAWIM W SOOTWETSTWIE RAZNOSTNOE URAW-

NENIE
� (puh�

x
)�
x
+ quh = f NA !h (6.5)

S SETO^NOJ FUNKCIEJ uh(x), OPREDELENNOJ NA !h. zDESX PO OPREDELENI@
DLQ PROIZWOLXNOJ FUNKCII v

v�
x
(x) � [v(x + h=2)� v(x � h=2)]=h;

PO\TOMU

(pv�
x
)�
x
jx=xi = [pi+1=2(vi+1 � vi) � pi�1=2(vi � vi�1)]=h

2:
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zDESX I DALEE, GDE \TO NE WYZYWAET DWOJNOGO TOLKOWANIQ, MY BUDEM IS-
POLXZOWATX OBOZNA^ENIE pv = p(xv) DLQ L@BOJ FUNKCII p W UZLAH !h ILI
SREDNIH TO^KAH. dOBAWLENIE K URAWNENIQM (6.5) DWUH KRAEWYH USLOWIJ

uh(0) = g0; uh(1) = g1 (6.6)

DAET N +1 URAWNENIJ DLQ OTYSKANIQ N +1 ZNA^ENIJ SETO^NOJ FUNKCII
W UZLAH �!h.
hORO[O IZWESTNO (SM., NAPRIMER, [51, 53, 59]), ^TO RAZNOSTNAQ ZADA-

^A (6.4)-(6.5) USTOJ^IWA I IMEET WTOROJ PORQDOK APPROKSIMACII. |TO
WLE^ET WTOROJ PORQDOK SHODIMOSTI, ^TO I ZAPISANO W (6.1). rE[ENIE
UKAZANNOJ ZADA^I METODOM PROGONKI TAKVE NE WYZYWAET ZATRUDNENIJ.
w ITOGE MY PRIHODIM K PRIBLIVENNOMU RE[ENI@ ~uh, BLIZKOMU K uh (S
TO^NOSTX@ DO WLIQNIQ O[IBOK OKRUGLENIQ).
pEREJDEM K POSTROENI@ DWUSTORONNEGO RE[ENIQ. wOSPOLNIM POLU^EN-

NOE RAZNOSTNOE RE[ENIE ~uh NA WESX OTREZOK [0; 1] S POMO]X@ \RMITOWA
SPLAJNA s 2 S2

3. dLQ \TOGO W KAVDOM UZLE xi 2 �!h NEOBHODIMO ZADATX ZNA-
^ENIQ s(xi) I s0(xi). pERWOE ESTESTWENNO POLOVITX RAWNYM ~uh(x), A W KA-
^ESTWE s0(x) SLEDUET WZQTX RAZNOSTNU@ PROIZWODNU@, UDOWLETWORQ@]U@
DWUM USLOWIQM. wO-PERWYH, PRI L@BOM x 2 �!h EE UZLY DOLVNY SOSTO-
QTX TOLXKO IZ TO^EK �!h. wO-WTORYH, DLQ OBESPE^ENIQ NUVNOGO PORQDKA
TO^NOSTI DWUSTORONNEGO RE[ENIQ ONA DOLVNA, KAK MY UWIDIM DALEE,
OBESPE^IWATX TRETIJ PORQDOK APPROKSIMACII NA RE[ENII u 2 C4[0; 1].
|TIM USLOWIQM UDOWLETWORQET, NAPRIMER, RAZNOSTNAQ PROIZWODNAQ

@h
x
v(x) =

1

6h

8>>><
>>>:
�11v(x) + 18v(x+ h)� 9v(x+ 2h) + 2v(x+ 3h); PRI x = 0;

v(x� 2h)� 6v(x� h) + 3v(x) + 2v(x+ h); PRI x = 1 � h;
�2v(x� 3h) + 9v(x� 2h)� 18v(x� h) + 11v(x); PRI x = 1;

�2v(x� h)� 3v(x) + 6v(x+ h)� v(x+ 2h); W OSTALXNYH UZLAH.
(6.7)

nA OSNOWANII RAZDELA 2.7 RAWENSTWA

s = ~uh and s0 = @h~uh NA �!h (6.8)

ODNOZNA^NO OPREDELQ@T SPLAJN s 2 S2
3. oN APPROKSIMIRUET RE[ENIE u

NA WSEM OTREZKE [0; 1]. nAJDEM EGO NEWQZKU

' = Ls� f NA [0; 1]: (6.9)

tEPERX RASSMOTRIM DWA PRIEMA POSTROENIQ DWUSTORONNIH RE[ENIJ RAZ-
NOJ ALGORITMI^ESKOJ SLOVNOSTI I RAZNOJ TO^NOSTI.
aLGORITM I. nAJDEM ^ISLO � TAKOE, ^TO

j'j � � NA [0; 1]: (6.10)
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|TO MOVNO SDELATX S POMO]X@ ALGORITMOW, IZLOVENNYH W RAZD. 2.5 I
[22]. tOGDA DWUSTORONNEE RE[ENIE u, SODERVA]EE u, ZAPISYWAETSQ W WIDE

u = s +
�

c1
[�1; 1]; (6.11)

GDE KONSTANTA c1 WZQTA IZ (4). pREDSTAWLENIE (12) MOVNO ZAPISATX INA^E:

s� �=c1 � u � s+ �=c1: (6.12)

dLQ DOKAZATELXSTWA \TIH NERAWENSTW ISPOLXZUEM SLEDU@]IJ REZULXTAT.

lEMMA 9. pRI WYPOLNENII USLOWIJ (6.4) DLQ ZADA^I (6.2),(6.3)
SPRAWEDLIWA OCENKA

jjujj1 � 1

c1
jjf jj1 +maxfjg0j; jg1jg: (6.13)

dOKAZATELXSTWO. dLQ RAZNOSTNOJ ZADA^I (6.5),(6.6) ANALOGI^NAQ OCENKA
DOKAZANA W [53]:

jjuhjjh1 �
1

c1
max
!h

jf j+maxfjg0j; jg1jg: (6.14)

pEREHODQ K PREDELU PRI n ! 1 I ISPOLXZUQ NEPRERYWNOSTX f I u,
POLU^AEM OCENKU (6.13), POSKOLXKU uh ! u.
pEREPI[EM RAWENSTWO (6.9) W WIDE

Lv = ' NA (0; 1); GDE v = s� u; (6.15)

I DOBAWIM KRAEWYE USLOWIQ v = s � u S x = 0; 1. pRIMENQQ LEMMU (9) K
\TOJ KRAEWOJ ZADA^E S RE[ENIEM v = s� u, POLU^AEM OCENKU

jjvjj1 � 1

c1
jj'jj1+max

x=0;1
js� uj;

OTKUDA S POMO]X@ (6.10) WYTEKAET NERAWENSTWO (6.12).
aLGORITM II. rASSMOTRIM ZADA^U

Lv = 1; x 2 (0; 1); (6.16)

v(0) = v(1) = 0:

pOWTORIM DLQ NEE WS@ POSLEDOWATELXNOSTX OPERACIJ, PRIWODQ]IH K
SPLAJNU, APPROKSIMIRU@]EMU RE[ENIE NA [0; 1].a IMENNO, METODOM PRO-
GONKI RE[IM RAZNOSTNU@ ZADA^U

� (pvh�
x
)�
x
+ qvh = 1 NA !h; (6.17)
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vh(0) = vh(1) = 0:

w ITOGE NA SETKE �!h MY POLU^IM PRIBLIVENNOE RE[ENIE ~vh. iSPOLXZUQ
RAZNOSTNOE OTNO[ENIE (6.7), POSTROIM SPLAJN s1 2 S2

3, UDOWLETWORQ@-
]IJ RAWENSTWAM

s1 = ~vh; s01 = @h~vh NA �!h: (6.18)

dALEE PREDPOLOVIM, ^TO DLQ NEGO SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

Ls1 � c2 > 0: (6.19)

|TO TREBOWANIE WPOLNE ESTESTWENNO PRI DOSTATO^NO MALYH h, POSKOLXKU
Ls1 = 1 + O(h2), KAK MY POKAVEM DALEE.
nA OSNOWANII (6.19) FUNKCIQ '=Ls1 OPREDELENA NA KAVDOM INTERWALE

(xi; xi+1) I W UZLAH xi IMEET RAZRYWY PERWOGO RODA. |TO POZWOLQET NAJTI
UVE UPOMINAW[IMISQ METODAMI RABOTY [22] I RAZD. (2.5) KONSTANTY

�� � max
[0;1]

(�'=Ls1); � � min
[0;1]

(�'=Ls1): (6.20)

tOGDA DWUSTORONNEE RE[ENIE, SODERVA]EE u, ZAPISYWAETSQ W WIDE

u = s+ �s1 (6.21)

ILI, ^TO TO VE SAMOE:

s+ �s1 � u � s+ ��s1: (6.22)

dLQ OBOSNOWANIQ (6.22) ISPOLXZUEM SLEDU@]U@ TEOREMU SRAWNENIQ,
USTANAWLIWAEMU@ NA OSNOWANII PRINCIPA MAKSIMUMA [45].

tEOREMA 42. pUSTX W ZADA^E (6.2), (6.3) PRAWAQ ^ASTX f 2 L2(0; 1)
I f � 0 PO^TI WS@DU NA (0; 1), g0 � 0; g1 � 0. tOGDA u � 0 NA [0,1].

rASSMOTRIM FUNKCI@ v = s + �s1 � u. nA OSNOWANII (6.10), (6.20)

Lv = Ls+ ��Ls1 � Lu � '+ ��Ls1 � 0 NA (0; 1):

kROME TOGO, IZ OPREDELENIQ s I s1 SLEDUET, ^TO v(0) � 0; v(1) � 0. pO\-
TOMU NA OSNOWANII TEOREMY (42) v � 0 NA [0; 1].oTS@DA WYTEKAET PRAWOE
NERAWENSTWO W (6.22). lEWOE NERAWENSTWO POLU^AETSQ PRIMENENIEM \TOJ
VE TEOREMY K FUNKCII v = u � s� �s1.
tEPERX ISSLEDUEM DOWOLXNO WAVNYJ WOPROS O [IRINE POSTROENNYH

KORIDOROW W (6.13), (6.22). uSLOWIQ

p 2 C3[0; 1]; q; f 2 C2[0; 1] (6.23)
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OBESPE^IWA@T DOSTATO^NU@ GLADKOSTX RE[ENIQ:

u 2 C4[0; 1]: (6.24)

|TO WLE^ET DLQ RAZNOSTNOJ ZADA^I (6.5), (6.6) WTOROJ PORQDOK APPROK-
SIMACII I SHODIMOSTI. pO\TOMU ESTESTWENNO OT [IRINY KORIDORA TRE-
BOWATX TAKOGO VE PORQDKA MALOSTI. sNA^ALA MY POKAVEM, ^TO OBA ALGO-
RITMA DA@T IMENNO TAKIE KORIDORY BEZ U^ETA WY^ISLITELXNOJ POGRE[-
NOSTI PRI RE[ENII RAZNOSTNOJ ZADA^I, T. E. KOGDA ~uh � uh KONSTANTY
�; �1; ��2 W (6.10) I (6.20) OPREDELQ@TSQ TO^NO:

� = jj'jj1; �� = max
[0;1]

'=Ls1; � = min
[0;1]

'=Ls1: (6.25)

zATEM MY PROSLEDIM, KAK WLIQET WY^ISLITELXNAQ POGRE[NOSTX NA UWE-
LI^ENIE [IRINY KORIDORA. nA OSNOWANII USTOJ^IWOSTI RAZNOSTNOJ SHE-
MY ONA IMEET NEZNA^ITELXNU@ WELI^INU. nO W WYRAVENII ' = Ls � f
SPLAJN s DWAVDY DIFFERENCIRUETSQ, ^TO W PRINCIPE MOVET UWELI^ITX
W h�2 RAZ O[IBKU I, SLEDOWATELXNO, [IRINU u. nO FAKTI^ESKI WKLAD
\TOJ POGRE[NOSTI W [IRINU KORIDORA OSTAETSQ NA TOM VE UROWNE, NA
KAKOM ONA WHODIT W NEWQZKU RAZNOSTNOJ ZADA^I.
mY DOKAVEM OBA FAKTA W SLU^AE p � 1. |TO SU]ESTWENNO UPRO]AET

WYKLADKI I POZWOLQET NAGLQDNO PROSLEDITX WKLAD RAZLI^NYH POGRE[-
NOSTEJ. wMESTE S TEM OB]NOSTX NE TERQETSQ, POSKOLXKU SOHRANQ@TSQ WSE
OSNOWNYE \TAPY OBOSNOWANIQ.

lEMMA 10. dLQ SPLAJNA s 2 S2
3 SO ZNA^ENIQMI (6.9) SPRAWEDLIWY

OCENKI

jjsjj1 � cjj~uhjj1 I jjs00jj1 � cmax
!h

���~uh�
x
�
x

���
S KONSTANTAMI c, NE ZAWISQ]IMI OT h; ~uh; s.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM SPLAJN s NA OTREZKE [xi; xi+1]; 1 � i �
n�2. nA OSNOWANII (6.9) I (6.7) SPLAJN QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ
PQTI ZNA^ENIJ ~uh:

s =
3X

j=�1

3X
k=0

cj;k

 
x� xi
h

!k
~uhi+j (6.26)

S WESAMI cj;k, NE ZAWISQ]IMI OT x; h; i. pOSLE DIFFERENCIROWANIQ PO-
LU^AEM

s00 =
3X

j=�1

dj(x)

h2
~uhi+j ; (6.27)
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GDE LINEJNYE FUNKCII dj RAWNOMERNO OGRANI^ENY:

jdjj � c1 8j = �1; :::; 3 NA [xi; xi+1]: (6.28)

pOKAVEM, ^TO

s00 = �0~u
h
�
x
�
x
(xi) + �1~u

h
�
x
�
x
(xi+1) + �2~u

h
�
x
�
x
(xi+2) NA [xi; xi+1]: (6.29)

iZ SRAWNENIQ (6.27) I (6.29) WYTEKAET SISTEMA URAWNENIJ

�0 = d�1; � 2�0 + �1 = d0;

�0 � 2�1 + �2 = d1;

�1 � 2�2 = d2; �2 = d3:

iZ PERWOGO I DWUH POSLEDNIH URAWNENIJ SLEDUET, ^TO

�0 = d�1; �1 = d2 + 2d3; �2 = d3: (6.30)

wYQSNIM, BUDUT LI WYPOLNQTXSQ DWA DRUGIH URAWNENIQ, KOTORYE W RE-
ZULXTATE ZAMENY (6.30) PRIOBRETA@T WID

� 2d�1 + d2 + 2d3 = d0 I d�1 � 2d2 � 3d3 = d1: (6.31)

rASSMOTRIM SPLAJN s W KONKRETNOJ SITUACII, KOGDA ~uh = �x + � NA
WSEM OTREZKE [0, 1]. pOSKOLXKU NA MNOGO^LENAH STEPENI MENX[E 4@~uh �
@~uh, SPLAJN s TO^NO WOSPROIZWODIT ~uh, T.E. s = �x + � NA [xi; xi+1].
pO\TOMU

s00 � 0 NA [xi; xi+1]: (6.32)

wYBEREM DWE PARY �, �:

� = 1=h; � = �xi=h I � = �1=h; � = �xi+1=h:
tOGDA NA OSNOWANII (6.27) MY PRIHODIM K DWUM FUNKCIONALXNYM RA-
WENSTWAM

1

h2
(�d�1 + d1 + 2d2 + 3d3) = 0 I

1

h2
(�2d�1 � d0+

+d2 + 2d3) = 0 NA [xi; xi+1];

\KWIWALENTNYM (6.31). pO\TOMU TOVDESTWO (6.29) DEJSTWITELXNO SPRA-
WEDLIWO. iZ NEGO WYTEKAET OCENKA

max
[xi;xi+1]

js00j � c2 max
x=xi;xi+1;xi+2

���~uh�
x
�
x
(x)

��� (6.33)
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S KONSTANTOJ c2, NE ZAWISQ]EJ OT h; i; x; s; ~uh. dOKAZATELXSTWO ANALOGI^-
NYH UTWERVDENIJ DLQ i = 0; n� 1; n NESKOLXKO PRO]E, POSKOLXKU LINEJ-
NAQ KOMBINACIQ (6.27) W \TIH SLU^AQH SODERVIT TOLXKO ^ETYRE ZNA^E-
NIQ. oB_EDINQQ WSE ^ETYRE SITUACII, PRIHODIM KO WTOROMU NERAWENSTWU
LEMMY.
pERWOE NERAWENSTWO WYTEKAET NEPOSREDSTWENNO IZ OCENKI PRAWOJ ^AS-

TI W (6.26) I W ANALOGI^NYH EMU PREDSTAWLENIQH NA DRUGIH OTREZKAH.
2

tEPERX OBOSNUEM WTOROJ PORQDOK MALOSTI [IRINY KORIDORA W ALGO-
RITME 1 SNA^ALA BEZ U^ETA WY^ISLITELXNYH POGRE[NOSTEJ, KOGDA WY-
POLNENO (6.25).

tEOREMA 43. pRI WYPOLNENII USLOWIJ (6.23){(6.25) KONSTANTA � I
[IRINA widu RAWNOMERNO NA [0, 1] QWLQ@TSQ WELI^INAMI O(h2).

dOKAZATELXSTWO. pREDSTAWIM RAZNOSTX u � s W WIDE SUMMY u � s =
(u�s2)+(s2�s3)+(s3�s), GDE s2; s3| SPLAJNY IZ S2

3,, INTERPOLIRU@]IE
u W SLEDU@]EM SMYSLE:

s2 = u; s02 = u0 NA �!h; (6.34)

s3 = u; s03 = @hu NA �!h: (6.35)

dLQ RAZNOSTI u � s2 NA OSNOWANII [36] SPRAWEDLIWA OCENKA

jj@j(u� s2)jj1 = O(h4�j); j = 0; :::; 3: (6.36)

nA OSNOWANII (6.24) RAZNOSTNOE OTNO[ENIE @hu APPROKSIMIRUET u0 S
TRETXIM PORQDKOM TO^NOSTI, PO\TOMU

js02 � s03j = O(h3) NA �!h:

iZ (6.34), (6.35), KROME TOGO, SLEDUET, ^TO s2 = s3NA�!h. s U^ETOM \TIH
SWOJSTW, ISPOLXZUQ WID BAZISNYH FUNKCIJ \RMITOWOGO SPLAJNA s2 � s3,
PRIHODIM K OCENKE

jj@j(s2 � s3)jj1 = O(h4�j); j = 0; :::; 3: (6.37)

rAZNOSTX z = s3 � s TAKVE QWLQETSQ SPLAJNOM IZ S2
3, POSTROENNYM PO

ZNA^ENIQM
z = u� uh I z0 = @h(u� uh) NA �!h: (6.38)

pO\TOMU NA OSNOWANII LEMMY (10) SPRAWEDLIWY OCENKI

jjzjj1 � cjju� uhjj1 = O(h2); (6.39)
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jjz00jj1 � cmax
!h

���(u � uh)�
x
�
x

��� : (6.40)

iZ RAZNOSTNOGO URAWNENIQ (6.5) PRI p � 1 WYTEKAET RAWENSTWO

�(u � uh)�
x
�
x
+ q(u � uh) = O(h2); x 2 !h:

s EGO POMO]X@ (6.40) PREOBRAZUETSQ K WIDU

jjz00jj1 = O(h2): (6.41)

pO\TOMU NA OSNOWANII (6.9) I (6.36), (6.37)

� = jj'jj1 = jjL(s� u)jj1 � jj(s� u)00jj1+
+jjqjj1jjs� ujj1 = O(h2):

wSLEDSTWIE \TOGO [IRINA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ (6.12) ILI (6.11) DEJ-
STWITELXNO QWLQETSQ WELI^INOJ O(h2) NA [0,1].
tEPERX RASSMOTRIM WOPROSY TO^NOSTI W ALGORITME II. wNOWX PREDPO-

LOVIM OTSUTSTWIE WY^ISLITELXNOJ POGRE[NOSTI, T. E. SPLAJN s STRO-
ITSQ NEPOSREDSTWENNO PO ZNA^ENIQM uh I SPRAWEDLIWO (6.23).
sNA^ALA OBRATIM WNIMANIE NA TO, ^TO IZ DOKAZATELXSTWA TEOREMY

43 DLQ SPLAJNA s, POSTROENNOGO S U^ETOM (6.18), SPRAWEDLIWA OCENKA
jjL(s1 � v)jj1 = O(h2) I, SLEDOWATELXNO, jjLs1 � 1jj1 = O(h2). pO\TOMU
PRI DOSTATO^NO MALYH h USLOWIE (6.19) DEJSTWITELXNO WYPOLNQETSQ. iZ
\TOJ VE TEOREMY WYTEKAET, ^TO jj'jj1 = O(h2). pO\TOMU, � = O(h2); � =
O(h2), I [IRINA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ W SLU^AE (6.25) OKAZYWAETSQ
RAWNOJ O(h2).
w ZAKL@^ENIE RAZDELA OBRATIMSQ K WOPROSU O PRIMENENII WMESTO

KONE^NO-RAZNOSTNOGO PODHODA METODA KONE^NYH \LEMENTOW. sNA^ALA RAS-
SMOTRIM SLU^AJ GLADKIH KO\FFICIENTOW p; q; f .
iSPOLXZOWANIE PROSTEJ[IH KUSO^NO-LINEJNYH BAZISNYH FUNKCIJ NA

RAWNOMERNOJ SETKE NE WNOSIT NIKAKIH IZMENENIJ NI W ALGORITMY, NI W
OBOSNOWANIE IH TO^NOSTI. eDINSTWENNOE IZMENENIE KOSNETSQ RAZNOSTNO-
GO URAWNENIQ (6.5). nOWAQ SISTEMA TAKVE MOVET BYTX ZAPISANA W TREH-
DIAGONALXNOJ FORME I RE[ENA METODOM PROGONKI [52, 53].
aNALOGI^NYE IZMENENIQ NA \TAPE FORMIROWANIQ SISTEMY SETO^NYH

URAWNENIJ PROISHODQT PRI ISPOLXZOWANII LAGRANVEWYH KONE^NYH \LE-
MENTOW STEPENI 2 I WY[E. w TAKOM SLU^AE PORQDOK TO^NOSTI PRIBLI-
VENNOGO RE[ENIQ uh POWY[AETSQ, I PO\TOMU DLQ WYRAWNIWANIQ S NIM
PORQDKA MALOSTI [IRINY KORIDORA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ SLEDUET IS-
POLXZOWATX \RMITOWY SPLAJNY STEPENI 5 I WY[E.
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nAIBOLEE INTERESNYJ \FFEKT POLU^AETSQ PRI ISPOLXZOWANII \RMI-
TOWYH KONE^NYH \LEMENTOW DLQ FORMIROWANIQ SETO^NOJ ZADA^I (6.5),
NAPRIMER, \RMITOWYH SPLAJNOW STEPENI 3. mY NE BUDEM OSTANAWLI-
WATXSQ NA FORMIROWANII SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ
DLQ WY^ISLENIQ uh. w KAKOJ-TO MERE \TO IZLOVENO W RAZD. 6.3 DLQ KWA-
ZILINEJNOGO URAWNENIQ (SM. TAKVE [51]). mATRICA SISTEMY STANOWIT-
SQ PQTIDIAGONALXNOJ. gLAWNYJ \FFEKT SOSTOIT W TOM, ^TO POLU^AEMOE
RE[ENIE uh(ILI~uh) UVE PRINADLEVIT OBLASTI OPREDELENIQ DIFFEREN-
CIALXNOJ ZADA^I, ^TO DOSTIGAETSQ PRINADLEVNOSTX@ RE[ENIQ KLASSU
W 2

2 (0; 1): pO\TOMU OTPADAET NEOBHODIMOSTX W GLADKIH INTERPOLQNTAH I
PRIBLIVENNOE RE[ENIE SAMO IGRAET ROLX SPLAJNA s. w ITOGE ALGORITMY
SU]ESTWENNO UPRO]A@TSQ.
w SLU^AE RAZRYWNYH (KUSO^NO-GLADKIH) KO\FFICIENTOW p; q; f NEOB-

HODIMO SKORREKTIROWATX ALGORITMY. wO-PERWYH, NEOBHODIMO SDELATX
SETKU !h KUSO^NO-RAWNOMERNOJ, SOGLASOWAW EE UZLY S TO^KAMI RAZRY-
WA FUNKCIJ p; q; f I IH SOOTWETSTWU@]IH PROIZWODNYH, WLIQ@]IH NA
TO^NOSTX PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ. wO-WTORYH, DLQ i = 0; 1:::; n RAZNOST-
NAQ PROIZWODNAQ @hvi WYBIRAETSQ PO FORMULAM (6.7) TAK, ^TOBY WSE UZLY
LEVALI W ODNOJ ZONE GLADKOSTI. w-TRETXIH, DIFFERENCIALXNAQ ZADA^A W
TO^KAH RAZRYWA � FUNKCII p IMEET DOPOLNITELXNYE USLOWIQ SOGLASOWA-
NIQ POTOKA [53]: (pu0)j�+0 = (pu0)j��0. w REZULXTATE NEOBHODIMO STROITX
KUSO^NO-GLADKIJ INTERPOLQNT s, SOGLASUQ ZNA^ENIQ PROIZWODNOJ ps0 W
TO^KAH RAZRYWA �. oDIN IZ SPOSOBOW TAKOGO SOGLASOWANIQ DETALXNO OPI-
SAN W RAZD. 7.4.

6.2. iNTERWALXNOE RE[ENIE

rASSMOTRIM DRUGOJ PODHOD K RE[ENI@ ZADA^I (6.2),(6.3), OTLI^NYJ
OT OBSUVDAEMOGO W RAZD. 6.1. oN PO-PREVNEMU ISPOLXZUET STANDARTNU@
RAZNOSTNU@ SHEMU. nO NA \TOT RAZ WMESTO PRIBLIVENNOJ RAZNOSTNOJ
SHEMY MY SFORMULIRUEM TO^NU@ RAZNOSTNU@ SHEMU, W KOTOROJ U^TEM
O[IBKU APPROKSIMACII. pOSKOLXKU DLQ NEE IZWESTNY TOLXKO PREDELY IZ-
MENENIQ, PRIHODIM K RE[ENI@ SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAW-
NENIJ S INTERWALXNOJ PRAWOJ ^ASTX@. oTMETIM, ^TO W SILU SWOJSTW RAZ-
NOSTNOJ SHEMY POISK INTERWALXNOGO RE[ENIQ SWODITSQ K RE[ENI@ DWUH
WE]ESTWENNYH SISTEM LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ S TREHDIA-
GONALXNOJ MATRICEJ.
tAKIM OBRAZOM, ALGORITM OPREDELENIQ INTERWALXNOGO RE[ENIQ, SO-
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DERVA]EGO TO^NOE RE[ENIE DIFFERENCIALXNOJ ZADA^I, SOSTOIT IZ ^E-
TYREH \TAPOW. sNA^ALA NAHODIM APRIORNYE OCENKI RE[ENIQ I EGO NE-
SKOLXKIH PROIZWODNYH. zATEM KONSTRUIRUEM TO^NU@ RAZNOSTNU@ SHEMU,
SODERVA]U@ W PRAWOJ ^ASTI NEIZWESTNU@ POGRE[NOSTX APPROKSIMACII.
oT NEE PEREHODIM K ALGEBRAI^ESKOJ ZADA^E S IZWESTNOJ INTERWALXNOJ
PRAWOJ ^ASTX@. i NAKONEC OPREDELQEM OBE GRANICY INTERWALXNOGO RE-
[ENIQ. iTAK, WNOWX RASSMOTRIM ZADA^U

Lu � �(pu0)0 + qu = f NA (0; 1); (6.42)

u(o) = g0; u(1) = g1 (6.43)

S USLOWIQMI (6.4). sNA^ALA OCENIM EE RE[ENIE I ^ETYRE PROIZWODNYH
^EREZ IZWESTNYE DANNYE. pRI \TOM PREDPOLOVIM WYPOLNENNYMI SLEDU-
@]IE USLOWIQ GLADKOSTI:

p 2 C3[0; 1]; q; f 2 C2[0; 1]: (6.44)

tOGDA IZ [53] SLEDUET, ^TO

u 2 C4[0; 1]: (6.45)

lEMMA 11. dLQ RE[ENIQ ZADA^I (6.42),(6.43) S USLOWIQMI (6.1)
SPRAWEDLIWY OCENKI

jju(j)jj1 � Vj(p; q; f; g0; g1); j = 0; 1; :::; 4;

GDE Vj | KONKRETNYE FORMULY, SODERVA]IE ZNA^ENIQ

jjp(k)jj1; jjq(k)jj1; jjf (k)jj1; g0; g1:
dOKAZATELXSTWO. nA OSNOWANII LEMMY (36)

jjujj1 � V0 � 1

c1
jjf jj1 +maxfjg0j; jg1jg:

pO TEOREME lAGRANVA NA OTREZKE [0,1] WWIDU KRAEWYH USLOWIJ (6.43)
NAJDETSQ TO^KA t, W KOTOROJ u0(t) = g1 � g0. iSPOLXZUEM TOVDESTWO, PO-
LU^ENNOE INTEGRIROWANIEM URAWNENIQ (6.42):

�p(t)u0(t) + p(x)u0(x) =
xZ
t

(q(�)u(�) � f(�))d�:

pROWODQ O^EWIDNYE PREOBRAZOWANIQ, PRIHODIM K NERAWENSTWU

p(x)u0(x)j � p(t)ju0(t)j+
1Z
0

jq(�)u(�) � f(�)jd�:
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dALEE POLU^AEM

jju0jj1 � V1 � 1

c1
(jjpjj1jg1 � g0j+ jjqjj1jjujj1+ jjf jj1):

wYRAZIM u00 IZ (6.42):

u00 = (�p0u0 + qu� f)=p: (6.46)

sLEDOWATELXNO,

jju00jj1 � V2 � 1

c1
(jjpjj1jju0jj1 + jjqjj1jjujj1+ jjf jj1):

aNALOGI^NO REKURRENTNYM OBRAZOM OCENIWA@TSQ TRETXQ I ^ETWERTAQ
PROIZWODNYE (A TAKVE (pu0)000 I (pu000)0) NA OSNOWANII TOVDESTW, WYTEKA-
@]IH IZ DIFFERENCIROWANIQ (6.46).
oTMETIM, ^TO POLU^ENNYE NERAWENSTWA PREDSTAWLQ@T SOBOJ ODIN IZ

PRIEMOW OCENKI RE[ENIQ I EGO PROIZWODNYH. kONKRETNYE ZADA^I PREDO-
STAWLQ@T BOLX[IJ WYBOR, OSOBENNO ESLI NEOBHODIMO U^ESTX LOKALXNYE
NEODNORODNOSTI.
tEPERX POSTROIM TO^NU@ RAZNOSTNU@ SHEMU.dLQ \TOGO PODSTAWIM RE-

[ENIE DIFFERENCIALXNOJ ZADA^I W LEWU@ ^ASTX RAZNOSTNOGO URAWNENIQ
(6.5). w REZULXTATE

Lhu � �(pu�
x
)�
x
+ qu = f + � NA !h; (6.47)

u(0) = g0; u(1) = g1;

GDE �(x) | POGRE[NOSTX APPROKSIMACII, OPREDELENNAQ NA !h. oCENIM
MAKSIMALXNYJ RAZBROS EE ZNA^ENIJ. dLQ \TOGO S U^ETOM GLADKOSTI
(6.44),(6.45) RAZLOVIM W RQD tEJLORA FUNKCI@ u W TO^KAH x � h=2, A
ZATEM ISPOLXZUEM REZULXTATY GL. 7 KNIGI [53]. w ITOGE

j�(x)j � h2

192
max

[x�h;x+h]
juIV j max

[x�h;x+h]
jpj+ (6.48)

+
h2

24
max

[x�h;x+h]
j(pu0)000j+ h2

24
max

[x�h;x+h]
j(pu000)0j:

iZ LEMMY (11) NAM IZWESTNY INTERWALY, W KOTORYH LEVAT FUNKCII,
WHODQ]IE W PRAWU@ ^ASTX \TOGO NERAWENSTWA. tAKIM OBRAZOM, MY UKAZA-
LI INTERWALXNU@ SETO^NU@ FUNKCI@ a(x), SODERVA]U@ ZNA^ENIQ O[IB-
KI APPROKSIMACII:

�(x) 2 a(x) 8x 2 !h; (6.49)
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PRI^EM [IRINA KAVDOGO IZ \TIH INTERWALOW QWLQETSQ WELI^INOJ O(h2).
pEREJDEM K RAZNOSTNOJ ZADA^E S INTERWALXNOJ PRAWOJ ^ASTX@:

Lhu = f + a NA !h; (6.50)

u(0) = g0; u(1) = g1: (6.51)

pOSKOLXKU PRAWAQ ^ASTX TO^NOJ ZADA^I (6.47) PRINADLEVIT POKOMPO-
NENTNO PRAWOJ ^ASTI ZADA^I (6.51), NA OSNOWANII OPREDELENIQ WNE[NEGO
INTERWALXNOGO RE[ENIQ u SPRAWEDLIWO WKL@^ENIE

u 2 u 8x 2 �!h: (6.52)

wMESTO POISKA WNE[NEGO INTERWALXNOGO RE[ENIQ u ZADA^I (6.51) RAS-
SMOTRIM RE[ENIE DWUH ZADA^ S WE]ESTWENNYMI PRAWYMI ^ASTQMI

Lhvh = f +meda NA !h; (6.53)

vh(0) = g0; uh(1) = g1;

Lhwh =
1

2
wida NA !h; (6.54)

wh(0) = wh(1) = 0:

tOGDA DLQ TO^NOGO RE[ENIQ (W UZLAH RAZNOSTNOJ SETKI) SPRAWEDLIWY
OCENKI

vh � wh � u � vh + wh NA �!h; (6.55)

T. E.
u 2 u = vh + [�1; 1]wh 8x 2 !h:

dOKAVEM DWA POSLEDNIH SOOTNO[ENIQ. nAPOMNIM, ^TO DLQ RAZNOSTNO-
GO OPERATORA ZADA^I (6.47) SPRAWEDLIW RAZNOSTNYJ PRINCIP MAKSIMUMA,
IZ KOTOROGO WYTEKAET SLEDU@]AQ TEOREMA SRAWNENIQ [53].

tEOREMA 44. pUSTX W ZADA^E (6.5),(6.6) f � 0 NA !h; g0 � 0; g1 � 0.
tOGDA

uh � 0 on �!h: (6.56)

rASSMOTRIM FUNKCI@ z = vh + wh � u NA �!h. pRI EE PODSTANOWKE W
OPERATOR RAZNOSTNYH ZADA^ (6.53),(6.54) POLU^AEM

Lhz = meda+
1

2
wida� � � 0 on !h;

z(0) = z(1) = 0:

pO\TOMU IZ TEOREMY 44 SLEDUET, ^TO z � 0. oTS@DA I IZ OPREDELENIQ
FUNKCII z WYTEKAET PRAWOE NERAWENSTWO W (6.55). aNALOGI^NO, POLAGAQ
z = u � vh + wh, IZ TEOREMY 44 POLU^IM LEWOE NERAWENSTWO.
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tEOREMA 45. pRI WYPOLNENII USLOWIJ GLADKOSTI (6.44) [IRINA PO-
STROENNOGO INTERWALXNOGO RE[ENIQ u ESTX WELI^INA O(h2) RAWNOMERNO
NA �!h.

dOKAZATELXSTWO. iZ POSTROENIJ LEMMY 11 I USLOWIJ GLADKOSTI (6.44),
(6.45) WYTEKAET, ^TO jju(j)jj1 I jjp(k)jj1; j = 0; :::; 4; k = 0; :::; 3 | OGRANI-
^ENNYE WELI^INY, NE ZAWISQ]IE OT h. pO\TOMU NA OSNOWANII NERAWEN-
STWA (6.48) IMEEM wida(x) � ch2 NA !h.
iSPOLXZUQ OCENKU (6.15) PRIMENITELXNO K ZADA^E (6.54), PRIHODIM K

WYWODU, ^TO jjwhjj1 � ch2=c1. a POSKOLXKU widu(x) = wh(x), TO

widu � c

c1
h2:

nESMOTRQ NA TAKU@ (ASIMPTOTI^ESKU@) OCENKU PRI RE[ENII KONKRET-
NYH ZADA^ S UMERENNYM h MOVET NABL@DATXSQ ^REZMERNO BOLX[AQ [I-
RINA INTERWALXNOGO RE[ENIQ. oNA, KAK PRAWILO, WYZWANA NEUDA^NYMI
APRIORNYMI OCENKAMI FUNKCII u I EE PROIZWODNYH. oDIN IZ PRIEMOW
ULU^[ENIQ \TIH OCENOK SOSTOIT W ISPOLXZOWANII POLU^ENNOJ INFORMA-
CII.

6.3. mETOD nX@TONA DLQ KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ

pROILL@STRIRUEM PRIMENENIE INTERWALXNYH SPLAJNOW. dWUSTORON-
NEE RE[ENIE STROITSQ S ISPOLXZOWANIEM NEBOLX[OJ APRIORNOJ INFORMA-
CII O PRAWOJ ^ASTI KWAZILINEJNOGO OBYKNOWENNOGO DIFFERENCIALXNOGO
URAWNENIQ. mETOD POZWOLQET OPREDELQTX POLOSY, WKL@^A@]IE TO^NOE
RE[ENIE. rASSMOTRIM SLEDU@]U@ ZADA^U:

� u00(x) + f(x; u; u0) = 0 NA (0; 1); (6.57)

u(0) = u(1) = 0: (6.58)

zDESX f(x; �; ') | NEPRERYWNAQ FUNKCIQ PO x 2 [0; 1] I �; ' NA (�1;1).

wWEDEM W PROSTRANSTWE
�
W

1

2[0; 1] KWAZILINEJNU@ FORMU

B(u; v) �
1Z
0

u0v0dx +
1Z
0

f(x; u; u0)vdx:

bUDEM GOWORITX, ^TO KRAEWAQ ZADA^A (6.57),(6.58) IMEET OBOB]ENNOE

RE[ENIE u 2 �
W

1

2[0; 1], ESLI

B(u; v) = 0 8v 2 �
W

1

2[0; 1]: (6.59)
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sPRAWEDLIWY SLEDU@]IE TEOREMY [76].

tEOREMA 46. pUSTX SU]ESTWUET NEPRERYWNAQ NEOTRICATELXNAQ

FUNKCIQ g NA R TAKAQ, ^TO

jf(x; �; ')j � g(j�j)(1 + j'j2) (6.60)

DLQ PO^TI WSEH x 2 [0; 1]; �1 < �; ' <1; I PUSTX

(f(x; �1; '1) � f(x; �2; '2))(�1 � �2) � (6.61)

� a(�1 � �2)
2 � b('1 � '2)(�1 � �2)

DLQ x 2 [0; 1]; �1 < �1; �2; '1; '2 < 1; GDE KONSTANTY a; b UDOWLETWO-
RQ@T SOOTNO[ENIQM

max(�a; 0)=�2 + jbj=4 < 1:

tOGDA ZADA^A (6.57),(6.58) IMEET EDINSTWENNOE OBOB]ENNOE RE[ENIE

u 2 �
W

1

2[0; 1].

tEOREMA 47. [76] pUSTX f(x; �; ') 2 C1([o; 1]�R�R) I SU]ESTWU@T
KONSTANTY A;B TAKIE, ^TO

@f

@�
(x; �; ') � A; 0 � x � 1; �1 < �; ' <1;

�����
@f

@'
(x; �; ')

����� < B; 0 � x � 1; �1 < �; ' <1;

I

K � max(�A; 0)=�2 +B=4 < 1:

tOGDA DLQ L@BOGO RE[ENIQ I ZADA^I (6.57),(6.58) SPRAWEDLIWY NERAWEN-
STWA

jjujj1 � 0:5jju0jj2 �M=2�(1�K) � B0; (6.62)

jju0jj1 � (4M 2
1 + (2 + 4�2)M 2=(�2(1�K2)))1=2 � B1; (6.63)

GDE

M = sup
x2[0;1]

jf(x; 0; 0)j;M1 = sup
x2[0;1]
j�j��0

jf(x; �; 0)j:

zAME^ANIE 5. eSLI f 2 Cm([0; 1]�R�R), TO, KAK WIDNO IZ (6.57),

L@BOE RE[ENIE IZ
�
W

1

2[0; 1] BUDET PRINADLEVATX TAKVE Cm+2[0; 1], PRI-
^EM

@�u(x) = ��(x)u(x) + ��(x)u
0(x) + 
�(x); (6.64)

GDE ��; ��; 
� | OPREDELENNYE MNOGO^LENY OT f; @v f=@xv; @vf=@x�@��,
I T.D.
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rASSMOTRIM WOPROS O PRIMENENII INTERWALXNYH \RMITOWYH SPLAJNOW K
DWUSTORONNEMU RE[ENI@ ZADA^I (6.57),(6.58). wOZXMEM W KA^ESTWE KONE^-

NOMERNOGO PODPROSTRANSTWA
�
W

1

2[0; 1] PROSTRANSTWO \RMITOWYH SPLAJNOW
S2
3. dLQ \TOGO WWEDEM RAWNOMERNU@ SETKU S [AGOM h = 1=N;N � 2; !h =
fxi = ih; i = 0; :::; Ng.
w PROSTRANSTWE S2

3 WWEDEM BAZIS DLQ APPROKSIMACII FUNKCII

wi =
(
(jtj � 1)2(2jtj+ 1); jtj � 1;

0; jtj > 1;

i = 1; :::; N � 1; t = (x � xi)=h;
I EE PROIZWODNOJ

wi =
(
t(jtj � 1)2; jtj � 1;

0; jtj > 1;

i = N; :::; 2N ; t = (x � xi�N )=h:
pRIBLIVENNOE RE[ENIE BUDEM ISKATX W WIDE

uh(x) =
2NX
i=1

ciwi(t):

kO\FFICIENTY ci W SOOTWETSTWII S METODOM bUBNOWA | gALERKINA BU-
DEM OPREDELQTX IZ SOOTNO[ENIJ

1Z
0

(u0hw
0
i + f(x; uh; u

0
h); wi)dx = 0; i = 1; :::; 2N: (6.65)

sLEDU@]AQ TEOREMA DAET OTWET NA WOPROS O RAZRE[IMOSTI SFORMU-
LIROWANNOJ ZADA^I I, KROME TOGO, OCENKU DLQ u � uh.
tEOREMA 48. w PREDPOLOVENIQH (6.60),(6.61) SU]ESTWUET EDINST-

WENNYJ \LEMENT uh 2 S2
3, UDOWLETWORQ@]IJ (6.65). kROME TOGO, SU-

]ESTWUET KONSTANTA K1 TAKAQ, ^TO

jju� uhjj1 � 0:5jju0 � u0hjj2 � K1 inf
~u2S2

3

jju0 � ~u0jj2:

rAWENSTWA (6.65) MOVNO PEREPISATX W FORME SISTEMY NELINEJNYH
ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ OTNOSITELXNO WEKTORA KO\FFICIENTOW C =
fc1; :::c2Ng:

AC + F (C) = 0;

A = faijg2Ni;j=1; aij =
1Z
0

wiwjdx;
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F (C) = ffi(C)g2Ni=1;

fi(C) =
1Z
0

f

0
@x; 2NX

i=1

ciwi;
2NX
i=1

ciw
0
i

1
Awjdx:

dANNU@ SISTEMU BUDEM RE[ATX INTERWALXNYM METODOM nX@TONA. zAPI-
[EM EGO W WIDE

C(k+1) = C(k) � (B)�1(ACm
(k) � F (Cm

(k))); k = 0; 1; 2; :::;

GDE C(k) =
nh
C(k)i; �C(k)i

io2N
i=1

| INTERWALXNYJ WEKTOR,

Cm
(k) =

n�
C(k)i + �C(k)i

�
=2
o2N
i=1

| CENTR INTERWALXNOGO WEKTORA C(k), B =
nh
bi;j;�bij

io2N
i;j=1

|- INTERWALX-
NAQ MATRICA S \LEMENTAMI

h
bij;�bij

i
= aij �

1Z
0

 
@f

@u
(x;U(k);U

0
(k))wi; wj+

+
@f

@u0
(x;U(k);U

0
(k))w

0
jwi

!
dx;

U(k) =
2NX
i=1

C(k)iwi(x); U0
(k) =

2NX
i=1

C(k)iw
0
i(x):

wEKTOR D = (B)�1(ACm
(k)�F (Cm

(k))) BUDEM ISKATX, RE[AQ SISTEMU LINEJ-
NYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ S INTERWALXNYMI KO\FFICIENTAMI

BD = ACm
(k) � F (Cm

(k)):

|TO MOVNO SDELATX, NAPRIMER, METODOM, OPISANNYM W [3]. nA^ALXNOE
PRIBLIVENIE POSTROIM, ISPOLXZUQ APRIORNYE OCENKI (6.62),(6.63). pO-
LOVIM h

C(0)i; C(0)i

i
=
(
[�B0; B0]; i = 1; :::; N � 1;
[�B1; B1]; i = N; :::; 2N:

iTERACII PRODOLVIM DO TEH POR, POKA NE WYPOLNITSQ USLOWIE

max
i=1;:::;2N

j �C(k)i � C(k)ij � ";

GDE " BUDEM WYBIRATX SOGLASOWANNYM S TO^NOSTX@ POLU^AEMOGO PRI-
BLIVENNOGO RE[ENIQ. iSPOLXZUQ INTERWALXNYJ WEKTOR C(k), POSTROIM
INTERWALXNYJ \RMITOWYJ SPLAJN

s(x) =
2NX
i=1

C(k)iwi(x):
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zAMETIM, ^TO \TOT SPLAJN SODERVIT TO^NOE RE[ENIE SISTEMY (6.65),
T.E. uh 2 s. tOGDA

u(x) 2 s(x) + ~'(x); (6.66)

GDE ~'(x) = K1[�K2;K2]h
3jju(4)jj1;K2 =

p
3=216. dEJSTWITELXNO, SOGLAS-

NO TEOREME 48

jju� uhjj1 � 0:5jju0 � u0hjj2 � K1 inf
~u2S2

3

jju0 � ~u0jj2:

oCENIM PRAWU@ ^ASTX NERAWENSTWA, ISPOLXZUQ APPROKSIMACIONNYE
SWOJSTWA \RMITOWYH SPLAJNOW [36]

inf
~u2S2

3

jju0 � ~u0jj2 � jju0 � s0T jj2 � jju0 � s0T jj1 � K2h
3jju(4)jj1; (6.67)

GDE sT | \RMITOWYJ SPLAJN, INTERPOLIRU@]IJ u. kONSTANTUK1 MOVNO
NAJTI, SLEDUQ RABOTE [76]:

K1 = 2(1 + jB2j=�2 + B=4)=(1�K);

GDE
B2 = max

x2(0;1)
�2[�B0;B0]
'2[�B1;B1]

(f 0i (x; �; ')):

dLQ OPREDELENIQ jju(4)jj1 WOSPOLXZUEMSQ APRIORNYMI OCENKAMI
(6.62),(6.63) I ZAME^ANIEM 5:

jju(4)jj1 � jj�4jj1jjujj1+ jj�4jj1jju0jj1 + jj
4jj1: (6.68)

wWIDU TOGO, ^TO APRIORNYE OCENKI MOGUT BYTX SLI[KOM GRUBY-
MI, RASSMOTRIM WOPROS IH APOSTERIORNOGO UTO^NENIQ. iZ SOOTNO[ENIJ
(6.66), (6.68) WYTEKA@T NERAWENSTWA

jjujj1 � max
s2s

jjsjj1 +K1K2h
3jju(4)jj1;

jju0jj1 = jjs0T � s0T + u0jj1 � jjs0T jj1 + jju0 � s0T jj1 �
� max

s2s
jjs0jj1 +K2h

3jju(4)jj1:
pRIWLEKAQ \TI OCENKI W (6.68), MOVNO SU]ESTWENNO UMENX[ITX [IRINU
KORIDORA W (6.66).
pROILL@STRIRUEM \TOT PRIEM NA SLEDU@]EJ ZADA^E:

�u00 + u3 + 1=(1 + (u0)2)+
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+sin(�x)(�2 + sin2(�x))(1 + �2 cos(�x)) + 1)=

=(1 + �2 cos(�x)) = 0; (6.69)

u(0) = u(1) = 0: (6.70)

tO^NOE RE[ENIE \TOJ ZADA^I RAWNO sin(�x). dLQ ^ISLENNOGO RE[E-
NIQ ISPOLXZOWALASX RAWNOMERNAQ SETKA S [AGOM h = 0:25. nA^ALXNOE
PRIBLIVENIE DLQ METODA nX@TONA WYBRANO SLEDU@]IM: [C(0)i; �C(0)i] =
[�2; 2]; i = 1; :::; 7. kOLI^ESTWO ITERACIJ DLQ METODA nX@TONA RAWNO
^ETYREM, PRI \TOM DOSTIGNUTA TO^NOSTX

max
i=1;:::;7

( �C(4)i � C(4)i) < 0:0001:

pRI ISPOLXZOWANII POLU^ENNYH ZNA^ENIJ C(4) BYL POSTROEN \RMITOWYJ
SPLAJN s, APPROKSIMIRU@]IJ RE[ENIE ZADA^I (6.69), (6.70). dLQ NEGO
BYLA NAJDENA INTERWALXNAQ FUNKCIQ ~'(x), SODERVA]AQ O[IBKI APPROK-
SIMACII \RMITOWOGO SPLAJNA

u(x) 2 s(x) + ~'(x); x 2 [0; 1]: (6.71)

dLQ POSTROENIQ ' ISPOLXZOWALISX APPROKSIMACIONNYE OCENKI (6.62),
(6.63) I FORMULA (6.66). rEZULXTATY S^ETA PRIWEDENY W TABL. 1.

tABLICA 1

x nIVNQQ tO^NOE wERHNQQ uTO^NENNAQ GRANICA
GRANICA RE[ENIE GRANICA NIVNQQ WERHNQQ

0.1 0.2603 0.3090 0.3575 0.3031 0.3147
0.2 0.5391 0.5877 0.6363 0.5819 0.5935
0.3 0.7605 0.8090 0.8577 0.7968 0.8214
0.4 0.9021 0.9510 0.9993 0.9384 0.9630
0.5 0.9518 1.0000 1.0490 0.9881 1.0127
0.6 0.9021 0.9510 0.9993 0.9384 0.9630
0.7 0.7605 0.8090 0.8577 0.7968 0.8214
0.8 0.5391 0.5877 0.6363 0.5819 0.5935
0.9 0.2603 0.3090 0.3575 0.3031 0.3147

pOSLE POSTROENIQ INTERWALXNOGO RE[ENIQ (6.71), SODERVA]EGO TO^-
NOE RE[ENIE ZADA^I (6.69), (6.70), BYLA UTO^NENA jjujj2; jju0jj2, A ZATEM
S ISPOLXZOWANIEM (6.71) POSTROENA UTO^NENNAQ OCENKA jju(4)jj2 I, SOOT-
WETSTWENNO, '. uTO^NENNOE INTERWALXNOE RE[ENIE ZADA^I (6.69), (6.70)
TAKVE PREDSTAWLENO W TABL. 1. kAK WIDNO, NESMOTRQ NA GRUBU@ SETKU,
INTERWALXNOE RE[ENIE DOSTATO^NO HORO[O APPROKSIMIRUET RE[ENIE ZA-
DA^I (6.69), (6.70).
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6.4. kRAEWAQ ZADA^A DLQ URAWNENIQ S MALYM

PARAMETROM PRI STAR[EJ PROIZWODNOJ

wNOWX OBRATIMSQ K KRAEWOJ ZADA^E DLQ URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA.
nALI^IE MALOGO PARAMETRA PRI STAR[EJ PROIZWODNOJ PRIWODIT K RE-
[ENI@ TIPA POGRANSLOQ, I STANDARTNAQ RAZNOSTNAQ SHEMA DAET PLOHIE
REZULXTATY [35]. pO\TOMU NEOBHODIMO ISPOLXZOWATX ODNU IZ SPECIALX-
NYH RAZNOSTNYH SHEM [38, 47], W KA^ESTWE KOTOROJ MY WOZXMEM SHEMU
\KSPONENCIALXNOJ PODGONKI [35]. oTLI^IE TAKOGO METODA OT IZLOVENNO-
GO W RAZD. 6.1 SOSTOIT W TOM, ^TO RAZNOSTNOE RE[ENIE ISHODNOJ ZADA^I
INTERPOLIRUETSQ KUBI^ESKIMI \RMITOWYMI SPLAJNAMI I SPECIALXNY-
MI FUNKCIQMI, U^ITYWA@]IMI POGRANSLOJ. zATEM PO NEWQZKE POSTRO-
ENNOGO INTERPOLQNTA NAHODITSQ UKLONENIE PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ OT
TO^NOGO NA OSNOWE MODIFIKACII ALGORITMA IZ RAZD. 6.1.
rASSMOTRIM ZADA^U

Lu � �"2u00 + qu = f NA (0; 1); (6.72)

u(0) = u(1) = 0: (6.73)

zDESX "� 1 | POLOVITELXNYJ PARAMETR. pREDPOLOVIM, ^TO

q(x) � � > 0; f 2 C2[0; 1]: (6.74)

dLQ NAHOVDENIQ DWUSTORONNIH OCENOK SNA^ALA RE[IM ^ISLENNO ZADA-
^U (6.72),(6.73) RAZNOSTNYM METODOM. dLQ \TOGO POSTROIM RAZNOSTNU@
SHEMU \KSPONENCIALXNOJ PODGONKI [35]

Lhuh � "2�vu
h
�
x
�
x
+ quh = f NA !h; (6.75)

uh(0) = uh(1) = 0; (6.76)

GDE

�� =
�2q(x)

4sh2(�
q
q(x)=2)

; � = h=": (6.77)

w RABOTE [35] DOKAZANA SLEDU@]AQ

tEOREMA 49. pUSTX a0(0) = a0(1) = 0. tOGDA RE[ENIE u ZADA^I

(6.72),(6.73) I RE[ENIE uh ZADA^I (6.75), (6.76) UDOWLETWORQ@T NERA-
WENSTWU

jju� uhjj1 � ch2;

GDE c NE ZAWISIT OT i; h I ".
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nESMOTRQ NA TAKU@ TO^NOSTX RAZNOSTNOGO RE[ENIQ uh W UZLAH SET-
KI, INTERPOLQCIQ KUBI^ESKIMI SPLAJNAMI DAET PLOHIE REZULXTATY I
TEM HUVE, ^EM BLIVE K KONCAM OTREZKA. pO\TOMU NEOBHODIMO ISPOLXZO-
WATX DOPOLNITELXNU@ INFORMACI@ O RE[ENII. s TAKOJ CELX@ WWEDEM
FUNKCII TIPA POGRANSLOQ

�0(x) = �0 exp(�x
q
q(0)=");

�1(x) = �1 exp(�(1 � x)
q
q(1)=");

GDE �0 = f(0)=q(0); �1 = f(1)=q(1). pUSTX FUNKCIQ z QWLQETSQ RE[E-
NIEM ZADA^I

Lz = f � L(�0 + �1) NA (0; 1);

z(0) = ��0 � �1�1(0);

z(1) = ��0�0(1)� �1;

TOGDA u = z + �0 + �1. oTNOSITELXNO z SPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ [35]

lEMMA 12. pREDPOLOVIM, ^TO a0(0) = a0(1) = 0: tOGDA

jz(j)j � c(1 + "2�j); j = 0; :::; 4:

pOLOVIM zh = uh � �0 � �1. tOGDA NA OSNOWANII [35] SU]ESTWUET
KONSTANTA c, NE ZAWISQ]AQ OT h, " I TAKAQ, ^TO

jjzh � zjj1 � ch2: (6.78)

rE[IM ZADA^U (6.75),(6.76) METODOM PROGONKI. w REZULXTATE PRIBLIVEN-
NOE RE[ENIE ~uh, OTLI^AETSQ OT uh WKLADOM O[IBOK OKRUGLENIQ. wMESTO
zh POLU^AEM ~zh = ~uh��0��1. wOSPOLNIM ~zh NA WESX OTREZOK [0; 1] \RMI-
TOWYM SPLAJNOM s 2 S2

3. nA OSNOWANII RAZD. 2.7 ON CELIKOM OPREDELQETSQ
ZNA^ENIQMI

s = ~zh I s0 = @h~zh NA �!h: (6.79)

rAZNOSTNAQ PROIZWODNAQ @hv WWEDENA W RAZD. 6.1. wOZXMEM FUNKCI@

r = s+ �0 + �1 (6.80)

W KA^ESTWE \OSEWOGO" PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ. s EGO POMO]X@ POSTROIM
GRANICY DWUSTORONNEGO RE[ENIQ

r = r + �'; �r = r + ��'; (6.81)
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GDE ' IMEET HARAKTER FUNKCII POGRANSLOQ:

'(x) = 1� (exp(�p�x=") + exp(
p
�(x� 1)="))=

=(1 + exp(�p�="));
� = min

[0;1]
q:

�; �� WYBEREM SLEDU@]IM OBRAZOM:

�� = max
[0;1]

(f � Lr)=L'; � = min
[0;1]

(f � Lr)=L': (6.82)

oBRATIM WNIMANIE NA TO, ^TO

L' � � NA [0; 1]; (6.83)

PO\TOMU ^ISLA ��; � OPREDELENY I KONE^NY.
dOKAVEM, ^TO TO^NOE RE[ENIE SODERVITSQ W INTERWALE, OPREDELQEMOM

FUNKCIQMI r; �r:
r + �' � u � r + ��': (6.84)

dEJSTWITELXNO

L�r = L(s+ ��') � f NA [0; 1];

Lr = L(s+ �') � f NA [0; 1]:

kROME TOGO,

s(0) + ��'(0) = u(0) = 0; s(1) + �'(1) = u(1) = 0:

pO\TOMU NA OSNOWANII TEOREMY 42

r � u � �r NA [0; 1]: (6.85)

tAKIM OBRAZOM, DLQ RE[ENIQ u POSTROENY WERHNQQ I NIVNQQ GRANICY.
oCENIM [IRINU � = �r � r \TOGO DWUSTORONNEGO RE[ENIQ. sNA^ALA

RASSMOTRIM SITUACI@ BEZ U^ETA WY^ISLITELXNYH POGRE[NOSTEJ, KOGDA

~uh � uh (6.86)

I KONSTANTY WY^ISLENY PO FORMULAM (6.82) TO^NO.

tEOREMA 50. pRI WYPOLNENII USLOWIJ (6.82), (6.86) KONSTANTY

�; �� I [IRINA � RAWNOMERNO NA [0; 1] QWLQ@TSQ WELI^INAMI O(h2).
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dOKAZATELXSTWO. pREDSTAWIM RAZNOSTX z � s W WIDE SUMMY z � s = (u �
s2) + (s2 � s3) + (s3 � s), GDE s2; s3, | SPLAJNY IZ S2

3, INTERPOLIRU@]IE
z W SLEDU@]EM SMYSLE:

s2 = z; s02 = z0 NA �!h; (6.87)

s3 = z; s03 = @hz NA �!h: (6.88)

dLQ RAZNOSTI r � s2 NA OSNOWANII [35, 36] I TEOREMY 49 SPRAWEDLIWY
OCENKI

jjz � s2jj1 � ch2jjz00jj1 = O(h2);

jj(z � s2)
00jj1 � ch2jjz(4)jj1 = O(h2"�2):

oTS@DA
jjL(z � s2)jj1 = O(h2): (6.89)

nA OSNOWANII (6.24) RAZNOSTNOE OTNO[ENIE @hz APPROKSIMIRUET z0 S
TRETXIM PORQDKOM TO^NOSTI, PO\TOMU RAWNOMERNO NA �!h

j(s2 � s3)
0j � ch3jjz(4)jj1 = O(h3"�2) (6.90)

I
j(s2 � s3)

0j � chjjz00jj1 = O(h): (6.91)

kROME TOGO, s2 = s3 NA �!h. sLEDOWATELXNO, \RMITOW SPLAJN s2 � s3 UDOW-
LETWORQET SLEDU@]IM OCENKAM: NA OSNOWANII (6.91) jjs2� s3jj1 = O(h2),
A NA OSNOWANII (6.90) jj(s2 � s3)

00jj1 = O(h2"�2). w ITOGE

jjL(s2 � s3)jj1 = O(h2): (6.92)

rAZNOSTX y = s3 � s TAKVE QWLQETSQ SPLAJNOM IZ S2
3, POSTROENNYM PO

ZNA^ENIQM
y = z � zh I y0 = @h(z � zh) NA �!h: (6.93)

pO\TOMU NA OSNOWANII LEMMY 10 SPRAWEDLIWY OCENKI

jjyjj1 � cjjz � zhjj1 = O(h2) (6.94)

I
jjy00jj1 � cmax

!h
j(z � zh)�

x
�
x
j: (6.95)

iZ RAZNOSTNOGO URAWNENIQ (6.75) I LEMMY 12, WYTEKAET OCENKA

� "2��y�x�x + qy = O(h2) NA !h: (6.96)
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zDESX ISPOLXZOWANA TAKVE RAWNOMERNAQ OGRANI^ENNOSTX FUNKCII �� PRI
� ! 0. s POMO]X@ (6.94), (6.96) PREOBRAZUEM (6.95) K WIDU jjy00jj1 =
O(h2"�2). pO\TOMU S U^ETOM (6.94) jjLyjj1 = O(h2). oB_EDINQQ \TO RA-
WENSTWO S (6.89), (6.92), S U^ETOM (6.83) POLU^AEM, ^TO

j�j � jjf � Lrjj1=� � (jjL(z � s2)jj1+
+jjL(s2 � s3)jj1 + jjLyjj1)=� = O(h2):

aNALOGI^NO j��j = O(h2) I W SILU OGRANI^ENNOSTI FUNKCII '

jj�jj1 = (�� � �)jj'jj1 = O(h2):

tEPERX RASSMOTRIM WLIQNIE WY^ISLITELXNYH POGRE[NOSTEJ W SLE-
DU@]EJ FORME. pUSTX WMESTO uh WY^ISLENO PRIBLIVENNOE RE[ENIE ~uh,
UDOWLETWORQ@]EE RAZNOSTNOJ ZADA^E

Lh~uh = f + � NA !h; (6.97)

~uh(0) = ~uh(1) = 0:

mAKSIMALXNYJ UROWENX NEWQZKI OBOZNA^IM ^EREZ �:

� = max
!h

j�j:

tOGDA DLQ RAZNOSTI wh = ~uh � uh SPRAWEDLIWY RAWENSTWA

Lhwh = f + � NA !h; (6.98)

wh(0) = wh(1) = 0:

nARQDU S NIMI RASSMOTRIM RAWENSTWA DLQ POSTOQNNOJ FUNKCII w =
�=� NA [0; 1]

Lhw = �q=� NA !h; w(0) = w(1) = �=�:

nA OSNOWANII RAZNOSTNOJ TEOREMY SRAWNENIQ DLQ \TIH DWUH ZADA^ WY-
TEKAET OCENKA

jwhj � w NA �!h:

pO\TOMU
jjzh � ~zhjj1 = jjuh � ~uhjj1 � �=�:

pO ZNA^ENIQM RAZNOSTI zh � ~zh POSTROIM SPLAJN s4 2 S2
3 TAKOJ, ^TO

s4 = wh I @s4 = @hwh NA �!h. tOGDA NA OSNOWANII LEMMY (10)

jjs4jj1 � c� I jjs004jj1 � cmax
!h

jwh
�
x
�
x
j:
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pO\TOMU S U^ETOM (6.98) I TEOREMY 50 POLU^AEM, ^TO

jjLr � f jj1 = jjL(s� z)jj1 � ch2 + c�:

tAKIM OBRAZOM, WY^ISLITELXNAQ POGRE[NOSTX PRIWODIT K TAKOMU VE
WKLADU W [IRINU DWUSTORONNEGO RE[ENIQ, KAK I W NEWQZKU PRIBLIVEN-
NOGO RE[ENIQ. pRAKTI^ESKIE ALGORITMY NAHOVDENIQ WELI^IN �; �� DA-
@T, SOOTWETSTWENNO, ZANIVENNU@ I ZAWY[ENNU@ OCENKI. wLIQNIE TAKO-
GO RODA POGRE[NOSTI NA [IRINU DWUSTORONNEGO RE[ENIQ PROSLEVIWAET-
SQ O^EWIDNO.
w KA^ESTWE ^ISLENNOGO PRIMERA BYLA RE[ENA SLEDU@]AQ ZADA^A:

Lu = �"2u00 + u = cos2(�x) + 2"�2 cos(2�x); (6.99)

u(0) = u(1) = 0:

nEPOSREDSTWENNOJ PODSTANOWKOJ LEGKO UBEDITXSQ, ^TO TO^NOE RE[ENIE
IMEET WID

u(x) = �[exp(�(1 � x)=") + exp(�x=")]=(1+

+exp(�1=")) + cos2(�x):

tABLICA 2

x nIVNQQ tO^NOE wERHNQQ {IRINA o[IBKA
GRANICA RE[ENIE GRANICA ^IS. RE[.

0.1 0.90299 0.90446 0.90910 6.11 -1.58
0.2 0.65206 0.65450 0.65817 6.11 -0.61
0.3 0.34182 0.34549 0.34794 6.11 0.61
0.4 0.09084 0.09549 0.09695 6.11 1.59
0.5 -0.00109 0.0 0.00502 6.11 1.96

zADA^A (6.99) BYLA RE[ENA S POMO]X@ RAZNOSTNOJ SHEMY (6.75), (6.76)
S PARAMETRAMI " = 0:01; h = 0:1. rEZULXTATY S^ETA PRIWEDENY W TABL.
2, W KOTOROJ ARGUMENTY x > 0:5 OPU]ENY W SILU SIMMETRII. wNE PO-
GRANI^NOGO SLOQ [IRINA KORIDORA STABILIZIRUETSQ. |TO HARAKTERNAQ
^ERTA POSTROENNOGO ALGORITMA. dLQ BOLEE TO^NOGO DWUSTORONNEGO PRI-
BLIVENIQ MOVNO ANALOGI^NYM OBRAZOM MODIFICIROWATX ALGORITM II IZ
RAZD. (6.1), NO, KAK UVE OBSUVDALOSX, POWY[ENIE TO^NOSTI W NEM SOPRO-
WOVDAETSQ UWELI^ENIEM SLOVNOSTI.
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6.5. wOPROSY I UPRAVNENIQ

1. sDELATX DWE ITERACII INTERWALXNOGO METODA pIKARA DLQ ZADA^I
kO[I

y0 = y2;

y(0) = 1:

nA^ALXNOE PRIBLIVENIE WZQTX y0 = [1; 2].nA KAKOM INTERWALE (0; l) MOV-
NO POSTROITX RE[ENIE?

2. nAPISATX INTERWALXNYJ METOD WTOROGO PORQDKA DLQ ZADA^I kO[I

y0 = y;

y(0) 2 [1; 2]:

sDELATX DWA [AGA S h = 0:1.
3. kAKAQ SISTEMA DIFFERENCIALXNYH NERAWENSTW MAVORIRUET RE[E-

NIE ZADA^I kO[I DLQ SISTEMY odu:

y01 = y1y2 + [0; 1];
y02 = [1; 2]y1+ [1; 1]?

4. oCENITE POGRE[NOSTX RAZNOSTNOGO RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^I NA
SETKE !h = f0; �=4; �=2g:

�u00 + u = 2 sin(x); x 2 (0; �=2);

u(0) = 0; u(�=2) = 1:
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kRAEWYE ZADA^I DLQ URAWNENIJ W

^ASTNYH PROIZWODNYH

7.1. dWUSTORONNIE METODY

w DANNOM RAZDELE IZU^A@TSQ METODY POSTROENIQ DWUSTORONNIH RE-
[ENIJ DLQ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ S NELINEJNOJ PRAWOJ ^ASTX@.
dLQ \TOGO PREDWARITELXNO NAHODITSQ PRIBLIVENNOE RE[ENIE ISHODNOJ
ZADA^I KAKIM-LIBO ^ISLENNYM METODOM. nAPRIMER, METODOM KONE^NYH
\LEMENTOW (mk|) S ISPOLXZOWANIEM KUSO^NO-LINEJNYH BAZISNYH FUNK-
CIJ ILI S POMO]X@ RAZNOSTNYH SHEM. pOLU^ENNOE PRIBLIVENNOE RE[E-
NIE SGLAVIWAETSQ S POMO]X@ SPLAJNOW ILI KONE^NYH \LEMENTOW TIPA
kLAFA-tO^ERA.dALEE PO WELI^INE NEWQZKI S POMO]X@ SRAWNENIQ S RE[E-
NIQMI NEKOTORYH WSPOMOGATELXNYH ZADA^ STROITSQ KORIDOR, W KOTOROM
LEVIT RAZNICA MEVDU POSTROENNYM SGLAVENNYM RE[ENIEM I TO^NYM.
rASSMOTRIM ZADA^U dIRIHLE DLQ URAWNENIQ \LLIPTI^ESKOGO TIPA

Lu = f(x; u); x 2 
; (7.1)

u(x) = 0; x 2 @
;

GDE 
 | OTKRYTYJ MNOGOUGOLXNIK IZ R2 S GRANICEJ @
,

Lu = �
2X
i=1

@

@xi
(ai

@

@xi
u) + qu:

pRAWAQ ^ASTX f | NEPRERYWNAQ FUNKCIQ NA 
� (�1;1), DLQ KOTOROJ
WYPOLNQETSQ USLOWIE

@f(x; �)=@u � q(x) � 0 (7.2)

I, KROME TOGO, SU]ESTWUET KONSTANTA K TAKAQ, ^TO

jf(x; �)j � K(1 + j�j); 8x 2 
: (7.3)

173
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dLQ ^ISLENNOGO RE[ENIQ ZADA^I (7.1) PEREJDEM K OBOB]ENNOJ FORMU-
LIROWKE. wWEDEM BILINEJNU@ FORMU

L(u; v) =
Z



2X
i=1
@iu@ivd
 8u; v 2 o

W
1

2 (
):

tOGDA OBOB]ENNYM RE[ENIEM ZADA^I (7.1) IZ
o
W

1

2 (
) NAZYWAETSQ FUNK-
CIQ u, UDOWLETWORQ@]AQ TOVDESTWU

L(u; v) = (f; v) 8v 2 o
W

1

2 (
);

GDE (�; �) | SKALQRNOE PROIZWEDENIE W L2

(u; v) =
Z


uvd
:

nA OSNOWANII RABOTY [76] ZADA^A (7.1) IMEET EDINSTWENNOE OBOB]ENNOE

RE[ENIE W
o
W

1

2 (
).

tEOREMA 51. pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ (7.2), (7.3), TOGDA ZADA^A

(7.1) IMEET EDINSTWENNOE OBOB]ENNOE RE[ENIE u 2 o
W

1

2 (
).

2

sLEDUQ METODU KONE^NYH \LEMENTOW, PRIBLIVENNOE RE[ENIE uh ZADA-
^I (7.1) MY OPREDELIM KAK FUNKCI@ IZ S1

1; UDOWLETWORQ@]U@ URAWNE-
NI@

L(uh; vh) = (f; vh);8vh 2 S1
1; (7.4)

uh = 0; NA @
:

iSPOLXZUQ POLU^ENNOE ^ISLENNOE RE[ENIE, MY MOVEM POSTROITX SPE-
CIALXNU@ FUNKCI@ s 2 S3

2(
) I WY^ISLITX SLEDU@]U@ NEWQZKU:

�(x; s) = Ls� f(x; s); x 2 
: (7.5)

iSPOLXZUQ mk|, NAJDEM PRIBLIVENNOE RE[ENIE SLEDU@]EJ ZADA^I:

L1u1 = 1; x 2 
; (7.6)

u1(x) = 0; x 2 @
; (7.7)

GDE L1 = Lu� qu.
pOSTROIM APPROKSIMACI@ BOLEE GLADKOJ FUNKCIEJ s1 2 S3

2(
) ANALO-
GI^NO TOMU, KAK \TO BYLO SDELANO WY[E.
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tOGDA DWUSTORONNEE RE[ENIE BUDEM ISKATX W WIDE

u = S + [�; �]S1 + [�; �];

GDE
� = max



(�=L1s1; 0); � = min



(�=L1s1; 0);

� = max
@


(��s1 � s; 0); � = min
@


(��s1 � s; 0):
dLQ DOKAZATELXSTWA PRINADLEVNOSTI TO^NOGO RE[ENIQ POLU^ENNOMU

DWUSTORONNEMU ISSLEDUEM WSPOMOGATELXNU@ ZADA^U:

L1u = f; x 2 
; (7.8)

u(x) = 
; x 2 @
; (7.9)

GDE f 2 L2(
); 
 2W 2
2 (
). dALEE NAM PONADOBITSQ TEOREMA [21].

tEOREMA 52. pUSTX u 2 W 2
2 (
) | RE[ENIE ZADA^I (7.8) I PO^TI

WS@DU NA 
 WYPOLNQ@TSQ NERAWENSTWA


; f � 0;

TOGDA

u � 0 NA
:2

rASSMOTRIM DWE KRAEWYE ZADA^I:

Lu1 � qu1 = f1; x 2 
;

u1 = 0; x 2 @
:

Lu2 = f2; x 2 
;

u2 = 
; x 2 @
:

iZ TEOREMY 52 NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET SLEDU@]EE

zAME^ANIE 6. pUSTX f1; f2 2 L2(
), 
 2 W 2
2 (
) I PO^TI WS@DU NA


 WYPOLNENY NERAWENSTWA

f2 � f1 � 0; 
 � 0:

tOGDA

u2 � u1; x 2 
:2
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pUSTX
Ls � f(x; s) � �: (7.10)

wY^ITAQ (7.10) IZ (7.1), POLU^AEM

L(u � s) = �+ f(x; u) � f(x; s):

pRIMENQQ TEOREMU O SREDNEM, PRIHODIM K URAWNENI@

L(u � s) = f 0u(x; �)(u � s) + �;

GDE � | FUNKCIQ, PRINIMA@]AQ ZNA^ENIQ, ZAKL@^ENNYE W INTERWALE S
KONCAMI u; s. zAMETIM, ^TO W SILU WYBORA �; �; �; � SPRAWEDLIWY NERA-
WENSTWA

L1(�s1 + �) � � 8x 2 
;

�s1 + � � �s 8x 2 @
;
L1(�s1 + �) � � 8x 2 
;

�s1 + � � �s 8x 2 @
:
tAKIM OBRAZOM W SILU (52) I (6) DOKAZANA SLEDU@]AQ TEOREMA [34].

tEOREMA 53. dLQ POSTROENNYH SPLAJNOW s; s1 SPRAWEDLIWY NERAWEN-
STWA

s+ �s1 + � � u � s+ �s1 + �:2

oCENIM [IRINU POLU^ENNOGO DWUSTORONNEGO RE[ENIQ. w CELQH UPRO-
]ENIQ WYKLADOK RASSMOTRIM ZADA^U DLQ URAWNENIQ pUASSONA, ZADANNOGO
W OBLASTI 
 = (0; 1) � (0; 1)

��u = f W 
; (7.11)

u = 0 NA @
;

RE[ENIE KOTOROJ UDOWLETWORQET USLOWI@:

u 2 W 4
1(
): (7.12)

dLQ ^ISLENNOGO RE[ENIQ \TOJ ZADA^I POSTROIM W 
 KWADRATNU@ RAZ-
NOSTNU@ SETKU. dLQ \TOGO PROWEDEM PARALLELXNYE PRQMYE

x1;i = ih; x2;j = jh; i; j = 0; 1; : : : ; n;

GDE n | CELOE, h = 1=n | [AG SETKI. dLQ APPROKSIMACII URAWNE-
NIQ (7.11) ISPOLXZUEM STANDARTNU@ PQTITO^E^NU@ RAZNOSTNU@ SHEMU,
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KOTORAQ W DANNOM SLU^AE PRAKTI^ESKI SOWPADAET S RAZNOSTNOJ SHEMOJ,
POSTROENNOJ PO mk|.
~ISLENNOE RE[ENIE uh INTERPOLIRUEM \RMITOWYMI SPLAJNAMI s

[36], DLQ \TOGO W KAVDOM UZLE SETKI NEOBHODIMO ZADAWATX ZNA^ENIQ
s; @1s; @2s; @12s. dLQ IH OPREDELENIQ MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ RAZNOSTNY-
MI PROIZWODNYMI.

tEOREMA 54. pUSTX u 2W 4
1(
), TOGDA

wid(u(x)) � Kh2;

GDE h | HARAKTERNYJ RAZMER SETKI, K | KONSTANTA, NEZAWISQ]AQ
OT h. 2

nAPOMNIM, ^TO O[IBKA W PRIBLIVENNOM RE[ENII MAVORIRUETSQ PRI-
BLIVENNYM RE[ENIEM ZADA^I (7.8). w SLU^AE, ESLI ONA RASPREDELENA
NERAWNOMERNO, NAPRIMER IMEET W NEKOTOROJ PODOBLASTI ZNA^ITELXNO
BOLX[IE ZNA^ENIQ, \TO PRIWEDET K TOMU, ^TO DWUSTORONNEE RE[ENIE BU-
DET IMETX NA WSEJ OBLASTI [IRINU, HARAKTERIZU@]U@ O[IBKU LI[X
NA NEBOLX[OJ PODOBLASTI. tAKAQ SITUACIQ MOVET WOZNIKNUTX W SLU^AE
URAWNENIQ S MALYM PARAMETROM PRI STAR[EJ PROIZWODNOJ, TO^E^NYH
OSOBENNOSTEJ W KO\FFICIENTAH, W UGLOWYH TO^KAH OBLASTEJ. pO\TOMU
DLQ UMENX[ENIQ [IRINY DWUSTORONNEGO RE[ENIQ MOVNO ISPOLXZOWATX
RE[ENIE E]E DWUH DOPOLNITELXNYH ZADA^ DLQ LU^[EGO MAVORIROWANIQ
O[IBKI.
rE[IM DWE DOPOLNITELXNYE ZADA^I:

Lui = fi; x 2 
; (7.13)

ui = 
i; x 2 @
; i = 2; 3; (7.14)

GDE
f2(x) = max

y2
x

�(y); f3(x) = min
y2
x

�(y);


2(x) = max
y2@
x

(�s(y)); 
3(x) = min
y2@
x

(�s(y));

x = [x1 � h; x1 + h]� [x2 � h; x2 + h] \ 
;
@
x = [x1 � h; x1 + h]� [x2 � h; x2 + h] \ @
:

tOGDA SPRAWEDLIWY NERAWENSTWA:

s3 + �s1 + � � u � s � s2 + �s1 + �;
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ZDESX �; �; �; � OPREDELQ@TSQ TAK:

� = max



(f � L(s+ s2)=L1s1; 0); � = min


(f � L(s+ s3)=L1s1; 0);

� = max
@


(��s1 � s� s2; 0); � = min
@


(��s1 � s � s3; 0):

pOLU^ENNOE DWUSTORONNEE RE[ENIE BUDET BOLEE TO^NO OTRAVATX RE-
ALXNOE POWEDENIE O[IBKI. w KA^ESTWE ^ISLENNOGO PRIMERA RE[ENA SLE-
DU@]AQ ZADA^A:

�u = exp(u) � exp(sin(�x1) sin(�x2)) � �2 sin(�x1) sin(�x2) W 
;

u = 0 NA @
;

GDE 
 = (0; 1)� (0; 1), TO^NOE RE[ENIE:

u = sin(�x1) sin(�x2):

rE[ENIE ISKALI S ISPOLXZOWANIEM PAKETA PROGRAMM METODA KONE^-
NYH \LEMENTOW mok-1 [2]. pOSLE \TOGO STROILI WOSPOLNENIE \LEMENTA-
MI kLAFA-tO^ERA. tRIANGULQCII OBLASTI STROILI RAWNOMERNYE, [AGI
KWADRATNYH SETOK WYBIRALISX RAWNYMI 0.25, 0.125. rEZULXTATY RAS^E-
TOW PRIWEDENY W TABL. 3. w SILU SIMMETRII RE[ENIQ ^ASTX ZNA^ENIJ
OPU]ENA.

tABLICA 3

(x1; x2) nIVNQQ
GRANICA

tO^NOE
RE[ENIE

wERHNQQ
GRANICA

{IRINA
� 100

o[IBKA
� 100

h = 0:25

(0.25, 0.25) 0.4895 0.5 0.5265 3.70 2.65
(0.5, 0.25) 0.6975 0.7071 0.7446 5.71 3.74
(0.5, 0.5) 0.9924 1.0 1.0530 6.06 5.03

h = 0:125
(0.125, 0.125) 0.1448 0.1464 0.1483 0.35 0.19
(0.25, 0.125) 0.2685 0.2705 0.2741 0.55 0.35
(0.375, 0.125) 0.3515 0.3535 0.3581 0.65 0.46
(0.5, 0.125) 0.3807 0.3826 0.3876 0.68 0.49
(0.25, 0.25) 0.4975 0.5 0.5064 0.89 0.65
(0.375, 0.25) 0.6510 0.6532 0.6617 1.06 0.84
(0.5, 0.25) 0.7050 0.7071 0.7162 1.12 0.91
(0.375, 0.375) 0.8516 0.8535 0.8646 1.29 1.10
(0.5, 0.375) 0.9221 0.9238 0.9358 1.36 1.19
(0.5, 0.5) 0.9984 1.0 1.0129 1.44 1.29
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sOPOSTAWLQQ REZULXTATY ^ISLENNYH RAS^ETOW, WIDNO, ^TO PRI UMENX-
[ENII [AGA SETKI W 2 RAZA [IRINA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ UMENX[I-
LASX PRIMERNO W 4 RAZA. zAMETIM, ^TO ZNA^ENIE [IRINY DWUSTORONNEGO
RE[ENIQ SOPOSTAWIMO S TO^NOSTX@ RAZNOSTNOJ SHEMY.

7.2. kWAZILINEJNYE \LLIPTI^ESKIE URAWNENIQ

rASSMOTRIM KRAEWU@ ZADA^U DLQ KWAZILINEJNOGO URAWNENIQ WTOROGO
PORQDKA

L(u)u = 0; x 2 
; (7.15)

u = 0; x 2 @
; (7.16)

GDE 
 | OGRANI^ENNAQ, SWQZANNAQ OBLASTX PROSTRANSTWA Rn, L(u) |
KWAZILINEJNYJ OPERATOR WTOROGO PORQDKA WIDA

L(u) =
2X

i;j=1

aij(x; u;Du)Dij + b(x; u;Du); (7.17)

aij = aji:

mY BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO u 2 H2(
)\H1
0 (
) I aij; b| NEPRERYWNYE

FUNKCII, ZADANNYE NA 
 �R �Rn.
pUSTX U | PODMNOVESTWO 
�R�Rn: oPERATOR NAZYWAETSQ \LLIPTI-

^ESKIM NA MNOVESTWE U , ESLI MATRICA KO\FFICIENTOW [aij(x; z; p)] POLO-
VITELXNO OPREDELENA DLQ WSEH (x; z; p) 2 U I � = (�1; : : : ; �n) 2 Rn�f0g :

0 < �(x; z; p)j�j2 � aij(x; z; p)�i�j � �(x; z; p)j�j2:
oPERATOR L(u) NAZYWAETSQ OPERATOROM MONOTONNOGO TIPA, ESLI IZ

�L(u)u � �L(v)v; x 2 
;

I
u � v; x 2 @


WYTEKAET
u � v; x 2 
:

oPREDELIM INTERWALXNOE RAS[IRENIE OPERATORA L(v) SLEDU@]IM OB-
RAZOM:

L(v)s = fL(v)sjv 2 vg:
pREDPOLOVIM, ^TO ZADA^A (7.15), (7.16) RE[ENA ^ISLENNYM METODOM

Lh(uh)uh = 0; x 2 
h; (7.18)
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uh = 0; x 2 @
h: (7.19)

zDESX Lh(uh) | RAZNOSTNAQ APPROKSIMACIQ OPERATORA L(u) NA SETKE

h = fxig; i = 1; : : : ; n. nEOBHODIMO, ISPOLXZUQ IZWESTNOE ^ISLENNOE RE-
[ENIE uh ZADA^I (7.18), (7.19), OCENITX POGRE[NOSTX u� uh.

oPERATORY MONOTONNOGO TIPA

w \TOM RAZDELE MY RASSMOTRIM APOSTERIORNYE OCENKI POGRE[NOSTI
RE[ENIJ KRAEWYH ZADA^ S OPERATORAMI MONOTONNOGO TIPA. uSLOWIQ, PRI
KOTORYH OPERATOR L(u) MONOTONNOGO TIPA, SFORMULIROWANY W SLEDU@-
]EJ TEOREME [24]:

tEOREMA 55. pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ:
1) OPERATOR L(u) LOKALXNO RAWNOMERNO \LLIPTI^EN NA FUNKCII u;
2) KO\FFICIENTY aij(x; z; p) NE ZAWISQT OT z;
3) KO\FFICIENT b QWLQETSQ NEUBYWA@]EJ FUNKCIEJ ARGUMENTA z W

KAVDOJ TO^KE (x; p) 2 
� Rn;
4) KO\FFICIENTY aij; b QWLQ@TSQ NEPRERYWNO-DIFFERENCIRUEMYMI

FUNKCIQMI PEREMENNYH p.
tOGDA OPERATOR L(u) | MONOTONNOGO TIPA.

dLQ NAHOVDENIQ APOSTERIORNOJ OCENKI POGRE[NOSTI NAM NEOBHODIMO
^ISLENNO RE[ITX WSPOMOGATELXNU@ ZADA^U:

�Lh(uh1)u
h
1 = �; x 2 
h

uh1 = 0; x 2 @
h:

dALEE s; s1 2 H2(
) \H1
0 (
) | APPROKSIMACII ^ISLENNYH RE[ENIJ uh,

(uh1�uh)=� SPECIALXNYMI KONE^NYMI \LEMENTAMI WYSOKIH STEPENEJ [34],
[79].
mY BUDEM ISKATX INTERWAL, SODERVA]IJ O[IBKU "(x) = u(x) � s(x),

W WIDE
"(x) 2 [�; �]s1 + [�; �]; (7.20)

GDE �; �; �; �| NEKOTORYE KONSTANTY.dALEE, PUSTX s = s+[�; �]s1+[�; �]
I �; �; �; � UDOWLETWORQ@T SLEDU@]IM NERAWENSTWAM:

� L(s)s � 0; x 2 
; (7.21)

s � 0; x 2 @
; (7.22)

� L(s)s � 0; x 2 
: (7.23)
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s � 0; x 2 @
: (7.24)

tOGDA W SILU MONOTONNOSTI OPERATORA L(u)

s � u � s; x 2 
:

kONSTANTY �; �; �; � BUDEM ISKATX PO\TAPNO, SNA^ALA NAJDEM �; �.
dLQ \TOGO SLEDU@]U@ SISTEMU NERAWENSTW BUDEM RE[ATX METODOM

POSLEDOWATELXNYH PRIBLIVENIJ:

�L(si)si+1 � 0; x 2 
;

�L(si)si+1 � 0; x 2 
; i = 0; 1; : : : ;

GDE si = s + [�i; �i]s1 I s0 = s. zAMETIM, ^TO PROCESS NAHOVDENIQ [�; �]
BYSTRO SHODITSQ. dALEE KONSTANTY �; � OPREDELQ@TSQ NA GRANICE

� = min
@


�s � �s1; � = max
@


�s � �s1:

nESLOVNO UBEDITXSQ W TOM, ^TO POSTROENNYE FUNKCII s; s UDOWLETWO-
RQ@T SISTEME NERAWENSTW (7.21),(7.22), (7.23),(7.24) I, SLEDOWATELXNO,
WKL@^ENIE (7.20) WYPOLNENO.

oPERATORY NEMONOTONNOGO TIPA

rASSMOTRIM ZADA^U, KOGDA DLQ OPERATORA L(u) NE WYPOLNENY USLO-
WIQ 2), 3) TEOREMY 55. tOGDA OPERATOR L(u) MOVET NE BYTX OPERATOROM
MONOTONNOGO TIPA. w \TOM SLU^AE DLQ OCENKI POGRE[NOSTEJ ^ISLENNYH
RE[ENIJ \LLIPTI^ESKIH URAWNENIJ MOVNO PRIMENITX TEOREMU{AUDERA
O NEPODWIVNOJ TO^KE [24].
mY WNOWX OBRATIMSQ K (7.15), (7.16) S DIFFERENCIALXNYM OPERATOROM

Lu WIDA (7.17).
pUSTX u | RE[ENIE ZADA^I (7.15),(7.16), PREDPOLOVIM, ^TO
1) OPERATOR L(u) LOKALXNO RAWNOMERNO \LLIPTI^EN NA FUNKCII u;
2) KO\FFICIENTY aij; b QWLQ@TSQ NEPRERYWNO-DIFFERENCIRUEMYMI

FUNKCIQMI PEREMENNYH p.
oPREDELIM OPERATOR ~L(v; u), POLU^ENNYJ IZ OPERATORA L(u) SLEDU@-

]IM OBRAZOM:

~L(v; u) = aij(x; v;Du)Dij + b(x; v;Du):

zAMETIM, ^TO POSTROENNYJ KWAZILINEJNYJ OPERATOR ~L OBLADAET SWOJS-
TWOM MONOTONNOSTI, POSKOLXKU WSE SWOJSTWA TEOREMY 1 WYPOLNENY.
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pOLOVIM v � u, SLEDOWATELXNO, ESLI NAJDENA FUNKCIQ s TAKAQ, ^TO

�~L(v; s)s � �L(u)u = 0; x 2 
;

s � 0; x 2 @
;
TO

s � u; x 2 
:

oPREDELIM s:
s = s+ [�; �]s1 + [�; �];

GDE s; s1 BYLI OPREDELENY WY[E.

tEOREMA 56. pUSTX WYPOLNENA SLEDU@]AQ SISTEMA NERAWENSTW:

�~L(s; s)s � 0; x 2 
;

s � 0; x 2 @
;
�~L(s; s)s � 0; x 2 
;

s � 0; x 2 @
;
TOGDA s SODERVIT RE[ENIE ZADA^I (7.15),(7.16).

dOKAZATELXSTWO. dEJSTWITELXNO, RASSMOTRIM DWE FUNKCII v; z 2
H2(
) \H1

0 (
); v 2 s TAKIE, ^TO
L(v)z = 0; x 2 
;

z = 0; x 2 @
:
pUSTX T OBRATNYJ K OPERATORU L, ZADANNYJ SLEDU@]IM OBRAZOM: Tv =
z, TOGDA

z = Ts:

zAMETIM, ^TO
�~L(v; s)s � 0; x 2 
;

s � 0; x 2 @
:
sLEDOWATELXNO,

s � z; x 2 
:

aNALOGI^NO
s � z x 2 
:
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|TO RAWNOSILXNO UTWERVDENI@

Ts � s;
IZ KOTOROGO, W SILU TEOREMY {AUDERA O NEPODWIVNOJ TO^KE [24], WYTE-
KAET UTWERVDENIE TEOREMY. 2
tAKIM OBRAZOM, O[IBKA u� s SODERVITSQ W INTERWALE

u� s 2 [�; �]s1 + [�; �]:

dLQ NAHOVDENIQ KONSTANT �; �; �; � MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ SPOSOBOM,
OPISANNYM WY[E.

~ISLENNYJ PRIMER

rASSMOTRIM KWAZILINEJNOE \LLIPTI^ESKOE URAWNENIE WTOROGO PORQD-
KA

L(u)u � (1� (u � r)2)D11u+ (1 + (u � r)2)D22u = f; x 2 
;

u = 0; x 2 @
;
GDE 
 = [0; 1] � [0; 1],
r(x1; x2) = sin(�x1) sin(�x2), f = �2�2 sin(�x1) sin(�x2): tO^NOE RE[E-
NIE \TOJ ZADA^I | u = sin(�x1) sin(�x2). o^EWIDNO, ^TO OPERATOR L(u)
NE MONOTONNOGO TIPA.
pREDPOLOVIM DLQ OPREDELENNOSTI, ^TO ISHODNAQ ZADA^A RE[ENA RAZ-

NOSTNYM METODOM
Lh(uh)uh = fh; x 2 
h;

uh = 0; x 2 @
h;

GDE 
h | UZLY PRQMOUGOLXNOJ RAWNOMERNOJ SETKI S [AGOM h.
w KA^ESTWE WSPOMOGATELXNOJ ZADA^I MY RE[IM ^ISLENNO NA SETKE 
h

SLEDU@]EE URAWNENIE:

��u1 = 1; x 2 
;

u1 = 0; x 2 @
:
pUSTX s; s1 | APPROKSIMACII \RMITOWYMI SPLAJNAMI TRETXEJ STEPE-
NI ^ISLENNYH RE[ENIJ uh; uh1 [34]. zAMETIM, W NA[EM SLU^AE DLQ s; s1
GRANI^NYE USLOWIQ (7.16) WYPOLNENY TO^NO.
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pOLOVIM
s = s+ [�; �]s1:

mY BUDEM ISKATX KONSTANTY �; �, UDOWLETWORQ@]IE SLEDU@]EJ SISTEME
NERAWENSTW:

L(s)s � f; x 2 
; (7.25)

L(s)s � f; x 2 
: (7.26)

dLQ RE[ENIQ \TOJ SISTEMY NERAWENSTW MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ METO-
DOM POSLEDOWATELXNYH PRIBLIVENIJ, OPISANNYM WY[E.
nIVE PRIWEDENO SRAWNENIE APOSTERIORNOJ OCENKI POGRE[NOSTI S

O[IBKOJ ^ISLENNOGO RE[ENIQ.

h max
 jwidsj max
h
ju� uhj

0.25 9.43e-2 6.48e-2
0.125 1.92e-2 1.61e-2

7.3. mNOGOSETO^NYJ METOD

fORMULIROWKA ZADA^I

rASSMOTRIM KRAEWU@ ZADA^U

Lu = f; x 2 
; (7.27)

u(x) = 0; x 2 @
;

GDE 
 | OGRANI^ENNAQ, SWQZANNAQ OBLASTX PROSTRANSTWA Rn, L | DIF-
FERENCIALXNYJ OPERATOR WTOROGO PORQDKA WIDA

Lu = �
2X
i=1

@

@xi
(ai

@

@xi
u) + qu: (7.28)

pREDPOLOVIM, ^TO KO\FFICIENTY ai 2 C1(
), q; f 2 C(
), g 2 C(@
) I
^TO

ai � c > 0; q � 0; x 2 
:

pREDPOLOVIM, ^TO RE[ENIE (7.27) SU]ESTWUET, EDINSTWENNO I u 2
C4(
).
pUSTX Ti; i : 0; 1; : : : ;m| POSLEDOWATELXNOSTX RAZBIENIJ 
 SOSTOQ]EJ

IZ \LEMENTOW Tl I TAKIH


 � [iTi; Ti \ Tj = ;; i 6= j:
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rIS. 7.1. pRIMER OBLASTEJ I RAZBIENIJ

|LEMENTY Ti; Tj MOGUT IMETX ILI OB]IJ UGOL ILI OB]U@ STORONU RIS.
7.1.

eSLI Ti | TRIANGULQCIQ, TOGDA PROSTRANSTWO KONE^NYH \LEMENTOW
Sn
l OPREDELIM WWEDENIEM KUSO^NO-POLINOMIALXNOGO BAZISA NA Ti:

Sn
l (Th) = fs(x)js 2 W l

2(
); sjT 2 Pn; T 2 Thg; (7.29)

GDE Pn | PROSTRANSTWO POLINOMOW STEPENI n.

pOSTROENIE OPERATORA APPROKSIMACII

oPI[EM WSPOMOGATELXNYE REZULXTATY PO POSTROENI@ KONE^NYH \LE-
MENTOW NA RAZLI^NYH RAZBIENIQH.
rASSMOTRIM ZADA^U APPROKSIMACII FUNKCII si 2 Sn1

l1
(Ti) KONE^NYMI

\LEMENTAMI sj 2 Sn2
l2
(Tj) ILI, DRUGIMI SLOWAMI, OPREDELIM OPERATOR

APPROKSIMACII A : Sn
l (Tj)! Sn

l (Ti)

si = A(Ti; sj): (7.30)

dLQ POSTROENIQ OPERATORA A(Ti; sj) NAM NEOBHODIMO ZNATX NEKOTOROE
MNOVESTWO ZNA^ENIJ si(x), Di;jsi(x), i; j = 0; 1; 2; : : : DLQ NEKOTORYH TO^EK
x 2 
.

nAPRIMER, PROSTRANSTWO S5
2(T ) OPREDELQETSQ ZNA^ENIQMI fs, D1s,

D2s, D11s, D12s, D22sg W UZLAH TRIANGULQCII I Dns W SEREDINAH STO-
RON RIS. 7.2.
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q

q

q

q

q

q

v; vx; vy; vxx; vxy; vyy

vn
vn

vn

v; vx; vy; vxx; vxy; vyy

v; vx; vy; vxx; vxy; vyy

rIS. 7.2. pROSTRANSTWO S5

2
(T )

pUSTX x0 = (x0;1; x0;2) | ODNA IZ TAKIH TO^EK. w NEKOTORYH SLU^AQH
NEOBHODIMYE ZNA^ENIQ PROIZWODNYH MOVNO WY^ISLITX NEPOSREDSTWEN-
NO ISPOLXZUQ FUNKCI@ sj NA RAZBIENII Tj. w BOLX[INSTWE SLU^AEW \TO
ZATRUDNITELXNO, TOGDA MY OBRATIMSQ K REZULXTATAM RAZDELA 1.3.

uMENX[ENIE [IRINY DWUSTORONNEGO RE[ENIQ

kAK IZWESTNO, [IRINA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ wid(u) ZNA^ITELXNO
ZAWISIT OT ZNA^ENIJ PROIZWODNYH W UZLAH SETKI. zAJMEMSQ UTO^NENIEM
PROIZWODNYH.
pUSTX s 2 Sn

2 (Tm) | NEKOTOROE PRIBLIVENNOE RE[ENIE ZADA^I (7.27).
iSPOLXZUQ \TO RE[ENIE KAK NA^ALXNOE PRIBLIVENIE, MY POSTROIM NOWOE
RE[ENIE sdec, DA@]EE DWUSTORONNEE RE[ENIE MENX[EJ [IRINY.
mY BUDEM ISKATX sdec KAK PRIBLIVENNOE RE[ENIE SLEDU@]EJ ZADA^I:

�p(sdec) = min
v2Sn2 (Tm)

�p(v); (7.31)

GDE �p(v)

�p(v) = jjLv � f jjLp(
) +KjjvjjLp(@
):
zAMETIM, ^TO [IRINA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ s, POSTROENNOGO S IS-

POLXZOWANIEM NEKOTOROJ FUNKCII s, OGRANI^ENA SLEDU@]IM NERAWENST-
WOM:

wid (s) � Cmax


jLs� f j+max

@

jsj: (7.32)

sLEDOWATELXNO, DLQ UMENX[ENIQ [IRINY DWUSTORONNEGO RE[ENIQ MY
DOLVNY WYBRATX FUNKCI@ s TAKU@, ^TO ONA MINIMIZIRUET PRAWU@
^ASTX NERAWENSTWA (7.32). zAMETIM, ^TO FUNKCIQ s = s(V ) POLNOSTX@
OPREDELENA SWOIMI PARAMETRAMI V W UZLAH SETKI T . pREDPOLOVIM, ^TO
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e
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e

e

e

e

e

rIS. 7.3. pRIMERY WSPOMOGATELXNYH SETOK

V � OPREDELQET LU^[U@ FUNKCI@ s W SMYSLE [IRINY wids, TOGDA

�1(V
�) = min

V
�1(V ); (7.33)

�1(V ) = Cmax


jLs� f j +max

@

jsj:

pOSKOLXKU ZADA^A (7.33) WESXMA SLOVNAQ, MY BUDEM ISKATX EE PRI-
BLIVENNOE RE[ENIE. kAK APPROKSIMACI@ FUNKCIONALA �1 RASSMOTRIM
SEMEJSTWO FUNKCIONALOW �p = jjLs�f jjp;!h+ jjsjjp;@!h, GDE p > 0 | CELYJ
PARAMETR,

jjvjjp;
h
= (

X
x2
h

jvjp)1=p; (7.34)

!h, @!h | WSPOMOGATELXNYE SETKI RIS. 7.3. eSLI WEKTOR V OTLI^AET-
SQ OT OPTIMALXNOGO V �, MY MOVEM ISPRAWITX EGO, NAJDQ V1, WYBIRAQ
SOOTWETSTWU@]IJ PARAMETR p I WSPOMOGATELXNYE SETKI !h TAKIE, ^TO

�p(V1) < �p(V ) =) �1(V1) < �1(V ):

tAKIM OBRAZOM, ISPOLXZUQ sdec = s(V1), MY MOVEM POSTROITX DWUSTRON-
NEE RE[ENIE MENX[EJ [IRINY.
rASSMOTRIM DLQ RE[ENIQ ZADA^I SPECIALXNYJ METOD POKOORDINAT-

NOGO SPUSKA. zAFIKSIRUEM ZNA^ENIQ PARAMETROW Vj WO WSEH UZLAH SETKI
Tm, ISKL@^AQ UZEL SETKI S NOMEROM i. tOGDA FUNKCIQ s BUDET ZAWISETX
TOLXKO OT NABORA PARAMETROW Vi I MY OBOZNA^IM s KAK s(x; V; i).
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uTO^NIM Vi
�h
p(Vi) = min

V
�h
p(V ):

pRODOLVIM CIKLI^ESKI UTO^NQTX Vi PO WSEM UZLAM SETKI, MY PO-
LU^AEM POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ si; i = 1; 2; : : : pROCESS UTO^NENIQ
NA^INAEM S UZLOW WBLIZI GRANICY OBLASTI @
 I DWIVEMSQ PO NAPRAWLE-
NI@ K CENTRU. tAKOJ WYBOR POSLEDOWATELXNOSTI UZLOW OBUSLOWLEN TEM
FAKTOM, ^TO WBLIZI GRANICY @
 ZNA^ENIE PARAMETROW Vi OPREDELQ@TSQ
TO^NEE, POSKOLXKU NAM IZWESTNY ZNA^ENIQ FUNKCII NA GRANICE.

mNOGOSETO^NYJ ALGORITM

pUSTX ZADANA TO^NOSTX ILI DOPUSTIMAQ [IRINA DWUSTORONNEGO RE[E-
NIQ " > 0. pOTREBUEM, ^TOBY [IRINA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ NE PRE-
WOSHODILA ":

wid(s) < "; x 2 
: (7.35)

pOSTROIM FUNKCI@ sM 2 Sn
2 (TM) TAKU@, ^TO wid(s) UDOWLETWORQET

SOOTNO[ENI@ (7.35).
pRI RE[ENII PRAKTI^ESKIH ZADA^ MY STREMIMSQ STROITX RE[ENIE ZA

MINIMALXNOE ^ISLO OPERACIJ. mNOGOSETO^NYE METODY| ODNI IZ TAKIH
ALGORITMOW.
pUSTX p0 = 2 < p1 < : : : < pm � 1 | POSLEDOWATELXNOSTX CELYH

^ISEL.
pREDPOLOVIM, ^TO ^ISLENNOE RE[ENIE ZADA^I (7.27) s0 2 Sn

2 (T0) PO-
STROENO S ISPOLXZOWANIEM METODA KONE^NYH \LEMENTOW NA SETKE T0 I
IZWESTNO, ^TO RAZMERNOSTX PROSTRANSTWA Sn

2 (T0) NE WELIKA.

zAME^ANIE 7. eSLI NAM IZWESTNO ^ISLENNOE RE[ENIE uh, POLU^EN-
NOE RAZNOSTNYM METODOM ILI METODOM KONE^NYH \LEMENTOW, S IS-
POLXZOWANIEM KUSO^NO-LINEJNYH \LEMENTOW, NA^ALXNOE PRIBLIVENIE

s0 2 Sn
2 NA SETKE T0 MY MOVEM POSTROITX, ISPOLXZUQ APPROKSIMACII

KONE^NYMI \LEMENTAMI WYSOKIH PORQDKOW, OPISANNYH W RAZDELE 1.3.

pUSTX C0 = �p0(V0) I Ci = �pi(Vi). rASSMOTRIM PEREHOD S SETKI Tm�1
NA SETKU Tm. pREDPOLOVIM, ^TO MY IMEEM RE[ENIE sm�1 2 Sn

pm�1
(Tm�1).

pOSTROIM RE[ENIE sm NA Tm S

Cm �
 
hm
hm�1

!n�1
Cm�1:
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{AG 1(APPROKSIMACIQ). iSPOLXZUQ OPERATOR APPROKSIMACII POSTRO-
IM sm;0

sm;0 = A(Tm; sm�1):
{AG 2 (UTO^NENIE). iSPOLXZUQ METOD UTO^NENIQ RE[ENIJ UTO^NIM

sm;0 I POSTROIM sm;1.
{AG 3(UMENX[ENIE). w ZAKL@^ENIE MY POSTROIM RE[ENIE sm NA SET-

KE Tm, ISPOLXZUQ OPERATOR UMENX[ENIQ [IRINY DWUSTORONNEGO RE[ENIQ
S p = pm:

sm = D(sm;1):

wY^ISLIM [IRINU DWUSTORONNEGO RE[ENIQ. eSLI [IRINA POSTROENNOGO
DWUSTORONNEGO RE[ENIQ UDOWLETWORQET NERAWENSTWU (7.35), SLEDOWATELX-
NO, TREBUEMOE RE[ENIE POSTROENO, W PROTIWNOM SLU^AE PEREHODIM NA
SLEDU@]U@ SETKU Tm+1.

zAME^ANIE 8. oDIN IZ WOZMOVNYH PUTEJ UMENX[ENIQ [IRINY DWU-
STORONNEGO RE[ENIQ | SGU]ENIE SETKI W OKRESTNOSTI TO^EK S BOLX-
[IMI ZNA^ENIQMI NEWQZOK.

pUSTX u 2 Cn+1(
), TOGDA [IRINA OKON^ATELXNOGO DWUSTORONNEGO RE-
[ENIQ s UDOWLETWORQET SLEDU@]EMU SOOTNO[ENI@:

jjwid(s)jjL1(
) � Khn�1; (7.36)

GDE h | [AG SETKI TM , K | KONSTANTA, NE ZAWISQ]AQ OT h.

~ISLENNYJ PRIMER

rASSMOTRIM MODELXNU@ ZADA^U

�u = f; x 2 
; (7.37)

ui = 0; x 2 @
; (7.38)

GDE
f = �2�2 sin(�x1) sin(�x2);
 = [0; 1]� [0; 1]:

tO^NOE RE[ENIE \TOJ ZADA^I:

u = sin(�x1) sin(�x2):

pUSTX NAM NEOBHODIMO POSTROITX DWUSTORONNEE RE[ENIE S [IRINOJ, NE
PREWOSHODQ]EJ WELI^INU " = 0:01. fUNKCI@ s ISKALI W WIDE \RMITOWYH
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SPLAJNOW TRETXEJ STEPENI, SETKI WYBIRALI RAWNOMERNYMI S [AGAMI
hi = 2�i, PARAMETRY pi = 2i.

pERWAQ SETKA IMELA WSEGO ODNU WNUTRENN@@ TO^KU.sPLAJN s0(V0) BYL
POSTROEN KAK PRIBLIVENNOE RE[ENIE ZADA^I

�2(V0) = min
V

�2(V ):

wSPOMOGATELXNYE SETKI !h W (7.34) WYBIRALI RAWNOMERNYMI S h = hi=4.
zNA^ENIQ [IRINY wid(si) POSTROENNYH DWUSTORONNIH RE[ENIJ PRIWE-
DENY NIVE.

nOMER SETKI wid(si)

1 0.0629
2 0.0475
3 0.0136
4 0.0035

dLQ DOSTIVENIQ TREBUEMOJ TO^NOSTI, MY POSTROILI ^ETYRE SETKI.
kAK WIDNO IZ TABLICY, ASIMPTOTI^ESKAQ SHODIMOSTX [IRINY DWUSTO-
RONNEGO RE[ENIQ SOOTWETSTWUET TEORETI^ESKOJ OCENKE.

zAKL@^ITELXNOE ZAME^ANIE

rASSMOTRENNYJ METOD DLQ POSTROENIQ DWUSTORONNEGO RE[ENIQ MOVET
BYTX S USPEHOM PRIMENEN DLQ [IROKOGO KLASSA URAWNENIJ W ^ASTNYH
PROIZWODNYH.
kAK POKAZANO W MONOGRAFII [34] OCENKA (7.36) MOVET BYTX SPRAWEDLI-

WA DLQ s, POSTROENNYH NEPOSREDSTWENNO KAK APPROKSIMACII ^ISLENNYH
RE[ENIJ uh NA RAWNOMERNYH SETKAH, T.E. ^ISLO SETOK W MNOGOSETO^NOM
METODE MOVET BYTX RAWNO EDINICAM. sLEDOWATELXNO, PRI RE[ENII RE-
ALXNYH ZADA^, PRI USLOWII, ^TO NA^ALXNYE DANNYE DOSTATO^NO HORO[IE,
DOSTIVENIE NEOBHODIMOJ TO^NOSTI NE POTREBUET BOLX[OGO ^ISLA SETOK.

7.4. oDNOMERNOE PARABOLI^ESKOE URAWNENIE

oBRATIMSQ K ODNOMERNOMU PARABOLI^ESKOMU URAWNENI@ TEPLOPROWOD-
NOSTI S KO\FFICIENTOM, IME@]IM RAZRYW PERWOGO RODA. eGO MOVNO
RE[ITX METODOM, OSNOWANNYM NA WY^ISLENII NEWQZKI OT SPECIALXNO-
GO SPLAJNA, APPROKSIMIRU@]EGO RAZNOSTNOE RE[ENIE. sPLAJN POSTROEN
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TAK, ^TOBY NA LINII RAZRYWA KO\FFICIENTA URAWNENIQ PRI FIKSIRO-
WANNOM x WYPOLNQLISX USLOWIQ SOPRQVENIQ (NEPRERYWNOSTX RE[ENIQ I
POTOKA).
rASSMOTRIM URAWNENIE

@tu = @x(p@xu) � qu+ f; (7.39)

p(x; t) � c0 > 0; q(x; t) � 0;

GDE (x; t) 2 Q = (0; 1) � (0; T ). oPREDELIM DLQ FUNKCII u NA^ALXNYE I
KRAEWYE USLOWIQ:

u(x; 0) = 0; x 2 [0; 1]; (7.40)

u(0; t) = u0(t); t 2 [0; T ];

u(1; t) = u1(t); t 2 [0; T ];

pREDPOLOVIM, ^TO KO\FFICIENTY URAWNENIQ I GRANI^NYE FUNKCII
UDOWLETWORQ@T USLOWIQM

q; f 2 C(Q); u0; u1 2 C1([0; T ]):

pUSTX KO\FFICIENT p(x; t) IMEET RAZRYW PERWOGO RODA NA PRQMOJ x = �,
PO\TOMU NA LINII RAZRYWA WMESTO URAWNENIQ (7.39) WYPOLNQ@TSQ USLO-
WIQ

[u]� = 0; [p@xu]� = 0; 8t 2 [0; T ]; (7.41)

GDE [f ]� = limx!��0 f(x)� limx!�+0 f(x). lINIQ x = � DELIT Q NA DWE PO-
DOBLASTI Q1; Q2, I DLQ KO\FFICIENTA p PREDPOLAGA@TSQ WYPOLNENNYMI
SLEDU@]IE USLOWIQ: p; @xp 2 C1(Qi); i = 1; 2, PRI^EM DLQ KAVDOJ IZ PO-
DOBLASTEJQi NA LINII x = � ZNA^ENIE FUNKCII BERETSQ RAWNYM PREDELU
PO SOOTWETSTWU@]EJ PODOBLASTI. w \TOM SMYSLE PONIMAETSQ USLOWIE

@tu; @
2
xu 2 Qi; i = 1; 2;

KOTOROE S^ITAETSQ WYPOLNENNYM PRI DALXNEJ[EM IZLOVENII.
wWEDEM RAWNOMERNU@ SETKU !h NA OTREZKE [0; 1] S [AGOM h = 1=n,

CELYM n � 2 I PREDPOLOVIM, ^TO � 2 !h. |TO PREDPOLOVENIE NE OGRA-
NI^IWAET OB]NOSTI, POSKOLXKU WSEGDA MOVNO SDELATX PREOBRAZOWANIE
KOORDINAT, LINEJNOE W KAVDOJ ZONE GLADKOSTI I PEREWODQ]EE � W L@-
BU@ ZADANNU@ TO^KU.kROME TOGO, WWEDEM RAWNOMERNYE SETKI PO WREMENI
!� ; !� I NA PRQMOUGOLXNIKE Q : !h� = !h � !� :
pRIBLIVENNOE RE[ENIE BUDEM ISKATX W SOOTWETSTWII S QWNOJ SHEMOJ

u�t = Lu� + f NA !h� ; (7.42)
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GDE RAZNOSTNYE OPERATORY WWODQTSQ PO FORMULAM

Lu� = (pu�x)x � qu� ;

ux =
u(x + h=2) � u(x � h=2)

h
;

ut =
u(t)� u(t� � )

�
:

dOPOLNIM RAZNOSTNYE URAWNENIQ NA^ALXNYMI I KRAEWYMI USLOWIQMI

u� (x; 0) = 0; x 2 !h;
u� (0; t) = u0(t); u

� (1; t) = u1(t); t 2 !� :
w [59] PRIWODITSQ SLEDU@]AQ OCENKA POGRE[NOSTI:

jju� u� jj1;!h� � c(h2 + � ); (7.43)

GDE c NE ZAWISIT OT h; � .
rASSMOTRIM WOPROS O WOSPOLNENII RE[ENIQ u� ZADA^I 7.42 SPLAJNOM

s 2 C1;0(Qi). w KA^ESTWE TAKOGO SPLAJNA NA SETKE !h� WOZXMEM TENZORNOE
PROIZWEDENIE ODNOMERNYH SPLAJNOW: NA SETKE !� | KUSO^NO-LINEJNYJ
SPLAJN, NA SETKE !h | SPLAJN |RMITA TRETXEJ STEPENI [36]. pO\TOMU
DLQ PREDSTAWLENIQ SPLAJNA s na Q W KAVDOM UZLE (xi; tj) 2 !h BUDEM
ZADAWATX ZNA^ENIQ FUNKCII sij I EE PROIZWODNYH @xsij, PRI^EM PRI x = �
ZADA@TSQ DWA ZNA^ENIQ PROIZWODNOJ @xs(� + 0; tj; @xs(� � 0; tj. tOGDA NA
KAVDOM PRQMOUGOLXNIKE [xi; xi+1]� [tj; tj+1], SLEDUQ [36], SPLAJN s MOVNO
PREDSTAWITX W WIDE

s(x; t) =  (y)F�(z);

GDE WEKTORY  ; � 2 R2 I MATRICA F :

 (y) = (1� y; y);

F =

0
@ sij si+1;j @xsij @xsi+1;j
sij+1 si+1;j+1 @xsij+1 @xsi+1;j+1

1
A ; xi; xi+1 6= �

� =

0
BBBBBB@

(1� z)2(1 + 2z)
(3 � 2z)z2

z(1� z)2

�z2(1� z)

1
CCCCCCA ;

y = (t� tj)=�; z = (x � xi)=h:
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dLQ POSTROENIQ s OPREDELIM W KAVDOM UZLE ZNA^ENIQ:

s(x; t) = u� (x; t); x = 0; h; : : : ; �; : : : ; 1;

@xs(x; t) = @hxu
� (x; t); x = 0; h; : : : ; � � 0; � + 0; : : : ; 1; t 2 !� :

rAZNOSTNYJ OPERATOR @x OPREDELIM TAKIM OBRAZOM:

@h
x
v(x) =

1

6h

8>>><
>>>:
�11v(x) + 18v(x+ h)� 9v(x+ 2h) + 2v(x+ 3h); PRI x = 0; � + 0;

v(x� 2h)� 6v(x� h) + 3v(x) + 2v(x+ h); PRI x = � � h; 1 � h;
�2v(x� 3h) + 9v(x� 2h)� 18v(x� h) + 11v(x); PRI x = � � 0; 1;

2v(x� h)� 3v(x) + 6v(x+ h)� v(x+ 2h); W OSTALXNYH UZLAH.

nA LINII x = � SPLAJN s POSTROIM TAK, ^TOBY DLQ NEGO WYPOLNQLISX
USLOWIQ 7.41. pO\TOMU W PRQMOUGOLXNIKAH [�; � + h] � [tj; tj+1] MATRICU
F ZADAEM TAK:

F =

0
@ s(�; tj) s(� + h; tj) vj(� + 0; t) @xs(� + h; tj)
s(�; tj+1) s(� + h; tj) vj+1(� + 0; t) @xs(� + h; tj+1)

1
A ;

A NA PRQMOUGOLXNIKAH [� � H ; �]� [tj; tj+1] POLAGAEM

F =

0
@ s(� � h; tj) s(�; tj) @xs(� � h; tj) vj(� � 0; t)
s(� � h; tj+1) s(�; tj+1) @xs(� � h; tj+1) vj+1(� � 0; t)

1
A :

zDESX

vl(� � 0; t) =
@xs(� � 0; tl)p(� � 0; t) + @xs(� + 0; tl)p(� + 0; t)

2p(� � 0; t)
; l = j; j + 1:

oTMETIM, ^TO PRI TAKOM OPREDELENII FUNKCIQ s W POLOSE x 2 (� �
h; � + h) BUDET LINEJNOJ PO t TOLXKO DLQ FUNKCIJ p, NE ZAWISQ]IH OT t.
pO\TOMU W OB]EM SLU^AE s QWLQETSQ NEKOTORYM OBOB]ENIEM SPLAJNA PO
t WBLIZI �, SOGLASNO POSTROENI@ WYPOLNENY SOOTNO[ENIQ

[s]� = 0; [p@xs]� = 0; 8t 2 [0; T ]:

sLEDOWATELXNO, DLQ s WYPOLNENY USLOWIQ 7.41.
wS@DU NA Q, ZA ISKL@^ENIEM LINII x = �, WYPOLNQETSQ TOVDESTWO

@ts = @x(p@xs) � qs+ f � �;

GDE
� � �@ts + @x(p@xs)� qs+ f:

s POMO]X@ RAZNOSTNOJ SHEMY 7.42 NA SETKE !h� RE[IM ZADA^U

@t" = @x(p@x")� q"+ 1 NA Q n x = � (7.44)
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S NA^ALXNYMI I KRAEWYMI USLOWIQMI

"(x; 0) = 0; x 2 [0; 1]; (7.45)

"(0; t) = "(1; t) =  (t); t 2 [0; T ]

I USLOWIQMI SOPRQVENIQ NA LINII x = �

["]� = 0; [p@x"]� = 0; 8t 2 [0; T ]:

pO RAZNOSTNOMU RE[ENI@ "� S POMO]X@ PRIWEDENNOGO WY[E ALGORITMA
POSTROIM SPLAJN s1. tOGDA DWUSTORONNEE RE[ENIE ZAPISYWAETSQ W WIDE

u = s+ �s1 + �; (7.46)

GDE �; � NAHODIM TAKIM OBRAZOM:

� = max
Q

(f � L1(s+ �))=L1s1; (7.47)

� = min
Q
(f � L1(s+ �))=L1s1;

� = max
[0;T ]

fu0 � s(0; t); u1 � s(1; t)g; (7.48)

� = min
[0;T ]

fu0 � s(0; t); u1 � s(1; t)g:
pRI DOSTATO^NO MALYH h; � SPLAJN s1 APPROKSIMIRUET RE[ENIE ZADA^I
(7.44), TAKIM OBRAZOM, L1s1 � 1 NA Q. pO\TOMU WELI^INY �; � OPREDELE-
NY I KONE^NY.
dLQ DOKAZATELXSTWA WKL@^ENIQ (7.46) WOSPOLXZUEMSQ TEOREMOJ.

tEOREMA 57. pUSTX f 2 L2(Q); u0; u1 2 L2[0; T ] I WYPOLNQ@TSQ NE-
RAWENSTWA f � 0 PO^TI WS@DU NA Q, 0 � u0; u1 � c PO^TI DLQ WSEH

t 2 [0; T ]. tOGDA RE[ENIE ZADA^I (7.39) SU]ESTWUET, EDINSTWENNO I

UDOWLETWORQET NA Q NERAWENSTWU u � 0.

dOKAZATELXSTWO. sU]ESTWOWANIE I EDINSTWENNOSTX RE[ENIQ ZADA^I
(7.39) POKAZANY W [46]. pOSTROIM POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ Pm 2
C1(Q); fm 2 C(Q); um0 ; u

m
1 2 C1[0; T ] TAK, ^TOBY pm, OSTAWAQSX RAWNO-

MERNO OGRANI^ENNYMI, SHODILISX PO^TI WS@DU K p, fm SHODILISX K f W
NORME PROSTRANSTWA L2(Q), um0 ; u

m
1 SHODILISX K u0; u1 W NORME PROSTRAN-

STWA L2[0; T ]. kROME TOGO, POTREBUEM, ^TOBY

fm � 0; 0 � um0 ; u
m
1 � c;
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@tu
m
0 (0; 0) = fm(0; 0); @tu

m
1 (1; 0) = fm(1; 0):

tOGDA W SILU TEOREMY 4.5 IZ [46] RE[ENIQ um ZADA^

@tu
m = @x(p

m@xu
m) � qum + fm;

um(x; 0) = 0; x 2 [0; 1];

um(0; t) = u0(t); t 2 [0; T ];

um(1; t) = u1(t); t 2 [0; T ]

SHODQTSQ SILXNO W L2(Q) K RE[ENI@ ZADA^I (7.39),(7.40). zAMETIM, ^TO
DLQ KAVDOGO um W SILU PRINCIPA MAKSIMUMA um � 0 NA Q. sLEDOWATELX-
NO, DLQ RE[ENIQ ZADA^I (7.39),(7.40) WYPOLNENO NERAWENSTWO u � 0 NA
Q. tEOREMA DOKAZANA. 2
pOKAVEM, ^TO w = s + �s1 + � � u. dEJSTWITELXNO, W OBLASTI Q

WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

L1w = L1s+ �L1s1 + L1� � L1s+ (f � L1(s + �) + L1� � f:

nA KONCAH OTREZKA [0; 1] SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE s1(0; t); s1(1; t) � 0,
PO\TOMU

w(0; t) = s1(0; t) + �) � s1(0; t) + (u0(t)� s1(0; t)) = u0(t);

w(1; t) = s1(1; t) + �) � s1(1; t) + (u1(t)� s1(1; t)) = u1(t):

sOGLASNO TEOREME 57, w � u PO^TI WS@DU NA Q. u^ITYWAQ, ^TO w; u
NEPRERYWNY, POLU^AEM, ^TO w � u NA Q. tAKIM VE OBRAZOM MOVNO PO-
KAZATX, ^TO v = s+ �s1 + � � u.2

dALEE OCENIM [IRINU POLU^ENNOGO DWUSTORONNEGO RE[ENIQ. w CELQH
UPRO]ENIQ WYKLADOK DALXNEJ[EE OBOSNOWANIE PROWEDEM W SLU^AE p = 1
NA Q. tAKIM OBRAZOM RE[AEM URAWNENIE

@tu = @2xu + f (7.49)

S GRANI^NYMI USLOWIQMI (7.40) I, ESTESTWENNO, BEZ USLOWIJ SOPRQVENIQ
(7.41). rAZNOSTNAQ ZADA^A (7.42) UPRO]AETSQ SOOTWETSTWU@]IM OBRAZOM.
pOKAVEM, ^TO PROIZWODNYE NAHODQT S TAKOJ VE TO^NOSTX@, KAK I SAMO
RE[ENIE u. dLQ \TOGO NAM PONADOBITSQ SLEDU@]AQ
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tEOREMA 58. pRI DOSTATO^NO GLADKOM RE[ENII u ZADA^I

(7.49),(7.40) SU]ESTWUET KONSTANTA c, NE ZAWISQ]AQ OT h; � , TAKAQ,
^TO

j(u� � u)x(x; t)j � c(h2 + � );

j(u� � u)xx(x; t)j � c(h2 + � ); (7.50)

j(u� � u)t(x; t)j � c(h2 + � ); (x; t) 2 !h� :
dOKAZATELXSTWO. pUSTX v(x; t) = u(x; t) � u� (x; t) DLQ (x; t) 2 !h� .

tOGDA
vt = Lv + � NA !h� ; (7.51)

v(x; 0) = 0; x 2 !h; v(0; t) = v(1; t) = 0; x 2 !� ;
GDE

�(x; t) = ��
2
@2t u(x; �1 + p(x; t)

h2

12
@4xu(�2; t) + @xp(x; t)

h2

3
@3xu(�3; t): (7.52)

dALEE POLOVIM w(x; t) = v(x; t) � v(x; t � � ). pOSKOLXKU v(x; 0) = 0, TO
w(x; t) = v(x; t). oCENIM w(x; t). iZ (7.51) SLEDUET, ^TO

wx;�=� = Lw(x; � ) + �(x; � ):

tOGDA, SOGLASNO [59], POLU^AEM

jjw(�; � )jj1;!h � � jj�(�; � )jj1;!h:

dALEE OCENIM w(x; t). pOSKOLXKU

wx;�=� = Lw(x; � ) + Lv(x; t� � ) + �(x; � ) =

= Lw(x; t) + w(x; t� � ) + �(x; t)� �(x; t� � );

w(0; t) = w(1; t) = 0;

SPRAWEDLIWA OCENKA [59]

jjw(�; t)jj1;!h � jjw(�; t� � )jj1;!h+ � jj�(�; t)��(�; t� � )jj1;!h � ct� (h2+ � ):

oKON^ATELXNO, TAK KAK t � T ,

jv(x; t)� v(x; t� � )j
�

� c(h2 + � ): (7.53)

pEREPI[EM RAZNOSTNOE URAWNENIE (7.51) PRI t = const W SLEDU@]EM
WIDE:

Lv = �1 = �� + vt NA !h;
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v(0; t) = v(1; t) = 0:

pOSKOLXKU W SILU (7.52), (7.53)

jj�1jj1;!h � c(h2 + � );

TO, SOGLASNO RABOTE [59],

jvx(x; t)j � c(h2 + � ); x 2 !h;
jvxx(x; t)j � c(h2 + � ): (7.54)

iZ OCENOK (7.53), (7.54) NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET UTWERVDENIE TEORE-
MY.
2

tEPERX OBOSNUEM TAKOJ VE PORQDOK MALOSTI PO �; h [IRINY KORIDORA
DWUSTORONNEGO RE[ENIQ, KAKOJ IMEET SAMO PRIBLIVENNOE RE[ENIE.

tEOREMA 59. pUSTX @2t u; @t@
2
xu; @

4
xu 2 C1(Q) I �; h TAKOWY, ^TO

L1s1 � c > 0 NA Q. tOGDA [IRINA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ ZADA^I (7.49),
(7.40) QWLQETSQ WELI^INOJ O(h2 + � ) NA Q.

dOKAZATELXSTWO. pREDSTAWIM RAZNOSTX u � s W WIDE SUMMY u � s =
(u� s2) + (s2� s3) + (s3� s), GDE s2; s3 - SPLAJNY TOJ VE STRUKTURY, ^TO
I s (LINEJNYE PO t I \RMITOWY STEPENI 3 PO x ), S DANNYMI

s2 = u; @xs2 = @xu; NA !h� ;

s3 = u; @xs3 = @hxu; NA !h�

dLQ RAZNOSTI u � s2 NA OSNOWANII [36] SPRAWEDLIWY OCENKI

jj@2x(u � s2)jj1;Q = O(h2); jj@t(u � s2)jj1;Q = O(� ); (7.55)

KOTORYE DOKAZYWA@TSQ SNA^ALA NA LINIQH tj; xi SOOTWETSTWENNO, A ZATEM
PERENOSQTSQ NA WSE Q. nA OSNOWANII GLADKOSTI u RAZNOSTNYE OTNO[ENIQ
@hxu APPROKSIMIRU@T @xu S TRETXIM PORQDKOM TO^NOSTI, PO\TOMU

js2 � s3j = 0; j@x(s2 � s3)j = O(h3) PRI x 2 !h; t 2 (0; T ):

s U^ETOM WELI^INY BAZISNYH FUNKCIJ \RMITOWOGO SPLAJNA PRIHODIM K
OCENKE

jj@2x(s2 � s3)jj1;Q = O(h2): (7.56)

wWIDU LINEJNOSTI SPLAJNA (s2 � s3) PO t NA KAVDOM INTERWALE [tj; tj+1]
SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

@t(s2 � s3) = (s2 � s3)t; t 2 !� ; x 2 [0; 1]:
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pRI FIKSIROWANNOM t 2 !� FUNKCIQ @t(s2 � s3) QWLQETSQ \RMITOWYM
KUBI^ESKIM SPLAJNOM SO ZNA^ENIQMI

@t(s2 � s3) = 0; @xt(s2 � s3) = @xut � @hxut NA !h � !� :

nA OSNOWANII GLADKOSTI u RAZLOVENIE W RQD tEJLORA DAET RAWENSTWO

j@xut � @hxutj = O(h+ �=h) NA !h � !� :

iZ OCENKI WELI^INY BAZISNYH FUNKCIJ \RMITOWOGO SPLAJNA SLEDUET,
^TO

jj@t(s2 � s3)jj1;Q = O(h2 + � ): (7.57)

oSTALOSX RASSMOTRETX RAZNOSTX s3 � s. pRI FIKSIROWANNOM t 2 !� ONA
QWLQETSQ KUBI^ESKIM \RMITOWYM SPLAJNOM, DLQ NEE SPRAWEDLIWA LEMMA
5.1.3 [34], IZ KOTOROJ WYTEKAET OCENKA

j@2x(s3 � s)j � cj(s3 � s)xxj = O(h2 + � ); x 2 [0; 1]: (7.58)

eE SPRAWEDLIWOSTX DLQ PROIZWOLXNOGO t 2 [0; T ] USTANAWLIWAETSQ LINEJ-
NOJ INTERPOLQCIEJ. pRI FIKSIROWANNOM t 2 !� FUNKCIQ z = @t(s3�s) =
(s3 � s)t | \RMITOWYJ SPLAJN STEPENI 3, UDOWLETWORQ@]IJ USLOWI@

z = (u � u� )t; @xz = @hx(u � u� )t NA !h � !� :
nA OSNOWANII TEOREMY 58 jz(x; t)j = O(h2+ � ); (x; t) 2 !h� . zAMETIM, ^TO
j@xz(x; t)j = O(h+�=h); (x; t) 2 !h� . s U^ETOM WELI^INY BAZISNYH FUNK-
CIJ \RMITOWYH SPLAJNOW IMEEM jz(x; t)j = O(h2+� ) PRI x 2 [0; 1]; t 2 !� .
dLQ WYWODA \TOJ OCENKI S PROIZWOLXNYM t ISPOLXZUEM LINEJNU@ INTER-
POLQCI@. w ITOGE

jj@t(s3 � s)jj1;Q = O(h2 + � ): (7.59)

oB_EDINQQ OCENKI (7.55)-(7.59), PRIHODIM K ZAKL@^ENI@, ^TO

jjL1(u� s)jj1;Q = O(h2 + � ):

sLEDOWATELXNO, �; �, OPREDELQEMYE FORMULAMI (7.47), QWLQ@TSQ WELI^I-
NAMI PORQDKA O(h2 + � ). s U^ETOM INTERPOLIRU@]IH SWOJSTW KUSO^NO-
LINEJNYH FUNKCIJ WYTEKAET, ^TO �; � IZ (7.48) RAWNY O(� 2). dOKAZA-
TELXSTWO OGRANI^ENNOSTI SPLAJNA s1 WYTEKAET NEPOSREDSTWENNO IZ OGRA-
NI^ENNOSTI SETO^NOJ FUNKCII "� . wSE \TO, WMESTE WZQTOE, PRIWODIT K
TREBUEMOJ OCENKE

widu = (� � �)s1 + � � � = O(h2 + � ):
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2

w KA^ESTWE ILL@STRATIWNOGO PRIMERA RE[ENA SLEDU@]AQ ZADA^A:

@tu = @x(p@xu) + f; (x; t) 2 Q = (0; 1) � (0; 1);

u(x; 0) = 0; x 2 [0; 1];

u(0; t) = u(1; t) = 0; t 2 [0; 1];

p(x; t) =

8<
: 0:5 x � 0:5;
1:0 x > 0:5;

f(x; t) =

8>>>>>><
>>>>>>:

(1 � 2t)(��2x2=2 + �2x=2 + (8� �2)=8) sin(�x)�
(�2 sin(�x) + 2(��2x+ �2=2)� cos(�x)=2�

(��2x2=2 + �2x=2 + (8� �2)=8)�2 sin(�x))(1 � t)t; x � 0:5;
(1� 2t) sin(�x) � �2 sin(�x)(1 � t)t; x > 0:5;

DLQ KOTOROJ WYPOLNENY USLOWIQ SOPRQVENIQ (7.41) W TO^KE � = 0:5.
tO^NOE RE[ENIE \TOJ ZADA^I WYPISYWAETSQ ANALITI^ESKI:

u(x; t) =

8<
: (1� t)t(��2x2=2 + �2x=2 + (8 � �2)=8) sin(�x) x � 0:5

(1� t)t sin(�x); x > 0:5
:

rEZULXTATY RAS^ETOW PRIWEDENY W TABL. 4. pRI WYBRANNOM UMENX-
[ENII [AGOW, NA OSNOWANII OCENKI (7.43), POGRE[NOSTX RAZNOSTNOGO
RE[ENIQ UMENX[AETSQ W 4 RAZA. lEGKO PROWERITX, ^TO \TOMU USLOWI@
UDOWLETWORQET [IRINA POLOSY MEVDU WERHNEJ I NIVNEJ GRANICEJ.

tABLICA 4

x nIVNQQ
GRANICA

tO^NOE
RE[ENIE

wERHNQQ
GRANICA

{IRINA
POLOSY

h1; h2 = 0:1; � = 0:1; t = 0:5
0.1 0.7477 0.7725 0.8083 0.0606
0.2 1.4222 1.4694 1.5350 0.1128
0.3 1.9575 2.0225 2.1105 0.1530
0.4 2.3012 2.3776 2.4792 0.1780
0.5 2.4196 2.5000 2.6060 0.1864
0.6 2.1876 2.2603 2.3569 0.1693
0.7 1.5711 1.6233 1.6939 0.1228
0.8 0.7957 0.8168 0.8533 0.0576
0.9 0.1573 0.1625 0.1700 0.0127
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h1; h2 = 0:05; � = 0:025; t = 0:5
0.1 0.7662 0.7725 0.7797 0.0132
0.2 1.4574 1.4694 1.4828 0.0254
0.3 2.0060 2.0225 2.0407 0.0347
0.4 2.3582 2.3776 2.3988 0.0406
0.5 2.4796 2.5000 2.5221 0.0425
0.6 2.2418 2.2603 2.2804 0.0384
0.7 1.6100 1.6233 1.6379 0.0279
0.8 0.8101 0.8168 0.8242 0.0038
0.9 0.1612 0.1625 0.1640 0.0028

7.5. dWUMERNOE PARABOLI^ESKOE URAWNENIE

pRODOLVIM IZU^ENIE DWUSTORONNIH METODOW RE[ENIQ PARABOLI^ES-
KIH URAWNENIJ.iSHODNAQ DIFFERENCIALXNAQ ZADA^A, NA \TOT RAZ S DWUMQ
PROSTRANSTWENNYMI PEREMENNYMI, RE[AETSQ METODOM RAS]EPLENIQ. zA-
TEM POLU^ENNOE SETO^NOE RE[ENIE SGLAVIWAETSQ S POMO]X@ SPLAJNOW,
QWLQ@]IHSQ TENZORNYM PROIZWEDENIEM DWUMERNYH KUBI^ESKIH SPLAJ-
NOW PO PROSTRANSTWENNOJ PEREMENNOJ I LINEJNYH | PO WREMENNOJ. dA-
LEE, PO WELI^INE NEWQZKI PUTEM SRAWNENIQ S RE[ENIEM NEKOTOROJ WSPO-
MOGATELXNOJ ZADA^I OPREDELQETSQ DWUSTORONNEE RE[ENIE.
pUSTX 
 � R2 | OGRANI^ENNAQ OBLASTX S GRANICEJ @
, A Q| OTKRY-

TYJ CILINDR 
� (0; T ) S BOKOWOJ POWERHNOSTX@ S. rASSMOTRIM URAWNE-
NIE

@tu = Lu+ f W Q; (7.60)

GDE Lu =
2P
i=1
@i(�i@ui)� qu. dLQ FUNKCII u OPREDELIM NA^ALXNYE I GRA-

NI^NYE USLOWIQ
u(x; 0) = u0(x); x 2 
;

u = g NA S: (7.61)

kO\FFICIENTY URAWNENIQ UDOWLETWORQ@T USLOWIQM

�i � � > 0; q � 0 NA �
:

dLQ PRIMENENIQ METODA RAS]EPLENIQ POSTROIM RAZNOSTNU@ SETKU W

 TAK, KAK \TO SDELANO W [34] DLQ OBLASTI S KRIWOLINEJNOJ GRANICEJ.
pREDPOLAGAETSQ, ^TO OBLASTX 
 ZAKL@^ENA W KWADRAT [�b; b] � [�b; b].
pOKROEM EGO KWADRATNOJ SETKOJ S [AGOM h = 1=n, OBRAZOWANNOJ LINIQMI
x1;i = ih; x2;j = jh; j = �n; :::; n, I OBOZNA^IM ^EREZ !h MNOVESTWO UZLOW,
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POPADA@]IH W 
. wWEDEM TAKVE MNOVESTWA 
r
i ;


ir
i ;�i. nA WREMENNOM

OTREZKE [0; T ] WWEDEM SETKU !� I POLOVIM !h� = !h � !� .
dLQ RAZNOSTNOJ APPROKSIMACII OPERATOROW Liu = @i(�i@iu) W UZLAH

SETKI !h� RASSMOTRIM TREHTO^E^NYE FORMULY W REGULQRNYH UZLAH

Lh
1u(x) � �

�
a1u�

x1

�
�
x1
; x 2 
r

1

I ^ETYREHTO^E^NYE FORMULY

Lh
1u(x) �

6a1((x1 + �)=2; x2)

�(� + 1)(� + 2)h2
(u(x) � u(�; x2))�

�(4 � 2�)a1(x1 � h=2; x2)

(1 + �)h2
(u(x) � u(x1 � h; x2))+

+
(1 � �)a1(x1 � h; x2)

(2 + �)h2
(u(x) � u(x1 � 2h; x2)); x 2 
ir

1 :

Lh
1u(x) �

6a2(x1; (x2 + �)=2)

�(�+ 1)(� + 2)h2
(u(x) � u(x1; �))�

�(4 � 2�)a2(x1; x2 � h=2)

(1 + �)h2
(u(x) � u(x1; x2 � h))+

+
(1 � �)a2(x1; x2 � h)

(2 + �)h2
(u(x) � u(x1; x2 � 2h)); x 2 
ir

2

W NEREGULQRNYH UZLAH. mY BUDEM IZU^ATX RAZNOSTNU@ SHEMU RAS]EPLE-
NIQ, SOSTOQ]U@ IZ CIKLI^ESKI POWTORQ@]IHSQ PROSTRANSTWENNO-ODNO-
MERNYH ZADA^ [53]. zAPI[EM EE, OPUSKAQ U FUNKCIJ ARGUMENT (x; t):

u� � u� (x; t� � )

�
� Lh

1u
� � qu� = f; (x; t) 2 !h� ; (7.62)

u� = g; (x; t) 2 �1 � !� ;
u� � u�
�

� Lh
2u

� = 0; (x; t) 2 !h� ; (7.63)

u� = g; (x; t) 2 �2 � !� :

dLQ NA^ALA PROCESSA STAWITSQ USLOWIE

u� (x; 0) = u0(x); x 2 !h: (7.64)

pOSLEDU@]IJ PROCESS RE[ENIQ SETO^NYH ZADA^ (7.62), (7.63) SOSTO-
IT W PRIMENENII NEKOTOROJ MODIFIKACII METODA PROGONKI DLQ SIS-
TEM S SILXNYM DIAGONALXNYM PREOBLADANIEM [53]. wLIQNIE WY^ISLI-
TELXNOJ POGRE[NOSTI ZDESX WESXMA MALO, I MY NA NEM SPECIALXNO NE
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OSTANAWLIWAEMSQ. w ITOGE POSLE RE[ENIQ ZADA^ (7.62), (7.63) PO SLOQM
t = �; 2�; :::; T POLU^AETSQ SETO^NOE RE[ENIE u� , ZADANNOE W UZLAH !h� �!� .
w [60] POKAZANO, ^TO PRI DOSTATO^NOJ GLADKOSTI RE[ENIQ SU]ESTWUET
KONSTANTA c, NE ZAWISQ]AQ OT � , h, I TAKAQ, ^TO

jju� u� jj1;!h� � c(h2 + � ):

pOSTROIM WOSPOLNENIE POLU^ENNOGO ^ISLENNOGO RE[ENIQ u� S PO-
MO]X@ TENZORNOGO PROIZWEDENIQ SLEDU@]IH SPLAJNOW: NA SETKE �!� |
KUSO^NO-LINEJNOGO SPLAJNA, NA SETKE !h| DWUMERNOGO \RMITOWA SPLAJ-
NA. dLQ POSTROENIQ \RMITOWA SPLAJNA NA SETKE !h ISPOLXZUEM METOD,
IZLOVENNYJ W RAZD. 1.3. nAPOMNIM NEKOTORYE TEHNI^ESKIE DETALI. rAS-
SMOTRIM FIKSIROWANNYJ SLOJ t 2 �!� . pOSKOLXKU NAM POTREBU@TSQ ZNA-
^ENIQ s NA BOKOWOJ POWERHNOSTI S, NEOBHODIMO OPREDELITX s NA WSEH
KWADRATNYH Q^EJKAH, IME@]IH NEPUSTOE PERESE^ENIE 
. oBOZNA^IM ^E-
REZ 
h MNOVESTWO WER[IN WSEH TAKIH Q^EEK. w \TOM SLU^AE DLQ DOOPREDE-
LENIQ ZNA^ENIJ u� WNE OBLASTI SLEDUET ISPOLXZOWATX INTERPOLQCI@ PO
^ETYREM SOSEDNIM UZLAM, LEVA]IM NA ODNOJ PRQMOJ I, WOZMOVNO, WKL@-
^A@]IM ZNA^ENIQ u� NA S. dOOPREDELENNU@ NA 
h SETO^NU@ FUNKCI@
WNOWX OBOZNA^IM ^EREZ u� . dALXNEJ[EE POSTROENIE SPLAJNA OSNOWANO NA
FORMULAH [36]

s = u� ; @1s = @h1u
� ; @2s = @h2u

� ; @12s = dh1d
h
2u

� ;

t 2 �!� ; x 2 
h:

zDESX @hi | SETO^NYJ OPERATOR NA PODHODQ]EM ^ETYREHTO^E^NOM [AB-
LONE, APPROKSIMIRU@]IJ PROIZWODNU@ @i, S TRETXIM PORQDKOM TO^NOS-
TI, A dhi | SETO^NYJ OPERATOR NA PODHODQ]EM TREHTO^E^NOM [ABLONE,
APPROKSIMIRU@]IJ PROIZWODNU@ @i SO WTORYM PORQDKOM TO^NOSTI. oB-
RAZCY TAKIH OPERATOROW IME@TSQ W RAZD. 1.3. pOSLE OPREDELENIQ \RMI-
TOWA SPLAJNA s(x; t) NA KAVDOM WREMENNOM SLOE t ISPOLXZUETSQ LINEJNAQ
INTERPOLQCIQ: DLQ WSEH t 2 [tj; tj+1]

s(x; t) =
tj+1 � t

�
s(x; tj) +

t� tj
�

s(x; tj+1):

oTMETIM, ^TO POLU^ENNYJ SPLAJN s WHODIT W OBLASTX OPREDELENIQ
DIFFERENCIALXNOGO OPERATORA URAWNENIQ (7.60). sLEDOWATELXNO, PO^TI
WS@DU NA Q WYPOLNQETSQ TOVDESTWO

@ts = Ls+ f � ';



uRAWNENIQ W ^ASTNYH PROIZWODNYH 203

GDE ' = Ls+ f � @ts.
s POMO]X@ SFORMULIROWANNOJ RANEE LOKALXNO-ODNOMERNOJ RAZNOST-

NOJ SHEMY RE[IM SLEDU@]U@ ZADA^U:

@t" = L"+ 1 x 2 Q;
S NA^ALXNYMI I KRAEWYMI USLOWIQMI

"(x; 0) = 0; x 2 
;

"(x; t) =  (t) x 2 S;
GDE FUNKCIQ  (t) � 0 WYBIRAETSQ DLQ WYPOLNENIQ USLOWIQ SOGLASOWA-
NIQ PORQDKA 1 I MOVET BYTX WZQTA, NAPRIMER, W WIDE  (t) = t�(t) SO
SREZA@]EJ FUNKCIEJ � IZ [34]. pO RAZNOSTNOMU RE[ENI@ "� \TOJ ZADA^I
S POMO]X@ PRIWEDENNOGO WY[E ALGORITMA POSTROIM SPLAJN s1. tOGDA
DWUSTORONNEE RE[ENIE ZAPISYWAETSQ W WIDE

s = s+ �s1 + � 3 u; (7.65)

GDE �; � NAHODQT SLEDU@]IM OBRAZOM:

�� = max
(
max
S

(g � s); max
�

(u0(x) � s(x; 0))

)
; (7.66)

� = min
(
min
S
(g � s); min

�

(u0(x) � s(x; 0))

)
;

�� = max
�

(f � L1(s + ��))=Ls1;

� = min
�

(f � L1(s + �))=Ls1;

L1v = @tv � Lv:

dOKAZATELXSTWO SU]ESTWOWANIQ �; �� I WKL@^ENIQ (7.65) POWTORQET ANA-
LOGI^NOE DOKAZATELXSTWO IZ RAZDELA 7.4.
oCENKU [IRINY POSTROENNOGO DWUSTORONNEGO RE[ENIQ PROWEDEM DLQ

MODELXNOJ ZADA^I
@tu = �u + f; x 2 
; (7.67)

u(x; 0) = 0; x 2 
; (7.68)

u = 0 x 2 S:
dALEE BUDEM S^ITATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I (7.67), (7.68) OBLADAET SLE-

DU@]EJ GLADKOSTX@:

@�u 2 C( �Q); GDE � = (�1; �2; �3); (7.69)
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�1 + �2 + 2�3 � 6 I � 2 (0; 1):

sPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ [53]

tEOREMA 60. pUSTX DLQ ZADA^I (7.67), (7.68) WYPOLNENY USLOWIQ

(7.69). tOGDA DLQ RE[ENIQ I IMEET MESTO RAZLOVENIE

u� = u + h2v1 + �v2 + (h4 + � 2)�� ; x 2 !h� ; (7.70)

GDE FUNKCII v1; v2 NE ZAWISQT OT h,� , A SETO^NAQ FUNKCIQ �� OGRANI-
^ENA

@2i vl; @tvl 2 C( �Q); i; l = 1; 2; (7.71)

jj�� jj1;!h� � c:

2

dOKAVEM, ^TO [IRINA KORIDORA DWUSTORONNEGO RE[ENIQ u IMEET TA-
KOJ VE PORQDOK MALOSTI, KAK POGRE[NOSTX ISHODNOGO PRIBLIVENNOGO
RE[ENIQ u� .

tEOREMA 61. pUSTX WYPOLNENO USLOWIE (7.69) I � , h TAKOWY, ^TO
L1s1 � c > 0 NA �
: tOGDA [IRINA wids DWUSTORONNEGO RE[ENIQ ZADA^I
(7.67), (7.68) QWLQETSQ WELI^INOJ O(h2 + � ) RAWNOMERNO NA �Q.

dOKAZATELXSTWO. sTRUKTURA DOKAZATELXSTWA SOWPADAET S TOJ, ^TO IS-
POLXZOWANA W TEOREME 59. pO\TOMU MY IZLOVIM EGO SHEMATI^NO, UKA-
ZAW TOLXKO OSNOWNYE \TAPY. pREDSTAWIM RAZNOSTX u � s W WIDE SUMMY
u� s = (u� s2) + (s2� s3) + (s3� s), GDE s2; s3 | SPLAJNY TOJ VE STRUK-
TURY, ^TO I s, T.E. LINEJNYE PO t I \RMITOWY STEPENI 3 PO x1; x2. oNI
STROQTSQ PO SLEDU@]IM DANNYM NA 
h � �!� :

s2 = u; @1s2 = @1u; @2s2 = @2u; @12s2 = @12u;

s3 = u; @1s3 = @h1u; @2s3 = @h2u; @12s3 = dh1d
h
2u:

w UZLAH x 2 
h, WYHODQ]IH ZA PREDELY 
, ISPOLXZUETSQ GLADKOE PRO-
DOLVENIE FUNKCII u. nA OSNOWANII [36] DLQ RAZNOSTI u�s2 SPRAWEDLIWA
OCENKA

jj@�(u� s2)jj1;Q = O(h2 + � ); � = (�1; �2; �3);

�1 + �2 + 2�3 � 2:

dLQ \TIH VE � PO ANALOGII S RAZDELOM (7.1) POLU^AETSQ OCENKA

jj@�(s2 � s3)jj1;Q = O(h2 + � ):
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i NAKONEC, NA OSNOWANII TEOREMY 60, DOKAZYWAETSQ OCENKA

jj@�(s3 � s)jj1;Q = O(h2 + � ):

iSPOLXZUQ TRI POSLEDNIE OCENKI, PRIHODIM K WYWODU, ^TO

jj'jj1;Q = jjL1(s � u)jj1;Q = O(h2 + � ): (7.72)

sOGLASNO INTERPOLIRU@]IM SWOJSTWAM KUSO^NO-LINEJNYH FUNKCIJ
j�j; j��j = O(� 2). w SILU (7.66), (7.72) j�j; j��j = O(h2 + � ). pO\TOMU DLQ
[IRINY DWUSTORONNEGO RE[ENIQ WYPOLNENO RAWENSTWO

widu = �(x; t) = wid� � s1(x; t) + wid� = O(h2 + � ):2

tAKIM OBRAZOM, MY RASSMOTRELI POSTROENIE INTERWALXNYH RE[ENIJ
DLQ URAWNENIJ W ^ASTNYH PROIZWODNYH. dLQ NAHOVDENIQ INTERWALXNYH
RE[ENIJ MY ISPOLXZOWALI APOSTERIORNYE OCENKI POGRE[NOSTI. pORQ-
DOK SHODIMOSTI POLU^ENNYH RE[ENIJ SOWPADAET S PORQDKOM SHODIMOSTI
^ISLENNYH RE[ENIJ.
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