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 ��0 �	������� ����� � &��# ���
 � �
����	�
 �������	�1��
���

����������

�Ǳ�������	

� �� ��� � Ǳ�����	�
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$% &������� ��	������� ���������� ����� ��	���� ����'��"��� ��"����� ������ ��'
���(���� ����� ��	����� � �� ����� �	��(�� ����� )����� �	
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,% Ǳ�������� ��� � )$% �� ��"����� �	��(�� ����� ������ ���
�����
-% .������ �+��	���� ����� � ����� �����*��� ����!�� �������� +����� ������� ��'

������ ������� /, /, 0, 0, . . . , 1, 1� ��+�� ����� ����������� ��"����� ������� ������
)2	� "������� �+��	���� ����� ������������� ���	 � ����(� ��������� �������%

3% 4� ���� ������ ��������� ������� 5��+��� � ��������� ������������+� � 	������
)����������	��� �"� ������ ��"�% � �����	� ������ �	��(�� ������ ���� ���� ����'
����� Ǳ�����	�+����� ��� �� �������� 5��+��� ��������	��� ���	� � ����������
������� ����	���� � �����	� �� ��� "�	 �������	�� ��	��

6% .������ "������ � +	�� �� ���� ���� � ��	� ��������� ����	�� ��������� ��
�� 7n
� 7)n 8 0% ��������� ��"����� ����� n�

9% Ǳ�������� ������	�  ������� 	�"�� ����� � �����	� ������ ���
:% Ǳ�������� ���+�  ������� 	�"�� ����� � �����	� ������ ���
;% Ǳ�����	�
��� ��� 0/ 	�(���� ��������� �  �"�+� � ��� � ��� �"��	���� ����+� ��

� ������� Ǳ�������� ��
��� 	�(��� � ���� ��	���� ������� ����� �� / �� 1 � ���	�
 �"�+� ��"����� � �������� �	������� ����� ����� ��"�����	��

�� ���� � ������ ����������� ��+� ��� � �	������� ���	�������	������ � ��		����
���������� ���� ��
��� �� ��
��� ����� ����������� ����� 0// /// �� #

�� ��� � ����� ���	� �	�����  � 0/0/0/0/0/ � ������ ������ ���������#

�� ��� � )$% Ǳ����� �� (�+� <00 �	+������ <  ������� X �� ��
�� "��� ����� ��	�#
����� �(�"�� �� ���	� "� � �	+������ ��	� "� X ��+ ���������  ������� =��	�>#
),% ?���	� �� ��"	� 0 ���������� ��� ���������� ��+�� �	+����� < ����������� ��������
�� ���������  �������� X @ ABA/1C07C7�

�� ��� � &"D������ ������ � 	�"�� �	���� ��
� ��	� ���������� ����������� � ��"	� 0
�� ���� �(	� �	+����� < �� ���
�� ������ "���������� ���	�������	������ �	�������
����	 � ��� ����	� ��� 	�"�� ���	�������	������ +����������� �	+������� < ������ �
����� ������ ������������
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�� ��� ���������� ��	����� ���	�������	������ ��	�� �	�������
����	 X� X� X� . . . �� �������	� � � Xn < m� Ǳ���� f�x��	 ��! "��#��! ��#�! ���
����������� � � x < m �	���� � � f�x� < m� $��������� ���	�������	������ Xn�� %
f�Xn�� �Ǳ������ ��#�� ���	�������	������������� ������ #�������� � �	&����� '��

(� Ǳ�#�
��� ��� ��#�! ���	�������	������ ���������� � ��� ����	� ��� ��)����� �
���	� λ � μ �	! #������ *������!

X�, X�, . . . , Xμ, . . . , Xμ�λ��

��*	���� ����#� Xn�λ % Xn #�&�� n � μ� +�����	��� ��*��
��� ��#����	���� �
������	���� *������! μ � λ�

,� �$� -� .	��� �/� 0� 12345��� Ǳ�#�
��� ��� ��)������� ��#�� n > � ��� Xn % X�n �
�������6�� ��#�� *������� n 	�
�� � �������	� μ � n � μ7 λ� 8�	�� ��&� *�������
Xn !�	!���! ������������ � ��� ����	� ��� ��	� Xn % X�n � Xr % X�r  �� Xr % Xn�

9� :���	�*�! ���� �,� ��������� �	&����� �����	���! μ � λ �	! 	 ��� *������� "��#;
��� f � 	 ��&� *������&� X� ����	�*�! ��	�#� O�μ7λ� 6�&�� � ��	�#� �&����������
��<�� ���!���

� �� ���� � �$� Ǳ� 8���� �/� =� >?@AB� CDEE�� Ǳ���� ��n�������	�6�� ��	�� ���	� ��#��
��� F��n�

� n ��n� % Fk &�� k���	�� ���	�� G�# �������� ��CH� % I � ����n�� % ��n��

(� Ǳ�#�
��� ��� � �������� ���*������� ���� J ��)������� ��#�� n > � ��� Xn %
X��n���� K������ "����	� �	! �������6�&� ��#�&� n � �������� ����	 μ � λ ����;
��	! )�� �������

,� Ǳ�������� L��� ��*�	���� �	! ������	���! �	&������ #������ ��
�� ���� ����	�;
*���� ��������� � 	 ��� &���������� �	������� ����	 ���� Xn�� % f�Xn� �����
������������� ��#	����#� ��������	�������� -�6��� �	&������ �	����� �����	!��
������ �	���� λ � ����	�*����� ��	�#� ����	�6�� ��<�� ���!����� ������ ��
��	
�� *���	�!�� �� ���!�� �����	������ *������!�� ���	�������	������M

�� ��� � -���	���� ��	�� ������#� ������ ������ #�������� �	! �	���! #�&�� ���!;
������ ���	� �����!� �* ���� ��"��

(� N�
��� ������ ������� � 	 ��&� �* C�� ���������� ����	 �� �C . . .  DD� O#�	�#�
�* L��� *������� � #������� ����� �������� # ��������� ��#	� �*���#	����� �
�� �� . . . P �Ǳ���	�
 K�����! � ���	� QR ��	���� ���	�������	������ QR IQ �H �F
�� �� �� . . . �

,� O#�	�#� ��)������� "���	���� ��#	��P S�#�� ��*��� ����&� �	����&� ��#	�P
9� S�#�� ����	���� *������� ��	� *������!� ���� �����	�6�� ���	� ��*	����� L	����;
��� ���
�� ��� ���	�������	������ ���������!P

�� ���� � T�#�
��� ��� ����� ������ #�������� ����	�*� )�� Fn;*������ ���	� �
b;����� ������� ����	���! ����� �	��� )�� ��������#�U ��	� ���	�������	������ �#	 ;
���� 	 ��� ���	� � #������ n ����6�� *����)�� ��"����	� �� ���	��� )�� ���	�
������!��! ��� ����6� � ����6� ��#� �� �������!��! � ��	��

��� ���� � Ǳ���� ����	�! ��! ������	�
���! �������)�&� ����
����!� V�� ��
��
�#�*��� � ���	�������	������ ����	 �	��� )�� *� X ��	� �����	 *����)�� n ��"�
���	� X ����� ��	 P V�� ��	� n7 C �	��6�� *����)�� ��"� ����� ��	 P

� ��� ���� � $��������� ���	�������	������ &���������� �	������� ����	 ��� )�� ���
��������� � ���� J� W�	� ������� f�x� � X� ������� ����&��� �	����� ��	� ������	�;

��� ��� #�
��! �* mm ��*��
��� "��#��� f�x� ���������!��� � #�
��� �* m ��*��
;
��� *������� X� ���������!���� �� #�#��� ����!������ ��&� ��� ���	�������	������ �
#������� ����� ��������! � ��#	 �	���� λ % CP ����	����	
 Ǳ�����	�
���! L��� *�����
�� � ����� *��������! � X�	���������Y &���������� �	������� ����	 ��#�&� ����� N�
��
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���  ��� � -��� f(x, ������ �����	�� ��� � ���� ��� ������ ������� 	���� �����	��'
"�������' #������ ����	����' � ���������� ������������ ��	�����' ���	����&
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� �������� � ��� �� �����!���� "#� �#�� �aX� ��	 �w 
 ��� $�#� #�% �#� ��!��
�!��& ���'#�(��& ��!�� ) � w *+� ���&#�% ��+  ��  �����& ��!�� "�+�##� ���'
*��&��% +�+ ��!#� �������*��& ��+ �#��� "#� �#�� * �������� �, �-(. #� �������
#� ��!�� /��#��&  ���% (�&0��%  �� w− ��� -�*���� �*����� ��%  �� ������#�'
#�� * ��������� ��� �����/���� ����� � ��&+� �����% +���� ��"�&��� ��*�# w ����
�������!��&%  �� ������#�#�� �(��#� * ��/��#�� ���!�#���� 1�!#� ���(��'
"��& w * *��� #��% ��+ +�+ ��������� ��� �(. #� #�&"� ����&"�*��&% +����X 2 )3
#� (��� ���(#� ������ ��(�����& "#� �#�� w% ��� �#� ���*����� * +�#����#�#��
������*���&#���� �� ����� w 
 �� 4���� ��+!� ��!#� �"(�!��& ������#�#��%
������ "���#�* ����+� )5 � )6 * ��� ����+��� 7��� ���� ���� �� �� ���8�

�� ��+�"���&��*� ����%  �� ��������� ��� �����*���&#� *. ����� �aX� ��	
�w 
 ��% "������%  �� * ����+� )9 ���0�� ��"���. ����"*���#�� *. ������� �"
����0�/ ��"����*� Ǳ�����#�#�� #� ��!�� ����"���� #� ���� 0���% �% ��� aX 2
qw
 r ��� ) ≤ r < w% ��� �� "#� �#�� r− q * �������� � ���� ����+� )9� ;�� ��

aX 2 q�w 
 �� 
 �r − q�

� �. ����� −w < r − q < w% ��+ +�+ q < w3 ����*���&#�% �aX� ��	 �w 
 �� ��*#�
��#��� �" �*�/ "#� �#�� �r − q �� r − q 
 �w 
 ��� * "�*�������� �� ���� r − q ≥ )
�� r − q < )�

Ǳ���(#�� ��/#�+� ��!�� (.�& ����&"�*�#� �� ��� �#�� ����"*���#�� �*�/
 ��� �� ����� �w − ��3 ��� ���� <�

�� ��*��#�� �������/ ��"���* ���(����� "#��& �����.� �#�!���� m%  ��'
(. ���*�&#� *.(���& a� � ��(� � *���*.� ������ ��#.� �����+ ��"�!�#�� #�
�����.� �#�!���� w±� �� �� �� +�!��� �"*���#�� ��#. +���&����#��� ��*�3
��� !��#�� �����. �" ��"��� 9�5�9 ��!#� ����&"�*��& �� ���0���#�� ��(�=.�

>�����& ��!�� ���#������*��&��% �� ��� "���& �(��!������ ����&"�*�#��
m 2 w ± �% +���� *.(�� m 2 w ��+ �*#� ���(�#� Ǳ�� �#� * ���%  ��% ����� m 2 w�
��	
� �
��� ����� Xn ��
���� ����� ��������� ��� ��	
� ���� ������ ?��
d �*����� ������� m � ���

Yn 2 Xn ��	 d, ���

��!#� ��+� ��+�"��&%  ��

Yn�� 2 �aYn 
 c� ��	 d. �9�

�Ǳ���& Xn�� 2 aXn 
 c − qm% ��� q@#�+������ =���  ���� ?�� �(�  ����
��*�#��*� *"��& �� ����� d% ��!#� �������& qm% +���� d@�#�!���& m��

�� ������=�� *�!#���� *.��!�#�� �9� �������!��% #�������%  �� �����'
�� �*�� #.� +���&����� ?�� m 2 w 2 �e% ���0��  ��.�� ��"���� Xn �*�����
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�� ������ ������ ��� �������� ��������� ����	� �������� ��� �����
� �� ���������
����� ��	�� 	�	 �������� � !"#$ % � !"#$&x, y' ( �xy/w� � �������� #)!"#$ % #)!"#$&x, y' (
xy !)* w� 	���� x � y % ��������������� ����� ������ 
���+��� ��
 	�
�������� ���,
�� w- ./0������� 	�	 ��������� ax !)* m � ���
���� � !"#$ � #)!"#$� ������������ ���
1 � a� x < m < w � m � w- ������ ������������ ������� ����������� 	���������
	������ ������� �� a� m � w-

� �� ��� � 2������3�� ���������� ����3��3 	�����4����3 ������������������ � m ( 5��

�� 
�+���� � �������
 ����������
� ��	��� 	�	 	�
������ ����� 678$9!:;<1-

�� ��� � =���� ��� m 
���+�� ��
 ����� ������ � ��� x � y % ��������������� �����
������ 
���+��� ��
 m- Ǳ�	������ ��� �������� &x � y' !)* m 
���� /��� ���������
����� ������
� ��������
� /�� �������� ������� �� 
�+��� ���- ?�	�� ������

� /����
������+�3 ��� ���������� ��

� &x @ y' !)* mA

� �� ��� � Ǳ������B�� ���������� ������� �� 
����� ��� ��������� �� 
���� m %
/���� ������� ��������� ��
 ��

�������� �� 
���� m- ./������ �������������������
���������
� �� �������

Xn�� ( &aXn � c' !)* m.

C���� �� 4�� ������������������ ��B�������� ���������� �� ����3��3 	�����4����3 �����,
�������������� �����������3 �����A C���� �� ��� /���� 4DD�	�����3 ��� �����������A

�� ���� � ?�	�� ���/������� 
���� ��
����� � ��/�- EA

� �� ��� � F���+��� ������

� ��� ���������� &aX' !)* &w� E' �� 	�
������ ���� ���,
������� ������

� &5'- G������� 1 � w�E �� ����� � ������ ��+�3 ������

� ��������
4	����������
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� �� ���� � H /���+������ ���	�� ������

�������� ����	��� ������ �� ������
�����
����+�3 �����/ ������� ������ ����� �� ���� ���� �� ����� ����� �� ������ �����- F�
������
���������� 4�� � ��������3 � !"#$ �� ���- ;- I��� 4���� ���������� % ��3��
����
��
�3 �����/ ����������� ��	�� ����������3� 	���� ���/����
� ��������� ax !)*
m ��� ����
����3 x � 	�������� 1 < a < m-

J' =�	������ ��� ���� q ( �m/a�� �� a�x� &x !)* q'� ( �x/q��m� &m !)* a'�-
K' L ��
�B� ��������� &J' ��������� ax !)* m� �� �������� �����
�� 	������ ������,

����� m �� �/������3 ��������� � ������������ ��� a� � m-
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��������3 a� ��� 	������ ���
��������� ���������� 4���� 
����� ��	���� ��
����������� m ��� ���� x 
���� 1 � mA

		� ���� � Ǳ�������� ���- N� ��	������ ��� 
���� ������� ax !)* m� ��������� ����	�
�����B�� �������� ��������O

 ' u� v� ��� u � 1� v � 1� � uv < m�
  ' �u/v�� ��� 1 < v � u < m�
   ' &u� v' !)* m� ��� 1 � u, v < m-
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 �! m� *� ��������' ���
 ��� ��� λ�pe" ��%
������ 
�������� pe−��p− �"+ 
��������� ��	�� ����  ��� ��,�-� �����
����� ��&�"
��&�� ����
����� �������� λ�m" �� ���. ���
 !/�. �� ���.0

λ��" 1 �� λ��" 1 �� λ��e" 1 �e−�� ���� e ≥ �+

λ�pe" 1 pe−��p− �"� ���� p > �+

λ�pe�
� . . . pet
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6�� ��������� ��&�� ��
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������� �� 78� 9� :;<==� ������������	� 
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���������  �!��"���� ��#�� c 1 �� $ �$�%�$ λ�m"� #�� λ�m" ����������  �5"& '%�%
������ ���%�#��%�$� ����

@" X� � m( !����� ����%�� )����*

@@" a $ �$�%�$ ��� ��+��!��� ,�����%�� �� ���-�. m&

A������� ��� ��&�� ��� ���� �����
 
����' m − �� ���� m������� �����+ �� ��
)�� ���	� �� �
���B ������� ��� ������������ 
���� �����
�� C�� ��� 
��
�����������. B���' ����' �����
 ��&�� $��� ��������� 
������� ��������� )��
���$.�
����

C����� ��������� ������� ��� ��'�� ������$������ )������� �� ��
 �! mD 6
 ���&�����.� 
����. � ���B� ���
���� �����
���� ���������� �����
��' ����� ��
������� ��	
�m �������� ������� ������ ��� �������! ������	� ������ E�� ������
�F��� �������� � ���
 !/�' ��������

������� 	� /���� a $ �$�%�$ ��� ��+��!��� ,�����%�� �� ���-�. pe %�#�� �

%����� %�#��� ��#��  �����$�%�$ ���� �! ����-.0�1 -��� �23

@" p 1 �� e 1 � � a(��)�%��� )����*

@@" p 1 �� e 1 � � a 4GH � 1 �*

@@@" p 1 �� e 1 � � a 4GH > 1 �� I ��� J*

@K" p 1 �� e ≥ � � a 4GH > 1 � ��� I*

K" p(��)�%��� )����� e 1 �� a 	≡ � ��� ��
 �! p" � a�p−��/q 	≡ � ��� ��
 �! p" ��$
�.+�#� ����%�#� ����%��$ q )���� p− �*

K@" p(��)�%��� )����� e > �� a -�� ��% ��$.% -��� �. �K" � ap−� 	≡ �
��� ��
 �! p�"&

L������ �K" � �K@" ������� ��	�� �������!��� �� �����!���� 
�� $�����. p� MF%
F�������� ����
� �B���� �������� ��	
� �������� ���&����� ����� p− �� �$� &%

�!��� � ���
��� ��-���

C������ 8 ��������� ������ � �������� ������. ������ N� ���� ��
��� ���%
����� aj � ����!/���� ������$������� )��������� �� ��
 �! p

ej

j � �� ��&�� ��'��
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���		� �	���	�� a� ����� �� a ≡ aj �� ����� p
ej

j � ��� � ≤ j ≤ t� �
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��� ������� ��������� �
���		�� 	� 
	��	�� �����
�� ������  

�����!�"Ǳ������ ������ ��

����������� � ������� ������ #�
� a  ���� ����$
 ���	�� %����	�� � ����� pe�

�
. . . pet

t � &����  ����� 
�'�
����� ����������
%((�����	�� ���� �
���	�� �	)������� ����������'�! �
���� ������ *�
��� �� �! ������ m �����		� ������	
��� !�� ����
��	�� �  '�� 
�����
����  ��� ��
��� ���		����

+ ��
��
���	�		� 
������ ���� m , �e� ��� e ≥ �� ���)�		�� ��-� �
����
������� � ���	
���		�� ��� ��	��. a ≡ � ��� / �� ����� 0�� + %�� 
����1��
��������� ��
�� �
�! ���)	�! �	)������ ��
� ���	� ������� ���	�� m/�� �
m/�  ���� ���
�����	� ���	� ������� ���� c , 2�

3�'�
����� ����� �'�  ��� ��
��
���	�		�� 
������ ���� m , �2e� 4
$
������ ����� 5 � 6� 	�����	 ������� 	� !����� � �
����	�� �
����
�
��)�	�� ���
�����	� ������ ��� ��
����	� ��������� �
�� ���� �0��

������� �� ���� m , �2e� e ≥ /� c , 2 � X� �� �	
��� � ��� /� �� �	���

�������� ����	������� �������
��������� 	
��� / × �2e−� ����
 � ������ ����
�

����
 a 789 �22 	
��� ������ �� ��������� �� ������
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��� � �����
������ X� � ���������� a � !����"���� c � ���������"  m � �##########$

�� ��� � %���� � �����&'� �	� ����	( ����
���	��� ��������
�& ��
� ������ 
����� m (	�(���( �����
�& �$ )*+ c , 
�-��
�� -���. )**+ a /01 � � �2

�� ��� � Ǳ�������4� -�� m � �#e ��� e � �  ����� c , 
�-��
�� -��� 
� ����
�� �2
Ǳ���4�� -�� �
��
�( ��
����
�
�( �������	�����
���� 5���� ���� ����� ���������

�� ��
6 �����  ������ ����� ����� a /01 �# � �2

�� ���� � Ǳ�������4� -�� m � �e  X� � #2 7�� -��� a  c ���	���	��(&� ����	(�
������6 8 -��� ��	
� X�e−�$

�� ��� � 9����� 	�� �
�4��� a ���	���	��(&'� ����	(� ������6 8 ����� m �
��� : �2 )Ǳ����6� �
�4��� m ��4
� 
��� 	 ��5�2 !2�2�2�;�2+

� �� ��� � 9����� 	�� �
�4��� a ���	���	��(&'� ����	(� ������6 8 ����� m �
�#� � � )��2 ��5�2 !2�2�2�;�2+

� �� ���� � Ǳ���� ��
����
�
�� �������	�����
��� 
� ���4�
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ej
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 ��� μ  λ ����	����	�&� �����	
�� �������	�����
��� )X�, a, c, pe�
� . . . pet

t + �� ������
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� . . . pet
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	� ���� � Ǳ���4�� -�� ��� a /01 � � ! �� )a�
e−�

��+/)a��+ � # )�� �����& �e+ �����
e > �2 )A������>������ ������ B2+
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� �� ���� � ��� �� ��	
�� ��� � ���������� ����� c � � � m � �e
� ���  !�"!	# $

� % & '!"(��) � * � +!"��� �	!! �,��& �e�� ����� � ����	� �����
 	���� ��������
a ������������� ��������� a ��� � � � ��� a ��� � � �� Ǳ�	����
 ��� 	���� ��	��
������������������
 �� ��������
 �������� ���� �� 	�����!���� ������������������"
� m � #e��
 ���"�� ������ ������
 � �����"��� ��$���%

&' ���� Xn�� � ()c* +'Xn ��� #e � Xn � )Yn * +
 ��

Yn�� � �()c* +'Yn * c���� #e��,

-' ���� Xn�� � ()c� +'Xn ��� #e � Xn � �(�+'n()Yn * +'���� #e
 ��

Yn�� � �(+� )c'Yn � c���� #e��.

.��	
����
 / !��0 1������0 c ���� �������� 2���� ������ / ���������� ���������
���������� ��������� � ���
 ��� ������������������ � c � 3
 �����������"��� �����4
�� 5
 ��	 ��� ����� ����"��� 6���� ����� �$��
 ��� ������������������
 �����������"4
��� �������� ������$ 7
 �����	� ���� 1�	��
 ��� ������8!�� ����	� �������� ����$
�������
 ����������� � �������0 ������$ 5� / ������ ��������� ��	�� ����������
���������"���, � ��������
 ������� ������� ��� ��9���� ����$ �����
 ���6$ ��0������
��9������� ���6����� c
 	���� m �������� �������" #�:

��� .��� : ;�� 	�	�0 9������ m ����������� λ(m' � ϕ(m'<

� ��� .��� : Ǳ���� x8�������� 2���� �����
 6���=��
 ��� +� (&' Ǳ�	����
 ��� ����������
������������ 2���� ����� f > +
 ��	��
 ��� x � #f � + (�� �����" #f��'� (-' ;���
 ���
+ < x < #e � + � ��� f �������� �����������"��� 2��$� ������ �� (&'� Ǳ�	����
 ���
������	 x �� �����" #e ����� #e�f� (>' / ���������
 !�� ��	�9$���� ���������� (?'@(?A'
������$ B�

��� .��� : Ǳ���� p 8 ������� �������� ������ C��� e > +
 ��	����
 ��� a ��������
������6��9�$� !�������� �� �����" pe ����� � ����	� �����
 	���� a8������6��9�$ 
!������ �� �����" p � ap�� �� + (�� �����" p�'� �Ǳ����������
 ��� λ(pe' � pe��(p� +'�
D��� 1�	� ��	�9�� � ���� +) � +E �����

��� .��� : Ǳ���� p8������� ������ F�����
 ��� a �� �������� ������6��9�$� !��������
�� �����" p� Ǳ�	����
 ��� 	���� a 	����� p ��� a�p���/q � + (�� �����" p' ���
��	����$0 �����$0 ����� q
 ������0 p� +�

��� .��� : Ǳ���������
 ��� e > +
 p8�������� ������� ����� � a8������6��9�$ 
!������ �� �����" p� ;�	����
 ��� ��6� a
 ��6� a*p �������� ������6��9�$� !��������
�� �����" pe� .�������
 G�� ���� +#�:

��� .��� : (&' Ǳ���� a�
 a� �9����� �����$ � m � ����� �0 �����	� �� �����" m ����$
�������������� λ� � λ�� Ǳ���������
 ��� λ �������� �������=�� �6��� 	����$� λ� �
λ�� ;�	����
 ��� aκ�

� aκ�
� ����� ���	
�� λ �� ��
�� m 
	 ��������������� ���� ����

κ� � κ�� ���������� ����������� ������ ������ ���
� λ� � λ� �������� ������� ������
 !" Ǳ���$ λ m"��������$��� ���	
�� �%��� &������ �� ��
�� m� '���(���� ���
λ m" ������ ���	
�� ��(
��� &������ �� ��
�� m� �� �� ��� aλ�m�

� )  �� ��
�� m"
����
�� ���
� a � m�������� ������� �����  *� ����$����� ������� +�"

� ��� �	
� �  ������������ ������������� �������" Ǳ���$ p � ������� �����
," ���������� ������ f x" - xn . c�x

n�� . � � � . cn� �
� ci ����� ����� '���� ���
a����� ����� 
	 �������� f a" � /  �� ��
�� p"� Ǳ���(���� ��� ����������
������

q x" - xn�� . q�x
n�� . � � �. qn��

� ����� ��&00���������� ������ ��� f x" �  x � a"q x"  �� ��
�� p" 
	 ����
���� x�
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�� Ǳ���� f�x�	�
�� �� �������� �
� � ���� Ǳ��
����� ��� f�x� ����� �� ����� n
�
������� ������ �� ��!��" p� �� �� ��#������� �� ����� n $���� ����� a� % � a < p�
�
���� ��� f�a� � % ��� ��!��" p��

&� '
� ��� �
� � � ���� ()� ���� ������� f�x� * xλ�p� � ( ����� p� ( �
������� �����+
���!��
������� ��#������� $���� ����� a � ���,!��� p� (�

��� -��� . /� ��� ��
����,� ������������� � ������� 0� ����� ��������� ��������, ��1
�������,� �����!����� � �
�!���� �
������ ((	�� ��������
��� 2������ �� ��!��" )e�
3
� 2�� ��������� ���� (( ������	� ��������
���� 2�������� �� ��!��" (%e ��4�
���
������� 05 3
��� �� ������ ������������� � ������� 0� ,��,"��, 
��
������
 �������1
�
����� 2������
�� �� ��!��,� 6e � )e5

��� -��� . 7��
���� ������� 0 ���� ���!�!�#�� ���
��������

��� -�� . 8���
���� �
���$� ���������� ��!��!,#�� ��������� a !�, �
�!�4� �� ��
��1
�� m� ��������� � �
��� 9�6�(�(:(� ���!���
4
,� ��� c * %�

� ��� -��� . �7�� ;
��
��, �<� =�>?�@AB���� /
��
����� ���
�����, ������� � ��������
!���� �����!
 �
���
���
� ������ ���4��2���� �����!��
���������� Ǳ���� Yn *
( C a C � � � C an��� �
� ��� Xn * �AYn C X�� DEF m !�, �������� �����
��� A �� ����1
��, 9�6�(:�G��
�� 7��
����� ��� !���
 �����!
 �Xn� �
��
 !���� �����!
 �Yn DEF m��� ��4!
 m� *

m/@&F�A, m��
�� 7��
����� ��� !���
 �����!
 �Yn DEF pe� �!��������,�� ���!�"#�� ������
��,��

��4!
 p	������� ������ �B� H��� a DEF p * %� !���
 �����!
 �
��
 (� �BB� H���
a DEF p * (� ��
 �
��
 pe� �
 ����"������ ����
��� ��4!
 p * 6� e � 6 � a DEF I * 9�
�BBB� H��� p * 6� e � 6 � a DEF I * 9� ��
 �
��
 �!�������� ���,!�� a �� ��!��" pe

���� ���� ((�� �
 ����"������ ����
,� ��4!
 a � �( ��� ��!��" 6e�� ��� ������� ��

�
��
 6� �BJ� H��� a DEF p > (� !���
 �����!
 �
��
 ���,!�� a �� ��!��" pe�

��� -��� . Ǳ���� � ������ ���4��2���� �����!��
��������� � �
����
����� �����!��
X� * % s	�
�����K�� ������������� $���� ������ �
���� ��� as � ( ��� ��!��" m��
7��
����� ��� @&F�Xs, m� * s �@&F	�
�����K� ��#� !��������	Ǳ����� �����

� ��� -��� . L���!��� �������� �
���!���, ��!��� m * bk � bl � ( �
��� ���
���� ���1
�� 4����
����� ��������"#�� �����
��� � �
�������
���� � ��������
��� � ���������
���� ���� 9�6�(�(:(I�� ����� ����� !������ �����!��

�������� Ǳ���	
��� � ��	
�
�	� ���
	�	 ���� ��������� ��� ������������
�	���
 ���	� ���� 
��������� ���
� b � a− � ������ ���
��� �������� 
	���	� 
m� � b 
����� ���� ����	 ������ �� 	��� m ������ �� !��� z"����#���	 ����	��
�����	��$ ��%��� &z � � 
�$ ��������� ����� �	�� � z � �' 
�$ 
	�$�������
����� �	��(� m"
���� ���#� # ����� �	�	 ze� ������	��

a � zk ) �, � ≤ k < e, &�(

�
�#�	�#��$	� *��� ����#�$�� Ǳ� �	��	�	 �������, ����� ����� c � �� -	����	��.
��	 ������%	��	 �	�	�� ��		� #�
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� *�� ���#�	��	 ������	�� ��� ����� ���	���� �����	��$2 ������ 
��������� �	.
�	�		��$ � �������#���$�

3�����	�� ����� a � B�)�� �
	 B"����	� ����� ����� �	�� ���� Ǳ��������

��� �2 ��� �2 ��� �2 �	
� � &�(



�� ��������	 �
��� �������

���	
 ���������
��� ��	�
� ��������� ���	�	���� � ����	�	 �������� � ��	��
�����	��� �������� ��	����	
�� �
 ��u �� �u�

Ǳ�  
�� ��!��	 �����
	��� ��	"#�	 ��� $�%� ����&� �'��������� � ��
	(
��
��	� )�� �	��
��
	���� �	&��	������� ������� ��
������ )���&� 	���	
�	�&���&� �	
  &�	���	�
�������� �  
�� �	
���� �'	��
	���� �&������ !
�
���������	
 ������ ������	 ��� $�%
 ������� ��������� *�	�	���������	 !����
���
� �	���
�
�!�� ���!�����

+��	 �  
�� ����	 '��	
 ������
�	�� ���� �������� ������� 
	����� ���������
� �	���
�
&��� ��	, ���	�
��, ��,�, ���	���, &����� �
��, �	�	��
���� ���!��(
��, !��	�� )���&� �	&�
���	 �	�	��
���

(

�&�	� &�& $�%

)
���
���&� ������� !
�

���
�
�!�� ������
	���� ���
�� 
	����� !
�'� ��&�"!�
� �, �� ������
�	����
-
� ���
�� 
	���� ������� � ���
�	� .�
	�/���0� &�
���	 �� �	�!�� �'������

Ǳ�������	 ���	���� &����� �
��� ���	����
	�����
� � ��&��������� 	��(
���� ��	�	��	
�� &�& ����	���		 /	��	 !���� s� 
�&�	� !
�

bs ≡ 1 $� �����" m%. $�%

$2	��	 !���� s ��	��� ��#	�
��	
� &���� �����
	�� �����	
����	
 �������� 
	��	(
�� �������3� 
�& &�& b &��
�� &������ ���
��� �	��
	�" m�%

4���� �����������
� ���!�����
� ���	����
	�����
�� ������ X� 5 1� 
�&
&�& 1 ��
�	!�	
�� � 	����	� Ǳ��  
�� �	�����	��� ���
���	��	 �����6$�% ���(
��
�� &

Xn 5
(
$an − �%c/b

)
789 m:

�� 	��� �������
� �����	��	 an − � 5 $b ; �%n − � � '����������� <�����	�
���!�
��

Xn 5 c
(
n ;

(
n

�

)
b ; · · ·;

(
n

s

)
bs−�

)
789 m. $=%

>�	 !�	�� ������	��� bs� bs�� � 
� �� ����� ��&�"!�
�� 
�& &�& ��� &��
�� m�
?����	��	 $=% �
��� ��!�
	����� !
� �	�',����� ������
�	
� �	&�
���	 �	(

/������	 ���!��� @��� a 5 �� �
	�/��� ���	� � � Xn ≡ cn $� �����" m%�
&�& �� ��	 ���	��� 
�& !
� ���	����
	�����
� ���	���&� �	 ���!����� @���
�
	�/��� ���	� �� 
� Xn ≡ cn ; cb

(
n
�

)
� � ����� ���	����
	�����
� �	 ����	�

���!����� A	��
��
	����� �  
�� ���!�	

Xn�� −Xn ≡ c ; cbn.

B�&�� �'������ ������
� �	��� ���	����
	���� �	�	����	���� !������ �����	(
�� ���
�� ���������
�" �
 n� B�!&� $Xn, Xn��, Xn��% ��	��� �	��
 �� ����� ��
!	
��	, ���&��
	� � 
�	,�	���� ���
����
�	C

x− �y ; z 5 d ; m,

x− �y ; z 5 d,

x− �y ; z 5 d−m,

x− �y ; z 5 d− �m,

��	 d 5 cb 789 m�
@��� �
	�/��� ���	� �� 
� ���	����
	�����
� �
�����
�� '��		 ��� �	�		

�,��	� �� ���!����"� �� ��	 	#	 ��#	�
��	
 ����&�� �
		�� ���������
� �	���
Xn� Xn�� � Xn��� B	�
� �&�����"
� !
� ���	����
	�����
� � �
	�/����� � �(
�	��	�� �	���
�
�!�� ,������ *��'#������ !
� ��	��	��	 �	����
�
� '���
���!	�� � �	&�
���, ���!��, �� �
	�/���	� ������ �� ��  
� �����������



������� �������� ���	
������ ���� ��

��	
��� �������������� ������� ��� ����������������  ����������� � �
���� ������ � ��������� !������� �	��"���� ��"������

Ǳ����������� ��������� ��� m $ ��� � a $ �k % �� &�
�� b $ �k� ��' ��� ����(
���� b� $ ��k '����� m� '�
�� k ≥ �)* ��������� ����� �� +�� k $ �,, �-, . . . , ���
�� ��������� ����� � � .������� ���������� � ����
���� ��� k $ ��, �/, 0� &�'��
����.���  ���'� .����� ���������� ��������� ��������� ��� k ≤ )� 1�� �.�������
��� a ≤ ��,� ��� '�' �� 	����� ��.��� ����� ���������" ��'�� ���	�� �.��
����
2��'� �� ��������� ���� �k % �� '�
�� m $ ���� �'� �����

��
�� m ����� w ± �� 
�� w3����� ���� '���� ����� m� ����4� 
������ ��
������ �� ���'�� ������ �����! ���� � ���'�" ��������� ����.����� 5��
	��� -6� &�'�� ����.��� � 7��� �	��� �� ���	�� �����.����� ����� ��'�������
�
�������8 �	��� �����.����� ����� ����
� 	�������� � .�������� c $ /�

9	��� ������'�	��� ��� ���'�" ��������� ������� ����!������� �� ����(
�������� 	������ �	��"����8 �� �����.����� ������� ���������� ��� ��
��
����� �'� ���� ������������� 
���������� � �� ��� ��
�� ����� ��.	�����
��������� �� 
���������  ���'�� ������������ :���"��� '��
�	7����� ����(
������������ ������ ���"�� ;��'�������" ���<� ��	������" � ��.���� ������
������ ��� ��� �	�	� ���.���� �	��"�����

�Ǳ�������	

�� ���� � Ǳ�����	
� �	� 
�������� �	 ����
�� ���	� B ������	
�� ��� ��������� ���
�

����
	 ����
����	
����	� ������� ���
� � ����������� �
������!

�� ��� � "
�� ���
 ��	
#��� �

��	���� ��
����
��� � ��������
 ��� ��$ ������%
	
�� ���&

�� ��� � "
�� ���
 ��	
#��� ��
��� �����'	�� ����
����	
����	�� ����� m (
)�� � a ( �*+*,-).)*& "
�� ���
 ��	
#���� 
��� ����	
�� ���
 a ( )��/)��/)�/*&

�� ��� � Ǳ�����	
� �	� 
��� m ( )e
� 0� 	� �������� ��	
#���� ���	���
	�$ ��� a123

0 ( ,!

�� ���� � 4��� �	� m ( pe�
� . . . pet

t � a ( * / kpf�
� . . . pft

t � ��
 a �����
	���$
	 ������$�
	
��
�� �!)!*!)5 � k � m6������ ����	�
 �����! Ǳ�����	
� �	� ��	
#��� ���

178��e�/f��, . . . , �et/ft��!

� �� ��� � 9���
 ���
�$ m ( w�* �� 	���! �!)!*!*:* ����	 ��	� ����������� � ��
���
�����'	�� ����
����	
����	� � ����������� �
������� �	��� 

 ��	
#��� ���
���
 + ��� ��;
& �<���������	
�� �
����	�	�� ���! ,!�

�� ���� � 9���� a �����
	���$
	 ������$� 	
��
�� �!)!*!)5� �� ������ ����	� � m=
��'	��� ��>
�	��
	 ����� a�� 	���
� �	� aa� � * ��� ������ m�! Ǳ�����	
� �	� a� ���
	
��	� ����	� ������� � 	
���� b!

� 	� ���� � ?

��	�� ������� ���
�� ���
�
�
�� ��� Xn�� ( �)�� / ��Xn 123 )�� �
X� ( *� ��� ���	
�	����� ��
���>�� �������@ ���	� Yn ( �*AXn/)���= 	���� Yn ����

��	� �������� #�B��� �
��� A � - � 	����� #�B� �Y�n, Y�n��, Y�n��� ����� ������	�
�����
 �� * AAA ������� ���
�� �	 �A� A� A� �� �-� -� -� � ��������	
��� ������
���	�	���! C� ����
 	��� ��� ���� ����
�
� �A AAA ���
��� ���������� �	� ��� 	�����
��	�
������ ����
 �
���� � �����
6��>
� �
� ����� ���� ��! D��� �� ��E$��	�
	���� 
������ �
����	�	 ����	���&



�� ��������	 �
��� �����

������ �����	 
	���

���	
��� ��	���	 �����������	 ����	�����	���������� �	 	�����	���� ��
��
�� ���
����� 
�	�� ������� ��	�����	��� ��� ����� ����� �� ��!��"�	�	�
# ���! �� �	�	 $��	� ���	�	� �$ �� ��$��		 ��%	���	���� ����	�������� !	�
������ &��  �� �	�����	���� ��'��� ����� ��� ����	 ��	�	��� ������!
�$�� �! ����!�� 
�� �� �	 ��� ����(� ��� ���	���� $��

# ���  � ����
	�	! ���
����� 
�	� �� ���	� ����� �$%	������� �(�
$�
��� �	���������
�� � ��� ����(� �	�	����� ���
����� 
�	�  �	!���� 	��
!��)*������ ��� ����� 
��$� ����
�� +	%	 $��		 ���
����", ����	�����	���
������ -���� ��� �	 ���� .���!	��  �	����� 
�� )��!���

Xn�� / 0aXn 1 c2 345 m 062

�� ����	� ����
�� $��		 � !	�		 ����(	 ���
����	 
���� 7�'	� � ����	���
���	�������� ����
	����  

Xn�� /
(
0aXn2 345 0m 1 62 1 c

)
345 m, 0�2

$��� 	%	 ����� ���
�����8 &��	�9 ����� ����	�����	������� ����	��� ����� ����

����� � $���(�� ���	� �	��������� :��! �$�� �!� �	� ���	��	�� �	���
� 
�� �������� �������$��� �	�� � ���	�	� ����	�����	������ 0�2 !� �����
��	! � �$����� �	�	������� ��� Xn�� / f0Xn2 � ��$������ �����
� )���*	� f �
# ���� ��6;66� ��6;6< ���� ���� 
�� �� ����	�����	������� �	������� �	��� �	$�
��!���� ��'	� 
	! ����	�����	������� ����
	���	 �� ����� ���� $��		 �	���
������ )���*� 062�

=�����	 ����!���! ������ ������ � ������	 ����
�� ������� ���
(	����
������ ����	�����	������ 062� >�	���� ������������ !	��� !�'	� $��� �$�$�
%	�� ���'	!� � �������
��� ������������ !	���9

Xn�� / 0dX�
n 1 aXn 1 c2 345 m. 0�2

# ���� ? �$�$%	�� �	��	!� ����6��@� 
��$� ����
�� �	�$���!�	  �������
��	
������ ��� a� c  d� ���	� 
��$� ����	�����	�������� ���	�	�	���� ������(	��
	! 0�2� !	�� �	��� !���!������ ���� m� # ���! ���
�	 �����
	�� �	 $��		
'	���	� 
	! � ��	���! !	���	�

=�� m� ������	 ����	��� ��	�	��" �� ��	�	���� �������
��� !	��� ��	����
'� A� A� ����" 0B� B� C4DEF4G2� Ǳ����

X� 345 � / �, Xn�� / Xn0Xn 1 62 345 �e, n ≥ I. 0�2

=����� ����	�����	������� !�'	� $��� ��
��	�� ��$� �	���� � ��� '	 �)�
)	��������"� 
��  062� $	 �"$�� $	��������� �� ������ �	�	����	��� J���
!	��� !		� ��	�	���" ��� � � �������! !	����! ��	�� ��������� )�� .	�!���
0D4K LEG3MKK2� N�� ����'�� Yn �����! �eXn� ��� 
�� Yn ����	��� 
���!
������� ��
����� ����
	���! � �	 ������	 �� !	%	�� ������ e ���	� � ���
����
��	������	�� 
��� Xn� �� Yn�� ��
�� �������	� �� ��	��! �e *)��! Y �

n 1�eYnO
=���! �����!� !	��� ����" � �	������� ��	�	� ��
� �	��
	� ����'�	����
!� !	���� ��	�� ��������� ������� ��
����� ������ �� ��������	� ����
	�	
������� �	����� =������	����	 ���	�	������ 	�� ���
������ ���	�	�� �
�����	 ����"� *���	!�� � ���	�	 � ���� ?�



����� ������ ���	�
 ��

���	
� �����
� �������
� ��� ����� ����
���� ����
���� ����� ���� 
���!"� ���#
�
�! �#
�� ���
��� ��"#�������#!��"�
� Ǳ��
�� #
��%��% ���	��&�� 
��% ��"#�������#!��"�
 ����#!�� �#
���%' ��	�� m ��
#
(
��#!�� ����� �#
��
"#��� ����!)����� ����� ��#���)�"� ���
��� ������� �*� 
#
 �#!+� 
 � �
�
� 
��, ���
"#��
�, 
"��#!(���"� #
+! ��#��!��� ��"�! ��"#�������#!��"�
� - ��� 
	�% "������� ��
 ��""������

 
��
 .�����"�
/ � ��(��#� ����� ��#�����"�� ��� �#
 
�� ���
��� �#
��� �� "�����! "#���%��"�
 ��"#�������#!��"�
� 0���
�� ��#���#!��
��#��
�! �#
���% ���
�� 
 "���"����� ��"��#!�� ���,����
, �#� &��	� ��������
1�
� 
( �
, "�"��
� � ���� ���� "��#��! Xn�� (��
"��
� �� Xn 
 Xn−�� � �� ��#!��
�� Xn� 2�	�� �#
�� ���
��� ����� ��"�
�! (�����
� m�� ��� ��� ��"#�������#! 
��"�! �� ������ ��������!"�� ���� �� ���� ��#����� �����"��� �Xn�λ, Xn�λ��� 3
�Xn, Xn���� ���� 4��#
 �5678 9:;<7=>� � �����#
�������% ������ ����"���#�� 
��% �� "���
"�
��"��% ���?����@

 � �A�A 	���� ��"+
�
# ����� "���
� ���������
" �����!) �����������	� "�����+��
� Xn 3 "���
�� �Xn−� ·Xn−���

Ǳ��"��%+�� ��"#�������#!��"�!� � ������% Xn�� (��
"
� �#�� ��� �� ����	�

( ��������
, (�����
%�B&�� ��"#�������#!��"�! �
"�# C
�����


Xn�� 3 �Xn D Xn−�� E6F m. �G�

�����% 	�������� ��""����
��#"� � ����#� �AG* , 	����� 
 ����� �� ���� �#
��
���
���� H�#!+�)� ��� m� �� ��"�� ����(���)�� ��� �
"#�� ��#������� " �����!)
�����������	� "�����+��
� C
�����
� �(�"#����� ������������ "#���%��� 
�
���
� ���(��� �������
� �G� ��" 	#����� ���(�� 
�����"��� ��� &#�	�����%
.�#�,�% ��
���/ 
"����
�� "#���%��, �
"�#� 4���� ����� ��""����
���! 	��� 
������ �
��

Xn�� 3 �Xn D Xn−k� E6F m, �I�

��	�� k B"����
��#!�� �#!+�� �
"#�� J�� ������������ "�����+��
� �#� ����� 
�� K�
���� -�
��� 
 L#���� �MNOO8� PEQR7� :8F S=OE T���� � ������� ���	�
���� ��
��������� ��� ���� k ≤ ��� ����������� ���������� ���� � ���� !������
�������" #���������$� ������� � ��!���� 
%
%�� ��� ���&���� �'( ��!)� ����
*�" ��� k + �, ��!)� ��� �'� ��-���� �'�%

.���� �)���( ��������'( �������� �'� �!������ /-% 0% 1������
�2% 3% 456789::� � /% Ǳ% 1)�� �<% =% 4>>?9� � ���@ ��) A�� �)��������% B��
�����-��� ����� � ���'��)C ���������� ��� � ���������)C ���D

Xn + �Xn−�� E Xn−��� F>G m, n ≥ ��, ���

��� mH����� ����� � X�, . . . , X��H���!�� �'� &��'� �� ��� ����'� �����%
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H5I=2@4=@8 J27@87@> KÆL=% MNOP:% "�-Q, RO,S, ��, "�$ � .RR: � �)�, MO,
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�� ������� �� ��	�� �� ��� ��������� ����� ��� � ������������ ��� ��
��! ��"���� ����������� "�� #�������  � #������ 	���$�� ��	� #������ �����
����#�� %� �� �	�#��! ��	�&����� � '�( ����&��� ���������������� �������
��
�� ����$���&  "����  ����&� ')������ � ����! ��� ����
� �� �����*�&�
*�����#� � ����������� "��� ��������� �������
�+Ǳ������ ����( , �� �����
������� #�����������! ��� ��� ������#������ ��	��� �� ����� #�������! ���� ���

n � ���������� ps� %��� � ����� ν - k−� ������ �� �#������
� .������ ��������!
���� �! ��� #������� ��	�� �+"�� ���� � ��	������
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� #�������
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 ��� #���
����� ������� nps 	
�� 	���$� ��� ���
 ����� ���� � ���$� 	��� ��5��������



����� �������� ��	
��		 Ǳ������	 �������� ��������	� ��

���	
�� n ����� �������	 ����� �������� ��������� � ����������� ��
� ����
���� n � ��� np� ���� ��!	 ���	�� � � "�������!��� ������� ���� ����
���� #��
��$ !� ��! ���	�� ��� ��� ������ ���!�� ������� ���!��	 �%���	��� ��!��& "��
������� � ���� ��� '������ ����� � ���'���!	 ����� ���(�� )���� #�!��������
����������� �� ����	*���� ��� n � �+++ ��� �+ +++ ��� ���� �++ +++ ��� ��
�����%� ���
� ��!!��������%� ����� ,� ��%�� ����� ��$������	 ������ ���
s � - � s � �-& "��� �������� ���� �� ���	�� . !������� !������ �� ������!���/� 
χ� ���� �� ����� �������

,���� �� !���	 ��!���	�� %���� ������!���/�  �!�� ��!!������	 !�����
���	�� ���( ����%���� ���*)�( ���� ���!�� p� � p�� Ǳ���������� p� � �

�
�

p� �
�

�
� � !������!���� !� !1�������������� "�������!��� �������� ����(�����

�����!�� ����� ����/��� ����*����� n ≥ -+ ����� ����	 ��������������	��*
�����!�	� 2������ "�� ��������� 3�%�� n � -+ ��'������ '������ V �����
������4 5Y� − 67�/6 8 56 − Y�7

�/�6 � �

��
r� �� −6 ≤ r ≤ �6� 9����	 ��!������

��!���	�� ����� � ������ !����� 5ν � �7 ����� � ���!�����! ��!���������� V �
χ����!���������� ���������� � �� ���� ��� ��!���������� V ����� �����	�� ���	�

�� !����� ��"���� ����� !�����	 ��!���	�� '�������� ������ ��� ����!�����	
������ ��!����������� :!�� ��'������ ��'������ �!(��� "�!��������� ������ � �
��������� V� ≤ V� ≤ · · · ≤ Vn ! !������!���*)��� ���� ���!� �� π� π� . . .  πn ��
����������� ��� '������ ���� ���!�	 p �������� � �������� π�8 · · ·8πj−� ≤ p <
π�8 · · ·8πj−�8πj � ;����� ����* <���/�����* �����= x %�� V ���	
� x ! ���� ��
��!�	* ≤ p � V ���	
� x ! ���� ���!�	* ≤ �− p� ;������� �����	 ��� !�)�!�����
���	�� ���� ����� ��!�� � ������>x � Vj � � ��
�� ������� �� n � -+ � ν � �
���'�����!  ��� ���/������ ����� �� �����%� ��!���������  !������!������
������!���/�� � ����� � �� p � �? 6? -6? 6+? �6? .6? � ..? �����

+, +, .-�, .-�, �.+�, �.-�, �.��

5! �����!�	* �� ���( ��! �����( '�����7� ;������� ���/����� ����� �� p � .6?
����� ��-� ��%�� ��� ����������� � ����� � ����� ��@�� ��� !�)�!������ ���	
��
Ǳ�"���� �!�� ���	'����	! �����/�� !������ ����!�� '������� V � �.-� '� .6?�
��� ������	 �� !���� �� ���� ���� ���!�	 ��%� ��� V ≥ �.-� ���	
� �.6?� 3�%��
n � -� !����/� ��� ��! ���� ��!���	�� !������ '������ np� � 6.-6 � np� �
�6.�6 ��%�� ����%�� �� ��!��%��	! ������ Ǳ��/������ ����� �� n � -� �����

.+-, .+-, .��, .�+, �.-., �.6�, 6.��.

,���� ���� �� ������	 ��� '������ �' ����� � ����� ���
�� �����������
��� n � 6+ �� !������!���*)� �����/� ���'�����!  � ��������( �!�����( �)�
���	
� ��������! �� ����� � ��� ��� n � -+4

.+�, .+�, .+�, .��, �.��, �.-�, �.

Ǳ������� '������ ��� n � �++4

+, +, .+�, .��, �.��, �, �.�-.

2��� � "��� !����� ��%�� nps ≥ �6 �� ������ ����%���� '������ � ����� �
(���
� ���	�� ����!����	�� ����� '����)�� /�1���

�����! � ������	��� ������ n ��!������� !������ :!�� �%���	��� ��!��
���!������	�� ��!���������� �� "�� ����� ��� �� �	! �!� ���	
� � ���	
� ���
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�� ��������
� 
 �	!�	�" ���������� ��
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���	#�� � ������(
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������ 
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�� �	��"���#$ ����
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��!�� 473(  443(��# ����	�$ �� )� �
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����	� !"�	 #�
�$
 � %	
���"
�
 �
&	'#��	(���#)
	'�� '	 '#���*+�,� &���,����,��

-�
����	� ./ X� 0 1, a 0 ��2�������, c 0 �3�4�4�4��, m 0 ���.

-�
����	� 5/ X� 0 1, a 0 �� 6 �, c 0 �, m 0 ���.

-�
����	� 7/ X� 0 23��2��4, a 0 ��, c 0 1, m 0 �1� 6 �.

-�
����	� �/ X� 0 ��2������, a 0 ��� 6 �, c 0 �, m 0 ���.
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 �������� ��� ��	��������
��	� !�������� $
��� !���
� ��	��������� !������� 	"������ ������� X�
	��"�
 	���
� %
� � 
������� ������� ��	
�������� F &x�� #��

F &x� ' ()&X ≤ x� ' �����
��	
�� �
� &X ≤ x�.

*� ��	� � ��������� 
�� �������� +����� &��	� �� &,�� ����	
����� -"��.��
��	��������� 	�������� ��������� �������� ��#�� X ��������
 
���� !�������
� � �� ������ 	 �����
��	
�� �

�
� /�
�� &��	� �� &0�� ����!��� -"��.�� ��	���������

���������� ��	
��������� 	������� ���	��������� ��	�� ���1�� ����" �
� �� /��	� �����
��	
� 
�#�� �
� X ≤ x� ���	
� ����� x� ��#�� � ≤ x ≤ �� *��������
�����
��	
�� �
�X ≤ �

�
� ������ �	
�	
������ �

�
� 2 ������. �� ��	� �� &3� ����	
�����

��������� ��	��������� 	"������ ������� V � χ�4���
���� &!��	� ��������
	"��� 	 �� 	
������� 	�������� 5
� ��	��������� � ��"#�� ���� ��������	� �

��� �� /���
��� �
� F &x� �	�#�� ��!��	
��
 �
 � �� �� ��#�� x ��!��	
��
 �
 −∞
�� 6∞�

7	� ������
� n ��!���	���� ��������� 	"������ ������� X � ��"4
��
� !������� X�� X�� . . . �Xn� 
� ����� �"��
 ��	
���
� ��
�����	��� �������

��	
�������� Fn&x�� #��

Fn&x� '
��	� X�, X�, . . . , Xn, 
����� �
� ��� ≤ x

n
. &���
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��� ��� 	�� ������! ����� ��	��	"��� ���������
#����� ��� 	� ��
�������	! F �x�� $� �	
� %� �&� ��	���� ��	��� 
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���	�	�� ��! ������� ����	 �
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45%�������&  ���� �
���������� � ����
��&������ ��	 χ�%�������&� $ ��
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�������� �������� χ�� -� ���� ���������� �� �����	�� ������� ���������%
�� �� ��������� � /� 8� . . . � 19 � ����"������� �� ��������� � �� �� . . . � 11� ��
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��� ���	����� � F (x) ��	��+� �������
:�������� ���� ���������& ��	������� ��%�����	
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���&� #$%���������� K�

���
� K−

���
	�+
�  ��� ��������� �� ��	
 � 	������


� 8// �� ������&� � ���
������ 	�+
�  ��� �� 
�������� ��� �� ��� �� ���� 8
(	��� ��������� ����� #$%�������� ������� �� 11%���"�����& 
������� � �� ��)�
:��
������ ��� ����+� ��
��� �������� �� ���� �� ?�	���	� ��� +�������� @
(���+�������& 	���� A�	���) ��+����� ����� ����� �� ���� �� � �� ���	� ��� χ�%
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 '
� () �������� ��� ,
�
����� ,�
/���� r�

�� ��	
��	� ���
�����
	� � ��������
��������� 	�+�� ������� 
���-
������� ���=���2�= � ���=���2�= ����� E	����� � ���� �����
 
����������
���� ������� /
���� ,
�
���� ��������
��������� ����,�� ��,
��
��� ���
����
�����

� �
/����� ��	�
 ��/���� ���������� ���� 
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 " ���� ������ 5� ,
��	 "
��� ���� ������ $� ,
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��� ���� ����������� Rp � Rq� ����� ������� ������ ���� �������
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 �� n! �����������
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i,j�� QiQjaij � ���������  �! ���"�# n  �$�� ����� %�����$���

χ�&���%�� ������ � t ���%��!�� ��� ��
'������ A� �� ����! ����� � ����� ����!���! �����
 � ������� C� � ���&

����   %!�� �����(�# ��)�� *���!(�! ������! ������� A ����� n−�C−�
� −

n−�C−�
� C�C

−�
� + n−�C−�

� C�C
−�
� C�C

−�
� − · · · � � ,� %��� �� � ���� �� C−�

� C�C
−�
�

���� %�����$��� ����� −-C−�� Ǳ,��� V ≈ QTC−�
� Q/�n− -��
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�t�� /������� Vj � 012�Utj , Utj��, . . . , Utj�t−��  �!
3 ≤ j < n� Ǳ������� �������
 4��5���&	������ � %��� ���������� V��
V�� . . . � Vn−�� 6���� ����� %������ 5�%����  ��� �� )�����! ���%�� �����!
Vj ����� F �x� � xt� 3 ≤ x ≤ �� '$� ���$� %�������� �������
 4��5���&
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� � V
t
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7�! �������! �������! ���# �� %������� �� )�����! ���%�� �����! Vj
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�5� ��  �������� U� ≤ x� U� ≤ x� . . .� Ut ≤ x� ����!� � ��� ���� �� �����
%����� ���� ���!�����
 Uk ≤ x %�� k � �, . . . , t� � �����9xx . . . x � xt�

�� �������� ����������� χ�&�������
 �$� %�����!�� ���� �5 �� �5 �
�������� ���� ,������� $� ����! � ��$ 
 ����5���� * ��(������� �������

 ��55 �� �� ����
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 ����5 ���"�
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 ����� ��"���� � ��� �������9��$���
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Xn 8Xn−�� ≡ Xn−�� 8Xn−�� !�� �����
 m1�

��� ��� �@	 ������� ����������� Xn−�� 8 Xn−�� 8 Xn−��� Ǳ������ ��	 ����
��:����	> �����

Xn −Xn−�� ≡ Xn−�� −Xn−��

�

Xn −Xn−�� ≡ Xn−�� −Xn−��.

B���> ��:� ����� Xn ���	��	�� @��:�� � Xn−�� ��� Xn−�� !��� ���C�� @��� @�
����:�>�� � �����D	> �����>��> ����	�����	�������1� ���� � �� C	 ��:����� ��		�
����?�> ?��� ������� � ���� ����	C������ Ǳ������� :�����	���� @���?	
�����	� ���	���� !�@���� �� ��	���� R ≈ ;� � �	 .1� E� 	��� ����
���� �: R �
@�>
�����> ����	C����� ��:����
D�> �: ������> ��������������� �� �����	��� ����
������� R′ @��	� �����	������ ����	��
 ��	> ��C�	��>� !F��� �: �����@�� �:@	�
C��� �	����� ������� � ���� ���@� ��@�������� ���	�	�	���	 ��	�	��� ����	�����
�	�������� ������:�� ������	�� ������X�� X�� X�� . . . ��� �����>��	 ������  ����
�� ������� �	 ������� ��	 �	���	 ��	�	��� ���C	���� {Xn, Xn−��, Xn−��, Xn−��} �
� ����	��� ����	C����� �	C�� ���� ��C�	��> ���	:��� ���@�	��� G�D	����	�
��C	 ���?�> �����@ �:@������ �� ���@�	�H��@������ ����	�����	����	 ������
���	�� ��� ��	���C�� I
?	� !JKL%MNO$1P ��� ��:�	� 2�;�;� Ǳ���@��	 :��	����
��C�� ������:����� �� �	�	������� �������� � :�����������	� � �����������
� �	�	����� �: ���� 2�;�.�.4.Q�1
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⌈
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ax � c

m

⌋)⌉

0
∑

�≤x<m

(⌊
ax � c

m

⌋
−
⌊

bx � c

m

⌋)
. ��"

�1������ ��� �−y� 0 −�y� � b 0 a−��" 2���� �$* �+�� ����������� �������$&
����* �� $��� �����3�4� � ������ 	*�� ��������� ���∑

�≤j<k

⌊
hj � c

k

⌋
0

�h− �"�k − �"

�
�

g − �

�
� g�c/g�, g 0 56!�h, k", �7"

��& �-	*
 %��*
 h � k� k > � �56!(���	���8�9 �	.�9 ��������"� 2�� ��� a �
m(������ �����*� ������ ��� :��$�� ����∑

�≤x<m

⌊
ax� c

m

⌋
0

�a− �"�m− �"

�
� c,

∑
�≤x<m

⌊
bx � c

m

⌋
0

�b − �"�m− �"

�
�

d− �

�
� c− �c � ! d"

� ��" ����$�� ����������

;������������� �����* < $���*����� ��� ��������� �������� �+�� �������,
����� ���� $��� $���������������� �	��.����& � �$��� �����+�.�� :$��%��
� � � � �� 1� ��'�
 ��$��&
 ���	���� �.��9 ��
����9 �����������& :$��%�,
&� =���> � =�������> &��&���& �
 ����� ��$& ������� 	���� ��������*�
�����%�&�/

δ�x" 0 �x�� �− �x� 0 ?x3%���� �����@A �B"

��x"" 0 x− �x� − �

�
� �

�
δ�x" 0 x− �x�� �

�
− �

�
δ�x" 0 x− �

�

(�x�� �x�). �4"

Ǳ������&& :$��%�&(��� =�����	�����&> :$��%�&� �������-.�&�& � ������ �&���
#$���� �� ���� 4 �������� �� '��:��� Ǳ������ ��'�� ��� * ����������� ��	�����
� :$��%��9 ��x""� � �� � �x� ��� �x�� ������� � ��� ��� ��x"" �	������ ����������
����� ������*� ���9�����/

��−x"" 0−��x""A �D"

��x�n"" 0 ��x"" ��& %���'� nA �E"

��nx"" 0 ��x""�
((

x�
�

n

))
� · · ·�

((
x�

n−�

n

))
��& %���'� n≥ � ���"

��� $��� �"�



����� ������������� �������� ���

	



�

�




�

�

���� �� Ǳ��������	�
 ��	��
 ��x���

��� 	
��
������ 	
���������� ������� 
���� � ����� ��������� �������
���
��� � ����� �� ���� 
�! �� ��	��"!�� �	
������� ��#�$%�&� ' 	���(") 
�*
������ +&,%+-, ����� 	���!��" ���⌈

x− s+x,

m

⌉
.

x− s+x,

m
−

((
x− s+x,

m

))
/

�

#
− �

#
δ

(
x− s+x,

m

)

.
x− s+x,

m
−

((
x− +ax / c,

m

))
/

�

#

.
x− s+x,

m
/

((
bx / c

m

))
/

�

#
, +��,

��� ���
(
x− s+x,

)
/m ����0�� �� ���� ����� ������� 1�0�� �����" ���∑

�≤x<m

x− s+x,

m
. �,

	�����"�� � x � s+x, 	
�����)� !������� �! {�, �, . . . , m − �} ����� ���� 
�!�
'���������"�� +��, ������∑

�≤x<m

⌈
x− s+x,

m

⌉
.

∑
�≤x<m

((
bx / c

m

))
/

m

#
. +�#,

Ǳ���" b . b�d m . m�d 0�� b� � m� 3 �!����� 	
����� ������ 4�� �!������ ���
+b�x, 567 m� 	
������� !������� {�, �, . . . , m� − �} � ������
�� 	�
���� ��0�� x
�!�������� �� � �� m� − �� 8! +-, +��, � 
��������((

b+x / m�, / c

m

))
.

((
bx / c

m

))
	������ ∑

�≤x<m

((
bx / c

m

))
. d

∑
�≤x<m�

((
bx / c

m

))

. d
∑

�≤x<m�

((
c

m
/

b�x

m�

))
. d

(( c

d

))
. +��,

9��
��� � ���������� ������� �! +�#, � +��,�

:��� �! ��������; ���
��� � ������< 	
��������� 	
� ����� ������ a � c
��	
� ������� ���������� ������
���� ����� ��� Xn�� < Xn� �� ����
�� ����



��� ��������	 �
��� �����

��� �	
�	� ���	�� �� ���
����� �	
���� d� �	
��� ������� d �		����
������ ����	�� �	�� ��
�� !"# ������	� ��	 $����	�% � ������ �	�� ��
	�
�#
��
��%&�

'
���(�� �	��� ��� �	
 �	��% ��
	��� �%�	�� a � c� )����	����
�������� �����	
��� �����	���� �������%* �� �	
�	� ���	�� +
����� C�
	���
���� � ����
 ����,

(
-	���
� !,�&

)
� �����

C .

(
m

∑
�≤x<m

xs!x& −
( ∑

�≤x<m

x

)�)/(
m

∑
�≤x<m

x� −
( ∑

�≤x<m

x

)�)
. !�/&

Ǳ���� x′1���	* 2
���� ��	 s!x′& . �� 3	$��

s!x& . m
((

ax4 c

m

))
4

m

,
5x 	.x′ 6. !�7&

8	���
%� �	�	�% �	��	���	 �	
������ 
��� ��$	 �%������ � �	�	(�� ����%

σ!h, k, c& . �,
∑

�≤j<k

((
j

k

))((
hj 4 c

k

))
, !��&

��#�	* -��� ��� �	������(* � ��	�	�%� ������������ �������� 9 ���%����
���������� ������ ���������� ��� ��� )����� :����� !;<=<>?@=& ��
 -��� ��
σ!h, k, �& � �AB� $	��� �	$�� �	������	��
 �	�	������ ���	���� )������ 5'��
���	�� C� D?<EF@@� ���������� ����	 
����� ,@= <=� !�AG,&� /��H/BA�6

I��	
���� �	����	��	 ������% -	���
%

∑
�≤x<m

x .
m!m− �&

,
�

∑
�≤x<m

x� �
m�m− �

�
��m− ��
�

,

���	
 ���
���
���� ���� �

C �
mσ�a, m, c�− � � ��m− x′ − c�

m� − � ����

���� ���� ��� ��	 	�	 m 
���
 
���� 
�� 
�! �
"�
 
��
�#�� ����� �
�$%	�
�/m # �
���#�� ��#�#"����& '
�����

C ≈ σ�a, m, c�/m ��(�

� �
��� �
���& �
 ��
�&��
) ���#�#��! ���� �)! ��� �/m�
*�#���#) ���#����
) 	
����$+## ��)��� ��
%#��$ 	 
���%����#& ������#$ ���,

�� -�%�	#�%� σ�a, m, c�� .��#��$�� σ�a, m, c� ���
���%������
 #� 
���%����#$ ����
�� ����� ���
���%������
�
 ���#����#$ 	
/''#+#���� 	
����$+##! �
! 	 ������&!
��0�����&� ��
���� ���
%� ����
�
 �
%����� ���� -�%�	#�%��

����� � ������� ���	
����	 ��� ��

 �����	����� Ǳ���� h� k � c������

��	�
� �	�� � ≤ c < k� � < h ≤ k � �	�� h � k��
���� ���	��� ��	�
� ��

σ�h, k, c� � σ�k, h, c� �
h

k
�

k

h
�

�

hk
�

�c�

hk
− �

⌊
c

h

⌋
− �e�h, c�, ��	�

���

e�h, c� � 
c��� � 
c �� h 	���. ����



����� ������������� �������� ���

���������	
���� ���	
��� ���	��� ���	�	�����
� ����� ��� ��� �	��� ����
��������� ��� ���� �	
���
�

σ h, k, c! " σ k, h, c! # σ h, k, �! " σ k, h, �! "
$c�

hk
− $

⌊
c

h

⌋
− �e h, c! " �  %�!

 ��� &��� $!� '��� ���	�� ���& ������ ��� c # ��
Ǳ��
���� ��� ���	�	�����
�� 
 ������� �������&���� ��������) �����

�� ����*)� �� �&+��
&� ����	����� ,� -	���*&  .� /012345!� 6�� �7��
������
8�� ������ ���	�	�����
�� �� ���	�	�����
� � ��������
	��� 9����	��)�
���8�	��
	��7 �&��  ��� &��� �!� �� ��� ���&�+�� ����	 ��8������ 8����
�	��	������� ������7� �� ��8&��� �8)��� ��� �	�	� �	���� ���	� ��9���& ��
8�� ��&������

Ǳ&��� f x! � g x!:�������)� �������) ���&�+�� �8�	���;

f x! # � " x " · · ·" xk−� #  xk − �!/ x− �!,

g x! # x " %x� " · · ·"  k − �!xk−�

# xf ′ x! # kxk/ x− �!− x xk − �!/ x− �!�.

 %%!

<��� ω :��������)7 k�7 ����� �� ����*) e�πi/k� �� �� =���&� ��%�>? ��! ���&�
���

�

k

∑
�≤j<k

ω−jrg ωjx! # rxr , ��� � ≤ r < k.  %�!

Ǳ������ x # �� ����	 g ωjx! # k/ ωj − �!� ��� j 	# �� ��	� 9�� 
)�	��� �	
��
k k − �!/%� Ǳ�9���&

r @AB k #
∑

�<j<k

ω−jr

ωj − �
" �

�
 k − �!, ��� r *���

(
C	
���
�  %�! ���	�)
	�� ��� ��	
	� �	��� �	
�	 r� ����	 � ≤ r < k� � ��	 �

�������� ��� ���8	
���� � r ����	� ��	����� k�
)

D���
	������((
r

k

))
#

�

k

∑
�<j<k

ω−jr

ωj − �
− �

%k
"

�

%
δ
(

r

k

)
.  %E!

6�	 
	��	� =���&�	� �����	� ���	
���
	 ��� 
�� *�)� r� ���
���� �
��� ����
�� 
)�������� 
����	�+�   r/k!!� � �&��	�� �����	+�� k�7 ����� ����*)�
��	 ������	
��� ��
) 
���������� ��� 
)������7� F �	�������� ���&���
���&�+&� =���&�&� ����	 h ⊥ k;

σ h, k, �! "
� k − �!

k�
#

�%

k�

∑
�<r<k

∑
�<i<k

∑
�<j<k

ω−ir

ωi − �

ω−jhr

ωj − �
.  %G!

Ǳ�	
	�  �	��� ���� 8)�� &���+�	� ��� ����&�����
	��  �� r� Ǳ��&���∑
�≤r<k ωrs # f ωs! # �� ��� s @AB k 	# �� C	
���
�  %G! �
���� �

σ h, k, �! "
� k − �!

k
#

�%

k

∑
�<j<k

�

 ω−jh − �! ωj − �!
.  %$!



��� ��������	 �
��� �����

���	
����� �
���	� �
	���� �	� σ�k, h, �� � ζ � e�πi/h �����
 ω�
�� ���
� �
 ��	��� � ����
� � !�� 
���"
 ��#������� $	������%� ���
� �� ���&


'��(
������ 
��
����%� �� �
� ��"��� �
 "�)�%� 	�� ����% ��	����� ���"*���

� ωj � ��� � < j < k� +	��
����	��
� ����%� � ��#�
���� '������ �
 k&� "
����
�( �����*%� 
�	��%� 
� �� ,
��� x�� x�� . . . � xn -��(	��%� "
��	�"��%� ��	��
�
	���� ��������


n∑
j��

�

�xj − x�� . . . �xj − xj−���x− xj��xj − xj��� . . . �xj − xn�

�
�

�x− x�� . . . �x− xn�
� � .�

"
�
�
� �
)�
 �%����� � ��(�	����� ���������� 
'%�
�
 ���
�� ��(	
)���� ��
$	��������%� ��
'� � ����
� ���� $�
�
 ���������� ,�
�� �
�
� ��	� q�x� � �x −
y���x − y�� . . . �x− ym�� �������	��


q′�yj� � �yj − y�� . . . �yj − yj−���yj − yj��� . . . �yj − ym�/ � ��

$�
 �
)�����
 ���
 ���
	�(����� �	� ���
#���� �%��)����� �
�
'�%0 	��
� �&
��� � .�� ,
��� h � k-�(����
 ��
��%�� ��� ��	� ω� ω�� . . . � ωk−�� ζ� ζ�� . . . �
ζh−� ��(	��%� Ǳ
$�
�� �
)�
 �����
����� �
���	� � .� � ����
� �	��� �	�
�
	��
�� �x−ω� . . . �x−ωk−���x−ζ� . . . �x−ζh−�� � �xk − ���xh − ��/�x− ���� �
	���
�	���2#�� �
)�����
 �	� x3

�

h

∑
�<j<h

ζj�ζj−���

�ζjk−���x−ζj�
4

�

k

∑
�<j<k

ωj�ωj−���

�ωjh−���x−ωj�
�

�x−���

�xh−���xk−��
. � 5�
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 ����� ��
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(�
	��� �
	���� ��
�
��	���%� �
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��	% �	� ���� ���
�
'�� � !�� ��������� ��	� � 5� ���)�% ��
��������*��
����
�
 x � ��������� x → �� �
	�����

 

h

∑
�<j<h

ζj�ζj − ���

�ζjk − ����− ζj��
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k

∑
�<j<k

ωj�ωj − ���

�ωjh − ����− ωj��

�
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(
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k
4
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(
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− �

 h
− �

 k
,

$"����	����
� )�	���
�� ��(�	������

8���� 9 ���� ���
 (������2 ���"*�2 f�h, k, c�� ��"�2� �


σ�h, k, c� � f�h, k, c�− σ�k, h, c�, ����

"�"��� '% �� '%	� �(����
 ��
��%� ��	� h � k� ��"��� �
 � < h ≤ k� � ≤ c < k�
:( 
�����	���� ��!� �	������ �


σ�k, h, c� � σ�k ;<= h, h, c ;<= h�. ����
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Ǳ��	�
� 
��� ���	��� ����������	� ���� ��� ����� σ�h, k, c� ��	�
 �
������
����
�	���� ��� � �� ���	
� !�������

"����#��� ����$��� ������#��	� �� �� 
% &���� �����&� ��������
 �	�
�	���	���' ���������� Ǳ�����
� (	� m� ) k� m� ) h� c� ) c� � ���	���

�����'$�' 	�&�����

m� ) a�m� * m� c� ) b�m� * c�
m� ) a�m� * m� c� ) b�m� * c�
m� ) a�m� * m� c� ) b�m� * c�
m� ) a�m� c� ) b�m� * c�

��+�

,����

aj ) �mj/mj���, bj ) �cj/mj���,
mj�� ) mj -./ mj��, cj�� ) cj -./ mj��.

����

0	�'�� ������	� (	�

� ≤ mj�� < mj, � ≤ cj < mj . ��1�

"�� ���&�	�� ����������
� (	� �� ���	
 !������ ����(�	�� � ��+� ����� (�	%2
��3 �	�����#� 4	� ������������ &���	 �
�	� �	���	���� ����&�' 	�#� ��	����
�&�'���	�� � �&$�
 ���(��� 5�� ��� h � k 6����
� ����	%� (����� ��� �(���
� ��+� ������	 ������	� m� ) � � c� ) ��

"����	�
 	����� (	� c� 	) �� � c� ) � ��� 	� �� (	�&% ����(�	� �77��	 �	
���
���� �������	�# ��������%� 8����	�� ���� � ���� ��'	

σ�h, k, c� ) σ�m�, m�, c��

) f�m�, m�, c��− σ�m�, m�, c��

) · · ·
) f�m�, m�, c��− f�m�, m�, c�� * f�m�, m�, c��− f�m�, m�, c��.

Ǳ����� (��	� h/k * k/h 7��
��% ��� f�h, k, c� � ���� �������	 � ��&�����'

m�

m�

*
m�

m�

− m�

m�

− m�

m�

*
m�

m�

*
m�

m�

− m�

m�

− m�

m�

� �&$�# 7��
���� ��	���� �����	�� �

h

k
*

m� −m�

m�

− m� −m�

m�

*
m� −m�

m�

− m�

m�

)
h

k
* a� − a� * a� − a�.
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�	��� � 1�;��<��� � ��� �
� 7��
���
� ������� 1�;�� ����(�


�

m�m�

− �

m�m�

*
�

m�m�

− �

m�m�

)
h′

k
− �, ��;�

 �� h′ 6����	���� ����� (����� ������	����'$��

h′h ≡ � ��� 
����' k�, � < h′ ≤ k. ��=�
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h" h′

k
" �a� − a� " a� − a��− #�b� − b� " b� − b��

" #

(
c��

m�m�

− c��
m�m�

"
c��

m�m�

− c��
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)
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	 ������! ���
�$� ����� Ǳ������& �'(
)��� ��� ���� 	 ��*� �
(���

������� �� Ǳ���� h� k � c�	
��
 ���� � � < h ≤ k� � ≤ c < k � h� �������
������� � k� ������
� ������	� �������� � ��� ���
�
�
�� � ����� � ��
���������
�� ���	
�� ����������� ����
 t  �!�� � mt�� � �� Ǳ���� s�����
�� �" ���
���
��� ������!� cs � �� � ����� ���� h′ ���
�
�
�� � ��#�� #�!��

σ�h, k, c� �
h" h′

k
"

∑
�≤j≤t

�−��j��
(

aj − #bj " #
c�j

mjmj��

)
" �

(
�−��s " δs�

)− � " �−��t.
+
������ ,	�
��� �*��
)�� ���
�'��(��� 	 ��'�
 -�.��/ 	
����� a�� a��

. . . � at ��'�	�0��� ���������� 	��	
������ h/k� 1���� -�.��2 (��'�	��� ���
���
� ����$�& t ������� � ��	��!���� 345φ k/ �
��	��
)��� �(��� �������
���(� ���) ������ 	����
��� 6
�� c�j/mjmj�� ����� (�������) * ��
)7/
�88���	��& �
������ �
� �$��� σ�h, k, c� ����� ��&�� 	 (��� �9�

:'(��	 ����*��� �(��� �������� ������� ��
(���� '����� �
� 	�;
���
��� ����
)���� ���88�$���� ����
�$���

Ǳ�
��� �� $�"�� �
�������" ��%&&�	�
��� ��!�� m � ���� a � ��� " �� c � ��

�
����� :' ��9� �
�(�� ��� ����	�
�	� ������7��

C �
(
���σ���� " �, ���, ��− � " #���� − ���� − ��− ��)/���� − ��.

6���� 	����
��) σ���� " �, ���, ��� ����� ����'�	��) �
�(0*(0 ���
�$(�

m� � �
�� c� � �

m� � �
�� " � a� � � c� � � b� � �

m� � �
�� − � a� � � c� � � b� � �

m� � � a� � �
�� − � c� � � b� � �

m� � � a� � � c� � � b� � �

1�� ��� h′ � ��� " �� ��� '����� 	 ����	���	�� � �����& < �����	���� ��	���
��� − � " �−��� 1���� ����'���

C � ��	
 " .�/���� − �� � �

�
" ε, |ε| < �−	�. ��9�

Ǳ������� ����
�$�� ������� ��	�7�� �(� ������� ��
��� ���) ( �
(��&��&
���
��	��
)������ =������ ���� ������� ��� ���) ��'��& ����$��
 � ��
����� ��
� �� ��������) � ���)7 ��� ��
(��&��&�



����� ������������� �������� ���

Ǳ����� �� ����� ����	�
���� �������� ����������� �����	��� ����	�����

���� m � ����� a � ������ c � �������	
��
�������� ���������� �������� C ≈ σ�a, m, c�/m� ���������� ���������

���� !"�� �#����$

m� � ����������� c� � �������	
�
m� � ����� a� � %%%%�� c� � &�
� b� � ������
m� � ��� a� � ��� c� � 
� b� � &�
m� � � a� � ��� c� � � b� � 
�

σ�m�, m�, c�� � −��.	%�		
�
��' C ≈ −� · ��−�. ����

(� ����� ���� )�� ����* ��������� �������� C� (� �����+��� ,������� ����
���*-� �. ��� �� ���	�� �� �� ���� ����� ������ �	������� ����	� �������
�� � �� � ��� ������ �����	���� ����	����� /�-�� �#����. ���#0����� ��� ��
����������� ����* ���-�1 �����*��1 -�)22�+���� -����+���

Ǳ����� ��  ������ �����	���! ����	���! �	� ����"	���� a� m � c�
�������� 3��� �������* ���*-� ���� �� ������4���� ����. �� ��� �����

σ�a, m, c� ≈ m

a
5 	

c�

am
− 	

c

a
− σ�m, a, c�.

Ǳ��-��*- ��  �� �� ���� ��. ��� |σ�m, a, c�| < a. ���������� ������4����

C ≈ σ�a, m, c�

m
≈ �

a

(
�− 	

c

m
5 	

(
c

m

)�)
. ��%�

74�#-� )��1 ����-����+�� �� �#���!���1 �������� ���*4� �a 5 	�/m�
7+��-� � ��%�8)�� ����1 ��������1 ���������-�1 �� �*���. -���!"�19

�� �� ��1����� -��, )����0 ������������*�����1 �,���������� :� :� ;��)!
�<� <� =>?@A>B� C#$%& 	 ��%	��. &�D&�E ��� ��� �,� �������  �������� �� ���� ���	


��������� ������ x. ��F�"�� ��F� � � m. ������ ��,�. ���#� ����������*
���*-� +���� ����� ����  �� ���� G���� H���� I��#�,� �JKLMNO PL@@OQ@LR@L�
C&'()� %*+,� 
� ��%	��. ���D��%E ��4�� ������ ��-�������. �-�!��� � �+��- 
�4�#-��

/�- �������* ���� �� ����0 , ����0 ,��� � ������ -���*!����1 �� -�S
T��� ���������� ��4� ����-����+�� #��� ������ -��-���1. ��� #��� ����9
4���� ����������1 �� ��-��-�� U!�� ��#����� 0��4�� ,������� � ��������
�0  F������ ,���������. -����4����� 0��4��� � ���-� ����� -����� ��%��
V���� ��� �� ����������� �� ��+�� ���#���� �����*� ���0 ,�������� �� ��1��0
����� #��� ��*���� �������� ���*-� � ����� � ��,����� ������

��������� 	�
������	���� �����

� ��������	 Ǳ�Ǳ �������� ������

���� � �������� ��� ������

3��� ��*���� �������������* �4�#-�. �� ��F�� � �4� �����*. -�- #���
��� "��� ��� ����#����� � ��%�� ��9����0. -��9-�� ��-������ �������,��.
��� �����*-�� �����*��� -����+�� �� +���� ����� �������� 0��4�1 ,�9
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�	� ��
��
�	���� �����	�
��� ���

(���
�	
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√
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∑
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j ������
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j ��������

aj .
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∑
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j ������
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�
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����� ��������
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��	�� �� ��
�������  !� "#$%&#'(%)*� +��� ���
�� � ,���� p, q, r ������ ����	�
�
�� �	����	����� 
��-�-�� 	�

ρ p, q, r* . ρ q, r, p* . ρ r, p, q* /
p

qr
.

q

rp
.

r

pq
� 0.

 1���� �������	� 
�2 ���� 3�
����
� ��� c / 4 2��2�	�2 ,��	��� ���,��� ��� r / 5�*

�� 6��� 7 8����	���	 �� ����	�� 
����	����	�� 	��
��	�� ��
�������  ���� 9* � ���
����������� � ,��	��� ���,�� ��	�
� 
����	����	�� ���� :;

��� 6��� 7 Ǳ�����	�� ,	� ��-
� 4 < h < k� 	� ����� ��-�� �����	� σ k � h, k, c* �
σ h, k,�c* � 	������� σ h, k, c*�

��� 6��� 7 =������� �����
����� � ��
���� ��������	� ��� �>���	� σ h, k, c*� ��-
� h
� k ?������ ����	�� ,���� � c?>���� ,����� @ ����� ���,�� 
�����	�� ,	�

#* σ dh, dk, dc* / σ h, k, c* 
�2 >���� d > 4A

B* σ h, k, c . θ* / σ h, k, c* . C  h�c/k** 
�2 >���� c� 
���	��	������ 4 < θ < 5� h � k �
hh� � 5  �� ��
��� k*�

��� 6��� 7 Ǳ�����	�� ,	� ���� h � k ?������ ����	�� ,���� � c?>���� ,����� 	�
�σ h, k, c*� �  k � 5* k � D*/k�

��� 6��� 7 ������	� ������	��  DC* 	��� ,	��� ����,�	� ��������� 
�2 σ h, k, c*.

� ��� 6��� 7 E������� ���-��F�	��� -�����	��� 
�2 ��	���-� m / D��� a / D�� . 5� c / 5�
��� ��
���-��	 ����������� ������2>������� ���	���� 
�2 	��� -���� �� 5 444 �����
��
��	������ ,����� @ �����	�	� F	�-� ���� ����,��� �,��� ������2 ������2>�2� ������2
���
� 4�D � 4�0 � ���
�� ���,��� G��� ����� ���������2 ������2>�2 
����-� -�����	����
�2	�2 �� ���� D�� ,����� �����
�;

��� 6��� 7 ������	� ����� � 	��� ,	��� �� ����� ���� ������2	� � ��	
���������

,����� c� 4 � c < k�

�	� 6��� 7 1�
��� 	����>� +����
�� ����
������2 �  0D*� Ǳ��	� p� / 5� p� / a� � pj /
ajpj�� . pj�� 
�2 5 < j � t� Ǳ�����	�� ,	� ������� ,��	� ���� � 	������ H ��-�	
��	� ���������� ���
����� ������� �����2���� ������2	� ��,������2 � ��>�����
,������I

�

��j�t

 �5*j�� c�j
mjmj��

/
5

m�

�

��j�t

 �5*j��bj cj . cj��*pj��.

6�������� 3�����	� 	��
��	��
�

��j�r����
j��/mjmj�� � ����

r��pr��/m�mr�� ��� � �
r � t�	

��� 
��� 	 ������� �������� ���������� σ�h, k, c� ��� ����� h� k� c� ������������ ��
������!����� ������� "� #� ���!�� ����$%����$ ���$&� ���'����&� ����� ����� ��
�������������( �������$��� � ����� ���!�� )��$ %����� � ���� A * B/k� ��� A � B+
����� ����� ���� ��� �,�� Ǳ� ��%��!����� ����$%�(�� ���$&� &������� ����� ���������
��� ���������� %��������� ������ ����� ���)� ������$ ��&�( ������� &�& a�� a�� . . . � at�

� ��� 
��� 	 �.� /���� �0� "12324��� /��� ���!����$��� ����� ����� h� k� z� Ǳ���$

S�h, k, c, z� �
�

��j<z

((
hj * c

k

))
.

Ǳ�&�!���� ��� ����� ��!�� )��$ ��������� � ��)��!����( '���� � �������� �)�)5
 ����� ���� /���&���� � ����)��%��( '��&���� 
������	
� 6���� z � k� ��������
�j/k����j�z�/k� ����� � ��� 7 � j < z � ����� 7 ��� z � j < k� �8���� ��!�� �&�����$
�����( ���!����$ � �������$ ������������ � 7 � j < k�	
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� �
� ����� �
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��� # � 5� �����	
 �
���	���	� 	� �� �	�
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 � ���	�
	�	��,���
�
���	���	�� ��� ��������� ����
����	
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��
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�� �� 	���� ���! �
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�� �������	� �
��������
����! 	�������� ���� m �����
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������ �
�������	# ��� ����� �������� ����
������� �����������!�
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���	 ����� m -��� ��� c 	1 /. ��� ���
m2�
����� ����� � c 1 /# � ��
�� �	��� ���� m − �� � �������	 ������
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�����	 ����� -/, /, . . . , /. � 	�������� -�.# ����� ����� ���� 
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�� �� ��� �
�� �	��
!", ", . . . , "#� $��
��	��%�& � � 	�� ��	����	% �������� U & �	 �� ��	� ����
���� �������� q 
��	 ��� ����������	� � ������	��� '�
� ����	���� �� 
�
���
���� ����������	��� ���� �������%��� ����	���( 	 !", ", . . . , "# 

����������	� � q ) �& � �����*

+,-
����������	
�� x�,...,xt

{√
x� . · · ·. x�t

∣∣∣ xu . · · ·. xtut ) �
}

. !��#

� �	��	�	��� � ��������	�� /�� !��� ���� �����0�"# �����

!xu . · · ·. xtut#
� ≤ !x� . · · ·. x�t # !u

�
 . · · ·. u�t #, !��#

���
��	��%�& ������� � !��# 
�	����	��& ��
� �� 
� xj ) uj/!u
�
 . · · · . u�t #�

1	 ������	& �	 ����	���� �� 
� ���
���� ����������	��� ����

�
/√

u� . · · ·. u�t ) �/
����!U#. !��#

2������ ������& ������ �������� νt 	�� ����� 
���� ���	������ ���	��
U & ���
���(3�� ������	� ����������	�� {X ·U ) q | 4��� q}& � �	���
�
�� �	�� ��� 5�����	� L��

'��� ���	� U ) !u, . . . , ut# 
� �� 6�	% ��������� � �
���	���	% 	��6�
����( V ·U ) 4��� 
�� ���� V � L�� � ���	��	�& 	�� ��� ��� 	��� !�, ", . . . , "#&
!", �, . . . , "#& . . . & !", ", . . . , �# �����
�� �	 L�& ��� uj 
� �� 6�	% 4������ /���
	�& 	�� ��� V �����
�� �	 L�& ������& �	


m !u . au� . · · ·. at−ut#74����&

	� ��
u . au� . · · ·. at−ut ≡ " !� �
��( m#. !�8#

9 ��6�	& �(6� �������� 4���� ���	� U ) !u, . . . , ut#& �
���	���(3�� !�8#&
���
����	 ������	� ����������	�� � ��6�
����� ����	����& 	�� ��� 6�
�	
����	� ��� L�� $������� ������
���� !yV . · · · . ytVt# ·U 6�
�	 4���� 
��
���� 4���� y& . . . & yt� :� 
������& �	

ν�t ) +,-
�u�,...,ut�	���,...,��

{
u�. · · ·.u�t

∣∣ u.au�. · · ·.at−ut ≡ " !� �
��( m#
}

) +,-
�x�,...,xt�	���,...,��

(
!mx−ax�−a�x�− · · · −at−xt#

�.x��.x��. · · ·.x�t
)
.

!�;#

�� �������	�
� ��
��
������� �������� $��
�� ����	���%��� ���	���� �
��
��� ��� 
���� �������%�� �������� !�;#� < ��� � � ���	� �������%��
�������� �� �������� 	���� �������= >��6 ����� �����
����� �� ��
�	 �
���� �����& 	�� ��� m7���% 6�%�� � �������& ���
�	����(3�� ����	�������
��	�����

?�
�	 ��	����� �& ��� �& 6��� ����� �����6	�	% �������	��%��� ���
	
� ������� 
� � 6��� 63�� ��6����* ����� ���������	
 ����
��
 
������

f!x, . . . , xt# ) !ux . · · ·. utxt#
� . · · ·. !utx . · · ·. uttxt#

� !�@#

�	 �
� �
���
�� �
��� 
��	��� !x, . . . , xt# 
�� �(6� ����� 
���� ��	��4�
� �5���4���	��� U ) !uij#� ���� ���� !�@# ������ �� �	��%� ���
������
���
��	���� ���� 	 t ����������� '�� ��� U7����� 
����� ��	��4�& !�@#
�� � �	 6�	% �����& ���� �� ��� xj ����� ���(�



��� ��������	 �
��� �����

���	
�� � U�� . . . � Ut ��� ����	 U� ����� ���� ����� ���	���� �

f�x�, . . . , xt� � �x�U� � · · ·� xtUt� · �x�U� � · · ·� xtUt�, �� �

������ �!	�" ������ x�U��· · ·�xtUt� #��"��������$ ����	%� U 	���� �&����'(
����	%'� � )�� ����*���� *�� ����� ��+�	 ��	�������"� �&����� ������!���"�
�����" V�, . . . , Vt� ��	�� *��

Ui ·Vj � δij , � ≤ i, j ≤ t. ��,�

#���	���� � *������ �!'*�� ��-�� ����	�(.�� � ��$�	 �� ������!��"� �	���	���
��!'*	�

U� � � m, /, /, . . . , /�, V� �
�

m ��, a, a�, . . . , at−��,

U� � � −a, �, /, . . . , /�, V� � �/, �, /, . . . , /�,

U� � � −a�, /, �, . . . , /�, V� � �/, /, �, . . . , /�,

� � � � � � � � � � � �

Ut � �−at−�, /, /, . . . , ��, Vt � �/, /, /, . . . , ��.

��/�

0�	 Vj ��*�� ����" ������� � �� �,�� ����"� 	���!�����!	�� �!$ ������!��	$
��*�!���+ ��
��	 L�� 1� 	 ����������� *	����!�� ����� ��� ��������	$2 ��+���	3
��!���� �" ��*	��!	 � ���	���!���+ ��
��	 L�� ������!����+ !(&"� ����������
!	��+�� �����	�	�"4 ������� V�, . . . , Vt� 5����"� 	���!��'��"� ���	 �"
�� ���'�
&"�� �&�&.��"� *��&" �������� *�� ���	��!���� ������$�	� ����' �	����!���3
��$�	 � ���"��(.�� ��� ��*	 ����+���� ����� �	�	�'�' ����� ��� �)66	%	���"
uij ������!��" � ��,� ���� '��� ���

Ǳ���"+ 
�� � �	�	�	��%		 �� �8�� ������	�  ���*��+ ����*�2 ���&4��	��
�������� *�� �!$ ��4�����	$ �	�	�'�� ��� ���&4��	����	 � &�����*��� �����3
���� ������� �x�, . . . , xt�. 9��&�� �"���	�� xk *���� �����" V�, . . . , Vt� � 	�����

xk � �x�U� � · · ·� xtUt� ·Vk,

	 	� ����������� 1�
	 ��!'*	�� �����������(
�x�U� � · · ·� xtUt� ·Vk

)� ≤ f�x�, . . . , xt��Vk ·Vk�.

:��� ��!'*��� '��&��$ ���4�$$ ����	%� ����+ ����	���" xk�

����� �� Ǳ���� �x�, . . . , xt������	�
�� 
����� �������������� �� �� � �����
�y�, . . . , yt��	���� ����	�
�� ��	����	����� 
����� �����

x�k ≤ f�y�, . . . , yt��Vk ·Vk� �	� � ≤ k ≤ t. ����

 ���������� ��	���� yi � δij �	� 
��! i� ��	����

x�k ≤ �Uj ·Uj��Vk ·Vk� �	� � ≤ j, k ≤ t. ����

;���� < ����	� ����*'  ��4�����	( �	�	�'�� �� ���*���' ��������'�
�� �����$ *���� ���� �&"*�� $�!$���$ �!	
�� &�!�
�+ �!$ ����� *��&" ���3
�� &"!� ����&���� ��� ���*��	$ ��� ��+��+ ����� �'��� �.� ���� ��&���*��$
	��$�� = ���� �!'*�� �������� ����"+ �6��	��2 >?�!	 �" �� ������ ��
	��
����*' � ��� �	��� � ��� ��� �6���'!	������� '�����	�� ��� *��&" ��!'*	��
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 �� 	����� ��������� ���	���� ������ ����� ���	
 ��� ��	 ���� ����
�	����
 	� �
 �������� ����� �� !	�� ���"������ �������# $������ ��	 �����
������! ������ ���% �! �	� �� ����	����
 	� �
 ��������� &�� ���	� ����
 	��	� 	���$��# ��! �	�	��$! ���	����	� 	"�	��	� ����� ����	���	 �	���
	� �
 �	�!	�' (���� $ �� �	���� ���	���������	 ������ "����)� ������ �� �
	��	
 ��� �	��� ��	��$! "����� ���� �	�	�$�� $ ��	���� ��������# � ��!	��	

"�����
��*

+ ������������	� "���� ��)��� �	��� ��	��	
 #�#���# ��	������ ����)%�
 �# �������	 �	������� ��	��	�� �	�	�) ��	 ����# �����  &��* )�����������
,�%��	
 ���	��")��	
 ����
 #�#���# 	"�	��	��� "������� 	��) ���������
�)% -	��) ��)�	
� �	�	��# ��������#�� �	�	
 .������� ��# �	�������# ��!
�����������! /���
� Ǳ)��� j1�%�	
 -�����	���$
 ������� � ≤ j ≤ t� � �)���
&q�, . . . , qj−�, qj��, . . . , qt*1�%��# �	����	������	��� t − � /��$! ������ 2����	��
��� ����)% �� ���	���"	���� ���	�	'

V ′
i 3 Vi − qiVj , x′

i 3 xi − qixj , U ′
i 3 Ui ��# i 	3 j4

V ′
j 3 Vj , x′

j 3 xj , U ′
j 3 Uj 5

∑
i	�j qiUi.

&��*

6���	 ������ ��	 �	$� ���	�$ U ′
��. . . � U ′

t 	������#%� ���������)% -	��) f ′�
��# �	�	�	
 f ′&x′

�, . . . , x
′
t* 3 f&x�, . . . , xt*� ,�	�� �	�	� 	��	�	� )��	�� 	��	�	�����

�	��� &�7* �	!���#���#� ��� ��� ����	 ��	������ ��	 U ′
i ·V ′

j 3 δij � ,	��� &x�, . . . , xt*
��	������ ��	����	 ��! �� ���$! �)�% /��	�������$! ���	�	� �	 &x′

�, . . . , x
′
t*

��	������ .�	 �� ��	����	4 ����	������	� �	�# -	��� f ′ ����� �	� �� �����)��
��	 � f �

����
 /���% #�#���# ���	��"	���� ���	���"	���# &��* � "����� Ui �� U ′
i

� Vi �� V ′
i ��# ��! i� ��	�$ ������� ���)% ����� &��* ���	
 &����# ����� &��*

�)��� ���	
� �	��� Uj ·Uj � Vk ·Vk �)�)� ���$*� 8���	������	� �	��� ���������	
"����� �� ����)% �! 	��	�� 	��	�������	 ���	���"	���# &��*�

9* ����� �������	 qi 
���� V ′
i ·V ′

i �������� ������� ��������� �� ���������

:* ����� �������	 q�� . . . � qj−�� qj��� . . . � qt 
���� U ′
j ·U ′

j �������� �������

��������� �� ���������

6���� ���	 	������ �� .�� 	��	�$ ������� ��# ����������	
�� "������
 qi�
+	��	� &9* �	������	 ��	��	
� ��� ���

&Vi−qiVj* ·&Vi−qiVj* 3 Vi ·Vi−�qi Vi ·Vj5q�i Vj ·Vj

3 &Vj ·Vj*
(
qi−&Vi ·Vj/Vj ·Vj*

)�
5Vi ·Vi−&Vi ·Vj*

�/Vj ·Vj

� �����)� �	��������#� �	���

qi 3 Vi ·Vj / Vj ·Vj . &��*

8 ��	���������	
 �	��� "����# �$ ���������� ��	���	 ��" �	��	 $����� Vj �"
Vi� ��	�$ �	�)���� ���	� ���������	
 ����$ V ′

i � � 	������' �)��	 $�����
���	� qi� ��	�$ V ′

i �$�	 ���������)�#��	 Vj &�� �� ������� ���� ��	�$ $�	��#�	��
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���	
��� V ′
i ·Vj � ��� �� ������	
 
� ��	����	� ������	�

Vj �V �

j

V �

i Vi

�qiVj

�� �

!�������" � �#��� �$�� %	�&��� �'����( ���	 qi) *��' Uj +
∑

i	�j qiUi

��	�� ��
����(
�� ���
�� , �	�	���*	��- �*�� ��	
�" ��	��	� 
�*��( � Uj �
#�������( 
	���'- �	��� � �t− ��.�	�
- ��#	�#������) ���
'- ����	 ����.

'& {Ui | i 	� j}� ,
�� ��*/�� �	/	
�	� "��"	��" ���- �'��) #�� ���� U ′

j

"��"	��" #	�#	
�����"�
'� � ��#	�#������) �� 	� U ′
j ·Uk � � ��" ��	& k 	� j0

Uj ·Uk +
∑
i	�j

qi�Ui ·Uk� � �, � ≤ k ≤ t, k 	� j. ��1�

�2 �#�� �� #�������" ����	 ������	�(��� ��) *� �	/	
�	 �$� ���
 ��.
��	���"�( 3��� t− � ����
	
�"���

!��	��� 
� �#��' �4� � �$�) �' �������( � ��-
� ������
	
��0 ��
 ��
�'����( qi ���	����	

 ���� ���) *��' V ′

i ·V ′
i �'� ��
����(
'�) ��� �����


��1� ���) *��' U ′
j ·U ′

j �'� ��
����(
'�5 6����" �� 3��& ��(�	�
���� #������ �
��	
(/	
�� *���� ����) #3��� ����� 
	 "�
) ����� �'��� ����( #�	�#*�	
�	�
6 �*���(�) ���	����	� *	
( #���	 �	/	
�	 3�- ���	��'0 �����" ���� � ��1�
�	 �	 ���'	7 �,�� �#�� 8�� ,�	����	�(
) ��	�' 
� �#��' �4� � �$� ��#������
Ǳ��*�	��") *� ���
� ��& �	����) Ui � Vj ) ��
 ��	
(/��( �
��	�	

� %�
���� �	�	 �' ��(� *� �
�� ���'�� ������� ������	
��
��� ��
�
������

�������������� :��� ������ �� ��;;��) ��<8�=�

%�/� �����( ���*�	� #
���
�	 ��) *� �#��' �4� � �$� �����������.
���( ��(� ��" ����� ����!	"# �
�*	
�- qi� >�" �	/	
�" #�����	

- ����*�
��	��	� ���
�*��(�" ?	�'�� �
�*	
�"��) � ��"�� � *	� #��	��� V ′

i �*
 #	�#	
.
�����"�
 Vj 
	�(�"� @�*/		) *� ��
 ��	���( � �4�)A 3� #����( qi 	
�$����
$��%�� ���"� � Vi ·Vj / Vj ·Vj

(
��� �� �

)
� !���'��	��") *� 3� 	� ��	��� ��*/		

�	/	
�	 �#��� �$�B 
� ���� �	�	 U ′
j �
��� ��	� �'�( ���

		 Uj � !�
��

���
�?� ���� 
����� 
	 ����	�) #3��� �' ��	� ��#�
��( 
���	
(/		 �
�*	
�	
f�y�, . . . , yt�) 
�-�	

	 � ��& #�� ��� �'�� qi) �
��

'- �����*��	�(
 
�
�#��	 �4�) "��"	��" ��	�/	

 ����	�����	�(
'��

C��� #�	������
�	 ���� #���
 #���	
��( ����� �����) *��' 
� ��

�� �	���� Vi 
	 ���� ���

		 � # ���-
	- �	�	 ��
 ���� ��*	) �' 
�����

	 ##��	� � #	���) �� 	� �' 
����� 
	 ���	� ������������( �� �	 ��������*
��
���� �
�� #��	 �"�� 
	�������(
'& #�	������
�- #��
� ����� 2 �
?	
�
?� �' �����"
	�0 
� �
 �� #�	������
�- ���� ��" � ≤ j ≤ t 
	 ���	� �
���"
�� ������( ���- �� �	���� V�) . . . ) Vt� 2 3�- �*�	 ��
 �����.
���(�" � ��*	�#'����	�� ����	���
��) ��#�(��" ���
�?' �	��' D) ���'	
����� �#�
	 ���' � ��(/�
���	 ���*�	�� E��	��� 3��& ���
�? ���� 
	�����*.
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� · · ·� x�t

∣∣∣ x� � ax� � · · ·� at−�xt ≡ � ��� ����	
 m�
}

���

�	� � ≤ t ≤ T� �������� a� m � T� ��� � < a < m � a � m�������� ������� ���	��
�������� ���� �� ���� ����	����  �	����	����� ��!����� �x�, . . . , xt�� � ���	� νt

��	����� t"�����# �������$
 ���������� �	���#��� ����	� !�! �%��&��	��$ ��'���
(�� ���)����!� � �����	�� �	������� ���� �  �	�� ���	��� ������� !������ ���!�
	�%� ��!���� �� �����'�
� m�� ��!	
��� '�� *� + ���� &� ����� ���  �	��
���������� %���� ���$'� m �� �%��	
���# ��	����� �� �����&���� �����	���#�

+���� νt �����	����� �	� t ≥ ,� �	������ ��%����� � ����� t× t"����� ��� U �
V � ��!����"����!� !������ �%�������� ����� Ui - �ui�, . . . , uit� � Vi - �vi�, . . . , vit�
�	� . ≤ i ≤ t� /�� ��!���� ����	������
� ��	�����

ui� � aui� � · · ·� at−�uit ≡ � ��� ����	
 m�, . ≤ i ≤ t0 ��1�

Ui ·Vj - mδij , . ≤ i, j ≤ t. ��2�

�3�!�� �%������ Vj �� �������4�� �%��&����# ����&�
��� �� m� ���%� �� !��"
������� %�	�  �	��� ���	����� 5�4������� ��� ����	����	$��� ��!����6 X -
�x�, . . . , xt�� Y - �y�, . . . , yt� � Z - �z�, . . . , zt�� ( �	������� r %���� �%�������$
at−� 789 m� � s�������$'�
 �����

 ����$ ν�t � !������ %�	� ��#���� ������

��� :;�� ��	��� ���< Ǳ�������$ t ← �� h ← a� h′ ← m� p ← .� p′ ← �� r ← a�
s ← . � a�� �Ǳ����� '��� �	��������>�� ��� ��	$��# ������ ����������#
! �	���
 t - �� !�����# ����$ ����& �� �	������ ?�!	���� Ǳ�	����

h− ap ≡ h′ − ap′ ≡ � ��� ����	
 m� � hp′ − h′p - ±m �,��

�� �����&���� >���� >���� �����	���#��

��� :@�� ?�!	����< Ǳ�������$ q ← �h′/h�� u ← h′−qh� v ← p′−qp� ?�	� u��v� < s�
��������$ s ← u� � v�� h′ ← h� h ← u� p′ ← p� p ← v � ��������$ '�� *��

��� :(����	���� ν��< Ǳ�������$ u ← u−h� v ← v−p� � ��	� u��v� < s� ��������$
s ← u� � v�� h′ ← u� p′ ← v� A���� �����

√
s - ν�� �5������	�����$ >���

�����	���# �	� ���������� �	���� ��!����� � ���� B� Ǳ��������� ����� � U
� V � ����	������
4�� �������������� ��1� � ��2�� �	� �����	���# � %�	$'��
�������������� Ǳ�������$

U ←
(−h p
−h′ p′

)
, V ← ±

(
p′ h′

−p −h

)
,

��� ���! C�����D ��%������� �	� V � ��	$!� ��	� p′ > ��
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��� k ≤ t� 	�������" xk ← −zk�
Y ← Y −�zkUk � 	�������" ��� C.� >� 
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� �������� ��	 �������� ����� ��� ������ ����	�	����� ��� �T� ���	
�	�	������� ������	� νt  ��	����� � ����	���! �����!� �� � ���������� ��������
�� �� ��" ��� �� ����	� #�� ���������� ������ ��!� 	�� ��� �� zk $ �  ��
����%��� t� &�� �������� ��%�� ������	� νt ����'� ����	�� ��  �� �����	������
��	�����	�� ��� � t ����%���(

Ǳ�	�� ����" �	*� ��	��� ����*�� ���%� ������ �����	�� +� ,�����	�
�	��"��- ������.����- ���� ������������ ���� ������- ���	� �������/

m $ �0��, a $ ����1
�2��, c $ �, X� $ 0. ���(

3��	 4	���� �����	��� ����	 � �� %���! +� 	 +�  ��������  ��  ������������
����� ��� �	�	������� ��������� ������	� x�� 5 x�� 

x� 5 ����1
�2��x� ≡ 0 �� �� ��- �0��

 ��	����� ��	 x� $ 2�21�� x� $ ��2� #�� ����������  �������� ������� .����
���������� �����

ν� $
√
2�21�� 5 ��2� ≈ 2�21�.����6.

Ǳ���!� � � ���������	 �� ��" �� �	�	������� ��������� ������	� x�� 5 x�� 5 x���
������ ���

x� 5 ����1
�2��x�5 ����1
�2���x� ≡ 0 ��� �� ��- �0��(. ���(
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���� ����� �	���
��	�

� � �����������

)
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Ǳ����� 	����4	� %��� +1  q $ �  �� i $ � 	 q $ �  �� i $ � �������� 	! ����	4��	
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�
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�� 		 �
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)
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��� �� �� ��� ����	 ����	4� U  ��*�� ���� �������(
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7�" ����� ��� ��� �z�, z�, z�( �� %��� +� �������-�� ������	 �0, 0, �(� ��.����
U� �� �� ���� ������	� ��%��	�� ���(� 9 ���������� �����	�

ν� $
√
���� 5 
6�� 5 ��0� ≈ �0��.��06
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�
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 �� ��	
� ���������!" ����!��� #�$" ��� k � ��  xj�� � j �� � ≤ j < �� 
��� �%&�'( ��� P  Y ���� �������� ���

j � � � � � � � � � � � �� �� �� �� �� ��

Pj � � � �
�
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Yj � � � � � ∗ � ∗ ∗ ∗ � � � �� � � �

#)�*�% Pj � �" Yj 
� ����!������$� +%�����" �
%,�
� � �����,%���� � ������
�-
��!� �

�� ·
(
#�−P�$.P
.#�−P��$.#�−P��$

)
� �

�� " /%/  ���&������  �� 
��&(,
(�
�����& &���%
� *�%�!
(0 /�����" 
� �����!�%�( ����,%���� �%/� 	�" /%/  �
��%�!
�� ���%'�

1�����
��� pj" &�������
�" ��*�� &(�! ������%���
( 
����'%���!
(� ���%-
� w�" w�" . . . " wk2 ��� �&��
%,�! ����� ����� ,���� W " �� pj � wj/W � 1 �%�
(0
����
�
�0 �����!
(� ���% ���!�% ���
,�(� 3%�%�" 1����  + #��� �%&���
456758" 9766:;" 5<= >7" ���� � #����$" ���?���$ ��/%�%�" /%/ ���
��! ���% 
*�
�����%�! X � ������

(� ����
� �����
���

�� ����� ��	
�� �� ����������� ������������� 1 �&��� ���,%� �%�-
�������
� ���������!
(0 ,��� ��	�� &(�! �(�%	�
� � ����
%0 @A�
/'
�%��������
�B F #x$" /����%� ��,
� ���������� ������
���! ��*�" ,�� ���,%�
%�
���,
% X 
� ����(�� �
%,�
� xC

F #x$ � D;#X ≤ x$. #�$

 �% A�
/'� ���*�% ��
���

� ����%��%�� �� � �� �" �� ��

F #x�$ ≤ F #x�$, ��� x� ≤ x�2 F #−∞$ � �, F #.∞$ � �. #�$

Ǳ����( A�
/'� �%��������
� ������
( � �%����� ����� #��� ��� �$� F�� F #x$

�����(�
%  ����*� ����%��%��%� #�%/ ,�� F #x�$ < F #x�$" /�*�% x� < x�$" ��
�
% ��
�%�� ��� �
%,�
� ��	�� �  �  ���������� �������� �	�
��� F �−��#y$"
�%/%�" ,�� ��� � < y < �

y � F #x$ ��*�%  ���!/� ��*�%" /�*�% x � F �−��#y$. #�$

1 &��!G
���� ���,%��" /�*�% F #x$ 
�����(�
%  ����*� ����%��%��%�" ��	
�
�(,���! ���,%�
�� ���,
� X � �%��������
�� F #x$" ���%*%�

X � F �−��#U$, #�$

*�� U H�%�
����
� �%��������

%� ���,%�
%� ���,
%� I��������!
�" ������-

���! ��*�" ,�� X ≤ x" �%�
% ������
���" ,�� F �−��#U$ ≤ x" % ��

�H������
���
��*�" ,�� U ≤ F #x$" �� �� F #x$�

J����! ���&���% ������� / ��G�
� �%�%, ,���

�*� %
%��%H/ 
%0�	��-

� 0���G0 ������� �(,���
� F �−��#U$ � ���&����� ��,
���!�� K���

(�



��� ��������	 �
��� �����

�����	 
 ��� �����  ������������ ��������� �� ���������
������ ���� ���
����
��� ��� 
����� ����
� ��� ��� ����!��"  ��� ���� #$%� � 	���" ��
 ���� �����������

&������� �� ���� X�'��������� 
�������� ���(��� )���*�( �������������
F�#x%� � ���� X�'��	�
������ ��������� 
������� � )���*��� �������������
F�#x%� �

+,-#X�, X�% ����� ������������� F�#x%F�#x%,

+./#X�, X�% ����� ������������� F�#x% 0 F�#x% − F�#x%F�#x%.
#1%

#2�� ���� ��% 3�������� ��
����� �������������� ��������� 
������� U �����
������������� F #x% 4 x ��� 5 ≤ x ≤ �6 ���� U�� U�� . . . � Ut '��	�
������ ��
��
���� �������������� ��������� 
�������� � +,-#U�, U�, . . . , Ut% ����� )���*�(
������������� F #x% 4 xt ��� 5 < x ≤ �� 7�� )����� �
������ ��
� ��������
8���������t9� ������� 
 ��	���� ����:� ; ������ )���*�� ��
�� F �−��#y% 4

t
√

y�
< ������ ������ ��� t 4 : �������� ����
����"�� �� )�����

X 4
√

U � X 4 +,-#U�, U�% #=%

����� �����
� ������������� �������� 
������� X� ���� �� ���
�� 
	�����
�� �� ��
���� 3�� �� ������� �	
�����" �
�������� ����" �	 ��
�����
������������� �������� 
��������

>������
 �� ��� ��������  �������? ����� �������� ����"	�(���
��������� ����� �� 
���� ���� �� 
���� ��������� 
������� � ����	�
�� ����
������������ &����� ����� 
 ���������  ��� ����
 ����
����� ���������
 ������
�(��� 	������( )���*�( ������������� �� 
����� <���� �� �� �
���������
��" �� ��� ����� 
 ����(�����"� � ��������� ��������� �	�����
��� �� ���� ��������"�� 
 
����� ��������

�� ������	
�� ���������
��� <	���� ��� ��� 	�������"��� ����
�����
���� �������
��� �������������� �
������ ��
������ 
��
�������� � �������

�
����� �������� � �
�������
	����� �	���������� 
���� ��������

F #x% 4
�√
:π

∫ x

−∞
e−t�/� dt. #�5%

&�������"���" ����� ������������� ���	��� 
 ��	���� ��:��5� < ��!�� ������
 �����( )���*�( F �−�� �� ��� ���� 
�������"6 �� ��� �� �
����� ������
���
�����"� ����������� �����
 ������
���� ��� ��������������

�% ��	�� ����
��� ���
���	� ����������� @�� 7� Ǳ� B���� C� 7� C(�����
� @�� C�����"� D��� E� F� G� HI-� J� F� JKLLMN� ,/O E� J,NP,QL.,� ������ ����	 
���	

�� #�=R1%� S�5TS��6 ,/O HIM./Q UV.M/W.XV YMP� Z,[� NM\INW ]��1:�5:5� #�=S:%^�

�������� � #��	�� ����
��� ���
���	 ��� ��
������ �������� �������%�
7�� ������� 
�������� �
� ��	�
������ �����"� �������������� ���������

�������? X� � X��

��� DǱ������� ��
����� �������������� ��������� 
�������^ _��������� �
�
��	�
������ ��������� 
������� U� � U�� ��
����� �������������� �����



����� ��������� �	�Ǳ��������� ���

� � �� Ǳ	�
���� V� ← �U� − �� V� ← �U� − �� ����
� V� � V� 	������	��
	�
�	������� ����� −� � ��� �� ���� ��
�� !����"�	�� �	����#�������
�	��
������� V� � V� � ���� #�
�� 
 �����"$�% �#!�%�&

��� '(�#�
����� S�) Ǳ	�
���� S ← V �
� � V �

� �

��� 'Ǳ	���	�� S ≥ �*) +
�� S ≥ �� ��,�	� !  �-� .�� �/�-� .�0.� ������12
"
1 � 
	����� ���� 	�,� 
� 
	����!���	��#��� �!��������� 	����� ��34�5

�� ��	� 6�&

��� '(�#�
����� X�, X��) Ǳ	�
���� X� � X� 
����"$�� ,��#���17

X� ← V�

√
−� 89S

S
, X� ← V�

√
−� 89S

S
. ���&

:� 	������� ��	������ 	�
�	��������� 
��#�%��� ����#����

;�1 ��!�,����
�� ,�!����
� �����-� ����� �
����,��� <������	��" ���2
���#�
!�" -����	�" � ��#�
����17 �
�� ��  �-� .� S < �� �#!� ���
!�
� 

��!�	����� !��	������� �V�, V�& �������� ����	
��
 ����
� �	�������� �	�����

�������
 ������ ���������� ���	� Ǳ�	�%�1 ! ���1	��� !��	������ V� = R >?@A�
V� = R @B9A� ����#��

S = R�, X� =
√−� 89S >?@A, X� =

√−� 89S @B9A.

C
����,�1 �!�� ���1	��� !��	����� X� = R′ >?@A′� X� = R′ @B9A′� ����#��
A′ = A � R′ =

√−� 89S� D
��� #� R′ � A′ ��,���
���� ��
!���!� R � A ��,���
���
� �����#��� !	�-�� E ��� �� A′ 	������	�� 	�
�	������� ����� � � �π� �
��	�1��
� �-�� #� R′ ≤ r� 	���� ��	�1��
�� #� −� 89S ≤ r�� � �� ��	�1��
��
#� S ≥ e−r�/�� :� ��	�1��
� 	���� � − e−r�/�� �! !�! S = R� 	������	��
	�
�	������� ����� � � �� (�	�1��
� �-�� #� R′ ���� ����� r � r�dr� ��<���
	���� ��FF�	��G���� � � − e−r�/�� � �� re−r�/� dr� H����-�#�� ��	�1��
� �-��
#� A′ ���� ����� θ � θ � dθ� 	���� ��/�π& dθ� I����
��1 ��	�1��
� �-�� #�
X� ≤ x� � X� ≤ x�� 	���1�
1∫

{�r,θ� | r ��� θ≤x�, r ��	 θ≤x�}

�

�π
e−r�/� r dr dθ

=
�

�π

∫
{�x,y� |x≤x�, y≤x�}

e−�x�
y��/� dx dy

=

(√
�

�π

∫ x�

−∞
e−x�/� dx

)(√
�

�π

∫ x�

−∞
e−y�/� dy

)
.

:� � ��!�,����� #� X� � X� ��,���
��� � ��	������ 	�
�	��������

�& ����� ���	�
�������������������� �	������� ;�� J�	
���1� ���
� �
����2
,��
1 F��!G�1

F �x& = KLM�x/
√
� & =

√
�

π

∫ x

�

e−t�/� dt, x ≥ �, ���&

!��	�1 1��1�
1 F��!G��% 	�
�	�������1 ����������� �������� ��	������% 
��2
#�%��% ����#���� ���� X ��#�
�1�
1 � 
����
��� 
 	�
�	��������� ���&�
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f	�
f	�

f	�f	�
f	�

f	�
f	�

f�

f��

���� �� Ǳ������ ��� 	
����� ��������� 
���
�������� 
�������� �� �� ������ Ǳ������

����� ����� 
���� �
������ ����� ���������� ��������� �������� � ���� �����������

Ǳ��	�
�� �������� ���� �� ��������� � ��� ������ �� ������������ ����������
�������� ����������

����� 	� ���!�������"�����"#���� ������ �� ��$��# �%&�# ��#������#
	�����#� ������� %���� ��������� ��$� 	� ���� 	������� ��!������� Ǳ���� 
������� ��� '����������� F (x) ��� ����� ��������# ���!�# *���+��� �� ��
��	����

F (x) , p�F�(x) - p�F�(x) - · · ·- pnFn(x), (��)

!�� F�� F�� . . . � Fn '	��#�� &�� ��	�������� � p�� p�� . . . � pn '������+��������
���� ������ ���� ������# ����� �� .�� !����������� �������� 	��������� X �
��%��� ��	��������� Fj  ���� ������ pj� �� ��!�� ������� ��� X ����� %����
����� F "��	���������� / ���������� ��	�������� �� Fj(x)� 	�$����� ������
����� ����� ��$� �������� ���  F � �� �� �%���� ��������� ���� ��� ���� �����
pj � ���� ����� ����� ����� 0���
����� ��	��������� Fj(x) %���� ������"
�� #���
� �������� 	������� ��� %���� 	����� ����*���+��� ����������!�
��	�������� � 1���$���� �����
��� ����������� �**�������� 	��!�������
	������� ������� ���� ���� ���� 	��!����� ����� ���2��

3������������ ���� ����� ��!�� 	�� ��� ��� ��%�����  ��	
��	���


��	���������� � ��  ����� ��	�������� ��� Ǳ���

f(x) , F ′(x), fj(x) , Fj
′(x)

%���� ��	��	����
 �����������
�� 4�!�� �������� (��) ��$�� ��	���� ���

f(x) , p�f�(x) - p�f�(x) - · · ·- pnfn(x). (��)

5�$�� fj(x) ��� ≥ 6� � �%&� 	��&��� 	�� !��*���� fj(x) ����� �� Ǳ������ �"
&������ 	��#�� &�� !��*������ ����� ���%��$��� ��������� (��)7 	��&���
	�� f(x) ��������� �� n ����� � ����� ����������&�� fj(x)� ����� 	��&���
pj � 8� ��� 9 ����������� ��������&�� �� ����� 	�� f(x) , F ′(x) ,√
:/π e−x�/�; 	��&��� 	�� ���� ������ ��������� �� n , �� ����� /�&������ �<

	� ���!��������� 	������� �&�# p�f�(x)� . . . � p��f��(x)� �< ������%�����# ������
	������� �&�# p��f��(x)� . . . � p��f��(x)� � ����
�  ���� p��f��(x)'=#���>�
�� �� !��*�� f(x) 	�� x ≥ ��



����� ��������� �	�Ǳ��������� ���
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s s�h
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b

���� ��� Ǳ�������� �	�
��������� ��� ������� 	������ � ����� �
������	���� 
�

��������	� ����	���� �����

Ǳ��	
��
���� ����� f��x�� . . . � f���x� ����������� ����������� ���	��
����

��� �����	��� f��x� ����������� �������� ����
	���
 ������������� ��� 
����� �!�"�� 	�!�� �

�
� �

�
� #��
�� pjfj�x� ����� f�j/$�� ���
������
� �
"���

j  �
 ���	
��
���%� �����

pj &
�

$
f�j/$� &

√
'

'$π
e−j�/�� �� � ≤ j ≤ �$. ��$�

(�
)� �������
���� ������������� �

���������"�� ��%�	 ���	
��
���	 �� 
���	� ��
��
 ������	

X & �

�
U * S, ��+�

��� U ����
	���
 � S �����	��� ,������� �j − ��/$ � ���
���
���� pj � �� ,������

� U � -�% %�% p� * · · · * p�� & .��.�� 	
!�
 ��
��
 ���
�,
���� ����
	���
 ��� 
���������� �������� �������� �
�
)��� /��	 ���)�,�����
 � �'0 �������

# 
����1�2�� .0 )���	 
)���
 �������
���� 
��
 �, %��

)��,��2 ������ 
������ F��� . . . � F��� -������� ���	��� %
�
��� �
%�,������ ��
 ��
)2
��	

������ ���������� �� ���� �3� 4
��� x < �� ����� %���
� �
������� � %
���
x > �� 
�� ����%��� �
 � %�!�
	 ����� ����� %���
� �
����
��
 )�,%� % ��� 
	
� ���� �� %�% �
%�,��
� 	
!�� )��� ,�%����� 	�!�� ���	� ��������	�
����	��

(�
)� ����)���� /�� %��
������ ������������� )���	 ���
�,
���� ����
�

)"�� ��2�����%�� ����	5 ����
 ��������� 6
� ���	��� �
������ �
!�
�
�
��
��� �, ����
� �
��
���� %
�
��� �� 7,�%�����8� 9�������� ��1� 	��
�
�
����2 %

������ ������� ��
���	 ���	��
	 ��%
�
 �
�2
��5 1��� :�;:� �
 
����� �������� �
�%� ������ �������
�
 %����� ��������� �� � )
�1�	 %�����

�)��%
����� �� � ������� ��
��� ��� �
�%� )�� ��� %�����

9)"�� 	��
� 
�)��%
�%� ������� ��!� )
�� �����	� ��	 /�
�� Ǳ���� ��!�

�������
���� �������� ������� X � �
��
���� f � ����� g <������ �
��
���
������������� ��%��� ��


f�t� ≤ cg�t� ��=�

�� ���2 t� ��� c <%
�������� -
��� ���������	 �������� ������� X � �
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	���
 ������������� �������� ������� U�
>�� U ≥ f�X�/cg�X�� 
�)�������	 X � �������	 ��
�� � �����	� X � U� 4
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�

U

V

���� ��� ������� �	
���� ��	������ ����
���� ��

��	
�� U < f�X�/cg�X� � �
�� �
��
� ���
	������ �� ���
� X ���� ����
������� �	
��
��� f �

[
���������	
���� X ≤ x ��
� 
!�� � ��
���
����

p�x� "
∫ x

−∞
(
g�t� dt·f�t�/cg�t�

)
#qp�x�� $� �	�%��� q "

∫∞
−∞

(
g�t� dt·��−f�t�/cg�t��

)
"

�− �/c ����� ��
���
��� 
�����
���& �	�
���	��
� p�x� "
∫ x

−∞ f�t� dt�
]
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�	�%��� f�x�/cg�x� ��$�� ����
 � �	� � � �� �
��
���
��� $����
���� U � -
���$�� �	�%���� �	� f�x�/cg�x� �����
 ��%��	���� �	��� �
��������� .��������/
$
 �+�� ����� �
	 ��
����� $����%���� )��������

r�x� ≤ f�x�/cg�x� ≤ s�x�, ��0�

� �
%�
  ��%�� f�x�/cg�x� � ��+�
 ��%��	���� �	� � ���
	����� ��������

r�x� ≤ U < s�x�� 1	���2�! �	$
���� �� �3�� ��
�	�� �	���� �
��3������
��
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�����
����
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� �	$
���� �
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f�x� �
�
�
$
 ��
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��� �	���2�� ��	
���� ���� ���� ���6

f�x� " � �	� x < s � �	� x > s # h&

a− b�x− s�/h ≤ f�x� ≤ b− b�x− s�/h �	� s ≤ x ≤ s # h.
��7�
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	�%��� U ≤ V �: ;����
���� �� � ������� �	�%�!�� �	�%��� U � V �
����
���
 ������	��� �+�� � � �� <�	� U > V �  ������ U ↔ V �

	�� 8Ǳ�
��
! �	�%�!=: <�	� V ≤ a/b� ��!�� � 3�$� >��

	� 8Ǳ
������� ��
��=: <�	� V > U # ��/b�f�s # hU�� �
 ��������� � 3�$� >��
�<�	� a/b �	� �
 � �� �����! 3�$ �	$
����� ��+� � 
%�� %���
��

	�� 8-�%��	�� X�: Ǳ����
��� X ← s # hU�

?
$�� �
���$��� 3�$ >�� �
%�� �U, V � ��	���� �	�%�!�
! �
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! �� �	
2����
 �3����
����
! �� ���� ��� � ����
@� ≤ U ≤ V ≤ U # ��/b�f�s # hU�� A�	
���
��7� $����������� %�


a

b
≤ U #

�

b
f�s # hU� ≤ �.
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������ ���� �� X ≤ s � hx ��� � ≤ x ≤ �� � �� �������� �������
���	� � 	�
�������� ����� U � x ��� 
�� ��! � �������� �� �"�#$ ��������
 � ∫ x

�

�

b
f�s � hu! du

/∫
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�

b
f�s � hu! du �

∫ s�hx

s

f�v! dv.
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� ���%������� ��������� aj � bj � sj ����
�� & ����� �
������ � ������"'

�(�)� �������� fj��� ��� 
�� *! ��� � ≤ j ≤ �� Ǳ�������� 
���
�������� F���
�#������ 	 �"
�"��� �
�"��(������ ���� 
�( �( ,-�. ��� ������(#��� �����
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��� �Ǳ	
����������� Ǳ	������� j ← �b�b�b�b�b��� ��������� ����� ��	����
���

���	 ��� ������!�� 	�"	
���� U� � �	������� f ← �.b�b� . . . bt�� ��	�#��

����� ��	����
���
 ����� ����
 ������!�� 	�"	
������ $��� f ≥ Pj % �	�&
������ X ← Yj ' fZj � ��	�(�� �  �� )*� +����% ���� j ≤ �� ��� �� b� , -�%
�	������� X ← Sj ' fQj � ��	�(�� �  �� )*�

(
.�� ������"������ ������

����������� /����	� �012345� ����
)

��� �6��� ��� 7������ �8�(��� �� ≤ j ≤ �� � ��9��� ��	��������� "������� j
��
��
���
 � ��	�
������: pj �� $��� j , ��% ��	�(�� �  �� );�

��� �Ǳ������ U ≤ V �� <���	�	����� ��� ���!� ��"������!� 	������	�� 	���	�&
������!� ����(�!� �������! U � V = ���� U > V % "������� U ↔ V � �8�(���
�!����
���
 ����	��� >�� Ǳ	������� X ← Sj−�� '

�
�U�

��� �Ǳ	����( ����(�� $��� V ≤ Dj % ��	�(�� �  �� )*�

��� �Ǳ��!�����
 ������� $��� V > U ' Ej�e
�S�

j−��
−X�	/� − ��% ��	����
 �  ��

)�= �����?��	�(�� �  �� )*� �@�	�
������% ��� A���  �� �9�� #���
�!����
��% ������

��� �Ǳ������ ��9�	�	:B: ����(�: ��������� <���	�	����� ��� ���!� ��&
"������!� 	������	�� 	���	�������!� ����(�!� �������! U � V � �	�������
X ← √

*− � 2CV �

�	� �D�#	��������� $��� UX ≥ �% ��"�	������
 �  �� );� �.�� #��� �������

�	�#��"������� � ����� �" ������E��� ������ ����� �����9���
  ��� )F��

�
� �Ǳ	���������� "����� $��� ψ , �% �	������� X ← −X�

.��� ����	��� 
��
���
 ����� ��������� �	���	�� ������� ��	��������
 ��&
�����������( ���	�� � �"�#	������������: �	��	����	�����
?�	��	����
 ���:&
��	�E�
 �������� �	��	����	�����
G H� �!��������  ���� )�% )� � )* 7����
����� ��� �	��
= �������!�  ��� ��B�����
:��
 ������� #!��	��� @��	�!� �����
�	
����������&�����&7����� ��#�������� I9� J�	����
% J� I� J��&K�	�� �
L� M� N	�( ���� 	�#��! O� )15P1Q2R1% ������ ����	 
���	 �� ��*S��% F*�TF**= O� )15&
P1Q2R1% )� U� )1V>154C% 1CW X� Y� Z51[% ���� � ��*S��% �T�-�� @ ������( ��
����	��� ) ����	 ���������� I9� J�	����
% 6� M���7���	�
��� � H� I9� Ǳ���
���� 	�#�� O� )15P1Q2R1% \� YC1C]^1C151[1C1C% 1CW _� `� a1b2% ��	 ����	 ������� �
��*;S�% �;T�-��

�� ����� �����	����
 �	������9�� I9� .� c�	��(� �O� d� ef5P[]^4�� Ǳ�	�"�&
������ �	����
 ��7���� ����	�	�����
 ����(�!7 ������� � �#!���( A�������E�&
�����( ���������: ����

f�x� , Ce−h�x	 �a≤ x< b�, ��-�

���

- ≤ h�x� ≤ � ��
 a ≤ x < b, ����

#!�� ���	!�� I9���� g�� H�(����� � I9� .� c�	��(��� �	�#��"������� �
�*�- ���� +��
 �������� �� ������ ��#	������% ��������� 	����� Ǳ	�����������
%
��� g�x�?A�� 	������	��� 	���	�������� �� ����	���� �a . . b�� Ǳ	������ X ←
a ' �b − a�U% ��� U?	������	�� 	���	��������
 ����(��
 ��������% � �	����
X � ��	�
������: e−h�X	� Ǳ������

 ���	�E�
 ��9�� #!�� ��B�������� ����
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&� ��������� Ǳ���	��� V� ← h�X�
� ����� ��
�����	� " ��&�
&� ��	
����
� ����������

&� ������
&� 	�����
& V��
V�� . . .� ���� 
� 
���� � K ≥ � � VK−� < VK � +� '������	�

&$X � k 	��� 
�� "
 ���� � � h�X� ≥ V� ≥ · · · ≥ Vk� ��	
� �/k,� ��
�!�

��� 
� 	��� 
�� "  ���� � �
-./�V�, . . . , Vk� ≤ h�X��  � �� h�X�k/k,� 0����	� ��"
�� 	��� 
�� "  ���� � � K 1 k�
��	
� h�X�k−�/�k−��,−h�X�k/k,� � 	��� 
�� "  ���� � � K �
��� 
�� ������ ��	
�∑

k ����	�
�, k≥�

(
h�X�k−�

�k − ��,
− h�X�k

k,

)
1 e−h�X�. �22�
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�� �& � �����	&	��� X � 
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��� �
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�� ������
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aj
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�
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��� �Ǳ������� U�� �
�
�������� ������
��� �����
�
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���
 ����� U ��.b�b� . . . bt���
 �
 b�� b�� . . . � bt �!����"� ������#
 ��!�$�# � %������& !������ Ǳ��������
ψ ← b�� j ← � � a ← '�

��� �(�&�� �
��#& ���� bj �� )��� bj � �� ��������� a ← a*dj � j ← j*� � ���������
+��� 	� � �)��� j � t * �� ���,������ bj ,�, ������

��� ��
�
�������� X ��
(
-
&��� a � aj−� � �
,�.

 !���
��
 j ��$����$ � �
��/

$������" ≈ −j� 0��
�  
�
�������� X � ���
����
 �aj−� . . aj�� ������!�$
�
��� ��%��,��,�� �������#& �#	
� � h�x� � x�/ − a�/ � y�/ * ay�  �

y � x − a� 1 ���� � ��,�!#��
��$� ��� h�x� ≤ �� ,�, ��
%�
��$ � ����

)
Ǳ�������� Y ← dj � ����2
���
 �� �.bj�� . . . bt�� � V ← � �

�
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��
��

 !���
��
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������� )��� �
&��� U < V ��� 
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��� K �
�/
��
� ,�, �%��2������ �#	
�� �� ��!��������$ , 	� � 8�� ����
:���������
	� 8��

��� �1#4�� �! ��� ����# �� X�� Ǳ�������� X ← a * Y � )��� ψ � �� ���������
X ← −X�

;���
��$ dj ��$ � ≤ j ≤ �< ��$������ � �����
 =�
��� � >��
�� �?@ABCD ECF
GHBIBA� ����� ���	� �� ��J<��� J<KJ�<�� 1 �
& �%��2��
��$ ����
�	
���������&
�� ������ ,�����& ���#	�
� �,������ 
 � �#����
��$ !� ��
� ������!�����$ %���/
	�4 ��%��L� =� ����� 8 �����
,��
�
� �
�� ��� ��%���
� ����� � ��,�& ��,�& 2

�,������"� ,�, �� ����� M� � 
 � �
 �
 �#�������� -�
��

 ����� ������
���
�����
�
�
��#4 �����&�#4 �
����� �� ,�2��" ���������" �����&��" �
������
����� ���J�<� N� Ǳ� 0�
�� �O� P� QABCI� �
�� �� ��J<��� <'�K<'�� ��,�!��� ,�,
��2�� ��,������ +�� ����� �� ���<��R � ����.�" ���4 �#������& � ���� � �
�
��$
�� ,�2��" 4������" ������
��� �����
�
�
���" �����&��" �
�������

�� ��������� �	
������� �	����������� ����	���� 
������� -�.
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.

���� 4���	�& �
���  
�
��������$ ��������#4 �����&�#4 �
������ ��,�#�#& �
�J<R  ��� =� >2� S���
������ �?� T� UHCFBAVEC� � >2� W� X���4���� �T� 8� MY/
CE@EC�� ) � ����: 
�
��������
 �����&��& ���,� �U, V � � �%������ ���
�
�
���&
,�,

' < u ≤ �, −u
√

ZC��/u� ≤ v ≤ u
√

ZC��/u�, ���

� �����
��
 ����	
��$ X ← V/U� ;�	���4������$ ���.��� �� ���� ��:+��
�� ��
�,�$ �%����� �
���
����� ���� ���.
����$".�$ +�� ��%���� Ǳ�
2�
 �
�
�!����� �
���"� ����
�
� �� ������ +55
,�������� � �������� ,����� � ��
����#�
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�������� 	 ������ ��������	 �
� ����
���� �
���	��� ��
������ ����
��	�
��� 	�
�
�� ��
������ �������� ������� X�

	
� �Ǳ������� U, V �� ��
�
����� �� ��������� 
�����
�� 
���
�����
�������� ������� U � V � 	� U 	� �� � �
������� X ← √

 /e
(
V − �

�

)
/U�

�!���� X 
���� ����"��# $��
�����
(
U,

√
 /e

(
V − �

�

))
��������� ���$� �

�
%���	�����$� ���
&�'� ��"�
�(������# �)����� �� 
��� *+� Ǳ
������
X � ��� ����������#'�% ���$� � ����� �� ��(�����% � ��"�
�(�������
�)������ ���� ������� ���������

	�� �,�)%�������% �
��
$� �
(�� 	
����� -��� X� ≤ .− /e�/�U� �� ��(��0
X � ���
"�� ��	�
����� ����� "�	 ��&�� ��������� ��� ��&���1 ��
��$ ��� ���� �
��
%�� ��(��%��% �� ��)
���� ���$� �� ��"�� �)�����

��� *+� ���% ����"��� �������� ��	�
�2����

	� �,�)%�������% �
��
$� ��&�� 	
����� -��� X� ≥ /e−�.��/U 3 *./� ����
�4
�����% $ "�	� 5*� ����� "�	 ��$& ��&� )��� ���'�1 �� ��$ ��� ����
�
��
%�� ��(��%��% �� ��)
���� ���$� �� ��"�� �)�����# 
��� *+� ���%
���&��� �������� ��	�
�2����

	�� �6$���������% �
��
$��� -��� X� ≤ −/ 78U� ��(�� X � ���
"�� ��	�
��4
��1 ����0����
�� $ "�	� 5*�

9 ��
� :� � :* �
������� �
����� ������1 �������
�#��% ���
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��( ��	�
����� ��$ $�$ "�	� 5: � 5+ �
� &����� ��	�� )��� �$�#��� ���
�
���'��� 9 ����#'� ��)��; ��$������ �$���$� � �
��� �
��� �(���� ��
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����.�
� ��	
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����
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 �����
) �
 	�
���* ��
�� ���+/����

�
 ��/� ����� 0�* ���
�*1 Ǳ
 
��
�,��������
� 	��/��3/�
�� ��/��,
���� ��
���
��� �
�
) /�
 X ≤ x) �
�
��� 
��������� �
/��� ���/��� '�%(�
�
 ���
 ��/����� ���� �� �*�� 
/�� 	�
����) ��� � *������ ����� 4
�
���
	���� 5
 ����
� ��*/�) � 	��*+ 
/���) �*��
 	
����) ��� �
�� ���� 
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���� ���
� ���
����� 6������� '789:;<=>9( � ?
��4�� '@A9>B>9( 
������ �
)
������������ ���*+C*+ �
��+) �
�
��� �
�� ��	
���
������ � �+�
� 4
�
�

��*C� ��� 	�
��
���+ f'x( D��� ��� �����	 ��
�	 ��
���� � '�$&&() "�&E"�%F�

Ǳ��	
�
���) /�
 �
/�� 'U, V ( ����
���
 �����*��� � 
������ 'u, v(,	�
�,
�
���) 
	�����
� �����������

u > %, u� ≤ g'v/u( '"�(

��� ��
�
�
� �
���-�����
� �������*�
� .*��-�� g� G��� 	����
��� X ←
V/U) �
 ��
���
��� �
�
) /�
 X ≤ x) �
��
 ��/������ 	*�� �������
����� 	

du dv 	
 ��� 
������) 
	�����
� ��*�� �

��
������ � '"�( � �
���
/���
*��
��� v/u ≤ x � 	
���*+C�� ����� �� 0�
� � �������) �
 �� �
	
�,
������
�
 *��
���� H
	*����) v I tu) ��� /�
 dv I u dt�  
��� ������� ���
��� ∫ x

−∞
dt

∫ √
g�t�

�

u du I
�

"

∫ x

−∞
g't( dt.
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���
���) /�
 X ≤ x) �����∫ x

−∞
g't( dt

/∫ �∞

−∞
g't( dt. '"&(

�
������
 ���	����� �
������) �
��� g't( I e−t�/�) � *��
�� u� ≤ g'v/u(
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C���� � 0�
� ��*/� �
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 ��
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 ��� ��4 �����������4 /��� x) �
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����) /�
�� 	
��,
����) /�
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� O K9 c− cu ≤ − K9u ≤ �/'cu(− � O K9 c '"P(
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Y � μD σX -�7/

 "��� �
�"��$�
� ���	������� � �
 ����� "� �����" μ�  ������������� ���"

���
��� �"� �����" σ� 2�
"� �
%
� ��� X�  X�E����� � "�� �
�"��$���
��������� ��� � �� �
 ����� "� �����" ����� ������������� ���" 
���
��� �"�
�����" �� � (��  

Y� � μ� D σ�X�, Y� � μ� D σ�

(
ρX� D

√
�− ρ� X�

)
, -��/
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 Y�  Y�E ����
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F -x/ � �− e−x/μ, x ≥ �. -��/

�/ ����� ���������� L��� ��
� ��� y � F -x/ � � − e−x/μ� �
 x � F �−��-y/ �
−μ @M-� − y/� 0���
�����$�
� −μ @M-� − U/  "��� )��	
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���� �� �������� ������ μ� &
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#� ����� ���	
���� �����
���� ��� ���� 	���
���� � �������� �� ���������
�� 	������ � ������� �	���� �������������� ���������� �������� ���������
��� ��������� ��������� ����� ��� �������� !���������� 	��"�� ��
��������
#$� %�������� %� ����� &'� ()*+,-. � /� 0� 1���� &2� 3� 456789. :��� ���� ��

&;<=>.� ?=@A?==B�

�������� 	 &���������	
����� 
��������	� �� ����	�� 
���� μ.� C��� ����
���� ������������ !��	����D������� ��������� �������� �� �������� ���	� �
����� ��	���
�� ���������� ���	���������� ��������� �������� � �������� ��
&tE ;. �������" ��
������ Ǳ���������

Q:kB G
H8 >

;I
E
&H8 >.�

>I
E · · ·E &H8 >.k

kI
, k ≥ ;, &JJ.

���� ����������� 
������ �� ��" 	��� 	��� �� 	������� ����� ��� 
�������K
Q:kB > ;− >−t�

	
� :Ǳ������� U � ���������B 0����������� &tE;. �������" ��
����� �����������
��������� �������� ����� U G &.b�b�b� . . . bt.�L �	�������� �����	���$����
	����� ������� �������� ��
���� bj � �
�������� �� ����M�" jE; �������"
��
����� � 	����� 	��������� U ← &.bj�� . . . bt.�� &��� � � �������� ��
������� ����� ������������" �������" ��
����� ����� >�.

	�� :N���������� 	�������OB P��� U < H8 >� 	�������� X ← μ&j H8 > E U. � 
�����
M��� �������� &Q������� ��� Q:;B G H8 >�.

	� :%�����
�D���B N���� �������M�� k ≥ >� ������ ��� U < Q:kB� 0����������� k
����" ���������� ���	���������" ��������" ������� U�� . . . � Uk � 	��������
V ← R)8&U�, . . . , Uk.�

	�� :Ǳ�������� �������B Ǳ�������� X ← μ&j E V . H8 >�

%�$�� ���$� ��	���
����� �������������� ����� ������������ ��������"
������� � 	���
�������� ���	���������� &��	������ ����� ����M���� ���������
��" ��������" �������� ��� � �������� S.�

�� ������ ����������� �������������� ������ ����������� ��� ����������
� ������ ���	������������ ������� ���������� ����� ��
���� � �� 	��������

;. �
��
�
��������	� 	������ a > T �	���������� ���

F &x. G
;

U&a.

∫ x

�

ta−�e−t dt, x ≥ T. &JV.

Ǳ�� a G ; ��� �������� 	���
�������� ���	���������� �� �������� ������ ;L
	�� a G �

�
!�� ���	��������� ��������� �������� �

�
Z�� �� ZW��������� ����
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	�	��	 ��
��	
���� ����� �� ��		$ !��"����	
	�	��	 ����
# k� ���� �	$�
 ��!��)�
��*� �����(������ 
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����#�(! ��$���( ��
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�������
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� ���! ��� 
����
��
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���	�
� �������� �
�	����� ��
�	��� X � ������� ������������
���� ���
���� m � �αμ�� ��� α����������� ��� ������� !"�� ��� X #�����
�� ��
− $%!U� . . . Um&� �� ����� ��� ���'����� m (���� ���)������ �� ����& *�
�
X < μ� ��
����� N ← m + N�� ��� N��������������� �
�	����� ��
�	��� ��
������ μ − X� � ��
� X ≥ μ�  � ��
����� N ← N�� ��� N� ���� ,������
-���
������
���� !m − �, μ/X&� . � �� �� ���
�/�� 0� 1� 2����� � 3� 4� ����
�� �)� �����
�/�
�� 	 � �

� ����(�� '��	���� �
� α�
������
���� - �5���
��������� � ��/������ ����� X ≥ μ� ��
�� �� �
���

� ���� �
��������  ����� ��/���� ���6���7 8Ǳ�� - X�� . . . � Xm ���'������)�
����'� �
-�)� �
�	���)� ��
�	��) � ��������)� ������ � ��� - Sj � X�+· · ·+Xj

� Vj � Sj/Sm �
� � ≤ j ≤ m� "���� ������
���� V�� V�� . . . � Vm−�  ���� /� ���
������
���� m − � ��'������)� �
�	���)� ��
�	��� ����
�/���)� � ������
��'�� ����:� ; �,) 5���
-�� ����'� - # � ���6��� ����	� ��� ���� ��� -
 ���� 	 � V� ≤ v�� . . . � Vm−� ≤ vm−�� ��
� Sm � s �
� ���'��
-�)� '��	����
< ≤ v� ≤ · · · ≤ vm−� ≤ �� Ǳ�� - f!v�, v�, . . . , vm−�&� !m− �&��� �)� �� ���
∫ v�s

�

μe−t�/μ dt�

∫ v�s−t�

�

μe−t�/μ dt� . . .

×
∫ vm−�s−t�−···−tm−�

�

μe−tm−�/μ dtm−� · μe−�s−t�−···−tm−��/μ =

 ����

f!v�, v�, . . . , vm−�&

f!�, �, . . . , �&
�

∫ v�
�

du�

∫ v�
u�

du� . . .
∫ vm−�

um−�

dum−�∫ �

�
du�

∫ �

u�
du� . . .

∫ �

um−�

dum−�

,

��
� ���'��� � '����� �������)� t� � su�� t�+t� � su�� . . . � t�+· · ·+tm−� � sum−��
Ǳ��
����� � ��(���� ��� �� � ��� ���� ��� �  ���� 	 � �������� ������
���
�)� �
�	���)� ��
�	��) U�� . . . � Um−� ����
� ���� ������� ��� U� ≤ v�� . . . �
Um−� ≤ vm−�� ��
� '������ 	 � ���  ��/� ����
� ���� ������� ��� U� ≤ · · · ≤
Um−��

> ���� ��� � ����� ,�
�� #55�� ���)�� �� ,�
�� �
�/�)� ,��� �� �� �
�
,������
-��� � ������������� �
�	���)� ��
�	��� ���
�/���)� � ��� ??�

�� ��� ����	
��
� ��
	��� @������
� ���-�� 5�� A������ !BC% DEFGH%%&�
�� ��������� ?� ��� �I�J ����� � �� ��� �� �� � ,������ ����)� �����
 ��� �
�����
��- � ��������� 	��
 ��������� � ���6��
-��� �)����� ��� ���
�� �������
!KCL M$HGCL DHNOC%H$ KHP�� �IQJ&� ��RS���� > ����� ����	�����
 �����
 �������

���������� T� 4���� !K� UEBVCWE& !XYVO%ZEV� �IQ�& �,��/��� �� ������� ,�
-(�
�
��� ��� ����������� �
�	���)� ��
�	�� � ���������)� ������
�����=
 �� /� ����,�� ����� ���� �� #55�� ����� - ��/���� �� ��� �
�  ���	�)�
����-� ����

>� [����� � 1� 4�
���� \]� ^_CVGH%% H%` a� UEVbO%ZEV� ���  ����! ���"!

�������� �� !�II�&� �QIS�IRc ���'�
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,������ �
� 
�����)� �����#� �)� ����� ��� � ��
)�� ���/� �
��� a ≈ √

m�
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�	�� � '�����)� ������
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-'��
������
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�� ��� � Ǳ���� α � β	
������������ ������ α < β� ��� ����� ����������� ���������

������������ ������ ��������� ������
������� ���
� α � β�

�� ���� � Ǳ���� mU	��������� ����� ������ �������� �� !������" ���
� # � m � $
� �
�������� ���"�����"��� %��� ����� ���� ���"������ ����� ��� �kU� & r� ����
# � r < k� '������ � ���(����� ���"������� $/k�

� �� ��	 � ��� ����� ������������ U  ������� ������ ����� � 
������� ��� �� k� ���(�
�������� ��������� ����� ����� ���
� # � k�$� ����� ���� ���(� �������� ����������
��� ���
������  ��!
���� )��
� *$+ (��� (� !������� ��

���� �, ��� 	, �
� �,

� ��!��������  �������� -� .���/�� �� 0�� ����
�

�� ���� � 1������� 
� ������/���"  *2+�

�� ��� � Ǳ��
������ 033������� ����
 �����������" ��������� ������� � 3�����4
�� ������
�����" F *x+ & px5 qx� 5 rx� *# � x � $�	Ǳ
����� 
��+� �
� p � #� q � #� r � #
� p5 q 5 r & $�

�� ����� � 6������� X �������� ���
�� �� �(��!���

�	
 �� 7���������� 
� ��!������� ��������� ������
������� ��������� �������
U � V �

�	
 �� 8��� U� 5 V � � $� �!��� � /��� $, �����	�������� X � U�

����� 3�����" ������
�����" X� '������ ������ �����"���" /�� $� *9��
���
���
��� � ���
����
�������� ���������"�+

�� ��� � *:� 1�� ;����� *<� =� >?@ABC+�+ Ǳ��
�������� ��� ������" ��(�� ��(��� k
��!�����D ����� ������� nj ��(��� ���� Cj ��� $ � j � k� � k ����(�� �B�, . . . , Bk��
 ���
�� �! ������D ����� ��������� n ��(���� ����� ����� n� 5 	 	 	 5 nk & kn� ���
��� ��(��� (�
�� ��������� !�����"�� ����(��� 1������� *������������+� ��� ���
�
�� ������ �����( ��!������� ��(���  ����(�� ���� ���(�  ���
�� �! ��D ��
��������
��(��� ����� (���/�� 
�D ��!�����D ����� 1������������ ����� �������� ���� ���(�
�"��� ��!  ����(�� Bj ��
�������� 
� ����� �
�� �! ������D	��� Cj � Ǳ��������
��� ������!���� 0�� �����
����� ���(� ��
������� P � Y � ���(����� *E+� ��� !�
�����
���"�������� ������
������ *p�, . . . , pk+�

�� ���� � Ǳ�������� ��� �������� *E+ ����� !������� ���������

���� U < PK , �� X � xK��, ����� X � YK .

*)���� �(��!��� ����� V ������!����" �������� !������� U �+ F�
�� �� 0�� (���� �
�(���
��� ��
D�
" �� 
�" �!������" P�� P�� . . . � Pk���

� ����� � Ǳ����� ����" f*x+ �� ���� G ������ 
�" x < $ � ������ 
�" x > $�

� ��� ����	 � H(I"������ ��� �������� �������������� �����"���� Pj � Qj � Yj � Zj � Sj �
Dj � Ej � ���(� �������� J 
��� ���� � ��������� ������
��������
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e�t�/� dt, x � $.
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	��� �	�������� � g't( ) Cte�t�/� ��"
�
��	����� C!�

��� ���� � '*! Ǳ! +�
�	 ',! -! ./012(!( ������	
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�
�
��#
 � '3$(�
�����
	���"�	 ���	��
���

a�j � a�j�� < 3 41 3 ��" ��
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x
e�t�/� dt� ������	
� �	� f'x( < f'y( ��" 7 � x < y!�
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����� X�� X�� . . . �
Xn �� ��
���� 7 � ����
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��
�#����
>���:�
� �����
�
�
��" F 'x( � 
��� c9���	�"���" '��������� �	��:�	
� ��"(!

��� ����� � 6��� X� � X�9�
�������#
 �������#
 �
�����# � ���	�
	�	���?��� >���@
:�"�� �����
�
�
��" F�'x( � F�'x( � � ���	���	"�� f�'x( ) F �

�'x(� f�'x( ) F �

�'x(� ������
>���:�" �����
�
�
��" � ���	���	 ��������� �
�����# X� 8 X�A

� ��� ����� � 'B! C! D�
�� 'E! F! GH/01I(!( Ǳ�
�����	
 ������	� ��" �
�
��������" ���@
������ �
�����#� ��
�?
� �����@�����
�
�
��
 ���"��� a� ����� 7 < a � 5� � ����? �
�
	��� �	�������� � cg't( ) ta��/J'a( ��" 7 < t < 5 � � cg't( ) e�t/J'a( ��" t � 5!

� ��� ���� � K
�� ����� ��	��
� ����������	
� F 'x( ��������� �
�����#� ��
�?
� �
�@
�
	���
���
 �����
�
�
��
 � �����
	��� pA K
�� ����� ���
�������� ��	��
� G'z(A
K
�� ����# ��
��

 � ����
���" &	��� �����
�
�
��"A

�	� ���� � Ǳ�
�����	
 �
	�� �#����
��" ��������� :
������
���� �
�����# N � 	�����
�	� N �������
	 ����
��
 n � �
��"	���	 � np�'5� p(n��� n � 7! ';���� p ������	
� ��
���L�� &	�	 ������ ��
��	���"
	 ����#� ��	
�
�!(

�
� ��� � M�������" �
������ N N ���
������	� !
	� 
���	� ����������	
� N ��@
���
	���� 't, p( �������
	 ����
��" N ) n � �
��"	���	 �

�
t���n

n

�
pt'5� p(n! '< �	����


�	 ��#����� �������� ���� �����
�
�
��" t �
 ��"���� �#	 :
�#�� 	�� ��� &	� �
������
�
�	��:�	
� �� ��" ��
� n� ������ �# �� �#�� t > 7!( O���?�" ���! 5�� ��P"���	
 ���
�
�
������	 :
�#
 �������#
 ����� N � &	�� �����
�
�
��
�� ����� t9����
 ������@
	
� ��
 :
��
 �����! ;���� �# ��
�����	
 �
	�� ��" t ) p ) �

�
A

��� ���" � Ǳ��	 A9���?�� ��	���������� �����	� �� ���! 5$� R9���?�� ���
�@
��?
�� 

 	�
���� ����� I 9���?�� ���	�
��
� �����	�� ���
�
�
���� �� ��
 ,3�
� E 9���?�� �
��� ���	�
��
� �����	 �� �	����#��
��� �� ��
 ,$� � ������ ���	 �



��� ��������	 �
��� �����

���������	
��� ���������� ������	
���	 ������ �� ������� � ��� ������ ��
������� ���
��� � ���� � �����
� A R I � E�

��� !���� " #$���� %������ ��� ������
 A R I � E ��������

�� � ���� �&� �'�� I �
���(�

� ��� E ���
� �����	����	 �
�������
�) ���(�������) ��������� Ǳ������ 
��� c + e�/� , 
������ ������
� ������

� 
 ��� �� ��� �������� -X�

� .�/ 0
12 c�� .cU3�

��� !���� " 4��
� �� �������	 ���
�� �����
������ ���������
�� ��� (��	��� μ ��
�5
����� ���(����

� 
����	
� ���������

�) ������
� �����6� �� � 7��������

�)

�������� �������6�� �����(�� � �����
�� �������
� ����
�)� ������7�) � 
�(��	5
��� ����� ������8

��� !���� " �'�� %�
 #�$�
�� 9���� �� �����)6�� �� �����( ��
������
�� ����$5

�$ ������
� X :������
�
� ��� �� (���� �� ����$
�� ������
� X ��� :��� ���
����
���������
��8

����	 �� Ǳ�������	 X � ;<2��π/��U� ��� U , ��
����
� ���������

� ����$
�
������
�

����	 �� =�
�������	 ��� ��
����
� ���������

�� ����$
�� ������
� U � V > ����
U� 0 V � � / �� ��������	 ��
������
�� �� ��� ��� ��� U� 0 V � < /� ?���
��������	 X � �U� � V ��/�U� 0 V ���

�
� !���� " �@� A�� �B� C1DE� � '�� %�
 #�$�
�� Ǳ���	 V� , ����$
� ��(�

�� ��$5
�������	
�� ����� ����� & � /� ��������� �����������	
���	 �Vn� � ����6	) �����
Vn�� + .Vn�/ � Vn�� F��� ���������� �������
�� � ������$ ���
���	) �� � �����	�5
�� ��������� ��� �� �����������	
���	 �� ����$
� �����������	
���	 ;<2� πUn 
��� Un , ��
����
� ���������

�� ����$
�� ������
� �� �� � %�
�7��$ ���������5

�� ���
 �����������	
���� ��
�$ F �x� +

� x

�
dx�

�
�πx�/� x� � F��� �����	 Vn +

;<2� πUn �� ������� ��� Un�� + ��Un� EGH /� I� �� ����� ��� ��$�������	
�� ����
���)� ����$
�� �����
�� ���������
�� ���� ����� J��� ������

� �����������	
���	
Un (���� ��
����������

�$� ��
�� ���� �������
�� Vn �����
����� ���	�� � ���5

���

�$ ���
���	) �� 
�� �����
�� ��
������ 
����������	
��� ������	�� (����
����	 ���(� �������
��� !@�� �(��� %�
 #�$�
 ��������� ��	
� � KLMNKK&�"

Ǳ��
������$�� �����������	
���	 �Vn� ��������

�) � ������ �J�J�.� ���� ��5
�����
�� ������������ ���	�� � ���
���

�$ ���
���	)� O����
��� :����������$ �
������������$ 
��� ���� �����
�� V��� 9���� �� �����������	
���	 ����	 �������5
��
�� ����(
�� ���������8

��� !��� " Ǳ���	 X� X� . . .  X� , �����
�� ���� ����$ �����
�$ ����� �������
�������� 
��������$ ����$
�$ ������
�$ ���
��)6�$ �
��
�� & ��� / � ������5

���	) �

�
� P��� ��
 ������
���	 ���� ��� ��������
�� �

�� �����
�� �������

X� � �X� 	 �X� � �X� 	X���� �������� /8 �(�(6����

��� !�	
 " Ǳ���	 N� � N� , 
��������� �����
������ ����$
�� ������
� �� ����
���
μ� � μ� ��� μ� > μ� � &� '������ ��� ��������
��� �����)6�� ��������
��Q �D� N� 0
N� ����� ���������
�� Ǳ����
 �� ����
�� μ� 0 μ�> �R� N� � N� ����� ���������
��
Ǳ����
 �� ����
�� μ� � μ��

�� !�� " �S� =� T��
��� O (��	��
���� (�
�
�� ����	)����� ��6������� :%%�����
�$
�����( ������� ���
�7 � (�
�
�� ����� ���� ����� K�/�� @��������	
� ��6�������
������$ ���	 ������
�� (�
����	
��� ���������
�� �t, p� ���� p + �

�
 ����� ��
���5

���
�� t ����$
�� �����
�� ������� � ������� ���� ���
�7�
Ǳ��������� ������� ������$ ��
������� ����$
�� ���� � (�
����	
�� ��5

�������
��� �t, p� ��� ��������� p �����	��� � ������� �����
�� ����$
�� �����
���	�� �������� ��� ���
��� ����� ���� p + �

�
� !��������� 4�������$�� �
��



����� ��������	 
����� � Ǳ		�	��
���� ���

�������� ��	��
� �
����	� ��� �
��� ����� �	����� �������� ������� ����������
�������������� ��������� �������
 t� ��	������ �
��� �	���� �������� ������� �	��
��������� �������
� ���� �	����� �������� ������� �����	�	����� �	��
 ��������	��
����	 �� ��������� �������� < p� � 	� ���

��� ����� �  !� Ǳ� #���	�$ !������	��	� ��	�� ������������ ��������� 	���� �� �����%&
���	� ����������� ������������ �����'(�� �������)

�
akx�

k * +� �� a� � � � � � an > ,�

��� ���� �  -.� /� #��	��  0� 1� 2345637$ � -.� #� 8���  0� 2� 9:;3$�$ <����	� ����	��
��	�� ������������ n ���������� ������������
% ��.�� , � + ����� X�� . . . � Xn� 	������
�	��
 ��� �
�� ����������
) X� � � � � � Xn� =����	� ���.�� ���	��	� 	����� �� O n$
�����

��� ���� � >�?����	�� ��� ���������	� ���.��	�� �������
% 	����  Xj , Yj$� 	���%� �	��
���� R�����	��
� ������������ ���(���' α� �����.�(���� � ��������� �@���� �����
 Xj , Yj$� ��.�(�� � R� ���'	 ������������� ������������� �� ������� αμ�

��� ����� �  �	
��	����	���	 �	�	������	 ��������� ��������� �	������$

:$ -���.�	�� �	� ���� a�� A � � �A a�k * + � X�� . . . � Xk ����������
� ��������� ������&
������
� �������
� �������
 �� ������� , � ���������� +� 	� a�X� A � � � A akXk �
��������
� �������
� ����� �� ������� , � ���������� +�

B$ C ������	����	��  :$ ����������	��� �	� ��.�� ���������	� ���
� ��������
�
�������
� �������
� ��������� �	��
� 	���� 	��� ��� ������'	 ���
� ����������
������������
� �������
� �������
 �� �	��
%� <�������� ��.�� ����������	� ���'
D�E�EF G$� �� � ��������	�
� ���	��������� ������
�

Xn *  Xn��� A Xn���$/
�

E ��� Xn * �

�
Xn��� A �

�
Xn���,

����� ��������� ���.��	�� ��������
% �������
% ������� X�� . . . � X��� >�?����	��
������ �	� �	������ �����

H$ Ǳ���.�	�� 	�� �� ������ �	� �� 	����	� ����� �
�	�
� �� ��������' � ������
��	�� ������������ ��������
% �������
% �������� ��������'(�� ����������	��&
����
� ����  :$ �  B$� �!"�#���	� I��� X � Y ����������
� ��������
� �������
�
�������
� 	� 	����� .� ����	 X � * X HJK θ A Y KL4 θ � Y � * �X ��� θ � Y ��� θ ��	
�
�� ����� θ��

��� ����� � ��� �� ��		
� ��� � ���������� Ǳ���� X � Y ��
��������
 �	� �!��
 �
"
	� ��� � #�$����
	���� %��#%
&
	
��
� �� �%
&��� '� (�$�)��
*  �� X � � Y � ��$)

+�	+,��+ �
���������� �	� �!���� �
	� �����* ��
,-��� #�$����
	���
 %��#%
&
	
"
��
 �� �%
&��� '* 
�	� #�	� ��� �. �� X � Y 	,/�� �� �	
&�,-�. �#���/���

�� 0�&��� 1 < λ < '*

X � 2 �'� λ�X � λY 3 �X 3 Y ���'� λ�X < λY �, Y � 2 X 3 Y �X �.

4� �X �, Y �� 2

�
�5X, Y �X�, 
�	� X � Y 6

�5Y, X � Y �, 
�	� X > Y �

�� 7�	� X � Y ��
,� &��� ��
 #%
&����	
��
 X 2 �. . . x�x�x�.x��x��x�� . . . �� � Y 2
�. . . y�y�y�.y��y��y�� . . . ��* �� X � � Y � ��
,� 8#
%
�
9����
: ��� 
��+

X � 2 �. . . x�y�x�.y��x��y�� . . . ��, Y � 2 �. . . y�x�y�.x��y��x�� . . . ��.

��� ��� � ;	<�%���� =* >* ? � @ <
�
%�%�,� ��%��	���
 �	� �!��
 �
	� ���* #�<	�-�+
�
���
����
  ��	� %�����
%�� %��#%
&
	
���. �	� �!��. �
	� �� U�* U�* . . . ��$ �.
��)�� #%
�/%�������*  ��/� �� ��.�&
 #�	� ��� A��$B�, ��	�$� �� �&��! �	� �!��!
�
	� ��� UC



��� ��������	 �
��� �����

������ ����	
�� ������� � ������	���

� 	
�������

�� ������ ��� ��������� ��

�� ��� ������������
��� ������
n �����
�� ������� ���������� ���� ��!�� � "����# �����$� �	� N ��������
%���� ������	� ���
�����# 
����	��# ��� ��
����� ������� ��� ������ �����&
�������� ������
���# ����� �����!��'��� �������� (��
� N ��
! ������#
��)��	� 
����	�$
� ���
��! ����� ��� ��

�� � ��	���# �� � �����!
�� ������
���� 
�����!�� ���!*��# �� � ��	��� 
��!�� �����$��! ��$� n �������� Ǳ�)��	�

�������	� )""�����
�� ���,����� ��� ������ n �������# ������� ����������
�� ��
� �� ����-���
�	��! ��� ����������! ��$��' �����! ��� �� ������
��#
��������� ���
���' �����! � �����
�� "����

.�� ��*�
�� ��

�� ������	� ���������
� 
�����!�� 	������� /������� ��&
���
�	 �������	 �������� ����� ��$��� ������ � ������
���!' n/N� ���	�$
�#
�
���� ����� ������ �������
# 
� �
 ���� � ������� ���!�� n ������� � ��������
0���
���������
�� �����
�
�� ���
�

√
n1�− n/N2# � ������� 	�$�� ������!��

���� ���*��	 ���!*��# ���� ���*��	 	����# ���� ���! 
�������	�� �����!�����
3 ����!'# ������� �����������
�� 4�����
��5 ���,����� ��������� ������!

��# �� 
�$
�6 1t 7 �2&� �����! ����� �����
� � ������
���!' 1n − m2/1N − t2#
���� m ������� �$� �����
�� 8�� ������
���! ����
���
�# ������!�� ����� ����
���	�$
�� �������� ������ ������ n ������� �� N # ���� ��
� m ������� ����
�����
� �� ������ t# ���� ��������# ����� ��� )��	 ���������� ���$� � 1t 7 �2&�
�����!# ���
� (

N − t− �
n−m− �

)/(
N − t

n−m

)
9

n−m

N − t
. 1�2

1:
�� ������# )�� ������
���! ������ 1t 7 �2&� ������ ��� �������# �� n ����&
��� �� N ���������! ���# �� ����� ������ t ���� �����
� ���
� m ��������-
Ǳ����	
 ����2

:���# �������� � ������� �	 �������# 
�	����

� �������� � �����' �	�
�������	��

�������� 	 1������ ������� ������2� ������! n ������� �����
�	 ������	
�� 	
�$����� N# ��� ; < n ≤ N�

	
� <:
�,������,���= Ǳ�������! t ← ;# m ← ;� 1� )��	 �������	� m ��������
����	 �������# �����

�� ��
��# � t-�� �	 ����	 �����

�� �������# �
������	� 	� �������	2�

	�� <>�
��������! U�= >�
��������! �����
�� ���� U ���
�	��
� ����������

��
	�$�� 
���	 � ���
�,���

	� <Ǳ��������= ?��� 1N − t2U ≥ n−m# ������� � *��� @A�

	�� <������= ���'��! �����' �' �����! � ������� � �������! 
� � m � t�
?��� m < n# ������� � *��� @�� :
�� ������� �������� ���
�� � �������	
�����*�
�

	�� <Ǳ��������!�= Ǳ��������! �����' �' �����! 1
� ���'��! �� � �������2# ���&
����! t 
� � � ���
��!�� � *��� @��

/� ������ ������# �������	 	�$�� �������!�� 
�
���$
�	 � 
� ��	�	 ����

�������!
�	# 
� � ����!
�� �
���� 1�	� ����$
�
��# �������

�� 
�$�2 ����&
������# �� �
 ����
� 
���$�
� /�����
� ��������! �����' �� "�����



����� ��������	 
����� � Ǳ		�	��
���� ���

�	 
��� ����� �������� N ������ ��� � �������� ����� ����� ���� �
��!"� n #������	�

$	 %�!�"�� �������&' !��"���"������ % (�������� �"�)�����& ���� (�� �'!��
�������� #���� ��!"�� ��� ���"��" �������� #���� ����� "���� n/N�

*��"+��� �$	 ��"������� �����") �� �� (�� ��!"�� �t , �	-� #���� ��

� �"�)�����&' n/N � � �"�)�����&' �������� � ��	. /�� �����+��� �"�(����
�����"�� �"��!"�0� � ���!���������� ���"���"� 1�+� �� (�����& �!2)�-
���& #�� ��+�3�) �"�����"(�4

����������� 5����&��) ����"��� 6 ����� ����!����&�) � ����(�� "����(��0
����(����� ���(����0 (��� U �"� ��+��� ��������� �"��"���� �� ��!+���
����������� �+�� ��!�"���� ����(����� � "���� ���� /�� ��+�� �����& 
���"��" ��!�"�) ��+��� "�� "����(�� ���(��) X� � ������� ����"�#�����
����� 7�(��&���� ���(��' X� ��+� !��& �"������ (���� ��)�� � ��&
�"�0�+���) �"��"���� ��� ������ ���(���� (���� X  ����"� ��"�"������&
�"� �"����3� �"���� �"��"�����	

8!�(�� �� � �"�0���� �� N ������� % ����� �� ��� ��� ��������
��9 ���"+��� �$	 ������ (�� ������)) �����& ��!�"���) � �"�)�����&'
n/N �"�)�����& ���� (�� "�!��� ����"���� ���"9���) 	
 ��!�"� ������� ��-
���� ��(�� "���� �� − n/N	� :"�� (���� "������"���0 ������ ����� n ; � 
�"�!������&�� "���� �

�
N< �!3� ��"���� ���� � ��"� = � ��

>���"��� 6 � �"��� ����!�� ����� �!��+��'��) � "�!�� ?� @� A��� 
1"���� /� 1'��"� � 5���� B��0� �C� D� E�F GHIJKF L� GMNNHI �FO PJ�F QHRMST� 
�� ����� ��	�� �

��� �� �����	 �UVW�X�	� 7�������� #��� ���� !�� ���"��
@� Y� Z+����� �D� [� \]FH^ �� � �����	 ���	�

_��� ���(�� N ��"�� �������� �� �������'� �"������� ������&�� �����
��(���� ���(��) N )��)��) "9�'3�� ��) ��������) ����"���� 6� Z�������
��!0����� ���(���� ��!"��& n ������ �� ����� ��� ��(�� �������� ����&��
������ � �����)3 �"�) ���"+���) � #��� ����� 1�+�� ���(��� �"�(����&
�� ������ � ���� �"��� � ��!�"� n ������ �� ��(9 ��� ��!"��& m ≥ n
��(��&��0 ������ �� �"��� �"�0�� (��!� m !��� ������� ��&9 N� @����
�� ���"�� �"�0�� ��+�� !��� "������"�& ���&�� m ������� 5�������� �����-
�� ���(�� � ��� (��!� �"� ����!��� ��!�" � "���&��� ����(��& �������'
���(����' ��!�"�� �� ��0������ ������

@�� ��� ��"�� �������� ����� ���"9���) ���� `����&a ���(����� ��!�"-
�� �� ������ ����� 0"����& �� �0�� �"� �"��� �"�����" (��!� ����� !��&
������� � �� ����(���'� Ǳ"� (���� ����� �� ��"��� `"�"���"a ���"+�3��
���&�� ������ ����"� �!"���'� �"���"���&�� ��!�"��� Ǳ"�� n ������
����� !���� �0����& � "�"���"� c���� �t , �	-) �����& ����� ��) t ≥ n 
� ���)�� ��"��"���) ��!���� n ������� ������ ����"� �� ��!"��� �"��
�"��0 t ������� Ǳ"�!���� )��)��) ��0"���� #���� �����)��) � t ����(����
�� ������ �� � ����� ����� ���(����� ��!�"�� �"�� t , � ��'3�0�) �������0
��(�� ������� 7�"���� ����& (�� ����' �����& ����� ���'(��& � ��!�"��
� �"�)�����&' n/�t , �	< �"� #��� ��� ������ ���(����� #���� �"����3�
��!�"���

5��� ��������' "�!��� ������)� ����'3�� ����"����



��� ��������	 �
��� �����

�������� 	 ���������� ��	
��	� 
����� �������� n ������� �� ����� �����
�������� �� �� ≥ n! n > � ��"���� #������������� ���� ������ ������� !
��"�$�%� ��� ������! &����� '��'(��' &��"�"��� � "�' �&����������� �����
&�� )����� ���������� �����*� �������+ ��"�&��� I,j- "�' � ≤ j ≤ n! &�$"��
�� &����+ �&������� �� �"�� �� ������� � ��������

	
� ,.��*������*�'�- 
��"� ����� n ������� � �&����� �+ � ������� Ǳ��
���� I,j- ← j "�' � ≤ j ≤ n � ������ t ← m ← n� �0��� ���� ��"��
����&��! � �(%��  ���1� n �������! ��! &������! ����+�"� � ��"�� ������
���������� ������ � � ����%��� � ���������'��� ��+�"�� 
 ������ �
��"�&�� I,�-! . . . ! I,n- �&�����(� ������ � ��&�%�� ����&�2 m '��'���' ���
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�����! ��������� m �� � � �������� I,M - ← m� �<�����! ��"���������
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)
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��� t ��W�&���� R����� �� ���



����� ��������	 
����� � Ǳ		�	��
���� ���

��	
� ����������	�
 ������	�
� ��� ��� ��������
 ������ ���� ����
��� ��	
�
����� ��� 

 ���	����� �
�
����������

�������	�� �
��� ��
��� �!���� ������ � ������ 	�� �����"������ ���"
��#
�� ��������� ���� �$���� �
���
�%
���� &
� ���
$�� ����	�� ����� �
�����
��$��! �' t( �
�
�������� � ����
��� ������� �
������������ )�����'���!�� 	��
'����� ���� � ����$ ����� '�
� *�� �������
� ����� ����� �������
� �
%
��
�
����� �� 
�� ��
+���� � Ǳ� �����
� �
�
 �
� -�
�
�
%������. ������ �' /�
���� �����0���� � �
�������� !� ����
��� ������ �12 �� �
��������� ����	�� 
*�� �
�
�
%������ ��� ������
���� �����
�
�
���� � �� ��
�� ��� �� ���	����0
�
�
�
%������ ��
!� �
�������� �����
���� ����
��� �����! �
��������� �0 ��#
��	
��� ��� ������
���� �����
�
�
��� 3��� 456789 :;6 <=:>7;=9� ��� �� ��?@A�
���B��@C�

D��� t ���E�� ��$�� ����	�� ���	����! ��
�������� �	
� ������� �
�
�����
���	����
 "
��
 	���� �
$�� � � t(� &�����
�� ����� t F �� ���	������ 	����
�
$�� � � �� �������	��� 	���� ������ ���	����! �
�
�������� �' �����"� ��
0
��'��$����
�� &� ��� ��� %�0 t �
��0����� ��� ���

 ������$���� 
��� ��
��#

���� 	���� ��$��� �
�
�������� ���� ������
�������� ��� ��� t( ������� ��� %

��	����� ���
� ���� ���	������ 	�����

Ǳ��0���G�� ���"
���� �
�
�
%������ ��$
� ��� ����	
�� � ����G ! �$

�������
���� ��������� �����H� ������� ��
� ������
 �����
�����
 �
$�� ��$���
�' t( ��'��$��0 �
�
�������� � ����
�����
� ���� ! 	��
� �c�, c�, . . . , ct−� � 1 ≤
cj ≤ j� I�$�� �
��� ����	�� ����
 ���$
���� ���	����0 	��
�� � *�� �����
�����

��$�� ����� '���� ��� ����	
��� ���	����0 �
�
���������

�������� 	 �Ǳ���������	��� Ǳ��� X�� X�� . . . � Xt J���$
���� t 	��
� ���
�
�
�
%�������

	
� 3K��"����'�"���C Ǳ������� j ← t�

	�� 3L
�
��������
 U�C L
�
������� ���	����
 	���� U� ������
��� �����
�
�
�#
��
 �
$�� 1 � ��

	� 3M��
���C Ǳ������� k ← �jU�N �� �O
�	�� kJ���	����
 "
��
 	���� �
$��
� � j� P ���� �����B� ��Q����
���� 	�� �
�
��
 �� j 	� ��
��
� ����� '���� ���
��	���
��� k� M��
��� Xk ↔ Xj �

	�� 3R�
� %
��
 j�C R�
� %�� j �� �� D��� j > �� ��'������ �� � %��� H��

P�
���
 *��� �������� ������������ )� S� T�%
� � T� U�� �V� 4� W=9XYZ
:;6 W� [:\Y9 3����������	 
��	�� �]7;67;� �?�@� ^_:`a5Y ��C �� ���	��� �'��
�
� )� �����
�+
��J�� �'��
 ���� !�
���� �V� <8Z9\Y;bY56 3�� � ��?A����1C�
c���� ������ �
�
������� ���	����! �
�
�������� {�, . . . , t} ��
��� �
�
�
%�#
����� '������� ����
�����
� ����� �X�, . . . , Xt� ��$�� �'�
$�� ��
��"�� '��
#
�� Xk ↔ Xj� �������� ��
��	
��
 j �� � �� t � �������� Xj ← Xk� Xk ← j
3��� <� ^� d;8\X� 
�� �������� ��������� �eYf [7Zgh 4ij HZY99� �??�� �1�C�

)� O��+� �V� k:5l� ����
�
 ���� �m=Y;;:h �?��� �@B�/ ���'��� 	�� ����#
���� H �
 ��

� ��'��$����� �
�
������� ���

 m ��'��	��0 �
�
��������� �����
�� ����	�
� ������
��� �����
�
�
���
 Uj �' ���
���� ������*����� ����
����#
�
� ����� �� �����! m ��� ����� '�
� �
����
����
 ������%
��
 Un�� F f�Un�



��� ��������	 �
��� �����

��	 
������ Un ����� ���� ����
� m �������� ��������� ������ ��� �
���������

��	 �������� 
�  ��
�� ������ ��������! ������	���	 �� ��� ������ �����

�� �������	�� U � "�
 ������� ���� m # ���� ����������	� ����
������ �� ��
�������� ������� �� �����
�� ��
������ ��� ≈ �.��× ���� � ���� ��
�� 
��!��
�� 
���� ���� ��� ����������	
� ����!��� 
� ��� ����
������� �� ����!���� !��
�
��"!���� ����	# ����
������ ����������
� $����!�
�� ���
�	� ��������!�%

��� �������� ����� ��� �� ��!���� 
�������� &
�� ������ �����'�

(�� �������� �� ��������� ����� �
��������
� ��������� )�����!!� 
 �����%
�	������ ������	* �����+&,'� 
 ��
����!�� �����	� ��������� -� ��.� ����� ��%
����� ������.�� ����!��� 
� ����
������ ��
������� �
�� ������ ��!�� ������
�� ���*��* ���� t� �����!�	# ��!����	# ���!���* ��� ���/������/�� �����������
0������ 
������ �� 
�1�
���� ����.��
�� ����!��� 23 t� �
����� 
��!�*�	#
���!�	# ������� �� 	#���� �
�� �� ����!�� 23 t� �
����� 
��!�*�	# ���!�	#
������� �� #���� 4�� ������
�  ������� ���� �� 
���� ��%�� ����� ����!���
��

5������� 6 ��.�� ����� ������������ ��� ����!���� 
��!�*��* ����
������

��!�*�	# 
�!�����* &
�� ���� ��'� 7��!�*�	� ��8���	 ������������� �����#
��� &��������� ���������' ��

������"�
�  ������� ,�� �  ����� ���������	��


�
��	���� 9: ;<=>?@A<B C?D E<2F &;>G HIJKL MNCD>O<N PJ>BB� �Q,�'�

�Ǳ�������	

�� ���� � ������	
� ���

�� ��� � �����	
�� �
� �����	
� � �	����� �� ��
��
�� ������
� ���� �� ��� N � !��	��"
�#���� #$������ %�"���

� �� ��� � �t&�'� !��	�� # �����	
�� � #��	���
�� � #����
���
�( �n�m�/�N�t�� � �� n/N�
������ �����	
� 
���)�
� �
��� #������ ���� �����	�
���
��"� ��*
��) ������ !��	��
������ #��	��
��� � ����	
���� #����
���
�(� Ǳ����) ��� *
	 )
#������	� ���#	����,

�� ��� � Ǳ)�
� p�m, t�-#����
���
� 
���� �
� #������ 
���� m !��	��" ����	 ���#�$
t # ��
��� �
���� #������� Ǳ����	
� ���������
#���� 	! �����	
�� �� �
�

p�m, t� .
(

t

m

)(
N � t

n�m

)/(
N

n

)
��� / � t � N.

�� ���� � 0��) ��#�� ������� !�����	� t �� !�#�� ��		 �����	
�� �, ���)�	�	 ���#��	�
������� 	! N !��	��" �)��
 ������
���� # �������� ������ ��� #������ �
���
 �����",�

�� ���� � 0��) ��#�� �������#����
	���� �
������	� !�����	�� #��	�������� # )��� 1,

�� ���� � �����	
�� �
� �(��" �	�	��� #���� n !��	��" 	! ������
#� N !��	��" ����

��
� ���)��� �����	
��� � � #����
���
�( /

�
N
n

�
� 2����#�
������ #������ �#���
��

��#�� ���� �����	�
���
��"�

� 	� ��� � ��� 2� 3	

�� �4� �� 567789��� :����	
� � ���	!#��	
 ���) ��#������� ������'
������)( ��)��"�)( #��	�	�) ��� �����" #$����" !��	�	� ;��� *
��� )�������	�-
������
��
� ����� *%%��
	#��" ���$��� ��	 ��
���� ����� ���
��� #��	��	
� 
�����
�	��� X #$����$ !��	��"� ��
���� ����)�
 ����)�
	
�� ������ ��� �����
� ���#�" #�����

<� 0��) ��#�� #����
���
� 
���� �
� X � k� k !�����,
=� Ǳ����	
�� �
� ��!)��
�
 �<� ��!#����
 #�����	
� #��	����	� X� �����	�)� 
�����
���) ��#������� ������������)( ��)��"�)( #��	�	�) U � 	 ���	!#��	
 O�X� ��)�	$
#��	����	"�

>� Ǳ����	
�� �
� ����� 
���� ��	�#�	
� X � ?6@�YN , YN��, . . . , YN�n���� ��� Yt ��!�'
#	�	�� 	 ������ Yt �#���
�� ��)��"��� A���� �	���� # �����
	 / � Yt < t�



����� ��������	 
����� � Ǳ		�	��
���� ���

�� ������	 
����
����� ��������� �� 	� �������	� ��� X ����	 
��	� ���� �����	��
� ��	��	
 �� O��� �� ��� 	�� ����������� !
	��� ����������"#� �������� $�%��&��'��

�� (�� ) Ǳ���� n + $� ,�� � ����
 - ���
	�"	��" � .���� ���	���/	
� 01 �����	�
�����
	�������2 �� � �� 01� � 	�� �������	 ����� � 	�	���������	 �� �� 	 -$� �����
�����	����	���

%, �, 3, 4, 5, $, 5, ��, ��, $, 4, 6, $, ��, %, 5, %,

����" ������ �����	� � �	�	�����7 8���" �� ��2 ����	��" � �������	���� ������	7

��� (�� ) Ǳ�	��������	 � ����
 - ���� ����� �������� �	� �	�	������� ��	���� �"� ���
n �����	� �	��/	� ������� 
���� 2������ � ��
"���

� ��� (��� ) Ǳ���� pm 9�	��"������ �� �� ��� ����� m :	
	���� ���	�	�� � �	�	�����
� �	�	��	 �	��� � ���2��� � ����
� -� ;��	�	��	 ��������"/�� .���<�� G�z� +�

m pmzm � ������	 ��	��		 ����	��	 � ��	��	�����������	 �����	��	� �=��������	
��	� �� ����	� ��0��1��

��� (��� ) >��� � ����
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� 9���� 6� �� ���"��)� . �%/�� f � f ! ��%��! "�� f�x�, . . . , xk� ≤ f�x�, . . . , xk� ≤
f�x�, . . . , xk�! � ��%��! "�� �������� ����&����� f � f $���:� ε� Ǳ�#��$ �� �)����

������ ��� f � f � � ���%���% 

�

n

∑
�≤j<n

f�Uj , . . . , Uj�k−�� ≤ �

n

∑
�≤j<n

f�Uj, . . . , Uj�k−��

≤ �

n

∑
�≤j<n

f�Uj, . . . , Uj�k−��,

$�,�� ��%�6"���! "�� �� ����� ��%,� ��� f �

;����$� < $�,�� ���$�������! �����$��! � ������ ���
������� �� ������
�� ����=� Ǳ ��� �p�, p�, . . . , pk�5�63�� ����������%� "���� {�, =, . . . , k}� Ǳ�%�,�$!
"��

>?�Un�p�−� < Un�p�−� < · · · < Un�pk−�� � �/k@. ����

0�� ��%����������� ��������,�$! "�� ������������������ 〈Un〉 k������������� �
� ���

f�x�, . . . , xk� � �xp� < xp� < · · ·< xpk
'.

�$��$
>?�Un�p�−� < Un�p�−� < · · · < Un�pk−��

�

∫ �

�

· · ·
∫ �

�

f�x�, . . . , xk� dx� . . . dxk

�

∫ �

�

dxpk

∫ xpk

�

· · ·
∫ xp�

�

dxp�

∫ xp�

�

dxp� �
�

k@
.

	
������ ��  ��	 �� . .������������������� k�������������� � ��� ���������
��� ��	��	! ����������� ������� k � �
���� �������� �����



��� ��� ����� ��	��
��� Ǳ����������������� ���

���	
 ��	� ��������� ��� ����
�����
������ �����
�����
� �������� �����

	
��� ����
�����

��������� 	
 ���� �� . . ��������	�
�������� �k � ���������	������ �� �������

����� ��������� ���������� ���	� Un � Un�k ��������� � �����

 !"
n→∞

�

n

∑
UjUj�k −

(
�

n

∑
Uj

) (
�

n

∑
Uj�k

)√(
�

n

∑
U�

j − (
�

n

∑
Uj

)�)( �
n

∑
U�

j�k −
(
�

n

∑
Uj�k

)�) # �.

�$�
 ����%����%� ��
�� �&����'��� �� � ≤ j < n��

��	�	��
����� Ǳ� �
��
�
 ) ���
%�

�

n

∑
UjUj�k, �

n

∑
U�

j , �

n

∑
U�

j�k, �

n

∑
Uj,

�

n

∑
Uj�k

���
����� �����
����
� � ��
�
�� �

�
� �

�
� �

�
� �

�
� �

�
��% n →∞�

*�������%� 
������� +��

 �+,%
 ���-���� �����
�
�
%- ����
�����
���.
��
-� /& ���
�
���% ����%
 k.�����
�
�
%�� ��������%��� ��
 ��
	&
 �����%
����
����% k� ���%�
� ����
�����
������ ����
��� 0.�����
�
�
�- ��1�� %
������ ��1��� ��1�� ����%

�U�, U��, �U�, U��, �U�, U��, �U�, U��, �U�, U��, . . .

���������
�
�
& � 
�%%��� �������
� 2�� ����
 �����	� 
������ � ���
��� ���& ���
� �U�, U��� �U�, U��� �U�, U��� . . . ��1�� +&�� �� ���������
�
�
&�%�
3��% � 
������- �+����% 
 4����
� ���
� �U�n−�, U�n�� %4 ��	� ����
�%������
���1%�% ������%5 �U�n, U�n���� 6���%�
�� �
�%��%�
���� +%���� ����
�����
��.
����

〈Xn〉 # �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, . . . ����

� �
�%���� ��%& �7 +��
� �.�����
�
�
�-8 ����� ����
�����
������ �
�&4
9�
�
��� 〈X�n〉 # �� �� �� �� �� �� �� �� . . . %�

� � ��% ���� +���:
 ��
-� �
�

�%%;� ��1�� ��� �������
�����
������ 
�
�&4 9�
�
��� 〈X�n��〉 # �� �� �� ��
�� �� �� �� . . . %�

� � ��% ���� +���:
 
�%%;� �
� ��
-�

Ǳ�
�����	%�� ��� ����
�����
������ 〈Un〉 ����
��� ∞.�����
�
�
�-� Ǳ�%.
�
� ���� �����&��
�� ��� �������
�����
������ �
�
��',%4�� ��
�� 〈U�n〉 # U��
U�� U�� U�� . . . 
 �+���� +&�� ∞.�����
�
�
�- %�% ��	
 �.�����
�
�
�-� 6�
〈U�n〉 � ����� �
�
 ����
��� ∞.�����
�
�
�- % ��1�
 
,
 +��
� �
�&��

���������� �
 �� . . �����������	
������
� 〈Un〉 �	��	�
 �m, k���	�������������
����

���u� ≤ Umn�j < v�, u� ≤ Umn�j�� < v�, . . . , uk ≤ Umn�j�k−� < vk�

� �v� − u�� . . . �vk − uk�

��� ������ �����	 ����
��
������ ����� ur� vr ��� � ≤ ur < vr ≤ � ��� � ≤ r ≤ k
� ��� ���� ����� j ��� � ≤ j < m�

Ǳ
��
� k��������������� �
����
�������
��� �������� ������ ������ 
������
����� � ��� m � �� ����� ! "
#�� m � $! 
%������! ��
 ���
"� ��%���
��� k!



��� ��������	 �
��� ���

��	
����
�� � 	����� ������ ������ 
��� ����� � ��������� ��� 
 �����

���������
 k� ��	
����
�� � �	����� ������ 
 �� ��

������
 � �!�� � ������
� " �	 
���#

$m, k%�����������		�
 ������������	��� 
��
��


$m, κ%�����������		�� ��
 � ≤ κ ≤ k� $��%

$m, k%�����������		�
 ������������	��� 
��
��


$d, k%�����������		�� ��
 ���� �������� d ����� m� $��%

$��� ���� ��% &��� ����� �����
�� �����
 $m, k%'������������
 b'
	��! ��'
���� ��������
� ���  ������

 (� 
 �������� ����� )� ����������  ���!
��� $m, k%'����������* ������ ��������!�

�������� ������ �������  � ����
* ����+�
�* � ������ ����� �����
'
���� ������ ��� 	�� � �!�� �� ��
���
 ∞'��������
�� �!�� 
����� �	��
�����
� ,�� �����
� 	� �� ������ ���
 �,� �����  �� � ��������
 ��

������
 -���� �����
��

������� �� $. �� /
 � $0123 45163% 
 7� �� 8������ $9� :� ;<=>6?@23%�% ∞�����
�������		�
 ������������	��� 
��
��
 $m, k%�����������		�� ��
 ���� �������
���	�� m � k�

���������	
���� A������	�� �������� ����� ��� b'
	��! ������ ��������
�

�������� �,�,��
 ������ 	�� ���������! ����� )� B�� ����� ����� ���'
�����
��� 	�� m C k� ��� ��� $��% 
 $��% �� ������� 	�� ������ ���������
$m, k%'���������� ��
 ��� $mk, mk%'����������

&��
� �,������ ������� 	�� ����
∞�����������		�
 b���	�
 �������������
	��� X�� X�� . . . 
��
��
 $m, m%�����������		�� ��
 ���� ���������	�� ���
��� m� /�+ ����������� �D-�� ���������  ��
� �� ���	������� ������'
����� �� ��
 ������  ����� 45163 23E ;<=>6?@23� ������ ��  �!"� 	 $�F��%�
�G�H�GF�

I��	 �� 
���������� 
�� � �����  ����� ������� ��
������  � ���'
�
* �
���J
�*  ������
�# KL��
 ����� m  �
	
� 
 ����� 
* � ������ �����'
������ � �
�����!� 	�� m  �
	
� �� ��� �� �
�����  ���M� N �������  
� -���
��
�J
� ����� �O�����
�� ��� ����


���� �� #���	� m ������������	���� ����� 〈yjn〉 C yj�� yj�� . . . ��
 � ≤ j ≤ m�
Ǳ���������%� ��

P5@
n→∞$y�n Q y�n Q · · ·Q ymn% C mα,

P5@ R<S
n→∞

$y��n Q y��n Q · · ·Q y�mn% ≤ mα�.
$�T%

&�'�� ��
 (����'� j �)*���)� P5@n→∞ yjn � �	 ����	 α�

/ ������ ������ ����������� � -��! ���� ��
 ���  ���� F�

Ǳ������
� ����������� � ����� V� Ǳ���� x C x�x� . . . xm D b'
	�� 	
���W
������ 	�� x �
������
� �� ���
J

 p� ��
 Xp−m��Xp−m�� . . . Xp C x� Ǳ����



��� ��� ����� ��	��
��� Ǳ����������������� ���

νj�n��	
�� x� ������
��� �� ��
�

 p� ���� p < n 
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:�� ��+����� � �!�� � '������� *��� ε9�,�� 	���������� !�����
�� �� 	��!��
 ������ ����� 	��������������� �+ 	����� �������� �
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 	��������������� ��+��!�
< P �	�������� � ����������, �� 	����� 
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����� 	��%
	���������������� ����
����� ����� ���&.��� �� 	�������� a� . . . ak ��� �
�	
������ ���������&. 	��	���������������� �� ��� !�� 	��	���������������
�%
��	
������� ������ �� ��
�� *k 7 �+ 
����
����� a� . . . akak�� �� ) ≤ ak�� < b
	�������� � ��
��������. �/bk�� � 〈Xn〉� 8���� ��
����� ���&�0��� 	� k ����� ��%
������� ��� 	���������������� &�������
�.��� �	
������. /�� ������� k%
��%
	
�������� �� ���, k� Ǳ����� � ��
����� 
������
���� 9���	���0�.: 	
���
	��	����������������� 	�&����' ��� R� �	
������ ���������&. 	��	�����%
���������� 〈Xn〉R�� �� ����� �	
������ 	
���� 	��	��������������� R�R��
�� ����
�#� 〈Xn〉R�R� ( *〈Xn〉R�+R�� � ������ ��� ��� 	��	����������������

������
����� � � �	
������� /� ∞%
��	
������ � *��� &	
� �2+�

;���� ��� ∞%
��	
������� ���&�� �� �	
������� /� ��� ����� ����� � �&%
���� ����
���� � !�� ,�
�$�� 	
����� ��#�� ��� ������ ������0� ����� �
��&����
�	
������� �&��������� "�� &� � !�� ��� ��� 	
������ "� ����� 	����& 	�����%
����������� &�������
�.��� �	
������. /�� ����� &�������
��� �	
����%



��� ��������	 �
��� ���

��	 
�� �������� ���� ���������� ������ ��������������������� ����� ��	�
�������������������� 〈Xsn〉� ��� ������ s� < s� < · · · � �� 〈sn〉 �� ���!�� "���
���������  
�# ��� ������ ���!�� $���������� $����	 sn 	% sm ��� n 	% m�

&���� ����������� 
� � 
� ��!�� ����"�������� ����$	'�� �"��(���

����������� 	
� b������ ��	
������
���	�� 〈Xn〉 �������	� 	
�������� �	
�

�
� ������� ����������� �
�������� ����� ������
������ ��	�������� ��	
��

�����
���	�� ���
����� ������ ���
����  �
�� ��	�
 〈sn〉 ��� ���� �� n �

�������� Xs� � . . . � Xsn−�
� �����	
������
���	�� 〈Xsn〉� ������� 	�����	���� �����

�
�������� �
���	� 	
�������  	��	
� ������
���� !"#

)� . . �*���	
������
���	�� 〈Un〉 �������	� 	
�������� �	
� b������ ��	
�����

��
���	�� 〈�bUn�〉 �
���	� 	
������� �
� 	��  �
�� ��	�
 b ≥ +#

,��� $���!����-� ��� .�� ����������� ����� $���������� ��� ��($����
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V� % �, V� % .�, V� % .��, V� % .��, V� % .���, . . . ,

Vn % .cr . . . c��, �	
� n % +r = c�+
r−� = · · ·= cr. 6+�*

&�������� ����� Ib�...br �����	�� 	�� ���	����
���� ��	�
  )� . .�*� �������
����� ������� ����	��
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T !a� . . . ar−� ," ∪ T !a� . . . ar−� �" ⊆ T !a� . . . ar−�",

��� T !a�a� . . . ar" ��� ���� ����2�� �����	�� ���� T !a� . . . ar−�"� 4���������
!�#" ������ ��-�� �����	�� 	� ��.	�) �� r�

5�)��� ��-  !�#" ����������� �������� �� ��������� ������� ���  ��	����
��� ������	� ����	 ���
  �)���	������
 �	��� ��������� ������ Ǳ����  �% , <
ε < � B!r, ε"*���

⋃
T !a� . . . ar"� - � ��0� 	���	� ������% �� ����  ��	���� ������

a� . . . ar�  �% ������
 �	��� � 	�	. ν!r" ��� 	 a� . . . ar� � ��������%�� ����������∣∣ν!r" − �

�
r
∣∣ ≥ εr.

6	��� ��	
  ��	���
 ����� ���� C!r, ε" +
∑(

r
k

)
� 	 ����	����	� ������%���% ��

���� �����	%� k � |k − �

�
r| ≥ εr� 7 ���� ��#��,8#�  ������ ��� C!r, ε" ≤ #r��e−ε�r�

����  ��-���� !�#"

B!r, ε" 	���� ���� ≤ #−rC!r, ε" ≤ #e−ε�r. !��"

4 ��� ����� 2-� ���� ��	�

B∗!r, ε" + B!r, ε" ∪B!r 9 �, ε" ∪B!r 9 #, ε" ∪ · · · .
/�� B∗!r, ε" ��� ���� ����2��

∑
k≥r #e

−ε�k 	 %��%���% ������� �
� %��-��%
�% � �� ���

:;<
r→∞

(
��� B∗!r, ε"

)
+ ,. !��"

=������ ���	 x* �)���	������� �	����  ��	���� ����'��	� !,.X�X� . . . "� ������&
-� ��	�� 	� � ����������) �� �&����� ������) ����� ����������	 〈Xsn〉R� 	 ���	
ν!r" �������� �	��� � � �����
 r �������
 ����� ��) ����� ����������	� ��∣∣ν!r"/r − �

�

∣∣ ≥ ε
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��� r� �� ��	���
� �� x ���	���
��
B∗�r, ε� ��� ��
� r�  	���	
! 	������� ��

N�R,S� "
⋃
t≥�

⋂
r≥�

B∗�r, �/t�.

#�����	� ��$�
⋂

r≥�
B∗�r, �/t� ��

 �
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� t� #�
����
�'	�� N�R,S�
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�% &	%�'(�
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 �%,
�����	�� �������� ����
����
�'	��
-� %����
.
����/,�� ���
�
�
	�/ 01� ���	� ������' �%,
�����	�
 2� . . �� ��%��-	*� �
3�� ��*��
 ����
����
�'	��
- �������	���4� %��� �1�� #����
�'	��' ���
.
�
�
	�� 01 � ����� � 3�� %��	���
	��

�� ������	
� �	��	
� �����������	���� 5����*� ����
�
		*
 �*6
�
�����*��/� �� 	
������	� ���
�
��' ��	��
 ��%��-	��� ��	
�	�- ����
����.
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 ��%��-	�(� �
� ���������� � ����
�	�� ����
����
�'	��' &���

 ��%��-	�(�
�
� ���������� 8�� �
�	�� �� ���		� ��%��-	*
 ����
����
�'	��� �������.
/ �����'	� 	
��%��-	�
 ���
�
	�
� �* ��
�������
� ���
 ���
�
	�
 ��'�� %
���		�- ��	
�	�- ����
����
�'	���� � 	
 % ������-�

Ǳ�
��������' ������	*
 ������* ���
�
�
	�� ��%��-	��� ��	
�	�- ����
.
����
�'	���� 	� ��
�' �%�% ��
��	* ��'�� 	������� 	
����'��� ��
-� 5��
�����* ����	������ �������
	�
� ��%��� b.��	*� ����
����
�'	��
-�

Ǳ%�' ����	� b.��	�� ����
����
�'	��' X�� X�� . . . � XN−�� :��	� �����'�
��

;<
(
S�n�

) ≈ p, 
���
∣∣ν�N�/N − p

∣∣ ≤ �/√N, ����

��
 ν�n�4�
����	�� ������6���� � ���
�
�
	�� = � 	����
 ����
��� Ǳ���
�
		%/
�*6
 ����
����
�'	��' ���	� 	����' k.�����
�
�
		�-� 
���

;<�XnXn�� . . . Xn�k−� " x�x� . . . xk� ≈ �/bk ��1�

��� ��
� b.��	*� ���
� x�x� . . . xk�
(
#�� � ���
�
�
	�
� >� ? �����
	�/� ����
.

����
�'	��' ���
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�
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�
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�
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	��)

#
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��� �����	�� �
������� �� �	
� �
� ������ �����	
�����

��
���	�� Xt� � Xt� � . . . � Xtm � ������
����� �
�������� �� �� ����� 
��� m < n�

��� ∣∣∣∣ �mνa,Xt� , . . . , Xtm-− �

b

∣∣∣∣ ≤ ε �
� � ≤ a < b.

���	� νa,x�, . . . , xm-���
���	�� ��	�
 a  ��	
������
���	�� x�� . . . � xm�

,.��&��� 
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�������� � , �� !"����	���#� � ����������� � $��#� �%	���	#��
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,

���� �� ����%� ������� �
 $��'� ��� ����(� � ���� ��#���� #��	#��

)���� ��� #��*���� 	�+�%��#�� #�*�� ���	�� �	��# ,���-�#� ��� � ,�"
�� �������	��������� � ��������%����' ��%������ ��+�	 n � ε #	���
.� /� 0��#�+�%�� ���	
	�� ��� �n, ε!"����	��	� ������	� �������	�������� ��"
+�	 ����� ��������	�� ��� ��,�+� 
	�	���+� N� ��� ����� 	�+�%��#�� � � �
�%��-	�

�
�e�nε���−ε�. ���!

1��� %
����	� �����	����� ��%�+��� ���,� ���	
	��� ��� �������	��������� ���"
�����%���� ��%����� 2�� ���������� �� ������� #�+�� ,��� $33������
����%��� � ������
��	��# �%�(��%� 4��	 �5667! �
 ��%� ��8�898�� �,�,�����
����%	����� �%��%��� �����	���� �	 ����%���# �%�,%	
��	��� :�%�� #�*��
������
��	�� ��� �%��%��� �	������� �������	�������� ����������� ��%��"
��� 2� ;�#� <� =>?@ABC6D� �������� 	
�� ��� �����!� �E� 9�E �F�

G%�+� ���%��� ���'��� � ��%����� ����	������ �%����� Ǳ%�# I	%"
���"JK3�# �L6D MADNOC"PQ>R� ���������� ��� ������� � ���EE!� E&89E��!� Ǳ���� 
	�	�	
�����	� b"���	� �������	�������� X�� . . . � XN� l�X�, . . . , XN !S����	 �	#��
��%����� �%�+%	##� T��%��+	� ����%	� +�%�%�� $�� �������	��������� �U#"
��� $��+� #�*�� ������
��	�� �%�+� ��	��� $33������' 	�+�%��#��� �	�%�#%
�	��� ����%� �,��*�	���� � %	
�� ����! T�+�	 l�X�, . . . , XN!S#%	 V'	����"
�����W �������	�������� � $�� ������ #�*�� ���*������� �� ����	��������
Ǳ������	�������� ����� N � #	���#�
�%���� l�X�, . . . , XN!� #�*�� �	
��	��
����	���#�� �X �%	�������� ����� 
%��� +�%�%��	�� ����	���+� ����	 ��#"
����%�#S$��� ������� �	�'��- ��%���� V����	������W� �	�� #�*�� �,
�%���	����Y!

Ǳ� �������� ����� � �� * �%#� �	�� ��%���� ����	������ �
	����#�
�%���*�� Z� [	���� �\� =]AONOC!� ���� �� ���E�!� � �9����! ^��%��� ��#�����
��� ��#��%� �	 ��� ��� � �	���' ��%�����' � ���#��	��� � �������	' %	�"
��%	��%��������� �	� � �	-�' ��%�����'� I	%���"JK3 � [	���� ���	
	���
��� ����	��� �������	�������� $��+� ���	 �	�* �#�� �*��	#� �������	
%	���%	��%��������� /	 �	#�# �� I	%���"JK3 �%��#����%�%��	�� ��� �	��
�������	�������� ��������%��� ���� �������#�# ��	���������# �%��%��#
����	������ � ������������# �#����

G������������ ��3�%#	(�� �, ��%����� ����	���� ������� �������	"
�������� #�*�� �	��� � �������' %	,��	'_ `������ .� 0� � J��� J� .� ������
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�N ��������� N �
������� ��	��� ���
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� ������ ���)	������ �����
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3� E�G?? G�E�B4−��, 3�4
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	�� � ���� ������ �������� ������� ���������� � �� �! "�"��#�! $�����! ���%&
#���$�" �! '��"����� � �� �� ��""#������ ������� �����$����  ����� ������ �
'���#�"�� � ������' �� �'��� "�"��#� "$�"����� � '�()(* +'�� �� ��!���� ������
,�*����-'� �"����"- ����#�$������ ��  � ��� ���� ��(��� ����� � '����-��
��.�����# �(����� � �" ��� ������ /��'(*0�� �""��'������ �� "�"��#�# "$�"&
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��� � ���� ������ �� ��""#����� "���"��� "�"��# "$�"�����
" ��1���#� �"�������#� � ��#���� � ���#�$����!� $�� "�"��#� "$�"����� " ����&
1����-��#� �"�������#� �� �� �('(� �#��- ����� �� "(0�"�������� 2��'1��- ���
"�("�� ��� �'�� "���� ���� ���'������= �� ���� ���>? Ǳ���� �# �A BCDECF� �
G �� (��$�# �4 HCFIEJKL� M�������	 
� ����
����� ����	��� 
�� ����	���� NECOO7 PPP� �
��<���� �		
�	�= QR7;J7 S7O OKJ7:K7O T7KU:JVI7O � ��<�<�� ��	
���W� � �� �� X Y��'���#
�Z HCS7E� M��� ��	�����	� ���� ��<���� ��	W [ "����#�����-��� ��$�"�����-&
��� #�.��� ������ � � �	
��� �  �����! −� �"���-������"- �  �$�"��� �"�������
"�"��#�� ���� "'����� � Ǳ��-.� �  ��1� ��&! )�'�� �"# \ ] ^ECKU8C:� ����
� ��<���� ���= _ H ]C;KL`R:OFJ� �		� ����� �������	� 	 ��<���� 	�
a�� 2����&
�����-��� ""�� � �� �������(�( �����'��"� � �(�����! ���� ��	�����	� ���


	 ��<�	�� ��a
���= �������� �����	 � �]C` �<���� ��
�	 b���� ����)��-� $��
�'�� ����1����-��)� �"������� ����� �� ������"�#� "���( ( 1���)� ��'� �������
c����#��� 2 [ 3�(� � �����-.�# #�.�����"��# �� "��� ���'�����$����# '��
 �� (�"� dǱ��" ��($��! ��������e "��'� ($��� �� "���.�!  ��""�� � �<�� )�'(
��"(�'�� "�"��#� "$�"����� " ����1����-��#� �"�������#� f�# �� ��"(�'���"-
� '��-���.�� ��"���"�������� ���� �'�� �� �"�������� ����*0��"�  �#��� "��#�
$�"��#�

����� �"������� �i �����'��  ������"��� "�"��#� "$�"������  ����(* �"��&
"������ ������- d#��#�$������$���e ��� �����)�� " d$������$���e� f� �� "�"��#�
����'��� �����$��# "���"���#� �� �*$�*0�#"� � ��#� $�� � ��� �*���  �#��� "&
��� $�"�� #���� ���- ���'"������� ��� ��� � ��� ��#�0� 1�%� �� �� � � 	 �/#
g h 6:ITU� ���� � ��<���� �a�
�a�� c����#���
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�
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�
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�� $�� ������' $�"�� � #��#�$������$�(* %��#( � ������� "��'��"�  ������'( �
d��)�$������$�(*e %��#( � ������� '��"������-��� � #��#�� $�"��� $�"�� k���&
��"��� "���"��� ���� "�"��#� �� �*$���"� � ��#� $�� ��� ��������� �'����������
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5 ��� ��������
���� �
���
 '�(�� 1 � �� Ǳ�
���
������
���� ��
 �"�
� �
�E
	�����
� ����
 �
	������ ���
� 	������������ �
��
 �����
���� ��������
� ��
E
�����
 S 	��������
� �� ���� �� R�
 ��
�����
 	
 
	��������" �
��
�� �� ����
�
��� �
�
��� �
#�� ���� ��	����� � ����

∑
k≥�ak�i−��−k ��� ��	
������ ��	���

����������	�� a�� a�� a�� . . . ����� � ������� ��� ����	��� ��
�� 
�
 ����������
� �
��! �	"� #� $� %&'()*+,� �������� �	
���
�
� )+-.(/ +/010.( �2-&/+30- 4'+))�
�556�� 678� 6�7�� 9�  �	� � ��
������ �� "����	��� S "����  ������ �� :;8
�	���� 
��� �<����= �

��
S� >�"���"� �� �	�� "����	��� S ���� ���� �� �	����

	� ��
� �� �6;◦� �� ���  �	�����	� �� ��� � �"�
�?@�= � �� 
 � ��� "����	����

��� �����= ��/

√
:�S� ��	
���
� �i − ��S A S ∪ �S B ��� C������� ��
�������	���

����� �� "����	��� S 	��� ��� �	� 
�"���
	��� �	��� ��	������ "���� ��
"����?�  �		"�� ��� � �� � �D�

E��� "����� 	�"�� ���@��� �� �	�= 	�	��" 	�	����� ������	� �������������	

������	 	�	��"� 	�	����� ��� �	������? 6�� � 
��� �� �"�	�� ��F 7� � � :
�	������?�	� �� ���! �� ����� ��F �� −�� 7 � B�� >�"���� −� 	�"����" ��
�����" 	����?@�� � �"� � � ������G����= � ����= �	���



��� Ǳ���������� 	�	
��� 	��	���� ���

�� ��
�� ��

��������
��������

�� ���� ��
�� ���� ��

��������
��������

��������
��������

��������
��������

�� ���� ��
�� ���� ��

��������
��������

�� �� �� ��
�� �� �� ��

��������
��������
�� �� �
�� �� ��

��
��

��
��

�� ��
�� ��

��������
��������
�� ���� ��
�� ���� ��

��������
��������
�� ��
�� ��

�� �
��

���� ��
���� ��

��
��

�� ��
�� ��

��������
��������

�� ���� ��
�� ���� ��

��������
��������

�� �� ��������
�� �� ��������

����������������
����������������
�� ������������ ��
�� ������������ ��

����������������
����������������

�������� �� ��
�������� �� ��

��������
��������
�� ���� ��
�� ���� ��

��������
��������
�� ��
�� ��

�
���i

�
��

�
���i

�
�i

�
�i

�
���i

�
��

�
���i

���� �� ��������� S	 �
���
��� ������
��� ��
�����

��	
��
���� ������� ����	 �������� ����	

� �� �

� � � �.� � ���
�

� � � �.� � −���
�

� � � � −��
�.� � � � � . . . �

�

���� �� �������
 �����	 ����	 
 ��	
��
���� ������� ����! ������� 
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 ������� ����! ��������& � ���!��
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(���* ������ ������ ��
��	 
 �������# ����!�& ���+����# ��� 
��������

�����# � �	�	��	��! � ��!	+� & ����	� 
 ���� ���,��)� -	�! ���	
�! � �!�

 ������� ����! �������� ����� . . . �����.����� . . .& ���� �+� ������! ���
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���������  �	�!��� �� 	���� ��" # ��$%
� � � 
�� ���

��&.' ( �������.������������ . . . ��. �&�

)��� 
���	�� ��"�� �	���! �
���	 �������� 	��� ���	���! ��� ����	���	 �	���%
�	���	 ����� . . . �����.����� . . . �	������� ������ � �����	���� #*�� �����	�����
	�����

+������	�	���� �������� ����	�� �����	��� �����	� ������� 
����	���	�!%
���� ���,�������

-� .�������	 ����� �� *	�����	��� �������, ���	��, � � ��

/� 0��� ����� ���	��� 	�� ������		 �������� �	� �	��� ������1 � ��*	� �� ��	
��"�� ���������! �#��	 �� ������ ��
��!� � �	������$��	���, 
����� 
��
��	��� ����� ��	�� ��
����� ��� � 	�������, ����	�	�

2� .
	����� ��� ��	��� � ���"�,�	�� �	���� �	������  �	�	��#1 � ���� ���%
����� 
����� ���������	��� ��	� ��� ����� 
���		 ���	��#*	, ������

.
	����� ���"	��� �  ������	�	���, �������, ����	�	 ��
����	��� ����	� 
��%
���� 	��� ���
��!�����!�� ������	, ���"	����

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�� �� � �� � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � �� � �� ��

�3�� �4���4 �����56�� ����� � 4 ����4 �����	��4 � ���� 
	�	������ 7�%
������	 ������� � $����������� ������ 
������
���"���� 
� ���� ������	�����
� 
���	 #*	� ��
���	��� ���"	���� +���"	��	 ���"	 ������� � �
	������

	�	�	�� ����� � ���"	���� ��� � ��	 #*	� 
���	�	�

� � � � 8�9:
� � � � 8�9:

� � � �
� � � � �

� � � �

� � � � � � � 8�&;:

Ǳ�	�����	��	 ���	� �  ������	�	���, �������, ����	�	 �	���� 
��� ���� 	�
� ���, ����	����, ���	�����	���, ����������	� ������ ������	��, =����� >��	
�?-2@AB� � �	��4C� 4��� ��� ���� �$��� �������� 	*	 D�������� �� �	���	 ����	���
� ����� ��� >��	 ��
���� ���# ���� � � 
	�� 3����� �	��� 6�� 	*	 ���!�	5
���		 �	� �� ��� �	� � D��������� 8E�� F� G@HAIJ� ����������	�� 
������������

��� ����� � ��������� 	�
���� ������ ������� ���� �� ��������� ����� �� ���� ��
��!"����#

Ǳ%&'('%))*+ ,',-+.* ,/',0+)'1 , %-2'(3-+04)*.' ('523.' 6*0' '&%62+-+)*
78� 9%0,%)%. �:� ;��<��� =���	
�� ����� �� ���>?�� �?�"���#� &3-+. &36*-* ' @)%@4
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u� v � u⊕−v#  ."

− u⊕ v" � −u⊕−v#  /"

u⊕ v � 0 ����� � ������ ������ ����� v � −u#  1"

u⊕ 0 � u.  2"

3� 4��* ������� ����� �������� � �����	 ����	����� ������	�  ��� ���� 5"

u� v � − v � u".  6"
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u⊕ v � >?@AB u C v",

u⊗ v � >?@AB u× v",

u� v � >?@AB u− v",

u� v � >?@AB u / v",
 D"

��	 >?@AB x" ������	� ������		 ������	 �������	��	 � =�����	 � �����&
	� ������
� x� ��� ���	�	�	�� � ��������	 /�!�5E� 3�		�

>?@AB −x" � −>?@AB x",  50"

x ≤ y ��	�	� >?@AB x" ≤ >?@AB y".  55"
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M� ' x�, Mk ' Mk−� ⊕ (xk �Mk−�)� k, (*+)

S� ' ,, Sk ' Sk−� ⊕ (xk �Mk−�)⊗ (xk �Mk) (*�)

��� � ≤ k ≤ n- ��� σ '
√

Sn/(n− *)� ./�� 0� 1� 2345678- ���������	
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 ��� ���# ������ B���� be−� ≤ x < be- ����� 76CD8(x) ' x E ρ(x)- ��� |ρ(x)| ≤
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�
be−p� /������
�����-

76CD8(x) ' x
(
* E δ(x)

)
, (*F)
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������ �"�?�� ��������� ������	��� �
 xG

|δ(x)| '
|ρ(x)|
|x| ≤ |ρ(x)|

be−� E |ρ(x)| ≤
�

�
be−p

be−� E �

�
be−p

< �

�
b�−p. (*�)

H
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�� ��>�� �	��������
� � ����	
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��� ��	
����
� ��� ������
�
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* E δ(u E v)
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������# ������� ������ �"�?�� �		��
�� �����
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)⊗ w ' uvw(* E δ�)(* E δ�),

u⊗ (v ⊗ w) ' u⊗ (
(vw)(* E δ�)

)
' uvw(* E δ�)(* E δ�)

��� ����
��& δ�- δ�- δ�- δ� �� �	�����- �
� �� ���	&���
 ����������� ���
�	���������� ������- ����� |δj | < �
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(* E δ�)(* E δ�)
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xn�� 5 f�xn�,
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n →∞� ��� ������ ������ ���� �'
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 ����� ��������� δ �� ������ �������	
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|xn�� − xn| < δ. �� ��� ��� ������� ��	
�
�� xn ������� ��
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�������	���� ��������		"+ ������ ���������		"+ � ���� u� �������  �������� 	�
�	���	�� ������ u� , �����	�+ ����+ �	������ ����	�
�	�� u ≺ v �"���	���
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��
 �����- m
  
��	 − )/ m	  �
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�����/ ��������� � ���
����� ��	�; ����	 � ������	� ��	
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�
 m
m	m�m�m� > �
���

?�� �� ��� ������	�/ 
������ ��
���
����� � �
��	��
� �������	���� �
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���- ������ 3
��	��
� �������	���� !u
, . . . , ur# �	� ������
6
 ���	�
u �
��� ���- �
	����
 �
������
� ��	���� u �� m
/ . . . / mr � ���
��������

�����
�� 9 �	����/ �
6�� u  !vmvm−
 . . . v�#b/ �
��
��
 ��������� �
	�� �
�;
2
����6
 ��
�
��/ �
�
�. �
��
�� � �
�/ ��
��/ ���
	-��� �
��	���� ��8������/
�����	��- �
	��
� (

. . . !vmb" vm−
#b" · · ·
)
b" v�.

E�	� b  � � �
��	� mj ����� ������	-��. ��� �
ej − )/ 
�� �
�;
�� ��
����� �

�
���� �
��
�� ��
�
��� H����
��� ��
���
� �������	���� ���	� u � �	
����
ej ����

u  atA
t " at−
A

t−
 " · · ·" a
A" a�, !�)#

6�� A  �ej � F ≤ ak < �ej �� F ≤ k ≤ t� I
6��

u ≡ at " at−
 " · · ·" a
 " a� !�
 �
��	� �
ej − )#, !��#

�
��
	-�� A ≡ )� Ǳ
7�
�� uj �����	�����/ ��� � � !)*#/ ����� �	
����� ej 2
���
��; ����	 at ⊕ · · · ⊕ a
 ⊕ a�� 5�
� �
���� ���	
6���� ��� ����
�
�� �
�����



��� ���������� �����

���	
������� ��������� ����
�� ������������� ��� ��
������� u ��� � � �� !���
��"�� u ��
�#����� � ������!�� �����$��

%	
���� ��
�&�� �� $�� ��
�"� �
���������� � ����'�� ( �����$ �!��)
���� ���������� �$�"� ���#��� * ����� � +��$ ���
��� ��$������ ��� �� !�)
�� �����	�� ��!������ �
������ � ��
��$��
 �
���
��� �'��� $���$���!����&
�������������� * ���
�$� ,  ���
#������� !�� ���$�#� ��
�&�� �� -u�, . . . , ur.
� u� � �
�������� ��� ��������������� Ǳ�
��� �� 
���$��
��& �������������
�!������� ������!����$0 �� ����������� ��1� � ��$�& �
����& ������&� �
�$��2

3. �(	�� !����� �
���� m�� m�� . . . � mr� ���#� 	��� �
���$ m�m� . . . mr�
���� !���� mj ����
� ����$� �
����0

33. ���� m �
��$���� ��$������ � m �4���� ���� !��	� � � ����$ �4��� � 	���
�� & �
��$���� ����
�$��� �� � ��#��$ �4��� ���#� 	��� �� ���$ 
�
��$�� �

5�"���� �
���'���$ ������$ $���$���!����� +������� +��� ���$��� ��)
� !1�� �����	 �������������� ���
�$� 5� 6� � ��!�� �
��� ��!���������� �
�� �� � "������7 8�� ��� 
��� !�� �������2 �Ǳ��
�	 ��� ��
�	�
��� u 9 a�
a : ;� . . .� ���� � ������ ��!���� ��� ����
�"� u ≡ u� -�� $�� �( m�.� . . . � u ≡ ur

-�� $�� �( mr.��

*��
�� �����	 �������������� ���
�$� 5 	���� ���
���� % ���������� ���
��!������ r ���� ������� M�� . . . � Mr � ��� !��� 
�1���� ��
�#��$�� !�
��
���� �������� � ��$�4�( <�
$ �� -�.� * +��$ �������������� ������� (���
	���� ���#�� ������ -��
�$�
� ���
�$� 8���
�.� � � ��!���������� ��!��
�
��� �� "�
���� 	����  ��������
������� �������� ������� M�� . . . � Mr

��
�����(��� ������ ��� 
��� 5 �
 "�� ���
��� ��
������� ������ Mj �
�
��$�4�  
����� -=. �������� ��
�������� ����!��� ��� ��� ��!������ 8���)

���� ϕ)< �'�� � �	4�$ �� !�� �
�	 �� <����
���'��� �� �� 
����#��� !���� mj

� �
����� ��$�#������ 5 4���� �� $�"� �����	�� ��!������ Mj � � !1�&� !�$
������������ -=.� * ����� �� ������$ $�#� ���� ���!�
� �� 
���' $�#� 
$���$���!����� +��"������( � ��!���������� +<<���������(� 6� ��#� �����
�&�#���� Mj �
� ��$�4� � !1�"� �� ���$�#�& �����	�� $�#� ����� ����
� <����$� !�� Mj ���1��$ ������� >���$ �	
���$� ������������ -�. �
������ �
	���1�$ !��� ��!���������& ���
�'�� � ������� ��!����(� � �$�� +��"�
�$ &������� 	� ��	�#��� �
�#�� ���"��

Ǳ�+��$ � !��	� ���� ������������ �
�"���� ��� �
����!����"� �
�$����
$���� ��
�&��� �� -u�, . . . , ur. � u� ��	&���$� ������ �������������� ���
�$� 5�
>���� �������������� �
����#�� � ;�?= "�� @� A� B�
�
�$ -C� D� EFGHIG.� %�
������ � ������������

(
r
�

)
������ cij ��� ; ≤ i < j ≤ r� "��

cij mi ≡ ; -�� $�� �( mj.. -��.

J������ cij ��"�� ��!����(��� �
� ��$�4� ��"�
��$� K������� ��� ��� ��"�)

��$ ��?��L ��� �����& i � j ��������� ��
������� a � b� ������ !�� ami : bmj 9
MN�-mi, mj. 9 ;� � $�#� ����#��� cij 9 a� Ǳ
����� $���� ��
������� cij ���
$�� ��� ���'�����"� ���� �ej − ; �
����� �  �
� O�



����� ��������	� 	�
���
�	 ���

��� ��� cij 	
���������� 	����� ����� ����� �������� ����������

v� ← u� �� m�,

v� ← �u� − v�� c�� �� m�,

v� ←
(
�u� − v�� c�� − v�

)
c�� �� m�,

���

vr ←
(
. . . ��ur − v�� c�r − v�� c�r − · · · − vr−�

)
c�r−��r �� mr.

����

��!
� "���

u # vrmr−� . . .m�m� $ · · ·$ v�m�m� $ v�m� $ v� ��%�

&	
�� 	
���������� 	������

' ≤ u < m, u ≡ uj ��� ��
	� mj� 
� � ≤ j ≤ r. ��(�

�)�� 	��� *+ 
�	!�, �����& -����� .���	 ����� �� ���&	�/�, ����!� &��0�!�
���"����� ��������� �����
�� � 	��� 1�� 2���	� ��%�34�� ��������	�
�� ��

����

�� ��
���
�� "��� u� ������� ����� ��������� � 
���"��, �&� 
�����"5
��, .������ �����-	� ����
�� ��������� � ��-
�� ���� 6�� ������� ' ≤ u < m
�� ������� ���&7�
����� �� ���� -����0���� ���8���� ������
� � ���	 �����

�&����� ��� ��"���� �- ��!�� ����������	�/�� "���� ������� m� Ǳ����	/�����
����
�� ���
��������!� � ����� ������� � ���� "�� 
� ��"������ vj �����-	����
����� ���.������ �� ��
	� mj � ������� 	�� �������� � �!������ 4��!� ������
:��� ��!�� ������0���� ���� ��-����� �������� ��"������ ��������� ;��5
�� ��"��� � ���������� �v�, . . . , vr� ← �u� �� m�, . . . , ur �� mr�� -���� � ������
j ��� � ≤ j < r ���-	 �� ��	"��� vk ← �vk − vj�cjk �� mk 
� j < k ≤ r�
<�	!�, �����& ��"������ ���
�������� "��� �� ���0�����	 ���������� �&����5
"����/�, ��-�������� 
��������� ������-��� ��������������� � ���������,
������ =� )� 2������ �>� ?� @ABCDECF�� ��	&��������, � �	���� ����� ��� 	
��

���� �� �GHIFB CFJHIBK �L(��� M���� N���� ��������� "�� ���
�������� ��%� ��
���0�����	 ��������� ���!�
�� 
� ��������� ���"�� 
�	7 "���� -�
����7 �
��
	����� ���
��������� ���� ��� �-������� "�� ' ≤ u < m � ' ≤ u′ < m�
����� ���-���� &	
�� � u < u′� ��� ���"�� �������� ����7�
 � �v�, . . . , vr� �
� �v′�, . . . , v

′
r�� � -���� � ������������ � ������!��.�"����� ������� ���������

��������� ���������� vr < v′r �� vr # v′r � vr−� < v′r−� � �� 
� O�� ���&7�
������
����7�
��� � 
���"��, �� 
�����"��, ������� �"������� ��� �	��� ���!� �0�
��������� &	
�� � �u�, . . . , ur� ����0�� "�� �u′

�, . . . , u
′
r��

P����8�� ��������� 
�	7 "��� �� ����
����� -���� "��� ��� ��
	��5
��� ���
�������� ���	������ ������� � �"��� ������� ��4���	 ����� &�� &�
���
���� "�� 	
����� ��,�� -��"������ &��� �!��, �����& ��������� ����!�
���������� "�� ����7�
 � ���
�������� �� ���0����� ����������� O� �- ���5
��
���, ���� ������� ��
	��� "�� 0����� �� ����� �	/�������� &��� �!��!�
����
� ���� �������	 ���"��� "��� � ��
	����� ���
�������� �	/���������
�&��-�� -������ �� ���7 &���� ���7 �������� �u�, . . . , ur��

������� � �O����0 )�&� �QIRH�FBS ?TBUV��� �L(��� ��������� ��������� ����

��������� �! �"������# $! �%� m� <
√

m!  ���%� L&�"� �������� ������ �!



��� ���������� �����

����������	
��� ����������

m� ≤ L ≤ m−m�. ����

Ǳ���� g �����������	 ������	� ��	� ��� �	� {g���, g�	�, . . . , g�m�−	�} ��������

������ �������� ��� m�� �� � ��������
� ���� ���� u � v� ���

g�u
��m��  g�v 
��m��, u
��mj  v 
��mj ��� � ≤ j ≤ r� ����
� ≤ u < L ≤ v < m. ����

���������	
���� ��� ��� �������� ������������� ����� �!"��#$�$�#% &����
u 	 v' !��$��#$��(�"�� ����' g ������ �����)�#% �������$ � *��&���( ��( �$!+
��*��&� + ��#�#��$� Ǳ!�#% �u, v�-���� #���+ *��&���.' !��$��#$��(�"�( ��$��/
�#$! ���� ��� � ≤ u < v < m' ��( ��#�� + u )���)��%��� Ǳ�����%�! u′  u −m�

� v′  v − m� #���� !��$��#$��(�# ��$���#$! ����' $ ���! )���)��%���#� u ) 
����� ���!&�#% u′ < �� 0#���� ����!�#' &#� u < m� ≤ L' �' ���� ����$���#$� ����
�� $ ����(�#�(' ���!&��) v < L� 1� v > u' � v−u ���#��m� . . . mr  m/m�' #�� &#�
v ≥ v − u ≥ m/m� > m�� Ǳ�2#�)!' ���� ����$���#$� ���� ��( �u, v� �� $ ����(�#�('
��� 3!��# !��$��#$��(#%�( ��( ��� �u′′, v′′�  �v −m�, u4m−m���

5�*!)��#�(' ����3� . ��*!�%#�# )���# 3 #% ����*�� ��( ��3���mj $)��#� m��
)���� 3 �� 3 #���� *�)���#% ����$���#$� ���� !���$��) a ≤ u < a 4 L ≤ v <
a4m' $���( ��� 2#�) ��*��&�#��%� � �*)�����( $ ����*�#��%�#$�� ����) �3��*�)'
#����)� 6 ����* $��#' &#� )����� ����# � 7!��8�� �� )��!# �����%*�$�#%�( ��(
����������( �3���#�' ��#���. ����������# &���� $ )��!�(���) �����#�$������

1���)��) #����% ���$� � )�)��# ' ��#�� � ����)�#��$����% $ 2#�) ��*�����
Ǳ��)������ )��!�(���. ���7)�#��� )���# ��#% *��&�#��%��� ����)!"��#$� $
���������(+' $ ��#�� + ����$��( ���( $ &������. ���+���#�( �� #�&��� !)����/
��� ���� $�*$������ $ �#����%� 3��%9�+ &���� $ ��&�#���� �� ��������) � $ &�#�/
���)' �� $ ��#�� + �&��% ����� ��($�(�#�( ���3+���)��#% $ ������� ��� ���$�����
&���� ��� �� ����� ������	��� �� !�"#��	�$ �� �����������"� ��������" �

������" �%����� �:���� �� *�3 $�#% ��������. ���$����� �!"��#$!�# )�#�� 
���$���� ������������#� &���� �����. �3���#� ����� �* ��+ ����)�#��� $ !��� 	��'
�� ��� ���#��%�� ����� ' &#� �$��(# �� ��# $�� ����)!"��#$� )��!�(���. ���7)�/
#����� 1���#�� � ���������( $ &������. � ���)������) )��!�(���. ���7)�#���
����)�#��� ;� ����+��� �<� =>?>@>AB� � C� D9�3�9� �E� FA@BG>A@B� $ ��3�#�' ��!3/
����$����. $ &'()*+,-.)' /*)0� .' 1,2,' � �	�H	�' ��I���

Ǳ��)���) #����� ���������( ($�(�#�( #�&��� ��9���� ����.� + !��$����. �
��8�����%� )� ��277�8���#�)�� Ǳ� ��*��&� ) ���&���) !��3�� $ 2#�) ��!&��
����������#%' &#� )��!�� m�' m�' . . . ' mr ($�(�#�( ����# )� &����)�� ����.� �
!��$����( )��!# ��9�#%�( ��*�$���)� �� �����)! )��!��mj � J#� ���8��!�� 3 ��
�����3�� �������$��� D� K���9�) �F� L�M�A@� � N� O� P�������) �Q� 6� RM>ST?SU�
V3,-4� 5)+2� �� �	�HH�' 	��I		�W � $ ���%��.9�) !��$��9���#$�$��� N� O� P���/
����) �Q� 6� RM>ST?SU� � X� Y�$��#���) �Z� [�S\ST]@>U� V1�678� 9,-.)',: ;<*7,< )(

=-,'>,*>8 ��� �	��	�' H�I�^W� Ǳ�� ��)�"� 2#��� )�#��� �� ��)�%�#��� _Z_ 	H��
)��%9� &�) *� �� )��!# 3 �� ���!&��� ��$(#% ��*�$���) + ��9���. ���#�) �* 			
����.� + !��$����. �� 	��/� ���*$��#� )�� �� �� ���8��!�� ����*�� � ��( ��9�/
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���

vr � �ur � )v� 2 m�)v� 2 m�)v� 2 � � � 2 mr��vr��' . . . ''� c�r . . . c�r���r ./0 mr.
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�������� Cj 1 c�j . . . c�j���j ./0 mj � ;������ � ����� ������ 	�������5 �� �����*����
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�� #��� $ ,�������� ��� ����� u� ������������ 4�������� )(7' � )(<'� �����������
�����* )(='�

�� #��� $ Ǳ�������� ��� ����5�� �� �������5 v�� . . . � vr� 4�������*8�-  �������� )(<'
� �����������	-  ���  ������� �� �������	� ���������� ������� � ��-���	� �����>
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	�������� ������� �� �����* mj �
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��� �+/������� � ������� +/������� � � w ��qk 4 qk����!������ 8�	�� ���	�(
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W ��r��q 4 W ��r − ��

)
�q 4 · · ·4 W ���

)
�q 4 W ���.

@� 	�� W ��r�� . . . � W ��� �- ���� W�

��	� ���-�� ����#�� Ǳ������� k ← k 4 �� A-�	�� ���	� �- ���(�
� ���� C�
B�	� .�� $�����&� ����0�� � ( )� *;� B�	� .�� $�����&� �������� w � ���� W
� ����0�� � ( )� *C� D ��
��� ����	
�
��  	)����� � ��	� .�� $�����&
�w #�	#���# ������� ��-�	� �����
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�
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�
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���� 8�� ������#���# O�r�q HJI r� � -� 7 ��� �!� -��� �!6�� ��	������� 8��	��
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� O�r�q HJI r�� 5 ( )� 7K ����	
#���# ������6�
�� �r 4� p�!�����, ����	� �

 � "��0 ���� 8�� ������6�
�� ������#���# �r4� � -� <	# ����	
�
�# ���������
����� # ��#�	#���#� ��)�  	)����� ������#�� � � ��!# ���-�� 6 #� � ( )� 7���

��!,����� �� tk−� 8��	�� 
 � "��0 �- ���� 8�0 �r 4 �� 5 ( )� 7C ���!����#
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����� 	� ������
�������

+,((
�,�� ���,���( T n� - Oqk� . Oqk� . tk−�� #�� ��
 q - qk 
 r - rk�
��	��	�� �!��� �� ���(� �����	�	
� ��#��
�(� ,������������ ����	���,

tk - Oq� .Or�q ��� r� .Orq� . �r . )�Oq� .Or�q ��� r�

.Or�q ��� r� .Orq� .Oq� . �r . )�tk−�

- Or�q ��� r� . �r . )�tk−�.

+����������	�� 	������� !�	���	�� c� ��!��� ���

tk ≤ cr�kqk �� rk . �rk . )�tk−�.

/���� �����"
�� � �	!, tk� ��!�0�( ������	� #�,���� ��� ��� 	�!������ !�	���	�
�� C

tk ≤ Cqk���
�.�

√
�� qk�� . �*�

1�����( C > �*c� 
 �,���� !��(� ��#�� C �,��� 	������!� ���
!�� ��� 	�����	����
�*� ��������
�� ��� k ≤ k�� #�� k� �,��� ,���	�	� 	
0�� &����� ��� k > k�
����0
( Qk - �� qk� Rk - �� rk� Ǳ� 
	�,! 
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tk ≤ cqkr�k �� rk . �rk.�Cqk�
�.�

√
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√

�� qk��η� . η��,
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η� -
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Rk−�.�
√
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Rk�
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η� -
(
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)
��.��

√
Qk−

√
Qk��	 → �−�/
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��! !�! √
Qk�� −

√
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√
Qk . �

√
Qk� −

√
Qk → �
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 k → ∞� 4��5�� ����,��� ��� (�0	� 	���
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k > k�� 6� 7��( ��!����������� �� 
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�
�'��	 ����( �!�������( ��)��'��	
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T $n& � O$n�
√
� ��n +,- n&. $�.&

��� �����	
�� ������ /
�����
�� ��� ���� ����� ����	 )!������ ��������� 
��( )��	'�" ����� ��������!# �� ���(" ���
�(���# ���0������ �����!� ���� 
�������! � ������� ������ �� ����!# ����(� ��
��� �������	 ��� �� ����� ����	
����� ��)� �����
������ ��� ��� �������� 
�������( ��������!# �� ���
�(���#
���0������ ����� ��)������� �����*�� 
�������( ������ ���1���	 ���*��
�!
�!)��� ���
�( � �������� ����� � ���
�(���� ������������� � �)������ �������(
�� ����� �
��1��� ��
������ 2� 34�"��� $�� 5678,97:-;& �)���
��� ��� ��� ���
�����*�� ����� ����	 )!���� ����������	�

<��)! �
�'� ���(�	 �
�	 ������ 2� 34�"��� ���������� ���� �����!# ��
 
��#=������������	����	 ����������
1 �� ��������

q� � ., qk�� � �qk − ., $��&

��� ��� qk � �k−�k−�−· · ·−. � �
�
$�k>.&� ?�����
�� ���*��
�
 �!����(1�
1 
��� 

����� pk )����!" ����� ��� pk � $.@qk > @& � �������" ������ 
�������( pk−� 
)����!" ������ ?��� ���� �������� ��� 
������	 ����� �����(��� �� p� � �A )��
����!�����( ���� ���*��
�� ������� ��� 
������	 ����� �� p� � �� B@ �AC )��
� �� �� 
��������( ���������� )���� ����� � ��� ���� �� ������ '����

Ǳ�� 
�������� pk )����!" ����� ���( ������� � �����	������� '���� ���
��#D

m� � �	qk−� − .,

m
 � �	qk�� − .,

m� � �	qk�� − .,

m� � �	qk�� − .,

m� � �	qk�� − .,

m	 � �	qk�� − ..
$��&

E�� ���
�� ������� �����! �������� ������'���1 �����F$GG& ��� ��� ����������
������� � $��&

Aqk − ., Aqk > ., Aqk > �, Aqk > �, Aqk > %, Aqk > H $��&

������ ������� �����! $��� 
��� A&� Ǳ�� ������ '���� ���
��# � $��& �����
���������(�	 ����� �����	 �� m � m�m�m�m
m�m	 > ��	qk��	 � ��pk  � ������

��� 
�������� pk )����!" ����� u � v ����������	 �����������( �����'����
����1����� I���� �)����� ��� k > C ����� �����	�����	 ����
1��# ������

:& J!������	 u� � u K,L m� . . .  u	 � u K,L m	 � v� � v K,L m� . . .  v	 �
v K,L m	�

M& N������	 u� �� v� u� �� v� . . .  u	 �� v	� E�� ����� �����(� �� )���� ���
�� Aqk > H � .@qk−� > . < pk−� )�� ������
 �����*�� 
�������( ���
� )!�	
�!������! ��� ������ ���*��
�! �����	�
���# ��( 
�������( pk−� )����!"
������

6& J!������	 w� � u�v� K,L m� w� � u�v� K,L m� . . .  w	 � u	v	 K,L m	�

L& J!������	 w ����� ���)! �!����(���	 ����������� C ≤ w < m w K,L m� �
w� . . .  w K,L m	 � w	�
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�� tk� �������� ���
����	� ��� �� 
��������� ��������  �! ����"���� O pk! ��#��
� ��� �����������
u $%&  'e − (! ���)���
������ ��
�� ������  ������� *
������
���+ ��
���#,!�
#�# ������� 
 ������� ����'� -��������� �� �������+  .! �"���� O pk! ��#��
�
/������� ��������  &!� #������� �� ���
�0 
������ ������� 
��������� ���1��"

��������0� �� 23�"��� ��4�� ��������	��0 ������ 
��������� ��������  &!
�� O pk 5%6 pk! ��#��
� 7 ��� � ������� ��)����	 ������1������ ������ 8�#
������
�� ���

tk 9 :tk−� ; O pk 5%6 pk!.

<�# #�# pk 9 �k�� ; (=� �1�� ��#����	� ��� 
���� �������
���� �� ���1����
n�����
�" ������ ��
��

T  n! 9 O n���
�
�! 9 O n�.���!.  '�!

 >� ���� =�!
?��� ��������0 ���� ���1���� �� ��������� 
 ������ ����� ������� ����

������� �� 
��������� #�����0 ��������� O n�� �! ��#��
� 
 ��0��
����	����� 
���
�� �������
���� �� 
��������� ���1����� �������� @�����  '�!� ��)���
����
��	4� 
����� O n�! �� ���1���� n�����
�" ������ <�#� ������� �����	���
���� �� ��
��4���� �����" �����
� �����������" 
�4�� �1�� ���
��4����
��

��	 #��������#�0 ���� ���1���� n�����
�" ������

<����	 ������������� ��������+ 
�4� �������+  &!� Ǳ�������1�� ���
��� ��� ����1����	��" ������� 
����� ������" ����" ����� e� < e� < · · · < er�
Ǳ���	

m� 9 'e� − (, m� 9 'e� − (, . . . , mr 9 'er − (.  ':!

Ǳ���	 ��#1� ���� ����� w�� . . . � wr � ��#��� ��� A ≤ wj ≤ mj � B����� ������� 
 ���
����� ���������	 �
������ �������
����� ����� w� ���
���
���+)�" ����
��

A ≤ w < m�m� . . .mr,

w ≡ w�  �� ����+ m�!, . . . , w ≡ wr  �� ����+ mr!.
 '=!

C���� ����
�� �� �����	��
���� ������4���0  '�! �  '�! �� ������� ����'� 7�����
�� �������

w′
j 9

(
. . .   wj − w′

�! c�j − w′
�! c�j − · · · − w′

j−�

)
c�j−�	j $%& mj  'D!

��� j 9 '� . . . � r� ��� w′
� 9 w� $%& m�� B��� 
������

w 9
(
. . .  w′

rmr−� ; w′
r−�!mr−� ; · · ·; w′

�

)
m� ; w′

�.  'E!
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Ǳ�� �+��" j ��� 
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r
�

)
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�� ����+ mj � �� #�1��+ �� #�����" �������
����� O er! ��#��
� ��+�
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r
�

)
����

����0 ���1���� �� cij �� ����+ mj � 7��������� w �� @�����  'E! ������� r
�������0 ���1���� � r �������0 ���1���� �� mj � �� �������� ���1���� �� mj
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'�� 
��#����� ���
����
$�
 ��� ��9
 ��� #���$� 	
�
�� $�
 ��� ��#�����
� ��� ���
'�� f 9-�
��� $��� 
-"��

��� #� O�f ��� f� ���
�� :
 �	�������� 1
��� $��� c ���� ��!$ � �� ��!;
��
$�
� 	����������� $��� c ���� ���
�
��! ���������! ��������� -�
�� 
# 1
����� ��,� ���
� $�
 $��
 c7(b8 �
'�� -��� 	�
���� �	
�
-
� 	
��$��
 #
$��� c7b8� 6�
 ��
)���
 ���
�� �� ������ $�
 �
'�
 -����
 ���
'�� $��
 u
�� c7b8� ��� 	
�&
��"� 
-��#
� 	
��$�� $��
 c7b8u #� �� b  ��
�� :�	�����
��
 �
'�
 ��	
���� �����!"� 
-��#
�� Ǳ���� � ��
$�
) ������ �$�����
$��
 b ���� ��

b 5 �bs . . . b�b�b���.
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a� 5 e,

d� 5 b�e,

u� 5 u,

v� 5 b�u,

ak 5 (ak−� *�+ f =

dk 5 �dk−� > bk ak� *�+ f =

uk 5 �uk−� > (
ak−�uk−�� *�+ �(

f − ,�=
vk 5 �vk−� > bk (

dk−�uk� *�+ �(
f − ,�.
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ak 5 �(
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. . .

Ǳ����� k� Ǳ�+,.
+%( A�k��sk−�, . . . , s�, s��←
A�k−���sk−�, . . . , s�, @� D ω�s�s�...sk−���A�k−���sk−�, . . . , s�, ���

Ǳ
 +��3/C++ 
*��( ��
,%
 �
/�)�%(� *%


A�j��sk−�, . . . , sk−j , tk−j−�, . . . , t�� 5
∑

�≤tk−�,...,tk−j≤�

ω�k−j�sk−j ...sk−��� �tk−�...tk−j��ut, ����
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u � UK−� . . . U�U��L, v � VK−� . . . V�V��L, ���

������� ����� u � v K����������� ������� �� ��������� L� ��� ��� �� ��! ��
�������� Uj ��� Vj 
��" l�#�����
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����&�'�
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��� ���
k � l #&�&� ��#���� ��� 
� ����� � ���$
��
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��� ������ ���������� �#'��
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 �� ���
�
�
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ut � Ut/�
k�l, vt � Vt/�
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���( ,us � ,vs ���� �� ,ws � ,us,vs 6 ≤ s < K� � ���
�
��� �#�����
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�#��������
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 w�, . . . , wK−��� 1�� #��� ���3���
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� ���&���
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∑
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u · v �WK−�LK−� 7 · · ·7W�L7W�. ���
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�+���	��
 Vk z�. *# Vk , ��.v�v� . . . v�k������� "��$ ��������
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�� ' 0�*! 3�4 � ��������$ �	!��
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� � �−�
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�
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 � �−�

k��−� � �−�
k��
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k��
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 Vk � �

�
( ����� zk�� � �(

)
 Vk 	� �

�
� Vk−�( ����� zk � �� ��*��%� �zk − z�kVk ≤ �− �−�

k��−�(
+
 Vk−� 	� �

�
( ����� zk�� � �/v − δk�� < �− �−�

k�� ≤ �� ��� ��� k > ��

,��%$� -���������%�� �� �#�������� �������%� .� ���������� ���/� ������0
���% 1������ ����#%

�T 	�n
 � �T 	�n
 � �T 	n
 � �T 	 �
�
n
 � · · ·� O	n
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���������� � # ��� �!���# ���������* x� �" ���� ��(1 ��������* ������(� 9�6
��� �������� +�� %� ���-����� �� ����)���� � �����)���# ��������#� ������(�
8� � ��������* &� �)� �� �������#� �� �(!�� ���# ������'����# �� �� ��'������
�� �!��� �&'�� ��)����� �(��%����� !���" �����)���# ��������(��� 8� � c > �
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��������� � �!�� -� �!�� ���(1 ��)���* ���� 9���� �� �� �&� !���� ��������#
��� �� c � ��� �!��� x� ��� %�� ��� � � � �!�� c � �� = ���4�� �� � c > � � �� ���
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u < Au� =Bv�, � v < Cu� =Dv� ���	

� �����������7 �����"��7 ��%����� 4 ���  ������ � ���%������� � ���
��!� >���� �%�#

u′ < *u =B, v′ < *v =D, u′′ < *u =A, v′′ < *v = C ��:	

� �&�)�� ����7 �����������%� ��'� ��������	

	�� +Ǳ�������  ������- Ǳ������� q←��*u=A	/�*v=C	�� .��� q 	<��*u=B	/�*v=D	�#
� ������ � '�%� ?�� �,� 5�� '�%� ���������� ���������� ������� q′ 	< q′′

� �&�)�� ����7 �%� 9� �������� 6 ���"���� �� ������� �� 5�� '�%� ���
�������7 �&���������7# ��%�� *u < bp − � � A < � ��� ��%�� *v < bp − � �
D < �# ��9� ��)������ ������������ ��� ���������� �����"�� � 0�����
���������� � ����� 6 ���� ������� ��:	 ���%�� &��� ���������� �������

: ≤ *u =A ≤ bp,

: ≤ *u =B < bp,

: ≤ *v = C < bp,

: ≤ *v =D ≤ bp.
���	

@�9� ���)����#  � ��������� ���� �) ������� *v = C < : ��� *v = D < :#
�� �� �&� ������������� Ǳ�5��� ������ ������� �� ���� �� 5�� '�%� ����
����� AǱ����� �������������� � '�%� ?�B�	

	� +C���"�� ��%����� .�������- Ǳ������� T ← A − qC# A ← C# C ← T#
T ← B − qD# B ← D# D ← T# T ← *u − q*v# *u ← *v# *v ← T � ��)������� �
'�%� ?��

(
$� �� ������� � ���������� � ����! ����������� �����"��� �

���%������� � ����! � ���"����� ��;	 � � ��� ���	�
)

	�� +D�%# �� ������ �������!�� �� ������� � ���%������� � ����!�- .���
B < :# �# ������)�� ������� � ���%������� � ����!# �������� t ← u EF3 v#
u ← v# v ← t� �$� ��9� ��� ���� ����� �%��# ��%�� � ����(�! ������
"�� � ���������� � ����! ����)� ����������� �����"�! � ���%�������
� ����!� G�!�� ������#  � ��%����� .������ ��&���� � ��� &���'��
 �����#  � ��9� �����7���� ������ ������	 6 �������� ��� �� ��������
t ← Au# t ← t = Bv# w ← Cu# w ← w = Dv# u ← t# v ← w ��������� ���������
������ �����"�� � ���%������� � ����!	� 6�)������� � '�%� ?��
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���� ��
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'�� 	�� 	���� u � v �
	
���� u > v �

�78 u� 9 m, �78 v� 9 n. ����(
:�!� �&����� u ����
��� �m;��/&����� 	����� � v<�n;��/&����� 	�����

)
=������� ������
��
 � ��$����
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 � ����$? ��� u > v ��	����
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����$�
� *�� �
��	��� ������ �� �
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� 	���� u� 1��� �+����
 	���� ���	����� �'�� �'����"�
	�� ���
��� � �������
 ���	�
� u′ 9 �u − v�/�� ���
��� � 	
��
��� ���	�
�
u′ 9 �u− v�/�� ���
��� � ����� ���"�� ���	�
� u′ 9 �u− v�/. � �� �� Ǳ���	�


�78u′� 9 m− k − r, ����

$�
 k<	���� ��������� �� !�����
 &��� �������� ������ 	���� u − v� � r 
��"
�78 u�−�78�u−v��<!���	
���� &����� ���
�����+ ��
�� �� ��
� ��	������ 	����
v �� 	���� u� A�
��� 	�� r ≤ � ��� m ≥ n; �� � r ≥ � ��� m 9 n�

5��������" 
'�� k � r �����"�� &
�������	��� ��� ���� �B�� ����!� =�	���
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Ǳ���" Gn�x�<�
��������" ��$�� 	�� [EL�u,v�/[Ha�u,v� &��
� ≥x ����
 �����/
�
��� � �	
�� *��+ ��
�����'
��� n ��!��� >��	�����
 � ����$?� 1��� u ≥ v



����� ���������	 ��
�	 ������� ���

� �	
� ���
���� ����� k 	������ ������ �� ��������� X � v/u �������	� ��
X ′ � �����kv/�u− v , �u− v /�kv � ���

(
�kX/�!−X , �!−X /�kX

)
� "�#�� �$������

�������	��� X ′ ≥ x $%��� 	�����
��� ����� � ��
&#� ������ #���� �kX/�!−X ≥ x
� �!−X /�kX ≥ x� � '�� �� (� 	����� ��� �

!

! ) �k/x
≤ X ≤ !

! ) �kx
. ��� 

Ǳ�'���% Gn�x %���
�������� ������	���% ��#%��������% 	���������+

Gn���x �
∑
k≥�

�−k
(
Gn

(
!

! ) �k/x

)
−Gn

(
!

! ) �kx

))
, ��� 

��� G��x � ! − x �� , ≤ x ≤ !� Ǳ���������� ����	
���
&��� '#	��������
�#���
�� ��� Gn�x $�	��� 	������	� # ����
&���% ��	����
���+ G∞�x � G�x 
��	����� �� ��� ��� -����
&��� ��#�����
&	��� 	.�����	�� ���	���
���	� �����/
������� 0%��� �
����&� ��� 	%1�	��%�� -%�#2�� ��	����
���� G�x � "���� ���
%���
�������� %�������+

G�x �
∑
k≥�

�−k
(
G
(

!

! ) �k/x

)
−G

(
!

! ) �kx

))
�� , < x ≤ !3 ��4 

G�, � !3 G�! � ,. ��5 

Ǳ%	�&
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(

!

! ) �x

)
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G
(

!

! ) �x

)
)

!
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G
(

!

! ) 6x

)
) · · ·

�
∑
k≥�

�−kG
(

!

! ) �kx

)
� ����

���	


G�x� � S��/x�− S�x�. ���

����������� ����	�����

G��/x� � −G�x�, ����

�
� ��� ��
������ ��� ���
��	���� 	�� ���� x > �� Ǳ�������� x �!"������� �� �
	�∞# S�x� ��������
���� �� � 	� �� $��	��
������# G�x� �"���%
���� �� &� 	� −��
'������# ��� x > � (���)�� G�x� ������
�� *+�� �����������,# ��" �� "���� ��

�"��� �"+�� ��"� ���� -���

.������"# ��� �"�,��� �������+� ��	+ α�x�# β�x�# γm�x�# δm�x�# λ�x�# μ�x�#
σm�x�# τm�x� � ρ�x�# �
���# ���

G�x� � α�x� /0 x& β�x� &
∞∑

m��

(
γm�x� 123 -πm /0x& δm�x� 345 -πm /0x

)
, ����

S�x� � λ�x� /0 x& μ�x� &

∞∑
m��

(
σm�x� 123 -πm /0 x& τm�x� 345 -πm /0 x

)
, ��-�

ρ�x� � G�� & x� � ρ�x& ρ�x
� & ρ�x

� & ρ�x
� & ρ�x

� & rho�x
� & · · · , ����



��� ���������� �����

���� ��� Ǳ��������� �	
���������� �������� � ���	���� 	������� ����
����� �	��

�������� ������ ��������

��������� ��	
� �������� �� ��� �������� ��� n ≥ � ������� ����
�� Gn�x�
����
�
�� ���� ����� 
�������� ���� � �� !� ����

"� ���" �#����� ��� |x| < ��

$���� �"���" ��	
� ������ �
������
� α�x�� . . . � ρ�x� � ����
�
��#
��%�&�'��( Ǳ��	�� ���*�� �� ����
�
�� ��+�� �' � � �'�� �����

,S�x� - G
(
�/�� . ,x�

)
. S�,x� - S�,x�− ρ�,x�. �''�

/�������

� ����
��� �',� �"���
���� �*�� � ����� �*��� ��*��

,λ�x� - λ�,x�0 �'��

,μ�x� - μ�,x� . λ�,x� − ρ�,x�0 �'%�

,σm�x� - σm�,x�, ,τm�x� - τm�,x� ��� m ≥ �. �'1�

2� �'�� ������� �� λ�x� ��� ����� ��
��
�� ���
�� x0 �� ��� �
� ���3����4

�� ��	
� �������

λ�x� - −λx. �'+�

�/�������56�� ���77�3��
 ���
���� ���

λ -  .�818, ,%+�� ++��% %'' 1 %1 1� %��', %�'8+ ,� 8+., �'8�


� ������� ����"� �*� ��	
� �"������� 
�������
�� 2� ����
�
�� �'%� �������
�� ρ� - −λ � ,μk - ,kμk − ,kρk ��� k > �0 ���*��� ��������

μk - ρk/��− ,�−k� ��� k ≥ ,� �� �

2� ����
�
�� �'1� ������ ��	�� �� ��� ����

"# �����

σm�x� - σmx � τm�x� - τmx, ����

����5�� ����� ��
��
"�� 7�
�3�����
(
9� �� 
� ���������
���� 
� 7�
�3��

γm�x� � δm�x��
)

:��� � ����
�
�� �''� ����
�� x 
� �/,x� � �������

,S��/,x� - S��/x� . G�x/�� . x��, ��,�



����� ���������	 ��
�	 ������� ���

� �	
����� ��������� ��� x� �����	� � �� ��� �	�	�� ��������� ���� ���	������
��
� �

�G��x� � �S��x�  G�x� � S�x� �G�x/�! � x��. ����

Ǳ	
�� �	
���	��� � #�	 ��������� 
������$% ��	� ���
�	 &���'�( �	#&&�'����$
��� )*x � 	���% +�
��% 	�,�$ �$�- ���������$� .��	�����-�	�

�α��x�− �λx  α�x� − λx � α�x/�! � x��. ����

/�������� ����� 	������0��� α�x��1����������	�� 2�(
������-�	� ����	�
�	,��� +�	 &���'�� ψ�z� �	�����	���� ��������0

ψ�z�  
!

�

(
z � ψ

(
z

�

)
� ψ

(
z

� � z

))
, ψ���  �, ψ′���  !. ����

3	4� ��������� ���� 	���+���� +�	

α�x�  
�

�
λψ�x�. ��5�

6	��� �	4	� �� �����'�	��	4	 ��������� ���� 
�����

ψ�z�  
z

�

(
!

!
�
!

�

(
!

�
�

!

� � z

)
�
!

�

(
!

�
�

!

� � z
�

!

� � �z
�

!
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)
� · · ·

)
 

z

�

∑
k≥�

!

�k

∑
�≤j<�k

!

�k � jz
. ��7�

8�
0� �	��+���� +�	 	�	������ ψ�z� �� 
������$% ��	� ����� ��

ψ�z�  
∑
n≥�

�−!�n−�ψnzn, ψn  
!

�n

n−�∑
k��

Bk

�k�� − !
(

n

k

)
�

δn�

�
��9�

�
�� ���� �7�� :�� &	����� �������-�	 �	%	,� �� �$��,���� 5��;�!9�� �	��+���
�	� � 
���� 
 ��4	������� �
�����	4	 �	�
�� � ������ � � ���� �9 ����	��
�
	�������-
��	 
��������	
�� &	����$ ψn  <�n

−���
3����- ��� ����
��	 α�x�� �� �
��0+����� 
��+��� �	4� λ  −ρ� �	
�	���	�

/�������� ���� 
���$���� &���'�� μ�x� � ρ�x�� �
��0+�� �	#&&�'���� μ�� =�
	����� � ���� �� ���	� +�	 �
� �	#&&�'����$ &���'�� ρ�x� �	4�� �$�- �$��,��$
+���� ρ�� ρ�� ρ�� . . . 6	��� �	4	� �	�
����$ σm � τm �	4�� �$�- �$+�
���$ ���
�	�	�� ���	�� ���������	4	 �� ��>���� ���+� � ���� ��? ��� #�	� ��,�
�	#&&�'������� &���'�( γm�x� � δm�x� 
	%����0�
� 
�	,�$� 
����� 3�� ��
������ �	%	,�� +�	 ���
�����$� 
�	
	�	� �$+�
����� �
�% �	#&&�'����	� ��
�����+�$% &���'�(� �%	���% � �$��,���� �� G�x�� ������
� ���������	� ��>��
��� ����������	4	 ��������� ��5� +�
����$�� ���	����

Ǳ	
�� �$+�
����� %	�	>�4	 ������,���� � G�x� �	,�	 	'����- 
����� �����
�$�	������ ��4	����� @ 
������ 	����	�� A
�� u ≥ v � �
�� �$�	����- k 
��4	�
�����	� �	 ����+��� Y  uv ���� �������� �� Y ′  �u−v�v/�k� B��+��� Y/Y ′ ����	
�k/�!−X�� 4� X  v/u ����	 ≥ x 
 ���	���	
�-0 G�x�� 8�
0� 
������ +�	 +�
�	
���	� � uv ����->���
� � 
����� �� �	�
�����
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∑
k≥�

�−k
(
fk��� �

∫ �

�

G�x�f ′
k�x� dx

)
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�−k
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k �

∫
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G�x� dx

��− x� �� �
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 � �

∫
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�

G�x� dx

��− x� �� �
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 �� �� �� uv !�	
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 �  	%��. ������"�� /
!�	
" #��!����"
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�� �
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�
-
� &� �
 ��&��"� 	��� ��� �   �
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k

�k � � � x��
− k − �

�k � x��

)
g
(

�

k � x

)
�
(

k

k � � � x
− k − �

k � x

)
�

�k � x��
g′
(

�

k � x
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� −
∑
k≥�

(
k

�k � � � x��

(
g
(

�

k � x

)
− g

(
�

k � � � x

))
�

� � x

�k � x���k � � � x�
g′
(

�

k � x

))
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� ��

Uϕ�x� �
∑
k≥�

(
k

�k���x��

∫ �/�k�x�

�/�k���x�

ϕ�t� dt �
��x

�k�x���k���x�
ϕ
(

�

k�x

))
. ����
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 �  	� -
� �
"�.�"� % 	(������� �""�#  $.� ���,����2 3	� ����4
&
�

Fn�x� � 56�� � x� � Rn

(
56�� � x�

)
, ��7�

fn�x� � �� � x�F ′
n�x� �

�
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(
� � R′

n

(
���� � x�

))
, ����

�	 
	����

f ′
n�x� � R′′

n

(
���� � x�

)/(
��� ����� � x�

)
. ����

� ���������� ��
	������� 
��	����	����� � ����� !""�#� ���$��$ ���� �����x�%
&����' ��# #�# Fn � SnF�' 
	����� fn � T nf� � f ′

n � �−��nUnf ′
�
% Ǳ	 ��)�#*�� 	��

"��#*�� Fn � fn ���+� 	,��������� 
�	���	)���% -�#�� 	����	�' ����� ��	 ����

�������� ��)

�−��nR′′
n

(
���� � x�

)
� �� � x���� ��� Unf ′

�
�x�. ��.�
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� F��x � x� f��x � ��x � f ′
�
�x ���� ���������� �������� ������ �� Ǳ��� �!�

"�� �������� Un ������
�� ���������# ������# � ������#� �����!�#$�# �"���
!�%&� '��"����� ��(��!� ��� � ≤ x ≤ � '��"���� |R′′

n�x| 
�% �� )&�� �"��� !�%&!�
Ǳ��� �! ��� �� "�� ������� Rn�x ��!� �� ��)� !�%�� ��� ��� �&��%������
������*���� Rn�� � Rn�� � �� ��	%���� '����!�+ �������%�������+ ���!�%�
��!� ���� ��,��-�� 
%� �%�"��� ��	
� x� � �� x� � x� x� � � 
%� ����'��%���+
������� ξn�x� 	
� � ≤ ξn�x ≤ � ��� � ≤ x ≤ �� ������� Rn�x �!��� ��


Rn�x � − x��− x

.
R′′

n

(
ξn�x

)
. ��,

����! �)��'�!� ��� ���
���� � ���&��� 
���'���� "�� Un ���� 
��� �������
� !�%&!� '��"����!�� 	
� U/%���+�&+ ��������� ����
�%��!&+ ���������! ����
0�!���!� "�� U/����������	
� �������� � ��! �!&�%�� "�� ��%� 
%� ���1 x
ϕ�x ≥ �� �� � Uϕ�x ≥ �� 2��#
� �%�
���� "�� �������� U ��1������ ����
��3 ��%�
ϕ��x ≤ ϕ��x 
%� ���1 x� �� Uϕ��x ≤ Uϕ��x 
%� ���1 x�

2
�� �' �����)�� ����%�'������ (��	� ���+���� '��%#"����� � ������ �������
ϕ� 
%� ������+ !� �� �&"��%��� ��"��� '��"���� Uϕ � ����%�'����� ����������
������# (��!� '��"���# �������� 
%� ����
�%���� ���1��+ 	�����& ��������#4
$�+ ��� �������� 5��"�%� ����!����! ����# ������# g� "��)& !� �� )&%� %�	��
�&"��%��� '��"���� Tg� 6�%� ����!������ �������� ����
�%���&� 
%� ���1 x ≥ ��
� �� ��%��� �� ����'�� 7� . . �8� �� !� �� ���%#"��� � �.9 ��!!��������� '�!�����
"�� 
%� ������&���+ ������� G �&��%������ ������*����

SG�x� �− SG�x � G
(

�

� � x

)
− :;<

k→∞
G
(

�

k � x

)
� G

(
�

� � x

)
−G��. ��9

=' ��	�� "�� T
(
�� � xG′) � �� � x�SG′� �%�
��� ��!� ���� .�

Tg�x

� � x
− Tg�� � x

. � x
�

(
�

� � x
− �

. � x

)
g
(
�

� � x

)
. ��>

6�%� ��%� ���� "�� Tg�x � �/�� � x� �� ��1�
�!� "�� �����������#$�� '��"����
������� g�x ����� � � x − �/�� � x� Ǳ�%� �! ϕ�x � g′�x � � � �/�� � x�� ���
"�� Uϕ�x � −�Tg′�x � �/�� � x�� ?������ ϕ � ��%����� ����!�+ �������+�

Ǳ�� ����! �&)��� ������� ϕ ��%�"��! . ≤ ϕ�x/Uϕ�x � �� � x� � � ≤ � ���
� ≤ x ≤ �� 5%�
�����%����

�

�
ϕ ≤ Uϕ ≤ �

�
ϕ.

��� ��� ������� U � ϕ ��%� ���%��&� !� �� ����� ���!����� �������� U �
(��!� ����������� � ��%�"��� �

��
ϕ ≤ �

�
Uϕ ≤ U�ϕ ≤ �

�
Uϕ ≤ �

�
ϕ� Ǳ��%� �n− �4	�

��'
�+����� ��������� U �� ����������� ��%�"��! 
%� ���������	� '��"���� ϕ
�%�
�#$�� �&�� ����3

�−nϕ ≤ Unϕ ≤ .−nϕ. ��@

Ǳ���� χ�x � f ′
�
�x � �/���������� �������� ��	
� 
%� � ≤ x ≤ � �!��! �

�
χ ≤

ϕ ≤ .χ� ����
�
�

�
�−nχ ≤ �

�
�−nϕ ≤ �

�
Unϕ ≤ Unχ ≤ �

�
Unϕ ≤ �

�
.−nϕ ≤ �

�
.−nχ.
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�
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�
�:A .�.−n 
%� � ≤ x ≤ �.
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(
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)(
�" �/��! x�

)
� �

�
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(
�"�� ! x�

)(
�" �/�� ! x�

)
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� �)� ���� ,� ��
�
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Fn�x� 1 � �� ! x� ! �−λ�n2�x� ! O
(
x��− x��λ− #.#���n

)
, ��#�

+��
λ 1 #.�#��� �##�3 435�� ��3�4 5��3� ��4#� ����� ���#4−
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-	�	�+� ���/���/���� ������.��	�
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2�z�−2�z ! �� 1
�

λ
2
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�

� ! z
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−u

v
�
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I 2
⋃
k≥�

Ik, J 2
⋃
k≥�

Jk, K 2 '( . . �3 \ +I ∪ J ).

Ǳ���	�	���� ��	 K ��� ��� ����� Ǳ���� Pn 	��
�
� ��	����	 {(/n, �/n, . . . ,
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n→∞
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n

2 μ+I). +��)
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�� 8
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$� &��/
�� � I� �� 
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⋃
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⋃

k>N
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⋃
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� ��� +a . . b)� 'a . . b)� +a . . b3  'a . . b3� �� μ+I) 2
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�
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rn ? sn ? tn 2 nA
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�� '��� � -�.��� ��� 	�������
��� p/+0p/10 . . . p/n0  ���� ����� �+, 1, . . . , n�� ������ ��

Kn/x�, x�, . . . , xn0 " Kn/xp���, xp���, . . . , xp�n�0 �������� �
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Vn�� " /D � U�
n 0/Vn,

A� " 	X
,
An�� " 	/

�
D 4 Un0/Vn��
,

U� " U 4A�V 5

Un�� " An��Vn�� � Un.
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/� Ǳ�����% pn ) Kn���A�, A�, . . . , An� � qn � Kn�A�, . . . , An�� ���	
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� �*+*�� Ǳ#��� f�x� � anxn � � � � � a�� an > -.������ �
�����������/ � ��011������	 �� # �������� ��� �	����	���/2 ������ � � ����! �����
��� ��%�������/� ������ ξ > �� 3	$�	���	��� �� �������#� �����	  # �! �	2�
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��� ���� ������ �/�!�� �	�����/2 ����4���� ����	 ξ � �� �%�� ���#�%��� 	������ 	
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��� Ǳ�������� A � ��

��� ��! k � -� �� . . . � n � � �� �	�� ���!��� � j � n � �� . . . � k �� �	�� ���!���
��������� aj � aj�� � aj � �5	 0�� 4	�� 1#����! f�x� $	 ��!���! 1#������
g�x� � f�x � ��� ������ � � ����� �������� �	 �����#  ���4� ������ ������6
 	 f ��

��� 7��� an � an�� � � � �� a� < -� �� ��������� A � A� � � ��$��	�����! � 4	�# 8��

��� 9/����� A �������� !��!���! $�	����� ���#�%��� �	�������� ����4���!�� :	6
 ����� ��011������/ �an, an��, . . . , a�� �	 ��a�,�a�, . . . ,�an� � ��$��	�����! �
4	�# 8�� �5	 0�� 4	�� �/����!���! $	 ��	 f�x� ������ � � ����� ��������
���	��/ ����! ������ 	 f ��

5	��� ��� �	�	� � f�x� � x� � �� 	������ �/���� ��	�	�	 ;�< �$	 ���� f�x� �	
x� � =x� � =x� ��> $	�� .;=< �$	 ���� f�x� �	 �-x� � +x� � +x� �� � �� �

��� &��� ' �?� @#���� �A� BCDEFGH�� �IJ��� Ǳ��	
���� ��� ��� �� �%� ���#�%�2 ��	���
 �
�� �	��� �	$��
���� � ����#� ���� ����	 �X� ���� �$�����/ �	�����/� ����4���!
����	 XK

��� �a, b, c, . . . �� � �� a, �b� �//c, . . . //��>

��� �a� �, b, c, . . . �� � �� a, �, � � �//b � �, c, . . . //��.
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e� ����
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���/� �/����!�� ����#� ���� X� � //X�, X�, . . . // �! �ax � b�/�cx � d� �� $		��� #
�	$��
���� ����	 x � ����#� ���� x��//x�, x�, . . . // � $		��/ ���/ ����	 a� b� c� d�
�	�� � ��� ad �� bc� W��	��� ���� 	������ �	�� � ����/ �� �/����!��! �	� ;����	����	!
�������	  	<� �����	! ���� ���� �	
��� �$ xj �/���� �	�  �
�� ����4� $�	�����
Xk� Ǳ��� �������#���� �	� �	4 	������ �/����!�� �J*x � =J�/��+�x � �X�� ���	
x � �� � //X, �, �, �, �, �, �//�
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���� z � //z��, z��, 0z��, �z��, . . . //.
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 !��
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//am, . . . , a�, a�, x�, am, . . . , a�, a�, x�, am, . . . , a�, a�, x�, . . . // '� .�$���� �� x�
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G�β� �

∫ β

�

(
G
(

t

�− t

)
− F

(
t

�− t

))
dt

t
��� S ≤ β ≤ �

� . �2�
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� !�
 ��" β ≥ �
� %�� 5��&G�" G�β� � � ���� ���� ���� T������
� ���H

��� ��������� � � � �2� ���� �����78�� U��
G������ 
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���" 4��!����V %��6
5��&G���

F �α�, G�β� � ��� ��� ��� ��� �	� ��� �
� ��� ��� ��� ���

α � ��
� �		�� �	�� ���	� ����� �
�
� ��� ���� ����� ���� � �����

β � ����
 ���	 ���	� ����	 ��
�� ���� ����� �	��� �	��� �	�
  ����
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�
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 ����!��� ��
��
� ��
��H
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W
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 ��
�����4��
���� ��&�� ����!��� tX ����� �
�	� ������� ����
�

��	��� K	�!�
 � ≤ t ≤ :<N� �
 %�� ������ � ���6��� #����G� �
���#�7��" ���&
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������� ��� ���� N ���������� ��� ������	�� ����� � �	������� ���
� �
� x� �� ������	���� ����� ��� t ≤  !  ! x " c

√
 !  ! x #�� x →∞� ��������� �

�√
$π

∫ c

−∞
e−u�/� du %&'


�� �(��) *��������		�) c� +������ �������� ���#��
���	�� ������	� t ������,
��� #� ��-������ 	������	�� �� ���
	�� 	���	��� � 
��#������� ���	���  !  ! x.
#�����	� 
�� //�0�1 ���) ����2�) ����� ≤ x ��#��	����� |t −  !  ! x| ≤ �

√
 !  ! x�

+����� �����	�� ��� ���
	�� 	���	�� 
�� t −  !  ! x #�� � ≤ N ≤ x 
��������
������	�

γ "
∑

p �������

(
 !%�− �/p' " �/%p− �'

)
3 γ "

∑
n≥�

ϕ%n'  ! ζ%n'

n

3 �.����� ����� �	��	 ����� �	��
 ����� ���
� ��	��� . ��

���� �� �� ������ �� �� ������� �� �������	�
�� �� ��� ����� �� �������� ���  ����!"
�#$%!��� ��	�� §
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�--�,�������� .����
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�	��
����	 �
���

x� / y� / A0 xm�� / f%xm' 123 N, ym�� / f%ym' 123 p, %�4'
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� ��
��
� ��
5���	 ���	� N� 6
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ym / xm 123 p ��� m ≥ �. %��'
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�
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	������ ��������
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	 ��� ������ (� �� �������)*�� m� 6���� 
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�� ��"�
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�
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���� ��	���	� ���	� N �

��������)� ��"	����� "����;
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����� ��� �	�����
�� � ��� ��� x� @ � �
���5�� �
	 �
 �

� %p @ �' ��"	����!
"������� �
 �
��	) p %��� #DEFG� HFE3FD� ������ �� ��	
� ��� ������� ���	��
��
� ���� � �������� ������ �������� � �!��� ��

������	
 � ���������	� �� 
����� ����	��	 
�	 
����	 ���������� "���
��#� ���  �����$ �� ������%� ��&����� � ���� ���'����� �����#� !���#�
&��� N ≥ �� (��� �� ����&�� � �� �!����%��$  ����%��� ��� �� ���'����% ��$���
�� )�����*Ǳ�	���� 
�����

�� +,�&��%��� ���������- Ǳ �����% x ← /� x′ ← �� k ← �� l ← �� n ← N�(
�� � ��� ���������� 0��#� ��#� ���� &��� n �� ������� ���'������ &���

N� � �� ������� x � x′ � ��������� ����&��� xm 123 n � x�m�−� 123 n �
�� �'���� ��4�� #�� ���'� f�x� 5 x� 6 �� A 5 �� l 5 ��m� � k 5 �l −m�

)
�� +Ǳ ��� ��%� )���� �� &��� � �����- 7�� n*� ���� &��� � ���� ���8

��� ��'��� ������ n � ��&����  ����%����9 �� 0��� ���������� ��#� ����
���� :�����



��� ���������� �����

��� ���	
���� ������� Ǳ����	��� g ← ����x′ − x, n�� ���� g �  ! �	 "����
# $�%& '�( � "�	����	) ��&*� �+���� g� ,"��! ��� g � n! ��%	���)
-���$���. �%	 �+"	���� "��+����.! �/	 ��) �-����	! *�	 n � .��.��.
"�	��+) *���	)�� 0 "�	����	) ��&*� "����	��� n ← n/g! x ← x 12� n!
x′ ← x′ 12� n � �	-��������. # $�%& '�� �3�)��)! *�	 g )	
� � � /+��
"�	��+) *���	)45�	 "	��
�� "�	��#� 0 #�
�	) ��&*�! #	%�� g4�
"�	��	 *���	! %	 "�	��+ )�	
���� � )	%&� /+�� 	"����+ "�� "	)	6�
5�	%	 ��%	���)���

��� �Ǳ�	����&���.�� Ǳ����	��� k ← k −  � ���� k � 7! �	 "����	��� x′ ← x! l ← �l!
k ← l� Ǳ����	��� x ← �x� 8  � 12� n � �	-��������. # $�%& '��

0 #�*��� "��)�� ��%	���)� ' "	"�	/&) ��	�� ��-�	
��� �� "�	��+ )�	9

���� *���	 N � ������ 0 �-&����� ����� ����:�� $�%� '� /&�� "	�&*�
�-&����� g � � �� .��.;6�. "�	��+)�� �6 "	�� $��� ����:�� ��%	���)
��<	��� )�	
���� g � ��� 0 5�	) "��)� ��%	���) � ��-��*�� ��) �/.! �	 	�!
#	�*�	 
! /+� ��-��/	��� ��. "	��#� ������� "�	��+< )�	
����� =�%	���) >
�� "	��# /	��$�< "�	��+< )�	
���� -����*���� %	��-�	 /	��$ ��)��! �	 �
�	)! *�	 #�����. 	"�����. )��+< "�	��+< )�	
����! # �)& �� ��#�#�<
"���-��� ?� "��#��# ���*��� �#	�	�	 ��). �+"	��.��. ��%	���) >! � -��)
-�"&�#���. ��%	���) '�

@���)	��� ��.�� ���/	��$�< "�	��+< $�����-�.��+< *���! )	
�	 "	�&9
*��� �&*$�� �"	�	/ ��"	��-	����. ��%	���)� '� A	��*���	 ����:�� m�p�! ��9
/&)	 ��%	���)& ' ��. ��<	
���. )�	
���. p! "�����	 � ���&;6� ��/��:�

p � ������ ������ ������ ������ ������ ����	� ����	� ��� ��� ������ ������

m
p� � ��� �� ���� �	�� �	�� ���� � ���� ��	 ��

B#�"��)������+) "&�) &����	���	! *�	 ���� -��*�� m�p� "��)��	 ����	
�
√

p � ��#	%�� � "��+$��  �
√

p! #	%�� p <  777777� Ǳ�� p <  7� )�#��)&) m�p�
���� m�CD� DD � � D EC�� ��#��)&) F&�#:�� m�p�/

√
p �	���%���. "�� p � �G7 7�D

� m�p� � E �� � ?� 	��	����� 5��< �-&�����	� "	*�� ��  �9��-�.��+ *���� )	
�	
��-�	
��� �� "�	��+ )�	
���� /+���! *) -� � 777 ����:�� ��%	���)� '
�������� � D� 777 	"��:�� ����.! ��/&)+< ��. �+"	����. ��%	���)� >��

0�). �� #�
�	� ����:�� ��%	���)� ' � 	��	��	) -����*�����. �� �+"	��9
�� &)�	
��. � ����. � )�	%	#����	� �	*�	���; �� $�% '� � �� �+*�����
���/	��$%	 	/6%	 �����. �� $�% '�� 0+"	���� 5��< 	"��:�� )	
� /+��
&�#	��	 -� �*� "��)���. )�	��#� H&)�	
��. �	��%	)��I ��)� &"�� ���� J� ��
K	� �	%	! � ��&*�! #	%�� 	"��:�. ��<	
���. ���/	��$%	 	/6%	 �����.
�+"	��.��. )����	! Ǳ	����� "���	
�� &�#	���� "�	:�� "&�) ��#�"������.
"�	�-����. "	 )	�&�; n! �#�
)! ��.�� "	���	������+< -��*��� �x′ − x�
"�� �)! #�# ��#��� ���/	��$�� 	/6�� ������� ,�#�) 	/��-	)! G7L 	"��9
:�� ��<	
���. ���/	��$%	 	/6%	 �����. -�)�.��. 	���) &)�	
��) "	
)	�&�; N :�	� �#	�	�	%	 &���*��. ��	.��	��� �	%	! *�	 �$�� "�� 5�	)
� /&�� �����	� Ǳ	����� ��#
 "���	
�� ��*����� �+*�����. �� $�% ' �
m � q! � � � m �  ! %� q ����	 	��	� ��.�	� 	� #	��*���� ����:��! #	�	�+
"�����&��. ����-	�����

0 �< ��#�< ��&*�.<! #	%�� ��. /	��$�< N �-&����� � /+� �����! )	
�	
"��)���� F&�#:�; f�x� � x� 8 c "�� �#	�	�	) c 	� 7 ���  � M��&� �-/%���
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����	 
���	�� c � −�� ��������� �	����	����	 �����	�	 xm�� � x�m − � �		�

�	�	�	 � ��	 xm � r�
m

� r−�
m

� Ǳ����	� ��� ��� 	 
���	�� �����	��� c �	
������� � ��
�����	�! �����"� ���
	# �� �����! p  ��	 �� �����" $"��
�����	�����	���"� �� �������%� �������"� 
���	����

&���� '�	�� ���	�� (�� ���)��*! �� ����� + ��� ������	�� ���,
��� � �����	�� - ��. /�0 �0- ��� ./1 ���� ���� � -� 23�� ����� ���	� �� 4-/.-5�
0�160�78 �� 4-/.�5� ���6����9

����� ���	
� :�� �# ������ � �	�	�! ���$�	�" ��
���	�� ��	� �� �����"	
�����	�� �����"# � -0��  ��� ��	����� Ǳ�	� �	 ;	��� 4<=>??> @> A>?BCD5�
$��		 ������� ��� ����� $����� �����	�	#� �	�	� ���"�� 2E����	 �	�����
�����	 ���� ;	���  �	�	�	�	���	 �� �� �#��# �
"�� ����� ��#� � �� 	
F� G� :����� 4H� I� J=KLMNO5 
����� �� ��� ����� �� ������ � 4PC?O>Q=> ROMD� NS
TCMU=OQDNO� -/-/5� ��1�9

:������� ��� N � uv�  �	 u ≤ v� :�� ������	��� *	�	# ����� ��������
��� N V�	�	���	 ����� W�� �
����	�� ��� u  v ���	 �	�	��"� X���� ����	
�������� ���

x � 4u � v5/�, y � 4v − u5/�, 4-�5

N � x� − y�, 7 ≤ y < x ≤ N. 4-�5

3��� �	���� ;	��� 
���!��	��� � ���� ��� %���� ���	 
���	�� x  y� �����"	
�����	�����!� �����	�! 4-�5� Y ��	��!%	� �� ����	 ����
���� ��� ���� ���	�
����� ��
����� ���� �� �����"	 �����	�� �� �������� ���	
�� ��������

������	 � 4�
�������� �
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 �' /4��'
N �� +��4� �4 x − y
 �4 x g yA ���+'(����2�'
 KTS�N, x − y	 4 KTS�N, x g y	 .(�.G
O��. +��4���.�4 /4��� N 
 5'�'�0� �'-&� ,0�2 ��=+��0 1�4 1'�'34 *\\�5�4(�08
��-'�4��'(
 �����'�����08 ( ��C+��� �����

R+4� 4C �1'�','( ��8'D+��4. ��)��4. &��(���4. ���	e��=�4 ��54� C��/��4.
x
 1�4 5'�'�08 x� ≡ a �1' �'+&�O N	 +�. ���08 C��/��4= |a|� � +��2��=)��
,&+�� 1'5�C��'
 /�' C�/���&O
 /�',0 1'�&/4�2 ��)��4. ���	
 +'����'/�' 1�'��'
',j�+4�4�2 ��)��4. 1�4(�+���'-' (0)� &��(���4.� H����
 ���4 x� h agkNd� +�.
��5'�'�08 k 4 d 1�4 ���'� C��/��44 |a|
 +�',2 x/d .(�.���. 8'�')4� 1�4,�4D��4��
5
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���� ������� 	�������� ��7 �� ����
�����& ��	���� �'�� x ≡ ±y� 8����� ��6 
��������� 	����#����
� �� ����&�������&!� �����! ����%� ������&! �
&�	�
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���&	� �� ���� kN �� �������� ���!& �������&� *�� ��'���& ���������&���
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Ǳ����� ���� � �������� ����&��& ����&������ � 	��� ��� 

	
� <=�������� 	��������> Ǳ������� D ← kN� R ← �√D�� R′ ← �R� U ← U ′ ←
R′� V ← �� V ′ ← D − R�� P ← R� P ′ ← �� A ← 6� S ← 6� �?���	� ����%
�����	�� 	��� ��������� ��'���& ��"��� ����#���� � ����	
 ���� �����√

kN � Ǳ���&���!� U� U ′� V � V ′� P � P ′� A � S ����������
� R 5 Un� R 5 Un−��
Vn� Vn−�� pn 012 N� pn−� 012 N� An � n 012 � ������������ )��'�� �	���
�!�������� ���������� 6 < V ≤ U ≤ R′� �*�&	 ��&�� �!���� ������
�����	���� ���� ��� ��"#����� ����� P � P ′� 

	�� <Ǳ�����	�� U� V� S�> Ǳ������� T ← V � V ← A�U ′ − U 5 V ′� V ′ ← T� A ←
�U/V �� U ′ ← U� U ← R′ − �U 012 V  � S ← �− S�

	� <@���#��� �� &�#����� V �>
(
) ���������� � ���	������&� 	��� ���������A 

����� �&��& P � − kNQ� . �−� SV �
)

Ǳ������� �e�, e�, . . . , em ← �S, 6, . . . , 6 �
T ←V � B����� �	#� �!������ ����	
9��� $�� � ≤ j ≤ m� ���� T 012 pj . 6�
�������� T ← T/pj � ej ← ej 5� � ������� *�� ������ � ��" ��� ��� ��
��	����� T 012 pj 	. 6�
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 T � �� ������	 
����	� �P, e�, e�, . . . , em�� ������� ����������
�����	� �������	� ����� ����	 ������� ���������� 	��� �����	�� �� �� ����
�� � �� ��	�� ��!�� "��# 
���������

��� $Ǳ����	���# P � P ′�& ���	 V 	� �� ��	���	�# T ← P � P ← �AP ' P ′� ()* N�
P ′ ← T 	 ��
����	�#�� � �� � +,� - ����	���� ����� ���.��� ��
��!��	� �
.����� ���"# ��	���� ��������# .	�� ������� 
� ��
��!��� 	������	�� S�
	 ������� ��������	� �� ��	��� �� ���� 
����������� �/"��� ������ .	��
������#�� ������!	������ �� 
�������	� �� ���	�0��	���

- ������� ��	���� ��	�����	� �� ��	��� + � �����	���#�� ����� 	����
��������	� ����� N � ��1 ,2�� k � �� m � 3� p� � ,� p� � 3� p� � 4� 5���#���
���# ��	����	� ������������ � ��"�� ��

Ǳ�����!��	� ��	����	� ��	���	� � ������	� 
� ������ �22 	����.	� ,4
��0����0 �����06 ��� 	�	 ������	� �� ��	�� ��0��	� �����	� ���# "������
�� ��������� 	
 �	0 ��	�	��#��� 5���	���� ���	 ������!	�# ��	����	� �7�
�� �8 �� ��� ��!�� ����	�# ��1 ��1� ≡ ,� · 3� · 4� ��0����0 �����0� �������
�� ������������ 	�������� ������#�� ��1 ��1 ≡ −�,� 9�� 
�������	� ���.����
��
��!��	� �� ������� ���!	���	 ��������� �����0 ���0 �����	�� ��������0
����� :�� ��� �������

��4� 3�; · �33 ,�<�� ≡ �,� · 3� · 4��� ��� ������ ��1,2��,

���������	� ��<� ����������� ��	 x � ��4� 3�; · �33 ,�<�()* ��1 ,2� � �,; 32<�
y � 482� - ����������		 � �� ��	���� ����	�� =>*��,; 32<− 482, ��1 ,2�� � ���� 	
������� 	
�7��� ��
��!��	�

��1 ,2� � ��� · ���.
?��"� �����# ��		��� �� ������� �� ��	�� + ����# ������� ���������

��
��!��	� "��#�	0 	��� �� ������� ���!	���	� ��������	� ���	��	���	� ���@
�	
 ������	 ��������	� �� ��	��� +� ������ �����"�	�������� 	���� �����
�����
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 �*����$$*+ � �	�.�%%� �*1
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��	#�7� m ��8N ��"$". �	���$"& ��7 '�� �,9�� �	��# �*���$�$"# � ��	��� �	"1
,�"!�$"" �	���	."�$��/$� ���"'"$� m� ��8N/P & �� P 0��	�#�$�%�/ ���
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�/���� $� 7�!��2 "��	�.""� Ǳ	������!"�& '�� � ��'�$"� �%��
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�� : �� ;
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√
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pm � O�m ��m�� �	����� r ≈ √
�N/ � �N − �� ���������� �� 	 !	����� ����
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√
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(���	�������	� ��� �����
�"�) �����	�	
���#) 	
�����	� ����# ���	�����#
�� 	����� * �� �	�
�	 �����+��� �������� N ε�N��  �� ε�N� ≈ �

√
� �N/�N

��������# , - ��� N →∞.
/	 �� ����	 N ��)	����# � ���������� ��"� ��� 	 ���	������	� �� ���,��,��

��
�	 ���� 	��	�	
��� � �� ��������� ������� ��,�0 ������	�����,�0 	1��,�.
2�������� ���� N � �-��� �	����� N�/α � ��N�α ��� α ≈ 3.45� �	 �	 
� ���	�
�		��	+���� ����������	 � ��# α ≈ 6.3�� ,	 �� N � �-���. 7��,1�# N ε�N� �����
�	�#�	, �	���� ,	�	��8 ���������#�� �	�	8 ��,	�	�	 	 �	�� ����������� N�/α �
��N�α� �	 ��� ��� ��������� ���,�����,� 	����,	�� ��# ����� N � �� #��#0"�)�#
���	������	 �	��+���. 9�	 	��������� �������������� :,����������� ���	�;
������ 9. <. =�������)	� �>. ?. @A�B$CDEF�� �	,������ ��	 )	�	+	 �����	����8
������� �� 	����� * ����������	 ���+� ���	��#�� ����	
����� ��� �����������;
�����# :�	8 	1��,	8 G��. ������� ����	 
� ���� ��� ��H4H�� I�6JI3�KL ����	��# ��
�	� ��	 ��# N � �-�� ����� ����	 �

√
� �N/�N ≈ .3�� ��� ����	
���� �� ��	����

��	
����� ���#� ����� � ��������� �-�� ≤ N ≤ �-�� 	� �	����� ����
���� ��#
������� ���	�����# �������������	 N�.��.

Ǳ	���,� ���	����� ����	
���� ����� N � �	�	"�0 �� 	����� * ���������#�
�	 ��"������ � ������ N �� kN� ��	 �� �#��� �	�	���	 �0�	����	 ����� �� 	�,�	;
����	  ���	�. NǱ�	������ ,�, �� ��	����� �� �	� ��	 ����� �	���,	8 ����	
���#
����� # ���	
� � 	 �� IOP Q�� �� ����� ���# �� �#��� ������,������	8� �	�,	��,�
��,	�	��� �������# k ����0� ����� V �	���1�����	 �������� �� ����+�� ��	����
������ � �	:�	�� �� +� � *I �	��	� ����	
���� :��) ����� �� ��	���� ��	
�����
�	
�� ���� ���	����	 ��	"�. ( ��� 	8 ��	�	��� �	��+	� �������� ����� k ���;
���� ����� V �	��+�� � �	 �� �) �	��	� ����	
���� �� ��	���� ��	
����� �����
���������	. 2�
�	 ���������	���� :�� ������1�� ����� �		��������0"� 	 �	��	��
����� k. R����	����� ��������� �����	��� ����� V �� ������ ������ ������#� 5.
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� �����	� P � − kNQ� � �−��SV � ��� ��� 	��� � �	��� v� ��		� P � ≡
kNQ� �� ����� ��� � ����� ���	������ ���� Q �	 � 	� !"�# �$���"� ��
�%��� � �&���� �$�� � P � � � &������# �P/Q�� ≡ kN �� ����� ���
'��� �$	��� ��#� �� P � Q(�����)�"	 �&���� �$��"	 ������ ����	� ��
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�$	��		 ���� p �	���	�	) ����� V �$�!�� �	��/ � *p/�p� − ��� 5& %�� �����&��
�"���	��� 6� 7$���	�	� �8� 9:;<,=>>=?�� ��	��	�� �� ��������) �"!$ �����
k(%� &���	��	� ��$	 !	��	����	� �������� @���A��
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Un ,-. N � � ����� 
 ������ ������ ����� n ������ m$N&� $#4&

$5�� �
��� m$N& ���"���� ������ ���	
���� � ���������������
 �
��� N �&
3� ������������� $#4& ����� ��� ���������������� Um� Um��� Um��� . . . ���6
���7���� $�� �����% N& ���������������
 aU�� aU�� aU�� . . . � �� �
��� a �
Um�� ,-.N ���
��� ������ � N � ��� ��� 89.$Un, Un��& � (�

Ǳ��� ��! 7�
! ��
�������
: ����	� ����� ;� < �
�� ��������
 $=4&
�� 
����2

 
��

Ln � V�n ,-. $=q − (&. $#>&

3��� 
� ��	����� =Un�� � �Un * Vn ������ ��� 89.$Un, Vn& ≤ =� ���������
�� �
: �01
: ��
��� �
�� Un 
 Vn ���	� ��
�� Un 
 =Un��� � �� ��� 
��� Un ⊥ Un��� Ǳ�7���� Un 
 Vn � 
�%� �01
! ����"! ���	
��:� 
� ��

Lq−� � �� ���	�� �"���� ��� 

U�q−� � U�q−�V�q−� ≡ � $�� �����% =q − (&,
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)
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$��0���)� �������*�8 ��/�8 	�������5� ��0	,5 �. �����,8 ���������& �� 	���8
�� ������$,5 $��0������

Q���$����$ ������ .�	�� ������ �������*��� ��/��� 	������& 	)8 	���,8
������$�) ��	 �������������5 �����$�5 S� ���)��������� �����)����3 Ǳ����
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��� q�x� � r�x�� ��"�	� ���
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#�	 m & ()*�u� � n & ()*�v�� ��� �!��� ����
��� u�x� � v�x� 	& , ��� �������
��� m ≥ n�
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��� q�x� & qm−nxm−n'· · ·'q�
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���1 9���
���� �
����� qk ← un�kvk
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un�kvj−k ��� j & n'k−�� n'k−5� . . . � ,� �Ǳ�� j < k 7�� ��
���	�� ��� uj ← vnuj�
���"���"� �� ����������	� v−�� v−�� . . . "�" 
����  ��� ��
�$	
�% ��$
�
���	$���� 	��� 
����� ��#����� � ���	
� ut 
� vm−n−t

n ut ��� , ≤ t < m−n��
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u�x�, v�x�

)
& v�x�6 � ���#�% �����
�� 	��� r�x� 	& ,� ��?��
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���� v�x� ��		� *E(
(
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)
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(
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 � ����	��� ���������� ������	�� d ← ���
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3��
��� u!x" �������� u!x"/��� !u"455
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�

��� �Ǳ�
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�
�
�� 8�)���� r!x" � �����$�	��
� ��'����� 9�
(
:
� �
�*;�-

����� 	�)��&�� ������-)�����
 q!x"�
)

<�� r!x" 4 =# �
�
(� � +�'% >��
<�� �?�!r" 4 =# $��
��� v!x" �����&���� �������� �  �
�
(� � +�'% >��

��� ���
���� ������� ����	����� 3��
��� u!x" �� v!x"  $��
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55

(
r!x"

)
� 8
��%���& � +�'% >@� !A��BC
	����	 +�'D# �����')��( ��%'�
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���� ��� ��'������ <	�����"
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�
 ���
�7��&�� E�'���� $�	
�+�
��&# 	���	 ��	
� d · v!x"�

8 ��)
��	
 ���
�� ��*��� ��'����� > 	�)��� ��� �������	

u!x" 4 x� F x� − Gx� − Gx� F �x� F @x− H,

v!x" 4 Gx� F Hx� − �x� − Ix F @�
!I"

��� 2
���� A� ������� ����	��# ��� )�� +�' >� %�����	�	�
� d ← �� :�
+�'
 >@ �� 	�����&
� ��
	���
�
�
�

� = −�

G = H = −� −I @�
)

� = � = −G −G � @ −H
G = G = −I −I @� � −�H
G = H = −� −I @�

= −@ = −H = G � −�H
= −� = −�H = I �� −�H
= = = = = = = =

−� = −�H = I �� −�H
−�� = −�H = @� H� −�GH
−�� = −G= = @� H� −�@�

−�H = G = −I

!�="

3�
�� )�����
 q!x" ��	�� � · G�x� F = · G�x F−� · G�� J�

�

@�u!x" 4 v!x"!Ix� − �" F !−�Hx� F Gx� − I". !��"
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������ ��������
 ����
 �������� ��!""�#����� ����$���% �	���%�� �����
�	������ �

��� &'������ � ��������	� ���������( )�� � � ���� �� ��������� �� $����*
���� d ← +,-

(
,./01u2, ,./01v2

)
� 3������

(
u1x2, v1x2

)
�

(
44

(
u1x2

)
, 44

(
v1x2

))
�

5�������� g ← h ← ��

��� &Ǳ������������( 5�������� δ ← -7+1u2 − -7+1v2� 8	������� r1x2 � ������*
3������ ��������� 9� :��� r1x2 ; �� ���� �� � ���$ <�� :��� -7+1r2 ; ��
3������ v1x2 �����%	� �������� � � ���� �� � ���$ <��

��� &Ǳ������ ��������( =������ ������ u1x2 � v1x2 � v1x2 � r1x2/ghδ�
(
8 !���

����� ��� ��!""�#���	 r1x2 ����	 ghδ�
)
=���� $�������� g ← �1u2� h ←

h�−δgδ � ���$���% � ���$ <>�
(
?���� 3����� h �$��� � ������� S� ��@� ����

δ > ��
)

��� &Ǳ���������� �����@��%�( 8��$�� � �������� ������ d · 44(v1x2)�
:��� �������� !��� �������� � ���������	� ���� �������� 1A2� �� ���$*

����% ����% ����������������� ��3$������� � ����� ���� <>�

u1x2 v1x2 g h

�, �, �, �,−B,−B, �, >,−C B, �, C, �,−�,−A, >� � �

B, �, C, �,−�,−A, >� −�C, �, B, �,−A B A

−�C, �, B, �,−A �C, �>C,−>�C −�C >C

�C, �>C,−>�C −AB>�, �>B�� �C ��A

1�C2

8 ��#� ��������� r1x2/ghδ ; >��D���
E�� ����������������� �������� ������� �3 #��	
 ����	
 �������� �

������������������ ���$��� � ������F ��������� �� 8������ ���$ "���$� ���
������	 � �����	 � ����������$ ���$� ��!""�#���	 ����F��% � ��3$�	

�������
 ��������% ������%���$ ��@����F � ���� <B�

G�% ����3� ��������� < � ����3��������� ��� ����������� ���������� ��*
�$��$F � ��� ������F ����������������� �������� u�1x2� u�1x2� u�1x2� . . . � ���
u�1x2 ; u1x2 � u�1x2 ; v1x2� Ǳ$��� δj ; nj − nj�� ��% j ≥ �� ��� nj ; -7+1uj2� �

�$��� g� ; h� ; �� gj ; �1uj2� hj ; h
�−δj−�

j−� g
δj−�

j ��% j ≥ >� H����

gδ���
� u�1x2 ; u�1x2q�1x2 I g�h

δ�
� u�1x2, n� < n�J

gδ���
� u�1x2 ; u�1x2q�1x2 I g�h

δ�
� u�1x2, n� < n�J

gδ���
� u�1x2 ; u�1x2q�1x2 I g�h

δ�
� u�1x2, n� < n�

1��2

� �� �� Ǳ��#��� �����������%� ����� nk�� ; -7+1uk��2 ≤ �� Ǳ���@��� ��� ��*
����	 u�1x2� u�1x2� . . . ���F� ��!""�#���	 �3 S� � ����K��� ��@�����
gjh

δj

j ����� ��� ��!""�#���	 ��������� )���� ����� ����@��� ��� ��� 3����% hj

�������@�� S� G���3��������� ������ 3��$���� � ��� ����� ��%��� ����������
������	 �������

Ǳ�������@��� ��� � � 1�C2� ��� n� ; �� n� ; �� n� ; �� n� ; >� n� ; ��
n� ; �� ��� ��� δ� ; δ� ; δ� ; >� δ� ; δ� ; �� =������ u�1x2 ; a�x

�Ia	x
	I · · ·Ia
�
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�	 · · ·	b�
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� ���������� ����� � � ������ �������� ������������

 �� ����!��������� ��!�� ������"
 ��� �#$$�%����� ��������& %����� '����
b�
�
u��x� � u��x�q��x� 	 u��x�( �� ���
 ���� ����)��" ����� A� �� b�

�
� &�����"

��!��!�*�� ������ ���� B�
 B� � B�

(
����&����&�+*�� �#$$�%������ q��x�

)



��)�� �������" ����� C�� ,��� ��)� ����)��" ����� A� �� b�
�
� &�����"

������ ���� B�
 B� � B�
 ��)�� �������" ����� C�� -����.���� �������
c�
�
u��x� � u��x�q��x� 	 b�

�
u��x�� /���)�& )� ����� B� �� c�

�

 &���� %���� ������

���� C�
 C� � C� � ���!���& �� b�
�

 ������� ����� D��

 �� !�������"��&� ��.�
 ��� u��x� ����� %���� �#$$�%�����
 ����������
�����%�

A�

A�

A�

B�

B�

B�

B�

B�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a	 a� a� a� a� a� a� a� a� 0 0
0 a	 a� a� a� a� a� a� a� a� 0
0 0 a	 a� a� a� a� a� a� a� a�
b� b� b� b� b� b� b� 0 0 0 0
0 b� b� b� b� b� b� b� 0 0 0
0 0 b� b� b� b� b� b� b� 0 0
0 0 0 b� b� b� b� b� b� b� 0
0 0 0 0 b� b� b� b� b� b� b�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�M. ��1�

/������� �����%�� �� ������� � ���������&� ���� ���&�!��  ���������&���+
�����%� M &

B�

B�

B�

B�

C�

C�

C�

D�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b� b� b� b� b� b� b� 0 0 0 0
0 b� b� b� b� b� b� b� 0 0 0
0 0 b� b� b� b� b� b� b� 0 0
0 0 0 b� b� b� b� b� b� b� 0
0 0 0 0 c� c� c� c� c� 0 0
0 0 0 0 0 c� c� c� c� c� 0
0 0 0 0 0 0 c� c� c� c� c�
0 0 0 0 0 0 0 0 d� d� d�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�M ′. ����
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 ��� ������� ���� �������� �����%� M ′ �� M
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· b�

�
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�
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�
/b�

�
� · 345M� � ± 345M ′

�
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���� M� � M ′
�
6�+��� &�!������ �����%�
 ���������� & �����"���� &�����

&��"�� ����&����&�+*�� �����%�& �� M � M ′� 7�������
 &������ ���" ���&��
�����%�& � ������%
 ��!��)�*�� d�( ��.!�
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�
· b�

�
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�
· �c�

�
/b�

�
� · 345

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a	 a� a� a� a� a� a� 0
0 a	 a� a� a� a� a� a�
0 0 a	 a� a� a� a� a�
b� b� b� b� b� b� b� 0
0 b� b� b� b� b� b� 0
0 0 b� b� b� b� b� 0
0 0 0 b� b� b� b� b�
0 0 0 0 b� b� b� b�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
� ±b�

�
· c�

�
· d�.
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A� a� a� a� a� a� a� a� a� a	 � � � � � b�� C�

A� � a� a� a� a� a� a� a� a� a	 � � � � b�� C�

A� � � a� a� a� a� a� a� a� a� a	 � � � b�� C�

A� � � � a� a� a� a� a� a� a� a� a	 � � b�� C�

A� � � � � a� a� a� a� a� a� a� a� a	 � b�� C�

A	 � � � � � a� a� a� a� a� a� a� a� a	 b�� C	

B� b� b� b� b� b� b� b	 � � � � � � �

B� � b� b� b� b� b� b� b	 � � � � � �

B� � � b� b� b� b� b� b� b	 � � � � �

B� � � � b� b� b� b� b� b� b	 � � � �
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�

�/c�� E�

C	 � � � � � � � � � c� c� c� c� c	 d��b
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�# ��  �!��  An�−nj �� A� �  Bn�−nj �� B� � $�%
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���� ����� h ��!	 ����"��� #	�� $

�$�� $� Ǳ�$ 	�$  ��	
&"'�  	��
$�( ��� ���$ � ���$ 	��  ��$#&

A�

A�

B�

B�

B�

B�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a� a� a� a� a	 a� a� a� a� )
) a� a� a� a� a	 a� a� a� a�
b� b� b	 b� b� b� b� ) ) )
) b� b� b	 b� b� b� b� ) )
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��� ���	��  	� ����������	� u�$x& �!���� ��� ���� ���� N��
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���� ���� Nak � !�� ak 5 'ak−�%ak−�� +���
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��	 ���	����� ����� ������ !�� FK5 *��!�� 
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������" �	�	������� +���
	���� ��!�� ������ �	 ��
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��� !�� FK5 �	 %"�	� �
������ ��������� �������	����# ��	�	���

M�� ���������� ��� ��%��	 ���������
 N � O ��� FK5 	P � ����� 
 ��!�����
"
��	�� ��������	
 u-x/ P w-x/u�-x/ � v-x/ P w-x/u�-x/ ��	 u�-x/ � u�-x/ Q

������ ������	 �������� � w-x/ Q �������
��# �������� R���� 	��� u�-x/ 
u�-x/ u�-x/ . . . Q �������� ���"!�	��	 ��� ��%��	 ��������� N � u-x/ P u�-x/
� v-x/ P u�-x/ �	�� "
��	�� !�� ����	��
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� v-x/ P u�-x/ � 	��� 56F-uj��/ P 56F-uj/− � -!�� ��!�� 
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��	���


 ��� ������ ������� �������� ������ ��� ����������� ��� ��������� a�xm ! a�xm�� !
. . . ! am � b�xn ! b�xn�� ! . . . ! bn"

#$%

�
���������

a� a� a� � . . . � � � � � am�� am & � � � � &
& a� a� a� . . . � � � � � � am�� am & � � � &
� � � � . . . � � � � � � � � � � � � �

& � � � . . . � & a� a� a� � � � � � � am�� am

b� b� b� � . . . bn�� bn & � � � � � � � � � &
& b� b� b� . . . � bn�� bn & � � � � � � � � &
� � � � . . . � � � � � � � � � � � � �

& � � � . . . � � � � � � & b� b� b� � bn�� bn

�
���������

'��() ��������) *��� +() *��� ,( ��������	
 �� ������	
 ���� ������� ������	
�� 	 	����
����(-�(" ���.�) /012) ������ /(1(34(-Ǳ������ ����



��� ���������� �����

���	
 ��	�	��� ������������ �	� ������� u�x� ������ ����	 � u′�x�� ����
	�� u��x� � u�x�� u��x� � u′�x� �� �� �!� "	!��!�� ��� ��� ���� � # ��	�	���
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c�u��x� � u��x�q��x�− d�u��x�,

c�u��x� � u��x�q��x�− d�u��x�,
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ckuk−��x� � uk�x�qk�x�− dkuk���x�

�%&�

��� � ��	���# ����'�	 �
��# ����	��	 cj � dj � (� )*+�uk��� � ,� -!� � (����	
�
�	� ���������� V �u, a� �������� u�x�  a ���� ����� �	! ��� � ��. ����� 
���� ���	 �
���	� u��a�� u��a�� . . . � uk���a�� � ���	�� �!� .� /����� ��  ���
���� ���	 �
���	
 ����� �� ��	��� 	 ��0�. ,� 1� −� −� ,� 1� 1� −� ���!���
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u�z� � u�z
�

� � #�3 nU�,

�u�z� 2 u�z
�
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��� +��� � �������	
 ��� 	��� u"x% � "./% ��		� �0�"u% �	������	� ��� ���	�
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�0�"uj��% 1 �0�"uj%� 2 ��� 3 � j � k.
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 ��� ��� ��� 	 ��� ����� �	��� ��� ���� � � !��	 �s�, s�, . . . , sr �
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��#�� ������ 	" r ����� �	��� �� ����$ p� 	" �	������� ������ ��
�������� 
�������� ��� ���������� ���	����		
� ���	� v�x � ����� ��

v�x ≡ s�
(
�� ����$ p��x 

)
, . . . , v�x ≡ sr

(
�� ����$ pr�x 

)
,

%&'�v < %&'�p� ( %&'�p� ( · · ·( %&'�pr ) %&'�u .
�* 

+��	�# ,g�x ≡ h�x 
(
�� ����$ f�x 

)
-� ���
��$.���� "���#� 	��� ��� �� �����

��� 	 ,g�x ≡ h�x 
(
�� ����$ f�x 	 p

)
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 ���� �����/00� ������#�� � �������	1


�� ���	��	��#��$ ��	2��	�� �� ����$ p� Ǳ��	�� v�x 
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������ �������	� ���	����� u�x � ��� ��� ��	 r ≥ � 	 s� 	) s� � �����	
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u�x , v�x − s�

)
� ����.	��� �� p��x � �� �� �� p��x �

Ǳ�����#�� 5�	 ����$���	� ����"�
�$�� ��� 	�2����	$ � ���	����� u�x 
���� �����	�# 	" ����
����
�$.	� ��6��	� v�x �* � �������	"	��� �* �����
�.����#��� 7�1���
��� ���� "���	�#� ��� ���	�� v�x ���
���
����� ����
	$
v�x p ≡ sp

j ) sj ≡ v�x 
(
�� ����$ pj�x 
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��� 0 ≤ j ≤ r� 8��	 ����"��

v�x p ≡ v�x 
(
�� ����$ u�x 

)
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. . .
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���
����� �9 � �� u�x ���	� ��
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���	���# u�x ������ ���	�# ��	� 	" p 
"�	�� ������� ���	����� ���
��
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)
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'()
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u$x%, u′$x%

) 	* + ������ �	�	
� � �	�������� u$x% �	� ��	���	���# �	���
� ,��� �	������

��� Ǳ�������# �	���.� Q ������������ $++% � $+�%� /�� ����� ����	�# ����� ��
���0 �����!�� � �	��������� �� ���� �
��# �� ������ p �	� ���������� �����

��� 12��	����������	�#3 �	���.� Q− I ��� I * $δij%4�����
�	� �	���.	 �	���5
��� n× n �	6�� �� �	�� n − r � �	6�� ����6�� ���	������� ������	 v��� . . . 
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�� v�j�$Q − I% * $7, 7, . . . , 7% ��� + ≤ j ≤ r�
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8 �	
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������	 v��� �����	 ����� ����# ������ $+, 7, . . . , 7% ������	���� �6 �����	�#5
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��

����	� �����	������ �������
�� u$x% ������ 
�� ��9������ $:% ��������
pr ��������� ������������ �0 ������	� t�v

��� < · · · < trv
�r� ��� ���0 ��!����

.���0 
���� 7 ≤ t�, . . . , tr < p� 2	��� �!�	��� ���� r * + �� �������� 
�� u$x%
���������� � �	 ,��� �	!��	 	�������	 �	���9	�����

��� 8�
�����# '()
(
u$x%, v���$x% − s

)
��� 7 ≤ s < p ��� v���$x%4������� ����5

��	������6 �������� v���� =����#�	��� !���� �������	�#��� �	�������� u$x%
������ 
�� ������� v���$x%−s ��������6 � ����� ������# ���#9�� 
�� )>'$u%�
?���	��� ���� @ �����

u$x% *
∏

�≤s<p

'()
(
v$x%− s, u$x%

)
$+�%

� ���
	� ���� v$x% ������������� $:%�
A��� �����#���	��� v���$x% �� �������� � �	�������� u$x% �	 r �������5

��6 �� �	�#��69�� ��������� ����� !��# ����
��� ����������� ��
�������
'()

(
v�k�$x% − s, w$x%

)
��� 7 ≤ s < p � ���0 �	6�����0 ���������6 w$x% ���

k * � � . . .  ���	 �� !���� ����
��� ��� r ���������6�
(
A��� � $@% ��!�	��

si 	* sj  �� ����
�� ��9���� v$x% ��	������ $:% ������� 1����
	��3 pi$x% ��
pj$x%& ��������6 v�k�$x%− s !���� �����#�� �	 pi$x% �� �� �	 pj$x% �	� 
�� �
�����#�	�� ,��6 ���.����� � ����
��� �
��� !���� �	6���� ��� ����������

)
A��� p �	��� � ��� � ��
������� �	 ,��� 9	�� ���#�	 ,BB�������& ��

���� p !��#9� 
�� ��	��� �C �� ����� �����#���	�# ���	��� ��
9�6 �����!
������6 �	���	����	���� �����

���������	
� ���
	
� D� E� =� �	���� $F� G� H� IJKL>M% N������ ��  ��!� � $+�C�%
+7�O+7@P �!�	����� 
�� �	���.	 Q− I ������������ 	� ���!������ �� ��	��	���
�������� � r ������������� ����������� !���� ����# �	�� n − r �� ������ p�
Q	 �	��� ���� ,��� B	�� ������ ���������� � !���� �! �� �����#�	�� R� Ǳ���	
$S� T>KM% N "#�$%&'$ &�% (")$�%*+�,+-  ��).��'/0 � 10$'/0 �� $+��@% :CO��P ������6
��������� 0	�	��������
����6 ������� ��� Q� $?�� �	��� UV� V(WXYMZ ������ ��
 ��!� 	 $+�C�% ++7O+���%

8 �	
����� ������	 �	!��� 	�������	 I �	6��� �	�������� �������	

u$x% * x� < x� < +7x� < +7x	 < :x� < �x< : $+C%
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���������� � �������������� �� ������ ����! ��"�������# ��� $%&

(
u�x�, u′�x�

)
' �

(�"�� �)�����# u�x� ���)�	�� �� "��	�����# � �� ������*����� " +� 
 ,�� -�
+� � ,� ����������� �����.� Q# "������ � ��+�� ��
��� ���	�������� ��)�/ ������
�������� 0×0� Ǳ����� ����"� Q ��� 	� ����� �, 2, 2, . . . , 2� � ���	�������� �������
x� 34& u�x� ' � 5����� ����"� ���	�������� x�� 34& u�x�# �# � �)*��# xk 34& u�x�
�� "� ��6�� )��� ����	����� ���	
�*�� �)����� �	�� ������������ ��)���+�7
�������/ k�� 8���

u�x� ' xn 9 un−�xn−� 9 · · ·9 u�x 9 u�

� ����

xk ≡ ak,n−�xn−� 9 · · ·9 ak,�x 9 ak,�

(
�� ��	
�� u�x�

)
,

��

xk�� ≡ ak,n−�xn 9 · · ·9 ak,�x
� 9 ak,�x

≡ ak,n−��−un−�xn−� − · · · − u�x− u�� 9 ak,n−�xn−� 9 · · ·9 ak,�x

' ak��,n−�xn−� 9 · · ·9 ak��,�x 9 ak��,�,

 	�

ak��,j ' ak,j−� − ak,n−�uj . ���

5 ���/ :���
�� ak,−� ���"�
���� "�" �
��# ��" ��� ak��,� ' −ak,n−�u�� Ǳ������
��"
���������� ���� �� ����� �	�� � ��� 
���*��� ���������� xk 34& u�x� 	�� k '
# �# �# . . . # �n− �p� 5 "��������� ��"�� ���������� � �)*�� ��
��� �������	����
� ����*�� �	������� � ������� �an−�, . . . , a�, a��# � ��"6� 
�������"

t ← an−�, an−� ← �an−� − tun−�� 34& p, . . . , a� ← �a� − tu�� 34& p

� a� ← �−tu�� 34& p�
(
;� ����"������� � ��	�)���� ���.�	
���� � ����� �
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 �� �  ����
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���� v���� v���� . . . � v�r�� ��	
�� #�� v���A + v���A + · · · + v�r�A + ��, . . . , ��� ��"��
��
&�� :��"� ��#
��� 
� ��$�� ��' �� ���  � ���  ��3&� 

� #�� �3�� ������
����
�� A ��$ � 2� �$
�'  �  � 2���23 ���
#
 2 
 #�� :�� %��
���&� 
� ��$ �
&���
�' 	 �3��2 &�2"��2 �����2 ����
�� �� 
��� � 
� �� "� ����
�� 
�
 ��	!
����� v���, . . . , v�r� �%�&� �� %��������� 
� ��� ��
�' � ���� � ����
�� A ����
!
��� AB� "&� B %��&�������� ����  ��
 "2��� 23 ����
�2�� ��	
� ������� ��$��
��' 
�%��'���� � ���&234�� 8���/� 
����� �� %����&2�� ;��
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���
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�������� 	 ��������� 	
���� Ǳ���� A�	
���
 �
�	���	 n × n� ���	����
������� aij ����
����
� ���� � �	��� ������� � ��
�
���� � ≤ i, j < n� ����

������	 �
�� r �������� v���� ������� ���
����	� �
� ����	 � ����������!�"� 
������� v�j�A # $�, . . . , ��� ��� n− r��
�� 	
���� A�

��� %&���
���
�!�' (��
������ c� ← c� ← · · · ← cn−� ← −)� r ← �� $*� ���	!
��+������� cj ≥ � ,���� ������!���! ������ ����
� ����
 acjj # −)� 
 ���
������ ���	���� ������ cj ,���� ������	���

��� %-��� �� k�' *�������� .
� /0 ��! k # �� )� . . . � n−)� �
��	 �
���.��� �
,���

������	
�

��� %Ǳ������
 �
����	���� ������' 1��� ��"������� ��������� j �� ������
�

� ≤ j < n� �
���� +�� akj 	# � � cj < �� �� ��������� ������"��� (	������
����,� j 	
���� A �
 −)/akj $�
�� +��,� akj ��
�� �
���	 −)�� ��,
����
�	�������� �
 aki j2� ����,� � i2	� ����,� ��! ��� i 	# j � �
���� ���
��2
���� cj ← k $���������� �
� �������� ���
�
��� +�� asj # � ��! ��� s < k� ���
����
�� �� ���!�� �
 ������ �� )� . . . � k − ) 	
���� A��
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v�r� � !v�, v�, . . . , vn−�",

�������#�$�� �������$

vj �

{ aks, ��� cs � j ≥ �%
 , ��� j � k%
� � ��������$ �	����

! &"

'	�(� ��
� $�)����$ ��*��� +��
� ��
����$� ������,��������� �� �������-
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�� �� ����� ����� ����� �� ������ 
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Ǳ�� k � � ������� ������ v��� � 	
, �, �, �, �, �, �, ��� Ǳ�� k � 
 �  �!� "� ��#�
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k � '⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

� � � � � � � �
� � � � �

� �
��� � � �

� � � �
� �
��� � � � �

. 
 � 

 ( / 
� *
' ( � 
 
 ) / �

' � � ) � ) ( )
� 
 ' ) � � � �


 * � � � � * 
'

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

k � �⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

� � � � � � � �
� � � � �

� �
��� � � �

� � � �
� �
��� � � � �

�
� �
��� � � � � � � �

/ / . / 

 . . )

 
� ( 

 ( ( � �
) 
' 
' � � ( * �
' � ' 
' / 

 

 '

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

k � (⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

� � � � � � � �
� � � � �

� �
��� � � �

� � � �
� �
��� � � � �

�
� �
��� � � � � � � �

� � � � � � �
� �
��� �


 
� ( 

 ( ( � �
. ' * 
� 

 

 � /

 * ( 

 ' � � 
�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

k � )⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

� � � � � � � �
� � � � �

� �
��� � � �

� � � �
� �
��� � � � �

�
� �
��� � � � � � � �

� � � � � � �
� �
��� �� �

��� � � � � � � � �
) � � � ) ) � /

' / � � 

 / � 
�

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠



����� ��������	� Ǳ��	����� �� ����	��	 ���

��	�
� ����� �������� � ����
�� ��� ������� � �
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!�� 	
" k # � " k # � �$�
"�� ��� �%� �� �����
�  "�����&

v��� # '(, ), ), (, �, ), *, (+, v��� # '(, �, **, �, *(, *�, (, *+.

,- �"� ��
"�� A 	���� 	.��$� 	
���
-���". .���� !�� ��" �����
� ���������/

.�� �
����"� vA # '(, . . . , (+� Ǳ�������� ��!"����"� ��� �
" �"����� ��-�"/
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"���"��1 ����"���.�

2 -���!��"� ����� 	�
���" � 3$� 4� 	
�����
� 
-�����".� 2�!"����"�
567

(
u'x+, v���'x+ − s

)
��. ( ≤ s < *8� $�� v���'x+ # x� 9 )x� 9 �x� 9 )x� 9 )x� ���

x� 9 )x� 9 �x� 9 )x 9 ) � �!����� ����� 	
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"���� �"�
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���� ��	����� �	���	��

u.x� h unxn i un−�x
n−� i · · ·i u�, un 	h 2,
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 �	��R	� R���� �����! j �������� ����	 	 �� � �	�	 ���
����� � 	 �� ����
�	����� 	�8�� 
������� �	����R����	� �	���	��T � ���������� ���	�� ��
�� ��	�

	���� � ���������	� �	���	�	�! k	�	 ���� �������� ��	 u.x� ��	�	
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u.x�, u′.x�

)
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l������ ���� u.x� h v.x�w.x��  
� ��
�� �� �	���	�	� ����� R���� �	�����
R������ ��� 	����
�	� ����� u.x� ≡ v.x�w.x� .�	 �	
��� p� 
�� ���� ��	���� p�
��� ��	 ��8������� �����������	� ����	���� �	 �	
��� p� ��	�� ������� �	 
�
p 
���� �.u�! m���������� �� 	���� ����	���� u.x� �	 �	
��� p �	��� �����
	����	�� ���	���	������ 
�� �	 	� ��	�� �	�������� ���	�������	���� �	��	�	�
����	���� u.x� ��
 �	��R	� R���� �����!

n�������� �����

u.x� h x� i x� − 3x� − 3x� i Dx� i Ax− 5. .AA�
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u�x� ≡ �x� � �x� � �x� � �x� ���x� � �x� � �x� ����x � �� ��� ���	�� ���, ����

� ������  �!��
��� u�x� �� ���	�� � ��"�!����� ����� ��	# ���
����$% ����&
'�()����� �  � 	'�'�()����� � �)�� 	� � ���� *! ���� ��
�� 	����+� ��� u�x�
�� ���� ���
����$ )����� �� ��" ��� �� ���
�� ,��+ ��� ���� ��� "��+-��
-���# �)���

.��� ��)���$ � �� � �� �/���� ,�� )�0"�� � �)�1 ���� ��"�!������ ���
,��+0�)��� ��� �����# �������� ��'	� ,��+ � !���� ��"���� �	��� )&
)�������/ # ���
����$ �� ���	�� ��)"��+"# � �)��# �)��� �� 	)������+
��� �����)�+ � �)�� 	����)/ ����"� �� �)�'��� 2�� �� � )	3�)��	�� ��������
��"�� ��� �� ��'	� ,��+ "�  �"���  �!��
��� �� ���	�� p ��/ �)�# � �)��# p
) )�'��)	�3�)/ )�����/� ���
����$� �� �  4��� /��/��)/ ��� ������
��� "��+-�� -���# �)�� �)�� 	� � ����

5��+0�� )���$)��� ��� �����# ��������  �))��� ��� � 	� � ��� � � 	� � �6
��"�!�����)/� ��� ���� �)� ������� /��/��)/ ��� ������ ��� "��+-�� -�&
��# �)��� 7���"� �,���� �� �� ������)/  �)"�������+ �� ���
��� )�	��$���
�������1 �� �/���� �)�+ ��"��� �/ � ��� �
���+ ����/ ��� ���+��'�
���
���/ 	 �������� ��" ��� ��) ��� �)	�� ����� �� ������/ ���
����$
��'��� "�'�� �� )	3�)��	���

8 �,3�� )�	��� ��$� ���
��� u�x��  �))��� ��/  �!��
��/ u�x� ��  �!&
����� � �)��� ���	�/�� ��� �)��� 2�� �� � �)� u�x�(4�� � �!������ ����&
 �# "��� �����# ��������� �� ��!�"��� � 	���)� �  )�'��)���� # �, �!��
�� ����0��� "  �!����� � �)��� ���	�/�� Ǳ�4���	 
������+�� ��, ��+ ����
� �)��� �)��  ��)��� ��+� )"��+"� �:� ��- ��
�� ���	��+� )���+!	/ �'��
�)�,���� �)� "�
��)/� ��� ���
��� �� ���	�� 4��'� � �)��'� �)�� ����
�� ��� )������

7��� ! ��$ )�)��� � )���+!���� � "���)��� ���	�/ ����� ������	� � �)��&
'� �)��� ��)������� ,��+0�'� ��/ ��'�� ���,� "�4::-���� ��,�'� "�  �"���'�
 �!��
��/ u�x� ; v�x�w�x� ��� "��+-�� -���# �)�� � ��$)�����+��)� ��#��&
�)+ � ����!��� ��−p/� �� p/�� <�'�� �)� ��!��
��� -���� ���
��� ��'	� ,��+
���	���� ! ���
����$� ���)�����# �� !��)����	 ��� �����	 �� ���	�� p�

8 	� � �� ��"�!���� "�" ���	��+ �����#	� �-��"	 ' ��- "�4::-����� ���&

����$ �������� 2�� �� � �)� ���� � ������ �� �'� ���
���+ v�x� ����
)�����+ ≤ �� � "�4::-���� v �� ���
�� � ���0��+ �� )�'��)��  �!	�+�����
�����'� 	� �
���/� <�"� �, �!��� �)� �����-��+��� ���
��� u�x� �"�
	�)/
)��� 0���� �������� �   �,��� �� ���	�� ��,�'� � �)��'� �)�� p > ��� 2�
)���� ���� ������  �!��
��� �� ���	�� 6�  ����

�x � ����x� ����x� − ��x− 6��x� − ��x� − ��x� � ��x− ���,

 �� �	� 
� ���� ��� �"�"� ! ���	�����# �������� �� ��'	� ,��+ ���
��&
�/� ���� ��� "��+-�� -���# �)��� ��)"��+"	 ��)��/���� ����� �� ���/� �� = ���
��'�� �"�"� �, �!�� �� 	����)/ ��$� ������+ ����� ' 	�� 	/ ��� ! ���	�����#
���
����$� ��)"��+"	 �"�"� ! ��$�����# ��)��/���# ������ ��×��� ��×�−6��
��× �−��� ��  ���� ±� � ±� ��� ���	�� 6���
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���� %!
'� ��� ���#�%��� %��
�(����� )�	
���
$ �*�!�!(�� %���
����� '�"�'���� 	��
���� xn − + ����� ��	
������*� ��������$ �����������* ����
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-./0n�/�� ��n1 �! ����
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B��%�� '� ���� 	
�%���� #�%� p$ ����
�� ����� ���"�� %! 	
�%�� �
�����
�*�$ �%� u0x1 ����� �*%��&, %��	�� �� '� ��� �����������*$ ����� �����
�%	� "���� ��*� p 	
� &%����$ #�� u0x1 %��'���� �� ����
���� 	� ���&, p�
B ���� %&#�� �! 
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�"�����! 	� ���&, p ����%�����*� �'
�"�� �

�"������ 	� ���&, pe �! 	
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u0x1 ≡ 0x − ��10x� − +>x� I >�x− ��10x� I ��x� − +�x� I �<xI >�1

0	� ���&, +�<1� �'�"��#�� ��� �������� ��� v�0x1v�0x1v�0x1$ �* �����$ #��
�� v�0x1 � v�0x1 �� !�!,�%! �������!�� u0x1 ��� �� ��� ��*� #�%�$ �� ��
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�%%���
���� 
�%� ���,(��%! ��"�����%��� B�
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�� � %��&,(�� 	
����&
��

��� )���� ����%������� %��'����� �� ����
���� 
�"������

u0x1 ≡ �0u1v�0x1 . . . vr0x1 0	� ���&, pe1,

��� pe ��%����#�� �����$ ��� 	�!%�!�% �*��$ � ��� vj0x1���
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� 	����� �������� u�x� #���	 ��
������ ���"�����,
� � �����	���� ���������� �������$� ��������� -���	�	�� �	�� �
�� |u�| < |un|�
�"�����	�	����� � ����'	� �
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�#�� .�#"���� �/ �����	��� u�x��
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����' �"�+���"� 	"�#��	 � �������' �
����' pe > �B� $�� B2$"���+�
��*33�+���	�� ������ ����	��' unu�x�� �� ����� �
��������	� � $�"���� ����,
��� �������� B� �
�� $�"��	�"���	�� �	� ��� #���	 ��"�� ��' ����	���� 
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����	� B� �
�� $�"��	�"���	�� �	� B �$"��������	 ��,
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��� ��� ��	��� ��""��	��$� ����	��' u�x� ����"���"� �"�
"��������� 
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	����$� +���$� N ���
	� �������� ����	�" � ����	��� ��$�	 # 	�
����� #�������� �� !�	' # ���� �� ��! #���	 ≤ √
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	� �� ��$� (� ������ � 	���� 
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	��	 � ��"����������� � ��
����� ������$�
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 �"����������� 	����� �
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&� @� A��BC, ��� ����� ������������ �� !"#$ ��+'(�D E� E� FGHIJC, %#����� #��

&�#���� '#" (�$������� ��" ���������) �� ��+�6��. /�! 3"���
�0�� #��!) $#0!5��
0
1 �
��	 "$�0$<, 3!��!	��$ 
�3!	�2$<��1 �!	��! 3"!���� !3�"�4

 $)!�0
1,
)�	�0
1 3!3!	�# 
 �	!5�0
1� K���! �%! 0�2��<� "$���
# �"����10��
# #��!)!#
$#0!5�0
1, ��� ��� L�3�) ���	 �
)���	�# �%! 3!3$	1"0!��
  M!��

  �+ ����

�!	
����! $#0!5�0
�, �"�=$�#�N �	%!"
�#!# &, �!���	1��

��On�: ν�n�,

%)� ν�n� "�0! �!	
����$ �)
0
4  )!
�0!# 3"�)���	�0

 �
�	� n� /�! 0�
!)0! $#0!5�0
� =!	���, ��# 3"
 =
0�"0!# #��!)� 9�	�� 0�3"�!;, ! �!�!"!#
$3!#
0�	!��  ��#!# 0���	� )�00!%! "�2)�	�, ��� ��� 3"
 3�"!# �3!	0�0


��%� &� 3"!��! 3"!
2!)
��1 $#0!5�0
� 0� �)
0
4$�

P2�2� )!3!	0
��	�0!%! "�#�0
 0� 0��	�)0�� "��N!)� 7�!%! �	%!"
�#� #��!)
0� ��� N!"!� )	1 #�	�N 20���0
� n, ���5�#, )	1 n ≤ �6, ��	
, �!0��0!, "�#1,
0�!=N!)
#!� )	1 $#0!5�0
1, �"�0
��	�0! 0��	
�!� 8�	
 20���0
� n 
2���0!
2�"�0��, �! 3"�)3!��
��	�0 )!
�0�� #��!) 9�	�� 0�3"�!;� P0!%)�, 0�3"
#�"
3"
 ��
�	�0

 xn QRS u�x�, �!�!"!� !=�$5)�	!��  "�2)�	� ����', %!"�2)! 3"!T�
$#0!5��� 0� x, ��# �3!	01�� !=!=T�00!� $#0!5�0
� 
	
 !2�)�0
�  ��)"��, ���
��! )!
�0�� #��!)� )	1 !2�)�0
1  ���3�0�  ���
N �	$��1N,  3�"$< !��"�)�,
3!)N!)1� )	1 !��0� =!	��
N 20���0
� n� U	1 ��
�	�0
1 �!�0!%! 20���0
1 xn �
#0!%!�"��0!� �!�0!���< 3"
 4�	!# x, =!	���#, ��# "�2#�" �!#3�<��"!%! �	!�,
=
0�"0�� #��!)� 0� �	
��!# N!"!�
 )! ��N 3!", 3!�� n 0� ���0�� ��!	� !%"!#0�#,
��! ��!�!��!"!��0!� $#0!5�0
� ��#� "�2)�	 ������ =$)�� 0�3"
#�0
#!� V)0��!
���
� 3"
	!5�0
1 !��0� "�)�
� W!�0! ��� 5� )!
�0�� #��!) #�	! 3"
%!)�0 )	1
!2�)�0
1  ���3�0� 3!	
0!#! *�#�  X� Y� Z�GCQ�[, &*+,�� � ��+(��, �+�-'��,
!=2!" 3$=	
��4
� 3! 3"!=	�#� !2�)�0
1 3!	
0!#!  ���3�0�.�

\	�0�1 
)�1 7�!%! 3"
#���0
1 �!��!
�  �!#, ��! )!
�0�� #��!)� N!"!�
, 0!
0� 1	1<��1 3�0�4���� V0
 3"
#�0
#�  !�0!0!# �!%)�, �!%)� "�#1 $#0!5�0
1
xj · xk, 3! �$�
, 0� 2�
�
� !� j 
 k �0�3"
#�", �!%)� �3!	01���1 $#0!5�0
� �
3	��<T�� �!��!� 
	
 $#0!5�0
� 3! #!)$	< m�D  ���
N �	$��1N 3!"1)!� "�#�0

"�=!�� $#�0������1 � n )! �ROn�

����	
���� ��������� ������� ��������� ]���!	��! ��!"! =�2 )!���
2���	���� !3$=	
�!�	
 $��"5)�0
� ! �!#, ��! )!
�0�� #��!) )��� ����������
!2#!50!� �
�	! $#0!5�0
�� V)0��! 7�! $��"5)�0
� 0��"0!, 
 3"!�����
�
�!0�"3"
#�"^n > ��, 3"
 �!�!"!# )!
�0�� #��!) �"�=$�� ����
 $#0!5�0
�,
 �! "�#1 ��� y > x� #!50! ��
�	
�� � 3!#!T�< )$N $#0!5�0
� 
 x�� > y�^
� 3!#!T�< �T� �"�N, �� �� 3!	$�
�� �"�=$�#�� "�2$	����, �3!	0
 ��%! 31��
$#0!5�0
�� V=�$)
# ��3�"� 0���!	��! )"$%
N 3"!4�)$" )	1 ��
�	�0
1 xn, 
3"�)3!	!5�0

, ��! n 
2���0! 2�"�0��� W��
� 3"!4�)$"� !�!=�00! 
0��"��0�,
0�3"
#�", 3"
 %�0�"
"!�0

 #��
00!%! �!)� !3�
#
2
"$<T
# �!#3
	1�!"!#�



��� ���������� �����

	




� �

 �

�

�

�	�

		

	


	�	� 	

	�

	�	�

	�


�


	 

 
�


�



� 
�
�


�

��

�	

�


�� ��

�

��

���� ��

��

�	�
 ���� ���

��

��� 	
 �� ��

��

��� ���
�� �� 	
�

���� ��� ������� ���	�
���

����� ����	��
� ��	�
�	 	� ������	�� n� ���� n � pq� ��� p �������
����
����� 	����	���� ������� �	������� n � q > �� xn ���	� 	����� 
� ����
 xp �

�
��� !�" 
��� �	" 
 �����	� q� ���� n#�������  ����� ���	� 
� ������ xn−�

� "�	����� ��� 	� x� $ %�	� 	�� ��� n � � ���" ��� xn ��� 
��%�& 
� ����	���
'���	�%���	� �����	�� !�� ���
���� ���	� ���" ��� ���(��"�" 
� ����	�� xn

��� �)��� ��		�� 	� �	�� n� '��������  ���� 	���� x��� �	� ��� 	"�	� 
� ��*
���� y � x� � x�x � +x�,�x� � ���� ��������� y�� � y��y � +y�,�y� -��� ���(���
����"������
��� 
����	�	�� 
����� "�	���	��� 
 �� 
���� %�% �
�� 	��" �����"
�������
����� �� ��
��� "�	���	��� .���� �	������� 
 ����	�� ���
��&����
�
�� 	�� ������ 	� 
 	�%�����& ��" ��& +	����	���� � 	�&#n � ��, �
�� 	��
����� �" ���

/
�� 	�� ����� ����� ���� ����0�	 
 m����� ����� ����")0�� �������
Ǳ"��� n � d�m

t 2 d�m
t−� 2 · · · 2 dt� ��� 3 ≤ dj < m ��� 3 ≤ j ≤ t� -� ����	��

	� �	����� � �������	�� x� x�� x�� . . . � xm−�� +'� ����� ���� 	"�	� ����%� ��
�����	� xdj � " %�����& dj ���
��)��� 
 �������
��	��  ���� n� � !��  ���� !%�	����
	��� "������, 4���� 
�
���� xd� 
 �����	� m � "�	���� 	� xd� � 5�%�� ������ ��

� ������ y� � xd�m�d�� 4���� 
�
���� y� 
 �����	� m� "�	���� 	� xd� � ���" ��
y� � xd�m�

�d�m�d�� 6��� ���(��� ������������ �� ��& ���� ��%� 	� �"��� 
� ����	�
	� �	�� yt � xn� 7���� dj � 3� ������
�		�� "�	���	�� 	� xdj 	� �
������
	���&������� 4�������  �� ��		�� ����� ��� m � 8 �
������ % ���"���
��*
�"�� ��	�� �
�� 	��" �����" 9���
� 	����
�:� ��	�%� ��	�� ��	�� m*��	�� �����
9����
� 	���
�: ����"�� ������� ������ � 	��%���%� �������� %��� ���
� ����

+��� "��� ;,� ���� m �������
���� ����� ����� �������  ����� m*��	�� ����� �"���
�����		� !<<�%��
�	 ��� 
� ����	�� �����	�� ��	��� ����	��� �� ���"�) ��"�����
%���� %�!<<�(��	�� ���������
�)��� �� ���"�) m 
 ����
����
�� � ����8=+�,�

>�������� ��%�� ������ ��)0�� ��	�����	�� %��� ���
� "�	���	�� ��� 
��&
��	�������	� ����& 	� �	�� n +
  ���	����� ��� ������	��
� 
���� �)0�&�� 

�����	�& �������	��& 	� �	�� n,� ������)������
�	 	� ���� ��� /�� 
� ����*



����� ���������� �	�Ǳ���� ���

�	
 xn ���	�� n � ������������� �� �	����� ������ ���� �� ����
 ����� � n ���
����������������� ����������� ��������� ���������	 �
 ��	 !""���	���� �#�	�$
���		 xn� Ǳ���	��� �� �������� ����	��
 !�� &����� ��������'� ��	��	��
 � ���� ��
(#�	��	�����#� ����# �������	� ��� ����� �������� ��� ���	�����#� ���������#
�
 ��� �������# �� �	����� n� ����� �
 ��������� )���*	 ������	� n ����
����� �������� �� ���+� ���	����� ,��	����*	� ��	���# �����	��������	-
n . ��, ���, /��0� Ǳ����� ������	�� �
 ������+� ����� �������� ������ �	� 	
��	��#� ����� 	 ���� ���1	���
�-n . /�� Ǳ����� ������	�� �
 ������+�
���� ���1	���
 ������ �	� ���� ����� ���������-n . �23�2 . �4� · �2��
5��	� �����	 ������ ���	� ,6�
 n ≤ �44 444 ���� ����� �������� ���*� �����
���1	���
 33 34� ���� ����� 1�  ���* �� �2� ��� 	 ���	+�#���� ��� ������ � ����0

���������� 	�
���� 7�	)���� !�����	��#� ���� �#�	����	
 xn � �������
�����8	� ����1��	
 ��������
�� ��)�� �������	������ ����� � 	��������� 	���$
�	��� 9����� �# ��	����	� � �� 	�����	� �� ������ ������� ��� ��� �����	�����

	 	������� ���� �� ��)�� �� 	 ������� ��� !�� ������ ��#� ��	��� ������	����	 
��������� ����	����	 ��	 	�����		 ���	�����# ������ �#�	����	��

:��
 �# 	���� ��� � ����1��	�� �������� x� ���)���� ��1�� ��+�� �����	
� ���1��	�� ��������� ��	 ����1��		 ���������	 �������� ����#�����
� ;��
��	��	� � �������� �)��������� "�����	�����< ���������� 	
����� ��� n

��
���
 ����������������� 8��# �	���

� . a�, a�, a�, . . . , ar . n, ,�0

�)�����	 ��� ���������� ���

ai . aj = ak �
 �������# k ≤ j < i, ,/0

�
 ��� i . �� /� . . . � r� ;�� ��������	� ��1�� ���������� ������	� �)������
>�������	� ������� ��������� � �������
������ �����#� �����)�� �#����
��
�����8		 ���� ��� 	 ���� ?�*	�� ���	���� ��)��� � � � �������
���� 	 �����
�#�	��
�� �	��� n� ����#��
 ��������#� ����� ���������#� @�������� ��� a�
��1�� )#�� ����� /� � a� ����� /� � �	)� ��

7�	����*�
 �	�� r� �
 ������� ���������� �	�	���
 8������ �
 n� �)�$
��������
 ��� l,n0� 7�*� 8��� � �����*���
 ����	 !��+� ������ �����	� � 	�����		
"���8		 l,n0� @�����	
 l,n0 �
 ���# n ��	����# � ����� �� �	�� ��� �������
�����#����� ��� �#�	��	�� xn � ��	����*	� �����1�#� ���	������� ����1��	�
�
 ��� n ≤ �44�

Ǳ��)���� ��������	
 l,n0 )#��� ��$�		����� �����#� ���������� � �32� +��
:� 6������� ,A� BCDDEF0 	 ����	��� ��*��� ;� � G���	!��� ,H� IC JKLMNOPCQCR0
����
���#� ������ ���1	���
 S��� TU���������	
	�� ��� �
����
�	�	��� � ,�32�0�
/4� ��/V���W� ( ����� ��*��		 � G���	!��� �����	��	� ������	
 l,p0 �
 ��� 
�����# �	��� p < /44� �� � �+� ��)�	8� ������	
 �
 p . �4�, ��2, ���, ��2 )#�	
��	*��� ���	�	�

?����� ���1	���
 ��1�� �����	�� �����������

l,mn0 ≤ l,m0 = l,n0, ,�0

��������� ��1�� ��
�� 8�����	 �� a�� . . . � ar . m 	 �� b�� . . . � bs . n 	 ������	��
8������ �� a�� . . . � ar� arb�� . . . � arbs . mn�



��� ���������� �����

	




� �

 �

�

�

�	�

		

	


	�	� 	

	�

	� 	�

	�


�


	 

 
�


�


 
�
�
�


�

��

�	

�


����

�

��

���� ��

��

�	�
 ���� ���

��

��

��� 	 


�

�



�

�� �

��

�	�
 ��

��

���

��

��

����

�	

�


������� ����

��

��

�	�
 ���� � ��

��

��

��

��

�	

�


���� �

��

�� ����	��

���� ��� ������� ��	���
������ ����� ��	���	�� ��� n � ����

�	
�	 ��
� ��	������	���m����� ���	� � ������� ��������� ���	 ���
!���	���� ��� �" �	#� m $ %k" � &��'�� n $ d�m

t(d�m
t−�( · · ·(dt � m�� �	�

������� � ������)� *		��������+,) �������) ���	 � �������� ���

�, %, �, . . . , m− %, m− �,

%d�, �d�, . . . , md�, md� ( d�,

%-md�(d�., �-md�(d�., . . . , m-md� ( d�., m
�d� (md� ( d�,

. . . , mtd� (mt−�d� ( · · ·( dt. -�.

/� ���� ��� m−%(-k(�.t" � & ���+ �� �	
�	 �����'���" ����� ���	�	���
0������� �& ����	� ���	�� -��" �	�	��� �� ����� +��) ����� �	0��������	� dj "
 ��
� 0������	� �& %d�" �d�" . . ." �	�	��� �
� ���+��) � ����	� ���	��.� /��
�� ��	����1	 dj ���	 ���+" �	�������  ��� � ���	�  ��� �		��������+,��
���	��" �	�� �	" �	
�� 1��� 	��,��� 2�	�� �	#	" �� 	1���
�� 3� 4� 5+�1��
-6� 7� 89:;<=;. >���� ����	 
	 �� -�?@�." ?A@B?��C" �	
�	 	������� ���  �����
 ��� -& ����+ ����� %. � ����	� ���	��" ���� �������� &� ���) ��� dj/%

e �
�� ������� e '#�� �����

Ǳ�	����'�� ��� � m���	#	 ���	�E��	� ��� -1������. ���	� -m $ %."
�	#� 	1,) ���� -�. ���	,���) �	 ����� FG � HI" ��	����'�#	�) � � ��
0�	#	 �&���J 1����) �������) ���	 � ��) %n ��������)�� �	1	� 1�����+
��������+ ���	 �� ��) n � �	1�������  ��� %nK ��) %n(� 	� )��)���) 1����	�
�������	� ���	 �	� ��) %n � �	�����+,��  ���	� %n ( �� L& 1����	#	 ���	�
�	
�	 &��+ ���"  �	

l-%e� ( %e� ( · · ·( %et. ≤ e� ( t, ���� e� > e� > · · · > et ≥ A. -�.



����� ���������� �	�Ǳ���� ���

�	
����� ��	�
� ��� ��	����������� ������� �� �������� 	������ ��� ��!
��"�����#

λ$n% & �'( n�) $�%

ν$n% & ���*����� ������ � ����*��� 	
���������� n� $+%

,���� ��
�-��. λ$�+% & �. ν$�+% & /� 0�� ������� ����� ���� �	
������ �����!
 ��� 
���

������� ������1������#

λ$�% & 2, λ$/n% & λ$/n3 �% & λ$n% 3 �) $4%

ν$�% & �, ν$/n% & ν$n%, ν$/n3 �% & ν$n% 3 �. $�%

5 �6 	��� �� ��"�� -�	�����. *�� ����
��� ���������� ��	�*�� �� n �
�����

���� λ$n% 3 ν$n%− � 1����. � $�% 	
������� ���

l$n% ≤ λ$n% 3 ν$n% − �. $�2%

��������	
� �����
 ������� 7� ��
�� �� �����. ��"�� 	��"���. *�� ��!
�������� ��	�*�� ���������	
�. �� ��

� & a� < a� < a� < · · · < ar & n. $��%

8�� ��� *��� �- a ���������. �� ���� �- ��6 ��"�� ���� �	� ���� 9�"�� ���"�
	�
��	�
���*��� 	��������������� $�% � 	�
���� ��-
������� � ������ *���.
�:��1��. *�� n. �� ��
�1�� ���;���� ���������; ��	�*�� $/%� � �������	�
 ����


���
������� ������ ����������� �������. �� �����
���� <�� ����1���� �����
,�	�
� ������ �	
������ �������� �	�������6 ��
�����. ������ �6�� �

���������� ��	�*���� Ǳ� �	
������� �� � ≤ i ≤ r

ai & aj 3 ak $�/%

�� ������
�6 j � k. 2 ≤ k ≤ j < i� 8�� <�� ������1���� ��	������� ��
���� *�� ����; 	�
� $j, k%. 	������. *�� j>������1�� �- ��-��"��6� ?����
����
���. *�� 1�� i ��	�*�� $��%> �����
�. ��� j & k & i − �� ,���� ai �����
���������� ��-��"��� -��*���� /ai−�. ����
�� ��"�� �������� -� ��-
����� �;
��	�*��; �. a�. . . . . ai−�� 8�� j $�� �� ���-������ k% 
���� i− �. ����� ����
���.
*�� 1�� i> ������� ��� $���� ����%� @�"����� -��-���6 1���� 	��������� ��"��
A �������. ����� ����
���. *�� 1�� i 	
��������� ����; ����� ���. ��� λ$ai% &
λ$ai−�%� Ǳ������� ai−� < ai ≤ /ai−�. ���*��� λ$ai% ������ 
���� ��� λ$ai−�%.
��� λ$ai−�% 3 �) ������ ������. *�� ����� r ����� ������� $��% ���� λ$n% ����
���������� 
���� 	�����

0�� ��	� 1���� ��������
��� 
��� <������
��6 ������1���;� B�� � ������
	
��������� ����; ��������� C���. *�� ��������>-��-���; 1��. �� ������� ��
���; 1��� D� ��������� ������ ������ -��-���; 1��� E
��� ����. ��� 1�� i ��

���;. �� 1�� i 3 � ������� ��� ����. ��� -��-����. ��� � ���. � �
����
�����
������� F������
���� ������ ����
"����� � �
���; ���
���. 	��*��. *��
��� 1�� i3 � �� ������� �� ����. �� -��-����. �� 1�� i ��"�� ���� �����

������� �������� $����  !�"#% ������� ���������� ��	�*��. ���*�� ��
����� -��-���� 1���� 0�� �-��*���. *�� ��"��; *�� ai 	
��������� ����;
����� ai−� � 	
��1������ ��� ��� ak) 	
����; G���	����
H. �	������1�;�� 
�!
���. 	��� $/%. � -��-���; ��	�*�� ��	��-��� ����� ��� �	�
����. ��� � ��� $��-



��� ���������� �����

����	 
������ ����� ����� ���� 
����������������� ��
������� 
���������
���������	 ����� ���� � ��!�� ����� "���#������ ����!�������� ����� ����$
������ %�
���  �� &�� �������!�� '���!����� ����� �������� %�
��� �� n
��
�������� � l∗(n�) 
�� ���	 ���

l(n� ≤ l∗(n�. (*��

+�
��� !���� ������� ������� ������������� ,���� �- ���������� %�
�����
.������ 
����!	 ��� � %�
��� ������ -��� ����!� !��/� ��������	 ���� r ��
���#�! ������ ��������� �� λ(n��

������� �� ���� �������	�
 ������ (**� �������� d �����	�� � f 0 r − d
	������	��� ��

n ≤ �d−�Ff��. ����

���������	
���� �����	
�� ������ �� r � d�f � ������� ��� ���� ����� ��
r � �� Ǳ� r > � ������ �� �������  �� !�" r#��$����� �� �

�n � ar−� ≤
%d−�Ff��& �����$����	��� ���� $'����������  �� !�" r  r − � �� �$������
��$������ �� ar−� ≤ %d−�Ff��  ar−� ≤ %d−�Ff��& �����$����	��� n � ar ≤
ar−� � ar−� ≤ %d−��Ff�� � Ff��� � %d−�Ff�� �� ���������� �������$����	����
()������ � �������� ��� !�" r#����$����� � !�" r − �#��$����� �� ar−� ≤
%d−�Ff��  n � ar ≤ ar−� � ar−� � *ar−�� +����	 %Ff�� − *Ff�� � Ff�� − Ff ≥ ,&
�����$����	��� n ≤ %d−�Ff�� ��� $��� ������$�

�����	
�$���'- ��� ����� ����
����	��$� ����
'$���� ��� ����$����$� ����
�$������ .�����!� $�
��/�'�0 �� ���
���'� ��������/����& ����$���
�������

�, %, . . . , %d−�, %d−�F�, %
d−�F�, . . . , %d−�Ff�� ��1�

���� d ��$���-  f ����$���-�

���������	 ���� �������	�
 ������ ���� �������� f 	������	�� � s ����� ������
��

s ≤ f ≤ *.%2�s. ��3�

���������	
���� 4��$���� ��� s ≤ f � �����

%λ�n� ≤ n ≤ %d−�Ff�� ≤ %dφf � %λ�n��s�φ/%�f,

������	�� d� f � λ�n� � s  Ff�� ≤ %φf �� f ≥ ,� 5����� , ≤ s 67 % � f 67�φ/%� 
��3� ������� 
 ��"� 8����� ��� 67 %/ 67�%/φ� ≈ *.%2,3.


������ l�n� ��� ����������� n	 9�"�� ����
��	 �� ����: ������ ���
ai ≤ %i� � ���� �)��
��� 6;n ≤ r $ ��)�- ����$��- ������� ����� <����$����	���

l�n� ≥ �6;n�. ��2�

=�� �/��� "����� $����� � $�����- "�����- ��,�� ���������- �� ����: )>
�����"� ������� ���� 
������

l�%A� � A& ��?�

l�%A � %B� � A� �, ��� A > B. ��@�



����� ���������� �	�Ǳ���� ���

�	
��� ������� ����	��� ���� �������� ��������� �	� ν�n� ≤ �� Ǳ	�
���!� ��"���	�# ��$������� �%�� 	��&�	��� '�� (�	
�� ��� ��
$��� "����
ν�n� ) ��

������� �� l��A * �B * �C� ) A* �, ���� A > B > C� ��+�

���������	
���� , ���������������� �%�� ��"�-��� ����� ��	���� 	�-
������
"���	�� �
��� ������-���� ��-%� � '�� 	�-����� ��� ����	�
��� ������ � ��
��
����� ����� ����� ����������	 ������ �� ��������� ���	� 	���
 �-���� ���
&���� 
"�-����� "�" .. . . /� ����0��� 
����������

�	
 �� �� . . . � �A� �A * �B� . . . � �A�C * �B�C1 A > B ≥ +� C ≥ +�
�	
 �� �� . . . � �A� �A * �B� �A�� * �B� . . . � �A�C�� * �B�C1 A > B ≥ +� C ≥ +�
�	
 � �� . . . � �A� �A * �A−�� �A�� * �A−�� �A��� . . . � �A�C1 A > +� C ≥ ��
�	
 �� �� . . . � �A� �A * �A−�� �A�� * �A� �A��� . . . � �A�C1 A > +� C ≥ ��
�	
 �� �� . . . � �A� �A * �A−�� . . . � �A�C * �A�C−�� �A�C�� * �A�C−�� . . . �

�A�C�D�� * �A�C�D−�1 A > +� C > +� D ≥ +�
�	
 �� �� . . . � �A� �A * �B� �A��� . . . � �A�C 1 A > B ≥ +� C ≥ ��
2����	���������� ��$������� ��"�-���0�� $�� '�� &���� ����� ��$�	����3

0� ��� ��-�%������ 4������� ��������0 �- ���	�� 5 ������ �� ����� �	�#
��
������� �	� ����$�� ������ ����� &���1 '��� �"��
 ���	�$����� ����"�
� ������������������ �	������ ����� ,�� �	��������� ��&� 6���$"�7-��-�����
-� ��"�0$���� ���� �� "���� B < A− ��

8���	� ���	�� ����
�� �- ���� (�"��� $��

l��A * �B * �C� ≤ A* �,

� l��A * �B * �C� ���%�� ���� ����&�� $� A * �� ���"���"
 �� ���� �- &����
��-�%��# ����� �� ���� ν�n� > ��(

9� �� :��"�'	�� �;� <= >?@ABCD=E=F� � �GH� ���
 ��- ��"�-��������� 
"�-��� $��
l�n� ≥ λ�n� * �� "���� ν�n� > �� ,��	��� ���	�� I ��������� � 	����� 5� 5� JC?CK�
L� M� NBOOKEK? K@< L� NBPB@KQQK� ����  !"#� $� �� ��H���� �G�R�GS�

)
,�$������ l��A * �B * �C * �D� �	� A > B > C > D ����� ���%��� Ǳ� ����	3

��
 ����
 '�� ����$��� �� �	���&��� A* �� � � ������������ � ��"�-���������
���	�� I ��� �� ���&�� $� A*�� ,���$��� A*� �������� ���
������ ��" "�"
�-������� $�� ����	��� ���� �� �������� �	� n ) �� ��� n ) ��� T�" � ���$��

����� �	� ν�n� ) � �%�� ���� ������ ��	�������� ��������� '��� ����$����

������� �� %��� ν�n� ≥ �& 	� l�n� ≥ λ�n�* � �� ����������� ��������� ������
&
����� A > B > C > D � l��A * �B * �C * �D� ��
�� A* ��

������ �� A−B ) C −D� �Ǳ	��	U n ) ����

������ �� A−B ) C −D * �� �Ǳ	��	U n ) ����

������ � A−B ) �� C −D ) �� �Ǳ	��	U n ) �H��

������ �� A−B ) �� B − C ) C −D ) �� �Ǳ	��	U n ) �����



��� ���������� �����

���������	
���� ��	
� l�n � λ�n � �� ���������� �

������� ������� 
�� n�
��� ��� ���!�� 
�� ���"# $�	�� %�� ������� �& �
��	� �& $���� ������ ��'����(
����"# � 
���&����!���� ���'��" )� ����	� $�	� � �����
������!����� �����"#
$�	��� *�
�� 	���'��!� ��� n +�������!��,� ���� n � �A � �B � �C � �D 
��
�
��	� �& ���"'�# �������� ��'��������"# � ���'���� -�.�� �������! �

�����"�
������� �'�/����	� ��
� 
�� ��.
�	� �������!��	� n� ��� ����&��� � ��'� 0�� ��(
1���� �������� 
���&��!� ��� �� ���������� ������� � ����� 
���� ���"�� $�	����
��
�'.���# � /"� 1������" � ν�ai ≥ �� &� ���� ������ �������!��	� ai�

2�&���� �������3(����'�'���'�� �

������ ������� � 
���� ���"�� $�	�(
��� ���� � ��� ν�ar ≥ �� �� ar �� �������� �������!�"�� 4��� �������(����'�'�(
��' ����������� �� '������'�� ������� 0 � a� < a� < · · · < ar � n ������!$�3
��&��.��3 
���"� 5�	
� $�	 r �� �������� ���"�� ������!�� �� �
�� �& �����
������� �& 
���&����!���� ���'��" ) �� ��.�� �'�
$��������! ������ $�	� �
ν�n ≥ �� &� ���� ������ �������!��	� n� �'��� ��	�� $�	 r �� �������� �
��������
��� ��� /���� ��'����� ����'�'���'�� /"�� /" ������� a�� . . . � ar−�� 2������� $�	
r �������� &��&
�"�� ��� ��� ����� ������� a�� . . . � ar−�� ar �'�
�������� /" ��/�3
/���� ��'���� �������(����'�'���'� 5���� �/'�&���

ar � ar−� � ar−k, k ≥ �6 � λ�ar � λ�ar−� � 0. ��0

%/�&����� ����� ��'������� ���'��� ��#�� �'� ���.���� ar−� � ar−k � 
��(
����3 ������� ��������� �� ��	�'���� ����07� ��� c� 8����!&�� 9��
�������!���
������$����

ν�ar � ν�ar−� � ν�ar−k− c, ���

��.�� 
���&��!� ��� ��� r − 0 �� �����	
� ����� ���� ��'� 0��
Ǳ���!m � λ�ar−�� Ǳ�����!�� �� r� �� r−0 �� ���� ��� ���"�� $�	���� c ≥ �6

'�������� c � � ��.�� /"�! ��'���
���� ���!�� ��	
�� ��	
� ar−� ≥ �m � �m−��
5���'! �'�
����.��� ��� r − 0;�� &��&
�"3 $�	� 5�	
� r − �;���"3 $�	�

� a�� . . . � ar−�� ar−� �'�
�������� ��/�3 ������� � ���!�� �
��� ���"� $�	���
<��
������!��� ν�ar−� ≤ � � ν�ar−� ≤ �� <�����$���� ��� ��.�� �"������!���
���!�� ���� ν�ar � �� ν�ar−� � �� k � �� c � �� ν�ar−� � �� 8& c � � ��.��
&��� ���!� ��� ar−� � �m � �m−�6 ���
������!��� a�� a�� . . . � ar−� � �m−� � �m−�

�������� �

������3 �������3 � ���!�� �
��� ���"� $�	�� � 1�� ������� 
��.��
/"�! ��'��	� ����� ��� ��� ar ��������� � ����� �� 5���� �/'�&��� r− 0 �����	
�
������ ������

5���'! �'�
����.��� ��� ar−� � �tar−k 
�� ������'�	� t� 4��� ν�ar−� ≤ ��
�� � ������������ � ��� c � �� k � �� � ar 
��.�� �������!�� � ����� �� <

'�	�3 ���'��"� ���� ν�ar−� � �� �� ar−� /�
�� �������!�"�� � �'� '������'����
��.
�	� ������ ��	�� ��
��!� ��� ar ���.� ��������� � �
���� �& ���"'�# ��������
�<����3 � ��&������� ���'���'� ��	
� ar−� � =>� ar−k � �� ��� ��	
� ar−� � 0�>�
ar−k � 0�� Ǳ�1���� ��.�� &��� ���!� ��� ar−� 	� �tar−k 
�� � /�	� t�

-" 
���&���� ��� ar−� � ar−� � ar−q 
�� ������'�	� q ≥ �� 4��� k � ��
�� q > � � a�� a�� . . . � ar−�� �ar−�� �ar−� � ar−q � ar �'�
�������� ����'�'���'
�����
������!������ � ����'�3 k > �� Ǳ�1���� ��.�� ������!� ��� k > ��

5���'! �'�
����.��� ��� λ�ar−k � m−0� <����3� ��	
� λ�ar−k < m−0 ��.��
/"�! ���� ��� � '�&��!���� ��
�/��	� '������'����� ��� ����&��� � ��'� 0�� 4���
k � �� �� � r−�� � r−� ���� ��� ���"�� $�	���6 ���
������!��� ar−� � �

m−� � ���



����� ���������� �	�Ǳ���� ���

��	
��
�
� Ǳ
��
�� k � �� ��� r − � �	������ ������ ν�ar−�� � �� c � �� ar−� ≥
�m � �m−� � ν�ar−�� � ��  
��
 ��!���	
	��" #�# ������� $	� %�&��
�� %&�
��
���� '���� ar−� � ar−� − ar−�� (��'��� ν�ar−�� � � � ar−� �)�$�'� �%�*���"���
� ≥ �

�
ar−�� ����� 	�$ �m−� ��m−� ��d����d $�� ��#
�
&
�
 d� +�%�&" ar−� &�	�


��)
 �m � �m−� � �d�� � �d� ��)
 �m � �m−� � �d�� � �d�� � 	 
)
�, ���'��, ar−�
$
��
 )��" &�	�
 �m−� � �m−�� ��# '�
 ar 
��
����� # ���'�- ��

.� /� +-&)�& 0������ �� ��	
� �� �123��� ��24���5 &����&�� ��
&��� 6 $��
%
#��� �
�
� '�
 l�n� ≥ λ�n� � � %&� ν�n� > 7� Ǳ&�$���	������ 
)
��
	�����
%&�$%
�
����� '�
 l�n� ≥ λ�n� � 89 ν�n� 	 
)!�� ���'��� %
�#
�"#� :� ;<�,���
�=� >?@ABC@D9E� 
'��" )���#
 %
$
��� # $
#������"��	� ��
�
 F�#�� ���� �%&� �7��

����������	
���
 ��	
��� G� ��
&��� 6 ���$���� '�
 %
��'���� �
'��, ���H
'���I l�n� %&� )
�"��, n �	������� %
 	��I 	�$��
���� 
'��" �&�$�
I ��$�'�I�
J$��#
 �
�
 
%&�$����" %&�)�����
� %
	�$���� F��#*�� 	 %&�$��"�
� ���'���
#
�$� n →∞�
�
��
�� � �=� KLDMEL� ��� ����� ��	
� ���� �� �12�2�� 3��43�2��

8NO
n→∞ l∗�n�/λ�n� � 8NO

n→∞ l�n�/λ�n� � 1. ����

���������	
���� :$$���	��� *�%
'#� ��� $�� �kH�&�
�
 ���
$� �	������ �	��$�
I�
���� �$����" �� ��� 	�� 	�
&�� 	,
$���� #�$
�
 ��������� 	��&�'�-!��
�� 	
*�%
'#� $	�$�� P��� aiQ%�&	�I ������� �&�$� �d�� �d�� . . . 	�
&
I ��&
#��
#
�
&�I 
������	��� 	 %�&	
I ��&
#�� ����� ai ≤ ��m − 1�� ���$
	����"�
� ai �
�m − 1� � aj $�� ��#
�
&
�
 aj 	 %�&	
I ��&
#�� R����&�� 
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����� �� Ǳ���� δ <
√
�−%���	��
������ ������������� �������������� ������

������ �� i ��������� �����	� ���������� ���� ��� �� �������� � ���� ai <
aj&% ' δ(i−j �� ��	���
��� j� ��� ) ≤ j < i� !��� ������� �����	 ����
��� s
��"# ���� � t ���������� ��

t ≤ s/&%− θ(, *� &% ' δ(� + �θ. &�,(

���������	
���� -�$ ����	*	 ����� �*� ik� % ≤ k ≤ t� ��� aik
< ajk

&%' δ(ik−jk

��$ ��	�	!�� jk < ik� Ǳ���� I�� . . . � It/���!���� &j� . . i�0� . . . � &jt . . it0� *�
������ &j . . i 0 	������ ��	����	 ��� ���� ���� k� ������ ��	 j < k ≤ i� 1	��	
��2�� &��� ��!� %,( ���� ��!�!���34��$ ���!���� J�� . . . � Jh + &j
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0� . . . �
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&% ' δ(��i

′
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6�!� ��$ ���  �*	� i� ���	�$4���$ �� ���!���	� J�� . . . � Jh� ��� ai ≤ �ai−�7
���	������	� ��� �	�	����

q + &i′� − j′�( ' · · ·' &i′h − j′h(,

�	��	 �	������ �λ�n� ≤ n ≤ �r−q&% ' δ(�q + �λ�n��s−��−θ�q ≤ �λ�n��s−��−θ�t�

8	��!�4�$�� � �	����������� �	!�� 9� ��
!� δ + �ε/� − % � !������ r
 �*	� ����	2 ��������	2 ��	��� �� �!� ������:

t ����� �*	�� u ���	��2� v �!	���  �*	�� t' u' v + r. &�;(

Ǳ!� �!�*	� ��	�	
 �	�����  �*	� �	����� s �����  �*	�� *� s ' m + r� <�
�� �� �!��	�	���2� �	!�� " � ���� = �	����� �		��	 ��$

s ≤ &%− ε(m/λ&m(, t' v ≤ �.�,%s, t ≤ s/&%− ε/�(. &�)(

-�$ ������ s� t� u � v� ��	����	!$34�� #��� ���	��$�� ��4�����(
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	� j � k ��� ��������	�� ��
���� t �������� �� �j�, k��� . . . �
�jt, kt� ���� �	� � ������	�� ! ≤ kh ≤ jh < r ���"��� ����	� ��	�	
	��  	#	��
������ � ����� $�#�� ���  �%�	�	 ��������� i ���	�"�&�� ��& ���� �	� �jh, kh��
#� &'� �#	

(� jh < i)
*� ajh

+ akh
�������# ������"��� �	��	%�	� �������� ���� �,� �� ���	�"�	�

������ ��� ���"��� ��������	� i ��)
-� ai . ajh

+ akh
&�	���#�	��# 	��������' ����������

/��� #� �� �� �jh, kh� �� �&,��#�&�#� ����#����� 0��	� � �� 
&��# �	�&����) �
�&�	1 �#		��� �'
�� ����#����� 0��	� � � ����������� �� ����������� ���#��
�	�%�� 
�#" ��
��� 	���� �� 2#�� ��	�	
	�� #� �#	 ���� ����#�����# �	
	1
����'' ����0& ���',���� �	��	%�	�#�1�

3� �� 	
��	�� 	
,��  	�����#�	 �	��	%��� ����#����� 0��	�� � &�	���#�	�
�',�� ����� 	�������	 ����& �������	1 ��4�� &��	%���	1 �� ���� � �� �����  	#	�
�� �	�&���	���� �	 ���� �	��	��,�� s� t� u � v� 5	 ���#��"�#�	 #�	��� 6 #��
��" �	%�# 
�#" �������	 �#����#���� 	0�� ��� 2#�� 7&� 0�1 ���� &�� 48��

���������	 �������� l�n� ���	
�������� ����� λ�n� + λ�n�/λλ�n� ��� 
����

���� n� ����� ������ ������� ���������� ������ f�n�� ����� ��� f�n� → ! 
��

n →∞ �

9:
( ∣∣l�n�− λ�n�− λ�n�/λλ�n�

∣∣ ≥ f�n�λ�n�/λλ�n�
)
. !. ����

�;�� 	��������� ��	�#�	�#� <9:= � ������ �����

���������	
���� >����� ����0� ���� �	 ������#� �#	 ���� ���	����#�� 
�� ��� 	�
�
�	�'#�	�	 ��������� ?�%��� ����0� ��#� ��# �� #�	��� 6� ���� �	�	%�#"
����&',��� f�n� &���"���#�� �	 �&�� �	�#�#	��	 �������	� �#	
� �� f�n� ≤ ε
�������� N 
��	 ���#	�" 	 ���� 	� �#	
� �� 
	��� εN �������1 n ≤ N �����
l�n� ≤ λ�n� + �4− ε�λ�n�/λλ�n��


������� �������	 @�#����#� �	�#&# 	��������� ����	�	%���� 	 #	�� �#	
l�n� . l∗�n�) #&��	 �	���#"� �#	 �	 ����	1 ����#���	1 0��	� � �������"�	1
����� l�n� ���"�� ��1#� 0��	� & #	1 %� ������ &�	���#�	�',&' &��	��' ������
�	�#� ��	������	�&� ���
	�&�� @��� 	 � 4A�8 �	�& >��"#� B����� �C(DEF: G(HIFH�
�	 ���� ������#��"�&' #�	��& 	 #	�� �#	 ��� 	���������� 
	�"��� �������1 n
�������� l�n� �#	�	 ���"��� ��� l∗�n�� � #� %� �� ��������� � ��1 #�	���  	#	��
�� ��1��� � ����	#���

3�	��� B������ ������'#�� � ������	����� ��#��"�	1 �#& #&� ��������
0��	�� � Ǳ&�#" n . �e� + �e� + · · · + �et � ��� e� > e� > · · · > et ≥ !� � �&�#"
4 . a� < a� < · · · < ar . nK�������� 0��	� � ��� n� /��� � 2#	1 0��	� � ����#�� d
&��	���1� 	������� ���	�	��#��"�&' �	����	��#��"�	�#"

! . d� ≤ d� ≤ d� ≤ · · · ≤ dr . d, ����

��� di K 	�����#�	 &��	���1 ���� ���	� 4� �� . . . � i� 3� %� 	������� �	����
�	��#��"�	�#" <�&�"#���	%��#�= S�� S�� . . . � Sr�  	#	�� 
&��# 	#���%���#" ���
����� �#�����1 � � 0��	� �� ���	�������
��� ���������� ����#�����# �	
	1
��#���#���� �1 	
L� #� �	�	
��1 ��	%��#�&� �	 	� �	%�# �	��%�#" 	���� 	���
2�����#�� @
L� # �	%�# 
�#" 2�����#	� �&�"#���	%��#�� ��� 	�" 	 ��� �����
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������
�	 Si ����������
����#$��� ��	���	��%

&! S� ' {(})
*! ��� ai�� ' �ai+ 
� Si�� ' Si , � ' {x , � | x ∈ Si})
-! ��� ai�� ' ai , ak+ k < i+ 
� Si�� ' Si & Sk�

./����� & ���	�	�
+ �
� ����
������
�	 ��0�����#
� � �������� ��	
��1

�2�! 3� 4
��� ����������� �����
+ �
�

ai '
∑
x∈Si

�x, ����

��� 	
���  ���� ����� ���������
��� ���
�	���  	��������

n � �e� � �e� � · · ·� �et �
∑
x∈Sr

�x. ����

 ��
� �
������  !��
����� ����� �� !���"��� �f� ��� f � r − d#$�
�	����
���������%

Ǳ��$�
�$� n ����� �� ���
�	��' �������' !������
����  ����� ��
������(
)���� Sr ��)�� ������� �� ��
������)���� M�� M�� . . . � Mt� ��$��� 	��

�ej �
∑

x∈Mj

�x, * ≤ j ≤ t. ��+�

,����- �!���.�- ��)�� �!�
����� �������� �
������ Sr  !����$� ������(
��� x� ≤ x� ≤ · · · � �� Mt � {x�, x�, . . . , xk}� ��� �x� � · · · � �xk � �et % /��
��
)�� ���� ����)��� !��$�
�$� et#�������"�� �� ��' e% 0��
���	�� Mt−� �
{xk��, xk��, . . . , xk′} � �% �% Ǳ��.��� 
��$� ����
���������  ���	��� �������
�	��
����� $�$ !�$�����  �
���-1�� !������%

Ǳ���� Mj �����)�� mj �
������ �� �	���� $���������2 ����� mj ≤ �f − t� !�(
�$�
�$� Sr ����� �� ��
�� �

f �
������ � ������� �� t�3 ��!����' ��
������)���%
4� ��+� ����� 	��

ej ≥ x > ej −mj �
� ��' x ∈ Mj. ��5�

6�"� ���
������� ����$���� ������' .�!�	�$ ����"����� !����������
��
������)���Mij �  $�����' ��!����� �������Mj% 7�
������)���� Si �������
�� t� 3 ��
������)��� �
���-1�� �������8

9� Mrj �Mj 2

:� ��
� ai�� � �ai� �� Mij �M�i���j − 3 � {x− 3 | x ∈ M�i���j}2
;� ��
� ai�� � ai � ak� k < i� ��� !��$�
�$� Si�� � Si & Sk� !�
������ 	�� Mij �

M�i���j ����� Sk� �% �% �� ���
��� �
������ Sk �� M�i���j % <�
� ��$������
�
����� Sk !��
�����  ��' �
� ��
�� ���
�	��' ��
������)����' M�i���j �
���
��� � ��� �� ���)���� � �����
�"�� ����)��� ���	����� j% /�� !��(
�
� �������	�� �!����
��� Mij �
� $�)���� j� $���� i =�$�������%

4� ������� �!����
���� �
������ 	��

ej � di − d ≥ x > ej � di − d−mj �
� ��' x ∈ Mij . �>*�
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���� �������� M�� 	 {�, �} � �� �� �� ���������� ����� � ����!� "�� di � #�����
�����#!$�� %#������� Si& �#��� ���#!���

di ∈ Mi�. �
��

'����#��  ����� "���! %��( �������) �#����� �� �
�� � ����� �� ��������*
�� ���)+ �� �#���� �( � #����� #���� ,�

����� �� ���� Mij � Muv ��� ���	
��� ��		 ����� x� ��

−mv < �ej − ev�− �du − di� < mj . �
��

-��� #���� , � ��  ).#���� ����� /��#!��(0� ��� �� ������� ��.�� mj � mv

������ ���� ��#) � �.�� Mij �������� ��1�( � Muv %#������� "�� �#�"��� �
�� ����( ����� $�.��� u � i �������� �� �� �������� ����� �������#��� ev

� ej � 2�� ����� ����  ��"��#���� �������( ��.�#�������  ������ ��( 3���"�
� �� ���� �� �)�#! � ���� "�� ����� ������! ����#!���� ���#�.�"�)( ��� ����*
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 �9� :;<=><� ������ ��� ��?�?�� ��?@��A�� Ǳ���� n 	 �e� 6�e� 6 · · ·6�et �

��	 e� > e� > · · · > et ≥ �� ����

e� > �e� 6 �.�B��t− �� � ei−� ≥ ei 6 �m �#� � ≤ i ≤ t� �
��

��	 m 	 �
�.���	t−�
� − t� �� l∗�n� 	 e� 6 t�

���������	
���� Ǳ�#����� "�� t > �� ����#!� ����#!��� ������) ��� t ≤ �
������� ��� ��#������ �.����"���( �� e� D�������� "�� ������� � ������ 3���"�
� 	 a� < a� < · · · < ar 	 n �#� n � r ≤ e� 6 t − �� Ǳ���! �� �������� ������8�
3�#)� "��#� d� f � d�� . . . � dr � ��#!��������� � Mij � Si� � �)#� ������#���
 )$�� 7�.#���� �#���� �8 �� ������) E �� ������ "�� f ≤ ��.�B��t − ���� Ǳ�%��*
�� ���"���� m � #����� ������1�(  ��+��( .���!8 "��#� %#������ mj ����.�
��#!��������� � Mj�
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)
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(
��� "�#$

)
� % �������� ����� ��	& ��	���

�� j 	' # �	 ��� �	�	����� � ��	��� �� j ' #� �� �� �� ���(�� �������

ai ≥
∑

x∈Mi�

�x ≥ �λ�ai�, # ≤ i ≤ r. "��$

)� ������	����� 	��	�� * �	�
&����� �������� �� � �	������ �����	
t �������	����& �	�	�	! n ���(�� ����	���� +�� ����!,� ��
� ��(�� 
���
���	�	���� �� ����� -��	 ��(��! �� .�& ��	���� �� ���	���� ������	� �
��������� /	������

Ǳ��� j ��	����� 	 ��
�! ����� �	(�� 1 � t� Ǳ�������� M�j ����� � Mrj '
Mj �	 ����� ��(�� ��!� ������ -�� i� �� ������� Mij �	 �����

2� �����
�� ������ ���	�	� 	� Mij � ���	���� �� -�� i �	  �� 	� ����	3
��	�4 ai ' ai−� 5 au �� �	������� u < i − 1� 6��(	 ���	���� �� ��	 .�	�	��
Mij  �� �� .�	�	���� Su� )���(	�� �� au ���(�� 
�� �����	���� ���7� ��
�����	��� � ai�

Ǳ��� xj  �� 	� .�	�	��� Mij � 6����� ��������� xj ∈ Su� ���	���	 v� �� 
������� xj ∈ Muv � 8���� ��	��	� ��

di − du > m, "��$

� 	� �	(�� -����� u � i ���	��	� ��� ������� m51 ����	��!4 	��� di−du ≤ m�
�	��� 9 ������ �� |ej − ev| < �m: ��	����	����� v ' j� 8����� .� �	�����(���
����� �� Muj ���� � ����	���� � ��-�� ��
���� -��� i�

%�	 .�	�	�� Su �	 ��	��-�� e� 5 di − d� )	!���	����� 	��� x ∈ Su ⊆ Si �
x > e�5 di− d� � x ∈ Mu� � x ∈ Mi� �������� "�#$� �� �� �� �	��� 9 ��	��	� ��
|di − du| < m� � .� �������	�� "��$� ;����� .� �����(�	��	 ��������	� ��
Mi� �	 ��		 �
��& � Su .�	�	��� � M�i−��� ' Mi�� 2� "��$ ��		� ai−� ≥ �λ�ai�� �
��.��� ��� i ������	� 
���
 ����


6	�	�� ���	�	� ����	��! <�� �� ��	� .�� ������	����	4 �	� ���
���� Su

������	� ���
����
� Mu�� )	!���	����� 	��� .� �	 ��� ���� x 
��	 .�	�	���
Su� ����� �� x /∈ Mu�� Ǳ�������� x ≥ #� �� "�#$ ��	��	� �� e� ≥ d− du �

e� ' f 5 d− s ≤ �.�=1s5 d ≤ �.�=1"t− 1$ 5 e� 5 du.

2� ����	�� "��$ ������	�� �� du > e�� 8����� du ∈ Su � ����	���� � "�1$
� �	 ��(	 ��&����� � Mi�� Ǳ�.��� du ≤ e� 5 di − d ≤ e�� �� ������� �
�������	����

%������� �� � .�	�	�� xj �� Mij � ������	�� �� xj ∈ Muv� > ��� (	 
���
��������� �� v ' #� Ǳ�.���� �������� "�#$ 	�	 ���� �������

e� 5 du − d ≥ xj > e� 5 du − d−m�. "��$

6	�	�� �� ��	& j ' 1� �� . . . � t ���	�	�	�� ����� xj � �����	��� ��		 "��$� �
����! -�� i� �� ������ � ��������� /	����� ������ ��	� �ej � ?��� j 	' j′�
-�� i� �� ������ .� �����&���� �	 ��(	 
�� ����� � 	� (	 � �� j� �
�� j′� 2� "��$ ��	��	� �� |xj − xj′ | < m� � � ��	� ��� .�	�	�� Mij � Mij′

���(�� ������� 
��		 �	� �� m� ��������� ej � ej′ ���	��	��� ��������� @�
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	 ���������� ��� ������� ������� ��� ��
���� t ���	�  �!��� 
� "��
������� � �������������

������� � #$� %�
��
 #&� '()*+),,�

l#�A - xy, ≤ A- ν#x, - ν#y,− ., ���� λ#x, - λ#y, ≤ A. #�/,

���������	
���� 0����
�1 ������� #� �23�� ������ � ����
�1, ����� 2	��
�������
� ����� ���2�
�����
�1 2�
��
�!� ����� � ����� �
������1� Ǳ����
x 5 �x� - · · ·- �xu � y 5 �y� - · · ·- �yv � !� x� > · · · > xu ≥ 6 � y� > · · · > yv ≥ 6�

Ǳ���	�  �!� ������� ��������1�� ��2�7 ������������
	� �����
� �� ����

� ����!
��� �
���
�� �A−y� 8 ���� "����  �!��� � ������������3�� ������
������1���1 ����
�����
	� �
���
�1 �xu−� - �xu � �xu−� - �xu−� - �xu � . . .� x�
Ǳ� ������
�� �������7 �A−yi - x#�y�−yi - · · ·- �yi−�−yi, ��������� �������
���
�2���� x � ����� �����������3�� ����� yi − yi�� ���� � ��������

�A−yi�� - x#�y�−yi�� - · · ·- �yi−yi��,.

9��� "�� �������
�� �	���
�
� �1 i 5 .� �� . . . � v� ���
1� �1 ��2����� ���
yv�� 5 6� �������� ���2���� ���1 �����
�� ������� �1 �

A - xy�

:������ ; ������1�� 
�7�� �
���
�1 n� �1 �����	� l#n, < l∗#n,� ���������
������� ' ��� ���
�� �
���
�� l∗#n, � 
������	� �����1�� <�������� ����� x 5
����� - .� y 5 ����� - . � �����

n 5 ����� - xy 5 ����� - ����� - ����� - ����� - ..

=�!���
� ������� ; ����� l#n, ≤ �.6�� >
��� �����
��� � ������� ' � m 5 �6?�
� "�� ����	����� ��� l∗#n, 5 �.6/�

>2 ��
	� ���������
	� �	�����
�1 ��������� ��� n 5 .��6� 1��1���1 
��@
��
� �� �
���
��� � l#n, < l∗#n,� A�1 
�!� 
�� 2���� �������7 ����
�7 ��������
��� ������������
���� .� �� �� ?� .�� ./� ��� ��� .�?� ���� �.�� .6��� .6�.� �6?�� �.���
?��?� ?���� .��6�� <����
� �� n � ν#n, 5 � � l#n, 	5 l∗#n,B.���/ 5 ��� - � · ./
#��� ���� .�,�

C
 $�
 D����
 #E() F() G++HI+), �2�23�� ������� '� �������� ���

l∗#k�e� , - t ≤ l∗#kn, ≤ l∗#k�et, - e� − et - t

�1 ���� J��������

	� k ≥ .� ���� ���������� �����
� e� > · · · > et �������
�
������
	 K������ ��� ������� �������	


�������	� 
���
�������� ���� �� ������ ������� ������� ������������
 � l!n� " l∗!n�� �� �#�����$��  � ��� �������
 %����� ����������#��� ��������&
������ ������� $�������� '
 (������� !)
 *+,-./0� � 1��2�������3 4
 ��5��2�&
6��$�� !7
 08 9+:;,<=8/8>� � ?@���������	 ��
 ����	 � !�A�B�� ��B���C� $�$�� � ���
 � l!�n� " l!n� D �
 E������� ��$���2� 6FF�2�����  � �� ����$�����$� ���&
�������  �#� ����� $�G�$����� ��2����� #���� 2���2�� H��� 2� ��� �n�
 �� H��� 2�� ���� ����� � �������� ��#������� �������� 2 2�� ��I�� H��� 2�
��� n
 J���2� 2����K����� �� �$����� ��2�����K�  � 6� ������������� �2&
�� �������� ��$2���2� l!���� " l!LA�� " ��
 !M� �2 ����� ���� �������K H��� 2�
������ �� ��� LA�� �������� �� �� N� B� �� �N� �L� NC� ��� �AN� ��A� LA�
 O�$�� ���P
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��	� �� ������ �
���� �� l�n� � ��� � ��
�
������� ��� �� l����� > ���
����	� !�����
��"���" �����
 	������
��	#�� $
�� ��!� ���	� ��
�
����%
��� &�� '
��
 
���� � ��!����
	��� ����
 ��
�
� ���#( )���� �
�%
�����	 � �
����� *�+�+� ���)��� ���
��	� �����	�" ��, ����
���� -
���	�.���
���#���" �	
��	�"�� n� �
����� �� l�+n� � l�n�� "��" ��" n � ���� *��� *��� ����/
0� 1� $ �)�� �2� 3� 4567897� ��
�
� � ������ �� ��	
� �� ���*��� ++�:+�+� �� ������
�� &��� ����� "��"���" ���	� )���	��	� ����(���
 �
��� n� 
 ���		;+�·+k<*
��" ���� k ≥ �� Ǳ�����
��"���" �
���	#� !���!�>�	��  ��� �� l�+n� ≥ l�n��
	 �
>� 	 �>�� �
�
���" �>	#�� ?���	 @� A�)) �B9CDE F� G988� !�
�
��
�� l�n�− l�mn� �>�� )#�� ���� ���	 )��.�� !�� ���� '������
		#� H��#�
����
� m� 	� "��" I���" ���!�	"�� + J��	��� ���� ��	
� ���� �� ���*��� K:+��L�
-
���	�.�� �	
��	���� ��" ���� l�mn� < l�n�� "��"���" l

(
�+�� < ��/�

)
� ���

M)�	
��� ����� c�r� 	
���	�.�� �	
��	�� n� �
��� �� l�n� � r� N#�����%
	�� l�n� !�����
��"���" )��� ����	#� ��" &�( !�����
����	��� n� 	
��	
 %
I�(�" ����� I�� )�
���

r c�r� r c�r� r c�r�

� + �� �+* �� �,+,*
+ � �� ��� +� �����
� � �+ �*� +� �����
� * �� ��* ++ ������
� �� �� ��,* +� ������
� �� �� ���� +� ��*,,*
* +� �� ��,� +� �,����
, �* �* �+*� +� ��*����
� *� �, ��+�� +* ++��,�*

O�" r ≤ �� �	
��	�� c�r� !��)��������	 �
�	 c�r − �� < c�r − +�� � &�� '
��
!����� �"� �������
����( � �#���  ��� �� c�r� �
���� �
� '�	�H�" φr� M�	
�
�� �������
�
 �����# P

(
� n � c�r�

)
�#���
��� �� r/QR c�r� → � !�� r →∞�

S	
��	�"� !��������		#� ����� ��" r > �,� )#�� �#�����	# T���� U�
���	�
�%
!� �KV5DW XQYWW9EZYW[�� ���� �#�����		� O
	�&��� \��(��	)
���� �PYED9Q
]Q9DV59E8YV597� �	
��	�" c�+��� U�
���	�
�! �
������ �� c�r� ��. 
!!����%
�������" '����( +r 9^[�−θr/QR r� ��" �� ≤ r ≤ +*� ��� θ )���� � QE +� 0� �!�	�
���
�����" � ����	�( ��
	� �+��� -����#� �������
���� �	 ����" !�
�
���
�� c�r� �����
 !�����
��"�� �)( !���� ���� �����" �� ����
 �	>����"�/
�	
� c����� c��,� � c�+�� ���"��" 	
 ��� N��>	� � )� !���!�>�	�� )

������	#� H�!��
� 	����	_

$
)��"H�" �	
��	�( l�n� !�
�#�
��� �� &�
 '�	�H�" 	
 ������	�� ��
��
"/
	
!������ ��" ���� n � ��
!
�	� ��+� ≤ n ≤ ���, �	
��	�� '�	�H�� l�n� � ���
?�!� ���	#� �#�����	�" !�
�
��� �� �
)��H
 l�n� �>�� )#�� !����	
 ��"
�	
��	�( + ≤ n ≤ ���� � ��!����
	��� '����#

l�n� � WDE�l�n− �� < �, ln�− δn, ��,�

��� ln � ∞� ���� n;H��� ����� � !����	� ����
� ln � l�p� < l�n/p�� ����
p;	
���	�.�� !���� ����� ���"I�� n/ � 	
�	�H� δn � � ��" n �� �
)�� �� �
!����	� ����
� δn � ��
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Ǳ�	
� d�r ���������
 ������	
�� ������� n ��������� l�n � r� � 	���� !��

����"� #�����	���� ��	������ #���$% �������� &
�� '���"�� 	�(��	�� )��**��+
��*#��

r d�r r d�r r d�r r d�r r d�r

� � � �� �� ,�� �� ��-. ,� -.�/�
, , / ,� �, ��, �/ 0�/. ,, �����,
� � 0 �� �� //, �0 ��0�� ,� �.��/�
� � - /0 �� ��0, �- ,/�,0 ,� ��0,/�
� - �. ��� �� ,�0� ,. �-��� ,� �.,0�.0

1������2 d�r ���3�� �$
� �����	
� !�� '���"��� �
 r2 �� �� 	�!�	
���
 �	��+
(� 	#�	��� ������
���	
�� &
�(� ��3�!�(�	� 
���* #��	
$* �
���3����� � 
�*
�����4�#��������� �	�*#
�
���	��(� ��	
� d�r ��� ������% r�

5������� ���*���
�� #�����*�2 	�������� 	 ����
���$*� "�#����*� � �	� �!�
����������24 �������� 	�
����������2 (��	�!��2 �
�

l�,n − � ≤ n− � 6 l�n. ��-

1�*#� 
���$� �$��	����� #����$�� 
2 �
� � ���	
��
�����	
� � ��- �$#�����
	�
�����	
�� ��� � ≤ n ≤ ,�� �$��	�����2 #��������$� 7� 8� 9 �����* :��������
�	�
� �� ��-/�2 ,/-;,0-<2 #�������2 �
� �����	
�� 	#��������� 
��3� ��� n � �,�
=��3�	
�� �		��������� ����
���$% "�#���� #�	��!��� #�#$
��* ������
� ��-�
>���
���$� "�#���� ��� ��	�� ,n − �2 ��
��$� �*� 
 
�� *��(� �����" � �% ���+
����* #���	
�������2 �$�$�� 
 �	��$� ��
���	2 #�	������ ���� 
	� ���%����*
	�����* ��� �������(� *�
���� >������ ?���" �@ABCDE FGHCDI2 #����*�����
�������� J����
���$� "�#����K2 #�	
���� � �-�/ (��� ������ ��- :�	
�������
� ���
������
�� �	�
��	�����������������2 @LMNODPBQ RR2 �� ��-�/2 ��;�,<S >��'��� T���&�
�@DUANE VAWPNA � �-�- (��� �������2 �
�

l∗�,n − � ≤ n− � 6 l∗�n. ��.

9����*$ X��	��� #����$�� 
2 �
� l�n *�3�
 �$
� *�����2 ��* l∗�n2 
�� �
�2
�#���������2 #�
�����
	� *��(� ����
$2 �
��$ ������
� ��� �#�����(��
� ��-�
� ����	
�� ��(� � &
�* ��#�������� X��	�� �#������� ���"�#"� l��������2 ��
�+
��� ��3�
 J*�3��K l+"�#����*� � l∗+"�#����*�� � l�+"�#���� ����
��$� &��*��
$
#��������
$S �	����� ���� ���
	� � 
�*2 �
� ai � aj 6 ak2 (�� aj 4����������
#��������
$� &��*��
2 *������2 ��* ai�

� ����	
�� #��*��� l�+"�#���� ��������2 �� *���*������ ��		*�
��*

�, ,, �, �, 0, �., �,, �0. ���
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��	
� ��������� ��� �������� ����� 
����� ��������� � ���� ���!�"#�� ���
������
����� ��������� ����������� $����
�� %������� ����� l�&n' ��������(
��" ����� l�($����
� ��� n� )���� ��� l&n' ≤ l�&n' ≤ l∗&n'�

*����
�� ����������� ! ������� +� �!������ l�($����
�, &��� ���� ��'- ���(
��!�������� ����� l�&n' < l∗&n' ��� ��
�����	� n� .���!������ !���������� ��
��!����!� l&n' / l�&n' !� !��0 ������0� 1��� ��� �������� �� �������������
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� �u�/u� − ��, β � u�/u� − α��α� � ��, α� � u�/u� − α�β,

α� � β − �α�, α� � u�/u� − α��α� � α��, α� � u�. ��=�

Ǳ���$ �� 	*��� 
%#�	�� �� ���� ��� #��
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y ; �x< α��
�, u�x� ;

(
��y < α��y < α���x< α�� < α�

)
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z ; �x< α��x< α�, w ; �x< α��z < α�,

u�x� ;
(
�w < z < α��w < α�

)
α�. �#D�
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N �	� �	� α� ; u�� ��)�� ��
����)���� ��� u� ; #� Ǳ�� ����
��
����)
��� �����

β� ; �u� − #�/D, β� ; u� − β��β� < #�,

β� ; u� − β�β�, β� ; β� − β�, β� ; u� − β�β�.

?�������� ��� β�O�
>
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�� ��%��
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Dy� < �Dβ� − β� < #�y
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α� � β� − �β�, α� � β� − α�, α� � β� − α�α�,

α� � β� − α�α�, α� � β� − β� − α�, α	 � u� − β�β�. ����

��� ��������� ����� ������� �
 ��������� ������� �����������! �����
"#	����� x� $ �%x	 $ �&x� $ %%x�− ��x�− %'x $ %� Ǳ���	�� α� � �! β� � �! β� � '!
β� � −&! β� � −�! β	 � −' �! �
��� �)�
*��! ������ � ��)�	������ ��
"�����

�y� − +y� $ �y $ �� � ,. ����

��� ��
"����� ����� ����� β� � �� -
.����

β� � −�, β� � −�,

α� � %, α� � %, α� � −', α� � ��, α� � �, α	 � −�'.
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z � �x $ %�x− ', w � �x $ %�z $ ��, u�x� � �w $ z $ ��w − �'.
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z � �x $ α��x $ α�, w � z $ x $ α�,

u�x� �
(
��z − x $ α��w $ α��z $ α	

)
α�. ����

4�� ����������� αj �# ���"
 ���� �
* ����� ������� �
 u� � α� � �
��� �)�
=
*�� ���.���� � �������"
����� ���1�	���� u�x�� >
��� ����� ���"����! 	��
α� � u	/% �

α� � �u� − α�u� $ α�

�u� − α�

�u� $ �α	

�
�/�u� − �α�u� $ �α�

�
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β� � �α�, β� � u� − α�β� − α�,

β� � u� − α�β� − α�β�, β� � u� − α�β� − α�β�,

α� � �

�

(
β� − �α� − ��β� $ �α� − ���α�

�
− ��

)− α�,

α� � β� − �α�

�
− ��− α� − �α�, α� � β� − �α� $ α���α� $ α��,

α	 � u� − α�β�. ��&�
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��	� ������ � ���������� �	� �����	���� �� ��������� !����" �� �������#�$ ��
������ �� ������ ���������� ��	� ������ �����	����� �� ��������� !����" ��
�� �������#�$ �� ����������� ����� 
� �������%������� ��	� ��� ����� � ���&
�������� ��	� �����	������ �� �������#�� !������ �� �������#$ �� �' ��
��
�#��%��� � ���� a− b � a( b ��������������� Ǳ*��� c  −a � αm  b�$ ����� x�−αm

���
���	� u�x − c�� �+����� !���� ��%��
�# ��*��� %��!���� c� ��� *��� ,���
-�.//�0���� an−� �*��� ���*	��#� �	� '��� �# ������ �% .��' ���������$ ��	�
��	��� q�x� �� �*��� ��
��������� ����#� �*	"�

1������$ !�� .��� ����� ����%���	����� ��#!�� ���� �� ������� ���� ���
%��!���� c$ ��������	��� α�$ . . . $ αm−� ��
�� �m − 2�3 ��������� 4������#� �%
.��' ���������$ ��������$ ��"� ��	��*" ��!�����$ !�� ����	��#��
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!��	��� �� ���*	" m$ � �� � ���������	��#�� !��	���� 6'��� �7� �������� ���
n  �$ ����� m � ,u�8�%����� �����#� !��	�$ � �2�� �������� ��� n  �$ �����
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0���!�� �% ��%��	� ����[ �� ������� ������ ��	������� ^���!�� ��	������8.��
���	�������	������ ����
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����� ��������� � �������� ����������� ��� �!������� "���#��� ��������
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��� ���� X $ %xij�&������ ����� m×n� Y $ %yjk�&������
����� n× s � Z $ %zik�&������ ����� m× s� �� ������ Z $ XY ����#����
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xij yjk, � ≤ i ≤ m, � ≤ k ≤ s. %'(�
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∑

�≤j≤n/�

xi,�j xi,�j−�. bk $
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y �j−�,k y �j,k. %'C�

5 D��� �-��� ��!�� ������ �n/��ms , �n/��%m , s� ����*���� � %n , ��ms ,
%�n/��− ��%ms,m, s� ���*���� ��� �+#������. �@E�� #���� �!����� ���������
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!����� " H��"� ��!����������� !��!���*���3 � ���� #�� n�/� ����*�����
�����*��� ���@-����� �+!����� ��� ����*���� ����� ����� n×n� !����� #��
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P�" "�" �����+ ����� �n × �n ��*�� ��@�� �� #��+� �����+ �����
n× n� ��� ���3 ��*�� ��!�� ����� �"������ ��� !���#���� !���������� ���1
�� ����� �k × �k ��� "� � �k ����*������ ������ %�k�� $ �k
 Ǳ����" ����
#���� ���*���� ���� �k
 Ǳ�����#�� �� � ������ 4������� ����*���� �����
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���� ���� �� %��?��� 'C(�'C?� ��!�� ������� � ����*���� � ��
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�����������3E�� !���*���#�+� ���� ���+ ��-����+� �� ��!�� ������ � ����1
*���� � ��� "� �C ���*����. ����"���� !� k ���"� !�"���� � #�� ��*�� ����1
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��	��# � '���	 b� `� `����! �̂������ �c� D� D8-AE!MX.RdT.A� �������� �� �����

 �!
�
��
� �c.A@.AQ DBFD8--BA� ;����� ��� �= ��� ��'(	 �� ��� C� e� L-.J@� ���� �

�;��U�� �UH��

���������	� 
��	� _	'����	 �+ ��� �	�� ��������	��1 � ������ ��+�	�	�f
\�� "����	 ���"�� � $	� ��� �	� �"���	��# ���(	���� ���������� 	
��

zk g

m∑
i��

n∑
j��

tijkxiyj ��# ; ≤ k ≤ s, ��<�

��	 tijk f���	�	�	��	 '�\���)�	��� �������	(�$�	 �	'������� +��������
���&� ^�	1�	���# �����)� �tijk� ��+��	��#���
��� ��+�	�� m×n×s� h�� ��(��
�+� ��+��%� +������# s �����) ��+�	�� m × n �� ����� ��# '�(���� +��"	��# k�
_�����	�� ��� �	�� ����(	��# '����	'��1 "��	�� �� 	� �"���	��#

z� i iz� g �x� i ix���y� i iy�� g �x�y�−x�y�� i i�x�y�ix�y��, ��H�

#��#	��# ��� �	��� �"���	��#  ����	���� ����� ��"�� ���	�	�	���� �	�+����
��+�	�� �× �× �Q (

; U
U −;

)(
U ;
; U

)
.

j���(	��	 �����)� '�' \�� ���	�	�	�� � �����f\�� ��� �	�� �"���	��# �	�	�!
����  ����	��1 ����� �����	�����&$�1 ��� ��� �	�+��� ��+�	�� mn × ns × ms�
Ǳ�	� ��+�����# ,��%	 ��<� ��'(	 ��(�� ���	��� ' \��� ��� �	�	� �	�����# �� ��
"�� ��� �	  ����	��� � ���	��� 	��� ��������%� "�� xk f\�� �����#��	� � �	
�	�	�	��	�

k"���	��	  ����	��1 ���� �	�"	 ��	�� �+�"��%� 	��� ������"��%�# �	�� "��
��(�� ��+���% �
��������� �"�����	�%��� �1	����� � '����1 ��	 ����(	��#
�� )	��"'	 �����1��#� �	(�� ���	���� '�� ���)�#�� x!� � ���	���� '�� �!
��)�#�� y!�� �̂'�� � ��+��� � ������ r ����+�	�	���

wl g �a�lx� i · · ·i amlxm��b�ly� i · · ·i bnlyn� ��# ; ≤ l ≤ r ����
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� ��	
��� zk � ��� 	������ ���������� ���� �����������

zk � ck�w� � · · ·� ckrwr �	�  ≤ k ≤ s. !��"

#�$% �$ ak& bk � ckr ������	'�� �������
 ��	( ���))�������� *������ !��"
$ !�+"& ��	
���& ��� �����	%�� ����$	��	%�� $��� �������� �	� ������
!tijk" ��,�� � ��	%�� ��,��& ��,��

tijk � ai�bj�ck� � · · ·� airbjr ckr !� "

�	�  ≤ i ≤ m&  ≤ j ≤ n �  ≤ k ≤ s�
-�
	��� ����� !tijk" ������(� ������� ���,� .������/& $	� $
0$��
(�

��� ����� ������ !a�, . . . , am"& !b�, . . . , bn"& !c�, . . . , cs"& ��� tijk � aibj ck �	� �$�
i& j& k� 1�� ����	�� ��'�� ��$���$������% �� �$ ������& 
���'���& ���
������ ���	��� !tijk" 
��
��
 ����� ����������� ���� r� ��� !tijk" �������


� ���� ���� r ���	���� ���������� ����� ��� �������� ��	�� *������ ���
����	�� $ ����$���� !� "& ����'�& ��� ���, ������ $�% ������	%�� ��$	�

���'��� �� ����� ��� �����	%��� ����$	��� $�����$��
(0�� ��	������
)���� 2'�
 ������& ��,�� s �  & ����� !tijk"3�$,� 	�4% ������� �������
� ���, ������ !tij�" ���� ���,
 ������� !$�� 
��� �5"� Ǳ���� ���,� ������
����� 7� 8� 9������� !:� ;� <=>?@?A?B& �� ����� ��� �� !"#! � ! 5C+"&  ��D E5"F
,� ������� � ����	� $	�'��$�� ����$	��� ��	����� ������� � ��'���
$���% G� H>IJKKLM& $%&''& ��� ! 5+N"&  E�DC�C�

*��� O���,���� !N�" �	� 
���'��� ������ ��	��$� ������	%���& ��� ���
��� $�4���� ������� x � y �� �� 
���'���� * ��
,�� $������& $��� P���Q
$$��DO���,���� !N�" � ������$� �� ����
�������$�% 
���'���& ������
 ���
�����	%��� -� $���� �	 !N�" $�����$��
� $	�
(0�
 $��$��
 ���$���	���
������ ������ �× �× � �	� 
���'��� ������ ������ C× C � ��� $
��� $��
������� �������,� ���,��(
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⎞
⎠. !�C"

!#�$%  ��������� − �"
R�� )���& ��� !� " $��������� �� i& j& k � ����������� ����$��	%�� ���Q

'$��� �������������& �	�� ��
��� ���,�� ������� ���$��� $ ��������Q
$��� ����� ����� � �������� � �������� 
�����	%��� ������� � ��	������
)������ 2�'��& ������ ������� ����$�� i& j& k& ��	
���% .����$����������/
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� ���

����	
�	�
 ����� � ���	���	�����		�� �
	���� ��	��	�� ��

� ����� �
 ��	��
	� �����
��������
 ����	
�	�
 ���� ��������� � ���	���
� ���
� 
		� �	����
!�����
�� 	�����"	�� �#
�� ��$���
	�� ������
%
	�� ������� ����
�� &m × n'
	� ������� ����
�� &n × s' ��
%���������
� ���
������	�
 	�����"	�� �#
��
��$���
	�� ������
%
	�� ������� ����
�� &n × s' � ������� ����
�� &s × m'�

��� �����"��
��� ����
 �
 $���� ��	��
	�� �� �
��$�
� ( �
���	�# ������ )��
%�
 �����
�� 
%�� �� ������� ���*�� �����		���+�	� ����$��� �����$	�
 $����
��	��
	�� 	� �
����� �����$	�� ����
�	����� 	� � �
	���	�� �
���	������ �	�
)������
	�	�� ,-�� (� .� Ǳ�	� ������ ��	
 ��� ��� � ������	
�����	
� ������
�������� �� �� ������ ! "#$ �� %&'(#')(� ������ � ����*�� ������*�+

,�-. ���/
 �tijk� 01� 2
�3��45.�� 5 5.3� �6007 ���� r 3�
4�8579 ����
/
5� 26�� A� B� C : 04�
.;7 �ail�� �bjl�� �ckl� ��5����56<=�8 
4/0�
4 m × r�
n × r� s × r� � 07 85
.0� >� �A, B, C� : ���������� ���/
4 �tijk�� ?42
.0�
�

�4-./4;.� 60�1��.� 04�
.; 
4/0�
4 � × � 5 ���� 01�� 	7�� �>� 2
�3�-��4
04�
.;40.

A @

⎛
⎜⎝

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

⎞
⎟⎠, B @

⎛
⎜⎝

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

⎞
⎟⎠, C @

⎛
⎜⎝

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

⎞
⎟⎠. ��*�

A��/
 �tijk� 
4/0�
4 m × n × s �4�1� 01� 2
�3��45.�� 5 5.3� 04�
.;7�
	B�3.�.5 �� .�3���7� C42.D�0 �t�ij�k� 3-� 04�
.;7 
4/0�
4 mn × s� ��
�.
��
79 6�4/4�7 24
40. .�3���5 〈i, j〉� 4 ��-	;7 .0�<� .�3��� k� E�4-8.>�
�tk�ij�� ��4��� 04�
.;�F 
4/0�
4 s×mn� �3�
14=�F tijk 5 ��
�� k . 5 ��-	;� 〈i, j〉�
�t�ik�j� �5-����� 04�
.;�F 
4/0�
4 ms× n . �� 3� G�3���7 04�
.;7 ��	�/4��-��
;�-7� >.�-4� . /3��� 62
�3>���7� 24
7 .�2-�/6<��� �4� .�3���7� H 20=�<
I�.9 	/�4>��.F 01� 2-6>.�� �-�36<=6< 2
��6<� � 2-�/�6< �.1�<< 8
4��

4�84 ���/
4�

����� �� Ǳ�	
� �A, B, C����������� 
����� �tijk� ����� m × n × s� �����

�"#)�A� ≥ �"#)�ti�jk��� �"#)�B� ≥ �"#)�tj�ik�� � �"#)�C� ≥ �"#)�tk�ij��� 	������
������

�"#)�tijk� ≥ J"K
(
�"#)�ti�jk��, �"#)�tj�ik��, �"#)�tk�ij��

)
.

	
����������
� G/ �	
41��.F �.00��
.. 3��4�>� 2�4/4���>� r≥�"#)�A�≥
�"#)�ti�jk��� A4� �4� 04�
.;4 A .0��� 
4/0�
 m×r� �� >�5.3�� �4 �� 01�� .0���

4�8� 	-�D.F� >�0 r� L �06 1� �8-4�� ���� 04�
.;4 �ti�jk�� 
45�4 AQ� 83� Q :
04�
.;4 
4/0�
4 r × ns 5.34 Ql〈j,k〉 @ bjlckl � ,�-. x : -<	4� 5���
���
�4� �4�4��
>� xA @ �� � xAQ @ �� H-�354��-��� 5�� -.��F�7� /45.�.0��. 5 A 2�5-�<���
. 5 AQ . �"#)�AQ� ≤ �"#)�A��

M �4>���5� 2
.0�
4 .�2-�/54�.� -�007 N 
4��0�
.0 2
	-�06 60�1��.�
2-.�05� Ǳ
�32-1.0� ��	93.0 60�1.�� 	7>�7F 2-.�0 ���2��. � �4
	7>�7F 2-.�0 ���2��. *� 57>.�-�� �IPP.;.���7 2
./5�3��.�Q

�x� R x�u R x�u
���y� R y�u R y�u

� R y�u
��

@ z� R z�u R z�u
� R z�u

� R z�u
� R z�u

�. ����



��� ���������� �����

��� 	
����	 � �������� 
���	���� ��	�� ���������� ����� 	���
��	�
�����
��� ��� �! ���! "× �× �#($ % % %

% % % %
% % % %

)(% $ % %
$ % % %
% % % %

)(% % $ %
% $ % %
$ % % %

)(% % % $
% % $ %
% $ % %

)(% % % %
% % % $
% % $ %

)(% % % %
% % % %
% % % $

)
. &��'

(� ��!���	�� ��)��  !��	!�* &��' 
 
��� x&u'y&u' + z&u'� ,�� x&u'-�������
x� . x�u . x�u

� � �� �� &/�  !������ ���,� 
����
��	* � �!�!�� �!���,� �! ���!�
�� 
 ������� �� &$'� ,�� ������� ��� �!�!��	 �!� u&x'� �� ��� �!�!�� �,� �!�
x&u'0 �� � ������ ��� �!����� ������ ��� 	���!	 �!	 ������	��� ����������
����������	
 ��������
�'

1	�� �!)��� � ��	�� �!���2 
 &��' �!		�!���
!�* �!� 
����� �! �����	�� $�
	 �����	!�� 〈i, j〉� �� 	��� ��� 
������ ������� �� !
�	���� �!� �!� �� ����  !��3
�!�� �! ��� �� �2��� 4����
!���*��� �� ����� 5 �!�, &��' �!
�� �� ��!���� ����
��	��� 6��!���� ��)�� �������* ��7���2����� z�� z�� . . . � z� ���*�� 	 �����*�
��	�� 2������ ����)����� 8!������� 
���	�

x&%'y&%', x&$'y&$', . . . , x&�'y&�' &��'

���  !�!����  �!����� z&%'� z&$'� . . . � z&�' � �� ��������2������ �������� ���3

������� 
���� ������� ��7���2����� z&u'� 9���	����� x&j' � y&j' ��)�� 
�3
������* 
	�2��� 
 ������!� 	��)���� �:��� ����)���� �!�!�����
� � ��������3
2����! ������! ���	�� �	���* ��� �������� ������!2�� 7���  �!������ ;!���
���! ��� 
	� 2������ ����)���� ���! !�� 
 &��'� ! �!�, &��' �!
�� ��	��� &Ǳ� 	�3
��	�
��  ��	* �	���* ���	 �! )� ������!� ��� � ��� ����)���� ��	�� 	 ���*���
�����	�*� 
 !�,������ ��"�"5�'

6�! �
!��	� ��!�� !2� &A, B, C' &��'� �!���	�� ������� ���
���� 
 �!����
�! ���� 
���� ����� 
��

(
	 	 	 	 	 	


 	 � �  �
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)
,
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⎞
⎟⎟⎠× �

���
. &�='

;!��� ���! ��� 	���! ���	�
����*�� 
������� �����!�*��� ������	�
� 2������
����)����� �� ��! 	�
������� ����!�����!� ������ ��� 
����!�� 
 	�� ����*
���,� ����!2�� 	��)��� � ����)��� ��7���2�����
� >!		������ ��!�����	���
������ � ��	������� ����� 7������
��� 	���� ������)����� ?� 9���,�!����

9�3���
��� ����� 
���	���* ��7���2����� x&u'y&u'� ��,�! @AB&x' + m �
@AB&y' + n� ��)�� 
�	���* �
!�*	 ��)��	�
��

x&u'y&u' +
(
x&u'y&u' CD@ p&u'

)
. xmynp&u', &�E'

,�� p&u'-����� �������
!���� ���,����� 	������ m . n� Ǳ������ p&u' 	������

���!�* �!�� ����� ��7���2����� x&u'y&u' CD@ p&u' ��,�� 
���	���	*�

9�3
������ ����� 
���	���* ��7���2����� x&u'y&u' CD@ p&u'� ��,�! �������
p&u' ��)�� ���* ���)������ q&u'r&u'� ,�� BF@

(
q&u', r&u'

)
+ $� 	������ 
�	���* �3
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� ���

���	
� ����
����

x�u�y�u� ��� q�u�r�u� �
(
a�u�r�u��x�u�y�u� ��� q�u��

� b�u�q�u��x�u�y�u� ��� r�u��
)
��� q�u�r�u�, ����

��� a�u�r�u� � b�u�q�u� � �� ���� �� 
� �
���� �!"��#�#"� $ ��%"#���� $"��&
$�&
���!��' �( �
���$�)�

*+�!��	")� �
���� ��#� �',"
%��	 $��--"."�#�' ��%"#��� x�u�y�u����p�u��
"
��%	/�� �!"�"�%	#�� ����
���

x�u�y�u� ��� p�u� �
(
x�u� ��� p�u�

)(
y�u� ��� p�u�

)
��� p�u�. ��0�

Ǳ����!#� �!"��#"� ��2�3��0�� ��#�� $�$ (���� ��$�/�#� #"�� ��%�,"�	 �--�$+
�"�#�4 
)����

5��!"��!� �%� /���," ���� �'(�!�� p�u� � u� − u " �!"��#"� ��2�� �
#���#"�
�%� ��$��� �'(�!� p�u� (���� �!"����#' � ��%	#�&6��� 7
%" /��"
��	 p�u� �
u�u� − ��� �� �!��"%� ���� �!"����� $
x�u�y�u� ��� u�u� − �� � (−�u� − ��x�y� � u��x�u�y�u� ��� �u� − ���)

��� �u� − u�. ����

8��
	 "
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��2�� ����# �������� �	����� ���������� �6
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��� v � αw &�2 ��	� �	���	��� α6 	���
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 ) -���B��� ������� �	� �(���	���� ��	���� ����= ������� ���	���� �<��
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 ��'�� ��	������
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#Ǳ�������	������� %&'()'*+,%&-()'*+ #%����������+.�.

/�	� ��011�2����� Uk � Vk ,2�	��� � Wk ,�� 2�	��� ���"�������� �������
3���� #4. ��	����� �����	���� � ���!���� 5��
� ����� �6!������ ��	� ����	��
6������� �	������ 2�	����	����� �� ����� ���	������� � "�� 7�

8��������� ����2�� �����	���� W #z. 9 V #z.α� 
�� α,%���6��	����+ ����
���� :������� ����� �����	��� ������ ���������� �6 V #z. �� α 9 �

�
�	� �����

V #z.−�� 	�!� ���� V #z.π� /�	� Vm ,����� �� ������ �"	� ��011�2���� V #z.�
�	"����

V #z. 9 Vm zm
(
; < #Vm��/Vm.z < #Vm��/Vm.z� < · · ·),

V #z.α 9 V α
m zαm

(
; < #Vm��/Vm.z < #Vm��/Vm.z� < · · ·)α

.
#�.

5�� ��������� !"��� �������� ����� ��
�� � ��	��� ��
��� ��
�� αm,������2��
��	���� 2�	�� ���	�� =6 #�. �	��"��� ��� 6����" �����	���� ���6��	��� �������
����� ������ � �	"���� ��
�� V� 9 ;� �� �� � �����	���� ��011�2������>

W #z. 9 #; < V�z < V�z
� < V�z

� < · · · .α. #�.

?�������� ��� W� 9 ;α 9 ;�
/����������� ������� �� ������� ��011�2������ ��������� #�. ��	�����

���	�6������ !������	���� ������� ;�7�@A#;@. �	� #��	� α,�	�����	���� 2�	��
���	�. ������� �6 ��6��	� ��B�4� :� C������ 5�	�� �����	 !�	�� ������ � !�	��
011�������� ����� �	"����� ������� ������� ����� D���������	� 	� 
����	�

����	����� � #;���.� §�BE> ��	� W #z. 9 V #z.α� ��� ��11����2��"�� �	"���

W� < 7W�z < 4W�z
� < · · · 9 W ′#z. 9 αV #z.α−�V ′#z.F #B.

�	�������	����

W ′#z.V #z. 9 αW #z.V ′#z.. #�.

G������� "�������� �	� ��011�2������ �� zn−� � #�.� �	"���� ���

n∑
k��

kWkVn−k 9 α

n∑
k��

#n− k.WkVn−k, #�.
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α < ;

n

)
k − ;

)
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9
(
#α<;−n.V�Wn−� < #7α<7−n.V�Wn−� < · · ·< nαVnW�

)
/n. #@.

=6 ������3���� #@. ����� �	"���� ������ ������������� �	
����� �	� ��	����
����	���
� �����	���� W�� W�� . . . � ���	�6"� ��!	�6���	��� 7n "�������� �	�
�����	���� n�
� ��011�2������ ?������ ���!�� �	"���� ��
�� α 9 −;F #@. ������
����� ������� �	"���� #4. �� U#z. 9 V� 9 ;�
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/ ���$
��	�� ��
$�	�� U�z�� ��
����� �	 V �z�/z� ��� �<�  �?��

)
�� 8/���� Wn�= /����� Un−�/n�  ������ �	��� Wn�  �����	�����  (	�$ E:�



��� ���������� ���

	
� ���������

	�� ���� Vn 	�� ������ 	�� ����� Wn

n > N

���� ��� �������� 	 �
������ �������� �����

��	
 �	��
�� � ��
���
�� � ��
���� z � t− t�� ��� ���
�	
�� �	���� ���

n Vn U� U� U� U� U� Wn

! ! ! !
� −! ! � !
" # ! " $ �
� # ! � !# �# �
� # ! � !� "� �# !�

% ���� � ���&��� �� ��'	�(�) ��
*
��+
) �	��
��� � �&�	
� ��(���
&���
��	�� '	�� ' 
� &����
� ��
	���) �	�� ���� '	�(� ��
	
,�

-������
� ��,��� ��(��
� �������
)

U�z . U�z
� . U�z

� . · · · � t. V�t
� . V�t

� . · · · /!�0

���
��	�� t 
 �	��
� �1**
+
���� �������� �)��

t �W�z .W�z
� .W�z

� .W�z
� . · · · . /!�0

2������
� /!#031� ������, �	���, /!�0 ��
 U� � !� U� � U� � · · · � #� ��	

U� 	� #� ��� �����	�
��� �� U� � !� &����
� z �� /U�z0� � �� �������
�
' �� �������
� /!�0� ���	��� U� ���� ����)���) ��	��

�������� 	 /���������� �������	� 
������� �����0� % 1�� 
�������
���
�	��
��� ���)��) &�����
) Un 
 Vn 
& /!�0 
 ����
��) &�����
� Wn 
& /!�0 �	)
n � !� �� "� . . . � N� Ǳ�
 ���
�	��
)5 
��	�&����) ��������	���) ����
+� Tmn�
! ≤ m ≤ n ≤ N�

	
� 67�
+
�	
&�+
)�8 Ǳ�
��
�� n ← !� 9������ ��� �����5 ��������5 &�����
)
/� 
����3U� 
 V�0 � T�� 
 V� ������������ /:	�� ���	�)���) ��������
V� � !.0

	�� 6%��� Wn�8 %�����
 &�����
� T�n� ���� ���� Wn�

	� 6%�� Un� Vn�8 2��	
�
�� n �� !� ��	
 n > N� �	��
�� &�����
���� ��'���

����3&���
���� ��� �	���� 
5 ��������5 &�����
) /� 
����3Un 
 Vn0
� T�n 
 Vn�

	�� 62�����
��8 Ǳ�
��
��

Tmn ← T��Tm−�,n−� . T��Tm−�,n−� . · · ·. T�,n−m��Tm−�,m−�



��� �Ǳ������ �� �	�Ǳ�

��� ����� ���

� T�n ← T�n−VmTmn �	
 � ≤ m ≤ n�
(
Ǳ�	� ��� ���� �	
 � ≤ m ≤ n �	����

tm � Tmmzm � Tm,m��z
m�� � · · ·� Tmnzn �O�zn���. ����

���  �!"�!��# ���� �$�� %��& � m ≥ � �'  ��� m � �' �	����# Un �
T�n � V�T�n � · · ·� VnTnn ��	��$ ���� � �����

)
()"!����#�
  ���� *��

+�$��$�� ���� ,-
�$
�� ��.�$�)� ��� �	�!����' �!��	/�$$� 0�$!�
1� 2���!� ��	�� �34567 8� *9:;946' <6� =���� � ��>���' �?@��A�� (!��
 �����
�	�!����' � ��B���"�' �� � /�'  � � � �	�!���� C' $ �!�,����
 )$�����	#$
,	#��& ,-�� ���
�� �	
 .!�$�$�
 ��$$D.� Ǳ!���! !�,�D �	�!���� �!�"���$
" ��!� >�

E!��& ��.�  ,!�B�$�F �����$$D. !
�" �!��	/�$ " !�,�� G� H� I645J
:5K 3� *� LM5N ���� �� ��>���' ���@�>�� O$ �$"�$ $� �� P� ��' �� ���$��!�$D�
���!�%�$$D� �!%���!D'  �!D� ���	#)�F��
 �	
 $�./��$�
  !$�& �!�"$�$�&
� ��&��"���	#$D�� ���	���' �/$ �� /� �!���$
�#  �!�"$�$�
� �	
 �����$$D.
!
�"� ( ����$���' �/$ !�����!��# ���� Q#F�$� �	
 �!�,	�/�$$� "D���R
	�$�
 ��&��"���	#$� ���	� t' �� �' �� f�t� � ?' � )���$$�
 P�$ %�
 f .!�
"���� ��,
 "  !���$��� tS ��	� x 
"	
���
 .!��� �!�,	�/�$���  t' � φ�x� �
x−f�x�/f ′�x� ,���� ��/� 	����� �!�,	�/�$���� T�����" x � t�ε' �	���� f�x� �
f�t� � εf ′�t� �O�ε��' f ′�x� � f ′�t� � O�ε�U �	��"���	#$' φ�x� � t � ε− (

? � εf ′�t� �
O�ε��

)
/
(
f ′�t� � O�ε�

)
� t � O�ε��� Ǳ!���$�� ��� ���F  �����$$D� !
���� Ǳ���#

f�x� � V �x� − U�z�' ��� U � V V�����$$D� !
�D �) ����� Q�&��� �����$$& !
�
t � z' �� &' �� f�t� � ?� Ǳ���# x � W�z � · · · � Wn−�zn−� � t � O�zn�V
W�!�,	�/�$��X  t �!
� � n' ���� φ�x� � x − f�x�/f ′�x� ,���� �!�,	�/�$���
�!
� � �n' �� 	# � �	
 ���. f � t "D�	$
F��
 �!���	/�$�
 ����� Q#F�$��

E!����� �	"���' �/$ "��	#)"��#�
 �	���FB�& �!%���!&�

�������� 	 ����������� �������	� 
�������� ���� ������� ��������� E�$R
$D& W�	��$��!� ��"$D&X �	�!��� ""��� )$���$�
 Un � Vn ��	��$ ���� �	

�k ≤ n < �k�� � "D"��� )$���$�
 Wn ��	��$ ���� �	
 �k ≤ n < �k��' �	���

�"��D �!������ � �k )$���$�& �$"!���$$ �	
 k � ?' �' �' . . . ' K�

	
� =Y$�%��	�)�%�
�A Ǳ!��"��# N ← �� �Ǳ	���� N � �k�� ("���� ��!"D�
 �PP�%��$�D U� � V� �V� � �� � �!��"��# W� ← U��

	�� =(D"��A (D"���� Wn �	
 N ≤ n < �N�

	� =("��A Ǳ!��"��# N ← �N� Z�	� N > �K ' �	�!��� )� $��	 !�,��' �$���V
""���� )$���$�
 Un � Vn �	
 N ≤ n < �N�

	�� =[�� Q#F�$��A (��	#)����
 �	�!���� �	
  ��)�%�� �����$$D. !
�"
���� ��!� ���' ��,D "D���	��#  �PP�%��$�D Qj � Rj �? ≤ j < N� �����$$�
!
��

U�z � · · ·� U�N−�z�N−� − V �W�z � · · ·�WN−�zN−��
� R�z

N �R�z
N�� � · · ·�RN−�z�N−� �O�z�N �,

V ′�W�z � · · ·�WN−�zN−�� � Q� �Q�z � · · ·�QN−�zN−� �O�zN �,



��� ���������� ���

��� V 	x
 � x�V�x
�� · · ·  V ′	x
 � ���V�x� · · · � ����� ������� WN, . . . , W�N−�

� �������� ����������� ����������  !��

R��R�z� · · ·�RN−�z
N−�

Q��Q�z� · · ·�QN−�zN−�
� WN � · · ·�W�N−�z

N−� �O	zN 


 ���� ����! � "��# $��

% ��!  �&��' ������� �(�� ��� �  ��(#��� N � �K �����������  ����
T 	N
) ���

T 	�N
 � T 	N
 � 	� ��! �� �'��(���� "��� $�
 �O	N
. 	��


Ǳ !�'� �(�� ��' �(! �������  ��(��! �� "��� $� ��+� �� !��� N�

"����) �����) �(�� �� $  �&����� ���(����� �(�� ��� ,� -�� �� ����� . ���
	/0123
  4#�� 	5627
 ��"( �����) ���� '� � �&#���! �������! �������'8
 !��� �'��(�!���! � ����9�+ O	N :;7N
�/� � ��������8 ��� ��< 	� #� � =
� ����� �(�� �� �(! ��(��!)  �&���+9< �9� &'�� ��
� -��� �& ����) � 	��

��������) ��� �& �9��� �������'8  !��� ��>�� �'��(��� ��(��� � ����9�+
O	N :;7N
�/� ��� ��<) ����� N → ∞� 	? � #��< ��� ��') ��������� � ��� @
����(����� ������) ��� N ��(>�� &'�� ��<�����(��� &�(�"�) � �>�� ���
�(�� ��' A  , �� �����#� ��������! � B&'�� ���<���#+9�C ��������


���������	
� ���
	
� D� E� . ��8�( 	F� $� /0GHIG::
  J� K� L���(
	M� N� OIGPP:1
 ��� �'� ��#&(����( ����� �& �9��! �������'8  !���) � �&#+@
9< O	N�
 ��� ��<) � ���� � 	�Q=�
) R��SR��) �TR� U��) �� �#9����#) ��������'<
�(�� ��) �����(����'< �����#) ���� '< � ����� � #� � �=) � ���� >� � ������
�����) ��� # �(�� ���� A  ,�

�������� ��	
�� L��&' �#��� �������� �� ������� � ������ xn ← f	xn−�
)
�(��#�� �#��� n@� ���#+ �������+ �����< �#��� f ���# � ��&�<) �� �� xn �
f
(
f	. . . f	x�
 . . . 


)
� V� ���(� f ���	x
 � x  f �n�	x
 � f

(
f �n−��	x


)
���) ���

f �m�n�	x
 � f �m�
(
f �n�	x


)
	��


�(! ���8 ��('8 m) n ≥ T� %� ����8 �(#��!8 �&�������� f �n�	x
 ���� ��'�(
 �(! �� ����(��'8 ��('8 n� W�( f �n�  f �−n�X������ �& ���'� �#���) �
�����Xx � f �n�

(
f �−n�	x


)
)  ��( �& ���'� �#��� �� ���(��' ���������'�

�& ����) �� 	��
 �� ����(�� �(! ��� ��('8 m  n� V& �9���  !���X���)
�� �#9����#) ��� ��! ��8�>���! �& ������ ����������  !�� f �−��	x
Y ��� �� )
������"��! 	�T
  	��
 #������(��+�) ��� z � V

(
W 	z


)
 t � W

(
V 	t


)
Y ����

�& ����) W � V �−���
Ǳ ����(�>�) ��� �����' ��� �������'8  !��) V 	z
 � z � V�z

� � · · ·  W 	z
 �
z �W�z

� � · · ·) ���8) ��� W � V �−��� Ǳ#��� uX(+&�! ��  ����! �#(+ �����!���!�
Z������ � �#���+

U	z
 � W
(
uV 	z


)
. 	�Q


[���� �����) ��� U
(
U	z


)
� W

(
u�V 	z


)
 ���&9�

U �n�	z
 � W
(
unV 	z


)
	�T


�(! ���8 ��('8 n� ?(�������(���) ���� � ����� �' �>��� �(! n@< �� ��
U �n�) ���� #+ ��>�� �'��(�� � &(���(��� � �������'� ��� ���� � #��
�(! ���8 n� 4 ��� ����) ��>�� ��>� �����(��������! 	�T
) ���&' �� ���(�� U �n�



��� �Ǳ������ �� �	�Ǳ�

��� ����� ���

��� 	
 �
�� �	��
	�� n� ������
�� �������
������ U ��/������ �����  �	�����
��� U ��/��

(
U ��/��!z"

)
# U!z"�

(
$�%
&�'�(� �'
 ����
  �	���� U ��/��� �����
		�
 '

�
���)���
 �&���)��'�	��
√

u � −√u ' ���
&�'
 �	��
	�� u�/� ' !*+"�
)

,� �������� ���&��
 &���	�-
	�� ' !*+"� ������
� 	���	�� & V � u� ���
�
.
��(� U� �� 	� �������
 �/��	� ����
	�
�&� ���0�� �
���1 	���	�� & 	
�������
����		��  �	���� U� 	���� ����
 V � u� ���/� '����	���&) !23"� �� 
� ���/�

V
(
U!z"

)
# u V !z". !*2"

4����  �	���� V 	���'�
�&� �������� 	
���
 U� ��&���)�� �	� /��� ''
�
	�
5�	&��� 6�7�
��� !89:;< =>?9@ABC9� ����� �����	� � !2��2"� *3DEF**"� G�&&������
������ 	��H�
	��  �	���� 6�7�
�� V !z" # z I V�z

� I · · · ����	�0� &�
�
		�0�
���� U # U�z I U�z

� I · · · � J�
'��	�� ��� u # U�� 
&�� '����	�
�&� !*2"�
Ǳ��&��'�' ' !*2" u # U� � &�/��' ���  ���
	�� ��� z� ����
� � ��&�
��'�.

�
�)	�&�� ���'	
	��� 	���	�(%�&� &

U�
�V� I U� # U�V�

U�
�V� I *U�U�V� I U� # U�V�

U�
�V� I FU

�
�U�V� I *U�U�V� I U�

�V� I U� # U�V�

� �� �� L&	�� ��� 	
 &�%
&�'�
� �
-
	��� ��0�� U� # + !����
 ���'���)	�0� &������
��0�� U� # U� # · · · # +"� 	� &�%
&�'�
� 
��	&�'
		�
 �
-
	�
� 
&�� U� 	
 �'��
�&�
���	
� �� 
��	���� ,�H	� ��
�����H��)� ��� ��������
� ���.	�/��) ��/�'	�
�
��0�� Un

� # 2� ��� ��� �� !*+" '��	�� ��� U �n�!z" # z� 
&��  �	���� 6�7�
�� '
���� &����
 &�%
&�'�
�� Ǳ�
�����H�� 	� ��	���� ��� U� 	
 ��'	� 	��( � 	
 ��'	�
���	( �� 
��	���� 4�0��  �	���� 6�7�
�� &�%
&�'�
� � '��	���
� &�
��(%��
'����&1 �M�� 

 '���&���)� 	
 �����0�� &��-��� �	�0� �&����N�

$�
��(%�� ����
���� ��
���H
	� G� Ǳ� O�
	��� !P� Q� R9C:<" �S� T� 4���/��
!U� V� W9XYZ"� [��'	
	�
 !*2" ���'���� � ����/	�� ��������
� 	� /��

 &��H	�0�
'���� 4���� �/������ �� ��&��'��� /��

 �/%�( ������� ��������� ������� ��

�
����� H
 '��� Ǳ�����
�&� 	���� V !z" # V� I V�z I · · ·I Vn−�z

n−�� ����
� ���

V
(
U!z"

)
#W !z"V !z" I S!z" IO!zn", !**"

0�
 U!z"� W !z"� S!z" � n ����	�� n�&�
�
	) �'���� � U!+" # +� \�� n # 2 ���&��
����H�� V� # S!+"

/(
2 − W !+"

)
& V� # 2� 
&�� S!+" # + � W !+" # 2� M���
 ��0��

'����H
	 �
�
�� �� n � *n1 &	����� 	���
� R!z"� ����
� ���

V
(
U!z"

)
#W !z"V !z" I S!z"− znR!z" IO!z�n", !*F"

���
� '���&���

]W !z" #W !z"
(
z/U!z"

)n
IO!zn", ]S!z" # R!z"

(
z/U!z"

)n
IO!zn" !*�"

� 	���
� ]V !z" # Vn I Vn��z I · · ·I V�n−�z
n−�� ����
� ���

]V
(
U!z"

)
# ]W !z" ]V !z" I ]S!z" IO!zn". !*�"

$�
��'��
�)	��  �	���� V ∗!z" # V !z" I zn ]V !z" ���'�
�'���
�

V ∗(U!z") #W !z"V ∗!z" I S!z" IO!z�n",

��� � ��
/�'���&)�



��� ���������� ���

��	
� ����� ������ ����	���� T �n� �����	�����	� �������	���

T ��n�  �T �n� ! C�n�, ����

"�	 C�n�#��	
� ��$���	��� R�z�% &W �z� � &S�z�� '��(��� C�n� ����
�	� �������	
��	
� ��� ��$���	��� V

(
U�z�

)
�� 
����� z�n% ������( ����� C�n� ��	�����)��	�*+

�� ��*�	% $	
 n��ε, ��	�����	�*��% �	�	��	 T �n� �	(���	����"� �������	��� ����
��	� �
	�* ������( C�n�� -����
	�% 	��� C�n�  cn�% ����$�
 T �n� ≈ �

�cn�

���% 	��� C�n� ����� O�n ./0n��/�% � ��
�1*� 2������3 (�
��4���� ����$�

T �n�  O�n ./0n��/��

Ǳ���	���� �	 �����	�% (�"�� W �6�  7 � S�6� 	 6% ��8��
� �	�9���
� ����	+
�����*% (�"�� 8�� �����9����� :	"(� ��(�4��* ����(��	� �� n% $�� �	�	��	 ����
��"����� 
	���� ;�	���<=���� ��	$	� ����
���	��	 ��$�� n ���4���$% � (�����9
(�8>>���	��� V �z� ������ $���� �����	��� �����
��� �����	������1�	 4��$	���
W �z�

(
z/U�z�

)
j !O�zn� ��� 6 ≤ j < n � �	(�����
 �����(	� ?��� W �6�  U� � U�#

�	 (��	�* �4 	������% ����$�	
 W �6�  7 ���*(� ��"��% (�"�� j  7, � 8��
 ���$�	
����	���� �	 �����	�% 	��� ���� �	 �
		� �	�	��� ��� n  ��

@�	�����	�*��% >��(��� A�B�	�� ��� U 
�)�� �����% �	��� �����	��	 ����
��� n  �% �% �% 7�% . . . � W �z�  U� � S�z�  6 ���(�� ��4% (�"�� U� �	 ����� ���� �
�	 ����	��� (���	
 �4 	�������

?��� U�  7% >��(��� A�B�	�� �	 ��1	����	�% (��
	 ���$��% (�"�� U�z�  z�
C���(� ;�	�� � =��� ��
	�� ����� ������ 
	��� ��$���	��� U �n��z�% ��)	 (�"��
U�  7% ��"����� �����*4������ >��(��� V �z�% ��(��% $��

V
(
U�z�

)
 U ′�z�V �z�. ����

?��� >��(��� U�z� � &U�z� �����	������� ���� ��� �	9 )	 V % �	"(� ����	���*%
$�� �9 (�
��4���� U

(
&U�z�

)
��()	 �����	�����	� ����, ��	�����	�*��% ��	 ��	�����

U�z� �������� �	�	���
� ����� Ǳ�	�����)�
% �������	��� ���	����� U�z�  
z!Uk zk!Uk��z

k��! · · ·% "�	 k ≥ � � Uk 	 6� =�"�� 
�)�� ��(�4��*% $�� ��1	����	�
	������	���� ��	�	���� ��� ���� V �z�  zk ! Vk��z

k�� ! Vk��z
k�� ! · · ·% (������

�����	�����	� ����� D��$��% 	��� 4����� ��(�� >��(��� V �z� � 	��� 4����� k ≥ � �
Uk% ��1	����	� 	������	���� ��� ���� U�z�  z!Ukzk!Uk��z

k��! · · ·% �����	���+
���1�� ����� =�	�	
�� ��	����� U �n��z� ����	��� 	������	���
 ��	�	���
 ����

P �z�% �����	������1�


V
(
P �z�

)
 P ′�z�V �z�, ����

"�	 P �z�  z ! nUk zk ! · · · � C	 >��(���% V �z� � P �z�% 
�)�� ����� � ��
�1*�
���9���1�9 ��"����
�� ��
� ���� 7���

?��� U�# k+� (��	�* �4 	������% �	 ������ 7% �� ��(�� )	 
	��� 
�)��
���
	���* ( >��(��� U �k��z�  z!· · · � U �k��z� 
�)�� ����� �4 U�z�% ����4�	�� l�k�
��	����� (�
��4���� ��
� ��4�	� ����E�� F�)�� ��()	 ����
���	�* ���$��% (�"��
U�  6G 	��� U�z�  Uk zk ! Uk��z

k�� ! · · ·% "�	 k ≥ � � Uk 	 6% �� ��	� ������� �
��
% $��� ����� �	�	��	 �����	��� V

(
U�z�

)
 UkV �z�k� =�"��

U �n��z�  V �−��
(
U

��kn−�	/�k−�	�
k V �z�k

n)
. ��H�



��� �Ǳ������ �� �	�Ǳ�

��� ����� ���

� ��	
��� ���� U�z� � U� � U�z � · · · ��� U� 	� � ����� α�����
������ �
!	�"
��	�  !�
 U�α� � α � �����

#U�z� � U�α � z�− α � zU ′�α� � z�U ′′�α�/$% � · · · . �&��

'
��� U �n��z� � #U �n��z − α� � α� (����� )
��
 ��*�� � +�,
�� -./01 203 4.256
������ � ������� ��	

� ������ V �� ����� �� ������� ���� ������ � ���!�
"� #$%&'(� ���������	 
�������� �� � ���	� ������	� �)(*+(,- .)/0.123+4 5%367839%�
��
��� :�  � ���� �� ;���:����� <� =�;������� �>� ?(@1837+AB� �� �����:C�� :��
���CD� �� � ��� �E��

��������	�
��� ������� F�GHH������I ��JK�!� ��������!� ��K� W �z�� K�0
�:������L��!� �;��  �������L ��K�

An�z�W �z�n M · · ·MA��z�W �z� MA��z� N �, �E��

!K� ��JK�� Ai�z�O��:��� �  �J�� GHH������� �IP��:��C  ���K� � ���K:�J��0
�I Q� R� #$7S (7T ?� U� R*($@� ���� �� ������� ���	�
�� V � ���J� ��;��
W� X� YK������!� � Z� X� YK������!� �[� \� ]4$T71^+AB (7T _� \� ]4$T71^+AB�
�� ����	����� � ����
�� ���	���` � ������� �	����

�Ǳ�������	

�� ���� � � ������� 	
�����	� ��� ��������� U�z� �� V �z�� �	��� V� �� �� ��� ��	������
�������� �	��� V� � ��

�� ��� � �	��� �	�  �!����" U�z� � V �z�#!��"� � V� �� �� ��$���� ���%������	� 		�&
�	'���� ��� !��"( V n��

� Wn� ��� Wn 	��������	 � �)�� ��� *	+�	 ���* �	�	���	�����
��� ������� ������"( ���	��

�� ���� � ,%��� �� ��������"* ���%������ ���������"$ �  	�*%�� �-�� �	��� α � � �
�	��� α � .�

� �� ����� � Ǳ	��+���� 0�	 ��	��� *	�� ���!�� �-� *	+�� 
"�� ��	���	���� ��� �"&
0������ eV �z�� �	��� V� � �� � 12V �z�� �	��� V� � .�

�� ���� � 3�	 ��	��	$���� ��� ������	$ ��� 	
������ ���+�"� �� �� ��� �"(	��"�
���0���� ���	���*� 4 ��� 5 	
������ �	���

� �� ���� � �6� 7� �%�� �8� 5� 9:2;��� Ǳ��*����� *��	� <�=�	�� � �"0�����= W �z� �
./V �z�� �	��� V ��� �� �� 	�������� �	���� � ���� ������	�	 ���� %�������� f�x� � �� ���
f�x� � x�� � V �z��

�� ���� � �	�	���	���'��  	�*%�	$ 	
��>���� ?�����+� �.@�� ��$���� ��	�	� �"&
��+���� ��� �	�  �!����� Wn � 	
��>���� z � t� tm�

� 	� ���� � A�� W �z� � W�z B W�z
� B W�z

� B � � � � G�t B G�t
� B G�t

� B � � � � G�t�� ���
z � V�tB V�t

� B V�t
� B � � � � V� �� �� ?�����+ �	������ 0�	

Wn �
.

n
�tn���G��t�/�V� B V�tB V�t

� B � � � �n .

�C		��	'���� �.@� ������� 0���"* �%0��* ����"�%>��	� �	��� G� � V� � .� G� �
G� � � � � � ��� D�'����� ���	���* 4 ����* 	
���	*� 0�	
" ��� ����	$ 
	��� 	
>�$
��%�!�� 	� �"0���� �	�  �!����" W�� W�� . . . 
�� ���0������	�	 %����0���� ���*���
��
	�" ���	���*��


� ��� � E�	���%� ���	���* 5� ��$���� ���0���� Tmn ��� ����"� ���� �	�  �!����	�
	
��>���� z � t � t��



��� ���������� ���

��� ���� � ������ y � xα � a�x
α�� � a�x

α�� � � � � 	 α �� 
� Ǳ������	 � ���������
����������� � ���������� x � y�/α � b�y

�/α � b�y
�/α � � � � �

� ��� ���� � ������	
�
� �������� ������� Ǳ ���

U�z� � U� � U�z � U�z
� � � � � � V �z� � V�z � V�z

� � V�z
� � � � � .

!�������� "��� ��#����$�	 �����% ������&�� "����� N ������������ U�V �z���

��� ���� � '�%���� ��&�� $��� �������$ "�����$�� � �������$ ���"����( �&���� ����)
�� "�����$� u�x� � v�x� ���"���% m � n �������������� ��� "���$� Ǳ������	 � ��%��
"�����$� q�x� � r�x�	 ����	 ��� u�x� � q�x�v�x� � r�x� � *+,�r� < n	 ��"���� & �����
�"������ �� ���"����$� �&��$��

��� ���� � �������
���
� ���
�������� �����
��� -��#�� ���.(���$� ��%�� "�����$�	
����/���& �����( �$�0� ���� �� ��������� �����	 � � ������ ���"����� �&���
'�"��$��	 ���� W �z� � 1 � z � 2z� � 3z� � � � � 	 �� � 4���� �� ������ ��������( �"���.�
"�����������& W �z� � ���� w��z�/w��z��O�z��	 #�� w��z� � w��z�5"�����$� � *+,�w���
*+,�w�� < 67

�1 � z � 2z� � 3z�� / 1 � 1 � z � 2z� � 3z� � 
z� � � � � ,

�2 � 6z � 8z�� / �2� 3z� � 1 � z � 2z� � 3z� � ��
�

z� � � � � ,

�1� z� / �1� 8z � z�� � 1 � z � 2z� � 3z� � 13z� � � � � ,

1 / �1� z � 8z� � 8z�� � 1 � z � 2z� � 3z� � 19z� � � � � .

:����������� � ���� ���#� ���� �.���� ������0� ������
���
�� Ǳ���	 �� � ���
�� ���� ;� <� Ǳ��� �=� >� ?@*A+� �������� ��	��
� �� � ������ ������� ������	���� �2� � �1BC8�	
D1EDC2F �2� �� �1BCC�	 2C9E68G��

Ǳ������	 ��� ��� �""����$���� Ǳ��� W �z� � w��z�/w��z� � O�zN � � *+,�w�� �
*+,�w�� < N $���� "�� ����	 "��$��&& �.�.4����% ��#����$ <�����  "�����$�$ zN

� W� � W�z � � � � � WN��z
N��	 � ��������� ������������% ��#����$ ��& �� ��&	 �#��

����� Wi 5������ �!��	��
�� !$�  "�� 6�G�1E8G��

� ��� �"�#� � -�"���� & �83� � �8B�	 ��"�/��� "����.�� $���� ���������& U �n	�z� H�����
� I�� .�	 �#�� U�z� � z � Uk zk � � � � �

�	� �"��� � J��% ��� ������ �$��� � ���& U�z�	 ���� � �83� V �z� �$��� "���� 0
���$ zkK J��% ����� $���� ������� ������������ �������% U�z�K

��� �"��$ � Ǳ ���	 � �  "� B	 W �z� � G�t�� LM�������%N $���� ��(������& �����)
������� W�	 W�	 W�	 . . . ����7 "�������� n � 1 � R��t� � G�t�	 � ����$ ��(������ ����)
��/���� WnV �t� � Wn��V �t�� � � � � � Rn�t�	 ����������� "��������& Wn � �t�Rn�t�/V�	
Rn���t�� Rn�t�/V �t��Wn	 n � n � 1�

O������ ���$ � P�#����� ��  "�� B	 "�����	 ���

1

n
�tn���R�

k���t� tn/V �t�n �
1

n � 1
�tn�R�

k�t� tn��/V �t�n�� ��& ���( n � 1 � k � 1�

� �
� ���� � ����� ���"����% �&� V �z� � V�z � V�z
� � V�z

� � � � � � M"������$ �������%
����
�� V � .������� 0 ��.��� ������������ vnk � n


k

�zn�V �z�kF n)% ������
�

�&'()*'+,� V �"�����&���& � Vn�x� � vn� � vn�x� � � �� vnnxn� O������	 ��� ���"�����
 ���������&�� �.4�$ ���� ������

Vn�x � y� �
�

k

(
n

k

)
Vk�x�Vn�k�y� .

�'�"��$��	 �#�� V �z� � z	 "�� ���$ Vn�x� � xn	 � ��� .���$������& �����$�� J�#��
V �z� � QR�1/�1 � z��	 ��#����� 1�8�CE�8G� "�� ���$ vnk �

�
n
k

�
� !������������	 ���"�����



��� �Ǳ������ �� �	�Ǳ�

��� ����� ���

Vn�x� ����� xn� 	 
����
�� �������
 � ������
�
��� ��������� � ���� ��������� ����
V �z� � ez

� �� ���� ��� Vn�x� �
�

k

�
n
k

�
xk� 	 ����! "������ #��	�����
�� ������
��(

l $ m

m

){
n

l $ m

}
�
�

k

(
n

k

){
k

l

}{
n� k

m

}
,

��
����� ����� � ��� �� %���� &���	� 
���������� 
�%�	'� ��#""	'	��
��� ��
����
����	��(
 � ���%	��
����) ��
���
	�� 	 ����	�� �����	
���� 
���� �������(
�! �
�*
������	 ��
�	'��	 �
������+ �!����

��� ,���� - Ǳ������! ���� �/� ����	
��  
� �
�����	 
���� �����
���!�
 �������	(

xVn�x$ y� � �x$ y�
�

k

(
n� �

k � �

)
Vk�x�Vn�k�y� .

,������	
� 0�����
�	
� ���	�����( exV �z��-

��� ,��� - Ǳ������! ���� �/� �����	
� ���  	��� vnk � 
���	��+  	��� vn � vn� � n1Vn

������� �
��%'� 	 ��)	
� ����
�( ��������
��( "������� ��
���! ������	
 ���� 	
�
��� �
��%'� 	� ��������
������
	 v�� v�� . . . � 2  ��
���
	� �����	
��  
� ���	 ��� vn 3
'����� 
� ��� vnk 
���� '�����

��� ,��� - Ǳ������! ���� �/� ��������	��  
� W �z� � U�V �z�� 	 U� � 4� &����	
��
 
� �
������! ��
�	'� W ����� ���	�����	( �
������+ ��
�	' V 	 U 5 wnk �

�
j vnjujk�

� ��� ,���� - Ǳ������! �����6�� ��������	�� ��������	��  
� V� �� 4� 	 ���
�
W �z� � �V ������z�� 7���� ��	� ������ ��������	!3������
��  
� �
������� ��
�	'�
V 	 W 8��)�
�����9 ��� ����): ����	���� ���� V �z� � ;<��/�� � z��� 
� V �����z� �
� � e�z � W �z� � ez

� � 	 ���
��
�
��(6	� �
������� ��
�	'�3#
� +���=� 	����
���

��������	�	 >
	��	��� vnk �

�
n
k

�
	 wnk �

�
n
k

�
�

?� &����	
��  
� "������ �%��6��	! �������@/� �!  	��� >
	��	��� �%� �� ������!*
�
�! � %���� �%6�� ��� ��5

�

k

vnkwkm����n�k �
�

k

wnkvkm����n�k � δmn .

A� B� ���
��=��	! vn�n�k� � nk ,zk- �V �z�/z�n�k �! "	��	�������+ k �����
�  
� ���	*
 	�� vn�n�k�/V n

� !��!�
�! ���	����� �
 n �
����	 � �k� Ǳ�#
��� ����� ������	
�

vα�α�k� � αk ,zk- �V �z�/z�α�k

�! ���	��������� α� ���� k3���
�	'�
������ '����  	���� ��� %��� ��������� �!
 	��� >
	��	��� � ������ ������ &����	
��  
� v��k���n� � wnk� �C
� �%�%6��	� "����*
�� �������DE���

� ��� ,���� - F��� �! U�z� � U� $ U�z $ U�z
� $ � � � � U� �� 4: α*	����	�������� �����	�

U�α��z�3#
� �
������) �! V �z�� ������
�( ����������) �������	��

V �z� � U�zV �z�α� .

?� &����	
��  
� U����z� � U�z� 	 U�α��β��z� � U�α�β��z��

A� Ǳ��
� B�z�3����
�) %	���	�����) �! � $ z� G� ����=� ��
�� ����� B����z�H

I� &����	
��  
� ,zn-U�α��z�x � x
x�nα

,zn-U�z�x�nα� ������	
� J��	 W �z� � z/U�z�α�


� ���� 	� U�α��z� � �W �����z�/z��/α�



��� ���������� ���

�� ������	
� �
����	
���� �	� ���� �	
�
���� Vn�x� ����
	����
	 �
 	���� ���
��
�	��� �� ���� � � �!� �� � ���
��	���

�x " y�Vn�x " y " nα�

x " y " nα
#
�

k

(
n

k

)
xVk�x " kα�

x " kα

yVn�k�y � �n� k�α�
y � �n� k�α

�

Vn�x � y�

y � nα
� �x � y�

�

k

(
n� �

k � �

)
Vk�x � kα�

x � kα

Vn�k�y � kα�

y � kα
.

��	
��� 
���	� �����	�� ������	����� ������� ������ ������� �� �!"��!� � �	#
���
��� $��	 �� �!"� !� � �� �!"�%&�' 
���� (������� �)�� �� �!"%*�+

��� ����� + �,� -	�����
��.�� Ǳ��0��1	� � ��� 1� 0�2�� )��0)���1��� ��� U � �unk�3

��)���	� �	���4	 U�z� � z � U�z

� � � � � � Ǳ�
�� un � un� � n5Un�

6� 7�8�
����� �	� ���
���� �	���4� 9:U � ���� 
��)���	� �	���4	 U �α��z� �	����	
�
;<=�α 9:U� � I � α 9:U � �α 9:U��/ 5 � � � � �

>� Ǳ�
�� lnk 3?������ �	���4 9:U � �	2�0�@�.
� �	 )���
������ 
����� n � 
����4	
k� � )�
��

ln � ln�, L�z� � l�
z�

 5
� l�

z�

��
� l�

z�

��
� � � � .

����	
�� ��� lnk �
�

n
k��

�
ln���k ��� � � k � n� ���������� U �ε��z� � z�εL�z��O�ε����

�� ��������
�� U �α��z� ��� �� �!
" �� α 
 z 
 ����	
�� ���

∂

∂α
U �α��z� � L�z�

∂

∂z
U �α��z� � L�U �α��z�� .

�#����$����% � L�z� � �lk/k��V �z� &�� V �z�'�� �!
� $ �()� 
 �(*���

+� Ǳ���	
�� ��� ���
 u� �� - �
��� ln ��	 � $.�
��
�% /� ������� � �0 �������

l� � u�,
n�

k��

(
n

k

)
lkun���k �

n�

k��

lkunk .

1�� ������� 
�/��%2�$��% ��  �" ������� � �" ������� ��&�� u� � -3

4� ����	
�� ��$� ��$�

un �

n���

m�	

n�

m�

�

k������km�n�m��
k�,...,km��

n	

k��

n�

k��
. . .

nm��

km�
lk� lk� . . . lkm ,

&�� nj � � � k� � � � �� kj � j�

��� �	
�� � 5��� ���/�  �0 ��� U�z� � U�z � U�z
� � � � �  &�� U�  � ��$ � ��� " 
2

��
 
!.� Ǳ���% U � �unk�'���/�  �� ����
!� U�z��

6� 789�� 
�� ��� $.�
��
�% ����
!� :;U ���
� �8��2�� ���8. ���/�  �� ����
!�
U �α��z� ��$ ����% 4<=�α :;U� � I � α :;U � �α :;U��/(� � � � � �

>� Ǳ���	
�� ��� ���
 W �z� ��	����$�  �  � ��$ �  ��" 
 ���
 U�W �z�� � W �U�z�� ��
W �z� � U �α��z� ���  �������&� ���/���� �&� �
��� α�

��� �
� � Ǳ�
 U�z� � z � Ukzk � Uk��z
k�� � � � � 
 V �z� � z � Vlz

l � Vl��z
l�� � � � �  &��

k � ( l � ( Uk �� - Vl �� - 
 U�V �z�� � V �U�z�� ����	
�� ��� k � l 
 V �z� � U �α��z� ���
α � Vk/Uk�

��� �
�� � Ǳ���	
�� ��� ���
 U�z� � U	 �U�z �U�z
� � � � 
 V �z� � V�z � V�z

�� � � �'���?
/�  .� ���. $�� ��@��
!
� �. �����.A ��$ . �
8� - �
8� � ��	 � /����
�% /��$.� N
��@��
!
� ��$ U�V �z�� /� �����" ( 2� O�N��ε� B�&�$ ��� �"8�&� ε > -�



��� �Ǳ������ �� �	�Ǳ�

��� ����� ���

��� ���� � ��� ����	�
��
 ��� ������������ ������� 
���

������ ��
 ���! �������"#
��� �$�! ��% &'"�(����% ��)���*�����& W �z� + V �z�V �qz� . . . V �qm��z� ,
� -�����'. q
� m � ��)���*�����& V �z� + / 0 V�z 0 V�z

� 0 � � � � Ǳ
��,�������(%! "�� q �� 
�&�� ��
��
�- �����*'�

� ��� 2���� � ��� �	
	��3)�� (�  � &��� V �z� + V�//
z0V�/4

z0V�/5
z0� � � 6 ,
��-&������

U�z�V �z� �&�. ����. 
%��&3)�� 
%� ��
�.�� W �z�! � ����
���

Wn +
�

d�n

UdVn/d .

7	'"�'� (��,���'� 
%�'3"�(��'� (��"�� 
%��& ��
�.��! ��� ��� V� 0 V�z 0 V�z
� 0

V�z
� 0 � � � + V�//

s 0 V�/4
s 0 V�/8

s 0 V�/9
s 0 � � �! ����� z + 4�s� �� (� � ���� 
%�'

��
�.�� )�&�&������' (��,���' 
%�� &��� V �z�, z�, . . . � ( ,
��-&��:�'  ��;�(�&� 
,�
� ���'.! ��� zk + p�s

k � pk 3 k#� ,
�(��� "�(���
������� 
���

������ (�����<����! ( ,� �=:� ����
���  �;�� �	�	=��: �$� � ��
#

 ��� �- �,
� 8! �(�� ,
��,���;��:! "�� -���� 
%� ��
�.�� V �z� � "�� ��;�� &'"�(���:>
�?�W �z� + V �z�α! ����� V� + /6 ���W �z� + �@AV �z�! ����� V� + B6 �C�W �z� + �DV �z�! �����
V� + /� 2������	� Ǳ�(�: t�n�3�	=�� "�(�� ,
�(�'.  ��;������ n! &���"�% �
���'�!
� ,�(�: δ

�
n Vn/nz +

�
n t�n�Vn/nz � Ǳ���;���! "�� �,�
�*�% δ �������"�� ,
��-&�����!

��,
� �
 δeV �z� + eV �z�δV �z���

����� ���	
����� ��
����
 �������� �����
��

������
 Ǳ	�����

��� ��� � ����� ���� ����������� ������� ������
� ������ ���!�

�" ��������#��� �� ���	$���� �
� ����������

������!��
������ ��

�
 %������

���� ������#����������� ������ Ǳ	�����

&��������� �
��� ��'� 
�����	�� �����!�

���� � ������������
���
������ ��

�
 %�������

� 
���	�� 	�������
� ��(��� ������� ����� ����
)����!�

� ����� ������ 	
�
�
 ���������

Ǳ���� � $�
�� �� �
�) 
����) 	�����

&�#��
� ������������ $�� ����� ����


������
� ������� ��
��  !"# ������

��� ��� ���
��� ������� ������� �) 
�������

� $%&��% ���''�(�)'�� 	�*+
�* ���,,�-�.,�����

*�$��� ���
���� /010/ 	���/�





������ � �Ǳ	
������

��� ������	���
� 	��	� 
��
����� � ���
�
�� 	 ������� ������� 
	����

��������
��� �����
�� ��	������� ��������� �������
���

. . . ����	
���� ��� ���� ���� �� ���� ������
���� ��
��
� � 	������������

������	����� 	 �������� ������� �� ����� 
� ��

�������� 
�������� �����
������

� �� �� Ǳ��� �	� 
� ���	��� !"#$%&' ()*+,)+ -",./%0 ������

Ǳ��������	 
 �Ǳ�������	�

�� ������� ���	
��� �
� �����
� � ������������� ��
�����

�� �������� ������� ���� ������ ���� ! ��
������ ���
� ���
� ""# ���$ $%��
���&
�� '�((�)*+�( ,-).+(� $ "/01 2��� 3 /40##� 5 6"14"/� 5 7"748#� 9 76670"� �

�� :��� �; �����
�& �������� <��& ���2� ���	=�
! �� ����
 �������� ;������
>���
����;���
>��$�� ?�! � ����
���@! ��;��� �2� ;������ 	%
 �
����� ��
! ��	% $��A
����> �2��

����� ���

�� �- B��	=� 2�$���! $% ��������� ������! ��� ��� $
���
>C% ��
�D���$ �� $�;���A
����� $%	���@� E���2
%�F ������� B�������! $ �������%G ��&���G ��
�D���%� ������
������$
�$�@��� �
��&�%� �	��;��� ?� $ 
@	�� �
��� 	%
� 	% ���	��& �%���>��
��
���> �����
>�� ���
���$���
>�%G �
��&�%G ���
 �� ����& � ��& �� ������C�! ���
��� ���� � ��� �� ��
�D���%& ����� ���� $������� $ ������ �����
>�� ��; �������

�H B% $����
>;�����> 
�$�& �
� ���$�& ������C�&I J�������! $% $%	����� �����
�� 
�$�& ������C�! ��;��
��� �2� �� 6 � $�;>���� ���$�@ C�D��� :	=��� ��
� ������C
�
���$�
� 	% 	%�> �����%� 6#! �� ���� ��
� <�� ���! ����%& ����� $�� ��$�� �	
�����
������
���%�� �������������

�) K������$�� �� 2����G ����� �����
>�� �������� ��������@ �2��
>��& �����! ��
�
� ����������G C�
�& <��� ����� $��
�� ���$
��$�����
�� �� 	%
 ����
>;�$�� �$�����
��� ���2���$�� �����
>��G �������$ �
� <��& ���2� � ��� ����� ���	� �� �"/8" ! /7L/4!
2�� �	�����@��� �2��
>�%� ����� $ $��� �����<����

�M �N��� �
���%& $����� $�
@�� $ �����$� �@����;�� O��
� �� $��
�� ��$��A
����� ��������
���� P�
� ������� ��
� ;���2�������$���%G ����C $ ������ ��$�� m!
$���������> ��2�! �� ����� ;���2��������� k ����C! ��$�� e�mmk/kQ ���������$����
��������
���� R ��� �� C�D�� E#F $%������ � $���������>@ e�m

�
k�� m��k/�"#k Q � �� ��

B ��������! �
����� C�D�� 	���� ����& � $���������>@ e�m )�S.m 9 �

�
5 �

�
e��m! � ���

����2�� �� ��$�� �

�
�G��� ���	�� �����	������
>�� ��
�! ��2�� m $�
��� �



��� ������ � �Ǳ	
������ ���

������ ���	
�	��� ������� ���� �	��� ������	��� �m�, . . . , m�� � ���	� ���
���
�� j� �� ����
��� mj ��
��� �	���	� �	� mi �� ��	� i �� j� �����
��� ��	
� ��� 	���
����������	 ����	��	 ����	�� ���		 ������ 
��� ���! �"��!

�#� ���	�� ��������� 	��� �
	�� �
��	��		 � ���	��� ����
�  �$
�� ��%�����! &	�
�	 �	�		 �����'�� ����'	�� � �
������� ��%���!

�(� )� *	�! +��� ������ ����
��� ��
	�	�	���	  �$
� � �����	� �	
��������
���! ,�!

�"� ���	�� �
� ����� 
���
	�	�	��� ���	
�� �	
������� ����� ��� �������  �$
�
�
����	�� ����
���	� ������� 
���� �

��
!

�� -���� ����� ����	�����	������	� 
���� ��������������% ��.$$� �	��% /0000001/
�/000001��� � ����� ��
����� ������ �	
������� 
���� .���% ����%� �	�	����% �� /0��������
����� ��	� ����	�����	������	�� ���	
'�2�� �������  �$
! 3������% $�
�%�% 4��
5
������ ����	�� ��� �	
������� ������ � //�/6π�/0��

�
7π� � 7.86 � /0���! 9
%�� ����
�

.�� �
�������� � ����� ��%��	 �� :� /0��!

�� ;0:080:0;0!

�� �<� *� ��� =// �� ������	� ������ ����	 ���� =/0 ��� =7� � � ����� ��%��	 �	���
����
%'���� ��� X �	 ��'	� 
������ �%��! >��� �� X ��� �
������� ����	��	 ?�%��@
�� .��� ���	� �� ����
��� ������� �� �	 ��������� ��
��
���� �� �������� ���!

�A� >��� X %�������	�� 
����� ;B;0C8/686� �� ������	�� ������� ����� '	 ��5
����	��� ����� �� ����! /! D���� � ������� � ���� ��� �� ������	� � �������	 =//
Y E / � , 
�� ��	��� Y E / � : 
��� ��	�����	����� ;B;0C8/686 � 8B,0B070C,! F���������
8B,0B070C, � /776C/CC07 � ;/,78676B, � ;;/CC6,:,C � 60680;B:70 � 60680;B:70 � � � � !

�� 4%2	���%	� ������ /0�� �	���������� ���	�� �	����
�	 ����	�� X ���'�� ��5
���
���� �� �	
��� /0�� E / �����! 3 ���� ���
� ����	5���%�� ����	��	 �����
����
����	�����	������� �����
�� ���	 �
	'�		 ���	�	��	 ������� �	
�����������!

�� �<� 3������% �	 '	 �
�%�	���� ��� � � �
	���%2	� ��%��	� �	��� ��������� ���
� ����	�����	������� ���'�� � ���	���� ��	�	 �����
���� ���� �� ����	���! Ǳ%��� �
�	
��� 
�� ����	 �����
	��	 �
������	� �� ���	 μ E λ� ��	 Xμ�λ � Xμ! �H�� %�����	
��
	�	�	� μ � λ!� I� ���%��� 0 � μ < m� 0 < λ � m� μ E λ � m! J���	�� μ � 0�
λ � m ���������� ����� � ������ ������ ����� f ��	��  �����	���� �	
	����������
� μ � m � /� λ � / ���
	����� ���
��	
� 	��� X� � 0� f�x� � x E / �� x < m � / �
f�m� /� � m� /!

�A� K� r > n ��		� Xr � Xn ����� � ������ ������ ����� r � n �
���� λ � n � μ!
J������ X�n � Xn ����� � ������ ������ ����� n �
���� λ � n � μ! �'���	��	 
	�%������
��	�%�� �	�	
� �	���	����	����! L���������� H��� � �%2������ �������	������ ���	��5
���� ���	�����	����� %��	
'�	��M ?4�	�	�� .�	�	��� ���	���� ���%�
%��� ��������
	������	���� ��	����	����� .�	�	��M �������	 X� � a� f�x� � ax!N

�O� P�� ������ n ����	��� �	�	
�
%	� Xi � Xn�i �� i � 0 �� �	� ��
� ���� ����	��
�	
��	 Xi � Xn�i� ����� μ � i! >��� �� ���� �� ����	��� Xn�i �
� 0 < i < μ �	 
���� Xn�
������� λ � n� ����	 λQ����	���		 �� ����� i!

�� �<� *���	���		 ����	��	 n > 0 ����	� ��� n � ���n� � /� �
���� λ � ��n� � / � μ

���� n � 7�	
���μ��,λ�� � / E λ! LH�� ��'�� �
������ � ����	����� n > 0� �
� ����
��
X�n � Xn� �! 	! λ��μ/λ	E δμ��!N

�A� *�����	 �� ����	�� X � Y � X�� k � m � /! �*� ����	��� �	��	 � .���
����
���	 ���%��� X � X�m�k��� Y � Xm�� � m � ��7m � k�!� K� �	�	
�
�����
��	�%�2	�� ��%������� ����� �������� ����	 ����! R�������� X 
 f�X� � k 
 k � /!
>��� X � Y � ��������� ������ �	
���� λ 
���� m � k�! >��� k � 0� %�������� Y 
 X�
m 
 7m� k 
 m! Ǳ��%��� X!



��� ������ � �Ǳ	
������ ���

���������	 ����� ���	
�� ���� ��������� ����� ����� ������ � ������� ����
������ ���� � ������ �� ���! Y " Xni ����������	
� n� � � ni�� � � � �pni�
��� p��
��� ����� ������� �� �� ������� ��� ��������� �������� p �����������
������  �!""� �����#��� ����� $% �����&�' �� ��������
 � �����&��' ����� p �  �
()*� ���� !�+�!,!�-

������ *���� �������.' � (/- �*��� �������.� ���������� ��� ��� *���� ��������
*���� �������'�.0 ����� ������ ��* ����������	 ��������������� �����*�� � ��������
��������* ������ ����� λ � � μ �  k� 1���� ������� �� ���� 2��'�� (34567- �� ���� 8 (/-9
����������� �������	 Y � X�n � X � Xn ��� n � � �   . . . � Ǳ���������	 ���������
������ ;���&�������.0 �&���� ��* ��	 *����� <����� �� ��� ������������� *�����
2��'�� ������ ����������	 ������ ��* �
��� ����� ��	����	 �����.�

) �����' ������. ���� f ���������� (�����*�� ���� �������. �������	 X� X� . . . ��
������������ ���������- ��� ���� ������ ������������ f  �� � =��* ������ �������������>
��� ���*��	�� �����
#�' ����������
#�' &���. �������* �����.' �.� ���������
?� @� A������* (B� C� D5EFGH-9 ��	 ���� ����. �������� Xn ��������
� ����*���������

�����&� �������' T� T� . . .  Tm ��� m � �4I n�� )������ �������* T� � X�� J�	 n � �
  . . . ���������* Xn � ����.* �� T� . . .  T���n�K ���� � =��' �����&� �� ��'����	 �����
������� Xn �� ����������* Te�n� � Xn ��� e(n- � LMN�e �  e ����� �� n � ��� O� ����
��'����	 ����� Tk ��� Xn � Tk �� λ � n �LMN� l � l < n � e(l- � k�� Ǳ���� ���������	
Xn �������	 Te�n� ��������������� ���������* =�� �������� � Xn�� Xn��. . .  Xn��e�n��� �
Ǳ�=��*� ���&����� ����������	 ����� �� ����� ������������	 Xμ�λ�j  ��� j � � 	��	���	
*���*����.* ����� ��0 j ��	 �����.0 �.����	���	 ����������� e(μ � j- � 	4I λ
 � ��
Ǳ�� ������������� =���� *����� �� ���� �� �������' X �� ��	��	���	 ����� ���0 ��� �
�� ����� ��* LMN(�,  ��� λ���- �������' �����'�.0 ����� ��	����	 ����� ������ ����� PQRS
TR UM/5HMV5H6 QGL5  $W (3G/HXMH6  W �W" - YMZ[ �$ �\

?� )������� (B� ]G7IG^_Z[- �̀ A� a�*�����' (S� D� ]b6LMcE[_- � d� e� f� (T� g� hM5-
���������������� ����� �����.' �������* ��������.' �� ������������� ����*�����
m �  � g � �9 ����*��������.� �����&. ���*������� m ���
��
� X� Xb . . .  Xqb ��
*�*��� ����� Xn �.������� ��� b �  ���n/m� � q � 	n/b
 � �� i��� n L57 gb < b Xn

�����������	 � �������.*� ����.*�K � �������* ����� ��������� �.����	���	 � *. �.>
����	�* μ � λ ��������	 �� ����� ��* (g��- ����μ�λ���� �.�������' f � i��� �.�������� f
����*��� ���*	 τ � ���� �������� ��������� Xn � �������.*� ����.*� ����*��� ���*	 σ
�� g *���� �.�� �.����� ��� ��� ��#�� ���*	 ����� ����� ����� (μ � λ-�τ � O(στ

m
-�/��K

���� σ/τ � O(m- �� ���*	 ���� ����*������ <���� ���� Xn �� �.����	���	 ���� ��
�.�������	 ����������� μ�λ > mn/(m�!g � -� j��� =��� k��������.'l (5c4_cG- *����
*���� ������������ ��	 ���������������� ��������	 �������.0 �����'�.0 ����� ���
��� ��	 ��������	 ������ ����� ��������	 ������  � O(m��/�- �.�������' ;���&���
P������ �� (�Wm - $"8,$W��\

�� (M /- ��, ��, . . . P8 �������.0 �������	\K ��, ��, . . . P�W\K 8�, 8�, . . . P�+\K +�, +�, . . . P�\K
 !, +",  !, +", . . . P$\� (Z- ! ��� 8WK ��� =�� ����� ��
� *�������� �������#�� �+ �������.0
�������' � �*����9 ! ��� 8W "8 "" W  !8 �� �  �! �W $8  W m! �+ �  ���

�� ) ���� *�*���� ����� X < bn �������* X� < b�n � ������. ��������� ����.
�X�/bn� � X�/bn� i��� X > � �� X�/bn < Xbn/bn � X�

��� i��� X � abn �� �����
#�� ����� ������������������ �*��� �� �� ;��*�K ��� �����
(a� L57 bn-bn� i��� a ������ ���* �����.* *�������	* b ������������������ ������
�.������	 � ����K ����� ��� �.������	 � &���. ����� ����' �� ;��*. ��� ����� X�

J����� ;���. � *����� ������ ��������� ��'���. <� n�������* (o� pMcEE5c ��	
��
����� ��	������� (]V5Z[q54L9 T4Lrs_EV t C_[EG44 �W88- ]GZV_5c $T-� �̀* ��� ����>
�������	 *��������*� ���'����*� ����� �����.�������� ����� ������ ��� ����� $"W 



��� ������ � �Ǳ	
������ ���

�������� ���	�	�
�	��	����� ����	� � �����������	� ���	�� ������ �������	�� ���
��� ����� � ��������� �	��� �	 	� ��� ������ !������� 	�	 ���"�#���	�	�
�	��	���	$
� ��% 	� ������� ��� ��� � 	 ���	"���� �� 
�	���� ��	"����� ����� ��� � � �� � ��&

��� '��	���	��( �	 	� ��	 λ � � � μ � )*+�	 ���	���	��( �	 	� ��	 X� � X�� � �����	*
�/m, '��	���	��( �	 	� ��	 λ � �� μ � � ��� λ � �� μ � )�*+�	 ���	���	��( �	 	� ��	
X� �� X�� � �	 	� ��	 X� 
�������� 	
���������� �������� �, �, ����� -� � �/m.-�/m.,
/���	 ���	 ���	���	��( �	 	� ��	 
	����	�����(�	��( ����� �0��� ������� μ � λ� ����1
���� 2%��3��4 �	�(�	 	� μ 5 λ� � �����	6

P -μ, λ. �
�
m

�

��k<μ�λ

(
��

k

m

)
.

'��	���	��( �	 	� ��	 λ � �� ������� � ����

�

μ��

�
m

μ�
k��

(
��

k

m

)
�

�
m

Q-m.,

 �� Q-m. 	
�������	 � ������ �,�,��,�� ��������	 -�., Ǳ	 ��������% -�8. � �	 	 "�
������� +�� ���	���	��( 
�����"���	 �����

�
π/�m � �.�8/

�
m, 9���� ��	 �� 	���� :

�%��� ����� ����� ��� � �����	�����	� 
������� ����� 	��	�% � ;))))� ���	�� 
	��� ��
����� ��%����, <�, ��% �� �	��������� 	 #�	�	����(�	���$ � %
�, �8,

���

�
��λ�m
��μ<m

λP -μ, λ. �
�
m

�
� 5 �

(
�� �

m

)
5 �

(
�� �

m

)(
�� �

m

)
5 � � �

�
�

� 5 Q-m.
�

.

-<�, 
�����%��4 	����, ' 	���� ��%���� ���� f-a�, a�, . . . . �
�

n�� an

�n
k��-�� k/m.� �	

f-a�, a�, . . . . � a� 5 f-a�, a�, . . . . � f-a�, �a�, . . . ./m� 
������� +�	 �	"�����	 � an � -n 5
�./�,. Ǳ	+�	�% ������� ������� λ -� � ���% ��������� P -μ, λ.� � ���"� μ5�. 
�����"���	
����	

�
πm/;5 �

�
, <������ ������� μ5λ ��������� �	��	 Q-m.� ��	 
�����"���	 ����	�

πm/� � �

�
, =/�(����������� ���	�� � ��% �� ��%�(����� ���0��� ����
�	��������

������� �	����	�� 
���	����� � >, ?@ABABCD� ����� ����� �	
���	� �� -���;.� ��8E�8��
� F, G@CCHI� ����� ����� ����� �� -���).� �)�8E�)��� ��, ���"� <	�	�( J, K,� ���
�� 
�

��
���	�	�� ��� 	� ����	���	
� � -����.� ���E��;, <	�	�( 	��%"���� ����
�	���% �����

���	�� ��� �	��� 	���4 
	����	�����(�	��� Xn�� � f-Xn.� ���� n �� ) -
	 �	�%�0 m.�
Xn�� � g-Xn.� ���� n � ) -
	 �	�%�0 m.� �	 �� 	��	�������	 � f � � g ��%��4��,L

��� =Ǳ���	� Ǳ, -M@NO MNCPBQ. � '��(��� R", -SBTU VHOOH@QI.� ����� ����� ����� �
��

��� -���;.� 8��E88�,L Ǳ%��( Tmn *����	 2%��3�4� ���0��� n 3���	� �������	4 �����
� �� ���0��� �	��� ������� 3���	�, W	 ��

Tmn �
(

m� �
n� �

)
mm�n.

-X�	 �	�
����� �
�

m
n

	
r-m,m � n. � %
�, �,�,�,�E�8,. ����� ����� 2%��3�� 
	�%������

� ���	4 "� 2%��3�� � ��%�(���� 
�������	��� n 3���	� �������	4 �����, Y��0���
n�� Tmn n& � mm,

Ǳ%��( Pnk *����	 
�������	�	� n +������	�� ����4 ������4 3��� �	�	��� �����
����% k, W	 �� ����	 2%��3�4 � ��������(��� 3���	� ����	4 k ����	

�
n�� TmnPnk,

Z�	�� 
	�%���( ������� ������� k� �������� �%��%
�

k��

�
n�� kTmnPnk� �	�	���� ���

����%�� � %
�, �,�,�E��� �����
�

n�� Tmn n&�cn 5 �

�
c 5 O-n��.��  �� c � .�����, <%����%��


	�%���� ��	 ������� ������� ����	 cQ-m.5 �

�
c5O-m�/�., -X�	 ����"����� � �%��	����

�� �	�([�� ��� ������� ������� k� �	 �� X� ���������� ��%���%, <������ ������� Q@\μ



��� ������ � �Ǳ	
������ ���

����������	�
� ���� Q�m� �� � � ��	�		 ���	�	 ����μ � λ� ����������	�
� ����
�.����Q�m�� ���  ��!"�#$ ��% &%�'()"* ������� ����	 
� ���� ��
� ��� ����+�* ,��-,.���

��� Ǳ0��1 cr�m�2���3� 40
5�6* ��	78�9 ���� r ���3��:9 4��31:9 5�
3��� ;�
�	
0��	��<� �����=	�> c��m� ? �m� ��@ �

�
k>�

�
m
k

�
����k�m� k�kc��m� k�* 
�����	

��A� ��30���1 � �	�031���	 �����	�� ���3� 40
5�6* �B��� 
����:9 ���	�A�� 	 B�3		
�	� m � k C3	�	���* �3	�0	�* ��� c��m� ? mm��Q�m�� �D�� 0��� �������,-���� E�0<�6
�����B ��30�	�> c��m�* 
����:6* �����A�* B�3		 C3	<��	 � ��
����	3	* ����	�	 �
0��� ��,����-�F� G��	�	 cr�m� ��A	� B:�1 ���	�	3	� ��
 A	* 
�
 � 0��� �,H

cr�m� ?
�
n��

Tmn

[
n

r

]
? mm��

(
�

+@

[
�

r

]
�
�

�@

[
�

r

]
m� �

m
�
�

�@

[
,

r

]
m� �

m

m� �

m
� � � �

)
.

I	�	�1 ��A� �:���3��1 ��	B0	��	 ��	�		 ���	�	 ���� 0��� ���H

Em ?
�

m

�
H� � �H�

m� �

m
� ,H�

m� �

m

m� �

m
� � � �

�

? � �
�

�

m� �

m
�
�

,

m� �

m

m� �

m
� � � � .

Ǳ��3	�>> 4���03� B:3� ��30�	� 	�
�31
� �:� �0�	� J� E� K�0�
�3�� L��� M�N$O�
P� QNRS)��* ��� �� ���.��* ,��-,�FT� ;���31�0> ��	<��31�	 ��	�����3	�	

Em ?

� �
�

��
� �

x

m

�m

� �
�

e�x dx

x
,

� ��
���3 ����������	�
�	 �����=	�	 �O�m���Em � �

�
��m� ? �

�
�γ � �� ��� E�0<�	

�	�031���:* � ��
A	 ��:3
� � 3��	���0�0* ��A� �6�� � ��B��	 U"V� WO"N%��* �����	
����� ����� �� ������* �F�-��.�

��� X	��>����1 ��<�* ��� f�x� �? x �3> ��	9 x* ���� �m� ��m/mm* � C�� ���B3����	31�
���� �/e� D08	�������	 ����������>78	<��> ���	�> � �3<�����	* ����B�� �3<�Y
����0 Q* 	 >�3>	��> ��C���0 Z
�3����31:�[� 	<� �	��>����1 ���� � � �/e � .�,����
ZK�3����31:�[ B:3� ��31
� ��* ��� �����0 0��3��1 ��30���1 ��
�	 ���	�	 X� ���
�30��6�� �:B��	 ���� 0��� ����

��� Ǳ��3	�����	31���1 ���������>* 
�<�� ���� �3	�078�9 ��� �� ��0<�� C3	�	���
����	����> �����6 ���� J�
����31:6 �	���� ���	 m�� �D�� �3	�078		 0���A	�	��

��� Ǳ��3	 �������31�<� �:B��� X�, . . . , Xk�� �0��1 Xn�� ? f�Xn, . . . , Xn�k���* <�	 + �
x�, . . . , xk < m �3	�	� ��* ��� + � f�x�, . . . , xk� < m� J�
����31:6 �	���� ���	 mk�
\�� ��	����> �	�9>> <���5�* ���
� 	 ��	����* ��� �� �����A���* �3> 
����0
Y
����<� ��
����	31���� ��<�* ��� �� �����A��� �3> ���9��>8	6 40
5�� f ��B�����	�1

 0��� ,����-�F � ,����-��� ���3	:6 �	��� ���������> � 0��� ��,����-�,��

��� J	��� ��
�6 A	* 
�
 � 0��� F* � ����31�06�	 5	���
0 �� k C3	�	��� �Xn, . . . , Xn�k���
��	��� C3	�	�� Xn�

	
� E�������� ��������	�1 ������	 ���B��A	�	 g�X�* ���	�	3>	��	 � =�<�9 Q�-Q�,�
D3	�0> � �B����� ���>�
	 �� ���3� �+�.+,���+* ��30��� � �B8	6 �3�A���� .�F �	=	�6�
���	1=�� ���3�� >�3>	��> +++�����+�* � ��B�31=��2���.,F�++��

	�� J�A� ��B����1 � g�X�* 
�
 � � ��	�:�08	� 0���A	��* � �	6��� 	�B9����� ���0Y
����1 40
5�7 � ��>��� ���>�
	� D08	���0	� ��	�	��> ��������>�1 �	A�0 ��	�		�
� ������������� ;���31�0> 	�
�31
� �	<�B�6��� ���>��* ����� � ���� <��0 ����	��3
C�� ��	���3�A	�	 �3> ��	9 ���31:9 ���	�6* �	1=�9* �	� ++++��.���* � �	=�3
����A���1 	�
�31
� 3	�* ��	A�	 �	� �����3A��1 ���3	�����>* ��
 
�
 
���17�	�:



��� ������ � �Ǳ	
������ ���

����������	 ��
 ���	�
 � ���

� ��
��� ��� 
����� ���� �� ����������
� �
�	�
�
��� �
������ ���
������ X � ���	�� ����� ����
���� �
�
��� ��� � ���� ���
���
� !�" ����
��� X # �$�������� �� ���
 �" ����
�
� % ���� ��& �� ����
��

X � &!&&&&&&&&�

�� '���
� ()� *+,-./.0 ������1�� ������ 2�%��������3
 ���%� �������� �� � �
��
��4����
��
 !&&5!&"56!(70� 8� ��%1
 ���
� ��
��� 9�%� &""!:"6$;& � "5��!�;;�6 �
&!:&&!�$$" � &""!:"6$;&� ��<
��� ���� �
	 9�%���� =��	%� �"5 �����	�3� ���
� �
���
% ������
��� ����
�� !&&5!&"56!� >������ �4?�� ���	
�� �
�
����� �������3�
���
�7

��� @��� f 4�
������
�	�� �������� 2��%9� � �� ?�� �3�� �3 ��
��	��A �� %�% �������
��	 ��%�� fB '��%9� � ���
�
�
��� �������� �� �������� �3 ������ ����
 �� ?���
��

� ��� ��� �
������
�	�� �

� �
�������3
 �������� (�� ��
�3����� ���
�0�

��� '��%9� f �
�
����� 
� ���� 9�%���
�%�
 ?�

��3A ����	 (x�, . . . , xk��0  �� 
�� 
C�
��3��3D ��
������
��
� ������3 % ?��� �
�
������%
� ���
 ������1� ���
�
�
� �	 xk, . . . , xm��� %�% � ���� "�6�;�;E�5� F�� �� ������	
���	� ����� � (�:G&0� 6$�E6G!�H

=�%� 
��� m # �& � �f(&0, . . . , f(:0� # (6, �, ;, �, !, :, ", $, !, ;0� ������ (x�, . . . , x�0 #
(;, :, !, �, �, 6, ;, ", $, !0A 
��� (x�, . . . , x�0 # (6, �, ;, �, !, :, ", $, !, ;0� ������ �f(&0, . . . , f(:0� #
($, ;, :, 6, �, �, ", !, ;, !0�

������ ��	�


�� I3�
���
 ����� X�� a �
��3�� � c 4 �
�
��3� =���� Xn ���
� �
�
��3 ���
n > &�

�� Ǳ���	 Xr  �� 
�� �
��3 ����������� ����
��
 ����
�����
�	������ @��� Xr

����� Xk �� �
%������� k� ��
 & < k < r� �1�� ��%����	� ��� Xr�� # Xk��� ��% %�% Xn


������
��3 ������ ���
�
� 
� Xn��� ��
 a ������ ������ � m� 8����� k # &�

�� @��� d4������	��� ����� �
���
�	 a � m� �
������ aXn �1
� �������	 �

���	�
 m/d ����
���� I���1�� ��1
 ����� �����9� A �����
�� 
��� m # "e � a4
�
���
 ������ 2����� ($0 ��%��3��
�� ��� ����
�����
�	����	 � %��
��� ��
�
  �� 
�� 
%����������

�� K���%9� �� k�

�� @��� ����� a � m ������ �����3
� �� ���
����
� ����� a�� �� %������� aa� � �
(�� ����� m0� =���� Xn�� # (a�Xn � a�c0 LMNm � � ���
 �����


Xn�k # �(a�0kXn � c(a� O � � �O (a�0k0�LMN m

#
�
(a�0kXn O �(a�0k � ��c/b

�
LMNm,

��
 k > &� n � k � &� @��� a � m �
  �� ��� ������ �����3� ������� �� ���
�
���	
Xn��� %���� ������ Xn� �
����1��A ������ %����3
 m/PQN(a, m0� ���� �3�	 ������
�3
% Xn�� �
� ��
�
�� �
�����3 Xn� (�� ��%1
 ���� 6�"���6EG�0

������ ��	�
�


�� Ǳ���	 c�4�
�
��
 �����
�� ac� � c (�� ����� m0� (=�%� c� # a�c LMN m� 
��� a�4
����� � ���
�
 % ���� 6�"��E!�0 =����

��� �A ��� ����	
A 	�� �.

Ǳ
�
����
��
 ����1�� �� ��
��9�� ��������� � (K� �
���	������ �����
��3� ��1
 �
?��� ����
� ��
��
�� ���� ����1��� ����
 ��
�
�	 
����9� ��

��� ����1�� c # a � ���

��� ��
��9�� ��� ��
��9�
� C���� D� ���
� 
��� X� # &� �
�
����
��
 �
 ��������
�
�� %��9� �
������ ��% ��� ���%���
�%� 
�� �
 ���
��0



������� ������ � �Ǳ	
������ ���

�� ����� ��� 	


��� �����

�� �


���� �

��� �
 ���� ���� c� ���� c �	�
��
��� �����

	� ���� �

��� ��	

����� ��� X�

�� ��� a
�� ��� c

�� Ǳ���� a� � aw ��� m � ����� m� �	����� ��� mm� � � ��� ������ w� Ǳ������
y � ����� �a�, x� z � !"��� �a�, x� t � ����� �m�, y� u � !"��� �m, t� #�$�	 �������
mt � a�x ��� ������ w� %&	���� a�x�mt � �z � uw � ax � z � u ��� ������ m' �����	
�������� ��� ax ��� m � z � u ( )z < u*m�

�� +�,������ ���,	-�� x ��� .e � y ��$�	 � ������ ��$�	� ��$�	 x � y ��� ������ .e
� �.e�� � y < .e��� /�&$,�0&�&	1 ��������	����&���� �Yn�� ��,�����&&	1 ������2��
�3,	4��

Y� � X� ��� .��, Yn�� � �aYn ( c ��� .��,

��$�� �5����1���1 &	 �	6�&	7 ��,�� 89: ;�<=>?� �	� �	� ��	�6�� ,	4,1�5 �,��4����&�1
y � z ,	�&5 �yz ��� .�� ��1 ���7 �����&57 �����&�&�@ ����� y � z' � ��������� �,�
�����,��	&�� &� �,�&��	���1 �� �&��	&�� ��,����&�&��� �&	 �	��� �,����	��1�� ,�4���A
�	� �,	�&��5� �� ��� .��� B�	 ��������	����&���� �3�	�	�� ����� ���@���	�� ���A
�	@&���� ��	&�	,�&�@ ��&�@&�@ ��&$,�0&�&�@ ��������	����&���� �Xn�� �	� �	� Yn � Xn

��� ������ .��� C �	��� ����� �,����	���&�� � ���� �����&�$� �����&�&�1 Yn ���������

�����&��� �,����	���&�� Xn ��1 ���7 n� )D�� E	,�	��1 �F� GHI:HJ�"H � #� K� L,�@
�M� N� OIH9 ���,�5� �����,�&��� 0�� � ���� �� ������� �	�
�	���

�� �� ���������� ��� �� ��� 	� 
��� ��� ��� �� ��� ������������� ��� �� ��� ��

��� 	� 
��� ��� ��� �� ��������� ��� �� � m !� "#� $� ����� % ��� � ���� �� �$���&�'
(��� �) %� *�� $��%#��������" �$���&�� (��� 	)��

�� +�� $�� �%����� "����� �� � ��, ���-��'� ��. .�. %�!�� ���� .�������� �m � c�
%��� ��� *� /00�.�� ��� � ��������� .�������� c� 1����' �$���&�' %� *�� �������"�' �
�$���&��2 ����*���'� ��. ��� $��&��� ��������' ����� ��!� "#�� $�����3����� $���%
$��&����� � �*���' �$� .��2��2 ����� % ' ��#��� ����� 4�. -����� ������ '�� � ���2�
.�5%� ���!6�%��� �,!�*��" $���$� ����'�

�� Ǳ������ %� ��� � zk
� � $�'� '-��' � 0�.����,�&�� zkr

� �� 8� � r ��������� ��
$������ %� ��� � zk9� $�'� '-��' � 0�.����,�&�� zkr 9� � z�k

�� ����� �zk
����zk9���

�� 
�� �� �:!�%����"� ��� $���$� ����� ��. -������
��� �

��� �

��� ����

��� ���� 1�!����" � �%#�� ��,�'%� . ����#���

��� �� 8� � � w� ������" w � ��
���� � �Ǳ���$� ����� ����,��*�� �� /��� #�5���

���������� ;�. .�. ������������ �� e���������	 
�	������ � ��������	 ����������	
������������ �� ��� ��e

� ��� 	���� 
�	���������� �� ��
! �� !��" # � $� ��������
�����%� �yz� ��� ��e

� �� �!��	 �!		�������� ��! e��������� ������� ������������
yz ��� ��� �������� ���������� ����� y � z� �� ����&�� ���	���� �� ���
"



��� ������ � �Ǳ	
������ �������

�� ��� ��� ��	
� ����	
� 	������
 	 ��������� aq�x/q��
��� Ǳ������ t � a�x ��� q� � r�x/q�� ��� r � m ��� a !��	
��
� q � r ���"
 ��
#

���	���� $������� %���� ax ��� m � t & 't < ()m� 
�! !�! ����� ��!�$�
#� �
� t > �m�
*	��� �
� a�x ��� q� � a�q � +� < m� %�!�� r�x/q� � r��m � +�/q� � r�a & �r � +�/q� �
ra � qa < m� �	�� ( < r � q � a� � m ����
 r < a � q� ',
� ��
���!�  ��-���
��� �	���#$����  ���������� ��"���!�����. /� 0� 1�2����� �3� 4� 5678��99 �
*� :� ;����� �<� =� >6??�� ������� ��	�
 �� �+@AB�� +@(�)

��� C	�� r > q � x � m�+� 
� r�x/q� � �q &+��a&+� > m� D
�!� "	���� r � q ����2�����
� ��	
�
���� ��- ���������- ��
��� �$ "��� @� ���� Ǳ����$"����
	-� �
� m

q
� + � a � m

q
�

Ǳ"	
# t � ��m �� D�
����� ' m
q
�+ . . m

q
) �� ����	�!��
	- ��� + � q � t � ��-$�
��#�� !��E

���
 + ��� B F���2 ��	��  $��	���	
� �
 
���� �"��
 �� q ����
���� m� ,
� ��
�����
���
 	� ��G���- 	 a >

�
m ��� 
�!�� !�����
 	�"��� ��- a � t� �	�� �

�
m ��� +� < �

�
�

� a � t� +� �	�� m � t�� %�!�� ����$��� ��H�� ��	�� I"�����2J �����
���. 
���� ����
B��m �& �d�m�/B� � '�

�
m ��� +� < �

�
)� +� ��� d�m� K ��	�� ����
���. m�

��� L���� ����������
#� �
� a � �

�
m ����� ����� ���"��
# ax ��� m �$ �m� a�x

��� m� %���� ����� ����	
��
# a � a�a�� � a���� ��� 	� ��	�� a�� a�� � a��� ���#G�
�

m 
��������� ����� $-
# a� � �

m � + � a�� � 	a/a�
� M�����
��#��� ax ��� m ����
�a��a��x ��� m� ��� m� �a���x ��� m�� ��� m� � 	� 
�� �"
������ �����F�� ���"
 ��
#
$���	
���� �$ "��� @�

N���� m � B�� � +� ����� �	���#$��
#	- 
��� �
� m � + ����
 +@B ����
��-� ��-
����������- 	�"����  !�
���2 m � q�a� & +� Ǳ�� O
�� "���H��
	- ��H�. ��
��� 
�! !�!
r� � +� N���� 
���� AP �$ O
�2 ����
���. ��"
 ! "������ a�� � a���� !���� a � PB(A@@++�
Q���"�G�� �$ O
�2 	�"��� �"��
� ���-
��� 	�"��.� !���� a� � RPS+� a�� � +T(UR� a��� � PB�
��
��" �
� m � + ����
	- !�! �� RPS+� 
�! � �� PB� ,
� ��$������� �	"H�	
�-�
	- ��
	2���

t � +T(UR�x ��� +BU@B@� � +PS+(�x/+BU@B@� ,

t � RPS+�t ��� UA@A(P� � �t/UA@A(P� ,

t � t� �PB�x ��� RSPRPARR� � �x/RSPRPARR�� ,

��� I�J ���$�����
 ���
���� �� ���"�� m� �����F�- 	������- �� ���"�� ��		��
E
����
	- !�! �� �����F�� K "�������- � ���
���-� Ǳ�	!��#!" x ��� q � x � q�x/q�
� �����F�- �x/q� "�� ��������� 
� 	���G��� 	��# "�������.� 
�� ������- � 	��#
���
���.� V���
��� �
� ��	�� PB(A@@++ ����
 BS ����
��- ��� ��$��-�
 ���"��
# �-
#
���2��-H�2 W�!
���$�F�. 	 a��� � (� Q�������� !���� a� � AAR � a�� � T(R+T� ��	
�
����

��#!� G�	
� "�������.� �"2 ������. � ��
���2 ���
���.X

t � AAR�x ��� BSRB(R+� � BTS�x/BSRB(R+� ,

t � T(R+T�t ��� R(US(� � BSPT�t/R(US(� .

'L���
 �� ���2"�G�� ��	�� "�������. � ������. ��
# 	����� ��!	��"� ! ++ ��- 	�2 a
� m� ���� +B -�-�
	- ����"�G�. ��2��. �����F�.Y :�"��. 	��	�� ��	
��# $������- +B
�������  "��� S�R�RZ+@�)

��� ��� Ǳ"	
# m � @@@@@@A@@@ � +(�� � +(� � +� [
��� "�����
# �x�x� . . . x���� ��
+( �� ���"�� m� �	���#$"�� 
�
 W�!
� �
� +(��x� � +(�x� & x�X ������ �x�(((��� !
�x�x� . . . x�x����� [
��� �$����
# F�!����	!�2 	����� ����	
���� �
� F�W�� "���-E
������ �� !�"��� :����� F�W�" �	G��� ���-�!� x� ! F�W�� x�� ������	
�� �� 
��
��$�F�� ��� � ��		��
��� x� !�! ��"� F�W�" �	G��� ���-�!�� C	�� x� & x� � +(�

� ������	 	���G��
	- ���� D �	�� O
�
 ������	 ��!����
 �	# �"
# ��� �
 x�� ��
	���G��
	- �� 
��#!� ! ��$�F�� x�� �� � ! ��$�F�� x�� �� ����
 ��	���	
���-
#	-
�
 x� � x� �� 
�2 ���� ��!� ���F��"�� �� �	
����
	-� �[�	�� 
�!�� ���"
 �� �������



������� ������ � �Ǳ	
������ ���

��������	 m
 �������� ���������� ��������� � ���������� � m � �� ������� ���������
� ���������� � m���
 �� ���������� ������������� �� �������� ��������	�� ��� ���
!

"#! $�� �����%�� ������� �� ��
 &������� ���%�� � � ������ ' ���%�� �� "(!)
�����*�� %�+� ������� ������� ����� � �	
���� ��� ' %�+� ������� �������
�� ����	�, %�+�� �����
 -��� ��� �	��� ��������� ����%������� �������� .�������/
�����0 ������ ������� "������� 1
2
�3!� �
 �
  ��	��� ������ * ' %�+� �� �

4����������� �5�� �������������	��� ��� � "(!� �� �� �� ����%�' %�+�� �������
�������
 & ��� �	���� 6��, �����%�� ����� �������'��� ������%����	��� � ��	����
�� m
 "7��� ������� ������� �� �� ����������� ���*�  ��5���� �� ��
!

"8! 9�5�� �������� ������������, ��� ����� ����� ����� �������������	 ����
���� ��� �� �5�� ���	 ���'��� � ���%��� ��������� �� ���� '*� ����
 7���
������� ���� ���������	 %�+� xn � ������������� ���� bn ��� �������, +�� ��,

xn � "xn��� � xn�� � bn! :;< �� � xn��� � xn�� � bn � ��bn��,

��� �����	� � ��� �%�' �� n� ��� �� ����������n :;< ������=��� � Xn� ���

Xn � "xn��xn��xn��xn��xn��xn��xn�	xn��xn��xn!�� � ����bn��

� "xn��xn�� . . . xn���!�� � "xn��xn��xn��!�� � bn

��� �����	���  ������� X� � �
 4����� ���

��Xn�� � "xnxn��xn��xn��xn��xn��xn��xn��xn��xn���!�� � �����bn�� � mxn � Xn>

����������	��� � � Xn < m ��� ���� n � �

"<! -��� � � U < m� ������ %�+�� ����������� ������������� U/m ����� ���U/m� �

������ '*�� %�+�� ����'��� ��������� ������������� "��U :;< m!/m "�
� �����/
��� ���� ?� ( � ������� 1
1!
 7��� ������� U/m � ".u�u� . . . !��� ���� ����5��	 U� � U
� Un � ��Un�� :;<m � ��Un�� �mun
 ��+����	�� %�+�� �/m ����'��� �����	���
%�+��� ��n :;< m ��� n � �� ?� . . . 
 Ǳ�����������	����	� � ���%� ���%��� �������������>
��� ��������� � �����	��� %�+��� ���n :;< m� ������ � ������� �������
 7���
������� � �5� ��������	 ��� ��� � "8!


7����� ���������	����� �������� ������������	��� ��+����	����
 Ǳ ��	 λA���/
��	��� ����5����	��� ����� � ��λ � � "�� �� �' m!
 B������� xn � xn 
�� λ�
bn � bn 
�� λ� Xn � Xn 
�� λ ��� ���� n < �
 7���� ��� �������� ����������� ��� xn�
bn � Xn � "8! ����������� ��� ���� %���� n
 -��� U� � �� �� Un � X

�n � un � x
�n>

����������	���

���������n :;< ������=���

������=���
� ".xn��xn��xn�� . . . !��.

"C! Ǳ ��	 wA����� ���	'������� ����� w
 D����	� � ��� �������� �����������

xn � "xn�k � xn�l � bn! :;< w � xn�k � xn�l � bn � wbn��,

��� � < l < k � k ���	���
 7���� ".xn��xn��xn�� . . . !w � Xn/m� ��� m � wk � wl � � �
Xn�� � "wk�� � wl��!Xn :;<m
 E����������

Xn � "xn�� . . . xn�k!w � "xn�� . . . xn�l!w � bn

����������� ��� n � �> �������� x
��� . . . � x

�k � b� ���5�� ���	 ������ ��� � � X� < m

7���� ���������� �� ��,��� ����� � �������� � "�
 ���� '*��  ���5�����! ��/

�� ������� � ������ F
 G(HI(JKL( (M< N
 O(:(M� ������ �� ����	
� �����	�	�� � "����!�
1P?Q1=�
 R����� ������� ���, ���� �	
������ � ������������
 B�� �������� ��
������������� � ��������� w �����, � ���������� m
 E���	 � ����,��, ����� 6����,
������������	����	' ���� ������� S 7�� �� "3TU VCWUX(! � �����	�� ����������������



��� ������ � �Ǳ	
������ �������

� ������ �	
��� ������	� �� ������	� ��� �����	 �
����� ��� �
������ �������
� �

������� ��� ���! "#$%� &��$�'� ��()*'�#�(+ � )&�! �!,!�!, ,,!

��� "#- ).%�*�%$- %� �/ (�01�( ����)��(- &��'(���#�%$� '����#�%%23 4$5� � �$'� ���

������	 $3 '�&�#%�%$-! "#- 6��7� )'��%� &��'(���$�+ 1$(#� ��8� 1���2 &�(#�'%$� ��$
4$5�2 9�.�%-#$(+ ���$4�%$�. $3 '�&�#%�%$0� %�&�$.�� �:;<�=�,�/ > ��:;<�==?;?�?/���!
@�7'� %� �/A. B�7� �x� . . . x�?x�?x�?x���� ���%� �x� . . . x�x

�?x�?x�?x����� 7'� x� > x� � x�� ������
�	
�� �x� . . . x��x��x��x���� �������� �� ��� ����� �x�x� . . . x��x

���x��x���� ��� x�� � x� � x�� ��
������������� ���������	�

xn � �xn�� � xn��� � bn�� �� �� � xn�� � xn��� � bn�� ! ��bn

������� "######���n �� #######��� � Xn� ���

Xn � �xn��xn��xn��xn��xn��xn��xn�	�xn
��xn
��xn�� ! ����bn
�

� �xn��xn�� . . . xn����� � �xn��xn��xn���� ! bn.

$���� �� �������	� �	���%& �
	����	� �%���� �� '�	�	%����� w� ��(��	%� 
�� �)����
��� ���'��* w '� %����+ wk

�wl ! � '���,���� ����������&% ���������	�%

xn � �xn�l � xn�k � bn �� w � xn�l � xn�k � bn ! wbn
�

����	% ,�� ��� � �'�� �-� �� k 	 l %���+��� %����%	�

��� .�)��*��� �)�)/��	�� 0�� �+)��� b� %��*���� 	�	 ������� %���	%��*��1 ��	��
����� w� %�,�� 233���	��� ���/�������* �����	� �� b '� %����+ bk

� bl � �� 4��	%
�)����%� ������������ ���������	� ��� xn '�
�	 ��� ,� 233���	��� '�	 b < w� ��� 	
'�	 b � w�

5	�*��� �)�)/��	�� 6����������� ���������	�

xn � �a�xn�� ! � � �! akxn�k ! cn �� b, cn
� �
⌊

a�xn�� ! � � �! akxn�k ! cn

b

⌋
2��	�������� Xn � b��Xn�� �� �m� � ��% �%&���� 
�� Xn/�m� � �.xn��xn�� . . . b� ���	
%& �'�����	% m 	 Xn �����+/	% �)����%7

m � akbk ! � � �! a�b� �, Xn �

( k�

j��

aj�xn�� . . . xn�kb ! cn

)
�89:;m .

.�
��*�&� ���
��	� x
�� . . . x

�k 	 c� ���,�& )&�* �&)���& ���� 
�� � � X� < �m�< �����
'���
	% xn � �bXn
� �Xn/�m� ��� n � �� =��
��	� xj ��� j < �� �����&� '�����+��� �
3��%��� Xn/�m� � �.xn��xn�� . . . b� %�,�� '����� ����%���	���* ��� xj �� λ� ��� bλ � �
�'� %����+ m� >�	 ���	
	�& %���� ���	
��*�� �� ������&( ���
��� 
	��� x

��� . . . � x
�k�

?	3�� '������� cn ������������� �����������%

k�

j��

�9;��, aj � cn <
k�

j��

�@A��, aj,

���	 ��
��*�&1 '������ c� ��,	� � ��( ,� '������(�
Ǳ����������� ���)&1 	������ ���
�1� ����� m � bk ! bl � �� ��� �������� aj �

δjl ! δjk� '�����*�� �� ����� �&
	�������� C�����*� 	 =�%�� ������	 ��� ����������%
���������	�
 � ����	����7

xn � �xn�l ! xn�k ! cn �� b � xn�l ! xn�k ! cn � b cn
�.

0����1 '�	��������*��1 '����D	��*��1 ���%�,����*+ �������� 	�'��*�����	� k � - �
���������� �� ���,�%� b � -�� 	 m � EFGH�b� ! b � �� >��� %����* m �������� '����&%



������� ������ � �Ǳ	
������ ���

������� � ���	
 �����
 ��
���
���� 
�	�� �m � ��/�� �����
��	�� ���� �� 
����

����� ���
���
��� ��� �	���
� ����� ���	���  ��!�� �"���!�� �	
��	�� ν��  ����
��	��	�� �	������� b�� ��� �� �� �
�	�	�# � ��$��� �	��������� ��� %��$� �	
��	��
������ m�

& ��� �������'�� ��������� �����	�����	
� �	(��
)�� � ������ � �������#*� 
�������� ������
�	� ���		�� ������ � �����
 +�����
	�� � �
�������
	���, � +���-
����
	�� � ���	����,�

������ ��	�
�	

�� ��$�
�	� ������ . ���	
 �����
 
�	
 m ���� ��� ���

�� /
� �� %�� ������� �������� ��� �����	�#��� ������� ������ .� �
� �
� ���	����	-
	�� ������ ��������� �e �������� � � �#"�� 	����	�� ����� �������� ��	�������	�
������ � �e� �0
 �
��� ���� ������� ��
�	�	�� ����#��� ���������	�� � ����
���-
	�����

�� ��$�
�	� ������ . ��"������ ���"� a � � ��� �����# �� � a � � ��� �����# 1�� Ǳ�
�
��	� 3 �� 
����
 ����� %�� %����
��	�	� ����� ��� a � � ��� �����# �4��

�� 5� ������ . �������� ��� X�e−� � 4 ��� �����# �e��� �����
�� ��$�
 m 6 �e����
5�������� �
��� ������ . �� m 6 �e� �������� ��� X�e−� �� 4 ��� �����# �e�� 7��#�

������� 
��	���� X�e−� 6 �e��� &��"*� $����� ���	� ���������
�� (����� �����'�8�
��� ���
�
�������
 ��$�� ��� ���
� ������	
 �����
� �� ��*������ ����"	
 ����� ��-
����	�� �
� �
� Xn��e−� 6 �Xn 9 �e��� :;< �e� �=������ �
��� ����"	�> ��� ��� ����

�� 0��" ������ ���"� �����	����� �����#*�� ����	�!�	�� a � � ��� �����# p� ���
p 6 �, ��, ��, �?�, ?8�@�� Ǳ� �
��	� 3 �� 
����
 ����� %�� %����
��	�	� ����� ��� a � �
��� �����# � � �� � �� � �?� � ?8�@��� 5�
�� ����
�����	� �!�	��� "���� ��
�	�� �	���-
���� a 6 ��

�� ���� ������*�� ��
�	�	���� 5� ����"�� a � � ��� �����# � � @ � �� � �� � �@� ��������
��� �!�	��� "���� ����� a 6 � 9 ������k ��� 4 � k � ?�

�� &������������ �"��	
��	���� �� ���
�
�������
 ����� A� μ �������� 	
���	�!��
�	
��	���� �� ������ Xμ�λ 6 Xμ> �
��� �	� �������� 	
���	�!�� �	
��	���� ��
������ Yμ�λ 6 Yμ � Zμ�λ 6 Zμ� B
��� �"
���� ���
�
	�� ��� μ 6 :CD�μ�, . . . , μt��
0
�"���!�� �� ������	� �	
��	�� μ ���� :CD�e�, . . . , et�� 	� 	���� 	� ���
���� �������
�$��

�� E�$�� ������� ��� a��� ��� �����# ?� � a��� ��� �����# �8�� a��� ��� �����# ���
� �� �� F��� a :;< � 6 �� �� a � �G�����		�� 	����	�� ������ B
��� �"
����

�a�
e−�

� ��/�a � �� � 4 ��� �����# �e� ��$�
 � ������ ��$�
� ��$�
 �a�
e−�

� ��/� � 4
��� �����# �e��/��� ��� ��
��������

	� Ǳ����
���� ��
��	�� ��� Xn � ����	
 Yn � �������� �$�� F��� X� :;< � 6 ��
(����� �� ��
�	�	�� 	� ����	���> ��	
��� �	� ����	��� � ��������
����	����
Zn 6 ��Xn� :;< �e� ����
�� �� ��*������ ����� ��"� �
� ���


�� B����� ��� m 6 �� �� �� pe � �pe� ��� 	����	� ����� p� &� ��� ��$� ���-
�
� ������
� ������ H �������� �����!�	�����
		�� �
�
	��� ������ I���

���� �����'�?��



� �C� J
���� ����� x 9 � ��� x� � �	� 	� �"
� �
�	� �� B
��� �"
���� x � � 6 q�f �
$�� qG	����	�� ����� � f � �� �K� Ǳ� �
		� �"�����������
 f < e �� �	
����
e � �� Ǳ������ �x � � ��� �����# �f � � �x �� � ��� �����# �f��� � f > �� 7��#�
�

����	�� ����� L� 	
 ����� ��� ��x��
e−f−�

�� � ��� �����# �e�� ��$�
 �
� x�
e−f

6

��x��
e−f

� � ��� �����# �e�� B
��� �"
���� ������ �������� ��������� �e�f � 	� 	�
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�������� ��������	 
e�f��� �� � �	��� ������� �� 
e
� ��������� 
� 	����	������

������� ��� e � �� ������ �������������� 
e��� � ��� e � � ���� ���	�� !���� f " 
� �� ��
x � �� � ��� 	��#�$ %��

��� &��� k��������� p � � � ���� ak � � ��� 	��#�$ p�� �� �� ��		� ' akpe−�

� �

��� 	��#�$ pe�� (������!��� ���� ap�� � � ��� 	��#�$ p��� �� ���	� !�� a�p���pe−�

� �
��� 	��#�$ pe�� )���	 ����*�	� � ����� ��#!�� a �� �������� ���������*��	 +��	��,
��	� -������� ���� ap�� �� � ��� 	��#�$ p��� �� �� �����	� ��
��. � ��		� ' �	��	�

!�� a�p���pe−�

�� � ��� 	��#�$ pe�� �� a�p���pe−�

� � ��� 	��#�$ pe�� Ǳ�+��	# �������
�������� ��������	 �p� ��pe��� �� �� �p� ��pe��� �������������� �� �	��� ��� kpe��� ��� k
����� p � �� 0�� ���� a �������� ���������*��	 +��	����	 �� 	��#�$ p� �����#+�������

akpe−�

� ak � � ��� 	��#�$ p� ���!�� k " p� ��

��� Ǳ�������1�	� a234 p �" 5� � �#��� λ�������� a �� 	��#�$ p� Ǳ� �����	� ��
��. λ
�������� ��������	 p� �� &��� λ < p� �� �� q �	��� ������� 	��1����� �p� ��/λ�

��� Ǳ#��� 5 < k < p� &��� ap�� � � ��� 	��#�$ p��� �� �a 6 kp�p�� � ap�� 6 �p� ��ap��kp
��� 	��#�$ p�� � +�� ����1���� �� �� ��� ��� �p� ��ap��k �� ������ p� 7* #��� �
 ����#���
!�� a6 kp����������*��� +��	��� �� 	��#�$ pe�

��� �8� &��� λ� " pe�
� . . . pet

t � λ� " pf�
� . . . pft

t � ����1�	 κ� " pg�
� . . . pgt

t � κ� " ph�
� . . . pht

t � ���

gj " ej � hj " 5, ���� ej < fj ,
gj " 5 � hj " fj , ���� ej � fj .

)���� aκ�
� � aκ�

� �	�$� �*��	�� ������� ������� λ�/κ� � λ�/κ� ��������������� 9 ��	#
1� �λ�/κ���λ�/κ�� " λ� )���	 ����*�	� �������!�� ����	������ ��#!��� ����� λ� � λ� �
�*��	�� ������� !����� �� �� ����� λ " λ�λ�� )������ ��������# �a�a��

λ � �� ���#!��	
� � �a�a��

λλ� � aλλ�
� � ���$�� ����#��� !�� λλ� ������ λ�� :�� ���!��� !�� λ ������ λ�� ���

��� λ� � λ���*��	�� ������� !����� (������!�� λ ������ λ�� *��!��� λ ������ λ�λ��
-!������� !�� �a�a��

λ�λ� � �� ����	 ����*�	� λ " λ�λ��

�;� &��� a� �	��� ������� λ�m�� a��������� λ� �* �8� ����#��� !�� λ�m� ������ λ�
< ��#��� �������� 	�1�� ����� +��	��� ����� �������� �������� � �	������������
=2�λ, λ�m���

��� �8� f�x� " �x� a��xn�� 6 �a 6 c��x
n�� 6 � � �6 �an�� 6 � � �6 cn����6 f�a��

�;� >����1����� �!������� ����� n " 5� &��� a �������� �����	� �� f�x� � �x�a�q�x��
��+��	#� ���� a� ������,���#�� ��#��� ������� ��

5 � f�a�� � �a�

� a�q�a��.

Ǳ�������# a� �a �� ������ p� �� a� ���1�� ���� �����	 q�x�� 7���� ���� f�x� �	��� �����
n ��*��!�� ������� �� q�x� �	��� ����� n � � ��*��!�� ������� �� λ�p� � p � �� ���
��� f�x� ���1�� �	��� ������� � p � � ��� ����� !���� �	��� ��� 	���� ������� 0� ��
�����	� ��
��. λ�p� � p� �.

��� <������� ��		� ' ��� � � ��� 	��#�$ 
?�� ��� �� � ��� 	��#�$ �
?� � �� ��� ����	
����*�	� ������� �� ���� ?e�� ��� 	��#�$ ?e�� -����� 	����	������ *��!���� λ�?e� "
� �?e��� 0� �������� ��		� @ ��A�� ����� ������� �������� ���	���B�	 ��A�	 ������	
������� �� 	��#�$ 
e �� �	�����
e���� ������� �� 	��#�$ ?e �� �	�����?e��� � �����

e��?e�� " λ��5e�� Ǳ����� �� 	��#�$ ?e 	�1�� ���� ����� ?e�� ��� 
 � ?e��� ��� � � ?e���
�� ����� �� ����# ������� �� 	��#�$ �5e� ��� ��� ������� ���	���B�� ��A�� ��������
C��!���� ���������*�� +��	����� �� 	��#�$ ?e ������	� � 
� �� %� �
� ��� �D� 

� 
� ��
	��#�$ 
? ��	� #��� �
�� � �	������� ��� 
D� �D� ?�� ED� DD� %�� ��D� �
�� ���� ��D� �E�� �D��
�%D� �FD�
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������ ���

��� � ������������ � �����	�
 �� a �� � ������ ���� � ��� �� ������ ������� a ��
	����� � � 	�����  � ��!���"�� ���	����� ��		� #� $���� ���������� �������	��
!��$���" a ��  �� Ǳ����� & ' � �e��(  � �� �� ) � )�� )*�   �  �+ ������ &  � �e��( '�
,� )'� ),+ ������ & �e��( -� ))� )-�  )� .����� �! /��0 )- !��$���
 ���� ���� !��$���� a�
1 � a <  11� ��2��� $�� a �� � & �� � ���3�� !��$���� a� ��2��� $�� a �� � & ��

��� 4�2������ ���	��� 	���� ��
�� � ����2�0 )*5 1 ����� ����'5)�

��� 678 AYn 9 X� � AYn�k 9 X� 6�� 	����� m8 ��3�� � ����2� ��3��� 2�3�� Yn � Yn�k

6�� 	����� m�8� 6:8 6;8 <$������� 6;;8 =����	� >� 6;;;8 6an� )8/6a� )8 � 1 6�� 	�����  e8
��3�� � ����2� ��3��� 2�3�� an � ) 6�� 	�����  e��8+ ���� a �� �)� ���"��2 a �� 	�����
 e�� ����� ��������	� ���"�2� �� 	�����  e� 6;?8 6an � )8/6a � )8 � 1 6�� 	����� pe8
��3�� � ����2� ��3��� 2�3�� an � )�

��� Xn�s � Xn 9 Xs ��3����� ��������� �� �)56-8� � s "��"���" ��������	 m� ��2 2�2 s@
������� p� 2�3�� m@������� p� A������������� !������� B���� $���� q 2����� m/s ��3��
� ����2� ��3��� 2�3�� Xqs � 1� � q 2����� m/CD�6Xs, m8�

��� E�3����	 '���'# ��!���"�� ������"�� !� ����	��	�� ���	"� ����� �� $���� ����
m & bk � bl � ) ������	�� 2�3��� �2���	� b �  �� � l < k � )11� ��$������" 	�3��
����!�������" � bF�$��
 �����	� �$������"� ��2 2�2 �����
 ��� m ����
������ ��2������
�����B�� ��!������" � 2������ �� m� 6G���	����	� �����	��� ��!������� � 2������
�� ,,,,,,�,,, � ���"��$��
 �����	� �$������"�8 E�3����	 '���'# �������� 2���$���
������!����� ����2� ��3��� 2�3�� �!������� $�� m �� �	��� 	���0 ��������
�

H������" � ��	�� I������ �� ����	
� �����	�	�� � 6),,)8� '*'5'*�J ��2�!���� $�� m &
b�� � b�� 9 ) "��"���" ������	 $����	 � ���������!��	 2����	 b� 2�3�� b ����� ������	�
$����  �� � �� G�!������� �� 	�������� m � ) & b��6b � )86b� 9 b� 9 b� 9 b� 9 b� 9 b 9
)86b��9b	9)8 ��������" ��" ��3�� $���� ���������� ���������!����� b+ ���� �! )* ������0
	��������
 m � ) �	��� ,, ���"��$��0 B�K�� � ��!������� 	���� ���� ��������	�
$�� ������������������ xn & 6xn��� � xn��� � cn8 �� b & xn��� � xn��� � cn 9 bcn��

�	��� ������ �����
 m � ) � )1��� ��" 2����3� ��������3� ������ ��$�����0 !��$���

1 � x

��, . . . , x��� < b� 2�3�� c� & 1�

=�	 �� 	���� '� "��"���"� �2���� ���3�� 	���	 !��$����	 k � ��$2� !����" L�3�F
��3� 2������" M���� �������"N 6�	� ��!��� ���� O8 �   ���	���� ����� '�P � G���	��F
��� M�	���N� 	���� ���
�� 2 ������� $�� 	� ������$����	 !��$���" k � l� ��" 2���F
��0 ���2���2� �����0 $����$��0 ����L���
 � B����
 ����� l/k 	���� Q���� �!������
��!	����0 ������	 � /��	 3���������	� R�L���	 6STUVDWXY8 ���� ���������� 0���L�"
���"@��������� ���2���2� $���� 6�	� ��!��� �� � 8�

����� ��������� ���2���2� ������0 $���� ���� bk � bl � )� ����������"�Z�0 �3����F
$���� b &  �� � �1 < k � )11� [�" ��$�����" � !��	���������	( b�	� b�	� )� b	�� b�	� )�
b
� � b�� � )� b

 � b�� � )� b�� � b�� � )+ b�
 � b�� 9)� b�� � b�	 9 )� b�� � b�� 9 )� b	� � b�	 9 )�
b
	�b��9)� [�" ��		�������" � ��������	( b��9b���)� b��9b���)� b	�9b�	�)� b��9b���)�
64����0��"Z�� � ��$2� !����" M�	���N ������� $����( b���b��)� b���b���)� b���b�	�)�
b	� � b�� � )� b
� � b�� � )� b�� � b�� � )� b�� � b�
 � )+ b�� � b
 9 )� b�� � b�� 9 )� b�	 � b
 9 )�
b�	 � b�� 9 )� b
� � b�� 9 )+ b�� 9 b� � )� b	� 9 b�� � )� b

 9 b�� � )� b�� 9 b�
 � )�8

[�" ��$������" ������� ����$����
 ������������������ ����0���	� !���� 	������F
�� m� )� �� /�� �����Z�����	� ��" ��2�0 ����L�0 $���� 6��!�� $�� ��	 2��
�� ����!��8�
Ǳ���������	� $�� ������� ��
�� ������� 	�������� q��. . . � qt+ ��3�� ����"������� $��
b�m��/q �� m & )� "��"���" 2��
�� 	���
� ����2� )/q� !� ��2��$����	 �$��� 	���0
������0 q� A������������� 	���� ���� �����L���� ��������	� $�� ������ bn �� m
"��"���" �$��� ������	� ���	���" �� �� $�� 	�������� m� ) ���!�������

[�
����������� ������ "��"���" ��$�� ��!������� �$��� ������	� ���� ���� m@
�� ������� $����� G���	����	� �����	��� ���$�
 ��" k & )1� l & �� b & )1 62���F
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��� ���� ��	
�	�� 	� ������������ ��������
 ������ �� ������� k� l � b ��������
�� ����� ��� ����� �������� ������ ������������ ���n � ! m� ����� �����	 	�����
"#�$%�&, ��'(&)%�� * %+&+'�+((�� �	� m * &&&&&&(&&& * +'& � %%,,&�+�- +&&&&&&)��� �	�
m * &&&&&&&���- )������+&&� �	� m * ��������&&&- "#�$�, �., %.(., �%�.%� * �'�..()%(� �	�
m * ����������� * ' ��, �%.(, � ,%&,'� /�������� ��	�� �������01��� ��2��� ��������

�������� ����� ��������� �����	� ���	� m3�� ������� ������ /� ����� 2��� ����	�
��������� � ��������� 
���4��� ����������� ���� ��2����� ������� k * ����� l * .�& �
b * %���

������ ��	�
��
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,������ q �aq � mp� � qn���aqn�� � mpn��� � ������� ����� ABC��n<s qn�aqn � mpn� �
ABC��n<s Kn�a�, . . . , an�Ks�n���an�	, . . . , as�	 +, ���	 ?	�	�@�- ������ ��������� m �
Kn�a�, . . . , an�an��Ks�n���an�	, . . . , as� & Kn�a�, . . . , an�Ks�n�	�an�
, . . . , as� &
Kn���a�, . . . , an���Ks�n���an�	, . . . , as�5 � ,������ �� ��D������ ������� � ��7�%����� ��.2
������ ������( m/Kn�a�, . . . , an�Ks�n���an�	, . . . , as�� �%�D�$ ��%�� an�� � an�� & -	

Ǳ���� ��$��� A � AEF�a�, . . . , as�	 "�. .�. r�m � u� � r�u�� ��%�� �������%����
��� r��� � r�u�r�au A G m� �� ��.������� u � � � u � �

	
m	 Ǳ����� u� � ABC�au A G m,

��au� A G m�� ������ r��� � r�u�r�u��	 +, ����(��D��� ��,��� �,������� ��� uu� � qq��
��� A/m � �/qq� � �A & -�/m	 H���� ����� -u � r�u��� � πu �� 8 < u � �

	
m� �����

r��� � �/�?uu��	 /����������� r��� � �A & -�/�?m�	 �/�D������� �������� ��%���
������ � ������3 r��� > A/�π	m�	�

��� 9.���������� �������%���� ������� � ���� ��� ��� ���*�� m ����� �(�� ,�2
�����( � ���� m � Kn�a�, . . . , an� �� ��.������� n � ��.����(7 ai � ��, -, �		 I�
J�.����������� n �n ���� Kn�a�, . . . , an� ���)� ������� ,������� �����.� �� &

�
- �n�

� �7 ����������� ��.������ ����� ������. �-.���-0�n 5 ��. ��� �������%���� �����
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S�&	�A ��6!#  ����&��!��#� � m > �e �!< �) � e � C)
T

��� ��� Un � Zn/m� � �m� � m��Yn/m�m� � 	 �	��!� �� # �m� � m��/m�m� � ����

�Ǳ	7&	�� �	"�	 ���!#-#�	��&' ���A8 �&��6#8 ��	#%�A8 ��-�<� Zn$ ���!#-#��< Un

V!��6#� ��-�<�A$ ���	<&�	$ &�("� �!�%�8�A$ �	 7&# �		���"��#< ( �#� ��  �#���<�&�<
�
��� � �����!#�	 ������&�	 Un > Wn/m �!< ���= n
 W- (#&�8�(	8 &�	���A 	� 	�&�&(�=
�!����&$ %&	 �	�&�&	%�	 &	!'(	  �	���#&' �		&�	6��#< Wn � Xnm� � 	 �	��!� m�� #
Wn � �Ynm� � 	 �	��!� m��$ &�( (�( m� � m�
 GX3���� YZ[41\�� �LM �K1 .�]15�$ �����

���� �� ������$ �C):�?9
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�� α F �β � α�U


�� Ǳ��&' U > X/m$ &	��� �kU� > r �� r 	 kX/m < r F � �� mr/k 	 X <
m�r F ��/k �� 
mr/k� 	 X < 
m�r F ��/k�
 +	%��< ���	<&�	�&' -����&�< ^	���!	8
��/m��
m�r F ��/k� � 
mr/k�� > �/k F ε$ ��� �ε� < �/m


�� _�!# -����A �!�%�8�A� %#�!�$ �!#�� (	&	�A= ����� ��6#��	�� �!	��$ &	 ��-�!'&�&
����& 	&!#%�&'�< 	&  ���#!'�	�	 ��� ����!��#< ���	� �	!'6�� �� �/m$ (�(  	(�-��	 �
� �
 �$ �	 ��� 7(�D���A  �#�	�<& ( ��#���'6#� 	&!#%#<�
 +�( ��!# k � m/C$ ��-�!'&�&
����& ���'6� k/�  �#�!#-#&�!'�	 � �

�
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 `���	�	 !�%6�  	!�%#&' �	���6���	 ����	���R

�	� ��� ����!��#�$ 	&��	�#� U $ ��!# U > k�m/k� G��
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 �L1PK$ ��� �������� �����	���

�O�b cJ�5d e0f X��22$ ���?�$ ���T


� ����	8 �&	�	�A$ ��!# #� 	!'-	��!��' !#��8��< (	����7�&��<  	�!��	��&�!'�	�&'$
&	 k # �	��!' m �	!"�A �A&' �-�#��	  �	�&A�# %#�!��#$ #��%� %#�!� #���& 	%��'
(	�	&(#8  ��#	�$ (�( �!����& #- ��-��!� C
�
�
�
 `� �#���$ ��!# k > � # m %�&�	�$
��#!�%6#�# %#�!��# ����&  	 �������	  	�&	�<��A� %#�!� @ # �
 V�&	� �!���� ���  	%&#
� (�"�	� �!�%��$ &�( %&	 �A ��	 �� ��(	�������


� �	"�!��#�$ 	���(	$ 	 ���D#< gK3�1hPi � ��� 	&��&�&���& �	 ��	�#= <-A(�= �A�	(	�	
��	��< ���
 � �
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�
�
�:C�
 j�!��#� m/k$ �	-�	"�	$ ��#!�%6��$ (	��� gK3�1hPi 	&��&R
�&���&


�� ��k�X�, X�� 	 x &	��� # &	!'(	 &	���$ (	��� X� 	 x # X� 	 x* �3L�X�, X��  x &	���
# &	!'(	 &	���$ (	��� X�  x # X�  x
 ,��	<&�	�&' &	�	$ %&	 ��� ��-��#�#�A= �	�A&#<
 �	#�=	�<& 	��	�������	$ �����  �	#-�����#� ���	<&�	�&�8 7&#= �	�A&#8


�� Ǳ	!�%#� ��-��#�#�A� ����	����	 ��� ����!���A� �!�%�8�A� ��!#%#�A U� # U�
 Ǳ	R
!	"#� X � U�
 _�!# U�  p$  	!	"#� X � ��k�X, U��$ ��� U�B&��&'< ����	����	
��� ����!����< ��!#%#��
 _�!# U�  p F q$  	!	"#&' &�("� X � ��k�X, U��$ ��� U�B
%�&���&�< ����	����	 ��� ����!����< �!�%�8��< ��!#%#��
 l&	& ��&	� �	"�	 	%��#��A�
	���-	� 	�	�m#&' �!< !��	8 �!�%�8�	8 ��!#%#�A �  	!#�	�#�!'�	8 ^��(D#�8 ��� ��R
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���������� ��������� ������� �� ���� � ���� p � π/ ! Ǳ������ ����#$����� ��
%�������� �� ���� �& ��'��(� ���#� ����#����) ���� � �(��� ���(��������� ������#�*
���! +�����������(� '���� ���#� ��#�,��� �-�� 
& �./  /π& -�0�& 1/. 2 /π3

�

� π/ �

���#���� ��! 
4!

�� 5�#� k � 
& ����� n� � n& � %����� �����#���! � �������( �#���� ������ (�$��
��)�� i �� j& �����& ��� ni � n � nj ! 6���#���� Bi � ni ��7���(� ����� Ci � n� ni 8�����
Cj ! 6���( %�(����� nj �� n � ni � ���#,���� ���� Ci! 9���� ���� ��(� ����� �� $�
%�����& �� k (����� �� 
! :#�������#���& �� �������� %����� �(��� ������!

:#���,;�) �#����( (�$�� ����#�%�����& ���7� ���������� P � Y �#� ��7#�� �%
2<3! =7�%��( ��7� �� 2p�, 
3 . . . 2pk, k3 � ��������( �> �� ����) ��(�������& ��#����
��7� 2q�, a�3 . . . 2qk, ak3& ��� q� � � � � � qk! Ǳ�����( n � k � 7���( �������� �#���,;��
������� �� ��> ��& ���� �� ��#���( n � ?@ ������( P Aa� � 
B� kq� � Y Aa� � 
B� xan !
C��#�( 2q�, a�3 � 2qn, an3& ��(����( ����) '#�(��� �qn � 2
/k� q�3, an� �� ��� ��7��������
(���� � ��7�� � �(�����( n �� 
!

25�#� pj < 
/k& �� �#����( ������� �� ��(����� xj � ��7#��� �#� Y ! D��� E���
7�%��������� ����#�%����� � �#����(� F! G#����( �������� (����(�%������ ���*
������� ����& ��� V < PK � 2<3& ��7��� � ��(��� H7�������I ��7�������� '#�(���� �
������� ��(�(� H7����(�I! =����� ����� ����� �����#��� �7��#,���) (���(�( '��)
����������& �����#��� ����7��� %�����& �� ��)��) (��& ��� $� �����& ��� H��7#�(�
�������� ��%��IJ �(! �%��# 4!K!3

�� L�$�� ��(����� (����(� Pj � 2j 	 Pj3/k �#� ? � j < k!

�� M���(����� %��� ����) ���%�����) f ��2x3 �
�

�/π 2x� � 
3e�x�/�!

��� Ǳ���� Sj � 2j � 
3/N �#� 
 � j � 
O � pj��� � F 2Sj��3 � F 2Sj3 � pj �#� 
 � j � 
N!
Ǳ���� ���$� p�� � 
 � F 2<3 � p�� � ?! �P�(�#� 2
N3 �����#��� p�& . . . & p��!� G#����(
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�	 ���	��	��� ����� � k � �� �� ��������� Pj � Yj � �	�� ���	 �	����
� � Yj � �� �� � � j � ��� Ǳ����	�� P� � P�� ��	 	�	� ����	 !" � Y� � Y��� #� ��
�����	�� Zj � �/��� �Pj" � Yj � �

�
Yj � Zj �� ! � j < ��$ Qj � �/��Pj" �� � � j � ���

Ǳ�� � h � �
�
� fj����x" �

�
�/π�e�x�/� � e�j�/���/pj��� �� Sj � x � Sj % h� &��
�

��� � aj � fj����Sj" �� � � j � �� bj � fj����Sj" �� ' � j � ��$ bj � �hf �

j����Sj % h"
�� � � j � � � aj � fj����xj" % �xj � Sj"bj/h �� ' � j � ��� ��� xj (�	���� ���������
f �

j����xj" � �bj/h� )��	��* �����	�� Dj��� � aj/bj �� � � j � ��� Ej��� � ��/j ��

� � j � � � Ej��� � �/�e��j���/�� � �" �� ' � j � ���
&�+� � +�� �	���� ��� � ���	��	������ ����,-�. ��	��
� 	���. ������/ �p�,

. . . ,p��" � �.��', .�0�, .���, .��', .!1�, .!�2, .!'!, .!00, .!��, .!��, .!�0, .!!1, .!!�, .!!�, .!!�, .!!�, .!!�,

.!!�, .!!1, .!�!, .!!1, .!!1, .!!2, .!!', .!!�, .!!0, .!!�, .!!�, .!!�, .!!�, .!!�"$ �x	, . . . , x��" � ��.���,
�.�!0, �.�!�, �.�!!, �.211, �.!11, �.�12, �.01�, �.'1�, �.21'"$ �a�, . . . , a��" � ��.�, 1.�, 1.�, 1.2, 1.1,
�!.!, �!.!, �!.�, �!.�, �!.�, �!.�, �!.�, �!.�, �!.�, �!.�"$ �b�, . . . , b��" � ��0.1, ��.�, �!.1, �!.0, �!.�,
�!.�,�!.�,�!.�,�!.0,�!.�,�!.',�!.�,�!.�,�!.2,�!.1"�

��� Ǳ�� � g�t" � e
/�te�t�/� �� t � �� &�� ��� G�x" �
� x

�
g�t" dt � � � e��x��
�/��

����3��, ������� X � �	 �	� �, g �	
�	 ������ �� ��� �		
� � X � G������ �
V " �

�
1 � � 45V � 6�3��� e�t�/� � �t/�"e�t�/� �� t � �� &���� 	+���	� +��� �	����

	+	��	�����3 �� 	� 	 +���	���� ��� ����� � X � ���	� �	� �, f�X"/cg�X" � �/X�

��� 6��������	 ������ �	 f ��x" � xf�x" � � < ! �� x � !�  �� ��� f�x" � x�� �
ex�/�

�
�

x
e�t�/� dt/t� �� x > !� Ǳ�� � x � aj�� � y� � x� % � 45 ��  	���

�
�/π

�
�

y
e�t�/� dt � �

�

�
�/π e�x�/�f�y" < �

�

�
�/π e�x�/�f�x" � ��j .

6��	�� ���	� y > aj �

��� 7	����� bj � μj $ �����	 ��� ��3��� ������ � μj � ! �� ��
�	�	 j� 7 �� �����.
	+	��������.� ��� Y � AX� ��� A � �aij"� ��	+.	���	� � 	+� ���	��	�� AAT � C �
�cij"� �7 �����. 	+	��������.� ��� Yj �

�
ajkXk� ������� �������� YiYj ����	

�
aikajk��
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� +� � ��:��	 �
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 ����	��	3 �� ��*� �	
� +� � �	����	 � ����� � � ��:���� ��������3 a��� � c���
a��a�� � c��� a���%a��� � c��� a��a�� � c��� a��a��%a��a�� � c�� . . . �	���	�� ���	 �� a���
a��� a��� a��� a�� �  � �� ;���������� <	�����*�	���� �� ��*� �	
�� +� � ��	 ��*� ���	
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+� � ��	 ��*� ����� = ��:���� ������ ��-�� ��� � �	��� C ��	 ��*� ���	 	�����>
����  �� ��� C � U��?@AB�λ�, . . . , λn"U� ��� �	+� ������ ���� λj ��	 ��*� ����� �
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�
�

��
f��x� t"f��t" dt� F 	

������� �� 	
����� �������. �����������3�
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� �� ������������ G�"�

��� ;H������	����� ����3�	3 ������� � ������������� G�C H������	�� � ������>
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CD�Sj&n' �	� ��������"� j, # � j � k� >
k�

j��

CD�Sj&n'�.
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j�� ���Sij	n
�� �������� ��������� ��������� ����� ��������

���� ���Sj	n
 ��� ��������� j �  � �
�

j�� ���Sj	n
� ��� ����� ������!��"��

��#�����$ Sj	n
� %�� &�� ����&��  � ���Sij	n
 ��� �������" i, j �  � ��
i�� ���Sij	n
 ��� ��������� j �  � �

�
i�� pi �  �' ����#������' ���Sij	n
 ���

��������� j �  � � pi� (������ ε > )* ����� I �������&�� #����' ���' &��
�I

i�� pi �  � ε�
Ǳ����

φi	N
 � �&���� n < N � Sij	n
' ����#���#�� ��� ��������� j �  �/N.
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 �  ' � ��� #�" �������&�� ����,�" N ����&��
�I

i�� φi	N
 �
�I

i�� pi � ε* ����#������' φ�	N
 �  � φ�	N
 � � � � � φI	N
 �  � p� � � � � � pI - ε �
 � 	 � ε�p�
- ε � p�-.ε� /�� ������#��' &�� ���S�j	n
 ��� ��������� j �  � � p� - .ε�
(��&��' ���S�j	n
 ��� ��������� j �  � � p� � ������$ �������� ����&���� ��� i �  �
0� �������� ������ �����' &�� �� ����#���# ��� �!���� ���&��� i�

�� 1����� #��������� ��� j' j - d' j - .d' . . . ' m - j � d # �������� 2�
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 � 345 678n�� an - 345 678n�� bn* ���!�� ��$��' &��

345 678
n��

�	y�n � α
� - � � �- 	ymn � α
�� � mα� � .mα� - mα� � ),

� 9�� ���� �����"����� ������ �����' ����� ������ 	yjn � α
 �������� � ���!�

��� : �;�� ����� # ��#���# 	..
�

��� �U�n� k<���������' ��� �Un� 	., .k �  
<����������

��� Ǳ������ ����� = � f	x�, . . . , xk
 � >u�5?@	x�, . . . , xk
<v A�

��� Ǳ����

pk � ��	� Un ��&������ ���� �����$ k �  


� ���Un�� � >α . . β
, Un /� >α . . β
, . . . , Un�k�� /� >α . . β
, Un�k�� � >α . . β
�

� p�	 � p
k��.

+������ ��������#��� 9�� #������ # #��������� ����' &�� f	n
 � f	n �  
 � k�
Ǳ���� νk	n
 � �&���� j � n � f	j
� f	j �  
 � k�* ����� μk	n
 �	&���� j � n � Uj B
��&���� ���� �����$ k �  
 � ����� μ	n
 ���� ��#�� &����  � j � n � Uj � >α . . β
�
Ǳ���&�� μk�f	n
� � νk	n
' μ�f	n
� � n� C���� n � 	' �� ������ ����&��� f	n
 � 	�
1���#������'

νk	n
/n � �μk	f	n

/f	n
� � �f	n
/μ	f	n

� � pk/p � p	 � p
k��.
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�� ml
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�� ��	�� ���	�� � ��	���!�K��
k��

�N��
n�� e�πicUn�k ; K

�N��
n�� e�πicUn < O�K��� =	������	�
�� �� 
�#���
��� >�?�

3

N�

∣∣∣∣∣
N���

n��

e�πicUn

∣∣∣∣∣
�

;
3

K�N�

∣∣∣∣∣
N���

n��

K���

k��

e�πicUn�k

∣∣∣∣∣
�

< O
(

K

N

)

�
3

K�N

N���

n��

∣∣∣∣∣
K���

k��

e�πicUn�k

∣∣∣∣∣
�

< O
(

K

N

)

;
3

K
<

'

K�N
�

( �

��j<k<K

N���

n��

e�πic�Un�k�Un�j�

)
< O

(
K

N

)
�

3

K
.

�(� >���� d ; 3� � �� ��#� '' �	����� �� ��α�n<α�� @AB 3� #��
�#���#���	�
� ����
� �	��� ����� ����� α�9�##����
�	�
�� ���	�� Ǳ#� d > 3 !�"
� �����	�������� �%�
� �
������� �� d� C���� ����� �� �3 D3�� DED67F4� G���	�� � �(� #�
�� $�	 ��	��
��
 $�	�� �	�"
�! !����! H� IJ�	�! �K� LMNO� ����	� 
��������� ��	 ����� 
����������
P%12��Q2NR� .O� �3 37�� 'D76'77�� = ��!�S�� ����$
�� �#��!�
�� ������������ ��
��	�
�!��	�
�� ���	������	�
��� #��
�#���#���	�
�� ��	� �� �#��
�� !�#� ���
 ��
��J������
�� αd� . . . � α� 9�##����
�	�
�� ���	��T
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 ���� �Wn� ���	����������	� � �����
 �	���
���Wn < Wn��� �

�

�
�'

��� Ǳ���� �Un� �$���������	�� (���&������ ������������	���� � �
�
�Xn ) Un��� *	�

+$���������	�
 ���� ������,����� -���
 .�� �Un� ��/, +�$���������	��

��� 0��� x � x�x� . . . xt !�"��� ���.	�� .����
 �� &�1	� ����&������ .���� νE
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��� ������ xj ����� "��� .� "��� �( Ǳ
	�' � + f�x�, x�, . . . , x�k#���������������� �����
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�� f��, x�, . . . , x�k��# ���
��� � ���
 ������ � + f�x�, . . . , x�k��, .# + � + f�x�, . . . , x�k��, �#
������ ���
��� �� ���� � f�x, x�, . . . , x�k��# * �f�x�, . . . , x�k��, x#( -�
	��� �	� ���&����
�� ������ �
��!� ���
��� � ��� "��� �	������� �� ���� �( �( �Ex� . . . x�k��#� �	"�
f�., x�, . . . , x�k��# * +�� �"� �Ox� . . . x�k��#� �	"� f��, x�, . . . , x�k��# * ��( Ǳ�"
�����!
��������������! ���= ��"���	� 	������� ��� ��� �� ����� ������'	� �� "��! ����
&��� � �E�.�. . . . �# � �� ���! ������� "��! ����
���! ���&���( ,��"�	�� �������
�(A(B(�C 	
��	��
��  ��"���	��! �
�'� ���������! ����� ������ ����� �"���! ��k��� �
����� ������"����'� ��� �� ��������	� � ���&��� �E.. . . . .#( Ǳ�	�����  ��"���	�

��	"�������"'��	�' 	 X� * � � � * X�k�� * . � Xn��k�� * x�k� �	"� n�� ��������� �
�'
�� �Ex� . . . x�k��# � �Ox� . . . x�k# �"� �� �Ox� . . . x�k��# � �Ex� . . . x�k#( @�������� ���=
�"� k * � ������� �� ��	( DEF; �����  ��"���	���� �
�� ����
�������� �� � �� A� �
 ��"���	��� ��	"�������"'��	�' ����� ���

�....�...��..�.�.�..��.���.�����.#�....� . . . #.

8������� ��� � ���! ��	"�������"'��	�� 01�X�n * .# * ��

��
( -�������� ��� ��	"�������"'�

��	�' ��k#���	�����"���� ��� ��� ������ 	����� ��������	�� ��k# x�x� . . . x�k ����"���	�

� + f�x�, . . . , x�k# + �� f�x�, . . . , x�k# * �

��� ��  ��"( /�� =���� ��� 01�X�n * .# ����� ����
���� ��������� �������� �� =�����
��� ��� ���� ��	������� ��	������	� ���	���"'��� �������� �����! ��	�� �����	��� �
��������"'	��� ������
���� 
���������(
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�	� ����������� 	������� � � ��	����� �� �
���	 ������ ��������	���������� ����
���������  ���� ���	 �����!	����� ��������� � "#$��������	���������% ���	������ &
�	���� '()* +,--(. ������ ��	�	
�� �� �� ��	�� �� �������	� /0)1,23 45�56. ##789� :����;��.
����������� "8 �	&;� ���<&�� ��	��� �  ��� ��!&� ������. ���	&� �	&�� &����������
�����������=

�
� >����,�� ?��!������
� ��	���	 �����������	����������. �� ������������� @ ���.
������������ ��&A���� f ��

n /x�, . . . , xn��6 @ 4 ����	 � ����&� ����	. &���	 � ����������
�����������	��������� xr� . . . . . xrk �� ��������	��������� x�. . . . . xn��. ��� k � � � � �
r� < � � � < rk < n � f �

k/xr� , . . . , xrk6 @ 4�

B���	 �Xn���� �	��	 ��Xn������ C������	� ������� ���	������������

��� D	�	��� ε > � � �	���� �	&�� N�. ��� &������ ���	������� N > N� ���!�� ��	
���	������	 �νr/N6/N � p� < ε � �νs/N6/N � p� < ε� D	��� �	���� �	&�� N�. ��� &������
�� N > N� �������. !�� tN �	��� rM ��� sM ��� &	&���$���� M > N�� �� N > N� �������.
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��� F	������. ���� ����!�
� ������	������� t �������� /4 �b�� 4 �a� 4 4 �a� 4 . . . 4 �ak 6�.
��� G�aH?�����	!���� ��� ��������	��������� �� a ������ Ǳ���� ��	���� �t ������	��
Un ����	 � ����&� ����	. &���	 	bUn�k
 @ a�. . . . . 	bUn��
 @ ak�

��� Ǳ���� a� @ s� � am�� @ J)K�sk � � � k < 9am�� Ǳ������� ��	���� �����������	$
����������. �
���	L���  ������ Xn ����	 � ����&� ����	. &���	 n @ sk ��� ��&�������
k < 9am . &���	 n ����	���;�� ������	�� am � n < am��� B���	 -,Jm�� ν/am6/am @ �

�
�

��� Ǳ���� b � k ?����������
�. ���	&� �&�����	��
� A��
� !���	. ����<��. !�� 4�
Ǳ���� Yn @ 	bUn
� ��� ������������ ���&���!��� �����������	��������� �Zn� @ �Ysn��.
������������ 	�������	��  � � /&	& � ��&	�	�������� ������
 M6. ���������� �������.
�� ������ �	���
�	���� ������������ 	�������	�  � � ��. &����
� �����	����	L� Xt.
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� Ys� ��� Us � ��.XtXt�� . . . Xt�s���
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  !�	�����������
 ��������	��������
�Xn�� � "	�������� ��	� � ���� #$� %�	 ��������	�������� ���������!�	����������&�
������� �	 �k,  �!�	���������	� '	��� ��	��� �� ���������� �� ()�Zn � a� �
()�Zn � a� ����	
��� �  /b ����� ��� �	  /$k�

*+������	� %�� ���	,����� ���	������� ���� -./0 �	������ ������	����� �	
-.10 ��� -.20� � � �� ������ ���� �������	�� -. 0� �	� �	� X�n

�
� �,�� ���� �,!

�������� �	��� ���
�3

��� 4�� n � $ �	������ Un� �	 �
�
�Un� 5δn�� ��� δn � � ���  � �	�������� � ��� �����

��� ������� ���� %�������� ����6�7 �
�
� ����,�� ��,���� �U�n������, . . . , Un�����

*�������� 	� 
��� �� � 891�� ###:##1; ��� �	�,� (<� =� ><?@A@ '�	�	 B� C��D�	 �E<FGH@ I�
J?)KFL� MNAO� FP QH)RSHNT�  892��3

��� U�� ���� ��	�����	�� �� � 89$�� 12:2�� B	����6�� ���,�� ��	����� c ����������

��� '	� �	� Fk �	������ ���� �	 B� . . . Bk� ������ P �AP
k , �N � � �

�
� Ǳ���� q�B� . . . Bk� �

()�Bk�� �  	 B� . . . Bk�� ��� ��������� ������� � ���� %������	� S� ���
W�� B� . . . Bk

� �	������ �����7 k ������7 �	������ ��	����� ����� qb�B� . . . Bk� � ()�Fk �  �
B�

k���b 	 B� . . . Bk�� '��	 ������ ()�AP
k � 	 B� . . . Bk��()��Fk5Bk��5B�

k��� GFT $� 	
B� . . . Bk� � q 
 � �

�
� q	 5 q�� 5 � � q� 
 �q	 5

�
�
� q�� � �

�
� �q	 5 q�� 5 $�qq� 5 � � q�q	� �

�
�
� ()�Fk �  	 B� . . . Bk� 5 $()�Fk �  � B�

k�� � Bk�� 	 B� . . . Bk�� U����	������
()�AP
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�

B�...Bk
()�B� . . . Bk�()�A

P
k �  	 B� . . . Bk� �

�
�
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*U�� ������ 1 � �	��� XFST)?AY<� XFSTZH@@?)� HNT QAYHSA� ���
 �� � 8[/�� 98$:[�9�3

��� \������� k �	������ �� ��, . . . , N �  � � �������&���� ��������� �� ��	�	!
�������	 ����� ( � '��	 �� ��	�	�������	 ( �������� �� A� �	��  � ���������
�N��

k
	 �
�
�
� pk 5 pk���/N�

��� �H� Ǳ���� X � X� 5 
 
 
5 Xn� ]������� �� ^�X� � nμ� � �� ����� ^��X � nμ��� �
^X� � n�μ� � n^X�

j 5 $
�

��i<j�n�^Xi��^Xj� � n�μ� � n^X�
j � nμ� � nσ�� '	�,�

^��X�nμ��� �
�

x�	 x()��X�nμ�� � x� �
�

x�tnσ� x()��X�nμ�� � x� �
�

x�tnσ� tnσ��

()��X � nμ�� � x� � tnσ� ()��X � nμ�� � tnσ���

�_� U�W������� ������ i� �	�&� �� ci � c�i� ��	,��� ci � � � c�i �  � '��	 ��W�������
�	�& ������ j� �� cj �  � 4�� �
�� "������	��� �	��	 �� k � $ ���� � �	���D�
B� ���� ����7 �� �	��� i ��� j� ������ �cB, c�B� � �d, d�� ���	 � ���� ���	� ���	
����� i � j ���
� �	����� ��	����� �%� ����7��� � ���������
  /$�R��

�Y� \ ���	�����7 	������	 ` ������ n � $k �  � Xc � �� �G�cB�ei�� ���	 μ � s
� σ� �  � s�� \��������� �� X �

�
c �
	 Xc ���D	�����	� �� ���6� ��������� ���

�� �X � nμ�� � n�μ�� U��	�� �H� %� �� ���6�� ��� σ�/�nμ���

��� a	��
����� ��� "������	��� M �� ������	����� �������	� �	� �	�� ������� ��!
W������� 	������ ��� �	7,����� ��,�����& �
�� "������	��� M ��� �� 	������
�	7,����� ��,�����&�� '���� ��������	 � ���� 	������	�� ���
W�� �����
����� ����	� 	 �� ���� � 	������	�� ����� %""������ �	7��� ��,������

��� b��� �	,�� ��������� ��� ����	 � ����	&�& �	���D� ������� � ����	&�&
�	���D�� � ��� �	���D� ����	&�� ���� �� ��	 �� ��W��������� b��� �� �� �����	��
�������& ����	&����� � ���� ��,��� �����	������ ���� -B� �����	0�
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 w� 7����� �8������������� � ,�����
������ �� ������������ 	� ����� �������� 8������ u
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�����.. ������ ������. ����� ��������� ���������	
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�
/012+!x#� � x ���

�.��4 x � 	.


��� !&# 6,������ ������� ������� � �����4
�

�� � ��.�������
�

�� � �	�.������
�

��� �
�		�.��	%�

�
���� � �			�.	%	�

�
����� � �					.:��

�
������ � �						.	* ���� ����,����

������� � ��	:	::.��

!(# Ǳ���� ���������� �����
�n

k�� �.%;<=>?: � �%%<?@%.�� �������� � ����������
� !�<# ������� � ������� ��������� ��������� ������ , �.		=;�@?	=;� A� � B���
������ �������� � ���������� � !�=#  !�># ����� ������� 	
�� xk � � ' �!k �
�#/%�	�	 � �� �������� � ���������� � !�=#  !�># ����� �C��� ������� n� D����
�������� ����, ������� �������� ������������ ��������� ������� � ������ EF&2
&2+ GHIJK� ���� �� !�:?:#� =%>L=;��


!"# A���� ����,���� ��� u
 �!v � u#� k� ��4����� ����� u  v* ��� ���� �=�

��� ���� ��� �� Ǳ����������� ��� �������� ���� � 8������
� �����.�� ����� �

�	
 	��	 M�������� ��� ������� ����������� ����.����
��� ���

���� ��� v � �v�

!�.�� ������ �� ����� 	?L%	 , ��������� <�%��N�#

��� �
����� Ǳ������ /O ,������ P����Q �� ,������ �������.��
�� ,����� fv�



��� ������ � �Ǳ	
������ �����

���� �

��� �	


���� � �������� 	
���
� ������� ���
��� �
����
�
��� ��� ��������
��� �� ��� ���
��� 
������
��
��� �� Ǳ����
������ ��� ���������� ��
	�
� ������ �� ��
���� �����������

�� �� Ǳ����
�� ���� ��� ��
��  � Ǳ����
�� ���� ��
��! "� Ǳ����
�� ���� ��
��� �� ���� ����  ε� ��
������ ��� ��� �!�
��� "� Ǳ����
�� ���� � "�� � #$�
��� ��

�# ���� �

�� � %����
���� � �� ���&���
� ������� � ��� '� ���������
��� ��

�# ��� �� Ǳ����
�� ���� �� � "�� � #$�
 # ���� �

�# ���� $�$ %����
���� �������
� ����������
"# ��� � (��
� � �
���
)������

��� Ǳ&��� γk  δk  ηk  σk  # ��� k > n� *
����
��
 ����� �
+,,�-���� ��� x��
�
��
���& �
+,,�-���� ��� xk 	&��� �
��
 ����� '�� ���� ��� ������� &�������� ��
k � .� Ǳ&��� "fk, gk$ 
����/� �

����������
 �
+,,�-����� ��� x� � "sk � ck, ck$� 0
)��
f�  ". 1 η�$". � γ� � γ�δ� � γ�σ� � δ�σ� � γ�δ�σ�$� g�  ". 1 δ�$". 1 η�$"γ� 1 σ� 1 γ�σ�$ �
fk  ".� γkσk � δkσk � γkδkσk$fk�� 1 "γk � ηk 1 γkδk 1 γkηk 1 γkδkηk 1 γkηkσk 1 δkηkσk 1
γkδkηkσk$gk��� gk  σk". 1 γk$". 1 δk$fk�� � ". 1 δk$"γk 1 γkηk 1 ηkσk 1 γkηkσk$gk��� )��
. < k � n� 0
)�� fn  . 1 η� � γ� 1 "2n ����
� ��
�
)
 �
�����$ 1 "����� 	
��� ���
���
�
����
�$  . 1 η� � γ� 1O"nε�$ 	&��� �
����
��
 ���3
� �4
��&�� �&����
����� 5�����
������� 	��� 
�&	���
���� � ���� � ".678$� 2#9 ��� ���'� ����� 	
	� ������� ".6:.$� ��
.;<;� � ��
�
�'����=� ��	
�� >� ?@ABA� �� 	���������� ����� � ".6C<$� ;;7D;<#� *�&)
�
�
��
� � 
�)����-�� �
��
)
 �&����
����� 
����� � ��	
�� E� F� GAHIJH� ���� ��

".6:8$� 8:D8C� 5
)�� 
��� xk 
���-�������� � ��&)�� �
�
'�������� �
'�
 � �
��
� ���
���� ��
�	����
���� ��� ��� ���
����&���� � ��	
�� K� ?� LIMNOPQ� �	�� ���� �� ".668$�
7#<D7#:� R�� ���'� ��	
�& S� TJUONHQN�� 	��� ������ 	
�� ".6::$� 7;.D7<;� )�� ����
�����
��)
������ �
�
��� �������/� �JVHQ"x�1 � � �1xn$ � �JVHQ"x� . . . xn$ ������ �
 �������
�x�, . . . , xn	.�

��� 5�� ����&�� � �
����������� ��
���� W� �

��
����� "2:$ �� ���
������� ���
ew  p� �
���
 ���� �v� 1 �

�

 �w � u� 
 bp�� 1 b��� �
+�
�& �fu� 
 �fv� 
 . � " �

�
b � .$b�p�

0����� ����
��� � ���
�&� ��
 ��
	�
���
� � �
����
��
� &��
��� X�����
������Y "2:$
���� 
��&)����� �fw �� �
 �&��� �
��� �
 ; � ��
-���� �
������-�� ",��������� �
 ;/b
�
��� ������	��
����� �
�������
� ����)� �����
 ��� �
�&����� �����
������ ��
	�
�
�����$� R�&���� �
����
 '�� ���������
 ������Z

��� "[������ \� (� (��������� "S� ]� N̂O_`AaM$�$ Ǳ&��� c  ;�p/�� 1 .9 �
'�
 �����
�
b
'���� ��
 p 
 ;� ��� ��
 c �������������
� R������ �������� u�  u�c� u�  "u�u�$u��
u�  u�u�9 ����
)���
 v�  v� c� v�  "v�v�$v�� v�  v�v�� ����� �����
�� w � u�v�
w� � �""u� � v� � w$ "u� � v�$$ "u� � v�$� "u� � v�$�

*
����
��
 �
����� +�
 ��� ��&���� �
)�� u, v > # � eu  eu  p� ��� ��
 u � v ����
-���� � c;p�� . . ;p$� 0
)�� u  u� 1 u�� )�� ;

p�� � u� � ;p� u� aJQ ;
�p/��  # � �u�� �

;�p/����9 ����
)���
 v  v� 1 v�� d����-��� ���
������� ��� ���������� w�� ����/���



����� ������ � �Ǳ	
������ ���

�������� 	�
����� w�u�v� ������ �
p��� 	����� �w�u�v�� � �w�uv���u�v��u�v��u�v�� �

�p�� � �p��p/�� � �p��� ���������� �w � u�v� � u�v�� � �w� uv�� �u�v� < �p�� � ��p/�����p�
��� w � u�v� � u�v� ������ �

�p/���

��� ����� 	���	������� ��� bp�� � u, v < bp� �
�� uv � b�p��� �� x� � uv � r� ���
�r� � �

�
bp��� ������� x� � ��� !"u�r/v# � x� "$% &' �r/v� � �

�
bp��/bp�� � �

�
� 	�� ��(��
�(�


������ v � bp��� ������ r � )#� �
�� uv > b�p��� �� x� � uv � r� ��� �r� � �

�
bp� Ǳ�+����

x�/v � u � r/v < bp � �

�
b � x� � bp� �
�� x� � bp� �� x� � x� �	�
����� �, �
��(�-

"bp� �

�
#v � x� 
������� ��� x� ������ bp � ����� x� < bp"v� �

�
#�� �
�� x� < bp � x� > b�p���

�� 	�
� x� � x�/v � q� ��� �q� � �

�
� 	������ x� � ��� !"x� � qv# � x�� .����������� �
��

x� < bp� x� � b�p�� � x� < b�p��� �� x� � x� ��� 
���
�(�� 	��(��� �, ��

��������/ (�0�

�����(� 1���- 
����2�- ����� 	�-(��
-� ��	������ ����� b � 3)� p � �� u � 34� v � 55�
x� � 3)))� x� � 36� x� � 44)�

��� �
�� u � ) ��� u � �3� ����� u
�
��� � � u ��� �� ��	 
�� ������� ����������

���� �� < u < �� �� u
�
��� � � u � � � u � � � r� ��� �r� � �

�
b�p� ������� ���������

����� � ����	� ������ 	���� ������� � r � �� ��	 
�� ��� !"��� �#��� #���� ������ 	����
$����%���% �	�"������ �� 
������� ���� ������&���� ������ �	�"�����%� ����������
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��# �������� �$%	 � �$.	 ��������� ���� ��� � ����� u � �$.	 )���� ������������ �)�� 
��� �/0	
 �1���� �$.	 2 ��������	�
�� � ����
����

� �����

� ������� ����	�
��

� �����

�� �
��
���� ����34���� �)�)4����� ��������5����# �������# �������
	
6�������� ���" ����� ����� �� �������� ��������� ����� ������� ������� �����)���
��������� � ������
 7����� ���� � �����3���� �����*���� �����# ���� ����� "������
*������� ����� u � ����� ��5����� ������ ���� � ��� ������� ��!�� mj ����� � ��� ��*�
)���5� ��5����!� �����
 8����� ���+���������� �����,��� �����!����� �//	 � �/$	� ��� 
4������3��� �������
 6�*������ ������������ ��� ���������� 9��# ���� �� )���5������
�����3����� �������� � ���������� *��������3 ���������� �����,�#


��� :������ �� �
�
�m�/	 ; � �

�
�m� �/	, . . . , �

�
�mr �/		
 8)������ �������� �� ���������

$t � m��
�
� t ��� �����3 m	
 � �)4�� ������� ���� v � m ����3��� �*����� ��������� ��� 

�� ��#�� ��� ��!������ &������	 ����� v� ; �v�

�, . . . , v
�

r	� ������ ��� vv� � / ��� �����3 m	

7����� ���� �*������� ��� u ������ v� �� u/v ; uv� ��������� ��� ����4� ���������!�
���������
 &��� v �� �������� �*����� ������� � m� �� ������� ����������� *����������
�������


��� 1������ � �//	 ����� mj ������ m
 <����� ����� ��������� �������� �������������
���� m �������� ��"����� ���5��� )��� u� ; u �� $ � v� ; v �� $
 � ����� ������
������������ �������� ��!�� � ������ � ��!��� ��!�� u� �v� �� w� � � � ��wr ��� �����3 $	�
!�� �w�, . . . , wr	 2*������� ��*������ �������������� � u � v� �������������� � ������� ��
���5����� ����������


��� �=	 Ǳ���� ��������� x� � x ; �x � /	x � 0 ��� �����3 /0n	 9����������� ���������
�x � /	x � 0 ��� �����3 pn	 ��� p ; $ � .
 ?* ���" ����� x � x � / ���� ������ )���
������� ����� p� � ��!�� ���!�� �* ��" )���� �*����� ������� � pn@ ��9���� ��)� x� ��)�
x � / ������ )��� ������� ����� pn
 &��� x �� $n ; x �� .n ; 0 ��� /� �� ������
����������� x �� /0n ; 0 ��� /
 6������������� ���#����� �������+� �)������ ������
��� ������!� x �� $n �; x �� .n
 �A	 &��� x ; qpn � r� !�� r ; 0 ��� /� �� r � r� � r��
��� ��� Bx��$x� � �Cqpnr�Br	��Cqpnr�$r	 � r ��� �����3 p�n	
 �D	 Ǳ������ c� ������
�B�cx	� � $�cx	�	/x� ; Bc� � $c�x


Ǳ������
��� E�� ��� ��������� k ,�+� n ��*�����!� �������+��!� ����� �)��*� 
3� k ��*������ �������+��� ������ ����� !������� � ���" � ��*�����" �������+��"
�����" x � / � x� ������� ����3��� /0 ���������� ������� ���
 ���
 %
/-B/	
 F�� /0 
��������" ����� 9����������� ���� ������������" ��� �u�, u�	 ������ �������������" �
���������� ����� !�� u� ���� $ ��������� ������ � u� ���� . ��������� �����


��� G�#��� ,���������3 ������� �z�, z�, . . . , zn��	 ���)������# � �a�u�, a�u�, . . .
. . . , an��un��	 � �a�v�, a�v�, . . . , an��vn��	 � +������ � �����34�# �����#� !�� ���������
ak ; $��kq �	
 n�/n ��� ���������
 E����� �* �������� u ;

�n��
k�� ukak�kq/n � v ��n��

k�� vkak�kq/n ������	 w �
�n��

k�� tkak�kq/n
 ��� tk � zk/ak� Ǳ�� ���������� 	��������
	�����	� ������ �� ����� ����	 ����� ������ � ������� Ǳ����	������� ����� w ����	
��	� ����� �������� ����� �	� ����� ������  !�� "� #$%&'%(( %&' )� *%+,&
 ����� ���	�

�� -.//01
 23452�0�6
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�� Ǳ�� k � � ����������� ����������� ����� ! ���"����#�  $�� k > �� Ǳ!��% qk �
�Qk  rk � �Rk  ��& $�� Rk � ��Qk� � Qk � Qk�� 
 Rk��� '��()�"� � ��&�*��% $��
� 
 +Rk 
 �,�Rk � �Qk−� � -� ���  $�� ��� ����������� .�!(��� /�* �#��0 �����(
"�&�*����%����1��������*������% ����������� �� � 
 +Rk 
 �,�Rk � � 
 ��Rk � �Rk <
Qk�� ��� k > �� +2�� 3�&� $�� �Rk < Qk�� ��.&� "�&�*������� �� ��"!&4�� ���&��%&!
Rk�� �Rk � � � Qk �Qk�� � ��,

�� 5�� j � � . . .  r ��$����� Ue+j
�, jUo+j

�, Ve+j
�, jVo+j

�,6 ��&!������ �(��7���% &
��.���� ! ! ��#���� ��$����� 

W +j, � �Ue+j
�, 
 jUo+j

�,��Ve+j
�, 
 jVo+j

�,�,

W +�j, � �Ue+j
�,� jUo+j

�,��Ve+j
�,� jVo+j

�,�.

2�."� ���!$�� We+j
�, � �

�
�W +j,
W +�j,� Wo+j

�, � �
�
�W +j,�W +�j,�� /�$����� ��&#�

We+�, � U+�,V +�,� 8��� ����� ��(��4� ��*�����0 "�� ������ �� We � Wo �������
&�����) ����� r � r � � ���������������

9���  ���" ��*������ ! ��%:��% ��* �� �(��(������ �) $���� � &���$����� �����;
4�0 ���#���� � ! ��#����� <"���������0  ��!�1(���� "������ ���.��  � +��& &�&
!���#������ !��������� ���4���� � ��&������ ��$������� "��#�� ��������%�� ��"
$���� � �� *��&� ,�

5�!.�� ��* �#����% *�&�=$����� � ����"������ *��$���0 ������ �� We � Wo �
��$&�) �� �� �� . . .  +�r,�� '�� ���� �� �� $�� ����$��� �(��(������ �) $���� *"��%
(��%:� ��$������� �������=��� (������ ���&��%&! ��� �����4�� ! ��#���� *� ���=�;
�� �����4�� � �"��.� � ��� �����4�� "������ �������=��� ��" "���$�� � $���� � ��"�
�j+�k � �,� +5������ �� ��&�� $���� ����������� � �� �7%= ������) ���"����,

�� '�$�� ���������� �����"������%�����0 q � r � "������$�� (��%:�) ��$��%��) *��;
$���0 q� � q� ��& $��(� ����������% ����������� �* !��� �� Ǳ���� ���.� �* 3�� !�
�����.�$�� 3�� !��  &������ ���":��������� ����� � >  �#�� ��0�� $�� η� � �

� η� � �� 
 �/+�rk,��
��
�
�Qk�

�
�Qk�� +Qk/Qk��,� Ǳ�� k � 	  ��#����% Qk/Qk�� � �

� ����� ! �.�  �#�� �� !$������% �(� ���()�"� � "�&�*��% $�� η� < � � ε ��� ���)

(��%:�) k� ?��& ���!$�� 
�
�Qk�� �

�
�Qk 
 �
��Qk �
 � �

�
+�Qk 
 �

�
�Qk 
 �, 
 � ��

�Qk 
 � 
 �/+�Rk,� -��="� ��� "������$�� (��%:�) k η� � �� 
 �/+�rk,����/��Rk� �
@A η� < ��

���������� B�.���� C ��#�  �#��  �"�3�4������% ��& $��(� �� ��)�"�� �����;
"������%����% �)�"��.� ���� q� q� . . . ���������!= �� (�*� n � �� � ���� $�� �����
:�.� C� n � qk 
 qk��� 2�&��  �"�3�&�4�� �����"�� & �4��&� +��,�

�� D=(�0 �(7�0 "������% $���� 	q 
 d� � 	q 
 d� "��#�� ��&#� (��% "������� �)
��*����� d��d�� 2�&� �

�
�
�

�
��*����� � (!"!� � � � 	 � � � � 	 � � E � � � ����� !

���()�"� � ���%&� ��&�*��% $�� �� &�#"�� �* ������) $���� � � E "������ �� (���� $� 
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��� ������� �� ��
����� qk �� � !�� ��� �" �#

�� Ǳ 
�� pk�� < n � pk %�&�� ��� ��������&� ��
������&� 	�
�� c tk � �tk�� � ck�k
Ǳ�'��� tk/�k

� tk��/�
k�� � ck/�k

� t� � c
�

j�� j/�j � M� ����� 	
���	� tk � M � �k �

O�p
���� �
k ��

�� �	��	� ��� ��	�	 �	����	��	 �	��	����� �� ��� ����� ��� k � ��

�� !us � "u�qs� ��� K � # �����	��� ��� q � �$ �	� ���� "u��r� ��� K  ��	 ��� %&�	������
	
����	�	 ���	
���	%���� �	�%	���� ��
����� 	
��'���� ����&( ��	
��	%	�	 ��%�����	)
%���� �	����

��� A	j
�sk��, . . . , sk�j , tk�j��, . . . , t�� �	��	 �������� % %���

�

��tk−�,...,tk−j��

ωk−j�sk−j ...sk−�����tk−�...tk−j��

( �
��p<K

ωtpup

)( �
��q<K

ωtqvq

)
,

� ��	 ��%�	
�

p,q upvqS�p, q� ��� �S�p, q�� � * ��� �j � ��� �	��&( �������+ �k/�j ����� p

� q �	� ���� �S�p, q�� � �j �

��� ,%�	��� �� �	��� ����� z � $ �	 �	�	 ���  ���	 �� 
 ��� c � � � ��	 % �	����
-j � $ �� ����� ������� ��� �%�	���� Mj � .��/�� ���� �� ��	 �%�	��� Mj �� �	���
����� zz�z� �� *** �	 �	����� -�j � $�� ����� ���� % �	���� t % �%�	���� Mj �	��	�����
z� �� * �	 ������ ������� z� � * �� �	%���% ��� ��	� �� %&(	��&� ����&�� 0	 ��
%&(	��&� ����&� ������ �	%����� ���  ������	� �������� z� �	 ���+��+ ���� �	 �	�����
t1 j�$ �	��	� �	���	 %&�	������� ����%����%	 t1 j�$ � �n� Ǳ	��	��� �& �	������
��	 -�j � $� � t �	���	 
&�� 3�j � $� � �n ��� ��	 �	 �� ���	� j � $ � n/� �� ��
j � �n/�� 1 $� Ǳ	��	��� ��� 	
��
	��� %(	��&( ����&( u � v � �n � $ ��	
(	���	
���	���	%��� �%�	���& Mj ��� %��( j � �n/��1$ �	� ������ 	4���� �%������ ���� �5�+
�� %	��	��&(� �0������� �� ��
�� � %���	 ��	 �%�	��� M ��	
(	��� ���  ��	�����
�% (
��	%&( ����� % �	���� -��

��� 6	��	 7��	��	�����8 K �����	% �	���� ��� �	���/���� ���	�	
�� ��� %&�	����
���% / �	���� �� ����	�	 ������ �� O�K 1 �N 9:;N�� 5��	% ���� /'�� 	
���	��
�<� ,��	���� �	�������	+ �	����	%�� ������ ������� =���=� ��� ���� �� %�� ��������&�
�	����& �� %���� O�K 1 N�� �<<� >���&+ �� ��
	�	% j ��������&( �	���� �	��� 
&��
%&�	���� �� O�9:;N� 1 O�j� 5��	% � ������� O�N� ����( ��
	�	%� #�� ������ 
 � �
��	��	����& �� �	����	� ����	 ��	��	��	%� .���/��� 	��%���&� ������� 0�������
���?���������� 	����4�� �	��	 ��	�	�����	%��� ����%��� ����� p � q % �%	��� /
������ ���������� @������ � �$AB*� 3A*C=*B�D

��� E��� �� ������	����� �% ( n)
��	%&( ����� �������%����� T �n� �	  ��	����� m)

��	%	�	 ����� �� n)
��	%	� �	��	 %&�	����� �� �n/m	T �m� 1 O�n 1 m� 	����4�+ ���)

�% ��� ��	�	 n)
��	%	� ����	 �� �n/m	 �� �� m)
��	%&( ������ F� ��� �����	% �	)
� ����&( % ��	� ������� ���� �� ��	 ��� ��5��& ��/����� 	4���� %������ ��%��
O�n 9:;m 9:; 9:;m� ��� ��5�� �	 �� ��+�	+ %&
	��	+ ��	% 	���������	�	 �������G
O�n 9:;m� � ��� ��5�� �  ����������GO�n��

��� F�%������ ���� �5�� %��(��� 	4���� ��%��� O�n�9:; n� 9:; 9:; n� �����	����
6� ��� H�5��	� �I� J� K<LMNOP� � �� ��� Q�	���+��	� �R� J� ST:MUVOWOP� @�� �	
�� ��

����� ���� � �$AX3� -$XC--$D� Y��������%����� ��� �	���� �4�� 	�������	%��� �� ��5�� 
��/����� � ��	����%	� ����Z ��� ��5�� �  ���������� ��� 	4���� ��%�� O�n 9:; n��
6� [� Ǳ�����	� �I� S� \]TOPL:^� 6� ��� H�5�� � I� J� K<LMNOP� � ,� Y� 6�+�� �_� `� IOWOP�
�	� ���� ���� �5 / ����// 	4��� �	����� n 9:; n/9:; 9:; n 	� 
���	%��� / %
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)��� '�%� ,��( �� ���) �� �������, ��'&�)��� (�%('��( )'��&'�'%'))��� -���+ ������
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��� N��������� -��� �-'�� �����*��� Ǳ���������� ��� u�x� � v�x�w�x� =FO q�
a�x�v�x� " b�x�w�x� � ! =FO p � c��v� � ! =FO r� O/L�a� < O/L�w�� O/L�b� < O/L�v�� O/L�u� #
O/L�v� " O/L�w�� ��� r # L3O�p, q� � p, q 	� �-�����
	� ���	� -��
 �������� �������
Ǳ������� ���	��� V �x� � v�x� � W �x� � w�x� =FO q� ������ ��� u�x� � V �x�W �x� =FO qr�
��V � # ��v�� O/L�V � # O/L�v�� O/L�W � # O/L�w�� 8���� ����� ��� r6������� �����
����
��� �� ����� qr �������� ���	����		���

� ������ ������������� ��� 	�.�� Pv�x� � Pw�x�� ������ ��� V �x� # v�x�" qPv�x�� W �x� #
w�x� " q Pw�x�� O/L�Pv� < O/L�v�� O/L� Pw� � O/L�w�, ������ �������

�v�x� " qPv�x���w�x� " q Pw�x�� � u�x� =FO qr,

(������	�	� Pw�x�v�x� " Pv�x�w�x� � f�x� =FO r� ��� f�x� ������������ ����	���	��
u�x� � v�x�w�x� " qf�x� =FO qr� Q� ���R t�x� �����

�a�x�f�x� " t�x�w�x��v�x� " �b�x�f�x�� t�x�v�x��w�x� � f�x� =FO r.

Ǳ����
�� �� ��v� ��'������� �-���	�. (���	� �� ����� r� ���	� � ����'
� ������+
�� %�@�!S 	�.�� ����	�� t�x�� ������ ��� O/L�bf�tv� < O/L�v�, �� (���� t�x�� O/L�af"tw� �
O/L�w�� �����
�� ����� O/L�f� � O/L�u� # O/L�v� " O/L�w�� 7���� �-������ �������
����	��6 Pv�x� # b�x�f�x� � t�x�v�x� # b�x�f�x� =FO v�x�� Pw�x� # a�x�f�x� " t�x�w�x��
2�� �PPv�x�, PPw�x�� ����������� ��-�. ������ ����	��� ����� � Pw�x� � PPw�x��v�x� � �PPv�x� �
Pv�x��w�x� =FO r� T�������
	�� ��� r6������� ����� v�x� ���	� ����
 PPv�x�� Pv�x��
	� O/L�PPv � Pv� < O/L�v�� ��� ��� PPv�x� # Pv�x� � PPw�x� # Pw�x��

2�� p ���� q� ��� ��� r # p� ��-�� V �x� � W �x� ������������ ����� ����	���	��
a�x�V �x� " b�x�W �x� � ! ��� ����� p�� ��� � ���-����� �� ���� U�	����

Q� p #  ���*��� ������	�� ��������� �����'�� �-����� ����� ����������+
�� ��
�� ��())�*��	��� � 	���������	��� �� �-��	���	�� ����*���
	�R *�)���
� ���� !$ ������������� ��� v��x� # �! ! !�� w��x� # �! ! ! $ $ ! !� � ��	�-�����. �������	+
���	�. �  ������� N������		�. ������� 2����� �������� � a�x� # �! $ $ $ $ !�, b�x� #
�! $�� V	�����
 v�x� # x�"c�x"c	 ����	 ����
 �c�� � �!"�!!W	 # !!� �c	� � !$ �����	�
����  $� 7�� �����	�	�� ���� U�	��� ���� v��x� # �! W !�� w��x� # �! W A % % W A�� 7����
�-������ c� � W � c	 � �! =FO !@, ���	����		�. ������	�. ���������	�. �	�����
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���*1� ��'� ������* ����� "����"��#� ���������� ��� t��x��p
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 ��	 ������ ����
���� t�x� ������	
< rd ������ ����� ����� ����	�	���� ������� ���	��� ������	 < �d�

��� Ǳ���� T �x� � x� xp � � � ��xpd−�

� ���� x � ����� v	x
 � T �t	x
��� q	x
� Ǳ��������
t	x
p

d
� t	x
 � ���� �������������� �������� �� ������ q	x
� ����� � ���� ���� v	x
p �

v	x
� � �!��� �������� v	x
 "��"���" ����� �# p �� ��$ � ������" yp
� y � %� &��'���

v	x
�(���� '�����

)����� �������� '��
�p��

s�� *+��gd	x
, T �t	x
� � s� � gd	x
� , '��������� ��!�� p � -�
��.�� ��� � �� � -/� ���� .����� '�� *+��gd	x
, T �t	x
�� 0���� ��0�������� ���������
gd	x
 � �� �"������� �

�
�
� ���� gd	x
 ����� ���" 0� ��� ��� �������� ���.����" � t	x
�

���'�$��$ 0��� ��$ ������� ������� < -d�

1&�������� '�� T �t	x
��� g	x
 ��.�� 0��� ��'������� ��'���" � u	x
� t	x
� � �����
��������� d � 2  �# u	x
 � �t	x
 � u	x
p��� g	x
� 3���� ���!� �� �.����" ������� ��
 �#��.���� ��������� xpd

� x �
�p��

s�� �T 	x
� s�� ���� �� �� �������� ��" ��0�!� p� � ��
� ��" ��� 4� ���� 	-2
 �������� ��  �#��.���� xpd

� x � x	x�p
d
���/� � 2
	x�p

d
���/� � 2
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, T 	x
�s� ��" ������ ���.�����$ f	x
 0��� � ����.��� �� I� J ����
	K� K?L<C
� ����� ��� ����� ����� ��� ���� ��� M 	2/2D
� 2ENG� ������ �!� ����� 0�� �� ������
������ '�� �� ��  ������ ���� T �t	x
� ��" t	x
 �� x� I�!� ��� �����!�  �#��.���" �
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"���
� 	2//-
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�

]�� � ^���� 	_AC?< `=AC
 �0�� �.��� '�� � � ������#������ ���!� ������ ��" p � -
�������'�� � ��� ��� �� 0���� d ���(������� ���'��� t	x
 � x� x�� . . . � x�d��� )��� �# ����
��0� �� t	x
 !� ���� ������  �#0����� gd	x
 �� ���.������ ���� gd � ������� ������ '��
��.�� ����'���  �#������� ���� ��������� t	x
 ������� < -d �# ���� '������ ���'����
���� ������#����� ��� 4���� '�� T �t	x
p� � T �t	x
� � T �u	x
 � t	x
� � T �u	x
� � T �t	x
�
	�� ������ gd	x
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 �� �� !��������� ��	
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�
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��� a��� α�������� ���" �# pd ���������� �0�#��'�� '� �# d	α
 ������� α� � �������
�������b�$ ����#����� ������� e� ����$� '�� αpe

� α� &����  ������ �� �������

Pα	x
 � 	x� α
	x� αp
 . . . 	x� αpd−�


 � qα	x

d/d�α�,

!�� qα	x
���� �������$ ������� ������� d	α
� Ǳ � α� � �0�!��\�� �� ���� ���������
���!� ���"� ������������\�$ ������� qα	x
 � �0�!��� �� ���� ��� �������� ���������
������� e� ���"\�� d� !�� ��.��" ����" 6��� ����������8 ��� �'����" � ��'����� e  �#�

H���� 	x � t
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d
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 � 2 ��!�� � ������ ��!��� ��!�� � ���� 	α � t
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d
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a��� t�(���� '����� ����� d	α � t
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� �������������� n	p, d
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'���� ��������� α ������� d� ������ '�� α�pd
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�p

d
���/� � 	α� t�
�p

d
���/� ����

'�� �� .� ������ 		α � t�
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d
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 ������� t � ���'�$��� �0 �#�� ��0 ����� gd	x
� ������  ������#� ������$ ��!� ���
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��
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fx� � �nx�! +� �� p �� ����	 n� �� ����� xn � 
 � nxn�� �� �����' p$ �������	������
������� xn�
 ���,���� �	 ������	�� �� �����' p! Ǳ�� �����( fx� � ζ� 	���(� ��� �������
� ���#����� �,�#����� ����# gx� ������������ �����	��� �nx�� 	����� �	� gζp� � .!
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��#������� �����	����� xn � 
 �� �������	������ �� ���'	 �����������( �����	����
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�,2�( �����������( �����	����! Ǳ�%	��� fx� � gx�! 9:�����������	� �nx� ,���
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5� ��x� � x � 
� � ��� ����	�� p �px� � 
 L x L � � � L xp��! /��� n > 
 ����	���
��	����� ����#�	�� �	� ��nx� � �n�x�! /��� p ����	 n� �	���� 	�����	�� � �! ��
����#����	� �	� �pnx� � �nx

p�! /��� p �� ����	 n� 	� ����� �pnx� � �nx
p�/�nx�! M��

���	���� � �� n � 
8 ����� ��x� � x� L 
� ��x� � x� � x L 
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� ��x� �
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� ���x� � x��x�Lx��xL
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���� tx� � u�x�u�x�

�u�x�
� . . . � vix� � uix�ui�x�ui�x� . . . �

wix��u�

ix�ui�x�ui�x� . . .LJuix�u
�

i�x�ui�x� . . .LEuix�ui�x�u
�

i�x� . . .L� � � .

P���� tx� � w�x�� ��������� ������������ �����	��� uix� ����	 ���� ����� i� ��
����� w�x� � �����	�� �#����� ����	�� �� �	��X���' � %	��� �����! ���� � 	�� �	�
uix� � vi�x�!
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��� ' ��� ! � ����������� �� ����� ������� ��	
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����� 	������ u� � ru� q (���� ��� ���) � ����
����*�� ��� 	��� ���� (+�)��
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����
� m � n � s ����� mns ���	���� ������ � �������� �	
� !- ��� �����&

 
����
� m � n � s ����� � 
����� � ��
����" (m . n . s)r /�������� 
���������
(A, B, C)� �
��� ���0���� ����� (m . n . s)r � mns� � �
���� ���
�� � 	
��	�������
0�� m � n � s� 1��������� � 
��� ���
�� 
����
� m � n 
���� n� ,���� ��
�����
����� 	���0��� ����� �����
 �� ns ��������� � ��	�0��� 	���0�� �������� ������
���
���� 2� �	
� �3 	�������� 0�� ����� ������ �
��� ��� ������������� 
���� �����
�
�� �������� �����04�� ��������� �
���� � ��
"��� �
����� ,���� 5� 6��/� (789:;<
=� >9?@AA� B8� =� C8@<D<� E9FG@AA HGDI�� JK+3) 	������� 0�� ��*������� �����
 � ����*��

��� � �mns/(m. n. s� !)� ��� ���	����� �� 0�������L

��� M��� (A,B, C) � (A�, B�, C�)N
��������� (tijk) � (t
�

ijk) ������ r � r� ���������������
�� A�� O A�A�� B�� O B �B�� C�� O C � C� � A��� O A�A�� B��� O B �B�� C��� O C � C�N

��������� (t��ijk) � (t

���

ijk) ������ r . r� � r � r� ���������������
���������� 1����� ����������� 	
��	�������� 0�� F;GP�(tijk)� (t

�

ijk)� O F;GP(tijk) .
F;GP(t�ijk)� ������ � �	
� 3Q� (R) � 3 	�������� 0�� /�� � ������ ����� 	
����	����� ��
0�� ��������

��� �������� ����� 7 F;GP(tijk) � F;GP(ti�jk�)� S�
����� ���� M N���
��� 
���� r�
�� �� ����� 	
���
������� � 	���*�� �	�
���� �� ��
����� � ���������� ����� �����
��� 
������ � ���
�� F � G� 0�� ���
��� FMG ����� ����
���� ��� Q� �� �����0�����
r ���������� " /��������� 
��� " J (��� ����
��� ��3�!T)� �������������� 
��� �����
�
FMG 	 r � �� ����� ��� ��� 
��� �����
� M �������� �	
� ��

��� Ǳ���� i O 
i�, i���� ��� J 	 i� 	 m � J 	 i�� 	 n� ����� t�i′,i′′�jk O δi′′jδi′k� S0������� 0��
F;GP(ti�jk�) O mn� ��� ��� (ti�jk�)N���
��� 	�
���������� Ǳ� ����� U F;GP(tijk) � mn�
S�
����� ��� ��� (tijk) ����� ����� mn ������� " /��������� ��� �0������� �� 
��� 	 mn�
(��*�������� �������������� ����
������� �"���� �
����*�� ����� mn ��� " ������&
���� Ǳ������� ���
������� �"�� �� ��*������� 2����� ���� 	
� ��� �	��� 	 (JK+Q)�
J3VJ+KL� W� ����� � �� ���������� ������
�� /�������� ���� ����� �� ���
��� ��	���&
������ � s > J 
����0� �� �����
&���������� 	�������� /�� /��������� ��������� ���
��

����
� (n� s) � (m� n))�

�
� (;) s� O y� . y�� s� O y� � y�� m� O
�
�
(x� . x�)s�� m� O

�
�
(x� � x�)s�� w� O m� .m��

w� O m� � m�� (R) X���� ��������� 	
�������0� " 4����� ��	������*�" �������� ��

������Y �(x��x�).(x��x�)u��(y��y�).(y��y�)u�:9Z (u�.u.J) O �(x��x�)(y��y�)�
(x� � x�)(y� � y�)�. �(x� � x�)(y� � y�)� (x� � x�)(y� � y�)�u� Ǳ�
��� 
���������N(

J J J Q
J Q J J
J J Q J

)
,

(
J J J Q
J Q J J
J J Q J

)
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J J J !
J J ! J
J ! J J

)
�
J

'
.

���
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���������N(
J J J !
J J ! J
J ! J J

)
�
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'
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(
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J Q J J

)
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J J J Q
J Q J J
J J Q J

)
.

S���0������� ����
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�
(x� . x� . x�)s�� m� O

�
�
(x� . x� � !x�)s�� m� O

�
�
(x� � !x� . x�)s��
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m� � �
�
���x� � x� � x��s�� t� � m� � m�� t� � m� � m�� t� � m� � m�� w� � t� � m��

w� � t� � m�� w� � t� �m��

��� Ǳ
�� k � �k�, k���� ����� k ��� n� � k� � k ��� n�� � k��� �
��� �������� w�k′,k′′� ��
x�i′,i′′�y�j′,j′′�� ��� �
��� ������ ! ��"������# ���� ��� i� � j� � k� �!� ���
�$ n�� �

i�� � j�� � k�� �!� ���
�$ n���� %�� ����� ������� ! ������ ���� ��� n� � �n� ����� ��
Xi′ � Yj′ �����& n�� � !��
��� n� ����� �� Wk′ � '����� ����� ��� �������� ���������#
n�� �������#��� ������ 
�������� !� ���� �� ���������# n�� 
��������� !� ���� �� �
������ 
�������� � (�!���� ����� �� "����#���# (���������& ��� ���& ���!��� n��� )*���
� !������ ����+ ��!��"
���# ���������� ����� 
�������& � (�!���� ���  �(�����,
���� �������� �� � -��� ���� ���� ��!��"
���# �� ��n� � d�n����n�� � d�n���� �!� �(�&
.��/� ����������� ������ d�n�0����� ��������& n� ��� ����
�� �" 
! � 1�2��34� �
��� ��� 5�6

��� �7� Ǳ
�� n�k� � �p � 8�pe�k�� � ϕ�pe�k� ��# 9 � k < e � n�k� � 8 ��# k � e�
Ǳ �������� ����� �8, . . . , m� � ���� aipk �!� ���
�$ m�� ��� 9 � k � e � 9 � i < n�k�� �
a0:���� ������& !� ���. �"��& -������ !� ���
�$ pe� ��! ��� � ����� m � ;� �����
!������ a � �� "������#�� #��#$��# ���4�, ��4�, ��4�, ��4�, ��4�, ��4�, ��4�, ��4�, ��4���
<���� f�aipk� �

�
��l�e

�
��j<n�l� ωg�i,j,k,l�F �ajpl�� ��� g�i, j, k, l� � ai	jpk	l�

=������� fikl �
�

��j<n�l� ωg�i,j,k,l�F �ajpl� ��# 9 � i < n�k� � ��# �����+ k � l� %��

(���������# ��� ��� ���!��� n�k � l� "������&

xi � ωaipk�l
� ys �

�
��j<n�l�)s � j� 9 �!� ���
�$ n�k � l��6F �ajpl�,

��� ��� fikl  ����
�

xrys ��
��� ������ !� r�s � i�!� ���
�$ n�k� l���� Ǳ ��. �"������
>
 � !��
�����# !�� ������� �
��� �����# ����������
$?�+ fikl� )���������� '����
�. �"����� ����&��� ���.���(�� xi� ���� ��! ��� � � �2;��  �"
���� .
��� ����� ��&����,
������ ��� ����� ������� ���� (���������# ��� ��� ������ 
� ����� !� ! ����
 �@;� �
un�k��8 � �un�k�/��8��un�k�/��8�� %�� ��#"��� � ���� ��� �!� �(�# !� ���
�$ �un�k�/��8�
���� !������ � ��&����������� ��-::�(������� ωj�ω�j � ����� ��� �!� �(�# !� ���
�$
�un�k�/� � 8� ���� !������ � ������� ��-::�(������� ωj � ω�j�6

'���� p � �� ! ����#$� !���.�
$ ����� 
�(�$� ��!��"
# ! ����������� ��8�iaj�k

�!� ���
�$ m�� ��� 9 � k � e� 9 � i � �AB�e � k, 8� � 9 � j < �e�k��� = ����� ��
���
��!��"
���# ����� 
�(�# 
! � @� � n� � � � n�� � �e�k��� � ��� -��+ ����� �� �
?����
��
�"����� ! ����+ ������ ����� 
�(�# ���� � �.
���� ! #��� ! ��"������� (���������&
��� ����

�C� Ǳ
�� a�m� � a��m�� � 8 � !
�� ω� � ωa′′m′′
� ω�� � ωa′m′

� D! ������ s� � s ���m��
s�� � s ���m��� t� � t��� m�� t�� � t��� m�� ����� �. �"��� ��� ωst � �ω��s

′t′�ω���s
′′t′′�

D��$�� ����
��� ��� f�s�, s��� �
�m′��

t′
�
�m′′��

t′′
� �ω��s
′t′�ω���s

′′t′′F �t�, t���� E 
���� ��������
������ ��� ! ��. �"������ >
 � m -��������0-�� :��������� �������� �"��������
��
�� ��� ! ��. �"������ >
 � m� �m�� -���������

F� .
���  ������ ���� G�� ������H ���� ����� �����#?�� �"I �A� �
�� si �� F �k�
� s�j�� �AA� ! ��"������& mj � ������ �" ���� �+ !��
�����# !
��� 
�������# ������ �"
F �k� ��� S�j� �� ��&���������� ��� ������ ����� αj � �AAA� ��!���������+ �
�� tk�
�����# �" ���� �+ �. �"
���# �" mk ��� tj �� �� F �k� ��� s�j��� D������������
"������#�� ������ .�� mk ��� tj � ��! ��� � G�� �����#H �+��� ! ��. �"�����#
>
 � ��# m � @� !��� �����# !� �2;� � !� �����
 �" !� �7�� ����� ����
$?�& ���I
s� � F �8��F �1�� s� � F �4��F ���� s� � s��s�� s� � s��s�� s� � F �8��F �1�� s� � F ����F �4��
s� � s��s�� m� �

�
�
�ω�ω��ω��ω��s�� m� �

�
�
�ω�ω��ω��ω��s�� m� �

�
�
�ω�ω��ω��ω��s��

m� �
�
�
��ω � ω� � ω� � ω��s�� m� �

�
�
�ω� � ω��s�� m� � 8 	 F �@�� m� � 8 	 s�� t� � m� � m��

t� � t� �m�� t� � m� �m�� t� � t� �m�� t� � m� �m�� t� � t� � t�� t� � t� � t�� t� � t� � t��
t � t� � t�� t� � m� �m�� D������ 
�������# �� �����(
 � m� � m�� J���� ���  �����
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������� ������
� ���� !��	
m� " f���� m� " f���� t� " f��� # f��� " f$%�&� t� " f��� # f��� " f$%�& � �� �� '��
 �����

�
����	� ���(��� s� " s� # F $)&� ������ m� �������� � �

�
$ω # ω	 # ω� # ω�& � *�s�

+��� ����� � �

�
s�,� � m�-�������� * � s� � 
����� m� � t
� .�� �����/�� ���� ��

�������	��� 
������� �� * � �������� �����	�����	 ����
( ���
 ��� ���������
���	�� ����� 0 
�
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vn�� � � � � � vN�� � ,� 3)� Us �

�N��
t�� ωstut � Vs �

�N��
t�� ωstvt �� , � s < N � ��	
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ИСКУССТВО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ
ТОМ 4, А. КОМБИНАТОРНЫЕ АЛГОРИТМЫ
Часть 1

В этом томе рассматриваются 
методы, позволяющие 
компьютерам эффективно 
работать с задачами 
гигантского размера. 
Рассматриваемый материал 
начинается с булевых функций 
и технологий и трюков работы 
с битами, затем всесторонне 
рассматривается генерация 
всех кортежей и перестановок, 
всех сочетаний и разбиений, 
и всех деревьев.
Комбинаторный поиск — 
богатая и важная тема, 
и Кнут приводит слишком 
много нового, интересного 
и полезного материала, чтобы 
его можно было разместить 
в одном или двух (а может 
быть, даже в трех) томах. Одна 
эта книга включает около 
1500 упражнений с ответами 
для самостоятельной 
работы, а также сотни 
полезных фактов, которые 
вы не найдете ни в каких 
других публикациях. Том 4А 
определенно должен занять 
свое место на полке рядом 
с первыми тремя томами 
этой классической работы 
в библиотеке каждого 
серьезного программиста.

Искусство 
программирования
ТОМ 4, А

Комбинаторные алгоритмы
Часть 1

КЛАССИЧЕСКИЙ ТРУД
НОВОЕ ИЗДАНИЕ

ДОНАЛЬД Э. КНУТ
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АЛГОРИТМЫ.
ВВОДНЫЙ КУРС

Данная книга написана признан-
ным авторитетом в области ком-
пьютерных алгоритмов — профес-
сором информатики Томасом 
Корменом, чей труд Алгоритмы: 
построение и анализ, написанный 
в соавторстве с такими выдающи-
мися учеными, как Чарльз 
Лейзерсон, Рональд Ривест и 
Клиффорд Штайн, выдержав три 
издания, давно стал общепри-
знанным классическим учебни-
ком по алгоритмам. 

Поскольку книга Алгоритмы: 
построение и анализ предназначе-
на в первую очередь для студентов 
и аспирантов, то есть подразуме-
вает достаточно серьезную мате-
матическую подготовку, Т. Кормен 
написал книгу, предназначенную 
для всех, кого интересуют вопро-
сы, связанные с компьютерными 
алгоритмами, но базовое образо-
вание, да и просто отсутствие вре-
мени не позволяют взяться за 
серьезный труд объемом больше 
1300 страниц.

Основной предполагаемый чита-
тель этой книги — молодой чело-
век, раздумывающий, стоит ли 
ему заниматься этой областью 
человеческой деятельности или 
нет. Недаром сам автор сравнивает 
книгу с легкой закуской, попробо-
вав которую, можно решить, стоит 
ли заказывать полновесный обед 
или лучше уйти в другое место.

Томас Х. Кормен

www.williamspublishing.com

в продажеISBN 978�5�8459�2073-7



ИСКУССТВО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ
ТОМ 1. ОСНОВНЫЕ АЛГОРИТМЫ
3-е издание

Первый том серии книг 
Искусство программирования
начинается с описания 
основных понятий и методов
программирования. 
Затем автор переходит
к рассмотрению 
информационных структур —
представлению информации 
внутри компьютера,
структурных связей между 
элементами данных
и способам эффективной 
работы с ними. Для методов
имитации, символьных 
вычислений, числовых
методов, методов разработки 
программного
обеспечения даны 
примеры элементарных
приложений. По сравнению 
с предыдущим изданием
добавлены десятки простых, 
но в то же время очень
важных алгоритмов. 
В соответствии с современными
направлениями исследований 
был существенно
переработан раздел 
математического введения.

Дональд Э. Кнут

www.williamspublishing.com

в продаже978-5-8459-0080-7
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Алгоритмы:
построение и анализ
3-e издание

Фундаментальный труд известных 
специалистов в области информа-
тики достоин занять место на полке 
любого человека, чья деятельность 
так или иначе связана с вычисли-
тельной техникой и алгоритмами. 
Для профессионала эта книга может 
служить настольным справочником, 
для преподавателя — пособием для 
подготовки к лекциям и источни-
ком интересных нетривиальных 
задач, для студентов и аспирантов — 
отличным учебником. 
Строгий математический анализ 
и обилие теорем сопровождаются 
большим количеством иллюстраций, 
элементарными рассуждениями и 
простыми приближенными оценка-
ми. Широта охвата материала и сте-
пень строгости его изложения дают 
основания считать эту книгу одной 
из лучших книг, посвященных раз-
работке и анализу алгоритмов.
Третье издание этого классического 
труда в большой степени доработа-
но. В нем появились новые главы, 
в том числе посвященные такой 
важной в последнее время теме, как 
многопоточные алгоритмы, а старые 
подверглись переработке, местами 
весьма существенной, когда уже 
имевшийся во втором издании мате-
риал излагается с иных позиций, чем 
ранее.
Данная книга будет не лишней как 
на столе студента и аспиранта, так 
и на рабочей полке практикующего 
программиста.

Томас Кормен,
Чарльз Лейзерсон, 

Рональд Ривест, 
Клиффорд Штайн

www.williamspublishing.com

в продажеISBN 978-5-8459-2016-4 



ТОМ 1. ОСНОВНЫЕ АЛГОРИТМЫ

Третье издание, ISBN 978-5-8459-1984-7

Первый том серии книг Искусство 
программирования начинается с описания основных 
понятий и методов программирования. Затем автор 
переходит к рассмотрению информационных 
структур — представлению информации внутри 
компьютера, структурных связей между элементами 
данных и способам эффективной работы с ними. 
Для методов имитации, символьных вычислений, 
числовых методов, методов разработки 
программного обеспечения даны примеры 
элементарных приложений. По сравнению 
с предыдущим изданием добавлены десятки 
простых, но в то же время очень важных алгоритмов. 
В соответствии с современными направлениями 
исследований был существенно переработан раздел 
математического введения.

ТОМ 2. ПОЛУЧИСЛЕННЫЕ АЛГОРИТМЫ

Третье издание, ISBN 978-5-8459-0081-4

Во втором томе представлено полное введение 
в теорию получисленных алгоритмов, причем случай-
ным числам и арифметике посвящены отдельные 
главы. В книге даны основы теории получисленных 
алгоритмов, а также их основные примеры. Тем 
самым установлено прочное связующее звено между 
компьютерным программированием и численным 
анализом. Особого упоминания заслуживает 
предложенная Кнутом в этом третьем издании новая 
трактовка генераторов случайных чисел, а также 
рассмотрение способов вычислений с помощью 
формальных степенных рядов.

ТОМ 3. СОРТИРОВКА И ПОИСК

Второе издание, ISBN 978-5-8459-0082-1

Во втором издании третьего тома содержится 
полный обзор классических алгоритмов сортировки 
и поиска. Представленная в нем информация 
дополняет приведенное в первом томе обсуждение 
структур данных. Автор рассматривает принципы 
построения больших и малых баз данных, а также 
внутренней и внешней памяти. В книге приведена 
подборка тщательно проверенных компьютерных 
алгоритмов и представлен анализ их эффектив-
ности. Кроме того, специальный раздел посвящен 
методам оптимальной сортировки и описанию 
новой теории перестановок и универсального 
хеширования.

Этот многотомный труд широко известен как полное изложение классической 
информатики. В течение десятилетий первые три тома служили бесценным 
источником информации по теории и практике программирования для 
студентов, теоретиков и практиков.

Это руководство по всем основным алгоритмам и труд, который научил 
многих современных разработчиков программного обеспечения 
практически всему, что они знают о компьютерном программировании.
— Byte, сентябрь 1995

Многочисленные читатели говорили о глубоком влиянии книг Кнута на их 
личность. Ученые восхищались красотой и изяществом его анализа, в то 
время как рядовые программисты успешно применяли его “кулинарные” 
рецепты при решении повседневных задач. Все восторгались широтой 
кругозора, ясностью мысли, точностью и тонким юмором, которые они 
находили в книгах Кнута.

Я даже не могу выразить, сколько приятных часов изучения и отдыха 
доставили мне эти книги! Я углублялся в них во время поездок 
в автомобиле, в ресторанах, на работе, дома… и даже во время игр 
Малой Лиги, в которых не участвовал мой сын.
— Чарльз Лонг (Charles Long)

Хотя эти книги предназначены, главным образом, для того, чтобы 
использоваться в качестве справочника, их, тем не менее, можно с интересом 
читать от начала до конца. Один программист из Китая даже сравнивал это 
с чтением поэмы.

Если вы считаете себя действительно хорошим программистом…, 
прочитайте “Искусство программирования” [Кнута]… Если вы сможете 
прочесть весь этот труд, то вам определенно следует отправить мне 
резюме.
— Билл Гейтс (Bill Gates)

Если вам необходимо заниматься серьезным компьютерным 
программированием, то, какой бы ни была ваша квалификация, 
приобретите все тома данной серии для домашней или рабочей библиотеки, 
чтобы они всегда были под рукой.

Всегда приятно столкнуться с такой сложной задачей, для решения 
которой требуется достать с полки книги Кнута. Я обнаружил, что просто 
открытый том уже действует на компьютеры устрашающе.
— Джонатан Левентол (Jonathan Laventhol)

Впервые более чем за 20 лет Кнут исправил все три книги, чтобы отразить 
в них последние разработки. Исправления коснулись, главным образом, тех 
областей, в которых со времени публикации предыдущих изданий научные 
усилия сосредоточились на задачах, которые были затем решены или 
постановка которых изменилась. Чтобы поддержать репутацию этих книг как 
авторитетного источника достоверной информации, там, где это 
необходимо, были пересмотрены и дополнены все исторические сведения 
о предыдущих работах в данной области. Чтобы поддержать репутацию 
автора, выполняющего кропотливую работу по совершенствованию своего 
труда, были исправлены все немногочисленные технические ошибки, 
найденные наблюдательными и требовательными читателями, а также 
добавлены сотни новых упражнений, ставящих новые сложные и интересные 
задачи.

Компьютерные науки/Программирование

Искусство программирования
ДОНАЛЬД Э. КНУТ

Дональд Э. Кнут — автор всемирно известной серии книг, 
посвященной основным алгоритмам и методам вычисли-
тельной математики, а также создатель настольных 
издательских систем TEX и METAFONT, предназначенных для 
верстки физико-математических книг. Его перу 
принадлежит 19 книг и более 160 статей. Дональд Кнут 
является почетным профессором Станфордского 
университета в области программирования 
и вычислительной математики. В настоящее время он 
полностью занят написанием новых книг серии Искусство 
программирования. Работу над первым томом он начал 

еще в 1962 году, сразу после окончания Калифорнийского технологического 
института (California Institute of Technology).

Профессор Кнут удостоен многочисленных премий и наград, среди которых можно 
отметить ACM Turing Award, Medal of Science президента Картера и AMS Steele Prize 
за серию научно-популярных статей. В ноябре 1996 года Дональд Кнут был 
удостоен престижной награды Kyoto Prize в области передовых технологий.

Он проживает в городке Станфордского университета вместе со своей женой 
Джилл. 19 апреля 1999 года у Дональда родился внук Картер Джон Кнут.

Дополнительная информация об этой книге и будущих томах серии содержится на 
Web-странице по адресу www-cs-faculty.stanford.edu/~knuth.
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