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Kapitel 1

Einfiihrung, Literatur

Diese Vorlesung richtet sich an Studenten im fiinften Semester. Sie sollen hier die fiir das
Verstindnis der Physikvorlesungen notwendigen mathematischen Werkzeuge vertiefen. Die
Vorlesung besteht aus vier Kapiteln:

¢ Differentialgleichungen und spezielle Funktionen (Wipf)

e Symmetrien und Liegruppen/Liealgebren (Wipf)

o Stochastische Prozesse (Neugebauer)

¢ Einfiihrung in wahrscheinlichkeitstheoretische Methoden (Neugebauer).
Dieses Skript enthilt die ersten beiden Kapitel (Teil 1) der Vorlesung. Folgende Literatur
kann fiir diesen Teil empfohlen werden:
Methoden der Mathematische Physik:

R. CoUuRANT UND D. HILBERT, Methoden der Mathematischen Physik I und IT; 2. Auflage,
Heidelberger Taschenbiicher, Springer 1968

W.I. SMIRNOV, Lehrgang der Hoheren Mathematik, VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften 1963-71

H. FiscHER UND H. KAuL, Mathematik fiir Physiker, Teubner Studienbiicher, 1998

H. MARGENAU UND G.M. MuUrPHY, Die Mathematik fiir Physik und Chemie, Teubner
1964

Gewdhnliche Differentialgleichungen, spezielle Funktionen:

W. WALTER, Gewohnliche Differentialgleichungen — Eine Einfiihrung —, Heidelberger Ta-
schenbiicher, Springer 1993



E. KAMKE, Differentialgleichungen, Lésungsmethoden und Lésungen, 7. Auflage, Akademi-
sche Verlagsgesellschaft, Geest & Portig, K.G., Leipzig 1961

V.I. ARNOLD, Gewohnliche Differentialgleichungen, Springer 1980

V.I. ArRNOLD, Geometrical Methods in the Theory of Ordinary Differential Equations,
Springer 1983

M.W. HirsCH UND S. SMALE, Differential Equations, Dynamical Systems and Linear Al-
gebra, Academic Press 1974

H. STEPHANI, Differentialgleichungen, Spektrum 1994

M. ABramoviTZ UND I.A. STEGUN, Handbook of Mathematical Functions, Dover 1970
A. ERDELYI, W. MAGNUS, F. OBERHETTINGER UND F.G. TRricowmi, Higher Transcenden-
tal Functions I-ITI, Mc Graw-Hill Book Comp. 1953

Liegruppen, Liealgebren und Darstellungen:

H. GEORaI, Lie Algebras in Particle Physics, Reading, Benjamin 1982

M. HAMERMESH, Group Theory and its Application to Physical Problems, Dover 1989

V. HEINE, Group Theory in Quantum Mechanics, Dover 1993

W. LubwiG UND C. FALTER, Symmetries in Physics: Group Theory Applied to Physial
Problems, Springer 1996

E. WIGNER, Group Theory and its Application to the Quantum Mechanics of Atomic Spec-
tra, Academic Press 1959

J. Trrs, Liesche Gruppen und Algebren, Springer 1992

H. WEYL, Gruppentheorie und Quantenmechanik, Hirzel-Verlag, 1928

M. WAGNER, Gruppentheoretische Methoden in der Physik, Vieweg 1998



Kapitel 2

Differentialgleichungen und

spezielle Funktionen

2.1 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten
Systeme von Differentialgleichungen

W1 = a11W1 + a12w2 + ...+ A1pWn

Wy = Ga1Ww1 + w2 + ...+ AWy, .
) ) = w=Aw (2.1)

Wp = GniW1 + AGpaws + ... + Gppwnp

mit konstantem Koeflizienten a;; treten in vielen Problemen auf. Einfache Ratengleichun-
gen, Hamiltonsche Bewegungsgleichungen oder Schrédingergleichungen (mit endlich vielen
Freiheitsgraden) sind Beispiele dafiir. Die kovariante Form der Bewegungsgleichung fiir ein
relativistisches Teilchen im duBeren elektromagnetischen Feld,

du# e v
I = et (2.2)

wobei m die Masse, 7 die Eigenzeit, u* = &* = v(c¢,¥) die Vierer-Geschwindigkeit des



Teilchen und

0 E. E, E;

g |B 0 By -B
v E, -B; 0 B
Es By, -B; 0

der Feldstirketensor ist, ist fiir konstantes (E, B) eine Differentialgleichungssystem mit kon-
stanten Koeflizienten. Auch bei der Untersuchung von einparametrigen Untergruppen von
Lie-Gruppen werden wir diesen einfachen Differentialgleichungen wieder begegnen.

Eine Losung des Systems

w = Aw, weV, AecL(V), (2.3)

wobei V ein n-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt ist (z.B. V = R™ oder V = C"),
ist durch die Angabe des Anfangswertes

w(0)=wg €V (2.4)

eindeutig bestimmt. Da es n linear unabhiingige Vektoren w(0) gibt und Linearkombinatio-
nen von Loésungen wieder Loésungen sind, gibt es n unabhingige Losungen.

2.1.1 Die allgemeine (formale) Lésung

Bei der Losungssuche wollen wir benutzen, dal w(t) genau dann eine Lésung von (2.3,2.4)
ist, wenn es die Integralgleichung

t

w(t) = wo +/A w(ty)dt; (2.5)
0

16st. Diese Integralgleichung l6sen wir nun iterativ. In der nullten Niherung ist wg(t) = wy.
Dies setzen wir in der rechten Seite in (2.5) ein und erhalten die erste Niherung

¢
w1 (t) = wpy + /A’detl = wg + Awpt.
0
Nun benutzen wir w; (¢) in der rechten Seite in (2.5) und erhalten die zweite Nherung

t
1
wa(t) = wo +/Aw1(t1)dt1 =wp + Awpt + 514211)0.
0



Nach n Iterationen finden wir

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dal die rechte Seite konvergiert. Dazu erinnern wir
uns daran, dafi L(V'), versehen mit der Norm

|4l = max|dwl, ] = (,w)"2,
ein vollstindiger Vektorraum ist. Wegen

||A + B|| = max|(A + B)w| < max(|Aw| + |Bw|) < max |Aw|+ max |Buw|
erfiillt die Norm die Schwartzsche Ungleichung

14+ Bl <[4l + 1B (2.6)

und aus der Definition der Norm folgt auch (jw| =1)

|ABw| = |A(Bw)| < ||Al||Bw| < [|A|l Bl = |AB|| < lAIl[IBIl , [I4%] < [lA]|”-
Damit ist
o
t—I:Ap — etA
0 b

eine absolut konvergente Reihe fiir jeden linearen Operator A. Also konvergiert wy, (t) gegen
die Losung

w(t) = Z %I:A”wo = eAtw(0). (2.7)
= p!

Durch direktes Nachrechnen kann man sich auch davon iiberzeugen, da8l w(t) = exp(tA)w(0)
die Differentialgleichung (2.3) 16st'. Wir sehen auch, daB w(t) eine in ¢ analytische Funktion
ist. In anderen Koordinaten %, die mit den w linear zusammenhéngen,

W1 = S11wW1 + S1ows + ...+ S1pWp
We = Sa1wW1 + Saows + ...+ SapwWp

<= W =58w, (2.8)
Wp = Sp1iW1 + Spawa + ...+ SppWnp

wobei S eine regulire Matrix ist, det S # 0, sieht das Differentialgleichungssystem folgen-
dermassen aus:

W = S = SAw = SAS~ b = Dip.
1Zeige, das (2.7) die Differentialgleichung (2.3) 16st.




Damit ist die Lésung in den -Koordinaten

w(t) = ePw(0), D =SASL. (2.9)

2.1.2 Wichtige Spezialfille

Wir wollen jetzt einige wichtige Spezialfille diskutieren.

V = C™ und A diagonalisierbar: In der linearen Algebra zeigt man, da8 eine Matrix B (im
Komplexen) diagonalisierbar ist, wenn die Nullstellen \; des charakteristischen Polynoms

p(A,B) = det(A—B)=A"—Sp(B)A" ! +...4+(=)"det B

A=A)A=A2) - (A= Ap) (2.10)

verschieden sind. Sind also die Nullstellen des Polynoms p(\, A) verschieden, dann kénnen
wir eine Matrix S finden, so da SAS~! = D diagonal ist, D =diag(\,...,A,). In den
w-Koordinaten ist die Losung dann einfach

w(t) = P (0) <= w;(t) = *(0), i=1,...,n. (2.11)

Da die @; vollstindig entkoppeln, geniigt es das Verhalten einer Komponente w; = @ zu
betrachten. Zerlegen wir @ in Real- und Imaginérteil, 1 = u +év, so schreibt sich die Lésung

wie

u(t)) _ (HRA costIA  —sintSA\ [ u(0)

v(t) ] — sintSA  costSA v(0) J°
Wir wollen die qualitativ verschiedenen Moglichkeiten etwas niher anschauen: Verschwindet
der Imaginirteil des Eigenwertes, dann ist der Fixpunkt w = 0 fiir A > 0 ein Quelle und
fiir A < 0 eine Senke. Im ersten Fall ist w = 0 ein instabiler, im zweiten Fall ein stabiler
Fixpunkt der Differentialgleichung. Ist der Eigenwert dagegen rein imaginér, dann ist w =0
ein Zentrum. Die Losungen w(t) sind periodisch mit derselben Periode und rotieren um den

Fixpunkt. Ist A > 0 und SA # 0 dann liegt ein auslaufender Strudel und fiir ®A < 0 ein
einlaufender Strudel vor.

Haben alle Eigenwerte \; einen negativen Realteil, dann ist w = 0 ein stabiler Fizpunkt.
Sind alle Realteile positiv, dann ist w = O ein instabiler Fizpunkt. Die Punkte w(t) laufen
dann von der Losung w = 0 weg.

V = C", A beliebig

Hat das charakteristische Polynom P(A, A) von A mehrfache Nullstellen, dann ist A im
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Abbildung 2.1: Senke, Quelle, Zentrum und Strudel

Allgemeinen nicht diagonalisierbar. Das charakteristische Polynom hat dann die Form

p(A,A) =det(A - A) = ﬁ (A = Ae)™,

k=1

wobei A1, ..., A, die verschiedenen Nullstellen von p sind und die ng > 0 ihre Vielfachheiten.
Wir definieren die verallgemeinerten Figenridume von A zu den A, als die Unterrdume

Vi = Kern(A - /\k)nk cV.

Ein Vektor w ist also genau in Vj falls (A — Az)™w = 0 ist. Offensichtlich ist mit w auch
Aw in Vi. Damit ist A : V;, = V. Nun gilt folgender Satz:

Satz: Sei A € L(V), wobei V ein komplexer Vektorraum ist. Dann ist V die direkte Summe
der verallgemeinerten Eigenrdume V}, und dimVj, = ny.

Wir wollen sehen, was diese Zerlegung impliziert. Wir nehmen zuerst an, da§ das charakte-
ristische Polynom von A nur eine Nullstelle A der Vielfachheit n hat und setzen

A=A+N=D+N.

Offensichtlich gilt [D, N] = 0 und D ist diagonal in jeder Basis. Wegen (A—A) = N ist Kern
N™ =V und damit ist N nilpotent, N™ = 0. Also gilt

n—1
NP
et = et Z —|t”.
=0 P



Daher kann das System w = Aw leicht gelost werden.

Beispiel: Sei

W =w; — w2 , W= w; + 3ws. (2.12)

Die zugehorige Matrix A hat das charakteristische Polynom (A — 2)2. Damit gilt

1 -1 2 0 -1 -1
A_<1 3)_<0 2)+<1 1)—/\+N.
Man rechnet leicht nach, daB in der Tat N2 = 0 ist, so daB

tA _ 2t _ o fl1—-1t -t
e =e (1+tN)—e ( . 1+t)

und damit lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (2.12)

wi(t) = (1 —twi(0) — tw2(0))
wa(t) = € (twi(0) + (1 + )w2(0)).

Im allgemeinen Fall von mehr als einer Nullstelle von p(A, A) setzten wir Ay = A|y,. Jedes
A hat nur einen Eigenwert und damit gilt

A, =Dy + Ny,  Di,Np€L(Vi), [Di,Ni]=0, N =0.
Damit gilt der
Satz: Jeder lineare Operator in A € L(C™) hat die Zerlegung
A=D+N, D=Di®...6D,, N=N,&...® N,

Es gilt [D,N] = 0, N nilpotent und D diagonalisierbar. Man kann zeigen, daf§ A die Ope-
ratoren D und N eindeutig bestimmt.

Beispiel: Es sei

-1 1 =2
A= ( 0 -1 4 ) = p(\, A) = (A +1)2(A — 1). (2.13)
0 0 1

Damit hat A den zweifachen Eigenwert —1 und den einfachen Eigenwert 1. Wegen

000 -2 1 =2
(A+1)2?=10 0 8| und A-1)=| 0 -2 4
0 0 4 0 0 0

sind die verallgemeinerten Eigenrdume

Vi =span{é; =e;1,8; = ez} und V2 =span{és = 2es + e3}.

10



Setzen wir w;e; = W;é; wobei &; = Sj_z-lej, 80 ist @ = Sw und damit geht w = Aw iiber in

' ) 10 0
w=(SAS )i = Aw, wobei S=[0 1 -2
00 1

ist. Nach unserem allgemeinem Theorem ist

o f-1 1 0 -1 0 0 010\ _
A= 0 -1 0f=(0 -1 0|+|000|=D+N
0 0 1 0 0 1 000

die Summe eines diagonalen und nilpotenten Operators. Wir schlieBen, daf3

-1 0 0 01 -2
A=D+N=|0 -1 4|+|0 0 0|, [D,N]=0, N2=0.

0 0 1 0 0 0
Um exp(tA) zu berechnen, benutzen wir, daf§
. ) 5 et tet —2te?
et = S7TleMe=8eP(1+tN)S=| 0 et 2et—et)|.
0 0 et
Damit wire auch die Differentialgleichung mit Matrix A in (2.13) gelost.

V = R™ und allgemeines A: Jeden linearen Operator A € L(R") kénnen als linearen
Operator auf L(C™) auffassen. Dort hat er die Eigenschaft A = A. In C™ knnen wir obiges
Resultat anwenden:

A=D+N=—=A=A=D+N.

Da aber die (D, N)-Zerlegung eindeutig ist, schlieBen wir, da8 D = D und N = N ist. A
kann also in ein reelles und im Komplexen diagonalisierbares D und ein reelles nilpotentes
N zerlegt werden. Dann gibt es eine reelle Basis in R™, so daf3

a

D=diag(,\l,...,,\,,,D(,\m),...,D(,\s)), D(,\)=<b _ab) A=a+ib,

wobei A1,..., A, die reellen Eigenwerte von A und A,y1,...,A; die komplexen Eigenwerte
sind. exp(tD) ist einfach zu berechnen, da

(D) — ta (€08 tb —sintb
sintb costb

ist.

Ubung: Berechne et fiir die Matrix

0 -1 0 0
1 0 0 0
A= 0 0 0 -1
2 0 1 0

11



mit p(\, 4) = 1+ 22 + 4.

A antibermitesch oder antisymmetrisch: Ein fiir die Physik wichtiger Spezialfall ist
gegeben, wenn A antihermitesch ist, At = —A. In diesem Falle kann A mit einer unitéren
Matrix § diagonalisiert werden (da i A hermitesch ist) und alle Eigenwerte sind rein imaginér.
Damit ist auch exp(Dt) unitér und

w(t) = ettw(0) = Sl Sw(0) = Ut)w(0), U() unitér.
Es sei nun V = R" und A antisymmetrisch, A* = —A. Wegen

da

dt
ist |w(t)| = |w(0)|. Damit ist R(t) = exp(tA) eine lingenerhaltende lineare Abbildung, also
eine Drehung. Aus (2.10) folgern wir fiir eine beliebiges B, dal

tr(B)=>_ X und detB=]]A,

so daB fiir beliebige Operatoren B die niitzliche Identitit

(wt),w®)) = (Aw(®),w®)) + (w(t), Aw(t)) =0

logdet(B) = tr log(B) (2.14)
folgt. Insbesondere ist
det (exp(tA)) =exp (ttr A) =1
und damit ist R(t) eine eigentliche Drehung, det(R) = 1.

2.1.3 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

Wir betrachten eine Differentialgleichung héherer Ordnung,

™ + ™D 4+ +a, 18 +apu=0. (2.15)

Hier soll u eine reell- oder komplexwertige Funktion sein und u(™ bezeichnet die n’te Ab-
leitung nach ¢. Nun fithren wir neue Variablen gemf

w=u UJ2='(I)1 wn=u'1n_1

ein. Dann ist die Differentialgleichung (2.15) quivalent zum System

0 1 0 - 0
0 0 1 :
w = Aw, A= : : 0
0 0 0 1
—0np —Apn—-1 —Qp-—2 PN —ai

12



Das charakteristische Polynom von A ist
p(AMA) = A"+ a A"+ +a,.

Mit obigen Resultaten kann man nun zum Beispiel fiir

i+au+bu=0 (2.16)
Folgendes zeigen:

Es seien A;, Ay die Nullstellen des Polynoms A? + a\ + b. Dann ist jede Losung der Differen-
tialgleichung (2.16) von einem der folgenden 3 Typen:

M#AXER: u)=CreMt 4+ Che??t
M=X=A€ER: U(t) = CleAt + CQteAt
AM=XA=a+ibb#0: u(t) = e*(Cy cosvt + Cy sinvt).
Ist im ersten Fall A; A2 > 0, so liegt eine Quelle oder eine Senke (bzw. ein Knoten) vor, ist

A1A2 < 0 dann ein Sattelpunkt. Im zweiten Fall ist w = 0 ein uneigentlicher Knoten und im
letzten Fall ein Zentrum (2.2).

Abbildung 2.2: Sattelpunkt, uneigentlicher Knoten und Knoten.

2.2 Homogene und inhomogene lineare Systeme mit va-

riablen Koeffizienten

Wir wollen jetzt zulassen, daff die Koeffizienten in (2.1) zeitabhiingig sind. Auch in diesem
Falle ist das Differentialgleichungssystem zusammen mit der Anfangsbedingung dquivalent
zur Integralgleichung

13



t
+/A t1 dtl (2.17)
0

2.2.1 Formale Losung durch Dysonreihe

Genau wie frither 16sen wir diese Integralgleichung mit sukzessiver Approximation. Als nullte
N#herung wihlen wir wieder o = z(0). Nun erhalten wir

wt) = (1+/tdt1A(t1)+/tdt1]ldt2 A(t)A(t2)
/dtl]ldt2/dt3 A(t)A(t2)A(ts) + .. ) (0).

Dies kann mit Einfithrung des zeitgeordneten Produktes noch etwas eleganter geschrieben
werden. Es sei

T(A(t1) - Altn)) = Alter) - Alta(m)s Wi tgr) > -+ > ey

das zeitgeordnete Produkt von (A(t1)A(t2)--- A(t,). Der Operator T der chronologischen
Ordnung verdndert also die Reihenfolge der Operatoren, so daB der Operator zur spétesten
Zeit links steht und der zur friithesten Zeit rechts. Offensichtlich ist T'(A(t1) - - - A(ts)) sym-
metrisch in ¢3,...,%,. In (2.18) sind die auftretenden Operatoren schon zeitgeordnet, deshalb
konnen wir die auftretenden Produkte von Operatoren durch die zeitgeordneten Produkte
ersetzen. Benutzen wir noch, daf§

/dtl by flte,. ..t /dtlfdt2 /dt fl1,.. . t)

fiir jede symmetrische Funktion f, so folgt unmittelbar

(2.18)

t t
w(t) = [1+ / dir A(ty) + % / dtldt2T(A(t1)A(t2))
° 0 (2.19)
+% / dirdtdts T( A1) A(t2) A(ts)) + ... | w(0).
0

Wir konnen hier T' aus der Summe ’herausziehen’ und finden schlulendlich die kompakte
Formel

14



0o t
w(t) = U(t, 0)w(0), an [t dtnA)-- AGn)]. (2.20)
0

n=0

Diese Reihenentwicklung fiir U (¢, 0) ist diejenige der Exponentialfunktion und deshalb schreibt
man oft formal

¢
U(t,0) =Texp (/A(s)ds).
0

Man soll hier die Exponentialfunktion entwickeln und auf jeden Term den Zeitordnungsope-
rator T' anwenden.

Statt den Anfangwert w(0) zur Zeit ¢ = 0 vorzugeben, kénnten wir dies auch zu jeder anderen
Zeit tp machen. Dann lautet die Lésung der Differentialgleichung mit diesem Anfangswert

w(t) = U(t, to)w(ty) wobei w;m=ﬂw@(jmﬂw)

LUt to) = AQ)U(t,t0), Ulto,to) = 1.
Wegen
w(t) = U(t, s)w(s) = U(t, s)U(s, to)w(to) = U(t, to)w(to)
und der Eindeutigkeit der Losung, ist
Ul(t,s)U(s,to) = Ult,tg) = U~ L(t,t0) = Ulty, t).

Die U(t, s) bilden eine einparametrige Gruppe von Transformationen.

2.2.2 Inhomogene lineare Differentialgleichungen

Wir suchen die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung

w = Alt)yw + B(t). (2.21)

Wir setzten
t
w(t) = U (1), ~Tesp ( [ 4G9
0
Wegen v = Aw + Uf = Aw + B muB offensichtlich f = U~!B gelten, bzw.

t
/Ul s)ds + K
0

15



mit konstantem K. Damit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung (2.21)

t
w(t) = UGt / U~ (s)B(s)ds +w(0)). (2.22)
0
Beispiel: Die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators unter dem Einflul einer
duBeren Kraft F ist
i(t) + wu(t) = £ (1),

wobei wir die Masse m = 1 gesetzt haben. Diese Gleichung ist dquivalent zu

o-mwsn, a=( % 1), mo=( )

Wegen A2 = —w? findet man

242 243 1
A _witt Wit coswt  sinwi
Ult)y=€e"=1+tA ol 3! A "'_<—wsinwt “coswt )

Damit lautet die Lésung der Differentialgleichung

w(t) = e ( /t ( ‘(%O:if]:’s) 1() +w(0)).
0

Nach einer kurzen Rechnung ergibt sich

. t
u(t) = wy (t) = u(0) coswt + 4(0) S“;“’t + % / sinw(t — ) £(s),
0

als allgemeine Losung fiir . Dabei sind wi (0) = u(0) und w2(0) = @(0) die anfingliche
Position und Geschwindigkeit des Oszillators. Ist f() = sinat,a # w, d.h. ist die duBere
Kraft nicht in Resonanz mit den Eigenschwingungen des harmonischen Oszillators, dann ist

sinat +sinwt  sinat — sin wt
2(a + w)w 2(a — w)w

1
u(t) = w1 (t) = u(0) coswt + 50(0) sinwt +
Diese Losung ist fiir alle Zeiten beschrinkt. Der harmonische Oszillator ist stabil unter der
Stérung. Im Resonanzfall f = sin wt ist die Losung

sin wt t
— coswt.

1. ..
u(t) = u(0) coswt + JU(O) sinwt + 22 " %

Wegen des Resonanzterms ~ t coswt wichst die Amplitude an. Der Oszillator ist instabil.
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2.3 Nichtlineare Differentialgleichungen
Es sei G ein offenes und zusammenhingendes Gebiet im R™ und w € G. Gegeben sei eine
Funktion

f : RxG— R"
(t,w) — f(t,w).

Wir wollen allgemeine Differentialgleichungssysteme der Form

w=f(t,w) mit w(ty) =wo €G (2.23)

studieren. Wie im linearen Fall ist diese Differentialgleichung, zusammen mit der Anfangs-
bedingung, dquivalent zur Integralgleichung

t
w(®) = wo + [ (s, 0(s))ds. (2.24)
to

Wir wollen voraussetzen, daf f in R x G stetig ist und stetig differenzierbar in G. Statt stetig
differenzierbar kann man auch die etwas schwichere Lipschitzbedingung fordern:

|f(t,w) — ft,@)| < Llw—@| auf G.

Mit diesen Voraussetzungen kann man zeigen, dal die Abbildung
t
w— Tw), (T(w))®) = wo+ / F(s,w(s))ds
to

auf der Menge der stetigen Funktionen w : [to,#] — R™ fiir geniigend kleine ¢ — £y einen
Fixpunkt hat. Solch ein Fixpunkt 16st die Differentialgleichung (2.23). Auf diesem Wege
gelangt man zu folgendem Existenz- und Eindeutigkeitssatz:

Satz: Unter den obigen Voraussetzungen hat das System (2.23) lokal genau eine Losung: Es
¢ibt ein Intervall (¢1,%2) 3 to und genau eine differenzierbare Funktion w : (t1,t2) = G, so
daB (2.23) fiir t € (t1,1s) gilt.

Aufgrund dieses Existenz und Eindeutigkeitsatzes gibt es genau eine Losungsfunktion w =
L(t,t0,wo), wobei L(tg,to,wo) = wp ist. Im autonomen Fall ist f zeitunabhingig und jede
Anfangszeit ist so gut wie jede andere. Nur die Zeitdifferenz ¢ — tg ist von Bedeutung. Des-
halb braucht man ¢y nicht zu schreiben. Die Kurve £(t,wy) ist fiir feste Anfangsbedingung
eine partikulidre Losungskurve (Trajektorie) der Differentialgleichung. Fiir festes ¢ ist die
Abbildung

wo —> ‘C(t’ wO)

17



der FluB. Wegen
L(t + s,wo) = L(t,L(s,wp)) st Ly1s=Ls0L,

und der FluBl £; eine 1-parametrige Gruppe. Wegen der Eindeutigkeit der Lésungen geht
durch jeden Punkt € G genau eine Loésungskurve.

2.3.1 Einige einfache und exakt losbare nichtlineare DG

In seltenen Fillen kann man eine nichtlineare DG explizit 16sen. Hier einige Beispiele:
Bernoullische DG: Ein Beispiel fiir eine l6sbare Gleichung ist die Bernoullische DG
w = a(t)w + b(t)w?, a#l.
Ersetzt man w durch v = w!~® dann geht diese n#imlich in die lineare DG
v = B(a(t)v + b)), B=1-a

iiber. Mit den Resultaten des letzten Kapitels ist dann

t t
o(t) =U (1) (8 / U~ ()b(s)ds +v(0)), wobei U(t) = exp (8 / a(s)ds).
0 0

Die Riccatische DG
w = a(t)w + b(t)w? + c(t),

ist allgemein 15sbar, wenn man eine spezielle Losung w*(¢) kennt. Dazu setzen wir w =
w* + 1/v. Benutzen wir, da8 w* die DG erfiillt, so ist w genau dann eine Lésung, wenn

—0 = (a+ 2bw*)v + b

ist. Zum Beispiel ist w* = 2 eine spezielle Lésung der logistischen Gleichung v = w—w? +2.
Damit lautet die Gleichung fiir v

1')=3v+1=>v=%(ke3t—1).

Damit ist die allgemeine Losung der logistischen Gleichung

3

Das nichste Beispiel ist nicht mehr analytisch 16sbar.
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2.3.2 Rauber-Beute Problem

Es sei w; die Anzahl Beutetiere und ws die Anzahl Riuber. Als Modell fiir die Anderung
der Spezies nehmen wir
W1 = auwi — CwiwWs

Wy = —bws + dwiws’ a,b,¢,d >0

Ohne Riuber wiirde die Anzahl Beutetiere exponentiell zunehmen und ohne Beutetiere
wiirde die Anzahl Riuber wegen Nahrungmangel exponentiell abnehmen. In der Tat,

wo= (%) wd wo=(,%)

sind spezielle Losungen der Differentialgleichung. Wegen dem Eindeutigkeitssatz kann des-
halb keine Losung die Achse w; = 0 bzw. ws = 0 schneiden.

Die quadratischen Terme modellieren die Abnahme der Beutetiere weil diese von den Riubern
gefressen werden und die Zunahme der Riuber weil diese Nahrung finden. Qualitativ kann
man die Losungen diskutieren indem man das Vektorfeld

fw = (G o) = fw

—bwsy + dwiws

betrachtet (siehe Figur (2.3)). Zum Beispiel ist es interessant zu wissen, ob es eine Gleich-
gewichtslosung gibt wobei f(w) = 0 und damit w = 0 ist, und wenn ja, ob diese stabil oder
instabil ist. Das Riauber-Beute-Modell hat zwei Gleichgewichtslosungen, nimlich

w® = (g) und w® = (Z//Cj)

Die linearisierten Gleichungen in der Nihe der Fixpunkte haben die Form w ~ (V) (w(®)w =
A®y. Man findet

@_f(a 0 @ _ 0 —be/d
A _<0 —b) und A (ad/c 0 )

Offensichtlich ist der Ursprung in der linearisierten Gleichung ein Sattelpunkt und damit
instabil und der zweite Fixpunkt ein Zentrum und damit stabil. Diese Verhalten gilt auch fiir
die exakten Lésungen des nichtlinearen Problems. Das Gleichgewicht mit b/d Beutetieren
und a/c Réuber ist ein stabiles Gleichgewicht. Viele dieser Eigenschaften kann man schon
aus dem Vektorfeld f(w) in (2.3) ablesen. Die anschauliche Vektorfeldmethode funktioniert
allerdings nur schén bei autonomen Systemen fiir die f nicht explizit von der Zeit abhingt.
Fiir nicht-autonome Systeme #ndert sich das Vektorfeld f mit der Zeit.

2.3.3 Stabilitat

Es sei w*(t) eine Losung von (2.23). Wir wollen Lésungen in der Nihe von w* studieren,
d.h. wir setzen

w=w"(t) + 7.
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Abbildung 2.3: Vektorfeld fiir Riuber-Beute Problem (a=b=c=d=1)

Dann ist
o= w—uw ()= fw) - fiw®) = FEwH @) +0) — fw (@)

,,;Z@Wﬁw)m+¢@m)=Awn+dum.

Vernachléssigen wir den Restterm 7(¢,7) dann lautet die linearisierte Gleichung fiir die
Storung

i= A0 mit Ay(®) = 52 6w ). (2.25)

Eine Losung w(t, ¢, wg) heifit stabil (im Sinne von Liapunov) falls es zu jedem € > 0 ein
d > 0 gibt, so daB fiir |we — w| < &

1) w(t,to,wo) fiir tp < t < oo existiert,
2) |w(t, to, wo) — w(t,to, w§)| < € fiir alle ty < ¢ < oo ist.
Eine Losung heiit asymptotisch stabil, wenn zusitzlich

3) |w(t,to, wo) — w(t,to,ws)| —> 0 fiir ¢ — oo gilt.
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Abbildung 2.4: Die Losungskurven fiir das Rduber-Beute-Modell (a=b=c=d=1)

2.3.4 Liapunov Funktionen

Wir wollen zunichst ein autonomes System betrachten,

w= f(w) mit f(0)=0. (2.26)

Dann ist w = 0 eine Gleichgewichtslésung des autonomen Differentialgleichungssystems.
In dieser Situation gibt es ein hilfreiches Kriterium von Liapunov fiir die Stabilitsit des
Fixpunktes w = 0. Dazu brauchen wir den Begriff der Liapunov-Funktion fiir das System
(2.26):

Eine Funktion V : U — R auf einer Umgebung U von w = 0 heifit Liapunov-Funktion
beziiglich (2.26) falls

1. VV auf U stetig ist,
2. V(0)=0und V > 0 auf U — {0}
3. VW-f<0auf U — {0}

gelten. Nun gilt der folgende



w ( t,tO,Wak)

N

w (1, t,Wg)

w ( t,tO,WE)k)
eM—=0

w ( ta tO,WO)

Abbildung 2.5: Stabile und asymptotisch stabile Losungen

Satz: Existiert eine Liapunov-Funktion fiir (2.26), dann ist w = 0 eine stabile Losung des

Systems. Ist VV - f < 0 in U — {0} dann ist w = 0 asymptotisch stabil.

Dieses Theorem von Liapunov kann angewandt werden ohne die Differentialgleichung zu
16sen. Anderseits gibt es keine systematische Methode um eine Liapunov-Funktion zu finden.
Fiir mechanische Systeme ist die Energie eines benachbarten Systems ein guter Kandidat
fiir diese Funktion. Fiir thermodynamische Systeme ist die negative Entropiefunktion eine

Liapunovfunktion.

Beweis: Es sei € so klein gewihlt, dafl die Kugel K, mit Radius ¢ in U liege. Es sei a das

Minimum von V auf der Kugeloberfliche,

a = min V(w) > 0.

|w|=e

Es sei weiter

M = {w|V(w) < %}mr{e

und M’ die Zusammenhangskomponente von M die w = 0 enthélt. Wihle nun ein § > 0, so
dal K5 C M'. Es seien nun w(t, wp) eine Losung mit wy € K. Nach der zweiten Eigenschaft

der Liapunov Funktion ist

%V(w(t,wo)) =VV.-w=VV.f<0.
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Daraus folgt, dal V (w(t,wo)) < /2 ist, und damit ist w(t,wo) in M’ wegen der Stetigkeit
der Losung. Daraus folgt dann, dafl w(t,wy) € K, woraus die Behauptung folgt.

Wy

w(t)
Wy
vV

Abbildung 2.6: Liapunov Funktion fiir w = f(w).

Beispiel: Wir betrachten den harmonischen Oszillator mit Reibung,
E+h(z,8)2+2=0, h(z,z)>0.

Mit w; = z und ws = & ist dies dquivalent zu

w = f(w), fz(—h(w;uuz—“’l)'

Die Energie fiir den Oszillator ohne Reibung, V' = w? +w?3 ist eine Liapunov Funktion. Dazu
miissen wir nur die dritte Bedingung nachpriifen:

(VV-f) = (;Tvlfl + ;—u‘;h) = —2h(w)w3 < 0.

Damit ist auch die dritte Bedingung erfiillt. Diese bedeutet auch, daBl VV - w < 0 ist. Langs
der Bahnen w(t) nimmt also die Liapunov-Funktion, in unserem Beispiel also die Energie des
reibungsfreien Vergleichsystems, ab. Das Pendel spiralt in den Gleichgewichtpunkt w = 0
hinein.

2.3.5 Lineare Stabilitit bedingt Stabilitét

Wir wollen noch einen zweiten, wichtigen Satz behandeln.

Satz: Es sei @ = f(w) mit f(0) = 0 ein autonomes System. Weiter sei f(w) = Aw +
r(w), A = (Vf)(0), wobei die Realteile der Eigenwerte von A alle kleiner als —¢ < 0 seien.
Dann gibt es eine Umgebung U C G von w = 0 so dafl
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i) w(t, wp) definiert ist und in U bleibt fiir alle wo € U,t > 0.
ii) Es gilt
lw(t, wo)| < ae™*|w|
fiir alle wo € U,t > 0. Speziell gilt w(t, wo) — 0 fiir ¢ = oo fiir alle wo € U.

Dieser Satz besagt also, daBl der Fixpunkt attraktiv ist falls er beziiglich der linearisierten
Differentialgleichung attraktiv ist.

Es gilt in gewissem Sinne auch die Umkehrung: Hat ein Eigenwert von A einen positive
Realteil, dann ist der Fixpunkt instabil. Liegt ein Eigenwert auf der imaginiren Achse,
dann mufl man die Methode der Zentrumsmannigfaltigkeiten anwenden.

Um zu entscheiden, ob alle Nullstellen von p(), A) negative Realteil haben kann man das
Kriterium von Routh-Hurwitz benutzen:

Kriterium von Routh-Hurwitz: Alle Nullstellen des Polynoms
AN +ap A" 1+ 4+ A=0=0

mit reellen Koeffizienten a; und a,, > 0 liegen genau dann in der linken offenen Halbebene
von C' wenn die Determinanten der Untermatrizen

a; ag 0 0 e 0
S ai a O as a9 a1 a ... 0
ai, det a a s as as a1 . . .
3 2 : :
0 0 as
on—1 A2pn—2 A2pn—-3 ... ... Qpn

(ay, = 0 fiir m > n) positiv sind. Die Form der Matrizen wird ersichtlich, wenn man die
Diagonale betrachtet.

Beispiel: Der Gleichgewichtspunkt w = 0 der Differentialgleichung
W+ 20+ w=w", n=23...

ist asymptotisch stabil.

Beweis des Satzes: Die allgemeine Lésung der linearisierten Gleichung ist U (£)w(0) und ist
die Summe von Termen t* exp(\;t). Damit gibt es Konstanten v, A > 0 so da8

[U)wo| < v *|wo|

fiir alle positiven ¢. Nun wollen wir den Einflufl des Restterms r(w) = o(w) abschétzen. Zu
jedem x > 0 gibt es ein p > 0 so dal

lw| < p = Ir(w)| < x - |wl.

Wie im linearen Fall ist die Differentialgleichung zusammen mit der Anfangsbedingung #qui-
valent zu der Integralgleichung

¢
w(t,wo) = U(t)wo + /U(t — 8)r[w(s,wo)]ds.
0
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Wir schitzen ab:
t t
it wo)| < U Owol + [ 10 = s)r[w(s,w0)]Ids < 7e ol +7x [ e, wo)lds.
0 0

Setzen wir y(t) = exp(At)|w(t, wo)| dann schreibt sich diese Ungleichung auch

t
y(t) < +e2 /y(s)dS, c1 = y|wol|, c2=vx
0

Offensichtlich ist y(t) kleiner oder gleich

¢
Yt)=c +c¢ /y(s)ds.
0

Wegen

Damit ist
logY(t) < cat +1ogY(0) bzw. Y (t) < cre®?.
Wir haben damit das Lemma von Cronwall bewiesen:

Lemma (Cronwall) Falls
t
y(t) <+ e /y(s)ds dann ist y(t) < ¢ie®?t.
0

Damit haben wir gezeigt, dal
|w(t, wo)| < y|wo|eX~ V!

gilt. Nun ist es einfach einzusehen, dafl die Losung stabil ist. Nun wihlen wir y so klein, daf3
X — A negativ ist. Dies bedeutet eine Wahl von p. Als n#chstes sei |wo| < § = ¢/+. Dann ist
offensichtlich |w(t,wo)| < € fiir alle ¢ und strebt in der Tat gegen den Fixpunkt w = 0 fiir
groBe ¢t. Damit streben Losungen, die in der Nihe des Fixpunktes starten fiir grofie Zeiten
in den Fixpunkt. Der Fixpunkt w = 0 ist asymptotisch stabil.

2.4 Periodische Systeme
Gegeben sei ein System
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w = f(t,w) = A(t)w + r(t,w) mit periodischem f: (2.27)
AR +T)=A@®), r@t+T,w)=r(t,w) ’
und wir wollen annehmen, daf}

r(t,w) = o(|w|) gleichm#Bigin ¢.

Also ist w = 0 eine Losung der Differentialgleichung. Es sei nun w = L(¢,tp, wo) die Losung
die zur Zeit ¢y bei wg startet. Fiir die Stabilititsuntersuchung von periodischen Systemen
definiert man die

Def: Poincare Abbildung:
P :wy — L(T,0,wy).
Wegen
w-Raum w-Raum w-Raum

P(WO) =w(T,wg)

o—_ | ./ . T

[

periodische Losung  w (t.0)

Abbildung 2.7: Poincare Abbildung P : wo — P(wp).

£(2T’0’w0) = £(2T’ T,ﬁ(T,O,U}o)) = ‘C(T’O"C(T’O’WO)) = (P o P)(w0)

und der entsprechenden Relation fiir 27" — nT (Induktion) hat man die wichtige Eigenschaft

L(nT,0,we) = P™(wp), n=0,1,2,... (2.28)

Da w = 0 eine Losung der Differentialgleichung ist, ist P(0) = 0. Wir wollen P um 0
entwickeln:

P(wg) = (VP)(0) - wo + g(wo) = Mwy + g(wo).

Die Matrix M ist die Monodromie-Matriz und die Eigenwerte von M sind die Floguet-
Multiplikatoren. Es stellt sich nun die Frage wie man M berechnet und was M iiber die
Stabilitdt der Bahn w = 0 besagt.
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Um M zu bestimmen, stellen wir uns vor, dafl w(t, wo) eine Losung des periodischen Systems
ist,

ow
E(t’ wo) = A(t)w(t, wo) + 7 (¢, w(t, wo))
und variieren die anfingliche Position wq in dieser Gleichung. Wir differenzieren nach wy
und setzen dann wo = 0:

0 Oow ow or ow

9t gug 10 = A5 ~(6,0) + 5 (b w(t, 0)) 5 ~(2,0).

Da w(t,0) = 0 ist und die Ableitung von r an der Stelle w = 0 verschwindet, folgt

%U(t) = A(YU(t) wobei U(t) = (%”0(7:,0) — U(0) =1. (2.29)
Anderseits ist
P(wo) = w(T, w0) = S1-(0) = S2(T,0) = U(T)
wWo wWo

woraus folgt, daBl die Monodromiematrix gerade U zur Zeit T' ist. Die lineare Differenti-
algleichung (2.29) haben wir bereits im vorletzten Kapitel (formal) geldst. Damit finden
wir

t
M =U(T,0), wobei Uf(t,0)= T(exp / A(s)ds). (2.30)
0

2.4.1 Mathieusche Differentialgleichung, Blochwellen und Stabilitét
Die Mathieusche Differentialgleichung (r = 0) wird gewdhnlich in der Form

w + (a + 16b cos 2t)w = 0

geschrieben; a und b sind Konstanten. Dies ist eine lineare DG mit

B 0 1
A= (—a— 16b cos 2¢ 0) ’

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist w(t) = U(¢, 0)wp, wenn w(0) = wo die
Anfangsbedingung ist. Wegen

Ut+n,0)=Ut+7n,m)U(x,0)=U(t+w,7)M.
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Nun ist aber
7w+t

¢
Ult+=,7) = T(exp / A(s)ds) = T(exp/A(s)ds) =U(t,0),
™ 0

wobei wir benutzten, da§ A(x + s) = A(s), und damit ist
U(t +nm,0) = U(t,0)M"

Offensichtlich hat die Mathieusche DG eine periodische Lésung, wenn w(n) = Mw(0) = w(0)
fiir mindestens ein w(0) gilt, d.h. wenn die Monodromie-Matrix M einen Eigenvektor mit
Eigenwert 1 hat. Im Allgemeinen kann man nicht erwarten eine periodische Losung zu finden,
wenn nicht die Konstante a bestimmten Beschrinkungen unterliegt. Es stellt sich heraus,
daB a eine komplizierte Funktion von b sein muf}, wenn die Losung periodisch sein soll.

Wir wollen annehmen, dafl die Monodromiematrix M eines linearen Differentialgleichungs-
systems mit periodischen Koeffizienten diagonalisierbar sei. Die Nullstellen des charakteri-
stischen Polynoms seien {A;}. Es sei

@i (t) = Ay Twi(t) = @;(T) = A7 'wi(T) = A;* Mais;(0).

T

Dann hat A; 1M einen Eigenvektor mit Eigenwert 1 und der entsprechende Eigenvektor
w;(0) = w;(0) ist der Startpunkt einer periodischen Losung @;(t). Damit hat die Differenti-
algleichung Losungen der Form

wy(t) = AT (1), @; periodisch.

T

Die Mathieusche Differentialgleichung ist invariant unter ¢ — —t. Deshalb ist w(t) =
A~¥/7@(—t) die zweite unabhingige Losung. Damit hat man diese Differentialgleichung im
Prinzip gel6st. Dieses Ergebnis ist als Satz von Floguet bekannt.

Eine wichtige Anwendung dieses Ergebnisses ist die Schridingergleichung in einem periodi-
schen Kristall. Die Schrédingergleichung

2

d

wobei A eine Konstante und V eine periodische Funktion mit V(z + 1) = V(z) ist, hat
Losungen der Gestalt

Y = e*%u(x), v periodisch.

Dies wird verschiedentlich als Satz von Bloch bezeichnet. Die Losungen sind die Blochwellen.

Im nichtlinearen Fall 16st eine Losung von (2.27) die Integralgleichung

t
w® =vO( [V EreuE)ds +u0), U0 =),
0
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so daB
w(T) = Mw(0) + M/U_l(s)r(s,w(s))ds.
0

Mit dhnlichen Methoden wie beim Beweis der asymptotischen Stabilitéit von linear stabilen
Systemen kann die Stabilitit von wy — P™wy untersucht werden. Man findet das

Lemma: Liegen alle Eigenwerte der Monodromie-Matrix M innerhalb des Einheitskreises
(JAk] < 1) und ist det M > 0, dann ist der Fixpunkt w = 0 beziiglich P™ asymptotisch
stabil.

2.4.2 Feigenbaumbifurkation

Statt des Beweises diskutieren wir ein illustratives Beispiel, nfimlich die Feigenbaumbifur-
kation. Es sei

P(w) =4 w(l — w)

eine Poincareabbildung mit A < 1. Diese nicht-monotone Abbildung bildet das Intervall [0, 1]
auf sich ab. Sie hat die periodischen Bahnen

1
w=0 und w=1--—=w,

4\

da beides Fixpunkte von P sind. Die zweite Bahn existiert nur fiir A > A; = 1/4 (fiir kleinere
A’s lage sie auBlerhalb des Intervalls [0,1]). Wegen P’ = 4\(1 — 2w) ist

P'(0) =4\ und P'(1-1/4\)=2-4\
Wir haben damit die folgende Situation:

1) Fiir festes 0 < A < A; besitzt das System genau einen Fixpunkt w = 0. Dieser ist stabil,
weil |P'(0)] < 1 gilt.

2) Fiir festes A mit Ay < A < Ay = 3/4 besitzt das System zwei Fixpunkte w = 0 und
w = wy, wobei w = 0 instabil und w = w; stabil ist.

Nun wollen wir untersuchen was passiert, wenn A > Ao ist.

3) Fiir festes A mit As < X < A3 besitzt das System eine periodische Bewegung der Periode
2T zwischen den Punkten ws; und wsy. Die Stabilitit dieser periodischen Bewegung folgt
daraus, daB diese Punkte stabile Fixpunkte der iterierten Poincare-Abbildung P? ist: Wegen
P(wa1) = waa und P(wsa) = wo gilt offensichtlich

P2('LU21) = P('LU22) = W91 und P2(’LU22) = P('LU21) = W93.
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Abbildung 2.8: Feigenbaum-Bifurkation

Natiirlich sind die Fixpunkte von P auch Fixpunkte der iterierten Abbildung P2. Diese
Fixpunkte von P und P2, nimlich w = 0 und w = w, sind instabil.

Bei weiterer VergroBerung von A werden die stabilen Fixpunkte von P2 instabil und es
entstehen Bewegungen der Periode 2T von P2, d.h. Bewegungen der Periode 4T von P,
usw.

Wir haben also gesehen, daB ein Attraktor (stabiler Fixpunkt) der Periode T geht bei A =
3/4 in einen Attraktor der Periode 2T iiber. Fiir P sind dies zwei oszillierende Werte wa;
und wsy, fiir P2 entspricht dieser Orbit einem Fixpunkt. Uberschreitet A den Wert A3, so
wird der Fixpunkt von P? instabil. Die entsprechende Bahn der Periode 27" wird zu einer
oszillierenden Bahn, einer Bahn der Periode 4T, usw. Das Interessante an der Feigenbaum
Bifurkation ist, dafl der Grenzwert

lim 7/\n+1 =

= ¢ ~ 4.6692
n—00 Apyo — Apt1

eine universelle Konstante ist: Fiir eine grofie Klasse von Iterationsverfahren auf [0, 1] tritt
bei Ubergingen zum Chaos mit Periodenverdopplung dieselbe Konstante § auf. Fiir A >
Ac = 0.892486417967 ... tritt ein im Wesentlichen chaotisches Verhalten auf. Unabhingig
von der Wahl von wy ist die Reihe wq, P(wy), P?(wp), . .. ’chaotisch’: Fiir einige Startwerte
wy sind die Orbits P™(wq) aperiodisch, d.h. konvergieren gegen keinen endlichen Attraktor.
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Fiir die meisten Startwerte sind die Orbits periodisch. Aber die Perioden sind so grof}, daf3
sie kaum sichtbar sind. Weiterhin fiihren nahe beieinander liegende Startwerte zu vollig
unterschiedlichen Orbits. Dies wurde zum erstenmal von P.J. Myrberg in den frithen 60’ern
festgestellt. Etwa 10 Jahre spéiter haben Metropolis, Stein und Stein die Resultate auf andere
Abbildungen [0, 1] — [0, 1] verallgemeinert.

P

Abbildung 2.9: Feigenbaum-Bifurkation

2.5 Lineare Differentialgleichungen mit Singularititen

In diesem Kapitel untersuchen wir die fiir die QM wichtigen Differentialgleichungen

w" + p(z)w' + q(z)w =0, (2.31)

etwas genauer. Mit Hinblick auf die Anwendungen bezeichnen wir im Folgenden die un-
abhiingige Variable mit z anstatt mit ¢. Die Koeflizientenfunktionen p und ¢ kénnen dabei
Singularitéiten aufweisen.

2.5.1 Die Legendresche Differentialgleichung

Eine DG von besonderem Interesse ist die Legendresche Differentialgleichung
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(1 — 2w — 2zw’ +1(1 + Dw =0, (2.32)

wobei [ eine Konstante ist. Offensichtlich haben die Koeffizientenfunktionen p = —2z/(1—z?)
und ¢ = I(I + 1)/(1 — z?) bei £ = £1 einfache Pole. Wir versuchen eine Lésung in Form
einer formalen Potenzreihe in z zu finden. Ist a die niedrigste vorkommende Potenz, dann
hat die Reihe die Form

o0
w =z Z anz”, ag # 0. (2.33)
0

Wir nehmen an die Reihe konvergiert (dies kann hinterher iiberpriift werden), so da8f (2.33)
gliedweise differenziert werden darf. Einsetzen von (2.33) in (2.32) ergibt

Zan(a +n)(a+n—1)z*n"2 = Z an[(@+n)(a+n+1) —I(+1)]z>".

n

Dies ist nur moglich wenn der Koeffizient jeder Potenz von z verschwindet. Da n > 0 ist,
kommen als niedrigste Potenzen a—2 und a—1 vor, und zwar nur auf der linken Seite. Also
muf

apa(a—1)=0 und ala+1)a; =0

gelten. Dies sind die sogenannten Bestimmungleichungen. Da ag # 0 vorausgesetzt wurde,
implizieren diese

a=0 oder a=1
Der Koeffizientvergleich bringt a,+2 mit a, folgendermassen in Verbindung

(a+n)la+n+1)—1(1+1)
(a+n+1)(a+n+2)

an+2 = n-

Fiir a = 0 kann man @ und a; beliebig vorgeben und findet

nn+1)—1(1+1)

Gpta = m+1)n+2) Anp, n=20,1,2,...
mit den Losungen
_ C(A=2)- - (1=2r42) - (1+1)({+3) - - - (14+-2r—1)
G2y = QpGo = (27‘)! Qo
_ _(=2)rA-n-=3)---(1=2r41) - (14+2)({+4) - - - (14-2r)
azr+1 = fPray = Gre1) ai.

Fiir o =1 mufl a; = 0 gelten und es treten nur gerade Potenzen in der Reihenentwicklung

auf. Fiir ein willkiirlich vorgegebenes ag findet man fiir o = 1

n+1Dn+2) -1+ 1)a
(n+2)(n+3) "

Ant2 = n=20,2,4,...
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mit der Lésung
azy = Brag.

Es ergeben sich die folgenden Potenzreihenentwicklungen: Fiir o = 0:

w = ag Z a,z? und w=az Z By (2.34)

r=0,... r=0,...

und fiir o = 1:

w = oz E Brz>".
r=0

Diese letzte Losung ist gleich dem a;-Anteil der ersten Lésung. Es geniigt daher, den Fall
a = 0 zu untersuchen. Wegen
9042 9 fir n— oo
Qn
sind die obigen Reihen absolut konvergent fiir || < 1. Die Reihen definieren analytische
Funktionen innerhalb des Einheitskreises.

Es ist auch moglich Losungen auBerhalb des Einheitskreises zu finden. Dazu machen wir den
Reihenansatz

«

b

x>
wes
0
Setzen wir in die Differentialgleichung ein, so finden wir

0 = wa([a(a +1) =1+ D]ao + [(e — Do — I(I +1)] ‘;_1)

+ Z ([(a—n—2)(a—n—1) —ll+1)]ant2 — (a—n)(a—n—l)an) wn—1+2
n=0

Die Bestimmungsgleichungen ergeben sich nach Nullsetzen der Koeffizienten der hochsten
beiden Potenzen:
[ala+1) =+ D]ap=0 und [(e—-1a—I{l+1)]a; =0.
Da wir ag # 0 voraussetzen, mufl
a=1 oder a=-(1+1)
gelten und damit muf} a; verschwinden. Die Rekursionsrelationen sind

(a—n)la—n-1)
a-n—2) a—-n-1)=-1I(+1)

an+2 = ( Qn.
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Fiir o =1 und o = —I — 1 vereinfachen sich diese zu

(l—n)(l—n—l)a resp. a =(l-l—n—i—l)(l+n-|—2)
n+2n_20+1) " TP Ot = T oY+ 21 + 3)

An+2 = ( Qp.-

Damit sind die beiden Potenzreihenentwicklungen

_ ,  ({=2r+1)({-2r+2)---(I-1)I _ap
wo= ‘”I(H > (1) o2 (2—2r+1)- - (2A-3)(2-1) * )“0

R (I+1)--- (1+2r) o (2.35)
w o= e (1+r§)m2-4---2r(2l+3)(2l+5)---(2l+2r+1)w Jao

r=1,...

Diese Reihen konvergieren absolut fiir || > 1 und definieren dort analytische Funktionen.

Wir verfiigen nun iiber zwei Arten von Losungen der Legendreschen DG: Die Reihen (2.34)
konvergieren innerhalb des Einheitskreises und die Reihen (2.35) auBerhalb. Fiir bestimmte
[ konnen diese Reihen zu Polynomen werden. Die Reihe (2.34a) bricht ab fiir positive gerade
oder negative ungerade /. Im ersten Fall, [ = 2k 16st dann das Polynom

(l+1 -2y---2-(1+1)---20 -1
w=a(1— (2! ):L'2+...+(—1)l/2( ) (l! ) ( ):L'l)
die DG. Fiir diese ! bricht aber auch die Reihe (2.35a) ab und wird zum Polynom
-1 _ I _
—at(1- ) gy 0.
w=ar (1 =y’ TtV Ty T sy @=n® )

Diese beiden Lésungen werden identisch, wenn man die zweite mit dem konstanten Faktor

—-2)---2-(1+1)...(2—1)
I
multipliziert. Die partikuliren Lésungen (2.34a) und (2.35a) sind also gleich fiir gerade

positive . Ist [ ungerade und negativ zeigt ein Vergleich, daf (2.34a) und (2.35b) identisch
sind.

(12

Die Reihe (2.34b) bricht ab wenn ! ungerade und positiv oder gerade und negativ ist. Ist [
ungerade und positiv, so ergibt sich aus (2.34b)

wealem CNED ey (D0 2050 0D,

3! 1 e
wihrend (2.35a) zu
(-1 _ -1 I _
=azr'(1- 24 4(—1 41
w=as'( sa—n® Tt YT sy ey @en® )

wird. Diese beiden Polynome sind aber bis auf einen Faktor identisch. Ist ! gerade und
negativ, so geht (2.34b) in (2.35b) iiber.



Die Losungen (2.35) sind in der mathematischen Physik von groier Bedeutung. Setzt man

die Konstante in ag in (2.35a) gleich
@) _ @-1)2-3)--1

A2 I

so heifit das sich ergebende Polynom I-ten Grades Legendrepolynom:

Pl (:L') =

(2l—1)!!:vl(1 (=1 —»_ 1=D(I=2)(-3) —4_...), (2.36)

1l To@-1° T 2.4@-1)@-3)"
Die Reihe ist bis zum konstanten Glied herab fortzusetzen. Anderseits bezeichnet man
(2.35b) mit der Konstanten

2H 1?2
2 +1)r

mit ;. Es ist eine unendliche Reihe:

leN,

ag =

Q=

Ng—i-1 ( (I+1)(+2) _, (l+1)(l+2)(l+3)(l+4)w_4+”') (2.37)

@+ 1) 2021+3) © (2 - 4)(20+3)(21+5)
Wir fassen zusammen:

Ist | ein ganze positive Zahl, 50 ist (2.36) ein Polynom und (2.37) eine unendliche Reihe. Die
allgemeine Losung der Legendreschen DG ist eine Linearkombination von P; und Q).

Ist ! eine negative Zahl, so wird P; eine unendliche Reihe und (2.37) ein Polynom. Die
allgemeine Losung ist wiederum eine Linearkombination der beiden.

Bei fast allen Anwendungen ist die Variable z der Cosinus eines Winkels z = cos; diese
Werte schlieBen z = £1 ein. Wir haben gesehen, dal Losungen die fiir £ = £1 regulir
sind, nur fiir ganzzahlige [ auftreten. Dann kénnen wir uns auf die Losungen P; und @
beschriinken, da sich alle anderen Losungen auf diese reduzieren. Uberdies bemerkt man,
daf} die Losung (2.35b) mit —(I + 1) anstelle von [ gerade (2.35a) ist. Also kénnen wir [ > 0
annehmen und behalten nur noch (2.36) als regulire Losungen. In physikalischen Problemen
ist P;(cos @) die einzige Losung der Legendreschen DG von praktischem Interesse. Die tiefsten
Legendrepolynome sind:

P0=]., P1=.’L', P2=(3.’L'2—1)/2

2.38
P; = (5z° — 3z)/2, P, = (35z* — 3022 + 3)/8. (2.38)

Der Vollsténdigkeit wegen gebe ich noch die tiefsten Q's an:

Qo = lv(w), Q= gv(w) -1, Q= %P2($)U($) -

2 2
14z

ist.
1—-2z

wo v(z) =log
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Erzeugende Funktion

Die Legendrepolynome kénnen durch Ableiten von einfachen Polynomen erzeugt werden:

1 &

Py(z)=1, Pfz)= 2l_l'd_wl(w2 - 1%
Beweis: Wir differenzieren die Gleichung
Py
1 Bg
Py
P
0 2 ; X
P;
Py
-0.5

Abbildung 2.10: Die Legendrepolynome P, fiirl =0,1,2,3,4.

(2 — Du' = 2zu (2.39)
(I 4+ 1)-mal nach z. Unter Benutzung von
(u-0)™ = u™y 4 puVy' 4+ (g)u("_2)v(2) +...
ergibt sich
(22 — Du? 4 22(0 + Du™ 4100+ 1)u® = 226D + 21 + 1)u?
beziehungsweise die Legendresche Differentialgleichung fiir u(9:
(2% — Du™? + 220D — 11+ 1)u® =0.

Nun erfiillt aber gerade u = (22 — 1)! die Gleichung (2.39). Setzen wir noch w = u® /24!,
dann 16st w die Legendresche Differentialgleichung.
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2.5.2 Orthogonale Polynome in Hilbertrdumen

Wir wollen nun beweisen, dafl die Legendrepolynome eine Orthogonalsystem auf dem Raum
der stetigen Funktionen von [—1,1] nach R bzw. C bilden. Die Funktionen f : [-1,1] - C
bilden einen linearen Raum. Als inneres Produkt wihlen wir

(f,9) = / F(@)g(x)de. (2.40)

Dies ist in der Tat ein Skalarprodukt:
Es ist linear im ersten Argument und antilinear im zweiten Argument,

(fy191 + azg2) = a1(f, 91) + 02(f,92) und (f,9) = (g, f),
und es ist positiv
(f/,f/)>0 und (f,f)=0 nurfalls f=0.

Zwei Funktionen f, g (Vektoren in diesem unendlich dimensionalen Funktionenraum) sind
orthogonal, falls (f,g) = 0 ist. Die Linge oder Norm einer Funktion ist

171l = (£, HY2.

Also ist der Raum der stetigen Funktionen [—1,1] — C ein sogenannter normierter Raum.
Der Abstand zwischen zwei Funktionen ist

d(f,g) =IIf—gll-

Ist der Raum beziiglich dieser Metrik vollstindig, so heifft er Hilbertraum: Ein Hilber-
traum ist ein linearer Raum, der beziiglich der iiber das innere Produkt induzierten Me-
trik vollstindig ist. In einem Hilbertraum konvergieren zum Beispiel alle Cauchy-Folgen
gegen ein Element des Hilbertraumes. Ist # ein Raum mit Skalarprodukt, dann gelten die
Ungleichungen

Satz:

(£l < NFIHgll und |1+ gll < NFIF+ lgll-
Weiterhin ist

lgll <NIAf +gll fiir alle A e C
genau dann, wenn (f, g) = 0 ist.

Beweis: Sei a = (f, g). Eine einfache Rechnung zeigt, da8

0 < |IAf +gll” = INPIAIP + 2R(@N) + llg]1*. (2.41)

Damit gilt die letzte Aussage im Satz fiir o = 0. Ist f = 0, dann sind die erste und letzte
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Behauptung trivial erfiillt. Sei nun f # 0. Wir setzen A\ = —a/||f||?>. Mit diesem \ wird
(2.41) zu

o
A1

Dies beweist die erste Ungleichung und zeigt, dal die dritte Behauptung nur fiir a = 0
gelten kann. Die zweite Ungleichung im Satz folgt aus der ersten (man quadriere die zweite
Ungleichung).

0< |IAf+glI>=lgll* -

Der Raum der stetigen Funktionen auf [—1, 1] ist beziiglich der von (2.40) induzierten Norm
nicht vollstindig. Man kann in aber vervollstindigen. Der etwas gréere Raum wird mit

Ly([-1,1])
bezeichnet.

In der Physik treten oft Polynome oder allgemeiner Funktionensysteme auf (zum Beispiel
die Hermite-Polynome) die orthogonal beziiglich eines gewichteten Ls Raumes sind. Das
Skalarprodukt ist dann

(19) = [ s @@z, pla) >0.
M
Das Integrationsgebiet M C R™ kann ein endliches oder unendliches Gebiet sein. Die Dichte
p muB eine positive Funktion sein. Die Vervollstindigung des Funktionenraumes beziiglich

der von (.,.) induzierten Norm ist L2(M, p). Das Skalarprodukt und die zugehoérige Norm
erfiillen alle obigen Eigenschaften.

Orthogonalitit der Legendrepolynome
Die Legendrepolynome sind orthogonal in L2([0,1]). Dies ist einfach zu beweisen. Dazu

schreiben wir die Legendresche Differentialgleichung wie folgt:

_4
dzx

d

Aw =1l(l + Dw, A= (1- w2)£ (2.42)

Allgemein ist der zu A adjungierte Operator A wie folgt definiert:

(f,Ag) = (Alf,g).

Fiir einen symmetrischen Operator ist A = Af. Fiir den Differentialoperator A in (2.42) gilt
nun

(f,Ag) = /ng =—(1-2*)(fg' - Fo)lls + /A_fg = (Af,9),

wobei wir annahmen, da§ f und g bei z = £1 regulir sind, so dafi die Oberflichenterme
verschwinden. Fiir Funktionenriume deren Elemente bei £ = £1 reguldr sind, ist also A in
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(2.42) symmetrisch. Insbesondere gilt
(APy, Py) = k(k + 1)(Py,, Py) = (P, APy) = (1 + 1)(Py, Py).

Fiir | # k muB also (P, P;) = 0 gelten. Deshalb sind die Legendrepolynome orthogonal
zueinander. Es verbleibt noch, die Norm von P; zu bestimmen. Mit

d' 27\ 2 4
- = 12
_/(d:vl(l 2)') TSR
21
findet man, daf8§

2

2 -
(P,,P,) = —— und damit (P, P) = TR

20 +1 O

2.5.3 Zugeordnete Legendrefunktionen oder Kugelfunktionen
Bei der Behandlung von wasserstoffihnlichen Atomen in der QM wird man auf die DG

2

m
1-—z2

(1 — " — 2zw' + (l(l +1)— )w =0 (2.43)

gefiihrt, wobei [ und m ganzzahlig sind. Es erfiille P; die Legendresche Differentialgleichung
(2.32), dann erfiillt die Helmholtzsche Funktion

(m) _ d"
B = ggm

die DG

(a- x2)d;:2 — 2(m + 1);% + (1 +1) —mm+ 1)) B =0,

Man braucht nur die Legendresche DG m-mal zu differenzieren. Wir setzen nun

Pl(m) (z) = (1- :L'2)_m/2yl(m)($)-

und bestimmen durch Einsetzen diejenige DG, der yl(m) geniigt. Man findet die DG (2.43)
und damit 16sen die

y™ (@) = (1-22)™ 2;—2& (z) (2.44)

die DG (2.43). Die Funktion yl(m) ist als zugeordnete Legendreschefunktion oder als zuge-

ordnete Kugelfunktion bekannt. Die Helmholtz-Funktion Pl(m) ist ein Polynom vom Grad
I — m. Die zugeordnete Legendrefunktion ist ein Polynom form Grad .
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2.5.4 Der Satz von Fuchs

Wir wollen die Frage beantworten, wann die Losungen einer Differentialgleichung in eine
Potenzreihe entwickelt werden koénnen. Zur Vorbereitung betrachten wir die DG

w”+c£=0, m € Z.

.,L-m
Setzen wir die Reihenentwicklung z* 3 a,z™ mit ag # 0 ein, so finden wir
Z an(n+a)(n +a—)z"t*2 + CZ apz™te™ = 0.

Fiir m > 2 erscheint die niedrigste Potenz ~ z®*~™ im zweiten Term. Der entsprechende
Koeffizient ap mufl deshalb verschwinden. Fiir m = 2 mu8 ag(a® — a + ¢) = 0 gelten. Die
an,n > 0 miissen verschwinden, und die allgemeine Lésung ist

/1
w=c,zt? +C2$%_5, 8= 176 m=2.

Es gibt als immer zwei Potenzlésungen. Eine davon kann bei ¢ = 0 singulir werden. Fiir
m < 2 kann die Rekursionsformel geltst werden und fiihrt auf eine konvergente und nicht-
triviale Losung;:

c
n+2+a)n+a+1l

a € {0,1}, Upt2 = 1 )an+m.

Die entsprechende Reihe ist konvergent fiir alle z und definiert eine analytische Funktion.

Ein zweites instruktives Beispiel ist die Gleichung

!
w

w" +c— =0
wm

welche zu
Z an(n+a)(n+a—1)z"t*2 4 CZ an(n + )z 1™ =
fithrt. Fiir m > 1 muB apa, und damit «, verschwinden. Die Rekursrelation ist

antm-1 _ 1 n(n—1)

an cn+m—1

Die Reihe hat verschwindenden Konvergenzradius und es gibt keine Lésung die eine Potenz-
reihenentwicklung hat. Fiir rn = 1 ist die allgemeine Lésung eine Linearkombination von
w=1und w=z'~°. Fiir m < 1 folgt

Cantm(n + m)
n+a)nt+a+1l)

ac {0,1}, apt+1 = —(

Dies definiert wiederum eine analytische Funktion. Die Gleichungen

!

w w

w' + ¢— und w' + c—
z z
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besitzen einen singuldren Punkt in £ = 0, was die Ursache fiir das Versagen der Reihen-
entwicklung ist. Im Falle der Legendreschen DG haben die Funktionen p und ¢ einfache
Pole an den Stellen z = +1, weshalb die erhaltene allgemeine Losung diese beiden Punkte
auslésst. In den eben betrachteten Gleichungen ist z = 0 ein singulérer Punkt. Ob Lésungen
eine (konvergente) Potenzreihenentwicklung an einer singuléren Stelle zulassen hingt offen-
sichtlich vom Divergenzgrad von p und ¢ ab. Wir geben noch ein drittes Beispiel, um den
Sachverhalt zu illustrieren. Die Losung der Gleichung

v ow

n
W'+~ — = =0
Z Z

kann in der Form z* " a,z™ entwickelt werden. Man findet fiir die allgemeine Losung

ag
w = — +dasx.
T

Es gibt eine bei £ = 0 regulére und eine divergente Lésung. Welche Singularititen von p, q
noch eine Integration durch Reihen in der Umgebung des singuliiren Punktes erlauben wird
durch den Satz von Fuchs geklirt:

Satz: Wenn die DG
w"' +pw' +qw =0

in £ = zo einen singuldren Punkt besitzt, so gibt es dennoch eine konvergente Potenzrei-
henentwicklung der Losung in £ = z¢ (eventuell mit endlich vielen negativen Potenzen) falls
(x — zo)p(z) und (z — zo)2q(z) endlich bleiben fiir z — zo.

Singulidre Punkte welche die Voraussetzungen des Fuchsschen Satzes erfiillen heiflen aufer-
wesentliche Singularitéiten der DG; alle {ibrigen heiBlen wesentlich. Eine DG, die in der ganzen
komplexen Ebene keine wesentlichen Singularititen besitzt, heifit eine DG vom Fuchsschen
Typ. Selbst wenn zo eine auBlerwesentliche Singularitiit ist, braucht man bei der Integra-
tion der DG durch Reihen nicht zwei unabhingige Losungen zu erhalten. Man kann zwei
unabhiingige Loésungen der Form

wy = (z — zo)** Z an(z —20)" und ws = (x —xo)*? Z bp(z — 2o)"

immer dann erhalten, wenn die beiden Wurzeln a; und as der bestimmenden Gleichung sich
nicht um eine ganze Zahl unterscheiden.

2.5.5 Integraltransformationen

Es sei eine Differentialgleichung
Lu+dw=0

gegeben, wobei L ein Differentialoperator ist. Statt w(z) fithren wir eine neue Funktion v(()
der komplexen Variablen ¢ durch eine Gleichung
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w(z) = / K (2, Ov(Q)d¢ (2.45)

ein, wobei der Transformationskern K(z,() in jeder der beiden Variablen analytisch sein
soll. Der Integrationsweg C in der komplexen {-Ebene wird jeweils geeignet zu bestimmen
sein. Die Differentialgleichung geht iiber in

/ (LK + ME)v(Q)dC = 0,

C

wobei sich der Operator L auf die Variable z bezieht. Nun soll K die partielle Differential-
gleichung

LK = AK,
erfiillen, wobei A nur auf die Variable { wirkt, so folgt

/ (AK + AK)v({)d¢ = /K(z, O (Alw + Mw)d¢ =0.
C

C

Der Weg C ist hier so zu wihlen, dal die Randterme verschwinden. Falls die partielle DG
LK = AK, fiir deren Wahl man Spielraum hat, und die transformierte DG

Alv+ 2w =0 (2.46)

explizit gelost werden konnen, so erhilt man mit dieser Methode die Losung w(z) in der
angegebenen Integralform.

In der Analysis treten solche Integraltransformationen in verschiedener Gestalt auf. Fiir den
Kerne

K(z,Q)=¢*, K(z,()=e" und K(z,()=(z-{)*

sind dies die Transformation von Laplace und Euler. Im Folgenden werden wir Integraltrans-
formationen fiir mehrere Differentialgleichungen diskutieren. Wir beginnen mit der fiir die
QM wichtigen Besselschen Differentialgleichung.

2.5.6 Die Besselsche Differentialgleichung

Dies ist die folgende Differentialgleichung
2w" 4+ 2w’ + (22 = M)w = Lw — Nw =0, A = konstant.
Sie ist eine Gleichung vom Fuchsschen Typ mit einer auerwesentlichen Singularitit bei

z = 0. Da z = 0 eine Stelle der Bestimmtheit der Gleichung ist, kann dort ihre Losung in
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eine Potenzreihe entwickelt werden. Man findet

2 _ 2 _ 2 32 — — an
(a )‘ )a’O - 0’ ((a + 1) )‘ )a’l 0’ An+2 /\2 _ (TL + 2 + a)2 .

Offensichtlich ist o = £ und a; = 0. Fiir a = A findet man

A P z*
W= Go? (1_ 22N +2) 24N+ 2)(2h+4) +)

und fiir @ = —A

w = @ z"‘(l—i— 2 + 2t +)
- 22X —2) " 2-4(2x—2)(2A —4)
Diese Losung geht aus der ersten durch die Ersetzung A — —A hervor. Setzen wir

1

W= AT+ 1)

dann nennt man den sich ergebenden Ausdruck

= (=) Z\At2n
a(2) _T;)I‘(n+1)1"(n+/\+ 1)(5) i

Besselfunktion vom Grade A.
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Die Besselfunktionen vom Grade = 0,1,2,3.

Die vollstindige Losung der Besselschen Differentialgleichung (A nicht ganzzahlig) ist also

w = aJr(z) + bJ_r(2).
Die J, sind die Besselfunktionen der Ordnung A.
Fir A=10¢€ {1,2,...} ist

Joi(z) = _Z %(g)%—z’

wobei wir

All)nllmzo fiir n=l—1,l—2,

benutzten. Setzten wir m = n — [ so finden wir

= Y G = ra),
m=0,1,...
Fiir ganzzahlige A sind also Jy und J_j linear abhéngig.
Integraltransformation
Setzen wir w = [ Kwvd( so folgt
/ (22K, + 2K, + 22K — X K)v({)d( = 0.
c

Wir fordern nun, dafl
LK =2°K,, + 2K, + 2K = - K = AK
gilt, mit der in der ganzen z und ¢{-Ebene reguliren Losung
K(z,¢) = e*izsin,
Die Besselsche DG geht iiber in

/ (K¢e + X K)v(()d¢ =0

C

oder, wie man nach partieller Integration erkennt, in

/K(z,() (v" + Nv)d( — / dic(Kv' — Kcv)d¢ = 0.
c c
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—mHioe T+ioco
C
C 2
k1\ s
sin { =-isinh M sin { =-isinh 1
- o ) -

-

sin { =1sinh n

BN

sin { =isinh n

-ioo

Abbildung 2.11: Integrationswege in der komplexen ¢(-Ebene

Die transformierte DG v" 4+ A2v = 0 hat die Losungen exp(£4iA{). Nun miissen wir noch
den Integrationsweg C geeignet wihlen damit die Oberflichenterme verschwinden. Auf den
senkrechten Abschnitten der in Abb. 2.11 mit 4y und C5 bezeichneten Wege ist wegen
sin({ = £ + in) = sin € cos(in) + sin(in) cos & gleich

sin ¢ = sin& cosh i + i cos€sinhn = —isinh|7|
und damit der Realteil von
—izsin{ = —zsinh|p| gleich — R(z)sinh |y,
also negativ fiir #(2) > 0. Setzen wir K(z,{) = exp(—izsin{) so strebt auf C; und Cs der

Zusatzterm Kv' — K¢v beiderseits gegen Null, und wir erhalten in den Integralen

1 A . 1 _— .
H}l‘(z)z_;/e—zzsm§+z)‘§dc und Hi(z)z_;/e—zzsm§+z)‘§d<

C1 C2

(2.48)
zwei Losungen der Besselschen DG, die sogenannten Hankelfunktionen. Man sieht leicht, daf3
diese Integrale fiir ®(2) > 0 konvergieren.

Fiir die analytische Fortsetzung zu R(z) < 0 deformieren wir den Integrationsweg C;. Wir
setzen

A=a+ib, (=&+in, z=zxz+iy
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dann sind der Real- und Imaginérteil der Funktion
f(§) = —izsin{ + 14X
im Exponenten

Rf() =  ysinfcoshy+ zcosfsinhy — bE — an
Sf(¢) = —zsinfcoshn+ ycosésinhy + af — by.

Jetzt wihlen wir fiir die senkrechten Teile des Weges C; statt der Abszissen 0 und —n die
Abszissen £y und —7 — &. Wegen

RI(Q) ~ 5ol (ysingy — zcoséo) + O(fal) fir || - oo

/ef(odc

Cy

ist das Integral

fiir solche z konvergent, fiir welche
ysingy —zcoséy < 0

ist. VergroBert man nun &, dann dreht sich die Halbebene auf welcher das Integral kon-
vergiert und eine in z analytische Funktion definiert, um den Punkt z = 0. Zum Beispiel,
definiert das Integral mit £, = 0 eine analytische Funktion in der Halbebenen Rz > 0 und
das Integral mit &y = 7 /2 eine analytische Funktion in der Halbebene Sz < 0. Die Viertele-
bene mit Rz > 0 und Fz < 0 liegt in beiden Halbebenen. Auf dieser Viertelebene stimmen
die beiden Integrale aber iiberein. Sind C;(0) und C1(x/2) die beiden Integrationswege mit
& =0 und & = 7/2, so gilt

/ef(Q)dcz / SO
C1(0) Ci(n/2)

fiir ¥z > 0 und $z < 0, da der eine Weg so in den anderen deformiert werden kann, ohne daf§
die Randterme beitragen. Lassen wir also &y in geeigneter Weise eine unbeschrinkte Folge
positive oder negative Werte durchlaufen, so entsteht nach und nach das gesamte analytische
Gebilde der Funktion H;(z), némlich eine Riemannsche Fliche, die im Nullpunkt einen
Verzweigungspunkt mit von A abhingiger Ordnung besitzt (siche Abb. 2.12).

Fiir {, = —7/2 verschwindet der waagerechte Bestandteil des Integrationsweges, und wir
erhalten
. e—itA/2 T s
H — izcoshn—An g
A(2) = / € m (2.49)
—c0

welches die Funktion in der oberen Halbebene &z > 0 darstellt. Lassen wir im Sektor

d<argz<nw—9§
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Abbildung 2.12: Deformation des Integrationsweges in der Integraltransformation

ins Unendliche wachsen, so strebt der Integrand auf dem ganzen Integrationsweg gegen Null.
Ahnlich argumentiert man, daB H3(z) gegen Null strebt, wenn 2 im Sektor

r+o<argz<2r—4§
ins Unendliche wichst. Damit haben wir bewiesen, daf§
Lemma Die Hankelfunktionen erfiillen
Hi(z) — 0 fir |z2| 500, d<arg(z)<n—4
H}(z) — 0 fiir |2| 300, 7+6<arg(z)<2r—04.

Man kann leicht zeigen, da H; auf der negativen und H? auf der positiven imaginéren
Achse mit |z| = oo iiber alle Grenzen wachsen. Damit miissen H;, H? linear unabhéngige
Losungen der Besselschen Differentialgleichung sein.

Um die Hankel- mit den Besselfunktionen in Verbindung zu bringen, bemerken wir, da8 fiir
reelle A und reelle z die Losungen H} und H? konjugiert komplex zueinander sind.

Ersetzen wir in der Darstellung

1 - .
H)l‘(z) — _%/ezzsmg—mgdc’

C1
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Abbildung 2.13: Die verschiedenen Integrationswege.

wobei C; das Spiegelbild von C; an der reellen Achse ist, ¢ durch —(, so folgt

1 - .
H}‘(z) — ; / e—zzsm§+z)\§d<‘
-C1

Da —C; gleich dem im negativen Sinne durchlaufenen Wege C» ist, so wird

1 . .
Hi(z) — _; /e—zzsm§+z>‘§d< — Hi(z),
Ca

was zu beweisen war. Hi(z) und H?,(2) erfiillen dieselbe Differentialgleichung, die ja nur
A? enthlt. Deshalb miissen diese 4 Funktionen linear abhéingig sein. Da H}(z) und H? , (2)
dasselbe asymptotische Verhalten zeigen, liegt die Vermutung nahe, daB sie abhiingig sind.
Um dies zu beweisen ersetzt man in der Integraldarstellung

1 —izsin(—i
Hi,\(z)=—;/e fzsin¢=iXCg¢
C1
¢ durch —{ — 7. Dann ist
eiﬂ'A L. .
Hi)‘(z) — - /e—zzsm§+z)‘§d<‘
(o)

Aber da C gleich das im negative Sinn durchlaufene C; ist, haben wir gezeigt, daB
H!,(2) = e*"Hl(2)

gilt. Analog beweist man, daf



Damit sind
In(z) = %(H}‘(z) +H3(2)) und Ni(2) = %(H}‘(z) — H}(2))
Losungen der Besselgleichungen, welche fiir reelle A und z reell sind und welche
( J_x(2) ) _ (cosw)\ —sinﬂ')\) ( Ia(z) )
N_x(2) sinwA  coswA Ni(2)
erfiillen. Es sind die Besselschen und Neumannschen Funktionen vom Index A.

Integraldarstellung der Besselschen Funktionen

Addieren wir H} und HZ, so heben sich die auf der imagindren Achse laufenden Integra-
tionswege in Abb.(2.11). Wir erhalten also in fiir R(z) > 0 die folgende Darstellung fiir
J A

1 . ,
In(z) = ~on g izsineHir g Rz >0,
c

(2.50)

wobei C' der in Abb. 2.11 gekennzeichnete Weg ist.

Ist nun A eine ganze Zahl, so heben sich wegen der Periodizitéit des Integranden die Integrale

— T+ 100 T+ 100
'L/I/WegC
0
t

-T b

Abbildung 2.14: Integrationsweg fiir Besselfunktionen.

tiber die senkrechten Abschnitte von C' weg und es ergibt sich

K L3

Ta(2) = % /eizsiHQ—in§dC = %/cos (zsin¢ — n¢)d¢. (2.51)
—7 0

Wir sehen, daf§ die Besselschen Funktionen mit ganzzahligem Index ganze Funktionen auf
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C sind. Die Darstellung (2.51) zeigt, daB J,,(2) der n*® Fourierkoeffizient in der Fourierent-
wicklung von

x>
eizsing — Z Jn(z)eing
—o0
nach ¢ ist. Beachten wir noch, da8§ J_,(2) = (=)"J,(2) ist, so erhalten wir

x>
cos(zsing) = Jo+2 Z Jan(2) cos 2nl
1

sin(zsin{) = 2 i Jan—1(2) sin(2n — 1)¢,
1

und speziell fiir { = /2
cos(z) = Jop — 2J2 + 2J4(2) — ..., sin(z) =2J1(2) — 2J3(2) +....

Wir geben schluBlendlich noch eine zweite Integraldarstellung der Besselfunktionen an, die
auf eine niitzliche Rekursionsformel fiir die Besselfunktionen mit ganzzahligem Index fiihrt.
Es sei

-0

@)

Abbildung 2.15: Der Integrationsweg C in der komplexen ¢-Ebene.

, 1,
= —i¢ i = — -
(=e*, sodaB sin¢ 5 (¢

)-

| =

Dann geht (2.50) iiber in

N
~—

]_ e%(g_f)
) =5 / o % (2.52)

Q
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wobei wir ¢ wieder mit ¢ bezeichneten. Der neue Integrationsweg C ist in Abb. 2.15 darge-
stellt. Wegen

d e%(g_%) z.1 1 A i1
0=/d<d_<W=/dc[§(c_A+cA+2)_F]ez@ o)

é é

ergeben sich die wichtigen Rekursionsrelationen

B + hn(s) = 2h(e).

Diese gelten nicht nur fiir die Besselfunktionen, sondern auch fiir beide Hankelfunktionen.

2.5.7 Die Hypergeometrische Differentialgleichung

Dies ist die Differentialgleichung

(2> = 2)w" + [1+a+b)z — c]w + abw = 0. (2.53)

Die Parameter a,b und c sind Konstanten, ¢ wird als nicht ganzzahlig vorausgesetzt. Die
Gleichung hat auBerwesentliche Singularititen in 0,1 und co. Die Bestimmungsgleichung fiir
die Entwicklung um z = 0 lautet

ala—1)+ac=0.
Also ist o = 0 oder o = 1 — ¢. Die Rekursionsrelation lautet

i (a+n+a)(a+n+b)
"M T la+n+1)(a+n+o)

ne.

Fiir a = 0 vereinfacht sich diese zu

a _(a+n)(b+n)
nH = (n+1)(n+c)

an

und damit erhalten wir fiir a = 0 folgende Losung;:

ab  a(a+1)bb+1) , a(a+1)(a+2)b(”+1)(b+2)z3+---). (2.54)

w_A(1+1-cz+ 2l-¢c(c+1) ? 3-cle+1)(c+2)
Die Reihe in den Klammern heifit hypergeometrische Reihe. Sie konvergiert innerhalb des
Einheitskreises. Fiir a = 1 und b = ¢ wird sie zur gewthnlichen geometrischen Reihe; daher
ihr Name. Man bezeichnet die Reihe mit F'(a,b,c;2). Damit ist die partikulire Losung
w = AF(a,b,c; 2).

Fiir @ = 1 — ¢ lautet die die Rekursionsformel

(a—c+n+1)b—c+n+1)
(n+1n+2-¢)

Anit1 = an .
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Benutzt man die neuen Konstanten ¢’ =a —c+1,' =b—c+ 1 und ¢’ =2 — ¢, so entsteht

et = (@ +n)(b' +n)
T+ D(n+ )

(3]

also dieselbe Rekursionsrelation wie fiir @« = 0. Die entsprechende partikulire Losung ist
daher

w=Bz'"*Fla—c+1,b—c+1,2—¢;2).

Damit ergibt sich folgende allgemeine Lsung der hypergeometrischen Differentialgleichung;:

w = AF(a,b,c;2) + Bz'°F(a—c+ 1,b—c+ 1,2 — ¢; 2). (2.55)

Die obige Reihendarstellung fiir F' konvergiert innerhalb des Einheitskreises. Wir {iberlassen
es einer Ubungsaufgabe, zu zeigen, dafl

1-¢,

Pl(£)=F(l+17_l71; 9

die Legendreschen Polynome sind. Die hypergeometrische Reihe ist ein Polynom, falls ¢ oder
b negativ ganz oder 0 sind.
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Kapitel 3

Gruppen und Darstellungen

Die Gruppentheorie ist eine rein mathematische Disziplin ziemlich abstrakter Art. Ihre grofie
Bedeutung fiir die Physik erhélt sie erst, wenn man mit ihr den Begriff der Symmetrie ver-
bindet. Die im Folgenden zu behandelnde Gruppen- und Darstellungstheorie wurde in den
letzten Jahrzehnten das alltéigliche Instrument der Festkorper-, Kern- und Elementarteil-
chenphysiker. Zum Beispiel versucht man in der modernen Theorie der Elementarteilchen
mit Hilfe von Symmetriebetrachtungen moglichst viele Eigenschaften der ‘elementarsten
Bausteine’ zu erkldren ohne die den Wechselwirkungen zugrundeliegenden Dynamiken zu
l6sen. Die Grundlagen der Gruppentheorie wurden in erster Linie von EVARISTE GALOIS
(1811-1832) im Alter von 21 Jahren niedergelegt. Er untersuchte die Losbarkeit der Glei-
chungen mit einer Unbekannten n-ten Grades mit konstanten Koeflizienten durch Radikale.
Mit Einfiihrung des Gruppenbegriffes gelang ihm die Entscheidung dieses uralten Problems.
Die Gruppentheorie ist heute ein wesentlicher Bestandteil der physikalischen Forschung,.
HERMANN WEYL, der schon friih die Relevanz dieser Theorie fiir die Physik erkannte,
schreibt dazu®:

Symmetrie, ob man ihre Bedeutung weit oder eng faft, ist eine Idee, vermdge derer der
Mensch durch Jahrtausende seiner Geschichte versucht hat, Ordnung, Schinheit und Voll-
kommenheit zu begreifen und zu schaffen.

Wegen des groBen Umfangs habe ich eine (etwas willkiirliche) Auswahl getroffen. Viele Bewei-
se miissen entweder weggelassen werden oder kénnen nur skizziert werden. Der aufmerksame
Zuhorer sollte aber am Ende dieses Kapitels in der Lage sein, einfache gruppentheoretische
Probleme, wie sie etwa in der Quantenmechanik, Molekiilphysik, Festkorperphysik oder Teil-
chenphysik auftreten, selbstindig zu l6sen.

Definition: Eine Gruppe G besteht aus einer Menge von Elementen {g,g2,...} die vier
grundlegende Postulate erfiillen:

1H. Weyl, Symmetrie, Birkhéuser, Basel (1955).
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1. Durch eine Multiplikation G x G = G, {g1,92} = g192 € G ist jedem Paar g¢1,¢2
eindeutig ein Element g, go der Gruppe zugeordnet. Im allgemeinen ist

9192 7 9291

2. Diese Multiplikation ist assoziativ: g1(g2g3) = (9192)g3-

3. Es existiert ein Einselement e € G mit der Eigenschaft eg = ge = ¢ fiir jedes Element
g der Gruppe.
4. Fiir jedes Element g existiert das inverse Element g~ € G,s0 daB gg~' =g g =e.

Die wohl einfachste Gruppe sind die ganzen Zahlen, wenn man als Verkniipfungsgesetz die
Addition wihlt. Die Null ist das Einselement und das Inverse von a ist —a. Beziiglich der
Multiplikation von Zahlen bildet diese Menge aber keine Gruppe (0 hat kein Inverses).

3.1 Beispiele von Gruppen

3.1.1 Endliche Gruppen, Sy:

Die wichtigsten endlichen Gruppen sind die symmetrischen Gruppen Sy, oft auch Permuta-
tionsgruppen genannt. Die Elemente von Sy sind die Permutationen von N Symbolen. Fiir
3 Elemente sind dies die Transformationen

2)

2 ?

(1 2 3 (1 2 3 e —
€= \123) %T\23 1) R

12 3 1 2 3 . (1 2 3
¢ = (1 3 2)’ d‘ca‘<3 2 1) f—d’—<2 3)‘

Dabei bedeutet ca zuerst a und dann c¢ ausfithren. Zum Beispiel ist

(1 2 3 (1 2 3
ca={g o j)Fac={y | 3

und die Gruppe Sy ist NICHT ABELSCH. Sy hat N! Elemente. Wir kénnen Sz als Transfor-
mationsgruppe auf V = R? DARSTELLEN. Die Wirkungsmenge von S; seien die Ecken eines
gleichseitigen Dreiecks. Dabei sei T'(a) die Drehung um 120° und T'(c) die Spiegelung an der
Vertikalen.

N
—
=N = N

Gruppentafel: Es ist niitzlich, fiir endliche Gruppen eine sogenannte Gruppentafel zu erstel-
len,
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T(a)

Abbildung 3.1: Die Wirkung von T'(a),T(c),T(d) und T'(f) auf die Ecken eine gleichseitigen Drei-
ecks.

| T el g [ g5 | [ g0 | |
€ € [ gs e gn
o2 | 92| & | 9295 | .- | 920n
g3 || 93 [ 9392 | 93 | ... | 939
9m 9m | 9m32 | 9mgs | --- 9mn

In jeder Reihe und Spalte der Gruppentafel muBl jeweils jedes Element der Gruppe genau
einmal auftreten. Denn aus gg, = gg, folgt nach Multiplikation mit g~! von links, daB
9p = 9q sein mufl. Analog kann g,g nur g,g sein falls g, = g4 ist.

Die Ordnung |G| einer Gruppe G ist die Zahl der Elemente der Gruppe. Zum Beispiel ist
|S3] = 3! = 6 und die Multiplikationstabelle dieser Gruppe ist in Abb. 3.2 dargestellt. Die
ausgezeichnete Rolle der Permutationsgruppen ist in dem Theorem von Cayley begriindet.
Danach ist jede Gruppe der Ordnung N eine Untergruppe der Permutationsgruppe Sy .

3.1.2 Liesche Gruppen, SU(2)

Wihrend die endlichen oder diskreten Gruppen in der Festkérper und Molekiilphysik von
Interesse sind, spielen in der Quantenmechanik und Teilchenphysik vorwiegend die kontinu-
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Abbildung 3.2: Multiplikationstabelle von S3

ierlichen Lie-Gruppen eine wichtig Rolle. Im Allgemeinen definiert man:

Definition: Eine Lie-Gruppe G ist eine Gruppe, die zugleich eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit ist, derart daBl die Multiplikation

GxGE—QG, (91,92) — 9192
und die Inversenbildung
G—G, g—g!
jeweils stetige und differenzierbare Abbildungen sind.

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit kann lokal mit einer offenen Menge des R" identifiziert
werden (siche die einschligigen Lehrbiicher iiber Differentialgeometrie). Wir werden diese
Begriffe an der Gruppe SU(2) illustrieren. Diese Lie-Gruppe ist die wichtigste Gruppe in der
Quantenmechanik. Die quantenmechanischer Zustinde mit festem Drehimpuls bilden eine
irreduzible Darstellung der quantenmechanischen Drehgruppe SU(2).

Die Elemente g € SU(2) lassen das Skalarprodukt (z,y) = Ziy1 + Tays auf C? invariant:
(gz,gy) = (,y). Sie erfiillen gtg = ggt = 1 und detg = 1. Da die Zeilen von g unitir

orthogonal sein miissen, ist
_( a_ b
I=\-2 2xa)-

Die Orthogonalitét der Kolonnen fordert |A| = 1. Die Determinantenbedingung lautet dann
Aaa + bb) = 1, woraus A = 1 und aa + bb = 1 resultiert. Also ist

SU(2)={g=<_aB 2) mit aa+b5=1}.

Die Zuordnung

{o= (Ra,Sa, Rb,b)| > _a? =1} — SU(2)
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ist bijektiv. Die Liegruppe SU(2) kann also mit der 3-dimensionalen Sphére S identifiziert

o

0

e ~ a=(1,0,0,0)

S3~ SU©)

B e ~ a=(10,0,0)

Abbildung 3.3: Die Gruppe SU(2) kann mit S? identifiziert werden.

werden (siche Abb. 3.3). Die Sphire S kann nicht mit einer offenen Umgebung in R®
identifiziert werden. Aber man kann mittels der stereographischen Projektionen ¢ vom
Siid- bzw. Nordpol jeweils die nordliche und siidliche Hemisphére auf eine offene Menge des
R® abbilden

¢+ : Hy — ¢ (Hz).

nérdliche Hemisphire H,

P
stidliche Hemisphére H .

Abbildung 3.4: Die Gruppe SU(2) kann mit zwei Karten iiberdeckt werden.

Auf dem Uberlapp H, N H_ hat man die Gruppe SU(2) auf zwei Arten beschreiben (siehe
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Abb. 3.4)
H NH_>p—z=¢,(p) bzw. &=¢_(p).
Die Koordinatentransformation
¢ =H,(p) — &= H_(p)

ist differenzierbar, wie man sich leicht iiberzeugt. Auch die Gruppenmultiplikation ist eine
differenzierbare Abbildung, so daBl SU(2) in der Tat eine Liegruppe ist.

3.2 Elemente der Gruppentheorie

Wir fiihren nun die fiir uns wichtigsten Begriffe der Gruppentheorie ein und illustrieren diese
anhand der endlichen Permuationsgruppen und der Lie-Gruppe SU(2).

Untergruppen: Als Untergruppe von G bezeichnet man eine Untermenge H die unter
der Multiplikation in G abgeschlossen ist und eine Gruppe bildet. Das Einselement e € G
muf} immer in H liegen.

Die zyklische Gruppe Cn als Untergruppe der Permutationsgruppen Sy : Zum Beispiel bilden

die zyklischen Vertauschungen e, a,b eine Untergruppe von Sz, d.h. eine echte Teilmenge

die beziiglich der Verkniipfung abgeschlossen ist. Diese Untergruppe ist gerade die zyklische

Gruppe C3 der Ordnung 3. Allgemeiner besteht die zyklische Gruppe Cn aus den Elementen
Cn ={e=d’a,a%d?,...a" "1}

mit der Relation a”V = e. Die Ordnung der Gruppe ist offensichtlich N. Aus obiger Relation
folgt a”aN~" = e und damit hat jedes Gruppenelement ein Inverses. Wegen

ist die Gruppenmultiplikation kommutativ. Damit ist Cn eine abelsche Untergruppe der
Permutationsgruppe Sy. Wir kénnen uns a™ als zyklische Vertauschung von N Elementen
oder dquivalent dazu als Drehung um den Winkel 2n7 /N realisieren. Zum Beispiel fiir S3

(1 23 (12 3 s (12 3) 5
e—<1 2 3)’ “‘(2 3 1):”“<3 1 2)’ @ =e

In der Tat, es gibt nur eine Gruppe der Ordnung 3 und zwei Gruppen der Ordnung 4.

Die Gruppe U(1) als Untergruppe von SU(2): Die Gruppe U(1) tritt als Untergruppe von
SU(2) auf. Die Elemente von U(1) sind die diagonalen Matrizen in SU(2),

{ (eg\ egz’t) |t [0,277)} C SU(2).
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Wir diirfen die beiden Diagonalelemente getrennt betrachten und erhalten die Gruppe
U(1) = {g(t) = *|0 < t < 27}. (3.1)

Die Transformation g(t) transformiert z in e*z, d.h. dreht die komplexen Zahlen mit Winkel
t um den Ursprung. Die Gruppe ist Abelsch und isomorph zur Addition der reellen Zahlen

g7z

Abbildung 3.5: Die Gruppe U(1) kann mit S' identifiziert werden.

modulo 27,

g(t1) - gts) = ¥ = g(t; +t5) = g(ta) - g(t1), gt +2m) = g(2),

d.h. U(1) ist isomorph zum Kreis S'. Die abelsche Gruppe U(1) ist in gewissem Sinne der
Grenzfall U(l) ~ limN_)oQ Cn.

Konjugationsklassen: Um diese Klassen einzufiihren benétigen wir die

Definition: Zwei Elemente a,b € G heiflen zueinander konjugiert, a ~ b, wenn es ein g € G
gibt, so dal

gag~! =b.
Offensichtlich gelten
a~a, a~b=b~a, und a~b b~c=a~c

Die letzte Eigenschaft folgt aus:

b=gag™', c=gbj"" = c=g(gag " )§ " = (gg)a(dg)”".

Aus diesen Eigenschaften folgt unmittelbar, daf§ wir jede Gruppe eindeutig in disjunkte
Klassen K; zerlegen konnen. Zwei Klassen haben entweder kein gemeinsames Element oder
sie sind gleich. Die Konjugationsklasse eines Elementes a,

K, = {gag~'|g € G},
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enthilt immer das Element a. Die Elemente einer Klasse sind zueinander konjugiert, gK;g~* =

K;. Die Anzahl Elemente von K; sei n(K;). Demnach gilt

> n(K;) = Ord(G).

i

Satz: Die Anzahl Elemente n(K;) der Konjugationsklasse K; ist ein Teiler der Anzahl der
Gruppenelemente. Ist |G| eine Primzahl, dann ist G abelsch.

Zum Beispiel hat S3 die drei Klassen:

53 = {KeaKﬂnKC} = {{e}a{a”b}’{c’daf}}; 1+24+3=6= |S3| (32)
Das Einselement bildet immer eine Klasse fiir sich.

Beweis des Satzes: Die zweite Aussage ist einfach zu beweisen. Ist ndmlich die Ordnung der
Gruppe eine Primzahl, dann ist nach der ersten Aussage des Satzes die Anzahl Elemente
jeder Konjugationsklasse gleich 1. Also bildet jedes Element eine Klasse fiir sich, d.h. es ist
gag~! = a oder ag = ga fiir zwei beliebige Gruppenelemente g und a. Also ist die Gruppe
Abelsch.

Um die erste Aussage zu beweisen braucht es einiger Vorbemerkungen. Es sei H C G ein
beliebige Untergruppe von G. Wir bilden die Restklassen modulo H:

a~b falls a~'be H<=a~b falls beaH.
Dies definiert eine Aquivalenzrelation?
a~a, a~b&bAa, a~b, brec=>a~e
Nun zerlegen wir die die Gruppe in disjunkte Restklassen modulo H,
eH,aH,d'H,....

Zwei Restklassen haben entweder kein gemeinsames Element, oder sie sind gleich. Offen-
sichtlich ist aH = bH genau dann wenn a ~ b und weiterhin ist |aH| = |H|. Deshalb ist

6l _ .
|H|

immer eine natiirliche Zahl, der sogenannte Index der Untergruppe H in der Gruppe G.

Nun betrachten wir spezielle Untergruppen in G. Fiir jedes a € G definieren wir den Nor-
malisator N, gemif

N,={g€G|gag™' =a} CG.

2Die Aquivalent ~ sollte nicht mit der obigen vermittels der Konjugation eingefiihrten Aquivalenz ~

verwechselt werden!
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Offensichtlich ist a € N,. N, ist eine Untergruppe wie man leicht nachrechnet und entspre-
chend ist |G|/|N,| eine natiirliche Zahl fiir jedes a € G. Die Normalisatoren der Gruppe S
sind

Ne =G, No =Ny =C3, Ne ={e,c}, Ng={e,d} und Ny ={e f}.

Man sieht hier explizit, dafl die Ordnungen der Normalisatoren die Ordnung 6 der Gruppe
teilen. Nun ist

gragi = gag™' & g7'g1 € N, & g1 € gN,.
Also
gragit # gag™t <= g1 ¢ gN,.

Die Anzahl Elemente in der Konjugationsklasse von a ist also die Anzahl Nebenklassen des
Normalisators N, von a oder gleich dem Index j(IV,) von N, in G. Damit wire der erste
Teil des Satzes bewiesen.

Wie sieht das fiir S3 aus?. Wir haben
J(Ne) =1, j(No) = j(Ne) =2, und j(N.) = j(Na) = j(Nyg) = 3.
Dies sind in der Tat die Anzahl Elemente der Konjugationsklassen K; (siehe (3.2)).

Nun wollen wir noch die Frage beantworten, wann zwei Elemente in SU(2) konjugiert sind.
Aus der linearen Algebra wissen wir, dafl jede unitire Matrix vermittels einer unitiren
Matrix diagonalisiert werden kann. Deshalb ist

eiA1 0 eiAz 0
a1~ 0 e und g2 ~ 0 e—ira |

wobel die exp(xi);) die Eigenwerte von g; sind. Deshalb ist g1 ~ go falls sie dieselben
Eigenwerte haben. In der Tat ist auch

.= iA 0 . — 0 .
(o0 (G a) e =( &), imesve),

und es kommt nicht auf die Reihenfolge an, wie wir die Eigenwerte auf durchnumerieren.
Deshalb gilt

g1~ g2 <= Spg1 = Spgo.

3.3 Darstellungen von Gruppen

Eine Darstellung 8 einer Gruppe ordnet jedem Element g € G eine lineare Transformation
T auf einem Vektorraum V zu:

9: G— L(V)
g —T(g).
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Dabei soll @ die Gruppenstruktur respektieren,

T(e) =1, T(g192) = T(91)T(g2) = T(9™") =T *(g).

Als Dimension einer Darstellung bezeichnet man die Dimension des Vektorraumes V. Nach
Wahl einer Basis in V' werden die T'(g) zu Matrizen. Es gibt immer die triviale Darstellung,
wobel alle Elemente in 1 € L(V) abgebildet werden. Der andere Extremfall sind die treuen
Darstellungen fiir die T'(g1) = T(g2) nur fiir gy = g» méglich ist. T{g) ist treu, wenn nur e
in 1 abgebildet wird.

Wir stellen die Drehungen und Spiegelungen des Dreiecks (3.1) durch Matrizen dar. Die
Kolonnen der Matrizen sind die Bilder der Basisvektoren:

cos120° —sin120°) _ 1 /-1 -3
§in120°  ¢0s120° /T 2\ /3 -1

T = (_01 (1)> (3.3)

Dies ist eine treue Darstellung von S3 und wir bezeichnen sie mit ;. Daneben gibt es auch
noch die Einsdarstellung 61 :

T(e) = T(a) = T(c) = 1 = T'(%) = T(d) = T(f) = 1
und die alternierende Darstellung 63 :
T(e) = T(a) = 1,T(c) = ~1 = T(b) = 1, T(d) = T(f) = —1.

Die alternierende Darstellung ist gerade die Determinante der Darstellungsmatrizen in (3.3).
Den geraden Permutationen (Drehungen) ordnet sie eine 1 und den ungeraden Permutatio-
nen (Spiegelungen) eine —1 zu.

Allgemein gilt: ist T'(g) eine Darstellung, dann ist det T'(g) eine 1-dimensionale Darstellung:

det T'(g1g2) = det T'(g1)T(g2) = det T'(g1) det T'(ga), det T'(e) = det 1 = 1.

3.3.1 Aquivalenz von Darstellungen

Wir wihlen ein anderes Koordinatensystem zur Darstellung von Ss als Gruppe der Dre-
hungen und Spiegelungen. Es sei ¥ = z*€; = y*f;. Die Basen {€&;} und {f;} sind durch eine
lineare Transformation verbunden

&= 54Jj.
Es folgt, dal die Komponenten folgendermassen zusammenhingen:

yt = Sijzj, = (S_l)i.yj.



€2

Abbildung 3.6: Aquivalenz zweier Darstellungen

Beziiglich der Basis & haben die T (g) die Komponenten T'(g)%;, d.h.
E—T(9F, (T(9)' =T(g)%’.
Dann gilt
j=8% — ST(9)S™'§=T(9)y.

Wie erwartet, gehen die Darstellungsmatrizen T'(g) beziiglich der Basis f; durch eine Ahn-
lichkeitstransformation aus denen beziiglich der Basis &; hervor,

T(g) = ST(g)S™".
Weiterhin, da

T(91)T(g:) = ST(g1)S™ ST(g2)S™* = ST(91)T(g2)S™"
= ST(g192)S™! = T(g192)

ist, ist g — T'(g) genauso eine Darstellung der Gruppe wie g — T(g). Diese beiden Darstel-
lungen heiflen dquivalent. Zwei dquivalente Darstellungen sind wirklich dieselben Darstellun-
gen und sollten identifiziert werden. Ist umgekehrt eine Darstellung gegeben, dann kiénnen
wir immer unendliche viele dquivalente Darstellungen der Form ST (g)S~! angeben. Bei der
Klassifizierung von Darstellungen kann es sich also nur um diejenige von in#iquivalenten
Darstellungen handeln, also Darstellungen die nicht {iber eine Ahnlichkeitstransformation
auseinander hervorgehen.

Wir geben jetzt noch eine dritte Darstellung von S5 an. Es sei €; eine Orthonormalbasis von
R®. Auf diese Elemente wirke die Permutationsgruppe. Unter a wird €] in &5, € in €3 und
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&; in & abgebildet. Dies ist eine Drehung um die Achse & + & + & mit 120° und damit
eine lineare Transformation in R®. T'(c) vertauscht & und €3 und ist eine Spiegelung an der
Ebene aufgespannt durch &; und &5 + €3. Man erhilt

0 01 100
Ta@=[1 0 0 und T(e)=[0 0 1
010 010

Die restlichen {T'(g)} kénnen aus der Multiplikationstabelle, die ja wegen der Darstellungs-

€3

T(c)

€2

€1

Abbildung 3.7: Dreidimensionale Darstellung von S

eigenschaft dieselbe wie diejenige der {g} ist, abgelesen werden. Die T'(g) sind orthogonal
und unimodular. Damit haben wir folgende Darstellungen: die Einsdarstellung 61, alter-
nierende Darstellung 3, zweidimensionale Darstellung 62 und dreidimensionale natfirliche
Darstellung 63.

Reduzible Darstellungen

Unter der Drehung T'(a) und der Spiegelung T'(c) und damit unter allen T'(g) ist der eindi-
mensionale Unterraum, aufgespannt durch f = (& + & + &)/v/3 invariant. Wir ergiinzen
f1 folgendermassen zu einer orthonormierten Basis

- - - 1
fi=p@+ata), fi= 2@-a) fi= 2% +a+a)
Also ist f; = (S~!)%&; mit
. (V2 0 -2
S1l=—"1[v2 V3 1 |=>8=(s)
6\v2 -v3 1
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Beziiglich der neuen Basis haben die Darstellungsmatrizen T'(g) = ST (g)T " die Form

5 1 (2 0 0 ) ; (1 0 0)
T(@=5|0 -1 —v3| und T(@=[0 -1 0.
0 v3 -1 0 0 1
Wir sehen, daB die T(g) den eindimensionalen Unterraum aufgespannt durch f; invariant
lassen, aber auch den 2-dimensionalen Unterraum aufgespannt durch {f2, f3}. Auf dem
ersten Unterraum ist 83 die Einsdarstellung und auf dem zweiten Unterraum die Darstellung

#>. Die natiirliche Darstellung ist also reduzibel. Eine Darstellung heiflt irreduzibel, falls V
keinen echten Teilraum hat, der unter @ invariant ist. 85 ist offensichtlich irreduzibel.

Formalisiert: Der Darstellungsraum V3 von 85 zerfillt in zwei orthogonale Teilrdume V; und
V2 der Dimensionen 1 und 2, V = V; & V,. Weitherhin, 05 : Vi — V; und 05 : V5 — V,. Auf
Vi ist 63 gleich 6} und auf V, gleich ;. Man schreibt

03 =67 + 0, dim 83 = dim 4} + dim 65.

3.3.2 Reduzibilitidt von Darstellungen beliebiger Gruppen

0 sei eine Darstellung einer beliebigen Gruppe G (endlich oder unendlich) mit n-dimensionalem
Darstellungsraum V. Sei Vi ein m-dimensionaler echter invarianter Teilraum von V', d.h. je-
de lineare Transformation T'(g) bildet jeden Vektor aus V; wieder auf einen Vektor in V; ab.
Wird das Koordinatensystem so gewihlt, dafl die ersten m Basisvektoren V; aufspannen, so
hat die Darstellung in dieser Basis die Gestalt

g—T(g) = (Tlég) 1[{2((%) :

wobel T7 eine m xm und T3 eine (n—m) X (n—m) Matrix ist. Eine Darstellung heiflt reduzibel,
falls ein echter invarianter Teilraum von V existiert. Eine nicht reduzible Darstellung heif3t
irreduzibel.

Ist speziell H(g) = O fiir alle ¢ € G, so zerfillt die Darstellung 6 in die Darstellungen
01:9—Ti(g) und 02 : g = Ta(g) und

g — (Tlég) Tﬁg)) .

Man schreibt 8 = 6; + 05. Dieses Verfahren 148t sich moglicherweise fortsetzen, so dafl die
darstellenden Matrizen in einem geeigneten Koordinatensystem weiter zerfallen:

Ti(g) O O ... O
g— . . .
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Die Zerlegung bricht ab, wenn in keinem der invarianten Teilriume V3, ..., V} eine weiterer
echter invarianter Teilraum existiert.

Definition: Eine Darstellung, die irreduzibel ist oder in lauter irreduzible Darstellungen
zerfillt, heiflt vollreduzibel.

Es existieren unendliche Gruppen, die nicht vollreduzibel sind, d.h. es existieren Darstellun-
gen fiir welche H(g) nicht verschwindet. Aber wir haben den folgenden

Satz: Jede unitire Darstellung ist vollreduzibel.

Beweis: Ist 6 irreduzibel, so ist nichts zu beweisen. Sei also V; eine echter invarianter Teil-
raum von V und W = V;* das unitér-orthogonale Komplement von Vi,

W ={w e V|(w, V1) = 0}.

Vi und W spannen V auf. Jeder Vektor von v € V 148t sich auf eindeutige Weise durch
einen Vektor aus v; € V; und einen Vektor aus w € W zusammensetzen, v = v; + w. Nun
ist

(T(g)w,v1) = (w, TH{g)v1) = (w,T(g™")v1) =0

fiir alle g € G, da T'(g~%)v; nach Voraussetzung in V; liegt. Damit liegt mit w auch T'(g)w
im Unterraum W. Ist also V] ein invarianter Teilraum einer unitéiren Darstellung, so ist dies
auch dessen Komplement W. Diese Verfahren kann nun fortgesetzt werden, falls ein echter
invarianter Teilraum von W existiert. Schlieflich erhélt man einen Zerfall der Darstellung
in lauter irreduzible Bestandteile.

3.4 Mittelbildung und Haarsches Maf}

Fiir jede endliche Gruppe G existiert eine Mittelwertbildung. Es sei f : G — C eine kom-
plexwertige Funktion auf G. Wir definieren den Mittelwert M(f) von f durch

1
M) = = 3 1la),
|G| &2
wobei |G| die Gruppenordnung ist. Die folgenden Eigenschaften der Mittelwertsbildung evi-
dent:
1. linear: M(af + Bg) = aM(f1) + BM(f2) fiir alle o, B € C.
2. positiv: Falls f(g) > 0 reell = M(f) > 0 und nur =0, falls f = 0.
3. normiert: falls f(g) = 1 dann ist M(f) =1.



4. invariant gegeniiber Translationen der Gruppe, d.h. ist f(g) = f(gg), dann ist

lGlZf Zf (£)-

ggGG

Diese Mittelwertsbildung kann auch fiir kompakte Lie-Gruppen definiert werden. Die vier
Eigenschaften gelten dann auch fiir die Mittelwertsbildung auf kompakten Lie-Gruppen.

3.4.1 Mittelbildung fiir kompakte Lie-Gruppen

Jede kompakte Liegruppe hat eine invariante Mittelbildung. Dies folgt aus dem folgenden

Satz: Zu jeder kompakten Lie-Gruppe gibt es ein bis auf eine multiplikative positive Kon-
stante eindeutiges positives Haarintegral M : Co(G) — C welches links-und rechtsinvariant
ist.

Links- und rechtsinvariant bedeutet, daf3
/du (fol) (forg),

wobei l5(9) = gg und r5(g) = gg (g fest) die Links- bzw. Rechtstranslationen sind. Das
Haarsche Maf} du(g) existiert auch fiir allgemeinere lokalkompakte Gruppen. Dann ist es
aber im Allgemeinen entweder nur links- oder nur rechtsinvariant. Die Integration einer
komplexwertigen Funktion mit dem Haarmaf ist offensichtlich eine Mittelbildung,.

Die einfachste kompakte Gruppe U(1) hat die Mittelbildung

2r 2
- % / dtf (g()) = % /dtf(t), g(t) = et = g(t + 27).
t=0 0

M erfiillt alle Eigenschaften einer Mittelbildung (ist linear, positiv, normiert und translati-
onsinvariant). Weiter ist wegen

/dtf (g /dtf E+1)) = M)

die Mittelbildung translationsinvariant.

Wie sieht nun das invariante Haarmaf} fiir SU(2) aus. Dazu iiberlegen wir, was die Grup-
penoperation ¢ — l;(g) auf der Gruppenmannifaltigkeit S® geometrisch bedeutet. Dazu
parametrisieren wir die Gruppenelemente gemif

g= ((Cotion eatias) o ( fo+iby 62+z'63)
—ay +iaz ao—iay )’ —B2+iBs Po—ifr
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mit |&| = |E| = 1. Dann ist g — l5(g) gegeben durch

Qo Bo =B —B2 —Ps Qo
o | . s B Bo B3 P o
a | "¢ OB = B2 Bz Po P o
as Bs —B2 B Po as

Wegen Y- 87 = 1 ist O(f) orthogonal, 0*O = 1, und damit ist O(8)d@ eine Drehung von
@. Nun ist die (induzierte) Volumenform auf S? drehinvariant und damit invariant unter
Linkstranslationen (und Rechtstranslationen). Normieren wir die Volumenform auf 1, dann

erhalten wir das eindeutige Haarmaf auf SU(2) ~ S3. Wir parametrisieren die Punkte auf
SU(2) ~ 8% gemsB

oo cos @

o | _ sin @ cos ¢
as |~ | sinfsinycosp
Qas sin @ sin ¥ cos ¢

beziehungsweise

_ {cosO +isinfcosy sin @ sin ye??
g(a)-( —sinf#sinye ™  cosd —isinfcosty )’ (3-4)
wobei

0<f<m, O0<¢p<m und 0<yp<2r

ist. In diesen Koordinaten ist das Volumenelement gegeben durch

dy = 1 sin? @ - sin 1dOdipdip.
272

Fiir die unitiren Matrizen (3.4) ist Spg = 2cosf. Wegen det g = 1 sind deshalb die Eigen-
werte dieser Matrizen e? und e,

Es sei nun

f(g) = f0,9,9)

eine Klassenfunktion, d.h. f(aga™') = f(g) fiir alle a € SU(2). Solch eine Funktion ist
konstant auf einer Konjugationsklasse. Nun kann aber jedes g € SU(2) mit einem a € SU(2)
diagonalisiert werden, d.h. es gibt ein a, so dafl

i
aga~! = (eo ePi{’) ) 6 € (0,m).

Deshalb hingen Klassenfunktionen nur von @ und nicht von 4, ¢ ab, sind 27-periodisch und

wegen
0 1\ /[e? 0 0 -1\ _[(e® 0
-1 0 0 e 1 0/°\ 0 e
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gerade in 0:
f Klassenfunktion <= f(g(0,1p,¢)) = f(0) = f(—0) = f(6 + 2n).

Fiir eine Klassenfunktion ist

M(f(g)) = 2—7172/sin20-sin1p-f(0) dbdipdp = %/f(o) sin? 6 df.
0

3.4.2 Unitdre Darstellungen

In der Darstellungstheorie spielen die Darstellungen durch orthogonale oder unitéire Matrizen
eine wichtige Rolle. Eine komplexe n x n Matrix U heifit unitéir, falls UtU = UUt = 1 ist.
Sei C" der komplexe Vektorraum mit Skalarprodukt

n
1

Die unitéren Matrizen sind diejenigen Matrizen, die das Skalarprodukt invariant lassen,
(UCII,Uy) = (UTUzay) = (CII,UTU@/) = (zay)

Ausgeschrieben in Komponenten:
> Ukili; = Y UnUji = 6i;.
P P

Die Zeilen und Spalten von unitéiren Matrizen sind zueinander unitéir orthogonal. Lassen
U1 und Uy das Skalarprodukt invariant, dann auch U;Us und UsU;. Die Einheitsmatrix ist
offensichtlich auch unitéir. SchluBendlich ist auch Ut = U~ unitér. Also bilden die unitéiren
Matrizen ein Gruppe

Un) ={U € L(CH|UTU =UU' = 11}.

Eine orthogonale Matriz R ist reell und unitir und erfiillt daher RR = RR! = 1. Die
orthogonalen Matrizen bilden folgende Untergruppe von U(n):

O(n) = {R e L(R")|R'R = RR' = 1}.

Die obigen Darstellungen 8 von Ss sind alle orthogonal, d.h. alle Darstellungsmatrizen T'(g)
sind orthogonal. Wegen

1 =det(UU") = detUdet Ut = det U det U

ist die Determinante einer unitdren Matrix eine Phase. Diejenigen unitéiren Matrizen mit
det U = 1 bilden eine Untergruppe von U(n), die spezielle unitire Gruppe,

SU(n) ={U e U(n)|det U =1}.
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Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist eine reelle Phase, also £1. Die Untergruppe
der Matrizen mit det R = 1 heilt spezielle orthogonale Gruppe,

SO(n) ={R € O(n)|det R =1.}.
Nun haben wir den wichtigen

Satz: Jede Darstellung einer Gruppe mit Mittelbildung ist zu einer unitéiren Darstellung
dquivalent.

In anderen Worten: Wir konnen in V immer eine Basis finden, beziiglich der die Matrizen
T'(g) unitér sind.

Beweis: Die dem Beweise zugrundeliegende Idee der Summation iiber die Gruppe geht auf
Hurwitz zuriick. Wir bilden die quadratische Form

h(@) = M{(T(9)=, T(9)z) } = (o, M{T' (9)T(g) }a) = (, Q).
Als Summe von positiven und hermiteschen Formen ist diese Form ist positiv und hermitesch,
h(z#0)>0 und Q=Qt,
und invariant
KT @) = M{(T(T @)=, T(G)T(@)z) } = M{(T(95)2, T(99)2) } = h(z)

wegen der Translationsinvarianz der Mittelbildung. Nun benutzen wir noch, daf} fiir jede
positive hermitesche Form h{x) ein Koordinatensystem existiert, so daf h in die Einheitsform
iibergeht,

h(y) =Y Givi-

In diesem neuen Koordinatensystem geht unsere Darstellung {iber in eine dquivalente, welche
die hermitesche Einheitsform fiir alle darstellenden Matrizen invariant 148t; also sind diese
unitér.

3.5 Klassenfunktionen und Charaktere

Jede Darstellung einer Gruppe mit Mittelbildung ist vollreduzibel. Fiir endliche Gruppen
oder kompakte Lie-Gruppen gibt es eine Mittelbildung und damit ist jede Darstellung voll-
reduzibel. Wir wollen im Folgenden immer annehmen, daf3 G eine Gruppe mit Mittelbildung
sei.

Sei nun f(g) eine Klassenfunktion, d.h eine Funktion die fiir alle Elemente der gleichen
Konjugationsklasse

g~g<g=aga ", a,9,§€G



denselben Wert annimmt,

f(9) = f(aga™).

Zu jeder endlich-dimensionalen Darstellung 8 : G — L(V) gehort die komplexwertigen
Klassenfunktion

xs(g) = SpT(g).
Sie heifit Charakter der Darstellung . Wegen
xe(aga™") = SpT(aga™) = SpT(a)T(9)T~*(a) = SpT(9) = xs(9),
wobel wir SpT1T> = SpT>Ti benutzten, sind die xp Klassenfunktionen. Die Charakteren
haben die folgenden Eigenschaften:
e Aquivalente Darstellung haben denselben Charakter. Dies folgt unmittelbar aus Sp 7(g) =
Sp ST (9)S~" =SpT(g).

e Die Dimension der Darstellung {oft auch Grad der Darstellung genannt ist xg(e). Dies
ist offensichtlich, da T'(e) = 1l ist.

o Zerfillt eine Darstellung, 8 = 61 + 60>+ . . .+ 6y, so gilt dies entsprechend auch fiir ihren
Charakter: xg(g) = xo,(9) + ... + Xo, (g) fiir alle g € G.

Die letzte Eigenschaft folgt unmittelbar aus der Tatsache, dal es eine Basis gibt in der die
T(g) blockdiagonal sind,

Ti(g) O O ... O
TS = 0 Ta(g) O ... O

und aus Sp ST (g)S~! = SpT(g).
e Fiir jede Darstellung # mit Mittelbildung gilt: xs(g™*) = x(g).

Beweis: Wir diirfen annehmen, dafl die T'(g) unitér sind:

xo(g™") = SpT(g~")=SpT '(g) =SpT'(g) = SpT*(g)
= SpT(g9) =SpT(g) = Xe(9)-
Aus dieser Eigenschaft folgt unmittelbar, das fiir jede Gruppe G mit Mittelbildung und der

Eigenschaft, da8 jedes Element zu seinem Inversen shnlich ist (d.h. fiir jedes g € G es gibt
ein a € G, so daB g~! = aga™!) die Charakteren reellwertige Klassenfunktionen sind.
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Tensorprodukt von Darstellungen Es seien 6 und 6 zwei Darstellungen einer Gruppe G
der Dimensionen n und # (dimV = n und dimV = #i). Wir wahlen Koordinaten in diesen
Réumen. Dann transformiert ein Vektor £ in V und ein Vektor ¢ in V gemiB

Z— T(9)Z und ¥ — T(9)7.

Nun bilden wir den zweistufigen Tensor ¢ mit Komponenten ¢;, = z;y,. Diese Komponenten
transformieren folgendermassen:

n n

tip = TiYp — Z Z (T(g)ijf(g)pq)zqu = ZT(g)ijT(g)pq tiq-

j=1¢=1

Dies ist eine lineare Transformation der n - #i Tensorkomponenten ¢;, von ¢. Diese Tensoren
bilden eine n - fi-dimensionalen Vektorraum V' x V und die Matrizen T'(g);;1'(g)pq sind die
Komponenten der Tensordarstellung

Ox0:VxV —VxV.

Fiir explizite Rechnungen ist es niitzlich eine Konvention {iber die Numerierung der Kom-
ponenten t zu treffen. Wegen

z/y’ TuT Tl ... TiT Ty
zg’?jl _ Ty T TooT ... T5,T oY
z! g’ TT TpoT ... TonT/ \z,7

gehen die Darstellungsmatrizen T'(g) ® T(g) der Darstellung 6 x 8 auf einfache Weise aus
denen der Darstellungen 6 und 6 hervor: Man multipliziere jedes Matrixelement von T'(g)
mit der Matrix T'(g). Aus der obigen Form von T ® T folgt unmittelbar, dafl

Xox§ = SP (T®T) = T, SpT =SpTSpT = xs - X5- (3.5)

Wir {iben dies am Beispiel des Tensorproduktes der Darstellung 65 von S3 mit sich selber:

ro=b(7 ). (1)

Also haben Darstellungsmatrizen der 4-dimensionalen Darstellung 63 x 65 folgende Form:

1 V3 V3 3
remiw = ;|3 L PV
3 -3 —v3 1
1 0 0 0
wome = (3388
0 0 0 1



Wir sehen, daf in der Tat xp,x0,(a) =1 = xa,(a)xs, (@) und xp, xs,(c) = 0 = xo,(c)xs,(C)
ist. Wir haben damit fiir S5 die folgenden Charakterentabelle:

Xor | Xo2 | X6z | X63 | Xb2x02
K. 1 1 2 3 4
K, 1 1] -1 0 1
K. 1| -1 0 1 0

Da 03 = 03 + 61 ist auch xg, = X9, + Xo!- Falls nun @2 X @2 reduzibel (und damit voll-
reduzibel) ist, muB es eine Summe der niedrig-dimensionalen Darstellungen 6},6% und 6
sein. Die Summe der Dimensionen der dabei auftretenden Darstellungen in der Zerlegung
von 65 X 83 muf} gleich 4 sein. Aus der Charaktertabelle sehen wir, dafl nur

2 X 0y = 0, + 61 + 62

in Frage kommt. Dies ist auch die richtige Antwort. Um dies einzusehen miissen wir noch
etwas mehr {iber den Zusammenhang zwischen Charakteren und Darstellungen wissen.

Diedergruppen

Die Diedergruppe D,, besteht aus den moglichen Deckbewegungen eines reguliren n-Ecks.
Betrachten wir Dg etwas genauer: Die Drehungen a,a?,a?,a*,a® und a® = e bilden eine

c, b, qcl

2 1
¢ b, ”>m
a//
3 6>
€3
32
4 5 / \

Abbildung 3.8: Die Erzeugenden der Diedergruppe Ds.
Untergruppe von Dg. Diese Untergruppe ist gerade die abelsche zyklische Gruppe Cg der
Ordnung 6. Dann gibt es noch die Spiegelungen b; vom Typus b und die Spiegelungen c;
vom Typus ¢ (siche Abb.3.8). Die Gruppe besteht also aus 12 Elementen. Wir ordnen die
Elemente gemif

2 3 4 5
{6,0/,0/ ,@,07,0 ,b1,b2,b3,01,02,03}-
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Wie man aus der Abbildung leicht entnimmt, gelten zum Beispiel

ab1 =qC, ac; = b2, ab2 = C2, acs = b3, ab3 =C3, acg = b1
b1a=03, cla=b1, b2a=01, 02a=b2, b3a=02, 03a=b3.

Die Multiplikationstabelle ist

e |a |a®2|a®|a*|a® | b | by | b3 |1t || es
e |le |a |[a®|a®|a*|a® | b | b2 b2 |1t |2 | s
a ||la |a®2|ad®|a*|ad®|e |c1 |co|es | b |bs | By
a®||a®|a®|a*|adP|e |a | by |b3 |1 |2 |3 |
a®|a® | a*|a®|e |a |a%2|co|les | e | bg | by | o
at|a* | a®|e |a | a2 |a® | b3 | by | b2 |35 |1 | e
a®||ad|e |a |a®|a®|a*|c3 |1 |ca | By | Ba | g
by || b1 | ¢cs | b |ca | by |1 |e |a*|a®|a®|a®|a
by || by |1 | b1 | c3 | b3 |2 | a® | e atla | a®|d®
by || bs | ca | by |1 | b1 |cs |a* | a®|e |a®|a | d®
ci|lei | b1 | co | b3 | ea |ba|a |a®|a®|e |a*|a?
ca |l eca | b2 |cg | by |es |bg |a®|a |a®|a®|e |a*
cs |l es | bs | e1 | ba |er | b1 |d® | a®|a |a*|a®|e

Wir sehen, dafl die Gruppenelement a und by die Diedergruppe erzeugen. Deshalb geniigt
es, die Darstellungen der erzeugenden Elemente zu notieren.

Sind die Ecken des 6-Ecks die C— H’s des Benzols, so hat Hiickel als Modell-Hamiltonoperator

010001
101000
010100
H~1o 0101 0
000101
100010

vorgeschlagen: Die Energie ist gleich der Summe der Nachbarwerte. Bis auf ein Vielfaches
der Identit#t ist H die diskretisierte zweite Ableitung. Offensichtlich vertauscht H mit allen
Symmetrietransformationen des 6-Ecks, d.h. mit den Darstellungen der Diedergruppe Ds.
Nun wollen wir zuerst einige spezielle Darstellungen untersuchen. Spiter werden wir alle
Darstellungen von Dg konstruieren.

Natiirlich gibt es die Einsdarstellung 61 und die alternierende Darstellung 6? die @ — 1 und
by — —1 zuordnet. Um eine 6-dimensionale Darstellung zu konstruieren, belegen wir die
Eckpunkte des 6-Ecks mit 1,...,6 und Vektoren €i,...¢&. Dann dreht T(a) den Vektor €&;
in den Vektor €;,1, wobei &7 = &) ist. Also ist

00000 1
100000
010000
T@=10 010 0 0
000100
0000710



Die Spiegelung T'(b1) vertauscht €; und & etc, so daf3
0 00 0O01 1.0 0 0 0O
0 00O0T1O0 0 00 0O01
0 001O0O0 0 00010
Te)=lo o100 0| T@W=]0001 00
01 0O0O0O 0 01 0 OO
100 0 0O 0100 0O

Offensichtlich ist Spur jeder dieser Permutationsmatrizen gleich der Anzahl Fizelemente.

Ausreduktion: Der Unterraum aufgespannt durch €} +. . .+&j ist invariant unter Drehungen
und Spiegelungen. Die Darstellung auf diesem eindimensionalen Unterraum ist die Einsdar-
stellung 6}. Der Vektor & = &, — & + &3 — €, + €5 — & geht unter a und unter b; in —7 iiber.
Also definiert Z einen zweiten invarianten Teilraum mit Darstellung T'(a) = T'(b;) = —1 und
dieser trégt eine eindimensionale Darstellung 6%.

Seien nun
g=281+é —é3—2e,—¢es+¢é und Z=¢1 +2&+ &3 — ey — 265 — é;.
Dann gilt:
T@):§—22->2-¢§, Th):¥—o¢, Zovy-—2.

Also ist der zweidimensionalen Vektorraum, der von ¢ und 2z aufgespannt wird, invariant und
tréigt eine 2-dimensionale Darstellung 6. Diese Darstellung ist fquivalent zur Darstellung
die man erhilt, wenn man die Deckbewegungen in einem elementaren Koordinatensystem
beschreibt.

Das Lemma von Schur: Es seien 6;,02 zwei irreduzible Darstellungen einer Gruppe G
vorgegeben. Die entsprechenden Darstellungsmatrizen Ti(g) und T2(g) wirken in den Vek-
torrdumen V; und V> der Dimensionen ny und ns. Es sei weiterhin

H:Vi —V,
eine lineare Abbildung, so daf gilt

HTi(9) =T2(9)H, VgeaG.

Dann ist entweder:

1. H =0 oder (im ausschlieenden Sinn)

2. ny = na, H nicht singuléir und T>(g) = HT,(g)H~* fiir alle g € G. Mit anderen Worten:
die Darstellungen 6; und 0; sind zueinander dquivalent und H ist die vermittelnde
Koordinatentransformation.
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T,(2) T,(

Abbildung 3.9: HT1(g) und T2(g)H sollen dieselbe Abbildung sein.

Beweis des Lemmas von Schur: Es sei H(V4) C V> das Bild von Vi unter H. Nach Voraus-
setzung gilt:

T,H(W1) = HTw(i) = H(W),

da die irreduzible Darstellung 6, keinen echten invarianten Teilraum von Vi hat. Also ist
H(V}) C V3 ein invarianter Teilraum unter #2. Da 62 nach Voraussetzung irreduzibel ist,
existieren keine echten invarianten Teilriume von Va. Es folgt also

1. 1. Alternative: Es ist H(V;) = 0. Dies fiihrt zur ersten Behauptung des Lemmas.

2. 2. Alternative: Es ist H(V;) = V5. Dann muf} die Dimension von ¥} mindestens so grof}
wie diejenige von V5 sein, ny > ny. Wir fiihren den Kern der Abbildung H ein. Nach
Voraussetzung gilt offenbar

HT, (Kern(H)) = T2 H (Kern(H)) = 0.

Also bilden die T den Kern von H in sich ab, und Kern(H) ist ein invarianter Teilraum
von 81 . Da 6, irreduzibel ist, ist entweder Kern(H) = V4 oder Kern{H) = 0. Den ersten
Fall haben wir schon abgehandelt und es verbleibt Kern(H) = 0. Daraus folgt na > ny.
Wir schlieen, da8 H eine reguliire quadratische Matrix sein muf. Damit gilt wegen
der Voraussetzung des Lemmas:

HTi(9)H' =Tx(g), VgegaG.
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Beachte, daf3 das Schursche Lemma, fiir reelle und komplexe Darstellungsriume V3, V5
gilt.

Wir wollen zwei fiir die Physik wichtige SchluBfolgerungen aus diesem Lemma von Schur
ziehen.

Korollar: Es sei 0 eine irreduzible Darstellung einer Gruppe G auf eine Vektorraum V. Der
lineare Operator H vertausche mit allen darstellenden Matrizen: HT (g) = T(g9)H, Vg € G.
Dann ist die Matrix H ein Vielfaches der Identitit.

Beweis: Sei A ein Eigenwert von H (eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms von
H). Mit H vertauscht auch H — X mit den T{g). Da det(H — X) = 0 ist, kommt nur die 1.
Alternative im Lemma von Schur zum Zug: Also ist H — A = 0 und damit H = A

Korollar: Es sei § eine Darstellung von G auf dem n-dimensionalen Vektorraum V. Die
Darstellung zerfalle in lauter irreduzible, paarweise indquivalente Darstellungen,

Die Matrix H : V — V einer linearen Abbildung vertausche mit allen T'(g):
[H,T(g)] =0, VgegG.

Dann sind die zu den irreduziblen Darstellungen gehtrenden invarianten Teilriume Ei-
genriume des linearen Operators H.

Beweis fiir m = 2 des Korollars: In einem geeigneten Koordinatensystem haben die T'(g)

die Gestalt
_(Tui(g) O
T(g)‘< o Tz(g)>'

In Anlehnung schreiben wir H in Blockmatrix-Form
Hi @
H= .
<Q2 H2>

T1Hy T1Q1>:<H1T1 Q1T2>
T2Q2 T2H> Q21 HyTy

Nach Voraussetzung gilt

also insbesondere
[T1(9),H:] =0 und [T2(g),H2] =0.

Nach dem vorherigen Korollar miissen damit Hy; und Hs auf den Darstellungsriumen V;
und V, der irreduziblen Darstellungen #; und 6 proportional zur Identitét sein:

Hi:)\i auf Vi, i=1,2

7



Anderseits gilt

T1(g)Q1 = Q1T2(g) und Ty(g)Q2 = Q2T1(g9), Vg€G.

Da die beiden Darstellungen als indiquivalent vorausgesetzt wurden, kann die 2. Alternativen
des Schurschen Lemmas nicht eintreten. Somit folgt Q1 = @2 = 0. Also sind die beiden
Darstellungsriume V; und V5 Eigenrfiume von H mit Eigenwerten A; und As.

Orthogonalititsrelationen

Sei G eine Gruppe mit Mittelbildung (eine endliche Gruppe oder kompakte Lie-Gruppe)
und seien 6; : g — T;3(g),? = 1,2 zwel irreduzible Darstellungen der Dimensionen n; und
n2. SchlieBlich sei U : V4 — Va2 eine Rechteck-Matrix so, daB ToUT; " definiert ist. Wir
betrachten die Matrix

H = M(T2()UT ™ (9))-

Dabei ist unter der Mittelbildung von Matrizen das Mitteln {iber die einzelnen Matrixele-
mente zu verstehen. Diese definieren komplexwertige Funktionen

9 — (BOUTT(g),;-
Weiter sei
Ty =Ti(§) und Tp=T2(5)

wobel § € G ein festes Element ist, zwei darstellende Matrizen. Wegen der Invarianz des
Mittelwertes folgt:

HL, = M(LOUL(9h) = M(5 ' LU (9T )

LM(LE T G9)) = LM(T(UT )

Also haben wir

HT\(§) =T2(@)H, VjeG.
Damit kann das Lemma von Schur anwendet werden:
1. Alternative: 6, und 05 sind nicht dquivalent.

In diesem Fall ist H = 0 und damit
M ( > To(9)paUni Ty (g)z'j) =0.

qi

Wir wihlen fiir U speziell eine Rechtecksmatrix, die nur an der Stelle (g,4) eine 1 enthiilt
und sonst Nullen. Fiir dieses U folgt

M (T2 (@)peTt (g);jl) =0 (keine Summe).
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Jetzt wihlen wir noch p = ¢,% = j und summieren {iber p und ¢. Dann ergibt sich
M(SpToSp ) =0.
Da, (fiir unitéire T) SpT~! = Sp T ist, folgt schlieBlich
M ()'(91 ng) =0, 01,0, indquivalent und irreduzibel.

Wir haben wir den folgenden wichtigen

Satz: Die Charaktere xp, und xg, von 2 iniquivalenten irreduziblen Darstellungen einer
Gruppe mit invarianter Mittelbildung sind unitéir orthogonal beziiglich der Mittelbildung.

2. Alternative: Die beiden n-dimensionalen Darstellungen €; und 03 sind dquivalent.

Nach Wahl eines angepafiten Koordinatensystems ist 8; = 6, = 0. Somit ist T(§)H = HT(g)
fiir alle § € G und nach obigem Korollar ist H = A. Wegen

nA=SpH = Sp M (TUT-l) =M (sp [TUT-l]) = SpU,

wobel wir M(1) = 1 benutzen, ist nA = Sp U und damit

SpU

Hiq =M ( Z TijUjpTI;Zl) = (5,',1. (36)
jr

Die Elemente der quadratische Matrix U sollen nun alle verschwinden, bis auf U, = 1. Fiir

diesen Spezialfall folgt:

_ SpU 1
Hig = M(TT,)}) = T YT ﬁéjp‘siq-

Nun setzen wir i = j, p = ¢ und summieren iiber ¢ und p. Dies fiihrt zum

Satz: Der Charakter jeder irreduziblen Darstellung einer Gruppe mit invarianter Mittelbil-
dung hat die Norm 1 beziiglich Mittelbildung, M (xexs) = 1.

Die komplexwertigen Klassenfunktionen bilden einen linearen Raum. Die Mittelbildung de-
finiert ein Skalarprodukt auf diesem Raum,

(f,h) = M(F - ).
Offensichtlich sind die Charakteren orthonormale Elemente diese Raumes.

Es sei 0 eine beliebige Darstellung der Gruppe G mit Mittelbildung, d.h. sie kann als Summe
von irreduziblen Darstellungen geschrieben werden,

m

0= Zczez

i=1
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Zueinander dquivalente Darstellungen konnen als gleich betrachtet werden. 20, bedeutet
dann, daf3 die irreduzible Darstellung 62 in der Zerlegung von 6 zweimal vorkommt. Die
#1,...,0, sei ein Liste aller moglichen irreduziblen Darstellung der betreffenden Gruppe.
Offensichtlich ist

xo(g) = c1xo,(9) + - .- + emXo.. (9)-
Nun gilt
(X9i7X) = M()Zﬂi ' X) =¢
und wir haben folgendes Resultat gewonnen:

Ausreduktionsformel: Die irreduziblen Darstellung 6; tritt in einer Darstellung 6 einer
Gruppe mit Mittelbildung genau ¢; = (x;, x)-mal auf.

Wir wollen noch zwei Schluffolgerungen ziehen:

Satz: Zwei beliebige Darstellungen einer Gruppe mit Mittelbildung sind genau dann #qui-
valent, wenn ihre Charaktere gleich sind.

Sind zwei Darstellungen #quivalent, dann haben sie offensichtlich den gleichen Charakter.
Die Umkehrung ist etwas schwieriger zu beweisen. Dazu brauchen wir das folgende

Lemma: Aus den Spuren der Matrizen einer Darstellung lassen sich die charakteristischen
Polynome dieser Matrizen berechnen.

Seien Ay, ..., A, die Eigenwerte der darstellenden Matrix T = T'(g). Jeder Eigenwert sei so oft
aufgefiihrt, wie seine algebraische Vielfachheit betrigt. Fiir das charakteristische Polynom
gilt:

degA—T)=A=A)A =) A =An) = A" =1 A" L L 4+ (—)sp

wobel die Koeffizienten die folgenden elementarsymmetrischen Funktionen der Eigenwerte

sind:
81=Z)\j , 82=Z/\i)\j

i#]f
83 = Z /\i/\j)\k yreey 8p :/\1/\2"')\17,-
i#jFtk
Anderseits sind mit T auch 7% = T(g?),...,T™ = T(g") darstellende Matrizen. Die Spuren
sind durch folgende Potenzsummen gegeben:
op=SpT? =) M.
i

Mit Hilfe der Newtonschen Formeln kann gezeigt werden, daBl jedes symmetrische Polynom
eindeutig als Polynom von Potenzsummen dargestellt werden kann. In unserem Fall ist

1
s1=01 , 82=§(0’%—0’2), 33=§(0’f—30’10’2 + 203), ...
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Wir sehen also: Haben zwei Darstellungen 6; und 6, dieselben Charakteren, d.h. dieselben
op, dann haben die darstellenden Matrizen T7(g) und T>(g) identische charakteristische
Polynome fiir alle ¢ € G. Dann sind diese #hnlich und damit sind 6; und 65 &quivalente
Darstellungen.

Lemma: Jede irreduzible Darstellung 6 : ¢ — T'(g) einer abelschen Gruppe hat die Dimen-
sion 1.

Sei T = T(§) eine beliebige, aber feste Matrix der Darstellung 6. Da G abelsch ist, gilt:
T(9)T = TT(g) fiir alle g € G. Nach obigem Korollar mu$} also T = AE sein. Somit, sind
alle darstellenden Matrizen diagonal. Dann kann die Darstellung nur irreduzibel sein, wenn
sie die Dimension 1 hat.

3.6 Alle Darstellungen einer endlichen Gruppe

Wir wollen zuerst einmal untersuchen, wieviele infiquivalente irreduzible Darstellungen eine
endliche Gruppe haben kann. Wir erinnern uns daran, da8 die Charakteren Klassenfunktio-
nen, d.h. auf den Ahnlichkeitsklassen von G konstant sind. Offensichtlich kann es hchstens
soviele Charaktere geben wie die Gruppe Klassen hat. Wir werden sehen, dafl die Anzahl
indquivalente irreduzible Charaktere genau mit der Anzahl Klassen iibereinstimmt. Dazu
die fithren wir die sogenannte reguldre Darstellung der endlichen Gruppe G ein.

Die regulire Darstellung einer Gruppe der Ordnung A erhilt man, indem jedem Gruppen-

element auf 1 — 1-deutige Art ein Grundvektor in R" zugewiesen wird. Jedem g ordnet
man eine h X h-Matrix Trey4(g) zu, die diese Grundvektoren gemifl Multiplikationstabelle
permutieren. Bei Multiplikation aller Gruppenelemente mit einem beliebigem § # e bleibt
kein Element fest:

dgg#9 Vgeaq.

Somit, gilt fiir den Charakter der reguléren Darstellung

_fh fallsg=e
Xreg(9) = {0 sonst. (3.7

Zuriick zu Dg:
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Die reguldre Darstellung der Diedergruppe Dg liefert

o
o
o
o
o

Tregla) =

OO OO OO OOoOoOoOOoO =
[=ReleleleoleBeBoBol "
OO OO OO OO, OO
OO O OO, OOO0O
OO OO OoOORODOOOO
OO OO OO OO OoOooOoOoO =
OO R OO OOoOOOoOOo 0O
OFRP OO OOOOOOoO0Oo 0o
RO OO0 O0OOOoOOoOOo00OO0o
OO OO OO0
OO OFROOOoOOoOOoOOo0OoCO0o
OO O OO OOOoOOo0OCO0o

und

Treg (bl) =

P OOOoOOoOOoOOoOOoO0O0oOO0o
OO O R OO0
O OO OOOoOOoOO0COO0o
OO OO OO OOO0O
[=NeNeReBoleBo el S =R =]
OO0 OoOoOROOOOO
[=NeNeReloNeBol S =N ]
[=NeNeBaoBoleoBoloBall S ™

OO OO OHROOOOoO0OCO0o
RO OO0 OoOOOoOOoO0O0C0OO0o
OO OrROOOoOOOoOOo0OCO0o
OO OO OO OOOooOo0O =

o
o
o
o
o
o
o
o

Man sieht sofort, da8 T2(b,) = E ist, wie von der Darstellungseigenschaft gefordert.

Was sind nun die irreduziblen Darstellungen. Wie immer gibt es die eindimensionale Eins-
darstellung 6] die jedem Gruppenelement eine 1 zuordnet und die alternierende Darstellung,
die den Drehungen eine 1 und den Spielelungen eine —1 zuordnet. Sei nun x; der Charakter
einer beliebigen irreduziblen Darstellung von G der Dimension n;. Wegen (3.7) ergibt die
Ausreduktionsformel fiir die Vielfachheit c;, mit der 8; in 0,y auftritt:

1_
c; = M X]X?’eg h Z X] Xreg g EXj(e) : Xreg(e)-
geG

Mit und x;(e) = n; und Xreq(e) = h ergibt sich der

Satz Jede irreduzible Darstellung 6; der Dimension n; kommt in der reguléren Darstellung
0req genau n; mal vor:

Oreg = Zn, mit h=>) nl. (3.8)
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Angewandt auf Dg,

k k k
12=) n2=12+12+224+> n2 =6+ n,
1 4 4

wobei wir benutzten, dal D¢ mindestens zwei eindimensionale Darstellungen und eine zwei-
dimensionale Darstellung hat. Damit kann Dg zusétzlich zu diesen bekannte Darstellungen
nur entweder 6 zusétzliche eindimensionale, oder eine zweidimensionale und 2 eindimensiona-
le irreduzible Darstellungen haben. Wir werden schluflendlich noch zeigen, dafl das Letztere
der Fall ist.

3.7 Die Charakterenmatrix

Es sei G eine beliebige endliche Gruppe der Ordnung h. G habe k Ahnlichkeitsklassen. Wir
wollen die Ahnlichkeitsklassen der symmetrischen Gruppe S, betrachten, da jede endliche
Gruppe der Ordnung n isomorph zu einer echten Untergruppe der symmetrischen Gruppe
S, ist. Es ist zweckmiBig, die Zyklenschreibweise fiir Permutationen einzufiihren. Beispiel

sﬁag=<}1 ; g g g ‘1‘)~(1 4 6)(3 5)(2).

Man ordnet die Zyklen nach abnehmender Linge an. Offensichtlich ist jede Permutation ein
Produkt von elementfremden Zyklen und die Zerlegung einer Permutation in Zyklen ist, bis
auf die Reihenfolge gleich langer Zyklen, eindeutig.

Zwei Permutationen von nn Objekten heiflen vom gleichen Typus, wenn in beiden Permuta-
tionen Zyklen der Lange [ genau gleich oft auftreten. Zum Beispiel die Elemente

(1 3 8)(4 5)(2 6)(7) und (1 4 6)(3 5)(7 8)(2) (3.9)

aus Sg sind vom gleichen Typus. Fiir jede Permutation g aus S, sei nun o, j =1,2,...,n
die Anzahl Zyklen der Léange j in der Zerlegung von g in Zyklen. Fiir die Permutationen in
(3.9

Ohne Beweis notieren wir den

Satz: Die Anzahl Permutationen vom Typus (a1, @z, ..., ay) ist

Beispiel: die Klassentabelle von S ist
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Nr. | Partitionen Typus | Anz.Zykl. | Anz.Perm.
[a7Ye 218 5 Y0 4]
1) [4=4 (....) 1000 6
2) |4=3+1 (.)() 0101 8
3) [4=2+2 ()] 0020 3
4) [4=2+1+1 (00 0012 6
5 |[4=14+1+1+1| OO0 0004 1
Es sei nun
g=(1 4 6)(3 5)(2) und a=(1 3 5 2 6)(4)

>a1=(3 1 6 2 5)(4).
Nun wollen wir aga™! bestimmen:
ga™t=(3 4 6 2)(5)(1), aga”l=(3 4 1)(2 5)(6).
Also ist aga~—! vom selben Typus wie g. Allgemein gilt

Satz: Zwei Permutationen g, § der symmetrischen Gruppe S, sind genau dann zueinander
shnlich, § = aga™!, wenn sie vom gleichen Typus sind. Damit haben alle Permutationen vom
selben Typus denselben Charakter. Die Anzahl Ahnlichkeitsklassen ist gleich der Anzahl der
geordneten Partitionen von n.

Aus der Charakterentabelle

Klassen (1) 2)]...|... (k)
Ordnung d.KL. | hy ha | ... | ... hy,
X2 x2(1) | x2(2) | oo | o | x2(R)
X () | xG2) -] ] x(R)
konnen wir die sogenannte Charakterenmatriz konstruieren
Klassen (1) (2) cee | e | (R)
Ordnung d.Kl. | hy ha v | oo | By

X1 Vi1 Vi1 N RV 3!
h hy ‘/%&'XQ(IC)

x: VE 6@ | /5 @

;(j .\/%T'Xj(l) .\/%T'Xj@) .\/%'Xj(k)

Die Faktoren wurden gerade so eingefiihrt, daf3 die Zeilen der Charakterenmatrix unitér-
orthogonal zueinander sind:

k
P b xall) = 5 30 %o(6) - Xal0) = G
=1 g
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Aus dieser Tatsache folgt, daf8 die Anzahl zueinander indquivalenter irreduzibler Darstellun-
gen j kleiner gleich der Anzahl k¥ von Aquivalenzklassen sein muf3.

Nun kann man mit &hnlichen Methoden wie oben noch beweisen, daf3
J
Z Xp(9)xp(§) =0
p:l

falls g und § zu verschiedenen Ahnlichkeitsklassen gehdren. Damit sind auch die Kolonnen
der Charakterenmatrix unitér-orthogonal zueinander und die Matrix ist quadratisch und
unitir. Damit haben wir den wichtigen

Satz: Es gibt genau soviele irreduzible Darstellungen einer endlichen Gruppe, wie es Aqui-
valenzklassen gibt. Jede Klassenfunktion ist eine Linearkombination der orthonormierten
Charakteren.

Beispiel: S; hat 5 Aquivalenzklassen und damit 5 irreduzible Darstellungen. Wegen

und der Existenz der Eins- und alternierenden Darstellung, ist nur
(n17n27n37n47n5) = (17 1727373)

moglich. Es gibt also neben den zwei eindimensionalen noch eine zweidimensionale und zwei
dreidimensionale irreduzible Darstellung.

Die Diedergruppe Dg hat 12 Elemente und 6 Ahnlichkeitsklassen. Also gibt es 4 eindimen-
sionale und 2 zweidimensionale irreduzible Darstellungen.

Fiir jede abelsche Gruppe ist aga™!

Elemente hat. Wegen

= g und damit gibt es so viele Klassen wie die Gruppe

J
h=2:nz2 und j=h,

i=1

miissen alle n; = 1 sein. Wir sehen (wie schon friiher), dafl alle Darstellungen einer abelschen
Gruppe eindimensional sein miissen.

3.8 Lie-Gruppen und Liealgebren.

In den wenigen verbleibenden Stunden wollen wir die wichtigsten gruppentheoretischen
Werkzeuge bereitstellen die fiir ein Verstiindnis von kontinuierlichen Symmetrien in der
Physik notwendig sind. Wir beginnen mit der einfachsten kompakten Lie-Gruppe.
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3.8.1 Die Charakteren von kompakten Lie-Gruppen

Die Charakteren von U(1): Diese Gruppe ist abelsch, und wegen aga—! = g bildet
jedes Element eine Aquivalenzklasse. Daher sind alle Funktionen f : U(1) = C, d.h. 27
periodische Funktionen f(t) = f(g(t)), automatisch Klassenfunktionen.

Alle irreduziblen Darstellungen sind eindimensional und in einer adaptierten Basis unitér.
Also hat jede Darstellung die Form

T(g(t)) = e**®), mit reellem  A(t)
und die Darstellungseigenschaft impliziert
eth(0) — ih(2m) — 1 ypd ethlfrtta) — gilh(t)+h(t2))

Also ist h(t) ein lineare Funktion mit At + 2x) = h(t) + n. Damit haben die irreduziblen
Darstellungen die Form

6, : et — T(e?) = ™, n=0,x1,%+2,....

Da Sp (T'(g(t)) = T(g(t)) = exp(int) sind die Charakteren der irreduziblen Darstellungen
der Gruppe U(1)

xXn(t) = Xxo, (t) = ™.

Diese sind in der Tat unitér-orthogonal beziiglich der Mittelbildung,
_ 1 . .
M (6,8:) = o /dte‘mte""t = 0pim,

wie es nach der allgemeinen Theorie {iber die Charakteren von Gruppen mit Mittelbildung
sein muf. Jede Klassenfunktion f(¢), d.h. 2n-periodische Funktion, kann nach der Theorie
der Fourierreihen nach ebenen Wellen entwickelt werden. Also haben wir genau dieselbe
Situation wie fiir endliche Gruppen: Jede Klassenfunktion f(¢) kann als Linearkombination
der unitér-orthogonalen Charakteren geschrieben werden,

O =Y caxnl®),  cn= o= [ e F() = M(x5, 6).

:277

Die Fourieranalyse ist also ein Spezialfall der Theorie der Charakteren. In der Tat, es gilt
der folgende

Satz von Peter und Weyl: Zu jeder kontinuierlichen Gruppe G mit Mittelbildung exi-
stieren unendlich viele Charaktere, welche ein vollstéindiges orthogonales Funktionensystem
auf G bilden.

Charaktere von SU(2): Der Charakteren der eindimensionalen Einsdarstellung 6y und der
zweidimensionalen definierenden Darstellung 61 in (3.4) sind

Xo(9) =1 und xy(g) =2cosb = e + e,
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Wegen

Ky Ky

/sin20=g, /sin2ecos20=§ und /sin200050=0
0

0 0

gilt
(XO)XO) = (X%)X%) =1 und (XO,X%) = 07 (.f)h) = M(.fah)a

wie es nach der allgemeinen Theorie sein mufl. Dies sind die einzigen ein- und zweidimen-
sionalen Darstellungen von SU(2) (siehe unten). Um die néchste irreduzible Darstellung zu
gewinnen, betrachten wir die 4-dimensionale Darstellung

1 x 61 mit X%x§(9) =X%(9) -x1(8) = €% + 2 4 72,

(M

Offensichtlich ist
(Xxo,x1x1) =1 und (x1,x1x2) =0,
so dafl 8 die Einsdarstellung einmal enthilt. Also muf}
0y x0; =0 ®61, x1(6) = 2 41420

gelten. Da (x1,x1) = 1 ist, ist #; eine 3-dimensionale irreduzible Darstellung Wie wir se-
hen werden ist es eine wohlbekannte Matrixgruppe, ndmlich die 3-dimensionale Drehgruppe
SO(3). Um dies einzusehen, schauen wir uns die Tensordarstellung 6 1 X 0 1 etwas genauer
an. Unter 8 1 gehen Z und ¢ in gZ und g7 iiber, so daf3

T1Y1 a> ab ba B’ T1Y1
z1y2 | _, —gb aa —_bb I_)d 1Yo
T2t —ba —bb da ab Zay1
T2Y2 > -—ba -ab a® T2y>

Benutzen wir statt z;y, die symmetrische bzw. antisymmetrischen Kombinationen

1 1
Yoo = E(-’Blw — T211), (Y11,Y10,Y1-1) = (2191, E(mﬂh — Tay1), T2Y2)

dann findet man das folgende Transformationsverhalten

Yoo 1 0 0 0 Yoo
Y 0 a? v2ab b2 Y11
Yo | |0 —V2ab aa—bb 2ba Yio |- (3.10)
Yieg 0 ¥ —v2ab a® Vi1

Der eindimensionale invariante Unterraum wird also von der antisymmetrischen Kombinati-
on Yy aufgespannt und der dreidimensionale von den symmetrischen Kombinationen Yi,,.
Setzen wir schlufendlich noch
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1 1
V2 Tiv2

dann sieht die dreidimensionale Darstellung folgendermassen aus

(X1,X2,X3) = (—= (Y11 — Yi_1) (Y11 +Y1-1),Y10), (3.11)

X — (€ X)e+eAXsin20 — A (EAX)cos20 = R(26,8) X, (3.12)

wobei 6 der Winkel in der Parametrisierung (3.4) und

sin 1 cos(m + ¢)
€= | sinysin{mw + )
cos

ein Einheitsvektor ist. Dies ist gerade eine Drehung von X um die Achse € mit Winkel 26.
Die Matrixelemente von R sind reell und damit kann R als Transformation auf R® ¢ C
angesehen werden. Damit ist g — R(g) € SO(3) eine irreduzible Darstellung von SU(2)

durch 3-dimensionale Drehungen im R®. Beachte, dafl R(g) = R(—g), d.h. da8 ¢ — R(g)
keine treue Darstellung ist.

Nun kann man weiterfahren und 6; x 6 1 mit Charakter
Xixi = X1 X1 = 30 1 91 | 9o=if | o=3if _ X3+ X3

ausreduzieren. Offensichtlich enthilt diese Tensordarstellung die Darstellung 6 1 genau ein-
mal. Da (Xg,Xg) = 1 ist, zerféllt 6, x 6y in die irreduzible Darstellung 1 und eine 4-

dimensionale irreduzible Darstellung 6 3. Ahnlich gewinnt man auch 6,8 5 usf. Man findet
die Charaktere

2in8 sin(25 + 1)8 . 1 3
- § : e L L o =0,=-,1,-,....
XJ L .6 sin0 » J 0727 727
n=—j,—j+1,...3
Wegen x;(e) =25 + 1 ist
dim0,~ =25+1

und mit

/sin(2j +1)8sin(2j' +1)0 df = géﬁf
0

sind die 6; 2j + 1-dimensionale irreduzible infquivalente Darstellungen von SU(2). Da

lim x; (7 — €) = (25 + 1)(-)¥ = (=)¥x(0)

gilt

0] I —e — (—)2]].12]+1
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Die Darstellungen mit nichtganzzahligen j sind treu und diejenigen mit ganzzahligen j sind
es nicht.

Jede Klassenfunktion f(#) kann nach Peter und Weyl als Linearkombination der Charakteren
geschrieben werden

(2j 2
Z ]Sln Jj+1 0’ ¢ = ;/sin2esin(2j +1)f(6)df.

sin 6

Das die Funktionen 8; ein vollstéindiges Funktionensystem auf
2 .,
L ([0, ), _sin 0d0)

bilden, kann auch anderweitig eingesehen werden. Dies zeigt dann posteriori, dafl die 8; alle
irreduziblen Darstellungen von SU(2) sind.

3.8.2 Lie-Algebren

Wir betrachten zuerst noch einmal SU(2). Es sei
g(eaﬁ) = eiﬂﬁfr" (ﬁa ﬁ) =1, 7= (01702703)7

wobel wir die drei hermiteschen Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 1 0
= o) m=(F ) =6 2

eingefiihrt haben. Jede hermitesche 2 x 2-Matrix ist eine reelle Linearkombination der Pauli-
Matrizen. Diese erfiillen

005 = (5,']' +i€ijk0'k - [O’i,a'j] = 2i€ijk0'k,

so da8 (75)2 = 72 = 1 ist. Dies benutzen wir in der Entwicklung der Exponentialfunktion
mit der Ergebnis

g(0,7) = €™ = cosf + il - & sind.
Setzen wir
(n1,n2,n3) = (sin sin p, sin ¢ cos p, cos )

dann sind dies genau die SU(2) Matrizen in (3.4). Also kann jeder SU(2)-Matrix als Expo-
nent einer anti-hermiteschen Matrix geschrieben werden,

g:eitA, A=At

Die antihermiteschen Matrizen bilden einen linearen Raum und der Kommutator von zwei
solchen Matrizen ist wiederum antihermitesch.
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Etwas allgemeiner: Es sei g(¢) eine Kurve in der Liegruppe G, die fiir ¢ = 0 durch die Einheit
geht,

g(t) G und ¢(0) =e.

Die infinitesimalen Erzeugenden sind

d

A=—

dt

Wir zeigen nun, daf} die infinitesimalen Erzeugenden eine Lie-Algebra bilden. Dazu betrach-

ten wir verschiedene Kurven in der Gruppe, die alle fiir ¢ = 0 durch die Einheit gehen.
Wegen

g(t)|t=0 = 4(0).

d
a(gl(alt)g2(a2t))|t=0 = 01 4192(0) + g1(0)a242 = a1 41 + 24

bilden die infinitesimalen Erzeugenden einen linearen Raum. Wegen

d _ _
5(9192@)91 Ylezo = g14297"

ist fiir beliebige g € G mit A auch gAg~! in diesem Raum. Die Abbildung
A — Ad(g)A = gAg™?

ist ein Darstellung von G auf dem linearen Raum der Erzeugenden, da fiir alle A gilt
Ad(9192)A = 9192495 97 = g (Ad(gz)A) gr" = Ad(g1)Ad(g2)A

und Ad(e)A = A. Diese Darstellung existiert immer und heiflt die adjungierte Darstellung
von G. Wegen

d

2 (9204207 () lio = [A1, 4],

ist mit A; auch deren Kommutator [A1, Az] in der Lie-algebra. Ein linearer Raum der unter
Kommutatorbildung

A,B — [A, B]

abgeschlossen ist, heiflt Lie-Algebra. Der Kommutator ist bilinear und antisymmetrisch und
erfiillt die Jacobi-Identitit

[4,[B,C]] +[C, [4, B]| + B, [C, 4] = 0.

Es seien nun T'(g) die Matrizen irgend einer Darstellung. Nun definieren wir die Elemente
der von T induzierten Darstellung T, der Liealgebra gemif

L.(4) = L1(gt)lcs, wobei 9(0) = 4
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ist. Aus der Darstellungseigenschaft der T folgt nun, da8 T linear ist und dafl die T.(A)
dieselben Kommutationregeln wie die A erfiillen. Die Linearitéit ist einfach zu beweisen:

d
Ti(a1 A1 + a0Ady) = 7 T (g1(a1t)ga(a2t)) |t=0

= ;t T (g1(0at))|e=0T (92(0)) + T ((9:(0)) di!h (a2t))|e=o

t
= mT (Al) + Ty (Ag)

Die Darstellungseigenschaft folgt aus

Tu(g1A297") = ;t (919297 ) le=0 = T(g1) Tu(A2)T(g1)

und der Eigenschaft, dafl T} linear ist, so dafl
4
dt
ist. Die Eigenschaft

(TN T (AT (91.(8)) ) lmo = [T (A1), T2 (42)] = T. ([Ar, A2)

[T (A1), Tu(A2)] = T ([A1, 42]), VA, Az (3.13)

bedeutet, dafl die T, (A) dieselbe Lie-Algebra bilden wie die infinitesimalen Erzeugenden A
der Gruppe G. Es kommt nicht darauf an ob wir zuerst den Kommutator von A; und A,
berechnen und dann das Bild des Kommutators unter der induzierten Darstellung T, oder
ob wir zuerst die Bilder von A; und A, berechnen und danach den Kommutator der Bilder
unter T,. Die Eigenschaft (3.13) ersetzt die entsprechende Darstellungeigenschaft

T(g1)T(g2) = T(g1g2)
der Gruppendarstellung,.

Wir wenden dies nun auf g in (3.4) an, fiir welches (¢t wird zu )

_d _ icosy  sinte'

sinye ™ —icosvy

ist. Fiir die dreidimensionale Darstellung in (3.10) findet man dann

icosy V2sin pei? 0
T.(A) = [ —V2sinye 0  V/2singe® | .
0 —V/2sine®  —icosy

Nach dem Basiswechsel (3.11) zur (reellen) Darstellung (3.12) erhilt man die dquivalente
Darstellung
0 —cosy 2sin1 cos ¢
T.(A) = cos ¢ 0 2sinysing | .
—2sinycosp —2sinsing 0
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Die infinitesimalen Erzeugenden der Darstellung (3.12) sind also die reellen antisymmetri-
schen 3 x 3 Matrizen. Dies muf so sein, denn einerseits ist

d d
T*(A) - @T(g(e,’lﬁ,w)ﬂg:o = @R(eﬂp#’”o:o
und anderseits
0= d%(RRt) = T.(A) + TH(A) = 0.

Jede irreduzible Darstellung einer Gruppe ist eine irreduzible Darstellung der Liealgebra
und (beinahe) umgekehrt. In der Physik konstruiert man oft die Darstellungen einer Gruppe
indem man die Darstellungen der zugehorigen Liealgebra studiert. Dieser Weg wird in der
Vorlesungen QMI und QMII beschritten.

Den schénen Zusammenhang zwischen Gruppentheorie und speziellen Funktionen konnten
wir in dieser Vorlesung leider auch nicht explizit besprechen. In den letzten Abschnitten
haben wir in der Tat die Theorie der Kugelfunktionen entwickelt.
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