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ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

О науке ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ

–– Вы никогда не слыхали о том, что крат-
кость –– сестра таланта? –– спросили раз гра-
фомана.

–– Мой талант не имеет родственников!

Принято считать, что алгебраические науки изучают множества
с заданными на них операциями –– такими, как, скажем, сложение,
умножение, переход к обратному или к симметричному элементу. То-
пологические науки изучают множества, в которых задан непрерыв-
ный переход от одних элементов к другим и, в частности, определены
сходящиеся последовательности. С той же неизбежной долей упроще-
ния можно сказать, что функциональный анализ изучает множества
с синтетической (= составной) структурой –– как алгебраической, так
и топологической, причем обе структуры согласованы друг с другом
с помощью некоторых естественных требований.

В первозданном виде классического линейного функционального
анализа -х годов алгебраическая структура –– это структура линей-
ного пространства, а сходимость векторов задана и одновременно со-
гласована с обеими линейными операциями посредством вводимой
нормы. Правда, сразу же было обнаружено, что бо́льшая часть по-
настоящему глубоких результатов или «принципов», составляющих ли-
цо теории, требуют дополнительного предположения о полноте (бана-
ховости) рассматриваемого нормированного пространства. А дальше
всего продвинуться в изучении объектов классического функциональ-
ного анализа удается тогда, когда мы сосредотачиваемся на изучении
гильбертовых пространств. Это те банаховы пространства, в которых
норма задана с помощью скалярного произведения и поэтому можно
говорить об ортогональных (перпендикулярных) векторах. Здесь в ря-
де принципиальных направлений исследования достигнут совершен-
ный триумф: удалось полностью познать природу как самих гильбер-
товых пространств (теорема Фишера––Рисса), так и наиболее важных
классов отображений между этими пространствами (спектральная
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теорема Гильберта, теорема Шмидта). Классический функциональный
анализ в нормированных, банаховых и гильбертовых пространствах
составляет бо́льшую часть нашего учебника.

Время шло, и новые задачи потребовали обогащения, в том или
ином направлении, исходных структур. Пожалуй, раньше всего бы-
ло осознано, что для изучения целого ряда важных функциональных
пространств одной нормы маловато. «Правильную» сходимость, есте-
ственную для этих пространств, надо задавать с помощью целого се-
мейства норм, а еще лучше –– более общих преднорм (= полунорм).
Так возникли полинормированные пространства ), столь необходимые
для теории обобщенных функций, комплексного анализа и дифферен-
циальной геометрии. Они принесли большую пользу и классическому
функциональному анализу, снабдив его новыми типами сходимостей.

Но было сделано и другое наблюдение. Можно построить глубокую
и красивую теорию, если обогатить не топологическую, а алгебраиче-
скую природу рассматриваемых пространств, добавив к уже существу-
ющим там двум линейным операциям еще и третью — умножение век-
торов друг на друга. Так появилась теория банаховых алгебр. Среди ее
наиболее значительных достижений –– две фундаментальных «теоре-
мы реализации». Первая (теорема Гельфанда) гласит, что коммутатив-
ная банахова алгебра является, с точностью до некоторого явно изме-
ренного огрубления, алгеброй непрерывных функций с поточечными
операциями. Вторая (теорема Гельфанда––Наймарка), впоследствии
вошедшая в плоть и кровь современной квантовой физики, утвержда-
ет, что банахова алгебра, обладающая некоторой естественной сим-
метрией, называемой инволюцией и должным образом согласованной
с нормой, является не чем иным, как самосопряженной алгеброй опе-
раторов в гильбертовом пространстве ).

Наконец, последние  лет ушедшего века были свидетелями появ-
ления и бурного развития нового направления в нашей науке –– кван-
тового функционального анализа, называемого также теорией опера-
торных пространств. В этой области анализа линейное пространство
наделяется не нормой, а более сложной структурой — квантовой нор-
мой. А именно, каждое пространство матриц (любого размера) с ко-
эффициентами из заданного пространства снабжается своей нормой,

)Полинормированным пространствам и некоторым их приложениям в нашей книге
будет уделена специальная глава.

)В нашем учебнике мы по необходимости рассказываем лишь о той изначальной ча-
сти теории банаховых алгебр, без которой нельзя говорить о спектрах. Обе упомянутых
теоремы приведены без доказательства, но знание их формулировок мы считаем обяза-
тельным для всех студентов.
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и все такие нормы некоторым разумным образом согласованы друг
с другом. Было осознано, что многие трудные вопросы анализа стано-
вятся ясными и прозрачными, если перейти от заданных нормирован-
ных пространств к их надлежащим «квантованиям», и на этом пути
удалось решить важные проблемы, много лет не поддававшиеся реше-
нию классическими методами (см. []). В то же время квантовый ана-
лиз, проясняя ряд вопросов классического, имеет и свои собственные
украшения в виде глубоких и ярких теорем, не имеющих классических
аналогов ).

Мы упомянули только о некоторых составляющих частях функци-
онального анализа. Более полный рассказ должен был бы коснуться
и других его ветвей. Так, всю свою историю функциональный анализ
развивался в тесной связи с гармоническим анализом, этой, говоря
упрощенно, «наукой о сдвигах в функциональных пространствах», ко-
торую можно считать его органической частью ). Выделились и обре-
ли свое лицо такие области, как теория упорядоченных пространств
и теория топологических алгебр.

Особо отметим, что и классический функциональный анализ — гео-
метрия банаховых пространств –– отнюдь не стоит на месте. Уж сколько
раз «банаховой геометрии» прочили скорый уход на пенсию, а она все
продолжает удивлять новыми глубокими и часто неожиданным резуль-
татами ).

∗ ∗ ∗

Конечно, мы бы хотели, чтобы из нашего учебника читатель вы-
нес впечатление о том, что функциональный анализ –– красивая и бо-
гатая содержанием наука. Однако для полноценного развития и долгой
жизни математической дисциплины одного внутреннего богатства, по-
жалуй, мало. Любая математическая наука, лишенная связей с осталь-
ной математикой и естествознанием, подвергается серьезной опасно-
сти, становясь, как писал фон Нойманн, «все более и более эстетизиру-
ющей, все более и более искусством ради искусства» (см. []). Вот мы

)В наших лекциях мы не рискнули сколько-нибудь углубляться в квантовый функцио-
нальный анализ. Мы только сочли необходимым удовлетворить возможное любопытство
читателя, дав (мелким шрифтом) два его основных определения –– квантового простран-
ства и вполне ограниченного оператора. Этим определениям, их подготовке и обсужде-
нию посвящен один из параграфов. Соответствующий текст играет роль рекламного ро-
лика и не является обязательным даже для отличников.

)В нашей книге элементы гармонического анализа представлены главой о преобра-
зовании Фурье.

)Некоторые последние достижения, такие, как теорема Гауэрса, упомянуты и в наших
лекциях.
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и наблюдаем, как в одних науках все более мелкие вопросы рассматри-
ваются под все большим увеличением, а в других (или тех же самых)
множатся хилые «общие теории» с явно недостаточным числом содер-
жательных примеров.

Успокоим нашего читателя: функциональному анализу, по крайней
мере сегодня, подобные опасности не грозят. Связей с окружающими
науками у него предостаточно, и они находятся в процессе постоян-
ного обновления. (Разумеется, мы говорим о нашей науке в целом ––
а так, конечно, в семье не без урода, да и кто из нас без греха...) Ведь
как сейчас принято отвечать на вопрос о том, что такое математи-
ка –– наука о моделях! Но физика просто кишит моделями из функцио-
нального анализа –– от самых древних, родившихся в недрах вариаци-
онного исчисления, до ультрасовременных, основанных на недавних
достижениях теории операторных алгебр (см., например, []). (Са-
мая знаменитая модель принадлежит фон Нойманну, «покусившему-
ся» на квантовую механику в целом.) Внутри самой математической
науки функциональный анализ позволяет рассмотреть с единой точ-
ки зрения такие с виду несхожие вещи, как, скажем, интегральные
уравнения, системы линейных уравнений и некоторые вариационные
проблемы. Это опять-таки означает, что он доставляет единую модель
определенного круга явлений и, стало быть, предлагает единый метод
их исследования.

Поучительный пример взаимопереплетения, к обоюдной выгоде,
функционального анализа с окружающими науками дает филдсовско-
го лауреата В. Джонса «Подфакторы и узлы» (см. []). Попробуйте
отделить там друг от друга функциональный анализ (более подробно,
операторные алгебры), теорию групп, маломерную геометрию (узлы
и зацепления) и, наконец, квантовую статистическую механику ).

О некоторых принципах подбора материала

Итак, перед вами –– новый учебник по функциональному анали-
зу, именно учебник –– книга, предназначенная для первоначального
ознакомления с предметом. Разумеется, обязанность автора –– сказать
несколько слов об особенностях этого учебника как по выбору матери-

)К сожалению, недостаток места и времени не позволил нам уделить внешним свя-
зям и приложениям функционального анализа сколько-нибудь значительное внимание.
Только изредка, когда искушение рассказать о «физическом значении» (или «физиче-
ском подтексте») данного утверждения слишком велико, мы позволяем себе замечания
неформального и полубеллетристического характера. Это касается, например, теоремы
Фишера–Рисса или теоремы о непустоте спектра.
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ала, так и по стилю изложения. Ведь если он не отличается от других,
то зачем он?

В этом учебнике получили полные права гражданства некоторые
понятия, методы и результаты современного функционального анали-
за, в других учебных пособиях либо отсутствующие, либо содержащи-
еся где-то на обочине, без особой связи с остальным текстом. Пере-
числять сейчас эти вещи не имеет смысла: специалист их увидит из
подробного оглавления. Мы лишь выделим несколько принципиаль-
ных моментов.

Главное, пожалуй, в том, что наша книга написана с категорных
позиций, и категорный характер ряда принципиальных конструкций
и результатов неизменно комментируется и подчеркивается –– а этим,
как мы считаем, достигается новый уровень понимания обсуждаемых
вещей. Сказанное относится, например, к конструкциям сопряженного
оператора и пополнения, теоремам Фишера––Рисса и Шмидта, а ближе
к концу книги и к самой спектральной теореме Гильберта. Мы убежде-
ны в том, что студенты третьего курса (и даже их преподаватели!) уже
достаточно подготовлены к восприятию самых изначальных –– а боль-
ше мы и не даем –– категорных понятий, а главное –– унифицирующего
общематематического языка теории категорий. И именно курс функ-
ционального анализа с его синтетическим алгебро-топологическим
содержанием как нельзя более подходит для первого рассказа о кате-
гориях –– точно так же, как полвека назад «Анализ III» идеально подхо-
дил для изложения основ теории множеств. (Другое дело, что рассказ
должен сопровождаться обилием примеров и упражнений, но об этих
вещах мы еще поговорим.)

К достоинствам «категорного взгляда на вещи» мы еще будем мно-
го раз возвращаться в основном тексте книги. А сейчас хочется ожи-
вить это предисловие и вместо общих заявлений рассказать об одном
знаменательном разговоре, имевшем место лет  тому назад. С мо-
ей ученицей познакомился приятный молодой человек, тоже аспирант,
занимавшийся алгебраической геометрией. «Какая у вас область мате-
матики?» –– спросил он. «Банаховы алгебры, а точнее –– их группы ко-
гомологий». –– «Интересно... А какие же там категории?» Правильный
вопрос и правильный подход! И то, что с молоком матери впитывают
алгебраические геометры, пора бы перенять и функциональным ана-
литикам. «Какое, милые, у нас тысячелетье на дворе?» ).

Из конкретных элементов аппарата современного анализа, переко-
чевавших из специальных монографий в этот учебник, мы здесь вы-

)Пишется ...
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делим только тензорные произведения банаховых пространств. В кни-
ге подробно разобраны два их типа: «проективное» и «гильбертово».
А как же иначе? Ведь без них сейчас нельзя работать ни в геометрии
банаховых пространств, ни в теории операторов, ни в квантовом функ-
циональном анализе, ни в квантовой статистической механике, ни
в теории элементарных частиц... Невольно вспоминаются «Дни Турби-
ных», где штабс-капитан Мышлаевский изумленно спрашивает у Ла-
риосика: «А как же ты будешь селедку есть, если водку не пьешь?»

О некоторых принципах изложения

. О том, что считается известным. Как уже упоминалось, эти
лекции рассчитаны на студента третьего курса. Предполагается, что за
первые два года он освоил то, чему обычно учат в российских универ-
ситетах (мы судим по МГУ). В частности –– и это очень важно –– наш
читатель уже должен знать линейную алгебру и основы действитель-
ного анализа (= меру и интеграл Лебега), а также те элементы теории
метрических пространств, которые обычно сообщаются в курсе мате-
матического анализа.

Что касается комплексного анализа, то на нашей памяти соответ-
ствующие лекции начинались то на третьем курсе, то на втором, то
опять на третьем. (Творческая административная мысль наших на-
чальников никак не успокоится.) Но, к счастью для нас, настоящая
потребность в этой науке появляется только в середине нашего кур-
са, при изучении спектров (первой понадобится теорема Лиувилля).
К этому времени при любом раскладе необходимые лекции уже будут
прочитаны.

Несколько сложнее дело обстоит с топологией, а также с некото-
рыми вещами из алгебры, как, скажем, тензорное произведение ли-
нейных пространств. Формально эти вещи вроде входят в программу
обучения на втором году. Но, как показывает наш опыт, на те обяза-
тельные курсы, к которым эти вопросы пристегиваются, полагаться
опасно: лекторы, естественно, имеют в виду другие цели, нежели об-
служивание функционального анализа. Поэтому, поступая по принци-
пу «береженого Бог бережет», мы даем независимое и замкнутое изло-
жение нужных топологических и некоторых алгебраических сведений.

. О крупном и мелком шрифте. Текст, напечатанный обычным
шрифтом, соответствует, как мы предполагаем, лекциям по функцио-
нальному анализу для студентов третьего –– не моложе! –– года обуче-
ния математических факультетов университетов. Речь идет о полном
годовом курсе лекций, сопровождаемом упражнениями (и то, и другое
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раз в неделю). Этот текст рассчитан на всех студентов, независимо от
того, чем они займутся в будущем.

Однако для особо сильных студентов, выбравших себе чистую ма-
тематику –– алгебру, геометрию, анализ –– в качестве профессии, этого
текста, по нашему убеждению, мало. Такого студента, условно назван-
ного в наших лекциях «просвещенным читателем» или «отличником»,
мы призываем освоить еще и текст, набранный петитом; что подела-
ешь, «благородство обязывает». (Скажем, знать, как расшифровыва-
ются простейшие точные последовательности банаховых пространств,
всем не обязательно, но профессиональному математику –– надо.)

Впрочем, стремясь удовлетворить возможное любопытство читате-
ля (блажен, кто верует), мы посвятили небольшую часть текста мате-
риалу, не обязательному даже для отличников, который дается вам, так
сказать, «на вырост». Это относится, скажем, к параграфу о квантовом
функциональном анализе, к виду (ко)произведений в некоторых стан-
дартных категориях и т. п. Но, включая подобные кусочки факульта-
тивного материала, мы всегда предупреждаем читателя об этой самой
факультативности: а это, мол, только для любопытных. (Не вводить же,
кроме мелкого шрифта, еще и «мельчайший»?) Излишне говорить, что
«крупный» текст никак не зависит от «мелкого».

. О примерах. Примерам, возможно, уделено большее внимание,
чем это обычно принято. Вводя новое понятие, мы тут же собираем
для читателя «мешок» примеров, скажем, мешок функторов, мешок
полинормированных пространств или самый большой и важный из
мешков –– мешок операторов. Эти мешки вы должны держать нагото-
ве: как только сообщается какая-либо новая конструкция, возможное
свойство или инвариант, мы немедленно достаем из мешка наши при-
меры и смотрим, чем это для них оборачивается. (О том, как это прак-
тически делается, читатель может увидеть на примере спектров опе-
раторов из гл. .) Мы убеждены, что только путем «проигрывания на
примерах» можно достичь неформального понимания происходящего.
«Теория, друг мой, сера, –– поучает гётевский Мефистофель, –– но зе-
лено вечное дерево жизни». Так что на примеры, это зеленое дерево
жизни математики, мы не жалели ни места, ни времени.

. Об упражнениях. Эта книга вас мало чему научит, если вы не
будете делать содержащиеся в ней упражнения.

Наш читатель, конечно, не прост, ох как не прост. Он любит откла-
дывать упражнения на завтра, а потом повторять эту процедуру (по
себе знаем). Чтобы не дать вам расслабиться, мы включили упраж-
нения непосредственно в текст. Встретив упражнение, остановитесь
и сделайте его (большей частью это означает: докажите сформули-
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рованное там утверждение) и только потом двигайтесь дальше. Как
правило, наши упражнения, с учетом часто встречающихся указаний,
довольно элементарны. Они иллюстрируют «основной» текст, делая
его понимание менее формальным, а часто под их видом сообщается
полезный дополнительный материал, непосредственно примыкающий
к доказанному утверждению. Правда, есть и небольшое число более
трудных упражнений, отмеченных звездочкой ∗ ; тут уж поступайте
по совести. Напротив, совсем простые упражнения отмечены кружоч-
ком ◦ ; уж если вы их не будете делать, то вскоре за деревьями леса не
увидите. Впрочем, упражнения никогда не используются при доказа-
тельстве теорем, рассмотрении примеров и т. п. (только, пожалуйста,
не делайте отсюда практических выводов). Другое дело, что у упраж-
нений своя иерархия, и результаты одних могут использоваться при
рассмотрении других.

. О теоремах, сообщаемых без доказательства. Таковых в на-
ших лекциях больше, чем это обычно бывает. Как правило, это резуль-
таты принципиальной важности, «с именем», имеющие простую и эф-
фектную формулировку. Однако их доказательства достаточно сложны
и/или опираются на факты, выходящие за пределы предполагаемых
у читателя знаний. Поэтому знать о существовании подобного резуль-
тата весьма желательно –– по нашему мнению, просто необходимо ––
уже при первом знакомстве с предметом, но тратить время и силы
на разбор его доказательства пока не стоит. Типичные примеры –– это
теорема Энфло––Рида, теорема Милютина и (above all) теорема Гель-
фанда––Наймарка. Такие теоремы отмечены знаком áä (без доказа-
тельства).

. О технических деталях изложения. Книга делится на главы,
а те –– на параграфы; ссылка типа «см. § .» относится к §  гл. .

В тексте выделены и независимо пронумерованы в пределах каждо-
го параграфа следующие «математические высказывания»: определе-
ния, теоремы, предложения, следствия, примеры и упражнения (есть
еще «замечания» и «предупреждения», но у них номеров нет). Ссыла-
ясь, скажем, на предложение .. (соответственно предложение .,
предложение ), мы имеем в виду предложение  §  гл.  (соответ-
ственно предложение  §  той же главы, предложение  того же па-
раграфа).

Теоремы и предложения даются с полными доказательствами, за ис-
ключением помеченных сокращением áä (см. п. ). Разница между тео-
ремами и предложениями чисто субъективная: первые кажутся более
весомыми. Наши леммы –– это всегда утверждения, вспомогательные
по отношению к той или иной конкретной теореме; они и помещены
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внутри доказательства соответствующих теорем. Доказательства пред-
ложений и лемм окаймлены знаками ⊳ и ⊲. Это же относится и к тео-
ремам, за исключением случаев, когда в их доказательстве участвуют
леммы; тогда все доказательство теоремы окаймлено двойными знака-
ми ⊳⊳ и ⊲⊲. Сочетание ⊳ ⊲ означает «очевидно» либо «непосредственно
проверяется». Следствие –– это то, что всегда очевидно, исходя из дока-
занного ранее.

Знак⇔ заменяет слова «тогда и только тогда, когда». Знак := озна-
чает равенство по определению.

∗ ∗ ∗
Таковы наши благие намерения. А вот насколько эту «декларацию

о намерениях» удалось воплотить в жизнь –– судить, конечно, вам.
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Автор сердечно признателен издательству МНЦМО за предложение
выпустить второе издание этой книги.

Текст, который вы видите перед собой, по большей части совпадает
с прежним. Но всё же есть несколько отличий, на которые мне хотелось
бы обратить ваше внимание.

Дело в том, что за время, прошедшее с момента выхода первого из-
дания книги, в функциональном анализе произошли два сенсационных
события, можно сказать, большое и маленькое.

В некоторых местах нашего учебника мы формулировали некото-
рые нерешенные проблемы. В частности, было обращено внимание
читателя на один из наиболее важных вопросов: бывают ли банахо-
вы пространства, «настолько экзотические», что любой ограниченный
оператор, действующий в таком пространстве, является суммой ска-
лярного (= кратного тождественному) и компактного операторов?
Так вот: теперь известно, что такие пространства действительно суще-
ствуют; более того, их можно найти среди тех, у которых сопряжённое
пространство изометрически изоморфно l1. Эта замечательная и очень
трудная теорема доказана Спиросом Аргиросом и Ричардом Хэйдоном
в  году. Разумеется, моей обязанностью было сообщить об этом
недавнем открытии.

Второе изменение связано с вопросом о том, как доказывать одну
из важнейших теорем функционального анализа –– теорему Банаха–
Штейнхауса, или принцип равномерной ограниченности. Как правило,
сравнительно короткое доказательство этой теоремы, содержавшееся
в учебниках, использовало сильное средство –– теорему Бэра. Были и
другие доказательства, не опиравшиеся на теорему Бэра. Однако в них
применялась слишком сложная техника, чтобы включать их в учеб-
ники. Но совсем недавно появилось новое доказательство, не исполь-
зующее теорему Бэра и в то же время весьма короткое и прозрачное.
Его придумал Алан Сокал в  году. Это доказательство включено во
второе издание книги. Впрочем, в новом издании приводится и тра-
диционное доказательство, поскольку оно также элегантно и поучи-
тельно.



ПРЕДИС ЛОВИЕ КО ВТОР ОМУ ИЗДАНИЮ 

Наконец, третье изменение касается доказательства ещё одной фун-
даментальной теоремы –– теоремы Планшереля о преобразовании Фу-
рье квадратично интегрируемых функций. А именно, тот факт, что для
функции, одновременно интегрируемой и квадратично интегрируе-
мой, её классическое преобразование Фурье почти всюду совпадает
с «гильбертовым», мы доказываем по-иному, чем это обычно делает-
ся в учебниках. Наше рассуждение использует преобразование Фурье
обобщенных функций умеренного роста, которое можно рассматри-
вать как продолжение обеих указанных выше разновидностей преоб-
разования Фурье.

В заключение –– об опечатках. К сожалению, их очень много в пер-
вом издании книги, и это несмотря на все усилия автора и первых
читателей рукописи. Приходится признать, что фраза о «нигде не плот-
ном множестве опечаток», содержавшаяся в прежнем тексте, была,
мягко говоря, чересчур оптимистичной. Теперь, надеемся, их значи-
тельно меньше. В выявлении опечаток приняли участие многие чита-
тели книги. Всем им я выражаю огромную благодарность. Особенно
хотелось бы отметить большую работу по чистке этих авгиевых коню-
шен, выполненную А. Канунниковым, Ю. В. Кузьменко, Н. Т. Немешем,
И. Д. Ремизовым и С. М. Штейнером.
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ФУНДАМЕНТ: КАТЕГОРИИ И ИЖЕ С НИМИ

На мехмате МГУ лекции по функциональному анализу обычно чи-
тают на третьем курсе. Долгие годы, вместе с теорией меры и интегра-
ла, они составляли курс, который назывался «Анализ III». Первый такой
курс был прочитан в конце -х годов, и лектором был (сам!) Андрей
Николаевич Колмогоров. От него пошел обычай начинать лекции по
«Анализу III» с изложения азов теории множеств. К тому времени уже
мало кто оспаривал исключительную роль теории множеств как базо-
вой науки не только для высших разделов анализа, но и для практиче-
ски всей современной, по тем понятиям, математики. И все же включе-
ние теории множеств в студенческую программу было тогда поистине
революционным делом. Не случайно, что о ней начинали рассказывать
только на третьем курсе. В середине обучения студенты уже считают-
ся достаточно взрослыми, и их преподаватели тешат себя надеждой,
что они обладают определенным математическим багажом и культу-
рой. Перефразируя известное выражение Гильберта, перед ними уже
можно открыть врата «рая, созданного для нас Кантором».

С той поры, конечно, многое изменилось. Теория множеств дав-
но стала привычным делом и психологически воспринимается немно-
гим сложнее, скажем, аналитической геометрии; теперь ее учат на
младших курсах. Но для роли идейного и языкового фундамента со-
временной математики ее уже не хватает. Сейчас эта роль перешла
к другой, более молодой дисциплине, находящейся на следующем эта-
же абстракции. Речь идет о теории категорий, которая в упомянутые
выше -е годы как раз родилась. (Некоторые любители этой науки
предпочитают ее другое, шуточное название «абстрактная чепуха» ––
воистину унижение паче гордости...) Именно теория категорий иг-
рает в наши дни для очень большой и все расширяющейся области
математики ту унифицирующую роль, которую раньше играла теория
множеств. В частности, эта «абстрактная чепуха» дает универсальный,
краткий и весьма удобный язык для выражения огромного числа ма-
тематических понятий и фактов. На обширном пространстве алгебры,
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геометрии и анализа, включая и современный функциональный ана-
лиз, попытка обойтись без этого языка была бы столь же нелепа, как
и попытка обойтись без буквенных обозначений Виета.

Вот и мы, отдавая дань доброй традиции, открываем изложение
анализа для старших курсов с основ «общематематической базовой
науки» –– но только теперь, в соответствии с требованиями времени,
в роли таковой выступит теория категорий.

Но прежде чем приступить к категориям, мы проверим наш багаж
по теории множеств, линейных и метрических пространств, добавив
к этому самые начальные сведения из топологии. (Последнее –– из пе-
рестраховочных соображений, о которых говорилось в предисловии.)

§ . О множествах, а также линейных и метрических
пространствах

Начальные понятия, факты и обозначения теории множеств читате-
лю уже известны. В частности, будем пользоваться «замороженными»
обозначениями Z, Q, R, R+ и C для множеств целых, рациональных,
действительных, неотрицательных действительных и комплексных чи-
сел соответственно. Уточним, что натуральными числами мы называ-
ем элементы множества 1, 2, … и именно это множество обозначаем N,
а множество неотрицательных целых чисел, т. е. N ∪ {0}, обозначаем
через Z+. Единичная окружность в C («одномерный тор») обозначает-
ся через T, замкнутый единичный круг (= диск) –– через D, а открытый
единичный круг –– через D0. Множество матриц размера n × n с ком-
плексными коэффициентами обозначается черезMn.

Пусть Xν , ν ∈ Λ, –– произвольное семейство множеств ). Рассмот-
рим для каждого ν ∈Λ множество X ′ν , состоящее из пар (x ,ν), x ∈ Xν .
Множество
⋃
{X ′ν : ν ∈ Λ} мы называем дизъюнктным объединением

семейства Xν , ν ∈Λ (смысл его –– в том, что оно позволяет говорить об
«объединении непересекающихся копий» множеств любого заданного
семейства).

Предупреждение. Термины инъективный, сюръективный и биек-
тивный мы употребляем только для отображений множеств, и они
имеют обычный смысл, т. е. означают соответственно «отображение,
не склеивающее точки», «отображение на», «взаимно однозначное со-
ответствие». В отличие от этого термины «мономорфизм», «эпимор-
физм» и «изоморфизм» появятся позже и будут иметь другой, теорети-

)Употребляя для индексов невыразительное обозначение ν , а не, скажем, n, мы же-
лаем подчеркнуть, что речь идет о семействе произвольной мощности, не обязательно
счетном.
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ко-категорный смысл, который тогда и будет разъяснен. Образ отобра-
жения ϕ также понимается исключительно в теоретико-множествен-
ном смысле и обозначается Im(ϕ).

Введем (напомним?) несколько терминов и обозначений, связан-
ных с заданным отображением множеств ϕ : X → Y . Если M –– подмно-
жество в X , а ϕ0 : M → Y –– такое отображение, что ϕ0(x) = ϕ(x) для
всех x ∈ M , то говорят, что ϕ0 –– это ограничение отображения ϕ на
M , а ϕ –– это продолжение отображения ϕ0 на X . Если же N –– подмно-
жество в Y , содержащее Im(ϕ), а ϕ0 : X → N –– такое отображение, что
ϕ0(x) = ϕ(x) для всех x ∈ X , то говорят, что ϕ0 –– это коограничение
отображения ϕ на N , а ϕ –– это копродолжение отображения ϕ0 на Y .

Наконец, если для тех же M и N отображение ϕ0
0

: M → N таково,
что ϕ0

0
(x) =ϕ(x) для всех x ∈ M (коограничение ограничения или, эк-

вивалентно, ограничение коограничения), то говорят, что ϕ0
0

–– это био-
граничение отображения ϕ на пару (M , N), а ϕ –– это бипродолжение
отображения ϕ0

0
на пару (X , Y ). В указанной ситуации ограничение,

коограничение и биограничение часто обозначаются символами ϕ|M ,
ϕ|N и ϕ|N

M
соответственно.

Множество всех отображений из множества X во множество Y мы
будем часто обозначать Y X (говоря неформально, X в таком обозначе-
нии играет роль «показателя декартовой степени»).

Как обычно, подмножество множества X называется собственным,
если оно не совпадает с X .

∗ ∗ ∗
Под линейным пространством мы обычно подразумеваем (ведь

мы уже взрослые) пространство над полем комплексных чиселC. Впро-
чем, иногда нам придется рассматривать также линейные простран-
ства над полем действительных чисел R (преобладающие на младших
курсах), но эти случаи будут оговорены особо.

Если M и N –– подмножества в линейном пространстве E, то их
алгебраической суммой (или просто суммой) называется множество
M + N := {y + z : y ∈M , z ∈ N}.

Если N состоит из одного вектора x , то мы пишем M + x вместо
M + {x} и называем такое множество сдвигом множества M на x . Для
M ⊆ E и λ∈C множество λM := {λy : y ∈M} называется растяжением
множества M в λ раз.

Мы говорим, что линейное пространство E разлагается в прямую
сумму своих подпространств F и G, и пишем E = F ⊕ G, если любой
элемент x ∈ E представим, и притом однозначно, в виде y + z, где y ∈ F

и z ∈ G. Геометрически это означает, что F + G = E и одновременно
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F ∩ G = {0}. В указанной ситуации G называется линейным дополнени-
ем к F в E.

Пусть X –– подмножество в линейном пространстве E. Его линейной
оболочкой называется подпространство span(X ) в E, состоящее из ли-
нейных комбинаций векторов из X . Далее, множество X называется
выпуклым, если вместе с любыми своими точками x , y оно содержит
и весь отрезок {t x + (1− t)y : 0 6 t 6 1}. Наконец, множество X назы-
вается уравновешенным, если с каждой своей точкой x оно содержит
и весь замкнутый круг {λx : λ∈D}.

Термин оператор всюду значит линейный оператор; ядро опера-
тора T также понимается исключительно в смысле линейной алгеб-
ры и обозначается Ker(T ). Если E и F –– линейные пространства, то
линейное пространство, образованное всеми операторами из E в F ,
обозначается L (E, F). Вместо L (E, E) пишут L (E). Если T ∈L (E), то
подпространство F в E называется инвариантным подпространством
оператора T (или инвариантным относительно T), если из того, что
x ∈ F , следует, что T (x)∈ F . В подобной ситуации биограничение опе-
ратора T на пару (F, F) будем называть сужением оператора T на F .

Функционал –– это всегда оператор со значениями в поле скаляров.
ПространствоL (E,C), т. е. линейное пространство всех функционалов
на E, называется линейно-сопряженным пространством к E и обозна-
чается E♯. Для x ∈ E и f ∈ E♯ число f (x) мы будем иногда, когда это
удобнее, обозначать также ( f , x).

В каждом линейном пространстве E можно ввести новое умноже-
ние на скаляры, положив λx (для λ ∈ C, x ∈ E) равным «прежнему»
значению λx . Очевидно, что подлежащее множество пространства E,
наделенное этим новым умножением на скаляры и тем же сложением,
что и было, тоже является линейным пространством. Оно называется
комплексно-сопряженным к исходному пространству E и обозначается
E i (пишут также E, но мы опасаемся путаницы с будущим обозначени-
ем пополнения). Далее, отображение T : E→ F между двумя линейны-
ми пространствами, которое является линейным оператором, будучи
рассмотрено как отображение из E i в F (или, эквивалентно, из E в F i),
называется сопряженно-линейным оператором. В терминах исходных
линейных пространств это, конечно, означает, что оператор T адди-
тивен и удовлетворяет тождеству T (λx) = λx . Сопряженно-линейный
оператор из E в F , являющийся линейным изоморфизмом между E i

и F , называется сопряженно-линейным изоморфизмом.
Многие важные для функционального анализа линейные простран-

ства состоят из последовательностей комплексных чисел. Для этих
последовательностей мы примем обозначения ξ,η и т. п., а для их
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членов –– ξn и т. п., часто используя запись типа ξ = (ξ1,ξ2, …). По-
следовательность, в которой на n-м месте стоит 1, а на остальных ме-
стах –– нули, мы будем называть n-м ортом и обозначать pn. (Подоб-
ное же выражение –– k-й орт и обозначение pk мы будем употреблять
и для вектора (0, …, 0, 1, 0, …, 0) с единицей на k-м месте в арифме-
тическом n-мерном пространстве Cn.) Пространство всех последова-
тельностей, т. е. в теоретико-множественных обозначениях CN, мы
будем также обозначать через c∞, а его подпространство, состоящее
из финитных последовательностей (иными словами, линейную обо-
лочку ортов) –– через c00. Иногда мы заранее не знаем, является ли
заданный или возникший в ходе рассуждения упорядоченный набор
чисел ξ1,ξ2, … конечным или бесконечным, т. е. идет ли речь об эле-
менте пространства Cn для натурального n или же об элементе про-
странства CN. В подобном случае мы будем употреблять для нашего
набора выражение «конечная или бесконечная последовательность».

Линейные операторы, образ которых является одномерным (со-
ответственно конечномерным, n-мерным) линейным пространством,
мы будем называть одномерными (соответственно конечномерными,
n-мерными).

∗ ∗ ∗

Вернемся к множествам. То, что сейчас нам придется обсудить, от-
носится к так называемой строгой, или аксиоматической теории мно-
жеств, о которой вряд ли шла речь на младших курсах. В целом эта дис-
циплина выходит за рамки нашего курса лекций, но несколько понятий
и фактов нам необходимы: ими явно или неявно пользуется бо́льшая
часть современной математики.

Прежде всего, к ним относится знаменитая
Аксиома выбора (аксиома Цермело). Пусть Λ –– произвольное

множество, Xν , ν ∈ Λ, –– (индексированное этим множеством Λ) про-
извольное семейство попарно непересекающихся непустых множеств.
Тогда существует множество, содержащее ровно по одной точке в каж-
дом из множеств этого семейства.

Эта аксиома в случае бесконечного (даже счетного) заданного се-
мейства не может быть выведена из других (впрочем, нам неведомых)
аксиом строгой теории множеств.

Возможно, вам, читатель, наша «взращенная на конечных множествах» ин-
туиция подскажет, что иного и быть не может –– как же иначе? Но поверим
классикам науки –– зарубежному и отечественному (цит. по [, с. ]).

«Когда в первый раз встречаются с аксиомой Цермело, то она кажется бес-
спорной и очевидной, но по мере того, как начинают размышлять о ней, она
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представляется все более и более загадочной, а ее следствия –– изумительны-
ми; кончают тем, что теряют ее смысл и тогда начинают спрашивать, что же,
собственно, она значит )?» (Б. Рассел).

«Я дни и ночи думаю над аксиомой Цермело. Если бы только кто-нибудь
знал, что это за вещь!» (Н. Н. Лузин).

В свое время аксиома выбора, столь непохожая на другие аксиомы теории
множеств –– подобно пятому постулату среди аксиом евклидовой геометрии ––
вызывала жаркие споры. От нее пытались освободиться, но постепенно выяс-
нилось, что на эту аксиому явно или неявно опирается большое число важней-
ших математических фактов ). Например, логический анализ показывает, что
даже стандартное доказательство такого классического факта анализа, как эк-
вивалентность определений предела функции по Коши и по Гейне, неявно ис-
пользует эту аксиому; см., например, [, с. ].

А посему огромному большинству работающих математиков ничего не ос-
тается, как принять эту аксиому, вернее, уверовать в нее. Ибо если мы с вами,
читатель, не уверуем, то от основных теорем, доказанных в этой книге, оста-
нутся рожки да ножки.

Аксиома выбора допускает много эквивалентных формулировок,
некоторые из которых с виду совсем на нее не похожи. Для наших
целей наиболее полезна так называемая лемма Цорна. Она выглядит
не столь наглядно и требует некоторой подготовки. Нам понадобится
понятие порядка на множествах, весьма важное и само по себе.

Определение . Говорят, что на множестве X задан порядок, если
выделено некоторое семейство упорядоченных пар элементов этого
множества и, в записи x ≺ y вместо «пара (x , y) принадлежит этому
семейству», выполнены следующие свойства:

(i) если x ≺ y и y ≺ z, то x ≺ z;
(ii) всегда x ≺ x;
(iii) если одновременно x ≺ y и y ≺ x , то x = y.
Множество с заданным на нем порядком называется упорядочен-

ным множеством. (Отношение x ≺ y обычно выражают словами «x

предшествует y».)
Порядок называется линейным, если для любых x , y ∈ X выполнено

по крайней мере одно из двух условий: x ≺ y либо y ≺ x .

)Не правда ли, эти слова Рассела странным образом напоминают бессмертное гого-
левское описание Манилова?

)Я хорошо помню, как много лет назад один наш весьма известный математик при-
шел на свою лекцию в дурном настроении и почему-то стал его вымещать на аксиоме
выбора, обдав ее сарказмом. А через минуту он как ни в чем не бывало начал пользовать-
ся утверждением о том, что каждый идеал кольца содержится в максимальном идеале,
по-видимому, забыв о том, что это утверждение доказывается только с использованием
аксиомы выбора (а на самом деле ей эквивалентно). Так что не надо быть иванами, не
помнящими родства!
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Множество с линейным порядком называется линейно упорядочен-
ным.

Заданный порядок на множестве порождает очевидным образом
порядок на любом его подмножестве; при этом, очевидно, любое под-
множество линейно упорядоченного множества само линейно упоря-
дочено. Любое множество можно, не мудрствуя лукаво, сделать упо-
рядоченным, объявив, что любой его элемент предшествует самому
себе, и только. Такой порядок называется дискретным; конечно, он не
линеен.

Замечание. Этот пример кажется глупым, но это «глупость» Иванушки-
дурачка из русских сказок. На самом деле он несет важную смысловую нагруз-
ку и, в частности, избавляет от ненужных иллюзий. Читатель еще много раз
получит подтверждение той истины, что практически всякое содержательное
математическое определение допускает подобные «глупые», а в действитель-
ности весьма полезные примеры.

Разумеется, числовые множестваN, Z+, Z,Q,R обладают естествен-
ным порядком: x ≺ y есть x 6 y. Множество всех слов русского языка
обладает так называемым лексикографическим порядком, принятым
в словарях. В каждый момент времени множество всех здравствующих
членов английской королевской семьи упорядочено по очередности
права на престол (в частности,  февраля  г. всем предшествовала
ее величество Елизавета II, а всем остальным –– его высочество Чарльз,
принц Уэльский). Все эти порядки, конечно, линейны. А вот, скажем,
множество C обладает порядком, который не линеен: a + bi ≺ c + di,
если a 6 c и b 6 d.

Более важный пример множества с не линейным (или, как еще го-
ворят, частичным) порядком –– это множество всех подмножеств за-
данного множества X , обозначаемое через 2X . Здесь полагают Y ≺ Z ,
если Y ⊆ Z (либо, что также бывает полезно, если Z ⊆ Y ).

Пусть X –– упорядоченное множество, Y –– его подмножество. Эле-
мент x ∈ X называется границей для Y , если y ≺ x для всех y ∈ Y . Под-
множество, обладающее границей, называется ограниченным (в X ).
Наконец, элемент x ∈ X называется максимальным, если он не пред-
шествует никакому другому элементу в X .

Очевидно, во множестве с дискретным порядком всякий элемент
максимален, в множестве 2X есть ровно один максимальный элемент ––
само X либо, смотря по смыслу, пустое множество, а в большинстве из
остальных указанных примеров максимальных элементов нет.

Лемма (Цорна). (áä) Пусть X –– упорядоченное множество со сле-
дующим свойством: любое его подмножество, являющееся линейно упо-
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рядоченным (в смысле порядка, порожденного исходным порядком в X ),
ограничено. Тогда в X есть (хотя бы один) максимальный элемент.

Тот факт, что лемма Цорна и аксиома выбора эквивалентны, т. е.
каждая может быть выведена из другой, мы в этом курсе принимаем
без доказательства. Соответствующее строгое рассуждение см., напри-
мер, в [, гл. VII].

∗ ∗ ∗

Дадим типовой пример применения леммы Цорна, обосновав с ее
помощью нужное нам утверждение из линейной алгебры. Пусть E ––
линейное пространство. Напомним, что система элементов в E назы-
вается линейно независимой, если любая ее конечная подсистема ли-
нейно независима в том смысле, как учат на первом курсе. Далее, ли-
нейным базисом (или, как еще говорят, базисом Гамеля) в E называ-
ется семейство элементов (= векторов) eν , ν ∈ Λ, обладающее следу-
ющим свойством: каждый элемент x ∈ E, x 6= 0, представим, и притом
единственным образом, в виде линейной комбинации векторов eν (т. е.

в виде
n∑

k=1

λνk
eνk

, λνk
∈C) с отличными от нуля коэффициентами. (Под-

черкнем, что речь идет, разумеется, о конечных линейных комбина-
циях –– других в линейной алгебре нет.) Нетрудно видеть (проверьте!),
что любые два линейных базиса в линейном пространстве имеют оди-
наковую мощность.

Упражнение . Любое (вообще говоря, бесконечномерное) линей-
ное пространство обладает линейным базисом.

Указание . Сделайте множество всех линейно независимых систем
в заданном пространстве упорядоченным по включению и рассмотри-
те его максимальный элемент, доставляемый леммой Цорна.

Линейной размерностью (обозначение dim E) линейного простран-
ства называется мощность любого его линейного базиса; как уже упо-
миналось, от конкретного выбора базиса эта мощность не зависит. На-
пример, как нетрудно усмотреть, линейная размерность пространства
финитных последовательностей и пространства многочленов с ком-
плексными коэффициентами от нескольких переменных –– это счетная
мощность, а линейная размерность пространства всех последователь-
ностей –– это континуум.

Если F –– подпространство в E, то коразмерностью подпростран-
ства F в E (обозначение codimE F) называется размерность факторпро-
странства E/F . В частности, равенство codimE F = n, где n∈N, означа-
ет, разумеется, то, что существует n, и притом не меньше чем n, таких
векторов x1, …, xn ∈ E, что E = span{F, x1, …, xn}.
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Небольшим усложнением упражнения  служит
Упражнение . Любая линейно независимая система в линейном

пространстве E может быть дополнена до линейного базиса в E. Далее
(как следствие), для любого собственного подпространства F в E суще-
ствуют:

(i) отличный от нуля линейный функционал на E, равный нулю
на F ;

(ii) линейное дополнение к F в E.
Наконец (уже как следствие только что сказанного), любой функци-

онал на F может быть продолжен до функционала на всем простран-
стве E. В частности, если E 6= 0, то на E существуют отличные от нуля
функционалы.

∗ ∗ ∗
Заслуживает внимания еще одна эквивалентная формулировка ак-

сиомы выбора, которую мы снова примем на веру.
Элемент упорядоченного множества M называется наименьшим, ес-

ли он предшествует всем элементам этого множества. (По очевидной
аналогии определяется и наибольший элемент; обратите внимание на
то, что наибольший элемент всегда максимален, но обратное, вообще
говоря, неверно.)

Теорема Цермело. (áä) Во всяком множестве можно ввести такой
порядок, что любое его непустое подмножество будет обладать наи-
меньшим (в этом множестве) элементом.

Доказательство эквивалентности аксиомы выбора, леммы Цорна
и теоремы Цермело см., например, в [].

Замечание. В теореме Цермело речь идет о некоем гипотетическом
порядке, явная конструкция которого не указана (на самом деле она
даже и не может быть указана) и который вовсе не обязан совпадать
с естественным порядком в некоторых стандартных примерах мно-
жеств. Например, естественный порядок в R, хотя и линеен, не имеет
ничего общего с тем, о котором говорится в обсуждаемой теореме.

∗ ∗ ∗
Теперь уточним используемые нами термины и обозначения из дей-

ствительного анализа ).
Измеримое пространство (говорят также: пространство с мерой) ––

это тройка (X ,M ,µ), состоящая из множества X , σ-кольца его подмно-
жествM и заданной наM счетно-аддитивной меры µ.

)Эту науку вы уже проходили, вероятнее всего, по книгам [, ] и/или [].
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Множества из M называются измеримыми. Если существует такое
счетное семейство N ⊆M , что для любого множества Y ∈M и ǫ > 0

найдется множество Z ∈ N , для которого µ(Y△Z) < ǫ, мы будем го-
ворить, что наше измеримое пространство имеет счетный базис. Для
измеримых пространств мы будем, как правило, применять обозначе-
ния типа (X ,µ), имея в виду, что задание меры уже подразумевает за-
дание σ-кольцаM .

Отображение между измеримыми пространствами называется из-
меримым, если прообраз каждого измеримого множества измерим.
Измеримое отображение называется собственным, если прообраз каж-
дого множества меры нуль также имеет меру нуль. Как обычно, два
отображения между измеримыми пространствами называются экви-
валентными, если они совпадают почти всюду.

Наиболее важным для нас окажется тот специальный случай, когда
X представляет собой действительную прямую R или ее отрезок [a, b].
В этом случае в качестве M будет всегда, если явно не оговорено об-
ратное, рассмотрено σ-кольцо борелевых подмножеств, обозначаемое
через  или a

b
, если речь идет об R или, соответственно, [a, b].

∗ ∗ ∗

Что такое метрическое пространство и как определяются в нем от-
крытые и замкнутые множества, наш читатель также знает не пона-
слышке. Мы лишь добавим к этому (впрочем, тоже, скорее, напомним)
следующее. Наличие метрики (= расстояния), которую мы будем, как
правило, обозначать d( · , · ), приводит к выделению нескольких клас-
сов отображений соответствующих множеств, тем или иным способом
реагирующих на метрику.

Определение . Пусть ϕ : M1→M2 –– отображение между метриче-
скими пространствами. Это отображение называется

изометрическим, если для всех x , y ∈ M1 выполнено равенство
d(ϕ(x),ϕ(y)) = d(x , y);

изометрией, если оно является изометрическим и биективным;
сжимающим ), если для всех x , y ∈ M1 выполнено неравенство

d(ϕ(x),ϕ(y))6 d(x , y);
равномерно непрерывным, если для любого ǫ > 0 существует та-

кое δ > 0, что для всех x , y ∈ M1, d(x , y) < δ, выполнено неравенство
d(ϕ(x),ϕ(y))6 ǫ;

)Предупреждаем читателя, что часто под сжимающим отображениям понимают то,
для которого d(ϕ(x),ϕ(y))6θd(x , y), где θ < 1. Сейчас, однако, более употребительна
та терминология, которая принята здесь.
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непрерывным в точке x0 ∈M1, если для любого ǫ > 0 существует та-
кое δ > 0, что для всех x ∈ M1, d(x , x0) < δ, выполнено неравенство
d(ϕ(x),ϕ(x0))6 ǫ;

наконец, (просто) непрерывным, если оно непрерывно в каждой
точке пространства M1.

(Немедленно приведите пример непрерывного, но не равномерно
непрерывного отображения!)

Если M –– метрическое пространство, а N –– его подмножество, то
метрику в N , являющуюся ограничением заданной метрики в M , мы
будем называть унаследованной из M . Подмножество в M с унаследо-
ванной метрикой называется метрическим подпространством метри-
ческого пространства M . Если x ∈ M и r > 0, то открытый шар с цен-
тром в x радиуса r, т. е. множество тех точек y ∈ M , для которых
d(x , y) < r, мы обозначаем через U(x , r). Расстояние от точки x ∈ M
до подмножества N ⊂ M –– это величина d(x , N) := inf{d(x , y) : y ∈ N}.

§ . Топологические пространства

Читатель, конечно, помнит, что такое сходящаяся последователь-
ность в метрическом пространстве. Понятие метрического простран-
ства было введено около ста лет назад как структура, позволяющая
с удобством говорить о сходящихся последовательностях. Постепенно
выяснилось, что далеко не всякая естественная сходимость, использу-
емая в анализе, может быть задана с помощью некоторой метрики.

Упражнение 1∗. Поточечная (= простая) сходимость в C[0, 1] не
может быть задана метрикой. (Последнее означает, что в C[0, 1] не
существует такого расстояния d, что последовательность xn сходится
к x в метрическом пространстве (C[0, 1], d)⇔ эта последовательность
функций сходится к x поточечно.)

Указание. Если поточечная сходимость влечет сходимость по мет-
рике, то можно показать, что для любой точки t ∈ [0, 1] и любого ǫ > 0

выполнено неравенство d(y, 0)< ǫ, как только функция y ∈ C[0, 1] рав-
на нулю вне достаточно малого отрезка [t, t + h]. Но тогда найдется по-
следовательность (например, среди функций с трапециевидными гра-
фиками), сходящаяся к нулю по метрике, но не поточечно.

Гораздо больше возможностей у другой структуры –– так называе-
мой топологии.

Определение . Пусть τ –– семейство подмножеств некоторого мно-
жества Ω. Это семейство называется топологией (на Ω), если оно обла-
дает следующими свойствами:

(i) ∅ (= пустое множество) и само Ω принадлежат τ,
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(ii) объединение произвольного (т. е. любой мощности) семейства
множеств из τ принадлежит τ,

(iii) пересечение любого конечного семейства множеств из τ при-
надлежит τ.

Множество с заданной на нем топологией (строго говоря, пара, со-
стоящая из множества и заданной на нем топологии) называется то-
пологическим пространством.

Наука, изучающая топологические пространства (а еще больше ––
непрерывные отображения этих пространств, о которых пойдет речь
впереди), называется топологией. Таким образом, топология (как еще,
скажем, алгебра, гомология) –– это одно из слов, которым обозначают
как конкретное математическое понятие, так и целую дисциплину.

Если семейство τ является топологией, то множества, принадлежа-
щие ему, называются открытыми, а их дополнения в Ω –– замкнуты-
ми. Любое открытое множество, содержащее заданную точку, называ-
ется окрестностью этой точки. Точка (произвольного) множества ∆⊆
⊆ Ω называется внутренней точкой этого множества, если некоторая
ее окрестность содержится в ∆.

Пусть ∆ –– подмножество топологического пространства Ω. Точка
x ∈Ω называется точкой прикосновения этого множества, если любая
ее окрестность содержит хотя бы одну точку из ∆. Далее, точка x ∈ Ω
называется предельной точкой множества ∆, если ее любая окрест-
ность содержит хотя бы одну точку из ∆, отличную от x , и строгой
предельной точкой этого множества ∆, если любая ее окрестность со-
держит бесконечное число точек из ∆. (Вскоре мы увидим, что это
разные вещи.)

Очевидно, подмножество в Ω замкнуто ⇔ оно содержит все свои
точки прикосновения⇔ оно содержит все свои предельные точки.

Чтобы задать топологию, не обязательно указывать все открытые
множества. Пусть (Ω,τ) –– топологическое пространство. Совокупность
τ0 ⊆ τ называется его базой, если каждое множество из τ есть объеди-
нение некоторого (вообще говоря, произвольной мощности) семей-
ства множеств из τ0. Совокупность τ00 называется предбазой этого
пространства, если всевозможные конечные пересечения множеств из
τ00 образуют его базу.

Предложение . Пусть Ω –– множество, а τ00 –– любая совокуп-
ность его подмножеств, содержащая ∅ и Ω. Тогда существует един-
ственная топология на Ω, предбазой которой служит τ00.
⊳ Обозначим через τ0 совокупность всевозможных конечных пере-

сечений множеств из τ00, а через τ –– совокупность всевозможных объ-
единений множеств из τ0. Очевидно, τ –– топология с предбазой τ00.
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Пусть, далее, τ′ –– некоторая топология с предбазой τ00. Тогда из
определения предбазы очевидным образом следует, что τ′ ⊆ τ. В то
же время из включения τ00 ⊆ τ′ и определения топологии следует, что
τ⊆ τ′. ⊲

Следующее почти очевидное предложение доставляет альтернатив-
ный подход к определению топологического пространства, при кото-
ром за основу берутся его замкнутые, а не открытые подмножества.

Предложение . Пусть Ω –– топологическое пространство, σ –– его
совокупность замкнутых подмножеств. Тогда

(i′) ∅, Ω∈σ,
(ii′) пересечение произвольного семейства множеств из σ принадле-

жит σ,
(iii′) объединение любого конечного семейства множеств из σ при-

надлежит σ.
Далее, если Ω –– произвольное множество, а σ –– некоторая совокуп-

ность его подмножеств, обладающая вышеприведенными свойствами,
то совокупность, состоящая из дополнений к множествам из σ в Ω,
является топологией в Ω. ⊳⊲

Отсюда, в частности, следует, что для любого подмножества S в Ω
пересечение всех замкнутых множеств, содержащих S, само замкнуто,
а потому является наименьшим из всех содержащих S замкнутых мно-
жеств. Это множество, обозначаемое нами S−, называется замыканием
множества S.

Как легко видеть, замыкание множества –– это в точности множе-
ство его точек прикосновения.

Пусть Ω –– топологическое пространство, а S –– его произвольное
подмножество. Тогда, взяв пересечения подмножества S со всевозмож-
ными открытыми множествами вΩ, мы, очевидно, получим топологию
в S. Про такую топологию мы будем говорить, что она унаследована
из Ω. Само подмножество S, рассмотренное с этой топологией, назы-
вается топологическим подпространством в Ω.

Далее, если π –– сюръективное отображение топологического про-
странства Ω на некоторое множество ∆, то, взяв в ∆ те подмножества,
прообразы которых открыты в Ω, мы снова получим топологию. Мно-
жество∆, рассмотренное с построенной подобным способом топологи-
ей, называется топологическим факторпространством пространства
Ω, порожденным отображением π.

∗ ∗ ∗
От общих конструкций мы переходим к примерам. Вот вам дают

произвольное множество Ω и требуют немедленно снабдить его какой-
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либо топологией. Тогда вы наверняка предложите одну из двух возмож-
ностей (а уж какую –– зависит от вашего темперамента; наверное, хо-
лерики предложат первый пример, а меланхолики –– второй).

Пример . Открытыми множествами объявлены все без исклю-
чения подмножества в Ω. Такая топология называется дискретной,
а пространство Ω с этой топологией –– дискретным топологическим
пространством.

Пример . Открытыми множествами объявлены только два обяза-
тельных: ∅ и само Ω. Такая топология называется антидискретной,
а пространство Ω с этой топологией –– антидискретным топологиче-
ским пространством, или, как еще образно говорят, пространством
слипшихся точек.

∗ ∗ ∗

Пусть S и T –– подмножества топологического пространства Ω. Го-
ворят, что подмножество S плотно (или всюду плотно) в T , если каж-
дая окрестность точки из T содержит точку из S. (Проверьте, что это
эквивалентно тому, что T лежит в замыкании множества S.) Топологи-
ческое пространство называется сепарабельным (чрезвычайно важное
понятие!), если оно содержит плотное в нем подмножество, которое не
более чем счетно.

Например, дискретное пространство сепарабельно тогда и только
тогда, когда оно само не более чем счетно. Антидискретное простран-
ство всегда сепарабельно.

При доказательстве сепарабельности ряда пространств и в других
вопросах удобно следующее очевидное

Предложение . Пусть E, F, G –– подмножества в топологическом
пространстве Ω, причем E плотно в F , а F –– в G. Тогда подмноже-
ство E плотно в G. ⊳⊲

Следующий факт, напротив, позволяет распознавать заведомо не
сепарабельные пространства.

Предложение . Пусть ∆ –– подмножество в сепарабельном топо-
логическом пространстве Ω, у точек которого существуют попарно
непересекающиеся окрестности. Тогда подмножество ∆ не более чем
счетно.
⊳ Если Ux , x ∈∆, –– упомянутые окрестности, а Ω0 –– плотное не бо-

лее чем счетное подмножество вΩ, то, произвольным образом сопоста-
вив каждому элементу x ∈∆ точку из Ω0, лежащую в Ux , мы получим
инъективное отображение из ∆ в Ω0. Дальнейшее очевидно. ⊲

Следствие . Пусть N –– такое подмножество в сепарабельном мет-
рическом пространстве M , что для некоторого θ > 0 для всех x , y ∈ N ,
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x 6= y, выполнено неравенство d(x , y)> θ . Тогда подмножество N не бо-
лее чем счетно.

Упражнение . В несепарабельном метрическом пространстве най-
дется такое несчетное подмножество N , что для некоторого θ > 0 для
всех x , y ∈ N , x 6= y, выполнено неравенство d(x , y)> θ .

Пусть τ1 и τ2 –– две топологии на одном и том же множестве Ω. Го-
ворят, что τ1 не сильнее (или не тоньше), чем τ2, если каждое множе-
ство, открытое в смысле первой топологии, открыто и в смысле второй,
т. е. попросту τ1 ⊆τ2. В этой же ситуации говорят, что τ2 не слабее (или
не грубее), чем τ1. Сильнее (= тоньше) –– это значит «не слабее и не сов-
падает», а слабее (= грубее) –– это значит «не сильнее и не совпадает».
Обсуждая те же топологии, выделим очевидное

Предложение . Первая топология не сильнее второй тогда и толь-
ко тогда, когда для любого подмножества в Ω каждая его точка, явля-
ющаяся внутренней относительно первой топологии, является внут-
ренней и относительно второй.

Две топологии совпадают тогда и только тогда, когда каждое под-
множество в Ω имеет относительно этих топологий один и тот же
запас внутренних точек. ⊳⊲

Теперь ответим на вопрос, возникший у читателя: по какому пра-
ву мы употребляем термины «открытое» и «замкнутое» множество?
Ведь они уже встречались в контексте метрических пространств и там,
казалось бы, имеют совсем другой смысл. Путаницы, однако, не воз-
никает.

Предложение . Пусть (M , d) –– метрическое пространство. Тогда
совокупность его открытых (в смысле заданной метрики) подмно-
жеств является топологией.
⊳ Элементарная проверка показывает, что выполнены свойства, фи-

гурирующие в определении . ⊲
Таким образом, любое метрическое пространство автоматически

является топологическим, и при этом оба смысла термина «открытое
множество» согласованы. Соответствующую топологию метрическо-
го пространства мы будем называть топологией, порожденной (или
индуцированной) заданной метрикой. Разумеется, оба смысла таких
понятий, как «замкнутое множество», «внутренняя точка», «замыка-
ние», «плотное подмножество» и «сепарабельное пространство» также
согласованы (объясните, почему).

Топология, для которой существует порождающая ее метрика, на-
зывается метризуемой, а соответствующее топологическое простран-
ство –– метризуемым. Как простейший пример, всякое дискретное то-
пологическое пространство Ω метризуемо: его топология порождена
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так называемой дискретной метрикой по правилу d(x , y) = 1 при x 6= y
и (будем последовательны!) d(x , y) = 0 при x = y.

Кстати, уже этот пример показывает, что разные метрики могут
порождать одну и ту же топологию: нетрудно показать, что тополо-
гия, порождаемая метрикой d, дискретна тогда и только тогда, ко-
гда для любой точки x ∈ Ω выполнено неравенство inf{d(x , y) : y ∈
∈Ω \ {x}}> 0.

Другой, классический для анализа, пример метризуемого тополо-
гического пространства –– это расширенная комплексная плоскость C
(= сфера Римана; см., например, []).

Вопрос о том, какие топологии метризуемы, а какие нет –– это одна
из важнейших общих проблем топологии (см., например, []). В на-
шем курсе мы лишь укажем весьма «грубое» необходимое условие мет-
ризуемости, имеющее и большую самостоятельную важность.

Определение . Топологическое пространство называется хаусдор-
фовым ) (или отделимым), если любые две его различные точки обла-
дают непересекающимися окрестностями.

Отметим то полезное свойство указанных пространств, что каж-
дое одноточечное подмножество хаусдорфова пространства замкнуто
(ибо все точки его дополнения –– внутренние).

Впрочем, этим свойством могут обладать и другие пространства; ср. далее
пример .

Предложение . Любое метризуемое топологическое пространст-
во хаусдорфово.
⊳ Если x и y –– различные точки топологического пространства,

топология которого порождена метрикой d, то в качестве искомых
окрестностей достаточно взять открытые шары U(x , r) и U(y, r), где

r =
1

2
d(x , y). ⊲

Отсюда немедленно следует, что любое антидискретное простран-
ство, состоящее более чем из одной точки, не метризуемо.

Замечание. В метрических пространствах, как вы хорошо знаете,
всякая предельная точка автоматически удовлетворяет и определению
строго предельной точки. Как легко видеть, то же верно и для любых
хаусдорфовых пространств. Однако для общих топологических прост-
ранств это уже не так. Простейший контрпример дает антидискретное
пространство из двух точек.

Разумеется, любое топологическое подпространство хаусдорфова
пространства само хаусдорфово.

)В честь одного из основателей топологии Феликса Хаусдорфа.
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В то же время переход к топологическим факторпространствам уже не все-
гда сохраняет хаусдорфовость (постройте пример!).

Примеры неметризуемых хаусдорфовых пространств у нас появятся поз-
же (см., например, пространства со слабыми топологиями или пространство
пробных функций D в гл. ).

Много нехаусдорфовых топологических пространств мы можем по-
строить с помощью несколько более общей структуры, чем метрика.
А именно, пусть M –– множество. Функция d : M × M → R+ называет-
ся предметрикой или предрасстоянием (вместо «пред» говорят также
«квази»), если для любых x , y, z ∈ M выполнены условия d(x , x) = 0,
d(y, x) = d(x , y) и d(x , z) 6 d(x , y) + d(y, z). (Иными словами, пред-
метрика обладает свойствами метрики, за исключением того, что ра-
венство d(x , y) = 0 уже, вообще говоря, не влечет равенство x = y.)
Важный пример предметрики вам уже в неявном виде встречался в
теории меры.

Пример . Пусть (X ,M ,µ) –– измеримое пространство. Определим
предметрику на множестве M формулой d(X , Y ) := µ(X△Y ). (Про-
верьте требуемые свойства и то, что это, вообще говоря, не метрика.)

Множество с заданной предметрикой называется предметрическим
пространством.

В предметрическом пространстве дословно так же, как в метричес-
ком, определяются открытые шары, внутренние точки множеств и, на-
конец, открытые множества. Употребление последнего термина не
приводит к путанице, о чем свидетельствует очевидное

Предложение . (Ср. предложение .) Пусть (M , d) –– предмет-
рическое пространство. Тогда совокупность его открытых (в смыс-
ле заданной метрики) подмножеств является топологией. При этом
соответствующее топологическое пространство хаусдорфово тогда
и только тогда, когда заданная предметрика является метрикой. ⊳⊲

По аналогии с «метрическим» случаем, мы можем говорить о то-
пологии, порожденной предметрикой, и предметризуемых топологи-
ческих пространствах; смысл этих терминов ясен. Разумеется, анти-
дискретная топология всегда порождается предметрикой, а именно
d(x , y)≡ 0.

Простейший пример не предметризуемого топологического про-
странства –– это, по-видимому, двухточечное множество {0, 1}, в кото-
ром открытым множеством, кроме двух обязательных, объявлено еще
одноточечное множество {0} (проверьте!).

Подмножество N предметрического пространства называется огра-
ниченным, если ограничено числовое множество {d(x , y) : x , y ∈ N}.
Верхняя грань последнего называется диаметром множества N .
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Излагая начала топологии в рамках курса по функциональному анализу,
нам не хотелось бы создать у читателя впечатление, что топология нужна лишь
для этой дисциплины. На самом деле ее идеи и методы пронизывают практи-
чески всю современную математику. Но если в функциональном анализе наи-
более привычными являются метризуемые либо, говоря нестрого, «близкие
к метризуемым» топологические пространства, то, скажем, в алгебре и алгеб-
раической геометрии картина совсем иная. Чтобы не быть голословными, мы
приведем пример топологического пространства, довольно экзотического для
функционального анализа, но зато типичного и необходимого для алгебры.

Речь пойдет о так называемой топологии Зарисского в арифметическом
комплексном пространстве Cn. Пользуясь предложением , для определения
этой топологии мы укажем запас не открытых, а замкнутых множеств.

Для n= 1 все предельно просто.
Пример . Объявим замкнутыми подмножествами в C, помимо обязатель-

ных ∅ и самого C, все конечные множества. Свойства (i′)––(iii′) из предложе-
ния  проверяются очевидным образом, и, стало быть, возникает топология.
Это и есть топология Зарисского в C, весьма непохожая, как мы видим, на
обычную топологию, принятую в комплексном анализе.

В случае произвольного n ∈ N поступают следующим образом. Для любо-
го конечного набора многочленов p1, …, pm от n комплексных переменных по-
ложим

Vp1 ,…,pm
:= {z= (z1, …, zn)∈Cn : p1(z) =…= pm(z) = 0}

(мы берем, таким образом, множество общих корней этих многочленов). Со-
вокупность всех подобных множеств («алгебраических поверхностей»), вкупе
со всем Cn, обозначим через σ.

Разумеется, множество σ обладает свойством (i′) из предложения . Чуть
сложнее следующий результат.

Упражнение . Совокупность σ удовлетворяет и условию (iii′) того же
предложения.

А вот предложить нашему читателю проверить условие (ii′) мы, пожалуй,
не рискнем: это значило бы потребовать от него повторить одно из замечатель-
ных достижений молодого Гильберта. Дело вот в чем.

Упражнение 40. Следующие утверждения эквивалентны:
(i) совокупность σ удовлетворяет и условию (ii′) предложения ;
(ii) для любого (произвольной мощности) набора многочленов pν , ν ∈ Λ,

существует такой конечный набор многочленов q1, …,qk , что

{z ∈Cn : pν(z) = 0 для всех ν ∈Λ}= Vq1,…,qk
.

(Второе утверждение –– это одна из эквивалентных формулировок, с точностью
до несущественного упрощения, знаменитой «теоремы Гильберта о базисе»,
см., например, [].)

Таким образом –– правда, не обойдясь без вызова тени Гильберта, –– мы ви-
дим, что множество σ обладает всеми свойствами системы замкнутых мно-
жеств и, стало быть, задает в Cn топологию. Такова топология Зарисского для
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произвольного n; разумеется, при n= 1 мы получаем топологию, указанную
в примере .

Как легко видеть, для любого n∈N пространство Cn с топологией Зарисско-
го не только не хаусдорфово и поэтому не метризуемо, но и не предметризуемо
(проверьте!).

Дадим определение, выделяющее важнейший тип отображений
между топологическими пространствами.

Определение . ПустьΩ и∆ –– топологические пространства. Отоб-
ражение ϕ : Ω→∆ называется непрерывным в точке x ∈ Ω, если для
любой окрестности U точки ϕ(x) в ∆ существует такая окрестность V

точки x в Ω, что ϕ(V )⊆ U.
Отображение из Ω в ∆ называется (просто) непрерывным, если оно

непрерывно в любой точке пространства Ω.
Это определение очевидным образом согласовано с понятием не-

прерывности в контексте метрических пространств (см. § ).
Следующее предложение проверяется непосредственно. Его утвер-

ждение, касающееся прообразов открытых множеств, доставляет эк-
вивалентное определение непрерывности, которое часто используется
в учебниках в качестве исходного.

Предложение . Отображение между топологическими простран-
ствами Ω и ∆ непрерывно ⇔ прообраз каждого открытого множе-
ства в ∆ открыт в Ω ⇔ прообраз каждого замкнутого множества
в ∆ замкнут в Ω. При этом для непрерывности отображения доста-
точно, чтобы для некоторой предбазы топологии пространства ∆
прообраз каждого множества из этой предбазы был открыт в Ω. ⊳⊲

Из части этого утверждения, касающейся замкнутых множеств, сра-
зу следует полезное

Предложение . Если ϕ : Ω→∆ –– непрерывное отображение меж-
ду топологическими пространствами и пространство ∆ хаусдорфово,
то прообраз каждого одноточечного множества в ∆ замкнут в Ω. ⊳⊲

Упражнение 50. (i) Топологическое пространство Ω дискретно ⇔
⇔ для любого топологического пространства∆ любое отображение из
Ω в ∆ непрерывно.

(ii) Топологическое пространство Ω антидискретно ⇔ для любого
топологического пространства ∆ любое отображение из ∆ в Ω непре-
рывно.

Замечание. В отличие от только что рассмотренного понятия (про-
сто) непрерывного отображения, понятие равномерно непрерывного
отображения метрических пространств, упомянутое в предыдущем па-
раграфе, не имеет разумного аналога для топологических пространств.
Роль более общей структуры, допускающей подобный аналог, игра-
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ют не топологические, а так называемые равномерные пространства;
о них см., например, [].

Множество непрерывных комплекснозначных функций (= отобра-
жений в C), заданных на топологическом пространстве Ω, обознача-
ется через C(Ω). Очевидно, это линейное пространство относительно
поточечных операций. (Каково множество C(Ω) для дискретного и ка-
ково для антидискретного пространства Ω?)

Выделим несколько важных классов непрерывных отображений то-
пологических пространств. Пусть ϕ : Ω→∆ –– такое отображение. Оно
называется

гомеоморфизмом, если оно обладает непрерывным обратным;
топологически инъективным, если оно осуществляет гомеомор-

физм Ω на образ Imϕ, где последний рассмотрен как топологическое
подпространство в ∆;

открытым, если образ каждого открытого множества в Ω от-
крыт в ∆;

наконец, топологически сюръективным, если оно сюръективно
и заданная топология в ∆ совпадает с топологией соответствующего
топологического факторпространства.

Мы видим, таким образом, что отображение между топологически-
ми пространствами –– гомеоморфизм⇔ оно сюръективно и топологи-
чески инъективно ⇔ оно инъективно и топологически сюръективно.

Определение . Путем в топологическом пространстве Ω называ-
ется (произвольное) непрерывное отображение γ : [0, 1]→Ω. При этом
говорят, что данный путь соединяет точки γ(0) и γ(1). Топологическое
пространство, любые две точки которого могут быть соединены путем,
называется линейно связным.

Ранее нами было голословно заявлено, что топология дает бо́льшие
возможности, чем метрика, для изучения сходимостей. Покажем, что
это действительно так.

Стандартное понятие сходимости по метрике очевидным образом
подсказывает

Определение . Пусть xn, n ∈ N, –– последовательность элементов
топологического пространства Ω. Говорят, что эта последовательность
сходится к элементу x ∈Ω, который называется ее пределом, если для
любой окрестности U элемента x существует такое натуральное N , что
xn ∈ U при n> N .

Упражнение . В пространстве C[0, 1] существует такая топология,
что сходимость последовательности в этой топологии совпадает с пото-
чечной сходимостью (хотя и не существует метрики с подобными свой-
ствами; см. упражнение ).
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Указание. В качестве предбазы следует взять множества, индекси-
руемые тройками ( f ∈ C[0, 1], t ∈ [0, 1], ǫ > 0) и определяемые как
U f ,t,ǫ = {g ∈ C[0, 1] : | f (t)− g(t)|<ǫ}.

Топологическим аналогом утверждения о единственности предела
в метрических пространствах служит следующее очевидное

Предложение . В хаусдорфовом пространстве у всякой последо-
вательности элементов существует не более одного предела. ⊳⊲

Бывают и не хаусдорфовы пространства, в которых предел последо-
вательности, если он существует, единствен. Таковым, например, яв-
ляется любое несчетное пространство Ω, в котором замкнутыми под-
множествами, помимо обязательных Ω и ∅, объявлены все конечные
и счетные множества. Вы можете легко проверить, что там каждая схо-
дящаяся последовательность постоянна, начиная с некоторого номе-
ра. Однако просто отбросить условие хаусдорфовости, конечно, нельзя.
Например, в антидискретном пространстве любая точка является пре-
делом любой последовательности.

В метризуемых и, более общо, предметризуемых пространствах то-
пология полностью определяется в терминах сходящихся последова-
тельностей. Об этом говорит

Предложение . Пусть U –– подмножество предметризуемого то-
пологического пространства M . Множество U открыто тогда и толь-
ко тогда, когда для любой последовательности xn ∈ M , сходящейся
к точке x ∈ U, все ее элементы, начиная с некоторого номера, принад-
лежат U.
⊳ Зафиксируем некоторую предметрику d, порождающую данную

топологию. Пусть множество U не открыто, т. е. некая точка x ∈ U не
является внутренней. Тогда для любого n∈N открытый шар с центром
в x и радиусом 1/n не лежит целиком в U, а это значит, что найдется
такая точка xn ∈ M , что d(x , xn) < 1/n, но xn /∈ U. Отсюда последова-
тельность xn сходится к x и в то же время вообще не содержит точек
из U. Дальнейшее очевидно. ⊲

Следствием этого предложения является «эквивалентность непре-
рывности по Коши и по Гейне» для отображений рассматриваемого
класса пространств.

Предложение . Пусть ϕ : Ω → ∆ –– отображение между двумя
топологическими пространствами. Тогда если отображение ϕ непре-
рывно, то для любой последовательности xn ∈Ω, сходящейся к некоему
элементу x ∈ Ω, последовательность ϕ(xn) сходится к ϕ(x). Если же
пространство Ω вдобавок предметризуемо, то верно и обратное.
⊳ Первое утверждение проверяется очевидным образом. Пусть те-

перь пространство Ω предметризуемо, а ϕ «сохраняет сходящиеся по-
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следовательности». Возьмем открытое множество U в ∆ и рассмотрим
его прообраз V в Ω. Если последовательность xn в Ω сходится к точке
x , принадлежащей V , то, в силу сделанного допущения, последователь-
ность ϕ(xn) сходится к ϕ(x). Поскольку ϕ(x) ∈ U, а множество U от-
крыто, последовательностьϕ(xn), начиная с некоторого номера, лежит
в U, а стало быть, последовательность xn, начиная с того же номера, ле-
жит в V . Но тогда, согласно предыдущему предложению, множество V

открыто. Мы проверили эквивалентное определение непрерывности,
доставляемое предложением . ⊲

Наконец, выделим важное для приложений
Предложение . Пусть Ω –– произвольное топологическое прост-

ранство, а ∆ –– хаусдорфово топологическое пространство, M –– плот-
ное подмножество в Ω, и ϕ,ψ: Ω→ ∆ –– непрерывные отображения.
Пусть, далее, ϕ и ψ совпадают на M .Тогда ϕ=ψ.
⊳ Пусть, напротив, для некоторой точки x ∈Ω точки y :=ϕ(x) и z :=

:= ψ(x) различны. Возьмем непересекающиеся окрестности Vy и Vz

этих точек. По условию окрестность U :=ϕ−1(Vy)∩ψ−1(Vz) точки x со-
держит хотя бы одну точку x ′ ∈ M . Поскольку ϕ(x ′) ∈ Vy и ψ(x ′) ∈ Vz ,
эти точки различны. Но это противоречит тому, что ϕ|M =ψ|M . ⊲

В общих топологических, пусть даже хаусдорфовых пространствах ни топо-
логия, ни непрерывность отображения уже не могут быть охарактеризованы
в терминах сходящихся последовательностей. Есть такие примеры и «внутри»
функционального анализа; см. далее упражнение ... Что же касается топо-
логии, то, чтобы это увидеть, достаточно взять любое не дискретное простран-
ство, в котором каждая сходящаяся последовательность, начиная с некоторого
номера, постоянна.

Одно такое пространство по другому поводу уже недавно упоминалось. (Бо-
лее сложный, но зато чрезвычайно важный для общей топологии пример ––
«пространство βN»; см. [, следствие ..].) На такие пространства, разу-
меется, нельзя перенести ни предложение , ни предложение  (объясните,
почему).

Подобные неудобства, однако, исчезают, если вместо последовательностей
рассмотреть более общее понятие –– так называемые направленности.

Определение . Упорядоченное множество Λ называется направленным,
если для любых λ,µ∈Λ существует такое ν ∈Λ, что λ≺ ν и µ≺ ν (иными сло-
вами, если любое двухточечное подмножество в Λ ограничено). Отображение
из направленного множества в (произвольное) множество X называется на-
правленностью в X .

Для элемента в X , сопоставленного элементу ν ∈ Λ, обычно принято обо-
значение типа xν ; это, как говорят, член направленности с индексом ν . Ра-
зумеется, последовательность –– это частный случай направленности с множе-
ством N в качестве Λ.
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Определение . Пусть xν , ν ∈ Λ, –– направленность в топологическом про-
странстве Ω. Точка x ∈Ω называется пределом этой направленности, если для
любой окрестности U этой точки существует такой элемент λ∈Λ, что для всех
ν ∈Λ, λ≺ ν , выполнено включение xν ∈ U .

Замечание. Наш читатель наверняка сталкивался в своей математической
жизни хотя бы с одним примером «настоящей» направленности, не являющей-
ся последовательностью. Вспомните, как был веден определенный интеграл
Римана: именно как предел направленности интегральных сумм –– хотя, воз-
можно, вещи еще не назывались своими именами. (Точно укажите соответ-
ствующее направленное множество.)

Упражнение . (Ср. предложение .) Пусть U –– подмножество (произ-
вольного) топологического пространства Ω. Множество U открыто тогда и
только тогда, когда для любой направленности xν ∈Ω, ν ∈Λ, сходящейся к не-
которой точке x ∈ U , существует такой элемент λ∈Λ, что для всех ν ∈Λ, λ≺ ν ,
выполнено включение xν ∈ U .

Указание. Если точка x не является внутренней в U , то можно взять в каче-
стве Λ совокупность всех окрестностей этой точки с порядком «U ≺ V , значит,
V ⊆ U» и сопоставить каждой окрестности ее точку, не лежащую в U .

Упражнение . Пусть ϕ : Ω→∆ –– отображение между двумя топологиче-
скими пространствами. Отображение ϕ непрерывно тогда и только тогда, ко-
гда для любой направленности xν ∈Ω, ν ∈Λ, сходящейся к некоему элементу x ,
направленность ϕ(xν) сходится к ϕ(x).

Указание. Это следует из предыдущего упражнения.
В терминах направленностей (в отличие от последовательностей; см. вы-

ше) можно охарактеризовать и свойство хаусдорфовости.
Упражнение . Топологическое пространство хаусдорфово тогда и только

тогда, когда любая его направленность имеет не более одного предела.
Указание. Пусть точки x и y не обладают непересекающимися окрестно-

стями. В качестве множества Λ можно взять множество всевозможных пар
(Ux , Uy) окрестностей наших точек с порядком «(U1

x
, U1

y
) ≺ (U2

x
, U2

y
), значит,

U2
x
⊆ U1

x
и U2

y
⊆ U1

y
», а затем каждой такой паре окрестностей сопоставить точ-

ку из их пересечения.
Заканчивая наше введение в топологию, хотелось бы отметить следующее.

Разумеется, уже сделанное вами упражнение  –– отнюдь не единственный при-
мер того, насколько топология эффективнее метрики; мы еще неоднократно
в этом убедимся, изучая двойственность, обобщенные функции и другие во-
просы.

И все же в анализе есть важные типы сходимостей, которые «не берет» даже
топология.

Упражнение  (О. Г. Смолянов). На множестве измеримых функций на
отрезке сходимость (последовательности) почти всюду не может быть задана
никакой топологией.

Указание. Надо сопоставить следующие факты: (i) последовательность,
сходящаяся по мере, не обязана сходиться почти всюду, но содержит подпосле-
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довательность, сходящуюся почти всюду, и (ii) последовательность, не сходя-
щаяся к заданной точке топологического пространства, содержит подпоследо-
вательность, лежащую вне некоторой окрестности этой точки.

§ . Категории и их первые примеры

Говоря о совокупностях или семействах каких-то объектов, мы бу-
дем в одних случаях говорить «множество», а в других –– «класс». Де-
ло в том, что употреблять в строгом математическим смысле один
и тот же термин, скажем, множество, для всех мыслимых совокупно-
стей нельзя. Например, допуская понятие «множества всех множеств»,
мы придем к ряду известных парадоксов, столь омрачивших когда-то
последние годы Кантора. Поэтому там, где мы не уверены, что можно
говорить о множествах, –– а это касается, говоря нестрого, «слишком
больших» совокупностей, мы будем, как это принято, говорить «класс».
Получается, что всякое множество есть класс, но не наоборот: скажем,
класс всех линейных пространств не есть множество. Для наших нужд
подобный «наивный» выход из положения вполне достаточен. В стро-
гой теории множеств все, конечно, гораздо сложнее. Рассказ о том,
что там понимается под множествами и что –– под классами и поче-
му подобная «игра в термины» спасает нас от противоречий, выходит
за рамки этой книги; см., например, []. (Мы лишь намекнем, что
множествами целесообразно считать в точности те классы, которым
разрешено быть элементами других классов.)

Теперь мы можем познакомить читателя с одним из основных по-
нятий современной математики.

Определение . Говорят, что задана категория (обозначаемая, ска-
жем, K ), если выполнены следующие условия.

I. Указан некий класс Ob(K ), элементы которого называются объек-
тами категории K (они, как правило обозначаются буквами X , Y, …,
и мы часто позволим себе писать X ∈K , имея в виду X ∈Ob(K )).

II. Для каждой упорядоченной пары X , Y ∈ K указано множество
(на этот раз именно множество!) hK (X , Y ), элементы которого называ-
ются морфизмами из X в Y или морфизмами между X и Y . (Выражение

ϕ ∈ hK (X , Y ) записывается также ϕ : X → Y или X
ϕ−→ Y ; удобство тако-

го обозначения стрелками –– как будто бы речь идет об отображениях
множеств –– выявится позже.) При этом объект X называется началом,
а Y –– концом морфизма ϕ.

III. Для каждой тройки X , Y, Z ∈ K и пары ϕ : X → Y , ψ: Y → Z

(конец первого морфизма совпадает с началом второго) определен
морфизм из X в Z , называемый композицией морфизмов ϕ и ψ. (Этот



 ГЛ. . ФУНДАМЕНТ: КАТЕГОРИИ И ИЖЕ С НИМИ

морфизм обозначается ψ ◦ ϕ или просто ψϕ; обратите внимание на
порядок символов.)

При этом предполагаются выполненными два свойства:
(i) (Ассоциативность композиции.) Для любых X , Y, Z , U ∈ K ,

ϕ : X → Y , ψ: Y → Z и χ : Z → U выполнено равенство (χ ◦ ψ) ◦ ϕ =
= χ ◦ (ψ ◦ϕ). (Иначе говоря, если морфизм (χ ◦ψ) ◦ϕ, или, что экви-
валентно, χ ◦ (ψ ◦ϕ) имеет смысл, то эти два морфизма совпадают.)

(ii) Для всякого X ∈K существует такой морфизм 1X : X → X , назы-
ваемый локальной единицей для X , что для любого Y ∈K и ϕ : X → Y ,
соответственно ψ: Y → X , выполнено равенство ϕ ◦ 1X = ϕ, соответ-
ственно 1X ◦ψ=ψ. (Иначе говоря, если имеет смысл ϕ ◦ 1X , то это ϕ,
а если имеет смысл 1X ◦ψ, то это ψ.)

Итак, категория состоит из трех «ингредиентов» –– объектов, мор-
физмов и закона композиции, удовлетворяющих двум аксиомам –– ас-
социативности композиции и наличию локальных единиц.

Разумеется, ассоциативность композиции, точно так же, как и в слу-
чае ассоциативного умножения в алгебре, позволяет употреблять вы-
ражения вида ϕ1 ◦ϕ2 ◦… ◦ϕn и произвольно расставлять в них скобки;
только теперь не всякое из подобных выражений имеет смысл.

Если категория фиксирована, мы часто будем писать h(X , Y ) вме-
сто hK (X , Y ). Класс всех морфизмов категории K , т. е. объединение
hK (X , Y ) по всем X , Y ∈K , обозначается hK . Иногда, если нет опасно-
сти путаницы, мы будем писать ϕ ∈K вместо ϕ ∈ hK .

Морфизм с одинаковыми началом и концом (как, скажем, локаль-
ная единица) называется эндоморфизмом.

Предложение . Для каждого объекта существует только одна ло-
кальная единица.
⊳ Если 1′

X
–– еще один претендент на звание локальной единицы в X ,

то, в силу свойства (ii), 1X 1′
X
= 1X и в то же время 1X 1′

X
= 1′

X
. ⊲

КатегорияK называется подкатегорией категории L , если всякий
объект и морфизм в K суть соответственно объект и морфизм в L ,
композиция морфизмов в K –– та же, что и в L , и, наконец, всякая
локальная единица в K есть локальная единица в L . Подкатегория
называется полной, если для любых X , Y ∈ K выполнено равенство
hK (X , Y ) = hL (X , Y ).

А теперь мы приглашаем читателя в зоопарк разнообразных приме-
ров категорий. Везде мы, как правило, ограничимся указанием объек-
тов, морфизмов и закона композиции; во всех случаях аксиомы кате-
гории проверяются очевидным образом.

Как водится (ср. сказанное в § ), первый пример производит об-
манчивое впечатление «глупого».
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Пример . Любой заданный класс превращается в категорию, объ-
ектами которой объявляются его элементы, а морфизмами –– локаль-
ные единицы, и только они. Такая категория называется дискретной.

А вот уже настоящий «пример из жизни».
Пример . Категория множеств S. Ее объекты –– это произволь-

ные множества, морфизмы –– отображения множеств, композиция
морфизмов –– обычная композиция отображений, локальные едини-
цы –– тождественные отображения.

Вообще, в исторически первых примерах категорий объектами слу-
жили множества с той или иной заданной на них структурой, а мор-
физмами –– отображения множеств, должным образом согласованные
с такой структурой. Именно на этих примерах было постепенно осо-
знано, что в содержательной математической теории, определив объ-
екты, надо всегда объяснить, каковы морфизмы, и что, вообще гово-
ря, «морфизмы важнее объектов». Влияние этих идей на современную
математику трудно переоценить. Во всех примерах указанного типа
композицией морфизмов является их композиция как отображений,
а локальной единицей –– морфизм, являющийся тождественным отоб-
ражением. Это будет всегда подразумеваться.

Пример . Категория линейных пространств (напоминаем –– над
полем комплексных чисел) L. Ее объекты –– это линейные простран-
ства, морфизмы –– операторы. У этой категории есть важная полная
подкатегория FL, состоящая из конечномерных пространств.

Обратим внимание, что L не является подкатегорией в S, по-
скольку на одном и том же множестве мы можем задать разные струк-
туры линейного пространства. (Ведь, говоря формально, линейное
пространство –– это не множество, а пара, состоящая из множества
и заданной на нем линейной структуры.)

Из чисто алгебраических категорий, наряду с L, упомянем о кате-
гории абелевых групп A, категории (всех) групп G, разумеется, содер-
жащей первую в качестве полной подкатегории, и о категории всех (не
обязательно обладающих единицей) колец R; морфизмы в каждой из
них –– это то, что называется гомоморфизмами (групп либо, смотря
по смыслу, колец). Некоторые алгебраические категории, важные для
функционального анализа, будут упомянуты позже (см. § . и .).

Пример . Категория упорядоченных множеств O. Ее объекты ––
это упорядоченные множества, морфизмы –– так называемые монотон-
ные, т. е. сохраняющие порядок (ясно, что это значит) отображения.

Пример . Категория метрических пространств M. Ее объекты
суть метрические пространства, морфизмы –– непрерывные отображе-
ния.
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Указанная категория, пожалуй, самая важная из категорий, исполь-
зуемых в теории метрических пространств. В ряде вопросов этой тео-
рии, однако, имеет смысл рассматривать и некоторые другие катего-
рии, в частности MU и M1. Их объектами служат, как и в M,
все метрические пространства, но в качестве морфизмов в первой из
них взяты лишь равномерно непрерывные отображения, а во второй ––
сжимающие отображения.

Разумеется, MU –– подкатегория в M, а M1 –– в MU, и обе эти
подкатегории не полны.

Пример . Категория топологических пространств T. Ее объ-
екты –– это топологические пространства, морфизмы –– непрерывные
отображения. У этой категории есть важная полная подкатегория
HT, состоящая из хаусдорфовых пространств. Последняя, в свою оче-
редь, содержит полную подкатегорию, состоящую из метризуемых то-
пологических пространств. (Заметьте –– метризуемых, а не метриче-
ских: M не есть подкатегория в T по той же причине (какой?), по
которой L не есть подкатегория в S.)

Как и в теории метрических пространств, в действительном анали-
зе (и смежных вопросах эргодической теории) возможны несколько ра-
зумных подходов к тому, какие отображения измеримых пространств
считать согласованными с их структурой. Соответственно, в этих на-
уках можно говорить о нескольких содержательных категориях. Мы
приведем лишь одну из них.

Пример . Категория M. Ее объекты –– это измеримые прост-
ранства. Что же касается морфизмов, то, в соответствии с общим прин-
ципом действительного анализа не различать эквивалентные отоб-
ражения, таковыми объявлены классы эквивалентности измеримых
собственных отображений между соответствующими пространства-
ми (см. § ). Композиция морфизмов определяется как класс эквива-
лентности композиций представителей исходных классов (проверьте,
используя «собственность» выбранных отображений, корректность та-
кого определения).

Аксиомы категории проверяются без труда, причем локальными
единицами, очевидно, являются классы эквивалентности тождествен-
ных отображений.

Приведенные примеры наводят на мысль, что различные «совре-
менные» математические науки изучают «свои» категории, или, вер-
нее, классы категорий. В общем, это действительно так, хотя и с из-
вестной долей упрощения. (В частности, такое же, если не бо́льшее
внимание уделяется и функторам, которые нам еще предстоит опреде-
лить.)
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В дальнейшем число примеров подобного типа значительно увели-
чится, в основном за счет категорий, обслуживающих функциональ-
ный анализ (см. далее § ., ., ., .––, .).

∗ ∗ ∗
Целый ряд категорий полезен тем, что позволяет кратко и эле-

гантно формулировать многие математические высказывания. Таков,
в частности, следующий пример.

Пример . Стандартная симплициальная категория ∆. Ее объек-
ты –– это отрезки ∆n := {0, …, n} натурального ряда, дополненного ну-
лем, а морфизмы –– их неубывающие отображения. Таким образом, ∆
можно рассматривать как полную подкатегорию в O.

(О выдающейся роли этой категории в ряде вопросов см., например, [].)

Следующий пример носит весьма общий характер.
Пример . ПустьK –– произвольная категория. Ее дуальной катего-

рией называется категорияK 0, объекты которой –– те же, что и уK , но
множество морфизмов hK 0(X , Y ) есть по определению hK (Y, X ). Ком-
позицией ψ ◦ ϕ в K 0 (если она определена), объявлен тот морфизм,
который является композицией ϕ ◦ψ в K .

Это чрезвычайно полезный пример, позволяющий, как мы неодно-
кратно будем иметь случай убедиться, сократить ровно вдвое число
определений, теорем и прочих математических высказываний. (А зна-
чит, и количество расходуемой бумаги; вот вам и применение катего-
рий в народном хозяйстве!)

Объект X категории K называется инициальным (соответствен-
но финальным), если для любого Y ∈ K множество h(X , Y ) (соответ-
ственно h(Y, X )) состоит ровно из одного элемента. (Из X в Y , соответ-
ственно из Y в X , ведет ровно одна стрелка.) Обратим внимание на
то, что X –– инициальный объект вK ⇔ X –– финальный объект вK 0,
и наоборот. (Это первый намек на практическую пользу понятия дуаль-
ной категории.) Объект 0 называется нулевым, если он одновременно
является инициальным и финальным.

Разумеется, в L есть нулевой объект –– нулевое линейное прост-
ранство. Зато в S есть как инициальный, так и финальный объекты,
но они различны. Финальным объектом здесь, очевидно, будет любое
одноточечное множество, а инициальным –– пустое множество. (То,
что из пустого множества в произвольное множество есть ровно одно
отображение, –– это на самом деле результат договоренности о том, как
строго определять само понятие отображения; см., например, [].)
В категории ∆ есть единственный финальный объект, а именно, ∆0,
но, как легко проверить, нет инициальных.
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§ . Изоморфизмы. Проблема классификации объектов
и морфизмов

Среди всех морфизмов заданной категории особый интерес вызы-
вают несколько их специальных классов. Мы начнем с «самых лучших».
Везде далееK –– произвольная заданная категория.

Определение . Пусть ϕ : X → Y –– морфизм в K . Морфизм ψ: Y →
→ X в той же категории называется обратным к ϕ, если одновремен-
но ψϕ= 1X и ϕψ= 1Y . Морфизм в K называется изоморфизмом, если
он обладает обратным. Объекты X и Y в K называются изоморфны-
ми, если существует изоморфизм из X в Y (или, что эквивалентно, ––
проверьте! –– изоморфизм из Y в X ).

Морфизм, обратный к ϕ, обычно обозначается ϕ−1.
Следующее утверждение почти очевидно, но мы вскоре увидим, ка-

кие важные вещи из него следуют.
Теорема . Любые два инициальных (соответственно любые два

финальных) объекта в K изоморфны.
⊳ Пусть X и Y –– инициальные объекты в K . Тогда часть определе-

ния инициального объекта, касающаяся существования нужной стрел-
ки, доставляет некий морфизм ϕ : X → Y и некий морфизм ψ: Y → X .
Рассмотрим ψϕ : X → X ; часть того же определения, касающаяся един-
ственности стрелки, дает равенствоψϕ= 1X . Аналогично ϕψ= 1Y . Та-
ким образом, инициальные объекты изоморфны. Переход к дуальной
категории (снова она пригодилась!) немедленно обеспечивает изомор-
физм финальных объектов. ⊲

Посмотрим, чем оборачивается абстрактное определение изомор-
физма для различных примеров категорий. В дискретных категориях,
где объекты «не желают общаться друг с другом посредством стре-
лок», никакие два разных объекта не изоморфны друг другу. Изомор-
физм в S –– это, конечно, в точности биекция (= взаимно однознач-
ное соответствие), а изоморфизм в L –– это то, что называют линей-
ным изоморфизмом (оператор, являющийся биекцией). Изоморфизм
в M и в T, как, наверное, уже догадался наш читатель, носит спе-
циальное название: гомеоморфизм. Изоморфизм в MU, т. е. равно-
мерно непрерывное отображение, обладающее обратным равномерно
непрерывным отображением, называется равномерным гомеоморфиз-
мом. Наконец, изоморфизм в M1 –– это сжимающее отображение, об-
ладающее обратным сжимающим отображением; разумеется, это не
что иное, как изометрия. Изоморфизм в M между измеримыми
пространствами (X ,µ) и (Y,ν) –– это, как нетрудно проверить, класс
эквивалентности таких отображений, которые осуществляют биекцию
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множества полной меры в X на множество полной меры в Y , причем
так, что свойства подмножества в X и его образа в Y соответствен-
но быть измеримым, иметь меру нуль и иметь положительную меру
эквивалентны.

∗ ∗ ∗

Говоря неформально, общий смысл понятия «изоморфизм» заклю-
чается в том, что изоморфные объекты являются «по сути одинаковы-
ми»; если угодно, они представляют один и тот же объект, только в раз-
ных одеждах. Все, что можно сказать в категорных терминах, т. е. на
языке стрелок, про некоторый объект, можно сказать и о любом объ-
екте, ему изоморфном.

В каждой области математики, изучающей ту или иную категорию,
естественно возникает типичная проблема классификации (или, как
говорят, описания) объектов этой категории с точностью до изомор-
физма.

Как мы увидим, для одних категорий такая задача тривиальна, для
других ее решение –– это некая фундаментальная теорема (как, скажем,
теорема Фишера––Рисса; см. § .), для третьих, ввиду невозможности
охватить все мыслимые случаи, она представляется безнадежной.

Что это значит –– решить упомянутую «проблему классификации»
или хотя бы сильно в ней продвинуться?

Пример . В качестве простейшего ориентировочного примера рас-
смотрим встречавшуюся нам категорию FL. Вы хорошо знаете, что
два конечномерных линейных пространства линейно изоморфны то-
гда и только тогда, когда они имеют одинаковую линейную размер-
ность; при этом каждое такое пространство линейно изоморфно про-
странству Cn для некоторого n. Эти факты мы можем выразить так:
в качестве полной системы инвариантов изоморфизма для FL можно
взять множество натуральных чисел, и для каждого инварианта n ∈N
в качестве модели соответствующего объекта в FL можно взять Cn.

В общем случае для заданной категории K иногда удается (где-то)
найти класс M , состоящий из достаточно понятных и «осязаемых» эле-
ментов, и сопоставить каждому объекту из K элемент из M так, что
изоморфным объектам соответствует один и тот же элемент.

Такой класс обычно называют системой инвариантов изоморфизма
для K .

Подчеркнем, что удачно найденным считается класс, действитель-
но состоящий из «вещей, хорошо воспринимаемых нашим разумом»,
как натуральные числа в только что обсужденном примере или, ска-
жем, какие-нибудь хорошие множества –– иначе что толку в подобной
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конструкции? (Одну из важнейших для анализа систем инвариантов
доставит понятие спектра оператора; см. гл. .)

Если повезет, найденная система инвариантов оказывается полной.
Это означает, что два неизоморфных объекта всегда имеют разные
инварианты и, стало быть, в объединении с уже сказанным, объек-
ты имеют один и тот же инвариант в том и только том случае, когда
они изоморфны. Далее, желательно указать для каждого инварианта
достаточно прозрачно устроенный объект нашей категории, данным
инвариантом обладающий. Такой объект часто называют модельным
объектом или просто моделью для данного инварианта. Взглянув на
полную систему инвариантов и модели, мы видим, насколько наша
категория богата «действительно различающимися» объектами и что
они собой представляют.

Итак, принято считать (с этим молчаливо согласны, пожалуй, все
математики), что проблема классификации объектов рассматривае-
мой категории решена, если сделаны по крайней мере две вещи. Во-
первых, должна быть указана по возможности прозрачная –– в этом вы
должны убедить математическую общественность –– полная система
инвариантов, и, во-вторых, для каждого инварианта должна быть ука-
зана (опять-таки достаточно прозрачная) его модель. Хорошо бы еще,
конечно, чтобы способ сопоставления объекту его инварианта также
выглядел достаточно просто –– но это уже как получится.

(В функциональном анализе образцовым решением задачи класси-
фикации является соответствующий результат о категории гильберто-
вых пространств; см. далее теорему ...)

Пример . Очевидно, что в S объекты изоморфны тогда и толь-
ко тогда, когда эти множества имеют одинаковую мощность. Таким
образом, в качестве полной системы инвариантов в S может быть
выбран класс всех мощностей (= кардинальных чисел). На самом де-
ле, конечно, подобное заявление является тавтологией. Вспомним, что
мощность как раз и определялась как «то общее, что есть у всех экви-
валентных между собой множеств» (цит. по [, с. ]). Впрочем, это
касается в той же мере и конечных мощностей –– натуральных чисел,
просто соответствующий психологический барьер все мы преодолели
в далеком детстве и забыли, как это было непросто. (Говоря все это,
мы, разумеется, стоим на «наивной» точке зрения (ср. там же) и не
углубляемся в «серьезную» теорию множеств; ср., например, [].)

В качестве модели множества заданной мощности обычно предлагается от-
резок трансфинитной прямой, имеющий эту мощность; о том, что это такое,
см., например, [].
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Несколько более содержательна классификация объектов в L. Она
является прямым обобщением сказанного выше о FL.

Упражнение . (i) Два линейных пространства линейно изоморф-
ны тогда и только тогда, когда они имеют одинаковую линейную раз-
мерность.

(ii) Любая мощность является линейной размерностью некоторого
линейного пространства.

Указание. Пусть Λ –– множество мощности m. Рассмотрим мно-
жество CΛ

0
комплекснозначных функций, заданных на Λ и отличных

от нуля лишь на конечных множествах. Это линейное пространство
относительно поточечных операций, имеющее линейную размер-
ность m.

Из этого упражнения ясно, что в качестве полной системы инвари-
антов в L можно снова, как и в предыдущем примере, взять класс всех
мощностей, но только теперь соответствующим инвариантом заданно-
го объекта является не его мощность как множества, а его линейная
размерность.

Если договориться о моделях в S (см. выше), то моделью линейного про-
странства размерности m можно объявить CΛ

0
, где Λ –– модель множества мощ-

ности m.

Что касается большинства других приведенных выше примеров ка-
тегорий (за очевидным исключением∆), то там проблема классифика-
ции их объектов выглядит безнадежной: «слишком много неизоморф-
ных объектов». В то же время она с успехом решается для некоторых
важных подкатегорий этих категорий. Например, это так для полной
подкатегории FA в A, состоящей из конечных абелевых групп. (Вам
известна классическая теорема алгебры, дающая ключ к классифика-
ции объектов в FA. Вспомните эту теорему, доказанную вам на втором
курсе, и сделайте все надлежащие выводы.)

В категории M есть важная полная подкатегория, состоящая из так на-
зываемых пространств Лебега, введенных в  г. В. А. Рохлиным []. Это
измеримые пространства со счетным базисом, удовлетворяющие некоторым
дополнительным, не слишком обременительным требованиям; именно такие
пространства встречаются практически во всех приложениях. (Мы не хотим
отвлекать читателя точной формулировкой.) Оказывается –– и это тоже в тер-
минах того времени доказал Рохлин, –– всякое пространство Лебега изоморфно
в M одному из измеримых пространств [0,1]⊔ X либо X , где отрезок взят
со стандартной мерой Лебега, а X –– это не более чем счетное множество со
считающей мерой.

(Предложите соответствующую систему инвариантов, комбинируя конеч-
ные мощности, счетную мощность и мощность континуума.)
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В частности –– и это, конечно, главное –– с точки зрения действительного
анализа существует одно-единственное пространство Лебега без точек поло-
жительной меры, а именно, отрезок действительной прямой.

Теорема Рохлина, а также ряд других, сходных по смысловой нагрузке ре-
зультатов (например, [, ]), по существу показывают, что из всех содержа-
тельных структур на множестве структура измеримого пространства является
«грубейшей», или «самой изначальной» (ср. обсуждение в [, с. ––]).

∗ ∗ ∗
Прежде чем двигаться дальше, введем некоторые элементы кате-

горного языка. Пусть K –– категория. Диаграммой в K называется
(произвольная) совокупность каких-то объектов в K и каких-то мор-
физмов в той же категории, связывающих эти объекты. Если X и Y ––
объекты заданной диаграммы, то путем из X в Y называется про-
извольный конечный набор ϕ1 : X → Z1,ϕ2 : Z1 → Z2, …,ϕn : Zn−1 → Y
морфизмов этой диаграммы. (Разумеется, в диаграмме может быть
много путей из одного объекта в другой, а может не быть и ни одного.)

Диаграмма называется коммутативной, если для любых ее объек-
тов X и Y и любых путей ϕ1, …,ϕn и ψ1, …,ψm из X в Y выполнено
равенство ϕn ◦… ◦ϕ1 =ψm ◦… ◦ψ1. Например, коммутативность про-
стейших диаграмм

X

σ
ρ

Y
τ

Z

и

X1
π

ρ

Y1

τ

X2
σ

Y2

попросту означает ), что в первой из них σ= τρ, а во второй τπ=σρ.

∗ ∗ ∗
Мы говорили о задаче классификации объектов заданной катего-

рии. Не менее важными типовыми задачами являются задачи клас-
сификации ее морфизмов. Есть несколько таких задач, в зависимости
от того, какие классы морфизмов мы желаем рассматривать, скажем,
все морфизмы, эндоморфизмы или автоморфизмы (т. е. эндоморфиз-
мы, являющиеся изоморфизмами). Мы уделим основное внимание,
пожалуй, наиболее важной из этих задач –– о классификации эндомор-
физмов с точностью до подобия.

)Наша психология, очевидно, устроена так, что картинка как-то лучше усваивается,
чем выписанные формулы –– особенно, если этих формул достаточно много.
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Определение . Эндоморфизмы ϕ : X → X и ψ: Y → Y в катего-
рии K называются подобными, если существует такой изоморфизм
ι : X → Y , что диаграмма

X
ϕ

ι

X

ι

Y
ψ

Y

коммутативна (т. е. ψι = ιϕ). Про изоморфизм ι говорят, что он осу-
ществляет подобие между эндоморфизмами ϕ и ψ.

Выделим полезное
Предложение . Если ϕ и ψ –– два подобных эндоморфизма вK , то

ϕ является изоморфизмом тогда и только тогда, когда ψ является
изоморфизмом.
⊳ Пусть изоморфизм ι осуществляет указанное подобие. Тогда если

существует ϕ−1, то существует и ψ−1, а именно, как легко проверить,
ιϕ−1ι−1. Дальнейшее очевидно. ⊲

На самом деле подобие –– это специальный случай изоморфизма
объектов, но только в усложненной, по сравнению с K , категории.
А именно, рассмотрим категорию End(K ), определенную следующим
образом. Ее объекты суть (всевозможные) эндоморфизмы в K . Далее,
если ϕ : X → X и ψ: Y → Y –– два таких новоявленных объекта, то мор-
физмом из ϕ в ψ называется любой морфизм ρ, делающий диаграмму

X
ϕ

ρ

X

ρ

Y
ψ

Y

коммутативной. Элементарно проверяется
Предложение . Пусть ϕ и ψ –– два эндоморфизма в K . Тогда мор-

физм ι ∈ hK осуществляет подобие между ϕ и ψ в том и только том
случае, если он является изоморфизмом, будучи рассмотрен как мор-
физм в End(K ). ⊳⊲

Таким образом, подобие –– это частный случай изоморфизма, и к за-
даче о классификации морфизмов с точностью до подобия применимо
все сказанное выше об инвариантах и моделях.

Упражнение . Найдите полную систему инвариантов подобия
и модели для эндоморфизмов в FL (т. е., попросту говоря, опера-
торов, действующих в конечномерных линейных пространствах).

Указание. Вcпомните теорему Жордана из курса линейной алгеб-
ры. Она показывает, что в качестве инвариантов можно взять неупо-
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рядоченные наборы пар, состоящих из натурального и комплексного
числа, которые характеризуют клетки жордановой формы оператора.

Иногда возникает необходимость «ужесточить» определение подо-
бия эндоморфизмов. А именно, пусть L –– фиксированная подкатего-
рия в K , тогда эндоморфизмы ϕ : X → X и ψ: Y → Y в K называются
подобными относительноL , если существует морфизм ι : X → Y , дела-
ющий диаграмму, выписанную в определении , коммутативной и яв-
ляющийся изоморфизмом в L .

Разумеется, такой морфизм является изоморфизмом и вK , и поэто-
му морфизмы в K , подобные относительно L , всегда «просто» подоб-
ны, но обратное, вообще говоря, неверно. Как легко догадаться, «отно-
сительное подобие» –– это тоже частный случай изоморфизма ). (В ка-
кой категории?)

Замечание на будущее. Что же касается классификации эндоморфизмов
во всей объемлющей категорию FL категории L, то она выглядит совер-
шенно безнадежным делом. То же самое можно сказать и о более актуальных
функционально-аналитических аналогах этой задачи, относящихся к нашим
будущим категориям банаховых и гильбертовых пространств.

Это соответствует тому обстоятельству, что сколько-нибудь удовлетвори-
тельного аналога теоремы Жордана для оператора общего вида, действующего
в этих пространствах, не найдено (а для банаховых пространств уже известно,
что и не может быть найдено (ср. далее теорему .. (Энфло––Рида)). Таким
образом, проблема классификации в категории эндоморфизмов гильбертовых
пространств далека от решения.

Однако такая же проблема полностью решена для полной подкатегории
в этой последней категории, состоящей из так называемых самосопряженных
операторов –– понятия, играющего исключительную роль в анализе и кванто-
вой физике. Соответствующая классификация –– это один из многих «обликов»
спектральной теоремы Гильберта, стоящей в ряду важнейших утверждений
функционального анализа (некоторые считают –– самого важного). Эта теоре-
ма, в нескольких эквивалентных формулировках, будет доказана ближе к кон-
цу нашего курса, в § .––.

Заслуживает упоминания еще одна типовая задача классификации
морфизмов.

Если мы желаем сравнивать произвольные морфизмы заданной ка-
тегории, то целесообразен несколько иной, чем в определении , под-
ход к тому, какие из них считать одинаковыми.

Определение . Морфизмы ϕ : X1→ Y1 и ψ: X2→ Y2 в категории
K называются слабо подобными, если существуют такие изоморфизмы

)Забегая вперед, отметим, что типичным примером такого «относительного подобия»
явится унитарная эквивалентность операторов в гильбертовых пространствах; см. § ..
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ι1 : X1→ X2 и ι2 : Y1→ Y2, что диаграмма

X1

ϕ

ι1

Y1

ι2

X2

ψ
Y2

коммутативна (т. е. ψι1 = ι2ϕ). Про пару (ι1, ι2) говорят, что она осу-
ществляет слабое подобие между морфизмами ϕ и ψ.

По аналогии с понятием подобия эндоморфизмов, понятие слабо-
го подобия эндоморфизмов можно «ужесточить», дополнительно вве-
дя в рассмотрение некоторую фиксированную подкатегорию L в K .
А именно, морфизмы ϕ и ψ в K называются слабо подобными отно-
сительно L , если существуют морфизмы ι1 и ι2, делающие диаграмму
из определения  коммутативной и являющиеся изоморфизмами в L .
Важнейшим функционально-аналитическим примером явится слабая
унитарная эквивалентность операторов в гильбертовом пространстве;
см. далее § ..

Снова, как и при рассмотрении эндоморфизмов, задача о класси-
фикации всех морфизмов вK с точностью до слабого подобия являет-
ся специальным случаем задачи о классификации объектов в некото-
рой новой категории. На этот раз таковой является категория Mor(K ),
класс объектов которой совпадает с hK , а морфизмами между ϕ и ψ
объявлены такие пары морфизмов (ρ1,ρ2), что коммутативна следую-
щая диаграмма

X1

ϕ

ρ1

Y1

ρ2

X2

ψ
Y2.

Предложение . Пусть ϕ и ψ –– два морфизма вK . Тогда пара мор-
физмов (ι1, ι2) осуществляет слабое подобие междуϕ иψ в том и толь-
ко том случае, если она является изоморфизмом, будучи рассмотрена
как морфизм в Mor(K ). ⊳⊲

Мы видим, что для эндоморфизмов отношение слабого подобия
«гораздо терпимее» отношения подобия. Подобные эндоморфизмы,
разумеется, всегда слабо подобны; в то же время, как легко видеть,

эндоморфизмы в FL, записываемые матрицами

�
1 0

0 0

�
и

�
0 1

0 0

�
, сла-

бо подобны, но не подобны. А вот и общее наблюдение.



 ГЛ. . ФУНДАМЕНТ: КАТЕГОРИИ И ИЖЕ С НИМИ

Упражнение . Найдите полную систему инвариантов слабого по-
добия и модели для морфизмов в FL (= операторов, действующих
между конечномерными линейными пространствами).

Указание. Каждый оператор слабо подобен такому, который запи-
сывается диагональной матрицей с единицами и нулями на диагонали.

Замечание. Последний факт, в отличие от теоремы Жордана, име-
ет содержательное обобщение для операторов в бесконечномерных ли-
нейных пространствах, которое вы можете найти, используя базисы.
Более интересно то, что близкое утверждение имеет место и для неко-
торых традиционных классов операторов, рассматриваемых в функци-
ональном анализе. В нашем курсе задача классификации с точностью
до упомянутой выше слабой унитарной эквивалентности, т. е. слабо-
го подобия, будет решена для компактных операторов в гильбертовых
пространствах. Это одна из форм теоремы Шмидта, о которой мы рас-
скажем в § ..

§ . Другие виды морфизмов

Как мы видели, в определении изоморфизма участвуют два соотно-
шения. Рассматривая каждое из них в отдельности, мы приходим к сле-
дующим понятиям.

Определение . Пусть ϕ : X → Y –– морфизм в категории K . Мор-
физм ψ: Y → X в той же категории называется левым (соответственно
правым) обратным к ϕ, если выполнено равенство ψϕ = 1X (соот-
ветственно ϕψ = 1Y ). Морфизм в K называется коретракцией (со-
ответственно ретракцией), если он обладает левым (соответственно
правым) обратным морфизмом.

Разумеется, при рассмотрении заданного морфизма в дуальной ка-
тегории коретракция превращается в ретракцию, а ретракция –– в ко-
ретракцию.

Предложение . Морфизм является изоморфизмом тогда и только
тогда, когда он одновременно является коретракцией и ретракцией.
⊳ Утверждение ⇒ очевидно. Чтобы усмотреть ⇐, достаточно по-

разному расставить скобки в выражении ψlϕψr , где ψl –– левый об-
ратный, а ψr –– правый обратный к ϕ. ⊲

Если изоморфизмы, коретракции и ретракции –– «лучшие» из мор-
физмов, то следующее определение выделяет «просто хорошие».

Определение . Морфизм ϕ : X → Y в K называется мономорфиз-
мом, если из равенства композиций морфизмов ϕψ1 =ϕψ2 всегда сле-
дует равенство ψ1 =ψ2. Морфизм называется эпиморфизмом, если он
является мономорфизмом вK 0. Морфизм, одновременно являющийся
мономорфизмом и эпиморфизмом, называется биморфизмом.
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«Разворачивая» определение эпиморфизма, мы видим, что это тот
морфизм ϕ, для которого из равенства ψ1ϕ =ψ2ϕ всегда следует ра-
венство ψ1 =ψ2.

Таким образом, мономорфизм –– это тот морфизм, на который в
композициях можно сокращать слева, а эпиморфизм –– тот, на кото-
рый можно сокращать справа.

Предложение . Всякая коретракция является мономорфизмом,
всякая ретракция –– эпиморфизмом и всякий изоморфизм –– биморфиз-
мом.
⊳ Если ϕ –– коретракция с левым обратным ψ и ϕψ1 =ϕψ2, то ра-

венствоψϕψ1 =ψϕψ2 очевидным образом влечет равенствоψ1 =ψ2.
Этим доказано первое утверждение; второе –– это в точности первое,
но рассмотренное в дуальной категории. Дальнейшее очевидно. ⊲

Предложение . Если композиция ϕψ –– мономорфизм, то таков
же и морфизмψ; если же эта композиция –– эпиморфизм, то таков же
и морфизм ϕ. ⊳⊲

Усилим предложение .
Предложение . Следующие утверждения эквивалентны:
(i) морфизм является изоморфизмом;
(ii) морфизм одновременно является коретракцией и эпиморфиз-

мом;
(iii) морфизм одновременно является ретракцией и мономорфиз-

мом.
⊳ Если морфизм ϕ –– коретракция и ψ –– его левый обратный, то

ϕψϕ = ϕ = 1ϕ, где 1 –– соответствующая локальная единица. Поэто-
му если ϕ –– еще и эпиморфизм, то ϕψ= 1 и, стало быть, ψ –– правый
обратный к ϕ. Дальнейшее очевидно. ⊲

Посмотрим, что из себя представляют моно- и эпиморфизмы в раз-
личных примерах. Оказывается, в ряде случаев они могут быть охарак-
теризованы в терминах, принятых для отображений множеств.

Предложение . В рассмотренных выше категориях S, L, FL,
A, G, R, O, M, MU, M1, T и HT всякий морфизм, явля-
ющийся инъективным отображением, –– мономорфизм, а морфизм яв-
ляющийся сюръективным, –– эпиморфизм.
⊳ Пусть K –– любая из указанных категорий. Сперва предположим,

что морфизм ϕ : X → Y из K является инъективным отображением
соответствующих подлежащих множеств и для некоторого объекта
Z ∈ K и некоторых морфизмов ψ1,ψ2 : Z → X выполнено равенство
ϕψ1 = ϕψ2. Тогда для любого элемента x ∈ Z выполнено равенство
ϕψ1(x) =ϕψ2(x) и из инъективности морфизма ϕ следует равенство
ψ1(x) =ψ2(x), а это и значит, что ψ1 =ψ2.
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Теперь пусть морфизм ϕ : X → Y из K является сюръективным
отображением соответствующих подлежащих множеств, и для некото-
рого объекта Z ∈K и некоторых морфизмов ψ1,ψ2 : Y → Z выполнено
равенствоψ1ϕ=ψ2ϕ. Тогда, поскольку любой элемент y ∈ Y есть ϕ(x)
для некоторого x ∈ X , мы получаем, что ψ1(y) = ψ1ϕ(x) =ψ2ϕ(x) =
=ψ2(y), т. е. ψ1 =ψ2. ⊲

Замечание. Здесь наш просвещенный читатель, наверное, почувствовал,
что должно быть утверждение общего характера, охватывающее все эти слу-
чаи. Так оно и есть; см. далее упражнение ..

Предложение . В категориях S и L мономорфизмы суть в точ-
ности инъективные отображения, а эпиморфизмы суть в точности
сюръективные отображения.
⊳ Пусть ϕ : X → Y –– морфизм в S или L. Сперва предположим,

что он не инъективен, т. е. для некоторых различных точек (либо век-
торов) xk ∈ X , k = 1, 2, выполняется равенство ϕ(x1) = ϕ(x2). Тогда
в случае S мы обозначим через Z любое одноточечное множество
и рассмотрим отображения (= морфизмы в S) ψk : Z → X , k = 1, 2,
переводящие соответствующую точку в xk. В случае L мы полагаем
Z :=C и определяем ψk : Z→ X , k= 1, 2, как операторы (= морфизмы
в L), переводящие в xk единицу комплексной плоскости. Очевидно,
в обоих случаях ϕψ1 =ϕψ2, и в то же время ψ1 6=ψ2. Это значит, что
ϕ –– не мономорфизм.

Теперь предположим, что наш морфизм ϕ не сюръективен. Тогда
в случае S мы возьмем в качестве Z двухточечное множество {0, 1}
и рассмотрим такие морфизмы ψk : Y → Z , k = 1, 2, что ψ1 ≡ 0, а ψ2

переводит Im(ϕ) в нуль, а Y \ Im(ϕ) в единицу. В случае L мы возь-
мем в качестве Z факторпространство Y / Im(ϕ) и рассмотрим такие
морфизмы ψk : Y → Z , k= 1, 2, что ψ1 ≡ 0, а ψ2 является естественной
проекцией Y на Y/ Im(ϕ) (т. е. отправляет каждый элемент y ∈ Y в его
класс смежности по Im(ϕ)). Очевидно, в обоих случаях ψ1ϕ = ψ2ϕ,
и в то же время ψ1 6=ψ2. Мы получаем, что ϕ –– не эпиморфизм.

Итак, мономорфизмы в указанных категориях инъективны, а эпи-
морфизмы сюръективны. Обратное уже известно из предложения . ⊲

Замечание. Читателю рекомендуется дать несколько иное дока-
зательство той части этого предложения, которая относится к эпи-
морфизмам. А именно, для случая категории S можно использовать
в качестве Z множество Y со «стянутым в точку» образом Im(ϕ), а для
L использовать в том же качестве C.

Упражнение . (i) Характеризация мономорфизмов, указанная
в предложении , верна и для категорий O, A, G, ∆, а также для
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всех наших примеров категорий метрических и топологических про-
странств.

(ii) Характеризация эпиморфизмов, указанная там же, верна и для
категорий A, T и ∆.

Вы обратили внимание на то, что ряд важных категорий метри-
ческих и топологических пространств во второй части предыдущего
упражнения не фигурирует. Это не случайно.

Предложение . В категории M морфизмϕ : X → Y является эпи-
морфизмом тогда и только тогда, когда его образ плотен в Y .
⊳⇐ Пусть для некоторого метрического пространства Z ∈M мор-

физмы (= непрерывные отображения) ψk : Y → Z , k= 1, 2, таковы, что
ψ1ϕ = ψ2ϕ. Тогда они, очевидно, совпадают на образе морфизма ϕ,
и требуемый факт следует из предложения ..
⇒ Пусть, напротив, существует точка y ∈ Y , не принадлежащая за-

мыканию образа Im(ϕ); тогда для некоторого r > 0 имеем U(y, r) ∩
∩ Im(ϕ) =∅. Рассмотрим функцию

f : Y →R, x 7→max
n

1
r
(r − d(y, x)); 0
o

;

очевидно, это сжимающее отображение, а стало быть, заведомо мор-
физм в M. Остается взять такие морфизмы ψk : Y → R, k = 1, 2, что
ψ1 ≡ 0 и ψ2 = f . Дальнейшее очевидно. ⊲

Вот некоторая дополнительная информация для сильных студентов.
Прежде всего, характеризация мономорфизмов как инъективных отобра-

жений верна, пожалуй, для большинства категорий «множеств со структура-
ми», обслуживающих алгебру, топологию и, как мы увидим дальше, функци-
ональный анализ. В частности, верна она и для упомянутой ранее категории
колец R, но только там «пробный» объект Z несколько сложнее, чем в дока-
зательстве предложения : это кольцо многочленов с целочисленными коэф-
фициентами без свободного члена (проверьте!).

Все же есть категории, у которых мономорфизмов больше, чем инъектив-
ных отображений.

Напомним, что абелева группа X называется делимой, если для любых
x ∈ X и n∈N существует такой элемент y ∈ X , что x = ny.

Упражнение . В полной подкатегории в A, состоящей из делимых групп,
(заведомо не инъективный) морфизм R→T, t 7→ ei t , –– мономорфизм.

Далее, часть предложения , касающаяся эпиморфизмов, также перено-
сится на категории O и G, но соответствующие рассуждения требуют более
сложных конструкций (все же попробуйте!). Зато очевидно, что предложение 
переносится на категории MU и M1; приведенное выше доказательство
проходит почти без изменений.

Упражнение 3∗. Предложение  переносится и на категорию HT.
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Указание. Если замыкание образа морфизма ϕ не совпадает с Y , то в каче-
стве Z (ср. выше) подойдет один из так называемых «относительных букетов»
двух копий пространства Y . А именно, надо взять две копии пространства Y

и «склеить» их по (Im(ϕ))−.
Категория, в которой эпиморфизмов больше, чем сюръективных отображе-

ний, есть и среди наших стандартных примеров категорий чистой алгебры:
Упражнение 4∗. Естественное вложение Z→Q (заведомо не будучи сюръ-

ективным) является эпиморфизмом в R.

Вернемся (вплоть до упражнения  включительно) к тому, что нам
представляется общеобязательным материалом. Предложение  о том,
что коретракции являются мономорфизмами, а ретракции –– эпимор-
физмами, приводит к естественному вопросу: верны ли обратные ут-
верждения? Разумеется, ответ положителен для дискретных категорий
из примера .. Более содержательно следующее утверждение.

Упражнение  (усиление предложения ). Пусть ϕ –– морфизм в
S или L. Тогда

(i) морфизм ϕ инъективен⇔ ϕ –– мономорфизм⇔ ϕ –– коретрак-
ция;

(ii) морфизм ϕ сюръективен ⇔ ϕ –– эпиморфизм ⇔ ϕ –– ретрак-
ция.

Указание. Достаточно установить импликации «инъективен⇒ ко-
ретракция» и «сюръективен ⇒ ретракция». В случае S второе по-
требует аксиомы выбора. В случае L обе импликации опираются на
существование линейных дополнений (а это, в свою очередь, требует
аксиомы выбора; ср. упражнение .).

Однако для большинства категорий, встречающихся в алгебре, то-
пологии и функциональном анализе, коретракций гораздо меньше,
чем мономорфизмов, а ретракций –– чем эпиморфизмов.

Упражнение 60. В категории A «удваивание» Z→Z, n 7→ 2n, –– это
мономорфизм, не являющийся коретракцией, а естественная проекция
Z→Z/2Z –– это эпиморфизм, не являющийся ретракцией.

Упражнение . Подобные моно- и эпиморфизмы есть также в кате-
гориях O и HT.

Указание. Подойдет любая биекция, не являющаяся изоморфиз-
мом. Для ее построения можно использовать те объекты, которые в со-
ответствующих категориях были названы дискретными.

Однако в топологии, по-видимому, более важен следующий классический
пример мономорфизма –– не коретракции: естественное вложение T→D еди-
ничной окружности в замкнутый единичный круг двумерного евклидова про-
странства (он годится для категорий M, T, HT, категории CHT ком-
пактных хаусдорфовых топологических пространств, которую мы рассмотрим
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в § ., и ряда других). Доказательство выходит за рамки нашего курса; см., на-
пример, [, с. ]. Несколько проще установить, что другое классическое
отображение –– «наворачивание прямой на окружность» (оно фигурировало по
другому поводу в упражнении ) –– доставляет пример эпиморфизма –– не ре-
тракции. Это мы рекомендуем сделать читателю.

Таким геометрически наглядным примерам во многом обязана своим воз-
никновением наука алгебраическая топология, в недрах которой, в свою оче-
редь, родилась теория категорий.

Заслуживают рассмотрения и некоторые классы морфизмов, промежуточ-
ные между коретракциями и мономорфизмами и, соответственно, между ре-
тракциями и эпиморфизмами. Они особенно интересны для топологии и, как
мы увидим впоследствии, для функционального анализа.

Определение . Морфизм ϕ в (произвольной) категории K называется
крайним мономорфизмом, если, во-первых, это мономорфизм, и во-вторых, ра-
венство ϕ =ψχ, где χ –– биморфизм, всегда влечет то, что χ –– изоморфизм.
Морфизм ϕ называется крайним эпиморфизмом, если он является крайним мо-
номорфизмом в K 0 (дайте независимое определение в терминах K ).

Заметим, что в этом определении мы могли бы заменить слова «χ –– бимор-
физм» на «χ –– эпиморфизм»: дело в том, что в силу предложения  в данном
контексте χ автоматически является мономорфизмом.

Теперь мы можем усилить предложение , а затем предложение .
Предложение . Всякая коретракция является крайним мономорфизмом,

а всякая ретракция –– крайним эпиморфизмом.
⊳ Пусть морфизм ϕ обладает левым обратным ϕ−1

l
и ϕ =ψχ, где χ –– эпи-

морфизм. Тогда ϕ−1
l
ψχ = 1, где 1 –– соответствующая локальная единица. Сле-

довательно, χ –– коретракция и, с учетом предложения , изоморфизм. Даль-
нейшее очевидно. ⊲

Предложение . Морфизм является изоморфизмом ⇔ он одновременно
является крайним мономорфизмом и эпиморфизмом⇔ он одновременно явля-
ется крайним эпиморфизмом и мономорфизмом.

⊳ Если задан крайний мономорфизм и по совместительству эпиморфизм,
то мы представим его в виде ϕ = 1ϕ, где 1 –– соответствующая локальная еди-
ница. Дальнейшее очевидно. ⊲

Вот первая иллюстрация, показывающая содержательность введенных по-
нятий.

Упражнение 8∗. Морфизм в категории T является крайним мономор-
физмом тогда и только тогда, когда он топологически инъективен, и крайним
эпиморфизмом тогда и только тогда, когда он топологически сюръективен.

Указание. Пусть морфизм ϕ топологически инъективен и ϕ =ψχ –– ком-
позиция, фигурирующая в определении . Тогда существует коммутативная
диаграмма (см. ниже), в которой образ Im(ϕ) рассмотрен как топологиче-
ское подпространство, ϕ0 –– гомеоморфизм, j –– естественное вложение, а мор-
физм k однозначно определен остальными морфизмами диаграммы. Из нее
можно усмотреть, что χ –– изоморфизм. Доказывая второе утверждение, надо
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воспользоваться сходной диаграммой, в которой образ Im(ϕ) рассмотрен как
топологическое факторпространство.

X
ϕ0

χ

Im(ϕ)
j

Y

Z

k
ψ

Позже мы увидим, чем оборачиваются крайние моно- и эпиморфизмы
для стандартных категорий функционального анализа (см. упражнения ..
и .., а также упражнение .. и конец § .).

§ . Образец теоретико-категорной конструкции:
(ко)произведение

Произведения и копроизведения, называвшиеся также прямыми
произведениями и прямыми суммами, возникали во многих разделах
алгебры, топологии и функционального анализа. Они строились для
разных наук по-разному, но постепенно появилось и крепло ощуще-
ние, что они обладают неким внутренним единством. Теория катего-
рий позволяет четко осознать, что роднит все эти конструкции, и тем
самым выводит нас на новый уровень их понимания –– со всей проис-
текающей от этого практической пользой для их изучения.

ПустьK –– (пока произвольная) категория, а Xν , ν ∈Λ, –– семейство
ее объектов. (Некоторые из них, или даже все, могут повторяться.)

Определение . Произведением этого семейства называется пара
(X , {πν}), состоящая из объекта X ∈ K (развернуто обозначаемого∏
{Xν | ν ∈ Λ}) и семейства морфизмов πν : X → Xν , ν ∈ Λ, из K , об-

ладающая следующим свойством: для любого объекта Y ∈K и любого
семейства морфизмов ϕν : Y → Xν , ν ∈Λ, существует такой единствен-
ный морфизм ψ: Y → X , что для каждого ν ∈Λ диаграмма

X

πν

Y
ψ

ϕν

Xν

коммутативна. Морфизмы πν , участвующие в этом определении, назы-
ваются проекциями X на Xν .

В частности, произведение двух объектов Xk , k = 1, 2, –– это такой
объект X1 ⊓ X2 вместе с морфизмами πk : X1 ⊓ X2→ Xk , что для любого
объекта Y и любых морфизмов ϕk : Y → Xk существует единственный
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морфизм ψ: Y → X1 ⊓ X2, делающий диаграмму

X1 X1 ⊓ X2

π1 π2
X2

Y

ψ
ϕ2ϕ1

коммутативной.
Определение . Копроизведением семейства Xν , ν ∈ Λ, называет-

ся пара (X , {iν}), состоящая из объекта X (развернуто обозначаемого∐
{Xν | ν ∈Λ}) и семейства морфизмов iν : Xν → X , ν ∈Λ, которая удо-

влетворяет определению произведения этого семейства в дуальной
категории K 0. Морфизмы iν , участвующие в этом определении, назы-
ваются вложениями Xν в X .

С копроизведениями мы будем встречаться столь же часто, как
и с произведениями, и поэтому мы дадим, в целях перестраховки, их
независимое определение в терминах исходной категории K . Все же
рекомендуем читателю, прежде чем двигаться дальше, сделать это са-
мому.

Определение 2′. Копроизведением семейства Xν , ν ∈Λ, называется
пара (X , {iν}), состоящая из объекта X =

∐
{Xν | ν ∈Λ} ∈K и морфиз-

мов iν : Xν → X , ν ∈ Λ, из K обладающая следующим свойством: для
любого объекта Y ∈K и любых морфизмов ϕν : Xν → Y , ν ∈ Λ, суще-
ствует единственный такой морфизм ψ: X → Y , что для каждого ν ∈Λ
коммутативна диаграмма

X
ψ

Y

Xν

ϕν
iν

В частности, копроизведение двух объектов Xk, k= 1, 2, –– это такой
объект X1 ⊔ X2 вместе с морфизмами ik : Xk→ X1 ⊔ X2, что для любого
объекта Y и любых морфизмов ϕk : Xk→ Y существует единственный
морфизм ψ: X1 ⊔ X2→ Y , делающий диаграмму

X1

i1

ϕ1

X1 ⊔ X2

ψ

X2

i2

ϕ2

Y

коммутативной.
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Иногда, если нет опасности путаницы, будем говорить о (ко)про-
изведении, подразумевая только входящий в это составное понятие
объект.

Упражнение . Пусть (X , {πν}) –– произведение семейства Xν , ν ∈Λ,
и пусть для некоторого µ ∈ Λ множество hK (Xµ, Xν) непусто при всех
ν ∈ Λ. Тогда πµ –– ретракция. Сформулируйте и докажите сходное ут-
верждение для копроизведения.

Докажем теорему, которая содержит, как специальные случаи, мно-
гие теоремы, известные в алгебре, топологии и анализе.

Теорема  (единственности). Пусть Xν , ν ∈Λ, –– семейство объек-
тов вK , (X , {πν}) и (X ′, {π′ν}) –– два произведения этого семейства. То-
гда существует единственный такой изоморфизм ι : X → X ′, что для
каждого ν ∈Λ диаграмма

X
ι

πν

X ′

π′ν

Xν
коммутативна.

(Таким образом, не только сами объекты изоморфны, но изомор-
физм между ними можно выбрать согласованно с проекциями.)
⊳ Исходя из K , введем новую категорию KΛ. Ее объектами объ-

явим всевозможные пары (Y, {ϕν}), состоящие из объекта Y ∈K и се-
мейства морфизмов ϕν : Y → Xν , ν ∈Λ, изK . Морфизмами между объ-
ектами (Y 1, {ϕ1

ν}) и (Y 2, {ϕ2
ν}) новой категории объявим морфизмы

ψ: Y 1→ Y 2 из K , для которых при любом ν ∈Λ диаграмма

Y ′
ψ

ϕ1
ν

Y 2

ϕ2
ν

Xν

коммутативна. Композицией морфизмов в KΛ мы объявим их ком-
позицию в K . Элементарная проверка показывает, что аксиомы ка-
тегории выполнены, локальными единицами для KΛ служат локаль-
ные единицы в K и что морфизм в KΛ является изоморфизмом тогда
и только тогда, когда он является изоморфизмом в K .

А теперь –– и в этом весь фокус –– сделаем то очевидное наблюде-
ние, что пара (Y, {ϕν}) является произведением нашего семейства вK
в том и только том случае, если она является финальным объектом
в KΛ. Поэтому из теоремы . немедленно следует, что пары (X , {πν})
и (X ′, {π′ν}), как объекты в KΛ, изоморфны. Дальнейшее очевидно. ⊲
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Переходя к дуальной категории, мы немедленно получаем теоре-
му единственности для копроизведений. Настоятельно рекомендуем
читателю ее точно сформулировать (в терминах исходной категории)
и написать соответствующую коммутативную диаграмму; дело того
стоит.

Что скажут по поводу обсуждаемых конструкций обитатели наше-
го категорного зоопарка? Оставив читателю разобрать случай «про-
стейших организмов» –– дискретных категорий, рассмотрим категорию
множеств. С копроизведениями там проблем не возникает:

Упражнение 20. Всякое семейство Xν , ν ∈Λ, в категории S обла-
дает копроизведением (X , {iν}), в котором X –– это дизъюнктное объ-
единение наших множеств (см. § ), а каждое вложение iν : Xν → X дей-
ствует по правилу x 7→ (x ,ν) (т. е. оно является, если отождествить X ′ν
с Xν , естественным вложением подмножества Xν в X ).

Если от копроизведений в категории S перейти к произведениям,
то на поверхностный взгляд ситуация становится еще проще.

Напомним, что декартовым произведением семейства множеств
Xν , ν ∈Λ (обозначение ×{Xν | ν ∈Λ}), называется совокупность таких
отображений f : Λ→

⋃
{Xν | ν ∈ Λ}, что f (ν) ∈ Xν . Говоря неформаль-

но, но, может быть, более наглядно, декартово произведение состоит
из «строк» (…, xν , …), места в которых пронумерованы индексами из
Λ и на ν -м месте расположен элемент из Xν .

Предложение . Всякое семейство Xν , ν ∈ Λ, непустых множеств
обладает в S произведением. А именно, таковым является пара
(X , {πν}), в которой X =×{Xν | ν ∈Λ}, а πν : f 7→ f (ν).
⊳ Для любого объекта Y и любых морфизмов ϕν , ν ∈ Λ, участву-

ющих в определении произведения, требуемый морфизм ψ: Y → X ,
разумеется, однозначно определен и действует по правилу y 7→ g, где
g : ν 7→ϕν (y). ⊲

Все это звучит довольно благостно, но... почему мы так уверены, что декар-
тово произведение ×{Xν | ν ∈Λ} содержит хотя бы один элемент?

Посмотрим внимательнее на подобное предположение, сперва для случая,
когда наши множества Xν попарно не пересекаются: да ведь это не что иное,
как аксиома выбора! (Отображение, являющееся элементом декартова произ-
ведения, очевидным образом определяет множество, фигурирующее в аксиоме
выбора, и наоборот.)

В действительности непустота декартова произведения произвольных се-
мейств множеств есть еще одна эквивалентная форма аксиомы выбора (это
нетрудно доказать, но мы этим заниматься не будем; см., например, [, с. ]).
Что касается последней, то ранее уже обсуждалось, что мы вынуждены принять
ее как данность, чтобы не обрушилась добрая половина здания современной
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математики. (Совсем как учил Св. Августин, а за ним Лютер: «Спасение одной
лишь верою возможно».) А раз так, то мы одновременно принимаем и «дог-
мат» о непустоте декартовых произведений –– к вящей пользе, как мы увидим,
для доказательства целого ряда важных и нужных теорем.

Упражнение . Постройте произведение и копроизведение любого
непустого семейства объектов в O.

Указание. Это те же декартово произведение и дизъюнктное объ-
единение, но с надлежащим образом выбранным порядком.

Перейдем к категории L. Пусть Xν , ν ∈ Λ, –– семейство линейных
пространств. Сперва заметим, что декартово произведение подлежа-
щих множеств этих пространств (мы уже «знаем», что оно есть!) са-
мо является линейным пространством относительно очевидных поко-
ординатных операций, для которого мы также сохраним обозначение
×{Xν | ν ∈Λ}; при этом проекции πν из предложения  суть линейные
операторы.

Выделим в ×{Xν | ν ∈Λ} подпространство, состоящее из тех отобра-
жений f , у которых f (ν) 6= 0 только для конечного множества индек-
сов ν (разумеется, зависящего от f ). Это подпространство называется
прямой суммой нашего семейства линейных пространств и обознача-
ется
⊕
{Xν | ν ∈Λ}. (Иногда, чтобы избежать путаницы, говорят: внеш-

няя прямая сумма.)
Для каждого ν ∈Λ обозначим через iν : Xν →

⊕
{Xν : ν ∈Λ} отобра-

жение, переводящее x ∈ Xν в отображение (= элемент пространства⊕
{Xν | ν ∈ Λ}), переводящее ν в x и любой элемент µ ∈ Λ, отличный

от ν , в нуль. (Мы условимся отождествлять «прямое слагаемое» Xν ,
ν ∈Λ, с его образом в прямой сумме относительно iν .) Теперь все гото-
во, чтобы сформулировать очевидное

Предложение . Всякое семейство Xν , ν ∈ Λ, линейных прост-
ранств (= объектов в L) обладает в категории L как произведе-
нием, так и копроизведением. А именно, произведением служит декар-
тово произведение (×{Xν | ν ∈ Λ}, {πν}), а копроизведением –– прямая
сумма (
⊕
{Xν | ν ∈Λ}, {iν}). ⊳⊲

Разумеется, в случае конечного семейства пространств, скажем,
X1, …, Xn, его прямое произведение и прямая сумма совпадают, и мы
вправе пользоваться любым из указанных обозначений. Обычно по

традиции предпочитают писать X1 ⊕…⊕ Xn или
n⊕

k=1

Xk. Элементы тако-

го пространства проще всего представлять себе как строки x = (x1, …
…, xn), xk ∈ Xk, и отождествлять каждое Xk , k= 1, …, n, c образом соот-
ветствующего вложения ik.
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Читатель помнит, что символом «⊕» обозначалось и разложение ли-
нейного пространства в прямую сумму двух подпространств. Подобное
сходство в терминах и обозначениях не случайно.

Предложение . Пусть X –– линейное пространство, X1 и X2 –– его
подпространства, i1 и i2 –– естественные вложения этих подпрост-
ранств в X . Следующие утверждения эквивалентны:

(i) X разлагается в прямую сумму подпространств X1 и X2;
(ii) X вместе с вложениями i1 и i2 является копроизведением под-

пространств X1 и X2 в категории L;
(iii) существует линейный изоморфизм внешней прямой суммы

X1 ⊕ X2 на X , переводящий пару (y, z) в y + z.
⊳ (i) ⇒ (ii). Если Y –– «постороннее» пространство, а ϕk : Xk → Y ,

k = 1, 2, –– линейные операторы, то корректно определен оператор
ψ: X → Y , переводящий y + z, y ∈ X1, z ∈ X2, в ψ(y) +ψ(z). Это, оче-
видно, единственный оператор, делающий диаграмму из определения
копроизведения коммутативной.

(ii) ⇒ (iii) Эта импликация следует из предложения  и теоремы 
(единственности), в применении к копроизведениям в категории L.

(iii)⇒ (i). Очевидно. ⊲
В категориях A и G произведения и копроизведения также всегда

существуют. Произведением в обоих случаях является декартово про-
изведение подлежащих множеств с покоординатной групповой опера-
цией, вкупе с проекциями. Что же касается копроизведения, то в A та-
ковым является прямая сумма абелевых групп, определяемая сходным
образом с прямой суммой линейных пространств, а в G –– несколько
более сложная вещь, так называемое свободное произведение групп;
см., например, [].

∗ ∗ ∗

Еще на заре топологии возникла потребность в «правильном» опре-
делении того, что мы сейчас называем произведением в категории T,
и тогда, при отсутствии категорного мышления, это было довольно
трудной задачей.

Пусть Xν , ν ∈ Λ, –– семейство топологических пространств с топо-
логиями τν . Снова рассмотрим декартово произведение ×{Xν | ν ∈Λ}.
Введем в него топологию, объявив предбазой этой топологии следую-
щую систему подмножеств. А именно, мы рассмотрим всевозможные
подмножества, индексированные парами (ν ∈ Λ, U ∈ τν) и имеющие
вид { f ∈ ×{Xν | ν ∈ Λ}: f (ν) ∈ U} (таким образом, каждое множество
из предбазы состоит из «строк», у которых какая-либо одна координата
принадлежит заранее заданному открытому множеству, а остальным
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предоставлена полная свобода). Топология в ×{Xν | ν ∈Λ} с указанной
предбазой называется тихоновской.

Определение . Декартово произведение топологических прост-
ранств Xν , ν ∈Λ, снабженное тихоновской топологией, называется то-
пологическим или тихоновским произведением этих топологических
пространств.

Впоследствии нам пригодится следующее почти очевидное
Предложение . Пусть M –– подмножество топологического произ-

ведения ×{Xν | ν ∈ Λ}. Тогда точка f ∈ M является внутренней в том
и только том случае, если множество M содержит ее окрестность
вида

U f ,ν1 ,…,νn
=
�

g ∈×{Xν | ν ∈Λ}: g(νk)∈ Uνk
, k= 1, …, n
	

для некоторых νk ∈Λ и открытых множеств Uνk
в Xνk

. ⊳⊲
Разумеется, топологическое произведение любого семейства хау-

сдорфовых пространств само хаусдорфово. Очевидно также, что для
любого ν ∈ Λ определенная выше (теоретико-множественная) проек-
ция πν : X → Xν является непрерывным отображением.

Теорема . Всякое семейство непустых топологических прост-
ранств обладает в T (а также, если все они хаусдорфовы, то и в
HT) произведением, каковым является топологическое произведение
этих пространств вместе с проекциями.
⊳ Пусть Xν , ν ∈ Λ, –– наше семейство, а Y –– «постороннее» тополо-

гическое пространство вместе с семейством непрерывных отображе-
ний ϕν : Y → Xν , ν ∈ Λ. Тогда, очевидно, существует единственное та-
кое отображение множеств ψ: Y →×{Xν | ν ∈ Λ}, что для всех ν ∈ Λ
диаграмма (см. ниже) коммутативна. Поэтому все, что нужно для про-
верки теоретико-категорного определения произведения, –– это пока-
зать, что отображение ψ непрерывно.

Пусть V := { f ∈ ×{Xν | ν ∈ Λ}: fν ∈ U} –– множество из стандартной
предбазы топологии в ×{Xν | ν ∈Λ} (см. выше). Очевидно, если y ∈ Y ,
то условия ψ(y) ∈ V и ϕν(y) ∈ U эквивалентны. В свою очередь это
означает, что прообраз множества V относительно ψ совпадает с про-
образом подмножества U в Xν относительно ϕν ,

×{Xν : ν ∈Λ}
πν

Y
ψ

ϕν

Xν

а стало быть, открыт в силу непрерывности последнего отображения.
Остается воспользоваться вторым утверждением предложения .. ⊲.
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Приведем две иллюстрации. Прежде всего заметим, что, как част-
ный случай общего определения декартова произведения, декартово
произведение семейства экземпляров C, индексированных точками
некоего множества Λ, –– это то же самое, что множество всех комплекс-
нозначных функций на Λ; в связи с этим оно, по аналогии с обозначе-
нием для произведения одинаковых чисел, обозначается CΛ.

Упражнение 40. Сходимость любой последовательности (для от-
личников –– также и любой направленности) в CΛ относительно тихо-
новской топологии –– это в точности простая (она же поточечная или
покоординатная) сходимость.

Таким образом, сходимость, обсуждавшаяся в упражнении ., ––
это сходимость в пространстве C[0, 1], рассматриваемом как тополо-
гическое подпространство в C[0,1].

Упражнение . Топологическое произведение счетного семейства
двоеточий (= двухточечных дискретных топологических пространств)
гомеоморфно канторову совершенному множеству.

Вопрос о копроизведениях в тех же категориях T и HT не вызы-
вает трудностей.

Упражнение . Всякое семейство топологических пространств об-
ладает в категории T (а если эти пространства хаусдорфовы, то и в
категории HT) копроизведением. А именно, таковым является их
теоретико-множественное дизъюнктное объединение, снабженное то-
пологией, база которой состоит из всевозможных открытых множеств
всех исходных пространств.

Однако даже в наиболее «популярных» категориях (ко)произведения суще-
ствуют далеко не всегда. Отличникам настоятельно рекомендуется

Упражнение 7∗. Семейство метрических пространств, содержащих более
одной точки, обладает произведением в категории M тогда и только тогда,
когда оно не более чем счетно.

Указание. Доказывая импликацию ⇐, в качестве
∏
{Xn : n∈N} можно

взять декартово произведение этих метрических пространств с метрикой

d( f , g) :=

∞∑

n=1

d( f (n), g(n))

2n(d( f (n), g(n)) + 1)
.

Доказывая импликацию ⇒ от противного, можно в качестве «вредного» про-
странства Y взять метрическое пространство {0,1}N с предложенной выше
метрикой.

Следующие несколько упражнений, хотя они и легче, мы не считаем обяза-
тельными даже для отличников. Они приводятся лишь для того, чтобы удовле-
творить возможное любопытство читателя.

Упражнение . Всякое семейство метрических пространств обладает ко-
произведением как в категории M, так и в категории MU.
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Указание. Введите надлежащую метрику в дизъюнктное объединение.
Упражнение 9∗. Семейство метрических пространств, содержащих более

одной точки, обладает произведением в категории MU тогда и только тогда,
когда оно не более чем счетно.

Упражнение 10∗. (i) Семейство непустых метрических пространств обла-
дает произведением в категории M1 тогда и только тогда, когда все они, кро-
ме, быть может, конечного числа, имеют конечный диаметр, ограниченный
общей константой.

(ii) Семейство метрических пространств обладает копроизведением в кате-
гории M1 тогда и только тогда, когда все они, за исключением, быть может,
одного, пусты.

(iii) Зато в полной подкатегории M11 категории M1, состоящей из про-
странств диаметра не больше 1, всякое семейство непустых пространств обла-
дает как произведением, так и копроизведением.

Указание. (i) При доказательстве импликации ⇒ от противного возьми-
те одноточечное пространство Y и постройте два элемента x , y ∈ X , для кото-
рых d(x , y) > n для всех n. Доказывая импликацию ⇐, введите в X метрику
d( f , g) := sup

ν
d( f (ν), g(ν)).

(ii) К противоречию приведет рассмотренное в качестве Y двоеточие с до-
статочно большим диаметром.

§ . Функторы

Говоря с некоторой долей упрощения, можно сказать, что в теории
категорий понятие функтора играет по отношению к понятию катего-
рии ту же роль, какую играет в теории множеств понятие отображения
по отношению к понятию множества. Есть у этого понятия и некий
«мировоззренческий» аспект, который состоит в том, что функтор ––
это осмысление и формализация того, что такое «правильная» матема-
тическая конструкция, связывающая, вообще говоря, различные мате-
матические дисциплины.

Определение . Пусть K и L –– категории. Мы говорим, что задан
ковариантный функтор из K в L или между K и L (обозначаемый
снова стрелкой: F : K →L ), если

(I) каждому объекту X ∈ Ob(K ) сопоставлен некий объект F(X ) ∈
∈Ob(L );

(II) каждому морфизму ϕ : X → Y в категории K сопоставлен мор-
физм F(ϕ) : F(X )→ F(Y ) в категории L .

При этом предполагаются выполненными два свойства:
(i) как только композиция ψϕ имеет смысл, выполнено равенство

F(ψϕ) = F(ψ)F(ϕ);
(ii) для любого X ∈Ob(K ) выполнено равенство F(1X ) = 1F(X ).
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Контравариантным функтором из K в L называется ковариант-
ный функтор из K 0 в L .

В терминах исходных категорий последнее понятие, очевидно, оз-
начает следующее. Определение контравариантного функтора повто-
ряет определение ковариантного везде, за исключением пунктов (II)
и (i). А именно, (II) заменяется на свойство

(II′) каждому морфизму ϕ : X → Y в категории K сопоставлен мор-
физм F(ϕ) : F(Y )→ F(X ) в категории L ,

в то время, как (i) заменяется на свойство

(i′) как только композиция ψϕ имеет смысл, выполнено равенство
F(ψϕ) = F(ϕ)F(ψ).

(Отсюда, кстати, видно, что мы могли бы определить контравариант-
ный функтор из K в L и как ковариантный функтор из K в L 0.)

Напомним, что появление в математике категорий –– это во многом
результат осознания того, что, говоря неформально, «морфизмы важ-
нее объектов». Соответственно и появление функторов –– это результат
осознания того, что математическую конструкцию столь же (если не
более) важно определить на морфизмах, как и на объектах. Впрочем,
трудно сказать лучше, чем это было сделано в основополагающей ра-
боте Эйленберга и Маклейна [, с. ]:

«…Как только новые абстрактные объекты сконструированы неко-
торым специальным образом из заданных, рекомендуется рассматри-
вать конструкцию соответствующих индуцированных отображений
этих новых объектов как неотъемлемую часть их определения».

∗ ∗ ∗
Простейшим примером ковариантного функтора, заданного на аб-

страктной категории K , является, конечно, тождественный функтор
1K : K →K , а простейшим примером контравариантного –– функтор
дуальности 10

K : K →K 0. Оба сохраняют на месте как объекты, так
и морфизмы, только во втором случае морфизм из X в Y после приме-
нения функтора считается действующим из Y в X . Еще один немудре-
ный пример –– это так называемый постоянный функтор из K в L ; он
переводит все объекты из K в один и тот же фиксированный объект
из L , а любой морфизм из K –– в локальную единицу этого объекта.
(Этот функтор можно одновременно рассматривать как ко- и контра-
вариантный –– так тоже бывает!)

Читатель может без труда определить композицию функторов (в стиле ком-
позиции отображений) и, взяв за основу определение изоморфизма объектов
в категориях, определить изоморфизм категорий как функтор, обладающий
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обратным функтором. Можно дать и следующее определение категорного
изоморфизма, эквивалентное, как нетрудно убедиться, только что сказанно-
му: это ковариантный функтор I : K →L , осуществляющий биекцию между
классами Ob(K ) и Ob(L ) и к тому же для каждой пары X , Y ∈ Ob(K ) осу-
ществляющий (посредством отображения ϕ 7→ I(ϕ)) биекцию между множе-
ствами hK (X , Y ) и hL (I(X ), I(Y )).

Однако считать категории «по существу одинаковыми» в точности тогда,
когда они изоморфны, –– подобно тому, как мы договаривались об объектах
категорий, –– неудобно. Дело в том, что требование изоморфизма слишком
сурово, чтобы быть практичным, и «правильное» отождествление категорий
происходит посредством менее жесткого требования так называемой эквива-
лентности, о котором пойдет речь в конце этого параграфа.

Впрочем, содержательные примеры изоморфных категорий все же суще-
ствуют: например, категория S изоморфна полной подкатегории в T,
состоящей из дискретных пространств (проверьте!).

Еще один любопытный, хотя и, насколько нам известно, практически бес-
полезный факт состоит в том, что всякая категория изоморфна некоторой под-
категории в S [].

При словах «композиция функторов» естественно возникает соблазн гово-
рить о «категории категорий C», объектами которой служили бы категории,
а морфизмами –– ковариантные функторы. Но подобная категория была бы
слишком велика, чтобы ее можно было корректно определить в рамках суще-
ствующей строгой теории множеств. В основаниях математики есть, однако,
выход из положения, который заключается в том, что C состоит не из всех
(страшно подумать!), а только из так называемых малых категорий; подроб-
ности см., например, в []. Изоморфизм в C и есть обсуждавшийся выше
изоморфизм категорий (правда, теперь он определен не для всех категорий,
а только для этих малых).

Функтор F : K →L называется верным, соответственно полным,
если для каждых X , Y ∈K отображение из множества hK (X , Y ) в мно-
жество hL (F(X ), F(Y )) (либо, смотря по смыслу, hL (F(Y ), F(X ))),
переводящее ϕ в F(ϕ), инъективно, соответственно сюръективно. На-
пример, определяемый очевидным образом функтор естественного
вложения подкатегории в категорию всегда верен, и этот функтор по-
лон тогда и только тогда, когда наша подкатегория полная.

Выделим простое, но чрезвычайно полезное свойство функторов.
Теорема . Ковариантный функтор переводит ретракцию в ре-

тракцию, коретракцию в коретракцию и изоморфизм в изоморфизм.
Контравариантный функтор переводит ретракцию в коретракцию,
коретракцию в ретракцию и (опять-таки) изоморфизм в изоморфизм.
⊳Очевидные соображения дуальности позволяют ограничиться слу-

чаем заданного ковариантного функтора F : K →L . Пусть ϕ : X → Y ––
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ретракция в K с правым обратным ψ. Тогда в силу определения функ-
тора

F(ϕ)F(ψ) = F(ϕψ) = F(1X ) = 1F(X ),

т. е. морфизм F(ψ) –– правый обратный к F(ϕ) в L . Дальнейшее оче-
видно. ⊲

Современная математика просто кишит функторами, и те примеры,
которые мы сейчас приведем, –– ничтожно малая часть известных.

Пример . Уже в самом определении категории неявно заключены
две серии функторов; одна состоит из ко-, а другая из контравариант-
ных. Возможно, это вообще самые важные функторы.

А именно, зафиксируем объект X (произвольной) категорииK . Со-
поставим каждому объекту Y ∈Ob(K ) множество hK (X , Y ), а каждому
морфизму ϕ : Y1→ Y2 вK –– обозначаемое через hK (X ,ϕ) отображение
из множества hK (X , Y1) в множество hK (X , Y2), которое переводит каж-
дый морфизмψ∈ hK (X , Y ) вϕψ. (Иначе говоря, hK (X ,ϕ) переводитψ
в единственный морфизм χ, делающий диаграмму

X
χ

ψ

Y1

ϕ
Y2

коммутативной.)
Элементарная проверка также убеждает нас в том, что сопоставле-

ние Y 7→ hK (X , Y ) (на объектах); (ϕ : Y1→ Y2) 7→ (hK (X ,ϕ) : hK (X , Y1)→
→ hK (X , Y2)) (на морфизмах) есть ковариантный функтор из K в S.
Он называется ковариантным функтором морфизмов или, короче,
ковариантным мор-функтором (иногда говорят: ковариантным ос-
новным функтором), порожденным объектом X . Этот функтор обозна-
чается hK (X , ?) : K → S.

Наряду с ковариантным мор-функтором, наш фиксированный объ-
ект X порождает также другой, контравариантный функтор морфиз-
мов, или мор-функтор, обозначаемый hK (?, X ). Он определяется как
hK (X , ?) : K 0 → S, т. е. как уже построенный ковариантный мор-
функтор, но определенный на дуальной категории. Настоятельно ре-
комендуем читателю дать развернутое определение этого функтора
в терминах самой категории K .

Для ряда категорий в качестве области значений мор-функторов бо-
лее естественно рассматривать не S, а одну из категорий множеств
с дополнительной структурой.

Пример . Пусть K = L. В этом случае мы знаем из линейной
алгебры, что hK (X , Y ) –– множество линейных операторов из X в Y ––
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само обладает структурой линейного пространства, и при этом, как
легко проверить, указанные выше отображения hK (X ,ϕ),ϕ ∈ hK ,
суть линейные операторы. Поэтому мы вправе говорить о ковариант-
ном функторе hK (X , ?) : L→ L и о его контравариантном собрате
hK (?, X ) : L→ L.

Замечание. Предупредим читателя, что наши главные примеры по-
добных «специализированных» мор-функторов еще впереди. Таковыми
будут мор-функторы, заданные на категории банаховых пространств
и принимающие значения в той же категории, и, в частности, самый
знаменитый из них –– контравариантный «функтор звездочки» (пере-
хода к сопряженным пространствам и операторам).

Аналогично мор-функторы, заданные в A, целесообразно рассматривать
со значениями в той же категории A. А вот мор-функторы, заданные в ка-
тегории G, приходится рассматривать, как в общем примере , со значения-
ми в «просто» S: они доставляют множества, вообще говоря не обладающие
групповой или какой-либо иной дополнительной структурой.

Продолжим рассмотрение примеров функторов.
Пример . На самом деле здесь речь пойдет о целом семействе сход-

ных по своей смысловой нагрузке функторов.
Пусть категория K такова, что ее объекты суть множества, наде-

ленные какой-либо дополнительной структурой, а морфизмы –– отоб-
ражения между подобными множествами, каким-то образом согласо-
ванные с заданной структурой (как в бо́льшей части примеров из § ).
При этом возникает так называемый забывающий функтор �: K →
→ S, обозначаемый, как видите, «пустым квадратом» (дескать, что-
то было в квадрате, но об этом забыли). Этот функтор сопоставляет
каждому X ∈K его подлежащее множество, обозначаемое �X , а каж-
дому морфизму из ϕ ∈ hK –– это же отображение, но теперь рассмат-
риваемое просто как отображение множеств и обозначаемое в этом
«упрощенном» качестве через �ϕ. Специализациями подобного функ-
тора являются�: L→ S,�: T→ S и т. п.; сходство обозначений
не вызывает путаницы.

Очевидно, забывающий функтор ковариантен и всегда верен.
Помимо только что рассмотренных функторов, «забывающих всю

структуру» и принимающих значения в категории S, полезно рас-
сматривать также функторы, «забывающие о части структуры». Таков,
например, определяемый очевидным образом функтор �: L→ A,
«забывающий» об умножении на скаляры, но «еще помнящий» об опе-
рации сложения. Сюда же можно отнести, скажем, функтор �: M→
→ T, «забывающий» о конкретной метрике заданного пространства,
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но «помнящий» о топологии, порожденной этой метрикой. Такие функ-
торы мы также будем называть забывающими.

Пример  (один из функторов свободы). Если забывающие функ-
торы превращают множество со структурой в «голое» множество, то
предлагаемый вам функтор является представителем некоторого вида
функторов, действующих в обратном направлении.

Пусть S –– множество. Обозначим через F (S) множество формаль-
ных линейных комбинаций элементов множества S с комплексными
коэффициентами. Оно наделено очевидной структурой линейного про-
странства с линейным базисом {1x : x ∈ S}; отождествляя x c 1x , мож-
но считать, что S лежит в F (S) и является там базисом. Сопоставим
каждому множеству S линейное пространство F (S), а каждому ото-
бражению множеств ϕ : S → T –– линейный оператор F (ϕ) : F (S)→
→ F (T ), однозначно определяемый тем, что он отправляет x ∈ S ⊂
⊂F (S) в ϕ(x) ∈ T ⊂F (T ). Очевидно, возникает ковариантный функ-
тор F : S→ L, называемый (по причинам, которые будут станут
ясны ниже читателю, не брезгающему мелким шрифтом) функтором
свободы.

Упражнение 10. Для любых объектов S ∈ S и E ∈ L постройте
биекцию между множествами hS(S,�(E)) и hL(F (S), E).

Замечание. На самом деле это упражнение, должным образом про-
анализированное, ведет к одному из центральных понятий теории ка-
тегорий –– понятию так называемого сопряженного функтора. (В дан-
ном случае функтор свободыF сопряжен к забывающему функтору�.)
Любопытные могут почитать об этом, скажем, в книге [].

Обратимся на время к сильному студенту. Напомним, что большинство (хо-
тя и не все) из рассмотренных до сих пор категорий имели одну общую черту.
Их объекты суть множества (в большинстве случаев наделенные дополнитель-
ной структурой), а морфизмы –– отображения множеств (согласованные тем
или иным способом с этой структурой). На самом деле существует формально
определяемый класс категорий, охватывающий все подобные случаи.

Определение . Конкретной категорией называется пара (K ,�), состоя-
щая из категории K и ковариантного верного функтора � из K в категорию
множеств.

Разумеется, большинство категорий, приведенных ранее в качестве при-
меров, можно рассматривать как конкретные, взяв в качестве � забывающий
функтор в S.

В некоторых случаях, однако, окажется более целесообразным рассматри-
вать несколько иные функторы, например, сопоставить объекту X не все его
подлежащее множество, а его некоторую часть. (Какая от этого может быть
польза, мы увидим, в частности, на примере категории B1 в упражнении
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...) Теперь становится ясным, какое общее утверждение скрывается за
предложением ..

Упражнение 20. Пусть (K ,�) –– конкретная категория, ϕ –– морфизм в K .
Тогда если �(ϕ) –– инъективное отображение, то ϕ –– мономорфизм, а если
�(ϕ) –– сюръективное отображение, то ϕ –– эпиморфизм.

Вот еще одно важное свойство рассматриваемых категорий.
Предложение . Если ι –– изоморфизм между объектами конкретной кате-

гории (K ,�), то �(ι) –– биекция.
⊳ Это частный случай теоремы . ⊲
Во многих конкретных категориях, в частности в наших примерах катего-

рий чистой алгебры, верно и обратное: морфизм, являющийся, как отображе-
ние подлежащих множеств, биекцией, всегда есть изоморфизм. Выделим класс
категорий, обладающих подобным свойством.

Определение . Конкретная категория (K ,�) называется уравновешен-
ной, если для любого ее морфизма ϕ из того, что �(ϕ) –– биекция, следует, что
ϕ –– изоморфизм.

Таким образом, упомянутые выше категории уравновешенные. В то же вре-
мя нетрудно усмотреть, что категории (M,�) и (T,�) таковыми не являют-
ся (укажите биективные морфизмы, не являющиеся изоморфизмами). Забегая
вперед, отметим, что для некоторых категорий топологии и функционального
анализа тот факт, что они являются уравновешенными, составляет содержание
теорем, играющих в этих науках фундаментальную роль; в этой книге таковы-
ми будут теорема Банаха об обратном операторе и теорема Александрова.

Функторы «частичной потери памяти» тоже могут быть формализованы, на
этот раз как функторы между двумя конкретными категориями (попробуйте
дать точное определение).

Оставшаяся «общеобразовательная» часть этого кусочка мелкого шрифта
не считается обязательной даже для отличников.

Эпитет «свободный» в математике вам тоже, конечно, встречался: напри-
мер там, где речь шла о понятии свободной группы и (отличном от него) по-
нятии свободной абелевой группы. Дело в том, что функторы F : S→ G

иF : S→ A, определяемые по аналогии с функторомF : S→ L из преды-
дущего примера, сопоставляют заданному множеству S как раз свободную
группу (соответственно свободную абелеву группу) с множеством S в каче-
стве системы образующих. (Детали определения и проверку свойств функтора
оставляем читателю.) На самом деле ту же природу (хотя это, может быть, и не
бросается в глаза) имеет и функторF : S→ T, сопоставляющий множеству
S дискретное топологическое пространство с тем же множеством S в качестве
подлежащего множества. При этом во всех указанных случаях имеет место
аналог упражнения , с заменой L на G, A или, смотря по смыслу, T.
(Сформулируйте и докажите!)

Сейчас вы подготовлены к тому, чтобы воспринять общее определение
сперва свободного объекта, а затем и функтора свободы –– как вы догадались,
в рамках (произвольной) конкретной категории.
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Определение . Пусть (K ,�) –– конкретная категория, X –– объект в K .
Подмножество S ∈ �X называется базисом этого объекта, если для любых
Y ∈K и отображения (= морфизма в S) ϕ : S→ �Y существует единствен-
ный такой морфизм f (ϕ) : X → Y в K , что диаграмма

�X
� f (ϕ)

�Y,

S

j
ϕ

в которой j –– естественное вложение, коммутативна. Объект в K , обладаю-
щий базисом, называется свободным.

Упражнение . Два объекта конкретной категории с базисами одинаковой
мощности изоморфны.

Указание. Если для k = 1,2, множество Sk –– базис объекта Xk, ink –– есте-
ственное вложение Sk в �Xk и ϕ : S1→ S2 –– биекция множеств, то f (in2ϕ) ––
изоморфизм с обратным f (in1ϕ

−1).
Нетрудно усмотреть, что всякий объект в L свободен и его базис –– это лю-

бой линейный базис соответствующего линейного пространства (ср. упражне-
ние ). Далее, свободный объект в G и A –– это как раз то, что и называется
свободной группой, соответственно свободной абелевой группой (укажите ба-
зис!). Наконец, свободные объекты в T –– это дискретные топологические, а в
M –– дискретные метрические пространства; базис в этих случаях совпадает
со всем подлежащим множеством данного объекта.

Вопрос о существовании базисов тесно связан с вопросом о наличии копро-
изведений.

Упражнение 4∗. Пусть в конкретной категории (K ,�) существует объект I

с базисом, состоящим из одной точки s ∈�(I). Тогда произвольный объект X

этой категории обладает базисом в том и только том случае, если найдется та-
кое семейство морфизмов iν : Iν → X , ν ∈ Λ, где Iν = I для всех ν ∈ Λ, что пара
(X , {iν : ν ∈ Λ}) является копроизведением семейства Iν , ν ∈ Λ. При этом под-
множество {(�iν)(s) : ν ∈Λ} в �(X ) является базисом для X .

(Таким образом, если в категории существует объект I с одноточечным ба-
зисом, то все ее объекты, обладающие базисом, являются в точности копроиз-
ведениями семейств, состоящих из экземпляров объекта I .)

Указание. Если X имеет базисΛ, то (X , {iν : ν ∈Λ}), где отображения iν: Iν =

= I → X однозначно определены тем, что �iν(s) = ν ∈ Λ⊆�(X ), есть копроиз-
ведение семейства Iν , ν ∈Λ. Если же (X , {iν : ν ∈Λ}) –– копроизведение послед-
него семейства, то базисом объекта X служит подмножество {�iν(s), ν ∈ Λ}
в �(X ).

Определение . Функтор F : S→ K , где (K ,�) –– конкретная катего-
рия, называется функтором свободы, если он сопоставляет каждому объек-
ту S ∈ S какой-либо объект F (S), базисом которого является S, а каждо-
му отображению (= морфизму в S) ϕ : S→ T –– тот единственный морфизм
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F (ϕ) : F (S)→F (T), для которого диаграмма

�F (S) �F (ϕ) �F (T)

S

jS

ϕ
T,

jT

в категории S, где jS и jT –– естественные вложения, коммутативна.
Разумеется, функтор свободы корректно определен, если для каждого мно-

жества S существует хотя бы один объект в K с базисом S. (Объясните, поче-
му в этом случае указанный выше морфизм F (ϕ) действительно существует
и единствен.)

Упражнение . Обобщитe результат упражнения  на любой функтор сво-
боды.

Подобно «частично забывающим» функторам, упомянутым выше, суще-
ствуют и весьма полезны так называемые функторы относительной свободы,
действующие в обратном направлении; вторые связаны с первыми «соотно-
шениями сопряженности», подобными той биекции, о которой говорилось
в упражнении . Несмотря на свою важность в определенных разделах функ-
ционального анализа (а также алгебры), они выходят за рамки этой книги.
Пример такого функтора, полезный для теории банаховых алгебр, см. [,
с. ].

Ковариантный функтор из стандартной симплициальной категории ∆
в произвольную категорию K называется косимплициальным K -объектом,
а контравариантный функтор между теми же категориями –– симплициальным
K -объектом. (Если, скажем, K –– это L, то обычно говорят о (ко)симплици-
альных линейных пространствах и т. п.) Эти функторы исключительно важны
для изучения тех или иных категорий гомологическими методами (см., напри-
мер, []). (Исторически первым симплициальным объектом явился контра-
вариантный функтор ∆→ T, переводящий объект {1, …, n} в (n− 1)-мерный
стандартный симплекс в Rn, n ∈N, отсюда и терминология. Попробуйте сами
разумно определить действие этого функтора на морфизмы в ∆. Намекнем:
некоторые из этих морфизмов называются гранями, а некоторые –– вырожде-
ниями.)

Огромную важность для топологии, комплексного анализа, дифферен-
циальной геометрии, а с недавнего времени –– и функционального анализа
имеют функторы, определенные на специальной категории «технического
предназначения» O(Ω), где Ω –– заданное топологическое пространство.
Объектами этой категории объявлены открытые множества в Ω, а множество
морфизмов между такими объектами U и V состоит в случае U ⊆ V из един-
ственного морфизма –– естественного вложения U в V , и это пустое множество
в противном случае. Контравариантный функтор из Ω в заданную категорию
K называется предпучком объектов из K ; в частности, говорят о предпучках
множеств, абелевых групп, колец и т. п. (Попробуйте дать развернутое опре-
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деление предпучка, скажем, линейных пространств, не использующее слово
«функтор».) Предпучок, удовлетворяющий некоторым естественным требова-
ниям, называется пучком; о значении пучков вы можете составить себе пред-
ставление по книге [].

Мы возвращаемся к общеобязательному материалу.
Если в теории множеств есть два фундаментальных понятия –– мно-

жество и отображение, то теория категорий покоится на трех китах.
Два кита нам уже известны: это категория и функтор, а третий кит ––
это естественное преобразование функторов, к определению которого
мы переходим ). Сколько-нибудь подробный рассказ об этом понятии
выходит за рамки этого учебника, но мы убеждены, что хотя бы его
определение должно входить в джентльменский набор каждого уважа-
ющего себя «чистого» математика начала XXI века.

Определение . Пусть F, G : K →L –– два ковариантных функтора
между некими категориями. Говорят, что задано естественное преоб-
разование α = {αX } между функторами F и G (обозначаемое снова
стрелкой: α: F→ G), если для каждого объекта X ∈K задан такой мор-
физм αX : F(X )→ G(X ) в L , что для любого морфизма ϕ : X → Y в K
диаграмма

F(X )
F(ϕ)

αX

F(Y )

αY

G(X )
G(ϕ)

G(Y )

(в L ) коммутативна. Естественное преобразование между двумя кон-
травариантными функторами из K в L определяется как естествен-
ное преобразование между двумя соответствующими ковариантными
функторами из K 0 в L (расшифруйте!).

Естественное преобразование α = {αX } между двумя ковариант-
ными функторами называется естественной эквивалентностью, если
αX –– изоморфизм для каждого X ∈ K . Естественное преобразование
между двумя контравариантными функторами называется естествен-
ной дуальной эквивалентностью (иногда –– естественной антиэквива-
лентностью), если оно является естественной эквивалентностью после
перехода к соответствующим ковариантным функторам.

)Это понятие возникло в алгебраической топологии, затем проникло в чистую ал-
гебру, а теперь стало неотъемлемой частью языка большой области математики,
включая современный функциональный анализ. Любопытно, что, как признают отцы-
основатели, теория категорий исторически началась как раз с рассмотрения есте-
ственных преобразований. «„Категория“ была определена, чтобы определить „функтор“,
а „функтор“ был определен, чтобы определить „естественное преобразование“» [, с. ].
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Следующие два упражнения проясняют суть введенных понятий.
Упражнение . Любой фиксированный морфизм ψ: X → Y в (про-

извольной) категории K задает естественное преобразование α меж-
ду соответствующими мор-функторами из K в S с компонентами
αZ : hK (ψ, Z) : hK (Y, Z)→ hK (X , Z). Сформулируйте и докажите ана-
логичное (дуальное) утверждение для контравариантных мор-функто-
ров.

Упражнение . Функтор hK (X , ?) естественно эквивалентен тожде-
ственному функтору в K в каждой из следующих ситуаций: (i) K =
= S, X –– одноточечное множество; (ii) K = L, X =C.

Важные примеры естественных преобразований функторов в функ-
циональном анализе будут обсуждены позднее; см. далее каноническое
вложение во второе сопряженное из § . и преобразование Гельфанда
из § ..

Теперь большинство студентов может отдохнуть до начала следующей гла-
вы, но отличникам рано расслабляться: для них мы сообщим еще несколько ве-
щей. Уж если математики начали играть в свои игрушки, их не остановишь…

Обсуждаемое понятие естественного преобразования функторов позволяет
ввести весьма полезный класс категорий. А именно, зафиксировав две кате-
горииK иL , рассмотрим категориюLK , объектами которой объявлены все-
возможные функторы изK вL (пусть, для определенности, –– ковариантные),
а морфизмами –– естественные преобразования между такими функторами;
при этом очевидным образом определяется композиция двух естественных
преобразований. Разумеется, подобная конструкция требует осторожности
в выборе возможных категорий –– иначе мы опять-таки придем к парадоксам,
но, к счастью, это можно сделать без большой потери общности (снова пове-
рим Маклейну []).

Упражнение . Изоморфизм функторов как объектов в LK –– это в точно-
сти их естественная эквивалентность.

Выше мы упоминали о понятии изоморфизма двух категорий и сетовали
на то, что оно мало пригодно на практике, будучи слишком обременительным.
Теперь, наконец, мы в состоянии дать правильное представление о том, какие
категории следует считать «по существу одинаковыми».

Определение . Ковариантный функтор F : K →L (между двумя произ-
вольными категориями) называется эквивалентностью (данных категорий),
если существует такой ковариантный функтор G : L → K , что композиция
G ◦ F –– функтор, естественно эквивалентный тождественному функтору 1K ,
а композиция F ◦ G –– функтор, естественно эквивалентный тождественному
функтору 1L . Контравариантный функтор F : K → L называется дуальной
эквивалентностью (иногда антиэквивалентностью), если соответствующий
ковариантный функтор из K 0 в L –– эквивалентность. Категории называются
эквивалентными (соответственно дуально эквивалентными, или антиэквива-
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лентными), если между ними существует эквивалентность (соответственно
дуальная эквивалентность).

Упражнение 9∗. Эквивалентность категорий может быть охарактеризова-
на как изоморфизм объектов в некоторой надлежащим образом выбранной ка-
тегории.

Указание. Объекты желаемой категории –– те же, что и в «категории ка-
тегорий» C. Однако морфизмами между двумя категориями объявлены не
(просто) функторы из первой категории во вторую, как в C, а классы есте-
ственной эквивалентности этих функторов.

Упражнение . Категория конечномерных линейных пространств FL

(i) дуально эквивалентна себе самой;
(ii) эквивалентна своей полной подкатегории с объектами Cn; n= 0,1, …
Указание. Дуальной эквивалентностью FL→FL служит функтор h(?,C),

т. е. функтор перехода к алгебраически сопряженному пространству.
Вторая часть этого упражнения показывает, что эквивалентные категории

могут даже содержать разное количество объектов (и ничего страшного!).
Впоследствии будет рассказано о фундаментальной важности примеров

дуальной эквивалентности некоторых категорий функционального анализа,
с виду не имеющих между собой ничего общего. Это гельфандова дуальная
эквивалентность категории коммутативных C∗-алгебр и категории локально
компактных топологических пространств (см. § .) и понтрягинская дуаль-
ная эквивалентность категории A и категории компактных абелевых групп
(см. § .).

А вот и наше последнее –– по счету, но не по важности –– теоретико-категор-
ное понятие.

Определение . Ковариантный (соответственно контравариантный) функ-
тор из некой категорииK в S называется представимым, если он естествен-
но эквивалентен функтору h(X , ?) (соответственно h(?, X )) для некоторого объ-
екта X ∈ K . (Последний называется представляющим объектом для нашего
функтора.)

Упражнение . Все забывающие функторы, определенные на категориях,
фигурирующих в примерах § , представимы.

Указание. Для категории L представляющий объект –– это C, для катего-
рий A и G –– это Z, для R –– это кольцо многочленов с целыми коэффициен-
тами без свободного члена, для остальных категорий –– это одноточечный объ-
ект.

Разумеется, представимые функторы были введены не ради подобных при-
меров. На самом деле постепенно выяснилось, что целый ряд самых разных
задач о существовании «правильной» конструкции, отвечающей на тот или
иной математический вопрос, сводятся к вопросу о том, представим ли тот
или иной функтор. Забегая вперед, заметим, что к подобным проблемам отно-
сятся вопросы о существовании пополнений метрических и нормированных
пространств, алгебраического и «банахова» тензорного произведения и целый
ряд других.
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НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА
И ОГРАНИЧЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ.

(В ОЖИДАНИИ ПОЛНОТЫ)

§ . Преднормированные и нормированные пространства.
Примеры

Можно говорить, что мы вступили во владения функционального
анализа, только после того, как дано следующее определение.

Определение . Пусть E –– произвольное линейное пространство.
Функция ‖ · ‖ : E→ R+ (переводящая вектор x ∈ E в число, обозначае-
мое ‖x‖), называется преднормой, если для любых элементов x , y ∈ E

и λ∈C она удовлетворяет следующим двум условиям:
(i) ‖λx‖= |λ|‖x‖;
(ii) ‖x + y‖6 ‖x‖+ ‖y‖ (неравенство треугольника).
Преднорма называется (как вам хорошо известно) нормой, если

она, вдобавок, такова, что
(iii) из равенства ‖x‖= 0 следует, что x = 0.
Линейное пространство, снабженное преднормой, называется пред-

нормированным, а снабженное нормой –– нормированным простран-
ством. Часто вместо «преднорма» говорят «полунорма».

Желая уточнить, о какой (пред)норме идет речь, мы будем иногда
употреблять выражения вроде «(пред)нормированное пространство
(E,‖ · ‖)».

Заметим, что из условия (i) немедленно следует, что ‖0‖= 0. Поэто-
му мы могли бы условие (iii) заменить на такое: ‖x‖= 0⇔ x = 0.

Замечание. Как всегда, говоря о линейных пространствах, мы име-
ли в виду комплексные. В некоторых вопросах, однако, нам понадо-
бятся (пред)нормы в действительных линейных пространствах и, соот-
ветственно, действительные (пред)нормированные пространства. Они
определяются дословно так же, только с заменой λ∈C на λ∈R в усло-
вии (i). Впрочем, когда о них зайдет речь, это будет оговорено особо.

Что такое норма, наш читатель, конечно, знал и раньше. То, что
мы с самого начала рассматриваем более общее преднормы, окупится
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впоследствии, когда нам понадобятся полинормированные простран-
ства (гл. ). Первые примеры преднорм, не являющихся нормами, та-
ковы.

Пример . Разумеется, простейшей преднормой в любом линейном
пространстве является нулевая: ‖x‖= 0 для любого вектора x ∈ E.

Пример . Любой линейный функционал f : E→C задает в E пред-
норму ‖ · ‖ f по правилу ‖x‖ f := | f (x)|. Если пространство E не одно-
мерно, такая преднорма не является нормой.

Читателю, наверное, известно, что всякое нормированное прост-
ранство (E,‖ · ‖) автоматически является метрическим пространством
с расстоянием d(x , y) := ‖x − y‖. Разумеется, тот же способ превраща-
ет любое преднормированное пространство в предметрическое. Тем
самым, как очевидный следующий шаг, всякое преднормированное
пространство автоматически является топологическим, причем это
топологическое пространство хаусдорфово тогда и только тогда, ко-
гда исходная преднорма является нормой. Про полученные указанным
способом (пред)метрику и топологию мы будем говорить, что они по-
рождены заданной (пред)нормой, и иногда называть их (пред)нормовой
(пред)метрикой и (пред)нормовой топологией.

Таким образом, в контексте (пред)нормированных пространств
можно свободно употреблять все метрические и топологические поня-
тия, такие, как замкнутый или открытый шар данного радиуса, замкну-
тое или открытое подмножество, непрерывное отображение и т. п.

Непосредственно проверяется
Предложение  (непрерывность суммы и умножения на ска-

ляр). Отображения топологических пространств E × E→ E, (x , y) 7→
7→ x + y, и C× E→ E, (λ, x) 7→ λx , где E × E и C× E рассмотрены с ти-
хоновской топологией, непрерывны. В частности, если последователь-
ности xn и yn сходятся соответственно к x и y в E, то последова-
тельность xn + yn сходится к x + y, а если последовательность xn

сходится к x в E, а λn сходится к λ в C, то последовательность λn xn

сходится к λx . ⊳⊲
Кроме того –– и это чрезвычайно важно, –– наличие топологии в на-

ших линейных пространствах позволяет говорить о сходящихся рядах

их векторов. Как обычно, под сходимостью ряда
∞∑

n=1

xn понимается схо-

димость последовательности его частичных сумм
n∑

k=1

xk, n ∈ N, а под

суммой ряда –– предел этой последовательности. При этом, очевидно,
нормированные пространства выделяются среди преднормированных
тем, что ряды их векторов имеют не более одной суммы.
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Всякое подпространство F преднормированного пространства E
само является преднормированным пространством относительно со-
ответствующего ограничения преднормы. При этом, очевидно, что
подпространство нормированного пространства само является нор-
мированным.

Соответствующую (пред)норму в F мы будем называтьунаследован-
ной из пространства E.

Пусть теперь E –– преднормированное пространство, а F –– его (ли-
нейное) подпространство. Тогда в факторпространстве E/F можно
ввести преднорму, взяв класс смежности x̃ ∈ E/F и положив для него
‖ x̃‖ := inf{‖x‖ : x ∈ x̃} (проверьте нужные свойства). Эта преднорма
называется факторпреднормой (либо, если это норма, факторнормой)
исходной преднормы.

Предложение . Факторпреднорма в E/F является нормой тогда
и только тогда, когда подпространство F замкнуто в E.
⊳ Возьмем x̃ ∈ E/F и зафиксируем x ∈ x̃ . Тогда, очевидно, что усло-

вие ‖ x̃‖ = 0 означает в точности, что inf{‖x + y‖ : y ∈ F} = 0, т. е.
вектор x принадлежит замыканию подпространства F . Дальнейшее
очевидно. ⊲

Выделим теперь важный частный случай этого утверждения, позво-
ляющий изготавливать нормированные пространства из преднорми-
рованных.

Предложение . Пусть E –– преднормированное пространство и
E0 := {x ∈ E : ‖x‖= 0}. Тогда E0 –– замкнутое (линейное) подпростран-
ство в E, совпадающее с замыканием нуля. Как следствие, фактор-
преднорма в E/E0 является нормой. Эта норма корректно определена
равенством ‖ x̃‖ = ‖x‖, где x –– любой представитель класса смежно-
сти x̃ . ⊳⊲

Очевидно, любая преднорма в линейном пространстве E является
также преднормой и в его комплексно-сопряженном пространстве E i

(см. § .). Именно эту преднорму мы будем иметь в виду, говоря
в дальнейшем о пространствах, комплексно-сопряженных к преднор-
мированным.

Сделаем еще одно общее наблюдение, которое пригодится впослед-
ствии.

Предложение . Пусть E –– преднормированное пространство, F ––
его замкнутое подпространство, y –– вектор в E, не принадлежащий F .
Тогда существует такое число C > 0, что для любого вектора x ∈ E
вида λy + z, λ∈C, z ∈ F , выполнено неравенство |λ|6 C‖x‖.
⊳ Не теряя общности, мы вправе считать, что λ 6= 0. Поскольку под-

пространство F замкнуто, существует такое θ > 0, что ‖y − u‖> θ при
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всех u∈ F и, в частности, ‖y − (−λ−1z)‖> θ . Отсюда

‖x‖= |λ| ‖y − (−λ−1z)‖> |λ|θ ,

и остается положить C := θ−1. ⊲
А теперь, как и полагается при появлении ключевого понятия, мы

соберем для читателя довольно объемистый мешок примеров (разной
степени общности).

Пример . Начнем с арифметического комплексного простран-
ства Cn. Читателю заведомо известна классическая «евклидова» нор-

ма в этом пространстве, а именно ‖ξ‖2 :=

r
n∑

k=1

|ξk|2, ξ = (ξ1, …,ξn).

Но в пространстве Cn есть и другие интересные нормы, из которых

мы выделим ‖ξ‖1 :=
n∑

k=1

|ξk| и ‖ξ‖∞ :=max{|ξk|: k = 1, …, n}. (Провер-

ка свойств нормы очевидна.) Вообще, Cn обладает целым семейством

норм, зависящих от параметра p, 1 6 p <∞: это ‖ξ‖p :=
p

r
n∑

k=1

|ξk|p.

(То, что это нормы, мы доказывать не будем; ср. ниже более общее
предложение .) Пространство (Cn,‖ · ‖p), 1 6 p 6∞, мы будем также
обозначать через Cn

p
.

Многие важные нормированные пространства состоят из последо-
вательностей комплексных чисел с покоординатными операциями.

Пример  (пространства c0, c и l∞). Первое из рассматриваемых
пространств состоит из последовательностей, сходящихся к нулю, вто-
рое –– из всех сходящихся последовательностей, третье –– из всех огра-
ниченных последовательностей. Норма вводится по единому прави-
лу ‖ξ‖∞ := sup{|ξk|: k ∈ N} (впрочем, для первого пространства мы,
очевидно, вправе писать max вместо sup). Как легко усмотреть, c0 ––
замкнутое подпространство в c коразмерности , а c –– замкнутое под-
пространство в l∞ бесконечной коразмерности.

Пример . Для каждого p, 1 6 p<∞, рассмотрим множество lp, со-

стоящее из тех последовательностей, для которых
∞∑

k=1

|ξk|p <∞. Это ли-

нейное пространство с нормой ‖ξ‖p :=
p

r ∞∑
k=1

|ξk|p. Соответствующий

факт очевиден для p= 1, а для остальных значений p (кроме p= 2, о ко-
тором пойдет особый разговор в следующем параграфе) мы его дока-
зывать не будем (см. ниже предложение ). Полезно заметить, что все
эти пространства, а также c0 из предыдущего примера, содержат одно
и то же плотное подпространство c00 (см. § .).
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Пространство lp, 1 6 p <∞, естественно рассматривать как непо-
средственный бесконечномерный аналог пространствCn

p
из примера .

Поэтому, когда в дальнейшем понадобится проводить рассуждения,
единообразные для конечно- и бесконечномерных пространств, мы бу-
дем обозначать lp через ln

p
, где n –– счетная мощность, а Cn

p
–– через ln

p
,

где, разумеется, n –– конечная мощность. (Что касается p=∞, то в од-
них вопросах бесконечномерным аналогом пространства Cn

∞ удобнее
считать c0, а в других –– l∞.)

От пространств последовательностей перейдем к пространствам
комплекснозначных функций с поточечными операциями.

Пример . Пусть X –– произвольное множество, l∞(X ) –– линейное
пространство (подпространство в CX ), состоящее из всех ограничен-
ных функций. Снабдим это пространство нормой

‖x‖∞ := sup{|x(t)|: t ∈ X}.
Такая норма, а также унаследованная норма любого подпространства

в l∞(X ), называется равномерной нормой или sup-нормой. Разумеется,
l∞(N) –– это в точности l∞.

Если вы читаете необязательный материал, то позже увидите, что про-
странства l∞(X ) –– это больше чем просто какие-то примеры: каждое норми-
рованное пространство «сидит», с точностью до некоторого разумного отож-
дествления, в одном из этих пространств; см. далее предложение ..

Пример 6′. Если Ω –– топологическое пространство, то в простран-
стве l∞(Ω) из предыдущего примера выделяется подпространство
Cb(Ω), состоящее из ограниченных непрерывных функций. Оно также
наделяется равномерной нормой. (Покажите, что это подпространство
замкнуто.)

Если мы заранее знаем, что все непрерывные функции на Ω ограни-
чены, то мы будем писать C(Ω) вместо Cb(Ω) (см. обозначения § .).
Забегая вперед, отметим, что это заведомо так, если пространство Ω
компактно в смысле определения ...

Пример 6′′. Только что сказанное, разумеется, касается простран-
ства C[a, b], где [a, b] –– отрезок числовой прямой. Это одно из самых
важных и «популярных» нормированных пространств, которое нам хо-
телось бы особо выделить.

Пример 6′′′. Обратим также внимание на пространства C0(R) и
C00(R). Первое состоит из функций на R, сходящихся к 0 при |t| →∞,
а второе, меньшее, –– из финитных (= равных нулю каждая вне «свое-
го» отрезка) непрерывных функций ).

)В обоих пространствах речь идет, конечно, о равномерной норме.
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Пример . Зафиксировав натуральное число n, рассмотрим на том
же отрезке [a, b] пространство Cn[a, b] n раз гладких (= непрерывно
дифференцируемых) функций. Это нормированное пространство с
нормой

‖x‖ :=max
�
|x (k)(t)|: t ∈ [a, b], k= 0, …, n

	
,

где, как обычно, полагают x (0) = x .
В следующих трех примерах (X ,µ) –– произвольное измеримое про-

странство (ср. § .).
Пример . Линейное пространство L0

1
(X ,µ), состоящее из всех ин-

тегрируемых по Лебегу (комплекснозначных) функций на X , снабжено
преднормой

‖x‖0
1

:=

∫

X

|x(t)| dµ(t).

В дальнейшем нам понадобится следующее понятие действительно-
го анализа. Измеримая функция x на X называется существенно огра-
ниченной, если для некоторого C > 0 выполнено равенство

µ{t ∈ X : |x(t)|> C}= 0.

Пример . Линейное пространство L0
∞(X ,µ), состоящее из суще-

ственно ограниченных функций, снабжено преднормой, обозначаемой
‖ · ‖∞ и сопоставляющей каждой функции нижнюю грань всех ука-
занных выше констант. (Проверьте, что это действительно преднорма
в линейном пространстве.)

Следующее утверждение доставляет целую серию пространств, за-
нимающих, говоря неформально, «промежуточное положение» между
двумя только что введенными (см. ниже упражнение ). Знать, что сле-
дующий факт имеет место, по-видимому, должен каждый, но его тех-
нически довольно сложное доказательство, основанное на известном
неравенстве Гёльдера, мы считаем возможным опустить; см., напри-
мер, [].

Предложение . (áä) Пусть L0
p
(X ,µ), p ∈ [1,∞), –– множество та-

ких измеримых функций x на X , что
∫

X

|x(t)|p dµ(t) <∞. Тогда это

преднормированное пространство относительно преднормы ‖x‖p :=

:= p

Ç∫

X

|x(t)|p dµ(t).

Замечание. Случай p = 2, пожалуй еще более важный, чем p = 1

и∞ (уже не говоря об остальных p), будет со всеми деталями рассмот-
рен в следующем параграфе.
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Как легко проверить, для любого p, 1 6 p 6∞, преднормирован-
ное пространство L0

p
(X ,µ) является нормированным тогда и только то-

гда, когда каждое одноточечное подмножество в X имеет положитель-
ную меру. В частности, нормированными являются все пространства
L0

p
(X ,•), 1 6 p 6∞, где X –– произвольное множество, а «•» –– «считаю-

щая мера», равная  в каждой точке. Их мы будем кратко обозначать
через lp(X ). Очевидно, при p<∞ такое пространство состоит из функ-
ций f : X →C, для которых имеет смысл число

∑
t∈X

| f (t)|p. Это означает,

в частности, что функция f отлична от нуля лишь на не более чем счет-

ном подмножестве в X . Норма задается равенством ‖ f ‖= p
q∑

t∈X

| f (t)|p.

Далее, L0
∞(X ,•) –– это не что иное, как пространство l∞(X ) из при-

мера . Наконец, при X = N пространства lp(X ), 1 6 p 6∞, совпада-
ют с рассмотренными выше пространствами последовательностей lp

(примеры  и ), а при X = {1, …, n} –– с Cn
p

из примера .

Замечание. Заранее сообщим нашему просвещенному читателю, что про-
странства l1(X ) выделяются тем, что допускают абстрактное описание как сво-
бодные объекты в одной из основных категорий функционального анализа,
а именно B1 (см. далее упражнение ..).

Пример . Применив конструкцию, описанную в предложении ,
к преднормированному пространству L0

p
(X ,µ), 1 6 p 6∞, мы полу-

чим нормированное пространство, обозначаемое Lp(X ,µ). Из действи-
тельного анализа известно, что интеграл Лебега от неотрицательной
функции равен нулю тогда и только тогда, когда эта функция равна
нулю почти всюду. Отсюда мы видим, что элементами пространства
Lp(X ,µ) при p <∞ являются классы эквивалентных (= совпадающих
почти всюду) µ-измеримых функций с интегрируемой по Лебегу p-й
степенью модуля, а при p =∞ –– классы эквивалентных существенно
ограниченных функций.

В дальнейшем, пользуясь общепринятым в подобной ситуации жар-
гоном, мы будем часто говорить «функция из Lp(X ,µ)», подразумевая
не отдельную функцию, а содержащий ее класс эквивалентности. Если
помнить, что стоит за такой фразой, то это не вызовет путаницы.

Сходимость в L1(X ,µ) (соответственно в L2(X ,µ)) часто называется
сходимостью в среднем (соответственно в среднем квадратичном).

Как уже отмечалось, lp(X ) = L0
p
(X ,•), 1 6 p 6∞, –– нормированное

пространство, а потому подпространство E0 из предложения  нуле-
вое, и, стало быть, lp(X ) = Lp(X ,•). Поэтому lp(X ) следует рассматри-
вать и как специальный случай нормированных пространств Lp(X ,µ).
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Особо выделим еще несколько сходных по устройству пространств
класса Lp(X ,µ), на которых хорошо наблюдать эффекты, связанные
с «непрерывными» мерами. Здесь измеримым пространством является
отрезок, прямая или окружность со стандартной мерой Лебега. Под-
разумевая именно эту меру, мы будем обозначать соответствующие
нормированные пространства через Lp[a, b], Lp(R) и Lp(T). Полезно
заметить, что первое из них содержит в качестве плотного подпро-
странства C[a, b], второе –– C00(R) и третье –– C(T) ).

Упражнение 10. Пусть 1 6 p < q 6∞. Тогда lp ⊂ lq, но Lp[a, b] ⊃
⊃ Lq[a, b] и Lp(T)⊃ Lq(T). В то же время ни одно из пространств Lp(R)

и Lq(R) не лежит в другом.
Переходя к последнему примеру в этой серии, зафиксируем отрезок

[a, b]⊂ R. Напомним, что комплексной борелевой мерой (говорят так-
же: комплексный борелев заряд) на [a, b] называется счетно-аддитив-
ная функция множеств µ : a

b
→C. (В дальнейшем мы будем опускать

слово «борелева»: иные меры нам не понадобятся.)
Из действительного анализа (см., например, []) известно, что

каждая комплексная мера представима (разумеется, многими способа-
ми) в виде µ := ν1 − ν2 + iν3 − iν4, где ν1, …,ν4 –– обычные (= неотри-
цательные) меры Лебега––Стильтьеса. Вариацией комплексной меры µ
называется число

var(µ) := sup

n∑

k=1

|µ(Ak)|,

где верхняя грань взята по всевозможным разбиениям отрезка [a, b]

на борелевы множества (или, что дает тот же самый результат, проме-
жутки) Ak.

Пример . Множество M[a, b] комплексных мер на [a, b] являет-
ся, как легко проверить, нормированным пространством относительно
линейных операций с мерами как с функциями борелевых множеств
и нормы ‖µ‖ := var(µ).

Весьма полезным свойством многих из приведенных выше про-
странств является их сепарабельность. Здесь удобно выделить следу-
ющий критерий этого свойства, обычно легко проверяемый на прак-
тике.

Предложение . Нормированное пространство E сепарабельно
тогда и только тогда, когда оно обладает плотным линейным под-
пространством E0 не более чем счетной размерности.

)Здесь мы, конечно, имеем в виду эти три пространства только как множества, «за-
бывая», что у них есть свои естественные нормы (равномерные), а также отождествляем
каждую непрерывную функцию с содержащим ее классом эквивалентных функций.
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⊳ Если пространство E сепарабельно, то в качестве E0 можно взять
линейную оболочку любого счетного плотного подмножества в E. Об-
ратно, если E0 –– подпространство с указанным свойством, а {en} –– его
не более чем счетный линейный базис, то множество всевозможных
линейных комбинаций векторов из этого базиса с комплексно-рацио-
нальными ) коэффициентами плотно в E. ⊲

Плотными счетномерными подпространствами перечисленных вы-
ше пространств служат:

а) для c0 и lp, 1 6 p <∞, –– подпространство финитных последова-
тельностей c00;

б) для C[a, b] и Cn[a, b] –– подпространство многочленов (этот факт
следует из первой аппроксимационной теоремы Вейерштрасса);

в) для Lp[a, b], Lp(T) и Lp(R), 1 6 p <∞, а также L0
p
[a, b], L0

p
(T),

L0
p
(R)с теми же p –– подпространство ступенчатых функций (= линей-

ных комбинаций характеристических функций промежутков) с точка-
ми разрыва из Q (либо, смотря по смыслу, из «рациональной окруж-
ности» {e2πi t : t ∈ Q}). В пространствах Lp[a, b] и L0

p
[a, b] ту же роль

играет и подпространство многочленов, а в Lp(T) и L0
p
(T) –– подпрост-

ранство тригонометрических многочленов (= линейных комбинаций
функций zn, n∈Z).

Эти факты, по крайней мере для p = 1, 2, обычно доказываются
в теории меры и интеграла; ср. [], и доказательство почти без изме-
нений переносится на случай произвольного p.

На стандартный курс меры и интеграла опирается и более общий
факт.

Упражнение . Пусть (X ,µ) –– измеримое пространство, причем
мера µ имеет счетный базис. Тогда пространства Lp(X ,µ) и L0

p
(X ,µ),

1 6 p<∞, сепарабельны.
Разумеется, (пред)нормированные пространства из примеров ––

также сепарабельны.
В то же время пространство l∞ не сепарабельно. Чтобы убедиться

в этом, достаточно взять его подмножество мощности континуум, со-
стоящее из всевозможных последовательностей нулей и единиц, и при-
менить следствие ... Как обобщение этого факта, предложим

Упражнение . Пусть измеримое пространство (X ,µ) содержит
бесконечную систему попарно не пересекающихся подмножеств по-
ложительной меры. Тогда L∞(X ,µ) и L0

∞(X ,µ), в частности, L∞[a, b]

и L0
∞[a, b], L∞(T) и L0

∞(T), L∞(R) и L0
∞(R) не сепарабельны.

)Комплексно-рациональное число –– это комплексное число с рациональными дей-
ствительной и мнимой частью.
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Помимо этого, пространства lp(X ) с несчетным множеством X так-
же, конечно, не сепарабельны –– теперь уже при всевозможных p. Не
сепарабельно и пространство M[a, b] (объясните, почему).

Все обсуждавшиеся примеры (пред)нормированных пространств
являются чем-то вроде неприкосновенного запаса –– лишь малой ча-
стью всего многообразия пространств, используемых в анализе ).
Впрочем, в нашем изложении скоро понадобятся и другие простран-
ства, в частности состоящие из функционалов и операторов.

∗ ∗ ∗
Теперь мы предложим несколько конструкций, позволяющих, го-

воря нестрого, «складывать» заданные нормированные пространства.
В линейной алгебре подобных конструкций две: декартово произведе-
ние и прямая сумма (ср. § .). В функциональном анализе их гораздо
больше.

Пусть Eν , ν ∈ Λ, –– произвольное семейство нормированных прост-
ранств, E0 := ×{Eν : ν ∈ Λ} –– декартово произведение их подлежащих
линейных пространств.

Прежде всего рассмотрим в E0 его подмножество, состоящее из тех
его элементов (= отображений) f , для которых числовое множество
{‖ f (ν)‖ : ν ∈Λ} ограничено. Обозначим его

⊕
∞
{Eν : ν ∈Λ}. Разумеется,

это подпространство в E0, в котором можно ввести норму ‖ · ‖∞ (обо-
значаемую также ‖ · ‖Π), а именно положив ‖ f ‖∞ := sup{‖ f (ν)‖ : ν ∈Λ}.

Теперь зафиксируем p, 1 6 p<∞, и рассмотрим в E0 его подмноже-
ство, состоящее из тех его элементов f , для которых

∑
ν∈Λ
‖ f (ν)‖p <∞

(отсюда, разумеется, следует, что число тех ν , для которых f (ν) 6= 0, не
более чем счетно). Обозначим это множество через

⊕
p

{Eν : ν ∈Λ} и для

его элемента f положим ‖ f ‖p := p
q∑
ν∈Λ
‖ f (ν)‖p (вместо ‖ f ‖1 будем так-

же употреблять обозначение ‖ f ‖⊔). Элементарно проверяется
Предложение . Для p = 1,∞ множество

⊕
p

{Eν : ν ∈ Λ} –– подпро-

странство в E0, и функция ‖ · ‖p является в нем нормой. ⊳⊲
Сказанное сохраняет силу и для остальных p; впрочем, этот факт

(за исключением рассмотренного в § . случая p= 2) нам не понадо-
бится.

Нормированное пространство
⊕
p

{Eν : ν ∈Λ}, 1 6 p 6∞, называется
lp-суммой семейства Eν , ν ∈Λ.

)Ряд пространств, обслуживающих комплексный анализ, описан в [], а гармониче-
ский анализ –– в [].
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Наконец, c0-суммой семейства Eν , ν ∈Λ, мы назовем (очевидно, за-
мкнутое) подпространство в соответствующей l∞-сумме, обозначаемое
через
⊕
0

{Eν : ν ∈ Λ} и состоящее из тех f , которые, как говорят, исче-

зают на бесконечности. Это означает, что для любого ǫ > 0 найдется
такое конечное подмножество Φ⊆Λ, что ‖ f (ν)‖< ǫ при ν /∈Φ.

Обратим внимание на то, что прямая сумма (в смысле линейной
алгебры) семейства Eν , ν ∈ Λ, является плотным подпространством
в
⊕

p

{Eν : ν ∈ Λ} при 1 6 p <∞, а также в
⊕
0

{Eν : ν ∈ Λ}. Это подпро-

странство мы будем обозначать через
⊕
00

{Eν : ν ∈Λ}.
При Λ=N и Eν =C для всех ν мы видим, что lp-сумма такого семей-

ства –– это не что иное, как lp, 1 6 p 6∞, а c0-сумма –– это c0.
Замечание. Дополнительные обозначения ‖ · ‖Π и ‖ · ‖⊔ для норм

в l∞- и l1-суммах связаны с общекатегорным характером соответствую-
щих конструкций: первая окажется нормой в произведении, а вторая ––
в копроизведении объектов одной из категорий, которую мы введем
позже, а именно B1 (см. далее упражнение ..).

∗ ∗ ∗

В заключение этого параграфа обсудим несколько общих понятий
и фактов.

Предложение . Любая преднорма ‖ · ‖ : E→ R+ на линейном про-
странстве является непрерывной функцией относительно топологии,
порожденной этой преднормой.
⊳ Доказательство следует из неравенства

��‖x‖ − ‖y‖
��6 ‖x − y‖, ко-

торое, в свою очередь, следует из неравенства треугольника. ⊲
Пусть E –– преднормированное и, стало быть, предметрическое про-

странство. Важным связанным с ним геометрическим объектом яв-
ляется замкнутый шар с центром в нуле и радиусом . Он называет-
ся замкнутым единичным шаром или просто единичным шаром в E

и обозначается ШE (или просто Ш, если нет опасности путаницы).
Аналогично вводится открытый единичный шар в E, обозначаемый
Ш0

E
. Единичной сферой в E называется множество векторов из E нор-

мы .
Разумеется, подобные «шары» могут содержать целые подпростран-

ства в E, а «сфера» может оказаться чем-то вроде цилиндра. Это проис-
ходит в точности тогда, когда заданная преднорма не является нормой.

Оказывается, задание преднормы в пространстве E эквивалентно
заданию в нем множества с определенными свойствами, которое будет
в нем играть роль единичного шара.
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Пусть M –– произвольное подмножество линейного пространства E.
Положим Mx := {t ∈R+ : t−1x ∈M} и обозначим через pM (x) либо чис-
ло inf Mx , если множество Mx непусто, либо символ ∞ в противном
случае.

Определение . Функция p : E→R+ ∪ {∞}, x 7→ pM (x), называется
функционалом Минковского ) (говорят также: калибровочный функци-
онал) множества M .

Упражнение . Множество Ш является единичным шаром относи-
тельно некоторой преднормы в E в том и только том случае, когда оно
выпукло, уравновешено и, кроме того, для любого x ∈ E числовое мно-
жество {λ∈C : λx ∈Ш} замкнуто и содержит окрестность нуля в C.

Указание. Если указанные условия выполнены, то функционал
Минковского множества Ш есть преднорма.

Замечание. Полезно посмотреть на единичные шары относитель-
но норм ‖ · ‖p в Cn из примера . Для геометрической наглядности
ограничимся случаем n= 2 и рассмотрим действительное арифмети-
ческое пространство R2 вместо C2. При p = 1 наш единичный шар ––
это ромб, затем с ростом p он увеличивается, углы сглаживаются, и при
p= 2 он превращается (как вы прекрасно знаете) в обычный круг. При
дальнейшем росте p наш «шар», продолжая увеличиваться, становит-
ся подобием овала и все более прижимается к квадрату со сторонами,
параллельными осям, в который он и переходит при предельном зна-
чении p=∞.

Естественно возникает вопрос, при каких условиях некоторая пред-
метрика или топология, заданная на линейном пространстве, являет-
ся предметрикой (топологией) некоторого преднормированного про-
странства.

Упражнение 50. Предметрика d( · , · ), заданная на линейном про-
странстве E, порождена некоторой преднормой тогда и только тогда,
когда она удовлетворяет следующим условиям:

(i) (инвариантность относительно сдвига) для любых x , y, z ∈ E вы-
полнено равенство

d(x + z, y + z) = d(x , y);

(ii) для любых x ∈ E и λ∈C выполнено равенство

d(λx , 0) = |λ| d(x , 0).

Упражнение . Топология, заданная на линейном пространстве E,
порождена некоторой преднормой в том и только том случае, если

)Герман Минковский (–– гг.) –– выдающийся немецкий математик и матема-
тический физик, друг и соратник великого Гильберта.
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в пространстве E существует подмножество U, обладающее следующи-
ми свойствами:

(i) множество U выпукло, уравновешено, и каждое одномерное под-
пространство в E содержит хотя бы один ненулевой вектор из U;

(ii) семейство множеств Ux ,t := {x + t y : y ∈ U}, рассмотренных для
всех x ∈ E, t > 0, образует базу заданной топологии.

Указание. Нужная преднорма есть функционал Минковского мно-
жества U. Совпадение топологии, порожденной этой преднормой, с ис-
ходной обеспечено предложением ...

Сделаем еще одно наблюдение. Поскольку каждое нормированное
пространство автоматически является метрическим, каждое его под-
множество также является метрическим относительно порожденной
метрики. Оказывается, других метрических пространств, с точностью
до естественного отождествления, и не бывает. Вот точный смысл ска-
занного.

Упражнение 7∗. Всякое метрическое пространство M изометрично
(иными словами, изоморфно в M1; см. § .) некоторому подмноже-
ству нормированного пространства, а именно Cb(M) (см. пример 6′).

Указание. Зафиксировав x ∈M , рассмотрите отображение

M→CM , y 7→ f , где f : z 7→ d(x , z)− d(y, z).

Некоторым уточнением служит
Упражнение 8∗. Всякое сепарабельное метрическое пространство

M изометрично подмножеству в l∞.
Указание. Взяв плотное подмножество {xn : n∈N} в M , рассмотри-

те отображение

M→CN, y 7→ ξ, где ξn := d(x1, xn)− d(y, xn).

§ . Скалярные произведения и почти гильбертовы пространства

Среди всевозможных (пред)норм, существующих на линейном про-
странстве, выделяется класс «геометрически наилучших» и более все-
го напоминающих норму того пространства, в котором мы живем. Они
задаются не непосредственно, а с помощью следующей подготовитель-
ной структуры. Начнем готовить ее определение, введя несколько бо-
лее общее понятие (которое все равно понадобится впоследствии).

Определение . Пусть H –– произвольное линейное пространство.
Функция S : H × H→C называется сопряженно-билинейным функцио-
налом (говорят также: полуторалинейный функционал), если она для
любых x , y, z ∈ H, λ,ν ∈C удовлетворяет следующим условиям:

(i) S (λx + ν y, z) =λS (x , z) + νS (y, z) (линейность по первому ар-
гументу);
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(ii) S (x ,λy + νz) =λS (x , y) + νS (x , z) (сопряженная линейность
по второму аргументу; здесь, как обычно, черта –– знак комплексной
сопряженности) ).

Очевидно, сопряженно-билинейный функционал –– это отображе-
ние, которое, будучи задано на H × H i , является (просто) билинейным
функционалом.

Если задан сопряженно-билинейный функционал S , то функция
Q : H→C, x 7→ S (x , x), называется квадратичной формой этого функ-
ционала. Примечательно то, что последний можно восстановить по его
квадратичной форме:

Предложение  (полярное тождество). В указанных обозначениях
для любых x , y ∈ H выполнено равенство

S (x , y) =

3∑

k=0

ik

4
Q(x + ik y).

⊳ Проверяется непосредственно. ⊲
Определение . Сопряженно-билинейный функционал R на H на-

зывается предскалярным произведением, если, в обозначении 〈x , y〉
вместо R(x , y), для любых x , y ∈ H этот функционал удовлетворяет
следующим дополнительным условиям:

(i) 〈y, x〉= 〈x , y〉 (сопряженная симметричность);
(ii) 〈x , x〉> 0 (положительная определенность).
Предскалярное произведение называется скалярным произведением

(говорят также: «внутреннее произведение»), если равенство 〈x , x〉= 0

влечет x = 0.
Заметим также, что сопряженная линейность предскалярного про-

изведения по второму аргументу следует из одной лишь линейности по
первому аргументу и сопряженной симметричности.

Определение . Линейное пространство H, снабженное предска-
лярным произведением, называется предгильбертовым пространст-
вом ), а снабженное скалярным произведением –– почти гильберто-
вым пространством («настоящие» гильбертовы пространства будут

)Такого определения придерживается всякий порядочный математик. Однако лица,
именующие себя математическими физиками, употребляют те же термины для отобра-
жений –– вы только представьте –– сопряженно-линейных по первому и линейных по вто-
рому аргументу. Ну как после этого можно иметь с ними дело?

)Обозначение H традиционно. Равно как и термины «предгильбертово», «почти гиль-
бертово» и просто «гильбертово» пространство, оно дано в честь великого немецкого
математика Давида Гильберта (–– гг.), оставившего печать своего гения прак-
тически во всех областях современной ему математики. Главное его достижение в об-
ласти функционального анализа –– спектральная теорема. Ей посвящена значительная
часть шестой главы нашей книги.
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определены позже, в следующей главе). Иногда мы будем употреблять
выражения вроде «предгильбертово пространство (H, 〈 · , · 〉)», смысл
которых очевиден.

Ограничение предскалярного произведения на подпространство
в H, очевидно, само является предскалярным произведением в этом
подпространстве; мы будем называть его унаследованным из H. При
этом, разумеется, подпространство почти гильбертова пространства
само почти гильбертово.

Разумеется, простейший пример предскалярного произведения в
любом линейном пространстве мы получаем, положив 〈x , y〉 тожде-
ственно равным нулю. С другим примером наш читатель, конечно,
знаком: это стандартное скалярное произведение в Cn, определенное

равенством 〈ξ,η〉 :=
n∑

k=1

ξkηk. (Заменив здесь n на меньшее число, на-

пример положив 〈ξ,η〉 := ξ1η1, получим предскалярное произведение,
не являющееся скалярным.) А вот наши главные примеры.

Пример . Рассмотрим множество l2, состоящее из так называе-
мых квадратично суммируемых последовательностей, т. е. тех после-

довательностей ξ, для которых
∞∑

k=1

|ξk|2 <∞ (ср. пример .). Очевид-

но, это линейное пространство с корректно определенным скалярным

произведением 〈ξ,η〉 :=
∞∑

k=1

ξkηk (сходимость ряда следует из оценки

|ξkηk|6
1
2

�
|ξk|2 + |ηk|2
�

).

Пример . Пусть (X ,µ) –– измеримое пространство. Рассмотрим
множество L0

2
(X ,µ), состоящее из так называемых квадратично ин-

тегрируемых функций на X , т. е. тех µ-измеримых функций x : X →C,
для которых
∫

X

|x(t)|2 dµ(t)<∞ (ср. предложение .). Из оценки

|x(t)y(t)|6 1
2

�
|x(t)|2 + |y(t)|2

�

очевидным образом следуют две вещи: а) L0
2
(X ,µ) –– линейное про-

странство относительно поточечных операций, и б) для любых x , y ∈
∈ L0

2
(X ,µ) существует

∫

X

x(t)y(t) dµ(t). Положив 〈x , y〉 равным послед-

нему интегралу, мы, очевидно, получим предскалярное произведение
в L0

2
(X ,µ). Как легко проверить, оно является скалярным произведени-

ем тогда и только тогда, когда каждое непустое измеримое подмноже-
ство в X имеет положительную меру.

Замечание. Любое линейное пространство можно сделать почти
гильбертовым. Для этого достаточно, зафиксировав в нем линейный
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базис eν , ν ∈ Λ, для x =
n∑

k=1

λkeνk
и y =

n∑
k=1

µkeνk
положить 〈x , y〉 :=

:=
n∑

k=1

λkµk.

В следующих нескольких утверждениях (H, 〈 · , · 〉) –– предгильберто-
во пространство. В основе всей работы с предскалярными произведе-
ниями лежит

Теорема  (абстрактное неравенство Коши––Буняковского). Для
любых элементов x , y ∈H выполнено неравенство

|〈x , y〉|2 6 〈x , x〉〈y, y〉.
⊳ Из определений  и  следует, что для любого λ ∈ C выполнено

соотношение

0 6 〈λx + y,λx + y〉=λλ〈x , x〉+λ〈x , y〉+λ〈y, x〉+ 〈y, y〉.
Очевидно, мы вправе, не теряя общности, считать, что 〈x , y〉 6= 0, и по-
ложить

λ := t
〈y, x〉
|〈x , y〉| , где t ∈R.

Отсюда мы видим, что

〈x , x〉t2 + 2|〈x , y〉|t + 〈y, y〉> 0

при всех t ∈R. В силу условия 〈x , y〉 6= 0, это влечет неравенство 〈x , x〉>
> 0. Мы получаем квадратный трехчлен, всюду неотрицательный на R,
а значит (вспомним родную школу), обладающий неположительным
дискриминантом. Дальнейшее очевидно. ⊲

Вот первое применение. Подобно тому как из преднормированного
пространства некоторым стандартным образом изготавливается нор-
мированное, из предгильбертова пространства можно изготовить по-
чти гильбертово пространство.

Предложение . (Ср. предложение ..) Положим

H0 := {x ∈H : 〈x , x〉= 0}.
Тогда H0 –– (линейное) подпространство в H. Далее, в факторпростран-
стве H/H0 существует скалярное произведение, корректно определен-
ное равенством 〈 x̃ , ỹ 〉 := 〈x , y〉, где x и y –– любые представители клас-
сов смежности x̃ и ỹ .
⊳ Первое утверждение очевидным образом следует из неравенства

Коши––Буняковского и свойств предскалярного произведения. Далее,
если x , x ′ ∈ x̃ и y, y ′ ∈ ỹ , то x ′ − x , y ′ − y ∈ H0 и в силу того же неравен-
ства 〈x ′ − x , y〉= 0= 〈x ′, y ′ − y〉, а значит, 〈x ′, y ′〉= 〈x , y〉. Дальнейшее
очевидно. ⊲

Применяя подобную конструкцию к пространству L0
2
(X ,µ), мы по-

лучим почти гильбертово пространство, обозначаемое L2(X ,µ). Его
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элементами являются классы эквивалентных квадратично интегриру-
емых функций.

Несколько специальных случаев введенных почти гильбертовых
пространств представят для нас особый интерес. Первым является про-
странство L2(X ,•) = L0

2
(X ,•), где «•» –– «считающая мера» (см. § ); его

мы обозначим через l2(X ). При X = N пространство l2(X ) –– это, разу-
меется, пространство l2 из примера , а при X = {1, …, n} –– это Cn со
стандартным скалярным произведением (см. выше). Кроме того, вы-
делим пространства L2[a, b], L2(T) и L2(R), где отрезок, окружность
и прямая рассмотрены со стандартной мерой Лебега.

Читатель помнит, что обозначение Lp(X ,µ) в предыдущем пара-
графе применялось для нормированных пространств, и это, касалось,
в частности, и p = 2. Подобное совпадение обозначений для разных
с виду структур не случайно.

Предложение . Определенная на H функция ‖x‖ :=
p
〈x , x〉 явля-

ется преднормой, и эта преднорма является нормой тогда и только
тогда, когда речь идет о скалярном произведении.
⊳ Требуемое неравенство треугольника следует из цепочки соотно-

шений

‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉6 〈x , x〉+ |〈y, x〉|+ |〈x , y〉|+ 〈y, y〉6

6 〈x , x〉+ 2
p
〈x , x〉
p
〈y, y〉+ 〈y, y〉=

�
‖x‖+ ‖y‖
�2

,

в которой второе неравенство следует из неравенства Коши––Буняков-
ского. Дальнейшее очевидно. ⊲

Видно, в частности, что почти гильбертово пространство L2(X ,µ)
оказывается нормированным пространством L2(X ,µ) из предыдущего
параграфа, и точно так же согласованы структуры, обозначаемые оди-
наковым символом L0

2
(X ,µ).

Итак, пространство с предскалярным произведением автоматиче-
ски является преднормированным, а значит –– потянулась веревочка, ––
предметрическим и, наконец, топологическим. В частности, имеет
место логическая цепочка:

почти гильбертово ⇒ нормированное ⇒ метрическое ⇒ хаусдор-
фово топологическое.

Поэтому в контексте пространств с предскалярным произведением
мы можем свободно пользоваться всеми понятиями, формулируемыми
в терминах преднормы, предметрики и топологии.

Разумеется, неравенство Коши––Буняковского можно теперь пере-
писать и так:

|〈x , y〉|6 ‖x‖‖y‖.



§ . СКА ЛЯРНЫЕ ПР ОИЗВЕДЕНИЯ 

Предложение . Пусть последовательность xn сходится к x , а yn ––
к y в пространстве H. Тогда числовая последовательность 〈xn, yn〉 схо-
дится к 〈x , y〉.
⊳ Из неравенства Коши––Буняковского следует, что

|〈x , y〉 − 〈xn, yn〉|6 ‖x − xn‖‖y‖+ ‖xn‖‖y − yn‖6

6 ‖x − xn‖‖y‖+ (‖x‖+ ‖x − xn‖)‖y − yn‖.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Более общий факт оставляем читателю.
Упражнение 10. Предскалярное произведение 〈·, ·〉 : H × H→C, где

H × H рассмотрено как топологическое произведение двух экземпля-
ров пространства H, непрерывно.

Про (пред)норму, построенную способом, указанным в предложе-
нии , мы будем говорить, что она порождена соответствующим (пред)-
скалярным произведением. (Пред)норму, для которой существует по-
рождающее ее (пред)скалярное произведение, назовем гильбертовой.

Пример . Если 〈 · , · 〉 –– предскалярное произведение в H, то ра-
венство 〈〈x , y〉〉 := 〈y, x〉, очевидно, задает предскалярное произведе-
ние в комплексно-сопряженном пространстве H i . Поэтому преднорма
в пространстве, комплексно-сопряженном к пространству с гильберто-
вой нормой, сама является гильбертовой.

Не всякая преднорма гильбертова. Вот довольно грубое необходи-
мое условие для нормированных пространств.

Упражнение . В почти гильбертовом пространстве из равенства
‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ следует, что x и y линейно зависимы. Как след-
ствие, норма в таких пространствах, как C[a, b], l1, L1(X ,µ) (если по-
следнее не одномерно), не является гильбертовой. (Продолжите список
подобных примеров.)

Указание. Те пары (x , y), для которых неравенство Коши––Буня-
ковского превращается в равенство, линейно зависимы.

Но как судить о таких нормированных пространствах, как, ска-
жем, l3, –– ведь они, как легко проверить, удовлетворяют указанному
геометрическому условию? Мы сейчас увидим, что обсуждаемый во-
прос полностью решается в терминах, унаследованных еще от Евклида.

Предложение  (закон параллелограмма). В любом простран-
стве с предскалярным произведением для любых векторов x , y выпол-
нено равенство

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

⊳ Проверяется непосредственно. ⊲
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Оказывается, верно и обратное: преднорма, удовлетворяющая за-
кону параллелограмма, гильбертова. Прежде всего, мы заметим, что
предложение  влечет

Следствие  (полярное тождество для преднормы). В произволь-
ном предгильбертовом пространстве для любых векторов x , y выпол-
нено равенство

〈x , y〉=
3∑

k=0

ik

4
‖x + ik y‖2.

Что касается следующего утверждения, то большинству студентов
достаточно знать его как факт, но отличники –– положение обязыва-
ет! –– должны уметь его доказывать.

Теорема  (фон Нойманн––Йордан). (áä) Пусть некоторая пред-
норма удовлетворяет закону параллелограмма. Тогда эта преднорма
гильбертова, и она порождается предскалярным произведением, кор-
ректно определенным с помощью полярного тождества.

Упражнение . Докажите эту теорему.
Указание. Из закона параллелограмма, рассмотренного для x + ikz вместо

x и y + ikz вместо y для k= 0,1,2,3, следует тождество

〈x , z〉+ 〈y, z〉= 1

2
〈x + y, 2z〉.

Вместе с соотношением 〈0, x〉= 0, это дает равенства

〈x , 2z〉= 2〈x , z〉 и 〈x + y, z〉= 〈x , z〉+ 〈y, z〉.
Отсюда следует, что 〈λx , y〉 = λ〈x , y〉 сперва для натуральных чисел λ, затем
для чисел λ вида 1/n, для рациональных чисел λ и, наконец, с учетом предло-
жения ., для действительных λ. Вместе с непосредственно проверяемым тож-
деством 〈i x , y〉= i〈x , y〉 это дает равенство 〈λx , y〉=λ〈x , y〉 для всех комплекс-
ных чисел λ. Остальное проверяется непосредственно.

С этого момента мы сосредоточимся на геометрических свойствах
почти гильбертовых пространств и вплоть до конца параграфа под H
будем подразумевать именно такое пространство.

Основное преимущество почти гильбертовых пространств по срав-
нению с произвольными нормированными пространствами состоит
в том, что в них можно говорить о «прямых углах между векторами».

Определение . Векторы x и y в H называются ортогональными
или перпендикулярными (обозначение x ⊥ y), если 〈x , y〉= 0. Система
векторов eν , ν ∈Λ, называется ортогональной, если ее векторы попар-
но ортогональны и отличны от нуля, и ортонормированной, если все
они к тому же имеют норму 1.

Предложение . Любая ортогональная система линейно незави-
сима.
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⊳ Если e1, …, en –– какие-то векторы нашей системы и случилось так,

что
n∑

k=1

λkek = 0, λk ∈C, то, «скалярно умножая это равенство на ek», мы

видим, что λk = 0. Дальнейшее очевидно. ⊲
Предложение  (равенство Пифагора). Если векторы e1, …, en по-

парно ортогональны, то справедливо равенство

‖e1 +…+ en‖2 = ‖e1‖2 +…+ ‖en‖2.

⊳ Доказательство немедленно следует из выражения нормы через
скалярное произведение. ⊲

Предложение . Любая ортогональная система в сепарабельном
почти гильбертовом пространстве не более чем счетна.
⊳ Если eν , ν ∈Λ, –– наша система, то в силу равенства Пифагора мно-

жество элементов
eν
‖eν‖

, ν ∈ Λ, удовлетворяет условию следствия ..

с θ =
p

2. Дальнейшее очевидно. ⊲
Вот несколько классических примеров ортонормированных систем.
Пример . В «координатном» пространстве l2 система, состоящая

из ортов (см. § .), является, конечно же, ортонормированной. (Отсю-
да и само слово «орт».)

Пример . В функциональном пространстве L2[−π,π] система, со-

стоящая из функций
1p
2π

eint , n ∈ Z, является, как легко проверить,

ортонормированной. Эта система называется тригонометрической.
Такое же название употребляется и для ее прародителя –– ортонор-

мированной системы, состоящей из постоянной величины
1p
2π

и

функций
1p
π

cos nx ,
1p
π

sin nx , n ∈ N. Последняя система годна для

соответствующего действительного почти гильбертова пространства.
Пример . В пространстве L2(T) ортонормированной является си-

стема функций
1p
2π

zn, n∈Z.

Эта система получается из тригонометрической системы предыду-
щего примера «после сворачивания отрезка [−π,π] в окружность T».

Пример . В пространстве L2[0, 1] есть ортогональная система, со-
стоящая из так называемых функций Радемахера. Эти функции зависят
от n= 0, 1, 2, … и строятся так: отрезок [0, 1] делится на 2n равных ча-
стей, и на получившихся отрезочках функция попеременно принимает
значения +1 и −1.

Систему Радемахера можно расширить до большей системы, доба-
вив всевозможные произведения различных входящих в нее функций;
получившаяся система называется системой Уолша.
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Из каждой конечной или счетной системы векторов почти гильбер-
това пространства можно изготовить ортонормированную систему.
Это делается с помощью некоего процесса, описываемого в доказа-
тельстве следующего утверждения.

Теорема . Пусть xn, n = 1, 2, …, –– конечная или бесконечная си-
стема векторов в пространстве H, содержащая хотя бы один нену-
левой вектор. Тогда существует такая (конечная или бесконечная)
ортонормированная система en, n= 1, 2, …, что span{en : n= 1, 2, …}=
= span{xn : n= 1, 2, …}.
⊳ Построим требуемую систему по индукции. Начнем перебирать

по порядку векторы xn, пока не встретим ненулевой. Его мы возьмем
в качестве e1.

Теперь предположим, что уже найдены векторы e1, …, ek. Снова нач-
нем перебирать исходные векторы. Если окажется, что все они принад-
лежат линейной оболочке векторов e1, …, ek, то мы успокоимся на до-
стигнутом. Если же мы встретим среди векторов xn некий вектор z, не
лежащий в этой линейной оболочке, то, как только такое произойдет,
мы положим

e′
k+1

:= z−
k∑

l=1

〈z, el〉el .

Очевидно, этот вектор отличен от нуля и ортогонален всем векторам

e1, …, ek, так что система e1, …, ek+1 (где ek+1 =
e′

k+1

‖e′
k+1
‖) –– ортонормиро-

ванная.
Простое рассуждение, основанное на индукции по числу найден-

ных в ходе процесса векторов, показывает, что каждый из векторов xn

лежит в span{en : n= 1, 2, …}, а каждый из векторов en –– в span{xn : n=

= 1, 2, …}. Дальнейшее очевидно. ⊲
Описанный в доказательстве конкретный процесс построения ор-

тонормированной системы e1, e2, … называется процессом ортогонали-
зации. В частности, если H =Cn, то, применив процесс ортогонализа-
ции к любому линейному базису в Cn, мы, очевидно, получим ортонор-
мированную систему, также являющуюся там линейным базисом.

Пример . Возьмем пространство L2(R) и рассмотрим в нем после-
довательность функций tne−t2/2, n= 0, 1, … Применив к этой последо-
вательности процесс ортогонализации, мы получим ортонормирован-
ную систему в этом пространстве, состоящую из так называемых функ-
ций Эрмита. Очевидно, n-я функция Эрмита имеет вид pn(t)e

−t2/2, где
pn(t) –– многочлен n-й степени, называемый многочленом Эрмита ).

) Мы увидим, насколько важны функции Эрмита, в последней главе этого учебника.
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Определение . Пусть en, n ∈ N, –– ортонормированная система

в пространстве H, x ∈ H. Формальный ряд
∞∑

n=1

〈x , en〉en в H называется

рядом Фурье вектора x по этой системе, а числа 〈x , en〉 –– коэффициен-
тами Фурье вектора x по этой системе.

Для случая H := L2[−π,π] и тригонометрической ортонормирован-
ной системы из примера  мы, очевидно, получаем классический ряд
и коэффициенты Фурье; отсюда и терминология.

Следующие несколько утверждений покажут привлекательные гео-
метрические свойства почти гильбертовых пространств.

Напомним, что в любом метрическом пространстве M расстоянием
от элемента x до подмножества N ⊆ M называется число d(x , N) :=

:= inf{d(x , z) : z ∈ N}. Элемент y ∈ N называется ближайшим к элемен-
ту x ∈ M , если d(x , y) = d(x , N). Например, если взять R2

∞ в качестве
M , первый орт p1 (см. § .) в качестве x и span{p2} в качестве N ,
то множество ближайших к x элементов в N составляет целый отре-
зок {tp2 : − 1 6 t 6 1}. (Приведите подобные примеры, скажем, в l1
и C[a, b].) Однако справедливо следующее

Предложение . Пусть x ∈ H, H0 –– конечномерное подпростран-
ство в H и e1, …, en –– ортонормированная система, являющаяся ли-

нейным базисом в H0. Пусть, далее, y :=
n∑

k=1

〈x , ek〉ek. Тогда y –– един-

ственный ближайший к x вектор в H0, и при этом

‖x − y‖2 = ‖x‖2 −
n∑

k=1

|〈x , ek〉|2.

⊳ Как легко видеть, 〈x , ek〉= 〈y, ek〉 для каждого k. Отсюда (x − y)⊥
⊥ ek для тех же k, и, применяя равенство Пифагора к системе x − y,
〈x , e1〉e1, …, 〈x , en〉en, мы получаем требуемое равенство. Далее, в силу
свойств линейного базиса (x − y)⊥ z для произвольных z ∈ H0, и, как
следствие, (x − y)⊥ (y − z) для тех же z. Отсюда получаем, что

d(x , z)2 = ‖x − z‖2 = ‖y − z‖2 + ‖x − y‖2.

Это означает, что d(x , z)> d(x , y), и единственный из векторов z ∈ H0,
при котором достигается равенство, –– это y. ⊲

Из этого предложения очевидным образом вытекает
Следствие  (неравенство Бесселя). Пусть для тех же H и x си-

стема eν , ν ∈Λ, является ортонормированной в H. Тогда
∑

ν∈Λ
|〈x , eν 〉|2 6 ‖x‖2.
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В частности, если ортонормированная система образует последова-
тельность en, n = 1, 2, …, то числовая последовательность ξ, ξn =

= 〈x , en〉, принадлежит пространству l2 и ее норма в этом простран-
стве не превосходит ‖x‖.

Следующее определение носит общий характер, хотя у нас оно бу-
дет работать только в контексте почти гильбертовых пространств.

Определение . Пусть E –– преднормированное пространство. Под-
множество M его элементов называется тотальным подмножеством
(или тотальной системой) в E, если его линейная оболочка плот-
на в E.

Пример . Система ортов в l2 тотальна: ее линейная оболочка –– это
подпространство c00, которое, как было упомянуто в предыдущем пара-
графе, плотно.

Пример . Тригонометрическая система в L2[−π,π] также тоталь-
на (см. обсуждение после предложения .).

Замечание. Система Эрмита в L2(R) также тотальна (что важно не
только для математики, но и для квантовой механики). Однако для до-
казательства этого факта мы еще не созрели: нам понадобятся «насто-
ящие» гильбертовы пространства и преобразование Фурье (см. упраж-
нение ..).

Предложение . В любом сепарабельном почти гильбертовом
пространстве существует конечная или счетная тотальная орто-
нормированная система.
⊳ Возьмем в нашем пространстве счетное плотное множество и рас-

положим его в последовательность. Тогда ортонормированная систе-
ма, полученная из нее с помощью теоремы , очевидно, обладает нуж-
ными свойствами. ⊲

Переходим теперь к фундаментальному свойству сепарабельных
бесконечномерных почти гильбертовых пространств.

Теорема . Пусть H –– бесконечномерное почти гильбертово про-
странство, en, n ∈ N, –– тотальная ортонормированная система его
векторов, x ∈H. Тогда

(i) x есть сумма ряда Фурье этого вектора по системе {en} (т. е.

x =
∞∑

n=1

〈x , en〉en);

(ii) ‖x‖2 =
∞∑

n=1

|〈x , en〉|2 (равенство Парсеваля);

(iii) если x =
∞∑

n=1

λnen, то λn = 〈x , en〉.
⊳ Для n ∈N положим Hn := span{e1, …, en}. Тогда из тотальности си-

стемы {en} очевидным образом следует, что d(x , Hn)→ 0 при n→∞.
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В сочетании с предложением , это доказывает (i) и (ii). Далее, если

x =
∞∑

n=1

λnen, то для каждого n ∈ N в силу предложения  выполнено

равенство
〈x , en〉=

∞∑

k=1

λk〈ek, en〉,

а сумма последнего ряда есть, очевидно, λn. ⊲
Обсудим теорему  с общих позиций. Мы видим, что тотальная ор-

тонормированная система в почти гильбертовом пространстве играет
роль, аналогичную роли (линейного) базиса в линейном пространстве,
только теперь в разложениях векторов дозволены бесконечные суммы.
Вот общий контекст для рассмотрения подобных ситуаций.

Определение . Пусть E –– сепарабельное нормированное прост-
ранство. Последовательность en, n ∈ N, его векторов называется бази-
сом Шаудера ) или топологическим базисом этого пространства, если

каждый вектор x ∈ E представим в виде ряда x =
∞∑

n=1

λnen, и притом

единственным образом (т. е. с однозначно определенными коэффици-
ентами λn, n∈N).

Пример . Легко проверить, что для любого p ∈ [1,∞) (но не p=
=∞!) последовательность ортов является базисом Шаудера в норми-
рованном пространстве lp.

Замечание. Разумеется, слово «сепарабельное» в определении  мы
могли бы опустить: ясно, что пространство, обладающее подобной си-
стемой, необходимо сепарабельно. Есть варианты определения тополо-
гического базиса и для более общих пространств, но нам они не пона-
добятся.

Замечание. Для перестраховки подчеркнем, что понятие базиса Шаудера
формально не имеет отношения к ранее обсуждавшемуся категорному поня-
тию базиса (см. определение ..). Все же некоторые системы элементов мо-
гут быть базисами в обоих смыслах. (Такова, например, система ортов в l1,
если мыслить это пространство как объект конкретной категории (B1,⊙),
см. § ..)

Таким образом, пункты (i) и (iii) предыдущей теоремы могут быть
перефразированы следующим образом.

Теорема 4′. Всякое сепарабельное почти гильбертово простран-
ство обладает базисом Шаудера, каковым является каждая тоталь-
ная ортонормированная система его векторов. ⊳⊲

)Юлиуш Шаудер (–– гг.) –– крупный польский математик, ученик Банаха, тра-
гически погибший во время фашистской оккупации Польши.
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(В дальнейшем, говоря об ортонормированных базисах в почти
гильбертовых пространствах, мы будем всегда подразумевать именно
базисы Шаудера.)

Однако общие сепарабельные нормированные пространства могут
и не обладать базисами Шаудера, даже если они банаховы (см. опреде-
ление ..). Некоторые подробности вы узнаете в § ..

§ . Ограниченные операторы: первые сведения
и самые необходимые примеры

Мы познакомились с фундаментальной структурой классического
функционального анализа –– структурой нормированного (и, более об-
що, преднормированного) пространства. Настало время обратиться
к отображениям, должным образом реагирующим на эту структуру.

Предложение . Пусть T : E→ F –– линейный оператор между дву-
мя преднормированными пространствами. Его следующие свойства эк-
вивалентны:

(i) существует такое C > 0, что ‖T (x)‖6 C‖x‖ для всех x ∈ E;
(ii) sup{‖T (x)‖ : x ∈ШE}<∞.
При этом если K0 –– нижняя грань констант, для которых выпол-

нено условие (i), а K0 –– верхняя грань из (ii), то K0 = K0.
⊳ (i)⇒ (ii). Очевидно, для любого C , удовлетворяющего условию (i),

и любого x ∈ШE выполнено неравенство ‖T (x)‖6 C . Отсюда следует
(ii), и, более того, K0 6 K0.

(ii) ⇒ (i). Возьмем x ∈ E. Если ‖x‖ > 0, то



 x

‖x‖




= 1, а потому


T
�

x

‖x‖
�


 6 K0 и ‖T (x)‖ 6 K0‖x‖. Если же ‖x‖ = 0, то для всех t > 0

выполнено включение t x ∈ШE , а потому t‖T (x)‖= ‖T (t x)‖6 K0 и, ста-
ло быть, ‖T (x)‖= 0. Отсюда ‖T (x)‖6 K0‖x‖ для любого x ∈ E. Тем са-
мым, выполнено условие (i), причем с K0 в качестве C . Дальнейшее
очевидно. ⊲

Упражнение 10. Указанные свойства эквивалентны еще и тако-
му: T переводит каждое ограниченное (в смысле преднормы) подмно-
жество из E в ограниченное подмножество из F .

Определение . Оператор между преднормированными простран-
ствами, обладающий свойствами, указанными в предложении , на-
зывается ограниченным. Число K0 (оно же K0) из этого предложения
называется операторной (иногда равномерной) преднормой операто-
ра T и обозначается ‖T‖.

Этот термин и это обозначение не случайны. Пусть E и F –– два
преднормированных пространства. Обозначим через B(E, F) множе-
ство всех ограниченных операторов из E в F ; разумеется, это подмно-
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жество линейного пространства L (E, F) всех (линейных) операторов
из E в F .

Предложение . Справедливы следующие утверждения:
(i)B(E, F) –– линейное подпространство в L (E, F);
(ii) функция на B(E, F), сопоставляющая оператору T число ‖T‖,

есть преднорма вB(E, F);
(iii) если F –– нормированное пространство, то таково и B(E, F).
⊳ Возьмем S, T ∈B(E, F). Тогда для любого вектора x ∈ E выполнено

неравенство

‖(S+ T )(x)‖= ‖S(x) + T (x)‖6 ‖S(x)‖+ ‖T (x)‖6 C‖x‖,
где C := ‖S‖+ ‖T‖. Это означает, что S+ T ∈B(E, F) и ‖S+ T‖6 ‖S‖+
+ ‖T‖. Еще проще проверить, что для ограниченного оператора T

и λ ∈C выполнены условия λT ∈B(E, F) и ‖λT‖= |λ|‖T‖. Этим уста-
новлена справедливость утверждений (i) и (ii). Далее, если F –– норми-
рованное пространство, а T 6= 0 в B(E, F), то T (x) 6= 0 для некоторого
x ∈ШE; стало быть, ‖T‖> ‖T (x)‖> 0. Дальнейшее очевидно. ⊲

Упражнение . Пусть E 6= 0. Преднорма вB(E, F) является нормой,
если таковой является преднорма в F , и наоборот.

Указание. Следует использовать то, что на E существуют ненулевые
линейные функционалы (см. упражнение ..).

При выполнении условия (iii) этого предложения мы будем, ко-
нечно, говорить операторная норма (а не операторная преднорма).
В дальнейшем нам пригодится следующее

Предложение . Пусть T : H→ K –– ограниченный оператор между
предгильбертовыми пространствами. Тогда

‖T‖= sup{|〈T (x), y〉|: x ∈ШH , y ∈ШK}

⊳ Для любого такого x ∈ШH , что ‖T (x)‖ 6= 0, вектор y :=
T(x)

‖T(x)‖
лежит в ШK , и ‖T (x)‖ = 〈T (x), y〉. Взяв верхнюю грань по всем ука-
занным x , получаем оценку ‖T‖ 6 sup{|〈T (x), y〉|: x ∈ШH , y ∈ШK}.
Обратное неравенство следует из неравенства Коши––Буняковского. ⊲

Итак, наш запас примеров (пред)нормированных пространств по-
полнился также пространствами B(E, F), состоящими из ограничен-
ных операторов. Наиболее важные из них, пожалуй, относятся к двум
следующим специальным случаям:

(i) F =C. В этом случае пространствоB(E, F) состоит из ограничен-
ных функционалов на E. Оно называется пространством, сопряжен-
ным к E, и кратко обозначается E∗. Из предложения  (iii) следует, что
для любого E это нормированное пространство.
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(ii) E = F . В этом случае говорят об операторах, действующих в E,
и пишут B(E) вместо B(E, E). Из того же предложения следует, что
B(E) –– нормированное пространство, если таково же E.

Еще один важный пример (пред)нормированного пространства ––
это подпространство в B(E, F), состоящее из конечномерных огра-
ниченных операторов. Мы обозначим его через F (E, F) и условимся
писать F (E) вместо F (E, E).

Следующее очевидное соотношение связывает операторную пред-
норму и композицию операторов.

Предложение  (мультипликативное неравенство для опера-
торных преднорм). Пусть S : E→ F и T : F→ G –– ограниченные опера-
торы между преднормированными пространствами. Тогда оператор
TS ограничен и ‖TS‖6 ‖T‖‖S‖. ⊳⊲

Определение . Пусть T : E → F –– оператор между преднормиро-
ванными пространствами. Он называется сжимающим, если ‖T‖ 6 1

(т. е. ‖T (x)‖6 ‖x‖ для всех x ∈ E). Оператор называется изометриче-
ским, если он сохраняет нормы, т. е. ‖T (x)‖= ‖x‖ для всех x ∈ E, и ко-
изометрическим, если он отображает открытый единичный шар в E на
открытый единичный шар в F .

Очевидно, T –– сжимающий или изометрический оператор в том
и только том случае, если он таков как отображение между (пред)мет-
рическими пространствами.

Заметим, что изометрический оператор инъективен, если E –– нор-
мированное пространство, а коизометрический оператор всегда сюръ-
ективен.

Самые простые примеры ограниченных операторов –– это, конеч-
но, нулевой оператор 0: E → F , x 7→ 0, и тождественный оператор
1: E→ E, x 7→ x; ясно, что ‖0‖= 0 и (при условии, что преднорма на
пространстве E не равна нулю тождественно) ‖1‖= 1. Выделим также

Пример . Всякий линейный оператор T из Cn
p
, 1 6 p 6∞, в любое

преднормированное пространство E ограничен. Действительно, запи-

сав любой элемент ξ∈Cn
p

в виде
n∑

k=1

ξkpk, мы видим, что

‖T (ξ)‖=






n∑

k=1

ξkT (pk)





6 C‖ξ‖∞ 6 C‖ξ‖p,

где C :=
n∑

k=1

‖T (pk)‖.

Впоследствии мы узнаем, что в примере  пространство Cn
p

можно
заменить на любое конечномерное нормированное пространство.
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Некоторые другие классы операторов, определяемые в общих тер-
минах, будут введены в следующих параграфах. А сейчас, по горячим
следам определения , –– основного в этом параграфе, –– мы спешим
перейти к наиболее популярным примерам операторов, связывающих
разнообразные конкретные нормированные пространства.

Как уже упоминалось, большинство операторов, которые встретят-
ся в нашей математической жизни, будут либо функционалами, ли-
бо операторами, действующими в (одном и том же) пространстве.
О функционалах речь пойдет в следующем параграфе. Что же касается
операторов, то мы сразу оговоримся, что все пространства, в которых
действуют операторы из наших примеров, окажутся, как мы увидим
в следующей главе, банаховыми, а значительная часть из них –– гиль-
бертовыми.

Замечание на будущее. Этот большой мешок примеров, который
сейчас начнет наполнятьcя, мы советуем держать наготове. В ходе всей
книги нам предстоит ввести целый ряд фундаментальных понятий,
связанных с операторами, и каждый раз мы будем смотреть, чем они
оборачиваются для наших конкретных операторов. Сейчас мы можем
задать операторам только самые простые по формулировке вопросы,
и в первую очередь такой: какова ваша норма? Но потом те же операто-
ры, к которым постепенно добавятся несколько новых, будут отвечать
и на другие вопросы: относитесь ли вы к классу компактных опера-
торов? фредгольмовых? каков ваш спектр? как выглядит ваш сопря-
женный оператор? И только после обыгрывания обсуждаемых общих
понятий на достаточно большом числе разнообразных примеров эти
понятия смогут быть поняты по-настоящему.

Начнем с пространств последовательностей ) lp, 1 6 p 6∞.
Пример . Диагональный оператор Tλ : lp → lp, где λ = (λ1, …

…,λn, …) –– ограниченная (= принадлежащая l∞) последовательность.
Этот оператор сопоставляет каждой последовательности ξ = (ξ1, …
…,ξn, …)∈ lp последовательность Tλ(ξ) = (λ1ξ1, …,λnξn, …).

Если p<∞, то, в силу неравенства
∞∑

n=1

|λnξn|p 6

∞∑
n=1

‖λ‖p
∞|ξn|p образ

Tλ(ξ) принадлежит lp и ‖Tλ(ξ)‖p 6 ‖λ‖∞‖ξ‖p. В то же время

sup{‖Tλ(x)‖ : ‖x‖6 1}> sup{‖Tλ(pn)‖ : n∈N}= ‖λ‖∞.

Поэтому оператор Tλ ограничен и ‖Tλ‖= ‖λ‖∞. То же самое, очевидно,
справедливо и при p=∞.

)Здесь и далее наш читатель, если он не желает принять на веру предложение ., мо-
жет ограничиться случаями p= 1,2 и∞.
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Как мы увидим далее, при определенных условиях на λ диагональ-
ные операторы, действующие в l2, доставят модели важных классов
операторов, действующих в абстрактных гильбертовых пространствах
(см. § .).

Упражнение . Если последовательность λ неограничена, то опе-
ратор Tλ «выводит» из lp.

Разумеется, подобным же образом можно определить и оператор
Tλ, λ= (λ1, …,λn), действующий в ln

p
, n<∞, –– конечномерном «эмбри-

оне» пространства lp. Такой оператор мы также будем называть диаго-
нальным; очевидно, снова ‖Tλ‖= ‖λ‖∞.

Пример  (операторы сдвига). Сопоставления Tl : (ξ1, …,ξn, …) 7→
7→ (ξ2, …,ξn+1, …) и Tr : (ξ1, …,ξn, …) 7→ (0,ξ1, …,ξn−1, …) суть ограни-
ченные операторы в lp = lp(N); первый из них называется оператором
левого, а второй –– правого сдвига. Очевидно, нормы обоих равны ,
причем Tr –– изометрический оператор, а Tl –– коизометрический опе-
ратор. Внешнее сходство с этими операторами (во многом обманчи-
вое, как мы увидим позже) имеет оператор Tb, действующий в lp(Z)

(пространстве последовательностей, бесконечных в обе стороны) и пе-
реводящий ξ= (…,ξ1, …,ξn, …), n ∈ Z, в η = (…,η1, …,ηn, …) с ηn :=

:= ξn−1. Это так называемый оператор двустороннего сдвига в про-
странстве lp(Z); он, как и Tr , изометричен, но, в отличие от последне-
го, еще и обладает изометрическим обратным (каким?).

Очевидно, в обоих примерах мы могли бы вместо lp рассматривать
пространство c0, а вместо lp(Z) –– очевидный «двусторонний» аналог
этого пространства. Как легко проверить, значения нормы от этого не
меняются.

Теперь перейдем к функциональным пространствам, взяв за основу
Lp(X ,µ), 1 6 p 6∞, где (X ,µ) –– измеримое пространство.

Пример  (оператор умножения на существенно ограниченную
измеримую функцию). Пусть f –– существенно ограниченная измери-
мая функция, т. е., с точностью до уже обсуждавшейся неформальности
речи, элемент пространства L∞(X ,µ). Тогда почти для всех t ∈ X , оче-
видно, выполнено неравенство | f (t)|6 ‖ f ‖∞. Поэтому если p <∞, то
для любой функции x ∈ Lp(X ,µ) выполнено неравенство
∫

X

| f (t)x(t)|p dµ(t)6

∫

X

‖ f ‖p
∞|x(t)|

p dµ(t) = ‖ f ‖p
∞‖x‖

p
p
.

Это означает, что для указанных p отображение Tf : x(t) 7→ f (t)x(t) ––
корректно определенный ограниченный оператор в Lp(X ,µ), причем
‖Tf ‖6 ‖ f ‖∞.
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Далее, возьмем любое K , K < ‖ f ‖∞. Тогда существует такое подмно-
жество Y в X положительной меры, что | f (t)|> K при t ∈ Y . Взяв его
характеристическую функцию χ, мы видим, что

‖Tf (χ)‖p
p
=

∫

Y

| f (t)|p dµ(t)> K p‖χ‖p
p
.

Отсюда ‖Tf ‖> K для любой константы K < ‖ f ‖∞, что, в объединении
со сказанным выше, дает при p<∞ равенство ‖Tf ‖= ‖ f ‖∞. Еще проще
усмотреть, что такое же равенство верно и при p=∞.

Операторы введенного класса, действующие в L2(X ,µ), играют важ-
ную роль в общей теории операторных алгебр, и особенно –– в теории
так называемых алгебр фон Нойманна (о них см. далее § . и указан-
ную там литературу). А для нас самым полезным окажется случай, ко-
гда X –– отрезок в R, а f (t) := t («независимая переменная»); соответ-
ствующие операторы, как мы увидим в § . и ., играют выдающуюся
роль в спектральной теории.

Разумеется, оператор умножения на функцию является обобщени-
ем оператора умножения на ограниченную последовательность в lp,
который, как мы помним, соответствует случаю (X ,µ) = (N,•); в част-
ности, пример  содержится в примере .

Далее, в C[a, b] действует определяемый очевидным образом опе-
ратор умножения на непрерывную функцию, а в Cn[a, b], n∈N, –– опе-
ратор умножения на n раз гладкую функцию (проверьте ограничен-
ность).

Пример  (оператор неопределенного интегрирования). Рас-
смотрим отрезок числовой прямой, для удобства [0, 1], и пространство
L2[0, 1]. Сопоставим каждой квадратично интегрируемой функции x

ее неопределенный интеграл y(t) :=

t∫

0

x(s) ds. С учетом неравенства

Коши––Буняковского, выполнено неравенство

|y(t)|6
1∫

0

|x(s)| ds= 〈1, |x |〉6 ‖1‖2‖x‖2 = ‖x‖2,

откуда следует, что функция y (вернее, ее класс эквивалентности) при-
надлежит L2[0, 1] и ‖y‖2 6 ‖x‖2. Таким образом, путем указанного
сопоставления возникает ограниченный и, более того, сжимающий
оператор в L2[0, 1].

Сходным образом определяются операторы неопределенного инте-
грирования, действующие в пространствах C[0, 1] и L1[0, 1].
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Упражнение 40. Оба последних оператора имеют норму .
Указание. В случае пространства C[0, 1] рассмотрите x(t)≡ 1, а в

случае L1[0, 1] –– последовательность функций xn(t) := nχn, где χn ––
характеристическая функция отрезка [0, 1/n].

Замечание. Почему же ни слова о норме оператора неопределен-
ного интегрирования в L2[0, 1]? Дело в том, что вычислить эту норму
мы еще не готовы и, если пытаться делать это «в лоб» (ср. предыдущее
указание), вряд ли получится что-нибудь путное. Успех придет позже,
когда мы узнаем об операторах гораздо больше (см. упражнение ..).
А сейчас нам хочется удивить читателя, заранее сообщив ответ: 2/π.

Теперь мы введем один из самых старых и почтенных классов опе-
раторов, который когда-то сыграл огромную роль в формировании са-
мого понятия оператора в функциональном анализе.

Пример  (интегральный оператор). Возьмем отрезок [a, b] и
кратко обозначим через � его декартов квадрат со стандартной плос-
кой мерой Лебега. Зафиксируем функцию K(s, t) из соответствующе-
го пространства L2(�) квадратично интегрируемых функций. В силу
теоремы Фубини почти для всех s ∈ [a, b] функция Ks(t) := K(s, t) при-
надлежит L2[a, b]. Поэтому для любого из этих s и каждой функции

x ∈ L2[a, b] существует число y(s) :=

b∫

a

K(s, t)x(t) dt, которое является

скалярным произведением векторов Ks(t) и x(t) в L2[a, b]; при этом
из неравенства Коши––Буняковского следует, что |y(s)| 6 ‖Ks‖2‖x‖2.
Отсюда с учетом той же теоремы Фубини получаем

b∫

a

|y(s)|2 ds 6

� b∫

a

‖Ks‖2
2

ds

�
‖x‖2

2
=

� b∫

a

b∫

a

|K(s, t)|2 ds d t

�
‖x‖2

2
.

Поскольку указанный двойной интеграл есть не что иное, как ‖K‖2
2
,

квадрат нормы K(s, t) в L2(�), мы получаем, что y ∈ L2[a, b] и ‖y‖2 6

6 ‖K‖2‖x‖2. Тем самым, сопоставление

x 7→ y, где y(s) :=

b∫

a

K(s, t)x(t) dt,

— это ограниченный оператор в L2[a, b] с нормой, не превосходящей
‖K‖2. Функцию K(s, t)мы будем называть производящей функцией ) по-
строенного оператора.

)Говорят также ядро (nucleus), но может возникнуть путаница с ядром (kernel) в смыс-
ле линейной алгебры.
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Специальный класс интегральных операторов составляют так назы-
ваемые операторы Вольтерра –– те, у которых производящая функция
равна нулю при s 6 t. Иными словами, оператор Вольтерра переводит
x ∈ L2[a, b] в

y(s) :=

s∫

a

K(s, t)x(t) dt

(интеграл с переменным верхним пределом), где K –– теперь уже лю-
бая функция из L2(�). В свою очередь, оператор неопределенного
интегрирования в L2[0, 1] –– это, разумеется, один из операторов Воль-
терра, для которого K(s, t) равна 1 при s > t и 0 при s< t.

Замечание. Кстати, уже отсюда видно, что норма оператора неоп-

ределенного интегрирования в L2[0, 1] не превосходит
1p
2

(и заведомо
меньше 1; ср. упражнение ).

Пример . В пространстве Lp(R), а также C0(R) любому a ∈ R со-
ответствует так называемый оператор сдвига на a, обозначаемый Ta и
переводящий функцию x в Ta(x) : t 7→ x(t − a). Очевидно, это изомет-
рический оператор, обладающий изометрическим обратным (предъ-
явите его!). Аналогично, любой элемент z ∈ T порождает оператор
сдвига, действующий в Lp(T) либо C(T) по правилу Tz(x) : t 7→ x(z−1 t).

Замечание. Еще один конкретный оператор, действующий в про-
странстве L2(R), –– возможно, самый выдающийся из операторов, ко-
торые действуют в этом пространстве, –– добавится к нашему списку
значительно позже. Это так называемый гильбертов оператор Фурье
(см. определение ..).

Наконец, приведем классический оператор, связывающий разные
пространства.

Пример . Оператор дифференцирования Dk : Cn+k[a, b]→ Cn[a, b]

сопоставляет каждой функции ее k-ю производную; как обычно, мы по-
лагаем C0[a, b] := C[a, b]. (Проверьте, что этот оператор действитель-
но ограничен.)

§ . Топологические и категорные свойства
ограниченных операторов

С этого момента в нашем изложении появляются первые категории
функционального анализа. Они таковы.

(i) Категория N. Ее объекты –– это нормированные пространства,
а морфизмы –– (произвольные) ограниченные операторы.

(ii) Категория N1. Ее объекты –– те же, что и в категории N,
а морфизмов меньше: ими объявлены сжимающие операторы.
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(iii) Категория P. Ее объекты –– это (произвольные) преднорми-
рованные пространства, а морфизмы –– как и в категории N –– огра-
ниченные операторы.

(iv) Категория P1. Ее объекты –– те же, что и в категории P,
а морфизмы –– как и в категории N1 –– сжимающие операторы.

Композиция морфизмов во всех четырех категориях –– это обычная
композиция операторов; тот факт, что это ограниченный или, смотря
по смыслу, сжимающий оператор, сразу следует из предложения ..
Аксиомы категории (см. определение ..) проверяются очевидным
образом; локальными единицами, разумеется, служат тождественные
операторы.

Взаимосвязь всех четырех категорий можно изобразить схемой

N ⊂ P

∪ ∪
N1 ⊂ P1

в которой знак ⊂ выражает отношение между категорией (справа от
этого знака) и ее полной подкатегорией (слева), а знак ∪ –– отношение
между категорией (сверху от этого знака) и ее неполной подкатегори-
ей с теми же объектами (снизу).

Замечание. Сразу же оговоримся, что введенные категории, вклю-
чая даже N, –– это еще не главные категории линейного функцио-
нального анализа. Категории банаховых и гильбертовых пространств,
о которых речь пойдет в следующей главе, –– «главнее». Однако неко-
торые основные понятия и конструкции, еще не требующие полноты,
целесообразно рассматривать уже в контексте введенных категорий.

Как всегда при знакомстве с той или иной категорией, первый во-
прос –– о том, что представляют собой ее изоморфизмы.

Непосредственно из определения .. следует, что изоморфизм
в категории N, равно как и в P, –– это ограниченный линейный
оператор, обладающий обратным ограниченным линейным операто-
ром. В то же время изоморфизм в N1, равно как и в P1, –– это сжи-
мающий оператор, обладающий сжимающим обратным оператором.

Определение . Изоморфизмы в категориях N и P носят специ-
альное название топологических изоморфизмов (говорят также: линей-
ные гомеоморфизмы), а изоморфизмы в категориях N1 и P1 носят
специальное название изометрических изоморфизмов (говорят также:
линейные изометрии).

Выделим очевидное
Предложение . Пусть T : E→ F –– оператор между преднормиро-

ванными пространствами. Тогда
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(i) оператор T является топологическим изоморфизмом в том
и только том случае, когда он биективен и существуют две такие
константы C , c> 0, что c‖x‖6 ‖T (x)‖6 C‖x‖ для всех x ∈ E;

(ii) оператор T является изометрическим изоморфизмом⇔ он яв-
ляется биективным и изометрическим ⇔ он является биективным
и коизометрическим. ⊳⊲

Теперь обратим внимание на то, что из полярного тождества для
преднормы немедленно вытекает

Предложение . Пусть H и K –– предгильбертовы пространства.
Тогда оператор T : H → K является изометрическим в том и только
том случае, если для любых элементов x , y ∈ H выполнено равенство
〈T (x), T (y)〉 = 〈x , y〉 (т. е., как говорят, T сохраняет предскалярные
произведения).

В частности, наш оператор является изометрическим изоморфиз-
мом тогда и только тогда, когда он сохраняет предскалярные произве-
дения и биективен. ⊳⊲

В указанном случае предгильбертовых пространств изометриче-
ский изоморфизм носит специальное название: унитарный изомор-
физм или унитарный оператор.

В соответствии со сказанным, изоморфные объекты в категории
N или, более общо, в P называются также топологически изоморф-
ными (пред)нормированными пространствами, а изоморфные объек-
ты в N1 или P1 –– изометрически изоморфными (пред)нормирован-
ными пространствами. Изометрически изоморфные предгильбертовы
(в частности, почти гильбертовы) пространства называются также уни-
тарно изоморфными.

Пример . Для n = 1, 2, … пространство ln
p

, 1 6 p 6∞, (см. при-
мер .) изометрически, и тем более топологически, изоморфно под-
пространству в lp, состоящему из последовательностей с нулями после
n-го члена.

Поскольку требование к оператору быть изометрическим изомор-
физмом, очевидно, гораздо жестче, чем требование быть топологи-
ческим изоморфизмом, не удивительно, что бывают пространства,
изоморфные, скажем, в категории N, но не изоморфные в катего-
рии N1. Вот простая иллюстрация.

Упражнение . Все пространства Cn
p

при фиксированном значении
n попарно топологически изоморфны; с другой стороны, пространство
Cn

1
не изометрически изоморфно Cn

2
при n> 1.

Вопроса о классификации объектов наших категорий с точностью
до изоморфизма мы коснемся, ограничив себя банаховыми и гильбер-
товыми пространствами, в следующей главе.
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Отметим, что во введенных категориях не всякий биективный как
отображение морфизм –– изоморфизм (это роднит их с категорией T,
но отличает от категории L). В категории N1 за примерами дале-
ко ходить не надо: возьмите любой сжимающий оператор, пропорцио-
нальный тождественному. Примеры в N устроены сложнее.

Пример . Рассмотрим в пространстве l1, помимо его естествен-
ной нормы ‖ · ‖1 (см. пример .), еще и равномерную норму ‖ · ‖∞
(унаследованную из c0). Тогда оператор 1: (l1,‖ · ‖1)→ (l1,‖ · ‖∞) огра-
ничен, но не обладает ограниченным обратным. Это видно хотя бы
из того, что сумма n ортов имеет равномерную норму равную , но
‖ · ‖1-норму равную n.

Замечание. Смысловая нагрузка подобных примеров в полной ме-
ре проявится позднее, когда мы будем обсуждать одну из центральных
теорем этих лекций –– теорему Банаха об обратном операторе; см. § ..

Теперь напомним, что всякое преднормированное пространство
автоматически является топологическим. Принципиальной важности
факт состоит в том, что ограниченные операторы могут быть полно-
стью охарактеризованы в топологических терминах.

Теорема . Следующие свойства оператора T : E→ F между пред-
нормированными пространствами эквивалентны:

(i) оператор T ограничен;
(ii) оператор T непрерывен в нуле;
(iii) оператор T непрерывен;
(iv) оператор T равномерно непрерывен.
⊳ (i)⇒ (iv). Выберем ǫ > 0 и положим δ :=

ǫ
C

, где C –– константа из

предложения . (i). Тогда, очевидно, для любых элементов x , y ∈ E из
неравенства d(x , y) = ‖x − y‖<δ следует, что

d(T (x), T (y)) = ‖T (x)− T (y)‖< ǫ.
(iv)⇒ (iii)⇒ (ii). Очевидно.
(ii)⇒ (i). Поскольку отображение T предметрических пространств

непрерывно в 0 ∈ E и T (0) = 0 ∈ F , для ǫ := 1 найдется такое δ, что из
неравенства ‖x ′‖ < δ следует неравенство ‖T (x ′)‖ < ǫ. Возьмем про-

извольный элемент x ∈ E. Если ‖x‖ > 0, то, положив x ′ :=
δx

2‖x‖ , мы

видим, что ‖x ′‖ < δ, откуда немедленно следует, что ‖T (x)‖ < 2

δ
‖x‖.

Если же ‖x‖= 0, то для любого t > 0 выполнено неравенство ‖t x‖<δ;

следовательно, t‖T (x)‖= ‖T (t x)‖< 1, а значит, ‖T (x)‖= 0. Таким об-
разом, для всякого x ∈ E выполнено неравенство ‖T (x)‖ < C‖x‖, где

C :=
2

δ
. ⊲



§ . ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ И КАТЕГОРНЫЕ СВОЙСТВА 

Из доказанной теоремы легко получить дальнейшую информацию
о возможных свойствах операторов как отображений между топологи-
ческими пространствами.

Следствие . Оператор между преднормированными пространст-
вами является топологическим изоморфизмом в том и только том
случае, когда он является гомеоморфизмом.

Это следствие, в свою очередь, влечет
Следствие . Пусть T : E → F –– ограниченный оператор между

преднормированными пространствами. Тогда оператор T топологи-
чески инъективен в том и только том случае, когда он инъективен,
и вдобавок существует такое число c > 0, что c‖x‖6 ‖T (x)‖ для всех
x ∈ E. ⊳ ⊲

Заметим, что в случае, когда E –– нормированное пространство, из
оценки c‖x‖6 ‖T (x)‖ для всех x ∈ E автоматически следует, что опера-
тор T инъективен.

Предложение . Пусть T : E→ F –– ограниченный оператор между
нормированными пространствами. Тогда его следующие свойства экви-
валентны:

(i) оператор T топологически сюръективен;
(ii) оператор T открыт;
(iii) множество T (Ш0

E
) (образ открытого единичного шара в E)

содержит, для некоторого θ > 0, открытый шар θШ0
F

(с центром в 0
и радиусом θ );

(iv) существует такое число C ′ > 0, что для любого элемента y ∈ F

найдется x ∈ E, удовлетворяющий условиям T (x) = y и ‖x‖6 C ′‖y‖.
⊳ (i)⇒ (ii). Пусть множество U открыто в E. Тогда, как легко видеть,

прообраз множества T (U) –– это алгебраическая сумма

U + Ker(T ) =
⋃
{U + x : x ∈Ker(T )},

которая, как видно из ее последней записи, открыта. Дальнейшее оче-
видно.

(ii)⇒ (i), (ii)⇒ (iii). Очевидно.
(iii)⇒ (iv). Выберем y ∈ F , y 6= 0. Поскольку y ′ :=

θ
2‖y‖ y ∈ θШ0

F
, то

y ′ = T (x ′) для некоторого x ′ ∈Ш0
E

и y = T (x) для x := 2‖y‖θ−1 x ′. От-
сюда ‖x‖6 C ′‖y‖ для C ′ := 2θ−1.

(iv)⇒ (ii). Пусть U –– открытое подмножество в E и y = T (x), x ∈ U.
Выберем такое θ > 0, что x + θШ0

E
⊆ U. Тогда для любого z ∈ F , удо-

влетворяющего неравенству ‖y − z‖< (C ′)−1θ найдется такой элемент
x ′ ∈ E, что T (x ′) = y − z и ‖x ′‖< θ ; при этом, очевидно, z = T (x − x ′)
и x − x ′ ∈ U. Тем самым, y –– внутренняя точка в T (U). ⊲
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Упражнение . Если E и F –– преднормированные пространства, то
эквивалентности (i)⇔ (ii)⇔ (iii) и импликация (iv)⇒ (ii) из предло-
жения  сохраняют силу. В то же время (iv), вообще говоря, не следует
из (i)––(iii).

Указание. В качестве контрпримера рассмотрите проекцию E →
→ E/F , где F –– плотное собственное подпространство нормированно-
го пространства E.

Разумеется, всякий инъективный изометрический оператор топо-
логически инъективен, а коизометрический –– топологически сюръек-
тивен.

Давайте проиграем рассматриваемые понятия на конкретных при-
мерах операторов, рассмотренных в предыдущем параграфе. Какие из
этих операторов являются топологическими изоморфизмами? изомет-
рическими изоморфизмами? топологически инъективными? тополо-
гически сюръективными? изометрическими? Особо выделим два на-
блюдения.

Упражнение . Диагональный оператор Tλ : lp → lp, 1 6 p 6 ∞,
является топологическим изоморфизмом ⇔ оператор Tλ топологиче-
ски инъективен ⇔ оператор Tλ топологически сюръективен ⇔ опе-
ратор Tλ сюръективен⇔ замыкание множества чисел λn в C не содер-
жит 0.

Этот факт является частным случаем следующего.
Упражнение . Оператор Tf : Lp(X ,µ)→ Lp(X ,µ), 1 6 p 6∞, f ∈

∈ L∞(X ,µ) (ср. пример .), является топологическим изоморфизмом
⇔ оператор Tf топологически инъективен⇔ оператор Tf топологи-
чески сюръективен⇔ оператор Tf сюръективен⇔ существует такое
θ > 0, что | f (t)|>θ почти для всех t ∈ X .

Указание. Если последнее условие выполнено, то оператор T1/ f ––
обратный к оператору Tf . Если оно не выполнено, надо рассмотреть
образы и (если они есть) прообразы функций χn/‖χn‖, где χn –– харак-
теристическая функция множества {t ∈ X : | f (t)|< 1/n}.

Замечание. Что касается интегральных операторов из примера .,
то вы можете уже сейчас, повозившись, убедиться в том, что они не об-
ладают ни одним из обсуждаемых свойств. Впоследствии, узнав о том,
что интегральные операторы компактны (см. определение .. и тео-
рему ..), вы сможете сделать тот же вывод как простое следствие
этого факта.

Теперь применим теорему  к следующему вопросу принципиаль-
ной значимости. Как по двум преднормам, заданным на одном и том
же линейном пространстве, судить о взаимоотношениях между порож-
денными этими преднормами топологиями?
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Определение . Пусть ‖ · ‖ и ‖ · ‖′ –– преднормы в линейном про-
странстве E. Говорят, что преднорма ‖ · ‖′ мажорирует ‖ · ‖, если су-
ществует такое C > 0, что ‖ · ‖6 C‖ · ‖′ (т. е. для всех x ∈ E выполнено
неравенство ‖x‖6 C‖x‖′). Две преднормы называются эквивалентны-
ми, если каждая из них мажорирует другую.

Пример . Рассмотрим пространство C[a, b] с нормами ‖ · ‖∞ и
‖ · ‖p для некоторого p ∈ [1,∞), т. е. с равномерной нормой и с нормой
подпространства в Lp[a, b]. Тогда первая норма мажорирует вторую,

а именно ‖ · ‖p 6
p
p
(b− a)‖ · ‖∞. В то же время эти нормы не эквива-

лентны (проверьте!).

Пример . Рассмотрим пространство L2[a, b] с нормами ‖ · ‖1 и
‖ · ‖2. Тогда из равенства ‖x‖1 = 〈I , |x |〉, где I(t)≡ 1, и неравенства Ко-

ши––Буняковского следует, что ‖x‖1 6

p
(b− a)‖x‖2, и, стало быть,

вторая норма мажорирует первую. В то же время эти нормы не экви-
валентны (проверьте!).

Замечание. На самом деле верен более общий факт: для того же
отрезка норма ‖ · ‖q мажорирует норму ‖ · ‖p при 1 6 p< q 6∞. Но его
доказательство сложнее, и он нам не понадобится.

Отметим почти тавтологическое
Предложение . Линейный оператор T : E→ F между преднорми-

рованными пространствами является ограниченным тогда и только
тогда, когда исходная преднорма в E мажорирует преднорму |||x ||| :=
:= ‖T (x)‖. ⊳⊲

Ответ на поставленный выше вопрос дает
Предложение . Пусть ‖ · ‖ и ‖ · ‖′ –– преднормы в линейном про-

странстве E, а τ и τ′ –– порожденные ими топологии. Тогда тополо-
гия τ′ не слабее τ в том и только том случае, если преднорма ‖ · ‖′
мажорирует ‖ · ‖.
⊳ Очевидно, топология τ′ не слабее τ тогда и только тогда, когда

тождественный оператор 1: (E,‖ · ‖′)→ (E,‖ · ‖) непрерывен. Послед-
нее, согласно предыдущей теореме, означает в точности, что преднор-
ма ‖ · ‖′ мажорирует ‖ · ‖. ⊲

Следствие . Две преднормы, определенные на линейном простран-
стве, задают одну и ту же топологию тогда и только тогда, когда они
эквивалентны.

Сразу же объявим факт фундаментальной важности: две любые
нормы в конечномерном линейном пространстве эквивалентны (что,
в свете предложения , эквивалентно тому утверждению, что любой
линейный изоморфизм между конечномерными нормированными
пространствами является топологическим изоморфизмом). Доказа-
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тельство, однако, не столь просто, как это может на первый взгляд по-
казаться, и требует дополнительных соображений. Поэтому мы дадим
его несколько позже; см. следствие .., а также предложение ...

Объединяя теорему  с предложением .., немедленно получаем
Предложение . Если T : E→ F –– ограниченный оператор из (про-

извольного) преднормированного пространства в нормированное, то
его ядро –– замкнутое подпространство в E. ⊳⊲

∗ ∗ ∗
Обсуждая топологические и изометрические изоморфизмы, мы по

сути обсуждали условия –– более терпимые в первом случае и более
жесткие во втором, –– при которых можно отождествлять различные
(пред)нормированные пространства (ср. общекатегорные разговоры
в § .). Теперь поговорим об условиях, при которых позволено отож-
дествлять ограниченные операторы, заданные, вообще говоря, в раз-
ных пространствах.

Определение . Пусть S : E1→ E2 и T : F1→ F2 –– ограниченные опе-
раторы, действующие между преднормированными пространствами.
Они называются слабо топологически (соответственно слабо изомет-
рически) эквивалентными, если существуют такие топологические (со-
ответственно изометрические) изоморфизмы I и J , что диаграмма

E1
S

I

E2

J

F1
T

F2

коммутативна.
Очевидно, слабая топологическая эквивалентность –– это специаль-

ный случай общекатегорного понятия слабого подобия морфизмов,
а именно, это слабое подобие морфизмов в P (или N в контексте
нормированных пространств). Что же касается слабой изометрической
эквивалентности, то это слабое подобие морфизмов в P1 (или N1),
если речь идет о сжимающих операторах, и слабое подобие подобие
морфизмов в P (или N) относительно P1 (или N1) в случае
произвольных ограниченных операторов.

Читатель с легкостью проверит, что такие возможные свойства
оператора, как топологическая изоморфность, топологическая инъек-
тивность и топологическая сюръективность, суть инварианты слабой
топологической эквивалентности, т. е. они не меняются при замене
оператора на слабо топологически эквивалентный. (Далее к подобным
свойствам прибавятся компактность и фредгольмовость операторов.)
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В то же время такие свойства, как изометрическая изоморфность, изо-
метричность и коизометричность, суть инварианты слабой изометри-
ческой эквивалентности. Далее, инвариантами слабой топологической
эквивалентности, очевидно, являются размерность ядра и коразмер-
ность образа оператора, а также свойство образа и ядра быть замкну-
тыми. (Напоминаем, что замкнутость ядер обеспечена в случае N, но
не P.) Важнейшим числовым инвариантом слабой изометрической
эквивалентности является, разумеется, операторная (пред)норма.

Следующее, «более требовательное» отождествление представляет,
повидимому, еще больший интерес.

Определение . Пусть S : E → E и T : F → F –– ограниченные опе-
раторы, действующие в преднормированных пространствах. Эти опе-
раторы называются топологически (соответственно изометрически)
эквивалентными, если существует такой топологический (соответст-
венно изометрический) изоморфизм I , что диаграмма

E
S

I

E

I

F
T

F
коммутативна.

Неформальный смысл этого, как, впрочем, и предыдущего опреде-
ления –– в том, что эквивалентные операторы совпадают (действуют на
векторы одинаковым образом) после отождествления заданных про-
странств посредством некоторых изоморфизмов того или иного типа.
(При этом для «просто» эквивалентности разрешен только один изо-
морфизм, а для слабой –– два разных.)

Очевидно, что любой инвариант слабой эквивалентности того или
иного типа автоматически служит инвариантом и соответствующей
«просто» эквивалентности. Но у последней есть и новые инвариан-
ты, скажем, наличие (или отсутствие) инвариантных подпространств
данной размерности или размерность подпространства собственных
векторов с заданным собственным значением. Однако самым «уважа-
емым» инвариантом топологической эквивалентности впоследствии
окажется так называемый спектр оператора (см. предложение ..).

Очевидно, что топологическая эквивалентность –– это специальный
случай общекатегорного понятия подобия морфизмов, а именно это
подобие морфизмов в P (или N в контексте нормированных про-
странств).

Кстати, в литературе часто говорят о подобии операторов, имея
в виду именно то, что мы, опасаясь путаницы, называем топологи-
ческой эквивалентностью. Что же касается изометрической эквива-
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лентности, то это подобие морфизмов в P1 (или N1), если речь
идет о сжимающих операторах, и подобие морфизмов в P (или N)
относительно P1 (или N1) в случае произвольных ограниченных
операторов.

Если речь идет об операторах, действующих в предгильбертовых
(в частности, почти гильбертовых) пространствах, то изометрическую
и слабо изометрическую эквивалентность называют, как правило, уни-
тарной (соответственно слабо унитарной) эквивалентностью; ср. вы-
ше определение унитарного оператора. (На самом деле это наиболее
изученные «виды эквивалентности»; см. далее § ., . и ..)

Про оператор I из определения  говорят, что он осуществляет
топологическую (либо, смотря по контексту, изометрическую или уни-
тарную) эквивалентность операторов S и T . Аналогично про пару
операторов (I , J) из определения  говорят, что она осуществляет сла-
бую топологическую (изометрическую, унитарную) эквивалентность
соответствующих операторов.

Впоследствии, по мере накопления материала, мы приведем много
содержательных примеров той или иной эквивалентности операторов,
действующих в бесконечномерных пространствах. Что же касается ко-
нечномерных пространств, то с такими примерами наш читатель уже
сталкивался –– только, возможно, говорились другие слова. Освежите
в памяти по существу известный вам результат.

Упражнение . (i) Два оператора в Cn
p
, 1 6 p 6∞, топологически

эквивалентны тогда и только тогда, когда их можно записать, каждый

в своем линейном базисе, одной и той же матрицей.
(ii) Два оператора в Cn

2
унитарно (= изометрически) эквивалентны

тогда и только тогда, когда их можно записать, каждый в своем орто-
нормированном базисе, одной и той же матрицей.

Вот мы вспомнили о матрицах. На младших курсах нас учили, что
матричная запись операторов (подразумевалось: действующих в ко-
нечномерном пространстве) является мощным аналитическим аппа-
ратом их исследования. В функциональном анализе матричная запись
играет более скромную роль, но все же и там она весьма полезна. Мат-
рицами можно записывать операторы, действующие в пространствах
с базисом Шаудера, только теперь эти матрицы бесконечны вправо
и вниз.

Определение . Пусть E –– нормированное пространство с базисом
Шаудера en, T –– действующий в E оператор. Матрицей этого операто-
ра в указанном базисе Шаудера называется таблица amn ∈C, m, n ∈ N,

однозначно определенная правилом Ten =
∞∑

m=1

amnem. Аналогично, ес-
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ли речь идет о двух нормированных пространствах E и F с базисами
Шаудера соответственно e′

n
и e′′

n
, то матрицей оператора T : E→ F от-

носительно указанных базисов называется таблица amn ∈ C, m, n ∈ N,
однозначно определенная правилом

Te′
n
=

∞∑

m=1

amne′′
m

.

Предложение . Если T –– оператор, действующий в почти гиль-
бертовом пространстве с ортонормированным базисом Шаудера en,
то его матрица в указанном базисе имеет вид amn = 〈Ten, em〉. Если же
T –– оператор, действующий между двумя почти гильбертовыми про-
странствами с ортонормированными базисами Шаудера e′

n
и e′′

n
, то его

матрица относительно указанных базисов имеет вид amn = 〈Te′
n
, e′′

m
〉.

⊳ Очевидным образом следует из теоремы .. ⊲
Нагляднее всего выглядит матрица оператора T , действующего в l2,

в базисе из ортов: ее n-й столбец –– это просто квадратично суммируе-
мая последовательность T (pn). Отметим легко следующее из предло-
жения .

Предложение . Пусть T –– оператор в l2 и (amn) –– его матрица.
Тогда

‖T‖= sup

¨s ∞∑

m=1

����
∞∑

n=1

amnξn

����
2

: ξn ∈C;

∞∑

n=1

|ξn|2 6 1

«
=

= sup

¨����
∞∑

m,n=1

amnξnηm

���� : ξn,ηm ∈C;

∞∑

n=1

|ξn|2 6 1,

∞∑

n=1

|ηn|2 6 1

«
. ⊳ ⊲

Упражнение 60. Каковы матрицы диагональных операторов и опе-
раторов левого и правого сдвига в l2 в базисе из ортов?

Предложение . Пусть S –– оператор, действующий в нормирован-
ном пространстве E с базисом Шаудера e1

n
, а T –– изометрически экви-

валентный ему оператор в нормированном пространстве F . Тогда про-
странство F также обладает базисом Шаудера e2

n
, причем таким, что

матрицы операторов S и T в указанных базисах совпадают.
⊳ Пусть оператор I : E → F осуществляет изометрическую эквива-

лентность операторов S и T . Положим e2
n

:= I(e1
n
) и возьмем y ∈ F ; то-

гда для x := I−1(y) ∈ E согласно условию имеет место единственное

представление x =
∞∑

n=1

λne1
n
, λn ∈C. Отсюда вектор y, будучи равен I(x),

однозначно представим в виде y =
∞∑

n=1

λne2
n
. Тем самым, e2

n
–– базис Ша-

удера в F .
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Далее, если {amn} –– матрица оператора S в базисе e1
n
, то

Te2
n
= ISI−1e2

n
= ISe1

n
= I

� ∞∑

m=1

amne1
m

�
=

∞∑

m=1

amn I(e1
m
) =

∞∑

m=1

amne2
m

.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Замечание. Мы не касаемся здесь естественного вопроса о том, как

по заданной бесконечной таблице судить о том, является ли она матри-
цей ограниченного оператора, пусть даже в таком идеальном со мно-
гих точек зрения пространстве, как l2. Увы, прозрачного ответа нет
и вроде бы не предвидится. (Предложение  практически ничего не
проясняет.) Чуть больше об этом будет сказано, применительно к гиль-
бертовым пространствам, в § ..

∗ ∗ ∗
В заключение параграфа –– несколько слов о билинейных операто-

рах в функциональном анализе. Они, в отличие от линейных, допуска-
ют по крайней мере два разных толкования понятия ограниченности.
Пусть E, F, G –– преднормированные пространства, R : E × F → G –– би-
линейный оператор.

Определение . Билинейный оператор R называется совместно
ограниченным, если

sup{‖R(x , y)‖ : x ∈ШE , y ∈ШF}<∞,

и раздельно ограниченным, если для любых x ∈ E и y ∈ F операторы
Rx : F→ G, y 7→R(x , y) иRy : E→ G, x 7→R(x , y) ограничены. Указан-
ная выше верхняя грань называется преднормой (совместно ограничен-
ного) билинейного оператора R и обозначается ‖R‖. Тот оператор R ,
для которого ‖R‖6 1, называется сжимающим.

Предложение . Всякий совместно ограниченный билинейный опе-
ратор раздельно ограничен. ⊳⊲

Предложение . Пусть R : E × F → G –– совместно ограниченный
билинейный оператор, последовательность xn сходится к x в E, а yn

сходится к y в F . Тогда последовательность R(xn, yn) сходится к
R(x , y) в G.
⊳ Для любого n имеет место оценка

‖R(x , y)−R(xn, yn)‖= ‖R(x − xn, y) +R(xn, y − yn)‖6

6 ‖R‖‖y‖‖x − xn‖+ ‖R‖(‖x‖+ ‖xn − x‖)‖y − yn‖.
Дальнейшее очевидно. ⊲

Нетрудно усмотреть и более общий факт.
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Упражнение . Билинейный оператор R совместно ограничен то-
гда и только тогда, когда он непрерывен как отображение из топологи-
ческого произведения E × F в топологическое пространство G.

Множество всех ограниченных билинейных операторов из E × F
в G мы обозначим черезB il(E × F, G).

Замечание. Взяв за образец предложения . и ., легко показать,
что это множество является линейным пространством относительно
поточечных операций, а функция R 7→ ‖R‖ является преднормой (так
что этот термин оправдан); наконец, (B il(E × F, G),‖ · ‖) –– нормиро-
ванное пространство в том и только том случае, когда таково простран-
ство G. Впрочем, эти факты нам не понадобятся.

Еще на первом курсе наш читатель узнал о том, что бывают разрыв-
ные функции двух переменных, непрерывные по каждому переменно-
му в отдельности. Подобно этому, бывают раздельно, но не совместно
ограниченные билинейные операторы.

Пример . Рассмотрим пространство c00 с равномерной нормой.

Билинейный функционал f̃ : c00 × c00→C, (ξ,η) 7→
∞∑

n=1

nξnηn, раздель-
но, но не совместно ограничен. (Проверьте!)

Замечание. В дальнейшем мы увидим, что в банаховых простран-
ствах оба вида ограниченности совпадают (см. теорему ..).

§ . Некоторые типы операторов и операторные конструкции.
Проекторы

Прежде всего отметим, что с каждой парой, состоящей из преднор-
мированного пространства E и его подпространства E0, связаны два
такие оператора: естественное вложение in: E0→ E, сопоставляющее
каждому вектору x ∈ E0 этот же вектор, но рассмотренный в E, и есте-
ственная проекция pr: E → E/E0, сопоставляющая каждому вектору
его класс смежности по E0. Ясно, что норма обоих операторов равна ,
за исключением случая, когда преднорма на E0 (либо, смотря по смыс-
лу на E/E0) равна нулю тождественно. При этом оператор in (будучи
изометрическим) топологически инъективен, а pr (будучи, как легко
проверить, коизометрическим) топологически сюръективен.

Замечание. Мы не утверждаем, что естественная проекция отоб-
ражает замкнутый единичный шар в E на замкнутый единичный шар
в E/E0; ср. далее упражнение ...

Для удобства будущих ссылок выделим очевидное
Предложение . Оператор топологически инъективен (соответ-

ственно является изометрическим и инъективным) тогда и только
тогда, когда он является результатом последовательного примене-
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ния топологического (соответственно изометрического) изоморфизма
и естественного вложения. ⊳⊲

Еще два типовых оператора возникают в ситуации, когда уже задан
ограниченный оператор T : E→ F и известно, что он отображает под-
пространство E0 ⊆ E в подпространство F0 ⊆ F . Первый –– это соответ-
ствующее биограничение T 0

0
: E0→ F0 нашего оператора; разумеется,

‖T 0
0
‖6 ‖T‖. О втором говорит следующее
Предложение . В указанной ситуации существует единственный

такой линейный оператор eT , что диаграмма

E
T

pr1

F

pr2

E/E0

eT
F/F0,

в которой вертикальные стрелки изображают естественные проек-
ции, коммутативна. Этот оператор ограничен, и ‖eT‖6 ‖T‖.
⊳ Ясно, что требуемый оператор однозначно определен тем, что

он должен переводить класс смежности x̃ вектора x по E0 в класс
смежности вектора T (x) по F0, и что действительно существует опе-
ратор, корректно определенный этим правилом. Далее, из коммута-
тивности нашей диаграммы и того, что ‖pr2 ‖ = 1, следует, что для
всех x̃ ∈ E/E0 и x ∈ x̃ выполнено неравенство ‖eT ( x̃ )‖6 ‖T (x)‖ и, стало
быть, ‖eT ( x̃ )‖6 ‖T‖‖x‖; взяв нижнюю грань по всем x ∈ x̃ , видим, что
‖eT‖6 ‖T‖. ⊲

Выделим важный специальный случай построенного оператора.
Предложение . Пусть T : E→ F –– ограниченный оператор, и E0 ⊂

⊂ Ker T . Тогда существует единственный такой линейный оператор eT ,
что диаграмма

E

T
pr

E/E0

eT
F

коммутативна. Этот оператор ограничен, и ‖eT‖= ‖T‖. Если же E0 =

= Ker T , то оператор eT инъективен.
⊳ Предыдущее предложение, рассмотренное для заданного E0 и

F0 := 0, дает утверждение, касающееся диаграммы, и оценку ‖eT‖6 ‖T‖.
С другой стороны, ‖T‖ 6 ‖eT‖‖pr‖ = ‖eT‖. Наконец, если E0 = Ker T ,
то из коммутативности диаграммы очевидным образом следует, что
Ker eT = 0. ⊲
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Про оператор eT , указанный в предложении  (а также, более общо,
и в предложении ), мы будем говорить, что он порожден операто-
ром T .

Следующее предложение, сходное по смыслу с предложением , про-
веряется непосредственно.

Предложение . Справедливы следующие утверждения:
(i) оператор T топологически сюръективен ⇔ порожденный им

оператор eT : E/Ker T → F –– топологический изоморфизм⇔ оператор
T является результатом последовательного применения естествен-
ной проекции и топологического изоморфизма;

(ii) оператор T является коизометрическим оператором ⇔ опе-
ратор eT –– изометрический изоморфизм ⇔ оператор T является ре-
зультатом последовательного применения естественной проекции и
изометрического изоморфизма. ⊳⊲

В качестве немедленного следствия сделайте
Упражнение 10. (i) оператор T является инъективным и изометри-

ческим (соответственно является коизометрическим) ⇔ оператор T
слабо изометрически эквивалентен некоторому естественному вложе-
нию (соответственно некоторой естественной проекции);

(ii) оператор T является топологически инъективным (соответст-
венно топологически сюръективным) ⇔ оператор T слабо топологи-
чески эквивалентен некоторому естественному вложению (соответ-
ственно некоторой естественной проекции).

Теперь мы рассмотрим одномерные (= обладающие одномерным
образом; ср. § .) операторы и дадим их полезную характеризацию.

Пусть E и F –– два преднормированных пространства. Для каждой
пары f ∈ E∗, y ∈ F обозначим через f ⊙ y отображение, действующее
по правилу x 7→ ( f , x)y.

Предложение . Справедливы следующие утверждения:
(i) оператор f ⊙ y –– это одномерный оператор с нормой ‖ f ‖‖y‖;
(ii) если F –– нормированное пространство, то всякий ограниченный

одномерный оператор из E в F имеет вид f ⊙ y для некоторых f ∈ E∗

и y ∈ F ;
(iii) одномерные операторы перемножаются по правилу

( f ⊙ y)(g ⊙ z) = f (z)g ⊙ y.

⊳ Если T ∈B(E, F) и Im(T ) = span{y}, то отображение f : E→C, со-
поставляющее вектору x то единственное число λ, для которого T (x) =
=λy, есть, очевидно, линейный функционал на E, причем из неравен-
ства ‖y‖ 6= 0 сразу следует его ограниченность. Отсюда T = f ⊙ y. Даль-
нейшее очевидно. ⊲
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Позже мы увидим, что всякий конечномерный ограниченный опе-
ратор есть сумма нескольких одномерных ограниченных операторов;
см. предложение ...

Замечание. В литературе оператор f ⊙ y часто обозначается через f ⊗ y ––
намек на то, что он может быть отождествлен с элементарным тензором в оп-
ределенном тензорном произведении. Об этом мы поговорим позже, в § ..

Вот еще одна конструкция, позволяющая строить новые операторы.
Напомним об lp-суммах преднормированных пространств, обсуждав-
шихся в § ..

Упражнение . Пусть для некоторого индексного множества Λ име-
ются два семейства преднормированных пространств Eν и Fν , ν ∈ Λ,
и Tν : Eν → Fν –– такое семейство ограниченных операторов, что числа
‖Tν‖ ограничены в совокупности. Тогда для любого p, 1 6 p 6∞, су-
ществует ограниченный оператор T :

⊕
p
{Eν : ν ∈ Λ} →

⊕
p
{Fν : ν ∈ Λ},

корректно определенный следующим правилом: (T ( f ))(ν) = Tν( f (ν)),
где f ∈
⊕
p

{Eν : ν ∈Λ}. При этом ‖T‖= sup{‖Tν‖ : ν ∈Λ}.

(Определенный выше оператор T называется lp-суммой операторов
Tν , ν ∈Λ.)

Познакомимся еще с одним важным типовым оператором –– огра-
ниченным проектором, тесно связанным с категорной конструкцией
копроизведения (см. § .). Сперва укажем один специальный случай
этих самых копроизведений.

Пусть E1 и E2 –– преднормированные пространства, E1 ⊕ E2 –– их ли-
нейная прямая сумма, i1 : E1→ E1 ⊕ E2, x 7→ (x , 0), и i2 : E2→ E1 ⊕ E2,
y 7→ (0, y). Снабдим E1 ⊕ E2 преднормой ‖ · ‖1, положив ‖(x , y)‖1 :=

:= ‖x‖+ ‖y‖.
Предложение . Нормированное пространство (E1 ⊕ E2,‖ · ‖1) вме-

сте с вложениями i1 и i2 есть копроизведение пространств E1 и E2 в
категории N. То же верно с заменой слова «нормированное» на «пред-
нормированное» и N на P.
⊳ Пусть F –– произвольное нормированное пространство вместе с

ограниченными операторами ϕk : Ek → F , k = 1, 2. Наша задача –– по-
казать, что существует и однозначно определен ограниченный опера-
тор ψ, делающий диаграммы

E
ψ

F

Ek

ik ϕk
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(при k = 1, 2) коммутативными. Но ясно, что есть всего один линей-
ный оператор с подобным свойством –– это ψ: (x , y) 7→ ϕ1(x) +ϕ2(y).
Он ограничен в силу неравенств

‖ψ(x , y)‖6 ‖ϕ1(x)‖+ ‖ϕ2(y)‖6 C(‖x‖+ ‖y‖) = C‖(x , y)‖1.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Замечание. Прочтя эти строки, вы, конечно, догадались, как выгля-

дят копроизведения (а может быть, и произведения) любого конечного
числа объектов в N и P. Но нам кажется излишним рассматривать
более подробно (ко)произведения в этих категориях; мы этим займем-
ся в контексте более важных категорий банаховых и гильбертовых про-
странств.

А теперь напомним о предложении .., описывающем с разных
точек зрения ситуацию, когда линейное пространство разлагается
в прямую сумму двух других. Переходя от L к N, мы получаем его
следующий «обогащенный» вариант.

Предложение . Пусть (E,‖ · ‖) –– нормированное пространство, E1

и E2 –– его подпространства, i1 и i2 –– естественные вложения этих под-
пространств в E. Следующие утверждения эквивалентны:

(i) пространство E, как линейное пространство, разлагается в пря-
мую сумму подпространств E1 и E2, причем исходная норма ‖ · ‖ эквива-
лентна норме ‖ · ‖′, (корректно) определяемой равенством ‖y + z‖′ :=
:= ‖y‖+ ‖z‖ для y ∈ E1, z ∈ E2;

(ii) пространство E вместе с вложениями i1 и i2 является копроиз-
ведением подпространств E1 и E2 в N;

(iii) отображение пространства (E1 ⊕ E2,‖ · ‖1) в E, переводящее па-
ру (y, z) в y + z, есть топологический изоморфизм.

Все сказанное верно с заменой слова «нормированное» на «преднор-
мированное» и N на P.
⊳ Доказательство предложения .. проходит и для (пред)нормиро-

ванных пространств, надо только сделать несколько добавок, отража-
ющих более богатую структуру последних.

(i) ⇒ (ii). Если F –– «постороннее» пространство, а ϕk : Ek→ F , k =
= 1, 2, –– ограниченные операторы, то корректно определен линейный
оператор ψ: E→ F , переводящий y + z, y ∈ E1, z ∈ E2, в ϕ1(y) +ϕ2(z).
Выбрав такое C > 0, что ‖ · ‖′ 6 C‖ · ‖, и положив K :=max{‖ϕ1‖,‖ϕ2‖},
мы видим, что

‖ψ(y + z)‖6 ‖ϕ1‖‖y‖+ ‖ϕ2‖‖z‖6 KC‖y + z‖.
Тем самым, оператор ψ ограничен, и это единственный оператор, де-
лающий диаграмму из определения копроизведения коммутативной.
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(ii) ⇒ (iii). Это утверждение следует из предложения  и теоремы
единственности .. (в применении к копроизведениям в N).

(iii)⇒ (i). Очевидно. ⊲
Определение . Если выполнены (эквивалентные) условия пре-

дыдущего предложения, то мы говорим, что пространство E разла-
гается в топологическую прямую сумму своих подпространств E1 и E2.
В этом случае подпространство E2 называется топологическим прямым
дополнением подпространства E1 в E. Подпространство, для которого
существует топологическое прямое дополнение, называется топологи-
чески дополняемым.

Наш отличник без труда согласится с нами, что в свете этого определения
предложение  допускает следующую теоретико-категорную интерпретацию.

Упражнение . Подпространство E1 (пред)нормированного пространства
E топологически дополняемо⇔ естественное вложение in: E1→ E –– коретрак-
ция в N (или в P) ⇔ естественная проекция pr: E → E/E1 –– ретракция
в N (или в P).

Указание. Если j –– левый обратный к оператору in, то его ядро –– это то-
пологическое прямое дополнение к E1 в E. Ту же роль играет образ правого
обратного к pr.

Читатель, сделавший упражнение .., знает, что каждое подпро-
странство линейного пространства обладает линейным дополнением.
Но далеко не всякое подпространство нормированного пространства
топологически дополняемо. Вот простое (и довольно грубое) необхо-
димое условие.

Предложение . Топологически дополняемое подпространство нор-
мированного пространства (и, как следствие, любое его топологиче-
ское прямое дополнение) замкнуто.
⊳ Доказательство следует из предложения  (i) и того очевидного

факта, что, в принятых там обозначениях, пространство E1 замкнуто
в E по норме ‖ · ‖′. ⊲

Гораздо интереснее то, что и замкнутость, вообще говоря, не обес-
печивает топологическую дополняемость; см. далее теорему ...

∗ ∗ ∗
Наконец, мы вплотную подошли к обещанным ограниченным про-

екторам. Как мы сейчас увидим, это понятие по сути эквивалентно
понятию разложения пространства в топологическую прямую сумму
подпространств. Сперва напомним его алгебраический прототип.

Пусть линейное пространство E разлагается в прямую сумму сво-
их подпространств F и G. Рассмотрим отображение P : E → E, сопо-
ставляющее вектору x , x = y + z, y ∈ F , z ∈ G, его первое слагаемое y.
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Как легко проверить, P –– линейный оператор, равный своему квадрату
(т. е. P2 := P ◦ P совпадает с P), или, как еще говорят, идемпотентный.

Определение . Указанный оператор называется проектором на
F вдоль G (в E). Вектор P(x) называется проекцией вектора x на F
вдоль G.

Таким образом, разложение в прямую сумму порождает некий про-
ектор. Верно и обратное.

Предложение . Пусть P –– идемпотентный оператор, действую-
щий в линейном пространстве E, F := Im(P) и G := Ker(P). Тогда про-
странство E разлагается в прямую сумму подпространств F и G, и при
этом P –– проектор на F вдоль G.
⊳ Любой вектор x ∈ E представим как сумма P(x) + (x − P(x)), где

P(x) ∈ F . Из равенства P2 = P следует, что P(x − P(x)) = 0. Это означа-
ет, что E = F + G.

Далее, если y ∈ F , то y = P(u) для некоторого u∈ E и P(y) = P2(u) =

= P(u) = y. В силу равенства P(z) = 0 для z ∈ G, отсюда следует, что
F ∩ G = {0}. Дальнейшее очевидно. ⊲

Теперь перейдем от «чистых» линейных пространств к (пред)нор-
мированным.

Предложение . Пусть E –– преднормированное пространство.
Тогда

(i) если пространство E разлагается в топологическую прямую сум-
му своих подпространств F и G, то проектор P : E→ E на F вдоль G

ограничен;
(ii) если P –– ограниченный идемпотентный оператор в E, F :=

:= Im(P) и G := Ker(P), то E разлагается в топологическую прямую
сумму подпространств F и G.
⊳ (i) В силу условия (i) предложения  существует такая констан-

та C > 0, что для любого x ∈ E, x = y + z, y ∈ F , z ∈ G, выполнено нера-
венство

‖P(x)‖= ‖y‖6 ‖y‖+ ‖z‖6 C‖x‖.

(ii) Разложение пространства E в линейную прямую сумму подпро-
странств F и G обеспечено предыдущим предложением. Далее, для лю-
бого x ∈ E, x = y + z, y ∈ F , z ∈ G, выполнены неравенства

‖y‖+ ‖z‖= ‖P(x)‖+ ‖(1−P)(x)‖6 ‖P(x)‖+ ‖1−P‖‖x‖6 (1+ 2‖P‖)‖x‖

и мы проверили то же условие (i) предложения . ⊲
Следствие . Подпространство F преднормированного простран-

ства E топологически дополняемо в том и только том случае, когда
существует ограниченный проектор P : E→ E с образом F .
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Вот две иллюстрации.
Упражнение 40. (i) Диагональный оператор Tλ в пространстве lp,

1 6 p 6∞, является проектором ⇔ последовательность λ состоит из
нулей и единиц.

(ii) Оператор умножения на функцию Tf в Lp(X ,µ), 1 6 p 6∞, яв-
ляется проектором⇔ функция f почти всюду совпадает с характери-
стической функцией измеримого подмножества X .

Упражнение 5∗. Пусть T –– интегральный оператор в L2[a, b] с про-

изводящей функцией вида K(s, t) =
n∑

k=1

fk(s)gk(t), где fk , gk ∈ L2[a, b]

(такие производящие функции называются вырожденными). Предпо-
ложим, что каждый из наборов { f1, … fn} и {g1, …, gn} линейно неза-
висим. Тогда T является проектором в том и только том случае, если

для любых k, l = 1, …, n выполнено равенство
b∫

a

fk(t)gl (t) dt = δkl .

Замечание. Предположив линейную независимость функций в уп-
ражнении , мы на самом деле ничего не потеряли. Нетрудно прове-
рить: любой интегральный оператор с вырожденной производящей
функцией может быть записан в указанном виде с линейно независи-
мыми наборами { fk} и {gk}. Попробуйте самостоятельно в этом убе-
диться. (См. также предложение ...)

Замечание. На самом деле других проекторов среди интегральных
операторов не бывает. Но мы сможем доказать это лишь позже, когда
узнаем, что эти операторы относятся к классу так называемых ком-
пактных; см. упражнение ...

∗ ∗ ∗
В заключение параграфа –– несколько слов о моно- и эпиморфизмах

в наших категориях. В этом вопросе категории преднормированных
и нормированных пространств ведут себя по-разному.

Предложение . Во всех четырех категориях мономорфизмы ––
это в точности инъективные операторы. В то же время в категориях
P и P1 эпиморфизмы –– это в точности сюръективные операторы,
а в категориях N и N1 эпиморфизмы –– это операторы с плотным
образом.
⊳ Пусть K –– общее обозначение наших категорий. Доказательство

того, что любой инъективный морфизм вK является мономорфизмом,
дословно повторяет рассуждение в предложении ... Если же мор-
физм T : E→ F в K не инъективен, иными словами, E0 := Ker(T ) 6= 0,
то для морфизма 0: E0→ E и естественного вложения in: E0→ E вы-
полнено равенство T ◦ 0= T ◦ in, в то время как 0 6= in. С учетом того,
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что E0 –– объект в K , а in (будучи сжимающим оператором) –– заведо-
мо морфизм в K , это означает, что T –– не мономорфизм.

Доказательство того, что морфизм в K с плотным образом являет-
ся эпиморфизмом при K = N или N1, дословно повторяет соот-
ветствующее рассуждение для категории метрических пространств
(см. предложение ..).

Доказательство того, что сюръективный морфизм в K является
эпиморфизмом при K = P или P1, дословно повторяет соответст-
вующее рассуждение для категорий, указанных в предложении ...

Теперь для морфизма T : E → F в K обозначим через F0 замыка-
ние его образа при K = N или N1 и сам этот образ при K = P

или P1. Тогда во всех случаях пространство F/F0, снабженное фак-
торнормой (факторпреднормой), –– это объект в K , а естественная
проекция pr: F → F/F0, будучи сжимающим оператором, –– заведомо
морфизм в K .

Мы видим, что 0 ◦ T = pr ◦ T , в то время как 0 6= pr при F0 6= F . Это
означает, что в последнем случае T –– не эпиморфизм. ⊲

Если хотите быть молодцом, установите красивое утверждение, доставляю-
щее теоретико-категорную интерпретацию топологически инъективных и то-
пологически сюръективных операторов.

Упражнение 6∗. Пусть K –– одна из наших категорий, T : E→ F –– ее мор-
физм. Тогда

(i) если K = N, то T –– крайний мономорфизм ⇔ T –– топологически
инъективный оператор с замкнутым образом, и T –– крайний эпиморфизм ⇔
T –– топологически сюръективный оператор;

(ii) если K =N1, то T –– крайний мономорфизм⇔ T –– изометрический
оператор с замкнутым образом, и T –– крайний эпиморфизм⇔ T –– коизомет-
рический оператор;

(iii) если K = P, то T –– крайний мономорфизм ⇔ T –– топологически
инъективный оператор, и T –– крайний эпиморфизм ⇔ T –– топологически
сюръективный оператор;

(iv) если K = P1, то T –– крайний мономорфизм ⇔ T –– инъективный
изометрический оператор с замкнутым образом, и T –– крайний эпиморфизм
⇔ T –– коизометрический оператор.

Указание. Мы лишь обсудим, почему крайние мономорфизмы чуть по-
разному описываются в N и P. Введем обозначения: F0 –– образ, а F1 ––
замыкание образа морфизма T ; T k := T |Fk и ink –– естественное вложение Fk

в F , k = 0,1. Топологическая инъективность морфизма T эквивалентна тому,
что T 0 –– топологический изоморфизм, а то же свойство и замкнутость про-
странства F0 –– тому, что T 1 –– топологический изоморфизм. Далее, T 0 –– эпи-
морфизм как в N, так и в P, а T 1 –– вообще говоря, в одной лишь катего-
рии N.
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Отсюда видно, что если T –– крайний мономорфизм в N (соответственно
P), то нужное строение этого оператора обеспечено равенством T = in1 T 1

(соответственно T = in0 T 0).
Займемся обратными утверждениями. Пусть T = SR, S0 := Im(S) и S0 := S|S0.

Надо проверить, что R –– топологический (а здесь это значит –– категорный)
изоморфизм в каждой из двух таких ситуаций: ) T 1 –– топологический изо-
морфизм, а R –– эпиморфизм в N, и ) T 0 –– топологический изоморфизм,
а R –– эпиморфизм в P.

В первом случае R –– оператор с плотным образом, и поэтому F0 ⊆ S0 ⊆ F1;
вместе с указанным свойством морфизма T это дает равенство F0 = S0 = F1 и,
как следствие, T 0= S0R= T 1.

Во втором случае морфизм R сюръективен, и поэтому F0 = S0, что снова
дает равенство T 0 = S0R. Мы видим, что в обоих случаях морфизм R обладает
левым обратным, а именно (T 0)−1S0, и тот факт, что это изоморфизм, следует
из общекатегорного предложения ...

§ . Функционалы и теорема Хана––Банаха

Читатель помнит, что функционал –– это оператор с (простейшей)
областью значений C (или R, если мы рассматриваем действитель-
ные линейные пространства). Как частный случай определения ., мы
говорим, что функционал f : E→ C, где E –– преднормированное про-
странство, ограничен, если для некоторого C > 0 выполнено неравен-
ство | f (x)|6 C‖x‖ для всех x ∈ E. При этом среди подобных констант C

существует наименьшая, которая совпадает с числом sup{| f (x)|: x ∈
∈ШE} (предложение .); она называется нормой функционала f и
обозначается ‖ f ‖. (То, что это норма, следует из предложения ..)
Ограниченность функционала эквивалентна его непрерывности (тео-
рема .).

Изучение функционалов мы начнем с того, что приведем несколь-
ко поучительных примеров. На самом деле мы сделаем нечто боль-
шее: покажем, как выглядят все (без исключения) ограниченные функ-
ционалы на некоторых наиболее просто устроенных пространствах.
Речь пойдет о некоторых из пространств последовательностей, вве-
денных в § .

Сперва сделаем предварительное чисто алгебраическое наблюде-
ние: опишем функционалы на линейном пространстве c00 (финитных
последовательностей).

Очевидно, каждая последовательность η ∈ c∞ (= произвольная по-
следовательность) задает функционал

fη : c00→C, ξ 7→
∞∑

n=1

ξnηn
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(сумма имеет смысл, так как последовательность ξ финитна). Обрат-
но, если задан функционал на c00, то, положив ηn := f (pn), мы получа-
ем единственную такую последовательность η∈ c∞, что функционал f

оказывается равным fη.
Теперь шагнем из алгебры в анализ, рассмотрев различные нор-

мированные пространства последовательностей, в которых простран-
ство c00 плотно.

Упражнение . Каждая последовательность η ∈ l1 задает ограни-

ченный функционал fη на пространстве c0 по правилу ξ 7→
∞∑

n=1

ξnηn,

и, обратно, каждый ограниченный функционал f на c0 есть fη для
однозначно определенной последовательности η ∈ l1. Определенная
этим биекция I0 : l1→ (c0)

∗ есть изометрический изоморфизм норми-
рованных пространств.

(Таким образом, «ограниченные функционалы на c0 задаются эле-
ментами пространства l1», и, с точностью до изометрического изомор-
физма, (c0)

∗ = l1.)
Указание. То, что для последовательности η, ηn := f (pn), выпол-

нено неравенство ‖η‖1 6 ‖ f ‖, можно усмотреть из действия функци-
онала f на элементы из пространства E вида ξ = (λ1, …,λn, 0, 0, …)
с такими λk ∈T, что λkηk = |ηk|.

Упражнение . То же, но с заменой c0 на l1, l1 на l∞ и биекции
I0 : l1→ (c0)

∗ на I1 : l∞→ (l1)∗. (Таким образом, «ограниченные функ-
ционалы на l1 задаются элементами пространства l∞», и, с точностью
до изометрического изоморфизма, (l1)

∗ = l∞.)
Упражнение . То же, что и в упражнении , но с заменой c0 на l2,

l1 на l2 и биекции I0 : l1→ (c0)
∗ на I2 : l2→ (l2)∗. (Таким образом, «огра-

ниченные функционалы на l2 задаются элементами самого l2», и, с точ-
ностью до изометрического изоморфизма, (l2)

∗ = l2.)
Указание. Ограниченность функционалов, заданных по указанно-

му правилу, следует из неравенства Коши––Буняковского. Показывая,
что последовательность η, построенная с помощью f , квадратично
суммируема, можно рассмотреть последовательности ξ = (η1, …,ηn,
0, 0, …) при всевозможных n.

Вам также необходимо знать о серии более сложных примеров (ко-
торые мы приводим без доказательства).

Предложение . (áä) Пусть (X ,µ) –– измеримое пространство и p ∈
∈ [1,∞). Пусть, далее, число q ∈ (1,∞] однозначно определено равен-

ством
1
p
+

1
q
= 1, если p > 1, и q :=∞, если p = 1. Тогда каждая функ-

ция y ∈ Lq(X ,µ) задает ограниченный функционал f y на пространстве
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Lp(X ,µ) по правилу x 7→
∫

X

x(t)y(t) dµ(t), и, обратно, каждый ограни-

ченный функционал f на Lp(X ,µ) есть f y для однозначно определен-
ной функции y ∈ Lq(X ,µ). Определенная этим биекция Ip : Lq(X ,µ)→
→ Lp(X ,µ)∗ есть изометрический изоморфизм нормированных прост-
ранств.

Замечание. Доказательство этого факта при p = 2 будет дано поз-
же, как следствие общей теоремы Рисса о строении функционалов на
гильбертовых пространствах (см. предложение ..).

Обратим внимание на то, что при p> 1 оба числа –– p и q –– можно
поменять местами: пространство Lq(X ,µ)∗ совпадает, с точностью до
изометрического изоморфизма, c Lp(X ,µ).

Очевидно, в случае измеримого пространства N со считающей ме-
рой предложение  превращается в утверждение, позволяющее отож-
дествлять функционалы на lp с элементами пространства lq, т. е. ре-
зультат того же упражнения , но с заменой c0 на lp, l1 на lq и биекции
I0 : l1→ (c0)

∗ на Ip : lq→ (lp)
∗. Упражнения  и  соответствуют в этой

общей схеме случаям p= 1 и p= 2.
Теперь отметим важную характеризацию ограниченных функцио-

налов.
Предложение . Линейный функционал, заданный на преднормиро-

ванном пространстве, ограничен в том и только том случае, если его
ядро замкнуто.
⊳⇒ Это частный случай предложения ...
⇐ Пусть f : E → C –– наш функционал. Если f = 0, то все доказа-

но; в противном случае зафиксируем x /∈ Ker( f ). Тогда каждый вектор
y ∈ E однозначно представим в виде λx + z, λ∈C, z ∈ Ker( f ). С учетом
предложения .. для некоторого C > 0 мы получаем оценку | f (y)|=
= |λ| | f (x)|6 C | f (x)| ‖y‖. Дальнейшее очевидно. ⊲

Отметим, что часть «⇐» этого предложения не переносится на про-
извольные операторы, даже если оба пространства нормированные.
Оператор может обладать замкнутым, даже нулевым ядром и не быть
ограниченным. (Приведите пример.)

∗ ∗ ∗

Мы переходим к одной из теорем, лежащих в фундаменте всего
функционального анализа. Чтобы лучше понять ее глубину, сперва
предлагаем вам поупражняться в чистой алгебре:

Упражнение . Пусть E –– линейное пространство, а E0 –– его под-
пространство, T0 : E0 → F –– линейный оператор со значениями в ли-
нейном пространстве. Тогда существует линейный оператор T : E→ F ,
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являющийся продолжением оператора T0 на все пространство E (т. е.
такой, что T |E0

= T0 или, что то же самое, диаграмма

E0

T0
in

E
T

F

коммутативна).
Указание. Пусть E1 –– произвольное линейное дополнение к E0 в E

(см. упражнение ..). Тогда в качестве T подойдет оператор, перево-
дящий вектор y + z, y ∈ E0, z ∈ E1, в T0(y).

Теперь предположим, что вдобавок E и F –– преднормированные
пространства, а T0 –– ограниченный оператор. Существует ли среди ли-
нейных операторов, продолжающихся на все пространство E, хотя бы
один ограниченный? Оказывается, отнюдь не всегда, но это мы обсу-
дим позже (см. предложение ..). Тем не менее, как мы вскоре пока-
жем, в случае F =C, т. е. когда речь идет о функционале, ограниченное
продолжение всегда существует. Этот факт, однако, далеко не прост.

Следующая теорема –– одна из немногих в этих лекциях, когда нам
потребуются действительные (а не комплексные) линейные простран-
ства в качестве основного поля скаляров.

Теорема  (Хан––Банах). Пусть E –– действительное преднормиро-
ванное пространство, E0 –– его подпространство, f0 : E0→ R –– ограни-
ченный действительный линейный (т. е. R-линейный) функционал. То-
гда существует ограниченный действительный линейный функционал
f : E→R, продолжающий f0 и притом такой, что ‖ f ‖= ‖ f0‖.
⊳⊳ Отбросив простой случай ‖ f0‖= 0 и заменив, если потребуется,

f0 на
f0

‖ f0‖
, мы вправе считать, что ‖ f0‖= 1. Основную роль в доказа-

тельстве играет
Лемма. Теорема Хана––Банаха верна в предположении, что

codimE E0 = 1.

⊳ Зафиксируем x ∈ E \ E0. Очевидно, для произвольных z1, z2 ∈ E0

имеет место цепочка неравенств

f0(z2− z1)6 ‖z2− z1‖= ‖(x + z2)− (x + z1)‖6 ‖x + z2‖+ ‖x + z1‖,
из которых следует, что

−‖x + z1‖ − f0(z1)6 ‖x + z2‖− f0(z2).

Это означает, что для чисел C1 := sup{−‖x + z1‖ − f0(z1) : z1 ∈ E0} и
C2 := inf{‖x + z2‖− f0(z2) : z2 ∈ E0} выполнено неравенство C1 6 C2.
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Зафиксируем такое c ∈ R, что C1 6 c 6 C2. (Это число определено
однозначно, если C1 = C2, и может быть произвольно взято из отрез-
ка [C1, C2], если C1 < C2; какая из возможностей на самом деле имеет
место, для нас сейчас роли не играет.) Очевидно, при всех z ∈ E0 вы-
полнены неравенства

−‖x + z‖− f0(z)6 c 6 ‖x + z‖− f0(z),

или, эквивалентно, |c + f0(z)|6 ‖x + z‖.
Теперь возьмем любой вектор y ∈ E. Из условия леммы следует,

что y имеет вид λx + z с однозначно определенными λ ∈ R и z ∈ E0.
Положим f : E→R, y 7→ λc + f0(z); очевидно, этим корректно опреде-
лен линейный функционал, продолжающий f0. Если λ 6= 0, то | f (y)|=
= |λ|
���c + f0

�
1

λ
z
����, что в сочетании с предыдущим неравенством дает

оценку

| f (y)|6 |λ|



x + 1

λ
z




= ‖λx + z‖= ‖y‖.

Если же λ= 0, то неравенство | f (y)|6 ‖y‖ сразу вытекает из того, что
‖ f0‖= 1. Объединяя оба случая, мы видим, что функционал f ограни-
чен и ‖ f ‖6 1. Поскольку при продолжении оператора (в данном слу-
чае –– функционала) его норма не может уменьшиться, мы получаем,
что ‖ f ‖= 1. ⊲

Для того чтобы вывести из леммы общий случай, мы совершим «ри-
туальный танец вокруг леммы Цорна». Рассмотрим множество M , со-
стоящее из пар вида (E1, f1), где E1 –– подпространство в E, а f1 : E1→
→R –– функционал, продолжающий f0 и имеющий ту же норму. Введем
в этом множество порядок (см. определение ..), объявив (E1, f1)≺
≺ (E2, f2) в случае, когда E1 ⊆ E2 и f2|E1

= f1; свойства упорядоченного
множества легко проверяются.

Пусть M0 = {(Eν , fν) : ν ∈ Λ} –– линейно упорядоченное подмноже-
ство в M . Положим E∞ :=

⋃
{Eν : ν ∈Λ}; очевидно, это подпространство

в E. Далее, для любого ν ∈ Λ и x ∈ Eν положим f∞(x) := fν (x); этим,
очевидно, корректно определен линейный функционал f∞ : E∞ → R.
Тогда, как легко усмотреть, пара (E∞, f∞) принадлежит M и является
верхней границей множества M0. Тем самым, множество M удовлетво-
ряет условиям леммы Цорна и, стало быть, содержит максимальный
элемент; пусть это пара (E′, f ′).

Осталось доказать, что E′ совпадает со всем пространством E. Пусть
это не так; тогда мы зафиксируем x ∈ E \ E′ и положим E′′ := {λx +

+ z : λ∈R, z ∈ E′}. Рассмотрим доказанную выше лемму для случая, ко-
гда фигурирующие там пространства E, E0 и функционал f0 суть соот-
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ветственно наши E′′, E′ и f ′. Переведя ее утверждение на язык упоря-
доченного множества M , мы получаем, что существует пара (E′′, f ′′),
принадлежащая M и такая, что (E′, f ′)≺ (E′′, f ′′). Поскольку обе пары
различны, мы пришли к противоречию с тем, что пара (E′, f ′) –– макси-
мальный элемент в M . Дальнейшее очевидно. ⊲⊲

Замечание. Если пространство E сепарабельно, то в доказательстве
теоремы Хана––Банаха можно обойтись и без обращения к лемме Цор-
на; см. далее упражнение ...

Итак, сохраняющее норму продолжение функционала построено.
Но единственно ли оно? Этот вопрос в разных конкретных ситуациях
решается по-разному.

Упражнение . Пусть E –– действительное пространство l2
p

(декар-
това плоскость), где 1 6 p 6∞. Пусть, далее, E0 –– прямая (= одномер-
ное подпространство) в E, а f0 –– функционал нормы , заданный на E0.
Тогда у f0 существует много продолжений, сохраняющих норму, в сле-
дующих случаях:

а) p= 1, E0 –– одна из координатных осей;
б) p=∞, E0 –– одна из двух главных диагоналей.
Во всех остальных случаях (в том числе при всех 1< p <∞ и все-

возможных E0) у функционала f0 существует только одно сохраняющее
норму продолжение.

Указание. Пусть C1 и C2 –– числа, фигурирующие в доказательстве
предыдущей леммы. Тогда в случаях а) и б) первое число меньше вто-
рого, а во всех остальных случаях эти числа равны.

Любопытному читателю мы сообщим без доказательства, что для норми-
рованного пространства E все зависит от того, как устроена единичная сфера
сопряженного пространства E∗. Если она не содержит ни одного отрезка (как,
скажем, для E = Lp(X ,µ) при 1 < p <∞), то любой ограниченный функцио-
нал на любом подпространстве в E продолжается с сохранением нормы одно-
значно; если же подобные отрезки есть (как для E = L1(X ,µ) или L∞(X ,µ)), то
у некоторых функционалов существует много сохраняющих норму продолже-
ний. Подробнее об этом см., например, [].

В теореме Хана––Банаха речь шла о преднормах и продолжении
функционалов. Но эту же теорему можно сформулировать на языке,
в какой-то мере отвечающем нашим геометрическим представлениям.

Пусть E –– (по-прежнему действительное) линейное пространство.
Назовем, как это часто делают в линейной алгебре, гиперплоскостью
в E любой сдвиг подпространства коразмерности , т. е. множество ви-
да D := {y + z ∈ E}, где y –– фиксированный вектор из E, а z пробегает
подпространство коразмерности . Гиперплоскости могут быть также
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описаны как множества постоянства линейных функционалов. А имен-
но, для каждых f ∈ E♯, f 6= 0 и c ∈R положим D f , c := {x ∈ E : f (x) = c}.
Следующее упражнение выполняется элементарной проверкой.

Упражнение 60. (i) D f , c –– гиперплоскость, являющаяся подпрост-
ранством⇔ c = 0;

(ii) любая гиперплоскость в E имеет вид D f , c для некоторых f ∈ E♯,
f 6= 0 и c ∈R;

(iii) если f , g ∈ E♯, f 6= 0, g 6= 0 и c, d ∈R, то D f , c = Dg,d в том и только
том случае, когда для некоторого λ ∈ R, λ 6= 0, выполнены равенства
f =λg и c =λd.

Пусть теперь M –– подмножество в E, а D = D f , c –– гиперплоскость.
Назовем D опорной гиперплоскостью для M , если выполнено одно из
двух условий: sup{ f (x) : x ∈M}= c либо inf{ f (x) : x ∈M}= c. Это опре-
деление, очевидно, корректно в том смысле, что не зависит от выбора
пары ( f , c), задающей D f , c . Таким образом, говоря нестрого, опорная
гиперплоскость –– это предельная из параллельных гиперплоскостей,
лежащих сбоку от M .

Теперь пусть E –– преднормированное пространство, f –– ненулевой
ограниченный функционал на E.

Упражнение 70. Норма функционала f равна ⇔ гиперплоскость
D f ,1 является опорной для единичного шара в E.

В свете сказанного, теорема Хана––Банаха эквивалентна следующе-
му «как бы геометрическому» утверждению.

Упражнение 80. Пусть E –– преднормированное пространство, E0 ––
его подпространство, D0 –– опорная гиперплоскость единичного шара
в E0. Тогда существует опорная гиперплоскость единичного шара в E,
содержащая D0.

Теперь, вооружившись знаниями о действительных пространствах,
мы вернемся к нашему основному полю скаляровC. Следующую теоре-
му ) также по обычаю называют теоремой Хана––Банаха ), и мы тоже
будем так поступать в дальнейших ссылках; путаницы от этого не воз-
никнет.

Теорема . Пусть E –– преднормированное пространство, E0 –– его
подпространство, f0 : E0→C –– ограниченный линейный (т. е. C-линей-
ный) функционал. Тогда существует ограниченный линейный функци-
онал f : E → C, продолжающий f0 и притом такой, что ‖ f ‖ = ‖ f0‖.

)Теорема  отличается от теоремы  повсеместной заменой слов «действительный
(-ое)» на «комплексный (-ое)» и (в обозначении основного поля) R на C.

)На самом деле Хан и Банах не рассматривали «комплексный» случай, а вывел теоре-
му  из теоремы  Г. А. Сухомлинов и независимо это сделали Ф. Боненблуст и А. Собчик.
Но имена теорем живут своей собственной странной жизнью...
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⊳ Наше пространство E, будучи теперь комплексным линейным
пространством, является, очевидным образом, и действительным ли-
нейным пространством, а E0 –– его действительным подпространством.
Положим g0 : E0→ R, x 7→ Re f0(x); очевидно, это действительный ли-
нейный функционал. В силу неравенства |g0(x)| 6 | f0(x)| функцио-
нал g0 ограничен и ‖g0‖ 6 ‖ f0‖. Применив к нему предыдущую тео-
рему, мы получаем такой ограниченный действительный функционал
g : E→R, что ‖g‖= ‖g0‖.

Теперь положим f : E → C, x 7→ g(x) − i g(i x). Очевидно, это дей-
ствительный линейный (= R-линейный) оператор между E и C как
действительными линейными пространствами, и притом такой, что
f (i x) = i f (x) для всех x ∈ E. Отсюда следует, что f –– комплексный ли-
нейный (=C-линейный) функционал.

Пусть x ∈ E0; тогда f (x) = Re f0(x) − i Re f0(i x) и, поскольку f0 ––
комплексный функционал, f (x) =Re f0(x)− i Re(i f0(x)). Отсюда с уче-
том того, что Re(iz) = − Im z для любого z ∈ C, мы получаем f (x) =

= Re f0(x) + i Im f0(x) = f0(x). Таким образом, f –– продолжение функ-
ционала f0 на E.

Осталось разобраться с нормами. Если вектор x таков, что f (x) 6=

6= 0, и y :=
f (x)

| f (x)| x , то ‖y‖= ‖x‖ и f (y) ∈R, а потому f (y) = g(y). Это

означает, что все числа вида | f (x)|, x ∈ШE , имеют также вид |g(y)|,
y ∈ШE .

Таким образом, функционал f ограничен и ‖ f ‖6 ‖g‖; в то же время
‖g‖= ‖g0‖6 ‖ f0‖6 ‖ f ‖. Тем самым, ‖ f0‖= ‖ f ‖. ⊲

∗ ∗ ∗
Теорема Хана––Банаха –– старое испытанное орудие функциональ-

ного анализа, и нам предстоит много раз стрелять из этой пушки на
протяжении наших лекций.

Вот первое применение. Пусть E 6= 0 –– произвольное нормирован-
ное пространство. Зададим невинный с виду вопрос: а где, собственно,
гарантия того, что на E вообще существуют отличные от нуля ограни-
ченные функционалы? Иначе говоря, всегда ли условие E 6= 0 влечет
то, что E∗ 6= 0?

Да, ответ положителен, но без теоремы Хана––Банаха установить
этот факт, по-видимому, нельзя. (По крайней мере, до сих пор никому
не удавалось.)

Теорема . Пусть E –– преднормированное пространство и x –– та-
кой его вектор, что ‖x‖> 0. Тогда существует такой ограниченный ли-
нейный функционал f : E→C нормы 1, что f (x) = ‖x‖.
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⊳ Положим E0 := span{x} и возьмем функционал f : E0→ C, λx 7→
7→ λ‖x‖, λ∈C. Очевидно, ‖ f0‖= 1, и теорема Хана––Банаха немедлен-
но доставляет функционал f с требуемыми свойствами. ⊲

Следствие . Пусть E –– нормированное пространство, x и y –– два
разных вектора этого пространства. Тогда существует такой функ-
ционал f ∈ E∗, что f (x) 6= f (y).

Это следствие часто выражают такими словами: «ограниченных
функционалов на нормированном пространстве достаточно много»
(подразумевается: для различения его векторов).

А вот и более общий факт.
Упражнение . Пусть E –– преднормированное пространство, E1 ––

его замкнутое подпространство, x ∈ E \ E1. Тогда существует такой
ограниченный функционал f : E→C, что f |E1

= 0 и f (x) 6= 0.
Указание. Рассмотрите на подпространстве {λx + y : y ∈ E1,λ ∈C}

функционал λx + y 7→ λ и примените теорему Хана––Банаха.
Чтобы осознать содержательность приведенных утверждений, рас-

смотрим для сравнения одно довольно естественное для анализа ли-
нейное пространство, наделенное метрикой, –– но только эта метрика
не порождена никакой нормой.

Упражнение 10∗. Пусть E –– линейное пространство (классов эк-
вивалентности) измеримых по Лебегу функций на [0, 1], снабженное
метрикой

d(x , y) :=

1∫

0

|x(t)− y(t)|
1+ |x(t)− y(t)| dt

(эта метрика отвечает за сходимость по мере; проверьте!). Тогда на E

не существует ни одного ненулевого линейного функционала, непре-
рывного по этой метрике.

Приведем еще одно полезное следствие теоремы Хана––Банаха.
Предложение . Пусть E –– нормированное пространство, E0 –– его

конечномерное подпространство. Тогда существует замкнутое линей-
ное дополнение к E0 в E.
⊳ Доказательство мы проведем индукцией по размерности под-

пространства E0. Если dim E0 = 1 и E0 = span{x}, то, в силу теоремы 
существует такой функционал f ∈ E∗, что f (x) 6= 0, и требуемым допол-
нением служит, с учетом предложения , подпространство Ker( f ).

Теперь пусть утверждение верно для всех подпространств (норми-
рованных пространств) размерностей вплоть до n, а dim E0 = n + 1.
Произвольно выберем x ∈ E0 \ {0} и f ∈ E∗, причем f (x) 6= 0. Положим
E1 := Ker( f ); тогда E01 := E0 ∩ E1 –– подпространство в E1 размерно-
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сти n. По индуктивному предположению существует линейное допол-
нение F к E01 в E1, которое замкнуто в E1, а потому, с учетом замкну-
тости подпространства E1 в E, замкнуто в E. При этом F + E0 = F +

+ E01 + span{x} = E1 + span{x} = E, а из включений F ∩ E0 ⊆ E1 ∩ E0

и F ∩ E0 ⊆ F следует, что F ∩ E0 = 0. Дальнейшее очевидно. ⊲
Замечание. Вскоре мы докажем (см. § .), что любое конечномер-

ное подпространство нормированного пространства обладает тополо-
гическим дополнением.

∗ ∗ ∗
Теорема Хана––Банаха позволяет дать полное описание ограни-

ченных функционалов на одном из важнейших нормированных про-
странств –– C[a, b]. Оказывается, что всякий такой функционал есть
интеграл по некоторой комплексной мере, и его норма совпадает с ва-
риацией этой меры. Для того, чтобы дать точную формулировку и до-
казательство этого результата, нам потребуется несколько стандарт-
ных определений и фактов действительного анализа (= теории меры
и интеграла); ср. [].

Пусть µ = ν1 − ν2 + iν3 − iν4, ν1, …,ν4 > 0, –– комплексная мера на
[a, b]. Тогда для каждой кусочно непрерывной (этого нам хватит)
функции x : [a, b]→C число

b∫

a

x(t) dν1(t)−
b∫

a

x(t) dν2(t) + i

b∫

a

x(t) dν3(t)− i

b∫

a

x(t) dν4(t)

называется интегралом Лебега––Стильтьеса функции x по комплекс-

ной мере µ и обозначается
b∫

a

x(t) dµ(t). Это число, как легко показать,

не зависит от выбора разложения меры µ в линейную комбинацию
обычных мер.

Далее, пусть Φ : [a, b]→ C –– функция ограниченной вариации. То-
гда правило µ[a, t] :=Φ(t + 0)−Φ(a) при t ∈ (a, b), µ{a} :=Φ(a+ 0)−
− Φ(a) и µ[a, b] :=Φ(b)− Φ(a) задает на отрезке [a, b] некоторую од-
нозначно определенную комплексную меру µ. (Счетная аддитивность
позволяет продолжить нашу функцию множеств с указанных проме-
жутков на все борелевы множества.) Обратно, всякая комплексная
мера может быть задана указанным способом с помощью некоторой
функции ограниченной вариации, причем последняя может быть вы-
брана непрерывной слева.

Наконец, напомним о пространстве мер M[a, b], введенном в при-
мере ..
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Теорема  (Рисс )). Каждая мера µ∈M[a, b] задает ограниченный

функционал fµ : C[a, b]→ C по правилу x 7→
b∫

a

x(t) dµ(t), и (главное)

каждый ограниченный функционал на C[a, b] представим в виде fµ для
некоторой однозначно определенной меры µ ∈ M[a, b]. Определенная
этим биекция I : M[a, b]→ C[a, b]∗ есть изометрический изоморфизм
нормированных пространств.
⊳ Договоримся для комплексного числа λ обозначать через λ− чис-

ло λ/|λ| ∈T, если λ 6= 0, и 0 в оставшемся случае.
Возьмем µ∈ M[a, b]; очевидно, отображение fµ корректно опреде-

лено и является линейным функционалом. Далее, для каждой функции
x ∈ C[a, b] рассмотрим последовательность xm, m= 1, 2, …, ступенча-
тых функций (= линейных комбинаций характеристических функций
промежутков), равномерно сходящуюся к x . Из определения вариации
комплексной меры очевидным образом следует, что

�����

b∫

a

xm(t) dµ(t)

�����6 ‖xm‖∞‖µ‖.

Отсюда, переходя к пределу при m→∞, мы получаем оценку | fµ(x)|6
6 ‖x‖∞‖µ‖. Тем самым, отображение I , указанное в формулировке тео-
ремы, корректно определено и является сжимающим оператором.

Покажем, что оператор I инъективен. Пусть I(µ) = fµ = 0. Возьмем
промежуток S ⊂ [a, b] и выберем равномерно ограниченную последо-
вательность xn непрерывных функций, поточечно сходящуюся к ха-
рактеристической функции χS этого промежутка. По теореме Лебе-
га о предельном переходе под знаком интеграла (которая очевидным
образом переносится с обычных мер на комплексные) последователь-

ность fµ(xn) стремится к
b∫

a

χS(t) dµ(t), т. е. к µ(S). Отсюда µ(S) = 0,

что, ввиду произвольности промежутка S, означает, что µ = 0. Стало
быть, оператор I инъективен.

Нам осталось проверить, что каждый функционал f ∈ C[a, b]∗ име-
ет вид fµ для некоторой меры µ∈M[a, b], причем ‖µ‖6 ‖ f ‖. Зададим-
ся функционалом f ∈ C[a, b]∗ и, используя теорему Хана––Банаха (вот
он, кульминационный момент доказательства!), продолжим его до
ограниченного функционала f̃ на l∞([a, b]), имеющего ту же норму.

)Ф. Рисс –– выдающийся венгерский математик, один из основоположников функци-
онального анализа. Нам еще предстоит украсить эти лекции принадлежащими Риссу
теоремами .., .. и ...
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Введем функцию Φ(t) равную f̃ (χ[a,t]) при t ∈ (a, b] и 0 при t = a.
Рассмотрим произвольное разбиение T = {a= t0 < t1 <…< tn = b} от-

резка [a, b]. СуммаΣT :=
n∑

k=1

|Φ(tk)−Φ(tk−1)| есть, очевидно, f̃ (χ[a,t1]
) +

+
n∑

k=2

(χ(tk−1 ,tk]
). Положим λk := Φ(tk) − Φ(tk−1); тогда, очевидно, ΣT

совпадает с f̃

�
λ−1 χ[a,t1]

+
n∑

k=2

λ−
k

�
, т. е. со значением функционала

f̃ от некоторой функции равномерной нормы не больше 1. Отсюда
ΣT 6 ‖ f̃ ‖= ‖ f ‖. В силу произвольного выбора разбиения T это означа-
ет, что Φ –– функция ограниченной вариации, причем вариация функ-
ции Φ не превосходит ‖ f ‖. Пусть µ –– комплексная мера, порожденная
функцией Φ по указанному выше правилу. Тогда ‖µ‖, очевидно, совпа-
дает с вариацией функции Φ, поэтому ‖µ‖6 ‖ f ‖.

Осталось показать, что f = fµ. Пусть P множество точек непрерыв-
ности функции Φ на (a, b]. Так как Φ –– функция ограниченной вариа-
ции, то [a, b] \ P не более чем счетно. Для любых α,β ∈ P, выполнено
b∫

a

χ(α,β](t) dµ(t) = f̃ (χ(α,β]) и
b∫

a

χ[α,β](t) dµ(t) = f̃ (χ[α,β]), поэтому для

любой функции s ∈ S := span{χ(α,β],χ[α,β] :α,β ∈ P} мы имеем f̃ (s) =

=

b∫

a

s(t) dµ(t). Теперь для произвольной непрерывной функции x най-

дем последовательность {sn} ⊂ S сходящуюся к x равномерно на [a, b].
По теореме Лебега об ограниченной сходимости мы видим, что f̃ (sn)

стремится к
b∫

a

x(t) dµ(t) = fµ(x). Следовательно, f (x) = fµ(x). Даль-

нейшее очевидно.
∗ ∗ ∗

Расскажем еще об одном приложении теоремы Хана––Банаха. Как
уже говорилось, если математики начали играть в свои игрушки, то их
не остановишь )...

Исходя из преднормированного пространства E, мы ввели E∗. Те-
перь можно забыть, откуда это последнее взялось, и применить к нему
ту же конструкцию, т. е. рассмотреть пространство E∗∗ := (E∗)∗ ограни-
ченных функционалов на E∗. Это нормированное (см. § ) простран-
ство называется вторым сопряженным к пространству E.

Принципиальное наблюдение состоит в том, что всякий вектор
x ∈ E задает функционал αE

x
на E∗ (= вектор из E∗∗) по правилу

)В том числе и криками беотийцев об отсутствии приложений...
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(αE
x
, f ) := ( f , x) (напоминаем, что (αE

x
, f ) –– это другое, сейчас более

удобное обозначение для [αE
x
]( f )). Возникает отображение αE : E →

→ E∗∗, x 7→αE
x

. Мы не будем писать верхний индекс, если ясно, о каком
пространстве E идет речь. Функционалы на E∗ вида αx , x ∈ E, мы будем
далее называть функционалами означивания.

Предложение . Для любого преднормированного пространства E
соответствующее отображение α –– изометрический оператор.
⊳Очевидно, α –– линейный оператор, и оценка |(αx , f )|6 ‖x‖‖ f ‖ по-

казывает, что он сжимающий. Далее, взяв для любого x ∈ E тот функ-
ционал f ∈ШE∗ , для которого ‖ f (x)‖= ‖x‖ (см. теорему ), мы видим,
что ‖αx‖> ‖x‖. Дальнейшее очевидно. ⊲

Оператор α: E → E∗∗ называется каноническим изометрическим
оператором (для E). Если E –– нормированное пространство, то опе-
ратор α, конечно, инъективен и, стало быть, осуществляет изометри-
ческий изоморфизм между E и своим образом в E∗∗. В этом случае
α называется также каноническим вложением E в E∗∗: отождествляя
посредством α пространство E с Im(α), можно считать, что E –– под-
пространство в E∗∗.

Теперь естественно выделить следующий класс нормированных
пространств.

Определение . Нормированное пространство E называется ре-
флексивным, если оператор α: E→ E∗∗ сюръективен (или, что в данном
контексте то же самое, является изометрическим изоморфизмом). Та-
ким образом, пространство E рефлексивно, если всякий ограниченный
функционал на E∗ является функционалом означивания.

Сразу же заявим, что всякое конечномерное пространство рефлек-
сивно, но это будет доказано в гл. . А сейчас перейдем к более инте-
ресным примерам и контрпримерам.

Предложение . Пространство l2 и, более общо, Lp(X ,µ) для лю-
бого пространства с мерой (X ,µ) и p ∈ (1,∞) (здесь мы принимаем на
веру предложение 1), рефлексивно. В частности, пространство lp для
любого p ∈ (1,∞) рефлексивно.
⊳ Зафиксируем bg ∈ Lp(X ,µ)∗∗. Наша задача –– предъявить такой

вектор x ∈ Lp(X ,µ), что bg = α(x), т. е. (bg, f ) = ( f , x) для любого f ∈
∈ Lp(X ,µ)∗. Рассмотрим отображение

g : Lq(X ,µ)→C, y 7→ (bg , f y),

где f y –– функционал, указанный в предложении ; очевидно, что g ––
ограниченный функционал на Lq(X ,µ). Согласно тому же предложе-
нию (только с q в роли p), существует такой вектор x ∈ Lp(X ,µ), что

функционал g представим в виде y 7→
∫

X

x(t)y(t) dµ(t) для всех y ∈
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∈ Lq(X ,µ). Но последний интеграл есть также ( f y , x); поэтому для тех
же y выполнено равенство (bg, f y) = ( f y , x). Нам остается, снова вос-
пользовавшись предложением , напомнить, что любой функционал
f ∈ Lp(X ,µ)∗ имеет вид f y для некоторого y ∈ Lq(X ,µ). ⊲

Заметим, что рефлексивность пространства Lp(X ,µ) при p = 2 яв-
ляется также прямым следствием утверждения о рефлексивности всех
гильбертовых пространств (см. далее предложение ..).

Предупреждение. В некоторых книгах мы можем прочитать сле-
дующее «доказательство» приведенного результата. Раз, с точностью
до изометрического изоморфизма, Lp(X ,µ)∗ = Lq(X ,µ), а Lq(X ,µ)∗ =
= Lp(X ,µ), то Lp(X ,µ)∗∗ = Lq(X ,µ)∗ = Lp(X ,µ), и здесь автор почива-
ет на лаврах, считая, что все уже сделано. Не верьте! Бывают такие
пространства E, что для них существует изометрический изоморфизм
между E и E∗∗ (какой-то), но канонический оператор таковым не яв-
ляется –– он не сюръективен, и, стало быть, такие пространства E не
рефлексивны. Первое такое пространство придумал Р. Джеймс в  г.
(см. [, с. ]); в его примере (представьте себе!) оператор α отобра-
жает E на подпространство коразмерности  в E∗∗.

Мы, однако, предложим гораздо более простые контрпримеры.
Упражнение . Нормированные пространства c0, l1 и C[a, b] не ре-

флексивны.
Указание. Пусть bg1 ∈ c∗∗

0
–– функционал, переводящий fη, η∈ l1, в

∞∑
n=1

ηn (см. упражнение ). Пусть, далее, g –– любой функционал на l∞,

равный нулю на c0 и единице на (1, 1, 1, …) (его существование обеспе-
чено упражнением ), и bg2 ∈ l∗∗

1
–– функционал, переводящий fη, η∈ l∞

(см. упражнение ), в g(η). Пусть, наконец, t –– фиксированная точка
в [a, b], h –– функционал на M[a, b], сопоставляющий каждой мере ее
значение на одноточечном множестве {t}, и bg3 ∈ C[a, b]∗∗ –– функцио-
нал, переводящий fµ, µ ∈ M[a, b] (см. теорему ), в h(µ). Ни один из
функционалов bgk, k= 1, 2, 3, не принадлежит образу соответствующего
канонического оператора.

Замечание. Пространства L1(X ,µ) и L∞(X ,µ) также не рефлексив-
ны (за исключением того случая, когда они конечномерны). Не рефлек-
сивны и пространства C(Ω), где Ω –– бесконечный компакт (с такими
пространствами мы встретимся в § .). Но эти факты уже требуют бо-
лее сложных доказательств.

Весьма грубое необходимое условие рефлексивности –– полнота ––
будет рассмотрено далее (см. следствие ..).

Предложение . Если пространство E рефлексивно, то таково же
пространство E∗.
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⊳ Наша задача –– показать, что что всякий ограниченный функци-
онал ϕ : E∗∗→ C задается неким функционалом f ∈ E∗ и действует по
правилу ϕ(x) = x( f ), x ∈ E∗∗.

Положим f :=ϕα, где α: E→ E∗∗ –– каноническое вложение. В силу
условия любой вектор x ∈ E∗∗ имеет вид αy для некоторого y ∈ E. По-
этому ϕ(x) =ϕ(αy) = f (y) =αy( f ) = x( f ). ⊲

Мы закончим разговор о рефлексивности, упомянув об одном лю-
бопытном критерии этого свойства.

Теорема . (áä) Нормированное пространство E рефлексивно то-
гда и только тогда, когда для любого функционала f ∈ E∗ существует
такой вектор x ∈ШE , что f (x) = ‖ f ‖. (Верхняя грань в определении
нормы функционала достигается.)

Если бы речь шла о действительном линейном пространстве, по-
добное свойство, разумеется, означало бы, что каждая опорная гипер-
плоскость единичного шара имеет с ним хотя бы одну общую точку
(ср. упражнение ).

Еще один критерий рефлексивности, формулируемый в терминах
так называемой слабой топологии, будет сообщен позже (см. предло-
жение .. и упражнение ..).

Следующий материал является обязательным лишь для сильных студентов,
претендующих на «отлично». Вплоть до конца этого параграфа, речь пойдет
о линейных пространствах только над полем действительных чисел.

Для некоторых приложений полезно то, что теорему Хана––Банаха можно
несколько усилить, заменяя преднормы на более широкий класс функций.

Упражнение . Пусть на линейном пространстве E задана функция p : E→
→R+ со следующими свойствами (ср. определение .):

(i) p(λx)=λp(x) для всех λ> 0, x ∈ E,
(ii) p(x + y)6 p(x)+ p(y) для всех x , y ∈ E.
Пусть, далее, E0 –– подпространство в E, а f0 : E0 → R –– такой линейный

функционал, что f0(x)6 p(x) для всех x ∈ E0. Тогда существует линейный функ-
ционал f : E→R, продолжающий f0 и такой, что f (x)6 p(x) при всех x ∈ E.

Указание. Доказательство теоремы  переносится на рассматриваемую си-
туацию почти дословно, только в одном месте надо быть осторожным. А имен-
но, выбрав константу c и доказывая неравенство f (y) 6 p(y), y = λx + z

(см. лемму), надо отдельно рассмотреть случаи λ> 0 и λ< 0.
Напомним о почти тавтологической «геометрической» интерпретации тео-

ремы , выраженной в упражнении . Приведенное выше обобщение этой тео-
ремы допускает более содержательную интерпретацию.

Пусть E –– линейное пространство, M и N –– его непересекающиеся подмно-
жества и D= D f , c –– гиперплоскость. Будем говорить, что D разделяет эти под-
множества, если для всех пар (x ∈ M , y ∈ N) либо одновременно f (x)6 c 6

6 f (y), либо одновременно f (x)> c > f (y). (Наши множества лежат по раз-
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ные стороны от D.) Назовем точку x подмножества M в E линейно внутренней
точкой этого множества, если для любого y ∈ E вектор x + t y принадлежит M

для достаточно малых t > 0.
Упражнение 13∗. Пусть M и N –– непересекающиеся выпуклые подмноже-

ства (действительного) линейного пространства E, причем M содержит линей-
но внутреннюю точку. Тогда в E существует гиперплоскость, разделяющая M

и N .
Указание. Выберем K :=M − N (т. е. сумму M и (−1)N ; см. § .). Это мно-

жество выпукло, содержит хотя бы одну линейно внутреннюю точку y, и не
содержит 0. Применим упражнение  в ситуации, когда p –– функционал Мин-
ковского множества K − y, E0 –– прямая, содержащая y, и f0 : E0→R, y 7→ −1.
Тогда возникающий функционал f неположителен на K , а потому f (x − z)6 0

для всех пар (x ∈ M , z ∈ N) и существует такое c ∈ R, что f (x)6 c 6 f (z) для
всех этих пар. В качестве требуемой гиперплоскости подойдет D := D f , c .

Заметим, что условия этого упражнения заведомо выполнены, если E ––
преднормированное пространство, а M содержит внутреннюю (на этот раз
в смысле топологии E) точку; тогда эта точка заведомо является линейно внут-
ренней.

Условие, касающееся линейно внутренней точки, нельзя отбросить.
Упражнение . Рассмотрим в пространстве действительных финитных

последовательностей (действительном c00) множество M , состоящее из тех
последовательностей, у которых старший по номеру отличный от нуля член
положителен. Тогда M и −M выпуклы, но их нельзя разделить гиперплоско-
стью.

§ . Приглашение в квантовый функциональный анализ

Этот параграф целиком адресован просвещенному, а главное –– любопыт-
ному читателю и не предполагается обязательным даже для отличников. Здесь
мы попробуем дать, на самом элементарном уровне, представление о новой
структуре функционального анализа, выдвинувшейся на передний план за по-
следние  лет.

Если взглянуть на эту структуру с достаточно общей точки зрения, то ее
появление отражает дальнейший этап в победном шествии некоей новой ма-
тематической идеологии.

Этот взгляд на вещи зародился в математическом аппарате квантовой ме-
ханики и захлестнул современную алгебру и геометрию, а в функциональном
анализе прочно обосновался в теории операторных алгебр. За последние годы
волна этой новомодной, так называемой «некоммутативной» или «квантовой»
математики докатилась и до самых основ функционального анализа: теперь
подверглась квантованию сама норма.

В чем же суть этой новой математической религии? Если выражаться «не-
понятно, но здóрово», то ее главный догмат таков: квантовая математика по-
лучается из классической путем замены функций на операторы. Попытаемся
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сказать чуть определеннее. Та выдающаяся роль, которую в «классической» ма-
тематике играют функции с их коммутативным –– поточечным –– умножением,
в «квантовой» математике переходит к операторам с их некоммутативным ––
композиционным –– умножением. Но главное, пожалуй, в том, каким образом
происходит этот переход. Оказывается –– и в это мы должны уверовать –– фун-
даментальные понятия и результаты классической математики на самом де-
ле обладают содержательными квантовыми аналогами или версиями. Можно
сказать, что они представляют небольшую видимую («классическую») часть
огромного «квантового» айсберга. И чтобы постичь весь этот айсберг, надо
осознать (догадаться?), как разумным образом заменить лежащие в основе
этих понятий (результатов, методов, проблем, ...) функции на операторы.

Но все это слишком общо и расплывчато. А вот как совершить подобное
«квантование» на практике, взяв конкретное понятие той или иной математи-
ческой науки? (Пусть даже мы согласны, чтобы это произошло в неявной или
опосредованной форме: как всегда, жизнь сложнее схем...) Зачастую заранее
совсем не ясно, что делать, и разные люди могут предложить вам совершенно
разные рецепты. Вот, спросите, что такое квантовая группа –– от двух специа-
листов услышите три мнения...

Все же постепенно во многих областях науки устанавливается некое едино-
мыслие. К настоящему времени уже сложилось представление о предмете, ска-
жем, некоммутативной теории меры, некоммутативной топологии (несколько
слов о них будет сказано в § .) и, правда с меньшей четкостью, некомму-
тативной дифференциальной геометрии. Среди обширной литературы о по-
добных вещах особо впечатляет книга А. Конна [], эта Библия (или, су-
дя по ее стилю, лучше сказать –– Коран) современного «некоммутативного»
(= «квантового») математика.

Но пора оставить в покое математику в целом и сосредоточиться на том,
чем мы сейчас с вами занимаемся, –– на теории нормированных пространств.
Что в ней квантуют и как?

В основе ответа лежит «руководство к действию» в форме следующего двой-
ного высказывания.

. Классический функциональный анализ занимается исключительно (не
удивляйтесь!) пространствами функций, и его основная структура –– это нор-
ма, притом –– снова не удивляйтесь! –– именно равномерная норма.

. Квантовый (говорят также: квантованный) функциональный анализ за-
нимается пространствами операторов (где они действуют, мы вскоре уточ-
ним), и его основная структура –– это так называемая квантовая норма. (Это
формально иное понятие, нежели норма, и его нам предстоит вскоре опреде-
лить.)

Наконец, закончим проповедь и придадим точный математический смысл
сделанным заклинаниям. Прежде всего –– почему это нет других нормирован-
ных пространств, кроме функциональных? А вот почему.

Предложение . Для каждого нормированного пространства E существу-
ет изометрический оператор J0 из E в l∞(X ), где X –– некоторое множество.
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⊳ Возьмем в качестве X единичную сферу в E∗ и сопоставим каждому век-
тору x ∈ E функцию J0 x : X →C, f 7→ f (x). Тогда для любого f ∈ X выполнено
неравенство |J0 x( f )|6 ‖ f ‖‖x‖= ‖x‖, и в силу теоремы . существует такой
функционал f , что |J0 x( f )|= ‖x‖. Дальнейшее очевидно. ⊲

Замечание. На самом деле всякое сепарабельное нормированное про-
странство можно изометрически вложить уже в l∞ (т. е. подойдет X =N) и даже
в сепарабельное функциональное пространство C[0,1] (ср. далее п. 50 в кон-
це § .).

Таким образом, мы видим, что всякое нормированное пространство сов-
падает, с точностью до самого требовательного отождествления –– изометри-
ческого изоморфизма, –– с (каким-то) пространством ограниченных функций,
наделенным равномерной нормой. Но для нас окажется еще важнее то, что
наши пространства, будучи функциональными, автоматически становятся и
операторными.

Предложение . Для каждого нормированного пространства E существу-
ет изометрический оператор J из E вB(l2(X )), где X –– некоторое множество.

⊳ Сперва для произвольного множества X построим изометрический опера-
тор из l∞(X ) в B(l2(X )). Для этого сопоставим любой функции x ∈ l∞(X ) опе-
ратор Tx : l2(X )→ l2(X ), переводящий квадратично суммируемую функцию y

в Tx y : t 7→ x(t)y(t). (Мы видим, что Tx –– непосредственное обобщение диаго-
нального оператора в l2 и превращается в оный при X = N.) Очевидно, Tx ––
ограниченный оператор в l2(X ), и ‖Tx‖= ‖x‖∞. Отсюда ясно, что отображение
J1 : l∞(X )→B(l2(X )), x 7→ Tx , –– изометрический оператор. Остается рассмот-
реть композицию J := J1J0, где J0 –– изометрический оператор, фигурирующий
в предыдущем предложении. ⊲

Мы переходим к основному понятию обсуждаемой науки –– квантованного
нормированного пространства. Чтобы лучше понять логику того, что сейчас
будет происходить, взглянем еще раз на обычное («классическое») нормиро-
ванное пространство. Предложение  говорит об эквивалентности двух под-
ходов к этому понятию: его можно определять как «абстрактно», с помощью
определения ., так и «конкретно» –– просто как подпространство в l∞(X ) с уна-
следованной нормой. Такие же два лица –– «абстрактное» и «конкретное» ––
имеет и понятие квантованного нормированного пространства. Начнем с аб-
страктного определения.

Пусть E –– линейное пространство. Для каждого n = 1,2, …, через Mn(E)

обозначим линейное пространство (n × n)-матриц с коэффициентами из E.
Прямой суммой матриц x ∈Mm(E) и y ∈Mn(E) мы условимся называть матри-

цу из Mm+n(E) вида

�
x 0

0 y

�
, обозначаемую далее x ⊕ y. Если x = (xkl)∈Mn(E),

а α = (αkl) –– обычная матрица того же размера (т. е. элемент пространства

Mn =Mn(C)), то, по образцу стандартного матричного умножения, мы поло-

жим αx :=

�
n∑

i=1

αki x il

�
, xα :=

�
n∑

i=1

αil xki

�
∈Mn(E). Наконец, говоря о норме

обычной матрицы α∈Mn, мы всегда будем иметь в виду ее норму «как опера-
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тора в Cn
2
». Иными словами, норма матрицы (λkl) размера n× n –– это

sup

¨s
n∑

k=1

����
n∑

l=1

λklξl

����
2

: ξl ∈C;

n∑

l=1

|ξl |2 6 1

«
=

= sup

¨����
n∑

k,l=1

λklξlηk

���� : ξl ,ηk ∈C;

n∑

l=1

|ξl |2 6 1,

n∑

l=1

|ηl |2 6 1

«

(ср. предложение .).
Определение  (Эффрос––Руан, ). Пусть для каждого n ∈ N в прост-

ранстве Mn(E) задана норма ‖ · ‖n. Последовательность норм ‖ · ‖n называется
квантовой нормой ) в E, если она обладает следующими свойствами:

(i) для любых x ∈Mm(E) и y ∈Mn(E) выполнено равенство ‖x ⊕ y‖m+n =

=max{‖x‖m,‖y‖n};
(ii) для любых x ∈Mn(E) и α∈Mn выполнены неравенства ‖αx‖n6 ‖α‖‖x‖n,

‖xα‖n 6 ‖x‖n‖α‖.
Линейное пространство E с квантовой нормой называется квантованным

нормированным пространством или, иначе говоря, квантовым простран-
ством ). В дальнейшем мы будем употреблять выражения «квантовая норма
{‖ · ‖n : n∈N}» или «квантовое пространство (E; {‖ · ‖n : n∈N})», смысл которых
очевиден.

Таким образом, квантовая норма –– это целая последовательность норм,
притом в разных пространствах. Для нормы ‖ · ‖n мы будем иногда употреб-
лять выражение норма n-го этажа.

Замечание. Можно определить по существу то же понятие, рассмотрев
вместо последовательности норм ‖ · ‖n в Mn(E) одну единственную норму
в пространстве M∞(E), состоящем из тех бесконечных матриц (xkl), k, l ∈ N,
с матричными элементами из E, у которых лишь в конечном числе мест сто-
ят отличные от нуля элементы. Предлагаем вам сформулировать требования
к подобной норме, заменяющие аксиомы (i) и (ii) в определении .

Упражнение . Пусть {‖ · ‖n : n ∈N} –– квантовая норма в E. Тогда для мат-
рицы x ∈Mn(E) ее норма ‖ · ‖n не меняется, если поменять местами несколько
строк или столбцов этой матрицы. Эта же норма не может увеличиться, если
несколько строк и столбцов матрицы заменить нулями.

Очевидно, каждое подпространство F квантового пространства E само
является квантовым пространством относительно последовательности норм
в Mn(F), унаследованных из объемлющего пространства Mn(E); мы будем на-
зывать его квантовым подпространством в E.

Настал важный момент: мы сейчас предъявим квантовое пространство, иг-
рающее в квантовом функциональном анализе ту же роль, что l∞(X ) –– в клас-
сическом функциональном анализе. Таковым являетсяB(l2(X )) (где X –– снова

)У авторов: матричной нормой.
)Авторы этого понятия используют другой термин: абстрактное операторное про-

странство.
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любое множество) с квантовой нормой, к введению которой мы как раз при-
ступаем. Суть того, что сейчас произойдет, можно кратко и неформально вы-
разить так: матрица, состоящая из операторов, сама есть оператор.

Наша задача –– для каждого n определить норму в Mn(B(l2(X ))). С этой це-
лью обозначим через nX объединение n непересекающихся копий множества
X (если угодно, копроизведение n экземпляров этого множества в категории
S; см. § ..)

Рассмотрим нормированное пространство l2(nX ). Входящие туда квадра-
тично суммируемые функции удобно мыслить как упорядоченные наборы
x = (x1, …, xn) функций из l2(X ). Теперь для заданной «оператор-матрицы»
a= (akl ∈B(l2(X ))) рассмотрим оператор Ta, действующий в l2(nX ) и перево-

дящий x = (x1, …, xn) в

�
n∑

l=1

a1l(x l), …,
n∑

l=1

anl(x l)

�
. (То есть если изображать x

и Ta x в виде столбцов (= (n× 1)-матриц), то столбец Ta x получается как сим-
волическое произведение матрицы a на x : Ta x = ax .) Очевидно, что сопостав-
ление a 7→ Ta есть линейный изоморфизм между Mn(B(l2(X ))) и B(l2(nX )),
вследствие чего мы можем корректно определить норму ‖ · ‖n в первом из
этих пространств, взяв в качестве ‖a‖n норму оператора Ta. Оставляем вам
несложную проверку того, что последовательность {‖ · ‖n : n∈N} действитель-
но является квантовой нормой вB(l2(X )).

Определение . (Любое) квантовое подпространство квантового прост-
ранства вида B(l2(X )) называется конкретным квантованным нормирован-
ным пространством или, короче, конкретным квантовым пространством ).
Квантовую норму в конкретном квантовом пространстве мы будем называть
стандартной.

Обратим внимание на то, что, задавая квантовую норму в линейном про-
странстве E, мы задаем там и «просто» норму: это норма «на первом этаже»,
т. е. в M1(E) = E. Нормированное пространство (E,‖ · ‖1) мы будем называть
подлежащим нормированным пространством соответствующего квантового
пространства.

Пример . Простейшее ненулевое квантовое пространство C. Отождеств-
ляя комплексную плоскость сB(l2(X )) для одноточечного X (то есть, попросту
говоря, сB(C)), мы превращаем ее в конкретное квантовое пространство. Со-
гласно указанному выше общему рецепту, норма ‖ · ‖n в Mn(C) =Mn возника-
ет после отождествления последнего пространства с B(l2(nX )) =B(Cn

2
). Оче-

видно, мы получаем ту самую норму матрицы «как оператора в Cn
2
», которая

участвовала в определении квантовой нормы.
Определение . Пусть ‖ · ‖ –– норма в линейном пространстве E. Кванто-

ванием этой нормы называется (любая) такая квантовая норма ‖ · ‖n, n ∈ N,
в E, что ‖ · ‖1 = ‖ · ‖. Квантованием нормированного пространства E называ-

)Из уважения к создателям теории следовало бы употреблять их термин: «конкретное
операторное пространство», но мы опасаемся путаницы с вездесущим словом «оператор-
ный».
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ется такое (любое) квантовое пространство, что его квантовая норма является
квантованием исходной нормы в E.

Повторим еще раз: квантованное нормированное пространство –– это то,
что получается из нормированного пространства после какого-либо квантова-
ния.

Нетрудно усмотреть, что для нормированного пространства E каждый изо-
метрический оператор J из E в операторное пространство B(l2(X )) автома-
тически «квантует» E. Действительно, для каждого n возникает линейный
оператор Jn : Mn(E) → Mn(B(l2(X ))), (xkl) 7→ (J xkl), очевидно, являющийся
инъективным. Поэтому, взяв в качестве ‖(xkl)‖n определенную выше норму
оператор-матрицы (J xkl), мы получим корректно определенную норму ‖ · ‖n

в Mn(E). Легко проверяется, что {‖ · ‖n : n ∈N} –– квантовая норма в E, являю-
щаяся квантованием исходной нормы; мы будем говорить, что эта квантовая
норма порождена изометрическим вложением J .

Теперь мы видим, что смысл предложения  в том, что для любого норми-
рованного пространства существует по крайней мере один рецепт его кванто-
вания, годный на все случаи. Но вот что важно: одно и то же пространство
можно, вообще говоря, квантовать многими и притом совершенно разными
способами.

Приведем два содержательных примера. Оба раза в роли E выступит «гео-
метрически самое лучшее» пространство l2.

Пример  (столбцовое квантование). Рассмотрим оператор Jc : l2→B(l2),
сопоставляющий последовательности ξ= (ξ1,ξ2, …) тот одномерный оператор
Jcξ : l2→ l2, который переводит первый орт p1 в ξ и равен нулю на остальных
ортах. (Таким образом, ξ переходит в оператор, матрица которого в базисе из
ортов такова, что ее первый столбец есть ξ, а остальные столбцы –– нули; отсю-
да и название.) Очевидно, ‖Jcξ‖= ‖Jcξ(p

1)‖= ‖ξ‖. Таким образом, оператор Jc

изометричен и, стало быть, порождает «на базе» l2 квантовое пространство,
обозначаемое далее l c

2
.

Пример  (строчечное квантование). Рассмотрим оператор Jr: l2→B(l2),
сопоставляющий последовательности ξ тот одномерный оператор Jrξ : l2→ l2,
который переводит pn в ξnp1 и, стало быть, каждую последовательность η∈ l2

в

� ∞∑
k=1

ξkηk

�
p1. (Таким образом, у матрицы оператора Jrξ первая строка есть

ξ, а остальные строки –– нули.) Как легко видеть,

‖Jrξ‖=



Jrξ
�
ξ

‖ξ‖

�


= ‖ξ‖.

Таким образом, оператор Jr изометричен и, стало быть, порождает «на базе» l2

квантовое пространство, обозначаемое далее l r
2
.

В дальнейшем мы увидим, что оба предложенных квантования простран-
ства l2 несут совершенно разную смысловую нагрузку и к тому же не имеют
ничего общего с квантованием, построенным в ходе доказательства предложе-
ния  (с l2 в качестве E).
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Среди всех возможных квантований заданной нормы в E выделяются два
«крайних», обозначаемые {‖ · ‖max

n
: n∈N} и {‖ · ‖min

n
: n∈N}. Они обладают тем

свойством, что для любого квантования {‖ · ‖n : n ∈ N} того же пространства
выполнено неравенство ‖ · ‖min

n
6 ‖ · ‖n 6 ‖ · ‖max

n
для всех n.

Первое из этих квантований называется максимальным, а второе –– мини-
мальным; соответствующие квантованные пространства, также называемые
максимальным и минимальным, обозначаются Emax и Emin. Оказывается, ми-
нимальное квантование –– это как раз то, которое было получено по рецепту
предложения . (Мы не будем это доказывать.) Построить максимальное кван-
тование легче. Рассмотрим в Mn(E) норму ‖ · ‖max

n
:= sup{‖ · ‖n}, где верхняя

грань взята по нормам n-го этажа всех существующих квантований простран-
ства E.

Упражнение . Последовательность {‖ · ‖max
n

: n ∈ N} –– квантовая норма
в E, являющаяся максимальным квантованием исходной нормы.

Фундаментальный факт квантового функционального анализа состоит в
том, что других квантовых пространств, помимо конкретных, нет: каждое аб-
страктное квантовое пространство может быть «отождествлено» с некоторым
конкретным. Но что значит это «отождествление»? Наш подготовленный чи-
татель понимает, что речь должна идти об изоморфизмах разумно выбранной
категории.

Как всегда при работе с категориями, морфизмы важнее объектов, и, соот-
ветственно, базовое понятие, к которому мы сейчас переходим, пожалуй, еще
важнее, чем само понятие квантового пространства.

Пусть E и F –– квантовые пространства, а T : E→ F –– линейный оператор.
Тогда на каждом «этаже» n возникает линейный оператор Tn : Mn(E)→Mn(F),
переводящий матрицу x = (xkl ∈ E) в Tn x := (T xkl ∈ F). (Для читателя, уже зна-
комого с тензорными произведениями, мы заметим, что при отождествлении
Mn(E) сMn ⊗ E, а Mn(F) сMn ⊗ F оператор Tn –– это 1⊗ T , где 1 –– тождествен-
ный оператор в Mn.) Как легко усмотреть, если T –– ограниченный оператор
«на первом этаже», то таковы же и Tn «на всех этажах». Оказывается, весь
смысл в том, чтобы нормы всех этих операторов были бы ограничены в сово-
купности.

Определение  (Виттсток––Полсен, ). Оператор T называется вполне
ограниченным, если он ограничен и (главное!) sup{‖Tn‖ : n∈N}<∞. (Эта верх-
няя грань обозначается ‖T‖cb.) Далее, T называется вполне сжимающим (со-
ответственно вполне изометрическим), если Tn –– сжимающий (соответственно
изометрический) оператор для каждого n.

Если J : E→B(l2(X )) –– изометрический оператор и пространствоB(l2(X ))

снабжено стандартной квантовой нормой, а E –– квантовой нормой, порожден-
ной этим самым оператором J , то, в силу самого определения последней, J до-
ставляет очевидный пример вполне изометрического оператора.

Вы, конечно, догадались, что за обозначением ‖T‖cb стоит то, что соответ-
ствующая функция действительно является нормой на линейном пространстве
CB(E, F) всех вполне ограниченных операторов из E в F . (Проверьте!)
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Замечание. Вполне ограниченные операторы между пространствами, ко-
торые сами состоят из операторов, появились раньше квантовых пространств.
Как показали Верн Полсен и некоторые другие математики, целый ряд важных
вопросов функционального анализа, будучи должным образом переосмыслен,
представляет на самом деле вопросы о том, являются ли те или иные опера-
торы вполне ограниченными относительно некоторых квантований соответ-
ствующих пространств. С помощью такого подхода были получены значитель-
ные продвижения в этих проблемах, а иногда и полное их решение. Пожалуй,
наиболее впечатляющим успехом в этом направлении явилось отрицатель-
ное решение известной и давней «проблемы Халмоша о подобии», полученное
в  г. Жилем Пизье. Об этих вещах см., например, [, , ].

Теперь мы в состоянии ввести базовые категории квантового функцио-
нального анализа. Как и в «классическом» анализе, их две, и выбор той или
другой зависит от степени жесткости, предъявляемой к тому, какие квантовые
пространства считать одинаковыми. Это категории QN и QN1. У них одни
и те же объекты: (абстрактные) квантовые пространства. Что же касается мор-
физмов, то в первой категории таковыми служат произвольные вполне огра-
ниченные операторы, а во второй –– только вполне сжимающие операторы.

Определение . Изоморфизмы в категории QN носят специальное на-
звание полных топологических изоморфизмов, а изоморфизмы в QN1 ––
название полных изометрических изоморфизмов. Квантовые пространства,
между которыми существует полный топологический (соответственно полный
изометрический) изоморфизм, называются вполне топологически (соответ-
ственно вполне изометрически) изоморфными.

Из определения очевидным образом следует, что полный топологический
изоморфизм –– это в точности вполне ограниченный оператор, обладающий
вполне ограниченным обратным. В то же время полный изометрический изо-
морфизм –– это такой оператор I , что In является изометрическим изоморфиз-
мом для каждого n. (Оператор I порождает изометрический изоморфизм на
каждом этаже.)

Мы в состоянии, наконец, сформулировать обещанную основную теорему.
Теорема  (Руан,  г.). (áä) Всякое абстрактное квантовое простран-

ство совпадает, с точностью до полного изометрического изоморфизма, с не-
которым конкретным квантовым пространством.

Доказывается теорема Руана сложнее, чем ее «классический» прототип
(см. предложение ); см., например, [].

Теорема Руана дает нам право поступать с абстрактными квантовыми про-
странствами как с конкретными, предугадывая тем самым их многие свойства.
С другой стороны, став на «абстрактную» точку зрения, мы можем сосредото-
читься на основной структуре –– квантовой норме и уже не зависеть от кон-
кретного вложения J : E→B(l2(X )), с помощью которого эта структура может
быть реализована. Это позволяет при работе с операторными пространствами
пользоваться целым рядом конструкций, приводящих к объектам, формально
не состоящих из операторов. Теорема Руана дает нам уверенность в том, что
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эти объекты могут быть отождествлены с операторными пространствами: до-
статочно проверить аксиомы определения , а это обычно является не столь уж
трудным делом.

Чтобы не быть голословными, мы упомянем только о двух из многих кон-
струкций. Если E –– квантовое пространство, то его факторпространство E/F

по замкнутому (по норме первого этажа) подпространству F , равно как и со-
пряженное пространство E∗ суть также квантовые пространства: квантовая
норма в E/F вводится путем отождествления Mn(E/F) с Mn(E)/Mn(F), а кван-
товая норма в E∗ –– путем отождествления Mn(E

∗) сB(E,Mn). Попробуйте вос-
становить детали обеих конструкций, а не получится –– обращайтесь к [].

Если задано квантовое пространство (E, {‖ · ‖n : n∈N}), то можно «забыть»
все нормы ‖ · ‖n, кроме первой, т. е. перейти к соответствующему подлежащему
нормированному пространству. При этом, забывая о специальных свойствах
вполне ограниченных или вполне сжимающих операторов, можно рассматри-
вать их как просто ограниченные (или сжимающие) операторы между подле-
жащими пространствами. Естественно возникают два забывающих функтора
� : QN→N и � : QN1→N1.

Но вернемся к морфизмам наших новых категорий. Действительно ли тре-
бование полной ограниченности является существенно новым по сравнению
с требованием обычной ограниченности? (Иначе к чему вся эта наука?)

Рассмотрим важный пример, сравнив столбцовое и строчечное квантова-
ние пространства l2.

Предложение . Ни один топологический изоморфизм I : l2→ l2 не являет-
ся вполне ограниченным оператором, будучи рассмотрен как оператор между
l r
2

и l c
2
. Как следствие, квантовые пространства l r

2
и l c

2
не являются вполне то-

пологически изоморфными.
⊳ Положим ζm = (ζm

1
,ζm

2
, …) := I(pm), m= 1,2, … В силу следствия ., для

некоторого числа c> 0 выполнена оценка
∞∑

k=1

|ζm
k
|2 > c2 при всех m. Зафиксиру-

ем n∈N и рассмотрим оператор In : Mn(l
r
2
)→Mn(l

c
2
). В Mn(l

r
2
) возьмем матрицу

x = (xkl), у которой отличен от нуля лишь первый столбец, а в нем xk1 := pk,
k= 1, …, n. Тогда в матрице y := In x с элементами ykl = I(xkl) также отличен от
нуля лишь первый столбец, и yk1 = ζ

k, k= 1, …, n.
Чтобы узнать нормы матриц x ∈Mn(l

r
2
) и y ∈Mn(l

c
2
), надо, в соответствии

с обсуждавшейся выше процедурой, обратиться к составленным из операторов
матрицам a := Jr(x) и b := Jc(y) в Mn(B(l2)). У обеих матриц отличен от нуля
только первый столбец. Далее, у матрицы a на месте k1-го элемента стоит опе-
ратор, переводящий pk в p1, а остальные орты отправляющий в нули; иными
словами, оператор, записываемый элементарной матрицей с 1 на месте k1-го
элемента и нулями на остальных:

a=



(a11)

…
(an1)



 , (ak1) =




0 … 0 1 0 … 0


0

…
0





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Отсюда ясно, что матрица a, после ее отождествления с надлежащим операто-
ром, действующим в l2(nN), переводит набор (ξ1, …,ξn) в набор (ξ1

1
p1,ξ1

2
p1, …

…,ξ1
n
p1). Это, разумеется, означает, что норма ‖x‖n, определяемая как ‖a‖n,

равна .
В то же время у матрицы b на месте k1-го элемента стоит оператор, пе-

реводящий p1 в ζk, а остальные орты отправляющий в нули; иными словами,
стоит оператор, записываемый матрицей с последовательностью ζk в качестве
первого столбца и нулями на всех остальных местах:

b=



(b11)

…
(bn1)



, (bk1) =



ζk

1

…

ζk
n





Поэтому, рассмотрев конкретный набор (p1, 0, …, 0), мы видим, что матри-
ца b, после ее отождествления с надлежащим оператором в l2(nN), переводит
этот набор в набор (ζ1, …,ζn). Но норма последнего набора в l2(nN) равна

s
n∑

k=1

‖ζk‖2 >
p

nc.

Это означает, что норма ‖y‖n, определяемая как ‖b‖n, не менее
p

nc.
Итак, мы видим, что оператор In переводит матрицу x нормы  в матри-

цу y нормы не меньше
p

nc. Отсюда следует, что оператор I не является вполне
ограниченным. ⊲

Замечание. Анализируя это доказательство, видим, что оператор T : l r
2
→

→ l c
2
, если он хочет быть вполне ограниченным, должен удовлетворять условию

∞∑
k=1

‖T(pk)‖2
6∞. Это означает, как мы узнаем впоследствии, в § ., что он

должен принадлежать классу так называемых операторов Шмидта. На самом
деле класс вполне ограниченных операторов между l r

2
и l c

2
есть в точности класс

операторов Шмидта (см., например, []).
Упражнение . Пусть lmin

2
–– квантовое пространство, порожденное изомет-

рическим вложением, описанным в предложении  (с E := l2). Тогда lmin
2

, l r
2

и l c
2

попарно не вполне топологически изоморфны.
Замечание. На самом деле, как показал Пизье, существует целый контину-

ум попарно не вполне топологически изоморфных квантовых пространств с l2

«на первом этаже».
А вот еще один изящный пример, тоже из самых ранних. На этот раз речь

пойдет о, казалось бы, совсем хорошем операторе, к тому же действующем
в «эталонном» пространстве B(l2) со стандартной квантовой нормой.

Предложение  (Томияма). (áä) Пусть t –– оператор транспонирования,
который переводит оператор, записываемый в базисе из ортов матрицей
(λkl), в оператор, записываемый в том же базисе матрицей (µkl :=λlk). Тогда
‖T‖n = n, и, как следствие, оператор t (будучи изометрическим изоморфизмом
«на первом этаже») не является вполне ограниченным.
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Впрочем, указанное следствие вы можете получить и сами.
Упражнение 4∗. Установить оценку ‖T‖n > n для оператора транспониро-

вания.
Указание. Рассмотрите матрицу a ∈M(B(l2)), у которой на месте kl-го

элемента стоит оператор, записываемый матрицей с 1 на месте lk-го элемен-
та и нулями на остальных. Эта матрица соответствует оператору в B(l2(nN)),
переставляющему некоторые векторы естественного ортонормированного ба-
зиса, откуда ‖a‖n = 1. В то же время матрица t n(a) соответствует оператору,
матрица которого в том же базисе имеет «подматрицу» размера n× n, состав-
ленную из одних единиц, откуда ‖a‖n > n.

Однако –– без этого, разумеется, не было бы содержательной теории ––
целый ряд важных классов операторов заведомо состоит из вполне ограни-
ченных. Говоря в дальнейшем о (просто) ограниченных операторах между
квантовыми пространствами, мы будем иметь в виду операторы, действующие
между соответствующими нормированными пространствами («ограниченные
на первом этаже»).

Теорема . Пусть E –– квантовое пространство, f : E→C –– ограниченный
функционал. Тогда функционал f («автоматически») вполне ограничен отно-
сительно стандартной квантовой нормы в C (см. пример 1) и ‖ f ‖cb = ‖ f ‖.

⊳ Возьмем матрицу a= (akl)∈Mn(E) и элемент fn(a)∈Mn. Заметим, что для
любых ξ= (ξ1, …,ξn), η= (η1, …,ηn)∈Cn выполнено равенство

n∑

k,l=1

f (akl)ξlηk = f (u), где u :=

n∑

k,l=1

aklξlηk .

Рассмотрим в Mn матрицу ξ̃, у которой левый столбец есть ξ, и матрицу η̃,
у которой верхняя строка есть η, а остальные элементы обеих матриц суть ну-
ли. Тогда, очевидно, ũ := η̃aξ̃ –– это матрица с элементом u в левом верхнем
углу и нулями на остальных местах. Из свойства (i) квантовой нормы следует,
что ‖ũ‖n= ‖u‖, а из свойства (ii) следует, что ‖ũ‖n 6 ‖ξ̃‖n‖a‖n‖η̃‖n = ‖ξ‖‖a‖n‖η‖
(см. определение ). Отсюда����

n∑

k,l=1

f (akl)ξlηk

����= | f (u)|6 ‖ f ‖‖u‖6 ‖ f ‖‖a‖n‖ξ‖‖η‖.

Вспомнив, какие матричные нормы участвуют в стандартной квантовой нор-
ме для C, и перейдя к верхней грани по всем ξ,η, ‖ξ‖,‖η‖6 1, мы получаем,
что ‖ fn(a)‖6 ‖ f ‖‖a‖n. Таким образом, ‖ fn‖6 ‖ f ‖. Обратное неравенство оче-
видно. ⊲

Укажем еще один класс заведомо вполне ограниченных операторов, исто-
рически сыгравший большую роль в формировании самого понятия вполне
ограниченного оператора.

Теорема . (áä) Пусть E ⊆B(l2(X )) и F ⊆B(l2(Y )) –– конкретные кванто-
вые пространства, и T : E→ F –– оператор, являющийся биограничением неко-
торого инволютивного гомоморфизма между соответствующими алгебрами
операторов (см. § 6.3). Тогда T –– вполне сжимающий оператор.
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Замечание. На самом деле здесь мы вплотную подошли к одному из ос-
новных результатов квантового функционального анализа, определяющих ли-
цо теории. Оказывается, чуть-чуть обобщив класс операторов, описанный в
предыдущей теореме, мы получим полное описание произвольных вполне
ограниченных операторов между квантовыми пространствами.

Подобный факт не имеет аналога в традиционном анализе, где нет и не
ожидается никакого прогресса в описании структуры произвольных ограни-
ченных операторов, пусть даже действующих в таких «геометрически лучших»
пространствах, как l2. Но мы не будем забивать вам голову точной формули-
ровкой этого утверждения; см., например, [].

Наконец, зная о существовании максимальных квантований, мы получаем
еще одну серию «автоматически» вполне ограниченных операторов.

Упражнение . Пусть Emax –– максимальное, а F –– произвольное кванто-
ванное пространство. Тогда любой ограниченный оператор T : Emax→ F вполне
ограничен и ‖T‖cb = ‖T‖.

Указание. Если T –– сжимающий оператор, то последовательность норм
{‖a‖′

n
:= max{‖a‖max

n
,‖Ta‖n} : a ∈Mn(Emax), n ∈ N}, является квантованием, а

потому совпадает с максимальным квантованием.
Стоит отметить, что теперь, используя категорный язык, мы в состоянии

придать точный смысл выражениям вроде «классический функциональный
анализ является частью квантового» или «квантовый функциональный анализ
богаче классического». Рассмотрим в категориях QN и QN1 полные подка-
тегории, состоящие из максимальных квантовых пространств; обозначим их
соответственно через MQN и MQN1. Используя предыдущее предложение,
легко сделать

Упражнение . Забывающий функтор � : QN→ N, будучи ограничен
на MQN, осуществляет изоморфизм этой категории с категорией N (ины-
ми словами, � осуществляет биекцию между объектами и морфизмами кате-
горий MQN и N; ср. сказанное в § .). То же верно с заменой QN на
QN1, N на N1 и MQN на MQN1.

Таким образом, можно сказать, что категории N и N1, обслуживающие
классический анализ, содержатся в качестве полных подкатегорий в категори-
ях QN и соответственно QN1, обслуживающих квантовый анализ. Отсюда
и слова о «большем богатстве» и т. п.

Замечание. В категории QN (соответственно QN1) есть и другая пол-
ная подкатегория, изоморфная N (соответственно N1): она состоит из ми-
нимальных квантовых пространств. Это сразу следует из того, что любой огра-
ниченный оператор из произвольного квантового пространства в минималь-
ное квантовое пространство вполне ограничен. Указанный факт доказывается
немного сложнее, чем то, что объявлено в упражнении , и мы этого делать не
будем.

Принципиально новые эффекты «квантовой» науки, не свойственные нау-
ке «классической», наблюдаются при переходе от рассмотрения линейных
операторов к рассмотрению билинейных (и, более общо, полилинейных). По-
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видимому, есть только один разумный подход к тому, что считать совместно
ограниченным билинейным оператором, –– тот, который отражен в опреде-
лении .. В то же время существуют по крайней мере две содержательные
«квантовые» версии этого определения, каждая со своими преимуществами
и приложениями. С помощью элементарных средств, имеющихся в нашем рас-
поряжении, их можно определить так.

Пусть E, F и G –– три квантовых пространства, R : E × F → G –– билиней-
ный оператор. Тогда для каждого натурального числа n можно рассмотреть
билинейные операторы R ′

n
: Mn(E)×Mn(F)→Mn2(G) и R ′′

n
: Mn(E)×Mn(F)→

→Mn(G), определенные с помощью следующей конструкции. Матрицы разме-
ра n2 × n2 с элементами из G, составляющие область значений первого, сейчас
удобно представлять в виде блок-матриц z = (zkl), 1 6 k, l 6 n, в которых каж-
дый блок есть матрица zkl = (zkl,i j ∈ G), 1 6 i, j 6 n. В этих обозначениях R ′

n

сопоставляет паре матриц x = (xkl ∈ E), y = (ykl ∈ F) матрицу z с элементами
zkl,i j :=R(xkl , yi j). В то же время R ′′

n
сопоставляет той же паре x , y матрицу u

с элементами ukl :=
n∑

i=1

R(xki, yil ). В частности, если R есть обычное умноже-

ние комплексных чисел (λ,µ) 7→ λµ, то R ′
n

сопоставляет паре матриц размера
n × n их так называемое кронекеровское произведение, а R ′′

n
–– их обычное

матричное произведение.
От исходного билинейного оператора R можно потребовать две, вообще

говоря, разные вещи: чтобы выполнялось неравенство sup{‖R ′
n
‖ : n ∈N}<∞,

или же sup{‖R ′′
n
‖ : n∈N}<∞. Общего согласия, как называть подобные опера-

торы, пока нет, но мы, следуя [], назовем билинейный оператор R , удовле-
творяющий первому требованию, (просто) вполне ограниченным, а второму ––
мультипликативно ограниченным.

(Кристенсен и Синклер, придумавшие второй тип операторов в  г., на-
зывали именно их вполне ограниченными, а операторов первого типа тогда
еще не было: их открыли Эффрос и Руан и, независимо, Блечер и Полсен в са-
мом начале -х годов.)

Можно доказать (мы этого делать не будем), что всякий мультиплика-
тивно ограниченный билинейный оператор заведомо вполне ограничен. Одна-
ко обратное, вообще говоря, неверно; в частности, билинейный функционал

l c
2
× l r

2
→C, (ξ,η) 7→

∞∑
n=1

ξnηn, вполне, но не мультипликативно ограничен.

Замечание. Факт фундаментальной важности состоит в том, что мульти-
пликативно ограниченные билинейные операторы (равно как их непосред-
ственное обобщение –– мультипликативно ограниченные полилинейные опе-
раторы) допускают явное описание, сходное с упоминавшимся ранее описани-
ем вполне ограниченных операторов.

В этом отношении «полилинейный квантовый анализ» существенно проще
«полилинейного классического анализа», где уже ограниченные билинейные
операторы, вообще говоря, куда сложнее устроены, чем ограниченные линей-
ные операторы.
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Наш краткий экскурс в квантовый функциональный анализ близится к кон-
цу. Подчеркнем, что рассказанное –– не более чем закуска (appetizer) перед
основным блюдом. Это блюдо наш читатель сможет отведать, скажем, из не-
давно изданной книги Э. Эффроса и Ж.-Чж. Руана []. Объявлено также о ско-
ром выходе книги Ж. Пизье []. Мы же здесь упомянули только о некоторых
вещах, которые могут быть изложены на уровне знаний, полученных из пред-
шествующего материала этих лекций. (Впрочем, по мере движения вглубь
классического функционального анализа –– с появлением тензорных произве-
дений, банаховых алгебр и т. п. –– у нас появится возможность делать время
от времени «квантовые» вкрапления в основной текст, упоминая о некоторых
дальнейших результатах; ср. упражнение .. и конец § ..)

В принципе, взаимоотношения квантового и классического функциональ-
ного анализа вполне аналогичны взаимоотношениям квантовой и класси-
ческой физики. С одной стороны, существующие в классической науке «эф-
фекты» (в математике это понятия, факты и методы) имеют содержательные
«квантовые» аналоги, которые, среди всего прочего, позволяют лучше понять
и свои «классические» прототипы. С другой стороны, квантовая наука стал-
кивается и с принципиально новыми явлениями, не свойственными класси-
ческой науке. Некоторые иллюстрации к обеим высказанным сентенциям уже
приводились выше, а в изобилии Вы их найдете в цитированных книгах и жур-
нальной литературе.

В качестве эпилога нам трудно отказаться от искушения сформулировать
теорему, также относящуюся к фундаменту «квантовой» теории и играющую
там ту же выдающуюся роль, что и теорема Хана––Банаха в «классической» тео-
рии. Теперь, однако, в роли функционалов (=C-значных операторов) выступят
«операторнозначные операторы».

Теорема  (Арвесон––Виттсток). (áä) Пусть E –– квантовое пространст-
во, E0 –– его квантовое подпространство, T0 : E0 →B(l2(X )) (где X –– некото-
рое множество) –– вполне ограниченный оператор. Тогда существует вполне
ограниченный оператор T : E → B(l2(X )), продолжающий T0 и такой, что
‖T‖cb = ‖T0‖cb.
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БАНАХОВЫ ПРОСТРАНСТВА И ИХ ПРЕИМУЩЕСТВА

§ . То, что лежит на поверхности

Цåçàðü:
Люблю я видеть в свите только тучных,
А Кассий тощ, и с воспаленным взглядом.
Он много думает; такой опасен.

В. Шекспир. Юлий Цезарь

Вы уже знаете –– этому обязательно учили в курсе математического
анализа, –– что такое фундаментальная последовательность в метри-
ческом пространстве (или, как еще говорят, последовательность Коши)
и что такое полное метрическое пространство: такое пространство,
в котором всякая фундаментальная последовательность имеет пре-
дел. Оба эти понятия –– фундаментальная последовательность и пол-
ное пространство –– дословно переносятся с метрических пространств
на предметрические. Разница только в том, что в предметрическом
пространстве пределов одной и той же фундаментальной последова-
тельности может быть много.

Замечание. Поскольку мы теперь знаем азы топологии, хотелось
бы сразу подчеркнуть следующее. Понятие полноты не переносится
с метрических пространств на топологические. Это невозможно сде-
лать уже по той причине, что пространство, гомеоморфное полному
метрическому пространству, само не обязано быть полным, например,
полная прямая гомеоморфна не полному интервалу. (Свойство пол-
ноты не инвариантно относительно изоморфизмов в категории M.)
Зато это свойство инвариантно относительно изоморфизмов в катего-
рии MU, т. е. сохраняется при переходе к равномерно гомеоморфным
метрическим пространствам (проверьте!).

На самом деле существует некая общая структура, в рамках которой есте-
ственно рассматривать понятие полноты. Это так называемое равномерное
пространство. Класс равномерных пространств включает все предметриче-
ские пространства и в то же время все полинормированные пространства,
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в том числе и не предметризуемые (с этими пространствами мы столкнем-
ся в гл. ). Изучение этих пространств выходит за рамки наших целей; о них
можно почитать, скажем, в [] или [].

На младших курсах вам, конечно, рассказывали и об одном из ос-
новных достоинств полных метрических пространств, которое лежит
в основе доброй половины их приложений. Это «принцип вложенных
замкнутых подмножеств»: если M –– полное метрическое простран-
ство, а N1⊃ N2 ⊃… –– его замкнутые подмножества с диаметрами,
стремящимися к нулю, то у этих подмножеств существует единствен-
ная общая точка. (Кстати, посмотрите, что остается от этого прин-
ципа при переходе от метрических пространств к предметрическим.)
При этом многие рассуждения, в основе которых лежит принцип вло-
женных замкнутых множеств, приобретают краткость и элегантность
с помощью важного следствия из этого принципа, так называемой тео-
ремы Бэра. Вероятно, ее вы также знаете; все же напомним ее форму-
лировку.

Подмножество N топологического и, в частности, метрического
пространства M называется разреженным или нигде не плотным, если
каждое непустое открытое множество в M содержит непустое открытое
подмножество, в котором нет точек из N (иными словами, N не плотно
ни в одном открытом подмножестве M). Далее, подмножество в M на-
зывается тощим, если оно является объединением счетного семейства
разреженных множеств, и тучным, если оно не является тощим ).

Теорема (Бэр). (áä) Всякое полное метрическое пространство (и,
как следствие, всякое топологическое пространство, топология кото-
рого порождается полной метрикой) является тучным.

Доказательство см., например, [, с. ].
А теперь, как говорят англичане, «with the rolling drums», мы вводим

два центральных понятия функционального анализа, лежащие в осно-
ве его главных достижений.

Определение . Нормированное пространство называется банахо-
вым ), если оно, как метрическое пространство, полно. Почти гильбер-

)Употребляя подобные «библейские» термины (ср. с тучными и тощими коровами
Книги Бытия), мы частично следуем Бурбаки []. В литературе часто называют тощие
множества множествами первой категории, а тучные –– множествами второй категории.
Разумеется, для нас это крайне неудобно: ведь мы (вместе с большинством современных
математиков) называем категориями совсем другие вещи.

)В честь выдающегося польского математика Стефана Банаха (–– гг.). Неза-
висимо от Банаха и одновременно с ним эти пространства были введены также Винером,
будущим «отцом кибернетики».

Однако самые глубокие результаты, определившие лицо теории, принадлежат именно
Банаху и его школе; см. §  этой главы.
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тово пространство называется гильбертовым, если оно, как нормиро-
ванное пространство, банахово.

Отметим несколько простых фактов.
Предложение . Нормированное пространство, топологически изо-

морфное банахову пространству, само банахово.
Иными словами, можно сказать, что свойство пространства быть

банаховым инвариантно относительно изоморфизма в категории N.
⊳ Если пространство E банахово, I : E → F –– топологический изо-

морфизм, а yn –– фундаментальная последовательность в пространст-
ве F , то xn := I−1(yn) –– фундаментальная и, следовательно, сходящаяся
последовательность в E. Взяв ее предел, скажем, x , мы видим, что по-
следовательность yn = I(xn) также сходится, а именно, к I(x). ⊲

Предложение . Если подпространство F нормированного прост-
ранства E является банаховым относительно унаследованной нормы,
то оно замкнуто.
⊳ Действительно, если подпространство F не замкнуто, то существу-

ет элемент x ∈ E, не принадлежащий F и являющийся пределом после-
довательности xn ∈ F . Тогда последовательность xn фундаментальна,
и в силу единственности ее предела в E она не имеет предела в F . ⊲

Предложение . Замкнутое подпространство F банахова прост-
ранства E само является банаховым относительно унаследованной
нормы.
⊳ Существующий в E предел любой фундаментальной последова-

тельности из F , будучи предельной точкой для F , сам принадлежит F . ⊲
Следствие . Замкнутое подпространство гильбертова простран-

ства само является гильбертовым относительно унаследованного ска-
лярного произведения.

Подавляющее большинство нормированных пространств, фигури-
ровавших в качестве примеров в § . (хотя и не все), являются бана-
ховыми. Таковы, в частности, Cn

p
и lp, 1 6 p 6∞, c0, Cb(Ω) (в том чис-

ле C[a, b]), Cn[a, b], n= 1, 2, …, а также L∞(X ,µ) (в том числе l∞(X ));
доказательство их полноты не составляет труда. (Все же проверьте се-
бя.) Столь же просто установить, что для любого p, 1 6 p 6∞, lp-сумма
произвольного семейства банаховых пространств также является бана-
ховым пространством.

Мы будем также называть l∞-сумму банаховых пространств банахо-
вым прямым произведением, а l1-сумму банаховых пространств –– бана-
ховой прямой суммой.

Пространства Lp(X ,µ), 1 6 p<∞, также являются банаховыми, но
доказательство этого факта несколько сложнее; см., например, [,
§ ]. По-видимому, его вам рассказывали, по крайней мере для p= 1, 2



 ГЛ. . БАНАХОВЫ ПР ОСТРАНСТВА И ИХ ПРЕИМУЩЕСТВА

и, может быть, только для X = [a, b], R и T, в курсе меры и интеграла.
Для наших целей этого вполне хватит.

В частности, мы видим, что пространства L2(X ,µ) и все их специа-
лизации, такие, как l2, L2(R) и т. п., являются гильбертовыми. Далее,
если Hν , ν ∈ Λ, –– семейство гильбертовых пространств, то l2-сумма
этого семейства также является гильбертовым пространством отно-
сительно скалярного произведения, корректно определенного равен-
ством 〈 f , g〉 :=

∑
{〈 f (ν), g(ν)〉 : ν ∈ Λ}. Это гильбертово пространство

мы будем называть гильбертовой прямой суммой или просто гильбер-
товой суммой заданного семейства и в указанном контексте употреб-
лять символ ⊕̇ вместо ⊕2.

При Hν ≡ C мы, очевидно, получаем (с точностью до унитарного
изоморфизма) гильбертово пространство l2(Λ).

Для предъявления примеров не банаховых (= не полных) нормиро-
ванных пространств, нам достаточно, согласно предложению , взять
в каком-либо заведомо банаховом пространстве его плотное собствен-
ное подпространство. Из этого наблюдения немедленно следует, что
пространство lp не является банаховым относительно «не своей» нор-
мы, унаследованной из любого пространства lq, где q > p; простран-
ство Lp[a, b], где 1 < p, –– не банахово относительно нормы, унасле-
дованной из любого пространства Lq[a, b], где q < p, а пространство
C∞[a, b] –– относительно нормы, унаследованной из любого простран-
ства Cn[a, b], n= 0, 1, 2, … Пространство C[a, b] с интегральной нор-

мой ‖x‖ :=

b∫

a

|x(t)| dt также не банахово, так как оно, с точностью до

отождествления функции с ее классом эквивалентности, является соб-
ственным плотным подпространством в L1[a, b]. (Приведите другие
примеры.)

Забегая вперед, отметим, что на самом деле устроенных по-другому
не банаховых пространств и не бывает: все они суть плотные подпро-
странства банаховых (см. далее следствие .).

Замечание. На упражнениях бывает поучительно предложить студентам
непосредственно (без привлечения пространства L1[0,1]) доказать, что про-
странство C[0,1] с интегральной нормой не банахово, предложив в явном
виде не сходящуюся фундаментальную последовательность. Обязательно кто-
нибудь предложит последовательность xn(t) := tn, думая, что раз она «сходится
к разрывной функции», то не может сходиться в указанном пространстве. Хо-
роший повод напомнить о том, что нельзя путать разные типы сходимости...

Теперь мы покажем, что все конечномерные нормированные про-
странства заведомо банаховы, и это позволит нам установить обе-
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щанную ранее эквивалентность всевозможных норм в этих простран-
ствах (а также многое другое). Решающим шагом в доказательстве
является следующее предложение.

Предложение . Всякое нормированное пространство конечной
размерности n топологически изоморфно Cn

1
, причем любой линейный

изоморфизм между этими пространствами является топологическим
изоморфизмом.
⊳ Проведем индукцию по n. При n = 1 все ясно. Пусть утвержде-

ние верно для n= k, E –– заданное (k+ 1)-мерное нормированное про-
странство, и I : E→ Ck+1

1 –– линейный изоморфизм. Тогда для некото-
рого линейного базиса e1, …, ek+1 в E оператор I действует по правилу

x =

k+1∑

l=1

λl el 7→ (λ1, …,λk+1)∈Ck+1
1

.

Для каждого m = 1, …, k + 1, положим Fm := span{e1, …, em−1, em+1, …
…, ek+1}. В силу индуктивного предположения подпространство Fm в E

топологически изоморфно Ck
1
. Поскольку последнее подпространство,

очевидно, является банаховым, таково же, благодаря предложению ,
и пространство Fm. Отсюда на основании предложения  подпростран-
ство Fm замкнуто в E. Поэтому предложение .. (с Fm в роли F) до-

ставляет такую константу Cm > 0, что для любого x =
k+1∑
l=1

λl el выполне-

но неравенство |λm|6 Cm‖x‖. Но тогда, положив C :=max{C1, …, Ck+1},

мы видим, что ‖I(x)‖1 =
k+1∑
l=1

|λl |6 C‖x‖.

Таким образом, I –– ограниченный оператор. В то же время опера-
тор I−1, как и любой оператор из Ck+1

1 , заведомо ограничен (см. при-
мер ..). Дальнейшее очевидно. ⊲

Следствие . Любые два нормированных пространства одной и той
же конечной размерности топологически изоморфны, причем любой
линейный изоморфизм между ними является топологическим изомор-
физмом.

Теорема . Пусть E –– произвольное конечномерное нормированное
пространство. Тогда

(i) E полно;
(ii) заданная норма в E мажорирует любую преднорму;
(iii) любой линейный оператор из E в любое преднормированное про-

странство ограничен.
⊳ Все эти утверждения, как мы уже знаем (ср. пример ..), вер-

ны для пространств Cn
1
, n ∈ N. Но тогда они верны и для любого нор-
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мированного пространства, которое топологически изоморфно одному
из этих пространств. Остается применить предыдущее предложение. ⊲

Отсюда с учетом предложения  мы сразу получаем
Следствие . (i) Любое конечномерное подпространство нормиро-

ванного пространства замкнуто;
(ii) любые две нормы в конечномерном нормированном простран-

стве эквивалентны.
В качестве любопытной иллюстрации к сказанному предложим
Упражнение . Если линейное пространство обладает счетным ли-

нейным базисом (как, скажем, c00 или пространство многочленов), то
оно не может быть банаховым ни при какой норме.

Указание. Из следствия  и того наблюдения, что замкнутое соб-
ственное подпространство нормированного пространства является его
разреженным подмножеством, вытекает, что, снабдив заданное про-
странство нормой, мы получим тощее множество. Теперь работает
теорема Бэра.

Любопытному студенту будет интересно такое
Замечание. Известно также, что все сепарабельные бесконечномерные ба-

наховы пространства имеют линейную размерность континуум, и, таким об-
разом, все они линейно изоморфны между собой (теорема Левига; см., напри-
мер, []).

Теперь мы можем выполнить обещание, данное в § ..
Предложение . Пусть E –– нормированное пространство, E0 –– его

конечномерное подпространство. Тогда подпространство E0 топологи-
чески дополняемо.
⊳ Пусть E1 –– замкнутое линейное дополнение к E0 в E, существу-

ющее ввиду предложения .., и пусть pr: E → E/E1 –– естественная
проекция. Очевидно, ее ограничение T = pr |E0

: E0→ E/E1 –– линейный
изоморфизм, а значит, и топологический изоморфизм ввиду следст-
вия . Остается заметить, что оператор P = T−1 ◦ pr является ограни-
ченным проектором на E0 вдоль E1, и воспользоваться предложени-
ем ... ⊲

Вот еще одно приложение.
Предложение . Всякий ограниченный конечномерный оператор T

между нормированными пространствами E и F есть сумма нескольких
одномерных ограниченных операторов.
⊳ Рассмотрим оператор eT : E/Ker(T )→ F , порожденный операто-

ром T (см. предложение ..). Его коограничение на Im(T ) –– это опе-
ратор (к тому же линейный изоморфизм) между конечномерными
нормированными пространствами. Такой оператор, как нам известно
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с первого курса, есть прямая сумма нескольких одномерных операто-
ров, скажем, eT1, …, eTn. Все эти операторы согласно теореме  ограни-
чены. Но тогда и одномерные операторы Tk := in◦eTk ◦ pr: E→ F (где
операторы in и pr действуют очевидным образом) ограничены, а их
сумма есть, разумеется, T . ⊲

Многие пространства, состоящие из операторов, также банаховы.
Предложение . Если F –– банахово пространство, то для любого

преднормированного пространства E нормированное (ср. предложе-
ние 1.3.2) пространство B(E, F) банахово. В частности, для любого
преднормированного пространства E его сопряженное пространство
E∗ всегда банахово, и для банахова пространства E пространство
B(E) также банахово.
⊳ Пусть Tn –– фундаментальная последовательность вB(E, F). Тогда

для любого x ∈ E последовательность Tn(x) фундаментальна в F , а зна-
чит, имеет (единственный) предел, который мы обозначим через T (x).
Этим определено отображение T : E→ F .

Из аддитивности всех операторов Tn и непрерывности суммы в F
очевидным образом следует аддитивность оператора T , а из однород-
ности Tn и непрерывности умножения на скаляры в F следует однород-
ность T . Таким образом, T –– линейный оператор. Поскольку последо-
вательность Tn фундаментальна, а значит, ограничена в B(E, F), для
некоторого C > 0 и любых x ∈ШE выполнено неравенство ‖Tn(x)‖6 C .
Как следствие, для тех же x выполнено неравенство ‖T (x)‖ 6 C . Это
означает, что оператор T ограничен (= принадлежитB(E, F)).

Остается показать, что последовательность Tn сходится к T по опе-
раторной норме. Возьмем ǫ > 0 и такое натуральное число N , что при
m, n> N выполнено неравенство ‖Tm − Tn‖< ǫ/4. Тогда для любого x ∈
∈ШE и тех же m, n должно быть выполнено неравенство ‖Tm x− Tn x‖<
< ǫ/4. Отсюда, с учетом того, что Tm(x) стремится к T (x) при m→∞,
мы получаем, что ‖T x − Tn x‖6 ǫ/4< ǫ/2. Взяв верхнюю грань по всем
x ∈ШE , мы видим, что ‖T − Tn‖6 ǫ/2< ǫ. Дальнейшее очевидно. ⊲

Следствие . Рефлексивное нормированное пространство всегда ба-
нахово.

Упражнение . Если E –– преднормированное пространство с не-
нулевой преднормой, а F –– нормированное пространство, то полнота
пространства F не только достаточна, но и необходима для полноты
пространстваB(E, F).

Указание. Если yn –– фундаментальная, но не сходящаяся после-
довательность в F и f ∈ E∗ \ {0}, то одномерные операторы f ⊙ yn

образуют фундаментальную, но не сходящуюся последовательность
вB(E, F).
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Чем же банаховы пространства лучше прочих нормированных?
Отложив на время знакомство с глубокими результатами, в своем боль-
шинстве связанными со славным именем Банаха (см. § ), мы пока
займемся тем, что лежит на поверхности. Вот одна из этих вещей: в ба-
наховом пространстве «хорошо суммируются ряды».

Определение . Формальный ряд
∞∑

n=1

xn в нормированном про-

странстве называется абсолютно сходящимся, если сходится числовой

ряд
∞∑

n=1

‖xn‖.
Предложение . Справедливы следующие утверждения:
(i) (признак Вейерштрасса) Каждый абсолютно сходящийся ряд

в банаховом пространстве сходится;
(ii) если в нормированном пространстве E каждый абсолютно схо-

дящийся ряд сходится, то оно банахово.

⊳ (i) Если
∞∑

k=1

xk –– абсолютно сходящийся ряд, то последователь-

ность его частичных сумм
n∑

k=1

xk, n= 1, 2, …, фундаментальна.

(ii) Пусть xn –– фундаментальная последовательность элементов
пространства E. Очевидно, у нее есть такая подпоследовательность

x ′
k

:= xnk
, что ‖x ′

k+1
− x ′

k
‖ < 1

2k
. Отсюда и из условия следует, что ряд

∞∑
k=1

(x ′
k+1
− x ′

k
) сходится в E. Поскольку n-я частичная сумма этого ряда

есть x ′
n+1
− x ′

1
, мы заключаем, что последовательность x ′

n
сходится.

Итак, последовательность xn ∈ E фундаментальна и содержит сходя-
щуюся подпоследовательность; это означает, что она сама сходится. ⊲

Отметим одно из многочисленных следствий этого простого факта.
Предложение . Пусть E –– банахово пространство, F –– его за-

мкнутое подпространство. Тогда и нормированное факторпростран-
ство E/F (ср. предложение 1.1.2) банахово.

⊳ Пусть
∞∑

n=1

x̃n –– абсолютно сходящийся ряд в E/F . Для каждого n

выберем xn ∈ x̃n так, что ‖xn‖6 2‖ x̃n‖. Очевидно, ряд
∞∑

n=1

xn абсолют-

но сходится, а значит, ввиду предложения  (i) сходится к некоторому

вектору x ∈ E. Следовательно, ряд
∞∑

n=1

x̃n сходится к классу смежности

вектора x в E/F . Остается воспользоваться предложением  (ii). ⊲
Еще одно преимущество банаховых пространств относится к вопро-

сам продолжения операторов. Соответствующий факт, хотя и очень
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просто доказывается, настолько важен для приложений, что мы ему
присуждаем звание теоремы.

Теорема  (принцип продолжения по непрерывности). Пусть
E –– преднормированное пространство, E0 –– его плотное подпростран-
ство, а F –– банахово пространство. Пусть, далее, T0 –– ограниченный
оператор из E0 в F . Тогда существует единственный ограниченный опе-
ратор T из E в F , продолжающий T0 (т. е. такой, что T |E0

= T0 или,
что эквивалентно, диаграмма

E0

T0
in

E
T

F,

где in –– естественное вложение, коммутативна). При этом ‖T‖ =
= ‖T0‖. Далее, если T0 –– изометрический оператор, то таков же и опе-
ратор T . Наконец, если E –– нормированное пространство, а оператор
T0 топологически инъективен, то таков же и оператор T .
⊳ Возьмем вектор x ∈ E и сходящуюся к нему последовательность

xn ∈ E0. Так как последняя фундаментальна, из оценки ‖T0(xm − xn)‖6

6 ‖T0‖‖xm − xn‖ следует, что такова же и последовательность T0(xn).
Поскольку пространство F полно, T0(xn) сходится к некоторому векто-
ру этого пространства, который мы обозначим через T (x). Если x ′

n
––

другая последовательность в E0, сходящаяся к x , то, очевидно, после-
довательность T0(xn)− T0(x

′
n
) сходится к нулю в F . Это означает, что

T (x) не зависит от конкретного выбора xn и, стало быть, корректно
определено отображение T : E→ F . При этом если x ∈ E0, то, положив
xn := x для всех n, мы видим, что для такого вектора x выполнено ра-
венство T (x) = T0(x). Это означает, что оператор T , как отображение,
продолжает T0.

Далее, взяв x , y ∈ E и последовательности xn и yn в E0, сходящиеся
соответственно к x и y, мы видим, что из равенства T0(xn + yn) =

= T0(xn) + T0(yn) и непрерывности суммы в F очевидным образом
следует равенство T (x + y) = T (x) + T (y). Поэтому оператор T ад-
дитивен, и сходным образом устанавливается, что он однороден; стало
быть, это линейный оператор.

Наконец, для тех же x и xn выполнено неравенство

‖T (x)‖= lim
n→∞
‖T0(xn)‖6 lim

n→∞
‖T0‖‖xn‖= ‖T0‖‖x‖.

Отсюда следует, что оператор T ограничен и ‖T‖ 6 ‖T0‖. Поскольку
противоположное неравенство очевидно, обе операторные нормы сов-
падают, ‖T‖= ‖T0‖. Аналогичное рассуждение показывает, что при на-
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личии оценки ‖T0(y)‖> c‖y‖ или равенства ‖T0(y)‖= ‖y‖ для всех y ∈
∈ E0 такая же оценка (соответственно равенство) имеет место и для T .
Этим установлено утверждение, касающееся топологически инъектив-
ных и изометрических операторов.

Остается заметить, что единственность непрерывного оператора,
продолжающего T0, немедленно следует из плотности подпростран-
ства E0 в E. ⊲

В качестве первого, сравнительно еще скромного, приложения вам
предлагается

Упражнение . Докажите теорему .. (Хана––Банаха) для случая
сепарабельного пространства E, не используя лемму Цорна.

Указание. Сепарабельность позволяет, применяя основную лемму
счетное число раз, продолжить заданный функционал на плотное под-
пространство в E. Дальше работает принцип продолжения по непре-
рывности.

Выделим специальную ситуацию, в которой часто применяется
указанный принцип.

Предложение . Пусть E и F –– банаховы пространства с плотны-
ми подпространствами соответственно E0 и F0, а T 0

0
: E0→ F0 –– то-

пологический изоморфизм. Тогда существует единственный топологи-
ческий изоморфизм T : E→ F , биограничением которого является T 0

0
.

Если вдобавок T 0
0

–– изометрический изоморфизм, то T –– также изо-
метрический изоморфизм.

Наконец, если E и F –– гильбертовы пространства, а T 0
0

–– унитар-
ный оператор, то и T –– унитарный оператор.
⊳ Пусть S0

0
:= (T 0

0
)−1, T0 : E0→ F –– копродолжение оператора T 0

0
,

а S0 : F0→ E –– копродолжение оператора S0
0

. Продолжая T0 и S0 по
непрерывности, мы получаем ограниченные операторы T : E → F и
S : F→ E, однозначно определенные своими биограничениями. Далее,
оператор ST : E → E, будучи, очевидно, тождественным на плотном
подпространстве E0, тождествен; точно так же тождествен и оператор
TS : F → F . Тем самым, T –– топологический изоморфизм. Остальное
очевидно. ⊲

На самом деле «корни» принципа продолжения по непрерывности
лежат глубже, в метрических пространствах и равномерно непрерыв-
ных отображениях (иными словами, в категории MU).

Упражнение . Пусть M –– метрическое пространство, M0 –– его
плотное подмножество (рассмотренное с унаследованной метрикой),
N –– полное метрическое пространство, ϕ0 : M0→ N –– равномерно не-
прерывное отображение. Тогда существует единственное равномерно
непрерывное отображение ϕ : M → N , продолжающее ϕ0. Далее, если
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ϕ0 –– изометрическое отображение, то таково же и ϕ. Наконец, если
пространство M тоже полно, а образ отображения ϕ0 плотен в N , то
в случае изометрического отображения ϕ0 указанное продолжение яв-
ляется изометрией (= изоморфизмом в M1).

§ . Категории банаховых и гильбертовых пространств. Вопросы
классификации и теорема Фишера––Рисса

Настало время добавить к уже известным нам категориям (пред)-
нормированных пространств четыре новые категории функционально-
го анализа. Они, пожалуй, еще важнее.

(i) Категория B. Ее объекты –– это банаховы пространства, а мор-
физмы –– (произвольные) ограниченные операторы.

(ii) Категория B1. Ее объекты –– те же, что и в B, а морфизмов
меньше: ими объявлены сжимающие операторы.

(iii) Категория H. Ее объекты –– это гильбертовы пространства,
а морфизмы –– как и в B –– ограниченные операторы.

(iv) Категория H1. Ее объекты –– те же, что и в H, а морфизмы ––
как и в B1 –– сжимающие операторы.

Все сказанное в контексте наших старых категорий о композиции
морфизмов и проверке аксиом категорий (см. начало § .) автомати-
чески переносится и на новые категории. Взаимосвязь всех восьми ка-
тегорий можно изобразить схемой

H ⊂ B ⊂ N ⊂ P

∪ ∪ ∪ ∪
H1 ⊂ B1 ⊂ N1 ⊂ P1,

в которой знаки ⊂ и ∪ имеют ту же смысловую нагрузку, что и в схеме
из § ..

Первый вопрос о введенных категориях –– это, конечно, о том, ка-
ковы их изоморфизмы. Ясно, что морфизм в B или H является изо-
морфизмом тогда и только тогда, когда он является изоморфизмом,
будучи рассмотрен в N (или P), а морфизм в B1 или H1 явля-
ется изоморфизмом тогда и только тогда, когда он является изомор-
физмом, будучи рассмотрен в N1 (или P1). Поэтому изоморфизмы
в B и H суть топологические изоморфизмы, а изоморфизмы в B1

и H1 суть изометрические изоморфизмы; напомним, что и те, и дру-
гие были охарактеризованы в предложении ... В соответствии с до-
говоренностью § ., изоморфизмы в H1 мы будем также называть
унитарными изоморфизмами или унитарными операторами.

Теперь обратимся к типовому вопросу о классификации объектов
в категориях с точностью до изоморфизма, обсуждавшемся в § ..
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Напомним, что, говоря не формально, это вопрос о том, много ли в рас-
сматриваемой категории «по-настоящему разных» объектов. Для всех
введенных до сих пор категорий функционального анализа речь идет,
разумеется, о классификации их объектов с точностью до топологиче-
ского, либо, смотря по смыслу, изометрического изоморфизма.

Оказывается, категории банаховых и гильбертовых пространств
ведут себя совсем по-разному. Говоря упрощенно, гильбертовых про-
странств, несмотря на обилие столь несхожих по виду примеров, на
удивление мало, а банаховых, и уж тем более (пред)нормированных
пространств –– огромное необозримое множество. Главный результат
состоит в том, что все бесконечномерные сепарабельные гильберто-
вы пространства –– это в сущности одно и то же пространство, только
по-разному заданное.

Теорема  (Фишер––Рисс, ). Пусть H и K –– бесконечномерные
сепарабельные гильбертовы пространства с ортонормированными ба-
зисами (Шаудера) e′

n
и e′′

n
; n∈N (см. теорему 1.2.4′). Тогда существует

единственный унитарный изоморфизм U : H→ K , такой, что U(e′
n
) =

= e′′
n

для всех n.
⊳ Положим H0 := span{e′

n
: n ∈ N} и K0 := span{e′′

n
: n ∈ N}; в силу

определения базиса Шаудера, H0 плотно в H, а K0 –– в K . Очевидно, су-
ществует линейный оператор U0

0
, однозначно определенный тем, что

для любого n он переводит e′
n

в e′′
n

. Возьмем любые x , y ∈ H0; они имеют

вид x =
m∑

l=1

λl e
′
l

и y =
m∑

l=1

µl e
′
l

для некоторых λl ,µl ∈C и m. Следователь-

но, U0
0
(x) =

m∑
l=1

λl e
′′
l

и U0
0
(y) =

m∑
l=1

µl e
′′
l

. Отсюда

〈U0
0
(x), U0

0
(y)〉=

m∑

k,l=1

λkµl〈e′′k , e′′
l
〉=

m∑

k=1

λkµk,

и точно так же 〈x , y〉=
m∑

k=1

λkµk. Это показывает, что U0
0

–– унитарный

изоморфизм между H и K . Остается применить предложение .. ⊲
Следствие . Каждое бесконечномерное сепарабельное гильбертово

пространство унитарно изоморфно l2.

Отступление полубеллетристического характера. Теорема Фишера––
Рисса лежит в основе огромной области математики, использующей опера-
торы в гильбертовом пространстве, и не только математики: эти операторы
являются неотъемлемой частью аппарата квантовой механики. Когда-то, в се-
редине -х, слов «квантовая механика» еще не говорили, однако физики
уже хорошо знали, что существует целый ряд явлений, не укладывающихся
в классическую картину мира Ньютона и Лапласа. Найти закономерности это-
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го нового странного мира казалось невероятно трудной задачей, но два чело-
века приняли вызов. Были предложены две теории –– «матричная механика»
Гейзенберга и «волновая механика» Шредингера, с виду не имевшие ничего
общего. Как водится, начались жаркие споры о том, чья теория лучше.

Сейчас мы знаем, кто из выдающихся физиков был прав: оба. Дело в том,
что с современной точки зрения наши физики работали с операторами в раз-
ных гильбертовых пространствах: Гейзенберг в l2 (отсюда и матрицы; ср. ко-
нец § .), а Шредингер, если ограничиться упрощенной одномерной карти-
ной, –– в L2(R). Сами они об этих гильбертовых пространствах и тем более об
их унитарном изоморфизме не ведали, вот и не знали, что обе теории –– это по
существу одна и та же теория, только изложенная на двух разных языках.

Окончательно расставил все точки над «i» Дж. фон Нойманн ) (о нем мы
еще услышим в этих лекциях), доказав так называемую теорему единствен-
ности канонических коммутационных соотношений (см., например, []).
В весьма упрощенном виде она показывает, что один из изоморфизмов меж-
ду l2 и L2(R), доставляемых теоремой Фишера––Рисса, осуществляет между
операторами, центральными для обеих теорий –– опять-таки в их современном
изложении, –– унитарную эквивалентность. (На самом деле это тот изомор-
физм, который переводит орты в функции Эрмита из примера ...) Говоря не
формально, l2 можно наложить на L2(R) так, что теория Гейзенберга перейдет
в теорию Шредингера.

После этой теоремы людям уровня фон Нойманна и М. Стоуна стало ясно,
что «правильная» теория должна строиться в рамках абстрактного гильбертова
пространства, а не быть привязанной к какому-нибудь конкретному. Из мат-
ричной и волновой механики родилась единая наука –– квантовая механика ).

Теорема Фишера––Рисса может быть обобщена на произвольные
гильбертовы пространства, не обязательно сепарабельные.

Чтобы сформулировать результат, напомним, что ортонормирован-
ный базис Шаудера гильбертова пространства –– это другое название
счетной тотальной ортонормированной системы этого пространства.

Теорема . (áä) (i) Во всяком гильбертовом пространстве суще-
ствуют тотальные ортонормированные системы.

)Джон фон Нойманн (––) –– великий математик XX века. Многие математи-
ки считают, что он вместе со своим одногодком А. Н. Колмогоровым является одним из
двух самых крупных математиков своей эпохи. Он родился в Венгрии, часть молодых
лет провел в Германии, а затем обосновался в США. (Так что, перебывав сначала Яно-
шем, а затем Иоганном, он вошел в историю в основном как Джон.) Среди его биографов
и историков математики бытует мнение, что он –– чуть ли не единственный из великих
математиков, обладавший легким характером.

)Другое дело, что творцы обеих теорий остались каждый при своем мнении: дескать,
«моя механика все равно лучше, а математики пусть говорят что хотят» (подробности
см. []). Еще один грустный пример отсутствия взаимопонимания между математика-
ми и «практическими» физиками...
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(ii) Любые две такие системы имеют одинаковую мощность (назы-
ваемую гильбертовой размерностью данного пространства).

(iii) Два гильбертовых пространства топологически изоморфны⇔
они унитарно изоморфны⇔ они имеют одинаковую гильбертову раз-
мерность. При этом, если e1

ν , ν ∈Λ, –– тотальная ортонормированная
система в H1, а e2

ν , ν ∈Λ, –– такая система в H2, то существует един-
ственный унитарный изоморфизм между H1 и H2, переводящий e1

ν в e2
ν ,

ν ∈Λ.
Разумеется, в качестве гильбертовой размерности может выступить

любая мощность m: взяв l2(X ), где X –– множество мощности m, мы
получим гильбертово пространство с тотальной ортонормированной
системой δx , x ∈ X , где δx равна 1 в x и 0 в остальных точках.

Сформулированная теорема, вместе с только что сделанным наблю-
дением, дает полное решение проблемы классификации объектов в H

и H1.
В обеих категориях (и в этом их сходство с S и L; ср. при-

мер .. и упражнение ..) полной системой инвариантов изомор-
физма является класс всех мощностей. Теперь, однако, инвариантом
заданного объекта является не его мощность и не линейная размер-
ность, а гильбертова размерность. Моделью гильбертова пространства
с инвариантом m можно объявить l2(X ), где X –– модель множества
мощности m в S. В частности –– это уже следует из самой теоремы
Фишера––Рисса, –– в полных подкатегориях категорий H и H1, со-
стоящих из бесконечномерных сепарабельных пространств, все объек-
ты изоморфны (имеют один и тот же инвариант –– счетную мощность),
и в качестве единственной соответствующей модели можно взять l2.

Однако при переходе от гильбертовых пространств к общим банахо-
вым не остается и тени той идиллической картины, которую мы только
что наблюдали. Не топологически изоморфных и тем более не изомет-
рически изоморфных банаховых пространств оказывается слишком
много, чтобы могла теплиться какая-то надежда на полную класси-
фикацию объектов хотя бы в B. (Фактически в этом убедились уже
давно, еще задолго до осознания общекатегорного смысла обсуждае-
мой проблемы.) Тем не менее к настоящему времени накоплено до-
вольно много результатов о существовании топологических, а иногда
и изометрических изоморфизмов между весьма несхожими, на первый
взгляд, пространствами. С категорной точки зрения они дают класси-
фикацию объектов в тех или иных полных подкатегориях в B или
(при бо́льшем везении) в B1.

О самом ярком и важном для приложений открытии подобного
рода, касающимся гильбертовых пространств, мы уже говорили. Вот



§ . КАТЕГОРИИ БАНАХОВЫХ И ГИЛЬБЕР ТОВЫХ ПР ОСТРАНСТВ 

еще один результат, показывающий, что с банаховыми пространства-
ми L1(·) дела обстоят по-другому, нежели с гильбертовыми простран-
ствами L2(·).

Теорема . (áä) Пусть (X ,µ) –– пространство с мерой, допускающей
счетный базис. Тогда пространство L1(X ,µ) изометрически изоморфно
одному из следующих пространств: Cn

1
(n ∈ N), l1, L1[0, 1], банаховой

прямой сумме L1[0, 1] и Cn
1
(n ∈ N); банаховой прямой сумме L1[0, 1]

и l1. При этом указанные пространства, в частности, L1[0, 1] и l1, не
являются (даже) топологически изоморфными друг другу.

Сходный результат имеет место с повсеместной заменой индек-
са  в обозначениях указанных пространств на любое p, 1 6 p <∞,
отличное от двух; только вместо банаховой прямой суммы –– она же
l1-сумма –– надо рассматривать lp-сумму. Доказательство см., напри-
мер, [].

Следствие ., разумеется, доставляет полную классификацию объ-
ектов в категории конечномерных нормированных (= конечномерных
банаховых) пространств и всех (= всех ограниченных) операторов. Си-
стема инвариантов –– это те же натуральные числа (в роли размерно-
стей), что и для чисто алгебраической категории FL из § ..

Сильный студент может легко убедиться в том, что категория конечномер-
ных нормированных пространств и категория конечномерных линейных про-
странств эквивалентны. (А вот строить между ними изоморфизм категорий ––
это, пожалуй, бессмысленное занятие.)

Замечание. Впоследствии, в § ., мы еще упомянем о результатах,
касающихся банаховых пространств вида C(Ω). (Из них будет, в част-
ности, следовать, что все пространства C(Kn), где Kn –– n-мерный куб,
топологически изоморфны друг другу, но не изометрически изоморф-
ны при разных n.)

Вообще же большинство накопленных фактов о наличии изомор-
физмов касается традиционных, хорошо известных классов банаховых
пространств. Что же касается произвольных пространств, то ряд ре-
зультатов, полученных совсем недавно, свидетельствует о том, что они
могут вести себя крайне причудливым образом. (А это, по-видимому,
окончательно хоронит надежду дать их разумную классификацию.)
Вот довольно впечатляющий образец. По контрасту со всеми без ис-
ключения приведенными выше конкретными примерами банаховых
пространств имеет место

Теорема  (Гауэрс, ). (áä) Существуют бесконечномерные ба-
наховы пространства, которые не топологически изоморфны ни одно-
му из своих собственных подпространств.
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∗ ∗ ∗
От вопроса о классификации объектов перейдем к вопросу следу-

ющего порядка сложности –– о классификации морфизмов. Очевидно,
подобие эндоморфизмов и разновидности этого понятия, обсуждавши-
еся для общих категорий в § ., для наших новых категорий функцио-
нального анализа характеризуется в тех же терминах, что и для старых
категорий из предыдущей главы. В частности, подобие эндоморфизмов
в B и H, т. е. ограниченных операторов, действующих в банаховых
или гильбертовых пространствах, –– это не что иное, как их топологи-
ческая эквивалентность. В то же время подобие эндоморфизмов в B

относительно B1, а также в H относительно H1 (см. тот же па-
раграф) –– это их изометрическая эквивалентность (называемая, как
мы помним, в контексте гильбертовых пространств унитарной). Нако-
нец, подобие эндоморфизмов в B1 или H1 –– это та же изометриче-
ская, соответственно унитарная эквивалентность операторов, только
теперь не любых, а сжимающих.

Проблема классификации ограниченных операторов в обеих ее раз-
новидностях –– с точностью до топологической и (как более жесткий
вариант) с точностью до изометрической эквивалентности –– это одна
из важнейших типовых проблем классического функционального ана-
лиза. Мы неоднократно будем возвращаться к ее обсуждению для раз-
личных классов операторов, а также к примерам изометрически или
топологически эквивалентных операторов. Вот один из простейших.

Пример . Оператор двустороннего сдвига в l2(Z) унитарно эк-
вивалентен оператору умножения на z в L2(T). Эту эквивалентность
осуществляет унитарный оператор, переводящий последовательность
(…, 0, 1, 0, …) с 1 на n-м месте в zn, n∈Z.

А этот пример нам пригодится впоследствии, при изучении ком-
пактных самосопряженных операторов в § .:

Пример . Рассмотрим в гильбертовом пространстве H оператор T ,
такой, что некоторая ортонормированная система e1, e2, … конечной
или счетной мощности m в H состоит из собственных векторов этого
оператора с собственными значениями λ1,λ2, …, и к тому же T x = 0
для любого x ∈ H0 := {e1, e2, …}⊥. Тогда T унитарно эквивалентен опе-
ратору R : lm

2
⊕̇ H0→ lm

2
⊕̇ H0, действующему на lm

2
как диагональный

оператор Tλ с λ := (λ1,λ2, …), и переводящему H0 в нуль. Эту эквива-
лентность осуществляет унитарный оператор I : H→ lm

2
⊕̇ H0, перево-

дящий каждый en в pn ∈ lm
2

и тождественный на H0.
Как мы уже видели в § ., вопрос об эквивалентности, прежде всего

изометрической, операторов связан с их матричной записью. В контек-
сте гильбертовых пространств эта связь наиболее тесна.
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Предложение . Операторы S : H1→ H1 и T : H2→ H2, действую-
щие в бесконечномерных сепарабельных гильбертовых пространствах,
унитарно эквивалентны⇔ они записываются в некоторых ортонор-
мированных базисах Шаудера одинаковыми матрицами.
⊳⇒ Непосредственно следует из предложения ...
⇐ Если {amn, n ∈ N} –– матрица операторов S и T в ортонормиро-

ванных базисах соответственно e1
n

и e2
n
, то для оператора U : H1→ H2,

доставляемого теоремой Фишера––Рисса, выполнены равенства

〈T Ue1
n
, e2

m
〉= 〈Te2

n
, e2

m
〉= amn = 〈Se1

n
, e1

m
〉= 〈USe1

n
, Ue1

m
〉= 〈USe1

n
, e2

m
〉

для всех m, n ∈ N. Отсюда T Ue1
n
= USe1

n
для всех n ∈ N, и, стало быть,

T U = US. ⊲
Таким образом, в контексте гильбертовых пространств матрица од-

нозначно определяет оператор с точностью до унитарной эквивалент-
ности.

Возникает естественный вопрос: существует ли эффективный спо-
соб проверки того, является ли заданная таблица комплексных чисел
матрицей какого-либо ограниченного оператора в гильбертовом про-
странстве? Такого способа до сих пор не нашли (а, возможно, нико-
гда и не найдут). Известно лишь большое число необходимых условий
и большое число достаточных. Вот иллюстрация:

Упражнение . Для того чтобы таблица {amn : n∈N} была матрицей
ограниченного оператора в гильбертовом пространстве,

(i) следующее условие:

sup

¨ ∞∑

m=1

|amn|2 : n∈N
«
+ sup

¨ ∞∑

n=1

|amn|2 : m∈N
«
<∞

необходимо, но не достаточно;

(ii) следующее условие:
∞∑

m,n=1

|amn|2 <∞ достаточно, но не необхо-
димо.

Сильному студенту мы предложим еще один, более интересный пример
унитарной эквивалентности, который связан с матрицами –– только теперь
бесконечными во все стороны. Такие матрицы возникают, когда векторы ор-
тонормированного базиса в гильбертовом пространстве H естественно индек-
сировать не натуральными, а целыми числами, как, скажем, в случае триго-
нометрического базиса в L2[−π,π] или базиса из целых степеней z в L2(T).
Взяв в H подобный базис en, n∈Z, мы можем говорить о матрице оператора T

в этом базисе, положив amn := 〈Ten, em〉, m, n∈Z. Важный класс этих матриц со-
ставляют так называемые лорановы матрицы –– те, у которых am+k,n+k = amn для
любых целых m, n, k (матрицы, постоянные на всех диагоналях, параллельных
главной).
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Упражнение 2∗. Ограниченный оператор в гильбертовом пространстве
может быть записан в некотором базисе лорановой матрицей тогда и только
тогда, когда он унитарно эквивалентен оператору умножения на ограничен-
ную измеримую функцию в L2(T).

Указание. Пусть оператор S в L2(T) записывается лорановой матрицей

в базисе zn; n ∈ Z, и f :=
+∞∑

n=−∞
an0zn. Из «лорановости» следует, что S действу-

ет как умножение на f на функциях линейной оболочки базиса. Для любой
x ∈ L2(T) существует последовательность xm подобных функций с тем свой-
ством, что она сходится к x , а Sxm к Sx и по норме, и почти всюду. Отсюда
Sx = f x , откуда мы видим задним числом, что f существенно ограничена.

Замечание. С этого результата начинается большой раздел теории опера-
торов –– анализ так называемых тёплицевых и ханкелевых операторов. Пер-
вые записываются матрицами (amn), m, n ∈ N, с am+k,n+k = amn (правый ниж-
ний квадрант лорановой матрицы), а вторые –– матрицами (amn), m, n ∈ N с
am−k,n+k = amn (перевернутый правый верхний квадрант лорановой матрицы).
Говоря наглядно, «матрицы Тёплица» постоянны на диагоналях, параллельных
главной, а «матрицы Ханкеля» –– на диагоналях, перпендикулярных главной.
Операторы обоих классов также допускают важную реализацию в терминах
теории функций, на этот раз с участием не только действительного, но и ком-
плексного анализа. Об этих операторах и их многочисленных приложениях
см., например, [].

∗ ∗ ∗

Вернемся к общему вопросу о классификации эндоморфизмов в на-
ших категориях. В принципе дело обстоит с ним так же, как и с обсуж-
давшимся до этого вопросом о классификации объектов. Для ряда важ-
ных специальных подкатегорий получено полное решение. (Главным
из таких результатов безусловно является классификация самосопря-
женных операторов с точностью до унитарной эквивалентности, о ко-
торой речь пойдет в двух последних параграфах гл. .) В то же время
всех операторов, действующих в гильбертовых и тем более в банахо-
вых пространствах, опять-таки, по-видимому, слишком много, чтобы
их можно было расклассифицировать.

Читатель, сделавший упражнение .., уже знает, что операторы,
действующие в конечномерных линейных пространствах, допускают
полную классификацию, и этот факт опирается на наличие у них жор-
дановой формы. В свою очередь, вид последней связан с расположени-
ем инвариантных подпространств рассматриваемого оператора. Есте-
ственно, что один из первых вопросов, возникших у нас при изучении
ограниченных операторов в бесконечномерных пространствах, заклю-
чался в следующем: каковы инвариантные подпространства этих опе-
раторов? Читатель может заметить, что все операторы, приведенные
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в качестве примеров в предыдущей главе, обладают инвариантными
пространствами, и последних довольно много. Тем более удивитель-
ным оказался сравнительно недавний результат, давший отрицатель-
ное решение проблемы сорокалетней давности:

Теорема  (П. Энфло, Ч. Рид). (áä) Существует действующий в не-
котором банаховом пространстве ограниченный оператор, у которо-
го нет ни одного замкнутого собственного ненулевого инвариантного
подпространства. Более того ), в качестве такого пространства мож-
но взять l1.

(Можно ли здесь заменить l1 на l2, т. е. на бесконечномерное сепа-
рабельное гильбертово пространство, до сих пор не известно.)

§ . Теорема об ортогональном дополнении и вокруг нее

Вначале напомним предложение .. о ближайших векторах в ко-
нечномерных подпространствах почти гильбертовых пространств. Для
бесконечномерных подпространств почти гильбертовых пространств,
пусть даже и замкнутых, оно теряет силу.

Упражнение . Пусть H –– линейная оболочка вектора x = (1, 1/2,
1/3, …) и всех ортов, начиная со второго, в l2, а H0 –– линейная оболоч-
ка только указанных ортов. Тогда подпространство H0 замкнуто в H, но
в нем нет вектора, ближайшего к x .

В гильбертовых пространствах подобные безобразия невозможны.
Предложение . Пусть H –– гильбертово пространство, H0 –– его

(произвольное) замкнутое подпространство, x –– вектор в H. Тогда
в H0 существует единственный ближайший к x вектор.
⊳ Положим d := inf{d(x , z) : z ∈ H0} и возьмем такую последователь-

ность yn ∈ H0, что ‖x − yn‖→ d при n→∞. В силу закона параллело-
грамма для любых m, n∈N выполнено равенство

‖(x − ym) + (x − yn)‖2 + ‖(x − ym)− (x − yn)‖2 =

= 2‖x − ym‖2 + 2‖x − yn‖2.

Первый из выписанных квадратов норм есть 4




x − ym + yn

2





2

> 4d2,

а правая часть равенства стремится к 4d2 при m, n→∞. Отсюда сле-
дует, что неотрицательная двойная последовательность ‖ym − yn‖2 =

= ‖(x − ym)− (x − yn)‖2 не может иметь положительный верхний пре-
дел и поэтому стремится к нулю. Этим показано, что последователь-
ность yn фундаментальна.

)Ч. Рид, ; см. [].
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Но ведь пространство H полно, а посему yn сходится к некоторому
вектору y ∈ H0. Поскольку ‖x − y‖= lim

n→∞
‖x − yn‖= d, мы заключаем,

что y –– ближайший к x вектор в H0.
Осталось показать, что любой ближайший к x вектор в H0, ска-

жем, z, совпадает с y. Тот же закон параллелограмма, теперь рассмот-
ренный для x − y и x − z, очевидным образом дает равенство

4




x − y + z

2





2

+ ‖y − z‖2 = 2‖x − y‖2 + 2‖x − z‖2= 4d2.

Опять-таки первый квадрат нормы не меньше 4d2, а поэтому второй
не положителен и, значит, равен нулю. Тем самым y = z. ⊲

Доказанное предложение, однако, перестает быть верным при за-
мене слов «гильбертово» на «банахово». Мы видели в § . (на приме-
ре пространства R2

∞, вектора p1 и подпространства span{p2}), что бли-
жайших векторов может быть много. Но их может и вообще не быть.

Упражнение . (i) Пусть f : E→C –– функционал на банаховом про-
странстве, E0 := Ker( f ) и x ∈ E \ E0. Тогда в E0 существует вектор, бли-
жайший к x ⇔ верхняя грань в определении нормы функционала f

(ср. предложение 1.3.1 (ii)) достигается.
(ii) Функционалы, не обладающие указанным свойством, действи-

тельно бывают, и примером служит такой функционал:

f : C[−1, 1]→C : z 7→
0∫

−1

z(t) dt −
1∫

0

z(t) dt.

Указание. Из определения нормы функционала следует, что ‖ f ‖=
= sup

y∈E0

| f (x − y)|
‖x − y‖ , а это выражение совпадает с

| f (x)|
inf
y∈E0

‖x − y‖ .

Возвращаясь к пространствам со скалярным произведением, дадим
важное

Определение . Пусть H –– почти гильбертово пространство. Орто-
гональным дополнением вектора x ∈ H называется множество x⊥ :=

:= {y ∈ H : y ⊥ x}. Ортогональным дополнением подмножества M ⊆ H
называется множество M⊥= {y ∈H : y ⊥ x для всех x ∈M}.

Предложение . Если M –– подмножество в почти гильбертовом
пространстве H, то

(i) M⊥ –– замкнутое подпространство в H.
(ii) M ⊆ (M⊥)⊥.
⊳ Утверждение (i) сразу следует из алгебраических свойств и непре-

рывности скалярного произведения, а (ii) верно по принципу «Петя,
как тебя зовут?». ⊲
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Условимся писать x ⊥M , если x ⊥ y для любого y ∈M .
Предложение . Пусть H –– почти гильбертово пространство,

H0 –– его подпространство, x ∈ H. Тогда x ⊥ H0 ⇔ расстояние от x

до H0 равно ‖x‖ (иными словами, 0 –– ближайший к x вектор в H0).
⊳⇒ Следует из равенства Пифагора ‖x − y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2, выпол-

ненного для всех y ∈ H0.
⇐ Для любого y ∈ H0 и λ ∈ C выполнено неравенство ‖x − λy‖ >

> ‖x‖, а значит, 〈x −λy, x −λy〉> 〈x , x〉 и, стало быть,

〈x , x〉 −λ〈y, x〉 −λ〈x , y〉+λλ〈y, y〉> 〈x , x〉.
Положив λ := t〈x , y〉, мы видим, что для всех t > 0 выполнено неравен-
ство

−2t|〈x , y〉|2 + t2|〈x , y〉|2〈y, y〉> 0.

При y 6= 0 и t < 2/〈y, y〉 такое возможно лишь при 〈x , y〉= 0. Дальней-
шее очевидно. ⊲

Теперь –– главное.
Теорема  (об ортогональном дополнении). Пусть H –– гильбер-

тово пространство, H0 –– его замкнутое подпространство. Тогда H =
= H0 ⊕ H⊥

0
, т. е. H разлагается в прямую сумму подпространства H0

и его ортогонального дополнения.
⊳ Возьмем x ∈ H. Пусть y –– ближайший к x вектор в H0 (см. предло-

жение 1). Положим z := x − y; тогда норма вектора z равна расстоянию
от x до H0, которое ввиду условия y ∈H0 совпадает с расстоянием от z
до H0. В силу предложения 3 мы получаем z⊥ H0. Тем самым, вектор x

представим как y + z, y ∈ H0, z ∈H⊥
0

.

Далее, для любых таких y1 ∈ H0, z1 ∈ H⊥
0

, что x = y1 + z1, одновре-
менно выполнены условия y − y1 = z1 − z и y − y1 ⊥ z1 − z. Поскольку
вектор, ортогональный сам себе, равен нулю, y = y1 и z= z1. Дальней-
шее очевидно. ⊲

Вот некоторые геометрические следствия.
Предложение . Для любого, вообще говоря, не замкнутого подпро-

странства H0 гильбертова пространства H подпространство (H⊥
0
)⊥

совпадает с замыканием подпространства H0. В частности, если H0

замкнуто, то (H⊥
0
)⊥ = H0.

⊳ Из предложения  следует, что (H⊥
0
)⊥ –– гильбертово пространст-

во, содержащее H0 (:= замыкание H0). Пусть H1 –– ортогональное до-
полнение подпространства H0 в (H⊥

0
)⊥. Очевидно, любой вектор x ∈

∈ H1 ортогонален и H0, и H⊥
0

; стало быть, x ⊥ x и x = 0. Это означа-
ет, что H1 = 0. Но по теореме об ортогональном дополнении (H⊥

0
)⊥ =

= H0 ⊕H1. Дальнейшее очевидно. ⊲
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Предложение . Пусть система векторов {xν : ν ∈Λ} гильбертова
пространства H такова, что для y ∈ H из условия y ⊥ xν для всех ν ∈Λ
следует, что y = 0. Тогда эта система тотальна в H.
⊳Положим H0 := span{xν : ν ∈Λ}; тогда по условию H⊥

0
= {0}. Поэто-

му на основании предыдущего предложения замыкание подпростран-
ства H0 есть {0}⊥, т. е. все пространство H. ⊲

Предложение . Пусть H –– гильбертово пространство, H0 –– его
замкнутое подпространство, J : H⊥

0
→ H/H0 –– ограничение естест-

венной проекции pr: H→H/H0. Тогда J –– изометрический изоморфизм.
⊳ Из разложения в прямую сумму, доставляемого теоремой об орто-

гональном дополнении, очевидным образом следует, что каждый эле-
мент x̃ в H/H0 содержит, как класс смежности, единственный вектор x
из H⊥

0
и что отображение, переводящее x̃ в x , –– это линейный опера-

тор, обратный к J . Далее, ‖ x̃‖ := inf{‖x + y‖ : y ∈ H0} очевидно, совпа-
дает с расстоянием от x до H0, а значит, в силу предложения  с ‖x‖.
Дальнейшее очевидно. ⊲

Следствие . В условиях предыдущего предложения норма в H/H0

гильбертова.
Теперь напомним об операторах, названных в определении ..

проекторами.
Определение . В условиях теоремы 1 действующий в H проектор

на H0 вдоль H⊥
0

называется ортогональным проектором или, короче,
ортопроектором на H0. Он обычно обозначается PH0

или, если нет
опасности путаницы, просто P.

Ортопроектор –– это гораздо больше чем просто пример оператора.
Выдающаяся роль ортопроекторов в общей теории выявится впослед-
ствии, в гл. .

Из теоремы Пифагора очевидным образом следует
Предложение . Ортопроектор отображает открытый (соот-

ветственно замкнутый) единичный шар в H на открытый (соответ-
ственно замкнутый) единичный шар в H0. Как следствие, норма от-
личного от нуля ортопроектора равна 1. ⊳⊲

Заметим, что 1 − PH0
–– это тоже действующий в H ортопроектор,

только на H⊥
0

.
Одно из наиболее важных приложений теоремы об ортогональном

дополнении состоит в том, что она позволяет дать полное описание
ограниченных функционалов, заданных на гильбертовых простран-
ствах.

Отображение между преднормированными пространствами E и F ,
являющееся сопряженно-линейным изоморфизмом (см. § .) и к то-
му же сохраняющее нормы векторов, мы будем называть сопряженно-
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линейным изометрическим изоморфизмом. Очевидно, сопряженно-ли-
нейный изометрический изоморфизм –– это в точности отображение,
которое, будучи рассмотрено как отображение между E i и F , является
изометрическим изоморфизмом.

Теорема  (Рисс). Пусть H –– гильбертово пространство. Тогда
каждый вектор e ∈ H задает ограниченный функционал fe : H → C по
правилу x 7→ 〈x , e〉 и каждый ограниченный функционал на H есть fe

для некоторого однозначно определенного вектора e ∈ H. Определенная
этим биекция I : H → H∗, e 7→ fe, есть сопряженно-линейный изомет-
рический изоморфизм нормированных пространств. (Иными словами,
биекция I осуществляет изометрический изоморфизм между H i и H∗.)
⊳ Очевидно, для каждого e ∈ H отображение fe является линейным

функционалом, причем | fe(x)|6 ‖x‖‖e‖ и fe(e) = ‖e‖2. Отсюда следует,
что этот функционал ограничен и ‖ fe‖= ‖e‖.

Таким образом, указанное в формулировке отображение I коррект-
но определено. Из сопряженной линейности скалярного произведе-
ния по второму аргументу следует, что это сопряженно-линейный опе-
ратор.

Поскольку оператор I сохраняет нормы, он, очевидно, инъективен.
Осталось показать, что всякий элемент f ∈ H∗ есть fe для некоторого
e ∈H. При этом, разумеется, достаточно рассмотреть случай f 6= 0.

Положим H0 := Ker( f ); это замкнутое подпространство в H кораз-
мерности 1. Произвольно выберем элемент e′ ∈ H⊥

0
нормы 1 и поло-

жим e := f (e′) e′. Тогда для любого y ∈ H0 выполнено равенство f (y) =
= fe(y) = 0 и, кроме того,

f (e′) = f (e′)〈e′, e′〉= 〈e′, f (e′) e′〉= fe(e
′).

Мы видим, что функционалы f и fe совпадают на подпространстве ко-
размерности 1 и еще на одном векторе. Дальнейшее очевидно. ⊲

Биекция I , фигурирующая в теореме Рисса, называется канониче-
ской биекцией между гильбертовым пространством и его сопряжен-
ным. Подчеркнем, что это не линейный, а сопряженно-линейный изо-
метрический изоморфизм.

Вот несколько приложений. Прежде всего, мы выделим простое, но
полезное

Предложение . Если H –– гильбертово пространство, то его со-
пряженное банахово пространство H∗ также является гильбертовым
относительно скалярного произведения, корректно определенного ра-
венством 〈I x , I y〉 := 〈y, x〉.
⊳ То, что указанное скалярное произведение корректно определе-

но, непосредственно проверяется с использованием того, что I –– со-
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пряженно-линейный изоморфизм. То, что норма в H∗ порождена этим
скалярным произведением, следует из того, что норма в H порождена
скалярным произведением 〈 · , · 〉, а I –– изометрия. ⊲

Предложение . Всякое гильбертово пространство H рефлексивно.
⊳ Каждый элемент ϕ ∈ H∗∗ задает функционал g ∈ H∗ по правилу

g(x) := ϕ( fx ) (где, как и раньше, мы полагаем fx := I(x)). По теоре-
ме Рисса g = fe для некоторого e ∈ H. Отсюда для каждого x ∈ H полу-

чаем ϕ( fx ) = fe(x) = 〈e, x〉= fx (e). Снова применяя теорему Рисса, мы
видим, что ϕ( f ) = f (e) для всех f ∈ H∗, т. е. что ϕ = αe –– функционал

означивания (см. § .). Дальнейшее очевидно. ⊲
Следующее приложение теоремы Рисса сыграет впоследствии важ-

ную роль в вопросах, связанных со спектральной теоремой (см. § .).
Пусть S : H × H→ C –– заданный в гильбертовом пространстве со-

пряженно-билинейный функционал. Будем говорить, что он ограничен,
если sup{|S (x , y)|: x , y ∈ШH} <∞, иными словами, если S , будучи
рассмотрен на H × H i , является совместно ограниченным билинейным
функционалом; см. определение ... (На самом деле вместо «совмест-
но» можно было бы сказать и «раздельно», но об этом мы узнаем позже
из теоремы ..) Указанная верхняя грань называется нормой «функ-
ционала» S и обозначается, как водится, через ‖S ‖. Множество огра-
ниченных сопряженно-билинейных функционалов мы обозначим че-
рез CB il(H).

Теперь возьмем оператор T ∈B(H) и сопоставим ему отображение
ST : H × H→ C, (x , y) 7→ 〈T x , y〉. Из свойств скалярного произведения
ясно, что ST ∈ CB il(H), причем ‖ST‖= ‖T‖ (см. предложение ..).
Сопряженно-билинейный функционал ST мы будем называть ассоции-
рованным с оператором T .

Теорема . Отображение, переводящее T в ST , –– это биекция меж-
ду множествамиB(H) и CB il(H).
⊳ Очевидно, указанное отображение инъективно. Поэтому наша за-

дача –– взяв S ∈ CB il(H), предъявить такой оператор T ∈B(H), что
ST =S .

Зафиксируем вектор x ∈ H и рассмотрим отображение f : H → H,

y 7→ S (x , y). Очевидно, f –– линейный функционал с нормой ‖ f ‖ 6

6 ‖S ‖‖x‖. По теореме Рисса существует такой единственный элемент

z ∈ H, что S (x , y) = 〈y, z〉, иначе говоря, S (x , y) = 〈z, y〉. Теперь, «от-
пустив» x , положим T : H → H, x 7→ z; ясно, что это отображение од-
нозначно определено правилом 〈T x , y〉= S (x , y), x , y ∈ H. Из линей-
ности отображений 〈 · , · 〉 и S по первому аргументу ясно, что T ––
линейный оператор.
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Наконец, ‖T x‖= sup{|〈T x , y〉|: y ∈ШH}= sup{|S (x , y)|: y ∈ШH}6
6 ‖S ‖‖x‖, откуда оператор T ограничен. Дальнейшее очевидно. ⊲

∗ ∗ ∗
В теореме Рисса, посвященной абстрактным гильбертовым прост-

ранствам, заключено огромное множество утверждений, касающихся
конкретных гильбертовых пространств, встречающихся в различных
областях анализа. В качестве иллюстрации выполним одно обещание,
данное в § ..

Предложение . Пусть (X ,µ) –– измеримое пространство. Тогда
каждая функция y ∈ L2(X ,µ) задает на том же пространстве L2(X ,µ)

ограниченный функционал f y по правилу x 7→
∫

X

x(t)y(t) dµ(t), и, об-

ратно, каждый ограниченный функционал f на L2(X ,µ) есть f y для
однозначно определенной функции y ∈ L2(X ,µ). Определенная этим би-
екция I2 : L2(X ,µ)→ L2(X ,µ)∗ есть изометрический изоморфизм нор-
мированных пространств.
⊳ Очевидно, для H = L2(X ,µ) каноническая биекция I сопоставляет

каждой функции y функционал bf y , действующий по правилу bf y(x) =

=
∫

X

x(t)y(t) dµ(t) (мы добавляем шляпку в обозначении функциона-

ла, чтобы избежать путаницы). Отсюда мы видим, что функционал f y ,

будучи не чем иным, как bf y , где y –– комплексно-сопряженная к y

функция, корректно определен. Тем самым возникает участвующее
в формулировке отображение I2, которое, очевидно, является (в отли-
чие от I!) линейным оператором. Далее, всякий элемент f ∈ L2(X ,µ)∗

есть bf y для некоторой функции y ∈ L2(X ,µ), и, стало быть, f = f y ;
отсюда отображение I2 сюръективно. Наконец, для любой функции
y ∈ L2(X ,µ) выполнено равенство ‖ f y‖ = ‖bf y‖ = ‖y‖ = ‖y‖. Дальней-
шее очевидно. ⊲

Предупреждение. Доказательство теоремы Рисса проходит с оче-
видными изменениями и для действительных гильбертовых прост-
ранств. При этом соответствующая каноническая биекция осуществ-
ляет «настоящий» изометрический изоморфизм между пространством
и его сопряженным, и можно говорить об отождествлении обоих про-
странств посредством такой биекции. Однако для нашего основного
поля C подобные речи надо вести с большой осторожностью: ведь
отображение I , хоть и сохраняет нормы, не является даже линейным
оператором. (Увы, как показывает опыт, все равно на экзамене ока-
жется, что некоторые студенты пребывают в счастливом неведении
относительно этого обстоятельства.)
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В связи со сказанным заметим, что из вида скалярного произведе-
ния в H∗ сразу следует, что отображение I переводит всякую тоталь-
ную ортонормированную систему из H в таковую же из H∗. Поэтому из
теоремы Фишера––Рисса немедленно следует, что в случае сепарабель-
ного бесконечномерного пространства H между H и H∗ существуют
и «настоящие» унитарные изоморфизмы (и таковых, конечно, много),
а из более общей теоремы . –– что подобный факт верен и для произ-
вольного гильбертова пространства. Но все эти изоморфизмы (будучи
линейными операторами) не имеют с канонической биекцией ничего
общего и зависят от того, как мы выберем тотальную ортонормирован-
ную систему в H.

Впоследствии (§ .) мы увидим, что теорема Рисса лежит в основе
одного из важнейших понятий функционального анализа –– гильберто-
ва сопряженного оператора.

∗ ∗ ∗

Итак, согласно теореме об ортогональном дополнении каждое за-
мкнутое подпространство гильбертова пространства является, в си-
лу предложения , образом проектора (= идемпотентного оператора)
нормы . Это означает, что всякое замкнутое подпространство гильбер-
това пространства заведомо топологически дополняемо (см. определе-
ние .. и следствие ..), и к тому же в качестве его топологического
прямого дополнения можно взять его ортогональное дополнение.

Однако при переходе к общим банаховым пространствам картина
портится. Появляются замкнутые подпространства без топологических
прямых дополнений. Это явление, в свое время оказавшееся неприят-
ной неожиданностью, принято перечислять в ряду так называемых па-
тологических свойств банаховых пространств. При этом, в отличие от
других патологических свойств, о которых речь пойдет позже (см. тео-
рему ..), ряд контрпримеров носит вполне классический характер.

Теорема . (áä) Подпространство c0 в l∞ и подпространство в
C[−π,π], состоящее из тех функций, у которых все коэффициенты
Фурье с отрицательными индексами равны нулю, не имеют топологи-
ческих прямых дополнений ).

Если вам любопытно, как такое может произойти, то вот доказательство
первого из этих утверждений. Оно предлагается в качестве необязательного
материала.

⊳ Шаг . Пусть S –– счетное множество. Тогда существует несчетное семей-
ство почти непересекающихся бесконечных подмножеств S. Точнее существует

)Утверждение теоремы о пространстве c0 принадлежит Р. Филлипсу.
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континуальное семейство счетных подмножеств {Ai}i∈I множества S, такое, что
Ai ∩ A j конечно для всех i 6= j.

Отождествим S с рациональными числами отрезка [0,1] и рассмотрим
I = [0,1] \ S. Для каждого i ∈ I выберем последовательность a(i)

n
в S, сходящу-

юся к i, и положим Ai = {a(i)n
: n∈N}. Множество Ai бесконечно, так как i ирра-

ционально. Очевидно, что Ai ∩ A j конечно для i 6= j. Таким образом, желаемое
семейство построено.

Введем обозначение ℓ∞(M) = {x ∈ ℓ∞ : n /∈M⇒ x(n)= 0}.
Шаг . Пусть P : ℓ∞→ ℓ∞ –– такой ограниченный линейный оператор, что

P(x) = 0 для всех x ∈ c0. Тогда существует бесконечное множество A⊆N такое,
что P(x) = 0 для всех x ∈ ℓ∞(A).

Расcмотрим несчетное семейство почти непересекающихся подмножеств
{Ai}i∈I множества N. Допустим, для каждого i ∈ I найдется x i ∈ ℓ∞ такой, что
P(x i) 6= 0 и x ∈ ℓ∞(Ai). В частности, x i /∈ c0. После нормировки мы можем счи-
тать, что ‖x i‖= 1 для всех i ∈ I .

Так как I несчетно, то должно существовать такое число n∈N, что

In = {i ∈ I : P(x i)(n) 6= 0}
несчетно. Так как In несчетно, то должно существовать такое число k, что

In,k =
n

i ∈ I : |P(x i)(n)|>
1

k

o

несчетно. Зафиксируем эти n и k и рассмотрим произвольное конечное под-
множество J ⊂ In,k. Пусть это подмножество содержит m элементов. Положим
y =
∑
j∈J

sign(P(x j)(n)) · x j, тогда

P(y)(n) =
∑

j∈J

sign((P(x j)(n)) · P(x j)(n)>
m

k
.

Так как Ai ∩ A j конечно для i 6= j, то мы имеем представление y = f + z, где
‖z‖6 1 и f принимает ненулевые значения лишь на конечном множестве. То-
гда P(y) = P( f ) + P(z) = P(z), так как c0 ⊆ Ker(P) и ‖P(y)‖6 ‖P‖‖z‖6 ‖P‖. От-
куда получаем, что m 6 ‖P‖k, но это невозможно, так как In,k бесконечно.

Следовательно, должно существовать множество A= Ai для некоторого i ∈ I

такое, что P(x) = 0 для всех x ∈ ℓ∞(A). Множество A бесконечно, так как по
построению бесконечны все множества Ai .

Шаг . Подпространство c0 ⊂ ℓ∞ не имеет топологического прямого до-
полнения. Допустим это не так, тогда существует ограниченный проектор
Q : ℓ∞→ ℓ∞ на c0. Применим результат рассуждения  к оператору P = 1ℓ∞ −Q

и получим бесконечное можество A такое, что (1−Q)(x)= 0 для всех x ∈ ℓ∞(A).
Это значит, что Q(x)= x для всех x ∈ ℓ∞(A). Следовательно, ℓ∞(A)⊆ c0, чего не
может быть, так как A бесконечно. Противоречие. ⊲

Доказательство второго утверждения этой теоремы (фактически, более об-
щего результата) см. [, с. ].

Обсуждаемые вопросы тесно связаны с вопросом о продолжении
операторов, затронутым в § ..
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Предложение . Пусть E –– преднормированное пространство,
E0 –– его подпространство. Следующие утверждения эквивалентны:

(i) подпространство E0 топологически дополняемо;
(ii) тождественный оператор в E0 допускает продолжение до неко-

торого ограниченного оператора S : E→ E0;
(iii) любой ограниченный оператор T0 : E0 → F , где F –– произволь-

ное преднормированное пространство, допускает продолжение до не-
которого ограниченного оператора T : E→ F .
⊳ (i)⇒ (iii) Согласно следствию .. существует ограниченный про-

ектор P : E → E с образом E0. В качестве требуемого продолжения,
очевидно, подойдет T := T0 ◦ P|E0 .

(iii)⇒ (ii) Очевидно.
(ii)⇒ (i) Поскольку, очевидно, композиция (in)S : E→ E –– проектор

с образом E0, снова работает следствие ... ⊲
Отсюда с учетом приведенных выше контрпримеров мы видим,

что уже в контексте банаховых пространств отнюдь не всякий ограни-
ченный оператор допускает ограниченное (и тем более сохраняющее
норму) продолжение. Иными словами, в теореме Хана––Банаха про-
странство скаляров нельзя заменить на произвольное банахово про-
странство.

В гильбертовых пространствах, разумеется, царит полное благо-
лепие.

Предложение . Пусть H –– гильбертово пространство, H0 –– его
произвольное подпространство, F –– произвольное банахово простран-
ство. Тогда всякий ограниченный оператор ϕ0 : H0→ F допускает та-
кое продолжение ϕ : H→ F , что ‖ϕ0‖= ‖ϕ‖.
⊳ Пусть H1 –– замыкание подпространства H0. Согласно принципу

продолжения по непрерывности оператор ϕ0 продолжается до такого
оператора ϕ1 : H1→ F , что ‖ϕ1‖ = ‖ϕ‖. Остается положить ϕ := ϕ1P,
где P –– ортопроектор в H на H1. ⊲

На самом деле за примерами, указанными в теореме , скрывает-
ся тот общий факт, что отсутствие указанной там патологии –– это уни-
кальное свойство гильбертовых пространств.

Теорема  (Линденштраусс, Цафрири). (áä) Следующие свойства
банахова пространства E эквивалентны:

(i) любое замкнутое подпространство в E обладает топологиче-
ским прямым дополнением;

(ii) пространство E топологически изоморфно некоторому гильбер-
тову пространству (иными словами, его норма эквивалентна некото-
рой гильбертовой норме).

Обсуждение и ссылки см. [, с. ].
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§ . Принцип открытости и принцип равномерной
непрерывности

Классический функциональный анализ покоится на трех китах ––
трех фундаментальных теоремах, связанных с именем Банаха. Это тео-
рема Хана––Банаха, теорема Банаха об обратном операторе и теорема
Банаха––Штейнгауза.

Первую из этих теорем читатель (как мы надеемся) уже хорошо
знает и уважает. В этом параграфе мы расскажем о второй и третьей
теоремах –– тех самых, из-за которых банаховы пространства получили
свое имя. По-видимому, самым глубоким из всех трех результатов яв-
ляется так называемая теорема Банаха об обратном операторе; с нее
мы и начнем.

Следующее утверждение исторически является завершающей ча-
стью доказательства этой теоремы Банаха, но имеет и другие приме-
нения.

Предложение . Пусть T : E→ F –– ограниченный оператор из бана-
хова пространства в нормированное. Пусть, далее, множество T (Ш0

E
)

(образ открытого единичного шара в E) плотно в открытом шаре
θШ0

F
(с центром 0 и радиусом θ > 0) пространства F . Тогда T (Ш0

E
)

содержит весь θШ0
F

.
⊳ Зафиксируем y ∈ θШ0

F
и возьмем такое δ ∈ (0, 1), что y ′ := δ−1 y

также лежит в θШ0
F

. По условию существует такой вектор x1 ∈Ш0
E

, что

‖y ′ − T (x1)‖< (1− δ)θ .

Поскольку множество T ((1 − δ)Ш0
E
) (образ (1 − δ)-растяжения ша-

ра Ш0
E

) очевидным образом плотно в θ (1− δ)Ш0
F

((1− δ)-растяжении
шара θШ0

F
), существует такой вектор x2,‖x2‖< 1−δ, что

‖y ′ − T (x1)− T (x2)‖< (1−δ)2θ .

Далее, поскольку множество T ((1 − δ)2Ш0
E
) точно так же плотно

в θ (1− δ)2Ш0
F

, есть такой вектор x3, ‖x3‖< (1− δ)2, что

‖y ′ − T (x1)− T (x2)− T (x3)‖< (1−δ)3θ .

Продолжая этот процесс, мы получаем последовательность таких век-
торов xn, n∈N, ‖xn‖< (1− δ)n−1, что

‖y ′ − T (x1)−…− T (xn)‖< (1− δ)nθ .

Поскольку числовой ряд
∞∑

n=1

‖xn‖ сходится, а пространство E полно,

в силу признака Вейерштрасса (предложение .) ряд
∞∑

n=1

xn сходится
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к некоторому вектору x ′ ∈ E. Так как оператор T непрерывен, T (x ′)

совпадает с
∞∑

n=1

T (xn), т. е., иными словами, с y ′.

Итак, y ′ = T (x ′), причем

‖x ′‖6

∞∑

n=1

‖xn‖<
∞∑

n=0

(1− δ)n = δ−1.

Положим x := δx ′; тогда, очевидно, x ∈Ш0
E

и T (x) = δy ′ = y. Дальней-
шее очевидно. ⊲

С учетом предложения .. отсюда вытекает
Следствие . Если выполнены условия предыдущего предложения,

то оператор T топологически сюръективен.
Теорема  (принцип открытости). Пусть T : E→ F –– сюръектив-

ный ограниченный оператор между банаховыми пространствами. То-
гда T (Ш0

E
) содержит, для некоторого θ > 0, весь открытый шар θШ0

F
.

Как следствие ), оператор T открыт и топологически сюръективен.

⊳ Так как T сюръективен, F =
∞⋃

n=1

T (nШ0
E
). Но пространство F бана-

хово; поэтому в силу теоремы Бэра существует такое m, что множество
T (mШ0

E
) не разрежено, а значит, плотно в некотором открытом шаре

V = y + ǫШ0
F
⊂ F . Положим θ :=

ǫ
2m

и возьмем z ∈ θШ0
F

. Поскольку
векторы y + 2mz и уж, конечно, y лежат в V , существуют такие после-
довательности yn, y ′

n
∈ T (mШ0

E
), что первая сходится к y, а вторая ––

к y + 2mz. Отсюда последовательность zn := y ′
n
− yn, которая, очевид-

но, лежит в T (2mШ0
E
), сходится к 2mz, а посему

1
2m

zn ∈ T (Ш0
E
) сходит-

ся к z.
Мы показали, что множество T (Ш0

E
) плотно в θШ0

F
, и остается вос-

пользоваться предложением . ⊲
Теорема  (Банаха об обратном операторе). Пусть оператор

T : E → F –– биективный ограниченный оператор между банаховыми
пространствами. Тогда обратный к нему линейный оператор T−1 огра-
ничен.

(Иными словами, всякий непрерывный линейный изоморфизм меж-
ду банаховыми пространствами является топологическим изоморфиз-
мом.)
⊳ В применении к биективному оператору T предыдущая теорема

означает в точности, что оператор T−1 непрерывен в нуле. Дальнейшее
очевидно. ⊲

)См. предложение ...
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Теорему Банаха можно переформулировать и так: всякий морфизм
в категории B, биективный как отображение множеств, –– изомор-
физм. Разумеется, то же верно и для категории H (но, конечно, не
для B1 и H1).

Из доказанной теоремы с учетом предложений . и . немедленно
вытекает

Следствие . Ограниченный оператор между банаховыми прост-
ранствами топологически инъективен тогда и только тогда, когда он
инъективен и обладает замкнутым образом.

Упражнение . (i) Принцип открытости, в свою очередь, следует из
теоремы Банаха.

(ii) Если выполнены условия предложения , то F также является ба-
наховым пространством.

Указание. В обеих частях упражнения работают предложения ..
и .. (i), которые позволяют ограничиться случаем, когда оператор T

инъективен.
Насколько существенно в теореме Банаха условие полноты обоих

пространств? То, что пространство F обязательно должно быть бана-
хово, фактически уже показано в примере ... Полнота простран-
ства E также необходима, хотя соответствующие контрпримеры вы-
глядят сложнее:

Упражнение . Пусть (F,‖ · ‖) –– бесконечномерное банахово про-
странство. Тогда в нем можно ввести другую норму ‖ · ‖′ так, что опера-
тор 1: (F,‖ · ‖′)→ (F,‖ · ‖) является ограниченным, даже сжимающим,
но не обладает ограниченным обратным.

Указание. В пространстве F найдется такой линейный базис eν , ν ∈
∈ Λ, что ‖eν‖ = 1 и inf{‖eµ − eν‖ : µ,ν ∈ Λ} = 0. Тогда подойдет норма






m∑

k=1

λkeνk






′
:=

m∑

k=1

|λk |.

Для приложений часто оказывается удобной еще одна теорема, так-
же по сути эквивалентная теореме Банаха. В ней участвует понятие
графика отображения ϕ : X → Y между множествами: так называет-
ся подмножество Γ(ϕ) := {(x ,ϕ(x)) : x ∈ X} в декартовом произведе-
нии X × Y . Очевидно, график линейного оператора T : E→ F –– подпро-
странство в E ⊕ F (или, что то же самое, в E × F).

Теорема  (о замкнутом графике). Пусть T : E → F –– линейный
оператор между банаховыми пространствами. Тогда если график Γ(T )
этого оператора замкнут в пространстве E ⊕ F , рассмотренном с нор-
мой l1-суммы, то оператор T непрерывен.
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(Иными словами, если из сходимости последовательности xn к x
в E и сходимости последовательности T (xn) к y в F следует, что
y = T (x), то оператор T непрерывен.)
⊳ В силу условия Γ(T ) –– банахово пространство относительно уна-

следованной из E ⊕ F нормы. Рассмотрим S : Γ(T )→ E, (x , T (x)) 7→ x;
это, очевидно, биективный ограниченный (даже сжимающий) опера-
тор между банаховыми пространствами. По теореме Банаха опера-
тор S−1 также ограничен, т. е. для некоторого C > 0 и всех x ∈ E выпол-
нено неравенство

‖(x , T (x))‖ := ‖x‖+ ‖T (x)‖6 C‖x‖.
Отсюда для тех же x выполнено неравенство

‖T (x)‖6 (C − 1)‖x‖. ⊲
Упражнение . Теорема Банаха, в свою очередь, следует из теоре-

мы о замкнутом графике.
Теорема Банаха, равно как и ее разновидности –– теоремы  и , ––

имеет массу приложений. Вот, пожалуй, простейшее. Оно выглядит до-
вольно своеобразно, утверждая нечто вроде того, что «из неравенства
следует равенство».

Предложение . Пусть в линейном пространстве E заданы две нор-
мы ‖ · ‖ и ‖ · ‖′, причем оба пространства (E,‖ · ‖) и (E,‖ · ‖′) –– бана-
ховы. Тогда если первая норма мажорирует вторую, то они эквива-
лентны.
⊳ Условие мажорирования, очевидным образом, означает, что опе-

ратор 1: (E,‖ · ‖)→ (E,‖ · ‖′) ограничен. Но тогда по теореме Банаха,
ограничен и оператор 1: (E,‖ · ‖′)→ (E,‖ · ‖). Дальнейшее очевидно. ⊲

Теперь расскажем о важном приложении теоремы Банаха к геомет-
рии банаховых пространств.

Предложение . Пусть E –– банахово пространство, E1 –– его зам-
кнутое подпространство. Тогда всякое замкнутое линейное дополне-
ние E2 этого подпространства в E (лишь бы оно существовало!) явля-
ется его топологическим прямым дополнением.
⊳ В рассматриваемой ситуации отображение E1 ⊕1 E2→ E, указан-

ное в предложении .. (iii), есть ограниченный биективный оператор
между банаховыми пространствами. По теореме Банаха это топологи-
ческий изоморфизм. ⊲

Объединяя это предложение с предложением .., немедленно по-
лучаем

Следствие . Действующий в банаховом пространстве проектор на
замкнутое подпространство вдоль другого замкнутого подпростран-
ства (автоматически) ограничен.
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Упражнение . В предложении 3 слово «банахово» нельзя заменить
на «нормированное».

Указание. Рассмотрите в l2 два подпространства: H1 –– замыкание

span{p2n : n∈N} и H2 –– замыкание span
n�

p2n +
1
n

p2n−1
�

: n∈N
o

и по-

ложите H := H1 +H2 (без замыкания!).

∗ ∗ ∗
Мы многократно обсуждали вопрос о том, каким конкретным со-

держанием наполняется для известных нам категорий функционально-
го анализа общекатегорное понятие изоморфизма. Что можно сказать
о морфизмах следующей степени сложности –– коретракциях и ретрак-
циях?

В категориях гильбертовых пространств картина вполне прозрачна.
Предложение . Пусть S : H→ K –– оператор между гильбертовы-

ми пространствами. Тогда
(i) S –– коретракция в H⇔ S –– инъективный оператор с замкну-

тым образом;
(ii) S –– коретракция в H1⇔ S –– изометрический оператор.
⊳ (i), (ii) ⇒ Пусть T –– левый обратный к S ограниченный опера-

тор (= морфизм в H). Не теряя общности, мы можем считать, что
H 6= 0, а значит, T 6= 0; тогда для любого x ∈ H в силу условия TSx = x

выполнено неравенство ‖Sx‖ >
1

‖T‖‖x‖. Поэтому из следствия ..

вытекает, что оператор S топологически инъективен и, в частности
(следствие ), его образ замкнут. Если же же вдобавок S и T –– сжи-
мающие операторы (= морфизмы в H1), то последнее неравенство
означает просто, что ‖Sx‖= ‖x‖, т. е. S –– изометрический оператор.

(i), (ii) ⇐ Положим K0 := Im(S). По теореме Банаха оператор S0 :=
:= S|K0 –– топологический изоморфизм на K0. Пусть P –– ортопроектор
на K0 в K и P0 := P|K0 . Тогда, очевидно, оператор T := (S0)−1P0 –– левый
обратный к S, а значит, S –– коретракция в H. Если же вдобавок S ––
изометрический оператор, то T –– сжимающий оператор, а значит S ––
коретракция в H1. ⊲

По образцу этого предложения нетрудно сделать
Упражнение . Для того же оператора S справедливы следующие

утверждения:
(i) S –– ретракция в H⇔ S –– сюръективный оператор;
(ii) S –– ретракция в H1 ⇔ S –– коизометрический оператор.
Указание. Пусть оператор S сюръективен, а стало быть, топологи-

чески сюръективен и S0 –– его ограничение на Ker(S)⊥. Из предложе-
ний .. и . следует, что это топологический изоморфизм, к тому же
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изометрический, если S –– коизометрический оператор. Поэтому ко-
продолжение оператора (S0)

−1 на H –– оператор, правый обратный к S.

В наших остальных категориях (ко)ретракции выглядят не столь прозрач-
но: слишком сложна геометрическая природа их объектов.

Упражнение . В категории B

(i) коретракция –– это в точности инъективный оператор, образ которого
замкнут и имеет замкнутое линейное дополнение;

(ii) ретракция –– это в точности сюръективный оператор, ядро которого
имеет замкнутое линейное дополнение.

В случае категорий N и P мы можем лишь сделать малоинтересное за-
явление о том, что коретракции в этих категориях суть топологически инъек-
тивные операторы с топологически дополняемым образом, а ретракции суть
топологически сюръективные операторы с топологически дополняемым яд-
ром. (Проверьте!)

Разумеется, сказанное верно и для B, но там –– и в этом все дело –– при
выполнении требований, указанных в упражнении , «все остальное» выпол-
нено автоматически.

Замечание (для самых любопытных). В категории B1 вопрос о (ко)ре-
тракциях решается, как и в B, в геометрических терминах, но ответ несколь-
ко сложнее. Мы уже видели (см. доказательство предложения  (ii), ⇒), что
сжимающий оператор T : E→ F , чтобы быть коретракцией в B1, необходимо
должен быть изометрическим, а его образ должен иметь замкнутое линейное
дополнение; последнее, как мы теперь знаем, эквивалентно существованию
в F ограниченного проектора на этот образ. Но этого, вообще говоря, мало:
среди подобных проекторов должен существовать сжимающий (и имеющий,
как следствие, норму ). Аналогично T является в той же категории ретракци-
ей⇔ он коизометричен и в E существует сжимающий проектор на его ядро.

На самом деле вопрос о (ко)ретракциях в B1 –– один из многих вопросов,
стимулирующих интерес к подпространствам банаховых пространств, «столь
хорошо расположенных», что они являются образами сжимающих проекторов.
В частности, в подобных же геометрических терминах –– на этот раз речь шла
о подпространствах в B(H) –– был в -х годах охарактеризован класс так на-
зываемых аменабельных операторных алгебр, играющих важную роль в мате-
матике и математической физике (ср. конец § .).

∗ ∗ ∗
Мы переходим к третьему фундаментальному результату, связанно-

му с именем Банаха.
Теорема  (принцип равномерной ограниченности; Банаха––

Штейнгауза). Пусть E –– банахово пространство, а F –– преднормиро-
ванное пространство, Tν : E→ F, ν ∈Λ, –– семейство ограниченных опе-
раторов. Пусть для любого x ∈ E выполнено неравенство ‖Tν(x)‖6 Cx

для некоторой зависящей, вообще говоря, от x постоянной Cx > 0
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и всех ν ∈Λ. Тогда существует такая постоянная C > 0, что ‖Tν‖6 C
для всех ν ∈Λ.

Свойство семейства операторов, выраженное в условии этой тео-
ремы, часто называют поточечной ограниченностью этого семейства,
а свойство, выраженное в ее утверждении, –– равномерной ограничен-
ностью этого семейства.

Мы дадим два доказательства этой теоремы. Первое из них является
традиционным, и его можно встретить в любом учебнике. Вот оно:
⊳ Предположим противное; тогда среди заданных операторов суще-

ствует последовательность Tn, n= 1, 2, …, такая, что ‖Tn‖> n для каж-
дого n. Положим, для каждого натурального k, Mk := {x ∈ E : ‖Tn(x)‖6

6 k для всех n}. Покажем, что для любого k такое множество разре-
жено.

Зафиксируем какой-либо открытый шар U(x , r) =x + rШ0
E

в E и про-

извольно выберем n >
1
r
(k + Cx ). Тогда, в силу ‖Tn‖ > n и определе-

ния операторной нормы, существует y ′ ∈ШE , такой, что ‖Tn(y
′)‖> n;

очевидно, не теряя общности, можно считать, что y ′ ∈Ш0
E

. Положим
z := x + r y ′; тогда ‖x − z‖6 ‖r y ′‖< r, т. е. z ∈ U(x , r), и

‖Tn(z)‖> ‖Tn(r y ′)‖− ‖Tn(x)‖> rn− Cx > k.

В силу непрерывности нашего оператора, это же неравенство сохра-
няется при замене z на любой вектор из некоторой его окрестности,
скажем, U. Отсюда U(x , r) содержит некоторое открытое множество,
а именно, свое пересечение с U, не содержащее точек Mk. Это и озна-
чает, что Mk разрежено.

Теперь рассмотрим множество M :=
∞⋃

k=1

Mk. Будучи объединением

счетного семейства разреженных множеств, M –– тощее множество,
а значит, по теореме Бэра, не может совпадать со всем E. В то же время
для любого x ∈ E из оценки ‖Tn(x)‖6 Cx следует, что x ∈ Mk для всех
k > Cx . Получили противоречие. ⊲

Мы видели, что приведенное рассуждение элегантно и довольно по-
учительно, но оно, как и доказательство принципа открытости, суще-
ственно использует сильное средство –– теорему Бэра. Однако еще до
появления этого доказательства () были и другие, более элементар-
ные –– в том смысле, что они не опирались на теорему Бэра, но зато тех-
нически довольно сложные. И только совсем недавно () А. Сокал )

получил гораздо более простое элементарное доказательство. Оно сто-
ит того, чтобы его здесь воспроизвести.

)Sokal A. D. A really simple elementary proof of the uniform boundedness theorem. To
appear in Amer. Math. Monthly.
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⊳⊳ Начнем со вспомогательного утверждения.
Лемма. Пусть E и F –– преднормированные пространства, T : E→

→ F –– ограниченный оператор. Тогда для любого открытого шара
U(x , r) = x + rШ0

E
в E выполнено

r‖T‖6 sup{‖T y‖ : y ∈ U(x , r)}.

⊳ Для любого z ∈ E, записывая Tz как
1

2
T (x + z) +
�
−1

2
T (x − z)
�

и используя неравенство треугольника, мы получаем оценку

‖Tz‖6




1
2

T (x + z)




+



−1

2
T (x − z)




=

=
1
2

�
‖T (x + z)‖+ ‖T (x − z)‖

�
6 max
�
‖T (x + z)‖,‖T (x − z)‖

	

(последнее неравенство очевидно). Но если к тому же ‖z‖< r, а зна-
чит, x + z, x − z ∈ U(x , r), то из этой оценки немедленно следует, что
‖Tz‖ 6 sup{‖T y‖ : y ∈ U(x , r)}. Остается взять верхнюю грань чисел
‖Tz‖ по всем ‖z‖< r. ⊲

Конец доказательства. Снова, как и в предыдущем доказательстве,
предположим противное. Тогда из семейства {Tν} можно извлечь по-
следовательность Tn; n= 1, 2, …, такую, что ‖Tn‖> 4n для каждого n.

В силу определения операторной нормы, найдется такой x1 ∈ E,

что ‖x1‖<
1
3

и ‖T1 x1‖>
2
3
· 1

3
‖T1‖. Далее, согласно лемме, существует

x2 ∈ E, для которого ‖x2 − x1‖<
1

32 и ‖T2x2‖>
2
3
· 1

32 ‖T2‖. Согласно той

же лемме, существует x3 ∈ E со свойствами ‖x3 − x2‖<
1

33 и ‖T3x3‖>
>

2
3
· 1

33 ‖T3‖. Продолжая этот процесс, мы получаем такую последова-

тельность xn ∈ E, что при n> 1 выполнено ‖xn − xn−1‖<
1
3n и ‖Tn xn‖>

>
2

3
· 1

3n ‖Tn‖. Очевидно, последовательность xn фундаментальна. Те-

перь вспомним, что, по условию теоремы, E –– банахово пространство.
Поэтому xn сходится к некоторому x ∈ E. Далее, при m> n выполнено

‖xm − xn‖6 ‖xm − xm−1‖+ ‖xm−1 − xm−2‖+…+ ‖xn+1 − xn‖6

6
1

3m +
1

3m+1 +…+
1

3n+1 <
1
2
· 1

3n .

Отсюда, устремляя m к ∞, мы видим, что ‖x − xn‖6
1
2
· 1

3n . Но тогда
для любого n мы получаем, что

‖Tn x‖> ‖Tn xn‖ − ‖Tn(x − xn)‖>
2
3
· 1

3n ‖Tn‖−
1
2
· 1

3n ‖Tn‖>
1
6
·
�

4
3

�n
.

Это показывает, что ‖Tnx‖→∞ при n→∞. Мы пришли к противоре-
чию. ⊲⊲.
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Разумеется, все сказанное в теореме Банаха––Штейнгауза об опе-
раторах относится и к функционалам. Здесь оказывается полезным ее
следующая специализация:

Предложение . Пусть E –– нормированное пространство, xν , ν ∈
∈Λ, –– семейство его векторов, такое, что для любого f ∈ E∗ числовое
множество { f (xν) : ν ∈ Λ} ограничено. Тогда исходное семейство огра-
ничено по норме в E.
⊳ Рассмотрим на E∗ семейство функционалов α(xν ), где α: E →

→ E∗∗ –– каноническое вложение (см. § .). В силу условия, это семей-
ство поточечно ограничено и, стало быть, ввиду полноты E∗, равно-
мерно ограничено. Остается напомнить, что α –– изометрический опе-
ратор. ⊲

Предположение о полноте E нельзя отбросить.
Упражнение 70. Последовательность функционалов

fn : (c00,‖ · ‖∞)→C, ξ 7→ nξn,

является поточечно, но не равномерно ограниченной.
Стоит подчеркнуть, что в теореме Банаха––Штейнгауза требуется

полнота лишь одного из участвующих в ней пространств –– области
определения E наших операторов; в то же время в теореме Банаха
об обратном операторе оба пространства –– E и F –– должны быть пол-
ны. (Что же касается теоремы Хана––Банаха, то в ней вообще никакая
полнота не участвует.)

В наших лекциях нам неоднократно предстоит применять указан-
ный принцип. Приведем его следствие, касающееся билинейных опе-
раторов. Мы помним (определение ..), что есть два подхода к тому,
какие билинейные операторы, связывающие (пред)нормированные
пространства, считать ограниченными, и эти подходы уже в классе
нормированных пространств приводят к двум различным классам: раз-
дельно ограниченных билинейных операторов больше, чем совместно
ограниченных (пример ..). Однако в классе банаховых пространств
подобные примеры невозможны.

Теорема . Пусть E –– банахово пространство, а F и G –– произволь-
ные преднормированные пространства. Тогда любой раздельно ограни-
ченный билинейный оператор R : E × F→ G совместно ограничен.
⊳ Для каждого y ∈ F рассмотрим отображениеRy : E→ G (см. опре-

деление ..). Тогда из раздельной непрерывности отображения R
очевидным образом следует, что семейство {Ry : ‖y‖ 6 1} есть под-
множество в B(E, G), удовлетворяющее условиям теоремы Банаха––
Штейнгауза. В силу этой теоремы sup{‖Ry‖ : ‖y‖6 1}<∞, а это чис-
ло, очевидно, совпадает с ‖R‖ из определения ... ⊲
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§ . Функтор банаховой сопряженности
и другие категорные вопросы

На категориях функционального анализа определен ряд важных
функторов. Прежде всего, на этих категориях, как и на любой катего-
рии вообще, действуют ко- и контравариантные функторы морфизмов
(см. пример ..). Однако заметной особенностью этих функторов для
категорий B, N и P является то, что их можно (и должно) рас-
сматривать со значениями не в S, как в общем случае, а в самой
исходной категории. Мы ограничимся случаем первой из указанных
категорий, по-видимому, наиболее важным.

Мы видели, что для любых E, F ∈ B множество B(E, F), т. е. в об-
щекатегорных обозначениях hB(E, F), обладает структурой банахова
пространства (предложение .). Соответственно изменив во всех обо-
значениях § ., связанных с мор-функторами, hB(E, F) наB(E, F), мы
сделаем вот какое наблюдение.

Предложение . Для любого пространства E ∈ B и морфизма
ϕ : F → G в категории B (= ограниченного оператора из F в G)
отображения

B(E,ϕ) : B(E, F)→B(E, G), ψ 7→ϕψ,

B(ϕ, E) : B(G, E)→B(F, E), ψ 7→ψϕ,

суть сами ограниченные операторы.
⊳ Непосредственно следует из оценки для операторной нормы ком-

позиции, указанной в предложении ... ⊲
Отсюда сразу следует, что каждое банахово пространство E по-

рождает два функтора, ковариантный и контравариантный, из B

в (саму) B, а именно

B(E, ?) : F 7→B(E, F); ϕ 7→B(E,ϕ),

B(?, E) : F 7→B(F, E); ϕ 7→B(ϕ, E).

Предоставляем читателю дать аналогичное определение функторов
морфизмов, действующих из категории N в N и из P в P.

Из всех этих функторов наибольшую роль в анализе играет кон-
травариантный функтор B(?,C) : B→ B, соответствующий слу-
чаю E =C.

Определение . Этот функтор называется функтором банаховой со-
пряженности (или банаховым функтором звездочки) и кратко обозна-
чается (∗) : B→ B.

Очевидно, для объекта E в B объект (∗)(E) –– это не что иное, как
сопряженное пространство E∗. Соответственно для морфизма T в B
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принято писать T ∗ вместо (∗)(T ). Построенные морфизмы (= операто-
ры) настолько важны, что мы дадим их непосредственное опреде-
ление.

Определение . Пусть T : F → G –– оператор, действующий меж-
ду банаховыми (или, более общо, нормированными) пространствами.
Оператор T ∗ : G∗→ F∗, действующий по правилу f 7→ f T , называется
банаховым сопряженным к T .

Таким образом, для любого x ∈ F выполнено равенство [T ∗ f ](x) =

= f (T x), или, в другой записи,

(T ∗ f , x) = ( f , T x), ()

которое можно, если вы предпочитаете формулы, принять за исходное
определение сопряженного оператора. В то же время действие этого
оператора хорошо иллюстрируется коммутативной диаграммой

F

T ∗ f

T
G

f

C,

которую легче запомнить, чем предыдущее равенство.
Замечание. Мы говорим «банахов сопряженный», а не просто «со-

пряженный», потому что впоследствии выдающуюся роль в наших
лекциях будет играть понятие гильбертова сопряженного оператора
(см. определение ..), а это не совсем одно и то же.

В отличие от функтора (∗) :=B(?,C), (ковариантный) функтор B(C, ?) не
представляет особого интереса.

Упражнение . Функтор B(C, ?) естественно эквивалентен тождественно-
му функтору в B.

Вот несколько правил, которым подчиняется конструкция банахова
сопряженного оператора.

Упражнение . Пусть S : E1→ E2 и T : F1→ F2 –– ограниченные опе-
раторы между банаховыми пространствами. Тогда

(i) если E1 = F1 и E2 = F2, то (S+ T )∗ = S∗ + T ∗;
(ii) (λS)∗=λS∗ для всех λ∈C;
(iii) ‖S∗‖= ‖S‖;
(iv) если E1 = F2, то (ST )∗ = T ∗S∗;
(v) если 1 –– тождественный оператор в E, то 1∗ –– тождественный

оператор в E∗.
Указание. Свойства (iv) и (v) закодированы в слове «функтор»,

а (iii) следует из теоремы Хана––Банаха.
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Заметим, что из (iii) следует, что оператор, являющийся банаховым
сопряженным к сжимающему, –– сам сжимающий. Это позволяет оче-
видным образом ввести аналогичный «функтор банаховой сопряжен-
ности», действующий в категории B1.

Применяя функтор банаховой сопряженности два раза, мы при-
ходим к функтору (∗∗) : B→ B, теперь уже, разумеется, ковари-
антному. Этот функтор сопоставляет каждому пространству F ∈ B

его второе сопряженное пространство F∗∗ (см. § .), а каждому опе-
ратору T : F → G его так называемый второй сопряженный оператор
T ∗∗ : F∗∗→ G∗∗. Он тесно связан с тождественным функтором 1 в B

(ср. § .). Напомним о каноническом вложении αF : F → F∗∗, опреде-
ленном в § . для каждого нормированного (в частности, банахова)
пространства F .

Предложение . Для любого оператора T : F→ G между банаховы-
ми пространствами имеет место коммутативная диаграмма

F

αF

T
G

αG

F∗∗
T ∗∗

G∗∗.

Иными словами, семейство {αF : F ∈ B} –– это естественное преобра-
зование между действующими в B функторами 1 и (∗∗) (см. опреде-
ление ..).
⊳ Поскольку элементы пространства G∗∗ суть функционалы на G∗,

наша задача –– показать, что для любых x ∈ F и f ∈ G∗ выполнено ра-
венство (αG(T x), f ) = (T ∗∗(αF x), f ). Конструкция операторов αF и αG

вместе с равенством (1) приводит к соотношениям

(αG(T x), f ) = ( f , T x) = (T ∗ f , x) = (αF x , T ∗ f ).

Теперь (это, по-видимому, психологически трудный момент) подста-
вим в общую формулу (1) T ∗∗ вместо T ∗, T ∗ вместо T , αF x вместо f и f

вместо x . Мы видим, что (αF x , T ∗ f ) есть не что иное, как (T ∗∗(αF x), f ).
Дальнейшее очевидно. ⊲

Банахов сопряженный оператор –– это одно из ключевых понятий
функционального анализа, к обсуждению свойств которого мы еще не
раз вернемся. А пока дадим несколько иллюстраций, показав, чем он
оборачивается для некоторых конкретных операторов.

Упражнение . Пусть λ∈ l∞. Тогда оператор T ∗λ , являющийся бана-
ховым сопряженным к действующему в l2 (соответственно c0, l1) диа-
гональному оператору Tλ (см. пример ..), совпадает, с точностью до
изометрической эквивалентности, с диагональным оператором Tλ в l2
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(соответственно l1, l∞). Более подробно, имеют место коммутативные
диаграммы

l∗
2

T ∗
λ

l∗
2

l2

I2

Tλ
l2,

I2

c∗
0

T ∗
λ

c∗
0

l1

I0

Tλ
l1,

I0

l∗
1

T ∗
λ

l∗
1

l∞

I1

Tλ
l∞,

I1

где I2, I0 и I1 –– изометрические изоморфизмы, указанные в упражне-
ниях 1.6.1––1.6.3.

Упражнение . Оператор T ∗
l

, являющийся банаховым сопряжен-
ным к действующему в l2 (соответственно c0, l1) оператору левого сдви-
га Tl (см. пример ..), совпадает, с точностью до изометрической
эквивалентности, с оператором правого сдвига Tr в l2 (соответствен-
но l1, l∞), и в этом утверждении можно поменять местами Tl и Tr .
(Сформулируйте и докажите более подробное утверждение, выписав
соответствующие коммутативные диаграммы.)

Упражнение . Укажите операторы, являющиеся банаховыми со-
пряженными к операторам сдвига в пространствах Lp(X ) при X :=R,T

и p= 1, 2 (см. пример ..).
Указание. Это сдвиг «в обратном направлении».
Разумеется, оператор, являющийся банаховым сопряженным к то-

пологическому либо изометрическому изоморфизму I , сам относится
к тому же классу. Это легко проверить непосредственно, а можно вме-
сто этого заявить, что I∗ –– результат применения функтора (в данном
случае (∗)) к изоморфизму в B либо, смотря по смыслу, в B1.

Замечание. Верно и обратное: если I∗ –– топологический или изо-
метрический изоморфизм, то таков же и I . Этот факт мы вскоре пред-
ложим для просвещенного читателя в качестве упражнения .

В следующих двух примерах E –– замкнутое подпространство бана-
хова пространства F .

Пример . Оператор in∗ : F∗ → E∗, являющийся банаховым сопря-
женным к in: E→ F , сопоставляет каждому функционалу на F его суже-
ние на E. Из теоремы Хана––Банаха очевидным образом следует, что
это коизометрический оператор.

Пример . Оператор pr∗ : (F/E)∗→ F∗, сопряженный к pr: F→ F/E,
действует по правилу f 7→ g, где g : x 7→ f (x + E). Очевидно, это сжима-
ющий оператор, а из того, что каждый класс смежности нормы мень-
ше 1 содержит вектор нормы меньше 1, следует, что

‖ f ‖= sup{| f ( ẋ)|: ẋ ∈Ш0
F/E}6 sup{|g(x)|: x ∈Ш0

F
}= ‖g‖.

Таким образом, pr∗ –– изометричекий оператор.
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А вот и более общее наблюдение.
Упражнение . Докажите следующие утверждения:
(i) оператор между банаховыми пространствами –– изометричес-

кий⇔ его банахов сопряженный –– коизометрический;
(ii) оператор между банаховыми пространствами, являющийся ба-

наховым сопряженным к коизометрическому –– изометрический.
Указание. Часть ⇒ в (i) и утверждение (ii) устанавливаются рас-

суждениями, аналогичными приведенным в примерах  и . Далее, из
предложения  следует, что если I∗∗ –– изометрический оператор, то та-
ков же и I . С учетом этого часть⇐ в (i) следует из (ii).

«Топологическим» аналогом этого «метрического» утверждения
служат результаты следующего упражнения.

Упражнение . Докажите следующие утверждения:
(i) оператор между банаховыми пространствами является тополо-

гически инъективным ⇔ его банахов сопряженный является сюръек-
тивным (или, что здесь то же самое, топологически сюръективным);

(ii) оператор между банаховыми пространствами, являющийся ба-
наховым сопряженным к сюръективному, топологически инъективен.

Указание. Разложения операторов в виде композиции, указанные
в предложении .., позволяют свести рассматриваемый случай к слу-
чаю (ко)изометрических операторов из предыдущего упражнения.

Замечание. На самом деле в обоих упражнениях  и  утвержде-
ние (ii) верно, подобно утверждению (i), «в обе стороны», т. е. оператор
является коизометрическим (соответственно сюръективным) ⇔ его
банахов сопряженный является изометрическим (соответственно то-
пологически инъективным). Однако известные автору доказательства
части⇐ этого критерия требуют сильных средств, выходящих за рамки
наших лекций.

Требуемое рассуждение проведено, например, в учебнике Рудина
[, теорема .]. (Может быть, вам удастся придумать более простое
доказательство?)

Позже мы узнаем, какими топологическими свойствами сопряжен-
ные операторы выделяются среди всех операторов, действующих из F∗

в E∗ (см. теорему ..).

Теперь обратимся на время к просвещенному читателю. Сделанные наблю-
дения позволяют уже без особых усилий доказать теорему, лежащую в основе
так называемой «банаховой гомологии» –– круга вопросов, лежащих в погра-
ничном слое функционального анализа и гомологической алгебры.

Пусть K –– категория. Последовательностью в K называется диаграмма
вида

… ←− Xn−1

ϕn−1←− Xn

ϕn←− Xn+1 ←− …
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Мы для простоты ограничимся рассмотрением последовательностей, беско-
нечных в обе стороны (Стало быть, индексы в обозначениях объектов и мор-
физмов –– произвольные целые числа.) В изображении последовательности
стрелки, в зависимости от нашего удобства, могут быть также направлены
слева направо (разумеется, все одновременно).

Если речь идет оK =B, то, применив к объектам и морфизмам последо-
вательности

… ←− En−1

Tn−1←− En

Tn←− En+1 ←− … (E)

функтор (∗), мы получим последовательность

… ←− E∗
n−1

T∗
n−1←− E∗

n

T∗n←− E∗
n+1
←− … (E ∗)

в той же категории B, называемую сопряженной к (E ).
Определение . Последовательность (E ) в B называется точной, если

для каждого n ∈ Z выполнено равенство Ker(Tn−1) = Im(Tn) (иными слова-
ми, для каждого x ∈ En утверждения «Tn−1 x = 0» и «x = Tn y для некоторого
y ∈ En+1» эквивалентны).

Возможно, вам говорили о точных последовательностях в курсе алгебры
или топологии, скорее всего в более общем контексте абелевых групп. Это по-
нятие –– одно из основных во всей гомологической алгебре и алгебраической
топологии (см., например, []). Заявление о том, что такая-то последователь-
ность точна, передает в сжатой (и, как считают многие, элегантной) форме
важную информацию об устройстве ее объектов и морфизмов и о взаимоот-
ношениях между ними. Например, как легко проверить, последовательность

…←− 0←− 0←− F
I←− E←− 0←− 0←−…

точна⇔ I –– топологический изоморфизм. А вот и ключевой пример.
Упражнение . Пусть последовательность в B вида

…←− 0←−0←− G
T←− F

S←− E←− 0←− 0←−…

точна. (Такие последовательности называются короткими.) Тогда оператор S

топологически инъективен, T (топологически) сюръективен и факторпро-
странство F/ Im(S) топологически изоморфно G.

Теперь сформулируем обещанную теорему.
Теорема . (áä) Последовательность (E ) в B точна ⇔ ее сопряженная

последовательность (E ∗) точна.
Мы предлагаем вам доказать нечто вроде локальной формы этой теоремы,

из которой она немедленно следует.
Упражнение . Пусть

G
T←− F

S←− E

— диаграмма в категории B, и TS = 0. Следующие утверждения эквива-
лентны:

(i) Im(S) –– плотное подпространство в Ker(T), и вдобавок образ Im(T) за-
мкнут в G;

(ii) Ker(S∗) = Im(T ∗).
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Указание. Рассмотрим коммутативные диаграммы

G F

pr

T

D

R
и

G∗
T∗

R∗

F ∗

D∗
pr∗

где D := F/Ker(T) и оператор R однозначно определен условием коммутатив-
ности.

(i) ⇒ (ii) Поскольку из равенства TS = 0 следует, что S∗T ∗ = 0, достаточ-
но показать, что всякий элемент f ∈ Ker(S∗) представим в виде pr∗ R∗g, g ∈ G∗.
Очевидно, f = 0 на Im(S) и поэтому, в силу условия плотности, на Ker(T). От-
сюда f = pr∗ h для некоторого h∈ D∗. Но поскольку оператор R в силу условия
замкнутости топологически инъективен, оператор R∗ сюръективен (упражне-
ние  (i)). Дальнейшее очевидно.

(ii) ⇒ (i) Если образ Im(S) не плотен в Ker(T), то теорема Хана––Бана-
ха доставляет элемент f ∈ F ∗, равный нулю на Im(S) и отличный от нуля на
Ker(T). Но первое означает в точности, что f ∈ Ker(S∗), а из второго следует,
что f /∈ Im(T ∗).

Если же Im(T) не замкнут, то R∗ не сюръективен (упражнение  (i)). Взяв
h∈ D∗ \ Im(R∗), мы видим, что f := pr∗ h принадлежит Ker(S∗), но не Im(T ∗).

Теорема  позволяет быстро сделать обещанное
Упражнение . Оператор I : E → F –– топологический или изометриче-

ский изоморфизм ⇔ оператор I∗ : F ∗ → E∗ топологический или изометриче-
ский изоморфизм.

Указание. Рассмотрите последовательность

…←− 0←− 0←− F
I←− E←− 0←− 0←−…

и в «изометрической» части примените предложение .
Впоследствии это наблюдение, снова с помощью теоремы , будет обобще-

но; см. упражнения ..––. Больше о приложениях этой теоремы вы можете
узнать из книги [] и указанной там литературы.

∗ ∗ ∗
Следующие несколько строк рассчитаны на читателя, не поленившегося

прочитать § . и пожелавшего больше узнать о его предмете.
Один из фундаментальных фактов квантового функционального анализа

состоит в том, что функтор морфизмов, определенный на категории QN

квантованных нормированных пространств, можно «реорганизовать» так, что
он станет принимать значения в той же категории, –– подобно тому, как это
происходит с функтором морфизмов в B и других категориях классического
функционального анализа, указанных в начале этого параграфа. Главное здесь,
разумеется, в том, что для любых квантовых пространств E и F множество
CB(E, F) (т. е. в общекатегорных обозначениях hQN(E, F)) само обладает
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некоей канонической структурой квантового пространства. Последняя была
обнаружена не сразу, и долгое время само ее существование считалось со-
мнительным. Однако в начале -х гг. Эффрос и Руан и, независимо, Блечер
и Полсен нашли нужное квантование.

Вот их рецепт. Напомним, что для каждого n ∈ N мы должны снабдить
пространство Mn(CB(E, F)) своей нормой так, чтобы вся совокупность норм
была квантованием, т. е. удовлетворяла требованиям, указанным в определе-
нии ... С этой целью рассмотрим, для тех же n, нормированное пространство
CB(E,Mn(F)), где норма m-го этажа в Mm(Mn(F)) задается путем очевидного
отождествления последнего пространства с Mmn(F).

Упражнение 11∗. (i) Для каждого n существует линейный изоморфизм
между пространствами Mn(CB(E, F)) и CB(E,Mn(F)), который сопоставля-
ет матрице T = (Tkl) оператор Ť : E →Mn(F), действующий по правилу x 7→
7→ (Tkl(x)).

(ii) Последовательность норм ‖ · ‖n в Mn(CB(E, F)), n ∈ N, определенных
равенством ‖T‖n := ‖Ť‖cb, есть квантование пространства CB(E, F).

(iii) Для любых E, F, G ∈QN и вполне ограниченного оператора ϕ : F→ G

отображения

CB(E,ϕ) : CB(E, F)→CB(E, G), ψ 7→ϕψ,

и
CB(ϕ, E) : CB(G, E)→CB(F, E), ψ 7→ψϕ,

суть сами вполне ограниченные операторы.
Из указанных фактов немедленно следует, что каждое квантовое простран-

ство E порождает два функтора, ковариантный и контравариантный, из QN

в (саму) QN, а именно

CB(E, ?) : F 7→ CB(E, F), ϕ 7→CB(E,ϕ),

и
CB(?, E) : F 7→ CB(F, E), ϕ 7→CB(ϕ, E).

И снова, как в классическом функциональном анализе, самым важным из
всех этих функторов является контравариантный функтор (∗) := CB(?,C) ––
квантовая версия функтора звездочки.

При изучении этого функтора и прежде всего строения квантовых сопря-
женных пространств мы сталкиваемся с рядом явлений, не имеющих «клас-
сического» аналога. Так, например, имеет место символическое равенство
(l c

2
)∗ = l r

2
, понимаемое в том смысле, что квантовое пространство, сопряжен-

ное к l2 со столбцовым квантованием, совпадает, с точностью до вполне изо-
метрического (= изометрического на всех этажах) изоморфизма, с тем же l2,
но со строчечным квантованием. В этом же смысле (l r

2
)∗ = l c

2
, (lmin

2
)∗ = lmax

2

и (lmax
2
)∗ = lmin

2
.

Вообще для всех известных до  г. примеров квантовых гильбертовых
пространств их сопряженное квантовое пространство оказалось совсем иным,
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нежели исходное. Тем более удивительное открытие сделал Пизье, показав-
ший, что среди всех квантовых гильбертовых пространств есть одно-един-
ственное, ведущее себя в полном соответствии с «классической» теоремой
Рисса: для этого пространства H его каноническая биекция на H∗ (см. теоре-
му .) есть вполне изометрический сопряженно-линейный оператор. Таким
образом, подобное квантовое пространство играет в квантовом функциональ-
ном анализе ту же роль, что и обычное гильбертово пространство в классичес-
ком. Конструкция этого «пространства Гильберта––Пизье» достаточно сложна,
и мы ее приводить не будем; см., например, [, § .].

∗ ∗ ∗

Мы возвращаемся к общеобязательному материалу. По контрасту
с положением дел в категории B, множество hK (E, F) дляK = B1 ––
ведь это не что иное, как единичный шар в B(E, F) –– не является да-
же линейным пространством, и поэтому мор-функторы, определенные
на этой категории, рассматриваются со значениями в категориях с «бо-
лее бедными структурами», чаще всего –– просто в S. Зато у B1 есть
свои преимущества. Они, как мы увидим чуть позже, выходят на перед-
ний план в круге вопросов, связанных с (ко)произведениями.

Среди прочих функторов, заданных на категориях B и B1, за-
служивает внимания целый выводок забывающих функторов в любую
из категорий L, HT, M или S (ср. § .). Отметим также функ-
тор ⊙: B1→ S, сопоставляющий каждому банахову пространству
его единичный шар, а каждому сжимающему операторуϕ : E→ F –– его
биограничение ⊙(ϕ) : ШE →ШF . Какая от этого функтора польза, мы
расскажем сильному студенту в конце параграфа.

Ряд интересных функторов действует в обратном направлении, кон-
струируя банаховы пространства из множеств, топологических прост-
ранств и т. п.

Пример . Сопоставим каждому множеству X банахово простран-
ство l∞(X ) (см. § .), а каждому отображению ω : X → Y –– оператор
l∞(ω) : l∞(Y )→ l∞(X ), сопоставляющий функции x ∈ l∞(Y ) функцию
y ∈ l∞(X ) : y(t) := x(ωt). Этим, очевидно, определен контравариант-
ный функтор l∞(?) : S→ B1 (проверьте нужные свойства).

Сходным образом возникают контравариантные функторы из раз-
личных подкатегорий в T со значениями в B1. (Предложите какой-
нибудь из них, восполнив все детали.) Впрочем, наиболее важный из
этих функторов нам все равно понадобится аккуратно определить впо-
следствии (см. пример ..).

Весьма полезен, в частности для теории операторных алгебр, и
функтор из M в B1, сопоставляющий измеримому пространству
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(X ,µ) банахово пространство L∞(X ,µ). (Дайте аккуратное определе-
ние.)

∗ ∗ ∗

Мы уже обсуждали в предыдущих параграфах строение тех опе-
раторов, которые являются в категориях банаховых и гильбертовых
пространств коретракциями и ретракциями. Скажем несколько слов
о других видах морфизмов в этих категориях.

Предложение . В категориях B, B1, H и H1 мономорфиз-
мы –– это в точности инъективные операторы, а эпиморфизмы –– это
операторы с плотным образом.
⊳ Изложенное в предложении .. доказательство аналогичных

рассуждений для N и N1 без изменений проходит и для указан-
ных четырех категорий; надо лишь учесть, что операция взятия фак-
торпространства не выводит из класса банаховых (предложение .)
и гильбертовых (следствие .) пространств. ⊲

Сильному студенту вдобавок предлагается
Упражнение 12∗. (i) Пусть T : E→ F –– морфизм в B или H. Тогда T ––

крайний мономорфизм ⇔ это инъективный оператор с замкнутым образом,
и T –– крайний эпиморфизм⇔ это сюръективный оператор.

(ii) Пусть T : E→ F –– морфизм в B1 или H1. Тогда T –– крайний моно-
морфизм⇔ это изометрический оператор, и T –– крайний эпиморфизм⇔ это
коизометрический оператор.

Как следствие, в H и H1 класс крайних мономорфизмов совпадает с клас-
сом коретракций, а класс крайних эпиморфизмов совпадает с классом ретрак-
ций.

Указание. Объедините упражнение .. с принципом открытости.

∗ ∗ ∗

Теперь обратимся к (ко)произведениям.
Сперва рассмотрим случай конечного семейства банаховых про-

странств, скажем, E1, …, En. Тогда, разумеется, банахово прямое произ-
ведение и банахова прямая сумма этого семейства (см. § ) обладают
одним и тем же подлежащим линейным пространством, совпадаю-
щим как с декартовым произведением, так и с прямой суммой этих
линейных пространств. И потому мы вправе употреблять любое из со-

ответствующих обозначений
n
×

k=1
Ek и

n⊕
k=1

Ek, а также краткое обозначе-

ние E. Очевидно, элементы пространства E можно считать строка-
ми x = (x1, …, xn), xk ∈ Ek , причем πk : E→ Ek действуют как x 7→ xk,
а ik : Ek→ E действуют как y 7→ (0, …, 0, y, 0, …) (y на k-м месте).
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Как обычно, мы будем считать каждое Ek подпространством в E,
отождествляя его с Im(ik). При этом норма ‖ · ‖Π банахова прямого
произведения и норма ‖ · ‖⊔ банаховой прямой суммы (определен-
ные для произвольного семейства пространств в § .) удовлетворяют
очевидной оценке ‖ · ‖Π 6 ‖ · ‖⊔ 6 n‖ · ‖Π и, стало быть, эквивалентны.
Назовем любую норму в E, эквивалентную только что указанным, до-
пустимой. Разумеется, E является относительно допустимой нормы
банаховым пространством.

Упражнение . Любая норма в E, превращающая это простран-
ство в банахово и совпадающая на каждом из Ek с исходной нормой
в последнем пространстве, допустима.

Предложение . Любое конечное семейство E1, …, En банаховых
пространств обладает в категории B как произведением, так и ко-
произведением. А именно, произведением этих пространств является
(E,‖ · ‖), где ‖ · ‖ –– любая допустимая норма, вместе с проекциями πk,
k = 1, …, n, а копроизведением –– то же нормированное пространство
вместе с вложениями ik, k= 1, …, n.
⊳ Мы ограничимся копроизведениями, оставив параллельный слу-

чай произведений читателю. Пусть F –– произвольное банахово про-
странство вместе с ограниченными операторами (= морфизмами в
B) ϕk : Ek→ F , k= 1, …, n.

Наша задача –– показать, что существует и однозначно определен
ограниченный оператор ψ, делающий для каждого k = 1, …, n диа-
грамму

E
ψ

F

Ek

ik ϕk

коммутативной. Но, в силу свойств копроизведения в L, существует
единственный линейный оператор ψ с подобным свойством. Поэтому
остается только установить, что он ограничен.

Возьмем вектор x ∈ E; очевидно, он однозначно представим в ви-

де
n∑

k=1

ik(yk), yk ∈ Ek. Поэтому, с учетом того, что норма ‖ · ‖ в E допу-

стима, для некоторого C > 0 и K :=max{‖ϕk‖ : k = 1, …, n} выполнено
неравенство

‖ψ(x)‖6

n∑

k=1

‖ψik(yk)‖=
n∑

k=1

‖ϕk(yk)‖6

n∑

k=1

K‖yk‖= K‖x‖⊔ 6 KC‖x‖.

Дальнейшее очевидно. ⊲
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Упражнение . Любое конечное семейство гильбертовых про-
странств обладает как произведением, так и копроизведением в ка-
тегории H.

Указание. Заметим, что гильбертова прямая сумма заданных про-
странств (см. § ) является их произведением, будучи рассмотрена с
соответствующими проекциями, и их копроизведением, будучи рас-
смотрена с соответствующими вложениями.

Из предложения . сразу вытекает
Следствие . Пусть банахово пространство E разлагается в пря-

мую сумму своих замкнутых подпространств E1 и E2. Тогда оно, вместе
с соответствующими естественными вложениями, является копроиз-
ведением подпространств E1 и E2 в B.

Однако, пытаясь перенести результаты о конечных (ко)произведе-
ниях на бесконечные семейства объектов, мы приходим к плачевному
результату.

Упражнение 15∗. (Ср. упражнения .. и .. о несколько иной
ситуации в M.) Любое бесконечное семейство отличных от нуля объ-
ектов в B не обладает в этой категории ни произведением, ни копро-
изведением. То же верно с заменой B на H.

Указание. Если, скажем, пространства En, n ∈N, обладают гипоте-
тическим произведением в B, то к желаемому противоречию при-
водит выбор F := C и операторов ϕn : C→ En с достаточно быстро
растущими нормами. В случае гипотетического копроизведения мож-
но положить F :=

⊕
p

{Eν : ν ∈Λ} для любого p ∈ [1,∞] при рассмотре-

нии B и p = 2 при рассмотрении H, после чего взять в качестве
ϕn : En→ F кратные соответствующих вложений, снова с быстро расту-
щими нормами.

Однако положение резко улучшается, если мы от B перейдем
к B1 (т. е. запретим операторам иметь большие нормы).

Упражнение . Любое семейство банаховых пространств Eν , ν ∈
∈Λ, обладает в категории B1 как произведением, так и копроизведе-
нием. Произведением этого семейства является его банахово прямое

произведение
�⊕
∞
{Eν : ν ∈ Λ}, ‖ · ‖Π

�
с проекциями πµ :

⊕
∞
{Eν : ν ∈

∈ Λ} → Eµ, f 7→ f (µ), а копроизведением –– банахова прямая сумма�⊕
1

{Eν : ν ∈ Λ}, ‖ · ‖⊔
�

с вложениями iµ : Eµ→
⊕
1

{Eν : ν ∈ Λ}, перево-

дящими x ∈ Eµ в отображение, которое переводит µ в x , а остальные
элементы индексного множества Λ –– в нуль.

Указание. Доказательства обоих утверждений весьма сходны; огра-
ничимся первым. Пусть заданы пространство F и –– теперь сжимаю-
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щие! –– отображения ϕν : F → Eν , ν ∈ Λ. Поскольку пара, состоящая
из декартова произведения E0 наших пространств и стандартного се-
мейства проекций, –– это категорное произведение нашего семейства
в L (предложение ..), существует единственный линейный опе-
ратор ψ0 : F → E0, делающий, для каждого ν ∈ Λ, соответствующую
диаграмму коммутативной. Легко усматривается, что его коограниче-
ние ψ на банахово прямое произведение –– это сжимающий оператор
(= морфизм в B1).

Оставшаяся часть параграфа не обязательна и предназначена для читателя,
желающего больше узнать о рассматриваемых категориях.

Для начала отметим, что с предыдущим упражнением контрастирует
Упражнение 17∗. В категории H1 (даже) семейство из двух отличных от

нуля пространств не обладает ни произведением, ни копроизведением.
Указание. Пусть Hk –– наши заданные пространства и xk ∈ Hk , ‖xk‖ = 1

(k = 1,2). К противоречию приведет выбор Y := C вместе с отображения-
ми ϕk : 1 7→ ±xk для произведений и ϕk : y 7→ 〈y,±xk〉 для копроизведений
(см. определения .. и 0.6.2′). Окажется, что из-за специфики «гильберто-
вой» геометрии (в частности, закона параллелограмма) требуемый операторψ
(см. там же) не может быть сжимающим.

Теперь напомним обычный подход к изучению категорий, образованных
множествами с заданными на них теми или иными структурами. Подобная ка-
тегория, как правило, снабжается забывающим функтором и становится кон-
кретной категорией в смысле определения ...

Разумеется, рассматриваемые категории функционального анализа не со-
ставляют исключения; здесь, в частности, мы можем говорить о конкретных
категориях (K ,�), где K –– любая из категорий B, B1, H и H1, а � ––
забывающий функтор из соответствующей категории в S. При этом конкрет-
ные категории B1 и H1, как легко видеть, не являются уравновешенными,
но две оставшиеся категории являются таковыми: для B, если вдуматься,
этот факт есть просто эквивалентная формулировка теоремы Банаха. (Пока-
жите, что более широкая конкретная категория (N,�) уже не уравновешена;
ср. пример ...)

В заключение рассмотрим вопрос о категорных базисах и свободе. Прежде
всего, опишем свободные объекты в (B,�) и (H,�).

Упражнение . В указанных двух конкретных категориях свободными
объектами являются конечномерные пространства, и только они. При этом
(категорным) базисом конечномерного пространства является его любой ли-
нейный базис.

Указание. Последнее утверждение следует из теоремы . (iii). Теперь пусть
пространство E бесконечномерно, а S –– его базис. Тогда S не может быть ко-
нечным: в этом случае для F := E/ span(S) операторы pr, 0: E→ F суть разные
морфизмы, переводящие S в 0∈ F . Если же S содержит последовательность xn,
n∈N, то нет ограниченного оператора в E, который переводил бы xn в nxn.
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Упражнение . В конкретных категориях (B1,�) и (H1,�) вообще ни
одно пространство не обладает базисом.

Указание. Если x –– точка гипотетического базиса S в E, то любое отобра-
жение ϕ : S→�(E), переводящее x в вектор большей нормы, приводит к про-
тиворечию.

Однако положение с базисами резко улучшается, если с категорией B1

связать другую конкретную категорию, а именно (B1,⊙), где ⊙ : B1 →
→ S –– упоминавшийся выше функтор «единичного шара». Эта категория,
разумеется, уравновешена. Но главное ее преимущество состоит в следующем.

Упражнение . Банахово пространство свободно в смысле конкретной
категории (B1,⊙)⇔ оно изометрически изоморфно (= изоморфно в B1)
пространству l1(X ) для некоторого X . При этом базисом для l1(X ) является мно-
жество, состоящее из таких функций δs, s ∈ X , что δs(t) = 1 при s= t и δs(t) = 0

при s 6= t.
Указание. Поскольку C обладает в рассматриваемой конкретной катего-

рии одноточечным базисом, утверждение следует из результата (общекатегор-
ного характера), предложенного как упражнение ...

Детали построения соответствующего функтора свободы F : S→ B1,
X 7→ l1(X ), оставляем читателю.

§ . Пополнение

Мы видели, «как хороши, как свежи были» банаховы пространства.
Но вот представьте, что нам дали нормированное пространство и ска-
зали, что оно банахово, а оно оказалось не полным. Не надо горевать:
это пространство можно сделать полным, добавив к нему новые точ-
ки, –– подобно тому как, следуя Кантору, мы изготавливаем действи-
тельные числа из рациональных. Сперва четко осознаем то, чего бы мы
хотели от нашей гипотетической конструкции. Везде, до особого объ-
явления, E –– фиксированное нормированное пространство.

Предложение . Пусть (E, i) –– пара, состоящая из банахова про-
странства E и сжимающего оператора i : E→ E. Следующие утвержде-
ния эквивалентны:

(i) (свойство универсальности) для любой пары (F,ϕ), состоящей
из банахова пространства F и сжимающего оператора ϕ : E→ F , су-
ществует единственный такой сжимающий оператор ψ: E→ F , что
диаграмма

E
ϕ

i

E
ψ

F
коммутативна;

(ii) оператор i –– изометрический, и его образ плотен в E.
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⊳ (i)⇒ (ii) Возьмем x ∈ E. Согласно теореме .. существует такой
функционал f : E→C нормы 1, что f (x) = ‖x‖. Поскольку f –– сжимаю-
щий оператор в банахово пространство, согласно условию существует
сжимающий операторψ: E→ F , делающий коммутативной указанную
выше диаграмму с C в роли F и f в роли ϕ. В частности, ψi(x) = f (x),
откуда

‖i(x)‖> ‖ψi(x)‖= ‖x‖.

Поскольку i –– сжимающий оператор, а вектор x выбран произвольно,
это означает, что i –– изометрический оператор.

Теперь пусть E1 –– замыкание образа оператора i. Положим F :=

:= E/E1 и в качестве ϕ : E→ F возьмем нулевой оператор. Тогда указан-
ная диаграмма коммутативна, если взять в качестве ψ естественную
проекцию E на F ; но она же коммутативна и при ψ := 0. Поскольку,
в силу условия, подобный оператор ψ всего один, естественная проек-
ция пространства E на F –– нулевой оператор, а это, разумеется, озна-
чает, что E = E1.

(ii) ⇒ (i) Положим E0 := Im(i) и для заданного оператора ϕ : E→ F
рассмотрим оператор ψ0 : E0 → F , корректно определенный, в силу
инъективности оператора i, правилом ψ0(i(x)) := ϕ(x). Поскольку
оператор i сохраняет нормы, ψ0, как и ϕ, –– сжимающий оператор.

Очевидно, что некий сжимающий оператор ψ: E → F делает ука-
занную выше диаграмму коммутативной тогда и только тогда, когда
оператор ψ является продолжением ψ0. Но подпространство E0 по
условию плотно в E. Поэтому существование и единственность такого
оператора следуют из принципа продолжения по непрерывности (тео-
ремы .). ⊲

Определение . Пара (E, i), обладающая эквивалентными свойст-
вами, указанными в предложении , называется пополнением норми-
рованного пространства E.

Замечание. Иногда, краткости ради, мы будем говорить «попол-
нение пространства E», имея в виду банахово пространство E. Под-
черкнем, однако, что это не более чем вольность речи: изометрический
изоморфизм i является неотъемлемой частью определения пополне-
ния.

Если пополнение (E, i) задано, то, отождествляя каждый вектор
x ∈ E с i(x), можно мыслить E плотным подпространством в E; это
часто, хотя и не всегда, удобно ).

)Психологически для нас в этом не должно быть ничего нового: когда-то мы точно так
же научились мыслить рациональные числа как частный случай действительных, а еще
раньше, в детстве –– целые числа как частный случай рациональных.
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Предупреждение. В учебниках почтенного возраста фраза «по-
полнение пространства E –– это полное пространство, содержащее E

в качестве плотного подмножества» дается именно как точное опреде-
ление пополнения. Из сказанного выше следует, что мы в этих лекциях
разделяем другую точку зрения на то, что считать пополнением.

В свойстве универсальности пополнения речь шла о сжимающих
операторах, однако его аналог имеет место и для произвольных огра-
ниченных операторов.

Предложение . Пусть (E, i) –– пополнение пространства E. То-
гда для любого банахова пространства F и ограниченного операто-
ра ϕ : E→ F существует единственный такой ограниченный оператор
ψ: E→ F , что диаграмма, указанная в предложении 1(i), коммутатив-
на. При этом ‖ψ‖= ‖ϕ‖.
⊳ Это очевидным образом следует из принципа продолжения по

непрерывности. ⊲
Вот несколько классических примеров пополнений. Если P[a, b] ––

пространство заданных на отрезке многочленов с равномерной нор-
мой, то его пополнением служит пара (C[a, b], in), где in: P[a, b]→
→ C[a, b]. Пополнением пространства C[a, b], рассмотренного с (от-
личной от равномерной) нормой

‖x‖1 :=

b∫

a

|x(t)| dt,

является пространство (L1[a, b], i), i : C[a, b]→ L1[a, b], где i сопостав-
ляет каждой непрерывной функции ее класс эквивалентности в про-
странстве L1[a, b]. (Как видите, требовать, чтобы пространство E было
частью E, не всегда удобно.) Пополнением пространства c00, рассмот-
ренного с нормой ‖ · ‖p, является (lp, in) при 1 6 p <∞ и (c0, in) при
p =∞. Во всех этих примерах мы, разумеется, указываем лишь одно,
по всей видимости, самое простое из возможных пополнений.

Заметим, что если E –– само банахово пространство, то его попол-
нением служит (E, 1E). (Согласно поговорке «От добра добра не ищут».)
В то же время все пополнения такого пространства E, очевидно, опи-
сываются как пары (F, i), i : E→ F , где i –– произвольный изометриче-
ский изоморфизм между E и каким-то банаховым пространством.

Однако всевозможные пополнения одного и того же пространства
различны «только по форме, но не по содержанию».

Теорема  (единственности). Пусть (E1, i1) и (E2, i2) –– два попол-
нения нормированного пространства E. Тогда существует, и притом
единственный, такой изометрический изоморфизм I : E1 → E2, что
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диаграмма
E

i1 i2

E1
I

E2

коммутативна.
Таким образом, E1 и E2 не только изометрически изоморфны, но их

изометрический изоморфизм может быть выбран согласованным об-
разом с операторами i1 и i2.
⊳ (Ср. доказательство теоремы ...) Введем категорию BE (не-

которое усложнение B). Ее объектами объявим все пары (F,ϕ), со-
стоящие из банахова пространства F и сжимающего оператора ϕ : E→
→ F . Морфизмами между объектами (F1,ϕ1) и (F2,ϕ2) этой категории
объявим сжимающие операторы ψ: F1→ F2, для которых диаграмма

E
ϕ1 ϕ2

F1

ψ
F2

коммутативна.
Композицией морфизмов в BE объявим их композицию в B

(т. е. обычную композицию операторов). Аксиомы категории легко
проверяются.

Из универсального свойства пополнений очевидным образом сле-
дует, что пара (E, i) является пополнением пространства E тогда и толь-
ко тогда, когда она является инициальным объектом в BE . Поэтому
из теоремы .. сразу следует, что пары (E1, i1) и (E2, i2) изоморфны
как объекты категории BE . Разумеется, соответствующий изомор-
физм I и является требуемым изометрическим изоморфизмом. ⊲

Мы переходим к вопросу о существовании пополнений. Теперь,
в отличие от вопроса об их единственности, общекатегорной схемы
нет, и на передний план выступают специфические черты рассматри-
ваемой конструкции.

Теорема  (существования). Всякое нормированное пространст-
во E обладает пополнением.

Мы приведем два доказательства этой теоремы.
⊳ (Первое доказательство.) Рассмотрим линейное пространство E ,

состоящее из всех фундаментальных последовательностей векторов
x̃ = (x1, x2, …) из E с покоординатными операциями. Снабдим его
преднормой ‖ x̃‖0 := lim

n→∞
‖xn‖, где ‖ · ‖ –– норма в E; разумеется, такое
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определение корректно. Положим E0 := {x̃ ∈ E : ‖ x̃‖0= 0} и рассмотрим
нормированное пространство E := E/E0 (см. предложение ..). Далее,
рассмотрим оператор j : E → E , сопоставляющий вектору x постоян-
ную последовательность x ′ := (x , x , …), и положим i := pr ◦ j : E→ E,
где pr: E → E –– естественная проекция. Наша задача –– показать, что
пара (E, i) –– это пополнение пространства E.

Прежде всего, поскольку j и pr суть, очевидно, изометрические опе-
раторы, таков же и оператор i. Далее, возьмем любой вектор y ∈ E; то-
гда y = pr( x̃) для некоторой последовательности x̃ = (x1, x2, …)∈ E . Из
фундаментальности последовательности x̃ легко следует, что элемен-
ты (постоянные последовательности) x ′

n
:= j(xn) стремятся к x̃ в про-

странстве E при n→∞, а потому элементы i(xn) = pr(x ′
n
) стремятся к y

в E. Таким образом, образ Im(i) плотен в E.
Осталось убедиться в том, что пространство E полно. Пусть ym, m=

= 1, 2, …, –– фундаментальная последовательность в E и ym = pr( x̃m),
x̃m = (xm

1
, xm

2
, …) ∈ E . Для каждого m= 1, 2, … в силу фундаментально-

сти последовательности x̃m найдется такой ее член –– обозначим его

xm ∈ E, –– что ‖xm − xm
n
‖< 1

m
для всех достаточно больших n, а потому

‖x ′
m
− x̃m‖0 6

1
m

(в E). Отсюда, в частности, следует, что последователь-

ности x ′
m

и x̃m элементов пространства E одновременно сходятся или
нет и если сходятся, то имеют одни и те же пределы.

Теперь возьмем последовательность x̃ := (x1, x2, …) (составленную
из выбранных выше векторов в E). Из соотношений

‖x l − xm‖= ‖x ′l − x ′
m
‖0 6 ‖x ′

l
− x̃ l‖0+ ‖ x̃ l − x̃m‖0 + ‖ x̃m − x ′

m
‖0

для любых l, m= 1, 2, … легко усматривается, что она фундаментальна
в E, т. е. x̃ ∈ E . Отсюда очевидным образом следует, что последователь-
ность x ′

m
(элементов пространства E) сходится к x̃ , а значит, как отме-

чалось выше, тот же предел имеет и последовательность x̃m. Но тогда
заданная последовательность ym = pr( x̃m) ∈ E также сходится, а имен-
но к элементу pr( x̃)∈ E. ⊲
⊳ (Второе доказательство.) Рассмотрим каноническое вложение

α: E→ E∗∗ и обозначим через E замыкание образа оператора α в E∗∗.
Тогда ввиду предложений ., . и изометричности вложения α пара
(E,α|E ) является требуемым пополнением. ⊲

Замечание. Второе доказательство, возможно, не столь поучитель-
но, как первое. Оно, конечно, гораздо короче, но эта краткость об-
манчива: оно опирается на сильное средство –– теорему Хана––Банаха,
доказательство которой, как мы помним, само требует серьезной под-
готовки.
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Следствие . Всякое неполное нормированное пространство явля-
ется плотным собственным подпространством некоторого банахова
пространства.

С подготовленным читателем мы обсудим теоретико-категорную интер-
претацию полученного результата. Дело в том, что вопрос о существовании
пополнений, как и огромное множество разных вопросов алгебры и анализа,
есть вопрос о представимости некоторого функтора (ср. определение ..).

Пусть E –– фиксированное нормированное пространство. Рассмотрим ко-
вариантный функтор F : B1→ S, сопоставляющий каждому банахову про-
странству F единичный шар вB(E, F) и каждому морфизму ϕ : F1→ F2 в B1

отображение F (ϕ) : ψ 7→ ϕψ. (Таким образом функтор F весьма похож на
функтор морфизмов B(E, ?), введенный в начале § , только теперь простран-
ство E не обязательно полно, а в качестве F (F) берется не все пространство
B(E, F), а лишь его единичный шар.)

Упражнение . Теорема  эквивалентна тому утверждению, что функторF
представим. При этом для любого пополнения (E, i) пространства E банахово
пространство E является представляющим объектом для F .

Конструкция пополнения хорошо согласована со скалярным произ-
ведением, если таковое имеется.

Предложение . Пусть H –– почти гильбертово пространство.
Тогда существует пара (H, i), где H –– гильбертово пространство, яв-
ляющаяся пополнением пространства H как нормированного прост-
ранства. Если (H1, i1) и (H2, i2) –– две таких пары, то существует, и
притом единственный, такой унитарный изоморфизм U, что диа-
грамма

H

i1 i2

H1
U

H2

коммутативна.
⊳ Пусть (H, i) –– пополнение пространства H как нормированного

пространства. Наша задача –– показать, что норма в H задается неко-
торым скалярным произведением.

Возьмем x ′, y ′ ∈H и рассмотрим последовательности xn, yn ∈H, од-
нозначно определенные тем, что i(xn) сходится к x ′, а i(yn) –– к y ′.
Тогда, как нетрудно усмотреть (ср. оценку в доказательстве предло-
жения ..), числовая последовательность 〈xn, yn〉 фундаментальна,
а потому сходится к некоторому числу, которое мы обозначим 〈x ′, y ′〉.
Это число, очевидно, не зависит от выбора последовательностей xn, yn

и обладает свойствами скалярного произведения; кроме того, для лю-
бых x , y ∈ H выполнено 〈i(x), i(y)〉= 〈x , y〉.
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Остается показать, что ‖x ′‖ =
p
〈x ′, x ′〉 для каждого x ′ ∈ H. Взяв

такую последовательность xn ∈ H, что i(xn) сходится к x ′, мы видим,
что последовательность ‖xn‖ = ‖i(xn)‖ сходится к ‖x ′‖, а последова-
тельность 〈xn, xn〉 сходится к 〈x ′, x ′〉, по построению скалярного про-
изведения в H. Поскольку в H для всех xn выполнено соотношение
‖xn‖=
p
〈xn, xn〉, требуемое равенство обеспечено. ⊲

Упражнение . Дайте другое доказательство этого предложения,
выведя его из результата упражнения ...

Замечание. Понятие пополнения общего (не обладающего линей-
ной структурой) метрического пространства нам не понадобится, и мы
не будем его детально обсуждать. Мы лишь отметим, что одно из экви-
валентных определений пополнения метрического пространства M ––
это пара (M , i), состоящая из полного метрического пространства M

и изометрического отображения i : M → M с плотным образом; опре-
деление в терминах свойства универсальности читатель может с лег-
костью восстановить. Доказательства соответствующих теорем един-
ственности и существования повторяют, с небольшими очевидными
изменениями, доказательства теорем  и . Впрочем, читатель, сделав-
ший упражнение .., может дать короткое доказательство теоремы
существования, рассмотрев изометрическое отображение, скажем, i′

заданного пространства M в Cb(M) и взяв в качестве M замыкание
образа Im(i′), а в качестве i –– коограничение оператора i′ на M .

§ . Алгебраическое и банахово тензорное произведение

Когда в -х годах читались первые обязательные лекции по функ-
циональному анализу, о банаховых тензорных произведениях мало кто
слышал и им было посвящено считанное число работ. Однако сейчас
тензорные произведения, шагнув из алгебры в функциональный ана-
лиз, занимают там весьма заметное место. Они широко используют-
ся в большинстве его разделов, а некоторые «передовые» направления,
такие, как, например, теория операторных алгебр (вместе с примыка-
ющими вопросами квантовой физики) и квантовый функциональный
анализ, просто немыслимы без тензорных произведений (ср. [, ]).

Мы убеждены, что настало время включить самые начальные све-
дения о тензорных произведениях функционального анализа в уни-
верситетский учебник. Пусть о них узнают студенты третьего курса
с их еще свежими мозгами; потом их осваивать будет значительно
труднее.

Общий смысл конструкции тензорного произведения –– как в ал-
гебре, так и в анализе –– состоит в том, что она позволяет вместо би-
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линейных операторов того или иного класса рассматривать (просто)
линейные операторы, но только заданные на более сложных простран-
ствах, чем исходные. Нам предстоит придать этой довольно расплыв-
чатой фразе точный смысл.

Сперва мы рассмотрим подготовительное чисто алгебраическое по-
нятие –– тензорное произведение линейных пространств. Скорее всего,
вам говорили о них в курсе алгебры, но мы опасаемся, что форма изло-
жения отличалась от той, которая нам необходима. Поэтому нам при-
дется вести рассказ с самого начала.

Итак, пусть E и F –– два линейных пространства.
Определение . Пара (Θ,θ ), где Θ –– линейное пространство, а

θ : E × F → Θ –– билинейный оператор, называется (алгебраическим)
тензорным произведением пространств E и F , если для любого линей-
ного пространства G и любого билинейного оператора R : E × F → G
существует единственный такой линейный оператор R : Θ→ G, что
диаграмма

E × F

R
θ

E b⊗ F
R

G

коммутативна. Линейный оператор R называется ассоциированным
с билинейным оператором R .

Свойство указанной пары, фигурирующее в этом определении, на-
зывается свойством универсальности (алгебраического тензорного
произведения)

Пример . Пусть E = Cm, F = Cn. Рассмотрим пространство Cmn,
которое будем мыслить как линейное пространство матриц размера
m × n с комплексными элементами. Обозначим через pkl элементар-
ную матрицу с  на kl-м месте и нулями на остальных. Рассмотрим би-
линейный оператор θ : Cm ×Cn→Cmn, однозначно определенный тем,
что он переводит пару ортов (pk, pl) в pkl . Тогда пара (Cmn,θ ) –– это тен-
зорное произведение пространств Cm и Cn. Действительно, для каж-
дого билинейного оператора R : Cm × Cn → G оператор R : Cmn → G,

переводящий (m × n)-матрицу (λkl ) в вектор
m∑

k=1

n∑
l=1

λklR(pk, pl) –– это

и есть единственный оператор, делающий требуемую диаграмму ком-
мутативной.

Обобщением этого примера является
Упражнение . Пусть M и N –– произвольные множества, E и F ––

некоторые линейные пространства функций на M и соответствен-
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но на N , L –– линейная оболочка заданных на M × N функций вида
x(s)y(t), x ∈ E, y ∈ F , s ∈ M , t ∈ N , θ : E × F → L –– билинейный опе-
ратор, переводящий пару (x ∈ E, y ∈ F) в функцию x(s)y(t) ∈ L. Тогда
пара (L,θ ) –– это алгебраическое тензорное произведение E и F .

Указание. Поможет следующее наблюдение: если функции x1, …
…, xn ∈ E линейно независимы, а y1, …, yn ∈ F не все равны нулю, то

n∑
k=1

xk(s)yk(t) 6= 0.

Теорема  (единственности). Пусть (Θ1,θ1) и (Θ2,θ2) –– два тен-
зорных произведения линейных пространств E и F . Тогда существует,
и притом единственный, такой линейный изоморфизм I : Θ1→Θ2, что
диаграмма

E × F
θ1 θ2

Θ1
I

Θ2

коммутативна.
⊳ После теорем .. и . читатель догадывается, какого сорта рас-

суждение мы проведем. Введем категорию LE,F , объявив ее объек-
тами все пары (G,R), состоящие из линейного пространства G и би-
линейного оператора R : E × F → G, а морфизмами между объектами
(G1,R1) и (G2,R2) –– линейные операторы ψ: G1 → G2, для которых
диаграмма

E × F
R1 R2

G1

ψ
G2

коммутативна; композицией морфизмов объявим обычную компози-
цию операторов. Аксиомы категории легко проверяются.

Из универсального свойства тензорных произведений следует, что
пара (Θ,θ ) является тензорным произведением пространств E и F то-
гда и только тогда, когда она является инициальным объектом в LE,F .
Отсюда –– это мы хорошо знаем –– пары (Θ1,θ1) и (Θ2,θ2) изоморфны
как объекты категории LE,F . Дальнейшее очевидно. ⊲

Существование тензорного произведения устанавливается путем
предъявления его той или иной явной конструкции. Мы ограничимся
одной из них, возможно наиболее поучительной. (О еще одной см., на-
пример, [].)

Пусть E ⊙ F –– пространство формальных линейных комбинаций
элементов декартова произведения E × F (ср. пример ..). Введя обо-
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значение x ⊙ y для элементов естественного линейного базиса 1(x , y)
в E ⊙ F (здесь 1 –– скалярный множитель), рассмотрим в E ⊙ F множе-
ство M элементов любого из следующих видов:

(x1 + x2)⊙ y − x1 ⊙ y − x2 ⊙ y, x ⊙ (y1 + y2)− x ⊙ y1 − x ⊙ y2,

(λx)⊙ y −λ(x ⊙ y), x ⊙ (λy)−λ(x ⊙ y),

x1, x2, x ∈ E, y1, y2, y ∈ F, λ∈C.

Введем обозначения E ⊗ F для факторпространства E ⊙ F/ span(M)
и x ⊗ y для класса смежности x ⊙ y + span(M); тогда отображение
ϑ : E × F → E ⊗ F , (x , y) 7→ x ⊗ y, как легко проверить, является били-
нейным оператором.

Элементы вида x ⊗ y называются элементарными тензорами. Оче-
видно, каждому виду элементов из M соответствует некоторое тож-
дество в E ⊗ F : например, первому –– (x1 + x2) ⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y

и т. п.
Теорема  (существования). Всякие два линейных пространства E

и F обладают тензорным произведением, и, в частности, таковым яв-
ляется пара (E ⊗ F,ϑ).
⊳ Пусть R : E × F → G –– билинейный оператор. Он однозначно

определяет линейный оператор R0 : E ⊙ F → G, переводящий x ⊙ y в
R(x , y). В свою очередь, этот последний в силу выбора множества M
порождает оператор R : E ⊗ F → G, однозначно определенный тем, что
R(x ⊗ y) =R(x , y). Тогда диаграмма из определения , очевидно, ком-
мутативна с Θ := E ⊗ F и θ := ϑ. Наконец, ввиду равенства E ⊗ F =
= span(Im(ϑ)), оператор R однозначно определен условием R(x ⊗ y) =

=R(x , y), т. е. требованием коммутативности этой диаграммы. ⊲
Свойство универсальности алгебраического тензорного произведе-

ния позволяет выделить важный класс линейных функционалов.
Определение . Тензорным произведением функционалов f : E→ C

и g : F → C называется функционал f ⊗ g : E ⊗ F → C, ассоциирован-
ный с билинейным функционалом f × g : E × F→C, (x , y) 7→ f (x)g(y).

Очевидно, введенный функционал однозначно определен равенст-
вом ( f ⊗ g)(x ⊗ y) = f (x)g(y).

Мы видим, что всякий элемент пространства E ⊗ F представим, во-
обще говоря, многими способами в виде суммы элементарных тензо-
ров. Весьма полезно знать, когда подобная сумма заведомо отлична от
нуля.

Предложение . Для элемента u ∈ E ⊗ F следующие утверждения
эквивалентны:

(i) u 6= 0;
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(ii) u =
n∑

k=1

xk ⊗ yk , где векторы x1, …, xn линейно независимы, а
y1 6=0;

(iii) u=
n∑

k=1

xk ⊗ yk , где векторы x1, …, xn и y1, …, yn линейно незави-
симы.
⊳ (i)⇒ (iii) Среди всех представлений элемента u в виде суммы эле-

ментарных тензоров существует представление с наименьшим возмож-

ным числом слагаемых; пусть это
n∑

k=1

xk ⊗ yk . Если векторы x1, …, xn

линейно зависимы, то один из них, скажем, x1, имеет вид
n∑

k=2

λk xk, λk ∈
∈C. Отсюда, очевидно,

u=

n∑

k=2

xk ⊗ (λk y1 + yk),

чего в силу выбора исходного представления не может быть. Отсюда
векторы x1, …, xn линейно независимы, и остается применить такое же
рассуждение к векторам y1, …, yn.

(iii)⇒ (ii) Очевидно.
(ii) ⇒ (i) Возьмем такой функционал f : E → C, что f (x1) 6= 0 и

f (x2) =…= f (xn) = 0, а также такой функционал g : F→C, что g(y1) 6=
6= 0. Тогда ( f ⊗ g)(u) = f (x1)g(y1) 6= 0. Дальнейшее очевидно. ⊲

Следующие два факта легко следуют из предложения .
Упражнение 20. Для x , y ∈ E выполнено равенство x ⊗ y = y ⊗ x

в E ⊗ E⇔ векторы x и y коллинеарны.
Упражнение 30. Если e′µ, µ ∈ Λ ′, и e′′ν , ν ∈ Λ ′′, –– линейные базисы

соответственно в E и F , то e′µ ⊗ e′′ν , (µ,ν)∈ Λ ′ ×Λ ′′, –– линейный базис
в E ⊗ F .

Теперь мы можем предложить еще один важный пример алгебраи-
ческого тензорного произведения.

Предложение . Пусть E и F –– нормированные пространства. То-
гда существует линейный изоморфизм ) Gr0

0
: E∗ ⊗ F →F (E, F), одно-

значно определенный тем, что он переводит элементарный тензор
f ⊗ y в одномерный оператор f ⊙ y.
⊳ Рассмотрим билинейный оператор G : E∗ × F →F (E, F), перево-

дящий пару ( f , y) в f ⊙ y; тогда свойство универсальности доставля-
ет оператор Gr0

0
, однозначно определенный указанным правилом. Из

предложений .. и . очевидным образом следует, что оператор Gr0
0

сюръективен. Покажем, что он инъективен. Пусть элемент u ∈ E∗ ⊗ F
отличен от нуля. Тогда в силу предложения  (ii) он представим как

)Его обозначение связано с тем, что он является биограничением так называемого
оператора Гротендика Gr, который мы введем в конце параграфа.



 ГЛ. . БАНАХОВЫ ПР ОСТРАНСТВА И ИХ ПРЕИМУЩЕСТВА

n∑
k=1

x∗
k
⊗ yk , где векторы y1, …, yn линейно независимы и x∗

1
6= 0. Выбе-

рем x1 ∈ E так, что x∗
1
(x1) = 1. Тогда если T :=Gr0

0
(u), то

T x1 = y1 +

n∑

k=2

x∗
k
(x1)yk 6= 0

и, стало быть, T 6= 0. Дальнейшее очевидно. ⊲
Наша следующая цель –– перейти от чисто алгебраического тензор-

ного произведения к его «банахову» варианту. На самом деле суще-
ствует много разновидностей понятия тензорного произведения об-
щих банаховых пространств ), но мы здесь ограничимся одной из них,
по-видимому самой важной; ср. далее замечание после упражнения .

Определение . (Ср. определение .) Пусть E и F –– банаховы про-
странства. Пара (Θ,θ ), где Θ –– банахово пространство, а θ : E × F →
→ Θ –– сжимающий билинейный оператор, называется проективным
тензорным произведением пространств E и F или, как мы будем ча-
ще говорить, банаховым тензорным произведением этих пространств,
если для любого банахова пространства G и любого сжимающего били-
нейного оператораR : E × F→ G существует единственный такой сжи-
мающий линейный оператор R : Θ→ G, что диаграмма

E × F

R
θ

E b⊗ F
R

G

коммутативна.
Теорема  (единственности). (Ср. теорему .) Пусть (Θ1,θ1) и

(Θ2,θ2) –– два проективных тензорных произведения банаховых про-
странств E и F . Тогда существует, и притом единственный, такой
изометрический изоморфизм I : Θ1→Θ2, что диаграмма

E × F
θ1 θ2

Θ1
I

Θ2

коммутативна.
⊳ Доказательство теоремы  проходит с очевидными «банаховыми»

модификациями. Теперь мы используем категорию BE,F , объекты ко-
торой суть пары (G,R), состоящие из банахова пространства G и сжи-

)Еще одну, наиболее приспособленную к работе с гильбертовыми пространствами,
мы определим именно в контексте этих последних в § .
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мающего билинейного оператора R : E × F → G. Остальные детали
оставляем читателю. ⊲

Теперь начнем подготовку к теореме существования банахова тен-
зорного произведения. Пусть в линейных пространствах E и F задано
по (пока произвольной) преднорме. Для любого элемента u алгебраи-
ческого тензорного произведения E ⊗ F положим

‖u‖p := inf

n∑

k=1

‖xk‖‖yk‖,

где нижняя грань взята по всевозможным представлениям u=
n∑

k=1

xk ⊗
⊗ yk , xk ∈ E, yk ∈ F . Очевидно, ‖ · ‖p –– преднорма.

Определение . Эта преднорма называется проективным тензор-
ным произведением заданных преднорм или, при их фиксировании, про-
ективной преднормой в E ⊗ F .

Преднормированное пространство (E ⊗ F,‖ · ‖p) мы будем обозна-
чать через E ⊗p F .

Упражнение . Открытый единичный шар в E ⊗p F –– это выпуклая

оболочка множества {x ⊗ y : x ∈Ш0
E
, y ∈Ш0

F
}.

Предложение . Пусть R : E × F → G –– совместно ограниченный
билинейный оператор в преднормированное пространство. Тогда ас-
социированный с ним оператор R0 : E ⊗p F → G также ограничен, и
‖R0‖= ‖R‖.
⊳ Пусть u =

n∑
k=1

xk ⊗ yk , xk ∈ E, yk ∈ F ; тогда из равенства R0(u) =

=
n∑

k=1

R(xk, yk) следует, что ‖R0(u)‖ 6 ‖R‖
n∑

k=1

‖xk‖‖yk‖; отсюда в силу

определения проективной преднормы ‖R0‖6 ‖R‖. Далее, из равенства
R(x , y) = R0(x ⊗ y) и очевидной оценки ‖x ⊗ y‖6 ‖x‖‖y‖ следует, что
‖R‖6 ‖R0‖ sup{‖x ⊗ y‖ : x ∈ШE , y ∈ШF}6 ‖R0‖. ⊲

Следствие . Для f ∈ E∗ и g ∈ F∗ норма произведения f ⊗ g как функ-
ционала на E ⊗p F равна ‖ f ‖‖g‖.

Предложение . Для любых x ∈ E и y ∈ F выполнено равенство
‖x ⊗ y‖p = ‖x‖‖y‖.
⊳ Очевидно, достаточно рассмотреть случай, когда ‖x‖> 0 и ‖y‖>

> 0. Тогда, согласно теореме .., существуют такие функционалы
f ∈ E∗ и g ∈ F∗, что f (x) = ‖x‖, g(y) = ‖y‖ и ‖ f ‖= ‖g‖ = 1. С учетом
следствия  мы получаем ‖x‖‖y‖= ( f ⊗ g)(x ⊗ y)6 ‖x ⊗ y‖p . Дальней-
шее очевидно. ⊲

Прежде чем двигаться дальше, выделим одно полезное следствие из
теоремы Хана––Банаха. Оно является частным случаем утверждения,
сформулированного в упражнении ...
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Предложение . Пусть E –– нормированное пространство и x1, …
…, xn ∈ E –– линейно независимый набор векторов. Тогда существует
такой функционал f ∈ E∗, что f (x1) 6= 0, f (x2) =…= f (xn) = 0.
⊳ Из линейной независимости векторов x1, …, xn следует, что функ-

ционал с указанными свойствами заведомо существует на простран-
стве E0 = span{x1, …, xn}, причем он ограничен ввиду теоремы . (iii).
Остается продолжить его на E при помощи теоремы Хана––Банаха. ⊲

Предложение . Если E и F –– нормированные пространства, то
таково же и E ⊗p F .
⊳ Пусть элемент u ∈ E ⊗p F отличен от нуля. Тогда на основании

предложения , этот элемент имеет вид
n∑

k=1

xk ⊗ yk , xk ∈ E, yk ∈ F , где

x1, …, xn линейно независимы, а y1 6= 0. Поэтому в силу предложения 
существуют такие f ∈ E∗ и g ∈ F∗, что f (x1) 6= 0, f (x2) =…= f (xn) = 0

и g(y1) 6= 0. Таким образом, с учетом следствия  мы получаем

‖ f ‖‖g‖‖u‖p > |( f ⊗ g)(u)|=
����

n∑

k=1

f (xk)g(yk)

����= | f (x1)g(y1)|> 0.

Дальнейшее очевидно. ⊲
С этого момента мы сосредоточимся на случае, когда E и F –– бана-

ховы пространства. Тогда в силу предыдущего предложения E ⊗p F ––
заведомо нормированное пространство. Его пополнение обозначим
через (E b⊗ F, i). Тогда, как это обсуждалось в предыдущем параграфе,
мы можем, не теряя общности, считать, что E ⊗p F содержится, как
плотное подпространство, в E b⊗ F , а i –– естественное вложение.

Рассмотрим также билинейный оператор bϑ : E × F→ E b⊗ F , сопо-
ставляющий паре (x ∈ E, y ∈ F) элементарный тензор x ⊗ y. Из опре-
деления преднормы ‖ · ‖p немедленно следует, что bϑ –– сжимающий
билинейный оператор.

Теорема  (существования). Для любого банахова пространства G

и любого ограниченного билинейного оператора R : E × F → G суще-
ствует единственный такой ограниченный линейный оператор R : Θ→
→ G, что диаграмма

E × F

Rbϑ

E b⊗ F
R

G

коммутативна. При этом ‖R‖ = ‖R‖. В частности, пара (E b⊗ F, bϑ)
является банаховым тензорным произведением пространств E и F .
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⊳ Пусть R0 : E ⊗ F→ G –– ассоциированный (в смысле определения )
с R оператор; тогда согласно предложению  выполняется равенство
‖R0‖= ‖R‖. В силу предложения . существует единственный опера-
тор R : E b⊗ F→ G, обладающий нужными свойствами. ⊲

Норму в E b⊗ F мы будем также обозначать ‖ · ‖p (либо просто ‖ · ‖).
Фигурирующий в этой теореме оператор R мы будем называть ассоци-
ированным с (ограниченным) билинейным оператором R , а указанное
в ней свойство пары (E b⊗ F, bϑ) –– свойством универсальности (банахо-
ва тензорного произведения). Путаницы со сходно звучащими чисто
алгебраическими понятиями не должно возникнуть.

В дальнейшем нам понадобится следующий общий факт, представ-
ляющий и самостоятельный интерес.

Предложение . Пусть E –– нормированное пространство, E0 –– его
плотное подпространство. Тогда для любого ǫ > 0 каждый элемент
x ∈ E может быть представлен в виде суммы абсолютно сходящегося

ряда
∞∑

k=1

xk, где xk ∈ E0 и
∞∑

k=1

‖xk‖< ‖x‖+ ǫ.

⊳ Из плотности подпространства E0 в E следует, что существует та-
кой вектор x1 ∈ E0, что ‖x − x1‖ <

ǫ
4

. Отсюда ‖x1‖ < ‖x‖ +
ǫ
4

. По тем

же соображениям существует такой вектор x2 ∈ E0, что ‖x − x1 − x2‖<
<
ǫ
8

. Отсюда ‖x2‖ < ‖x − x1‖ +
ǫ
8
<

3ǫ
8

. Далее, найдется такой вектор

x3 ∈ E0, что ‖x − x1 − x2 − x3‖<
ǫ

16
, откуда ‖x3‖< ‖x − x1 − x2‖+

ǫ
16
<

<
3ǫ
16

. Продолжая этот процесс, мы получаем последовательность xk та-
ких векторов из E0, что




x −

n∑

k=1

xk





<
ǫ

2n+1 и ‖xn‖<
3ǫ

2n+1 для всех n > 2.

Отсюда следует, во-первых, что ряд
∞∑

k=1

xk сходится к x . Кроме того,

∞∑

k=1

‖xk‖< ‖x‖+ ǫ
�

1
4
+

∞∑

k=2

3

2k+1

�
= ‖x‖+ ǫ,

как и требовалось. ⊲
Предложение . Любой элемент u∈ E b⊗ F представим в виде суммы

абсолютно сходящегося ряда
∞∑

k=1

xk ⊗ yk, xk ∈ E, yk ∈ F , k= 1, 2, … При

этом ‖u‖p = inf
∞∑

k=1

‖xk‖‖yk‖, где нижняя грань взята по всевозможным

представлениям элемента u в указанном виде.
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⊳ Зададим ǫ > 0 и, пользуясь плотностью E ⊗ F в E b⊗ F и предложе-

нием , представим u в виде
∞∑

k=1

un, где un ∈ E ⊗ F и
∞∑

k=1

‖un‖p < ‖u‖p +
ǫ
2

.

Ввиду определения нормы ‖ · ‖p каждый элемент un имеет вид
mn∑
i=1

xni
⊗

⊗ yni
, где

n∑

i=1

‖xni
‖‖yni

‖< ‖un‖p +
ǫ

2 · 2n .

Отсюда
∞∑

n=1

mn∑

i=1

‖xni
‖‖yni

‖< ‖u‖p + ǫ.

Ввиду произвольности ǫ, это означает, что ‖u‖p не меньше нижней гра-
ни, указанной в формулировке. Обратное неравенство очевидно. ⊲

Следующий результат, предлагаемый вам в виде упражнения, уста-
навливает тесную связь между операцией взятия пространства опера-
торов и операцией проективного тензорного произведения. На самом
деле в этой связи заключается главное преимущество проективного
тензорного произведения по сравнению с другими вариантами этой
конструкции.

Упражнение  (закон сопряженной ассоциативности). Для лю-
бых E, F, G ∈ B между пространствами B(E b⊗ F, G) и B(E,B(F, G))
существует изометрический изоморфизм, однозначно определенный
тем, что он переводит операторϕ в такой операторψ, что (ψ(x))(y) :=
:=ϕ(x ⊗ y). В частности, с точностью до изометрического изоморфиз-
ма выполнено равенство

(E b⊗ F)∗ =B(E, F∗).

Указание. Норма билинейного оператора из E × F в G, с которым
ассоциирован оператор ϕ, совпадает с ‖ψ‖.

Замечание. Явные конструкции других вариантов понятия тензор-
ного произведения банаховых пространств, не рассмотренных в этих
лекциях, получаются в результате пополнения линейного пространства
E ⊗ F по другим нормам, отличным от проективной. Здесь мы можем
развлечь читателя. Существует весьма глубокая теорема, принадлежа-
щая Гротендику ), которая утверждает, что «естественных», в опреде-
ленном разумном смысле, вариантов подобных норм, а значит, и ви-
дов тензорных произведений ровно  –– не больше и не меньше; см.,
например, [, II.].

)А. Гротендик (род.  г.) –– выдающийся французский математик, сделавший важ-
ные открытия в функциональном анализе, алгебраической геометрии и ряде других об-
ластей математики.



§ . А ЛГЕБРАИЧЕСКОЕ И БАНАХОВО ТЕНЗОРНОЕ ПР ОИЗВЕДЕНИЕ 

∗ ∗ ∗

Тензорные произведения банаховых пространств полезны для ана-
лиза еще и тем, что в их терминах описывается переход переход от
функций одной переменной к функциям двух переменных, говоря
нестрого, «имеющим ту же природу». Это касается практически всех
существующих видов тензорных произведений, в том числе и выхо-
дящих за рамки этих лекций. Для обсуждаемого здесь проективного
тензорного произведения особенно хороши в этом отношении про-
странства L1(·).

Пусть (X1,µ1) и (X2,µ2) –– два измеримых пространства, (X1 × X2,
µ1 × µ2) –– их произведение. Мы считаем известным, что любой эле-
мент банахова пространства L1(Xk,µk), k = 1, 2, аппроксимируется
линейными комбинациями характеристических функций измеримых
подмножеств в Xk , а любой элемент в L1(X1 × X2,µ1×µ2) –– линейными
комбинациями характеристических функций множеств вида M × N ,
где множество M измеримо в X1, а N –– в X2.

Теорема  (Гротендик). С точностью до изометрического изомор-
физма выполнено равенство

L1(X1,µ1) b⊗ L1(X2,µ2) = L1(X1 × X2,µ1 ×µ2).

⊳ Рассмотрим билинейный оператор R : L1(X1,µ1) × L1(X2,µ2)→
→ L1(X1 × X2,µ1 × µ2), переводящий пару (x , y) в функцию x(s)y(t),
s ∈ X1, t ∈ X2. Очевидно, ‖R(x , y)‖= ‖x‖‖y‖, и поэтому ‖R‖= 1. Пусть
R : L1(X1,µ1) b⊗ L1(X2,µ2)→ L1(X1 × X2,µ1 ×µ2) –– оператор той же нор-
мы, ассоциированный с R . В силу предложения . достаточно уста-
новить, что оператор R изометрически отображает некоторое плотное
подпространство в L1(X1,µ1) b⊗ L1(X2,µ2) на плотное подпространство
в L1(X1 × X2,µ1 ×µ2).

Положим L := span{χM ⊗ χN }, где M и N –– всевозможные измери-
мые подмножества соответственно в X1 и X2, а χ –– символ характе-
ристической функции. Из определения преднормы ‖ · ‖p в сочетании
со сказанным выше об аппроксимациях вытекает, что любой элемен-
тарный тензор в пространстве L1(X1,µ1) b⊗ L1(X2,µ2) аппроксимиру-
ется элементами из L. Отсюда следует, что пространство L плотно
в L1(X1,µ1)⊗p L1(X2,µ2), а, значит, и во всем пространстве L1(X1,µ1)b⊗
b⊗L1(X2,µ2).

Далее, любой элемент u ∈ L очевидным образом представим как
конечная линейная комбинация

∑
l,m

λl,mχMl
⊗ χNm

, где измеримые мно-

жества Ml и соответственно Nm попарно не пересекаются. Но тогда
в силу определения проективной нормы ‖u‖ 6

∑
l,m

|λl,m|µ1(Ml)µ2(Nm),
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и в то же время

‖R(u)‖=





∑

l,m

λl,mχMl
(s)χNm

(t)





=
∑

l,m

|λl,m|µ1(Ml)µ2(Nm).

Поэтому ‖R(u)‖> ‖u‖, а это вместе с равенством ‖R‖= 1, приводит к со-
отношению ‖R(u)‖ = ‖u‖. Таким образом, оператор R изометрически
отображает L на линейную оболочку функций вида χM (s)χN (t) с изме-
римыми множествами M и N , а последняя, как отмечалось выше, плот-
на в L1(X1 × X2,µ1×µ2). Дальнейшее очевидно. ⊲

∗ ∗ ∗
Наш читатель помнит, что за разумной конструкцией в математике,

как правило, скрывается некий функтор (ср. цитату из Эйленберга и
Маклейна в § .). В полной мере это относится и к конструкции бана-
хова тензорного произведения.

Теорема . Пусть S : E1→ E2 и T : F1→ F2 –– ограниченные операто-
ры между банаховыми пространствами. Тогда существует единствен-
ный такой ограниченный оператор S b⊗ T : E1

b⊗ F1→ E2
b⊗ F2, что

(S b⊗ T )(x ⊗ y) = S(x)⊗ T (y)

для всех x ∈ E1, y ∈ F1. При этом ‖S b⊗ T‖= ‖S‖‖T‖.
⊳ Положим R : E1 × F1 → E2

b⊗ F2, (x , y) 7→ S(x) ⊗ T (y); очевидно,
это билинейный оператор с нормой ‖S‖‖T‖. Обозначим через S b⊗ T ас-
социированный с ним оператор. Дальнейшее очевидно. ⊲

Построенный оператор S b⊗ T называется проективным или бана-
ховым тензорным произведением операторов S и T . В частном случае
функционалов, т. е. иными словами, при E2 = F2 = C, оператор S b⊗ T
отображает E1

b⊗ F1 в C b⊗C, и поэтому, с точностью до отождествления
последнего пространства с C (посредством изометрического изомор-
физма λ1⊗λ2 7→ λ1λ2), сам является функционалом. Как легко видеть,
этот функционал продолжает по непрерывности функционал S ⊗ T ,
определенный на алгебраическом тензорном произведении E1 ⊗ F1

(см. определение ).
Используя представление элементов банаховых тензорных произ-

ведений рядами, указанное в предложении , можно показать, что
тензорное произведение двух сюръективных операторов само сюръ-
ективно (попробуйте это сделать). Однако тензорное произведение
двух инъективных, даже изометрических операторов уже не обязано
быть инъективным, хотя привести соответствующий пример не так-то
просто (ср. [, I..]).
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Теперь мы в состоянии ввести новый класс функторов, действую-
щих в категории B. Он является вторым по важности после класса
оператор-функторов (см. § ) и тесно с ним связан.

Зафиксировав E ∈ B, сопоставим каждому пространству F ∈ B

банахово пространство E b⊗ F , а каждому ограниченному оператору
T : F1 → F2 –– оператор 1E

b⊗ T : E b⊗ F1→ E b⊗ F2. Очевидно, мы получа-
ем ковариантный функтор из B в B, обозначаемый E b⊗ ? и назы-
ваемый функтором банахова тензорного произведения (на E слева).
Аналогично при фиксации F возникает ковариантный функтор ? b⊗ F
(банахово тензорное произведение на F справа).

Настал момент, когда не очень любопытный студент может немного отдох-
нуть, но отличник продолжает работать –– положение обязывает!

Прежде всего еще раз подчеркнем, что теорема Гротендика отражает спе-
циальные геометрические свойства пространств L1(·). В других классах функ-
циональных пространств проективное тензорное произведение уже не имеет
столь прозрачного описания; в частности, проективное тензорное произведе-
ние двух пространств класса Lp(·), p> 1, уже не является пространством этого
класса. (Соответствующий аналог теоремы Гротендика требует других видов
тензорных произведений; ср. далее упражнение ..)

Больше мы об этом говорить не будем, а призовем читателя принять на
веру несколько слов о том, как поступает проективное тензорное произведение
с пространствами C[a, b].

Рассмотрим сжимающий оператор V : C[a, b] b⊗ C[a, b]→ C(�), где � ––
обозначение квадрата [a, b]× [a, b] на декартовой плоскости, ассоциирован-
ный с билинейным оператором V : C[a, b]× C[a, b]→ C(�), (x , y) 7→ x(s)y(t).
Можно показать (мы этого делать не будем и от вас не требуем), что этот опе-
ратор инъективен и, стало быть, позволяет отождествить обсуждаемое тен-
зорное произведение с его образом. В то же время, хотя его образ и содержит
все гладкие функции и, стало быть, плотен в C(�), этот оператор не сюръек-
тивен. Пространство C[a, b] b⊗ C[a, b] называется пространством Варопулоса.
(Тем же именем часто называют и его изометрически изоморфную копию ––
функциональное пространство Im(V ) с нормой ‖V (u)‖ := ‖u‖.) Это простран-
ство играет большую роль при исследовании некоторых важных (и трудных)
вопросов теории рядов Фурье и гармонического анализа; см., например, []
(где, впрочем, эти пространства названы тензорными алгебрами).

Теперь мы приведем один из многих примеров того, как банаховы тен-
зорные произведения работают в теории операторов. В этой области анализа
весьма полезно то, что в их терминах можно охарактеризовать важный класс
операторов –– так называемые ядерные операторы.

Определение . Оператор T : E→ F называется ядерным, если он предста-

вим в виде суммы абсолютно сходящегося вB(E, F) ряда
∞∑

k=1

Sk, состоящего из

одномерных операторов. Число inf
∞∑

k=1

‖Sk‖, взятое по всевозможным представ-
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лениям оператора T в виде подобного ряда, называется ядерной нормой (ядер-
ного) оператора T и обозначается ‖T‖N .

Множество ядерных операторов из E в F обозначается N (E, F). При E = F

мы будем писать N (E) вместо N (E, E).
Легко проверяется
Предложение . Множество N (E, F) является подпространством в про-

странстве B(E, F), а функция T 7→ ‖T‖N на N (E, F) –– нормой в этом линей-
ном подпространстве, которая не меньше операторной нормы. ⊳⊲

Обратим внимание на сходство определения ядерной нормы и выражения
для нормы элементов банаховых тензорных произведений, указанного в пред-
ложении . Покажем, что оно не случайно.

Рассмотрим отображение G : E∗ × F →B(E, F), ( f , y) 7→ f ⊙ y. Очевидно,
это билинейный оператор нормы 1. Ограниченный оператор Gr: E∗ b⊗ F →
→B(E, F), ассоциированный с G , называется оператором Гротендика (для
пары (E, F)). Таким образом, этот оператор однозначно определен равенством
Gr( f ⊗ y) = f ⊙ y и имеет норму 1.

Теорема . Образ оператора Гротендика есть в точности N (E, F), и ко-
ограничение Gr0 этого оператора наN (E, F), рассмотренное с ядерной нормой,
является коизометрическим оператором.

⊳ Пусть элемент u∈ E∗ b⊗ F представим в виде суммы абсолютно сходящего-

ся ряда
∞∑

k=1

fk ⊗ yk , fk ∈ E∗, yk ∈ F (см. предложение ). Тогда оператор T :=Gr(u)

представим в виде суммы абсолютно сходящегося по операторной норме ряда
∞∑

k=1

fk ⊙ yk , и, следовательно, T ∈ N (E, F). Далее, любой оператор T ядерной

нормы меньше 1 представим в виде суммы ряда
∞∑

k=1

Sk, где Sk –– одномерные

операторы и
∞∑

k=1

‖Sk‖< 1. Но согласно предложению .. каждый оператор Sk

имеет вид fk ⊙ yk для некоторых fk ∈ E∗ и yk ∈ F , причем ‖Sk‖ = ‖ fk‖‖yk‖.
Отсюда ряд

∞∑
k=1

fk ⊗ yk сходится в E b⊗ F к некоторому элементу u, ‖u‖p < 1

и Gr(u) = T . Дальнейшее очевидно. ⊲
Из этой теоремы и предложения .. (ii) немедленно следует
Предложение . Имеет место коммутативная диаграмма

E∗ b⊗ F

Gr
pr

E∗ b⊗ F/Ker(Gr)
I N (E, F)

в которой I –– изометрический изоморфизм.
В свою очередь отсюда с учетом предложения . немедленно вытекает
Следствие . Пространство (N (E, F),‖ · ‖N ) банахово.
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Для подавляющего большинства известных примеров банаховых прост-
ранств E оператор Gr: E∗ b⊗ F→B(E, F) инъективен при всех F ∈ B и, стало
быть, его коограничение на N (E, F) –– изометрический изоморфизм между
E∗ b⊗ F и (N (E, F),‖ · ‖N ). Таким образом, в этой ситуации ядерные операторы
могут быть охарактеризованы как элементы тензорного произведения E∗ b⊗ F .
Для случая, когда оба пространства гильбертовы, этот факт будет доказан впо-
следствии (см. теорему ..). Однако бывают и «плохие» пары банаховых про-
странств, для которых Ker(Gr) 6= 0. Некоторые подробности будут сообщены
ниже; см. теорему ...

Сосредоточимся на случае E = F . Среди всех билинейных функционалов на
E∗ × E обращает на себя внимание тот, который переводит пару ( f , x) в чис-
ло f (x); он называется естественной двойственностью между E∗ и E или спа-
риванием пространств E∗ и E. Ограниченный функционал, ассоциированный
с естественной двойственностью, называется тензорным следовым функциона-
лом или просто тензорным следом и обозначается ttr: E∗ b⊗ E→C. Очевидно,
он однозначно определен равенством ttr( f ⊗ x) = f (x); кроме того, ‖ ttr‖= 1.

Если оператор Gr: E∗ b⊗ E →B(E) инъективен, то, сопоставив ядерному
оператору T число ttr(u), где элемент u ∈ E∗ b⊗ E таков, что Gr(u) = T , мы по-
лучим линейный функционал на (N (E),‖ · ‖N ) нормы . Этот функционал
(подчеркиваем –– корректно определенный при Ker(Gr) = 0) также называет-
ся следом или, при желании уточнить, операторным следом и обозначается
символом tr.

Читатель, конечно, догадался, что все это должно быть как-то связано с
классическим понятием следа матрицы –– суммы ее диагональных элементов.

Упражнение 6∗. Пусть пространство E конечномерно. Тогда
(i) оператор Гротендика осуществляет линейный изоморфизм между E∗ b⊗ E

и L (E);
(ii) для любого оператора T ∈L (E) его операторный след (корректно опре-

деленный в силу (i)) совпадает со следом матрицы этого оператора в любом
линейном базисе.

Указание. Наряду с базисом e1, …, en в E возьмите такой базис e∗
1
, …, e∗

n
в E∗,

что значение e∗
k
(el) равно единице при k= l и нулю при k 6= l , и посмотрите, ка-

ков след элемента λlke∗
l
⊗ ek и каков след матрицы оператора T ∈L (E) в ука-

занном базисе.
Для каких банаховых пространств E след ядерных операторов, действую-

щих в E, корректно определен? Иными словами, когда при заданном T ∈N (E)
число ttr(u) не зависит от выбора такого элемента u∈ E∗ b⊗ E, что Gr(u) = T?

Забегая вперед, отметим, что это бывает в точности тогда, когда про-
странство E обладает выдающимся по важности геометрическим свойством ––
так называемым свойством аппроксимации Гротендика (см. далее определе-
ние .. и теорему ..). Еще раз подчеркнем (ср. сказанное выше об инъек-
тивности оператора Gr), что для подавляющего большинства известных нам
банаховых пространств операторный след действительно корректно опреде-
лен. Для гильбертовых пространств мы докажем это в конце § ..
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Заканчивая разговор о конструкции банахова тензорного произведения,
еще раз взглянем на нее сквозь «категорные очки». Вам предлагается сделать
два простых упражнения. Первое из них говорит о внутреннем родстве этой
конструкции с конструкцией пополнения (ср. упражнение .).

Упражнение . Покажите, что каждая из теорем существования этого па-
раграфа (теоремы  и ) эквивалентна утверждению о представимости неко-
торого функтора.

Указание. Рассмотрите функторF из L (соответственно B) в S, сопо-
ставляющий каждому пространству G множество всех билинейных (соответ-
ственно сжимающих билинейных) операторов из E × F в G.

Второе упражнение проливает дополнительный свет на результат упражне-
ния  о совпадении фигурирующих там банаховых пространств: на самом деле
совпадают не отдельные пространства, а «целиком» некоторые функторы.

Упражнение . Для любых E, F, G ∈ B справедливы следующие утверж-
дения:

(i) композиция функторов B(?, G) ◦ (? b⊗ F) естественно эквивалентна
функтору B(?,B(F, G));

(ii) функтор B(E b⊗ F, ?) естественно эквивалентен композиции B(E, ?) ◦
◦B(F, ?).

Замечание. Указанный факт является проявлением некоей глубокой свя-
зи между функторами ? b⊗ F иB(F, ?), которую выражают, говоря, что «первый
сопряжен второму». Об общем понятии сопряженных функторов см., напри-
мер, [].

∗ ∗ ∗
Несколько слов читателю, заинтересовавшемуся квантовыми пространст-

вами из (необязательного) § .. В квантовом функциональном анализе тен-
зорные произведения играют еще бо́льшую роль, чем в классическом.

В соответствии с тем, что существуют два содержательных «квантовых»
варианта понятия ограниченного билинейного оператора, существуют и два
содержательных «квантовых» варианта понятия банахова (= проективного)
тензорного произведения. Это «операторное проективное тензорное произве-
дение» Эффроса––Руана и Блечера––Полсена и «тензорное произведение Хаа-
герупа». Первое из них определено с помощью свойства универсальности для
вполне ограниченных, а второе –– для мультипликативно ограниченных били-
нейных операторов; каждое представляет собой пару, состоящую из банахова
(= полного на всех этажах) квантового пространства и билинейного операто-
ра соответствующего типа.

Операторное проективное тензорное произведение по своим свойствам
напоминает классическое банахово тензорное произведение; в частности ––
и это очень важно –– для него выполнен естественный аналог закона сопря-
женной ассоциативности. А вот тензорное произведение Хаагерупа ⊗h весьма
своеобразно; достаточно заявить, что оно зависит от порядка тензорных со-
множителей. Так, например, l r

2
⊗h l c

2
=N (l2), и в то же время l c

2
⊗h l r

2
=K (l2).
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(ЗдесьN –– как обычно, символ пространства ядерных операторов, аK –– сим-
вол пространства компактных операторов, которые будут определены в сле-
дующей главе.) Но подобные неудобства перевешиваются следующим пре-
имуществом этого тензорного произведения: произведение по Хаагерупу двух
сюръективных операторов сюръективно и одновременно произведение двух
инъективных операторов инъективно. Этой уникальной особенностью тен-
зорного произведения Хаагерупа не обладает ни одно из известных тензорных
произведений «классических» банаховых пространств. Подробности см., на-
пример, в [].

§ . Гильбертово тензорное произведение

Теперь мы оставим общие банаховы пространства и сосредоточим-
ся на гильбертовых.

Прежде всего заметим, что в их контексте проективное тензорное
произведение, оставаясь важным средством для работы, все же не все-
гда радует: проективное тензорное произведение гильбертовых про-
странств, как правило, гильбертовым пространством уже не является.

Упражнение . Пусть H и K –– гильбертовы пространства, e1 и e2

(соответственно e′
1

и e′
2
) –– ортогональные векторы нормы  в H (соот-

ветственно K). Тогда норма вектора e1 ⊗ e′
1
+ e2 ⊗ e′

2
в H b⊗ K равна  и,

как следствие, норма в H b⊗ K не является гильбертовой.
Указание. Норма билинейного функционала на H × K , переводяще-

го пару (x , y) в 〈x , e1〉〈y, e′
1
〉+ 〈x , e2〉〈y, e′

2
〉, равна 1.

Тем не менее, существует полезный вариант конструкции тензорно-
го произведения, сохраняющий «гильбертову природу» заданных про-
странств. На этот раз, чтобы быстрее прийти к цели, мы сразу дадим
его явную конструкцию. Она основана на том, что алгебраическое тен-
зорное произведение двух предгильбертовых пространств само облада-
ет естественным предскалярным произведением.

Предложение . Пусть H и K –– предгильбертовы пространства.
Тогда в линейном пространстве H ⊗ K существует единственное та-
кое предскалярное произведение, что

〈x1 ⊗ y1, x2 ⊗ y2〉= 〈x1, x2〉〈y1, y2〉;
как следствие, для соответствующей преднормы выполнено равенство

‖x ⊗ y‖= ‖x‖‖y‖.
При этом если H и K –– почти гильбертовы пространства, то таково
же и H ⊗ K .
⊳ Если 〈 · , · 〉 –– предскалярное произведение на H ⊗ K с указанными

свойствами, то для u, v ∈H ⊗ K , u=
n∑

k=1

x ′
k
⊗ y ′

k
, v =

n∑
k=1

x ′′
k
⊗ y ′′

k
, очевид-
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ным образом выполнено равенство

〈u, v〉=
n∑

k,l=1

〈x ′
k
, x ′′

l
〉〈y ′

k
, y ′′

l
〉. ()

Это означает, что может быть не более одного подобного предскаляр-
ного произведения. Покажем, что одно все-таки существует.

Вначале возьмем пару x ∈ H, y ∈ K и обозначим через gx ,y : H ⊗ K→
→C линейный функционал, ассоциированный с билинейным функци-
оналом (x1, y1) 7→ 〈x1, x〉〈y1, y〉, x1 ∈ H, y1 ∈ K .

Теперь возьмем u ∈ H ⊗ K и рассмотрим отображение F : H × K →
→ C, (x , y) 7→ gx ,y (u). Тогда, взяв любое представление u в виде u =

=
n∑

k=1

xk ⊗ yk , получаем, что

F (x , y) =

n∑

k=1

〈x , xk〉〈y, yk〉;

отсюда очевидным образом следует, чтоF –– билинейный функционал.
Обозначим через fu : H ⊗ K → C ассоциированный с ним линейный
функционал.

Наконец, для u, v ∈H ⊗ K положим 〈u, v〉 := fu(v).

Пусть u=
n∑

k=1

x ′
k
⊗ y ′

k
и v =

n∑
k=1

x ′′
k
⊗ y ′′

k
; тогда элементарные выклад-

ки, использующие линейность функционалов fu и gx ′′
k

,y ′′
k

, доставляют
равенство (), частным случаем которого является равенство, указан-
ное в формулировке. Далее, из () легко следует, что функция двух
переменных 〈u, v〉 сопряженно-симметрична и положительно опреде-
лена. Наконец, из очевидного равенства 〈u, v〉= fv(u) вытекает, что она
линейна по первому аргументу.

Остается рассмотреть случай скалярных произведений, т. е. по-
чти гильбертовых пространств H и K . Пусть элемент u ∈ H ⊗ K , u =

=
n∑

k=1

xk ⊗ yk , отличен от нуля. Возьмем ортонормированный базис

e1, …, em в span{x1, …, xn}; тогда каждый вектор xk имеет вид
m∑

l=1

λkl el ,

λkl ∈ C. Отсюда, очевидно, u=
m∑

l=1

el ⊗ zl , где zl =
n∑

k=1

λkl yk, и из нера-

венства u 6= 0 следует, что не все zl равны нулю. Мы получаем, что

〈u, u〉=
m∑

i, j=1

〈ei , e j〉〈zi, z j〉=
m∑

i=1

〈zi, zi〉.

Следовательно, 〈u, u〉 6= 0, и H ⊗ K –– почти гильбертово пространство. ⊲
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Отсюда с учетом непрерывности скалярного произведения (предло-
жение ..) очевидным образом следует

Предложение . Если последовательность xn сходится к x в H,
а yn –– к y в K , то последовательность xn ⊗ yn сходится к x ⊗ y в
(H ⊗ K , 〈 · , · 〉). ⊳⊲

Отныне и до конца параграфа H и K –– гильбертовы пространства.
Обозначим через H ⊗̇ K гильбертово пространство, являющееся

пополнением почти гильбертова пространства (H ⊗ K , 〈 · , · 〉) (см. пред-
ложение .).

Определение . Пара (H ⊗̇ K , ϑ̇), где ϑ̇ : H × K → H ⊗̇ K –– билиней-
ный оператор, действующий по правилу (x , y) 7→ x ⊗ y, называется
гильбертовым тензорным произведением гильбертовых пространств
H и K .

Здесь наш просвещенный читатель, возможно, испытывает дискомфорт
от несоответствия между приведенными определениями банахова и гильбер-
това тензорных произведений: первое давалось в «возвышенных» терминах
свойства универсальности, а второе –– «прозаически», с помощью явной кон-
струкции. На самом деле при изложении этого круга вопросов, выходящем
за рамки самых начальных сведений, гильбертово тензорное произведение
можно –– и должно –– определять в духе определений . и .. Если вам лю-
бопытно, то вот как это делается (ср. []). Вместо класса всех ограничен-
ных билинейных операторов, фигурирующих в определении ., рассматри-
вается класс билинейных операторов Шмидта. Так называются билинейные
операторы R : H × K → L, где H, K , L –– гильбертовы пространства, обладаю-
щие следующим свойством: для любых тотальных ортонормированных систем
{eµ : µ∈Λ1} в H и {eν : ν ∈Λ2} в K и любого z ∈ L выполнено неравенство

∑�
|〈R(eµ, eν), z〉|2 : µ∈Λ1,ν ∈Λ2

	
<∞.

(При этом оказывается –– замечательный факт, –– что указанное число не за-
висит от конкретного выбора ортонормированных систем, а зависит только
от z.) Верхняя грань указанных чисел, взятая по всем z ∈ШL, называется нор-
мой Шмидта нашего билинейного оператора. Теперь можно заявить, что па-
ра (Θ,θ ) где Θ –– гильбертово пространство, а θ : H × K → Θ –– билинейный
оператор Шмидта, называется гильбертовым тензорным произведением гиль-
бертовых пространств H и K , если для любого гильбертова пространства L

и любого билинейного оператора Шмидта R : H × K→ L c нормой Шмидта не
больше  существует единственный такой линейный оператор R операторной
нормы не большей 1 (т. е. сжимающий), что диаграмма

H × K

R
θ

Θ
R

L
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коммутативна. Из такого определения немедленно следует теорема единствен-
ности в духе теорем . и . (сформулируйте!), после чего уже в качестве до-
казательства теоремы существования предлагается явная конструкция –– пара
(H ⊗̇ K , ϑ̇) и устанавливается, что она и впрямь обладает только что описанным
свойством универсальности. Все эти вещи достаточно важны и поучительны,
но выходят за рамки наших лекций.

Предложим два упражнения, проясняющие природу гильбертова
тензорного произведения. Предположим, исключительно простоты ра-
ди, что пространства H и K сепарабельны, и e′

n
, n∈N, –– ортонормиро-

ванный базис Шаудера в первом, а en, n∈N, –– во втором пространстве.
Упражнение . Система e′

m
⊗ en, m, n ∈ N, рассматриваемая произ-

вольным образом как последовательность, –– ортонормированный ба-
зис в H ⊗̇ K .

Далее, для каждого n= 1, 2, … положим Hn := {x ⊗ en : x ∈ H}. Оче-
видно, что это замкнутое подпространство в H ⊗̇ K , причем между H

и Hn существует изометрический –– он же унитарный –– изоморфизм,
переводящий x в x ⊗ en. (Можно сказать, что Hn, n ∈ N, суть изомет-
рически изоморфные копии пространства H.) Аналогично в том же
пространстве H ⊗̇ K возникают замкнутые подпространства Kn, явля-
ющиеся изометрически изоморфными копиями пространства K .

Упражнение 3∗. Покажите, что существует однозначно определен-
ный унитарный изоморфизм U : H ⊗̇ K→

⊕̇
{Hn : n∈N} (символ ⊕̇ обо-

значает гильбертову сумму, определенную в § ), переводящий x ⊗ en

в такую последовательность (z1, z2, …), zm ∈ Hm, что zn = x ⊗ en и zm =

= 0 для m 6= n. Постройте аналогичный унитарный изоморфизм между

H ⊗̇ K и
⊕̇
{Kn : n∈N}.

Указание. Существует единственный оператор

R : H ⊗ K→
⊕̇
{Hn : n∈N},

переводящий x ⊗ y в такую последовательность z1, z2, …, что zn :=
:= 〈y, en〉x ⊗ en. Он изометрически изоморфно отображает плотное
подпространство в H ⊗̇ K , состоящее из сумм элементарных тензоров
вида x ⊗ en, x ∈ H, n ∈N, в плотное подпространство в

⊕̇
{Hn : n ∈N}.

А теперь приведем поучительный пример.
Упражнение . (Ср. теорему ..) Пусть (X1,µ1) и (X2,µ2) –– два из-

меримых пространства, (X1 × X2,µ1 × µ2) –– их произведение. Тогда
с точностью до изометрического изоморфизма

L2(X1,µ1) ⊗̇ L2(X2,µ2) = L2(X1 × X2,µ1×µ2).

Указание. Пусть L := span{χM ⊗χN }, где M и N –– всевозможные из-
меримые подмножества соответственно в X1 и X2, а χ –– символ харак-
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теристической функции; это плотное подпространство в L2(X1,µ1) ⊗̇
⊗̇ L2(X2,µ2). Оператор из L2(X1,µ1)⊗ L2(X2,µ2) в L2(X1 × X2,µ1 × µ2),
корректно определенный правилом x × y 7→ x(s)y(t), изометрически
изоморфно отображает L на плотное подпространство в L2(X1 × X2,
µ1 ×µ2).

Одно из главных достоинств гильбертова тензорного произведения,
роднящее ее с банаховым тензорном произведением, состоит в том,
что эта конструкция «функториальна»: она определена не только для
пространств, но и для операторов. В основе лежит

Теорема . (Ср. теорему ..) Пусть S : H1→H2 и T : K1→ K2 –– огра-
ниченные операторы между гильбертовыми пространствами. Тогда
существует единственный такой ограниченный оператор

S ⊗̇ T : H1 ⊗̇ K1→H2 ⊗̇ K2,
что

(S ⊗̇ T )(x ⊗ y) = S(x)⊗ T (y)

для всех x ∈H1, y ∈ K1. При этом ‖S ⊗̇ T‖= ‖S‖‖T‖.
⊳⊳ Поскольку алгебраическое тензорное произведение H1 ⊗ K1, т. е.

линейная оболочка элементарных тензоров в H1 ⊗̇ K1, плотно в послед-
нем пространстве, существует не более одного ограниченного опера-
тора, удовлетворяющего указанному условию. Кроме того, в силу тож-
дества ‖x ⊗ y‖= ‖x‖‖y‖ для нормы в гильбертовом тензорном произ-
ведении, для этого гипотетического оператора S ⊗̇ T выполнено нера-
венство

‖S ⊗̇ T‖> sup
�
‖(S ⊗̇ T )(x ⊗ y)‖ : x ∈ШH1

, y ∈ШK1

	
=

= sup
�
‖S(x)‖‖T (y)‖ : x ∈ШH1

, y ∈ШK1

	
= ‖S‖‖T‖.

Поэтому наша задача –– показать, что такой оператор действительно
существует и при этом ‖S ⊗̇ T‖ 6 ‖S‖‖T‖. Дело по существу сводится
к рассмотрению «решающего» специального случая.

Лемма . Существует такой ограниченный оператор S ⊗̇ 1: H1 ⊗̇
⊗̇ K1→ H2 ⊗̇ K1, что (S ⊗̇ 1)(x ⊗ y) = S(x)⊗ y для всех x ∈ H1, y ∈ K1.
При этом ‖S ⊗̇ 1‖6 ‖S‖.
⊳ Рассмотрим билинейный операторR : H1 × K1→ H2 ⊗̇ K1, (x , y) 7→

7→ S(x)⊗ y; пусть R : H1 ⊗ K1→ H2 ⊗̇ K1 –– ассоциированный с ним ли-
нейный оператор.

Возьмем элемент u∈H1 × K1 и его представление u=
n∑

k=1

xk ⊗ yk . Не

теряя общности, мы можем считать, что система y1, …, yn ∈ K1 орто-
нормированная. (Если это не так, то мы выберем ортонормированный
базис в span{y1, …, yn}, разложим векторы yk по этому базису и затем
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воспользуемся «билинейными свойствами» символа ⊗.) Тогда систе-
ма x1 ⊗ y1, …, xn ⊗ yn ортогональна в H1 ⊗̇ K1, а система S(x1)⊗ y1, …
…, S(xn) ⊗ yn ортогональна в H2 ⊗̇ K1. Поэтому с учетом «равенства
Пифагора» (предложение ..)

‖R(u)‖2 =






n∑

k=1

S(xk)⊗ yk






2

=

n∑

k=1

‖S(xk)⊗ yk‖2 =

=

n∑

k=1

‖S(xk)‖2
6 ‖S‖2

n∑

k=1

‖xk‖2 = ‖S‖2

n∑

k=1

‖xk ⊗ yk‖2 = ‖S‖2‖u‖2.

Тем самым R –– ограниченный оператор из почти гильбертова про-
странства H1 ⊗ K1 в гильбертово пространство H2 ⊗̇ K1, и ‖R‖ 6 ‖S‖.
Продолжив оператор R по непрерывности на все пространство H1 ⊗̇ K1,
мы получим оператор S ⊗̇ 1 с требуемыми свойствами. ⊲

Конец доказательства теоремы . Аналогичным образом возникает
такой ограниченный оператор 1 ⊗̇ T : H2 ⊗̇ K1→H2 ⊗̇ K2, что

(1 ⊗̇ T )(x ⊗ y) = x ⊗ T (y)

для всех x ∈H2, y ∈ K1 и ‖1 ⊗̇ T‖6 ‖T‖.
Положим S ⊗̇ T := (1 ⊗̇ T )(S ⊗̇ 1), H1 ⊗̇ K1→ H2 ⊗̇ K2; в силу муль-

типликативного неравенства для операторной нормы этот оператор
ограничен и ‖S ⊗̇ T‖6 ‖S‖‖T‖. Дальнейшее очевидно. ⊲⊲

Вот конечномерная иллюстрация. Пусть e′
1
, …, e′

m
и e1, …, en –– орто-

нормированные базисы соответственно в H и K , и пусть операторы
S : H → H и T : K → K записываются в этих базисах соответственно
матрицами a = (akl ) и b = (bi j). Положим для краткости ers := e′

r
⊗ es,

r = 1, …, m, s= 1, …, n.
Упражнение 50. Действующий в H ⊗̇ K (оно же и H ⊗ K) опера-

тор S ⊗̇ T записывается в базисе e11, e12, …, e1n, e21, …, e2n, …, em1, …, emn

блок-матрицей (akl b), а в базисе e11, e21, …, em1, e12, …, em2, …, e1n, …
…, emn –– блок-матрицей (bi ja).

В заключение мы предлагаем читателю-отличнику, поступая по аналогии
с введенным выше функтором банахова тензорного произведения, определить
функтор гильбертова тензорного произведения H ⊗̇ ? –– на этот раз действую-
щий в категории H.
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ОТ КОМПАКТНЫХ ПРОСТРАНСТВ
ДО ФРЕДГОЛЬМОВЫХ ОПЕРАТОРОВ

§ . Компакты и связанные с ними
функциональные пространства

Значительная часть этого и следующего параграфа вам, скорее все-
го, известна. Однако мы снова озабочены тем, чтобы изложить эти све-
дения именно в той форме, в какой они понадобятся.

За всю историю математики в ней накопилось довольно много ут-
верждений, которые поначалу казались их авторам чисто вспомога-
тельными, а потому были скромно названы леммами. Затем, однако,
вокруг такой «леммы» постепенно выстраивался целый ряд фактов, об-
ладавших неким интуитивно ощущавшимся внутренним единством.
Наконец, желание понять, что же за всем этим стоит, приводило (быть
может, уже людей другого поколения) к открытию фундаментального
математического понятия. Пожалуй, наиболее ярким примером по-
добного развития событий является история известной вам с первого
курса леммы Бореля.

Пусть (Ω,τ) –– топологическое пространство, ∆ –– его подмноже-
ство. Подсемейство σ ⊆ τ называется открытым покрытием этого
подмножества, если ∆⊆

⋃
{U : U ∈σ}. Если σ0 и σ –– два открытых по-

крытия того же подмножества ∆ и σ0 ⊆σ, то первое открытое покры-
тие называется подпокрытием второго; говорят также, что σ содержит
подпокрытие σ0.

Очень часто при обсуждении покрытий в роли∆ выступает все про-
странство Ω.

Определение . Топологическое пространство называется ком-
пактным или компактом, если любое его открытое покрытие содер-
жит конечное (= состоящее из конечного числа множеств) подпокры-
тие. Подмножество ∆ (произвольного) топологического пространства
Ω называется компактным подмножеством, если оно компактно как
топологическое подпространство в Ω.
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Термин «компактный» относится к числу весьма удачных и отра-
жает наше житейское представление о компактном; читатель убедится
в этом постепенно, по мере накопления материала.

Мы можем говорить о компактных подмножествах и без перехода
к унаследованной топологии. Непосредственно проверяется

Предложение . Подмножество ∆ топологического пространства
Ω компактно тогда и только тогда, когда любое его открытое покры-
тие содержит конечное подпокрытие. ⊳⊲

Нетрудно дать эквивалентное определение компактности в терми-
нах замкнутых множеств, раз они определены как дополнения откры-
тых, а также точек прикосновения. С этой целью условимся называть
семейство α подмножеств в Ω центрированным, если пересечение лю-
бого конечного набора из этого семейства непусто.

Предложение . Следующие свойства топологического простран-
ства Ω эквивалентны:

(i) Ω компактно;
(ii) всякое центрированное семейство замкнутых подмножеств в Ω

имеет непустое пересечение;
(iii) всякое центрированное семейство (любых) подмножеств в Ω

имеет общую точку прикосновения.
⊳ Равносильность утверждений (i) и (ii) немедленно следует из

стандартного теоретико-множественного тождества, связывающего
дополнения, объединения и пересечения (напишите это тождество).
Далее, ясно, что из (iii) следует (ii). Обратный вывод обеспечен тем, что
семейство замыканий центрированного семейства также центрирова-
но и общая точка этих замыканий, очевидно, является общей точкой
прикосновения исходных множеств. ⊲

Как частный случай свойства (ii) мы, очевидно, получаем, что по-
следовательность V1 ⊇ V2⊇ V3 ⊇… вложенных замкнутых подмножеств
компактного топологического пространства всегда имеет хотя бы одну
общую точку. Уже это свойство существенно сильнее, чем «принцип за-
мкнутых вложенных множеств» в полных метрических пространствах,
который, как мы помним, требует сходимости к нулю диаметров этих
множеств.

Просвещенный читатель, сделавший упражнение .., знает, что в тополо-
гическом пространстве совокупность открытых множеств может быть описана
в терминах сходящихся направленностей. Естественно, он спросит: а как в по-
добных же терминах судить о том, является ли данное пространство компакт-
ным?

Ответ дается в терминах так называемых поднаправленностей –– разумно-
го, хотя и не столь близкого обобщения понятия подпоследовательности.
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Определение . Пусть xν , ν ∈ Λ, и yµ, µ ∈ Λ ′, –– две направленности эле-
ментов некоторого множества X . Тогда вторая называется поднаправленно-
стью первой, если существует такое отображение γ : Λ ′→Λ, что для всех µ∈Λ ′
выполнено равенство xγ(µ) = yµ и для каждого ν ∈ Λ найдется такой элемент
µ∈Λ ′, что ν ≺ γ(µ′) для любого µ′ ≻µ.

Теорема . (áä) Топологическое пространствоΩ компактно в том и только
том случае, если каждая направленность его элементов обладает сходящейся
(в Ω, где же еще?) поднаправленностью.

Очевидно, если два топологических пространства гомеоморфны, то
они одновременно компактны или нет; как говорят, компактность ––
это топологическое (= инвариантное относительно изоморфизмов в
T) свойство. В этом его принципиальное отличие от свойства полно-
ты метрических пространств, которое не инвариантно относительно
гомеоморфизмов (ср. сказанное в начале § .).

Исторически первый пример компакта –– это, конечно, отрезок чис-
ловой прямой (на то и лемма Бореля). Вам уже рассказывали, что про-
извольное подмножество в Rn или Cn c евклидовой метрикой компакт-
но тогда и только тогда, когда оно ограничено и замкнуто.

Из предложения .. очевидным образом следует, что точно так
же обстоят дела в произвольных конечномерных нормированных про-
странствах (впрочем, мы еще вернемся к этому в следующем парагра-
фе). Далее, дискретное топологическое пространство компактно тогда
и только тогда, когда оно конечно (взгляните на его покрытие одно-
точечными подмножествами). Зато антидискретное топологическое
пространство, разумеется, всегда компактно.

Комплексная плоскость с топологией Зарисского также, как вы легко мо-
жете проверить, компактна, и этим топология Зарисского отличается от стан-
дартной топологии в C, принятой в анализе. На самом деле пространство Cn

с топологией Зарисского компактно для всех n, причем выполнено даже более
сильное свойство: всякая последовательность его вложенных замкнутых под-
множеств стабилизируется. (Вот как по-разному выглядит Cn для алгебраиста
и для аналитика.) Но мы не будем на это отвлекаться; см., например, [, § .].

За что математики уважают компакты? Прежде всего, вот что ле-
жит на поверхности.

Предложение  (аналог теоремы Вейерштрасса). Если Ω –– ком-
пакт, то всякая непрерывная функция ϕ : Ω→C ограничена и верхняя
грань ее модуля достигается.
⊳ Для любого λ∈C положим Uλ := {t ∈Ω : |ϕ(t)−λ|< 1}. Очевидно,

Uλ, λ ∈ C, –– открытое покрытие нашего компакта; пусть Uλ1
, …, Uλn

––
его конечное подпокрытие. Тогда для любой точки t ∈ Ω очевидным
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образом выполнено неравенство

|ϕ(t)|6
n∑

k=1

|λk|+ 1.

Утверждение о верхней грани доказывается дословно так же, как
и в классической теореме Вейерштрасса. ⊲

Таким образом, если Ω –– компакт, то функциональное простран-
ство C(Ω) совпадает с Cb(Ω) (см. пример 1.1.6′) и, стало быть, является
банаховым пространством относительно равномерной нормы. Мы еще
много раз убедимся в важности этих пространств.

Функция ϕ : Ω→ C, заданная на (пока произвольном) топологиче-
ском пространстве, называется исчезающей на бесконечности, если для
любого ǫ > 0 существует такое компактное подмножество ∆ в Ω, что
|ϕ(t)|< ǫ при t /∈∆. Из предложения  очевидным образом следует

Предложение . Каждая исчезающая на бесконечности непрерыв-
ная функция на топологическом пространстве ограничена, и верхняя
грань ее модуля достигается. ⊳⊲

Множество исчезающих на бесконечности непрерывных функций
на топологическом пространстве Ω обозначается через C0(Ω). Как лег-
ко проверить, это замкнутое подпространство в Cb(Ω) и, стало быть,
банахово пространство относительно равномерной нормы.

Если пространство Ω компактно, то, разумеется, C0(Ω) = C(Ω). Не-
сколько типичных пространств указанного вида нам уже встречались
среди примеров нормированных пространств: это c0(X ), т. е. C0(X ) при
дискретном X (в частности, c0 = C0(N)), и C0(R) (см. § .).

Продолжим разговор о привлекательных свойствах компактов.
Предложение . Замкнутое подмножество компакта само ком-

пактно.
⊳ Немедленно следует из предложения  (ii). ⊲
Предложение . Компактное подмножество хаусдорфова прост-

ранства замкнуто.
⊳ Пусть речь идет о подмножестве ∆ в Ω. Зафиксируем точку x

в Ω \∆; наша задача –– показать, что она внутренняя. Для любой точки
y ∈∆ обозначим через U y

x
и Vy непересекающиеся окрестности точек x

и y соответственно. Семейство {Vy : y ∈ ∆}, будучи покрытием под-
множества ∆, содержит конечное подпокрытие, скажем, {Vy1

, …, Vyn
}.

Но тогда множество
n⋂

k=1

U yk
x

является окрестностью точки x , не пересе-
кающейся с ∆. ⊲

Предложение . Пусть ϕ : Ω1 → Ω2 –– непрерывное отображение
компакта в произвольное топологическое пространство. Тогда Im(ϕ) ––
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компактное подмножество в Ω2. (Кратко: непрерывный образ компак-
та –– сам компакт.)
⊳ Пусть σ –– открытое покрытие множества Im(ϕ) в пространстве

Ω2; тогда {ϕ−1(U) : U ∈ σ} –– открытое покрытие множества Ω1. Возь-
мем конечное подпокрытие, скажем, {V1, …, Vn}, последнего покрытия
и рассмотрим семейство {ϕ(V1), …,ϕ(Vn)}. Дальнейшее очевидно. ⊲

Объединяя все эти факты, мы получаем весьма содержательное
утверждение.

Теорема  (Александров )). Пусть Ω1 –– компактное, а Ω2 –– хау-
сдорфово топологическое пространство и ϕ : Ω1 → Ω2 –– непрерывное
биективное отображение. Тогда это гомеоморфизм (иными словами,
отображение ϕ−1 автоматически непрерывно).
⊳ Поскольку гомеоморфизм –– это в точности непрерывная откры-

тая биекция (см. § .), наша задача –– показать, что отображение ϕ от-
крыто или (что то же самое ввиду биективности ϕ) что образ каждого
замкнутого множества ∆ в Ω1 замкнут в Ω2. Последовательно приме-
няя предложения ,  и , мы сперва видим, что ∆ –– компакт, затем ––
что таков же и образ ϕ(∆) и, наконец –– что этот последний замкнут. ⊲

Замечание. Обратите внимание на внутреннее родство теоремы
Александрова с теоремой Банаха об обратном операторе. Обе описы-
вают ситуации (внешне, казалось бы, не имеющие ничего общего),
когда непрерывное биективное отображение автоматически является
гомеоморфизмом.

Разумеется, как условие компактности первого пространства, так
и условие хаусдорфовости второго нельзя отбросить. (Приведите соот-
ветствующие примеры.)

Доказанную теорему можно усилить в двух направлениях.
Предложение . (Ср. следствия .. и ...) Пусть ϕ : Ω1→Ω2 ––

непрерывное отображение компакта в хаусдорфово пространство. То-
гда

(i) если отображение ϕ инъективно, то оно топологически инъек-
тивно;

(ii) если отображение ϕ сюръективно, то оно топологически сюръ-
ективно.
⊳ Первое утверждение следует из теоремы  и хаусдорфовости про-

странства Ω2. Чтобы проверить второе, обозначим через τ заданную
топологию в Ω2, а через τ′ –– топологию факторпространства относи-

)П. С. Александров (––) –– крупный российский математик, один из создате-
лей топологии. Это именно он, вместе со своим другом П. С. Урысоном (вторым ПСом,
как они любили шутить), ввел тот класс топологических пространств, который они на-
звали бикомпактами, а мы теперь называем компактами.
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тельно ϕ (см. § .). тогда в силу предложения  пространство (Ω2,τ′)
компактно, и поэтому тождественное отображение 1: (Ω2,τ′)→ (Ω2,τ)
удовлетворяет условиям теоремы . Дальнейшее очевидно. ⊲

∗ ∗ ∗
Теперь наш категорный зоопарк пополняется новым зверем цен-

ной породы. Рассмотрим в T полную подкатегорию, объектами кото-
рой являются компактные хаусдорфовы пространства, и обозначим ее
через CHT. (Для топологов интересна еще и категория CT, состоя-
щая из всех компактных пространств, но она гораздо менее важна для
функционального анализа.)

Разумеется, изоморфизмы в CHT –– это гомеоморфизмы, но в этой
категории в силу теоремы  их можно охарактеризовать и просто как
биективные морфизмы. (Таким образом, теорема Александрова несет
для категории CHT ту же смысловую нагрузку, что и теорема Банаха
для категории B.)

Что касается других видов морфизмов, то элементарно проверяется
(ср. предложения .. и ..), что мономорфизмы в CHT –– это в точ-
ности инъективные морфизмы, а все сюръективные морфизмы суть
эпиморфизмы. На самом деле эпиморфизмы полностью характеризу-
ются как сюръективные морфизмы, что отличает категорию CHT

от HT и роднит ее с T; ср. § .. Но подобные вещи мы оставляем
для сильного студента.

Если строение «хороших» морфизмов, выделенных в § ., идеально просто
в категориях S и L (см. там же), то можно считать, что категория CHT

дает следующую по сложности картину. Сделанные в общеобязательном тексте
наблюдения завершает

Упражнение . В категории CHT

(i) всякий биморфизм есть изоморфизм;
(ii) морфизм ϕ –– мономорфизм ⇔ ϕ –– крайний мономорфизм ⇔ ϕ инъ-

ективен;
(iii) морфизм ϕ –– эпиморфизм⇔ϕ –– крайний эпиморфизм⇔ϕ сюръек-

тивен.
Указание. Главное –– это то, что всякий эпиморфизм сюръективен; все

остальное отсюда легко следует. А это утверждение можно доказать так же,
как предложено в замечании после предложения ...

Однако самая важная для приложений черта введенной категории
состоит в существовании и прозрачном явном виде категорных произ-
ведений. Следующая теорема является одной из важнейших в тополо-
гии и одновременно источником всяческих благ для функционального
анализа (см., например, теорему ..).
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Напомним о конструкции топологического (= тихоновского) про-
изведения топологических пространств, доставляющей, вместе с про-
екциями, теоретико-категорное произведение объектов в T (а также
в HT) (см. § .).

Теорема  (Тихонов). Топологическое произведение произвольно-
го семейства компактных топологических пространств само ком-
пактно.
⊳⊳ Пусть Ων , ν ∈ Λ, –– наши пространства и Ω := ×{Ων ;ν ∈ Λ} –– их

топологическое произведение. Пусть, далее, α –– произвольное цен-
трированное семейство подмножеств в Ω. На основании предложе-
ния  (iii), достаточно найти у этого семейства общую точку прикосно-
вения.

Лемма. Семейство α содержится в некотором максимальном цен-
трированном семействе β подмножеств в Ω (т. е. таком, к которому
уже нельзя добавить, без нарушения центрированности, ни одного но-
вого множества).
⊳ Рассмотрим множество X , элементы которого суть всевозмож-

ные центрированные семейства подмножеств в Ω, содержащие семей-
ство α. Оно упорядочено по включению, причем объединение всех
семейств любого линейно упорядоченного подмножества в X очевид-
ным образом является центрированным семейством. Отсюда немед-
ленно следует, что X , как упорядоченное множество, удовлетворяет
условиям леммы Цорна и, стало быть, содержит максимальный эле-
мент. Последний, как легко видеть, и есть нужное семейство. ⊲

Конец доказательства теоремы. Для каждой «координаты» ν ∈ Λ
возьмем проекцию πν : Ω→Ων и рассмотрим семейство βν := {πν (∆);
∆∈β} подмножеств в Ων . Из центрированности семейства β легко сле-
дует подобное же свойство семейства βν . Поэтому с учетом компакт-
ности пространств Ων все множества из βν обладают общей точкой
прикосновения, скажем, tν .

А теперь рассмотрим вΩ точку t с координатами tν . Из определения
топологии в Ω следует, что каждая окрестность этой точки содержит

окрестность вида V :=
n⋂

k=1

Vνk
, где Vνk

, νk ∈Λ, есть прообраз относитель-

но πνk
некоторой окрестности Uνk

точки tνk
∈Ωνk

.
В силу выбора координат точки t, для каждого k = 1, …, n окрест-

ность Vνk
пересекается со всеми множествами семейства β . Заметим

также, что семейство β , будучи максимальной центрированной систе-
мой, обязано содержать пересечение любого конечного набора сво-
их множеств. Все это означает, что семейство β , дополненное множе-
ством Vνk

, –– центрированное, а значит, в силу той же максимальности,
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Vνk
∈ β для всех k и, как следствие, V ∈ β . Тем самым, V пересекается

с любым из подмножеств семейства β , а значит, и исходного семей-
ства α. Дальнейшее очевидно. ⊲⊲

Следствие . Всякое семейство непустых пространств в CHT

(а также в CT) обладает произведением, каковым является топо-
логическое произведение этих пространств вместе с проекциями.

Ожидаем вопрос любознательного читателя: а как же с копроизведениями?
Мы помним, что в бо́льших категориях T и HT копроизведения всегда есть
и это просто дизъюнктные объединения (упражнение ..). Поскольку дизъ-
юнктное объединение бесконечного семейства непустых топологических про-
странств заведомо не компактно (проверьте!), можно подумать, что копроиз-
ведениями в CHT обладают только конечные семейства. Однако на самом
деле копроизведение любого семейства хаусдорфовых компактов в CHT су-
ществует, но только оно сложнее устроено: надо взять не само дизъюнктное
объединение этих компактов, а его так называемую максимальную компакти-
фикацию.

А это еще что за птица? Дело в том, что существует довольно много спосо-
бов сделать заданное пространство компактом, добавив к нему новые точки,
притом так, что исходное пространство в этом новом компакте плотно. Подоб-
ный компакт называются компактификацией исходного пространства. В этих
лекциях мы познакомимся с «минимальной», так называемой александровской
компактификацией, когда к заданному пространству добавляется всего одна
точка (см. определение ). Она, как вы увидите, весьма проста. Но есть гораз-
до более глубокий факт.

Для весьма широкого класса хаусдорфовых пространств существует еще
и «максимальная» (в определенном разумном смысле) компактификация, на-
зываемая также стоун-чеховской. При максимальной компактификации до-
бавленных точек может оказаться гораздо больше, чем исходных; например,
подобная процедура с дискретным множеством N приводит к появлению 2ℵ

(ℵ –– мощность континуума) новых точек.
Стоун-чеховскую компактификацию заданного пространства можно опре-

делить в терминах некоторого универсального свойства наподобие того, как
определялись пополнения (ср. предложение .. (i)). Она же служит иници-
альным объектом в категории, объектами которой объявлены всевозможные
хаусдорфовы компактификации нашего пространства, а морфизмами –– непре-
рывные отображения, тождественные на этом пространстве.

Подробнее о компактификациях см., например, [].

Для случая конечного числа «перемножаемых» пространств ком-
пактность их топологического произведения может быть установлена
и без обращения к лемме Цорна. Соответствующее рассуждение осно-
вано на еще одной важной характеризации компактных пространств,
которую мы приведем без доказательства (см., например, []).
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Теорема  (Куратовский). (áä) Топологическое пространство Ω
компактно тогда и только тогда, когда для любого топологического
пространства ∆ проекция топологического произведения Ω×∆ на ∆
переводит каждое замкнутое множество в замкнутое множество.

Упражнение 20. Выведите из теоремы  тот факт, что топологиче-
ское произведение конечного семейства компактных пространств ком-
пактно.

Указание. Проведите индукцию по числу перемножаемых прост-
ранств.

Категория компактных хаусдорфовых топологических пространств
связана с другими категориями анализа и топологии рядом функторов.
Вот один из самых важных.

Пример . (Ср. пример ...) Сопоставим каждому Ω∈Ob(CHT)

банахово пространство C(Ω), а каждому ω ∈ h(Ω1,Ω2), т. е. непрерыв-
ному отображению, –– оператор C(ω) : C(Ω2) → C(Ω1), переводящий
функцию ϕ : Ω2→ C в функцию C(ω)(ϕ) : Ω1→ C, t 7→ ϕ(ω(t)). С уче-
том того, что C(ω) –– сжимающий оператор, этим, очевидно, опреде-
лен контравариантный функтор C : CHT→ B1, называемый функ-
тором непрерывных функций. (Подобный функтор, конечно, можно
определить и на других категориях топологических пространств, на-
пример, CT, но только при этом мы потеряем кое-какие хорошие
свойства; ср. далее теорему .)

Теперь мы выполним обещание, данное в § ., и расскажем о неко-
торых ярких результатах, касающихся классификации банаховых про-
странств непрерывных функций. Говоря формально, эти результаты
относятся к проблемам классификации объектов в двух категориях ––
полной подкатегории в B1 и полной подкатегории в B. Обе имеют
одни и те же объекты: пространства вида C(Ω), где Ω –– компактное
хаусдорфово пространство. Здесь (в отличие, скажем, от полных под-
категорий, состоящих из гильбертовых пространств; ср. теорему ..)
дела с «топологической» и «метрической» классификациями обстоят
совсем по-разному.

Теорема  (Банах, Стоун). (áä) Пусть Ω1 и Ω2 –– компактные хау-
сдорфовы пространства. Следующие утверждения эквивалентны:

(i) C(Ω1) и C(Ω2) изометрически изоморфны как банаховы прост-
ранства (= изоморфны как объекты категории B1);

(ii) C(Ω1) и C(Ω2) изометричны как метрические пространства
(= изоморфны как объекты категории M1);

(iii) Ω1 и Ω2 гомеоморфны (= изоморфны как объекты категории
CHT). Кроме того, если функтор непрерывных функций (см. при-
мер ) переводит морфизм ϕ из CHT в изоморфизм в категории B1,
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то и ϕ –– изоморфизм. (Как говорят, функтор C отражает изоморфиз-
мы.)

Доказательство этой теоремы, равно как и других упомянутых ниже
классификационных результатов, можно прочесть, скажем, в [].

Замечание. Вывод первых двух утверждений теоремы  из третье-
го сразу следует из функториальных свойств C и теоремы ... А вот
обратный вывод не тривиален; это было сделано Банахом для метризу-
емых компактов, а потом Стоуном –– в общем случае.

Таким образом, попарно не изометрически изоморфных прост-
ранств вида C(Ω) «столько же», сколько попарно не гомеоморфных
компактов. В частности, кубы разной размерности, сферы с разным ко-
личеством приставленных ручек, канторово множество –– все эти про-
странства Ω дают попарно не изометрически изоморфные простран-
ства C(Ω). И в то же время, справедлива

Теорема  (Милютин). (áä) Пусть Ω1 и Ω2 –– (произвольные) не-
счетные метризуемые компактные топологические пространства.
Тогда банаховы пространства C(Ω1) и C(Ω2) топологически изоморф-
ны; в частности, оба они топологически изоморфны C[0, 1].

∗ ∗ ∗
Наряду с компактными пространствами, мы рассмотрим класс про-

странств, являющихся их ближайшими обобщениями. Эти простран-
ства, на первый взгляд, кажутся гораздо бо́льшими, чем компакты, но
мы увидим далее, что на самом деле они представляют собой части
компактов.

Назовем подмножество (произвольного) топологического прост-
ранства относительно компактным, если его замыкание компактно.
(Это свойство множества, таким образом, зависит от того, в каком
объемлющем пространстве мы его рассматриваем.)

Определение . Топологическое пространство называется локаль-
но компактным, если каждая его точка обладает относительно ком-
пактной окрестностью.

Очевидно, локальная компактность –– это также, наряду с компакт-
ностью (см. выше), топологическое свойство.

Классические примеры локально компактных пространств, не яв-
ляющихся компактами, –– это действительная прямая и комплексная
плоскость. Разумеется, знания, полученные читателем на первом кур-
се, позволяют ему немедленно сделать и тот вывод, что все простран-
ства Rn и Cn локально компактны, а отсюда на основании предложе-
ния .. немедленно следует, что таково же и любое конечномерное
нормированное пространство, комплексное или действительное. (Как
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ведут себя на этот предмет бесконечномерные пространства, мы уви-
дим в следующем параграфе.)

Любое дискретное пространство также, очевидно, локально ком-
пактно. А вот и контрпримеры.

Упражнение . Топологическое произведение Ω бесконечного се-
мейства Ων , ν ∈ Λ, не компактных пространств (скажем, экземпляров
пространства N или R) не локально компактно.

Указание. Для любого открытого множества U в Ω существует та-
кое ν ∈Λ, что πν(U) =Ων .

Теперь мы сосредоточимся на хаусдорфовых локально компактных
пространствах.

Упражнение . Всякое открытое подмножество хаусдорфова ком-
пактного пространства является (относительно унаследованной топо-
логии) хаусдорфовым локально компактным пространством.

Указание. Любая точка заданного открытого множества обладает
окрестностью, замыкание которой не пересекается с дополнением это-
го множества.

Оказывается, других хаусдорфовых локально компактных прост-
ранств и не бывает; более того, всякое подобное пространство получа-
ется из некоторого компакта путем выкидывания одной точки.

Конструкция этого компакта является естественным обобщением
известной читателю конструкции расширенной комплексной плос-
кости.

Пусть (Ω,τ) –– (пока произвольное) топологическое пространство.
Дополним его еще одной точкой «∞», называемой в дальнейшем беско-
нечно удаленной точкой. Обозначим полученное множество через Ω+
и рассмотрим в нем систему подмножеств τ+, состоящую из а) всех
множеств из τ и б) всех множеств вида Ω+ \∆, где∆ –– замкнутое ком-
пактное подмножество в Ω. Мы видим, что множества первого типа
не содержат, а второго –– содержат бесконечно удаленную точку. Эле-
ментарно проверяется (дословно так же, как и при знакомстве с рас-
ширенной комплексной плоскостью), что τ+ –– топология в Ω+ и (Ω,τ)
есть топологическое подпространство в (Ω+,τ+). При этом, как легко
видеть,∞ является изолированной точкой в (Ω+,τ+) тогда и только то-
гда, когда исходное пространство (Ω,τ) компактно.

Предложение . Топологическое пространство (Ω+,τ+) компактно.
⊳ Пусть σ –– открытое покрытие нашего пространства и U∞ ∈ σ ––

множество, содержащее∞. Тогда Ω+ \ U∞ –– компакт в Ω, а потому его
открытое покрытие {U ∩ Ω : U ∈σ} в (Ω,τ) содержит конечное подпо-
крытие, скажем, {U1 ∩Ω, …, Un ∩Ω}. Но тогда {U1, …, Un, U∞} –– конеч-
ное покрытие всего множества Ω+. ⊲
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Определение . Топологическое пространство (Ω+,τ+) называется
одноточечной или александровской компактификацией пространства
(Ω,τ).

Предложение . Одноточечная компактификация хаусдорфова
локально компактного пространства Ω сама хаусдорфова.
⊳ Наша задача –– показать, что разные точки x , y ∈ Ω+ обладают

непересекающимися окрестностями. Поскольку Ω хаусдорфово, доста-
точно рассмотреть случай, когда y =∞. Возьмем окрестность U ⊆ Ω
точки x c компактным замыканием ∆ в Ω; тогда в качестве нужных
окрестностей подойдут U и Ω+ \∆. ⊲

Упражнение . Для любого топологического пространства Ω бана-
хово пространство C0(Ω) совпадает, с точностью до изометрического
изоморфизма, с подпространством (коразмерности ) в C(Ω+), состоя-
щим из функций, равных нулю в бесконечно удаленной точке.

Указание. Сопоставить каждой функции из C0(Ω) ее продолжение
на Ω+, равное нулю в∞.

А вот невинный с виду вопрос сильному студенту. Как определить морфиз-
мы в категории хаусдорфовых локально компактных пространств? Казалось
бы, объявить таковыми все непрерывные отображения –– и дело с концом.

Существует, однако, еще один подход, от которого гораздо больше пользы.
А именно, назовем морфизмом из Ω1 в Ω2 непрерывное отображение меж-
ду соответствующими александровскими компактификациями, сохраняющее
бесконечно удаленные точки, т. е. такое отображение ω+ : Ω1+ → Ω2+, что
ω+(∞) =∞. Нетрудно показать, что отображениеω : Ω1→Ω2 продолжается до
непрерывного отображения ω+ с указанным свойством тогда и только тогда,
когда для каждого компактного множества K ⊂ Ω2 его прообраз ω−1(K) ком-
пактен. Такие отображения называются собственными. Подобное определение
хорошо уже тем, что для функции x ∈ C0(Ω2)⊂ C(Ω2+) функция x(ω+(t)), как
легко видеть, принадлежит C0(Ω1)⊂ C(Ω1+). Построенная указанным образом
категория играет большую роль в теории коммутативных банаховых алгебр
(ср. далее § .).

§ . Метрические компакты и сверхограниченность

Спустимся из общей топологии «на этаж ниже», в теорию метри-
ческих пространств. Как по свойствам, выражаемым с помощью мет-
рики, судить о том, компактно ли рассматриваемое пространство или
нет? Ответ, если выразить его неформально, «житейскими» словами,
таков: метрическое пространство компактно тогда и только тогда, ко-
гда оно одновременно является «сплошным» («не имеющим пробе-
лов») и «маленьким». Точный математический термин, соответствую-
щий нашему интуитивному представлению о «сплошном», нам хорошо
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известен: это полнота. Теперь мы познакомимся с метрическими про-
странствами, соответствующими нашим представлениям о «малости».
Начнем с подготовительного понятия.

Определение . Пусть (M , d) –– метрическое пространство, M0 ––
его подмножество, ǫ > 0. Подмножество N в M называется ǫ-сетью
Хаусдорфа (или просто ǫ-сетью) для M0, если для каждого элемента
x ∈ M0 найдется такой элемент y ∈ N , что d(x , y) < ǫ (или, что то же
самое, если M0⊆

⋃
{U(y,ǫ) : y ∈ N}).

Определение . Подмножество M0 метрического пространства M
называется сверхограниченным или вполне ограниченным ), если для
любого ǫ > 0 в M существует конечная (= состоящая из конечного чис-
ла элементов) ǫ-сеть для M0.

В частности, при M0 = M мы получаем определение сверхограни-
ченного метрического пространства. Возможность различных толко-
ваний слов «сверхограниченное подмножество» устраняет

Предложение . Подмножество M0 метрического пространства M

сверхограничено⇔M0 сверхограничено как метрическое подпростран-
ство в M .
⊳ Второе из указанных свойств означает, разумеется, что для любо-

го ǫ > 0 множество M0 обладает конечной ǫ-сетью, состоящей из точек
самого множества M0. Поэтому импликация ⇐ очевидна. Чтобы уста-
новить импликацию ⇒, зададим ǫ > 0 и возьмем конечную ǫ/2-сеть
y1, …, yn ∈ M для M0. Для некоторых (всех или нет, нам безразлично)
значений k, 1 6 k 6 n, существует хотя бы одна такая точка zk ∈M0, что
d(zk, yk)< ǫ/2; зафиксируем подобную точку. Далее, для любого x ∈M0

существует хотя бы одно такое k, что d(x , yk)< ǫ/2; значит для тако-
го k точка zk определена, и из неравенства треугольника следует, что
d(x , zk)< ǫ. Поэтому точки zk (определенные для некоторых k) образу-
ют ǫ-сеть для M0 в самом множестве M0. ⊲

Пример . Возьмем Cn
1

и рассмотрим его любое ограниченное под-
множество M ; тогда для некоторого C > 0 и всех x = (x1, …, xn) ∈ M

выполнено неравенство |xk |6 C для всех k= 1, …, n. Для каждого m∈N
обозначим через Nm множество всевозможных точек в Cn

1
с координа-

тами вида C
r + is

m
, где r и s –– целые числа от −m до m; разумеется, это

множество конечно. Элементарно проверяется, что для любого ǫ > 0

множество Nm при m>

p
2Cn
ǫ

является ǫ-сетью для M0. Таким образом,
любое ограниченное подмножество в Cn

1
сверхограничено.

)Мы предпочитаем первый термин, поскольку в последнее время повсеместное рас-
пространение получил термин «вполне ограниченный оператор» (см. § .), не имеющий
ничего общего с рассматриваемым понятием.
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Предложение . (Ср. предложение ..) Пусть ϕ : M1→ M2 –– рав-
номерно непрерывное отображение сверхограниченного метрическо-
го пространства в произвольное метрическое пространство. Тогда
Im(ϕ) –– сверхограниченное подмножество в M2. (Кратко: равномерно
непрерывный образ сверхограниченного метрического пространства
сам сверхограничен.)
⊳ Возьмем ǫ > 0, а для него –– δ > 0, фигурирующее в определении

равномерной непрерывности. Пусть y1, …, yn –– конечная δ-сеть в M1.
Тогда, очевидно, ϕ(y1), …,ϕ(yn) –– конечная ǫ-сеть для Im(ϕ) в M2. ⊲

Следствие . Два равномерно гомеоморфных (= изоморфных в кате-
гории MU; см. § .) метрических пространства одновременно свер-
хограничены или нет.

Предложение . Замыкание сверхограниченного подмножества M0

метрического пространства M само сверхограничено.
⊳ Очевидно, любая ǫ/2-сеть в M для M0 является ǫ-сетью для замы-

кания множества M0. ⊲
К понятию сверхограниченности можно прийти несколькими пу-

тями.
Предложение . Следующие свойства подмножества M0 метриче-

ского пространства M эквивалентны:
(i) подмножество M0 сверхограничено;
(ii) у каждой последовательности точек из M0 есть фундаменталь-

ная подпоследовательность;
(iii) всякое подмножество в M0, состоящее из точек с попарным рас-

стоянием, не меньшим некоторого постоянного числа θ > 0, необходи-
мо конечно.
⊳ (i) ⇒ (ii) Пусть x1, x2, … –– наша последовательность. Построим

для каждого m ∈ N ее подпоследовательность xm
1

, xm
2

, … следующим
образом. В качестве x1

1
, x1

2
, … возьмем исходную последовательность.

Далее, пусть для некоторого m последовательность xm
1

, xm
2

, … уже по-
строена. Поскольку для M0 в M существует конечная 1/m-сеть, M0 со-
держится в объединении некоторого конечного семейства открытых
шаров радиуса 1/m. Тогда один их этих шаров содержит точки xm

n
для

бесконечного множества индексов n, т. е. содержит все члены некото-
рой подпоследовательности в xm

1
, xm

2
, …; последнюю мы и обозначим

через xm+1
1 , xm+1

2 , … Обратим внимание на то, что попарные расстоя-
ния между членами построенной подпоследовательности меньше 2/m.

Теперь рассмотрим последовательность x1
1
, x2

2
, … Это подпоследо-

вательность в x1, x2, …, и, очевидно, при k > l выполнено неравен-
ство d(xk

k
, x l

l
)< 2/l; таким образом, эта последовательность фундамен-

тальна.
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(ii) ⇒ (iii) Если в M0 существует бесконечное подмножество с ука-
занным в (iii) свойством, то у последовательности, состоящей из его
различных точек, нет ни одной фундаментальной подпоследователь-
ности.

(iii) ⇒ (i) Пусть для некоторого ǫ > 0 в M не существует конечной
ǫ-сети для M0. Произвольно выберем точку x1 ∈ M0. Поскольку {x1}
не есть ǫ-сеть для M0, существует такая точка x2 ∈ M0, что d(x1, x2)>

> ǫ. Поскольку {x1, x2} не есть ǫ-сеть для M0, существует такая точка
x3 ∈M0, что d(x1, x3), d(x2, x3)> ǫ.

Продолжая подобное рассуждение, мы построим бесконечное мно-
жество таких точек xn ∈M0, n∈N, что d(xm, xn)> ǫ при m 6= n. Получе-
но противоречие. ⊲

Термин «сверхограниченное» оправдывает
Предложение . Сверхограниченное подмножество M0 метрическо-

го пространства M (автоматически) ограничено.
⊳ Если x1, …, xn ∈M является 1-сетью для M0, то, как легко видеть,

попарные расстояния между точками множества M0 не превосходят
max{d(xk , x l) : 1 6 k, l 6 n}+ 2. ⊲

Обратное, разумеется, не верно. Бесконечное дискретное метриче-
ское пространство, будучи ограниченным, не сверхограничено: любая
его ǫ-сеть при ǫ6 1, очевидно, совпадает со всем пространством.

Предложение . Сверхограниченное метрическое пространство се-
парабельно.
⊳ Достаточно посмотреть на объединение всех конечных 1/n-сетей;

n= 1, 2, … ⊲
Теперь займемся вплотную характеризацией компактных метриче-

ских пространств.
Теорема . Следующие свойства метрического пространства M эк-

вивалентны:
(i) пространство M компактно;
(ii) пространство M полно и сверхограничено;
(iii) у каждой последовательности точек из M есть сходящаяся под-

последовательность;
(iv) каждое бесконечное подмножество в M имеет в M предельную

точку.
⊳ (i) ⇒ (iv) Пусть бесконечное подмножество N в M не имеет пре-

дельных точек. Отсюда следует, в частности, что подмножество N за-
мкнуто. Далее, у каждой точки x ∈ N есть окрестность Ux , не содержа-
щая других точек из N . Но тогда семейство, состоящее из M \ N и всех
множеств Ux , x ∈ N , –– это открытое покрытие пространства Ω, не об-
ладающее конечным подпокрытием.
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(iv)⇒ (iii) Пусть xn, n= 1, 2, …, –– последовательность в M ; обозна-
чим через N множество ее членов. Если множество N конечно, то на-
ша последовательность содержит подпоследовательность с совпадаю-
щими членами, которая заведомо сходится. Если же N бесконечно, то
у него есть предельная, а стало быть (ведь мы в метрическом простран-
стве!), и строго предельная точка, скажем, x . Но тогда, разумеется, су-
ществуют такие индексы n1 < n2 <…, что d(x , xnk

)< 1/2k для всех k.
Дальнейшее очевидно.

(iii) ⇒ (ii) Если пространство M не полно, то, взяв фундаменталь-
ную последовательность его точек, не имеющую предела, мы видим,
что предела нет и у всех ее подпоследовательностей. Если же M не
сверхограничено, то в силу предложения  существует последователь-
ность его точек, не имеющая даже фундаментальных –– чего уж гово-
рить о сходящихся –– подпоследовательностей.

Нам осталось сделать наиболее трудоемкий вывод.
(ii) ⇒ (i) Пусть, напротив, существует открытое покрытие σ про-

странства M , не обладающее конечным подпокрытием. Построим по
индукции последовательность вложенных замкнутых подмножеств
V 1 ⊇ V 2 ⊇ V 3 ⊇… пространства M , обладающее следующими свойст-
вами:

а) для каждого n ∈ N выполнено следующее условие: из семей-
ства σ, рассмотренного как покрытие множества V n, нельзя выделить
конечное подпокрытие этого множества;

б) диаметр множества V n не превосходит 2/n.
Делая начальный шаг индукции, мы воспользуемся сверхограни-

ченностью M и возьмем его конечную 1-сеть, скажем, y1
1
, …, y1

m1
. Обо-

значим через V 1
k

замыкание открытого шара U(y1
k
, 1) для k= 1, …, m1.

Если для каждого k семейство σ, рассмотренное как покрытие мно-
жества V 1

k
, обладает конечным подпокрытием этого множества, то,

очевидно, объединение этих подпокрытий по всем k даст конечное
подпокрытие всего пространства M . Поэтому существует хотя бы одно
значение k, для которого это не так; мы положим V 1 := V 1

k
.

Теперь пусть множества V 1, …, V n−1 с обоими свойствами уже по-
строены. Пользуясь сверхограниченностью пространства M , возьмем
его конечную 1/n-сеть, скажем, yn

1
, …, yn

mn
. Для k= 1, …, mn обозначим

через V n
k

пересечение множества V n−1 с замыканием открытого шара
U(yn

k
, 1/n). Рассуждая точно так же, как и при первом шаге индукции

(только с заменой M на V n−1 и множеств V 1
k

на множества V n
k

), мы ви-
дим, что существует хотя бы одно такое k, что из σ нельзя выделить
конечное подпокрытие множества V n

k
. Мы положим V n := V n

k
; очевид-

но, это множество также обладает требуемыми свойствами.
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А теперь вспомним, что пространство M не только сверхограни-
чено, но и полно. Поэтому в силу принципа вложенных замкнутых
подмножеств пересечение всех множеств V n состоит ровно из одной
точки, скажем, x . Но, как и всякая точка пространства M , x лежит
в некотором множестве U ∈σ. Поскольку U открыто, оно содержит для
некоторого ǫ > 0 открытый шар U(x ,ǫ). Отсюда в силу условия на диа-
метры (свойство б)) этот шар, а стало быть, и множество U, содержит
все множество V n для достаточно большого n. Но тогда семейство σ,
рассмотренное как покрытие такого множества V n, содержит подпо-
крытие последнего, состоящее всего лишь из одного множества U. Мы
пришли к противоречию со свойством а) построенных множеств. ⊲

Отсюда с учетом предложения  и того, что подмножество полного
метрического пространства полно тогда и только тогда, когда оно за-
мкнуто, немедленно вытекает

Следствие . Подмножество полного метрического пространства
компактно тогда и только тогда, когда оно сверхограничено и замкну-
то; такое подмножество относительно компактно тогда и только
тогда, когда оно сверхограничено.

Разумеется, если метрическое пространство не полно, то в нем
всегда существуют замкнутые сверхограниченные подмножества, не
являющиеся компактными или, что здесь одно и то же, относительно
компактными: достаточно взять множество членов любой не сходя-
щейся фундаментальной последовательности.

∗ ∗ ∗
Напомним читателю о фундаментальных свойствах конечномер-

ных нормированных пространств, выраженных в теореме .., а так-
же следствиях .. и ... (Их «геометрическая суть» состоит в том,
что все нормы в конечномерном пространстве эквивалентны друг дру-
гу, а «категорная суть» –– в том, в что все пространства одной и той же
конечной размерности изоморфны как объекты в категории B.)

Сейчас мы в состоянии предложить другой подход к доказательству
этих утверждений, более точно –– к доказательству предложения ..,
из которого, как мы видели, все они легко следуют.

Предложение  (= предложение ..). Всякое нормированное про-
странство E конечной размерности n топологически изоморфно Cn

1
,

причем любой линейный изоморфизм между этими пространствами
является топологическим изоморфизмом.
⊳ Пусть J –– произвольный линейный изоморфизм из Cn

1
на E. По-

скольку он заведомо ограничен (пример ..), достаточно найти такое
c> 0, что c‖x‖6 ‖J(x)‖ для всех x ∈ E (см. предложение ..).
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Пусть S –– единичная сфера в Cn
1
. Поскольку J –– инъективный опе-

ратор, корректно определена функция f : S→ C, x 7→ ‖J(x)‖−1, кото-
рая, в силу непрерывности нормы, непрерывна. Но сфера S, будучи
замкнутым ограниченным множеством в Cn

1
, компактна (см. пример 

и следствие ). Отсюда, на основании предложения . (аналог теоре-
мы Вейерштрасса), функция f (x) ограничена сверху некоторой посто-
янной C . Остается положить c := 1/C . ⊲

∗ ∗ ∗
Оставшуюся часть параграфа мы посвятим следующему важному

кругу вопросов: какие подмножества в тех или иных нормированных
пространствах сверхограничены и какие компактны? Прежде всего,
выделим простое

Предложение . В нормированном пространстве алгебраическая
сумма двух сверхограниченных подмножеств и любое растяжение свер-
хограниченного подмножества сверхограничены. ⊳⊲

Этот факт нам пригодится впоследствии, а сейчас займемся случаем
конечномерных пространств. На самом деле уже все подготовлено для
ответа.

Предложение . Пусть M –– подмножество конечномерного норми-
рованного пространства E. Тогда

(i) множество M сверхограничено тогда и только тогда, когда оно
ограничено,

(ii) множество M компактно тогда и только тогда, когда оно огра-
ничено и замкнуто.
⊳ Из предложения  и теоремы .. (iv) следует, что пространство E

равномерно гомеоморфно Cn
1
, где n = dim(E), и, следовательно, мно-

жество M равномерно гомеоморфно некоторому подмножеству в Cn
1
.

Поскольку последнее сверхограничено тогда и только тогда, когда оно
ограничено (пример  и предложение ), свойство (i) вытекает из след-
ствия . Отсюда, в свою очередь, с учетом полноты пространства E (тео-
рема .. (i)) и следствия  вытекает свойство (ii). ⊲

Ситуация в бесконечномерных пространствах не столь проста. Сна-
чала соберем «экспериментальный» материал.

Упражнение . Единичные шары в пространствах C[a, b], lp и
Lp[a, b], 1 6 p 6∞, не являются сверхограниченными.

Указание. Возьмите функции (или последовательности) нормы 
с непересекающимися носителями и затем воспользуйтесь предложе-
нием  (iii).

А теперь посмотрим, какой общий факт стоит за этими наблюдени-
ями. Ключ к последующей теореме дает
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Предложение  (лемма о почти перпендикуляре). Пусть E ––
нормированное пространство, E0 –– его замкнутое собственное подпро-
странство. Тогда для любого ǫ > 0 существует такой вектор x ∈ E

(называемый ǫ-перпендикуляром), что ‖x‖= 1 и d(x , E0)> 1− ǫ.
⊳ Произвольно возьмем вектор y ∈ E \ E0. Поскольку подпростран-

ство E0 замкнуто, d(y, E0)> 0, и поэтому с учетом очевидного равен-
ства d(λy, E0) = |λ| d(y, E0) для любого λ ∈ C мы вправе считать, не
теряя общности, что d(y, E0) = 1.

Пусть вектор z ∈ E0 таков, что d(y, z) < 1+ δ, где δ > 0 настолько
мало, что 1/(1+ δ)> 1− ǫ. Тогда для x0 := y − z выполнено неравен-
ство ‖x0‖< 1+ δ, и в то же время из совпадения множеств {x0 − u : u∈
∈ E0} и {y − u : u∈ E0} следует, что d(x0, E0) = d(y, E0) = 1. Отсюда, как
легко видеть, x := x0/‖x0‖ и есть требуемый ǫ-перпендикуляр. ⊲

Разумеется, если E –– гильбертово пространство, то в нем есть век-
тор x , для которого одновременно выполняются равенства ‖x‖ = 1

и d(x , E0) = 1: это «настоящий» перпендикуляр к E0, доставляемый
теоремой об ортогональном дополнении. Однако в общих банаховых
пространствах подобной роскоши может и не быть.

Упражнение . (i) Существуют такие пары (банахово простран-
ство E и его замкнутое подпространство E0), что для любого вектора
x ∈ E \ E0 выполнено неравенство ‖x‖> d(x , E0).

(ii) Существуют коизометрические операторы, отображающие за-
мкнутый единичный шар первого пространства на собственное под-
множество замкнутого единичного шара второго пространства.

Указание. При доказательстве свойства (i) вам поможет упражне-
ние .., а свойство (ii) следует из (i).

Теорема  (Рисс). Следующие свойства нормированного простран-
ства E эквивалентны:

(i) (замкнутый) единичный шар в E компактен;
(ii) единичный шар в E сверхограничен;
(iii) пространство E конечномерно.
⊳ Импликация (i)⇒ (ii) очевидна, а (iii)⇒ (i) непосредственно сле-

дует из предложения  (ii).
(ii) ⇒ (iii) Пусть, напротив, пространство E бесконечномерно. За-

фиксируем любое ǫ, 0< ǫ < 1. Обозначим через x1 любой вектор в E

нормы . Поскольку пространство E1 := span(x1) одномерно и замкнуто
ввиду следствия .. (i), лемма о почти перпендикуляре обеспечивает
существование такого вектора x2 нормы , что d(x2, E1)> 1− ǫ. Далее,
поскольку E2 := span(x1, x2) двумерно, та же лемма обеспечивает суще-
ствование такого вектора x3 нормы , такого, что d(x3, E2)> 1− ǫ. Те-
перь рассмотрим E3 := span(x1, x2, x3) и т. д. Продолжая подобное рас-
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суждение, мы получаем последовательность векторов xn, n∈N, из ШE ,
попарные расстояния между которыми не менее 1− ǫ. В силу предло-
жения  (iii) такого быть не может. ⊲

Упражнение . Перечисленные свойства пространства E эквива-
лентны его локальной компактности.

Для ряда конкретных банаховых пространств их сверхограничен-
ные (а стало быть, в силу следствия , и относительно компактные)
подмножества могут быть описаны в достаточно прозрачных терми-
нах.

Мы приведем один из наиболее важных фактов подобного рода, от-
носящийся к пространствам C[a, b]. Предварительно дадим

Определение . Подмножество M ∈ C[a, b] называется равносте-
пенно непрерывным, если для любого ǫ > 0 найдется такое δ > 0, что
| f (t ′)− f (t ′′)|< ǫ при всех f ∈M и t ′, t ′′ ∈ [a, b], |t ′ − t ′′|<δ.

Из классической теоремы Кантора немедленно следует, что любое
конечное подмножество в C[a, b] равностепенно непрерывно. В то же
время множество функций sin nt, n = 1, 2, …, не является, как легко
проверить, равностепенно непрерывным.

Теорема  (Арцела). Подмножество M в C[a, b] сверхограничено
тогда и только тогда, когда оно ограничено и равностепенно непре-
рывно.
⊳⇐ Зададим ǫ > 0; наша задача –– предъявить конечную ǫ-сеть для

M в C[a, b]. В силу условия, есть такое n ∈ N, что | f (t ′) − f (t ′′)| <
< ǫ/3, как только |t ′ − t ′′| < 1/n и f ∈ M . Положим tk := a +

(b− a)k

n
,

k = 0, …, n, и рассмотрим (очевидно, линейный и сжимающий) опе-
ратор T : C[a, b] → Cn+1

∞ , T ( f ) := ( f (t0), …, f (tn)). Ввиду предложе-
ния  (i) множество T (M)⊂Cn+1

∞ сверхограничено. Поэтому с учетом
предложения  в M есть такое конечное подмножество N , что T (N)
является ǫ/3-сетью в T (M).

Покажем, что N является ǫ-сетью для M . Для этого возьмем про-
извольную функцию f ∈ M и точку t ∈ [a, b] и подберем k так, чтобы
выполнялось неравенство |t − tk|< 1/n. Из определения множества N

следует, что найдется такая функция g ∈ N , что |g(tk) − f (tk)| < ǫ/3.
Тогда

| f (t)− g(t)|6 | f (t)− f (tk)|+ | f (tk)− g(tk)|+ |g(tk)− g(t)|< 3ǫ
3
= ǫ.

Это и означает, что N является ǫ-сетью для M .
⇒ С учетом предложения  достаточно проверить, что подмноже-

ство M равностепенно непрерывно. Зададим ǫ > 0; пусть N –– конечная
ǫ/3-сеть для M в C[a, b]. Как упоминалось выше, множество функций
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N , будучи конечным, равностепенно непрерывно, и поэтому существу-
ет такое δ> 0, что при |t ′ − t ′′|<δ для всех g ∈ N выполнено неравен-
ство |g(t ′)− g(t ′′)|< ǫ/3.

Возьмем любую функцию f ∈M ; тогда для некоторой g ∈ N выпол-
нено ‖ f − g‖∞ < ǫ/3. Поэтому при |t ′ − t ′′|<δ имеет место оценка

| f (t ′)− f (t ′′)|6 | f (t ′)−g(t ′)|+ |g(t ′)−g(t ′′)|+ | f (t ′′)−g(t ′′)|< 3ǫ
3
= ǫ.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Упражнение . (i) Единичный шар в C1[a, b], рассмотренный как

подмножество в C[a, b], сверхограничен, но не компактен.
(ii) Подмножество единичного шара в C[a, b], состоящее из таких

функций f , что | f (t ′)− f (t ′′)|6 |t ′ − t ′′| для любых t ′, t ′′ ∈ [a, b], ком-
пактно.

А вот как описываются сверхограниченные множества в другом
важном классе банаховых пространств.

Упражнение . Пусть M –– подмножество в lp, 1 6 p 6∞. Это под-
множество сверхограничено тогда и только тогда, когда оно ограниче-
но и выполнены равенства

lim
m→∞

sup

� ∞∑

n=m+1

|ξn|p : ξ= (ξ1,ξ2, …)∈M

�
= 0 (при p<∞);

lim
m→∞

sup
n

sup
n>m+1

|ξn|: ξ= (ξ1,ξ2, …)∈M
o
= 0 (при p=∞)

(т. е. нормы «хвостов» (ξm+1,ξm+2, …) последовательностейξ из M рав-
номерно стремятся к нулю).

§ . Компактные операторы: общие свойства и примеры

Рассмотренные выше понятия, и прежде всего сверхограничен-
ность, позволяют выделить весьма важный класс операторов. В изуче-
нии этих операторов удается продвинуться достаточно далеко, а в слу-
чае, когда они связывают гильбертовы пространства, –– практически
полностью познать их природу.

Определение . Оператор T : E→ F между нормированными про-
странствами называется компактным ), если он переводит любое ог-
раниченное множество из E в сверхограниченное множество в F .

Разумеется, обсуждаемое свойство оператора определяется поведе-
нием всего одного ограниченного множества.

)Полвека назад говорили не «компактный оператор», а «вполне непрерывный опера-
тор».
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Предложение . Оператор T : E → F компактен тогда и только
тогда, когда образ единичного шара в E сверхограничен. ⊳⊲

Замечание. Как мы увидим далее, при некоторых часто выполняю-
щихся условиях на E и F образ единичного шара компактен, а не толь-
ко сверхограничен; см. далее предложения . и ... Это частично
оправдывает термин «компактный оператор».

О другом подходе к понятию компактного оператора расскажем
позже, когда в нашем распоряжении появятся так называемые слабые
топологии (см. теорему ..). Из предложения . сразу следует

Предложение . Всякий конечномерный ограниченный оператор
компактен.

Напротив, из теоремы . (Рисса) немедленно вытекает
Предложение . Любой проектор на бесконечномерное подпрост-

ранство (см. § . и .) и, в частности, тождественный оператор
в любом бесконечномерном нормированном пространстве не компак-
тен. ⊳⊲

Множество компактных операторов из E в F обозначается K (E, F),
и вместо K (E, E) обычно пишут K (E).

Предложение . Множество K (E, F) –– замкнутое подпростран-
ство в B(E, F).
⊳ Возьмем S, T ∈K (E, F). Тогда множество (S + T )(ШE), будучи ча-

стью S(ШE) + T (ШE), сверхограничено в силу предложения .. Тем са-
мым, S + T ∈ K (E, F), и еще проще проверить, что λS ∈K (E, F) для
любого λ∈C.

Осталось показать, что всякий оператор S, являющийся точкой при-
косновения множества K (E, F), принадлежит последнему. Зададим
ǫ > 0 и возьмем такой оператор T ∈ K (E, F), что ‖S − T‖ < ǫ/2. То-
гда, как легко видеть, любая ǫ/2-сеть для T (ШE) является ǫ-сетью для
S(ШE). Дальнейшее очевидно. ⊲

Следствие . Если F –– банахово пространство, то таково же и
K (E, F) для любого нормированного пространства E.

Предложения  и  вместе дают удобный способ проверки компакт-
ности большого числа операторов.

Следствие . Если оператор между двумя нормированными прост-
ранствами аппроксимируется по операторной норме конечномерными
операторами, то он компактен.

Следующее предложение, помимо самостоятельной ценности, весь-
ма полезно при проверке компактности конкретных операторов.

Предложение . Пусть E, F и G –– нормированные пространства,
S ∈B(E, F) и T ∈B(F, G). Тогда если хотя бы один из этих операто-
ров компактен, то таков же и оператор TS : E→ G.
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⊳ Если оператор T компактен, все ясно. Если же оператор S ком-
пактен, то множество TS(ШE) сверхограничено в силу предложения .
и теоремы .. (iv). ⊲

Отсюда мы, в частности, получаем, что топологический изомор-
физм между бесконечномерными нормированными пространствами
никогда не компактен: иначе тождественные операторы в этих про-
странствах также оказались бы компактными.

Сильному студенту рекомендуется
Упражнение  (Шаудер). Оператор T : E → F между банаховыми про-

странствами компактен тогда и только тогда, когда его банахов сопряженный
оператор T ∗ : F ∗→ E∗ (см. определение ..) компактен.

Указание. ⇒ Пусть y1, …, yn есть ǫ/4-сеть в T(ШE). Рассмотрите оператор
S : F ∗ → Cn, S( f ) = ( f (y1), …, f (yn)), и возьмите такое конечное подмноже-
ство N ⊂ШF∗ , что S(N) есть ǫ/4-сеть в S(ШF∗ ). Тогда T ∗(N) является ǫ-сетью
в T ∗(ШF∗ ).

Импликация⇐ следует из импликации⇒ и естественности канонического
вложения пространства в его второе сопряженное (предложение ..).

Теперь самое время вспомнить о многочисленных примерах кон-
кретных операторов, накопленных в § .. Появляется новый типовой
вопрос, который мы зададим этим операторам: компактны ли Вы?

Предложение . Диагональный оператор Tλ : lp → lp, где λ ∈ l∞
(см. пример 1.3.2), компактен тогда и только тогда, когда λ∈ c0.
⊳ ⇐ Положим λ(n) := (λ1, …,λn, 0, 0, …). Тогда оператор Tλ(n) конеч-

номерен и ‖Tλ − Tλ(n)‖= ‖λ− λ(n)‖∞→ 0 при n→∞ (см. там же). Те-
перь работает следствие .
⇒ Если λ /∈ c0, то существуют такие натуральные n1 < n2 <…, что

|λnk
|> θ для некоторого θ > 0 и всех k ∈N. Но тогда для любых k, l ∈N,

k 6= l, в случае p<∞ выполнено неравенство

‖T (pnk )− T (pnl )‖= ‖λnk
pnk −λnl

pnl‖= p
p
|λnk
|p + |λnl

|p >
pp

2θ .

Поэтому с учетом предложения . (iii), при p<∞ наш оператор пере-
водит ограниченное множество {pnk : k ∈ N} во множество, не являю-
щееся сверхограниченным. То же, как легко видеть, справедливо и при
p=∞. ⊲

Замечание. Диагональные компактные операторы в l2 –– это на са-
мом деле гораздо больше, чем просто примеры компактных опера-
торов. В следующем параграфе мы увидим также, что многие ком-
пактные операторы, действующие в бесконечномерном сепарабельном
гильбертовом пространстве (в том числе все, имеющие нулевое ядро
и плотный образ), совпадают с одним из диагональных операторов в l2
с точностью до слабой унитарной эквивалентности.
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Что касается операторов сдвига, действующих в тех же простран-
ствах lp, а также в lp(Z) и Lp(R) (см. примеры .. и ..), то они за-
ведомо не компактны (объясните, почему).

Упражнение . Оператор умножения Tf : Lp[a, b]→ Lp[a, b], 1 6

6 p 6∞, где f ∈ L∞[a, b] (ср. пример ..), не является компактным,
за исключением случая, когда (класс эквивалентности) f = 0.

Указание. Если f 6= 0 на множестве положительной меры, то мно-
жество M := {t ∈ [a, b] : | f (t)| > θ} имеет для некоторого θ > 0 поло-
жительную меру. Тогда оператор Tg Tf , где g(t) равно 1/ f (t) при t ∈M
и нулю при остальных t, есть проектор на бесконечномерное подпро-
странство в Lp[a, b].

Хотя следующее упражнение является частным случаем идущей за
ним теоремы, все же вам будет полезно сперва разобраться с ним.

Упражнение . Оператор неопределенного интегрирования (см.
пример ..), действующий в любом из пространств E := L2[0, 1],
C[0, 1] или L1[0, 1], компактен.

Указание. Случай E = C[0, 1] обеспечен упражнением . (ii). При
E = L2[0, 1] из неравенства Коши––Буняковского следует, что множест-
во функций T (ШE) равностепенно непрерывно; поэтому работают тео-
рема Арцела и оценка ‖ · ‖2 6 ‖ · ‖∞. Наконец, при E = L1[0, 1] множе-
ство T (ШE) (хотя и не равностепенно непрерывно) состоит из функций
вариации не больше 1. Чтобы построить его конечную ǫ-сеть, надо раз-
бить отрезок [0, 1] на много равных частей и подобрать эту сеть среди
функций, постоянных на отрезках разбиения.

Теперь вспомним об общем классе интегральных операторов в
L2[a, b], содержащем соответствующий оператор неопределенного ин-
тегрирования (см. пример .. и последующие комментарии).

Теорема . Всякий интегральный оператор в L2[a, b] компактен.
⊳⊳ Для доказательства теоремы нам потребуется следующая
Лемма. Пусть функции en(t), n∈N, образуют ортонормированный

базис в L2[a, b]. Тогда функции um,n(s, t) := em(s)en(t), m, n ∈ N (произ-
вольным образом перенумерованные), образуют ортонормированный
базис в L2(�) (о последнем пространстве см. там же).
⊳ Элементарные выкладки, использующие теорему Фубини, по-

казывают, что um,n –– ортонормированная система. Чтобы проверить
ее тотальность, рассмотрим функцию y ∈ L2(�), ортогональную всем
функциям um,n, т. е. иными словами, удовлетворяющую соотношениям∫

�

um,n(s, t) y(s, t) ds d t = 0 при всех m, n ∈ N. В силу предложения ..

достаточно установить, что функция y равна нулю как вектор в L2(�),
т. е. y(s, t) = 0 почти всюду на �.
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На основании той же теоремы Фубини выполнено равенство
b∫

a

em(s)xn(s) ds= 0, где xn(s) :=

b∫

a

en(t) y(s, t) dt.

Это означает, что для любого n функция xn ортогональна всем em,
m ∈ N, в L2[a, b]. Отсюда в силу тотальности системы em следует, что
xn = 0 в L2[a, b], т. е. для некоторого множества Mn полной меры на
[a, b] выполнено равенство

b∫

a

en(t) y(s, t) dt = 0

для всех s ∈ Mn. Но тогда при s ∈ M :=
⋂

n∈N
Mn в силу тотальности си-

стемы en выполнено равенство y(s, t) = 0 почти для всех t ∈ [a, b]. По-
скольку M –– также множество полной меры, это означает, что y = 0
почти всюду на �. ⊲

Конец доказательства теоремы . Пусть T –– интегральный оператор
и K –– его производящая функция. Рассмотрим для каждого n= 1, 2, …
интегральный оператор Tn с производящей функцией

Kn(s, t) :=

n∑

k,l=1

λk,l ek(s)el(t),

где λk,l := 〈K , uk,l〉 –– соответствующие коэффициенты Фурье. Очевид-
но, любая функция из его образа есть линейная комбинация функций
ek, k = 1, …, n, и поэтому Tn –– конечномерный оператор. Далее, по-
скольку T − Tn –– интегральный оператор с производящей функцией
K − Kn, операторная норма оператора T − Tn не превосходит нормы
функции K − Kn в L2(�) (см. пример ..). Но из леммы очевидным
образом следует, что K есть предел последовательности Kn в L2(�). По-
этому оператор T аппроксимируется конечномерными операторами
и, стало быть (следствие ), компактен. ⊲⊲

Вот одно из многочисленных следствий.
Упражнение . Интегральный оператор в L2[a, b] является проек-

тором тогда и только тогда, когда его производящая функция вырожде-
на и удовлетворяет равенствам, указанным в упражнении ...

Указание. Производящая функция одномерного интегрального
оператора имеет вид f (s)g(t) для некоторых f , g ∈ L2[a, b].

Упражнение . Операторы дифференцирования (см. пример ..)
никогда не компактны.
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Сделайте также носящее общий характер
Упражнение . Два слабо топологически эквивалентных оператора

одновременно компактны или нет.

∗ ∗ ∗
Мы видели, насколько полезно оказалось простое следствие . Од-

нако совсем не простым оказался вопрос о том, верно ли обратное
утверждение. Размышления на эту тему привели к возникновению
следующего фундаментального понятия геометрической теории ба-
наховых пространств.

Определение  (Гротендик, ). Говорят, что банахово прост-
ранство F обладает свойством аппроксимации, если для любого бана-
хова пространства E любой компактный оператор из E в пространство
F аппроксимируется по операторной норме конечномерными операто-
рами.

Вот важный пример.
Предложение . Всякое гильбертово пространство обладает свой-

ством аппроксимации.
⊳ Пусть T : E→ H –– компактный оператор между банаховым и гиль-

бертовым пространствами. Возьмем ǫ > 0 и ǫ/2-сеть, скажем, y1, …, yn

в H для T (ШE). Положим H0 := span{y1, …, yn} и рассмотрим орто-
проектор P : H→ H на H0. Это, разумеется, конечномерный оператор,
и для каждого k= 1, …, n выполнено равенство P yk = yk . Поэтому с уче-
том сделанного выбора ǫ/2-сети для любого x ∈ШE найдется такое k,
что

‖T x − PT x‖6 ‖T x − yk‖+ ‖P(yk − T x)‖6 2‖T x − yk‖< ǫ.
Дальнейшее очевидно. ⊲

Постепенно выяснилось, что подавляющее большинство «классиче-
ских» банаховых пространств (Lp(X ,µ), C(Ω), …) обладают свойством
аппроксимации. Для многих сепарабельных пространств это сразу вы-
текало из следующего важного утверждения. Его формулировку долж-
ны знать все, а доказательство (см. упражнение ) мы потребуем толь-
ко от читателя, претендующего на «отлично».

Теорема . (áä) Если банахово пространство обладает базисом Ша-
удера, то оно обладает и свойством аппроксимации.

Какое-то время казалось, что поставленный Гротендиком вопрос
о том, всякое ли банахово пространство обладает свойством аппрок-
симации (знаменитая проблема аппроксимации), вот-вот получит по-
ложительный ответ, хотя бы в классе сепарабельных пространств. Од-
нако оптимисты ошибались.
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Теорема  (П. Энфло, ). (áä) Существуют сепарабельные ба-
наховы пространства, в том числе замкнутые подпространства в c0,
не обладающие свойством аппроксимации. Как следствие (см. теоре-
му ), существуют сепарабельные банаховы пространства, не облада-
ющие базисом Шаудера.

Вопрос о том, всякое ли сепарабельное банахово пространство об-
ладает базисом Шаудера, был поставлен еще Банахом и долгое время
представлял собой, пожалуй, самую известную проблему теории бана-
ховых пространств. Таким образом, Энфло «походя» дал отрицательное
решение этой старой проблемы.

Все известные к настоящему времени сепарабельные банаховы про-
странства без свойства аппроксимации представляют собой специаль-
но придуманные и достаточно хитроумные примеры. А вот вне класса
сепарабельных пространств подобную «белую ворону» удалось обна-
ружить и среди хорошо известных объектов. Оказывается, B(H), где
H –– бесконечномерное гильбертово пространство, не обладает свой-
ством аппроксимации (А. Шанковский, ). Кстати, проверьте, что
пространствоB(H) действительно не сепарабельно.

Сильного студента мы призываем сделать
Упражнение 7∗. Докажите теорему .
Указание. Пусть e1, e2, … –– это базис Шаудера в банаховом пространстве

(F,‖ · ‖). Рассмотрим для каждого n= 1,2, … проекторы Pn : F → F ,
∞∑

k=1

λkek 7→

7→
n∑

k=1

λkek, и новую норму ‖ · ‖′ : y 7→ sup{‖Pn(y)‖ : n ∈ N} в F . Если xm, m =

= 1,2, …, –– фундаментальная последовательность в пространстве (F,‖ · ‖′), то
для любого n последовательность Pn xm, m= 1,2, …, сходится по любой норме
в Fn := span{e1, …, en} к некоторому вектору xn, причем для любого l = 1,2, …
выполнено равенство Pn xn+l = xn. Из свойств базиса Шаудера вытекает, что по-
следовательность xn фундаментальна в исходном пространстве (F,‖ · ‖) и, стало
быть, сходится по норме ‖ · ‖ к некоторому вектору x ; при этом оказывается,
что Pn x = xn, n= 1,2, … Отсюда с учетом того, что Pn –– сжимающие операторы
в (E,‖ · ‖′), заключаем, что x –– предел последовательности xm в (F,‖ · ‖′). Тем
самым, (F,‖ · ‖′) –– банахово пространство, и из предложения .. следует, что
все операторы Pn ограничены в (F,‖ · ‖) и их нормы не превосходят одной и той
же постоянной C .

Теперь пусть T : E→ F –– компактный оператор, ǫ > 0 и y1, …, ym –– конеч-

ная
ǫ

2(1+ C)
-сеть для T(ШE) в F . Тогда, если натуральное число N таково, что

для всех n> N и k= 1, …, m выполнено неравенство ‖yk − Pn yk‖<
ǫ

2(1+ C)
, то

для тех же n и любого x ∈ШE выполнено неравенство ‖T x − Pn T x‖< ǫ. Тем
самым оператор T аппроксимируется конечномерными ограниченными опе-
раторами Pn T .



 ГЛ. . ОТ КОМПАКТОВ ДО ФРЕДГОЛЬМОВЫХ ОПЕРАТОР ОВ

∗ ∗ ∗
Наш потенциальный отличник должен также знать, что свойство аппрок-

симации –– это весьма глубокое понятие, которое может принимать различ-
ные совершенно несхожие по виду обличья. Следующая теорема совсем не
тривиальна, и мы приводим ее без доказательства. (Дотошный читатель мо-
жет извлечь нужное рассуждение, скажем, из очень обстоятельной книги [,
Ch. I.].)

Теорема  (Гротендик). (áä) Следующие свойства банахова пространст-
ва F эквивалентны:

(i) пространство F обладает свойством аппроксимации;
(ii) для любого компактного подмножества K ⊂ F и ǫ > 0 существует та-

кой конечномерный ограниченный оператор S : F → F , что ‖y − S y‖ < ǫ для
всех y ∈ K;

(iii) оператор Гротендика Gr: F ∗ b⊗ F →B(F) (см. § .) инъективен (и,
стало быть, осуществляет изометрический изоморфизм между F ∗ b⊗ F и про-
странством ядерных операторов N (F));

(iv) для любого u ∈ F ∗ b⊗ F из равенства Gr(u) = 0 следует, что tr(u) = 0

(т. е. след ядерного оператора, действующего в F , корректно определен).
Кроме того, если хотя бы одно из пространств E∗ или F обладает свой-

ством аппроксимации, то оператор Gr: E∗ b⊗ F→B(E, F) инъективен.

§ . Компактные операторы между гильбертовыми
пространствами и некоторые их классы

Пусть H и K –– гильбертовы пространства. Пусть, далее, e –– вектор
из H, f –– функционал на H, задаваемый этим вектором по правилу,
описанному в теореме .. (Рисса), и y –– вектор из K . Условимся,
наряду с обозначением f ⊙ y, употреблять для соответствующего од-
номерного оператора и обозначение e⊙ y. При этом правило перемно-
жения одномерных операторов, указанное в предложении .., теперь
выглядит так:

(e1 ⊙ y1)(e2 ⊙ y2) = 〈y2, e1〉(e2 ⊙ y1).

Структура компактных операторов между гильбертовыми прост-
ранствами полностью описывается следующей теоремой.

Теорема  (Шмидт )). Пусть H и K –– гильбертовы пространства,
T : H→ K –– компактный оператор. Тогда существуют

а) такая ортонормированная система e′
1
, e′

2
, … в H конечной или

счетной мощности,

)Эрхард Шмидт –– крупный немецкий математик, ученик Гильберта. Это именно в его
работах (а также в работах Фреше) при изучении гильбертовых пространств последова-
тельностей и функций стал широко использоваться язык, унаследованный из евклидовой
геометрии.
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б) такая ортонормированная система e′′
1
, e′′

2
, … в K той же мощно-

сти,
в) такая (конечная или бесконечная) последовательность s1 > s2 >

> s3 > … положительных чисел с индексным множеством той же мощ-
ности, сходящаяся к нулю, если она бесконечна,
что наш оператор представим в виде

T =
∑

n

sne′
n
⊙ e′′

n
,

где
∑
n

означает, смотря по смыслу, либо конечную сумму, либо сумму

сходящегося в B(H, K) ряда. Таким образом, оператор действует по
правилу

T x =
∑

n

sn〈x , e′
n
〉e′′

n
,

где
∑
n

означает либо конечную сумму, либо сумму ряда в K . При этом

‖T‖= s1.
(Иными словами, T (e′

n
) = sne′′

n
для всех n, и T переводит в нуль лю-

бой вектор, ортогональный всем векторам e′
n
, и ‖T‖= s1.)

Прежде чем начать доказательство, подчеркнем, что в случае, когда
в сумме T =
∑
n

sne′
n
⊙ e′′

n
бесконечное число слагаемых, мы не утвержда-

ем, что такой ряд абсолютно сходится по операторной норме. Послед-
нее условие выделяет специальный класс операторов, который будет
обсужден позднее.
⊳⊳ Разумеется, мы можем считать, не теряя общности, что T 6= 0.
Лемма . Существует такой вектор e ∈H, ‖e‖= 1, что ‖Te‖= ‖T‖

(т. е. вектор, на котором достигается операторная норма).
⊳ Согласно определению операторной нормы существует такая по-

следовательность xn ∈ШH , что ‖T xn‖→ ‖T‖ при n→∞. Так как мно-
жество T (ШH) сверхограничено, а K полно, последовательность T xn

обладает сходящейся подпоследовательностью (см. предложение .).
Меняя, если понадобится, обозначения, мы будем считать, что сама
последовательность T xn сходится к некоему вектору y ∈ K . Очевидно,
‖y‖= ‖T‖.

Согласно закону параллелограмма для любых натуральных чисел m

и n справедливо равенство

‖xm − xn‖2 = 2‖xm‖2 + 2‖xn‖2 −‖xm + xn‖2
6 4−‖xm + xn‖2.

Далее, ‖T (xm + xn)‖6 ‖T‖‖xm + xn‖. При m, n→∞ левая часть этого
неравенства сходится к ‖2y‖ = 2‖T‖. Отсюда в силу условия ‖T‖ 6= 0,
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‖xm + xn‖2 сходится к  и, стало быть, ‖xm − xn‖2 –– к нулю. Тем са-
мым, последовательность xn фундаментальна в H, а значит, сходится
там к некоторому вектору e. Дальнейшее очевидно. ⊲

Лемма . Пусть вектор e ∈ H, ‖e‖= 1, таков, что ‖Te‖= ‖T‖. Тогда
для любого x ∈H из x ⊥ e следует T x ⊥ Te. (Иными словами, T перево-
дит {e}⊥ в {Te}⊥.)

(Перед тем как начать формальное рассуждение, заметим, что наш
геометрический опыт в R3 подсказывает, что иного и быть не может.
Пусть, для определенности, ‖T‖ = 1. Тогда если x ⊥ e, а T x образует
острый угол с Te, то при малых t длина вектора T (e + t x) = Te + tT x

обязательно больше, чем длина вектора e + t x: см. рисунок. Но это
невозможно, поскольку оператор T не увеличивает нормы.)

⊳ Предположим противное: для некоторого вектора x , x ⊥ e, случи-
лось так, что 〈T x , Te〉 6= 0. Заменив, если потребуется, x на λx при над-
лежащем выборе λ ∈C, мы можем считать, что 〈T x , Te〉> 0. (Условно
говоря, T x и Te образуют острый угол.) Тогда для любого t выполнено
неравенство

‖T‖2‖e+ t x‖2
> ‖T (e+ t x)‖2 = 〈Te+ tT x , Te+ tT x〉=

= ‖Te‖2 + 2t〈T x , Te〉+ t2‖T x‖2,

что с учетом соотношений ‖e + t x‖2 = 1+ t2‖x‖2 (привет от Пифаго-
ра!) и ‖Te‖= ‖T‖ приводит к неравенству

2t〈T x , Te〉6 t2
�
‖T‖2‖x‖2 −‖T x‖2

�
.

Поскольку при достаточно малых t > 0 такого не бывает, мы пришли
к противоречию. ⊲

Конец доказательства теоремы . Лемма  доставляет хотя бы один
такой вектор e′

1
∈ H, что ‖e′

1
‖ = 1 и ‖Te′

1
‖ = ‖T‖. Зафиксируем такой

вектор и положим e′′
1

:=
1

‖T‖ Te′
1
, s1 := ‖T‖.

Положим, далее, H1 := {e′
1
}⊥ и T1 := T |H1

: H1→ K . Если T1 = 0, мы
на этом остановимся. Если нет, то, поскольку оператор T1 компактен
вместе с T , лемма  доставляет хотя бы один такой вектор e′

2
∈ H1, что
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‖e′
2
‖ = 1 и ‖T1e′

2
‖ = ‖Te′

2
‖ = ‖T1‖. Зафиксируем такой вектор и поло-

жим e′′
2

:=
1

‖T1‖
Te′

2
, s2 := ‖T1‖. Заметим, что {e′

1
, e′

2
} –– ортонормирован-

ная система в H и такова же, в силу леммы , система {e′′
1
, e′′

2
} в K; к то-

му же s1 > s2.
Теперь положим H2 := {e′

1
, e′

2
}⊥ и T2 := T |H2

: H2 → K . Если T2 = 0,
мы остановимся; если нет, то, пользуясь компактностью оператора T2,
возьмем такой вектор e′

3
∈ H2, что ‖e′

3
‖= 1, ‖T2e′

3
‖= ‖Te′

3
‖= ‖T2‖, и по-

ложим e′′
3

:=
1

‖T2‖
Te′

3
, s3 := ‖T2‖. Мы видим, что системы {e′

1
, e′

2
, e′

3
} и,

с учетом леммы , {e′′
1
, e′′

2
, e′′

3
} ортогональны и s1 > s2 > s3.

Затем мы переходим к пространству H3 := {e′
1
, e′

2
, e′

3
}⊥, оператору

T3 := T |H3
и т. д.

Продолжая подобный процесс, мы, очевидно, сталкиваемся с двумя
возможностями.

. Для произвольного n, построив ортонормированные системы
{e′

1
, e′

2
, …, e′

n
} в H и {e′′

1
, e′′

2
, …, e′′

n
} в K , а также положительные числа

s1 > s2 > … > sn, мы обнаруживаем, что оператор T равен нулю на
{e′

1
, e′

2
, …, e′

n
}⊥. Тогда, очевидно, наш оператор представим в виде ко-

нечной суммы T =
n∑

k=1

ske′
k
⊙ e′′

k
.

. Все операторы Tn, n ∈ N, отличны от нуля. В этом случае наш
процесс приводит к счетным ортонормированным системам {e′

1
, e′

2
, …}

в H и {e′′
1
, e′′

2
, …} в K , и последовательности положительных чисел s1 >

> s2 > … Положим θ := lim
n→∞

sn. Тогда число d(Te′
m

, Te′
n
) = ‖sme′′

m
− sne′′

n
‖

для любых m, n ∈ N в силу теоремы Пифагора равно
p

s2
m
+ s2

n
>
p

2θ .
Поэтому предложение . (iii), рассмотренное для T (ШE), обеспечива-
ет равенство θ = 0.

Для каждого n положим Sn :=
n∑

k=1

ske′
k
⊙ e′′

k
. Тогда оператор T − Sn

равен нулю на span{e′
1
, …, e′

n
} и равен Tn на (span{e′

1
, …, e′

n
})⊥; отсюда

‖T − Sn‖= ‖Tn‖= sn. В силу того, что sn→ 0 при n→∞, это означает,

что T разлагается в ряд
∞∑

k=1

ske′
k
⊙ e′′

k
. Дальнейшее очевидно. ⊲⊲

Определение . Сумма
∑
n

sne′
n
⊙ e′′

n
, указанная в формулировке тео-

ремы Шмидта, называется рядом Шмидта (компактного) оператора T ,
а числа sn –– s-числами этого оператора.

Разумеется, компактный оператор конечномерен тогда и только
тогда, когда его ряд Шмидта содержит конечное число слагаемых.

В ходе доказательства теоремы Шмидта мы видели, что в постро-
ении системы e′

1
, e′

2
, … (и, стало быть, ряда Шмидта), вообще говоря,
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возможен некоторый произвол: например, может оказаться много век-
торов x , для которых ‖T x‖= ‖T‖, и мы вправе выбрать в качестве e′

1

любой из них. Однако, как мы сейчас покажем, этот произвол не столь
уж велик, и, главное, числа sn от конкретного выбора системы e′

1
, e′

2
, …

не зависят.
Пусть для каких-то ортонормированных систем e′

1
, e′

2
, … и e′′

1
, e′′

2
, …

утверждение теоремы Шмидта выполнено. Поскольку никто не за-
прещает, чтобы несколько соседних чисел sn оказались равными, для
некоторых натуральных чисел n1 < n2 <… имеют место соотношения
s1 =… = sn1

> sn1+1 =… = sn2
> sn2+1 =… > snk−1+1 =… = snk

>… Рас-
смотрим для k = 1, 2, … пространства Hk := span{e′

nk−1+1
, …, e′

nk
} (здесь

мы полагаем n0 := 0).
Предложение . Пространства Hk не зависят от выбора систем

e′
1
, e′

2
, … и e′′

1
, e′′

2
, … (и, стало быть, зависят только от оператора T ).

Далее, при любом k числа snk+1, …, snk+1
совпадают с нормой операто-

ра T(k) := T |H(k) , где H(k) := (span{H1, …, Hk})⊥. Как следствие, числа sn

однозначно определены оператором T .
⊳⊳ Если T = 0, то sk = 0 для всех k, и доказывать нечего. В случае

ненулевого оператора T проведем индукцию по k. Вот ее начало.
Лемма. Пространство H1 состоит из всех тех векторов x ∈H, для

которых ‖T x‖= ‖T‖‖x‖, а числа s1, s2, …, sn1
равны ‖T‖.

⊳ Зная, как действует наш оператор, мы видим, что для любого
x ∈ H выполнено равенство ‖T x‖2 =

∑
n

s2
n
|〈x , e′

n
〉|2. Поэтому из условия

x ∈ H1 следует, что ‖T x‖= s1‖x‖. Далее, с учетом неравенства Бесселя

‖T x‖2
6

∑

n

s2
1
|〈x , e′

n
〉|2 6 s2

1
‖x‖2,

а это в объединении с только что сказанным приводит к равенствам
s1 =…= sn1

= ‖T‖.
Наконец, если ‖T x‖= s1‖x‖, то для любого n должно выполняться

равенство s2
n
|〈x , e′

n
〉|2 = s2

1
|〈x , e′

n
〉|2, откуда 〈x , e′

n
〉= 0 при n> n1, и, ста-

ло быть, ‖T x‖2 =
n1∑

n=1

s2
1
|〈x , e′

n
〉|2. Поэтому соотношение ‖T x‖= ‖T‖‖x‖

влечет

‖x‖2 =

n1∑

n=1

|〈x , e′
n
〉|2,

а значит, x ∈H1 (см. предложение ..). Дальнейшее очевидно. ⊲
Конец доказательства предложения . Пусть утверждение доказано

для 1, …, k. Тогда, вместе с пространствами H1, …, Hk, пространство
H(k) и, как следствие, оператор T(k) также зависят только от оператора
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T , причем, как легко усмотреть, оператор T(k) : H(k)→ K действует по
правилу

T(k)x =
∑

n>nk

sn〈x , e′
n
〉e′′

n
.

Поэтому если рассмотреть лемму с пространством H(k) в роли H и T(k)
в роли T , то в роли H1 выступит подпространство Hk+1. Следователь-
но, применяя лемму в этой ситуации, мы получаем, что Hk+1 = {x ∈
∈ H(k) : ‖T(k) x‖= ‖T(k)‖‖x‖}.

Это означает, что пространство Hk+1, как и оператор T(k) (см. вы-
ше), зависит только от оператора T , и та же лемма дает равенства
snk+1 =…= snk+1

= ‖T(k)‖. ⊲⊲
Есть и более красивые характеризации s-чисел, одну из которых мы

сейчас сообщим без доказательства (см., например, []).
Предложение  (Аллахвердиев). (áä) В условиях теоремы Шмид-

та для любого n= 1, 2, … среди чисел ‖T − Φ‖, где Φ пробегает всевоз-
можные ограниченные операторы с образом размерности n − 1, есть
наименьшее, и это число совпадает с sn.

Еще одна характеризация s-чисел будет получена впоследствии,
когда в нашем распоряжении появятся гильбертовы сопряженные опе-
раторы (см. предложение ..).

Следующее утверждение частично оправдывает термин «компакт-
ный оператор».

Предложение . Пусть T : H → K –– компактный оператор между
гильбертовыми пространствами. Тогда T (ШE) –– компакт.
⊳ Поскольку T (ШE) –– сверхограниченное множество в K , а про-

странство K полно, достаточно проверить, что множество T (ШE) за-
мкнуто в K .

Пусть
∑
n

sne′
n
⊙ e′′

n
–– ряд Шмидта нашего оператора. Вначале мы по-

кажем, что множество T (ШE) состоит из всех векторов вида
∑
n

snλne′′
n

,

где
∑
n

|λn|2 6 1. Действительно, поскольку числа 〈x , e′
n
〉 в выражении

для вектора T x из теоремы Шмидта удовлетворяют неравенству Бес-
селя, при ‖x‖6 1 такой вектор заведомо имеет указанный вид. Обрат-
но, любой вектор указанного вида есть, разумеется, T x для x =

∑
n

λne′
n
,

и последний вектор, очевидно, принадлежит множеству ШE .
Теперь пусть y –– точка прикосновения множества T (ШE). Посколь-

ку T (ШE) лежит в замыкании линейной оболочки векторов e′′
n

, n =

= 1, 2, …, y =
∑
n

ξne′′
n

для некоторых ξn ∈C. Наша задача –– проверить,
что ∑

n

|ξn|2
s2

n

6 1.
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Пусть N –– число векторов e′′
n

, если их множество конечно, и про-
извольное натуральное число в противном случае. Зададим ǫ > 0; то-
гда в силу сказанного выше существует такой вектор z=

∑
n

snλne′′
n

, что
∑
n

|λn|2 6 1 и ‖z− y‖<ǫ. Поскольку, очевидно, ‖z − y‖2 =
∑
n

|ξn− snλn|2,

то для всех чисел n, участвующих в последней сумме, выполнено нера-

венство |ξn − snλn|<ǫ и, как следствие,
|ξn|
sn

6 |λn|+
ǫ
sn

. Отсюда
s

N∑

n=1

|ξn|2
s2

n

6

s
N∑

n=1

|λn|2 +

s
N∑

n=1

ǫ2

s2
n

6 1+

r
Nǫ2

s2
N

.

В силу произвольности ǫ это означает, что
N∑

n=1

|ξn|2
s2

n

6 1. Дальнейшее
очевидно. ⊲

(Впоследствии мы сможем получить значительно более общее ут-
верждение подобного рода; см. предложение ...)

∗ ∗ ∗
С общекатегорных (если угодно, общематематических) позиций

теорема Шмидта представляет собой яркий результат о классифика-
ции морфизмов.

Напомним о понятии слабой унитарной эквивалентности операто-
ров в предгильбертовых пространствах, обсуждавшемся в § ..

Классификационная теорема, предлагаемая ниже в качестве упраж-
нения, эквивалентна теореме Шмидта и может быть рассмотрена как
одна из ее формулировок.

Упражнение . (i) Пусть T : H→ K –– компактный оператор между
гильбертовыми пространствами. Тогда существует упорядоченный на-
бор s= (s1, s2, …) невозрастающих положительных чисел конечной или
счетной мощности m, а также такие гильбертовы пространства H0 и K0,
что оператор T слабо унитарно эквивалентен оператору

R : lm
2
⊕̇ H0→ lm

2
⊕̇ K0,

действующему на lm
2

как диагональный оператор Ts и переводящему H0

в нуль. При этом числа s1, s2, … являются s-числами оператора T и, та-
ким образом, их набор однозначно определен заданным оператором.

(ii) Два компактных оператора T : H1 → K1 и S : H2 → K2 между
гильбертовыми пространствами слабо унитарно эквивалентны тогда
и только тогда, когда их наборы s-чисел совпадают, пространство
Ker(T ) унитарно изоморфно Ker(S) и пространство Im(T )⊥ унитарно
изоморфно Im(S)⊥.
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Указание. (i) Пусть T =
∑
n

sne′
n
⊙ e′′

n
, H0 := Ker(T ) и K0 := Im(T )⊥.

Тогда существует единственный оператор U1 : H → lm
2
⊕̇ H0, переводя-

щий e′
n

в pn и тождественный на H0, а также аналогичный оператор
U2 : K → lm

2
⊕̇ K0. Эти операторы и делают требуемую диаграмму ком-

мутативной.
(ii) ⇒ Если U1 и U2 –– унитарные операторы, осуществляющие сла-

бую унитарную эквивалентность между S и T , то они устанавливают
требуемые изоморфизмы между ядрами и ортогональными дополне-

ниями к образам. Далее, если T =
∑
n

sne′
n
⊙ e′′

n
, то U1e′

n
, U2e′′

n
и те же

числа sn играют аналогичную роль для S. После этого работает пред-
ложение .

(ii) ⇐ Согласно (i), оба оператора слабо унитарно эквивалентны
одному и тому же оператору.

Таким образом, каждый компактный оператор между гильберто-
выми пространствами однозначно определен с точностью до слабой
унитарной эквивалентности тремя вещами: а) (конечной или бес-
конечной) последовательностью s1 > s2 > … своих s-чисел; б) гиль-
бертовой размерностью своего ядра и в) гильбертовой размерностью
ортогонального дополнения к своему образу (см. теорему ..). Ины-
ми словами (ср. общее обсуждение в § .), полная система инвари-
антов слабой унитарной эквивалентности для этого класса операто-
ров состоит из всевозможных троек (s,α,β), где s –– невозрастающая
стремящаяся к нулю (или финитная) последовательность положитель-
ных действительных чисел, а α и β –– мощности. Простейшей моделью
(ср. там же) компактного оператора с инвариантом (s,α,β) является

R : lm
2
⊕̇ H0→ lm

2
⊕̇ K0.

Здесь m –– наибольшее натуральное число, для которого sm > 0, или
счетная мощность, если такого числа нет, H0 и K0 –– гильбертовы про-
странства с гильбертовыми размерностями α и β (скажем, H0 := l2(X )
и K0 := l2(Y ), где X имеет мощность α, а Y –– мощность β), и оператор R

действует по правилу, описанному в предыдущем упражнении.

∗ ∗ ∗
Разумеется, оператор между гильбертовыми пространствами ко-

нечномерен тогда и только тогда, когда его множество s-чисел конеч-
но. Другие условия на s-числа выделяют другие классы компактных
операторов. Вот один из важнейших:

Определение . Компактный оператор T называется оператором
Шмидта (часто говорят также: оператором Гильберта––Шмидта), ес-
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ли для его s-чисел выполнено неравенство
∑
n

s2
n
<∞. Нормой Шмидта

такого операторa называется число ‖T‖S :=
q∑

n

s2
n
. Множество опера-

торов Шмидта обозначается через S (H, K), и мы пишем S (H) вместо

S (H, H).
Введенный класс операторов может быть определен и без привле-

чения s-чисел. С целью большей наглядности мы покажем это для слу-
чая, когда оба наши пространства сепарабельны и бесконечномерны.
Вплоть до особого объявления мы будем предполагать, что наши про-
странства именно таковы.

Если заданный оператор конечномерен и, значит, его ряд Шмид-

та есть на самом деле конечная сумма
N∑

n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
, мы произвольно

дополним векторы e′
1
, …, e′

N
векторами e′

N+1
, e′

N+2
, …, а векторы e′′

1
, …

…, e′′
N

–– векторами e′′
N+1

, e′′
N+2

, … до счетных ортонормированных си-
стем в наших гильбертовых пространствах и положим sN+1= sN+2=…
… := 0. Тогда любой компактный оператор, вне зависимости от раз-
мерности его образа, получает представление в виде сходящегося по

операторной норме «настоящего» ряда
∞∑

n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
, который мы по-

прежнему будем называть рядом Шмидта этого оператора.
Такая договоренность позволит нам избежать в дальнейшем нуд-

ных повторений, связанных с выделением случая конечномерного опе-
ратора.

Теорема . Следующие свойства ограниченного оператора T : H→
→ K эквивалентны:

(i) T –– оператор Шмидта;
(ii) для некоторого ортонормированного базиса d′

1
, d′

2
, … в H выпол-

нено неравенство
∞∑

k=1

‖T d′
k
‖2 <∞;

(iii) для любого ортонормированного базиса d′
1
, d′

2
, … в H выполнено

неравенство
∞∑

k=1

‖T d′
k
‖2 <∞;

(iv) для матрицы (akl) оператора T относительно некоторых ор-
тонормированных базисов в H и K (см. определение ..) выполнено

неравенство
∞∑

k,l=1

|akl |2 <∞;

(v) для матрицы (akl) оператора T относительно любых ортонор-

мированных базисов в H и K выполнено неравенство
∞∑

k,l=1

|akl |2 <∞.
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Наконец, если оператор T обладает этими свойствами, то суммы

всех указанных рядов совпадают и равны ‖T‖2
S

�
т. е.

∞∑
n=1

s2
n

�
.

⊳⊳ Выводы (iii)⇒ (ii) и (v)⇒ (iv) очевидны. Далее, в силу равенства
Парсеваля (теорема .. (ii)) для любых ортонормированных базисов
d′

1
, d′

2
, … в H и d′′

1
, d′′

2
, … в K выполнено равенство

‖T d′
k
‖2 =

∞∑

l=1

|〈T d′
k
, d′′

l
〉|2,

откуда
∞∑

k=1

‖T d′
k
‖2 =

∞∑

k,l=1

|〈T d′
k
, d′′

l
〉|2 =

∞∑

k,l=1

|alk |. ()

Отсюда следуют эквивалентности (ii)⇔ (iv) и (iii)⇔ (v).
Теперь для доказательства эквивалентности всех пяти условий до-

статочно обосновать выводы (i) ⇒ (iii) и (ii) ⇒ (i). Это мы сделаем
в несколько этапов.

Лемма . Пусть T –– компактный оператор с рядом Шмидта
∞∑

n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
. Тогда для любого ортонормированного базиса d′

1
, d′

2
, … в H

числа
∞∑

n=1

s2
n

и
∞∑

k=1

‖T d′
k
‖2 одновременно существуют или нет, и если эти

числа существуют, то они равны.
⊳ Для любых векторов T d′

k
и e′′

n
из соответствующих ортонормиро-

ванных систем выполнено равенство

〈T d′
k
, e′′

n
〉=
�∑

m

sm〈d′k, e′
m
〉e′′

m
, e′′

n

�
=
∑

m

sm〈d′k, e′
m
〉〈e′′

m
, e′′

n
〉= sn〈d′k, e′

n
〉.

Отсюда с учетом того, что ‖T d′
k
‖2 =

∞∑
n=1

|〈T d′
k
, e′′

n
〉|2, следует, что суммы

∞∑
k=1

‖T d′
k
‖2 и

∞∑
k,n=1

s2
n
|〈d′

k
, e′

n
〉|2 конечны или нет одновременно, и если ко-

нечны, то равны.
Пусть N –– любое натуральное число. Тогда вследствие равенства

Парсеваля
N∑

n=1

∞∑

k=1

s2
n
|〈d′

k
, e′

n
〉|2 =

N∑

n=1

s2
n
‖e′

n
‖2 =

N∑

n=1

s2
n
.

Отсюда следует, что
∞∑

k,n=1

s2
n
|〈d′

k
, e′

n
〉|2 <∞ тогда и только тогда, когда

сумма
∞∑

n=1

s2
n
<∞ и обе суммы совпадают. Дальнейшее очевидно. ⊲
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Лемма . Для любого ограниченного оператора T : H → K и любо-
го ортонормированного базиса d′

1
, d′

2
, … в H имеет место оценка ‖T‖6

6

r ∞∑
k=1

‖T d′
k
‖2.

(Разумеется, подобное заявление содержательно, если последняя
сумма конечна.)
⊳ Для любого x ∈ H выполнено равенство T x =

∞∑
k=1

〈x , d′
k
〉T d′

k
, отку-

да с учетом неравенства Коши––Буняковского и равенства Парсеваля
мы получаем

‖T x‖6

∞∑

k=1

|〈x , d′
k
〉| ‖T d′

k
‖6

6

s
∞∑

k=1

|〈x , d′
k
〉|2
s
∞∑

k=1

‖T d′
k
‖2 = ‖x‖

s
∞∑

k=1

‖T d′
k
‖2.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Лемма . Если для некоторого ортонормированного базиса d′

1
, d′

2
, …

в H выполнено неравенство
∞∑

k=1

‖T d′
k
‖2 <∞, то оператор T компактен.

⊳ Для каждого k определим конечномерный оператор Tk правилом

x 7→
k∑

l=1

〈x , d′
l
〉T d′

l
(таким образом, Tk совпадает с T на первых k векто-

рах нашего базиса и переводит в нуль остальные). Тогда

∞∑

l=1

‖(T − Tk)d
′
l
‖2 =

∞∑

l=k+1

‖T d′
l
‖2.

Отсюда, используя предыдущую лемму для T − Tk в роли T , мы по-
лучаем, что по операторной норме T = lim

k→∞
Tk. Поэтому оператор T

аппроксимируется конечномерными операторами и, стало быть (след-
ствие .), компактен. ⊲

Конец доказательства теоремы . Осталось заметить, что вывод
(i) ⇒ (iii) уже содержится в лемме , а вывод (ii) ⇒ (i) следует из
этой леммы в объединении с леммой . Тем самым доказательство
эквивалентности условий (i)––(v) завершено. Что касается последнего
утверждения теоремы о равенстве сумм указанных в формулировке ря-
дов, то оно очевидным образом следует, с учетом формулы (), из той
же леммы . ⊲⊲

Замечание. Мы видим (теорема  (v)), что операторы Шмидта пол-
ностью описываются в терминах их матриц. На самом деле в этом за-
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ключается уникальное свойство данного класса операторов: как опи-
сывать другие важные классы операторов в терминах матриц, никто
не знает.

Предложение . Справедливы следующие утверждения:
(i) S (H, K) –– подпространство в K (H, K) и, следовательно, линей-

ное пространство;
(ii) ‖ · ‖S –– гильбертова норма в S (H, K), а порождающее эту нор-

му скалярное произведение 〈 · , · 〉 (единственное в силу полярного тож-
дества) таково: если зафиксировать произвольные ортонормирован-
ные базисы в H и K , то для операторов Шмидта S и T выполняется
равенство

〈S, T 〉=
∞∑

k,l=1

akl bkl ,

где (akl) и (bkl ) –– матрицы наших операторов относительно этих
базисов;

(iii) (S (H, K),‖ · ‖S ) –– гильбертово пространство.
⊳ Задав ортонормированные базисы в H и K , сопоставим каждому

компактному оператору из H в K его матрицу относительно этих ба-
зисов. Поскольку наши матрицы суть функции двух натуральных аргу-
ментов, этим определено отображение изK (H, K) в пространство всех
двойных последовательностей, которое, очевидно, является инъектив-
ным линейным оператором.

Из теоремы  следует, что такой оператор осуществляет биекцию
β : S (H, K)→ l2(N × N), откуда очевидным образом вытекает утвер-
ждение (i).

Далее, из той же теоремы следует, что для стандартной нормы ‖ · ‖2

в пространстве l2(N×N) справедливо равенство ‖β(T )‖2 = ‖T‖S . Это,
разумеется, означает, что ‖ · ‖S –– норма в S (H, K) и β осуществляет
изометрический изоморфизм между нормированными пространства-
ми (S (H, K),‖ · ‖S ) и (l2(N × N),‖ · ‖2). Но норма в последнем про-
странстве порождена скалярным произведением

〈a, b〉 :=
∞∑

k,l=1

akl bkl ;

это влечет утверждение (ii).
Наконец, из того, что l2(N×N) –– гильбертово пространство, а β ––

изометрический изоморфизм, следует утверждение (iii). ⊲
Замечание. Впоследствии, когда будут введены гильбертовы сопря-

женные операторы, мы получим еще одно характеристическое свой-
ство операторов Шмидта.
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Оказывается, операторы Шмидта, действующие в конкретном про-
странстве L2[a, b], нам хорошо известны, только под другим именем.

Предложение . Оператор в L2[a, b] является оператором Шмид-
та тогда и только тогда, когда он является интегральным операто-
ром (см. пример ..). При этом сопоставление K 7→ TK , где TK –– инте-
гральный оператор в пространстве L2[a, b] с производящей функцией
K , есть унитарный изоморфизм между гильбертовыми пространства-
ми L2([a, b]× [a, b]) и S (L2[a, b]).

⊳⇒ Пусть T =
∞∑

n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
–– наш оператор; теперь векторы e′

n
и e′′

n

суть квадратично интегрируемые функции. Положим un(r, t) := e′′
n
(r)×

× e′
n
(t), r, t ∈ [a, b]; тогда из теоремы Фубини очевидным образом сле-

дует, что un –– ортонормированная система в L2(�), где � := [a, b] ×
× [a, b].

Из сходимости ряда
∞∑

n=1

s2
n

следует, что ряд
∞∑

n=1

snun сходится в L2(�)

к некоторой функции K = K(r, t). Рассмотрим интегральный опера-
тор TK с производящей функцией K , а для произвольного натурально-
го числа N рассмотрим интегральный оператор TKN

с производящей

функцией KN =
N∑

n=1

snun. Тогда для любого x ∈ L2[a, b] почти для всех

r ∈ [a, b] выполнено равенство

[TKN
(x)](r) =

b∫

a

N∑

n=1

snun(r, t)x(t) dt =

=

N∑

n=1

sne′′
n
(r)

b∫

a

e′
n
(t) x(t) dt =

N∑

n=1

sn〈x , e′
n
〉e′′

n
(r).

Это означает, что TKN
(x) =

N∑
n=1

sn〈x , e′
n
〉e′′

n
, т. е. TKN

=
N∑

n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
.

Теперь мы видим, что вследствие теоремы Шмидта T = lim
N→∞

TKN
,

и в то же время, ввиду оценки ‖TK − TKN
‖6 ‖K − KN‖ (см. тот же при-

мер ..) TK = lim
N→∞

TKN
. Тем самым T = TK .

⇐ Пусть TK –– интегральный оператор с производящей функцией
K . Произвольно выберем два ортонормированных базиса {e′

1
, e′

2
, …}

и {e′′
1
, e′′

2
, …} в L2[a, b]. Тогда матрица оператора TK относительно этих

базисов есть, очевидно, akl :=
∫

�

K(r, t)ukl(r, t) dt dr, где ukl(r, t) :=

:= e′′
k
(r) e′

l
(t). С другой стороны, ukl –– ортонормированный базис в про-

странстве L2(�) (рассуждение, проведенное при доказательстве тео-
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ремы ., проходит с очевидными модификациями), и поэтому числа
akl суть коэффициенты Фурье элемента K ∈ L2(�) относительно это-

го базиса. Поэтому в силу равенства Парсеваля ‖K‖2 =
∞∑

n,m=1

|anm|2.

Применяя теорему , получаем, что TK –– оператор Шмидта, причем
‖TK‖S = ‖K‖. Дальнейшее очевидно. ⊲

Следствие . (i) Оператор между двумя сепарабельными бесконеч-
номерными гильбертовыми пространствами является оператором
Шмидта тогда и только тогда, когда он слабо унитарно эквивален-
тен интегральному оператору в L2[a, b].

(ii) Оператор, действующий в сепарабельном бесконечномерном
гильбертовом пространстве, является оператором Шмидта тогда
и только тогда, когда он унитарно эквивалентен интегральному опе-
ратору в L2[a, b].

Это следствие можно рассматривать как аналитическое описание
операторов Шмидта.

Дадим еще одну интерпретацию операторов Шмидта –– на этот раз
как элементов гильбертовых тензорных произведений.

Для вектора x ∈ H условимся через x∗ ∈ H∗ обозначать задаваемый
этим вектором функционал. Напомним, что для гильбертова простран-
ства H его сопряженное H∗ само есть гильбертово пространство отно-
сительно скалярного произведения 〈x∗, y∗〉 := 〈y, x〉, x , y ∈H (см. пред-
ложение ..).

Теорема . Между гильбертовыми пространствами H∗ ⊗̇ K и
S (H, K) существует унитарный изоморфизм, переводящий элементар-
ный тензор x∗ ⊗ y в одномерный оператор x ⊙ y, x ∈H, y ∈ K .
⊳ Пространство H∗ ⊗̇ K содержит плотное подпространство H∗ ⊗ K ,

т. е. алгебраическое тензорное произведение пространств H∗ и K . Да-
лее, S (H, K) содержит подпространство F (H, K), которое также явля-
ется плотным, поскольку каждый оператор Шмидта есть предел по нор-
ме Шмидта конечных сумм своего ряда Шмидта. Рассмотрим линей-
ный изоморфизм Gr0

0
: H∗ ⊗ K→F (H, K) (см. предложение ..). Возь-

мем u ∈ H∗ ⊗ K , u=
n∑

k=1

x∗
k
⊗ yk, и выберем ортонормированный базис

e∗
1
, …, e∗

m
в span{x∗

1
, …, x∗

n
}; тогда u =

m∑
k=1

e∗
k
⊗ zk для некоторых векто-

ров z1, …, zm ∈ K . Из определения скалярного произведения в H∗ ⊗ K

(см. § .) следует, что система e∗
k
⊗ zk, k= 1, …, m, ортогональна, и по-

этому

‖u‖2 =

m∑

k=1

‖e∗
k
⊗ zk‖2 =

m∑

k=1

‖zk‖2.
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В то же время T :=Gr0
0
(u) =

m∑
k=1

ek ⊙ zk. Поскольку T x = 0 для любо-

го x ⊥ span{e1, …, em}, из теоремы  следует, что ‖T‖2
S =

m∑
k=1

‖Tek‖2 =

=
m∑

k=1

‖zk‖2. Тем самым, Gr0
0

–– это изометрический и, стало быть, уни-

тарный изоморфизм между плотными подпространствами в H∗ ⊗̇ K
и S (H, K). Остается воспользоваться принципом продолжения по не-
прерывности (в его форме, выраженной предложением ..). ⊲

∗ ∗ ∗

Теперь займемся другим специальным классом компактных опера-
торов. Читателям, не опускающимся до чтения мелкого шрифта, мы
расскажем о нем совсем немного.

В следующем определении H и K –– произвольные гильбертовы про-
странства.

Определение . Компактный оператор T : H→ K называется ядер-
ным оператором или оператором следового класса, если для его s-чисел
выполнено неравенство

∑
n

sn <∞.

Ядерной нормой такого операторa называется число ‖T‖N :=
∑
n

sn.

Множество ядерных операторов обозначается черезN (H, K), и мы пи-
шем N (H) вместо N (H, H).

Здесь наш просвещенный читатель должен насторожиться: ведь он видел
те же слова и обозначения совсем в другом контексте (ср. определение ..),
где никаких s-чисел еще и в помине не было. Ему мы вскоре покажем, что оба
определения ядерности согласованы. А пока, вплоть до особого объявления,
мы сделаем вид, что забыли о сказанном в § . и, говоря о ядерности, будем
иметь в виду только что данное определение.

Снова ограничимся ради наглядности изложения случаем, когда на-
ши гильбертовы пространства сепарабельны и бесконечномерны.

Предложение . Пусть T –– ядерный оператор, действующий в

гильбертовом пространстве H, и
∞∑

n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
–– его ряд Шмидта.

Пусть, далее, e1, e2, … –– некоторый ортонормированный базис в H и

(akl ) –– матрица оператора T в этом базисе. Тогда ряд
∞∑

k=1

akk (состав-

ленный из диагональных элементов нашей матрицы) абсолютно схо-

дится и его сумма равна
∞∑

n=1

sn〈e′′n , e′
n
〉. Как следствие, эта сумма не за-

висит от выбора ортонормированного базиса.
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⊳ Рассмотрим двойной ряд
∞∑

n,k=1

sn〈ek, e′
n
〉〈e′′

n
, ek〉. Он абсолютно схо-

дится, так как
∞∑

k=1

|〈ek, e′
n
〉| |〈e′′

n
, ek〉| –– это скалярное произведение двух

векторов из l2 нормы  (модулей соответствующих коэффициентов Фу-
рье) и
∑
n

sn <∞. Следовательно, соответствующие повторные ряды

абсолютно сходятся, и их суммы совпадают. Но в силу соотношения

Tek =
∞∑

n=1

sn〈ek, e′
n
〉e′′

n
мы получаем

∞∑

k=1

∞∑

n=1

sn〈ek, e′
n
〉〈e′′

n
, ek〉=

∞∑

k=1

� ∞∑

n=1

sn〈ek, e′
n
〉e′′

n
, ek

�
=

∞∑

k=1

〈Tek, ek〉.

В то же время, разлагая векторы e′
n

и e′′
n

по базису ek, k = 1, 2, …, мы

видим, что
∞∑

k=1

〈ek, e′
n
〉〈e′′

n
, ek〉= 〈e′′n , e′

n
〉, и поэтому суммирование в дру-

гом порядке дает
∞∑

n=1

sn〈e′′n , e′
n
〉 –– число, от ek не зависящее. Дальнейшее

очевидно. ⊲
Доказанное утверждение делает корректным
Определение . Сумма ряда из диагональных элементов матрицы

ядерного оператора T в любом ортонормированном базисе простран-
ства H называется следом этого оператора и обозначается tr(T ).

Снова успокоим просвещенного читателя: введенное понятие согласовано
с определением следа из § ., и скоро это будет показано.

Предложение . Пусть T –– компактный, а S –– ограниченный опе-
ратор в H, причем ST и TS –– ядерные операторы. Тогда tr(ST ) = tr(TS).
(След произведения не зависит от порядка сомножителей.)

⊳ Пусть T =
∞∑

n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
. Тогда для любого n выполняется равенство

〈STe′
n
, e′

n
〉= sn〈Se′′

n
, e′

n
〉=
� ∞∑

k=1

〈skSe′′
n
, e′

k
〉e′′

k
, e′′

n

�
= 〈TSe′′

n
, e′′

n
〉.

Поскольку ST (x) = 0 для любого x ⊥ span{e′
n
: n ∈ N}, справедливо

равенство tr(ST ) =
∞∑

n=1

〈STe′
n
, e′

n
〉. С другой стороны, мы имеем Im(TS)⊂

⊂ span{e′′
n

: n∈N}, откуда tr(TS) =
∞∑

n=1

〈TSe′′
n
, e′′

n
〉. Остается просуммиро-

вать оба крайних выражения в последней цепочке равенств. ⊲
Следующие факты, касающиеся ядерных операторов, должен знать

любой наш читатель.



 ГЛ. . ОТ КОМПАКТОВ ДО ФРЕДГОЛЬМОВЫХ ОПЕРАТОР ОВ

Предложение . (áä) Справедливы следующие утверждения:
(i) N (H, K) –– подпространство в S (H, K) (и, стало быть, линей-

ное пространство), а ‖ · ‖N –– норма вN (H, K), относительно которой
это пространство банахово;

(ii) композиция двух операторов Шмидта и композиция (в любом
порядке) ядерного и ограниченного оператора является ядерным опе-
ратором;

(iii) след –– это единственный, с точностью до скалярного множи-
теля, такой непрерывный по ядерной норме функционал f на N (H),
что f (ST ) = f (TS) для любых одномерных операторов S и T .

Часть этих утверждений будет доказана ниже, мелким шрифтом.
Однако многое читатель может установить, в качестве весьма полезно-
го упражнения, уже сейчас, причем без особых усилий. Вот некоторая
информация к размышлению.

Если T =
∞∑

n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
∈N (H, K), то для любых ортонормированных

систем d′
k

в H и d′′
k

в K повторный ряд
∞∑

n=1

∞∑
k=1

sn〈d′k , e′
n
〉〈e′′

n
, d′′

k
〉 абсолютно

сходится. Суммируя его в другом порядке, видим, что
∞∑

k=1

|〈T d′
k
, d′′

k
〉|6

6 ‖T‖N . Поэтому если S, T ∈N (H, K) и S+ T =
∞∑

k=1

s′
k
d′

k
⊙ d′′

k
, то

∞∑
k=1

s′
k
=

=
∞∑

k=1

〈(S+ T )d′
k
, d′′

k
〉6 ‖S‖N + ‖T‖N .

Если T ∈ S (H, K), S ∈ S (K , L), ST =
∞∑

n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
и en –– ортонор-

мированный базис в K , то sn =
∞∑

k=1

ank bkn, где ank := 〈Sek, e′′
n
〉 и bkn :=

:= 〈Te′
n
, ek〉. Из теоремы  (v) следует, что двойной ряд

∞∑
n,k=1

ank bkn есть

скалярное произведение двойных последовательностей из l2(N × N).
Пусть T ∈N (H, K), S ∈B(K , L), ST =

∞∑
n=1

sne′
n
⊙ e′′′

n
и T =

∞∑
k=1

tk f ′
k
⊙

⊙ f ′′
k

, где
∞∑

k=1

tk <∞. Тогда легко усмотреть, что

N∑

n=1

sn =

N∑

n=1

∞∑

k=1

tk〈e′n, f ′
k
〉〈S f ′′

k
, e′′′

n
〉.

Меняя местами порядок суммирования и пользуясь тем, что для каж-
дого k неравенство Коши––Буняковского дает оценку

∞∑

n=1

|〈e′
n
, f ′

k
〉||〈S f ′′

k
, e′′′

n
〉|6 ‖S‖,
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мы получаем, что
∞∑

n=1

sn 6 ‖S‖
∞∑

k=1

tk, откуда ST ∈ N (H, L) и ‖ST‖N 6

6 ‖S‖‖T‖N .
Наконец, для любых x , y ∈ H легко видеть, что tr(x ⊙ y) = 〈y, x〉.

Пусть функционал f : N (H)→C обладает свойством из (iii). Тогда, пе-
ремножая в разном порядке некоторые одномерные операторы по ре-
цепту из предложения .., мы видим, что

f (x ⊙ y) = f (z⊙ z)〈y, x〉= f (z⊙ z) tr(x ⊙ y)

для всех x , y, z ∈H, ‖z‖= 1. Поэтому если зафиксировать z ∈ H, ‖z‖= 1,
и положить λ := f (z ⊙ z), то f = λ(tr) на F (H) –– плотном, как следует
из вида ряда Шмидта, подпространстве в (N (H),‖ · ‖N ).

Теперь сформулируем фундаментальную теорему, описывающую
действие функционалов на введенных пространствах компактных опе-
раторов.

Теорема  (Шаттен, фон Нойманн). (áä) Пусть H и K –– (произ-
вольные) гильбертовы пространства. Тогда справедливы следующие
утверждения.

(i) Каждый ядерный оператор T : K→ H задает ограниченный функ-
ционал fT на пространстве K (H, K) (с операторной нормой) по пра-
вилу fT (S) := tr(ST ), и каждый ограниченный функционал на K (H, K)
имеет вид fT для единственного T ∈N (K , H). Возникающая при этом
биекция IK : T 7→ fT есть изометрический изоморфизм пространства
(N (K , H),‖ · ‖N ) на K (H, K)∗.

(ii) Каждый ограниченный оператор T : K → H задает ограничен-
ный функционал fT на пространстве N (H, K) (с ядерной нормой) по
правилу fT (S) := tr(ST ), и каждый ограниченный функционал на про-
странстве (N (H, K),‖ · ‖N ) имеет вид fT для единственного T ∈
∈B(K , H). Возникающая при этом биекция IN : T 7→ fT есть изометри-
ческий изоморфизм пространстваB(K , H) (с операторной нормой) на
(N (H, K),‖ · ‖N )∗.

(iii) Каждый оператор Шмидта T : K → H задает ограниченный
функционал fT на пространстве S (H, K) (с нормой Шмидта) по прави-
лу fT (S) := tr(ST ), и каждый ограниченный функционал на простран-
стве (S (H, K),‖ · ‖S ) имеет вид fT для единственного T ∈ S (K , H).
Возникающая при этом биекция IS : T 7→ fT есть изометрический изо-
морфизм пространства (S (K , H),‖ · ‖S ) на (S (H, K),‖ · ‖S )∗.

Тот факт, что оба пространства (S (K , H),‖ · ‖S ) и (S (H, K),‖ · ‖S )∗
изометрически изоморфны, сразу следует из теоремы Фишера––Рисса:
оба суть сепарабельные гильбертовы пространства. Существенно то,
что операторы из S (K , H) задают функционалы на S (H, K) именно по
указанному правилу «посредством следа».
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Что касается второго из этих утверждений, то впоследствии оно окажется
довольно простым следствием интерпретации пространства ядерных операто-
ров в терминах банаховых тензорных произведений, о которой мы расскажем
нашим отличникам в конце параграфа (см. упражнение ).

Обратим внимание на некое глубинное сходство этих трех утвер-
ждений с описанием действия функционалов на важнейших простран-
ствах последовательностей (упражнения ..––..). Не правда ли,
пространство K (H, K) ведет себя так же, как c0, N (H, K) –– как l1 и,
наконец, S (H, K) –– как l2?

Вообще, каждое из обсуждаемых пространств операторов целесо-
образно мыслить как некую операторную версию соответствующего
пространства последовательностей; тогда многое в их поведении мож-
но предугадать. Кстати, мы уже наблюдали другой пример такой ана-
логии: композиция двух операторов Шмидта есть ядерный оператор,
подобно тому как покоординатное произведение двух последователь-
ностей из l2 принадлежит l1.

Замечание. Если ограничиться рассмотрением диагональных опе-
раторов в l2 (пример ..), то, говоря неформально, теорема Шатте-
на––фон Нойманна просто превращается в объединенный результат
упражнений ..––... Действительно, для произвольного (= ограни-
ченного) диагонального оператора Tλ роль индекса λ играет любая
последовательность из l∞; в то же время диагональный оператор явля-
ется оператором Шмидта тогда и только тогда, когда λ∈ l2, и ядерным
оператором в том и только том случае, если λ ∈ l1. При этом tr(TλTµ)

там, где это число определено, есть, разумеется,
∞∑

n=1

λnµn –– та самая

сумма, с помощью которой описано действие функционалов на про-
странствах последовательностей.

Пространства lp для прочих p ∈ [1,∞) также имеют свою оператор-
ную версию: это так называемые классы Шаттена––фон Нойманна по-
рядка p. А именно, компактный оператор T : H→ K принадлежит, по
определению, этому классу, если для его s-чисел выполнено неравен-

ство
∞∑

n=1

sp
n
<∞. Зная пространства lp и их взаимоотношения, можно

многое предсказать и об их операторных версиях: например, компози-
ция ST , где S и T лежат соответственно в классах Шаттена––фон Ной-

манна порядка p и q и
1

p
+

1

q
= 1, есть ядерный оператор, операторы

из класса порядка q действуют «функционалами посредством следа» на
классе порядка p, и т. п. Подробнее об этих вещах, выходящих за пре-
делы наших лекций, см., например, [] или [].
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Наш гипотетический отличник должен еще знать об интерпретации ядер-
ных операторов между гильбертовыми пространствами в терминах банаховых
тензорных произведений, наподобие доказанной «для широкой публики» тео-
ремы , а также о некоторых следствиях этого факта. Мы увидим, в частности,
что в контексте гильбертовых пространств определения, связанные с ядерно-
стью, эквивалентны «общебанаховым» определениям из § ..

Предупреждение. Но пока это не сделано, говоря о ядерных операторах
и ядерной норме, мы придаем этим понятиям смысл, указанный в этом пара-
графе.

Ради простоты мы по-прежнему считаем, что гильбертовы пространства H

и K сепарабельны и бесконечномерны (так что мы можем всегда говорить
о бесконечных рядах Шмидта; ср. сказанное выше). В дальнейшем для каждого
x ∈ H мы обозначаем через x∗ соответствующий функционал на H, действую-
щий по правилу x∗(y) = 〈y, x〉 (см. § .).

Теорема . Множество N (H, K) ядерных операторов –– подпространство
вK (H, K), а ядерная норма ‖ · ‖N (и в самом деле) является в нем нормой. При
этом между пространствами (H∗ b⊗ K ,‖ · ‖p) (здесь ‖ · ‖p –– проективная норма
из § .) и (N (H, K),‖ · ‖N ) существует изометрический изоморфизм, переводя-
щий элементарный тензор x∗ ⊗ y в одномерный оператор x ⊙ y, x ∈ H, y ∈ K .

⊳⊳ Пусть Gr: H∗ b⊗ K→B(H, K) –– оператор Гротендика, определенный на-
ми в § .; он как раз действует на элементарные тензоры только что указан-
ным способом. Как мы увидим, наш желанный изометрический изоморфизм
окажется коограничением этого оператора на его образ.

Лемма . Пусть u∈ H∗ b⊗ K и S :=Gr(u). Тогда для любых ортонормирован-

ных систем e′
1
, e′

2
, … в H и e′′

1
, e′′

2
, … в K справедливо неравенство

∞∑
n=1

|〈Se′
n
, e′′

n
〉|6

6 ‖u‖p.
⊳ Пусть элемент u представим в виде суммы абсолютно сходящегося ряда

∞∑
k=1

e∗
k
⊗ yk (см. предложение ..). Тогда S =

∞∑
k=1

ek ⊙ yk и

∞∑

n=1

|〈Se′
n
, e′′

n
〉|=

∞∑

n=1

����
� ∞∑

k=1

〈e′
n
, ek〉yk , e′′

n

�����6
∞∑

n=1

∞∑

k=1

|〈e′
n
, ek〉||〈yk , e′′

n
〉|,

если только последний ряд сходится. Но, меняя порядок суммирования и поль-
зуясь неравенством Коши––Буняковского (для l2) вкупе с неравенством Бес-

селя, мы видим, что выражение справа не превосходит
∞∑

k=1

‖ek‖‖yk‖. Остается

перейти к нижней грани подобных сумм по всем представлениям элемента u

в виде суммы ряда из элементарных тензоров. ⊲
Лемма . Любой оператор T из образа Gr –– ядерный, причем

‖T‖N 6 inf{‖u‖p : u∈ H∗ b⊗ K ,Gr(u) = T}.

⊳. Мы уже знаем из теоремы .., что оператор T разлагается в абсолют-
но сходящийся ряд из одномерных операторов. Поэтому он аппроксимируется
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конечномерными операторами и, стало быть, компактен. Пусть
∞∑

n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
––

его ряд Шмидта. Тогда, поскольку sn = 〈Te′
n
, e′′

n
〉, из предыдущей леммы следу-

ет, что
∞∑

n=1

sn 6 ‖u‖p для любого такого элемента u, что Gr(u) = T . Дальнейшее

очевидно. ⊲
Лемма . Каждый ядерный оператор T : H→ K имеет вид Gr(u) = T для та-

кого u∈ H∗ b⊗ K, что ‖u‖p 6 ‖T‖N . При этом если оператор T конечномерен, то
подобный элемент u можно взять в (алгебраическом тензорном произведении)
H∗ ⊗ K .
⊳ Пусть

∞∑
n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
–– ряд Шмидта для оператора T . Из ядерности этого

оператора и признака Вейерштрасса (предложение ..) очевидным образом

следует, что ряд
∞∑

n=1

sne′
n
⊗ e′′

n
сходится в банаховом пространстве H∗ b⊗ K к не-

которому элементу u. При этом, разумеется, Gr(u) = T и ‖u‖6

∞∑
n=1

‖sne′
n
‖‖e′′

n
‖=

=
∞∑

n=1

sn.

Осталось напомнить, что ряд Шмидта конечномерного оператора есть ко-
нечная сумма, а потому соответствующий элемент u принадлежит H∗ ⊗ K . ⊲

Конец доказательства теоремы . Объединяя леммы  и , мы видим, что
множество ядерных операторов есть в точности образ оператора Гротендика,
а ядерная норма ядерного оператора T есть inf{‖u‖p : u∈H∗ b⊗ K ,Gr(u) = T}. На
основании теоремы .. это означает, что оба определения ядерного операто-
ра –– из § . и этого параграфа –– и оба соответствующих определения ядерной
нормы эквивалентны в контексте гильбертовых пространств. Отсюда с учетом
теоремы .. сразу вытекают все утверждения доказываемой теоремы, кроме
последнего.

Пусть Gr0 –– коограничение оператора Гротендика на его образ. Мы знаем
из теоремы .. и следствия .., что Gr0 : (H∗ b⊗ K ,‖ · ‖p)→ (N (H, K),‖ · ‖N ) ––
это коизометрический оператор между банаховыми пространствами. При
этом, очевидно, он отображает алгебраическое тензорное произведение H∗⊗ K

на пространство конечномерных операторов F (H, K), и его соответствующее
биограничение есть не что иное, как оператор Gr0

0
из предложения ...

Однако теперь, в отличие от случая общих банаховых пространств, мы
можем пойти дальше. Последнее утверждение леммы  вместе с предложени-
ем .. обеспечивают то, что для любого конечномерного оператора T най-
дется единственный такой элемент u ∈ H∗ ⊗ K , что Gr(u) = T и ‖u‖p 6 ‖T‖N .
Поскольку неравенство противоположного смысла уже известно, это означа-
ет, что Gr0

0
–– изометрический изоморфизм. Далее, из каждого из эквивалент-

ных определений ядерной нормы (выбирайте любое) немедленно следует, что
пространство F (H, K) плотно в (N (H, K),‖ · ‖N ). Тем самым оператор Gr0 осу-
ществляет изометрический изоморфизм между плотными подпространствами
в H∗ b⊗ K и (N (H, K),‖ · ‖N ). Осталось воспользоваться вариантом принципа
продолжения по непрерывности, выраженным в предложении ... ⊲⊲



§ . ФРЕДГОЛЬМОВЫ ОПЕРАТОРЫ И ИНДЕКС 

Из доказанной теоремы следует, что, сопоставляя ядерному оператору
T ∈N (H) число ttr(u), где элемент u ∈ H∗ b⊗ H таков, что Gr(u) = T , мы полу-
чаем корректно определенный ограниченный функционал на (N (H),‖ · ‖N ) ––
тот, который был назван операторным следом в § .. Следующее утверждение
показывает, что такое определение операторного следа эквивалентно опреде-
лению  из этого параграфа.

Предложение . Пусть H –– сепарабельное гильбертово пространство с ор-
тонормированным базисом e1, e2, …, u –– элемент пространства H∗ b⊗ K и T :=

:=Gr(u). Тогда ttr(u) =
∞∑

k=1

〈Tek, ek〉.

⊳ Если T =
∞∑

n=1

sne′
n
⊙ e′′

n
, то T :=Gr(u), где u=

∞∑
n=1

sne′
n

∗ ⊗ e′′
n

. Отсюда ttr(u) =

=
∞∑

n=1

sn〈e′′n , e′
n
〉, и остается воспользоваться предложением . ⊲

В заключение заметим, что читатель, освоивший закон сопряженной ассо-
циативности (см. упражнение ..), сможет теперь без особого труда сделать

Упражнение . Докажите утверждение (ii) из теоремы  (Шаттена––фон
Нойманна).

Указание . Упомянутый выше закон задает изометрический изоморфизм
B(K , H∗∗)→ (K b⊗ H∗)∗, переводящий оператор S в функционал fS : y ⊗ e∗ 7→
7→ [S(y)](e∗). Отождествляя H∗∗ с H, мы видим, что последнее число есть
tr(e ⊙ S y) = tr(SR), где R := e ⊙ y. После перемены мест тензорных сомножи-
телей и применения теоремы  мы получаем изометрический изоморфизм
B(K , H)→N (H, K)∗, переводящий оператор T в такой функционал fT , что
fT (R) = tr(TR) по крайней мере для одномерных операторов R.

§ . Фредгольмовы операторы и индекс

Из всего, что уже говорилось о компактных операторах, должно со-
здаться впечатление, что это «малые» операторы, несущие в функцио-
нальном анализе приблизительно ту же смысловую нагрузку, что ко-
нечномерные операторы в чистой линейной алгебре. В математике
часто бывает поучительно, имея нечто «малое», профакторизовать по
этому «малому» и посмотреть, что остается.

Формализуя эту весьма расплывчатую идею в нашей конкретной
ситуации, мы введем в рассмотрение категорию B/K , объектами
которой являются (также как и в B) банаховы пространства, одна-
ко морфизмами между объектами E и F объявлены не сами ограни-
ченные операторы между этими банаховыми пространствами, а их
классы смежности по подпространству компактных операторов. (Та-
ким образом, hB/K (E, F) :=B(E, F)/K (E, F).) Композицией морфиз-
мов (= классов смежности) S +K (F, G) и T +K (E, F) объявлен мор-
физм ST +K (E, G). (Ясно, что такое определение корректно, т. е. не
зависит от выбора представителей в соответствующих классах смеж-
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ности: если S′ и T ′ –– другие представители этих классов, то оператор
ST − S′T ′ = (S − S′)T + S′(T − T ′) компактен в силу предложений .
и . и, стало быть, ST +K (E, G) = S′T ′ +K (E, G).) Аксиомы катего-
рии проверяются очевидным образом; в частности, локальной едини-
цей объекта E служит класс смежности 1E +K (E).

Разумеется, нулевые морфизмы новой категории –– это как раз про-
странства компактных операторов. Но как охарактеризовать те классы
смежности, которые являются ее изоморфизмами? –– ведь операторы,
из которых они состоят, разумно считать «наиболее далекими от ком-
пактных», так сказать, «антикомпактными». Настоящий параграф по-
священ именно этим операторам. Впрочем, это выяснится не сразу,
а начнем мы, как говорится, издалека.

Предложение . Пусть S : E→ F –– ограниченный оператор между
банаховыми пространствами, образ которого имеет конечную кораз-
мерность. Тогда этот образ замкнут.
⊳ Поскольку Im(S) = Im(eS), где eS : E/Ker(S) → F –– оператор, по-

рожденный оператором S (см. § .), мы вправе, не теряя общности,
считать, что оператор S инъективен.

Обозначим через FS произвольное линейное дополнение к Im(S)

в пространстве F ; согласно условию оно конечномерно и, стало быть
(теорема .. (i)), является банаховым пространством. Пусть E ⊕ FS ––
банахова прямая сумма указанных пространств (см. § .) и R –– опе-
ратор, совпадающий с S на E и тождественный на FS. Очевидно, опе-
ратор R ограничен и биективен; стало быть, согласно теореме Банаха
это топологический изоморфизм. Поэтому R отображает замкнутое
подпространство E в E ⊕ FS на замкнутое подпространство в F , а это
последнее есть Im(S). ⊲

Введем главное понятие этого параграфа.
Определение . Оператор S : E→ F между банаховыми простран-

ствами называется абстрактным фредгольмовым или просто фред-
гольмовым, если его ядро имеет конечную размерность, а образ ––
конечную коразмерность. (Таким образом, не только ядро, но и об-
раз фредгольмова оператора автоматически замкнуты.) Целое число
dim Ker(S) − codimF Im(S) называется индексом нашего фредгольмова
оператора и обозначается Ind(S).

Сразу же, предваряя возможное недоумение читателя, заявим, что
индекс фредгольмова оператора является его более важной, «глубин-
ной» характеристикой, чем сами числа dimKer(S) и codimF Im(S), хоть
они и «с виду более геометричны». В отличие от этих последних, индекс
красиво себя ведет при композиции операторов и обладает свойствами
устойчивости. Эту фразу, конечно, мы впоследствии разъясним.
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Из определения  немедленно следует, что два слабо топологически
эквивалентных оператора одновременно фредгольмовы или нет.

Вот первые примеры. Если речь идет об операторе S, действующем
в конечномерном пространстве E, который, конечно же, фредгольмов,
то, как нас учили на первом курсе, dimKer(S) + dim Im(S) = dim E, от-
куда Ind(S) = 0.

Всякий топологический изоморфизм между банаховыми простран-
ствами также фредгольмов и также имеет нулевой индекс; этим же
свойством обладает и всякий ограниченный проектор на подпростран-
ство конечной коразмерности.

Операторы левого и правого сдвига в l2 (пример ..), очевидно,
фредгольмовы, причем первый из них имеет индекс , а второй –– ин-
декс −1.

Упражнение  (опирающееся на курс обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений). Дифференциальный оператор x 7→ x (n) +

+ f1(t)x
(n−1) +…+ fn(t), f1, …, fn ∈ C[a, b], из Cn[a, b] в C[a, b] имеет

индекс n. В то же время оператор дифференцирования x 7→ x ′ из C1(T)

в C(T) имеет индекс 0.

Замечание. Пожалуй, наиболее важные для анализа и геометрии фред-
гольмовы операторы возникают при рассмотрении так называемых эллипти-
ческих псевдодифференциальных операторов на компактных многообрази-
ях. Такие операторы связывают банаховы пространства, полученные из про-
странств сечений векторных расслоений над многообразиями путем пополне-
ния по некоторым специальным (соболевским) нормам. Теория этих операто-
ров выросла к настоящему времени в объемистую науку, далеко выходящую
за рамки наших лекций: ее изучение, помимо соболевских пространств, тре-
бует знаний по теории векторных расслоений и алгебраической топологии.
Некоторые ее результаты, в том числе знаменитая теорема Атья––Зингера об
индексе, изложены в монографии [].

Говоря о контрпримерах, особо выделим
Предложение . В случае бесконечномерного пространства E или F

компактный оператор T : E→ F никогда не бывает фредгольмовым.
⊳Пусть оператор T фредгольмов. Предположим, что пространство F

бесконечномерно. Тогда в силу предложения  коограничение опера-
тора T на его образ –– это сюръективный оператор на бесконечномер-
ное банахово пространство. Поэтому вследствие принципа открытости
и теоремы . (Рисса) T (ШE) заведомо не сверхограничен и оператор T

не компактен.
Итак, пространство F конечномерно. Но тогда из конечномерности

ядра Ker(T ) очевидным образом следует конечномерность простран-
ства E. ⊲
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Теперь достанем пару операторов из нашего мешка примеров.
Упражнение . Диагональный оператор Tλ : lp → lp, 1 6 p 6 ∞

(см. пример ..), фредгольмов тогда и только тогда, когда нуль не
является предельной точкой последовательности λ= (λ1,λ2, …), и ес-
ли он фредгольмов, то его индекс всегда равен нулю.

Указание. Если оператор Tλ фредгольмов, то таковы же и его био-
граничения на подпространства, порожденные любыми семействами
ортов. Поэтому ни одно из этих биограничений не может быть ком-
пактным оператором.

Упражнение . Оператор Tf : Lp[a, b]→ Lp[a, b], 1 6 p 6∞, где f ∈
∈ L∞[a, b] (см. пример ..), фредгольмов тогда и только тогда, когда
для некоторого θ > 0 выполнено неравенство | f |> θ почти всюду на
[a, b]. (Иными словами, оператор Tf фредгольмов тогда и только тогда,
когда он обратим.)

Указание. Если мера множества Z := {t ∈ [a, b] : f (t) = 0} положи-
тельна, то подпространство Ker(Tf ), равное {g : g = 0 вне Z}, бесконеч-
номерно. Если же µ(Z) = 0, то оператор Tf инъективен. Если он к тому
же фредгольмов, то он топологически инъективен, а значит, обратим
(упражнение ..).

Вернемся к общей теории. Одно из важнейших свойств индекса та-
ково.

Теорема  (мультипликативное свойство индекса). Пусть S : E→
→ F и R : F→ G –– фредгольмовы операторы. Тогда оператор RS : E→ G

тоже фредгольмов и Ind(RS) = Ind(R) + Ind(S).
⊳ Рассмотрим в F подпространство F0 := Im(S) ∩ Ker(R); оно ко-

нечномерно. Очевидно, Ker(RS) = {x ∈ E : Sx ∈ Ker(R)}, и S отобража-
ет Ker(RS) на F0; при этом ядром соответствующего биограничения
S0

0
: Ker(RS)→ F0 является, разумеется, Ker(S). Отсюда

dim Ker(RS) = dim Ker(S) + dim F0 <∞.

Теперь обозначим через F0 любое линейное дополнение к алгебраи-
ческой сумме Im(S) + Ker(R) в F ; оно также конечномерно. Очевид-
но, образ Im(RS) –– он же и R(Im(S)) –– совпадает с R(Im(S) + Ker(R)),
и, следовательно, Im(R) –– это алгебраическая сумма Im(RS) + R(F0).
Но если случилось так, что некий вектор z ∈ G имеет вид RSx , x ∈
∈ E, и одновременно вид Ry, y ∈ F0, то Sx − y ∈ Ker(R), а значит, y ∈
∈ (Im(S) + Ker(R)) ∩ F0; отсюда y = 0 и, стало быть, z = 0. Поэтому на
самом деле Im(R) есть прямая сумма Im(RS)⊕ R(F0). Отсюда с учетом
того, что Ker(R) ∩ F0 = 0 и, следовательно, оператор R|F0 инъективен,
мы получаем, что

codimG Im(RS) = codimG Im(R) + dim F0 <∞.
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Итак, оператор RS фредгольмов, и

Ind(RS) = (dimKer(S) + dim F0)− (codimG Im(R) + dim F0).

Теперь обозначим через F1 произвольное (необходимо конечномер-
ное) линейное дополнение к F0 в Ker(R). Тогда

dim Ker(R) = dim F0 + dim F1,

и в то же время из очевидного совпадения Im(S) + Ker(R) с Im(S)⊕ F1

следует, что
codimF Im(S) = dim F0 + dim F1.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Перейдем к рассмотрению весьма важного специального класса

фредгольмовых операторов. Он берет свое начало из классической ра-
боты шведского математика Э. Фредгольма  г. []. С большой до-
лей упрощения и «модернизации», можно сказать, что в этой работе
было установлено, что оператор вида 1− T , где T –– интегральный опе-
ратор, фредгольмов и имеет индекс 0. Разумеется, сам Фредгольм еще
ни о каких операторах и не слыхивал, а рассуждал о так называемых
интегральных уравнениях второго рода (см. ниже). Впоследствии ––
в этом заслуга уже известных нашему читателю Рисса и Шаудера ––
было выяснено, что причина такого явления не в конкретном виде
интегрального оператора, а только в том, что он (как мы знаем из тео-
ремы .) компактен.

В следующих трех теоремах S : E→ E –– оператор в банаховом про-
странстве вида S= 1− T , где T –– компактный оператор. (Как говорят,
S –– компактное возмущение тождественного оператора.)

Теорема . Оператор S фредгольмов.
⊳ Для любого вектора x ∈Ker(S) выполнено равенство x = T x . Сле-

довательно, Ker(S) –– инвариантное подпространство для T , и оператор
T |Ker(S) одновременно тождествен и (вместе с T) компактен. Поэтому
из предложения . вытекает, что ядро Ker(S) конечномерно.

Теперь мы покажем, что образ Im(S) замкнут, а уж потом –– что он
имеет конечную коразмерность.

Пусть последовательность yn = Sx ′
n
, x ′

n
∈ E, сходится к некоему век-

тору y ∈ E. Тогда, взяв в E замкнутое линейное дополнение ES к Ker(S)

(существующее в силу предложения ..) и проектор P : E→ E на ES

вдоль Ker(S) (ограниченный в силу следствия ..), мы видим, что для
векторов xn := P x ′

n
∈ ES последовательность Sxn также сходится к y.

Покажем, что множество {xn : n ∈N} ограничено. Пусть это не так;
тогда, переходя, если потребуется, к подпоследовательности, можно
считать, что ‖xn‖→∞ при n→∞. Положим x0

n
:= xn/‖xn‖; тогда, в си-
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лу ограниченности сходящейся последовательности Sxn, последова-
тельность Sx0

n
= x0

n
− T x0

n
сходится к нулю. Но оператор T компактен,

а потому (предложение . (ii)) T x0
n

содержит фундаментальную под-
последовательность, которая, ввиду полноты пространства E, сходится.
Снова переходя, если надо, к подпоследовательности, можно считать,
что сама последовательность T x0

n
сходится к некоему вектору z ∈ E. Но

тогда x0
n

сходится к тому же вектору z. Отсюда Sz = 0 и одновременно
z ∈ ES . Стало быть, z ∈ Ker(S) ∩ ES = 0. В то же время ‖z‖ = ‖x0

n
‖ = 1.

Получили противоречие.
Теперь, снова используя компактность оператора T , мы видим,

что последовательность T xn содержит сходящуюся подпоследователь-
ность, и снова мы вправе считать, что сама последовательность T xn

сходится в E; пусть z′ –– ее предел. Но тогда последовательность xn =

= yn + T xn также сходится, а именно к y + z′. Отсюда последователь-
ность Sxn сходится к S(y + z′); стало быть, последний вектор и есть y.
Этим показано, что образ Im(S) замкнут.

Наконец, рассмотрим нормированное (в силу предложения ..)
пространство eE := E/ Im(S). Поскольку Im(S) –– инвариантное подпро-
странство для S, а с ним и для T , эти операторы порождают операторы
eS, eT : eE → eE. Из участвующих в их определении коммутативных диа-
грамм (см. предложение ..) очевидным образом следует, что для лю-
бого класса смежности ẋ ∈ eE выполнено равенство eSẋ = ẋ − eT ẋ и в то
же время eSẋ = 0; отсюда оператор eT тождествен на eE. Но естественная
проекция pr: E→ eE, участвующая в этих диаграммах, –– это (как было
отмечено в § .) коизометрический оператор; поэтому

(pr ◦ T )(Ш0
E
) = (eT ◦ pr)(Ш0

E
) = eT (Ш0
eE) =Ш0
eE .

Поскольку оператор pr ◦ T компактен вместе с T (предложение .), от-
сюда следует, что Ш0

eE , а с ним и ШeE –– сверхограниченные множества.
Применяя теорему . (Рисса), мы видим, что dim eE <∞, т. е. иными
словами, что codimE Im(S)<∞. Дальнейшее очевидно. ⊲

Теорема  (альтернатива ) Фредгольма). Оператор S инъективен
тогда и только тогда, когда он сюръективен.

(Таким образом, стоящая перед нашим оператором альтернатива
такова: или твой образ заполняет все E, или твое ядро отлично от
нуля.)
⊳⇒Пусть Ker(S) = 0, но Im(S) 6= E. Положим En := Im(Sn), n= 1, 2, …

Тогда, очевидно, для всех n выполнено условие En+1 = S(En)⊆ En и каж-

)Альтернатива –– как в математике, так и в жизни –– это обязательный выбор из двух
несовместимых возможностей. (Например, «Быть или не быть?».)
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дое En –– инвариантное подпространство оператора S, а с ним и опера-
тора T .

Возьмем любой вектор x ∈ E \ E1. Поскольку оператор S инъекти-
вен, вектор Sx отличен от любого вектора вида S y, y ∈ E1; это означа-
ет, что E2 6= E1. То же рассуждение, проведенное для вектора из E1 \ E2,
показывает, что E3 6= E2. Точно так же E4 6= E3, и вообще En+1 –– соб-
ственное подпространство в En для любого n.

Пусть Sn, Tn : En→ En –– соответствующие биограничения операто-
ров S и T . Очевидно, Sn = 1En

− Tn, и оператор Tn компактен вместе
с T . Но из теоремы  следует, что пространство E1 замкнуто и, стало
быть, банахово. Поэтому оператор S1 удовлетворяет условиям этой же
теоремы, что гарантирует замкнутость пространства E2. Продолжая по-
добное рассуждение, мы устанавливаем, что все пространства En замк-
нуты.

Теперь, пользуясь леммой о почти перпендикуляре, в каждом про-
странстве En возьмем такой вектор xn, что ‖xn‖= 1 и d(xn, En+1)> 1/2.
Тогда, очевидно, T xn − T xm = xn − z, где z = Sxn + xm − Sxm ∈ En+1

и m> n. Отсюда d(T xn, T xm)> 1/2, и в силу предложения . (iii) мно-
жество {T xn : n∈N} не сверхограничено. Это противоречит тому, что T

компактен.
⇐ Теперь пусть Im(S) = E, но Ker(S) 6= 0. Положим En := Ker(Sn),

n= 1, 2, … Тогда для всех n верно, что En+1 = {x ∈ E : Sx ∈ En} и En ⊆
⊆ En+1.

Взяв x ∈ E1 \ {0} и используя сюръективность оператора S, видим,
что x = S y для некоторого вектора y, принадлежащего E2 \ E1. Точно
так же y = Sz для z ∈ E3 \ E2, и т. д. Продолжая это рассуждение, мы
получаем, что En –– собственное подпространство в En+1 для любого n.

Поскольку оператор S непрерывен, прообраз любого замкнутого
множества замкнут. Последовательно применяя это соображение, мы
устанавливаем, что все пространства En замкнуты. Теперь, снова поль-
зуясь леммой о почти перпендикуляре, в каждом En, n > 2, мы возьмем
такой вектор xn, что ‖xn‖= 1 и d(xn, En−1)> 1/2. Тогда то же рассуж-
дение, что и выше, с использованием леммы о почти перпендикуляре,
приводит к неравенству d(T xn, T xn−1) > 1/2, которое противоречит
компактности оператора T . ⊲

Теорема . Индекс оператора S равен нулю ).
⊳⊳ Пусть ES –– произвольное линейное дополнение к Im(S) в E; оно,

как и Ker(S), конечномерно и, стало быть, замкнуто. Пусть, далее, под-

)Напомним, что S= 1− T , где T –– компактный оператор, а потому по теореме  опе-
ратор S фредгольмов.
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пространство ES и проектор P –– те же, что в доказательстве теоремы ,
а Q := 1E − P; очевидно, Q –– проектор на Ker(S) вдоль ES , ограничен-
ный вместе с P.

Лемма. Для любого оператора R : Ker(S)→ E оператор bS : E → E,
x 7→ SP x +RQx , имеет вид 1E − bT , где bT –– компактный оператор.
⊳ Положим bT := 1E − bS; этот оператор действует по правилу x 7→

7→ x − SP x − RQx . Тем самым, с учетом того, что x = P x +Qx , имеет
место равенство bT = T P + Q − RQ. Оператор T P компактен вместе
с оператором T в силу предложения ., а Q и RQ –– ограниченные ко-
нечномерные операторы; стало быть, они также компактны. Дальней-
шее очевидно. ⊲

Конец доказательства теоремы . Объединяя лемму с альтернати-
вой Фредгольма, мы видим, что для любого оператора R : Ker(S)→ ES

соответствующий оператор bS инъективен тогда и только тогда, когда
он сюръективен. Но, как легко проверить, Ker(bS) = Ker(R), а Im(bS) =
= Im(S) ⊕ Im(R). Поэтому если Ind(S) > 0, т. е. другими словами,
dim Ker(S) > dim ES , то, взяв сюръективный и не инъективный опе-
ратор R, мы получаем, что Ker(bS) 6= 0 и в то же время Im(bS) = E. Если
же Ind(S)< 0, т. е. иными словами, dimKer(S)< dim ES, то, взяв инъек-
тивный и не сюръективный оператор R, мы получаем, что Ker(bS) = 0
и в то же время Im(bS) 6= Im(S)⊕ ES = E. В обоих случаях мы приходим
к противоречию. Остается одно: Ind(S) = 0. ⊲⊲

Доказанную теорему обобщает
Упражнение . Оператор S : E → F между банаховыми простран-

ствами имеющий вид I − T , где I –– топологический изоморфизм, а T ––
компактный оператор, фредгольмов, и Ind(S) = 0.

Указание. Оператор bS := I−1S –– компактное возмущение тожде-
ственного оператора. Он обладает тем же ядром, что и S, а I осуществ-
ляет изоморфизм между образами этих операторов.

А теперь –– несколько слов об одной недавней сенсации. Для боль-
шего эффекта мы сперва приведем без изменения три абзаца, которые
были в первом издании этого учебника.

Одна из наиболее интригующих проблем геометрии банаховых прост-
ранств, открытая и по сей день (январь  г.), состоит в следующем: суще-
ствуют ли банаховы пространства E, настолько «патологические», что B(E) =
= span(1,K (E))? В силу доказанных выше теорем всякий оператор, действу-
ющий в подобном гипотетическом пространстве, либо компактен, либо фред-
гольмов индекса 0.

Все конкретные банаховы пространства, упоминавшиеся в этих лекциях,
обсуждаемым странным свойством не обладают. Чтобы в этом убедиться, до-
статочно предъявить действующий в данном пространстве фредгольмов опе-
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ратор ненулевого индекса или же оператор, не являющийся ни компактным,
ни фредгольмовым. В роли последнего оператора заведомо подойдет проектор,
у которого как ядро, так и образ бесконечномерны; в наших конкретных про-
странствах такие проекторы водятся в изобилии.

Трудность поставленной проблемы иллюстрируется тем, что нам уже из-
вестно следующее: существуют банаховы пространства, устроенные настолько
сложно, что в них нет ни одного проектора с указанным выше свойством, т. е.
иными словами (см. следствие ..), ни одного замкнутого бесконечномерно-
го подпространства, обладающего бесконечномерным замкнутым линейным
дополнением! Об этом круге вопросов см., например, [].

Но в этом издании мы рады сообщить, что на поставленный вопрос
получен ответ, и притом положительный. А именно, доказана весьма
трудная (и в идейном, и в техническом плане)

Теорема (С. Аргирос, Р. Хэйдон,  )). (áä) Существует банахо-
во пространство E, такое, что

(i) каждый действующий в E ограниченный оператор есть сумма
скалярного (= кратного тождественному) и компактного операторов,

(ii) пространство E∗ изометрически изоморфно l1.
Заметим также, что построенное пространство E является первым

примером банахова пространства, у которого пространство операто-
ров, действующих в таком E, сепарабельно. До сих пор таких примеров
не было.

∗ ∗ ∗

Теперь отдадим дань тем классическим вопросам анализа, которые
в конце концов привели к теоремам ––.

Уравнение вида

x(s)−
b∫

a

K(s, t)x(t) dt = y(s), ()

где K ∈ L2(�) и y ∈ L2[a, b] –– заданные функции, а x ∈ L2[a, b] –– неиз-
вестная функция, называется еще с позапрошлого века интеграль-
ным уравнением второго рода ). (Такие уравнения рассматриваются
и в других функциональных пространствах, помимо L2[a, b], но мы
ограничимся последним.) Если y = 0, то наше уравнение называется

)Argiros S A., Haydon R. G. A hereditarily indecomposable L∞-space that solves the scalar-
plus-compact problem // Acta Math. . V. . P. ––.

)Интегральные уравнения первого рода –– это уравнения вида
b∫

a

K(s, t)x(t) d t = y(s).
Они сложнее, и мы их обсуждать не будем.
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однородным; оно, конечно, имеет вид

x(s)−
b∫

a

K(s, t)x(t) dt = 0. ()

С алгебраической точки зрения рассматриваемое уравнение явля-
ется частным случаем операторного уравнения. Так называется урав-
нение вида Sx = y, где S : E→ F –– оператор между двумя линейными
пространствами, y –– заданный вектор из F , а x –– неизвестный вектор
из E.

При y = 0 такое уравнение называется однородным операторным
уравнением. Разумеется, в рассматриваемом случае E = F = L2[a, b],
а S = 1− T , где T –– интегральный оператор в L2[a, b] с производящей
функцией K(s, t).

При рассмотрении операторных уравнений вообще и интегральных
уравнений второго рода в частности возникают два типовых вопроса.

. При каких правых частях, т. е. заданных функциях y, наше урав-
нение имеет решение, и как, в случае положительного ответа, описы-
вается множество этих решений?

. Каково множество решений однородного уравнения; в частности,
есть ли у однородного уравнения решение, отличное от нулевого?

Очевидно, оба вопроса адекватно переводятся на геометрический
язык теории операторов.

. Каков образ оператора S и каков полный прообраз вектора y?
. Каково ядро оператора S и, в частности, является ли S инъектив-

ным оператором?
Оба вопроса тесно связаны: очевидно, если y ∈ Im(S) и y = Sx для

некоторого x ∈ E, то полный прообраз вектора y (= множество реше-
ний соответствующего операторного уравнения с правой частью y)
есть {x + z : z ∈Ker(S)}.

Следующая теорема ) теории интегральных уравнений, которую
мы нарочито сформулируем в несколько старомодном стиле, по суще-
ству является частным случаем теорем ––.

Теорема  (Фредгольм). Рассмотрим интегральное уравнение вто-
рого рода вида (1). Тогда

(i) существует такой конечный набор x1(s), …, xm(s) линейно не-
зависимых решений однородного уравнения (2), что всякое решение
этого однородного уравнения есть линейная комбинация указанных ре-
шений;

)Иногда эту теорему называют тройной теоремой Фредгольма.
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(ii) существует такой конечный набор z1(s), …, zn(s) линейно неза-
висимых функций в L2[a, b], что правые части y(s), при которых урав-
нение (1) имеет хотя бы одно решение, –– это в точности те функции,

для которых
b∫

a

y(t) zk(t) dt = 0 при k= 1, …, n;

(iii) указанных в (i) линейно независимых решений однородного урав-
нения ровно столько же, сколько указанных в (ii) линейно независимых
функций (иными словами, m= n).

Таким образом, интегральные уравнения второго рода –– казалось бы, яв-
ный объект бесконечномерного анализа –– ведут себя на удивление сходным
образом с конечными системами линейных уравнений с тем же числом неиз-
вестных (вспомните молодость –– алгебру первого курса). Для математики
в целом имело огромные последствия то, что среди «удивившихся» результатам
Фредгольма был и Гильберт (ср., например, [, с. ]).

⊳ Рассмотрим в гильбертовом пространстве H := L2[a, b] оператор
S := 1− T , где T –– интегральный оператор с производящей функцией
K(s, t). Ясно, что утверждение (i) равносильно заявлению о том, что
ядро этого оператора конечномерно; стало быть, это прямое следствие
теорем  и .. При этом, конечно, m= dimKer(S).

Теперь «осовременим» утверждение (ii). Это мы проделаем в не-
сколько этапов. Первая эквивалентная формулировка очевидна:

существует такая линейно независимая система векторов z1, …, zn

в H, что Im(S) = (span{z1, …, zn})⊥.
Поскольку подпространство в правой части последнего равенства

замкнуто, в силу предложения .. это можно выразить и так:
образ оператора S замкнут, и его ортогональное дополнение конеч-

номерно.
Наконец, предложение .., устанавливающее, в частности, равен-

ство dim Im(S)⊥ = dim H/ Im(S), показывает, с учетом предложения ,
что рассматриваемое утверждение равносильно утверждению о конеч-
ности codimH Im(S); при этом мы видим, что указанная коразмерность
есть в точности n.

Поэтому утверждение (ii) также следует из теорем  и ., а утвер-
ждение (iii) следует из этих теорем, объединенных с теоремой . ⊲

Замечание. На самом деле Фредгольм сделал еще одну важную
вещь (среди прочего, предвосхитившую тот важный факт, который
будет сообщен под видом упражнения ). Он связал решение инте-
грального уравнения () с решением так называемого сопряженного
интегрального уравнения, в котором производящая функция K(s, t) за-
менена на K∗(s, t) := K(t, s). Об этом, в общем контексте гильбертовых
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сопряженных операторов, нам предстоит поговорить впоследствии;
см. предложение ...

Теперь напомним о категории B/K , введенной в самом начале
этого параграфа, и выполним данное там обещание.

Теорема  (С. М. Никольский). Пусть S : E→ F –– оператор между
банаховыми пространствами. Оператор S фредгольмов тогда и толь-
ко тогда, когда существует такой ограниченный оператор R : F → E,
что RS = 1E − T1, где T1 ∈K (E), а SR= 1F − T2, где T2 ∈K (F). (Ины-
ми словами, оператор S фредгольмов тогда и только тогда, когда его
класс смежности S +K (E, F) есть изоморфизм в категории B/K .)

При этом оператор R можно выбрать так, что T1 и T2 конечномерны.
⊳ ⇒ Пусть ES –– замкнутое линейное дополнение к Ker(S) в про-

странстве E (ср. доказательство теоремы ), P1 –– проектор на ES вдоль
Ker(S), Q1 := 1E − P1, FS –– линейное дополнение к Im(S) в F , P2 –– про-
ектор на Im(S) вдоль FS, Q2 := 1F − P2. Все эти проекторы (ср. то же
доказательство) ограничены.

Обозначим через S0
0

: ES → Im(S) соответствующее биограничение
оператора S; это биективный ограниченный оператор, а значит –– в си-
лу теоремы Банаха и замкнутости образа Im(S), –– топологический изо-
морфизм. Положим R : F→ E, x 7→ (S0

0
)−1P2 x . Очевидно, RS= P1, а SR=

= P2; тем самым, RS= 1E −Q1 и SR= 1F −Q2. Поскольку Q1 и Q2 –– ко-
нечномерные операторы, мы получаем вывод импликации ⇒ вместе
с последним утверждением теоремы.
⇐ Как следует из теоремы , RS и SR суть фредгольмовы операторы.

Следовательно, ядро Ker(RS), содержащее ядро Ker(S), конечномерно.
В то же время образ Im(SR), содержащийся в Im(S), имеет в F конечную
коразмерность. Дальнейшее очевидно. ⊲

Упражнение . Пусть B/F –– категория, определенная по образцу кате-
гории B/K , только с факторизацией по конечномерным операторам вместо
компактных. Тогда для оператора S между банаховыми пространствами E и F

его класс смежности S +K (E, F) есть изоморфизм в B/K (т. е. оператор S

фредгольмов)⇔ класс смежности S +F (E, F) есть изоморфизм в B/F .
(Мы видим, что хотя компактных операторов больше, чем конечномер-

ных, но «быть изоморфизмом с точностью до компактных возмущений» –– это
то же самое, что «быть изоморфизмом с точностью до конечномерных возму-
щений».)

Теорема Никольского позволяет выявить еще одно (помимо теоре-
мы ) преимущество индекса над отдельно взятыми числами dim Ker(S)
и codimF Im(S).

Предложение  (об устойчивости индекса относительно ком-
пактных возмущений). Если S –– фредгольмов оператор, а T –– ком-
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пактный оператор между банаховыми пространствами E и F , то опе-
ратор S+ T также фредгольмов и Ind(S+ T ) = Ind(S).
⊳ Согласно импликации ⇒ предыдущей теоремы существуют опе-

раторы R, T1 и T2 с указанными там свойствами. Тогда R(S + T ) =
= 1E − T1 + RT и (S + T )R= 1F − T2 + TR; поэтому из импликации ⇐
⇐ той же теоремы очевидным образом следует, что оператор S + T
фредгольмов. Далее, из той же части той же теоремы с R в качестве
исходного оператора следует, что оператор R также фредгольмов. Объ-
единяя тот факт, что операторы RS и R(S+ T ) удовлетворяют условиям
теоремы , с теоремой , мы видим, что Ind(S) =− Ind(R) = Ind(S+ T ). ⊲

Таким образом, подмножество вB(E, F), состоящее из фредгольмо-
вых операторов, содержит с каждым оператором S целый класс смеж-
ности S +K (E, F), и индекс на этом классе постоянен.

С другим свойством устойчивости фредгольмовых операторов –– на
этот раз относительно малых по операторной норме возмущений ––
мы познакомимся в § ., когда вплотную займемся топологическими
свойствами операторной композиции. Там же мы узнаем дальнейшие
факты о строении множества фредгольмовых операторов.

Упражнение . Фредгольмов оператор имеет индекс 0 тогда и толь-
ко тогда, когда он представим в виде суммы топологического изомор-
физма и компактного (даже конечномерного) оператора.

Указание. Требуемый конечномерный оператор изоморфно отоб-
ражает Ker(S) на линейное дополнение к Im(S).

Читателю, освоившему точные последовательности (см. § .), мы предла-
гаем перевести определение фредгольмова оператора на язык банаховой гомо-
логической алгебры.

Упражнение 70. Оператор S : E→ F –– фредгольмов тогда и только тогда,
когда в категории B существует точная последовательность

…←− 0←− C←− F
S←− E←− K←− 0←−… ()

с конечномерными пространствами C и K .
А вот и конкретная польза от подобного взгляда на вещи.
Упражнение . Если оператор S : E→ F фредгольмов, то таков же и опера-

тор S∗ : F ∗→ E∗, причем dim Ker(S∗) = codimF Im(S), codimE∗ Im(S∗) = dimKer(S),
и как следствие, Ind(S∗) =− Ind(S).

Указание. Это простое следствие из теоремы ...
Упражнение 9∗. Верно и обратное: фредгольмовость S∗ влечет фредголь-

мовость S.
Указание. Вся трудность в том, чтобы установить замкнутость подпро-

странства Im(S): тогда мы сможем применить теорему .. к точной после-
довательности вида (), в которой K :=Ker(S) и C := F/ Im(S).
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В силу фредгольмовости оператора S∗∗ (см. выше) и свойств канонических
вложений α достаточно показать, что замкнуто пространство S∗∗(E) = S∗∗(E1),
где E1 –– замкнутое линейное дополнение к K в E.

Пусть xn ∈ E1 и последовательность S∗∗(xn) сходится к вектору y ∈ F ∗∗.
Пусть, далее, E0 –– замкнутое линейное дополнение к K в E∗∗, P –– проектор
на E0 вдоль K , Q := 1 − P. Если последовательность xn ограничена, все в по-
рядке: тогда можно считать, что Qxn сходится к некоему вектору z в (конечно-
мерном!) пространстве K . В то же время, в силу условия S∗∗P xn→ y, n→∞,
замкнутости образа Im(S∗∗) и теоремы Банаха последовательность P xn сходит-
ся в E0 к некоему вектору w. Поэтому последовательность xn сходится в E1

и y = S∗∗
�

lim
n→∞

xn

�
.

Если, напротив, нормы векторов xn неограниченно возрастают и x0
n

:=

:= xn/‖xn‖, то последовательность S∗∗x0
n

(она же S∗∗P x0
n
), а с ней и P x0

n
, сходит-

ся к нулю. Но с учетом неравенства dim K <∞ можно считать, что последова-
тельность Qx0

n
сходится к некоему элементу u∈ K , а значит, x0

n
сходится к тому

же вектору u. Мы получили противоречие с выбором E1.
(Может быть, вам удастся доказать это проще?)



Г Л А В А 

ПОЛИНОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА,
СЛАБЫЕ ТОПОЛОГИИ И ОБОБЩЕННЫЕ ФУНКЦИИ

§ . Полинормированные пространства

До сих пор нам хватало одной нормы (или преднормы) в линейном
пространстве. С помощью этой структуры мы смогли описать большое
число различных сходимостей, важных для анализа, –– равномерную,
сходимость в среднем, в среднем квадратичном, и т. д. Но есть и мно-
го других, также весьма естественных и важных сходимостей, которые
нельзя охарактеризовать в терминах одной (пред)нормы. Вот несколь-
ко примеров.

Пример . Пусть C∞[a, b] –– линейное пространство бесконечно
гладких (= бесконечно дифференцируемых) функций на отрезке [a, b].
Рассмотрим в нем так называемую классическую сходимость: последо-
вательность функций xn классически сходится к x , если для любого k=

= 0, 1, … последовательность производных x (k)
n

равномерно сходится
к x (k). (Как обычно, нулевой производной функции считается она са-
ма.) Заметим, что от этой сходимости, говоря неформально, происхо-
дят сходимости, фигурирующие в теории обобщенных функций (это
мы вскоре увидим), а также дифференциальной геометрии.

Пример . Пусть O (D0) –– линейное пространство функций, голо-
морфных в открытом единичном круге D0 комплексной плоскости.
Рассмотрим в нем так называемую вейерштрассову сходимость: после-
довательность wn сходится к w по Вейерштрассу, если для любого за-
мкнутого подмножества K ⊂D0 последовательность ограничений wn|K
равномерно сходится к w|K . Как знает читатель, это стандартный тип
сходимости, применяемый в комплексном анализе.

Пример . Рассмотрим в линейном пространстве c∞ (всех последо-
вательностей) покоординатную (или простую) сходимость: ξ(n) сходит-
ся к ξ, если последовательность ξ(n)

k
сходится к ξk для каждого k.

В случае, когда запас сходящихся последовательностей в линейном
пространстве E заранее объявлен, а ‖ · ‖ –– некая преднорма в E, мы бу-
дем говорить, что эта преднорма задает указанную сходимость, если
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любая последовательность xn в E сходится в объявленном смысле к x
тогда и только тогда, когда она сходится к x в преднормированном про-
странстве (E,‖ · ‖).

Упражнение . (i) В пространстве C∞[a, b] не существует преднор-
мы, задающей классическую сходимость.

(ii) В пространстве O (D0) не существует преднормы, задающей
вейерштрассову сходимость.

(iii) В пространстве c∞ не существует преднормы, задающей поко-
ординатную сходимость.

Указание. В каждом из указанных случаев предел последовательно-
сти, очевидно, единственен. Поэтому достаточно доказать несущество-
вание нормы, задающей соответствующую сходимость.

(i) Когда последовательность xn классически сходится к нулю, то же
верно и для x ′

n
. Поэтому для нашей гипотетической нормы из условия

‖xn‖→ 0 следовало бы, что ‖x ′
n
‖→ 0. Но посмотрите на последователь-

ность xn(t) :=
ent

n‖ent‖ .

(ii) Рассуждение сходно с предыдущим и использует то, чему нас
учат в комплексном анализе: когда последовательность wn сходится по
Вейерштрассу, это же верно и для w′

n
.

(iii) Возьмите последовательность pn/‖pn‖.
Эти три сходимости, как и большинство естественно возникающих

сходимостей, не описываемых в терминах преднормированных про-
странств, допускают адекватное описание в терминах структуры «сле-
дующего уровня сложности» –– полинормированных пространств. Вот
что сие значит.

Определение . Линейное пространство, снабженное семейством
преднорм ‖ · ‖ν , ν ∈ Λ (или, говоря дотошно, пара (E,‖ · ‖ν , ν ∈ Λ),
состоящая из линейного пространства и заданного в нем семейства
преднорм), называется полинормированным пространством ).

(Конечно, точнее было бы говорить «полипреднормированное», а
не «полинормированное», но пожалеем же наш родной язык...)

Если (E,‖ · ‖ν , ν ∈ Λ) –– полинормированное пространство, то все-
возможные преднормы в E вида max{‖ · ‖ν1

, …,‖ · ‖νn
}, где ν1, …,νn ––

конечный набор индексов из Λ, мы будем называть сопутствующи-
ми (подразумевается: сопутствующими преднормами семейства ‖ · ‖ν ,
ν ∈ Λ). Пространство (E,‖ · ‖), где ‖ · ‖ –– сопутствующая преднорма,
мы будем также называть сопутствующим (подразумевается: задан-
ного полинормированного пространства).

)О связи этого понятия с фигурирующим во многих учебниках понятием локально
выпуклого пространства будет сказано ниже, в одном из замечаний.
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Разумеется, (пред)нормированное пространство –– это частный слу-
чай полинормированного, соответствующий семейству, состоящему из
одной (пред)нормы. Если заданное семейство преднорм счетно, т. е.
иными словами, Λ = N, мы будем говорить о счетно-нормированном
пространстве.

Если пространство E снабжено семейством преднорм, то ограниче-
ния этих преднорм на любое подпространство F в E задают в F струк-
туру полинормированного пространства, которое мы будем называть
полинормированным подпространством в E.

А теперь, как и ожидает наш читатель, соберем мешок примеров.
Пример . Возьмем произвольное линейное пространство E и снаб-

дим его всеми без исключения существующими в нем преднормами
(т. е. всеми функциями, удовлетворяющими условиям (i) и (ii) опре-
деления ..). Такие полинормированные пространства называются
сильнейшими. (Как мы вскоре увидим, их роль напоминает роль дис-
кретных пространств в топологии.)

Пример . Пространство C∞[a, b] из примера  рассматривается
как полинормированное, будучи снабжено семейством норм ‖ · ‖n, где

‖x‖n :=max {|x (k)(t)|: k= 0, …, n; a 6 t 6 b}.
(Таким образом, n-я норма здесь –– это норма подпространства в про-
странстве Cn[a, b].) Сразу же отметим, что этот пример исключитель-
но важен для теории обобщенных функций (см. § .), играя роль неко-
его зародыша, из которого разовьются стандартные пространства так
называемых пробных функций.

Пример . Пространство O (U), состоящее из функций, голоморф-
ных в области U комплексной плоскости, рассматривается как поли-
нормированное, будучи снабжено семейством преднорм ‖ · ‖K , K ∈ Λ,
где через Λ обозначено семейство всех замкнутых ограниченных под-
множеств в U, а ‖w‖K :=max{|w(z)|: z ∈ K}. (Кстати, ответьте: какие
из этих преднорм –– нормы, а какие нет?) Эти пространства, а также
их «многомерные» разновидности, соответствующие областям в Cn,
суть главные полинормированные пространства, обслуживающие ком-
плексный анализ.

Пример . Пространство c∞ рассматривается как полинормиро-
ванное, будучи снабжено семейством преднорм ‖ · ‖n, где полагают
‖ξ‖n := |ξn|.

Пример . Рассмотрим линейное пространствоB(E, F), где E и F ––
преднормированные пространства. Ранее оно было наделено (одной)
стандартной преднормой (предложение ..), но теперь, «забыв об
этом», мы сделаем то же операторное пространство полинормирован-
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ным. А именно, мы возьмем Λ := E и снабдим B(E, F) семейством
преднорм ‖ · ‖x , x ∈ E, положив ‖T‖x равным ‖T (x)‖, т. е. преднорме
вектора T (x) в F . Это семейство преднорм в B(E, F) называется силь-
но-операторным и обозначается so.

Замечание. Весьма важен специальный случай указанного полинормиро-
ванного пространства, когда F =C, т. е. наше семейство преднорм определено
в сопряженном пространстве E∗. Это семейство преднорм чрезвычайно важно
в теории слабых топологий и теории обобщенных функций; мы вплотную зай-
мемся им в последующих параграфах этой главы.

Пример . То же пространство B(E, F) мы сделаем полинормиро-
ванным по другому рецепту. А именно, возьмем Λ := E × F∗ и снабдим
B(E, F) семейством преднорм ‖ · ‖x , f , x ∈ E, f ∈ F∗, положив ‖T‖x , f рав-
ным | f (T (x))|. Это семейство преднорм в B(E, F) называется слабо-
операторным и обозначается wo.

Здесь выдающуюся роль играет случай, когда E = F = H –– гильбер-
тово пространство. В этой ситуации каноническая биекция между H

и H∗ позволяет задать то же семейство преднорм с помощью индекс-
ного множества Λ := H × H и правила ‖T‖x ,y := |〈T x , y〉|.

Замечание. Оба семейства преднорм в B(H) –– so и wo –– незаменимая
вещь в теории операторных алгебр. Там они, среди прочего, участвуют в опре-
делении одного из их важнейших классов –– алгебр фон Нойманна (ср. далее
определение ...). Эти же семейства существенно пригодятся нам в § .––,
при рассмотрении вопросов, связанных со спектральной теоремой.

Еще несколько важных примеров полинормированных пространств
будут рассмотрены в последующих параграфах этой главы.

Мы помним, что каждое (пред)нормированное пространство ав-
томатически является (пред)метрическим, а значит –– топологическим
пространством. Что касается полинормированных пространств, то сей-
час будет описан способ, сразу превращающий их в топологические
(которые, как мы увидим, не всегда (пред)метризуемы). Эта процеду-
ра напоминает введение топологии в метрические пространства при
помощи открытых шаров.

Пусть (E,‖ · ‖ν , ν ∈ Λ) –– полинормированное пространство. Возь-
мем x ∈ E, конечное число индексов ν1, …,νn и r > 0. Каждому такому
набору сопоставим подмножество

Ux ,ν1 ,…,νn ,r := {y ∈ E : ‖y − x‖νk
< r; k= 1, …, n},

т. е., иными словами, открытый шар в сопутствующем преднорми-
рованном пространстве (E, max{‖ · ‖ν1

, …,‖ · ‖νn
}) с центром x и ра-

диусом r. Любое из таких множеств мы будем называть стандарт-
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ным открытым шаром в E. Заметим, что Ux ,ν1 ,…,νn,r =
n⋂

k=1

Ux ,νk ,r . Да-

лее, пусть M –– подмножество в E; мы назовем точку x ∈M внутренней
точкой этого множества, если она содержится в M вместе с некото-
рым стандартным открытым шаром. Наконец, подмножество U в про-
странстве E назовем (опережая события) открытым, если каждая его
точка –– внутренняя.

Как вы догадались, эту терминологию оправдывает
Предложение . Совокупность открытых множеств в E (и вправ-

ду) является топологией. Эта топология содержит все открытые
множества всех сопутствующих преднормированных пространств.
⊳ Из очевидного соотношения

Ux ,ν1 ,…,νn ,r ∩ Ux ,µ1,…,µm,s ⊇ Ux ,ν1 ,…,νn,µ1 ,…,µm,t ,

где все индексы принадлежат Λ, а t :=min{r, s}, следует, что пересече-
ние двух, а значит, и любого конечного числа открытых множеств от-
крыто. Этим установлено свойство (iii) из определения ... Дальней-
шее очевидно. ⊲

Замечание. Легко убедиться, что описанная только что топология
может быть также определена любым из следующих эквивалентных
способов.

) Это единственная топология, предбазой которой служит семей-
ство всех стандартных открытых шаров вида Ux ,ν ,r (см. предложе-
ние ..).

) Это самая слабая топология, в которой все преднормы ‖ · ‖ν ,
ν ∈Λ, непрерывны.

) Это самая слабая топология, содержащая все открытые множе-
ства всех сопутствующих пространств.

Про топологию, построенную указанным способом, мы будем го-
ворить, что она порождена семейством преднорм ‖ · ‖ν , ν ∈ Λ. В част-
ности, топология в B(E, F) (и, стало быть, в B(H)), порожденная
сильно- или слабо-операторным семейством преднорм, сама называ-
ется соответственно сильно- или слабо-операторной и обозначается
тем же символом so(wo), что и порождающее ее семейство преднорм.

Выделим очевидное
Предложение . В полинормированном пространстве
(i) (операция суммы совместно непрерывна) отображение тополо-

гических пространств E × E→ E, (x , y) 7→ x + y, непрерывно;
(ii) (операция умножения на скаляр совместно непрерывна) отоб-

ражение топологических пространств C × E → E, (λ, x) 7→ λx , непре-
рывно;
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(iii) алгебраическая сумма открытого множества и любого множе-
ства открыта, в частности, сдвиг любого открытого множества от-
крыт;

(iv) растяжение любого открытого множества открыто. ⊳⊲
(На самом деле два последних свойства следуют из двух первых, но

нам это не понадобится.)
Уже отсюда видно, что не всякая топология в линейном простран-

стве порождена некоторым семейством преднорм. Но все же как такие
топологии охарактеризовать? Подобный вопрос мы уже рассматрива-
ли в контексте преднормированных пространств, и полученная там ин-
формация нам сейчас пригодится.

Упражнение . Топология, заданная на линейном пространстве E,
порождена некоторым семейством преднорм тогда и только тогда, ко-
гда в E существует семейство подмножеств, обладающее следующими
свойствами:

(i) каждое из этих множеств выпукло, уравновешено, и каждое
одномерное подпространство в E содержит хотя бы один ненулевой
вектор из этого множества;

(ii) семейство множеств Ux ,t := {x + t y : y ∈ U}, рассмотренное для
всех множеств U нашей системы, x ∈ E и t > 0, образует базу заданной
топологии.

Указание. Рассмотрите функционалы Минковского указанных мно-
жеств (ср. упражнение ..).

Замечание. Линейное пространство, снабженное топологией, для которой
выполнены оба условия этого упражнения, называется локально выпуклым.
Это понятие весьма распространено в литературе, но мы им пользоваться не
будем.

Различие между понятиями полинормированного и локально выпуклого
пространства –– того же сорта, что и различие между метрическими и метри-
зуемыми пространствами.

Далее, локально выпуклое пространство –– это специальный случай топо-
логического векторного пространства, наиболее общего понятия при изуче-
нии линейных пространств с разумными топологиями. Так называется линей-
ное пространство, снабженное топологией, относительно которой операции
суммы и умножения на скаляр совместно непрерывны, т. е. удовлетворяющей
условиям (i) и (ii) предложения . Подавляющее большинство работающих
в анализе топологических векторных пространств являются локально выпук-
лыми (полинормируемыми). Впрочем, существуют исключения. Например,
сходимость по мере в линейном пространстве измеримых функций (ср. упраж-
нение ..) есть сходимость по некоторой метрике, и соответствующая то-
пология доставляет топологическое векторное, но не локально выпуклое про-
странство.
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Задав в полинормированных пространствах топологию, мы можем
обсудить в их контексте целый ряд стандартных вопросов, относящих-
ся к топологическим пространствам. Мы увидим, что каждый раз рас-
сматриваемое топологическое свойство получает достаточно прозрач-
ное адекватное описание на языке преднорм. Начнем со сходимостей.

Предложение . Пусть xn –– последовательность в полинормиро-
ванном пространстве (E,‖ · ‖ν , ν ∈ Λ). Она сходится к некоторому
вектору x тогда и только тогда, когда для любого ν ∈ Λ выполнено
условие ‖x − xn‖ν → 0, n→∞ (иными словами, xn сходится к x в каж-
дом из сопутствующих преднормированных пространств).
⊳ ⇒ Для любых ν ∈ Λ и ǫ > 0 начиная с некоторого n выполнено

условие xn ∈ Ux ,ν ,ǫ , т. е. ‖x − xn‖ν <ε.
⇐ Возьмем произвольную окрестность Ux вектора x; она обяза-

на содержать стандартный шар, скажем, Ux ,ν1 ,…,νm,r . Тогда, поскольку
‖x − xn‖νk

→ 0 при n→∞ для всех k = 1, …, m, начиная с некоторого
номера, выполнено неравенство ‖x − xm‖νk

< r для всех указанных k,
т. е. все эти xn принадлежат Ux ,ν1 ,…,νm,r , а значит, и Ux . ⊲

Мы видим, в частности, что сходимость последовательности в поли-
нормированном пространстве C∞[a, b] –– это в точности классическая
сходимость, сходимость в O (U) –– это равномерная сходимость на каж-
дом компакте (она, как и в рассмотренном ранее случае U =D0, назы-
вается вейерштрассовой), сходимость в c∞ –– это покоординатная схо-
димость. Таким образом, там, где мы не добились успеха с помощью
отдельно взятой преднормы (см. упражнение ), помогли надлежащим
образом выбранные семейства (пред)норм.

В связи с этим вспомним, что поточечную сходимость в C[a, b]

нельзя даже задать с помощью метрики, не то что нормы (упражне-
ние ..). Но и эта сходимость адекватно описывается в терминах
полинормированного пространства.

Действительно, если E –– любое пространство функций на произ-
вольном множестве X , то поточечная сходимость в E есть, очевидно,
сходимость в полинормированном пространстве (E,‖ · ‖t ; t ∈ X ), где
‖x‖t := |x(t)|.

В полинормированных пространствах (B(E, F), so) и (B(E, F), wo)

(см. примеры  и ) сходимость Tn к T означает в точности, что для
любого x ∈ E (соответственно любых x ∈ E, f ∈ F∗) последовательность
Tn(x) сходится к T (x) (соответственно f (Tn x) к f (T x)). В первом слу-
чае мы снова получаем поточечную (здесь «повекторную») сходимость.

Обратим также внимание на то, что сходимость Tn к T в (B(H), wo),
где H –– гильбертово пространство с фиксированным ортонормиро-
ванным базисом, влечет сходимость матричных элементов матриц
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операторов Tn относительно указанного базиса к соответствующим
элементам матрицы оператора T . Что же касается сильнейших про-
странств (см. пример ), то там сходимость последовательности может
быть описана в чисто алгебраических терминах.

Упражнение 3∗. Пусть E –– сильнейшее полинормированное про-
странство, xn –– последовательность его векторов, x –– еще один век-
тор. Тогда последовательность xn сходится к x тогда и только тогда,
когда выполнены два условия:

(i) все векторы xn и x лежат в одном и том же конечномерном под-
пространстве, скажем, F пространства E;

(ii) для некоторого (а значит, и любого) базиса ek, k = 1, …, m, в F

и разложений xn =
m∑

k=1

λ
(n)

k
ek , x =

m∑
k=1

λkek для каждого k выполнено

условие λ(n)
k
→λk при n→∞.

Указание. Если векторы yn := x − xn образуют линейно незави-
симую систему, то, дополнив ее до линейного базиса в E (упражне-
ние ..), можно построить такую преднорму (даже норму) в E, что
‖yn‖≡ 1.

Читатель, освоивший понятие сходящейся направленности, может заме-
тить, что в предложении  последовательности (= направленности с областью
определения N) могут быть заменены на произвольные направленности. При-
веденное доказательство сохраняется с точностью до очевидных изменений.
(Все же проведите аккуратное рассуждение.) Однако результат предыдущего
упражнения существенно использует то, что речь идет о последовательности,
и не переносится на произвольные направленности. (Приведите контрпри-
мер.)

Предложение . Полинормированное пространство (E,‖ · ‖ν ; ν ∈
∈ Λ) является, как топологическое пространство, хаусдорфовым то-
гда и только тогда, когда для каждого вектора x ∈ E, x 6= 0, суще-
ствует такой индекс ν ∈ Λ, что ‖x‖ν > 0. (Как говорят, «преднорм
достаточно для различения элементов E».)
⊳ ⇐ Пусть y и z –– разные векторы в E. Возьмем для x := y − z

указанный в формулировке индекс ν . Тогда, очевидно, окрестности
Uy,ν ,r и Uz,ν ,r точек y и z не пересекаются при r 6 ‖x‖ν/2.
⇒ Пусть x ∈ E \ {0}. Мы воспользуемся только тем, что точка 0 обла-

дает окрестностью, не содержащей x . Тогда x не содержится и в неко-
тором стандартном шаре, скажем, U0,ν1,…,νn,r . Но это как раз и означает,
что для некоторого k, 1 6 k 6 n, выполнено неравенство ‖x‖νk

> r. ⊲
Теперь мы видим, что все пространства, фигурировавшие до сих

пор в качестве примеров, хаусдорфовы; возможным исключением яв-
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ляются пространства (B(E, F), so) и (B(E, F), wo), которые хаусдорфо-
вы тогда и только тогда, когда F –– нормированное пространство.

∗ ∗ ∗
Какие же операторы должным образом согласованы со структурой

полинормированного пространства? Следующая теорема не должна
оставить на этот счет никаких сомнений. Вы подготовлены к ее вос-
приятию, уже зная ответ для специального случая операторов в пред-
нормированных пространствах –– теорему .. (см. также предложе-
ние ..).

Теорема . Следующие свойства оператора T между полинорми-
рованными пространствами (E,‖ · ‖µ;µ ∈ Γ) и (F,‖ · ‖ν , ν ∈ Λ) эквива-
лентны:

(i) для любого ν ∈ Λ существуют такая сопутствующая преднор-
ма ‖ · ‖′ в E и такая константа C > 0, что для любого x ∈ E выполне-
но неравенство ‖T (x)‖ν 6 C‖x‖′ (иначе говоря, оператор T ограничен
как оператор между преднормированными пространствами (E,‖ · ‖′)
и (F,‖ · ‖ν));

(ii) для любой сопутствующей преднормы ‖ · ‖ в F существуют та-
кая сопутствующая преднорма ‖ · ‖′ в E и такая константа C > 0, что
для любого x ∈ E выполнено неравенство ‖T (x)‖6 C‖x‖′ (иначе говоря,
оператор T ограничен как оператор между преднормированными про-
странствами (E,‖ · ‖′) и (F,‖ · ‖));

(iii) оператор T непрерывен в нуле (относительно топологий, по-
рожденных заданными семействами преднорм);

(iv) оператор T непрерывен (относительно тех же топологий).
⊳ (i) ⇒ (ii) Пусть ‖ · ‖=max{‖ · ‖νk

: k = 1, …, m}. Тогда для каждо-
го k существуют такие сопутствующая преднорма ‖ · ‖′

k
в E и константа

Ck > 0, что для любого x ∈ E выполнено неравенство ‖T (x)‖νk
6 Ck‖x‖′k.

Ясно, что подойдут C :=max{Ck : k= 1, …, n} и сопутствующая преднор-
ма ‖ · ‖′ :=max{‖ · ‖k : k= 1, …, n}.

(ii)⇒ (iv) Покажем, что T непрерывен в произвольной точке x ∈ E.
Пусть U –– окрестность точки T (x) в F . Она содержит некоторый стан-
дартный открытый шар, скажем, U(0)

r
= {y ∈ F : ‖y − T x‖< r} для неко-

торой сопутствующей преднормы ‖ · ‖ в F и r > 0. По условию существу-
ет сопутствующая преднорма ‖ · ‖′ в E с тем свойством, что оператор T ,
как оператор между (E,‖ · ‖′) и (F,‖ · ‖), ограничен и, следовательно
(теорема ..), непрерывен. Но тогда существует такая окрестность V
точки x в пространстве (E,‖ · ‖′), что T (V ) лежит в U(0)

r
и, стало быть,

в U. Остается заметить, что V –– заведомо открытое множество в поли-
нормированном пространстве (E,‖ · ‖µ;µ∈ Γ).
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(iv)⇒ (iii) Очевидно.
(iii) ⇒ (i) Возьмем ν ∈ Λ и окрестность U0,ν ,1 нуля в F . Согласно

условию, существует такая окрестность W нуля в E, что T (W )⊆ U0,ν ,1.
Далее, окрестность W содержит некоторый стандартный открытый
шар с центром в нуле; пусть это W

(0)

δ
= {x ∈ E : ‖x‖′ < δ}, где ‖ · ‖′ ––

некоторая сопутствующая преднорма в E. Таким образом, оператор T ,
будучи рассмотрен как оператор между преднормированными про-
странствами (E,‖ · ‖′) и (F,‖ · ‖ν), отправляет некоторое растяжение
открытого единичного шара в ограниченное множество. Ясно, что та-
кой оператор ограничен. ⊲

Теперь мы можем ответить на вопрос, как сравнивать топологии,
заданные на одном и том же линейном пространстве двумя разны-
ми семействами преднорм. Такой вопрос уже обсуждался в контексте
преднормированных пространств, и полученная там информация под-
сказывает нужный ответ.

Определение . (Ср. определение ...) Говорят, что семейство
преднорм ‖ · ‖µ, µ ∈ Γ, в линейном пространстве E мажорирует пред-
норму ‖ · ‖ в E, если существует такой конечный набор индексов µ1, …
…,µn, что последнюю преднорму мажорирует преднорма max{‖ · ‖µ1

, …
…,‖ · ‖µn

}.
Далее, про два семейства преднорм в линейном пространстве гово-

рят, что первое мажорирует второе, если первое семейство мажори-
рует любую преднорму из второго. Наконец, два семейства преднорм
называются эквивалентными, если каждое из них мажорирует другое.
Вот поучительный пример.

Упражнение . В пространстве B(E, F), где E и F –– преднорми-
рованные пространства, семейство, состоящее из одной операторной
преднормы, мажорирует сильно-операторное семейство, которое, в
свою очередь, мажорирует слабо-операторное. При этом, если E и F ––
бесконечномерные нормированные пространства, все три семейства
попарно не эквивалентны.

Из определения  видно, что если заданное семейство преднорм
дополнить максимумами любых конечных наборов этих преднорм, то
полученное расширенное семейств эквивалентно исходному. Отметим
также тот очевидный факт, что конечное семейство преднорм ‖ · ‖k,
k= 1, …, n, эквивалентно одной преднорме –– их максимуму.

Предложение . Пусть в линейном пространстве заданы два се-
мейства преднорм. Топология, порожденная первым семейством, не
слабее топологии, порожденной вторым семейством тогда и толь-
ко тогда, когда первое семейство преднорм мажорирует второе. Как
следствие, два семейства преднорм, определенные на линейном про-
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странстве, задают одну и ту же топологию тогда и только тогда,
когда они эквивалентны.
⊳ Доказательство предложения .. переносится, с очевидными не-

большими изменениями, с преднормированных пространств на поли-
нормированные. ⊲

Теперь мы в состоянии ответить на вопрос о том, когда топология
заданного полинормированного пространства на самом деле может
быть задана с помощью всего лишь одной преднормы (в этом случае
пространство называется преднормируемым), и, затратив несколько
больше усилий, –– на вопрос о том, когда она может быть задана с по-
мощью предметрики, хотя бы и не задаваемой никакой преднормой.
(Разумеется, приставка «пред» может быть отброшена, если исходное
семейство преднорм удовлетворяет условиям предложения .)

Предложение . Полинормированное пространство преднормируе-
мо ⇔ его семейство преднорм эквивалентно своему конечному подсе-
мейству.
⊳ Как уже отмечалось, каждое конечное семейство преднорм эк-

вивалентно одной преднорме (их максимуму). Отсюда сразу вытекает
импликация⇐, а импликация⇒ вытекает из предыдущего предложе-
ния и следующего очевидного наблюдения: если семейство, состоящее
из одной преднормы, эквивалентно некоторому семейству преднорм,
то оно эквивалентно некоторому конечному подсемейству этого се-
мейства. ⊲

Следствие . Счетно-нормированное пространство (E,‖ · ‖n; n∈N),
в котором каждая последующая преднорма мажорирует предшествую-
щую, но не эквивалентна ей, не преднормируемо.

Разумеется, именно так обстоит дело с пространством C∞[a, b],
а также, после замены преднормы ‖ · ‖n на max{‖ · ‖1, …,‖ · ‖n}, с про-
странством c∞.

Упражнение . Полинормированное пространство O (U) также не
преднормируемо.

Указание. Семейство преднорм в O (U) эквивалентно семейству
‖ · ‖Kn

, n= 1, 2, …, где K1 ⊂ K2 ⊂… –– такая последовательность компак-

тов в U, что U =
∞⋃

n=1

Kn.

Критерий преднормируемости допускает близкую формулировку
в следующих терминах. Назовем подмножество полинормированного
пространства ограниченным, если оно ограничено в любом из сопут-
ствующих преднормированных пространств.

(Это понятие, которое в нашем изложении встречается чисто эпи-
зодически, выходит на передний план, если углубиться в теорию то-
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пологических векторных пространств достаточно далеко, ср., напри-
мер, [] или [].)

Упражнение . Полинормированное пространство преднормируе-
мо тогда и только тогда, когда оно содержит открытое ограниченное
множество.

Обратимся к конечномерным пространствам. Любые две нормы
в таком пространстве эквивалентны (следствие .. (ii)). Обобщени-
ем этого факта на полинормированные пространства служит

Упражнение . Любые два семейства преднорм в конечномерном
пространстве, задающие хаусдорфову топологию, эквивалентны. Лю-
бое такое семейство, в частности, эквивалентно некоторой (а значит,
и любой) норме.

Указание. Главное –– это показать, что «хаусдорфово» семейство
преднорм ‖ · ‖ν , ν ∈ Λ, мажорирует любую норму ‖ · ‖ в E. Рассмот-
рим сферу S := {x ∈ E : ‖x‖= 1} с нормовой топологией и возьмем для
каждого вектора x ∈ S такой индекс ν(x) ∈ Λ, что ‖x‖ν(x) > 0. Из-за
конечномерности норма всегда мажорирует преднорму. Поэтому есть
такое открытое покрытие {Ux : x ∈ S} нашей сферы, что ‖y‖ν(x) > 0

для всех y ∈ Ux . Но сфера –– опять-таки из-за конечномерности –– ком-
пактна. Взяв конечное подпокрытие {Ux1

, …, Uxn
}, мы получаем, что

преднорма max{‖ · ‖ν(xk)
: k= 1, …, n} –– это норма.

Теперь поработайте над условиями предметризуемости.
Упражнение 8∗. Полинормированное пространство предметризуе-

мо⇔ его семейство преднорм эквивалентно своему не более чем счет-
ному подсемейству.

Указание. ⇐ Если (E,‖ · ‖n; n ∈ N) –– счетно-нормированное прост-
ранство, то его топология может быть задана предметрикой d(x , y) :=

:=
∞∑

n=1

‖x − y‖n

2n(1+ ‖x − y‖n)
. (Обратите внимание на то, что эта предметрика,

хотя и инвариантна относительно сдвигов, не задается никакой пред-
нормой уже потому, что диаметр пространства E не превосходит .)
⇒ Если в пространстве топология задана предметрикой, то окрест-

ность нуля
n

x : d(0, x)<
1
n

o
содержит некоторый стандартный откры-

тый шар с центром в нуле; таким образом, каждому n соответствует

некоторый конечный набор преднорм нашего семейства. Объединяя
эти наборы по всем n ∈ N, получим требуемое счетное подсемейство.

В качестве иллюстрации мы предлагаем
Упражнение 90. Полинормированные пространства C∞[a, b], O (U)

и c∞ метризуемы. В то же время любое бесконечномерное сильнейшее
полинормированное пространство не предметризуемо.
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Указание. По поводу O (U) см. указание к упражнению .
Если же E –– сильнейшее пространство, {en : n∈N}, –– линейно неза-

висимая система векторов, а ‖ · ‖n, n ∈ N, –– какие-то преднормы, то,
дополнив en до базиса, нетрудно построить такую преднорму (даже
норму) ‖ · ‖, что для любого n выполнено неравенство

‖en‖> n max{‖en‖1, …,‖en‖n}.
Обратясь ненадолго к просвещенному читателю, мы посвятим несколько

строк одному важному классу полинормированных пространств, который вы-
ходит на передний план в целом ряде вопросов как общей теории этих про-
странств, так и их приложений.

Определение . Полинормированное пространство называется простран-
ством Фреше, если его топология может быть задана с помощью полной мет-
рики, инвариантной относительно сдвигов (т. е. метрики, удовлетворяющей
условию d(x , y) = d(x − y, 0) для всех x , y).

(Проверьте, что C∞[a, b] и все прочие встречавшиеся нам примеры метри-
зуемых полинормированных пространств именно таковы.)

Рассматриваемые пространства Фреше обладают многими свойствами ба-
наховых пространств. Например, на них переносятся такие фундаментальные
результаты, как теорема Банаха об обратном операторе и теорема Банаха––
Штейнгауза. Вообще, их целесообразно рассматривать как ближайшее разум-
ное обобщение банаховых пространств. Подробности о них см., например, [,
, ].

Замечание. На самом деле, требование инвариантности метрики относи-
тельно сдвигов в определении  можно опустить. Это следует из весьма глубо-
кой теоремы В. Кли [].

∗ ∗ ∗

Вернемся к операторам, обсуждавшимся в теореме .
Терминологическое замечание. В контексте полинормированных

пространств мы будем называть операторы, удовлетворяющие усло-
виям теоремы , непрерывными (и только). Что же касается термина
«ограниченный», то он зарезервирован за теми операторами, которые
сохраняют ограниченные множества. Здесь, в отличие от специального
случая преднормированных пространств, уже не всякий ограниченный
оператор непрерывен (см., например, [, гл. II.]).

Вот некоторые примеры непрерывных операторов, частично пред-
лагаемые в виде упражнений.

Пример . Рассмотрим оператор дифференцирования D в поли-
нормированном пространстве (C∞[a, b];‖ · ‖n), n = 1, 2, …, сопостав-
ляющий каждой функции ее производную. Тогда из очевидной оценки
‖D(x)‖n 6 ‖x‖n+1, n= 0, 1, …, следует, что этот оператор непрерывен.
В то же время –– на это полезно обратить внимание –– оператор диффе-
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ренцирования не является непрерывным ни в одном из сопутствующих
нормированных пространств.

Упражнение . Аналогично определяемый оператор дифференци-
рования в O (U) также непрерывен.

Указание. Воспользуйтесь интегральной формулой

w′(z) =
1

2πi

∫

γ

w(ζ)

(ζ− z)2
dζ.

Она обеспечивает то, что для таких замкнутых подмножеств K и L в U,
что контур γ обходит K и содержится в L, и для некоторого C > 0 вы-
полнено неравенство ‖w′‖K 6 C‖w‖L .

Упражнение . Оператор умножения на бесконечно гладкую функ-
цию в пространстве C∞[a, b] и оператор умножения на голоморфную
функцию в O (U) непрерывны.

Пример . Возьмем пространство (B(E, F), so), зафиксируем x ∈
∈ E и рассмотрим оператор «означивания» Tx :B(E, F)→ F , T 7→ T (x).
Из «оценки» (попросту, равенства) ‖Tx(T )‖= ‖T‖x немедленно следу-
ет, что он непрерывен. Заметим, что он непрерывен и как оператор из
пространстваB(E, F), рассмотренного на этот раз с операторной пред-
нормой, в F . В то же время оператор означивания из (B(E, F), wo) в F ,
вообще говоря, не непрерывен (объясните, почему).

Вот еще одно наблюдение, важное как для спектральной теории
(см. далее § .––), так и для теории операторных алгебр. Снова возь-
мем B(E, F) и зафиксируем операторы S ∈ B(E) и R ∈ B(F). Тогда,
поскольку композиция непрерывных операторов снова есть непре-
рывный оператор, возникают отображения MS : B(E, F) → B(E, F),
T 7→ TS, и RM : B(E, F)→B(E, F), T 7→ RT . Очевидно, это линейные
операторы; они называются операторами композиции (справа на S

и слева на R). Из предложения .. немедленно следует, что оба они
непрерывны относительно операторной преднормы в B(E, F). Более
того, выполнено

Предложение . Справедливы следующие утверждения:
(i) операторы MS и RM , будучи рассмотрены как действующие в

(B(E, F), so), непрерывны;
(ii) то же верно, если заменить (B(E, F), so) на (B(E, F), wo).
⊳ Пусть ‖ · ‖x , x ∈ E, –– преднорма из сильно-операторного семей-

ства и T ∈B(E, F). Тогда ‖MS(T )‖x = ‖TS(x)‖ = ‖T‖Sx и ‖RM(T )‖x =

= ‖RT (x)‖ 6 ‖R‖‖T‖x . Если же ‖ · ‖x , f , x ∈ E, f ∈ F∗, –– преднорма из
слабо-операторного семейства, то для того же оператора T выполнены
равенства ‖MS(T )‖x , f = | f (TSx)‖= ‖T‖Sx , f и ‖RM(T )‖x , f = | f (RT x)| =
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= |(R∗ f )(T x)| = ‖T‖x ,R∗ f . Таким образом, во всех случаях выполнены
оценки, требуемые в теореме  (причем вместо конечного набора пред-
норм хватает всего одной преднормы, а в двух случаях требуемое нера-
венство оказалось равенством с константой C = 1). ⊲

В терминах операторов мы можем охарактеризовать сильнейшие
полинормированные пространства, а также преднормированные про-
странства с нулевой преднормой, которые в данном контексте естест-
венно называть слабейшими полинормированными пространствами.

Упражнение 120. (Ср. упражнение .. о дискретных и антидис-
кретных топологических пространствах.)

(i) Полинормированное пространство E является, с точностью до
перехода к эквивалентному семейству преднорм, сильнейшим тогда
и только тогда, когда для любого полинормированного пространства F

любой линейный оператор из E в F непрерывен.
(ii) Полинормированное пространство E является слабейшим тогда

и только тогда, когда для любого полинормированного пространства F

любой линейный оператор из F в E непрерывен.
Другие содержательные примеры непрерывных операторов между

полинормированными пространствами появятся далее, при рассмот-
рении слабых топологий и обобщенных функций.

∗ ∗ ∗
Теперь в нашем изложении появляются две новых категории функ-

ционального анализа. Вот они.
(i) Категория P. Ее объекты –– это полинормированные прост-

ранства, а морфизмы –– непрерывные операторы.
(ii) Категория HP. Это полная подкатегория в P, объектами

которой являются хаусдорфовы полинормированные пространства.
Подчеркнем, во избежание недоразумений, что линейное простран-

ство с двумя разными семействами преднорм, хотя бы и эквивалентны-
ми (= задающими одинаковую топологию), рассматривается как два
различных объекта категории P.

Очевидно, уже известная нам категория P является полной под-
категорией в P, а N –– в HP (и, стало быть, тоже в P).

Упражнение 130. В HP и, стало быть, в P есть полная подкатегория,
изоморфная (см. § .) L: это категория сильнейших полинормированных
пространств. В P есть еще одна полная подкатегория с тем же свойством:
это категория слабейших полинормированных пространств.

Таким образом, «линейную алгебру можно считать частью теории полинор-
мированных пространств». Заметим также, что в HP есть довольно важная
полная подкатегория F, состоящая из пространств Фреше (см. определение )
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и напоминающая по поведению свою полную подкатегорию B. Но она выхо-
дит за рамки нашего изложения.

Ясно, что изоморфизмы во введенных категориях суть (как и в P)
непрерывные операторы, обладающие непрерывными обратными опе-
раторами. Для них мы сохраним то же название: топологические изо-
морфизмы.

(Категорий, разумно обобщающих в контексте полинормирован-
ных пространств категорию P1 и соответственно понятие изометри-
ческого изоморфизма, в математическом обиходе пока нет. Да и вряд
ли они когда-нибудь понадобятся.)

Множество морфизмов между объектами E и F наших новых ка-
тегорий, т. е. множество непрерывных операторов между соответству-
ющими полинормированными пространствами, будет (как и в P)
обозначаться черезB(E, F), а множество непрерывных функционалов
на E –– через E∗.

Предложение . (Ср. предложение ...) Множество непрерывных
операторов B(E, F) –– подпространство в L (E, F) и, стало быть, ли-
нейное пространство.
⊳ Возьмем S, T ∈B(E, F) и любую сопутствующую преднорму ‖ · ‖

в F . Тогда в силу теоремы  существуют такие сопутствующие преднор-
мы ‖ · ‖′ и ‖ · ‖′′ в E, что оператор S (соответственно T) ограничен как
оператор из (E,‖ · ‖′) (соответственно (E,‖ · ‖′′)) в (F,‖ · ‖). Но тогда оба
оператора ограничены как операторы из (E, max{‖ · ‖′,‖ · ‖′′}) в (F,‖ · ‖),
и, стало быть, такова же их сумма. Отсюда в силу той же теоремы  мы
получаем S+ T ∈B(E, F). Проверку того, что вB(E, F) можно не толь-
ко складывать, но и умножать на скаляры, оставляем читателю. ⊲

Линейное пространство E∗ мы будем, как и в контексте преднорми-
рованных пространств, называть сопряженным к E.

О некоторых свойствах категорий P и HP мы расскажем в качестве
необязательного (даже для отличников) материала.

Прежде всего, из предложения  следует, что на этих категориях опреде-
лены функторы морфизмов, принимающие значения в L. Читатель может
с легкостью восстановить все детали, взяв за образец функторы морфизмов
B(E, ?),B(?, E) : B→ B из § ..

Здесь у вас, возможно, возникает чувство неудовлетворенности. Почему
множествоB(E, F) снабжено только структурой линейного пространства? Раз-
ве нельзя его сделать объектом той же категории P, подобно тому, как это
было сделано для морфизмов в B? Оказывается, дела обстоят так. Едино-
го, «канонического» способа сделать B(E, F) полинормированным простран-
ством нет; вместо этого существует довольно много разных способов, каждый
со своими достоинствами и недостатками. Мы ограничимся тем, что укажем,
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пожалуй, самый простой способ (к тому же, как мы увидим далее, применяе-
мый в теории обобщенных функций); он подсказан примером .

Пусть E и (F , ‖ · ‖ν , ν ∈ Λ) –– полинормированные пространства. Возьмем
Γ := E×Λ и для каждой пары (x ∈ E, ν ∈Λ) рассмотрим функцию

‖ · ‖x ,ν :B(E, F)→R+,

положив ‖T‖x ,ν := ‖T(x)‖ν; очевидно, это преднорма.
Полученное семейство преднорм вB(E, F) называется (по образцу того же

примера) сильно-операторным, а порожденная им топология –– сильно-опера-
торной.

Теперь вы можете легко проверить, что для каждого полинормированного
пространства E те же самые сопоставления, что и при определении функторов
морфизмов со значениями в L (см. выше), но при рассмотрении сильно-опе-
раторного семейства преднорм вB(E, F), доставляют ковариантный и контра-
вариантный функтор из P в P (либо, смотря по смыслу, из HP в HP).
Надо только отдавать себе отчет в том, что эти функторы не являются продол-
жениями функторов, определенных для B в § .. Это ясно из того, что они
даже в том случае, когда E и F –– бесконечномерные банаховы пространства,
доставляют заведомо не нормируемые пространства (почему?).

Целый ряд свойств категорий P и N сохраняются и при переходе к бо-
лее общим категориям P и HP. В частности, с преднормированных прост-
ранств на полинормированные переносится понятие топологической прямой
суммы подпространств (определение ..) и связанные с этим вопросы об опи-
сании (ко)ретракций (см. упражнение ..). Это же относится и к характе-
ризации непрерывных проекторов в терминах разложения пространства в то-
пологическую прямую сумму (предложение .. и следствие ..). Наконец,
с P дословно переносятся на P, а с N –– на HP результаты о характе-
ризации моно- и эпиморфизмов (предложение ..), а также «крайних» ва-
риантов этих понятий (упражнение ..). При желании вы без труда сможете
восполнить все недостающие детали.

А вот кое-что и поинтереснее. В некоторых отношениях категории P и
HP ведут себя гораздо лучше, чем, скажем, B (и напоминают скорее B1).
Мы помним, что (ко)произведениями в B обладают только конечные семей-
ства объектов (упражнение ..). А сейчас окажется, что в наших новых ка-
тегориях любое семейство объектов обладает и произведением, и копроизве-
дением.

Пусть {Eν : ν ∈ Λ} –– произвольное семейство полинормированных прост-
ранств, ‖ · ‖µ, µ∈Λν , –– семейство преднорм в Eν . Возьмем линейное простран-
ство ×{Eν : ν ∈ Λ} (= произведение нашего семейства в L) и снабдим его
семейством преднорм ||| · |||ν

µ
, µ∈Λν , ν ∈Λ, положив ||| f |||ν

µ
:= ‖ f (ν)‖µ.

Упражнение . Пространство ×{Eν ;ν ∈Λ}, снабженное семейством пред-
норм ||| · |||ν

µ
, µ ∈ Λν , ν ∈Λ, вместе с проекциями πν (см. § .) есть произведе-

ние семейства Eν , ν ∈Λ, в P, а если все наши пространства хаусдорфовы, то
и в HP.
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Теперь возьмем линейное пространство E=
⊕
{Eν : ν ∈Λ} (= копроизведе-

ние нашего семейства в категории L). Для каждого ν ∈ Λ условимся отож-
дествлять Eν с подпространством E, состоящим из тех функций f , для которых
f (µ) = 0 при µ 6= ν (см. § .). Далее, рассмотрим в E семейство всех пред-
норм, ограничения которых на Eν для каждого ν ∈ Λ мажорируются семей-
ством преднорм ‖ · ‖ν , ν ∈ Λ, пространства Eν . Обозначим для краткости ука-
занное семейство преднорм через Σ.

Упражнение 15∗. Пространство
⊕
{Eν : ν ∈Λ}, снабженное семейством

преднорм Σ, вместе с вложениями iν (см. § .) есть копроизведение семей-
ства Eν , ν ∈Λ, в P, а если все наши пространства хаусдорфовы, то и в HP.

Пример . Рассмотрим счетное семейство экземпляров пространства C.
Его произведением служит полинормированное пространство c∞ вместе с про-
екциями πn : c∞→C, ξ 7→ ξn, а копроизведением –– пространство c00 с сильней-
шим семейством преднорм, вместе с вложениями in : C→ c00, λ 7→ λpn (про-
верьте).

Заканчивая разговор о категориях P и HP, мы отметим, что там есть
достаточное число свободных объектов, чтобы существовал функтор свободы.
Рассмотрим эти категории как конкретные (см. § .), взяв для пространства
E ∈ P его подлежащее множество в качестве �E.

Упражнение 16∗. Пусть K –– это P либо HP, E ∈Ob(K ). Тогда
(i) E является свободным объектом в K тогда и только тогда, когда его се-

мейство преднорм мажорирует любую преднорму (иными словами, E являет-
ся, с точностью до топологического изоморфизма, сильнейшим полинормиро-
ванным пространством);

(ii) существует функтор свободы F : S→K , сопоставляющий каждому
множеству S линейное пространство F (S) (см. пример ..) с сильнейшим се-
мейством преднорм.

§ . Слабые топологии

В этом параграфе мы сосредоточимся на одном специальном спосо-
бе задания семейства преднорм, в котором участвуют те или иные се-
мейства функционалов. Возникающие при этом топологии не только
играют важную роль при изучении общих полинормированных про-
странств, но и позволяют лучше понять объекты классического функ-
ционального анализа –– нормированные пространства.

Для удобства дальнейших ссылок выделим в теореме . ее частный
случай, касающийся функционалов. Везде далее, вплоть до особого
объявления, (E,‖ · ‖µ; µ∈ Γ) –– полинормированное пространство.

Теорема . Следующие свойства функционала f : (E,‖ · ‖µ; µ ∈ Γ)→
→C эквивалентны:

(i) существуют такой конечный набор индексов µ1, …,µn и та-
кая константа C > 0, что для любого x ∈ E выполнено неравенство
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| f (x)|6 C max{‖x‖µ1
, …,‖x‖µn

} (иначе говоря, функционал f ограничен
как функционал на сопутствующем преднормированном пространстве
(E, max{‖ · ‖µ1

, …,‖ · ‖µn
}));

(ii) функционал f непрерывен в нуле;
(iii) функционал f непрерывен. ⊳⊲
Подчеркнем, что для непрерывности функционала на полинорми-

рованном пространстве необходима и достаточна его непрерывность
относительно хотя бы одной из сопутствующих преднорм, а вовсе не
относительно всех. (Частая ошибка на экзаменах!)

А много ли непрерывных функционалов на полинормированных
пространствах? Испытанное оружие –– теорема Хана––Банаха –– снова
дает исчерпывающую информацию.

Теорема . (Ср. следствие ...) Пространство (E,‖ · ‖µ; µ ∈ Γ)
хаусдорфово тогда и только тогда, когда для любого вектора x ∈ E,
x 6= 0, существует такой функционал f ∈ E∗, что f (x) 6= 0, или, что
эквивалентно, для любых векторов x , y ∈ E, x 6= y, существует такой
функционал f ∈ E∗, что f (x) 6= f (y).
⊳⇒ Предложение . дает такой индекс µ, что ‖x‖µ > 0, а теоре-

ма .. дает функционал, отличный от нуля на x и ограниченный от-
носительно преднормы ‖ · ‖µ. Дальше работает теорема .
⇐ Если f (x) 6= 0 для f ∈ E∗, то теорема  дает хотя бы одно такое

значение µ, что ‖x‖µ 6= 0. Теперь работает предложение .. ⊲
Для изучения слабых топологий, о которых пойдет речь ниже, по-

требуется несколько стандартных фактов из (чистой) линейной алгеб-
ры. Из осторожности мы даже приведем их полные доказательства.
(А вдруг ваш лектор по алгебре рассматривал только конечномерные
пространства и ни разу не вышел за их пределы?)

Предложение . Пусть T : E→ F –– такой оператор между линей-
ными пространствами, что для некоторого конечного набора функци-
оналов f1, …, fn на E из равенств f1(x) =… = fn(x) = 0 следует, что

T f = 0 (иными словами,
n⋂

k=1

Ker( fk)⊆ Ker(T )). Тогда образ оператора T

конечномерен.
⊳ Рассмотрим подпространство в Cn, состоящее из строк следующе-

го вида: ( f1(x), …, fn(x)), x ∈ E. Возьмем такие векторы x1, …, xm, что
строки ( f1(xk), …, fn(xk)), k= 1, …, m, образуют базис этого подпрост-
ранства. Тогда для любого x ∈ E существуют такие числа λ1, …,λm ∈C,

что fl (x) =
m∑

k=1

λk fl (xk) для всех l = 1, …, n. Отсюда вектор x −
m∑

k=1

λk xk

принадлежит ядру всех функционалов fl , а значит, и ядру оператора T ,
т. е. T x ∈ span(T x1, …, T xm) для любого x ∈ E. Дальнейшее очевидно. ⊲
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Следствие . Если f1, …, fn –– конечный набор функционалов на ли-

нейном пространстве E, то факторпространство E/
n⋂

k=1

Ker( fk) конеч-
номерно.

В качестве дополнительного приложения можно получить одно из
многих доказательств следующего «интуитивно ощущаемого» факта.

Упражнение . Пусть E –– бесконечномерное хаусдорфово полинор-
мированное пространство. Тогда его сопряженное пространство E∗

также бесконечномерно.
Указание. Для любых f1, …, fn ∈ E∗ существует функционал f ∈ E∗,

отличный от нуля на
n⋂

k=1

Ker( fk).

Предложение . Пусть E –– линейное пространство, на котором
заданы функционалы f1, …, fn и еще один функционал f . Пусть, далее,
для любого x ∈ E из равенств f1(x) =…= fn(x) = 0 следует, что f (x) =

= 0 (т. е.
n⋂

k=1

Ker( fk)⊆ Ker( f )). Тогда f ∈ span( f1, …, fn).

⊳ Рассмотрим оператор

T : E→Cn, x 7→ ( f1(x), …, fn(x))

Так как Ker(T )⊆ Ker( f ), то существует линейный оператор S : Cn→C,
делающий диаграмму

E

f

T
Cn

S

C

коммутативной. Так как S линейный функционал на конечномерном

пространстве, то S(z) =
n∑

k=1

λkzk для некоторых λ1, …,λn ∈ C и любого

z ∈Cn. Следовательно, для всех x ∈ E выполнено

f (x) = S(T (x)) =

n∑

k=1

λk T (x)k =

n∑

k=1

λk fk(x). ⊲

Пусть снова E –– линейное пространство, E◦ –– некоторое простран-
ство линейных функционалов на E (= подпространство в линейно-со-
пряженном к E пространстве E♯). Назовем это пространство доста-
точным, если для любого ненулевого вектора x ∈ E существует такой
функционал f ∈ E◦, что f (x) 6= 0. Например, теорема  задним чис-
лом означает, что полинормированное пространство хаусдорфово то-
гда и только тогда, когда непрерывные функционалы на нем образуют
достаточное пространство.
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Предложение . Пусть пространство E◦ достаточно, x1, …, xn ––
линейно независимая система в E, λ1, …,λn –– произвольные комплекс-
ные числа. Тогда существует такой функционал f ∈ E◦, что f (xk) =λk,
k= 1, …, n.
⊳ Рассмотрим оператор S : E◦→Cn, f 7→ ( f (x1), …, f (xn)). Наша за-

дача –– показать, что S(E◦) =Cn. Пусть это не так. Тогда есть ненулевой

функционал g на Cn, равный на S(E◦) нулю. Для x :=
n∑

k=1

g(pk)xk ∈ E

и любого функционала f ∈ E◦ выполнено равенство

f (x) =

n∑

k=1

g(pk) f (xk) = g

� n∑

k=1

f (xk)p
k

�
.

Поскольку
n∑

k=1

f (xk)p
k –– это ( f (x1), …, f (xn)) ∈ S(E◦), выбор функцио-

нала g обеспечивает равенство f (x) = 0. В то же время из неравенства
g 6= 0 следует, что не все числа g(pk) равны нулю, и, стало быть, x 6= 0.
Поскольку функционал f ∈ E◦ произволен, мы пришли к противоречию
с условием достаточности. ⊲

В следующем определении E –– (все еще «голое») линейное про-
странство, а Λ –– некоторое множество линейных функционалов на E

(= подмножество в E♯).
Определение . Семейство преднорм {‖ · ‖ f : f ∈Λ} в E, где ‖x‖ f :=

:= | f (x)|, называется Λ-слабым семейством преднорм, а порожденная
им в E топология ––Λ-слабой топологией.

Сразу же отметим
Предложение . Указанное семейство преднорм эквивалентно се-

мейству {‖ · ‖ f : f пробегает span(Λ) в E♯}.

⊳ Если g =
n∑

k=1

λk fk , то для любого вектора x ∈ E выполнено нера-

венство |g(x)| 6 C max{| fk(x)|: k = 1, …, n}, где C := n max{|λk |: k =
= 1, …, n}. Дальнейшее очевидно. ⊲

Таким образом, говоря о Λ-слабых топологиях, мы всегда, когда нам
заблагорассудится, вправе считать Λ подпространством в E♯.

Два пространства с семейством преднорм указанного типа нам
уже попадались –– это c∞ из примера . и (B(E, F), wo) из примера ..
(Укажите в обоих случаях Λ.) Но вот два главных класса примеров.

Определение . Пусть (E,‖ · ‖ν , ν ∈ Λ) –– полинормированное про-
странство. Слабым (просто «слабым» и все) семейством преднорм в E
называется семейство {‖ · ‖ f : f ∈ E∗}, где ‖x‖ f := | f (x)|. Это семейство,
равно как и порожденная им топология в E, которая также называется
слабой, кратко обозначается w.
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Таким образом, введенное семейство –– это то Λ-слабое семейство
преднорм в E, когда в качестве Λ взято подпространство E∗ в E♯.

Из этого определения легко усматривается
Предложение . Для любого полинормированного пространства E

слабая топология в E не сильнее (= не тоньше) исходной.
⊳ Взгляните на условие непрерывности функционала в теореме .

Оно в точности означает, что преднорма ‖ · ‖ f , f ∈ E∗, мажорируется
исходным семейством преднорм. ⊲

Определение . Снова (E,‖ · ‖ν , ν ∈ Λ) –– полинормированное про-
странство. Слабым∗ (читается: «слабым со звездой») семейством пред-
норм в E∗ (заметьте –– на этот раз в сопряженном, а не исходном про-
странстве!) называется семейство {‖ · ‖x : x ∈ E}, где ‖ f ‖x := | f (x)|. Это
семейство, равно как и порожденная им топология в E∗, которая также
называется слабой∗, обозначается w∗.

Это тоже специальный случай определения . А именно, как и в кон-
тексте нормированных пространств (см. § .), всякий вектор x ∈ E

задает функционал αx на E∗, называемый далее функционалом означи-
вания, по правилу f 7→ f (x).

Всевозможные функционалы означивания образуют некоторое под-
пространство в (E∗)♯, и если его обозначить через Λ, то ясно, что вве-
денное семейство –– это как раз Λ-слабое семейство преднорм в E∗.

Говоря о Λ-слабой и, в частности, слабой или слабой∗ сходимости,
мы будем иметь в виду сходимость относительно соответствующей то-
пологии.

Пусть снова пространство E и множество Λ –– такие же, как в опре-
делении . Обратим внимание на следующую особенность Λ-слабых
топологий, резко отличающую их от нормовых топологий.

Предложение . Пусть пространство E бесконечномерно. Тогда, ка-
ково бы ни было множество Λ, любая окрестность нуля в Λ-слабой то-
пологии этого пространства содержит нетривиальное и даже беско-
нечномерное подпространство.
⊳ Указанная окрестность содержит стандартный открытый шар с

центром в нуле, который для некоторых функционалов f1, …, fk ∈ Λ
и r > 0 имеет вид {x ∈ E : | fk(x)|< r, k= 1, …, n

	
. Поэтому она заведомо

содержит ядро оператора T : E→Cn, x 7→ ( f1(x), …, fn(x)), действующе-
го из бесконечномерного пространства в конечномерное. Дальнейшее
очевидно. ⊲

Из предложения . немедленно вытекает
Предложение . Пространство E, снабженное Λ-слабой топологи-

ей, хаусдорфово тогда и только тогда, когда пространство span(Λ) до-
статочно. ⊳⊲
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В свою очередь, мы можем объединить этот факт с тем же предло-
жением . и той тавтологической истиной, что функционал отличен
от нуля, если он отличен от нуля на каком-либо векторе. Мы сразу по-
лучаем

Следствие . (i) Для произвольного полинормированного простран-
ства E пространство (E∗, w∗) хаусдорфово.

(ii) Если E –– полинормированное пространство, то пространство
(E, w) хаусдорфово тогда и только тогда, когда само пространство E

(с исходной топологией) хаусдорфово.
Упражнение . Линейное пространство E предметризуемо в Λ-сла-

бой топологии тогда и только тогда, когда линейная размерность про-
странства span(Λ) не более чем счетна.

Указание. Используйте упражнение ..
Замечание. Из упражнения  следует, в частности, что слабая топо-

логия на бесконечномерном нормированном пространстве и слабая∗

топология на пространстве, сопряженном к бесконечномерному бана-
хову пространству, неметризуемы (см. упражнение ..).

Функционалы, непрерывные в Λ-слабой топологии, мы будем назы-
вать Λ-слабо непрерывными. Выделить их среди всех линейных функ-
ционалов –– дело нехитрое.

Предложение . Функционал f ∈ E♯ Λ-слабо непрерывен тогда и
только тогда, когда он является линейной комбинацией функционалов
из Λ.
⊳ Мы вправе считать, что Λ –– подпространство в E♯ (см. предложе-

ние ).
⇐ Поскольку «тавтологически» выполнено неравенство | f (x)| 6

6 ‖x‖ f , мы в рамках действия теоремы .
⇒ Согласно той же теореме существуют такие функционалы f1, …

…, fn ∈Λ и C > 0, что | f (x)|6 C max{| f1(x)|, …, | fn(x)|}. Но тогда функ-
ционалы f1, …, fn и f удовлетворяют условиям предложения . Даль-
нейшее очевидно. ⊲

Следствие . Пусть E –– полинормированное пространство. Тогда
(i) функционалы на E, непрерывные в слабой топологии, суть в точ-

ности функционалы, непрерывные в исходной топологии;
(ii) функционалы на E∗, непрерывные в слабой∗ топологии, суть

в точности функционалы означивания.
В дальнейшем, в разного рода конкретных ситуациях, нам понадо-

бится знать, когда то или иное подпространство E◦ в E∗ плотно отно-
сительно слабой∗ топологии. Вот как об этом судят.

Предложение . Если пространство E◦ достаточно, то оно плот-
но в E∗ относительно слабой∗ топологии.
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⊳ Возьмем функционал g ∈ E∗ и любую его окрестность в слабой∗

топологии. Эта окрестность содержит некий стандартный открытый
шар Ug,x1 ,…,xn ,r , а потому в ней заведомо лежат все такие функционалы
h ∈ E∗, что h(xk) = g(xk), k = 1, …, n. Наша задача –– найти среди этих
функционалов h вектор из E◦.

Если система xk состоит из нулей, все ясно. Если нет, то она содер-
жит максимальную линейно независимую подсистему; не теряя общ-
ности, будем считать, что это x1, …, xm; m 6 n. Условие достаточности
вместе с предложением  дает такой функционал f ∈ E◦, что f (xk) =

= g(xk), k= 1, …, m. Далее, для любого l = 1, …, n вектор x l имеет вид
m∑

k=1

µk xk, µk ∈C. Отсюда f (x l) =
m∑

k=1

µk f (xk) =
m∑

k=1

µk g(xk) = g(x l ). Даль-

нейшее очевидно. ⊲
Упражнение . Если пространство E хаусдорфово, то верно и об-

ратное.
Пусть T : E→ F –– непрерывный оператор между полинормирован-

ными пространствами. Тогда, как легко видеть, корректно определен
линейный оператор T ∗ : F∗ → E∗, действующий по правилу f 7→ f T .
Иными словами, T ∗ определен с помощью формулы [T ∗ f ](x) = f (T x)

или, что эквивалентно, с помощью коммутативной диаграммы

E
T

T ∗ f

F

f

C

(ср. определение ..).
Предложение . Оператор T ∗ непрерывен относительно слабых∗

топологий в F∗ и E∗.
⊳ Возьмем преднорму ‖ · ‖x , x ∈ E, в (E∗, w∗) и посмотрим на пред-

норму ‖ · ‖T x в (F∗, w∗). Из конструкции оператора T ∗ немедленно
следует, что ‖T ∗ f ‖x = ‖ f ‖T x . Заменяя = на 6, мы оказываемся в по-
ле действия теоремы .. ⊲

Определение . Для тех же E, F и T оператор T ∗, рассмотренный
как действующий из (F∗, w∗) в (E∗, w∗), называется слабым∗ сопряжен-
ным оператором к T .

(Именно такие операторы нам вскоре понадобятся при изучении
обобщенных функций.)

∗ ∗ ∗

Наиболее важны и продуктивны слабые топологии в том специаль-
ном случае, когда E первоначально задано как нормированное про-
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странство. Отныне вплоть до особого объявления мы предполагаем,
что пространство E именно таково.

В указанной ситуации, таким образом, пространство E наделено
двумя семействами преднорм, а E∗ –– аж тремя. В E есть исходная нор-
ма (= семейство, состоящее из одной этой нормы) и есть слабое семей-
ство преднорм. В E∗ есть норма, затем соответствующее этой норме
слабое семейство преднорм (т. е. Λ-слабое семейство, где Λ := E∗∗)
и, наконец, слабое∗ семейство преднорм (т. е. Λ-слабое семейство,
где Λ –– это пространство функционалов означивания, которое, пред-
восхищая дальнейшие события, можно отождествить посредством ка-
нонической биекции с E).

Заметим, что слабое∗ семейство преднорм и, стало быть, одно-
именная топология в E∗ есть не что иное, как специальный случай
сильно-операторного семейства преднорм и соответственно тополо-
гии в B(E, F), когда F = C. (Подобный терминологический дурдом
объясняется тем, что две независимо образовавшиеся системы опреде-
лений –– одна из теории топологических векторных пространств, а дру-
гая из теории операторных алгебр –– здесь довольно нелепым образом
пересеклись.)

Каковы взаимоотношения этих топологий?
Предложение . Справедливы следующие утверждения:
(i) слабая топология в E не сильнее, а если пространство E беско-

нечномерно, то (строго) слабее нормовой;
(ii) слабая∗ топология в E∗ не сильнее слабой, и эти топологии сов-

падают в том и только том случае, если пространство E рефлексивно.
⊳ (i) Очевидно, каждая преднорма слабого семейства, (а значит,

и все это семейство) мажорируется исходной нормой. Поэтому «не
сильнее» следует из предложения ., а «слабее» –– из предложения .

(ii) Поскольку функционалы означивания на E∗ непрерывны по
норме, слабое∗ семейство преднорм является частью слабого и, стало
быть, им мажорируется. При этом если пространство E рефлексивно,
то оба семейства совпадают. Если же, наоборот, известно, что обе срав-
ниваемых топологии совпадают, то тогда каждый функционал ϕ ∈ E∗∗,
будучи непрерывным в слабой топологии (следствие  (i)), непрерывен
и в слабой∗ топологии. Поэтому согласно части (ii) того же следствия
он является одним из функционалов означивания. ⊲

Таким образом, всякая последовательность xn ∈ E, сходящаяся к не-
коему вектору x по норме, сходится к нему же и слабо, а если речь идет
о сопряженном пространстве, то и слабо∗. Последовательность ортов
в l2 дает простейший пример последовательности, сходящейся к нулю
слабо (а если отождествить l2 с l∗

2
, то и слабо∗), но не по норме. Те же
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орты в пространстве l1, отождествленном с c∗
0
, дают пример последова-

тельности, сходящейся к нулю слабо∗, но не слабо (объясните, почему).
Однако далеко не всю информацию о слабых топологиях можно вы-

разить на языке последовательностей. Возьмем пространство l1, где за-
ведомо слабая топология грубее нормовой (предложение  (i)). И в то
же время имеет место следующий результат.

Упражнение 4∗. Всякая последовательность в l1, слабо сходящаяся
к некоторому вектору, сходится к нему и по норме.

Указание. Игра идет на том, что l∗
1
= l∞. Поскольку слабая сходи-

мость последовательности из l1 к нулю влечет покоординатную, мож-
но выбрать подпоследовательность с «почти непересекающимися но-
сителями». Подбирая нужные функционалы из l∞, мы показываем, что
такая подпоследовательность заведомо сходится к нулю по норме.

Мы видим, таким образом, что слабая топология в l1 не может быть
определена в терминах сходящихся последовательностей. (Такие при-
меры были обещаны в § ..)

Согласно следствию  оба пространства (E, w) и (E∗, w∗), изготов-
ленные из нормированного пространства E, хаусдорфовы.

Следующее важное утверждение характеризует, в контексте норми-
рованных пространств, сопряженные операторы.

Теорема . Пусть E и F –– нормированные пространства, S : F∗→
→ E∗ –– ограниченный (по норме) оператор. Оператор S имеет вид T ∗

для некоторого ограниченного оператора T : E → F в том и только
том случае, если оператор S непрерывен относительно слабых∗ топо-
логий в F∗ и E∗.
⊳⇒ Это частный случай предложения .
⇐ Возьмем x ∈ E. Поскольку функционал означивания αx слабо∗

непрерывен, согласно условию таков же и функционал αx ◦ S : F∗→C.
Поэтому следствие  (ii) дает такой вектор y ∈ F , что αx ◦ S(g) = g(y)

для всех g ∈ F∗, и этот вектор y с учетом следствия .. единствен.
Сопоставляя каждому вектору x подобный y, мы получаем отображе-
ние T : E → F , однозначно определенное правилом g(T x) = (Sg)(x).
Очевидно, T –– линейный оператор. Осталось главное: показать, что
он ограничен.

Для каждого x ∈ШE рассмотрим функционал βx = αT x : F∗ → C,
g 7→ g(T x). Поскольку для любого g ∈ F∗ выполнено неравенство

|βx (g)|= |g(T x)|= |(Sg)(x)|6 ‖Sg‖‖x‖6 ‖Sg‖,
семейство функционалов {βx : x ∈ШE} поточечно ограничено. Но F∗ ––
банахово пространство, и поэтому мы в царстве теоремы Банаха––
Штейнгауза. Эта теорема дает такую постоянную C > 0, что ‖βx‖6 C
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для наших векторов x ∈ШE . С другой стороны согласно предложе-
нию .. ‖βx‖= ‖αT x‖= ‖T x‖. Дальнейшее очевидно. ⊲

Упражнение . Пусть E и F –– нормированные пространства. Ли-
нейный оператор T : E→ F ограничен тогда и только тогда, когда он
непрерывен относительно слабых топологий в E и F .

Теперь мы покажем, что слабые топологии дают альтернативный
подход к понятию компактного оператора, обещанный в § .. Для это-
го нам понадобится некое геометрическое наблюдение, не лишенное
самостоятельного интереса.

Предложение . Пусть E –– конечномерное нормированное про-
странство. Тогда для любого ǫ > 0 существует такой конечный на-
бор функционалов f1, …, fn нормы 1, что для любого x ∈ E выполнено
неравенство ‖x‖6 (1+ ǫ)max{| fk(x)|: k= 1, …, n}.
⊳ Единичная сфера S в пространстве E∗, будучи сверхограниченной,

обладает для δ :=min
n
ǫ
2

,
1
2

o
конечной δ-сетью, скажем, f1, …, fn ∈ S.

Зафиксируем произвольный вектор x ∈ E и положим для краткости
|||x ||| :=max{| fk(x)|: k= 1, …, n}. Согласно теореме .., существует та-
кой функционал f ∈ S, что f (x) = ‖x‖. Выберем индекс k так, чтобы
выполнялось неравенство ‖ f − fk‖<δ. Тогда

‖x‖= | f (x)|6 |( f − fk)(x)|+ | fk(x)|6δ‖x‖+ |||x |||.
Отсюда (1− δ)‖x‖6 |||x |||, и

‖x‖6
1

1−δ |||x |||=
�

1+
δ

1− δ
�
|||x |||6 (1+ ǫ)|||x |||. ⊲

Теорема . Следующие свойства ограниченного оператора T : E→ F

между нормированными пространствами эквивалентны:
(i) оператор T компактен;
(ii) ограничение T |Ш : Ш→ F оператора T на единичный шар Ш в E

непрерывно относительно слабой (= унаследованной из (E, w))тополо-
гии в Ш и нормовой топологии в F ;

(iii) то же отображение непрерывно относительно указанных то-
пологий в нуле.
⊳ (i) ⇒ (ii) Рассмотрим произвольные вектор x ∈Ш и число ǫ > 0.

Очевидно, наша задача –– предъявить такой конечный набор функцио-
налов f1, …, fn ∈ E∗ и δ> 0, что для любого вектора x ′, принадлежаще-
го множеству Ux , f1 ,…, fn ,δ ∩Ш, иными словами, удовлетворяющего усло-
виям

| fk(x
′ − x)|<δ, k= 1, …, n, и ‖x ′‖6 1, (∗)

выполнено неравенство ‖T x ′ − T x‖<ε.
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Пусть y1, …, ym есть ǫ/5-сеть для T (Ш). Рассмотрим конечномерное
пространство F0 := span(y1, …, ym, T x)⊆ F . В силу предложения  су-
ществуют такие функционалы g0

1
, …, g0

n
: F0→C, что ‖g0

1
‖=…= ‖g0

n
‖=

= 1 и ‖y‖6 2 max{|g0
k
(y)|: k= 1, …, n} для всех y ∈ F0. Для каждого k=

= 1, …, n продолжим g0
k

с сохранением нормы до функционала gk : F→
→C и положим fk := T ∗gk и δ := ǫ/5.

Пусть теперь x ′ удовлетворяет условиям (∗). Найдется такое l, 1 6

6 l 6 n, что ‖T x ′ − yl‖ <
ǫ
5

. Тогда ‖T x ′ − T x‖ < ‖yl − T x‖ + ǫ
5

. Но yl

и T x лежат в F0, поэтому

‖yl − T x‖6 2 max{|g0
k
(yl − T x)|: k= 1, …, n}=

= 2 max{|gk(yl − T x)|: k= 1, …, n}.
Далее, для каждого k= 1, …, n выполнены неравенства

|gk(yl − T x)|6 |gk(yl − T x ′)|+ |gk(T x ′ − T x)|6
6 ‖yl − T x ′‖+ | fk(x

′ − x)|< ǫ
5
+
ǫ
5
= 2

ǫ
5

.

Отсюда ‖T x ′ − T x‖< 2 · 2 ǫ
5
+
ǫ
5
= ǫ.

(ii)⇒ (iii) Очевидно.
(iii) ⇒ (i) Мы будем строить ǫ-сеть в T (Ш) для заданного ǫ > 0. Из

указанного варианта непрерывности очевидным образом следует, что
существуют такие функционалы f1, …, fn ∈ E∗ и δ > 0, что для любо-
го вектора x ∈ 2Ш, удовлетворяющего условию | fk(x)|<δ, k= 1, …, n,
выполнено неравенство ‖T x‖ < ǫ. Рассмотрим оператор S : E → Cn

∞,
S(x) = ( f1(x), …, fn(x)). Поскольку ограниченное множество S(Ш) в ко-
нечномерном пространстве сверхограничено, найдутся такие векторы
x1, …, xm ∈Ш, что Sx1, …, Sxm образуют δ-сеть в S(Ш). Мы утверждаем,
что T x1, …, T xm и есть желанная ǫ-сеть в T (Ш).

В самом деле, возьмем любой вектор x ∈Ш. Из построения следует,
что существует такое l, 1 6 l 6 m, что | fk(x)− fk(x l)|= | fk(x − x l)|< δ
для всех k= 1, …, n. Отсюда получаем, что ‖T (x − x l)‖< ǫ, как и требо-
валось. ⊲

Тут естественно поинтересоваться: а что произойдет, если, говоря
об указанном условии непрерывности, рассматривать вместо единич-
ного шара в E само это пространство? Полученную картину дополняет
(и проясняет)

Упражнение 6∗. Следующие свойства ограниченного оператора
T : E→ F между нормированными пространствами эквивалентны:

(i) оператор T непрерывен относительно слабой топологии в E и
нормовой топологии в F ;

(ii) оператор T конечномерен.
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Указание. (i)⇒ (ii) Заданный вариант непрерывности дает конеч-
ный набор функционалов, удовлетворяющий условиям предложения .

(ii) ⇒ (i) Наш оператор порождает конечномерный инъективный
оператор из E/Ker(T ) в F . Отсюда пространство E/Ker(T ) конечномер-
но, и на нем существует конечный набор функционалов f̃1, …, f̃n с ну-
левым пересечением ядер. Оценка

‖ x̃‖6 C max{| f̃k( x̃)|: k= 1, …, n}, x̃ ∈ E/Ker(T ),

влечет неравенство

‖T x‖6 C‖T‖max{| fk(x)|: k= 1, …, n}
для fk := f̃k ◦ pr и всех векторов x ∈ E.

Слабые топологии проливают новый свет на взаимоотношения нор-
мированного пространства со своим вторым сопряженным. Напом-
ним, что изометрический оператор канонического вложения α: E →
→ E∗∗ позволяет отождествить E с подпространством в E∗∗. Посмотрим,
как оно там «сидит». Если пространство E банахово и не рефлексивно,
то, очевидно, это замкнутое по норме собственное подпространство
в E∗∗. Тем самым, оно не плотно (и даже разрежено) в E∗∗ относитель-
но нормовой топологии. Однако, если перейти к другой естественной
топологии, картина существенно меняется.

Предложение . Для любого нормированного пространства E об-
раз его канонического вложения плотен в E∗∗ := (E∗)∗ относительно
слабой∗ топологии.
⊳ Если f ∈ E∗ \ {0}, то, взяв такой вектор x ∈ E, что f (x) 6= 0, мы ви-

дим, что для функционала αx на E∗ выполнено неравенство αx ( f ) 6= 0.
Это означает, что подпространство α(E) в E∗∗ достаточно как множе-
ство функционалов на E∗. Остается применить предложение  с E∗

в роли E и α(E) в роли E◦. ⊲
На самом деле можно пойти и дальше.
Предложение . (áä) Для любого нормированного пространства E

образ его единичного шара при каноническом вложении плотен от-
носительно слабой∗ топологии в единичном шаре пространства E∗∗.

Доказательство см., например, в [, с. ].

∗ ∗ ∗
Мы подошли к наиболее важному из всех результатов о слабых то-

пологиях. Сейчас в нашем арсенале появится одно мощное (и часто
стреляющее) орудие, носящее клеймо Банаха.

Теорема  (Банах––Алаоглу). Пусть E –– нормированное простран-
ство. Тогда единичный шар в E∗ (относительно нормы) слабо∗ компак-
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тен, иными словами, компактен относительно топологии, унаследо-
ванной из (E∗, w∗).
⊳⊳ Положим для краткости Ш :=ШE∗ . Для каждого вектора x ∈ E

обозначим через Dx замкнутый круг {z : |z| 6 ‖x‖} в C и рассмотрим
множество Ω всех таких функций γ на E, что γ(x)∈Dx для каждого x .
Очевидно, Ω есть не что иное, как декартово произведение ×{Dx : x ∈
∈ E}; мы рассмотрим его как топологическое произведение (с тихонов-
ской топологией).

Из оценки | f (x)|6 ‖x‖ для всех f ∈Ш, x ∈ E немедленно следуют со-
отношения Ш=Ω∩ E♯ =Ω∩ E∗ (для соответствующих множеств функ-
ций на E) и, в частности, Ш⊆Ω. Таким образом, в Ш, помимо слабой∗

топологии, можно рассматривать и другую унаследованную тополо-
гию, на этот раз от «тихоновского» множества Ω; ее мы будем также
называть тихоновской.

Лемма . Слабая∗ и тихоновская топологии в Ш совпадают.
⊳ Поскольку мы сравниваем две унаследованных топологии, наша

задача –– показать, что подмножество в Ш имеет вид V ∩Ш, где множе-
ство V открыто в топологии Ω тогда и только тогда, когда оно имеет
вид U ∩Ш, где множество U открыто в топологии (E∗, w∗).
⇒ Возьмем f ∈ V ∩Ш. Из предложения .. (и определения топо-

логии комплексной плоскости) следует, что множество V содержит ти-
хоновскую окрестность этого функционала f вида

Vf = {γ∈Ω : |γ(xk)− f (xk)|< r; k= 1, …, n}
для некоторых x1, …, xn ∈ E и r > 0. Обозначим через U f стандартный
открытый шар U f ,x1 ,…,xn,r в E∗ и положим U :=

⋃
{U f : f ∈ V ∩Ш}. Тогда

множество U открыто в топологии (E∗, w∗) и, очевидно, U ∩Ш= V ∩Ш.
⇐ Возьмем f ∈ U ∩Ш. Из определения слабой∗ топологии в E∗ сле-

дует, что множество U содержит некоторый стандартный открытый
шар U f ,x1 ,…,xn ,r в E∗. Положим

Vf := {γ∈Ω : |γ(xk)− f (xk)|< r, k= 1, …, n}, V :=
⋃
{Vf : f ∈ U ∩Ш}.

Тогда множество V открыто в топологии Ω и, очевидно, V ∩Ш= U ∩
∩Ш. ⊲

Лемма . Шар Ш –– замкнутое подпространство в Ω.
⊳ Пусть γ –– точка прикосновения для Ш. Тогда для любых x , y ∈ E

и ǫ > 0 в ее (тихоновской) окрестностиn
γ′ ∈Ω : |γ′(x)− γ(x)|< ǫ

3
, |γ′(y)− γ(y)|< ǫ

3
,

|γ′(x + y)− γ(x + y)|< ǫ
3

o
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найдется точка (= функционал) f ∈Ш. В силу линейности f выполня-
ется неравенство

|γ(x + y)− γ(x)− γ(y)|=
= |γ(x + y)− f (x + y)− γ(x) + f (x)− γ(y) + f (y)|6
6 |γ(x + y)− f (x + y)|+ |γ(x)− f (x)|+ |γ(y)− f (y)|< ǫ.

Поскольку ǫ > 0 произвольно, отсюда следует, что γ(x + y) = γ(x) +
+ γ(y). Аналогичное рассуждение приводит к равенству γ(λx) =λγ(x)
для всех x ∈ E,λ∈C. Тем самым, γ –– линейный функционал на E, и из
равенства Ω∩ E♯=Ш (см. выше) следует, что γ∈Ш. ⊲

Конец доказательства теоремы. Настал кульминационный момент.
Топологическое пространство Ω, будучи топологическим произведе-
нием компактов, на основании теоремы .. (Тихонова) само ком-
пактно. Отсюда его подмножество Ш, замкнутое по лемме , в си-
лу предложения .. компактно в тихоновской, а значит (лемма ),
и в слабой∗ топологии. ⊲⊲

На самом деле указанная формулировка принадлежит Алаоглу, а Ба-
нах сделал решающий шаг в подготовке этой теоремы, обнаружив ее
следующий секвенциальный (= выраженный на языке последователь-
ностей) прототип.

Упражнение 7∗. Пусть E –– сепарабельное нормированное прост-
ранство. Тогда из всякой равномерно ограниченной по норме после-
довательности функционалов f1, f2, … на E можно выделить слабо∗

сходящуюся подпоследовательность.
Указание. Пусть x1, x2, … –– плотное подмножество в E. Первое на-

блюдение состоит в том, что если некоторая подпоследовательность
fnk
(xm) сходится для каждого m, то fnk

(x) сходится для каждого x ∈ E

к некоему g(x), где g ∈ E∗.
После этого, взяв последовательность fn(x1), выделим из нее схо-

дящуюся подпоследовательность, скажем, f 1
n
(x1), затем из f 1

n
(x2) вы-

делим сходящуюся подпоследовательность f 2
n
(x2) и т. д. Тогда «диаго-

нальная» подпоследовательность f n
n

сходится на каждом векторе xn,
n= 1, 2, …

Мы собираемся рассказать об одном из многочисленных приложе-
ний теоремы Банаха––Алаоглу, которое касается компактных опера-
торов. С этой целью мы снова рассмотрим каноническое вложение
α: E→ E∗∗, связывающее заданное нормированное пространство с его
вторым сопряженным (см. § .). Теперь мы наделим пространство E

слабым, а E∗∗ –– слабым∗ семейством преднорм. Оператор α, как мы
помним, биективно отображает пространство E на образ α(E). По-
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следний мы снабдим семейством преднорм, унаследованным от E∗∗

и также обозначаемым через w∗.
Предложение . Оператор α: (E, w) → (E∗∗, w∗) топологически

инъективен. Как следствие, в случае рефлексивного пространства E
это топологический изоморфизм.
⊳ Оба рассматриваемых семейства преднорм индексированы од-

ним и тем же множеством E∗, элементы которого играют в первом
случае роль функционалов, а во втором –– «исходных» векторов. Отсю-
да очевидным образом следует, что оператор α биективно отображает
любой стандартный открытый шар в (E, w) на стандартный открытый
шар в (α(E), w∗), а прообраз каждого стандартного открытого шара
в (α(E), w∗) есть стандартный открытый шар в (E, w). Дальнейшее оче-
видно. ⊲

Таким образом, пространство E отождествляется со своим обра-
зом в E∗∗ не только как нормированное (ср. § .), но и как полинор-
мированное пространство относительно разумно выбранных семейств
преднорм.

Предложение . Пусть E –– рефлексивное банахово пространство.
Тогда его единичный шар компактен в слабой (= унаследованной из
(E, w)) топологии.
⊳ Согласно предложению  каноническое вложение α: (E, w)→

→ (E∗∗, w∗) –– топологический изоморфизм. Это означает, в частности,
что множество в (E, w), образ которого –– компакт в (E∗∗, w∗), само
является компактом. Но оператор α, будучи, в силу рефлексивности
пространства E, изометрическим изоморфизмом относительно соот-
ветствующих норм, отображает ШE на ШE∗∗ . Остается использовать
теорему Банаха––Алаоглу (рассмотрев E∗ в роли фигурирующего там
пространства E). ⊲

Упражнение . Если принять на веру предложение , то верно
и обратное утверждение.

Указание. Слабо∗ плотное подмножество α(ШE) в ШE∗∗ еще и ком-
пактно, а значит, замкнуто.

Теперь мы сможем значительно усилить предложение .. о ком-
пактных операторах между гильбертовыми пространствами.

Предложение . Пусть T : E→ F –– компактный оператор между
рефлексивным и произвольным нормированными пространствами. То-
гда T (ШE) –– компакт в нормовой топологии пространства F .
⊳ Объединяя предыдущее предложение с теоремой , мы видим, что

множество T (ШE) с нормовой топологией –– образ компакта при неко-
тором непрерывном отображении топологических пространств. Поэто-
му требуемый факт следует из предложения ... ⊲
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Сильному студенту подобает знать еще несколько вещей о полинормиро-
ванных пространствах и слабых топологиях.

10. Сейчас мы сформулируем теорему общего характера, открытую много
позже теорем Банаха. Однако и она уже давно успела себя зарекомендовать как
одно из наиболее мощных средств функционального анализа.

Пусть M –– множество в линейном пространстве. Точка в M называется
крайней точкой этого множества, если она не лежит внутри ни одного отрезка
с концами из M .

Теорема  (Крейн––Мильман). (áä) Всякое компактное выпуклое множе-
ство в полинормированном пространстве совпадает с замыканием выпуклой
оболочки своих крайних точек.

О многочисленных приложениях этой теоремы в самых разных вопросах
анализа см., например, [, гл. ], [, гл. .], [, гл. .].

Здесь мы лишь отметим то, что теорема Крейна––Мильмана в сочетании
с теоремой Банаха––Алаоглу гарантирует существование достаточного, в неко-
тором разумном смысле, множества крайних точек в единичных сферах про-
странств, сопряженных к нормированным.

Упражнение . Если принять на веру теорему Крейна––Мильмана, то про-
странство L1[a, b] не изометрически изоморфно ни одному пространству, со-
пряженному к нормированному. То же самое верно для пространства c0.

Указание. В единичном шаре любого из этих пространств нет крайних
точек.

20. Согласно предложению  (см. также предложение ) замкнутых мно-
жеств в слабой топологии полинормированного пространства гораздо меньше,
чем в исходной. И все же, справедливо следующее утверждение.

Упражнение . Подпространство E0 полинормированного пространства E

замкнуто относительно слабой топологии тогда и только тогда, когда оно за-
мкнуто относительно исходной.

Указание. Для любого x ∈ E \ E0 существует такой функционал fx ∈ E∗, что
fx |E0

= 0 и fx(x) 6= 0. В силу следствия  ядро Ker( fx) слабо замкнуто, а про-
странство E =

⋂
{Ker( fx) : x ∈ E \ E0}.

На самом деле этот факт верен для всех выпуклых множеств в E, а не только
подпространств. Попробуйте это доказать, используя упражнение .. о раз-
делении гиперплоскостью выпуклых множеств.

30. Пусть E –– произвольное линейное пространство, Λ –– подпространство
в E♯. Назовем семейство преднорм в E согласованным со множеством Λ, если
все функционалы на E, непрерывные относительно топологии соответствую-
щего полинормированного пространства, суть в точности функционалы из Λ.

Упражнение . Среди всевозможных семейств преднорм в E, согласован-
ных с Λ, есть то, которое задает слабейшую (= грубейшую) из всех соответ-
ствующих топологий, и это Λ-слабое семейство.

В частности, если E –– полинормированное пространство, а E∗ –– его сопря-
женное, то всякое другое семейство преднорм, например, v, удовлетворяющее
условию (E, v)∗= E∗, мажорирует слабое семейство.
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Замечание. Интересно, что среди тех же топологий, рассмотренных в этом
упражнении, есть и сильнейшая –– так называемая топология Макки. В случае,
когда пространство E наделено нормой, а Λ –– его сопряженное, топология
Макки совпадает с нормовой. Но эти факты уже не столь просты; см., напри-
мер, [] или [].

40. Пусть E –– нормированное пространство. Вопрос о метризуемости свя-
занных с ним слабых топологий решается следующим образом.

Упражнение . (i) Пространство E метризуемо в слабой топологии тогда
и только тогда, когда оно конечномерно.

(ii) Пространство E∗ метризуемо в слабой∗ топологии тогда и только то-
гда, когда пространство E имеет не более чем счетную линейную размерность.
В частности, E∗ заведомо не метризуемо в слабой∗ топологии, если E –– беско-
нечномерное банахово пространство.

Указание. Примените упражнения  и ...
Иногда облегчает жизнь то обстоятельство, что единичные шары наших

пространств гораздо более «склонны к метризуемости»:
Упражнение 13∗. (i) Если пространство E∗ сепарабельно относительно

нормы, то шар ШE = {x ∈ E : ‖x‖6 1} метризуем в слабой топологии.
(ii) Если пространство E сепарабельно относительно нормы, то шар ШE∗ =

= { f ∈ E∗ : ‖ f ‖6 1} метризуем в слабой∗ топологии.
Указание. Если fn, n= 1,2, …, –– плотное подмножество в E∗, то в качестве

расстояния в ШE подойдет d(x , y) :=
∞∑

n=1

| fn(x − y)|
2n(1+ | fn(x − y)|) .

50. Вот еще одно приложение теоремы Банаха––Алаоглу.
Упражнение . Каждое нормированное пространство изометрически изо-

морфно вкладывается в пространство вида C(Ω), где Ω –– компакт.
Указание. Возьмите Ω :=ШE∗ и сопоставьте каждому вектору x ∈ E ограни-

чение на Ω соответствующего функционала означивания.
Упражнение . Каждое сепарабельное нормированное пространство изо-

метрически изоморфно вкладывается в l∞.
Указание. Объединяя предложение .. и упражнение  (ii), видим, что

ШE∗ обладает счетным плотным в слабой∗ топологии подмножеством, скажем,
f1, f2, … Отображение j : C(ШE∗ )→ l∞, x 7→ (x( f1), x( f2), …), –– изометрический
оператор. Дальше примените предыдущее упражнение.

Замечание. Есть и сепарабельное классическое банахово пространство, ку-
да всякое сепарабельное нормированное пространство может быть изометри-
чески вложено: это C[0,1]. Доказательство см., например, в [].

60. С помощью слабых∗ топологий можно ввести один важный функтор,
определенный на P и принимающий значения в HP. Это некоторая разно-
видность функтора сопряженности из § ..

Сопоставим каждому пространству E ∈ Ob(P) полинормированное про-
странство (E∗, w∗); мы помним (следствие  (i)), что оно хаусдорфово и, таким
образом, является объектом HP. Далее, сопоставим каждому морфизму в P

его слабый∗ сопряженный оператор; это, согласно предложению , морфизм
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в HP. Тем самым, как легко проверить (сделайте это), мы получаем контрава-
риантный функтор из P в HP, называемый функтором слабой∗ сопряжен-
ности и обозначаемый через (∗) (или, если есть опасность путаницы с другими
вариантами функтора «звездочки», через (w∗)).

Замечание. Если мы ограничим функтор (w∗) на подкатегорию B в P,
то он, в отличие от функтора банаховой «звездочки», выводит из этой подка-
тегории: ведь для бесконечномерного банахова пространства E пространство
(E∗, w∗) не нормируемо (на самом деле даже и не метризуемо; см. упражне-
ние  (ii)). Поэтому введенный функтор нельзя рассматривать как обобщение
(или продолжение) функтора банаховой сопряженности.

В заключение –– уже в качестве необязательного материала –– мы упомянем
об одном специальном примере слабой∗ топологии, играющем весьма важную
роль в теории операторных алгебр и, в рамках этой науки, в математическом
аппарате современной квантовой физики.

Снова, как и в примерах .––, возьмем пространство операторов, толь-
ко теперь конкретное пространство B(H), где H –– гильбертово пространство.
Отождествим его с пространством, сопряженным к N (H) (пространству ядер-
ных операторов в H), посредством изометрического изоморфизма, обеспе-
ченного теоремой .. (ii) (Шаттена––фон Нойманна). Это позволяет, поми-
мо уже введенных в §  сильно- и слабо-операторной топологий, рассмотреть
вB(H) еще и слабую∗ топологию. Последняя согласно той же теореме Шатте-
на––фон Нойманна порождена семейством преднорм, индексированных мно-
жеством N (H) и заданных правилом

‖T‖S := | tr(TS)|, T ∈B(H), S ∈N (H).

У слабой∗ топологии вB(H) есть специальное название: ультраслабая то-
пология ) или топология Диксмье. Она была открыта значительно позже силь-
но- и слабо-операторных топологий, однако с годами выяснилось, что именно
она является самой полезной из всех работающих не нормируемых топологий
этого пространства. (А таких по крайней мере семь, и все они нужны.)

В частности, большую роль играют непрерывные операторы из (B(H), w∗)
в различные полинормированные пространства, называемые по причинам ис-
торического характера нормальными. Особенно важны нормальные функцио-
налы, которые допускают целый ряд содержательных эквивалентных характе-
ризаций.

О топологиях в B(H), порожденных различными семействами преднорм,
кое-что сказано в [], а гораздо более подробно –– скажем, в [, , ]. Если
они вас заинтересовали, сделайте

Упражнение 16∗. Пусть H –– бесконечномерное гильбертово пространство.
(i) Как сильно-операторная, так и ультраслабая топологии вB(H) (строго)

сильнее (= тоньше) слабо-операторной, а сами они не сравнимы;

)Довольно неудачный термин: это вовсе не «сверхслабая» топология, как увидит чи-
татель, сделавший упражнение  (i). Но уж так повелось...
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(ii) на единичном шаре в B(H) слабо-операторная и ультраслабая тополо-
гии совпадают, и обе (строго) слабее (= грубее) сильной;

(iii) запас сходящихся последовательностей относительно слабо-оператор-
ной и ультраслабой топологий вB(H) одинаков.

Указание. Утверждение (iii) следует из (ii) и теоремы Банаха––Штейнгауза.
Упражнение . Опишите пространство, сопряженное к B(H) со слабо-

операторной топологией.
Указание. Это пространство конечномерных операторов.

§ . Пространства пробных и обобщенных функций

Общее понятие функции требует, чтобы
функцией от x называть число, которое да-
ется для каждого x и вместе с x постепенно
изменяется.

Н. И. Лобачевский

Я с ужасом и отвращением отворачива-
юсь от этой разрастающейся язвы функций,
не имеющих производной…

Ш. Эрмит в письме к Стильтьесу

В этом параграфе, а также в следующем речь пойдет о непрерывных
функционалах на специальных полинормированных пространствах,
состоящих из гладких функций. Эти функционалы носят имя «обоб-
щенные функции». Их и впрямь можно рассматривать как объекты,
включающие значительную часть функций действительного перемен-
ного в качестве частного случая. Вначале мы попытаемся неформально
объяснить, почему традиционное понятие функции, восходящее к Ло-
бачевскому (см. эпиграф) и Дирихле, потребовало обобщения, и имен-
но в указанном направлении.

Хорошо, когда функцию можно дифференцировать, –– тогда рад и
математик, и физик. В стародавние времена, когда все функции, встре-
чавшиеся на практике, были аналитическими, такая фраза звучала бы
странно: а разве бывает иначе? Однако по мере того, как все новые
виды зависимостей получали звание функции, становилось ясно: увы,
бывает. Даже требование непрерывности не спасало положение. При-
меры непрерывных функций со все более обширными множествами
«плохих» точек множились, к сильному огорчению ряда крупных мате-
матиков (снова см. эпиграф). Наконец, Вейерштрасс забил последний
гвоздь, построив известную вам непрерывную функцию, вообще нигде
не имеющую производной.

Словом, дифференцировать хочется, а вроде как нельзя. Уж не из-
дать ли указ о том, что только гладкие функции имеют право на суще-



§ . ПР ОСТРАНСТВА ПР ОБНЫХ И ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ 

ствование, а все остальное –– от лукавого? Ясно, что подобный «мате-
матический фундаментализм» –– дело обреченное. От взгляда на функ-
цию как на произвольную зависимость, столько дающего уму и серд-
цу математика, никто не откажется, да и область приложений анализа
резко сузится.

Но нашлись светлые головы –– в первую очередь С. Л. Соболев и Ло-
ран Шварц, –– которые научили, что надо делать. Оказывается, как это
ни странно на первый взгляд, чтобы дифференцировать все и вся, надо
не сужать, а, наоборот, существенно расширять понятие функции. Рас-
ширять даже за счет включения таких объектов, которые никак не
назовешь функциями (= законами соответствия одних чисел другим),
пусть самого общего вида.

Но если это не функция, то что? А давайте посмотрим, чем является
функция для практического физика. Ведь для него она важна не сама
по себе, а важно то, «как она усредняет». Более предметно, важна не
функция f (t), а важно, каков интеграл

∫
f (t)ϕ(t) dt для разных «проб-

ных» функций ϕ(t). То есть, выражаясь по-ученому, важна не функция,
а тот функционал, который она задает посредством интеграла на про-
странстве пробных функций.

Раз так, то не сделать ли следующий естественный шаг? (Легко
нам теперь, «стоя на плечах гигантов», говорить о естественном...)
Может быть, на самом деле важен именно функционал как таковой,
а уж то, задан ли он с помощью некоей функции f (t) в виде интегра-
ла, –– дело не столь существенное? Так ведь и физики во главе с Дира-
ком работали, осознавая то или нет, именно с функционалами общего
вида, не сводящимися к интегралам. Другое дело, что они, не желая
и слышать ни о какой математической строгости, называли нужные
им функционалы интегралами и писали «ϕ(0) =

∫

R

δ(t)ϕ(t) dt», нима-

ло не смущаясь тем, что подобной функции δ(t) нет и в помине (см.
далее теорему ).

Указанный подход, во многом благодаря безошибочной интуиции
ученых масштаба Дирака, привел к поразительным успехам. Но в нау-
ке, как и в обыденной жизни, чтобы выражать свои мысли, нужен адек-
ватный язык. Рано или поздно навести математическую строгость все
равно приходится. Иначе специалист постепенно перестает понимать,
что он, собственно, делает, а рассказ об этом коллегам превращается
в мычание...

∗ ∗ ∗
Мы готовимся перейти к формальному определению того, что ока-

залось «правильным» обобщением понятия функции, удовлетворив-
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шим (надолго ли?) нужды и физиков, и самих математиков. Преж-
де всего, уточним, о каких пространствах пробных функций –– тех, на
которых будут заданы заданы наши функционалы, –– пойдет речь. На
самом деле в анализе таких пространств огромное множество, и они
варьируются в зависимости от рассматриваемых задач (см., напри-
мер, []). Мы ограничимся тремя самыми полезными.

Замечание. Для ряда приложений, в том числе к теории уравнений
с частными производными, целесообразно рассматривать пространст-
ва функций от нескольких переменных. Однако нам кажется, что при
первом знакомстве с обобщенными функциями разумнее ограничить-
ся одним переменным –– действительной прямой –– и, не отвлекаясь на
переваривание мультииндексов, сосредоточиться на основных идеях
и конструкциях.

Для любой бесконечно гладкой (= бесконечно дифференцируемой)
функции ϕ(t), t ∈R, а также n∈Z+ и N ∈N положим

‖ϕ‖(N )
n

:=max
�
max{|ϕ(k)(t) : − N 6 t 6 N}: k= 0, …, n

	
.

Будем называть это число стандартной преднормой функции ϕ с ин-
дексами N и n. Разумеется, соответствие ϕ 7→ ‖ϕ‖(N )

n
и есть преднор-

ма в любом линейном пространстве, состоящем из бесконечно гладких
функций на прямой.

Все три предлагаемые пространства пробных функций, говоря не-
строго, «растут из полинормированного пространства C∞[a, b]» (при-
мер .), только по-разному. Мы начнем с самого сложного и вместе
с тем самого важного из них; оно, как мы увидим, даст наибольший
запас обобщенных функций. Напомним, что функция на прямой назы-
вается финитной, если она равна нулю вне некоторого отрезка. Пер-
вым появляется

Пространство D. Оно состоит из всех финитных бесконечно глад-
ких функций.

Вот простейший содержательный пример такой функции: «горбуш-

ка» г(t), которая равна exp
�

1

t2 − 1

�
при |t|< 1 и нулю при |t|> 1.

Обратим внимание на то, что в D есть возрастающая цепочка под-
пространств DN := {ϕ ∈D : ϕ(t) = 0 при |t|> N , N = 1, 2, …}. При этом,
разумеется, D =

⋃
{DN : N = 1, 2, …}.

Мы хотим сделать D полинормированным пространством. Усло-
вимся называть какую-либо преднорму ‖ · ‖ в D допустимой, если для
каждого N ∈ N найдутся такие n ∈ Z+ и C > 0, что для любой функ-
ции ϕ ∈ DN выполнено неравенство ‖ϕ‖ 6 C‖ϕ‖(N )

n
. Иными словами,

преднорма допустима, если она на каждом подпространстве DN ма-
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жорируется какой-либо (вообще говоря, зависящей от N) стандартной
преднормой ).

Мы объявляем D полинормированным пространством, снабдив его
семейством всевозможных допустимых преднорм. Это семейство мы
будем часто обозначать через d.

Замечание. Для каждого N пространство DN является полинорми-
рованным относительно семейства стандартных преднорм ‖ · ‖(N )

n
, n ∈

∈ Z+. Нетрудно усмотреть (ср. теорему . и предложение .), что се-
мейство d –– это «самое сильное» из всевозможных семейств преднорм
на D, для которых все вложения DN →D непрерывны.

Разумеется, каждая стандартная преднорма вD допустима. Вот при-
меры поинтереснее.

Пример . Пусть α(t), t ∈R, –– произвольная всюду положительная
непрерывная функция. Для ϕ ∈D положим

‖ϕ‖α :=max{α(t)|ϕ(t)|, t ∈R}.
Очевидно, ‖ · ‖α –– допустимая преднорма (даже норма) в D, причем
в указанной выше оценке для любого N подойдет n= 0.

Пример . Для тех же функций ϕ положим ‖ϕ‖ :=
∞∑

k=1

|ϕ(k)(k)|. Оче-

видно, ‖ · ‖ –– также допустимая преднорма. Однако на этот раз в ука-
занной оценке номер производной n должен неограниченно возрас-
тать вместе с N .

Отметим теперь несколько очевидных свойств семейства допусти-
мых преднорм:

Предложение . Справедливы следующие утверждения:
(i) если ‖ · ‖k, k= 1, …, m, –– допустимые преднормы, то допустима

и преднорма ‖ · ‖ :=max{‖ · ‖k : k= 1, …, m};
(ii) если преднорма мажорируется допустимой, то и она допус-

тима;
(iii) если преднорма ‖ · ‖ допустима, то такова же и преднорма ||| · |||,

заданная правилом |||ϕ||| := ‖ϕ′‖. ⊳⊲
Переходя к следующему пространству, условимся называть беско-

нечно гладкую функцию ϕ(t), t ∈R, быстро убывающей, если для лю-
бых p, q ∈Z+ функция t pϕ(q)(t) ограничена, иными словами, если ϕ(t)
и все ее производные убывают при |t|→∞ быстрее любой отрицатель-
ной степени любого многочлена.

Возможно, самой знаменитой из быстро убывающих функций явля-
ется функция Гаусса e−t2/2, столь любимая в теории вероятностей. (Да

)Это же условие, с точностью до эквивалентности, можно задать и с помощью некоей
устрашающей формулы [, с. ], но нам она, к счастью, не понадобится.
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и у нас она сыграет важную роль, когда пойдет рассказ о преобразова-
нии Фурье.) Итак, появляется

Пространство S , называемое также пространством Шварца. Оно
состоит из всех быстро убывающих бесконечно гладких функций. Мы
его объявляем полинормированным пространством, снабдив семей-
ством преднорм (на самом деле, как легко проверить, –– норм) ‖ · ‖p,q,
p, q ∈Z+, где ‖ϕ‖p,q :=max {|t pϕ(q)(t)|: t ∈R}. Это семейство мы будем
часто обозначать через s. И вот, наконец, последнее

Пространство E . Оно состоит из всех бесконечно гладких функ-
ций (как бы они ни росли). Семейство преднорм, которым мы наделя-
ем это пространство, наиболее просто: в него входят все стандартные
преднормы, и только они. Это семейство мы будем часто обозначать
через e.

Будучи полинормированными, все три пространстваD, S и E авто-
матически становятся топологическими. Когда же там сходятся после-
довательности?

Условимся говорить, что последовательность бесконечно гладких
функций ϕm классически сходится к ϕ на подмножестве M ⊆ R, ес-
ли последовательность ϕ(n)

m
равномерно сходится к ϕ(n) на M для всех

n= 0, 1, 2, … (ср. сходное употребление этого термина в примере .).
Тогда из предложения . сразу вытекает, что сходимость последова-
тельности ϕm к ϕ в E –– это в точности классическая сходимость на
любом отрезке в R. Далее, из того же предложения и выбора преднорм
в S легко следует, что ϕm сходится к ϕ в S тогда и только тогда, ко-
гда последовательность t pϕm(t) классически сходится к t pϕ(t) на всей
прямой для любого p= 0, 1, 2, … Что же касается D, то ответ, возмож-
но, окажется для вас неожиданным.

Теорема . Последовательность ϕm сходится к ϕ в (D, d) в том и
только том случае, если выполнены два условия:

(i) все функции ϕm равны нулю вне одного и того же отрезка (иными
словами, принадлежат одному и тому же подпространству DN );

(ii) на упомянутом отрезке (или, что эквивалентно, на всей пря-
мой) последовательность ϕm сходится к ϕ классически.
⊳ ⇒ (i) Пусть, напротив, для каждого натурального N найдутся та-

кая функция ϕmN
и такое число tN , |tN |> N , что ϕmN

(tN ) 6= 0. Перехо-
дя, если потребуется, к достаточно редкой подпоследовательности, мы
вправе считать, что ϕN (tN ) 6= 0, причем последовательность tN , N =

= 1, 2, …, либо неограниченно возрастает, либо неограниченно убы-
вает.

Очевидно, есть такая непрерывная функция α(t), t ∈R, что α(tN ) =

= |ϕN (tN )|−1, N = 1, 2, …, и α(t) > 0 для всех t. Но тогда, поскольку
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функция ϕ финитна, функция α(t)|ϕ(t) − ϕN (t)| равна  в точке tN

для всех значений N , кроме нескольких первых. Отсюда для этих же N

и нормы ‖ · ‖α из примера  выполнено неравенство ‖ϕ−ϕN‖α > 1. По-
скольку норма ‖ · ‖α принадлежит семейству d, предложение . запре-
щает последовательности ϕm сходиться к ϕ. Получили противоречие.
⇒ (ii) Поскольку все стандартные преднормы входят в семейство d,

последовательность ϕm классически сходится к функции ϕ на любом
отрезке. А это, с учетом свойства (i) очевидным образом обеспечивает
классическую сходимость последовательности ϕm к ϕ на всей прямой.
⇐ Наша задача –– показать, что последовательность ϕm сходится

к ϕ относительно любой допустимой преднормы ‖ · ‖. Возьмем значе-
ние N , указанное в (i). Тогда согласно определению допустимой пред-
нормы, для некоторых чисел n ∈ Z+ и C > 0 выполнено неравенство
‖ϕm −ϕ‖6 C‖ϕm −ϕ‖(N )n

. Но числа в правой части неравенства в силу
свойства (ii), сходятся к нулю. Дальнейшее очевидно. ⊲

Из предложения . очевидным образом вытекает, что все три про-
странстваD,S и E хаусдорфовы, а из предложения . нетрудно усмот-
реть, что они не нормируемы. Отличнику мы предлагаем

Упражнение . Пространства E и S метризуемы и даже являются про-
странствами Фреше, а пространство D не метризуемо.

Указание . Вопрос о метризуемости решается с помощью упражнения .,
причем для пространства D можно вместо этого применить теорему .

Обсудим взаимное расположение всех трех пространств пробных
функций и сравним их топологии. Ясно, что D ⊂S ⊂E . Далее нам по-
надобится

Предложение  (о «шляпе»). Для любого отрезка [a, b]⊂R и ǫ > 0
в пространстве D существует такая функция гa,b,ǫ(t) («шляпа»), что
0 6 гa,b,ǫ(t)6 1, гa,b,ǫ(t) равна 1 на [a, b] и 0 вне [a− ǫ, b+ ǫ].
⊳ Возьмем «горбушку» г(t) (см. выше). Очевидно, найдутся такие

константы c, C > 0, что г(c t) = 0 при |t|> ǫ/2 и C
∫

R

г(c t) dt = 1. Теперь

легко проверить, что нужная нам функция имеет вид

гa,b,ǫ(t) := C

b+ǫ/2∫

a−ǫ/2

г(c(s− t)) ds. ⊲

Предложение . Пространство D (а с ним и S ) плотно в (E , e),
и, кроме того, D плотно в (S , s).
⊳ Достаточно, зафиксировав ϕ ∈ E (соответственно ϕ ∈S ), указать

последовательностьψm ∈D, сходящуюся к ϕ по любой преднорме из e
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(соответственно из s). Мы покажем, что подойдет последовательность
ψm :=ϕгm, где гm(t) := г−1,1,1(t/m) (см. предложение ).

Мы видим, что на любом отрезке [−N , N] функция ϕ −ψm равна
нулю при m > N , и поэтому для тех же m и любых n= 0, 1, … выполнено
равенство ‖ϕ −ψm‖(N )n

= 0. Таким образом, в пространстве E нужная
сходимость установлена.

Если ϕ ∈S , то, очевидно,

‖ϕ−ψm‖p,q =max
�
|t p(ϕ(t)−ψm(t))

(q)|: |t|> m
	
.

Из формулы Лейбница следует, что

(ϕ−ψm)
(q) =ϕ(q) −ϕ(q)гm +

q∑

k=1

Ckϕ
(q−k)г(k)

m

для некоторых постоянных Ck. Далее, г(k)
m
(t) =

1

mk
г(k)(t/m), откуда для

всех t ∈ R и k = 1, …, q заведомо выполнено неравенство |г(k)
m
(t)| 6

6 ‖г‖0,k . Поэтому с учетом того, что |гm(t)| 6 1 для всех m и t, для
некоторого C > 0 справедлива оценка

‖ϕ−ψm‖p,q 6 max

�
2|t pϕ(q)(t)|+ C

q−1∑

l=0

|t pϕ(l)(t)|: |t|> m

�
.

Но ϕ ∈ S , и поэтому для всех l = 0, …, q функции t pϕ(l)(t) стремятся
к нулю при |t|→∞. Дальнейшее очевидно. ⊲

Предложение . Топология в D, унаследованная от (S , s), грубее
топологии в (D, d), а топология в S , унаследованная от (E , e), грубее
топологии в (S , s).

(Очевидно, сказанное можно выразить так: естественные вложения
(D, d) и (S , s), а (S , s) в (E , e) –– это непрерывные, но не топологически
инъективные операторы.)
⊳ Поскольку преднормы из s, как легко видеть, допустимы, это се-

мейство является частью семейства d. Любая стандартная преднорма
(преднорма из e), очевидно, мажорируется нормой max{‖ · ‖0,q : 0 6 q 6

6 N} для достаточно большого N . Это показывает, что утверждение
верно с заменой слов «грубее» на «не тоньше» (= «не сильнее»).

Далее, положив ϕm(t) := cmϕ(t − m), m= 1, 2, …, для любой нену-
левой функции ϕ ∈ D и взяв достаточно быстро сходящиеся к нулю
коэффициенты cm > 0, мы, очевидно, получим последовательность,
сходящуюся к нулю в (S , s), но, с учетом теоремы  (i), не в (D, d).
Наконец, взяв сходную последовательность ϕm(t), но теперь положив
cm ≡ 1, мы получим последовательность, сходящуюся к нулю в (E , e),
но не в (S , s). Дальнейшее очевидно. ⊲
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В пространствах пробных функций действует целый ряд важных
операторов. Пожалуй, главный из них –– это оператор дифференциро-
вания ϕ 7→ ϕ′. Мы будем обозначать его одним и тем же символом D

для всех трех пространств; это не вызовет путаницы.
Предложение . Оператор D, будучи рассмотрен в (D, d), непреры-

вен.
⊳ Рассмотрим для каждой преднормы ‖ · ‖ из d и функции ϕ ∈ D

«оценку» ‖Dϕ‖6 1 · |||ϕ|||, где ||| · ||| –– преднорма из предложения  (iii).
Остается применить теорему .. ⊲

Упражнение . Такое же утверждение верно, если заменить (D, d)

на (S , s) и на (E , e).
Разберитесь еще с одним классическим оператором.
Упражнение . Пусть ψ(t), t ∈ R, –– бесконечно гладкая функция.

Тогда «оператор умножения на ψ» Mψ : ϕ 7→ ϕψ, будучи рассмотрен
в (D, d) и в (E , e), непрерывен. Если жеψ –– функция, каждая производ-
ная которой имеет степенной рост, то подобный оператор непрерывен
и будучи рассмотрен в (S , s).

Но это все была присказка, а вот, наконец, и сказка.
Определение . (i) Непрерывные функционалы на пространстве

(D, d) (= элементы пространства D∗) называются обобщенными-функ-
циями.

(ii) Непрерывные функционалы на пространстве (S , s) (= элементы
пространства S ∗) называются обобщенными-функциями-умеренного-
роста.

(iii) непрерывные функционалы на пространстве (E , e) (= элемен-
ты E ∗) называются обобщенными-функциями-с-компактными-носите-
лями.

Во всех трех терминах вместо слов «обобщенная-функция» часто го-
ворят «распределение» (именно такое название больше принято на За-
паде).

Мы пишем соответствующие слова через дефис из осторожности,
желая подчеркнуть, что до поры до времени эти понятия должны вос-
приниматься только как единый термин. Ведь такое выражение, как
«обобщенная функция умеренного роста» или «обобщенная функция
с компактным носителем» (без черточек), должно, строго говоря, отно-
ситься к функционалу наD с какими-то дополнительными свойствами,
нам пока неведомыми. Вскоре, однако, окажется, что подобная терми-
нология вполне оправдана и естественна, и мы действительно смо-
жем отождествить функционалы на S и E с определенными классами
функционалов на D и тогда, не боясь путаницы, распрощаться с этими
черточками.
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Разумеется, ко всем только что введенным объектам примени́м об-
щий критерий непрерывности функционала на полинормированном
пространстве, выраженный в теореме .. Однако специальный вид се-
мейств преднорм позволяет, по крайней мере в двух случаях, сделать
некоторые упрощения.

Предложение . Справедливы следующие утверждения:
(i) функционал f : D→C непрерывен (= является обобщенной-функ-

цией) тогда и только тогда, когда для любого N ∈N найдутся такие
числа n∈Z+ и C > 0, что | f (ϕ)|6 C‖ϕ‖(N )

n
для ϕ ∈DN ;

(ii) функционал f : E→C непрерывен (= является обобщенной-функ-
цией-с-компактным-носителем) тогда и только тогда, когда найдут-
ся такие числа N ∈ N, n ∈ Z+ и C > 0, что | f (ϕ)| 6 C‖ϕ‖(N )

n
для всех

ϕ ∈E .
⊳ (i) ⇒ Объединяя теорему . и предложение , мы видим, что су-

ществует такая допустимая преднорма ‖ · ‖ в D, что | f (ϕ)| 6 ‖ϕ‖ для
всех ϕ ∈D. Дальнейшее очевидно.

(i)⇐ Указанное условие в точности означает, что преднорма ‖ · ‖ f ,
‖ϕ‖ f := | f (ϕ)|, допустима. Теперь очевидным образом применима тео-
рема ..

(ii)⇒ Эта импликация следует из теоремы . и следующей оценки
max{‖ · ‖(Nk)

nk
: k= 1, …, m}6 ‖ · ‖(N )

n
, где n :=max{nk : k= 1, …, m} и N :=

:=max{Nk : k= 1, …, m}.
(ii)⇐ Очевидно. ⊲
Говорят, что обобщенная-функция f имеет конечный порядок, если

оценки из предложения  (i) имеют место для одного и того же (= не
зависящего от N) «номера производной» n. Наименьшее из таких n на-
зывается порядком обобщенной-функции f .

Какие же бывают обобщенные-функции?
Назовем измеримую функцию на прямой локально интегрируемой,

если она интегрируема относительно стандартной меры Лебега на
каждом отрезке. Множество классов эквивалентности (= совпадения
почти всюду) локально интегрируемых функций обозначается через
Lloc

1
. Очевидно, Lloc

1
–– это линейное пространство относительно пото-

чечных (более аккуратно: поточечных на множествах полной меры
в R) операций.

Пусть f –– локально интегрируемая функция. Рассмотрим отобра-
жение bf : D → C, ϕ 7→

∫

R

f (t)ϕ(t) dt. Очевидно, bf –– функционал, и при

ϕ ∈ DN выполнена оценка |bf (ϕ)| 6 C‖ϕ‖(N )0 , где C :=

N∫

−N

| f (t)| dt. Тем

самым, как следует из предложения , bf –– обобщенная-функция.
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Определение . Обобщенная-функция называется регулярной, если
она имеет вид bf для некоторой локально интегрируемой функции f ,
и сингулярной в противном случае.

Ясно, что функционал bf не зависит от замены функции f на экви-
валентную. Поэтому корректно определено отображение i : Lloc

1
→D∗,

f 7→ bf , разумеется, являющееся линейным оператором. (С этого мо-
мента мы употребляем, по обычаю действительного анализа, жаргон-
ные выражения типа «локально интегрируемая функция f из Lloc

1
». Как

всегда, если помнить, что за ними скрывается, к путанице это не при-
ведет.) Таким образом, обобщенная-функция регулярна тогда и только
тогда, когда она лежит в образе Im(i).

Разумеется, регулярные обобщенные-функции имеют порядок 0.
Чтобы двигаться дальше, нам понадобится следующий факт дей-

ствительного анализа.
Предложение . Пусть f –– такая интегрируемая функция на от-

резке [a, b], что для любой функции ϕ ∈D, равной нулю вне [a, b], вы-

полнено равенство
b∫

a

f (t)ϕ(t) dt = 0. Тогда f = 0 почти всюду на [a, b].

⊳ Очевидно, не теряя общности, можно считать, что наша функция
принимает действительные значения.

Рассмотрим произвольный отрезок [c, d] ⊆ [a, b] и его характери-
стическую функцию χc,d . Возьмем «шляпы» гn(t) := гc+1/n, d−1/n, 1/n(t).
Тогда последовательность гn почти всюду стремится к χc,d на [a, b],
причем всюду выполнено неравенство | f (t)гn(t)| 6 | f (t)|. Отсюда по
теореме Лебега

d∫

c

f (t) dt =

b∫

a

f (t)χc,d(t) dt = lim
n→∞

b∫

a

f (t)гn(t) dt = 0.

В частности,
x∫

a

f (t) dt = 0 для каждого x ∈ [a, b]. Дифференцируя это

тождество по x , получаем равенство f (x) = 0 почти всюду на [a, b]. ⊲
Вот первое применение.
Предложение . Оператор i инъективен; иными словами, две ло-

кально интегрируемые функции порождают одну и ту же обобщенную-
функцию тогда и только тогда, когда они эквивалентны.
⊳ Пусть локально интегрируемая функция f такова, что bf = 0. Из

конструкции функционала bf и предложения  сразу следует, что функ-
ция f почти всюду равна нулю на любом отрезке прямой, а значит, и на
всей прямой. ⊲
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Таким образом, оператор i осуществляет биекцию между Lloc
1

и под-
пространством в D∗, состоящим из регулярных обобщенных-функций.
Отождествляя оба пространства посредством этой биекции (привыч-
ный для математика «психологический этюд»), мы будем считать Lloc

1

частью D∗.
Поскольку Lloc

1
содержит, говоря нестрого, «большинство» встреча-

ющихся в анализе функций, это в значительной мере оправдывает сам
термин «обобщенная функция». (С этого момента естественно убрать
дефис, уже не боясь недоразумений.) В дальнейшем, говоря «обобщен-
ная функция f (t), f ∈ Lloc

1
» (скажем, многочлен или экспонента), мы

будем иметь в виду отождествляемую с f регулярную обобщенную
функцию, т. е. i( f ).

А вот и первый, исторически самый знаменитый пример сингуляр-
ной обобщенной функции.

Определение . Функционал δ : D → C, ϕ 7→ ϕ(0), называется
δ-функцией Дирака или просто δ-функцией.

Теорема . δ-функция Дирака –– это сингулярная обобщенная функ-
ция порядка 0.
⊳ То, что это обобщенная функция нулевого порядка, сразу следует

из оценки |δ(ϕ)|6 ‖ϕ‖(N )0 для любых ϕ ∈D и N . Предположим, что она
регулярна и отождествлена с некоей функцией f ∈ Lloc

1
. Тогда для любо-

го отрезка [a, b], не содержащего , и любой ϕ ∈ D, равной нулю вне

[a, b], выполнено равенство
b∫

a

f (t)ϕ(t) dt =
∫

R

f (t)ϕ(t) dt = δ(ϕ) = 0.

Отсюда на основании предложения  f = 0 почти всюду на [a, b].
Но прямая есть объединение счетного числа подобных отрезков

и одноточечного множества {0}. Отсюда f = 0 почти всюду на R, а зна-
чит, δ = bf –– нулевой функционал. Но ведь по своему определению
функционал δ(ϕ) заведомо отличен от нуля при ϕ(0) 6= 0. Получили
противоречие. ⊲

Замечание. Многие физики любят говорить, что δ-функция –– это
настоящая функция δ(t), для которой δ(t) = 0 при t 6= 0, но δ(0) «на-
столько велико», что

∫

R

δ(t) dt = 1 и, «как следствие»,
∫

R

δ(t)ϕ(t) dt =

= ϕ(0) для любой функции ϕ ∈ D. Но что для физика –– детская ша-
лость, для математика –– смертный грех. Еще раз: δ-функция, несмотря
на свое название, –– это не функция!

То же правило ϕ 7→ϕ(0), разумеется, корректно определяет функци-
онал из S ∗ и из E ∗. Такие функционалы мы будем также обозначать
через δ и называть по-прежнему δ-функциями; это не вызовет пута-
ницы.
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Следующий класс обобщенных функций содержит как регулярные
обобщенные функции, так и δ-функцию.

Рассмотрим N –– совокупность борелевых подмножеств отрез-
ка [−N , N], ∞ :=

⋃
N∈N

N и µ : ∞ → C –– такую функцию мно-

жеств, что для любого N ее ограничение µN на N есть комплексная
мера на соответствующем отрезке.

Упражнение . Отображение f : D →C, ϕ 7→
∫

R

ϕ(t) dµ(t), где инте-

грал понимается как
N∫

−N

ϕ(t) dµN (t) для достаточно больших N , –– это

корректно определенная обобщенная функция, которая регулярна то-
гда и только тогда, когда для каждого N мера µN абсолютно непрерыв-
на по мере Лебега.

Упражнение . Обобщенная функция f имеет порядок 0 тогда
и только тогда, когда она задается некоторой мерой µ из предыдущего
упражнения.

Указание к импликации ⇒. Из теоремы .. (Рисса) следует, что
ограничение функции f на DN действует как интеграл по некоторой
комплексной мере µN .

Вообще-то к обобщенным функциям могут привести самые раз-
ные конструкции. Вот еще пример. Ниже v. p. обозначает интеграл
в смысле главного значения.

Упражнение . Отображение

ϕ ∈D 7→ v. p.

∫

R

ϕ(t)

t
dt

–– это корректно определенная сингулярная обобщенная функция по-
рядка 1.

Упражнение . Отображение

ϕ ∈D 7→
∞∑

k=1

ϕ(k)(k)

–– это обобщенная функция, не имеющая конечного порядка.
Теперь мы сделаем первую попытку оправдать слова об «умерен-

ности» и «компактном носителе» в определении . Напомним, что для
обычной функции слова «умеренный рост» употребляются, как прави-
ло, в том же значении, как и слова «степенной рост», а носителем функ-
ции часто называют произвольное множество, вне которого она равна
нулю.

Пусть f –– такая локально интегрируемая функция умеренного ро-
ста, что для некоторого p ∈ Z+ и всех t ∈ R выполнено неравенство
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| f (t)|6 C(1+ |t|p). Тогда функция g(t) :=
f (t)

|t|p+2 + 1
заведомо интегри-

руема на прямой, и поэтому для любой функции ϕ ∈ S существует
интеграл ∫

R

f (t)ϕ(t) dt =

∫

R

g(t)(|t|p+2 + 1)ϕ(t) dt.

Тем самым, определено отображение –– и, очевидно, линейный функ-
ционал bf : S → C, ϕ 7→

∫

R

f (t)ϕ(t) dt. При этом из последнего равен-
ства следует оценка

|bf (ϕ)|6 2C max{‖ϕ‖p+2,0,‖ϕ‖1,0},
где C :=
∫

R

|g(t)| dt, которая, в силу теоремы ., показывает, что bf ––

обобщенная-функция-умеренного-роста.
Сходным образом, пусть f –– локально интегрируемая функция,

имеющая компактный носитель (т. е., попросту говоря, равная нулю
вне некоторого отрезка). Тогда, разумеется,

∫

R

f (t)ϕ(t) dt существует

уже для любой функции ϕ ∈ E и возникающий по тому же правилу, что

и выше, функционал bf на E непрерывен по преднорме ‖ · ‖(N )0 при до-
статочно больших N (напишите соответствующую оценку). Таким об-
разом, теперь bf –– это обобщенная-функция-с-компактным-носителем.

Функционалы bf ∈S ∗ либо, смотря по смыслу, bf ∈ E ∗, изготовлен-
ные указанным способом из локально интегрируемых функций, мы
будем, по аналогии с функционалами из D∗, называть регулярными;
к конфузу это не приведет.

Разумеется, в обеих однотипных конструкциях две локально инте-
грируемые функции задают один и тот же функционал на соответству-
ющем пространстве пробных функций тогда и только тогда, когда они
совпадают почти всюду (ср. предложение ).

Упражнение . Непрерывная локально интегрируемая функция по-
рождает обобщенную-функцию-с-компактным-носителем тогда и толь-
ко тогда, когда она имеет компактный носитель.

Указание к (ii). Из предложения  (ii) следует, что bf (ϕ) = 0 для всех
функций ϕ, равных нулю на некотором отрезке.

∗ ∗ ∗
Итак, перед нами три «пространства обобщенных функций» D∗,S ∗

и E ∗. Сделаем их полинормированными (и, стало быть, топологиче-
скими) пространствами, снабдив каждое слабым∗ семейством пред-
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норм. Это позволяет, в частности, говорить о сходимостях последова-
тельностей: на основании общего предложения . в каждом из этих
пространств последовательность fn сходится к f тогда и только тогда,
когда для любой функции ϕ из соответствующего пространства проб-
ных функций числовая последовательность fn(ϕ) сходится к f (ϕ).

Упражнение . Пусть последовательностьϕn ∈D такова, что ϕn = 0

вне отрезка
h
−1

n
,

1
n

i
и
∫

R

ϕn(t) dt = 1 для всех n. Тогда ϕn как последо-

вательность регулярных обобщенных функций сходится в D∗ к δ-функ-
ции.

(Последовательность указанного вида называется δ-образной. Уже
на ее примере мы видим, что регулярные обобщенные функции могут
сходится к сингулярной.)

Пусть in –– естественное вложение D в S . Поскольку топология в D
сильнее, чем унаследованная от S (предложение ), это непрерывный
оператор. Возьмем его слабый∗ сопряженный in∗, сопоставляющий
каждому непрерывному функционалу на S его ограничение на D. Из
плотности пространства D в S (см. предложение ) очевидным обра-
зом следует, что оператор in∗ инъективен. Поэтому мы вправе каждую
обобщенную-функцию-умеренного-роста отождествить, посредством
этого оператора in∗, с некоторой («просто») обобщенной функцией ––
ее ограничением на D.

Точно так же, с учетом тех же предложений, мы вправе рассмат-
ривать каждую обобщенную-функцию-с-компактным-носителем как
обобщенную-функцию-умеренного-роста. Возникают включения E ∗ ⊂
⊂S ∗ ⊂D∗. Соответствующие операторы естественного вложения, бу-
дучи слабыми∗ сопряженными к естественным вложениям между соот-
ветствующими пространствами пробных функций, непрерывны. (Од-
нако они не являются топологически инъективными –– проверьте.)

Предложение . Функционал из D∗ лежит (с точностью до указан-
ного отождествления) в S ∗ ⇔ он непрерывен относительно тополо-
гии, унаследованной от S . То же верно с заменой пары (D,S ) на пару
(S ,E ) и на пару (D,E ).
⊳ Все три утверждения доказываются практически одинаково. (Тре-

тье к тому же следует из двух первых.) Поэтому мы ограничимся пер-
вым утверждением.
⇒ Непосредственно следует из конструкции оператора in∗.
⇐ Надо показать, что всякий функционал f : D →C, непрерывный

как функционал на подпространстве в (S , s), есть ограничение функ-
ционала из (S , s)∗. Согласно теореме ., функционал f ограничен на
хотя бы одном преднормированном пространстве (D,‖ · ‖), где ‖ · ‖ ––
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максимум нескольких преднорм из семейства s. Далее, плотность про-
странства D в (S , s) (предложение ) означает, в частности, что D
плотно в (S ,‖ · ‖). Но тогда в силу принципа продолжения по непре-
рывности (и полноты C) существует ограниченный функционал на
(S ,‖ · ‖), продолжающий f . Этот функционал, согласно той же тео-
реме ., принадлежит (S , s)∗. Дальнейшее очевидно. ⊲

А теперь напомним об отождествлении части пространства D∗ с
пространством Lloc

1
. Последнее, разумеется, содержит E , а с ним S

и D. Кроме того, пространство S , заведомо состоя из функций уме-
ренного роста, может быть отождествлено с частью пространства S ∗.
Объединяя сказанное с рассмотренными выше взаимоотношениями
между пространствами функционалов, мы получаем диаграмму

D S

E
∗

E

S
∗

Lloc
1

D
∗→

→

→

→
→

→

→

→

в которой стрелки изображают естественные вложения. В ней мы сей-
час обратим особое внимание на «результирующее» вложение D в D∗,
а также на вложение S в S ∗, с которым мы встретимся при изучении
преобразований Фурье.

Замечание. Тот факт, что каждое из пространств D и S разум-
ным образом вкладывается в свое сопряженное, играет в теории обоб-
щенных функций выдающуюся роль. Но надо подчеркнуть, что это
следствие весьма специальной природы обоих пространств. В общем
случае полинормированное пространство, даже очень хорошее, вовсе
не обязано быть частью своего сопряженного; возьмите хотя бы E .

Сделаем важное наблюдение.
Предложение . Пространство D плотно в (D∗,w∗), а простран-

ство S –– в (S ∗,w∗).
⊳ Возьмем ϕ ∈D \(0). Тогда, разумеется,

∫

R

ϕ(t)ϕ(t) dt > 0.

Это означает, что существует такая обобщенная функция, принадлежа-
щая D ⊂ D∗, а именно ϕ, что ϕ(ϕ) 6= 0. Тем самым пространство D ––
достаточное подпространство в D∗, и утверждение о D следует из пред-
ложения ., в котором D∗ выступает в роли E∗, а пространство D ––
в роли E◦. Утверждение о пространстве S доказывается аналогично. ⊲
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§ . Обобщенные производные и вопросы строения
обобщенных функций

Раз пространствоD является частьюD∗, то можно поставить вопрос
о распространении на D∗ наиболее важных существующих в D опера-
ций, прежде всего дифференцирования.

Более предметно, пусть T –– действующий в D оператор. Нас инте-
ресуют операторы eT : D∗→D∗, бипродолжающие T , т. е. такие, что для
ϕ ∈ D выполнено равенство eT (ϕ) = T (ϕ) (см. § .), иными словами,
такие, что диаграмма

D T D

D∗ eT D∗

в которой вертикальные стрелки обозначают естественное вложение,
коммутативна.

Конечно, с точки зрения чистой линейной алгебры таких опера-
торов –– несметное множество. Но пространство D∗ снабжено топо-
логией; поэтому разумно интересоваться теми операторами, которые
в этой топологии непрерывны. Такая постановка вопроса, как правило,
приводит к полному успеху.

Теорема . Для оператора дифференцирования D : D → D суще-
ствует единственный оператор eD : D∗→D∗, бипродолжающий D и не-
прерывный относительно слабой∗ топологии. Этот оператор дейст-
вует по правилу

[eD f ](ϕ) := f (−Dϕ), f ∈D∗,ϕ ∈D

(иными словами, это слабый∗ сопряженный к оператору −D; см. опре-
деление .).
⊳ В силу непрерывности оператора D (предложение .) указанная

формула корректно определяет оператор eD в D∗, который на основа-
нии предложения . слабо∗ непрерывен. Возьмем функцию ϕ ∈D, ее
производную ϕ′ и условимся обозначать теми же символами соответ-
ствующие им регулярные обобщенные функции. Тогда с учетом финит-
ности функции ϕ, для любой функции ψ∈D и достаточно большого N

выполнено равенство

eDϕ(ψ) =ϕ(−Dψ) =

=−
∫

R

ϕ(t)ψ′(t) dt =−
�
ϕ(t)ψ(t)|N−N

−
∫

R

ϕ′(t)ψ(t) dt

�
=ϕ′(ψ).
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Это означает, что оператор eD бипродолжает D. Далее, пространство D∗
хаусдорфово. Отсюда, с учетом предложения .. следует, что любой
слабо∗ непрерывный оператор в D∗, бипродолжающий D, совпадает
с eD не только на пространстве D, но и на его слабом∗ замыкании.
Остается применить предложение .. ⊲

Определение . Обобщенная функция eD( f ) называется обобщенной
производной обобщенной функции f и обозначается также через f ′.

Таким образом, всякая обобщенная функция имеет производную ––
надо только эту производную разумно определить. В частности, мы
вправе говорить о производной любой локально интегрируемой функ-
ции; если таковой снова окажется регулярная функция, то обычно го-
ворят об обобщенной производной в смысле Соболева. (Вспомните эпи-
граф из Эрмита; как жаль, что тот не дожил до открытия обобщенных
производных...) Другое дело, что теперь нельзя говорить о производ-
ных в отдельных точках –– так ведь, если задуматься, то не очень-то
и хотелось.

∗ ∗ ∗
Замечание. В современном анализе большую роль играют банаховы про-

странства, состоящие из тех функций f ∈ Lp(R), у которых есть k обобщенных
производных в смысле Соболева, также принадлежащих Lp(R). Это так назы-

ваемые пространства Соболева, часто обозначаемые W k
p
(R); они являются ба-

наховыми относительно нормы ‖ f ‖ :=
p

È
k∑

l=0

∫

R

| f (l)(t)|p d t. (Наряду с R, в опре-

делениях подобных пространств рассматривают разнообразные области в Rn.)
О роли некоторых пространств Соболева см., например, [], а их общая тео-
рия изложена в монографии [].

Предложение . Всякая регулярная обобщенная функция есть, для
любого m= 1, 2, …, (m+ 1)-кратная обобщенная производная от неко-
торой m раз гладкой функции.
⊳ Для f ∈ Lloc

1
положим g(t) :=

t∫

0

f (s) ds и возьмем ϕ ∈D. Поскольку

функции g и ϕ удовлетворяют условиям теоремы об интегрировании
по частям (см., например, [, с. ]), для достаточно больших N вы-
полнено равенство

g ′(ϕ) =−
N∫

−N

g(t)ϕ′(t) dt =−g(t)ϕ(t)
��N
−N
+

N∫

−N

f (t)ϕ(t) dt = f (ϕ).

Поэтому любая регулярная функция есть обобщенная производная не-
прерывной функции, та –– гладкой функции и т. д. ⊲
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Пример . Пусть θ (t) –– так называемая функция Хевисайда, сопо-
ставляющая неотрицательным числам единицу, а отрицательным ––
нуль. Для любой функции ϕ и достаточно больших N выполнено ра-
венство

θ ′(ϕ) =−
∫

R

θ (t)ϕ′(t) dt =−
∞∫

0

ϕ′(t) dt =−ϕ(t)|N
0
=ϕ(0).

Таким образом, обобщенная производная функции Хевисайда –– это
δ-функция Дирака.

Упражнение 1∗. Пусть задана функция на прямой, имеющая на
каждом отрезке ограниченную вариацию. Найдите ее обобщенную
производную. (Ответ: она среди «мер» из упражнения ..)

Замечание. Более конкретно, возьмем канторову лестницу. Ее про-
изводной в «классическом» понимании является функция, почти всюду
равная нулю, а в нашем новом смысле –– канторова мера. Согласитесь,
что такая «производная» дает об исходной функции гораздо бо́льшую
информацию.

Упражнение . Найдите обобщенную производную функции ln |t|.
Указание. Это интеграл главного значения из упражнения ..
Как вы знаете, бывает и так, что (обычная) функция почти всюду

дифференцируема, но ее нельзя восстановить по своей производной.
(Классический пример –– та же канторова лестница.) И снова теория
обобщенных функций избавляет от подобных неприятностей.

Упражнение . Пусть f –– обобщенная функция. Тогда f ′ = 0 тогда
и только тогда, когда f –– постоянная. (Точный смысл подобных заявле-
ний обсуждался выше.) Как следствие, две обобщенные функции, име-
ющие одну и ту же обобщенную производную, отличаются на постоян-
ную.

Указание. Функционал f равен нулю на всех функциях ϕ′, ϕ ∈ D,
т. е. на всех таких ϕ, что

∫

R

ϕ(t) dt = 0. Отсюда f есть постоянная f (ϕ0)

для любой такой функции ϕ0, что
∫

R

ϕ0(t) dt = 1.

Если f –– обобщенная функция, то мы назовем ее обобщенной перво-
образной такую обобщенную функцию g, что g ′ = f . Вот еще одно пре-
имущество обобщенных функций перед обычными.

Упражнение . Каждая обобщенная функция обладает первообраз-
ной, и все ее первообразные отличаются на постоянную.

Указание. Зафиксируем такую функцию ϕ0 ∈D, что
∫

R

ϕ0(t) dt = 1.

В качестве первообразной для функции f подойдет функция g : ϕ 7→
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7→ − f (ψ), где ψ(t) –– единственная принадлежащая пространству D
первообразная к ϕ(t)−

�∫

R

ϕ(t) dt

�
ϕ0(t).

Замечание. С этого факта начинается теория дифференциальных
уравнений с обобщенными функциями –– мощный аппарат современ-
ного анализа и физики. О том, как этот аппарат работает, можно про-
читать, скажем, в классических руководствах [, , ] и в современ-
ном университетском учебнике [].

∗ ∗ ∗
Ранее мы говорили о дифференцировании в D∗. Однако основная

конструкция почти дословно переносится на обобщенные-функции-
умеренного-роста.

Упражнение 50. Теорема  остается верной при замене D на S и
соответственно D∗ на S ∗. При этом оператор eD, действующий в S ∗,
оказывается сужением одноименного оператора, действующего в (объ-
емлющем) пространстве D∗.

Другая классическая операция анализа –– умножение на достаточно
хорошую функцию –– также распространяется с обычных функций на
обобщенные.

Упражнение . Пусть ψ(t), t ∈ R, –– бесконечно гладкая функция.
Тогда оператор Mψ : D→D (см. упражнение .) допускает единствен-
ное слабо∗ непрерывное бипродолжение до некоторого оператора
eMψ : D∗→D∗ (называемого оператором умножения на ψ в D∗). Если

же вдобавок функция ψ и все ее производные имеют умеренный рост,
то сказанное остается верным при замене D на S .

Указание. На этот раз eMψ –– это в точности слабый∗ сопряженный
оператор к Mψ.

∗ ∗ ∗
Напомним сейчас о топологической характеристике тех обобщен-

ных функций, которые являются обобщенными-функциями-с-компакт-
ными-носителями (предложение .). Они допускают и другое, пожа-
луй, более наглядное описание.

Назовем носителем обобщенной функции f любое такое замкнутое
множество M ⊂R, что f (ϕ) = 0, как только ϕ = 0 в некоторой окрест-
ности M . В этом случае также говорят, что функция f сосредоточена
на M или что функция f равна нулю вне M . (Таким образом, заявление
«функция f равна нулю в такой-то точке» лишено смысла, зато заявле-
ние «функция f равна нулю на таком-то открытом множестве» имеет
разумное истолкование.)
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Замечание. Среди всех носителей есть наименьший, а именно,
пересечение всех носителей. (Попробуйте это доказать.) Часто в ли-
тературе, говоря о носителе, имеют в виду именно этот конкретный
носитель, так сказать, «the» носитель.

Предложение . Функционал f ∈D∗ принадлежит E ∗тогда и толь-
ко тогда, когда он имеет компактный носитель.

(Иными словами –– и это не шутка! –– обобщенная-функция-с-ком-
пактным-носителем –– это в точности обобщенная функция с компакт-
ным носителем.)
⊳ ⇒ Из предложений . и . (ii) следует, что для некоторых чи-

сел C , N и n выполнено неравенство | f (ϕ)| 6 ‖C‖‖ϕ‖(N )
n

. Поэтому из
равенства ϕ(t) = 0 при t /∈ [−N , N] следует, что f (ϕ) = 0.
⇐ Согласно условию, есть такое число N , что f = 0 вне отрезка

[−N , N]. Отсюда для любой функции ϕ ∈D и д := г−N ,N ,1 (см. предложе-
ние .) выполнено равенство f (ϕ−ϕд) = 0, и, следовательно, f (ϕ) =
= f (ϕд). Но ϕд ∈ DN+1. Поэтому в силу предложения . (i) найдутся
такие числа n и C > 0, что | f (ϕд)|6 C‖ϕд‖(N+1)

n
.

Из формулы Лейбница для высших производных легко следует, что
‖ϕд‖(N+1)

n
6 C ′‖ϕ‖(N+1)

n
для некоторого C ′ > 0. Тем самым, | f (ϕ)| 6

6 CC ′‖ϕ‖(N+1)
n

, и, стало быть, функционал f непрерывен относительно
топологии, унаследованной от E . Остается снова применить предло-
жение .. ⊲

Мы переходим к теореме, которая описывает структуру обобщен-
ных функций с компактным носителем и показывает, что они в опреде-
ленном смысле «недалеко ушли от регулярных». Но сперва мы докажем
важное предварительное утверждение.

Теорема . Пусть f ∈D∗ и N ∈N. Тогда существуют такая квадра-
тично интегрируемая функция h(t) на [−N , N] и такое число n ∈ Z+,
что

f (ϕ) =

N∫

−N

h(t)ϕ(n)(t) dt

для любой функции ϕ ∈DN .
⊳⊳ Согласно предложению . (i) существует такое число n− 1 (сей-

час удобнее говорить об n− 1, а не об n), что наш функционал, будучи
рассмотрен на DN , ограничен по норме ‖ · ‖(N )

n−1
. Зафиксируем соответ-

ствующее n и для ϕ,ψ∈DN положим

〈ϕ,ψ〉 :=
∫

R

ϕ(n)(t)ψ(n)(t) dt.
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Лемма. Построенная форма 〈 · , · 〉 является скалярным произведе-
нием в пространстве DN . Норма ‖ · ‖2,n, заданная равенством

‖ϕ‖2,n :=

√√√√√
N∫

−N

|ϕ(n)(t)|2 dt

(т. е. норма соответствующего почти гильбертова пространства),
мажорирует в пространстве DN стандартную норму ‖ · ‖(N )n−1.
⊳ Очевидно, что 〈 · , · 〉 –– это предскалярное произведение, и, стало

быть, ‖ · ‖2,n –– преднорма в DN .
Для k= 0, 1, …, n− 1 положим

‖φ‖′
k

:=max
�
|ϕ(k)(t)|: t ∈ [−N , N]

	
.

Поскольку ‖ · ‖(N )n−1 =max{‖ · ‖′
k
: k = 0, …, n − 1}, достаточно показать,

что норма ‖ · ‖2,n мажорирует норму ‖ · ‖′
n−1

, а для каждого k = 0, 1, …
…, n− 2 норма ‖ · ‖′

k+1
мажорирует норму ‖ · ‖′

k
.

Возьмем ϕ ∈DN . Для каждого k выполнено равенство ϕ(k)(−N) = 0,
а потому

ϕ(k)(t) =

t∫

−N

ϕ(k+1)(s) ds, t ∈ [−N , N].

Для k= n− 1 это равенство вместе с неравенством Коши––Буняковско-
го для квадратично интегрируемых функций влечет неравенство

|ϕ(n−1)(t)|6

√√√√√
N∫

−N

|ϕ(n)(t)|2 dt

√√√√√
N∫

−N

dt =
p

2N‖ϕ‖2,n.

Отсюда ‖ · ‖′
n−1

6
p

2N ‖ · ‖2,n.
Для остальных k это же равенство дает оценку

|ϕ(k)(t)|6 2N max
�
|ϕ(k+1)(s)|: s ∈ [−N , N]

	
,

откуда ‖ · ‖′
k
6 2N‖ · ‖′

k+1
. Дальнейшее очевидно. ⊲

Конец доказательства теоремы . Рассмотрим гильбертово про-
странство L2[−N , N] и его подпространство Dn

N
, состоящее из n-крат-

ных производных функций из DN . Поскольку любая функция ϕ ∈ DN

равна нулю со всеми производными в точке −N , из условия ϕ(n) ≡ 0

следует, что ϕ ≡ 0. Поэтому правило h0(ϕ
(n)) := f (ϕ) корректно опре-
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деляет функционал h0 : Dn
N
→C, а из леммы и ограниченности функци-

онала f по норме ‖ · ‖(N )n−1 пространства DN следует оценка

|h0(ϕ
(n))|6 C

√√√√√
N∫

−N

|ϕ(n)(t)|2 dt

для некоторого C > 0, т. е. ограниченность функционала h0 по норме,
унаследованной из L2[−N , N]. Продолжив h0 до ограниченного функ-
ционала на всем пространстве L2[−N , N] и зная общий вид ограничен-
ных функционалов на последнем пространстве (предложение ..),
мы получаем такую функцию h∈ L2[−N , N], что

h0(ϕ
(n)) =

N∫

−N

h(t)ϕ(n)(t) dt

для любой функции ϕ(n) ∈Dn
N

. Дальнейшее очевидно. ⊲⊲
Теорема . Пусть f –– обобщенная функция с компактным носите-

лем. Тогда
(i) для некоторого n∈Z+ функция f представима в виде

n∑
k=0

h
(k)

k
, где

все hk –– регулярные финитные функции;
(ii) функция f есть кратная производная от некоторой регулярной

обобщенной функции g, которая может быть выбрана сколько угодно
раз гладкой.

(Разумеется, второе представление нашей обобщенной функции
элегантнее первого, но зато функция g не обязана быть финитной.)
⊳ Согласно условию функция f сосредоточена на некотором от-

резке [−(N − 1), N − 1]. Отсюда для любой функции ϕ ∈ DN−1 выпол-
нено равенство f (ϕ) = f (ϕд), где д := г−(N−1), N−1,1. Далее, ϕд ∈ DN .
Поэтому на основании предыдущей теоремы существует такая функ-
ция h∈ L2[−N , N] и число n, что

f (ϕ) =

N∫

−N

h(t)(ϕд)(n)(t) dt

для всех ϕ ∈D. Продифференцировав произведение, мы получаем, что
для некоторых h0, …, hn ∈ L2[−N , N] и тех же функций ϕ выполнено ра-
венство

f (ϕ) =

n∑

k=0

(−1)k

N∫

−N

hkϕ
(k) dt.
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Продолжив каждую функцию hk нулем вне [−N , N] и сохранив то же
обозначение для получившейся локально интегрируемой функции, мы
немедленно получаем утверждение (i).

Далее, предложение  обеспечивает то, что для каждого k функ-

ция hk имеет вид g
(n−k)

k
для некоторой функции gk ∈ Lloc

1
. Отсюда, разу-

меется, f = g(n) для регулярной функции g :=
m∑

k=0

gk.

Осталось разобраться с гладкостью. Согласно предложению  для
любого m найденная выше функция g сама является (m+ 1)-й обоб-
щенной производной некоторой регулярной m раз гладкой функции.
Дальнейшее очевидно. ⊲

Следствие . Любая обобщенная функция с компактным носителем
имеет конечный порядок.

Из построения регулярной функции g, дающей исходную обоб-
щенную функцию f в качестве своей кратной производной, вы могли
заметить, что она заведомо имеет умеренный рост.

Следующий результат, усиливающий второе утверждение теоре-
мы , доказывается аналогичными рассуждениями, но требует более
громоздких оценок. Поэтому ограничимся только его формулировкой.

Теорема . (áä) Пусть обобщенная функция f принадлежит про-
странству S ∗ (= отождествляется с некоторой обобщенной-функ-
цией-умеренного-роста). Тогда она является кратной обобщенной про-
изводной некоторой регулярной функции умеренного роста, причем
(снова) сколько угодно раз гладкой.

Структурная теорема  позволяет, в частности, дать простое опи-
сание обобщенных функций, сосредоточенных в точке (и, стало быть,
имеющих минимальный непустой носитель). Сперва сделайте не ли-
шенное самостоятельного интереса.

Упражнение  (усиливающее упражнение ). Пусть f –– обобщен-
ная функция. Тогда функция f (n) равна нулю на интервале (a, b) тогда
и только тогда, когда функция f равна на том же интервале некоторо-
му многочлену степени меньше n.

Указание. Те же соображения, что и для упражнения , показывают,
что функция f (n−1) равна на (a, b) некоторой постоянной c1. Тогда

( f (n−2) − c1 t)′ = 0

на (a, b), откуда функция f (n−2) − c1 t равна на (a, b) новой постоянной,
скажем, c2. Но тогда

h
f (n−3) −
�

1
2

c1 t2 + c2 t
�i′
= 0

на (a, b), и т. д.
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Упражнение . Любая обобщенная функция f , сосредоточенная
в точке t ∈ R, является линейной комбинацией обобщенной функции
δt : ϕ 7→ ϕ(t) (сдвига δ-функции Дирака) и ее нескольких кратных
обобщенных производных.

Указание. Пусть t = 0. Объединяя теорему  (ii) и предыдущее
упражнение, мы видим, что та функция g, для которой g(n) = f , сов-
падает справа от 0 с одним, а слева от 0, вообще говоря, с другим мно-
гочленом степени < n. Поэтому g –– линейная комбинация функций
tkθ (t) и tk(1 − θ (t)), k = 0, …, n − 1, где θ (t) –– функция Хевисайда.
Дифференцируя n раз каждую из этих функций, мы получаем, c точно-
стью до постоянного множителя, θ (n−k) = δ(n−k−1) для некоторого k< n.

Нашему гипотетическому отличнику предлагаем доказать еще две струк-
турных теоремы, обобщающие в разных направлениях теорему .

Ценную информацию о строении обобщенных функций, теперь уже произ-
вольных, дает

Упражнение . Для всякой функции f ∈D∗ существуют
(i) такая последовательность финитных регулярных обобщенных функ-

ций gn, которые равны нулю на любом отрезке, начиная с некоторого (вообще
говоря, зависящего от отрезка) номера, и

(ii) такая последовательность неотрицательных целых чисел kn,
что для любой ϕ ∈D и достаточно больших N выполнено равенство

f (ϕ) =

N∑

n=1

g (kn)
n
(ϕ)

и, следовательно,

f =

∞∑

n=1

g (kn)
n

в слабой∗ топологии пространства D∗.
Указание. Для каждого m ∈ Z положим дm := гm,m,1, Φ(t) :=

+∞∑
m=−∞

дm(t) и

em(t) :=
дm(t)

Φ(t)
. Тогда ) em(t) = 0 вне интервала (m− 1, m+ 1) и

+∞∑
m=−∞

em(t)≡ 1.

Обобщенная функция f em : ϕ 7→ f (ϕem) имеет носитель [m− 1, m+ 1], а пото-

му представима в виде f em =
nm∑

k=0

h
(k)

k,m
, где hk,m –– регулярные функции, равные

нулю вне отрезка [m− 2, m+ 2]. Но f =
+∞∑

m=−∞
f em.

)В наших лекциях набор функций с указанными двумя свойствами возник как эпи-
зод. На самом деле такие наборы функций, называемые разбиениями или разложения-
ми единицы, подчиненными заданному покрытию (в нашем случае –– покрытию прямой
интервалами (m− 1, m+ 1); m ∈ Z играют весьма важную роль в анализе и геометрии.
Подробнее о применениях разбиений единицы в теории обобщенных функций см., на-
пример, [], а в дифференциальной геометрии –– [].
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Второе утверждение теоремы  для произвольных обобщенных функций
уже перестает быть верным (почему?). Но все же отметим следующее.

Упражнение . Второе утверждение теоремы  остается в силе для всех
обобщенных функций конечного порядка.

Указание. Теперь в представлении для f em (см. предыдущее указание) чис-
ла nm ограничены в совокупности. Отсюда следует, что f –– конечная сумма

обобщенных функций g
(k)

k
, где gk :=

+∞∑
m=−∞

hk,m.



Г Л А В А 

У ВРАТ СПЕКТРАЛЬНОЙ ТЕОРИИ

Я развил свою теорию бесконечно многих
переменных из чисто математических интере-
сов и даже назвал ее «спектральным анализом»,
абсолютно не подозревая, что позже она найдет
применение в настоящих спектрах физики.

Д. Гильберт

Латинское «spectrum» означает «видение», «привидение», «дух».
В этой главе мы увидим, что у операторов тоже есть «духи», но оби-
тают они не в старинных полуразрушенных замках, а в комплексной
плоскости. Как известно, духи, если их должным образом попросить,
могут рассказать весьма важные вещи. Чтобы убедиться в этом, на-
шему читателю не надо повторять опыт Гамлета или Макбета: пусть
он судит, скажем, по теореме Гельфанда––Мазура этой главы или, еще
лучше, по спектральной теореме Гильберта, о которой мы поговорим
позже.

§ . Спектры операторов и их классификация. Примеры

Пусть T –– ограниченный оператор, действующий в банаховом про-
странстве E. Условимся, пока пространство E фиксировано, опускать
индекс в обозначении 1E .

Определение  (восходящее к Гильберту). Комплексное число λ
называется регулярной точкой оператора T , если оператор (T −λ1) ––
топологический изоморфизм, и сингулярной точкой этого оператора
в противном случае. Множество сингулярных точек оператора T назы-
вается спектром этого оператора и обозначается σ(T ).

В силу теоремы Банаха сказать «λ принадлежитσ(T )» –– это все рав-
но что сказать «(T −λ1) –– не биективный оператор».

Сразу же выделим простое, но весьма важное свойство спектра.
Предложение . Пусть операторы T : E→ E и S : F → F топологи-

чески эквивалентны (т. е. –– напоминаем –– подобны как эндоморфизмы
в B). Тогда их спектры совпадают.
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⊳ Очевидно, для любого λ∈C операторы T −λ1E и S−λ1F тополо-
гически эквивалентны друг другу. Следовательно, наше утверждение ––
это частный случай предложения .. дляK = B. ⊲

Таким образом, спектр –– инвариант топологической эквивалентно-
сти. Конечно, сопоставляя оператору его спектр, мы не получим пол-
ную систему инвариантов подобия (в смысле, обсуждавшемся в § .).
Например, нулевой оператор в C2 не топологически эквивалентен

оператору, записываемому матрицей

�
0 1

0 0

�
, однако спектры обоих

состоят из одного нуля (проверьте!). Таким образом, зная спектр опе-
ратора, мы знаем о нем еще не все, однако –– и в этом нам предстоит
убедиться –– очень и очень многое.

По каким же причинам точка λ может попасть в спектр операто-
ра T? Таких причин может быть несколько.

. Самая «грубая» возможная причина –– в том, что оператор T −λ1

отправляет хотя бы один ненулевой вектор, скажем, x в нуль. (Какая
уж там биективность…) Тогда, разумеется, T x = λx , а значит, как нас
учили на младших курсах, λ –– это собственное значение оператора T .

Подмножество в σ(T ), состоящее из собственных значений опера-
тора T , называется его точечным спектром и обозначается σp(T ).

Если наш оператор действует в конечномерном пространстве, то,
как мы знаем из линейной алгебры, он биективен ⇔ он имеет нуле-
вое ядро. Применительно к T − λ1 это влечет то, что в случае такого
оператора σ(T ) =σp(T ). Вся штука в том, что у операторов функцио-
нального анализа, как правило действующих в бесконечномерных про-
странствах, бывают и другие точки спектра.

. Теперь предположим, что λ не есть собственное значение опера-
тора T (т. е. оператор T −λ1 инъективен). Тогда может случиться, что
Im(T −λ1) не заполняет все пространство E. В этом случае также, разу-
меется, λ ∈σ(T ). Здесь целесообразно выделить два возможных «под-
случая».

а. Образ Im(T − λ1), будучи меньше пространства E, «хотя бы»
плотен в последнем. Подмножество в σ(T ), состоящее из таких то-
чек λ, называется непрерывным спектром нашего оператора и обозна-
чается σc(T ).

б. Наконец, «совсем плохой случай» заключается в том, что, хотя
оператор T −λ1 и инъективен, его образ даже не плотен в E. Подмно-
жество в σ(T ), состоящее из таких чисел λ, называется остаточным
спектром оператора T и обозначается σr(T ).

Мы еще раз подчеркнем, что других возможностей у точки λ, что-
бы быть сингулярной, нет: если одновременно и Ker(T − λ1) = 0, и
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Im(T − λ1) = E, то вследствие теоремы Банаха T − λ1 –– топологиче-
ский изоморфизм, и точка λ регулярна. Как легко проверить, не толь-
ко весь спектр, но и каждая из трех его указанных частей также не
меняется при переходе к топологически эквивалентному оператору.

Замечание (для отличников). Очевидно, спектр оператора можно «по-
ученому» охарактеризовать и как множество тех точек λ, для которых наруша-
ется точность последовательности

…←− 0←− E
T−λ1←−− E←− 0←−…

В этом и заключается «зародыш» подхода к определению многомерного
аналога понятия спектра –– так называемого совместного спектра системы
n перестановочных операторов в банаховом пространстве. Такое определе-
ние, увенчавшее многолетние поиски «правильного» определения совместно-
го спектра, было дано в  г. Дж. Тейлором в терминах нарушения точности
более сложных последовательностей. (В последних уже n+ 1 пространство от-
лично от нуля.) Теория Тейлора и ее последующее развитие отражены в []
и сравнительно недавней монографии [].

Следующие наблюдения часто помогают узнать, какой части спек-
тра заданного оператора принадлежит рассматриваемое число.

Предложение . Пусть λ ∈ σ(T ) и существует такое число c > 0,
что ‖T x −λx‖> c‖x‖ для всех x ∈ E (иными словами, оператор T −λ1

топологически инъективен). Тогда λ∈σr(T ).
⊳ Это утверждение сразу вытекает из замкнутости образа топологи-

чески инъективного оператора между банаховыми пространствами. ⊲
Отсюда немедленно следует
Предложение . Пусть λ ∈σc(T ). Тогда существует такая после-

довательность xn ∈ E, ‖xn‖= 1, что T xn −λxn→ 0 при n→∞. ⊳⊲
Точки спектра можно классифицировать и другими способами, из

которых наиболее важным представляется следующий. Точка λ назы-
вается существенно сингулярной точкой оператора T , если T − λ1 (не
только не биективен, но даже) не является фредгольмовым. Подмно-
жество в σ(T ), состоящее из существенно сингулярных точек операто-
ра T , называется его существенным спектром и обозначается σe(T ).
Таким образом, спектр σ(T ) разбивается, «по степени отдаленности
T − λ1 от биективного оператора», на σe(T ) и его дополнение. Заме-
тим, что предложение .. обеспечивает включение σc(T )⊆σe(T ).

Нетрудно показать (сделайте это), что существенный спектр также
является инвариантом топологической эквивалентности.

Упражнение . Спектр оператора T : E→ E совпадает со спектром
сопряженного оператора T ∗ : E∗→ E∗, т. е. σ(T ∗) =σ(T ). При этом

(i) если λ∈σr(T ), то λ∈σp(T
∗);
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(ii) если λ∈σp(T ), то либо λ∈σp(T
∗), либо λ∈σr(T

∗);
(iii) если λ ∈ σc(T ), то либо λ ∈σc(T

∗), либо λ ∈σr(T
∗); при этом

последняя возможность исключена, если пространство E рефлексивно.
Указание. Операция ∗, будучи, как-никак, функтором, сохраняет

топологические изоморфизмы. Отсюда σ(T )⊇σ(T ∗).
Положим S := T − λ1. Тогда (i) если x не принадлежит замыканию

Im(S), то S∗ f = 0 для любого такого функционала f , что f |Im(S) = 0

и f (x) 6= 0; (ii) если Sx = 0 для x 6= 0 и f (x) 6= 0, то функционал f

не принадлежит замыканию Im(S∗); (iii) если Im(S) плотен в E, то
оператор S∗ инъективен, и поэтому если он сюръективен, то S∗∗, вме-
сте с S∗, –– топологический изоморфизм. Дальше работает предложе-
ние ...

Объединяя все уже сказанное, мы получаем ), что σ(T ) =σ(T ∗).

Читатель, сделавший упражнения .. и .., немедленно выведет из них
тот факт, что существенные спектры операторов T и T ∗ также совпадают,
т. е. σe(T

∗) =σe(T).

Разумеется, для T =λ1, λ∈C, выполнено равенствоσ(T ) =σp(T ) =
= {λ}, и таков же σe(T ), если пространство E бесконечномерно. Не-
сколько более интересно

Предложение . Пусть E0 и E1 –– ненулевые замкнутые подпро-
странства в E и P –– проектор на E0 вдоль E1. Тогда σ(T ) = σp(T ) =

= {0, 1} и 0 /∈ σe(T ) в том и только том случае, если dim E1 <∞;
и 1 /∈σe(T ) тогда и только тогда, когда dim E0 <∞.
⊳ Посмотрев, как действует оператор P на векторы из наших под-

пространств, мы видим, что 0, 1∈σp(T ). Если же λ 6= 0, 1, то оператор
(1−λ)−1P −λ−1Q, где Q := 1 − P, является, как легко проверить, об-
ратным к P −λ1. Дальнейшее очевидно. ⊲

А вот уже не столь простой факт.
Теорема . Пусть T : E → E –– компактный оператор в бесконеч-

номерном банаховом пространстве. Тогда спектр σ(T ) состоит из 0
и, кроме того, не более чем счетного множества собственных значе-
ний, для которого, если оно бесконечно, 0 является его единственной
предельной точкой. При этом для каждого ненулевого собственного
значения подпространство соответствующих собственных векторов
конечномерно. Наконец, σe(T ) = {0}.
⊳ Из того, что оператор T не фредгольмов (предложение ..),

следует, что 0 ∈ σe(T ) и, стало быть, 0 ∈ σ(T ). Теперь возьмем λ ∈
∈σ(T ) \ {0}; тогда оператор T −λ1, а с ним и 1−λ−1T =−λ−1(T −λ1)

)Впрочем, наш отличник может заметить, с учетом сказанного выше мелким шриф-
том, что совпадение σ(T ) и σ(T ∗) есть частный случай упражнения ...
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не имеют обратного. Поэтому выполнено по крайней мере одно из
двух условий: Ker(1 − λ−1T ) 6= 0 либо Im(1 − λ−1T ) 6= E. Но оператор
λ−1T компактен; поэтому, как явствует из альтернативы Фредгольма,
вторая возможность влечет первую. Отсюда общее ядро операторов
T − λ1 и 1 − λ−1T заведомо отлично от нуля; это означает, что λ ––
собственное значение для T . Далее, пространство соответствующих
собственных векторов, очевидно, совпадает с указанным ядром, а по-
тому из теоремы .. следует, что оно конечномерно. В силу этой же
теоремы λ /∈σe(T ).

Осталось показать, что спектр σ(T ) не более чем счетен и 0 –– его
единственная возможная предельная точка. Предположим, что хоть од-
но из этих утверждений неверно. Тогда существует последовательность
λn точек спектра, сходящаяся к некоему значению θ 6= 0; мы вправе, не
теряя общности, считать, что |λn|> θ/2 для всех n и все точки λn раз-
личны. Мы уже знаем, что все λn –– собственные значения. Пусть T xn =

= λn xn для xn 6= 0, n= 1, 2, …; тогда система xn, как мы помним из ли-
нейной алгебры, линейно независима. Положим En := span{x1, …, xn};
это, очевидно, инвариантное подпространство оператора T . Возьмем
для каждого n> 1, пользуясь леммой о почти перпендикуляре, такой
вектор yn ∈ En, что ‖yn‖= 1 и d(yn, En−1)> 1/2. Так как codimEn

En−1 =

= 1, мы получаем yn = µn xn + zn для некоторых µ ∈C \ {0} и zn ∈ En−1.
Отсюда для каждого k= 1, …, n− 1 выполнено равенство

T yn − T yk =µnλn xn + Tzn − T yk =λn yn − un,

где un :=λnzn − Tzn + T yk ∈ En−1. Поэтому

‖T yn − T yk‖= |λn|‖yn −λ−1
n

un‖>
θ
4

.

Тем самым, T переводит ограниченное множество {yn : n∈N} в заведо-
мо не сверхограниченное множество, что противоречит компактности
оператора T . ⊲

∗ ∗ ∗
А теперь вытащим из мешка наши дежурные примеры конкрет-

ных операторов. Каковы, друзья, ваши спектры? Впрочем, задавая этот
вопрос, мы пока ограничимся тем, что лежит более или менее на по-
верхности. Некоторые вещи, которые доказывать «в лоб» можно уже
сейчас, но без особого удовольствия из-за длинных рассуждений, мы
получим впоследствии как немедленные приложения результатов об-
щего характера.

Упражнение . Пусть T := Tµ, µ= (µ1,µ2, …), –– диагональный опе-
ратор в lp, 1 6 p 6∞. Тогда σ(Tµ) есть замыкание множества чисел µn,
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а σp(Tµ) –– само это множество. Кроме того, множество σ(Tµ) \σp(Tµ)
есть σc(Tµ) при p <∞ и σr(Tµ) при p =∞. Наконец (при всех p),
σe(Tµ) –– это множество предельных точек последовательности µ.

Указание. Положим S := T − λ1. Если значение λ отлично от всех
µn, то подпространство c00, плотное в lp при p <∞, лежит в Im(S).
Если λ –– предельная точка последовательности µ, то норма ‖S(pn)‖
может быть как угодно мала; при этом в случае l∞ выполнено неравен-
ство d(ξ, Im(S))> 1 для ξ := (1, 1, 1, …). Остальное с учетом упражне-
ний .. и .. очевидно.

Упражнение . Пусть (X ,µ) –– измеримое пространство, Tf –– опе-
ратор умножения на f ∈ L∞(X ,µ) в Lp(X ,µ), 1 6 p 6∞. Тогда σ(Tf )

есть множество f (X )ess существенных значений функции f (т. е. таких
чисел λ, что для любого ǫ > 0 мера множества {t ∈ X : | f (t)− λ| < ǫ}
положительна). Далее, в обозначении Zλ := {t ∈ X : f (t) =λ}, выполне-
но равенство σp(Tf ) = {λ : µ(Zλ)> 0}, а множество σ(Tf ) \σp(Tf ) есть
σc(Tf ) при p<∞ и σr(Tf ) при p=∞. Наконец, если (X ,µ) –– это отре-
зок [a, b] с мерой Лебега, то σe(Tf ) –– это весь спектр σ(Tf ).

В частности (и это, по-видимому, наиболее поучительный случай),
для оператора умножения на независимую переменную в L2[a, b] выпол-
нено равенство σ(Tf ) =σc(Tf ) =σe(Tf ) = [a, b].

Указание. Если µ(Zλ)> 0, то для любой функции g ∈ Lp(X ,µ) \ {0},
равной нулю вне Zλ, выполняется равенство T f g = λg. Если µ(Zλ) =
= 0, то оператор S := Tf − λ1 инъективен. Однако если к тому же λ ∈
∈ f (X )ess, то, взяв множества Yn := {t ∈ X : | f (t)− λ|< 1/n} и их харак-
теристические функции χn, мы видим, что S(χn/‖χn‖)→ 0 при n→∞.

При этом если p <∞, то подпространство
∞⋃

n=1

{g ∈ Lp(X ,µ) : g|Yn
= 0}

лежит в Im(S) и плотно в Lp(X ,µ); если же p =∞, то d(h, Im(S)) > 1

для h(t)≡ 1. Остальное, с учетом упражнений .. и .., очевидно.
Упражнение . Точечный спектр оператора левого сдвига в lp, 1 6

6 p 6∞, –– это D0 при p<∞ и все множествоD при p=∞. Остаточный
спектр оператора правого сдвига в lp, 1 6 p 6∞, –– это D0 при 1< p<
<∞ и весь D при p= 1. При p=∞ остаточный спектр правого сдвига
содержит D0. Точечный спектр правого сдвига пуст при всех p.

Указание. Если последовательность ξ= (1,λ,λ2, …) лежит в lp, то
Tlξ=λξ. Если же такая последовательность ξ корректно задает функ-

ционал fξ : η 7→
∞∑

n=1

ξnηn на lp, то любой вектор из Im(Tr − λ1) лежит

в ядре этого функционала. Остальное следует из упражнения .
(Разумеется, все сказанное в упражнениях  и  об lp, 1 < p <∞,

верно и для c0 –– проверьте.)
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Замечание. Уже из этих упражнений видно, что каждая из возмож-
ностей, указанных в пп. (ii) и (iii) упражнения , действительно может
быть реализована (укажите соответствующие примеры).

Следующее общее наблюдение порою облегчает жизнь при изуче-
нии спектров.

Упражнение  (усиливающее предложение ). Пусть для опера-
торов S : E→ E и T : F → F операторы S − λ1 и T − µ1, λ,µ∈ C, слабо
топологически эквивалентны. Тогда λ ∈σ(S) тогда и только тогда, ко-
гда µ∈σ(T ), и то же верно с заменой σ на σp,σc ,σr и σe.

Указание. Внимательно посмотрите на диаграмму, участвующую
в определении слабой топологической эквивалентности.

Вот типичное приложение.
Упражнение . Пусть T –– любой из операторов сдвига, действую-

щих в lp, lp(Z) и (при a 6= 0) в Lp(R); везде 1 6 p 6∞. Тогда для любого
λ ∈ T операторы T − 1 и T − λ1 слабо топологически эквивалентны.
Как следствие, множества σ(T ),σp(T ),σc(T ),σr(T ) и σe(T ) либо со-
держат все множество T, либо не содержат ни одной точки из T.

Указание. В случае Tl : lp→ lp требуемая эквивалентность осущест-
вляется парой диагональных операторов, задаваемых с помощью по-
следовательностей (λ,λ2, …) и (λ2,λ3, …). Похожие пары работают для
Tr и Tb. В случае оператора Ta : Lp(R)→ Lp(R) нужная пара состоит из
операторов умножения на экспоненты вида eic t с параметрами c, подо-
бранными исходя из λ и a.

(Что на самом деле происходит с окружностью для каждого кон-
кретного сдвига, мы окончательно выясним в § . Впрочем, некоторые
вещи нам известны из упражнения , и еще кое-что прояснится из сле-
дующих двух упражнений.)

Упражнение 7∗. Остаточный спектр оператора правого сдвига в l∞
также содержит все множество D.

Указание. Для каждого η∈ Im(Tr − 1) выполнено следующее равен-

ство: lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

ηk = 0. Как следствие, расстояние от (1, 1, 1, …) ∈ l∞ до

Im(Tr − 1) равно 1.
Упражнение . Если p=∞, то точечный спектр операторов сдвига

в lp(Z) и (при a 6= 0) в Lp(R) содержит T. Если p = 1, то остаточный
спектр тех же операторов содержит T.

Указание. Если p = 1, то множество Im(Tb − 1) содержится в ядре

функционала ξ 7→
+∞∑

n=−∞
ξn, а множество Im(Ta − 1) –– в ядре функцио-

нала x 7→
+∞∫

−∞
x(t) dt. Дальнейшее очевидно.
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Упражнение 90. Точечный спектр оператора сдвига на a ∈T в Lp(T)

содержит все числа an, n∈Z.
Дальнейшая информация о спектрах конкретных операторов будет

сообщена далее (см. упражнения .–– и .). Впрочем, об интеграль-
ных операторах, в силу их компактности, мы уже знаем многое благо-
даря теореме .

§ . Немного алгебры: àëãåáðû

Чтобы лучше познать природу и роль спектров, целесообразно разо-
браться в том, какие их свойства связаны с анализом, а какие имеют
чисто алгебраический характер. («Разделить структуры», как говари-
вал И. М. Гельфанд ) на своем семинаре.) Вначале мы взглянем на спек-
тры с самых общих позиций, с высоты птичьего полета абстрактной
алгебры.

Определение . Пусть A –– линейное пространство. Билинейный
оператор m : A× A→ A называется умножением, если он, в обозначе-
нии ab вместо m(a, b), удовлетворяет тождеству ассоциативности
(ab)c = a(bc). Линейное пространство, снабженное умножением (го-
воря дотошно, пара (A, m), состоящая из линейного пространства и за-
данного в нем умножения), называется комплексной ассоциативной
алгеброй или, поскольку других у нас не будет, просто алгеброй.

Пользуясь ассоциативностью и расставляя скобки в выражении
a1a2…an как нам заблагорассудится, мы можем говорить о произве-
дении любого числа элементов алгебры.

Простейший пример алгебры –– это, конечно, C, а основной в этих
лекциях пример –– это пространствоB(E) всех ограниченных операто-
ров в банаховом пространстве E, снабженное операторной композици-
ей в качестве умножения.

Но у алгебраистов –– свои любимые игрушки. Самая любимая, ко-
торая весьма пригодится и нам, –– это алгебра многочленов C[t] от
формальной переменной t (C означает, что речь идет о многочленах
с комплексными коэффициентами). Множество Mn матриц размера
n × n также является алгеброй, чрезвычайно важной как для алгеб-
ры, так и для анализа; как перемножаются матрицы, вы знаете. Еще
один поучительный пример –– это алгебра CX всех комплекснозначных
функций на (произвольном) множестве X , рассматриваемая с поточеч-
ным умножением.

)И. М. Гельфанд (–– г.) –– один из крупнейших математиков современности,
наш соотечественник, последние годы живший в США. Его огромный вклад в науку
включает создание теории банаховых алгебр.



§ . НЕМНОГО А ЛГЕБРЫ: А ЛГЕБРЫ 

Элементы a, b заданной алгебры называются перестановочными
(или коммутирующими), если ab= ba. Алгебра называется коммута-
тивной, если все ее элементы перестановочны. (Покажите, что алгебра
B(E) коммутативна тогда и только тогда, когда dim E = 1.)

Определение . Элемент 1A алгебры A (обозначаемый также про-
сто 1, если нет опасности путаницы) называется единицей этой алгеб-
ры, если a1= 1a= a для любого a ∈ A. Алгебра, обладающая единицей,
называется унитальной.

Все упомянутые конкретные алгебры, конечно, унитальны; в част-
ности, единицей вB(E) служит тождественный оператор (отсюда и об-
щее обозначение). Но бывают и алгебры без единицы; такова, напри-

мер, алгебра матриц вида

�
0 0

λ 0

�
, λ∈C.

Определение . Пусть A –– унитальная алгебра и a ∈ A. Элемент a−1
l

(соответственно a−1
r

) в A называется левым (правым) обратным к a,
если a−1

l
a= 1 (соответственно aa−1

r
= 1). Элемент a−1 называется (про-

сто) обратным к a, если a−1a= aa−1= 1. Элемент, обладающий обрат-
ным, называется обратимым.

Предложение  (напоминающее предложение ..). Если у эле-
мента a ∈ A есть левый обратный a−1

l
и есть правый обратный a−1

r
,

то элемент a обратим и a−1 = a−1
l
= a−1

r
. Как следствие, у элемента

алгебры может существовать не более одного обратного.
⊳ Достаточно по-разному расставить скобки в выражении a−1

l
aa−1

r
. ⊲

Однако может случиться и так, что у элемента алгебры много левых
(или правых) обратных, но нет ни одного «настоящего» обратного.
Приведите соответствующий пример, взяв за основу сдвиги в l2.

Предложение . Пусть a1, …, an ∈ A. Тогда
(i) если все они обратимы, то таков же и элемент a1a2…an,
(ii) если все они перестановочны, то верно и обратное: из обратимо-

сти произведения a1a2…an следует обратимость всех сомножителей.
⊳ (i) Очевидно, a−1

n
a−1

n−1
…a−1

1
–– обратный элемент к a1a2…an.

(ii) Положим b := (a1a2…an)
−1. Тогда в силу перестановочности

(ba1…ak−1ak+1…an)ak = 1 и ak(a1…ak−1ak+1…anb) = 1 для всех k =
= 1, …, n. Остается применить предложение . ⊲

Обещанный общий взгляд на спектры состоит в следующем.
Определение . Пусть A –– унитальная алгебра. Комплексное чис-

ло λ называется регулярной точкой элемента a ∈ A, если элемент a−λ1

обратим, и сингулярной точкой этого элемента в противном случае.
Множество сингулярных точек элемента a называется спектром этого
элемента и обозначается σA(a) или, если алгебра A фиксирована, про-
сто σ(a).
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Мы видим, что спектр ограниченного оператора в банаховом про-
странстве E, определенный в предыдущем параграфе, –– это в точности
его спектр как элемента алгебрыB(E).

Замечание. Для элементов произвольных, не обязательно униталь-
ных алгебр спектр также может быть определен; это делается с помо-
щью процедуры так называемой унитизации (присоединения едини-
цы); см., например, []. Но нам это не понадобится.

Какие подмножества комплексной плоскости могут быть спектрами
элементов алгебр?

Пример . Спектр элемента алгебры CX , т. е. спектр заданной на X

функции, есть, очевидно, множество значений этой функции. Таким
образом, если множество X имеет мощность континуума, то любое
непустое подмножество в C есть спектр некоторого элемента рассмат-
риваемой алгебры.

Пример . В алгебре C(t) рациональных функций от формальной
переменной t каждый элемент, отличный от кратного единице, очевид-
но, обладает пустым спектром. Сказанное, разумеется, верно и для ал-
гебры мероморфных функций на плоскости (вспомните комплексный
анализ), и вообще для любой алгебры, в которой каждый ненулевой
элемент обладает обратным.

Уже эти примеры показывают, что любое подмножество комплекс-
ной плоскости, в том числе и пустое, может выступить в роли спектра
элемента алгебры.

Забегая в следующий параграф, отметим, что этой вседозволен-
ности, присущей чисто алгебраическим объектам, в функциональном
анализе уже не будет.

Упражнение . Если a и b –– элементы унитальной алгебры A и эле-
мент a обратим, то σ(ab) =σ(ba).

Указание. Воспользуйтесь тем, что ba−λ1= a−1(ab−λ1)a.

∗ ∗ ∗
Как уже неоднократно провозглашалось, введя новую структуру ––

в данном случае алгебры, –– необходимо ввести класс отображений, со-
гласованных с этой структурой.

Определение . Линейный оператор ϕ : A→ B между двумя ал-
гебрами называется гомоморфизмом, если ϕ(ab) =ϕ(a)ϕ(b) для всех
a, b ∈ A. Пусть вдобавок обе алгебры унитальны. Тогда гомоморфизм
называется унитальным, если ϕ(1A) = 1B .

Выделим очевидное
Предложение . Если ϕ : A→ B –– унитальный гомоморфизм и эле-

мент a ∈ A обратим, то таков же и ϕ(a)∈ B. ⊳⊲
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Алгебры и их гомоморфизмы образуют категорию, обозначаемую
A. (Ясно, каков там закон композиции и каковы локальные едини-
цы.) Очевидно, изоморфизмы в A (мы будем говорить: изоморфизмы
алгебр) могут быть охарактеризованы как биективные гомоморфизмы.
Классический пример –– это изоморфизм междуB(E), dim E = n, иMn,
сопоставляющий каждому оператору его матрицу в некотором фикси-
рованном базисе.

Категория A устроена гораздо сложнее, чем L и даже G. Если вам лю-
бопытно, можете сделать

Упражнение 2∗. Мономорфизмы в A описываются как инъективные го-
моморфизмы, однако не всякий эпиморфизм сюръективен; в то же время край-
ние эпиморфизмы суть в точности сюръективные гомоморфизмы. Крайних мо-
номорфизмов меньше, чем произвольных. Каждое семейство объектов в A

обладает как произведением, так и копроизведением.
Указание. Вложение in: C[t]→ C(t) является эпиморфизмом и одновре-

менно не крайним мономорфизмом. Произведения, как множества, суть де-
картовы произведения, а копроизведения –– так называемые свободные произ-
ведения по образцу свободного произведения групп.

Напомним то общее место, что в «категорно оформленных» разде-
лах математики ценную информацию о строении какого-либо объекта
доставляет изучение его морфизмов в простейшие или хотя бы «хоро-
шо понятые» объекты данной категории.

Для категории L подобную роль играют, конечно, функционалы,
а для B –– благодаря теореме Хана––Банаха –– ограниченные функци-
оналы. Что касается A, то там много пользы приносят следующие
классы морфизмов.

Определение . Гомоморфизм из алгебры A в C называется харак-
тером этой алгебры. Гомоморфизм из A в B(E) называется представ-
лением этой алгебры в банаховом пространстве E.

Поскольку алгебраB(E) с одномерным пространством E совпадает,
с точностью до изоморфизма алгебр, с C, характеры естественно рас-
сматривать как частный случай представлений.

Замечание. Характеры особенно эффективны как средство изуче-
ния коммутативных алгебр. Если же алгебра «далека от коммутатив-
ной», то для ее исследования характеры, вообще говоря, мало пригод-
ны. (Вы можете проверить, в качестве примера, что у алгебрыMn при
n> 1 вообще нет характеров, кроме нулевого.) Фундаментальная роль
в изучении некоммутативных алгебр переходит к представлениям. По-
дробности см., например, [] или, уже в контексте функционального
анализа, [].

Спектры реагируют на гомоморфизмы следующим образом.



 ГЛ. . У ВРАТ СПЕКТРА ЛЬНОЙ ТЕОРИИ

Предложение . Пусть ϕ : A→ B –– унитальный гомоморфизм меж-
ду унитальными алгебрами. Тогда для любого элемента a ∈ A выполне-
но включение σB(ϕ(a))⊆σA(a).
⊳ Если λ ∈ C –– регулярная точка элемента a, то в силу предложе-

ния  элемент ϕ(a) − λ1B = ϕ(a − λ1A) обратим и, стало быть, λ ––
регулярная точка элемента ϕ(a). Дальнейшее очевидно. ⊲

Разумеется, при гомоморфизме спектр элемента может сохранить-
ся, а может и уменьшиться (приведите примеры).

∗ ∗ ∗
Мы говорили о гомоморфизмах из произвольных алгебр в некото-

рые стандартные. А теперь рассмотрим важный класс гомоморфизмов
из некоторой стандартной алгебры в произвольные.

Определение . Пусть p(t) = c0 + c1 t +…+ cn tn –– многочлен (т. е.
элемент алгебры C[t]), A –– некая унитальная алгебра, a ∈ A. Тогда
элемент c01 + c1a + … + cnan ∈ A называется значением многочлена
p от a или многочленом p от a и обозначается p(a). Отображение
γp : C[t]→ A, p 7→ p(a) (очевидно, являющееся унитальным гомомор-
физмом), называется полиномиальным исчислением от a в A. (Индекс
в обозначении γp намекает на то, что у нас появятся и другие «исчис-
ления».)

Полиномиальное исчисление весьма похвально себя ведет по от-
ношению к спектрам. Для комплекснозначной функции f , определен-
ной на множестве M ⊆ C, мы будем, как обычно, кратко обозначать
множество { f (λ) : λ∈M} через f (M). В частности, говоря о множестве
p(M), p ∈ C[t], мы рассматриваем p как соответствующую функцию
комплексной переменной.

Теорема  (закон отображения спектров для полиномиально-
го исчисления). Пусть A –– унитальная алгебра, a ∈ A –– ее элемент
с непустым спектром и p ∈C[t]. Тогда

σ(p(a)) = p(σ(a)).

⊳ Возьмем µ ∈ C. Согласно основной теореме алгебры многочлен
p(t)−µ разлагается в произведение c(t −λ1)…(t −λn), где λ1, …,λn ––
корни этого многочлена, n –– его степень и c 6= 0. Из гомоморфности по-
линомиального исчисления очевидным образом следует, что элемент
p(a)− µ1 разлагается в произведение c(a− λ11)…(a− λn1). Посколь-
ку все элементы a − λk1, k = 1, …, n, перестановочны, предложение 
обеспечивает то, что обратимость элемента p(a) − µ1 эквивалентна
одновременной обратимости всех a − λk1. Отсюда µ ∈ σ(p(a)) тогда
и только тогда, когда λk ∈ σ(a) хотя бы для одного из k, т. е. когда



§ . НЕМНОГО А ЛГЕБРЫ: А ЛГЕБРЫ 

λ ∈σ(a) хотя бы для одного корня λ многочлена p(t)− µ. Последнее
условие, разумеется, означает в точности, что µ∈ p(σ(a)). ⊲

Вот простейшие примеры того, как эта теорема работает. Элемент a

какой-либо алгебры называется идемпотентным, если a2 = a, и ниль-
потентным (говорят также: нульстепенным), если an = 0 для некото-
рого n.

Предложение . Пусть A –– унитальная алгебра, a ∈ A. Тогда
(i) если элемент a идемпотентен и отличен от 0 и 1, то σ(a) =

= {0, 1};
(ii) если элемент a нильпотентен, то σ(a) = {0}.
⊳ (i) Поскольку p(a) = 0 для p(t) := t2 − t, для такого p выполнено

σ(p(a)) = {0}. Поэтому согласно теореме  из условия λ∈σ(a) следует
равенство λ2 −λ= 0, и потому σ(a) не может содержать других чисел,
кроме 0 и 1. При этом из того, что a(a− 1) = 0 и оба сомножителя от-
личны от нуля, очевидным образом следует, что оба они не обратимы.
Дальнейшее очевидно.

(ii) Теперь уже p(a) = 0 для другого многочлена, а именно p(t) := tn.
Поэтому в силу той же теоремы из условия λ ∈σ(a) следует, что λn =

= 0. ⊲
Мы получили, в частности, новое и почти мгновенное доказатель-

ство предложения . о строении спектра проектора.
Только что мы брали от элементов алгебры многочлены, а теперь,

говоря неформально, возьмем от них функцию 1/t:
Предложение . Пусть a –– обратимый элемент унитальной ал-

гебры A. Тогда σ(a−1) = {λ−1 : λ ∈ σ(a)}. (Иными словами, σ(a−1) =

= f (σ(a)), где f (λ) := 1/λ.)

⊳ Очевидно, σ(a−1), как и σ(a), не содержит 0. Далее, для λ 6= 0 вы-
полнено равенство a−1 − λ1 = −λa−1(a − λ−11), и поэтому, с учетом
предложения , элемент a−1 − λ1 обратим тогда и только тогда, когда
таков же и a−λ−11. Дальнейшее очевидно. ⊲

Теорему  и предложение  можно теперь собрать воедино следующим об-
разом.

Упражнение . Пусть r(t) = p(t)/q(t), p,q∈C[t], –– рациональная функция
от формальной переменной t (причем многочлены p и q взаимно просты), a ––
элемент унитальной алгебры A, спектр которого непуст и не содержит полю-
сов функции r(t) (= корней многочлена q(t)). Тогда для (существующего в си-
лу теоремы ) элемента r(a) := p(a)/q(a) (значения рациональной функции r

от a) выполнено равенство

σ(r(a))= r(σ(a)),

где в правой части равенства r рассмотрена как функция комплексного пере-
менного.



 ГЛ. . У ВРАТ СПЕКТРА ЛЬНОЙ ТЕОРИИ

Замечание. Пусть a –– элемент унитальной алгебры A. Тогда, как легко про-
верить, подмножество Ca(t) в C(t), состоящее из рациональных функций с по-
люсами вне σ(a), является алгеброй относительно тех же операций, что C(t).
Сопоставляя каждому r ∈Ca(t) элемент r(a)∈ A, рассмотренный в предыдущем
упражнении, мы, очевидно, получим гомоморфизм γr : Ca(t)→ A –– так называ-
емое рациональное исчисление от элемента a, продолжающее (как отображе-
ние) полиномиальное исчисление. Смысл упражнения  –– в том, что это более
общее исчисление также удовлетворяет закону отображения спектров.

Рациональное исчисление –– это, пожалуй, самое общее «функциональное
исчисление» в рамках чистой алгебры. Перейдя в следующем параграфе из ал-
гебры в анализ, мы сможем говорить о гораздо более широком классе функций
от элементов (уже не «чистых») алгебр.

Введем еще несколько общих понятий.
Определение . Пусть A –– алгебра. Подпространство B в A называ-

ется подалгеброй в A, если из того, что a, b ∈ B следует, что ab ∈ B. Под-
пространство I в A называется двусторонним идеалом или просто иде-
алом в A, если из условия a ∈ I следует, что ab, ba ∈ I для любого b ∈ A.

Разумеется, всякая подалгебра B в A сама является алгеброй от-
носительно умножения, очевидным образом унаследованного из A.
Далее, каждый идеал заведомо является подалгеброй. Наконец, если
речь идет об унитальной алгебре, то из определения идеала следует,
что 1 ∈ I тогда и только тогда, когда I = A. Поэтому если алгебра A не
одномерна, то span{1} –– это простейший пример подалгебры, не явля-
ющейся идеалом.

Во всякой коммутативной алгебре A подмножество {aa0 : a ∈ A}, где
a0 –– фиксированный элемент в A, есть идеал. (Покажите, пользуясь ал-
горитмом деления с остатком, что в C[t] других идеалов нет.) Если
X –– произвольное множество, а Y –– его подмножество, то множество
{ f ∈CX : f |Y = 0} является идеалом в CX . (Но в случае, когда X беско-
нечно, есть и другие идеалы; попробуйте их найти.) В классическом
функциональном анализе наиболее актуален

Пример . Множество K (E), состоящее, как мы помним, из ком-
пактных операторов в банаховом пространстве E, является идеалом
в алгебреB(E) всех ограниченных операторов в E. Это просто «выска-
занное по-ученому» предложение ...

Обратим также внимание на множествоK+(E) := {λ1+ T : T ∈K (E)}. Это,
разумеется, подалгебра в B(E) (подалгебра компактных возмущений скаляр-
ных операторов). Как уже обсуждалось в § ., для всех конкретных банаховых
пространств, упоминавшихся в этих лекциях,K+(E) строго меньше, чемB(E),
однако вопрос о том, всегда ли это так, представляет собой известную откры-
тую проблему.



§ . БАНАХОВЫ А ЛГЕБРЫ И СПЕКТРЫ ИХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Но мы отвлеклись. Вернемся в чистую алгебру и введем еще одно
нужное понятие.

Пусть A –– алгебра, а I –– ее идеал; рассмотрим факторпространство
A/I . Возьмем a, b ∈ A и произвольные элементы a′, b′ в классах смежно-
сти соответственно a+ I и b+ I . Тогда элемент ab− a′b′ = (a− a′)b+
+ a′(b− b′) принадлежит I ; это значит, что класс смежности по I про-
изведения ab не меняется при замене a и b на другие представители
их классов смежности. Тем самым, сопоставив паре (a+ I , b+ I) класс
смежности ab+ I , мы корректно определим отображение из A/I × A/I
в A/I , очевидно, обладающие свойствами умножения.

Определение . Пространство A/I , снабженное указанным умно-
жением, называется факторалгеброй алгебры A по идеалу I .

Очевидно, естественная проекция pr: A→ A/I –– это гомоморфизм
алгебр. Кроме того, если алгебра A унитальна, то такова же и факто-
ралгебра A/I : ее единицей служит 1A+ I .

Наиболее важный для этих лекций пример факторалгебры –– это
B(E)/K (E), где E –– банахово пространство. Такая алгебра называется
алгеброй Калкина и обозначается C (E). Можно догадаться, что, изучая
эту алгебру, мы изучаем свойства операторов с точностью до компакт-
ных возмущений. В частности, теорема Никольского для случая E = F
допускает следующую очевидную перефразировку.

Предложение . Оператор S ∈B(E) фредгольмов тогда и только
тогда, когда его класс смежности S+K (E) является обратимым эле-
ментом алгебры C (E). ⊳⊲

Отсюда, в свою очередь, немедленно вытекает
Следствие . Существенный спектр оператора T ∈ B(E) –– это в

точности спектр класса смежности T + K (E) как элемента алгеб-
ры C (E).

§ . Банаховы алгебры и спектры их элементов.
Еще немного о фредгольмовости

Побывав в несколько разреженной атмосфере абстрактной алгеб-
ры, посмотрим, что происходит «этажом ниже». Теперь мы взглянем
на операторную алгебру B(E) не с чисто алгебраических позиций,
а с позиций, как выражался фон Нойманн, «абстрактного анализа».
Роль фундамента теперь переходит к следующей структуре.

Определение . Банахово пространство A, снабженное умножени-
ем, называется банаховой алгеброй, если это умножение связано с нор-
мой неравенством

‖ab‖6 ‖a‖‖b‖.



 ГЛ. . У ВРАТ СПЕКТРА ЛЬНОЙ ТЕОРИИ

Указанное неравенство называется мультипликативным неравенст-
вом (для нормы).

Мы видим, в частности, что билинейный оператор умножения заве-
домо ограничен, к тому же его норма не превосходит 1. Поэтому, как
специальный случай предложения .., мы получаем

Предложение . Если в банаховой алгебре последовательность an

сходится к a, последовательность bn –– к b, то последовательность
an bn сходится к ab. ⊳⊲

Замечание. Из сделанного вами упражнения .. автоматически
следует, что билинейный оператор умножения непрерывен относи-
тельно тихоновской топологии в A× A. Но мы в дальнейшем, ссылаясь
на непрерывность умножения, будем иметь в виду предложение .

На самом деле практически та же структура банаховой алгебры воз-
никает, если потребовать значительно менее тесную с виду связь меж-
ду умножением и нормой:

Упражнение . Пусть A –– банахово пространство, снабженное ум-
ножением, которое, как билинейный оператор, раздельно непрерывно.
Тогда в A можно ввести норму ‖ · ‖′, эквивалентную исходной и такую,
что (A,‖ · ‖′) –– банахова алгебра. Более того, если алгебра A унитальна,
то эту норму можно выбрать так, что ‖1‖′ = 1.

Указание. Воспользуйтесь теоремой ...
В анализе есть три основных источника банаховых алгебр: теория

операторов, теория функций и гармонический анализ. (Вы уже что-то
знаете о первых двух науках, а если вам рассказывали о рядах Фурье,
то и о наиболее традиционном разделе третьей.)

Пример . Главные банаховы алгебры теории операторов –– это, как
вы догадались,B(E) иK (E); они наиболее изучены и важны для при-
ложений в случае, когда наше пространство –– гильбертово. Напомним,
что обе алгебры рассматриваются относительного операторной нормы
и композиции в качестве умножения.

Пример  (главная функциональная банахова алгебра). Это ба-
нахово пространство C(Ω), где Ω –– компакт (см. § .), снабженное
поточечным умножением. Более общий пример –– это банахова алгеб-
ра C0(Ω), где Ω –– локально компактное пространство (ср. там же).

Замечание. К алгебрам из этих двух примеров (прежде всего, к C0(Ω)

и кB(H), где H –– гильбертово пространство) следует отнестись с особым ува-
жением. Дело в том, что они являются областями значений двух канонических
гомоморфизмов –– «преобразования Гельфанда» и «универсального представ-
ления», играющих фундаментальную роль в общей теории банаховых алгебр
(ср. [, с. ]). Впрочем, кое-что о них будет сказано ближе к концу этого
параграфа и в § ..



§ . БАНАХОВЫ А ЛГЕБРЫ И СПЕКТРЫ ИХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Пример . Банахово пространство l∞ и, более общо, L∞(X ,µ) так-
же являются банаховыми алгебрами относительно поточечного (для
l∞ лучше сказать: покоординатного) умножения. Говоря о L∞(X ,µ),
мы имеем в виду поточечное умножение представителей соответству-
ющих классов эквивалентности; разумеется, класс эквивалентности
произведения не зависит от выбора таких представителей.

(На самом деле эти алгебры –– это частный случай алгебр из приме-
ра . Смысл подобного странного заявления выяснится позже, в § ..)

Пример . Пространство Cn[a, b] (ср. пример ..) –– это банахова
алгебра относительно нормы

‖x‖′ :=
n∑

k=0

1

k!
max{x (k)(t) : a 6 t 6 b}

(проверьте, что она эквивалентна норме, указанной в упомянутом при-
мере) и поточечного умножения.

В последней главе наших лекций будут обсуждены типичные ба-
наховы алгебры гармонического анализа –– банаховы пространства
L1(G), где G := Z,R или T, снабженные так называемым сверточным
умножением. Сейчас мы лишь укажем самую простую из них.

Пример  (одно из обличий винеровой алгебры). Банахово про-
странство l1(Z) является банаховой алгеброй относительно умноже-

ния (ξ ∗ η)n :=
+∞∑

k=−∞
ξkηn−k. Здесь произведение элементов ξ и η обо-

значается ξ ∗ η и называется сверткой. Проверьте, что
+∞∑

k=−∞
|ξkηn−k|6

6 ‖ξ‖1‖η‖1, так что свертка действительно лежит в l1(Z).
О другом обличье винеровой алгебры в виде некоторой алгебры

непрерывных функций мы расскажем нашему отличнику в той же гл. .

∗ ∗ ∗
Подобно банаховым пространствам, банаховы алгебры являются

объектами двух естественно возникающих категорий. В одной из них
морфизмами объявлены все ограниченные (как операторы) гомомор-
физмы, а в другой –– только сжимающие гомоморфизмы. В изучение
этих категорий мы углубляться не станем. Необходимо только отме-
тить, что изоморфизмы между объектами первой категории, кото-
рые мы будем называть топологическими изоморфизмами банаховых
алгебр, –– это, очевидно, ограниченные гомоморфизмы, обладающие
ограниченными обратными; эти же морфизмы в силу теоремы Бана-
ха можно охарактеризовать и просто как биективные ограниченные
гомоморфизмы. Изоморфизмы во второй категории, называемые изо-
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метрическими изоморфизмами банаховых алгебр, –– это биективные
изометрические (как операторы) гомоморфизмы.

А вот и первый содержательный результат теории банаховых ал-
гебр, дающий представление об одной из ее своеобразных черт. Оказы-
вается, в определенных ситуациях непрерывность (= ограниченность)
операторов между банаховыми алгебрами может быть выведена из
их чисто алгебраических свойств. Вот древнейший пример подобной
«теоремы об автоматической непрерывности».

Предложение . Все характеры банаховых алгебр суть сжимающие
операторы.
⊳ Пусть, напротив, нашелся такой характер χ : A→ C, что χ(a) =

= 1 для некоторого a, где ‖a‖< 1. Тогда вследствие оценки ‖an‖6 ‖a‖n

и полноты пространства A ряд
+∞∑
n=1

an сходится к некоему элементу b ∈ A.

Из непрерывности умножения следует, что

a+ ab= a+ lim
n→∞

a

n∑

k=1

ak = b.

Но тогда 1+χ(b) =χ(a+ ab) =χ(b), чего, конечно, не бывает. ⊲
Явлению автоматической непрерывности посвящена целая кни-

га [], где вы найдете гораздо более глубокие результаты. Нашему от-
личнику мы предложим другой яркий результат подобного рода в § ..

Среди подалгебр и идеалов банаховых алгебр наибольший интерес
вызывают, естественно, замкнутые. Таким, например, является иде-
ал K (E) вB(E) (см. предложение ..).

Предложение . Пусть I –– замкнутый идеал банаховой алгебры A.
Тогда факторалгебра A/I , снабженная факторнормой, –– это банахова
алгебра.
⊳ Наша задача –– проверить мультипликативное неравенство. Пусть

ã, b̃ ∈ A/I . Тогда

‖ã b̃‖= inf
�
‖c‖ : c ∈ ã b̃
	

6 inf
�
‖ab‖ : a ∈ ã, b ∈ b̃

	
6

6 inf
�
‖a‖‖b‖ : a ∈ ã, b ∈ b̃

	
= ‖ã‖‖b̃‖. ⊲

В частности, мы видим, что алгебра Калкина (см. конец § .) явля-
ется банаховой алгеброй относительно факторнормы.

Посмотрим, как себя ведут обратимые элементы банаховых алгебр.
Если A –– унитальная алгебра, то множество ее обратимых элемен-

тов мы обозначим через Inv(A). В силу предложения . это группа
относительно унаследованного из A умножения. Через inv: Inv(A)→
→ Inv(A) мы обозначим отображение a 7→ a−1.
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Предложение . Пусть A –– унитальная банахова алгебра. Тогда
(i) для каждого a ∈ A, ‖a‖< 1, элемент 1− a обратим, и его обрат-

ный представим в виде суммы ряда ) (1− a)−1 = 1+
+∞∑
n=1

an;
(ii) отображение inv непрерывно в 1.
⊳ (i) Рассмотрим формальный ряд 1+

+∞∑
k=1

ak. Поскольку ‖ak‖6 ‖a‖k,

«признак Вейерштрасса» обеспечивает сходимость этого ряда к не-
коему элементу b ∈ A. Пусть bn –– частичные суммы нашего ряда; тогда
из очевидного равенства (1− a)bn = bn(1− a) = 1− an+1 и непрерыв-
ности умножения вытекает, что (1− a)b= b(1− a) = 1.

(ii) Из вида ряда К. Нойманна следует, что при ‖a‖< 1 выполняется
оценка

‖1− (1− a)−1‖6

+∞∑

n=1

‖an‖6

+∞∑

n=1

‖a‖n =
‖a‖

1−‖a‖ .

Отсюда следует, что для b := 1 − a выполнено равенство lim
b→1

inv(b) =

= lim
a→0
(1− a)−1= 1= inv(1). ⊲

Предложение . Пусть A –– унитальная банахова алгебра. Тогда
(i) группа Inv(A) –– ее открытое подмножество;
(ii) отображение inv непрерывно на всей группе Inv(A).
⊳ (i) Пусть a ∈ Inv(A). Тогда для любого такого b ∈ A, что ‖b‖ <

< ‖a−1‖−1, в силу мультипликативного неравенства выполнено нера-
венство ‖a−1b‖< 1. Отсюда, с учетом предложения  (i) мы получаем
a + b = a(1+ a−1b) ∈ Inv(A). Тем самым, все множество U(a, r) лежит
в Inv(A) при r = ‖a−1‖−1.

(ii) Зададим ǫ > 0. В силу предложения  (ii) существует такое δ> 0,
что для любого c ∈ A, где ‖c‖ < δ, выполнены условия 1 − c ∈ Inv(A)

и ‖(1 − c)−1 − 1‖ < ǫ/‖a−1‖. Отсюда если элемент b таков, что ‖b‖ <
<δ/‖a−1‖ и, стало быть, ‖a−1b‖<δ, то

‖(a− b)−1 − a−1‖= ‖(a(1− a−1b))−1 − a−1‖=
= ‖(1− a−1b)−1a−1− a−1‖= ‖((1− a−1b)−1 − 1)a−1‖6

6 ‖(1− a−1b)−1 − 1‖‖a−1‖6 ‖a−1‖(ǫ/‖a−1‖) = ǫ.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Посмотрим, как эти факты сказываются на поведении спектров. Мы

помним, что спектром элемента абстрактной алгебры может быть лю-
бое подмножество в C. В контексте банаховых алгебр картина иная.

)Этот ряд называется рядом К. Нойманна.
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Теорема . Пусть A –– унитальная банахова алгебра и a ∈ A. Тогда
σ(a) –– компактное (= ограниченное и замкнутое) множество, лежа-
щее в замкнутом круге {z ∈C : |z|6 ‖a‖}.
⊳ Наша задача –– проверить, что множество регулярных точек эле-

мента a содержит все точки λ, |λ|> ‖a‖, и что оно открыто.
Первое обеспечено тем, что для указанных значений λ элемент

1− λ−1a, в силу предложения  (i), обратим, а значит, обратим и эле-
мент a−λ1=−λ(1−λ−1a).

Второе следует из того, что обратимость элемента a−λ1 влечет об-
ратимость достаточно близких к нему элементов нашей алгебры (пред-
ложение  (i)) и, в частности, всех элементов a − µ1 для значений µ,
достаточно близких к λ. ⊲

Пример . Спектр элемента f алгебры C(Ω) есть, очевидно, f (Ω),
т. е. множество значений функции f . В частности, в алгебре C[a, b],
a, b ∈R, спектр функции t 7→ t (независимой переменной) есть сам от-
резок [a, b].

Именно этот специальный случай сыграет важную роль при изло-
жении в гл.  кусочков спектральной теории.

Предложение . Пусть a –– обратимый элемент унитальной бана-
ховой алгебры A, и к тому же такой, что ‖a‖6 1 и ‖a−1‖6 1. Тогда его
спектр содержится в единичной окружности.
⊳ В силу предыдущей теоремы σ(a), σ(a−1)⊂D. В то же время, со-

гласно предложению . мы получаем, что λ ∈ σ(a−1) тогда и только
тогда, когда λ−1 ∈σ(a). Дальнейшее очевидно. ⊲

Следствие . Пусть T –– оператор в банаховом пространстве. Тогда
если это изометрический изоморфизм (в частности, если это унитар-
ный оператор в гильбертовом пространстве), то σ(T )⊆T.

Однако еще более важные вещи будут следовать из того, что спектр
элемента банаховой алгебры не может быть пустым. Чтобы в этом убе-
диться, призовем на помощь комплексный анализ.

Везде далее, пока не оговорено обратное, A –– унитальная банахова
алгебра, a –– ее фиксированный элемент, Reg(a) –– множество его регу-
лярных точек (т. е. C \σ(a)).

Из компактности спектра σ(a) следует, что Reg(a) –– открытое под-
множество в C, содержащее окрестность бесконечно удаленной точ-
ки. Для λ ∈ Reg(a) положим R(λ) := (a−λ1)−1. Из предложения  (ii)
очевидным образом следует, что отображение R : Reg(a)→ A, λ 7→ R(λ)
(называемое резольвентной функцией элемента a), непрерывно.

Предложение  (тождество Гильберта). Для любых λ,µ ∈ Reg(a)

выполнено равенство
R(λ)− R(µ) = (λ−µ)R(µ)R(λ).
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⊳ Умножая оба сравниваемых элемента слева на a−µ1 и справа на
a−λ1, мы получаем один и тот же элемент (λ−µ)1. ⊲

Предложение . Для любого ограниченного функционала f : A→ C
функция w f : Reg(a)→C, λ 7→ f (R(λ)), голоморфна.
⊳ Зафиксируем λ0 ∈ Reg(a); тогда из тождества Гильберта следует,

что для всех λ∈ Reg(a) выполнено равенство

w f (λ)− w f (λ0)

λ−λ0
= f (R(λ0)R(λ)).

В силу непрерывности отображений R и f правая часть имеет предел
при λ→λ0, а именно f (R(λ0)

2). Мы проверили определение голоморф-
ности по Риману. ⊲

Теорема . Спектр любого элемента a унитальной банаховой ал-
гебры –– непустое подмножество в C.
⊳ Пусть, напротив, σ(a) =∅, т. е., иными словами, Reg(a) =C. Тогда

w f (λ) –– целая аналитическая функция для любого f ∈ A∗. Из непрерыв-
ности отображения inv в 1 следует, что

lim
λ→∞

R(λ) = lim
λ→∞
(−λ−1(1−λ−1a)−1) = 0,

откуда, в частности, lim
λ→∞

w f (λ) = 0. Таким образом, функция w f огра-

ничена и по теореме Лиувилля является постоянной. Отсюда w f (λ)≡ 0.
Итак, для любых λ∈C и f ∈ A∗ выполняется равенство f (R(λ)) = 0.

Поскольку функционал f ∈ A∗ произволен, из теоремы .. следует,
что R(λ)≡ 0. Это противоречит тому, что обратимые элементы любой
алгебры заведомо отличны от нуля. ⊲

Если в теоремах  и  положить A=B(E), а также, с учетом след-
ствия ., A=C (E), мы немедленно получим

Следствие . Как спектр, так и существенный спектр любого огра-
ниченного оператора в банаховом пространстве –– непустое компакт-
ное множество.

Заметим также, что кроме требований компактности и непустоты
никаких других ограничений на поведение спектра произвольного эле-
мента банаховой алгебры уже нет.

Упражнение . Любое непустое компактное множество K ⊂C есть
спектр некоторого элемента унитальной банаховой алгебры.

Указание. Спектр функции w(z) = z как элемента алгебры C(K)
есть K . То же верно для спектра надлежащим образом подобранного
диагонального оператора в lp (см. упражнение .).

Мы подошли к теореме, лежащей в основе большинства результатов
всей теории банаховых алгебр. (Но в этом вы убедитесь, читая другие
книги.)
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Теорема  (Гельфанд––Мазур). Пусть A –– унитальная банахова
алгебра, являющаяся телом (иными словами, такая, что любой ее
ненулевой элемент обратим). Тогда A совпадает, с точностью до изо-
морфизма алгебр, с полем C.
⊳ В силу предыдущей теоремы, для любого a ∈ A есть хотя бы одно

такое λ ∈ C, что элемент a − λ1 не обратим. Поскольку A –– тело, это
значит, что a=λ1. Отсюда A= {λ1: λ∈C}. Дальнейшее очевидно. ⊲

∗ ∗ ∗
В этом месте нашего повествования мы предлагаем вам отвлечь-

ся от фактов общего характера и, в качестве первых дивидендов, про-
двинуться значительно дальше в изучении спектров наших конкрет-
ных операторов.

Упражнение . (Ср. упражнения . и ..) Спектр операторов как
левого, так и правого сдвига в lp, 1 6 p 6∞, а также в c0 есть D. Более
подробно,

(i) в случае пространства lp, 1< p<∞, и c0 выполняются равенства
σp(Tl) =σr(Tr) =D

0, σc(Tl) =σc(Tr) =T и σr(Tl) =σp(Tr) =∅;

(ii) в случае пространства l1 выполняются равенства σp(Tl) = D
0,

σc(Tl) =T, σr(Tr) =D и σr(Tl) =σp(Tr) =σc(Tr) =∅;
(iii) в случае пространства l∞ выполняются равенства σp(Tl) =

=σr(Tr) =D, и σc(Tl) =σc(Tr) =σr(Tl) =σp(Tr) =∅.
Указание. Местоположение всего спектра непосредственно следует

из упражнения . вкупе с теоремой . Для тех случаев, когда речь идет
о непрерывном спектре, точки множества T не являются собственны-
ми значениями ни для рассматриваемого оператора, ни для его сопря-
женного. Поэтому работает упражнение . (i).

Упражнение . (Ср. упражнение ..) Для всех lp, 1 6 p 6∞, спектр
операторов Tb : lp(Z)→ lp(Z) и Ta : Lp(R)→ Lp(R), a 6= 0, есть T. Более
подробно, при 1< p<∞ весь спектр –– непрерывный, при p= 1 –– оста-
точный и при p=∞ –– точечный.

Указание. Местоположение спектра следует из его непустоты, след-
ствия  и упражнения .. То же упражнение позволяет ограничиться
рассмотрением точки 1 ∈ T. Невооруженным глазом видно, что  ––
собственное значение наших операторов только при p =∞; вместе с
упражнениями . и . это дает классификацию спектра при 1 6 p<∞.

Упражнение . Существенный спектр операторов Tl , Tr : lp → lp,
Tb : lp(Z)→ lp(Z) и Ta : Lp(R)→ Lp(R), a 6= 0 (везде 1 6 p 6∞) есть T.

Указание. Все прояснится на примере оператора Tl . Возьмем λ∈D0

и рассмотрим в алгебре Калкина C (lp) равенство�
(Tl −λ1) +K (lp)

��
Tr +K (lp)
�
= (1+K (lp))−λ(Tr +K (lp)).
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В силу предложения  (i) в правой части стоит обратимый элемент. По-
этому предложение . с учетом фредгольмовости оператора Tr дает
фредгольмовость оператора Tl −λ1. Отсюда σe(Tl)⊆T, и остается вос-
пользоваться непустотой существенного спектра и упражнением ..

Упражнение . (Ср. упражнение ..) Спектр оператора сдвига на
a ∈T в Lp(T) таков:

(i) если a= e2πim/n, где m и n –– взаимно простые натуральные чис-
ла, то σ(Ta) =σp(Ta) = {e2πik/n : k= 0, 1, …, n− 1};

(ii) в остальных случаях σ(Ta) =T.
Указание. В первом случае ввиду равенства T n

a
= 1 применима тео-

рема ., а во втором –– теорема .
Замечание. На самом деле в «гильбертовом» случае p = 2 каждый

из фигурирующих в этих трех упражнениях операторов сдвига (кро-
ме Tl ) унитарно эквивалентен некоторому оператору умножения на
функцию (с виду на него не похожему). Если бы мы это уже знали,
то мы могли бы немедленно получить соответствующие факты о спек-
трах как простые частные случаи упражнения .. Осуществляют эти
унитарные эквивалентности еще не известные нам операторы Фурье,
которые будут рассмотрены в последней главе (см. предложение ..).

Просвещенному читателю мы предложим еще одно любопытное приложе-
ние теоремы о свойствах спектра.

Упражнение  (о сложности квантовой механики). Ни в одной банахо-
вой алгебре нет такой пары элементов a, b, чтобы для некоторого λ∈C, λ 6= 0,
было выполнено равенство ab− ba=λ1.

Указание. Заменяя, если понадобится, a на a + (‖a‖ + 1)1, можно счи-
тать, что элемент a обратим. Тогда с учетом упражнения . мы получаем, что
σ(ab) =σ(ab) +λ. Но подмножество в C, не меняющееся при сдвиге на λ 6= 0,
либо пусто, либо не ограничено.

При чем здесь квантовая механика? Как частный случай полученного ре-
зультата, в гильбертовом пространстве нет такой пары ограниченных опера-
торов S и T , которая удовлетворяла бы «коммутационному соотношению»
ST − TS = iħh1, где ħh –– постоянная Планка. Но именно такая пара и должна
фигурировать в основных известных математических моделях квантовой ме-
ханики (давая, в частности, математическую картину принципа неопределен-
ности Гейзенберга). Вот и приходится искать нужные пары среди неограничен-
ных операторов, с которыми намного труднее работать, чем с ограниченными
(ср. эпиграф к гл. VIII в []).

Теперь введем важную числовую характеристику спектра.
Определение . Пусть a –– элемент унитальной банаховой алгеб-

ры A. Его спектральным радиусом называется число

r (a) :=max{|λ|: λ∈σ(a)}.
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Мы видим, что спектральный радиус определен в чисто алгебраиче-
ских терминах, независимо от нормы. Тем не менее он допускает явное
выражение в ее терминах.

Теорема  (формула спектрального радиуса). Для любого a из
предыдущего определения выполнено равенство

r (a) = lim
n→∞

n
p
‖an‖.

⊳ Положим U := {λ : |λ|> r (a)} и V := {λ : |λ| > ‖a‖}; в силу теоре-
мы  мы получаем, что V ⊆ U. Произвольно возьмем f ∈ A∗. Ввиду пред-
ложения  функция w f голоморфна в множестве U и, стало быть, в V .
Но согласно предложению  (i) для каждого λ ∈ V выполнено равен-
ство

R(λ) =−λ−1(1−λ−1a)−1=−
+∞∑

k=0

λ−(k+1)ak,

откуда w f разлагается в V в ряд Лорана −
+∞∑
k=0

λ−(k+1) f (ak). Но тогда

на основании известных свойств голоморфных функций этот же ряд
Лорана представляет нашу функцию и в U. Поэтому, в частности, для
любого λ∈ U выполнено равенство

lim
n→∞

λ−(n+1) f (an) = 0.

Теперь зафиксируем λ ∈ U и «отпустим» функционал f . Из послед-
него равенства с учетом предложения .. вытекает, что для неко-
торого C > 0 и всех n выполнено неравенство ‖λ−(n+1)an‖6 C , а зна-

чит, n
p
‖an‖6 |λ| n
p

C |λ|. Переходя к верхнему пределу, мы видим, что

lim
n→∞

n
p
‖an‖6 |λ|. Поскольку речь идет о любом λ, λ> r(a), мы получа-

ем, что

lim
n→∞

n
p
‖an‖6 r (a). ()

А теперь возьмем λ∈σ(a); тогда, объединяя теорему . (рассмот-
ренную для p(t) = tn) с теоремой , мы получаем, что |λ|n 6 ‖an‖ и, сле-

довательно, |λ| 6 n
p
‖an‖ для любого n. Переходя к нижнему пределу,

мы получаем, ввиду определения спектрального радиуса, что

lim
n→∞

n
p
‖an‖> r (a). ()

Остается объединить неравенства () и (). ⊲
Замечание. Формула спектрального радиуса может быть получена

и без применения голоморфных функций; см. [, с. ––].
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Обсуждаемая формула вызывает интерес к следующему классу эле-
ментов банаховых алгебр, поведение которых напоминает поведение
нильпотентных элементов абстрактных алгебр.

Определение . Элемент a банаховой алгебры называется обоб-
щенным нульстепенным (говорят также: топологически нильпотент-

ным или квазинильпотентным), если lim
n→∞

n
p
‖an‖= 0.

Разумеется, указанное условие эквивалентно тому, что для любой
константы α> 0 последовательность ‖an‖ убывает быстрее e−αn.

Из формулы спектрального радиуса сразу вытекает
Следствие . Обобщенные нульстепенные элементы банаховых ал-

гебр –– это в точности те, у которых спектр состоит из одного нуля.
Упражнение . Найти спектр обобщенного нульстепенного эле-

мента, не прибегая к такому сильному средству, как формула спек-
трального радиуса.

Указание. При λ 6= 0 ряд
+∞∑
n=0

λ−(n+1)an сходится к элементу, обрат-
ному к λ1− a.

Сделанные наблюдения позволяют узнать, каков спектр еще одного
нашего старого знакомого.

Упражнение . Оператор неопределенного интегрирования T (в
L1[0, 1], L2[0, 1] и C[0, 1]; см. пример ..) –– обобщенный нульсте-
пенный и, как следствие, его спектр состоит из одного нуля. То же
верно и для оператора Вольтерра в L2[a, b] (см. пример ..) с суще-
ственно ограниченной производящей функцией K(s, t). Как следствие,
при такой функции K интегральное уравнение

t∫

a

K(s,τ)x(τ) dτ−λx(s) = y(s)

(так называемое интегральное уравнение Вольтерра; ср. интегральное
уравнение Фредгольма из § .) при любом λ∈C \ {0} и любой правой
части y ∈ L2[a, b] имеет в L2[a, b] единственное решение.

Указание. Пусть T –– оператор неопределенного интегрирования.
Тогда для любого x из единичного шара соответствующего функцио-
нального пространства T n+1 x –– это непрерывная функция, удовлетво-
ряющая оценке

|T n+1 x(t)|6 tn/n!, t ∈ [0, 1].

Замечание. Указанный результат справедлив и для операторов
Вольтерра с произвольной квадратично интегрируемой производящей
функцией. Но доказать это гораздо труднее (см., например, [, зада-
ча ]).
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∗ ∗ ∗

Напомним, что от любого элемента абстрактной алгебры можно
«брать многочлены». При переходе от чистых алгебр к банаховым на-
ши возможности расширяются: от их элементов можно уже «брать
некоторые голоморфные функции». Для нужд наших лекций хватит
целых функций.

Рассмотрим множество O (U) голоморфных функций, определен-
ных в области U комплексной плоскости и условимся писать O вместо
O (C). Нам уже известно, что O (U) и, в частности, O –– это полинорми-
рованное и, как следствие, топологическое пространство (см. § .); но
это множество, разумеется, есть и алгебра относительно поточечных
операций. При этом обе структуры, очевидно, согласованы.

Предложение . Если последовательность vn сходится к v, а wn ––
к w в O (U) (т. е. «сходится по-вейерштрассовски», см. там же), то по-
следовательность vnwn сходится к vw. ⊳⊲

Теперь мы зафиксируем унитальную банахову алгебру A и ее эле-

мент a. Пусть w : C→C –– целая голоморфная функция,
+∞∑
k=0

ckzk –– ее ряд

Тейлора. Тогда числовой ряд
+∞∑
k=0

|ck|‖a‖k сходится, и это, в силу оцен-

ки ‖an‖6 ‖a‖n и признака Вейерштрасса, гарантирует сходимость ряда
+∞∑
k=0

ckak в банаховом пространстве A. Сумму этого ряда мы обозначим

через w(a).
Определение . Элемент w(a) ∈ A называется значением целой

функции w от a. Отображение γe : O → A, w 7→w(a), называется целым
голоморфным или просто целым исчислением от a.

В частности, мы вправе говорить об элементе exp(a) (обозначаемом
также ea) или элементе sin(a): они определены как γe(w), где в первом
случае в качестве w ∈ O взята функция exp(z), а во втором –– sin(z).

Заметим, что известная нам алгебра (формальных) многочленов
является, с точностью до изоморфизма алгебр, подалгеброй в O , со-
стоящей из «многочленов как функций».

Предложение . Целое исчисление (от любого a) –– это непрерыв-
ный унитальный гомоморфизм алгебр, продолжающий полиномиаль-
ное исчисление.
⊳ Прежде всего, ясно, что γe –– линейный оператор. Далее, пусть

K ⊂C –– круг с центром в нуле и радиусом r > ‖a‖. На основании клас-
сического неравенства Коши (см., например, [, c. ]) для любой

функции w ∈ O , w(z) =
+∞∑
n=0

cnzn, выполнено неравенство |cn| 6
‖w‖K

rn .
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Отсюда получаем

‖w(a)‖6






+∞∑

n=0

cnan





6
+∞∑

n=0

|cn| ‖a‖n
6 C‖w‖K ,

где C :=
+∞∑
k=0

‖a‖n

rn . Поэтому в силу теоремы .. γe –– непрерывный опе-
ратор.

Пусть теперь функции w1, w2 ∈ O представимы рядами Тейлора
+∞∑
k=0

ckzk и
+∞∑
k=0

dkzk. Рассмотрим частичные суммы pn :=
n∑

k=0

ckzk и qn :=

:=
n∑

k=0

dkzk, n ∈ N. Поскольку, как мы знаем, полиномиальное исчис-

ление –– это гомоморфизм, (pnqn)(a) = pn(a)qn(a). Далее, последова-
тельность pn сходится в O (т. е. по-вейерштрассовски) к w1, qn –– к w2

и, как следствие, pnqn –– к w1w2 (предложение ). Поэтому в силу непре-
рывности отображения w 7→ w(a) мы получаем, что lim

n→∞
pn(a) = w1(a),

lim
n→∞

qn(a) = w2(a) и lim
n→∞
(pnqn)(a) = (w1w2)(a). Но умножение в A также

непрерывно (предложение ); поэтому

lim
n→∞

pn(a)qn(a) =w1(a)w2(a).

Дальнейшее очевидно. ⊲
Впоследствии (§ .) нам очень облегчит жизнь тот частный случай

этого утверждения, который соответствует подстановке w1(z) := exp(z)

и w2(z) := exp(−z).
Следствие . Для любого a элемент exp(a) обратим, и его обрат-

ным является exp(−a).
Целое исчисление ведет себя по отношению к спектрам ничуть не

хуже, чем полиномиальное.
Предложение . Для любой функции w ∈ O выполнено включение

w(σ(a))⊆σ(w(a)).
⊳ Пусть λ∈σ(a). Положим w0(z) := w(z)− w(λ)∈O . В силу условия

w0(λ) = 0 эта функция представима как (z − λ)w1(z) для некой функ-
ции w1 ∈ O . Отсюда в силу гомоморфности целого исчисления

w(a)−w(λ)1= γe(w0) = γe(z−λ)γe(w1) = (a−λ1)w1(a).

Но элемент a − λ1 не обратим, а из коммутативности алгебры O
очевидным образом следует перестановочность элементов a − λ1 и
w1(a) в A. Поэтому из предложения . (ii) вытекает, что элемент w(a)−
− w(λ)1 не обратим. Дальнейшее очевидно. ⊲

На самом деле имеет место и обратное включение. Доказывать мы
его не будем, но знать это как факт вы должны.
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Теорема  (закон отображения спектров для целого исчисле-
ния). (áä) Для любой функции w ∈ O выполнено равенство w(σ(a)) =
=σ(w(a)).

Замечание (для отличников). Итак, мы знаем, что такое экспонента и си-
нус от элемента банаховой алгебры, в частности от ограниченного оператора.
Но можно ли говорить, скажем, о логарифме такого элемента? Ведь функцию
log z можно определить только в областях, меньших C. Оказывается, дела об-
стоят следующим образом (Гельфанд, ): для функции w, голоморфной в об-
ласти U ⊆C, можно дать разумное определение элемента w(a) в том и только
в том случае, когда U содержит σ(a). При этом соответствующее отображение
w 7→w(a) из O (U) в A (так называемое голоморфное исчисление от a в U) есть
гомоморфизм, для которого к тому же выполнен соответствующий вариант за-
кона отображения спектров. Если U –– открытый круг или, более общо, круго-
вое кольцо, то элемент w(a) легко построить по аналогии с целой функцией
от a: надо подставить наш элемент вместо комплексного переменного в разло-
жение Тейлора (или Лорана) заданной функции. Для более сложных областей
элемент w(a) строится с помощью техники векторнозначного контурного ин-
тегрирования. Подробнее об этом см., например, [].

Голоморфное исчисление от (одного) элемента банаховой алгебры было
определено и практически полностью изучено уже к началу -х гг. XX в. Одна-
ко оставался открытым вопрос о том, как «правильно» определить голоморф-
ные функции от нескольких перестановочных элементов банаховой алгебры
и, как важнейший специальный случай, от нескольких перестановочных опе-
раторов в банаховом пространстве. Последняя проблема была решена в  г.
Дж. Тейлором с помощью методов гомологической алгебры, функционально-
го анализа и многомерного комплексного анализа. Об этих вещах и главном
результате обсуждаемой теории –– теореме Тейлора о голоморфном мультиопе-
раторном исчислении –– хорошо написано в книге [].

Сделаем еще одно отступление, на этот раз общего характера. Второй раз
в этих лекциях потребности приложений заставляют нас рассматривать умно-
жение в полинормированных алгебрах, не являющихся банаховыми. Сперва,
для изложения спектральной теории, мы рассмотрели умножение в B(E) cо
слабо-операторным, а заодно и с сильно-операторным семейством преднорм
(см. примеры ..––). Теперь объявился новый «зверь» –– O (U). Все эти «зве-
ри» принадлежат породе так называемых полинормированных алгебр –– по-
линормированных пространств, снабженных непрерывным, в том или ином
разумном смысле, умножением.

В случае A= (B(E), so) и A= (B(E), wo) умножение раздельно непрерыв-
но, т. е. непрерывно по каждому аргументу (предложение ..), а в случае
A= O (U) умножение, как вы можете с легкостью проверить, обладает более
сильным свойством так называемой совместной непрерывности –– непрерыв-
ности относительно тихоновской топологии в A× A. Нетрудно заметить, что
целый ряд других примеров из гл. , прежде всего C∞[a, b] и пространства
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пробных функций, также являются полинормированными алгебрами относи-
тельно поточечного, а некоторые и относительно сверточного умножения. (Но
это важно для приложений, выходящих за рамки нашей книги.)

На самом деле теория полинормированных (и более общих топологиче-
ских) алгебр составляет раздел функционального анализа, тесно примыкаю-
щий к теории банаховых алгебр и в то же время обладающий значительным
своеобразием. Об этом круге вопросов см., например, [, , ], а об одном
из его важнейших применений –– к многопараметрической спектральной тео-
рии –– см. [].

Теперь, обращаясь уже ко всем читателям, мы дадим представле-
ние об основном результате наиболее традиционной части теории
банаховых алгебр –– теории коммутативных банаховых алгебр. Суть
его в том, что эти алгебры являются, с точностью до некоторого огруб-
ления, алгебрами функций.

Назовем коммутативную банахову алгебру полупростой, если в ней
нет обобщенных нульстепенных элементов, кроме нуля. (Это специ-
альный случай фундаментального понятия полупростой алгебры, о ко-
тором вы можете прочитать, скажем, в [].)

Теорема  (Гельфанд). (áä) Пусть A –– полупростая коммутатив-
ная банахова алгебра. Тогда существует инъективный сжимающий
гомоморфизм этой алгебры в алгебру C0(Ω), где Ω –– локально компакт-
ное (а в случае, когда алгебра A унитальна, –– компактное) топологи-
ческое пространство.

Теорема Гельфанда показывает, что каждая полупростая комму-
тативная банахова алгебра совпадает, с точностью до изоморфизма
в A, с некоторой алгеброй непрерывных функций –– образом упомя-
нутого выше гомоморфизма.

Сильному студенту мы объясним, как этот гомоморфизм действует. Прежде
всего, откуда берется упомянутое локально компактное пространство? Ответ
таков. Как множество, оно состоит из ненулевых характеров нашей алгебры
(т. е. –– напоминаем –– ненулевых функционалов на A, «уважающих» умноже-
ние). В силу предложения  его можно отождествить с подмножеством в A∗,
что позволяет снабдить его топологией, унаследованной от слабой∗ топологии
в последнем пространстве. Введенное топологическое пространство называет-
ся гельфандовым спектром нашей коммутативной банаховой алгебры; его мы
обозначим через Ω•(A) или, если алгебра A фиксирована, просто через Ω.

Упражнение . Гельфандов спектр –– это локально компактное, а если
алгебра A унитальна, то компактное хаусдорфово пространство.

Указание. Добавив к Ω нулевой характер 0, мы получаем замкнутое отно-
сительно слабой∗ топологии подмножество в ШA∗ , причем в унитальном слу-
чае 0 –– это его изолированная точка. Дальше работает теорема Банаха––Ала-
оглу.
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Теперь мы познакомимся с одним из важнейших функторов во всем функ-
циональном анализе. Рассмотрим категорию UCBA, объекты которой суть
унитальные коммутативные банаховы алгебры, а морфизмы суть унитальные
непрерывные гомоморфизмы.

Пусть ϕ : A→ B –– морфизм в UCBA. Тогда, как легко видеть, сопряженный
оператор ϕ∗ : B∗→ A∗ отображает Ω•(B) в Ω•(A).

Обозначим через Ω•(ϕ) : Ω•(B)→ Ω•(A) соответствующее биограничение;
из предложения .. следует, что это непрерывное отображение. Очевидно
(с учетом упражнения ), сопоставление A 7→ Ω•(A), ϕ 7→ Ω•(ϕ), есть контра-
вариантный функтор из категории UCBA в категорию CHT. Он называется
функтором Гельфанда.

Замечание. Чтобы упростить изложение, мы ввели лишь «часть» функтора
Гельфанда. На самом деле последний определен на категории всех коммутатив-
ных банаховых алгебр и всех их непрерывных гомоморфизмов, а принимает
значения в категории локально компактных пространств (морфизмы которых
обсуждены в конце § .). Вы можете без особого труда восполнить все недо-
стающие детали.

Возвращаясь к обещанной конструкции гомоморфизма, мы рассмотрим
коммутативную банахову алгебру A и ее гельфандов спектр Ω. Сопоставим
каждому элементу a ∈ A функцию ba : Ω→C по правилу ba(χ) := χ(a), χ ∈Ω.

Теперь мы можем дать развернутую формулировку теоремы Гельфанда.
Теорема 6′. (áä) Пусть A –– коммутативная банахова алгебра, Ω –– ее гель-

фандов спектр. Тогда
(i) для каждого a ∈ A функция ba(t), t ∈Ω, непрерывна и исчезает на беско-

нечности;
(ii) отображение ΓA : A→ C0(Ω), a 7→ ba, –– это сжимающий гомоморфизм,

ядром которого является множество всех обобщенных нульстепенных элемен-
тов алгебры A;

(iii) для различных s, t ∈Ω существует такой элемент a ∈ A, что ba(s) 6= ba(t)
(образ отображения ΓA разделяет точки Ω).

Упражнение . Докажите утверждение (i).
Указание. Функционал f 7→ f (a) на A∗ непрерывен относительно слабой∗

топологии. Его ограничение на компактное подмножество в ШA∗ , состоящее из
всех характеров, (включая 0) равно нулю в 0.

Определение . Гомоморфизм ΓA, введенный в этой теореме, называется
преобразованием Гельфанда коммутативной банаховой алгебры A.

Пример  (от добра добра не ищут). Пусть A := C0(Ω), где Ω –– локально
компактное хаусдорфово пространство. Тогда, используя теорему Александро-
ва, нетрудно доказать (попробуйте!), что гельфандов спектр этой алгебры сов-
падает, с точностью до гомеоморфизма, с Ω, а ΓA : A→ C0(Ω) –– это просто тож-
дественный гомоморфизм.

Преобразования Гельфанда различных алгебр согласованы друг с другом.
В следующем упражнении мы для простоты снова ограничиваемся униталь-
ным случаем. Напомним о функторе C : CHT→ B1, рассмотренном в при-
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мере ..; очевидно, та же конструкция доставляет и функтор из CHT в UCBA,
который мы по-прежнему будем обозначать через C .

Упражнение . Для любого унитального непрерывного гомоморфизма
ϕ : A→ B между унитальными коммутативными банаховыми алгебрами имеет
место коммутативная диаграмма

A
ϕ

ΓA

B

ΓB

C(Ω•(A))
C (Ω•(ϕ))

C(Ω•(B))

Иными словами, семейство {ΓA : A∈ UCBA} –– это естественное преобразо-
вание между тождественным функтором в UCBA и композицией функторов
C ◦Ω• : UCBA→UCBA.

∗ ∗ ∗
В заключение этого параграфа, вооружившись установленными вы-

ше топологическими свойствами группы обратимых элементов бана-
ховой алгебры, мы вернемся к фредгольмовым операторам. Надо вы-
полнить данное в § . обещание продолжить разговор об устойчиво-
сти индекса. Множество фредгольмовых операторов между банаховы-
ми пространствами E и F условимся обозначать через Φ(E, F) и будем
писать Φ(E) вместо Φ(E, E).

Теорема  (устойчивость индекса при малых возмущениях).
(Ср. предложение ...) Множество Φ(E, F) открыто вB(E, F), функ-
ция Ind: Φ(E, F)→Z, S 7→ Ind(S), непрерывна.
⊳ Возьмем S ∈Φ(E, F). Наша первая цель –– показать, что при малых

по норме операторах T ∈B(E, F) оператор S + T также фредгольмов.
По теореме Никольского класс смежности S +K (E, F) –– изоморфизм
в категории B/K ; пусть R+K (F, E) –– его обратный. Тогда, как лег-
ко видеть, для любого T ∈ B(E, F) выполнены равенства R(S + T ) +

+K (E) = U +K (E) и (S + T )R +K (F) = V +K (F), где U := 1 + RT
и V := 1+ TR. С этого момента предположим, что ‖T‖< ‖R‖−1 и, стало
быть, ‖RT‖, ‖TR‖< 1. Тогда в силу предложения  (i), рассмотренного
для B(E) и B(F) в качестве A, операторы U и V обратимы. Как след-
ствие, морфизм (S + T ) +K (E, F) категории B/K обладает левым
обратным U−1R+K (F, E) и правым обратным RV−1 +K (F, E) а значит
(предложение ..), является изоморфизмом. Отсюда по той же теоре-
ме Никольского S+ T ∈Φ(E, F).

Теперь мы обратимся к индексам. Нам известно, что RS ∈ 1+K (E)
и R(S + T ) ∈ U +K (E), причем оператор U обратим. В объединении
с теоремой .. и предложением .. это дает следующие равенства:
Ind(R) + Ind(S) = Ind(1) = 0 и Ind(R) + Ind(S + T ) = Ind(U) = 0. Отсюда
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Ind(S) = Ind(S+ T ), т. е. Ind –– локально постоянная функция. Дальней-
шее очевидно. ⊲

Замечание. Однако отдельно взятые размерность ядра и коразмер-
ность образа фредгольмова оператора не являются устойчивыми при
малых возмущениях. Рассмотрим, скажем, любой фредгольмов (= име-
ющий конечномерное ядро) проектор P. Среди его «как угодно малых
возмущений» есть операторы с нулевым ядром, а именно операторы
вида P +λ1, которые при достаточно малых λ∈C обратимы.

Сильному студенту мы сообщим кое-что о дальнейших свойствах топологи-
ческого пространства Φ(E, F). Как ясно из предыдущей теоремы, оно предста-
вимо в виде объединения своих открыто-замкнутых подмножеств Φn(E, F) :=

:= {S ∈Φ(E, F) : Ind(S) = n}, n∈Z.
Теорема . (áä) Пусть H и K –– бесконечномерные гильбертовы простран-

ства. Тогда каждое подмножество Φn(H, K) непусто и линейно связно.
Упражнение 13∗. Доказать часть этой теоремы, касающуюся непустоты.
Указание. Рассмотреть операторы, слабо подобные, как морфизмы в B,

n-й степени операторов левого (при n> 0) и правого (при n< 0) оператора
сдвига в l2.

Вторая часть теоремы, касающаяся линейной связности, труднее. Она опи-
рается на тот факт, что группа Inv(B(H)), где H –– гильбертово пространство (с
топологией, унаследованной из B(H)), линейно связна (см., например, [,
с. ––]). А вам предлагается

Упражнение 14∗. Приняв на веру линейную связность группы Inv(B(H)),
закончите доказательство теоремы .

Указание. Возьмем операторы S1,S2 ∈ Φ−1(l2); если мы сможем соединить
их путем, то станет ясен и общий случай. Для k= 1,2 оператор TlSk имеет вид
Uk − Tk , где оператор Uk обратим, а Tk компактен (упражнение ..), а пото-
му он соединяется с Uk путем t 7→ Uk − t Tk. Поэтому линейная связность груп-
пы InvB(l2) дает нам возможность соединить путем TlS1 с TlS2 в Φ0(l2) и, как
следствие, Tr TlS1 с Tr TlS2 в Φ−1(l2). Но фредгольмов проектор Tr Tl соединяется
путем с 1 в Φ0(E, F).

Всегда ли множества Φn(E, F) при n 6= 0 (и, разумеется, бесконечномерных
пространствах E и F) не пусты? Для «хороших» пространств E и F , в частности
для всех конкретных примеров из § ., это так. В общем случае, однако, во-
прос открыт: ведь из положительного ответа следовало бы, что не существует
такого пространства E, что B(E) = span{1,K (E)}, т. е. мы бы заодно решили
открытую проблему, обсуждавшуюся в § ..

Заканчивая разговор о фредгольмовых операторах, упомянем о том, что
они нашли приложения в топологии, более точно –– в топологической K-тео-
рии. С их помощью доказана важная теорема об интерпретации в терминах
этих операторов так называемого K-функтора от произвольного компактного
пространства Ω. Эта теорема превращается в теорему  для того частного слу-
чая, когда Ω состоит из одной точки. О ней можно узнать из книги [].
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ГИЛЬБЕРТОВЫ СОПРЯЖЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ
И СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА

§ . Гильбертова сопряженность: первые сведения

Не секрет, что более % работ по теории операторов посвящены
операторам, действующим в гильбертовым пространствах. Почему это
так? А потому что в алгебреB(H), где H –– гильбертово пространство,
определена еще одна важная алгебраическая операция, которой нет
в B(E) для общих банаховых пространств E. Это переход к гильбер-
тову сопряженному оператору.

Вы уже знаете, что такое банахов сопряженный оператор и где он
действует: между пространствами, сопряженными к исходным банахо-
вым пространствам, «меняя направление стрелки». Это, конечно, отно-
сится и к операторам между двумя гильбертовыми пространствами. Но
в этой ситуации, используя «гильбертову» специфику, мы сможем со-
поставить исходному оператору оператор, связывающий те же самые
пространства (а не их сопряженные).

Теперь от слов к делу. Везде в данном параграфе, если не оговоре-
но что-нибудь другое, H и K –– произвольные гильбертовы простран-
ства, а T : H → K –– произвольный ограниченный оператор. Банахов
сопряженный оператор к T мы будем отныне, опасаясь недоразумений,
всегда обозначать T b∗. Напомним о канонических биекциях I : H→H∗

и J : K→ K∗, доставляемых теоремой Рисса.
Предложение . Существует единственный ограниченный опера-

тор T h∗ : K→ H, делающий коммутативной диаграмму

H

I

K
T h∗

J

H∗ K∗
T h∗

⊳ Ясно, что есть только одно отображение, делающее диаграмму
коммутативной, и это I−1T b∗J . Будучи композицией линейного (он
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в середине) и двух сопряженно-линейных операторов, это, как легко
проверить, «настоящий» линейный оператор. То, что он ограничен,
очевидным образом следует из ограниченности оператора T b∗ и сохра-
нения норм отображениями J и I−1. ⊲

Следующее определение –– одно из важнейших во всей этой книге.
Определение . Построенный оператор T h∗ (т. е. I−1T b∗J) называ-

ется гильбертовым сопряженным к оператору T .
Предупреждение. С этого момента на протяжении всей книги мы

будем все чаще говорить просто «сопряженный» вместо «гильбертов
сопряженный» и все чаще употреблять обозначение T ∗ вместо T h∗.

Введенные операторы можно охарактеризовать с помощью двух
эквивалентных фундаментальных тождеств, каждое из которых часто
приводится в учебниках как исходное определение гильбертова сопря-
женного оператора.

Теорема . Справедливы следующие утверждения:
(i) T ∗ –– такой единственный оператор из K в H, что для всех x ∈ H

и y ∈ K выполнено равенство 〈T x , y〉= 〈x , T ∗ y〉,
(ii) то же верно, с заменой указанного равенства на соотношение

〈y, T x〉= 〈T ∗ y, x〉.
⊳ (i) С учетом коммутативности приведенной выше диаграммы

〈T x , y〉= [J y](T x) = [T b∗J y](x) = [I T ∗ y](x) = 〈x , T ∗ y〉.
Теперь об упомянутой единственности. Если для линейного опе-

ратора S : K → H и всех x ∈ H, y ∈ K выполнено равенство 〈T x , y〉 =
= 〈x , S y〉, то для тех же x , y выполнено условие x ⊥ (T ∗ − S)y, отку-
да S= T ∗.

(ii) Это утверждение следует из (i) и сопряженной симметричности
скалярного произведения. ⊲

Указанные тождества мы будем называть соотношениями сопря-
женности.

Вот еще один подход к обсуждаемому понятию. Пусть R : H × K→
→ C –– ограниченный сопряженно-билинейный функционал. Обозна-

чим через R∗ : K ×H→C отображение (y, x) 7→R(x , y); очевидно, это
также ограниченный сопряженно-билинейный функционал. Из соот-
ношений сопряженности очевидным образом следует

Предложение . Пусть ST –– сопряженно-билинейный функционал,
ассоциированный с T (см. § .). Тогда T ∗ –– это тот (единственный)
оператор, с которым ассоциирован (ST )

∗. ⊳⊲
Наиболее интересен случай, когда H и K суть одно и то же простран-

ство. Тогда, разумеется, и T ∗ действует в том же пространстве H (не
в пример T b∗!). В алгебре B(H) возникает выдающаяся по важности
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дополнительная структура –– операция T 7→ T ∗ («гильбертова звездоч-
ка»), о которой еще многое нам предстоит узнать.

Определяя гильбертовы сопряженные операторы, мы, как обычно,
говорили о комплексных гильбертовых пространствах. Разумеется, оп-
ределение  может быть дословно повторено и для действительных
гильбертовых пространств. Однако в этом контексте гильбертова со-
пряженность практически не является чем-то новым по сравнению
с банаховой. Дело в том, что в «действительном случае» канонические
биекции являются настоящими (линейными) изометрическими изо-
морфизмами. Поэтому диаграмма из определения  показывает, что
операторы T h∗ и T b∗ слабо унитарно эквивалентны, а в случае H = K ––
даже унитарно эквивалентны.

Однако для комплексных гильбертовых пространств гильбертова и
банахова сопряженность –– это далеко не одно и то же. В этом вас долж-
но убедить уже следующее простое наблюдение.

Упражнение . Пусть T := i1: l2→ l2. Тогда T b∗ совпадает, с точно-
стью до унитарной эквивалентности, с тем же оператором i1, в то вре-
мя как T ∗ =−i1. Как следствие, оператор T ∗ (не только не унитарно,
но даже) не топологически эквивалентен T .

Указание. Заметим, что оператор, осуществляющий унитарную эк-
вивалентность, действует по правилу η 7→ fη (упражнение ..), а ка-
ноническая биекция –– по правилу η 7→ fη.

(Впрочем, для того чтобы придать точный смысл заявлению о том,
что гильбертова и банахова сопряженность –– это «одно и то же» в дей-
ствительном и «не одно и то же» в комплексном случае, нужен язык
функторов; см. далее предназначенное для отличников упражнение .)

Замечание. В то же время в обеих конструкциях есть много обще-
го. Например, банахов сопряженный некоторого оператора является
топологически инъективным, топологически сюръективным, изомет-
рическим или коизометрическим тогда и только тогда, когда таков же
и гильбертов сопряженный. Это очевидным образом следует из того,
что отображения I и J суть изометрии метрических пространств.

∗ ∗ ∗
Операция «гильбертова звездочка» обладает следующими свойст-

вами.
Предложение . Пусть T : H1 → K1 и S : H2 → K2 –– ограниченные

операторы между гильбертовыми пространствами. Тогда
(i) если H1 =H2 и K1 = K2, то (S+ T )∗ = S∗+ T ∗ (аддитивность);

(ii) (λT )∗ =λT ∗ для всех λ∈C (сопряженная однородность; сравни-
те это с «простой» однородностью в упражнении .. (ii));
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(iii) если H1 = K2, то (TS)∗ = S∗T ∗ (антигомоморфность);
(iv) T ∗∗ = T (период 2);
(v) ‖T ∗‖= ‖T‖ (изометричность).
Кроме того, 1∗

H
= 1H для любого гильбертова пространства H.

⊳ Все эти свойства легко следуют из соотношений сопряженности.
Мы ограничимся проверкой свойства (iv). Из теоремы  применитель-
но к T ∗ в качестве исходного оператора следует, что для любых x ∈ H1

и y ∈ K1 выполнено равенство 〈T ∗ y, x〉= 〈y, T ∗∗x〉, и в то же время

〈T ∗ y, x〉= 〈x , T ∗ y〉= 〈T x , y〉= 〈y, T x〉.
Отсюда в силу упомянутой в теореме  единственности T ∗∗ = T . ⊲
Заметим, что равенство 1∗ = 1, помимо того, что оно легко про-

веряется непосредственно, следует также из (iii) и (iv). Сделайте это
в качестве легкой разминки.

Следствие . Отображение T 7→ T ∗ изB(H, K) вB(K , H) непрерыв-
но по операторной норме; в частности, из условия Tn→ T при n→∞
следует, что T ∗

n
→ T ∗ при n→∞.

Следующий факт имеет настолько важные применения, что заслу-
живает звания теоремы.

Теорема . Для любого T ∈B(H, K) выполнено равенство

‖T ∗T‖= ‖T‖2.

Неравенство 6 следует из сохранения нормы операцией «гильбер-
това звездочка» и мультипликативного неравенства. Неравенство >

следует из того, что для любого x ∈ШH выполнено неравенство

‖T x‖2 = 〈T x , T x〉= 〈T ∗T x , x〉6 ‖T ∗T‖‖x‖2
6 ‖T ∗T‖. ⊲

Установленное равенство называется C∗-тождеством. Не очень
ласкающее слух, но –– что делать –– повсеместно и давно установивше-
еся название. (Откуда оно взялось, мы упомянем в § .)

Кое-что добавим для отличника. Как и подобает уважающей себя конструк-
ции, за переходом T 7→ T h∗ скрывается функтор. Это контравариантный функ-
тор гильбертовой сопряженности (h∗) : H→ H, оставляющий объекты на
месте и переводящий каждый морфизм (= ограниченный оператор) T в T h∗.
Аксиомы контравариантного функтора сразу следуют из предложения  (iii).
Наряду с этим функтором, рассмотрим функтор (b∗) : H→H, определяемый
как очевидное «биограничение» функтора банаховой сопряженности из § ..
Аналогично определяемая пара функторов действует и в H1.

Упражнение . Будучи рассмотрены в любой из категорий H или H1,
функторы (h∗) и (b∗) не являются естественно эквивалентными, однако оказы-
ваются естественно эквивалентными при замене комплексных гильбертовых
пространств на действительные.
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А теперь достанем из нашего мешка операторов те особи, которые
действуют в гильбертовых пространствах. Каковы их (гильбертовы)
сопряженные? Элементарная проверка соотношений сопряженности
позволяет легко сделать следующие несколько упражнений.

Упражнение . (i) Сопряженным к диагональному оператору

Tλ : l2→ l2

является T
λ

, где λ –– комплексно-сопряженная к λ последовательность.
(ii) Сопряженным к оператору левого сдвига Tl : l2 → l2 является

оператор правого сдвига Tr , и наоборот.
(iii) Сопряженным к оператору умножения на функцию

Tf : L2(X ,µ)→ L2(X ,µ)

является T
f
, где f –– комплексно-сопряженная к f функция.

(iv) Оператор, сопряженный к оператору неопределенного интегри-

рования в L2[0, 1], действует по правилу x 7→ y, где y(t) :=

1∫

t

x(s) ds.

Следующее утверждение, обобщающее последний пример, заслу-
живает особого внимания.

Предложение . Пусть TK : L2[a, b]→ L2[a, b] –– интегральный опе-
ратор с производящей функцией K(s, t). Тогда его сопряженный –– это
интегральный оператор TK∗ с производящей функцией K∗(s, t) := K(t, s).
⊳ Для любых x , z ∈ L2[a, b] выполнено равенство

〈TK x , z〉=
b∫

a

[TK x](s) z(s) ds=

b∫

a

� b∫

a

K(s, t)x(t) dt

�
z(s) ds.

Поскольку K(s, t) и x(t)z(s) лежат в L2(�), произведение этих функций
интегрируемо на квадрате �. Поэтому в силу теоремы Фубини указан-
ный двойной интеграл равен

b∫

a

� b∫

a

K(s, t)x(t) z(s) ds

�
dt =

b∫

a

x(t)

� b∫

a

K(s, t) z(s) ds

�
dt =

=

b∫

a

x(t)

� b∫

a

K∗(t, s)z(s) ds

�
dt = 〈x , TK∗z〉. ⊲

Теперь расскажем, как взаимодействуют основные геометрические
образы, связанные с заданным оператором и его сопряженным.
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Следующая теорема –– это дальнейшее обобщение наблюдений, сде-
ланных еще Фредгольмом в контексте интегральных уравнений, а за-
тем переосмысленных Гильбертом.

Теорема . Пусть T : H→ K –– оператор между гильбертовыми про-
странствами. Тогда

(Im(T ))⊥ = Ker(T ∗) и (Ker(T ))⊥ = (Im(T ∗))−

(черточка наверху, как обычно, означает замыкание); иными словами,

K = (Im(T ))− ⊕̇ Ker(T ∗) и H = Ker(T ) ⊕̇ Im(T ∗)−.

⊳ Первое равенство следует из эквивалентностей

x ∈ (Im(T ))⊥⇔〈x , T y〉= 0 для всех y ∈H⇔
⇔〈T ∗x , y〉= 0 для тех же y⇔ T ∗x = 0⇔ x ∈Ker(T ∗).

Отсюда с учетом предложений .. и  (iv) мы получаем

(Im(T ∗))− = (Im(T ∗))⊥⊥= (Ker(T ∗∗))⊥= (Ker(T ))⊥.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Предложение . Если оператор T действует в H и H0 –– его инва-

риантное подпространство, то H⊥
0

–– инвариантное подпространство
для T ∗.
⊳ Поскольку условие y ∈ H0 влечет T y ∈ H0, из равенства 〈x , y〉= 0

для всех y ∈ H0 следует, что 〈T ∗x , y〉= 〈x , T y〉= 0 для тех же y. Даль-
нейшее очевидно. ⊲

Покажем, что целый ряд возможных свойств заданного оператора
сохраняется при переходе к его сопряженному.

Предложение . Если T –– одномерный оператор вида x ⊙ y (ср. на-
чало § .), то оператор T ∗ также одномерен и T ∗ = y ⊙ x .
⊳ Следует из элементарной проверки соотношений сопряженно-

сти. ⊲
Предложение . Если оператор T конечномерен, то и T ∗ конечно-

мерен, причем dim Im(T ) = dim Im(T ∗).
⊳ Поскольку образ Im(T ) замкнут, из теоремы  следует, что

Im(T ∗) = T ∗(Ker(T ∗)⊕ Im(T )) = Im(T ∗|Im(T )).
Поскольку Ker(T ∗) ∩ Im(T ) = {0}, оператор T ∗|Im(T ) инъективен. Даль-
нейшее очевидно. ⊲

Упражнение . Выведите тот же факт из предложения .

Указание. Возьмите представление T =
n∑

k=1

xk ⊙ yk с линейно неза-

висимыми системами {x1, …, xn} и {y1, …, yn}.
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Предложение . Если оператор T компактен, то и T ∗ компактен.
При этом если T =

∑
n

sne′
n
⊙ e′′

n
–– разложение оператора в сумму, фигу-

рирующую в теореме Шмидта, то T ∗ =
∑
n

sne′′
n
⊙ e′

n
.

⊳ Сам факт компактности оператора T ∗ не требует такого сильного
средства, как теорема Шмидта. А именно, в силу предложения ..
оператор T аппроксимируется по операторной норме конечномер-
ными операторами. На основании следствия  отсюда следует, что
оператор T ∗ аппроксимируется операторами, сопряженными к конеч-
номерным, которые, ввиду предыдущего предложения, сами конечно-
мерны.

Теперь вспомним о теореме Шмидта и рассмотрим указанное там
разложение для T . Тогда из предложения  с учетом алгебраических
и топологических свойств «гильбертовой звездочки» немедленно сле-
дует требуемое разложение для оператора T ∗. Из последнего также,
конечно, видно, что оператор T ∗ аппроксимируется конечномерными
операторами. ⊲

Предложение . Если оператор S фредгольмов, то и оператор S∗

фредгольмов.
⊳ Согласно части ⇒ теоремы Никольского существуют операторы

R, T1, T2 с указанными там свойствами. Но тогда в силу предложений 
и  условиям той же теоремы, в ее части⇐, удовлетворяют операторы
R∗, T ∗

2
, T ∗

1
. Дальнейшее очевидно. ⊲

Вооружившись полученными знаниями, мы вернемся в седую клас-
сику, к интегральным уравнениям Фредгольма второго рода (см. § .).
Теперь, наряду с исходным уравнением

x(s)−
b∫

a

K(s, t)x(t) dt = y(s), ()

мы рассмотрим и его так называемое сопряженное уравнение

x(s)−
b∫

a

K∗(s, t)x(t) dt = y(s). (∗)

Ранее уже отмечалось, что уравнение () –– это то же самое, что опера-
торное уравнение Sx = y в пространстве L2[a, b], где S = 1− T , а T ––
интегральный оператор с производящей функцией K(s, t). Столь же
очевидно, с учетом предложения , что уравнение (1∗) –– это то же са-
мое, что операторное уравнение S∗x = y в том же пространстве.
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Пусть, далее,

x(s)−
b∫

a

K(s, t)x(t) dt = 0, ()

x(s)−
b∫

a

K∗(s, t)x(t) dt = 0 (2∗)

— соответствующие однородные уравнения. Сохраняя стиль теоремы
.., сформулируем ее обещанное добавление.

Предложение  (Фредгольм). Пусть x1, …, xm и z1, …, zn –– наборы
линейно независимых функций, фигурирующие в теореме 3.5.5 ). Тогда

(i) функции z1, …, zn –– такие решения однородного уравнения (2∗),
что всякое решение этого однородного уравнения есть линейная ком-
бинация указанных решений;

(ii) правые части y(s), при которых уравнение (1∗) имеет хотя бы
одно решение, –– это в точности те функции, для которых

b∫

a

y(t) xk(t) dt = 0

при k= 1, …, m.
⊳ В силу теоремы .. (ii) справедливо равенство Im(S)= span{z1, …

…, zn}⊥. Взяв ортогональные дополнения и используя теорему , мы
получаем, что Ker(S∗) = span{z1, …, zn}, а это равносильно утвержде-
нию (i).

Далее, из теоремы .. (i) следует равенство Ker(S) = span{x1, …
…, xm}, а предложение  обеспечивает замкнутость образа Im(S∗). По-
этому на основании теоремы  мы получаем Im(S∗) = (Ker(S))⊥= {x1, …
…, xm}⊥, а это равносильно утверждению (ii). ⊲

Вот еще одно применение теоремы .
Упражнение . (Ср. упражнения .. и ...) (i) Оператор между

гильбертовыми пространствами, сопряженный к изометрическому, яв-
ляется коизометрическим, и наоборот.

(ii) Оператор между гильбертовыми пространствами, сопряженный
к топологически инъективному, является топологически сюръектив-
ным, и наоборот.

Указание. Если оператор V : H1 → H2 коизометричен, то провер-
ка соотношений сопряженности показывает, что V ∗ переводит y в тот
единственный вектор x ⊥ Ker(V ), для которого V x = y.

)Мы знаем, что m= n, но сейчас это роли не играет.
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А сейчас мы покажем, как некоторые классы операторов, опреде-
лявшиеся в терминах «гильбертовой геометрии», могут быть охарак-
теризованы чисто алгебраически, с участием операции «гильбертова
звездочка». То, что мы сделаем, в сжатой форме будет выглядеть как
следующий алгебро-геометрический словарик:

U∗ = U−1 –– унитарный оператор;

P∗ = P = P2 –– ортопроектор;

J∗ = J = J−1 –– ортогональное отражение;

V ∗V = 1 –– изометрический оператор;

V V ∗ = 1 –– коизометрический оператор;

WW ∗W =W –– частично изометрический оператор.

Объясним, что все это значит.
Предложение . Оператор U : H1→ H2 является унитарным то-

гда и только тогда, когда он обратим, и его обратный совпадает с его
сопряженным.
⊳ ⇒ Поскольку оператор U обратим и сохраняет скалярные произ-

ведения, для любых x ∈H1, y ∈H2 выполнено равенство

〈x , U−1 y〉= 〈U x , UU−1 y〉= 〈U x , y〉= 〈x , U∗ y〉.
⇐ Для тех же x , y справедливо равенство

〈U x , U y〉= 〈x , U∗U y〉= 〈x , U−1U y〉= 〈x , y〉. ⊲
Предложение . Оператор P : H → H является ортопроектором

тогда и только тогда, когда он идемпотентен и совпадает со своим
сопряженным.
⊳ ⇒ Раз P –– проектор, то P2 = P, и по условию Ker(P)⊥ Im(P). По-

этому для любых x , y ∈ H с учетом условия P y − y ∈ Ker(P) выполне-
но равенство 〈P x , y〉 = 〈P x , y + (P y − y)〉 = 〈P x , P y〉, и точно так же
〈x , P y〉= 〈P x , P y〉. Отсюда, разумеется, P∗ = P.
⇐ Раз P2 = P, то P –– проектор. Теорема  с учетом P∗ = P гаранти-

рует условие Ker(P)⊥ Im(P). ⊲
Предупреждение. Начиная с этого момента, везде в главе, говоря

«проектор», мы подразумеваем ортогональный проектор: другие про-
екторы нам не понадобятся.

В следующих упражнениях мы, напротив, предлагаем вам описать
геометрическое действие оператора, исходя из его алгебраических
свойств.

Упражнение . Как действует оператор J : H → H, совпадающий
и со своим обратным, и со своим сопряженным? (Ответ: существует
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ортогональное разложение H = H+ ⊕̇ H−, такое, что J = 1 на H+ и J =
=−1 на H−.

Действующий описанным образом оператор называется ортого-
нальным отражением.)

Указание. Посмотрите на очевидное тождество

x =
1
2
(x + J x) +

1
2
(x − J x).

Упражнение . Как действуют такой оператор V : H1 → H2, что
V ∗V = 1, и такой оператор V : H1→ H2, что V V ∗ = 1? (Ответ: первое
равенство описывает изометрические, а второе –– коизометрические
операторы.)

Следующий класс операторов содержит все операторы из нашего
словарика, кроме ортогональных отражений.

Упражнение . Как действует такой оператор W : H1 → H2, что
WW ∗W =W , и как действует его сопряженный?

(Ответ: существуют такие замкнутые подпространства K1 ⊆ H1 и
K2 ⊆ H2, что оператор W изометрически (= унитарно) отображает под-
пространство K1 на K2 и переводит K⊥

1
в нуль; в то же время опера-

тор W ∗ отображает K2 на K1, действуя там как обратный к W , и пере-
водит K⊥

2
в нуль.)

Указание. Страшное с виду тождество эквивалентно просто тому,
что W ∗W –– ортопроектор, скажем, P. Поэтому для K1 := Im(P) и x , y ∈
∈ K1 выполнено 〈W x , W y〉= 〈x , y〉.

Операторы, о которых только что шла речь, называются частич-
но изометрическими. Они играют выдающуюся роль в теории опера-
торов и операторных алгебр (классификация факторов [], оператор-
ная K-теория [, ] и ряд других вопросов; ср. далее упражнения .
и .).

∗ ∗ ∗
Наконец, напомним о спектрах. Читатель, сделавший не столь уж

простое упражнение .., знает, как ведут себя спектры при операции
«банахова звездочка». Гораздо проще установить, как спектры и их вы-
деленные в § . специальные подмножества реагируют на «гильберто-
ву звездочку».

Упражнение . Пусть T : H → H –– оператор в гильбертовом про-
странстве. Тогда σ(T ∗) = {λ : λ∈σ(T )}. При этом

(i) если λ∈σr(T ), то λ∈σp(T
∗);

(ii) если λ∈σp(T ), то λ∈σp(T
∗) либо λ∈σr(T

∗);

(iii) σc(T
∗) = {λ : λ∈σc(T )};

(iv) σe(T
∗) = {λ : λ∈σe(T )}.



§ . ТЕОРЕМА ГИЛЬБЕР ТА - ШМИДТА 

Замечание. Обе возможности, указанные выше в (ii), могут быть
реализованы. Приведите соответствующие примеры.

§ . Самосопряженные операторы и их спектры.
Теорема Гильберта––Шмидта

Сосредоточимся на операторах, действующих в одном и том же
гильбертовом пространстве H. Поскольку их сопряженные также дей-
ствуют в H (= принадлежат тому же пространствуB(H)), естественно
возникает интерес к следующему классу операторов, возникающему
во многих задачах математики и физики.

Определение . Оператор T ∈B(H) называется самосопряженным
(еще говорят: эрмитовым), если он совпадает со своим гильбертовым
сопряженным (т. е. T ∗ = T).

Из соотношений сопряженности явствует, что самосопряженный
оператор –– это в точности тот, который удовлетворяет тождеству

〈T x , y〉= 〈x , T y〉, x , y ∈ H. ()

Предложение . позволяет охарактеризовать самосопряженный опе-
ратор как тот оператор T , для которого ST = (ST )

∗. Отсюда недалеко
до еще одной полезной характеризации, на этот раз в терминах квад-
ратичных форм. Назовем квадратичной формой (пока произвольного)
оператора T функцию QT : H → C, x 7→ ST (x , x) (или, что то же са-
мое, x 7→ 〈T x , x〉). Предварительно заметим, что из предложения ..
немедленно следует

Предложение . Оператор T равен 0 тогда и только тогда, когда
QT = 0 (т. е. 〈T x , x〉= 0 для всех x ∈ H). ⊳⊲

Замечание. Здесь существенно то, что речь идет о комплексных ли-
нейных пространствах. Возьмите для сравнения оператор поворота на
прямой угол в R2.

Предложение . Оператор T самосопряжен тогда и только тогда,
когда его квадратичная форма принимает действительные значения
(т. е. 〈T x , x〉 ∈R для всех x ∈ H).
⊳ В силу предыдущего предложения T = T ∗ тогда и только тогда,

когда QT =QT ∗ . В то же время для любого оператора S ∈B(H), оче-
видно, выполнено равенство QS∗ =QS . ⊲

∗ ∗ ∗
Наряду с самосопряженными, заслуживают нашего упоминания

и более общие нормальные операторы: так называются операторы, пе-
рестановочные со своими сопряженными, т. е. такие операторы T , что
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T ∗T = T T ∗. Очевидно, к нормальным операторам принадлежат, поми-
мо самосопряженных, и все действующие в H унитарные операторы.

Замечание (ориентировочного характера). На самом деле очень
многое из того, что нам предстоит рассказать о самосопряженных опе-
раторах, относится и к нормальным. Однако в наших лекциях им будет
уделено гораздо меньше внимания, чем самосопряженным, –– просто
потому, что последние геометрически нагляднее и чаще встречаются
в приложениях.

Множество самосопряженных операторов в H обозначаетсяB(H)sa.
Заметим, что из предложения . следует, что это действительное (не
комплексное!) банахово пространство.

Для любого оператора T ∈B(H), очевидно, существует такая един-
ственная пара Tre, Tim ∈B(H)sa, что

T = Tre+ iTim, ()

это Tre :=
1
2
(T + T ∗) и Tim :=

1
2i
(T − T ∗). Еще одна пара самосопряжен-

ных операторов, изготавливаемых из любого оператора T , –– это T ∗T
и T T ∗.

Замечание. Оправдана и плодотворна точка зрения на операто-
ры в гильбертовом пространстве как на далекое «некоммутативное»
обобщение комплексных чисел. С этих позиций переход к сопряжен-
ному оператору соответствует переходу к комплексно-сопряженному
числу, самосопряженные операторы играют роль действительных чи-
сел, а равенство () обобщает алгебраическую форму комплексного
числа (и превращается в таковую при H := C). Тут вы можете спро-
сить: а что же соответствует у операторов полярному разложению
(= тригонометрической форме) комплексного числа?

Как мы увидим далее, есть два равноправных претендента на роль
полярного разложения, различающиеся из-за некоммутативности опе-
раторного умножения. Но пока мы еще не готовы к рассказу об этих
вещах (см. далее упражнения  и .). Сообщим лишь, забегая вперед,
что в алгебре B(H) роль положительных чисел играют операторы ви-
да T ∗T , а роль унимодулярных комплексных чисел –– в одних вопросах
унитарные операторы, а в других более общие частично изометриче-
ские операторы из упражнения ..

Вот несколько дежурных примеров. Из сделанного вами (как нам
хочется верить) упражнения . видно, что

) диагональный оператор Tλ всегда нормален, и он самосопряжен
тогда и только тогда, когда последовательность λ состоит из дей-
ствительных чисел;
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) (более общий факт) оператор Tf умножения на функцию также
всегда нормален, и он самосопряжен тогда и только тогда, когда функ-
ция f почти всюду принимает действительные значения;

) операторы односторонних сдвигов в l2 не только не самосопря-
жены, но и не нормальны ): Tl Tr = 1, в то время как Tr Tl –– проектор
с одномерным ядром span (p1).

Из предложения . немедленно вытекает
Следствие . Интегральный оператор в L2[a, b] самосопряжен то-

гда и только тогда, когда его производящая функция почти всюду на
квадрате � удовлетворяет равенству K(s, t) = K(t, s). (Такие произво-
дящие функции называются симметричными.)

Отметим несколько свойств самосопряженных операторов.
Предложение . Пусть оператор T самосопряжен. Тогда
(i) его собственные значения действительны;
(ii) его собственные векторы, отвечающие различным собственным

значениям, ортогональны;
(iii) его ядро и образ связаны соотношениями ) (Im(T ))⊥= Ker(T )

и (Ker(T ))⊥ = (Im(T ))−; иными словами, H = Ker(T ) ⊕̇ (Im(T ))−;
(iv) если H0 –– инвариантное подпространство для T , то таково же

и H⊥
0

;
(v) подпространство H0 в H является инвариантным для T тогда

и только тогда, когда T перестановочен с ортопроектором P : H→ H
на H0;

(vi) ‖T 2‖= ‖T‖2;
(vii) r(T ) = ‖T‖;
(viii) если S –– еще один самосопряженный оператор, перестановоч-

ный с T , то ST также самосопряжен; как следствие, любая степень T ––
самосопряженный оператор.
⊳ (i) Если T x = λx , x 6= 0, то λ〈x , x〉 = 〈T x , x〉 = 〈x , T x〉 = λ 〈x , x〉.

Дальнейшее очевидно.
(ii) Если T x = λx и T y = µy, x , y 6= 0, то с учетом утверждения (i)

λ〈x , y〉= 〈x , T y〉=µ〈x , y〉. Отсюда следует, что если λ 6=µ, то 〈x , y〉= 0.
(iii, iv, vi, viii) Эти утверждения непосредственно следуют соответ-

ственно из теоремы ., предложения ., теоремы . и предложе-
ния . (iii).

(v) ⇒ В силу соотношения H = H0 ⊕ H⊥
0

достаточно показать, что
PT x = T P x при x ∈H0 и при x ∈ H⊥

0
. Очевидно, в первом случае оба

)Вот и мнемоническое правило для экзаменов: чтобы привести пример не нормаль-
ного оператора, надо вспомнить, что ненормальный –– это который со сдвигом…

)Черта, как обычно, обозначает замыкание.
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сравниваемых вектора совпадают с T x , а во втором, с учетом утвер-
ждения (iv), равны нулю.

(v)⇐ Если x ∈H0, то PT x = T P x = T x , откуда и T x ∈H0.
(vii) Это утверждение следует из (vi) в объединении с формулой для

спектрального радиуса. ⊲
Упражнение 1∗. Утверждения (ii), (iii), (vi) и (vii) предыдущего

предложения сохраняют силу и для нормальных операторов.
Указание. Если оператор T нормален, то для всех x ∈ H выполне-

но ‖T ∗x‖ = ‖T x‖; вот вам (iii). Отсюда следует, что Ker(T ∗) = Ker(T )
и Ker(T −λ1) = Ker(T ∗ −λ1); вот вам (ii). Наконец, C∗-тождество дает
равенство ‖T 2‖2 = ‖(T 2)∗T 2‖= ‖T ∗T‖2= ‖T‖4.

Что касается классических теорем Фредгольма об интегральных
уравнениях, то они в рассматриваемом контексте выглядят наиболее
прозрачно.

Предложение  (Фредгольм). Пусть

x(s)−
b∫

a

K(s, t)x(t) dt = y(s), x(s)−
b∫

a

K(s, t)x(t) dt = 0 ()

— интегральное уравнение второго рода с симметричной производя-
щей функцией и соответствующее однородное уравнение. Тогда суще-
ствует линейно независимая система x1, …, xm решений однородного
уравнения (3), обладающая следующими свойствами:

(i) всякое решение однородного уравнения (3) есть линейная комби-
нация указанных решений;

(ii) правые части y(s), при которых неоднородное уравнение (3) име-
ет хотя бы одно решение, –– это в точности те функции, для которых

b∫

a

y(t) xk(t) dt = 0

при k= 1, …, m. ⊳⊲
А теперь поговорим о спектрах. Те, кто сделал упражнение ., зна-

ют, что спектр самосопряженного оператора симметричен относитель-
но действительной оси. Но на самом деле справедливо гораздо более
сильное утверждение: он просто лежит на этой оси. Такой факт имеет
столь серьезные последствия, что мы приведем два его доказательства:
«алгебраическое» (или абстрактное) и «геометрическое» (или вектор-
ное). Начнем необходимую подготовку.

Предложение . Пусть оператор T самосопряжен. Тогда оператор
U := exp(iT ) (см. определение ..) унитарный.
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⊳ Согласно определению операторной экспоненты

U = 1+

∞∑

n=1

1
n!
(iT )n.

Поэтому из свойств «гильбертовой звездочки» следует,что

U∗ = 1+

∞∑

n=1

in

n!
T n = 1+

∞∑

n=1

1
n!
(−iT )n = exp(−iT ).

Отсюда в силу следствия .. мы заключаем, что U∗ и U –– взаимно об-
ратные операторы, и нужный результат следует из предложения .. ⊲

Предложение . Пусть оператор T : H→ H самосопряжен и топо-
логически инъективен. Тогда это топологический изоморфизм.
⊳ В силу условия образ Im(T ) замкнут и поэтому с учетом предло-

жения  (iii) совпадает со всем H. Дальнейшее очевидно. ⊲
Предложение . Для любых S ∈B(H) и t > 0 оператор R := S∗S +

+ t1 обратим.
⊳ В силу только что сказанного достаточно показать, что оператор R

топологически инъективен. Для любого x ∈H выполнено неравенство

‖Rx‖‖x‖> |〈Rx , x〉|= |〈S∗Sx , x〉+ t〈x , x〉|= 〈Sx , Sx〉+ t〈x , x〉> t‖x‖2,

откуда ‖Rx‖> t‖x‖. Дальше работает следствие ... ⊲
Теорема . Спектр самосопряженного оператора T : H→ H лежит

на отрезке [−‖T‖,‖T‖] и содержит по крайней мере один из его концов.
⊳ (Алгебраическое доказательство.) Объединяя следствие .. с

предложением , мы видим, что σ(exp(iT )) ⊆ T. Поэтому, если λ ∈
∈σ(T ), то в силу предложения .. применительно к w(z) := exp(iz),
получаем exp(iλ) ∈ T. Отсюда, разумеется, λ ∈ R, и нам остается вос-
пользоваться предложением  (vii). ⊲
⊳ (Геометрическое доказательство.) Пусть число λ ∈ C, λ = s + i t,

таково, что t 6= 0. Положим S := T − s1. Тогда на основании предложе-
ния  оператор

S∗S+ t21= S2+ t21= (S + i t1)(S − i t1)

обратим, и, стало быть, оба сомножителя, будучи перестановочны-
ми операторами, также обратимы (см. предложение ..). Тем са-
мым, i t /∈σ(S), а это эквивалентно тому, что λ /∈σ(T ). Следовательно,
σ(T )⊆R.

Теперь мы могли бы закончить доказательство, применив, как и
в алгебраическом рассуждении, предложение  (vii). Но в нашем гео-
метрическом рассуждении мы можем обойтись более элементарными
средствами.
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Возьмем такую последовательность xn ∈ H, ‖xn‖= 1, что ‖T xn‖ →
→‖T‖, n→∞. Тогда для любого n выполнено

‖(T 2 −‖T‖21)xn‖2=


(T 2 −‖T‖21)xn, (T 2−‖T‖21)xn

�
=

= ‖T 2xn‖2 − 2



T 2 xn,‖T‖2 xn

�
+ ‖T‖4

6

6 2‖T‖4 − 2‖T‖2〈T xn, T xn〉= 2‖T‖4 − 2‖T‖2‖T xn‖2,

откуда (T 2 −‖T‖21)xn→ 0 при n→∞. Это означает, конечно, что опе-
ратор T 2 − ‖T‖21, он же и (T + ‖T‖1)(T − ‖T‖1), не обратим. Отсю-
да либо ‖T‖, либо −‖T‖ принадлежит спектру σ(T ), и нам остается
вспомнить, что r (T )6 ‖T‖ (теорема ..). ⊲

То, что было сказано, –– это максимум информации, которую можно
получить о спектрах общих самосопряженных операторов:

Упражнение . (i) Любое компактное подмножество в R служит
спектром некоторого самосопряженного оператора.

(ii) Любое компактное подмножество в T служит спектром некото-
рого унитарного оператора.

(iii) Любое компактное подмножество в C служит спектром некото-
рого нормального оператора.

При этом в каждом из указанных случаев оператор можно выбрать
так, чтобы его спектр совпадал с его существенным спектром.

Указание. Возьмите диагональный оператор Tλ : l2→ l2, где λ –– та-
кая последовательность, что {λn}− совпадает с заданным множеством.

Из теоремы  и предложения  (iii) сразу следует
Предложение . У самосопряженных операторов нет остаточного

спектра. ⊳ ⊲
Упражнение . То же самое утверждение верно и для нормальных

операторов.

∗ ∗ ∗

Мы переходим к подготовке теоремы, позволяющей полностью по-
знать природу операторов, являющихся одновременно компактными
и самосопряженными.

Теорема  (Гильберт––Шмидт). Пусть T : H → H –– компактный
самосопряженный оператор в гильбертовом пространстве. Тогда су-
ществуют

а) такая ортонормированная система e1, e2, … в H конечной или
счетной мощности и

б) такая (конечная или бесконечная) последовательность λ1,λ2, …
отличных от нуля действительных чисел с индексным множеством
той же мощности, сходящаяся к нулю, если она бесконечна,
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что наш оператор действует по правилу

T x =
∑

n

λn〈x , en〉en, ()

где
∑
n

означает либо конечную сумму, либо сумму ряда в H.

(Иными словами, en –– собственные векторы для T с собственными
значениями λn, и T переводит в нуль любой вектор, ортогональный
всем en.)
⊳ Согласно теореме .. (Шмидта) наш оператор представим в виде

соответствующей суммы T =
∑
n

sne′
n
⊙ e′′

n
. Из самосопряженности опе-

ратора T и предложения . следует, что тот же оператор представим
и в виде суммы T =

∑
n

sne′′
n
⊙ e′

n
. Отсюда, положив e+

n
:= e′

n
+ e′′

n
, и e−

n
:=

:= e′
n
− e′′

n
, мы видим, что Te±

n
=±sne±

n
.

Поскольку s-числа нашего оператора не возрастают, для некоторых
натуральных n1 < n2 <… имеют место соотношения

s1 =…= sn1
> sn1+1=…= sn2

> sn2+1 =…> snk−1+1=…= snk
>…

Рассмотрим для k = 1, 2, … пространства L±
k

:= span{e±nk−1+1, …, e±
nk
}

(здесь мы полагаем n0 := 0). Очевидно, для каждого e ∈ L±
k

выполнено
равенство Te =±snk

e. Поэтому из предложения  (ii) следует, что все
эти подпространства в H попарно ортогональны.

Рассмотрим в тех из подпространств L±
k

, которые отличны от ну-
ля, ортонормированные базисы. Собрав все векторы всех этих базисов
«в одну кучу» и произвольно их перенумеровав, мы получим некую
ортонормированную систему {e1, e2, …}. Очевидно, каждый en –– соб-
ственный вектор для T , и соответствующее собственное значение, ко-
торое мы обозначим через λn, совпадает с одним из чисел ±sk для
какого-то k. При этом каждое значение λn встречается не более чем
конечное число раз.

Далее, линейные оболочки систем {e1, e2, …} и {e′
1
, e′

2
, …, e′′

1
, e′′

2
, …},

очевидно, совпадают, а потому последовательности λ1,λ2, … и s1, s2, …
одновременно конечны или бесконечны. Если они бесконечны, то из
известной нам сходимости последовательности sn к нулю следует по-
добное же свойство и для λn.

Наконец, возьмем произвольный вектор x ∈H; он представим в ви-
де x =
∑
n

〈x , en〉en + x0, где вектор x0 ортогонален всем en и, стало быть,

всем e′
n
. Поэтому в силу теоремы Шмидта T x0 = 0, и равенство () оче-

видным образом следует из свойств оператора T как непрерывного
оператора. ⊲
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Теорема Гильберта––Шмидта допускает следующую эквивалентную
формулировку; сравните ее с результатом упражнения ...

Предложение . Пусть T : H→H –– компактный самосопряженный
оператор в гильбертовом пространстве. Тогда существуют такая ко-
нечная или бесконечная последовательность λ = (λ1,λ2, …) действи-
тельных чисел, сходящаяся к нулю, если она бесконечна, и такое гиль-
бертово пространство H0, что оператор T унитарно эквивалентен
оператору

R : lm
2
⊕H0→ lm

2
⊕H0,

где m 6∞ –– число членов последовательности λ, который действует
на lm

2
как диагональный оператор Tλ и переводит H0 в нуль.

⊳ Возьмем в качестве λ последовательность, фигурирующую в тео-
реме Гильберта––Шмидта, и положим H0 := Ker(T ). Тогда оператор T

в силу последней теоремы принадлежит классу операторов из приме-
ра ... Дальнейшее очевидно. ⊲

Упражнение . Покажите, что теорема Гильберта––Шмидта, в свою
очередь, следует из предложения 9.

Напомним, что для любого оператора, действующего в линейном
пространстве, кратностью какого-либо его собственного значения на-
зывается линейная размерность соответствующего подпространства
собственных векторов.

Предложение . Пусть T –– самосопряженный оператор, а λn ––
последовательность, фигурирующая в теореме Гильберта––Шмидта.
Тогда

(i) ненулевые собственные значения оператора T суть члены после-
довательности λn, и каждое собственное значение имеет такую крат-
ность, сколько раз оно встречается в этой последовательности;

(ii) ‖T‖=max{|λn|: n= 1, 2, …}.
⊳ Как норма, так и набор ненулевых собственных значений с уче-

том кратности, очевидно, не меняются при переходе от оператора к его
унитарно эквивалентному. Поэтому обе характеристики у оператора T

те же, что у оператора R из предложения  и, как очевидное следствие,
те же, что у фигурирующего там диагонального оператора Tλ. Но у по-
следнего любое собственное значение µ, очевидно, совпадает с одним
из λn, и пространство соответствующих собственных векторов есть
span{pk : λk =µ}. Кроме того,

‖Tλ‖=max{|λn|: n= 1, 2, …}
(ср. пример ..). Дальнейшее очевидно. ⊲

Замечание. Тот факт, что норма компактного самосопряженного
оператора –– это наибольший модуль собственного значения, следует
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также из равенства ‖T‖= r(T ) и того, что спектр компактного опера-
тора, помимо нуля, состоит только из собственных значений (см. тео-
рему ..).

Наконец, утверждение о разложении оператора в сумму одномер-
ных операторов из теоремы Шмидта мы можем в «самосопряженном»
случае преобразовать следующим образом.

Предложение . Пусть T : H → H, en и λn те же, что в теоре-
ме Гильберта––Шмидта. Тогда наш оператор представим в виде T =

=
∑
n

λnen ⊙ en, где
∑
n

означает, смотря по смыслу, либо конечную сум-

му, либо сумму сходящегося по операторной норме ряда.
⊳ Равенство () из теоремы Гильберта––Шмидта можно перепи-

сать как

T x = lim
N→∞

N∑

n=1

λn[en ⊙ en](x).

Если число слагаемых конечно, все ясно. Если оно бесконечно и Sk ––
частичная сумма соответствующего формального ряда, то, очевидно,
оператор T − Sk действует по правилу

(T − Sk)x =

∞∑

n=k+1

λn〈x , en〉en.

Отсюда предложение , рассмотренное для T − Sk, дает равенство
‖T − Sk‖=max{|λn|: n= k + 1, k+ 2, …}. Поэтому последовательность
‖T − Sk‖ сходится к нулю при k→∞ вместе с λk. ⊲

Если теорему Шмидта можно рассматривать как результат о класси-
фикации с точностью до слабой унитарной эквивалентности, то теоре-
ма Гильберта––Шмидта –– это результат о классификации с точностью
до унитарной эквивалентности (значительно более «жесткого» вида
отождествления).

В то же время весьма примечательно то, что для рассматриваемого
класса операторов оба вида «не слабой» эквивалентности –– унитарная
и топологическая –– совпадают.

Упражнение . Пусть T : H → H и S : K → K –– компактные само-
сопряженные операторы. Тогда они унитарно эквивалентны ⇔ они
топологически эквивалентны ⇔ их множества отличных от нуля соб-
ственных значений совпадают с учетом кратности, а ядро Ker(T ) уни-
тарно изоморфно Ker(S).

Указание. Для произвольных операторов их топологическая экви-
валентность влечет за собой совпадение гильбертовых размерностей
пространств собственных векторов, соответствующих одному и тому
же собственному значению.
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(На самом деле топологическая и унитарная эквивалентность сов-
падают во всем классе самосопряженных операторов, но это доказать
труднее; см. далее упражнение ..)

Мы видим, что каждый самосопряженный компактный оператор
в гильбертовом пространстве однозначно определен с точностью до
унитарной эквивалентности двумя вещами: а) (неупорядоченным) на-
бором λ своих ненулевых собственных значений, в котором каждое
значение повторяется столько раз, какова его кратность, и б) гильбер-
товой размерностью своего ядра (см. теорему ..). Таким образом,
полная система инвариантов унитарной эквивалентности для этого
класса операторов состоит из всевозможных пар (λ,α), где λ –– не бо-
лее чем счетный набор ненулевых действительных чисел с возмож-
ными конечными повторениями, не имеющий ненулевых предельных
точек, а α –– некоторая мощность. Моделью компактного оператора
с инвариантом (λ,α) служит оператор R : lm

2
⊕ K → lm

2
⊕ K , для кото-

рого роль λ играет заданный набор, произвольным образом упорядо-
ченный, а K –– гильбертово пространство гильбертовой размерности α
(скажем, l2(X ), где X –– множество мощности α). Все сказанное верно
и с заменой унитарной эквивалентности на топологическую.

∗ ∗ ∗
Для случая сепарабельных пространств теореме Гильберта––Шмид-

та и эквивалентному ей предложению  мы можем придать наиболее
прозрачный вид.

Предложение . Пусть T : H → H –– компактный самосопряжен-
ный оператор в сепарабельном бесконечномерном гильбертовом про-
странстве. Тогда

(i) в H существует ортонормированный базис, состоящий из соб-
ственных векторов этого оператора. При этом соответствующая
последовательность собственных значений состоит из действитель-
ных чисел и сходится к нулю;

(ii) оператор T унитарно эквивалентен некоторому диагонально-
му оператору Tλ : lm

2
→ lm

2
, где m –– гильбертова размерность простран-

ства H, а последовательность λ состоит из действительных чисел
и сходится к нулю.
⊳ Возьмем ортонормированную систему, фигурирующую в «общей»

теореме Гильберта––Шмидта. Наряду с ней, пользуясь тем, что ядро
Ker(T ) заведомо сепарабельно, рассмотрим любой ортонормирован-
ный базис последнего пространства. Перенумеровав произвольным
образом объединение обеих систем, мы, разумеется, получим требуе-
мый ортонормированный базис. Дальнейшее очевидно. ⊲
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Отсюда, в частности, легко усматривается, что при условии сепара-
бельности рассматриваемых бесконечномерных гильбертовых прост-
ранств система инвариантов унитарной (так же, как и топологиче-
ской) эквивалентности для компактных самосопряженных операторов
также приобретает более наглядный вид. А именно, теперь в качестве
инвариантов можно рассматривать произвольные сходящиеся к нулю
последовательности действительных чисел с точностью до перестано-
вок их членов. Простейшей моделью оператора с последовательностью
λ в качестве инварианта является, разумеется, диагональный оператор
Tλ : l2→ l2.

∗ ∗ ∗
Тем временем, настал момент, когда мы в состоянии выполнить

одно старое обещание, данное в § ..
Упражнение 6∗. Норма оператора неопределенного интегрирова-

ния в L2[0, 1] равна 2/π.
Указание). Наш T представим как US, где S : x 7→

1−s∫

0

x(t) dt, а U ––

унитарный оператор x(t) 7→ y(t) := x(1− t). Поэтому ‖T‖= ‖S‖, и, так
как оператор S самосопряжен, предложение  сводит задачу к поиску
тех ненулевых значений λ ∈ R, для которых интегральное уравнение
Sx = λx имеет ненулевое решение. Но это те же λ, для которых урав-
нение

λx ′(t) + x(1− t) = 0

имеет ненулевые решения, удовлетворяющие условию x(1) = 0, а эти
решения заведомо являются решениями уравнения

λ2x ′′(t) + x(t) = 0

с условием x(1) = x ′(0) = 0. Зная (со второго курса) общее решение по-
следнего уравнения, мы видим, что ненулевые решения с указанными

граничными условиями бывают лишь при λ=
�
π
2
+ kπ
�−1

, k ∈Z, и для

каждого k они кратны cos
��
π
2
+ kπ
�

t
�

. Отсюда ‖T‖ 6
2
π

, и остается

проверить, что Sx =
2

π
x для x(t) := cos

πt

2
.

Заканчивая параграф, вернемся к общей теории. Теорема Гильбер-
та––Шмидта позволяет дать еще одну важную характеризацию s-чисел
компактных операторов, которая также свидетельствует о том, что эти

)Это наблюдение упрощает известное доказательство из []. Оно было сделано на
упражнениях по функциональному анализу Наташей Гринберг, в то время студенткой
третьего курса.
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числа не зависят от выбора ортонормированных систем, фигурирую-
щих в теореме Шмидта (см. § .).

Предложение . Пусть T : H→ K –– компактный оператор между
гильбертовыми пространствами с s-числами s1 > s2 > … Тогда после-
довательность s2

1
, s2

2
, … –– это в точности последовательность ненуле-

вых собственных значений, с учетом кратности, каждого из операто-
ров T ∗T : H→ H и T T ∗ : K→ K .
⊳ Пусть T =
∑
n

sne′
n
⊙ e′′

n
; тогда с учетом предложения . получаем,

что T ∗ =
∑
n

sne′′
n
⊙ e′

n
. Отсюда T ∗Te′

n
= s2

n
e′

n
и T T ∗e′′

n
= s2

n
e′′

n
для любого n;

кроме того, T ∗T x = 0 при x ⊥ {e′
1
, e′

2
, …} и T T ∗ y = 0 при y ⊥ {e′′

1
, e′′

2
, …}.

Остается воспользоваться предложением , рассмотренным для двух
последних операторов. ⊲

Следствие . Пусть T –– компактный оператор между гильберто-
выми пространствами, λ1,λ2, … –– последовательность собственных
значений оператора T ∗T (или, что эквивалентно, T T ∗) с учетом крат-
ности. Тогда

(i) T –– оператор Шмидта тогда и только тогда, когда
∑
n

λn <∞;

(ii) T –– ядерный оператор тогда и только тогда, когда
∑
n

p
λn <∞.

Замечание. Теперь, когда в нашем распоряжении есть гильбертовы сопря-
женные операторы, мы можем задать скалярное произведение в пространстве
S (H, K) операторов Шмидта (см. предложение .. (ii)) при помощи фор-
мулы, не привязанной к ортонормированным базисам. А именно, для любых
S, T ∈ S (H, K) справедливо равенство 〈S, T〉 = tr(T ∗S). (Попробуйте доказать
эту формулу, опираясь на предложение .. (ii).)

Теперь можно показать, как выглядят обещанные полярные разло-
жения операторов –– правда, пока лишь для компактных операторов.

Назовем компактный оператор, действующий в гильбертовом про-
странстве, положительным, если он самосопряжен и все его собствен-
ные значения неотрицательны. (Это специальный случай определения
будущего ..)

Упражнение 70. Пусть T : H → K –– компактный оператор между
гильбертовыми пространствами. Тогда существуют такой частично
изометрический оператор W : H → K и такие положительные опера-
торы S : H → H и S′ : K → K , что T =WS = S′W . При этом если T =

=
∑
n

sne′
n
⊙ e′′

n
, то указанные равенства выполнены для S :=

∑
n

sne′
n
⊙ e′

n
,

S′ :=
∑
n

sne′′
n
⊙ e′′

n
и оператора W , переводящего e′

n
в e′′

n
и отправляющего

в нуль векторы, ортогональные всем e′
n
.
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При некоторых естественных условиях указанные полярные разло-
жения единственны.

Упражнение . При тех же T, W, S, S′ справедливы следующие ут-
верждения:

(i) если T =W1S1, где W1 –– частично изометрический, а S1 –– поло-
жительный компактный оператор, и (Ker(W1))

⊥ = (Im(S1))
−, то W1 =

=W и S1= S;
(ii) если T = S′

1
W1, где W1 –– частично изометрический, а S′

1
–– поло-

жительный оператор, и (Ker(S′
1
))⊥= Im(W1), то W1=W и S′

1
= S′.

Указание к (i). Очевидно, W ∗
1

T =W ∗
1

W1S1 = S1, откуда S2
1
= T ∗T =

= S2. Так как оператор S1 к тому же положителен, из предложения 
усматривается, что некий вектор e является собственным вектором
для S1 с собственным значением µ> 0 тогда и только тогда, когда тот
же вектор e является собственным вектором для S2

1
с собственным зна-

чением µ2. Вместе с соотношением S2
1
= S2, это дает равенство S1 = S.

Полярные разложения произвольных операторов будут указаны ни-
же; см. упражнение ..

§ . Взгляд сверху: инволютивные алгебры, C ∗-алгебры
и алгебры фон Нойманна

Итак, множество B(H), и без того имеющее богатую структуру
банаховой алгебры, приобрело еще одну операцию –– переход к гиль-
бертову сопряженному оператору, напоминающий по своим повадкам
переход к комплексно-сопряженному числу в C. Настало время взгля-
нуть на то, что получилось, с общих позиций.

Возможно, некоторым нашим читателям не нравится, что в этом
учебнике много теорем без доказательств. Тогда этот параграф дол-
жен вызвать особое раздражение. Попытаемся оправдаться. Теоремы,
о которых вскоре пойдет речь, относятся к числу наиболее значитель-
ных достижений современной математики; вместе с тем они имеют
простую и прозрачную формулировку. Мы убеждены в том, что в ос-
новном курсе лекций по функциональному анализу эти факты непре-
менно должны быть упомянуты, и студент, закончивший третий год
обучения, должен о них знать. Что же касается доказательств, то они,
как правило, совсем не просты и заняли бы, вместе со всей необходи-
мой подготовкой, весьма значительный объем. Поэтому их изложение,
на наш взгляд, выходит за рамки подобных лекций. Вы можете ознако-
миться с ними по книгам [, , , , , ].

Чтобы лучше понять приведенные ниже общие определения, доста-
нем наш мешок с алгебрами (как чистыми, так и банаховыми; см. § .
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и .) и выложим из него несколько особей:

C, C[t], Mn, B(E), C1[a, b], l1(Z), l∞, L∞(X ,µ),

а на особо заметное место поставим C0(Ω) и B(H). (Здесь Ω –– ло-
кально компактное топологическое пространство, (X ,µ) –– измеримое
пространство, H –– гильбертово, а E –– произвольное банахово прост-
ранство.) На все эти алгебры мы будем посматривать, вводя очередное
понятие. Вначале дадим чисто алгебраическое

Определение . Пусть A –– алгебра. Отображение (∗) : A→ A назы-
вается инволюцией в A, если, в записи a∗ вместо (∗)(a), для всех a, b ∈
∈ A,λ∈C выполнены следующие равенства:

(i) (a+ b)∗ = a∗+ b∗;
(ii) (λa)∗=λa∗;
(iii) (ab)∗ = b∗a∗;
(iv) a∗∗ = a.
Алгебра, снабженная инволюцией (хотите быть дотошными –– гово-

рите: пара, состоящая из алгебры и заданной на ней инволюции), на-
зывается инволютивной алгеброй или, коротко, ∗-алгеброй. Элемент a∗

называется сопряженным ) к a.
Все выставленные на обозрение алгебры, за одним существенным

исключением, обладают естественными инволюциями. В простейшей
алгебреC, понятное дело,λ∗:= λ. Сходным образом в C1[a, b], L∞(X ,µ)

и C0(Ω) мы полагаем x∗(t) := x(t), а в l∞ полагаем ξ∗
n

:= ξn. В алгебре
многочленов C[t] инволюция задается правилом

p(t) = c0 +…+ cn tn 7→ p∗(t) := c0+…+ cn tn.

(Это также переход к комплексно-сопряженной функции, если мно-
гочлены рассматривать как функции на R; если же их рассматривать

на C, то действует чуть более сложное правило p∗(z) := p(z).) В алгебре
матрицMn для a= (akl ) полагают a∗

kl
:= alk, а в винеровой алгебре l1(Z)

полагают a∗
n

:= a−n. Наконец –– и это главное, –– инволюция в B(H),
как вы уже догадались, –– это переход к сопряженному оператору. Что
же касается алгебры B(E) для не гильбертова пространства E, то там
естественной инволюции просто нет; бывает и такое.

Везде далее в параграфе A –– инволютивная алгебра. Из свойств ин-
волюции очевидным образом следует

Предложение . Если алгебра A унитальна, то 1∗ = 1, и для обра-
тимого элемента a ∈ A выполнено равенство (a−1)∗ = (a∗)−1. ⊳⊲

)Чувствуете, откуда ветер дует?
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Элемент a ∈ A называется самосопряженным, если a∗ = a, и нор-
мальным, если a∗a = aa∗. Если алгебра A унитальна, то ее элемент u

называется унитарным, если он обратим и u−1= u∗.
Среди всех гомоморфизмов между ∗-алгебрами A и B заслуживают

внимания прежде всего те, которые должным образом реагируют на
инволюцию.

Определение . Гомоморфизм ϕ : A→ B называется инволютив-
ным гомоморфизмом или, коротко, ∗-гомоморфизмом, если ϕ(a∗) =
=ϕ(a)∗ для всех a ∈ A. Как весьма важный специальный случай, ∗-го-
моморфизм из A в B(H) называется инволютивным представлени-
ем или ∗-представлением алгебры A в гильбертовом пространстве H

(ср. общее определение ..). Биективные ∗-гомоморфизмы ∗-алгебр
называются инволютивными изоморфизмами или ∗-изоморфизмами.
Это, разумеется, изоморфизмы в категории ∗-алгебр и их ∗-гомомор-
физмов. (Дайте развернутое определение этой категории.)

Пример . Ясно, что полиномиальное исчисление от элемента a

унитальной ∗-алгебры является ∗-гомоморфизмом тогда и только то-
гда, когда элемент a самосопряжен. В частности, сопоставляя каждому
многочлену p ∈ C[t] этот же многочлен в качестве функции на [c, d],
мы, очевидно, получим инъективный (как отображение) ∗-гомомор-
физм из C[t] в C[c, d].

Если же заменить в этом примере [c, d] на отрезок [z1, z2], не ле-
жащий на действительной оси, то возникнет гомоморфизм из C[t]
в C[z1, z2], уже не являющийся инволютивным.

Пример . Отображение ϕ : l∞ →B(l2), сопоставляющее каждой
последовательности λ диагональный оператор Tλ, есть, очевидно,
∗-представление ∗-алгебры l∞ в гильбертовом пространстве l2. Как
обобщение этого примера, отображение ϕ : L∞(X ,µ)→ B(L2(X ,µ)),
сопоставляющее каждой существенно ограниченной измеримой функ-
ции f оператор Tf умножения на f , есть ∗-представление ∗-алгебры
L∞(X ,µ) в гильбертовом пространстве L2(X ,µ).

Пример . Пусть e1, …, en –– ортонормированный базис в конечно-
мерном гильбертовом пространстве H. Тогда, сопоставляя каждому
действующему в H оператору его матрицу в этом базисе, мы, как легко
проверить, получаем ∗-изоморфизм между ∗-алгебрамиB(H) иMn.

Разумеется, справедливо
Предложение . При ∗-гомоморфизмах самосопряженные, нормаль-

ные и, если речь идет об унитальных гомоморфизмах, унитарные эле-
менты переходят в элементы того же типа. ⊳⊲

Подмножество M в A называется самосопряженным или, коротко,
∗-подмножеством, если из того, что a ∈ M , следует, что a∗ ∈ M . Ана-
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логичный смысл придается таким терминам, как ∗-подалгебра, ∗-идеал
и т. п. Вот пример их употребления.

Пример . ИдеалK (H) вB(H), где H –– гильбертово пространство,
является, как следует из предложения ., ∗-идеалом. В то же время
подалгебра «компактных возмущений скалярных операторов» K (H)+
является, в случае бесконечномерного пространства H, ∗-подалгеброй,
но не ∗-идеалом.

Упражнение . Множества S (H) иN (H), состоящие соответствен-
но из операторов Шмидта и ядерных операторов (см. § .), также яв-
ляются ∗-идеалами вB(H).

Выделим очевидное
Предложение . Пусть I –– ∗-идеал в A. Тогда факторалгебра A/I яв-

ляется ∗-алгеброй относительно инволюции, корректно определенной
равенством (a+ I)∗ := a∗+ I . ⊳⊲

Отсюда, в частности, следует, что для гильбертова пространства H

алгебра Калкина C (H) :=B(H)/K (H) (см. § .) также обладает есте-
ственной структурой инволютивной алгебры.

Теперь «спустимся» из абстрактной алгебры в функциональный
анализ.

Определение . Банахова инволютивная алгебра A (т. е. алгебра,
снабженная как полной нормой, так и инволюцией) называется звезд-
ной банаховой алгеброй, если ‖a∗‖= ‖a‖ для всех a ∈ A.

Из этого определения сразу вытекает
Предложение . Если A –– звездная банахова алгебра, то отображе-

ние инволюции ∗ : A→ A непрерывно и, в частности, из того, что an→ a
при n→∞, следует, что a∗

n
→ a∗ при n→∞. ⊳⊲

На самом деле, с точностью до замены нормы на эквивалентную,
верно и обратное.

Упражнение . Пусть A –– банахова алгебра с заданной непрерыв-
ной инволюцией. Тогда в ней можно ввести норму ‖ · ‖′, эквивалент-
ную исходной и такую, что (A,‖ · ‖′) –– звездная банахова алгебра.

Указание. Положите ‖a‖′ :=max{‖a‖,‖a∗‖}.
Все инволютивные алгебры из нашего мешка примеров, кроме Mn

и C[t], суть звездные банаховы алгебры относительно давно введен-
ных норм и только что введенных инволюций. Впрочем, алгебру Mn

также легко сделать звездной банаховой алгеброй, и притом многими
способами, например, отождествив ее сB(H) (см. пример ) или, ска-
жем, задав в ней норму

‖a‖ :=

s
n∑

k,l=1

|akl |2.
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(Что касается алгебры многочленов, то из нее даже нельзя изготовить
банахово пространство; это знает тот, кто сделал упражнение ...)

Подобно общим банаховым алгебрам (см. § .), звездные банаховы
алгебры являются объектами двух категорий с ограниченными либо
сжимающими гомоморфизмами –– на этот раз инволютивными –– в ка-
честве морфизмов. Изоморфизмами этих категорий являются соответ-
ственно топологические и изометрические ∗-изоморфизмы; смысл обо-
их терминов, равно как и термина сжимающий или изометрический
∗-гомоморфизм, очевиден. (Заметим, что отображения, фигурирующие
в примере , суть изометрические ∗-гомоморфизмы.)

Нашего отличника, как мы надеемся, заинтересует также следующий факт
из семейства «результатов об автоматической непрерывности» (ср. коммента-
рии к предложению ..).

Предложение . (áä) Любое ∗-представление звездной банаховой алгебры
в гильбертовом пространстве является ограниченным и, более того, сжимаю-
щим ∗-гомоморфизмом.

Упражнение . Убедитесь в этом для случая унитальных представлений и
унитальных алгебр.

Указание. Если ϕ : A→B(H) –– наше представление, то для самосопряжен-
ного элемента a ∈ A оценка ‖ϕ(a)‖6 ‖a‖ получается последовательным приме-
нением предложения . (vii) (с T =ϕ(a)), предложения .. и теоремы ...
В общем случае надо применить только что полученную оценку к элементу a∗a
и воспользоваться теоремой . (с T =ϕ(a)).

∗ ∗ ∗
Мы переходим к лучшим из «алгебр анализа». Следующее понятие,

по-видимому, является самым важным во всей теории алгебр с инво-
люцией.

Определение . Звездная банахова алгебра A называется абст-
рактной C∗-алгеброй или, если нет опасности путаницы, просто C∗-ал-
геброй ), если для любого a ∈ A выполнено равенство

‖a∗a‖= ‖a‖2.

Указанное равенство называется (абстрактным) C∗-тождеством.
Упражнение 40. Всякая инволютивная банахова алгебра, в которой

выполнено C∗-тождество, (автоматически) является звездной банахо-
вой алгеброй и, стало быть, C∗-алгеброй.

)Этот термин, быть может, и не столь благозвучен, но он давно и прочно вошел в об-
щий обиход. Его, по-видимому, ввел в употребление И. Сигал ( г.), первоначально
для операторных алгебр. Заглавное «C» должно было подчеркивать роль рассматривае-
мых алгебр как некоммутативных обобщений алгебр C(Ω) (см. ниже теорему  и ее об-
суждение), а звездочка –– определяющую роль инволюции в рассматриваемых вопросах.
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Приведем два основных примера –– коммутативный и некоммута-
тивный.

Пример . Алгебра C0(Ω), где Ω –– локально компактное простран-
ство, и, в частности, алгебра C(Ω), где Ω –– компакт, суть, очевидно,
C∗-алгебры.

Пример . Алгебра B(H), где H –– гильбертово пространство, рав-
но как и все ее замкнутые по норме самосопряженные подалгебры суть
C∗-алгебры. Это непосредственно следует из операторного C∗-тождест-
ва (теорема .).

Алгебры, указанные в последнем примере, называются конкрет-
ными или операторными C∗-алгебрами. К ним, разумеется, относится
K (H), а также, как легко проверить, алгебра операторов умножения
на функции в L2(X ,µ) (частным случаем которой является алгебра диа-
гональных операторов в l2), и алгебра компактных диагональных опе-
раторов в том же l2.

Разумеется, многое из того, что для операторов вытекает из теоре-
мы ., верно и для элементов любых C∗-алгебр. В частности, для само-
сопряженных элементов C∗-алгебр выполнено равенство ‖a2‖ = ‖a‖2.
(Соответствующая часть упражнения . по существу устанавливает то
же самое и для нормальных элементов этих алгебр.)

А вот и контрпримеры.
Упражнение . Звездная банахова алгебра C1[a, b] не является

C∗-алгеброй и, более того, не топологически ∗-изоморфна ни одной
C∗-алгебре. То же верно для S (H) и N (H) (см. упражнение ).

Указание. Найдите такую последовательность самосопряженных
элементов an : ‖an‖= 1, что a2

n
→ 0 при n→∞.

Замечание. Сказанное верно и для винеровой алгебры l1(Z), но
установить это несколько сложнее.

Два результата большой общематематической ценности состоят в
том, что других примеров C∗-алгебр, кроме предложенных в приме-
рах  и , по существу нет: первый описывает все коммутативные ал-
гебры этого класса, а второй –– вообще все C∗-алгебры. Вот их точные
формулировки.

Теорема  (первая теорема Гельфанда––Наймарка )). (áä) Вся-
кая коммутативная C∗-алгебра A изометрически ∗-изоморфна алгебре
C0(Ω), где Ω –– локально компактное топологическое пространство;
если же алгебра A вдобавок унитальна, то в качестве Ω выступает
компактное пространство.

)Марк Ароновоч Наймарк (––) –– крупный российский математик, получив-
ший первоклассные результаты в области функционального анализа.
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Авторы теоремы указывают и конкретное отображение, выступаю-
щее в роли требуемого изометрического ∗-изоморфизма: это преобра-
зование Гельфанда Γ: A→ C0(ΩA), где ΩA –– гельфандов спектр нашей
банаховой алгебры.

Замечание. Читатель, следящий за примерами (и правильно дела-
ющий), должен, прочтя эту формулировку, несколько удивиться. А как
же с алгебрами L∞(X ,µ) и, в частности, l∞? Ведь это явно C∗-алгеб-
ры функций, по виду не относящиеся к классу C0(Ω). В том-то и дело,
что они являются алгебрами C0(Ω), но в скрытом виде, с точностью до
изометрического ∗-изоморфизма, причем этот «невидимый» компакт
Ω является важной характеристикой рассматриваемой алгебры.

В частности, с точностью до указанного отождествления, l∞ = C(βN), где
βN (гельфандов спектр алгебры l∞) оказывается не чем иным, как стоун-
чеховским компактным расширением дискретного пространства N (ср. об-
суждение в § .).

Теорема  (вторая теорема Гельфанда––Наймарка, ). (áä)

Всякая абстрактная C∗-алгебра A изометрически ∗-изоморфна некото-
рой конкретной (= операторной) C∗-алгебре. Иными словами, у всякой
C∗-алгебры существует ее изометрическое ∗-представление в некото-
ром гильбертовом пространстве.

(О том, что же это за гильбертово пространство и как возникает
требуемое представление, мы сообщим, в качестве необязательного
материала, ближе к концу параграфа.)

Непосредственная практическая польза от обеих теорем заключа-
ется, в частности, в следующем. Они, говоря неформально, показыва-
ют, что все, что позволено делать с непрерывными функциями, можно
делать и с элементами коммутативных C∗-алгебр, а все, что позволе-
но делать с операторами в гильбертовых пространствах, можно делать
и с элементами общих C∗-алгебр.

Например, в любой алгебре вида C0(Ω) уравнение xn = y имеет
решение при любой неотрицательной правой части и любом нату-
ральном n; значит, все то же самое верно и для любой коммутативной
C∗-алгебры, скажем, состоящей из операторов.

Упражнение 6∗. Спектр унитарного элемента C∗-алгебры с едини-
цей лежит в T, а спектр ее самосопряженного элемента –– в R.

Указание. В первом из двух доказательств теоремы . нет ничего
«специфически операторного».

Теперь –– немного беллетристики. Сегодня, когда прошло более полувека
после появления этих теорем, мы видим, что их место в общем здании матема-
тики оказалось, пожалуй, еще значительнее, чем поначалу подозревали сами
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их творцы. Сейчас они составляют неотъемлемую часть новой важной дисци-
плины –– некоммутативной геометрии.

Одна из философских установок этой науки состоит в следующем. Первая
теорема Гельфанда––Наймарка означает, говоря неформально, что структура
коммутативных C∗-алгебр адекватно описывается в чисто топологических тер-
минах ее спектра. (Подобному заявлению может быть придан точный смысл
с использованием категорного языка. Мы сделаем это в части, предназначен-
ной для просвещенного читателя.) Поэтому –– напустим еще больше тумана ––
произвольную C∗-алгебру можно и, как показывает опыт, должно мыслить как
алгебру функций на «некоммутативном локально компактном пространстве»
или даже просто как «некоммутативное локально компактное пространство».

Странные речи вы слышите, но подобный взгляд действительно оказался
чрезвычайно плодотворным. Зная топологию, можно предугадывать свойства
некоммутативных C∗-алгебр, а также строить полезные (в том числе и для
квантовой физики) «некоммутативные» версии классических объектов то-
пологии, например «некоммутативную сферу» или «некоммутативный тор»
(ср. []). В то же время более высокий уровень понимания ряда топологиче-
ских (= «коммутативных») понятий и результатов иногда достигается именно
после привлечения некоммутативных C∗-алгебр. (При этом некоторые сугу-
бо топологические факты даже получают более прозрачные доказательства;
например, знаменитая теорема периодичности Ботта доказана И. Кунцем с ис-
пользованием –– кто бы мог предугадать –– компактных операторов; см., на-
пример, [, теорема ..].) Недаром у теории C∗-алгебр есть еще и второе
название –– некоммутативная топология.

∗ ∗ ∗

Вернемся от литературы к математике. Среди операторных C∗-ал-
гебр выделяется их специальный класс, изучение которого началось
гораздо раньше, чем изучение общих C∗-алгебр (как абстрактных, так
и конкретных). Ввел эти алгебры Дж. фон Нойманн в  г. Одним
из его основных стимулов служила надежда (во многом, хотя и не во
всем оправдавшаяся), что эти алгебры, став «вместилищем наблюда-
емых квантово-механических систем», помогут поставить квантовую
механику на прочный математический фундамент.

Алгебры, о которых пошла речь, можно определить в топологиче-
ских, а можно и в алгебраических терминах, придя к одному и тому же
результату. Напомним, что вB(H), где H –– гильбертово пространство,
помимо операторной нормы, существует еще несколько структур по-
линормированного пространства. Мы уже встречались со слабо-опера-
торным, сильно-операторным (а не ленивые –– еще и с ультраслабым)
семействами преднорм и одноименными топологиями, порожденны-
ми этими семействами (см. § . и конец § .).
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Для любого подмножества M ⊆ B(H) его коммутантом называ-
ется множество M ! := {b ∈ B(H) : ba = ab для всех a ∈ M}, а биком-
мутантом –– множество M !! := (M !)! (коммутант коммутанта). Оче-
видно, всегда выполнено включение M ⊆ M !! (по принципу «Петя, как
тебя зовут?»).

Теорема  (фон Нойманна о бикоммутанте). (áä) Пусть A –– са-
мосопряженная подалгебра в B(H), содержащая 1. Тогда ее следующие
свойства эквивалентны:

(i) алгебра A замкнута в слабо-операторной топологии;
(ii) алгебра A замкнута в сильно-операторной топологии;
(iii) A!!= A.
Упражнение . Покажите, что свойство (iii) влечет (i) и (ii).

Замечание. Существует еще по крайней мере четыре полезные топологии,
которые можно было бы подставить в эту формулировку вместо указанных
трех. В их число входит ультраслабая топология, которую к моменту появле-
ния первой версии теоремы фон Нойманна еще не открыли. Доказательство
«полной» теоремы о бикоммутанте, в котором участвуют все шесть топологий,
см., например, в [].

Подчеркнем, что условие самосопряженности рассматриваемой подалгеб-
ры нельзя отбросить.

Определение . Операторная алгебра, удовлетворяющая услови-
ям сформулированной теоремы, называется алгеброй фон Нойманна.

Помимо самой алгебрыB(H), из встречавшихся нам операторных
алгебр к числу алгебр фон Нойманна принадлежит алгебра (всех) диа-
гональных операторов в l2 и, как более общий случай, алгебра операто-
ров умножения на функцию в L2(X ,µ). (Попробуйте это доказать хотя
бы для первой алгебры.)

Поскольку топологии, фигурирующие в теореме , слабее (= гру-
бее) нормовой, всякая алгебра фон Нойманна автоматически замкну-
та в последней топологии и, стало быть, является операторной C∗-ал-
геброй. Нетрудно заметить, что алгебр фон Нойманна гораздо меньше,
чем общих операторных C∗-алгебр. Например, K (H), а также алгебра
компактных диагональных операторов в l2 не являются алгебрами фон
Нойманна.

Упражнение . (i) Как слабо-, так и сильно-операторное замыкание
алгебры F (H) (и тем болееK (H)) совпадают со всейB(H).

(ii) Как слабо-, так и cильно-операторное замыкание алгебры ко-
нечномерных (и тем более компактных) диагональных операторов в l2
совпадают со всей алгеброй диагональных операторов.

Можно ли охарактеризовать алгебры фон Нойманна в абстракт-
ных терминах, подобно тому как вторая теорема Гельфанда––Наймар-
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ка описывает в абстрактных терминах операторные C∗-алгебры? Эта
выдающаяся проблема оставалась открытой много лет; вот ее впе-
чатляющее решение в классических терминах геометрии банаховых
пространств.

Пусть E –– банахово пространство. Другое банахово пространство E∗
называется предсопряженным к E, если E совпадает, с точностью до
изометрического изоморфизма, с (E∗)

∗. Например, пространство l∞ об-
ладает предсопряженным, а именно l1; в то же время, как можно было
бы показать, у пространства c0 или, скажем, K (H) предсопряженных
пространств нет (см. также упражнение ..).

Теорема  (Ш. Сакаи, ). (áä) (i) Всякая алгебра фон Нойман-
на обладает, как банахово пространство, однозначно определенным
с точностью до изометрического изоморфизма предсопряженным про-
странством.

(ii) если C∗-алгебра обладает, как банахово пространство, пред-
сопряженным, то она изометрически ∗-изоморфна некоторой алгебре
фон Нойманна.

Сакаи показал, как выглядит предсопряженное пространство к алгебре фон
Нойманна: это (автоматически замкнутое) подпространство в A∗, состоящее из
функционалов, непрерывных в ультраслабой топологии. Для A=B(H) мы уже
убедились в этом в конце § ..

Если теорема Сакаи несет для алгебр фон Нойманна ту же смысло-
вую нагрузку, что вторая теорема Гельфанда––Наймарка для оператор-
ных C∗-алгебр, то роль первой теоремы Гельфанда––Наймарка играет
следующий факт, обнаруженный гораздо раньше.

Теорема  (фон Нойманн). (áä) Всякая коммутативная алгеб-
ра фон Нойманна изометрически ∗-изоморфна алгебре L∞(X ,µ), где
(X ,µ) –– измеримое пространство. При этом (фон Нойманн––Халмош)
если наша алгебра действует в сепарабельном гильбертовом простран-
стве, то она изометрически ∗-изоморфна либо ln

∞, где n –– конечная или
счетная мощность, либо L∞[0, 1], либо, наконец, l∞-сумме указанных
двух алгебр.

Замечание. Эта теорема, в частности, показывает, насколько мень-
ше коммутативных алгебр фон Нойманна, чем коммутативных опе-
раторных C∗-алгебр, по крайней мере, если речь идет об алгебрах,
действующих в сепарабельном пространстве. Ведь вторых, как нетруд-
но было бы показать, уж никак не меньше, чем попарно не гомеоморф-
ных метризуемых компактов…

Если первая теорема Гельфанда––Наймарка побуждает нас относиться к
C∗-алгебрам как к «некоммутативным топологическим пространствам», то тео-
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рема  побуждает относиться к алгебрам фон Нойманна как к «некоммутатив-
ным измеримым пространствам». Мы уже говорили ранее о теории C∗-алгебр
как «некоммутативной топологии». Сходные причины позволяют называть
теорию алгебр фон Нойманна «некоммутативной теорией меры (или веро-
ятностей)». Вот опять, казалось бы, пустой набор слов, чуть ли не словоблудие
какое-то… А между тем это –– руководство к действию. Зная теорию меры
(= вероятностей), можно предугадывать результаты в теории алгебр фон Ной-
манна –– работает «вероятностная» интуиция. (Так, например, нашла красивую
и важную некоммутативную версию классическая теорема Радона–– Никодима
из теории меры, изучаемая на втором курсе.) Обратно, знание алгебр фон Ной-
манна помогает лучше разобраться в фактах самой теории меры как некоего
предельного, или «классического», случая. Выигрывают и физики, получая но-
вый взгляд на вещи и новую методику. Вот иллюстрация: с этих позиций плодо-
творно интерпретировать события в квантовой механике как ортопроекторы
алгебр фон Нойманна –– потому что в коммутативном случае эти проекторы
можно естественным образом отождествить с измеримыми подмножествами
в X , т. е. «классическими» событиями.

Об обеих «некоммутативных науках» в их тесной взаимосвязи, а также
о многих других вещах (например, так называемой «некоммутативной диф-
ференциальной геометрии») написано в книге А. Конна «Некоммутативная
геометрия» [].

Теперь мы покажем нашему просвещенному читателю, что за теоремой ,
формулируемой как результат об отождествлении некоторых математических
объектов, скрывается более сильный результат об отождествлении «целиком»
двух важных категорий.

Рассмотрим категорию C∗-алгебр, обозначаемую C∗-. Ясно, каковы ее
объекты; что же касается морфизмов, то ими мы объявим произвольные ∗-го-
моморфизмы алгебр рассматриваемого класса. На самом деле, однако, эта
«произвольность» кажущаяся: все такие отображения исключительно хорошо
устроены.

Теорема . (áä) Пусть ϕ : A→ B –– ∗-гомоморфизм между двумя C∗-алгеб-
рами. Тогда существует коммутативная диаграмма

A

σ

ϕ
B

ρ

C

в которой C –– еще одна C∗-алгебра, σ –– ∗-гомоморфизм, являющийся коизо-
метрическим оператором, а ρ –– ∗-гомоморфизм, являющийся изометрическим
оператором ). Как следствие, всякий ∗-гомоморфизм между C∗-алгебрами яв-
ляется сжимающим оператором, а всякий инъективный ∗-гомоморфизм меж-
ду C∗-алгебрами –– сверх того, изометрическим оператором.

)Короче: всякий ∗-гомоморфизм между C∗-алгебрами есть композиция коизометри-
ческого и изометрического ∗-гомоморфизмов.
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Замечание. Нетрудно догадаться, откуда берутся C , σ и ρ: C –– это фактор-
алгебра A/Ker(ϕ), σ –– естественная проекция, а ρ –– оператор, порожденный
∗-гомоморфизмом ϕ (см. предложение ..). Нетривиальная часть теоремы со-
стоит в проверке C∗-тождества для C и указанных свойств σ и ρ.

Теперь обозначим через UCC∗ подкатегорию в C∗-, состоящую из уни-
тальных коммутативных алгебр и унитальных ∗-гомоморфизмов. Напомним
о (контравариантном) функторе Гельфанда Ω• из категории унитальных ком-
мутативных банаховых алгебр в категорию CHT компактных хаусдорфовых
пространств (см. § .). Обозначим через ГН: UCC∗→ CHT «функтор Гель-
фанда––Наймарка», совпадающий на объектах и морфизмах из UCC∗ с Ω•.

Теорема . (áä) Категория UCC∗ совпадает, с точностью до дуальной экви-
валентности, с CHT, и эту дуальную эквивалентность осуществляет функ-
тор ГН.

Таким образом, ГН играет роль контравариантного функтора F : K →L
из общего определения .. дуальной эквивалентности категорий. Отметим,
что в роли «обратного» функтора G : L →K из того же определения выступает
функтор C : CHT→ UCC∗, определяемый дословно так же, как и обозначен-
ный тем же символом функтор из CHT в B1 (см. пример ..).

Теорема  придает точный математический смысл заявлению о том, что
наука о компактных (а с ними и о локально компактных; ср. § .) простран-
ствах –– т. е. добрая половина топологии –– является частью науки о C∗-алгеб-
рах. Всякое утверждение первой науки имеет нечто вроде близнеца во второй,
только направление стрелок, изображающих присущие первой науке отобра-
жения, меняется на противоположное.

∗ ∗ ∗
Оставшийся материал этого раздела не предполагается обязательным даже

для отличников. Вначале мы дадим несколько пояснений ко второй теореме
Гельфанда––Наймарка (которая «изменила лицо современного анализа», как
было сказано в юбилейном сборнике [, с. ]).

Сформулировав первую теорему, мы явно указали, откуда берутся требуе-
мое локально компактное пространство и требуемый ∗-изоморфизм. Читатель
может полюбопытствовать: а откуда во второй теореме берутся обещанные
там гильбертово пространство и ∗-представление заданной алгебры в этом
пространстве?

Решающую роль в их построении играет так называемая ГНС-конструкция,
именуемая так в честь И. М. Гельфанда и М. А. Наймарка, ее создавших, а также
И. Сигала, который ее усовершенствовал и осознал ее самостоятельную цен-
ность. Мы вкратце, пренебрегая деталями, расскажем, в чем она состоит.

Пусть A –– (пока произвольная) унитальная ∗-алгебра. Функционал f : A→
→ C называется положительным, если f (a∗a)> 0 для любого a ∈ A. Задав та-
кой функционал, мы тем самым, как легко проверить, задаем на A предскаляр-
ное произведение по правилу 〈a, b〉 := f (b∗a). Положим I f := {a ∈ A: 〈a, a〉= 0};
известная нам процедура (см. предложение ..) превращает предгильберто-
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во пространство A в почти гильбертово пространство eH f := A/I f , а затем, после
пополнения (см. предложение ..), в гильбертово пространство H f .

Нам хотелось бы задать представление алгебры A в H f , т. е. гомоморфизм
из A вB(H f ). Однако в общем случае мы можем лишь задать гомоморфизм из A

в L ( eH f ) по правилу a 7→ eT f
a

, b+ I f 7→ ab+ I f ; дело в том, что операторы eT f
a

не
обязаны быть ограниченными. Однако (и это уже нетривиальный результат)
можно показать следующее: если A –– C∗-алгебра, то все операторы eT f

a
автома-

тически ограничены и даже являются сжимающими. Раз это так, мы вправе,
продолжив каждый eT f

a
по непрерывности до оператора T f

a
, получить отображе-

ние T f : A→B(H f ), a 7→ T f
a

. Последнее –– это уже нетрудно проверить –– явля-
ется ∗-представлением алгебры A в H f , так называемым ГНС-представлением,
ассоциированным с положительным функционалом f .

ГНС-конструкция, т. е. указанная конструкция ГНС-представления, воз-
можна и для некоторых других классов алгебр; например, все до сих пор ска-
занное остается в силе, если A –– любая унитальная звездная банахова алгебра.
Однако мы хотим в конце концов получить изометрическое представление
и поэтому должны ограничить себя рассмотрением C∗-алгебр.

Итак, предполагая, что A –– C∗-алгебра, рассмотрим семейство ее ГНС-пред-
ставлений, ассоциированных со всевозможными положительными функциона-
лами. На практике довольно часто оказывается, что уже среди этих представ-
лений найдется изометрическое. Вот две иллюстрации.

Пример . Пусть A := C[0,1] и f : a 7→
1∫

0

a(t) d t. Тогда, очевидно, что H f =

= L2[0,1], а T f
a

–– оператор умножения на функцию a(t) в L2[0,1]. Мы видим,
что ГНС-представление T f : C[0,1]→B(L2[0,1]) изометрично.

Упражнение . Пусть A :=B(H), вектор x ∈H отличен от нуля, f :B(H)→
→C, a 7→ 〈a(x), x〉. Тогда пространство H f унитарно изоморфно H, а T f –– это
изометрический изоморфизм B(H) наB(H f ).

Замечание. Изометрическое ГНС-представление C∗-алгебры заведомо су-
ществует, если она сепарабельна. В этом случае среди функционалов на A су-
ществует строго положительный, т. е. такой функционал f , что f (a∗a)> 0 для
всех a 6= 0. Отсюда легко вывести, что представление T f инъективно и, стало
быть, если принять на веру теорему , изометрично. Но чтобы построить такой
функционал, надо применить довольно сильные средства.

В общем случае, однако, может произойти так, что каждое ГНС-представ-
ление нашей алгебры обладает ненулевым ядром, теряя, таким образом, часть
информации о ее строении. (Покажите, что это происходит, скажем, с A :=

:= c0(X ), где X –– несчетное множество.) Поэтому поступают следующим об-
разом.

Рассмотрим множество всех таких положительных функционалов на f , что
‖ f ‖= 1. (Такие функционалы называются состояниями ); если алгебра A уни-

)Они имитируют, в некоторых математических моделях квантовой механики, (физи-
ческие) состояния квантово-механических систем; см., например, [, с. ––].
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тальна, то они характеризуются тем, что f (e) = 1.) Положим H :=
⊕̇
{H f : f ––

состояние}, т. е. возьмем гильбертову сумму (огромного числа) гильбертовых
пространств, отвечающих всевозможным состояниям. Это и есть гильбертово
пространство, обещанное в теореме . Что же касается обещанного представ-
ления, то это отображение T : A→B(H), сопоставляющее каждому элементу
a ∈ A оператор Ta, переводящий «строку» (…, x f , …), x f ∈ H f , в (…, T f

a
(x f ), …).

Проверка того, что «сумма ГНС-представлений» сама является ∗-представлени-
ем, трудностей не вызывает, а то, что это представление изометрично, требует
нетривиальных рассуждений, использующих специальные свойства C∗-алгебр.

Замечание. Опять-таки творение оказалось более совершенным, чем пред-
полагали сами творцы. Прием, с помощью которого Гельфанду и Наймарку
удалось отождествить абстрактную C∗-алгебру с некоторой конкретной –– опе-
раторной, все же обладал, как поначалу казалось авторам, одним недостатком.
Дело в том, что гильбертово пространство, в котором действуют операторы из
построенной алгебры, оказалось уж очень большим –– заведомо несепарабель-
ным (в гильбертовой сумме слишком много слагаемых), а образ представле-
ния T доставлял лишь «малую часть» всего пространства B(H). Это вызывало
у авторов определенный дискомфорт, а также желание построить более «эко-
номное» представление ). И только более двадцати лет спустя было выяснено,
что этот кажущийся неэкономным способ представления C∗-алгебры в виде
операторной на самом деле таит в себе новые огромные возможности. Дело в
том, что любое возможное представление заданной C∗-алгебры в виде опера-
торной можно в определенном смысле получить как часть того специального
представления, которое придумали Гельфанд и Наймарк, –– оттого последнее
и называется теперь универсальным. Более того, это представление позволяет
связать воедино дотоле имевшие мало общего теорию алгебр фон Нойман-
на (некоммутативную теорию меры) и теорию общих C∗-алгебр (некомму-
тативную топологию): надо лишь взять операторную алгебру, доставляемую
представлением Гельфанда––Наймарка, и перейти к ее бикоммутанту в про-
странстве B(H). Получится так называемая обертывающая алгебра фон Ной-
манна исходной (абстрактной) C∗-алгебры, которая и играет роль связующей
нити обеих теорий. Отметим тот замечательный факт, что она, как банахово
пространство, изометрически изоморфна второму сопряженному простран-
ству A∗∗. Об этом круге вопросов см., например, [, , ].

Наше отступление затянулось. Все же велико искушение рассказать вам
еще одну вещь –– не лишенную драматизма историю одной старой проблемы
«некоммутативной теории меры». Здесь, по необходимости, мы снова должны
выступить в жанре математической беллетристики.

∗ ∗ ∗
Введя «свои» алгебры, фон Нойманн пожелал расклассифицировать их

с точностью до ∗-изоморфизма. Ясно осознавая самодовлеющую ценность по-

)Автору рассказывал об этом его Учитель –– Марк Аронович Наймарк.
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добного гипотетического результата, он в то же время считал, что такой ре-
зультат должен быть чрезвычайно важен для квантовой механики. (Изложе-
ние подобных связей, разумеется, выходит за рамки нашего изложения. Мы
просто отметим, что фон Нойманн ставил тогда, в начале -х годов, перед
собой поистине амбициозную цель. Он хотел поставить квантовую механику
на прочный математический фундамент, сделать ее столь же стройной, как
классическая механика, а в идеале превратить ее в по существу математиче-
скую теорию со своей системой аксиом, определениями и теоремами –– этакие
квантово-механические «Начала» Евклида.)

Одновременно фон Нойманн чувствовал, что требуемый для подобной
классификации математический аппарат позволит ему убить еще несколь-
ких «чисто математических» зайцев, о которых мы сейчас говорить не будем.
(Упомянем только, что речь идет о проблемах теории представлений групп
и бесконечномерных аналогах классических теорем Веддерберна.)

Начало исследований, казалось, располагало к оптимизму. Прежде всего,
теорема , сформулированная выше, дала полное описание коммутативных ал-
гебр фон Нойманна. (С нее началась, как уже говорилось, некоммутативная
теория меры.) Что же касается общих алгебр фон Нойманна, то их создатель
научился сводить их изучение к рассмотрению неких «ячеек» или «элементар-
ных кирпичиков». Из этих «кирпичиков» любая алгебра фон Нойманна строит-
ся с помощью некоторой довольно естественной процедуры –– так называемого
прямого интеграла операторных алгебр, о котором сейчас говорить подробнее
нет смысла. Вот эти ячейки.

Определение . Алгебра фон Нойманна A называется фактором, если ее
центр, т. е. множество {a∈ A: ab= ba для всех b ∈ A} состоит только из опера-
торов, кратных тождественному.

Заметим, что те факторы, на которые, по рецепту фон Нойманна, раз-
лагаются «его» коммутативные алгебры, т. е., согласно теореме , алгебры
L∞(X ,µ), –– это просто C в том количестве, какова мощность пространства X .

Но какие же бывают факторы? В начале -х годов был известен только
один тип факторов ––B(H) для любого гильбертова пространства H. (В ваших
силах проверить, что это действительно фактор.) Естественно было предполо-
жить, что других факторов нет. Но в  г. произошло одно из важнейших
математических открытий ХХ века: фон Нойманн и его сотрудник Ф. Мюррей
изобрели фактор совершенно другой природы, нежелиB(H). (Одна из его ре-
ализаций в изложении, рассчитанном на студента  курса, описана в [].)

Продолжая свои исследования, Мюррей и фон Нойманн показали, что фак-
торы разбиваются на три типа в зависимости от поведения принадлежащих
им проекторов. Более подробно, каждому из пространств –– образов этих про-
екторов сопоставляется неотрицательное действительное число или ∞ –– его
так называемая относительная размерность. (Здесь мы для простоты счита-
ем пространство H сепарабельным.) Если фактор таков, что относительная
размерность образов его проекторов принимает все значения из {0,1,2, …, n}
для некоторого n ∈ N, либо из N ∪∞, то его относят к типу I. Это и есть ал-
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гебры B(H) и ничего более. Следующую степень сложности представляют
«факторы типа II», для которых эти числа принимают все значения из отрезка
[0,1] (именно таков был упомянутый выше фактор Мюррея––фон Нойман-
на) либо из расширенного луча R+ ∪ {∞}. Наконец, третий и последний, как
они показали, логически возможный случай состоит в том, что относительные
размерности пространств проектирования принимают только значения 0 (для
нулевого подпространства) и∞ (для всех остальных). Это «факторы типа III»,
устроенные наиболее сложно. (О том, что они действительно существуют, ста-
ло известно только через пять лет после открытия факторов типа II.)

Ну хорошо, факторов оказалось больше, чем думали, но все-таки допускают
ли они полное описание? И вот здесь оказалось «чем больше в лес, тем боль-
ше дров». Вскоре выяснилось, что уже среди факторов типа II довольно много
попарно не ∗-изоморфных. Но самое болезненное: никак нельзя было понять,
существуют ли неизоморфные факторы типа III.

Первый, технически чрезвычайно сложный пример подобного рода появил-
ся только в  г. (Л. Пуканский), и похоже, что смертельно больной фон Ной-
манн так о нем и не узнал. Следующий крупный шаг был сделан десять лет
спустя, когда Р. Пауэрс построил целое континуальное семейство попарно не
∗-изоморфных факторов типа III, зависящих от параметра λ∈ (0,1).

Но настоящую революцию совершил в  г. французский математик Алэн
Конн. К этому времени уже было осознано, что задача о классификации всех
факторов безнадежна –– их слишком много, и первой заслугой Конна было
выделение содержательного класса, в рамках которого разумно эту задачу
ставить. Класс факторов и, более общо, алгебр фон Нойманна, выделенных
Конном, может быть –– как и подобает фундаментальному понятию –– охарак-
теризован многими внешне самыми различными способами. Эти алгебры ча-
сто называются аменабельными (этот термин унаследован из гармоническо-
го анализа и гомологической теории банаховых алгебр), но, в зависимости
от выбора одной из многих дорог, ведущих к этому понятию, их зовут также
гиперфинитными, инъективными, полудискретными... Короче всего, следуя
Конну, дать определение в банахово-геометрических терминах: алгебра фон
Нойманна A⊆B(H) называется аменабельной, если в B(H) существует про-
ектор нормы  с образом A (иными словами, естественное вложение A вB(H)
является коретракцией в B1; ср. обсуждение в § .).

Аменабельные факторы и оказались тем классом, в рамках которого уда-
лось дать полную классификацию. С факторами типа I (все они заведомо аме-
набельны) все и так было ясно: они однозначно характеризуются своей раз-
мерностью как линейного пространства. Среди аменабельных факторов ти-
па II, как доказал Конн, есть всего два неизоморфных: тот, что был когда-то
открыт Мюрреем и фон Нойманном, и еще один. Что же касается аменабель-
ных факторов типа III, то Конн разбил их на подтипы IIIλ, где λ пробегает
отрезок [0,1]. При этом он показал, что числу из интервала (0,1) соответству-
ет в точности один фактор –– как раз фактор Пауэрса. Неизоморфных факторов
типа III0 довольно много, но все они описываются в довольно прозрачных тер-
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минах так называемых «факторов Кригера». Единственная загвоздка у Конна
вышла с факторами типа III1 (кстати, именно они не так давно вошли в боль-
шую моду в квантовой теории поля). Конн доказал, что некий известный ранее
«фактор Араки––Вудса» является аменабельным фактором указанного типа, но
встретил затруднения в ответе на вопрос, есть ли другие аменабельные факто-
ры того же типа.

Этот последний пробел в теории Конна был восполнен в  г. датским ма-
тематиком Уффе Хаагерупом, доказавшим, что других факторов нет, и поста-
вившим, таким образом, в проблеме классификации аменабельных факторов
большую жирную точку.

∗ ∗ ∗
Материал этого параграфа сравнительно труден, и вы, наверное, подуста-

ли. Чтобы вас немного развлечь, мы расскажем об одной из легенд, которыми
часто обрастают крупные математические открытия. Рассказывают, что якобы
Конн (он был тогда совсем молодой) сделал свое открытие, будучи на матема-
тической конференции где-то около Марселя, во время бессонной ночи. Рано
утром он побежал рассказать об этом главному специалисту, каковым по праву
считался Пауэрс. Прибежал к Пауэрсу в номер –– а там говорят, что тот пошел
купаться. Прибежал на пляж; где Пауэрс? «А вот, видишь точку далеко в море;
это его голова». И тогда Конн, не умея плавать, бросился в море и на одном эн-
тузиазме добарахтался до Пауэрса и, пуская пузыри, рассказал ему о том, как
его осенило. (Назад без поддержки Пауэрса ему бы не доплыть...)

§ . Непрерывное функциональное исчисление
и положительные операторы

Теорема . о местоположении спектров –– это первый серьезный
шаг в изучении самосопряженных операторов. Теперь мы в состоянии
двинуться значительно дальше.

Вплоть до особого объявления, пусть T –– фиксированный самосо-
пряженный оператор в гильбертовом пространстве H, а σ := σ(T ) ––
его спектр; мы помним, что это непустое компактное множество в R.

Напомним, что для произвольных элементов произвольных алгебр
мы в свое время научились «брать многочлены», а для произволь-
ных элементов произвольных банаховых алгебр –– «брать целые голо-
морфные функции». Наша очередная цель –– показать, что от самосо-
пряженных операторов можно брать любые непрерывные функции,
определенные на отрезках (и, более общо, любых подмножествах) в R,
содержащих их спектры.

Для всякого p ∈C[t] мы обозначим, как обычно, через p|σ сужение
p, как функции действительного переменного, на σ. Выделим подгото-
вительное предложение.
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Предложение . Для любого p∈C[t] выполнено равенство ‖p(T )‖=
= ‖p|σ‖∞.
⊳ Сперва предположим, что p –– самосопряженный элемент в C[t];

тогда из предложения . с учетом примера . следует, что таков же
и оператор p(T ). Отсюда, объединяя теоремы . и .., мы видим, что
‖p(T )‖=max{|λ|: λ∈σ(p(T ))}=max{|p(λ)|: λ∈σ}= ‖p|σ‖∞.

Перейдем к общему случаю. Поскольку многочлен q := p∗p заведо-
мо самосопряжен, на основании уже доказанного выполнено равен-
ство ‖q(T )‖= ‖q|σ‖∞. Но, в силу C∗-тождества и с учетом того же при-
мера .

‖q(T )‖= ‖p∗(T )p(T )‖= ‖p(T )∗p(T )‖= ‖p(T )‖2.

В то же время, как легко убедиться

‖q|σ‖∞=max{|p∗p(λ)|: λ∈σ}=max{|p(λ)p(λ)|: λ∈σ}= ‖p|σ‖2
∞.

Дальнейшее очевидно. ⊲
В следующем определении [a, b] –– некоторый отрезок в R, а t обо-

значает сужение на [a, b] «независимой переменной» t 7→ t.
Определение . Непрерывным функциональным исчислением, или

просто непрерывным исчислением от T на [a, b] называется такой ог-
раниченный унитальный гомоморфизм γc : C[a, b]→B(H), что γc(t) =
= T .

Теорема  (о непрерывном функциональном исчислении). Если
отрезок [a, b] содержитσ, то непрерывное исчисление γc от T на [a, b]

существует, и оно единственно. При этом
(i) γc –– инволютивный гомоморфизм ∗-алгебр;
(ii) ‖γc( f )‖= ‖ f |σ‖ для любой функции f ∈ C[a, b], и, как следствие,

γc –– сжимающий оператор;
(iii) Ker(γc) = { f ∈ C[a, b] : f |σ = 0};
(iv) если некий ограниченный оператор в H перестановочен с T , то

он перестановочен и с оператором γc( f ) для любой функции f ∈ C[a, b].
Если же отрезок [a, b] не содержит σ, то непрерывного исчисления

от T на [a, b] не существует.
⊳ Пусть σ ⊆ [a, b]. Обозначим через P подмножество в C[a, b],

состоящее из сужений многочленов. Это, разумеется, ∗-подалгебра.
Ограничение p ∈C[t] на [a, b] условимся обозначать по-прежнему че-
рез p; это не вызовет путаницы.

Поскольку непрерывное исчисление γc от T на [a, b] –– унитальный
гомоморфизм, выполнено равенство γc(p) = p(T ) для всех p ∈ C[t].
Поэтому из непрерывности исчисления γc и аппроксимационной тео-
ремы Вейерштрасса вытекает, что существует не более одного такого
исчисления.
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А теперь рассмотрим отображение γ0 : P →B(H), p 7→ p(T ) (сов-
падающее, при отождествленииP с C[t], с полиномиальным исчисле-
нием). Разумеется, это унитальный ∗-гомоморфизмом ∗-алгебр, пере-
водящий t в T . Предложение  гарантирует нам, что это сжимающий
оператор относительно нормы в P , унаследованной из C[a, b]. По-
скольку B(H) –– банахово пространство, то принцип продолжения по
непрерывности дает единственный сжимающий оператор γc , продол-
жающий γ0 на C[a, b]. Посмотрим, каковы его свойства.

Пусть f , g ∈ C[a, b], последовательность pn ∈P сходится к f , а по-
следовательность qn ∈P –– к g. Тогда из непрерывности γc и непрерыв-
ности умножения в C[a, b] следует, что последовательность γc(pnqn)

сходится к γc( f g), и в то же время из гомоморфности полиномиального
исчисления и непрерывности умножения вB(H) следует, что последо-
вательность

γc(pnqn) = [pnqn](T ) = pn(T )qn(T ) = γc(pn)γc(qn)

сходится к γc( f )γc(g). Этим доказано, что γc –– гомоморфизм (и, стало
быть, он является непрерывным исчислением от T на [a, b]).

Далее, с учетом той же непрерывности γc , из «звездности» алгебры
C[a, b] следует, что последовательность γc(p

∗
n
) сходится к γc( f

∗), и в то
же время в силу инволютивности полиномиального исчисления от T

(пример .) и «звездности» алгебры B(H) мы заключаем, что после-
довательность γc(p

∗
n
) = p∗

n
(T ) = pn(T )

∗ = γc(pn)
∗ сходится к γc( f )

∗. Тем
самым исчисление γc –– инволютивный гомоморфизм.

Наконец, с учетом того же предложения , мы видим, что

‖γc( f )‖= lim
n→∞
‖γc(pn)‖= lim

n→∞
‖pn(T )‖= lim

n→∞
‖pn|σ‖∞= ‖ f |σ‖∞.

Этим установлено свойство (ii) и, как прямое следствие, (iii).
Если некий оператор S ∈ B(H) перестановочен с T , то, очевид-

но, Sp(T ) = p(T )S для любого многочлена p. Поэтому если f ∈ C[a, b]

и pn ∈P сходится к f в C[a, b], то

Sγc( f ) = S
�

lim
n→∞

pn(T )
�
= lim

n→∞
(Spn(T )) = lim

n→∞
(pn(T )S) = γc( f )S.

Осталось последнее утверждение. Если исчисление γc существует,
то согласно предложению .. выполнено включение σ(T ) ⊆ σ(t),
а последнее множество есть [a, b] (пример ..). Дальнейшее оче-
видно. ⊲

Непрерывные исчисления на разных отрезках согласованы.
Предложение . Пусть σ⊆ [c, d]⊆ [a, b], γc и γ′

c
–– непрерывные ис-

числения от T на отрезках соответственно [a, b] и [c, d], τ : C[a, b]→
→ C[c, d] –– отображение ограничения f 7→ f |[c,d]. Тогда γc = γ

′
c
τ.
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⊳ Отображение γ′
c
τ, очевидно, удовлетворяет определению непре-

рывного исчисления от T на [a, b]. Поэтому в силу единственности
последнего оно совпадает с γc . ⊲

С этого момента мы условимся для каждой функции f , заданной
и непрерывной на произвольном подмножестве в R, содержащем от-
резок [a, b] ⊇ σ, обозначать через f (T ) оператор γc( f |[a,b]). В силу
предложения  этот оператор не зависит от конкретного выбора от-
резка.

Упражнение . Пусть оператор T компактен и самосопряжен. Тогда
если f (0) = 0, то и оператор f (T ) компактен. Для бесконечномерного
пространства H верно и обратное.

Говоря о непрерывном исчислении от операторов, мы ограничи-
лись рассмотрением функций, заданных на отрезках; это несколько
упрощает рассуждения, а для дальнейших приложений этого вполне
хватает. Но мы могли бы взять в качестве области определения на-
ших функций любой компакт, содержащий σ, в том числе и сам σ.
В следующем упражнении ∆ –– это подобный компакт, t –– ограниче-
ние на ∆ независимой переменной, а под непрерывным исчислением
от T на∆ понимается такой ограниченный унитальный гомоморфизм
γ∆

c
: C(∆)→B(H), что γ∆

c
(t) = T .

Упражнение . Справедливы все утверждения теоремы  с заменой
[a, b] на ∆. Как следствие, γσ

c
(т. е. γ∆

c
при ∆ :=σ) –– изометрический

оператор.
Указание. Если [a, b] –– отрезок, содержащий ∆, то всякая функция

f ∈ C(∆) есть ограничение некоторой функции f̃ ∈ C[a, b]. С учетом
известного вида ядра Ker(γc), это позволяет корректно определить
отображение f 7→ γc( f̃ ), которое и окажется требуемым исчислением.

Замечание. Результат этого упражнения в случае ∆ := σ можно
рассматривать как специальный (весьма специальный) случай пер-
вой теоремы Гельфанда––Наймарка. В этой ситуации рассматривае-
мая C∗-алгебра есть {p(T ) : p ∈C[t]}−, т. е. наименьшая замкнутая по
операторной норме алгебра, содержащая T .

Посмотрим, чем оборачивается общее понятие непрерывного ис-
числения для некоторых конкретных классов операторов. В следующих
примерах и упражнениях M –– подмножество в R, содержащее какой-
либо отрезок, в котором лежит спектр заданного оператора, а f –– не-
прерывная на M функция.

Пример . Пусть T :=λ1 (λ∈C). Тогда σ= {λ}, и f (T ) = f (λ)1 для
любой функции f .

Пример . Пусть T := P –– проектор в H, отличный от 0 и 1. Мы пом-
ним, что в этом случае σ= {0, 1}. Тогда f (T ) = g(T ) для любой функ-
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ции g ∈ C[0, 1], равной f в точках 0 и 1. Взяв в качестве g линейную
функцию f (0)(1− t) + f (1)t, мы видим, что f (P) = f (0)Q+ f (1)P, где
Q := 1− P.

Пример . Пусть H := L2([a, b],µ), где µ –– некоторая борелева ме-
ра на [a, b], и T –– оператор умножения на независимую переменную.
Тогда отображение γc : C[a, b]→B(L2([a, b],µ)), переводящее f в опе-
ратор Tf умножения на f , есть непрерывное исчисление от T на [a, b].
Таким образом, в рассматриваемом случае f (T ) есть Tf .

Упражнение . Пусть T := Tλ, λ= (λ1,λ2, …), –– самосопряженный
диагональный оператор в l2. Тогда множество M содержит все значе-
ния λn и f (T ) –– это диагональный оператор Tµ с µn := f (λn).

Упражнение  (обобщающее предыдущее). Пусть (X ,µ) –– изме-
римое пространство, T := Tϕ –– самосопряженный оператор умноже-
ния на ϕ ∈ L∞(X ,µ) в L2(X ,µ). Тогда множество M содержит ϕ(t)
почти для всех t ∈ X и f (T ) –– это оператор умножения на функцию
t 7→ f (ϕ(t)).

Упражнение . Пусть пространство T –– самосопряженный ком-
пактный оператор в H, векторы en и числа λn –– те же, что в теореме
Гильберта––Шмидта. Тогда множество M содержит все значения λn,
а если пространство H бесконечномерно –– то и 0; оператор f (T ) пере-
водит en в f (λn)en и равен f (0)x на всех таких векторах x , что x ⊥ en,
n= 1, 2, …

Сравним только что построенное непрерывное исчисление с по-
строенным в § . целым голоморфным исчислением.

Целые функции, как мы помним, можно брать от произвольных
элементов произвольных банаховых алгебр. Теперь же исходные тре-
бования ужесточились: мы рассматриваем конкретную алгебру B(H)
и в качестве ее элемента –– обязательно самосопряженный оператор.
Но зато и функций, которые можно брать от элемента, значительно
больше: например, мы вправе говорить о «модуле оператора T», «корне
кубическом из T» и т. п.

Замечание. На самом деле существенно в построении непрерыв-
ного исчисления то, что речь идет о C∗-алгебре A и ее нормальном
(не обязательно самосопряженном) элементе a. В этой ситуации мож-
но, взяв непрерывную функцию f на компакте в C, содержащем σ(a),
определить элемент f (a) (см., например, []). Но это уже предел воз-
можных обобщений.

Употребление сходных символов w(T ) для w ∈ O (см. § .) и f (T )
для f ∈ C[a, b] в этом параграфе не может вызвать конфуза:

Упражнение  (о согласованности функциональных исчисле-
ний). Пусть γe –– целое исчисление от T как элемента алгебры B(H),
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а [a, b] –– отрезок, содержащий σ. Тогда диаграмма

O

γe

j
C[a, b]

γc

B(H),
где j : w 7→w|[a,b], коммутативна.

Указание. Множество многочленов плотно в O , а множество их
сужений на [a, b] плотно в C[a, b].

Отметим привлекательную черту непрерывного исчисления, родня-
щую это исчисление с рассмотренными ранее.

Теорема  (закон отображения спектров для непрерывного ис-
числения). Для любого отрезка [a, b], σ ⊆ [a, b] ⊆ R, и функции f ∈
∈ C[a, b] выполнено равенство σ( f (T )) = f (σ(T )).
⊳ Вначале покажем, что σ( f (T ))⊆ f (σ(T )). Пусть λ /∈ f (σ(T )), т. е.

f (t) 6=λ при t ∈σ(T ). Рассмотрим на σ(T ) функцию ( f (t)−λ)−1. Она,
как и любая непрерывная функция на σ(T ), может быть продолжена
до непрерывной функции, скажем, g, на [a, b] (это очевидным обра-
зом следует из представления R \σ(T ) в виде объединения непересе-
кающихся интервалов). Тогда функция g(t)( f (t)− λ)− 1 равна нулю
на σ(T ) и, стало быть (теорема ), принадлежит Ker(γc).

Отсюда следует, что g(T )( f (T ) − λ1) = 1, а это означает, что λ /∈
/∈σ( f (T )).

Установим обратное включение. Пусть, напротив, для некоторого
s ∈σ(T ) случилось так, что f (s) /∈σ( f (T )); иными словами, оператор
f (T ) − f (s)1 обладает в B(H) обратным, скажем, S. Рассмотрим для

каждого n∈N функцию gn ∈ C[a, b], равную  в точке s, 0 при |t − s|> 1
n

и линейную на отрезках
h

s − 1
n

, s
i

и
h

s, s +
1
n

i
. Поскольку γc –– гомо-

морфизм и ‖gn‖∞ = ‖gn|σ(T )‖∞ = gn(s) = 1, с учетом теоремы  мы полу-
чаем:

1= ‖gn(T )‖= ‖gn(T )( f (T )− f (s)1)S‖6 ‖gn(T )( f (T )− f (s)1)‖‖S‖.
Отсюда на основании того, что γc –– сжимающий оператор, следует,

что ‖gn( f − f (s))‖∞ >
1

‖S‖ . Но, в силу выбора gn выполняется условие

‖gn( f − f (s))‖∞→ 0 при n→∞. Получили противоречие. ⊲
Вот еще одно полезное наблюдение: при отождествлении двух опе-

раторов посредством топологической (или, как частный случай, уни-
тарной) эквивалентности одновременно отождествляются и непрерыв-
ные функции от этих операторов.
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А именно, справедливо следующее
Предложение . Пусть I : H → K –– топологический изоморфизм

между гильбертовыми пространствами, осуществляющий тополо-
гическую эквивалентность между самосопряженными операторами
T : H→H и S : K→ K . Тогда для любой функции f ∈ C[a, b], где [a, b] ––
отрезок, содержащий (общий в силу предложения 5.1.1) спектр этих
операторов, тот же изоморфизм I осуществляет топологическую эк-
вивалентность между операторами f (T ) и f (S).
⊳ Рассмотрим отображение γ′

c
: C[a, b]→B(K), f 7→ I f (T )I−1. Оче-

видно, что оно обладает свойствами непрерывного исчисления от S

на [a, b]. Следовательно, в силу единственности последнего оператор
I f (T )I−1 есть не что иное, как f (S). ⊲

∗ ∗ ∗
Одно из разнообразных приложений непрерывного исчисления со-

стоит в том, что оно позволяет охарактеризовать с разных точек зрения
некоторый весьма важный класс операторов. Это как раз те операторы,
которые при уподоблении самосопряженных операторов действитель-
ным числам (см. разговоры в § ) ведут себя как положительные или,
говоря точнее, неотрицательные числа.

Определение . Элемент a (произвольной) унитальной инволю-
тивной алгебры называется положительным (обозначение a > 0), если
он самосопряжен и σ(a)⊆R+.

В частности, ограниченный оператор в гильбертовом простран-
стве H называется положительным, если он таков как элемент инво-
лютивной алгебрыB(H).

Разумеется, любой (орто)проектор положителен. Огромное множе-
ство примеров положительных элементов дает

Предложение . При инволютивных унитальных гомоморфизмах
унитальных ∗-алгебр положительные элементы переходят в положи-
тельные.
⊳ Непосредственно вытекает из предложений . и ... ⊲
Следствие . Если f ∈ C[a, b], где [a, b]⊇ σ(T ), и f > 0, то опера-

тор f (T ) положителен.
В частности, заведомо положителен оператор, описываемый следу-

ющим определением.
Определение . Если T > 0, то оператор f (T ), где f (t) :=

p
t ––

функция, заданная на любом отрезке в R+, содержащем σ(T ), назы-
вается арифметическим квадратным корнем из T и обозначается

p
T .

(Мы помним, что такой оператор не зависит от выбора упомянутого
отрезка.)
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Из определения очевидным образом следует, что (
p

T )2 = T . (Отсю-
да и название «корень».)

Упражнение . Оператор
p

T –– это единственный положительный
оператор, квадрат которого равен T .

Указание. Пусть последовательность pn(t) сходится в C[0,‖T‖]
к
p

t . Тогда, если оператор S > 0 таков, что S2 = T , и qn(t) := pn(t
2),

то последовательность qn(S) = pn(T ) сходится и к S, и к
p

T .
Теорема . Следующие пять свойств оператора T ∈B(H) эквива-

лентны:
(i) оператор T положителен;
(ii) T = S2 для некоторого положительного оператора S;
(iii) T = S2 для некоторого самосопряженного оператора S;
(iv) T = S∗S для некоторого оператора S ∈B(H, K), где K –– еще од-

но гильбертово пространство;
(v) квадратичная форма оператора T принимает неотрицатель-

ные значения (т. е. 〈T x , x〉> 0 при всех x ∈ H).
⊳ (i)⇒ (ii) Достаточно взять S :=

p
T .

(ii)⇒ (iii)⇒ (iv) Очевидно.
(iv)⇒ (v) Следует из равенств 〈T x , x〉= 〈S∗Sx , x〉= 〈Sx , Sx〉.
(v) ⇒ (i) Из предложения . следует, что оператор T самосопря-

жен и, стало быть, σ(T )⊆R. Поэтому наша задача –– показать, что при
t > 0 оператор T + t1 обратим. Для любого x ∈ H выполнено равенство

‖(T + t1)x‖‖x‖> |〈(T + t)x , x〉|= 〈T x , x〉+ t〈x , x〉> t‖x‖2.

Отсюда оператор T + t1 топологически инъективен, и нам остается
воспользоваться предложением .. ⊲

Если самосопряженные операторы образуют в B(H) действитель-
ное подпространство, то положительные операторы образуют в послед-
нем так называемый конус.

Предложение . Если S, T > 0 и t > 0, то S + T > 0 и tS > 0. Если же
T > 0 и −T > 0, то T = 0.
⊳Из теоремы  (v) сразу следует первое и, с учетом предложения .,

второе утверждение. ⊲
Приведем некоторые из многочисленных приложений арифметиче-

ских квадратных корней.
Предложение . Если T > 0, то ‖T‖= sup{〈T x , x〉 : x ∈ШH}.
⊳ Доказательство следует из равенств ‖T‖= ‖

p
T‖2 и

‖
p

T x‖2 = 〈
p

T x ,
p

T x〉= 〈
p

T
p

T x , x〉= 〈T x , x〉, x ∈H. ⊲

Упражнение . Для любого самосопряженного оператора T вы-
полнены равенства max(σ(T )) = sup{〈T x , x〉 : x ∈ ШH}, min(σ(T )) =
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= inf{〈T x , x〉 : x ∈ШH}. Как следствие,

‖T‖= sup{|〈T x , x〉|: x ∈ШH}.
Указание. Для достаточно больших t > 0 выполнено равенство

maxσ(T ) + t = ‖T + t1‖= sup{〈T x , x〉 : x ∈ШH}+ t.

Положительные операторы дают нам возможность показать, как
выглядят обещанные ранее полярные разложения –– теперь уже для
произвольного ограниченного оператора (ср. упражнение .).

Упражнение 9∗. Пусть T : H → K –– ограниченный оператор меж-
ду гильбертовыми пространствами. Тогда существуют такой частично
изометрический оператор W : H→ K и такие положительные операто-
ры S : H→ H и R : K→ K , что T =WS = RW . При этом пара операторов
W, S однозначно определена условием (Ker(W ))⊥ = (Im(S))−, а пара
W, R –– условием (Im(W ))⊥= Ker(R).

Указание. Положим S :=
p

T ∗T . Тогда ‖Sx‖= ‖T x‖ для всех x ∈ H.
Поэтому существует частично изометрический оператор W , однознач-
но определенный тем, что он переводит Sx в T x и равен нулю на
(Im(S))⊥. Роль R играет

p
T T ∗.

Полярное разложение, в свою очередь, помогает установить тот
важный факт, что для самосопряженных операторов оба вида отож-
дествления –– «мягкая» топологическая и «жесткая» унитарная (= изо-
метрическая) эквивалентность –– оказываются одним и тем же (ср. уп-
ражнение .).

Упражнение 10∗. Пусть самосопряженные операторы T1 : H → H
и T2 : K→ K топологически эквивалентны. Тогда они унитарно эквива-
лентны.

Указание (А. М. Степин). Пусть изоморфизм I : H → K осуществ-
ляет указанную топологическую эквивалентность и I =WS –– его по-
лярное разложение. Тогда заведомо изоморфизм W –– унитарный, а S ––
положительный топологический изоморфизм. Из равенства I T1 = T2 I

и самосопряженности исходных операторов следует, что оператор T1

перестановочен с I∗ I , а значит (теорема ), и с S=
p

I∗I . Отсюда W T1 =

=WST1S−1 = T2 IS−1= T2W .
Упражнение 11∗. Всякий самосопряженный оператор есть линей-

ная комбинация двух унитарных операторов. Как следствие, всякий
ограниченный оператор есть линейная комбинация четырех унитар-
ных операторов.

Указание. Если ‖T‖< 1, то, имитируя представление числа из от-
резка [−1, 1] в виде суммы двух чисел из T, рассмотрите операторы

U := T ± i
p

1− T 2.
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∗ ∗ ∗

Понятие положительного оператора позволяет ввести в B(H) еще
одну важную структуру –– порядок.

Определение . Пусть S, T ∈ B(H). Будем говорить, что S мень-
ше T , и писать S 6 T , если T − S > 0 (иными словами, 〈Sx , x〉6 〈T x , x〉
для всех x ∈H).

Укажем целый ряд свойств отношения 6. Они и сами по себе лю-
бопытны, а главное –– пригодятся впоследствии, при доказательстве
одного из вариантов спектральной теоремы.

Предложение . Отношение 6 обладает всеми свойствами отно-
шения порядка (см. определение ..), а также следующими дополни-
тельными свойствами:

(i) если S1 6 T1 и S2 6 T2, то S1 + S2 6 T1 + T2;
(ii) если S 6 T и t > 0, то tS 6 tT ;
(iii) если S 6 T и T 6 S, то S= T ;
(iv) если S 6 T , то R∗SR 6 R∗TR для любого R∈B(H);
(v) если S 6 T , а P –– проектор, перестановочный с обоими операто-

рами, то SP 6 T P;
(vi) для любого самосопряженного оператора T выполнено неравен-

ство −‖T‖1 6 T 6 ‖T‖1;
(vii) если для некоторого C > 0 выполняется неравенство −C1 6

6 T 6 C1, то ‖T‖6 C;
(viii) (усиление предыдущего) если для самосопряженных операто-

ров S, T выполнено неравенство −S 6 T 6 S, то ‖T‖6 ‖S‖;
(ix) для S, T ∈B(H) отношение S∗S 6 T ∗T эквивалентно тому, что

‖Sx‖6 ‖T x‖ для всех x ∈H.
⊳ Свойства отношения порядка, а также (i)––(iii) сразу следуют из

теоремы  (v) и предложения .
(iv) Если T > 0, то с учетом теоремы  (iv) мы получаем

R∗TR= (
p

TR)∗(
p

TR)> 0.

Дальнейшее очевидно.
(v) Утверждение следует из (iv) и предложения ..
(vi) Так как σ(T ) ⊆ [−‖T‖,‖T‖] (теорема .), спектры заведомо

самосопряженных операторов ‖T‖1− T и ‖T‖1+ T лежат в R+.
(vii) Пользуясь той же теоремой . и заменяя, если потребуется, T

на −T , мы вправе считать, что ‖T‖ ∈ σ(T ), а это равнозначно тому,
что (C − ‖T‖) ∈ σ(C1 − T ). Но последнее множество по условию ле-
жит в R+.

(viii) В силу утверждения (vi) и свойств порядка −‖S‖1 6 T 6 ‖S‖1,
и нужная оценка следует из (vii).
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(ix) Справедливо равенство 〈S∗Sx , x〉= ‖Sx‖2, и то же верно с заме-
ной S на T . Но сказать, что S∗S 6 T ∗T –– это то же самое, что сказать
〈S∗Sx , x〉6 〈T ∗T x , x〉. ⊲

От возможных иллюзий избавляет
Упражнение 12∗. Из неравенства 0 6 S 6 T , вообще говоря, не сле-

дует, что S2
6 T 2 и (как следствие) что ‖Sx‖6 ‖T x‖ для всех x ∈H.

Указание. Рассмотрите одномерный проектор и прибавьте к нему
другой одномерный проектор, с ним не перестановочный.

Предложение . Пусть T –– самосопряженный оператор, [a, b] ––
отрезок, содержащий его спектр, f , g ∈ C[a, b]. Тогда

(i) если f 6 g, то f (T )6 g(T ) (непрерывное исчисление сохраняет
порядок);

(ii) если | f |6 |g|, то ‖ f (T )x‖6 ‖g(T )x‖ для всех x ∈ H.
⊳ (i) Утверждение непосредственно вытекает из следствия .
(ii) Из утверждения (i) следует, что f (T )∗ f (T ) = ( f f )(T ) меньше

g(T )∗g(T ) = (g g)(T ), и остается применить предложение  (ix). ⊲
В случае проекторов отношение порядка может быть выражено как

в геометрических, так и в алгебраических терминах.
Предложение . Пусть P и Q –– проекторы на подпространства

соответственно K и L в H. Следующие утверждения эквивалентны:
(i) P 6 Q;
(ii) K ⊆ L;
(iii) QP = PQ= P;
(iv) Q− P –– проектор.
⊳ (i)⇒ (ii) Поскольку P = P∗P и Q=Q∗Q, из предложения  (ix) сле-

дует, что ‖P x‖6 ‖Qx‖ для всех x ∈ H. Но если x ∈ K \ L, то ‖P x‖= ‖x‖
и ‖Qx‖< ‖x‖. Получили противоречие.

(ii) ⇒ (iii) Для любого x ∈ H выполнено условие P x ∈ K; отсюда
P x ∈ L и QP x = P x . Для того же x выполнено условие (x − Qx) ⊥ L;
поэтому (x −Qx)⊥ K и P x − PQx = 0.

(iii) ⇒ (iv) Очевидно, оператор Q − P самосопряжен и идемпо-
тентен.

(iv)⇒ (i) Будучи проектором, оператор Q− P положителен. ⊲
В заключение отметим еще одно полезное приложение непрерыв-

ного исчисления. Оно позволяет разложить самосопряженный опера-
тор на его положительную и отрицательную части –– подобно тому, как
это делается с функциями, принимающими действительные значения.
Вплоть до конца параграфа f ∈ C[a, b] –– подобная функция. Положим
f+(t) :=max{ f (t), 0}, f−(t) :=max{− f (t), 0}. А теперь пусть T –– такой
самосопряженный оператор, что σ(T )⊆ [a, b]. Рассмотрим операторы
f+(T ) и f−(T ); в силу следствия  оба они положительны.
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В частности, при f := t (независимой переменной) возникают по-
ложительные операторы T+ := t+(T ) и T− := t−(T ); они называются
соответственно положительной и отрицательной частью оператора
T . Оператор T+ + T− называется абсолютным значением оператора T
и обозначается |T |.

Упражнение . Убедитесь, что |T | =
p

T 2. Как следствие (см. уп-
ражнение ), полярное разложение самосопряженного оператора T

имеет вид T =W |T |= |T |W .
Упражнение . Убедитесь, что

Ker(T ) =Ker(|T |) = {x ∈ H : 〈|T |x , x〉= 0}
для любого самосопряженного оператора T .

Предложение . Пусть f ∈ C[a, b] и Im( f )⊆R. Тогда
(i) f (T ) = f+(T )− f−(T ),
(ii) f+(T ) f−(T ) = f−(T ) f+(T ) = 0,
(iii) ‖ f (T )‖=max{‖ f+(T )‖,‖ f−(T )‖}.

В частности, T = T+ − T−, T+T− = T−T+ = 0 и ‖T‖=max{‖T+‖,‖T−‖}.
⊳ Равенства (i) и (ii) немедленно следуют из соответствующих со-

отношений для функций f+ и f− в C[a, b] и алгебраических свойств
непрерывного исчисления. Равенство (iii) следует из очевидного соот-
ношения ‖ f |σ(T )‖∞ =max{‖ f+|σ(T )‖∞, ‖ f−|σ(T )‖∞} и теоремы  (ii). ⊲

Упражнение . Пара T+, T− –– это единственная пара положитель-
ных операторов, обладающая только что указанными свойствами.

Указание. Если S+, S− –– другая подобная пара, то (S+ + S−)
2 = T 2

и поэтому, с учетом упражнений  и , S++ S−= |T |.
Упражнение . Выполнены соотношения

Im( f+(T ))⊥ Im( f−(T )), Ker( f+(T )) +Ker( f−(T )) = H,

Ker( f (T )) =Ker( f+(T ))∩ Ker( f−(T )).

§ . Спектральная теорема в облике операторнозначного
интеграла Римана––Стильтьеса

Мы переходим к рассказу об одном из важнейших достижений ма-
тематической мысли «всех времен и народов» –– спектральной теореме
Гильберта о строении самосопряженных операторов ). На самом деле

)Когда-то, только поступив в аспирантуру, я оказался свидетелем яростного спора
двух выдающихся членов нашей кафедры. Один (ему, между прочим, предстояло стать
первооткрывателем суперанализа) утверждал, что спектральная теорема –– это самое
главное достижение функционального анализа, остальные ей и в подметки не годятся.
Другой (ему принадлежат важные работы по уравнениям в частных производных, ком-
плексной аналитической геометрии и топологическим векторным пространствам) го-
ворил, что в функциональном анализе есть и целый ряд других, вполне сравнимых по
значимости результатов. Чуть до драки не дошло...
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известен целый ряд близких по смыслу утверждений, то или иное из
которых разные люди (и авторы учебников) берут, в зависимости от
вкуса, за основу и именуют спектральной теоремой. Все же, с опреде-
ленной долей упрощения, можно сказать, что все эти облики великой
теоремы распадаются на две группы, которые мы условно назовем ее
«аналитической» и «геометрической» формами.

Аналитическая форма заключается в том, что каждый самосопря-
женный оператор порождает некоторое семейство проекторов, а сам
с помощью некоторой канонической процедуры по этим проекторам
восстанавливается. Таким образом, оказывается, что задание самосо-
пряженного оператора эквивалентно заданию семейства проекторов
с определенными свойствами. Упомянутая восстановительная проце-
дура представляет собой интеграл, но только не по обычной, а по так
называемой проекторнозначной мере. Определяя соответствующий
«операторнозначный» интеграл, можно следовать классической кон-
струкции интеграла Римана––Стильтьеса, а можно и интеграла Лебега.
(Первая выигрывает в наглядности и простоте рассуждений, а вторая
дает более мощные результаты и допускает дальнейшие обобщения.)

Геометрическая форма спектральной теоремы Гильберта заключа-
ется в предъявлении модели рассматриваемого оператора –– унитарно
эквивалентного ему оператора сравнительно конкретного и «осязае-
мого» вида. Таковым оказывается оператор умножения на функцию
в L2(·) на некотором надлежащим образом подобранном измеримом
пространстве.

Собранные воедино, оба подхода после некоторой доработки при-
водят к полной классификации самосопряженных операторов с точно-
стью до унитарной (или, что в данном контексте оказывается одним
и тем же, топологической) эквивалентности. С категорной точки зре-
ния это означает полное познание их природы (см. теорему .). Эта
классификация обобщает уже известную нам классификацию компакт-
ных операторов рассматриваемого класса (см. § ), но формулируется
уже не в столь простых терминах.

Нам представляется, что знакомство со спектральной теоремой
лучше всего начать с ее сравнительно наглядной формы, использую-
щей интеграл типа Римана––Стильтьеса по так называемому разложе-
нию единицы. К тому же и соответствующие рассуждения будут носить
сравнительно элементарный характер, опираясь на такие средства, как
непрерывное исчисление и структура порядка.

Итак, пусть снова T –– фиксированный самосопряженный оператор
в гильбертовом пространстве H. Напомним, что после проделанной
в предыдущем параграфе работы мы получили в наше распоряжение
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всевозможные операторы f (T ), где f –– произвольная непрерывная
функция на действительной прямой (вместо которой, как было пока-
зано, можно рассматривать ее ограничение на любой отрезок, содер-
жащий σ(T )).

Для каждого λ∈R положим

Hλ :=
⋂�

Ker( f (T )) : f (t) = 0 при t 6λ, f ∈ C(R)
	

Сразу же заметим, что для определения множества Hλ достаточно
и одной функции.

Предложение . Пусть функция f ∈ C(R) такова, что f (t) = 0 при
t 6 λ и f (t) 6= 0 при t > λ. Тогда Hλ = Ker( f (T )). В частности, Hλ =
= Ker((t−λ)+(T )).
⊳ Очевидно, достаточно показать, что для любой функции g ∈ C(R),

g(t) = 0 при t 6λ, и для любого x ∈ H из равенства f (T )x = 0 следует,
что g(T )x = 0.

Возьмем для каждого n= 1, 2, … функцию gn(t) = g
�

t − 1
n

�
. Выбе-

рем также отрезок [a, b], содержащий σ(T ). Очевидно, последователь-
ность gn равномерно сходится к g на [a, b], а потому gn(T ) сходится
к g(T ) вB(H). Зафиксируем (временно) n и выберем настолько малое
число c > 0, что

c max{|gn(t)|: a 6 t 6 b}6 min
n
| f (t)|: λ+ 1

n
6 t 6 b
o

.

Тогда |cgn|6 | f | на [a, b], и, пользуясь предложением . (ii), мы видим,
что ‖cgn(T )x‖6 ‖ f (T )x‖= 0. Отсюда gn(T )x = 0 для любого n, и, стало
быть, g(T )x = 0. ⊲

Мы пришли к весьма важному геометрическому объекту, задание
которого, как мы вскоре увидим, эквивалентно заданию самого опера-
тора.

Определение . Семейство Hλ, λ ∈ R, называется семейством под-
пространств, ассоциированных с (самосопряженным) оператором T .

Предложение . Семейство Hλ обладает следующими свойствами:
(i) для некоторых a, b ∈ R выполнены равенства Hλ = 0 при λ < a

и Hλ= H при λ> b (ограниченность);
(ii) если λ<µ, то Hλ ⊆ Hµ (возрастание);
(iii) для любого λ выполнено равенство Hλ =

⋂
{Hµ : µ>λ} (непре-

рывность справа);
(iv) все пространства Hλ инвариантны относительно g(T ) для лю-

бой функции g ∈ C(R) и, в частности, относительно самого опера-
тора T .
⊳ (i) Если λ <min{σ(T )}, то существует функция f ∈ C(R), равная

нулю при t 6 λ и отличная от нуля на σ(T ). Но тогда в силу теоре-
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мы . (об отображении спектров) оператор f (T ) обратим и, стало
быть, Hλ ⊆ Ker( f (T )) = 0. Если же λ> max{σ(T )}, то для любой функ-
ции f ∈ C(R), f (t) = 0 при t 6 λ, выполнено равенство f (T ) = 0 (тео-
рема . (iii)) и, стало быть, Hλ = H.

(ii) Это свойство непосредственно следует из определения .
(iii) Возьмем любую функцию f , равную 0 при t 6 λ, и для любого

µ>λ положим fµ(t) := f (t − (µ−λ)). Тогда fµ(t) равномерно сходится
к f (t) при µ→ λ+ 0 на любом отрезке. Отсюда fµ(T ) сходится к f (T )

при µ→ λ+ 0 в B(H). Поэтому если x ∈ Hµ, и, стало быть, fµ(T )x = 0
для всех µ>λ, то f (T )x = 0. Обратное вложение следует из (ii).

(iv) Наша задача –– показать, что условие x ∈ Hλ влечет равенство
f (T )(g(T )x) = 0 для любой такой функции f ∈ C(R), что f (t) = 0 при
t 6 λ. Но f (T )(g(T )x) = ( f g)(T )x , а функция f g(t) также равна 0 при
t 6λ. Дальнейшее очевидно. ⊲

Пример . Пусть P –– проектор на подпространство K в H. Зная вид
операторов f (P), f ∈ C(R) (см. пример .), мы видим, что Hλ = 0 при
λ< 0, Hλ = K⊥ при 0 6λ< 1 и, наконец, Hλ =H при λ> 1.

Пример . Пусть T –– оператор умножения на независимую пере-
менную из примера .. Тогда из указанного примера ясно, что Hλ = 0

при λ< a, Hλ = {g ∈ L2[a, b] : g(t) = 0 для почти всех t >λ} при a 6λ6

6 b и, наконец, Hλ = H при λ> b.
Упражнение . Явно укажите семейство Hλ для операторов из уп-

ражнений .––..
Пусть Hλ и Kλ, λ ∈ R, –– семейства подпространств в гильбертовых

пространствах соответственно H и K . Назовем эти семейства тополо-
гически (соответственно унитарно) эквивалентными, если для неко-
торого топологического (соответственно унитарного) изоморфизма U

выполнено равенство Kλ= U(Hλ) для всех λ. Про такой оператор U мы
будем говорить, что он осуществляет эквивалентность соответству-
ющего типа.

Предложение . Пусть T : H → H и S : K → K –– самосопряженные
операторы, Hλ и Kλ –– их ассоциированные семейства. Пусть, далее,
некий изоморфизм U : H→ K осуществляет топологическую (или, как
частный случай, унитарную) эквивалентность этих операторов. То-
гда U осуществляет эквивалентность соответствующего типа меж-
ду ассоциированными семействами обоих операторов.
⊳ Из предложения . очевидным образом следует, что f (T )x = 0

тогда и только тогда, когда f (S)(U x) = 0 для любой функции f ∈ C(R).
Дальнейшее очевидно. ⊲

Таким образом, классы унитарной эквивалентности семейств под-
пространств, ассоциированных с самосопряженными операторами,
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являются инвариантами унитарной эквивалентности. (Читатель, сде-
лавший упражнение ., знает, что это все равно, что сказать: тополо-
гической эквивалентности.) Но мы еще не знаем, является ли подобная
система инвариантов полной (т. е. не унитарно эквивалентные опера-
торы приводят к не унитарно эквивалентным семействам), и какие
семейства подпространств могут быть ассоциированы с самосопря-
женными операторами. Все это даст спектральная теорема.

Тем не менее, уже сейчас мы можем убедиться в том, насколько важ-
на информация об операторе T , заключенная в семействе Hλ. Вот две
иллюстрации. (Впоследствии вы сможете получить оба факта как про-
стые следствия спектральной теоремы, но поучительно установить их
с помощью уже имеющихся в нашем распоряжении средств.)

Назовем λ ∈R точкой возрастания семейства Hλ, если в любой ее
окрестности найдется такая точка µ, что Hµ 6=Hλ, и точкой разрыва
этого семейства, если

�⋃
{Hµ : µ<λ}
�−

–– собственное подпространст-
во в Hλ.

В дальнейшем мы будем пользоваться следующим обозначением.
Если H –– гильбертово пространство и H1 ⊆ H2 ⊆ H –– его замкнутые
подпространства, то положим по определению H2 ⊖ H1 := H⊥

1
∩ H2.

(Иными словами, H2 ⊖ H1 –– это ортогональное дополнение простран-
ства H1, взятое «внутри» H2.)

Упражнение . (i) Число λ принадлежитσ(T ) тогда и только тогда,
когда оно является точкой возрастания семейства Hλ.

(ii) Число λ –– собственное значение для T тогда и только тогда, ко-
гда оно является точкой разрыва семейства Hλ.

Указание. (i)⇐ Если λ /∈σ(T ), то

(λ− ǫ,λ+ ǫ)∩σ(T ) =∅
для некоторого ǫ > 0 и все функции f , равные 0 при t 6 λ− ǫ и 1 при
t >λ+ ǫ, дают один и тот же оператор f (T ).

(i)⇒ Пусть (для определенности) λ= 0 и Hµ = H0 при |µ|6 θ . Тогда
с учетом предложения  мы получаем

Ker(T+) = Ker(T + θ1)+ =Ker(T − θ1)+.

Если x ∈ Ker(T+), то

(T + θ1)x =−(T + θ1)−x , 〈T x , x〉6−θ 〈x , x〉
и ‖T x‖> θ‖x‖.

Если же x ⊥ Ker(T+), то

x ∈ [Im(T − θ1)+]
− ⊆Ker(T − θ1)−, (T − θ1)x = (T − θ1)+x

и снова ‖T x‖> θ‖x‖. Отсюда 0 /∈σ(T ).
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(ii)⇐. Пусть x ∈Hλ ⊖ Hµ при µ<λ. Тогда (T −λ1)+x = 0 и

x ∈ [Ker(T −µ1)+]
⊥= [Im(T −µ1)+]

− ⊆ Ker(T −µ1)−.

Отсюда (T −λ1)−x = lim
µ→λ−0

(T −µ1)−x = 0, и T x =λx .

(ii)⇒ Пусть T x =λx . Тогда (T −λ1)−x = 0, откуда в силу неравен-
ства (t− µ)− < (t− λ)− при µ< λ следует, что (T − µ1)−x = 0 при тех
же µ. Но тогда (λ−µ)x = (T −µ1)+x и x ⊥ Ker(T −µ1)+.

Теперь нам удобнее перейти с языка подпространств на язык про-
екторов на эти пространства. Пусть Pλ –– проектор на Hλ. Следующее
понятие играет роль визитной карточки самосопряженного оператора.

Определение . Семейство Pλ, λ∈R, называется разложением еди-
ницы для (иногда удобнее говорить: относительно) оператора T .

Теорема . Разложение единицы для оператора T обладает следую-
щими свойствами:

(i) существуют такие a, b ∈ R, что Pλ = 0 при λ6 a и Pλ = 1 при
λ> b (ограниченность);

(ii) если λ<µ, то Pλ 6 Pµ (возрастание);
(iii) для любого x ∈H выполнено равенство Pλx = lim

µ→λ+0
Pµx (сильно-

операторная непрерывность справа);
(iv) все операторы Pλ перестановочны с g(T ) для любой функции

g ∈ C(R) и, в частности, с самим оператором T .
⊳ (i), (ii). Эти утверждения следуют из соответствующих утвержде-

ний предложения  в объединении с предложением ..
(iv) Для вещественной функции g утверждение следует из предло-

жения  (iv) вместе с предложением . (v). Общий случай сводится
к вещественному при помощи разложения g =Re(g) + i Im(g).

(iii) Очевидно, достаточно установить, что из условий lim
n→∞

µn = λ,

µn > µn+1 > λ следует, в обозначении Pn := Pµn
, что для любого x ∈ H

выполнено равенство lim
n→∞

Pn x = Pλx .

Положим Hn := Hµn
, H0 := H, Kn := Hn−1 ⊖ Hn, n= 1, 2, …, и обозна-

чим через Qn ортопроектор на Kn. Тогда, очевидно, для любого n имеет
место разложение в гильбертову сумму

H = K1 ⊕̇ K2 ⊕̇… ⊕̇ Kn ⊕̇ Hn.

Отсюда, в обозначении yn :=
n∑

k=1

Qk x , выполнено равенство x =

= yn + Pn x . Далее, из неравенства
n∑

k=1

‖Qk x‖2
6 ‖x‖2, обеспеченного

теоремой Пифагора, следует, что ряд
∞∑

k=1

‖Qk x‖2 сходится, и, значит,
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последовательность yn фундаментальна. Пусть y –– ее предел; тогда
последовательность Pn x сходится к x − y. Поскольку Qk x ⊥ Hn при
k 6 n, yn ⊥ Hn, а значит, yn ⊥ Hλ и y ⊥ Hλ. Далее, x − yn = Pn x ∈ Hn;

поэтому x − ym ∈ Hn при всех m > n и, стало быть, x − y ∈
∞⋂

n=1

Hn. А те-

перь –– кульминация: в силу предложения  (iii) последнее простран-
ство есть Hλ. Следовательно,

lim
n→∞

Pn x = x − y = Pλ(x − y) = Pλx − Pλ y = Pλx . ⊲

Следствие  (слабо-операторная непрерывность справа разло-
жения единицы). Для любых x , y ∈ H функция λ 7→ 〈Pλx , y〉 непрерыв-
на справа. ∗ ∗ ∗

Мы непосредственно переходим к понятию операторнозначного
интеграла Римана––Стильтьеса. Оно является частным случаем поня-
тия одноименного векторнозначного интеграла, которое само по себе
заслуживает упоминания.

Забудем ненадолго о нашем операторе T . Рассмотрим банахово
пространство E и некий отрезок [a, b]. Пусть ϕ –– функция на [a, b],
принимающая значения в E, а f –– комплекснозначная функция на
том же отрезке (обе пока произвольны). Далее, как и при традицион-
ном определении интеграла Римана, рассмотрим всевозможные раз-
биения Λ: a = λ0,λ1, …,λn = b нашего отрезка и положим d(Λ) :=

:=max{λk − λk−1 : k = 1, …, n}. Наконец, каждому разбиению Λ сопо-
ставим вектор

ΣΛ( f ,ϕ) :=

n∑

k=1

f (λk)(ϕ(λk)−ϕ(λk−1))

в E, который называется интегральной суммой Римана––Стильтьеса,
соответствующей разбиению Λ.

Определение . Пусть существует lim
d(Λ)→0

ΣΛ( f ,ϕ) (т. е. вектор x ∈ E,

удовлетворяющий условию: для любого ǫ > 0 найдется такое δ> 0, что
‖x −ΣΛ( f ,ϕ)‖< ǫ, если d(Λ)<δ). Тогда этот предел называется инте-
гралом Римана––Стильтьеса функции f (t) по векторнозначной функ-

ции ϕ(t) и обозначается
b∫

a

f (t) dϕ(t).

Мы не будем сейчас обсуждать довольно деликатный вопрос о том,
при каких условиях на f и ϕ введенный векторнозначный интеграл
существует, а сразу перейдем к непосредственно нас интересующему
специальному случаю. Интегралы наших функций будут принимать
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значения в B(H), и соответственно мы будем их величать оператор-
нозначными. Множество всех проекторов в H будет обозначаться че-
рез P (H).

Рассмотрим некое отображение P: R→P (H) и условимся писать Pλ
вместо P(λ).

Определение . Отображение P называется абстрактным разло-
жением единицы (или просто разложением единицы, если нет опасно-
сти путаницы), если оно обладает свойствами (i)––(iii) из теоремы .
Всякий отрезок [a, b] с концами a и b, для которых выполнено ука-
занное в этой теореме свойство (i), мы будем называть допустимым
(для P).

Разумеется, теорема  как раз и означает, что разложение единицы
относительно некоторого самосопряженного оператора является аб-
страктным разложением единицы. (Вскоре нам предстоит выяснить,
верно ли обратное.)

Для каждых λ,µ ∈ R, λ6 µ, положим Pλµ := Pµ − Pλ. В силу предло-
жения . (iv) это проектор. С помощью того же предложения легко
проверяется, что при λ1 6λ2 6λ3 6λ4 выполнены равенства

Pλ1

λ3
Pλ2

λ4
= Pλ2

λ3
, ()

Pλ1

λ2
Pλ3

λ4
= 0. ()

Пусть P –– некоторое (абстрактное) разложение единицы и [a, b] ––
допустимый для него отрезок. Назовем функцию f : [a, b]→ C сту-
пенчатой, если для некоторого разбиения Λ: a = λ0,λ1, …,λn = b эта
функция принимает постоянное значение на каждом полуинтерва-
ле (λk,λk+1], k = 0, …, n − 1. Множество всевозможных ступенчатых
функций на [a, b] обозначим через St[a, b]; очевидно, это нормирован-
ная (причем не полная) алгебра относительно поточечных операций
и равномерной нормы.

Отметим ту очевидную вещь, что каждая непрерывная функция на
[a, b] есть предел некоторой равномерно сходящейся последовательно-
сти ступенчатых функций.

Задавшись ступенчатой функцией h на [a, b], выберем какое-либо
разбиение Λ, удовлетворяющее указанному выше требованию, и обо-

значим через I(h) оператор
n∑

k=1

h(λk)P
λk−1
λk

. Очевидно, что это опреде-

ление не зависит от выбора Λ и что I : St[a, b]→B(H) –– линейный
оператор.

Предложение . Имеет место неравенство ‖I(h)‖6 ‖h‖∞.
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⊳ Из равенств () и () очевидным образом следует, что

I(h)∗I(h) =
n∑

k=1

|h(λk)|2P
λk−1

λk
.

Отсюда с учетом предложения . (i) мы получаем

0 6 I(h)∗ I(h)6
n∑

k=1

‖h‖2
∞P

λk−1

λk
= ‖h‖2

∞(Pb − Pa) = ‖h‖2
∞1,

а это в силу C∗ -тождества и предложения . (vii) приводит к неравен-
ству ‖I(h)‖2

6 ‖h‖2
∞. ⊲

Теорема . Пусть P–– (абстрактное) разложение единицы и [a, b]––
допустимый для него отрезок. Тогда для любой непрерывной функции

f ∈ C[a, b], существует интеграл Римана––Стильтьеса
b∫

a

f (λ) dP(λ)

(скалярной) функции f по (операторнозначной функции) P. При этом

(i)






b∫

a

f (λ) dP(λ)





6 ‖ f ‖∞;

(ii) интеграл
b∫

a

f (λ) dP(λ) перестановочен со всеми операторами Pλ

и, как следствие, со всеми Pλµ , λ<µ;

(iii) интеграл
b∫

a

f (λ) dP(λ) не зависит от выбора допустимого от-
резка [a, b];

(iv) отображение γ : C[a, b]→B(H), f 7→
b∫

a

f (λ) dP(λ), –– это непре-

рывное исчисление на отрезке [a, b] от оператора S :=

b∫

a

λ dP(λ).

⊳ Из предложения  и равенств () и () легко следует, что отобра-
жение I : St[a, b]→B(H), h 7→ I(h), –– это сжимающий оператор и од-
новременно унитальный гомоморфизм алгебр. Обозначим через A за-
мыкание множества St[a, b] в пространстве ограниченных функций
l∞([a, b]). По теореме .., оператор I продолжается до сжимающего
оператора из A вB(H), который мы обозначим тем же символом I .

Заметим, что A –– подалгебра в l∞([a, b]), а построенное продол-
жение I также является гомоморфизмом алгебр. В самом деле, если
f , g ∈ A и последовательности ступенчатых функций hn и h′

n
равномер-

но сходятся соответственно к f и g, то, разумеется, последовательность
hnh′

n
равномерно сходится к f g. Отсюда f g ∈ A, так что A –– подалгебра.

Далее, последовательность I(hnh′
n
) = I(hn)I(h

′
n
) сходится к I( f g) и в то

же время (в силу непрерывности умножения вB(H)) к I( f )I(g).
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Стало быть, I : A→B(H) –– унитальный гомоморфизм, а его ограни-
чение на C[a, b] –– непрерывное функциональное исчисление от опера-
тора T := I(t) (см. определение .).

Теперь мы покажем, что интеграл Римана––Стильтьеса от каждой
функции f ∈ C[a, b] существует и совпадает с I( f ). Зафиксируем ǫ > 0

и выберем δ > 0 так, что | f (t ′) − f (t ′′)| 6 ǫ, если |t ′ − t ′′| 6 δ. Пусть
Λ: a = λ0, …,λn = b –– такое разбиение отрезка [a, b], что d(Λ) 6 δ.
Возьмем ступенчатую функцию h, принимающую значение f (λk) на
каждом из полуинтервалов (λk−1,λk] (k = 1, …, n). Тогда, очевидно,
I(h) =ΣΛ( f ,P). С другой стороны, ‖h− f ‖∞ 6 ǫ. Поэтому

‖ΣΛ( f ,P)− I( f )‖= ‖I(h− f )‖6 ‖h− f ‖∞ 6 ǫ.

Ввиду произвольности выбора разбиения Λ, удовлетворяющего усло-

вию d(Λ) 6 δ, это и означает, что интеграл
b∫

a

f (λ) dP(λ) существует

и равен I( f ). С учетом сказанного выше, отсюда немедленно следу-
ют (iv) и (i).

Далее, очевидно, что для любого λ ∈ R и разбиения Λ операторы
ΣΛ( f ,P) и Pλ перестановочны. Отсюда очевидным образом следует
утверждение (ii).

Чтобы установить (iii), достаточно рассмотреть случай, когда один
допустимый отрезок, например, [c, d], содержится в другом отрезке
[a, b]. Рассмотрим такое разбиение Λ: a = λ0,λ1, …,λn = b большого
отрезка, что точки c и d находятся среди λk. Тогда точки разбиения Λ,
начиная с c и кончая d, дают некоторое разбиение, скажем, Λ ′, отрезка
[c, d].

Сравнивая соответствующие интегральные суммы, мы видим, что
ΣΛ отличается отΣΛ ′ несколькими слагаемыми вида f (λk)(0− 0) (в на-
чале) и вида f (λk)(1 − 1) (в конце). Поэтому обе суммы дают один
и тот же оператор. Остается взять последовательность разбиений Λm

с указанным свойством и диаметрами, стремящимися к нулю, и перей-
ти к пределу при m→∞. ⊲

Про оператор
b∫

a

f (λ) dP(λ) мы будем далее говорить, что он ассоци-

ирован с разложением единицы P. Довольно часто, желая подчеркнуть
его независимость от выбора допустимого отрезка, мы будем обозна-
чать его через

∫

R

f (λ) dP(λ). Отметим полезное

Предложение . Пусть для f ∈ C(R) и λ,µ ∈ R, λ < µ, выполнено

равенство f (t) = 0 при λ< t 6µ. Тогда
� ∫

R

f (λ) dP(λ)
�

Pλµ = 0.
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⊳ Мы вправе считать, что интегрирование ведется по допустимо-
му отрезку [a, b], содержащему внутри себя λ и µ. Возьмем такое раз-
биение Λ: a= λ0,λ1, …,λn = b, что λ и µ находятся среди точек этого
разбиения. Тогда для каждого k = 1, …, n выполнено по крайней мере
одно из двух условий: либо (λk−1,λk] ∩ (λ,µ] = ∅ и тогда Pλk−1

λk
Pλµ = 0

(см. равенство () выше), либо f (λk) = 0. Поэтому все слагаемые в сум-
ме ΣΛ( f ,P)Pλµ равны нулю. Остается взять последовательность разбие-
ний Λm с указанным свойством и диаметрами, стремящимися к нулю,
и перейти к пределу при m→∞. ⊲

Замечание. Вы, возможно, заметили, что свойство (iii) разложения
единицы до сих пор не использовалось; в частности, существование
интеграла из теоремы  обеспечено и без подобного свойства. Но сей-
час оно, наконец, вступает в действие.

Предложение . (Абстрактное) разложение единицы P является
разложением единицы относительно ассоциированного с ним операто-
ра S :=
∫

R

λ dP(λ).

⊳⊳ Пусть Hλ –– семейство подпространств, ассоциированное с опе-
ратором S, Qλ –– разложение единицы относительно S. Наша задача ––
установить, что Pλ=Qλ для всех λ∈R.

Лемма. Для любых λ,µ ∈ R, λ < µ, выполнены неравенства Pλ 6

6 Qλ 6 Pµ.
⊳ Снова мы вправе считать, что интегрирование ведется по допу-

стимому отрезку [a, b], содержащему внутри себя λ и µ.
Пусть функция f ∈ C(R) такова, что f (t) = 0 при t <λ. Тогда пред-

ложение , рассмотренное для полуинтервала (a,λ], дает равенство
f (S)Pa

λ = 0; стало быть, с учетом равенства Pλ = Pa
λ выполнено вклю-

чение Im(Pλ)⊆ Ker( f (S)). Отсюда в силу определения пространств Hλ
и операторов Qλ мы получаем Im(Pλ) ⊆ Hλ = Im(Qλ). На основании
предложения . это дает первое неравенство.

Теперь возьмем такую функцию f ∈ C(R), что 0 6 f 6 1, f (t) = 0

при t <λ и f (t) = 1 при t >µ. Тогда, разумеется, Hλ ⊆ Ker( f (S)). Далее,
предложение  для функции 1− f и полуинтервала (µ, b] дает равен-
ство (1 − Pµ)(1 − f (S)) = 0; отсюда следует, что если f (S)x = 0, то
(1− Pµ)x = 0. Тем самым

Ker( f (S))⊆ Ker(1− Pµ) = Im(Pµ),

и предложение . дает второе неравенство. ⊲
Конец доказательства предложения . Согласно лемме для фигури-

рующих в ее формулировке чисел λ и µ и любого x ∈ H выполнено
неравенство 〈Qλx , x〉6 〈Pµx , x〉. Вот теперь пора вспомнить, что семей-
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ство P, будучи разложением единицы, сильно-операторно непрерывно
справа. Отсюда, в частности,

〈Pλx , x〉= lim
µ→λ+0

〈Pµx , x〉,

и, стало быть, 〈Pλx , x〉> 〈Qλx , x〉 для всех x; иными словами, Pλ > Qλ.
Поскольку обратное неравенство также обеспечено леммой, остается
применить предложение . (iii). ⊲⊲

∗ ∗ ∗
Мы почти созрели для спектральной теоремы. Вот последние при-

готовления. Снова T –– фиксированный самосопряженный оператор,
Hλ –– ассоциированное с ним семейство подпространств, а P –– (теперь
уже не абстрактное) разложение единицы относительно T .

Предложение . Пусть функции f , g ∈ C(R) совпадают на полуин-
тервале (λ,µ]. Тогда

f (T )Pλµ = g(T )Pλµ .

⊳ Очевидно, достаточно рассмотреть случай g = 0. Представим f в
виде f1 − f2, f1, f2 ∈ C(R), где f1(t) = 0 при t < µ, а f2(t) = 0 при t >λ.
Тогда Hµ ⊂ Ker( f1(T )), откуда f1(T )Pµ = 0. Далее, для любой такой
функции h∈ C(R), что h(t) = 0 при t < λ, выполнено равенство hf2 =

= 0; отсюда h(T ) f2(T ) = 0 и Im ( f2(T ))⊆ Ker(h(T )). В силу произволь-
ности функции h это означает, что Im ( f2(T )) ⊆ Hλ; следовательно,
Im(1 − Pλ) = H⊥λ ⊆ Ker( f2(T )), и f2(T )(1 − Pλ) = 0. Поэтому с учетом
перестановочности фигурирующих ниже проекторов

f (T )Pλµ = ( f1(T )− f2(T ))(Pµ(1− Pλ)) = 0.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Предложение . Пусть функции f1, f2 ∈ C(R) принимают дейст-

вительные значения и f1 6 f2 на полуинтервале (λ,µ]. Тогда

f1(T )P
λ
µ 6 f2(T )P

λ
µ .

⊳ Возьмем (очевидно, существующие) функции g1, g2 ∈ C(R), рав-
ные соответственно f1 и f2 на (λ,µ] и такие, что g1 6 g2 на всей пря-
мой. Тогда g1(T )6 g2(T ) (предложение . (i)), и поэтому на основа-
нии предложения . (v) выполняется неравенство g1(T )P

λ
µ 6 g2(T )P

λ
µ .

Остается заметить, что предложение  влечет равенства fk(T )P
λ
µ =

= gk(T )P
λ
µ , k= 1, 2. ⊲

Наконец мы можем сформулировать главную теорему этого пара-
графа. Внимание!
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Теорема  (спектральная теорема в терминах операторзначно-
го интеграла Римана––Стильтьеса). Пусть T –– самосопряженный опе-
ратор в гильбертовом пространстве H. Тогда

(i) существует, и притом единственное, такое разложение едини-
цы P, что

T =

∫

R

λ dP(λ),

и таковым является разложение единицы относительно оператора T ;
(ii) для любой функции f ∈ C(R) выполнено равенство

f (T ) =

∫

R

f (λ) dP(λ).

⊳ Начнем с утверждения (i). Возьмем такой отрезок [a, b], что a<
<minσ(T ) и b > maxσ(T ). Зафиксируем n и рассмотрим разбиение
Λn : a = λ0,λ1, …,λn = b этого отрезка на n равных частей. Очевидно,
для любого k и любого t ∈ [λk−1,λk] выполнено условие 0 6 λk − t 6

6
b− a

n
. Поэтому из предложения  следует, что

0 6 (λk1− T )P
λk−1

λk
6

b− a
n

P
λk−1

λk
.

Суммируя по k и пользуясь предложением . (i), мы видим, что

0 6ΣΛn
(t,P)− T 6

b− a
n

1,

и на основании предложения . (vii) можно заключить, что

‖ΣΛn
(t,P)− T‖6

b− a
n

.

При n→∞ получаем T =

b∫

a

λ dP(λ), как и требовалось. Отсюда с уче-

том предложения , следует утверждение о единственности, содержа-
щееся в (i). Тем самым утверждение (i) доказано. Утверждение (ii) сле-
дует из (i) и теоремы  (iv). ⊲

Вот одно из непосредственных следствий спектральной теоремы.
Следствие . Всякий самосопряженный оператор аппроксимирует-

ся линейными комбинациями проекторов с действительными коэффи-
циентами.

Объединяя этот факт с наличием у произвольного оператора его
«алгебраической формы» (см. равенство () в § ), мы получаем, что
всякий ограниченный оператор аппроксимируется линейными комби-
нациями проекторов; иными словами, B(H) = (span(P (H)))−. В этом
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заключается смысл давно сделанного нами заявления о том, что орто-
проектор –– это «гораздо больше, чем просто пример оператора».

Упражнение . В условиях спектральной теоремы для любых f ∈
∈ C[a, b] и x , y ∈H выполнены равенства

f (T )x =

b∫

a

f (λ) dPλx и 〈 f (T )x , y〉=
b∫

a

f (λ) d〈Pλx , y〉.

Чуть сместив акценты и учтя предложение , можно перефрази-
ровать утверждение (i) спектральной теоремы следующим образом.
Семейство Hλ, λ ∈ R, подпространств в H, обладающих свойствами
ограниченности, возрастания и непрерывности справа (т. е. свойства-
ми (i)––(iii) из предложения ), мы будем называть правильным.

Теорема . Отображение, сопоставляющее каждому самосопря-
женному оператору его ассоциированное семейство подпространств,
есть биекция между множеством всех самосопряженных операторов
в H и множеством всевозможных правильных семейств подпрост-
ранств в H. При этом обратная биекция сопоставляет семейству Hλ
оператор T :=

∫

R

λ dP(λ) –– интеграл Римана––Стильтьеса функции

t : λ 7→ λ по операторнозначной функции P, переводящей каждое зна-
чение λ в проектор на Hλ. Наконец, два самосопряженных оператора
унитарно эквивалентны тогда и только тогда, когда ассоциированные
с ними семейства подпространств унитарно эквивалентны. ⊳⊲

Обсудим последнее утверждение этой теоремы. Исходя из него, мы
можем предложить некоторую полную систему инвариантов унитар-
ной эквивалентности самосопряженных операторов: это множество
классов унитарной эквивалентности правильных семейств подпро-
странств в H. (Те, кто сделал упражнение ., знают, что она по совме-
стительству служит и полной системой инвариантов топологической
эквивалентности (= подобия) тех же самых операторов.)

Другое дело, что само понятие «класс унитарной эквивалентности
правильных семейств подпространств в H», хотя и геометрически на-
гляднее понятия «класс унитарной эквивалентности самосопряженных
операторов», все же далеко не столь прозрачно, чтобы говорить об
удовлетворительном решении проблемы классификации самосопря-
женных операторов (ср. общие разговоры на подобную тему в § .).

Более понятная и «осязаемая» полная система инвариантов унитар-
ной эквивалентности самосопряженных операторов, к тому же форму-
лируемая во внешних по отношению к теории операторов терминах
(а именно, в терминах теории меры) будет предложена в § .



 ГЛ. . СОПРЯЖЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ И СПЕКТРА ЛЬНАЯ ТЕОРЕМА

Расскажем теперь, ориентируясь на подготовленного читателя, об одном
применении спектральной теоремы. Вспомним о банаховых алгебрах. Встре-
чаясь с подобной алгеброй, мы, как правило, задаем ей следующий типовой
вопрос: каковы ваши замкнутые идеалы? Как показала история, подобный во-
прос оказался весьма плодотворным для развития смежных областей анализа,
способствуя возникновению в них интересных внутренних проблем (см., на-
пример, «проблему спектрального синтеза» в гармоническом анализе [] или
«проблему короны» в комплексном анализе []). Большинство подобных во-
просов выходят за рамки стандартного курса лекций по функциональному ана-
лизу. Но вот перед намиB(H) –– главная банахова алгебра любого учебника по
нашей науке. Что она нам скажет?

Упражнение 4∗ (теорема Калкина). Пусть H –– сепарабельное гильберто-
во пространство. Тогда K (H) –– это единственный замкнутый по операторной
норме двусторонний идеал в B(H), отличный от 0 и (если H бесконечномер-
но) всей алгебры B(H).

Указание. Пусть I –– такой идеал. Взяв любой оператор T ∈ I , T 6= 0, и умно-
жая его на одномерные операторы, мы видим, что любой одномерный опера-
тор, а значит, любой компактный оператор лежит в I .

Если оператор T не компактен, то таков же и S := T ∗T (почему?). Пусть
Pλ –– разложение единицы для S. Из спектральной теоремы для S следует,
что по крайней мере один из операторов Pµ

λ, λ < µ, не компактен. Поскольку

SPµ
λ

> λPµ
λ (это следует из предложения ), сужение S на Im(Pµ

λ) –– обратимый
оператор. Умножая S на оператор, «обратный к S на Im (Pµ

λ)» и равный 0 на

Im(Pµ
λ)⊥, мы получаем, что Pµ

λ ∈ I .
Так как dim Im (Pµ

λ) =∞, найдутся такой изометрический оператор U и та-
кой коизометрический оператор V , что V Pµ

λU = 1. Отсюда 1∈ I и I =B(H).

§ . Борелево исчисление и спектральная теорема в облике
операторнозначного интеграла Лебега

Конечная цель этого параграфа –– предъявить несколько иной, хо-
тя и сходный с уже полученным аналитический облик спектральной
теоремы, на этот раз в виде операторной версии интеграла Лебега
(а не Римана––Стильтьеса). Соответствующее интегрирование будет
вестись по так называемой спектральной мере, которая представляет
собой геометрически менее наглядный объект, чем разложение едини-
цы из теоремы .. Да и само доказательство, быстрое и красивое, все
же не кажется столь естественным движением к намеченной цели, как
рассуждения, приведшие к последней теореме. Оно скорее выглядит
как двойной фокус, когда иллюзионист вытаскивает из своего цилин-
дра (вместо пресловутого кролика) сперва комплексную меру, а затем
сопряженно-билинейный функционал. Впрочем, это наше субъектив-
ное впечатление, с которым вы, возможно, и не согласитесь. Зато и
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достигнутый результат окажется мощнее теоремы из § . Одновремен-
но с интегральным представлением заданного оператора мы получим
сходное представление целого класса функций «от операторного аргу-
мента», который значительно шире, чем класс непрерывных функций.

Зафиксируем отрезок [a, b] действительной прямой. Напомним,
что комплекснозначная функция на этом отрезке (более общие области
определения нам не понадобятся) называется борелевой, если прообраз
каждого открытого множества в C является борелевым множеством.
Множество ограниченных борелевых функций на [a, b] обозначим че-
рез B[a, b]. Сразу отметим, за что математический народ уважает эти
функции: их можно интегрировать по любой (обычной = неотрица-
тельной) мере, а стало быть, и по любой комплексной мере.

Ясно, что B[a, b] –– это банахова инволютивная алгебра и, более
того, C∗-алгебра относительно поточечных алгебраических операций,
перехода к комплексно-сопряженной функции в качестве инволюции
и равномерной нормы. Столь же очевидно, что B[a, b] содержит C[a, b]

в качестве замкнутой по норме ∗-подалгебры.

Замечание. Разумеется, B[a, b] попадает под действие первой теоремы
Гельфанда––Наймарка и, стало быть, является «в скрытом виде» алгеброй C(Ω)

на некотором (на самом деле весьма сложно устроенном) компакте Ω. Но нам
этот факт не понадобится. (О том, как можно прийти к спектральной теореме
с помощью соображений подобного рода, см., например, [].)

Но вот что сейчас важно: алгебра B[a, b] обладает еще одной струк-
турой –– на этот раз полинормированного пространства. А именно, для
каждой комплексной меры µ на [a, b] рассмотрим преднорму ‖ · ‖µ

на B[a, b], заданную равенством ‖ f ‖µ :=

����
b∫

a

f (t) dµ(t)

����. Систему пред-

норм {‖ · ‖µ : µ ∈ M[a, b]}, равно как и порожденную этой системой
топологию, мы будем называть слабо-мерной и обозначать через wm.

Предложение . Подпространство C[a, b] плотно в полинормиро-
ванном пространстве (B[a, b], wm) (по контрасту с нормированным
пространством (B[a, b],‖ · ‖∞)).
⊳ Рассмотрим отображение i : (B[a, b], wm)→ (M[a, b]∗, w∗), сопос-

тавляющее каждой функции f функционал ϕ f : µ 7→
b∫

a

f (t) dµ(t). Оче-

видно, это инъективный оператор, позволяющий отождествить про-
странство B[a, b], а с ним и C[a, b], с подпространством в M[a, b]∗.
Далее, в силу теоремы Рисса последнее пространство, в свою очередь,
может быть отождествлено со вторым сопряженным C[a, b]∗∗. Ясно,
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что при указанном отождествлении ограничение отображения i на
C[a, b] превращается в каноническое вложение C[a, b] в C[a, b]∗∗.

Таким образом, мы получаем цепочку вложений C[a, b]⊆ B[a, b]⊆
⊆ C[a, b]∗∗. Но, как частный случай предложения .., пространство
C[a, b] плотно в (C[a, b]∗∗, w∗). Отсюда C[a, b] плотно в B[a, b] с то-
пологией, унаследованной из (C[a, b]∗∗, w∗) = (M[a, b]∗, w∗). Остается
заметить, что эта топология на B[a, b] совпадает со слабо-мерной. ⊲

Теперь, как и в предыдущих параграфах, зафиксируем самосопря-
женный оператор T в гильбертовом пространстве H. Напомним о том,
что в B(H), кроме нормовой топологии, есть еще несколько тополо-
гий, задаваемых различными системами преднорм. Сейчас нам пона-
добится слабо-операторная топология wo (см. § .).

В следующих определении и теореме мы (как и в § ) обозначаем
спектр оператора T через σ, а сужение независимой переменной ––
через t.

Определение . Борелевым функциональным исчислением или про-
сто борелевым исчислением от T на [a, b] называется унитальный го-
моморфизм γb : B[a, b] → B(H), непрерывный как оператор между
полинормированными пространствами (B[a, b], wm) и (B(H), wo) и
такой, что γb(t) = T .

Выделим, для удобства дальнейших ссылок, оба обещанных выше
фокуса. Напомним, что при σ⊆ [a, b] существует непрерывное исчис-
ление от T на [a, b] и, стало быть, для любой функции f ∈ C[a, b] в на-
шем распоряжении есть «функция операторного аргумента» f (T ).

Предложение . Пусть отрезок [a, b] содержитσ. Тогда для любых
x , y ∈ H существует такая единственная комплексная мера µx ,y , что

b∫

a

f (t) dµx ,y(t) = 〈 f (T )x , y〉 ()

для любой функции f ∈ C[a, b]. При этом ‖µx ,y‖ := var(µx ,y)6 ‖x‖‖y‖.
⊳ Положим ϕx ,y : C[a, b]→C, f 7→ 〈 f (T )x , y〉. Из свойств непрерыв-

ного исчисления очевидным образом следует, что это ограниченный
функционал на C[a, b] и ‖ϕx ,y‖ 6 ‖x‖‖y‖. Воспользовавшись теоре-
мой .. (Рисса), мы немедленно получаем единственную комплекс-
ную меру с требуемыми свойствами. ⊲

А теперь зафиксируем произвольную функцию f уже из B[a, b]. Ее,
как мы уже отмечали, можно интегрировать по любой из мер µx ,y ,
x , y ∈ H.
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Предложение . Пусть отрезок [a, b] содержит σ. Тогда сущест-
вует такой единственный оператор S f в H, что

〈S f x , y〉=
b∫

a

f (t) dµx ,y (t)

для любых x , y ∈ H. При этом ‖S f ‖6 ‖ f ‖∞. Если вдобавок f ∈ C[a, b],
то S f = f (T ).
⊳ Положим S f : H ×H→C, (x , y) 7→

b∫

a

f (t) dµx ,y (t). Поскольку отоб-

ражение (x , y) 7→ µx ,y , как легко видеть, линейно по первому и сопря-
женно-линейно по второму аргументу, S f –– сопряженно-билинейный
функционал на H. При этом из оценки
�����

b∫

a

f (t) dµx ,y (t)

�����6 ‖ f ‖∞‖µx ,y‖6 ‖ f ‖∞‖x‖‖y‖

следует, что ‖S f ‖6 ‖ f ‖∞. Но сказать «ограниченный сопряженно-би-
линейный функционал» –– это все равно, что сказать «ограниченный
оператор»: согласно теореме .., существует единственный действу-
ющий в H оператор S f , такой, что 〈S f x , y〉=S f (x , y) для каждой пары
x , y ∈ H; кроме того, ‖S f ‖= ‖S f ‖.

Оставшееся утверждение очевидным образом следует из предложе-
ния . ⊲

С этого момента мы вправе употреблять обозначение f (T ) вместо
S f для любой функции f ∈ B[a, b]. Таким образом, этот оператор кор-
ректно определен равенством

〈 f (T )x , y〉=
b∫

a

f (t) dµx ,y (t) ()

для любых x , y ∈H.
Теорема  (о борелевом функциональном исчислении). Спра-

ведливы следующие утверждения:
(i) существует не более одного борелева исчисления от T на [a, b];
(ii) борелево исчисление от T на отрезке [a, b] существует тогда

и только тогда, когда отрезок [a, b] содержит σ;
если эквивалентные условия из п. (ii) выполнены, то:
(iii) отображение γb продолжает непрерывное исчисление от T

на [a, b];
(iv) γb –– инволютивный гомоморфизм ∗-алгебр;
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(v) γb –– сжимающий (относительно норм в B[a, b] и B(H)) опе-
ратор;

(vi) ядро функционала γb содержит все функции, равные нулю на σ.
⊳ Рассмотрим подмножество P в C[a, b], состоящее из сужений

многочленов. Далее, топология полинормированного пространства
(C[a, b], wm) грубее нормовой топологии. Поэтому с учетом предложе-
ния .. из плотности множества P в нормированном пространстве
(C[a, b],‖ · ‖∞) и предложения  следует, что P плотно в (B[a, b], wm).
Следовательно, гипотетическое борелево исчисление γb, будучи не-
прерывным отображением (B[a, b], wm) в хаусдорфово пространство
(B(H), wo), однозначно определено своими значениями на P , а зна-
чит, будучи гомоморфизмом, своим значением от t. Этим установлено
утверждение (i).

Далее (как и при рассмотрении непрерывного исчисления), из го-
моморфности отображения γb и того, что σ(t) = [a, b], следует часть⇒
в утверждении (ii).

Теперь перед нами задача –– считая, что σ ⊆ [a, b], построить тре-
буемое исчисление. Мы покажем, что таковым окажется отображе-
ние γb : B[a, b]→B(H), f 7→ f (T ), где f (T ) –– оператор, определенный
с помощью равенства ().

Прежде всего заметим, что последнее утверждение предложения 
означает в точности, что отображение γb продолжает непрерывное
исчисление от T на [a, b] (ср. (iii)). В частности, оно переводит еди-
ницу из B[a, b] в единицу изB(H), а t –– в T . Далее, из того, что левая
часть равенства () линейно зависит от стоящего перед x оператора,
а правая часть линейно зависит от f , очевидным образом следует, что
f (T ) линейно зависит от f . Иными словами, γb –– линейный опера-
тор. Из полученной в предложении  оценки для нормы ‖S f ‖ (она же
и ‖ f (T )‖) следует, что γb –– сжимающий оператор между соответству-
ющими нормированными пространствами (ср. (v)).

Задав преднорму ‖ · ‖x ,y из слабо-операторной системы преднорм
вB(H), рассмотрим преднорму ‖ · ‖µx ,y

из слабо-мерной системы пред-

норм в B[a, b]. Тогда для любой f ∈ B[a, b] выполнено равенство

‖ f (T )‖x ,y = |〈 f (T )x , y〉|=

�����

b∫

a

f (t) dµx ,y (t)

�����= ‖ f ‖µx ,y
.

Отсюда на основании теоремы .. следует, что γb –– непрерывный
оператор между соответствующими полинормированными простран-
ствами.



§ . СПЕКТРА ЛЬНАЯ ТЕОРЕМА В ОБЛИКЕ ИНТЕГРА ЛА ЛЕБЕГА 

Мы переходим к доказательству того, что γb –– гомоморфизм. Здесь
придется поработать.

Возьмем функции f , g ∈ B[a, b], x , y ∈ H и для каждого борелева
множества Y ⊆ [a, b] положим νg,x ,y (Y ) :=

∫

Y

g(t) dµx ,y (t). Очевидно,

νg,x ,y –– это комплексная мера на нашем отрезке; точно так же возни-
кает комплексная мера ν f ,x ,y .

Функции f и g равномерно аппроксимируются линейными комби-
нациями характеристических функций борелевых множеств, к тому же
f g = g f ; отсюда

b∫

a

f (t) dνg,x ,y (t) =

b∫

a

f (t)g(t) dµx ,y (t) =

b∫

a

g(t) dν f ,x ,y (t).

Поэтому, подставляя в равенство () функцию f g на место f , мы полу-
чаем равенства

b∫

a

f (t) dνg,x ,y (t) = 〈( f g)(T )x , y〉=
b∫

a

g(t) dν f ,x ,y (t), ()

а используя соотношение 〈 f (T )g(T )x , y〉= 〈g(T )x , f (T )∗ y〉 и подстав-
ляя в то же равенство () надлежащие функции и векторы, мы получа-
ем, что

b∫

a

f (t) dµg(T )x ,y (t) = 〈 f (T )g(T )x , y〉=
b∫

a

g(t) dµx , f (T )∗ y(t). ()

В силу уже известной гомоморфности непрерывного исчисления при
f , g ∈ C[a, b] числа, стоящие в середине равенств () и (), совпадают.
Поэтому, взглянув на левые части этих равенств, мы видим, что меры
νg,x ,y и µg(T )x ,y задают один и тот же функционал на C[a, b]. Следова-
тельно, и эти меры совпадают.

Но отсюда, в свою очередь, вытекает, что интегралы в левых ча-
стях наших равенств равны и для любой функции f ∈ B[a, b]. Обратясь
к правым частям тех же равенств, мы видим, что стоящие там инте-
гралы равны при всех f ∈ B[a, b] и g ∈ C[a, b]. Стало быть, меры ν f ,x ,y

и µx , f (T )∗ y –– теперь уже для любой функции f ∈ B[a, b] –– задают один
и тот же функционал на C[a, b] и поэтому совпадают.

А раз так, то интегралы в правых частях равенств () и () равны
уже для произвольных функций f , g ∈ B[a, b]. Следовательно, для тех
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же f и g равны и скалярные произведения в середине этих равенств.
В силу произвольности векторов x и y это означает, что ( f g)(T ) =

= f (T )g(T ) и, стало быть, γb –– гомоморфизм. Таким образом, с уче-
том его свойств, уже установленных ранее, γb –– борелево исчисление,
обладающее к тому же свойствами (iii) и (v).

Далее, подставим в равенство () вместо функции f ее комплексно-
сопряженную функцию. Тогда

〈 f (T )x , y〉=
b∫

a

f (t) dµx ,y (t) =

b∫

a

f (t) d µx ,y (t), ()

где через µx ,y обозначена мера, являющаяся, как функция множеств,
комплексно-сопряженной к µx ,y . В то же время, меняя в () местами
векторы x и y, мы видим, что

〈 f (T )∗x , y〉= 〈x , f (T )y〉= 〈 f (T )y, x〉=
b∫

a

f (t) dµy,x (t). ()

Но при f ∈ C[a, b] в силу уже известной инволютивности непрерыв-
ного исчисления левые части равенств () и () совпадают. Отсюда,
переходя к правым частям, мы видим, что меры µx ,y и µy,x задают
«по рецепту Рисса» один и тот же функционал на C[a, b]. Следователь-
но, µx ,y =µy,x .

Но тогда правые части обоих равенств совпадают уже для всех
функций f ∈ B[a, b], и, стало быть, для тех же функций f равны и ле-
вые части. В силу произвольности векторов x , y ∈ H и вида инволю-
ции в B[a, b] это означает, что f ∗(T ) = f (T ) = f (T )∗. Этим установлено
утверждение (iv).

Осталось проверить утверждение о ядре отображения γb. С этой це-
лью зафиксируем (временно) любой отрезок [c, d], лежащий внутри
множества U := [a, b] \ σ, и произвольно возьмем x , y ∈ H. Рассмот-
рим для каждого n ∈N функцию на R, равную единице на [c, d], нулю

вне
�

c − 1
n

, d +
1
n

�
и линейную на

h
c − 1

n
, c
i

и
h

d, d +
1
n

i
. Пусть hn ––

ограничение этой функции на [a, b]. Очевидно, hn ∈ C[a, b], и hn|σ = 0
для достаточно больших n. Поэтому в силу теоремы . (iii) и равен-

ства () для тех же n выполнено равенство
b∫

a

hn(t) dµx ,y = 0. Но, как

легко видеть, последовательность hn поточечно сходится к χ[c,d] (здесь
и ниже χ –– символ характеристической функции). Отсюда в силу тео-
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ремы Лебега о предельном переходе под знаком его интеграла

µx ,y[c, d] =

b∫

a

χ[c,d](t) dµx ,y = lim
n→∞

b∫

a

hn(t) dµx ,y = 0.

Итак, комплексная мера µx ,y равна нулю на любом отрезке внут-
ри U, а значит, будучи счетно-аддитивной, и на самом U. Поэтому

b∫

a

χU (t) dµx ,y =µx ,y(U) = 0

для любых x , y ∈ H, что в объединении с равенством () дает соотно-
шение χU(T ) = 0. Отсюда если функция f ∈ B [a, b] такова, что f |σ = 0,
то в силу уже доказанной гомоморфности оператора γb, выполняются
равенства f (T ) = ( f χU)(T ) = f (T )χU (T ) = 0. Дальнейшее очевидно. ⊲

Замечание (для отличников). Доказательство гомоморфности отображе-
ния γb было бы куда короче, если бы мы знали, что умножение в алгебрах
(C[a, b], wm) и (B(H), wo) непрерывно «по совокупности переменных» (ср. на-
чало доказательства теоремы .). Но это, увы, не так (проверьте!).

Борелевы исчисления на различных отрезках согласованы.
Предложение . Пусть σ ⊆ [c, d] ⊆ [a, b] и τ : B[a, b]→ B[c, d] ––

отображение ограничения f 7→ f |[c,d]. Тогда для любой функции f ∈
∈ B[a, b] выполнено равенство f (T ) = (τ f )(T ).
⊳ Возьмем произвольную меру µ ∈ M[c, d] и для любого борелева

множества Y на [a, b] положим ν(Y ) := µ(Y ∩ [c, d]). Тогда, очевид-
но, ν ∈M[a, b], и для любой функции f ∈ B[a, b] выполнено равенство
‖τ f ‖µ= ‖ f ‖ν . Это значит, что оператор τ : (B[a, b], wm)→ (B[c, d], wm)

непрерывен.
Пусть теперь γ′ –– борелево исчисление от T на [c, d]. Тогда опе-

ратор γ := γ′τ : (B[a, b], wm)→ (B(H), wo), будучи композицией двух
непрерывных операторов, непрерывен сам. Очевидно, он обладает
и остальными свойствами борелева исчисления от T на [a, b]. Но тогда
в силу единственности последнего f (T ) := γ( f ) = γ′τ( f )=:(τ f )(T ). ⊲

С этого момента мы вправе для каждой борелевой функции f , за-
данной на любом подмножестве прямой, содержащем отрезок [a, b]⊇
⊇ σ, обозначать через f (T ) оператор f |[a,b](T ). Мы видим, что этот
оператор не зависит от конкретного выбора отрезка [a, b].

Замечание. Говоря о борелевом исчислении от оператора, мы огра-
ничились рассмотрением функций, заданных на отрезках. Но мы мог-
ли бы с тем же успехом взять вместо отрезка любой компакт ∆, со-
держащий σ, в том числе сам σ. Читатель может без особого труда
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дать соответствующий аналог определения  и получить соответствую-
щую версию теоремы ; при этом, как легко догадаться, оператор f (T )

зависит только от ограничения функции f на σ. Для наших нужд, од-
нако, вполне хватит отрезков.

Если речь идет о сходящихся последовательностях в (B[a, b], wm),
то о поведении соответствующих «функций от T» можно сказать боль-
ше, чем это непосредственно следует из определения .

Упражнение 1∗. (i) Последовательность fn сходится к f относитель-
но слабо-мерной топологии в B[a, b] тогда и только тогда, когда она
сходится поточечно и равномерно ограничена;

(ii) в этом случае последовательность операторов fn(T ) сходится к
f (T ) в сильно- (а не только слабо- ) операторной топологии простран-
стваB(H).

Указание. (i) Доказывая импликацию ⇒, надо рассмотреть есте-
ственно возникающую последовательность функционалов на M[a, b]

и применить теорему Банаха––Штейнгауза. Импликация⇐ следует из
теоремы Лебега.

(ii) Надо установить равенство

‖ f (T )x − fn(T )x‖2 =

b∫

a

| f − fn|2 dµx ,x (t)

и применить ту же теорему Лебега.
Замечание. Теорема о борелевом исчислении допускает содержа-

тельное обобщение с самосопряженных операторов на нормальные.
От нормальных операторов также можно брать борелевы функции, оп-
ределенные на компактных подмножествах, содержащих спектр опе-
ратора, –– только теперь эти множества уже, вообще говоря, не могут
лежать в R, а лежат в C. Подробности см., например, [].

Теперь, в качестве поучительных иллюстраций, обратимся к тем же
«дежурным» конкретным операторам, что и в предыдущих параграфах.
Впоследствии мы научимся находить борелевы функции от этих опера-
торов легко и быстро, с помощью сильных средств, которые предоста-
вит еще одна версия спектральной теоремы (ср. далее упражнение ).
Однако целесообразно сделать это уже сейчас, пусть и более медлен-
ным способом. Особо выделим важный для дальнейшего

Пример . (Ср. пример ..) Пусть T –– оператор умножения на t

в H := L2([a, b],µ). Тогда f (T ), где f ∈ B[a, b], –– это оператор T f умно-
жения на f . Чтобы в этом убедиться, нам достаточно показать, что
отображение f 7→ f (T ) обладает свойствами борелева исчисления.
Нуждается в проверке лишь непрерывность относительно надлежащих
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систем преднорм. Очевидно, для любых x , y ∈ H выполнено равенство

〈 f (T )x , y〉=
b∫

a

f (t)x(t) y(t) dµ(t) =

b∫

a

f (t) dν(t),

где комплексная мера ν определена на борелевых множествах Y ра-

венством ν(Y ) :=
∫

Y

x(t) y(t) dµ. Отсюда ‖ f ‖ν = ‖ f (T )‖µ, и требуемая

непрерывность обеспечена.
Упражнение . Правило, по которому действуют операторы f (T )

в примере . и упражнениях .––., также не меняется при замене
непрерывной функции f на борелеву.

Замечание. Из этих примеров, в частности, видно, что борелево ис-
числение отличается от непрерывного вот в каком отношении: мы уже
не утверждаем, что его ядро в точности состоит из функций, равных
нулю на σ. Возьмем, скажем, оператор умножения на независимую пе-
ременную в L2[a, b]. Для такого оператора T , как мы знаем, σ=[a, b]

(упражнение ..). В то же время, как легко проверить, f (T ) = 0 для
любой функции f ∈ B[a, b], почти всюду равной нулю на [a, b] относи-
тельно стандартной меры Лебега.

Напомним предложение .; оно допускает следующее усиление.
Предложение . Предложение 4.3 справедливо с заменой C[a, b] на

B[a, b] (т. е. непрерывных функций на борелевы).
⊳ Отображение γ′

b
: B[a, b]→B(K), f 7→ I f (T )I−1, обладает свой-

ствами борелева исчисления. (Непрерывность относительно надле-
жащих систем преднорм следует из предложения ...) Дальнейшее
очевидно. ⊲

∗ ∗ ∗
Теперь посмотрим, какие новые возможности открываются перед

нами после значительного расширения класса функций, которые мож-
но «брать от T». Весьма важным оказывается тот факт, что в нашем
распоряжении появляется довольно обширное семейство проекторов,
намного большее, чем разложение единицы из § . В рамках излагае-
мой ниже теории операторнозначного интеграла Лебега это семейство
несет приблизительно ту же смысловую нагрузку, что семейство харак-
теристических функций измеримых множеств в классической теории
интеграла Лебега.

Начнем c аксиоматизации тех свойств этого семейства, которые
позволяют успешно с ним работать. Напомним, что через  мы обо-
значаем совокупность всех борелевых множеств на действительной
прямой, а через P (H) –– совокупность всех (орто)проекторов в H.



 ГЛ. . СОПРЯЖЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ И СПЕКТРА ЛЬНАЯ ТЕОРЕМА

Определение . Отображение P• : →P (H) будем называть аб-
страктной спектральной мерой или просто спектральной мерой, если

(i) P•(∅) = 0 и P•([a, b]) = 1 для некоторого отрезка [a, b];

(ii) если Y = Y1 ⊔ Y2, то P•(Y ) = P•(Y1) + P•(Y2) (конечная аддитив-
ность);

(iii) если Y = Y1 ∩ Y2, то P•(Y ) = P•(Y1)P•(Y2);

(iv) если Y =
∞∐

n=1

Yn, то для каждых x , y ∈H выполнено равенство

〈P•(Y )x , y〉=
∞∑

n=1

〈P•(Yn)x , y〉

(слабо-операторная счетная аддитивность).
(Разумеется, свойство (iv) означает в точности, что для любых x , y ∈

∈ H функция множеств Y 7→ 〈P•(Y )x , y〉 является комплексной мерой.)
Упражнение . На самом деле свойства (ii) и (iii), а также равен-

ство P•(∅) = 0 следуют из одной лишь конечной аддитивности мер Y 7→
7→ 〈P•(Y )x , y〉, указанных в (iv).

Указание. Поясним, почему свойство (iii) следует из (ii). Если для
ортопроекторов Q1 и Q2 выполнено равенство ‖Q1 +Q2‖= 1, то Q1Q2=

=Q2Q1 = 0. Поэтому

(P•(Y ) + P•(Y1 \ Y ))(P•(Y ) + P•(Y2 \ Y )) = P•(Y )
2.

Предложение  (о сильно-операторной счетной аддитивности

спектральной меры). Если Y =
∞∐

n=1

Yn, то для каждого x ∈H выполнено
∞∑

n=1

P•(Yn)x = P•(Y )x .

⊳ Элементарные выкладки, использующие свойства спектральной
меры, дают равенство




P•(Y )x −

n∑

k=1

P•(Yk)x






2

= 〈P•(Y )x , x〉 −
n∑

k=1

〈P•(Yk)x , x〉.

Поэтому желаемая сильно-операторная счетная аддитивность следует
из слабо-операторной. ⊲

Теперь, вспомнив о нашем операторе T , произвольно выберем от-
резок [a, b], содержащий σ, рассмотрим борелево исчисление от T на
этом отрезке и для каждого Y ∈  положим PT (Y ) := χ ′

Y
(T ), где χ ′

Y
––

характеристическая функция множества Y ∩ [a, b]. В силу предложе-
ния  значение PT (Y ) не зависит от конкретного выбора отрезка [a, b].

Предложение . Отображение PT : →P (H), Y 7→ PT (Y ), –– это
спектральная мера.
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⊳ Требует внимания лишь свойство (iv); все остальное немедленно
следует из алгебраических свойств борелева исчисления.

Пусть Y =
∞∐

n=1

Yn. Возьмем [a, b] ⊇ σ. Заменяя, если потребуется,

заданные множества на их пересечения с [a, b], мы можем, не теряя
общности, считать, что все они лежат в этом отрезке.

Зафиксируем x , y ∈ H и рассмотрим (счетно-аддитивную!) ком-
плексную меру µx ,y , доставляемую предложением . Тогда в силу опре-
деления борелевых функций от T (см. равенство ()) выполнено ра-
венство 〈PT (Y )x , y〉=µx ,y(Y ) и такое же равенство с заменой Y на Yn,
n= 1, 2, … Дальнейшее очевидно. ⊲

Определение . Введенное отображение PT : →P (H) называ-
ется спектральной мерой, ассоциированной с оператором T , или просто
спектральной мерой оператора T .

Читатель, наверное, догадывается, что спектральная мера операто-
ра T согласована с разложением единицы P: λ 7→ Pλ этого оператора,
обсуждавшимся в предыдущем параграфе. Так и есть: первая оператор-
нозначная функция по сути дела является продолжением второй.

Предложение . Для произвольного λ ∈ R выполнено равенство
Pλ = PT (−∞,λ].
⊳ Пусть [a, b]⊇σ(T ); тогда PT (−∞,λ] = PT[a,λ] = 1− PT (λ, b]. На-

ша задача –– показать, что Hλ = Im(Pλ) совпадает с Ker(PT (λ, b]), иначе
говоря, проверить, что для любого x ∈ H χ(λ,b](T )x = 0 тогда и только
тогда, когда f (T )x = 0 для всех таких функций f ∈ C[a, b], что f (t) = 0

при t 6λ.
Пусть χ(λ,b](T )x = 0. Очевидно, что для указанных функций f вы-

полнено равенство f = f χ(λ,b]. Поэтому, с учетом гомоморфности бо-
релева исчисления, f (T )x = f (T )χ(λ,b](T )x = 0.

Обратно, пусть f (T )x = 0 для всех функций f ∈ C[a, b], равных ну-
лю на отрезке [a,λ]. Для каждого n = 1, 2, … рассмотрим функцию

fn ∈ C[a, b], равную нулю при t 6 λ, единице при t > λ +
1
n

и линей-

ную на
h
λ,λ+

1
n

i
. Из классической теоремы Лебега очевидным обра-

зом следует, что последовательность fn сходится к χ(λ,b] относительно
слабо-мерной топологии в B[a, b]. Но тогда в силу определения боре-
лева исчисления последовательность 〈 fn(T )x , x〉 сходится к

〈χ(λ,b](T )x , x〉= 〈PT (λ, b]x , x〉= ‖PT (λ, b]x‖2.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Читатель, сделавший упражнение , легко найдет спектральные

меры следующих классических операторов.
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Упражнение . (i) Если T –– проектор, то

PT (Y ) = 0 при 0, 1 /∈ Y ; PT (Y ) = 1− T при 0∈ Y, 1 /∈ Y ;

PT (Y ) = T при 0 /∈ Y, 1∈ Y ; PT (Y ) = 1 при 0, 1∈ Y.

(ii) спектральная мера самосопряженного диагонального операто-
ра T := Tλ в l2 сопоставляет каждому множеству Y диагональный опе-
ратор Tθ ;θ = (θ1,θ2, …), где θn = 1 при λn ∈ Y и θn = 0 при λn /∈ Y .

(iii) спектральная мера самосопряженного оператора умножения
T := Tϕ в L2(X ,µ) сопоставляет каждому множеству Y оператор умно-
жения Tχ , где χ –– характеристическая функция множества ϕ−1(Y ).

(iv) спектральная мера самосопряженного компактного операто-
ра из упражнения . сопоставляет каждому множеству Y ортопроек-
тор на H1 := (span{en : λn ∈ Y })−, если 0 /∈ Y , и ортопроектор на H1 ⊕
⊕ {e1, e2, …}⊥, если 0∈ Y .

Особо отметим
Пример . Спектральная мера оператора умножения на независи-

мую переменную в L2([a, b],µ) сопоставляет каждому множеству Y
оператор умножения на χY . Это сразу следует из сказанного в при-
мере .

Как реагирует введенная характеристика при замене оператора на
унитарно эквивалентный? Из определения спектральной меры в тер-
минах борелева исчисления и предложения  немедленно вытекает

Следствие . Пусть T : H→ H и S : K → K –– самосопряженные опе-
раторы со спектральными мерами соответственно PT и PS, и пусть
некий оператор U : H → K осуществляет топологическую (или, как
частный случай, унитарную) эквивалентность этих операторов.

Тогда тот же оператор U осуществляет, для любого борелева мно-
жества Y ⊆R, соответствующую эквивалентность операторов PT (Y )
и PS(Y ). Иными словами, если для унитарного оператора U имеет ме-
сто коммутативная диаграмма

H

U

T
H

U

K
S

K ,

то для любого множества Y имеет место и коммутативная диа-
грамма

H

U

PT (Y )
H

U

K
PS(Y )

K .
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Мы переходим к описанию процедуры, с помощью которой опера-
тор восстанавливается по своей спектральной мере.

Пусть P• : →P (H) –– спектральная мера, до поры до времени
произвольная, а [a, b] –– отрезок, фигурирующий в п. (i) ее определе-
ния. Как обычно, назовем борелеву функцию на [a, b] простой, ес-
ли она принимает конечное множество значений, т. е., иными сло-
вами, является линейной комбинацией характеристических функций
борелевых множеств. Множество простых функций обозначим через
S[a, b]; очевидно, это ∗-подалгебра в B[a, b], плотная относительно
равномерной нормы и (тем более) относительно слабо-мерной топо-
логии.

Для каждой функции f ∈ S[a, b], f =
n∑

k=1

λkχYk
, положим I0( f ) :=

:=
n∑

k=1

λk P•(Yk). Тогда для любых x , y ∈ H величина 〈I0( f )x , y〉 равна ин-

тегралу от f по комплексной мере Y 7→ 〈P•(Y )x , y〉 и поэтому не зави-
сит от конкретного представления функции f в указанном виде. Следо-
вательно, то же самое верно и для оператора I0( f ). Тем самым коррект-
но определено отображение I0 : S[a, b]→B(H), f 7→ I0( f ), которое,
разумеется, является линейным оператором. Более того, из свойств
спектральной меры очевидным образом следует, что I0 –– инволютив-
ный гомоморфизм ∗-алгебр, к тому же унитальный в силу равенства
P•([a, b]) = 1. Наконец, представив f в виде линейной комбинации
характеристических функций непересекающихся множеств, мы видим,
что для каждого x ∈ H векторы P•(Yk)x , k = 1, …, n, попарно ортого-
нальны, а потому

‖I0( f )x‖2 =

n∑

k=1

|λk|2‖P•(Yk)x‖2
6 max |λk |2‖x‖2 = ‖ f ‖2

∞‖x‖2.

Это означает, что
‖I0( f )‖6 ‖ f ‖∞,

т. е. иными словами, I0 –– сжимающий оператор.
Пусть I : B[a, b]→B(H) –– сжимающий оператор, продолжающий

по непрерывности оператор I0 (см. теорему ..).
Определение . Для f ∈ B[a, b] оператор I( f ) называется инте-

гралом (подразумевается: Лебега) функции f по спектральной мере P•

и обозначается также
b∫

a

f (t) dP•(t).

Из определения, таким образом, следует, что
b∫

a

f (t) dP•(t) есть пре-

дел «интегральных сумм Лебега»
n(m)∑
k=1

λ
(m)

k
P•(Y

(m)

k
) для любой последова-
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тельности простых функций fm =
n(m)∑
k=1

λ
(m)

k
χ

Y
(m)

k

, равномерно сходящей-
ся к f .

Упражнение . Для каждой из спектральных мер конкретных опе-
раторов T , фигурирующих в упражнении , и функции f ∈ B[a, b], где

[a, b]⊇σ(T ), вычислите
b∫

a

f (t) dPT (t). (Ответ: f (T ).)

Предложение . Для тех же меры P• и отрезка [a, b] отображе-
ние I : B[a, b]→B(H), f 7→ I( f ), является борелевым исчислением от

оператора
b∫

a

t dP•(t) на [a, b].

⊳ Пусть f , g ∈ B[a, b]. Возьмем последовательности простых функ-
ций fn и gn, сходящиеся по норме соответственно к f и g. Тогда

I( fn gn) = I0( fn gn) = I0( fn)I0(gn) = I( fn)I(gn),

причем выражение слева, очевидно, сходится к I( f g), а выражение
справа –– к I( f )I(g). Отсюда следует, что I –– гомоморфизм алгебр. При
этом, разумеется, I переводит тождественную единицу в тождествен-

ный оператор, а функцию t (независимую переменную) –– в
b∫

a

t dP•(t).

Осталось показать, что I –– непрерывный оператор между полинор-
мированными пространствами (B[a, b], wm) и (B(H), wo). Для этого
в силу теоремы .. достаточно, взяв произвольную преднорму ‖ · ‖x ,y

из системы wo, найти такую преднорму ‖ · ‖µ из системы wm, что
‖I( f )‖x ,y 6 ‖ f ‖µ для любой функции f ∈ B[a, b].

Рассмотрим функцию множеств µx ,y : Y 7→ 〈P•(Y )x , y〉; в силу свой-
ства (iv) спектральной меры это комплексная мера. Далее, из сообра-
жений линейности следует, что для любой функции f ∈ S[a, b] выпол-
нено равенство

b∫

a

f (t) dµx ,y (t) =

®� b∫

a

f (t) dP(t)

�
x , y

¸
.

Поскольку множество S[a, b] плотно в B[a, b] по равномерной норме,
последнее равенство имеет место и для любой функции f ∈ B[a, b]. Но
тогда для той же функции f выполнено равенство ‖I( f )‖x ,y = ‖ f ‖µx ,y

.
Тем самым, желаемое неравенство (на самом деле равенство, но сейчас
это не важно) выполнено для µ :=µx ,y . ⊲

Наконец, мы пришли к желанной цели.
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Теорема  (спектральная теорема Гильберта в терминах опера-
торнозначного интеграла Лебега). Пусть T –– самосопряженный опе-
ратор в гильбертовом пространстве H и [a, b] –– отрезок, содержащий
его спектр. Тогда

(i) существует единственная спектральная мера P• : →P (H),
для которой

T =

b∫

a

t dP•(t), ()

и таковой является спектральная мера PT , ассоциированная с T ;
(ii) при этом для борелева исчисления от T на [a, b] выполнено ра-

венство

f (T ) =

b∫

a

f (t) dPT (t).

⊳ Сравним отображения γb, I : B[a, b]→B(H), где γb –– борелево

исчисление от T на [a, b], а I : f 7→
b∫

a

f (t) dPT (t). Для любого бореле-

ва множества Y ⊆ [a, b] проектор PT (Y ) определен как γb(χY ), и этот
же проектор есть, в силу определения проекторнозначного интеграла,
I(χY ). Тем самым, операторы γb и I совпадают на всех характеристи-
ческих функциях борелевых подмножеств отрезка [a, b], а значит, на
S[a, b]. Отсюда, поскольку оба они сжимающие относительно соответ-
ствующих норм, а множество S[a, b] плотно в B[a, b], они совпадают
на всем B[a, b]. Из этого вытекает утверждение (ii) и, в частности (при
f = t), равенство ().

Осталось доказать единственность спектральной меры, удовлетво-
ряющей равенству (). Пусть P• : →P (H) –– такая мера. Тогда в си-
лу предложения  и единственности борелева исчисления

f (T ) =

b∫

a

f (t) dP•(t)

для всех функций f ∈ B[a, b], и, в частности,

χY (T ) =

b∫

a

χY (t) dP•(t)

для любого борелева подмножества Y ⊆ [a, b]. Но первый оператор
в этом равенстве есть PT (Y ), а второй –– P•(Y ). Таким образом, PT (Y ) =
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= P•(Y ) при Y ⊆ [a, b], и в частности, P•([a, b]) = 1. Но тогда любое из
свойств (ii) или (iii) спектральной меры, очевидно, влечет равенство
PT (Y ) = P•(Y ) = 0 при Y ∩ [a, b] = ∅. Отсюда ясно, что PT (Y ) = P•(Y )
для любого Y ∈ . ⊲

Замечание. В указанном виде –– в терминах операторнозначного
интеграла Лебега (а не Римана––Стильтьеса) –– спектральная теорема
допускает естественное обобщение с самосопряженных на произволь-
ные нормальные операторы. А именно, с каждым нормальным опе-
ратором T может быть ассоциирована некоторая проекторнозначная
функция борелевых множеств –– только уже не на прямой, а на плоско-
сти, –– обладающая свойствами, сходными с указанными при опреде-
лении спектральной меры. Исходный оператор восстанавливается по
этой своей «плоской спектральной мере» в виде соответствующего опе-
раторнозначного интеграла от функции f (z) := z, заданной на каком-
либо компакте в C, содержащем σ(T ), и аналогичное интегральное
представление имеет место для борелевых функций от T . Подробно-
сти см. в [].

Отметим, что с помощью теоремы  можно гораздо проще, чем
раньше, получить результаты упражнений  и  о спектральных мерах
и борелевых функциях для некоторых конкретных операторов.

Упражнение . Выведите эти результаты из упражнения .

Указание. Раз T =

b∫

a

t dP•(t) для предложенной спектральной меры,

то она и есть та, что ассоциирована с T . После этого f (T ) вычисляется

как
b∫

a

f (t) dP•(t). (Впрочем, подобные вещи, как вы догадываетесь, ––

это не самые главные приложения спектральной теоремы.)

Замечание. Вы могли обратить внимание на то, что при построении инте-
грала по операторнозначной мере (см. определение ) использовались только
ее свойства (i)––(iii). Более того, уже эти свойства гарантируют то, что воз-
никающее отображение I : B[a, b]→B(H) является сжимающим ∗-гомомор-
физмом между банаховыми инволютивными алгебрами. Однако без свойства
слабо-операторной счетной аддитивности функции P• это отображение уже не
обязано быть непрерывным относительно соответствующих систем преднорм
и, стало быть, борелевым исчислением.

Именно поэтому в части спектральной теоремы, касающейся единственно-
сти, речь идет о спектральных мерах, а не о более общих функциях множеств.
В самом деле, возьмем отображение P• : →P (H), обладающее всеми свой-
ствами спектральной меры, кроме (iv). (А такие «конечно-аддитивные меры»
бывают! См., например, обсуждение в [, с. ]). Тогда согласно спектраль-
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ной теореме у оператора T :=

b∫

a

t dP•(t) есть и представление T :=

b∫

a

t dPT (t) c

участием слабо-операторной счетно-аддитивной функции, а стало быть, заве-
домо отличной от P• меры PT .

§ . Геометрическая форма спектральной теоремы:
модели и классификация

Спектральная теорема, дополненная тео-
рией кратностей, –– это одна из жемчужин
математики: это структурная теорема, т. е.
теорема, которая описывает все объекты оп-
ределенного вида с точностью до естествен-
ной эквивалентности.

М. Рид, Б. Саймон

Геометрическая форма спектральной теоремы, как уже говорилось,
заключается в предъявлении достаточно прозрачной модели заданного
самосопряженного оператора.

Пусть по-прежнему T –– фиксированный самосопряженный опера-
тор в гильбертовом пространстве H, [a, b] –– отрезок, содержащий его
спектр, P• : Y 7→ P(Y ) := χY (T ) –– его спектральная мера. Напомним,
что a

b
–– это обозначение семейства борелевых подмножеств отрез-

ка [a, b].
Зафиксируем x ∈H и положим µx(Y ) := 〈P(Y )x , x〉 для Y ∈ b

a
(та-

ким образом, в обозначении µx ,y предыдущего параграфа, µx := µx ,x ).
Из того, что P(Y ) –– проектор, очевидным образом следует, что µx ––
обычная (= неотрицательная) мера.

Определение . Мера µx называется личной мерой вектора x (если
надо уточнять –– относительно оператора T).

Из алгебраических свойств проектора P(Y ) сразу следует
Предложение . Для любого Y ∈ a

b
выполнено равенство

µx(Y ) = ‖P(Y )x‖2.

Как следствие, µx (Y ) = 0 тогда и только тогда, когда P(Y )x = 0. ⊳⊲
Рассмотрим гильбертово пространство L2([a, b],µx), сокращенно

обозначаемое далее через Lx
2

. Покажем, что оно по существу является
частью пространства H:

Предложение . Существует изометрический оператор Ix : Lx
2
→

→ H, однозначно определенный тем, что он переводит функцию χY ,
Y ∈ a

b
в вектор P(Y )x .
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⊳ Возьмем f , g ∈ B[a, b]; тогда из алгебраических свойств борелева
исчисления следует, что

b∫

a

f g dµx = 〈( f g)(T )x , x〉= 〈(g(T )∗ f (T )x , x〉= 〈 f (T )x , g(T )x〉

и, в частности,
b∫

a

| f |2 dµx = ‖ f (T )x‖2. Поэтому на подпространстве

B[a, b]x в Lx
2

, состоящем из (классов эквивалентности по мере µx )
ограниченных борелевых функций, корректно определено отображе-
ние I0

x
: B[a, b]x → H, f 7→ f (T )x . Ясно, с учетом последнего равенства,

что это изометрический оператор.
Но подпространство B[a, b]x , как хорошо известно, плотно в Lx

2
.

Продолжая I0
x

по непрерывности, мы получаем изометрический опе-
ратор (см. теорему ..) Ix : Lx

2
→ H. Он действует на функции χY по

указанному правилу и в силу тотальности множества этих функций
в Lx

2
определен этим однозначно. ⊲

Назовем образ оператора Ix циклическим подпространством (в H),
порожденным вектором x , и обозначим его через Hx . Поскольку Lx

2
со-

держит как плотное подпространство ограниченных борелевых функ-
ций, так и плотное подпространство многочленов (вернее, их классов
эквивалентности), верно

Предложение . Справедливо равенство

Hx = (span{P(Y )x : Y ∈ a
b
})− = (span{x , T x , T 2 x , …})−. ⊳ ⊲

Обозначим через Уx действующий в пространстве Lx
2

оператор ум-
ножения на независимую переменную t. (Боясь путаницы, мы не ре-
шаемся здесь употреблять для этого оператора общие обозначения из
примера ...) Мы сейчас покажем, что оператор Уx может быть отож-
дествлен с «частью» исходного оператора T . Вот точный смысл такого
заявления.

Предложение . Диаграмма

Lx
2

Ix

Уx

Lx
2

Ix

H
T

H

коммутативна.
⊳ Для любого Y ∈ a

b
выполнено равенство

T Ix (χY ) = T P(Y )x = t(T )χY (T )x = (tχY )(T )x = Ix (tχY ) = Ix Уx (χY ).



§ . ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ Ф ОРМА СПЕКТРА ЛЬНОЙ ТЕОРЕМЫ 

Следовательно операторы T Ix и Ix Уx совпадают на множестве {χY : Y ∈
∈ a

b
}. Остается лишь снова вспомнить, что это множество тоталь-

но в Lx
2

. ⊲
Следствие . Подпространство Hx инвариантно относительно T ,

и оператор Ix осуществляет унитарную эквивалентность между Уx

и сужением оператора T на Hx .
Естественно возникает интерес к тем векторам x ∈ H, для которых

указанная выше диаграмма дает унитарную эквивалентность операто-
ра Уx и самого оператора T .

Определение . Вектор x ∈ H называется циклическим вектором
оператора T , если множество x , T x , T 2 x , … тотально в H. Оператор T

называется циклическим (говорят также: оператором с простым спек-
тром), если он обладает циклическим вектором.

Из предложения  сразу вытекает
Следствие . Следующие утверждения эквивалентны:
(i) вектор x ∈H является циклическим для T ;
(ii) множество {P(Y )x : Y ∈ a

b
} тотально в H;

(iii) оператор Ix –– изометрический изоморфизм.
Вот наш главный
Пример . Оператор умножения на независимую переменную в

L2([a, b],µ), где µ –– произвольная борелева мера, –– циклический, и
его циклическим вектором, очевидно, служит постоянная f (t) ≡ 1
(точнее, класс эквивалентности этой функции).

Упражнение . (i) Диагональный оператор Tλ в l2 циклический то-
гда и только тогда, когда все числа λn, n= 1, 2, …, разные.

(ii) Проектор в пространстве размерности больше 2 никогда не бы-
вает циклическим.

Объединяя оба предыдущих следствия и пример , получаем
Следствие . Самосопряженный оператор T является циклическим

тогда и только тогда, когда он унитарно эквивалентен оператору
умножения на независимую переменную в пространстве L2([a, b],µx),
где x –– его циклический вектор.

Упражнение . Опишите меру µx в предположении, что оператор T
компактен.

Итак, у каждого самосопряженного оператора, относящегося к спе-
циальному классу циклических, есть «модель» –– оператор умножения.
Посмотрим, когда такие модели унитарно эквивалентны.

Пусть µ и ν –– борелевы меры на [a, b]. Напомним, что мера µ
называется абсолютно непрерывной по ν (обозначение µ≪ ν), если
для любого борелева множества Y из равенства ν(Y ) = 0 следует, что
µ(Y ) = 0.
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Если одновременно µ≪ ν и ν ≪ µ, то меры называются эквива-
лентными (обозначение µ∼ ν). Класс эквивалентности меры называ-
ется ее спектральным типом.

Предложение . Пусть µ,ν –– борелевы меры на [a, b], Уµ, Уν ––
операторы умножения на независимую переменную в пространствах
L2([a, b],µ) и L2([a, b],ν). Эти операторы унитарно эквивалентны
тогда и только тогда, когда µ∼ ν (иначе говоря, обе меры принадле-
жат одному и тому же спектральному типу).
⊳⇒ Пусть P(·) и Q(·) –– спектральные меры наших операторов. На-

помним, что P(Y ) и Q(Y ) –– операторы умножения на χY в L2([a, b],µ)
(соответственно в L2([a, b],ν). Пусть, далее, оператор U осуществляет
заданную унитарную эквивалентность. Тогда в силу следствия . тот
же оператор U осуществляет для каждого множества Y унитарную эк-
вивалентность между P(Y ) и Q(Y ). Поэтому для любого Y эти опера-
торы могут быть равны нулю только одновременно, а это, разумеется,
означает, что ν(Y ) = 0 тогда и только тогда, когда µ(Y ) = 0.
⇐ Поскольку µ≪ ν , согласно классической теореме Радона––Нико-

дима существует функция α(t)> 0, интегрируемая на [a, b] по мере ν
и такая, что функция f (t) интегрируема по µ тогда и только тогда, ко-
гда функция α(t) f (t) интегрируема по ν , и при этом

b∫

a

f (t) dµ(t) =

b∫

a

α(t) f (t) dν(t).

Отсюда, в частности, если функция f ∈ L2([a, b],µ), то функция g(t) :=

:=
p
α(t) f (t) принадлежит L2([a, b],ν) и

‖ f ‖2 =

b∫

a

| f (t)|2 dµ(t) =

b∫

a

α(t)| f (t)|2 dν(t) =

b∫

a

|g(t)|2 dν(t) = ‖g‖2.

Тем самым, корректно определено отображение U : L2([a, b],µ)→
→ L2([a, b],ν), f 7→ g, и оно является изометрическим оператором. Но
ведь еще и ν ≪ µ, а из этого, очевидно, следует, что α(t) 6= 0 почти
всюду по мере ν . Отсюда для каждой функции g ∈ L2([a, b],ν) функция

f (t) :=
1p
α(t)

g(t) определена почти всюду по ν и

b∫

a

|g(t)|2 dν(t) =

b∫

a

α(t)| f (t)|2 dν(t).
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Но тогда f ∈ L2([a, b],µ) и U f = g. Это означает, что оператор U сюръ-
ективен. Дальнейшее очевидно. ⊲

Соберем воедино полученные факты.
Теорема . Самосопряженный оператор T является циклическим

тогда и только тогда, когда он унитарно эквивалентен оператору
умножения на независимую переменную в пространстве L2([a, b],µ)
для некоторой меры µ, и эта мера определена однозначно с точностью
до эквивалентности. В качестве такой меры можно взять µx , где x ––
циклический вектор нашего оператора. При этом если x и y –– два цик-
лических вектора для T , то µx ∼µy . ⊳⊲

Разумеется, эта теорема дает полную классификацию циклических
самосопряженных операторов с точностью до унитарной эквивалент-
ности. А именно, в качестве полной системы инвариантов операторов
этого класса можно рассматривать множество классов эквивалентно-
сти (= множество спектральных типов) мер на действительной пря-
мой, сосредоточенных на отрезках. Моделью оператора с заданным
инвариантом является оператор умножения на независимую перемен-
ную в пространстве L2([a, b],µ), где µ принадлежит соответствующему
спектральному типу.

Мы видели, однако, что далеко не каждый оператор является цикли-
ческим. Можно ли, в духе теоремы , сказать что-либо вразумительное
об общих самосопряженных операторах?

Здесь окажется полезным следующее понятие, которое представля-
ет и самостоятельный интерес.

Определение . Говорят, что пространство H разлагается в гиль-
бертову сумму своих подпространств {Hβ : β ∈ Λ}, если эти подпро-
странства замкнуты, попарно ортогональны и их линейная оболочка
плотна в H.

В § . нам встречалось такое понятие, как гильбертова сумма се-
мейства гильбертовых пространств. Покажем, что оба эти понятия
согласованы.

Предложение . Пусть пространство H разлагается в гильберто-
ву сумму своих подпространств {Hβ : β ∈ Λ}. Тогда существует уни-
тарный изоморфизм U : H→

⊕̇
{Hβ : β ∈Λ}, однозначно определенный

тем, что он переводит x ∈ Hβ в «строку», в которой на «β -м» месте
стоит x , а на остальных местах –– нули.
⊳ Очевидно, указанное правило корректно определяет унитарный

изоморфизм из линейной оболочки подпространств Hβ в H на ал-
гебраическую прямую сумму этих пространств, являющуюся плот-
ным подпространством в

⊕̇
{Hβ : β ∈Λ}. Далее применимо предложе-

ние ... ⊲
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Кроме всего прочего, это предложение позволяет нам, не опаса-
ясь путаницы, употреблять для только что введенной «внутренней»
гильбертовой суммы ту же символическую запись «

⊕̇
{Hβ : β ∈Λ}»,

что и для уже известной ранее «внешней».
Следующий результат позволяет до некоторой степени сводить про-

извольные самосопряженные операторы к циклическим.
Предложение . Для любого самосопряженного оператора T , дей-

ствующего в H, существует такое семейство {Hβ : β ∈Λ} циклических
относительно T подпространств в H, что

H =
⊕̇
{Hβ : β ∈Λ}.

⊳ Опять, после долгого перерыва, вытаскиваем лемму Цорна. Рас-
смотрим множество M , состоящее из всевозможных наборов попарно
ортогональных подпространств в H, циклических относительно T ; оно,
разумеется, упорядочено по включению. Если M0 –– линейно упорядо-
ченное подмножество в M , то, взяв объединение всех входящих в M0

наборов, мы, очевидно, получаем элемент множества M , являющийся
верхней границей множества M0. Лемма Цорна немедленно нам дает
максимальный элемент упорядоченного множества M ; пусть это набор
{Hβ : β ∈Λ}.

Покажем, что (span{Hβ : β ∈ Λ})− = H. Если это не так, то в силу
теоремы об ортогональном дополнении, существует вектор x , ортого-
нальный всем подпространствам Hβ . Но тогда из предложения . (iv),
очевидно, следует, что каждый вектор T n x , n= 1, 2, …, также облада-
ет этим свойством. Положим H0 := (span{x , T x , T 2 x , …})−; это цикли-
ческое подпространство в H относительно T . Но тогда набор подпро-
странств, содержащий все подпространства Hβ и еще H0, является эле-
ментом множества M . Этот набор включает набор {Hβ : β ∈Λ} и не сов-
падает с ним, что противоречит максимальности последнего набора. ⊲

Теперь, наконец, мы можем предъявить нечто вроде сырья для мо-
дели произвольного самосопряженного оператора. Вначале догово-
римся о терминах. Пусть {Hβ : β ∈Λ} –– семейство гильбертовых про-
странств и H :=

⊕̇
{Hβ : β ∈Λ} –– их гильбертова сумма. Пусть, далее,

в каждом подпространстве Hβ действует свой ограниченный опера-
тор Sβ , причем sup{‖Sβ‖ : β ∈ Λ} <∞. Для элемента в H, т. е. такой

«строки» f = (…, fβ , …), fβ ∈ Hβ , что
∑
β

‖ f (β)‖2 <∞, мы положим S f :=

:= (…, Sβ fβ , …). Как легко проверить, отображение S : H→ H, f 7→ S f ,
есть корректно определенный ограниченный оператор нормы ‖S‖ =
= sup{‖Sβ‖ : β ∈Λ}. Такой оператор мы назовем гильбертовой суммой
операторов Sβ и будем обозначать его через

⊕̇
{Sβ : β ∈Λ}.
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(Читатель, сделавший упражнение .., уже знаком с подобной
конструкцией.)

В следующей теореме, а также и далее, пригодится очевидное
Предложение . Пусть Sβ , Rβ , β ∈Λ, –– такие операторы, действу-

ющие в гильбертовых пространствах, что операторы Sβ и Rβ унитар-
но эквивалентны для каждого β ∈ Λ. Тогда операторы

⊕̇
{Sβ : β ∈Λ}

и
⊕̇
{Rβ : β ∈Λ} также унитарно эквивалентны. ⊳ ⊲

Теорема  (геометрическая форма спектральной теоремы).
Пусть T –– произвольный самосопряженный оператор в гильбертовом
пространстве. Тогда на некотором отрезке [a, b] существует такое
семейство мер {µβ : β ∈ Λ}, что оператор T унитарно эквивалентен
оператору

У⊕ :=
⊕̇
{Уβ : β ∈Λ},

где Уβ –– оператор умножения на независимую переменную в простран-
стве L

β
2 := L2([a, b],µβ).

⊳ Пусть {Hβ : β ∈ Λ} –– семейство из предложения . Для каждого β
обозначим через xβ вектор, порождающий Hβ , а через Tβ –– сужение
оператора T на Hβ . Из предложения  явствует, что оператор T равен
(или, если проявлять дотошность, унитарно эквивалентен) оператору⊕̇
{Tβ : β ∈Λ}. Но Tβ –– циклический оператор. Поэтому в силу след-

ствия  для каждого β существует такая мера µβ на [a, b], что операто-
ры Уβ и Tβ унитарно эквивалентны. Остается воспользоваться преды-
дущим предложением. ⊲

Унитарно эквивалентный исходному («абстрактному») оператору T
«конкретный» оператор У⊕, фигурирующий в доказанной теореме,
мы будем называть в дальнейшем спектральной картиной операто-
ра T . Заметим, что в силу большого произвола в выборе семейства
циклических подпространств Hβ подобных «картин» у нашего опера-
тора может быть очень много.

Замечание. Мы вывели «геометрическую форму» спектральной
теоремы из «аналитической». В свою очередь, если принять на ве-
ру теорему , то из нее легко следуют все утверждения теоремы .
о спектральной мере, кроме, пожалуй, единственности этой меры.
А именно, спектральной мерой оператора T , после его отождествле-
ния с У⊕, оказывается отображение из  в P (H), сопоставляющее
множеству Y ′ оператор, однозначно определенный тем, что он перево-
дит f ∈ L2([a, b],µβ ) в χY f , где Y := Y ′ ∩ [a, b].

За счет некоторой потери информации можно добиться еще боль-
шей наглядности, сведя дело к одному единственному оператору умно-
жения на функцию.
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Теорема . Пусть T –– произвольный самосопряженный оператор
в гильбертовом пространстве. Тогда существуют такое измеримое
пространство (X ,µ) и такая существенно ограниченная измеримая
функция t• на X , что оператор T унитарно эквивалентен оператору
умножения на t• в L2(X ,µ).
⊳ Возьмем меры µβ из теоремы  и обозначим через X дизъюнктное

объединение семейства копий [a, b]β отрезка [a, b]. Рассмотрим в X

совокупность подмножеств вида Y :=
∐
{Yβ : β ∈ Λ}, Yβ ⊆ [a, b]β , при-

чем таких, что (i) Yβ 6=∅ для не более чем счетного числа индексов, (ii)
каждое множество Yβ измеримо по мере µβ и (iii)

∑
β∈Λ
µβ(Yβ)<∞.

Легко проверить, эта совокупность есть σ-кольцо, а функция мно-
жеств Y 7→
∑
β∈Λ
µβ (Yβ) является мерой. (Последняя, в отличие от «сос-

тавляющих» мер µβ , уже не обязана быть конечной, но нам это не ме-
шает.)

Теперь возьмем функцию t• на X , сопоставляющую каждому t в лю-
бой из копий отрезка, составляющих X , само это число t. Наконец,
рассмотрим гильбертово пространство L2(X ,µ) и действующий в нем
оператор У• умножения на введенную функцию.

Мы можем легко убедиться в том, что между пространствами L :=
:=
⊕̇
{L2([a, b]β ,µβ) : β ∈Λ} и L2(X ,µ) существует унитарный изомор-

физм V , однозначно определенный тем условием, что он переводит
функцию f из прямого слагаемого L2([a, b]β ,µβ) в L в функцию на X ,
равную f на [a, b]β и равную нулю на остальных экземплярах наше-
го отрезка. Элементарная проверка показывает, что V осуществляет
унитарную эквивалентность между оператором У⊕ из теоремы  и У•.
Но согласно той же теореме оператор T унитарно эквивалентен У⊕.
Дальнейшее очевидно. ⊲

Упражнение . Пусть пространство H сепарабельно. Тогда
(i) семейство подпространств Hβ из предложения  не более чем

счетно;
(ii) семейство отличных от нуля мер µβ из теоремы  не более чем

счетно;
(iii) меру µ из теоремы  можно выбрать конечной.
Наверное, вы согласитесь, что теоремы  и  весьма содержатель-

ны. Они относятся к классу математических теорем, называемых тео-
ремами реализации. Эти теоремы (подобно теореме Фишера––Рисса
в виде следствия .., теореме Шмидта, обеим теоремам Гельфанда––
Наймарка и т. п.) дают реализацию абстрактного объекта (в данном
случае самосопряженного оператора) в виде конкретного (в данном
случае возникающего из оператора умножения на функцию).
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Но аппетит приходит во время еды. Ведь нам хотелось бы получить
полную систему инвариантов унитарной эквивалентности (ср. общие
разговоры в § .) –– подобно тому, как это было сделано в теореме 
для специального класса циклических самосопряженных операторов
(а еще раньше, в теореме Гильберта––Шмидта, для компактных само-
сопряженных операторов). А обе теоремы  и  ответа не дают. Произ-
вол в выборе спектральных картин слишком велик, и непонятно, как
по заданным спектральным картинам двух операторов судить о том,
являются ли эти операторы унитарно эквивалентными или нет.

И все же, как показал в свое время более тщательный анализ про-
блемы, среди всевозможных спектральных картин заданного самосо-
пряженного оператора есть и такие, которые позволяют ответить на
поставленный вопрос. Соответствующий результат дает полную клас-
сификацию самосопряженных операторов с точностью до унитарной
эквивалентности и, стало быть (если придерживаться теоретико-кате-
горного взгляда на математические объекты) «абсолютное знание» их
природы. Иногда, говоря о спектральной теореме, имеют в виду имен-
но этот ее завершающий облик.

Формулировку обсуждаемого результата мы, конечно, выставим
на всеобщее обозрение –– она того заслуживает; разве что для боль-
шей прозрачности мы ограничимся случаем сепарабельного простран-
ства H.

Напомним, что носителем борелевой меры µ на действительной
прямой или ее отрезке [a, b] –– других мы сейчас не рассматриваем ––
называется такое борелево множество Z , что наша мера равна нулю на
дополнении C Z к Z (пишут Z = supp(µ)). Разумеется, носителей у ме-
ры может быть очень много. Далее, меры µ и ν называются взаимно
сингулярными или, короче, ортогональными (обозначение µ⊥ ν), ес-
ли для некоторого множества Z одновременно выполнены равенства
Z = supp(µ) и C Z = supp(ν). (Классический пример –– это стандартная
мера Лебега и мера, сосредоточенная на канторовом множестве.) Спек-
тральные типы взаимно сингулярных мер называются независимыми.

Для меры µ на отрезке [a, b] будем обозначать через Уµ оператор
умножения на независимую переменную в пространстве L2([a, b],µ).
Гильбертову сумму n, n= 1, 2, …, копий таких операторов мы обозна-
чим через n× Уµ, а гильбертову сумму счетного числа таких копий ––
через∞× Уµ.

Теорема  (завершенная спектральная теорема; Хеллингер )).
(áä) Пусть T –– произвольный самосопряженный оператор в сепарабель-

)Э. Хеллингер –– немецкий математик, еще один блестящий ученик Гильберта.
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ном гильбертовом пространстве H. Тогда существует такой упорядо-
ченный набор µ• = (µ1,µ2,µ3, …,µ∞) попарно взаимно сингулярных бо-
релевых мер на некотором отрезке [a, b], что оператор T унитарно
эквивалентен оператору

Уµ• := Уµ1
⊕̇ (2× Уµ2

) ⊕̇ (3× Уµ3
) ⊕̇… ⊕̇ (∞× Уµ∞).

При этом операторы Уµ• и Уν• , соответствующие по указанному пра-
вилу наборам µ• и ν• = (ν1,ν2,ν3, …,ν∞), унитарно эквивалентны то-
гда и только тогда, когда меры µn и νn эквивалентны для каждого
n= 1, 2, …,∞ (иначе говоря, соответствующие наборы спектральных
типов совпадают).

Упражнение 4∗. Докажите теорему  в предположении, что оператор T

компактен.

Оператор указанного вида, унитарно эквивалентный заданному
оператору T , называется упорядоченной спектральной картиной опе-
ратора T . Упорядоченный набор спектральных типов мер µn, n 6∞,
называется набором спектральных типов оператора T . Как явствует
из теоремы , этот набор однозначно определен нашим оператором.

Доказательство теоремы  требует значительно более тонких рас-
суждений, чем те, что привели к «неупорядоченным» спектральным
картинам в теореме . О том, как это делается в рамках так называемой
теории кратностей, мы расскажем в следующем параграфе, ориентиру-
ясь на нашего просвещенного читателя. А сейчас подведем некоторый
итог.

Из сформулированной теоремы ясно видно, какие вещи можно вы-
брать в качестве полной системы инвариантов унитарной эквивалент-
ности самосопряженных операторов в сепарабельных пространствах
(более торжественно: полной системы инвариантов подобия эндомор-
физмов указанного класса в H относительно H1; ср. § .). А имен-
но, такой системой является множество всевозможных наборов по-
парно независимых спектральных типов, индексированных «числами»
1, 2, 3, …,∞ и сосредоточенных на одном и том же отрезке в R. Моде-
лью оператора с данным инвариантом является оператор Уµ• , где µ• ––
набор мер из соответствующих спектральных типов.

Разумеется, у многих операторов бывает так, что весь их набор
спектральных типов состоит из классов эквивалентности нулевых мер,
за исключением стоящего на n-м (снова n 6∞) месте. Тогда, понятное
дело, наш оператор совпадает, с точностью до унитарной эквивалент-
ности, с

n× Уµn
:= Уµn

⊕̇… ⊕̇ Уµn︸ ︷︷ ︸
n

.
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В этом случае говорят, что наш оператор T –– однородный оператор
кратности n.

Пример . Пусть T –– это проектор с k-мерным ядром и m-мерным
образом, k, m 6∞. Легко проверить, что если k = m, то T –– однород-
ный оператор кратности k, а соответствующая мера µk сосредоточена
в точках 0 и 1. Если же k 6=m, то меры µn из теоремы 4 таковы, что ме-
ра µk сосредоточена в точке 0, µm –– в 1, а остальные меры равны нулю.

Упражнение . Найдите последовательность спектральных типов
оператора T : L2(�)→ L2(�), x(s, t) 7→ sx(s, t), где � := [a, b] × [a, b].
(Ответ: это однородный оператор кратности ∞, и µ∞ –– стандартная
мера Лебега на [a, b].)

Упражнение . Пусть T –– циклический оператор, унитарно экви-
валентный оператору Уµ• из теоремы . Покажите (не используя теоре-
му ), что все прямые слагаемые k× Yµk

при k > 2 (а также простран-
ства, в которых действуют эти операторы) нулевые. Иными словами,
оператор является однородным кратности  тогда и только тогда, когда
он циклический.

Упражнение . Спектр оператора T совпадает, в обозначениях тео-
ремы , с дополнением в [a, b] до максимального открытого подмно-
жества, на котором все меры µn, n 6∞, равны нулю.

§ . Отличнику: доказательство завершенной
спектральной теоремы

Теперь, ориентируясь на наших отличников, мы постараемся аккуратно
доказать объявленную теорему. Предварительно выделим несколько фактов,
а также терминов и обозначений из теории меры, которые нам предстоит ис-
пользовать. Мы рекомендуем вам сразу начать читать непосредственное до-
казательство, а вспомогательные утверждения пока принять на веру. Потом
можно вернуться и убедиться в их справедливости (а лучше всего –– доказать
их самому; они не столь уж сложны).

Говоря «мера», мы имеем в виду обычную –– неотрицательную –– конечную
борелеву меру на отрезке [a, b] (содержащем, как мы помним, σ(T)). Меры бу-
дут обозначаться буквами λ,µ,ν , а борелевы подмножества отрезка –– буквами
X , Y, Z , дополнение к X до [a, b] –– через CX . Сумму двух ортогональных мер µ
и ν мы обозначим через µ⊕ ν , а сумму конечного или счетного семейства та-
ких попарно ортогональных мер µn, что

∑
n

var(µn)<∞, –– через
⊕

n

µn.

Предложение . Пусть µ≫ ν . Тогда существует такая мера λ, что µ ∼
∼λ⊕ ν .

⊳ Положим N (ν) := {Y : ν(Y ) = 0} и C := sup{µ(Y ) : Y ∈N (ν)}. Возьмем та-
кие множества Yn ∈N (ν), что lim

n→∞
µ(Yn) = C , и Y∞ :=

⋃
n

Yn; очевидно, ν(Y∞) = 0

и µ(Y∞) = C .
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Теперь для каждого X положим λ(X ) :=µ(X ∩ Y∞); ясно, что λ⊥ ν и λ≪µ.
Пусть (λ ⊕ ν)(X ) = 0. Положим Z := X ∩ CY∞. Тогда ν(Z) = 0, поэтому и

ν(Y∞ ⊔ Z) = 0. Отсюда C + µ(Z) = µ(Y∞ ⊔ Z)6 C , и, следовательно, µ(Z) = 0.
Но по выбору λ еще и µ(X ∩ Y∞) = 0. Поэтому µ(X ) = 0, и, таким образом,
µ≪λ⊕ ν . Дальнейшее очевидно. ⊲

Предложение . Пусть µk ∼λk ⊕ ν , k= 1,2. Тогда если µ1 ∼µ2, то λ1 ∼λ2.
⊳ Выберем Zk = supp(ν) так, чтобы C Zk = supp(λk). Тогда, разумеется, Z :=

:= Z1 ∩ Z2= supp(ν) и C Z = supp(λk); k= 1,2. Возьмем некоторое множество X

и положим Y := X ∩ C Z . Тогда выполнены следующие эквивалентности:

λ1(X )= 0⇔ λ1(Y ) = 0⇔ (λ1⊕ ν)(Y ) = 0⇔µ1(Y ) = 0⇔
⇔ µ2(Y ) = 0⇔ (λ2⊕ ν)(Y ) = 0⇔λ2(Y ) = 0⇔λ2(X )= 0. ⊲

Предложение . Пусть меры µn, n= 1,2, …, попарно ортогональны. Тогда

существует разбиение [a, b] =
∞∐

n=1

Zn, где Zn= supp(µn).

⊳ Построим по индукции некоторую последовательность множеств Xn. Со-
гласно условию для любых m 6= n существует такое множество Z n

m
= supp(µm),

что C Z n
m
= supp(µn). Положим X1 :=

∞⋂
k=2

Z k
1

; очевидно, X1 = supp(µ1) и CX1 =

= supp(µk) для всех k ∈N, k 6= 1. Если множества X1, …, Xn уже построены, при-
том так, что для всех k = 1, …, n выполнены равенства Xk = supp(µk) и CXk =

= supp(µl) для l ∈ N, l 6= k, то положим Xn+1 := CX1 ∩… ∩ CXn ∩
� ∞⋂

k=n+2

Z k
n+1

�
;

тогда, очевидно, предыдущее заявление об Xk и CXk выполнено уже для всех
k= 1, …, n+ 1.

Ясно, что построенные носители Xn, n= 1,2, …, попарно не пересекаются

и для X∞ := C
� ∞∐

n=1

Xn

�
выполнено равенство µn(Z∞) = 0 для всех n. Остается

положить Z1 := X1 ⊔ X∞ и Zn := Xn при n> 1. ⊲
Предложение . Пусть последовательность µn состоит из попарно орто-

гональных мер и такова же последовательность νn. Пусть, далее, для некото-
рых множества X и номера n выполнено равенство µn(X )= 0, но νn(X ) 6= 0. То-
гда существуют такое множество Y ⊆ X и такое число m 6= n, что µi(Y ) = 0

для всех i 6=m, νn(Y )> 0 и νi(Y ) = 0 при i 6= n.
⊳ Возьмем, пользуясь предложением , разбиение отрезка на носители Zν

k
=

= supp(νk), k = 1,2, …, и положим Xk := X ∩ Zν
k

. Тогда, очевидно, νk(Xn) > 0

тогда и только тогда, когда k = n. Теперь, пользуясь тем же предложением,
возьмем разбиение отрезка на носители Z

µ

l
= supp(µl), l = 1,2, …, и положим

Yl := Xn ∩ Z
µ

l
. Тогда Xn=

∞∐
l=1

Yl , и поэтому существует такое l , что νn(Yl)> 0; в то

же время, конечно, µm(Yl) = 0 при m 6= l . Остается положить Y := Yl . ⊲
Добавим к этому несколько простых связей между векторами x ∈ H, их лич-

ными мерами µx и некоторой спектральной мерой P• : Y 7→ P(Y ).
Предложение . Если X ∩ Y =∅, то P(X )x ⊥ P(Y )y для любых x , y ∈H.
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⊳ Утверждение следует из равенства 〈P(X )x , P(Y )y〉= 〈x , P(X ∩ Y )y〉. ⊲
Предложение . Если Z = supp(µx ), то x = P(Z)x .
⊳Из предложения ., рассмотренного для Y := C Z , следует, что P(C Z)x = 0.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Предложение . Если µx ⊥µy , то Hx ⊥ H y .
⊳ Возьмем Z = supp(µx), C Z = supp(µy). Тогда в силу предложения  вы-

полнены равенства P(X )x = P(X ∩ Z)x и P(Y )y = P(Y ∩ C Z)y для любых мно-
жеств X и Y , а значит, в силу предложения  мы получаем, что P(X )x ⊥ P(Y )y.
Остается напомнить, что векторы указанного вида образуют тотальные мно-
жества в Hx и соответственно в H y . ⊲

Предложение . Если y ∈ Hx , то µx ≫µy .
⊳ Пусть µx(Y ) = 0, т. е., иными словами (см. предложение .), P(Y )x = 0.

Отсюда P(Y )z= 0 для любого вектора z вида P(X )x , X ∈ a
b
. Но вектор y, сидя

в Hx , аппроксимируется линейными комбинациями векторов указанного вида.
Поэтому P(Y )y = 0 или, что то же самое, µy (Y ) = 0. ⊲

Предложение . Пусть для x ∈H и некоторых мер µn, n= 1,2, …, выполне-
но условие µx ∼

⊕̇
n

µn. Тогда существуют такие векторы xn ∈Hx , что µxn
∼µn

и, в обозначениях Hn :=Hxn
, Hx =
⊕̇

n

Hn.

⊳ Возьмем носители Zn мер µn из предложения , после чего положим xn :=

:= P(Zn)x . Из предложения . следует, что для любого множества Y и X :=

:= Zn ∩ Y выполнено равенство µxn
(Y ) =µx (X ). Отсюда

µxn
(Y ) = 0 ⇔ µx(X )= 0 ⇔

∑

k

µk(X )= 0 ⇔ µn(X )= 0 ⇔ µn(Y ) = 0.

Это означает, что µxn
∼ µn. А это, в свою очередь, гарантирует, что при m 6= n

выполнено условие µxm
⊥µxn

и, стало быть (предложение ), Hm ⊥ Hn.
Далее, любой вектор из Hx аппроксимируется линейными комбинациями

векторов вида P(Y )x , а эти векторы в силу сильно-операторной счетной адди-
тивности спектральной меры (предложение .) аппроксимируются вектора-

ми вида
n∑

k=1

P(Zk)P(Y )x =
n∑

k=1

P(Y )xk, т. е. векторами из алгебраической суммы

пространств Hn. Это, конечно, влечет совпадение Hx с
⊕̇

n

Hn. ⊲

∗ ∗ ∗
⊳⊳ Теперь, вооружившись всеми этими фактами, мы непосредственно при-

ступаем к доказательству теоремы ..
Назовем вектор x ∈ H большим (относительно T), если для любого y ∈ H

выполнено условиеµx ≫ µy .
Лемма . Большие векторы существуют, и, более того, для любого e ∈ H

существует такой большой x , что e ∈Hx .
⊳ Рассмотрим множество M , элементами которого являются всевозможные

семейства отличных от нуля личных мер векторов из H, попарно ортогональ-
ных друг другу и ортогональных мере µe. Оно упорядочено по включению.
Привычный трюк с леммой Цорна дает нам его максимальный элемент; пусть
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это некое семейство µyβ
, β ∈Λ. Тогда в силу предложения  все векторы yβ ор-

тогональны друг другу и вектору e. Поэтому из-за сепарабельности простран-
ства H их не более чем счетное множество, и мы вправе обозначать их через yn,
а их личные меры через µn. Умножая эти векторы на подходящие числа, мож-
но считать, что

∑
n

‖yn‖2 <∞. В силу последней оценки корректно определен

вектор x := e+
∑
n

yn. Если Z = supp(µe) и Zn= supp(µn) –– носители, предостав-

ленные предложением , то, с учетом предложения . и предложения  мы
получаем

e= P(Z)e= P(Z)e+
∑

n

P(Z)yn = P(Z)x .

Отсюда заведомо e ∈ Hx .
Осталось показать, что x –– большой вектор. Пусть, напротив, обнаружи-

лись такой вектор z′ ∈ H и такое множество Y , что µx (Y ) = 0, но µz′ (Y ) > 0.
Положим z := P(Y )z′; тогда µz(Y ) = µz′ (Y )> 0 и µz(CY ) = 0, т. е. µz ⊥ µx . Но
µn,µe≪ µx ; отсюда, очевидно, следует, что µn ⊥ µz (для всех n) и µe ⊥ µz . По-
этому семейство µn, n= 1,2, …, не является максимальным элементом множе-
ства M . Получили противоречие. ⊲

(Используя сепарабельность пространства H, можно доказать эту лемму
и без участия Цорна, но так быстрее. Да и вообще, как обычно бывает с по-
пытками обойтись без Цорна, ослиные уши царя Мидаса все равно вылезут...)

Заметим, что, если какие-то подпространства H1, …, Hn инвариантны для T,
то таково же и подпространство Hn := H1 ⊕…⊕ Hn, а стало быть (предложе-
ние . (iv)), и (Hn)⊥. При этих обозначениях условимся обозначать сужение
оператора T на (Hn)⊥ через Tn.

Лемма . Пусть en, n= 1,2, …, –– ортонормированный базис в H, и пусть
для некоторого n существуют такие векторы x1, …, xn, что

(i) подпространства Hn := Hxn
попарно ортогональны,

(ii) вектор xn большой относительно Tn−1,
(iii) e1, …, en ∈Hn.
Тогда если Hn 6= H, то существует такой вектор xn+1 ∈ H, что система

x1, …, xn+1 удовлетворяет тем же условиям (i)––(iii), но с заменой n на n+ 1.
⊳ Если Hn –– еще не все пространство H, то среди векторов en существу-

ют векторы вне Hn; пусть e –– наименьший вектор по номеру. Возьмем проек-
цию y этого вектора на (Hn)⊥. Поскольку оператор Tn (см. выше) самосопря-
жен вместе с T , лемма  дает такой большой вектор относительно Tn –– его мы
и обозначим через xn+1, что y ∈Hn+1.

Проверим условия (i)––(iii) с заменой n на n+ 1. Первое следует из очевид-
ного включения Hn+1 ⊆ (Hn)⊥, второе –– из построения xn+1. Наконец, из усло-
вий y ∈ Hn+1 и e − y ∈ Hn следует, что вектор e, а с ним, разумеется, и en+1,
лежит в Hn+1. ⊲

Лемма . Существует такая конечная или бесконечная последователь-
ность xn что, в обозначениях Hn := Hxn

и νn := νxn
, выполнено равенство H =

=
⊕̇

n

Hn и ν1≫…≫ νn≫…
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⊳ Зафиксируем ортонормированный базис e1, e2, … и обозначим через x1

вектор, большой относительно («всего») T . Если H1 6= H (наш вектор не ока-
зался циклическим!), то применим предыдущую лемму для n= 1. Если для x1

и только что возникшего вектора x2 все еще выполнено условие H1

⊕̇
H2 6= H,

то применим эту лемму для n= 2, и т. д. В результате мы построим либо такой
конечный набор x1, …, xm, что H = H1 ⊕̇… ⊕̇ Hm, либо бесконечный набор xn,
n= 1,2, … При этом в первом случае для всех n= 1, …, m, а во втором для всех
n ∈ N выполнены свойства (i)––(iii) из леммы . Поскольку во втором случае
каждый базисный вектор лежит в каком-либо из подпространств Hn, H совпа-

дает с
⊕̇
n∈N

Hn.

Наконец, пусть векторы xn и xn+1 имеют смысл. Тогда, как мы хорошо
помним, xn –– большой вектор для Tn−1 : (Hn−1)⊥ → (Hn−1)⊥, а xn+1 ∈ (Hn−1)⊥.
Но личная мера любого вектора из (Hn−1)⊥ относительно Tn−1, разумеется,
не меняется при замене последнего на «весь» оператор T . Это означает, что
νn≫ νn+1. Дальнейшее очевидно. ⊲

∗ ∗ ∗
Продолжим доказательство теоремы .. Пусть векторы xn и меры νn := νxn

те же, что в предыдущей лемме. Если этих векторов (и мер) всего m штук, мы
положим νm+1 = νm+2 =… := 0.

В силу предложения  для каждого n ∈ N существует такая мера µn, что
νn ∼ µn ⊕ νn+1. (В частности –– и это вполне может произойти –– µn = 0, когда
νn ∼ νn+1.) При этом, умножая наши меры на достаточно малые числа, мы
вправе считать, что

∑
n

var(µn)<∞. Рассмотрим, с учетом того очевидного на-

блюдения, что все меры µn попарно ортогональны, конечную меру ν∞ :=
⊕̇

n

µn.

Если для Y ∈ a
b

случилось так, что ν1(Y ) = 0, то µ1(Y ) = ν2(Y ) = 0, а это
влечет равенство µ2(Y ) = ν3(Y ) = 0, и т. д. Мы видим, таким образом, что
µn(Y ) = 0 для всех n, и стало быть, ν∞(Y ) = 0. Тем самым, ν1≫ ν∞, и в силу
того же предложения  существует такая мера µ∞, что ν1∼ ν∞ ⊕µ∞.

Меры µn, n 6∞, построены. Теперь надо показать, что это то, что нам нуж-
но (вспомните формулировку).

Вначале установим, что для всех n∈N выполнено условие

νn ∼
� ∞⊕̇

k=n

µk

�
⊕µ∞.

Проведем индукцию по n. Для n = 1 все ясно из определения меры µ∞.
Пусть утверждение верно для некоторого n. По выбору µn мы имеем, что
νn ∼µn ⊕ νn+1. Поэтому индуктивный переход обеспечен предложением .

Теперь вступает в действие предложение . Для каждого n∈N оно дает та-
кие векторы xnn, xn,n+1, …, xn∞ ∈Hn, что, в обозначении Hnk :=Hxnk

, есть разло-
жение

Hn =

∞⊕̇

k=n

Hnk ⊕̇ Hn∞,
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и при этом µk ∼µxnk
для всех n<∞, n 6 k 6∞. Из полученных подпространств

можно составить таблицу
…

H33 … H3∞
H22 H23 … H2∞

H11 H12 H13 … H1∞,

в которой гильбертова сумма n-й снизу строки есть Hn := Hxn
и, стало быть,

гильбертова сумма всех пространств этой таблицы есть наше исходное про-
странство H. Далее, n-й столбец этой таблицы состоит ровно из n пространств,
в том числе последний –– из «счетного» числа пространств. (Разумеется, никто
не запрещает каким-то столбцам состоять сплошь из нулей.)

А теперь, вместо того, чтобы складывать гильбертовы суммы пространств,
стоящих в одной и той же строке, сделаем то же со столбцами. А именно, для

каждого n положим Kn :=

∞⊕̇
k=n

Hkn; тогда, конечно,

H =

∞⊕̇

k=n

Kn ⊕̇ K∞.

Но вспомним: подпространство Hkn, будучи порождено вектором xkn, ин-
вариантно относительно T . Следовательно, соответствующее сужение опера-
тора T –– это оператор, унитарно эквивалентный оператору Уµ, где µ –– лич-
ная мера вектора xkn (см. следствие .), а значит, в силу предложения .
и оператору Уµn

. Отсюда с учетом предложения . сужение оператора T на
Kn, n = 1,2, …,∞, унитарно эквивалентно оператору n × Уµn

, а «весь» опера-
тор T –– гильбертовой сумме последних операторов по всем n 6∞. Упорядо-
ченная спектральная картина оператора T построена.

Нам остается показать, что спектральные типы мер, участвующих в упоря-
доченной спектральной картине оператора T , определены однозначно. Здесь
пригодится следующая лемма, представляющая самостоятельный интерес.

∗ ∗ ∗
Лемма . Пусть T =

⊕̇
n

Tn, где Tn –– сужение оператора T на инвариант-

ное подпространство Hn в H, и пусть для каждого n отображение P•n : →
→ P (Hn), Y 7→ Pn(Y ), –– спектральная мера оператора Tn. Тогда P• :  →
→P (H), Y 7→ P(Y ), где P(Y ) :=

⊕̇
n

Pn(Y ) –– спектральная мера оператора T .

⊳ Как легко проверить, отображение P• обладает свойствами абстрактной
спектральной меры. Рассмотрим оператор I : B[a, b]→B(H), участвующий
в определении операторнозначного интеграла по этой «мере» (см. § ), и возь-
мем для каждого n аналогичный оператор In : B[a, b]→B(Hn), соответству-
ющий заданным спектральным мерам операторов Tn. Пусть последователь-
ность простых функций fm ∈ B[a, b] равномерно сходится к t (независимой
переменной). Тогда согласно спектральной теореме последовательность In( fm)
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сходится к Tn в B(Hn) для каждого n. Но из вида отображения P• ясно, что

I( fm) =
⊕̇

n

In( fm), а отсюда легко усматривается, что I( fm) сходится к
⊕̇

n

Tn, т. е.

к T . Это означает, что T =

b∫

a

t dP(t), а значит, по той же теореме P• и есть

спектральная мера нашего оператора. ⊲
Применим лемму к оператору вида Уµ• . Пространство, в котором он дей-

ствует, теперь удобно представить в виде L
µ•
2 :=

∞⊕̇
n=1

nL
µn

2 ⊕̇ ∞L
µ∞
2 , где через

nL
µn

2 , n 6∞, обозначена гильбертова сумма n копий пространства L
µn

2 . Та-
ким образом, элементы пространства nL

µn

2 суть строки f = ( f1, …, fn), fk ∈ L
µn

2 ,

а скалярное произведение задано равенством 〈 f , g〉 :=

b∫

a

n∑
i=1

fi(t) gi(t) dµn(t).

Поскольку спектральная мера операторов Уµn
нам хорошо известна (см. при-

мер .), из предыдущей леммы немедленно следует
Лемма . Спектральная мера оператора Уµ• –– это отображение X 7→ P(X ),

где последний проектор однозначно определен тем, что переводит ( f1, …, fn)∈
∈ nL

µn

2 в (χX f1, …,χX fn). ⊳ ⊲

∗ ∗ ∗
Итак, перед нами два оператора –– Уµ• и Уν• . Если µn ∼ νn для всех n 6∞, то

согласно предложению . Уµn
унитарно эквивалентен Уνn

для тех же n. Отсю-
да с учетом предложения . оператор n× Уµn

унитарно эквивалентен n× Уνn

и, наконец, сами Уµ• и Уν• унитарно эквивалентны. Докажем обратное.
Пусть, напротив, некий унитарный изоморфизм U осуществляет унитар-

ную эквивалентность наших операторов Уµ• и Уν• , но для некоторого n меры
µn и νn не эквивалентны. Наша задача –– вывести отсюда заведомо абсурдные
вещи.

Из-за равноправия обоих наборов мер мы можем предположить, что для
некоторого n 6∞ и борелева множества X выполняется равенство µn(X ) = 0,
но νn(X ) 6= 0. Тогда мы в условиях предложения , с той лишь разницей, что те-
перь множество индексов наших мер содержит, кроме натуральных чисел, еще
и ∞. Зафиксируем множество Y и индекс m 6∞, m 6= n, доставляемые этим
предложением. Обозначим спектральные меры операторов Уµ• и Уν• , описан-
ные в предыдущей лемме, соответственно через P(·) и Q(·). В силу следствия .
для любого Z ∈ a

b
имеет место коммутативная диаграмма

L
µ•
2

U

P(Z)
L
µ•
2

U

L
ν•
2

Q(Z)
L
ν•
2 .

Она, в частности, показывает, что при Z ⊆ Y оператор U осуществляет изомет-
рический изоморфизм между подпространствами Im(P(Z))⊆ L

µ•
2 и Im(Q(Z))⊆

⊆ L
ν•
2 . Но первое из них в силу леммы  и выбора Z –– это подпространство
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в mL
µm

2 , состоящее из строк f = ( f1, …, fm), в которых все функции равны ну-
лю µm-почти всюду вне Z . Обозначим такое подпространство через mL

µ
2 (Z).

В свою очередь, Im(Q(Z)) –– это подпространство в nL
νn

2 , также состоящее из
строк, равных нулю νn-почти всюду вне Z (только теперь в этих строках n функ-
ций). Обозначим его через nLν

2
(Z).

Мы видим, таким образом, что для любого Z ⊆ Y следующие условия рав-
носильны: mL

µ
2 (Z) = 0⇔ nLν

2
(Z) = 0; это, очевидно, эквивалентно тому, что

µm(Z) = 0⇔ νn(Z) = 0. В частности, из условия νn(Y )> 0 (см. предложение )
следует, что оба пространства nLν

2
(Y ) и mL

µ

2 (Y ) отличны от нуля.
Напомним, что m 6= n. Поменяв, если потребуется, местами меры µm и νn

(и работая с U−1 вместо U), мы можем считать, что m> n.
Условимся для f = ( f1, …, fm)∈mL

µ

2 (Y ) и Z ⊆ Y обозначать строку (χZ f1, …
…,χZ fm) через χZ f и употреблять аналогичные обозначения для строк из
nLν

2
(Y ). Заметим, что коммутативность нарисованной выше диаграммы для

указанных множеств Z означает попросту, что U(χZ f ) = χZ U f .
Теперь (учитывая, что возможен случай m =∞) зафиксируем такое про-

извольное k ∈ N, что n < k 6 m, и возьмем в mL
µ
2 (Y ) для каждого i = 1, …, k,

строку f i := (0, …, 0, 1,0, …) с тождественной единицей на i-м месте. Эти k

строк, очевидным образом, образуют ортогональную систему. Поэтому, пола-
гая g i = (g i

1
, …, g i

n
) := U( f i), мы получаем ортогональную систему в nLν

2
(Y ).

Лемма . Для любого i= 1, …, k функция
n∑

l=1

|g i
l
(t)|2, t ∈ Y,

отлична от нуля на множестве полной меры νn.
⊳ Если, напротив, для некоторого i указанная функция равна нулю на Z ⊆ Y ,

νn(Z)> 0, то

‖χZ g i‖2=

∫

Z

n∑

l=1

|g i
l
|2 dνn= 0.

Но χZ g i = χZ U( f i) = U(χZ f i); поэтому χZ f i = 0 и, стало быть, µm(Z) = 0. Но
тогда и νn(Z)= 0. Получили противоречие. ⊲

Лемма . Для любых i, j = 1, …, k, i 6= j, функция
n∑

l=1

g i
l
(t) g

j

l
(t), t ∈ Y,

равна нулю на множестве полной меры νn.
⊳ Для любого Z ⊆ Y строки χZ f i , i= 1, …, k, ортогональны в mL

µ
2 (Y ); следо-

вательно, таковы же и строки χZ g i = U(χZ f i) в nLν
2
(Y ). Это означает в точно-

сти, что ∫

Z

n∑

l=1

g i
l
(t) g

j

l
(t) dνn(t) = 0.

Остается воспользоваться произвольностью выбора Z . ⊲
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Конец доказательства теоремы .. Объединяя обе последние леммы, мы
видим, что почти для всех t по мере νn векторы (g i

1
(t), …, g i

k
(t)), i = 1, …, n,

арифметического пространства Cn отличны от нуля и попарно ортогональны.
Взяв хотя бы одно такое t, мы получаем линейно независимую систему в n-мер-
ном пространстве, состоящую из k> n векторов. ⊲ ⊲

∗ ∗ ∗
Чтобы лучше уяснить суть доказательства, сделайте следующее
Упражнение . В предположении, что оператор T компактен, опишите

возникающие в процессе построения спектральной картины пространства Hn,
Hnk, Kn и меры νn, µn. Найдите размерность пространства Hnk.

Напомним, что доказанная теорема дает классификацию, с точностью до
изоморфизма, объектов одной из важнейших категорий функционального ана-
лиза. Эти объекты суть самосопряженные операторы, действующие в гильбер-
товых пространствах, а морфизмами между объектами T : H → H и S : K → K

объявлены сжимающие операторы R, делающие диаграмму

H

R

T
H

R

K
S

K

коммутативной. (Если подзабыли, снова загляните в § . и ..)
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ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

§ . Классическое преобразование Фурье

В курсе математического анализа вам уже что-то рассказывали
о представлении 2π-периодических функций на прямой рядами Фу-
рье ). Теперь мы обращаемся к студенту третьего курса или выше,
знающему основы как действительного, так и комплексного анали-
за. Учитывая ваш расширившийся кругозор, можно выразить то, что,
собственно, тогда происходило, следующим образом.

Вот нам задана 2π-периодическая комплекснозначная функция,
скажем, ϕ(t), t ∈ R. Предположим, что она интегрируема (теперь мы
можем сказать: по Лебегу) на отрезке [−π,π]. Тогда для каждого n∈Z
мы полагаем

cn :=
1

2π

π∫

−π

ϕ(t)e−int dt

и называем это число n-м коэффициентом Фурье функции ϕ(t).
(На втором курсе, возможно, рассматривали функции, принимав-

шие действительные значения, а вместо экспонент e−int фигурировали
cos nt и sin nt, n= 1, 2, …, а также постоянная. Но мы здесь рассматри-
ваем только «вариант для взрослых».)

Итак, каждой функции ϕ ∈ L1[−π,π] (как обычно, мы говорим
о функции, а подразумеваем ее класс эквивалентности) сопоставлен
по указанному правилу набор комплексных чисел cn, n ∈ Z, завися-
щих от целого индекса, –– как иногда говорят, двусторонняя последо-
вательность. Дальше происходит нечто вроде обратного процесса:

)Жозеф Фурье (–– гг.) –– выдающийся французский математик. В своей бога-
той приключениями жизни он участвовал в злосчастной египетской экспедиции Напо-
леона и даже был с ним во время «битвы у пирамид». (Там же был и другой из известных
вам классиков математической науки –– Гаспар Монж.) Если вы помните, в разгар этой
битвы Наполеон отдал свой знаменитый приказ: «Ослов и ученых –– в середину!» Как ви-
дите, в те времена отношение властей к представителям фундаментальных наук было,
пожалуй, более бережным, чем сейчас.
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взяв некую двустороннюю последовательность cn, n ∈ Z, мы ей сопо-

ставляем формальный функциональный ряд
+∞∑
−∞

cneint . (Отметим, что

такой ряд заведомо сходится, причем равномерно и абсолютно, если
+∞∑

n=−∞
|cn|<∞.) Традиционный вопрос состоит в том, как восстановить

функцию ϕ(t) по указанному ряду, если числа cn не «взяты с потолка»,
а являются для этой функции ее коэффициентами Фурье.

В этой главе, однако, мы будем рассматривать не столько ряды Фу-
рье, сколько группу родственных понятий, которые исторически от них
произошли. В их основе лежит еще одно открытие Фурье –– так называ-
емый интеграл Фурье. Сам его первооткрыватель в своей классической
работе «Аналитическая теория тепла» ( г.) пришел к нему прибли-
зительно из следующих соображений.

Мы говорили о 2π-периодических функциях. Но есть ли разумный
аналог коэффициентов и рядов Фурье для других функций на прямой?
Пусть сперва речь идет о 2πl-периодической функции ϕ для какого-то
фиксированного l = 1, 2, … Тогда, переходя от ϕ к 2π-периодической
функции ϕ̃(t) := ϕ(l t), мы видим, что в качестве аналога ряда Фурье
для ϕ естественно рассмотреть формальный ряд

+∞∑

n=−∞

1

l
cn/l e

i(n/l)t , где cn/l :=
1

2π

πl∫

−πl

ϕ(t)e−i(n/l)t dt

— числа, индексированные дробями n/l, n∈Z. Но что делать с произ-
вольной функцией ϕ(t), вообще говоря, не имеющей периода? Ими-
тируя (с определенной долей упрощения) то, как рассуждали в стари-
ну, и не заботясь о математической строгости, сделаем нечто вроде
формального перехода к пределу при l →∞. Тогда в качестве «(нор-
мированного) коэффициента Фурье нашей функции, зависящего от
непрерывно меняющегося действительного параметра s», появляется
формальное выражение

ψ(s) :=
1

2π

+∞∫

−∞

ϕ(t)e−ist dt.

Это и есть формальный интеграл Фурье, который, разумеется, пред-
ставляет некую реально существующую функцию от s, если функция
ϕ(t) интегрируема.

Что же касается указанного выше аналога ряда Фурье, то наличие
множителя 1/l позволяет видеть в нем нечто вроде интегральной сум-
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мы, и формальный «предельный переход» приводит к выражению вида
+∞∫

−∞
ψ(s)eist dt.

Вопросом о том, дает ли этот последний интеграл исходную функ-
цию ϕ(t) или, выражаясь более осторожно, какое отношение имеет
этот интеграл к исходной функции, мы займемся не сразу. Вначале
необходимо изучить –– уже со всей подобающей математической стро-
гостью –– сам процесс перехода от заданной функции к ее интегралу
Фурье.

Определение . Классическим преобразованием Фурье (на прямой)
или интегралом Фурье функции ϕ(t), t ∈R, называется функция

F(ϕ)(s) :=
1p
2π

∫

R

ϕ(t)e−ist dt, s ∈R.

(Множитель
1p
2π

взят для удобства –– чтобы некоторые дальнейшие

утверждения приобрели более простой и красивый вид.)
Замечание. Выше мы упоминали о тех эвристических соображени-

ях, с помощью которых преобразование Фурье появилось на свет как
«непрерывный аналог коэффициентов Фурье». Но подчеркнем с само-
го начала, что его роль оказалась гораздо больше, чем можно было
предполагать при его открытии. В настоящее время это одно из самых
мощных средств анализа и дифференциальных уравнений, а также ––
в его достаточно общем понимании –– топологической алгебры и тео-
рии представлений.

У введенного преобразования Фурье есть несколько разновиднос-
тей –– идейно близких, но формально иных вариантов этого понятия.
В этой книге мы встретимся с двумя: гильбертовым преобразовани-
ем Фурье и преобразованием Фурье обобщенных функций умеренного
роста.

Слово «классическое» в определении  напоминает, что этот вари-
ант преобразования Фурье вводится с помощью явной формулы. В то
же время, как мы увидим далее, обе упомянутые разновидности преоб-
разования Фурье с помощью одних лишь формул определены быть не
могут. Средств классического анализа не хватает, и требуется аппарат
функционального анализа.

Если вернуться к рядам Фурье, то их теория дает нам две конструк-
ции, похожие на преобразование Фурье на прямой, но более простые.
Мы будем обращаться к ним время от времени, оттеняя те или иные
свойства нашего основного понятия.
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Определение . Пусть ϕ(t) –– функция на единичной окружности
T комплексной плоскости, интегрируемая относительно стандартной
(= происходящей от длины дуги) меры Лебега. Классическим преобра-
зованием Фурье этой функции на T называется функция целочисленно-
го аргумента

F(ϕ)(n) :=
1p
2π

∫

T

ϕ(t)t−n dt, n∈Z.

Напомним, что задание функции ϕ(t) на окружности T эквивалент-
но заданию 2π-периодической функции ϕ̃(t ′) на прямой R по пра-
вилу ϕ̃(t ′) := ϕ(ei t ′). Очевидно, при таком переходе только что вве-
денное классическое преобразование Фурье функции на окружности
превращается в последовательность коэффициентов Фурье функции
ϕ̃(t ′) с точностью до множителя.

Определение . Пусть ϕ(n)∈ l1(Z) (с целью единообразия с преды-
дущими определениями можно сказать, что ϕ –– интегрируемая функ-
ция на Z относительно считающей меры «•»; ср. § .). Классическим
преобразованием Фурье этой функции на Z называется функция на
окружности T, заданная правилом

F(ϕ)(t) :=
1p
2π

∫

Z

ϕ(n)t−n d • (n), t ∈T

(т. е., попросту говоря,

F(ϕ)(t) :=
1p
2π

+∞∑

n=−∞
cn t−n, где cn :=ϕ(n)).

Снова переходя к 2π-периодической функции, мы видим, что это
новоявленное «преобразование Фурье» имитирует ряд Фурье с задан-
ными коэффициентами Фурье, причем в той ситуации, когда этот ряд
заведомо сходится. Единственное отличие –– в том, что (опять-таки ра-
ди единообразия с двумя предыдущими определениями) мы пишем
e−int вместо eint .

Замечание. Не правда ли, смутно чувствуется внутреннее родство
всех трех определений? На самом деле существует общее понятие пре-
образования Фурье, в котором роль R, T и Z как областей определе-
ния исходных функций переходит к произвольной группе из достаточ-
но широкого класса.

Но мы об этом поговорим, в качестве дополнительного материала,
позже, в последнем параграфе этой книги.
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Вернемся к исходному определению  и приведем два важных при-
мера.

Пример . Пусть χa,b –– это характеристическая функция отрезка
[a, b]. Тогда, как легко видеть,

F(χa,b)(s) =
1p

2πis
(e−isa − e−isb).

Обратим внимание на то, что эта функция везде непрерывна и исчеза-
ет на бесконечности (= стремится к нулю при |s|→∞).

Пример . Пусть ϕ(t) := e−t2/2. Зафиксировав s, рассмотрим целую
голоморфную функцию e−z2/2e−isz, z ∈C. Согласно интегральной теоре-
ме Коши для любого r ∈R \ {0} и N > 0 ее интеграл по прямоугольно-
му контуру равен нулю (см. рис.). Но, как легко видеть, интеграл этой
функции по верхнему горизонтальному отрезку есть

−
N∫

−N

e−(t+i r)2/2e−is(t+i r) dt,

а интегралы по вертикальным отрезкам (при постоянном r) стремятся
к нулю при N →∞. Отсюда

F(ϕ)(s) =
1p
2π

∫

R

e−(t+i r)2/2e−is(t+i r) dt =
1p
2π

er2/2+sr

∫

R

e−t2/2−i t(r+s) dt

для любого r. Положив r :=−s, мы получаем, что

F(ϕ)(s) =
1p
2π

e−s2/2

∫

R

e−t2/2 dt = e−s2/2.

Таким образом, преобразование Фурье, будучи взято от функции Гаусса
(или, что то же самое, начальной функции Эрмита; см. пример ..),
оставляет эту функцию на месте.

Что мы можем наверняка сказать о функции, являющейся чьим-то
преобразованием Фурье? Напомним сперва о банаховом пространстве
C0(R) непрерывных функций на прямой, исчезающих на бесконечно-
сти (ср. пример 1.1.6′′′).
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Предложение . Для любой функции ϕ ∈ L1(R) функция F(ϕ) ле-
жит в C0(R), и отображение F : L1(R)→ C0(R), ϕ 7→ F(ϕ), –– это огра-

ниченный оператор нормы
1p
2π

.

⊳ Для любого s справедлива оценка

|F(ϕ)(s)|6 1p
2π

∫

R

|ϕ(t)| dt =
1p
2π
‖ϕ‖1.

Кроме того, для любой неотрицательной функции ϕ ∈ L1(R) выполнено
равенство

|F(ϕ)(0)|= 1p
2π
‖ϕ‖1.

С учетом линейных свойств интеграла это означает, что определен опе-
ратор из L1(R) в пространство l∞(R) всех ограниченных функций на R,

переводящий ϕ в F(ϕ) и имеющий норму
1p
2π

.

Далее, пример  показывает, что этот оператор отправляет характе-
ристические функции отрезков, а стало быть, и их линейные комбина-
ции в C0(R). Но последние аппроксимируют любую функцию ϕ ∈L1(R);
следовательно, функция F(ϕ) аппроксимируется по норме в l∞(R), т. е.
равномерной норме, функциями из C0(R). Отсюда ясно, что F(ϕ) ∈
∈ C0(R). ⊲

Определение . Оператор F : L1(R)→ C0(R) называется классиче-
ским преобразованием Фурье, а также классическим оператором Фурье.

Для уточнения иногда говорят «преобразование (или оператор)
Фурье на прямой» и пользуются обозначением FR.

Таким образом, термин «преобразование Фурье» может, в зависи-
мости от контекста, обозначать как конкретную функцию, так и целый
оператор. Но к путанице это не приведет.

Упражнение . (i) Корректно определен оператор FT : L1(T)→ c0(Z),

ϕ 7→ F(ϕ), нормы
1p
2π

, так называемое классическое преобразование

Фурье на окружности.
(ii) Корректно определен оператор FZ : l1(Z)→ C(T), ϕ 7→ F(ϕ), нор-

мы
1p
2π

, так называемое классическое преобразование Фурье на груп-

пе Z.
Следующие свойства оператора Фурье на прямой играют важную

роль в классических вопросах теории преобразования Фурье. Везде
далее, если явно не оговорено обратное, символом F обозначен имен-
но этот оператор.
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Теорема . (áä) Справедливы следующие утверждения:
(i) (теорема единственности) оператор F инъективен (иными сло-

вами, из равенства F(ϕ1) = F(ϕ2) следует, что ϕ1 =ϕ2 почти всюду);
(ii) оператор F не сюръективен (иными словами, существуют функ-

ции из C0(R), не являющиеся преобразованиями Фурье никакой инте-
грируемой функции).

(В то же время образ оператора F плотен в C0(R). Это следует из
того, что Im(F) содержит все быстро убывающие бесконечно гладкие
функции. Последнее будет показано в следующем параграфе.)

Доказательство теоремы единственности, использующее некоторые
тонкие соображения классического и действительного анализа, можно
найти в учебниках [] или []. Мы же докажем ее в § , используя
аппарат теории обобщенных функций.

Замечание. Два других классических оператора Фурье –– на T и на
Z –– также инъективны и не сюръективны, хотя и обладают плотным
образом. (Проверьте это последнее заявление.)

Фундаментальное свойство преобразования Фурье, являющееся ис-
точником огромного числа его приложений, состоит в том, что оно как
бы меняет местами операции дифференцирования и умножения на не-
зависимую переменную. Точный смысл сказанного состоит в следую-
щих двух утверждениях.

Предложение . Пусть ϕ ∈ L1(R) и ϕ –– функция класса C1, причем
ее производная ϕ′ также лежит в L1(R). Тогда F(ϕ′)(s) = isF(ϕ)(s).
⊳ Поскольку функция ϕ интегрируема на прямой, заведомо суще-

ствуют такие числа an, bn ∈ R, n = 1, 2, …, что lim
n→∞

an = −∞, lim
n→∞

bn =

=+∞ и lim
n→∞

ϕ(an) = lim
n→∞

ϕ(bn) = 0. Поэтому правило интегрирования

по частям дает

p
2πF(ϕ′)(s) =

∫

R

ϕ′(t)e−i ts dt = lim
n→∞

bn∫

an

ϕ′(t)e−i ts dt =

= lim
n→∞

ϕ(t)e−i ts|bn

an
− lim

n→∞

bn∫

an

ϕ(t) de−i ts = lim
n→∞

is

bn∫

an

ϕ(t)e−i ts dt =

=
p

2πisF(ϕ)(s). ⊲

Привлекая предложение , немедленно получаем
Следствие . Если ϕ ∈ L1(R) и ϕ –– функция класса Cn, причем все

ее n производных также интегрируемы, то

F(ϕ(n))(s) = insnF(ϕ)(s),
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и поэтому F(ϕ)(s) = o(|s|−n) при |s|→∞. Если же ϕ ∈ L1(R) –– бесконеч-
но гладкая функция с интегрируемыми производными, то F(ϕ)(s) убы-
вает быстрее любой отрицательной степени величины |s|.

Предложение . Пусть ϕ(t)∈ L1(R) и к тому же tϕ(t)∈ L1(R). То-
гда F(ϕ)(s) –– функция класса C1, и

F(ϕ)′(s) =−iF(tϕ(t))(s).

⊳ Положим α(r) := F(tϕ(t))(r), r ∈ R. Функция двух переменных
β(t, r) := tϕ(t)e−i r t интегрируема в полосе R× [0, s] для любого s ∈R.
Поэтому из теоремы Фубини следует, что

s∫

0

α(r) dr =
1p
2π

s∫

0

�∫

R

tϕ(t)e−i r t dt

�
dr =

=
1p
2π

∫

R

tϕ(t)

� s∫

0

e−i r t dr

�
dt =

=
ip
2π

∫

R

ϕ(t)(e−i ts − e−i t0) dt = iF(ϕ)(s)− iF(ϕ)(0).

В силу непрерывности функции α(r) (предложение ), неопределенный
интеграл в начале этой цепочки равенств –– функция класса C1. Оста-
ется выполнить дифференцирование. ⊲

Следствие . Если tkϕ(t) ∈ L1(R) для всех k = 0, 1, …, n (например,
если функция ϕ измерима, ограничена и ϕ(t) =O(|t|−n−2) при t→∞),
то F(ϕ)(s) является функцией класса Cn и

F(ϕ)(n)(s) = (−i)nF(tnϕ(t))(s).

Если же tnϕ(t)∈ L1(R) для всех n∈N (например, если функция ϕ изме-
рима, ограничена и убывает быстрее любой отрицательной степени
переменной t), то F(ϕ)(s) –– бесконечно гладкая функция.

Что касается преобразований Фурье на T и на Z, то там, конечно,
можно говорить только о гладкости либо, смотря по смыслу, о быстро-
те убывания исходной функции. В этом случае гладкость обеспечива-
ет быстроту убывания коэффициентов Фурье, либо, смотря по смыслу,
«наоборот».

Упражнение . Сформулируйте и докажите аналог предложения 
для преобразования Фурье на T и аналог предложения  для преобра-
зования Фурье на Z.

Снова взглянем на следствие . Вспомним, что убывать быстрее
отрицательных степеней многочленов –– это еще далеко не предел воз-
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можной быстроты убывания заданной функции: ведь бывает и экспо-
ненциальное убывание, и многое другое.

Посмотрим, что же происходит с преобразованием Фурье в подоб-
ных случаях?

Естественно ожидать, что они должны в каком-то разумном смыс-
ле стать «еще глаже, чем бесконечно гладкие функции». (В некоторых
самоучителях игры на фортепиано пишут «играйте быстро, как толь-
ко возможно», а на следующей странице –– «еще быстрее!».) Частичный
ответ дает

Упражнение . Пусть функция ϕ(t) такова, что для некоторого
b > 0 выполнено условие eb|t|ϕ(t) ∈ L1(R). Тогда ψ := F(ϕ), как функ-
ция на действительной оси комплексной плоскости, может быть про-
должена до голоморфной функции в полосе {z ∈ C : − b < Im(z) < b},
а именно, ψ(z) :=

1p
2π

∫

R

ϕ(t)e−iz t dt.

Указание. Функция α(z) :=
∫

R

tϕ(t)e−iz t dt определена в данной по-

лосе и непрерывна. Ее интеграл по любому отрезку [z1, z2], лежащему
в этой полосе, равен

p
2πi(ψ(z2)−ψ(z1)). Поэтому ее интеграл по лю-

бому треугольному контуру внутри полосы равен нулю. Отсюда α(z),
а с ней и ее первообразная

p
2πiψ(z) –– голоморфные функции.

Этот факт имеет многочисленные приложения.
Упражнение . Пусть ϕ –– такая же функция, как в предыдущем

упражнении, и к тому же
∫

R

tnϕ(t) dt = 0 для всех n = 0, 1, 2, … Тогда
ϕ= 0 почти всюду.

Указание. Предложение  и упражнение  вместе гарантируют, что
F(ϕ) есть ограничение на R голоморфной в полосе функции, равной
нулю в начале координат вместе со всеми своими производными. Тем
самым, F(ϕ) = 0, и работает теорема  (i) (единственности).

А теперь вспомним об одном нашем старом обещании, данном
в § . и касающемся функций Эрмита.

Упражнение . Система функций Эрмита pn(t) e
−t2/2 (см. выше

пример ..) является ортонормированным базисом в гильбертовом
пространстве L2(R).

Указание. Достаточно показать, что из условия ψ⊥ tne−t2/2, n =
= 0, 1, 2, …, следует, чтоψ= 0 в L2(R). А для этого достаточно заметить,
что функция ϕ(t) := ψ(t)e−t2/2 удовлетворяет условиям предыдущего
упражнения.

Наконец, рассмотрим предельный случай, когда исходная функция
финитна –– «убывает так быстро, как только возможно, и даже еще
быстрее».
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Упражнение 60. Пусть функция ϕ(t) вне отрезка [−a, a] равна
нулю. Тогда ее преобразование Фурье продолжается до целой функ-
ции ψ(z), допускающей для некоторого C > 0 оценку |ψ(z)|6 Cea| Im(z)|.

Заметим, что подобный рост не выше экспоненты на мнимой оси и ее
сдвигах –– это уже предел возможных требований к целой функции, ограни-
ченной на действительной оси. Функций, удовлетворяющих последнему усло-
вию и имеющих более медленный рост, чем ea| Im(z)| при любом a > 0, просто
не существует, за исключением постоянных. (См., например, [].)

Помимо операций «ϕ 7→ ϕ′» и «ϕ 7→ tϕ», есть еще две операции,
которые меняются местами после преобразования Фурье, причем на
этот раз без каких-либо дополнительных предположений относительно
исходной функции.

Для a ∈ R обозначим через Ta оператор сдвига на a, действующий
в L1(R) либо, смотря по смыслу, в C0(R) (ср. пример ..), а через Ea ––
действующий в том или ином из этих пространств оператор умноже-
ния на e−iat , t ∈R.

Предложение . Диаграммы

L1(R)
Ta

F

L1(R)

F

C0(R)
Ea

C0(R)

и

L1(R)
Ea

F

L1(R)

F

C0(R)
T−a

C0(R)

коммутативны.
⊳ Утверждение о первой диаграмме следует из равенств
∫

R

ϕ(t − a)e−ist dt =

∫

R

ϕ(t)e−is(t+a) dt = e−ias

∫

R

ϕ(t)e−ist dt.

Вторую диаграмму оставляем читателю. ⊲
Перейдем, наконец, к вопросу о том, как восстановить функцию по

ее преобразованию Фурье. Сам Фурье, совершив описанный в нача-
ле параграфа формальный предельный переход, настаивал на том, что

это и есть доказательство формулы ϕ(t) =
1p
2π

∫

R

F(ϕ)(s)eist ds. Однако

у некоторых его современников, скажем, у Лагранжа, подобного рода
рассуждения уже вызывали чувство неудовлетворенности.

С точки зрения современной математической строгости бросается
в глаза то обстоятельство, что функция, являющаяся чьим-то преобра-
зованием Фурье, не обязана быть интегрируемой по Лебегу –– возьми-
те хотя бы F(χa,b) из примера . Отсюда ясно, что в общем случае, как
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минимум, требуется какая-то более сложная процедура, чем простое
интегрирование на прямой.

Во-вторых (а может быть, и во-первых), говоря о восстановлении
функции по ее преобразованию Фурье, мы должны отдать себе отчет
в том, чего мы, собственно, добиваемся. Что значат слова «восстанов-
ленная функция совпадает с исходной»? Идет ли речь о совпадении
этих функций на заданном множестве точек или, скажем, о совпаде-
нии почти всюду?

Что касается «индивидуальных» точек, то в наших лекциях мы огра-
ничимся тем, что решим этот вопрос для функций из пространства
Шварца. (Этого вполне хватает для большинства приложений.) Одна-
ко, чтобы дать представление о том, как могут выглядеть более общие
результаты, мы приведем одну классическую теорему без доказатель-
ства. Возможно, со сходно звучащей теоремой вас знакомили в той или
иной форме при рассказе о рядах Фурье.

Пусть ϕ –– интегрируемая функция на прямой (сейчас –– именно
функция, а не ее класс эквивалентности). Будем говорить, что функ-
ция ϕ удовлетворяет в точке t0 ∈R условию Дини, если функция (от t)
ϕ(t0+ t)−ϕ(t0)

t
интегрируема на каком-либо отрезке, содержащем

нуль. (Грубо говоря, это условие означает, что если указанная функция
и растет при t → 0, то не так уж быстро.) Далее, хотя функция F(ϕ)
и не обязана быть интегрируемой, никто не запрещает рассматривать
ее интегралы на конечных отрезках.

Теорема . (áä) Пусть функция ϕ удовлетворяет в точке t0 усло-
вию Дини. Тогда последовательность

ψN (t0) :=
1p
2π

N∫

−N

F(ϕ)(s)eist0 ds, N ∈N,

сходится к ϕ(t0) при N →∞.
Но в наших лекциях функции, служащие чьим-то преобразованием

Фурье, будут по большей части интегрируемы. Имея это в виду, целе-
сообразно дать

Определение . Обратным преобразованием (или интегралом) Фу-
рье функции ϕ(s), s ∈R, называется функция

F̆(ϕ)(t) :=
1p
2π

∫

R

ϕ(s)eist ds, t ∈R.

Таким образом, обратное преобразование Фурье определяется с по-
мощью почти той же формулы, что и «прямое»; разница лишь в том,
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что теперь отсутствует минус в показателе экспоненты. Поэтому ес-
ли для ϕ ∈ L1(R) положить (Σϕ)(t) :=ϕ(−t), то выполнены равенства
F̆(ϕ)(t) = (ΣF(ϕ))(t) = (FΣ(ϕ))(t). Отсюда ясно, что обратное преоб-
разование Фурье обладает свойствами, весьма похожими на свойства
прямого; оставляем вам точную формулировку и доказательство ана-
логов предложений 1––4, следствий 1––2 и т. п.

Сходным образом вводятся обратные преобразования Фурье на
окружности и на целых числах. Первое задается для ϕ ∈ L1(T) и n∈ Z,
формулой

F̆(ϕ)(n) :=
1p
2π

∫

T

ϕ(t)t−n dt, n∈Z,

а второе –– для ϕ ∈ l1(Z) и t ∈T формулой

F̆(ϕ)(t) :=
1p
2π

∫

Z

ϕ(n)tn d • (n).

Для них, разумеется, справедливы утверждения, аналогичные содержа-
щимся в упражнениях  и  (дайте точные формулировки). Справедлив
для них и аналог теоремы ; при этом для окружности он представля-
ет собой классическую теорему о восстановлении 2π-периодической
функции по ее ряду Фурье. Что же касается аналога теоремы  для це-
лых чисел, то он имеет особенно прозрачный вид.

Упражнение . Композиция прямого преобразования Фурье на Z
и обратного преобразования Фурье на T –– это тождественный опера-
тор в пространстве l1(Z).

Сформулируем еще одну важную теорему, в которой речь пойдет
о восстановлении исходной функции не в индивидуальных точках,
а как элемента пространства L1(R).

Теорема . (áä) Пусть для ϕ ∈ L1(R) случилось так, что функция
F(ϕ) также принадлежит пространству L1(R). Тогда F̆(F(ϕ)) совпа-
дает с ϕ почти всюду.

(Теорема . –– теорема обращения в классе S , –– см. ниже, по суще-
ству явится частным случаем этой теоремы.)

§ . Свертка и преобразование Фурье как гомоморфизм

Фундаментальный факт современного анализа состоит в том, что
классическое преобразование Фурье –– это не только ограниченный
оператор между банаховыми пространствами, но и (с точностью до
постоянного множителя) гомоморфизм банаховых алгебр.
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О каких же алгебрах идет речь? С областью значений оператора F
все ясно: C0(R) –– это весьма респектабельная банахова алгебра отно-
сительно поточечного умножения; ср. пример ... Однако попытка
сходным образом подойти к области определения нашего оператора
немедленно приводит к конфузу: поточечное умножение функций из
L1(R), вообще говоря, выводит из этого пространства. (Возьмите хотя
бы функцию, равную 1/

p
t на (0, 1] и нулю в остальных точках, и воз-

ведите ее в квадрат.)
И все же в L1(R) есть умножение, и притом весьма полезное; только

вводится оно по совсем другому правилу. Прежде чем мы его объявим,
давайте сделаем «мотивировочное» упражнение, относящееся к пре-
образованию Фурье на Z (где, как правило, вещи проще, чем на R);
см. упражнение . (ii). Вспомним, что пространство l1(Z) –– оно же
и L1(Z,•) –– обладает некоторым умножением, называемым сверткой
(пример ..). В обозначениях определения . это умножение задает-
ся правилом

(ϕ ∗ψ)(n) :=

∫

Z

ϕ(k)ψ(n− k) d • (k),

т. е., попросту говоря,

(ϕ ∗ψ)(n) :=

+∞∑

k=−∞
ϕ(k)ψ(n− k).

Упражнение . Классическое преобразование Фурье
p

2πFZ : l1(Z)→ C(T)

–– это унитальный гомоморфизм между банаховой алгеброй l1(Z) со
сверточным умножением и банаховой алгеброй C(T) с поточечным
умножением. Кроме того, этот гомоморфизм является инволютивным
(относительно инволюций, введенных в начале § 6.3).

Из указанного результата, в частности, следует, что подпростран-
ство Im(FZ) в C(T) является алгеброй относительно поточечного умно-
жения. Эта алгебра (функций на окружности) называется винеровой
и часто обозначается W , а также A(T). Принадлежащие ей функции
ψ(t) могут быть охарактеризованы как имеющие вид

ψ(t) =

+∞∑

n=−∞
cne−int , где

+∞∑

n=−∞
|cn|<∞,

иными словами, как функции, разлагающиеся в абсолютно сходящий-
ся ряд Фурье. Далее, поскольку FZ, как было сообщено в предыду-
щем параграфе, –– инъективное отображение (см. упражнение .),
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коэффициенты cn однозначно определены функцией ψ. (А именно,

cn =
1p
2π
ϕ(n) для той единственной функции ϕ ∈ l1(Z), для которой

ψ= FZ(ϕ)). Отсюда ясно, что в W корректно определена норма

‖ψ‖ :=

+∞∑

n=−∞
|cn|,

превращающая W в банахову алгебру, и коограничение FZ|W : l1(Z)→
→W –– это изометрический изоморфизм банаховых алгебр.

Таким образом, с категорной точки зрения l1(Z) и W (= A(T)) –– это
одна и та же банахова алгебра, но «в разных обличьях».

Замечание (только для любопытных). Каждое из этих обличий имеет
весьма содержательное обобщение, в котором вместо l1(Z) (соответствен-
но A(T)) выступает алгебра функций на группе G из достаточно широкого
класса. Речь идет о локально компактных группах, которые будут определе-
ны, в качестве необязательного материала, в конце главы. Обобщением l1(Z)

служат банаховы алгебры L1(G) со сверточным умножением, рассмотренные
там же. А в качестве обобщений A(T) фигурируют так называемые алгебры
Фурье A(G) с поточечным умножением, открытые значительно позже П. Эйма-
ром. Об этих алгебрах см., например, []; там же доказана важная теорема
Руана о роли этих алгебр в квантовом функциональном анализе.

Мы переходим к понятию, которое естественно рассматривать как
«непрерывный» вариант известной нам «дискретной» свертки двусто-
ронних последовательностей. Как и прежде, для функции ϕ(τ), τ∈R,
и t ∈ R мы будем часто обозначать функцию τ 7→ ϕ(τ− t) через Ttϕ,
а функцию τ 7→ ϕ(−τ) через Σϕ. Ясно, что для функций ϕ(τ) и ψ(τ)
выполнены тождества

TtΣϕ=ΣT−tϕ, ()

ΣΣϕ=ϕ, ()
∫

R

[Ttϕ](τ)ψ(τ) dτ=

∫

R

ϕ(τ)[T−tψ](τ) dτ, ()

∫

R

[Σϕ](τ) dτ=

∫

R

ϕ(τ) dτ ()

(каждое из двух последних равенств имеет смысл и справедливо в
предположении, что хотя бы один из фигурирующих в нем интегра-
лов существует).
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Определение . Пусть для некоторых функций ϕ(τ) и ψ(τ) суще-
ствует, по крайней мере для почти всех t ∈R, интеграл

∫

R

ϕ(τ)ψ(t − τ) dτ

(он же и
∫

R

ϕ(τ)[TtΣψ](τ) dτ). Тогда этот интеграл как функция от t

называется сверткой функций ϕ и ψ и обозначается (ϕ ∗ψ)(t).
Предложение . Пусть свертка функций ϕ ∗ψ существует. Тогда
(i) (коммутативность свертки) существует и ψ ∗ϕ, причем для по-

чти всех t выполнено равенство

(ϕ ∗ψ)(t) = (ψ ∗ϕ)(t);
(ii) (инвариантность свертки относительно сдвигов) для каждого

a ∈R почти для всех t имеет смысл и справедливо равенство

(Ta(ϕ ∗ψ))(t) = (Taϕ ∗ψ)(t) = (ϕ ∗ Taψ)(t).

⊳ Пусть для t ∈R число (ϕ ∗ψ)(t) имеет смысл. Тогда с учетом тож-
деств ()––() получаем
∫

R

ϕ(τ)[TtΣψ](τ) dτ=

∫

R

[T−tϕ](τ)[Σψ](τ) dτ=

=

∫

R

[ΣT−tϕ](τ)ψ(τ) dτ=

∫

R

[TtΣϕ](τ)ψ(τ) dτ,

откуда следует утверждение (i). Далее,

(ϕ ∗ψ)(t − a) =

∫

R

ϕ(τ)[Tt−aΣψ](τ) dτ=

=

∫

R

ϕ(τ)[Tt T−aΣψ](τ) dτ=

∫

R

ϕ(τ)[TtΣTaψ](τ) dτ,

откуда следует второе равенство в (ii). А это в объединении с (i) дает
первое равенство в утверждении (ii). ⊲

Пример  (свертка «горба» со ступенькой дает «шляпу»). Пусть
г(τ) –– «горбушка» из § .. Зададим ǫ > 0 и положим д(τ) := Cг(cτ), где
постоянные C , c > 0 выбраны так, что д(τ) = 0 вне отрезка [−ǫ/2,ǫ/2]

и
∫

R

д(τ) dτ= 1. Тогда, как легко видеть, для любого отрезка [a, b] и его

характеристической функции χa,b свертка д ∗ χa−ǫ/2,b+ǫ/2 –– это не что
иное, как «шляпа» гa,b,ǫ(τ) из предложения ...
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Пример  (свертка усредняет). Пусть ϕ ∈ Lloc
1

, а функция ψ(t) для

некоторого a> 0 равна
1

2a
при |t|6 a и нулю при остальных значени-

ях t. Тогда, очевидно,

(ϕ ∗ψ)(t) = 1

2a

t+a∫

t−a

ϕ(τ) dτ.

Таким образом, эта свертка является для каждого t ∈R средним значе-
нием функции ϕ на отрезке [t − a, t + a].

Упражнение  (свертка сглаживает). Пусть ϕ ∈ L1(R), а ψ –– фи-
нитная функция класса C1. Тогда (очевидно, существующая при всех t)
свертка (ϕ ∗ψ)(t) –– также функция класса C1, причем всюду на R вы-
полнено равенство (ϕ ∗ψ)′ =ϕ ∗ψ′.

Указание. Убедитесь, что функция ϕ ∗ψ непрерывна и, пользуясь
теоремой Фубини, покажите, что неопределенный интеграл функции
ϕ ∗ψ′ совпадает, с точностью до постоянного слагаемого, с ϕ ∗ψ.

Теперь опишем наиболее важную ситуацию, в которой существова-
ние свертки гарантировано.

Теорема . Пусть ϕ,ψ ∈ L1(R). Тогда свертка ϕ ∗ ψ существует
и принадлежит L1(R). При этом (для нормы в L1(R)) выполнена оцен-
ка ‖ϕ ∗ψ‖6 ‖ϕ‖‖ψ‖.
⊳ Очевидно, справедливо равенство
∫

R

|ϕ(τ)|
�∫

R

|ψ(t − τ)| dt

�
dτ= ‖ϕ‖‖ψ‖.

Как хорошо известно из действительного анализа, это влечет интегри-
руемость по Лебегу функции двух переменных ϕ(τ)ψ(t − τ). Поэтому
теорема Фубини гарантирует существование повторного интеграла∫

R

�∫

R

|ϕ(τ)ψ(t − τ)| dτ
�

dt, также равного ‖ϕ‖‖ψ‖, и, как следствие,

оценку ∫

R

����

∫

R

ϕ(τ)ψ(t − τ) dτ
���� dt 6 ‖ϕ‖‖ψ‖.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Свертки существуют и при некоторых других часто выполняющихся

условиях. Об этом свидетельствует, например, следующее
Упражнение . (i) Пусть ϕ ∈ L1(R), а ψ ∈ L∞(R). Тогда свертка

ϕ ∗ψ существует и всюду определена; к тому же она ограничена и рав-
номерно непрерывна. То же самое верно, если ϕ,ψ∈ L2(R).
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(ii) Пусть ϕ ∈ L1(R), а ψ ∈ L2(R). Тогда свертка ϕ ∗ ψ существу-
ет и принадлежит L2(R); к тому же для норм соответствующих про-
странств выполнена оценка ‖ϕ ∗ψ‖2 6 ‖ϕ‖1‖ψ‖2.

Указание к (ii). Из условия и из теоремы  следует, что функция

(от τ)
p
|ϕ(τ)| |ψ(t − τ)| лежит в L2(R). Теперь мы можем применить

к этой функции и функции
p
|ϕ(τ)| неравенство Коши––Буняковского.

Тогда требуемая оценка норм вытекает из оценки, содержащейся в тео-
реме .

Вернемся к нашему основному случаю, когда обе функции лежат
в L1(R).

Теорема . Пространство L1(R) –– это коммутативная банахова
алгебра относительно умножения

∗ : L1(R)× L1(R)→ L1(R) : (ϕ,ψ) 7→ϕ ∗ψ.

⊳ Из линейных свойств интеграла немедленно следует, что ∗ –– би-
линейный оператор. Далее, пусть ϕ1,ϕ2,ϕ3 ∈ L1(R). Тогда, пользуясь
теоремой Фубини и (в четвертом равенстве) подстановкой τ−ρ = τ′,
мы получаем, что почти для всех t ∈R выполнены равенства

[(ϕ1 ∗ϕ2) ∗ϕ3](t) =

∫

R

(ϕ1 ∗ϕ2)(τ)ϕ3(t − τ) dτ=

=

∫

R

�∫

R

ϕ1(ρ)ϕ2(τ−ρ) dρ
�
ϕ3(t −τ) dτ=

=

∫

R

ϕ1(ρ)

�∫

R

ϕ2(τ−ρ)ϕ3(t −τ) dτ
�

dρ =

=

∫

R

ϕ1(ρ)

�∫

R

ϕ2(τ
′)ϕ3(t −ρ− τ′) dτ′

�
dρ =

=

∫

R

ϕ1(ρ)(ϕ2 ∗ϕ3)(t −ρ) dρ= [ϕ1 ∗ (ϕ2 ∗ϕ3)](t).

Это показывает, что билинейный оператор «свертка» обладает свой-
ством ассоциативности, т. е. является умножением. При этом оценка,
указанная в теореме , означает в точности, что это умножение связано
с нормой мультипликативным неравенством.

Итак, свойства банаховой алгебры проверены. То, что эта алгебра
коммутативна, обеспечено предложением  (i). ⊲
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Упражнение . Алгебра L1(R) является звездной банаховой алгеб-
рой относительно инволюции, переводящей ϕ в ψ(t) :=ϕ(−t).

Чем примечательна новоявленная банахова алгебра? Прежде всего,
она (в отличие от l1(Z)) не обладает единицей, но это мы предложим
вам доказать чуть позже. Сейчас мы покажем, что в ней есть нечто, слу-
жащее, до определенной степени, заменой единицы, так сказать, «кол-
лективной единицей».

Предложение . Пусть δn –– такая последовательность неотри-
цательных интегрируемых на R функций, что δn = 0 вне отрезкаh
−1

n
,

1

n

i
и
∫

R

δn(τ) dτ = 1. Тогда для любой функции ψ ∈ L1(R) после-

довательность δn ∗ψ сходится в L1(R) к ψ.
⊳ Пусть для начала ψ –– характеристическая функция отрезка [a, b].

Тогда δn ∗ψ(t) =
b∫

a

δn(t − τ) dτ. Отсюда ясно, что эта функция прини-

мает значения в [0, 1], при достаточно больших n равна 1 внутри от-

резка
h

a +
1

n
, b − 1

n

i
и равна 0 вне отрезка

h
a − 1

n
, b +

1

n

i
. Поэтому

‖δn ∗ψ−ψ‖=
a+1/n∫

a−1/n

δn ∗ψ(τ) dτ+
b+1/n∫

b−1/n

δn ∗ψ(τ) dτ6
4
n

.

Итак, последовательность δn ∗ ψ сходится к ψ, если ψ –– характери-
стическая функция какого-либо отрезка. Но тогда в силу линейности
свертки по каждому аргументу это верно и для произвольной ступен-
чатой функции ψ.

Пусть теперь ψ ∈ L1(R) произвольна. Зададим ǫ > 0 и, воспользо-
вавшись тем, что ступенчатые функции плотны в L1(R), возьмем та-
кую ступенчатую функцию ϕ, что ‖ψ−ϕ‖< ǫ/3. Теперь возьмем такое
N ∈N, что при n> N выполнено неравенство ‖δn ∗ϕ−ϕ‖< ǫ/3. Тогда
при тех же n мы получаем

‖δn ∗ψ−ψ‖= ‖δn ∗ (ψ−ϕ) + δn ∗ϕ−ϕ+ϕ−ψ‖6

6 ‖δn‖‖ϕ−ψ‖+ ‖δn ∗ϕ−ϕ‖+ ‖ϕ−ψ‖6

6 ‖δn ∗ϕ−ϕ‖+ 2‖ϕ−ψ‖< ǫ
3
+ 2

ǫ
3
= ǫ.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Последовательностьδn, обладающая свойствами, описанными в до-

казанной теореме, называется δ-образной. Она, будучи рассмотрена
в D∗, сходится к δ-функции (упражнение ..), которая «хочет» быть
единицей в L1(R), но, увы, этому пространству не принадлежит.
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(Правда, δ-функция является единицей в некоей другой алгебре; см. далее
предложение .)

Упражнение . «Настоящей» единицы в алгебре L1(R) нет.
Указание. Если e(t) –– гипотетическая единица, то δ-образная по-

следовательность δn = δn ∗ e должна сходиться к e. Но она никуда не
сходится.

А вот чуть ли не главное достоинство свертки. Оно состоит в ее осо-
бых отношениях с преобразованием Фурье.

Теорема . Для любых функций ϕ1,ϕ2 ∈ L1(R) и любого s ∈R выпол-
нено равенство

F(ϕ1 ∗ϕ2)(s) =
p

2πF(ϕ1)(s)F(ϕ2)(s).

Иными словами, отображение
p

2πF : L1(R)→ C0(R) –– это гомомор-
физм из алгебры со сверточным умножением в алгебру с поточечным
умножением.
⊳ Ставший привычным для нас прием, основанный на теореме Фу-

бини, приводит к равенствам

F(ϕ1 ∗ϕ2)(s) =
1p
2π

∫

R

(ϕ1 ∗ϕ2)(t)e
−ist dt =

=
1p
2π

∫

R

�∫

R

ϕ1(τ)ϕ2(t −τ) dτ
�

e−ist dt =

=
1p
2π

∫

R

ϕ1(τ)

� ∫

R

ϕ2(t − τ)e−ist dt

�
dτ=

=

∫

R

ϕ1(τ)e
−isτ

�
1p
2π

∫

R

ϕ2(t)e
−ist dt

�
dτ=

=

∫

R

ϕ1(τ)e
−isτF(ϕ2)(s) dτ=

p
2πF(ϕ1)(s)F(ϕ2)(s). ⊲

Замечание. Если бы в определении преобразования Фурье не было

множителя
1p
2π

, то, конечно, такой оператор сам бы служил гомо-

морфизмом между рассматриваемыми алгебрами. Но такое опреде-
ление доставило бы нам неудобство в будущем. Дело в том, что мы
в дальнейшем собираемся строить, исходя из классического преоб-
разования Фурье, некий унитарный оператор F• в L2(R), а для этой

унитарности множитель
1p
2π

как раз и нужен. Есть, правда, способ
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«убить обоих зайцев»: определить преобразование Фурье формулой∫

R

ϕ(t)e−2πist dt. Все же мы предпочли более традиционную формулу.

Упражнение . Гомоморфизм
p

2πF является инволютивным (от-
носительно инволюции, указанной в упражнении , и стандартной ин-
волюции в C0(R)).

Обратим внимание на то, что в доказательстве теоремы  мы не
пользовались ассоциативностью и коммутативностью свертки. Напро-
тив, если принять на веру теорему . (единственности), то оба эти
свойства свертки являются немедленными следствиями соответствую-
щих свойств поточечного умножения и теоремы .

∗ ∗ ∗
Итак, вы знакомы со свойствами сверточного умножения в L1(R)

(а не ленивый –– еще и в l1(Z)). Добавим к этому, для полноты картины,
случай функций на окружности:

Упражнение . (i) Для любых функций ϕ,ψ ∈ L1(T) и почти всех
t ∈T существует

(ϕ ∗ψ)(t) :=

∫

T

ϕ(τ)ψ(τ−1 t) dτ.

Функция (ϕ ∗ψ)(t) (называемая сверткой функций ϕ(t) и ψ(t)) инте-
грируема на окружности и удовлетворяет (для нормы в L1) оценке

‖ϕ ∗ψ‖6 ‖ϕ‖‖ψ‖.
(ii) Отображение ∗ : L1(T) × L1(T)→ L1(T), (ϕ,ψ) 7→ ϕ ∗ ψ, –– это

умножение, превращающее L1(T) в коммутативную банахову алгебру.
(iii) В этой алгебре нет единицы, но есть такая последовательность

δn, что δn ∗ϕ сходится к ϕ для любой функции ϕ ∈ L1(T).
(iv) Отображение

p
2πFT : L1(T)→ c0(Z) –– это гомоморфизм из ал-

гебры со сверточным умножением в алгебру с покоординатным умно-
жением.

Теперь мы расскажем несколько вещей, предназначенных для нашего про-
свещенного читателя.

10. Еще о свертках.
Оказывается, при некоторых условиях можно дать содержательное опреде-

ление свертки обычной функции с обобщенной и даже свертки двух обобщен-
ных функций.

Прежде всего сделаем то очевидное наблюдение, что любая функция ϕ ∈D
корректно задает оператор ©ϕ : D →D, ψ 7→ψ ∗ϕ, непрерывный в топологии
этого полинормированного пространства.
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Упражнение . Существует единственный слабо∗ непрерывный оператор
e©ϕ, D∗→D∗, бипродолжающий ©ϕ, т. е. такой, что диаграмма

D
©ϕ D

D∗
e©ϕ D∗,

в которой вертикальные стрелки обозначают естественное вложение, комму-
тативна. Этот оператор действует по правилу [ e©ϕ f ](ψ) := f (ψ ∗Σϕ), иными

словами, он слабо∗ сопряжен оператору ©Σϕ свертки с Σϕ(t) :=ϕ(−t).

Обобщенная функция e©ϕ f называется сверткой функций f и ϕ и обо-
значается f ∗ ϕ; таким образом, f ∗ ϕ ∈ D∗. Проверьте (это очень легко), что
δ ∗ϕ=ϕ для каждой функции ϕ.

Упражнение . Пусть δx ∈ D∗ –– обобщенная функция, сопоставляющая
каждой функции ϕ ∈D ее значение ϕ(x) в x . Найдите δx ∗ϕ.

Упражнение 10∗. (i) Для любых функций ϕ ∈D и f ∈D∗ обобщенная функ-
ция f ∗ϕ регулярна и отождествляется с обычной функцией τ 7→ f (TτΣϕ) (т. е.
функцией, переводящей τ в значение f от функции t 7→ϕ(τ− t)), которая к то-
му же бесконечно гладка (= принадлежит E).

(ii) Для любой функции f ∈ D∗ отображение © f : D → E , ϕ 7→ f ∗ ϕ, ––
непрерывный оператор между соответствующими полинормированными про-
странствами, причем © f Tτ = Tτ© f для всех τ∈R.

(iii) Каждый непрерывный оператор S : D → E , удовлетворяющий соотно-
шению STτ= TτS для всех τ∈R, имеет вид © f для некоторой функции f ∈D∗.

Указание. (i) Функционал f «загоняется под интеграл», а именно, значение
f (α), где α(t) :=

∫

R

ψ(τ)ϕ(τ− t) dτ, равно
∫

R

ψ(τ) f (βτ) dτ, где βτ(t) :=ϕ(τ− t).

(iii) Чтобы найти нужную функцию f , убедитесь, что g(ϕ)=© f (Σϕ)(0) для
любых g ∈D∗,ϕ ∈D.

Упражнение . Пусть ϕ ∈ D –– фиксированная функция. Непрерывен ли
оператор D∗→E , f 7→ f ∗ϕ, по отношению к слабой∗ топологии на D∗?

Замечание. Сходным образом определяется свертка быстро убывающей
бесконечно гладкой функции с обобщенной функцией умеренного роста; при
этом получается регулярная бесконечно гладкая функция умеренного роста.

Что касается свертывания обобщенных функций друг с другом, то, не рис-
куя вас более утомлять, мы ограничимся формулировкой некоторых наиболее
важных фактов.

Содержательного понятия свертки двух произвольных обобщенных функ-
ций, равно как и двух обобщенных функций умеренного роста, нет. Однако
справедлива

Теорема . (áä) Пусть g –– обобщенная функция с компактным носителем
(иными словами, g принадлежит подпространству E ∗ в D∗). Тогда корректно
определен непрерывный оператор ©g : D→D, ϕ 7→ g ∗ϕ. У этого оператора су-
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ществует единственное бипродолжение e©g до оператора, действующего в D∗.
(Нарисуйте надлежащую коммутативную диаграмму!)

При этом обобщенная функция e©g( f ), f ∈ D∗, совпадает с (©Σ f )
∗g, где

Σ f (ψ) := f (Σψ) (иными словами, для ψ∈D выполнено равенство

[ e©g( f )](ψ) = g(Σ f ∗ψ)).

Обобщенная функция e©g f называется сверткой функций g ∈ E ∗ и f ∈ D∗
и обозначается g ∗ f .

Предложение . (áä) Свертка двух обобщенных функций с компактным но-
сителем сама имеет компактный носитель. Соответствующее отображение
∗ : E ∗ × E ∗→E ∗, ( f , g) 7→ f ∗ g, есть умножение в E ∗, непрерывное относитель-
но слабой∗ топологии по каждому аргументу. Алгебра E ∗ со сверточным умно-
жением коммутативна и унитальна, причем ее единицей является δ-функция.

20. Аппроксимативные единицы.
Полезно теперь взглянуть на свойство δ-образных последовательностей,

выраженное в предложении , с общих позиций теории банаховых алгебр.
Определение . Пусть A –– (произвольная) банахова алгебра. Направлен-

ность (см. § .) ее элементов eν , ν ∈Λ, называется аппроксимативной едини-
цей, если для любого a ∈ A направленности eνa и aeν сходятся к a, и ограничен-
ной аппроксимативной единицей, если вдобавок ‖eν‖6 C для некоторого C > 0.

Если у алгебры есть ограниченная аппроксимативная единица, то надо ра-
доваться. В этом случае при решении многих (хотя и не всех) вопросов, ка-
сающихся нашей алгебры, мы можем поступать с ней как с унитальной. Вот
иллюстрация.

Теорема  (факторизационная теорема Коэна) ). (áä) Если банахова ал-
гебра обладает ограниченной аппроксимативной единицей, то любой ее эле-
мент представим в виде произведения двух других.

Объединяя теорему Коэна и предложение , мы получаем, что всякая инте-
грируемая на прямой функция представима в виде свертки двух других. То же,
с учетом упражнения  (iii), верно и для интегрируемой функции на окруж-
ности.

Разумеется, случай таких алгебр, как L1(R) или L1(T), особенно благопри-
ятен: ограниченную аппроксимативную единицу нам удается найти уже среди
обычных последовательностей (а не направленностей общего вида). В таких
ситуациях говорят о счетной ограниченной аппроксимативной единице.

Вы можете проверить, что алгебра C0(Ω) (см. пример ..), не будучи,
вообще говоря, унитальной, обладает ограниченной аппроксимативной еди-
ницей, а алгебры C0(R) и c0(Z), а также K (H) (для сепарабельного простран-
ства H) –– счетной ограниченной аппроксимативной единицей. Ограниченной
аппроксимативной единицей обладает всякая C∗-алгебра (но это не столь уж
просто; см., например, []). В то же время –– и это уже достаточно простые

)Того самого Пола Коэна, который впоследствии прославился тем, что справился
с проблемой континуума.
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факты –– алгебры l1 и l2 с поточечным умножением, а также их «некомму-
тативные аналоги» –– алгебры N (H) и S (H) –– обладают аппроксимативной
единицей, но не обладают ограниченной аппроксимативной единицей. Нако-
нец, подалгебра в C1[a, b] (пример ..), состоящая из функций, равных нулю
в фиксированной точке отрезка, аппроксимативной единицей, хотя бы и не
ограниченной, не обладает.

30. Преобразование Фурье как одно из воплощений преобразования
Гельфанда.

Напомним, что для каждой коммутативной банаховой алгебры существует
ее канонический гомоморфизм в алгебру непрерывных исчезающих на беско-
нечности функций на некотором локально компактном топологическом про-
странстве, а именно гельфандовом спектре данной алгебры. Это так называ-
емое преобразование Гельфанда (определение ..). Разумеется, сказанное
касается и алгебры L1(R) со сверточным умножением. Так вот: классическое
преобразование Фурье и есть, с точностью до надлежащих отождествлений,
конкретная форма преобразования Гельфанда для нашей алгебры.

Вначале мы снова рассмотрим, в качестве мотивировки, более простую ал-
гебру l1(Z). Каков гельфандов спектр этой алгебры?

Очевидно, каждая точка s ∈T задает ненулевой характер (= элемент гель-

фандова спектра) нашей алгебры по правилу X s(ξ) =
+∞∑

n=−∞
ξns−n, причем раз-

ным числам на окружности соответствуют разные характеры. Далее, каждый
орт pn, n ∈ Z, есть n-я «сверточная степень» (положительная, отрицательная
или –– для 1= p0 –– нулевая) орта p1. Как следствие, линейные комбинации сте-
пеней орта p1 плотны в l1(Z). Отсюда ясно, что любой ненулевой характер
X : l1(Z)→C рассматриваемой алгебры имеет вид X s для s= (X (p1))−1. (То, что
s ∈T, очевидным образом следует из того, что X не увеличивает нормы.)

Таким образом, в обозначении Ω :=Ω•(l1(Z)), возникает биективное отоб-
ражение ω : T→ Ω, s 7→ X s, которое, как легко усмотреть, непрерывно. Тогда
на основании теоремы Александрова ω –– гомеоморфизм, и гельфандов спектр
алгебры l1(Z) оказался, как топологическое пространство, окружностью.

Теперь рассмотрим отображение C(ω) : C(Ω)→ C(T), сопоставляющее каж-
дой функции x : Ω→C функцию C(ω)x : s 7→ x(ω(s)). (Под другим соусом оно
уже нам встречалось в примере ...) Оно, как легко проверить, –– изометриче-
ский изоморфизм банаховых алгебр. Отождествляя обе алгебры посредством
этого изоморфизма, мы видим, что преобразование Гельфанда алгебры l1(Z)

оказывается ни чем иным, как умноженным на
p

2π преобразованием Фурье.
Говоря более формально, имеет место коммутативная диаграмма,

l1(Z)
p

2πFΓ

C(Ω)
C(ω)

C(T)

в которой Γ :=Γl1(Z)
и F := FZ.
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Перейдем к нашему основному объекту –– алгебре L1(R). Сразу же сфор-
мулируем основной результат; это, как мы считаем, каждый отличник дол-
жен знать. А дальше мы предложим, в качестве необязательного материала,
несколько упражнений, которые дают представление о том, как сформулиро-
ванная теорема доказывается.

С этого момента Ω уже обозначает гельфандов спектр алгебры L1(R), а Γ ––
преобразование Гельфанда этой алгебры.

Теорема . (áä) Существует гомеоморфизм ω : R→ Ω, сопоставляющий
каждому числу s ∈R характер X s, действующий по правилу

X s(ϕ) =

∫

R

ϕ(t)e−ist d t

(иными словами, характер X s, взятый от функции ϕ, есть умноженное на
p

2π
значение преобразования Фурье этой функции в точке s). При этом имеет ме-
сто коммутативная диаграмма,

L1(Z)
p

2πFΓ

C0(Ω)
C(ω)

C0(R)

в которой C(ω) –– (корректно определенный) изометрический изоморфизм ба-
наховых алгебр, сопоставляющий функции x ∈ C0(Ω) функцию C(ω)x : s 7→
7→ x(ω(s)).

Таким образом, мы видим, что при отождествлении обеих банаховых ал-
гебр посредством изометрического изоморфизма C(ω), преобразование Гель-
фанда алгебры L1(R) превращается в преобразование Фурье.

А вот и обещанный эскиз доказательства.
Упражнение 12∗. Для любого X ∈Ω существует такая единственная непре-

рывная функция eX : R→C, что для любой ϕ ∈ L1(R) выполнено равенство

X (ϕ)=

∫

R

ϕ(t)eX (t) d t.

Эта функция корректно определена правилом t 7→ lim
h→+0

X
�

1

h
χt,t+h

�
.

Указание. Возьмем такую функцию ϕ, что X (ϕ) 6= 0. Из равенства

lim
h→+0

�
ϕ ∗ 1

h
χt,t+h

�
= Tt(ϕ)

(ср. доказательство предложения ) следует, что для любого a < t функция
α(τ) := X (χa,τ), τ > a, имеет в точке t производную, равную X (Ttϕ)/X (ϕ) (и,
стало быть, не зависящую ни от выбора a, ни от выбора ϕ). Ее мы и обозна-
чим через eX (t). Из непрерывности отображения R→ L1(R), t 7→ Tt(ϕ), сле-

дует, что функция eX (t) непрерывна. Далее, поскольку α(t) =
t∫

a

eX (τ) dτ, то
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X (ϕ) =
∫

R

ϕ(t)eX (t) d t для всех функций ϕ, являющихся характеристически-

ми функциями отрезков. Но такие функции образуют тотальное множество
в L1(R), а характер X непрерывен.

Упражнение . Функция eX принимает значения в T и удовлетворяет функ-
циональному уравнению

eX (t + τ) = eX (t)eX (τ). ()

Указание. Из предложения  (ii), а также свойств характеров следует, что
X (Tt+τϕ)X (ϕ)= X (Ttϕ)X (Tτϕ). Остается поделить на X (ϕ)2.

Следующий факт, имеющий многочисленные приложения в анализе, воз-
можно, вам уже встречался.

Упражнение . Всякая непрерывная функция eX : R→T, удовлетворяющая
равенству (), имеет вид eX (t) = e−ist для некоторого однозначно определенного
числа s ∈R.

Указание. Ясно, что eX (0) = 1. Поэтому если n ∈ N достаточно велико, то
число eX (1/2n) есть e−is/2n

для единственного такого s ∈R, что −π/2<−s/2n<
< π/2. Отсюда eX (t) = e−ist для всех двоично-рациональных, а значит, в силу
непрерывности характера eX , и для всех действительных чисел t.

Единственный момент в доказательстве теоремы , не охваченный эти-
ми тремя упражнениями, –– то, что возникшая непрерывная биекция R→ Ω,
X 7→ X s, есть гомеоморфизм. Непрерывность обратной биекции Ω→ R мож-
но доказать «в лоб», зафиксировав X s ∈ Ω и усмотрев, что из малости вели-
чины |X r(χa,b) − X s(χa,b)|, где [a, b] –– подходящий отрезок, следует малость
|r − s|. Но можно вместо этого заметить, что исходная биекция продолжается
до непрерывной биекции из александровской компактификации R+ в про-
странство Ω, дополненное нулевым характером. (Непрерывность этой продол-
женной биекции следует из того, что X s(ϕ) или, что то же самое,

p
2πF(ϕ)(s)

стремится к нулю при |s| →∞.) Поэтому теорема Александрова обеспечивает
гомеоморфность продолженной биекции, а стало быть, и ее ограничения на R.

∗ ∗ ∗

Параллельный результат, как вы догадались, имеет место и для преобразо-
вания Фурье на окружности: оно также является специализацией преобразо-
вания Гельфанда, только теперь для алгебры L1(T). Характеры последней ал-
гебры задаются уже не произвольными действительными, как в случае L1(R),
а целыми числами. А именно, каждое число n∈Z задает характер

Xn : L1(T)→C, ϕ 7→
∫

T

ϕ(t)t−n d t
�
=
p

2πFT(ϕ)(n)
�

(n-й характер –– это n-й коэффициент Фурье). Гельфандов спектр алгебры L1(T)

оказывается дискретным счетным топологическим пространством, отождеств-
ляемым с Z. Соответственно алгебра C0(Ω•(L1(R))) отождествляется с c0(Z),
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и при этом отождествлении классическое преобразование Фурье на окружно-
сти превращается, после его умножения на на

p
2π, в преобразование Гель-

фанда. (Нарисуйте соответствующую коммутативную диаграмму.)
Доказательство этого составного утверждения следует курсу доказатель-

ства теоремы . В частности, мы видим, что имеют место очевидные аналоги
фактов, выраженных в упражнениях  и . Основное различие между слу-
чаем прямой и случаем окружности проявляется тогда, когда мы переходим
к явному описанию функций eX . Роль упражнения  теперь играет

Упражнение . Всякая непрерывная функция eX : T→T, удовлетворяющая
функциональному уравнению eX (tτ) = eX (t)eX (τ), имеет вид eX (t) = t−n для неко-
торого однозначно определенного числа n∈Z.

Указание. Функция на прямой τ 7→ eX (eiτ) удовлетворяет функциональному
уравнению (). Поэтому для некоторого s ∈ R и всех τ ∈ R выполнено равен-
ство X (eiτ) = e−isτ. Отсюда, в частности, e−is(τ+2π) = e−isτ, а это означает, что s ––
целое число.

§ . Преобразование Фурье пробных и обобщенных функций

Результаты о классическом преобразовании Фурье получают наи-
более законченный и элегантный вид, если в качестве исходных функ-
ций мы будем рассматривать те, которые в § . были названы быстро
убывающими бесконечно гладкими функциями. Они, как мы помним,
образуют одно из наиболее уважаемых пространств пробных функ-
ций –– пространство Шварца S .

Предложение . Пусть ϕ ∈S иψ(s) := F(ϕ)(s). Тогдаψ –– бесконеч-
но гладкая функция и для любых p, q ∈ Z+ функция spψ(q)(s) является
линейной комбинацией функций вида F(tkϕ(l)(t)), k = 0, 1, …, q, l =
= 0, 1, …, p, с коэффициентами, не зависящими от ϕ. Как следствие,
ψ∈S .
⊳ Согласно следствию . функцияψ(s) бесконечно гладка, и для лю-

бого q ∈Z+ выполнено равенство

ψ(q)(s) = (−i)q F(tqϕ(t))(s).

Отсюда, теперь уже благодаря следствию ., функция spψ(q)(s) есть,
с точностью до постоянного множителя, преобразование Фурье функ-
ции (tqϕ(t))(p). Дальнейшее очевидно. ⊲

С этого момента мы вправе рассматривать биограничение опе-
ратора F из определения . на пару (S ,S ). Полученный линейный
оператор в S мы будем по-прежнему обозначать F ; это не вызовет
путаницы.

В пространстве S (чего нельзя сказать о первоначальной области
определения оператора Фурье –– L1(R)) корректно определены опера-
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торы D : ϕ 7→ϕ′ и M : ϕ(t) 7→ tϕ(t). Поэтому теперь взаимосвязь меж-
ду дифференцированием и умножением на независимую переменную,
указанная в предложениях . и ., может быть выражена следующим
наглядным образом.

Предложение . Имеют место коммутативные диаграммы

S iD

F

S
F

S −M S

и

S M

F

S
F

S iD S .

⊳ ⊲

Теперь вспомним, что S –– полинормированное пространство отно-
сительно введенного в § . семейства преднорм s.

Предложение . Оператор F , будучи рассмотрен в полинормиро-
ванном пространстве (S , s), непрерывен.
⊳ Возьмем ϕ ∈ S и ψ(s) := F(ϕ)(s). Зададим p, q ∈ Z+. Очевидным

образом из предложения  следует, что для некоторого C1 > 0 выполне-
на оценка

‖F(ϕ)‖p,q 6 C1 max
�
‖F(tkϕ(l)(t))‖∞ : k= 0, 1, …, q, l = 0, 1, …, p

	
,

где ‖ · ‖∞ –– норма в C0(R). Но для каждой пары k, l из предложения .
следует, что

‖F(tkϕ(l)(t))‖∞ 6
1p
2π

∫

R

|tkϕ(l)(t)| dt 6
1p
2π

∫

R

|tkϕ(l)(t)|
1+ t2 dt+

+
1p
2π

∫

R

|tk+2ϕ(l)(t)|
1+ t2 dt = C2(‖ϕ‖k,l + ‖ϕ‖k+2,l ),

где C2 :=
1p
2π

∫

R

d t

1+ t2 . Отсюда легко усматривается, что

‖F(ϕ)‖p,q 6 2C1C2 max
�
‖ϕ‖k,l : k= 0, 1, …, q+ 2, l = 0, 1, …, p

	
.

Дальнейшее очевидно. ⊲
Очевидно, D и M также суть непрерывные операторы в S (см. уп-

ражнения .. и ..). Поэтому обе диаграммы предложения  состо-
ят из непрерывных операторов в этом полинормированном простран-
стве.

Пространство Шварца является тем счастливым классом функций,
в рамках которого задача о восстановлении функции по ее преобразо-
ванию Фурье получает наиболее простое и естественное решение.

Обозначим через Σ : S → S оператор, действующий по правилу
Σϕ(t) := ϕ(−t). (Сходный оператор, только действующий в других
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пространствах, нам по существу уже встречался в предыдущем пара-
графе.) Ясно, что Σ2 = 1 (здесь и далее 1 := 1S ). Из предложения  оче-
видным образом следует, что обратное преобразование Фурье, так же,
как и «прямое», отображает S в S , и соответствующее биограниче-
ние, по-прежнему обозначаемое через F̆ , связано с F и Σ равенствами

ΣF = FΣ= F̆ . ()

Начнем подготовку теоремы, полностью оправдывающей, в рам-
ках пространства Шварца, термин «обратное преобразование Фурье».
Она, как будет видно из ее формулировки, немедленно следует из тео-
ремы . и по существу является ее частным случаем. Но для этого
частного случая мы дадим полное доказательство. Рассуждение будет
носить преимущественно алгебраический характер. Основная идея ––
в том, что операторов, перестановочных как с дифференцированием,
так и с умножением на независимую переменную, совсем немного.

Предложение . Всякий оператор G : S → S , перестановочный
с M , есть оператор умножения на некоторую бесконечно гладкую функ-
цию.
⊳⊳ Для доказательства предложения нам потребуется следующая
Лемма. Если функция ϕ ∈ S равна нулю в точке a, то и функция

G(ϕ) равна нулю в той же точке.
⊳ Из курса математического анализа хорошо известно, что функ-

ция ϕ(t), будучи бесконечно гладкой и равной нулю в точке a, долж-
на иметь вид (t − a)ψ(t), где ψ –– другая бесконечно гладкая функция.
Отсюда, продифференцировав нужное количество раз функцию ψ(t) =
= (t − a)−1ϕ(t), мы убеждаемся в том, что функция ψ, так же, как и ϕ,
принадлежит S . Поэтому мы вправе написать ϕ = Mψ − aψ, откуда
согласно условию

Gϕ= GMψ− aGψ=MGψ− aGψ.

Но [MGψ](a) –– это значение функции t(Gψ)(t) в точке a. Поэтому
Gϕ(a) = 0. ⊲

Конец доказательства предложения . Возьмем a ∈ R и положим
гa(t) := гa−1,a+1,1(t) (см. предложение ..) и α(a) := [Gгa](a). Возь-
мем любую функцию ϕ ∈ S . Тогда функция ϕ(t) − ϕ(a)гa(t) удовле-
творяет условию леммы, и поэтому

G(ϕ)(a) =ϕ(a)[Gгa](a) =α(a)ϕ(a).

Поскольку число a произвольно, мы видим, что G –– это оператор умно-
жения на функцию α(t).

Теперь о гладкости. Вспомним, что для любого a функция гa(t) рав-
на  на целом отрезке [a− 1, a+ 1]. Отсюда функция [Gгa](t), будучи,
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как мы уже знаем, равной α(t)гa(t), совпадает на этом отрезке с α(t).
Поэтому, с учетом того, что Gгa ∈S , функция α(t) бесконечно гладка
в интервале (a − 1, a + 1) –– и это выполнено для любого числа a ∈ R.
Дальнейшее очевидно. ⊲⊲

Предложение . Пусть G : S →S –– оператор умножения на неко-
торую бесконечно гладкую функцию α(t). Тогда если оператор G пере-
становочен с D, то α(t) –– постоянная.
⊳ Снова возьмем гa(t) := гa−1,a+1,1(t). Тогда функция GDгa(t), оче-

видно, равна нулю на интервале (a− 1, a+ 1), в то время, как DGгa(t)
совпадает на этом же интервале с α′(t). В силу произвольности числа a

это означает, что α′(t)≡ 0. Дальнейшее очевидно. ⊲
Теорема  (об обращении). Оператор Фурье F : S →S обладает

обратным, и таковым является F̆ : S →S . Как следствие, F и F̆ суть
топологические изоморфизмы полинормированного пространства S
на себя.
⊳⊳ Из () следует, что F̆ F = FΣF = F F̆ . Поэтому наша задача –– пока-

зать, что оператор F̆ F равен тождественному.
Лемма. Оператор F̆ F перестановочен с D и M .
⊳ Согласно предложению  выполняются равенства

F̆ F D= i F̆ M F = iΣF M F =−ΣDF F.

Но, очевидно,ΣD=−DΣ. Отсюда с учетом тождества () мы видим, что
F̆ F D= DΣF F = DF̆ F .

Аналогичным образом, используя очевидное соотношение ΣM =
=−MΣ, мы получаем, что оператор F̆ F перестановочен с M . ⊲

Конец доказательства теоремы . Объединяя лемму с предложения-
ми  и , мы получаем, что F̆ F –– оператор умножения на постоянную.
Но по крайней мере для одной функции из пространства S , а именно
ϕ(t):= e−t2/2, нам известно, что F(ϕ) =ϕ (пример .). Поскольку еще
и Σϕ = ϕ, с учетом равенств (), мы заключаем, что F̆ Fϕ= FΣϕ=ϕ.
Поэтому упомянутая выше постоянная равна . Дальнейшее очевид-
но. ⊲ ⊲

Объединяя теорему обращения с равенствами (), немедленно по-
лучаем

Следствие . Выполнены соотношения F2 = F̆2 =Σ и F4 = F̆4 = 1.

Пространство Шварца можно сделать алгеброй, притом двумя с виду со-
вершенно разными способами: задав там сверточное или же поточечное умно-
жение. Нетрудно проверить, что оба эти умножения непрерывны по совокуп-
ности переменных, и, таким образом, мы получаем две полинормированные
алгебры. (Что это такое, обсуждалось в § ..) Тогда теорема обращения, в объ-
единении с теоремой ., показывает, что эти полинормированные алгебры
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топологически изоморфны, а именно,
p

2πF –– это топологический изомор-
физм первой из указанных алгебр на вторую. Таким образом, с категорной
точки зрения сверточное умножение в S ничем не отличается от поточечного
умножения.

Упражнение . Опишите операторы из S в S , перестановочные с D.

А теперь предлагаем вам вопрос, любопытным образом дополняю-
щий упражнение ..

Упражнение . Пусть функция ϕ∈S такова, что∫

R

tnϕ(t) dt = 0

для всех n= 0, 1, … Следует ли отсюда, что ϕ= 0?
Указание. Нет, не следует. Возьмите любую функциюψ, равную ну-

лю со всеми производными в точке 0, но не равную нулю тождествен-
но. (Конечно, такая функция не продолжается до аналитической ни на
какую полосу.) После этого рассмотрите ϕ := F̆ψ.

∗ ∗ ∗
Обратимся на время к «упрощенным версиям» преобразования Фу-

рье на прямой R –– преобразованиям Фурье в T и в Z. Как мы помним,
исходные области определения этих операторов –– L1(T) и L1(Z). Сей-
час мы увидим, что они содержат по подпространству, обладающему,
говоря нестрого, каждое –– «своей половиной» свойств подпростран-
ства S в L1(R). Придадим этому заявлению точный смысл.

Говоря о функциях на окружности, нет смысла говорить о быстром
убывании, зато естественно говорить о гладкости. Производной функ-
ции ϕ(t), t ∈T, в точке t проще всего называть производную соответ-
ствующей функции ϕ̃(t ′) на прямой (ср. § ) в (любой) такой точке
t ′, что ei t ′ = t, –– если, разумеется, такая производная существует. Под-
пространство в L1(T), состоящее из бесконечно гладких (= бесконечно
дифференцируемых) функций, мы обозначим через ST (оно же часто
обозначается C∞(T)). Мы снабдим его семейством норм

‖ϕ‖n :=max{|ϕ(k)(t)|: t ∈T, k= 0, 1, …, n},
где n ∈ Z+. Это семейство, разумеется, отвечает за классическую схо-
димость на окружности.

Напротив, при рассмотрении двусторонних последовательностей
(= функций на Z) нет смысла говорить о гладкости, но зато можно
говорить о быстром убывании. А именно, двусторонняя последова-
тельность ϕ(n), n ∈ Z, называется быстро убывающей, если для любо-
го p ∈ Z+ последовательность npϕ(n) ограничена. Быстро убывающие
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двусторонние последовательности образуют подпространство в l1(Z),
обозначаемое SZ. Его мы снабдим семейством норм

‖ϕ‖p := sup{|npϕ(n)|: n∈Z}, где p ∈Z+.

Вот несколько фактов, оттеняющих свойства преобразования Фу-
рье в S (R) и имеющих большей частью более простые доказательства.
Мы предлагаем их вам в качестве упражнений.

Положим D : ST→ST, ϕ 7→ϕ′, и M : SZ→SZ, ϕ(n) 7→ nϕ(n).
Упражнение . Операторы FT и F̆T отображают ST в SZ, в то время

как FZ и F̆Z отображают SZ в ST. При этом все эти операторы, а также
D и M , непрерывны как операторы между соответствующими полинор-
мированными пространствами.

С этого момента обозначения FT, F̆Z и т. п. будут употребляться
именно для соответствующих биограничений.

Упражнение . Имеют место коммутативные диаграммы

ST
iD

FT

ST
FT

SZ
−M SZ

и

SZ
M

FZ

SZ
FZ

ST
iD ST.

Что касается следующих «облегченных» вариантов теоремы , то
в своей основной части они по существу вам уже известны из курса
математического анализа.

Упражнение  (теоремы обращения для FT и FZ).
(i) Оператор FT обратим, и его обратным является F̆Z.
(ii) Оператор FZ обратим, и его обратным является F̆T.
Как следствие, все четыре упомянутых оператора –– топологические

изоморфизмы соответствующих полинормированных пространств.
Указание. Ряд Фурье функции ϕ ∈ ST равномерно сходится к ней

вместе со всеми производными (см., например, []). (Вместо мате-
матического анализа можно использовать функциональный: этот ряд
сходится к ϕ и в среднем квадратичном; см. теорему Фишера––Рисса
и пример ...)

∗ ∗ ∗
Итак, безупречное поведение преобразования Фурье в простран-

стве Шварца позволяет определить одно из важнейших «неклассиче-
ских» преобразований Фурье –– тех, которые нельзя задать с помощью
явной формулы (ср. сказанное в § ).

Напомним, как нам удалось распространить оператор дифференци-
рования, действующий в пространстве пробных функций D, на про-
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странство обобщенных функций D∗. Возможно ли сделать нечто подоб-
ное с оператором Фурье? И если да, то где продолженный оператор бу-
дет действовать?

Попробовав определить гипотетический «продолженный» оператор
Фурье в D∗ –– самом большом из пространств обобщенных функций, ––
мы сталкиваемся со следующим затруднением: преобразование Фурье,
в отличие от дифференцирования или, скажем, умножения на беско-
нечно гладкую функцию, выводит из D (ср. упражнение .). Поэтому
ясно, что мы не можем, как в случае упомянутых операторов, опре-
делить наш продолженный оператор как сопряженный (ср. определе-
ние ..).

Подумав чуть более, мы приходим к выводу, что в пространстве D∗
оператора с необходимыми свойствами просто нет.

Упражнение . Не существует оператора T : D∗→D∗, который был
бы слабо∗ непрерывен и совпадал бы на D с классическим преобразо-
ванием Фурье.

Указание. Зафиксируем ψ1 ∈ D. Функционал f 7→ (T f )(ψ1) на D∗
слабо∗ непрерывен, а потому (T f )(ψ1) = f (ψ2) для некоторой функции
ψ2 ∈ D. Отсюда для любой функции ϕ ∈ D ⊂D∗ выполнено равенство

(Tϕ)(ψ1) =

∫

R

ϕ(s)ψ2(s) ds.

Но Tϕ= F(ϕ), а это влечет равенство

(Tϕ)(ψ1) =

∫

R

ϕ(t)[F(ψ1)](t) dt.

Следовательно, ψ2(t) = [F(ψ1)](t) почти всюду. Но D ∩ F(D) = {0}
(см. упражнение .), откуда ψ2 = 0, и поэтому T = 0. Получили проти-
воречие.

Замечание. На самом деле оператор, имеющий областью опреде-
ления D∗ и продолжающий F , все же есть. Но он не действует в D∗,
а отправляет это пространство в пространство функционалов на неко-
тором другом, отличном от D пространстве. Подробности см., напри-
мер, [, § ].

Ну теперь уж, как говорится, сам Бог велел обратиться к простран-
ствам S и S ∗.

Всякая функция ϕ ∈S заведомо умеренно растет (ибо вовсе не рас-
тет), а потому может быть рассмотрена как регулярная обобщенная
функция умеренного роста, т. е. функционалψ 7→

∫

R

ϕ(t)ψ(t) dt,ψ∈S .
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Таким образом,S отождествляется с подпространством вS ∗ (ср. боль-
шую диаграмму ближе к концу § .).

Теорема . Существует единственный оператор eF : S ∗ → S ∗,
непрерывный в слабой∗ топологии и продолжающий преобразование
Фурье (т. е. такой, что диаграмма

S F S

S ∗ eF S ∗,

в которой вертикальные стрелки изображают естественное вложе-
ние, коммутативна). А именно, таковым является слабый∗ сопря-
женный оператор F∗ к F . Далее, eF –– топологический изоморфизм про-
странства (S ∗, w∗) на себя.
⊳ Поскольку пространство (S ∗, w∗) хаусдорфово, а пространство S

в нем плотно (предложение ..), существует не более одного слабо∗

непрерывного оператора, продолжающего F с S на S ∗. Далее, опера-
тор F∗ слабо∗ непрерывен (предложение ..), а из теоремы  очевид-
ным образом следует, что он обладает слабо∗ непрерывным обратным,
а именно F̆∗. Остается показать, что F∗ продолжает F .

Пусть ϕ,ψ ∈ S . Тогда теорема Фубини обеспечивает следующую
цепочку равенств:

(F∗ϕ)(ψ) =ϕ(Fψ) =
1p
2π

∫

R

ϕ(s)

∫

R

ψ(t)e−ist dt ds=

=
1p
2π

∫

R

�∫

R

ϕ(s)e−ist ds

�
ψ(t) dt = (Fϕ)(ψ).

Дальнейшее очевидно. ⊲
Определение . Если f –– обобщенная функция умеренного роста,

то ее преобразованием Фурье называется обобщенная функция умерен-
ного роста eF( f ), где eF (он же и F∗) –– оператор из предыдущей теоремы.
Сам оператор eF называется преобразованием Фурье обобщенных функ-
ций умеренного роста.

Пример . Пусть f := δ ∈S ∗. Тогда для любой функции ϕ ∈S вы-
полняется цепочка равенств

[eF(δ)](ϕ) = δ(Fϕ) = [F(ϕ)](0) = 1p
2π

∫

R

ϕ(t) dt =
1p
2π
(ϕ),
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(через  здесь и далее обозначена регулярная обобщенная функция
умеренного роста, равная тождественной единице). Таким образом,
eF(δ) = 1p

2π
.

Пример . Теперь пусть, наоборот, f :=
1p
2π

. Тогда с учетом теоре-
мы обращения
h
eF
�

1p
2π

�i
(ϕ) =

1p
2π
(Fϕ) =

1p
2π

∫

R

F(ϕ)(s) ds=

=
1p
2π

∫

R

F(ϕ)(s)ei0s ds= [F̆(F(ϕ))](0) =ϕ(0) = δ(ϕ).

Таким образом, eF
�

1p
2π

�
= δ. (Получите тот же факт из соотношений

eF F̆∗ = 1, eFΣ∗ = F̆∗ и Σ∗(δ) =δ.)
Упражнение . Придав точный смысл действующим в S ∗ опера-

торам eD (дифференцирования), eM (умножения на независимую пере-
менную), eEa (умножения на e−iat) и eTa (сдвига на a), покажите, что
имеют место коммутативные диаграммы

S ∗ ieD

eF

S ∗

eF

S ∗ − eM S ∗,

S ∗ eM

eF

S ∗

eF

S ∗ ieD S ∗,

S ∗
eEa

eF

S ∗

eF

S ∗
eT−a S ∗,

S ∗
eTa

eF

S ∗

eF

S ∗
eEa S ∗.

Сделав это упражнение, с его помощью сделайте еще два.
Упражнение . Найдите преобразование Фурье обобщенных функ-

ций умеренного роста:
n∑

k=0

eiak t tk и ϕ 7→
n∑

k=1

ϕ(k)(ak), ak ∈ R. (Ответ:

ϕ 7→
p

2π
n∑

k=0

(−i)kϕ(k)(ak) и
1p
2π

n∑
k=0

(−i)ke−iak t tk.)

Упражнение . Преобразование Фурье функции θ (функции Хеви-
сайда) равно

− ip
2π

v+
1

2
p

2π
δ, где v(ϕ) := v.p.

∫

R

ϕ(t)

t
dt

(ср. упражнение ..).
Указание. Для функции ϕ ∈ S положим ψ(t) := ϕ − ϕ(0)e−t2/2 и

α(t) :=
ψ(t)

t
. Тогда

eF(θ )(ϕ) = eF(θ )(ψ) +ϕ(0)θ (F(e−t2/2)),
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и первое слагаемое равно

[ eM eF(θ )](α) =− ip
2π
(α) =− ip

2π
v(ϕ).

Теперь, вооружившись теоремой , мы можем выполнить данное
в §  обещание и доказать теорему . (i) (единственности).

Предложение . Пусть функция ϕ принадлежит одному из бана-
ховых пространств C0(R), L1(R) или L2(R). Тогда существует обоб-
щенная функция умеренного роста bϕ (т. е. непрерывный функционал
bϕ :S →C), определенная равенством bϕ(ψ) =

∫

R

ϕ(t)ψ(t) dt. При этом

отображения i0 : C0(R)→S ∗, i1 : L1(R)→S ∗ и i2 : L2(R)→S ∗, каждое
из которых переводит функцию ϕ в функционал bϕ, являются непре-
рывными операторами относительно соответствующих топологий
(т. е. нормовой топологии в области определения и слабой ∗ тополо-
гии в области значений).
⊳ Пусть сперва ϕ ∈ C0(R). Тогда для любой ψ ∈ S , в силу ограни-

ченности ϕ и интегрируемости ψ, функция ϕψ интегрируема, а, зна-
чит, указанное в формулировке равенство корректно определяет (пока
в рамках чистой алгебры) линейный функционал bϕ : S →C. Далее, для
той же ψ выполнено

|ϕ(t)ψ(t)|6 ‖ϕ‖∞|ψ(t)|= ‖ϕ‖∞
1

1+ t2 (|ψ(t)|+ t2|ψ(t)|).

Отсюда �����

∫

R

ϕ(t)ψ(t) dt

�����6 C1
0

max{‖ψ‖0,0,‖ψ‖2,0},

где

C1
0

:= 2‖ϕ‖∞
∫

R

d t

1+ t2 ,

а это означает, что bϕ непрерывен (= принадлежит S ∗). Кроме того, из
той же оценки для |ϕ(t)ψ(t)| следует, что для любой преднормы ‖ · ‖ψ
в S ∗ выполнено

‖i0(ϕ)‖ψ = ‖ bϕ‖ψ = | bϕ(ψ)|6 C2
0
‖ϕ‖∞,

где

C2
0

:=

∫

R

d t

1+ t2 (‖ψ‖0,0,‖ψ‖2,0),

а это означает, что оператор i0 непрерывен.
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Теперь пусть ϕ ∈ L1(R). Снова мы видим, что функция ϕψ инте-
грируема, на этот раз в силу ограниченности ψ и интегрируемости ϕ.
Непрерывность возникающего функционала bϕ следует из оценки

| bϕ(ψ)|=
�����

∫

R

ϕ(t)ψ(t) dt

�����6 C1
1
‖ψ‖0,0,

где C1
1

:= ‖ϕ‖1, а непрерывность оператора i1 –– из оценки ‖i1(ϕ)‖ψ 6

6 C2
1
‖ϕ‖1, где C2

1
:= ‖ψ‖0,0.

Наконец, пусть ϕ ∈ L2(R). Тогда
∫

R

ϕ(t)ψ(t) dt существует, будучи

скалярным произведением двух функций из L2(R). Далее, неравенство
Коши––Буняковского принимает вид | bϕ(ψ)| 6 ‖ϕ‖2‖ψ‖2. Но ‖ψ‖2

2
=

=
∫

R

|ψ(t)|2 dt, а для любой t ∈R выполнено

|ψ(t)|2 = |ψ(t)|
2

1+ t2 +
t2|ψ(t)|2

1+ t2 6
1

1+ t2 (‖ψ‖2
0,0
+ ‖ψ‖2

1,0
)6

6
1

1+ t2 (‖ψ‖0,0 + ‖ψ‖1,0)
2.

Отсюда

‖ψ‖2
2
=

∫

R

|ψ(t)|2 dt 6

∫

R

d t

1+ t2 (‖ψ‖0,0 + ‖ψ‖1,0)
2,

и
| bϕ(ψ)|6 C1

2
max{‖ψ‖0,0,‖ψ‖1,0},

где

C1
2

:= 2‖ϕ‖2

√√√√
∫

R

d t

1+ t2 .

Тем самым bϕ ∈S ∗. Кроме того, упомянутое выше неравенство Коши––
Буняковского можно переписать как ‖i2(ϕ)‖ψ6 C2

2
‖ϕ‖2, где C2

2
:= ‖ψ‖2.

А это означает, что оператор i2 непрерывен. ⊲
Часть этого предложения, относящаяся к L2(R), будет использована

позже, в § . А пока выделим полезное
Предложение . Диаграмма

L1(R)
F

i1

C0(R)

i0

S ∗ eF S ∗
коммутативна.
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⊳ Если ϕ ∈ L1(R) и ψ ∈S , то функция ϕ(s)ψ(t) заведомо интегри-
руема на R2. Поэтому теорема Фубини обеспечивает равенство по-
вторных интегралов, фигурирующих в теореме . Но первый из этих
интегралов очевидным образом совпадает с [eF i1(ϕ)](ψ), а второй ––
с [i0F(ϕ)](ψ). Дальнейшее очевидно. ⊲

Теорема  (единственности). Классическое преобразование Фурье
F : L1(R)→ C0(R) –– инъективный оператор (иными словами, из равен-
ства F(ϕ1) = F(ϕ2) следует, что ϕ1=ϕ2 почти всюду).
⊳ Оператор eF i1, будучи, в силу теоремы  и предложения .., ком-

позицией двух заведомо инъективных операторов, сам инъективен.
Поэтому, в силу предыдущего предложения, то же верно и для i0F . Но
тогда и F необходимо инъективен. ⊲

Упражнение . Используя аналогичные соображения, докажите
теорему ..

§ . Преобразование Фурье
квадратично интегрируемых функций

Как видно из уже сказанного, слова «преобразование Фурье» без
каких-либо дополнительных разъяснений должны восприниматься как
видовое понятие. Мы знаем, что такое классическое преобразование
Фурье и что такое преобразование Фурье обобщенных функций уме-
ренного роста. Теперь мы переходим к третьей и последней в наших
лекциях особи этого вида. Она, возможно, является самой важной.

Классическое преобразование Фурье, как мы помним, имеет в каче-
стве своей области определения пространство L1(R). Нельзя ли опре-
делить нечто подобное в геометрически гораздо лучше устроенном ––
гильбертовом! –– пространстве L2(R)? Такая конструкция была весь-
ма бы желательна, даже необходима с точки зрения потребностей как
внутри самой математики, так и математической физики.

Полезно сперва взглянуть на меньших братьев преобразования Фу-
рье на прямой, соответствующих случаям окружности и целых чисел.

Рассмотрим гильбертовы пространства L2(T) и l2(Z). В первом из

них возьмем ортонормированный базис en(t) :=
1p
2π

tn, t ∈ T, где n

пробегает Z. (При отождествлении функций на окружности с 2π-пери-
одическими функциями на прямой эти функции, разумеется, переходят
в «тригонометрические одночлены» t ′ 7→ eint ′ .) Во втором пространстве
возьмем ортонормированный базис из ортов pn := (…, 0, …, 0, 1, 0, …
…, 0, …) (1 на n-м месте), где снова n ∈ Z. Тогда теорема Фишера––
Рисса немедленно дает два унитарных изоморфизма, которые мы сей-
час обозначим F•

T
: L2(T)→ l2(Z) и F•

Z
: l2(Z)→ L2(T); первый из них од-
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нозначно определен правилом en 7→ pn, а второй –– правилом pn 7→ e−n.
Назовем оператор F•

T
гильбертовым преобразованием Фурье на T,

а F•
Z

–– гильбертовым преобразованием Фурье на Z.
Отметим, что пространство L2(T) содержится в L1(T) и гильбертово

преобразование Фурье на T есть биограничение классического преоб-
разования Фурье (на окружности) FT : L1(T)→ c0(Z). Оно же, в свою
очередь, является бипродолжением упомянутого в предыдущем пара-
графе оператора FT : ST→SZ.

В то же время, переходя от окружности к целым числам, видим, что
l2(Z) не является частью l1(Z), а напротив, содержит это пространство.
Соответственно при отождествлении C(T) с подпространством в L2(T)

гильбертово преобразование Фурье на Z оказывается бипродолжением
классического преобразования Фурье FZ : l1(Z)→ C(T) и «тем более»
бипродолжением оператора FZ : SZ→ST.

Таким образом, имеют место коммутативные диаграммы

ST
F SZ

L2(T)
F

l2(Z)

L1(T)
F

c0(Z)

и

SZ
F ST

l1(Z)
F

C(T)

l2(Z)
F

L2(T),

хорошо иллюстрирующие сказанное; вертикальными стрелками в них
изображены естественные вложения, а символом F обозначен тот или
иной, смотря по смыслу, вариант преобразования Фурье.

Приняв все это как информацию к размышлению, мы приступа-
ем к нашему главному преобразованию Фурье –– тому, что на прямой.
Здесь, как мы помним еще из § ., L2(R) не является частью L1(R)

(отличие R от T!) и в то же время не содержит L1(R) (отличие R от Z!).
Первое из этих обстоятельств говорит о том, что для функций из L2(R)

исходная формула, содержащаяся в определении ., вообще говоря,
не имеет смысла. Например, мы не можем говорить о классическом

преобразовании Фурье функции ϕ(t) :=
1p

1+ t2
, поскольку функция

e−ist 1p
1+ t2

не интегрируема по Лебегу ни при каких s ∈R.

На помощь математическому анализу приходит функциональный.
Его методы, как мы сейчас увидим, позволят определить действующий
в L2(R) «оператор Фурье», притом обладающий гораздо более привле-
кательными свойствами, чем его классический прародитель.
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Классическая формула преобразования Фурье, лишенная смысла
для квадратично интегрируемых функций общего вида, заведомо име-
ет смысл для функций из некоторых подпространств в L2(R). В частно-
сти, это так для D и, что окажется сейчас решающим обстоятельством,
для S . Рассмотрим S как почти гильбертово пространство относи-
тельно скалярного произведения, унаследованного из L2(R).

Предложение . Оператор FS : S →S является унитарным изо-
морфизмом почти гильбертова пространства S на себя.
⊳ Поскольку оператор FS биективен (теорема .), достаточно по-

казать, что он сохраняет скалярные произведения. Возьмем ϕ,ψ ∈S .
Тогда с учетом той же теоремы обращения и теоремы Фубини

〈F(ϕ), F(ψ)〉=
∫

R

F(ϕ)(s) F(ψ)(s) ds=

=

∫

R

F(ϕ)(s)

�
1p
2π

∫

R

ψ(t)e−ist dt

�
ds=

=

∫

R

�
1p
2π

∫

R

F(ϕ)(s)eist ds

�
ψ(t) dt =

∫

R

ϕ(t)ψ(t) dt = 〈ϕ,ψ〉. ⊲

Условимся отождествлять подпространство в L2(R), состоящее из
функций, равных нулю вне отрезка [−N , N], с L2[−N , N]. Далее, обо-
значим характеристическую функцию (произвольного) отрезка [c, d]

через χc,d .
Предложение . Пространство D, а с ним и S , плотно в L2(R).
⊳⊳ Для доказательства предложения нам потребуется следующая
Лемма. Для каждого N ∈ N пространство DN (см. § 4.3) плотно

в L2[−N , N].
⊳ Рассмотрим произвольный отрезок [c, d]⊆ [−N , N] и последова-

тельность гn(t) := гc+1/n,d−1/n,1/n(t) ∈ D (см. предложение ..). Оче-
видно, эта последовательность принадлежит пространству DN и схо-
дится в L2[−N , N] к χc,d . Поэтому все характеристические функции
отрезков внутри [−N , N], а значит, и все их линейные комбинации
(= ступенчатые функции) аппроксимируются функциями из простран-
ства DN . Но в действительном анализе нас учили: в L2(·) на любом
отрезке ступенчатые функции образуют плотное подмножество. Даль-
нейшее очевидно. ⊲

Конец доказательства предложения . Из леммы очевидным обра-
зом следует, что D =

⋃
{DN ; N = 1, 2, …} плотно в подпространстве

L0
2
(R) :=
⋃
{L2[−N , N]; N = 1, 2, …} пространства L2(R). Поскольку лю-



§ . ПРЕОБРА ЗОВАНИЕ ФУРЬЕ В L2 

бая ϕ ∈ L2(R) есть предел последовательности ϕχ−N ,N при N →∞, то
L0

2
(R) плотно в L2(R). Остается применить предложение ... ⊲⊲
Теперь все готово для доказательства одной из важнейших теорем

этой книги.
Теорема  (Планшерель). Существует ограниченный оператор

F• : L2(R)→ L2(R), однозначно определенный тем, что для любой функ-
ции ϕ ∈ L1(R)∩ L2(R) функция F•(ϕ) почти всюду совпадает с класси-
ческим преобразованием Фурье (т. е. с F(ϕ)). Этот оператор является
унитарным, и (что эквивалентно) для любой ϕ ∈ L2(R) выполнено ра-
венство ∫

R

|F•(ϕ)(s)|2 ds=

∫

R

|ϕ(t)|2 dt.

⊳ Предложения  и  вместе дают унитарный оператор, а имен-
но, FS : S →S , действующий в плотном подпространстве простран-
ства L2(R). Тогда благодаря предложению .. немедленно возникает
унитарный оператор F• в L2(R), однозначно определенный тем, что он
совпадает на S с FS .

Далее, рассмотрим две диаграммы:

L1(R)
F

i1

C0(R)

i0

S ∗ eF S ∗
и

L2(R)
F•

i2

L2(R)

i2

S ∗ eF S ∗,
где ik, k= 0, 1, 2 –– операторы, фигурирующие в предложении .. Про
первую из них мы уже знаем, что она коммутативна (предложение .).
Покажем, что это же верно и для второй диаграммы. Дело в том, что из
коммутативности диаграммы, приведенной в теореме ., следует, что
операторы eF i2 и i2F , действующие из L2(R) в S ∗, совпадают на подпро-
странстве S , которое, согласно предложению , плотно в L2(R). Но из
предложения . вытекает, что оба оператора непрерывны. Далее, их
область значенийS ∗ хаусдорфова. Поэтому, в силу предложения ..,
оба оператора равны.

Теперь возьмем функцию ϕ в L1(R) ∩ L2(R). Для такой функции,
очевидно, eF i1(ϕ) = eF i2(ϕ). Поэтому, вследствие коммутативности обе-
их диаграмм, i0F(ϕ) = i2F•(ϕ). Это означает, что локально интегриру-
емые функции F(ϕ) и F•(ϕ) порождают один и тот же непрерывный
функционал на S , и, следовательно, на D, то есть одну и ту же регуляр-
ную обобщенную функцию. Но тогда, на основании предложения ..,
эти функции совпадают почти всюду. Осталось заметить, что, посколь-



 ГЛ. . ПРЕОБРА ЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

ку L1(R) ∩ L2(R) содержит S , оператор F• однозначно определен на
этом подпространстве своими значениями. ⊲

Определение . Для ϕ ∈ L2(R) функция (строго говоря, класс экви-
валентности) F•(ϕ) ∈ L2(R) называется гильбертовым преобразовани-
ем Фурье от ϕ, а сам оператор F• : L2(R)→ L2(R) называется гильбер-
товым преобразованием Фурье или гильбертовым оператором Фурье.

Это и есть тот обещанный зверь, для которого давно стояла пустая
клетка в нашем зоопарке операторов (ср. конец § .). Посмотрим на
некоторые его повадки.

Обозначим через Σ• оператор в L2(R), переводящий ϕ в функцию
t 7→ϕ(−t). (Если вы сделали упражнение .., то узнаете в этом опе-
раторе одно из описанных там ортогональных отражений.) Разумеется,
оператор Σ из предыдущего параграфа –– это сужение оператора Σ• на
S , и Σ2

• = 1 (тождественный оператор в L2(R)).
Предложение . Выполнены соотношения F2

• =Σ• и F4
• = 1.

⊳ Объединяя теорему Планшереля и следствие ., мы видим, что
оператор F2

• совпадает на плотном в L2(R) подпространстве S с дей-
ствующим там оператором Σ. Дальнейшее очевидно. ⊲

Обратим внимание на связь всех трех разновидностей преобразо-
вания Фурье, рассмотренных в наших лекциях.

Разумеется, каждая функция из L1(R), C0(R) или L2(R) может быть
рассмотрена как регулярная обобщенная функция умеренного роста.
Поэтому все эти три пространства могут быть рассмотрены как под-
пространства в S ∗.

Упражнение . Покажите, что в рамках указанного отождествления
как классическое, так и гильбертово преобразование Фурье суть соот-
ветствующие биограничения оператора eF . Сформулируйте и докажите
аналогичный результат для преобразований Фурье на окружности и на
целых числах.

Теперь обозначим через Ta действующий в L2(R) оператор сдвига
на a ∈ R (см. пример ..), а через Ea –– действующий в том же про-
странстве оператор умножения на e−iat , t ∈R.

Предложение . Операторы Ta и Ea унитарно эквивалентны, и эту
унитарную эквивалентность осуществляет оператор F• (иными сло-
вами, диаграмма

L2(R)
Ta

F•

L2(R)

F•

L2(R)
Ea

L2(R)

коммутативна).
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⊳ Это утверждение очевидным образом следует из предложения .,
совпадения гильбертова и классического преобразований Фурье на
L1,2(R) и плотности последнего пространства в L2(R). ⊲

Разумеется, точно так же гильбертово преобразование Фурье на
T (соответственно на Z) осуществляет унитарную эквивалентность
между оператором сдвига на a ∈T в L2(T) и умножения на a−n, n ∈ Z,
в l2(Z) (соответственно оператором сдвига на n ∈ Z в l2(Z) и умноже-
ния на e−int , t ∈R в L2(T)).

Замечание. Эти наблюдения позволяют, в частности, дать другое,
и притом более быстрое решение вопроса о том, как устроены спек-
тры операторов сдвига в пространствах L2(R), L2(T) и l2(Z). (Это было
обещано в § ..) Ведь мы знаем, что спектры унитарно эквивалентных
операторов совпадают, и то же самое верно и для их выделенных под-
множеств, таких, как точечный спектр и т. п. Поэтому задача сводится
к описанию спектра оператора умножения на ту или иную экспонен-
ту, а здесь никаких трудностей не возникает (ср. более общее упраж-
нение ..).

Напомним о функциях Эрмита, полученных с помощью процесса
ортогонализации из системы tne−t2/2 в L2(R) (см. пример ..). Они
имеют вид hn(t) = pn(t)e

−t2/2, n= 0, 1, 2, …, где pn(t) –– некоторый мно-
гочлен степени n. В следующем предложении ключевую роль играет
тот факт, что преобразование Фурье оставляет функцию e−t2/2 на ме-
сте (см. пример .).

Предложение . Функция hn –– это собственный вектор оператора
F• с собственным значением (−i)n.
⊳ Для n ∈ Z+ положим Hn := span{hk : k= 0, …, n}; это же простран-

ство, очевидно, есть и span{tke−t2/2 : k= 0, …, n}.
В силу следствия . функция F•(t

ke−t2/2), она же и F(tke−t2/2), рав-
на ik F(e−t2/2)(k) = ik(e−t2/2)(k). Отсюда очевидным образом следует, что
F•(hn) ∈ Hn. Те же соображения с учетом предложения  показыва-
ют, что для любой функции g ∈ Hn−1 выполнено равенство F−1

• (g) =
= F3

• (g)∈ Hn−1. Отсюда в силу унитарности оператора F• мы получаем

〈F•hn, g〉= 〈F•hn, F•F
−1
• g〉= 〈hn, F−1

• g〉= 0.

Следовательно, F•(hn)⊥ Hn−1, и, стало быть, этот вектор, как и hn, при-
надлежит одномерному пространству Hn ⊖ Hn−1. Это означает, что век-
торы F•(hn) и hn линейно зависимы.

Итак, hn –– собственный вектор для F•. Но каково его собственное
значение? По построению hn(t) = (atn + q(t))e−t2/2, где q(t) –– какой-то
многочлен степени не выше n− 1, a 6= 0. Поэтому из указанного выше
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вида функции F•(t
ke−t2/2) следует, что

F•hn = ((−i)natn + r(t))e−t2/2,

где r(t) –– еще один многочлен степени не выше n− 1. Поскольку оба
вектора пропорциональны, это необходимо влечет равенство F•hn =

= (−i)nhn. ⊲
А теперь, уважаемый гильбертов оператор Фурье, предъявите, по-

жалуйста, ваш спектр!
Теорема . Спектр оператора F• совпадает с его точечным и с его

существенным спектром; это множество из четырех чисел {1,−i,
−1, i}.
⊳ Объединяя предложение  с теоремой .., мы видим, что каж-

дое число λ∈σ(F•) удовлетворяет уравнению λ4 − 1= 0 и, стало быть,
совпадает с одним из указанных чисел. Далее, из предыдущего пред-
ложения следует, что каждое из этих чисел действительно принадле-
жит спектру оператора F•, и притом его «точечной» части. Наконец,
для n = 0, 1, 2, 3 ядро оператора F• − (−i)n1 содержит векторы h4k+n,
k = 0, 1, 2, …, и, следовательно, бесконечномерно. Поэтому оператор
F• − (−i)n1 не фредгольмов, а это как раз и означает, что (−i)n –– точка
существенного спектра оператора F•. ⊲

Если вы не поленились сделать упражнение ., то в награду можете
полностью познать структуру гильбертова оператора Фурье.

Упражнение . Оператор F• унитарно эквивалентен диагонально-
му оператору Tλ : l2→ l2, где λ –– это последовательность (−i)n−1, n=

= 1, 2, …
Указание. Унитарную эквивалентность осуществляет оператор, пе-

реводящий n-ю функцию Эрмита в (n+ 1)-й орт, n∈Z+.
Вообще, гильбертов оператор Фурье во многих отношениях более

удобен в обращении, чем классический оператор Фурье из § , и поз-
воляет получать более законченные результаты. Вот поучительный
пример.

Выше уже говорилось, что полностью описать образ классического
преобразования Фурье в каких-либо разумных терминах –– по-видимо-
му, безнадежная задача. Точно так же никто не знает, как описать клас-
сические преобразования Фурье финитных интегрируемых функций.
В то же время имеет место следующий глубокий факт:

Теорема  (Пэли––Винер). (áä) Для любого a ∈R, a> 0, следующие
свойства функции ψ(t), t ∈R, эквивалентны:

(i) функция ψ(t) есть гильбертово преобразование Фурье некото-
рой функции, квадратично интегрируемой на прямой и почти всюду
равной нулю вне отрезка [−a, a];
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(ii) функция ψ(t) сама квадратично интегрируема и может быть
продолжена до целой функции ψ(z), z ∈ C, удовлетворяющей оценке
|ψ(z)|6 Cea| Im(z)|, где C > 0 –– некоторая (зависящая отψ) постоянная.

Замечание. Гильбертово преобразование Фурье играет выдающуюся роль
в математическом аппарате квантовой механики, осуществляя унитарную эк-
вивалентность между некоторыми наиболее важными для этой науки опе-
раторами. Следует оговориться, что речь идет, как правило, не об обычных
ограниченных операторах, фигурирующих в наших лекциях, а о некоторых
более сложных отображениях –– так называемых неограниченных операторах,
которые могут быть определены не на всем пространстве L2(R), а лишь на тех
или иных его плотных подпространствах. Тем не менее, понятие унитарной
эквивалентности сохраняет смысл и для неограниченных операторов. Среди
последних выделяются по своему значению «оператор координаты» и «опера-
тор импульса»; области определения обоих включают пространство S , и там
первый оператор действует по правилу ϕ(t) 7→ tϕ(t), а второй –– по правилу
ϕ 7→ iϕ′. Тот факт, что преобразование Фурье осуществляет унитарную экви-
валентность этих операторов, позволяет, в частности, получить в качестве ма-
тематической теоремы один из основных принципов квантовой механики ––
принцип неопределенности Гейзенберга (см., например, [, §  гл. ]). Мно-
гое о роли преобразования Фурье в математической физике и, в частности,
в аксиоматической квантовой теории поля содержится в [].

§ . Кое-что о гармоническом анализе на группах

Материал этого параграфа рассчитан только на любопытных и не предпо-
лагается обязательным.

Что такое гармонический анализ? С известной долей упрощения мож-
но сказать, что предмет этой науки –– это пространства функций, в которых
определена операция сдвига; в первую очередь это пространства функций на
группах, снабженных топологией. Что же касается методов изучения этих про-
странств, то они так или иначе связаны с преобразованием Фурье.

Классическая часть гармонического анализа, имеющая давнюю и богатую
историю, изучает «под большим увеличением» пространства функций на трех
традиционных множествах с групповой структурой: окружности, прямой и це-
лых числах (а также на их декартовых степенях). Более молодое направление,
так называемый абстрактный гармонический анализ (говорят также: анализ
Фурье на группах) имеет дело с функциональными пространствами на группах
гораздо более общего вида.

Предшествующие параграфы этой главы, разумеется, целиком относятся
к классическому гармоническому анализу, точнее к его пересечению с функци-
ональным анализом. Основное внимание мы уделили преобразованию Фурье
на R, а также на T и Z. Сейчас мы попытаемся кратко и неформально расска-
зать о некоторых начальных понятиях и результатах абстрактного гармониче-
ского анализа. (Далеко не полный список литературы по этой науке включает
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солидный двухтомник [, ] и недавно вышедшую книгу []; см. также
[, , ].) Прежде всего у нас речь пойдет о том, какое общее понятие скры-
вается за тремя рассмотренными выше «конкретными» преобразованиями
Фурье.

На самом деле в предыдущих параграфах, не называя вещи своими име-
нами, мы широко пользовались тем обстоятельством, что три традиционных
области определения преобразования Фурье ––R, T и Z –– суть локально ком-
пактные абелевы группы. Объясним, что это такое.

Определение . Пусть G –– группа и одновременно хаусдорфово топологи-
ческое пространство. Мы говорим, что G –– топологическая группа, если обе
групповых операции –– умножение m: G× G→ G, (s, t) 7→ st, и переход к обрат-
ному элементу inv: G→ G, t 7→ t−1, суть непрерывные отображения. Топологи-
ческая группа называется абелевой (= коммутативной), локально компактной
и т. п. в зависимости от соответствующих свойств ее подлежащей группы либо,
смотря по смыслу, подлежащего топологического пространства.

Топологические группы образуют категорию, морфизмами которой объяв-
лены непрерывные гомоморфизмы групп. В этой категории выделяется по важ-
ности полная подкатегория локально компактных групп, содержащая, в свою
очередь, полную подкатегорию локально компактных абелевых групп. Послед-
нюю мы обозначим через LCA. В ней тоже выделяются две важные полные
подкатегории. Первая состоит из дискретных групп и, стало быть, представля-
ет собой не что иное, как уже встречавшуюся нам в гл.  категорию абелевых
групп A; вторая, обозначаемая CA, состоит из компактных групп.

Очевидно, изоморфизмами во всех этих категориях являются непрерыв-
ные гомоморфизмы, обладающие непрерывными обратными гомоморфизма-
ми; они (как и в категории B или, скажем, UCBA) называются топологиче-
скими изоморфизмами.

Следующий класс морфизмов топологических групп заслуживает особого
названия.

Определение . Пусть G –– топологическая группа. Ее групповыми харак-
терами называются ее морфизмы (= непрерывные гомоморфизмы) в груп-
пу T.

(Мы будем говорить просто «характер», если не будет опасности путани-
цы с алгебраическими характерами, т. е. характерами алгебр, определенными
в § ..)

Множество характеров топологической группы G по традиции обозначает-
ся через bG. Очевидно, это также группа, но только теперь обязательно абелева,
относительно поточечного умножения, и ее единицей служит характер «тож-
дественная единица», который мы далее будем называть тривиальным и обо-
значать через 1. (Это не вызовет путаницы.) Но множество bG обладает и неко-
торой естественной топологией. А именно, рассмотрим bG как подмножество
в линейном пространстве C(G) всех непрерывных функций на G. Последнее
наделено семейством преднорм ‖x‖K :=max{|x(t)|: t ∈ K}, где K пробегает со-
вокупность всех компактных подмножеств в G. Топология в bG, унаследованная



§ . КОЕ-ЧТО О ГАРМОНИЧЕСКОМ АНА ЛИЗЕ НА ГРУППАХ 

из полинормированного пространства (C(G), {‖x‖K}), часто называется понт-
рягинской; очевидно, сходимость в этой топологии –– это равномерная сходи-
мость на компактах.

Теорема . (áä) Если G –– локально компактная группа, то группа bG также
локально компактна относительно понтрягинской топологии. При этом если
группа G компактна, то группа bG дискретна, а если группа G дискретна, то bG
компактна.

Упражнение . Докажите часть этой теоремы, касающуюся компактных
и дискретных групп.

Указание. Если точка t ∈T \ {1} лежит в правой полуплоскости, то некото-
рая степень этой точки оттуда выскакивает. Поэтому, если группа G компактна
и для eX ∈ bG выполнено неравенство ‖eX − 1‖G <

p
2, то eX ≡ 1. Если же группа G

дискретна, то группа bG гомеоморфна замкнутому подмножеству в топологи-
ческом произведении семейства экземпляров T, индексированных элемента-
ми G.

Если группа G не абелева или не локально компактна, то может случиться
так, что группа bG весьма мала или даже состоит из одного лишь тривиального
характера.

Разумеется, у простых групп есть только тривиальный характер; то же вер-
но, скажем, и для группы SU(2,C) унитарных матриц второго порядка с опре-
делителем . С другой стороны, у аддитивной группы пространства, указанно-
го в упражнении .., также нет ни одного (непрерывного) нетривиального
характера.

Однако для групп, которые одновременно абелевы и локально компактны,
т. е., иными словами, для категории LCA, понятие характера, как мы вско-
ре увидим, играет центральную роль. Там эта роль сходна с ролью ограничен-
ных функционалов в теории нормированных пространств или ролью алгебра-
ических характеров в теории полупростых коммутативных банаховых алгебр.
(И тех, и других, и третьих «достаточно много»; см. ниже.) В контексте кате-
гории LCA группа bG носит специальное название «группа, двойственная по
Понтрягину» (или просто «двойственная группа») группы G.

А сейчас посмотрим, во что превращается общее определение характера
для трех наших «дежурных» групп. Следующее утверждение, если не считать
его почти очевидной первой части, –– это просто перефразировка уже сделан-
ных вами упражнений . и ..

Упражнение . С точностью до топологического изоморфизма топологиче-
ских групп bZ=T, bR=R и bT= Z. Более подробно, корректно определены и яв-
ляются топологическими изоморфизмами

(i) отображение, сопоставляющее каждому характеру eX ∈ bZ единственное
такое число s ∈T, что eX (n) = s−n, n∈Z;

(ii) отображение, сопоставляющее каждому характеру eX ∈ bR такое един-
ственное число s ∈R, что eX (t) = e−ist , t ∈R;

(iii) отображение, сопоставляющее каждому характеру eX ∈ bT такое един-
ственное число n∈Z, что eX (t) = t−n, t ∈T.
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Таким образом, во всех трех случаях классическое преобразование Фурье

можно было бы (пренебрегая множителем
1p
2π

) записать единой формулой

F(ϕ)(eX ) :=
∫

G

ϕ(t)eX (t) d t, ()

благодаря которой, отправляясь от интегрируемой функции на G, мы получа-
ем непрерывную исчезающую на бесконечности функцию на bG. Возникающий
оператор Фурье получает единообразную запись F = FG : L1(G)→ C0(bG).

Раз подобная формула написана, возникает желание распространить ее
и на другие топологические группы. Но обратите внимание: в рассмотренных
конкретных конструкциях, помимо алгебраической и топологической струк-
туры в Z,T и R, существенным образом участвует еще одна структура: мера.
Та самая мера, по которой мы интегрируем: стандартная мера Лебега на R и
T и считающая мера на Z. Поэтому, желая придать смысл формуле () для за-
данной новой группы G, мы должны интегрировать заданные на G функции
по некоторой мере, обладающей теми же хорошими свойствами, что и упомя-
нутые конкретные меры.

И одновременно «задним числом» возникает вопрос: а почему именно эти
конкретные меры фигурируют в классических определениях? Чем они, соб-
ственно, лучше других?

Оказывается, все образуется идеальным образом; надо лишь только, чтобы
рассматриваемая группа была локально компактна. Чтобы сформулировать со-
ответствующий результат, нам потребуется небольшая подготовка.

Пусть G –– (пока произвольное) топологическое пространство. Говоря о ме-
рах на G, мы подразумеваем счетно-аддитивные функции борелевых мно-
жеств, принимающие значения в расширенном луче [0,∞]. (Таким образом,
меры могут принимать и бесконечные значения –– как стандартная мера Лебе-
га на прямой и считающая мера на Z.) Далее, желательно, чтобы мера была
согласована с топологией на G.

Определение . Мера µ на G называется регулярной, если
(i) для любого измеримого множества M конечной меры и любого ǫ > 0

найдутся такое открытое множество U ⊇ M и такой компакт K ⊆ M , что мера
µ(U \ K)<ǫ;

(ii) мера любого компакта конечна («ибо он мал»).
А теперь пусть G вдобавок является группой. Тогда можно говорить о сдви-

гах ее подмножеств: для M ⊆ G и a ∈ G левым сдвигом множества M на a на-
зывается множество a M := {at : t ∈ M}. Нетрудно догадаться, что уважающая
себя мера должна реагировать на сдвиги следующим образом.

Определение . Мера µ на топологической группе G называется левоин-
вариантной, если из измеримости множества M следует измеримость множе-
ства a M для любого a ∈ G, и при этом µ(a M) =µ(M).

Нетрудно показать, что стандартная мера Лебега на прямой и окружности,
а также считающая мера на целых числах –– это единственные, с точностью до
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множителя, (лево)инвариантные регулярные меры. (Потому-то они и фигури-
руют в соответствующих преобразованиях Фурье.)

Следующая теорема лежит в основе всего абстрактного гармонического
анализа. Она имеет довольно долгую историю и связана, прежде всего, с име-
нами Хаара, фон Нойманна и Андре Вейля.

Теорема . (áä) Пусть G –– локально компактная группа. Тогда на ней суще-
ствует левоинвариантная регулярная мера, и эта мера определена однозначно
с точностью до постоянного множителя.

Если топологическая группа обладает свойством так называемой полноты
(в случае метризуемой группы оно совпадает с обычной полнотой), то верно
и обратное: если на ней существует левоинвариантная регулярная мера, то она
локально компактна.

Левоинвариантная мера, фигурирующая в этой теореме, называется мерой
Хаара. Она, таким образом, неявно заложена в алгебро-топологической струк-
туре локально компактной группы: последняя как бы «сама знает свою меру».

Замечание. Если группа G не абелева, то на ней, вообще говоря, разли-
чаются понятия лево- и правоинвариантной меры. Существование последней
(что это такое, ясно) сразу следует из теоремы : надо просто поменять задан-
ное умножение в G на «противоположное» умножение a ◦ b, равное прежне-
му ba. Впрочем, для весьма широкого класса групп левоинвариантная мера
одновременно является правоинвариантной. Такие группы называются унимо-
дулярными. К ним, помимо (понятное дело) абелевых и, как легко видеть, дис-
кретных групп, принадлежат и все компактные группы. А вот, скажем, группа

всех матриц
�

a b

0 1

�
с действительными a 6= 0 и b (она же –– группа аффинных

преобразований прямой x 7→ ax + b) не унимодулярна.
Зафиксируем на каждой локально компактной группе какую-либо ее меру

Хаара и условимся везде в дальнейшем, говоря «мера Хаара», подразумевать
именно эту меру. (То, что подобная акция требует аксиомы свободного выбора,
нас не остановит.) Обозначая эту меру через m, мы будем для пространства
L1(G, m) употреблять сокращенное обозначение L1(G).

Теперь, приняв на веру теорему , мы дадим общее
Определение . Пусть G –– локально компактная группа, bG –– ее группа

характеров с понтрягинской топологией, ϕ –– интегрируемая по мере Хаара
функция на G. Преобразованием Фурье этой функции называется функция на
bG, заданная формулой

F(ϕ)(eX ) :=
∫

G

ϕ(t)eX (t) dm(t), eX ∈ bG.

Функция F(ϕ) непрерывна на bG (это нетрудно доказать; можете попробо-
вать) и исчезает на бесконечности (это уже труднее). Таким образом, возника-
ет отображение F : L1(G)→ C0(bG), являющееся, как легко видеть, ограничен-
ным оператором нормы ; это так называемый оператор Фурье группы G.
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До сих пор речь шла о произвольных локально компактных группах. Одна-
ко преобразование Фурье становится содержательным понятием только в пред-
положении, что рассматриваемая группа абелева. Дело в том, что только в этом
предположении верна следующая нетривиальная

Теорема  (единственности; ср. теорему .). (áä) Пусть локально ком-
пактная группа G коммутативна. Тогда ее оператор Фурье инъективен. Ины-
ми словами, если две интегрируемые по мере Хаара функции на G имеют одно
и то же преобразование Фурье, то они почти всюду совпадают.

Отсюда, уже без особых затруднений, выводится следующий важный факт
о взаимоотношениях групп G и bG.

Теорема  (о достаточности множества характеров). (áä) Для любых
различных элементов s, t ∈ G существует такой характер eX ∈ bG, что

eX (s) 6= eX (t).

Упражнение . Выведите эту теорему из предыдущей.
Указание. Пусть элемент a ∈ G отличен от единицы и таков, что eX (a) = 1

для всех eX ∈ bG, U –– такая окрестность единицы, что aU ∩ U =∅, χ –– ее харак-
теристическая функция. Тогда в силу инвариантности меры Хаара

∫

G

χ(t) eX (t) dm(t) =

∫

G

χ(a−1 t) eX (t) dm(t)

для любого eX ∈ bG.
Не правда ли, эта теорема весьма сходна по смысловой нагрузке со след-

ствием .. о достаточности множества ограниченных функционалов на нор-
мированном пространстве? Последнее, очевидно, эквивалентно тому факту,
что каноническое вложение α : E → E∗∗ нормированного пространства в его
второе сопряженное (см. § .) –– инъективное отображение.

Но нечто подобное каноническому вложению существует и в контексте ло-
кально компактных абелевых групп. А именно, для G ∈Ob(LCA) рассмотрим
двойственную группу bG. Поскольку она ничем не хуже группы G –– тоже абеле-
ва и тоже локально компактна, мы вправе рассмотреть ее двойственную груп-

пу bbG, называемую второй двойственной группой группы G.
Теперь, взяв элемент t ∈ G, мы можем сопоставить ему характер α̃t на bG,

действующий по правилу
α̃t(eX ) := eX (t);

очевидно, этот характер непрерывен. Возникает отображение α̃ : G→ bbG. Ясно,
что это гомоморфизм групп, причем –– в силу теоремы  –– инъективный.

Однако между гомоморфизмом α̃ в теории топологических групп и опера-
тором α в теории нормированных пространств есть одно существенное разли-
чие. Мы помним, что оператор α, вообще говоря, не является изоморфизмом
в N и даже в B; иными словами, банаховы пространства не обязаны быть
рефлексивными. А вот объекты категории LCA «всегда рефлексивны».
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Теорема  (принцип двойственности Понтрягина )). (áä) Для любой ло-

кально компактной абелевой группы G гомоморфизм α̃ : G→ bbG –– это тополо-
гический изоморфизм.

Как и в случае другого результата большой общематематической ценно-
сти –– первой теоремы Гельфанда––Наймарка (см. § .), –– за принципом Понт-
рягина скрываются факты об отождествлении «целиком» некоторых с виду
различных важных категорий. Вспомним о контравариантном функторе со-
пряженности (∗), действующем в категории B. Подобно ему, в категории
LCA действует так называемый функтор двойственности (b), сопоставляю-
щий каждой группе ее двойственную группу, а каждому морфизму f : G1→ G2 ––
«двойственный морфизм» bf : bG2→ bG1, определяемый равенством

(bf eX )(t) := eX ( f (t)),
eX ∈ bG2, t ∈ G1. В силу результата упражнения  этот функтор переводит ком-
пактные группы в дискретные и наоборот, так что можно говорить о его ко-
ограничениях на соответствующие категории.

Теорема . Справедливы следующие утверждения:
(i) категория LCA дуально эквивалентна себе самой (иными словами,

эквивалентна своей дуальной категории; ср. § 0.7);
(ii) категория A дуально эквивалентна категории CA;
(iii) эти дуальные эквивалентности осуществляет функтор двойственно-

сти либо его соответствующее коограничение.
В роли «обратного» функтора (ср. определение ..) выступает тот же са-

мый функтор двойственности либо его коограничение, определенное на CA

и принимающее значения в A, а в роли естественной эквивалентности меж-
ду функторами 1 и (bb) –– как раз канонический изоморфизм α̃, рассмотренный
для всех G ∈ LCA (либо, смотря по смыслу, для всех G ∈A).

К принципу Понтрягина можно прийти двумя совершенно разными доро-
гами (причем в обоих случаях массу интересных вещей можно найти и на обо-
чине). Доказательство самого Понтрягина было основано на глубоком изуче-
нии структуры локально компактных абелевых групп и, говоря неформально,
сведении общих групп этого класса к «элементарным кирпичикам», каковыми
являются группы R, T, Z и еще Z/Zn (см., например, [, § ]).

Другое доказательство, появившееся позже и принадлежащее Д. А. Райко-
ву (см., например, [, § ]), основано на понятии гильбертова преобразо-
вания Фурье на произвольной группе. Оно использует теорему, обобщающую
теорему . (Планшереля), равно как и сделанные чуть раньше нее наблюде-
ния о гильбертовых преобразованиях Фурье на T и Z. Вот эта общая форма
теоремы Планшереля, имеющая большой самостоятельный интерес.

)Л. С. Понтрягин (–– гг.) –– выдающийся российский математик. Ему при-
надлежат фундаментальные результаты в обширной области науки, прежде всего в тео-
рии топологических групп, алгебраической топологии, дифференциальных уравнениях
и теории экстремальных задач.
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Теорема . Пусть G –– локально компактная абелева группа. Тогда суще-
ствует ограниченный оператор F• : L2(G)→ L2(bG), однозначно определенный
тем, что он совпадает на L1(G)∩ L2(G) c (классическим) преобразованием Фу-
рье из определения 5. Этот оператор является, с точностью до положитель-
ного множителя, унитарным.

∗ ∗ ∗
Если группа не абелева, то ее преобразование Фурье перестает приносить

ощутимую пользу при ее изучении. Причина нами уже обсуждалась: с помо-
щью характеров, вообще говоря, нельзя различить элементы такой группы.
Здесь вместо характеров приходится рассматривать их довольно далеко иду-
щие обобщения –– так называемые неприводимые унитарные представления
заданной группы. Это гомоморфизмы группы G в группу унитарных операто-
ров, действующих в том или ином гильбертовом пространстве H. Они предпо-
лагаются непрерывными относительно сильно-операторной топологии (уна-
следованной изB(H)), а слово «неприводимое» означает, что образ группы G

состоит из операторов, не имеющих общих замкнутых инвариантных подпро-
странств, отличных от {0} и H. (Если группа абелева, то оказывается, что все
гильбертовы пространства неприводимых унитарных представлений одномер-
ны, и мы получаем не что иное, как обычные характеры.)

Конечно, работать с представлениями гораздо сложнее, чем с характера-
ми. Но все же и с их помощью удается решить ряд важных вопросов. Особенно
благоприятен случай, когда изучаемая группа компактна: тогда все гильберто-
вы пространства неприводимых унитарных представлений обязательно конеч-
номерны. Для компактных групп установлен так называемый «принцип двой-
ственности Таннака––Крейна», играющий для них роль, напоминающую роль
принципа Понтрягина для абелевых групп (см. [] или []). Этот принцип
позволяет эффективно восстанавливать группу по ее неприводимым унитар-
ным представлениям.

Что же касается общей теории локально компактных групп, то одним из
основных ее результатов является так называемая теорема Гельфанда––Райко-
ва, обобщающая теорему о достаточности характеров для абелева случая. Она
гласит, что для любого отличного от единицы элемента t локально компакт-
ной группы существует неприводимое унитарное представление этой группы,
переводящее t в оператор, отличный от 1. (Тоже «достаточность», но на этот
раз указанного семейства представлений.)

Фундаментальную роль в гармоническом анализе на группах играет общее
понятие свертки. Вспомним о том, что для трех классических групп G=R, T, Z
пространство L1(G) было сделано банаховой алгеброй относительно сверточ-
ного умножения. Теперь пусть G –– произвольная локально компактная группа.

Определение . Сверткой функций ϕ,ψ∈ L1(G) называется функция

ϕ ∗ψ(t) :=
∫

G

ϕ(τ)ψ(τ−1t) dτ.
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Как и в классических случаях, рассмотренных нами в § , свертка существу-
ет почти для всех t ∈ G и принадлежит L1(G). Далее, банахово пространство
L1(G) является банаховой алгеброй со сверткой в качестве умножения; иными
словами, операция ∗ ассоциативна и удовлетворяет мультипликативному нера-
венству. (Эти факты, конечно, существенно используют левоинвариантность
меры Хаара.) Далее, алгебра L1(G) коммутативна тогда и только тогда, когда
коммутативной (= абелевой) является исходная группа G. Кроме того, наша
алгебра всегда обладает ограниченной аппроксимативной единицей (см. опре-
деление .), а настоящей единицей она обладает в точности тогда, когда груп-
па G дискретна.

В заключение вернемся к преобразованию Фурье на группах: как и для
наших трех дежурных групп, оно, после умножения на некоторый положи-
тельный множитель, переводит свертку в поточечное умножение, т. е. явля-
ется гомоморфизмом между алгебрами L1(G) (со сверточным умножением)
и C0(bG). Это обстоятельство выходит на передний план в той ситуации, ко-
гда группа G и, стало быть, алгебра L1(G) коммутативны. Тогда теорема .
принимает следующую общую форму.

Теорема . Пусть G –– локально компактная абелева группа. Тогда гельфан-
дов спектр Ω алгебры L1(G) совпадает, с точностью до гомеоморфизма, с под-
лежащим пространством двойственной по Понтрягину группы bG.

Более подробно, отображение ω : bG→Ω, сопоставляющее каждому группо-
вому характеру eX алгебраический характер X по правилу

X (ϕ) :=

∫

G

ϕ(t)eX (t) d t,

является гомеоморфизмом. Далее, при соответствующем отождествлении
пространств Ω и bG преобразование Гельфанда алгебры L1(G) превращается
в преобразование Фурье на G. (Предлагаем вам нарисовать соответствующую
коммутативную диаграмму.)

Замечание (для тех, кто поймет). Итак, понтрягинская группа bG = гель-
фандов спектр Ω•(L1(G))… Вот такая хитрая штука –– математика. Своих ис-
тинных творцов она всегда объединит, порою даже не спрашивая их разреше-
ния.

Сформулировав эту красивую и очень важную теорему, мы желаем вам
всего наилучшего.
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ОБОЗНАЧЕНИЯ

Теоретико-множественные и алгебраические обозначения

Z+ 

T 

D 

Mn 

ϕ|M , ϕ|N , ϕ|NM 

Y X 

M + N , M + x 

λM 

F ⊕ G 

span(X ) 

x ≺ y 

2X 

dim E 

codimE F 

BOR, BORa
b



d( · , · ) 

d(x , N) 

C(Ω) 

‖ ‖ 

(E,‖ ‖) 

〈x , y〉 

� 

f ⊙ y 

Mn(E) 

Mn 

Γ(ϕ) 

E ⊙ F 

E ⊗ F , x ⊗ y 

Ω+ 

C[t], CX 

a−1
l

, a−1
r 

σ(a), σA(a) 

C(t) 

γp 

γr 

Inv(A), inv 

r(a) 

w(a) 

γe(a) 

exp(a), ea 

sin(a), cos(a) 

ΓA 

(h∗), (b∗) 

ν≪µ 

µ∼ ν 

µ⊥ ν 

CZ 

supp(µ) 
bG 
bbG 

(b) 

Функционалы и сопряженные пространства

E♯ 

( f , x) 

E i 

pM (x) 

E∗∗ 

αE
x 

CB il(H) 

ST 

T ∗ 

T ∗∗ 

ttr 

tr 

E∗ 

D 

δ 

Операторы и пространства операторов

Ker(T ) 

L (E, F), L (E) 

‖T‖ 

B(E, F), B(E) 

F (E, F), F (E) 

Tλ 

Tl , Tb, T f 

‖T‖cb 

CB(E, F) 

G 

‖T‖N , 

N (E, F), N (E) , 



ОБОЗНАЧЕНИЯ 

K (E, F), K (E) 

‖T‖S 

S (H , K), S (H) 

Ind(S) 

σ(T ) 

σp(T ), σc(T ) 

σr (T ), σe(T ) 

K+(E) 

C (E) 

T b∗ 

T h∗, T ∗ 

H⊥ 

B(H)sa 

Tre, Tim 

f (T ) 

t 

p
T 

T+, T−, |T | 

Hλ 

P (H) 

P 

P
µ

λ


γb 

Уµ 

Пространства последовательностей и пространства функций

pn 

c∞, c00 

c0, c 

lp, l∞ 

‖ξ‖p 

ln
p , l∞(X ) 

‖x‖∞ 

L2(�) 

Ta 

B il(E × F, G) 

B(E,ϕ), B(ϕ, E) 

C0(Ω) 

O (D0) 

D , DN 

г(t) 

in, in∗ 

O (U) 

St[a, b] 

B[a, b] 

‖ · ‖µ 

wm 

S[a, b] 

L x
2



Ix 

Уx 

n× Уµ,∞×Уµ 

FR, FT, FZ 

Ta 

F̆ 

ϕ ∗ψ 

W , A(T) 

Σϕ 

©ϕ , e©ϕ 

D, M , 

Категории и функторы

Ob(K ) 

hK (X , Y ) 

1X 

h(X , Y ) 

hK 

S 

L, FL 

A, G 

R 

O 

M, MU , M1 

T, HT 

M 

∆ 

K 0 

CΛ0 

End(K ) 

Mor(K ) ∏
{Xν : ν ∈Λ} 

X1 ⊓ X2 ∐
{Xν : ν ∈Λ} 

X1 ⊔ X2 

×{Xν : ν ∈Λ} 

⊕{Xν : ν ∈Λ} 

X1⊕…⊕ Xn 

CΛ 

1K 

10
K 

C 

hK (X , ?), hK (?, X ) 

LK 

Cb(Ω), C(Ω) 

C0(R), C00(R) 

Cn[a, b] 

L0
1(X ,µ), L0

p(X ,µ) 

L0
∞(X ,µ) 

‖x‖01, ‖x‖p 

‖ · ‖∞ 

lp(X ) 

Lp(X ,µ) 

var(µ) 

M[a, b] 

� , 

LE,F 

BE,F 

C 

B/K 
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(Поли)нормированые, банаховы и гильбертовы пространства

‖ξ‖2,‖ξ‖1,‖ξ‖∞,‖ξ‖p 

Cn
p 

‖ · ‖∞, ‖ · ‖Π ⊕
p
{Eν : ν ∈Λ} 

‖ f ‖p 

‖ f ‖⊔ ⊕
00

{Eν : ν ∈Λ} 

ШE , Ш, Ш0
E 

‖ · ‖max
n 

‖ · ‖min
n 

Emax, Emin 

⊕̇ 

x⊥, x ⊥M 

PH0


E 

G0
0 

E ⊗p F 

E b⊗ F 

S b⊗ T 

H ⊗̇ K 

S ⊗̇ T 

(E,‖ · ‖ν ,ν ∈Λ) 

so, wo 

MS , RM 

w 

w∗ 

(∗), (w∗) 

d 

||| · ||| 

S , E 

гa,b,ǫ(t) 

Lloc
1 



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Аддитивность счетная сильно-опера-
торная, слабо-операторная 

Аксиома выбора (Цермело) 
Алгебра 
—B(E), B(H) , , , , ,

, , , , , , , 
— C(Ω), C[a, b], C(T) , , , 
— Cn[a, b] , 
— C0(R) , 
— C0(Ω) , , , , , 
— K (E), K (H) , , , , ,

, , 
— L1(R) ––, 
— L1(T) , 
— l1(Z) , , , 
— L1(G) , , , , 
— l∞ , , 
— L∞(X ,µ) , , , 
— банахова , , 
— — звездная ––
— — коммутативная 
— — унитальная ––
— винерова , 
— инволютивная (∗-алгебра) , 
— Калкина , 
— коммутативная 
— матриц,Mn , ––
— многочленов, C[t] , , ––

, 
— унитальная , 
— фон Нойманна , , , 
— — обертывающая 
— функций, CX , , 
— — борелевых, B[a, b] 
— — голоморфных, O (U) , 
— — рациональных, C(t) 
C∗-алгебра , , ––, 
— операторная (конкретная) , 
Альтернатива Фредгольма 
Аппроксимация Гротендика 

База топологии 
Базис линейный 

— объекта конкретной категории 
— ортонормированный 
— счетный 
— топологический 
— Шаудера , 
Биекция каноническая 
Бикоммутант 
Биморфизм 
Биограничение отображения 

Вариация меры 
Вектор ближайший 
— циклический 
Векторы ортогональные 
Вложение 
— естественное 
— каноническое , , , 

Гиперплоскость 
— опорная 
— разделяющая подмножества 
ГНС-конструкция 
ГНС-представление 
Гомеоморфизм , 
— равномерный 
Гомоморфизм алгебр 
— — инволютивный (∗-гомоморфизм)

, 
— — унитальный , 
График отображения 
Группа двойственная , 
— топологическая 
— — абелева 
— — локально компактная , ,

, ––

Двойственность естественная 
Диаграмма 
— коммутативная 
Диаметр множества 
Дополнение линейное 
— ортогональное 
— — вектора 
— — подмножества 
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Дополнение прямое топологическое
, , 

Единица алгебры 
— аппроксимативная 
— — ограниченная 
— локальная 

Закон отображения спектров для ис-
числения непрерывного 

— — — — полиномиального 
— — — — целого 
— параллелограмма 
— сопряженной ассоциативности 
Замыкание множества 
Значение абсолютное самосопряжен-

ного оператора 
— многочлена, p(a) 
— целой функции, w(a) 

Идеал , 
— двусторонний 
∗-идеал 
Изометрия , 
Изоморфизм , , 
— алгебр 
— — инволютивный (∗-изоморфизм)


— изометрический , , , ,

, 
— — банаховых алгебр 
— — полный 
— — сопряженно-линейный 
— осуществляющий подобие , 
— сопряженно-линейный 
— топологический , , , , ,

, , 
— — банаховых алгебр 
— — полный 
— унитарный , , , 
Инволюция в алгебре 
Индекс фредгольмова оператора,

Ind(S) , , , 
Интеграл по спектральной мере 
— Римана––Стильтьеса , 
— Фурье , 
Исчисление борелево , , , ,

, 
— голоморфное , 
— непрерывное , ––, , ,


— полиномиальное 
— рациональное 
— целое 

Картина оператора спектральная 
— — — упорядоченная 
Категории эквивалентные 
— — дуально 
Категория 
— C , 
— C∗-алгебр, C∗- 
— C∗-алгебр унитальных коммутатив-

ных, UCC∗ 
— алгебр, A 
— алгебр унитальных коммутативных

банаховых, UCBA 
— групп, G , ––, , , , 
— — абелевых, A , , , , , ,

, , , 
— — — компактных, CA , 
— — — локально компактных, LCA

, 
— дуальная 
— колец, R , , , 
— конкретная , 
— — уравновешенная 
— множеств, S , , , , , ,

, , , 
— множеств упорядоченных, O ,

––, 
— морфизмов, Mor(K ) 
— пространств банаховых, B , ,

, , , , , , ––,


— — — B1 , , , , , ––
, 

— — — B/K , 
— — гильбертовых, H , , ,

, , , , 
— — — H1 , , , , , ,


— — измеримых, M , , 
— — линейных, L , , , , ,

, , , , 
— — — конечномерных, FL , , ,

, , 
— — метрических, M , , , ,

, , , 
— — — M1 , , , , 
— — — MU , , , , , , ,


— — нормированных, N , , ,

, , , , , , 
— — — N1 , , , , , ,


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— — — квантовых, QN, QN1 ,


— — — — максимальных, MQN,
MQN1 

— — полинормированных, P ––
, 

— — — хаусдорфовых, HP ––,


— — преднормированных, P , ,
, , , , , , 

— — — P1 , , , , , 
— — топологических, T , , , ,

, , , , , , , 
— — — компактных, CT , , 
— — — хаусдорфовых, HT , , ,

, 
— — — — компактных, CHT , ,

, , , 
— стандартная симплициальная, ∆ ,


— функторов LK 
Квантование максимальное, мини-

мальное 
— нормы 
— пространства нормированного 
— столбцовое, строчечное 
Классы Шаттена––фон Нойманна 
Коммутант 
Компактификация одноточечная (алек-

сандровская) 
Композиция морфизмов 
Конец морфизма 
Коограничение отображения 
Копродолжение отображения 
Копроизведение , , , 
Коразмерность подпространства 
Корень квадратный арифметический

из оператора 
Коретракция , , 
Коэффициенты Фурье вектора 
— — функции 
Кратность собственного значения 

Лемма о почти перпендикуляре 
— Цорна 

Матрица лоранова 
— оператора 
Мера абсолютно непрерывная 
— комплексная борелева 
— левоинвариантная 
— личная вектора относительно опера-

тора 

— регулярная 
— спектральная 
— — ассоциированная с оператором

, , 
— Хаара 
Меры взаимно сингулярные (ортого-

нальные) 
— эквивалентные 
Метрика дискретная 
— порожденная нормой (нормовая

метрика) 
— унаследованная 
Многочлен от элемента алгебры, p(a)


— Эрмита 
Множество всех проекторов, P (H) 
— выпуклое 
— измеримое 
— открытое , 
— упорядоченное , 
— — линейно 
— — направленное 
— уравновешенное 
— элементов алгебры обратимых,

Inv(A) , 
Мономорфизм 
— крайний 
Мор-функтор , 
Морфизм категории 
— левый (правый) обратный 
— обратный 
Морфизмы слабо подобные 
— — — относительно подкатегории 

Набор спектральных типов оператора


Направленность 
Начало морфизма 
Неравенство Бесселя 
— Коши––Буняковского 
— мультипликативное 
— — для операторных преднорм 
— треугольника 
Норма 
— n-го этажа 
— гильбертова , 
— квантовая 
— операторная , 
— порожденная скалярным произведе-

нием 
— равномерная 
— унаследованная 
— Шмидта , , 
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Норма ядерная , 
sup-норма 
Нормы эквивалентные 
Носитель обобщенной функции 

Оболочка линейная 
Объединение семейства множеств

дизъюнктное 
Объект 
— инициальный , 
— модельный 
— нулевой 
— представляющий 
— свободный 
— финальный , 
K -объект косимплициальный 
— симплициальный 
Объекты изоморфные 
Ограниченность поточечная 
— равномерная 
Окрестность точки 
Оператор 
— n-мерный 
— абстрактный фредгольмов 
— ассоциированный с билинейным

оператором , 
— — с разложением единицы 
— билинейный вполне ограниченный


— — мультипликативно ограниченный


— — раздельно ограниченный , 
— — сжимающий 
— — совместно ограниченный , ,


— — Шмидта 
— бипродолжающий 
— Вольтерра 
— вполне изометрический 
— — ограниченный , 
— — сжимающий , 
— второй сопряженный 
— Гротендика , , 
— диагональный , , , , ,

, , , , , 
— дифференцирования , , ,


— идемпотентный 
— изометрический , , , ,

, , , 
— — частично , 
— интегральный , , , , ,

, 

— канонический изометрический 
— коизометрический , , , ,

, 
— компактный , , , ––,

, , , , , , , ,
––, , 

— композиции 
— конечномерный , , 
— неопределенного интегрирования

, , , 
— непрерывный , , 
— нормальный , , , , 
— нулевой 
— ограниченный , , , , ,

, ––, , , , , ,
, , , , , 

— одномерный , , , 
— однородный кратности n 
— открытый 
— положительный , , 
— порожденный оператором 
— самосопряженный (эрмитов) ,

, , , ––, , ––
, , , , , , , ,
––

— сдвига , , , 
— — двустороннего 
— — левого , , , , 
— — на a 
— — правого , , , , 
— сжимающий 
— слабо∗ сопряженный 
— следового класса 
— Соболева 
— сопряженно-линейный 
— сопряженный банахов , , 
— — гильбертов ––, 
— тёплицев 
— тождественный 
— топологически инъективный ,

, , , , 
— — сюръективный , 
— умножения на независимую пере-

менную , , , , ––,


— — на функцию , , , , ,
, , , , 

— унитарный , , , 
— фредгольмов ––, , , 
— Фурье гильбертов , ––
— — классический , 
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— — локально компактной группы ,


— ханкелев 
— циклический (с простым спектром)

, , 
— Шмидта (Гильберта––Шмидта) ,

, , , , , 
— ядерный , , , , , 
Операторы изометрически эквивалент-

ные 
— слабо изометрически эквивалент-

ные 
— — топологически эквивалентные 
— топологически эквивалентные ,

, , 
— унитарно эквивалентные , ,


Ортопроектор , , 
Отношение порядка на операторах ,


— предшествования 
Отображение inv , 
— биективное 
— голоморфное целое 
— измеримое 
— изометрическое 
— инъективное 
— монотонное 
— непрерывное , , 
— — в точке , 
— открытое 
— равномерно непрерывное , 
— сжимающее 
— собственное , 
— сюръективное 
— топологически инъективное , 
— — сюръективное , 
Отображения эквивалентные 
Отражение ортогональное , 

Первообразная обобщенная 
Подалгебра 
∗-подалгебра 
Подкатегория 
— полная 
Подмножество компактное , 
— нигде не плотное 
— ограниченное , 
— открытое 
— относительно компактное 
— плотное (всюду плотное) 
— равностепенно непрерывное 
— разреженное 

— самосопряженное (∗-подмножество)


— сверхограниченное ––, ,


— собственное 
— тотальное 
— тощее, тучное 
Поднаправленность 
Подпокрытие 
Подпространство инвариантное отно-

сительно оператора , , 
— квантовое 
— метрическое 
— полинормированное 
— топологически дополняемое , ,

, 
— топологическое 
— циклическое, порожденное векто-

ром x , 
Покрытие открытое 
Пополнение ––, , 
Порядок на множестве , 
— — дискретный 
— — линейный 
— обобщенной-функции 
Последовательность быстро убываю-

щая 
— в категории 
— сопряженная 
— сходящаяся 
— точная 
— фундаментальная 
Предбаза топологии 
Предел направленности 
— последовательности 
Предметрика , 
Преднорма ––, , 
— билинейного оператора 
— гильбертова , 
— допустимая , 
— мажорирующая 
— операторная , 
— порожденная скалярным произведе-

нием 
— проективная 
— унаследованная 
Преднормы сопутствующие 
— эквивалентные 
Представление алгебры 
— — инволютивное (∗-представление)

, 
Преобразование Гельфанда , 
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Преобразование естественное функто-
ров , 

— Фурье гильбертово 
— — классическое на Z , , 
— — — на окружности , 
— — — на прямой , , , ,


— — на локально компактной абеле-

вой группе 
— — обобщенных функций , ,

, , 
— — обратное , 
Признак Вейерштрасса 
Принцип вложенных замкнутых под-

множеств 
— открытости 
— продолжения по непрерывности 
— равномерной ограниченности 
Продолжение отображения 
Проектор , , , , , ,

, , , , , 
— ортогональный (ортопроектор) 
Проекция 
— естественная 
Произведение предскалярное , ,


— прямое банахово 
— семейства множеств декартово 
— — объектов , 
— скалярное 
— тензорное алгебраическое , 
— — банахово , 
— — — операторов , 
— — гильбертово 
— — проективное , 
— — функционалов 
— тихоновское (топологическое) топо-

логических пространств , , ,


— унаследованное 
Производная обобщенная 
— — в смысле Соболева 
Пространство c , 
— c0 , , , , , , , ,

, , , , , 
— c00 , , , , 
— c∞ , , ––, , , 
— c0(X ), c0(Z) , 
— C[a, b] , , , , , , ,

, , , , , , , ,
, , , 

— Cn[a, b] , , , , , 

— C∞[a, b] ––, , , , ,


— C0(R) , , , , 
— C00(R) , 
— C(T) , , 
— C(Ω) , , , 
— C0(Ω) , 
— Cb(Ω) , , 
— l1 , , , , , , , ,


— l1(Z) , , 
— l1(X ) 
— l2 , , , , , , , ,

, , , , , , , 
— l2(Z) 
— l2(X ) 
— lmax

2 

— lmin
2 , 

— lc
2, l r

2 , , , 
— l∞ , , , , , , , ,

, 
— l∞(X ) , , 
— lp , , , , , , , ,

, , , , , 
— lp(Z) , , , , 
— lp(X ) 
— ln

p , , 

— L1[a, b] , , , , 
— L1(R) ––, , , , , 
— L1(T) 
— L1(X ,µ) , , , 
— L0

1
(X ,µ) 

— L2[a, b] , , , , , , ,


— L2(R) , , , 
— L2(R) 
— L2(T) , , 
— L2(X ,µ) , , , , 
— L0

2(X ,µ) ––
— Lp[a, b] , , , , 

— L0
p[a, b] 

— Lp(R) , , , , 

— L0
p(R) 

— Lp(T) , , , 

— L0
p(T) 

— Lp(X ,µ) ––, , , , , 

— L0
p(X ,µ) , , 

— L∞(X ,µ) , , 
— L0

∞(X ,µ) , 
— M[a, b] , , 
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— P[a, b] 
— (Cn,‖ · ‖p), C

n
p , , , , , ,

, , , 
— (D ,d) ––, , , ––,

, 
— (E ,e) , , , , ––, 
— (S ,s) , , , ––, ,


— O (D0), O (U) ––, , , ,


— банахово , , ––, , ,

, , , , ––, 
— Варопулоса 
— второе сопряженное к E , , 
— гильбертово , , , , ––

, , , , , , , 
— достаточное , 
— измеримое , , 
— квантовое , , , , 
— — конкретное 
— — максимальное, минимальное 
— комплексно-сопряженное , 
— линейно-сопряженное 
— линейное 
— — локально выпуклое 
— — операторов, L (E, F), L (E) 
— метрическое , , , 
— — сверхограниченное ––
— — сепарабельное 
— непрерывных функционалов на E,

E∗ , 
— нормированное , , , , ,

, , , , , , , ,
, , , , , , , ,
, , 

— — подлежащее 
— — рефлексивное , , , 
— операторов (B(E, F), so) , ,

, 
— — (B(E, F), wo) , , , ,


— — вполне ограниченных, CB(E, F)

, 
— — компактных, K (E, F) , 
— — конечномерных, F (E, F) 
— — непрерывных,B(E, F) , 
— — ограниченных, B(E, F) , ,

, , , , ––, 
— — — действующих в пространстве

E, B(E) , , , , 
— — фредгольмовых, Φ(E, F) , 

— — — действующих в пространстве
E, Φ(E) 

— — Шмидта, S (H , K) , , ,
, 

— — ядерных, N (E, F) , , ,
, , 

— полинормированное , , ,
––, , , ––, , ,
, 

— — сильнейшее , 
— — слабейшее 
— почти гильбертово , , , ,


— предгильбертово , , 
— предметрическое , , 
— преднормированное ––, , ,

, , , , , , 
— преднормируемое , 
— предсопряженное 
— рефлексивное , 
— самосопряженных операторов,
B(H)sa 

— сопряженное (E∗, w) , 
— — (E∗, w∗) , , , , 
— — к E, E∗ , , , , 
— сопутствующее 
— счетно-нормированное , 
— топологическое , , 
— — векторное 
— — компактное (компакт) ––,

, 
— — линейно связное 
— — локально компактное ––
— — метризуемое , 
— — предметризуемое 
— — сепарабельное 
— — хаусдорфово , , , , ,


— Фреше 
— функций борелевых, B[a, b] , 
— Шварца, S , ––
Процесс ортогонализации 

Равенство Парсеваля 
— Пифагора 
Радиус спектральный , 
Разложение единицы абстрактное

––
— — для оператора T , , , ,

, 
— полярное , , 
Размерность гильбертова 
— линейная пространства 
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Распределение 
Расстояние от элемента до подмноже-

ства 
Растяжение множества 
Ретракция , 
Ряд сходящийся 
— — абсолютно 
— Фурье вектора 
— Шмидта , , 

Свертка , , 
— обобщенных функций , 
— функций на локально компактной

группе 
Свойство аппроксимации , 
— универсальности , 
Сдвиг множества 
Семейства преднорм эквивалентные

––
Семейство подмножеств центрирован-

ное 
— подпространств, ассоциированных

с оператором T , , 
— — правильное 
— преднорм, мажорирующее преднор-

му 
— — сильно-операторное, so , ,

, 
— — слабо-операторное, wo , 
— — слабое, Λ-слабое 
— — слабое∗ 
— — согласованное с множеством Λ


ǫ-сеть Хаусдорфа (ǫ-сеть) 
Система векторов ортогональная , 
— — ортонормированная , ––
— — тригонометрическая , 
— инвариантов 
— тотальная 
— функций Радемахера 
— — Уолша 
— — Эрмита , 
— элементов линейно независимая 
След , , 
— операторный 
— тензорный, ttr , 
Соотношения сопряженности 
Состояние 
Спаривание пространств 
Спектр Гельфанда коммутативной ба-

наховой алгебры, Ω•(A) , 
— оператора , , , , , ,

, , 

— — непрерывный , 
— — остаточный , 
— — существенный , , 
— — точечный 
— элемента , , , , 
Сужение оператора 
Сумма алгебраическая множеств 
— гильбертова 
— — операторов 
— интегральная Римана––Стильтьеса


— прямая банахова 
— — гильбертова , 
— — матриц 
— — подпространств 
— — — топологическая 
— — семейства линейных пространств


c0-сумма семейства 
lp-сумма операторов 
— семейства 
Сфера единичная 
Сходимость в среднем 
— — квадратичном 
— вейерштрассова , 
— классическая , 
— покоординатная 
— слабая, слабая∗, Λ-слабая 

Тензор элементарный 
Теорема Александрова , 
— Арвесона––Виттстока 
— Арцела 
— Банаха––Алаоглу , , 
— Банаха об обратном операторе ,


— Банаха––Стоуна 
— Банаха––Штейнгауза 
— Бэра 
— Гауэрса 
— Гельфанда 
— Гельфанда––Мазура 
— Гельфанда––Наймарка , , ,


— Гельфанда––Райкова 
— Гильберта––Шмидта , 
— Гротендика , 
— единственности , , , ,

, 
— Калкина 
— Коэна факторизационная 
— Крейна––Мильмана 
— Куратовского 
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— Линденштраусса––Цафрири 
— Милютина 
— Никольского 
— о борелевом исчислении 
— о достаточном множестве характе-

ров 
— о замкнутом графике 
— о непрерывном исчислении , 
— об обращении 
— Планшереля 
— Понтрягина (принцип двойственно-

сти) 
— Пэли––Винера 
— Рисса , , , 
— Руана 
— Сакаи 
— спектральная , , 
— — завершенная , 
— существования , , 
— Тихонова 
— Филлипса 
— Фишера––Рисса 
— фон Нойманна 
— — о бикоммутанте 
— фон Нойманна––Йордана 
— Фредгольма , , 
— Хана––Банаха , , , , 
— Цермело 
— Шаттена––фон Нойманна 
— Шмидта , , 
— Энфло 
— Энфло––Рида 
Тип спектральный 
— — независимый 
Тождество Гильберта 
— полярное 
— — для преднормы 
C∗-тождество , 
Топология , 
— Λ-слабая , 
— Диксмье 
— Зарисского 
— Макки 
— метризуемая 
— порожденная (индуцированная)

метрикой 
— — нормой (нормовая топология) ,


— — предметрикой 
— — преднормой , , 
— — семейством преднорм , ,



— сильно-операторная, so , , 
— слабая , , , 
— слабая∗ , , , 
— слабо-мерная 
— слабо-операторная, wo 
— тихоновская 
— ультраслабая 
— унаследованная 
Точка бесконечно удаленная 
— внутренняя , 
— — линейно 
— возрастания семейства подпро-

странств 
— крайняя 
— оператора регулярная 
— — сингулярная 
— — существенно сингулярная 
— предельная 
— прикосновения 
— разрыва семейства подпространств


— регулярная 
— сингулярная 
— строго предельная 

Уравнение интегральное Вольтерра 
— — второго рода , , 
— — — — однородное 
— операторное , 
— — однородное 
— сопряженное 
Условие Дини 

Фактор 
Факторалгебра , 
∗-факторалгебра 
Факторнорма 
Факторпреднорма 
Факторпространство топологическое


Форма квадратичная 
— — оператора , 
Функтор банаховой сопряженности

(банахов функтор звездочки) 
— верный 
— Гельфанда , 
— гильбертовой сопряженности 
— двойственности 
— дуальности 
— забывающий , 
— ковариантный , 
— контравариантный 
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Функтор морфизмов ковариантный,
контравариантный 

— непрерывных функций, C , 
— полный 
— представимый 
— свободы , 
— слабой∗ сопряженности 
— тензорного произведения банахова


— — — гильбертова 
— тождественный 
Функционал , , 
— Λ-слабо непрерывный на полинор-

мированном пространстве 
— Минковского , 
— на банаховой алгебре 
— на пространстве K (H , K) 
— — N (H , K) 
— — C[a, b] 
— — L2(X ,µ) 
— — Lp(X ,µ) 
— — гильбертовом 
— — преднормированном , , ,


— непрерывный на полинормирован-

ном пространстве , , 
— — на пространстве (D ,d) (функция

обобщенная) , , 
— — — (E ,e) (функция обобщенная с

компактным носителем) , ,


— — — (S ,s) (функция обобщенная
умеренного роста) , , 

— означивания , , 
— сопряженно-билинейный , 
— — ассоциированный с оператором

T , ST , 
— — ограниченный , 
— строго положительный 
— тензорный следовый 
Функция борелева 
— — простая 
— быстро убывающая 
— Гаусса , 
— голоморфная , 
— исчезающая на бесконечности ,


— локально интегрируемая , ,


— обобщенная ––, , ––,

, 
— — регулярная , , , , 

— — с компактным носителем , ,
, , , , 

— — сингулярная , 
— — сосредоточенная на множестве


— — умеренного роста , , ,


— производящая , , 
— ступенчатая 
— существенно ограниченная 
— финитная 
— Хевисайда 
— Эрмита , 
δ-функция Дирака , 

Характер алгебры 
— — банаховой 
— групповой 

Часть самосопряженного оператора от-
рицательная, положительная 

s-числа оператора , , , 

Шар единичный , , , , ––


— — замкнутый , 
— — открытый 
— открытый стандартный 

Эквивалентность естественная 
— — дуальная 
— изометрическая 
— категорий 
— — дуальная 
— слабо унитарная 
— топологическая 
— унитарная , , 
Элемент алгебры положительный 
— — самосопряженный 
— — сопряженный 
— — унитарный , 
— ближайший 
— идемпотентный 
— нильпотентный 
— нульстепенный обобщенный 
— обратимый , , 
— обратный, левый, правый 
— топологически нильпотентный 
Элементы перестановочные 
Эндоморфизм 
Эндоморфизмы подобные 
— — относительно подкатегории 
Эпиморфизм 
— крайний 

Ядро оператора 




