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�' ��� �������' �������
������ ���	(�
����
� 	��	�� ��	������
�����' � �� ����	������� 	 (�	
� �� (�	
�
	����0�,( �����(' �	�� 
����� 	��	�� �� ��	
����� (��' �
� �� ������( ��(�4�*
�
	� � �����
����0 ��(�
�. A��
������ ��������
 �	��������
� ��	������
����,0
��	
�� � ���1�( (�		���( � ����	
�� ����(��(�0 ��(��, ���(�0 ����	����.

#& Ǳ���� ���������� � ���	����� ���	��� /�� (, �����( �� ����, B' 	��
����*
�� �	�������
	� � ��� ���	��C 	 �� ��(�4�+ (���� 	����
� ������
�
, ����
��
����,) ���� ����,(� ��� ��	����
�� ��������(. � 	�(�( ����' �����
������,0
��(��+
���( 	��	��' ��		��
�������,0 � ��:���
��( �������' ����	
�+ �,���*
��
 ��	�(� ���1�
�����' ���� �	�� 	������4��	� � ��( ��	���,� ����,� ,��
��		��
��, �������.

D�
� 	��
������ 
���������� � ���1�0 ��	
�+ �	����������	� ��� ����
��
��((����	��) ����,)' � ��0	
��
�����	
� ��� �����
	� ��	
��(��
�(' ������,(
� 	�(,) ����,) 	�
�����)' � ��-
�(� � ��0 �� 	�����
 ��,��
�. � ���. �.E.�F7G
(, �	����� �� ���(������ ��� ����4���� ���������	��) :��(��. H���������'
���������,� ����' ���+	
����+
 ����������� 
�����,) ���(�����0 	��
������.

@���0 �� ����,) (�4�,) ������((�,) 	�	
�(' �����(��	
�������1�) ���*

,� ���(����	
� 	��
������' ,� ��(����
�� IJKL M#$�"N$O# LPQR$S�T' ������*

���,0 6�. 8������( �U. VTWX$""& � 6. =. Y���+	���( �Z. V. [�T%!�P"& � :��(�
LPQR!N�T M#$�"#�� LPTRPT5N$P" � 7\B� ����. � -
�( ��
�(�����+4�( ��(����
���
��� ��	1�������� ��,�� []K^KJ_ 	��
������ �	����������	� ��	�(� ��
��	��*
��' 
�� �
� �������,� ������
(, ��(������� ���
��� 	 �
��	�4�(�	� � ��(
:���(��
�(� �	)������ 
��	
� ������((,' ��	��������,(� � �����0 ��	������*
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��� ������� �� �� ���������
� �
�	��	� ��	������ ���
���
��� ������  ���
��!� ��"��� �� �	�	��� 
		����#

����� ��$	 ������%����	��  ����� ��������	�!� ��$	 �	�
������ ��$	 	�����	��
� �� �� &�"��� ���
��� �	������ ��
�	���	 �	����	��� �	���	�� ' ����������

	����	��� �	 ������ � 
		����
���(��� �	����	��� �	����� �
� %��������
���
��� � �	�	��� �
�	���	���
� ������ ������%����	�� 	��������
� 
	$�������
���
��� )*�������(��� ��	"�����+� 
����%�����(��� ������%����	� ��� ���
%������� ��	
��(  ��������! ��� ��	�	�����(  ��

��! ���������(� �	������
����,�� �	����� �	-�	�� 	�� 	��������
� ������� � �	
���	�������	
�� ���
���
�	�	��� 
		����
��	���� -�	�� ������%����	��� .�� 
���� 	$�������
� ��	�����
��������	
�� ��	���$����� ������%����	�	�� ��
���������� ������ 
 ����	� ��#
�������� ���������	� � �� �� /	$������ ����� 	$���	� ��%	������ 	 ��"�	�
������%����	�� ���
	�������
� � 
		����
���(��� ���
���� Ǳ	-�	�� �� $��	
��	$�	���	
�� ������� � 	��������	� ������ )��$���� 
���	�	�+� 
	���"���(

������� 	$ ������%����	���� Ǳ	
�� ���	� 	$��$	��� ���
��� 
�	�� 
	����	����
�
�	 ����	�� �	����	�	�� �	����1 � ���������� � ��	������� �	 
���
���� �	

��#
��������
� ����	��������� �	���	�� �
�� �� 
������ �	�	� ��	 ���%������
���
����"���� 	��������
� ����
������ � $	��� ��	$�	� )�	��
�	� ���%��
�	�+ %	�#
��� /	����	��� �
�	���	����
� � �� �	
����(��� %���� �	�������� 2 ���
���	����� 	���������� ����	�� ���(����� � ��
���� 
		$����� 	$ 	,�$��� � �� ��
&	�	�� �	�	��� �	������	� $�� 
��	�����	��� ���� ��	 �
( 	$��$	��� %���	�  �
��� �� �������� �
�	���	����
� ��
��� ��
��	
��������� � �� ������� �
��	�
���
���,��� ������ �� ��������� $���$����! �	"�	 $��	 ���	����� �	
���	�������	�
Ǳ	-�	��#�	 ������ � 
��$"���
� ������ �	����	���� �	������� �	�	��� �	��	#
���� ��	���	������ -�� ������ ���������� ��	$���� 
�	
	$����

Ǳ	 	������ ��	���	������� �	���(���	� � 34#� �	��� � 
������ $	��� ��������
��,���	�	 ������� ������	
� �� 
	����	���� '	 ��	��� ����
��������� 
�
�����
�� ��� ��	��� $	��,� �	�	���� ��,���	�	 �������� 5
�	�� �� -��� 
����
����
���
������ �	"�	 ����(����� ��	 ��$	  6! 
	����	��� ����� ��	�	 ��"��� �������#
���� ��$	  66! �( ��
�	 �	����(�
� $�� ��"��� ��$	  666! �������(�
� � 	
�	�#
�	� ��-%%�������� ���	����� 
	����	���� Ǳ	#�����	��� ��"�	� �� �����������
�����	�	"���� 
	���"�� �	�( �
�����

'	 �
��	� 
����� �
�	� ��	 
	����	��� ��
��"����� 
������	�	 �������� 
 �	�#
�� ������ �� ��������
�	�	 �
�	���	������ 	 ��"� �
�� $� 
	����	��� $��� �	���
$�
�	������ ��,��
� $� ��

� ������ ������ ������
� �(7 Ǳ	������� ��	�������
���	����	� 
	����	��� �	�	��� 	 �	�� ��	 	�� � 
��� �	 
�$� ������
�� ��� 	$8���
�

���	������ ' -�	� 	$��
�� 
���
����� ��	"�
��	 ������������� ����,�����
����� ������ 
 ��
��� ����	���� �"� ��,�������
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�������� �	��	
 � $	��� ,��	�	� ������ �� 	$����"��� ��	 ���	�����

	����	��� ����
�����(� 
	$	� ������
��� ������� �	
��	 �	�	� ��� 
������
�	��	���� � ��,���( ��	$��� ��	�������	����� �		$��� :� �	����	���
� 
	
��	���� ��"���� ���������� ���������	����� 
���������� ������ � ��	
��#
��� �� -�	�(���� ��������� ���	�	� 
	����	���� ������ �������( ��
�	 $����
����	
������� �	��	"�	
�� 
��	
�	������	 )��	$��
�� ���	
����+� ��� $���	 $� �	
���	 ����	 
 �	�	$���� �������� �� 
��������
�� *$	$����� -��� ��
���� ���	�	�
�	��	��� ��� � ����������	� 
������ 	������� ���� �	��	����� �	�	��� �	�	���



�� ���������� �

�������	
 ����	���� ������	�� ��� ����� ������ ������� ��������� � ���
���
������� ����
�	����

�	��� ���	������ ��� �	 ���������! �����	��"�! ������� ���"�"�!
������� ������	
��� 	� � �"��� ����	�� ������	���� �	�� � ���� ����
� ������
��	 ������� ���	
 ����� ����� �������
 ��� �����"���� �	����� #�	�	���
���$� ��������	
 � ��	��	��� ��!��	 � %	�! ���� ����� �����	�
��� ����
����� �"��� ������	� ����	� ������	��� � �	���� ����� ��� ��� ������	�
��� ���	�����!� & �����! �	������ ���� �� ���	���� 	��� �	� ��	�	��� �
���$� 	���! ��������	�� ����	 ���������� ��������	
 ���������

Ǳ� � �� �����	
�� ���
�� ��������� ��� �	�� �(����������	
 ������
� ���	� ���	�	�	���$�� 	����������� Ǳ��	
 ���� ���������	
 N %���	��

R�, R�, . . . , RN .

)����� �� �����
�� � ��� ����������	
 N �����! ������ �����
� *� ���
�����
 Rj ��	 ����� Kj � ��	���! � �������	 ���"���� ���	������� Ǳ�����
������ �����
 �� 	 ���� �	
 �������	�
��� +����	�	���$�� ��(����"��,�
��	���� � ����	 �� ���	������� �� ����� ��	�	�� � %	�! �������

-	����� ������� +<, �� ��� �	� ����! �����	�� 	���� �������� �	���
��� ����� 	�� ������! ����! a� b� c ����������
 �����$� �������.

/0 ���������� ���� � 	��
�� ���� �� ���	�����! a < b� a 1 b� b < a 2�����
	����	����03

//0 ��� a < b � b < c� 	� a < c 2����� 	�����	�����	�0�

4	� ��� ���!�	�� �������	 ��	��	����� ����	� ��������� �������������
���������� 	��  ���������
 ������������
� 5��� ��� �	�� � �	������
+<,� �����	�����$�� ����� %	�� ���!�	���� �����	�� ���	����� ���
����	���
�	����� ��������� � %	�! ����� ��	� ���	��� �� �	���� ����	�� 	��
�� ���
�������� � �������� ����! � ��$�����	�� �	������ ��������

6����� ���	������ 7 ��!	� 	���� ���	������ �����! p280 p2�0 . . . p2N0 �
�������� {8, �, . . . , N}� ���� ��	���! ����� ������� ����
 �� � ������ �����
�����.

Kp��� ≤ Kp��� ≤ · · · ≤ Kp�N�. 280

&��	������ ������	�� �	�������� ��� ��� �����	����	 	����� �������	�
�
���� �������� �	� ������ � ����������� ������� ��	��	�� � �� �� �������
	� �� ������� ��������

p2i0 < p2j0 ��� ����� Kp�i� 1 Kp�j� � i < j. 2�0

9 ����� ������� ����	�� (������� ���$�	
 ������ � ����	� 	��� �	��� ��
����� ���� ����������3 � ������ ������� ���	�	���� �����	
 ��������	�
���
	����"�� ��	���� ���	���� ������� �������	 ���	������ � ��������	 ���	��
� ������� � ���	�	�	��� � �������� �� ����!�

)��	��� �	��� ���	������ ����������	 ��$�	������ ������ +∞, �
+−∞, ��� ����! �� ���� 9������ +∞, ���	�	�� ���
�� � ������� +−∞, ��
�
������ �����.

−∞ < Kj < ∞ ��� 8 ≤ j ≤ N. 2:0
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���� ���������� �	�
��� � ����� �����
�
��� ���������� �������� �  �!� ���"#� ������� ��	�
���� $	� �� ���� ��% �� %��
���� &��������� �	�����%� %���� %�&�'�(������� ���� 
��"� ��� ������� ��"��
��	�� ���� ����&�� ��� )��% �� ���#���� � )''��������� ��
��� ����
�������

*"�
�� %���&� ��������� ��&���&�	��� �� &�� �	��+ ����������� ���&� ��
����� ������� � "����� ����������� ��%���� � ���,���� ���&� �� ����� � ���
�� ��%�#����� -���&� ���������� ��������� �"���
����� "�	�,�� ��"����
��� ��������� ������� &����� � &����� � ��%� ���,��� �� %���&� �"���
�����
&�������� ������� ����	����� � .���������/ �	����� ������
����� �������

0�����
�� ����,�� �"#�� �	�����% �����
����� �� ���������N ������ ����
%� ������(����	���N 123N 4 ��� )��% ���"���� ���	� 123N .�����&��/ �� &����%�
5�� %� ���&�% � ���&�	� ����6� )�� %���%�	���� ���%�� �	� ����� ����	�����
� �������	���% ����&�� � ��������� ����	����� �������% ��������% �	�
���
7��� �	� �&����� 
�	� ������� �� � ���%� ��� ���
�� ������ �	����� ��������
��%����% "�	�� 
�% �&����  8� �%�% &�	�� ���&� N ��������
���� ����������
���%� ��������� ����� ��� N 123N!�� �	� �� �	�
� ���	�
��� ����	��� �
���%��� �	�
�� ���	�
������� ��� %���%�%� ������(����	��� 123N  ����% N 4
�� ������
��� N ���&� ������ ������
����%�!

9 &����� ������� �	� �������� 
�� �	�
� ��	���� 	�
����%� ��	�
���%�
 ��������% ����������% �����&�	����%� ��� ��� %� ���&�% ����� ���������
%���� "��� ����	���� � ��&��% �� O N! ,�����

�Ǳ�������	 
���� ��

�� ���� � ������	
� �	� � ������ 	����	���� � 	����	�����	� ��	
��
	 �����	
���

���	 �
�
�	������ p��� p��� . . . p�N�� 
��� ���	������ ��	�������

�� ��� � Ǳ��	� ��� �! ����� Rj �
��	���"� #���� ��

	 �
� ��$��% &'���(�� ��$�)
Kj � &����� ��$�) kj � ����
� �'� ����
�	�� ��$�
� ���
��� ����! ��
��� *�" � �����
�'����� �����'�� ��
�	� ������������������ ������� �� ����
�	�
 ��� ��$�
� �K, k�%

�Ki, ki� < �Kj , kj�, 
��� Ki < Kj ��� Ki + Kj � ki < kj .

,���� ������	������� -	�	 #��� ������� �� '���(�� ��$���� ������� n "���� �.
���
� � � ��������� '���(��� ��$���� � ��� �� "����
%

Kp��� + � � � + Kp�i�� < Kp�i���� + � � � + Kp�i�� < � � � < Kp�in−���� + � � � + Kp�in�,

" 
 in + N� /�	
� ��� ������	������� ��� �$ � n "���� Rp�ij−����, . . . , Rp�ij� �� ��'.
�	�
���� ����� ��$����

0��� �!� 	�	 �
 ���� ��� #��� � ������� ������	������ 
"� �� ����� ��$���� �
�	
� �������(���! #��� ������	������ �� '���(�� ��$����

1!� 	�	 �
 ���� ��� #���� 2��� ������	������ 
"� � �� �� � �
�����"��#��
����
���! �
� �����!�� ������ ��$�
� �Kj , kj��

Ǳ��������� �� � ��
� 	���� � �� � 	� �
3

�� ���� � Ǳ��	� �� ����
�	�
 K�, . . . , KN ���
 
�
�� �	��(
��
 &<)�  �! ��	���"� ����
	����	���� ������!
	�!� � ���� 	����	�����	� 4 �
	� ������	
� �	� � � -	�� �����

������� ��	������! ���	������ ����
�� 	� 
� ���	������� ��� ��	���� ������!$	�!
������! ��� � ���� �5� �����  
�
 ��6
�	��
	� �� �����
� �
�
� 	�� ��������
��! ����
��
� ���
	���!$6�� -	�� ������!�7�
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	 �� ��� � ������	�
�	 ������
 ����	�
��	 �
 ��
���� �
���� �
��	������	�
����� ���
������ ��� ��� ����	���
 	 �������
 ����� � �	� �
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 α �
��������� �����	����� &��(� �������#�� a� � ��	 ��� &d d b c d b b c a( α′�
��� α′ . ���	���� �����	������ &/���� ��������	
 a � � ������ � � ��*�
*����� +	� �����	� �� ������
�� ����� a 	��
�� ����( 0�������� ���� ��  �
������������� �	� α �������	 ����� b� 	� ������ ��� �	� α % &c d d b( α′′� ���
α′′ . ���	���� �����	������ ) ��#� ������ +	� ���������� ��������-	� �	�
���� ���� ���	�
����� ����	����� α β % π� ��� α �	������ ����� ��� y� �	
�������� ������������ ���� ����

&x� . . . xn y(, n ≥ 1, x�, . . . , xn �% y, &�2(

�	�	��� �������� ����� �	��	������� � ����	����� ��������	��� α� ,���� *���
����� �	����	
� ��� π � y� +	� �� �� ����	��� ����� �� ���	��
 � ���������
�����	����� π� �������#�� ����� y� 3� �������� ������	 	���� ��

������� �� Ǳ��� �������� �������	������ M ������	 �	���	���� 	��	 �


���� 4<5� !����� ��������	��� π �������	������ M ����� ����������	� ����


��������� � ���� �	����������	�	 ��	���������

π % &x�� . . . x�n�y�( &x�� . . . x�n�y�( · · · &xt� . . . xtntyt(, t ≥ 1, &��(

�	�����	������ �������� ��� ��	����"

y� ≤ y� ≤ · · · ≤ yt � yi < xij ��� � ≤ j ≤ ni, � ≤ i ≤ t. &�6(

&3� � ����� �� � ����� *���� �������� +�� �	  �
!� �-���� ������� �
�������� +�� �	� *����� ������-	 ������-#�- ���������	��
��	
�(

������	�
��	�� Ǳ�� π % ε ������ 	����� �� ���������� ������� t % 1� ) ���7
	��� ������ ���	
 y� .  �� ��
�� +�� �	 � π� �������� &x�� . . . x�n�y�( .
�� �� ����	��� ����� �� ���	��
 ��������� π� �������#�� y�� ��� � ���� �	7
��� ��� ���� ,����
 π % &x�� . . . x�n� y�( ρ� ��� ρ . ���	���� �����	������
��� ��� ����*�- �� ���� �����	������  ��� �����	


ρ % &x�� . . . x�n� y�( · · · &xt� . . . xtnt yt(, t ≥ �,

��� ������� &�6( �������� ,� �� � ������� ��#��	������ 	����� �����7
�����
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� ��	�� �&��	-�� � *�� �� &������ � �������	!�����5 3 ���-� �	
��� -���	
&��������� �	�����,�) �� ���	�,�6�� *��������� 7	��� �4�	���� �	,� &���������
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� ����	���) � π′ &�����	����� &����������� �������������	� &	�	 ������6 *��%
������ . . . y x . . . � 7	�� � �	,�� &������ π ����
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��� ���
��� �x, y�� ���	!� ��� x < y�

�	��� �!���
	� ����"#� y
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���� ����������������� ������ ��������� � ������ �� ����� ���� 
!������"� # ��$���"� ������ �%�� ���"����&� $�� ���������"��(

a a b b c c d
b a a c d b c

)
��'��(����� �� ��%����� ��"�� ���&� ��������)

�a b	 �a	 �c d	 �b c	 * �a b	 �c d	 �a	 �b c	

* �a b	 �c d	 �b c	 �a	

* �c d	 �a b	 �b c	 �a	

* �c d	 �a b	 �a	 �b c	. ���	

���������	
���� +,%�� ,�����"��&� $�� "���������� �-��,����"����� " �����.
� �"�/��"� �0����"�������� Ǳ����� ��0,���� �� 0���� ���������"��2 ��(0�
0������$�� 0���'��&� $�� ���� ρ � σ 3 0"� ��'��$�� ������ �� ��0��%��� 
��"������� �� !������"� �

ρ α * σ β,

�� ρ � σ 3 ���������������� ����� �

α * σ θ, β * ρ θ,

(0� θ 3 ��������� ���������"��� Ǳ,��& y 3 ����'"��&��/ !����� ����� ρ�
��(0� , ����(� ��"�(� ����%����� " ��'��%���� σ β� ��0��%���(� !��� !�����
y� �,0�� ��"�/ ����%����& ρ� 4��$��� ���� ρ � σ ���� ����/ !������ ����
σ 0��%�� ���& ������ ρ2 ��(0� σ * ρ ���� ��� ��� �������	� $�� �����"���$��
��5�, ���0����%����� 6��0�"����&��� ����� ��0��%���/ y � �� �����/ ���� 
!������" � σ� 0��%�� ���& ��"� ����%����� " ��'��%���� β� Ǳ�����"
'����� ���������� ��	� '�"��5� 0���'����&��"��

# ��$���"� ����������� ������ 6 �������� ���������"�� ,�&����%���"�
M * {A · a, B · b, C · c}� ��������(� �' A !������" a� B !������" b � C !������"
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�� ���� � -���� ���� ��������� ����������� �./� � ���������� � ����
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����	 �����	�� �	 �����	
�������$��� �	 �	 	�		 ���� ��	��%&� ��
��� ��	��	$��� 	������	������" '#�&	�
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���$	��	 � �� ���	���	 �
����� �	
	��������� ����	� $�� ������
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	�������� ��������	���� �		� 	������	���	 
�����	��	 σ� σ� � � � σn �� �
����	
�����	��� �����	���
�%&		 ������% σi � σi��� 	��� σi �����
�	� � σi�� �
� ( � i < n)"

	 ��� ��� � Ǳ���� σ�, σ�, . . . , σt + ,���� �	� �����
�%&���� -�		����" .�
	�	�� $��
���$��	 ���
���$	��	 � �� ���	���	 t -�		���� �x�, . . . , xt�� ������� xi � xj � 	��� i < j
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���	� 	
	� ���� ��&�% ����� � σj " /������	 ��	��%&�% ����� 	���
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����� 	��� �� ���	���	 �� t -�		���� ������ ����	����� $����$��	
���
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	�������� ��������	����
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��� ���� � .��� �� �������� ��
	�	���� �	
	�������� π�� ��
����% �	
	�������	 π� ���
��
�� ��������� �� � �
���� ��
	�	�	���� -���� 
���	��� + ��	���� 	���� ��
���
������
�$���� �
	������	��� π � ��� ��������� �����$���% ��
��
���� �����,��� $����
-�		��� �	
��	� ��
��� 
������������ � ��
���	 �	��������" ���
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	�	�	��� ��	��	�� $�� ��
����� �	
	��������� � c a b d d a b d a d
���	� a c d a d a b b d d"

8���	����	 �������� -��� ��	
�,�� ��
�&	���9 �		��� ��� ���
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� ������������
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����� ����� 	��� ������ ��	
�,�	� � ��	�����	���� �
����	�	��	: ;���� ��
����$����� $���� �	
	��������� ������ $�� π < π�:

	 ��� ���� � /������	� $�� �	
	�������� a� . . . an ��������	����

�n� � x�, n� � x�, . . . , nm � xm�,
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���&�!"��� Ǳ���&�"�� #"� � �(
�� !�	#�� ����!"������ ����������	��� ������)
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�� �	�� �� ��� �����!�* �n� � x�, n� � x�, . . . � ����� +z)����������,���	 ��%���)
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�� 0 z 0 � � �0 zk���.
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��� ���� � 1 ����
,� ��������
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��� ���� � �Ǳ� 8� 9��)9�$���� �����	 ����!"������ a� a� . . . an (�� ��������� � ������	)

�� 	���&�����: �� �������� #"� #�!�� ����!"������ %"�$� ���&�!"��� ����
�3 �����*
�����! k� ����� #�!�	 ����!"������� ����
�3 k �����!�*� ����� �� %"� ��� ����!"������
������$� �	�,"����&�!"��;

��� ����� � <�������� ������� ��� ��	� μ�π� ����!"������ π= ��� ����� <� �!�� π
!����&�" ���"����
��!� %�����"�� � ����k � ���"����� !�	#��� �!�� π > �����������
k ���!"�3 ����!"������� �1�� ! ������������ �(�#��* �	�� �� 9?�(�	!�: 	��� 6���4��7��

@� A���&�"�� #"� �!�� π �. ε� "� �
μ�λ� . 7,

$�� !	��� (���"!� �� �!�� ����!"������� λ� �����
��!� ������ !����&�"����� �
����&���� π �"� �� �� �!�� λ� "����� #"� π . λ ρ� $�� ρ > ����"���� ����!"��������

B� A���&�"�� #"� �!�� x� < x� < � � � < xm � π . xj� xj� . . . xjn � $�� � � jk � m ���
� � k � n� "�

μ�π� . ����nε�i� i� . . . in�, $�� ε�i� i� . . . in� . CDEF
�

��j<k�n

�ik � ij�.

	 ��� ����� � �A� G��"��� Ǳ	!", �aij� > �������,��� ��"�� � ��*!"��"��,��3 #�!���
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xi� xi� . . . xin
xj� xj� . . . xjn

�
.
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�
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&�!"��

�n� � x�, . . . , nm � xm� ,

(	��" ��������
�* �	�� ��* ��� #�!�� ����!"������� 	�����"�����
�3 ����"���� �$��)
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��������
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ν�π� ��� �!�3 �	�,"����)
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�
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� �!�3 ����!"������ �	�,"����&�!"��
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�
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 � 	��� !	� �� ���	������  	������ 6 ����  ������	

���!�� �)��7��  ������� ��1
 �� ��� �� �	���� P � Q� '�������� �����	��� ��(
� � � � �

� � � � �

)
 ��� ��	 �����/7�� ����	 �� ��� �	����� � 8��� � %�$&90

�0 :�	� �	
 �� ���� ��	
 Q�� ← ��
(0 :�	� �	
 $�  �	����	
 ��
�0 :�	� �	
 ;� ���� ��	
 Q�� ← ��
<0 :�	� �	
 ��  �	����	
 ;�
=0 :�	� �	
 (�  �	����	
 ��

%��&

>���� �)������ ��� �� �	���� P ? �	� $ (� � ��� �� �	���� Q ? �	� � �� 2����
	���� ��	��
��� �	���� P � Q ���	� ��/	 ���������� ���	 �	�	 �/7�� 3 �	������
����4 � �"�	��!���� ����� � (

( < =
� ; �

)
. %��&

@	�)� ����	
� ��� �	���	�� �	���� �� �������������� ������	�� ������/7��
 ����	���� �������� �	��)�A �	�� �	����� B���� �� ���	
� !	� ���� %qi, pi& ����
������	 ������ t � �"�	��!���� ����� �(

q� q� . . . qn
p� p� . . . pn

)
,

q� < q� < · · · < qn,
p�, p�, . . . , pn �����!��,

%�<&

���� ����� ���������� ������	�� * ������� �	��
�� � p�, p�, . . . , pi� ��!���� � ���
�	�� ��������� P � ����� ��	��� !	� pi # P�t� %'�������� !	� ������	� *  �����
 �	� ���	 ������ ������	  ��/ �	�����&

C����  ���	
� !	� %qi, pi& ���������	 ������ � 	���� � 	��
�� 	����� ����� pi
����	 i − � �� ������ 	� �� 	���� � 	��
�� 	����� ����� pi # DEF{p�, p�, . . . , pi} ?
3�� ��	������� �������4� G���  ����� � %�<&  �!�����	
 �	��)A� ������ �� 	�
����!�	�� � �"�	��!��� ����� (

q′
�

q′
�

. . . q′m
p′
�

p′
�

. . . p′m

)
, %��&
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4�" �$'
�
 5�	���
����
�
 t )������* 	����� t �
��
 ��	 �
������

�qi� , pi��, . . . , �qik , pik�,

�
'* �*�
��"���� �����������

qi� < qi� < · · · < qik ,
pi� > pi� > · · · > pik ,

��0�

�
�	
��	� � ��
!���� �*�
�����" ���
����� �����	� �
%�!�" ��������* P�t ���6
������ �'*��$7�$ �
����
�������
��� %������ pi� , . . . � pik � 1 	
�!� �
���
���"

P�t 8 pik , Q�t 8 qi� , ��/�

� �*�������*� ���#���
�*� ������� 	
�
�*� 
������"$��" ���
	� �� ,� . . . ���6
����� P � Q� �
������ ��
�'!*(

qi� qi� . . . qik
pi� pi� . . . pik−�

)
��9�

� ������ ��
�'!*� ����
���*� 
'��%
� �
�����*� �% �����# 	����
��
&�� ����������" ����
�"� ��� 	 ��
��
�� ���
�� �*������" P � Q �����$
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�����"$� �������� ��" �
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�
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� � . . . n
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�
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�
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	�
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�
������ � �
�"�	� ���'*����"� �
���� 2
'����*�3 ������(

q� q� . . . qn
p� p� . . . pn

)−
8

(
p� p� . . . pn
q� q� . . . qn

)
8

(
p′� p′� . . . p′n
q′
�

q′
�

. . . q′n

)
,

p′
�

< p′
�

< · · · < p′n-
q′
�
, q′

�
, . . . , q′n ��%���*�
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���$����� � ����#	� ����
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��� & �' �� �
��!
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��� t ��������$)�� & �'� Ǳ������ ��$� �
������) �$����� ��*
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��
 t �
	� ���"�

pik < · · · < pi� < pi� ,
qik > · · · > qi� > qi� ,
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$�(�� � &�/' ��$���

P�t 0 qi� , Q�t 0 pik , & �'
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{�,  , . . . , n}� �	�� ��������	� ��	������ �������	� {�,  , . . . , n}�
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���� 6�$� π 7 ����$+���� �����������+,
� �
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 � 5�%� 7�� "6��	�
	��� '�����8
) ����	� 
 ��
(� � �	������%� ���� 
 �����	
%��� ����5
 
( �
��#

	�� .6�	
% 	��	��0 Ǳ�
�	�
� Prs ← Pr�s���� s ← s9 � 
 	������& � 5�%� 7:�

	�� .6�	
% 		����0 Ǳ�
�	�
� Prs ← P�r���s� r ← r 9 � 
 	������& � 5�%� 7��

;�%�� ����(��� �� ����� ������
& � ������� ��%��
�� 7 �%��	�%� '������
P ��8���+���� &	�&��& �
�%����� "��� ���� �<#� =��
� ����(��� ��
���&&
��%��
� 7 �� �� ���� ���� P �� 
��������&� ��+�� ����
�� �%� '�����) 	
���&��� 	�(�����
&� > ��+����
�� '� ��%��
� ���
��	�
 ���()	���& �� ����
'??��
	�)�� ��� ���%
� ��%��
�)� ����)� ��� ��� ������
 ����������
@
�
������� 	���& �%� ����) ������!
������� n�.�A �����%
��)� ��%��
�)�

�����(���
� 	���� �
�%���� ����	�&� (����
	�� 	���& ���&��� n BCDn�

E�& ��%��
� 7 	 ��
��+��

 � ���
��	�� 
 �� ��
����& ����� '??��
	8
������ �� ������� ������)�
 ����� 
������)�
 �	� �	��
�

������� � "@� Ǳ� F�!�����+� "G� H� 7IJKLMNOPQORDOR##� ���� P � ����	�

��

���	������ ��� � ��	�
� �� �� ��	�������� a� a� . . . an� � ����

ai 4 STP{a�, a�, . . . , an},

� ���	��
 � �	��	����� P � ����	�

�� ������������� ��	�������� a�. . . ai−�

ai��. . . an�

�
�����������
� 6�� ���� �:�

*�	� � ����� ��
�����
& ��%��
�� 7 �����
� �� 	��	� ��	����
	5���&
���� Prs �������) '������ �� �����(
� �%� ������
� ���(�	 ��
� ����(���
�� �� ����� ���� '����� �� &	�&��& ����� �
�%����)� Ǳ�
���
	� ����
����
'� ���!����� � �
�%����� "��#� �) �����
�

� : � � �� ��

� U V ��

� �� �:

�< �

�U

,

� 	)����
	 ���� +� ���!����� ��� �	� ��(�� �����
�



����� ��������� � ��	
���� ��

� � � �� �� �

� � �� ��

	 �
 �

�� �

��

.

Ǳ������� �� ��� ��� ���� ��� �������� ��  !�!� !������� ���!"#� ���$#%!�&#'

�� �� �� �� �� �

�� � � �

�� � �

	 �




, (
�)

#��'*!' �! �� $��!� "�� # #������� �#�%���� (
�)� +�! ���$#%!�&#' �����
��,���- ���������� ���������� �����! "�� ��� ������ �� �#�%���! � ��. �#/-
�,�#&�.� "�� �#�������� 0���.�������� ����/��#� ������1 (> # < �������#�-
����#)� 2 �,��"#� ���.������!' �#�%���!� ���!"���!' #, P ���#� ����� ���
"��, PS �

3#�%���� P ����������� #, PS ��#��������� � �,��� 4 ����� ����� #����5
�!' �#�%���! ����� ���!"#�- #, PS �# ����*# ��%� �� ��%�#���� �� #,���#�
�� � ����� ����/��#� ������ # ��# � �"��� # ������������� �!�#��� ���5
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4 ���&� ���&��� ����- ���!"����� �#�%���� (
�)8 +��� ,���"����-��. �,!�-5
��� 6 ���� #, �������#. ��/�. ����!'*�. �������

������� � (9� :������ (;� <=>?@AB?C)� D� Ǳ� :!&�� ��� (E� F� <=>GHBI?@J?KL?K))�
Ǳ���� (

q� q� . . . qn
p� p� . . . pn

)
(
�)

���	��
���� ����� 	����������� �
����� ��������������� �
�� 	�
��
�� (P,Q)�

M) ���� �������
��� 	����������� ����
����� ���������� ���	 
 	� q� �� ��
	� p� �� 	����������� �
����(

qn . . . q� q�
pn . . . p� p�

)
(
�)

������������� �
��
(
PT , (QS)T

)
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"&�� "&��	 � "&��!���� ���+#* i� < � � � < ik A a � j� < � � � < jl A b� D����� "��#�'�&�
k�l
k

�
������ ��	
���� ���	� � ��	���	� �	�	��� ���� I � J � ����� P �I, J� � ���	�

���	��� ���	� 	���������	�	 ������	�	 ���� !	�
���� ��	 P �I, J� " #/�n di�b . . .
dik−�b daj� . . . dajl−�

�� ��� n " �T � 

$� Ǳ���� f�T � " n&/
�
hij  !	�
���� ��	 �������� ���� '���(���� � ���	�	� ������

�a, b� � ���	���	���) f�T � ��a, b����f�T � 

*� Ǳ	�
���� ��	 ��'����� �$� �	�'���� ��	���� + � ����	������� ��	�	� ,	����	�
���� ������	� ������� ,	��� T � ������ ��� ������� f�T � ���	���	���� 

��� -��� . �/ 0 Ǳ�� 1 2 3�	��	������ #445 � Ǳ���� P � ����� �n�, . . . , nm�� �	�	���
'�	���� ���	�	�	� �������	��	� ��	
���� ����� ����� �#, . . . , n�� n " n� 6 � � � 6 nm 
3����)7� ��	������ �	�	�� ��	���� ��	����� 8��	�������9� 	�����	�� � �'�
���� : 5 ;� �	
�� ���� ���	��'	�� ��� ���	��'	���� P � ������� <� ��
�
	��������� ����� Q ��	� 
� ,	���� �	�	��� �	
�� �	���
��� ��� �	�����	��	�	
�	�'������� ��	���� + 

��� -=��� �	 �i, j� . 2��	����� (�� >5 � >; ��� �
�	� ������ �i, j� ����� �
	����	� ������	��,�����	� �	����� �� � ���'� ����� � ���� ����	 � �
�	�
���	���� '��� ��������� ���	������ ��	������ 

��� -<���	��� P � �i, j� . Ǳ����	��� K � Pij � ���	����� ��	���� ?� ��� ��
�� 

��� -/'������� Q . Ǳ����	��� Qik � Qi�k���6# ��� j � k < s � �����	��� Qis � i�r 

@�
� 	���� �	� 
� ��	����� ��	 � ��	���� ? A�������
�� �	 (�� ?# � ?5 �����
�	��,����	��� � ����	������� � �	��� 	�7�� ����� 

��
�
� -/������'��� . Ǳ����	��� r � i� s� j 

��
�
� -2��	����	B. C��� K <	 P�r���s � K <	 Pr�s���� �����	��� Prs � K � '���(���

��	���� 

�1��	���� ? �����	���� 	�	��� �����D i " #� j " #� K " 
 �

@������� ��	���� > 	�������� ����� ,	��� �;, ;, 5� �����)7�� 	��'	�� ����
��	�������� �	���
��	� �����	� P � Q � ���� �
�	�	 (� >5� ������ '������
Pij �������� �	��
����� (��,�	�D
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��������	
��� ���	
��� ����� ���

P �

� � �

� � �

� 	

, Q �

� �� ��

� �� �

� �

.

�� ��	� P � ��� ����� ������ � � n� �	����� � ������� ��� � ���� ��� �

� . . . n .

!���� ��� �� ���� "���� ����
 ������ Q#

$� �����
�� �� ��� %� ������ �� � �	����� ��	� P ����� ��� n� �� � �� �� n&

'� (���%���� ��� � �" �� �	���� ��	����

�bij � Qij � rij ,

��� bij � ���	� )����� ����	�%����* ��%� )����� +i, j�� � rij � ���	� )���� �����
�� ���& ,���� �"����� ���	� �����%��* �������� Qij � �������� ���� hij �
����� +i, j�-�� ���	��&

.� ,����� / "���� �������� �� ��������0� ��	� �� ���%�� �������
� ��� �	����� �
�����	)�� ����������� ������������ ��%�� n1 �����"��� ����	����) ��*����� 2���
� ����� ���	
���0 �* �������� +P,Q�� ��� P ���
 ��������� � �	������ � Q
����	����)0� ��	���)� �& +'�& 3������ %�	���	
�� ����� ��4����� �"����0 �	��-
���� �& (	) ����* ��*����* ����������� �	����� � �2������ ������ Q � � �

�

��
�
�

2��� 5� 5#

6� !���0 ��*����0 ����������� �	����� � ���"����� � �������

P �

� 7 8 9 �� �8

5 : ; �<

< = �7

�> �5

�:

, Q �

�5 �7 �� �� � >

7 �5 �� >

> �� >

�� >

>

#

?� @���"������ �	������ �"����� �� ����A���0 � �	������ �� ������) 	0"�0 ���
�������� +P,Q�� ����*� ��� P � ��������� � Q ����	����)�� ��	���)� �& +'�&
B��������� Ǳ������� ������������� ������ ��A��� ������� � )����� +i, j��
� ���� �

+i, j�� +i, j � ��� ��	� Pi�j��� > P�i���j D

+i, j�� +i� �, j�� ��	� Pi�j��� < P�i���j .
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��� �%��� ��%���� ��������� �)	�

,��"���# �� � ��'-� ��������'� ��(%�'���%���� .��� �n�, n�, . . . , nm	 �%���

����' m � �
/n �

�
k 0
�
nk�� �

�
m ��� 1 � k � m�

���  �� � ���	
����� � �����������	 +����
� �������
� �������� ���� �(�������
����� � ��������% � ������ �2 �� ���� ��� ����� 3(�����' �����
� ��� ���
�������� �"�# ��������� �������'�� �������� �������� ������-�� ��4�&
�%�
 ����������� ����� �����# ���� ���2��� ��� ��# ���
 ��� ����� (�����
�����"���� �� ������

Ǳ%��' π 5 a� a� . . . an 6 ����������� ��"����� �), *, . . . , n�� 7����4�� %�������&
������� ���������� π �

a� . . . ai�� ai�� . . . aj ai aj�� . . . an ��� a� . . . aj ai aj�� . . . ai�� ai�� . . . an

��� �����
2 i � j� Ǳ%��' 89:�π	 6 �������'�� ���� ����4�� %�������&�������#
���� ��������%�� π � �������� �� � ������ ;"� �� �
��(��' 89:�π	 � �������2
����
2 2������������ π<

	 ���  �� � ���	
����� ������	 ;���%�� ,+= �������� ������� �� !�"# ����� ���
 � ����&
������'���� gR� g�g�g�g�g�g

R
� # ��� gR� �(������ ���"���� ����� ������ g�� >� "� ���
�

���
 �%�����%�� � � ������# � � ������ g�g�g�g�g�g�g�� Ǳ��"���# �� ��� ��# ���

��%���' �( g�g�g�g�g�g�g� ����������'���' gR� g�g�g�g�g�g

R
� # ���2��� ���' ����4��

?��������
�����@ ��4������ �7����4�� ��������
����� ���������� αβγ � αβRγ# ����
α# β � γ �������� 4��������	

���  �� � Ǳ���"�� ����
�%��� %���"�����# ���"���# �� � ������� ���� n0) ����&
4�� ��������
����� ���2��� ��� �������� ���� �������� ������� g�g� . . . gn�
Ǳ������ ������
# ���
� ����%�� n0 ) ����4�� ��� ���2 n > A�

���  ��$ � Ǳ��"���# �� ������� ���� ��������
�����# ���2���
2 ��� ��������
��%����� ������� n ����# ��'-�# ��� n � Hn# ���� ��� *n nB ������ ����
����������
�
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���� ��
	�� �� !�	�"� ���������������#$

% #"
&��� ���#�� ���' ���' ���' ��� � ��� ��	
�����# �#�� "��
�� (���)
���
 ���������' ������# �
�
��!�
 �
�' 
��� �����' ��� "���� ���' "����
��� ������������� � ���#	�
 ��!�������#��

*+��� �� ��
 !������ � ������)���� �
��	��� ����������' �������&�
��' ����)
��&���' �� ������ !����� � ���, ������!��
' "�� �� �
��
�
 ����� !�	�"� ��
���
'
�
 ��
# �������� ��
	�����
��# � ���' ��� � �
& ��	��������#�-

Ǳ����� ��� ��	
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�
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 !�	�"�' �������# � �����&'
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 �
�
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 ����
��# �	���
�! ��
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��� � /�
�
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�
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��# � ��	��	# 
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 ����#	�"
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��
�
����� *0�
��� ����� �������� ������ � ���	� ����#	�"����� ���� �����'
�
�# �� �	��&�-

1� ������
� ���	�����
� +��� 	�� ��
�
��� ��������
�� �
 �� ���#	��' ��
��� �
�#���# �
������ /��� ����
�� ������#
��# 	� �
� ���' ���� ��
�
��� �

��	�� ����#	�"
���

2� ���	�����
 �������	��� � ���
� 3��"��� ��	
�#
��# ����
����& *���'
���� ���
�' ���������&- ��
�
�� � �����)���� ����!�� ��	
�#
��# �� ���������'
!��
� ������
��# ����
����& *���������&- �! ���������# � �� 	�

4� ���	�����
 ��	�� ������	
� ���	�& ��
�
�� ��������
��# �� ��
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��������, ����"��
����
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�
��� ���
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�
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5� ���!�
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� 6�� ������ 	�# �#�� ��
�
����' ���!����� �
!�	�"
' �� �
 ��		�
��# �������� ���� 
���' 
��� ��
�
���� �����
�

7� ������ ���	��� %� �
 ������������ �� ���
 ��
	���
��
 � ����!�����
�
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�
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� ���
� ��'#�� K�,K�, . . . ,KN�
�� ��� �� ��$������ ����� ����
 ������������ p/70 p/�0 . . . p/N0� ����'� #��

Kp��� ≤ Kp��� ≤ · · · ≤ Kp�N�. /�0
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��� %�& �#	 ����$��	%
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����
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��%
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)	�� ������ � *	%%� �� #	 ���	��	$ �� ��	$	� +,-../012 � �	��� ��'
���� � � 3�&����4�� ��	4	$�	�5� �� %
 �  �#��� ���� ���� �	����	���
��	4	$�	� h� �� ��� �� ���������� �������  �#��� ��  ���� ����� � ��	��'
��4	� $� h ������� Ǳ�%	����	%
$��
 �$��	$�� ��	4	$�� 7� 8� �� � $	 �%	��	�
������
 $	��&%	��� �#$ �%
����
�� ����� ��%	����	%
$��
� ht−�, ht−�,
. . . , h�� $ ��%	�$		 ��	4	$�	 h� �%#$ &��
 ���$ �� 9�����	�� � ��&%� 8
���	�$�������$� ������ � �	� #	 ��$$�� � ��	4	$���� :� �� �� �� ;� &��	�
� ���$ $�#	� ��&� �$��	$�� ��	4	$�� $� ��%	����	%
$�� ������ ��		�
�	�
�� ��4	���	$$	 �$��	$�	 �%� � ���� ������ ��

�������� 	 <����	��
�� ����=� >����� R�� . . . � RN �	�	 ��$�������� �
�� #	 ���	�$� ������$���	 ������� Ǳ�%	 ���	��	$�� ������ � ��  %���
&���� ������	$�? K� ≤ · · · ≤ KN � @%� �����%	$�� ���	��� ������ � ��'
�%
��	��� �������	%
$�� ��%	����	%
$��
 ��	4	$�� ht−�� ht−�� . . . � h�� ��	
h� A �� �����%
$ ��&��� (�� �$��	$�� � ��%	����	%
$���� �#$ �$����	%
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� �����
 ��	�� ������ �� Ǳ�� t A � (�� �%����� �������  �%������ +�

	
� BC� % � s�D "��%$��
 ��� E� ��� s A t−�� t−�� . . . � �� ��%	 �	� ���	����

���	�����

	�� BC� % � j�D Ǳ������
 h ← hs � ���%$��
 ���� � E� � E! ��� h <
j ≤ N � <@%� ������ � (%	�	$��� ����4�� ��$ � ����� $� h �������
���%
��	��� �	��� ������ ����� � � �	��%
���	 �%���� Ki ≤ Ki�h �%�
� ≤ i ≤ N − h� *��� � E� � E!� � ��4	����� �� �	 #	�  � ���	����	$$
� +� � +� � �%�����	 +�=

	� BF���$� � i� K� R�D Ǳ������
 i ← j − h� K ← Kj � R ← Rj �

	�� BG���$	$�	 K ? Ki�D H�%� K ≥ Ki� � �	�	���  ���� E!�
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	�	�	�	 Ri� ��	��	�	 i�� Ǳ
������� Ri�h ← Ri� ���	� i ← i− h� ����
i > �� �� ����
������� � ���� ���

��� �Ǳ	
	�	�	�	 R � �	��� Ri�h�� Ǳ
������� Ri�h ← R�
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	#"�����	���� $�� ��	�	�� #�� ��
��,
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����� �� ��"������	���+ ��.��1	 � hs �&�#���� "� �#
	�� � 2 s3 ��	
��	�	�� ��
��
���� �	��	 N�  �#	
4���	 
	����
�� ������5 67� ≡ j−N 3 67� ≡ i3
68 ≡ R ≡ K3 679 ≡ s3 67� ≡ h� :.
����	 �����	 � ��� $�� *�� "
��
���� ���� �	.�
���	�	�� ;�� �#	��� #�� ����� $��.% #�.����� .��		 *<<	������� �%"��	��
���
		�� 1�����

�� ����� 	
�� �� � ��� ���� �	 s� s� t� ��

�� � ��� ��� T ��� ���� �	 j� h� hs�
�� ���� ������	 T ��������	�
 ������ � ����
�� 
�� ������ T �������� �������� 	�����
�� 
�� ������ T
�� ���� ���	 T ���� N � h�
�� 
�� ������ T
�� ���� ����	 T j � h� ��
�� �� ��� ��������� NT � S �
� Ǳ���	��� i� K� R�
	� �� ���� ����� NT � S i� j � h� ������
���
 ��������
		 	� ���� ������� B�NT�S�A ��� �������� K � Ki�

	
 ��� �� B�NT�S�A Ǳ������ �  ��! "#$ ��� K � Ki�
	� ��� ������� B ��� Ǳ�������� Ri� ��������� i�
	� �� 
�� ��������� B Ri�h � Ri� ������
���
 ��������
	� ���� ��	 B i� i� h�
	� ��� 	� B Ǳ������ �  ��! "%$ ��� i > &�
	� �� 
�� ��������� NT � S ��� Ǳ��������� R ������
���
 ��������

�� ���	 Ri�h�

	�  � ���� � NT � S j � j � ��
	� ���� �� NT � S Ǳ������ �  ��! "'$ ��� j � N �

� ���� � T

	 ���� �� T t > s � &�
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����� �������� � ������
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S 3 h� 4 · · ·4 ht−�,

���� �	
������ B 4 NT − S − A � ���� ��	��
����� B� 5
� � �	� 
�
����
�	�	
��� 6' ����� A 	
�� ���� �����	���% ����� ��' ���	��
#��%�� �	�
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���% �	��	���' 
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����' �� ��#�� 	
������ � ��	��
�
��� 	
���!��� � �� �
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9
���� ��	
��# (
�
 �� h*�	��	���� &��
 �	��	��
 ����� +���

����� �� ht−�*�	��	���' �
 ��	� ���� �� ht−�*�	��	��
' . . . ' �
 ��	�
���� �� h�*�	��	��
� :
����' � ��	� Ki ≤ Ki�h �	� � ≤ i ≤ N − h' � ���
�
���
�� h* �	���������

;
����	�� ��
�
�
 �	����(�� ������� �	���% ���
��' ���
 ������� ���*
� ��
 ��������2 h� 3 � � h� 3 �� < �	��� ��	� �	���	
 ����� �* �	�����*
� # ������
�������� ��#��� K�K� . . .KN� =��� ������' �� ���� ��	���
�*
�� a� a� . . . an ��!����
 {�, �, . . . , n}' �
��%' �� ai ≤ ai�� �	� � ≤ i ≤ n− �' 	
��(

n

�n/��

)
,

�
� �
� � ����� �� ���� ��
 �* �	������
� ��	���
���
 ��� �
!�� ���	

�n/�� $�������' 	
���!����% � �����% ������% a� a� . . . ) ���
 ��
����� �n/��
$������� ��
�
#� � ������ � ��������� ���	
��� Ǳ��� �*�	��	��� �� �
�*
�� �
����
 � ���
��� ��	������# �!�� �� ������ �#�
� �* �	������
�
��	���
���
� 5
�� �	����� ���� ����	��� � ���% �
��% ��	���
���
%>

Ǳ ��� An ? � ��
	�� ���� ����	��� � ���% �* �	�������% ��	���
���
%
��!����
 {�, �, . . . , n}� @��' �� A� 3 �' A� 3 �' A� 3 �) 	
����	�� (���� �� �
��

� A � B � � A B � � B A � � A B � � B A A � B �,

�
%���' �� A� 3 � 4 � 4 � 4 � 4 � 4 A 3 C� -��� �	
�
����	�
�� An � ����
�� �
�' 	
����	�� D	�(���
� # ��
�	
�� E �
 	��� �� ��� n 3 ��� 9
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��
��
�	
��� �* �	������ # ��	���
��� ��!����
 {�, �, . . . , n} �!� �	����
*
���� � ���� � �� �� ��	%��� ����  ���� ���� .�'�/ � ��!�## �	
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���� ��� ������������ ��	
� ������
������� � ������ �� �������� �������� �������

����� ��������������� ����� �������� � ������
������� �������������

��	
� ��n/��, �n/��� ���� ��������� �	������� k�� ��� ���� ������ ��� ��� 
� ������������ � ��!� ��� ��"������ k# � 	����� ��� ��	����� �� �$�� ��������
���
�� %��! �������! ������������ � ��!�� ���� ��	��� ������������ !�&�� ��
�������	����!� ����������
�!� � n�������!� ����!� � ������ ���� �����	����
������!!� � ������� '����!��� � �(��&����� �� ���� �� ���� ������������� �����
������
�

� � ) * � � + �� , �� - �� �* �) ��. ��

.����� �����
�����! ���� 
�! ���� !�&�� ��������� ����� 
�
 ��
� ��� �� ����
���!!�/ ���� 
�� ����0�!� � ��	
� �i, j � ��	
� �i1�, j� ������������� ��� |i− j|�
Ǳ���� �����&��" �!� �
�3	���� 	������� �!�&�� �(������� � ��!� 	�� ��!!� 4��"
����� ����� 
�&���� ���� ����� 	���� �������� � �����������30�� ����������
�/
4�� ��!!� ��
&� ����� 
���	�����  �����"������" 
�������
�� !�&�� �����!
����! � �����! ������	���! ����!� ���������! �� �����
� ���
������ ������ �
&����!� ��	
�!� ��!� ���� ��� 5�
� �����!��� ����������
� �� �����&�� �1 � 1
� 1 � 1 � 1 � 1 � 1 � 6 � ���������

7��� a ≤ a′ � b ≤ b′� �� 	���� �������!�" ����� � �a, b � �a′, b′ ����� 	����
�����(�� �(8�������� a′ − a �����
�����" ���� 
�� � b′ − b ���� ��������!�� �
�!���� (

a′ − a1 b′ − b

a′ − a

)
.

9������������� 	���� �����������
� �����������30�� ���� 
�����" ���"���� 	��� 
�����
������ ���� �
 � �i, j � �i1�, j� �����(

i1 j

i

)(
n− i− j − �

�n/�� − j

)
.
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∑

�≤i≤n
�≤j≤n

|i− j|
(
i j

i

)(
�n− i− j − �

n− j

)
!

A�n�� �
∑

�≤i≤n
�≤j≤n

|i− j|
(
i j

i

)(
�n− i− j
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 ������ ����

b�a�, a��= b�a�, a��, b�a�, a��= b�a�, a��, b�a�, a��, b�a�, a��= . . . , ��:�

��� b�h, k� H �

�
�h − ���k − ��� G	�� ρt−� ≤ N < ρt� 
�"�� ��	�
 ����$���	�� B �

����
	C
��� 	���% ����%C t #�
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	���
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�
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���@��� ��� N�.� �	�� ���� <���

������� 	
 ����� ���������� �� ���!�� " ����� O�Nec
√
�	N �# �$�� $��%����

hs ����&���'!$� � $��!��!$!��� $ �9�� (&�$) c H
√
9 N* ρ � *��$!��!� � O +���$�!

�! ρ�

O�� �	����
����	��� ���C�� ����F� � ����� 	�"�	���
�
 $����� ���
N → ∞� �
	�
� �� �
	���
����� 
	� � �
�
��E ���
������ Ǳ����� ���� ���@��
��$�� ���� 0�F�
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� �� $��
 ��
���% ) � �
�� ��
� �	�� $���
 �E�
� $����
�� ρ > �� �
	���
����� 
	� 	��"���� ���E"�� ��������	�� �
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� � ���� ����� � � ���.��u
� � ����� ������ � � ��.�u
� � ����� ������ � � ���.��u
� � ����� �����  � ���.��u
 � ���� ������ � � ���.��u

� � � ����� �����  � ��.��u
� � � ����� ���� � � ���.��u
� � � ����� ���� � � ���.��u

hs ≈ ρs� ���	
 ��	
� �	�� ���
������ ��
���	 �����
������� ���� O�N��ε�
��� ����������� ����� ε > ��

������
���� ����� �� ����
��	 ���	
 ��
� ����	��	 N �  �� �	�� ��������!
���"	� ����� �	�� �����	��� ��������� #� � ��	��� $ �%B & ��NT & �'T −
��S − 'A & ��u� ( 
���� � �������� ��	 �		 �	�� �����	��� ���
�����  ��
��������� ����	 ��
	�����
	) ��	*	��) ��� N + ,� -��	
��� �
� ��� 
����
����� ����	��� N  ��*	� �	�	�� �����	��� ��	���� �.
 �������
	����	
��	��/��� ��0
��" ����"�1�	 �	�"��
�
� ���"��.
�� ��� t + �2 ��	 ��
	�����
��� N + , �"�1	 �	�� �������
��� �	
� �� ����
�� �
���� �3�	 �		 �	��
�����	��� ��������� 4 ��� N + , ���� �	�� �%�.,�u�� 5.����
��� �
� ���!
�"�1�) �	�"��
�
   "������ ��� ������
�	  ��
���	
�� ��� h� + 6� ��������"
����1�� 	������ S ������	
�� ���		 ����) 	������ B� 7��������� 
��
��	*	���� ' � �� ���������".
 ��	 �		 ����� �	�	�����	)� �� 0
� �	 ����) �"�1�)
����� ����	��)  �� 
�	������ ��) ���
������ 8�
� ���	
� ��
	�	��� ���	�
�
�	��
���	 9����" 1�	: �	�	�
������ ����������".*�	 ����� �	�	�����	)� 
��
��� ��*�) ������ ���
��	��� 
���� �	�	�
�����  � ��� ��� �	 ��	�
	�;

h� + �, h� + ', h� + �; , � � 6 ' < = � ��% �	�	�����	)�

h� + ', h� + �, h� + �; , ' � < � = 6 � ��< �	�	�����	)�
.

3 ���
�� N ����. �	
�� �	������� ���� ���
���� ( 
���� 6 �������� ������!
�	���	 ����	��� ����� �	�	�	*	��)  �� ��������� ����	 ��
	�����
	) ��	*	!
��) ��� N + ����� Ǳ	��	 �	������� ����	 ��
	�����
	) " ��	
���.
 "����.
 	�����
� ���� 
�� �
� ����� ���������
��� ?���"��) �6� � "��� �%2  �� ���"!
�	��� ��	 ��� ����	��) ���  �"��� ����	 ��
	�����
�� ��	*	��) ����	������
0������	���	 
	�
�� 8��� ��	�	������� ��
� 
���� ������ �� � ��� ��"��)���
0�	�	�
�� � ��� �) ����� ���
������� � ��� �) ����	 ��
	�����
�. ��	*	!
��)� 3
�� ��
��	 �
����	��	 ����� �����"�� ��	� ������ ������ ���
�����
����� ��� � �
�� ��
��	 �
����	��	 ����� �	�	�����	) B ������ ���
����� ���!
�� '���

@
�  ����	 ������.
 ���
� �	��
���	 �����
	���
���� �� ��	 	��	 ����!
��
�� # �	 	*	 ��
�	
�� �	������ A	�� �	���������� ��	 ������� ���������
�
��	*	��� �N/��� �N/=�� �N/,�� . . . � �� 0
� �	�	��
	����� 	���  �����	 ��	 �
��	!
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��� ����� N ��	�
��� 	����� ������� ������ ����
�� � �
��� �������� � ��� !"
���� � #$%&'(" )'*))+ �
�	������ �����,��-��," �� ��.���-�" �� �� �����	�-�/
���,����," �� 	�0�-�11 $ ��2" 3	� ��� ���04�	�2�" ���0 �	����, -�� �2�.���1
������2�� 5�00�
	 �6788��9" ���� � #$%&:(" )'&*)$:+ �
�	����� �����,��-��,
�2�.���1 -�	� )k−$; Ǳ���
��- � =����-�� �
�	������ �����	�-����,����, )k>$�
=
�	� 	
�3�4 ������-���4 �����	�-����,������" �����,��-���4 	�1 ��������1



��� ���������� �����

���	� 
� � ��	�������	������
(
�k − �−��k

)
/� � ��k − ��/�� ���	� ��������� �

���	������� ������ � ��� ���!�" ��	�������	������ �#� �	� ρ $ �.� � ρ $ ��
%�!�� �!	&���' ��	�������	������ {�p��q} � {(p��q}� ���	� ���'� ���	����)
��* Ǳ�����"� ��!�	�!, ��� ��-����&� ���"�������!�* -���!��� �-���"���� !
O
(
N�./0N��

)
� �� ������� ! ��	�� ��1!�" ��!	���'" ���-���" �� "�	'- N �

Ǳ��	����* ������� � ���	� 
 ��-���� �1 ��, �* ��	�������	������� ���	������*
��� ��" �� ��� ���!�"� �� ���������* �� ���!�	�!� �1"������* 2������!� 3�"�
�� ������	
�� � ��4#
�� ��45�(�67

hs $

{
4 · �s − 4 · �s/� 8 �, ��	� s �����9
# · �s − 
 · ��s���/� 8 �, ��	� s ��������

����

��� ���! ��!�1�	� ���� !� �� ���	�1,&��� �:��"�������'� � 2��", ����	,
�"�;���� �h�, h�, h�, . . . � $ ��, �, �4, ��, �<4, �<4, . . .�� ���"� �'�	����� � -,�=�"
�	,��� �� ���'=��� O�N�/���

>���"�	���� ���	� ���"�;���*� 
 
<<� ���	&������ �	� �"�;���* ���� �k8��
� ��!�� � ��	�������	������- ������ � ��� ���!� �� ρ $ �� ?� ����� ���"����
��� ���� ,���'���� �� ��	�!� ���	� ���1����*� -��� �"���� ��� ���"�������!�
��"����,�� � ��;�" ���"��� �����'� %�! !�! ���"� �'�	����� �� ��""' @
����� 4B8�<NT 8 · · · �����A �"�=���'- A�!	���� ����� ��� 2!���"�� ���� � ��)
-��� ��"���� 2!����	����� ��!��;���& ���	� ���1����* �� ��

	 N 9 �� N $ �<<<
A�	�������1��� �������� � ��� ���1����*� ��	� 1� ���� 2�� � ,������ �2!���"���
���� ��-��� Ǳ�2��", �������	����� ����1,"�'" �������� � ht−�� ��	�=� �� ��"�
�!���"� �

�N � ��!�	�!, ��	�=�� 1������� �"�;���� �� ,����� ���	� ��	��,&;�-
���1����* �����	�!�� ����' �������� ���'* ��-���

B�=����� 2!����"����	���� ������������� �'�	������ >� C� D�*��" �E� F�
GHIJJ� 3���� �� �� ��44��� ##54�6� ���!� �'���	�� ��� ������� ���	� ���1����*�
�'�	���"'- � -��� ��������!� � �	 ����", @ �� �"�;����- �k − �� . . . � ��� (�
�� �� ��"���� ����A����	��� N
/�� K�	� �'�� ��	�� ����'"� D�*� �!�1�	� ���
B�� ≈ �.��N
/� − �.�#N 8O�N�/�� �� �<< ≤ N ≤ ��<<<<<<� ��	� ���	�1,&��� 2��
�"�;����9 2"������!�� ����������� ��!	������ ������	�	� ��"���� .<
�N
/��
B� ��!�� �'����	� ��� ��	�������	������ ��� ���!� ���� ������� ! ���"��)
�����!� ��	�� �'��!�* ���1������	������� B�� ≈ <.��N�/� 8 �#.�N 8 O�N
/���
L������	���� �� ����������� ��!	������ �	� 2��* ��	�������	������ �"�;���*
�!�1�	��� ����	��� "�	�� ��"���� N�/��

D ���	� ( �!�1��' ����'� -���!�������!� ���	� ���1����*� ��������'�
! ����", ��-��,� !����'� �'	� �	,���' � ���- 2!����"����- �� �	,��*�')
"� ����'"�� ���	�1���	��� ��	�������	������ �"�;���* ���� �k − �� �k 8 �
� ����� D !����" 2!����"���� ���	�1���	��� �� �� "�����' ����'-� B�;��
���	� ���1����*

∑
sBs � 2��- 2!����"����- �!�1�	��� ����'" ��������������

��
 ���� ��4 ��� � ��# (##� ��! ��� ��������� � 2��- M������������-N �	��,��
������ ��	�������	������ �����

O��� � !���'" ���'" 2!����"����" "' ���  	,��� ����!��" � ��*�' ���)
�����!� � �	 ����", @� ��� ������	���� ���	�������* �� ��	� �!������	��� �
������ ��  	���'* ����� � !�!�� ��	�������	������ �"�;���* ���	,�=��� K�	�
N "���=� � <<<� ��"�� ������ ����	� ��������

Ǳ������� h� $ �� hs�� $ �hs 8 � � ������������ �� ht−� ��� �ht ≥ N ����
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���� �� ���� ������ �������� �� ��� ������� �������� N ����� ���� 
�����
��� !�����
��������� "����
��� #��$% ������� ���	
���� �� ht−�% ���
&ht ≥ N �

' �!�� (& !������������
���% ��� ������� !��
���� i > ) �� ���� *�� +��
��������� !��
����� ������� ������
�� !������� �� �),�

������� � ����	�
 -��
�� ��!��� ����� .���� � �������� ������ !���
��
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�
���� ������ !���	� 
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��� "���� ��/�� !����
 ���������
��������� ���� �� ��	� 
���	� ���
	
���� �� �/�������� ������� �������
����	�% !������� ����������0�� ������� ����	�% !��
����/�� �������� ����� 
�	� �!���0��% ���� ���� �/��
���	� 122���� 3��������� ��������� 1���
��/�� ���� ����� ����� 
 ������� ��(% 
 ������� �������
���� ��
����� ��� 
�	� ��������� Ǳ�������% ��� ��� !��������� � ������ ��������� ���������% ���
!���	� 
��
��� 5���
� �������� !������/�� �������� ����	� ��� ��������� 67

"������
�� ������� !���	� 
��
�� ����� �� �
�� ���
�	� �!���0��8

9$ !������� �!������������ ���
� ��� ���������� ����������� �����% ���� 
���� ��� ��
���� ������� �����:

99$ 
��
�� ��
�� ��!�� 
 �!���������� ���� �!������������ ���
��

;��
 < 1��% ���
����% ������	� !���% � �������� 6 �������	
��� ���% � 
!������ !�����
�������� ��!��������� #������ �����$: !�1���� ��� 
	!�������
������ �!���0�� 
��
�� ���������� !��������� !������� !���
��� ��!���� "
������ �����	% ��� ��
����% ��� ��� 
��
�� �������� !������� �������� ����	�

 !����� 
 
��� 
������ !��� #������ ����&$% ��� ��� !�� 1��� �������� ��������
���� �������� 
����: ������ �!���0�� < !�����
������	� !������ < !��
�!�����
���� 
������ !��� !���� ��� �� !����% ��� � !�� !�����
��������
�����/���� ����	�� Ǳ������� !��� 
���� !�������
���� 
 ����� � ��� ��
��!��
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��� ������� � �� � �� A��� �� M � N/α ��
������
� � ���� 5"��
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$��� ��� 
��$�
��� ��'�  ��1�# $���� ���� �� ��7�� ���$� ������� �
���%��$$� 8 �� 3 �
 �������$ M  N → ∞&

9:. )�N /M / �,

;<= �.'�N�/M / )�N − )MHN / )M -.M / 5M − )δ − �.'�N/M / �,

9;> ).�"N� / �5.�N / 5M / �. ��?�
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��� ����� ����� �
�7�
�����
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����#
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K � Ki �������� 	��	
����� K > Ki�

	 �� ���  �������� �� ��	������ � ���	� �	�	��	� ��	�����	� �	����	��� ��� ��
���
���� ��� �	��	 �������� ��� �	��� �	�	��� ��	������� �	�	��� ������ �� �	� ��
����������

	 �� ����  !������ ���������	� � ����������	� ����� ���	������ ��	������ � ���
"���#� 	� N$

	 �� ����  !������ ��	���	���� "���#� gN%z& '
�

k�� pNkz
k ��� 	����	 �������

���	������ ��	������ �� ��� pNk ( ���	���	��� �	�	� )�	 �� ���	������ ��	������ �
����� �	��	 k ��
����* #���	� ��� ������	� ��*	��	� ���)���	� ��������	��� ��	��+
���� �,, -, . . . , N�$ .�)������ ����� ���������	� 	���	����� ������� ���	������ ���
����	�	 ���)���� N$

�� ���  /�� ���	�� ���*������* �����	�� ��	��� �����	����	�	 � ����$ -� �	+�����	���
��	�*	���	� �	���	 	������ ��	��� �	�������� N �������� ����� 	������ ���	��� � �	+
�	�	� �	��� *�������� -N 0 , �������$ Ǳ	������� )�	 �	��	 ���	����� ���*�������
�������� ���� � ������ ��� ��� ��	��� ��� � ��� ���	�� ��	��������	� �	����	)�	� ���
*������� ����	 -N 0 , �������$

�� ����  Ǳ���� a� a� . . . an ( ���)����� ��������	��� ��	������ �,, -, . . . , n�$ 2��	�	
������� ���)���� ����)��� �a� � ,�0 �a� � -�0 � � �0 �an � n�� %3�	 ����	 ��	�������� n
� �������	 )���	�	 �����	����� �� �	�	�	� ������������ ������ � ��	#���� �	����	���$&

�� ���  �������� �� ���	���� 4 ���	����	� 5���	�)��	�6 �	����	����

�� ���  2���� ���)���� A � B � ���	� 	���� ����� ���	�� ��	������ 4 �		�������� �
����$ 7 � 8� Ǳ�	������������ �	��	������ ���	�� 9���� �	 �������� � ���	�	� ��	���*
�����	� � :�	� ���)��$

	 	
� ���  . ���)��� �	��� Kj � Kj�h� �� 
��� 47 ���	���� 4 ������������ ���	������
��	������ �������* ��������$ Ǳ	������� ��� �	��	 �������� ��	������ 4� )�	�� ����+
���� :��* �����	)��* ��)�������� � ��	������������ ������������ ���	� �	��"���#��$
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�
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 ��� ��� 
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�� ��� � �����! "n �� ��#���� �� �$$� �� �n, n� ��� 	�
� ������� %�
  ��� ��
��
& '' � ���� ���	���	�� %� ��������� ���������� � �� 	��#��� ����� ������� (��
���� ���)�� �& *� hn�z� ��� ����������! �� �� gn�z� ���� �� ������ ���)����� �����
	��#��� �i, j� ����� ��� i > j+ �hn�z� � �gn�z� ������� %�
 ���������� �� �� ����
��%�
 
����� � 	��#��� �i, i� ��� $ < i < n& ,���� �������
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�� ������� 
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������	�� ���	���	�� %� �
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�� �8�9
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��� 2���� ������������� ��
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��� 2���� ��
�� > �	
	����	� �
�� ��� ��	�� xh-yk ��� ��������) ������2�������)
2���) xk � yk& Ǳ������� ��� n  	� ��
 ����������� ����� � ������ ����� �����
hk � h � k � n > �� �����������& �Ǳ�
������ $ > �������#�� ����������� 2����
�������#�� �� ����������� ������ ����� ������� ���� ��	�� hk � h � k& 5�
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�	��� ����� ����� �� ������� ����� �s����s ! s� "� 
���# ����$	�����# �	���� �������
����� ��������	� � ����� �	���

%�&�	�� ������	���� '������ ��� ������� ����� � (��� �����������		 ����$��	�
�k � � �������� ����$��	�� �k ! ��

	 ��� )��� * +���$	��� ��� ���	 hs�� 	 hs�� � ���	��� ������� �	���� �� ���	������ ��,
�����	��& � #��� ��������	� �����	��� - ��	 ��������� �� ��� ��	�� hs ���
O�Nhs��hs��/hs�� ��������	
 .�� ���� ����

��� )��� * +���$	��� ��� ������� / � ��	���0�� 	� �����$��# ������ � ��� �������
��� ��������� "1� ����� ����0	��

	 ��� )��� * .����� �� ������� ������������ ���$����� ��, �, . . . , N�� ����2 	#�� ����,
�������� ", 	 �,�������������	3 4����� ����	������ �	��� 	�����	& � ����& �������,
�����3 5��� ����� ��������� �	��� 	�����	& �� ���# ���	# ������������#3

��� )�� * 6�$�� �	 ",� 7, 	 8,������������& ����	� 	� N (�������� �����$�� 9���� N
	�����	&3 :
��	�� ����	������ ���	������ 	�����	& ��	 9��0�� N �

��� )��� * ����� Ǳ���� �<=>?@ />>@A@��� �B� +���$	��� ��� �� ������� ��������� c�
������ ��� ���	 m 	� ��� ��	& hs � �����	��� - 	��2� ���	�	��� ���0�2 N/�� ��

����� ��������	� 9���� � #��0�� ������ ����� C�N��c/
�
m�� �D� .������������ �����

��������	� �����	��� - 9���� � #��0�� ������ ����� C�N�E>FN/ E>F E>FN��� ��� ���#
�����������������& ��� ��	&�

��� )� * 4���� 	� �����������������& ��� ��	&� ��������# � ��9�� G� ��	���0�� ���
��������� - � ����	 ����	� ���������� ������	 ��������	� ����	����	3

�	� )�� * %�&�	�� ��� N H �III 	 ����	���# ������	& t (��	�	����	� ������	� ht��� . . . �
h�� h�� �������� 9�� ��$��� �	�	�	�	��2� ������� �	��� �����
	& ������ ��	� ���	��&
B��� � �����	��� -�

�
� )��� * �J� Ǳ���� �K� /?BLL��� Ǳ���$	��� ��� ���	 ���$����� ��� ��	& ��	 ���,
�	����� ������� M���� ��� ��p"q � �p"q < N�� �� �	��� ���#���� ����� ��	�����
�

�
�E>F�N��E>F�N� 	 �� ��$��& �������� ��	#��	��� �� 9���� N/� �����
	& �����������	
���	��&� J ��&���	�������	� ���	 Kj�h > Kj � �� �� �29�� ���#��� Kj��h,Kj��h � Kj <
Kj�h � Kj�h,Kj��h� ��� ��� ��$�� ������ ������� ������	 Kj�h 	 Kj 	 ����	�	� j ��
�h� �(�����	� ��� �������	� � �����	��� -� ��������	
 .�� ���� �7��

	 ��� )� * %��	0	�� ���,��������� ��� �����	��� ����	����	� ������$������ Ǳ������
����� "I�� J����	�� ����� �� ��������	� ����� ��������� A� B� S� T� N � ������	����
�����������2 	� ���������� � ��������� -�

��� )�� * 4����� 9���� ������������ �����$	��� �����& L� L� . . . L�	� ���	 �������	 ��
���
� ����	����� ��	��� ����������� ������� � ��9�� N3

	 ��� )� * 4�� ������0��������� ��������� O� ���9� ����� �� ��������	� �����������
���	�	��& 7B� � �� 8B� ��� B7J � �	��� 	�����	&� Ǳ������	�	��&�� �����$����
����9���� ����0��	� ��	���	����� � ��������� P�

��� )��� * Ǳ������� '������ ��Q��

��� )�� * %��	0	�� ���,���������� ������� ���$�� ���������� ����� ��������� R 	
�9S��	��� ��� ��	��	 � ��	��& ��	���� .�������� ��������� ���$�� ��������	���
���� ���� ����� ���� ��� ���	 9� ��	 9��	 ��������� ���������& O�

��� )�� * Ǳ�������$	�� ��� ������ 9�&�� ����2���� ��� ����� ��� 	 ������	� 0�����,
�
��	 ��2��& � ��9�� N ����� 7I"III� IN8III� 7��III, . . . , 8I"III� :������	�� ����� ��9���
�������� O 	 R � (�	�	 ������	 ��	 M H Q�



����� ���������� Ǳ
��� ������� ���

��� ���� � Ǳ���� gn�z	 
 ���������� ������� ��� ����� �������� � �������� ���
��������� n �������� ��� � ������ ! " "#�""		 Ǳ���� gNM �z	 
 ���������$���
���������� ������� ��� �������% B � ��&����� ' Ǳ��(���) ��

�

N��
gNM �z	

MNwN

N *
+

(�
n��

gn�z	
wn

n*

)M
,

� ������������ ��� ������ ��� �%��� ��������� �������% B 

��� ����� � �, - .��� �/ ' 0123	 	 Ǳ���� F �x	 
 ������� ������� �������������
����������) ������ F �4	 + 4 � F �"	 + " 5��(���) �� ���� ��$�� K�,K�, . . . ,KN

��������� �%6���$��� �������%� 6���� �� ��������������� ����� � ���� �������
�������� � M + cN) &�� c 
 ��������) � N � �) � ����� �%������� ��&����%
' ���� O�N	) ���� ���� F 
 ������� &������ ������� �.�$� K ����������� �
����� j) ���� �MK� + j � "7 �� ��������� � ���������$ F �j/M	 � F ��j � "	/M� 8
������ ������� �������������� ��9� ������ F �x	 + x) 4 � x � " 	

��� ����� � :��� ��&����� �%�������� ���6��������� �� A/M;B ��9���%< �����
� ��������� C ; M ����� ������) � ��� ���� �%6�� M ����&����� ����������
�������� ����������� ����������� ������ �� ����� �%�������=

	 ��� ����� � >������ �%��(���� ��� ������������� �������% ������& ����� ��������
�� ����� ������ ������� �"!		) ���� �������� ��� ��(����� ������ � �����) ����
M + N/α ��� ����������& α ��� N � � Ǳ������������� �������� �6��$���
9�6�� O�N��	) ����������� ���� � �������< 	
��������
� ����������
� �������
E��z	 +

��
z
e�t dt/t 

��� ����� � �1	 5��(���) �� ����� ����%<
�
k
�

�
�������� � �"4	 ����� O�ρ�k	 �?	 @�����

���(��� ������ A 

�	� ����� � Ǳ������������� �������� ���������& ��������� � <�� �%������� ���
������ B����) ���� ������� t + C �������� h) g � " � ���&�����) �� h � g D������)
�� �� ����� ��<�� ��� �%������� h��������� ������ � ������� �

�
N�/h ; O�N	

����������� ������� 

1	 5��(���) �� ���� ��<�) g���������) ����
�
π
�

�
�
h� "/

�
h 	N/g ;O�hN	 �����

������� ������� 
?	 5��(���) �� ������ ��<�) "���������) ���� ψ�h, g	N;O�g�h�	 �����������) &��

ψ�h, g	 +
"

E

g���

d��

�

j

(
h� "

j

)(
d

g

)j(
"� d

g

)h���j ����j � ⌊hdg ⌋
���� .

	 ��� ��� � 8 ��� CC ��� �������& �%������� ��&����� F ����������� �����) ���%�
������ ����(�� ������� Gi > 4H �� 9�&� FI J�� ���� �� ��<��� � ��&����� K 
Ǳ��(���) ��) ��� �� �����) ���������� ���(���� ��6������� � ������� Gi > 4H ��
9�&� K!) ��%��� ��� ���%� ������ �%������� ���������& ����� �������� B���� 

��� ���� � :��� π + a� . . . an � π� + a�� . . . a
�
n 
 ���� ����������� ��(����� 	", . . . , n
)

6���� &�����) �� π � π�) ���� i�� ���6��9�� ������� � 	a�, . . . , aj
 ����9� ��� �����
i��� ���6��9��� �������� � 	a��, . . . , a�j
 ��� " � i � j � n �5��&��� ������) π �
π�) ���� ��� ���< j �������� ��������� ����%< ������ π �������� ���������
����9�� ��� ����� �������� ��������� ����%< ������ π� ���� �&) ��� ��������%
����%� j �������� 	

1	 :��� π ��<����� G�%9�H π� � ��%���) ���������� � ��� ! " "#"E) ������� �� ��
��&) �� π � π�=

?	 :��� π � π�) ������� �� �� ��&) �� πR � π�R=
L	 :��� π � π�) ������� �� �� ��&) �� π �����(��� �%9� π�=
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 �������	

�� �	
	�� �	 ��	�	�� � �������� ���	���	� �	���	��� ��	������� � ���	�
������ ���
��� ���� � � ���	
�� 	 ���	� � ������	�!�� ���
��������"#�
������������ 	 ��� ������ ��$
� %�������� ���� � �	�	��� ����������
��	��
	����	��&� 
	 ��� �	�� �	�� ���� ��� �� 	���������

'�����!" ���	
� ��	���� �����	� (���	��� �����)* �	$�	 �����������&
��� 	 �����" �	���	���+  ���� �	��" ����& Rj � �	 ��#������ ������ ������
� �	��
�� ����� 
	 ��� �	�� �	�� 	�� �� ������ ��$�	� ����	� ,��
	�����&�	�
�����-��!" ���	
	� �	���	�� �	 ���� ����������� ��� ������� 	 �����
�� 	�  �� 
�� ���&�� �����& ����	� ���	�	�� . %�	� ���
��� ����������"���
������ ��� ���	
	� �	���	��� 
�� �	�	��� 	 ��� �������� 	��	��	� 	����!��+
�������� ��	
�	��� � ����	�� (���	
 �����&��*� �������� ��	
�	��� �� ����

����� (��������&��" �	���	��� /%�����*� �������� ��	
�	��� � 	����������

( �����" �	���	��� 0	���*  ��	��	����� �������� ��	
�	��� �

����� ���	
��� Ǳ	$����� �� 	��� 	���
��� ��	�	 	 ����	� �	���	�� �
������& K� � K�� ����� ������ R�  R�� ��� � ��"� ����	�	$��� �� � ��$�	�
�	��
���  ����� ��	
����& �	 $� ���	� � R�  R�� R�  R�  �� 
� Ǳ� ���	����
%�	� �	���
	�����&�	�� 	����!� ���� �  	�&�� ��"���  �
�� ��	
����&��
�����	2  
��������&�	� ��� %�	 ���	����� ���� ��	 ����& � �� 	�&�� ��"�	�
������ �	�	$��� RN� Ǳ� ��	�	�����	� ���	���� 
���	�	 ��	!���� �		����3
����"#� ���� �	��
�� � �	�! RN−�� RN−�  �� 
�� ��� ��	� � �	�!� �	�!	��
��� ����  �
�� ��	��
	����� 4� ��� �5 �	�����	 ��	�&�	���� %�	�	 ���	
�
�	���	�� 
�� ������
!�� ��"���+ �67 689 ��� . . . 967� Ǳ	���
	�����&�	��&
���� �
	 �	 ���
�������& �� �	��	����&�	� � �������&�	� ��	 � ����& RN  ���
� ���	� ������ : R� � � ���	� ���� ���	
 ������ ;���	
	� �����&��<� �	�	��
��	  	�&�� %�������� �	
	 �	 �����&���� ;�������"�< �� �		��������"#�" �	3
�!" � ��	��	�	�	$�	��& ;���	
� �	���$���< (�� �� ���	
� ��	���� �����	�*�
� �	�	�	� %������� �	���$�"��� �� �		��������"#� ��	���&� ���	
 �����&��
�������  �	
  	��� ��	������� ������ ���� ��� ;	 ������ �	���	��� �
�� 	�	�<  ;���	
 �����	��������<�

4����
�	 �
��&� ��	 �	��� ��$
	�	 ��	��	��� �	���
	�����&�	�� ��� �����
����	�	$����� ���� ���	� �	���
���� �	�	��� ������	���� � 	 �����  ���� %��
����& 
	�$�� �����& ��	 	�	������&��� �	�!� ��� ��	 � �� ��$�	 ��	��3
���& �� �	���
�"#� ��	��	����� 4� ��� �5 ��	!��� �	���	�� � %�	� �	��
����� 	������ �	
��������� �	���
���	 %�������� ��������	 �����" �	�!"�
= ����� ������� �������� �� �	� ��	 �	��� �������	�	 ��	�	
� �
�	� ��	 �#�
���& ������ ����� ����� ��	 	�	������&��� �	�!� Ǳ� �	���
��� ��	��	���
������#��� ������ �		 #� ��  ��	� >����&� �	�� �"
�� �� ��	!���	�� �� �	�	��
�-	�����	���& ���	����

����
��� � (��
�� ����	��*� ?��� R�, . . . , RN �����	��	�	����"��� � ���3

���� �	�	 $� ��	��������� �����2 �	��� ��������� �	���	�� � ��"�  �
��
��	��
	���� ���+ K� ≤ · · · ≤ KN (��� ��*�

��� @4����&��� �����	��� ������A Ǳ���	�& �����← N� (����� � �
��� ���	�	
�������	 %�������� 	 �	�	�	� �#� �� ������	� ����� � 	� ��	" 	�	������&��"
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���	
	�� ��	� �������� ����� ���	�� �� � ������ ���	����	 ��� �	����
�� 	������ � ������� ��������	� ���	�� �!

��� "#	�� �� j�$ Ǳ�	���	� t ← &� '(����	� )�� *+ ��	 j , �� �� . . . � �����− ��
-��� ���� 	 � )��. */� 01��	 ����� , �� � ����. ���� 	 � */�!

��� "2������	�3����� Rj 4Rj���$ 1��	 Kj > Kj��� � ������� �����	 Rj ↔ Rj��

	 .�����	� t ← j�

��� "5(�	 �	 �����(6$ 1��	 t, &� �����)	� �(������	� ���
��.�(� ' ���	����
��.��� ��	���	� �����← t 	 ������	��� � )��. *��

��� ���������
��������� �����

��� ����  � j �!� �"���#��#$�%&#� Rj 'Rj��

�(� �)�� �� �%&#�)*

��j <�����

j+�����

,�

�#�

���� ��� � ��!����� ���������� ������� ���������
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Ǳ�������� � ������ ���	
���� �	
 � � ��������� ��������	��	� ���� ��	�
��� ��	�	��� ��� �����������  	��� !	���"��" � "���
	� �� ������	 �� ��������
#$� ≡ t% #$� ≡ j�

�� 
���� ��	 � � ��� ������	�
������ ������ t� N�
�� 	� 
�	 ������	��� A ������ t�
�� ��� 	 A ��� ���	 �� j� j � ��

�� ��	 � A t� ��

�� ��� ����� A �����	 
�� j � ������

�� �� ��� ������� C ��� �������� ���	� ����� Rj �Rj���
�� ���� ������	�� C
�	 �� �� C �
� ���
��	 
�� Kj � Kj���

�� ��� �����	
�� B Rj��

�� �� ������� B � Rj �

�� �� �����	
�� B �Ǳ������ Rj�� Rj���
�� ���
 ��� B t� j�
�� �� ���� 
 C j � j 	 
�
�� ����� ���� ���� A	 C ��� j � ������ �������������� ��������
�� ��� �� A	 C ���������  �! "# ��� � 
 � j < ������
�� �� �
� 
� A ��� ��� ��	�
��� Ǳ���$�� �  �!� "%&

�'�� t > (�
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��&� ���(!�� � ��� �,��!�! *� B#� !���" # !� �.��( � C1�*&�,7��,# ,��&�D% &�$"�
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% � ���������	� 
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Rj�� !� ��!�8#�� ���#�� !� "��� '����"���#��(!.� ',���"�� � ',�# ��'���+!.�
!�',����! ��% #� )�' � Rj  Rj�� "��+!. )�! ��#( ��� �&�!��#��(!.� '�) A  
  � ��+!�  �&�8� #(  ) '����"�8E � �,��!�! *� <�', ��,% ',����#, ��� '�,�7
�#�!��&� = � � � 2 > P 3 � ����� !�',���% '������� � � � = > 2 3 � P� )�' � R�  R�

!� '���!�� �( ���#�� � Ǳ, ',����#,� '����"!�* '�,��#�!��& �',��� !����� R�

��� �E� ��!(1� )�' � R� �!���* )�' � �� T��"���#��(!�% ��+!� �,�)� +� �"���#(
�.��" � #��% �#� )�' � R�  R� ��$�#  !� ����#����#( ! � �"!��  ) '����"�8E �
�,��!�! *�

U"!�&� ! �"!�  ) @# � �����,1�!�#����! * !� ', ��" # & ���1��� ��, �!#�
��$�, #��% ��� ��$�, #� ��,# ,��& ��#�"�� ',��#.� ��#���&% � �. �+� )!���%
�#� "�+� �! !� $�" #�� ', /��(1 � N � V,�$��  "�� ���#� # � #��% �#�/.  )/�$�#(
/��(1 !�#�� �/��!��� 0�& &�& /W��(1�� ���#( @����!#�� �� �,��� �/��!�� ',��#�
�"� $��#�� !� �" ! 1�$ �����% ��+!� /.�� /. "��# �( #�$� +� @XX�&#�% ,��7
���#, ��� ���� �  !���S ����# � /�)�  !"�&� ,���! �; <� '�����!!.* ��$�, #�
!� ',������" # ��#�"� �������� ��	��
 ���$�, #� �����:�% � &�#�,�� ,��( '�*"�#
!��&��(&� ! +��

F�,��� $���,�% ��#�" '�).,(&�% &�+�#��% !� �/��"��# ! &�& � "��#� !�#��� %
)� &�#�,.� �$� ��+!� /.�� /. '�,�&���!"���#(% ��� !� �� #�#( ��$&� )�'�� !�7
8E�$��� !�)��! �   !#�,��!.� #��,�# ���& � )�"��% & &�#�,.� �! ', ��" #�
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��2 !�� r ≥ l 1M � Kl−� ≤ Ki ≤ Kr�� ���
l ≤ i ≤ r�� K�
�����& i ← l2 j ← r 1 � � K ← Kl� �L"#������ �
��#! ���
��"��
 K ��������� ������
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��� ��	
���� Ki �K�� �� ���� ������ �
��� ��	���������
� �
�� ��	
���� ���

Kk ≤ K � ! l − � ≤ k ≤ i, K ≤ Kk � ! j ≤ k ≤ r " � ��#$

 l ≤ i < j�$ %�� ��� i �
 �& �
���� ��  Ki < K� �����	�� ���� '
(� �)
�
�� ��� Kj ≥ K� ��	
*+ �,-�� �	��	
���� ��.	
�� i ≤ j�$

��� ��	
���� K �Kj�� %����'�� j �
 �& �
���� ��  K < Kj� �����	�� ���� '
(�
�)
� �� ��� K ≥ Ki−�� ��	
*+ �,-�� �	��	
���� ��.	
�� j ≥ i− ��$

��� �Ǳ	���	�� i �j�� �� ���� ������ ��� +�
���! ,� ��� ��#$� �	��� � ,�
!� ��(�

k 0 i  k 0 j& �
�-� Ki ≥ K ≥ Kj  r ≥ j ≥ i− � ≥ l�$ 1�  j ≤ i� ��	�� 
��
Rl ↔ Rj  ��	�2� � '
(, 3��

��� ���
��42 ������� �4�� ��� ��
��42 ����� Ri ↔ Rj  ��	�,���! � '
(, 3��

��� �Ǳ������� � ������ �5���	� ����
��� Rl . . . Rj . . . Rr 	
��� �� �
�� ��� Kk ≤
Kj �	 l − � ≤ k ≤ j  Kj ≤ Kk �	 j ≤ k ≤ r " ��$ 1�  r − j ≥ j − l > M�
�� �������� � ���� �j"�, r$� ,��
����� r ← j − �  ��	�2� � '
(, 3�� 1� 
j− l > r− j > M� �� �������� � ���� �l, j−�$� ,��
����� l ← j"�  ��	�2� �
'
(, 3�� �)
-�42 � ����� � ����� 6 �
	
 �a, b$ 6 ��� �
�	�� �
 ��	�	���,
����
���
 Ra . . . Rb� ����	,+ �,-�� �,��� �4�� ��� ���-��$ � �	������
� ,�
�� ��  r − j > M ≥ j − l� ,��
����� l ← j " �  ��	�2� � '
(, 3�  �
��  j − l > M ≥ r − j� ,��
����� r ← j − �  ��	�2� � '
(, 3��

��� �7�� ��� � ����
�� 1�  ���� �� �,��� �� ��� ��	.�2 � ����� ����
 �l′, r′$�
,��
����� l ← l′� r ← r′  ����	
����! � '
(, 3��

�	� ���	�	���
 ������� �	���4. ���
����� 8 ! j 0 �� �� . . . � N� ��  Kj−� > Kj�
�4�� �!�� � ��,+9� ���	
*� ,��
����� ��
�
 
 K ← Kj � R ← Rj � i ←
j − �� 
 �
��� 6 Ri�� ← Ri  i ← i− � ���   �� �� 	
� �� ��. ��	� ���
 ��
�4�� ���! ,� ��� Ki ≤ K� 8
 �� ,��
����� Ri�� ← R� �:��� �� �,9����,�

 (�	�� �����;� ���<*	��
��42 � ���������� � ���2 ,�	� �����=�> 
������� � ,�	� �����=��� ?
( 3@ ��-�� ��,����� ��  M 0 �� Ǳ��������

���	
�� Ǳ�� ���!! ��
�! 6 ��	�	���
 ������� �	���4. ���
��� 6 ��-��
��	4�� �'�� �
 '
(
. 3�=3A� ������, ,����� ��� �	�(	
��,� 	�
 �,+9,+
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���� �������� ������ �� �� ���$��� %� �����
���� �&���'�� ����� ������ ��������� � '�	� () �� ����
�� �
�������� ����
'����
��������� ��������*�� ��
���������

Ǳ�������� � +�������� �	
��
	�� � 
���������� � ,����� ����
�� �
�������

����
��
����� ��-������ � ������- �� ������	 �� �������� Ǳ
������	����� ���
� ������- ����� � ��������	 ����
$���� �������� �������������� ����������� �
������������ ��� 
��
����� ����� �����"��
� ���� !��� 
������	����� � ������-

����	 
����� . . . / ������ ����� ����� ����
�� ����-����� ������� ��� ����
����$������ � ��
� �0� ,������� 
�	���
��1 23� ≡ l 234 ≡ r 235 ≡ i 23� ≡ j
236 ≡ 
����
 ����� 27 ≡ K ≡ R� Ǳ���	��� ��� N > M�

� ��� ��� Ǳ����� ��	
����� ��	���� ������
� ��� ��� ������ ��	
����� ��	���� ������

�� 
���� ���� � � ��� ������	�
 ���	����� �������� �����
�� ���� 	 � l� ��
�� ���� � � r � N�
�� �� ���� 	�� A ��� ����� 	���� �������� j � r � ��
�� ��� ������� A K � Kl�
�� ���� 	�� A i� l � ��
�� ��� �� A Ǳ������ � ���� ��� �
����� �i� i� � �
�	 �� ��� ������� B ��� �����	�� ����	�

�
 ���	 ������� B
�� �� � ������� B
�� 
�� ������� B Ri � Rj �
�� �� ���� 	 C�

�A ��� ����	�� Ki !K� i� i� ��
�� �� ���� ������� C�

�� �! �� C� Ǳ��������� ���� K > Ki�
�� �� ���� 	 C � C� � � ����	�� K !Kj � j � j � ��
�� ���� ������� C � C�

�� �� �� C � C� Ǳ��������� ���� K < Kj �
�	 �� ���� ��� B �A �!� Ǳ������� i ! j�
�
 ���� ��� B �A
�� ��� �� B �A Ǳ������ � ���� �"� ���� j > i�
�� ��� ������� A
�� 
�� ������� A Rl � Rj �
�� 
�� ������� A Rj � R�
�� "� ���� ��� A �#� Ǳ������ � ����

�� ���� ��� A #$%� r � j �M�
�� ���	 ��� A
�� ���	 ��� A #$�� j � l �M�
�	 ���� ��� A
�
 ���� ��	 A
�� ���� 	� A Ǳ���&�'� ���� r � j � j � l�
�� �	�� #� A� Ǳ������ � ���� �(� ���� M � j � l > r � j�
�� ���� �� S� �A�� Ǳ���&�'� ���� j � l > M � r � j�
�� ���� 	 S� )*����� j � l > r � j > M�+
�� 
�� 
�����$�% S�
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�� ���� ���� S�

�� 	�� 	��
����� S� �l, j���� �����
�� �� ���� ��� S� 	A��� l� j 	 ��
�� ��� �� S� 	A��� Ǳ����� � ���� ���
�� �� ���� �� A�A� Ǳ����� � ���� ��� ��� M � r � j �

� j � l�
�� ���� �� S � S� 	A��� Ǳ������� ��� r � j > M � j � l�
�	 ��
� � S � S� ������� r � j � j � l > M��
�
 	�� 	��
����� S � S�

�� ���� ��� S � S�

�� 	�� 	��
����� S � S� �j	�, r�� �����
�� �� ���� ���� S � S� 	A�� r � j � ��
�� ��� �� S � S� 	A�� Ǳ����� � ���� ���
�� �� ��� 	��
����� S 	 � ��� �����	�
�� �� �����

�� ��� 	��
����� S 	 �
�� ��
� � S 	 � �l, r�� �����
�� ���� �� S 	 � Ǳ����� � ���� ��� ��� ���� �� �����
�	 �� ���� ��� � ��� ��������� ������ ������

������� j � ��
�
 �� ��� ��������� N � � K � Kj � R� Rj �
�� 
��� ����������� N � � �� ��� !��� "#$ � j �N��
�� ��� �� N � � Ǳ������� ��� K � Kj���
�� �� ���� ����� D i� j � ��
�� �� �� ������� E
�� 	� ��������� E Ri�� � Ri�
�� ��
� � E i� i� ��
�� 
��� ������� E
�� �� �� E Ǳ�%����&� ��� K < Ki�
�	 �� 	�� ��������� D Ri�� � R�
�
 �� ��
� � N � �
�� ���� �� N � � � � j � N�

������ ��	
�� ��	�
� �
�	��
���� ��������	
 � ������	 �������	�� ��	�
�������
 ������ � ���������� �� �������� �����	 	� ������ ��������	� �	������
���� ������  �!�!" 	 	� ���� ������ #�� ��� ����$����� � ����� � ����� ������� ������
	����������� %���� �	������ � ��	�����		 � &��� �' ���������� #��

A (  ) �S′ )A′′′" ) �S − S′ )A′′" ) S ( 'S )  )A′′ )A′′′. � *"

+���������,��� ��������� ����� ����	���		 �����	��� ����������

'-A)   B ) -C ) !D ) .E ) /N ) 0S ��&	��� ������,

���

A 1 #	��� 	�����	� ���2	��	�3
B 1 #	��� ���	��� �2����� �� &��� �43
C 1 #	��� �������	�� ��������� �� ����� ���2	��	�3
D 1 #	��� ���#���� ����� Kj−� > Kj � ���� �������	� ����	����	 � 4"

������� ������ ������� �&�� �0"3
E 1 ���	#����� 	�����	�� �������� � �������� ������ �������3
S 1 ���	#����� ���#���� ����� ���	����	� ���	�, � �����
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% ����& �	���	�!	� ���	�	�
��	���' ���
�	!  ���	�	� �
������ � (
� �	 ���� 
�
�� �
!�� �����
 �	&��
������ �	�!	��!& 
�#	��� �	�	���	 ��	���� ) ��	$���� 
�
��
 �&�&� ��	���	�
�
��� �
���� ���	�!� !	�	��� ��
���� 	��	��� '� ��	#&� � �
��������
����� �� �
�	��	 �����	� *+� ��� !�	 �� �!�	��� ! "�
�#���
�, �
���
����!'
�
�
�	�%� �	#&� ��	!	��	 ��������&�� ���
�$� ���	�� �	 -	��&� *��.�.
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�� ���&����� �
���' !�,���� �	����	�&� �
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��� �	��!	 	� 	��	������	#	 �
��	�	��� !�,���� �	��	
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#
�� �
!��� ��	 ��	 ��	��	 ���
 {�, �, . . . , N}� �
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��� �
 �
#� 24� /	#�
 �� �	������ �	
��	� 	���
$� ���������	 R� . . . Rj−� � Rj�� . . . RN 
���� �������� ������ �

��������� ������� ��� � � �������� ���������������� ��� ������������� � ����
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���
,�� � � !	�$� !	�$	�� �&1�������	 �	��� ���������3 ��� ���� !"#$
% &'()* � *�64�.� �047�06�

)
Ǳ&��� s 8 ��
���� ����	#	 !�,�
 K��  �����	�	��� ��	 �	��	 t !�,���

K�, . . . ,Ks ����	�'	� � s� *9
�	��,� ��	 �	���&���� � �
�' �����
' !�,� 8
$���� ���
 {�, �, . . . , N}�. :�� s ; �� �	 ����&��	 ������ ��	 ��	�	���� �	 ���� 
����	� ���
$ �
������ � <
# 2= ���	���� 	��	!�
��	� �
# 2� 8 N �
�� 

�
# 2� ������� �
� ! �
#& 24� +
!� 	��
�	�� "���	�% ����	� ���
$ � 
�
���
�&���� �
�
����� �&��� ����&,1�> A ; �� B ; �� C ; N ? �� @�
�	#����� �	
���!	��!	 �	��� ��	���� �
��&���� �� ��&�
 s > � *��� &��� ��. �	!
���
,��
��	 ���	� ����	� ���
$ � �&��
��	� ���� ���	���� � 	�1�� ��&�
� �&���
�	��
�� ��

A ; �, B ; t, C ; N ? � �� � ≤ s ≤ N. *�4.

/ ��	�& ��	�'	��	 �	�
��� �!�
�� �	����&,1' ���
$�� �	 ���� !	�	��'
&�	� �	��
,�� �	��
���� � s− �  N − s �������	� �		����������	�

:�� �����	�	���� ��	 � �'	��	� �	����	�
�����	�� �
�� �
��	�
#
��� �
��&�
��	� �	� �!�� �	 �	��	 ����
�� -	��&��� !	�	��� 	������ ,�� ��	��	�
� 1� -&�!$ �� �
���������� ���	 ��	���� ����� A,B, . . . , S *��� &��� ��.�
9	 �� ��	��	�� �
���	��� ����� �	��!	 ������� ��
��� ��' ����� AN ,
BN , . . . , SN !
! -&�!$ 	� N� A
���	���� �
������ ������� ���	 ��
�����
CN� ���	������' � ��	$���� �
������ � :�� N ≤ M� �	 CN ; �� ) ��	���
�	� ��&�
�� �	�!	��!& �,�	� �
��	� ��
���� s ������
��� � ���	 ��	���, �/N�
�	�&��
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CN �
�

N

N∑
s��

�N � � � Cs−� � CN−s	

� N � � �
�

N

∑
�≤k<N

Ck 
�� N > M. ��	

����������� ������� ����� ����� � 
�� ���������  ������ AN! BN! DN! EN! SN
���� �"�� �#	�

$�%��� ��� "�����& �"���' ��(���� ��)��������� ������(���&  �
�

xn � fn �
�

n

∑
�≤k<n

xk 
�� n ≥ m. ��*	

+� "�� �� (��� ��,�� �� �'�
����� �� -��)� ������� ����. "��)���)�

�n� �	xn�� � �n� �	fn�� � �
∑

�≤k≤n
xk,

nxn � nfn � �
∑

�≤k<n
xk,

��,��  ������  ����� �� ���� � �- "�� ���! "����� 

�n� �	xn�� − nxn � gn � �xn, �
� gn � �n� �	fn�� − nfn.

/�"��� ��)��������� -� �������� "�������� ����-
� '���� "�����&  �
.

�n� �	xn�� � �n� �	xn � gn 
�� n ≥ m. ��0	

����� ��)��������� ������(���� �'%���  �
�

anxn�� � bnxn � gn ���	

��,�� � ���� ) "�����& �����! ���� ����,��� �'� ����� �� 1��������%�& ���2
,�����3 a� a� . . . an−�/b� b� . . . bn� Ǳ�������

yn�� � yn � cn, �
� yn �
a� . . . an−�
b� . . . bn−�

xn, cn �
a� . . . an−�
b� b� . . . bn

gn. ���	

5�� ��0	 ��������%�& ���,����� �� �� "����� n6/�n��	6 � �/�n��	�n��	� /�)��
�'��-��! ����
��! ��� "������ ������(����

xn��
n� �

�
xn

n� �
�

�n� �	fn�� − nfn
�n� �	�n� �	


�� n ≥ m ��#	

� ������ ���
�� ��� ������(���� ��*	�

7���! ��"�����! "���,��� fn � �/n! �� "�������� ���,�
����& ��-������.
xn/�n� �	 � xm/�m� �	 "�� ��'�� n ≥ m� 7��� "���,��� fn � n� �! "��������

xn/�n� �	 � �/�n� �	 � �/n� · · ·� �/�m� �	 � xm/�m� �	

� � �Hn�� −Hm��	 � xm/�m� �	



��� ���������� �����

��� 	
�� n ≥ m� ���� ������ ��	��� ������� �	� ����� ��������� m  M !�
� xn  " ��� n ≤ M # ������ $���	� ���� ���

CN  �N ! �� ��HN�� − �HM�� ! ��

≈ � �N ! �� %&

(
N ! �

M ! �

)
�	� N > M. ����

' ���� (����)� ����� ��������� ��� ���M  � ����������� ���	������ ��	����* CN
������������� ����	�+����� �

√
���− �π��/,N � -�� ����	.�� �	� �� ��������


� �����
/���	.�*� ��	����* �+�� ��0�� ���	�1���* ������� ��� ���� �,�# ���

N > M ���

AN  � �N ! ��/�M ! ��− �,

BN  
�

(
�N ! ��

(
�HN�� − �HM�� ! �−

(

M ! �

)
!
�

�
,

DN  �N ! ��
(
�− �HM��/�M ! ��

)
,

EN  
�

�
�N ! ��M�M − ��/�M ! ��#

SN  �N ! ��/��M ! ,�− � �	� N > �M ! �. ����

2� ���������*3 �*�� ������+���0 �	������ ��� �+�� ����� ������	�����4
���. ������� ���� �*��	����� ���.� �	�+��0 ���1��*� ����	.��� ����*�
�����*� * ����� ������	� � ��	�� �����*3 �	����3�

5���* ������	��. ���	����� ��������M �	� ���������1� ���.
����� �+��
�����	.�����.�� $���	�� ���� � ����� Ǳ�� N > �M ! � �*��	����� ���1��*
7 �� ���.
���� ��� ������� � ������ �,�/,��N ! ��HN�� !

�

�
�N ! ��f�M�− ,�.�

�����*3 8��	��� 1��

f�M�  �M − 9"HM�� ! 9�− ,(
HM��

M ! �
!

�9"

M ! �
!

��

�M ! ,
. ��(�

:�	���	.�� �*����. ����� �������� M � ��� ������ $���8�� f�M� �����1��� �4
����� ;��	�+�*� �����+����� �������� ��� � ����� ����	.����< M  =� Ǳ��
>�� �	� ��	.��3N ������� ���� �*��	����� ���1��* 7 ����� ����	�����	.��
��.((9�N�!� %&N − �.9�N − ��.9� �����*3 8��	���

���� ������� ���1��� 7 �������� � ������ ����	.�� �*����# �	������
���� ��1�� �����.� ��� ��� ������� ����. �	� ������ '*����� �������. ������4
	������ � �����
 ������.� ��� ��� ���������0 8��	 ? ��1� 7, � 7� ? ����.
������� ��� ������ ��)�� � ��)�9 ������ ���1��*�� @�	������� �����8�0 �����
������0 � ����� �� ��1� 7( ������	��� ���1� ���	� �A( ��	������� ��������0 ��
��1�3 7, � 7�# � ��� +� * ����. ��1� >����� ��	������� ��1�� ��� ����	�
����3������. � ��������� i � j �� ��������� 8��	��

;� ����� ��������� �	���0 �	� �	1����� 7B C�D�����
� 	� �����4�����. ��4
3���*� $�0	*� �������*���. �����*� � ���D.
 >��1� �	1����� �� >$$�������B
/���� �����	.�� ��������+�����< ��	� ��3���*0 $�0	 �+� ����������� � ����� ?
K� < K� < · · · < KN� �� ��+��� �����8�� E�����	����F ���������� ����� �����	��4
��0� ��� ��� ��� ���.���� ����� ��������� ���1� 	��. �� ���� >	����G H������



����� �������� ��	
�	��� ���

� �	
� �	��� ��
	
��� �
���� ��	� ���
� ��
�	
� ��� �
�	�
��� ���	��� �
��
	�
��� �� ���!� 	�� � 
	�"�� � ���	��"� #� ��   ���
	� �	��
�	�� ��
�
���

�������N�$ � � N %&N ���� ���� ���� # 
	�' 
	 ���() ��(
�	�
� �
�	�
��$
�
	
�� ��� ��	� '����$ ��(
�	� * ���������	�� � ��
���
' ��� +����,

# ��
����	
� �	�	� -
��� �� ��
� �� ��� ��
�
�� ��	��� �� �	
(
 � �
�	�	�
��� .� ��/��"	�� �� ���
� ��'0 (
 /��' �� ��
� �� �
(
 ��"'� K$ �
	
���
������� 	 ��/� � � �� .��� /  (
 � �
� ����� �
�	
	 � 	
�$ '	
�� � �
�� �� �
'��	 0�(� *� �����	� 
���	��� � �
 '��
 q � ����/
� � ��� l  r� 1� �	
�
0�( �
��
 /�� �	� �
����� ���
�� �� 
� ���� K ← Kl 
� �����

K ← Kq, R ← Rq, Rq ← Rl, Rl ← R. ��2�

�Ǳ
�� ���� 
� ���� ��������� � 
�)
���$ �
��
���� � ��
	��
� ���'� ��
0�( *� ��
/
�� 	 �� ���! � ���� � �
)��� � � j 4 l − �$  �� K  �	�
��� ��0� ��"' � ��/� �� �
� �
������ �� 5
(����
 +
������ ���� 	�� ����
'���� � �� '��� ��� 	�� ��'���	� � �� �� � �0� � �N 6��/�M 6��− � ��/$
	�� '	
 �
�
��	 ���� ���)
�� � ��! �	� ���$ � ���'����� ���
� 7 )
�
0��
/�!	� 
	 �
/�
��
�	 
��/�	��� � ��)��0 � �	���� 8�� 9������: ���'���
�
�	� � ���
� q �
� 	 ����	� �
�	�	
'�
� /�!	
�� # ���� �; �
��/��
$ '	

�� � ��	�	 ���
 ���'���
� /��' � q �
��� � �
�  ' � �<N %=N ����� ��
�
/�
��
 � � �
�	�
�	�"$ � ��0 � �<−��

#	
�
 �� ��
� � -
��� �
�	
	 � ��
��
	� � �
��0
(
 +��(� �	� �
�	�
�� �
� �
�� �
��	 ���
�	  ��)
�� � � ���� ��� �	
� �
�
����
�	 �����)�
>��
�� �
�)
�� �
�� �
��� ?� @� 5�(�	
� A��� B� C� DE=&%FGH=$ ���� �� ��IJI�$
�;�K�;2L$ �
	
��� �� ��
�� � ��' �	� Kq ���	� � ���� 	� ) /��' ��M

Kl, K��l�r�/��, Kr. ��;�

Ǳ�
� ���� 5�(�	
�� �
���!� 	 '��
 ����� �� � �N %=N ��� ��
 �
 ��
� N %=N

���� ���� �I�� N
��
 �
��/�	�$ '	
 � �	
� ���'� BN ����	
	' �� ������ 	��
� CN/�$ � � � CN/J$ 	�� '	
 � 	
� � ���� � ��
���
 �� �'�� 	 �� ��$ /�	���
'�� �
 �� � � ����� �����)� # � /���	�	 
�!  �� �� ���
	� �
���!� 	��
��� ��
 �� ;O� �Ǳ
��
���� ����/ ���
�	�� � ���� �J�� #� �� ���
	� �
��)��0 � ���'� ��  ! �
�	���� 	 �
����� N�$ 
����
 � 	��� ���'� � ����
� �
(�����
 ��� 	�� �	�����	��� �� ����	� � P� 8� Q���/ �  R� S� N���
@ ���� A��� T� U� VWXYFW X=Z [� C� \]^F%%XW$ ���� �� ��I2<�$ �IJK�<2L �� ��
��
������	���	� �
�
����
�	� (
��/�
 �
��0 (
 
�_ �� / �k−� /��� �$ (� k ����
�� 	�� 	��$ '	
�� �k ≈ N/ %=N� `	� �
�
����
�	� �
��
 ����
�	�
��	� 
��'���
� 	
�
� ���	�
� �
�	�
��$ �
�� ' (
 �� � �	� ����
�
�	� �� � 
�	�����)
/��� � /� k ��
��
	�
� �� (
 ������ �� � /���	�	 ����� /��� � ��� 	 ��/� � �
�� �k �
������
�$ 
(���' ���) �� � �	�� ���
���� 1� /���"'	 ���
� �	�� 
�
�	��"	�� �
��' ��� �
�������� a�� N ��)
�	�� � � ����
� ����/
� 
/��' ��$ 	
 �� ��  '��
 ����� ��$ ���
��� ��) 	��
� ��
� ���
� 9�
�	�
��
���
��:$ ��� ��
 	��
 � $ ���  ��� � 	
�� � ���� 5�(�	
��$ �
 �� N → ∞

�
 ����	
	' �� ������ 	�� � N %&N �

N 	
�$ �
	
��� ���	 ���
�"	��" (����	" 	
(
$ '	
 � )��0 � ���'� �� ��
�
�	�
�� ��� 	 �
�	����	� �
����� O�N %H&N�  
��
�� � ��
 ��� 	 
� �� ' ��
���
��� ��
�
�	� � �� �� �$ �
��
 �
��'	�$ �
������ � 	
� ���	�
� �
�	�



��� ���������� �����

���	
 � �	������
 ����
�
 �����
� ����
��� �� �� ����� ���� �� �� � !!"#
�������� 	��
��
� � ����� �� $�%%&'� %()*%%)+ ���,�-
, ����
 � 	�-��. /,���
��	� 0�����. ����
���	
 1 
 	������� 2�,�0
�� ��3�,�
45� 6�,
 ��.��
�������
�� 	�����. ��3�,� 0�, 7�� �	�-�� � 89N ��3� ���,�����4 ��	��:
�
�; ����,��
 �,���
��� < 
 ��	,=7
�;�4 �� �,���
�� ����)>� ? ��	�� �,�7�
������4��4 �� - ���4 ����,��
4 ��������� @
	,�� � �,�����,;��� 
 ����
���4 ����,��
4 ����
���	
�

��0�� A���
	 ������,
3
����, ���-���� ���
�
3
�������� ���
����� 0�:
����. ����
���	
 � �
�� ���������
� � $�%&&'� )�&*)�B� 
 � ���� �� $�%&('� (�&*(�&�
�� $�%&%'� )B(� ?��

 0�����. ����
���	
� �	,=7��� � 0
0,
��	� ��������
����

R©� 	�����4 ��3����,��; � �7�
 �� ,�� ��
���� � ��0�� C� D� E"FG8"H IFJ
�� �� �KL8#MH� �������� 	��
��
� � ����� �� $�%%)'� ���%*��B��

������	
 ��	�
��	
 �������	� ��������
� ����� ����N��� ��,
7��.
�� ��� ��� ����
���	
� 	����� ��
����,
�; �� �
� ���� ? �� 
���,;3���4
�������� �	��
������� 	,=7.� 
 ������ �� �����3��7� ��,;	� �,4 ���
7���
	���;=����� ?���� ���� 7��0� �����
���; �-�� ��0�. ��� 	,=7�� � /��� ����
�����4��4� ����� ,
 O 
,
 � ���,;�� ��3�4�� 	,=7�� ? ����
� ����N�
4� ��
�0,���� ����	��
��
	��
 �0����. ����
���	
 
 �� ����� �, �7�; �����
���
0�����= ����
���	�� P�	 	�	 ���� 
���,;3�� ��3�4�� 	,=7�� �������,�����
� ���
7��. �
��� �7
�,�
4� ��3��� �� �0����. ����3�4���. ����
���	�.� ?
�01
� 7���� /��� �,���
�� ��-�� ��
���; �,��=1
� �0��3���

Q' Ǳ��,�����,;����; ����
����4 �� 
��	���� ��������� ��������� 	��	���

��	� 7��0� �� 	,=7
� ��7
��=1
�4 � O� �	�3�,
�; ��� ���
 	,=7��
� ��7
��:
=1
�
�4 � �� �,4 /���� ��0���
�� ��.�
 	��.�
. �,�� 	,=7 Ki� ��7
��=1
.�4
� �� 
 	��.�
. ������ 	,=7 Kj � ��7
��=1
.�4 � O� ���, 7�� Ri 
 Rj ����4=��4
�����
� 
 ���@�� 0��� ������4�;�4� ��	� � ��,�7
��4 i > j�
QQ' Ǳ���; F� S ���-���� /,������ ��7
��=1
��4 � O� � F� S ���-���� ���
����,;��� /,������ T��� ��
��4�; 	 F� ����3�4���= ����
���	� $��7�� ���;
�� ���	��� 0
�� �,��� � � �� ����N��' �� �� ���� ��	� ���-���� F� ��,����;=
� �������
����4� U��� ����,�� �� - ���� � F��

����
��� � ��0,� ) ��	�3���� 	�	 �.����� �0����4 ����3�4���4 ����
���	�
�� ��N
 �B �,�7�.��� 7
�,� 3��
������ ���; � ���;��
7��. �
��� �7
�,�
4�
? ����	 
���@

 � ��	�3�� 
������. ����
�V ���, �0���� �� ������ 0
��
��
���
� 	� �����. 
���@

� �� �����. 
���@

 ����
����4 ����4 ������
�� ������� 0
��� �� ���;. S �� ���;�� 0
��� $W
���,; ��,-� ���,���
���0��3����; ���;��
7�� 7
�,� � �O:��3�4��� ���
7��� ����
��� ���� �
���
7��� 	�� 0��� ����� $O O�O O�� O�O'��' ����
���� ���, ����
���	
 �� 7�:
������ 0
�� �4��. 
���@

� �0����-
���� 7�� � 	�-��. 
3 �����N
��4 �����
����-
��4 ���� �� ������ /,����� ��	 7�� /�� 7���; ����
�� ��-�� 0�,;N �
��������
���;� U��
�; 2������ ���� +5 �3��7��� 7�� �������
� ���� ���� 1 ���:
���
� ����
�����; �� 7������� 0
�� �,��� ? /��� 	��	����� �,�7� ����
���	�
�� 7������� 0
�� � ��� �
7�� ������V 7��0� ��3�,
�; /,����� ��0���
��
��0���;�4 �� �4���� 0
���

?�; ���@�� ����
���	
� ��	�3����. � ��0,� )� ����,�4��4 3� �� 
���@

V /��
��	�,;	� 0�,;N ����������=1�� 3��7�
4 ��
 0�����. ����
���	 $��� ��0,� �'�



����� �������� ��	
�	��� ���

���	
���� ������	� ����	�� �������� �������� � �� � ���� ���	��� ��  �
!�	�	 � 
� 
	��� ���"� 	�� ������	� ��	 #���$	� N � �����	������	  ���%
$�� 
� 
	��� �������	� ��	 #����� ���	������ � �����������		� 
� ���
��	�
��&
�� 	 �& ����� ����� �����������	�� '#(�� ���	
���� �# ���� ���	��� �
�#�� ) ����� �*� � �� ��� ���� � ! ������� +� �	 � 
�� ��� ���	�!&�� �,%
#	���� 
	���� � ����� ��	 ��� ��	 �������� #	�� �	��"�� �� ��	���	�� 	�	
����$� ���� �"� #	��

��� 	 ��	 #����� ���	������ ��� ������	� -	�.�� ��		 � "���	���/ ���%
 ���	���� ��	��&(	� ���	����	�  ���� �������������� ���� � 0 ��� �"�

�#� ���	������ � ����!& �
������ ��	 ���$	� 	� ��� ���	���� !��#�� �����
�����	"���� ����� �������� 	 ��� �� ���� � 1� ��!
�� �	��"�� �� ���������

	��� �������� � ���	
�� ����������		 ���	�!� �� ��&
��� 0 ��"��	 ��
��	������� �	��� 1�� �� ���� 2r, b3 !������� �� �� 
� ��� ���	� � ������
"���	��� r ��	��� ���	����	 �� b% ! ������!4 ���!& "���	�!  ���� �� ���� 	%
��� � ����5 ��� ���"�� ������ ������� ��������! � 1�� ������!��  ���	� ���"��
�#��#������� ����� ��������

�������� 	 2�������� �	
��
����� 	
��
	���3� +��	�	 R�, ..., RN ������ ����%
����&�� � �������� �� �� �#���	 �� �	� Ǳ� �����$��		 ���	����	 	� ��&
	
#!�! !������
���5 K� ≤ · · · ≤KN� Ǳ�������"����� 
� ��� ��&
	�m%���������
���	
��� 
	��� 2a� a� . . . am3�4 i%� �� ���$	���! ������ ai ��������� -������ i/
��&
�� 7��#���	 ���� �"������� ���� � �(�&(	� �� m − � 1�� ����� 8�
��"��	 � �� �!(���!� ����!� ������!�� �# ����� ����������� ���	����	 � ���%
�����	� 	� ��	������ ��$�� 0�� ���� �������� !�����$��������	� � ����&
����$��	� 1..��	����	 2��	 ��	���� �	��� � ���� ������� 	 � !�������	��3�

	
� 97�
������ !��������: '
	�	� ��� 	 !�����	� l ← �� r ← N� b ← ��

	�� 97�
�� ���!& 	����	&�: 2;����� ��������� ������	����� ��� ���	�
Rl · · ·Rr �� ������! b � �������		 � ��"��	 � l ≤ r�3 <��	 l = r� �����	
� $�"! >�, 2�� ���  ���	�� �����(	� 	� ����"� ������ !�� ������	�����3�
0 ���	��� ��!
�� !�����	� i ← l� j ← r�

	� 9Ǳ�����	� ���	
	� � � Ki�: Ǳ�����	� ������ b ��&
� Ki� <��	 �� ����� ��
� �����	 � $�"! >?�

	�� 9@���	
	� i�: @���	
	� i �� �� <��	 i ≤ j� ������	��� � $�"! >)4 �
���	��� ��!
�� �����	 � $�"! >��

	�� 9Ǳ�����	� ���	
	� , �Kj���: Ǳ�����	� ������ b ��&
�Kj��� <��	 �� �����
,� � �����	 � $�"! >*�

	�� 9@ ���$	� j�: @ ���$	� j �� �� <��	 i ≤ j� �����	 � $�"! >�4 � ���	��� 
��!
�� �����	 � $�"! >��

	�� 9Ǳ� ����  ��� 	 Ri� Rj���: Ǳ� ����  ��� 	 ���	�	 Ri ↔ Rj�� 	 �����	
� $�"! >��

	�� 9Ǳ�����	� ���#�� ��!
�	�: 2� 1� !  � ��! 	����	� ��������	� �����$�%
��� i = jA�� ������ b ��&
�� Kl, . . . ,Kj ����� ,� � ������ b ��&
�� Ki, . . . ,Kr

����� ��3 @���	
	� b �� �� <��	 b > m� "�� m � �#(�� 
	��� �������� �
��&
��� �����	 � $�"! >�,� 28� ����
��� 
� ��� ���	� Rl . . . Rr ������%
	������ <��	 �  ���	�� ��  ��� #�� ������ ��&
��� � ��!& �������!
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����� �������� ��	
�	��� ���

��	
� 
� ������� � ������
�� ������ ��� j < l �� j � r� ������������
� �� � !� "��� ���������

#� ������# �������� ���
#�� �����������

� �
�� $�� %�� 	� j � l� �� �������� l 
� � � ����&�� � �� � !� "���������
����� ���
 ������� ���
#& $��

��� 'Ǳ�������� � �����) Ǳ�������� � ���� *���
� "r, b�� � ����� ����
����� r ← j
� ����&�� � �� � !��

���� '+�����
�� �� ������) %�� ���� ����� �
����� ���������� �������
�� �
������
�� ����� ����
����� l ← r , �� ������ �� ����� *���
� "r′, b′�� ����-

����� r ← r′� b ← b′ � ������������ � �� � !��

Ǳ��	�
��
 � "�������� �	
��
����� 	
��
	����� � ����./�& ��� ����� ��
����
# ��� �������.���� �� ��/������ �� 	� �� ���
��� ��� � � ��� ����� 0�
1
���
�� �� ������ �����#2 34� ≡ l − r� 34� ≡ r� 345 ≡ i� 34� ≡ j� 34� ≡ m − b�
346 ≡ ������ ������ ��� 
� ����#����� ��� � 
������#7 ����
��7 "������

#7

�	�� ���8
� �������� 345 � i − j �� 34� � j − i� 9����
�� ������� ��������
�&
���������� �8:��
��� ���������
�� � *��& ��� ����� ����
� ��� "��������
#&
���� �����	��� � ;< �������� ��	 "����7��� ��� �����	���� ; ���
�� � ��
 "��-
��7��� ��� �����	���� ; 
����
��� �������

#7 � ������ ������ Ǳ������ ������
��� N ≥ ��

�� ����� 	�� � � ��� ������	�
 ���	����� �������� ����	
�� 	��� ��� 
 l� 
	
�� 	��� � 
 r � N	
�� 	��� ��� 
 b� 
	
�� ��� �� 
 Ǳ����� � ���� �� ��������� ��������

l � r�	
�� �� ��� � S ��� Ǳ������ � ���� ���� � l�j�
�� ��� ��������� S
�	 ��� ��������� S �r, b�� ����	
�
 	��� ��� S ��
� l � j	
�� 	��� ���� S r � j	
�� �� 	��� ��� A ��� ����� 	���� �������� ���� � i�j�
�� 	��� ��� A i� l j � r	 ���� � i�j�
�� �� ���� ��� C� ��� Ǳ������� 	������ 
 � Ki�

�� ��� ��� ��� C�

�� ��� ��� C� ������� ��	�
� ��� ��	�
� b ���� Ki�
�� ��	 
� C� Ǳ������  ���� ��� ���� �� ����� ��
�� � �	�
 ��� C�� �X ��� �����	
�� j� j � j � ��  �!� " j�i#
�� �
� �� C�� �X Ǳ������  ���� �$� ���� j < i�  �!� " j�i#
�� � ���
 ��� C�� ��� Ǳ�����
�� ���
�
� � � Kj���

�� ��� ��������
 C��

�� ��� ��� C�� ������� ��	�
� ��� ��	�
� b ���� Kj���
�� ��� �� C�� Ǳ������  ���� �%� ���� �� ����� ��
�	 � ��� ��������
 B ��� Ǳ������� ������
 Ri� Rj���

�
 ��� ������� B
�� ��� ��������
 B
�� ��� ������� B
�� 
 �	�� ���
 C�

�X ��� ����
�
�� i� i� i� ��  �!& " i�j#
�� ���� �� C�

�X Ǳ������  ���� �&� ���� i � j�  �!& " i�j#
�� ���� ��
 A�X �!& � i�



��� ���������� �����

�� �� ��� �� A ���Ǳ�����	
� ����� �����	����� ����	�
���
�� �	
� � A�G Ǳ������ � ���� ���� �
�� b � m�

����� � b� b� ��
�� 	�� ���� A�G ���� j�
�� �	
� ��� A�G ���� j � r�
�� ��� �� A�G Ǳ������ � ���� ��� �
�� j � r�
�� �	
� ��� A�G�R ���� j � l�
�� ��� �� A�G�R Ǳ������ � ���� ��� �
�� j < l�
�� ���� �� A�G�L�R Ǳ������ � ���� � � �
�� j �� l�
�	 ��
� � K l� l ! ��
�
 �� ���� �� K ! S Ǳ���"�#� �
�� l �� r�
�� �� 	�� ��� S ! � ���� ��������	� 	� �
����

�� ��� ��
������ S ! �
�� �	
� ��� S ! �
�� ��� ��
������ S ! � $���� %r, b&�
�� �	
� � S ! �
�� ���� �� S ! � Ǳ������ � ���� ��� �
�� 
��� �� '�
��

��	
� ����� ������

� �
	���� ����������� ���������� ������� �� ��	���
��� �������	�	�!

A " #���� ��	��$��% � ������ l < r&

B " #���� ��	��$�� �
	�� �����	�&

C ' C′ ( C′′ " #���� ����	��� ��������&
G " #���� ���#�	�% ����� b > m �� )��	 *�&

K " #���� ���#�	�% ����� b ≤ m% j ' l �� )��	 *�& +�,-

L " #���� ���#�	�% ����� b ≤ m% j < l �� )��	 *�&

R " #���� ���#�	�% ����� b ≤ m% j ' r �� )��	 *�&

S " #���� ���#�	�% ����� #������ ��
	��	��� � ��	�&
X " #���� ���#�	�% ����� j < i �� )��	 *.�

Ǳ� ������ 0�� ��1� S ' A − G − K − L − R% ��� #�� ��		 ��	
� ������	���
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A ≤ �.�N, B ≤ N���N�, C ≤ N���N�. 	
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��� ��������� ���������� ����� ����
;��	�;�� ����:�� ��������	�� �	��:��
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Ǳ��	�
�	� 	��� ����	 ������������� ���
������
���� ���� ��� �� ������ �
����� ��� 	���� �
������ ����������������� ���
	� � �
���� �! �
������
"���� ��#�� ��	�#� �� �������� ������ �� $����% ��������� ��	����	�������
���$� � � ����� ���
� ���#���� �
�&� �� ����	�� '()�� ���(*�����! �����
���� +�,ε-N,�εM $����!� #�� ε � ������������ $������� ����� ��
�� ���$��
.���
��� ��������� /���
���� �����(����� ���! ���0������ ���	�
�	� ��� ���
���	����! ������ ������* ����0�! �� ����	����� ����*� �()������ �* �
��(� �(��� � ���
������
���� � ���$��� �������
������ ����* � ������

�������� 	 +Ǳ���������� 	��
����� 	��	�-� Ǳ�����
#���� +���� 1�-� ��� �
	���! �$ $����! R�, . . . , RN ���������� ��
� ���$� ����� 	
��� �������
���
��(�! ���
������
������ �$ p �
�������

+a�, a�, . . . , ap-, 2 ≤ ai < M, +�-

� ����&���� �����	 � 
�	��	�#�/����	��� �� ��

+a�, a�, . . . , ap- < +b�, b�, . . . , bp- +�-

��#� � ��
�	� ��#�� 	�#� �� ������� �	�! ����	� j� � ≤ j ≤ p� ���

ai 3 bi �
� ���* i < j, �� aj < bj . +1-

"
��� ����� �������
���� � ��������� 		 ���
� $������� � ������� ����
��
��� � ��������� M %

a�M
p−� , a�M

p−� · · ·, ap−�M , ap. +4-

5 ���� �
��� 
�	��	�#�/����	�� ����&���� �����	 ������������� �(������ ����
��������� �������� ������0��
���* ����
� "
��� �	�� ��#�� (��� 0����	��
(�	� 
/��� � �� ��

5� ����� ��������	� /���������� M 6�����	7� 		 � ��������
���! �&���
�
� ���/�	��� 8���	� /	�����	� �������
��� ��(�! ������� � ����
� #
�� ��
���	�
�	� �� ���$���� �* ������ �	�� �(�$��� ��� ��� ���#� �������������
�� ����0��� 6������ ���&�
 � ������ ��&�
7� .
� 	���! ����	� �������
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��	 
	�	�	�	�������	��� ����i� � �����i�� � ≤ i < M� �� ��� � � ����	 ��

�	�
�����	���� ���

�	
����������i���≡ �����i�. �� 

��� !"��� 
� k�# $����	 ��������% � ← ���RN�� ������	�% � 
���	�&& ��
��%�
'��	� ��
����% (��� )�*)� 
�� k + �, �, . . . , p �(��� )�*)� ��������&� ���
,
��-��. / 
������� ��-���- ���- � ���	�(��% ��
��	�	 ����������
Ǳ	�	�	�� � 1��	� ��������% � ��
��% � ���	%(�� ��&���� �	
���� / �
��
��% �� ��	��&2�� 
� �	����	 ��&���� �	
���	
����� / � ��	��&2�&
��
��% � �� �� Ǳ��	 �	
� 
���	�	3 ��
��� 1��	� ���� 4�

��� !5������% ���
���# Ǳ�� � ≤ i < M ��������% ����i� ← ��������i�� �
�����i�← 4�

��� !$��	���% k�& 6�7�� ��&���# Ǳ���% ������ / ��&� ��
���� � ������&
�������	� �� / ���	 �a�, a�, . . . , ap � 8�������% i ← ap��−k� k�& ����(�&
6�7�� 9���� ��&���

��� !5�����	��������% ������# 8�������% �	
������i��← � � ����i�← ��

��� !Ǳ	�	3�� � ��	��&2	3 ��
����# :��� k + � �
	���3 
������� � 	��� � +
���Rj� 
�� 	������� j �+ �� ��������% � ← ���Rj−�� � ���������%�� �
(��� );� :��� k > � �	 
	���3 
������� � �� ��������% � ← �	
���� �
���������%�� � );� 	��� � �+ 4�

��� !$�
����% �������� <�# �=	
	�% ��	 9�	�	�� ���
�	�	�	� 
� ���
���� $��

����% 
���	�	�3 �>	 �������� <� ������3 ,�6	
��	�. ���	�%�	 ���
��
� ��� �
����� 
������������ �- � ��	��&2	�� 
��������� 8�������% � ←
�������� ������	�% � 
	���3 9�	�	� �1?	��	��� �
���� ���� �
�� ; �

	
����� � ���������� �	�
���� � @� M ���- ��	�	�	3 �� �������� �����	����
��&2��� �����(	��� ��������� )� ���3 �������� �����	� ��� ��	�	�%� �	��

�� 9��� 	 1��		 M ����	3� $ �	���%���	 ������� �������	� � 
	���3 9�	�	� �
���
�� � 
�	�(	����	� ���
�	 � . . . � ���
�� M−� 
�	�(	����	� ���
�	 M−��

��� !A����%�� ���������# 8�������% i ← ��

��� !8�����	�% � �	�(�� ���
���# 8�������% � ← ����i��
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	����� i �� �� ��	� i �M� �� ���������� �������←  
� !��
"#��� �$��	�
��
 �	%�"��&��

��� ������� �����'� ��	� �	
��i �  � ��!�"������� � #�%� ()�

��� ��*
���� �������� ���������� �������← �	
��i� +�!�"������� � #�%� (��

,� "��� )) ����!��� ���
"-�&�
 ������ ���	
 ��-��%� �! �"
. �"��&��"���
�$��	��
&$. �"� ��"��"���
 ��#�. �/ ���
	 � M � �0� 1	%�"��& 2 ��
�� �"����
!��"�%"�&&�"����� � ����
&
 ��&��� ���� 
�	� ��3�� ���4�$3 �����4 �!&
�
���
��
"�*�� �� #�%�. 2) � 2� �� ����%� �"��&��"� � �"�%�&�� + �	
���
3 �"�5
%"�&&
 6��%� ���	��� �������� �
 -
"���� ���"���� ����"
��
%� *��	�� ���
&
�"
���"��
	���3 !����� ���. ��&��� � �
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��� ���������� �����

�a�, a�, a��	 
�������� � ����
 �����	 ����� � ����� ������������� ������ �������	
���������	 ��� ������ M �� !� ��� ���� ������" ��#�� ���� $���� ����� %
���� �&��� ��'(�# ������ 
������ ���� ����� Ǳ"�� ��	
i� ≡ 	��� * i�����
� ����
i� ≡ 	��� * i�&��� ��� + ≤ i < M� ,(��� "���-��� � ���� �����
����'��� �������� � �(���� ��	��	 ��� ��� ��������
i�� . 	���* i − ��	���
/���- ����'�� �������� ����0���� -
 �����#	 "'� �������'�� �����0"
	��� ����� �����0- ��	��� 1����� �(���-
 ��2������ �����-� 34� ≡ 		 34� ≡ i	
34� ≡ �− k	 34& ≡ ��	
i�� %� ����� �-������ ��2������ 5 34� ≡ i−M�

�� ���� ��� ���

�� ��	 ��� ���

�� ���� ���� � � ��� ���� �	 k� � � ����RN��

�� ���� � � k � ��

�� �� ���� ��� � �
� ������� �	����

�� ���� 	������	���� �M �������	
i��
�� �� 	��������	� �M � ���
i�
�	 �� 	����������� �M ���	
i�� ��

�
  ��� � �M
�� !��� "�� �M M > i � ��
�� � � ��#�� �

�� �� �$ � ���	
�� ����
�� 
� ������	 k�
�� � � ��#�� �

�� �� �$ �

�� �� 
� � ��	���������� ��� ������� k�� ����� ������

�� �� � � 	��������	� �N ��� ���	�������	���� �����

�� �� ��	���������� �N �������
i�� � ��

�	 �� 	��������	� �N ���
i�� ��

�
 �� 
 ��� �� ��� Ǳ��� �� � ��!��"� ������

�� !��� �� �N Ǳ	�	��� � ���� ��� 	��� ��
	� ��������

�� %� ���� � � �#� $%�	�&��� ��'	���( )�

�� !�	 &$ � Ǳ	�	��� � ����  !� 	��� i� ��

�� ��# � � ��	��������� N "���
�� ��# ���� ��� 	��� k $ ��
�� � � ��	��������� N "���
�� ��# ���� ��� 	��� k $ !�
�� � � ��	��������� N "���
�� ��# ���� ��� 	��� k $ ��
�� ��# � � ��	���������� N "���
�� ��# ���� �%� 	��� k $ ��
�� � � ��	���������� N "���
�� ��# ���� �%� 	��� k $ !�
�	  ��� � N "���
�� ��# ���� �%� 	��� k $ ��
�
 '� � � 	���(��������� �M�� )�� *�	��� ����+

�� !�� )$ �M�� Ǳ	�	��� � ����  �� 	��� ���	
i� $ ��
�� �� ��	���������� �M���E )�� *������ �	����

�� &� � � 	���(������	� �M � E )
� ,�������� &� ���-�&� �	����

�� )� ���� � �M )�� *��!��"�� �	���� i� i& ��
�� !��� '� �M Ǳ	�	��� � ����  '� 	��� i �$M�
�� �� ��	���������� � ������� ��

�� � � 	��������� � �� ���	
���

��  ��� � �

�	 !��� �� � (��� ��# � � k � ��

%���� �-������ ���2����- 6 ���� ��N * &�M * ��− &E	 2(� N 7 �����
��
�(-
 ������#	 M 7 ������� ������- �������� ������ �������	 � E 7 �����
��������!�
�� �"��-
 ������� 8������ � (�"2��� ���2�������	 �������-��
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� ���������� ������������� ��������� ������ � �������� �
���� �
�� 

��� !" �������� #� $���� 
��������� p%��������� 
������� �������� # ��
��
���p − ��N & O�pM� ��'����� (�)��
* )������	)�� +�)���� 
���,-�� �� 
����

���������� . 
�"������� (�)�� )������ 	������� ��� �/��-���� ) ������ �
���� �������� 0�� �������� )��� ,���� M 1 br � p 1 �t/r�� �� t . ��	�� (�+� 

)�,���� ����	��
������ 
 	�	���� 	��	����� 	 �	��
����� b� 2 ��	��� r "/�
��� p�
��) ��� ����� 
�	��� !�
�� 	� ��'��� +���"���� ��� ����������� 3����"�'��4
!������� r�

5���	�
����� ���������� 
������� 
 +���"�� ��� 
������ 
��������� .
6�� E ���	�� �"	��� 	����)� �/���"������ �� '�� 7��� Ǳ����������� ��� 
	�
MN ��	����
���� ��	��� (�+� M %����� 	�	���� 	��	����� ��
��
�������� Ǳ��
�����!� 3��)��%��	��4 
 ��!���� 9�9��: /��� ��)�!���� )�) 
���	��� 
�������	� 
���� ��� ��� )����� ���	����� 
	������	� ��
�� M−r �"	��� 	����)� ;� )�����
������� ��� ��
��

M�M − �� . . . �M − r & ��

MN

{
N

r

}
, �<�

��
{
N
r

}
. ��	�� 2������� 
����� ����� 2���	�� "��� �

E 1

(
=>? =@A�M−N, B�p, @CD M

(
�− �

M

)N
p, =@A �M −��p

)
. �E�

$ ��	������ ��� ���
����	� 
	� /�� '� )��� ,����
 	 )��
������� �F>FDG>?D�
� ���	���� ��� �?H=IDJ%KJH?KL>?M� ������)�"����� N�� ��'��� ���,� ��	)�� )�
���+������	)�� "	����	�
 � 	���" 3����������4� ��) ��� �/��-���� ) ������
� 
���	����� ��"� 
 !������� ��� 	������ 	�
��-�� 	� 
� 
������� ;� 6+%
+�)��
��	� ��)�� )��� ,����
 !������ 	������	� ��� ������� "	��
��� ����%
����
� �	�� ��� )� 6�� �������� �� ����	����� ����� 
	��� 
 ����� � ��� ��
�����
������ $�"������� (�)� ����!������ 	������
)� ����'� ���	��	�/��� ���
��)�� ��'��� ��	)�� )" 6�� ���	��� �������
��� 
���	����� . �������� 3��%
����
�
���� ��	��4� Ǳ�6���" ��� �����	
��� � �����
������� ����
��
����

��
�� ����������� ���
����� ������ ����
�� �������� �����
���� �� ���

����
��� ��
��� ��
������ ���
����� ��� "	��
��� ��� N �� 	��')�� ���O�
� )�,�� �� 	��')�� ��������

P�!"����	�� �	�� )�,�� "� ���� �������� ����!������ 	������
)� �� ��)
6++�)��
��� Ǳ���	��
 �� 	�/�� ��������� ��� �"��� ��		������
�� <B%��!������
��	������� ��	�� !� �B �������
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#Ǳ�� �������	� � ����0!- �������� �����	 �����������! �� 1% ��������,�$
2 ��0�� ��
��� �������	� ���������� �����	 � ���,��, ��, n ��������
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33$ 6����������! �n/�� �7��!(�� �������� ���� ��������� �� (�)� #3$� ������/
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333$ 8�, �������� ������ ����������, a�, a�, . . . , a�n/��� b�, b�, . . . , bn/��� 	�	 � #1$�
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btk−1�� btk−1�� btk�� btk
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������ �k − �� � �)��

tk−� " tk & �
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F #n$ & �n/��" F #�n/��$ "G
(
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)
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��������
�� �������� ����� �1/��� × �� � ���/��� � ��/�	
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�� ������ �������� �� � !��"�� ���������� ���#�� �$��% &����������%
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' ��� (� !�)���) ����*+��(��% ���� $��%,�* &������������ ��� !� ���*��*
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��) ��������* !��"����� ��������� n &��$������ ���#�� �$��% &����������%
≥ n./�l� ��� l / ���� ������* � ������ ��� ����) ���,��0 ������
 1�� � � ����
!��( ���������%��� ���������� S�n� ≥ �23n.�� 0��) ����� ���#����� �� �$�$
���� �� ��%�� ��������) �� !����������� ��,�
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� G� 2��� �� �������� ������ Kc � Ke� �� �� ������������� �������&(�3�! � G�
�����$���! �� $�� ������4 Cec � .� � ������3 Ke < Kc� � Cce � +� � ������3
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�
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9 ���3 ���������3 �� �$�� $��� �� ���$��!�� G′ � G′′: ���$���������� �� ���
���� ���� ���� ���������3 ��������6 ���#�� ������ G′ � �� ������ ���������3
��������6 ���#�� ������ G′′� 9 ��(� ������ ���$����%�� ��� ���	 G � G′ ⊕G′′
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���� n′ ��������� ������� �����&��! �����$��%�(�� ���	� G′� � �����$�&(���
����������! �� ������3 ������������� �������&(�3�! � G′ � G′′� Ǳ���� ������
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&�#�� ������� 0	�����'�*1 �
���� ����	��� G′ � G′′ " ����	��� x� � y�2 � )�3)�
�����%$ 
������ x� < y� � � 45�33 − )�3)� . �(��6 �����%$ " x� > y�� �7 ����
�������� 
� ������� # �� � ���������� 
����� �� ����		�% x� � y� x� �
y� � x� � y��� 899#���	���� 
����		�!� !��9� ��% x� < y� ���	�

45�33

6)36)
E�G′�E�G′′�,

�� � �	� 	 ����		� ����#�2 ���������	� 
�+�������� ����� 	 ����� 	� �
��	�� ���� ��������#� 
���	%�� ����		� G′ � G′′: ;���� ,��!� 
����� "

�#����� ��� �� ���!�� 
��	%�� ��#� �'	� 	 
�������% 	
���	� ����'�$
������	�*�

8���� ��%�� ���	� ���
����������% ��#� ��% 	��������!� 
�������	�%
��!� ��� S���� . �3 ���#���������� ��		�!� 9�#�� 
��	������ <��#� =,�����
>���� � !��9� �������!� ��	� ��'�	� �� ���� 
�����%�� 
�
��#� ������+
	�% ����		�* # ��	��� �� 	�'�$ !��9�� G ��� # G′ ⊕G′′ �
�� #��
�		��� G′ �
G′′� � ��#�� ������� ����� ��� 
����		�$ !��9� �������� �� ��� �	 ��'�	
� �������� ,99#���	����� ≥ ��:/��� ≈ 3.65���� 7�%#�* ��� #�!�� ,�� �#�������%
������	�� �� ������� !��9 � �	�'* ,99#���	����� � ������%� !� # 	�'+
�� �	������ ��� ����#� �	 	 %��%��% ������9	�� ��	��� �� �� �#���		�$ �
�	������ !��9��� ?��� ��� 
����		�$ !��9� ���� ���	�#���� ,99#���	���� 
�� 
��������	�� ������� ��������% ���	 �� 	�$� @��9 ���	� 
�����	%�� #
���*���		��� �� !��9� ��� � 
����		��� � �������� �����	�% ��	�'	�%

��%�#�� 
�� ��������	�� ��
���� � ������	�� ����		�* #�# # G′ ⊕ ABCD�G′′� 
��# � # G′ ⊕ G′′� >�#���#� !��9�� 
����		�$ ��#�� �
������ �������	� 	�
���� �4 	� #������ 
����	� ��#� �	��	�% �$ ,99#���	�����

Ǳ��� �� ,��� 
����� ����'���% 
�� 
����� #��
����� ���� 
�����	�
���	� � 4)5 !��9��� Ǳ��#���#� !��9 � � � � � � � � � � �� 	 ��� 
����	 
���	� ������ ����� � ��� ��� S���� > �5� 7���� 
�����
����	� ��� � ��%
��#���������� 	���	���� S���� > (3 ���	� ��
��	��� �	���!��	�* ,#�
���	�
�� �
��	 �����	� ���% 
��#���#� ��:/��� ≈ 3.5�� " ,�� �������*	� ����#�%
,99#���	���� ��% ��������#� �� (3 '�!��� �-� � 4)5 	�*�		�$ !��9�� � �� ���
�	 ��'�	��� ��!� 5� ��� ����� ����#�� ,99#���	������

Ǳ��������	� ��������� ���� ��#� ��	���	�% 
��
������� ��� S���� .
�� � ���������	� ��������#� 
��������� ������# � ���%	�% 	 �
������	� 
��
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� � �	���� �� �

���������� �������� 	 	�	����
��	��� ������ ���	�	�������	 ��	�����	 S���� > �� 

n � ��� �	
����	 ���� ���	�	��� ��� S���� < F ����� ��������� F ���� �  �� �	�
�	� �	��� �!��� ��	
�!"� �	��� ���#������ ���#$ �	�	�	 �	�����!��
	�� �%  ��&
����
 �	 S��%� '	(�
� 	 �	��� ��������
�� #!	�$) 
��	
�� 
��	
!�� �� �����
���	��$� �  ������
� �������� ����� ��*���
�
	�� #���� )���'!" �����#+
�� 
 	����*�� 
���� 
	�!	� � 	!���'!� �	��!��� 
 ������� ���� !�
�����
��� F �n� ����!�	���� �  �� n � ,-. ����� ����!��
�! � ! ,�  ������
� (�� ���#�&
���� F ���/F �,�� � �-0 ��	
�!"� �$ ����� ��!�� �������	�$� 	 ��� �����#�����
�*� �� ��	
�!�� !�������� ������ ��������$" 
 �	#��� 1� 2345678 9:;<7=<>� ����
�����	
� ���� �	�� �� ��?0��� �?@�-A  ��� �������	� ���
$'	�� �	��!� F �,-� � �%��
�B �	#��� C68<< D� 9E<E348F� ���� �� ��?-?�� ,,�@,��� ���	�	�� ��� ��*���
���
#������� ��(� �	��!" n� 	�!	� � n � �0?� ��� �����$) S�n� < F �n���

������� �	
�� 
�����	�� G� �!) ��� �$ �	���	��!
	�! ���H����$� 	!���'!�

 ��� ��$���� ��� �! � ���)! 
 	!)��'�� ����	�A �$ !��	�! I�!!�	��$�J ���&
H����$� �!!�!�!��K*!� ����������	
 �!��� ��	
�!"� Ǳ�!*�� ������ I�!!&
����!�J ���H����$� �!!�!�!��K*!� ��
��

 �!��� ��	
�!" 
 ����������!!�
��� 
)��$� �	$� ����	"$� �� �� 
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�! �	
�
�����$�

M	������!� �*� �	� !��#�	���� 	 �!�� �, ������	
��!� ���H����$ ����!&
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�! 
 
!�� ����
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B �#*�� ����	� ������ �!��� ��	
�!" ��� �����	 ����!��
�! ���� ����� �
��

�
�	 ���� �
�
�� ����	� 	 n+� ��	���!�� ��� ��!	 
�'�(� ���! �  ��
����	 
��) �	�����!" �� ���� �� �	���(� !� 
�'!) ����
A ��� �	���� ����,����
O� 		�!�	 
 �	����� ����,�� �������� ��� �!!�	��	� ��!	 
�'�(� ���! ����!&
(	���� 	 �	��� #!	��� ����
� � N 
�'!�! ���	�!� � ������(� !������ �q −N
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��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
���

���

���� ��� ������� � 	 θ � 
θ�

��	
��� ���� �� ����	 q − � � �N − �q �� ����	 q� ��	 q � ���N�� ����	��
��������� �� ��	��� ����	� !�"�� �#������ ����������� ����� ��	
�	�� $��
�����

�q − � ��q −N % q��N − �q � �q % � N − �q. ��& 
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����� ��������� ������� ����������� ���� �� {A�, . . . , Ak} � {B�, . . . , Bl−�}
� {Ak��, . . . , Am} � {Bl, . . . , Bn}� !�"�� ��������� ����  �� Ap #Bq ����� ��$�
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'�+� ����  �$�$�- � .��'����� $������ �� ��'�"�� ��� ���� �� ���"�- ������
!�"�� ��������� ����  �� Ap #Bq ����� ��$� �%�������# Ap < Bq� ��� p ≤ k
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���' ����� �%3%�  ���"�'�* �"�� �� �-�

4����"�� 5 ���+ � ���' ������ ���

��k, 	�, )�k, 	�, /�k, 	� λ 6 /

�′�	, l�, )′�	, l�, /′�	, l� λ 6 \
��m, l�, )�m, l�, /�m, l� ρ 6 /

�′�k, n�,)′�k, n�,/′�k, n� ρ 6 \


��% ���' ��% λMρ�m,n� '�$��'��� ��  �+ �� �� $�� $������ '�+ �
�������� ��� ��'��� ���� �$� �% �����  �"� ��2 $������ 7��� ���� ����3
  � ��� Ai #Bj � �� $�+��� �����"��� ��� � � ���' �'�� ���  ��� �����
���%������ 8�� ����� .� $��-� � �'  �#



����� ������� � �������	�
� ������ �������� ���

��k, l�� λMρ�m,n� ≥ 	 
 λM.�k, l−	� 
 .Mρ�m−k, n
	−l��

��k, l�� λMρ�m,n� ≥ 	 
 λM\�k, l� 
 /Mρ�m−k, n
	−l��

�k, l�� λMρ�m,n� ≥ 	 
 λM/�k, l−	� 
 \Mρ�m
	−k, n
	−l��

�′�k, l�� λMρ�m,n� ≥ 	 
 λM.�k−	, l� 
 .Mρ�m
	−k, n−l��

�′�k, l�� λMρ�m,n� ≥ 	 
 λM\�k−	, l� 
 /Mρ�m
	−k, n
	−l��

′�k, l�� λMρ�m,n� ≥ 	 
 λM/�k, l� 
 \Mρ�m
	−k, n−l�.

��� ������������� i � j �������� ������ � ������!�"# ������� �������$�� ��
��%�"" �&��� # $�'����� " ������� (������ ����������# ���� k � l ��%�� �
���'����# ����'������� '�� i � j� )���� �*��$��# λMρ�m,n� ���+ ����� � ,���
��%��� �&���� �� ���� 	 ≤ i ≤ m � 	 ≤ j ≤ n� -��� m ��� n ����� .# �� � $��(����
� ��&�� λMρ�m,n� ����� .�

Ǳ ��+# ��������# m 0 � � n 0 �# � ��1 �������� �� �!����(��� -��� ������
����������� ��������� A� �B�# �� �������� ��%�� ������+ ������!�" �′�	, 	�# �
��$ �+���� (�!� �����* ���� �2� .M.�., 	� 
 .M.��, �� 0 � ���������� -��� ������
����������� ��������� A� �B�# �� �� ��%�� ��*���+ ������!�" ��	, �� � ��!'�
�����* ���� �2� .M\�	, �� 
 /M.�	, �� 0 3 ���������� 4�$������� �� ��!�# �����
��������� Ai �Bj *��� �'����� ������# �������� !������� �� ���������� �2�# ��
���5��5 ����# ���� ��������5� 6��'������+��# .M.��, �� 0 3�

4� ��� ������ ��������+ ,�� ��(������� �� (� "# �� ����+"��� ��$������
'����+�� *����� ��� (��+ ��*��& $��(���5 � ��&�5 λMρ� 7�� � ��&�� �*��'�"�
���������� �(���'���� ���5������ ���������

/M.�m,n� 0 .M\�m,n� 0 \M.�n,m� 0 .M/�n,m�, �8�

��$����"2��� ������ ��1� '����+ � ��&�5 ���!� ��1+ � (�������

.M.�m,n�, /M.�m,n�, /M\�m,n� � /M/�m,n�.

9 ��*�� 	 �����'��� $��(���� '�� ���� m,n ≤ 	.� 4�1 �������� '�� ������5
����'���� ����� �*��$��# (��

.M.�m,n� ≤ M�m,n� ��� ���� m,n ≥ .. �:�

������ ������1���� ��'��%�� � ��(����� (�����!� �� (�� ������ ;# ������+� 
��� |m− n| ≤ 	 ��1 �������� �$*���� ����� " ������!�" ,��5 ��������

<��������� �����+ ������+�� ������� ������1���5# �������  '�����������
� ��&�� M �

M�m,n� 0 M�n,m�� �=�

M�m,n� ≤ M�m,n
	�� �	.�

M�k
m,n� ≤ M�k, n� 
M�m,n�� �		�

M�m,n� ≤ >?@
(
M�m,n−	� 
 	, M�m−	, n� 
 	

)
��� m ≥ 	# n ≥ 	� �	��

M�m,n� ≤ >?@
(
M�m,n−�� 
 	, M�m−	, n� 
 �

)
��� m ≥ 	# n ≥ �. �	��

6�����1���� �	�� ���' �� �$ �*�(��5 ���&�' �� �������# ���� ��(��+ �� ������A
��� ,�������� A� �B�� 6�����1���� �	�� ����'���� �����!�(��# ���+�� ���(���
��������"��� A� �B�� ���� A� > B�# �� � %�� �2� M�m,n−�� ��������5# ���� %�
A� < B�# �� ��%�� �������+ A� � ���������� "2�� ����� � ����+ {A�, . . . , Am} �



��� ���������� �����

������� �

	�
	�� ���	�� �� ����	��� ��Ǳ��	�		�� Ǳ�� ������� ��Ǳ��	���

.M.�m, n� /M.�m, n�
� � � � � � �  ! �" n � � � � � � �  ! �"

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � �   ! ! � � � � � �   ! ! �
� � � � �  ! �" �" �� �� � � � �  ! ! �" �" �� �
� � � �  ! �" �� �� �� �� � � �  ! �" �� �� �� �� �
� � � � ! �" �� �� �� �� �� � � �  �" �� �� �� �� �� �
� � �  �" �� �� �� �� �� �� � � � ! �" �� �� �� �� �� �
 � �  �" �� �� �� �� �� �� � � � ! �� �� �� �� �� ��  
! � � ! �� �� �� �� �� �� � � �  �" �� �� �� �� �� � !

�" � � ! �� �� �� �� �� � �! � �  �" �� �� �� �� � �! �"

m m
/M��m, n� /M/�m, n�

� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� �� � � � � �    ! � � � � � � � �   �
� �� � � �   ! �" �" �� � � � � �  ! ! ! �" �
� �� � � �  �" �" �� �� �� � � � � ! ! �" �� �� �� �
� �� � � � ! �" �� �� �� �� � � �  ! �� �� �� �� �� �
� �� � �  �" �� �� �� �� �� � � � ! �" �� �� �� �� �� �
 �� � �  �" �� �� �� �� �� � � � ! �� �� �� �� �� ��  
! �� � � ! �" �� �� �� �� � � �  ! �� �� �� �� �� � !

�" �� � � ! �� �� �� �� � �! � �  �" �� �� �� �� � �! �"

� � � � � � �  ! �" n � � � � � � �  ! �"

{B�, . . . , Bn}� ���	 
����	 � ����� ������ ������� ��
���	� ��� ����� �������
�������	� A�  Bk� � !���� 	�
��"!���� ���	��� 
�	�� � ������ A� < Bk� ��	�	��
��� 
�	 m ≥ # 	 n ≥ k ��
�������� �����������

M$m,n% ≤ &'(
(
M$m,n−k% ) #, M$m−#, n% ) # ) �*+ k�

)
. $#,%

-��!�������� M$m,n% . .M.$m,n% 
�	 ���/ m,n ≤ #0� ��� ��� � ����� # � ��1
���	���"����	 
�	������ �
�	���"��� !�����	� ��� ��	��	� 2�� ��3�� ����!��"�

�	����� ������4��	� $5%6$#,%� � ���3� �
�7	��"��� 
�������	� ��� $m,n% . $�, 8%�
$�, �% 	 $�, 5%� ������� 
�	������� � �
�� 86#0�

9 ����� �������� ���� ��
���	� �� ������ ���� ��	���4�� ��!��3��� �	31
��� �7����� Ǳ�����4	 
�	��� m . �� n . ##� ����� .M.$�, ##% . 5� � M$�, ##% .
#0� ;���� 
����"� ��� 3� � ���� ������ ��4 ��
���	� <
����/�����=� ��3��
	!��	�" ���	��� �� ������/ �������� ��� ��4��	�> 
�	 ���"��4�� ������"���
	���������		 ������3	������� ��� ���	 $i, j% �. $�, �%� �� ��
���	� ��3�� �������"
�������		� �������	� #0 �������	> ���	 3� $i, j% . $�, �%� �� �	 ���� �������	� ��

�����/��	� �������	� ?$�, ,%� ������� 
�	���	� � �	3�� �7���� # ) .M.$�, �% )
.M.$#, 8% . 5� @���/��	��� �� �� ����������� ����� 
��7��� !�����	����� ��	��	��
{A�, A�} � {B�, B�, B�} 	 {A�} � {B�, . . . , B��}> ���	� ����!��� �	3��� �7���� � ����
������ ���!������� ��������

A�����	��� ��3�� 
���!��"� ��� .M.$�, �8% . #0� � �� ����� ��� M$�, �8% . ##�
	 �� �� B���	�� ��4 ��
���	� �� ���������� 	������� ����� �
���	�"�� �� �������
m . �� -����� ���������� ���������� ����� !�����	� ��� ������/ �� ��������
��!�
������



����� ������� � �������	�
� ������ �������� ���

������� �� M�m, m��� 	 �m� 
 ��� m ≥ ��
M�m, m��� 	 �m� � ��� m ≥ ��
M�m, m��� 	 �m� � ��� m ≥ .

���������	
���� �� ����� ���� �� ����� ���������� ��� ������ ���!" �������
M �� .M. � #$� ����% m ��� $��&������ '��� #��&(��� �� ���#�)��$�" #�����&
����� #$��#���*���" (�� m �������(�� ������� +���� ����� �(�����" (�� #�$���
�$������� ���� Ai ,Bj " *�� i ≤ �m/��� -��� j ≤ i" �� ���#����&���! ��$���*��.
/′�i, i�� ��*�� #��&(��

.M.�m,m�d� ≥ 
 � .M.�i−
, i� � .M.�m�
−i,m�d−i� 	 �m� d− 
,

#$������ ���&�0�) #� d" d ≤ �� -��� j > i" �� ���#����&���! ��$���*��. /�i, i�
��
#$������ ���&�0�) #� m" #��&(��

.M.�m,m�d� ≥ 
 � .M.�i, i� � .M.�m−i,m�d−i� 	 �m� d− 
.

Ǳ�$��� ��� &���$�����! ���$��� 2 #��&(��� 3� 4���* � 5� 6��� � 
77 *��&�
8#&��! ��������� ��� Ǳ�� 8�����.�$ �9:;< =>?@ABCDCE� � 3$����� F� �G� G� H� I:?�
#�������" (�� ������$�� ���.���� ���% J�$�&� ����� $��#$���$����� � �� '����
�'K�. ��&(�.� L (��������" ������ �0����" ���������� ��$���*�!�� ��#�$����"
�������(�� &��������$������� ��! ��*�" (��'� �'��#�(��� ���(���! M�m,m�d� 	
�m� d− 
 #$� m ≥ �d− �� M�����	 	 �
7NO�" N�P7O�Q


����� ������ R������$�� ��#�$� ������ �0���� J&��0��M�m,n�� 4�$� ��
��$%��� �0���� ����������&)� �JJ�������� ��*�$����� ���!��!�

Ǳ$� m 	 
 ����(� ���!��! ������������ ����(� �������" ��*�� ������! n � 

���� ����& ���������� B�, . . . , Bn" �&�� ����� #�#���� ������� A�� L ���� ��&(��
���$&��� ������" (�� ����� $�� �$����� '���$��� ��$��� � n�
 ��� ���� &�����
���� ��$��� ��! ������$�*� ������ ���!��! ���� &#$� ��S 8������������" ���T
�� ��'$��� �#��������� '���$��� ��$���" $��������� ���$�����T��J�$��0����&)
����)) �0���&


 � �<Un� 	M�
, n� 	 �<U�n� 
��. �
��

R��&�����!" '���$��. #���� �$����� ���
� V #$����. �. �#���'" #�����!)K�.
�����(� ���*� ���(���!�

8�&(�. m 	 � ($����(�.�� ����$����" �� �������$����� �*� *�$���� ��������
W��� ������ #�������) ��#����� R� 6� X$�%����" 3� Y� 4&���� � 5� 6����"
����$�� ������ J�$�&�& ��! �'K�*� ��&(�! ���� &#$� 

P
��,

M��, n� 	
⌈
<U �

��
�n� 
�

⌉
�
⌈
<U ��

��
�n� 
�

⌉
. �
�

+� ������" (�� #$� m 	 n �#�������� �'�(��! #$�0��&$� ���!��!" � #$�
m 	 
 �#�������� �������� ������ ����(�)K�!�! �� ��� #$�0��&$� '���$��*�
#������ ��� �� �&��� ������$�. #$����&��(��. �����" �'Z����!)K�. � ��'�
�&( �� (�$�� ��*�$����� �'�(��*� ���!��! � '���$��*� #������ 3�$�&�� �
��
������� �� ����� � ����&)K�� ��*�$���� �G� 2� [\:]U � =� ^_] M�����	 � �
7���"
�
P�7Q��



��� ���������� �����

�������� 	 ��������� �	�
�����

	
� �	
�m �
� n ���� �� ��������� ����
����� 
������� � ��������� 	
����
�	
�m > n� �	������� t ← ����m/n�� � ���� �� � !�� "#� � ��������� 	
���
�	������� t ← ����n/m���

	�� $������ Am %Bn��−�t � �	
� Am ����!�� �� �	������� n ← n−�t � �������	&
� !�� "'�

	� (	��
�)�& *����� ���	� ������� ���*��� ����� t +���
����
���, 	����-
�� �� �	����� Am � ��.��� ��	�� 	��+� {Bn��−�t , . . . , Bn}� �	
� k ��	��
�-
��� � ����� ��� Bk < Am� �	�������m ← m−' � n ← k� �������	& � !�� "'�

	�� �/�� "# � "� ��+�*�� "� � "�� �� ���������� m � n� A � B ���&0�	&
��
&���� �	
� Bn < Am��−�t � �	������� m ← m− �t � �������	& � !�� "'�

	�� �	����� Bn � ��.��� ��	�� 	��+� 1
������� A� �	
� k ��	��
���� � �����
��� Ak < Bn� �	������� m ← k � n ← n− '� �������	& � !�� "'�

� ���	��� ������ �*��� 1���� 
������ � �*
� � ���)� ���2�		 	
�&��&
���, �
0�� {��3� ���� �'�} 	 ����+2��0 �
0��� {�4', '�#, . . . , 5��}6 � 1���
������� ����
�&��	& ��	��� 	������ � 7
������� 	��������� � �.+�� !��

������� ��+�
��� ��
�.����� !��8����

������� �

Ǳ��
�� Ǳ��
����� 
����� ��������� �����

A B �����

��� 	�
 ��� ��� �	 ��� ��	 �� 	�� ��� �	
 ��� ��� ��	 ��� ���

��� 	�
 ��� ��� �	 ��� ��	 �� 	�� ��� ��� ��� ��
 ��	 ��� ���

��� 	�
 ��� ��� �	 ��� ��	 �� ��� ��� �	
 ��� ��
 ��	 ��� ���

��� 	�
 ��� ��� �	 ��� ��	 �� 	�� ��� �	
 ��� ��
 ��	 ��� ���

��� ��� ��� �	 ��� ��	 	�� 	�� 	�� ��� �	
 ��� ��
 ��	 ��� ���

��� ��� ��� �	 ��� ��	 �� ��� 	�� ��� �	
 ��� ��
 ��	 ��� ���

�
� ��� ��	 ��� ��	 �� 	�
 	�� 	�� ��� �	
 ��� ��
 ��	 ��� ���

�
� ��� �	 ��� ��	 �� 	�
 	�� 	�� ��� �	
 ��� ��
 ��	 ��� ���

��� ��� �	 ��� ��	 �� 	�
 	�� 	�� ��� �	
 ��� ��
 ��	 ��� ���

Ǳ�	�� H�m,n� : ��	��
���� ��	
� 	������ � ����
�&���, 
��������
;�� � <��&� =��*� ����	
��� H�m,n�� ��.�� ���+��
�.���� ��� k > n �
!�� "� � k > m � !�� "�� ��	��
��� ��� ����?� ��+��2�� �� m �����+��
+��)��� ��� H�m − ', n� ≤ H�m − ', n @ '� ��� �	�, n ≥ m − '� A��� �*�)���
��� m ≤ n �����

H�m,n� > BCD
(
M�m, n−�t�@', H�m−', n�@t@'

)
�'3�

��� �tm ≤ n < �t��m� E����� n � �n@ ε �ε > � �
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0�	 	���� � gt 0�	 	��� � ��	'!	��/ � �!�#	 ��!��	 '��		 �	 t �����	��1
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��� : � i � n
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*�	 �!��2�� Sn � Tn ����� �)� $���	��/ : ��� 4
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����� ������
���� >����� ������
� ����
 �����
� t 
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� � ���� t�� ���������� ����
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����  ����� �����!�� �� �����" K ′
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�
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Ǳ�� �����$���� ������ ����� ���������� 
��$�� ���$��!��� �" ��������� ���
�����$�� %� ���� �� 	���� ����
���� ������ � ��
�� ����������� ����������&
�� � ���� �����������" ���������� �!�
 ��
� �����' ��!��� ���������
��������� ���� ���$"����� �����������
 ����" �"���� ���� �$����� 	�� �����
���"�!����� ���������� $���(�� 	���� ����������� �� �����	 ������ ) ������
	���� ���*��� ��� 	���� 
������	��� ����"
 �����

+����� ��
	�� ����� ���������� ����������� � 
������ �������� ����&
��� ������,�� 	���� ���������� ��	�� -��� �����. �� 
	������ ����������
�����" ��$� ���!����� ���
��
�� �������� ��(����� ������� ������� � ����
����� ����������� )  �� ����(���� ���� ���������� ���� ��������� ���&
�
������� ��� ��� ������ �*
� "�������� � n �	����"� � ���
��
�� ��������
��(���� /�����������0' ��� ���$"������� ��������� ���
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������ �� ���"� ���� ��*��������� ������������ ����������������� �����,��
���������� ��� ��� �!�� �$4������� ������ ��� � ����
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� ���

����
����
 �	� n � � �	������� ��
  � 
���	�!���
�� ��
"
�� �������� �
��#$�%  ��
"
�� ���	
�� &� �
�� ��� '�( ����!��� ��� 'n� �()% �	���� ��*��
���� �����	� � #*�� ����� ���	� ��$�� ��� ������ n �	������ �������
������
� � �
�� ��� '+( ����!��� ��� ��*� ������� �
��	�,
% �	����� ���*�� -��
����%�
 � ����
����� ����	��� �	������� .�$������� ��
���
� ���"��#)
��� ����!��% � �
�� ��� '�(� ��!��	��� ��	#-
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� ����������� ��� ���������� �	����	���� �	�	��� �	������
� ���������� �	
	�����	
	 ��������� 	�������� ������������	� �� ���� ���  !" ��	����
��������  #" ��	� ���������

&� �
�� �1 
!����*�� ����������#23
� ���
 �	� ,���
 �	������� 4������
!����
��� -�� ��	
 �*��� ��*�#2 ����� -���� ������-
�� ����	�
� ��������)
�� �����"
%� �� ��� ������ ����#��� � ���% 
 ��% *� 5���#$�	��%6 ���"��#�� �
'�n− �( ����
��
 '�
�� �7(�

���� ��� Ǳ�� ����������	 ���	������ 	������� ��	� ��	��	� ������� �	������� �
��	�	 ��������%

8�$�� ����!���� -�� ���
� ��������	��� � �
�� �� 
 ��� ��!��	�2� ����
)
������ 	2��� ��*����� 
! -������ -
��	� �����	��# ������ -����� �����������
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���,
% 
 �
��	�,
% �	����� � ��	�*��� 
� ������ � ��)
�	��
% ���������� �����	�$��� � ����#���� ������� ����	��� ��� �	������ 9�)
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������� � �
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���������� ��� �n �
����
�������
���� �� � � �� �
 
�� ����� �
����
���� � �
 ��

�
����� ����� �
����
�������
��� n ������

���������	
���� ���� ������� ������ ���	��� ��	
�
��� �� !"#$#!%�& ��� �	�
�����'���� (��
 f�x� ) �*+�, ���������, -��.�
,/ ��, .���	�� f�x� ≤ f�y� 	

x ≤ y/ 
 ���
 �����, ���0 	��+	�1��� 〈x�, . . . , xn〉 2 〈y�, . . . , yn〉/ ��/ .�. ���	����
2
���0/ 3�� ���0 	��+	�1��� 〈f�x��, . . . , f�xn�〉 2 〈f�y��, . . . , f�yn�〉� (��
 yi > yi��
	
 ��.���	�� i/ �� 	������	
� ���������* -��.�
* f / .���	�, ��, 2��4 �
���
< yi 	
�
���� 1�����
� �/ � ��, 2��4 �
��� ≥ yi ) 1�����
� �� ��� -��.5
�
, �	����,�� ������2����0����0 ����� 
 ��
�
� 〈f�x��, . . . , f�xn�〉/ .���	�, ��
��	�
	����, ������ ���0*� 6���
�/ ���
 2�� ������2����0����
 �'� ����*��,
��	�
	�2.�/ �� +���� 
���0 yi ≤ yi�� ��, 2��4 � ≤ i < n�

Ǳ	
��
 ����� 
 ��
�
� ��2��0�� ���1�� ��, ���	���
, ����� ��	�
	�2.
�
7 .�����2� ���	
2
��0��8� 	
��	� ��9�� � �8� ���:0* 2�2���
 �+�+:�����
2�	
��� ;�+������ ��	�
	�2.
 �� ��
,�
��< �3���	� ���8�	
�� �����=�� >��, ��5
���
� 2 ���/ ���+� ��	�
	�2��0 m?n 3�������2/ ��	�
	�, �	2�� m 
 ������
� n
3�������2 ��1�2
�
��/ � 1���� ;	����
�0< 	�1��0��� ��	�1 �m,n�5
��	 
�����
Ǳ���	�
�0 �m,n�5���0 ��
,�
, ��9�� � 
���.�

 �����*:
� �+	�1���

@� (��
 m A � 
�
 n A �/ �� ���0 ����� (��
 m A n A �/ �� ���0 �����
� 
1
��
���2����8� �����, .���	���	��

B� (��
 mn > �/ �+�1���
� ��
2����� ������2����0����
 ��	�1 〈x�, . . . , xm〉 

〈y�, . . . , yn〉� C��0�� ;�������� ������2����0����
< 〈x�, x�, . . . , x�m/��−�〉 
 〈y�, y�,
. . . , y�n/��−�〉 
 ����
� 	����	�
	�2����� 	�1��0��� 〈v�, v�, . . . , vm/���n/��〉& ��5
�0�� ;������ ������2����0����
< 〈x�, x�, . . . , x��m/��〉 
 〈y�, y�, . . . , y��n/��〉 
 ���5
�
� 	����	�
	�2����� 	�1��0��� 〈w�, w�, . . . , w�m/����n/��〉� > ��.����/ 	
���
�
��	��

 �	�2���
,5�+����

w� Dv�, w� Dv�, w� Dv�, . . . , w�m/����n/�� Dv∗ ���

. ������2����0����


〈v�, w�, v�, w�, v�, w�, . . . , v�m/����n/��, w�m/����n/��, v∗, v∗∗〉. ���

E��	0 	�1��0��� +���� 	����	�
	�2��� �F� 6���0 v∗ A v�m/����n/���� �� ��:���2���/
���
 m 
 n �+� ������/ 
 v∗∗ A v�m/����n/���� ��:���2���/ �
G0 ���
 m 
 n �+�
��������& �+:�� �
��� ������� .���	���	�2/ �.�1����4 2 ���/ 	�2�� ��m?n−��/���
H�1�2�� �m,n�5���0 ��
,�
, �3���	� �������������� 
������ Ǳ���	������ 2
����2����2

 � 3�
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��
��
 ��, I�5��
,�
� �.�1��� �� 	
�� �J�

K��+� ��.�1��0/ ��� 3�� ��2��0�� ��	����, 	�����	� �����2
���0�� 	�+�����
	
 mn > �/ 2����01����, 	
��
�� ����� 
 ��
�
� 
 	�2�	
� �� �� 2��4
������2����0����,4 � 
 �� Ǳ���� �����0��4 ��	�
	�2�. m 
 n ������2����05
����0 〈x�, . . . , xm〉 +���� �����,�0 
1 k �����/ 1� .���	��
 �����*� m− k ��
�
�/ �
������2����0����0 〈y�, . . . , ym〉 ) 
1 l ����� � ������*:
�
 n− l ��
�
���
 	

��.���	�4 k 
 l� 6���
�/ ������2����0����0 〈v�, v�, . . . 〉 +���� �����,�0 
1 �����
�k/��? �l/�� ����� � ������*:
�
 ��
�
���
/ � 〈w�, w�, . . . 〉 ) 
1 �k/��? �l/��
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 ��
�������� ��������� �������� �������� ���������
��� ������
�
��� ��� (

�k/��� �l/��
)
−
(
�k/��� �l/��

)
 !, " ��� �. #�$

%
�� &�� '����
�� '���� ! ��� "� �� ��
�����������
�� #�$ �(� ���'������� � �
��
��� '���� �� �� ��� �� ���'���	 
'�������)�*���� � #"$ 
����� �
� �� 
��� ��
���
+���������
��� ����'����� #,������� ��� �'����� ����	 � ����� 
����

(
m�n
m

)

������ � ����� 
������ �
�-� ���� � #m�"$#n�"$ 
������� ��(.	 �� ����'./
�'�
�������
� ���� ��'����'��� 0 k � l�$

Ǳ�
�� C#m,n$ 0 ��
�� �����	 �����'���'��� �
��������./ �'� �����)�����)
��� 
������ m) � n)&��������� �� 
����� �������./ m) � n)
�'��'����2 �����

C#m,n$  

{
mn, �
�� mn≤ "2
C
(
�m/��, �n/��

)
�C
(
�m/��, �n/��

)
�
⌊
#m�n−"$/�

⌋
, �
�� mn > "�

#�$

3 �*��� 
����� &�� �� 
������ �'�
��� 4������ �� m � n� ������ �������� ���
C#", n$  n � ���

C#m� ", n� "$− C#m,n$

 " � C
(
�m/��� ", �n/��� "

)
− C
(
�m/��, �n/��

)
, �
�� mn ≥ ",

�. ��(�� �.��
�� 
����������

C#m� ", n� "$− C#m,n$  �56m�� � � �n/����m����, �
�� n ≥ m ≥ ". #�$

7������������

C#m,m� r$  B#m$ �m�Rm#r$ �'� m ≥ ! � r ≥ !, #8$

-� B#m$  
∑m

k���56 k� 0 &�� 4������ 9*���'��	 �
�����: �� 
���������� ����";
#�$� � Rm#r$ �*�������� 
���� ��'�./ m ������ '��⌊
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"
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�
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⌋
�
⌊
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�

⌋
�
⌊
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<

⌋
� · · ·�

⌊
r� j

���� j���

⌋
� · · · . #=$

%
�� (� r  !� �������� ��(�.	 ��
��.	 
����	

C#m,m$  B#m$ �m. #<$

>'��� ��-�� �
�� t  �56m�� ��
Rm#r � �

t$  Rm#r$ � " · �t−� � � · �t−� � · · ·� �t−� · �� �m

 Rm#r$ �m� t · �t−�.
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���	����� C�m,n � �t� − C�m,n� ��		� ������� ��
 �

C�m,n� �
(
t

�
�

m

�t

)
n � O��� ��� ������������ m, n → ∞, t � ���m� �!�

"�	� O��� ��������#� � ���$	 ���$��� �	���
�"	���� �%��$�	� �� n � �	���
�� �t�
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�	� ���	'&�	�� �����	! ��
�����	������
�� 〈(, ), (, ), . . . , (, )〉� ��	

 �* 
����� �
�� ����� n ����	�	������ �	� �	� n ����� �����& ������
� ��
!  ' {z�n��, . . . , z�n〉
� {z�, . . . , z�n〉�

+������	���� �� ����� � ������& , ���	'&�	��� "�� �M��m, �m ≥ �

�
�m-��m#


�����	������� �M�n, n ≥ �

�
n ./ n-O�n� 0' ������& �����1  '��
���� "�� 
� !� �

��� 
������� ���	� "�� ! ���%��� � 2� M�n, n 3 �n− ) 
�	���� �# �	� � �%�	'���
�& ���	'	� � "�� 
������ 
� !� � 
������ �� 
�4�
���� "�� 
� !� � ���%4��

5����6��"����� 
� !� � ���	'&�	��� "��

�M�m,n ≤ C�m,n 3 �

�
�m- n ./789�m,n -O�m- n.

: �	%��� ;� <� 18.=>?@>9� 1� ;�=>?@A9� B� C�?D8� ���� �� �)EE�� )�FG)��� ������	 ,
���	%��	�	  �
�	������	 � ��!! �H���	

�M�m,n ≥ �

�

(
�m- n ./�m- )−m/ .9 �

)
�� ) ≤ m ≤ n.

I�����	������� �M�m,n 3 �

�
�m- n ./789�m,n -O�m- n�

J�"�	! K�����	 �M��, n 3 C��, n 3
⌈
�

�
n
⌉
���	'	�	 � �	%��� L� M� N�A� ,� ,� N�A�

���� �� �)EF�� ���G�F)� J	���  '��
���� "�� '�	"�� � �M�m,n �	��� C�m,n ��!
m 3 n ≤ � O
�� ���� EP�

�������	 
��������� Q
� ����
� �& �����������&� 
�	���� !� ��� �	� � ���
 ' K�����& �)�� �� "����6��"����� 
� !�  ��! ) ≤ m ≤ n ��'� �	�� '	�����	
�	
⌈
./��n

⌉
�� � H ������ � RS�"��  '�%��� ������ � � 
�� 
� !� !� �	'�	��&�

�������	 
����������	 �$8=A98* @A?=>?T� ��! �������� ����! '	����� 
� �	6
��
! ��

⌈
./�m- n

⌉
� U� �� ���%��� %���2� ������� ����	�	������ OI�� �� �� �	
��


������ �)E�E�P

Ǳ�
�����	������
�� 〈z�, . . . , zp〉  ' p " 
�� %���� �	'&�	�� ��������� �
� z� ≥
· · · ≥ zk ≤ · · · ≤ zp ��! ���������� k� ) ≤ k ≤ p� �I�	�� �� S�� 
 �%&"�&�
��������� �� W��������&�X ��
�����	������
���� R ����&� 
��� ���4 � ���!�6
�	 p Y S�� 
��� ����	�	������ 
��
�%�	! 
��� ���	�� � ���!��� ���%&�	� ! �Z6
%�Z % �����Z ��
�����	������
�� �� ��� p� [	�	"	 
� !� ! x� ≤ · · · ≤ xm 

y� ≤ · · · ≤ yn !��!��
! "	
��&� 
��"	�� '	�	" % ������ 
��� ���� � �	� �	�

� !� � ����� �
�4�
�� ��� �� ��� � � ��
�����	������
� 〈xm, . . . , x�, y�, . . . , yn〉
% ����&� 
��� ���4 � ���!��	 m- n�

[	��� �� "�� �
� ��
�����	������
�� 〈z�, . . . , zp〉 % ����	!� �� �	���&� ��
!��!Z�
!  �
� �� �����
�����	������
� � :
���� ��
�� ����� �	� RS�"�� ����&�

�� "����6��"������ 
� !� !� �� �%�	��� �� "�� 	�	��� "�&� �%�	'�� ����� ��6

��� �� % ����&� 
��� ���4 � ���!��	 p� 
�	"	�	 ��'	� 
 �� 
��� ��! % ����&�
�����
�����	������
� 〈z�, z�, z�, . . . 〉  〈z�, z�, z�, . . . 〉� 	 '	��� �&����!! 
�	���� !6
�%���& z� \z�� z� \z�� . . . � �]��	'	����
��� �� ��� �
! � ���� )(� Q
� 
������
���6

	 �
��� �������� ����
�����
�������� ���� !�" #$%&$!"$' ��
�
� �� �����( � �
�����
����������� ����
�����
�������� �) ! � !�" #$%&$!"$'* + Ǳ���� ������
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z�

z�

z�

z�

z�

z�

z�

���� ��� �������� ��	��	�
��� ����	� ��	���� ��

��		 
��� ����	� ������������ ������
��� 
	�	� C′�p�� �� ���	� ��	��

C′�p�  C′(�p/��)! C′(�p/��)! �p/�� ��� p ≥ �" �#��

� ��	�$ ���	�%��� �
	������ ����� �&' p�� (� ���� �� ������� ������)� ��������*
��� ���$��� �� ������	��)� +��� ��������" �� ��%	� �)�� ���������� � ��� ���
��*� � ��� ��� ��*�	�� ��$��$ � ���	�%��� � ��� 	����,)" 
	���*�	
	���	 ��$��	
�$ m  � � n  � ��		� �� ���� ���������� �	��-	� �� �� ���� ����	�� ���	�%��
���-	�

.���)� ���	�	� ��	�����$	� ������)� ����������� /+�
	�� ���$��� �t" ��
������� �� t �����	� �� �t−� ������������ � ��%���� Ǳ�����	��	� �1���)	 ����
z�, z�, . . . , z�t−�" ��� +��� +	�	�� zi ��������	��$ � zj �� �����	 l ��2�� � �����
��2��� ��2�� ����
�)	 ��	�����	��$ i � j ����
����$ ����� � l*� �	�� ����$*
�	� 3�� ������$ ��������� �������� � �������� ����	���� �	�� �����������
������$ 4���,������	� ��� %	 �)����� ��� ���	���$ ���������� �� ��$��	� ��*
2����� �����5�� �� �	�������� 		 ���
��	��� ����	 ���� ���� ## � #���

/������$ ���������� ��������� � ��� ��)�	� 
�� �� ���� �	��� ����*
	���2� ��$��$� ��������)� �� ������	�	��� �	��$����)1 �����	��$1� �	 ��%	�
�)���$�� ���������� �)���		� 
	� ��

⌈
&'�m ! n�

⌉
������� �	�������� �� ��2��

�������	��$ � ��� +��� ��	�)�����$ ���� ���� �6�� 7��	����	� � ���2�� ������
�����%	��$ ��������� �����)� ��	��	� �	��-	 �����	���� �� �2��� 	2� 
���
��%�		� 3��� �	��� ��������	��$ � ���� ���

8�� # ≤ m ≤ n� �� n*� ��
���$ �� ����	��-	2�� �)1�� �m,n�*�	�� ��$��$
��%	� �����	�� �� �m! 9m<n: �1���� ���� ���� �;�� 8�� 	2� ��%�� �)
������
�������$ ����������) � l �����$�� ���	�%��� �� � �	������ ���	� ���	
	�� �	
��		 �l �1����" �	�����	���� �l ≥ �m! 9m<n: � l ≥

⌈
&'��m! 9m<n:�

⌉
� /+�
	�

������ 9<=>?@A BC<*#�#�� �DE@?F� GHI?J B??KL=M@ D=@?N>MO= P?@>?@MAI?F� #;6Q�:�

�� +�� ���������	 ��	�$ ���	�%�� �����2�	��$� 	�� � �	�� �������	��$ ����	��*
	��	� �� 	� ����	 �����	��	 ����� 
�� ���� � �� %	 
��� � ���� � �� %	 ��	�$
�������	��$ �	�������� ����$��� R ��
	���	 ����	�� �� ���� �� ������%	��
�	�� �n  6�� ������$ ����	� ���� +	�	�� � n ���2��� ���	 ��	2� ���1 �����	�
���	�%��� S��	
��� �	�� � ����	��	��	� �	 �����	������� ��-�� ��2�-	��$�"
������� 	2�� ���$��� 
�� ���$ �#, n�*�	�� ��$��$ �	� ����	��	��$ ��%��
��	�� ��	�$ ���	�%�� &'�n! #� �� ��		 ���� ���� ����

���� ����	
� 7	�� ��%�� ����	���� ���%	 � ����
	 ����	� ������ Ǳ���� TUt�n�
������
�	� ���������	 
��� ������������� �	��1����)1 � �	��� ������$ �	�	�	*
��	� t ������-�1 �� n ����
�)1 �1���� �� t ���	�		��)1 �)1���)1 ����" ���
��2�� ������2����$ �� +��1 �)1���)1 ���$1 � ����������� ���$��	� Ǳ���� TVt�n�
������
�	� ���������	 ���
	���� ������������� �	��1����)1 �$ �	�	�	�	��$
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y�

y�

y�

y�

y�

x�

z�
z�

z�

z�

z�

z�
z�

���� ��� ����� ����	�
����� ������� ������ ������� � ������ ������� � ������

������������ � ��������� 
��� ���������� ��������� �������

t��	 
�	� 
 �	����� ���
��� �� n �������� 
�	�	
 � 	����������� 
��	����
������ � �����  Wt!n" 	�	����� #���#���	� ����	 �	#���	�	
� ������#�� ���
����#�$���� t ���	��%�� �� n �������� 
�	�	
 � 	����������� t 
��	����
����� 
 �	����� �����
���� &������	 
����� !�#� ���� '("� ��	

 Ut!n" ≤  Vt!n" ≤  Wt!n". !')"

*��� �����	�	+�#� ��	 �#����� �t ,��#���	
 〈x�, . . . , x�t〉 � #� �	��# 
��
���� t ���	��%��� -� .� /������
 0����������	 �� � !'1)1"� 112'3�4 �#����� ��	
,�	 #	+�� ���� 
��	����	� ���� ���� ���	����	
�� 〈x�, . . . , xt〉 � 〈xt��, . . . , x�t〉�
 ���# ��
���� � �	#����� #���#�

x� 5x�t, x� 5x�t−�, . . . , xt 5xt��. !'("

6� �� �� 
 	��	7 �� ,��� �� �� #	+�� �	���+���� �	��� 	��	�	 �� ���	���
%�� t ,��#���	
 !�	��#�8"� ��	9���� /������
 �	�+� 
����� t ���	��%��
,��#���	
�

.��� ��+�	 
����� t ���	��%�� �� nt ,��#���	
� �	 #� #	+�# ���#�����
,�� ��	9����� n− ' �� !������� �+��7 �� t ,��#���	
": ����	
�����	�

 Ut!nt" ≤ !n− '"
(
�  S!t" ; t

)
. !'�"

/������
 ��+� �	����� ���������� ������ 	9���� ��� ���� 
��	��

������� ��  Ut!n" ≥ !n− t"
⌈
<=!t; '"

⌉
�

����	�
���
��� >�	���� ���#���
�� ,�
�
������� ���� 
��	� �������
��� t ,��#���	
� ?�	�	 �+�	7 ����� ���� �	#���	�	
 #	+�	 
������ ����
!l, u"� �� �	���	 � ���� ��� ��� l � u 	�	����� �		�
����
���	 #���#���	� �
#���#���	� �������� �	�	��� #	��� �	�
����� 
 ,�	# #����� ���� 
�	�	# ���+��
�������	
� {', �, . . . , n}� Ǳ���� li � lj A ��+��� 	9���� � ���#�� i � j �����
��
�����# xi 5xj � ����� l′i � l′j A �		�
����
��$�� ��+��� 	9���� �	��� ,�	�	
��
������ ?��
���	� ��	 l′i B CDE!li, lj"�  
 ���� �� �	���
���� �		��	%����
!��	��
���	�"

l′j ≤ li ; lj. !'1"
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�

���� ��� ���� ����
�
��� �� ����! ���
�"����# �� 
��� $%�

��	�
� ���� �
���� ����
	
����� ���������
����� ���� �
��� ���� 	
���
	� �!��" #�� � ���$ �$���%$ 	
��%$ ����
!���� �� � � �!�%& '���	
��
(
	���)�� ��	�
� � ��
$���  ���� ����*�& �+ ����$ �$����"  � ��!���  ��
��� , -� �*�& �$�� ���� �����	
 � Ǳ� �#�)���� #��  〈m�,m�, . . . ,mn〉 �- �
��� ���&�����

�mi ≥ li ��/�

�  �-�� ����� ����" �� �� 0�� ���&���� 	�
���# ��� �	
��� ��� � ��$
������
�!�%� ���	
��
�� � �� � �1��� 2
��� ����" ����#�� ���� +�#���� m�3m�3
· · · 3 mn 
��� �-)��� #�� � ���	
��
�� � ����" �� �� �!�%& ���	
��

��-� ��� � 0��& ����� ��������

4� � ���� �%-�
�� ������*�� t #��� " �� n− t �+ #��� li -� �*� � � 
��%
t3 15 � ������ ���" n− t �+ #��� mi �� !�% -%�� ≥

⌈
67�t3 1�

⌉
�

8�!��� ����� � ���
��� 9 ��+%����� ��#��&" �� � t : 1 � � t : � ����
�	
� 1��� ; �- � 1 ��% +�#���� <Ut�n�" <Vt�n� � <Wt�n� � � ��-� �*�$ t � n� =��
�
>� �9?@ABC DEF� GHI� J� KIBLML" N� FO P66M?FML �1�Q��R ��� ���� ���	����#�����
	�������� <Ut�n� 	
� �����
������ t � 	��+ " #�� <U��n� : �n 3 67n 3 O�1� �
<Ut�n� : n

⌈
67�t 3 1�

⌉
3 O
(
�6F7n���� t�

)
	
� n → ∞5 ����� ���� �
��� +��
!��


��� 67n3 �67 t� 67 67 n3O�6F7 6F7 6F7n�� ; 
-��� S� HMTTB?7BA" ������ �� �1��1�"
UQUVUUQ" ���+�� 	
� 	���)� �������
��������� �����" #�� � �  �-��� ε > /
��)������� ���� �%-�
 � <Un/���n� ≤ �� 3 ε�n 67n" �� � �� ��� n ������#�� �� ���
�� +��������� �� ε��



��� ���������� �����

������� �

����	
	��� 	
�������
 ��� �
�
� ����� � �Ut�n�� �Vt�n�� �Wt�n��

t � � t � � t � � t � � t � � t � 	

n � � �
, 
, 
�
n � � ��, �, �� �
, �, ��
n � � ��, �, �� ��, �, �� �
, �, ��
n � � ��, �, �� ��, �, �� ��, �, �� �
, �, ��
n � � ��, �, �� �	, �, �� �	, �, �� ��, �, � �
, �, �
n � 	 ��, �, �� ��, , � ��, �
, �
� ��, �
, ��� ��, , ��� �
, �, ���

�Ǳ
����� ������ ��

����� � ���������� ����������� ������ ���� ���������� ����!���������� "���� #�����$
��% ��&��!� "�#�� �#�"�� ������ �������'� �"�(��)����* +!���� !�#��� ���������$�"!���
"�#�! ������ ,i -j.* /��� � n ���#�!� � r !�#���!� ��!��������� �"�(��)�! )���( ,i� - j�.
,i� -j�. . . . ,ir -jr.% 0#� ���#�� �( i � j !���1� ��� ����� n2 #�� ��������� "�#�! ��('���� ��
n$������ ���� ����	���
� ������������ �
� iq < jq �� � � q � r� ���� ��������� ��
��
� �� ���	����� 
���������� ��
���� ������������ ��
���	������
��� �����������	
�� �� �! �� �� �! �� �� �� �! �

"�#� 
�$�#���� 	 ���
�� � $��%���
��� ����
��	���� ���$���� 
���& ���	����
��
�	��� ����� 
���������� 
���' 	
� ����������� �i �j ������(���
� �����& ����& ��
i � j� $�� i < j� )���� ����
�	��� ��
��������*� 
���� ��(�� �
�����	��� ���	
�� ��
i � j� *����	��+*�� ��� ���#�� ��
� �����	���
� � �
���� 
������ "�������� ��
��
� ,- ������(��� ��
���������� 
��� �� �- .������	 
 ������������� ���� ���! �,�- �/�0 
� �� �� 1 *��� �� ������	���
�� ��� .�� 
��� 
������	���

������ �

� �� �

������ �

� �� �

������ 	

� �� �

������ 


� �� �

���� ��� "�
���������� 
���� �
��	����� �� �������& 
������	���

2
� x 3 �x�, . . . , xn� 4 .�� n������& 	������ � α 4 n�
���� �� ��������� �����
xα 	����� ��
� �5xα6�, . . . , 5xα6n�� ����(�����7 
����� Ǳ��(�� ���(� �� ������
��
a � b 3 9:;5a, b6� a � b 3 9<=5a, b6� >a 3 � � a' ��$�� 5x�i �j 6i 3 xi � xj � 5x�i �j 6j 3 xi � xj �



����� ���� ���������� ���

�x�i �j��k � xk� �	
�� i �� k �� j ����� 
	�	����� ��	 α �������� ����� �������	
�� ����
�xα�i � �xα�i�� ��� ���� x � ��� � � i < n

����	� e�i� 	�	� ����� ����	�� � !	��"�� i �	�	�	
	  ��	����� �� � � 	����� #�
!	��"��� $ %& ����� 	����	�� �e�i��j � δij  ����	� Dn 	�	� ����� � 	'����	 ����
(nn)��� #� ����	�	� �� % � �� � Pn $ � 	'����	 ���� n* ����	�	�� ����+,���� !���)
��� 	����� ��, (, . . . , n� -# ����� ��!	���	���� 	�	� ��� �� x � y � x � y ��� ����	�	�
�x� � y�, . . . , xn � yn� � �x� � y�, . . . , xn � yn� � ����� !����� x � y� ���� xi � yi !�� ���� i
.���� 	����	�� x � y �	
�� � �	���	 �	
��� �	
�� x � y � y� ���	 �	
�� � �	���	 �	
���
�	
�� x � y � x /��� x � y ��'�� � Dn� �	 ����� 
	�	����� ��	 x ��
��	�� y� ����
x � �y � e�i�� �� y !��  ��	�	�	� i 0��	 �"� ��� ���� x � Dn !���� ν�x� ����� ����	�
��� �" � x� � ζ�x� $ ����	�  ���1& ����� 	����	�� ν�x� 2 ζ�x� � n

�� ��� � 0�����1�� ���
����� ���� ��� 	) ���� 	
	 ���� �� ��� m � 3 � n � 4

�� ��� � Ǳ	��'���� ��	 ��
	����� �	����	��� 6 Ǳ����� ��� �!� 4(�73%� �		����������
���� �	����	��� n 8���� �	�� ���+,�� !����������� 	 �9:;� n��9:;� n� ��	� �1 �����'��
0�����1�� ����+ ���� ��� n � �(

�� ���� � �< = �8���� �> ? @ABCDEF�� 0�1���� !�	��	� �		� 	G� �� ��'�� C�m,m	��
� C�m,m�

	 �� ���� � H	��'���� ��	 IT �J� � 4

�� ���� � H	��'���� ��	 �#��'� �� ��3� ��1�������� 	 	!�������� ����� �����'�� ���
���� �	����	���� 	!���  	1 �		� 	G� ���� ��%�

�� ��� � Ǳ���� T �n� $ �� ����� 	� ����	 �����1� �������#� ��� �	����	��� n ������)
 #� ����� !	�������	� ����	��������� 	��������� ��������
������ ���� � �1 ���� �	)
��+�� �� �����	
	 	
�� ��� ���& ��'�	� ���	� � 	'����	 ���� � �1 �	'�� �#�� !�������)
�� 	 ���	�� �	���'�,�� � 	'����	 !�� �i� �j�, i� �j�, . . . , ir �jr�� 
�� ��� i�, j�, i�, j�, . . . , ir, jr
������ #& 	� 8�	
	 ���� 	��	��� � �� (r �����1� �		��������+,�� �������

�Ki� < Kj� , Ki� < Kj� , . . . , Kir < Kjr �,

�Ki� > Kj� , Ki� < Kj� , . . . , Kir < Kjr � � � �

H	��'���� ��	 T �4� � T �J� � 4

�� ��� � Ǳ	��'���� ��	 ���� ��� !	���� �� �	�!����	�� ���� ��� n � �%  � ��� KL ����)
 ��� M����	1N !	����	������ 	���+ �4 �J��K �4��J �O�� �	 ���� !	)!��' ��� ����� �#!	� ���
�	����	���

	� ���� � H	��'���� ��	 IM�m�2m�, n�2n�� 
 IM�m�, n�� 2 IM�m�, n�� 2 PQR�m�, n�� !��
m�,m�, n�, n� 
 %


� ���� � �S T U�	1� �V W X9:YZ�� H	��'���� ��	 IM�3, 3� � J� IM�K, K� � L� IM�4, 4� �
�3

��� ���� � H	��'���� ��	 ���	  #1 �	����	�,�� �8������ 	!������  #1 � �������� �	)
�	�#1 !���G������� ��4�� ��1�������� 	 ���	���� ��
���� H	����	� 	 �	������� ��	
����� �	����	������ ��� !	����	������ 	���� �	��	�,�� �� k ��� �"� �� �	�	�#�� �����+�
l  ���1� �� �	�	�#�� �����+� n	 k 	 l ��� �"�

��� ���� � H	��'���� ��	 ���	  #1 �	����	�,�� �8����� !	����� (t ����� �	����	����
 � �	���	 !	����	������ 	��� �z�, z�, . . . , z�t

���� ��� �	�	�#� z� 
 � � � 
 zk � � � � � z�t
���

 	 � ��� !	����	������ 	���� ��� �	�	�#� z� � � � � � zk 
 � � � 
 z�t
�� �<�� ���������

8�	
	 ����  � ��� 4J ����� �	����	���� �J 8���� �	�� ��� ��� ��'��� ������ �	��	��
�� ���	  #� �	����	�,��	� ��� 	���,�  #� ���	  #� �	����	�,��	�� !���� ���#� �
!	����	������ 	����� �	�	�#� �#�� ����	����	�� # � !�	���	!	�	' #�  �!����� ����
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����� ���� ���������� ���

��� ���� � �������	 �
� ����	�����	 �
	����		 ��	���	��	� 	�
� x � y � �������	
���
	����	
������ ����� �
���� �� ���
	����	
������ x � y � x � y ����	 �������	�

	 ��� ��� � ���  �  ���� �!� "� "#$%&'�' Ǳ������	� )�� �	�� ��������� �
* +t ,
	-	���
-���� ��������� �� �.	-	� ��	����
	���� �� ���� /0� �
* �
�)�* t 1 2� 3����� �4 t�

5��� ,��� �.	-� ������� �4 6��	�
����� �������*7 �	��. +t�� ,
	-	��� � ���
	���-�
+t��� 4� ������- �
	���� ��	��8��� ���
�*	-�	 �����	-	��� ��� +t�� ����-� ���	���.
,
	-	���� 3����* �4 ,��. ��	��8�� ���4��)	�� 
��� )	�	4 697 ��	� ��	��8��'� 
��� )	�	4
6:7 ������������ -���
� ��-��������'� 
��� )	�	4 6�7 ������	���� -���
� ��-������;
��'�  �������� ����	��	�  t ������ �� t 5��� �����*< �� ���
	��	� ������ �	 ��	��8��
���� 6:7� = �	)	��	 ������ s ��� s < t -� ���
�*	- t � s 5���� ��	 �	 ��	��8�� ����
697� � 4��	- ���
�*	- s 5���� ��	 �� �����- q;- 5��	 ���)	�	��� ���
�*���* +q��

��	��8�� 6:7 � 4��	- +q�� ��	��8�� 6�7 ��� q 1 >, +, . . . , s�
�Ǳ������ ��-	��-� )�� ,�� �.	-� ��������� -��	� ���� �	�
�4���� 	��-� ������-

���������-� �	�
�4����- ���� 5�� 6�������* � ��	��8��7 � �4�������- �.�� ��
.��� Ǳ	��	 ��� 5��� �� ���� /0 -����� ���	)��� ���
�)���� ?�� ����
	�� 
�5� �
*
����� )���� ��	
��� �.	-� ���*��		�  ���� 4�-	)�	�� )�� ��� �	 ����8�� 6�������*@��	;
��8��7 ���	)�	��*  �����. �
�����-�.� ����. ��� ������	 ��	����4����	 A���	 ��-�
B��-�
� 2�C�2D�29''��

	 ��� ���� � �=� E� F
	��		�' Ǳ���� α 1 �i� � j�� . . . �ir �jr� ��	����
*	� ����� n;�	��< ���
> � s � r ���	�	
�- αs 1 �i�� �j

�

�� . . . �i
�

s�� �j
�
s����is �js� . . . �ir �jr�� ��	 i

�
k � j

�
k ��
�)	�� �4 ik

� jk ���	- 4�-	�� is ,
	-	���- js � 4�-	�� js ,
	-	���- is � �	. �
�)�*.� ����� ���
���	)����*� G����-	�� 	�
� α 1 �>�+��H �2��> �H��+ �2��+ �H�� �� α� 1 �>�2��H �+��> �H��+ �2��+ �H��
I' �������	� )�� Dnα 1 Dn�α

s'�
J' �������	� )�� �αs't 1 �αt's�
K' ���	
���� � α *
*	��* 
���* �	�� ��� �. . . ��αs� 's�� . . . �sk� �������	� )�� α
�-		� �	 ��
		 +r�� ����*�	���. �	�	��

L' Ǳ���� gα�x' 1 �x � Dnα� � ����� fα�x' 1 �Mxi� � xj� ' � � � � � �Mxir � xjr '� �������	� )��
gα�x' 1

�
�fα′�x' � α� *
*	��* ����*�	���� � α	�

&' Ǳ���� Gα 	��� ���	���������� ���B � 	�5���-� �>, . . . , n	 � ����-� is 
 js ��� >�
s�r� �������	� )�� α *
*	��* �	��� ��������� ����� � ��
��� ������ �����Gα′ �-	;
	� �����
	���� ���� �� i � i:> ��� >� i<n � �
* �	. α�� ����*�	���. � α� �N�� ��
�;
�	 	��-� ���-	)��	
���� �����
��� Gα �	 4����� �� ���*��� ��-��������  α��

��� ��� � G�����	 �	����������� �	�� ��������� )	���	. ,
	-	���� ���	������ ��
���
�*�� -���
	� ��-���������

��� ���� � �������	� )�� �
	������ �
�����- ��	����4�	� 
���� �	�� ��������� �i� �j��
. . . �ir �jr�  ����������� �	�� ��������� ��� �	 �
����

��� Ǳ���� q � ���-	��5�� ���	��� ������ )�� iq > jq � E�
� ����. ���	��� �	�� ��
����������*�

��� O�-	���� �	 .���	��* iq ,
	-	���-� jq � �	 .���	��* jq ,
	-	���-� iq �
�	. ��-��������. �is �js� �
* q � s � r� =	������* � 5��� P>�

Q��� �2 �>��H �+��> �H��+ �2��> �+��H �2� ��	����4�	��* ���)�
�  �>�2��H �+��2 �H��+ �>��2 �+��H �>�� 4��	-
 �>�2��+ �H��2 �+��H �>��2 �H��+ �>�� 4��	-  �>�2��+ �H��+ �2��H �>��+ �H��2 �>� � �� ��� ���� �	 ��
�)���*
����������* �	�� �> �2��+ �H��+ �2��> �H��> �+��H �2��

�	� ���� � Ǳ���� Dtn � -���	��� �	.
�
n
t

�
���
	����	
�����	� �x�, . . . , xn� �4 ��
	� �

	����8� �-	���. ���� t 	����8� �������	� )�� RUt�n' ���� -���-�
���-� )��
� ��-��;
������� ������	 �	��.���-�  �	��� ���������	� �	 ,
	-	��� Dtn< )�� RVt�n' ���� -�;
��-�
���-� )��
� ��-��������� �	��.���-�. �
* ��������� Dtn D�t���n< � )�� RWt�n'
���� -���-�
���-� )��
� ��-��������� �	��.���-�. �
* ���������

�
��k�tDkn�



��� ���������� �����

	 ��� ���� � �������	
 ��� �� �	��
 ������� ���	�	�	� �	����� �t�� �	�	����
 ��	��	��
�� �	 �	�		 �t�������t����� ��� t� ����	 ������������! "������	
� #�! ����$��	%����
�	��	�& '!�

��� "��� � �������	
 ��� (U��n� ) �n� * � (V��n� ) �n� + �� ��	, n � �!

��� "�� � �������	
 ��� (V��-� ) .!

��� "� � Ǳ����	����	 �� �����	�0���	 �	��12		 ���	���	��	3 ������� ����0� �����
������0� ����������� � 1��1 ����������1 �	�% ���������� ����	�	� � ����$�����1
���� ���������� �	�� ����������!

��� "�� � Ǳ���% α 4 1��� n��	�%
 � x � y 4 ��� n��	�����!
5� �������	
 ��� �$ x � y �	��	� xα � yα!
6� �������	
 ��� x �y � �xα� � �yα�
 0�	 x �y �$����	� �������	 ����$�	�	��	 x�y�� � � ��
xnyn!

��� "�� � Ǳ���% α 	��% n��	�%! �������	
 ��� ��2	����	� �	�	�������� p � Pn
 �����
 ���
�pα�i ) j ��0�� � ��%�� ��0��
 ��0�� � Dn �� ����� �	����& x � y
 ����	
 ��� x ����&��	�
y
 �xα�i ) �
 �yα�i ) 7 � ζ�y� ) j!

	 ��� "�� � �8! 9! :	��		�!� Ǳ���% α 	��% n��	�%; ��	�	� ���$���	���

lk ) <=>��pα�k 	 p � Pn
, uk ) <5?��pα�k 	 p � Pn


��� � � k � n �� ����	 � �	�,�	 0����@ �����$��� $���	�� 
 �����&	 ��0�� ������%��
�� ���� �&,��� k! Ǳ���% l�k � u�

k 4 ����0���� ���	�		��&	 �	����& �� �	�� α� )
α"i 3j�! �������	
 ���

l�i ) li � lj , l�j � li � lj , u�

i � ui � uj � �n� ��, u�

j ) ui � uj .

"������	
� �� ����&, �	������ x � y �$ Dn
 ����,
 ��� �xα�i ) �yα�j ) 7
 ζ�x� ) li �
ζ�y� ) lj 
 �� ���	 �	���� z �$ Dn
 ���� 
 ��� �zα

��j ) 7
 ζ�z� � li � lj !�

�	� "��� � Ǳ���% lk � uk ���	�		�&
 ��� � ���! �*! �������	
 ��� ����	���� ��pα�k 	 p
=> Pn
 ���	���� ��	 @	&	 ���� �	��� lk � uk ��1���	%��!

�
� "��� � �A! B! C� �!� Ǳ���% α 	��% n��	�%! �������	
 ��� ����	���� Dnα ) �xα 	 x
=> Dn
 ���	� �&�% ���	�		�� �$ ����	���� Pnα ) �pα 	 p => Pn
 �
 �������
 Pnα ���	�
�&�% ���	�		�� �$ Dnα!

	 ��� "��� � Ǳ���% x � y 4 �	����& � ����% xα � yα 4 ��������������&	 �	����&!
�������	
 ��� �xα�i � �yα�j ��0�� � ��%�� ��0��
 ��0�� �� 1�� ������������ j
�	�	���� �$ y ����� �� �� �����������% i �	�	���� �$ x
 ����1
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�#� �'&� 
�#� ��� �	�� & ��@�		 ,�
 ��!�#
���
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#��"$ �����"��"$ 
��$ ��"��� �� ���!� ������	
�
������ �� � ������ %� &�
'()*+,- ��� �� .�/0�1 �223��� �������� ��� �����������
�� ��4" ���	��
$ � ��5
����� �������
��
��	� �� 6��� �	"��� 
 ��	"�
�� ����������"$�"$ ��
�	
7���"$
8���"	"� 9�� �	��"�� 
� ���������� 8���"	� �������
��!

 �	
�� ���

 �"���
����� ��
�����

�P : .m− �.�1

(
�P : .m− �1b

�P : .�m− 21b

)
b,

��	
 b ; ������ �	��� 
 m ≥ �� <�
 ������ ����	���  ���4� ���	��"$��� � ���5
��������
 �����
����
�
 6�����
������
� #���� "��	
���
� �	
�� ��	��� ��
5
���� ����������� �	� ��������!

 ����4��
� �	�7����
 ���!����� =� � ��"���
������� 6�� ��7�� ���� ��������� ���
�"������ ����� �"�����"�� �����7�����
�����
������ ����	��� ��	�4�� �
�	� �"8���� �� ������ 8��� ����
����
�

���������	
� �
��� >�"��� �"�� "��	
���
� �	
�� ���
� ����7����� ��5
����� � �������
�� ��	 
��	������ � ������ ?� @� ABCD*B E� F� ?GHI ����
�� .�/0�1 /�J3/�2� K�	�7����� �������
 
��� �����
� � ��� ����� �	�������
�	���
��" L ����� �	"��� ����� � ������ ��	$������ ����� ���
�� �	$� �������
����4� ��� �������� #���� ����� ������	����� �� ���4�
� ����������	�
�
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 ��
�������� ����� ���
��� <��� ���!��� �����	7����� �� �� ��� ����
� ����	�
��	���� �"8��� �� ���7���� ������	������ ��	
������ ���
��� P ′� #����
������� ���"��� ���

 �����
��� 
� ������ � 6	������ 
� ����	�
��	����� �"8���

���	��"$��� � �������� 
� ���� ����� �	� �	��"$��� ���

�

M������������ ����� ��	7�� ����7���� ��	�� �	
���� ���

 ��� ����� ��5
���� � �������
�� �����	��" �� N�� ��
�O ����� ����"��$�
� N�������O ���
�

������ ���� ����� �����	��� 
� ����	���� ������P �� ��" ����"���� ����	�
��	����
����� �� ����� � ����	�
��	���� �"8����� 9���� P ′ > P  ��������� ���
�
 ���"�
��������� � 6��� �"8��� ���7�� �� ��
 P ′ ≤ P ������ �	"�
���� �� ��7���

Q�6���� 
 R�� ������� ��4
���� 6��
�
����
� 
������
� ������ ������
�����
	
 ��� P ���������� ��	
�� .���7�� P ≥ 2�1 
 P ′ S P  ������� �	
��
���

 �	� �	"����� ����� ����������� ������ eP  ��� e ≈ �.0�� ; �������
�
���"��	��� 	����
8���� <�� ��	��
� � ���7� ��� 8��� ��� ����� ��	 ��	"���
� ���"	����� 6��	$!

 ������ �������� ������ � �������
�� ���	"7
	
 �������
�������
�� �	� ���� ����� ������� ���� ����� ������	�
� �
������

T�7�� �������� N���"��	����O ����� �	� �	
�� ���

 ����� �����	������5
4
�� ���	��
�� �� �������
��
��	�� .��� �
�� ��1 
 ��
���
� 6	���������� ����5
���
����
� ���	
�� Ǳ"��� L ���������� �	
�" �"�
 � x.t1 ; ��	�7��
� �������
5
��
��	� � ������ t ��
 J ≤ t ≤ T� Ǳ�����	�7
� ��� � ������ T ���4�
� �"8��
.������"��1 ����	������� V 6��� ������ �����
� ����� �������� ������������ ����
�������
��
��	� ������������ � 
� ����� ��	�7��
� .��
��� P ���7
��� �����5
4
 �� �� ��� �"�
1� W
�"�!
� ����� 7� ��� 
 ����� ��	��� N"�	��
� ��������
�O
��"�
�X ������ P ���7
��� �� ���� ������ �� 
���� P ���7
��� ����� �������
5
��
��	�� 
 ������"�� .�� �������
��
��	��1 ����	��$�
��� �� "����� �������
P ′ S P ���7
���� V �����
� ������
 dt �������
��
��	� �����
������ �� dx ��	

��������� h.x, t1 dx ���
��� ��� h.x, t1 ; ��	�
�� �	�� ����� � ������ ������
 t �



����� �����Ǳ���	�� 
����� � 	���� 
 ���������� ���

���� ��� �������� � �	������� 
���� ��������� ����� �� �
�� dt �������������
�
������ �� dx�

�	
�� x  x�t�� ���������� � �		������������ ���������  !��	����!"�	� h�x, t� 
h�x, #� $Kt �!� ���� x� %�� ��� 
��!	 ��&���' � &����� 	������� &	��	���(�� �	
h�x, t� dx ���" ���)� 
��!	 ��&���'� ��	���(� ����� ���*		
������!��� � �����	 +
K dt�L− x�� *�� K + ��	�	��" &������ ���*� ����� ,��� %���� 	-���	��

dx

dt


K�L− x�

h�x, t�
. ���

. �
���"�� 	���(������� 
�	 h�x, t� + �	�������� ������ KT &�� ���� x  x�t� �
# ≤ t ≤ T� ��� ��� ���* &����� ����	����	 � �	
�� x�t� � ��
���� T−t ������ �������
&	�!� �	*	� ��� ���*		
������!" &�	�	��� /�� �	
��� &!�� t ������ ������� &����
���� ��� 	� ��������� 0�(�� �!	����� ���*		
������!" ��� ����� ����� &���� �	-	'
	�����	�(' �!	' ���*� �� &�	��)���� ���*	 &���� ��!� �	&�����"� 
�	 �	���*���
�����	���1�'�� ��)��� �� �� /�	� &��" ���*�� 	��� � �	� )��  !��	����!"�	� 	-���
�	!�
����	 �
�����	*	 ���*� ��!��� ������ �	����!��� LKT � � �	!�
����	 ���*� �
&����� ���" �	!�
����	 ���*�� �
�����	*	 &	�!� �	����� T� � �����	 + KT

(
L −

x�T �
)
� 2�1����� ��������� ��� &�� ��!	���� 
�	 x�#�  #� -����

x�t�  L��− e−t/T �. �3�

 !��	����!"�	� P  LKTe−�  ��!��� ������/e + ��� ��� �	� 
�	 � ���-	��!	�"
�	�����"�

4 �&�� ��5�3 &	�����	� 
�	 ����(' ���!�� �	)�	 ���&�	�������" �� &�	���	!"6
�	� P ′7 ��&������ �	*�� P ′  �P � ������� �!��� ����� 	���(������ ����	' eθ�e −
θ�P � *�� θ 

(
e −

√
e� − �

)/
�� 8�	 ����!"���� �	�	�(' ���� !� �	)�	 -(!	 &���6

�����" �������9 4 ��-!� � &���	����� �������	��" ��)�� �!��	' ����� � ������	�
�	&	!����!"�	*	 -�:����  &	�	�"� /�	' ��-!��( �	)�	 	�����" /::������	��"
������!"�	*	 �(-	�� �!� �	������	*	 �	�&"����� � �	' �!� ��	' ���������  ��	��
��-!��(� �		������������ ������� �	&	!����!"�	*	 -�:���< P � &	!�
��( � &	�	6
�"� ����	!"�	 ��	���1�����	����	' ���	����� �	�	��� ��������������� � �&�� ���

0��� &��	-���	����� ����' � �����)�	' � ������!"�	*	 �(-	�� �	)�	 ��	�-�6
���	���"� ��� 	&����	 � ��-	�� ;� <� ;=>?� @� A� AB>?� ����� �� �� ��C���� �C�53#��

������� �	
���  ����������� 4������� ��&��" � �(-	�� � ���������� -��
��&	�	*���!"�	*	 -�:���� D��!	*�� �	 ���*		
������!�� ���� �	�	!"�	 �	�	1��
	����� ������' �!��( ����'� &	!�
���(� &�� �(-	�� � ���������� E� &����!�F� %��
�� ����� �	)�	 &	!�
��" ���
���!"�	 -	!�� �	
��� ��:	������ 	- �!*	����� G�
��&	!"��� ����!"���( ���!��� ����' � &�������	����� �	�	�(' �(&	!��� � �����6
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������ ��	
� k � θ ������ ��	
� k � θ
���
	����
� ���		 ���
	����
� ���		

������ ������

�.�����P �.�����P �.����� �.�����P �.�����P �.�����
�.�����P �.�����P �.����� �.�����P �.�����P �.�����
�.�����P �.�����P �.����� �.�����P �.�����P �.�����
�.�����P �.�����P �.����� �.�����P �.�����P �.�����
�.�����P �.�����P �.����� �.�����P �.�����P �.�����
�.�����P �.�����P �.����� �.�����P �.�����P �.�����
�.�����P �.�����P �.����� ��.�����P ��.�����P �.�����
��.�����P �.�����P �.����� �.�����P �.�����P �.�����

 ��	!	
� k � θ �������
� " ���# �� 	�	 $���	 k % �& " ���# ��#

�� ����	� 
�� ������� ���� �������� ��� ������ ���� �������� ���������������
���� � ��!������� ���" ��!������"� �������"� ����� � ����!��� �� # � ��

Ǳ����

gP %z�, z�, . . . , zk& '
∑

l�,l�,...,lk≥�

aP %l�, l�, . . . , lk&z
l�
�
zl�
�
. . . zlkk

�������� � ��!���(�� ���)*��� �� ���" �� ��� )��� �� �������� � � P ������
��� �"�� � � !���(������ � ��������� ) ��)��� ������ +� aP %l�, l�, . . . , lk& ����
�� �������� ��+�� ��� �� ��� �� �� ����� ���� l�� ��� �� , l�� . . . � k�� , lk�
-��� �����"������ �� �����(�� .��� ��� ��!����������/� ��) )�) ��� �����
��0 �����! ) ������ P ' ��

������� �� gP %z�, z�, . . . , zk& ' g�%z�, z�, . . . , zk&
P�

���������	
���� Ǳ���� �����"� )���� ���� X�, X�, X�, . . . � 1�+� ��� 2  �!�
����� �� �� P �������������������� � ������������ � ���� � )�)�� ���0���
�!�� � ��� ��� �������� Ǳ������������������� ��� 3�(�� Xn� �� ��������
!��������� X�, . . . , Xn−�� 4�)�� �� �!��� 5�� ������������������� ��������
��!������"�� ������������������� ��!������"� �������"� ������  ������3���
�"� ��3� # � �� 6 ��� ��+��  �!������ �"�� � � !���(����� � �������� ��������
�  �!�������� P �������+� �������� ���� �+� �"������� �� 5���� �����������
������������ 7�)��� "� 5������ � �����3�� j �� �� �� �������������������
��+� � ����)� ��+�� )�+� �� � �����3�� j �� �� ��� ���������� � � �"�� �
� !���(����� %��) )�) �� 0�+� 2� )���� ������� � ����	
 � �����3�� ����
�������������������&�

8���� +��� �� ��3�� �������� ��� ��+� ��� 2 � ��������� ) P �������"�
��!������"� �����"� ������ � ��� �� 0�+� 2� ����"������ �����(�� !�����
�! ������ ������������(�+� ���0���� �!�� 	� 9 5��� ��"���  ������ �����"�
��+� ��� 5)���������� P ��������� �������� � � )��� �� )��*" �� �� ����������
.��"������/ 5���������

4�)�� �� �!��� �� �"��� ���� �������" �� �� ����� %l�, . . . , lk& ��+� �
����)� ��+�� )�+� ������������������� ������� �! �� �� ����� %l��, . . . , l�k&�



����� �����Ǳ���	�� 
����� � 	���� 
 ���������� ���

. . . � 	lP�, . . . , lPk
� �� lij � ������� ������������ ��� ������ �����������
 !� ������"�� 

∑
�≤i≤P lij # lj $�� � ≤ j ≤ k� %�� �� $�����&

aP 	l�, . . . , lk
 #
∑

l���···�lP��l�···
l�k�···�lP k�lk

a�	l��, . . . , l�k
 . . . a�	lP�, . . . , lPk
,

��� '���������� ����&�&� �(��������

) ��(�� ����* +��� $�������(������� ���� (����� Lk � ����� k�,
���� $�� P # � 	'�� (������ $������ � ��+�� ����*-�
� .( ���&� / ������
��� ������ ����� k�, ���� $�� � +�& P � P ��( +���" ����, ����� $��
P # �0 ��� ����� LkP � 1��$���� ���2 � P ��( +���"� ��� ��� ����������
�������� ����� ���� $��$�����������

√
P � 3�� �(������� +��� �$���

$������ 4� 12� 5'���� 	6� 7� 89::;<=
 ����� ���� �����

>���& �+��(�&� $���� ����� $�������� ��� �����,��? �����? �������&�& @�
+��� �&�� ������ $��+��2��� ����� 	e − �
P ≈ �.A��P (�$��,� ������ �
	e� − �e
P ≈ �.���P � ����� � �.��BP 0 ����� ���� !�? ���, +��� ���� +��(��
� �P � $��� &� � ��,�& �� $������? ���? ���, 	�$�� ��
� C��������� ��������
����� +���"������ '��? ���, $��+��2��� �����

√
	�e− �D
P ≈ D.�*�

√
P E����

� 	��B*
� B��-B�AF� G��& ����� �������� �$�� ����*-�D ��������� ����� $���? k ��
��, +��� �������� +��(�� �

(
�k− �

�

)
P �� ����������& ��������&

((
�

�
k H �

�

)
P
)
�/�
�

Ǳ���(����!� J������ g�	z, z, . . . , z
 � g�	�, . . . , �, z
 ��������� � �$�� ����*-� � ���

) $�������& ��" �����( $��$���������� ��� ��?����, J�,� +������
�� ������,� �� ����(�������� ���&� / $���(����� ��� ����� 2 ����������
ap	l�, . . . , lk
 $��������� +� $�� ������� � +�, �����,��, ��?����, $�����������
������ ����2�!,� $� ���,�, &�� l�H · · ·H lkHP '�&����� K������ $�������
�(������� $��&��&� ��� J�,�� ��(&��&� ���2&� N > 	�k H �
P � ���� &���,
������� ������������ ����������

) �����,"& &� $�(����&�&�� � ����& $����2��,� � ������? �?&� ����
���� ��+��� ���+� ���� ���� +��� ���?���!�&�� � ����� � ���?���!�&��
Ǳ�������� �������� ����$���� !�,�� � $�&��� � ����� ���?���!, ����� ���
$������� ����2�� ������ � ����& &��"�� �& �����,�� ������ �� �(&�
��� ��$������� �$��������� $������� � �&��"�� ����, ����� ���,�
L���&����&� ��$��&�� �������������� ������, ���2� ��(������������ ��2��,
��( $� �����2��� ����� $��&�, ������0 �� +��� ���� +����� $���������� $�
������ ��� ���!���&� �������� ) ����� �(&��&��� ��$������� ����� ���,
��� �����,��? �����? �(&����� &2�� �.�P � �P 	�&� �$�� ��
�

�Ǳ�������	

�� ��� � ����� ��	
� �� � � ����
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�� ��� � ����
 ���
�
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� ���� � ����������� �� 	��� #� ��$
�����	� �������������
 	��� �������� %�

�� ���  &���� ��� ��� ���� � ����'������ �������	�'�
 ������� �������� ������ ����
P ���� ������� ( ��� �	��� ��	" �������
 ()

�� ��  & ��*������ + 	����������� ��� P ������ ��� � (� ,���� ������������
�����-�� ��������� ���"����� ������� � .��� ��*������� ���� �� ��������� ������
��� ���" P � /)

�� ���  0�� ������ ��*����� + � ��	��� ���	������ ��"����
 �������1��)

�� ���  2�*����� + �������	�� ���	��������
 ���� 3�4� ������
 ������ ��� ���-�
���*� ��������*� ������ Ǳ�������� ��� ���� � ����
$��	�� �������
 ���� ��������
������ �� �� ��*����� ��* � �-������� � �5������� ��� �������� ��*����� � ��	����
��*�� �������1�� 3������'�*�4 � ��	�����

	 �� ���  ,�� � �� �������� ��*����� +� ���� �� ������� ���� �������� ����� ��
����������� �� ��� � ������� ������������ � ��	*�� 6 � ������� 	������)

�	� ���  7�������� 	�������� 	��������
 ����� �� -�*� +/ ����� �� ����������	�� ��$
�����	 ��
�����������	 �	����	� ��� ��� ���-��
 	��� P8j ����� �� ������ � ���������
� ���-���
 �� ��	������� 	��� j� 95������� �����	 ��*����� + ��� ����� �����$
��� ���������� :	��� �� ������� ��*����� +� ���� ��������	 �����������X�; ��, . . . ,
����������X�P � / ��� ������������� �� -�*� +/ ��������	��� ������������ ���������
�����X�; �, . . . , ����X�P � / ��) 

��� ���  &���� �� 	����������� ��� ��� ��	��
��" ��"����" �����" ����������� ��*��
���  �!�"� < �#�$ �! �� -�*� +%� ���������� ����� �

�
)

�
� ����  <������� �����������	
�� ���������� ���������
 �����
 ����� ��*������ +�
7�������� ��� ����� ����������� ������������ �� -�*� +=)

��� ���  Ǳ����	 ������ ������ ���	������ ��� ����� � ����'������ ����� �������
�����
)

	 ��� ����  �������	
�� �����*�� �� ���*������������� ���� �1����� ������� ����	
���� �� ������  ����� ������� ���	���� ��� ����� � ����'������ ����������� � ����$
��
 ������������������ ��"����" �����"�

��� ���  &���� ��� ��� ��������� ������ ���	������ ��� ����� � ����'������ ����*��
�� �������� ���� P ������
) Ǳ����������	
�� ���
 ������

��� ����  7�
���� 3�������4 ���"������ � ����������� 	������ ��*�� ��� ��
� R�R� . . .
RN 	��� ��������� 	��������� �� ���� ���"�� P $�	����*� ����� � ����'������ ,�����
����������� .��*� ������ ��� �	��1�� P � N� ���� ��"������ ������� ��	��� ��	��
$
��� ������������ ��������� �/, (, . . . , N�)

��� ���  0�� ���	������ � ���	������ ����� ��*������ +� ��*�� ��"����� ����� ����$
�������� ���
 �����������'	� ������������������ K� � K� � � � � � KN)

	 ��� ���  0�� ������
���� ���� ����	 ��������� ��*����� + � ��
�	� ���	������	 �
���	������ ����� ��*������ +)

��� �����  �������	
�� �����*�� �� ���*������������� ���� ��������� ��� ������ ��$
���� ���	������ ��� ����� � ����'������ ����� ����	 �������� �e� /�P ������
�



����� �����Ǳ���	�� 
����� � 	���� 
 ���������� ���

��� ����� � ����� ��	
��� ��	�� 	
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������ ���� P � P ��

	 ��� ����� � �������	�� ��	��	�	������� ��	�� ���	�� �������� ��������
 ����!
������ ����� ��	 P � < P "

��� ����� � #���� $�� ����%���	� �������� ��������	� ������� ��	�� ���	�� �����!
�
� ��	 ���������
 ����� ��	 P � > P " Ǳ���� κ � k' θ ( ������	������ �	�� � )�
��� k � �κ�� � θ � κ*+, )" -���
��	
 .���/	� F 0κ1 � Fk0θ1� ��� Fk0θ1 ( ��	�
��
��������
�� ��	����2�� .���/	��

�

k��

Fk0θ1z
k � e�θz/0)� ze��z1.

3��	
 ����
� F�0θ1 � )� F�0θ1 � e� θ� F�0θ1 � e
� � e� eθ ' �

�
θ� 	 �" �"

Ǳ�����%	
� �� � 

��� ���
��	 4 �����	��	���� ���	���� 
���	����� ��!
/��� ���������� ������ 	 �����	
� �� �� T ��	�	/ ���
��	 ����	 ��� ������ ���
P ���%	��" 5 $�� 

��� ���� �����	��	���� ���	���� �� %� ����� ���	
�� � 
!

��� ���
��	 t'T � %� ��%��	�� ���� ���	
�� ������ �����	��	���� � 

��� t"
5 ��/� ��/�� � 

���� κT ����	 ����� �����	��	���� ������ ��� P � ���%	��6
���� �����	��	���� �	2��� ����� ���	 	 	�������"

7������� $�� 
���� ��� 	���������/		 ���������� ������ ���%	��� �� ��	��
���		 eθF 0κ1P ��������� ��	

P �/P � k ' ) ' eθ
(
κF 0κ1�

k�

j��

F 0κ� j1

)
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"

<1 Ǳ���� gP 0z�, z�, . . . , zk1 ( �� %� ��	����2�� .���/	�� �� 	 � ����
� =� � ���
��%�� 	� k ���	� ��������� �������� �	 �� �� ��2�� �	� �	� ��2��" >�!
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���
	 ( �� ��2	�� �
� �����
	 ( �	� ��2	�" Ǳ��%	��� �� ����
� � ��������	�� ��� ��%�� 	� ?k

��	����2	 .���/	� ���� �	��"

@1 5 �	�� 0�1 
%� ��	���� P � )" A%� ���%� ������%	��� �� 	� ��� ��������
����
��� �������������� ��������������� �����	�	
� �������� ���	�	� �
�	������ 
�%�� 4 	 )" Ǳ����

a0x, y1 �

�
e��x � ey�x, ���	 x � y6

e��x, ���	 x > y"

Ǳ���� f0x1 dx ( ��������� ��� �� ����������� ��������2�� ���	� ���	������
� x" B��%	��� �� �

�
�

�
a0x, y1f0x1 dx� dy ���� ��������� ��� �� ������2�� ���	�

���	������ � y" ���������� -���
��	�� ��� ��%�� n � 4 ��������� ��� ��
x � X� � � � � � Xn > y ��	 ����� x 	 y"�
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�
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a x, y�fn !� x� dx( q

�
�

�

a x, y�fn x� dx.

Ǳ����
��� ��� ��	������� ����� ��� n�� ��	
� ��
����� � x� ���� fn x� dx� ���

 n� !��� ��	
� ���)������� 
 fn !� x� dx� ���
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�)������"
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� ������
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a x, y�f !� x� dx( q

�
�

�

a x, y�f x� dx,

�
�

�

f x� dx � !.
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 7�� ���	��� �	
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 P � � ! 
�
 N
 � %��
�
����
 �� ����� � ����� ����� �� ������,��� 	�%�	���	 P ��� ������ �
%����
��� 
�
 ����� ��$)��
�� $���� %��
���� � %������� 	�%�	���	 ���� O������
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� ��	�% fn x, y� dy dx ��	������� ����� ��� x 
 y ����
%���
� ������� 
 � ������������ �	�%� �� ����� n��� ������
� ,��� MN" Q����
���
��� ���������� 0��1
� gn x� �� ���� ��	������ ������ ��� fn x, y� � gn x�� ���

x < y� 
 fn x, y� � gn x� � e

�y�gn x� � gn y��� ���
 x > y" S��1
� gn x� ��	���������
�����,�
��
 g� x� � !T
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gn���x� �
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�

eugn�u� du�

� x

�

dv �v � ��

�
�

v

du ��ev � ��gn�u� � gn�v��

� x

�
�

x

dv

�
�

v

du ��ev � ��gn�u� � gn�v��.

Ǳ��	
�� �	�� ��� �
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�

�

dx
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�

dy �gn�x��e
y
� �� � gn�y����� �

�
y���

�
�

�

dx ��� x�gn�x�e
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����������� ���� �����  �	����� �  ��	��������� �
�� ��	!"�	��� ���# ���
�
�"�$ ��� %"�� ������� �	���� &
' (	��)���� �*' +,-.//0�' 1� 2��	!	�� ��� ����	
���� �������� � 2���#��� � �.3�456�57' 8���	 - � 2������	 � �	� �	�#��� 
�"%�� � �	� ��� �� �	� P � � ��#!� �	�2�����	���# �	 �� �� P '9

��� �	

 9 �	������� 	�������  2�' �: �	� �2����� �	� �	�#���� �"%��	 ��� P � � ��
�	���� ����;; ���� ����� ���� ��� P � � r 2�� �;%�� r � 5 2� ��� ;<� �=�'

0� Ǳ��	
��� ��� 2��	� ���� ��� ���� n � ���������#;

�n� r�
[
n� r

n

]/
�n� r � ��>.

?� 12����� @����	 A�������	 ������� 2�����	B �� n
m
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5

m

]]
� δm�,
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n

m

]]
� �n�m� ��

�[[
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m

]]
�
[[
n� �

m� �

]]�
2�� n > 5.

&��	
��� ��� [
n� r

n

]
�

r�
k��

(
n� r

k � r

)[[
r

k

]]
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,� &��	
��� ��� ������ ����	 2���� ���� % ��� �����	��#��� �	��	 cre � r � ��
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cr �
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k��

[[
r

k

]]
r � k � �

�r � k�>
.
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� ≤ j < T� #��������& ��T� ← ��T� ← 0 � �����T� ← T� 1��� ���������&
l ← �� j ← ��

��� .2��$ �� ���� j�/ 1������& �$�� ��� �� ���� j � ���&3��& ��j� �� ��
1���� ��� ���$ �������� �������& �� ���+ � ����� � 3��� 4��

��� .Ǳ��$��6�� j�/ 7��� ��j� < ��j 8 ��� �� �������& j �� � � �����&�� �
3��� 4�� 2 ��������� ������ ��� ��j� 9 0� ����� � 3��� 4�� ���� :
���������& j ← � � �����&�� � 3��� 4��

��� .Ǳ�$���&�� �� �$�� �����&�/ #��������& l ← l 8 �� a ← ����� ���� $�� j 9 ��
�� . . . � P "����� � ����� ����$�- ���������& ��j� ← a 8 ��j 8 �� − ��j� �
��j� ← a 8 ��j 8 ��� ";�� "�-� <������ ��� ��P 8 �� ���$� 0� 2 =��� ���
%�$� ���& ���� ≥ ���� ≥ · · · ≥ ��T��- >��& ���������& j ← � � �����&��
� 3��� 4��

��� .;������/ 7��� l 9 0� �� ���������� ����3�� � ����&��� ��)�$���� ��
�������� 2 ��������� ����� �+������& ������ ���� � ��� �������, . . . ,
�����P� �� �����T� $� �) ���� ���� �����P� � ����� ������ � ��P� 9 0�
Ǳ��,�� ������� $�� ��6$�� �������� ���� $��6� �������& ��$� !��
�%������ 7��� ��j� > 0 $�� ��) j� � ≤ j ≤ P � �� �������& ��T� �� � � ���&�
3��& ��6$� ��j� �� � $�� � ≤ j ≤ P ? � ��������� ����� �+������& ������
�� �$��� ���� � ��6$�� ���+ �����j�� ������ ��� ��j� 9 0� � ���&3��&
��j� �� � $�� �����&�+) j� ">���� �%������ ��������� ��� �������+ ����
��)�$���� � ������ ���+� � � � ���,�-
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T� T� T� T� T�

��� �	
������ �� ���� ��������� �������� l ← l−�� Ǳ������� ���� �����P�
� �����T�� �� �� ���������� 
�����!� �����P� ��"�� #�� ��$�� �� %�&
"� '�( 
���� ����� � ��� 
�������"� #��!��� )��� �������� ��������, �������,
. . . , �����T�� ← ������T�, �������, . . . , �����T − ���( �����, ����, . . . , ��T�� ←
���T�, ����, . . . , ��T − ��� � �������� ! %�"� '��

Ǳ������ ���
���������( !����� �! ��!���$�� �*������������ �� %�"� '+
,�"� ��"�����( ������� 
� ��-��.���� ������� $���� *�!����/ ���� ��
!�.�� ����� 0� ���� 1� ���2�������� ���
��������� ���� ( !�"�� �� 
���/����
� ������ � �++ ������ ! �����2 � �1� ���� � � �������!� � %���2 ������3 ����
#��� #�( �!�.��( ���!� �+ ��$������ �����( � ��� ����� � �������� �� � ��%�
�������������� #� !�! *�!������ �0� ����� ���� ����� -�
�����2�� � !���4
����( �� ���#��� �$���( $� ��� -�
�����2�� � ��$���( �! !�! 
���
���"����(
$� *�!����� ����� ��/����� � ��$��� ������

5� �.� ���������� 
����� �� �- 
���������/ ��%� ��
�����3 �������
������� $���� 6
��/����7 
� ������� 8�������� ��% 6%�������$�� 
�����7
� �#��4� ���( �� �����( $� ��������� !���$���� �#��#�����/ ��$�����/ ���� 

�� S 9 t� �������� a�t�:a�t�:a�t�:a�t�:a�t�:a�t�( ���� ��!�2$�� ��$����� 

��/�� ���
���������� � �
�� � �������� 
���-����;�� *��!4��

a�z� 9
∑
n≥�

anz
n 9

�

�− z − z� − z� − z� − z�
,

t�z� 9
∑
n≥�

tnz
n 9

�z : �z� : +z� : �z� : z�

�− z − z� − z� − z� − z�
.

�<�

	�2�� ������( $� � �#;�� ���$�� $���� �#��#�������/ ��$�����/ ���� 
��
S 9 tn ����� !�,**�4���� 
�� zn � 
���-������� a�z� t�z� 
�2� tn �,� ���
��$����� 
��/�� ���
����������� =�
��� ��$������ ����
��$��!�� 
��������
���"�*�-��"� �������( !�! 
�!�-��� � �
�� �><( � 
���$��� ��-�����( 
�������&
��� � �#�� ��

� �#�� � 6	��������� ���7 ��� 
����� ?@An→∞ tn��/tn( 
�!�-���2;� (
�� �!���!� 
��#��-������ ��- ��-����� $���� ���� �� !�.��� 
��/���� 6Ǳ��/�&
��7 B ,� ������� !���$���� �#��#��! !�.�� -�
���( � ������ B �/S( ����&
.����� �� �#;�� $���� ��$�����/ ���� ( �#��#�������/ � �$���� *�- ���
����&
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����������� �������

����� ���� Ǳ
���� Ǳ
����� �������������
����� � 
���

� �.��� ��S � �. �� !."�# ��S � �.$$� �� !% !���#�
# !. #! ��S � �.� # !.�!" ��S � �.$ "  � !%��$�� �
" !."�# ��S � �.��� �.� � ��S � �.$�! "� !%$��" ��
 !.#�$ ��S � �.!�" �.�$" ��S � �.� # "# !%$ "$#��
� !.# � ��S � �.#�# �.� � ��S � �.�$� "� !%$��"���
� !.#"! ��S � �. #� �.�## ��S � �.��� "! !%$$!$ #�
$ !.##� ��S � �.��� �.��# ��S � �. # "! !%$$ ��!�
!� !.##" ��S � !.�!� �.��� ��S � �." � "� !%$$���$"
�� !.##� ��S � �.!�� �.��! ��S � �.��� "� !%$$$$$�!

��	
� 
 ��
�	
�� ����		�� �
��� �������� 
 ��� ��������
�� � ������ ������ �
���	����� �� O S−ε! ��
 	�������� ε > � ��� ���	�"� ����������	
� ��
 S → ∞�

#� �
�� $� 
��%����	� � �
�� ��	�&
' �� S ����	
� ���
������ ��
�	
' ���(
��' ���
�
 � ����)�� ��"��
��� * ��� 	����	�� �
���� +����
�, ��� ��
 
�(
��������	

 ���� ��	� ����� ����� ���	�� ����������	
' ���������� -�
�
. ��(
	��
����	�' 	�/�����
�	���
, 	� /�� ����	
� � �	��
����	�' �����	
 
�������
��
 	��
�

 ������� 
�
 %���� ��	�� 0���������	
� �����
 
�
 %���� ��	� ����
����	
����	� ����� ����1�	
� �� ����	�	
� � 1����� 
�
 ����� ��	���
�

����� ������	
� �	���� 2 �%���	�
����		�� ��
�	

, ���%��)�� k ��������,
������ ���
�� �%��%��������� � ���� ����
����
 ���	� k ���� #� �	�"����	��
���&����� 	� �������� ����' %����
������	�'3 ��	
 ���
�
 ��"�� �%��%���������
	��	�"� %���1� ���, ��� ���"
�, 
 ���	� ����
�
�� ��������, ���
 ����)���
�
��
�	�� ���

 � ����� �%��%��������� ���
&

�

Ǳ� /��' ��
�
	� ����	��
�
���� %���� �����%	� �	�"����	�� ����������	
��
2����� ��"� ���%� 
	������������ ������ �
���� ���
' 	� �����' ��	��, ��� �  5!,
��
���
� �����' ���

 ����� ������� , �� �� �������
�, ������� ��� �	� %���� �%(
��%��������� � ����	
� ���"� ���&���� ����
����
� 2�����  5! �����
� ������)��
��%�
&��

������� �� �� �� �� � 

! ! " " " "
� � � � � �
� �� �� �� �� �
� ���� ���� ���� ��� ��
� �������� �������� ������� ������ ����
  ���������������  ��������������  �������������  �����������  �������

# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # #
n An Bn Cn Dn En

n $ � %An $ �&Bn %An $ �&Cn %An $ �&Dn %An $ �&En An $ �  6!
# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # #

+���� An 7 &������ 
� an �	���	
', �����������)
� �
��� ��
�	
' �����' ���


	� 85, ���
 	����� � ����������	
� n("� ����	�9 Bn 7 ������������)�� &������
��� 8� 
 �� �� :%��	���	
� - An ; 5!Bn. �
������ ���3 -An, ��� �	���	
� ������'
����
��	� 	� 5, � �� 	�' 7 Bn.�
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���� ��� ���������	
�� ��		����		 
������� �
�	�������	 ��	���� ��

�	 
��� �� ��� ����
	�	���� ����� ���
� A�� B�� C�� D�� E� � �������
�
������
 	 �� ��
	��� !��"	 �"����# �"�  	���# ��
�� $���"����� �	 "����� %	������
!�� ��
�� � �	!	"� "���# "���& ����� ��
	�	�&�	�'�� � 
	�� � �� �
���  	 ��(

�� �  ��)� *� ����� ��
	�	�&�	�'�� "�+' ���	��&� ,�	 -��� 
����	)��. $
�
���/�0	���� �"����� $
������  ����� !�� 0� ����&� ��
�� "�!+� $���1	�' �
�	!	"� "���&� 	 �� �  ���)� �	 
��� �� �2� $
����	�"�� �$���	"'�&# $�
��� 
	�(
$
���"���� ��
�# �"� $����
������/� ���/�0	���/� �"�����3  	��	� ���	� ��
��
$���1	���� � $���)�� � �	����'+�� �� ���	�+���� !��"�� �"����#� %	������ !��
	"/�
��� 4 ���� 
��� 56� ��� �"' � ����� �	  	 �� �	$�"���� �� ���
&� $���)��
-�. �� ��/��  	 ����� �	$�"���& ��� $���)�� -�.�

7� �

����&� ������+���� �8� $� 	�&�	��� !�� ��� Bn� Cn� Dn � En ��"�����
�	!	"'�&�� $��)�$�! 	�� An� 9 ��#������"'������ ��$�"'��� �8�� ����� �&�����
0�
��"&

En : �An−�� ; �,

Dn : �An−�An−�� ; �,

Cn : �An−�An−�An−�� ; �,

Bn : �An−�An−�An−�An−�� ; �,

An : �An−�An−�An−�An−�An−�� ; �,

�6�
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��� ���
������ �����

���� ��� ������ ���	�
����	� ������������ ���	� ������ �� ����� ������� ��� �
����� �������� ��� � �������� � �����! ������������"

����	
�	� ���������� ���� ������ ���� ��� ������ � ����
�� ���� � �!��
"��� ��#�� �$  �
%��� � �����	�� � �!�� A� ���&�� !�� ���&��&�
 % �
!
�
�
'��#� &��%��� % �&	������ ���
 � �
 '( ���

An ) n−Qn, �*��

#� Qn + � �!�
 �$ an $�
!��,� � �����
� $
�����

Qn ) Qn−��Qn−� - *��Qn−� - ���Qn−� - ���Qn−� - ��  �� n ≥ *(

Q� ) �( Qn ) ε � &��
� � �!�
�  �� n < �. �**�

.
� �
� Qn �
!��
��� � Qn−�� ��'�� �
�������� ����������	 � �!�& Q∞�  �/
%� an ������% ������, ��% 
�
�� � Qn� 0�
 � �!�
Q∞�  � �&	��%&� � ���%
�
%� !���
 ������, % ���#�1
$��� �
� ������� 2 ��&!
 ���� ��� ���

Q� # $%%&%&&'%&&'&''(%&&'&''(&''('((%&&'&''(&''('(()&''('(()'(()()%&&'& � � � . �%&�

2 & �� ** ����'���� ������
� ���� ��
��� ���, � �!���

Ǳ�� &���%��� !�� An ��� � �!�� m�m� . . .man � ���$�
!�� !�$ An�x� )
xm� - xm� - · · ·- xman ����%���%&�	&�  ���$%���	&� 1&������ � ���%
�	&��
������� �
$  ��%����� �
'�� !���� ������,( 
�
��#�!�� %%�� Bn�x�� Cn�x��
Dn�x�� En�x�� 4
 ����� A��x� ) x�-x�-x�-x�-x�-x�-x�-x ) x�-�x�-�x�-x�
2 ���& ���������, �5�  �� n ≥ * ���

En�x� ) x
(
An−��x�

)
,

Dn�x� ) x
(
An−��x� -An−��x�

)
,

Cn�x� ) x
(
An−��x� -An−��x� -An−��x�

)
,

Bn�x� ) x
(
An−��x� -An−��x� -An−��x� -An−��x�

)
,

An�x� ) x
(
An−��x� -An−��x� -An−��x� -An−��x� -An−��x�

)
,

�*��

#� A��x� ) * � An�x� ) �  �� n ) −*� −�� −�� −�� 6���%
������



����� ����������� 	
����� ���∑
n≥�

An�x�z
n 	





− x�z � z� � z� � z� � z��
	
∑
k≥�

xk�z � z� � z� � z� � z��k. �
��

��������� ����� � ���� ������ �������

Tn�x� 	 An�x� �Bn�x� � Cn�x� �Dn�x� �En�x�, n ≥ 
� �
��

�� �
�� ���������� ��� !��

Tn�x� 	 �An−��x� � �An−��x� � �An−��x� � �An−��x� �An−��x�,

 ��!��� � ∑
n≥�

Tn�x�z
n 	

x��z � �z� � �z� � �z� � z��


− x�z � z� � z� � z� � z��
. �
"�

#�����$���� �
"� ��%�&���� !�� ����� ��'%� �&!�����( %�)**�+����& Tn�x��

z z� z� z� z� z� z� z	 z
 z�� z�� z�� z�� z��

x � � � � 
 � � � � � � � � �
x� � � , 
� 
� 
� 
� " � 
 � � � �
x� � � � 
� �" �� �� "� �- �. �� �� 
� � �
-�
x� � � � � 
, �� .� 
�� 
,� ��. �"� ��� ��� 
-�
x� � � � � � �� ", 
�� �,� �.� -�� ,
. 
�.. 

".

#���/+& )��0 �/��+& �1� Tn�x�� �������� T��x� 	 �x � 
�x� � 
�x� � �x��
2��&0 )������ ����0 �/��+& �%���� )�������� �����0 ����%�� �������� � ���0
���� )��������� ����������&� � ����&� 3�0 ����%� ��������������� ����� ��'��

4���� ����0 � 5��!���6 ������������ n7'�  ����� ���� Tn�
��  �/3�� %�7
��!����� �/�/�&���&� ����0 � ���+���� �� ������� ���� ����������0 T ′

n�
��
8���� ∑

n≥�

T ′
n�x�z

n 	
�z � �z� � �z� � �z� � z�(


− x�z � z� � z� � z� � z��
)
�
� �
.�

���'� x 	 
 � �
"� � �
.�� ��� !��� !�� !���� ������0 ��� ��!��'� ������������
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��
 A?


Ǳ��	������� ��� )a, b, c, d, e8� $	� a ≥ b ≥ c ≥ d ≥ e C ������ ������	�����

D����� ����������� ���	 ��$�����  :������ ���������  ����������
�� ����� ���	������� ��� �������� ������	����� C )e, d, c, b, a8� �
 �
 a ����
�� E>� b C �� E?  �
 	
 F��	 #G�� ������ ������	����� C &�� )aH bH cH dH e,
aHbHcHd, aHbHc, aHb, a8I ��� �� ���	 ������������ ����	�� ��� �� 	���$���
&��$� ���	 #G�$�  ������ � 	�� ������� ��� �� ������ ��	������ ��������������
)D�, D�, D�, D�, D�8 :������ ����� $	�

D� ≤ aH bH cH d, D� ≤ aH bH c, D� ≤ aH b, D� ≤ a, D� J �I

D� ≥ D� ≥ D� ≥ D� ≥ D�. )@8

K� ������ ���	�������� ����� ��� &� :������ ��� ������#��� �� ������ �
�#���  	����� �����
 Ǳ��	����$������ ��� ������ �����	 ����� ������� 	��� a
���� �����	����� ���� ����$� ������ ����� C b ���� �����	����� ��������
� ����$�  �
 	
 L��� 9��� ������ � �����G�� :������ ���� ���� ��������
����� ������� ����� ����������
 M	���� ��������� ������ �����	 �����
���	 #G� �������


�� ��� D� J a� �� ������� a � ���� D�� D�� D�� D�  ������� ��� E> C
��� ����� �����
 ��� D� < a� �� �������� ����� a ���� � ���� E� �� E>�
������ � �������� ��������� ���� :������ ���� �� ������ �� E� 	� E>



��� ���������� �����

���� ��� ���������	
�� ��
���	�	 
������ 
 ��
���������� �	 ���	����� ��

��	
 ���� ����� �������� D�
 D�
 D�
 D� ������������� ������������

D� ≤ b � c � d, D� ≤ b � c, D� ≤ b, D� � �� D� ≥ D� ≥ D� ≥ D�.  �!

"�	�� ������
 ���� D� ��� #���������$�� ≤ b � c
 �� ���� %�	������ ����� �
&��' ����� �� ������ ��(� �� ��#��$������� ) �� *� �����
 ���� b�c < D� ≤ a�b�c

��#��$������ ����� D� − b− c %�	�����+ ����'�

��  ,��� ��( �����(���� ��(� �
 �� � ��	������ -����(��.�! /��� D� � b
 ��
������$ b �� ���+ D�
 D�
 D� � �0����$
 ��� 1� 2 �����$��� �������� /��� D� < b

�� ����$ b ����' � ���� 1�31�
 ����$���
 ���� ���+�����
 ����� %�	�����+ ����'

���� ������$

D� ≤ b � c, D� ≤ b, D� � �� D� ≥ D� ≥ D�.

�� 4 ��	 ������

5���� ���#��������� ����' #� ������ 6��(7���� ��*�� #�����7���������$

���������� #���+�� � ������ � �� ������$ � �  �!� 8�#�����
 ��� �� -��(����	�+.
�����+  1�, . . . ,1�! �����*����$ ��������������  �, 9, �:, ��, ��! ����' � ��� ���+�;
���� ������� &�� 	��������� ��  ��, ��, ��, :9, ��!� 8����� #��<����� 	���	� �#�����
� ���� :� =������ #���>��� �����$ ����' �� 1�
 �����  �, �:! 2 �� 1� � 1: � �� ��
/��� ���� �����#�������
 �	�*��
 �� ��(�  �
 :!
 �� -�&	���������� ��������.
���������� �� � 9 � �� ,�� ��������
 ��� �� ���������� �� #���#�����(� �������
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�% �����k� ← k
�	
 � ≤ k ≤ T� 6�����'� �������
�% i ← T − ;� j ← �� k ← �� l ← :� m ← �

 ��	���
 � ,��� <�� (=�
 �����
� �������� ��
� 
# �����!�� ��"��%
	�!��� �����	�������� �� ����	����� '
���� �.� 
��� ������������ ��
��������� ��	����� 
� ��	��������)



��� ���������� �����

	
� ������
�������

	�� ����
����� �������

	�� ����
�� ������� i

	!� ����
"# $i, j%

	&� '�(��� ���( (�)� ��)
 ���) � ����� �����k�

	*� Ǳ�� �(,��(�

	-� Ǳ� #�����
� ��(��(.

	/� ��� 
	0� �����(����
� �������

�)� ���  ���� (�������

����(���� 1���"��

���� ��� ��������� �	
��
� �� ���
�	���� ��������	��
���

��� ��	
	�� ���� �������� ���
�� �	���������� ������ 
�� ����
���
�� �	� �	� ��� ��� ��! ��"���� �	��# ��$"����� ���%��������! �
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��� l 	 (� '��	����� ��k�← ���k� ��� ( ≤
k ≤ T � ���T − k� ← ���T − k ) (�)��k� ��� k * (# �# . . . # T−( ����� �
�	��� ���!���&� '��	����� ������(�, . . . , �����T−(�&← ������T−(�, . . . ,
�����(�& � ��k�← ���k ) (� ��� ( ≤ k < T� �	���+# ���	����� i ← (�
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	�� ��������� i�� '��	����� j ← i� �Ǳ������� i � j ������	��! �
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�������! � .	%� 2�� �Ǳ�����	! m ������	��!�� ��$�� 
���� �����#
������� ���4� $��� 5	���	� 	 ���� �����k�3 m * � $��	�� �	�� �
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����� � ��	 !�� !� ��"�� �# ��!�$� �  �!� � � B�z	−q��z	A�z	� C�z	−q��z	A�z	�
D�z	− q��z	A�z	 � E�z	− q��z	A�z	 #$��% #% ! !������� #������ #�� $� # $�&'��
��������� �#��$�%�� � ������ ( ������%� a−�, a−�, a−�, . . .� !� ���� ��%$�%& #%
$ ��	 ���� ������)�* n	� �� �� $ A�z	� + ��� ������ � ���*��%'�� ��������� �#��,
$�%� �������� ��!����� ��� #�� ��)���� $ ���� ��& # ����� ��% � ��-� �����*
���$��. $��� � �� ���$�% −/�

n an bn cn dn en
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−� � � � � �
−� � −� � � �
−� � � � −� �
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−� � � � −� �
−0 � −1 � −� �
−2 � −� 0 −�� ��
−/ �� −�/ �� −2 �
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�� ��$ �#��� ��������� ���� �����7� � 5������ �������7���		� 8 �!� �� �������������
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� ��	 ���$��% ! $����� ����� � �� ��% ���$��. � � �� 3�% ���$�% � 6 � ���$�����
� ��% ���$�% � ����*����� ���$��� �� � �



����� ��������� ��	
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m

�

)
a� −

(
m� �

�

)
a−� �

(
m� �

�

)
a−� −

(
m� �

	

)
a−� � · · ·



∑
k≥�

(
m� k

�k

)(
�k

k

)
�−��k
k � �


 δm� ��

��� � ≤ m ≤ T−�� � �������� ��� ����� ����� � �!��!�� ������"�� �! �#�����!
���� $�%�!�#�%! &"!�#" � !' "�'�#�� ����	��

(#&#"� ����� � �!��!�� %��$$!)!#�� &"! B�z�− q��z�A�z� ! �� �� *������+
"!�� ��&"!�#"� %��$$!)!#�� &"! z�m � D�z�− q��z�A�z�� ,� "��#�∑

k≥�

(
� �m� k

�m� �k

)
�−��m�ka−�k 


∑
k≥�

(
� �m� k

�m� �k

)(
�k

k

)
�−��m�k

k � �


 �−��m
((

� �m

�m− �
)
−
(
� �m

�m

))

 �−��m��

(
� �m

�m

)
,

%�% ��#��#� !' "#'������� &"!�#"� �� &"!�#�#���-� � "�'�#�# ����	� (�%!� �."�'���
&����#� $�"��� 

A�z� 
 q��z�A�z�,

B�z� 
 q��z�A�z�− q��z�,

D�z� 
 q��z�A�z�− q��z�,

C�z� 
 q��z�A�z�− q��z�,

E�z� 
 q��z�A�z�− q��z�. �/�

�"��# ��-�� !�##� en�� 
 an0 ��#�����#����� zA�z� 
 E�z� !

A�z� 
 q��z�/
(
q��z�− z

)
. �1�

Ǳ"�!'����3!# $��%)!! . �! � "��#� &"! &���3! q+���-���#���� &������
�#���#���� ���4# !'��!�� q� 5 ���� ����4#�!! &��#'�� �&"� ����16��� ��% %�% ���
��#� � "��#�!# � '��%����� �!�#7

qm�z� 


(
�
√
�− z� � iz�/�

)�m��
�
(
�
√
�− z� − iz�/�

)�m��

√
�− z�

. ����

5�# �&"�3�#���� #��! �#&#"� &����!�� z 
 � 89: θ7

qm�� 89: θ� 

�;<8 θ� i 89: θ��m����;<8 θ− i 89: θ��m��

� ;<8 θ


;<8��m���θ

;<8 θ
. ����

�(�%�# ���&��#�!# &"!���!� % � ��!� ��� ���-���#� qm�z� =�"�4� !'��#� �
���#���!%#� >#?���!�#����� '�-����� � �����#������3!# ��.�!) � � �!�!�� ���
qm�z�� &� ��3#����� ����#��� ���-���#��� @#. 4#�� ���"�-� "���� � !�#��� A
�−��mU�m�z/�� � �. �� = �.�'���#�!�=��

(#&#"� ����� �&"#�#�!�� %�"�! '���#���#�� � �1�7 �"���#�!# q��� 89: θ� 
 � 89: θ
����!��� %

;<8 1θ 
 � 89: θ ;<8 θ 
 89: �θ.

*#4#�!� ���-� ������4#�!� &�����#�� #��! ����%� ±1θ 
 �θ� ��n− �

�
�π0 ��# ��%!#

θ ���� %�"�! '���#���#�� � �1� &"! �����!!� ��� ;<8 θ �
 �� �B��! ;<8 θ 
 ��



��� ���������� �����

�� qm�±�	 
 ��m � �	 ������ � ���� ±��	 ������������� �������� ������
������ ! ����"# q��z	− z 
 $ ���

� %&' −�

��
π, � %&' −�

��
π, � %&' �

��
π( � %&' −�

��
π, � %&' −�

��
π, � %&' �

��
π, � %&' �

��
π, � %&' �

��
π.

)�� ��� q��z	 * ������� ������ +� ������ ���� ��� ����� Ǳ��� � ��� �� -��!
�����" ��.� q��z	 
 $� ��� ��� q��z	 � q��z	−z ���.� � �������� �/0��� �������1
������� ������" ������� 2����� � �1�� ����" ������1.� ���������������
��������� ��-33�4����� A�z	� ���� �����5��� �6	 � -������� � ���/��

Ǳ���!��1 � ����������. �/0��� �����1 ��1 T ���� ����5�� θk 
 ��k � �	π/
/��T −�	� Ǳ�������10�1 3��4�1 A�z	 ��1 T ��� ������ ! ����� �������� ���

�

�T − �
∑

−T/�<k<�T/��

78%� θk
�− z/�� %&' θk	

���	

���� ���� +	( �������������

an 

�

�T − �
∑

−T/�<k<�T/��
78%� θk

(
�

� %&' θk

)n
. ���	

�����9��1 �+	 ������1� ������ � ������� � 3�������#

bn 

�

�T − �
∑

−T/�<k<�T/��
78% θk 78% �θk

(
�

� %&' θk

)n
,

cn 

�

�T − �
∑

−T/�<k<�T/��
78% θk 78% �θk

(
�

� %&' θk

)n
, ���	

dn 

�

�T − �
∑

−T/�<k<�T/��
78% θk 78% :θk

(
�

� %&' θk

)n
� �� �� ; ���� 6 �������� ��� -�� ������1 ���������� ��1 ���! n ≥ $� � �
������ ��1 /���9�! n� ; ��5��" ����� ��� � k 
 $ ��������� ������!���� ���
������ � ��� � ���/�� ���� n ��������� ������� ������������� <���9���
�����= ����

�

� %&' θ�


�

π
T − �

π
�

π

�+T
�O�T−�	. ���	

>������1 ���������� ����� � / �� ���������� ?� >� >������� ���� @� A� ABCD
EFC� ����� ���� ��	
���� ��6G�	� G�HGG	� ����� " ������� ����� � ��������� ��1
�/���9�! �����" T� � I-����� J� K���.���� L��� M� NFCOP%8'� ��� � ��6G�	�
�6:Q� ����� " ���� � ���� � ��� ���� � ��������������� �������� ���	 ���9�D
�1 ������ R���� �6G� ���� S� ?� K��"� �T� @� NU8VW	 ������� 1� " ��� �/�� %&' θ�	
��1 ���9��1 ������ ��� ��� ��� � 3����� ����� / �� ���������� ��1 ���!
T� X��/���" ����� ������ ! ����� / � ��������� � ���� I5� Y� S-"� ����
Z� [� TB'FV� ��	����	 �� ����� �� ��6GG	� ���H��6	� ����� " ��������1 � ���
�����9�� ������ ������ � ���1 ���� � ����������"� S-"� ������� ���4��
<���9��1 ��������"=� ���������� " � ���� :�� � � ��� ���� �����! ���D
��� ! ���"��� -��! ������ K��"� � S-"� � ����! ��������������! �����������
�����4��� ����� G	�



����� ��������� ��	
�	� ���

����������	 ��
������ 
�������� ���	 
���	�� ��� �
�� ������ �� ���
��	 ��� �����		 ��������	 � �������� ���
��� ����	����	 ����� �������	���
���	���� ����� � ����	�� ��	!�	� "#$"� � "%� "#$"� � "&� "#$"� � "� '���
���! � (���� ������� ��� ��������)� "#$"� � "� 	 ���� ���
�*�	� ���+�
�
��,
 � "� ��
�� ��������� ����	������ �����,� 
�� +� -..���	������ (��,�
������� ����� ���
��/�� � ������		 	/�������,� � 0� ��	/ ���
��,�
����
 '��
�������	 ��	��
!��! � �/
��� ����&)�

1+�� 2�������	����,� ��	!�	!3� �����! ���*��� ���,�./��* 	 ���
��*
�+�� �� ���� � ����	� � � ���
����� 4� -� 5����� � ���� � '#6&�)�
�7�$�7%� 5�
! ./ �����	� 	/ 'T − #)�� 'T − �)�� . . . � P �������,� ��	!�	�� ,
�
P 8 �*��� .	��	������� �	��� ���
� # 	 T − #� ���	 P 9 T − #� /��	��
(�� ���,�./� � ����
: ���	 P 9 #� (�� �	�� � ���
� � ����
: ���	 P 9 ��
(�� ���
� � ����
 ��/ ./ ���	����	!� ;��	/ ���� �+�� � � ���
��� �
����+ <� =� >?@AB� ��� ���	
�� � � '#6&&)� ��&$��%� 	 C� D� EFGHB� ���� ����
�����
�� '#6%#)� �� ���$��6� I��� �0�� ���	/��
!��* .����	*

∑
Tn'x)z

n 
�!
��
�,� 'P, T )��������	����,� ��	!�	!� �����*��* ������0��	� �����$'#&)� J�
���/�� ��� �	���0�� /����	� P '� ����	 /���	! �	����0�,� �	�� ����� �
��� + ����� + ���	�) �� .����		 �� S ��	 S → ∞ '���	 �������
�������
	�����/���� �+��� �����
����	! 	 ���������� �������� ��������	) ���� �����
���������� '�, �, �, �, �, �, �, �, �) ��	 T 9 '�, �, �, &, %, 7, 6, #K, ##)� -�	 /����	! P �
������ T �	����� ������!*��! � ������� ���
��,��  �� ���,�./��,� ����
�
	 ��/ ����!� ��� �������	����� ��	!�	� �	��,
 �� ����� ����������� ���0�
���
��,�� 1 
��,�� ������ � ��	 ���	������ � ���� ������� 	 �����
����		
.	��	�� + ���	�� �� ��	��� � �/
��� ������ �	�� � ���,�./� � ����
 �����!
�	���0	� ���
	 ���+ �������	��� + ����
�� ��	!�	!� 5 ������	*� ���	����
��� �����
����	� ����	������ ���
�� ���	/�����

L ����� "M� N� OPMQRBQ� ��� � '#6&&)� #�6$#��� 	����
���� ������	� �����
�	������,� 	 ���,�./��,� ��	!�	�: ��
	.	��	! �����	������,� ��	!�	! �
��������	�� ��������� ���
����� � ����� S� ;� T���� 'U� V� WPBXY)� ����	��
�����	
� ��
��� ���� ��!� S� Z[BGBG� W� V� ZPGQ '\B] P̂GA_ U`WG?]�Da[[� #6&%)�
#��##$#��#�� S���� ���
���	�� ���� 	 ���,	� 
��,	� ,	��	
� � �+�� �

�Ǳ�������	

�� ��� � �������	
 ���� �� �������� ��������� ���
��� � ��������� � ������� ����� ����
���� ������������ ���
��
 �  ���!�������� ����"� #���� ����� �	$%�& '(�������
��������� �������$��)

	 �� *�� � +������� ����� ��������� ���������� � ����
 �������� �������	,!�� �����
���� -� � ����� ����������� ���������� � ����
 �������� �������	,!�� �������� �����.�
#���� �/������ � �����$�
 �0 ��������&

�� *�� � +�������� ����1	� �����0��,!	,� $�� �����/���� ��� ���������� �� %����
�����/ ��� ��$����0/ ����� ��� ����!� ��������� -�

�� *��� � '23� 4� 56��� '7� 8� 9:;<=)�)  #�������� ������������� n��� 	����
" >
�	�������3������ ������������ ����	,!�� ������ '��
 %���� ����)? ��, @, @, @, @� ����
��������� ������������� @��� 	����
A ���� �� ������	,!�/ 	����
/ �a, b, c, d, e� > ����
������ ������������� n��� 	����
� �� �aBbBcBdBe, aBbBcBd, aBbBc, aBb, a� 	���
�������0� �������������� 'nB�)��� 	����
� 'C�� ��� �	�������3����� �� 	���
��$����



��� ���������� �����

�� ����������	
	 ������������ n�
	 ��	��� �	��	 	����	���� �	 �� ��������� ������
������� �n� ���
	 ��	��� �

!� "	#�����$ ��	 ����� ��������	�����	 �a, b, c, d, e� �� ������	 �	���� ����� �����
���� #��#����� ������������� n�
	 ��	��� �� ��#	�	�	� n 

%� "	#�����$ ��	 ������������$ ��	������	� � #��#���	� �	����	�#�$ ����	
���� �
�	� ������$ ��	 ���� �a, b, c, d, e� & �'�	� ������������ n�
	 ��	���$ ����� a � b �
c � d � e$ �	 ����� ����� a � an$ b � bn$ c � cn$ d � dn$ e � en$ 
�� �an, bn, cn, dn, en� &
������������$ 	��������	� � ��� 

	 �� (� ) "	#�����$ ��	 #��#����� �����$ 	���������� � ���$ ��	�����	��'� ��#	��

akan�k � bkbn�k � ckcn�k � dkdn�k � eken�k * an �� + � k � n.

(��
�
���� "�� ���,�
	 	������� -�	
	 �		��	,���� �����	�����$ �#	��#	 ����� ����
����	� ����� ���	����� � ������� k�
	 �	�	�� 	��	� #��#���	� �	����	�#� )

�� (�� ) .������ �����/� Q ������� � � �$ ��#�'$ ��	 ����� ���	#� Qn �	������
#��#����� ����� ��� ,���� ���� an bn cn dn en �� ���� n � + 

�� (�� ) Ǳ�� ���	���$ ��	 #��#���	� ������� ���������� # �	��	�� �����������' an
��������� �����$ ������� 1	����� ��� �������� �-#	�	�����	� ���	��$ #	
�� ��#�'���
���� 	��	����	� ������� 

�� (��� ) 2������� 1	����� ��3� 

�� (��� ) 2������� 1	����� ��4� 

	 ��� (�� ) 2����	 ������� �4� ��� �������� #��#����� ����� �	�	��������� � #�������
���	���� �	���������

en * an�� * lft
�
�

�

�
an��,

dn * 3an�� � en�� * lft
�
�

�

�
an�� �

�
�

�

�
an��,

cn * 5an�� � dn�� � 3en�� * lft
�
�

�

�
an�� �

�
�

�

�
an�� �

�
�

�

�
an��

� � � Ǳ	��
��

rm�z� *
(
m

�

)
z �
(
m� �

5

)
z� �

(
m� 3

�

)
z� � � � � ,

�������� ����� -�� r���	
	����� A�z�$ B�z� � � � 

��� (��� ) Ǳ����

fm�z� *
m�
k��

�
��m� k�/3	

k

�
�����k/��zk.

"	#�����$ ��	 �	���	��6�� 1��#/�� A�z� ��� T �����	���� #��#����� ����� ����

fT���z�/fT���z�,

����� ��������� � ����������� -�	
	 ��������� �� ���'� 	�6�� ��������� 

�	� (��� ) "	#�����$ ��	 ����� ������������ 7��
'�	�� 	�������� � �	� ������$ ��	
�� �'�	� ���
	� ���	�� �����6���� 1�#������ �����$ ��	�����	��'6�� �3�$ �	 �����
���	
	 �	�	�� ����� 	������������� �� ����,� ��������� ����� ��� �������$ ��	 �	
����� -�	
	 �	�	�� ��	�������� ������
�� ,�
	� 89:8; 

�
� (�� ) 2 ��#��� ������� ���	��
����� �<	��,�' ����� ������� ����	�#� �	���6���
���� �	�������� �		��������	� ����� Ǳ	�������� ������� -�� ���' �.������$
�����$ ���������� � ��#���$ �#�'���� 	������� ����	�#� ����� =4 .� ����� �� ���,�
��#�'���� =4 �� ���	� 1��� ������� �����'6�
	 �	�	��>�



����� ������ ����� � 	
����	 ��Ǳ�������� ���

������� ����	� 
���� � ������ ������
��		

��	
�� ��	������ � �
������ ����� �	��	���� ����� ����� � ����������
��	���	�	�	��	� �	��� � �	�	�	� 	�� ��������� ������ !���	������� ����
����� ������� ���"�	�
�� ����� ��#	��$�� � ����� � ����	� ����������
�����	��� ������ �� ������ � ����	� ��������� � � � 	"�� �����	���� %&'��
� ������ ���"	������	� ��"�� ��(�� �� 	����"� )������ ��������� * ������
����������+�, -����� � 	(���	� ��������� %� "����'.�� (�"�� "�� ����	/
��� ������ 0�� 	���$�� 	(����� �������, �	��	���� 	(	'���� (�� �����	���1
����� � ����� ���	������� � ����	� ��������� � ���������� � 	(���	��
%2 0�	� ����� #'�� ��"�� ��(�� �� ������ �	��	���� �"��� "�'������ ����/
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��������� ������������� � ���������	� ���	������ ���������� Ǳ�������
������		� !��� ��"���  ����	� �"���	� ������� ������
 ��� ����� � ����

��� ��� 	���� ���� ������� ��� ����� 	��������������# ��� �����"������
��	����  	������	�����	�

$���# �" ���������#
 ���!�� �����!����	�� ����������	 ���������
 ����%
��� ��"	������ �������� ��������� ��	���� � ����� ���������
 �������
������ ����!��� � �����# � �������# ������� ������		� ���������� &��%
������� ��	���� ������� ������� ���!�� �����"���� ��� ��������# ���������
������� "����#
 !��� ������� �� ��� ��"��!������� �������
 !���� �����%
�� � ���	�
 ����� �����# ��� ���������� Ǳ���
 �����	��
 ������� "����
������ ���� ������������ �� �������	������	� ���!�
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��������� 	
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�������� ������� ������ �������� ��������.

+�� �	������� ����� "����# � �������� ���������� ��������� ,-�� ���!�#
	�� �� ���� ����� ���� ����� ��	������	�. &��������� ��	���� ���������
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���� ������� �� �������� "����#� 0������	� ������
 ������� 	� �"�!���
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=(������ (�� '�#���#��� �	��� �� ��)��� ����� > 	�'�� ���� ��
�#����
��
��� �� ����� ��)���� ������� � <�� '� ���	� �#������ �#�� ����� � ����	�
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���	���� =�����(�	 (���� p� ����������� ����� (�� � ��(���� <���� ���	��� ��
��� �� ��)���� ���� �� ������ 
����	� (���� p� > (�� ��� ��)�� ������ 
����	�
(���� p≥� > (�� �� �#� ��#�%� ��)���� ������ 
����	� � �� � Ǳ� �����%����
(����� #���� 	� ��������	�� � ���	 �� Q: 3 ����������

���	�
��� � Q ��)���� 
����� 9� ��(����	 (����� �#�� 
� ������ )��#� �
��� �� �� � ��
�#���� 	��� 
��������������� �
������� ����� � <��	 ����#��
I���� ��� ���� ���	��� 	� 
��� ��	 � ��������� 3 � ������������ p�� � 
�����"
��	 �#�(�� �����	�� � ��������� G�

���	�
��� � Q − 3 ��)���� 
����� J�(����	 ��
�#���� (����� � ��� �� �� �

���������� 
� �����)��#� I���� ��� ���� ���	��� 
��� ��	 � ��������� 5 �
������������ p�� � ��������� 3 � ������������ p� � � ��������� G � ��������"
���� p≥��

���

���	�
��� Q − 3 =�� ��)�� 
���� J�(����	 ��
�#���� (����� � ����� 
��"
�������� 
� ����� )��#� I���� ��� ���� ���	��� 
��� ��	 � ��������� Q
� ������������ p�� � ��������� Q − 3 � ������������ p�� . . . � � ��������� 3 �
������������ pQ−� � � ��������� G � ������������ p≥Q�

���	�
��� Q ;�� ��)��� ��
�#����� I����� #��� �������#������� � �����	 �� μ
������ ���	���� � ����	 	� 
��� ��	 � ��������� Q− 3�

J�(����	 � ��������� G� 9��#� <��� �����!�� ������������� �����������

�������� 2�	� �
�� 5�����575�4� ������� 	�'�� 
�����#��������� � 
�	���� 
��"
������� )���!�� �#�����	 ���������	 �
�����	� Ǳ���� z > 
������#����

���	���� � 
��
�#�'�	� (�� ��'�� ���� ���� 	� ��%��	 ��������#��� (�����
� #����� �#��	 <�� � ������������ z� � � ������������ 3−z �����%��	 ��
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⎛⎜⎜⎝
p≥�z p�z � .− z

p≥�z p�z p�z .− z
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p≥�z p�z � � .− z

p≥�z p�z p�z � .− z
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3
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�� 	
����� �� �� ������ 	
������ ��� ��� ������ �� ��������� ������� �
�������������� M ����� �
��������� �������� ���  �� ����!� ������������
��" �� ����� 	�������� � 	�����#

�������� �	
	��������� ���� $� %� &��� '(� )� *+,,-+#  .� /� 0�
�1
'2� 3� 45+67,8# 1��
�� ��9� ����� ���! k ���� ����� �� ���� ������� 	
 ��
���� ��
�1���  �� �
������� �����
��� 	�
���9��� ����� ��1
������ ����� �:�
� O';<=L# 
�1� ��� L > ����������� 
��������� ����
�� ��?�� 	
��� �� �"���
����� ����� @���� �� 'ABCC#� ���D��CE� F� 	���
���� � ��� �� ��
�
��� ��?��
������ �	
������  ��  ������� � �����"9�� ������� 	
����?����� .� G� %�
	���

H���� ��
����� ��� ��� �������
������� ����� ��  ���
�� ������� �I
	���1�� ��� �����J KA  K�� �� 	�
��� 1 �� '�� �� �� KA# ����
?��� ��
�I
���� ���� �
����� ���� ��� 1��
�?��� �� 
�� �C� Ǳ
������� �����  �� ������
1�	���� ��  ���
�� M��
�?���N 	� ����� ��� ��?��� ��
����� ������ 'O
�������������� ����� �� ���� ���� ��
�?��� G� 	
���� ����� � ������ ����
A� �� B� A�� . . . � ��� ��
�?�� A� ���� �� C� AP� A�� . . . � ��� ��
�?�� ��  �� ��# Q
����
����� 'K�# �	���1����� ������ ��� ��	������������� �
������  ���� 	��� � �
��	����� 	�
��������� �� KA�
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���� ��� ������� ����� �	 � �����������������������  ��!����� ��� �"���#�����$%

H��� �� ��?��� ��
�?�� 
�1����"��� �� ����� ����
?�9� ��������������
A� �� �� �� . . . � �k� . . . ������� R��� k �� ��?��� ��
�?�� ��� 1�	������ �� �� �k

������ ������� ��� 	����� ��	
��
� �� 
�� �C �� ��
�?�� A ������ ����
?����
� 1���� A  �� �� ��
�?�� � > � 1���� P� A  �� �� ��
�?�� � > � 1���� P  �� ��
��
�?�� � > � 1��� A� � ��� ��������� 1��� 	�����

Ǳ
��	���?��  �� �� ��	������ ����� ������ � ��
�?�� A  � �� ��
�?�� ��
O �	�
������ 	���� ��������� ��� ����
�� �	���1����� ����	������ ������
��� ������ � ���?� �
��� ����
 > ��� ������� %���� ����
 ����� ��� ��
�?� A
������ 	������ ��?�� 1�	����� ��� �����"9� ��
�1��J ���� 	�
��" ��	����"
1��� ��
�?� A� ���?�� 1��� k�  ���	
����� �� 	�
��� ���� � ����
 ������ 1����
���	
����� ��������� �k − A ������ ������ �� K�  	�
������� � � 1��� P� A�
. . . � k−A ��
�?� A� 'K�	�
� 1��� P� A� . . . � k−A 1�	������� 1��� k 	�����# S��I
��� ��� 	
�!���
� �	���1������  ���� 1�	����� ����
 ����� ��� ��
�?� ��
��� ������ �� ������ 	������ %���� ����
 ������ 	���������� ��� 1�	� ��
��
�?�� �� �� ��
�9��� T��� 	
�!���� �� �� 	
�����
���� KA� 	��� �� ��������
	�
��� ����	
 1��� �� ��
�?�� �� ���?�� 1��� k�  � �� ?� �
��� ��	
��� ������
1 1�� P� A� . . . � k−A �� K�� Q����� �� K�� � ����
�� 	
���������� ����
?���
����
� ������� �	���1�"��� ��	�
� ��� 1�	������ 1��� k �� ��
�?�� ��



����� ���������� � 	�
�� ������ ���

��� 	
�� �������� ���������� ���
� ������
� ����� � �������� ���
� �� 
�� �����!�� ������"#�" ��$������"� %�& � � ���'�� ���������"#�� ���
����(
&� � ����� '
����� )������ �����* ��+�� ��� ������� ������
� 	
� ����
��� 
���� ����
� ���� �����
���+���
��

Ǳ��&���&� �����
� �� ���� k ���#��
����
�� 
���&� ���� ��� �� &�+���
-k !�.�� 
� '
��� ������
� -l − � ���&�� � ����+&� � � ���
� �
�����
��
������
�
� ���
� ��

∑
�≤k<l -l−�−k · c · -k / c l-l−� .�� c 0 ��&�
���� &���
��
��

��&�� ������� &�+��� ����� ������� 
�����
 O)N 123N* !�.��� Ǳ��&���&� �
���������������� ������� ����
�� O)123N* ������� ��#�� ����� ����
� ����

���
����
� O

(
N)123N*�

)
 '
� ����
�
�'��&� ���'�
����� ��'!� '�� ������!��

���'�� ��� ���
��� ���
����&��
4� ����� +� ���� 	
�
 ��
�� �&������
�� �'
� ���������� ���� �������
��

��� ���
����&� �55 555 ������ �� ������ ������� ����6 ��&���&� ��$������� 
&�
���� ���+�� �����#�
��� �� ���
� �� �� ����
�
�� �� ����� ������ ���
��
7 ��+� ���� �� �������+�� 	
�� $�&
�� � ����� ������
� �� ����� �
����
�(
'��&�� ������+���� �
����
����� �����#���� '
����8�����8��'������� �
��(
��
����� ���� ��+�����'��� ����+�
&�� � 
� �� 
� ������ '
� ��� ���������
���
����&� �
�����
�� �&��� �9 ': 7
�& 	
�
 ��
�� ����
�����
 '��
� �&���(
��'��&�� ��
����; &���
��
� � O

(
N)123N*�

)
���!&�� ����&� '
��� ��
�� ��+��

���� 	$$�&
���� ���������
� �� �������� ���'����� N �

�����������	
 ��������	� <�+�� �� ����
��� ���.� ����� ���
��= 4�
�����
����
� '
� ���
����&� ��
���� �����&� P (.� ����&� ��+�� ����������
� �
�������
�'��" ���
����&� �� ������
�
 ����
 �+����� >� ?� ����
 @AB� C� DBEFGF
)HDIJK2LM NJGOELFGDP �Q�6* ��R ������ ����� '
� � &���"
��� � �.����'����� ��(
��
����� ���
�" ���� �����
�� �.����'����.� �'��
&� ���
� ������ �����!�
�
'���� �������� ����
����&� ����!� '�� �� �.����'����" ����'���� S������
���(
�� �"��� ��.���
� ���
����&� � ����� ���
�� �
�����
 � ������� �� ����� '��
N�d ������ ������� ).�� d 0 ��&�
���� ���+�
������ &���
��
� ������#�� �

&��$�.������ &���"
���*�

T� <� %�� ��!�� �'��� ��
������� ����� & �����������" 	
�� ����'� ����(
��+�� 
� '
� � ��#��
�� �����
�� ��������	
� ������� ���
����&� � �����
���
��� Ǳ�� ������� ��.���
�� %��� ������ �����"#�� ������� ���$��������(
��
� ����'�; ��� �
���� ���� ��������� ����� ����� �������� ��� ��������

������ ���	 ����� @S�� ���������	��
 �
��	���� EMGDEM UP VIJMI11 VWFDGJ )X132(
LGDBYGZF ALEFF �Q9-* �9[-��R

T�����
��� ������ � n 	
�+���\ ���#���� &�+��.� 	
�+� ����'�
��� �� b
'�����&� ] 	
�� ������ ��
 �� �&�� �� ������ �� ���
��� �� ��
� ��$
 &�
����
��+�
 ��
��������
��� �� �"��� 	
�+�� ] ������ ������
�� bn '�����& � ����� b
�� ��� ��
�
 ���
� �� ���� 	
�+� ] ��$
 ���#��
�� ����� ����!�� m '�����& 
� �� ��
��'����
 ���� ������� ������� ��� �����#���� � 	
�+� i �� 	
�+ i ^ ��
%�& ���
� ����� ���
��� ����� �����#���� ���� �"��� �� ��+��� 	
�+� ����

�����
�� '
��� ��$
 ��'�� � ��&��'�� ���� ���+���� �� ����� 	
�+�=

4�
����� ����
�
� ����� ��+�� 	
�� ����'�� � �������
�'��� ���
����&��;
�"�� 0 	
� ����� ������ 0 ���
� 	
�+� 0 �
������� ���&� �� ���
� �
��$
 0 ����
����� ���
� &���"
���� ����
���� ��.���� ��� &���"
���
�����
����� �_���!�� .��&��
� '�� ����
���� ��$
��� )��.����� ��+�
 ����(
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	�� Ǳ���������
������� ����

	�� �������
���

	�� Ǳ���������
������� ����

uk �  

uk >  k > 
! uk�� >  

k > 
! uk�� �  
��� k � 
! u� >  

k � 
! u� �  

���� ��� �������� 	
��
 �� ������
 � �������

���	 
������� �������� ���	 �������� �������� �� �� ��
��	 �
������ �� �� �����
�� ������ ������ � �� ��	 �� � ���������� ���� ��������� ����� �� ���
� 
����
!�
���� ��
����� 
��
�!�� !�� ���������� ����� �����"���

#������� $���� %��
� �&� �
�����'�� �� 
��'()�� �
������������� ��

���*

uk, +≤k≤n* ��
�� �(�� �� ������ ≤k, 
�����)��
� ����
�� �� ����� >k,

dk, +≤k≤n* ��
�� �(�� �� ������ ≥k, 
�����)��
� ����
�� �� ����� <k.
%��

$��� ��-� �'
�	 �� �
��� ����� uk . dk�� ��� + ≤ k < n	 ��
�����' �� �����
����� ������
� b �������� $�����
��� �(��	 ��������()��
� 
 ������ {+, . . . , k}
�� ����� {k/+, . . . , n}	 ����� !��� ����� ��
�' �(��	 
�����)��
� ��������� �
�!������ ������������ Ǳ� ���������( un . d� . 1�

2
��	 ��� ��-� ����� 
�����	 �� ������� ����	 �uk/m� ���
�� 
 ����� k ��
���� k / + ��� + ≤ k < n	 ��� ��� ������ m ��

������ ���'� ������
� �� ���
���
� #��������� �� ����� 
����� �� ����� �dk/m� ���
�� 
 ����� k �� ����
k − +� 3�����������	 ��-�' �����!'��
�	 �� ������� ����	

n∑
k��

(
�uk/m�/ �dk/m�

)
%��

����" ������� ��� �(!�� ���������� ���-��� ��!���� $��� �!���'���	 ��� ���
������ �����"� ��
��������� �
������	 �
�� u�, . . . , un−� ���'������

������� �� ���� uk > 1 ��� + ≤ k < n� �	 �
����
�� ������ ���	�� ������ ���

�	�	�	� �� ���� �	��������� �� �	� ����� �� ���������	� ���� %���

���������	
���� Ǳ���������	 ��� � ����� �����
� ������������ m ��������
4��������� ��� ������
� � ��-��	 � ���� �� ���������� �
�'

������ ��������
�
�'������ 5�-� ����� -'��"���������� � 
������
���� 
� 
��'()�� ����������	
������� 
 k %���')�� �����	 ������� +�

�	� 67������� ������8 4� b / m �(��	 ������� ������
� � ����� ������ �
��-�� � �� ����� k	 ������ m �������	 
�����)��
� �� 
���� ��
���� ����	
������� � ��-�� 9
������� �
��(�
� �� ����� k�

Ǳ'
�� ������ � ��-�� ������
� u �������	 
�����)��
� �� ����� > k	 �
d : �� ����� ≤ k� %;
�� uk < m	 ������
�	 ��� u . <=>%m,uk�� 3�����?
������	 ����� '������ ��������� �(�� �� �� ��
�� ����������� @�� : ��
������ �� ��� �!)�� �������� A���� ��� uk �� u	 '�������� dk�� �� d � �����
'�������� k �� +�



����� ���������� � 	�
�� ������ ���

��� �Ǳ�	
	���� 
����� ������� ��� uk > �� ��������� � ����  !�

��� �"����� ��#�� $# b%m �&
�'� ���	
�(��� � 
���)' *	*��� � �+�� �
�� ,���� k� �	���	 m -��	���� ����*�(��� �� ��*)' �#�' ,���� .	.�
��� �
�+�� /������)� 	���&��� �� ,���� k�

Ǳ���� ��.��� � �+�� ���	
��� u -��	���� ����*�(��� �� ,��� ≥ k� 
d 0 �� ,��� < k� 12���
� 	��#)������� -�	 u 3 �� 4 d 3 m� �	 ���	��*
	.�)������ #
��� .�*�������	 � .�	#�	���)* u  d� -�	5) �
����� 
	��6
#��������	 ����	���	 .�	#��-����7 8*������ dk �� d� ����-�� uk−� �� u 
#���* �*������ k �� !�

��� �Ǳ�	
	���� 
����� ��#�� ��� k > !  uk−� > �� ��������� � ���� 9��
��� k 3 !  u� 3 �� #��	�-�� �).	����� ���	��*� 1��� �&
 
	�������)
�� ��	 ,���� � m :
	.	�������)�; -��	��� ��	�� ���	
���� � �+��7� 2
.�	���	* ���-�� ��������� � ���� 9<�

=� ��� �� .	��#�� .�*�� �).	����� ,�	�	 ���	��*� 
�� #
��� � 
�����&
,����*� b 3 <  m 3 �� >�*��*� -�	 	
� # ���� ��	 ����*��� �� ����	' ,����
���*���	 	�
������� 	� ��	��	 *���� ��#��-���� ���*	��� �� �	 -�	 �+� .�	�	
�
*���*����	 5�#�	 � ,�	*� ,����� $
�� .�	���� uk−� �� ����  � ��������� ���
*) ��
*� ����&(* *	*���	* 
�� .������	' ��5	�) ���	��*��
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������

���� ��� ����������� ����� ��!�!���!�"�����# �$"�� �!� ����%� �� ���&�'� ��"���(
��'� ��)��� *���"�� ����+�, �!�"���+��� ����!�� -����. �� ,���!�� �� ���!�+�#���#�/

?�	5) .�	����� .������	��� ,�	�	 ���	��*�� #�*��*� -�	 �� ����� 9!
 9� ����
� .	

��������� �		�������� 
���)� � *������ u  d � 1�7 ����(�*�
�	��	��&� ��� �-���� �&
�' � �+�� ���	
�(*�� �� ����(�* ,���� k� @�.���
*	��	 
	��#��� .	 �
��A� -�	 � ��-��� ���
	�	 ���� �.����
��) ���
�&(�
�		��	���� *��
� .���*����*B

ul 3 dl�� .� k ≤ l < nC 1D7

ul 3 dl�� −m .� ! ≤ l < kC 1E7
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������� ��� ��� �����  ��������� ��!���" ���#� �� ����������$ �%���� �

� �� %�&���$�" � ��'$ � ���" ��� (�� ���%�� ��!��� �����#��#�)� �%���� � (��
���� *+,-./0 1� 23456" � �������	
� ������ 
� �������� �� ��78�	" ��9:�8�;�

����������	
��	���� ����� Ǳ��%����� %�������� %���������= >���'�"
���#� % !��$'���%� ������% ������������ %���������= ������� � ��%�����
?�&� !��� !� >����$ % #�&��= ������ ������# �!�����= # �= � � ���%���
�������> ��#����= �������������%��$ ������� @����" %� ��)�> ����� ��>"
#�# �� %�����" ��#�� ��������������� ���%���� # �������$�= (#����� %�����A
��� � ���� �������� � ����� %������$ �����$ ��� ������#�% B )������ �������
�����$��%��$ ��" �������" ��� ��>���)�� ��������%����$�)� ����#�" � ��� !����
����#���� �&� % ���= )��%��

C�����%��� �����$������ ��)�� )��� ������� �>���" �����>�&���� #�����="
�%�" � ��%����� D�� �>��� ���%����� �������$ ����>�� �����$���� !�� ���%��E
���� ������#�%F #�)�� �����$ ����'� �!���&��" �� ������������ % �����
��!�� ��

���� (��= G������)�������=��H ��>���)�� ��#�������� % ���" ��� ��!����
����� �����$������ ������ % �����$���� !���� �������)��$�� % ����� ��!�� ��
Ǳ�������&��" ��� N #����= %���������� ����� ��)�����% ����#� � %������E
����� {p�, p�, . . . , pN} � ��� (��� #�&��= ����# ��%��'����� ���������	 �� ���E
)�>� I ��#�� ��������&��� ��&� ��#����$" ��� ������ #�������%� ���%��="
��!>�����> ��� ����#� ������ % ��#�� ������)���������� J�=�� ��������� #
������$��� ������ ���� ���� ��	F

C̃N � � K 8
∑

�≤i<j≤N

pipj
pi K pj

�
�

8
K
∑
i,j

pipj
pi K pj

. ��9	

L�������" ���� pi � �/N ��� � ≤ i ≤ N" ������)���������� ��!�� � !����
�>����$�� % ������������ ��������" � ���%����� J������ �%������ # >�E
��'� ��%������ �� ������ �N K �	/8� I �!��� ������ �������� % ��9	

������ %��)�� ��$'� ��%���)� �������$�)� ������ �� ��	" ��# #�# C̃N ≤
�K8

∑N
j���j−�	pj � 8CN −�� I ��=��%����$���� C̃N %��)�� ��$'�" ��� �π/8	 ·CN

*MNOPQ" R6S/,6" 6P0 T/UV3O." �� �
��� ���	� ���� �� ��7WW	" ��W:��9;� D�� #������
��$�� ����'��$" ��# #�# ��� pj " ������ ����$�> �/j�" �����)����� ��%���%��

Ǳ��������" ��#��$#� >���'� (��� ����� ��!����� ��� ������������ %�����E
����= �� ��#�� X��J� �W	� I (��� ������ �� �����F

C̃N �
�

8
K
∑
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�c/i	�c/j	

c/iK c/j
�

�

8
K c

∑
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�

iK j

�
�

8
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N∑
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�HN�i −Hi	 �
�

8
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�N∑
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Hi − 8c

N∑
i��
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� �

�
K c
(
�8N K �	H�N − 8N − 8�N K �	HN K 8N
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�'����4����, *�2�$ �� ��)�&�!�,��  ������ "�'��0�$ %���"� �������� �������
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�������$ � �� %�����!��"��  ������ "�'��0�� F� "�*4� ��"��� ��$ �"�
%��&��(��� ���&���  ���� %���*� &�� /"�3� ��"�&�$  %��&%���4���� ��+� �����1
�"� %���*� $ �� %�� �#��" +������� �+ 
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J:�?�K L� JMNAOP� &�*�+��$ �"� ��"�& %����"��� *� %�� &��"��(��, ��'�"�
��%��(+��" �"��3� ���(#� ��� ����,$ ��� ��"�& %�����!����  ������ "�'��0� Q
��"��" ����$ ��*�2��� ������$ *�3&� N ≤ � ��� *�3&�  �� ������ ��  ����"���"�
�� �� B���� �� 
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������ %����)�&�" '���� ��&�����$ ��� %�� %�����!���� +�%���,  ������ "�'��0�
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�'��!���, * %���"� ��*�3&� �� %�� ���" '���� ���  ��"��� ��+� /"� *�����1
�" � &�� �2'�3� ��3���"�� %�� ��'�"� � ����,���� �%��*���$ +�&����3� �2'�,
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� %�� /"�� �"&��(��� +�%��� ���2" ��+�����2 &����� Ǳ������� "�*�3� )�������
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 �%������� � %���*� ���')�&���3� %��3������3� �'��%������� \�*�� %��"��� *�
+�&��� &����" ��%��������� �����+ ��3���"�� Z$ %��*��(*� #�3 Z� "�%��(  �%��1
���"�� +� ��+��� %����4�"*�  ������ &�� ��+��) +�%���,� Ǳ�/"��� �� �� ��4��
�3������"(��  ��#�� �����+� "��(*� *������" �� ��� ����,�

Ǳ��"( Li Q &���� +�%��� Ri � %��"( pi Q  ����"���"( "�3�$ �"�  �%����1
�"�� %���* ������ /"�, +�%���� . "�*�� ������ ���&���  ���� %���*� %�������
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p�/L� ≥ p�/L� ≥ · · · ≥ pN/LN . �/7�
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pa�La� � pa��La� � La�� � · · ·� paN �La� � · · ·� LaN �

�� ��� ������������ a� a� . . . aN 
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��
 8;��������� i�: #A� 	���
����� �������� ��	
	������ �	���� 	
����0��
m ��� m− � ������? i ��������� �� ������ ������� ���� 	� ����������( Ǳ��
m @ B ��!	���� �����)���� ���
���	� - ��	����	� ����� ��
��� ������
����	���� i ← i* �m/��� � ����� C m ← �m/�� � ������� � )�!� =��

D� ��� ' �	�����	  �����	� 
����	� 		��������0�� �	��� ��� N @ �B� -
����� ���
���	!	 �	��� ��!	���� �	��� ���	����� ����)��� �������� ���	3
��
�����	 ����
 	�	������� �� 	��? ����� ���� �� ������ ��)���,	����� A�
�������� ��	� ��	.� �	��� ���������� �	�	��� ��	 ����	�� ���
� ������
���� �� ��	��� l � �!	 ����3���
)��������� �� ��	��� l − � ���
������� 	 	�
�	������ δ 
�� ��, ���	� �� ��	��� l�

E�	���� ����0�� � 	�	�� ��!	����� =� �	���  ��� �	����� ��
��0�� 	 ��3
�	�� Ǳ��
�	�	���� ��	 � �� ������ �������� 
�� �	��� 
���	� n−�? ��������
	 ��
��� �������	� #
�� ����	!	 n( ���  	
��� �� ��
��, �������	� #
��
������	!	 n( 
��� ��� 
�� ��������� C 
���	� �n/�� − � � �n/�� − �� Ǳ	��
�	��	����� ��	!	 ��	.�� k ��� �� �	����� �k ��������	�� �������)�� �� �	�	��,
����� 
���� �n/�k� − �� � ��� 	��)�� C �n/�k� − �� ���
	�������	� 
���� 
��,
��������	� �� 	
�	� ��	��� 	�������� ��  	��� ��� �� �
���.�? ��	 
����� �	��	�3
��� �� 	� F��
��!	G ��������  �� ���	������� �	���, �������� 
��� ��������	��
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δ�	

δ�	

���� �� ������ �������	
 �� ������������� �	������� ��	��� ��	 N � ���

Ǳ��	
�����	�� ������	���� �������� � ���������� � ���� ��� 	�� ������
��		� 	� 	 !	� "��	��� �	���	�� m# 	��$"����� ����� ��%�� 	� 	�$��� �
��$�
 δ �� ���������	�� 	� ��!���  ���	� ������� &���� �$������ �������
�������� � ��� �'�( ���
�� ��� ���	����� ���"���'�( ��� �� $�	��	%"� ��� �
�� �������	%" ������������

�������� 	 )���������� �	�
���� ��	�*� +��� ������� ����$�	 ������� ��
	� ������ �� �����������	 � ��$�
 ������ �%����	�(,

������j�-

⌊
N . �j−�

�j

⌋
�� � ≤ j ≤ �/0N�. �. )�*

	
� 12	�
�����
���3 4���	����� i ← ��������� j ← ��

	�� 15���	�	���3 6�� K < Ki� ����(�� � ��� 78# ��� K > Ki� ����(�� � ��� 
79# ��� K - Ki� �������  ����	� ������������

	� 14��	���	�� i�3 6�� ������j� - :� ������� ����������� 	� ���	�� ; ����
���	�� � ���  ���	����� i ← i− ������j�� j ← j . � � ����(�� � ��� 7��

	�� 14�����	�� i�3 6�� ������j� - :� ������� ����������� 	� ���	�� ; ����
���	�� � ���  ���	����� i ← i. ������j�� j ← j . � � ����(�� � ��� 7��

;  ��� � �����%������� ��� 	�����'�( ������� ������ �� ��� �����		%( ���
K� - −∞ ����� ��� ���	%" N �

Ǳ�������� 	 )���������� �	�
���� ��	�*� +�� ��������� �%��	��� � !�
����� � ��� � ��������� <� ������ � ������� 7# ��� =��� >? ≡ K� >@� ≡ i� >@� ≡ j�
>@8 ≡ ������j��

�� ���	� �
�� 
��� � ��� ������	�
����� i� ��N � ��/���
�� �
�� � � j � ��
�� ��� � �
�� ��� �� �
�� �� �� ������� C� Ǳ������� ���	 K � Ki�
�� ��� �����	� C�� S Ǳ������� ���	 ������j� � ��
�� ���� ��� C�� S �A ��� ��������� i�
�	 �� �
�� � C � � j � j � ��
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���� �� ������ �������	
 �� ����	 ������������ ��	��� �� ������ ���� ��	 N � ���

�� �� ��� �����	� C ��� �����	�
	�

�� 
��� ��	� C
�� ��� �� C Ǳ������� ���	 K � Ki�

�� ��
� �	� C� ��� ��	
�	�
	 i�
�� ���� �� C� Ǳ������� ���	 ������j� �� ��

�� ������� ��� � �� S ����� ��	 ��������		 � �� �	!��

� ��	
�� 	������� ���������� ����� ������ �������� ����������	�� ������
���	 �����	 � ����� �� ������ ��	�������� 	�� ��� � � ��������� ! �"���	
������� ����
����� ��������� CN �������� ������� Ǳ�� ��	��
��� ����� ���
������ $ ������ �������� � ��
����� �%&N� ' � ���������� (�)�� ����� ������
�������� $ �� ������ ��������
�� � ��������* � ����� � ����� ������ � $�
����� ���+��� ��� 
�� $�� ���
�� � 	�� �� �	��� ������� 
�� ��	
�� K < Ki

���*� �	 �� ����������+ 
�� � K > Ki� ,���������+�� �������� $ ��������
����������+�� ����	*)�� �����-

./.0 %&N − 12u �� 	������ ����� 

./.0�%&N� ' ��2u �� ��	��
��� ������
.32

4�� ����� 
�� � ��� ���� ������� �������� !5 �� "��� ��6�7��� ��������� ����
+*���� �� ����+�	���� .� ��	
�� ������� ������ .02 �������� ! �����������+
����
�� ������� �������� ������ � ���+*���� ���2�

8�	��� ����7���6�� ��������� ����� ����������� � ��3� ���	 9� 4� :����
.;� <� =>?@2 �� ��������A ���+*����A �	��� �������+ �)� ������� ��� ��� ���
��������� ���� ������ ���� � �� ����	�� ����+������� �����6�� Ǳ����� ���
������� � ��������� K � Ki ��� i B �k k B �%&N�� C��� K < Ki �� ����+�	��
���������� ���� � δ B �k−� �k−� . . .  � D� , ��	��� ������� ���� K > Ki ��
	������������ i B i′ B N ' � − �l ��� l B

⌈
%&.N − �k ' �2

⌉
 � ����� ��� 
�� �����

��������� �� ����� ���� ���� K > Ki′  ����+�	�� �������� ���� � δ B �l−� �l−� 
. . .  � D�

E���� :��� ��� N B �D �����*��������� �� ���� 3� Ǳ������ �����	)��
���������� �� ������� �� �������� ���+�� �%&N�'� ���������� ,���������+�� 
���������� �� ����
����� ��������� �������� �������+�� ��������� �����
��� ���
���� �� ����� 
�� �� �����6	 F �������� �� �� 
�� ������ ��������	



��� Ǳ���� �����

��	
��	�� ������	� ��������� 	�������
 �������	� ��	 �������� ��	��� ����
���� �� �

!"� ��	� ���	�� �	�����#� ��	���$ ������ ���"�������� ������ ����

�����		
� ��	 ����� �����	
 N $ ����%����� � ���� �&� '� � ���� �( �� ������
�"� ����� ������ ����. . .

�Ǳ���� ����	
���� Ǳ�	 ���������		 ���#�*����#� ��	��	� �� �	���	$ ��
�	��� +	������	 ��#� 	#��� ���, %� ����$ �� 	 �����	 �	��� �� Ǳ�������
�����	� ����,����� 	 ��	 ��	���$ #�� �	��� +	������	 �������, ���������
�������	�� �	������� ��	���� -�� �������
 �����,���� ������#����� ����
�������	���� � ����	 � ��$ �� � ��� 	�������,�� ����� ���%��	� 	 ���	��	�
���� �����	� �� � � .����� ����	��� ���/�����$ �����, �� ���	���� ����%���$
	 ��%��� �	������� ����$ ��%� ���������� 0��	���� +	������	1$ 	�������2
���� ��� ��	��� ����	���� ��	��������� *���/		 3��� ��������� �	�
��
� 

��4�� $ ���5��46� .�������	� ������	�7 ������� ��	���	 � �����������	��8

9�
����#	� ��	��� +	������	$ �� ������ ��#���$ ������������ ������ ��#�2
������$ 	$ ���	 ����� ���� ���#����� 	 ��������� �����$ ��� ��� ������$ ���
����%���$ �� :� ������ ��������� ;����� �������� ������	�� � �������
���/ � ������$ ��� ����� �� �����	� ��������,"�� ������ ��	���� Ǳ�:���
��� ������� ������� � ������� ����	�����

'� �	�� < �������� ������ +	������	 ������� �� ;�� ������ ��
�%� �� ��2
������$ �� ����� 
����� �����	%����� ���$ ��� �� ���#	� �������$ ������
�� �������	���	� =����%��$ :� ������� � ��$ �� ���#	� ��	������ ���/����
��	����,�� ������� +	������	� = /����$ ������ +	������	 ������� k 	���
Fk�� − � �������	
 ��� �	����� > ���#��
 	 Fk�� �����	
 ��� �	����� >
��������
 ������ .��	�� ��� �����,"	� ��������

!��	 k ? � 	�	 k ? �$ ������ ����%����� � � �

!��	 k ≥ �$ ������ ������� Fk@ ����� ��������� ���������� ����� ������ +	2
������	 ������� k− �@ ������ ��������� ���������� ����� ������ +	������	
������� k − � � �	����	$ ����	������	 �� Fk�

;���	� ��	���	� �� �$ ��$ �� 	���,���	�� �����	
 �����$ �	��� ���
 ������	

����� ��%��#� ��������#� ���� ��	��,�� � ��#� �� ���� 	 � %� ���	�	��$ 	
:� ���	�	�� > �� �� 	���$ ��� �	��� +	������	 �����	���$ �� �������	������
�	����� � ? < − F� 	 �� ? < A F� � !��	 ����	/� �� �����2�	�� ������ ��������
Fj $ � �� �����,"�� ������ ��� ���� ����� Fj−� ��� ����� ���	 	 Fj−� > ���
������� 9��$ ����	���$ & ? �− F�$ � �� ? ��− F��

B���	�	��� :	 ����,���	� � ��
��	���� �����������	� �����	
 �����$ ��
�����	� �����,"	� ��#��	� ��	����

�������� � �Ǳ���� ����	���� ������������ ������  � -��� ���	/� ���	��� R�R�

. . . RN $ ��,�	 �����
 �������%��� � ������� ��������	� K� < K� < · · · < KN�
C�#��	� ���"������ ��	�� �������#� ��#����� K�

� �	
�� ������ �� � ���������� ����� ���� ���������� � �� �!���� � �"���	# �$�
���%
���� ������� ��� �� �� "	���  ����� ����� ����	��� &'()*+,--(,+ ./,0-12� � ���� ������
������	�� 	����������� 3	��4�� 5 &'()*+,--( ./,0-126 5 Ǳ���� ������
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���� �� ������ ����	
��� �����
 ��

��� �����	
� ������ �����������	��� �	� N � � �����	�
���	 ����� ����
������� Fk�� �
�����
 ���	
�	�	
����� ��������� �����	� ��������
�������	���	 �� ����� ������� N ! ��" ���" �#$"

��� %&��������"' (�	���
	 i ← Fk� p ← Fk−�� q ← Fk−�" �) ����� *	���
�����	�� p  q �������	 �������
�	�� ��� ���� �������"$

��� %+��
����"' ,�� K < Ki� �����	 - .��� /0! ��� K > Ki� �����	 - .���
/#! ��� K 1 Ki� �����	� ����.�� ��
��.��	��"

��� %(��� .��� i"' ,�� q 1 2� �����	� ��
��.��	�� ��������" ) ���	
���
������ ������	 ��	���
	 i ← i−q  �p, q$ ← �q, p−q$! ��	�� �����	 - .��� /3"

��� %(
������ i"' ,�� p 1 �� �����	� ��
��.��	�� ��������" ) ���	
���
������ ������	 ������� ��	���
	 i ← i� q� p ← p− q� � ��	�� 4 q ← q − p 
�����	 - .��� /3"

) ��
������� ��� ���5������� �����	�� ���� ���	�� ������
��� 
��5
	������� �-�� ��� ��
�.��� �-����	 ����	�" ) ����� � �-��
 p 6���	�� 

783� � q 4 
 780! 
 ������ �-�� ����	�� �����	�� �����" ) ����	
	�� ���	

 ����	��6 6����	�� ������� p − �  q − �� �	� ��������	 ���
��-� 9p 1 �:; ��
.��� /#"

Ǳ�	
����� � �Ǳ���� �����	

�$" <� ������
����� ����
��	�� ��6 �����5
.���! 7= ≡ K� 78� ≡ i� �783 � 780$ ≡ p− �� �780 � 783$ ≡ q − �"

�� ����� �	� 
 � ��� ������	�
�����

�� ��� Fk � i� Fk�
�� ���� Fk��� � p� Fk���
�� ���� Fk���� � q � Fk���
�� ��� ��� � Ǳ������ 	 
�� ���

�� �	� 
��� �� C� � S �A ��� �����	�
�� i� i� i� q�
�� ���� �� C� � S �A p� p� q�
�� ���� �� C� � S �A q � q � p�
�� ��� ���� ���� C ��� ���
�
���

�� �� ��� C Ǳ������ 	 
�� ��� ���� K < Ki�

�� �� ������� C� ������ ���� K � Ki�
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�� ���� ��� C�� S Ǳ������ � 	
�� �� ���� p �� ��
�� ��	 ��
��� A ����� ��� ���������� � �
������
�� ��� ���� ��� C� ��� �����	��
� i� i� i� q�
�� ���� ��� C� p� p� q�
�� ���� ��� C� ����� �������
�� ��� q >  �
�� ��	 ��
��� � � S �A ����� ��� ���������� � �
������
�� ��� 
��� ��� !"����� �#$�% �
�
����&�� �����
�  '$�(�)
�	 ���� ���

�
 ���� ���

�� ��� ��	� �����

�� �� ���

�� �� �������

�� ���� ���

�� ��	 ��
���

�� ��� ���� ���

�� ���� ���

�� ���� ���

�	 ��	 ��
���

���	
 ����� ��� �����		� ������������
 � ���� ��� �� ���� � ���� ��
������ �� ��������� ! "� ����
 ����# ���������
 "�$�! "�	 �����
� %����"��
���"���� ��������
 &��� '�! '( � ') "���� C! C� � �C� − S �����������!
���"�	

C * �+,- φk/
√

� .O�� , /+0 k − � ,

C� * �+,- k/
√

� .O�� , /+0 k − � ,

C�− S * �+,- φ−�k/
√

� .O�� , /+0 �k/�� .
�� 

1���	 ����	! ����
 ����# ���������
 ���	��� � φ ≈ �.��� ��� "�$�! "�	 �����

������ ��
���� � ����������	�� �����#���! ����#�� ���� ��2�� ��������

����&���
 �������� ������
 �� ��� "����3 ����
 "���# ��� ��	 �����������#�
� φ ��� ��#&� ����� � � ���� ��		���� ������� ���	
 ����� �����		� '
������
�� ��

�

�

(
��� . )φ k . (�− ��φ

)
u ≈ �4.5�5 67N . �.5� u �8 

��
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���� �������� 	
��
��� �����
	
�����#� �& ��� &
������ 	��$�������$���& ��������� 1�	
���
� ��#��� ��	���

� ���������� ���������� ����� ��� !�"���� ������!�#� $��"����� �� �� �% ���&!�� ����!�#�
�������� ��"&��������$ ��� !�"����$' ( Ǳ���� ������
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� � �� ��

���� ��� �������� ����	� 
�����

� ���	
����� ���� ��� �
�������� 
���
�
���� 	��������� � ��������

	�������� �� ����� ������� ��� �� � ������	�
 ����� ����� ����� ���������
�	�������� � ��� �����		�� � �� ������� ������ ������� ������ ����� 
��
�
�����
 �������� � ������������� � ������� ����� �������� ��� ��������	��
Ǳ�������! ����� �� �������� � ������� �����!� "���� ����	! � ���� ��������
��������	� ��������	! � �������� ���������� ��"��� ��������� � ���"�		���� �
������	�
#� � �����!# ����� ��������
 ��������	!� �!��� ����� �������� �
�������	�� ��
���� $����� ��������! ��"��� �������� ���!�����
 � �������#
%�& � %�'�

(� ���� )* �����	� "�	��	�� ������ ������ ���������� 	����	�
 ���		������
�	���� �������+� ,��� �! ������� � ����� ���	�������� ���	�� ���������	��
	���	�
 �� ���	
 ������� �� ������� ��� �	� "���-�� ��� 
����
��� � 	��	� ����
������ �	� "���-�� ��� ���
��� � ����� �! �
�� ���� ������ .�� ��
 ��	�-��
��� ��	�	�� ������ ����� �! ����������� ������ /�� ��� ������� ��
 ��	�-��
��� �
������ �! ������ �� �	�-	�� ���� � � Ǳ���� �������
 	�����	!�� �
����� �! ����� �������� ���������	� � �� ������ ��� �����-���
 	�- ����� 	�
����� �	�-	��� ���� � � /���� �"������ ��"���� ����� ���-��
���
 "�� ������
��	�
 �����������# ������� $����� 	� ���� )* �����	� ���� ������������	��
������� � ����� ������ ������ 
����
��� ��	���	�� ���
��� ������ ��	�	�� ������

�
��� ���� ������ ������ �
����� � �����		�� ��
����

(� ���� )* ��� ����� ������ �������� ��	�-� 0� �������	�� ��
���1� ���

����
��� � ��� ����� ������ �������� 2 "���-�� /� �� ����� ���������� �
��
 ������ � ������ ���������� ��"��� ����� 3����� �������� ��� �� �"#��� ���
���� � ������	�
��� �	���� 0��� ������ 4�&�)1� �������� ���������	!� ��
���

� ������ 	
���� 	������ ��������

�� �� �������� ������ ��	���� ���� !"# $%� &��'��
�()*� !*+%� ,�-� �.!+"/+%� 0��
 �( !/+%� 1�'�� �2�* *+%� 3'�	
��� �4/5!$!%� ,�� ���$"/ %� 6��
�7/#%� 8��� �9! :#%� &��� �7!; �%� �������
 �<"# �!#%� ����'�� �<�:!==� !*+%> ? Ǳ���� ������



����� Ǳ���� Ǳ� ����	��
� �	�� ���

����	
� �
 ����� ��
�
�
 ��	��� �����	
 �
���� ���
� �
��� � �
���� ���
� 

����� � ��
	��� �����	
� �� ������� ������ ������ 	 
� 
	����� ���!��"

��������, �����, ��	���, ��
�����	, ���	�, ���, . . . , �����.

#��� ���	����! �������� ����
��� ���$���
 �����
 �� 	��
	����

�������� 	 %Ǳ���� �� ��	�
� �� 
��
��� ����� ������ ��� ����������&� '
�

�
���$
 �
������ ���
���(
! ���
���� ���	�� )��� 
������� %���� ��& ����
*
��
��� �! �����
 
����� 
�������
 K� +��� K 	 �
���$� �������	���� ��	��
����� �����
(�� K� 	��
	�!���! 	 ���	� 	 �
���
(�� ������

Ǳ�����
�
���!� ��� ���� ���	
 �����
�� �� ��
���� ����� �����(�� ���!"

����
� � ����� ��
�!(���! 	 ���� 	����
�-

���	��
� � ��
�
���. �
 ��	�� �����	� ���
 	����
�-

���	��
� � ��
�
���. �
 ��
	�� �����	� ���
 	����
�.

Ǳ����� �����	.! %	��/��� ���� �
 ���� �0& �����
	�!���! ������� ��
�
��*
�!�� 1� Ǳ�������
! ���� ��
��	
�� �
 �����. ���	
� '�! �����	
 ���
�
���
��� ���	� �� ������ �� �� ���� �2 1� �
� �
� ��� ���� 2 1 ���������� ����
$��
���	�
�.���

	
� 34��$�
���
$�!�5 6��
��	��. 
 ← ����� %Ǳ�������
!*��
�
���. 
 ���� ����*
��(
�.�! 	��� �� ���	��&

	�� 37�
	������5 +��� K < ����
�� ������� � /
�� 89- ���� K > ����
�� �������
� /
�� 8�- � ���� K 2 ����
�� ����� ����/�� �
	��/
���!�

	� 3Ǳ�����(���� 	��	��5 +��� ���	��
� �2 1� ���
��	��. 
 ← ���	��
� � �������
� /
�� 8�- 	 �����	��� ����
� ������� � /
�� 8:�

	�� 3Ǳ�����(���� 	��
	��5 +��� ���	��
� �2 1� ���
��	��. 
 ← ���	��
� � �������
� /
�� 8��

	�� 3;��
	�
 	 ���	��5 %Ǳ���� ��
�
��! ���
����- �����. �� ����� ��������.
K 	 ���	��& 6��
��	��. � ⇐ ����� %
��� ��	��� ���
&� Ǳ���	���. ������ ←
K� ���	���� ← ���	���� ← 1� %#
 ��
����� ������ ���$�
������	
�. �
����� ���! ��	��� ���
�& +��� K ��� ���./�� ��� ����
�� ������ �
��
���.
���	��
� ← �- 	 �����	��� ����
� � �
��
���. ���	��
� ← �� %<����. ��
����� ����	���. 
 ← � � ����
�. ����� ����/�� �
	��/�	/���!�&

)��� 
������� �
� ����
��	
�� �
� �	�� �����
����� ��
���
$��� Ǳ����*
������ �
������� ��� ���� ���	
 ����� ���������

� � ���	� ���	�

���
, %�&

�
 �������� 	�������� ������ ���������.�
! �� ���
$�! �	��� �������	
� ��
� � ���� �� ������ ��������� ��
�� ������ �� ����� ������ ����	��	� ����
�������	�

Ǳ�������� � �Ǳ���� �� ��	�
� �� 
��
��� � !" ≡ K� !#$ ≡ �� !#� ≡ ��

�� ���	
 ��� ��

�� ���	
 ��� ���



��� Ǳ���� �����

�� ����� ��� � � ��� ������	�
�����

�� ��� �		� � �� �����

�� 
�� � �

�� �� �� ���������� C� ��� Ǳ���������� ������� �� ����	
���

�� 
� �� C� Ǳ�����	 
 ��� �� ��� � � ��

�� �� ���� �� C � � �� ��

�� � ���� ��� C ��� ����������

	� 
� �� C Ǳ�����	 
 ��� �� ��� K > 	�
���

		 
� ������� C� ����	� ���� K � 	�
���

	
 �� ���������� C�� S ��� Ǳ���������� �	���� �� ����	
���

	� 
�� �� C�� S Ǳ�����	 
 ��� �� ��� � �� ��

	� �� �� ����� �� S ��� ������� � �������

	� 
� 	�����	� �� S
	� �� ��������� �� S
	� �� ����� �� S �� ������

	� ��� �� �� S 	�
��� K�

	� ��� �� �� S ����	
�� � ����	
��� ��


� 
� �� �� S ����������� �� ������� K < 	�
���


	 �� ���������� A ����	
�� � ��



 
�� !" A

� �� �� ���������� �� S �A ����	
�� � ��


� �	�� �#� ! �� S ����	 ����� �� ��
��

��� �	
�
�
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�

��� ����	�	
�
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�
����
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�
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< >

���� !����� !

���� ��� Ǳ���
 �� 	����� � �� ��
��

Ǳ����� 	
 ���� �������� �������� ����� ��������� 		 � �������� ����
�� �����  �!� ����� ��������� "#C $ C	− 
S $ %&u� ���

C � ���'���� ���������( ��������)*

C	 � ���'���� ��������)� ���� K ≤ ��$���*

C� � ���'���� ��������)� ���� K > ��$���*

S � 	 ��� ����+�� � , ��� �����'�� �����.

� ������� ����� C	 - �

�
"C $ S&� ����.�� C	 $ C� - C� � C	 − S ����� � /�

������������� ���������)� '� � C�* ����� ���!�� ����� ����� �������� �



����� Ǳ���� Ǳ� ����	��
� �	�� ���

����� 	
.�C − �.�S � �u� ��� ������ ��� ������ ��������� ��� ��� ��������
��� ��  ��!��"�� �����#!�� 	 �� ���$����� ����%&� Ǳ������������ ���� ��� ���
�"��  ������ � ���$����� ����%(� �" ��)�� �������# ! ��  ����� *+ ���$����" ,�
����#��! ����! �����" �� 	�.�C − �.�S��u� Ǳ�� ��������� ��� �� -��� � �����
��.��� ����������#��� ����! / %�u ��� %�u�

0�$����� , ��$�� �����������# ��! �����"  ��1���� � ���� !�� ����������

�	
��� 2�������� � �� �" �� ������!�� ���13�1 ! ���!�# �� ���������#���
�� ����4��� 56(7 	8�� ������ ����� / ����"� �"���9� ��)�� ����# ��$��
 �������# ���" �������": �������� / ������  ���� � 	% ��)�� ����"���# ������
���� �� ;���� �� ������� �--�������� � ���#������� ���!�� ������ ��$�����"
�����4  �������� � ������"� �� �����#!:� � ������ �����������#�"�� ��! � ���#<
������! � ������!����:� �  �������: � ��$�������:�

� ��� ������ ��	
����� ���	����� Ǳ��$����� �" ���� ��1  ������� �� ��<
�� !� ! � ��$������ , ��� ������ ������ ���  ���� =��# � �� �" ��1�� �� �� � %*
�� ������ � ��-������� ���!��� / ��������� . . . � ����	 / ��� �� ����������$��
��$����� �� ����� �" �"��)������ �������  ������ ���13�� ���	������	�����

��� ��� = � ���! 

��� � ���� ������ �"�� �" �� �"��� ;���� ��� )� �� ��������
��1��. � �� ���#�� ����"���� ���!��� /

��������, ����	, ����, ������, �����, ��	���	,

������	��, �����, �����, 
����, 
	 /

������� �" � �� ������1 ��$��$��������$� ������� ��� �����# ��  ����3��� ����!
��� �� 	�� ���.�� �$�  ��� / � ������� #�

> ���$�.  �����"� ��! � �����$� ��� �� �� ������� ������)������ �� �� � %*�
������� ! �  ������ � �$� � �

��
 �������.? ��� ���# �������$� ����"���� ����<

���#�� �����)��� ������ ��� �� ������� �� ��$��� ! ��� ��� �� �� ���������� ��
�����)�": ������": �����#���

Ǳ�� ������  :�����  ����� �������"� ������� ����! ��� �� �������� ���<
���4�����#�� @ABN? ������ �  ����� �"��)�����$� ������ ����! ��� ��  ������� !
������4�����#�"� N� = ���� �������C� �����"���� !� ���  ������ ����! ��� ��
������4�����#��

√
N � ��������)���� ���������!��� �� � �: ������": �����#��

 N ������� D�$� )� ���  ������ �)����# �� ��$������ ,E

�  �� �#1� ��)�� �������#� ��� ��� � �� ������ ������� ���# ����� � @FN ≈
%.�+� @BN  �������.� � �� ��1�� � ����!1� ! � ������ �  ����.��� ���!���� 2�
�������� � � ������ � �����1� ! :�����  ����� �������"� �����#!� � �� ����!
��� �"��)����"� �����#! ��!��!1� ! ������

G������# ��� �����)����� �� ��������� ��$��� Ǳ�������)��� ��� ��)��! ��
N H �����)�": ���� ������� N ��1��.  �����. ����!��� �#1 � ���#���� ! ��! ��<
 ������! ������ ����� �� ���������#�": � ������ D� ��  �������.� ����:����":
��! ��� �� ��1��� ����� �� ���� ���#�� �� ��  �������.� ����:����": ��! �$�
� ����� � ������� ;���� �������� � �� CN /  ������ ������ ���  �������. ���
� ������ ��� ��� � C′

N / ��� ���������� ��

CN I % �
C′
�
� C′

�
� · · ·� C′

N−�

N
. 	�



��� Ǳ���� �����

����	
 �
����
 �

��
����� ����� ������ ����������
 � �������
 ����� �������
����

CN �
(
� �

�

N

)
C′
N − �. � �

�!"����## � � � ���$ �
�%��

�N � ��C′
N � �N � C′

�
� C′

�
� · · ·� C′

N−�
. ���

&�
 ��	�������
� �

��
����� ��	
 �������#' �(%�# �����)�� ��������


NC ′
N−�

� ��N − �� � C′
� � C′

� � · · ·� C′
N−�

�* ����(��)��
$ �( �
�%��

�N � ��C′
N −NC ′

N−� � � � C′
N−�, ���
����+�
$ C′

N � C′
N−� � �/�N � ��.

,�	 	�	 C′
� � -$ �


C′
N � �HN�� − �. �.�

Ǳ������� � � � �(�
��� ��	
�
�(� ���
)���#$ �
�%�� ���!���(� ��*�+���'

CN � �
(
� �

�

N

)
HN −  . ���

0 ���� ��1 ����
����# !
�� ����+��# ��2
���3�# 4 �
��
 
�������+ �� �
+	

������� *��%���# CN � C′

N $ �
 � �5 �
%�(� �����������# ���
#��
�����

���������� 	
��� ������ � ������� 6�
���� 7 !( ��*��!
��� �# �
��	�$

���	
 
� �
��� ������#�+�# � � 	�%����� 
��
�( ��
����� ���������� ������

�����8 ��
 �
��
 ������������+ 	�	 ����������
� 
!
!)���� �����	� � ����
	 4
��
����� .����9� :�� ;�
� ��
���� !���� 	
���	��
 ����*
���$ �
 ������� ����#
��
 ��!
�( ��+ ��*��%���+�
 ����(��� ����# ��!
�( �%��5 ��
����
�$ 
!���<
�����5�# � ���� .� Ǳ
�� �
�
 	�	 �����
 �
���
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$ 
������# �
+	
 ��������%�
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!
��� ���
���� �� ��7�8 ��	 �( �
�%�� *����� � ����
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����
� �����

,�� �� ����� ������ ��������#�+ 
��������(� ���( ����
��
�
��
��� 4
���!����# ��	
�
�(� 
��%�# �� ���� 7� ��� K � ������ � ��#*� � ���$ %�
 �����
3�+� #�#���# �� �
��	$ � �
����
�	�� ���
 �* �
*�
��(5 ������� 4 �%����+$
%�
 K � ������ ;	��������
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� !�"#$%�#&' � ��88� � �8:FE�� ������� � ��������-���	 �������,���� � ����
��� 
����� ����$ ���
�� � 
��-��%��� 
�
��$��� �
���������
�� �����

√
�N/8π�

R���� !������� �����,�� ���
�	� ���+���H��� ��� ������� �������� S �
��� ������%��� ����,���� ����	��
$ � ���� ���������Q �� �-���	,��� ��� ���
������� � ��������	 
��-��%���	 
�
��$���� � ������� ���� �	�� 
��,���
$ �
�������� ��T �� ��� �-������ �������$ �$ 
�	�����" ����%��� U��������
����
��$
����$ ����� +���� ���� �� �������

/�� 	��������
% ������ �������� S �� ������$�� 
�	��� �������� V W� "��$
��� ��� �� ���
���#�" 
�	���� 	�����$� O� ��,�� �-����% ����� #�� S� �

�

��,	 #����� S� � S��

���
�
� XǱ	
�� �� 

���� �����YZ ;
�� �������� V W� 	
�������% � ← 	������� �
������� � #��	 SG�

[ 	��� �G ��������� ��� �������� S 
 ���� ���������%��� #���� �
��� �
����$��
����� 
 ��� ,�� �
�� �� ���%#��� ����� �	��� ��� � �������� SQ ����� ,�
���	�%��� ���������
$ �,� �	�#� �,�������� Ǳ�� ���-���������� ��

���(
������� ����� 
� 
��������� 
������������ 	�����$ !�������� ���� �	�� ���
������$�)�"
$ 
�	�����" 	�����$"I�
�����" 	���%#���
$ � �������� ��T ��
�������$� ���	������� ��� �
���%������� �
����� -�� 	�������

�	
���	 ��	������ Ǳ��� ��� �� ������������ ��� ��,�� ���� ��,�� 
���%
�-\����� ���
�� 
 ��������� ����$���
�%�� R���� � -���� �-)�� 
�	��� 
��	��
��

������% ����$���
�� pk ���
�� k(�� �
���������� �������� �p� � · · ·� pN V � �
O��+�H��������� ����,���� �� �� �������,���� � 
�	������ ���$�� �����
�
����
$ 
�	������ � ������$��
$ 
�����#���� �:  ����������� ��� 
����� ����(
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���� ��� �� ������		 
���	���	����	 ���������	 ������ ������	���	 � �����	 
�	���	�

��� ��������

���	
� ��
����� 
 ����� ��������� ����� ���	
���	

� �

N∑
k��

pk��Hk − �� � �
N∑
k��

pkHk − �. ����

�������� ���� 
����	���	� ���	
�	�	
� 	 !���� "��# ����$�%��� ���&���
�������	
� ��
����� �
�&�	�� �

HN − � �H
���
N /HN ����


 ���&����'����� �	� �� �� (�&�	 
�	
��	)�� 
 ����&�� ����)����� �* 
'���	�
���� ���� �%�� +	 
������ �������� 
 &
 �! ���)�� 
������,� ���&��!,
-
���� 
 ��!��)		� ���! ����� � �
�,�� ��	�	��� � ���)��� ��� 
 �����
(������� ������

� ���� �� ���!�� &���
�� ���������� 
 ��!��)		� 
�	
�� .� ��(���� �-
�	� ���	��(�� /����� ���������� ���
 
 ����&�� �(,
��� ��	�	, ���
�����

 	���	*� 0	����	��)�,� ��	�	,� ���
�&���,� &�� �'&��� ���
� 
!�	, �!
1� 2� 345678� ����������	
	 �97: ;<=>? @<A7=� ��B��� ���� C��&��� �������	
� ��
-
����� ��� �������� ������ 
 D	�� &���
� �
�� ��E��F ���	
�	�	
� /�� !������
&�� (������� ����� � �����)!�
���� �����	� �����G ��� �����H 	��(��	 ��.�.
��
������

��������	
� ��	�	
� ������ ������� I����	����,� �	���� !�	
���	
!&��	)�� � 	��� ���� &���
� �
���	�� �������� &�� ����� 
 	(��J� �� ���
� !&��,�� ��	�	��� �������� &�� ����� � .� ��(���� ���	��(�	��)�,�
���
�� ��	���)��� &���
� ���!�� � ���� �.F ��� 	��(��	 
 ���&��� 
���� ���)
.��.K ��
����� ��� �������� �������
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 ���� ���� ���� ��		 ���� 

�
 �
��

����

����

	��
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���� ��� ��������	
� ����
 �
���� ��� �� 	���
��� ��
��������	
�
 �	������
�
 ��
���

Ǳ�����	�
 � ���� 	���� �	��
������ ������ �	��
��� 	�� N � � �
	���	��������� ��� ����� K� < K� < K� �
��� ����������� p� q� r ���������������
���
���� 	��� ���������

�

�

�

�

����	 �p
�q
r

�

�

�

��

�p
�q
r

�

� �

���

�p
q
�r

�

�

�

��

p
�q
�r

�

�

�

�

p
�q
�r

.  !�"

� ���� !# 	����� ��	���� ������$ p� q� r� ��� ������% ����� �� ��������
�������� �	��
����
& �'����������� ������ �������� �����(�
 	��
���� �
#)* ������ 	�� ����$��
 ��'��� p� q� r  �
� �	�� �!"�

+ ��������� 	�� '���(�% N �
�����(
�N

N

)/
 N , !" ≈ #N

/(√
π N�/�

)
'�����% ��������� �� ��� 	���'��� �% ��� � �$�� �����(�� - �����(����
������(�
� ���� Ǳ�.��
� ��/��� 	�����
����� � ��
� 	�'����� ���'�� ���(�
���� ���$��� '�����% ��������� �$�� ����� ��% �	��
������

0� ��% 	�� �� ���������� ��	�(��$ 	����� ����� � 	������ �������$
	���� �� 
���� ����  '���� ����� � ��������% �	�1�2����% ���% �
���� ��
�������� �	�������3�
& �����
� ��	�(���� 	���� � ���% ���% 
���� 	�4
	����� 	����'����� - Ǳ���� ������"� �	��
��� 	������������ � ���� !� ����
������������� 	��
���� �5* ���� �'������ ����$����� �����& �������� 5#*�
������������ 	������� � ��������� �	��
������ ����� 	�����

62��
������
 ���� ������3�
 �'���
� 0�� �n , ! �����������$ p�, p�,
. . . , pn � q�, q�, . . . , qn� ���

pi - ����������� ����� ��� ���
����
 	���� �������� Ki&

qi - ����������� ����� ��� ���
��� 	���� ����� 
���� Ki � Ki���



����� Ǳ���� Ǳ� ����	��
� �	�� ���

��, �, ��

��, �, �� ��, �, ��
� �
�
, �, �

�
�

��, �
�
, �
�
�� �

�
, �
�
, ��

� �
�
, �
�
, �
�
�

� �
�
, �
�
, �
�
� � �

�
, �
�
, �
�
�

�

����

�

���

q

p r

���� ��� �� ���� 	
����� ��������� ����� 
� ���
 	������� ���� �������� ��
����

� ������ �����
������� ������ �p, q, r� �� ��� �K�,K�,K��! "�� #���� ��� p $ q $ r % ��
	����� 	
����� 	������� ������� �� ���
�
� ���� ����	
���!

�Ǳ�	
� q� ���	
�����
 	���� ����
��	
� 
���� �
� ������
 ���	�� ������� ��� K��
� qn � ����
��	
� 
���� �
� ������
 ���	�� ������� ��� Kn� !���� ���"���
p� # p� # · · · # pn # q� # q� # · · · # qn $ � � �% &�
�� ���
� ������� ������
������"��'(�� �)������� ������	
�� 	������� �� ���	��� � ������

n∑
j��

pj
(
������� �j  # �

)
#

n∑
k��

qk ������� k �, ��� 

��� �j � j *� ���
����� �"�� �� 	����
����� ��&���� � k � �k#� *� �������
�"��+ ����� ����� ��&���
	� �� ������� ������ !��� �)������� ������	
��
	������� ��� �������� �����

�

� �

� �

� �

��, 

���� �q�#�p�#-q�#-p�#-q�#p�#q�� .�"���� /
� "������� ����� ������ � �����
	 ����������� 0���� � ����	
���	� Ǳ� 
���� ���������� 
��������� �
��%
	���� �	�& p � q �%�� ���� �� �"����� � �% ��)�� �	��
� ����� 	 �����������
0���� 	 �'��� ������ ��	������
�����	
�' ��	�� �p�, . . . , pn+ q�, . . . , qn �

1 �"���� ��-���, �% �"����� ��0���� 2�33���� �456789 ��� ��	
�����
������� 	 ����������� �"�������� ������ ��
�� ������ /
�
 ��
�� 
�������
�
��% �	� p �%�� �����%��� �� ���� 
���� � ��	
������ /
�� ��
���� �����
������� �"�% 	 ��	��� �q�, . . . , qn ��%��� �� �	��������	� � ��������� ������
	 
���� "���� 	����
������ ��&���� :������
������ ��� ���� ���	��
� �����
���&��% � �����' /
�� "������



��� Ǳ���� �����

��� ������ �	
 ��	 ��� ���������	 ��
�������� ����� ��
������� �������

��� ���� ������������ �	�	� 	�������	� �����	 ��� ���	� �p�, p�, p�� q�, q�, q�, q��

�	 ��	 ���	� �	������	 �	���	 ���� 	�������	 ��� �p�, p�� q�, q�, q��� ���	�  � �!
"��� �	������� �	���	 ���	��� #  � �"��� ������ � $��	��

%����� ���$� ���������� ���������� � ��	$�� � 
 #	�	��� ���������	
&�� ��� �'	��"�  �'	��"� 	��������� �	��������� (� ��	��)	��� *� ��
��� � ��)���� ��+�, ��� �	���	��� �-�� 	�������	�	 ������ 	�&� �	�-	�

)������� #�# .�������#	� ��	������	����/
 � ��� �����	���� � ��)���� 0�01�

Ǳ ��� c�i, j� 3 $��� 	�������	�	 �	������� � ����� �pi��, . . . , pj� qi, . . . , qj�
 � ��� w�i, j� 4 pi�� 5 · · · 5 pj 5 qi 5 · · · 5 qj 3 � ��� *�- ���	� �	�����	
 ��	
c�i, j�  w�i, j� 	��������� ��� 6 ≤ i ≤ j ≤ n�� Ǳ	�#	��# �������	 �	)�	����
$��� ������ � #	���� �k ����� w�i, j� 5 c�i, k−�� 5 c�k, j�
 �	� ��

c�i, i� 4 6,

c�i, j� 4 w�i, j� 5 789
i<k≤j

(
c�i, k−�� 5 c�k, j�

)
�� i < j. ��:�

;���) R�i, j� �� i < j 	�	)���� ��	�����	 ���- k
 ��� #	�	��- �	��������
��� � � ��:�� *�	 ��	�����	 	��������� #	�� 	��������- �	����������

< �	�	&��  ������� ��:� �	��	 ������� c�i, j� ��� j−i 4 �, �, . . . , n� ����!
�� ������	 �

�
n� ��#- )������
 � 	����$� ���)�$ ���	������� ������	

��� �

�
n� )������ k� =�	 	)������
 ��	 �� � �	��	�� 	�������� 	�������	�

�����	 )� O�n�� ���$ ������ � ��	��)	����� O�n�� ����# ������
Ǳ� 	$��#� ������ ���	�� ��	����	 �	�	�	��	�� �	)�	����  ����"�� ���!

���� �� n� Ǳ ��� r�i, j� 	)������ *������ ��	������ R�i, j�� ��� ��	�-	��	�� �
������� ����	 ��	������R�i, j� 3 �	����	��	 	��	�	 ��	 ������������� �����
r�i, j−��  r�i5�, j�  ��	��) � ��) �����  ��� �0
 �� ������ �	��� �	������
 ��	

r�i, j−�� ≤ r�i, j� ≤ r�i5�, j� ��0�

�� ��	��$�������- ����-� =�	 	��������� �	�# ��� �� ����	 �"� r�i5�,
j� − r�i, j−�� 5 � ��	�������� � ��:� )������� k �����	 j − i� >�&� 	�?��
���	�� �� j − i 4 d 	$�������� #�#∑

d≤j≤n
i�j−d

(
r�i5�, j�− r�i, j−�� 5 �

)
4 r�n−d5�, n�− r�6, d−�� 5 n− d5 � < �n,

��# ��	 	�&�� ����� ���	��  ����"����� �	 O�n���
%������	 *�� ��	$�� �� �������������� � 	���� ���	���� @�

�������� 	 �Ǳ���� �����	
��� ���	��� �������� �����	�� %��� �n5� ��	�!
�$�������- ���� �p�, . . . , pn� q�, . . . , qn�� A��	��� ���	� ������� ������� t�i, j�

���&� ������� � $�� �� 	���������	� ����� ������� ��� ���	� �pi��, . . . , pj�
qi, . . . , qj�� B��������� �� ������
 � ����	

cCi, jD, 6 ≤ i ≤ j ≤ n, $��� t�i, j��

rCi, jD, 6 ≤ i < j ≤ n, #	���� t�i, j��

wCi, jD, 6 ≤ i ≤ j ≤ n, 	�&� ��� t�i, j�.

� ����	
� � ��� ������ � ����������� ��	���� 	��� �� � Ǳ���� ������



����� Ǳ���� Ǳ� ����	��
� �	�� ���

���	
���� ����� 
������ ������
����� ������� r� ��� i � j t�i, j� �	��� � ��� 
���!�� �
	"� 
���� ��������� # t�i, r$i, j%−&�'  ����� ��������� # t�r$i, j%, j��

��� $(!�)�
��)���% *
� + ≤ i ≤ n 	��!����� c$i, i% ← +' w$i, i% ← qi � w$i, j% ←
w$i, j−&%,pj,qj ��� j � i,&, . . . , n� -��� �
� & ≤ j ≤ n 	��!����� c$j−&, j% ←
w$j−&, j% � r$j−&, j% ← j� �.�� ��/����� ������
��� ��� �����
�!�� �������
�� ��!��� 	�
��

��� $0�1
 �� d�% 2���
!��� 3� 4� �
� d � �, �, . . . , n' ���� ���!����� ����	

�������

��� $0�1
 �� j�% �5 6���	 ����!�	 	7� ������
�!� �����
�!�� ������� � ��!��
"�� d 	�
��� 8 �!!�� 3�� ������
����� ��� �����
�!�� ������� � d
	�
���� 2���
!��� 3� 4� �
� j � d' d , &' . . . ' n�

��� $Ǳ���1 c$i, j%' r$i, j%�% :��!����� i ← j − d' ���� #

c$i, j% ← w$i, j% , ;<=r�i,j−��≤k≤r�i��,j�

(
c$i, k−&% , c$k, j%

)
� ��������� r$i, j% �!"�!�� k' �
� 1������� ���������� ��!��	��

(
2 	��� ��

��1�������' "�� r$i, j−&% ≤ r$i,&, j%�
)
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���� ��� ��������	
� ��	�	
� ����
 �
���� ��� ��������� �����

2 1"����� ������ 
������ 4 ��������� ���� &>' ��!��!!�/ ! ���
�7� 
!�� �!��1�����!�� ?@AB CDEF <= GD=HAIHJ �1
�"���� �
��� � 1�!��1��� # 4KLM��
-�
��� ���N ����/ � �����N ������ ���N ������� �� 	
� �� ��
� ������� 
���!� �1�� ������' "���� 17���	 �
��	 17���� ���
��1 ������������

��! ����1� 2���"��' !�1������ �
�� !������� ��� � �������	 ��
� ����!!�
!��!O������!��� � !� ��3
� � 	1���
�� .�� ���)�
�!�� �
�� � "���� �N
����
�!�� ����!"�!� �!	���!!��� 	�
�� ! ���� &>� P������ �!��!�� ! ��'
"�� ��
��� !������� ?Q= HRA SDTUH<D= DV W= AXUWH<D= VDE W GAEHW<= =AC YEDZTA;J
�?P ��3�!�� 	��!�!�� �
� !�1�����/ !���/ ��"�J� �1������� !���
�1� !��! 
O������!��' "�� ����� !� ������ � 	1���
�[ (��� 	1���
� 4KLM ����!
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�� � �� ����� ����� ���	��
����
 �� ������� �������� � ��� ��� ���!"
#
!$
��"% #�&��'�$ � ��	
�� (� (� )*�+,�� ���� �� ����-�� ��-�����

Ǳ�& #
'/
�
��� ��� ���!0 1(23 � �
��&�
��� $��� �
 �
4$
� #
$�'
	&!
�" 	5
�
�#
!" 
���"�0 	&$��$5� '����
� #
&���� 6�
	5 #�
���&�"� '
!4$
 !& 
#��'�!�$7
$
� �!
�
 	5�" �$���$$5� � ��� ���!"� 8��/&� �!
��� #
#�'�%9&� � �!:��&�$
�
#
�0'�� ��4'� $�&$'���&����5�& �!
���&� #
�� �$5 � �&'� �$�;$&< � !
� $�
�&�� ��� =��� �  �/!��&0< �����> ����  � ��������- /
'5 ������&!
�" �
�$
 ���
�!
�� ���#
!
4�$$5< #
 �!:��&�� ��4'� �!
���& �������� & ���	
����

?� �&�� �� #
�� �$
 
#�&��!"$
� '����
� #
!�6�$$
� �
/!��$
 �!/
�&��� 1 #�&
n @ -�� A56&�!�$$5� '!0 j @ �, �, . . . , -�  $�6�$&0 rB�, jC ���$5 ��, �, �, -, -, -, -, �, �, ��
�, �, �, ��, ��, . . . , ��, ��, ��, ��, ��, ��, ���D  $�6�$&0 rBi, -�C '!0 i @ �, �, . . . , -� ���$5
���, ��, . . . , ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, -�, -�, -�, -�, -�, -�, -�, --, --, --, -�, -���
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�Ǳ�	
���	���� ����	��� qj 	�������� ���������	� ������� �� ������
	���
����	�	  �����! �� ���� "#$ %&' �	�����	 	���
����	�  ����	$ �	�	�	� (��	 (�
�	����	 ��� ���) qj $ �����) ���� *	��	 ��� �� ����� � ��������� ����	��
pi! �� ���� "#$ %+' ��� �������	 	���
����	�  ����	 ��� pi$ �����) ���� Ǳ��
�	��	
 ��(	�� ����	�  ����	$ ��	(������	� �� ���� "�$ ���(�� � ��� ��
 �	���	
��"� ��������,!  ������ �� ���� "# ���(�� ��#- � ���� ��������, �		����������	�
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%
#�
�
$
#"
#&
�
!
'
(
"
�
#�

k

)
�
!*
(
*�
+

p
k

c,�, k��-. c,k, n-.w,�, n-

w,�, n-

pk

���� ��� Ǳ�������� ���	 
�
 ��
��� 
���� k�

Ǳ	��	���  �� ���	���
� . ��	()	 �
� ���
� � ��	��������	$ ��	�	�/�	0
������� n�$ ��	 ���	���	����� ����������	 ��� (	��1�) n� 2	����	$ ��� 	����
(	��1�) n 
� 
	��
 	��������� 	� ���	���	����� (������)  ������� � �	 
���
	  ���) 
��	 �) �	����$ �	�	��� ( � ����
	����� ��
� ��
�	�	 �	���� 3 �	��
��� �	�	��
$ ��	 �� 	 ��,�� 	���
����	� %��� �	��� 	���
����	�'  ����	 ���
(	��1�) ��������) n�

4� �� ���$ ��	 � �� ������� �����, � �	�� �� 
���1���� ����	� ����	 ��
� �	������ � ��� ��
 ����	)�)  �������! ���	��
$ 	�� 
	�� 	�������� � 	����
��	)�
� %�
� ��� �5'$ ��� ��� ���� qj ��� ���	
 
��	 � �	���	���� �� ���	��������
6�� 	 �� �	 )	 �	��	�� � ��(	�� �	��� k ����
 	(���	
$ ��	(� 
����
�����,
��� �	  ����� 7&8

(
w%5, k−"', w%k, n'

)
(�� ����	���	 
��$ ����	���	 9�	 �	�
	��	�

*��	, �	 )	 ����� 
	��� 	�������� ��	)�
 %��� ��(	�� � �������� �	��� ���
� 
���
 ��������
 pk'� :��	��
$ ��	��
� ;$ ����� ����� ����$ �	��������$ ��	
�	�����	� � ���������  ����	 ( �� �� ��� �  ����	 	� 	���
����	�	�

<	��� ���1��� ��	/� �� 
	��� (��� �	����� ���
 �	
(����	����� 	��0
�����) 
��	 	�$ ��� (��	 ��� �	���	 :� 3� :	����	
 %=� >� =&?@AB' � 2� 2� C	�0
��(	
 %D� D� EFG?HA+' %����� �����	 �
� ������
� %>I&JA7HI KBALL$ "-��'$ M5MN
M�M'� Ǳ	����,���� ������� ������� � �������� ����$ 	 ���	 ( ��� �	�	�� ����0

������ �	���� �� ����	���	 1��	� �����	 ��� ����	  �� �	���� ��� � 	��	�������	
(O	��1�
 pk� P� ���� "� �	������ ����
�	���� ��� �	����	�	 
��	 �Q ���� �����0



��� Ǳ���� �����

���� �	
��� c�, k−�� � ck, n� �
� ������� �� k ��� �
���� ���� � � 	��� �!�"
�� �#��� " $�� 	%&����
� #%�� 
 $�#��#��%�%� � #%��$��% pk�

'
��(  %��� )�#%	�� #��&*  �+�� ��,���&�#
�� ,	� -���.�� n ��� #�-�	

��	�� � �
���%(.%( 	
-��� � �%#� � � ,	
#� � ,���%	%#�� �� Ǳ	� ,���$%���
����
��$��  
���� ,���%	%#
 #�& �+�� ,	� %�%��% 
���	�� 
 �� 0%&�����	�12�(
 %��� �
%� �%,����% �%	%#�� ,� ���-2%��� ����$
12�%�� �� �,�� 
����� �

�345�" �	%-�� ,	� 6�� ,	���	
���#� On� � #	% � 	
-��� 7 On 89: n� %������
;� <	%� 
�� =� >?@ABCD� -��� ,��
&
��" $�� �
 �
 � �%�% ����
��$�� On�
%����� #	% %�� ,	� ��,���&�#
��� ,������2�� ��	����	 �
���� ���� � �E�!�"
�F�3�FFG � � �
�+% �� =@H8H9?D " ���� ���	
�	��� �� ���������� � IJ?KD:@?" �ELF�"
I@MNK9D F����

��������	
� ������ � �	������ ;��� 
���
� �%�
 �$%�� -��&�
 � �	��� �
 
�% 
��$%��� � ,�����1" � %��% � � ��������	" ����	�% -��� ##%�%�� O���� 
P%����� �8CQA@ IHCDD9D� # %�� &�
 %����( 	
-��% ,� �%�	�� ����	 
��� ����
������ ��
�� �� �� �EFL�" 4�E3F�4" ��43�!��� R��� p�" p�" . . . " pn ,	%���
#��S
1� ��-�( #%	��������" ,	�$% p� � p� � · · · � pn T �"  � �,	%�%��% 6��	�,�1
Hp�, p�, . . . , pn� �
�

Hp�, p�, . . . , pn� T

n∑
k��

pk 8:
�

pk
. �L�

U������#�� ,������" $�� %��� ,	�������� kS% ��-���% � #%	��������1 pk� �& n #�&S
 �+���"  � ,���$
% 8:�/pk� -�� ����	 
��� �
�" ��-���%" #%	�������� ����	���
	
#�
 �

��
" �
%� �
 ! -�� ����	 
����� V�
$��" Hp�, p�, . . . , pn� ,	%���
#��%� ��-�(

�+��
% �% $���� -���# ����	 
��� ,	� �
���,�%��� ���$
(���� ��-����� R���
pk T �" �� �,	%�%�� pk 8:�/pk� T �" ,�������� 8KBε→�� ε 8: �

ε T 8KBm→∞ �

m 8:m � �.
����� ��	
����� �����
��� ��� ��
��������� �����
�� ���� ���� � �
���� ��	��
�������!� ���������� ����! ��
"#

$���%� x &'��/x� ��	���� �# �# �� ������ ���������� −�/�x &( )� ���%���
�*
��+# ���� �,����� �� p� � p� � · · · � pn � �/n ����	����� ������
����
������� -����� H�p�, p�, . . . , pn� ������

H
(

�

n
,

�

n
, . . . ,

�

n

)
� &' n. ��.�

/ �,0�� �
���� ��	�� �! ������� ������� p� . . .  pn−k  �����
��� ���������
�������� pn−k�� . . .  pn �������
�! �����������

H�p�, . . . , pn−k, pn−k��, . . . , pn� ≤ H
(
p�, . . . , pn−k,

q

k
, . . . ,

q

k

)
� H�p�, . . . , pn−k, q� 1 q &' k, �)��

H�p�, . . . , pn−k, pn−k��, . . . , pn� ≥ H�p�, . . . , pn−k, q, �, . . . , ��

� H�p�, . . . , pn−k, q�, �)��

	�� q � � − �p� 1 · · · 1 pn−k�#

� ����� ��	�
���� �
� �	������ ���� ������ ������ �������� ���
���� 	���������� ���
��	
���� �
���� ��������� ��� � ������������� ���������� ������� ��	�
������ ��
��
������ ������� ������� �
�� � ������� ����� ������  !���"���� #� $�� ��������� %� ��
��������	
 �� ������	
 ��� 	������ 	 ����	��� ������� & '�( $���� )*+)� & ,-. ��/� 0����
� ��
�� 	�� ��	
���� ������� 	������������� ������� ����� ������� & Ǳ���� ������
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� �	�� ���

�����	
��� ��	� ��� 	����
���	 ������	�� �����	� ��
��� �	
	�	�	 ������
���� 	���������� ���	�
�	�
�� ��������

�

�

� �

�

p�

p� p� p�

p�

p� p� p� p�

�

� � �

�

� � � �

. ����

����� pk  ���	�
�	�
� 
	�	� !
	 �	���	��� ��	"��#�� �����$�
 ���	
# � ��
�
� k � %�
����� � ��&�	� ��#
������ #�� �		
��
�
�#�
 	����	�# �������
������ ���	�
�	�
�' �	��	����	�# �� �#��� ���	�
�	�
�' ��
��� ��&�	' ��
�
���� (�������� ������� �
	��� � 
��
�� ��
�� #�� �A ����
 �		
��
�
����	
���	�
�	�
� �p� ) p� ) p� ) p�, p�, p� ) p� ) p� ) p��* ���	�
�	�
� &� � #�� �B
����� �p�, p	, p� ) p��/�p� ) p	 ) p� ) p��. +� �	&�� #
���&��
�� !
	 ��&��'
��#
�����' #�� ����
 ,�
�	��� ��	��	 	����	�	 ������������ ���	�
�	�
�'*

���� 	����	��

H�A� - �p�)p	)p�)p�� ./
0

p�)p	)p�)p�

) p� ./
0

p�
)�p�)p�)p�)p�� ./

0

p�)p�)p�)p�
,

H�B� -
p�

p�)p	)p�)p�
./

p�)p	)p�)p�
p�

)
p	

p�)p	)p�)p�
./

p�)p	)p�)p�
p	

)
p�)p�

p�)p	)p�)p�
./

p�)p	)p�)p�
p�)p�

,

H�C� -
p	
p	
./

p	
p	

,

H�D� -
p�

p�)p�
./

p�)p�
p�

)
p�

p�)p�
./

p�)p�
p�

,

H�E� -
p�

p�)p�)p�)p�
./

p�)p�)p�)p�
p�

)
p�

p�)p�)p�)p�
./

p�)p�)p�)p�
p�

)
p�

p�)p�)p�)p�
./

p�)p�)p�)p�
p�

)
p�

p�)p�)p�)p�
./

p�)p�)p�)p�
p�

.

����� �� ����� p�α�H�α� �� ��	� �
���	

� ����� �	�	�� α� ��	 p�α� � �	���

��
���� �����	
� ���� α� � H�α� � �
����� α� ���
� �
���� �����	�	�	
�

�	����
���	� ����	��

���������	
���� 1
	 #
���&����� ���	 �	�������
�� �	 ���#�"�� ����# ����2�
(�������� � �		
��
�
��� � ������������ ��$� 3	��#��� �����4



��� Ǳ���� �����

H�A� � �p� � p� � p� � p��H�B� � p�H�C� � �p� � p��H�D� � �p� � p� � p� � p��H�E�

	 p� 
�
�

p�
� p� 
�

�

p�
� · · ·� p� 
�

�

p�

��� ���������� ��������� 
��p�� p�� p�� p��� 
��p�� p�� � 
��p�� p�� p�� p���
�������������

�� �������� ���� ! � ����� ��"��#$���# %����"�� &�� �"��&������
�����' (����) )�� ��*�(� *������(� &�����

������� �� Ǳ���� �p�, . . . , pn+ q	, . . . , qn� � ��	�
��������� ��� �� ��	
��� ��

�	
����	����� ���� 	�
�	�� ��	 p�� · · ·�pn� q	� · · ·� qn	��  P 	 p�� · · ·�
pn � ��
	���	��� ������	�	 �	���� Ǳ���� ����

H 	 H�p�, . . . , pn, q	, . . . , qn�

�
��������� �	�	�  ��
	��! �		��������!"��	 
��
�������� ��
	���	�����  C �

���������! ���� ��,�� #	�� �
� H ≥ �P/e �����

C ≥ H − P 
�
eH

�P
. ��-�

���������	
���� .�$#��� *������� &���� ��������� C � ��$����� ����������
qk �(� ����#��� /�*��� � ���&��0 �0�������0 0$�0 ���&��� ��#� �� ������'
*0&�� ��$����� ����� ������' ���������# pk� 1�(&� C 	

∑
p�α�� (&� �0�����2

���� "���$�&���� "� ��� �0������� 0$��� α "��0�����(� ��������(� &���� �
��(����� ����� ! H 	

∑
p�α�H�α��

3����"�� H�α� ��������0�� ���"��&������ ���������� &�� ���4 ��* ��'�
(&� �&�� �$ ����������' � ��0���� ��(&� α 5 �0������' 0$�� �j � ���� pj/p�α��
. 0"�� -6 &���$ ������ ���

H�p, q, r� ≤ p 
�x� � � 
�
(
� �

�

�x

)
��,�

&�� ��4 x > 7� ��(&� p � q � r 	 �� 8��&�����#��� &�� ��4 "��������#� 4 x
 "�������� ���������

H 	
∑
α

p�α�H�α� ≤
n∑
j
�

pj 
� x �
(
� � 
�

(
� �

�

�x

))
C.

. "���� "�&������0 �x 	 H/P � "��0���� ���*0�� ' ��$0�#���� "�����#�0

C ≥ �

� � 
��� � P/H�

(
H − P 
�

H

�P

)
	

�

� � 
��� � P/H�
�H � P 
� e�− P

� � 
��� � P/H�

�

eH

�P

≥ H − P 
�
eH

�P
,

��� ��� 
��� � y� ≤ y 
� e &�� ��4 y > 7�



����� Ǳ���� Ǳ� ����	��
� �	�� ���

���	
���
� ���� ���� �� 
��������� ��� ��	��� �	��� ��	�����  ������!
�"�	������� ��#�	�� H ≥ �P/e �� ���$��� ���"�% ��������# �&���� ��	�����
 ������ ���	
��� ������	 '( n ���� #��� ���� )&�	�� 	��� 
���	��� �	 �%
�� 
 ���	�	����
� ��"�� �� ��������
	��� ������� #���
 *���
	 �	��	
�+! 	���
�&�	���% ������ "�	��,	 ���� ���	
����
	 ��� 
��� &��	���� ����
��
 �����	 �

���������� 
�#������ #���
 pj � 
��$��� qk 
 �-&�� ��������

.���������  ������ �	- �	� 	��� 
����-- "�	��,#% ����	� �� ������
����	��� � ����% �	�� ���� �� &#��� ��������
	��� ������	 *���
	 �	��	
�+�

������� �� � ����������	
�� ������ � ��������
�� ���� 	�����	���

C < H / �− P. ��0�

���������	
���� Ǳ������ n / 2 �#��# s� 3 �

�
q�% s� 3 q� / p� / �

�
q�% s� 3 q� /

p� / q� / p� / �

�
q�% . . . % sn 3 q� / p� / · · · / qn−� / pn / �

�
qn! ��"�	��� #��� �4 ��

����� ���	�% �� s� < s� < · · · < sn� 5	����
	� �	��#- sk �	� �
����#- ���&�%
���#��� sn 3 �.222 . . . �� ��� sn 3 2� Ǳ#�� ����	 σk �����	
��� ��&�� �	�	�����
&�� sk% ���&������� ��� �"�% ��&� ����	� sk � sj ��� j �3 k� �	������% ���
n 3 � � ���
������� ��	����� sk

s� 3 �.6666662��

s� 3 �.6666262��

s� 3 �.6662622��

s� 3 �.2266666��

σ� 3 66666

σ� 3 66662

σ� 3 6662

σ� 3 2

.

Ǳ������ &��	���� ����
� � n/2 ����� 	��� �&�	���% ��&� σk ���
��
�
	��
�#� � ����� � k ��� 6 ≤ k ≤ n% "�� *6+ ���	�	� ��
#-% 	 *2+ 7 ��	
#- 
�
��
8���� �"�% ���� σk−� ���� 
�� αk6βk% 	 σk 7 αk2γk ��� �������� αk% βk � γk%
� 
�#������ #��� �k ���
��
#� �#� αk� 9	��� �&�	���% ����
�

� �

� �

�

�

�

���
��
#� ���
�������# �	��� ������#� 8	� 
����% # ����
	 ��"# ��	���
&��������� 
�#������ #���! �	����� �	���� �� ��� �"� �����
����� ��������
#����� :��	 ���#�����"� ����
	 �� &#�� ���
�$	�

∑n
k�� pk�|αk|/2�/

∑n
k�� qk|σk|�

Ǳ�������# sk ≤ �.αk�� / �−|αk| � sk−� ≥ �.αk��% ���#���

pk ≤ �

�
qk−� / pk / �

�
qk 3 sk − sk−� ≤ �−|αk|. ��;�

<���� �"�% 
 ��#�	� qk ≥ �−t ����� sk ≥ sk−� / �−t−� � sk�� ≥ sk / �−t−�! 	���
�&�	���% |σk| ≤ t / 2� )�-�	 ����#�% �� qk < �−|σk|�� � �� �������� &��	����
����
� ,����



��� Ǳ���� �����

≤
n∑
k��

pk�� � |αk|	 �
n∑
k��

qk|σk| ≤
n∑
k��

pk

(
� � 
�

�

pk

)
�

n∑
k��

qk

(
� � 
�

�

qk

)
� P � ���− P 	 �H � H � �− P.

 ������ ��������� ���� ���� ���� ��	 P � � �!/ ���≈ �. "��" � H�p�, . . . , p��,
q�, . . . , q��	 ≈ �.��� �. ���#��$�� %�&'& ��&���� ( ��$��)#���* ��& C ≥  . ��� �
�&'���+& ��&���� , C < �.��"��

��������	 
���������� &��&)+& -&�������.+&� ����/�+�� ��'&����� � $
�-�0���.+&� ������1 p� � · · · � pn � �� 2�&� �����3* �&'#� �&�. �'��4� �&�.�&
$��&��+&��� ����.�$ �q�, q�, . . . , qn	* &�&5�++& $�)�+* ��� ��� &+ +���#�& $����������
$& �+&'�6 -���&)�+��6� 7���� $ %�&� ���#��� �8 -��#-&��'���* ��& $��&��+&9
��� pj : +���$8��  #�++&� ������ ��&���8 ( � , �$&#���� � +���$�+��$��

H�q�, q�, . . . , qn	 ≤ C�q�, q�, . . . , qn	 < H�q�, q�, . . . , qn	 � � ��;	

� <�+�0�� 0�+8 ��!	 �-�&=����� #&

C �

n∑
k��

qklk, lk � ��&$�+. k . ���	

>�4��$&� �$&3��$&* -&�$&��4=�� �-�&����. ��'&����* ����4������ $ ���#�49
=�� +�5�4#�+���

��		� �� ���� qk−� > qk��� �� � 	
��� ����
���� ������ lk ≤ lk��� ���� ��

qk−� � qk��� �� � ��	������ ����
����� �������� lk ≤ lk���

���������	
���� Ǳ��#-&�&)��* ��& qk−� ≥ qk��* � �����&���� #���$&* $ �&�&�&�
lk > lk��� @&'#� k #&�)�+ 58�. -��$8� #&���+�� ���&�* � �'& ��$83 A5���B
L : -&##���$&� $��� c ≥ qk−�� C���+�� �&#����.���3 -& &�+&/�+�4 � k ����
-&##���$&� L* � ���� k�� � ������ ��	
��� ����� �������� �������� k 
k�� � ����� ���
�� ��
�� ����� �������� �� −c − qk�lk − lk�� − �� � qk�� ≤
qk��−qk−�� ���	�� �����
 �
�
�� �
 � �� �!������ �� 
�� � !�������� �����

qk−� > qk��" � ���	�
 qk−� # qk�� �!�������
 �
�
�� � �� �����$��������� �
�����
 �!�������
 �
�
��� % !���
��
� ���	�
 !���
�����
������� ���& �����'
$����() !��
�
� � lk ≤ lk���

*��

 ������) ����� �������� ���� ��� ���	�
���� ����+
�

����� �� Ǳ��������	
� �� j 	 k � 	������� ��	�� �� j < k 	

,� qi−� > qi�� ��	 � ≤ i < k�

,,� qk−� ≤ qk���

,,,� qi < qk−� � qk ��	 j ≤ i < k − ��
,-� qj−� ≥ qk−� � qk�

����� �������� ��	
������ ������� � �����
 lk−� # lk 	 �	��

.� lj # lk − �� �	��
/� lj # lk 	 j ������� ����
 ������	
 ����
�



����� Ǳ���� Ǳ� ����	��
� �	�� ���

���������	
���� Ǳ�� 	
��� �������� ���
���� � ����� � �� ������� ��� ����
�	
�
�� �� ������
�� �����
�!��� �����
� � "������ lk−� ≥ lk� #�
"� ����
 �
� ��� �	
�
$�� ��� l� ≤ l� ≤ · · · ≤ lk� %�����
���!�� lk−� & lk�

Ǳ�������'��� ��� ls < lk − � ≤ ls�� ��( �"������� j ≤ s < k� Ǳ���! t
������
��(�� ��)�* 
���!+�* ���"�� ��!+�* k� �
"�*� ��� lt & lk� ,���
 ls�� &
· · · & lt−� & lk−� � s�� ������
��(�� ��)�* ����* ������* �	��� #��$�
 ����"
���
��� t−s ����� � �	�� i (��(���( ����� ������� �	��� ��� i & s-�� s-.� . . . � t�
/
���� �������!�"�* �	�� �	�
 t �	��� t�� � 
 �	�� i 0 �	��� i�� ��(
s < i < t� 1���� ����� 	
���� ��+�* �	�� s ������� �	���� ��������
�	�
�� "������� (��($��( s � s�� � 2�� 3�� 	
��� �������� " �	����$ 4��

 ≤ qs − qt − qt�� ≤ qs − qk−� − qk� �� �� " ����+��$ �����
 ��� qs < qk−� - qk�
%�����
���!�� ����
�� ����� lj ≥ lk − ��

5� 3���� �����
 �� � �
	� � �����!	��
�� ������	� ��6�� 7��� lj & lk � j �
(��(���( ����� ������� �	���� �� j ���'� )��! ��
��� �)�
���� �	�
 j�� �
/
���� �8 �������!�"�* �	�� �	��� j�� � 
 	
��� 	
���� "
'��* ���� i

������ i�� ��( j < i < k� /
���� �
"'� ��+�* �	�� k ������� �	����
(��($ ���( �������!�"�� �� ���+��$ " k�� � k � 9�� ��*����( �	��(� 4��

 −qj−�-qk−�-qk ≤ :� �
" ��� �� ������� �����
�!�� ������� ����������($ ��
������$ �;��

����� �� Ǳ���� j � k �� ��	 
�� � � ���� �� ���������� ���������� �������

����� �q′�, . . . , q
′
n−�� & �q�, . . . , qj−�, qk−� - qk, qj , . . . , qk−�, qk��, . . . , qn�	 ���
�����

����������� ������� qk−� � qk � ������� qk−� - qk ���� qj−�� �����

C�q′�, . . . , q
′
n−�� ≤ �qk−�- qk� - C�q�, . . . , qn�. ��<�

���������	
���� 5���
���� ��"
	
�!� ��� �$)�� �����
�!�� ������ ��( �q�, . . . ,
qn� ��'�� )��! ��
�=�������
� � ������ ��* '� 4��� � "������ k�� � k (�>
�($��( �)�
�!(���� �� �� ���$� ��� � ��� '� �������!�"�* �	��� � ����!( "�������
��(��($��( � �����$ �� ���(�"�?

� j�� k�� k j . . . k�� k�� . . . n . ����

@� 
��� � �����
� �"���������
��� � ����� A� 7��� 3�� ������ ���
 �;��
������ ���������� ����!(� ������� k�� � k ����� 
 k − � − j ����� 7���
'� 3�� ������ ���
 �B�� ��������'��� ��� ls−� & lk − � � ls & lk� 2 3��� ����
�
�� ��*������ �����$ �� �)�
	��? �
�
�
 ������� k�� � k ����� 
 k − �− s
����� 	
��� 	
���� �8 ���* �������!�"�* �	�� �	���� �������� �	�
�� "�������
(��($��( k�� � k � 
 �
"'� 	
���� �	�� i �	��� i�� ��( ���8 j < i < s�

����� �� Ǳ�� ��������� ������ ���� � ����������� ��<� ���������� ������

������

���������	
���� 1
'��� ������ ��( �q′�, . . . , q
′
n−�� ������������� ������ � ����!(��

�.:�� � "������ ���
�
$ �� �	 �) ��� ���(�"
 ����!( k�� � k ������
��($�
������� �	�� ����� � ���� '� �������!�"��� �	�
� Ǳ���! 3��� �������!�"�*
�	�� 0 �x � @� 8���� ��"
	
�!� ��� �$)�� �����
�!�� ������ 3���� ���
 ��'��
)��! "���������
� � ������ ��* '� 4��� � � "������ ����!( �
����
�
$��( �
���
�!�� ���(�"� 0 � . . . n �
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����� Ǳ���� Ǳ� ����	��
� �	�� ���

���	 j 
 k − �� ��������� ������� � ����	���� ������ �� 	���� q′i−�
> q′i��

�� j ≤ i < k−�� ��������� qj−� ≥ qk−� qk > qj � !������������ �������� ����� "
lx ≤ lj ≤ · · · ≤ lk−�� �� lx # ������� �x 	 li # ������� i �� j ≤ i < k − ��
���	 $� lx 
 lk−�� �� ������ ���%��� ���� �x ������� ����%�� �����������������

�x j . . . k�� �����������������& j . . . k�� �x ' (�� �������$	� �	���� �
���)����� �������

� ����	���� ������ �������$	�� ��� ls 
 lx 	 ls�� > lx� !������ �����	�
�x j . . . s �� j . . . s �x ' �����	� l ≤ ls�� ≤ · · · ≤ lk−�� ��� l � lx � � �

	
�� ��	���� ���	� k�� � k � �� ���	���� ������� ����

k�� k s�� . . . k��

������

s�� . . . k�� k�� k

��� �	�	�� ���������	 ��������	����  ���� !" �	���������#� ��	 $�� ������#
�������� � �����%���& ���� '�� ����&������ �����# lk−� � l(� )����	 �	��	����
�	�����	 ����� * ���� �� �	+�� �����%����#� ����	�������	� lk−� � l � �����
�	�������

,�� ����� �	������&�� ��	 ������ ��# n � � ���	� q�� q�� . . . � qn �	+�� 
���
������� � ������ ��# n ���	�- ������� ��.	��� �������%� ������ k� ���	� ��	
qk−� ≤ qk��� � ����� � ���
	��%�� j < k� ��# �	�	�	�	 qj−� ≥ qk−� � qk� Ǳ	���
$�	�	 �� ����#�� qk−� � qk � ������#�� ����� qk−��qk ���	����������	 �	��� qj−��
 ���������	� ������ j � " ��� k � n� ��� �������� �� �	������������� �� �	�+��
�����	���� ���� ��� ���� 
� � ��� 
��� 
���	������ ���� q−� � qn�� ����� � �������
0	������������ ���+� �	������&�� ��	 �&
	� 	��������	� �����	 T ′� �	������	�
�� 	��	�� �	��. ���	� 'q′�, . . . , q

′
n−�(� �	+�� 
��� ������	�#�	���	 � �����	 T � �

�	�	�	� ��.	���� ���� 'q�, . . . , qn( ��.	�#��# � �	������	� �	�#��� ����� ������	1

	��� �	�	� ��+�� ��� �	#��#���# �� 	��	� � �	� +� ��	��� ��� � ������ T � ��� �
� ������ T ′�

 �������� ������� �� ���� �2 �	�����	 �	���	���� ������ ��# ���	� qk� ����3
�����#&��. 	��	��������� ����	�� �	#�����# 
��� �� �� �� . . . � � � �������	�
������� Ǳ����� ���� � $�	� ������ �����

�24, 4!, �5, 66, 56, �"5, . . . ,

� ���	��#&��# ����������� �24 > �5� 4! > 66� �5 ≤ 561 ����	�������	� �� �	�+��
�������� �5, 66 ��������� 57�  �	�	 �	����	�������	���

�24, 4!, 57, 56, �"5, . . .

������� �������� 57, 56 ��������� 48 � �������� 48 ����� 4!� �	����� ��� $�	�
�	����	�������	���

�24, 48, 4!, �"5, . . . .

9���� 48, 4! ��������&��# � �5� � �� ���������� � ������	����& ���	�� �����&��.
�� �"5� Ǳ	��� �	�	 ��� 68 ��.	���. ���	� ��������&��# � 	��� ���� � """� ���	��#
�	�
����	����# ���	� 	������#�� 
�����	� �����	� �	�	�	� � #��#���# ��%�����
�	��������	 �������
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����� Ǳ���� Ǳ� ����	��
� �	�� ���

���	
� ����� �����	 �	 ��� �� �� �	������� � ��	������ �����
�� ���
����

� �� 
	���� ��������� qk−� � qk ����� ������ ��	������ �	��� �	���� !���
���� ��"� #�� �� ����� ��
	�	�������� ���� $ %	�	������ ���������	�� �����	�
����� 
�����%� �	�������� � ��	������ �����
�  �	 ��� �� �������� &��
 � '�	���	����( ������� #	
�� '�	����	����( ������ ��
	�	�� �	 ��� �)* +��
����	����� ������ ����&��� �� 	�%����� ,	����-�&	�

�������� 	 !�������� 	
�������
 ���������� �����
����� ���
���� ����

����"� .	�	 ��������	��������� �����/	����� � ����� w�� w�� . . . � wn� 0�%����
��������� �������� 1�	���� ������ � n ��������� ���	��

∑n
k�� wklk 
�����%�

���	���	 !����� lk ������	����� ��1�2 �	������� ���3��%� ���	 k �� 
����
�����	"� 0�%���� ��������� �	��� � �n � � ����� � 	����	� �k� %�� 4 ≤ k ≤
�n � �� 5	�� 2 ���� ���� &�� �� ����� 	 ����� 6 ��� ������ �����  �	
	��
7���� ����������%� �����	 6 +�� ��� �� . . .�n* ��������� ���	� 1���� ��� 
�n�� . . . ��n� 5����� � ����� �����	 �������� ���� ��n� 	 ���� ��n ����������� �

	&����� ��������%�� 0�%����� 
���� ��%�� ��������� �	1�&2 �	��� �
	�	����2
��� ��� . . . � �t� %�� t ≤ n� ��

	
� 89	&	�� :	� ��; <��	����� ����k ← wk  �������k ← �������k ← = ���
4 ≤ k ≤ n� <��	����� �	
�� �� ← ��n��� ����� ← ∞� �� ← ��� t ← �� m ← n�
>	��� � ������ 3	% ?� ��� j @ �� �� . . . � n  ����2��� 
 3	%� ?A�

	�� 8Ǳ�%������ wj �; !- +��� ������ � �	� � ������ 1	��� � ������

����i−� > ����i�� ��� � ≤ i < t. !A�"

.��%� ����	�� ���	 � �	1�&�� �	���� '���	��� �1 �	C��(�" - ������
������%�	��� D� ���	���C ���� ���
���
� �	�� ��
	 �� 1���� ��1�C����
������ ����t−� > wj !��� +�� ������ ��1�C���� ��	&	����� �� � �������
������%�	��� D �� �����"� >	��� ���	����� t ← t� �  �t ← �j �

	� 8>	���3��� :	� ��; - ������ ������%�	��� D ���
���
� �	� !���������
� �	��"� ��
	 t �� ��	��� �	�� � ��

	�� 8E	�	 ��; !#����� �� @ ��n 6 
����� 1�	���%� �����	  ����� @ w��· · ·�wn�"
<��	����� lk �	�� � �	�������� �� ���	 �k �� ���	 �� ��� 4 ≤ k ≤ n
!��� ���� �A* �	 ��� �� ������� ����� ����������%� �����	* �����	 ������2
��
	�	� ���	�	 �� �����"�

	�� 8E	�	 A�; F������ ���� �n��� . . . � ��n� ������2�� ����� 1�	���� ������ � ���
�� ������� lk� �� � ������� �	��������� � � ������&��� �����
� ���
. . . � �n !��� ���� ��* ����� ����&����%� �����	 ��
	�	� �	 ��� �)"�

Ǳ����������� � !�����������"� G�	 ������%�	��	 �������� '����/��( 	�%����
�	 ,	����-�&	� ��	 �1H������ ��	 ���	  ����	�� � �	 ���1������ 
��&�����
����2 ������ �1����&�	� � ������� ������ '���	���%� �1 �	��( !A�"�

�
� 8F�/	��	/��; <��	����� k ← t�

��� 8I���	�� ����%� ���	�; !- �	�����2 ������ k ≥ ��" <��	����� m ← m� ��
�������m ← �k−�� �������m ← �k� ����m ← ����k−�� ����k�

�� 8I��% �������C�� ����� ������; <��	����� t ← t− �� 	 �	��� �j�� ← �j ���
k ≤ j ≤ t�



��� Ǳ���� �����

��� ����	
 �������	� ����� �������� �������	� j ← k− �� ����� ���� ����j� <
����m�� ��	���	���� �j�� ← �j 	 j ← j −  �

��� �!������ ����
� ������ Ǳ�	����� �j�� ← �m�

��� �!�#� $��	 j > % 	 ����j−�� ≤ ����m�� ��	����� k ← j 	 ���	��& � '�
� (��

)�� ����������& ��'� ������
���� ( ��*� ����+����&�, -.n/ '�
�� ��,
������	, 	 ������	 ����
� ����� ������&�� ��� 	����&��� ����������&�� ���0
��	 � ���,�	 ����� ��,������ ��	����� 1��	� �+������ �+� ���, ��+���
��
��	��� 2 ��*� �������,�& -.n�/� 3����� +�� �����&��, �����+���� ��	0
��,��� �������� ������ ��*� ��	���	 � 	����&�����	4 � +�� O.n 567n/
'�
�� .��� ���� 89/� :��� � 	 ; ��+�4� ���&�� O.n/ '�
���

)�,����� .<5=>?@AB/ 	 ���� .CADE/ .���� �� ���	
� ����� �	���� � . F� /�
 8�G 8�/ �������	� H�� ���	���&��, ���'���, ��	�� ���	 �	��
�� � ����'��
���H�	 ���	���&��� ���'���� ��	�� ���	� ������, ����H���, ��	 ��������0
� q � I�	���+������J ���,��K

q� ≤ q� ≤ q� ≤ · · · ≤ q��n/�� ≤ q�n/��−� ≤ · · · ≤ q� ≤ q� . .;�/

.L��� ���,��� ��������,� ��+�� 	����	4 I��
����
�J ���,���� ������� �+��*0
����, � ���� �� G ��/ ! ������� ���H� ��
��	�� M���	,0!�H� ����	��, � ��
�0
�	��� N�OO���� �� ���*��� ���� q�P q�� q�P q�� . . . � ������&�� ��� � ��+�H�
����	� � �����	��&����	 �����,��, � ���,�� ����������	,

(
� � ���&�� �

I������� �+���4��J ���,��� ��� � .; /
)
� ��������&��� �� ��*� ���H'	�&

����44 
���	Q� � ���� R� � ���, ���,��� �����
3��	���&�� +	����� ���� �� �	��  F 	��� ���	�� ���H�	, � ���		

��	���� +��&'� ��	������ ���H�	 � ���		 ���	�����	,K 	����&��, % ��, ����
���� ���� 	  S ��, ������� �� ����H	� ����4�	 ���� ������� ��	���

� %% �  %%% 	   %% 


 % %% �  %% %%% �   % 

 % % %% �  %% %% �    %

� % % % �  %% % �     %%

� % %  �  %%  �     % 

� %  % �  % % �      %

� %   %% �  %  �       %%

� %   % �   %%%% �       % 

� %    �   %%% �        

.;;/

1��	� �+������ ���+��	 �	�� 	���� �� ��*� +��& �����	������ �������

  %%  %%%%   % %       %%% %   % %.

T���	�����	 ���� ������� ������,��, ������ 	 �������H��� ������, �� �� H��
���� 	�4� ����	H��4 ��	�� S ���� ��������� ���� ���������� ��
�� �����H	0
����, ��	� �	���� 	 ��H	����, ���
��� Ǳ�	 ������ ���� ���	�����	, ������,0
��, ��O��	���� ���,��� 	 	����&����, � ����� ����� 8�� +	� ��, ���	�����	,
����
� �	������ 1��	� �+������ U��� ��� ��*�� 	����&�����& ��, �������	 O��0
��� ������ +� ����'�	, ���	��
��O	H���
� ���,��� +������� 	�O����Q		�



����� Ǳ���� Ǳ� ����	��
� �	�� ���

���	
� ��� �� �� 	����
 ������
��� 	���� �	�� ������ � ������ �	��
����	�
�������� �������� ��� �� � ��� �����!��� �� ��" �� �� 	����
 ��� ����� �
�
#�����$� �������� %����!���� �� ��" �� �� 	����
 	 	���������� �
#�����$�
������� ����� �� ��� ����������� �� ���
���� 	����
��� � ��� 	����
���&

������� � ���	��
����� '�		�������� � (�� �����
� ����� ���	�� 	
�	��
��������� �������� ��
� ����� ������	��� ��	��
����� �		
������
���
� )*+� $���� , ������
��������� ������������ ����������� ��$�	�� "-)� $����
.� /� 0��� �1� 2� 34567& ���	�
 ���������8 ��� �	���� � �������

'�		����� ������� 	 �n (
�������� �� ��8 �� ������ ���� �������8
����	�

9
���8� ���	����8 �� � ���$������

"� Ǳ��;�� �����8 (
���� � ����	�� �$� �� ����	� �n−�� � �� � 	���+
���� ��		��� ���������

�� Ǳ��;�� 	
����<�8 (
����� 9������ �$� 	 �������

=� >	
� �� ��
�!�� ����	�� �$� �� ����	� �n−� ? �n−�� >	
�  � �� ����!��
����	�� �$� �� ����	� �n−�� � � ��

0��$�� ������ #���� �	���� � ������ ��
� ������� 0� 0 � ,�
���� �3� @� AB66C6D&�
�����8 ����	��
 ���$������� ������
���� ��������� ��� ������ ���� ��	+
	������ � �����
� E����&� �<� ���� ���� �	���� � �������� ������ ��
 ����
� ��
F� G� H�����	��+I� �J� K� L6DM6DN+O66& �	�� ����� �� � �"-)-&� )&�

Ǳ����� ����
��������� ���	���� �	���� � ������ ������
� � Ǳ� P� ,���
�
�Q� R� ASMTC67& ������ �� � �"-E*&� ��U��&� V� 0� H�� �1� 3� LWWXB& � V� 0 � Y� F�+

��� �1� @� Z� JWCSM& ���	�
����� ��� ����
�� � �"-E*&� =��U==�&� � �� � Y���	� [�
\������� �ZBW5]N ^� _S``]DT& ����� � �"-E�&� "=U��&� Ǳ�+��������� �� ��8 ��
������ ���!�
 � 	����� ����� ������	��� � ���$��� � � �� ��8 	��� 	������
��
�;�	�� 	�������8 �E& ������	� ��+	������ .���� �� � 	�	�����;���
�
	��� �������� �� ������ �	����� �
$�����a ,���
� �������� �������
 	���+
����� ���� �	���� � ������� H� � F�
�� �		
�����
� �
����� ���������
���$�
��	������ ����
��� 	��
��	��������$� ������ �� ������ �n − " (
������ �	��
���� �&� \������ ����
� �
 ���� ���
���� � ������
 	���� �� �� ���
���� �	����
� ������ � ���
���� ��	��8 	���������

/��� ��������	
� �������� �������� ���	�� �������;�
��� ��
� ������
�
� ;�	��$� 	
�;�� p� b · · · b pn b * � �����	� �������$� ����������� �
#�+
���� �������$� �==&� , �;��� �����	��8 	��� V� [� c�
����� �d� ^� eSC`6DX&
� V� P� G��� �d� R� KWWD6& f���� ������ ����� �� �� �"-)-&� -==U-E�g ��	� ���	�
(� ����;� � �� 	���� 	 ���$��� ����;��� ������������ c�
���� � G�� ������
�
������ K �
� 	��h��
���$� 	
�;�� P b * � �����
�� ;� �����
���� ������
�� � ��� ��	����� �� O�n�& !�$�� 	 ����<�� ����� ��������� �
$����� i� ��
��� �	��
�������� 	����!���� ��������	� �"�&� F� j� .8���	�� �i� d� 2k6DNWM&
f� �
��
����� �������� �ASC67� "-E�&� "��U"��g ������	��� ��		����
 �����

	
�;�8� ��$�� �	� qk ����� ��
�� l� ������
� �
� ;� �����
���� ������ �� ��
��
�;��� ���������� �������	� 
���$� � �����$� ������������ � 	� �
����� ��
����
�� ;� (� ���� �� 	��������. . . 0� V� F�� �3� d� iM4XB& f���� ��	�
�����

� �"-�"&� "�U�)� ��*g ��	
������
��� ��		����
 	
�;�� �������
���� ��	�� pk



��� Ǳ���� �����

� qk � ���	
	�� �� 	������� ����� ���� ������ � O�n�� �	�	�� �� �	��� �����
��	��� ������ ������
��	�� !��" ������� � ������ ����� ��� ��#	�� �����	
 �� ���� $
	��
�������	���� ����	% ���������������  
��	� &� '� () �*� +� ,-�
��������� ��� �
)	� ����������. 	������� �� ��)	 pj / 0� �
�
	 ���������

	�	� ���� ��)��� �	.�� ������� ���	
	�������� ������������ 	�������	� ���	��
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⌈
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⌉
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 �������� ���������� �����	����� ����2 3� 5��� ���(��
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��(����	� α� β� γ� δ ����������.� ���������� � �����������.6�
� ������
��
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��� 
����� 	�(�� ���� 5��
�� �����'����� ������ �����(� ���������
���� B � h �� h 0 !� � ���'�� � 7 	�(�� �����'������� ������ ����(� ���������
���� B� 8 �������
 ���'�� ���� h " % 1	�(�� X ������������ ����� ���� ����2�
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��� ��� ��������� � ������
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8 ���'�� ! 
� ������ :������'����
; ������ ������ ���������� β 	 A �
���� B�
<�	�� ������������� ������ ���
���. ����=������(� ��	�� 	 ��(�����'��	��
/��
���� ��
��.6�
� α1βγ2 � 1αβ2γ� 8 ���'�� � ������������ ������ �������>
��'��� 1X,B2 ������'������� ������� ����
 1A,X2 7 ������ 8 ���� ���'�� 
� ������ ��������� ��
���� ���� ��	���	� �����	� ���
� ��(�� ���� �������
�
�.� ������ h0�� ��'� ����. ������� 	������ ���� �� �����	�� 4������������
������	 ������ 1���� ��	���� �
�����2� 	������ ���'���� � ������ �� ����
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�� ��	��� �� ��	��� ��� 	������*��
����
������ ���� ������
� �����	���� ����	��� ��������� �� ��	��� ��	���
� �����	���� 
���������� �� /	����
 ������ ������ ��	��� $����
� ������
��  �� ��� ���!/��
��� �� '���� ����	
��� ������ ������� �	
 ����������


����	� !���� �!��*����� �
*�%� 7��*� ���������  ��� ��	��� �
����� �� ��
�����	���� �3 8�

)� ���!���� ��
���
 � ����	
��� 
���������� �!�������
� ����	a�
� ���
�
���
� �� �����	
� �	
 a 3 −# 
 �� �����	
� �	
 a 3 6#�

	
� 9:�
�
��
���
 �; <������
�� � ← ��� � ← 
 ← �����	����� $Ǳ�	������ "
��������� 
 !���� ��
����� ��
� �� ��	���= � !���� ��������� ����� ���



����� ����������	���
� ����	� ���

��� �������������

��� ���������

��� Ǳ����� 
!���� ����"

�#� Ǳ����� 
!���� �$���"

�%� 	&'��(�

�)� *"���('��"�(�
+�('"�"�

&,����&��"����"&'�

�-� ����� 
&��"�(�

�.� �/�"(��'�01
$"�"�"'

�2� ��3(��'�01
$"�"�"'

��4� Ǳ"&��/��1
5'��6

K 7������
��	
��
 ���
��
��
 	����

K <������ K >������

��&'
��1/��

��&'
��1/��

�����" "&'��"&8
&,����&��"����0�

Ǳ"�&(

	&'��(�

�����&��"�(�

���� ��� Ǳ���� �� �������	 
� �������������� �������

��	
� ���
�������� 
������������ � � ��
��� �������
� �� ����
������
�� �����
�� � � ��
��!

��� "#���
��
�$ %��� K < ������� �

��� � ���� &�' 
��� K > ������� �

���
� ���� &�' 
��� K ( ������� ����� ���
��� ���
�
��

��� "Ǳ

�
*
��
 ��
���$ +��������� 	 ← 

������� %��� 	 ( ,� ��������
	 ⇐ ��
 � 

������ ← 	 � �

��� � ���� &-� . �������� ���/�
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��	� �( 0� �������� � ← � � � ← 	� 1� �����
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�� � ����
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��� "7�
������� 8������ ������������������$ 3. ������*�� ���
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��9
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���� 8����� ����������������� ����� �
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K < ������� ���������� a ← −:' � �������� ���/�
 ���������� a ← ;:�
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����a��� � �� �
��=�������� �������� ��
�� 9



��� Ǳ���� �����

��	 
�����	 ����
���
 ��� �
�� � �� ������ ����� �� ���� K < �������
�����
���� ����←−� � �← 		
������ ���� K > ������� �����
���� ����←��
� � ← �	
������  !��� K " ������� �
 � " � � ���#�� � ���$�	���� %�&��'

��� ()������
����* +� ,�
� %�&� �
��
-�� ����
���
 ������
��
.' !��� ��� " /  $���
 ����
 ��%�'� �����
���� ��� ← a� 		
��������

← 		
��������� � � �������� ���
������ ��&
�����
..' !��� ���"−a  $���
 ����
 0
��� �0������
������'� �����
���� ���←/

� �������� ���
������ ��&
�����
...' !��� ��� " a  $���
 ��0������
���
'� ���#�� � %�&� 1� �� ���� " a

��� � %�&� 1� �� ���� " −a�
 2��3�#  ...' �

���������� ��������� ����$���
# �  �'� �� a " ���  �
� �������	� �� ���� A � B �

����������
� 	
���−a�� ��������� �� α
� �� $�'

��� (4$�
�����# �
�

��* 5����
���� �← �� 	
���a��←	
���−a���� 	
���−a���
←� ���← ����← /� Ǳ��#�� � %�&� 1�/�

��� (7�������# �
�

��* 5����
���� �← 	
���−a���� 	
���−a���← 	
���a����
	
���a���← �� 	
���a��← 	
���−a���� 	
���−a���← � ����
��� ���3���

 ���, ����' ←

⎧⎨⎩
 −a, /', ���� ���� " a�
 /, /', ���� ���� " /�
 /, a', ���� ���� " −a�

 �'

� ����� 8 ����← /�

���� (Ǳ
���$��# %��9�*  )�������	��� ��
0��
�����  �' �  �' ����%��
� �
��������� �� �
��� �
�
&
 �
$$����� � � 8 �� 
$��������# �
 
��
%���	
� �
�	 ���
&
 �
$$���� ���� �' !���  " �	
������ ���$��� �����
����
�	
�����← �� � �
����
� ���3�� ���$��� �����
���� 		
�����← ��

:�
� ��&
��� $
����
3�
 $�����#� 
$���
 ��$��;���; �� �� �
���� 3�����
�� %�&�9 1�<1= 
��������;���; �
���� �� %�&�9 1><1? 8 ������� �
�
&
 ����
� �� %�&�9 1�<1�/ �� ��
09
$��
��� �0����������; $���
� @
� -� ��&
���
�
-�� ���
���
�����; � $�; �������� $������  ��� ��� �����<�'�

A������
� 3�
 $�; ,�
&
 ��&
���� ��0����; 
�
�
 C BCDN �$���� ������� &$�
C 8 ���
�
�; �
�������� 4$���
 ���$��� 
������ �� ����3���� 3�
0� ������ ��
����9 N ���
���
����� �0������
�����9 $������ ����
����; ,EE�������� $�&�9
��&
���
�� Ǳ���$����; ��-� �
�F��������; ��&
���� �
��
�;�� ��������� �
�%���	 ,�
&
 �
�
���

Ǳ	
�	�� �  Ǳ��
� 
� �
����� �� 
���
��������� ������'� :�� �
&�����
������	��; ��&
��� 1� ���
������ ���� $���� � ���$�	��� E
�����

� 		
�� �	
��

���
�  ='

G1 ≡ K� GH� ≡ �� GH� ≡ �� GH� ≡ �� GH= ≡ � GH> ≡ �� I
$ %�&
� 1?<1� $�0������;�
��� 3�
 ���3���� a ���
�������; � �
&���� � ��;��
� ��$��

�� � ��� ���

�� 		
�� ��� ���



����� ����������	���
� ����	� ���

�� ����� ��� 	
�

�� ��� ��� � � ��� ������	�
�����

�� ��� ���� � �� �����
�� ��� ���������� � �� ��	
�������
�� ��� �� � Ǳ������ 	 
� � �� �� ��
�� 	� ��� ���������� C� ��� Ǳ���������� ������� �� ��	
����
�� ��� �� C� Ǳ������ 	 ��� 
� ��� � � ��
	� �� ��� ������ C � � ��� ����
		 ��� �� C � � Ǳ������� ���� ��� � ��
	
 ��� ��� D � � �� ��
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�� �� ��
 �

�� ��
 ��

��  � �
�! �� J� ��� ���
�� "� ��! ������ J 
���� a�
�� ��! �������	
�� J ����������

�� 	
�! � J � �
��� ��! �������	
�� J � �����������
��� ��
� �#$ � �� S ����� � !����"�#��



����� ����������	���
� ����	� ���

������ ��	��
� � �������������� ������ ��	
 ��� ��	����� ���	���
������� � �	��������� �������
 ���� ���������� ��	���� �� ��� �! "�� �#��$
�	��� ��		�� ��%��# �������� & �	�%'���� ���	���� �� ��	��()�	 ������#�

• *������ �����	��� %��	� �#����	�� �� ��	� ������+
• ,�� ���	�� ���� �� ����� %���� ��'������� �-�# � � �+ .�#� ������
 �������

����	�������� %��	� ����	�	�� �� /��	 &0+
• ,�� ����� %���� �#��������� ���������#	 � ��������#	 �������#+

1	������ ����� �	�'�(( �����2� ��		�� ��%��# ������#
 �������-����/���
�	��	�� &
 ������ � �������	���� ����� -�	��� ���
 	��	���	���
 ���	�	��	� ��	�$
�		 ��	� ��%��#� "� ��' ��� �	� �	��	���	����� �#���� ���	�	��� �������� �
��	��	 � ���-� � 	�� ���������(
 ������ %#�� �����	�# �	�����#	 ���	�	��#	
�����#	 �	��	���	���	 � 3�����	���	 �	-������#�

4 �	���( ��	�	��
 ��� ��	� -����	�	������ �����	���� Bnh �%������������#'
%�����#' �	�	��	� � n �����	���� �-��� � �#����� h� "�� �	%���/�' h �-
������/	���

B��z 5 �, B��z 5 z, Bh���z 5 zBh�z 
(
Bh�z 6 �Bh−��z 

)
�� 

�	������ �#������� ����-����)�( 7���2�( Bh�z 5
∑

n≥�
Bnhz

n ��� ���� 0 �
���� �%��-�


B��z 5 �z� 6 z�,

B��z 5 8z� 6 0z� 6 8z� 6 z	,

B��z 5 �0z	 6 ��z
 6 88z� 6 · · ·6 9z�� 6 z��,

� ���%)	
 Bh�z ��� h ≥ � �		� ���

�Fh��−�zFh��−� 6 �Fh��−�Lh−�z
Fh�� 6 �����#	 ��	�# 6 �h−�z�

h−� 6 z�
h−�, �0 

��	 Lk 5 Fk�� 6 Fk−�� �:�� 7����� �%�%)�	� �	��	� &� ;%)		 �����	����
�%������������#' �	�	��	� �#����� h ����� Bh 5 Bh�� � �����	�����	� �	���$
�	����� ������/	��(

B� 5 B� 5 �, Bh�� 5 B�
h 6 �BhBh−�, �< 

��� ��� B� 5 �
 B� 5 � · �
 B� 5 �� · � · <
 B� 5 �� · �� · < · ��= � �%)	 �����	

Bh 5 AFh
� A

Fh−�

� . . . AF�
h−�

AF�
h , �9 

��	 A� 5 �
 A� 5 �
 A� 5 �
 A� 5 <
 A� 5 ��
 A� 5 �8<
 . . . 
 Ah 5 Ah−�Bh−� 6 ��
Ǳ���	�����	������� Bh � Ah ������ ��	�� %#���� ? ��� ���������	 ���������
=
� ���� < ����-���
 ��� ��)	����	� �	������	����	 ����� θ ≈ �.8�09<
 ����	
 ���

Bh 5
⌊
θ�

h⌋− ⌊θ�h−�⌋
6
⌊
θ�

h−�⌋− · · ·6 �−� h
⌊
θ�

�⌋
. �@ 

A��� ��������
 ��� ��	 Bh �	�	��	� ������	�����#
 ��
 ��� ����-��� � ���� 9

��	��		 ����� �-��� � �	�	�	 �#����� h �����

B′
h�� /Bh�� ≈ ��.<���9 �h− �. ��� 

:�� �-����	�
 ��� �#���� �%��������������� �	�	�� � N �-��� �%#��� ����-��
%���	 � BCD�N 
 �	 � BCDφN �



��� Ǳ���� �����

� �	
������ ��� ��������� � ����������	��� � ���� 	��	���� � �� 	!
����� "� #	��	���� �$����� #	���	��� ����� ���� 	��� �� ��$ ��%�����	
&	� ��	������� '� ��� �� (�#����� �����	���� ���'��� �	 �� N ) *� #��
�	�	�	� ����� +* �&�������	�����$ ������ ,�%����� *- ) � �.� �	��	
��$
�#	�	&	� ������� ���'� � ���	� Ǳ�� ��	� ������	 �&�������	����	 0�	��!
���	1 ���	

2++3

#	��'���� � +�� ���� 4��	 
 5�&	��''�

2+�3

	&������� �	���	 � +.. ���'��$� � #	$	
 �� � 	 ���	

2+�3

&��� #	��'�	 �+� ���� 6����� ��� #	������ � 2+�3 � 2+�3 #�	���	������
�&�������	������� ������� � '������ ������ � ��#	���	��� �������	 	�	&!
��
�� 	��	������	 ���������	� 	��� #	��'�� +� �����'��$ ������ 7	���
�� ��$� #	��'��� �� 2+�3� ����'����� #	 +.. ����� � #	��'��� �� 2+�3 8 #	
�+� ���� ��� ��	 �� ������	� ����� 2+�3 ����'����� '�%� '� 2+�3�

9	� :���� '�	 ������	 �&�������	����� ����� 	&�������� � ���	� ���	�	�
��	���	����� � :	����� 2+�3� �		��������%�� ���'�� �����$ ��	���	���� �!
���� ����� #����	#	�	&��� �����'�� 	 �	�� '�	 ��� ���� 	 ����� #	����
#	 �&�������	����	�� ���� �	&$	���	 ��&	���� 	�	�	 ;<N = c ���������  � c
���>	� ?� 7� 5�	�� 2@� A� B;CDE3 	&����
��� '�	 �	�::�F��� #�� ;<N � ����
� �	'�	��� +� #	��	���� �	 �� �	��� ���� �	�
� &��� 	'�� &���	� � ������
� �	��� #	������ 8 	�	�	 '�����$ '����� G����	 	��	������ � �������!
�� #	�	�	�� � �	 �� #�	��	 	������� �	��� ���� � ������ H�#���'���
�����	����� #	������� '�	 �����	 ���� �	��'���	 ��������� �	&$	����$
��� ������� N ! 	 ������� #�����	 ����	 +.�+ ;<N = �.+ #�� � 	'�� ����$ N �

4�� ���'��� #	����� :�� ������� � &�������	��� �� 	����� " �	
�	 ����!
��:�F��	���� ����� ���� �&�������	����	 	 ����� ��� #	�����	 �� ���� ���
Ǳ���� ���%�� ���$ �� ���� 	 ����� 	#������� #	���	������	���� #���	�
� �����	� 20�1 ��� #���	� ������ � 0�1 ��� ��	� ������3� ,��'��� ��#������
#	���	������	��� �	 �$ #	�� #	�� � &��� �	��� ��� #���� ��� � �������
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���� ��� ������������	
 ������	���	 ��������� �������� � ����� ��������

���	
�
� �������
����
	� ��� ���� 	��
�
 ���� ��	� �
�� �� ����	 �
	����	
�
����� ��	�� �
������� � ��� � � 

	��		���  	��� ����	 �� �
�
� �����
 �
��
�	���� � ����
� ��	
 ���	������
 ���� �������
�������  ��� ��	� ����! 
	 �

���������	�
 ��� ����� 	� ������	 ������
 ������� �����
 ������� ����
 �������
������������������ ������� ����������
�
 �� �� ������	� 	� ������������ �����
��	���� ������ ���� �� 	�����	�
� ��
 ������� ������������
 �� ��� ��� ���� �����
 ���! �������	��� ������	� � ��
 ������� ������������
 �� ��� ��� ���� " ����
���	��� ������	� #��� � ��	� ��	����	�
 k �������� �� ���� $% ������	����	�

����� k−& '��	���� ����������������	�� (���! ������!� ��������� ���������	����
���	� ������	���
�	 ���� ���!�� ��'��!�)�� � ���!��� ����	� ����� $%*$&+�

������� �

Ǳ���������	� 
�������� Ǳ�� 
��
�� N��� �������

����� ��� 	
�������� ���������
���� k ���������� ������ ������

� ���� ���� ����

� ���� ���� ����

� ���� ���� ����

� ���� ���� ����

� ���� ���� ����

> � ���� ���� ����

� ��
��� �� � ���!� ���� ���� ����

,!��������� 	��	� �� �������!� ����!� � ������	�� &++ ≤ N ≤ -+++
���� ������.����� ����
	���	� ��
 ��	�� ������� 	���� /	���� &01 ��������
2	� ����
	���	� ���	�� � ��
	�
 � ���������! ������
! ��� N → ∞� 3 	���� -
��������� 	���� ������
 ����
	���	��� ���	��	�	����� ����������! � 	���� &
/��� N 4 &+0� � ��������.����� 	� ��� &+5 �����	������ ���������
	��� /3���
	�
���	�� ���������
 � 	���� & ��� �!����
 ������� �&67� � ����	��	������	� �����



��� Ǳ���� �����

�	
 �� ����N ≥ 
� ��� ���� ���� �����������  ���������� �������� ����� !��� 
������������ �� N ≤ ��" ������ �� N ≥ �� ���������� �������� �����!�#��
�����$� ��%��

������� �

����	
 �
�������� Ǳ�� ������
 ����� ��
�
���

����� ��� 	
�������� ���������
���� k ���������� ������ ������

� ��� � �
� ���� ��� ���
� ���� ���� ����
� � ���� ����

� ��
��� ������� ������ ������ ������

&' ��(�� � � ���" !�� k ≤ � � ���������)# ����� .��� * .��� * .��� * .��� +
.�,�� ����������)��" -�$ .� ��!� � ��/ ���!��� �� � ����� 0������ ��� !�����
 '����� � 1������ �(����� ��������� � � �� ±� �� 2��� -�$� �� ����� ����� ��,�
0������ ��� !�����  '����� � 1������ �(����� ��������� � ±� �� � �� -�$�� .
3
.�� ��������� �� ����� .���* �4.���* .���� ≈ �.�� 5�� � �(��'��" ����� � �����
�'��" ��%�� ��(�� �) � ������� ����� �., − �.� + �.� ���(����� �������$� �'���
6�� ��$������� � ���" !�� ����� �,/ ���� �'��� � �(����� �������� ���!�����
�����)�" ����������� �� ��$�� ��� ." ���'���#�� �(����� �������� �

Ǳ� (� %���� �����) ��$�� ��� . (��� ������%��� 8� 8� 9������� 4:� :� ;<=>
?@A� B����� ��� 	
�� ���� �� 4�C���" �C�3���D� 6�� �����) ���%�� ��'���) �(��>
�#��� ��!���" �� ��� �������!�� (� '�� �  �� ��" !��(� ���) ��������� ��� ��� �
��� ����E�$�� Ǳ�������% �" !�� � (��)-�� ������" ����������� �� ��$�� ��� ."
1����� �(����� ��������� �'�� �������������� ����� � � ���������)# p" �����−�
� ���������)# �

�
4� − p�  ����� *� � ��� %� ���������)#� Ǳ�������% � �����

4(�' �(������� �" !�� 1������ �(����� ��������� ��'� !��� �'��� ��'�� � ���
F��! �" ���������) ��$�" !�� �� -�$� .� ! ��� ��������� 1������� ν − � �����
k − �" ����� pk−�4� − p�" ��� !�� ������� '��!�� � ν ����� �/4� − p�� G��������)
��$�" !�� �����(���� ��������) !���) ������" ����� q ≈ �

�
� G������ ����$� �'��

���%�� ���� ! �) ��� !����� �(����� �������� �'��� � ������� �� p� 2�� ! ���
���� ! ����� �� � �� -�$� .�" �� −p/4�− p� �� -�$� .�" �� q �� -�$� .
  �� �q
�� -�$� .,  � .C" ��� !�� ���%�� ����! �)�

p + �− p/4�− p� * �q ≈ �/�− p/4�− p�.

H�-�� � 2��$� �������  ����� ���)�� p ���� ����-�� ��$������� � � ��(�� �I

p ≈ C−
√
��

�
≈ �.��C� �/4�− p� ≈ �.,��. 4���

G��� ��(��� 1�'� �� ��� ���$����� . 4����� ��3�C� �����

��C * C� * �D * �− �S, 4���

$�� C" C�  S �� %�" !��  � �������E � ��$�� ���� 2��� $����" � D J ! ���
���(����� �������� �'���" ������� �������� �� �� ���� 6�� � !��� � �����



����� ����������	���
� ����	� ���

���	
��	�� ��� ����� ������� D ≈ �

�
C� C� ≈ �

�
�C � S�� C � S ≈ �.�� ��N � �.��

�	� ��� ��� ��� ����� �����	 �������� �	��� ��.� ��N � �.�− ��.!S � ���"� �#�$�
����� ��%&����$����� 
�	����$��� �	&� ���	���� ������� ��� ����� ����$�
��	��
�� �$��%� '�$�� '����% ���(�	��% �����	� �����$��% �� �%��� �$� ��� 
	 )	�*
���	�� �'	$	������	������� + ,��� �$%�	� ��� ��� ����� �	'��� ��� %���-���
������ ����	��$� '� ���$� �... ��N − �./�u �  	�� � �	�0% -�� �$%�	� '�$� '�
����-�� ��� ��� ��� ����� �	'��� ���(�	��� .����1��

Ǳ�� ��% 	��� 
	���-����� ������ ����� �	'��� )	
� ���	��� ���(�	��� 3
������� ��4/�� ����	�$��� 5F � �. � ��� � �$� �� � ���"� 6	���� �
 �	'$� � ��*
�	
��	�� ��� � ��� ��� F ≈ �.5� 6$� )	
� '	$	�������� ������� /.4���� ���*
'%���� �.��� 5� �!�� �$� /��� �±�.�� � ���" ������� � 
	��������� �� ��(�� ���
��  �$	��7 %��$����	�� �'&% �����%� ������ ��0� �� �'�
 '	$	��������� �$�
����$���� � ����	���8 $�'�  �%��	���8 �������� Ǳ����8 �$%�	8 ��	��������
�� ������	����9 ����������� ���	$���0 ����	�$�� ���$� ���/� ���� � ����� �	�
��� ��� ��� ����� �	'��� ���'������	���8 :���	�����*'	$	����������8; �	���
���(�	��� 3 < �������� .�u�

=�� ���$	 ���	
��	�� ��� ����	"�� �	 �'	$	������	�����  �������� ����$*
�����  ���	����� '������ 0��� ���(�	��� ��� ,��� �����$��� '�$�-� �� �	
���%�
Ǳ�� �$%�	8��0 �0� ��0  	���0 ������8 	$(����� ���	��� �  ������ ����	���8 �
�	
 �$� ������ �	'��	�� '������ �������� �	 ��u �	 � �% ���	��%� > �	��� ����$�
%�
�'	$	������	����  ������� ����� ��$%���� 0���-�� ��
%$��	��  	�� ��� ���$%*
�	8��0 �0� ��0  	���0�

> �� �
 �����'�� ��	������ ���(�	��� 3 � ���(�	���8 .����1 
	�$�	���� �
�	���������� �	�0% -�(�  $� ���$� ��8 ���(�	��� �$%�	�� #�$� �����	���� ��*
������� ���$��� ������� �����'%����  $� ���	��� N �$��8 � ���� �� ��
�	��	���
� �
�	�	$��� �%����  ������ �� ��	������ ��� ���(�	��	 3 �	'��	�� �� $����� ���
N ≤ �. � '������ < ��� N ≥ �!�

Ǳ�������	�
�� 	�
��
� �������� ?����� �������� � �$� %&��% � �$	����%
� �	�	$� ,��(� �	
 �$	 
	���	��7 �'	$	������	����  ������ ��(%� ����$�
��	��*
��  $� ��� ��	�$���� $���8��0 ������� �	��� �'�	
��� ��� ����� '% �� '�����
���	�$��� ,$������ � ������� ���� �$��	� ��% ������ ������� ���
	�� � ���$� ��	*
��$���� �	���$������� ,$�������� � �'�������	� ��� ,��� ����
��$���8  ���%� �
,$�����	� �����	� �� �� ���� �$��	� �$������� ���
	���(� �	
��&���� ,$��������

@ �� ������� �� ��� ���� ����(� ��$� ���� � �	� �� %
$�� =�� ��$� %�	
�*
�	�� ��������$���� ��$������ %
$	 � �(� ��  ������ 	 ������ < � ���"	 �$�
��$������� %
$�� � �(� $���� ��  ������ A	 ���� �/ ���	
	�� 
�	����� ����  $�
'��	���(�  ����	� ����� ����(� �	 ���� ��� Ǳ�� ��� ��	�$���� ������� ��$� ���

����� ��$����� ���$���� ���� ��$	��� ����� ���	���� �'	 ��$�� ���'� �����
��
�������� �	0� ��� ,$������ �	� �� 
�	���� �$�	� �	� � �� ��������$����%
��$����� � ��������

@���$�
%� �	��� ��$� ����� ����� ������ ����� �� ��$����� ,$�����	 �
�� �)��	"�� %�� �
%�����0 �	�� 	$(��������

�	������ � �Ǳ���� � ��	��� 
� 
������� ��������� 6	� $���8��8 �������
��� ��	�$����8 � �� � '��	���(�  ����	� B$(����� ��
��$��� �	8�� k*8 ,$�����
�����	 �k*8 %
�$  ����	 � ������������ ���� ��� �� 
	 	����% k� Ǳ�� ��$	(	�����
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���� ��� Ǳ��� ���� ��� ����	
 �� �������� ������
 � ����	��

��	
 ���  � ���	���� �
 ������ �	�	��	� ����  ��	 ���� ������ ���� �	��
�����  �����
 � ����� 	�����	� �	�� �����

���  !�"����"��# $����	��% � ← k
 � ← �����	
����

���  &��������# '�� � ( )
 ���	��� ������������ �������	 *+�	 �	��� ��	,
�	��
 �	�%�	 ��� k -��	 -	�%.�
 ��� �	������	 ���	� � ������
 � k ≤
�/� 0 ��	���	� ������
 ��� � < ����	�
 ������ � .��� 1�2 ��� � >
����	�
 ������ � .��� 132 ��� � ( ����	�
 ���	��� ����.�	 �����.�����
*� ��������� �� k,� ����/�

���  Ǳ�����5��� ����	�# Ǳ���	�% � ← �����	�  ������%�� � .��� 1��

���  Ǳ�����5��� �����	�# Ǳ���	�% � ← �−����	�  � ← �����	�  ������%��
� .��� 1��

0 +�	� ���	���� 	����������� ������ ������������ �	�%�	 	����"� ��� �

�� .��� 13� 6���	���	 �	��	 �	�7"�	���% ��	"����� ������ +�������
 8	��
� +�	� ������ ������ 	����������� �	��	���

��	
��� � *������� � �����	�
����		� ���� �� �����	
�/� 9�� �������
���	�
 �������������� � ��� �-������	����	�	 -����	�	 ������� 6��	���
��������� �	��� ���� ���	����������	 ����� k,� +������	� ����� �	 �������� k
 ���������� � �� �	��� ����� '�� k ( N :;
 �	��� ���� ����������� �� �	������
+������	� ������

<����	� �����	
 ���  � ������ ��	�%�	���� ���	���� �
 �����	��������
��������
 ���5� �	�	��	� ����2 ����� �����	��������
 ��	 ���� ���� �	��
�����
 �����  �
 � ����� �	�� ����
 	�����	� ��.�� =�	� ���	��� 	���% �	8	�
�� ���	��� �2 	���� ����������� � ��	�%�	���  	-�	���� �	��� ����

�����	 ����

���  !�"����"��# $����	��% � ← 
���
 � ← � ← �����	
���
 � ← � ← k�

���  &��������# '�� � ≤ ����	�
 ������ � .��� >�
 � ��	���	� ������
������ � .��� >3�

���  Ǳ�����5��� ����	�# $����	��% ����	� ← ����	� : ; *-���� ��������%
�	��� ���� ����� 	� �/� $����	��% � ← �����	�� '�� � ( )
 ����	�%
�����	� ← �  ������ � .��� >�� 0 ��	���	� ������
 ��� �	� �( �
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� ����	� ���

��	
��	� � ← �� � ← � 	 � ← �� �� �������� ��	
��	� � ← � 	 ������
� �
���� ���

��� �Ǳ��������	� ��������  
����	� � ← � − ���	
�� 	 � ← ���	
��� !
"	
� # $� ��	
��	� ���	
�� ← � 	 ����%	 � ���� ��� & ���	���� 
"�'���
�
"	 �
�� �# �� ��	
��	� � ← �� � ← � 	 � ← �� �� �������� ��	
��	� � ← �

	 ������
� � ���� ���

��� �&
������  
����	� ���	
��← (� ���	
��← ���	
��← $� �
�� ← ��

��� �)�����	����� *������ 
+�"��
	�������
	��  
����	� � ← �� ,-�
.�%
�	� ��/��"�� ��

����	� ���.0.���� /��'��	� �� ���.� � +0"� �����
�1 �
� ��"� ���	 �
����"��0 
����
��2�	� �+��/���3 !
"	 � < ���	
���
��	
��	� � ← � ← ���	
�� 	 a ← −(1 � ���	���� 
"�'�� ��	
��	�
� ← � ← ���	
��� a ← 4( 	 � ← � − ���	
��� 5��� ������� 
"�.�2�	�
.�%
�	�� ���� � �� 
��� ����0� �6 �
"	 � < ���	
��� �
����	� �
��← −(
	 � ← ���	
��1 �
"	 � > ���	
��� �
����	� �
�� ← 4(� � ← �− ���	
�� 	
� ← ���	
��� ,!
"	 � # ���	
��� � � # � 	 ��7�� ����8�.	� � 
"�.�2����
�����3

��� �9�"��
	������� 5.�
� ��/��7�0 ��
��"��� 
"�'����

:3 !
"	 �
�� # �� �
����	� �
�� ← a� ���	
����� ← ���	
�����4 ( 	
������	� �0��"���	� �"���	���

::3 !
"	 �
�� # −a� �
����	� �
��← � 	 ������	� �0��"���	� �"���	���

:::3 !
"	 �
�� # a� � ����%	 � ���� �; � 
"�'��� �
"	 �
�� # a� 	 � ���� �<�
�
"	 �
�� # −a�

��� �=.������0% ��������  
����	� � # �� ��	
a���← ��	
−a���� ��	
−a�
�� ← �� �
�� ← �
�� ← �� !
"	 a # 4(� �
����	� ���	
�� ← ���	
�� 4
���	
��1 �
"	 a # −(� �
����	� ���	
�� ← ���	
��− ���	
��� Ǳ���%	 �
���� �(��

��� �>������0% �������� &0��"�	� ��� ?< ,�"���	� ?3� 5���� �
"	 a # 4(�
�
����	� ���	
��← ���	
��− ���	
��� ���	
��← ���	
��4���	
��1 �
"	
a # −(� ��	
��	� ���	
��← ���	
��4���	
��� � /��� ���	
��← ���	
��−
���	
���

�	
� �Ǳ�
"�.�	% ��	8�� !
"	 � # ���	
��� ��	
��	� ���	
��← �� � ���	����

"�'�� @ ���	
��← ��

��������� ������������ � ����� ��������� A���
��� ���7�
�� .���	8
������	% ��. 
+�"��
	������0�	 .�������	� ����0� ��..��7	��2 	8 
+�"��
	B
�������
�� �.���� 	8 �"���	�0 
"	���� ."	��0 ."� .��"����� ��

�����	� �
C�% ��	��� 5.�
� �+
�7.�2
� �"��� �+�	� 	.�	� 	 /�	����
�������� '	��"2
���.�
��"��
� ��/��7��
� 
���
���"��� ��

����	� �������0� .��"	 ,'�
�� �� ��.��� ��� ��7�
� �� ����0% �/�"�.3�

 .�"��	� ��	 ��������% ��
������ �0��"���
� /� O,DEFN3 ����� ��� �� GEHB
IJK� L? MINOP EQ ?RS TKJJHU� VEEOPJWK ?JKEHXWYJ �EKX� KJXEKI VZ[B(�(�; ,?XK:D�
(<\�3�� Ǳ��7.� �
���� �.�"��	� ���	/��"����� �/"� 
��.	
� � ���
��� �.�"��	2
�/"� �� ��"� ���	
�� 	"	 ���	
�� ������� ����0 $� ��� � �"���	�� \����]�



��� Ǳ���� �����

�	
���� � ���� �� ��	��� ���� ������ ���� �������� ����� �� ����	 �����
�������	��� ������	 !"# ���� � ��	� �$

%P�, a�&, %P�, a�&, . . . , %Pl, al&, %'�&


�� P� ( ����� a� ( )'* ���	
ai�Pi� ( Pi��� � ≤ i < l* Pl ( �  ���	
al�Pl� ( +�
,��� ����� �� ����� -�� �� ����-� ����� ���� ����"�� -� -�����
���	����
����� . ���/���� ���	�� ��	� � ������-	-���� ���	
al−��Pl−�� ← ���	
−al�Pl�
 �	����� �����������-��� 0����� ���	�����-������ ��	� Pl−�� Ǳ�����	����
��� �� ��	��� �����������-��� 0����� ���	�����-������ ��	� Pk� ������ ���
�����2	��� -����� �������-� ak �����
� ��	�� 3	 4��
� ���	������ �	���!"� 
���/�����$ ��	 k ( �� ������-�� ����	
����� ← ����	
�����− '  ���������
-���	���� �	
������ �����	��� �����2	��� -����� -��
� ����-�� . ����-���
�	���� ��������� 0����� ���	�����-������ %Pk&� .������� �� -�������
��-������# ����

5& %Pk& ( ak� 6�����-�� %Pk& ← �� �����2�� k �� '  ��-����� ���/�����
���������-� �	 ��-�
� ������ k�

55& %Pk& ( �� 6�����-�� %Pk& ← −ak  ��������� -���	���� �	
������

555& %Pk& ( −ak� 7������� ��	�����-��8

9���/� - ������# �������� ����	�����-�� ����-�� ��������� �� ��� ���
- �	
����� -���-�* -������� � %'&� 
�� - ��	 A -�������� ���	 Pk� � - ��:
	 B ; ���	 ���	
−ak�Pk�� �����	���"� -��-� ������������	�
 ���� -
������� ����-���� ���	���� <�	�� ���	!����� - ���� ��� ���	 B �����
���� ���	�����-������ ,�� ��-��� � -������-��! ��-�
� �	��� �� �������
������� �	���! '� �� -����� β ��-�� h ) '� . �	��� # '  � ����	�����-���
���  - %�&� ��������� ��� �� �����2��� -������ ������-	-� ���	
ak−��Pk−��
- ������-� ���� %�&� �����2��� k �� '  ������������� ���/����� ���������-�
�	 ��-�
� ������ k� . �	���� � -���	� ��� ����������� ��-����� �������
����-	 �� 0������ ���	�����-������ A  B ����	�-�� ��� ������ ��"��
-������ Ǳ��	� ������� - ���	
ak−��Pk−�� ������ ��	� B �	
���� ��-��2���� �

.����� ��	�� ����� ���	����  -���-��� ���	!����� - ���� ��� �	 ���:
	�� ����� �������-���� �� =>?N ��-�����-� - �� -��� ��� �	 -���-� ���
��
�� �������� ��	�2� ����
�� Ǳ���� 4��
� �����-��  ���� ��	 ��������� 
���	�� ������ ����-� ���	 ����-� @������ %��� ��� � - �����	� ����'&� <�����
4�������� ����� ������-�!�� ��� - ������� �� ���� ���	��� ��#���� ���	�
�.�' -��"����

Ǳ� ���	���-�� ���	�����-����# ����-��- �	 �������-	�� 	�����#
�����- ����#��� �	
���� ��	���	���� %�	 � &* �� 4��� ��������� ����-�
L� /�	��� -���-	 ��� ����-� �� ����-� L� ��� ����2�� ���	�����-�������
,	�
������ �	
���� ���������/ -���-�� ��	 ���������� A	����� �� A������
%B=CDE F� BDCGH&� Ǳ�����	���� ��� -�����%L�& ≥ -�����%L�& %���
�� �	����
��������-���� ���	�
���&� 6��	� � L� ���-�� ���	� ���-�- �
� ��������	��
����� J � I���� L′

� �������� ��	��-2��� ����-� L� \{J}� Ǳ��	� 4��
� ������� 
�� ���-�� ����-� � L�� ���� �� ����
��� ��	� P � ����
�� ���

-�����%P &− -�����%L′
�& ( � 	 '.
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	��	��	� �	��	���� ��� �����	�� 
��� �� 	��� ��	
��� 
��	�� �������

���� ��  ��� �� !����� ������� P ��

J

P L′
2

� ��	�	���� �	�������	
�� L�� ��� ���� "� �	
�# ���� J "�� �	���	 $�	 
���
���
��� �	�	%� ��	����� &�

α

α�

α�

α�

α�

β�

β�

β�

β�

β

P�

P�

P�

P�

P

P�

P�

P�

P�

���� ��� ������ �������	
� �
����

'��#� ����� ��(�� "	��� ��	���) 	"�����) ����$� * ��������	 ����	� ��
�
� $����� �	�	��� ����� ���	��	� ����
	 ��� �	�������+��� ,����	����� ���
������� ����$� ���������� ������� �	������		 �� ���� ��� ��� �	��$���� �
��
�����	
� 
 	��	� �� �	�	��� �	�������� {�, . . . , �}� � 
 ���	� * {�, . . . , �}� Ǳ��
.�	� ���"����� ��%���
����� �����	��	�	
�� ����
��
� / 	"%�� ���$��� �	��
��	"�	���	 ��������� ����
	 
 ���	�	�	� ������	� ���� P � ���� � P "���� �	�	� ��
����� ��	"�������# �� ���� ��� 0���	 �	���	��� ��
	� ����
	� �	�����%�� ����
α�, P�, α�, P�, α�, P�, α�, P�, α, P 
 ��������$�	� �	������ � ���
	� ����
	� �	�	�	�
�	������ β, P�, β�, P�, β�, P�, β�, P�, β�� ��	 �	��	 ������� � �	�	%�) �	����	
��
�����	��� �	�������+�#1 ���$��� 
���
��� P ����
� 	� α� ����� �	������� β � β� �
���	���	
����� P� 
 ��$���
� ����	
	$�		 ����� �	������� α� � αP 2����	
	$��#
���� * P�3� α� � α�P�αP 2����	
	$��# ���� * P�3� βP�β� � β� 2����	
	$��#
���� * P�3 � �� �� 4��� P�, P�, . . . , P� �� ���� � P ���	����)��� 
 ��$���
�
����	
	$���� '��#� �	������ $�	 ��� ���		 ��	����� ���������� ���"�����
O2567N3 �����+ 
������ ��� ���	��		 ����
� � N ������� ��� ��� �	�������+��
� ���	���	
����� ����		 ����	
	$�		 ���� 
��	������� �� O2k3 (�	
� �� k *



��� Ǳ���� �����

�	
���� ���� ����	���������� ��������� 	 
�	����� k ���	
��� �������������
���������

 � !�� 	"������� ����� ���"�
��	��� �	�  ��"��� ���� �	� �  ��"���
���� #�"�  ������$� ���� � "��	� ����	���	%��  ����&�� �"���' �� �"���
�����	 L� ��"(�� ���� ��"�)� �"���' �����	 L�� *"� ��&�� %�"�' �	�� ����+
�������"���� ���"�
��	�� �������  ����� ������	� � ������� �	����  ��"���
����� � ����� ���������� ��"� 	
� ������� ��	
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 �� ������ F����W ���� ����	��� �� ��� ������ !���%��& 
	��� ������
'���� � � %� �������� �� � �( ���������� 
	�� 0���� ����� 5� ��	��%��1
K��� ������� 	�!������� ��������� ����� ������� 0���� ������ ������1� K���
��������� ������ �� �"�������� � ���� ������ !��
!�& � ��
�� ��� !�������
��%�� !���	��� �� ������� ��������� ����'��� � �������� !������� �����



��� Ǳ���� �����

HN/�Hm − �	
 �� ���� ������� ����� ����� �������� ��� �����������
��������� m ���� !����� ���� ���� �	�

��������� 	��
����� "�#� �!$! % �������� ���%� � ����& �������� 
�'��$�' !������� �#� �%�#� � �()� �!� *� +����� �,� -./01	
 2� 3�% 4�����
�5� 678109:;<	 =���� ����	
����� � ��()�	
 �)>?��(@ � ��������� � ��$ � � A�
����' 3� 4��B���� �6� C.DEF.G	 =�� �����%���@� H$ �!�'
 %���' ������
�� ����������� ��� ��!� ����%��� !���#$
 ���#����#$ ���������	

 !�����
���A�#� ���% � �������� �����$ B���� � ������������� IBB�%���� 
���& � ���$�!��� ������ � ����& ����������� ����#$ ���������

B�������	 m��� ������ ���#�����' !����
 �!������'&��� ���!�&��� ��� 
��'��

9	 4�A!#� ���� ����� �� ���� m ���%��

99	 4�A!#� ����
 �� ��%�&������ %����� ���� � �������
 ����� �� ����� m/�
���%��

999	 4����� ����
 ���� � �� '��'���' �����
 ����� ������� !��$ ���%��

9J	 K�� �����' ��$!'��' �� !�� � �� A� ����� � �� �!��A�� ��B���L���

J	 "������� ���� � k ���%��� �!��A�� k − � %�&����

�4�% �#��
 �! ����� �!�����������' %����#�
 �� ���&��� ���%� �����
Ǳ�%��%� �����' �� ����� ��B���L��
 �$ �A� ������������� %�% �������
���#
 %��#$ ��� � !�����
 ��% �� �%������� �� ����# ����# N�	

"� ���� >O �%���� B !���� ��'!%� )� 4�A!#� ���� ��� ��%�&������ %��' �
�������	 ����� � �)/�� ! ) ���%�
 �� �� �!��A�� >
 �
 � ��� � %�&���� 4�����
���� �A�� �!��A��� � � ! � %�&���P � �����!���� �� �����%� ������ �$ �� K��
�����' �����A��# �� ����� >� Q�������
 �� �.	 %�&�� �����A��# � ��'!%�
���������' ����� ������ � ������������ ����������� ������' %�L��L��
����������� ��'!%�P �R	 %������� ������� �� �!���L� ����#���� %�������
%�&����

B !�����' ��'!%� � � �
 ����!�
 �� ���!�����'&� ��������
 �I��� ��!��
������������� ���% ������
 %�!� m ≥ >� � > !�����'
 ������#� � ���!��� ����>

���!�����'&� ��� B !�����' ��'!%� >�

�+���� � 3�% 4���� ������������� ���% ������#� mP ��%��#� ����#

���'  B !�����'$ ��'!%� m
 �!��������&� �! ���� �
 �� �# ������� �#
!����� ��'!%� �m S ��	

T���
 �!��A���� j %�&��� � j S � �%�������
 �A�� �#�� ���!������� %�%

��, K�, ��, K�, ��, . . . , �j��, Kj , �j

�

, ��	

�!� K� < K� < · · · < Kj � � �i ��������	 
� ������� � ������� ���� Ki � Ki���
����� �������� ����� � B������ �������
��
� ����� �������
�� ���� ��� �� �
�	�
��

� ����	� �����
��	�� ����� �

�!� ��!���
	� ���� ����� K�,K�, . . . ,Kj�
�Ǳ�� ���#$�% j� �����	
�� ���
�� ������#����	#�� ��
��
�� �������& ��� ����%
j 
�����$�� �������� ������ ���	 ��������	��#
� ������� '��� ����� ����$�
�
�
���	� ������� 
� �
�& ��� 
����
� �����$�

�� ������� ��!� ���� 
�%��	��



����� ��������	�
����
 �����
 ���

��	
� Ki � Ki�� ���
��� ��������� � ����������� ������ ���� �� ������� ����
������ �i � ���
��	��� ��� ���� !��� �������� ������ ����"� K� ������������
��������� ��# ��� ��������� $���"�� Kj 
�� ���
��	���� ������ �����������
��������� �j � !��� �i % & ���'�� ����� �����"���� ���
�'���

Ǳ������� ���$������� B�
������� �����'����� � �������� �������� )�������
��� �������� ���� *+� ,�	
�� ���� ������������� ����� �
� ��	�� $��� ������
���� ����� �������� -��$� �������� ����� ���' **. ������ ������� ������������
�/�� ����
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. 0�1

2 
����� ������� ��� ������� �������� ����� ���' +.� 0������������� �� 34
3556 �� ������� ���'���� 7�� '���� 0���1 �� ��������'��� ������ '���� �. 6�1� 8
Ǳ���� ������1 ��	�� �$����	��� '�� ����� 
�� ���� ��� ��������� ������������
�/�� ���� �� ������ ������ �������� 
� ������� 9
���� 7�� ������������ �����
����
��������� ����� ���$����� ���� �� 
�� '���� � ����� ���'��� � ��	
�� �
����
�'� ���
���� ���'� �� ������ �������6
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� . 0*1

:  ���� '��$� �������� ����� 7������ � B�
����� ����
�� m � ������� ���
������ �������	��� �� ������ l ���$;�
��� �������� ����� ���' � ��
;�
�/��
����� �� ������ l − �� !��� ������������/�� ���� ��
��	�� m ���'�� �� �� �����
��
 0�1 � j % m ���$����� ��� �� 
�� ����

��, K�, ��, . . . , K�m/����, ��m/����

�

� ��m/��, K�m/����, ��m/����, . . . , Km, �m

�
�

0�1

� ��������� ���' Km/�� � ��
��������� �� ����"���� � 
������ ���� ���� 0
���
���� ������� ��������� � � ��
��������� ���� ���������� �����
������������� �
Km/�� �′1� <���� ������� ��	�� �������� � �������'���� 
������ ��
����������
���� 0��� ���� �. �� ������� ������� ���'�� 
�� m % *1� Ǳ�� ���$;�
������
���
����� �������� ���� 8 ������ $�� ��
����� 8 ������ ���
��� ����� ��������
���� ��
��	�/�� �
���������� ���' Km/��# 
����� ��� 7��� ���$������ � �����
� ���������� �� �
��� � ��"��

Ǳ�� ����� ��� �
��� ������� ��� �������� B�
������� ��;��������# '��$� � ��
���� ��� ������� �
�� �������
��� ��������� ���� �� Ǳ� ��/����� 
����� ������
=����;� ����;> ������ ���� '��$� 
����� 7�� =����� ����> ��������� �
����������
���'��� �������/�� ���� 
����� 8 ���
������ ������

9���� �� �
������ �� B�
����� �������� ���	��� ������� 0��� ���� ?1�
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A

���� ��� B������� �����	
 � � �������� �
��
���������� �
 ������� ������� �
����
��� �������� �� �� � �� � 	� ��� !����
����"������#�� 	� � ��$� ���� �� ������
�� A %��� %&''�



����� ��������	�
����
 �����
 ���

������� ����	
� ������	 ������ Ǳ��	�
��	 
���� � �������	 ����	 ��
��
��
�� ����
�
��� � �������	 ����� ��� ����� � B���� �������m� Ǳ�������
��	� �
� �	
��N �� �! � �� ����� l �	
��N"� ���
� #�$�� ������
�� �����
�� ������� �, �, %, . . . ����� ��� 	���	�	 �� ��m/��� ��m/���� . . . & ������
�����

N " � ≥ ��m/��l−�. '�(

)��$�	� �����	��

l ≤ � " *+,m/��
(
N " �

�

)
& '-(

.
� ������
� �����	�� �
� ��� N / �000 001 � m / �00� 
� l � ���2��
 %�
Ǳ�������� � ���3�� ������ ��	 �������	 ���
�� �� ���!�! 	� � l ����	�
������ 4��	��� $����
���
� �
� ��	� ����
2 ��$���
	� ���	� 	��5��

Ǳ�� ��
��� ����$� ���� 	��
 ��
�����
��� ������
� �� l ������ ������
���� ������
�� 
���� �������! ��6�
���� 	���� 7�6 ������
�� ����
����! ����� ��6	� ������
�� ���
����� ����� 	���� l� Ǳ�� ������� � ���
p ���
����� ����� �	
�� ��� 	���	�	 � "

(
�m/�� − �

)
'p− �( �� �!� 8������


�����

p ≤ � "
N − �

�m/�� − � . '9(

#���	 ������	� ���� ������
�� �������! ����� ��� ���
����� ����� ���
����6$� N �� �!� 	��� �/

(
�m/�� − �

)
�������! �� ����

����������������	� 	 	������	�� 8�6�
��
 �������� ���	�����
! �����
��
� 	
��2 ����
2 � B������	� ��� �������� ��	����� �� ���������

Ǳ��� ��$�� ��	
�	� �
� �� �����
�� �� ����� l − � ����2 :� � ��
�����
�� �� ���$�� ������� � ����2 :� ;����
� .
� �������
 � �����
����!
��
� ����
����
��� 
�� �
� 	���� <������
� ����
����
�� � ��	�=� ����� ��
: � ����������� ���$� ������ m ��� ��� <������= ������ Ǳ������ ���	�
��� ���� �������2� m� ������� � ������
 ��$���
	� ��
����� 
�� ��� ��
�������2 ��������$� ���� ��
� 
�� �� 
�	 � ������ �
� � ���$����� >����
��� ������
� ����6��� B����� �������� m�,m�,m�, . . .� ��
������� �
��2
�� ������2 ���2 �� ����� l − � �	�� �
 mk/� �� mk ��
�	���� #��� B�
���� �	
 �������2 m �� �����	 ������ ������ ��$���
	 ��
���� ��� .
�	�
� ��6���
�� � 	��
���

?������� �������� � ���2��6	 ����3 �� � 	���� ����������
� �������
�2 4��	�
2 ����� �� �������2� ������� ����� � 
��� �����
� ��4��	�3� 
� ���
���� @��$�� �� �� ����	� 
 ���� 	��� ���
� ������ � 4�!�� � � 
����
������� ������ �����! 3����	 � ������� � ���� ����� 	��
 �����
��� �����
��!A .
� 	��
 �����
� � ������	 	��2	 m � �����
� 
	 ��	2	 .44�
�����
�
������$� �
������

7���
�	�� ����� � ���� %B � ����
���	 ��� �
� �� ������ 4�!�� �����
��
� ���
��� � ���� �������� �� �! �������������� � ����� �
�!� C 
���	
����� ���!��! ���� ���
 ������
 �� ������� ��� ��
��2� �� � ≤ B��& ���
�
��	���2! ��	����	 A� ������
 ������� �����
���� 6� ���
����� 

�%0 < K ≤ ��0 '1(



��� Ǳ���� �����

� �� �� Ǳ
� ��� ������ 
����� � 
������������ ��� � �
���� ����� � �� ��������
��� ������ ������� �� ��
������ �� ������ ��  �
���� �
� �� �� ���� �!
����
������  ����� ��������� ���� !� ������ ���� "��� ��#��$ ���� � ���� �� �����%
���  ����
���� ��
���� ������ �� �#�� �&&���� �� � ���!�� �
�������
�� &�$�� ��� ������� �������� ��� �  �����$�� ��
����� '���$  �
���� ��
� �
���� ����� B�%��
� ��

(�����
��  ���������� �
� ������� )� Ǳ� *�+� ,-� .� /01203 � 4� 5� )����
,6� 7� -89:13 ;���� �� ,<=�=3� ��=>�?=@� �
� ���� � ���� � ��� ��� ������� ����
!���+�� ������ �����$� ���#�� �� <A ������� �������� ��
���B� Ǳ
� �����
����$��$ ����
����B��  �� ����� ��� ��#���� ����� ��������� �����$ �#��
�
������#����  ����$ �� ������ ��
���B ���#�� ���������� �����$ �
������
"��� ����� ������� ���#���� �� �
��$� !���� ����
���  
��� ������ �����
�����
� ��������� ��� � ��� ��� ��� ����
� ���� ��������� ���+��� ��  
���
������������ �� ����+���� ��
� ��

'� C� 4�
��� ,D� E� 6FGHI93 ;�����!���� ���@ ������� ��� ����� ��#����  
���� � B%��
� �� � ���#� �#�� �������� ����� ��� �����$ ���������� �	
���
(�� ���!�������� �
�!� ���� ���!� �������� � ������ ��#���� ���� ����������
 �
������ ;m/� . .m@J  ���� ����� �#�� �
���� �������� ��� ��#��$ ���� ���#��
!��� �������� ������ ��� ���� ������ ���� 4������  ��� �� � 
���������
�
����#��� ������� 
�!������ ���� ������ �������� � �����$  ���� �� ���� ��
�� ����� K����� ����� �� ���#�� !��� ����� �������� ����� ��� �#��  ��
����
���� ,�� ��
� �3�

L
���$  �#��$ ���&���B��$ ���� B%��
� � � ������ ���� ����	
��
�� �
�%
���#����� M�$�
� ,NFO8G3 � 4��%P
�$�� ,6QRG8IS0H3� K�� �����������  ����%
+���� ����
���  ��� �� ���� ���
��� ����� ��!����� ������� 
���������� T�%
��� ����� �
���������� �������� ��� ��������� �� �
���� Ǳ
������#�� ��� ��%
���� ��
���������$ ����� ����
#���$ m �����$ � m U < ���������� T���� ���

��������� �#�� ������� �!
�����  ������ �� �������$ ���� ��
� �� � ����
�%
��� � �
��
�� ���� j �����$ � j U < ���������� T 
���������� ���� ������
���� Kf � ����
�$ 
�������� ����� � �� ������$� )�������� ��� �#�� ���!
�%
���� ���V

� � � Kf � � �

K
�

� � � Km K�

�
� � � K�

j

� �
�

�� �� �m �
�

�
�
�

�
�
�

j

. ,=3

Ǳ
� j < m − < �#�� ��!�#��� 
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���  	���� (����� ����	� ����	
�
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HIJECKIJLMN�OIJFPQLRCSMNITCDLU ;DIMMC ')5),*� OV� )3 ��������	��� � ����� @�0 ���

�����	 ��������� ����� 'WMDVX YSLQCPMLJCJMZVPDIUCJ� )5[[*� ").\"[[]�
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�� �����
� ������������� ^���
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&������� 
 ������ %��� �& '(N ���
����� ��� ��#�� $���& �����$��� N 	�)$���
*������ 	���$���
� ���
������ �������&% ��� ����	� 
 ����
�� 	������ �������
������+����� �� ���� ��� ���+�� �&�� �� ����� 	���$���
� ���
������ 
&����
���&% ��� ������� ����	� � ��������
���� �������&% 
 ������� !�" ��%����#���

* ���#�� ������&� ��$ �� ����� � �������� 
&������� M �����
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��
����� ��
���� ���, & �
���� $�� ������� 
��� ����	� ��� ������% N 
	�)$��� 
��#�
�	��� '-(M N . '(N/ '(M �����/�� ��� ���$���&% 
%���&% ����&%� 0& ��	+�
�
���� $�� �$������ �%�� ��$� 1�������� ��#����� 23 �������� 
 /���� ����
���� N/ '4M ����
 ��� �����$���� N ���$���&% 	�)$��, �����
�������� �����
	���$���
� ����%����� ����� ������/�������� MN/ '4M�
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&���� �����
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∑
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∑
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!
����
�� ������ /3;� � �� ����� ��� ����
�� ������ ������������� ����� ��$�� �
��
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���� �����	
����

�� ��� ��� �	 �
���
����
� ����	
 ������ �������
� �� �������� 	������
��������� K  ������� � ������� ��� �� ������������ ��� ���� 	�� ����������
������� ������������� ����� ���� ���������� � ���� ����
 ��������� ��
����� �� 	���
� � �
������� ������������� 	� ���� ��	 K� ��������!��
�
������ ��������� ������� f"K#� Ǳ���	��� ���%�� �	�� � �������� �	�
&������ K � ��������  ��� �����������

'�������� �������� &���(� �������� ��� ���%���� �� )* ����� ����
����� ������� �����	���� � ���	���& +�,�, � +�)� - ����� * �������� ������(��
���.���������� ������� �	�������� ����������!�� )* ���� � ���� f"K# ��%	�
−*/ � )/� 0�� ������� 1��� ����	  ���.����������� 	�� 	����& ����������.
(�&� ����	�� "��������� 	�� ��������� ������ ������������ ����� �� 	������
2��������3 ������ ��������� ����� �� 	�����#� �� ��%�� ������%���� ��� ���
 
���� �����&�	�� ���
� ���  ����� ������ �
���	� ����� ��� �  ����� ������
��������� ���������� ������ "�� ���������� ��������� ������ 	�� ��������
����&�	�� �������� ����(� ��4�� ������#� - ���� 	���� ��	��� ����� ���(.
���� �����  ����!�� ��������
 �� ����� * �������� ����� *5.6u � ������� 	��
&������� )* ����� ������� �� �* 1��������

7 �%������� ���� ����& ������ f"K# 8 	������� ��%��� ��	���� 9��.
��� �*�� ≈ */�� �����%�
& ������ � ������%��!�& )*.1��������� ���%����
� �*.1���������: �	���� ������ �* · �/ · . . . · ** ; �*</*/< ≈ */�� �� ��& 	���
�������
� �������� 	�� �������
& ����������: ��	���������� ������ �	�� ��
	���� ��������� ������ ��	&�	�� 	�� 	���%���� ��(� �����

=������� 	��!�� ����������!��� ��������� ��������� �� �	������� ��	��
"	�%� 	�� ����(�& ������#� '�������� � ���������� � ��������
� 2����	����
	�� ��%	����3 ���������� ��� � �������� �� ,) ������� ����� �������� ����.
	���� 	�� ��%	���� � 	��& �� ��&� ��� ��� ��� � ��& 	�� ��%	���� ���%���
�������
��� 9�
�� ������� ��� �
����� ���� ��� �������� ������%��!��
,) ����� � ������� �������� )+�� ���������� ����� ��� ������� 	�� ����� ��
��	�� ������%��
 � �	�� � �� %� ���� ������
� �������� /���,5� �� �� �����
�������
� >������� ����� ��������� ����	�� �� ���%� (� �������	�� ����.
�����?� @Ǳ���	�� 	�� ��%	���� ����������� ���%	��� ������������ � )/.�
��	
: ����&�%	���� 1���� ����	��� ���������� >�� A� B� CDDE� ����������	 �
�
�� �����
� �� ����
� "CFGÆH� *��/#� )6� � ���%� I� JDHKGLML� �����
��� ��
��������
�
 ��������� ������� � "*�)�#� *��N*+): O� PMQQMF� �
 �
���������
 �� ����������	
����	 "RMS TDFUV OGQMW� *��/#� XMYZGDH ,�)�[

> 	���� �����
� �����������
 � ����� * ��	&�	 ����� ����� @�� K� CFM.
HGMSLUG \HE O� ]^FLUG�  � � � "*�+)#� ),,N),)[� � 	�� ������ ������(��� �������
��	&�	�!�� ������� ��%�� �
�� �� 	��� �� 	���.	���� � _�(��� ������ ��	�
����������� ����� �������< -����
 ����� ��	&�	�!�& ������ ���������.
��� ������� ���	���������� �������� ��������� I� X`F^aHDQG�  � � �� "*�55#�
6�*N6�/� �� "*�5�#� */�� ��): I� B� bGYcMQQG�  � � �� "*�6/#� *5N*�: ]� B� X\aMF�
 � � �� "*�6�#� �,)N�),� �� "*�6+#� ��5: d� X� K\eMSLUG� R� b� ODFf\QE� C� g\J\L


 ������� ���������� ����� ��������� �� ������������ �������� � ����� !" #���� �
$" %�������� �����������	�� 
��� � ���������� &'"( '�� )*+," - ./. �"0" 1��������2������2
��� ������������� 3�������� �3�4 ����� 3 5���� ��� ������ 3 ���������" - Ǳ���� ������
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��� ������ �� �� �� �� �� �� �� �� �	 �	 �
 �
 �
 �


���� ���� �� 	 �� � �� �� �� �
 � � ��� ��� ��� ���

��� ��� �� 	 �� � �� �� �� �
 � � ��� ��� ��� ���

���� � �� � � � � � �	 � � � � � � �� ��

��� ��!�!� � 	 �� � �� �	 �� �
 � � � � �� ��

��" #� � 	 �� � �� �	 �� �
 � � � � �� ��

���� ����� � ��
 �� � � � � � �� �� ��� �� � ��

��� #� � ��
 �� � � � � � �� �� ��� �� � ��

���� ���� � �  � � � � � � �� �� � � �

��� ��$�$� � �  � � � � � � �� �� � � �

��" #� � �  � � � � � � �� �� � � �

���� �%�� � � � � � � � � � � � �� � �

��� #� � � � � � � � � � � � �� � �

���� �& � � � � � � � � � �� � �� � �

#� ��� � � �  � �� �	 � �
 � �� �� �� �� �

��� ������� � �  � �� �	 � �
 � �� �� �� �� �

��� ����	�� � �  � �� �	 � �
 � �� �� �� �� �

��� 	� 
� ����� ����� �� �� ������� �������� ����� ������ ��� �������� ��	�
	����
����� ��� ��� ������� ���� � !"� #$%&' (#$#)* 
� +,-.�. ��� +� ��./-�� ��
���
�� ���������
�� � ���00�� �1 �� �� 2 #'23'#45'(%46 273$845'8496 4:'$;)8<6 6'=>
?@8%A4B�

C28'582� D#2# "'#2: 4"''# 25'8) (@E'(#F'88<B 8':2(#$#2%� G$%;*5$*E4B(9 F
#2"� 5#2 (2:'3&4"2' #$H;4A< :2;&82 H<#) G$3$8'' 4GF'(#82� I2H$F4F F('72 2:48
%;*5� "2&82 F(' 4(J23#4#)� 4 J34:'#(9 8$548$#) F(* 3$H2#@ ( 8@;9� KJ325'"� "2&>
82 J2;@54#) 723$G:2 H2;'' 74H%4B "'#2:� 2#H3$(<F$9 #3'H2F$84' 2:82G8$582(#4 4
4(J2;)G@9 (J'A4$;)8<' "'#2:< 3$G3'='849 F2G84%$*E46 8'2:82G8$58<6 (4#@$A4B
J2(;' F<54(;'849 f�K��

L#$%� "< FJ;2#8@* J34H;4G4;4() % J2J@;9382"@ %;$((@ "'#2:2F J24(%$ ( 2H>
E4" 8$GF$84'" ��������	�� �
��
��� 4;4 ������		�� ������ �������� ���������
M;$72; N/- ����O 2G8$5$'# N%32=4#)� 3@H4#) 4 :';$#) 4G D#272 "'(4F2OP� L:'9 6'>
=432F$849 (2(#24# F 4(J2;)G2F$844 8'%2#232B 5$(#4582B 48?23"$A44� J2;@5'882B
4G %;*5$� F %$5'(#F' 2(82F< J24(%$� Q< F<54(;9'" ��������� h�K� 4 4(J2;)G@'"
'72 :;9 J32F':'849 J24(%$�

Ǳ$3$:2%( :8'B 32&:'849 J3':2(#'3'7$'# 8$(� 5#2� F'329#82� 8$B:@#(9 3$G;45>
8<' %;*54 Ki �S Kj� 4"'*E4' 2:48$%2F2' G8$5'84' 6'=>?@8%A44 h�Ki� S h�Kj��
T$%2' (2H<#4' 4"'8@'#(9 �������� ���!!����� :;9 3$G3'='849 %2;;4G4B 3$G3$H2#$>
8< 8'%2#23<' 48#'3'(8<' J2:62:<� I;9 4(J2;)G2F$849 6'=432F$849 J3273$""4(#
:2;&'8 3'=4#) :F' J3$%#45'(%4 8'G$F4(4"<' G$:$54 U F<H3$#) 6'=>?@8%A4*

� � ����� � ���� �� !"#$% �# �& �!� '�$ ��(! %�!�'�% ) � �#*��$' ��������	�� *+��&!# � !�!
�
���
�, - Ǳ��� �����
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���������� 	
� ���� ���������� �������  ������������ ������ K

�� �� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� �� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� ��� �� � � �� ��� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� ��� �� � � �� ��� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� �� �� � � ��  �� �� � � � �� ��� �� � ��

�� �� �� � � ��  �� �� � � � �� ��� �� � ��

�� �� �� � � ��  �� �� � � � �� ��� �� � ��

�� � � � � �� � � � ��� ��� ��� � ��� ��� �� �

�� � � � � �� � � � ��� ��� ��� � ��� ��� �� �

� � � � � � � � � �� �� � � �� �� �� �

� � � � � � � � � �� �� � � �� �� �� �

� � � � � � � � � �� �� � � �� �� �� �

� � � � � � � � � ��� � �� � � �� �� �

� � � � � � � � � ��� � �� � � �� �� �

� � � � � � � � � � � � � � � �� �

�� �� �� � � ��  �� �� ��� �� �� �� �� �� �� �

�� �� �� � � ��  �� �� ��� �� �� �� �� �� �� �

�� �� �� � � ��  �� �� ��� �� �� �� �� �� �� �

h�K� � �	
�
� ��������� �
������� � ��
� ������ ����� ����
����� 
�� ���
�����

��������	

� ��� 
	��������
��� � ���
� ������ 	���	
� ����! ��
 "��#
$���%�� ����� �� �
��� M �������" �������! 	����� ��� ���" ��&��� K

' ≤ h�K� < M. ���

( 	������ ��&�� � ���)�
� $��� �����& �����
���!  	
�
�� �� �
�*��
���) 
���) �������)�� 	�� 	
���� "��#$���%��! ��
�� �� �
	�����) �
�����
������
� �� ������" ��&��� � %��)& ����)����� �
������� �
�������

+�
��������� ���
��
*�
 
	�������) "��#$���%�& ��! ��
�� 
� �
����
�������� ����� �� ���)��" ���������" $��
�� ,���
 � 	������ �� ��
�* ��
*�
 �
���) ��	�
"�& ����%�& �������" ����" � 	
�
-)& 	�
���"
��$���������" ��������! �� 
���*��
�) �  ��� .� � ����������)�
��� �����&
�
*�
 �
����) �*� �����" �����)��
�! �"
�� � ��	
�)��� ���������� ��
�#
��� ����" ��� 	
���
���� "��#$���%�� � ������)��� �
�������
� �
������
����)���! ��� 	�� ������
 �������" ����"��

/���
����! �	�����! ������������ ��&�� � ��������
� �
�	)&����� (#
	�������� �����&-�� �	
�
� ���
� "��#$���%��0 	
�
*��)! ��*��! M 1 �'''
� � ������� h�K� ��	
�)�
��) ��� %�$��! �������� 
�
�
 ������� ���%��#
����
 
 	�
��������� K × K� 2��
�) ��! ��
� ���
� �
�*�� ���) �
�
�)�

���
����
� ��	��������� ������� ��*�� ''' � 333 � ����
� ���
���
��)& �
�#
�����! 
���
 ���	�������� � ���)���� ������ 	
����&�! ��
 ��
� ���
�
4�������� �����5 ��	�
" 	�� ���
���! ��
 ��&�� �� ���&� �
�)�
 
 �
�������



��� Ǳ���� ���

���	
 ��	� ��� ����� Ǳ������ ����� �� � ���	 � �	��� �	�	���� �����
������ �	 ���� ������� �� ���� ��� 
���  ��	�� �� ��� �	�� �����! �!"
�	�������	 �	����� �� � � ��	� ��� 	 ��	#��� ���		 ������	 � ��	$��	
������� �	���������

%���� ���	���	 �	��� ������ ������# ����� ���� �������� ����� �	�"
&���'�
� ���� �� ������� ������ � �	�	����  �����
 ( � ����$	����

%	��� �	�	��� �	�!� �����) �� ������ �����!��	� ������ �� �	�	��� � M *

h+K, - K ./0M. +�,

1 2��� ��� 	 � 	������  ��� �����	�� ���  	���� M �� 	��	 h+K, ���	�  	�"
��� ���  	���� K � �	 	���� ( ��� �	 	�����  �� ����	�	� � �� ��	�!����
��	3	��# ����� �� ������ &
��� 43	 ��$	 ������� �	�� 	��� M ��	������"
	� ����
 ��	�	�! �������� � ���	��� ����!#�	�� ������!�� ��� 2��� K ./0M
��	������	� ����
 �	����!�� '�&�  ��� K� ������$	���� ����� � �	 ���"
��� �� ����!��� '�&�� 5� �� �� $	 ��$�� �����!�  �� M �	 ���$�� ���!
����� ��	�� ������!�� ��� ����	���� ��# � �� �� ���� ���� #3�	�� ���!��
�	�	�������
 ����� ����� ���!  ������	 �� 	��� � ������!#� �����
 � +2��
����������� ������!�� ��n ./0 � - 6 � 67n ./0 � - 6,� 1 '	���� ��	��	� ���	��!
�� 	��
 M � �	��3�� rk ± a� ��	 k � a ( �	���!��	  ����  r ( 8�������	
����	�� � ���	���9 ���� �����!��	��� �&�����"'�&����� �������� +��� ��
r - ��� ��� ��� 677,� �� �� ������ �� �	�	��� �� �����# � ���	 �� 	��� M
� ���# ��	������	� ������# ���	�����'�# '�&� ��# � Ǳ���	�	���	 ����$"
�	��� �������� � ������  �� �� �	 ��	�� ���������	
� � �	��
� M ����
�

������ ���	�  �� rk �≡ ±a +�� �����# M, ��� �	���!��� k � a� 1 ���!������	
��� 	� �������
 ����� �����	 �����	������	�	��

:����	�� ��� ���"����!#�	� ��$�� �����! M - 677;� �� ����� h+K, ���
����3� ��	��#3�� ��	�'�
�

��� � ��� K�
��	
 � ��� ��

��� ���� ��� K ��� 	��
�

+�,

%��!����������� ��	� �	�������� ��$	 ������ �	����	���� ����� ���"
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��	�i� � K� �������� ��&��,����% )���,��2 ����� 	 &���)� �% 
 ,��) O��

	�� L-���&
��Z _��� N � M − +� &��������� ��������� ���
��5����% & �&%�� �
�������������� - �����&��� ��)��� )�����&�� N ← N / +� ������� )���
������i� 
�
 ���%��* � )�����&�� ��	�i�← K�
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���� � h��K� � K  !"M# $���� �������� h��K� � % &

(
K  !"

�M − %�
)
' ������# ��������( M − % 
���# �	�� �	 �(
) �������� h��K� � % &(

K  !" �M − *�
)
� +�� �������� � $	��� � ����$ �	��� M # 
�� M � M − * �	��

,�����	$� �����-�$�. �������� %/*% � %/%0� 1��$ ��2�# $���� ����� h��K� �
% &
(
�K/M� !" �M − *�

)
� ����� � �$# 
�� 
����� �K/M� $��� �	�� ���(
��

� �2���� ��� ����
�	3 ��(����� �	
������ h��K��
���� M � *m � �������(��� $(�������������� �)�������# h��K� $���

�	�� �	
����� $����$ ������2� ����2� �� m �����������	� ����� ���� � �	4
������$ ����-�� ,���. � %# ��� 
�� � ���������������� ��$��� ��� �������$�
�������� ���(56�

���� � �������� ��	

��� m 
������ ��� � m ��� �����	
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+�� ����-�� �	�����5��� �	��� $���� ������
7 �����$ �� ��������	� �	) $����� h��K� � h��K� �(6������ ���4

����$	 � � ��$ �$	��# 
�� ��� �����
�	� ��5
3 ���������� ��������� h�
� h� ������-�������� %/M

�# � � %/M � +$����
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3 � �����-(' � :��3 ���(�-��
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��� ���(����(� ,��(
�����.# ��� ,���������-��.# ��� � ��2����$ ;�

<���� ���� ���(����� ������$���� h��K� �� h��K�# ��� �	�� ��������
=��� 1�����$ �>?@A BC!DD� � %0�E 2��(' �����$�# ��� ������$M $���� ��������

h��K� �

{
%, ��� h��K� � /'
M − h��K�, ��� h��K� > /.

�*��

+��� $��� �	�������� �	��� ��������2� �����# ������ �� �	�	��� ����4
���(5 ��������	 
����������	# 
�� �������� � �����)�$( (���
��5 
����
���� ��4�� ���	)��� ���������� ��2�# 
�� ��� ��� �������� ��5
3 ��3�(� ��
����$( � ��$( � �(��� 7	����	 ��� 9��$(�	 $�2(� �������������� ���
�������� ��2�# ���	)�� �� �	�2�	) �� ��$�� �)�������� ����� ��$��
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�
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�� ��� �������� A� S�
�� ��� � A� S�
�� 
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�� $% ��� ��� C � �

�� ���� ��� C � �
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�
 ��	�	 A� C� S�� S� ���� 
���	 	�	 �� ���� �	� 
 � ��������� �� ��
�
����  �! ��"�� #$� �� � ������  �%� B� � ��� �� ��
��� � ��� � &C−�'/� &��

���� 
�
	� �
����� � ��� 
! h�&K' ��� ������ � ≤ h�&K' ≤ M/�� B (�� �"
	%
�� &C − �'/�) 	���� (���
�� 
� ����	
� ����%	 �� �� ����� 
�(�	% ����	 ��
(���
�� 
�� �
�� ���*'� #�
 � 	�*�
+� N , αM �����!� ��� �� � ��� 
� A�
�� �� �� ��� � α ��
  �(��� �� ��
�� 
 A , � - � �(��� ��
�� (��" ���� .��

 � �����
	�� �� ��� �� � ��� 
� S� ��
 (��" �� ��
�� �	���%�	 �− �

�

(
&N −

�'/M
)
≈ �− �

�
α� ���� �� �
�� ���* 	�(� � (	� ��
	� 	�� �� �� ��� /��
�
���
�

	�	� ���������	 0���"(� �������  �	�  1���(���
� ������  ��
  
�� ��%
2��� ���� ��� 
������ 
%3 ��
  ����

��0 h�&K' 
 h�&K'4

C′
N ,

M5�

M5�−N
≈ &�−α'−� & �(��� �! ��
�', &��'

CN ,
M5�

N
&HM��−HM��−N' ≈ −α−� 67&�−α' &(��" �! ��
�'. &��'

#�
 h�&K' ���

	 �	 h�&K' ���� � &��'� �	��
� �% ���	��
��+
% (���
�
���	
&��' 
 &��' ��

C′
N ,

M5�

M5�−n
− N

M5�
5HM��−HM��−N5O&M−�'

≈ &�−α'−�−α−67&�−α') &�8'

CN , �5HM��−HM��−N− N

�&M5�'
−&HM��−HM��−N '/N5O&N−�'

≈ �−67&�−α'− �

�
α &�9'

&�� (��� ��'� :���	
�� �	� ��
 ����� � 

 	�*�
+� ��  �� � ��� 
% CN 	���
�%	% � HM�� − � 
 HM�� − �

�
��	��		��  �) /	� ($�	��  � �(�"�� ��� ��
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� � ��� 
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 ��*�	� �������� ;� > 
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1
+
���� �
 �! ��������� > &/	� ���
1
��+
% �����	 �� �*�! �	��
� �� �(�
�� 
�) ���
���
1
��+
% ���
	% � ����$� 
� �����  ��� ���
�� 
% h�&K' � 	����0 �?@�A
���(�$
�
 ���� ���
�

���� ��� c�M � i�
��� ���

��	� � ���� i � 	
 c� ��

&A?'

Ǳ�������� > 	��*(�	 � +���� 8C5�9A5B5��−�AS−��S� ��
 
+ ����� 
) ���
�
1
��+
% &A?' ������%�	 �0�� 
	� ����� ��&A− S�' ≈ �.�α ����� 
 ��
 (��" ��
�����"� 

 ��
��� B ��  �� �(��� �	��
� �% ���	��
��+
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	��� ��
 ����

���� ���! ��� 0�"
���� 
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*
�
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�
�
�
+
�
$
,
�
�
�

���� ��� ����� ����	
��� ����� ���� ���� �������� ��������

�� �	
��
� �
�������� �
�
 ���
 �� �	������� ��
�
��� 	�������� h��K�
������ �����  !����	 ����� M  ��
��
� ����
" �
��#��" ���" ������" �$%�
���
�� $&'$( ���
����

��� ����� ��� �� ��� ����

��� 	
�����

���� 	 c� �� � ��

�($�

)�� ���� ������
���� *���
� �+,--� � .���
� �/0102�" ���� �� �������
��	
���� ������ ���������� ������ ������� �� �������� ������� ���� ��!
���������"�� ��� ���� �� �������� #������$

%�� &�& '���� �������� ( ���� ���#������ ����� #�&��) �����#��������*
��! ����� �� �� �#�� �� ��) �� ������)�#� ������� � ��� ����+ ������ ���������
���#�� ���������� � &��$ ,��$

-������&� ����������! ����#�� ��+ �!� ����� &����'�� ���#��� �����
����� ��� ��&#� ��� ������ �������� �������& ( ��� � #� ���#���� �������
����� ��� &���'��� ������ ���$ &��$ ���$ .� �)������� ���� � &���)�� �����*
����� #�� ��'���� ��#� � � �����) ��&#� ��! ����� / ��� ��� �������� �����
 �����  �� ����� &���'��!0 ��������� 123 �������&� ���! ������� ��� ������
����+ ���! �� ����) ������ ��������$

��������� ����	
� 4� ��# Ǳ$ 6��� �789:;<= >$ ?<@AB� ����� ���! ������
��#�C���"�� �������� �� ��� ������ ���#��� ����� &���'���� ������ ������
������ ����� ��� ���������� ����"�$ D�� ���# E���� � ����F�� ��	
���G ����*
��� �� �� C����  � ��� �� &���'��! ����� ���� ���� �����#�  �H� ������� �
����& ��� ���#������� ���#��� � �������& �������! ����� �� �����& I������
�&�� ����� ������H���� ������!�  ��� &����'����� ���#����� ����� �������$

J�������� �� ���$ KF ��������� ������� ��� ���#�! �#���C����� ���� ����
� ��� ��! ���"�#&�� ����$ .� #����� &������+ �� ��  � ��������� �����
�����! �������&� )�'*����"& #�� )������� ���� ���������)� �&#� ����H����
� ��! �� ������� ������� ��� � ����� ���� ������� �) ����� �#���#�$ L ��#�����
�����#������ 6��� � M���� �����&�����  � ��������� ����� ����������� ���!
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 �� ��� ���� � �� ����� ��� �	� ���	���
��	 �� !"� ������� � ���	
�#$ �	�������	 ��� �� ���# ������# ��
%��
	�� ���&
	� �� #���'�% ��
����� (����� ���	
�� ��������� ��	 �� ��
� ��� )����
����
���	
�� �
���	�� ����� ������
� � ������	���* 
 
���	 �#���� 
��	+�
��	 �� �	�
��	#���
� 
� ��� ����%�

(��� ,����� ���	+������ � 
������

 �������� ������
 � �	���
��� -� ���
�������� �
.�� Ǳ�����	�.
�� ��� ��
 ��#������ ��
��� �	
 �������� �����

p�� p�� . . . � pt−�� pt� ��� pj 0

(
h�)K*− jh�)K*

)
123M 
 ������pt� �#��� 4�	
 t ≤ ��

�����	��� K � ���
�
+ pt� ��� �����$ ������� ��	
 t ≥ 5� ��
�	��� c� 0 h�)K�*�
��� K� 0 ��	�p��� 
 �����
�� �������� 	
 #��	 ������)p� − c�* 123M�� 4�	

6�� ���� ����7��� � ���� ������p��� � ����� �����	��� K � ���
�
+ p�� 8��
��
���
� � #��	
���
+ ������
 �����
 K� �� ��
� '��� �� ����� �����
 K
#��� '����� �� t ≥ 5 '����� ��� ��
���
� � ��7��# �
��'# �� ������
 ����&
�
� 9��	��
���� ��	
 #��	 ������)p� − c�* 123M� ����� 
 t ≥ "� ��������� #��	
������)p� − 5c�* 123M�$ ��	
 �� ���.� ������ ��
�	��� c� 0 h�)��	�p��*� �����&
���� ������)p� − c�* 123M� 
 �� �� :���7�� �#�� cj 0 h�)��	�pj�* 
 pj,k 0 )pj −
kcj* 123M $ ��	
 �	� ���% j 
 k� ���
%� ��� j;k < r� #�	 ������pj,k� ����� 
 ��	

t ≥ r ; �� ��������
���� #�	 ������p�,r�� ������p�,r−��� . . . � ������pr−�,��� 4�	

������ �#���� ����� ���������� � ���
�

 pj,r−j� #������	
���� ������pj,r−j� ←
������pj� 
 �����	��� K � ���
�
+ pj �

9��	
� ,����� ���������� ��� ������� ��	
������ ���� �� ��
� #���'��
��
�� #��� '����� �� #������� ��������% �� �
�� �� �� �� ��"� � ����
��	 ��
������
��� ����� ��
�	
�
��	 �� 5����

<�	
������ ���� t;� ��
 ��#������ ��
��� � ���#	 ���� �������% � �	���
��

������
� ����	�� ���.�
�$ ��� ����	�� �� #������ ������ ������	�� =���#&
	�� )5�* 
 ����
���� �

�
)M ; �* ��
 ����	�������
 ���	
�� >������ ��	
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�� #��� �'�
� � ���( ���
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�
α� � α� � · · · �
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����" ��������
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K��&P ����Q�( �&Q�&������$ �����
 ��;��( #����
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�	! P /x0 �!������	�� � 4	� ��
� &	
�
�� m
������ P /x0 ����� ����� 4�
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������� �
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pk�� , akpk C pk�� ��� k � �� Ǳ��	� �x� �����
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�
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rqk � qk��� � � r < ak� k ������� 	 � � s < qk� 	
��� ���� ����	� ��s � t�θ� 	 �����
����	� �sθ��� ����� �����	������� ����� �	��� n 
���� ���� ��	��������
 ������

������������ � �	�� n � rqk � qk�� � s ��	 k �  �  � r � ak 	 � � s < qk� ! "�	#
���������	$# ����� �����%�& ���%	 �nθ� 	
����$ n 	���������'

������ s 	��������� �� ��
���
	 �� . . . � s�  � ��	��& {�� �k�rqk � qk���θ}(
������ n� qk 	��������� �� ��
���
	 �� . . . � n� qk �  � ��	��& {�� �k��qkθ}(
�������	� qk�s 	��������� �� ��
���
	 s� . . . � qk� � ��	��& {�� �k��r� �qk�qk���θ}��

)�����	$ �����%	 �nθ� ��	���	� % �����	� 	�������� ��
�� s �������� �	�� 	 ���
������������	� � 	������� ��
�� s ������� �	�� 	 ��
�� n� qk ������� �	���

�� *��� + Ǳ�	 ���������������& �����%� ����% �θ�� �-θ�� . . . � ������% *� . .  + �����
� .
���������� ��� %����$ ����$ ���%� ������ ����	���� ��	� 	� ��	����/	# 	
��0	#�$
	���������� 1��	 	������� *a . . c+ ����	� ��%	
 ������
 �� ��� ����	� *a . . b+ 	 *b . . c+�
������
 ����	��	� �����	� ���	 ���� 	� �����& ����� ��
 � ��� ���� ����/� ����&� �� ��
���	 b� a > -�c� b� 	�	 c� b > -�b� a��

2�%��	��� ��� ��	 ��%�����
 n ���%� �nθ� ���� ���#�� ����	��	�� �� 	�%�����	�

������ θ345  � φ�� 	 θ345  � φ��� ��	 %�����# 
����� �� ������ ���#	# ����	��	&�

��� *��� + �6� �� 7�"#�
 �8� 9� :;<=<3��� 2�%��	��� ��� ���	 θ, α�, . . . , αd > ��&���	?
������� �	���� ��	��
 α� � �� ���	 n�, . . . , nd > �����	������� ����� �	��� 	 ���	
���%	 �nθ � αj� ��������� � 	������� *� . .  + ��	 � � n < nj 	  � j � d� �� n� � � � � � nd
������0	#�$ 	��������� ����
����� ����#� 	
��� �� ����� @d ����	���# ��	��
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����$ �� ��
�$ #��&�� ��'��

��� (�� ) Ǳ����� � ��%������# + � , ��-��� ��� ��� � �������	�	�� ��� N .M � �� � 	�
��� N .M/

��� (�� ) 0 ���%����� + %��������� ��� K 	� ����	�  �� 	����� 1 ����% 	� ����� ����
�	� �� ����� ��� K . 2/

��� (�� ) Ǳ�����  � ������ 	� ��������� h��K! . h��K! � �34! ��� h��K! �. 2/

	 ��� (�� ) 5�� ����� ���������� ��� ����	� ����
 �26�7 ���%����� , 8 �7�! ��� �72!/
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, . . . , �

��
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��	�� #��&��	
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c � c F �� ��
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�
 ��� �����$	�� ���� ���	�� � ������	�$

���������'��$/
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����$ ����� MP �����	����
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	�������� ���� 
���� ������������ �� �$ ��������	�� �������	��	�� ����� � ����M .
�2�� �� P . �2��! Ǳ������ M � P � N . P� J��� �� �	������� ���# ������	�# 
����$
�� ��	� ��� ������	�#� �� ����  ���� ���	� ���	�� ������	��� ��%�� ���  ���� ������	�
#��&������������	��� � 3 Q 3 � Q � ��� �� h�K�! . �� h�K�! . 3� . . . � h�K�! . �!/ 0�������
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'�� �� M � P �

��� (��
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����	� ��	���# ����
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��� (��� ) T�������� ��
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�
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(
n

k

)
�xF k!k���y � k!n�k���y � n!;

��� ��
���������� ��%�� ��� s�n, x, y! . x�x F y!n F ns�n��, xF�, y��!� �������$��
 �	�����	�� ������� 1 ��� ���3�Q6��Q!!�!
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+�������& �����	���� ��$#'(�� ��	��	� �	$!	$ � ���	��� �	 ��	������
�'���" �	�� ��	�� ������ �� ����	���! ����	�	� ,���	
��- ���	��� �	��.
$	�������� �	��� �	 ����# ���#& �	#��� ��� �#���� ������� ,/�	� ������
	�������& ��	 �� ���������� ���	�	�	� �	������	 ����	�	� ����$ �! ���	��.
�����- ���	� ���	$ ��	�� #$	����	������ ��� �� ��)�	� �	�)�! ����! �
	��#������ ����	����� ����$���	 	����	���� �	��#��'(�� ����	��� %�	� �	$!	$
�	��� ���	��	������ � ������ �� ����! � ����#�� ���	�� �	���'���� ��$ ��.
��	�	� ����� ���	�	��� �������� �������& ��	 $���� �
	 ��	�� ��	�	������
� ���� ��	��	��� 	�	�#$	������ 0	�� �	
	& 	� ��	�	��� 	����������� ������.
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��	����� ����� ���	�� �������� & �	�	��� ������� �	$!	$�(���
��������� #���������� %�	� ���	$ ������#' ������� ����	�� ���#���� � ��	.
�	������ ��	�	�	� ���	�� ,���& �	����	& ������ �#��
� ���������������� ���
��$���� �	�	
	 #�������-& � 	�	����	��� �	�	�#& ��	 '$� 	����	 	�����'� ��.
�������� ����	�� ��� 	���������� #$	��	
	 $	��#�� � $����� �	�)	
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� ���� 	���� �	�)�� ����& ��������� �	 ������� 	����� �� ����	�� �����
���#� ��& ��������& �	������� ��� 	$�	�������	� ��$��� ����	�	� 	� ��	������
�	��	������ �� ��� ��)���	� 
����� �� ����	�	�� +��������� $���	
	 ���$�.
� 7 �����	����� ��	�	�� 	���������� ���	��� ���	��� �� ��� �������! ���$.
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������� $	��� �� �	���� �� ���! ���$���������! ����������- ��� ��� �
	.
����� �� ��� !	�	)�& ��� �
	���� �	���� ���	��� �� �	 �������	�# �'�#� ��.
�� 	
�	��	
	 ����		������ ���	� � ���	����� �� �� � �	��	���� ��	�.���#$�
�9	�	 	��#$��� ��� �	��	��	��� �� ��	�������	���� �	��$���� ���$	
	 �
	���.
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�� %	���*
���	������ �������	�� "	�%	��%� �$�	� ������� �	��	 "��'������� %�% '�	���	�
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��	��&� '�# %��'	
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 % ��+�� �������� �������	� %�% �"�	� ��
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����� � ��	�� �� �����"�
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� ����� ��������� %	��� � ������ #����� ��� �� ������

Ǳ��������	 
 �Ǳ�������	�

�� ������ ������	 �
������ �
� ����
�	 � ������������ ��
�����

�� ��� �� �� �������� ������ �� �	
�� ����� � ���� !"#� $�%%�& '  !%(")��%*�+� ,-./0�
12�34�5 67 8� �!9�"9(!:� �� ����	�� �� ��
���� ���� �����
 �;�< =(5>& ?35!"#�5)��5*�#�
,-@-07 '� �!*�%� ������ �� �����
����� ��� �,--.0� AA6B..,�

����� �

�� Ǳ��D p�,0 . . . p�n0 � q�,0 . . . q�n0 E �F� ��G
���H� I�������F��� ���F
�F���JK��
L�� ��
�F���� � I��D i E ������
D�H	 ������� I�� ������ p�i0 �M q�i0� N�O�� p�i0 M
q�j0 I�� ������HP j > i� � q�i0 M p�k0 I�� ������HP k > i� Ǳ����
D�� Kp�i� � Kp�k� M
Kq�i� � Kq�j� M Kp�i�� ����� Kp�i� M Kq�i�7 � �� ��� ������F�� ���	��F�� � p�i0 < p�k0 M
q�i0 < q�j0 M p�i0� ��O� QHD �� �����

�� R�� ��
� F�� �I���S�� ������F�� QH
� ��������	
�� �T I���F��� �
���� L�O�
�F�����D ��
DG��0 U���� �� V
��� � W��� I�
���
� �������FH� ��G�
D�H7 � ��
����� I�
���
 � X�

� �� ��� F�
���F�� ���	��F��� I�� ��F�HP Q�
DY�P �
J��P
��
H� �
J�� ���I�
���
��D F I������ ���QHF�����

Z����
D��� ����G��
D�F�& I��D I��
� ������F�� I� ��
H� �
J��� X�

 I�)

���
 Rp��� . . . Rp�N� M R�

� . . . R
�

N � � I��
� F���	 ������F�� I� Q�
DY�� �
J��� E
R�

q��� . . . R
�

q�N� M Rp�q���� . . . Rp�q�N��� [���� I���G�D� �� I�� , � i < N

�Kp�q�i��, kp�q�i��� � �Kp�q�i����, kp�q�i�����.

\�
� Kp�q�i�� �M Kp�q�i����� � Kp�q�i�� < Kp�q�i����7 ��
� �� Kp�q�i�� M Kp�q�i����� � K
�

q�i� M
K�

q�i���� � �O�� q�i0 < q�i] ,0� �
���F��
D��� k�

q�i� � k
�

q�i���� � �� kp�q�i�� � kp�q�i�����

�� T��O�� ����� ��Q��D F���� G�I��� � �������FH�� �
J����� ��P����F I�� L��
�P ������
D��� ���I�
������7 �O�� F I��
���JK�P �I���S��P ������ ���� O��II�
��������F���� ��� ����
���� S�
��� �
���F��
D��� ����� ����D� �� F�� �
J��
��G
���H� Ǳ��D a < b < c < a7 L� �� �
J�� ����� �I�������D ��& abc� bca �
� cab�
R�
��� ��
� �I��������H N � , ��G
���HP �
J��	 ���� �I���Q���� ����� L� ���
�D
� �
� N �
J��	� I����
D�� I�� K� < � � � < KN�� > KN 
�Q� Ki�� < KN < Ki �
�
�������O� i� 
�Q� KN < K��

� Ǳ������ �� 	� 
������
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�� ������� �����	
 ������ � ������� ��	
��	� �� ��	��� �	
������ ���
 ����������

�� ��	����
 �	
����� ��� ������	� �������� ����� ��
�	
 ����� ����� α �����
�α�, α�� � ������� α�  ��
	����� 	� α ������������ !� "� . . . � #� $% ���
 �������	��

� ��
	������& ���& ���	����� 	���	� ' �������� �����	
� ����	
�� ()* < +)* <
+), < +-, < ()*(�

' �������. ���� ������/��� ����� � �	����	���	
	 �����
	� �� 	���
	� �� �
 	���
	 	 �����	����&% ����	
��

" < ! < 0! < "� < "� < �" < !� < !� < "" < "�"�

< 1"" < 1"1" < !! < !�!� < !!! < � � � < $$ < #$� < ## < $$$ < ###.

' ����
 ��� ���
 ����� �����	
 α� ��������	
 1" � "� 0! � " 	 �� ��� ������&���
����	 � 	�� 	 ����	�

�� Ǳ����	
 ρ�3� 4 3 	 ρ��5α��� 4 5ρ��α��α% ���� �5α�� ������� ��&��&
 ���	��&

���������	
 �����	������� 6���� �	���� � �α� 7 ��	��� �����	 α� ����� ρ�5� 4 53�
ρ�8� 4 5533� ρ�9� 4 5535� ρ�:� 4 5553333� . . . � ρ�533;� 4 555535335555553335� . . . � ρ�<==9<� 4
5�3��� . . . � ρ�8������ 4 5�3����� 	 �� �� >�	�� ρ�n� �����

|ρ�n�| 4 λ�n� ? λ�λ�n��? λ�λ�λ�n���? � � �? @A� n? 5,

�� λ�3� 4 3� λ�n� 4 �@A n� ��� n � 5� � @A� n ��� ��	
��B 6�� m � 3� ����� ���
λ�m��n� 4 3� CD�� ��������6	� �������� '� E� F��B����
� Ǳ������� 	
������
	


�� �5;<G�� 5H9I5H;% �
� ���� >� D� J��� � �� ������������ �������� )KL()K MN O� !� P@"QR)Q
�S)@TUR(� V"@LWUQRL"X Y"KZ[UQ(\ ]R()QR"(LUR"@� 5;G5�� 953I98=�^

�� '��
���� �������	� ������ 
��� 	����	�� ��������& ������	�� ��������
���	����� ����	
�� _��� �% ���� �` 	 �����	�� 	��	����� ������	�� �a���
�������
������	� �	��� ���	
�/�	. 6�� ������ ���������
 �&�	���	� 7 �����
�� ����	���
/��� �� 
���	. 
����. ��
��/����% b�� �������� ����� � ������ ���/��	� ���������
����, . . . , ���� � �	��
� ��
��� ��
��/��� �	���
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�
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�� �� a 4 8a	 ? a�
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��� �
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�� �� b 4 8b	 ? b�
�� �� �b�� � 5
��� ��

�� �� Ǳ������	 ����
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��� � ������		� ����������� ���� ������������������ ���������� k ���
������� ��� �k > �����

��� �� ��� �	 
��� ��

���� � ���� � 
��� ��

�
� ��� �
� ��� 
��� ��

��� ���� ��� ���� ��� ��
���

��� ���� ��� ���� ��� ��

��� �� ��� �	 ��� �

� �� ������		� ����	�������� ������� � ����
��	 ������������� a � b ������ �������
��!����� ������� �������"# $ ���% ����� ������		� ��	������ ������&�� �����%��

���
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j

�
���#j

�
N
r�j

�
xr�j� ������ ����
�	 	�����	 ���'


���� � ����
���� ����" �"("()�*#"  �� ���� 	���� �������� � ���� ����'�������������
r
�
N
r

� � x

�
tr����� t#N�r dt"

��� +���������,�� �������	�� ������ � ����	 ���
���,��" �-������� 	����� ��������'
� ��������� ���� ����������� ������ � ��������&�	��� ��
�	�"#

��� Ǳ�����,�� ����	� 
������ �������������, ������/��%�����, ��	��� �����,
������ ���� ����� �� ���! ����&�!�� ��� ����
�!" +���������,�� �������� ��/��	�'
%������ � ��������� ����
�� ��������� � �
����� ��
� ������/��%�����, ��	��"
0�����
�	 ���������������� ��������� ����
� 
���� R�, . . . , RN� � �! ��
� 1 
����
K� < � � � < KN" �-� ������ ���� ���������� �� ����, ���� ����
� � ��������&�	���
��
�	�"# 2������� ����� �N 3 �#'� ������ � ��
�	 � � ���������� i � �" 4���	 ���
����, ������ �� ��/��	�%������� /�,�� ���������� ���� �� � ��, ����&���� ������&�	
������	" 0�����
�	 
���� K ��
 �����������	�, ��/��	�%�����, ����
�"

5# 6��� K > Ki� �� �����
��� i �� � � ��������� 7��� 8��"

9# 6��� K < Ki ���K : Ki� � ������������&�� ��/��	�%�� �� ���������� � ��������,
����
� Ri� �� ����&��� �� �8���"

Ǳ������,���� ��������� ��� 7��� �� ����� ������� ����� �������������&���"

��� 0��� �� �������� ������� � ��	� 
���� ������������  7��	����	 	����%� ai,j ��
�
�j, i#� ��������/�
��� �������������� 7��	���� �� 7��	 ��
�	� ����� 
��� ��
�



��� ������ � �Ǳ	
������ �

���������� 	Ǳ������ ���� �������� � ����� ������ ���� ����� ���������������
���������� ���� ������� ����� ������� �������� ������� ����������

 ������ ������ ������������ � !��� "���� ����� �������"������ ������#
������� ���$������� ����������� ������� �������� ��� ������� ����� �������#
���� �������� ������� ��� �$ ��������� �� ����� ���� "������� � ������ Ǳ����
"�� ����� n � n% ���� ����� ���������� ������&�� ���"��� '��� "��#
(�� ������ � ��������� ������� � ����� )�  ������ � ������� ������� * �
����� +,

-��� ), a�� a�� . . . a�n a�� a�� . . . a�n a�� a�� . . . a�n . . .
-��� +, a�� a�� . . . a�n a�� a�� . . . a�n a�� a�� . . . a�n . . .

.��� ��������� ����� � ���� � ����� �������� � ��$ ��������� ���$������ �����
��������

-��� /, a�� a�� a�� a�� . . . a�n a�n a�� a�� a�� a�� . . . a�n a�n . . .

-��� 0, a�� a�� a�� a�� . . . a�n a�n a�� a�� a�� a�� . . . a�n a�n . . .

Ǳ�������� ������ ��� ���� � ���� � ����� ����� �������� � ��$ ����� ���$�����,

-��� ), a�� a�� a�� a�� a�� . . . a�� . . . a�n a	,� . . .
-��� +, a�� a�� a�� a�� a�� . . . a�� . . . a�n a��,� . . .

1 �� �� ��$ ���� ��� ����� �23 n� ���������� �� ��������� �������� ��������������
������

��� 4��� �" ������� ������� � ���� ����� ������� � "����� �"������ �������� ���#
��� ��������� ���������� �� !��� ������  "��� �$ ������ 	'�� � ���� )+% ���������
����� ��������� �������� �����	
 ����������� � �"���� /�0�+�� 5����� ���$���
������&�� ������"������� ������� �� �����"���� ��� ��#��������� � ����(�� �������
"����&�� �� ������ �������� �������$ ������ ������� � ���� ����� ������������ �
Ri �������� ����� ����� � ���"��� 6 � Ki � N � i�  "��� ��������������� "�����
����"���� ������� �" ���� 7�)�)87�

��� 1��� ������ �������������� ����� ������ �������� ������������������ ���#
������ ������ ��������� �� ������������� ������"����� � ������ ����������� 1��
�� ����� ��"��� ������������� ������ �������� �� ������$ ������ �� ��&�� ���#
���� ������������� Ǳ�������� ����� ����� ������&�����, ���� ������� ���������
�������� ���� �"� ����� ����������� ����(� ����� � ����� ����� ������"���� ����
���� ��������  ������ ������ ��"����� �������� ���� ����� ����������� ������"�#
�� ����� ����#��� ����� ������% � ��������&�$ �����$ ���������� ����� ����������
����� ����� ������ ��!���� � ������ ������� ������� ��������� ������ ��� ������"�#
����� ������ ���������� �� ���� �� ����

��� .������ ������"������� 76 ��������$ ��������� � ����������� ���� ��� ���� �"�
9� ���� �� � ������� "��� ������ ���� :(��; ������ ����� :�����; � ��&�� �����
������� ���� �������� ������� �� �������� �� ����������� ���������� �� �"�����
��������

��� <� � � ���� )7� ��(���� "����� �� ��=�� "���� >��� ���������� ��������������
��� �����������$ ������ �� ����� ������ � �$ ����� �"������� � ���������� ������
�� ���(� ������ ������� �������"������ ��������� �������� ������ �������� 	���
��� ?�� � ������� � ����� �������������� ���"������ ����� ���"���� ����� �������
>��� �� "�� ����(�� ����$����� ��"��� ��� "������ �� ����� � ����� �������
������ �������� � ��"�����  "��� ������������ !��� ����

��� Ǳ�������� ���� ������� :������� �����;� ����� ��������� ������������ �����
���� ��������� � ����&�� ������� ����������������� ���������� �� !��� ������
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?� ����� ���������
���� ������ ���	� ��
������ ����
 �� �����
�������
� ���,
������ ���� ��	�� ��� ��������� �
��������
 �������� � ���������� ������� ;�� 
�
@A4* B$0"C ������
� @B$0"C>� D������
 �������
� ��� @A.4"3,A.E!"+C F G�� ��� � �
H�����
� �
 ��������
 ���� I�� ��	�
��� .2,J0-8K.*4L/KMN ���	
� ��� ��
������
� � ���
 ���		$

� �
����� ���
�� ;O����� ��
�� ���
� ����:� �������� �� PPPP ����� ����
 �
�� ���
���	
��� �
�
� ��Q�� ��
�
����� ��H����Q������� ��������>

� �� ��������� ������� 
�� !���"�# $ ����#%���% &������#'(##) * Ǳ���� ������
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���� �����	 ����
����� ����� � ������
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������ ������ ��
���
����� �
�
��� ������� �
�������� ������ ��
���� �
�
��	����� 

��� Ǳ
��
�
�	�� ��� "����� �� �
�
��� 
��� �
������ ���� #u� $ v� $ w�% &'(m� �
��
�
� ) ���� #z� � x� � y�% &'(m� u � v � w� x � y � z� ��� m ) ����� ��
�� �
���
�	����
� �
��	����� *���
�������� 
�� "���� � ������� � ��� 
�+�� ���������
�
�
��� ����
 ����� �
��������	 ���	������� ������� #,
��
 ���
���	 ���	������

��������� �� u� v� w� x� y� z � ���
� �
�
� �
 ����� ��
���� ���� �
��
 �����
�������	 �
 �
���� %

��� � 
�+�� ����� ��� ���
������ ���� ��� ���� �xi, xj�� ������ �
 xi $ xj - c� ���
������
� c �
����
�
 ����
����
���	 "��� ���� �
�� x� < x� < � � � < xN Ǳ����
��	
i� .� j � N � ����� �
��
���	 ������+�� ��
/����� �
 ��� �
�� �
�� �� ����� ��
����
��
���
 ���
��� j � i0

���� xi $ xj - c� �
 ������� �xi, xj�� �����
���	 i� i$ .� j � j � .1

���� xi $ xj < c� �
 �����
���	 i� i$ .1

���� xi $ xj > c� �
 �����
���	 j � j � . 

2 ���
��/� ���� j - i � 3xi - c� ������� �xi, xi� 4�
� ��
/��� ����
���� ���
���

������
�� � ��� .51 �
 ��+������ �� �
��
�
���� ��� ����
����
������ "����� � 
��
�
�� �
�
��� �������� x�, . . . , xN � � � ����
� ) c�xN , . . . , c�x�� � 
������� � ��� ��������
�+���� �������� 6
 � ����
� ����� ��
�
� "��� �� 
�������	�
 �
���� ���������
���	
� ���
� ���� Ǳ�� �����
� c �
��
��� � ����
� �
��
� ) ����
����
���	 "��� �
 ����
#x �����
� � x� x ���
� � c� x% 

7���
����� ���
���� �
��
 ���
�	�
���	 � ��� �
���� &89�xi $ xj � xi $ xj � c�
���� ������� ��� �
���� ��� ������
� t &:;�xi $yj � xi $yj > t� � ���� ����
����
������
"����� ) x� � � � � � xm � y� � � � � � yn 

��� �
� ���
�
��� �� �
��
���� ������� #�% <�� ����
� �� =>> ?@@ ��� i� j� ������ �

. � i < j � .@@@� �����
���	 y� � xi 	 xj � y� � y� 
 #y� � .%� y� � y� 
 #y� � .%� �
��� ��

������� #xi, xj% � �
� � �
�	�
 � �
� ������ ���� y� - @ A���	 ����
�
� B	C 
�
������

����/�� B�������+�� ���C� � ����
�
� B
C ) 
����/�� B�
�������
� �C #�% D
����	
"��� �� E. @@@ �������
�� 
����
��� ��� ����
�
 ���
��
�
 ��
�� xi �
 E. ��������� �
�����
 ) ���
 xi � �+� E@ ��
�� 
�����+���� 
� ���
 �������� � 
��
� �� ������
� 
A���� ����
����
���	 ��
� "��� � ����� �
��
���+���� �������� #�% ���
����	 �������
����
���
 �������� #�%� ���

:% ���� ��� ��
�� ������� .@ ������
� �
�
��� �
�������1

::% ���� ��� ��
�� ������� .@ ������
� �
�
��� �
������� #�
 ������� .@ ������
�
����������%1

:::% ���� ��� ��
�� ������� .@ ������
� �
�
��� �
������� #�
 �� �������� �� �������
�� �
�������% 

4�
� ���
� �����
������ ���
������ ���� ��
/���� �
����
��� #������ �� �
�
��� )
�
 
��
�� �� 
�������� .@���������� �����% F��� ���
���� ��
�� ������������ �
�
�
�������� ���
�� �
 
������
� ���
 ��� � ����
� �� ���� ������ ������ �
 �������
����� =>>?@@/3�� � �
 �� ��������� ?@@ 

��� Ǳ����� ����
 �
��
�
�	�� "��� �� ���� ������������� ���������� ��
� #6� �����	��

 �
�� �
 ����� ��
�� �
��� 
����
�����	�� � ����� �
�������� ��""���
� ���
�
���
���� ���� ����� �� � �
��� �
�
���� ��
��� % A���� ����
�������� ����� ����
�
 ��
�� α
�
 �
��������� � 
�
���	�� ��
� ��
���
����� ���
� ���� α� 6��
��/� ����
��������
��
�����
 ��� #α�, α%� �
���� ����� 
����
� ������ ��� ��������� 



� ������ � �Ǳ	
������ ���

���������	
� ��� �� �����	 ��� �� �������� �������		�� �  !"# $��%� ���&'�� (
�
�
��) �� ��'�(�	� $�%�� �)
��%���		�* 	$��� �& ��+�%��
����
�',	�* �'�� - .
�
������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ /� ��'� �����',&��
,�) ��'�� ��0��	��
�'������ 
� � 	�� ��1	� �����
, �'�� ����� ��
',	�� 	�'�(	����� ����� �����'����
����� �	����	�)�� ����� �'2��� &	��2+�� �����1%
�(	�� ��'�1�	�� ��1�% ����
� ������	��� $�1�	���� ����� �$��	��
3�� ����� �	�',���3 ��%	,�� ����� ��	����
����� �����	�������3 0'���� ����� ��
	��)+�3�) � ��
2���� ����� �����
���
,�� �����
���'�		� �
�'� � ����� ����	�4 �&����	�) �$	�
	�3 �	�%�4���� 5�'� �����
, �2�
�+� � %�
���0�� 	���	�) �'�� 6�78897: � 687;�79: ������� ����� � ������� 
� ��'%(�� �
��&%',

� << �'�� �& 
�* 1� �%��� 	� ��	� �& ��
���* 	� �����
�')�
�) � ��=�$�=�>
(����� �'���� ������	��� '�
����� Ǳ�
�
�� �+� 	��	�$� �����	�� ��1	� �����
,
� 	��� � �'��� 6����: �& �
��	$'�3���$� )&��� 6�����: - �& 	���4��$� � 6@;A;B7 A7
C8;D79: - �& =�	4%&���$�E /��� ������, �����, �����, �����, �����, �����, ������ 
�1�
��1	� ��0���
,� �� ��3	�3 ����� ��  F �'��� ��'� ����,�& �&)
,�) & ���4�',	��
�'����� GH�� I� J� �KA7�7L� ��� ���� ��	
 ������ 7A�87A �L @;M8�� �;MA�7M �N7O P�MQR
ST;�� CUM���7MV� C����  !"W�� XKYY97�  !Z ;�A  !F[ \��� JUQ97M� ������ ��� �������� �����

�N�P�R C8� @;M8��V� �M�Æ��  !!#�� ]�^� F"U�_

Ǳ����3 � ���'��	�3 	$����� ����� 	3��		�* 	����� �& �)
��%���		�* 	>
$��� � 	$'�3���� )&��� �'�	�3 	� ��	�� 
��* .'���	
�� )�')2
�) ������, �����, �����,
������ � ����	�, ��	��, ��	���� ��'� 	� ���	��
, �� �	��	�� ���*��)+�* ���	 ����
��	>
	�*� 5�'� 1� �	)
, .
� �$�	�(�	��� 
� ���	 `9�;�� a;9;�� b;�;� � N;�;9 ���&%2
 	����
&	)�0�3 
����, ������ ���
� �����
, ����
, ��
��, ����
, 
����, 
������ H��3 ���(
>
')2+�3 ������ �'�		�* 	$��� � 	$'�3���� )&��� �2
 �
��
�(����� 
����	�R
�������
�, ������
�, �
������, ������
�, ����
����� H2� ��1	� �����
, � ��
�'�3>
��%2 ���% �������
�

c�1	� %�����
, ���4���� ��(��')) f�α� d �h�a�� e h�a�� e � � � e h�a���B�Am� $��
a�, . . . , a� - (��'���� ���� �%�� �'�� α�  �h� �, h�<�, . . . � �����
�')2
 ����3 <" �'%>
(3	� ����		�* ��	�
	
[ &���, m - �'�	 �0�		�$� �'��� f ��&%',

� ���
����>
�� =3' �f�α�, α� ��� 	$���� �%�%
 ����	� ����
�[ ���'� .
�$� �') ���* �'%(��
f�α� d f�β� 	%1	� %����
,�) � 
��� (
� 	3��	 ��3�
��
�',	� 	$���� 
� �� α� d β ��
g	(�	�� f�α� ��(��')�
�) �%+��
��		� ���
���� (�� α�� � .
�
 ��
�� ��&��')�
 �&��1
,
��(��'�	�) α� �') ��',0�	�
� �'�� α �& =3'�

��	
���
� h	'�$�(	�� ��
���� ��1	� �����',&��
,�)� ��'� 	%1	� ����
, ���
�	�1��
� &����3� ���2+�* ��	�� �	�$��'��	�� �'2(� �a�, . . . , an�� Ǳ�����'�1��� (
�
	� ��&�&'�(�	 ���)��� &����3� �1	� 
�',��� (
��� &���� � ��	��� �'2(�� ��>
��'$'��, ����)�� f .
�� �'%(� �	�$� %���	� ����'	�
, ���
�����% �� ��	��'��	��%
�'2(% �a�x

n��ea�x
n��e � � �ean� B�Am� $�� x - '2�) =�������		) ��'�(�	� ����
�


�$� (
��� ���
����
, �� ��*��	��% �	�$��'��	��% �'2(%�

��� /3��
� �	���	
� $�=�� �
� �� =%	�4��� ���	��2+�� ��	�� &	(�	�) 	 �&�>
���=	�* ����	
����		�* $�=*� � ����'	�
� ���
�����% �� .
�� �	���	
�� (
���
�
��'�
, ��	% �
 ��%$�3 $�%��� 6)�	� 	��&����=	�*: $�=��� �'�� ������)
�) �����>
�� �	���	
��� �� Ǳ����
�,
� ���0�	% vi � ���� ��� �ai, bi�� $�� ai - ��'%�
���	,
&*���  bi - ��'%�
���	, ��*�� ���0�	�� ���'� (�$� �����
��%3
� ��� �ai, bi� � '��>
����$�=�(����� ���)���� Ǳ�'%(�		�3 =3' �����
�')�
 ����3 �	���	
 �&����=	�*
$�=��� ��� Ǳ����
�,
� �%$% �& vi � vj � ���� �����%�	��
� �ai, bi, aj , bj� � �����
��%3
�
.
� 
�
��� � '������$�=�(����� ���)���� �U� i&��'�
� ����	
����		�3 $�= 	
��)&		�� �����	�	
� ���� '$���
� <�j�jJ�� ������'�
� �	���	
� �1��3 �����	�	
�
� '2��� �������� �����
��%3
� .
� �����	�	
� � ���)��� �	���	
��� �H�� 
�1�
�
��
 � %��� < ��



��� ������ � �Ǳ	
������ �

� ����� ��	
�� ����� �������� ������������� ����� �� ���������� �������
���� ������������� ��������������� �������� �� ���� � ������ ����������� �
����� ���� ����������� Ǳ� ����������  ���� ������� ���	� ���������� � ������
������� ���������� � ��	
�� ��������� ������� ��!�� ��"�� #����������
�����$
��� #������
�����$ ���������� ������ ��������� ��������	�� ������ ��� 
�� �����
��������� � �������������� ������� ��
������ %&�� '� ()*+,)-.� /� 0� 12,324� ���������	

�
 ������� ������������ 5678 9),:; <=74>?� @ABCD� @EFG@EC�H

��� I��� �� �������� ����������  ���� 	��!����� J ���������� ��"�� ����!���"
��� ����� �� ��� 
������� ����������� ��� � ��"�� ����!���" ��� ����� �� 
�����

������� � �� ��K ���� ����� �� ���L��� �������  ��� ����� ������ ����"���� 5& �	��" ����
���� ���� ���� ����� ������ n� �� ��"������ �� ��"��" ����

�
n
k

�
���� ������ kK ���


��  ��� ������� �� 	������ ���	
��� ���	���" ��	������ ��!� ���� n �������������
���� CM ��� ����� �����D

N��� ������� ��"�� � ������ ���
������ ��� ����� ������ 5k�@D � ���� 5a�, . . . ,
ak��D� ��� a� < � � � < ak��� �� ����� ������ k ��!�� �������� ����	���� ����
���; 5OD ���������� ����" ��"�� � �����" ����
���  ������� 5b, c, a�, . . . , ak��D ���
��!��" ��� ���� ������ 5k � @D � ���� 5a�, . . . , ak��, bD� 5a�, . . . , ak��, cD� ��� b < cK
5OOD �����������  ��� ��"� �� ����� ��	� �����������K 5OOOD ��� ��!����  �������
5b, c, a�, . . . , ak��D  ���� ������ ��"�� 5�� ��� 
�� ��� 5b, cD �������!�� ��������	
��"�	 ���������D ������� � ��
����� ��	������ ����	 5a�, . . . , ak��, b, cD ������ k�

��� 5P�� �L���� �����!��� Q������ R��� 56� (2,STD 5@AUBD�D &����	�� �������"
��"�K ������	�� ���	 ����� �� ����� ������������ � �	�	� J �� ������ V����
��!��� �������� ���������������  �� ��� ��"��� ������� ����"� � �����" ����
���
��� ��� 5xi, xi��D� @ � i � N�C� � ��"�� 5xN��, xND� Ǳ�� 5N�@, xN��D � 5N,xN D ����	��
�������� � ��� ���� ��"��

W���� ��X��� �����!����� �� ���	�X��� Ǳ������!��� ��"� F ����!�� ��� ���
5xi, xi�tD� @ � i � N � t� � ����������� ������� � ��"� G ����!�� ��� ��� 5i, xiD�
N � t < i � N � 	�����
����� �� ����� ������������ Ǳ	��� H J ����� ��"�� FK
������	�� H �� �����	 ���������	� � F J �� �����	� Ǳ������� ����� F� G�
� H � �����	�� ��� ����� ��"�� F � � G� ����	���� ������� N��� ���	��� ������
��"��� F� G� H ���� �������������� 5x, x�D� 5y, y�D� 5z, z�D� ��;

OD ���� x� Y z� ������� 5x, z�D � F � � ���"��� ����L� � ��"��� F � H K

OOD ���� x� Y y�� ������� 5y�t, xD � G� � ���"��� ����L� � ��"��� F � GK

OOOD ���� x� > y�� ���"��� ����L� � ��"�� GK

OZD ���� x� > z� ���"��� ����L� � ��"�� H�

[���� ��"��� �� ���X� ��"�� F � ������	�� G� �� ����� ����������� � ������ � ���
GK ����� ������� t �� Ct� F �� F �� G �� G��

V���� ������� t �������� ���
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�������� ����� ����& ;�� ��1�� ������ ��� ����� � �&��� ���� &����'� X����
����������� ��1&�� ���� �k + /� ,� . . . 
� � ������� ��&��1��� ����� �&��� �������
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���� ���������� ��������� ������ ���������� �� ��������� �����  ��
�� ��	��
��� �� ��������	!� "��
�  ����� ��������� ������ �
�� ������� � �� �� k�� ����
��� ��
�� ���� null  �� �� �� ����� ��
�� �
��������!� ������	��� ������ ����
����� �	������ ��� ��������� �����	�� #$� %&'()� $� *� +&,-&.� ������ ��  /012!�
0234010� �5�6 7��� ���8���� �� ����� ���� ���������� 
����� ��� �������  ��	
��� 9�3�
:���� �������� �� � ������� ����� �;;������� �������� ��	������� �� ����	��
���
��������� ����� ����� � ����������  ������ <=>� ?>@A,>BC� DEEF&.� ��	 
	��� ���

�������� �� ������	� ���������  <GG'H>.�I)HE)J� /02K!� 2041K� L���
 L���M����� ��
������� ������� ������  ������ ��	
���� ����������� �� �������� �N� ����� �������
����������

��� L���
 L���O����� ��	����� �������� ��������� �� ����� ������ �� �� �����
������	������ �� ����� ������ ��������� �� �� ���
���������� ��������� 	�����
��� Nk�

��� P������� 
������ ��� ��� �������
����  ���	����� Ǳ���� pk Q
� �k���/CN

k/CN
f x! dx R

���������� ����� ��� ���� ����
��  ������ k� ���� ������� CN ������� P����� �������

���� 
�� ������
������ 	������� ����� ����
�� O N!� � ���
��� ����� �������� �����
S���� ����� ������
������� ��������� �

�

�CN��
k��

�
N
j

�
pjk /� pk!

N�j
�
j
�

�
Q �

�

�CN��
k��

�
N
�

�
p�k �

N��
�
pkB/C� ��������� pk � B/CN�
T����� ���������� 
� ����� ������
������� ������ �� ������ ����� ����� ����

��� R cN � � ����� bk Q HU@�f x! � k/cN � x <  k V /!/cN�� T��
� ���
��� ���������
���� ��������� ���� O N! ����

�cN��
k�� Tk� �
� Tk R ���
��� ����� 	�����������

��� ��������� ��������� Nk ������� 
�� ������� ;���8�� ��������� �����������
����� �
 fk x! Q f� k V x!/cN�/cNpk  ���������� � ���������� L���O������ "��
���
��� �	 ����
������ �S� �����	�� Tk Q *O bkNk/cNpk!� ��������� fk x! ����������
�������� bk/cNpk� W� *Nk Q Npk� ��� ��� Tk Q O bk/c!� X ��� N �� �� ����
������
��������������� �� Y����� �������

�cN��
k�� bk � N

� �
�
f x! dx Q N �

������ ��	�
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L�n��B�n� �

t�

k��

��ek � k � ���ek
� �e� � ���ek �� �e��� � �et

� �e� � �et
�

t�

k��

�e� � ek � �� k��ek

� �e� � ��e��� � � � �� �e��t�� � �et� � �.

Ǳ�	 ���� ���������  ���	!����
 ��! � 	 ��"#$� ��! �% $�! � n � �k � �j �	 ��$����&�
k > j � �� '(�"	  "
 �"	
�	
 	��"#�����
 )�	��� 
*�
+ ����	
% $�$ � ��� �������,%
��$�	��"#��� �	�"� �������	- �� �� ����� B�n��.

�� Ǳ�	 n > � �	�"� 	��� ��% � $����&� ��	���#/	- $"0� ����������
 ����� k ���% ������
n
k

�
Pn�k� 1�$	� �������% �Pn �

�
k

�
n
k

�
Pn�k �	 n > � 	 �& 	���� �P �z� � ezP �z� � �%

$�$ �"� ��� 	� 2����"& ����3������
4��!��  �$�����"#���� �	�����
 �� ��� 2�$�% ��� Pn �

�
k��

�
n
k

�
k5% ��$�"#$�

�
n
k

�

���# �	�"� ������� ����	��	
 ���6����� 	� n �"������� �� k �����&� � ���6����%
� ��	 � ���6����� ��6�� �������	�# k5 �������	� 1�$	� �������% ��!"���� 2����7
"� ����3���,�

�
n�� Pnz

n/n5 �
�

k���e
z � ��k � �/��� ez�.

8 ��� 6� �������
 ��� ����% �6�"�-% ��	��"�� 	���������  �$�����"#����� 9$���7
���� 	� ���� �"������� ����-�	��0 ��"� �����"#����#% ��$ ���Ki �� /�������Kj ��! �
	 ��"#$� ��! �% $�! � Ki < Kj 	"	 �Ki � Kj 	 i < j�� 9�� 	 ���� �����6�&� Pn 	��� ��
 ����� ����"�6��	� Ka� . . . Kan ������	��
 ����� �k ���% ! � k : �	�"� ����� 
*	�
���	- ���������$	 a� . . . an; �"� �����"#��% Pn ��6�� �&���	�# ����� �	�"� <-"���= Pn ��

k

�
n
k

�
�k� 8�$��&- ����"#��� ��6�� �"��	�#% 	��"#��
 2����"� ����,�����% �	 z � ��

<�� ��	��� 
*�0 2��$>	0 ��/�" ?� @�-"�- �A� BCDEFD� '����� ���� �� ��G�3�%
,H��,HG. �	���	��"#�� $ ����	�"��	0 � ��!� �����$� ��� �"����!� $"����  ����#���
9�� ��$6� I� A� JCKJCLMN% �	
�� �
�
 ����� �
�� �� ��G3��% ,���,��; O� PMQKLCRS% ��
�
�� ���� �	������� �� ��3,,�% ���,�; T� A� URMVV% ��� �� ��3W��% ��G� � ��"� ��- ������
�"����� 	��������
 2����"� Pn �

�
k�� k

n/���k% n � ��

	� Ǳ�� ����"��	�

�P �z� �
�

�

(
�� i KMX

i�z� EN ��

�

)
�

�

�
�

�

z� EN �
�
�

k��

(
�

z� EN ���πik
�

�

z� EN ���πik

)
 ��� ��� 
*	-�
 �
 Pn/n5 �

�

�
�EN ���n�� �

�
k�� ���� � � �πik��n����

��
���

� �� � �� � ��

�<�<� �<��� ��� ���<� ����� �<��� ��� ���<� �<�<�

�<�<� ���<� �<�<� �<�<� �<��� �<�<�

�� S��n� � S�n�% ��$�"#$� ��� $"0�	 ��!�� �&�# ���"	��&; ��$	� �������% �������

�$����#% ��� S��n� � S�n�� Ǳ���#  �� �"!��	�� ����	���$	  "
 ���"	��&� $"0��-%
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n� ����� ���� ����� ��������� ������� ���������� ��� ������ ������
������ ��� ����� ��� ��������� � ! �������� ����� ��� ��������� �<!� � ������ ���"
��� ��������� Ǳ� ���������� �������� �$� �� ��������� �$�����%�� ��� ���������
�������� ��������� Ka� � Ka� � � � � � Kan � ��� ���� � � i < n 	
�� �
����
 ��
�
������� Kai �Kai�� �

�� Ǳ������ ��� ��������� �	����� �� ��� � ��! "�� ����  �#����� $�%"�& ���'
�n�, . . . , nm�! �� "���� ������&  �#�� 	
�' ( �')�� *� n +, n �

�
nj +, nj - O�n�. � �

������ � ��/01�! 2� 3��& �#�& 4���5
  �#� *����"' 	�6 �(7������4� (����"���
�	8� � *��������'�& �� ���!  �*�9�5������  ���* ���� �*��'�& ��������$� ��� �:
����'� $ ��("�% ���
� $�%"�&! $�$ ���*��#�� � ��	��� �;���! <�=��! ��	
��� �
��
�� ����� �	�� ��� ��//��! >0?@>AB�

�� C � ���� D@�� C��*�� "���� ������& ���� �2 - ? - ? - 2 - ? - ? - ? - 1 - ? - ? -
? - 2 - ? - ? - 2�/�1 E 2 �

�
�

�� C � ���� D@2� C��*�� "���� ������& ���� ? ��
��
�

�� F��� ��� $�%"� ���
! �� *�� ��4�! "��	
 �	��(#��' G��! ��	��*� � �
�����'!
�� $��&�&  ���! n�� ������&� H	����! n�� ������& ���4*� *������"�! ���� ( "��
�$�"����'�� (����*�"���  �#� ���("��'! ������ K� �� ��� � �����'
 � $�%"� ��

��� Ǳ(��' f�n� I ��$� �� 9($5��! � g�n� I  �� ��'�� ���*�� "���� ������&!
��	��*� �� *�� ��������$� n - k G�� ����! 4*� k > B! � ���� k G�� ���� � �%�
�6����
� 6�"��� �B ��� ��� J�4*� f�B� E f��� E g�B� E B! g��� E �. f�n� E � - �

�
f�n �

�� - �
�
g�n� 2�! g�n� E � - =K��g�n� ��, �

�
g�n� �� - �

�
g�n� 2�� E � - �

�
g�n� �� - �

�
g�n� 2�

��� n � 2� �J�$� �	��6� ! ���(")�� ������4�� 6�$�%"����� � �� ! "��	
 ��������'
$�#*
& ��6 �� ��6 �#���� *�� ��6����
� $�%"��� H��%*� �
��$���! "�� f�n��g�n� E
�
�
�f�n � �� � g�n� ��� ��� n � 2 � g�n� E �

�
�n- �

�
��� �� �

�
�n�� ��� n � B� C��*������'�!

����� ���' �
�
n- �

�
� �

�
�� �

�
�
n
� � �

�
�
n��

��� n � �. �3�( ��"(% 9�� (�(  �#� ������' �
�������$�:�9�� �5���& �5�$�& �#�& 4���5
 +�,��2

n � �� � B.1?B/n��

��� J�! "�� Sm�n� � B�m� - �n �m��+,�m - ��� ��� n � m!  �#� *�$�6��'! �����'6(�
 ���*�$( 	���
� ������$� C *�(4�& �����
! Sm�n� � �+,�m

k	�

�
n
k

�
kL�! � ���*�� �����&

"���� ���� n +,m-O���m� ��/m�n� �� � 9�� (�( ��2�1@�M?���

��� ��� F��� �6	
��"
� ������� � �
����%���! �� ���
 $�%"� ! $�4*� �� ����:
���%��� �����
�!  �#� ��������' ����6���'�� ���)��� ����*$�! ���$��'$( G��
���)��� ����*$� ��'6� �
����� �6 ���*
*(7�� ������&� �N� Ǳ��*����#� ! "��
*����� ���'� ������(�� �%	(% �����*������'���' (��& � �*��5� O�$�#� ! "�� ��
���'� ������(�� �%	(% ���������$( G�� ���� ��, 2, . . . , n�� Ǳ(��' G�� � ��$! �� ��
�(7����(�� ���������$�! $����(% �� �$�	
 (����*�"�����! $�$ Ka� � Ka� � 	 	 	 � Kan !
� � *�&�������'���� �(7����(�� i! ��� $����� Kai > Kai�� � P� �� (�� � ���
G�� ��
 < Kai � �*��5� � I ��� G�� ��
 � Kai . �� ���*����#��% �)  ���*
���������(�� ���("�(% ���������$(! ���� �
	���' �(�'! ��*(7�& $ Ka� � Ka� � 	 	 	 �
Kan � P�"��!  
 ���("��� ���������"���

�	� F��� n "���! �� F �n��F �n� �� E �-F �
n/2���F �
n/2�� �� � � (#� *�$�6��'!
"�� wk�� < 
n/2� � wk. G�� �"���*�! ���$��'$( wk�� E 
wk/2�� F��� n �"���! ��
F �n� � F �n� �� E G��n/2�� �G�
n/2�� � � (#� *�$�6��'! "�� tk�� < �n/2� � tk. G��
�"���*�! ���$��'$( tk�� E �wk/2��

�
� C�4���� (��� ��2�>@>2 G�� �(  � ���� n�+, �
�
n� � �w� - 	 	 	 - wj�! 4*� wj < n � wj
��

Ǳ����*�� �(  � ���� wj
� � 
j/2� � �� C��*������'�! F �n�  �#� 6������' � ��*�
n�+, �

�
n� � 
2����n��/?�- 
 �

�
+,�1n�� �� ��$#�  �4� � *�(4� � �����	� ���
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��� ���� ��� �

�
n� � ��� �

�
n	 
 θ� � F �n	 � n �� n� ��� �� �	n
n�θ
�� �θ	 
O���� n	� ����

��� n� � �� n
 θ� � B�n	 � n �� n� n
 n�θ 
 �� �θ	 
O���� n	� ��������� �������� �� ��
�� �� n� � n �� n� n/��� �	 
O���� n	� �/��� �	 � �.  �� �� �� � � �. �!�"

��� #��� ��$����� %&'� bk < ap < bk��� ����(
m� p
 n� k

m� p

)(
p� � 
 k

p� �

)
,

� ���� ��$����� %&'� aj < bq < aj��� ����(
n� q 
m� j

n� q

)(
q � � 
 j

q � �

)
.

��� (��� )�%�*%$ �+ ������������� ���&'� �������� ,--�%����$. ����* )' %�/'+�
$0��1����������� �'�� �0 ���� ,--�%����+2 �����3 �&�� �+ %�0��*�4 ���� ��$'1
��%3�

��� Ǳ$��* L 6 ��%�����*�+3 ���� $���4� �� %��� ���* ���7��� $0�+� � l 6 ��%3
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�����=�� S1�� ��1��� ����������� � ����� �� �������� Ai ? Bj � ������2 ���������;
���� xij ����: ���>� T� ������� K���M � ��5 ��� �2� ��� �����  ����=: X �� ������
����: ���>� F 9� ������ ������2 ������� K��M �� � ����1 �� ������� ������� �����
�:������� ��1��� � �� ������ 6���������B� � ��2�>���� �6  ����=: X ���2� i �
���!�= jU ���������  ����=� �n�����n��� !���� � ��� �������7 ��� ������ D�����2
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���2 ��� �>! ������� ������������
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��  ������� ���� ����� ��������#��� � ������ ��������� �	����#�� ����� ����
��������

�� Ǳ�����	����� �� �����	�#�� &t � '( �	������ ) �� �a�, . . . , at���� *"��� �
�
������	���� �����	�#�� t��	������ �� ������ ���������� ���������� � ��� ������	��
������� ��	��� ��	"���� �� ����#�� ����� n�t ��������� �	� ������	���� �����	�#���
�� ����#���� n � t + ' �	������� ,����� �� ���� �
�� ��	��� ���� �� ����� n � t
���� ������ �	�������� � �� �� � �
��� �
!���
� �� ����� -n�t� .���� ��������
������ �� nt�� ������� �����	�#�� &t � '( �	������ ��	��� �������� �� ����� ��� �
-n�t 	����� �������

�� /������	���� Wt&n( � Vt&n( + S&t� '(� ��� �	��
� �� 
��� -�

�� Ǳ
�� g&l�, l�, . . . , lm( 0 m�-+�12&-l�+-l�+� � �+-lm(�� � ���
���� �� f 0 g �	� l�+l�+
� � �+lm+-m < N� /������� �� f 0 g� ��	� l�+l�+� � �+lm+-m 0 N� 3� ����� ������ ��
l� � l� � � � � � lm�  
!���
� 	�#� �����	��� �������� ����	����� ������� ����������

���	�
�� 4&j, k( ��� j < k�  ������ �����	�#�� �	���� ��
��� j � �����	�#��
�	������ ��
��� k� 5� ��� �����#����

f&l�, . . . , lm( � ' + g&l�, . . . , lj��, lj+', lj��, . . . , lk��, lk��, . . . , lm(

0 g&l�, . . . , lj��, lj , lj��, . . . , lk��, lj , lk��, . . . , lm( � g&l�, . . . , lm(.

���	�
�� 6&j, k( ��� lk > 7�  ������ �����	�#�� �	���� ��
��� j � ����� �� ����#��
�	������ ��
��� k� 5� ��� �����#���� f&l�, . . . , lm( � ' + 89:&α, β( 0 ' + β� ���
α 0 g&l�, . . . , lj��, lj��, . . . , lm( � g&l�, . . . , lm( � '� β 0 g&l�, . . . , lk��, lk�', lk��, . . . , lm( �
g&l�, . . . , lm( � '� ���	�
�� ;&j, k( ��� j � k� lj > 7� lk > 7�  ������ ���� �� ����#��
�	������ ��
��� j � ����� �� ����#�� �	������ ��
��� k�  ������
"!�� ������
#����� �
�� f&l�, . . . , lm( � ' + g&l�, . . . , lk��, lk � ', lk��, . . . , lm( � g&l�, . . . , lm(�

<������� f&l�, . . . , lm( ������� ���� �����
� ������ ���� ����� ���� ��� �������$
�	������	���� f&l�, . . . , lm( � g&l�, . . . , lm(� =�	� m > '� � ������� 4&m�',m( ���������
�� �� f&l�, . . . , lm( � g&l�, . . . , lm(� �����	��
 g&l�, . . . , lm��, lm( 0 g&l�, . . . , lm��, lm��(� ��	�
l� � � � � � lm� ����	�	�
������� �12&M + -a(� 0 �12&M + -b(� ��� 7 � a � b� ��	� M ���
��	����	���� ������ -b�� =�	� m 0 '� ����	��
�� ������" ;&', '(�

>? ����  �  � ,��	�@��� ������	��� �����	���� ������� 4&m�', m( � �����	���
f&l, l, . . . , l( � �����
�� ����$ ��!�� A���
	� �	� f � �� 
���!����� �������	���� ��	�
��	
���� B	����� � 'CD7 ���
�E

�� Ǳ�� j > '� ��	� j + ' �������� � α�� cj ����� ' �	"� ���	� ���������� �����������
�	� ������ �	��
"!��� � ������� 
������� �	����� α�� %��	������ � �	
���� ��	� j + '
�������� � α��� c� ������ ����� 7� �� ��� ������� � ���@� ������ ���	��� ����������

	� /�
���� �	������ �
!���
� 	� ���#������� �������� ������ � n ���#���� 
�	����
����� �� �
��� ��������� � ����� �� t � ' �����	�� 
��	����� ��
������ 
�	��



����� ������ � �Ǳ	
������ ���

������� ��� �		
��
�
����� ����� ��� �	��	�	 ������	�	 ������� �
��
 �� �
	
 �	��	�
	
����
������� �	��	���� ���� ��
����	 �	�� �
�! k"� � �	����� �������� ������
 μ�α!
�	���� ��� ����� �#$�n� k!� ��� ���% α&

�� �'�� ���% ��
�� ���	�� �
�� ���
� ���������� 	����	 �
� ��	������ �� 	�
�������
��� V ��(!&!

���

� ��

� ��

� ��

���

� ��

� �

���

� �

���

� ��

� �

���

� �

����	
����

����	
����

����	
����

��� �������� ������� 	
���� ����� �
�� � ������� ��������	��� ��
� �� ����� ��
��
����� ���� ����� �������� ������!

���

� ��

� ��

� ��

� ��

� ��

� ��

� ��

� ��

� � ��

� �

���

� � ��

� �

���

� ��

� �

���

� ��

� �

���

� �

���

� ��

� ��

� ��

� � ��

� �

���

� ��

� �

�

���

� ��

� ��

� �

���

� �

�

���

� ��

� ��

� ��

� �

���

� �

���

� ��

� � ��

� �

���

� ��

� �

�

�

����	
����

����	
����

����	
����

����	
����

����	
����

��� "�� ��������	�� 
����	�� ������ � �#$%&!� '(#)�



��� ������ � �Ǳ	
������ �����

��� Ǳ���� �����	
� 	�
��	���� 
� �X�,X�,X�,X�� �������� ��	�
�����
� � � ����
n � � 
���
����		�� �����	���� ����
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� 	
� �� �� !�� 	����	 �"� �� V�#n � $% � $
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��� '���� ���
�	� ������ f#n% �����	���( ��� �� Xj ( ����	
� �� � �� ��� 
� �����)
	��� ��� ���� ���!
�	
� ���� �����	��� 	� ��
!�
�
���	� n/* � k ��	�
�( ��� Xj ( 

n/* + k !���
�( ��� Xj ( ��
 	�������� k& ,������� 	���
 �k�)� � ������� �!���	
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�

��������	
� �����	� !������ �	� �����( ��� ���!��� �"� n/* + O#�k� -./ n% ����	�	
�&
0���	�� �	���	
� �k� ���	� O�$/�n �+O�n/�f#n% � #��������
�� ����
( ���	����	� ���)
�������		�� 	� 
	������� 12 . . $3%& ,!��	��
� ����� T #n% ����	�� �
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��� � ����� ��	
�� t �������� ��������� ����� ���� �� Ut�n� � Vt�n � �� � �
��������� ��� ��������� t�� � ��� �!� 	�"��� ������� � �X�, . . . ,Xn���  �������
�#� � Xn ��� � ��	 	��$ %�$ �&�!����! ��!����� 
�� ��%�  �� ��� ����� �'��!��
�� Ut�n � �� � �$ Ǳ� �)����� t ������� ����� ��
�� �'��!� Ut�n� *��$ +$ ,$ +-./�
������ �� ��011�� 23452367$�

��� 8���	��� 9:/�t, n���t� ���� ��� �$ Ǳ���������� 
�� t � n � � � t$ ;�� �"
�� ������� ��� ����"� t ����� !�#�� �� 
����� � ����"� ���� �� ����� ����� �� t��
� ��� �!� 	�"��� �������� ���� �� �� ������	<�� ���
���� ��� ��� �� ������"�
���$ =������� t  
��! �������
��� ��! !�! �" ����� ��������� ����� �������"� �������
� ����"�	�� t��� ������� ���
��� � ��#���� ��#��  ����!� ��#��� !�#�� �� ������$

��� Ǳ���� ��
���� �"������ ��#����" �a, b, c, d� > �n, 4, 4, 4�� � ����� �������� 
���	
���� 
�����!� �4, �, �, n�%�$ ;�� ������! ���#��� �����������"� ������� ��
����� !����#� ������� �a, b, c, d� ����� ������ ��� � ��� � ��� �

�a�%, b��, c��, d�, ��� a � %?

�a��, b, c��, d� � �a��, b��, c, d�, ��� a � �?

�a, b��, c, d���, ��� b � %?

�a, b, c��, d���, ��� c � %.

=��<�� ����	��� 
�� ����	��� � �
�
a� � b � c � % ��������� 
���" � �a, b, c, d� ���	
��

�4, �, �, a�b�c�d�%�$ *��� ���� �� ��06%�� 32%5323$ � ������ ���� �� ��06@�� 6�563�
Ǳ�� ��!����� 
�� ���� ��#���� ��!�� �����	�� ������� 
��� ��������$7

��� A������	��� �2� ���
��� �� ��������#� ��������� ����� B �� ��������#�$ =��
����� ������ �� ��� 
�� �n/%� �������� ���� �� ���� ��	
���$

��� Vt�n� � �1n � �@� �� ���� �������
�� ������ n$

��� 	
� �$ Ǳ�������� ��� ������ �	����� � �"�"����� �������� %k  %k�t��$

	
� j �� � � j � t$ �& ����	 ������	 	�� �"������ j � � �������� ����
������$ =������� �������" ������ � ������� C!���"�� !���"� � !����"� �����
��� �� � �� ������ � ��	� ������ �� A  B� #�� A ���� %k ������� � B B %k�t�j $�
Ǳ	��� a B ��������� � A�  ����������� 
�� a �"#��� 	 a�� a�� . . . � ak��� #��
al B ��������� ���� %l ���������$ D����#
�� �	��� b  b�� b�� . . . � bk�t�j�� B
���������  ���������� �����#� ����� � B$ ;�� j > t� �"���� 9EF�a, b�  ���!�����
�"�������$ � �������� ��	
�� G��������H ��	#�� 	������ � ����� 
��� B� ������
%k�t�j C!���"� ���������� !���"� � !����"� �
����� ���#����� � ������ �����
�
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A� � A� ������� ��	��
�� a�� a�� . . . � ak�t�j � ������� �������� �� ��� ��� A
�� ��� �

������ ��� ��	������ B� ���� 	����� ������� � ����������� � ������� �k�t�j�� ���������
�������� b � ak�t�j��� ����� �������� ����	����� � ak�t�j�� � ��� 	� ��� ���� ���� ��
��	�� ���	��� c  !"#$b, ak�t�j��, . . . , ak���� ������ %� b < c& ������� a � �������� B
� A�� ������ �� b  c � b < a& ������� a � �������� B � A�� ������ '� b  c � b > a&
������� b� Ǳ���� ��������� )��� ���� ������� �� ��������� � 	�������� A � B $�����
���
�������� � ������� ����	����� B ������ ��� ���� �� ����	� *	����� )��� )������ �� B
� �������� �+� )�������� ��� �������� ��� ���������� ������	���� 	�� ��������������
��������� 	����� $��� � ����	� ������ �� 	������� ,��� ���������� ��+ j�

-� ��+� . ����������� �k � % / �k���t � % ���������� � �� ��+� t ����������� �	���
-� ��
	�� �� ��+�� %� �� . . . � t� % ����������� �� ����� k� % ���������� ����� ������ ��
��+	� �� ��
�� ���� k� -� ���� ������ ��������� ������ �� �� �������� �	�� ���������
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����� ������ � �Ǳ	
������ ���

����� � ����	� �����
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�� ����+3�
� ��
�� �7���"����
������ ����3��� ���	"��� )�� 4xα5i � 4yα5i ��� 
��, i� �������" ��
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���-���� 
���
�� ����)��

 �
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��	����� ��� �
���	� 4PGF?MQCF� �H005�
RS=GTCF U� �0�2
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������ ����� ���
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����� �	����
 ��	�	� 	�	 4�HI/5� �#�1�! � <� \?C@CL=MM� �
	
 � 4�HH�5� 01/2� ����
�����
������� ������� 7���"�� 	�- δn� 
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������� ����0�� �� 1!�� 1! 	����	��	������ Ǳ���# Dk 2 ����	� ���$�	���	�� 3i 4 i/k5
� ������	���
 ���� ��	��	����� 6�0�� D� / *D� / D� � *)n � *-� $�����#�� ���"��
�����������# ��� ���$�	���	� �� �i, i/�� �� �i/*, i/7� $	� � � i � n � 7 ��� "�� ���
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t + �κ � j � u�T #���� ����! x�t� + L�% � eu�θFj�u�/F �κ��
 7���� ����� ���! LKT 6
��������� ������ �����'��� �� �� ���������� ���� ��������������� � ��������������
�� ��� ������������!�� �&����� �� ���� 13 P ���! ��������� �#������� ����� � ��8�
���������� ������ � ���� ���������������� � ������ 6 KT �L�x�κT �� + LKTe�θ/F �κ�3

�� �� ������!� ��� P � +
� κT

�
x�t�K dt � ����� ���#���&	 ���


���������	 (��&������� ��� ,�� 9������ ����������� �� � � ��� k + 1
 Ǳ��
k � % ����� ,�������� � ��	 ������ �������'�� � ��������� 
���
� ����� P �� +� �κ���T

�
x�t�K dt � �� �� ���� ������!� ��� ������ ������ � P � $ P �� + �e � %�P 
 -��

���	���� �������� :�,	��� � ����
 ;������� �� �����	�&� ����������� ��� ��� �������"
��'�� 9��8�� ��� Fk�θ� �� ���� � �� 9��8�� �� ���
 <
%
=>%%?

��� Ǳ���! P + pP � � q + %�p
 � ������� ����&� T� �����8 ������� �����'�	 ���� #������
�� ����� qP � ,��������� ���������� � ���������� ����� ����� � ������� #&�� ������&
����&� pP � ,�������� � �����	��� ������
 0���� ����&	 ��������� ������ ����&�� ����
����� ������ �����! ����������
 @& �&#����� T� ��� ���#& LKT� + qP

�
 Ǳ�� 1 � t � T�
����� h�x, t� + �p$ qt/T��g�x�� ��� g�x� 6 ��� ������ ����'������ � ��������� �� ���� x3
��� T� � t � T ����� h�x, t� + g�x� $ �t � T��K
 Ǳ�� 1 � t � T� ������ ��� g�x�t�� ���!
�q�T� � t�/T��g�x�t�� $ �T � T��K� � ��� T� � t � T ����� g�x�t�� + �T � t�K
 )���
�#������ h�x�t�, t� + �T � T��K ��� 1 � t � T � x�t� + L�% � ABC��t/�T � T����
 (#'��
����� ����� ���������� LK�T � T��3 �#'�� ����� ,��������� �������� ������'��'���� �
���������� ����� LKT� ���
 ���
 **�3 �#'�� ��������� ������ ���'������ ����� �������
T � ���! P + KT �L� x�T ��
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����� ����	��
 � �������
 	������� ��� ����� ����������
 ��������� ���� ����
��� �es/s�P 
 ��� ��	��� ��	�������  �! " �s� !�es/s	P # $�� 	�������%�� ���� ��	��%�
����� ���# &&
 �����%�� ��� ��������� ��	������� ����%	���� ��'�����%���#

���� (���
 ��� h�x�t�, t	 ��% �������� ��������� � ����� ���%)�� ���� 	����
 ��
����������
 ���% �� ������������ �����������
 ��� �������� ������ ����
 ����������
� ��������)��� ������ �����
 ����������� ����������#�

��� �*� +�������
 �� �,����
 �� �� ����	����%���- � ������ �����������%���� ������
� ���� ���� �� �����������
 ��� � �������� ����# �.� /��������%
 � ������� ��������
� ���	����
 ��% ���������% ����
 ��� ���� ����� ����� n"! � 	� ��� ������ y- ��� �����
�!�x�n/n0
 ��� x > y
 � �!�x�n/n0��y�x�n/n0
 ��� x � y# �1� 2���	������ �� �����'��#
3�������
 ��� n�� ����  ������,��
 �� �n� !��� ���� ������,��  ���������%� p

��� ��� ���������� ������ ��������# �4� 3������
 ��� f ��x� 5 f�x��c�pf�!�x��qf�x�-
����� f ���x� 5 �&pc
 ���
 � ���'� ���'��
 �������� � f�x� 5 c�!� qx � px��
 c 5 6/�7 " p�#
�8� 9�� p > eq
 �� pex " qe��x ��������� ��	������ ��� : � x � ! � � �

�
|pex " qe��x �

e�/�| dx 5 �p� q��e�/� � !�� < :.;7# 9�� q � p < eq
 �� pex " qe��x ����� ����� &�pqe �
p"qe
 ��� ���

� �
�
|pex"qe��x� �

�
�p"qe"&

�
pqe�| dx � �

�
�
�
p��qe�� < :.;
 � ��� p < q
 �����

����%	����% <�����������= ���������# ����� ����	��
 ��� ��� p � q �,������
�������� C
 �����
 ���

� �
�
�pex " qe��x � C� dx < :.;7# Ǳ��% δn�x� 5 fn�x�� f�x�# �����

δn���y� 5 �!� ey���
� �
�
�pex" qe��x �C�δn�x� dx" p

� ��y
�

ey���xδn�x� dx" q
� �
y
ey�xδn�x� dx#

?���������%��
 ��� δn�y� � αn
 |δn���y�| � �!�ey��� �!.;7αn < :.@!αn # �A� Ǳ�� ��� n � :
�������� �! � x�n/n0 ��% ���������% ����
 ��� ����� ���� �����)��� n# �B� � �

�
�pex "

qe��x�f�x� dx 5 6/�7 " p�#

��� �*� +�������� ���� ����������� �	 n " r " ! ���������  n ������������� ���
��������
 ������ ������� ����� ������� �� ������� ������%)��# �.� C���%	����
������ �

��k<n

[
k

k � r
]
k 5
[

n

n� r � !
]

�� ����������� ���� ?�������� � ���������� D# �1� 2����%�� � ������ ����� r " !

����%	�� ��� ��������� ��������

�
n��E

n�r
n
F�n " r�/�n " r " !�0 5 ! ��� (���
 ����

n��E
n�r
n
F/�n" r � !�0#

G������ � �.� �������� � ������ H# IJJ8KK
 ������ ��� 	
��� �� ������ �� �!LL:�

!M!N!MO# ?������������ ����� 

 r

k
�� 5 �r " k�0 ExkzrF exf�z�
 ��� f�z� 5 z/& " z�/7 " � � � 5

�z�� KP�! � z� � !- ���������%��
 cr 5 Ezr F �r " ! " f�z�	ef�z�# Q��� �����������������
n ��R�����
 ������� ����� k '�����
 ������ ���	�������� ���

�
n
k

�
��

 ����� 

n�k

k
��- �#

S# TUVW4*P
 �� ����������� �� ������
����
� ��
����� �XUK8Y
 !@OL�
 �;#;# �C����� ���
��� �������Z +������ 2�# �������� � � !"��#$ %�&' #�#(�)#  [#Z C	���� �����#
���#
 !@67#�

��� 9�� ��� : � θ � ! P �/P 5 &�e�θ�!" θ�/�!�&θ" θ�"&θe�θ�
 �� ������ ����� ����
� ��������)��� ������ ����� ����� &P/�!�&θ"θ�"&θe�θ�# E?�# ��*���
���� ���������+

,������ �� �!@LO�
 &7@N&;7#F
2������� ������� ����� �������� �� ��
 ��� ����� ���������% ����%	������

������	�� ������  	���,�����
 �����%�� ����� ������% ������ �	 ������ �������
�� ����������%��� ��(��� � ������������ �������% ��  ���'� ���� �������# 3�������

��� P � 5 .OP � ����������� �����  	���,����� �� ��� ���
 ���� ����,�� ���� ��
����� �������% .&:@P 	�����
 ������ ����� ���� ��� ����� ����(���'�� ��	������
�� �������� &.OOP �� �������� &.6!P # 9�� �� P � 5 P � ����������� ����������
������  	���,����� �� ��� ���
 ���� � ����,�� ���� �� ������� ���%�� .7!;P 	��
����
 �� ������ ����� ���� ��	������ �� eP �� �������� 7.:7;P # E?�# ���-� .� ��



��� ������ � �Ǳ	
������ �����

������� ���	���� 
�� ���������� ���� ����� ����������� ������ ���������  ���!���� �
����"�����#$%

��� &�! ���
�'����
� ���!��! ��� ������� ���������(�� ������ �����(�' P �������!
����!���� � ����� ����������)��! �����������(�� � ������ �����$ *����� ��
������������ ��+��(��, ����� ����+�����(��� �����!�( +���� ������ � ��!�� �
����������� �� �, ����$ -���� ���� �� �������( ������' �� ����
� +���� �������
������� ���"�)��! � ��!��� ����(�'! ������+����� ������������ ��!��� ��� ��.
���� � ������� /$0$ 1 ������ 2$ 3$ 45678� ����� ����	 
��� ������� ����� �� ���9���
9:/	9:�� �������� ��'
�� ��,��; ������( ����') ����( �� +���� ������������
�
�������� ������� ��!���� ����' ����� ���� ������
�)��! � ����(!, �����(��� � ���(��
 
������!# +���( '+����'�� � �'������$

��� 1��,��� /k '���� ���
���<�, ���,��!� �� ����������')"�� ���=�� �������, '�.
���$ *����<���! '��� ���
���<�, �����')� /k �������(�� � /n � � '����� � ������>
��� ����)+�)��! � �������� '���� � ��������+��� ��!���; ������� ����� �������� ?
� �������' ����� ��������' '��' � �$ �$ @A�$ B$ CD6� E$ CF6G6H� ��� ���������� �� ����I��
�/�	��I$%

��� Ǳ���������� +�� � t �������� '���� ��������	 /n.'������ ��
��� ����
� /n�k.
'�����
� ������ ���
���<�,$ 1 ���� ������ ������! ���� '��� �� '����� : � /l�� '����
�� '����� l �� � � l � n K k$ Ǳ�������� � ������ �� '����� l � � ����� /n�k���l � �
'����$ L���� �������� ��� ����� t ����!�����, /n.'�����, �����(�� ������ ��,����(�!
�� '����!, � k$ M����� �� ���, �������(�� ������ ��������( �����'� ���� '���
�� '����� k� �����(�' �'"����'�� ���(�� /k�� < /n '���� �� '����!, < k$ *��)��
����'��� +�� t � /k��$ N� ����+����� ����� �������
� 
���� ������ � ���(<�� ��.
��� t K /�/k � t� � �� ��� ����'�� �� �OO� � �OOO�� �����(�' �'"����'�� �� ���(<� ���.

� ����+����� '���� ���
���<�,� �������( ������, ����� ����+�') ������' � �����.
��� 
����$

@N���,����� ������
��(� +�� n � k; ���� n P k� �� �� �'"����'�� ����������')"��
�������� 
��� � /k K /k�� � / �������$%

������ ��	�
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�� Ǳ���� ����� ���� ���!��! ��� �����<���! ��������� ����� �'�'� ��,����(�! ��
����� T � �, �'��� ����� ���(<�� an � an�� � an��$ A���������(��� ��� ��� ��+���'� �
��+���� ������ ���� ���!��!$

�� Q���� �����, ��/�, . . . , ��T�� P �an�an�P , an�an�P��, . . . , an�an�� ��� +�� ������.
��� �������')"�
� ��� '�����! ����'�� �� ��
�� +�� �����������(����( a ��'����)"�!$
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� �
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 �
�
� �� � �� �����

��j � �� �	 ��	���
	���  
!	�  	� ��j�"

�� #� � z � � � � � z�$a#z$ % � � ���� #�$" &
�		� t#z$ %
�

n��#an � bn � cn � dn � en$z
n %

#z � � � �� z�$a#z$ � #z � � � �� z�$a#z$ � � � �� za#z$ % #'z � (z� � �z� � �z� � z�$a#z$"

�� Ǳ���� gp#z$ % #z��$fp#z$ % z
p����zp�� � hp#z$ % z

p����zp" *	��	�
 +��	 #,-./012$
3�� ������ 	��
�������� ��� �4 #�5'5$� �6�(7 ���	��
	�8 hp#z$ � gp#z$ ��	9� �
���	  ����
����	� ������ ���������� �z� % � � ε ��� ��������  �� |hp#z$| > |hp#z$ � gp#z$| % � �

����������" :��� φ�� > ε > ; ��		� �hp#z$� � #� � ε$p#� � ε$ > #� � φ��$�#� � φ��$ % �"
<�	��
�	����� gp ��		� p ����	� � 
����9���� �	�� ���� � �" =�� �
>�� ��� �
� �
�
?/@�gp#z$, g�p#z$� % ?/@�gp#z$, #p� �$z � �p� % �" 3��� �� #�AB;$� 4('64'�"7

�� Ǳ������ c� % �αp#α��$/q�#α��$" *��
 p#z$/q#z$ � c�/#� � αz$ 
�
���� �
 � ����	
�z� � R �� �	�������� R > �α���C ��	��
�	����� ��DEE�F�	��� 3zn7 p#z$/q#z$ % c�α

n �
O#R�n$" G�
 ��� HIS % n HIα � HI c� � O�#αR$�n�C 
 �> n % #HIS/ HIα$ � O#�$ ��	�	��
 �� O�#αR$�n� % O#S�ε$" J�
���� �� ������� c� % α�p#α��$/q�#α��$�� c� % �αp�#α��$/
q�#α��$�� αp#α��q��#α��$/q�#α��$� � �
�������� p#z$/q#z$� � c�/#�� αz$

� � c�/#�� αz$"

�� Ǳ���� αp % �x � z % ��/�p��" *��
 xp�� % xp � z � � �	>����
�	 ���� 
	���
����!���� �� αp % �

�
k��

�
��kp
k

�
zk/#��kp$ % ����p�p���p���O#p����p$� �
� ��	�	�

�> E������ �"�"B6#�'$"

���������� =��9
 ��	�	��  �� �	�� ��
 ρ � ���" B ��
������� ����	��� �
����
H-?� S � ������ p" J�
���� �� �� �
��" ' � B ��DEE�F�	�� c �������
	��� � �/�#φ��$ HIφ�
��� �������  ���	 �	��"

�� = 	����� N
�p	
� % �� N

�p	
m % ; �� m < ;" +
���
����
� ��	 �
��
��� �� �	�����

��
�
	����� ���� 
	� N
�p	
m % N

�p	
m���� � ��N

�p	
m�p ���m > ;" <�	��
�	����� N

�p	
m % F

�p	
m�p��"

3�������� ��� ����������� #K2LMNL?8 O2.PI2Q� �A;�$� ��B6��4"7

�� +
�������� �����	��	 ��
��	�� ��	�
 ����� 	��� �
����� ��		���C �
�����  ��
K

�p	
m % F

�p	
m�p" ���������� <�!	����	� ������	 �>
���� ���>�
 ��	 �����	�����	 �	��

�
���� ����	��
�	��������� ���	� � 	���F � �>���
�	����� m � �� �
������	�����
� ���" 58 ��
���	 ; � ��
���� ���F� ����	��
�	������� � ���������	 �
 �����	��	
��	� ���	�"

�	� 	����� :��� n % F
�p	
j�

� � � � � F
�p	
jm

����	��� �
��� ��	��
��	��	�� �	 j� > � � � >
jm � p� �� n < F

�p	
j���" 
������������� ���� �	>����
� � 	��	�� 	���m < p" R ���������

��� 
	 ����� k 	��� �����
����	  ����� �
��	�  �� jk > jk����C ��		� k < p � �� ����F��
F

�p	
jk��

� � � � � F
�p	
jm
< F

�p	
jk��C ��	��
�	����� n < F

�p	
j�

� � � � � F
�p	
j��k�� � F

�p	
j���"

S�����	 �	�	�� ���	� ���� ��
>
�� ����F�	� �� n" :��� n > ;� �� ����� j ��	�
�
����
�����  ������ �
����  �� F

�p	
j � n" T	��
 ���
>��
	��  �� �9��	 ��	��
��	��	

n ����� �������� �> F
�p	
j ��9� ��	��
��	��	 n � F

�p	
j " Ǳ� ����F�� n � F

�p	
j ��		�
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��	��	 ������� ��
� � D�� ��	��
��	��	 �	 ��	���� ��	�  ��	�
F

�p	
j��, . . . , F

�p	
j�p��� �
� �
� j �
����
����"

���������� <�� 
�� ���
 p % �� ���������� � �
���	 U" V2/W2I@-QX� ���� ����� ��

#�A'�$� �A;6�A'� ��� �
������	� � ���" �"�"56�(" S�		��� ������� 
������� �	�	��
 ��
��	��
��	��� n � ��	��
��	��9 n��� �
���
9!�� � ����	��
�	�������9 ���	� � 	���F
cj . . . c�c�� �
����  �� n %

�
cjF

�p	
j�p" Y
����	�� 	��� p % �� �� ������� �
 ��
��	 F�E�� �

>
�	��	� . . . ; �
 . . . �� . . . ;� �
 . . . �;� . . . ;�� �
 . . . �;;C >
�	� ���!	�����	� Z�	�	���[ ��	���
	��� D�� �	�������� >
�	��� . . . ;��� . . . �
 . . . �;;; . . . " #<�" ����	��
�	������� ���	� �
	���F � ���" A � ��� �����	� � ������� ��� >
���
��"$ Ǳ����
� ����	�
 � ���	���
���
 ����	��
�
 � �
���	 \" ]" K^I/0� �������� ��������
 � #�A4;$� B6��" J���� �������



��� ������ � �Ǳ	
������ �����

����� ������	�
� 	��	� �� ���������� ��� ���������� � ����� ��	����������� � �����
	������ ����������� 	����������

��� k�� 	������ 	������� ����
� ��	���������� ��� ������� 	 k � � �� k��� � ��	�������
�����
� 	������ 	 ����������  ��������� 	������

��� !����
����	� �����"��� �� �����#�

��� $%& n$'& ( '� �� ���� ���� 	������� ��� k > '� )���� Tnk ( T�n����k��� * � � � *
T�n�P ��k��� �����
����� ��� Tnk � T�n���k ����� � ������ ������ ����� T�n�P ��k��� �

Tn�k���� Ǳ�	�� r , ������������ ������������� "���� � ��	�� n� , ����������� ��	���
������ ��� T�n′

�r��k��� > Tn′�k���- ����� T�n�r��k��� � Tn�k��� ��� �	�� n � n�� ��	������
 �� ���������� ��� n � n$k � '& * r� � ����� T�n�r��k��� � T�n′

�r��k��� � Tn′�k��� �

Tn�k���� $.& /� �� ��		������� ��� r ( n � n� �����
����� ��� Tn′k′ < Tnk′ ������
�� 	��� T�n′

�j�k′ � T�n�j�k′ ��� �	�� j � 0� )������ �� ������������� 	����������
	������� ��� T�n′

�j�k � T�n�j�k ��� �	�� j � 0 � k � k�� $1& Ǳ�	�� �$S& , ���������� n�
������ ��� 2n$S& ��������� 	��� ����������� ��������� /������� ��	������������	��
Mn 	�3�	����� ����� � ������ ������ ����� �$S& � �$S * '& ��� �	�� S� Ǳ�����������
��� n ( �$S& > �$S * '& ( n�� ��� ��� 2n$S& < 2n′$S& � 2n$S * '& � 2n′$S * '&�
4�3�	����� ���������� S�� ������ ��� 2n$S

�& < 2n′$S�&- ����� m ( 2n$S
�& � 2n$S

�
�

'& < 2n′ $S�& � 2n′$S� � '& ( m�� /����
�m

k�� Tn′k < S� �
�m

k�� Tnk- 	�������������
	�3�	����� ��������� k� � m� ������ ��� Tn′k′ < Tnk′ � 5��������� ����� l ( 2n$S *

'& � 2n$S& > 2n′ $S * '&� 2n′$S& ( l�- �������
�l′

k�� Tn′k � S * ' >
�l′

k�� Tnk� Ǳ�	������
l� � m� > m� 	�3�	����� ��������� k > m� ������ ��� Tn′k > Tnk� 6�  �� ����������
��� �� $.&�

��� 7�� ������� 
�� �������� !� 7� ) ���� $8� 9� :%;<&� 	����� �������� ���������	� �
���	�� ��������

��� !� 7� ) �� �������� ��� ��	�� ������
� $� �
�����
�& ����	�� ����� S =>?T�� S *
�
�
S =>?T�� =>?T�� S *O$S&�

��� Ǳ�	�� T ( @- A��$x& ( Ax� * @Bx� * BAx	 * � � � � B��$x& ( x� * 'Bx� * @Bx	 * � � � �
T��$x& ( Cx� * B0x� * D'x	 * A�x
 * 'Dx�� * Ex��� F���������� ��	���������� ��� S ( '��
������ BB 	���� �� GE� 7�� ���������� �������� � �������������� ��	���������# ���
S ( '�B� !� 7� ) �� ������ ���"����
 ������ ����� ������ � ���������
��

�	� Ǳ�	�� S ( D� T ( @� H�		������ 	����#3�� ��� 	���
�

F���������� ����������� 	������ 5�����������

G' GE G@ 4�����	�� G' GE G@ 4�����	��

0�'� 0�'� , 0�'� 0�'� ,
'� , 0�E� A '� , 0�E� A
, '�@� E� B , '�@� E� C
@� @� , A @� @� , @
@� , A� A , @� A� A
, D� , D D� , , D

@E @'

$I3� ���� 	��	� ��������� J������������K ������������ ������ 	�	���� � ����	����
�� ����� � ����� ��	��� �
������ ����
 ������#�	� �������
� 	���� �� ������ ����
	������� 6�������� ��������� 	������ 0�'� 	 0�'� ����� 
�� 
 ��		��������� ���
E�0�E�0�E� ���	�� 0�E�� /���� ������� �	����	� ����� ��������
� �����	��� 	������
�
	 ����������	��#�&



����� ������ � �Ǳ	
������ ���

��� ��������	
���
�����
 �� �� �� �� ����� ����	
��� ��

� � � � � � ��
� � � � � � ��
� � � � � � ��
� � � � � � ��
� � � � � � ��
� � � � � �� ��
� � � � � �� ��
� � � � � �� ��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

n an bn cn dn tn ��k 
n! � bn cn ! an dn ! an an tn ! �an ��k � � 

��� a�z " �/���z��z��z� # t�z " ��z!�z�!�z�!z� /���z��z��z� #
�

n�� Tn�x z
n "

x��z ! �z� ! �z� ! z� /�� � x�z� ! z� ! z� �� Dn " An�� ! �# Cn " An��An�� ! �# Bn "
An��An��An�� ! �# An " An��An��An�� ! ��

��� ��������������� ������������� ����������� ������� ������ ��

��� tn � tn�� � tn�� " �� ! �$n%&' �"�(� �)�� *�����+��,�# -�.�/��� *�����+��,0
1,/�����,# *	�.��� ,� ��2�# ��� � � z� � �z� � z� " �� � φz �� � �φz �� � ωz �� � ωz # 2.�
ω� " �� 

��� 3��*�� ��� .	,�� *��,� � �����,� -����� -�	��,�� n4� 5��� *	,6�,6 /�.�� sn# � �
�����,� ������ -�	��,�� 7 tn# 2.� sn " tn�� ! tn�� ! sn�� ! sn��# tn " tn�� ! sn�� !
sn�� ! sn��� 8.�*
 �� -�	�2��� sn " tn " � -�, n � �� $3 �/9�� *	����# �*	, vn��
6�	6��*6 *����� -����: �r �	���� ,� un�� ! � � � ! vn�P # ,���� sn " tn " tn�� ! � � � !
tn�r ! �tn�r�� ! tn�r�� ! � � � ! tn�P � ;*	, vn�� �*�
 *���� -����: �r � � �	����# ��
sn " tn�� ! � � �! tn�r�� ! sn�r�� ! � � � ! sn�P # tn " tn�� ! � � �! tn�r ! sn�r ! � � �! sn�P �(

3��*�� ��� , ��� 

An " �Un��Vn��Un��Vn��Un��Vn��Un��Vn�� ! �, . . . ,

Dn " �Un��Vn�� ! �,

En " �Un��Vn��Un�� ! �,

Vn�� " �Un��Vn��Un�� ! �,

Un " �Vn��Un��Vn��Un��Vn�� ! �.

��� ��� �� 7 ��

��� �� < ����

�� 7 �� <
� � � � � � � � � �
< ����� �� ��

��� < �� 7
��� ��� �� <
< ��� 7 ���

��� ��� < ������

��� ��� ��� �< 

��� ;*	, *���,��0�*6 �n ����	
��: *��,�# �� �� ����6 *	,6�,6 �/��/�����0�*6 n � �n4�
*��,,� =�>.�6 -�	��,�� 5��� ��� �����2,�, ,*�	0���,6�, *	,���� �n�� , -�����������
�n��� ;*	, *���,��0�*6 �n !�n�� ����	
��: *��,�# �� �/��/�����0�*6 �� ����6 *	,6�,6



��� ������ � �Ǳ	
������ �����

n � �n � �n� �� � �n��� ��	
�� ������ ���� ��� �������� ������������� ������� �n��

��� �n�� � ������������ �n�� � �n�� ��������� ���� �

��� !�������� ��"���� ��
� � ���� ��
�# ��
� ���"��$� "%� 
������� ��&
��� ������
������ ����� �� '�������# �(��� ������� $���� ����) ���� �� ������
����
�a, b, c, d, e� �� ����� *�+*,# �
� a � b � c � d � e > -# � ���� ���� ���� ��(�����
������
������ �a�e, b�e, c�e, d�e, e� � ./0�a�e, b�e, c�e, d�e, e� 1 ./0�a, b, c, d, e�� �2�" 
"%� 
������� 
�� �� 3��� ��	���� ����� 
���� ���	� ����� 
�(�� ��	�������
4������������� ��5��� (����$��� �������� ���� �� ��	
 ���� 
 ��� ��# ���
�� 
� ����� �� �������� ./0�a, b, c, d, e� ���� �

67������# �� 3�� �� ��������� ������
������ ���
� ���������� �(�$� ���&
����� ��� ���
������ �����	���� ��������� ���� # ��� ������ � (��� �8� 9�
�� ��� ������� "�� ������� :� !3����� ������� � �;<= �
(�>

��� ?� ��(���� ��"(� ���(� ������( �a, b, c, d, e�# ����� � ��, -, -, -, -� � ������� ��&
� n ��� ���
(�%(� ����5��@ ��"���� x �� �a, b, c, d, e� � 
"����� x � ��	
�( ��
�������� ������� 3������� �a, b, c, d, e��

A�"� 
������# �� a � b � c � d � e � tn# 
��	�� � ��
(�5��# �� ���� a �
b � c � d � e# � ����
� ����� a � an# b � bn# c � cn# d � dn# e � en� B ���
�&
�	����# �� �������� ������
��� 
�� (���� n# 3� ���	� 
�	� "��� ������
���

�� (���� n� �# ������( ������
������ �n� ��&� (���� �(�� �b�a, c�a, d�a, e�a, a�#
�a�b, c�b, d�b, e�b, b�# �a�c, b�c, d�c, e�c, c�# �a�d, b�d, c�d, e�d, d�# �a�e, b�e, c�e, d�e, e��

��� C	� D� ?������ �E� F� GHIJKLMHL� ���� ���(������ ��������� � ���
(�%(� ��"&
��5(�

N����� T 1 , T 1 < T 1 O T 1 8 T 1 ; T 1 �-

� � � � � � � M�

� P , < O 8 ; M�

= P , < O 8 ; M�

P 8 8 �- �� �P �< M�

, �- �P �8 �O �- �= M�

< �8 �- �< �O =� =� M�

O �< =� P< PO ,< P� M�

8 PP ,= OP 8� ;� ;� M�

; <8 8= ��� ��� �=8 �=; M	

�- ��� �=P �-< �P- �OO �;< M�


�� �O8 �;O =�O =�P �-8 �P� M��

�� �;- =,- P-� P88 ,;, �88 M��

�= P<< ,<< ;== <P- 8=8 8<- M��

�P O,< ;�O �=O� O<; �-<P ��OO M��

�, ���- �P8� �O<� �-O8 ��,8 �,�- M��

�< �;O< �=�= P-<- �;-O =8=; �8�� M��

��� 6������ ��	
��
	� � ����	����� � ��;;P�# �-�+�-P�> Kd�n� 1 F
�d�
n�� 1 N

�d�
n�d��� Q����

n � d � � 1 a� � � � � � ar# ���� � 
����� r � � ������� � �k � ��& ���� ����� ak � �
���
��# ������� � ���
�� ������ k �������� �Ǳ����
����� ���� ������� 
�������
��������(�� �(���� � ���� ����� �������# �����# �����# ��=# �����# ��� � =����

������ ��	�


�� B������ � ��%�� ��"�� ,�P��+<# ����� ��� � ���
��� "��"��������� ��	
��
������# ��
��# �� �������� ���
 � ���%�������� ���� �(�$�# ���� ������� <# O
��� 8 �����



����� ������ � �Ǳ	
������ ���

�� ������� �� 	
��	��
� ����	������� �	�� ��	�� ��������� 	���� ������	� ��	���
���������� � ��������� 	�
��� 	��	�� ��	���������� ��������� 	���� �
��� 
 ����� 
��!���� ������" #�	������ �������� �������� $ �� %$� $ �� %&� $ �� %$� & �� %&� ' �� %$�
( �� %& � �" �" Ǳ�*���
 �� ���� +, ������� �� �����
��	�� ��� D-p � $. / M -p � $.�
�	�� p / &" 0 ��!
������ �	� ��������� 	���� ���!���1�	� �� ����� ������ � *�� �����
*���������� ��� ����� ��������� ("2"&3"

�� 45�	���������� !����������	� ��	�� ����� ��� $& 	���� ������1�	� �� %' �� ����
4', '6"6

%$ %& %' %2 %( %7

$�� $�� $�� $�� $�� 8
$� 8 $�� $�&� $�� &�2��

,� 7�9� (� 7� $� 8
8 9� &'� $:� &(� &7�

$;;� 8 8 8 8 8

�� <���!�����	� �� ���
�=�� 4	�" 
��" ("2"&>&,6"

�� ?	�� �����	� an ��������� 	����� �� k � ������ ������� an�k 	���� ������ ak� !����
bn�k 8 ������ bk � �" �"

�� �
����

$ $ $ $ $
$ $ $ $ ;
$ $ $ ; ;
$ $ ; ; ;
$ ; ; ; ;

�
����

�� e�en�� @ e�en�� @ � � � @ ene� ���� ��������� 	���� 4	�" 
��" (6� ��� ���� ���� ����
!���	��� � ���� a�an�� @ a�an�� @ � � � @ an��a�� *�� ��*���=���� ��� -zn��. � �A4z6� �
A4z6	"

�� A���������� A4z6 ����� ��!������ ������ � ��� 	������ ���� 	������ ��	�������
��*���
 A4z6 /

�
q�4ρ6/4$�ρz6ρ�$�q

�

�4ρ6	� ��� 	
��� �����	� �� �	�� ������ ρ 
��������
q�4ρ6 / ρ" B��� 	��=������� ��� ρ ����!�� ��� ����	����� q�4ρ6 � q��4ρ6"

	� B�� ����
�� 	���������� ��� �	�� ������� n �! 4,6 � 4$&6� �	�� ����� � ���

!������� qm4& CDE θk6" F���� ����!���� ��� ��� 	���������� ��� �	�� n� ���������� !�����
��� qm��4z6 �	�� ��	���� �� ������� qr��4z6qm4z6 �� qr4z6� z ��� ; � m < r" B�� ����
����!���� ���� �	����!
� 4$;6 � 
�������� ��� ��� 	��������� 	������ qr��4z6qm4z6 �
qr4z6qm��4z6 	�����	�� ���� 
�������� ��� �! ��!
������ 
��" ( 	���
��� ��� A4z6� @
B4z6� @ � � � @ E4z6� � ; ��� z � �� ���� ����� ���
1 ����
�
 ��� ��	������� B4z6�
C4z6 � �" �"


�� E4z6 / r�4z6A4z6� D4z6 / r�4z6A4z6�r�4z6� C4z6 / r�4z6A4z6�r�4z6� B4z6 / r�4z6A4z6�
r�4z6� A4z6 / r�4z6A4z6 @ $ � r�4z6" G���� ����!��� A4z6 / �$ � r�4z6	/�$ � r�4z6	" -H� 
������ �������� �� ��� ��� rm4& CDE θ6 / CDE4&mθ6/IJC θ� 	������������� rm4z6 ������	�
����������� F������� 4�$6m	�U�m��4z/&6".



� <������� ��� fm4z6 / q�m/��4z6 � r�m/��4z6 � ��� fm4z6fm��4z6 / $ � rm4z6" A����
�	����!
��� ��!
����� 
��" $;" 4B�� �������� ��� !���������� � ����� ���� �������
���� �������� <������ ?" ����1	���� 43KLDM N" OPQRSCJE6"6


�� T�" 
��" ("2"7>7"



��� ������ � �Ǳ	
������ �����

������ ��	�	

�� ������� ������ ������	 ��
������ 
����� 
������ ����
��� �������� ����
�� 
�����
���� ��� �����
� 
 ��� �	 !� ���������	� ������ ��
����"���
� � ����� 
�����
�
�� ������ 	� 
�#����	
� ��"�����#� 
 ������� �� � ���	�	 ������������ �����	�� ��
��
�����	 ��������� $�� ��
������ 
���� ��	����� ����	� �� � !��

�� %��	���&��  �
�� �� ������ n ! ' ����� ���#���&�	� �� ������ n( 
�������������

���#�� ������
� ���#�����	� ������
�	� �� ��"�� ��� ����
�������  �
�� � ��#��
��������� 
������

�� %� 
�	�	 ���� � �����

� 
������ ������ 
���� �� )*+), �
�"�� #���� ��
������� �
�� )' - ��
������ ��� ����������

�� .���� 	���� ���#��� ��
������� �������� /�����������0 �� �����	 � ������	 ����
�����( �������������� ������� ���#���������� ����� �123 *�/�123 ρ� �������	� "�� ρ -
/����&���� ��
��0 �
	� ��#�� 4�5�*+'��

�� 6
�� α - ���� ��� �#���� �	  ���� αR �� �#�������

������� �� �� �� �� �� �

� �

� � � � � � � � �

� � �

� � � � � � � � � �

� � � �

� �� �� �� �� � � � � �

� � � �

� ���� ���� ���� ��� �� � � � � �

� � � � �

� �������� �������� ������� ������ ���� � � � � �

� � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � �

n An Bn Cn Dn En � � � � �

� � � � �

n � � Bn AR
n � �! Cn AR

n � �! Dn AR
n � �! En AR

n � �! AR
n � � � � � � �

7	��	
En 8 AR

n�� � �,

Dn � A
R
n��A

R
n�� � �,

Cn � AR
n��A

R
n��A

R
n�� � �,

Bn � AR
n��A

R
n��A

R
n��A

R
n�� � �,

An � AR
n��A

R
n��A

R
n��A

R
n��A

R
n�� � �

� n�Qn,

���
QR
n � Qn���Qn�� � ���Qn�� � 	��Qn�� � 
��Qn�� � ��, n � �,

Q� � �  ������� Qn � ε �� n < ��

������ An� Bn� . . . �������� �� �� ��������� ���  ���� ���� !"#� ������ $ ��$%
���� &���	� ��  ��!��� ���'���� (������ ��� ������� ���� ��'�)  ����� ��$���"��'
�� �� *����+��' ���' ������ ���+ �� A �����  ���+�� ������ ����� ���� �� ��'�)
������ D , ��� �������� Ǳ������ �.��� �����������'� ����� ���  �������� &���	/�
!��!��"�  �00��� ���� ��$��#��" 0�� ��. ���)  ��$� � 1��+2� �����
��'�)3 ������!�  ���'����  ������  ����'�+ Qn ����! 0�$�� �  	� ���1� �1�����+
!��� ���� ��������� ��$��#��' 0�� ��. ���)�



����� ������ � �Ǳ	
������ ���

�� y��� � ���,��,��,���
y��� � ���, �,��, ��
y��� � ���,��,��,���
y��� � ���,��,��,���
y��� � � �, �, �, ��

�� ��	 
��	 �	

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

A A

A

A

A

A

B

B

B

B

B

B

B

B

BB

B B

C

C

C

C

C C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

AB

B

B

B

B

B

B

B

BC

C

C

C

C

A

����� �� ��������� ��������� ���������� ������ �� ������ Fn� !�� "�����#� ���#�$
%�&�'( ����! �� !��� ����������#� ������� � � ����'� ������� !�� Fn �������')
����( �� ���) �����)	 *�� !����� ����� !���
 ������#� �
�� �+,� ��� �� - �
���� ��� �
���#�%�&��� ����!�� !�� "�����#� ����������
./�( �������� ����� �+0	

�� 1�� T � � !����� � !����( ������#� �
�� �� �� �������� T $2345$!������� � �. ��
!����� � !����( ������#� �
�� �� �"�.���� �!���
����� �������	

�� 6�����&
� ��&
����� 
��	 -	�	�	70� ��8�� ����������� ������ �T � ��$����� !�����9
������� :�����!��#�; ��
������#� 
&�� ��8�� ��8!
 - � T � �	 <��� � ��� �������
�T���q�m ������) 
&���� �� �m/�T�-�� �& ��) ��)�!���� �� 
����� q��� � ���������� =
�� 
����� q	

��� >����� ��� !�"�&'������ ��!
"?��( �� ����
 �������') ����(	 <��� ����������
������!������ S ����( � !�� ����!��� ����� ��)�!���� � �!���"���� ������������ ��
�
/����
�� �
8��� ������!������ ������#�� ��� S� ����� ����(� �� �#� �� �
/����
��
��� S � �	

��� @������ �A� � �B� �����!�'	 <��� ������� "�"��$�� 
!� "��%�#
��?�� � ��� !��
��"�����#� ����� ����' A � ��"����') i < j < k� �� 
&�� j !��8��  '�� � ��!!�����
��8� 
&�� i � ����� �� 
&�� k �� ����!�����. �����#� ����!"�	 C��!���������� ��
��(
:j �� l; �� ��8�� ����� ����� � A !��8��  '�� :���?�����'�; ������� ��" "�" ���
���������� �� ������( �����	 D� E�� ������������ ���
� ��� ���?������� ���� "�" �'
���!����8���� ��)�!���� �� "��(��( ����� ����� ��8� 
&�� i	

��� @&�'� ����
��������'� �� +� ��� ��� ��8�� ���� ��&����� �� �������� � �� ��������.
" ��� �� �
8�� ������&����� �!���
����� �������	 > ��&
������ !���� ������#� �
��
 
!�� �� �!���?
  ������ ��� � ��
��� ���#�%�&��#� !�����	

�	� D�&���� ����' A� B � C	 Ǳ������� ���"���"� ��!�� !�������� "�8!'( �& "����')
)���"����&
���� ����!������( ���
"�
��( "���� � ������� �������) 
&����	



��� ������ � �Ǳ	
������ �����

��� r�A� ���	
� A

��� s�A,C� ���	
� A� 
	 C�����	�

��� t�A� ���	
� A� 
	 A�����	�

��� u�A,C� ���	
� A� 
	 C�����	�� 
	 �����
�� B�����	�

��� v�A,C� ���	
� A� 
	 C�����	�� 
	 �����
�� A�����	�

��� w�A,C� ���	
� A� 
	 A�����	�� 
	 �����
�� C�����	�

������
�� ���� � �� ���� ����� ������� 
	 ����	�� ���� ! "�#
� ���$%�� &�'()*�
+	�	�� ��� r�A�� ������� �
�%��� 	�� �	��	 ��++	�	�� ��� s�B,C�� � ,�	 � �����	
��++	�	�� ��� r�C�! -
�����%
� �� s�A,C� ���$%�	�� �, ���� s�B,C� � t�C�� ��
u�A,C� � �, v�B,C� � w�C,B�� �� v�A,C� � �, u�B,C� � w�C,A�! "�#
� �������
&�'()*�+	�	�� ��� t�A�� �	��	 ��++	�	�� ������� � 		 �� u�B,A�� � �����	 ��++	�	�� �
�� s�C,A�� ��,����� ������ 	�� �	�� $ ��++	�	�$� ,� ����.%	
�	 	�� �
	�����
���
C�����	� � 	�� ������� ��++	�	��! / ��  � 	
 �	��	 ��++	�	�� � 		 ����� A� �
B������� �� %�  �  �#	 ������� �����	 ��++	�	�� ��	�� +	�	��� ,�	 ��������
A������ �, �	������	���� ��++	�	�� �� 
���
	0� ������� �	��	������	 ��++	�	��! -
��
����%
� +	�	�� ��� w�A,C�  �#
� ����,���� �, u�B,A� � v�C,A�! 12	�	�� �, $��! 3 	��
r�A��+	�	��� �����	

�	 �� ������� !4

Ǳ$�� r�n�, . . . , w�n� ���,
�%�.  �
� ���
$. +��
$ �
	6
	�� �$� ��	+� ��	� +	�
�	��	� ����	��$.7	�� ��� � n������ �� �����	

�� � �� �7�. ���� ���0	+$��!
8 		 r�9� : s�9� : u�9� : ;� r�<� : t�<� : w�<� : <� t�9� : v�9� : w�9� : s�<� : u�<� :
v�<� :�! 2�� n � & � 		 

r�n� : n=>(?k�s�k� = r�n� k��, u�n� : n=>(?k�v�k� = w�n� k��,
s�n� : n=>(?k�s�k� = t�n� k��, v�n� : n=>(?k�u�k� = w�n� k��,
t�n� : n=>(?k�u�k� = s�n� k��, w�n� : n=>(?k�u�k� = v�n� k��.

@�.+� ��	+$	� %� r�n� � s�n� � u�n�� s�n� � v�n� � r�n� � t�n� � w�n� +�� ��	� n� ��� 	
���� s�<n� : t�<n= 9� :�! �Ǳ���	+
		 ���� �%	��+
� �������!�

Ǳ$�� A�n� � A$
�0��� ���	+	��	 �� ������� � A�9� : ;� A�<n� : <n = <A�n��
A�<n = 9� : <n = 9 = A�n� = A�n= 9�� ��+� A�<n� : <n = A�n� 9� = A�n = 9� � �; ��� 9�
+�� ��	� n � <! Ǳ$�� C � ��
��
�� ����� %� ��� B � n � C

(� +�� %	
�� n � 		 w�n� � A�n� = Cn� 9�

((� +�� 
	%	
�� n � 		 u�n� � v�n� ��� � A�n� = Cn� 9!

�D� � +	����	��
��� �����	+���� +�� ��	� C � �

�
!� Ǳ� �
+$�0�� ���$%�	 � %� ��

���
�6	
�� �	�
� +�� ���	 n � B �� ��%	��	 ��+��+�7	�� k ���	�	 �n/<��9�! E� A�n�
����	�� 
�#
	� �0	
��� � �F�� 	��� T : & � r�n� � >(?�u�n�, v�n�, w�n��� ��� ����,� �
 � +���,���� %� A�n� � GK��n� � r�n� � A�n� =

�

�
n � 9! 1H+	�� ��
��
� �

�
 �#	 ���

$ 	
�6	
�!4

��� 1D�  	�+ ������,������ � ������  	 ��������� +�� ������ ��� � � 9FI< ��+$ ���
��	+����	
 
� �� ��,�$ 	 JKL M*NO MP>Q*R(S>!4

T���	
� U9 U< U& UB UV
; 9 ; ; ; ;
9 V B & < 9
< VV V; B9 <F 9V

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
n an bn cn dn en
n=9 Van=Bbn= Ban=Bbn= &an=&bn= <an=<bn= an=bn=

&cn=<dn=cn &cn=<dn=en &cn=<dn=en <cn=<dn=en cn=dn=en



����� ������ � �Ǳ	
������ ���

����� ����	�
 � ����� n �� ������ n�� � ���� ���������� �����������
�� ��
�� k�
���������	��  ������� �� ����� ���,� , . . . ,�!" ���������� ������������ �#, #, $,  , �"
���
	 k� ���������	� � �#, $, $,  , �" ���
��
� k� % � �$, $,  ,  , �"� k� % � � ,  ,  , �, �"�
k� % � ��, �, �, �, &" ���
��
� ��� k� � an� k� � bn� k� � cn� k� � dn� k� � en' ()��

�k�, . . . , k�" * �an, . . . , en"� +���
�� ����
���� ������ n � �', -������ .
��
��� ���

�
���
 �������
�� ������
�� ���������' /���� �����
�� ��
��
� k� � k� � k� � k� � k�
���
	 � ���, . . . ,�!" �� �0� k� � � � � � k� ���
	 � ���, . . . ,�#" �� �!� . . . � ���

 k� � �� ��
� � k� % � �� , . . . ,�0" �� ��� k� % � ��$, . . . ,�0" �� � � . . . 
 k� % � �0 �� �!'

��� �1�2��
� ������3��� 4' 5' Ǳ��������� �7' 8' 9:;<=>?@"'" Ǳ�������3
�� +��
�� j
����A���  ����������������� �� ����� ����� τj ' Ǳ� ����2�	 ����� C�τ � +��
��	 �����

���� �����B ����������������� τ � ��� C +�
�
� �� ��C��� ��������	 �����
 ���'
��+��� !'#'D"' 5������������ �τ�� � � � � � �τN � * E�N F?GT N"'

���

��� 5
����� T HIJ?H����� 
���� T HIJ?H���������� ������  ������	 ��� ���� ���	� 
��H
BA
� 
� ������������

i

k

A ,

j

s

A 
�


j

A ,

l

t

A 
�


l

A ,

��� ���������� 
���
 ����� A 
 ��������� i < j < k < l < s' K�.��������� �����
������
��� ��������� A� �������
�� �����
�� �� ��������� ������ A �� ��+���
�
������H�
�� ����� A'

��� L M��� ����� ����� �����	 ������� IJ?N

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12 13

14

15

16 17

18

19

2021 22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

A A

A

A

A

A

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B B

C

C

C

C

C

C

C C

CC

C C

C

C

A

A

A

A

A

A A

AAA

A

A

A

A

A

A

A

A

A

AB

B

BB

B

B

B

B

B

C

C

C

C C

A

'



��� ������ � �Ǳ	
������ �����

��� ��� ������	��
��� �
 
����� ��������
��	 � �	�� ������� ����������� ���
������
��
���� ������� ���� �������	�� ����	��� �������

A
��

B C D

A

�
 ��������� �	��	�������� 	��� 
��� A� B� C� D� ��� ��� �������	 �������� ��
������ 	 ���� �� ����� �� ������ !"#$ 	
	 #"#$ �� �������� ���
	%	� � ���������
�������

&�����
	���� '�� ��
��	� � ����	��� ��������� ����
	( ���	� ���� ����� )y�k��� �*

y�k� 	
	 k * m+ 	 y
�k�
j * �,� 	���� y

�k�
j - � � �- y

���
j - y

���
j * .�

��� )/+ Ǳ���� v� � v� � � � � � vT 1 2��������3 ����	

),, . . . , ,,�,+vT ),, . . . , ,,�,, .+vT−� . . . ),,�,, ., . . . , .+v� ,

������ ������4��� C)v+ � v� )5+ 6%��	���� ��� ��� C)v+k � C)w+k ��	 ���� k� )7+ 8�
	
v ��
�%��� �� q ����	�� �� 	���� u � u��� � � � � � u�q� * v �
 ���������� ��	�	%����
������� u 	 ��������� ����	� '
������� u���� . . . � &
�������
���� u��� � C)u+� u��� �
C�C)u+�� . . . � v � C �q�)u+ 	 v�-� � �-vT ����9� 	
	 ����� ����� '
������� C �q�)u+1 ���
�����
����	����� ��	 ��������� �
	�		� :��� ������� ����4��� ����
���� ���� ;�<�=><1 �
����
��	�� ����	� 2����	3� ��� ��� ������
��� ������ �� 	����� ����	�	����� �	�����
�����	%�����  ������	�?

��� Ǳ���� y�m� . . . y�l��� ����� ����	��� ������ �������	� w � v� 8�
	 y
�i�
j * �,� y

�i���
j * .�

. . . � y
�k���
j * . 	 y

�k�
j * �, �
 ���������� k < i � ,� �� ����� �����	�� y�k� ����� y�i�

	 y�i���� Ǳ������� '�� ����� 	�� ���� ��� )�,+ �� ���� ���
� �� �� ������ ������	�	�

������ ��
	 y
�i�
j * . 	 y

�i���
j �* .� ����� ��
��	�� y

�i�
j � ,1 � ��� � ��� ��� ��� ���
� �

����� ������� 	� -,� �� �������	 �
����� �,� � �� �	�	 @ .� ���	� �������� ����	�
������ �������	� w� � v �
 ���������� w� � w� ���������� Ǳ��
� �����������	 ���
� ��
'�� ����	 ��	�	���� �	� ),, . . . , ,,�,+aT . . . ),,�,, ., . . . , .+a�)�,, ., . . . , .+a�� Ǳ��
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����
T � k 
��� 	���
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.��	 �/��0�� ��� T � & 	 q � , ��	��	� � 	�	��"�' �	��� 1�0 ����/�� �/�����	2
�������
 ��	��	! � ��0���	���"�'	 	���3��	�	 � ��� ���4� �����5�� �� �#, �, $, $�
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��� ,-���������. /�������� s � �0 � ���� �� � &	 ����� ���������� ���"�%1� 
������� "� ��� ���! ��� l 2 3� /�������� s� � ��l � 0, q� � ��������� q� � r�

������ ��"����! ����! ��� ��l � 0, q�� 2 �0 � ��l � 0, r�� 2 �	� 45� �������
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������� l! � ��������� ����� � ������� �$� 4��� ��
�7� -��� ���������
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="��� � ���� �$����� ��
�� �1� "��������! ����� ����� �AA������� ����������
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�� l � i � u
��� �����%���� +�(� ,��

�� �-� .� /��� ��(����� �*������	 ��� l 0 u � � � K > Ku� �1� )�� 2����� ���
���������� � ��3��*� K �� 3���� �*���������	 ��� l 0 u � K < Ku�

�� 4�� ��(����� 5��6 ��� N 0 �� Ǳ�� ����+��� ����+���� ������ ��(����� �!����	��
� ������� �N 7 ��/� ��������"� � ��������� ���
�� ������� 
���� ��������" �������	��
N/� 7 � � �/�N 7 ���

�� 4�� ���%�� 3!�� �����
�!" ����� � N 0 ��8� �������������� ��(����� ������� ,
����� ����� ��9u�

�� :������ ����	 ��3��! ���(����! 5��;� �������	�� �.8�N79.���N <=> ��/?N � �����
�3����� ��� �����%��� ���(����� , ��(�� � ������ ��(��� ��(�� N � ??� �Ǳ��(����� @
����(�!���� ��� N � ����

�� �-� 2����������� ���� �1� Ǳ����
���	 � ���3��A � ��(������ B ����#��	 ���������&
�!��� � ������ ��(����� 3���� ��3������ �� ������ ���� ��� ��
����� N ��#
� K� 0 ��
� KN�� 0 7� 3���� �������������� � ��3��*��

�� �-� N� C�������� ������� ��� �� �����*��� ������� 
�� ��� ����� N �� N 7 � ���&
��
������	 ����� ���� � �����'���" δ� � ��� �� ��D8��� 99?� ��%�� ��"�� �3�3'����
���(� �����%����	�� �1� E������� 0

�
j δj 0 N � ������� 0 �δ� �

�
j δj 0 N <=> ��
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��� ���� ���	 
��������	 � ������ ����������� M � �� ������� ��� N �M ����� ���
Fk�� � �� ����� ������� ���������� i � Fk �M �� ���� �� � �������� � ������ ���� � 
!"��� i � �� �� ��#�$�� � ���� ��%� &����� #������� '���� ������(�	 ������ )�#� �
������ *�'������+ ���� #�
������ ������ ��#���� �#������	 K > KFk � ���������� i �
i �M � ��#�$�� � ���� �� ,����� ��� �#����-��� #�'������ ��� �'.���/� 0�� ��
���	��
�
'�-��� ������������.1 
��#�� �#����� #�'��. �� ����#����� (�����

��� 2������ �
�. ��	��	��	 �� �#���	1 �� �k/ � �� k��3 #�
��(� ��-�� 4���� �������
�#��.���� �����(� ��	 ���1 k� �#��� k 5 �, . . . , ��

��� 6�#��� *�'������ ��#	��� k� ���'#�-����� 
�#������ ,��� ��� ����� � �#���� �����7
#���	 ���	��	 �������/� �������� !������������� �����������% �
 #�
����  ��� �#��7
�����	�� ��'�$ ����#���� #�
���-���	 �#������ �� k7$ ���	( ����������� ,���� ������
������� ��#1��$ �
�� ����#���./�

��� Ǳ���� ����� ���� #���� k � A,n/3 ����� A,Fj/ 5 j � A,Fj � m/ 5 � � A,m/ �#�
� < m < Fj���

��� 9�����.$ �����+ Ak 5 �� Ck 5 ��kFk�� � ,k� �/Fk�/:,Fk��� �/� �� C�k 5 Ck��,Fk �
�//,Fk�� � �/� ;������.$ �����+ A�

k 5 Fk/Fk��� C
�

k 5 ��kFk�� � ,k � �/Fk//:Fk��� C�
�

k 5
C�

k��Fk/Fk�� � Fk��/Fk��� C 5 C � C�� ,<�� ���-� ��#� �� �=>� �/

�	� ,?/ b 5 p�pq�q� ,@/ 2 �#��������� #����-������ �� ������$ ��#�� ��� ���'���
Ǳ�#��	 ������� � ���� ��� ������� �� 	��	���	 ����$��$ A���(��$ � ��� ����
	 �#����
!��#���	��%� 2 ����� ����� � ��#�	������ p ������� pN 4��������� � ��#�	������ q
�1 '���� qN� ��� ��� �������������� �-������ �������	�� ,p� � q�/N 3 ��������������
�����.$ ���-����� #���� �/,p� � q�/� B���#�� ����� �. �.	������ ��� ����� k ���#�(�$
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 ��� ��� ���� ������� �� �������� ������

��� ���� �� ������
 �������� ��� ���	� �� � !"
 #� $%&'
 &() *� #+('
 ���� �� ����,�

--.�--/0 1� *� 12(( %
 3� 4� 526 !7
 &() 8� #� 1 2!6 
 ���	 
����	���	 �� ���,.�
 ���-90
1� 32:;<&!)
 ��
�� 
����� ������ �� ���,��
 ��-��,-0 �������� �� ������
 ����999� =�>
�������� �������?��O�"26 "26N�� @�A������B��C��� D�E�A������� ����������? F� G�A>
���H� �1� I&!7&6"'&� � J� K�A����L��� �M� N&!&7'O<&(� P�������� 	�� �	��� ��
 , ������

���/9Q E�������
 ��� �A���� ����� �CA�R���S � ��C��T� ����H C����� � "6 "6N 
 E��� �����
.�� EA� ��U����� E������ ǱA� N W 9��
 ��EA���A
 �? ��U��S��X� U�E�B��X� E�����
�A�CU���? ����� /�9� �CA�R���S
 � �� �A��? ��� �? ��U����X� Y ����� -�.-�

��� ǱA� � ���U�� ��� �EA���
 EA� < Y �����0 E� ����	���� U��� i 
 ��� ���U��
�� ���
 ��E���?���? Ki � K < Ki�� � E�����?? EA���A�� E���	�� U�E�B����H EA�����>
��X� E������ �Z ��C��T� ��	�� EA��U��������H ���� K� W ����

Z ��X�A���� [ ��	�� C��H ������� B�X [9
 �� ����A�� ��	�� E�A�L���H � B�XU [/

���� ��E���?���? U������ K W Ki� K� B�X� [� � ��U���
 ���� ������j� W .
 U���������
i� i� � � E�A�S��� � B�XU [-� K� B�X� [/
 ���� ������j� W .
 ���	� E�A�L���� � B�XU
[-
 ����A�S ��	�� ��X�?��H ���U�R�� �CA����\ ]ǱA� K W Ki ��X�A��� ����AB����?
U�E�B��
 � EA������� ��U��� ��X�A��� ����AB����? ��U���� �̂ �_���� ��������� ��	��
U���A��H EA�XA���U [ ���H�� EA� N > 9��0 �A���� �A��? E����� EA� �������� ��������S
]U���HB����?^ � �,.- "6N � ��u � �, "6N ` ��u��

��� a���� ��XU� A��E���X��H�? ����� �CA����
 ��� ������� CU�� U���������� i � �

����� Y i � 9i ��� 9i ` � � ����������� �� ��X�
 K < Ki ��� K > Ki� ǱA� i > N E����
��U����� K�EA���A
 EA� N W �9 A��E���	���� �����S ��	�� C��H ���U�R��\

K� < K� < K� < K� < K�� < K	 < K�� < K� < K�� < K� < K
 < K�.

ZA��? A�C��� ����S EA�XA���� �� �	
>���EH���A� EA���A�� A���� � "6N ����T��� _�>
��� �CA����
 D�� EA�XA���� A�C����� C���A�� EA�XA���� [
 ����� �? �����H��S U���>
����� ��C��T� �A�CU���? ��������? ��? �AU� � ���CA������H������

��� �&� Ǳ�����H�U a� W � � b�
 a� W 9a� � b�
 a� W 9a� � b� � �� �
 ����� A�z� ` B�z� W
� ` 9zA�z�� K�����H�� b�A�U�
 EA�������L � A����� 9���/�-
 ��	�� ������� �� D��X�
������B���?
 A������A���? A���
 B���
 B� �

�
�
 A���� � B����� ǱA� ��E��H������� �UL

E�A������L �? ��X�
 ���C� �������H B�X� ����� �� B�X�� �EA���
 E��U��� C���� �CR�S
A��U�H��� A�x, y� ` B�x, y� W � ` �x ` y�A�x, y�
 EA������?�R�S ��C�S ������S ��U��S
b�A�U��
 �EA�������S �? t>�A��L �A��H�� ���� 5� I� c&!d
 ��� ������	
���� 	
��

������
 9���,��

�e� +&! �g� W ��N ` ��/N� +&! �h�� ��N ` ��/N��O &(�h�� ` 9�

��� F�A��� �? �A�L��������X� ���X�b����X� ���?��?
 ����������U�R�� A��EA�������
� ��E�������� UA����� k
 ���H �A��� f�C������ E�A?�� k ` �0 ��� ���H�� E����?�H
EA��U� � ���U� ������ �Ǳ�A�A��US�� �A��� �� A��� �� �� A����� -�/�/
 E����?� �������
����� � EA���� E��A��H? A � C� ǱA� D��� ��	�� E��U���H�? �����X A��� ,��

��� Ǳ�����H�U ��	�� UE�A?����H ������ ����� �CA����
 ��� Ki� < Ki� < � � � < Kik 

�����	�� ������U� k ` � ��L��� �� 9k� _���� �CA����
 E���� ��	�� C��H �E���� �
E���RH� �A��� � U�����
 �� ����A�L ��L��� �� C���� �k`�� �����S� a��������� ��E���S

����A�� ��XU� C��H ��S��� ��m>� B�X�
 Y �� C���� k�k`��m��� ���������H��
 �A����
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�	�� ����� N ���������� ��������	 ����������
����	� �k��, k�k� ����, k�k� �����, . . .�� ��������� �� N��� Ǳ
� N � �k� ��n� � �
�����
��������	� �
�	���� � ��k � ��n � ����

�n
m��

k�k � ��m��m > n� �/k�

���  �������� �	
���� � ��	��������������� � ���������� !"#$%&"#'()�*"#+,-'.%/()"0%1'2
31"((% ��4�5�� *6� 78 9�
�9������� 	 :$+%;( �������	 ��������� ����� �<(16= >/'-%,('#%#(�
?6,1"2%#� �4@@�� �@�A��5B� �"� Tn ����� Fn�� �Fn�� C F�n/Fn ������	� �D�� ��� ��EF	�����
����� G����� Ln C φn � �φ n�� �0� H������ I������ ��� T��T��x�� C T��x�� � 9��������J
Tm�Tn�x�� C Tm�n���x� 9
� m C � ��� n C �� Ǳ� �����K�� 9� n 
�E������ �9
�	����	 9
�
m C 58 ��9
���
� T��T��x�� C T��T��x��T��x�� C T��T��T��x���T��T��x��� C T��T��T��x��� C
T��x�� L �� 9�������� ��I� ������� ��9���E�	��� �����K�M 9� m�

��� Ǳ���� K� C �� � KN�� C KN�� C �� N������ 9
�	���� O���
�F 9���� ��
�������	� K� < K� < � � � 8 ��� 9��
�O��� �������� �12N� �
�	����� P��� 9���� ���������
9
� ���� �9
����J���J ����
	�� K�j�� < K < K�j 8 K �������	���� ���� �j C N � �� Q
9
���	��� ������ O���
�F 9���� ��J K�j�� �9
������ i� ������ ��� K�i�� < K�j�� < K�i�
R�9�
� ����� OF�� �	� ������ S ��O� K C K�i��� ��O� K �������	���� �N�� ������ �����

���� �� ��477�� T@��

��� Ǳ���� n C �N/U�� V�����J � K� < K� < � � � < KN � ����� 
��9������� K�� K��
. . . � K�n�� 	 �MO�� �
�O����� 9�
J���� 9����J	 �� ������� � �MO� 9�
������	�� �E
K�n��� K�n��� . . . �K�n��8 ����� 
��9�������� ���	���	�
J�� ����	�J� 9
��F��W�I� �9
���
����J� R�9�
� 9���� K� < K� < � � � < K�t��

�� S I
���KF ����� 	���� 	�E����F�� t�
O���	F�� �������� Q���	�� K�t��

��� K�t����� . . . � K�t����m�� ����� ���� X����������Y
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�
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	 (	��� �("	$��#�� �� ���"	�	���
�$	������ � %���)#* �����
	���+� ��� �$��
	���+�
%�$�
��	 $ C�

��� ,���# ���!�� $��	$��# ��$ � �(�� $ �
	��** ���$	 %�(�-�* %��	(	���+� ��
�$	.
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���	�� ��/0� ���1� �2�/3� 45�675�� � 8� 9� :$�"�� �;� <� =>�?��� 
	(
	"��	�� 	�+�
���
$��	$��� ����
 � �
�"��� O��@AN� �	+�$ B���� �� �CDED�� FGHIFCJK�

��� L�+�
��� M $ %������ (	�	��� (	 N �@AN �	+�$ ���� �%
� F�N �%��	�� � �	��� 	�/
+�
��� ��(�	�� �	��� !� ��
�$� (	 O�N� �	+�$ %
� %���)� ����
����� ���
	��$���
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���
��$��+� �����	� O ��%��#(��� �
� $�%���+	���#� 1 �%���	.

��, . . . , �l �"��	
� � �������� ����
 � �%
	$���� 
���
�����N

��, . . . , �l ��%���� ��	(	����� �	 �� ��$��� � �(� �N
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�+
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��� BǱ
����!�����K W��� k > l ����� ��� �� !� �	���� � Q T�� ���	��$��# l � l R C�
�k � C� �k � �� �k�� � T � $�
���#�� � �	+� XJ� & %
���$��� ����	� ���	��$��#
�k � C��k� (	�����# �� �k� �� �k�� � �$������# k �	 C� W��� ��%�
# �k�� Q G�
%�$��
��# '��� �	+�

��� B����	���	-���K U��	��$��# ����	
�� � �k� ����	
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�� � G� �k � � �
$�
���#�� � �	+� XJ�

�	� BP	$�
������K U��	��$��# ����	
�k� � �k� ����	
�k� � �k��� 
�k� � C � �k��

��� C � k � l� L�+�
��� (	$�
��� ��l ��	( $	�� �	 ��
��# ������+� ��
�$	��

Y	+ XZ $ %�������� JN �ν�N� 
	(� +�� ν�N� [ ����� �����- $ �$������ %
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ИСКУССТВО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ
ТОМ 4, А. КОМБИНАТОРНЫЕ АЛГОРИТМЫ
Часть 1

В этом томе рассматриваются 
методы, позволяющие 
компьютерам эффективно 
работать с задачами 
гигантского размера. 
Рассматриваемый материал 
начинается с булевых функций 
и технологий и трюков работы 
с битами, затем всесторонне 
рассматривается генерация 
всех кортежей и перестановок, 
всех сочетаний и разбиений, 
и всех деревьев.
Комбинаторный поиск — 
богатая и важная тема, 
и Кнут приводит слишком 
много нового, интересного 
и полезного материала, чтобы 
его можно было разместить 
в одном или двух (а может 
быть, даже в трех) томах. Одна 
эта книга включает около 
1500 упражнений с ответами 
для самостоятельной 
работы, а также сотни 
полезных фактов, которые 
вы не найдете ни в каких 
других публикациях. Том 4А 
определенно должен занять 
свое место на полке рядом 
с первыми тремя томами 
этой классической работы 
в библиотеке каждого 
серьезного программиста.

Искусство 
программирования
ТОМ 4, А

Комбинаторные алгоритмы
Часть 1

КЛАССИЧЕСКИЙ ТРУД
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ИСКУССТВО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
ТОМ 1. ОСНОВНЫЕ АЛГОРИТМЫ
3-е издание

В первом томе представлено 
полное введение в теорию 
получисленных алгоритмов, 
причем случайным числам 
и арифметике посвящены 
отдельные главы. В книге 
даны основы теории 
получисленных алгоритмов, 
а также их основные примеры. 
Тем самым установлено 
прочное связующее звено 
между компьютерным 
программированием 
и численным анализом. 
Особого упоминания 
заслуживает предложенная 
Кнутом в этом третьем 
издании новая трактовка 
генераторов случайных чисел, 
а также рассмотрение способов 
вычислений с помощью 
формальных степенных рядов.

Искусство 
программирования
ТОМ 1

Основные алгоритмы 
Третье издание

КЛАССИЧЕСКИЙ ТРУД 
ИСПРАВЛЕННОЕ И ДОПОЛНЕННОЕ ИЗДАНИЕ

ДОНАЛЬД Э. КНУТ

Дональд Э. Кнут

www.williamspublishing.com

в продажеISBN 978-5-8459-1984-7



ТОМ 1. ОСНОВНЫЕ АЛГОРИТМЫ.

Третье издание, ISBN 978-5-8459-1984-7
Первый том серии книг Искусство программирования 
начинается с описания основных понятий и методов 
программирования. Затем автор переходит 
к рассмотрению информационных структур — 
представлению информации внутри компьютера, 
структурных связей между элементами данных 
и способам эффективной работы с ними. Для методов 
имитации, символьных вычислений, числовых 
методов, методов разработки программного 
обеспечения даны примеры элементарных 
приложений.

ТОМ 2. ПОЛУЧИСЛЕННЫЕ АЛГОРИТМЫ

Третье издание, ISBN 978-5-8459-0081-4
Во втором томе представлено полное введение 
в теорию получисленных алгоритмов, причем 
случайным числам и арифметике посвящены 
отдельные главы. В книге даны основы теории 
получисленных алгоритмов, а также их основные 
примеры. Тем самым установлено прочное связующее 
звено между компьютерным программированием 
и численным анализом.

ТОМ 3. СОРТИРОВКА И ПОИСК

Второе издание, ISBN 978-5-8459-0082-1
Во втором издании третьего тома содержится 
исчерпывающий обзор классических алгоритмов 
сортировки и поиска. Представленная в нем 
информация дополняет приведенное в первом томе 
обсуждение структур данных. Автор рассматривает 
принципы построения больших и малых баз данных, 
а также внутренней и внешней памяти.

ТОМ 4, А. КОМБИНАТОРНЫЕ АЛГОРИТМЫ
часть 1, ISBN 978-5-8459-1980-9
В этом томе рассматриваются методы, 
позволяющие компьютерам эффективно работать 
с задачами гигантского размера. Рассматриваемый 
материал начинается с булевых функций 
и технологий и трюков работы с битами, затем 
всесторонне рассматривается генерация всех 
кортежей и перестановок, всех сочетаний 
и разбиений, и всех деревьев.

Этот многотомный труд широко известен как полное изложение классической 
компьютерной науки. В течение десятилетий первые три тома служили бесценным 
источником информации по теории и практике программирования для студентов, 
теоретиков и практиков.

Это руководство по всем основным алгоритмам и труд, который научил 
многих современных разработчиков программного обеспечения практически 
всему, что они знают о компьютерном программировании.
— Byte, сентябрь 1995

Многочисленные читатели говорили о глубоком влиянии книг Кнута на их 
личность. Ученые восхищались красотой и изяществом его анализа, в то время как 
рядовые программисты успешно применяли его “кулинарные” рецепты при 
решении ежедневных задач. Все восторгались широтой кругозора, ясностью 
мысли, точностью и тонким юмором, которые они находили в книгах Кнута.

Я даже не могу выразить, сколько приятных часов изучения и отдыха 
доставили мне эти книги! Я углублялся в них во время поездок в автомобиле,
в ресторанах, на работе, дома… и даже во время игры Малой Лиги, в которой 
не участвовал мой сын.
— Чарльз Лонг (Charles Long)

Хотя эти книги предназначены, главным образом, для того, чтобы использоваться
в качестве справочника, их, тем не менее, можно с интересом читать от начала до 
конца. Один программист из Китая даже сравнивал это с чтением поэмы.

Если вы считаете себя действительно хорошим программистом…, прочитайте 
“Искусство программирования” [Кнута]… Если вы сможете прочесть весь этот 
труд, то вам определенно следует отправить мне резюме.
— Билл Гейтс (Bill Gates)

Если вам необходимо заниматься серьезным компьютерным программированием, 
то, какой бы ни была ваша квалификация, приобретите все тома данной серии для 
домашней или рабочей библиотеки, чтобы они всегда были под рукой.

Всегда приятно столкнуться с такой сложной задачей, для решения которой 
требуется достать с полки книги Кнута. Я обнаружил, что просто открытый том 
уже действует на компьютеры устрашающе.
— Джонатан Левентол (Jonathan Laventhol)

Впервые более чем за 20 лет Кнут исправил все три книги, чтобы отразить в них 
последние разработки. Исправления коснулись, главным образом, тех областей,
в которых со времени публикации предыдущих изданий научные усилия
сосредоточились на задачах, которые были затем решены или постановка которых 
изменилась. Чтобы поддержать репутацию этих книг как авторитетного источника 
достоверной информации, там, где это необходимо, были пересмотрены и 
дополнены все исторические сведения о предыдущих работах в данной области. 
Чтобы поддержать репутацию автора, выполняющего кропотливую работу по 
совершенствованию своего труда, были исправлены все немногочисленные 
технические ошибки, найденные наблюдательными и требовательными 
читателями, а также добавлены сотни новых упражнений, ставящих новые 
сложные и интересные задачи.

Информатика/Программирование

Искусство программирования
ДОНАЛЬД Э. КНУТ

Дональд Э. Кнут — автор всемирно известной серии книг, 
посвященной основным алгоритмам и методам вычислительной 
математики, а также создатель настольных издательских систем 
TEX и METAFONT, предназначенных для верстки физико-
математической литературы. Его перу принадлежат 26 книг 
и более 160 статей. Дональд Кнут является почетным 
профессором Станфордского университета в области 
программирования и вычислительной математики. В настоящее 
время он полностью занят написанием новых книг серии 
Искусство программирования. Работу над первым томом он 
начал еще в 1962 году, сразу после окончания Калифорнийского 

технологического института (California Institute of Technology).

Профессор Кнут удостоен многочисленных премий и наград, среди которых можно 
отметить ACM Turing Award, Medal of Science президента Картера и ASM Steele Prize за 
серию научно-популярных статей. В ноябре 1996 года Дональд Кнут был удостоен 
престижной награды Kyoto Prize в области передовых технологий.

Он проживает в городке Станфордского университета со своей женой Джилл.
Дополнительная информация об этой книге и будущих томах серии имеется на 
персональной странице Кнута по адресу www-cs-faculty.stanford.edu/~knuth.
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