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Chapitre 1

Notations et définitions usuelles

A A B note la conjonction logiqued A B si et seulement si et B.
AV B note la disjonction logiqued Vv B si et seulement sil ou B.
A — B signifie queA implique B.
A <= B signifie queA et B sont logiguement équivalents, c’est & dire que si on a
A, on a nécessairement
Une relation su®y est un sous-ensemble dex E.
x € A signifie quex est un élément de 'ensemhle
A C B signifie que I'ensemblél est inclus dans (éventuellement égalz)
Une suite est ditpresque nullesi elle est nulle sauf pour un nombre fini de valeurs de
lindex.
Une relationR est diteréflexive si pour toutr xR x.
Une relationR est ditesymétrique si pour toutr et touty xRy si et seulement giRx.
Une relationR est diteantisymétrique si pour toutz et touty zRy A yRx — x = y.
Une relationR est ditetransitive si pour toutz, touty et toutz, xRy A yRz — xR z.
Une relatioriR est unaelation d’équivalencesi elle est réflexive, symétrique et tran-
sitive.
Une relationR (z, i) est ungonction R est telle que pour tout il existe au plus uny
tel queR(z, y). C'est uneapplication de A dansB si elle est incluse dand x B et si
pour toutz il existe un et un sey dansB tel queR(x,y).
Etant donnée une relation d’équivaler@esur E, la classe d’équivalencaelex € E
est 'ensemble deg tels quexRy. Lensemble des classes d’équivalence réalise une
partition deFE.
Etant donné un ordre, on appefiegmentd’extrémitésu etb 'ensemble deg tels que
a<z<bvb<z<a.
On notelimin fr,— ooy la valeursup, — 4 oo in fr>n ey,
On note de MEMEMSUP,— 400Xy 1A Valeurin fy, 1 oo SUpg>nn.
Etant donnés deux ensemblEset F' avecE C F on notexg ou 1g et on appelle
fonction caractéristique de E la fonction qui ar dansF' associel siz € E et0
sinon.
On définit; ; pard; ; = 1sii = j et0 sinon. Cette notation est appeféaction delta
de Kronecker.
On appellesupport d’'une fonction I'adhérence de I'ensemble detels quef (z) # 0.
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signifie "Attention !"

signifie "Application" (sert a convaincre du fait (réel!) que les mathématiques
servent a quelque chose!)

signifie "Pour y voir plus clair".
signifie "Remarque".
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Chapitre 2

Ensembles ordonnés

Définition 1 Soit £ un ensemble. Uardre (partiel) sur E est une relation<
telle que pour toutz, y, 2) € E? :

ex <<z

e(z<yAy<z)—z=y

e(r<yny<z)—z<z

Ces trois propriétés sont respectivementréflexivité, la symétrie et la
transitivité .

E équipé d'un tel ordre est appelé «ensemble partiellement ordonné».

Un ordre< donne naissance a une relation d’'inégalité strctear :x < y <
(x<ynz#y.

On définit aussi :
er>y < y<zw
e Ly < ~(z=<y)
ez |y < x<LyAy £ x(zetynesontpas comparables)

Soit F' un sous-ensemble d&, E étant muni d'un ordre partiel z ; on définit
l'ordre partiel<pg induit surF parz <py <= z <gy.

Définition 2 Un ensembldé’ muni d’un ordre partielE’ est dittotalement or-
donnési et seulement 8i(z, y) € E%r < y Vy < 2. Un ensemble totalement
ordonné est aussi appelé uokaine Un ensemble tel que < y — x = y est
appelé unantichaine

Définition 3 Une chaineC' est dite maximale si et seulement si quel que soit
I'élémentzx, 'ensemble”’ U {z} n'est pas une chaine.
Une antichaine” est dite maximale si et seulement si quel que soit I'élément
x, 'ensembleC’ U {«} n'est pas une antichaine.
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On noten la chain€g0, n[.
Dans la suite du textg désigne une relation d’ordre partiel.

Définition 4 Etant donné<, on définit larelation de couverture < parz < y
(y couvrex ou z est couvert paw) si et seulement st < y AVz(z < 2 <
y — z = ). Ceci signifie qu'il n'y a pas de tel quez < y < z.

Si F est fini, la relation de couverture détermine la relation d’ordre partiel (et réci-
proquement).

Définition 5 On définit maintenant Idiagramme de Hassgour un ensemble
fini partiellement ordonné. A chaque élémenttien associe un point du plarn
et on trace une ligne de ay siz < y. On veille a ce que ces lignes n’inter
sectent pas les autres points, et on veille a ce que y implique que l'or-
donnée du point associéasoit inférieure a I'ordonnée du point associé|a

Y.

Définition 6 Une applicationp : £ — F est dite :

e monotonesixz < y — ¢(z) < ¢(y).

e unmorphismesiz <y < ¢(z) < é(y).

e unisomorphisme d’ordre si c’est un morphisme bijectif.

Quandg¢ est un morphisme, on éciit: £ — F.
Quandg est un isomorphisme on éciit = F'; FE et F' sontisomorphes.

Proposition 7 Soit¢ bijective deF dansF : alors les trois énoncés suivants
sont équivalents :

e ¢ est un isomorphisme d’ordre

e r < y dansF si et seulement gi(x) < ¢(y) dansF
e r < y dans P si et seulementgiz) < ¢(y)

Deux ensembles finis ordonnés sont isomorphes si et seulement si ils ont un dia-
gramme de Hasse commun.

Définition 8 Ledual d’'un ensemble ordonné est le méme ensemble mais muni
de l'ordre <° tel quex <° y si et seulement $j < . Le dual d’'un énoncé
et 'énoncéy® obtenu en remplagant par > et réciproquement.

Un énoncé est vrai pour tous les ensembles ordonnés si et seulement|si son
dual est vrai pour tous les ensembles ordonées.
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Définition 9 Soit F' sous-ensemble dé tel queF' C F, avecE ordonné.F

est unidéal d’ordre si et seulementsi € FAy <z — y € F. Festun
filtre d’ordre sietseulementgic € FAz <y) -y € F.

F est un filtre d’ordre si et seulement si le complémentairég-dest un idéal
d’ordre.

On définit| F' par 'ensemble des tel que pour un certaigp dansF on ax < y.
Par définition| = est égal & z. | F se lit «section initiale engendrée pae.
On définitT F par 'ensemble des tel que pour un certaip dansF on ay < z. Par
définitionT = est égal & z. T F se lit «section initiale engendrée pas.
| F estdonc le plus petitidéal d'ordre conten&hiet] F est le plus petit filtre d’ordre
contenant'.
On noteO(FE) I'ensemble des idéaux d'ordre de I'ensemble ordofhéil est lui-
méme ordonné.

Les trois énoncés suivants sont équivalents :
ex <y

elzCly
o (VFeO([E)yec F—-zxzeF

Définition 10 x estmaximal si et seulementsi <y —xz =1y

2 est lemaximum de F si et seulement si pour toyton ay < z. On écrit
T = maxQ.

Les notions deminimal et d’élément minimum sont définies de maniéne
duale, en renversant I'ordre.

L'élément maximum d’'un ensemble est généralementhoét I'élément mi-
nimum est généralement naté

Lorsque I'ensemble est fini, 'ensemble des éléments maximaux et 'ensemble des
éléments minimaux sont des anti-chaines maximales.
Lorsqu’une chaingz; < x2 < ... < x,} est maximale, alorgi z; < x;.

Définition 11 On appelle généralement :

e graphe de la relationle graphe dans lequel on supprime les réflexivités.
e graphe de compatibilité'ensemble deéz, y) aveca comparable &.

e graphe de Hassdne pas confondre avec diagramme de Hasse) I'ensemble
des(z,y) tels quexr < y.

e graphe de couverturel’ensemble des, y tels quer < y ouy < .

On note dans la suit&, I'ensemble ordonné constitué de I'ensembleauquel
on ajoute une constante inférieure a tous les éléments de S'il y avait une relation
d’ordre surE, larelation sutz; contient cette relation. S'il n’y en avait pas, on obtient
ce que I'on appelle un ordre plat.
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Définition 12 L’union disjointe EUF de deux ensembles ordonnés disjoints
E etF estl'ensemble uniondB et F avecr <ppy < (z <gyVzx <p
Y).

La somme linéaire E @ F' de deux ensembles ordonnés disjoifitet F' est
'ensemble réunion d& et F' muni de la relationz <ggr <— (z <pg
yVe<pyV(xe EAnyeF)).

On noteP @&, Q la somme séparéele P etQ, égale a(PUQ) .

On noteP &, @ la somme coalescentde P et (), obtenue en considérar
PUQ et en identifiant les deux éléments
Le produit de Py, ..., P, est défini sur 'ensemble produit cartésien par
(@1, s %) <Py xPyx..xPrn (Y10 Yn) == Viz; <p, y;.

—

Soit X = {1,2,...,n}, et soit¢ : P(X) — {0,1}" défini parp(A4) = (e1,...,€n)
avece; = 1sii € A ete; = 0 sinon. Alorsg est un isomorphisme d’ordre.

L'ensembleY X des applications d’un ensemhlé vers un ensemble ordonié
sont naturellement ordonnées paxK g < Vz f(z) < g(z). Si X est lui-méme
ordonné, on peut considérer simplement I'ensemble des applications monotones, que
I'on noteY <X>,
On peut aussi considérer des fonctions au lieu de considérer des applications ; on consi-
dére alors qug < g si et seulement si pour tout élémentiu domaine de définition
defonaf(z) < g(x).
Pour ordonner I'ensemble des fonctionsXlelansY on ajoute un élément dansy’
inférieur a tous les éléments, et en remplagant une fonction par I'application qui lui est
égale sur son domaine de définition et qui est égdleea dehors de ce domaine. Cette
fonction qui a une fonction d& dansY associe une application dé dansY, estun
isomorphisme d’ordre.
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Chapitre 3

Graphes

On s’intéresse ici au cas le plus général d’un ensembiauni d’une relation bi-
naireU. (X, U) est un graphe orienté.

On notel'* (x) 'ensemble deg tels que(z,y) € U ; on I'appelle ensemble des
successeurslex.
On notel'~ (z) 'ensemble deg tels que(y, z) € U ; on I'appelle ensemble dgsé-
décesseurslez.
On noted ™ (z) = [T (z)| le degré sortantoudegré externedez.
On noted— (x) = |I'~ (z)| le degré entrantoudegré internedex.
Sid~ (z) = 0 x est appelé unsource
Sid*t(z) = 0 = est appelé upuits.

Théoréeme 13 SoitG = (X, U) un graphe orienté finiG est sans circuit si e
seulement si les deux énoncés suivants sont verifiés :

edzeXd (x)=0

eVr € X d () =0== G\ {z} est sans circuit.

Théoreme 14 SoitG = (X, U) un graphe orienté finiG est sans circuit si
et seulement si il existe une permutation, z», ..., z,) des sommets tels qye
d51 (xz) =0ou G; = G[{T“ ...,xn}].

Ci-dessous un algorithme déterminant si oui ou non un graphe est sans circuit ou
non.
Le codage machine employé consiste en une liste de successeurs pour chaque sommet.

Procédure sans-circuit{
Début : Pour tout € X faire
d=(z)=0
Pour toutr € X faire
Pour touty € I'*(z) faire
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d~(y) —d (y) +1
Source— ()
Nbsommets— 0
Pour toutz € X faire
Sid~ (z) = 0 alors Source— SourceJ{x}.
Tant que Source* () faire
x « choix(Source)
Source— Source privé déx}
Nbsommets— Nbsommetst1
Pour chaque successeude x faire
d~(y) —d (y) -1
Sid~(y) = 0 alors
Source— Source{y}.
Si (Nbsommets: n) alorsG est sans circuit Sino@ a au moins un circuit.

La complexité de cet algorithme &3{n + m) avecn le nombre de sommets et
le nombre d’arcs.
Source peut étre implémentée sous forme de liste, avec pour fonction de choix la fonc-
tion simplissime qui choisit le premier élément.

Un tri topologique d’un graphe orienté sans circdit = (X, U) est une permuta-
tion (z1, 2, ...,z,) de X telle que(z;,z;) €e U =i < j.

Notons que la permutation calculée par I'algorithme précédent (ie. I'ordre de sortie
de Source) est un tri topologique.

L'algorithme suivant sert a engendteusles tris topologiques :

Procédure Tri-topologiqué&l)
Pour toutz € X calculerd™ (x) (comme dans 'algorithme précédent)
S0
Pour toutz € X faire :
sid=(z) =0alorsS «— SU {z}
o— 0

Tri-topo(G, S, o)
avec la procédure récursive «Tri-topo» suivante :

Tri-topo(G, S, o)
Si S = ( alors écrirer sinon
Pour toutz € S faire
S — 8§ —{zx}
o <« o.x (concaténation)
Pour touty € I'" () faire
d~(y) —d (y) -1
Sid~(y) = 0 alors
S S5"U{y}
Tri-topo(G, S’, o)
Pour touty € I'" () faire
d=(y) —d (y) -1
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o <« o privé dex

La complexité est e®((n + m) * |L(G))).
Il existe des algorithmes de complex@®n « |L(G)|) (beaucoup plus compliqués).
L(G) estle nombre de tri topologiques)e nombre de sommets; le nombre d’arcs.

On considére maintenant un grapie= (X, U) orienté et sans circuits. On pose
h(z) =0sid™(xz) = 0 eth(z) = maz{h(y)|(y,z) € U} + 1 sinon;h(x) est appelé
hauteur dex.

Algorithme de construction des niveaux du graphe ;nireau est de la forme
X, ={z € X|h(z) =i}:
e Calculer les degrés internes.
e nb-sommets=0
e Pour toutr € X faire
e e Sid (z) =0 faire
e ¢ o gjouter(r) au niveaud.
e ¢ e Nb-sommets++
i «— 0
e Tant que niveau] est non vide faire
e o Pour toutr dans niveauj faire
e e o pOUr touty successeur defairee e e o d~(y) «— d~(y) — 1
eee e Sid (y) =0alors
e e ¢ o o niveau( + 1) « niveau¢ + 1) U{y}
e ¢ ¢ ¢ ¢ Nb-sommets— nb-sommets-1
oo —i+1

Il'y a des circuits si et seulement si a la fin de I'algorithme nb-sommets est différent
den.
La complexité est e®(n + m).

Un chemin sur un graph@ = (X, U) estun n-uplefz, ..., zi) tel queVi(x;, ;41) €
U.
SoitG = (X, U) un graphe orienté, lEermeture transitive Gy = (X, Uy) deG est
définie par(z,y) € Uy si et seulement si il existe un chem(my, ..., z;) de G avec
r =1x ety = zg.
SoitG = (X, U) un graphe orienté ave¥ = {1, ...,k} et Xy = ().
Soit = (z1,...,2;) un chemin de, l'intérieur dey, notéI(u), est{za, ..., x;_1}.
I(p) = 0 si et seulement i< 2.
On définit une suite de graphés, = (X, Uj) de la maniére suivante(z,y) € Uy
si et seulement si il existe un chemirentrez ety avecI(c) C Xj. En particulier
Go =GU{(z,2)|z € X}, etG,, = Gy.

Lemme :(i,j) € Up <= ((i,j) € Up—1 V ((i,k) € Ug—1 A (k,j) € Ug—1))

On déduit de ce lemme un algorithme destiné a déterminer la fermeture transitive
d’un graphe, lalgorithme de Roy-Warshall:
o <— g
(oninitialise la matrice avec le graphe)
e Pouri variant del an fairea; ; « 1
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e Pourk variant del an faire

e o Pour; variant del an faire

e e ¢ Pourj variant del an faire
eeeeq; ;i «—a;;V (ai,k A ak,j)

On peut constater que I'on n’applique pas exactement le lemme, ear;les sont
pas les bons, mais I'on peut aussi montrer que I'algorithme fonctionne tout de méme.

La complexité de I'algorithme de Roy-Warshall €xtn?).

Soit G = (X, U) un graphe orient&7, = (X, U,) est uneréduction transitive
deG siU, Cc U, G, n'a pas de transitivité €,.) y = G/.
La réduction transitive n’est pas toujours unique.
Si G = (X, U) est un graphe orienté sans circuit, il a une unique réduction transitive
appelégraphe de Hasse

Algorithme général de calcul d’'une fermeture transitive (pas seulement dans le cas
d’un graphe sans circuit).
e Pourz € X faire
e o marquef) < faux
oo F}'(a:) — 0
e Pour toutr € X faire
o o file — {z}
e o tant que file# ( faire
e ¢ o y «— premier(file)
e o o supprimer {,file)
e ¢ ¢ Pour toutz € I'*(y) faire
e ¢ ¢ ¢ Si marque()=faux alors
e o ¢ ¢ e Marquef) «— vrai
o e 00 emarquel’y(z) — I} () U{z})
eeeeefile—fileu{z}
e o Pour toutz € Gammaj (z) faire
e ¢ e Marquef) «— faux

Le codt de cet algorithme eSk(n|U| + |Uy|).

On cherche maintenant a déterminer a la fois la fermeture et la réduction transitive
dans un graphe sans circuit.
L'algorithme employé est #llgorithme de Goralcicova-Koubek

e Pour toutz € X faire
X F}_ (x) — 0
X F;" (x) — 0
e e marqueg) < faux
e On classe les points dans I'ordre d'un tri topologique: (x1, x2, ..., ;)
e Pour: variant den a1 faire
ee S — It (zy)
e e Tant ques #
oo e — min.(S)
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e ¢ ¢ Si non(marque(X)) alors
(cas ou(z;, z) n'est pas un arc de transitivité)
ool (w;) D (zi) Ufx)
XXX F}_(.ri) — F}_(ajz) U{z}

e o ¢ @ Marquef) < vrai

e o o o Pour touty € T'f (x) faire

e ¢ ¢ ¢ ¢ Si NnON(marquey)) alors

e o 0 0 0 e Marque() — vrai
eccocee F}'(xi) — F}_(ari) U{y}
eeee S — S\ {z}

e o Pour touty € T'f (x;) faire

e o ¢ marquef) — faux

La complexité est e®(n + n|U,| + |Uy|).
Problémes ouverts : peut on réaliser la fermeture transitiv@ deO(n + |Uy|) ?

La réduction transitive e (n + |U|) ? Comment détecter qu’'un graphe est fermé
transitivement ? Réduit transitivement ? (probablement faisable en temps linéaire)
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Chapitre 4

Théorie des ensembles - autres
systemes axiomatigues -
construction des ensembles
usuels

4.1 Lesaxiomesde lathéorie desensembles de Zermelo-
Fraenkel

Une classeest associée a une propriété d’'une seul élément; c’est a dire que I'on
se donne une assertion comportant une et une seule variable libre ; un élément est dans
la classe correspondante s'il vérifie I'assertion. Les formules comportant plusieurs va-
riables libres sont appeléeslations. Eventuellement on peut avoir une distinction
entre des variables et des paramétres; dans ce cas on a une classe pour chaque valeur
possible des parametres.
La théorie des ensembles est basée sur un ensemble d’axiomes. Les objets de cette
théorie sont appelésnsembleset la classe des ensembles est appeféeers. Les
axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel sont les suivants :
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Axiome 15 Axiome d’extensionalité :

VeVy(Vz(z €z <= z€y) -z =y

mémes éléments)

( deux ensembles sont égaux si et seulement si ils contiennent exactement les

Axiome 16 Axiome de l'union :
VedyVz(z €y < Ft({t €z Nz €)

(une union d’ensembles est un ensemble )

Axiome 17 Axiome de I'ensemble des parties :
VedyVz(z €y <= 2z C )

( les parties d'un ensembles forment une partie. On note y I'assertion
Vz(z € x — z €y))

Axiome 18 Axiome du schéma de remplacement :
Etant donné une formul®(z, y, 2o, ..., 2,) de paramétresy, ..., z,, définis-
sant pour toute valeur des une fonction, alors :

Vzo.. V2, VaVYyYy E(2,y, 20, o 2n) N E(2, Y, 20, o 20) =y = ¥)

— VtIwVo(v € w <= Ju(u € t A E(u,v, 20, ..., Tp—1)))

On ajoute usuellement un axiome supplémentaire & ces axiomes :

Axiome 19 axiome de l'infini, qui affirme qu'il existe un ordinal infini. Nol
verrons plus loin ce qu’est un ordinal, et ce qu’est un ordinal fini.

s

Théoréme 20 La consistance de ces axiomes n’est pas changée si on rem

place

I'axiome de l'infini par sa négation.

Démonstration : Voir [12]...0

On appellgaire 'ensemble{x, y}. Ne pas confondre avecdeuple(z, y), qui dé-
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est que dans le premier cas I'ordre des termes n’influe pas, alors que dans le second
elle influe. On démontre I'associativité et la commutativité de I'union. On nGeéra)
I'ensemble des parties de I'ensemlile

\ |

\ —

&\ On notera que toutes les opérations intuitives sur les ensembles sont pos-
sibles, enfin presque. On peut en tout cas utiliser les intersections, définir 'ensemble
des éléments d’un ensemble donné qui vérifient une propriété donnée, on peut travailler
sur I'ensemble des parties d’'un ensemble, on peut travailler sur un produit cartésien
d’ensembles, bref toutes ces choses sans lesquelles les maths prendraient vraiment la
téte. On peut aussi montrer I'existence et I'unicité de I'ensemble vide.

4.2 La"tallle" des ensembles : ordinaux, cardinaux

4.2.1 Les ordinaux

Définition 21 (Définitions de base pour les ordinaux)On dit qu’un en-
semble muni d’'une relation d’ordre elsten ordonnési et seulement si toutg
partie non vide de cet ensemble admet un élément minimum. L’ordre est/alors
appelé urbon ordre. On appellesegment initial d’'une partie bien ordonnée
un ensemble de cette partie tel que étant donné un élément de cette partie,
tous les éléments qui sont inférieurs a cet élément sont aussi dans la partie.
On appellesegment initial engendré parx I'ensemble deg plus petits que
x ; cette partie est clairement un segment initial.

Un ensemble est ditansitif si tout élément de cet ensemble est inclus dans
cet ensemble. C’est a dire queSie E, alors S C E (non, il n'y a pas de
faute de frappe!). Un ensemble est ardinal s'’il est transitif s'il est bien
ordonné pare, cette relation étant une relation d’ordre strict. On nate:

I'ensemble des ordinaux.

Par exemple les ensembles suivants sont des ordinaux :

0, {0}, {0, {0}}, {0, {0}, {0, {0} }}.

Proposition 22 e Les segments initiaux d’un ordinal sont soit lui-méme, soit
ses éléments.

e Tout élément d’un ordinal est un ordinal.
e Un ordinal n'appartient pas a lui-méme.

Démonstration :
e Soit.S un segment initial d’'un ordinaD. Alors S est un segment initial engendré par
un certaina (a est I'élément minimum dé® \ S); 'ensemble des éléments qui sont
plus petits que: étant les éléments qui appartiennent @uisque c’est ainsi que I'on
a défini la relation d’ordre)y est donc le segment initial engendré par
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e Facile...
o |l suffit de voir que I'on a imposé gue soit un ordre strictl

assertions suivantes est vérifice © € P
ePcO
o P =0.

Proposition 23 Etant donné deux ordinau® et P, une et une seule des tro

Démonstration : |l suffit de considérer l'intersection d@ et P et d’examiner ses

propriétédl

La relatione est donc une relation d’ordre total sur la classe des ordinaux.

Proposition 24 e La relation€ est un bon ordre sur la classe des ordinaux
e Le plus petit élément de la classe des ordinaux plus grand&gstEU{E}.

e L'union d’'une classe d’ordinaux est un ordinal ; il est plus grand que tous
ordinaux de cette classe, et il est plus petit que tous les autres ordinaux

grands que tous ces ordinaux.

Démonstration :

es
plus

o |l suffit de constater comme on I'a vu plus haut que le segment initial engendré par

O estO.

o |l est clair queF doit appartenir a un tel élément, ainsi qu’étre inclus dedans ; réci-

proguement I'ensemblE U {E'}.
¢ Faciled

E.Onle noteE + 1. E est dit leprédécesseude F + 1.

Définition 25 Etant donnéF un ordinal, EU { E'} est appelé Isuccesseude

Propriété amusante :

La classe des ordinaux n’est pas un ensemble. En effet si un tel endémkikte, alors
tout élément de” est un ordinal, et donc un ensemble d'ordinaux, et done F ; ce

qui n’est pas possible pour un ordinal puisguest une relation d’ordre strict.

Définition 26 On appelle morphisme d’ordre entre deux ensembles ¢
classes ordonnésl et B une application deA vers B telle que f(a) >
f(b) <= a > b. Un morphisme d’ordre bijectif est appakbmorphisme

alors on dit que ces ensembles ou classes sont isomorphes pour 'ordre.

Théoréme 27 S’il existe un isomorphisme d’'ordre entre deux ordindtnet
F, alors E et F' sont égaux (alors I'isomorphisme d’ordre est 'identité).
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Théoréme 28 Pour tout ensemble ordonng il existe un et un seul isomor
phisme d'ordre dev vers un ordinal.

Théoreme 29 Toute relation de bon ordre dont le domaine n'est pas un|en-
semble est nécessairement isomorphe pour l'ordre a la classe des ordinaux.

Il est ensuite possible de montrer que s'il est vrai pour une certaine proprigté
une seule variable libre que P(x) est vrai pour tout ordinak’ plus petit queF’, alors
P est vraie poul, alors on peut conclure que la propriété est vraie pour tout ordinal.

Il reste de nombreuses choses a justifier pour expliquer toutes les petites choses que

I'on s’autorise en maths sans se prendre la téte trop ; mais ces considérations dépassent
mon propos...

4.2.2 Les cardinaux

o Le théoréme de Cantor-Bernstein

f

m
gl )

Fic. 4.1 — Démonstration du théoréme de Cantor-Bernstein.

30



Théoréme 30 (Théoréme de Cantor-BernsteinSoit £ et I deux en-
sembles, une injection de&’ dansF, etg une injection def” dansF ; alors
il existe une bijection d& dansF'.

Démonstration : e On considere 'ensemble des partiésle E telles quegy(f(X)°)N
X =0.
e On montre que cet ensemble admet un élément maximal (car il est stable par réunion)
e On montre que le maximud¥ vérifieg(f(X) ) UX = E
e On montre que la fonction qui @& associef(z) siz € X et 'uniquey tel que
g(y) =z siz ¢ X estune bijectiom

@ L'axiome du choix et ses dérivés

o Généralités - rappels

Définition 31 (Définitions sur les ordres) Un ordre est une relation ré-
flexive, antisymétrique, transitive.

Une relation d’ordre strict est une relatiornk telle que< définie parz <
y < (xr =y Vz <y)soit une relation d’ordre, et telle que pour tout
< X

Un élément: d'une partieZ est unminimum de cette partie” si et seulement
Size FetsiVeec Fe>x.
Un élémentr d’'une partie £’ est un élémenmninimal de E si et seulement sj
r€ Fetsiec Fete<zx —e=ux.

Un élément: est ditminorant d’'une partieF siVe € F e > x; il n'est pas
nécessaire que soit dansk.

On définit de mémmaximum, élément minimal, majorant.

La figure4.2illustre ces notions.

Un bon ordre est un ordre tel que toute partie non vide a un minimum.

¢ L'axiome du choix
Axiome 32 (Axiome du choix, premiére version)Etant donné un ensemble
E, il existe une fonctiorf qui & une partie non vide d& associe un élémer
de cette partie.

—

Axiome 33 (Axiome du choix, deuxiéme version)un produit d’ensembles
non vides est non vide.

On montre facilement que ces deux axiomes sont équivalents. Pour des applications
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e 3= Majorants de X

.

Max X

X [ (élément maximal
= ' deX)
Lot
Min X — = \, élément maximum
(éléments de X
minimaux
de X)

FiG. 4.2 — lllustration de quelques notions sur les ordfés’a pas de minorant, ni
de plus petit élément; par contre il a un maximum, c’'est le méme élément que I'élé-
ment maximal unique. Bien noter toutefois qu’un élément maximal, méme lorsqu’il est

unigque, n’'est pas nécessairement un maximum.

amusantes de I'axiome du choix on pourra consutar

bon ordre (i.e. telle que toute partie non vide admette un minimum).

Théoréme 34 (Théoréme de Zermelo)® non vide—il existe une relation de

Il est difficile de montrer ce théoréme a partir de I'axiome du choix. La réciproque

est par contre facile.

I'un des deux est inférieur ou égal a l'autre.

éléments soient toujours comparables.
Un ensemble ordonné est diductif si toute chaine admet un majorant.

Définition 35 (Ensemble inductif) Deux éléments sont ditomparablessi

On appellechaine un ensemble totalement ordonné, c’est a dire tel que d

eux

met un élément maximal.

Lemme 36 (Lemme de Zorn) Tout ensemble non vide ordonné inductif &

1d-

Le lemme de Zorn est équivalent au théoreme de Zermelo, lui méme équivalent
aux deux versions de I'axiome du choix. On peut montrer Zermelo a partir de Zorn en
considérant I'ensemble des bons ordres sur des partiés da couple(X, R) étant
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inférieur & un couplé X’ R’), avecX et X’ des parties d&Z et R et R’ des bons
ordres sur respectivemeftet X', siX ¢ X', R C R/, etsiz € X eta’ € X' avec
2'R'z, alorsz’ € X.

L'axiome du choix permet par exemple de démontrer I'existence d'une base pour
tout espace vectoriel. L'axiome du choix est équivalent a I'existence d’'une injection de
A dansB ou deB dansA pour tous ensembled et B; la preuve de ce fait a partir
de Zorn se fait facilement, en considérant les bijections entre des parti¢etdes
parties deB, par contre la réciproque est difficile.

L'axiome de fondation est I'assertion selon laquelle dans tout ensemble non vide
il existe un élément d'intersection vide avec cet ensemble ; I'axiome de fondation sera
plus détaillé ent.5.

Théoreme 37 (Consistance relative ddC et de—AC) (AC désigne
I'axiome du choix)

Si la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation est
consistante, alors la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondatjon et
axiome du choix est consistante.
Si la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la thgorie
de Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix est consistante.
D’autre part si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théorie
de Zermelo-Fraenkel avec la négation de I'axiome du choix est consistante.
Enfin, si la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation est cansis-
tante, alors la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation et|avec
la négation de I'axiome du choix (i.e. en supposant qu’il existe un ensemble
sur lequel on ne peut pas construire une relation de bon ordre) est consistante.

Démonstration : Fortement non trivial. Je pasge.

t Il est aussi possible de remplacer la négation de I'axiome du choix par le
fait que P(w) ne puisse pas étre bien ordonné ; une telle théorie est consistante si la
théorie avec axiome de fondation est consistante.

© Quelques exercices
e On peut énoncer sans I'axiome du choix :
- un produit de groupes est non vide
- un produit dénombrable d’espaces métriques compacts est compact

@ Définition des cardinaux. Ordinaux finis et infinis

Définition 38 Deux ensembles sont diégjuipotentss’il existe une bijection
de l'un dans l'autre.

Il est évident qu'il s’agit la d'une relation d’équivalence.
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L'axiome du choix permet de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 39 Tout ensemble est équipotent a un ordinal.

Définition 40 Etant donné un ensemble, on sait qu'il existe au moins un or-

dinal auquel cet ensemble est équipotent. Eventuellement il peut y en|avoir
plusieurs; le plus petit élément de ces ordinaux (au sens défini plus haut sur
les ordinaux, c’est a dire la relatior) est appelé leardinal de 'ensemble.

On note usuellemert le cardinal deFE, ou#E. On noteCard la classe des
cardinaux.

Théoréme 41 (Théoréme de Cantor)Pour tout ensembld”, on a #F <
#P(E).

Démonstration : Supposons le contraire; alors il existe une surjectfode £
dansP(E). Posond’ 'ensemble des € E tels quer ¢ f(x); il suffit alors de consi-
dérer lex € FE tel quef(xz) = F. On constate que si € f(z), alorsz ¢ f(z); et
vice-versal

On notera que’ard n'est pas un ensemble; sinon on pourrait construire un en-
semble égal ®&n, ce qui estimpossible.

Définition 42 (Somme de cardinaux)On noteA + B le cardinal de I'union
disjointe de deux ensembles respectivement équipotehts .

On notera que cette définition pose quelques petits problemes de définition, pas diffi-
ciles a résoudre. L'addition de cardinaux est commutative et associative.

Une propriété importante est le fait que la somme Bgpouri € I est le plus grand
élément entrd et lesE;, sous réserve que I'un au moins de ses ensembles [un
deskE;) soit infini.

Définition 43 (Produit de cardinaux) On noteA x B le cardinal du produit
cartésien ded et deB.

La aussi il convient de vérifier que le produit de deux couples d’ensembles de mémes
cardinaux respectifs est le méme. On peut en outre vérifier que la multiplication de

cardinaux est associative et commutative, et distributive par rapport & I'addition. On

notera que le produit de deux cardinaux est le plus grand de ces deux cardinaux.

Définition 44 (Exponentiation de cardinaux) Etant donnés des cardinauk
et B on noteA? le cardinal de 'ensemble des applications BalansA.
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On vérifiera facilement que la définition a bien un sens. On peut aussi montrer que
C
ABFTC = AB x AC et queAB” = ABXC,
De nombreuses manipulations plus approfondies sur les cardinaux requiérent I'axiome
du choix.

Définition 45 Un ordinal est ditfini si tout ordinal inclus dans cet ordinal
admet un prédécesseur. On appelle aesgier naturel un ordinal fini.

Moi ca m’amuse beaucoup de définir un entier naturel comme étant un engémble
incluant chacun de ses éléments, tel que pour toute padieF il existex € EN F
tel quex € G pour toutG € F'\ {x} et pour tout élémenk’ de F il existe G incluant
chacun de ses éléments, tel que pour toute paftie G il existey € G N H tel que
x € I pour tout! € H \ {y}, ettel queG U {G} = F. Si je me suis pas gouré.

On montre plein de choses bien agréables sur les ordinaux finis; ils sont stable par
union, produit, exponentiation. On montre aussi que tout ordinal fini est un cardinal.

Définition 46 Un cardinal est diffini s'il est fini en tant qu’ordinal. Dans le
cas contraire il est ditnfini. On noteCard’ la classe des cardinaux infinis.

Nous supposons maintenant I'axiome de la théorie des ensembles selon lequel il
existe un ordinal infini. Urordinal infini est, par définition, un ordinal qui n’est pas
fini. Cet axiome de la théorie des ensembles est équivalent a I'axiome selon lequel la
classe des ordinaux finis est un ensemble ; ainsi, puisque la classe des ordinaux n'est
pas un axiome, il existe un ordinal infini. On peut encore formuler cet axiome en disant
gu'il existe un ordinal limite, au vu de la définition ci-dessous :

Définition 47 Un ordinal différent du vide et sans prédécesseur est appelé un
ordinal limite . C’est donc un ordinal non vide tel que tout élément plus petit
gue lui a un successeur aussi plus petit que lui.

Propriété : Un ordinal limite est I'union des ordinaux qui lui sont inférieurs.

Définition 48 On appellew le minimum des ordinaux infinis: est donc un
ordinal limite, c’est le plus petit, et c’est I'ensemble des ordinaux finis.

Un ensemble est diini si son cardinal est fini.

Un ensemble est diténombrablesi son cardinal est inférieur ou égala

w est un cardinal; on not&;, = w et pour tout ordinalE n'étant pas un
ordinal limite, alors aved- le prédécesseur dE, N est le plus petit ordinal
plus grand quelr ; et si £/ est un ordinal limite, alor® g est I'union deX g
pourF € E.

Propriété :
Un ensemble infini est un ensemble contenant une partie dénombrable infinie.
Un ensemble infini est un ensemble qui est en bijection avec I'une de ses parties
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propres.
Nz est un cardinal.

4.3 L'axiome d'accessibilité

Définition 49 (Cardinal accessible et inaccessible)n cardinal E est ditin-
accessibles'il est plus grand que, si pour toutF cardinal < £ on a2f’ < E,
et si toute famille de cardinaux E, indexée par une famille de cardinal E,
a unsup plus petit quer.

Un cardinal est ditaccessibles’il n’est pas inaccessible.

L'axiome d’accessibilitéaffirme que tout cardinal est accessible.

Théoréme 50 Si Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix est consistant, alors
Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix et axiome d’accessibilité est consis-
tant.

Démonstration : Difficile...O

4.4 L’hypothése du continu

Le théoréme de Cantor nous dit gtig, ; < 28 (il est clair que2®# est le cardinal
de I'ensemble des parties @8.

Définition 51 (Hypothése du continu - hypothése du continu généralisée)
On appelle hypothése du continu I'assertton= 25.

On appelle hypothése du continu généralisée I'asserfign; = 2% pour
tout £ ordinal.

Propriété :
L'hypothése du continu est équivalente a I'assertion selon laquelle les parties de
peuvent étre bien ordonnées de maniere a ce que tout segment initial strict soit dénom-
brable.

Théoréme 52 Si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théo-
rie de Zermelo-Fraenkel plus hypothése du continu généralisée est consistante.

Démonstration : Trop dure
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45 |'axiome de fondation

Définition 53 (Axiome de fondation) On appelle axiome de fondation
I'axiome selon lequel pour tout ensemlienon vide il existe: tel queF € E
etFNE =0.

Cet axiome entraine, par exemple, gu'il n’existe pas d’ensemtadbquexr = {z},
ni d’ensembler tel quex € x.

Théoréme 54 Si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théo-
rie de Zaermelo-Fraenkel plus axiome de fondation est consistante.

Démonstration : Dure!O

Théoréme 55 Il n’existe pas de suité/,, d’'ensembles telle qu€,; € U,
pour toutn.

Démonstration : La preuve, facile, nécessite I'axiome de fondation.

Théoréme 56 Si I'on utilise 'axiome de fondation, alors un ensemiileast
un ordinal si et seulement si il est transitif et si deux élémentt v de £
vérifient au moins une des assertions suivantes :

eUuUCU

oU =17

eV CU

Démonstration : La preuve est plus difficile, et je ne la donne pas ici car elle
dépasse mon propos de simple bréve introduction a la théorie des enseémbles.

Bien sOr on peut montrer que si ces hypothéses sont vérifiées alors pour tout couple
(u,v) c’'est 'uneet une seuleles assertions qui est vérifiée.

Théoréme 57 Si I'on utilise I'axiome de fondation, alors pour tout ensemb
E il existe un unique ensemble transitif conten&nhet inclus dans tout ent
semble transitif incluank.

e

Démonstration : Non triviale

Définition 58 On appellfermeture transitive de E I'ensemble transitif dont
I'existence est garantie par le théorerhe
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Propriété :
La fermeture transitive d& est la réunion dé& et de I'union des fermetures transitives
des éléments dg.

Définition 59 Une relation R est diteextensivesi V(y, z)[Vz(zRy <~
TRz) — y = z].

Un ensemble est déxtensifsi € est une relation extensive sur cet ensemble.
C’est a dire que si deux éléments ont méme intersection avec I'ensemble} alors
ils sont égaux.

Propriétés :
Un ensemble transitive est extensif.
Un ensemble extensif est isomorphe a un ensemble transitif, et 'isomorphisme est
unique (nécessitant I'axiome de fondation).

Il est possible de prouver que I'axiome de fondation est relativement consistant,
c’est a dire que la théorie basée sur les axiomes de Zermelo-Fraenkel est consistante si

et seulement si la théorie basée sur les mémes axiomes plus I'axiome de fondation est
consistante.

4.6 Résumé de théorie des ensembles

En résumé on a les implications de consistance du schéina
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P ZRlinfn

TF+AF [ ZF+noi(AC)

TFHAF+IO(AC) | ZF+AF+AC+CH
(ZF+AF+COH

[ZF+AF+AC+GC@

FIG. 4.3 —ZF désigne la théorie de Zermelo-Fraenkek' \ in fini désigne la méme
théorie mais privée de I'axiome de I'infini et muni de sa négatitb@i.désigne I'axiome

du choix.not(AC) désigne la négation déC. COH désigne I'axiome selon lequel

les parties dey ne peuvent pas étre bien ordonndg. désigne I'axiome de fondation.
ACC désigne I'axiome d'accessibilité: H désigne I'hypothése du continu, 8C H
I'hypothése du continu généralisée. Une fleche relie une th&béieine théorid” si

T’ est plus forte qué’, c’est-a-dire que tous les théorémesTdsont des théorémes
deT”. Notez bien que toutes les théories présentes sur la figure sont consistantes si et
seulement s F' est consistante. Notez bien aussi que i est consistante, alors il

est impossible de le prouver; mais que par contre si elle ne I'est pas, on dispose d’'un
algorithme théorique permettant en temps fini de le prouver...
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Chapitre 5

Topologie

5.1 Espaces topologiques

5.1.1 Cas le plus général d’espace topologique

Définition 60 (Topologie) Unetopologie 7 sur I'ensembleX est une partie
T C P(X) vérifiant :

e L'ensemble vid@ et X sont dansT”

e 7 est stable par réunions arbitraires

e T est stable par intersections finies

Un tel couple(X,7) est appelé espace topologique. Les éléments dent
appelés lesuverts de la topologie.
Une partie deX est diteferméesi son complémentaire est ouvert.

Exemples :
¢ La topologie discréte sur 'ensemhlé est la topologieZ; = P(X)
e La topologie grossiére sur 'ensembteest la topologieZ, = {0, X'}
e SurN = N U {400}, la topologie usuelle est I'ensemble désels quel/ C N ou
+oo € U AN\ U est cofini.

On verra aussi d'autres exemples en pafids2et5.2

Proposition 61 Si X est un espace topologique alors

e X et() sont des fermés d&

e Une intersection quelconque de fermés est un fermé
e Une union finie de fermés est un fermé

Démonstration : Immédiat, par passage au complémentaire.
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Définition 62 (Séparation par des ouverts)On dit que la partieA et la par-
tie B sontséparées par des ouverts'il existe deux ouvert§ etV tels que
AcUetBc VtelsqueU NV = 0.

5.1.2 Espaces métriques et espaces normés

Définition 63 (Métriqgue) Une métrique ou distance sur I'ensembleX est
une application? : X x X — [0, +oo] vérifiant :

oed(z,y) =0 < x=y

e d(z,y) =d(y,v)

o d(z,y) < d(zx,z)+ d(z,y) (propriété diteinégalité triangulaire)

On dit alors que( X, d) est unespace métrique

Exemples :

o dy = (3 |wi —yil?)V/P
o doo = mazx|x; — yil

Propriété :
b |d(l‘, Z) - d(y7 Z)| < d(xvy)

Définition 64 (Boules) Si x est un point de I'espace métriqu€ et r <
[0, +o0[, on appelleboule ouverte (resp. fermée)e centrex et de rayon
r, 'ensemble deg tels qued(z,y) < r (resp.d(z,y) < r).

On appellesphérede I'espace métriqu& de centrer et de rayonr 'ensemble
desy tels qued(z,y) = r.

Proposition 65 Si X est un espace métrique, la famille de partiesXielont
les éléments sont les réunions arbitraires de boules ouvertes est une topplogie
sur X . Cette topologie est appelée la topologssociée la métrique.
Une partieX d’'un espace métriqu& est ditebornéesi étant donné un point
e dansFE la distance der a e pour z dansX est majorée par une certaing
constanté. Cela équivaut aussi au fait que la distance entre deux points quel-
conques deX est bornée. C’est a dire que :

- si pour un pointz, y — d(z,y) est bornée, alors pour tout point, y —
d(x,y) est bornée.

- si pour tout pointz y — d(z,y) est bornée, aloréz, y) — d(x,y) est aussi
bornée.

2L a notion est indépendante du pointhoisi, grace a l'inégalité triangulaire.

Démonstration : La vérification est fastidieuse et ne présente pas de difficulté.
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La notion de borné dépend de la métrique et pas de la topologie ! C’est a dire
gue méme si deux métriqgues sont topologiquement équivalentes (voir défitiion
elles n'ont pas nécessairement les mémes parties bornées. En fait pour toute métrique
d, on peut construire une métrique équivalefitpard’ (z,y) = In(1+ 11(;(3%) ), telle
gue toute partie soit bornée.

Propriétés :

e Dans un espace métrique, une partie est fermée si et seulement si elle contient la
limite de toute suite convergente a valeurs dans cette partie.

¢ Une boule ouverte est ouverte, et donc un espace métrique est séparé

¢ Une boule fermée est fermée

e Une sphére est fermée

e Dans un espace métrique, une suitg),cn tend verse si et seulement si(z,,, x)

tend ver9).

Exercice 66 e La topologie usuelle suR ouC est la topologie associée a la distance
d(z,y) = |z —yl.

e La fonction qui & ety associe) siz = y et1 sinon est une métrique. Cette métrique
est associée a la topologie discréete, pour laquelle toute partie est a la fois un ouvert et
un fermé.

o Si f est injective deX dansR, alors la fonction qui & ety associe| f(z) — f(y)]

est une distance suX.

e La topologie usuelle sSUR = R U {—o0, o} est définie par la distancé(z,y) =

[f(z) = f(y)|, avecf(z) = w5, f(+00) = Letf(—o0) = —1.

Définition 67 (Isométrie) Etant donnés deux espaces métrigéest F', une
application f de F dans F' est uneisométrie si V(x,y) dr(f(z), f(y)) =
dE (CC, y)

Définition 68 (Métrisable) Une topologie est ditenétrisable si et seulement
si il existe une métrique telle que la topologie soit associée a cette métrique.
Deux métriquesl; et ds, sont diteséquivalentessi il existea et 3 tels que
ady < dy < Bdy @, aveca, 3 > 0.

Deux métriques sont ditaspologiquement équivalentessi elles définissent
la méme topologie.

20n dit aussi quel; etds sontLipschitz-équivalentes

‘- Soient deux distancel etds sur un espac# ; alors l'identité dg E, d; )
dans(E, dy) est un homéomorphisme si et seulement; ®td, sont topologiquement
équivalentes, et elle est lipschitzienne et d'inverse lipschitzg et seulement si; et

1Une application est ditilipschitzienne si elle est lipschitzienne et d’inverse lipschitzien.
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d, sont équivalentes.

Proposition 69 (Existence de topologie non métrisabled) existe des topo-
logies, méme séparées, non métrisables.

Démonstration : Il est clair que toute topologie non séparée n’est pas métrisable.

Considérons, pour avoir un contre-exemple plus intéressant, une topologie séparée
non meétrisable. Ce contre-exemple fait appel & quelques notions qui seront définies
ultérieurement, et peut donc étre laissé de coté en premiere lecture.

SoitR®, muni de la topologie produit.

Supposons que cet espace topologique soit métrisable.

Alors tout point est a base dénombrable de voisinage.

Soit (U,,) une base de voisinages de

Alors pour toutn, U,, contient un voisinage de(la fonction nulle deR dansR) de
la forme

Vi = {f € REMVi € [1, N[ ()] < e}

On considéere alorg 'ensemble des;,, ; pouri < N,, etn € N.
Cet ensemble est dénombrable comme union dénombrable d’ensemble finis.
Soit maintenant dansR n’appartenant pas’a.
Alors {f € R®/|f(z)| < €} est un ouvert, qui n’est manifestement inclus dans
aucunvV,.
Il est & noter qud0, 1}* convient aussil

Proposition 70 Une topologie métrisablesst entierement caractérisée par
les propriétés de convergence de suites.
C’est a dire que si pour deux topologies métrisables, les suites convergentes
sont les mémes et ont mémes limites, alors ces deux topologies sont égales.

Démonstration : Il suffit de voir que I'on caractérise un fernfé d'un métrique
par le fait qu'il contient les limites de toute suite convergente d’éléments @®nc les
fermés sont caractérisés par les propriétés de convergence de suite, et donc les ouverts
aussi par passage au complémentaire.

Proposition 71 e Si deux distancd; et d, sont équivalentes alorg; et ds
définissent la méme topologie.
e 0N peut avoir la méme topologie sans avoir cette relation.

Démonstration : Le premiere est facile, le second s'obtient en considédft, y) =
min(1,d(z,y)), avecd une distance quelconque non borage.
Il est intéressant de noter que méme en ajoutant une condition a I'équivalence tradui-
sant que I'on peut se limiter aux "petites" distances, on a un contre-exemple avec par
exempled, /, etd; qui definissent la méme topologie sans étre Lipschitz-€quivalentes,
méme sur les petites distances.
On peut aussi noter que lds pourp > 1 sont Lipchitz-équivalentes entre elles, cela
se montre patl., < d, < n'/Pd,,
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Dans la suit&K désigne un des deux corBsou C muni de sa topologie usuelle.

Définition 72 (Norme) SoitE un espace vectoriel sur le corfg§ avecK = R

ouK = C. Unenorme sur E est une applicatiof| . || de E dans|0, +oo| vé-
rifiant :

e || z ||= 0 sietseulementsi =0

evrye Eonalz+y|<|z|+]yl

eVAeKVze Eonal| Az |= A = |

S’il ne manque que la premiére propriété, on parlesgeni-norme

On appelle vecteur unitaire un vecteutel que|| z ||= 1.

Un espace muni d’'une norme est appespace norméou espace vectoriel
norme.

Dans un espace normé une séfle x,,) est ditenormalement convergente
si> i [lzi]l converge.

Enfin une définition nécessitant la notion de continuité (définie ultérieure-
ment) : on appellésomorphisme de I'espace vectoriel normé’ dans I'es-
pace vectoriel norméF’ une application linéaire continue bijective de réq
proque continue (c'est a dire qu'il s’agit d’'un morphisme algébrique (i.e.|au
sens des espaces vectoriels ) et d'un homéomorphisme).

Exemples :
e SurR™, les applications suivantes sont des normes :
(21, m0) = 7| = mamicqa,. oy |74
R[X], les applications suivantes sont des normes
- P ||Plly = supzepo,y|P(z)]
“P [Py = fy |P(t)dt

Propriéteés :
e La norme est convexe.

Définition 73 (Distance associéeltant donnée une norme on définit udis-
tance associépar d(x,y) =|| z — vy ||

Définition 74 (Normes équivalentes)Deux normes| . ||; et|| . ||2 sur un
méme espace vectoriel safquivalentessi il existea, 5 > 0 tels quea. ||
z i<l zll2<B. | 2 [lx

Théoréme 75 Deux normes sont équivalentes si et seulement si elles |défi-
nissent la méme topologie.

Démonstration : L'une des deux implications résulte dé. L'autre s’obtient fa-
cilement, I'une des deux inégalités aprés 'autre, en constatant qu’'une boule de centre
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0 et de rayorl pour I'une des normes contient une boule pour l'autre name.

5.1.3 Notion de voisinage

Définition 76 (Voisinage) Soit X un espace topologique. UmisinageV” de
x € X estun ensemble tel qu'il existe un ouv@ravecx € U C V.
On note parV(z) I'ensemble des voisinages de

Proposition 77 Un sous-ensemble d'un espace topologique est ouvert |si et
seulement si il est un voisinage de chacun de ses points.

Démonstration :

e Soit un ouvertl/, etz dansU. Onaz € U C U... DoncU est voisinage de.

e Soit U voisinage de chacun de ses points. A chaque poarsocions I'ouvert
U, tel quex € U, € U. Laréunion ded/, est un ouvert, contient tous lesde U et
estincluse dan§ ; c’est doncU/. DoncU est un ouvertd

Proposition 78 e Siz € X, X espace topologique, & C V’, etV € V(x),
alorsV’' € V(z).
e pour toutV, VvV’ € V(x), alorsV NV’ € V(z)

Démonstration : e IV contient par définition un ouvert contenant!” étantinclus
dansV’, V' contient ce méme ouvert. DOR€ est un voisinage de.
e V etV’ contiennent chacun un ouvert contenant'intersection de ces deux ou-
verts est un ouvert, contiemtet est inclus dan® NV’ ; doncV NV’ est un voisinage
dezx.O

5.1.4 Fermeture, intérieur, extérieur, frontiére

Définition 79 (Fermeture ou adhérence)Si A C X, 'adhérence (dite aussi
fermeture) de A est l'intersection de tous les fermés contendnt’est donc
le plus petit fermé contenant. On noteA I'adhérence deA.

Propriété : o o
A, B partiesdeX ;alorsAUB=AUBetANB C ANB.

Définition 80 (Point d’accumulation d’'une partie) On appellepoint d’ac-
cumulation d’une partie A un pointz adhérent a4 \ {z}.
On appelleensemble dérivé ded 'ensemble des points d’accumulation de
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Propriété :
Un ensemble dérivé dans un espace séparé est toujours un fermé.

Lemme 81 Si A est une partie de I'espace topologige on a I'équivalence
suivante : -
reA = VWeV(),VNA#+D

Démonstration : Il suffit de constater les points suivants :
e y ¢ A si et seulement si on peut trouver un feri&ontenant4 et ne contenant pas

Y.
e On considéere le complémentaire HeOl

Définition 82 (Ensemble dense)Un sous-ensemble d€ estdensedansX si
son adhérence esf.

) La densité sera utilisée dans les théorémes de prolongement, prolongement
des identités, prolongement de fonctions uniformément continues (capital par exemple
pour le théoréme de Plancherel, cité dans la p&riie3et démontré dans.f]). Le pro-
longement de fonctions continues servira aussi a construire des solutions maximales
d’équations différentielles (voir théoréme de Cauchy-Lipschit?d). On pourra aussi
voir I'exercice ? ? référence selon lequel tout espace métrique complet connexe locale-
ment connexe est connexe par arcs.

La densité servira aussi pour prouver le théoréme d’Arzéla-Age0lile théoreme
de Moore (voir livre ? ?), I'inégalité de Hardy (voir livre]).

De nombreux résultats de densité dans les Banach auront de vastes applications;
il y a déja toutes les applications du théoreme de B2ite (théoréme de I'applica-
tion ouverte, théoréme du graphe fermé, théoréme d’isomorphisme de Banach, que
I'on trouvera tous a la suite du théoréme de B&i4€). On pourra enfin consulter le
théoreme de Goldstine, dans le livre ? ?.

Par ailleurs, la séparabilité est par définition liée a la densité, voir la défigiion
et la liste d’applications qui y est donnée.

Enfin, certains résultats de densité seront fondamentaux pour de multiples appli-
cations pratique (approximation) : on pourra consulter le chapit@ela servira par
exemple pour la transformée de Fourier - en fait les bases hilbertiennes sont basées sur
la densité.

N’oublions pas aussi de petits résultats dus a la densif@ dansR : le fait que
tout ouvert deR s’exprime comme union dénombrable d’intervalles ouverts.

Proposition 83 A est dense danX si et seulement si tout ouvert non vige
intersecteA.
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Démonstration : Cela résulte directement du lemme ci-degsus.

Définition 84 (Intérieur) L'intérieur du sous-ensemblé de I'espace topo-
logique X, notéInt(A), estla réunion de tous les ouverts inclus dah<’est
donc le plus grand ouvert contenu daaAs

Propriétés :
e A, Binclus dansX ; alorsInt (AU B) = Int AU Int BetInt (AN B) =
Int ANInt B. e Sideux ouverts sont disjoints, alors les intérieurs de leurs adhérences
sont disjoints. ~
eInt(X\A)=X\A@{elnt A= X\ (X\ A)).

Proposition 85 Le pointz est dandnt(A) si et seulement sd € V()
Le pointz est dans/nt(A) si et seulement s'il existé € V(z) avecV C A

Démonstration : Je ne vous ferai pas I'injure de le démontrer.

Définition 86 (Extérieur) L'extérieur de A, noté Ext(A), est I'intérieur du
complémentaire dd.

Proposition 87 Ext(A) = {z|3V € V(z)/V N A =0}

Démonstration : EvidentO

11

Définition 88 (Frontiere) La frontiere de A, notéeFr(A) est son adhérenc
privée de son intérieur.

Propriété :F'r(A) = AN X \ A.

Proposition 89 Un ensemble est a la fois ouvert et fermé si et seulement|si sa
frontiere est vide.

Démonstration :
e Soit A cet ensemble. Commé est fermé, il est égal a son adhérence, et comme
il est ouvert, il est égal a son intérieur, donc sa frontiére, égale a son adhérence privée
de son intérieur, est vide.
e Réciproguement, si la frontiere dé est vide, et s'il est non vide, cela signifie
que son intérieur est au moins égal adonc qu'il est ouvert. Et si sa frontiére est vide,
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cela signifie que son adhérence ne peut pas étre plus grande que lui, donc il est fermé.

Théoréme 90 e Int(A) = {x € X|TFV € V(z), VN X\ A =0}

e Ext(A)={re X|3V eV(z),VNA=0}

e r(A)={z e X| AV eV(x),VNA=0VvVNX\A)=0={ze
XNV eV(x),VNALOANVN(X\A)#0D}

X est réunion disjointe de son intérieur, son extérieur et sa frontiere.

Démonstration : Chacune de ces propriétés se démontre en deux lignes, simple-
ment en écrivant bien formellement ce que I'on cherche & démantrer.

5.1.5 Base d’ouverts et base de voisinages

Définition 91 (Base d’'ouverts) Soit X un espace topologique. Une familke
d’'ouverts deX est unebase d'ouvertssi tout ouvert est une réunion d’'éle
ments des.

Proposition 92 Une familleB d’ouverts est une base d'ouverts si et seulement
si quel que soit 'ouvert/ etz € U il existeV € Btelquex € V C U.

Démonstration : Si B est une base d’'ouverts, alors étant donnéslU, on consi-
dére un élément’ de B qui contientz ; la réciproque se fait en considérant pour un
ouvert donné la réunion dé&sobtenus par la propriété en considérant les différemts

Proposition 93 e Dans un espace métrique, les boules ouvertes de rayon ra-
tionnel forment une base d'ouverts
e Dans le cas d®™ muni de la métrique usuelle, les boules ouvertes de rayon

rationnel et a coordonnées toutes rationnelles forment une base dénombrable
d’ouverts
e DansR tout ouvert est en fait une réunion dénombrable d’intervalles ouverts
deux a deux disjoints (et réciproquement).
¢ DansR un fermé n’est pas nécessairement une réunion dénombrable d’inter-
valles fermés deux a deux disjoints, et une réunion dénombrable d’interyalles
fermés deux a deux disjoints n’est pas nécessairement fermée.

Démonstration :

e SoitU un ouvert d'un espace métrique,aetlanstU ; on montre qud/ contient
une boule de rayon rationnel contenantPour cela on note quE est réunion de
boules ouvertes, donc contient au moins une boule ouvede rayonr et de centre
O contenantz ; on note alors’ la distance de: a O ; toute boule ouverte centrée en
de rayon rationnel inférieur@a— r’ convient (on peut aussi choisir de raisonner sur les
boules centrées sar de rayon adéquat...).

e Soit U un ouvert deR"™, etz un point deUU. On considére une boule ouverte
contenant: et incluse dan# ; soitO son centre et son rayon. Alors soit’ la distance
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dez a0, ety un point de coordonnées rationnelles situé a une distandérieure a
T"TT' deO. Alors toute boule centrée syrde rayon rationnel compris entré+ %
etr’ + 2.%7’/ convient.

¢ En plusieurs points :

- Soit U un ouvert deR ; alors étant donné un rationnel deon considére I'in-
tervalle maximal le contenant. On parcourt ainsi tbytet on a bien un ensemble
dénombrable d'intervalles ouverts.

- Une réunion d’ouverts est toujours un ouvert.

e Deux contre-exemples :

- le cantorK® (voir partie5.6.13 n’est pas une réunion dénombrable d'intervalles
fermés disjoints.

- 'ensemble ded /n est une réunion dénombrable d’intervalles fermés disjoints,
mais n'est pas fermél

Définition 94 (Base dénombrable d’'ouverts)X est a base dénombrable
d’ouverts si on peut trouver une base d’ouverts qui soit dénombrable.

Proposition 95 Un espace a base dénombrable d’ouverts contient un|en-
semble dénombrable dense

Démonstration : |l suffit de considérer un point par ouvert non vide d’'une base
dénombrabl&l

Définition 96 (Espace séparable)un espace esséparablesi il contient un
ensemble dénombrable dense.

) Cela sera notamment utile pour définir une métrique sur la boule unité fermée
du dual d'un espace séparable (pour la topologie faible). Ceux qui veulent en savoir
plus peuvent aller voir la propositidrd4.

On note en particulier qu’'un ensemble a base dénombrable d’ouverts est séparable
(il suffit de prendre un point dans chaque ouvert) ; il s'agit de la proposition précédente.
La réciproque est vraie dans le cas des espaces métriques :

Théoréme 97 Un espace métrique est séparable si et seulement s’il admet une
base dénombrable d’ouverts.

) Ce résultat permettra de conclure que tout espace métrigue compact admet une

base dénombrable d'ouverts (voir résuli&tf) et d’en déduire que tout espace me-

trique compact est de cardinal au plus la puissance du continu (voir résidjat
Démonstration : La remarque précédente donne l'un des deux sens. Récipro-

guement supposons gué soit métrique séparable. Sdit,,/n € N} un ensemble

dense dénombrable. Alors I'ensemble des boules de ceptee de rayonl/; avec

(i,7) € N x N* est une base dénombrable d’ouveétts.
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Définition 98 (Base de voisinagespoitz € X, une familleB(x) de voisi-
nages der est unebase de voisinagesle x si pour toutV € V(z) il existe
V' e B(xz) avecV’' C V.

Définition 99 Un espace est base dénombrable de voisinages chacun de
ses points admet une base dénombrable de voisinages.

Exercice 100 Tout espace métrique est a base dénombrable de voisinages.

Démonstration : Il suffit de considérer les boules de raybfy de centrer pour
avoir une base dénombrable de voisinages.de

5.1.6 Continuité et limite

Définition 101 (Continuité ponctuelle) Soit f une application entre espaces
topologiquesy estcontinue enz si et seulement si quel que sbite V(f(x)),
I'image réciproquef —1 (V') est un voisinage de (ie si3U € V(X)/f(U) C
U).

f estcontinuesi f est continue en tout point.

Exemples :
¢ La distance est continue (en vertu de la propriéte, z) — d(y, z)| < d(z,y)).
e La norme est continue (comme composée d’applications continues, puisetie
(z,z) est continue, etx,y) — d(z,y) est continue, aved la distance associée a la
norme.
e La multiplication par un scalaire et I'addition sont continues pour la topologie asso-
ciée a la norme.

Définition 102 (Semi-continuité) Une applicationf de X dansR estsemi-
continue inférieurementsi pour toutc on a f ~*(J¢, +oo) ouvert.

Une applicationf de X dansR estsemi-continue supérieurementsi pour
toutconaf!(] — oo, c[) ouvert.
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Proposition 103 e Une fonction a valeurs dari® est continue si et seulement
si elle est a la fois semi-continue inférieurement et semi-continue supérieure-
ment.
e La bornesup d’'une famille de fonctions semi-continues inférieurement est
semi-continue inférieurement.
e La fonction caractéristique d'un ouvert (resp. fermé) est semi-continue jnfé-
rieurement (resp. supérieurement).

Théoréme 104 (Stabilité de la continuité par composition)Si f est conti-
nue enx et sig est continue ery(z), alors g o f est aussi continue en.

Démonstration : L'image réciproque d’un voisinage dg f(z)) est un voisinage
de f(x), I'image réciproque d’un voisinage d&x) par f est un voisinage de, donc
I'image réciproque d’un voisinage de> f(x) parg o f est un voisinage de. D’'ou la
continuité dey o f enz.O

Corollaire 105 Si f etg sont continues, alorg o f est continue.

Démonstration : L'image réciproque d’un ouvert pgrest un ouvert, I'image ré-
ciprogue d'un ouvert pag est un ouvert, donc I'image réciproque pav f est un
ouvertO
(on peut aussi simplement utiliser le théoréhig)

Proposition 106 Soit5 une base de voisinages dér).
f est continue en si et seulement si quel que sbite B, f~1(B) € V(z).

Démonstration :  Soit un voisinagd’/ de f(z), il contient un certairl” apparte-
nant aB. L'image réciproque d& étant un voisinage de, I'image réciproque dé&/
contientl” et est donc aussi un voisinage el

Théoréme 107 Les assertions suivantes sont équivalentes :

e f est continue

e Pour tout ouvert/, f~1(U) est un ouvert dex.

e Pour tout ferméF, f~1(F) est un fermé de.

e Pour tout ouvert/ € B, avecB une base d'ouverts,~! (V') est ouvert

e Pour toutA4, f(A4) c f(A)

Démonstration : L'équivalence entre les 4 premiéeres assertions est claire. La cin-
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quieme assertion est une conséquence facile de la continuité (desuffit de voir
quelle équivaut 34 C f~!(f(A)) et de rappeler que I'adhérence deest l'inter-
section de tous les fermés contenant Réciproquement, en supposant la cinquiéme
assertion vraie, on montre facilement que tout fefige I'image def vérifie f 1 (F)
fermé. Il suffit de voir alors quég est continue de&X versY si et seulement si elle est

continue en tant que restriction désur f(X).0

) On peut noter alors que giest une application d& dansY’, alors siX est
muni de la topologie discréte (topologie égale a I'ensemble des partiésaesiY est
muni de la topologie grossiére (topologie limité¢f@Y }) alors f est nécessairement
continue.

Définition 108 (Limite) Soitf : X \ {z¢} — Y, aveczy, € X. On dit que
y est undimite de f enzq, Si pour tout voisinagé” dey dansY’, la réunion
F~Y(V) U {zo} estun voisinage de;.

Proposition 109 Les propriétés suivantes sont équivalentes au fait/cgoat
limite dex,, :

e pour tout voisinagé’ del, il existe un nombre fini de,, en dehors dé’.

e Dans le cas ou I'espace est métrique : la distance:gdé c tend ver9).

Lemme 110 f est continue enc, si et seulement sf(xzy) est limite de
f\X\{wo} enxg.

Démonstration : Faisable sans trop de difficultés.

Définition 111 (Point isolé) x, estisolési et seulement iz, } est ouvert.
Un espace topologique est discret si tous ses éléments sont des points isglés.

Lemme 112 Le pointzy n'est pas isolé si et seulemenfisi\ {xo} # 0, pour
toutV € V(x), et encore si et seulementisi € X \ {zo}.

Démonstration : Clair.O

Un probléme est la non-unicité de la limite, a priori. Nous avons donc besoin de la
notion d’espace séparé, que I'on définira un peu plus loin.

Définition 113 (Homéomorphisme) Un homéomorphismeest une applica-
tion bijective continue et de réciproque continue.
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Exercice 114 (Quelques propriétés des homéomorphismes)L'identité est un ho-
méomorphisme.

e Une composition d’homéomorphisme est un homéomorphisme.

e Sur un espace normé, la translation et ’homothétie de rapport non nul sont des ho-
méomorphismes.

e L'ensemble des homéomorphismesX¥&ers X est un sous-groupe de I'ensemble
des bijections d&X versX.

Démonstration : Rien de difficile dans tout ¢a; notons que la réciproque d’'une
homothétie est une homothétie, et qu’'une homothétie est continue parce que les opéra-
tions algébriques sont continues (voir propositi&d). O

5.1.7 Espace séparé

Définition 115 (Espace séparé)Jn espace esséparési pour toute paire de
points(x, y) on peut trouver un voisinage deet un voisinage dg disjoints.

Exercice 116 ¢ Un espace métrique est séparé.
e Une topologie discréte est séparée.

Exercice 117 Tout ensembile fini d'un espace séparé est fermé.

Démonstration : Dans le cas d'un singleton il est clair que le complémentaire est
voisinage de chacun de ses points, donc ouvert/ pdre passage a un ensemble fini
se voit par les propriétés immédiates des fermés donnégk@n

Théoréme 118Soitf : X — Y.
Sizy n'est pas isolé et sV est séparé, alors I'applicatiorf a au plus une
limite enxy.

Démonstration : On considére les voisinages respectifs de deux limites, et on
considére l'intersection de leurs images inverses respectives ; cette intersection est ré-
duite & un singleton; or c’est un voisinagede

Théoreme 119 Soientf; et fo deux applications continues ayant méme en-
semble de départ et méme ensemble séparé d'arrivée. Addrs(x) =
fa(z)} est fermé.

L’hypothése de séparation est nécéssaire (de méme que dans le théoréme sui-
vant, méme contre-exemple) ; considérer par exenfiplet f, deux applications de
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R (muni de sa topologie usuelle) dafg, 1} muni de la topologie grossiérg; est
I'application nulle,f; est nulle saufef; f>(0) = 1.

Démonstration :  On montre que I'ensemble complémentaire est ouvert. Pour cela
on considére: dans ce complémentaire, et deux voisinages disjoinfs @dg et f>(z) ;
l'intersection des images réciproques de ces voisinages est un voisinagejue
montre que notre complémentaire est bien un voisinagerde

Corollaire 120 Si f; et f, coincident sur un ensemble dense et ont valeurs
dans un espace séparé, alors elle coincident partout.

Démonstration : Il suffit de se rappeler qu’un fermé est égal a son adhérence, et
gue I'adhérence d’un ensemble dense est I'espace tout Entier.

Lemme 121 Si f est continue et injective, et si I'espace d’arrivée est séparé,
alors I'espace de départ est aussi séparé.

) Ce lemme servira a montrer le théorefr&s

Démonstration : On considére deux points distincts de I'espace de départ, leurs
images sont distinctes par l'injectivité, on peut les séparer par deux ouverts, d'images
réciproques ouvertes. La suite est trividle.

5.1.8 Continuité et limite dans les espaces métriques ou normés

Définition 122 (Continuité séquentielle) f est séquentiellement continue
en z si et seulement si pour toute suitg, convergeant vers: les f(x,)
convergent verg (z).

Théoréme 123 Soit X a base dénombrable de voisinages, alors toute fonction
séquentiellement continue est continue.

Démonstration :  On considére une suite de voisinages décroissants de x.
Soit W un voisinage def(x). Si f~1(WW) n'est pas un voisinage de alors on peut
trouverz, € V,, \ f~1(W); z, tend verse; or f(z,,) ¢ W, et doncf(z,) ne peut
pas tendre verg(x).0

Corollaire 124 Si f est séquentiellement continue sur un espace métrique,
alors f est continue.

Démonstration : Il faut simplement considérer I'exercid®0

54



) Ce corollaire servira notamment pour le théoréfié.

Proposition 125 (Définitione — ¢ de la continuité) Soit f application entre
espaces métriquesf est continue en: si pour toute il existe ¢ tel que
d(z,2') <6 —d(f(2'), f(z)) <e

Démonstration : Il suffit de remarquer que la famille des boules ouvertes de rayon
e et de centref(x) est une base de voisinagesfie), et que la famille des boules ou-
vertes de rayon et de centre: est une base de voisinagesade

Définition 126 (Continuité uniforme) Une application f d’'un espace mé
trigue dans un autre espace métrique est ditdormément continue si, pour
toute > 0 il existea > 0 tel que, pour toutz,y) € X2, d(z,y) < a —

d(f(z), f(y)) <e.

La continuité uniforme n’est pas une notion topologique mais une notion meé-
trique ; i.e. deux distances équivalentes ont la méme notion de continuité uniforme (que
I'on change la distance dans I'espace de départ ou dans I'espace d’'arrivée), mais le fait
gue deux métriques soient associées a la méme topologie ne suffit pas pour qu'elles
aient la méme notion de continuité uniforme.

‘- La continuité uniforme est une notion trés importante ayant de nombreuses
applications.

Pour montrer la continuité uniforme, on dispose des outils suivants :
- une fonction Lipschitzienne entre métriques est uniformément continue
- une fonction bornédeR dansR et monotoneest uniformément continue
- une fonction continue sur un compast uniformément continue (théoreme de Heine
198 voir le dit théoréeme pour d'innombrables applications)
- Si p etq sont conjugués et i et g appartiennent &” et L? deRR" respectivement,
alors f x g (convoluée) est uniformément continue.

Une propriété essentielle est le théorémé

Définition 127 On dit qu’une suitef,, d’applications deX dansY avecY un
espace métriqgueonverge uniformémentvers f si pour toute positif il existe
N tel que pour toutr > N et toutz dansX d(f(z), fu(z)) <e.

) Les applications et des exemples classiques :

Tout d’abord, quelques résultats célébres de densité pour la topologie de la conver-
gence uniforme : voir le théoréme de Rurigel Q le théoréme de StonrELS (avec son
corollaire le théoréme de Stone-Weierstrass ; voir en particulier les polynémes de Bern-
stein B, (f)(z) = Sp_, f(£)Cka*(1 — )"~ qui convergent uniformément veys
sur|0, 1], voir théorémet17).

Il faut absolument se rappeler la convergence uniforme d’une série entiére sur tout
disque de rayon strictement inférieur au rayon de convergence.
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Quelques résultats céleébres utilisant la convergence unifo38é,637 (intégra-
tion de fonctions réglées}74 (sur la limite uniforme d’'une suite de fonctions ho-
lomorphes). Quelques variantes a notre convergence uniforme ci-dessus définie, et
d’'autres résultats (notamment métrisabilité) : voir définitidr), et les résultats qui
suivent ; voir aussi Ascoli et ses conséquenges?.

Il convient enfin de signaler quelques applications de la convergence uniforme aux
espaced.? et a l'intégration :
- théoreme de Plancherel : il existe un unique isomorphismé?ddansZ? appelé
transformation de Fouriet? notéef — f telle que pour touf dansL! N L? f estla
transformée de Fouridr! de f, ||fH2 = || ||, (voir par exemple le livrel[6])
- théoréme de Sard : voif].
- Intégration au sens de Riemman : voir palfitie3

Définition 128 (Applications lipschitzienne) Une applicationh est ditelip-
schitziennes'il existe K’ € [0, +oo[ tel que

d(h(z),h(z")) < K.d(z,2")

On dit aussi qu’elle esk -lipschitzienne.
On définit laconstante de Lipschitzpar

Lip(h) = sup{W|x,x' eX,x#a'}

Proposition 129
e Les fonctions lipschitziennes sont continues, et méme uniformément |conti-
nues.
e Les fonctiong”! d’'un compact deR dans un espace vectoriel normé sant
Lipschitziennes, ainsi que les fonctions dérivable®dians un espace vect(
riel normé a dérivée bornée (voir le théoremes).

Exemple : la distance — d(x, z() sur un espace métrique avecz, appartenant
a FE estl-lipschitzienne de& dansR. La distance dé7 x E dansR est lipschitzienne,
pour toutes les normes usuelles.

Définition 130 (Norme d’une application linéaire) Si ¢ est une application
linéaire entre espaces normés, on défininsame || ¢ || par

| ¢ ll=sup{ll (=) [| / | z [|< 1}

Cette norme peut a priori étre infinie - ce qui signifie donc que I'appellation
"norme", bien que classique, est abusive. Il ne s’agit d’'une norme qu'en se
restreignant a I'ensemble des applications pour lesquelles cette "norme" est
finie.
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Lemme 131

16 1= sup{]l () [l /|| = = 1} = sup{ L2 4 g

|||

Démonstration : Il suffit d’avoir la patience de le vérifierd.

Théoréme 132Une application linéaire entre espaces normés est continue si
et seulement si sa norme estco. Elle est continue si et seulement si elle est
lipschitzienne et son coefficient de Lipschitz est égal a sa norme.

Démonstration :  Si ¢ est continue en zéro, il est clair que pousuffisamment
petit, | = ||< r implique|| ¢(x) ||< 1; on constate alors par linéarité qie ||< r—1.

Réciproquement g a une norme finie, aloksest lipschtzienné ¢(x)—¢(y) ||=||
dlx—y)I<l @l -1l (x—y) |, etLip(¢) <|| ¢ ||; en considérant de normel, on
constate quéip(¢) =|| ¢ || ; d’'ol le résultat

Exercice 133 (Critere de continuité pour une forme linéaire sur un espace normé)
¢ fonction deFE dans son corpg{ = R ou K = C est continue si et seulement si son
noyau¢—1(0) est fermé.

Démonstration : Si ¢ est continue, il est clair que I'image réciproque d’'un sin-
gleton est un fermé. Réciproquement, par contraposée, supposoms rjest pas
continue, alorg’ n'est pas non plus séquentiellement continue (voir le coroll=irg,
donc il existe une suite,, tendant ver$ telle que¢(zx,,) ne tend pas verg. La suite
Yn = ﬁ (définie pour les: tels queg(x,,) soit > ¢ > 0 aprés extraction d'une
sous-suite) tend vefs On considére alors un certairtel queg(a) = 1 (Si ¢ est nulle
elle est continue), et on constate que la sujte= y,, —a tend vers-a € ¢=1(0), alors
quez, € ¢~1(0).0

Définition 134 (Borné) Soit £ un espace normé. Un sous-ensemble E
est ditborné si sup{|| z || |z € A} < +o0.
On dit que I'applicationf estbornéesur B si et seulement i(B) est borné.

Exercice 135 Soit¢ une application linéaire entre espaces normés. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

e ¢ est continue

e ¢ est continue en

e ¢ est bornée sur une boule de raysr)

e ¢ est bornée sur une sphere de rayer
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Démonstration : Ces preuves sont faciles, je me contente de rappeler quelques
faits qui permettent de les rédiger proprement.

La topologie est invariante par translation (puisque toute translation est un homéo-
morphisme), donc la continuité @réquivaut a la continuité en un point quelconque.

Le fait que¢ soit bornée sur une boule équivaut trivialement au fait ¢usoit
bornée sur une sphere (par linéarité).

Si ¢ est bornée sur une boule, par linéarité il est clair qu’elle tend(vers).

Enfin si¢ est continue, on a montré un peu plus tét que sa norme est finie, ce qui se
voit facilement au fait que pour suffisamment petit, on doit avoif(z) petit, et donc
pour|lz| < 1, [¢()|| < 1/r.0

5.1.9 Valeur d’adhérence

Définition 136 (Valeur d'adhérence) Soit f : X \ {29} — Y, avecX etY
des espaces topologiques; on dit gue Y est unevaleur d’adhérencede
f enzg si et seulement si pour todf,, € V(x() ettoutV, € V(y) on a

Vy N f (Vo \ {zo}) # 0.

Lemme 137 L'ensemble des valeurs d’adhérence flen z, est donné par
lintersection desf(V,, \ {z0}), pour V,, voisinage dex,; en particulier
c’est un fermé.

Démonstration : Soity une valeur d’adhérence, alors par définitipappartient
a l'adhérence dg¢(V \ {zo}) pour toutV voisinage der,. La réciprogue, tout aussi
simple, est laissée de catg.

Corollaire 138 Sixzy n'est pas isolé, alors les limites sont des valeurs d'adhé-
rence.

Démonstration : Clair.O

Proposition 139 (Le cas des suitespoitz,, une suite dans un espace topolo-
giqueX.

e Les limites de suites extraites sont des valeurs d’adhérence
¢ Si une valeur d’adhérence a une base dénombrable de voisinages, alors c’est
la limite d’'une suite extraite.

Démonstration :

e l'infini n'est pas isolé pour la topologie usuelle & Donc les limites d’'une
suite sont des valeurs d’adhérence. Et les valeurs d’adhérence d’'une suite extraite sont
clairement des valeurs d’adhérence de la suite.

e Soit (V,,) une suite de voisinages devaleur d’adhérence de, ; soit ¢(1) tel
quezp) Soit inclus dand/i, ¢(2) tel que¢(2) soit inclus dand’ et ¢(1) < ¢(2),
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¢(3) tel queg(3) soitinclus dand’s et¢(2) < ¢(3), et ainsi de suitell

Corollaire 140 Dans un espace métrique, les valeurs d’adhérence d’une suite
sont exactement les limites des sous-suites extraites.

Attention a I’hypothése métrique ! Dans le cas général, ce n’est pas vrai, voir
5.6.7.

5.2 Construction de topologies

Définition 141 Etant donnéd C X, on appelletopologie induite par la to-
pologie deX sur A I'ensemble des intersections d’ouvertsXievecA.

Il est facile de vérifier qu'il s’agit bien d’'une topologie.

Exercice 142 e Si X est séparé, alorgl est séparé pour la topologie induite.

e A est ouvert (resp. fermé) dad$ si et seulement si toud C A est ouvert (resp.
fermé) pour la topologie induite si et seulemeniBsest ouvert (resp. fermé) pour la
topologie deX

e Si A est ouvert (resp. fermé) dans, alors l'intérieur (resp. 'adhérence) d8 C A
est le méme dan¥ et dansA

5.2.1 Topologie quotient

On supposeX muni d’'une relation d’équivalencg. On noter la projection cano-
nigue deX sur I'ensemble quotient.

Définition 143 (Topologie quotient) La topologie quotient est définie
comme suit :
U C X/R estouvert si et seulementssi ! (U) est ouvert.

On peut vérifier facilement qu’il s’agit bien d’'une topologie.

Proposition 144 Soit X un espace topologique, & une relation d’équiva-
lence surX. On notell la projection canonique d& sur X/R.

Les propriétés suivantes de la topologie gquotient 3R sont fondamen
tales :

- la projection canonique est continue (c’est a dire que I'image réciproque de
tout ouvert est un ouvert)
- la projection canonique est ouverte (c’est a dire que I'image de tout oyvert
est un ouvert) si la relation d’équivalence est associée a un groupe agissant
par homéomorphismes sixf (voir partie 21.3).

59



Démonstration : |l est clair par définition que la projection canonique est conti-
nue. Pour la réciproque il suffit de voir quelgiest un ouvert d&X, II-}(TI(U)) est la
réunion deg(U) pourg dans le groupe d’homéomorphismes agissanfsar

La topologie quotient sert un peu partout, par exemples elle définit une topo-
logie sur un espace projectif et le rend compact pour cette topologie (voir le théoréeme
1279.

5.2.2 Topologie sur un espace d’applications linéaires
On noteL(E, F') I'espace vectoriel normé des applications linéaires continues de

I'espace normé’ dans I'espace normE. Cet espace est normé par

16 1= sup{]l 6(x) | | = 1< 1} = sup{ 2D 212 03

|||

On peut vérifier facilement qu'il s’agit bien d’'un espace vectoriel normé.

Définition 145 (Dual topologique) L'espacedual topologique du K-espace
vectoriel normér est I'espacel’ = L(E, K) des formes linéaires continues.

Définition 146 (topologie forte) On appelletopologie forte la topologie dé-
finie sur le dual par la norme usuelle.

On va voir un peu plus loin des topologies plus ludiques sur le dual. La topo-
logie usuelle sur le dual est la topologie faible, et pas la topologie forte (voir définition
plus loin...). Notamment la parti#gd est plus fournie en la matiére.

5.2.3 Topologie définie par une famille de parties d’'un ensemble

Lemme 147 Une intersection quelconque de topologies est une topologie.

Démonstration : Evident en revenant a la définition d’'une topologie.

Définition 148 Si une topologieZ est incluse dans une topolodi€, on dit
queT” estplus fineque7, ou que7 est moins fine qué’.

Proposition 149 Soit A une famille de parties d& ; l'intersection de toutes
les topologies contenam est une topologie, c’est la plus petite topologie
contenantd. On la noteZ (A), et on dit que c’est l&opologie engendrée par
A. T (A) estlafamille des réunions arbitraires d’intersections finies de parties
de AU {0, X}. Les intersections finies de parties deJ {0, X } forment une
base d’ouverts pour cette topologie.
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Démonstration : Il suffit de considérer le lemm®&47 pour avoir I'existence de la
plus petite topologie contenadt Le reste est un petit exercie pas trop dor...

5.2.4 Topologie définie par une famille d’applications

Proposition 150 Etant donné&Z un ensemble, €X; une famille d’espaces to
pologiques, ave¢; : Z — X, il existe une plus petite topologie sdrrendant
toutes lesf; continues; c'est la topologie engendrée par yg*sl(U) avecU

ouvert. Une base de cette topologie est donc I'ensemble des intersections finies
d’'images réciproques d'ouverts par dés

Démonstration : Facile avec la propositiob4

Remarquons que pour C X la topologie engendrée par la fonction (dite injection
canonique) qui & dansA associer dansX est la topologie induite sutt par celle de
X.

Théoreme 151 Dans la situation ci-dessus, une applicatigrde Y dansZ
est continue si et seulement si toutes les compg&éeg sont continues.

) On verra une application pour la continuité lorsque I'espace d’'arrivée est un
espace produit; théoreni&9. Ce théoreme permet aussi de montrer la proposition
155

Démonstration : Application immédiate des définitions.

Définition 152 On dit que la famille d’applicationsf; est séparantesi et
seulement si pour toutr, y) il existe: tel quef;(z) # fi(y).

Proposition 153 Si lesf; sont séparantes et si les topologies surlg&ssont
séparées, alors la topologie engendrée est séparée.

) Ce lemme permettra de montrer qu’un produit d’espaces séparés est séparé,
théoremel60.

Démonstration : Supposons que ety soient distincts ; alors puisque la famille
d’applications est séparante il existetelle quef;(x) # fi(y); et puisqueX; est
séparé, il existe un ouvelt contenant: et un ouvertl’ contenant, tels quelU etV
sont disjoints. Les ensemblgs ' (U) et f; (V) sont ouverts, puisqug est continue
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(par définition de la topologie engendrée!), et disjoints. Le résultat en dédoule.

Définition 154 (Topologie faible et topologie faible *) On appelletopologie
faible sur I'espace normé la topologie engendrée par I'ensemble des formes
linéaires continues d& dansK . On appellgopologie faible * sur le dual de
I'espace normé® la topologie engendré par I'ensemble des applications qu
¢ associent(z), étant donné € X.

a

Proposition 155 La topologie forte définie eh46 est plus fine que la topolo
gie faible *.

Démonstration : En vertu du théoreméa5], il suffit de voir que pour tout: la
fonction qui a¢ associep(x) est continue pour la norme, ce qui est facile & prouver
(en se ramenant en zéro, une application linéaire étant continue si et seulement si elle
est continue en zéra).

Proposition 156 La topologie forte d’un espace vectoriel normé est plus fine
gue la topologie faible.

Démonstration : En vertu du théorem@&51, il suffit de voir que toutep dansE’
est continue pour la norme, ce qui est évident.

[$%]

Proposition 157 La topologie forte sur le duat’ est plus fine que la topologi
faible, elle méme plus fine que la topologie faible *.

Démonstration : La premiére partie étant déja montrée, il suffit de voir que la
topologie faible est plus fine que la topologie faible *. Or ceci découle simplement
du fait que si deux familles d’applications sont incluses I'une dans l'autre, alors les
topologies engendrées sont plus fines I'une que I'antre.

5.2.5 Topologie produit

Définition 158 (Topologie produit) On appelletopologie produit sur le pro-
duit desX; la topologie engendrée par les projections canoniquesydsur
X;.

Théoréme 159 Avecr; les projections canoniques, une applicatifrde Y
dansX est continue si et seulement si pour tout o f est continue.

Démonstration : |l suffit d’utiliser le théoremel51 0O
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Théoréme 160 Un produit d’espaces topologiques non vides est séparé |si et
seulement si chacun des facteurs I'est.

Démonstration : Lesw; sont séparantes, donc si chaqtigest séparéX est sé-
paré, par la propositioh53
Réciproquement, il suffit de considérer un élément du produit, grace a I'axiome du
choix ; grace a cet élément, on peut facilement construire une applicatiéi dans
X qui soit continue et injective ; donk; est séparé par le lemme 10

Proposition 161 La topologie surX; x X, avecX; métrique est la topologie

associée a la métriqué((x1,x2), (y1,y2)) = max(d(z1,y1),d(z2,y2)); ON
pourrait aussi prendre la somme.

Démonstration : On rappelle simplement que les boules constituent une base
d’ouverts dans un espace métrigue

Cette proposition se généralise a un produit fini, et méme a un produit dénom-
brable ; la distance entfe, 2, ...) et(y1, y2, ...) estdonnée par_ . W
avecd,, la distance suk,,.

Exercice 162 Le lemme précédent se généralise a un produit fini quelconque.

Proposition 163 Sur un espace normé la somme (opération entre deux|élé-
ment des I'espace) et la multiplication (d'un élément du corps par un élément
de I'espace) sont continues.

Démonstration : L'addition est continue grace a I'inégalité triangulaire. La multi-
plication est continue grace|@ax| = |A|||x|.0

Proposition 164 Soit E1, ..., E,, et F' des espaces vectoriels normés . Joit
multilinéaire deE; x ... x E,, dansF, alors f est continue si et seulement|si
16 lI=sup{ll ¢(@1, .., zn) | | [ 21 [[< 1, || @ | 1} < 400

Démonstration : Faciled
Contrairement au cas des applications linéaires, notons qu’une application multili-
néaire continue n’est pas nécessairement lipschitzienne.

Exercice 165 Une application multilinéaire continue entre un produit d’espaces vec-
toriels normés et un espace vectoriel normé est lipschitzienne sur chaque sous-ensemble
borné.

Démonstration : FacileO
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5.3 Compacité - liens entre complétude et compacite

5.3.1 Généralités

Définition 166 (Recouvrement ouvert)Un recouvrement ouvert de l'es-
pace topologiqueX est une famille d’'ouverts; avecX = UU,.

Définition 167 (Compact) X estcompacts'il est séparé et si de tout recoul
vrement ouvert on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Un sous-ensembl®& de I'espaceX est ditcompacts’il est compact pour la
topologie induite.

Une partieA de X est diterelativement compactesi sa fermetured est com-
pacte.

On verra plus tard (voir lemmE77) que tout compact d'un espace séparé est fermé,
et que tout compact d’'un métrique est borné (s’il n’était pas borné on extrairait une
sous-suite convergente d’une suite non bornée, par le thédréghe

Un compact, dans le cas général, n'est absolument pas nécessairement fermé!
Considérer par exemple un point, dans un ensedibdentenant au moins deux points
et dont la topologie est réduite{d, X }.

Définition 168 Un espace vérifie lpropriété de Borel-Lebesguesi de tout
recouvrement ouvert on peut extraire un recouvrement fini.

Un espace est donc compact s'il est séparé et s'il vérifie la propriété de Borel-
Lebesgue.

\ |

NS
) ) La compacité : éclaircissements, utilisation.
On verra d’autres caractérisations de la compacité que la définition par "séparé+Borel-

Lebesgue". Néanmoins cette définition servira par exemple pour le thé8&hfes-
sultats de régularité sous le signe somme). Elle permettra aussi, en5périie de
montrer que la compactifié d’Alexandrov est compact. Les deux premiers points de
I'exercice 170, la propositionl71 (I'image continue d’'un compact dans un séparé est
compact), le théoremk76de séparation des compacts, le théor@hi(semblable au
théoréme de Heine dans le cas de familles équicontinues), le résultat selon lequel tout
métrique compact est homéomorphe a une partie du cube de Hilbert erbpaudide
théoréme de Ston&l5, le corollaire du champ rentrant dans la spt&t8 le théoreme
d’Ascoli 719utilisent cette méme caractérisation.

Les méthodes usuelles pour montrer la compacité d’'un ensemble sont le fait qu’'un
sous-ensemble fermé d’'un compact est compact, le fait qu'un produit (quelconque)
de compacts est compact (voir le théoréme de Tykhdids¥, le théoréme d’Arzéla-

2Le théoréme de Tykhonov, conjoint au fait qu’'un fermé d’un compact est compact, implique d'ailleurs
que la sphére unité de” est compacte, et donc notamment I'équivalence des normes en dimension finie -
voir théorémel 88
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Ascoli 720 (aux multiples applications), et le fait que I'image continue d’'un compact
dans un séparé est compacte (par exemple, dans le cas des espaces projectifs).

Des théorémes incontournables en matiere de compacité sont le théoréme de Banach-
Alaoglu 193 (utilisant Tykhonov), le théoréme de Heié8; le théoréme de Baire
(sous une forme moins connue que la forme classique basée sur la compBtaide)
s'applique aux espaces localement compacts. Citons aussi le théoréme dé9Rjesz
le théoréme de Krein-Milman (soff un espace vectoriel normé de dimension finie,
K un compact convexe dE non vide, alorsk est I'enveloppe convexe de ses points
extrémaux : on trouvera une preuve dahg), le théoréme de Monte82

La compacité dans le cas métrique offre des résultats fondamentaux :

e théoreme de Bolzano-Weierstrdsd

e UN espace métrique compact est séparable

e Une isométrie d’un espace métrique compact dans lui-méme est une isdémétrie

e UN espace métrique compact est complet (voir corolzdg*

[ ]

Théoreme 169 Un espace métriquprécompact et complet est compact.

aUn espace métrique est dit précompact si quel que seit> 0 il existe un recouvrement fin
de FE par des boules de rayan e.

Démonstration : On a déja vu qu’un espace compact métrique est complet (corol-
laire un peu plus haut). Il est clair qu'il est aussi précompact. C’est donc la réciproque
qui pose probleme.

Supposons donE précompact et complet. Pour montrer sa compacité, nous allons
utiliser le théoréme de Bolzano-Weierstrd§®. Considérons donc une suite,,) de
E. Nous allons en chercher une sous-suite convergeante.

Il existe, par définition, pout entier> 1, y; 1,v:.2, ..., yi,n, t€ls que les boules
centrées sur leg; ; et de rayony; recouvrentE. Construisons par récurrence sur
1 < j; < N; tel qu'une infinité de points,, soit dans l'intersection des boule de rayon
% centrée sur; ;, pour! > i. On choisit alors:; € N, construit aussi par récurrence,
tel que la suite des; soit croissante, et,, soit dans I'intersection des boule de rayon
2 centrée sur; j, pourl > .

Ceci définit une suite extraite de la suite dgs dont on montre facilement qu’elle
est de Cauchy. Elle converge donc, par complétudg.deonc, E est compact.

) Une belle application est la propositi@g4. O

Un ensemble discretlans un compact est fini; on en déduit en particulier qu'une
fonction holomorphe non nulle a un nombre fini de zéros dans un compact convexe.

Enfin il est capital que I'image d’un compact par une application continue a valeurs
dans un espace séparé est compacte (voir théot€i)eCela entraine en particulier
gu’une fonction continue sur un intervalle ferméRlatteint ses bornes (d'ou le théo-
reme de Darbou%77, le théoréme de RoIllIE75, et certains criteres de recherche de
minima - voir partiel2.2).

30n en trouvera une preuve en application de Bolzano-Weierstrass.

40n en déduit notamment que le théoréme du pointfikés’applique dans un compact métrique et donc
que la boule unité fermé@é (N) n’est pas compacte ; en cas contraire, l'applicatien) >0 — (yn)n>0
avecy; = z;_1 Sii > 0 etyo = 0 serait bijective car une isométrie d’'un espace complet compact sur
lui-méme est une bijection comme dit ci-dessus.

5].e. tout point est isolé.
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Dans les ouvrages en anglais, "compact space" est simplement un espace vérifiant
la propriété de Borel-Lebesgue. L'équivalent de notre espace compact est "compact
Hausdorff space”.

Exercice 170 e Toute partie finie d’'un espace séparé est compacte.

e Tout intervalle fermé bornf:, b] deR est compact.

e Soit (x,,)nen UNe suite d’éléments d’un espace topologidueséparé tendant
vers une limitec. Alors{x,,/n € N} U {z} est un compact (preuve facile, en considé-
rant un recouvrement par des ouverts, puis en considérant un des ouverts contenant
et en voyant qu’un nombre fini des éléments de la suite est en dehors de cet ouvert.

¢ 0,(R), SO, (R) sont des compacts (en tant que fermés born@&"dejui est de
dimension finie).

e Les espaces projectifs sont compacts (2G6ir2.9.

e Le cube de Hilbert (voib.6.9 est compact.

e Le compactifié d’Alexandrov d’un espace séparé non compact localement com-
pact est compact (vo.6.129

Démonstration : La premiére assertion est triviale. Pour la deuxiéme, on se donne
un recouvrement ouvett on considere le plus grandtel quela, 2] peut étre recou-
vert par un recouvrement fini extrait the La suite est facile ou comporte une référence
Vers une preuve compléte.

Proposition 171 Si f est une application continue d’'un espace compact
dans un espace sépa¥g alors f(K) est compact.

Démonstration : f(K) est évidemment séparé. Etant donné un recouvrement ou-
vert de f(K) on peut considérer le recouvrement ouvertideonstitué des images
réciproques de ces ouverts; on en extrait un recouvrement fini, et il n’y a plus qu'a
repasser dang.O

) Cette propriété servira notamment pour le théoreme de Rale ou pour
montrer qu’un espace projectif est compact (théor&i&). Elle permettra aussi de
montrer que tout compact métrique est isomorphe a un sous-espace topologique du
cube de Hilbert (voir parti®.6.9. Enfin, elle permet de montrer que toute isométrie
d’'un métrique compact sur lui-méme est une bijection (corol2H@.

Il faut noter qu’une propriété plus fine sera parfois utile :

Proposition 172 Soit f une application semi-continue supérieurement dfun
compact dan®. Alors f est majorée et atteint sa borne sup.

) Cela servira notamment pour le théoréa@2.
Démonstration :
e Soit K un compact, ef semi-continue supérieurement fiedansR. Soitz la
borne sup de(t) pourt dansK (a priori z peut étre égal & o).
e Soit (z,,)»en Croissante tendant versavecz,, élément de I'image d¢ pour tout
n. Supposons que la borne sup ne soit pas atteinte (soit elle est infinie, seitd vers
x sans jamais l'atteindre).
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e On a alorsK = Uyenf (] — 00, z,[). On peut extraire de ce recouvrement
de K un recouvrement fini (en fait, un recouvrement par un seulfdég—oo, x|
puisque ces ensembles sont croissants) ; gioest bien majorée.

e K estalors égal (] — oo, z,[) pour un certaim, ce qui contredit le fait que
x,, Croisse verg: sans jamais l'atteindre - en effef, < = implique qu'il existet dans
K tel quef(t) > z,.0

Définition 173 (Propriété d’intersection finie non vide) Une famille A de
parties deX a la propriété d'intersection finie non vide si et seulement sj
tout sous-ensemble fini déa une intersection non vide.

Proposition 174 Un espace topologique est compact s'il est séparé et si tpute
famille de fermés qui a la propriété d’intersection finie non vide a une inter-
section non vide.

Démonstration : Il suffit de considérer les complémentaires des fermés, qui ont le
bon godt d’étre ouverts.

) Outre les corollaires qui suivent, on pourra voir la proposifi6& ou le lemme
410

Corollaire 175 Un fermé d’'un compact est compact.

) Voir (par exemple...}10.

Démonstration : Un fermé d’un compact est évidemment séparé ; il suffit ensuite
de voir qu'un fermé de notre fermé est un fermé de notre espace et d'utiliser la propo-
sition précédentel

Théoréme 176 Deux compacts disjoints d’'un espace séparé peuvent étre sé-
parés par des ouverts.

Démonstration :  On montre tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 177 Si X est séparé, ek compact inclus dan¥, alors K est fermé.

) Cela servira a chaque fois qu’'on voudra montrer que compact équivaut a fermé
borné dans un espace donné, par exempie

Démonstration : On considérer dans le complémentaire d€ ; pour touty ap-
partenant & on peut séparer ety par des ouvert§, etV;,. On peut alors considérer
le recouvrement d&” par les ouvert¥), et en extraire un recouvrement fini. En prenant
I'intersection ded/, correspondants a notre recouvrement fini, on a un ouvert autour de
x, n'intersectant pa&’. Donc le complémentaire d€ est ouvert, dond( est fermél

On peut donc terminer la preuve de notre théoréme, en considérant un deuxiéme
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compactK”’, et pour toutz de K’, on peut trouver un ouvelt, autour dex et un
ouvertV,, contenants ; on applique la compacité d€’, et on obtient facilement deux
ouverts disjoints séparahf’ de K.

Corollaire 178 Dans un espace compact, les sous-ensembles fermés sont les
sous-ensembles compacts.

Démonstration : |l suffit de considérer le corollairé75et le lemmel77.

Corollaire 179 Tout point d’'un compact posséde une base de voisinage com-
pacts.

Démonstration : (voir figure5.1) Soit W un voisinage ouvert de dans I'espace
compactX. Le ferméX \ W est compact. On peut donc séparer les compactet
X \ W par deux ouvert§/ etV. Alors X e U ¢ X\ V C W;etdoncX \ V estun
voisinage compact deinclus dang¥.00

Frontieres des ouverts
separant les compacts
./ | Compact
"/ /] recherché

FiG. 5.1 — Construction d’'une base de voisinages compacts dans un compact.

Corollaire 180 Une fonction continue bijective d’'un compact dans un espace
séparé est un homéomorphisme.

) On peut citer en applications les résultai# et 267 (propriétés du cube de
Hilbert et du Cantor triadique).

Démonstration : Il suffit de voir que I'image d'un fermé (donc compact) est com-
pacte dans I'espace image, et donc elle est aussi fermée. Donc I'image réciproque de
tout fermé par la fonction inverse est un fermé.

) On peut utiliser ce résultat pour montrer que tout compact métrique est homéo-
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morphe a une partie du cube de Hilbert, paftié. 9

Théoréme 181 Les compacts d& sont les fermés bornés.

Démonstration : Il suffit de considérer un interval fermé borné autour d’'une partie
bornée pour montrer facilement ce résultat a partir des résultats précédentseétde

Corollaire 182 Etant donnée une fonction continue d’'un compact dadyses
bornes supérieures et inférieures sont atteintes.

) Ce résultat sert dans la vie de tous les jours, mais on peut par exemple citer le
joli théoreme290, le theoréme de RollB75, la recherche de points extrémaux sur un
compact (voirl2.2). Citons aussi le résult&92 sur les billards strictement convexes
du plan. Enfin, il servira pour le théorém280 (point fixe commun a un sous-groupe
compact d’automorphismes d’'un espace de Hilbert).

Démonstration : Trivial au vu du résultat précédent et de la proposifiGa.c

Proposition 183 Toute suite a valeurs dans un compact admet une vagleur
d’adhérence.

Démonstration : La suite de§x,,,/m > n} ala propriété d’intersection finie non
vide ; il ne reste plus qu’a appliquer la propositibr.0

Définition 184 (Localement compact)Un espace topologique edocale-
ment compacts'il est séparé et si tout point posséde un voisinage compact.

Proposition 185 Tout point d’'un espace localement compact posséde unebase
de voisinages compacts.

Démonstration : Six € Int(K) avecK compact, alors: posséde une base de
voisinages compacts daid$ muni de la topologie induite (pat79. Commez €
Int(K), cette base de voisinages est aussi une base de voisinagesdeX .0

5.3.2 Lethéoreme de Tykhonov

Théoreme 186 (Théoréme de Tykhonovsoit X; une famille d’espaces tous
non vides. Le produit est compact si et seulement si chacun des facteurs|l'est.

Démonstration : On a déja montré que le produit est séparé si chacun des fac-
teurs I'est (voirl60). La compacité du produiX entraine la compacité de chacun des
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facteurs comme on peut s’en rendre compte en considérant la projection canonique sur
chacun des facteurs. Il reste donc a voir la réciproque, c’est a dir& st compact, si
chacun des facteurs I'est. On trouvera une démonstration dans Bourbaki, ou bien dans
[13]. La démonstration utilise le lemme de Zd&A.

Il est important de noter que I'on peut prouver Tykhonov dans le cas d'un
produit dénombrable de compacts métriqu&s, d;) sans faire appel a I'axiome du
choix. Cela se fait simplement en considérant :

e La métriqued; associée a la métriqug, avecd, = min(d;,1).

e La métrique sur le produit des compacts définiePar, y) = > & d}(z;, y;).

¢ La topologie de cette métrique est la topologie produit.

o |l ne reste plus qu’a utiliser la caractérisation des compacts métriques par les sous-
suites (théoreme de Bolzano-Weierstrass, théork3fer

t Dans le cas d’'un produit fini de compacts métriques, la preuve est évi-
dente.

Corollaire 187 Les compacts dB" sont les fermés bornés.

Démonstration : Etant donnée une partie bornée, on considére un produit d’inter-
valles fermés bornés dans lequel cette partie est incluse, et le résultat vient taut seul.

5.3.3 Application aux espaces vectoriels normeés

Théoréeme 188 Toutes les normes sur R ou C- espace vectoriel de dimen
sion finie sont équivalentes.

Démonstration : On considére une base, et la norme qui a un élémeiit de-
socie la somme des valeurs absolue de ses composantes. On montre qu’'une norme
guelconque est équivalente a cette norme. Il suffit pour cela de noter que la sphére
unité (pour notre norme) est compacte, par compacité de la méme sphérg’dahs
continuité des opérations algébriques, et de vérifier que toute norme est continue et
donc atteint sur cette sphére un minimum et un maximum (NB : toute norme est conti-
nue carK-lipschitzienne poui le max des normes d'images d’'éléments d'une base
orthonormale)l

Corollaire 189 Un sous-espace vectoriel (de dimension finie) d’'un espace
normé est fermé.

) Une application se trouve juste aprés le théoreme de Bdbe un espace de
Banach de dimension infinie ne posséde pas de base dénombrable.
Démonstration : Nous avons tout d’abord besoin d’un lemme :
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Lemme 190 Un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace vecto-
riel de dimension finie est fermé.

Démonstration : On considére la méme norme que dans le théoréme précédent.
Pour cette norme notre espace est clairement fermé (au vu des équations le définis-
sant). Plus précisément, on considére une base de notre espace vEecteilelqueF’
soit engendré par lgs premiers éléments de cette base (c’est possible grace au théo-
reme de la base incompléte). AlaFsest l'intersection d’hyperplans fermés d’équa-
tionsz; = 0.0
On peut maintenant finir notre preuve ; seit F, avecF de dimension finie ; alors
on se place dans I'espace généré par une bagemlas le vecteur, et on utilise le
lemme ci-dessusl.

Exercice 191 Toute application linéaire d’un espace normé de dimension finie dans
un espace normé est continue.

Démonstration : Il suffit de considérer une base et la norme définie plus haut.

Théoréme 192 (Théoréme de RieszZlyn espace normé est de dimension fini
si et seulement si sa boule unité fermée est compacte.

e

) On verra une application amusante avec le corolla#® une autre (utilisant
aussi le théoreme d’Arzéla-Ascaoli et le théoréme d’'isomorphisme de Banach) avec le
théorémer47.

Démonstration : Supposonst de dimension finie, alors toutes les normes sont
équivalentes, on peut se ramendr & R™ ; comme la boule unité est fermée bornée,
elle est compacte. Réciproquement (voir figir8), supposons la boule unité fermée
compacte, alors on peut la recouvrir par des boules ouvertes de di@métrenombre
fini. On considere alors 'espadéengendré par les centres de ces boules, et on montre
gue I'on peut approcher tout point de la boule arbitrairement bien avec des points de
F; ensuite on utilise le fait qué’ est de dimension finie et donc est fermé.

Théoréeme 193 (Théoreme de Banach-Alaoglupoit £’ le dual d'un espace
normé, alors sa boule unité fermée est compacte pour la topologie faible|* (ie
la topologie engendrée par les applications qub & E’ associenty(z) pour
un certainz € E.

La boule unité fermée est 'ensemble des formes linéairedles que||¢(x)|| <
[l]]-

Démonstration : (voir figure5.3) On identifie £’ & une partie du produiK?, en

identifiant¢ & (¢(z)).c . La topologie faible * est alors la topologie induite stirpar
la topologie produit suK”. La boule unitéBg: est contenue dans = L, B(0, ||
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FIG. 5.2 — Le théoréme de Riesz. On approximde la boule par le centre du cercle le
plus proche, et on réitére avec le double de la distance emiree centre.

z ||) € KE. Par le théoréme de Tykhonov ce produit est compact. Il suffit donc main-
tenant de montrer quB . est fermé comme sous-ensemblddauni de la topologie
produit, ce qui se fait aisément en considérant les équations définBgalitui sont
simplement les équations définissant les fonctions linédires).

) \oir la proposition742par exemple.

Proposition 194 La boule unité fermée du dual d’un espace séparable est mé-
trisable pour la topologie faible *.

Démonstration : On considéere une suite, dense dan’, a valeurs non nulles;
la topologie faible sur la boule unité fermée peut étre définie par la métrique

d(Tn) — Y(Tn
dto.0) = 3R

n>0

Cette (courte) vérification étant faite, le résultat est acquis.

Corollaire 195 On peut en outre extraire de toute suite de la boule unité fer-

mée du dual d’'un espace séparable une suite convergeant faiblement.

Démonstration : Laissée au lecteui.
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Limites

de [’
(compact
par Tykhonov)

E
————— Eléments de E’

B(E’), fermé d’un compact, est compact.

FiG. 5.3 — Schéma explicatif de la preuve du théoreme de Banach-Alaoglu.

5.3.4 Espaces métriques compacts

Théoréme 196 Un espace métrique compact est séparable. |l possede donc
une base dénombrable d'ouverts.

Démonstration : Soit X métrique compact. Pour touton peut trouver une suite
finie de points telle que les boules centrées sur ces points et dejgaﬁmuvrentX.
La suite obtenue en mettant bout & bout toutes ces suites finies est dendedans

Corollaire 197 Un espace métrique compact est de cardinal inférieur ou égal
a celui deR.

Démonstration : Un espace métrique compact est séparable ; donc il admet une
base dénombrable d’ouverts. En prenantydans chaque ouvert, on obtient donc que
tout point est limite d’'une suite de;. Il suffit alors de voir que I'ensemble des suites
d’'un ensemble au plus dénombrable est de cardinal au plus la puissance du continu, ce
qui se voit facilement, en considérant par exemple la fonction qui & ur:ré€lo, 1]
dont le développement binaire comporte une infinité dssocie la suitéu,, ),.cy telle
gqueu, est égal au nombre deentre len-ieme1l et len + 1-iemel.0
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Théoréme 198 (Théoréme de Heinelne application continue d'un espace
métrique compact vers un espace métrique est uniformément continue.

) Ce théoreme servira par exemple pour le théoréét Il peut aussi servir a
montrer gu’une application continue @kedansR tendant vers une limite finie en plus
et moins l'infini est uniformément continue.

Démonstration :  On considére, pow > 0, pour chaquer € X, o, > 0tel que
d(z,y) < az — d(f(x), f(y)) < €/2. Par compacité, on peut recouvif par un
nombre fini de boules de centreet de rayorny,. /2. On prend alorg = inf«;, et le
résultat vient tout seulCl.

—

Théoréme 199 (Théoréme de Bolzano-Weierstras$)n espace métrique e$
compact si et seulement si toute suite a valeurs darsntient une sous-suite

convergente.

) Voir par exemple le théoréme de Brouvar], le théoréme de Tykhonov dans
le cas d’un produit dénombrable d’espaces métriques (voir juste apres le thd@@me
sans utiliser 'axiome du choix. Le théoréeme est aussi utilisé dans le |ler@f& qui
servira a démontrer le théoreme de Runge. Le corolffeest une autre application :
toute isométrie d’un espace métrique compact dans lui-méme est une bijection.

Démonstration : Si X est métrique compact, alors toute suitg,) a une valeur
d’adhérence (considérer la suite décroissante de parti¥&sabmstituées des élements
X, = {zx/k > n};lasuite des adhérences de ces parties a la propriété d’intersection
finie), et X étant métrique, une sous-suite converge vers cette valeur d’adhérence.
Réciproquement, considérons tout d'abord les deux lemmes suivants :

Lemme 200 (Lemme de Lebesguepoit (X, d) un espace métrique tel que
toute suite contienne une sous-suite convergent®; 86t un recouvrement
ouvert deX, alors il existee > 0 tel que pour toutr € X, il existei tel que
B(z,e) C V;.

Démonstration : Dans le cas contraire, on peut pour tout entigrouver unx,,
tel que la boule de centrg, et de rayorl /n ne soit contenue dans auclin Alors on
extrait de cette suite une sous-suite convergente. On obtient que pseez grand les
boules en question seront incluses danig; lqui contientz.O0

Corollaire 201 Une isométrie d'un espace métrique compact sur lui-méme est
une bijection.

Démonstration : Supposongs un tel espace, ef une isométrie dé& dansFE.
Supposons que n'appartienne pas a I'image de Alors, z est a distance- ¢ >
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0 de I'image def (en effet 'image def est compacte comme image continue d’'un
compact, voir propositiod 71, or la distance entre un compact et un fermé disjoint de
lui est> 0, voir corollaire260).
Considérons alors,, = ™ (x), et supposons que,, converge, poutk,,) une cer-
taine suite strictement croissante. SiI'on aboutit a une contradiction, alors le théoréme
de Bolzano Weierstrass permettra de conclure que I'espace ne peut étre compact.
d(ug, , Uk, ) = d(Uk, ., —k,, ) pUisquef estune isométrie. Qk(uy,, , , —k,,, ) >
€ par définition dex et puisque les,, appartiennent a I'image dépourn > 0. D'ou
la contradiction recherchée.

Lemme 202 Sous les mémes hypothéses que le lef@ifigoour toute > 0, il
existe une suite finie; telle que les bouleB(z;, €) recouvrentX .

Démonstration : Si le lemme est faux pour un certaipalors on peut construire
par récurrence une suite telle que chaque point soit a une distance au messutres
points, ce qui contredit I'hypothése.
Avec ces deux lemmes on conclut facilement; si toute suite contient une sous-suite
convergente, alors étant donné un recouvrement o(Vgrton peut construire par le
premier lemme un ensemble de boules recouvkaat tel que chaque boule est incluse
dans I'un ded/; ; ensuite par le deuxieme lemme, on se raméne a un nombre fini de
points, et il ne reste plus qu’a cueillir le bon sous-ensembld/des

5.4 Connexité

Définition 203 Un espace topologique est dibnnexesi les seuls sous
ensembles d& a la fois ouverts et fermés sdhet X. Une partie d'un espace
topologique est connexe si elle est connexe pour la topologie induite.

) On utilisera la connexité pour montrer :

— certaines formes du théoréme des valeurs intermédiii@s

— le corollaire470sur la dérivabilité d'une limite d’une suite de fonctions.

— les lemmesi95et 496, utile pour une démonstration du théoreme de Jordan

— la propositiom@55 utilisera la connexité pour définir une distance dans un ouvert
connexe d’un espace vectoriel normé

— théoréme de Rungé21Q

— Tous les résultats basés sur I'indice, par exemple le théoréme de Gihllet
beaucoup de résultats sur les fonctions holomorphes.

— L'exercice de la parti®.6.18 montrant qu’une fonctioff C>° deR dansR telle
quevz In f((x) = 0 est polynomiale.
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On trouvera diverses autres applications de la connexité plus loin dans ce chapitre.

Proposition 204 Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est connexe

(i) Une application¢ de X dans{0,1} continue est constante, av¢e, 1}
muni de la topologie discréte.

(iii) Pour tout couple d'ouvertsd et Bde X,siX = AUBetAN B = {,
alorsA=0ouB =10

(iv) Pareil avec des fermés

(v) Toutes les parties d€ non triviales (i.e. autres qu& et() ont une frontiére
non vide.

Démonstration : Facile :

(i) — (i) Si X est connexe, montrons que toute application continu& déans
{0, 1} est constante.

En effet, si une telle applicatiofi n’était pas constante, on partitionneraiten
deux ouverts non vides (*(0) = f~'(] — 3, 3 et f~*(1) = f~'(]3, 3[)); chacun
d’eux serait alors a la fois ouvert, fermé, et non trivial.

La réciproque (ii}— (i) est non moins simple (raisonner par I'absurdeA siuvert
et fermé non vide et différent d€, alors prendre la fonction caractéristiquediedans
X).

(i) — (iii) Facile, en voyant que sl et B contredisent I'hypothése{ est ouvert
et fermé et non trivial.

Le reste est du méme niveau de difficulté, je le passe sous silénce...

Proposition 205 e Si A C X est connexe et si ¢ B C A, alors B est
connexe.
o SilesA; sont des parties connexes deetNA; # 0, alorsUA; est connexe
o SilesA,; sont des parties connexes deet pour tout coupled;, A; il existe
10, ..., i AVeCiy = i eti = j tels queA,, intersecteA alors UA; est
connexe.

11410

Démonstration : Pour montrer la premiére assertion on utilise la deuxieme des
caractérisations des connexes donnéeXlén
La deuxiéme assertion n’est qu’un cas particulier de la troisieme.
La troisieme assertion la aussi se montre en utilisant la seconde des caractérisations des
connexes données &04.0

Théoréme 206 Les connexes dR sont les intervalles.

Démonstration : Faciled
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Théoréme 207L'image d'un connexe par une fonction continue est|un
connexe.

Démonstration : Facile toujours en utilisant la méme caractérisation des conmnexes.

Théoréme 208 Soit f une application continue définie sur un connexe et a
valeurs dansR. Alors I'image def est un intervalle.

Démonstration : Facile au vu des deux théoremes précédants.

Corollaire 209 Le théoréme des valeurs intermédiaires (dans le cas djune
fonction continue, pas dans le cas d’'une fonction dérivée) découle immédia-
tement du théoréme ci-dessus.

) Théoréme des valeurs intermédiaires pour une fonction dérivée, dit aussi théo-
reme de DarbouxXy77.

Théoréme 210 (passage a la douane&joit X un espace topologique et C
X connexe. SH intersecte a la foisB et son complémentaire, alor inter-
secte la frontiére de.

Démonstration : |l suffit de voir que les deux ouvertént(B) et Ext(B) ne
peuvent recouvrid.O

Théoréme 211 Un produit d’ensembles non vides est connexe si et seulement
si chacun des facteurs I'est.

Démonstration : Il est facile de voir, via les projections canoniques, que si le
produit est connexe, chacun des facteurs I'est. La réciproque est plus difficile. On com-
mence par le cas ou le produit est un produit de deux espaces (voir fighr&our
cela on montre gque tous les couplesy) = (z1,z2), (y1, y2) Sont contenus dans un
sous-ensemble connexe dg x X, ; on utilisera ensuite la propositidtDs. Il suffit
pour ce résultat intermédiaire de considérer I'uniorXdex {y-} etde{z;} x X». Par
récurrence, on généralise ce résultat a tout produit fini de connexes.

On considére maintenant un produit quelconglfede facteursX; connexes non
vides. On considére un élémenide X, en utilisant 'axiome du choix. Poud fini
inclus dangl (I est I'index deX;), on définit alors le sous-ensembtey de X défini
par(z;) € X4 si et seulement si; = y; pour touti tel quei ¢ A. X4 est connexe
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FIG. 5.4 — Un produit fini d’'ensembles est connexe si et seulement si chacun des fac-
teurs 'est. La généralisation a un produit infini se fait par un argument de connexité de
'adhérence d'une partie connexe convenablement choisie (voir le texte).

puisqu’homéomorphe a un produit fini d&. On peut vérifier que la réunion dés,

est dense dan¥ (en se rappelant qu'une base d’ouverts d’'une topologie produit est
'ensemble des intersections finies d’'images d’ouverts par les projections inverses) et
connexe (par le deuxiéme point de la propositiilh), et on conclut par le premier
point de la propositio205.0

Théoreme 212Une fonction localement constante sur un connexe | est
constante.

Démonstration : Il suffit de voir que I'image réciproque d'un singleton est a la
fois ouverte et fermég.

Définition 213 (Composante connexeAvecr € X, lacomposante connexe
dez, notéeC(x), est la réunion de tous les connexes contenant

Proposition 214 e Tout point appartient a sa composante connexe
e La composante connexe d’'un point est le plus grand connexe contenant ce
point

e Les composantes connexes sont fermées
e Deux composantes connexes sont disjointes ou confondues. En particulier, la
famille des composantes connexes forment une partition de I'espace.

Démonstration : Le premier point est trivial, le deuxieme aussi pas, le troi-
siéme découle de la connexité d&z), le quatrieme point découle du fait que la
réunion de deux connexes non disjoints est un connexe (deuxiéme point de la pro-
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position205).0

Définition 215 (Arc ou chemin, ligne brisée)Un arc ou cheminest une ap-
plication continue dé€0, 1] dansX. L'image de0 et I'image del sont les ex-
trémités de I'arc.

Une ligne brisée entrea et b est une suite finie de segments, ;. 1] avec
i1€[0,n—1],z0 = aetz, =b.

On appellelongueur d’une ligne briséela somme des longueurs de ses sgg-
ments.

Exercice 216 ¢ Dans un espace normé, I'application qui @associe(l — t).z + t.y
est un arc d’extrémités ety (on dit aussi un arc entre ety). L'image de cet arc est
appelée segment, noté, y|.

e D’un arc entrex ety et un arc entrey etz on peut déduire un arc entteet z.

Définition 217 (Connexe par arcs)Un espace topologique est dibnnexe
par arcs si il existe un arc entre toute paire de points.

Une partie d'un espace topologique est dite connexe par arcs si elle est connexe
par arcs pour la topologie induite.

Exemples : Un convexe est connexe par arcs.
Démonstration : Cela découle des exemples ci-dessus.

Proposition 218 Un connexe par arcs est connexe. La réciproque est fausse.

Démonstration : On fixe z dans un espace connexe par arcs. Chaque arc est un
connexe, car image d’'un connex®,(l]) par une fonction continue; la réunion des
arcs partant de est connexe (par la propositi@d5), or par définition cette réunion
est I'espace tout entier. Pour la réciproque, considérer la figGre

Exercice 219 Soit I'application f :]0, 1] — R, qui &z associel /sin(x). Montrer que
la fermeture de son graphe est connexe mais pas connexe par arcs.

Démonstration :  On suppose qu'il existe une fonctigncontinue qui & associe
(0,1) et &1 associe(1, sin(1)), et telle que pour tout: on ait ¢(z) appartienne au
graphe def. On considére; le sup de I'ensemble destels que la premiére compo-
sante dep(z) soit nulle. Il suffit ensuite de considérer la limite de la deuxiéme compo-
sante pour tendant vers:y.O

Proposition 220 Soit C; une famille de parties connexes par arcs. Si pour
toute pairei, j il existe une suite fini€,, ..., C,, avecC,, NCy,,, # 0 et
ag =i etay, = j, alors la réunion est connexe par arcs.
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Fic. 5.5 — Un connexe qui n'est pas connexe par arcs. La méme figure fournit un
exemple de connexe qui n'est pas localement connexe. |l s’agit de la courbe des
(x,sin(1/x)) versO par valeurs inférieures, plus la frontiéfe} x [—1,1]. On voit

que la figure n’est pas localement connexe en considérant ce qu'il se passe au voisi-
nage du point0, 1).

Démonstration : Faciled

Définition 221 (Composante connexe par arcsja composante connexe
par arcs de x est la réunion de tous les connexes par arcs passantcpar
on la noteC, (x).

Proposition 222 e La composante connexe par arcs d’un point est connexe
par arcs.
e Deux composantes connexes par arcs sont soit disjointes soit confondues.
e C,(x) C C(x), car Cy(x) est un connexe contenant et C(z) est le plus
grand connexe contenaatpar définition.

Définition 223 (Localement connexe (par arcs)lUn espace edbcalement
connexe (resp. par arcski tout point de I'espace posséde une base de voisi-
nage connexes (resp. par arcs).

Attention ; un espace peut étre connexe sans étre localement connexe. Voir par
exemple la figuré&.5.
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Notamment, alors qu’un espace dont tout point possede un voisinage compact (par
exemple un espace compact!) est localement compact, un espace dont tout point pos-
séde un voisinage connexe n’est pas nécessairement localement connexe.

Théoréme 224Dans un espace localement connexe (resp. localement
connexe par arcs), les composantes connexes (resp. par arcs) des ouverts sont
ouvertes.

Démonstration : FacileO

Corollaire 225 Dans un espace localement connexe (resp. localement
connexe par arcs) tout point possede une base de voisinages ouverts et
connexes (resp. CONNEXeSs par arcs).

Démonstration : Il suffit de considérer, étant donnéet un voisinagé” dex, un
ouvert inclus dang” et contenant,et une composante connexe (resp. par arcg) de
dans cet ouvertl

On peut noter le théoréme suivant :

Théoréme 226 Dans un espace localement connexe par arcs, les ouyerts
connexes sont connexes par arcs. Notamment, les ouverts connékesale
de tout espace vectoriel normé&ont connexes par arcs.

20u méme de tout espace vectoriel topologique.

5.5 Complétude
5.5.1 Suites de Cauchy. Espace complet

Définition 227 (Suite de Cauchy)Une suite(z,,) dans un espace métrigue
est ditesuite de Cauchysi pour toute > 0 il existe unN € N tel quevn, m >
Nonad(zp,xm) < €.

La notion de suite de Cauchy est une notion métrique et non une notion topolo-
gigue. Méme si deux distances sont équivalentes, on ne peut étre sir que les suites
de Cauchy soient les mémes pour les deux métriques. Par exempld(aygt =
|arctan(x) —arctan(y)|, la topologie suR est la méme que pour la topologie usuelle,
mais la suiteu,, = n n'est pas de Cauchy pour la métrique usuelle, alors qu’elle est de
Cauchy pour cette métrique.
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Proposition 228 e Etant donnée une suite,, notonsX,, = {xy/k > n};
alors la suitex,, est de Cauchy si et seulement si le diamétr&geend vers
0.

e Dans un espace métrique toute suite convergente est de Caulclinage
d’une suite de Cauchy par une application uniformément continue est une suite
de Cauchy.

Définition 229 (Espace complet)Un espace métriqu& estcomplet, si toute
suite de Cauchy d& a une limite dansX.

Quelques exemples d’espaces complets :
e les exemples de Banach donnés un peu plus loin.
e C*(Q) avecQ un ouvert d&R™, voir partie20.3

Une propriété fondamentale des espaces complets est le théoréme du pdint.fixe

Définition 230 (Espace de Banach)Jn espace de Banachst un espace veq
toriel normé complet.

Un isomorphisme entre I'espace de Banacly et 'espace de Banach' est
un isomorphisme des espaces vectoriels normés sous-jacents.

Quelques exemples d’espaces de Banach :
o R
e R™ muni d’une des normes suivantes :
- ('rla -~-axn) = Z:L:1 ‘1‘1|
(X1, o) o Do X2
- (21, ey ) > mazl x|
e L'ensemble des applications continues bornées d’'un espace topolagigiaasR
ouC, muni de la normg — sup,ecx|f(z)|
e Les espace£?, comme on le verra e
e Si F' est un Banach eE un espace vectoriel normé , alof§E, F') (ensemble
des fonctions linéaires continues diedansF’) est un Banach (pour la norme —

sup|e|=1lf(@)])-

On rappelle que deux normes sont dites équivalentes si elles définissent la méme
topologie.

Tout d’abord quelques propriétés des Banachs issues directement de |& partie
e Un isomorphisme algébrique (i.e. un isomorphisme au sens des espaces vectoriels )
continu entre espaces de Banach est un isomorphisme d’espaces vectoriels normés .
o Toutes les normes sont équivalentes surRiespaces vectoriels de dimension finie.
e Deux normes sont équivalentes si et seulement si chacune d’elle est inférieure a une
certaine constante multipliée par I'autre
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e Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet, et donc est un Banach.
e Les compacts d’'un espace vectoriel normé de dimension finie sont les fermés bornés.

Proposition 231 Etant donnés des espaces métriquiigsen nombre fini, le
produit Ey x ... x E,, peut étre équipé d’'une métrique définie gétz;), (v:))
de I'une des formes suivantes (entre autres) :

o> d(zi, i)

o /> d(wi, yi)?

o /> d(wi, yi)P

o max;d(x;,y;)

Ce sont bien des distances et elles sont équivalentes entre elles. La togologie
ainsi définie est la topologie produit, que I'on a définie plus t6t.

Proposition 232 Un espace métrique est complet si et seulement si l'intersec-
tion de toute suite décroissante de fermés non vides de diamétre tendait|vers
est non vide et donc réduite a un point.

Démonstration : SilI'espace métrique est complet, alors on considgrapparte-
nant aun-ieme fermé ; la suite est de Cauchy, et converge donc vers un point ; quel que
soitn, ce point est limite d’une suite de points #g ; donc il appartient &, puisque
X,, est fermé. En outre, le diametre tendant \gre diametre de l'intersection et
donc il s’agit d’'un seul point.
Réciprogquement, étant donnée une suite de Caughyn considére la suite de§,,
avecX, = {x/k > n}; cette suite vérifie les hypothéses, donc I'intersectionXigs
est réduite a un point. On montre facilement que ce point est limite gles

Proposition 233 Un produit fini d’espaces métriques complets, muni d'une
métrique comme défini ci-dessus, est complet.

Réciproguement un produit fini d’espaces métriques, muni d'une métfrique
comme défini ci-dessus, est complet si et seulement si chacun des facteurs I'est.

Démonstration : La démonstration (pas trés difficile) est laissée au lecteur.

Proposition 234 Si une suite de Cauchy a une valeur d’adhérence, ellg est
convergente.

Démonstration : On considére une suite extraite qui converge, et on montre faci-
lement que la suite tend vers la méme lintite.

Corollaire 235 Un espace métrique compact est complet.

Démonstration : S'il est compact, toute suite a une valeur d’adhérence (par le
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théoréme de Bolzano-Weierstrd$s®) ; il suffit alors d’appliquer la proposition précédente.

Théoréme 236 Le corpsR est complet pour sa métrique ; de méRrie muni
d’'une norme est complet pour cette norme. Plus généralement un espacelnormé
de dimension finie est complet.

Démonstration : On considére une norme shrde dimension finie et une suite
de Cauchyz,,. On montre que pour un certaivi la suite est a valeurs dans la boule de
centrexy et de rayonl a partir du rangV, directement par la définition d’'une suite
de Cauchy; on a donc une suite dans un compact, et donc la suite de Cauchy converge
vers un élément de cette boule.

) On trouvera par exemple une utilisation de ce théoréme 2ahs

Proposition 237 Un sous-ensemble d’'un métrique complet est complet si et
seulement si il est fermé.

Démonstration : Soit A un sous-ensemble fermé dé complet. Siz,, est une
suite de Cauchy dan4, c’est aussi une suite de Cauchy dansdonc elle converge.
Si A est fermé la limite est dans. Réciproquement, on suppaséansA4, et on choisit
une suitex,, qui tend verse ; et on remarque que, est de Cauchy et donc converge
vers une limite dangl puisqueA est completd

Définition 238 (Série absolument convergenteBoit £ un espace vectoriel
normeé.(x, ) dansk est appelée unserie absolument convergentsi) - ||
T ||< o0

Théoréme 239Un espace vectoriel normg est complet si et seulement |si
toute série absolument convergefitg ) est convergente daris.

Démonstration : Supposongs complet.
Soit une série:,, absolument convergente. Pour> n on a
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Donc la suitey,, = Y .-, x; est de Cauchy, et donc converge.

Réciproquement supposons maintenant que toute série absolument convergente
converge. On se donng, une suite de Cauchy. On en extrait une sous-suitd, et
T — Ty, ||< 2% pourm > ny ; la série correspondante est absolument convergente; il
est facile d’en déduire que la suite a une valeur d’adhérence, et donc qu’elle canverge.

Théoréme 240Si E est normé et sF' est de Banach, alors I'espace normé
L(E, F) est aussi de Banach.

Démonstration :  Soit f,, une suite de Cauchy dafi§F, F'). Pour toutz € F, on
all fu(@) = fi(@) I<]] fn = fo || - || ||, donc la suitef,,(z) est de Cauchy dans
F'; elle converge vers un élément que I'on ngter). Il est clair quef est linéaire.
On fixe alorse > 0. On choisitN tel que|| f, — fm ||I< €, pourn,m > N, et on
considérer de norme< 1. En faisant tendren vers l'infini on obtient qué/n > N
I fn(x) — f(z) ||< €; donc f est bornée sur la boule unité, et dofest continue.
On obtient avec la méme formule la convergencg,deers f au sens de la norme. En
résumé, la preuve s’obtient en montrant la convergence simple (facile), puis en mon-
trant que la limite est linéaire (trivial), puis qu’elle est continue (y’a qu'a I'écrire et ¢ca
roule).O0

Corollaire 241 Le dualE’ d’'un espace normé& est un espace de Banach.

Démonstration : Par application immédiate du théoreme précédent.

) \oir le corollaire704.

Théoréme 242Si K est un espace compact Bt un espace complet, alor
I'espace des applications continues BedansY C°(K,Y’) est métrique com
plet pour la distancel(f, g) = sup,d(f(z), g(z)).

]

Démonstration : La compacité dé{ permet de vérifier que la fonctiahest bien
définie ; elle est clairement effectivement une métrique. Etant dofinéee suite de
Cauchy dans I'espace considéré, on montre facilement que cette suite converge sim-
plement vers une certaine fonctign en utilisant la continuité d¢g, et la convergence
uniforme on conclut facilement a la continuité fleLa convergence uniforme dg¢s
découle facilement du critere de Cauchy dans I'espace congidéré.

)Voir par exemple le théorent84. On peut citer aussi le fait que I'espace des appli-
cations continues d’'un espaéécompact dans un espaéede Banach est de Banach

pour la normg| f|| ., = sup.|| f(z)| 5.

Exercice 243 Si E1,...E,, sont des espaces vectoriels normés, akede Banach,
montrer que I'espace norm&(E, ..., E,); F') est aussi de Banach.
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5.5.2 Complété d’'un espace métrique

Théoréme 244 Tout espace métriqueX, d) se plonge isométriguement dans
un espace compléfX, d) avecX dense dans(.
Sion se donne deux tels plongements, alors 'identité&atetend de maniére
unique en une isométrie d&; et X.

Définition 245 Un tel espace métrique complet est appaénplétéde X .

Démonstration :
Existence :

e on commence par introduire une relation d’équivalence entre les suites de Cauchy :
on dit de deux suites qu’elles sont équivalentes si la distance entre I'une et I'autre tend
versO (ie (z,,) est équivalente &,,) silim z,, — y,, — 0).
¢ On considéreX I'ensemble des classes d’équivalences pour cette relation.
e On note pafz,] la classe d’équivalence de la suitg.
e On remarque que la distance entrgety,, tend vers une limite donnée pourten-
dant vers+oo (noter que pour ce point on utilise la complétudefdmontrée un peu
plus tot).
« On peut donc prendre pour distance Sita limite de la distance entre deux suites
pourn tendant vers I'infini ; on vérifie facilement qu’il s'agit bien d’une distance.
e On peut prendre pour plongement la fonction qui@ssocie la suite constante égale
az.
e On constate facilement que ce plongement est une isométrie.
e On peut voir facilement que I'image du plongement est dense Haers considérant
pour une suite donnée, la suite des suites de Cauchy constante égalgs a
e On peut maintenant identifie¥ et son image.
« On considére maintenant une suite de Cauchy dansotéey,,.
e Pour toutn on peut choisitz,,, suite de Cauchy, telle que la distance (d&Hentre
x, ety, soit inférieure a /n.
e La suitex,, est de Cauchy danX, et donc aussi dan&. Par définition deX, la
limite de la suiter,, est la classe des suites dont la distange ast nulle.
o Il ne reste plus qu'a voir qug, tend aussi vers cette limite.

L'unicité résulte du corollair@47.0

Théoréme 246 Soient deux espaces métriquést B avec B complet. SiD
est une partie dense déet f : D — B est uniformément continue, alors|i
existe un et un seul prolongement contjfiu A — B. Cette fonctionf est de
plus uniformément continue.

Démonstration : e L'unicité est évidente, par unicité de la limite et par la den-
sité deD dansA.
e L'existence découle immédiatement du criteére de Cauchy, grace a la complétude
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de B.
e Il reste a montrer I'uniforme continuité : soiemtet y distincts dansA. Soit

r, — x ety, — y, avecr, ety, dansD. d(f(z), f(y)) < 2d(f(zn), f(yn)) Sin est
assez grand. L'uniforme continuité geen découle immédiatement.

) Cela servira a montrer quelques propriétés simples des espaces de Hdlder, voir
738 et le théoreme de Plancherel. L'escalier de Cantor utilise aussi ceci (voir partie
5.6.13. Cela permet aussi de voir quefsiest métrique complet connexe localement
connexe, alorg’ est connexe par arcs

Corollaire 247 Une isométrie : D — B d’'un sous-ensemble dense de I'es-
pace métriqgued sur une partie de I'espace métrique complets’étend de
maniére unique en une isométiie A — B de A sur une partie de3. L'ex-
tension: est une bijection del sur B si et seulement ${ D) est dense danB.

Démonstration : Evident, méme preuve que pour le théoréMé.n

5.6 Zoologie de la topologie

5.6.1 Séparation de fermés par des ouverts dans un métrique

Proposition 248 SoientF; et F» deux fermés disjoints d’'un espace métrique
(E,d). Alors il existe deux ouverfs; etU, tels queF; C Uy et Fy, C Us, Uy
etU, étant disjoints.

En outre il existe une fonction continue Bedans|0, 1] dont la restriction aF}
est égale & et dont la restriction a; estl (c'est a dire quexr, < f < xrr).

Démonstration : Considérer la fonctiorf définie par

_ sup(d(z, F1) — d(z, F5),0)
fla)= e F)

siz ¢ Fy et f(z) = 0 sinon. puis/; = f~1([0,0.5]) etU, = f~1(]0.5,1]).0

5.6.2 Théoréme de Baire

Théoreme 249 (Théoréme de BaireSoit X un espace topologique. Xi est
localement compact, ou s'il est métrique complet, alors

e Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense

e Une réunion dénombrable de fermés recouvr@ntomporte un fermé d’in
térieur non vide

Démonstration : |l suffit de montrer la premiére assertion, la seconde étant équi-
valente par passage au complémentaire.
On se donnd/; une famille dénombrable d’ouverts avEg = X. SoitV un ouvert
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non vide. On veut montrer que l'intersection désa une intersection non vide avec
V.0On posd/y = UyNV (ouvert non vide par densité d&). Ensuite, par récurrence :
oV, CV,_1NU,pourn > 1

e Cas métrique complet : on impogém(V,,) < 5-

e Cas localement compact, compact

Lintersection ded/,, est non vide, car :

¢ Dans le cas localement compact, il s’agit d’'une suite décroissante de compacts non
vides.

e Dans le métrique complet, il s’agit d’'une suite décroissante de parties non vides de
diameétres tendant veés

Il suffit alors de choisir un élément dans 'intersection #g8sl

) Les lignes qui suivent fournissent de nombreuses applications du théoreme de
Baire. Il y a aussi par exemple I'applicatiérng. 18

Proposition 250 Un espace de Banach de dimension infinie n'a pas de base
algébrique dénombrable.

Démonstration :
Supposons qué’, espace de Banach de dimension infinie, ait une base dénom-
brable(e,,) pourn € N.
Définissons alorg,, espace vectoriel engendré pardgpouri < n.
F,, est alors un fermé (car de dimension finie, résulés) et d’intérieur vide (fa-
cile). Or l'union desF;, est égale & ; donc E' devrait étre d’intérieur vide grace au
théoréme de Baire, ce qui est absurte.

Corollaire 251 R[X] n’est de Banach pour aucune norme.

Théoréme 252 (Théoréme de Banach-Steinhau§oit7,, : £ — F' une fa-
mille d’applications linéaires continues de I'espace de Ban&duans I'espace
NOrméFr. Sivx sup, || Toz ||< 0o, alorssup, || To ||< oo.

) On verra une application a la transformation de Toeplitz (propositid, qui
fournit une preuve élégante de la moyenne de Césaro (corditalje

Démonstration : On poseB,, I'ensemble des: tels queva on a|| T, (z) ||< n
B,, est fermé. L'hypothése permet de dire que I'union &gsestE. Par le théoreme
de Baire, I'un desB,, est d’intérieur non vide. On en déduit facilement le résuitat.

Corollaire 253 SoitT,, : EF — F une suite d’applications linéaires continues
de I'espace de Banach dans I'espace normé'. SiT.z = lim,— +cTn(2)
existe pour tout, alorsT est une application linéaire continue.

Démonstration : FacileO
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Définition 254 (Application ouverte) Une application est diteouverte si
'image de tout ouvert est un ouvert.

Théoreme 255 (Théoréme de I'application ouverte)lune application
linéaire continue surjective entre espaces de Banach est ouverte.

Démonstration : Donnons nous une telle applicatigh entre deux espaces de
BanachE et F. f est donc supposée linéaire, continue, et surjective. On montre qu’elle
est ouverte.

e SoitU un ouvert de¥. Il suffit de montrer qug(U) est ouvert dang'.

e Soitz dansf (U). Il suffit de montrer quef(U) est un voisinage de.

¢ Par translation, on peut supposet= 0.

o |l suffit donc de montrer qu’une certaine boube-(0, ) dansF centrée er de
rayon un certaim > 0 est incluse dans I'image pgrd’'une boule arbitraird3 (0, ')
dansE, centrée en), de rayonr’, avecr’ tel que Bg(0,r') C U. Par linéarité de
f, on peut se limiter &’ = 1. Il convient donc de montrer qu'il existe tel que

e Définissons, pour € N, F,, = f(Bg(0,n)).

e D’'apres le théoreme de Baire (ci-dessus), 'union Bggtant égale &, il existe
un F,, d’intérieur non vide. Du coupFi, par linéarité, est lui-méme d’intérieur non
vide.

e |l existe donc une boul®r(y, €) centrée ery de rayore > 0 incluse dand.

e Par symétrie-y € Fy. FinalementBr(y,e¢)—y C F;+F;,doncBg(0,¢) C Fy
(Fy + F1 = F>, comme on s’en convaincra aisément).

e Br(0,5) C Fy, d’ou le résultatn

Corollaire 256 (Théoreme d’isomorphisme de BanachlUne  application
continue linéaire bijective entre espaces de Banach a un inverse contiast
un isomorphisme).

Démonstration : Conséquence immédiate du théoreme de I'application ouierte.

) Voir par exemple le théoreme47, utilisant aussi le théoréme de Riesz et le
théoreme d’Arzéla-Ascoli.

Corollaire 257 Si E muni de la norméV; est un Banach et st muni de la
norme N, est un Banach, alors sN; < A.N, pour un certain\ implique
Ny < uNy pour un certainu. Donc si une des deux normes est plus fine gue
l'autre, alors elles sont équivalentes.

Démonstration : L'identité de (£, N») dans(E, N;) est continue, bijective, li-
néaire ; donc c’est un isomorphisime.
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Corollaire 258 (Théoreme du graphe fermé)Soit T : E — F, linéaire
entre les Banaclty et F. L'application T est continue si et seulement si|le
graphe del” est fermé dang x F.

Démonstration : Un sens ne pose pas de probléeme ; le graphe d’'une application
continue est toujours fermé.
Réciproquement, supposons le graphe fermé, voir figuie
e L'espaceFE x F esten fait un espace de Banach.
e Le graphe est en fait un Banach (la linéaritéldpermet de conclure que le graphe
est en fait un espace vectoriel, qui est fermé par hypothése ).
e La projection du graphe s restreinte au graphe est une application linéaire bijec-
tive du graphe suF'; par le corollaire256, son inverse est aussi continue. La projection
du graphe suF’ est aussi continue.
o Lafonction considérée, composition de deux fonctions continues, est donc cantinue.

E x F = Banach

Banach continue
\ (ar théoréme o’ isomorphisme
F de Banach)
linéaire bijective
continug

E

FiG. 5.6 — Schéma explicatif de la preuve du théoreme du graphe fermé.

5.6.3 Distance d’'un point & une partie

Proposition 259 Soit A une partie non vide d'un espace métriqUe, d).
L'application d qui &z dansE associed(z, A) = inf{d(z,a)/a € A} est
continue etl-lipschitzienne.

) Cette proposition servira un peu partout, par exemple pour le lefirdéres
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utile pour approximer des fonctions par des fonctiofis), ou pour le lemme61, ou
pour voir que leg-voisinages sont ouverts. .

Démonstration : Soitz dansE, montrons quel est continue en. Considérong
dansFE, et donnons nous> 0 (figure5.7).

Par définition del et de I'inf, il existea € A tel qued(z,a) < d(z, A) + . Alors
d(t,A) < d(t,z) + d(x,a) < d(t,x) + d(z, A) + ¢, doncd(t) < d(x) + d(t,z) + €.
En faisant tendre vers0 on obtientd(t) < d(z) 4 d(x, t). De méme on aurait(z) <
d(t) + d(z,y). Donc ) i

jd(z) — d(t)] < d(z,1)

On en déduit la continuité et le caract&réipschitzien ded.0

FiG. 5.7 — Continuité de la distance a une partie : une simple application de I'inégalité
triangulaire.

Corollaire 260 La distance entre un compact et un fermé disjoints-est

‘- par distance entre un compact et un fermé on enténtide la distance
entre un point du compact et un point du fermé.

Démonstration : La distance a un ensemble étant continue, la distance d'un point
du compact au fermé atteint son minimum sur le compact (. Si la distance est
nulle, alors elle est nulle en un certain paintlu compact. On prend alors une suite
x, du fermé tendant vers (par exemplel(z,,,z) < 1/n); sa limite est nécessaire-
ment dans le fermé, doncest a I'intersection du fermé et du compact, donc ces deux
ensembles ne sont pas disjoints. D’ou la contradiction, et le résultat.

La distance entre deux fermés disjoints n’est pas nécessairement non nulle !
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Considérer danR les fermésF et F;, définis par
F, =N
n+1

Fy={ p

/neNAn>2}

5.6.4 Approximation d’ouverts par des compacts

Lemme 261 SoitU un ouvert deR™. Pourm > 1, notonsk,, I'intersection
de

{x € U/d(z,U®) > =}

1
m
etde B

B(0,m)

Alors :

e Pour toutm > 0 K,,, est compact
e K, C Int(Km+1)

o U =U; K;

e VK compactdd/ Im/K C K,,

) Ce résultat servira par exemple pour le corolldig&, ou pour I'utilisation de
la définition729, ou pour la propositiod 14

Démonstration : e K, est borné (clairement)s,, est une intersection de deux
fermés (rappelons que pour une partie non vide donnée I'application qui a un point
associe sa distance a cette partie est continue, voir propogignUn fermé borné
deR"™ est compact (corollair87).

o |l suffit de voir que I'intérieur d’'une intersection finie est I'intersection des inté-
rieurs.

e La distance d’'un point deU au complémentaire d& est> 0 car le complé-
mentaire dd/ est fermée (un point a distance nulle d'un fermé est dans ce fermé).

e Soit K un compact inclus daris.

L'inf de la distance d'un point dé& au complémentaire d€ est> 0 grace a un
corollaire précédent. Donc cette distance est supérielifewdpourm assez grand. Il
suffit ensuite de prendre: assez grand pour qu€ soit inclus dans la boule fermé

B(0,m).0

Lemme 262 @pproximation d’ouverts du plan par des compacts pas trop troués
Soit{2 un ouvert deC (on pourrait direR?). Alors il existe une suite de com
pactsK,, inclus dand? tels que :

o K, C I’I’Lt(K»,H_l)

e Tout compact dé€) est inclus dans un certaifi,,
e Toute composante connexe @@ U {oo}) \ K,, contient une composante
connexe déC U {c0}) \ ©

\ |

\ —
ﬂ\ La derniére condition signifie simplement gu’il n’y a pas de "trous" su-
perflus dans le(,,. La seconde condition implique que la réunion dgsest).
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Démonstration : On utilise les méme&,, que dans la partie précédentes.

Le seul probléme est de vérifier que la derniére condition est vérifiée.

On se donne don€ une composante connexe @&, K,,°, etz appartenant a cette
composante connexe.

Alors nécessairemeiit| > n ou |z — f| < 1/n pour un certairf dansF', avecF
le complémentaire dg.

Dans le casz| > n, alors les\.z, pour X réels> 1, forment une demi-droite, qui
unie af{co}, forme un connexe, inclus dags et intersectant une composante connexe
deC \ Q (puisquex & QV).

Dans le cage — f| < 1/n, le segmentz, f] est inclus dang’, doncC' contientf,
et donc intersecté' \ 2, au moins ery.

D’ou le résultat]

5.6.5 Homéomorphisme entre une boule fermée et un compact convexe
d’intérieur non vide

Proposition 263 Soit X un compact convexe d'intérieur non videe.
Alors K est homéomorphe a la boule unité fermée.

Démonstration :

e On peut supposer queappartient a l'intérieur déx’.

e On peut agrandiK jusqu’a ce qu'il contienne la boule unité fermée.

e On définit la fonctionf de la boule dan#( qui ax associ€l’.x avecT le sup
dest € RT tels quet.u appartient &, avecu le vecteur directeur de (x/||x||). On
définit f(0) = 0.

e Montrons tout d’abord qug est bien définie. Si: est non nul K étant borné, le
sup deg en question est bien définigiest non nul (le cag(0) étant séparé).

e t.u appartient aK pour toutt < 7', par convexité dés. Le fait queK est fermé
fait queT.u appartient & . Si x est de normd, le probléme est donc résolu. Sest
de norme plus petite quie a fortiori, 7.2 appartient & par convexité deds.

e |l faut maintenant montrer qug est continue.

e f est continue en. En effet il est clair quef (z) tend verd) quandz tend vers).

e Il convient maintenant de montrer qyeest continue en autre que). Pour cela
il suffira de montrer que la fonction quitaassociel” le sup dest € R* tels quet.u
appartient a est continue sur la sphére (ensuite il est clair que la multiplication par
un scalaire est continue, que la fonction qui a un vecteur associe son vecteur directeur
est continue (par quotient/||z||).

e La figure5.8parle d’elle mémel

Cela permet d'appliquer des triangulations sur la boule unité fermée (enfin sur
un simplexe homéomorphe a la boule), voir théoré&h2

5.6.6 Intersection vide d'une suite décroissante de fermés convexes
non vides bornés d’un espace vectoriel normé

SurR l'intersection d’'une suite décroissante de convexes fermés bornés non vides
ne saurait étre vide. Dans le cas général il en est tout autrement.

6C est le compactifié d’Alexandrov d& (C U {oo})
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B l

FiG. 5.8 — Par hypothése, la boul® est incluse dang(. On se donne: le point
f(u), c'est & dire le "bord" dé< dans la directior:. Alors la zone grisée appartient
nécessairement A par convexité.f(v) est alors nécessairement au deld/depar

convexité dek, et en deca dé\,, par définition dez. D’ou la continuité def.

e Soit F I'espace des fonctions continues|fel] dansR.

e C’est un espace vectoriel normé pour la norme infinie. C'est méme un espace de

Banach.
e Soit (x,,)nen UNe suite de rationnels dense déhd|.

e Soit C,, I'ensemble des applications de nulles enx; pour tout: dans0, n],

bornées pa2 et d’intégralel sur[0, 1].
e Les(,, sont non vides, convexes, fermés, bornés, décroissants.
e Lintersection des”),, ne peut contenir que des fonctions nulles sur tous

les ra-

tionnels, et continues, donc l'intersection désne peut pas contenir de fonction non

nulle. Or Lintersection de€’,, ne peut contenir que des fonctions d'intégrale

5.6.7 Valeurs d’adhérence# limites de suites extraites

Proposition 264 L'ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite n’est pa
cessairement égal a I'ensemble des limites de sous-suites extraites.

5 Ne-

Démonstration : En effet, soitE' 'ensemble des applications continues[del]
dans[0, 1] ; on le munit de la topologie produit, c’est & dire de la topologie de la conver-

gence simple (il est facile de vérifier que c’est pareil...).
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¢ Un voisinage de la fonction nulle dafsest de la formd f/Vi € [1, n]| f(x;)] <
€;} (%), avec leg; positifs, et lesz; dans|0, 1].

e On considére les applications en dents de scie, égdlena,, enx, enxo, ...

, €Nz, avecr; < r;11, vo = 0 etz; = 1; et affine entrer; et 2L gt 201 ot
Tit1s avecf(’”*#) = 1, avec lesg; rationnels.

e On peut clairement les énumérer, et donc il s’agit d'une suite.

e la suite nulle est clairement dans I'adhérence de cette suite (prendre un voisinage
de la fonction nulle écrit sous la fornge), et regarder ce qu’il se passe.

e aucune suite extraite ne peut tendre simplement vers la fonction nulle, sinon le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue permettrait de dire que l'intégrale de
la fonction nulle est la limite de I'intégrale des fonctions de la suite - or toute fonction
de notre suite a une intégra%e]

5.6.8 Les espaces projectifs

Proposition 265 Les espaces projectifs sont compacts et connexes par arcs.

On trouvera plus d’'informations sur ce sujet dans la p&@ie.4

5.6.9 Le cube de Hilbert

Définition 266 On appellecube de Hilbert 'espace produif0, 1], muni de
la topologie produit [0, 1] étant muni de la topologie usuelle sur les segments
de réels).

Propriétés :

e Le cube de Hilbert est connexe par arcs (considérer, étant donnés deux suites de
réels(z, )nen et(yn)nen, 'application qui & associ€z,, +t.(y, — =, ))nen). Chaque
composante étant continue, cette application est continue.

e Le cube de Hilbert est métrisable (considérer I'application qui,8) et (y.,)

associe), o Lrnl,

e Le cube de Hilbert est compact; par application du théoréme de Tykhonov.

Théoreme 267 Tout espace métrique compdctest homéomorphe a un sous-
espace topologique du cube de Hilbert.

Démonstration :

¢ Etant donné: € N, on considére un recouvrement Hepar des boules, ; pour
i € [1,t(n)], en nombre fini et de rayolyn (on peut toujours construire un recouvre-
ment fini, en extrayant un recouvrement fini du recouvrement comportant TOUTES les
boules de rayon /n, via la compacité dé&).

¢ On noteB,, ; la boule de méme centre qig;, mais de rayon doubl&(n)

e On peut, par le lemme d’Urysohfi], trouver une fonction continug, ; égale a
1 surb,, ;, comprise entr@ et1, et nulle en dehors de la bouls, ;.
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e On peut alors construire I'applicatighqui a un pointz de K associe

(fl,l(x)a e fl,t(l)(z)v faa(z), ., f2,t(2) (@), ey fr1 ()5 on, fm,t(m)(x)"')v

qui est un élément du cube de Hilbert.

e Cette application est continue, puisque toutes ses composantes sont continues.

e Elle est injective, on I'a d’ailleurs un peu beaucoup construite pour ¢a.

e f de K dansf(K) est alors une application continue bijective d’un espace com-
pact dans un espace séparé ; ceci implique fjast un homéomorphisme, d’aprés le
corollaire1800

5.6.10 Fonction non continue vérifiant la propriété des valeurs in-
termédiaires

Il suffit de considérer la fonction qui a un réebssociesin(1/x) six est non nul
et0 sinon.

5.6.11 Tous lesfermés d&" s’expriment comme zéros de fonctions
indéfiniment dérivables

@ Des fermés particuliers, le cas de la dimension

Lemme 268 Il existe une fonctio> deR dansR qui sS’annule exactement
sur] — oo, 0].

Démonstration :

e On posef(z) = exp(—1/x) pourz > 0, f(x) = 0 sinon.

e Il est clair quef estC*> surR*.

e En0 on peut facilement voir que toutes les dérivées sont nulles, car leurs limites
sont nulles, puisqu’elles s’expriment comme produit d’'une fraction rationnelle par un
exp(—1/x).0

Lemme 269 Tout intervalle ouvert d® s’exprime comme complémentaire de
I'ensemble des zéros d’une fonctiofie©.

Démonstration : e ]Ja, +o0o[ 0u] — oo, a] : voir lemme précédent.
e |a, b est 'ensemble des zéros de— f(x —a).f(b—x).0

Lemme 270 Tout fermé d& s’exprime comme ensemble des zéros d’'une fonc-
tion C*.

Démonstration :

e On noteU le complémentaire du fermé a étudier.

e U est ouvert.

e U est réunion dénombrable d'intervalles ouverts disjoints (preuve en vérifiant
gu'il y a un rationnel dans toute composante connexe d’'un ouvert)

e On note¢,, une fonction (voir lemme précédenf)* qui s’annule exactement
sur le complémentaire duiéme intervalle de la partition ci-dessus.
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e On noteg la somme deg,,. Cette somme est bien définie car il y a au plus un
des¢,, qui est non nul en un point donné.

e ¢ estindéfiniment dérivable, comme on s’en rend facilement compte en regardant
ce gu'il se passe au voisinage d’'un point donné - qui n'appartient qu’a un seul support
de¢,.0

@ Des fermés particuliers, le cas général : dimension quelconque

Lemme 271 Soit B une boule ouverte dR" ; il existe une fonctior0'>° nulle
partout sauf dans cette boule, ou elle esb.

Démonstration : On montre le résultat pour la boule unité ouverte, la généralisa-
tion étant évidente.

e Soit f(z) = exp(fﬁ) pourz tel que||z|| < 1, etf(x) = 0 sinon. La norme
ici évoquée est la norme euclidienne.

e la situation étant invariante par rotation, on se contente de montrer que la fonction
estC™ sur le premier axe (i.e. I'ensemble des0, 0, ...0) pourz dansR).

e Pour cela on montre que chaque dérivée partiell€est

e Tout d’abord dans le cas d'un point autre queu 1 :

- La dérivée partielle suivant un autre axe que le premier est clairement nulle, par
symétrie du probléme.

- La dérivée partielle suivant le premier axe est clairend&tit comme composée
d’applicationsC, voir le lemme269.

e Et en zéro, il suffit de voir que le carré de la norme euclidienne est une fonction
polynémiale, done”*°.

e Le casl se traite facilement, comme dans le lema&&0

Lemme 272 Tout ouvert s’écrit comme réunion dénombrable de boules|ou-
vertes.

Démonstration :

e On consideére la suite,, des points a coordonnées rationnelleg/dein ouvert.

e Pour toutz,,, on définitr,, le sup des- tels queB(z,,,r) C U.

e 1, est bien positif strictement, puisqUeest ouvert.

e |l est clair que tout rationnel d€ est inclus dans la réunion dé&Xx,,, ).

e Tout pointz est inclus dans une boule centrée sute rayone incluse dand’ ;
donc une boule centrée sur un rationnel situé a une distance au/plae = et de
rayon maximal va contenir. En effet

e Des deu précédents, on déduit donc que notre ouvert s’exprime comme réunion
dénombrable de boules ouvertes.

Théoréme 273 (Le résultat tant attendu) Tout fermé de R™ s’exprime
comme zéro d’'une fonctiafi*.

Démonstration : e Soit F' un fermé. On consideér& son complémentaire. On
écritU comme une réunion dénombrable de boules ouvértes
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e On fait alors une somme pondérée de fonctions comme définies dans le lemme
271 Avec ¢ la fonction donnée par le lemn&1 pour la boule unité, on peut écrire
cette somme comme.;°, c;p(25-2.

e |l faut maintenant parvenir a sommernfaiéme fonction pondérée par le terme
(strictement positif) nécessaire pour ramener toutes ses dérivées en dessgis de
fois une constante ne dépendant que de I'ordre de la dérivée; ainsi on aura conver-
gence normale de toutes les dérivées et donc la sommeé'seraa difficulté est que
contrairement au cas de la dimensignes boules ne sont pas disjointes.

e Il est suffisant pour cela que la somme dg&* soit convergente. En effet, dans
ce cas la dérivég-ieme dec;(** sera majorée par la borne sur la dériveigme
de ¢, divisée par?.

o Il suffit de choisire; = e~ 7.2 ; ainsiy_ c;/rF = 22—?6_%/4“ < ST27h Mg,
avecM, le sup dez*.e 1.0

5.6.12 Le compactifié d’Alexandrov

On se donneX un espace topologique séparé, non compact, localement compact.
L'objectif va étre de construire un espade a peine plus gros qué&’, qui lui sera
compact, et qui contient un sous-espace topologiqgue homéomorphe a

On poseX = X U {co}. On définit7 I'ensemble constitué :

- des ouverts d&

-desX \ K, ol K estun compact d& .

o |l est facile de vérifier qué est une topologie. L'ensemble des ouvertsiest
bien stable par intersection finie et par réunion quelconque ; et I'ensemble des complé-
mentaires de compacts dé dansX est bien lui aussi stable par intersections finies
et réunion quelconques (rappelons qu’une réunion finie de compacts est compacte et
gu’une intersection quelconque de compacts est compact - comme fermé d’'un com-
pact) ; il suffit donc de vérifier que la réunion (resp. l'intersection) d’un ouve dx
d’'un complémentaire de compact deest bien un ouvert d& ou un complémentaire
de compact de&X.

Pour cela soit/ un ouvert deX, et K un compact deX, de complémentair&’.

U NV estlintersection d’'un ouvert avdé\ K qui est un ouvert; donc c’est un ouvert
de X. EtU UV est le complémentaire d€ N U’, avecU’ le complémentaire d&/
dansX.

« Montrons queX est dense dank. Pour le voir il suffit de voir que tout voisinage
de oo intersecteX ; ce qui est clair carX n’est pas compatt

e On va maintenant montrer qu€ est homéomorphe & un sous-espaceXde
L'identité de X dansX est injective. Les ouverts d€ inclus dansX étant exactement
les ouverts deX,, il est clair qu'il s’agit bien d’'un homéomorphisme.

 Montrons maintenant qu& est séparé (premier pas pour montrer qu'il est com-
pact). On peut séparer deux points Xear des ouverts, puisque est séparéMon-
trons maintenant qu’on peut séparer un painé X de co. On se donne pour cela
K un voisinage compact de ce qui peut se faire puisqu& est localement compact

IntK etX \ K sont des ouverts séparanet oc.

e Montrons maintenant qu& vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, c'est & dire
que de tout recouvrement d’ouverts eon peut extraire un recouvrement fini. Soit
X = U,erU;, avec ledJ; ouverts. Un certaild/;, contientco. Son complémentaire est

7Je souligne de temps a autre les endroits ol s’appliquent les hypothéses
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compact, et recouvert par 1€§, pourj # ig; on peut donc le recouvrir par 1€3;,
pourj € J fini. Lensemble ded/; pouri € J U {io} est un recouvrement fini d§.
Exemple R™ est homéomorphe a la sphére unitéRfe! 8.

Théoréme 274 (Compactifié d’Alexandrov) Si X est un espace topologique
non compact et localement compact, il existe un espace topologigeem-
pact appelé&ompactifié d’Alexandrov de X et tel que :

e X estdense danX . e X est homéomorphe & un sous espace topologiquie de
X.

5.6.13 Le cantorKkj

Définition 275 (Cantor K3) On noteCy I'ensembld0, 1].
On noteC; I'ensembl€0, ] U [2,1].
0 J

On noteC:, l'ensemblel0, 1] U (2, 3] U [8, 7] U8,

ol

On noteC,, 'ensemble;.Cy,—1 U (Cr—1 + 2).3.

On noteK3 l'intersection de<”,,, pourn € N. On appelle cet ensembéa-
semble triadique de Cantor

On le munit d'une topologie en considérant la restriction de la distance usuelle
aKs.

FiG. 5.9 — Construction de I'ensemble de Cantor. Les lignes successives représentent
C1, €y, Cs, Cy.

8Cette sphére est de dimension topologigue
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Proposition 276 L'ensemble triadique de Cantdt’; est aussi 'ensemble des
réels def0, 1] dont le développement 3-adique ne comporte qué desdes2.

Démonstration : Cela se prouve facilement en considérant I'intersection(des
jusqu’a un certain rang, et en prenant la limite en I'infini.

Proposition 277 L’ensemble triadique de Cantdt; est compact.

Démonstration : K3 est fermé, car c’est une intersection de fermés, et borné car
inclus dang0, 1]. Donc il est compact, comme tout fermé bornékde

—

Proposition 278 L'ensemble triadique de Cantdk; est de mesure nulle €
d’intérieur vide.

Démonstration : K3 est mesurable, comme intersection dénombrable de fermé.
La mesure dd(; est inférieure a la mesure dg,, pour toutn ; donc K3 est de mesure
nulle. K5 est d'intérieur vide, sinon il ne serait pas de mesure mnulle.

Proposition 279 L’ensemble triadique de CantoK; est homéomorphe a
{0,1}Y, ensemble des suites ¢, 1}, muni de la topologie produit de la to
pologie discréte suf0, 1}.

Démonstration : Soit la fonctionf qui & une suite:,, de {0, 1} associe la somme
des2.u, /3™. Cette fonction est injective, clairement. Elle est surjective (proposition
276). Voyons maintenant la continuité de en fait on va considérer la continuité de
f~1. Pour cela on considére I'image réciprogque d’un ouvert non vide de la base d’'ou-
verts de la topologie produit constituée des produits d’ouverts tels qu'un nombre fini
d’'ouverts seulement soient différents fie 1}. Il est suffisant pour que 'image réci-
progue dex soit dans cet ouvert que les premiers chiffres soient les mémes, et donc
gue la distance soit suffisamment petite.

Enfin toute fonction continue bijective d'un compact dans un séparé est un homéomor-
phisme (d'apres le corollaire80), ce qui permet de conclure.

Proposition 280 L'ensemble triadique de Cantdi’; esttotalement discon-
tinu, ce qui signifie que la composante connexe d’'un point est réduite |a ce
point.

Il suffit de montrer qu’étant donnésety dansKs, il existe deux ouverts fermés
disjoints contenant l'un: et I'autrey. En effet ainsi la composante connexexdsera
différente de la composante connexeyde
Pour cela on peut considérer indifféremétiy comme le produif0,1}™ ou comme
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I'intersection de<”,, ; dans le premier cas il suffit de considérer le premier rang auquel
les deux suites différent, dans le deuxiéme cas, le premier chiffre dans le développe-
ment triadique pour lequel ety difféerentD

D

Proposition 281 L'ensemble triadique de CantoK3; ne comporte pas ds
point isolé.

On note qu’'un ensemblmarfait est un ensemble fermé et dépourvu de point isolé.
K3 sera donc un ensemble parfait.

Démonstration : Facile, soit en considérant un ouvert de la base d’ouverts dans
le cas du produi{0, 1}, soit en considérant I'intersection d’'une boule ouverte avec
K3 dans le cas de l'intersection dé€% (bien entendu, une seule de ces deux preuves
suffith.O

Proposition 282 K3 et{) sont les deux seuls compaétsinclus dang0, 1] qui
vérifient
1 1 2
K-UK-4-)=K
3 U 3 + 3)

Démonstration : |l est facile de vérifier qué et K5 sont des solutions de I'équa-
tion donnée.
On considére maintenant I'ensemii&[0, 1]) des compacts non vides inclus dans
[0, 1], et l'applicationf qui & un compack associel(.: + K.1 + 2.
Cette application associe bien un compact inclus d&rng a un compact inclus dans
[0,1]. On va considérer un compadtdonné, non vide, et on va montrer qyig(A)
tend versK; pour la distance de Hausdorff.

Définition 283 (Définition de la distance de Hausdorff)On  définit  tout
d’abord :

Ve(A) = {z]d(z, A) < €}

V.(A) est appel&-voisinage ouvert deA. Il est ouvert par la propositio259.
Ensuite on noté (A, B) et on appellaistance de Hausdorffle réel

D(A,B) =inf{z/A C V4(B)ANB C V,(A)}

défini sur I'ensemblés (E) des compacts non vides d’'un espace métrigu
donné.

[1°

Il s’agit bien d’une distance;

e D(A,B) >=0etD(A, B) < oo est clair

e D(A,B) =0 —A = B estclair

o l'inégalité triangulaire se vérifie facilement
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Proposition 284 Si E est un espace métriqgue complet, alors I'ensemble|des
compacts non vides d8 muni de la distance de Hausdorff est complet.

Démonstration : Soit K,, une suite de Cauchy dans I'ensemble des compacts non
vides deFE.
Alors il existe une suitey — 0 telle que

Vk,n> N D(Kp, Kp) < ey

et donc
Vk,n> N Ky C Ve, (K,)

On considere alorK I'ensemble des tels qu'il existe une suite,, telle quex,, € K,
etx,, admetz pour valeur d’adhérence.
K est fermé. En effet :
- SOity., danskK. Il existe(y,,) suite danss tendant verg..
- ym €st limite d’'une certaine suite d’élémentstels quex,, € K,,. On considére une
suite extraiter,,, telle qued(z,,, ,ym,) — 0 commem — oo. On définitz,, pourn
n'appartenant pas a I'ensemble dgs, en le choisissant de maniére quelconque dans
K,.
Alors

d(Tn,,; Yoo) < d(Ym:Yoo) + d(Tn,m;s Ym) — 0

Doncys est valeur d’adhérence deg, doncy,, € K. Dot K C K, et donck est
fermé. Fermé d’'un complet, il est donc aussi complet.

K est aussi précompact. En effet : - Soit 0.
- Il existe clairementV tel queK soit inclus dand/. (Ky).
- pour touty dansk, il existex,, dansK y tel qued(y, z,) < e.
- On peut construire suk,, (puisqu’il est compact) un recouvrement fini par des boules
centrés sur les; de rayork.
- Les boules centrées sur lesde rayor2e recouvrent donds. On peut supprimer les
z; inutiles, ie tels queB(z;, 2¢) N K = (. ll reste lesz;, pour, disons; € [1, M].
- On peut alors déterminer, pour taut [1, M], un élément; de K a distance< 2¢
dez; (puisqu’on a supprimé leg inutiles).
- Les boules centrées sur lelset de rayonte montrent alors qué& est précompact.
Précompact et complek” est donc compact (voir théoreré9).

Il convient de montrer qué&’ est non vide, ce qui sera fait en méme temps que la
preuve de la convergence dE§ ci-dessous (en effdk’,, sera inclus dang,(K)).
K est limite desK,, pour la distance de Hausdorff; pour le montrer il faut voir que
pour toute il existe unN tel que poum > N on ait
o K C V.(K,) (trivial)
e K,, C V.(K) : pour cela on considéredansk,,, avecn tel quee, < e.
On considere alors
e ng > n tel quee,, < ¢/2!, etx,, dansk,,, tel qued(x, z,,) < €/2°
e ny > ng tel quee,, < €/22, etx,, dansk,,, tel qued(x,,, z,,) < /2!
e ny > ny tel quee,, < €/23, etx,, dansk,,, tel qued(z,, , z,, < ¢/2?
o ny, > n,_ tel quee,, < e/2P71, etx, dansk,, , tel qued(zy,_,,z,,) < €/2°

p—174np
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La suite des:,,, est de Cauchy, donc elle converge vers un cegfaien sommant les
distances ont montre facilement gile, y) < 2.e. Pour compléter la suite des, pour
n, < n < nytq, il suffit de prendre un point quelconque ddiis.O

On peut maintenant terminer notre démonstration sur le faiffest le seul compact
non vide tel ques = f(K3).

On montre facilement qu¢ est contractante de rappdjtpour la distance de Haus-
dorff. On peut donc conclure par le théoréme du point4ixé; K est le seul compact
non vide satisfaisant a I'équatian.

Une autre propriété est le fait que pdumeétrique compacti (F) est compact.

On peut utiliser le Cantor triadiqu&’s pour construire une fonction continue,
croissante, dérivable presque partout, de dérivée nulle presque partout, et poutant non
constante (égale@en0 et al enl).

5.6.14 Une distance sur les sous-espaces vectoriels d’'un espace vec-
toriel de dimension finie

On se donnd’ un espace vectoriel de dimension finieOn appelleS 'ensemble
des sous-espaces vectorielsileAlors on définit la distance sur S par

d(F,G) = dim(F + G) — dim(F N Q)

Définition 285 Cette distance est appeldistance de Grassman

Proposition 286 La distance de Grassman bien une distance.

Démonstration : En effet :

e d est bien positive (facile)

e d est symétrique (encore plus facile)

e d(F,G) = 0impliqguedim FNG=dimF+GorFNG CF C F+Get
doncF'N G = F etdoncF C G; de méme on obtiendraff C F'; et donc au final
F=G.

e |l reste a montrer I'inégalité triangulaire. Pour cela on aura besoin de la définition
suivante :

Définition 287 On appellechaine entre les sous-espaces vectoriels et G
une suite finie de sous-espaces vectoriels , le premier étaetdernier étant
G, et chague élément de la chaine étant un hyperplan du sous-espace vectoriel
suivant, ou au contraire le sous-espace vectoriel suivant étant un hyperplan de
ce sous-espace vectoriel ; formellement cela signifie qu'il eXiste., F), tels
queF = Fy, G = F,, etpour touti € [1,p — 1], F; estun hyperplan dé&}
ou F;; estun hyperplan dé;.

p est appeléongueur de la chaine

On procede par étapes :
-SiF C G, ily aentreF etG une chaine de longuedim G — dim F.
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- Dans le cas général il y a entfé et G une chaine de longuedf F', G) (facile
en passant par I'espaden G - il suffit de se rappeler quéim F + G = dim F +
dim G — dim F' N G). On va maintenant se préoccuper de montrer que cette chaine est
de longueur minimale.

- Sion aune chaind, B, C, avecA et C hyperplans d&3 (c’est-a-dire queB est
le plus grand de na%élémentsA, B etC), alors on a aussi une chaideANC, C, a
moins qued = C.

- Sion aune chaine, on peut la remplacer par une chaine de méme longueur entre les
deux mémes sous-espaces vectoriels et de maniére a avoir des inclusions décroissantes
puis croissantes.

- la longueur d’'une chaine entféet G est au moingi(F, G). On sait donc, avec
le résultat obtenu plus haut, qdéF’, G) est la longueur minimale d’une chaine entre
F etG. On peut remarquer qu’on aurait pu raisonner de méme en utilisant une chaine
croissante puis décroissante en passant'gafr au lieu de décroissante puis croissante
en passant pafr N G.

- l'inégalité triangulaire en résulte aisément.

Proposition 288 Pour la distance de Grassman, tout isomorphisme algé-
brique est une isométrie.

Démonstration : Facile, puisque la distance de Grassman ne dépend que de di-
mension d'espaces, qui est préservé par isomorphisme algéhbrique.

5.6.15 Topologie et approximation de fonctions caractéristiques

On consultera la parti@.1 (et les parties suivantes pour des applications).

5.6.16 Points fixes

@ Point fixe d'un endomorphisme dans un compact convexe

Lemme 289 Soit K un compact convexe d'un espace vectoriel nofnét f
un endomorphisme continu detel quef(K) C K ; alors il existex € K tel

quef(z) = .

Démonstration :

e On se donney € K, et on définit la suitéz,,) parxz,+1 = f(z,).

e On définit alorsy,, = % Z?;ol Zn ; yn € K par convexité des.

e Par compacité dé&’, on peut extraire une suite convergente de la suitgges
(puisqueF est un espace vectoriel normé , donc un espace métrique, le théoréeme de
Bolzano-Weierstrass99 s’applique).

e Soity la limite de cette suite.

o f(yn)—yn = =20 lasuite(x,,) étant bornée (puisqué&’ est compact dans un métrigue

n

et en passant a la limite puisqyieest continuef (y) = y.O

@ Un théoréme de point fixe dans un espace de Hilbert

Ce résultat est directement inspiré de la note "Un théoréme de point fixe en dimen-
sion finie : application aux sous-groupes compact®dg de Richard Antetomaso,
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dans la 104eme intégrale de la Revue de Maths Spé, 1993-1994.

Théoréme 2900n se donnéf un espace de Hilbert, &t un compact convexe
non vide deH, et un sous-groupe compact de I'ensemble des automor
phismes ded (qui sont aussi des homéomorphismes). On suppose que| pour
tout g dansG, g(K) C K. Alors il existea appartenant aH point fixe com-
mun, ie tel qué&/g € G, g(a) = a.

\ |

\ —
ﬁ\ Il faut bien comprendre pour quelle topolodieest compact. Il s’agit de
la topologie produit déf 7.
Démonstration :
e On définit surd une norme|.||" définie par

[l = sup{l|g() /g € G}

Cette norme est bien définie et a valeurs finies(£ast compact ; utiliser le corol-
laire 182 avec la fonction qui @ associd|g(z)||.
e Montrons qu’il s’agit bien d’'une norme.
li
- [Az]l” = sup{[lg(Az)]l/g € G}

= sup{[|[Alg(Az)[|/g € G}

= [Mlsup{llg(Az)[l/g € G}
= [Mllg(@)II

-||z||" = 0 implique clairement: = 0.

- Enfin,

/
[l +yl
= sup{llg(z +y)ll/g € G}
= llgo(z +y)]
< llgo (@)l + llgo ()
< " + Iyl
car par hypothesé& est compacet une fonction continue sur un compact atteint ses
bornes (voir corollaire.82).

Le cas d’égalité est atteint By (x)|| + ||go(y) || = |lgo(z + y)]|, donc sige(z) et
go(y) sont positivement liés (cdf est un espace de Hilbert), doncesety sont positi-
vement liés puisque, est un automorphismeds éléments dé&' sont des automorphismgs
Cela signifie précisément que notre norme est strictement convexe.

e Supposons maintenant quedg € G/g(z) # «.
e Considérons, pow € G, 'ensemble), des éléments dede K tels quey(x) #

xZ.

e VgQ, est ouvert, puisque, 'identité, et I'addition sont continues
(g est continue par hypoth&sédentité est continug et voir la propositiorL63 pour
vérifier que I'addition est bien continue).

9'image réciproque de tout ouvert est bien un ouvert!

105



e LesQ), recouvrenti’ (c’est ce qu'on a supposé ci-dessus).

e Par définition des compacts, et puisqiiest compagton peut extraire un recou-
vrement finiK = U;c1 €2y, . ON note quer > 1, car K est non vide

e On applique alors le lemn89a I'endomorphisme continu — L g (z)+-- -+
gn(z) (de K dansK, bien défini par convexité d&), continue par continuité des.
On en deéduit qu'il existe tel quenz = )", gi(x).

e Onaalors:jzl|’ < 3, [lgi(x)| = nl|| (car
lesg; sont des isométries et car les isomorphismes d’espaces de Hilbert sont des isgmétries.

e On a montré plus haut que la norme était strictement convexe ; donc pour avoir
le cas d’égalité ci-dessus il faut que lg$z) soient positivement liés; or ils ont tous
méme norme, puisque lgssont des isométries ; donc tous lg&x) sont égaux.

e Du coup pour tout dansi1, n], ng;(z) = nz; doncg;(xz) = x. D’'ou la contra-
diction ; = n'appartient pas a I'union dé3,,, alors qu’il appartient &, et que ces?,,
recouvrents’.l

5.6.17 Cas particulier des espaces vectoriels normés de dimension
finie
Voir 11.5.5

56.18 f: R — RestC™ etVz3n/f™(z) = 0, alors f est polyno-
miale

Proposition 291 f : R — R estC™ etVa3n/f(™ (x) = 0, alors f est poly-
nomiale.

Cet exercice est extrait du livré][; nous avons taché de préciser un peu plus les
détails de la preuve.

Démonstration : e On considéré) I'ensemble des points au voisinage desqyels
est polynomiale
e () est ouvert, car si € €2, alors il existel” ouvert contenant dans lequel tout point
y admet un voisinage sur lequgkst polynomiale : il s’agit simplement de I'ouvért
e Soit Ju, v inclus dan«?, alors il existe un polyndme tel que f est égale & sur
[u, v].
Pour le prouver on considere dans]u,v[, un couple(z,z2) tel quef = P sur
Jz1, 2] €txy < mo < z2, et 'ensemble] desz €]z, v| tels quef = P sur]zg, z[;
J est non vide car contenamnt ; il est fermé danszg, v[ par continuité ; on montre
facilement que st € J alors]z — ¢,z + €¢[C J pour un certaire; doncJ est ouvert
dans|z, v[; doncJ =]zg, v par connexité. On a dont= P sur|zg, v[, et de méme
on auraitf = P sur|u, |-
¢ SoitF'le complémentaire d@. F' est fermé. Montrons qu’il ne comporte pas de point
isolé. S’il comporte un point isolé, on applique I'nypothése et le développement de
Taylor ena, et on en déduit une contradiction.
e On supposé non vide pour arriver a une contradiction
e On définitF,, 'ensemble des: € F tels quef (™ (x) = 0.
e On montre qu'il existe un intervalle ouvert non vide dont I'intersection aveest
incluse dans un certaifi, .
Les F,, sont fermés. Donc on applique le théoréme de BadiedansF'; il existe F,,,
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d’intérieur non vide. On peut alors choisir un intervdlleuvert d’'intersection non vide
avecF, et cette intersection est incluse ddns.

e/ NFEF CF,Vn>ng

En effet soita € I N F'; a n'est pas isolé et est donc limite d’'une suited’éléments
de F différents deu. Il suffit alors d’écrire la dérivée pour constater que ), 1.

Par récurrencé N F' C F,, pourn > ng.

e On montre maintenant qu&,, est nulle sur toute composante connexd def).

Tout d’abordl N Q2 est non vide, sinod C F, puisI N F = 1.

INQ estouvert; donc c’est une réunion disjointe d’intervalles ouverts|&aif une
telle composante connexg.= P sur|u,v]. Ju,v[# I sinonF NI ={

Doncu € I ouw € I ; supposons € I. Alorsu € INF, etu € F,, pour toutn > ny.
Le degré deP est donc inférieur &,. Donc f("0) = 0 sur[u, v]. Ca marche sur toutes
les composantes connexes, dgife?) = 0 surl N mais aussi suf N F. Donc f (™)
est nulle sud, doncf est un polyndme surdonc! C 2, ce qui estimpossible puisque
INF#0.0

5.6.19 Les billards strictement convexes

Proposition 292 Soit K un ensemble strictement convexeR¥e on suppose
que par tout point de la frontiere d& il passe une unique tangentefa.
On définit une trajectoire périodique de périodepar la donnée de: points
agp, .. .,a,—1 de la frontiére dek tels que pour tout € [0,n — 1] 6; = 6,41
(voir figure5.10 en notanta,, = ayo.

Alors pour toutn > 2 il existe des trajectoires périodiques de période

FiG. 5.10 — lllustration de la définition d'une trajectoire périodique
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Démonstration :

e On se donnes > 2.

e Notonsd K la frontiere dek'.
e On considére I'ensemble

K ={(ag,...,an_1)/Via; € 6K}

Ilest égal a0 K)".
e On définitf : K — R défini par

n—1

fla) =" lai —ai
=0

(].| désigne ici la norme euclidienne)

o f estC? (par inégalité triangulaire)

e K est compact (comme produit de compacts - s'agissant d’un produit fini d’es-
paces métriques il n'est pas nécessaire d’'invoquer Tykhonov, voir le paragraphe qui
suit le théoreméd 86).

e / atteint son maximum suk.

e Tout point ouf atteint son maximum vérifie la propriété énoncée, comme le
lecteur le vérifiera aisément.

5.6.20 Deux jolies inégalités géométriques

On s’inspire ici de {].

5.6.21 Inégalité isopérimétrique

Lemme 293 On se donnd" une fonctionC* de [0, 1] dansC. On suppose

J3 T =0. Alors
1 1
4H2/ |1—1‘2 § / |FI|2
0 0

etil n'y a égalité que sI" est une combinaison linéaire d&'* ete—2112,

Démonstration : On procéde comme suit :
e On considérd’ sur[0, 1, et on considére sa série de Fourier.

1—\(1,) _ Z CneQiHnac

ne”Z

e On applique Parseval (théorem#&09 ;
1
f =3
e On applique Parseval a la dérivéeldd” (z) = 2iI1Y", nc,e?!n®

1
/ ') = 411 ) “(ncy)?
0 n
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e On sait quexy = 0, carfo1 L =0.
e On a donc l'inégalité souhaitée, et le cas d'égadlité.

Théoréme 294 (Inégalité isopérimétrique)La courbeC! fermée du plan qu
a longueur donnée délimite une aire maximale est le cercle.

Démonstration :
e On se donne une courbe ferm@é T de|0, 1] dansC.
e Quitte a reparamétrer, on suppose fuest constant.
e Quitte a translateF on suppose qu¢ I' = 0.
e On applique alors le théoreme de Green-Riemann, qui affirme que Haast

donnée par la formule
1
A:—/w“w@

2
avecl’ = z + iy, etx ety a valeurs réelles.

e Or
/fﬁ:/m+wMW—W)

= /xx’ +yy +iyxr —iy'x

or [z’ = [yy' = 0 par périodicité donc

/Fﬁzi/yx’—y’x
2a< [ [ieey/ [0

1
< 1—\/2
_2H/| |

grace au lemme précédent. Orétant constant, on obtient

et donc

avec! la longueur de l'arc.

e Il y a égalité si et seulement si I'inégalité de Cauchy-Schwartz est en fait une
égalité, et donc si et seulement si on a non seulement tous heds saufc; etc_q,
mais aussl etT” liés; la famille (z — e?!1* z s ¢=2i1%) étant libre, on constate
gue les solutions se trouvent pour un des deux coefficienés c_; nul, c’est-a-dire
qguel est un cercl&l
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5.6.22 Inégalité isodiamétrique

On considére I'espad@™ muni de sa structure usuelle d’espace euclidien, et de la
mesure de Lebesgue.

Théoréme 295Quel que soitK compact deR™ de mesure finiey(K) <
w(B(0,0(K)/2)), aveci(E) pour E une partie deR” le diametre de&, c’est
a dire lesup des distances entre deux pointsie

\ |

[ NS
) Cela revient a dire que le plus grand volume possible & diamétre donné est
celui d'une boule.

Démonstration :

Nous aurons besoin de la définition suivante :

Définition 296 Etant donnéK un compact déR™, on appellesymétrisé de
Steinerde K par rapport a I'hyperplanP 'ensemble

Sp(K)={z=p+tu/pe PAD(p,u)NK £0A|t]| < %u'(KﬁD(p,u)}

ol u désigne un vecteur directeur unitaire de la droite orthogonale, &t ou
D(p, u) désigne la droite de vecteur unitaitepassant pap.
1’ désigne la mesure de Lebesgue sur la drdite, u).

Lemme 297 (Premiére propriété fondamentale du symétrisé de Steiner)
Quel que soitk compact et? hyperplan,Sp(K) a méme mesure que.

Démonstration : Il suffit de considérer le théoréme de Fubini, appliqué a la fonc-
tion caractéristique dé&’, pour voir que l'intégrale est l'intégrale swr € P de la
mesureu’ (K N D(p,u)) (cette derniére quantité étant la mesure{dec R/|t| <
1/ (KN D(p,u))} C RO

Lemme 298 (Deuxiéme propriété fondamentale du symétrisé de Steiner)
Quel que soit compact etP hyperplan,Sp(K) a un diametre inférieur ou
égal a celui dex.

Démonstration : On considére deux points et y de Sp(K), a une distance
I'un de l'autre ; on cherche a montrer qu'il existe deux poirftety’ de K a distance
supérieure ou égaleda

e On notexp etyp les projetés orthogonaux deety sur P.

e On notel,, etl, les mesures d& N D(z,u) et K N D(y,u).

e On noted’ la distance entrep etyp.

e d? est majorée pat’? + (1,./2)% + (1,,/2)*.

e On noteL, etL, les diamétresle Sp(K) N D(z,u) etSp(K) N D(y, u).

110



e Il est clair queL, > [, et queL, > l,. Une étude de cas montre rapide-
ment qu’en considérant les points extrémaux xs, y; etys de Sp(K) N D(z,u)
et Sp(K) N D(y,u) respectivement, 'une des distancs:;, y;) est supérieure ou
égale &/d”? + (L, /2)> + (L,/2)?.0

On a encore besoin d’un nouveau lemme :

Lemme 299 (Symétrisation d’'un compact d&R™) On note (eq,...,e,) la
base canonique dR”, et P, ..., P, les hyperplans orthogonaux auxpassant
par 0. On se donnd< un compact d&".

Alors Sp, o Sp, 0 Sp, o--- 0 Sp_ (K est stable par — —zx.

Démonstration :

Il suffit de procéder tranquillement, par récurrené; (K) est clairement inva-
riant par symétrie par rapport®,, Sp, _, est clairement invariant par symétrie par
rapport aP, 1, et par rapport &,, aussi car la symétrisation de Steiner par rapport a
un hyperplanP ne perturbe pas les symétries par rapport a des hyperplans orthogonaux
a P (vérification immédiate sur la formule !), et ainsi de suite... Linvariance par rapport
aux symétries par rapport awxhyperplans donnent aussi l'invariance par> —x.0

On peut maintenant finir la preuve du théoréme, en se donnant un coiijpget-
conque, en lui associant un comp#ct égal aSp, o Sp, o Sp, o --- 0 Sp, (K), qui,
par les lemmes précédents, est invariant par symétrie par rapport a l'origine, et donc
estinclus dans la boulB(0,6(K")/2). Il ne reste qu'a appliquer les différents lemmes
pour conclure.d

5.6.23 Triangulations d’'un simplexe - Lemme de Sperner - consé-
qguences

On s’inspire ici du livre {], en tAchant de donner une preuve plus détaillée.

D

Définition 300 On appellesimplexede dimensiom I'enveloppe convexe d
n + 1 points formant un repére affine.

On appelleface d’'un simplexel’enveloppe convexe d'un nombre fini (quel-
conque) de ses points. Sanensionest par définition le nombre de points de
cette face moins. On appelley-faceune face de dimensian

Lemme 301 Tout élémenf’ appartenant a un simplexf est décrit de ma-
niére unique par ses coordonnées barycentriques dans le repére des sommets
de ce simplexe, si I'on impose que la somme des dites coordonnées|est

Chaque coordonnée est0.

Démonstration : Voir la proposition-définitiorl 2340
On se donne pour la suite un simpleXedeR™ de sommets, x1, ... , Ty,
Tout pointz de A est donc repéré par ses coordonées barycentrigyies, ... ,
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en(z), avecy " ci(z) = 1, et ci(x).77 = 0.

Définition 302 Soito € 0,11 une permutation dg, n].
On noteA, I'ensemble des points de A tels que

Co(0)(T) > coy(T) > oo 2> Comn)(T)

Proposition 303 e A est I'union desA,,.
e Pour touto € 0,41, A, €St un simplexe.
e Les intérieurs ded\, sont disjoints.

Démonstration : Le premiere ne mérite pas notre attention.
Pour le second , c’est plus difficile, et nous allons donc détailler :
Un point 2 est dansA; avec! la permutation identité, si ses coordonnégs
c1,...cn Verifienteg > ¢ > ... > ¢,. En écrivant

to:CO

t1=c —co
to=co—c1— ¢
ti:ci—ci_l—ci_g—...fco

tn, =Cp —Cp—1—Cp_9 — ... — Co

on voit quex est dans\; si et seulement si il est dans I'enveloppe convexe des points
de coordonnées barycentriques

(1,0,0,0, ...,0)
(1,1,0,0,...,0)
(1,1,1,0,...,0)
(1,1,1,1,...,1)

Je n’ai pas normalisé pour ne pas alourdir la notation, sinon on obtient

(1,0,0,0,...,0)
11
(57570707"70)
111
(57575:07 70)
1111 1
Grawn )

Donc il s’agit bien d’un simplexe. Il est non vide car les sommets définis ci-dessus
forment bien un repére affine et donc l'intérieur est un voisinage de leur isobarycentre.
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Il en va de méme pour autre chose que l'identié;; est I'enveloppe convexe de
points comportant respectivement Liat seulement desailleurs, deux et seulement
desO0 ailleurs, trois1 et seulement ded ailleurs, et ainsi de suite, chaque fois les
étant conservés, et un nouveaétant ajouté.

Le troisiemee est démontré dans le lemme qui d0it.

Définition 304 On appelletriangulation d’'un simplexe A un ensemble fin
de simplexeq\; tels que :

L] UZ'AZ' =A

o Sii # j, Int(A;) N Int(A;) =0

o L'intersection d’'une face dé; et d’'une face de\; (pouri = j oui # j)
est soit vide soit une face d¥; et une face deé\;.

Lemme 305 L'ensemble ded\, pouro € 0,41 est une triangulation dé\.

Démonstration : e Il est bien clair que la réunion dées, est bien égale A.
e Lintersection des intérieurs d&, et A, avec(o,7) € o2, estincluse dans
I'intérieur des intersections, et donc incluse dans un hyperplan ; donc elle est vide.
e Regardons ce qu’est une face de simplexe, par exemple le simplexec! la

permutation identité.
Il s’agit du barycentre d’'un nombre fini de sommets, de la forme

(l/p’1/p7""1/p71/p7070""7050)'

C’est a dire d'une somme pondérés de

On constate donc qu'une face est entierement décrite par des équations du type
co(z)rocr (z)rica(x)ra...rp_1cn(2)r,0, avecr; opérateu= ou >.

Une intersection de faces va encore étre du méme type, car au plus elle va remplacer
des> par des=. D'ou le résultat]

Lemme 306 Dans la triangulation deA en lesA, ou ¢ appartient ao,, 11,
les A, ont un diamétre inférieur %% fois le diamétre de\.

Démonstration :
e le centre de gravité (ou isobarycentre) d& appartient a tout simplexa,, (car
tous lesc; () sont égaux, égauxﬁ—l).
e la distance de: a un point deA est inférieur ou égale aux distances aux sommets
deA, donc la distance d'un point d&, ax est toujours inférieure ou égale.d; fois

la longueur de la médiane.
e le diamétre ded,,, qui est la longueur maximal d’'un de ses c6tés, est donc ma-

joré par la longueur max des cdtés sur la face opposéeed par la longueur max
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des arétes débouchant sur. Dans tous les cas, cette longueur est majorée par celle
d’'une médiane dé ou d'une face du simplexe (une face de dimension quelconque,
éventuellement une aréta).

Lemme 307 Pour toute on peut obtenir des triangulations de en simplexes
de diamétre inférieurs a.

Démonstration :

On va utiliser par récurrence le lemme précédent. Les deux premigda dé-
finition d’'une triangulation sont faciles a obtenir, le probleme est de montrer qu'une
partition de chaque élément d’'une partition donne encore une partition vérifiant le troi-
siéme point, c'est & dire le fait que l'intersection de deux faces de deux éléments dis-
tincts de la partition est soit vide soit égale a une face de chacun des deux éléments.
Intuitivement, le probléme est de voir que les faces se "recollent” bien.

Pour cela il suffit de voir que la triangulation faite selon le lemme précédent induit
une triangulation de chacune des faces du dit simplexe - triangulation égale a celle
gu'aurait donné le méme lemme sur cette face. Cela se voit facilement en voyant qu'une
face est une partie du simplexe ou I'on annule une des composantes.

Définition 308 (Numérotation standard d'un simplexe) Etant donnée une
triangulation A; d'un simplexe\, on noteS I'ensemble des sommets des élé-
ments de cette triangulation. On appetiamérotation standard d’'une tri-
angulation d'un simplexe de sommets ..., z,, une applicationf de S dans
{0,n} telle quef(x;) = i et si pour touts danssS f(s) = ¢ pour un certaini
tel quez; est un sommet de la face dede dimension minimale contenant

NB : la caractérisation "pour tostdansS f(s) = i pour un certain; tel quex;
est un sommet de la face dede dimension minimale contenaritinclue la condition
f(x;) =1, car une face peut trés bien avoir une dimension

On constate donc que dans une triangulation comme celles que I'on a construites
plus haut, I'isobarycentre est autorisé a prendre n'importe quelle valeur puisque la seule
face qui le contienne et lui-méme.

Proposition 309 Une numérotation standard d’'une triangulation du sim-
plexe A enveloppe convexe dey,...,z,) induit une numérotation stan
dard de la triangulation induite sur le simplexf’ enveloppe convexe de

(l’o, ...,.’Enfl).

Démonstration :

e |l est clair que tout sommet de la triangulationfléa bien un numérec n.

e Soitz sommet de la triangulation d&’ appartenant a une fade minimale de
A.

e I est forcément incluse dads'.

e F' est donc la méme face que la face minimale:aansA’.
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e Donc la numérotation induite est bien standard.

Lemme 310 (Lemme de Sperner)Toute triangulation d’'un simplexe de di-
mensionn, munie d’'une numérotation standard posséde un élément numgéroté

(0,...,m).

Démonstration :

e Soit A notre simplexe, supposé muni d’'une numérotation standlasdr une
triangulationT” de A.

e On noteP(U) la propriété pour un simpleXg de dimension d’avoir un sommet
numeéroté& et un seul pour toutdans(1, r].

¢ Soit £ 'ensemble des simplexes deayant la propriété.

e Soit F' 'ensemble des simplexes de qui ne sont pas dank mais dont un
numéro et un seul est numératpour tout: dansf0, n — 1] (attention ils ne vérifient
donc pas la propriétg).

e Soit G I'ensemble des — 1-faces de simplexes déinclus dansA’ et vérifiant
la propriétéP (rappelons qu’une face de simplexe est un simplexe).

e Soit H I'ensemble des — 1-faces de simplexes dé qui ne sont pas contenues
dansA’ et qui vérifient la propriété.

e Chaque élément dE contient une et une seute— 1-face ayant la propriéte.

e Chaque élément d€ contient exactement deux faces ayant la propiiéticile,

il y a exactement deux éléments numérotés pareil, donc on batit deux simplexes ayant
la numérotation requise).

e Un élément dé&- est face d'un et d'un seul simplexe (car il est inclus dAfs

e Un élément def est face d’exactement deux simplexes, car il n'est pas inclus
dansA’, et car il n'est pas non plus sur une autre face puisgu'il ne contient pas de
sommet numérotg.

(par simplicité dans la suite et pour alléger les notations je hdéecardinal|!|
d’un ensembld)

e On en déduitF + 2F = G + 2.H en comptant le nombre de— 1-faces ayant
la propriétéP, avec leurs multiplicités (c’'est a dire en comptant deux fois les faces
communes a deux simplexds).

e En comptant modul@, on en déduit qué et G on la méme parité.

e |l est clair queG est "le" E correspondant &’.

e Par récurrence sur la dimension, on en déduit doncj@etoujours la méme
parité. Or dans le cas de la dimensibnon constate facilement que ce nombre est
impair ; on a une alternance deet 1, 0 en premier,l a la fin, donc on a changé un
nombre impair de fois de &1 ou del &0.

¢ On en déduit donc le résultat tant attenduine peut étre nul puisqu’'impaitl.

Théoréme 311 (Théoréme de Brouwer)Soit f une application continue
d’un simplexeA dansA. Alors f admet au moins un point fixe.

Démonstration : e On suppose qug n'a pas de point fixe.

e Soit A;, pouri € [0,n], 'ensemble desx € A tels quec;(z) > ¢ (f(z))
(intuitivementf "éloigne” x du sommet - attention, pas au sens de la distance, mais
au sens du poids barycentrique du sominées points les plus "loin" étant les points
de la face opposée, le point le plus proche étant le sommet lui-méme).

e A = U;A;. En effet, soitr € A.
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- Supposons;(z) < ¢;(f(x)) pour touti.

-Yeilr) = Y el f(x) =1

- donce; (x) = ¢;(f(x)) pour touti

- alors on af admettant un point fixe en.

- c’est une contradiction, donc il existeel quec;(z) > ¢;(f(x)).

e 1; appartient aA; (évident; f ne peut qu™éloigner" un point de lui-méme,
puisquef n'a pas de point fixe)

e z; N'appartient pas & sij # ¢ (non moins évidenty est déja "loin" autant que
possible der;, puisqu’il appartient a la face opposée)

e Si z appartient a la face dA engendrée par les; pouri € I pour un certain
sous-ensemblé de [0, n], alorsz n'appartient pas aul; sii ¢ I (toujours évident -
si xz appartient a la face engendrée pardepouri € I, il appartient a la face opposée
ax; pourtoutj ¢ I, et ne peut donc en étre éloigne).

e Soit 7" une triangulation de\, ayant pour ensemble de sommets I'ensenshle
Soit g l'application qui as € S associey(s) avecs € A, ; on cherche a montrer
gu'il s'agit d’'une numérotation standard.

e g est bien définie, puisque I'on a montré queAesrecouvraient.

o le fait queg(x;) = i a déja été prouver( € A;, z; € A; quandj # 1).

e SOits € .S, et F une face minimale dA contenant. Il faut montrer quey(s) est
le numéro d'un sommet dE.

esi ' = A, lerésultat est clair.

e si s appartient & une face stricte de alorss n’appartient pas auf ; pourj ne
désignant pas un numéro de sommetFtdéprouvé un peu plus haut); domgs) est
forcément le numéro d’'un sommet de

e g est donc bien une numérotation.

e On a montré qu’on pouvait construire des triangulations aussi fines que I'on vou-
lait, au sens ol chaque simplexe de la triangulation pouvait étre imposé de diamétre
inférieur al/n. On se donnd’, une telle triangulation, aveg, la numérotation cor-
respondante, donnée par les questions précédentes.

e D’aprés le lemme de Sperner, il existe un élément de la triangulétigui a la
propriété P évoquée plus tot, c’est a dire qu'il comporte un sommet numérpatir
tout: dans[0, n].

e On peut considérer alors la suite de sommets numéfotEs des simplexes
ayant la propriété de la triangulatior¥;,.

e Puisque l'on est dans un compact métrique, on peut en extraire une sous-suite
convergente, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (voir thédrégheSoit x la
limite.

e 2 est aussi la limite des suites de sommets numéiatéas des simplexes ayant
la propriétéP, pouri € [1,n], car le diametre des simplexes tend \&rs

e Par continuité def, c;(f(x)) > ¢;(x) pour tout:.

e Or) . ci(x) =), ci(f(x)) =1, donce; (f(z)) = ¢;i(x) pour tout:.

e On en déduit alors que = f(z). D’'ou la contradiction.l

Corollaire 312 (Brouwer) Toute application continue d’'une boule unité fer-
mée deR™ dans elle-méme comporte un point fixe.

Démonstration :
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En fait il suffit de montrer que la boule unité fermée est homéomorphe a un sim-
plexe. Cela est fait dans la propositid@3.0

Corollaire 313 (Champ rentrant dans la sphére) Soit V. un champ de vect
teur continu de la boule unité fermée®é dansR™. Si pour toutz, V (z) =<
V(x),x > est négatif strictemenit alors V' s’annule au moins en un point de
la boule unité.

20n dit que le champ est rentrant.

Démonstration :

e On noteS la sphere unité fermée, €}. la couronne constituée par la boule unité
fermée privée de la boule ouverte de rayon r.

e On considére pour toutl'application f. de B (la boule unité fermée) dark”
qui ax associer + eV(m).

e f. est continu.

e V étant continue sur un compag}, on peut lui trouver un majorant @/ ||.
NotonsM ce maximum.

e I/ étant continue sur un compagt elle y atteint son maximum, qui est négatif.
Notonsm ce maximum; on an < 0.

e En tout pointz de S, on peut centrer une boule ouverte de raypsur laquelle
< z,V(x) > estinférieur an/2. La sphéere5 est recouverte par les boules centrées en
x de rayonr, /2 ; on peut donc extraire de ce recouvrement un recouvrement fini. Les
boules de rayom, recouvrent elle aussi, et elles recouvrent aussi une courotine
pour unr assez petit.

e SurC,., onadonc z, V(x) > inférieur am/2.

o @) = [|z]* + |V (@)|* + 2¢ < V (), 2 >.

o Donc||f.(z)||* < [|z]|” + €2.M? + 2¢ < V(2),x >

e SurC,, on aalors|f.(z)||*> < ||z||* + €2.M2 + e.m

e Poure suffisamment petit, on a dotig'. (z)||* < ||z

e Poure suffisamment petit gfz|| < 1 —r on a aussj| f(z)|| < 1 (puisqueV est
borné).

e On déduit de tout cela qug poure assez petit est une application de la boule
unité fermée dans la boule unité fermée. Par le résaitaton en déduit donc qug
admet un point fixe, et que doi€s’annule quelque pan.
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Chapitre 6

Intégration

6.1 o-algeébre, mesure

6.1.1 Définitions, généralités
Soit X un ensembled € P(z).

Définition 314 (Algebre) A est unealgebre (on dit aussi parfoiclan) si elle
vérifie ;

eXcA

e Stabilité par union finie

e Stabilité par passage au complémentaire

Propriétés :
ec A
o Stabilité par intersection finie
o Stabilité par différence
e Une intersection quelconque d’algébres est une algebre.

En fait une algebre est stable par n'importe quelle suite finie d’opérations sur les
ensembles.

Exemples :
a) {0, X}
b) P(X)
c) {A C X|A fini ou cofini }
d) {4 C X|A ou A° au plus dénombrabje
e) X, EC X;{AJACEVX —-FECA}
X, ECX;{ECAVANE=0}
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Définition 315 (o-algebre) A est unes-algébre (ou tribu) si elle vérifie :
eXcA

e stabilité par union dénombrable

o stabilité par passage au complémentaire

Propriété :
efec A
o stabilité par intersection dénombrable.
e Uneg-algebre est une algébre.
o stabilité par différence.
e L'image réciproque d’une tribu par une application est une tribu.
o Etant donnée une trihd sur X, et une applicatiorf de X dansY’, alors I'ensemble
desU C Y tels quef~1(U) appartient 34 est une tribu suy'.
e Une intersection quelconque de tribus est une tribu.

En fait unec-algébre est stable par n'importe quelle suite dénombrable d'opéra-
tions sur les ensembles.

Notez que I'ensemble des parties mesurables au sens de Riemann d’'un segment
[a,b] au sens de Riemann est un clan, mais pas une tribu; puisque certaines parties
dénombrables ne sont pas mesurables.

Définition 316 (Espace mesurable) X, .A) est unespace mesurablsi A est
une tribu surX
Une partie deX est dite A-mesurablesi elle appartient 3A.

Dans les exemples plus haut, tous sonta@dgébres, sauf c), a moins giésoit
fini.
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6.1.2 o-algebre engendrée

Afin de pouvoir définir la notion de-algébre engendrée, nous avons besoin d’'un
petit lemme (évident!) :

Lemme 317 X ensemble(A,,) famille d’algébres (resp. de algébres), alors
NA, estune algebre (resp. umealgebre.

Définition 318 X un ensembleM C P(X) famille de parties deX,
I'algébre engendrée parM (resp. lac-algébre engendrée parM) est I'in-
tersection de toute les algébres (respalgébre ) contenani.

X un ensemble, la-algébre engendrée par une famille de fonctionde X
vers des espaces mesurables est-aligebre engendrée par les images réc
proques d’ensembles mesurables par ces fonctions.

C’est bien une algébre (resp-algébre ) et c’est la plus petite qui contienkeé

*- la o-algébre engendré par I'image réciproque d’'une fanifilele sous-
ensembles dé& par une applicatiorf : £ — F estI'image réciproque de laalgébre

engendrée paf.

Exemple fondamental :

Définition 319 X muni d’'une topologie7 ; la o-algébre engendrée pafr
s’appelle lac-algeébre borélienne Ses éléments sont appelésheséliens.

DansR ou R™, c’est la plus petiter-algébre contenant les boules ouvertes. C’est
aussi la plus petite-algébre contenant les boules fermées.
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Proposition 320 La c-algébre engendrée par une base d'ouverts est la
c-algébre engendrée par la topologie ; donc lorsqu’un ensemble engendre une
topologie, il engendre aussi les boréliens.

Les ensembles suivants engendrent les borélieifis:de
e les ouverts

e les fermés

e les intervalles ouverts

e les intervalles fermés

e les intervalles fermés bornés

e Les intervalles ouverts bornés

e Les|a,b] avec(a, b) € R?

e Lesja, +o0|

e Les|a, +o0]

Les ensembles suivants engendrent les boréliefis:de
e Les[a, +o0]

e Les]a, +o0]

e Les[—o0,af

e Les[—o0,ql

Les ensembles suivants engendrent les boréliefig de
e Les ouverts

e Les pavés ouverts

e Les boules ouvertes

e Les bandes ouvertes :

{Ri=1x]a, b[x R~}

e Les pavés compacts

e Les bandes fermées :

{R*1 x [a,b] x R~}

e Les bandes comme suit :

{Ri=1x]a, b] x R~}

e Ou les ensembles de la forme suivante :

{R*1x]a, +oo[ xR~}

Disposer de parties génératrices petites est pratique pour certaines propriétés des
boréliens.

Exemple : on muniR d’une distance comme suit :
d(z,y) = |arctanz — arctany| avecarctan(oo) = I1/2 etarctan(—oo) = —I1/2.
Les boréliens pour cette distance sont engendrés példesoo], a € R]. Toute suite
monotone danR admet une limite, et toute suite daRsidmet une valeur d’adhérence.
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6.1.3 Mesures

Définition 321 (Mesure) Etant donné X, .A) mesurable, on appellmesure
une applicatiory : A — [0, +o00] telle que :

o u(@)=0

e SilesA; sont disjoints, au plus dénombrabledors ;(UA;) = > 1(A;) (o
additivité)

(X, A, 1) est appeléspace mesuré

Etant donné§ X, A) mesurable, on appellmesure complexaine application
u: A— Ctelle que:

o u(@)=0

e Si lesA; sont disjoints, au plus dénombrabledors 1 (UA;) = > u(4;) (o
additivité) quel que soit I'ordre de la sommation - c’est a dire que la somme
est absolument convergente.

On notera bien qu'une mesure peut prengs pour valeur, et pas une mesure
complexe. Une mesure complexe n’est pas un cas particulier de mesure, et une mesure
n’est pas un cas particulier de mesure complexe.

On note aussi que dans le cas des mesures complexes, le dewuxiétaedéfinition
suffit & imposer le premier (pas dans le cas réel, a cause de la possibiité

Définition 322 (Propriété vraie presque partout) Une propriété P est dite
vraie presque partoutsi 'ensemble des éléments pour lesquels elle est fausse
est inclusdans un ensemble de mesure nulle. Une partie esndigdigeable
si elle est incluse dans une partie de mesure nulle, c’est a dire si sa fonction
caractéristique est nulle presque partout.
Un espace mesuré est @divmplet si tout ensemble négligeable est mesurable
(et donc de mesur@.

Un ensemble négligeable n’est pas nécéssairement mesurable !

Une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Proposition 323 e 1 est finiment additive (outre qu’elle estadditive)
e 1 est croissanteK muni de I'ordre usuel, les ensembles mesurables munis
de l'inclusion)
e La mesure d’une union dénombrable est inférieure ou égale a la somme des
mesures.

o AvecA et B A-mesurablesy (AU B) < u(A) + pu(B)

o (Ui<nFy) < 301 <icp (F;), avecF; A-mesurable.

e Sip(X) estfinie, alorgu(A U B) = u(A) + pu(B) — p(AN B)

e Formule d'inclusion exclusion; avec F; € A, on a pu(U;<,F;) =
Dicn MFD) = Xoicicijen IS NVEG) + 301 cicjapan #(Fs OVE; N Fy). 4
(=D ' u(Mi<i<n )
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Exemples :

Définition 324 e Considérons I'espace mesuralfl&, P(X)).

On considere sur X lanesure de dénombrementiéfinie pourtoutd C X par
w(A) = card(A) si A fini

p(A) = +o0 sinon

o (X,P(X)), soita € X, on appellemesure de dirac eru la fonctiond,, telle
que pour toute partied inclue dansX, §,(A) = 1 sia € A et0 sinon.

Theoreme 325 Toute espace mesu(&’, A, ;1) peut étre remplace par un es
pace mesuré X, A, ;) complet, avecd C A ety 4 = p. On peut méme
garantir que tout ensemblé contenantA et inclus dansB avec(A, B) € A2

et B — A négligeable appartient .

Démonstration : On considére I'ensemble des parti@sdécrites dans le théo-
reme ; on vérifie facilement qu'il s’agit bien d’unealgébre . Ensuite on montre que
I'on peut définir la mesure d€ comme égale & la mesure deet que la définition est
bien correcte

Définition 326 (Lebesguiens)La tribu obtenue a partir de la tribu des ba
réliens en appliquant le théoren®25 s’appelletribu des lebesguiensLes
éléments de cette tribu sont appeléslé&sesguiens

Donc lorsque I'on travaille avec des boréliens, certains ensembles négligeables ne
sont pas mesurables, alors qu'avec les lebesguiens, tous les ensembles négligeables
sont mesurables.

Théoreme 327 (Théoreme fondamental)l existe une unique mesure sBr
muni des boréliens classique telle quga,b]) = b — a pourb > a. u S'ap-
pellemesure de Lebesgue suR.

Il existe une unique mesure s muni des boréliens classiques telle que
w(IL;[a;, b5]) = I;(b; — a;) pourbd; > a;. p S'appellemesure de Lebesgue
sur R™.

La mesure de Lebesgue vérifie en outre les propriétés suivantes :

e a une constante de proportionnalité prées, c’est la seule mesure sur les poré-
liens invariante par translations et finie sur les intervalles bornés.

e Tout ensemble au plus dénombrable est de mesure nulle.

e Etant donnéey’ une partie mesurable, la mesure fleest égale a Inf des
mesures des parties ouvertes conterfant

e Etant donnédZ une partie mesurable, la mesure fleest égale asup des
mesures des parties compacts inclues déans
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Démonstration : AdmiseO

Proposition 328 (X, A, ) espace mesurd; ¢ N 4; € A.
I) Si A; C Ai+1, a|0rSM(Ui€NAi) = limi_,_,_ocu(Ai)
i) Si A;11 C A; etsiu(Ag) < +ooalors u(NA;) = lim;— 4o pb(A;)

NB : ne pas oublier la seconde condition pour la deuxieme assertion; contre-
exemple aveel; = [i, +oo.

Démonstration :
|) By = Ay, B; = A; — A;_1, suite facile.
i) u(D—C) =pu(D)—u(C)siC C Detu(D) < +oo
Bi=Ai1— A
OAZ = A(] — UBk
1(NA;) = p(Ao) — p(UB) = u(Ao) — > [1(Ar—1) — p(Ak)]
O

Définition 329 (mesure finie our -finie) (X, A, u) mesuré, . est finie si
w(X) < +o0.

(X, A, u) mesuréy esto-finie si

H(Xk S .A)/Uk X=X /\,U,(Xk) < 0

Siu(X) =1 alors . est appelée unmesure de probabilité

Donc(R, B(R), i) avecu la mesure de Lebesgue esfinie carR = Ugen| — k, k]
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6.2 II-systemes, d-systemes, et théoreme de Carathéo-
dory

Définition 330 (II-systemes)Un TI-systémesur X est un sous-ensemble de
P(X) stable par intersections finies.

Définition 331 (d-systéme, alias classe monotond) est und-systéme(on
dit aussi uneclasse monotonesi

eScD

e D est stable par soustractiol(e D, B € D, alors AN B¢ € D).

e Pour toute suited,, croissante A,, € D, alorsUA,, € D

Proposition 332 Une intersection de d-systémes est un d-systéme.

Définition 333 (d-systéme engendréDn appelled-systéme engendrépar
un ensemble de parties d€ l'intersection de tous les d-systémes contenant
X.

Proposition 334 Un ensemble inclus dard3(X) est uner-algebre si et seule
ment si c’est udl-systéme et un d-systéme.

Lemme 335 (Lemme de Dynkin) Soit/ unIl-systéme, alors la-algébre en-
gendrée pad, notéeos (1), est égale au d-systéme engendré par

Démonstration : Pour le prouver il suffit de montrer qu&T) est unll systéme,
vu la proposition334. Pour cela on montre tout d’abord que le sous-ensetbblde
d(I) constitué des éléments dél) dont I'intersection avec tout élément deappar-
tient &d(I), est égal @(I). Le raisonnement est le suivant :

e d(l) C Dy car:

-1c D

- Dy estunll-systeme

e Dy C d(I) trivialement

On montre ensuite que le sous-ensenibjaled(I) constitué des éléments dé/)
dont l'intersection avec tout élément dél) appartient al(7), est égal al(7); en ef-
fet:e d(I) C Dy car
-I C DycarD; =d(I)

- D5 est un d-systeme
e Dy C d(I) trivialement

Ord(I) = D, est exactement I'énoncé du fait qu) est unll-systeme
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Lemme 336 e Soit i1 et us deux mesures surX,.A) coincidant sur uril-
systéme engendrant et telles que:; (X) < 400 et (X) < 4o00. Alors iy
et s sont égales.

e La méme propriété est vraie & est de mesure-finie pourp; et ..

Démonstration : On considére le d-systéme destels quep; (F) = po(F). |l
contient uniI-systéme, donc il ne reste qu’a conclure via le len¥8&0

Théoreme 337 (Théoréme de Carathéodorygoit A la o-algébre engen-
drée parB une algebre, efs o-additive deBB dans|0, +oc]. alors il existe
une mesure’ sur A dont la restriction a5 estu. Siu(X) < 400, alors cette
extension est unique.

Démonstration : L'existence est ici admise.
L'unicité résulte simplement d&36.0

Proposition 338 Soity une mesure sur un espace mesurableet f une fonc-
tion mesurable dé&X dansY un autre espace mesurable; alors I'application
qui a une partie mesurable deY associeu(f~*(F)) est une mesure sif.
On notey/ cette mesure.

Démonstration : Faciled
¢ SiY = R™ muni des boréliens, alors giest positive on a

/Rdfduf:/xcbo,fdu

¢ SiY = R™ etsif estavaleurs quelconques, algrsstL; poury/ si et seulement
si¢ o f estL; pourp, et on a alors 'égalité

/Rdfdﬂf=/x¢0fdu

6.3 Parties non mesurables

Théoreme 339 (Banach et Tarski)e Il existe un ensembl€’ inclus dans la
sphére unités, deR? tel que pour touk > 3 (éventuellement = oo), S, est
la réunion disjointe dé: images deF’ par des rotations. Facon amusante de
constater qu’'on ne peut pas mesurer n'importe quoi... Cette preuve nécgssite
I'axiome du choix.
e On peut méme aller plus loin et étant donaEst B d’intérieurs non vides de
R3, on peut décomposet en une réunion del; finie, etB en une réunion de
B, de méme cardinal, aved; et B; égaux via une rotation et une translation.
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e Sil'on n'utilise pas I'axiome du choix, alors on peut utiliser a sa place un autre
axiome, qui affirme que toute partie feest mesurable.

6.4 Exercices sur legr-algebre et les mesures

e Soit A C P(E).
- Supposong’ € A et A stable par soustraction. Montrer qdeest une algébre.
Démonstration : |l suffit de vérifier queE et (§ sont dansA, que I'on a bien
stabilité par passage au complémentaire, et stabilité par union de deux éléments car
E-(E—A—-B)=AUBD
- Supposond’ € A, A stable par passage au complémentaire, et stable par union dis-
jointe. Montrer qued n’est pas nécessairement unalgébre .
OConsidérer I'ensemble des parties de cardinal pafadé, ¢, d}.0

e Montrer que la réunion d’une suite croissante d'algebres est une algébre.

e Montrer que la réunion d'une suite croissantesdalgebres n’est pas nécessaire-
ment unes-algebre .

Démonstration : Considérer legr-algébre sulN engendrées respectivement par
{1 {1}, {2}, {{1}, {2}, {3} } ; laréunion n’est pas une-algebre car par exemple
I'ensemble des entiers pairs n’en fait pas pdrtie.

6.5 Fonctions mesurables

Définition 340 (Fonction mesurable) Etant donnég X, A) et (X, B) des es-
paces mesurableg,: X — Y est ditemesurablesiVB € B f~}(B) € A

On définit parfois aussi la notion de fonction mesurable d’'un espace mesu-
rable vers un espace topologique ; la condition est alors le fait que I'image
réciproque d’'un ouvert soit une partie mesurable.

Une fonction caractéristique d’'un ensemble est mesurable si et seulement si I'en-
semble est mesurable.

SiY esttopologique et qu’on n'a rien précisé, la triBest celle des boréliens.

Proposition 341 Avec les conditions de la définitions, Biest lao-algébre
engendrée pasM, alors f est mesurable si et seulemeéit € M f~1(B) €
A

Démonstration : Le sens— est trivial.
Pour le sens—, considérons I'ensemble dés € B tels quef—!(B) € A, c’est une
c-algebre d& ; d’ou le résultatd
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Corollaire 342 ¢ Si f : (X, A) — Y avecY topologique,f mesurable si et
seulement siU ouvert, f~1(U) € A

o f1r: (X, A) — Roul0,+oo] mesurable

alors la fonctionf qui az associesupy, f(x) est mesurable.

Démonstration : Le premier point est clair.
Pour le second on considéefe ! (Ja, +oo]) = {z/sup{ fi(z)} > a}
= {a/3k € Nfi(z) > a} = Uren{z/fr(z) > a}
= Uf; '(Ja, +oc[) qui appartient &4 car f; mesurable e#l s-algébred

Proposition 343 La composition de deux fonctions mesurables est mesurable.
f mesurable eg continue alorg o f est mesurable.

Corollaire 344 Si f est mesurable d& dansC ouR, alors Re(f), Im(f),
| f| sont mesurables.

Proposition 345 f mesurable deX dansY avecY topologiqueg mesurable
de X dansZ avecZ topologique,Y et Z a bases dénombrables d'ouver
alors(f,g) : X — Y x Z est mesurable pour la topologie produit.

2

Corollaire 346 o f etg mesurables déX, .A) dansR ouC, alors f +g, f —g,
fg. /g (g ne s'annulant pas), sont mesurables.

e f de(X,.A) dansC est mesurable si et seulement si sa partie réelle et sa
partie imaginaire sont mesurables.

e f de (X, A) dansC est mesurable si et seulement si la fonctighet la
fonctionz — arg(f(z)) sont mesurables

e f de (X, A) dansR ou R est mesurable si et seulementfsi et f~ sont
mesurables.

6.6 Suites de fonctions mesurables

Théoréme 347 (X, .A) mesurablef; de X quelconque dang métrique, telle
que pour tout f(z) — f(z). Alors f est mesurable.

Démonstration : SoitU un ouvert d&V, etU,, 'ensemble des tels qued(z, Y \
U) > 1/n, et soitF,, 'ensemble des tels qued(x, Y \ U) > 1/n.
On montre facilement quE,, est ouvert et qué;, est fermé.
L'union desU,, estU carU est ouvert.
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L'union desF,, est dondJ aussi. (voir figures.1)

()
=Unf 1 (Uy)
= Up{u/limg— 100 fr(u) € Uy}
CUp{u/3K/k > K — fr(u) € U,}

carU, est un ouvert.

C U, Ug meKflgl(Un) c A

Considérons maintenant

Un Uk mekajl(Un)
C U Uk Mis i fr H(F)
oru € Ugx N>k fr ' (F,) si et seulement si
IK)Vk > K, fi(u) € F,
donc
C Unf_l(Fn) = f_l(UFn) = f_l(Fn) = f_l(U)
doncf~1(U) € A, doncf est mesurablel

FiG. 6.1 — lllustration de la preuve de la mesurabilité de la limite simple d'une suite de
fonctions mesurables.

Corollaire 348 f;, suite de fonctions mesurables @€, .A) dans|0, +oc] ou
R, alors limy— 4 oo SUPE>n fi €t lim,—yooinfi>nfi €Xistent et sont mesu
rables.

Démonstration : Rappelons simplement qu’une fonction monotone a nécéssaire-
ment une limite dan®.O
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Proposition 349 Si pour toutn € N f,, est mesurable d& dansRR, alors
suppenfn €St mesurable.

Démonstration : Il suffit de considérer les images réciproques d’ensembles de la
forme]a, +oo] par lesf,,. Plus précisément, fixons et considérong,, = £, *(Ja, +o0).
Avec f = sup f,, E = f~*(Ja,c[) est égal &JE,,, et donc est mesurable. Les boré-
liens sont engendrés par les intervallest+oo[ ; donc f est bien mesurable.

6.7 Intégration - théoréme de convergence dominée de
Lebesgue

(X, A, 1) un espace mesuré.

6.7.1 Fonctions étagées et fonctions simples

@ Définitions et généralités

Définition 350 Une fonction est ditétagéesi elle ne prend qu’un nombre fir
de valeurs.

Une fonction simple est une applicatiors de X dans |0, co| mesurable et
étagée.

Si s est simpleq,...o, ses valeursd; = {z/s(z) = a;} = s71({a;}), alors
s = Zz ail\Ai-

Notons que lesA; sont des boréliens, en tant qu'image inverse de borélien, pour
peu que la fonction soit mesurable.

L'écriture des est unique sion a:
[ a7} 75 Qo Sit 75]
.AiﬂAj =0siiz#j

Proposition 351 Si f est une fonction mesurable dé dans|0, +oc[, alors
il existe une suite croissantg, de fonctions simples qui converge simplement

versf.
Démonstration :
Etant donné: € N, on considére les segmerfis = [57, l;—,}[, pouri variant de

0 an2™. Il suffit alors de considérer la somnjfig desQ%xffl (s,) pouri dans{0, n2"].0

130



Pour la suite de notre propos, on devra utiliser une multiplication faAs>c],
prolongeant la multiplication usuelle, et vérifianto = 0. Attention, ce produit n'est
pas continu.

@ Intégration des fonctions simples

Définition 352 s = } a;1,4, avec la condition d’'unicité donnéee Ci-dESSILS,
alors on appellentégrale sur E € A de s pour la mesure:

/E s.dp = Z a;n(A;NE)

Lemme 353 Supposons ett deux fonctions simples vérifiant les conditions
d’unicité. Alors :

e Sis < t,alors [, sdu < [, tdu

e additivité : [, (s + t)du = [, sdu+ [ tdu

o Jpsdu= Jpsdp

ec < +oo—[csdu=c|sdu

e La fonction deA dans|0, +oc] qui & E associe I'intégrale de sur E pour
la mesureu est une mesure.

6.7.2 Fonctions positives

Définition 354 f : (X, A) — [0, +00] mesurable
On appelleintégrale de f sur £ de f pour p

/fdu:supsgf/ s.du
E E

ous < f désigne I'ensemble des fonctions simples plus petites (ou égale|) que

1.

Rmq : Sif est simple, alors cette définition coincide avec la précédente.
La notation |, fdu désigne[ f.xg.dp.
Propriétés, ave¢ et g positives mesurables :

o [fH+g=[f+[g

ef<g—[f<[yg
e [la|.f=lal [ f
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Théoréme 355 (Théoréme de convergence monotomi@aussi théoreme de Beppo-Levi
Soit f,, une suite croissante de fonctions mesurables positives.
Alors f = supf, estmesurable ef f = lim [ f,.

Démonstration : On procede par étapes comme suit :
e On montre tout d’abord qug est mesurable (considérgr?(ja, +o00)).
e On montre que f,, est croisante ; notons sa limite (éventuellement infinie).
e F' < [ f par passage a la limite.
L'autre inégalité est un peu plus difficile et est illustrée par la figuge
e On considére une fonction simpie f, notées, et un réeh < 1.
e On considérer,, 'ensemble des: tels quea.s(x) < fi,(x).
o [g aus [y fa< [y fo < F.
e La réunion ded,, estX, et la réunion est dénombrable; dof]bcn u —>fX U.
e Par passage awpona/ f < F.O

) On trouvera de multiples applications a ce théoremes, citons le lemme de Fatou
357, le théoréme justifiant la définition des mesures imagssle théoréme importan-
tissime de la convergence dominée de Lebes@fepour le théoréme de Fubifir8
Cela servira aussi en probabilité, avec la propositiB&6 la proposition1327, les
resultats sur les variables aléatoires indépenddr&@s; on trouvera aussi une appli-
cation au théorém#&367sur I'extinction d'un processus de branchement. Par ailleurs,
on utilisera ce résultat aussi pour montrer que les espate®nt des Banach, voir
corollaire404.

On prendra garde a ne pas utiliser des arguments plus lourds (notamment la
convergence dominée de Lebesgue) quand un résultat plus simple comme celui-ci suf-
fit.

Corollaire 356 (Permutation des signes somme - intégralgg\wvec f,, pour
n € N mesurable positivef > f, = [ fa

Lemme 357 (Lemme de Fatou)Avecf, de X vers|0, +oc] mesurable, on g

Jliminf fn < liminf [ fo

Démonstration : Il suffit de définirg, = inf,>rfn; gr €st croissante; donc par
le théoréme de convergence monotgnéminf f, = lim [ g, = liminf [ g, <

liminf [ f,.0

Théoréme 358 Pour toute fonctiorf mesurable deX dans]0, +cc], la fonc-
tion v qui a un borélienk associef, f(x).du est une mesure sux.
En outre pour toute fonctioy mesurable deX dans |0, +oc], [g.dv =

[ f.9.du.
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FiG. 6.2 — Les ensembles sur lesquglsdépasse la fonction simple multipliée par
a < 1 ont pour réunionX et sont en nombre dénombrable.

Démonstration : Il est facile de voir ques est une mesure avec les outils que I'on
s’est donnés plus haut. La suite est un peu plus laborieuse, mais se résoud en utilisant
le théoréme de convergence monotane.

6.7.3 Le cas général

Définition 359 (Fonction intégrable) Une fonctionf de X dansC est ditein-
tégrablesi elle est mesurable et §i f| est finie. On not&* (X, C) 'ensemble
des fonctions intégrables d€ dansC, et £} (X,R) 'ensemble des fonctions
intégrables deX dansR. £!(X) tout court désigne généralemefit (X, R)
(voir selon le contexte).

L1(X) est unC-espace vectoriel (on le munit de I'addition et de la multiplication
par un scalaire). L'application qui a une fonction associe son intégrale est une forme
linéaire sur cet espace vectoriel.

L'(X) est unR-espace vectoriel (on le munit de I'addition et de la multiplication par
un scalaire). L'application qui a une fonction associe son intégrale est une forme li-
néaire sur cet espace vectoriel.

Notez que I'intégrabilité dépend de la mesure, alors que la mesurabilité ne dépend
que de I'espace mesurable.
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Définition 360 (Intégrale (au sens de Lebesgue) d'une fonction intégrable)
Etant donnéef une fonction intégrable d& dansR, on appellentégrale de
fetonnotef fleréel [ f+— [ f.

Etant donnéef = ¢ + i.h une fonction intégrable d& dansC, on appelle
intégrale de f et on note/ f le complexef g + i. [ h.

On notera hien que cette définition ne permet de définir d’intégrale que lorsque
J'1f] est finie. Ainsi I'intégrale d’une fonction mesurable & valeurs dansoo| est
toujours définie mais la fonction n’est pas nécéssairement intégrable (lorsque l'inté-
grale estinfinie). Et dans le cas d’'une fonction Riemann-intégrable on doit résister a la
tentation d'utiliser une intégrale d’'une fonction pas intégrable, puisque I'intégrale de
Lebesgue n'est définie que dans le cadre de fonctions intégrables.

Propriétés :
e Si f estintégrable alorf| est intégrable et f| < [|f].
e Une fonction inférieure en module a une fonctipmtégrable, est intégrable.
¢ Si deux fonctionsf et g sont intégrables et a valeurs daRset si f < g alors

[f< g

Définition 361 (Intégrale sur une partie mesurable) Soit £ une partie me-
surable deX, et f de X dansR ou C, alors f est diteintégrable sur E si
f-xE estintégrable, aveg s la fonction caractéristique d&. On définit alors

On peut vérifier qug, f = [ fie-

Exemple important : les sommes de séries.
L'ensemble des parties deest uner-algebre sulN. On peut munir 'espace mesurable
ainsi défini d’'une mesurg telle quep(A) = card(A) si A est fini etu(A) = +oo
sinon.

On se donne alors une fonctigrdeN dans|0, +oo], c’est & dire une suite de réels
positifs.
Cette fonction est évidemment mesurable.

On peut alors considérer les fonctiofig[0, »] ; la suite de ces fonctions converge
vers f, donc par le théoréme de convergence monotone, l'intégrajesie N est la
limite pourN tendant versi-co de l'intégrale def.x (0, n]. f.x;0,n] étant une fonction
étagée, son intégrale est facile a calculer; il s’agit de la sommg; gniri € [0, n].

On peut retrouver ainsi divers résultats classiques du calcul de séries, par exemple

le changement d’'ordre des termes dans une série absolument convergente. On peut
aussi considérer le cas des séries complexes.
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Par contre, on ne peut rien faire au niveau des séries non-absolument convergentes.

Proposition 362 e Une fonction mesurable d& dans|0, +cc] est d'intégrale
nulle si et seulement si elle est nulle presque partout.

¢ Si une fonction mesurable dé dans[0, +oo] est d’intégrale finie alors elle
est finie presque partout.

e f mesurable deX dansC; alors | [ f| < [|f], etsi| [ f| = [|f] alorsil
existea tel quef = a.|f| presque partout.

Démonstration :
e le premier point est facile, il suffit de considérer les ensembles sur lesfjueds
supérieure d /n, et leur réunion dénombrable.
e Considérer I'ensemble destels quef(z) = +oo et sa mesure.
e Considérer I'argument de l'intégrale dgie et la fonctiona. f aveca un complexe de
modulel tel que [ a.f € RT. La suite est facile]

On peut considérer différentes structures a l'intérieur de I'espace vectodels
fonctions deX dansR :
e Le sous-espace vectoriel des fonctions mesurables
e Le sous-espace vectoriel des fonctions intégrables
e Le sous-espace vectoriel des fonctions nulles presque partout

La derniére propriété permet notamment de définir un espace quotient de l'es-
pace des fonctions, par la relation d’équivalefiteléfinie parfRg <— f(z) =
g(x) presque partout . On considére alors I'espace constitué par les classes contenant
au moins une fonction intégrable. La forme linéaire gii@ssocie son intégrale induit
une forme linéaire sur cet espace quotient (notez que deux fonctions intégrables appar-
tenant & la méme classe ont méme intégrale). On peut normer cet espace par la norme

suivante :
171h= [ 11

La forme linéaire qui & associe son intégrale est continue pour cette norme, et de
norme< 1, c’'estadire qué¢ [ f| <|| f |li= [ |f|. Dans la plupart des cas, c'est a dire
dés gu'il existe une partie de mesure finie non nulle, cette normie(estpourra s’en
convaincre en considérant la fonction caractéristique d’une telle partie).

Définition 363 On noteL! le sous-espace des classes contenant au moinsg une
fonction intégrable ainsi normé (ne pas confondre agér Cette notation es
dépendante du contexte ; formellement il faudrait préciser I'espace de départ
et I'espace d’arrivée (ce dernier étant généraleméntiuelquefoisR).

Théoriqguement il n’est pas possible d’écriref || pour une fonction deX dans
[0, +00], +00 inclus ; néanmoins on verra souvent cette notation gduyt. On se per-
mettra ainsi de parler de la classe d’une fonction dont I'intégrale est finie, méme s'il
s’agit par exemple d'une fonction & valeurs dénstoo].
On assimilera souvent une fonction et sa classe, I'intégrale d’une fonction et I'intégrale

135



d’une fonction intégrable de sa classe, etc.

6.7.4 Fonctions vectorielles

Unefonction vectorielle est une fonction d& dansR™.

Définition 364 Une fonction vectorielle est diiatégrable si toutes ses com
posantes sont intégrables. Son intégrale est alors le vecteur dont chaque| coor-
donnée est l'intégrale de la coordonnée correspondantg.de

Proposition 365 Une fonction vectorielle est intégrable si et seulement si elle
est intégrable et si sa norme est intégrable (indépendamment du choix de cette
norme).

Démonstration : On majore chaque composante par la norme multipliée par une
certaine constante, et réciproquement; le résultat est ensuiterfacile.

6.7.5 Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue. Corol-
laires

Théoréme 366 (Théoréme de la convergence dominée de LebesgGejt
fn de X dansC pour toutn € N.

Hypotheses :

e f,, mesurable

e Pour presque tout, f,,(x) converge

o |l existe une fonctiory intégrable deX dans|[0, +oc] majorant toutes leg
fonctionsf,,.

Alors :
¢ une certaine fonctiotf est limite simple deg, ; cette fonction est intégrable.
e [|f = fu| —0 (convergencd.,).
e [ fu— [ fpourn —+oco

Démonstration : On passe par les étapes suivantes :
e Tout d’abord le cas d’une suite de fonctions tendant monotonement vers la fonction
nulle (démonstration en utilisant le théoréme de convergence monotone).
e Ensuite suite de fonctions tendant vers la fonction nulle (on se raméne au cas précé-
dent en considéramt, (z) = supg>n fr(z).
e Ensuite le cas général se traite en considéfantf,,, majorée pak.gq.
e L'assertion[ f,, — | f pourn —-oo découle simplement du fait qug a — [ b] <
Jla—10l.0O
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) On utilisera ce résultat trés souvent, citons par exemple le corollaire ci-dessous,
le théoreme69de continuité sous le signe intégral, le théor&véde dérivation sous
le signe intégral, le lemme de Sche#&l, le résultat de densit#24, le contre-exemple
du paragraph®.6.7, le théoreme de Doob354

Corollaire 367 Soit une suite de fonction, intégrables deX dansC, telle
qued_ || f || converge.

e Alors pour presque tout on a) . f,(x) convergente vers un certajf{x).
e Enoutref estintégrableef f =>" [ f,.

e Lasuite} " , f, converge verg pourL;.

Démonstration : On considéregy(z) = . |f.(x)|. Par le théoréme de conver-
gence monotonef g = > [ | f,|. On peut donc définik(2) comme limite des fonc-
tions by, (z) = suml_fn(x). On alh(z)| < g(z); par le théoreme de convergence
dominée, l'intégrale d¢ est égale a la limite de I'intégrale des, donc a la limite de
la somme deg f; pouri € [0,n] et la derniere assertion découle de la convergence
pour L, dans le théoréme de convergence dominée.

Corollaire 368 Les espaces vectoriels normgset L' (C) sont complets.

Démonstration : Un espace vectoriel normé est complet si et seulement si toute
série normalement convergente est convergente ; donc d’aprés le corollaire précédent,
L' et L' (C) sont complets

Corollaire 369 SoitY un espace métrique ¢t: X x Y — C une application
telle que :

e pour touty I'application qui ax associef (z, y) est intégrable

e pour toutz appartenant aX — N avecN négligeable I'application qui &
associef (z,y) est continue

e il existeg intégrale deX dansR™ telle que pour tous ety |f(z,y)| < g(z).
Alors I'application qui ay associe[ f(z,y).dz est continue.

Démonstration : On considére une suitg, tendant verg, la continuité séquen-
tielle impliquant la continuité dans un espace métrique. Il suffit d’appliquer le théoreme
de convergence dominée a la suite de fonctions de la faermef (z, v, ).0
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Corollaire 370 SoitY un intervalle ouvert d®R et f : X x Y — C une
application telle que :

e pour touty I'application qui ax associef (z, y) est intégrable

e pourz € X — N, avecN négligeable, I'application qui & associef (z, y)
est dérivable de dérivég (z, y)

e Pour une certain fonctiog positiveL!, pour touty, | f5(x,y)| < g(x)

Alors pour touty = — f4(z,y) est intégrable et I'application qui g associe
[ f(x,y).dx est dérivable, de dérivég f(z,y).dx.

Démonstration : On considérey,, une suite tendant veis
On définitk,, (z) = W Pour toutn, k,, est intégrable.
D’aprés I'inégalité des accroissements finks,(x)| est majoré par le sup dél(z, .)|
a son tour majoré par(x). On peut donc appliquer le théoréme de convergence domi-
née, et déduire le résultat.

Lemme 371 (Lemme de Scheffésupposons qug, soit une suite de fonc
tions£! de(S, 1) dansR, et supposons que pour presque toyt, (x) — f(x)

quandn — +oo. Alors
[1guddu— [ 151.dn

182 =1 =0

si et seulement si

Démonstration : La partie "si" est triviale ; voyons maintenant la partie "et seule-
ment si".
On montre d’abord le résultat pour des fonctions positives
On suppose donc quef, (z).du(z) — [ f(x) ). Notonsg,, = f, — f, etg, et
g, les parties positives et négativesg;Le AIors
e g (xz) — Oet [ g, (x) — 0 presque partout

e g, < f, donc par le théoréme de convergence domﬁg’g ,u( ) — O
e Par ailleurs( g} (z) = [ fu(2).du(z) — [ f(z).du(z) — [ g~ (z) ') qui tend
donc very).

¢ On peut donc déduire par les deux points précédenty gueds(z) — 0.
e On a donc prouvé le résultat pour des fonctions positives
e On passe au cas général.f, (z)|.du(z) — [ |f(x)|.du(x) signifie que

/f+ ).dpu(z /f ).dpu(z H/f* ) dp(z /f

¢ Le lemme de Fatou implique que

/liminf frdu < liminf /f,fdu
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et [liminf f, .du <liminf [ f.du
et donc poun assez grand

[ @@ + [ 5 @ duta) = [ 1@ duta) + [ 1 @),

e Les résultats des deux points précédents permettent de conclure que

[ H@eau@ — [ 1 @)duto)
/ £ (2).dp(z) — / f

e Il ne reste plus qu’a appliquer le résultat dans le cas des fonctions positives.

et

6.8 Intégration dans les espaces produits. Changement
de variable

On rappelle gu’une tribu ow-algébre su¥ est un sous-ensemble #¢E'), conte-
nantE, stable par passage au complémentaire et par union dénombrable (et du méme
coup par intersection dénombrable).
On rappelle aussi gqu’un clan ou algébre #lest un sous-ensemble d¥ F) stable
par passage au complémentaire et par union finie (et du méme coup par intersection
finie).
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Définition 372 On se donneX etY deux espaces mesurables, munis respec-
tivement de la tribut’ et de la tribu).

Un ensemblel x B est ditrectangle mesurablede X xY siA € X etB € ).
On appelletribu produit ouo-algébre produit de X’ et) eton note¥ ® Y la
tribu engendré par les rectangles mesurables. Ce sesadigebre par défaut
par la suite ; un ensemble mesurable Aex Y est en particulier un élément
de cettes-algébre .

Un sous-ensemble d€ x Y est ditensemble élémentairesi il est réunion
finie de rectangles mesurables.

Etant donnéF inclus dansX x Y etz € X, on appellepremiére coupe sui-
vant z de E' 'ensemble deg dansY tels que(z,y) € E.

Etant donnéF inclus dansX x Y ety € Y, on appelledeuxiéme coupe sui-
vant y de F I'ensemble des dansX tels que(z,y) € E.

Etant donnéeg x et uy des mesures sytX, X') et (Y, )) respectivement on
appelle mesure produit dex etuy une mesure sutX x Y, X ® )) telle que
la mesure d’'un rectangle mesurablex B soitux (A).uy (B).

Proposition 373 e L'ensemble des ensembles élémentaires est un clan.
e Un ensemble élémentaire peut sécrire comme réunion disjointe d’'un ngmbre
fini de rectangles mesurables.
e La premiére coupe suivantd’'un ensemble mesurable d¢® ) est mesu-
rable.
e La deuxiéme coupe suivaptd’'un ensemble mesurable dé® ) est mesu-
rable.

e Pour £ mesurable deX x Y, si on se donne deux mesures 3ietY qui
soiento-finies, I'application deX dansR qui az associe la mesure de la pre
miére coupe suivant de E est mesurable

Démonstration : Les deux premiers sont faciles.
e Le troisieme est plus délicat :
- Soit E dansX¥ @ ) etz dansX.
- Si E est un rectangle mesurable le résultat est clair.
- Il suffit donc de montrer que I'ensembles déslansX ® ) tels que la coupe suivant
x de F' est mesurable est une tribu, ce qui est fagile.
e Cee est évidemment équivalent au précédent.
e Le cinquiemes est admis]

Théoréme 374Etant donnésX, X, ux) et(Y, )V, uy ) deux espaces mesures
de mesureg-finies, il existe une et une seule mesure produipgeet py .
Cette mesure produit est en outrefinie. On la noteux ® py .

Démonstration : e On définitu(E) = fy w(E,) avecE, la deuxieme coupe sui-
vanty de E. )
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e On montre facilement qu'il s'agit bien d’une mesure, en utilisant le cinquieche
la proposition précédente.
o |l est clair qu’elle vérifie I'hypothese sur la mesure des rectangles élémentaires.

e Si deux mesures vérifient les propriétés demandées, alors elles coincident sur le
II-systéme des rectangles mesurables, en outre les rectangles mesurables engendrent la
tribu produit, et cette tribu produit est de mesurénie (facile).

e On peut alors appliquer le lemn386 (en I'’étendant, ce qui est aisé, au cas des me-
sureso-finies)O

Corollaire 375 Soityu la mesure produit ainsi définie ; alors

u(E) = / u(B) = [ ()

Démonstration : La premiéere égalité est directement issue de la preuve ci-dessus;;
la seconde est due & I'unicité de la solution et & la symétrie du prolatléme.

Corollaire 376 Pour qu'un ensembl& de (X xY') soit négligeable pout’ ®
Y, il suffit que presque toutes les coupes premiere& dmient négligeables
(pareil avec les coupes secondes).

Démonstration : Un tel ensemble est négligeable si et seulement si sa fonction ca-
ractéristique est d'intégrale nulle, c’est a dire si sa coupe est d'intégrale nulle presque
partout

Corollaire 377 e La tribu des boréliens suRP*¢ est la tribu produit des deu
tribus de boréliens d&? et deR? (produit au sens des-algébres et pas pro
duit cartésien).

e La mesure de Lebesgue sRi#+9 est le produit de la mesure de Lebesgue sur
RP et de la mesure de Lebesgue Rir.

Démonstration : e On procéde par double inclusion.
- tout d’abord soit un pavé ouvert @&+ il appartient bien a la tribu produit de?
parRY car c’est un rectangle mesurable. Or un ouveriRél&? est une réunion dé-
nombrable de pavés ouverts (par exemple les pavés ouvert de coordonnées rationnelles
inclus dans ce pavé). Donc les ouvertsRig ¢ sont bien des mesurables pour la tribu
produit, et donc les boréliens étant engendrés par les ouverts, ils sont eux-mémes inclus
dans la tribu produit.
- Soit un rectangle mesurable B& xRY ; il s’écrit X xY", et dong X x R?)N(RP xY),
avecX etY mesurablesX mesurable impliquéX x R? mesurable, caX appartient
a la o-algébre engendrée par les ouverts, et d&hg R? appartient a lar-algébre
engendrée par les ouvertsEet?,
o |l suffit de considérer I'unicité de la mesure SRF vérifiant le fait que la mesure
d’un pavé soit bien le produit des longuedrs.
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Cette propriété est valable pour les boréliens MAIS pas pour les lebesguiens.

Le théoreme qui suit est un théoréme fondamental en théorie de l'intégration.

Théoréme 378 (Fubini) On supposé X, X, ux) et (Y,Y, uy) des espaces
mesurés de mesuresfinies. Soitf mesurable déX x YV, X @ YV, ux ® py)
dansR.

Alors :

e pour toutz € X l'application f, , : y — f(z,y) est mesurable sutX, X).
e pour touty € Y l'application f, , :  — f(x,y) est mesurable sutX, X’).
e Si f est positive, alorg — fX f1,4(x).dx est mesurable positive, et

/Y ( /X fr(@).de).dy = /X RC

e si f est positive, alors: — [, f2.(y).dy est mesurable positive. et

/X(/Yfz,m(y).dy).da::/Xxyf.dz

e si f est intégrable, alors pour presque taut f; , est intégrable, et —
[y f2.2(y).dy est définie presque partout et intégrable, et on a

/X(/Yfl,x(y)-dy).d:c:/Xxyf.dz

e si f est intégrable, alors pour presque tout f; , est intégrable, ey —
[ f1,4(z).dz est définie presque partout et intégrable, et on a

/Y(/X fl,y(x).dx).dy:/xxyf.dz

On remarque bien sdr qu’'wnsur deux est équivalent ayprécédent.

Démonstration : e (pareil pour le second) : SoitU un ouvert ;fo;(U) est égal
a la seconde section de ! (U) eny, qui est mesurable d’aprés I'une des propriétés
vues ci-dessus.
o (pareil pour le quatrieme) : on le montre tout d’abord pour une fonction caractéris-
tique d’une partie mesurable d& x Y, X ® J), puis pour une fonction simple, par
combinaison linéaire,puis pour une fonction mesurable positive, en utilisant le théo-
reme de convergence monotone et le fait que toute fonction mesurable positive est
limite de fonctions simples.
o (pareil pour le sixieme® ) : Il suffit d'appliquer le cas positif a la partie positive et la
partie négative d'une fonction donnee.

) Ce théoreme sert dans beaucoup beaucoup de situations. Citons :
- le lemme1208 utile pour le théoréme de Runge.
- de nombreuses choses sur le produit de convolution, voir le thédgéfmeans
la partie?.
- quelques propriétés de la transformée de Fourier, voir par exemple la proposition
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440,
- le théoremel 24, d’approximation de fonctions? par des fonction€'>° a support
compact.

o

Corollaire 379 Si f de X x Y dansR est intégrable ou mesurable positiv

alors
/Y/Xf(x,y).d;z:.dy:/X/Yf(x?y).dy.dx

Bien noter qu'il n’est pas suffisant que I'une de ces deux expressions soit bien
définie pour que le résultat soit vrai, ni méme que les deux expressions soient bien dé-
finies!

Je donne ci-dessous, sans démonstration (#@ipdur une preuve compléte) la
formule du changement de variable d&is:

Théoréeme 380 (Changement de variableBi K est un compact inclus dan
U ouvert deR™, si ¢ est unC*-difféomorphisme d& surU’ ouvert deR™, si

f est continue, alors
[ r=] foers
P(K) K

%)

avecJ¢ le jacobien dep.

) Par exemple, cela servira a montrer la commutativité du produit de convolution.

6.9 Mesurabilité et mesurabilité au sens de Lebesgue

On avu que la tribu des boréliens &ft pouvait étre complétée en une autre tribu
telle que toute partie comprise (au sens de l'inclusion) entre deux boréliens de méme
mesure soit mesurable ; cette tribu étant appelée la tribu des lebesguiens. En utilisant
cette nouvelle tribu, on a une nouvelle notion de mesurabilité.

Quelques propriétés :
e Une fonctionf est mesurable au sens de Lebesgue si et seulement si il existe une
fonctiong mesurable (au sens des Boréliens) égalgeesque partout
o Alors que la tribu des boréliens sBr* 7 est égale au produit (au sens des tribus) de
la tribu des boréliens siR™ par celle des boréliens si®”, la méme propriété n’est
plus vraie pour les lebesguiens.

6.10 Fonctions définies par des intégrales

) Les fonctions définies par des intégrales seront capitales pour les applications
suivantes :
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- Le produit de convolution (voir la partié (avec pour conséquence de nombreux
résultats de densité)

- L'analyse de Fourier (voir parti0)

- Les indices de chemins (voir définiti@®8), et donc toute la construction menant
au théoreme de Cauclipl

- Le théoréme de Brouwexl 1, lorsqu’on le prouve en utilisant la formule de Stokes
(ce qui n'est pas le cas dans cet ouvrage), voir par exemple le livre "Calcul différentiel
et géométrie", de D. Leborgne, Presses universitaires de France, 1982.

- La fonction gamma: — fooo t*~le~tdt (permettant d’ailleurs le calcul de l'aire
de la sphére unité en dimensiah que I'on trouvera par exemple dans le livee].

On peut citer comme autre résultat que ceux qui suivent sur les fonctions de ce type
le théoréme de Fubing78
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6.10.1 Continuité, dérivabilité sous le signd

Les résultats ci-dessous sont rappelés ici par souci encyclopédique, afin de regrou-
per les résultats s'appliquant aux fonctions définies par une intégrale.

Théoréme 381 Soit X un espace muni d’une mesyresur une tribuZ de X.

Soit(FE, d) un espace métrique.

On se donnef une application deE x X — C, et on définit
fX f(t,x)dx (intégrale pour la mesure:, notée souvent auss

fX f(t, x)du(z).
Hypothéses Conclusion
Pour toutt I'application « — f(t, z) est me-
surable

Pour presque tout: la fonctiont — f(t,x) | F est continue eff.
est continue eff’

Il existeg L' telle que pour tout et presque
toutz |f(t,z)| < g(x)

Pour toutt I'application x — f(¢, x) est me-
surable

Pour presque tout la fonctiont — f(¢,x)
est continue suf

Pour tout compacK deF il existeg L' telle
que pour toutt dans K et presque tout:

f(Lz) < g

Eestun ouvert d® oudeC*®

Pour presque tout z — f(t,z) estL!
Il existe N négligeable tel que pour tou
z ¢ N lafonctiont — f(t,x) est dérivable
(resp.C1) P,

F est continue SuF.

—

P K de il exi ¢ Pour toutt la fonctionz +—
our tout compacK de E il existe une fonc- %(t,x) est/]

tion g L! telle que pour tout danskK et tout F est dérivable (respC')
5 )
z ¢ N |8t 2)| < g(x). de dérivéef, 5 (t, x)da.

2Hypothese facile a retenir ; il s’agit de pouvoir défi-
nir une dérivée au sens le plus commun, ie dérivée d’ine
fonction d'une variable réelle ou complexe !
bAttention ! Dans le cas d’un ouvert dzon parle de
dérivabilité au sens complexe, et pas de différentiabili
en voyantC comme uriR-espace vectoriel !
E estun ouvert d® ou un ouvert d&_.

é

=3

Pour presque tout z — f(t,z) estL' Pour toutt la fonctionz —
Il existe N négligeable tel que pour tout ¢ | ¢’ f(t z) estL!

. k 5ti
N la fonctiont — f(t,z) estC*. F estC*k, et pourj € [0, k]
Pour tout compacf de E et toutj € [1,k] | s/F _ O1 ¢ x)da.

il existe une fonction L' teIIe que pour tout| °¥  JX 0¥
tdansK ettoutz ¢ N |54 w L(t,x)| < g(x).

) Le théoreme382est un exemple d’application.

Démonstration : Le premier théoréme de continuité a été prouvé plus haut; voir
théoréme369.

Le second découle du fait que pour montrer la continuité en un point, il suffit de
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montrer la continuité séquentielle en ce point; on se donne alors une suite tendant
vers ce point, et on considere I'ensembledes points de cette suite, plus la limite en
guestion.

K est séparé parce qu'inclus dans un métrique.

K est compact, car étant donné un recouvrement ouvert de ce compact, on extrait
un ouvert contenant la limite, il y a un nombre fini de points en dehors de cet ouvert, et
ainsi on extrait un recouvrement fini.

On peut donc appliquer le théoréme précédefit &t on a le résultat souhaité.

Les théorémes sur la dérivabilité découlent du corollaiie O

6.10.2 Fonctions holomorphes sous le sigrfe

Théoréme 382 Soit2 un ouvert deC et f deQ) x X dansC, avecX espace
muni d’unes-algebre7 etu une mesure surx, 7).

On définit la fonction(z) = [ f(z, z)dz.

Hypotheses requises :

e Pour toutz  +— f(z,z) estL!.

e |l existe N négligeable tel que pour tout ¢ N la fonctionz — f(z,x)
appartient aH (2).

o Pour tout compack de(), il existeg L' sur K telle que pour tout dansk
et pourtoutz € N, | f(z,2))| < g(x).

Alors :

e F'(z) est définie pour tout

e [ est holomorphe

o F'(2) = [y %(z,:z:)d:c

Démonstration :

Montrons tout d’abord que :

pour tout compacf de(?, il existeh L' sur K telle que pour tout dansk et
pour toutr & N, |3 (2, z))| < h().

Pour montrer ce résultat :

e Soit K un compact dé).

e Soit ;5 'ensemble des dansC tels que la distance dea K soit< e .

e L'application qui az associe la distance dea K est continue.

e K est borné, et fermé comme image réciproque d’'un fermé par une fonction
continue ;K5 est donc compact.

e Pour toutz dansK le cercleS(z, d) de centrez et de rayory est inclus dans(s.

e On choisité suffisamment petit pour quEs soit inclus dang? ( c’est possible
car sinon on construit une suite daig,,, N C \ 2, on se plonge dans le compadct,
on considére une limite de suite extraite, elle n’est pas €lansis elle est dan&,
d’ou contradiction)

e D'aprés le théorém@é62, pourz’ dans le disque de centteet de rayory,

f Z+6e2zl_[u )
f Z (E 271‘[/ Je2illu 2! i o du

1)l ne s'agit pas d'ure voisinage, on a pris< et non<.
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Les hypothéses du théoréme de dérivation sous le signe ing&jrétant vérifiées,

on en déduit :
5 / f Z+5e2zHu )
—(z,x ——~du
62 T2l (de2illu — )2

Et donc 5
l(z,x) § Sungéf(’m)
Donc par hypothése

)
1Lz, < 2o(@)

La fonctionh égale &j; g convient donc pour le résultat que I'on voulait montrer,
a savoir :

pour tout compackS de , il existeh L' sur K telle que pour tout dansk et
pour toute & N, |3 (2, z))| < h().

Alors, on peut conclure en appliquant le théoreme de dérivation sous le signe inté-
gral 381 précédent que :

e I'(z) est définie pour tout

o I est holomorphe

o F'(2) = [ ¥ (2,2)dz D

6.10.3 Primitives

On pourra consulter le théorerd&3 pour voir ce qu'il advient de la primitive de
f Iorsquef7 converge, et le théorent93 pour voir ce gu’il advient Iorsqué}-f(—f))
converge.

6.11 Zoologie de la mesure

6.11.1 Approfondissements sur les mesures complexes

Définition 383 Etant donnée. une mesure complexe siff, on appelleva-
riation totale de 1 ou mesure de la variation totale deu et on notdu| I'ap-
plication de I'ensemble des parties mesurablesX¥elans[0, +oo] qui & F
mesurable associeup . |1(E;)|, le sup étant pris sur I'ensemble des part
tions deX.

Proposition 384 || est une mesure.

Démonstration :

e Il est clair queju|(?) = 0.

¢ Soit maintenantF;);c; avecl dénombrable une partition dé. On va chercher
& montrer quéy|(E) = >, |ul(E;).

- Montrons tout d'abord quéu|(E) > >, |u|(E;). Pour cela on se donne >
0, et on considére, pour toutdansI, une partition; ; de E; avec) . |u(F; ;)| >
(1 —€).|u|(E;) (on peut trouver une telle partition, par définition [dé). On a alors
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(L= ul(E:) <32, 5 ul(Fy) < 325 lul(E:). En faisant tendrevers0 on obtient
l'inégalité attendue.

- Montrons maintenant qug|(E) < >, |1|(E;). Considérons une partitioi; de
E. Si on réussit & montrer que la somme ¢g&;)| est inférieur ou égal a la somme
des|u|(E;) on aura gagné. On considére alofg; = E; N F;. LesG; ; forment une
nouvelle partition de&. Par définition ddy| on sait queu|(E;) >3-, |u(Gi ;)| En
sommant su¥ on obtient

PIICED STEHIED B9 SITCHIED SITE]

J

Le résultat est ainsi prouva.
Notons que pour prouver ce résultat on utilise allégrement les permutations de
sommes infinies lorsque la convergence est absolue.

6.11.2 Presque recouvrement d’'un ouvert d&R™ par des petites
boules

Proposition 385 Soit (x;, ;) ic Boules, avec lese; dansR”, et lesr; tels que
0<r; <A< +oo.
Alors il existeBoules’ un sous-ensemble dénombralile Boules tel que

UiGBoulesﬁ(xia ri) C UiEBoules’E(x'h 57"1)

ET
(i,7) € Boules Ni # j = B(xi,r;) N B(zj,r;) =10

[0}

(c’est a dire que les boules dBoules’ sont disjointes, et que si on multipl
leurs rayons pa on recouvre tout ce que I'on recouvrait avBoules.

Par commodité, on identifiera le coufle, r) et la boule ferméeé (x, r).
Démonstration :

e On définit Boules, pour k > 1 I'ensemble des € Boules tels quer; €
[%, %%]. C’est a dire que I'on regroupe les boules par taille, les plus grosses d’abord.

e On définit BellesBoules; comme un ensemble maximal de boules disjointes
dansBoules;. Cela peut se faire grace au lemme de Zorn (voir lerg)e

e On définit ensuiteBelles Boulesy, et Genantes par récurrence.

e Genantesy, estle sous-ensemble @ules; des boules qui intersectent la réunion
des boules de la réunion d&zllesBoules; pourl < i < n.

e BellesBoules;, est la réunion déellesBoules;,_; et d'un ensemble maximal
de boules disjointes parnitoulesy, \ Genantesy.

e |l est clair queBelles Boulesy est un ensemble de boules de diamétre minoré par
une constante- 0.

e On montre maintenant quBellesBoules; est un ensemble dénombrable de
boules :

- Le nombre de boules dBelles Boulesy, incluses dans—i, i|™ est fini, puisque le
volume d’une boule est minoré par une constant@et qu'’il y a un volume fini dans
[—4,4]™ (rappelons que les boules sont disjointes).

- Donc BellesBoules;, est dénombrable.

148



e On définit maintenanBelles Boules (tout court, sans indice !) comme la réunion
desBellesBoulesy. Il sagit d'une famille de boules disjointes (facile, on prend deux
boules, soit elles appartiennent & un méwles Boules; (auquel cas elles sont dis-
jointes), soit I'une appartient Belles Boulesy, et 'autre a).

e BellesBoules est une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables, et est
donc dénombrable.

e |l reste maintenant a prouver ce que I'on cherchait a prouver, c'est a dire que la
famille Belles Boules convient, c'est a dire que siI'on multiplie leurs rayons pdes
boules deBelles Boules remplissent au moins tout I'espace rempli parules.

e Soitx appartenant a une boule @ules.

e Soit B une boule deBoules a laquelle appartient.

e Soitn tel queB € Boulesy.

e Par définition deBellesBoulesy, la famille

{B} U BellesBoulesy, U BellesBoulesy,_1 U BellesBoulesy—s... U BellesBoules;

n'est pas une famille de boules disjointes.
e |l existe donc une boul®’ dans un de®Belles Boules; pouri < n qui intersecte
B.

e En multipliant le rayon deB’ par5, on recouvre dong...00

Corollaire 386 SoitU un ouvert deR™, eto un réel> 0.
Alors il existe une famille dénombrable de boules fermées disjointes de dia-
metre< ¢, toutes incluses darig, qui recouvreni/ a part sur un ensemble de
mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration :

e On considére les intersections Heavec les couronnes ouvertes de cedtet
comprises entre les sphéres de rayatn + 1.

e Il est clair que les intersections en question sont ouvertes, bornées.

e |l est donc clair que si I'on résoud la question dans le cas d’un ouvert borné, par
réunion dénombrable, on aura résolu la question.

e Soit donc un tel/, ouvert borné.

e On considéere I'ensemble des boules fermées de diameédrmcluses dang/.

e On considére maintenant la famillghouettes Boules; dénombrable construite
suivant la proposition précédente ; c’est a dire qu’en multipliant le rayon des boules par
5 on recouvre tout/.

e Le volume deChouettesBoules; est au moin%% fois le volume dd’.

e On réitere sur le complémentaire @&houettes Boules; dansU ; on construit
ainsiChouettes Bouless.

e On continue sur le complémentaire@éouettes Boules; UChouettes BoulessU
... U Chouettes Boules;, pour construireé”houettes Boulesy1.

e On considere maintena@ithouettes Boules laréunions de€' houettes Boulesy, |
cette famille est dénombrable, et son complémentaire Hagst de volume inférieur a

(1 —1/5™)" pour toutz, et donc de volume nulCl.
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Chapitre 7

Produit de convolution

Cette partie sera treés enrichie par la lecture de la paétié consacrée a la convo-
lution en probabilités, et de la parte consacrée a I'approximation de fonctions, et
faisant un large usage du produit de convolution.

7.1 Deéfinitions et généralités

Définition 387 Soientf et g deux applications d&®™ dansR mesurables.
Alors on appelleroduit de convolution de f et g et on notef * g la fonction

e fpu Flx—y)g(y)du(y).

) La convolution servira beaucoup, beaucoup, beaucoup, pour les résultats d’ap-
proximation de la parti® (notamment une version utile du lemme d'UryscHi®) et
de la partie36.4, consacrée a la convolution en probabilités.

Proposition 388
frg=gxf

Démonstration : Résulte simplement du changement de variable x — y.O

Théoréme 389 (Domaine de définition d¢ = g) e Si f etg sontL! alors f x
g estL! et défini presque partout, étg, < | £, llgll;-

e SifestL>® etg L' alors f x g estL> et défini presque partout.

o Si f est bornée sur tout compact etgséstL! a support compact alorg * g
est défini partout.

) Ce résultat est utilisé par exemple dans la propositibn
Démonstration :
e Simple application de Fubini (théorérigg).
e Facile, [, |f(z — v)g(y)|du(y) < M [;. lg(y)|du(y) avec M un majorant
essentiel déf]|.
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e Facile aussif(z — .) admet un majorant sur le compact en dehors du gugl
est nulD

Théoréme 390Si f estL! et sig estL?, pourp € [1,00], alors f = g est
définie presque partout et appartient& ; en outre|| f + gl , < || f[l; |9/

Démonstration :

Sip = oo, c'est clair, sip = 1, c'est le théoreme précédent.
Considérons donc maitenahk p < oc.

ey — g(y)P estLl.

o [|f(z—y)||g(y)|Pdy estfini, par le cap = 1.

e Posong; tel quel + £ = 1.

o [(|f(z=y)|'/? |g(y)|)Pdy est fini
o Puisque[ (| f(z — y)|*/7)?dy est fini aussi, et par I'négalité de HoldB9S,

[ 18 =)l ) dy

est fini aussi et

< / (£ — 9)[7 g(y) Pdy) /7 ( / [l —))V/a

< / (£ — )] lg(w)P)dy) /7 ( / -y

parlecap =1

< fG@ = P QPPN f @ = e

< If1ly Nlgll,
D’ou le résultata

Définition 391 Soit f une application définie sur un espace topologique X et
a valeur dansC. On appellesupport de f I'adhérence de I'ensemble

{z € X; f(z) = 0}.

On dit quef est asupport compactsi son suppport est compact.

Théoreme 392 (Propriété fondamentale du produit de convolution)e Si f
estC” et sig estL! & support compact, alorg§ x g estC*. En outre pour tout
vtelque|v| <k D"(fxg)=(D"f)*g.

e On ale méme résultat giestC* a support compact et L.

) Ce théoreme a pour conséquence la proposi&ihou le résultat d’approxima-
tion 412 |l servira aussi pour le théorér@3: la densité de I'ensemble des fonctions
C* a support compact dag® (R").
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Démonstration :
On démontre simplement le premier le second étant similaire.
e On montre le résultat sur toute boule = B(0, R) ; c’est clairement suffisant
pour avoir le résultat désiré.
e On se donndv?’ tel que le support d&' soit inclus dans la boul&(0, R’).
e Pour toutr dansB et touty tel queg(y) est non nulz +y estdansB(0, R+ R’).
e |l existe M tel que la somme delD” f| pour |v| < k soit inférieure aM sur
B(0,R+ R).
e On procede alors par récurrence.
e L'initialisation de la récurrence, le cds= 0, est simplement une continuité sous
le signe intégral (voir théoren&s1).
e Ensuite on suppose le résultat vrai jusqu’au rangt on se donne tel que
|v| = k4 1; alors pour un certain D = %D" pour un certain.
e Les trois points suivants sont clairement vérifiés :

y— D"f(x —y)g(y)

est intégrable
z— D"f(z—y)g(y)

estC!
DY f(z = y)| |9(y)] < Mlg(y)|
e Alors :

D" . [z —y)g(y)du(y)

= 55'1)’7 fx—y)g(y)du(y)
Zq R™

- 55_ D" f(z —y)g(y)du(y)
Ti Jrn

(par hypothése de récurrence)

:/ 5(;an($ —y)9(y)du(y)
]R” 3

(grace aux résultats affirmés dans Iprécédent et grace au théorefss)

-/ D" f(z —y)g(y)du(y)

D’ou le résultata

7.2 Zoologie de la convolution

7.2.1 Convoluée d’'un polynéme

Proposition 393 Si f est un polynéme et giestL! a support compact, alors
f * g est un polynébme.

Démonstration : Il s’agit d’une application directe du théoremez2... Il suffit de
se rappeler qu’une application dont une dérivée est nulle est un polynéme.
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7.2.2 Une fonction FONDAMENTALE pour la convolution

Proposition 394 Il existe une certaine fonctionC> deR"™ dansR, positive,
d’intégrale 1, de support inclus danB(0, 1).

Démonstration : On peut par exemple considéyér) = K ea:p(—ﬁ), pour
K convenablement choisi. On trouvera au lem®Td une preuve du fait que cette
fonction est convenablg.

Voir lemme271pour une liste d’applications.

Corollaire 395 Pour toute, il existe une fonctiow. C*°, de support inclus
dansB(0, ), et d'intégralel.

Démonstration : On utilise simplement la fonctiomdéfinie en394, avecp. (z) =
Lp(x/¢€), avecL convenablement choisi.

On a des applications aux résultats d’approximation suivantes :
- Approximation d’ensembles mesurables par des fonctioi¥s voir proposition
412
- Approximations de fonction€’* par des fonction§’> a support compact ; voir
le théoremel23
- Approximations de fonction&? par des fonction§'> a support compact : voir
le théorémet24.
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Chapitre 8

Espaces(? et espaced.”

8.1 Quelques résultats utiles

Définition 396 (Nombres conjugués)On dit que deux réelg etg sont conju-
gués si ils sont tous les detx0 et si

Lemme 397 Poura €0, 1[ et(u,v) € (RT)? onau®.v'~* < acu+(1—a).v

Démonstration : On passe atn et le résultat est évident par concavitéldel

Théoreme 398 (Inegalités de Holder)Soient f et g deux fonctions mesu
rables deX dansR+, et soienp etq deux réels conjugués, alors

[ra<fmmcf o

Démonstration : e PosonsF = ([ fP)7 etG = (f g9)7.
¢ On peut supposer sans perte de généraligt G finis et non nuls.
o Posons: = (£2yp, v = (420)a, o = s,onal —a = ¢, etdonc en appliquant le
lemme397on obtient

Lf@pr  1g(@)
p FP q G4

¢ En intégrant on obtient
1 / pg<lyil g
FG 9= P q
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Ce qui achéve la preuve.

Corollaire 399 (Inégalité de Schwartz) Soient f et g deux fonctions mesu
rables deX dansR, alors

/\f~9| < WW

Démonstration : Spécialisation du théoren¥®8dans le cap = ¢ = 2.0

Théoreme 400 (Inégalité de Minkowski) Soitp €]1, +ocl, et soientf et g
des fonctions mesurables dedans|0, +oc].

Alors
([u+rams ([ (o}

Démonstration : e Si([(f +g)”)% est infinie, alors par convexité de— z”, on
peut écrire(%)” < W et donc déduire que l'inégalité annoncée est vraie.
e On suppose maintenant qUg(f + g)p)% est finie.

e On considéerg conjugué .
e Alors par le théorem8&98 on peut écrire les deux inégalités suivantes :

/f.(f+g)z>—1 < (/fp)%,(/(ﬂg)(p_l)vq)%

/”f 9l < </gp>%.</<f+g><p*1>-q>é

¢ On additionne et on obtient I'inégalité annoncge.
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8.2 Espaced? et LF

On se donne € [1, +o0]. On note bien que peut étre+oco.

Définition 401 (NormesN,) Sip € [1,+oco[ alors on noteN, I'application
qui & une fonctiory de X dansR ou deX dansC associe( [ |f\P)%.

On appellemajorant essentield’'une fonctionf tout M tel que|f(z)| < M
pour presgue tout.

Sip = +o0 alors on notelV,, I'application qui & une fonctiorf de X dansR
ou deX dansC associe la bornén f des majorants essentiels de N, (f)
est appeléborne supérieure essentiellele f.

On dit qu’'une fonction estssentiellement bornési N, (f) est fini.

On note £P(X, 1) ou LP(X) lorsqu’il N’y a pas ambiguité 'ensemble des
fonctionsf mesurables déX, ;1) dansR telles queN?( f) est fini.

Pour la relationR définie par
fRg < f(z) = g(x) presque partout

on noteL?(X, u) ou LP(X) I'ensemble des classes d'équivalence de I'en-
semble des applications d€ dansR contenant au moins une fonction de
LP (X, p).
On définit de mémeL (X, ), LE(X, p), LE(X) et LE(X), en considérant
des fonctions a valeur darts

On noteX?(X) I'espacelL¢ (X, ) = Lc(X, 1) avecu la mesure du dénom
brement (il y a identité entré&(N) et £L(N) car pour toutP partie deN p(P)
est égal au nombre d’éléments fe éventuellementoo, et donc le seul ent
semble négligeable est I'ensemble vide).

On note)? l'espaceLf (N, u) = LE(N,pu) = LE(N) = LE(N), avecp la
mesure du dénombrement.

Une famille(z;);c; de nombres complexes asimmable de somme: si pour
toute il existeJ C I finie telle que pour toufs fini telle queJ C K C I on

ait|lz — >, x| <e

On note que la borne supérieure essentielle d’'une fonction est le plus petit majorant
essentiel de cette fonction.
N, est une semi-norme s (X') et une norme Sut?(X).
IP(X) estl'ensemble des applications dede X dansC telles que la famillé| f (z)|P) zc x
soit sommable.
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8.3 Théorémes sur led.”?

Théoréme 402 (Convergence dominée de Lebesgue ddif§ On suppose
ici p # +o0.
Soit une suité f,,) de fonctions mesurables, telle que

fn(z) — f(x) pour presque tout

dg € L?/¥(z,n)|fn(z)] < g(2)
alors la classe d¢ appartient aL? et f,, tend versf pour N?.

Démonstration : |l suffit d’appliquer le théoréme de convergence doming&,a
avecg? et f.O

Remarque 403 (Contre-exemple aveg = +o0) Il suffit de considérey,, = xn, +oo],
pour avoir toutes les hypothéses vérifiées, sans que la conclusion soit juste.

Corollaire 404 Les espaced.? sont des espaces de Banach, poure
[1, +00].

Démonstration : e Tout d’abord on considére le cps= cc.
On se donne une sérig, normalement convergente pour la norme infinie; on peut
clairement considérer une limite simpfgpar complétude d& ouC.
Quitte a remplacey par une autre fonction de la méme classe ¢juen peut consi-
dérerM fini un majorant def (et pas seulement un majoragsentiél On peut alors
simplement considérer le restg,_, ., , . Noo() pour avoir la convergence pour la
norme infinie.
e On traite maintenant le cas+# oc.
e Supposons donnée une séfjede fonctions mesurables normalement convergente
(il est nécéssaire et suffisant pour qu’un espace normé soit complet que toute série nor-
malement convergente soit convergente).
e Onnoteg(z) = >_ [ fn()|.
e Par le théoréme de convergence monotgne = lim [ 3°,.; 1 |fi(2)] et cette
quantité est finie par hypothese.
o Par le théoreméO2appliquée &, , , f; majorée pay appartenant &7, f, tend
vers f pour N,.O

‘- Bien noter que le résultat de complétude vaut aussi pour

Proposition 405 Pourp € [1, +00], si X est de mesure finie, alois” (X) C
L?(X) pour toutp’ > p (éventuellement’ infini).
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Démonstration : Pas dur, en séparaiiten I'ensemble des points ¢fi| > 1 eten
'ensemble des points dif| < 1.0

‘- Remarque importante ! Comme le signale la remarque qui suit le théoréeme
422, 'espaceL?(R™) s’exprime en fait comme le complété pour la distance associée
alanorme].||,,, sip < cc. Ce résultat n'est pas valable pque= oo ici 'adhérence
serait simplement I'ensemble des applications qui, pourdatt0, sont inférieures a
' en dehors d’'un certain compakt.

La démonstration suivante, difficile, est directement extraite (et simplifiée, quitte
a renforcer légerement les hypotheses - le résultat général inclut exi faiion dé-
nombrable de parties de mesure finie) du livre de W. Rudin, Analyse réelle et complexe.

Théoreme 406 Soitp € [1, oo[, © mesure positive finie sUf, ¢ forme linéaire
bornée (a valeurs dan8) sur L?(X). Soitq tel quez—lj + % = 1. Alors il existe
un uniqueyg (presque partout} L9, tel que

o(f) = /X fodu (8.1)

(8.2)
o[l = llgll, = ngl"

a’unicité presque partout signifie que si deux fonctions vérifient cette propriété, alors|elles
sont nécéssairement égales presque partout.

et on a alors

Ce théoréme énonce exactement un isomorphisme BhigeLP. Il faut bien noter
queL? signifie L? (u) et LY signifie Ly (1).

Démonstration :

L'unicité découle facilement du fait que giet ¢’ sont deux fonctions vérifiant la
propriétéd.1, alors pour touF’ mesurable, I'intégrale sut deg— ¢’ est nulle ; donc en
particulier pourE égal a I'ensemble despour lesquels (respectivemerity(g(z)) >
Re(g'(x)), Re(g(x)) < Re(g'(x)), Im(g(x)) > Im(g/(2)), Im(g(x)) < Im(g/ (x)).

L'existence est beaucoup plus laborieuse a prouver :

e Tout d’abord, I'inégalité de H6ldeB98 et I'équation8.1 impliquent immédia-
tement|[¢|| < [g|,. Il est donc suffisant de montrer I'existence get le fait que
1l > llgll,-

e Le casp = 0 est trivial. Par la suite nous supposerons domon nulle.

e Montrons tout d’abord I'existence d’une certaine fonctiptelle ques(f) =
| fg pour toutef € L>(u). Cela se fait comme suit :

— DéfinissonsL(E) = ¢(x ) pourx g fonction caractéristique dB mesurable de

(X, p).
— L est additive, au sens oudiet B sont disjointsL(AU B) = L(A) + L(B).

1En module!
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— Elle est dénombrablement additive. Pour le voir considéron®jgmeur: entier
> 0 mesurables, disjoints}; égal a I'union desd; pouri égal a1, 2, ..., k, etE
I'union desE;. p étant suppose inférieura, [|x s —xa, ||, = (W(E\Ap)P —
0 commek — oo. Par continuité de, ceci implique queC(Ay) — L(E).

— L estdonc une mesure complexe.

- w(E) = 0 implique quel(E) = 0 car alors||x g/, = 0.

— Donc, d'apreés le théoréme de Radon-Nikodyn il exigte' telle que pour tout
E mesurable inclus dank,

d(xp) = /E gdp = /X XEgdp

— Ce résultat se généralise par linéarité aux fonctions étagées mesurables.
— On peut ensuite le généraliser aux fonctions daffgx) car toute fonctionf
bornée (presque partout) est limite uniforme de fonctifrétagées mesurables;
et||fi — fll, — 0;donco(fi) — o(f).
e Il reste donc maintenant a montrer questL? et que(|¢|| > ||g|, ; par densité
de L°° dansL? on pourra alors conclure que I'équatiri est bien vérifiée.
e On traite tout d'abord le cgs= 1. On se donné&’ mesurable ; alors

| /E gdul < lolllxzl,

= llolln(E)

Donc par le lemmel07 ci-dessous||g|| ., < [[¢||. On a donc d’une pierre deux résul-
tats :g estL>®, et ||| > [lg]|..-
e Il reste donc a traiter le cas> 1. Cela se fait en considéranttelle queag = |g|
eta de module constant égalaCeci est un exercice classique et peu difficile. Ensuite :
— On définitE,, 'ensemble des: tels quelg(z)| < n.
— On définitf = xg, x |g97!| x a.
— On constate facilement qUg|? = |g|? SUrE,.
— On sait déja que(f) = [ fg; donc

[ = [ s ot < el ([ o

n

donc [, |g|? < ||¢[|. Par le théoréeme de convergence monot®i on peut
alors dire quelg||, < |¢[/; d’ou le résultatn

Lemme 407 SupposonsX de mesureu(X) fini, g appartenant aL!(u), S
fermé deC. Alors si pour toutE mesurable de mesure 0 la moyenne sufy
deg (ie ﬁ /i 9(x)) appartient &S, alors g appartient aS' presque partout.

Démonstration :

e Considéron® un disque fermé dans le complémentairee

e |l suffit de montrer que(E) = 0 avecE = g~ (D) ; en effet, le complémentaire
de S étant (comme tout ouvert) union dénombrable de disques fermés, on aura alors
g~ (D) union dénombrables d’ensembles de mesure nulle, goh@D) de mesure
nulle.
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e Montrons dong:(E) = 0. Pour cela supposons, pour arriver a une contradiction,
w(E) > 0. Alors, en posand le centre déD etr son rayon,

1 1
\@[Eg—a|:|@[3<g—a>|

1
Sme(g—Q)

<r

Or —M(lE) [ g est censé appartenir$ d’ol contradictiortl

8.4 Zoologie des espacds’
8.4.1 Espace?

Proposition 408 On notel? I'espace L{.(N, u) = LE(N,u) = LE(N) =
LZ(N), avecy la mesure du dénombrement. Il s’agit donc de I'espace [des
suites(z;) telles quey_ |x;|P est fini. La norméV,, est la norme suivante :

Ny(@) = llzll = (Y fail) !/

Pour cette norme,
[P est complet.

Démonstration :
L'inégalité de Holder se traduit par

Ni(z) < Np(x).Ny(y)

sip etq sont conjugués et g = z;.y;.0

8.4.2 Espacd.?
© Généralités
2 est conjugué a lui-méme, d’'ou le cas particulier.

Voici une liste de propriétés, découlant immédiatement des propriétes de
o Le produit de deux fonctions d&? est intégrable (par I'inégalité de Holder)
[}
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@ Espaces préhilbertiensL? et L2

Définition 409 Le produit scalaire euclidien usuelsur L?(X) est égal a
(f,9) =< flg >= [ f.gdp.

Ce produit scalaire euclidien fait d&?(X ) un espace hilbertien réel. Lgo-
duit scalaire hermitien usuel sur LZ(X) est égal a(f,g) —< flg >=

[ fgdp.

Ce produit scalaire hermitien fait d&% (X) un espace hilbertien complexe.

@ Espace de HilbertL? et L2

L? et L2 sont préhilbertiens et complets, donc ce sont des espaces de Hilbert. Ceci
sera abondamment utilisé dans la patfiesur les séries de Fourier.
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Chapitre 9

Approximation de fonctions

9.1 Topologie et approximation de fonctions caracteris-
tiqgues

On trouvera ici des lemmes qui seront des outils utiles pour les démonstrations
ultérieures. On peut se référer au livre "analyse réelle et complexe" de Rudin.

9.1.1 Intercalation d’ouverts relativement compacts entre un ou-
vert et un compact

Lemme 410 Soit X un espace séparé localement compé&ctin ouvert deX,
et K un ensemble compact inclus dafis Alors il existe un ouvert’ de X
relativement compacttel queK c V. c V c U.

aC'est-a-dire d’adhérence dais compacte.

) Le lemme d'Urysohrtllse prouve facilement en utilisant ce résultat.
Démonstration : e Construisons tout d’abord ouvert contenank’, avecl” com-
pact
- Soit K, un voisinage compact dg pourx € K
- Soit V,, l'intérieur de K,
- LesV, recouvrentk, on peut donc en extraire un recouvrement(ipk; V,
- la réunionV’ desV,,, pourz dansI, convient.
e SiU = X, V convient.
e Sinon, soitF' le complémentaire d€. Bien entendu il est fermé.
e Pourz dansF définissonsl, ouvert contenank” avecx ¢ T,. Un tel ouvert
existe, par le théoremik/6.
e Définissons aloré(, = T, N F NV (voir figure9.1
e L'intersection deds, pourz dansF’ estvide, car chaquede F' n'appartient pas
aT,, donc pas &, T,.
e Les K, sont fermés dans un compdct Donc par la propriété 74, on peut en
extraire une sous-famillg¥,.)..c s finie telle que I'intersection soit vide.
e Alors N, ;T NV convient (rappelons qu’'un fermé d’un compact est compact,
voir corollaire175.0
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FIG. 9.1 — Construction d&,, pourz € F.

9.1.2 Séparation d’'un compact et d’'un fermeé

Lemme 411 (Lemme d’Urysohn) Soit X un espace topologique séparé
localement compact/ un ouvert deX, K un compact deX inclus dansU.
Alors il existe une fonctiorf continue deX dans|0, 1] telle que

reK — f(x)=1

xgU— f(x)=0

Ne pas utiliser un théoréeme difficile dans un cas simple : dans le cas d'un

espace métrique, la fonction qukéassocie{% convient.

Dans le cas d&"™, on trouvera une preuve plus simple avec le théoréfrge
(utilisant la convolution). En outre, la fonction construite s€fa.

\ |

\ —

) Cela revient & avoir un compact, un fermé disjoint du compact, et a définir

une fonction continue égalelasur le compact et & sur le fermé.
Démonstration :
e Par le lemmel 10 (appliqué deux fois), construisof et 1, deux ouverts relati-
vement compactstels que

KcVy,cVocWVicViCU

e Soitq, ..., qn, ... Une bijection d&N surQ N [0, 1], avecgy = 0 etq; = 1.

e Supposons construitd/,,) pouri € {0,1,...n} des ouverts relativement com-
pacts tels que; < ¢; impliqueV,, C Vg, pouri etj dans{0, 1,...n}.

e Alors le lemme410permet de construirg,, _ , .

e On construit ainsi une famille de fermés indexés par les élémeniutie =

QnJo,1],avecg < p =V, CV,.

1D’ adhérences compactes.
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e Définissons alors, pour € Ratio, f, = (1 — q)xv,, €tg, = axv, + (1—1q)
(voir figure9.2).

b PUiSf = SupqERatiofqr etg = inquRatiogq-

e Nous avons donc, par la propositidd3 f semi-continue inférieurement et
semi-continue supérieurement.

p LD

c—7T ) 1=

V V
p p
FiGc. 9.2 — Graphe d¢, (a gauche) e, (a droite).

e Il est clair quexx < getxy > f.

o || suffit de montrer (par la propositioh03 que f = ¢; ainsi f, semi-continue a
la fois supérieurement et inférieurement, sera continue.

e Supposons qué(z) > g(x).

- Alors dp, g € Ratio tels que

fp(x) > gq(z)

-Doncx €V, x € V,,, etdongg < p

- Par contre (voir figur®.2) 1 — p > 1 — ¢; ce qui est contradictoire avec< p.
e Supposons maintenant qyiér) < g(z).

- Alors on peut trouve(p, q) € Ratio® tels que

fle)<1l-p<l-g<g(x)
- Alors par définition du sup et de I'inf :
fp() <1—p<1—gq<gqy(x)

- On en déduit alors: ¢ V, etz € V,, ce qui impliqguep < ¢, et contredit
l-p<1—-g¢q0O

) On trouvera par exemple une application dans la p&rtied sur le cube de
Hilbert. Les autres versions de lemmes d’Urysohn (voir lemdrhi® auront d’autres
applications.
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9.1.3 Approximation d’un ensemble mesurable par une fonction
OOO

Proposition 412 Soit £ un ensemble mesurable de mesure fini®tget soit
€>0.
Alors il existe une fonctiorf C*° telle que

XE < f < Xwa(B)

avecV,(E) 'ensemble des éléments & distarce de E.

Démonstration :

e Soit £ un tel ensemble.

e Définissonsf,, = XVi ), (E) * P1/n, QVECP1 /p la fonction définie par le corollaire
395(de support inclus danB(0, 1/n) et d’'intégralel, étant en outre de clas&&®).

* fn est bien définie eL', carp,/,, €txy, , (z) SONtL' (voir propriété389 du
produit de convolution).

e [, estC, par la propriét&92

e Tout d'abord on remarque qug: < f»

En effet, siz € E, alorsf,,(x) est I'intégrale de, /,, sur une boule de rayan(sur
cette boule en effety, ,, (g) vautl - 'intégrale def,, y est donc égale a l'intégrale de
p1/n, dONCl).

e Ensuitef,, < xv,. () pourn assez grand.

- on le montre tout d’abord pouty,, (g)(z) = 0. Pour cela, sky,. (g)(z) = 0, 0n
note queld(z, E) > 3¢/2, alors sil/n < e,

falz) = / Xv, ., () (@ — y)p(y)du(y)

:/I - XVi s (T = Y)p1yn(y)dp(y)

=0

- [ est par allleurs toujours inférieurelaD’ou le résultat, en choisissalfit= f,
pourn assez grandl

9.1.4 Lemme d’Urysohn

Il ne s’agit ici d’une version dariR™ du lemme d’Urysohn. On trouvera une version
beaucoup plus générale (espace localement compact séparé) avec ledleinmais
pour des applications de la vie de tous les jours, ce théoreme suffit, et peut méme s’avé-
rer plus puissant, puisqu’il fournit une foncti@rr et non simplement une fonction
continue.

Théoréme 413 (Lemme d’Urysohn, deuxiéme versionpoit K un compact
deRR™, Q un ouvert deR™ contenantX’, alors il existe une fonctiorff C> a
support compact telle quex < f < xq.
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t Il est plus élégant de se passer d’'invoquer un tel théoréme lorsque I'on
peut construire manuellement une solution élégante. Notamment on peut construire
manuellement une fonctio> de R" dansR comprise entrecs ...y €t XE(0,n11)-

En effet, définissons

fipo(@) = ¢ T
fiBo,1ye(z) =0

Cette fonction est'>°, comme expliqué eB71, et> 0 surB(0,1).

On définit alorsF, (z) = fB(Ln) F(®)du(t).

F, estC°, comme on s’en convainc en dérivant sous le sijifexpression sui-
vante (équivalente par un simple changement de varidd|¢)) = fB(o,n) flz +
t)du(t) (voir théoreme381). Attention, pour appliquer le théoreme de dérivation sous
le signe somme, il faut bien voir que chaque dériv#ef est majorée par une fonc-
tion L', ce qui n'est pas difficile en I'occurence, puisque toutes les déridégssont
continues & support compact.

Il est ensuite évident quE, est strictement- 0 surB(0,n), nulle surB(0,n+1)¢,
et comprise entré et1 partout.

On construit de méme, por ouvert contenant la boule unité fermée, en considé-
rantF, (z/n) pourn assez grand, une fonction égalesur B(0, 1), et nulle en dehors
de (.

Voir par exempled.6.30u les théoréemes21, 414 et422
Démonstration :

e |l faut tout d’abord se rappeler que la distance entre un compact et un fermé
disjoints est toujours- 0 (en effet la distance au fermé est continue, par la proposition
259, et donc son minimum est atteint sur le compact).

¢ Ensuite on applique le lemmE.20

9.1.5 Partition C*° de I'unité

Théoréme 414 (PartitionC* de I'unité) SoitK un compactinclus dariR™,
inclus dans la réunion deR; pouri € [1, p], avect); ouvert.

Alors il existefi, ..., f, des applicationg”*° telles que le support d¢; soit
inclus dan<?; pour touti € [1, p|, avec

Xk < Y fi<1

i€[1,p]

Démonstration :

e On considére la familléB;);c; des boules3 telles qu'il existei € [1, p] tel que
B C €, 2. Etant donné dansI on noteNwum(i) un entier tel queB; C QNum ()

e PuisqueK est compact, et puisqug€ est (clairement!) réunion dé®3;);c;, on
se restreint & une réunion fini®; );c s, recouvrants’.

e Commencons par prouver le théoréme, sans se préoccuper de la codtiajite
1.

23; € [1,p] tel queB C Q; etpasB C Uielt,p) !
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e Pour cela, définissonEry;, pouri € J, une fonctionC> égale al sur B;
et nulle en dehors d&y,.,,(;). Cela se fait par le lemme d’Urysohn, versidfh3
ou éventuellement par la remarque qui suit le dit lemme, qui montre que dans ce cas
particulier on peut se passer du résultat général.

e On définit maintenanf/etaUry;, pouri € [1,p], la somme ded/ry;, pour
jeJetNum(j) =1.

e Il est clair, comme annoncé plus haut, que la familiéetaUry;);, vérifie le
théoréme énoncé, a ceci prés que la somme n’est pas nécéssairement inférieure ou
égale al.

¢ On se donne maintenant une fonctib'>> comprise entrey x etxy, () 3, avec
e inférieur au double de la distance du compact au feFhak&fini par son complémen-
taire :

F¢={x/ Z MetaUry;(z) > 0}
i€[1,p]

e On définit alorsf; pouri € [1, p] par f;(z) = % siz € F¢,etf, =0
sinon. ”

¢ On vérifie facilement que la famille ainsi construire convient.

9.2 Approximation de fonctions continues

Théoréme 415 (Théoréme de Stonen se donnd< un compact, ed une
sous-algebre unitairde I'algébreC?( K, R) des fonctions continues a valeurs
réelles surk, munie de la norm¢ — || f|| . = supzex|f(z)|.

On suppose qud sépare les points d&, c’est a dire qu’étant donng ety
dansK il existe f dansA tel quef(z) # f(y).

Alors A est dense dans’ (K, R).

Démonstration :

e On montre tout d’abord que — +/z définie sur[0, 1] est dans I'adhérence de
I'ensemble des polyndémes, pour la noring, . Pour cela on considere le développe-
ment dez — +/1 — x; qui est bien défini sul0, 1[. Le probléme est le développement
enl. On observe alors que :

-Onay1—t=1->5a;.t, avec les; positifs, pourt € [0,1]

- EtZiE[O’n] a;t' est majoré pat —+/1 — t, donc parl, pour toutt ; en prolongeant
par continuité,zie[oyn] a; est majoré pail. En passant a la limite pour — +oo,
>_iefo,n) % €St majoré pat.

Le rested_,-,, a;.t' est alors majoré pa¥r_,. . a;, qui tend vers) quandn — oo,
indépendamment dg donc... B

Il ne reste plus qu'a composer par 1 — ¢ pour avoir le résultat désirér:— +/z
est approchable uniformément par des polyndme§0suy}.

e Montrons maintenant que gi est dans4, alors|f| est dansA. On se donne
racine, (t) le n-iéme polynéme d’une suite de polynémes tendant vérsur [0, 1].
On supposef comprise entre-1 et 1 (on peut se ramener a ce cas-la en divisant

3V (K), dit e-voisinage dek, est 'ensemble des points situés & une distanesde K.
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par une constante suffisamment grande - on utilise ici le fait4yast unitairget donc
contient les constantes)). Alors on constate que

racine, (f.f) — | fluniformément

e On montre maintenant quessifonctionsfi, ..., f,, sont dans4, alors
max{fi, f2, ..., fn} (respmin{fi, fo, ..., fn}) €st dans I'adhérence dk; en effet on
peut toujours exprimer le max (resp. le min) d’'un ensembile fini de foncfippar des
sommes et différences finies dgset de|f;| (or | f;| est dans I'adhérence dépar le
point ci-dessus).

e On montre maintenant qu'étant donnés deux painet y distincts de[0, 1] et
deuxréelsX etY’, il existe une applicatiorf dansA telle quef(z) = X etf(y) =Y...
Cela est facile en rappelant qué contient les constantes (puisqu’elle est unitage)
gue A sépare les points

e On se donne maintenant une fonctiplansC® (K, R), ¢ > 0 etz dansK. On
cherche a montrer qu'il existedansA telle queg(z) = f(x) etg(t) < f(t) + € pour
toutt dansk.

Pour cela on considére, en utilisansldémontré ci-dessus, pour taudansk une
fonction f; de A égale &f enx et inférieure a + ¢/2 ent. On considére alors pout
toutt dansK l'ouvert U; surlequelf; est inférieure & + ¢ ; lesU, recouvrent et on
peut donc en extraire un recouvrement fihi= U,c gU;, aveckF fini. Il ne reste alors
gu’'a considérer la fonctiomin des fonctions’; pourt¢ € E, et on a bien une fonction
comme souhaitée.

e Maintenant on se donne une fonctigransC® (K, R), et on cherche a montrer
gue I'on peut approchef uniformément par des fonctions de on aura ainsi conclu
le théoreme.

Pour cela, on se donreet on associe a towtdansK une fonctiong; égale af en
t, inférieure af + € (grace aw ci-dessus). On peut alors associer a tawt ouvertV;
tel queg; > f — e surV;. On peut alors prendre pour fonctigrie max desg; pour
t € F, avecF fini tel que I'union ded/; pourt € F, eton a bienf — g < e.O

Un corollaire important est la densité de I'ensemble des polynémes trigonomé-
triqgues dans I'ensembles des foncticis-périodiques continues. Un autre corollaire
est le suivant :

Corollaire 416 (Théoreme de Weierstrass)L'ensemble des polynémes sur
un compactK de R et a coefficients danR est dense dans I'ensemble des
fonctions continues d& dansR, pour la norme uniformg. || _.

Démonstration : C’est un corollaire immédiat du théoréme de Stone ci-deSsus.

Il existe une autre preuve du théoreme de Weierstrass, basée sur des arguments
de probabilité. En fait précisément, ce corollaire est aussi un corollaire du théoreme
ci-dessous.

Théoréme 417 Soit f une application continue d@, 1] dansR.

On définitB, (z) = > j_, C% f(£)2*(1—2)"~*, n-iémepolyndbme de Bern-
steinassocié &f.

Alors la suiteB,, converge uniformément vefs

Démonstration :  On remarque qué,, (x) est précisément I'espérance ﬂe)ni),
avecX suivant une loi binomialé(n, z).
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On utilise alors lenodule de continuitéw( f, §) par

w(f,0) = supjo—y|<s|f(x) = f(y)]

il est bien & valeurs dar® car f est continue sur un compact.
NotonsM = sup|f|.
Alors | f(z) — By (2)] <

w(f. P 2] <8) + M P — 2> 8) 4 M P —2< )

1
<w(f,0)+2M WVCLT(X)

(grace al'inégalité de Tchebytch&®33

LM
2nd2

— 0 quandn — oo

< w(f,0)

D’ou le résultatd

Attention! Le théoréme n’est valable que dans le cas des fonctions continues
de K C R dansR ; par exemple si I'on considére I'ensemble des fonctions continues
de K c C dansC, on constate que I'on ne peut pas approches z du disque unité
fermé dans le disque unité fermé, car

21T o
f(e?).e?dp = 211
0
et donc si on suppose que la suite de polyndmetend uniformément vers — z, la
suite d’'intégrales ci-dessous tend Verk:

211
Po.(e'%).edo
0
Or toutes les intégrales de cette suite sont nulles (considérer I'intégrale monéme par
mondme pour s’en convaincre!).
Pour que tout s’arrange, il faudrait des polynémes &T z.

Théoréme 418 (Stone, version complexepn se donned une sous-algebre
unitaire de I'ensemble des fonctions continuesidaun compact a valeurs
dansC, stable par passage au conjugué et séparant les poinfs.de
Alors A est dense danS(K, C) pour la normej|. || ..

Démonstration :

eRef=(f+f)/2etIm f = (f—f)/2i;o0r A est stable par passage au conjugué
donc les parties réelles et imaginaires de fonctiond dent dansA.

e la sous-algébre des fonctions réellesAleépare les points. En effet, saitety
distincts, il existe une fonctioffi qui séparex: ety ; soit la partie réelle d¢ les sépare,
soit la partie imaginaire d¢ les sépare. Dans le premier cas on a bien ce qu’'on veut
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(une fonction réelle del qui les sépare), dans le deuxieme cas on multipliei fan
considére x Im f) et cette fonction les sépare.

¢ en appliquant le théoréme dans le cas réel, on peut donc conclure en approchant
séparément la partie réelle et la partie imaginaire.

L'hypothése sur la stabilité dd par passage au conjugué est indispensable !
En effet, on considére I'algébr@[z], et I'application du disque unité fermé dans lui-
méme, définie pat — z n'est pas holomorphe, et donc ne peut étre dans I'adhérence
deClz] (rappel : une limite uniforme de fonctions holomorphes est holomorphe).

FLEMMARD Elebeau n'y croit pas moi je crois que c’est ok

9.3 Approximation de fonctions mesurables

Théoreme 419 (Lusin) Soit f une application mesurable d&* dansC, dont
le support est inclus dang de mesure finie. Alors pour touil existeg conti-
nue deR™ dansC telle que :

o n({z/f(x) # g(x)}) <e

o sup|g(z)| < sup|f(z)|

t Lhypothése "support inclus dans de mesure finie" peut étre oubliée.
En effet, en résume, on peut considererdes= fiy, pouri dansN, avecU; boule
de centred et de rayon ; alors on peut "approcheg); parh; égale &y; sauf sur un
ensemble de mesure 5+, et avesup h; < sup g;. En "recollant” lesh; on arrive a
une fonction proche dg.

Démonstration :

¢ On laisse de c6té la fonction nulle.

e Premiercas0 < f < 1etFE compactsup f = 1.

- Donnons nous > 0

- f est limite croissante d’une série croissante de fonctions sinfpleségales a
des fonctions caractéristiques d’ensembles mesuréblgs comme expliqué pendant
la preuve de la propositioB51

- On considereR suffisamment grand pour que C B(0, R).

- Pour toutn on se donnés,, un compact ef2,, un ouvertinclus dan8(0, R) avec
K, C E, C Q, C B(0,R), etu(Q2, — K,) < e27™ (possible grace au théoreme
327).

- Grace au lemme d’Urysohfil1 ou 413 on se donne une fonctiof), telle que
XK, < fn < XQp, -

- I ne reste plus qu'a sommetz) = > g—z

- g est continue, comme somme convergeant normalement d’'une série de fonctions
continues (propositioA68).

- Sur le complémentaire de la réunion des\ K, f = g. Cette réunion est de
mesure< ¢

-On ahienjg| < sup f, puisque chaqug, est majorée pat.

D’ou le résultat dans le cadre qu’on s'était donnd) i€ f < 1 et E compact.

e Passons au cas d'une fonctigrtelle que0 < f < 1, sans hypotheése de compa-
Cité surE.
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- Donnons nous > 0

- Il existe un compaci tel que la mesure d&'\ K soit inférieur &e.

- On peut donc travailler sur la restriction dé K pour construire, et on a encore
le résultat désiré.

e Passons maintenant au cas d’'une foncfidrornée.

- En considéranf et £~ 4, et en multipliant par une constante pertinente pour se
ramener a des fonctions a valeurs ding], on a aussi le résultat désiré.

e On peut maintenant considérer le cas le plus général.

- Considéronsd,,, = {z € R"/|f(x)| > m}. Ay est de mesure finie ; on peut donc
appliquer la propositiol328 pour conclure que la mesure ddg, tend vers) quand
m — OQ.

- On se donne dona tel quep(A,,) < e.

- On peut donc appliquer le resultat partiel ci-dessus a la fongtipn. (fonction
produit de f par la fonction caractéristique du complémentaireAjg, c’est a dire
fonction égale & sur le complémentaire dé,, et a0 partout ailleurs).

D’ou le résultata

9.4 Approximation de fonctions mesurables bornées

Corollaire 420 Soit f une application mesurable bornée R™ dansC, dont
le support est inclus dang de mesure finie. Alorg est limite simple presqu
partout d’une suite de fonctiong, continues et bornées (par la méme borng).

11

FLEMMARD intérét de I'hypothés¢ bornée ?

Démonstration : Corollaire immédiat du théorém&l9, Détaillons toutefois un
peu :

e On peut se donner une suitg,,) de fonctions continues telles qyg, soit bor-
nées par la méme borne gfiet telles quey,, soit égale & sauf sur un ensemblg,,
de mesure au plus—", par le théorémd19.

® Nim>0 Up>m E, est de mesure nulle (résultat facile a prouver directement, ou
découlant facilement du premier lemme de Borel-Cantelli, voir pafje

¢ On vient précisément d’écrire le résultat (si, si, regardez laien).

9.5 Dans les espaces” ou L?

Pour connaitre la topologie usuelle guf (R™), on consultera la parti20.3

1 (z) = maz(f(2),0), f~ (¢) = maz(~f(z),0)
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9.5.1 Densité des fonction§™ a support compact dansC*(R")

Théoréme 421 L’'ensemble des fonctions*(R™,R) & support compact est
dense dang’®*(R", R).

Démonstration :  On se donne une fonctidmibe C>° telle quexz 1) < X502
grace au lemmé13
On définitbulbe,, (z) = bulbe(x/n)
Il est clair que quelle que soit la fonctighdansC* (R™), f.bulbe,, 1 est égale &
sur la boule de rayon et de centré. Tout compact étant inclus dans une telle boule, la
convergence est clairement uniforme sur tout compagtidébe,, ., versf, et pareil
avec toutes les dérivées.

9.5.2 Densité de 'ensemble des fonctions continues a support com-
pact dansL”(R")

Théoréme 422L’'ensemble des fonctions continues a support compact de
LP(R™) est dense dans?(R™), pourp # oco.

Démonstration : e Donnons-noug dansLP(R™).
e On va chercher une fonction conting@ support compact telle qui¢ —g||p < e
e C’est facile, il suffit d'appliquer le théorémEL9.0

\\ / _
) D'une partL? est complet, d’autre part I'ensemble des fonctions continues
a support compact est dense daAsOn en déduit donc que? (R™) est le complété de
I'ensemble des fonctions continues a support compact pour la norme distance associée
ala distancd ”.

9.5.3 Densité de I'ensemble des fonctions> a support compact
dansC*(R")

Théoréme 423 Pour toutk dansN, C>°(R")? est dense dan§* (R").

2Ensemble des fonctios>° a support compact de™ dansR.

Démonstration :
e Grace au théorem®1, il suffit de montrer quée’>° (R™) est dense darG” (R")°.
e Pour celaon fixen € N, k € N, f dansC*(R").
e On va utiliser les fonctiong et p. définies dans le corollaif@5et la proposition
394
e On définit alors(f,,) I'application f * p;,,,. On va montrer que la suitg,,
converge uniformément sur tout compact vérst qu’il en est de méme des dérivées

SEnsembles des fonctior* & support compact.
6Ce qui est caractéristique de la convergence pour la topologie usugll&,deir 20.3
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e Calculons :

(o — @) = / (& — ) — F(@))p1n(®)dn(y)
=" / p(

= [~ ) - f))ds (9.1)

(avec le changement de variable= y/¢)

e [ étant continue a support compact, elle est uniformément continue (voir théo-
remel198).

e Donc la quantité®.1 tend vers), l'intégrale dep étant bornée, uniformément en

RS

)(f(z —y) = fz))dy

Z.

e On en déduit qué,,, — f uniformément.

e Pour généraliser au cas des dérivéed,deet de f, et pour justifier quef,,, est
bienC*°, il suffit d’appliquer le théorema92.0

9.5.4 Densité de I'ensemble des fonctions> a support compact
dans L?(R")

Théoréme 424 L’'ensemble des fonction8> a support compact d&™ est
dense dang.?(R"™), pourp < oo.

Démonstration :

e En vertu du théorémé22, il suffit de montrer que I'ensemble des fonctiani¥’
a support compact de” dansR est dense dans? (R")’NC°(R", R), pourp < oo.
e On se donne donc une fonctigndansL? (R™), pourp < oc.

¢ On va utiliser les fonctiong et p. définies dans le corollaif@5et la proposition
394

e On définit alory f,,) I'application f  p; /,,.

e On pose maintenanttel quel/p + 1/q = 1, le conjugué de.
e Il ne reste plus qu’a calculer :

‘(fm - f)(‘T)|
< / o(2)|f (@ — 2/n) — F(@)\du(2)
< / () 1p() V2| (2 — 2/m) — F()]du(2)

< (J el au@) o [ (7)1 = 2m)  fa) Pdz))
par l'inégalité de Holder (théorénso8)

< ([ @)@ 1( [ (o~ 2fm) ~ F@)Pdut:)) >

"Ensemble des fonctions d&” & support compact.
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e On déduit du calcul précédent, puisqgfip = 1 par la propositior894:
N%m—fws/K/MMﬂx—wm—f@mewww>
< [ol) [ 1fa = 2/m) - @) Pduta)dnz)

(par le théoreme de Fubifi’8)

g/ﬁwnuc—d%—fomdma

—0 (justifié ci-dessous)

— 0

par le théoréme de convergence dominée de Lebe&g®jguisqu’on a convergence
simple vers), et convergence dominée par p(z)2| f||, qui est bien une fonction
L'

e Le fait qu'étant donné, | f(. — z/n) — f(.)||, — 0 est clair dans le cas ofiest
continue, puisgu’alorg est uniformément continue, et qu’on intégie — z/n) — f(.)
sur un domaine borné adonné).

e Sinon f s’exprime de toute fagcon comme limite dah8 de fonctions conti-
nues a support compact (par le théorefi2@) ; donc il suffit d’appliquer I'inégalité
triangulairel

9.6 Autre approche, dans les espacd?’

On donne ici des résultats de densité dans les esg&c&3omme signalé dans le
chapitre FourierL; N L, est dense danb,, ce qui a de grandes applications (prolon-
gement de la transformée de Fourier).

9.6.1 Approximation dansZ! par des fonctions semi-continues

Théoréme 425 (Vitali-Carathéodory) Soit f appartenant aL'(R"). Alors
pour toute il existe s semi-continue supérieurementietemi-continue infé
rieurement, avee majorée et minorée, telles que

s< f<i
et

/(i—s)d,u<e

Démonstration : e On se rameéne # positive en considéramt = f* — f—, avec
fT et f~ des applications positives.
e Ensuite on écrif comme limite d’une suite,, de fonctions simples
e On écrit alorsf comme limite d’'une série de fonctiorfs = s,, — s,,_1
e f,, étant une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques, on peutféarire
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>ier dixe, (@)

o fétantdand.t, onaf fdu = >, \ip(E;).

e De par les propriétés de la mesure de Lebesguest compris entré(; etU,, avec
o |l ne reste plus qu'a sommer les.xy, pour déterminei, et un nombre fini suffi-
samment grand dg;.y x, pour détermines.O

9.6.2 Approximation dans L” pour p < oo par des fonctions en
escalier a support compact

Définition 426 Une application a valeurs darR est diteen escaliersi c’est
une combinaison linéaire (finie) de fonctions caractéristiques d’'intervalles de
R. Une application & valeurs dans un espace vectaFiedst diteen escalier
si c’est une combinaison linéaire finie d’applicatiofiSt’ avecf fonction ca-
ractéristique etz un élément dé".

Théoréme 427 Les classes des fonctions en escalier a support compact consti-
tuent un sous-espace vectoriel densdl8ER™) pourp € [1, +o0].

Démonstration : e Il est clair qu'il s’agit bien d'un sous-espace vectoriel .
e L'adhérence de ce sous-espace vectoriel contient les fonctions caractéristiques d’ou-
verts de mesure finie. En effet séitun ouvert de mesure fini€, = U;c s I; avecJ au
plus dénombrable (par exemgle= U;cnU N B(0, 1)), avec led; des ouverts bornés,
etdoncf, = sup;c(; ) X1, €St majorée payy, converge simplement vegs;, et donc
converge vergy pour la norme dd.? par le théoremé02
e L'adhérence de ce sous-espace vectoriel contient aussi les fonctions caractéristiques
d’ensembles mesurables de mesure finie, comme on s’en convaincra aisément en consul-
tant le théoréma&27, montrant que la fonction caractéristique d’'un ensemble mesurable
est limite de fonctions caractéristiques d’'ouverts.
e L'adhérence de ce sous-espace vectoriel contient aussi les fonctions simples. En effet
ces fonctions sont des combinaisons linéaires des fonctions précédentes.
e L'adhérence de ce sous-espace vectoriel contient enfin toutes les fonctions intégrables
positives, puisque celles-ci sont limites de suites de fonctions simples (voir la propo-
sition 351) et que le théorémé02 garantit la convergence dang, et donc toutes les
fonctions intégrables négatives, et donc toutes les fonctions intégrables.
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9.6.3 Approximation dansL? pour p < oo par des fonctionsC> a
support compact

Théoréme 428Pour 1 < p < 400 (p # +), les classes des fonctions
indéfiniment dérivables a support compact constituent un sous-espace vegtoriel
dense dd.?(R").

Démonstration : Par le théoréme précédent, il suffit d’approcher la fonction ca-
ractéristique d'un ouvert borné par des fonctiGits a support compact.

Pour cela on utilise une propriété fondamentale de la mesure de Lebesgue, qui est
le fait qu’un ensemble mesurable est compris, pour¢aut0, entre un compadk’ et
un ouvert tels queu(U \ K) < e.

Il ne reste plus qu’a trouver une fonctiérC°, telle que

Xk <0 <xu

Construire une telle fonction est précisément I'objet d’'une variante du lemme d’Ury-
sohn, voir lemmel130

9.6.4 Approximation de fonctions tendant verd) en +oo dans L™
par des fonctionsC'> & support compact

Théoréme 429 'espace vectoriel des fonctiots™ a support compact est
dense dans le sous-espace vectorieLéedes fonctions bornées tendant vers
0 en=oo.

Démonstration : Laissée au lecteu.
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Chapitre 10

Fourier

Il est nécéssaire pour bien faire d’avoir lu la patfiet la partié.

10.1 Séries trigonométriques

Définition 430 Une fonctionf est diteT-périodique si pour toutz f(z +

T) = f(2).

Pour p fini on note £ I'espace LE([-m,n]) 2 pour la mesure de Let

besgue, mais avec une norme divisée par c'est a dire que|f| =
s ) 1

(& [T [ (@)P.da)?.

On note™ l'espaceL ([—m, w]) pour la mesure de Lebesgue.

On appellepolynéme trigonomeétrique une application de la forme —

ao + SN | a;.cos(i.t) + bi.sin(i.t), pour N € N, a; € C, b; € C.

Le produit scalaire hermitien usuel sug? est I'application (f,g) +~

5= |7 F(t).g(t).dt. Il S'agit bie{n d’un produit scalaire hermitien.

On noteu,, I'application t — ¢***, pourn € Z. Nous verrons plus loin qu'’i

s'agit d’une base hilbertienne d&?.

2attention, ne pas confond®’ et LP, ce dernier désignant I'ensemble des fonctions dont la
puissancep-ieme est intégrable, AVANT de quotienter pour la relation d’égalité presque partout
- par passage au quotient on obtiéHt, et en spécialisant aux fonctions définies fufr, 7] on
obtient£P.

Remarques 431e On identifiera par la suite (sans préavis!) une fonction définie sur
[—7, 7] & une fonction périodique de période. A part dans les cas ou la continuité

est importante, on se préoccupera peu du probléeme de définitian poisque I'on
travaillera généralement sur des propriétés vraies presque partout pour la mesure de

Lebesgue.

e Il y a une renormalisation (la division patr pour la mesure de Lebesgue) pour
p fini et pas pourp infini; cela ne serait pas le cas si I'on raisonnait sj@r 1] au lieu
de[—m, x].
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e On peut réécrire un polyndne trigonométrique sous la forme Zf;_N Cp.€,
avecN € Nete; € C (et réciproguement, une telle fonction est toujours un polyndéme
trigonométrique).

e Un polyn6ne trigonomeétrique e3tr-périodique.

Théoréme 432 La famille (u,, ),<z est une base hilbertienne dg.

Démonstration : e Il est clair qu'il s’agit d’'une famille orthonormale.

o |l suffit d’appliqu