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Chapitre 1

Notations et définitions usuelles

A ∧B note la conjonction logique ;A ∧B si et seulement siA etB.
A ∨B note la disjonction logique ;A ∨B si et seulement siA ouB.
A→ B signifie queA impliqueB.
A ⇐⇒ B signifie queA etB sont logiquement équivalents, c’est à dire que si on a
A, on a nécessairementB.
Une relation surE est un sous-ensemble deE × E.
x ∈ A signifie quex est un élément de l’ensembleA.
A ⊂ B signifie que l’ensembleA est inclus dans (éventuellement égal à)B.
Une suite est ditepresque nullesi elle est nulle sauf pour un nombre fini de valeurs de
l’index.
Une relationR est diteréflexivesi pour toutx xRx.
Une relationR est ditesymétriquesi pour toutx et touty xRy si et seulement siyRx.
Une relationR est diteantisymétrique si pour toutx et touty xRy ∧ yRx→ x = y.
Une relationR est ditetransitive si pour toutx, touty et toutz, xRy ∧ yRz → xRz.
Une relationR est unerelation d’équivalencesi elle est réflexive, symétrique et tran-
sitive.
Une relationR(x, y) est unefonctionR est telle que pour toutx il existe au plus uny
tel queR(x, y). C’est uneapplication deA dansB si elle est incluse dansA×B et si
pour toutx il existe un et un seuly dansB tel queR(x, y).
Etant donnée une relation d’équivalenceR surE, la classe d’équivalencedex ∈ E
est l’ensemble desy tels quexRy. L’ensemble des classes d’équivalence réalise une
partition deE.
Etant donné un ordre, on appellesegmentd’extrémitésa etb l’ensemble desx tels que
a ≤ x ≤ b ∨ b ≤ x ≤ a.
On noteliminfn→+∞xn la valeursupn→+∞infk≥nxn.
On note de mêmelimsupn→+∞xn la valeurinfn→+∞supk≥nxn.
Etant donnés deux ensemblesE et F avecE ⊂ F on noteχE ou 1E et on appelle
fonction caractéristique deE la fonction qui àx dansF associe1 si x ∈ E et 0
sinon.
On définitδi,j parδi,j = 1 si i = j et0 sinon. Cette notation est appeléefonction delta
de Kronecker.
On appellesupport d’une fonction l’adhérence de l’ensemble desx tels quef(x) 6= 0.
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signifie "Attention !"

signifie "Application" (sert à convaincre du fait (réel !) que les mathématiques
servent à quelque chose !)

signifie "Pour y voir plus clair".
signifie "Remarque".
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Chapitre 2

Ensembles ordonnés

Définition 1 SoitE un ensemble. Unordre (partiel) surE est une relation≤
telle que pour tout(x, y, z) ∈ E3 :
• x ≤ x
• (x ≤ y ∧ y ≤ x)→ x = y
• (x ≤ y ∧ y ≤ z)→ x ≤ z
Ces trois propriétés sont respectivement laréflexivité, la symétrie et la
transitivité .

E équipé d’un tel ordre est appelé «ensemble partiellement ordonné».

Un ordre≤ donne naissance à une relation d’inégalité stricte< par :x < y ⇐⇒
(x ≤ y ∧ x 6= y.

On définit aussi :
• x ≥ y ⇐⇒ y ≤ x
• x 6≤ y ⇐⇒ ¬(x ≤ y)
• x ‖ y ⇐⇒ x 6≤ y ∧ y 6≤ x (x ety ne sont pas comparables)

Soit F un sous-ensemble deE, E étant muni d’un ordre partiel≤E ; on définit
l’ordre partiel≤E induit surF parx ≤F y ⇐⇒ x ≤E y.

Définition 2 Un ensembleE muni d’un ordre partielE est dittotalement or-
donnési et seulement si∀(x, y) ∈ E2x ≤ y ∨ y ≤ x. Un ensemble totalement
ordonné est aussi appelé unechaîne. Un ensemble tel quex ≤ y → x = y est
appelé uneantichaîne.

Définition 3 Une chaîneC est dîte maximale si et seulement si quel que soit
l’élémentx, l’ensembleC ∪ {x} n’est pas une chaîne.
Une antichaîneC est dîte maximale si et seulement si quel que soit l’élément
x, l’ensembleC ∪ {x} n’est pas une antichaîne.
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On noten la chaîne[0, n[.
Dans la suite du texte≤ désigne une relation d’ordre partiel.

Définition 4 Etant donné≤, on définit larelation de couverture≺ parx ≺ y
(y couvrex ou x est couvert pary) si et seulement six < y ∧ ∀z(x ≤ z <
y → z = x). Ceci signifie qu’il n’y a pas dez tel quex < y < z.

SiE est fini, la relation de couverture détermine la relation d’ordre partiel (et réci-
proquement).

Définition 5 On définit maintenant lediagramme de Hassepour un ensemble
fini partiellement ordonné. A chaque élément deE on associe un point du plan,
et on trace une ligne dex à y si x ≺ y. On veille à ce que ces lignes n’inter-
sectent pas les autres points, et on veille à ce quex ≺ y implique que l’or-
donnée du point associé àx soit inférieure à l’ordonnée du point associé à
y.

Définition 6 Une applicationφ : E → F est dîte :
• monotonesi x ≤ y → φ(x) ≤ φ(y).
• unmorphismesi x ≤ y ⇐⇒ φ(x) ≤ φ(y).
• un isomorphisme d’ordre si c’est un morphisme bijectif.

Quandφ est un morphisme, on écritφ : E ↪→ F .
Quandφ est un isomorphisme on écritE ∼= F ; E etF sont isomorphes.

Proposition 7 Soitφ bijective deE dansF : alors les trois énoncés suivants
sont équivalents :
• φ est un isomorphisme d’ordre
• x < y dansE si et seulement siφ(x) < φ(y) dansF
• x ≺ y dans P si et seulement siφ(x) ≺ φ(y)

Deux ensembles finis ordonnés sont isomorphes si et seulement si ils ont un dia-
gramme de Hasse commun.

Définition 8 Ledual d’un ensemble ordonné est le même ensemble mais muni
de l’ordre≤δ tel quex ≤δ y si et seulement siy ≤ x. Le dual d’un énoncéψ
et l’énoncéψδ obtenu en remplaçant≤ par≥ et réciproquement.
Un énoncé est vrai pour tous les ensembles ordonnés si et seulement si son
dual est vrai pour tous les ensembles ordonées.
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Définition 9 SoitF sous-ensemble deE tel queF ⊂ E, avecE ordonné.F
est unidéal d’ordre si et seulement six ∈ F ∧ y ≤ x → y ∈ F . F est un
filtre d’ordre si et seulement si(x ∈ F ∧ x ≤ y)→ y ∈ F .
F est un filtre d’ordre si et seulement si le complémentaire deF est un idéal
d’ordre.

On définit↓ F par l’ensemble desx tel que pour un certainy dansF on ax ≤ y.
Par définition↓ x est égal à↓ x. ↓ F se lit «section initiale engendrée parF».
On définit↑ F par l’ensemble desx tel que pour un certainy dansF on ay ≤ x. Par
définition↑ x est égal à↑ x. ↑ F se lit «section initiale engendrée parF».
↓ F est donc le plus petit idéal d’ordre contenantF , et↑ F est le plus petit filtre d’ordre
contenantF .
On noteO(E) l’ensemble des idéaux d’ordre de l’ensemble ordonnéE ; il est lui-
même ordonné.

Les trois énoncés suivants sont équivalents :
• x ≤ y
• ↓ x ⊂↓ y
• (∀F ∈ O(E))y ∈ F → x ∈ F

Définition 10 x estmaximal si et seulement six ≤ y → x = y
x est lemaximum deE si et seulement si pour touty on ay ≤ x. On écrit
x = maxQ.
Les notions deminimal et d’élément minimum sont définies de manière
duale, en renversant l’ordre.
L’élément maximum d’un ensemble est généralement noté>, et l’élément mi-
nimum est généralement noté⊥.

Lorsque l’ensemble est fini, l’ensemble des éléments maximaux et l’ensemble des
éléments minimaux sont des anti-chaînes maximales.
Lorsqu’une chaîne{x1 < x2 < ... < xn} est maximale, alors∀i xi ≺ xi+1.

Définition 11 On appelle généralement :
• graphe de la relation le graphe dans lequel on supprime les réflexivités.
• graphe de compatibilité l’ensemble des(x, y) avecx comparable ày.
• graphe de Hasse(ne pas confondre avec diagramme de Hasse) l’ensemble
des(x, y) tels quex ≺ y.
• graphe de couverturel’ensemble desx, y tels quex ≺ y ouy ≺ x.

On note dans la suiteE⊥ l’ensemble ordonné constitué de l’ensembleE auquel
on ajoute une constante⊥ inférieure à tous les éléments deE. S’il y avait une relation
d’ordre surE, la relation surE⊥ contient cette relation. S’il n’y en avait pas, on obtient
ce que l’on appelle un ordre plat.
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Définition 12 L’union disjointe E∪̇F de deux ensembles ordonnés disjoints
E etF est l’ensemble union deE etF avecx ≤E∪̇F y ⇐⇒ (x ≤E y∨x ≤F
y).
La somme linéaireE ⊕ F de deux ensembles ordonnés disjointsE et F est
l’ensemble réunion deE et F muni de la relationx ≤E⊕F ⇐⇒ (x ≤E
y ∨ x ≤F y ∨ (x ∈ E ∧ y ∈ F )).
On noteP ⊕⊥ Q la somme séparéedeP etQ, égale à(P ∪̇Q)⊥.
On noteP ⊕∨ Q la somme coalescentedeP etQ, obtenue en considérant
P ∪̇Q et en identifiant les deux éléments⊥.
Le produit de P1, ..., Pn est défini sur l’ensemble produit cartésien par
(x1, ..., xn) ≤P1×P2×...×Pn (y1, ..., yn) ⇐⇒ ∀i xi ≤Pi yi.

SoitX = {1, 2, ..., n}, et soitφ : P (X) → {0, 1}n défini parφ(A) = (ε1, ..., εn)
avecεi = 1 si i ∈ A et εi = 0 sinon. Alorsφ est un isomorphisme d’ordre.

L’ensembleY X des applications d’un ensembleX vers un ensemble ordonnéY
sont naturellement ordonnées parf ≤ g ⇐⇒ ∀x f(x) ≤ g(x). SiX est lui-même
ordonné, on peut considérer simplement l’ensemble des applications monotones, que
l’on noteY <X>.
On peut aussi considérer des fonctions au lieu de considérer des applications ; on consi-
dère alors quef ≤ g si et seulement si pour tout élémentx du domaine de définition
def on af(x) ≤ g(x).
Pour ordonner l’ensemble des fonctions deX dansY on ajoute un élément⊥ dansY
inférieur à tous les éléments, et en remplaçant une fonction par l’application qui lui est
égale sur son domaine de définition et qui est égale à⊥ en dehors de ce domaine. Cette
fonction qui à une fonction deX dansY associe une application deX dansY⊥ est un
isomorphisme d’ordre.
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Chapitre 3

Graphes

On s’intéresse ici au cas le plus général d’un ensembleX muni d’une relation bi-
naireU . (X,U) est un graphe orienté.

On noteΓ+(x) l’ensemble desy tels que(x, y) ∈ U ; on l’appelle ensemble des
successeursdex.
On noteΓ−(x) l’ensemble desy tels que(y, x) ∈ U ; on l’appelle ensemble despré-
décesseursdex.
On noted+(x) = |Γ+(x)| le degré sortantoudegré externedex.
On noted−(x) = |Γ−(x)| le degré entrantoudegré internedex.
Si d−(x) = 0 x est appelé unesource.
Si d+(x) = 0 x est appelé unpuits.

Théorème 13 SoitG = (X,U) un graphe orienté fini.G est sans circuit si et
seulement si les deux énoncés suivants sont vérifiés :
• ∃x ∈ X d−(x) = 0
• ∀x ∈ X d−(x) = 0 =⇒ G \ {x} est sans circuit.

Théorème 14 SoitG = (X,U) un graphe orienté fini.G est sans circuit si
et seulement si il existe une permutation(x1, x2, ..., xn) des sommets tels que
d−Gi(xi) = 0 oùGi = G[{xi, ..., xn}].

Ci-dessous un algorithme déterminant si oui ou non un graphe est sans circuit ou
non.
Le codage machine employé consiste en une liste de successeurs pour chaque sommet.

Procédure sans-circuit(G)
Début : Pour toutx ∈ X faire

d−(x) = 0
Pour toutx ∈ X faire

Pour touty ∈ Γ+(x) faire
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d−(y)← d−(y) + 1
Source← ∅
Nbsommets← 0
Pour toutx ∈ X faire

Si d−(x) = 0 alors Source← Source∪{x}.
Tant que Source6= ∅ faire

x← choix(Source)
Source← Source privé de{x}
Nbsommets← Nbsommets+1
Pour chaque successeury dex faire

d−(y)← d−(y)− 1
Si d−(y) = 0 alors

Source← Source∪{y}.
Si (Nbsommets= n) alorsG est sans circuit sinonG a au moins un circuit.

La complexité de cet algorithme estO(n+m) avecn le nombre de sommets etm
le nombre d’arcs.
Source peut être implémentée sous forme de liste, avec pour fonction de choix la fonc-
tion simplissime qui choisit le premier élément.

Un tri topologique d’un graphe orienté sans circuitG = (X,U) est une permuta-
tion (x1, x2, ..., xn) deX telle que(xi, xj) ∈ U =⇒ i < j.

Notons que la permutation calculée par l’algorithme précédent (ie. l’ordre de sortie
de Source) est un tri topologique.

L’algorithme suivant sert à engendrertousles tris topologiques :

Procédure Tri-topologique(G)
Pour toutx ∈ X calculerd−(x) (comme dans l’algorithme précédent)
S ← ∅
Pour toutx ∈ X faire :

si d−(x) = 0 alorsS ← S ∪ {x}
σ ← ∅
Tri-topo(G,S, σ)

avec la procédure récursive «Tri-topo» suivante :

Tri-topo(G,S, σ)
Si S = ∅ alors écrireσ sinon

Pour toutx ∈ S faire
S′ ← S − {x}
σ ← σ.x (concaténation)
Pour touty ∈ Γ+(x) faire

d−(y)← d−(y)− 1
Si d−(y) = 0 alors

S′ ← S′ ∪ {y}
Tri-topo(G,S′, σ)
Pour touty ∈ Γ+(x) faire

d−(y)← d−(y)− 1
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σ ← σ privé dex

La complexité est enO((n+m) ∗ |L(G)|).
Il existe des algorithmes de complexitéO(n ∗ |L(G)|) (beaucoup plus compliqués).
L(G) est le nombre de tri topologiques,n le nombre de sommets,m le nombre d’arcs.

On considère maintenant un grapheG = (X,U) orienté et sans circuits. On pose
h(x) = 0 si d−(x) = 0 eth(x) = max{h(y)|(y, x) ∈ U}+ 1 sinon ;h(x) est appelé
hauteur dex.

Algorithme de construction des niveaux du graphe ; unniveau est de la forme
Xi = {x ∈ X|h(x) = i} :
• Calculer les degrés internes.
• nb-sommets=0
• Pour toutx ∈ X faire
• • Si d−(x) = 0 faire
• • • ajouter(x) au niveau0.
• • • nb-sommets++
• i← 0
• Tant que niveau(i) est non vide faire
• • Pour toutx dans niveau(i) faire
• • • pour touty successeur dex faire• • • • d−(y)← d−(y)− 1
• • • • Si d−(y) = 0 alors
• • • • • niveau(i+ 1)← niveau(i+ 1) ∪{y}
• • • • • nb-sommets← nb-sommets+1
• • i← i+ 1

Il y a des circuits si et seulement si à la fin de l’algorithme nb-sommets est différent
den.
La complexité est enO(n+m).

Un chemin sur un grapheG = (X,U) est un n-uplet(x1, ..., xk) tel que∀i(xi, xi+1) ∈
U .
SoitG = (X,U) un graphe orienté, lafermeture transitive Gf = (X,Uf ) deG est
définie par(x, y) ∈ Uf si et seulement si il existe un chemin(x1, ..., xk) deG avec
x = x1 ety = xk.
SoitG = (X,U) un graphe orienté avecX = {1, ..., k} etX0 = ∅.
Soit µ = (x1, ..., xl) un chemin deG, l’intérieur deµ, notéI(µ), est{x2, ..., xl−1}.
I(µ) = ∅ si et seulement sil ≤ 2.
On définit une suite de graphesGk = (X,Uk) de la manière suivante :(x, y) ∈ Uk
si et seulement si il existe un cheminc entrex et y avecI(c) ⊂ Xk. En particulier
G0 = G ∪ {(x, x)|x ∈ X}, etGn = Gf .

Lemme :(i, j) ∈ Uk ⇐⇒ ((i, j) ∈ Uk−1 ∨ ((i, k) ∈ Uk−1 ∧ (k, j) ∈ Uk−1))

On déduit de ce lemme un algorithme destiné à déterminer la fermeture transitive
d’un graphe, l’algorithme de Roy-Warshall :
• a← g
( on initialise la matrice avec le graphe)
• Pouri variant de1 àn faireai,i ← 1
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• Pourk variant de1 àn faire
• • Pouri variant de1 àn faire
• • • Pourj variant de1 àn faire
• • • • ai,j ← ai,j ∨ (ai,k ∧ ak,j)

On peut constater que l’on n’applique pas exactement le lemme, car lesai,j ne sont
pas les bons, mais l’on peut aussi montrer que l’algorithme fonctionne tout de même.

La complexité de l’algorithme de Roy-Warshall estO(n3).

SoitG = (X,U) un graphe orienté,Gr = (X,Ur) est uneréduction transitive
deG siUr ⊂ U ,Gr n’a pas de transitivité et(Gr)f = Gf .
La réduction transitive n’est pas toujours unique.
Si G = (X,U) est un graphe orienté sans circuit, il a une unique réduction transitive
appelégraphe de Hasse.

Algorithme général de calcul d’une fermeture transitive (pas seulement dans le cas
d’un graphe sans circuit).
• Pourx ∈ X faire
• •marque(x)← faux
• • Γ+

f (x)← ∅
• Pour toutx ∈ X faire
• • file← {x}
• • tant que file6= ∅ faire
• • • y ← premier(file)
• • • supprimer (y,file)
• • • Pour toutz ∈ Γ+(y) faire
• • • • Si marque(y)=faux alors
• • • • •marque(z)← vrai
• • • • •marque(Γ+

f (x)← Γ+
f (x) ∪ {z})

• • • • • file← file ∪ { z }
• • Pour toutz ∈ Gamma+

f (x) faire
• • • marque(x)← faux

Le coût de cet algorithme estO(n|U |+ |Uf |).

On cherche maintenant à déterminer à la fois la fermeture et la réduction transitive
dans un graphe sans circuit.
L’algorithme employé est l’algorithme de Goralcicova-Koubek.

• Pour toutx ∈ X faire
• • Γ+

f (x)← ∅
• • Γ+

r (x)← ∅
• • marque(x)← faux
• On classe les points dans l’ordre d’un tri topologiqueτ = (x1, x2, ..., xn)
• Pouri variant den à1 faire
• • S ← Γ+(xi)
• • Tant queS 6= ∅
• • • x← minτ (S)
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• • • Si non(marque(X)) alors
(cas où(xi, x) n’est pas un arc de transitivité)
• • • • Γ+

r (xi)← Γ+
r (xi) ∪ {x}

• • • • Γ+
f (xi)← Γ+

f (xi) ∪ {x}
• • • •marque(x)← vrai
• • • • Pour touty ∈ Γ+

f (x) faire
• • • • • si non(marque(y)) alors
• • • • • •marque(y)← vrai
• • • • • • Γ+

f (xi)← Γ+
f (xi) ∪ {y}

• • • • S ← S \ {x}
• • Pour touty ∈ Γ+

f (xi) faire
• • • marque(y)← faux

La complexité est enO(n+ n|Ur|+ |Uf |).

Problèmes ouverts : peut on réaliser la fermeture transitive deG enO(n + |Uf |) ?
La réduction transitive enO(n + |U |) ? Comment détecter qu’un graphe est fermé
transitivement ? Réduit transitivement ? (probablement faisable en temps linéaire)
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Chapitre 4

Théorie des ensembles - autres
systèmes axiomatiques -
construction des ensembles
usuels

4.1 Les axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-
Fraenkel

Une classeest associée à une propriété d’une seul élément ; c’est à dire que l’on
se donne une assertion comportant une et une seule variable libre ; un élément est dans
la classe correspondante s’il vérifie l’assertion. Les formules comportant plusieurs va-
riables libres sont appeléesrelations. Eventuellement on peut avoir une distinction
entre des variables et des paramètres ; dans ce cas on a une classe pour chaque valeur
possible des paramètres.
La théorie des ensembles est basée sur un ensemble d’axiomes. Les objets de cette
théorie sont appelésensembles, et la classe des ensembles est appeléeunivers. Les
axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel sont les suivants :
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Axiome 15 Axiome d’extensionalité :

∀x∀y(∀z(z ∈ x ⇐⇒ z ∈ y)→ x = y

( deux ensembles sont égaux si et seulement si ils contiennent exactement les
mêmes éléments )

Axiome 16 Axiome de l’union :

∀x∃y∀z(z ∈ y ⇐⇒ ∃t(t ∈ x ∧ z ∈ t)

( une union d’ensembles est un ensemble )

Axiome 17 Axiome de l’ensemble des parties :

∀x∃y∀z(z ∈ y ⇐⇒ z ⊂ x)

( les parties d’un ensembles forment une partie. On notex ⊂ y l’assertion
∀z(z ∈ x→ z ∈ y))

Axiome 18 Axiome du schéma de remplacement :
Etant donné une formuleR(x, y, z0, ..., zn) de paramètresz0, ..., zn, définis-
sant pour toute valeur deszi une fonction, alors :

∀z0...∀zn(∀x∀y∀y′E(x, y, z0, ..., zn) ∧ E(x, y′, z0, ..., zn)→ y = y′)

→ ∀t∃w∀v(v ∈ w ⇐⇒ ∃u(u ∈ t ∧ E(u, v, x0, ..., xk−1)))

On ajoute usuellement un axiome supplémentaire à ces axiomes :

Axiome 19 axiome de l’infini, qui affirme qu’il existe un ordinal infini. Nous
verrons plus loin ce qu’est un ordinal, et ce qu’est un ordinal fini.

Théorème 20 La consistance de ces axiomes n’est pas changée si on remplace
l’axiome de l’infini par sa négation.

Démonstration : Voir [12]...ut

On appellepaire l’ensemble{x, y}. Ne pas confondre avec lecouple(x, y), qui dé-
signe en fait l’ensemble{{x}, {x, y}}. On note de même(x, y, z) l’ensemble(x, (y, z)),
et ainsi de suite pour lesn-uplets ordonnés. La différence entre{x0, ..., xn} et(x0, ..., xn)
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est que dans le premier cas l’ordre des termes n’influe pas, alors que dans le second
elle influe. On démontre l’associativité et la commutativité de l’union. On noteraP(E)
l’ensemble des parties de l’ensembleE.
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On notera que toutes les opérations intuitives sur les ensembles sont pos-
sibles, enfin presque. On peut en tout cas utiliser les intersections, définir l’ensemble
des éléments d’un ensemble donné qui vérifient une propriété donnée, on peut travailler
sur l’ensemble des parties d’un ensemble, on peut travailler sur un produit cartésien
d’ensembles, bref toutes ces choses sans lesquelles les maths prendraient vraiment la
tête. On peut aussi montrer l’existence et l’unicité de l’ensemble vide.

4.2 La "taille" des ensembles : ordinaux, cardinaux

4.2.1 Les ordinaux

Définition 21 (Définitions de base pour les ordinaux)On dit qu’un en-
semble muni d’une relation d’ordre estbien ordonnési et seulement si toute
partie non vide de cet ensemble admet un élément minimum. L’ordre est alors
appelé unbon ordre. On appellesegment initial d’une partie bien ordonnée
un ensemble de cette partie tel que étant donné un élément de cette partie,
tous les éléments qui sont inférieurs à cet élément sont aussi dans la partie.
On appellesegment initial engendré parx l’ensemble desy plus petits que
x ; cette partie est clairement un segment initial.
Un ensemble est dittransitif si tout élément de cet ensemble est inclus dans
cet ensemble. C’est à dire que siS ∈ E, alorsS ⊂ E (non, il n’y a pas de
faute de frappe !). Un ensemble est unordinal s’il est transitif s’il est bien
ordonné par∈, cette relation étant une relation d’ordre strict. On noteOn
l’ensemble des ordinaux.

Par exemple les ensembles suivants sont des ordinaux :

∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}.

Proposition 22 • Les segments initiaux d’un ordinal sont soit lui-même, soit
ses éléments.
• Tout élément d’un ordinal est un ordinal.
• Un ordinal n’appartient pas à lui-même.

Démonstration :
• SoitS un segment initial d’un ordinalO. AlorsS est un segment initial engendré par
un certaina (a est l’élément minimum deO \ S) ; l’ensemble des éléments qui sont
plus petits quea étant les éléments qui appartiennent àa (puisque c’est ainsi que l’on
a défini la relation d’ordre),a est donc le segment initial engendré para.
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• Facile...
• Il suffit de voir que l’on a imposé que∈ soit un ordre strict.ut

Proposition 23 Etant donné deux ordinauxO etP , une et une seule des trois
assertions suivantes est vérifiée :• O ∈ P
• P ∈ O
• P = O.

Démonstration : Il suffit de considérer l’intersection deO etP et d’examiner ses
propriétés.ut

La relation∈ est donc une relation d’ordre total sur la classe des ordinaux.

Proposition 24 • La relation∈ est un bon ordre sur la classe des ordinaux.
• Le plus petit élément de la classe des ordinaux plus grands queE estE∪{E}.
• L’union d’une classe d’ordinaux est un ordinal ; il est plus grand que tous les
ordinaux de cette classe, et il est plus petit que tous les autres ordinaux plus
grands que tous ces ordinaux.

Démonstration :
• Il suffit de constater comme on l’a vu plus haut que le segment initial engendré par
O estO.
• Il est clair queE doit appartenir à un tel élément, ainsi qu’être inclus dedans ; réci-
proquement l’ensembleE ∪ {E}.
• Facile.ut

Définition 25 Etant donnéE un ordinal,E∪{E} est appelé lesuccesseurde
E. On le noteE + 1. E est dit leprédécesseurdeE + 1.

Propriété amusante :
La classe des ordinaux n’est pas un ensemble. En effet si un tel ensembleE existe, alors
tout élément deE est un ordinal, et donc un ensemble d’ordinaux, et doncE ∈ E ; ce
qui n’est pas possible pour un ordinal puisque∈ est une relation d’ordre strict.

Définition 26 On appelle morphisme d’ordre entre deux ensembles ou
classes ordonnésA et B une application deA versB telle quef(a) ≥
f(b) ⇐⇒ a ≥ b. Un morphisme d’ordre bijectif est appeléisomorphisme
d’ordre . S’il existe un isomorphisme d’ordre entre deux ensembles ou classes
alors on dit que ces ensembles ou classes sont isomorphes pour l’ordre.

Théorème 27 S’il existe un isomorphisme d’ordre entre deux ordinauxE et
F , alorsE etF sont égaux (alors l’isomorphisme d’ordre est l’identité).
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Théorème 28 Pour tout ensemble ordonnéE il existe un et un seul isomor-
phisme d’ordre deE vers un ordinal.

Théorème 29 Toute relation de bon ordre dont le domaine n’est pas un en-
semble est nécessairement isomorphe pour l’ordre à la classe des ordinaux.

Il est ensuite possible de montrer que s’il est vrai pour une certaine propriétéP à
une seule variable librex queP (x) est vrai pour tout ordinalE plus petit queF , alors
P est vraie pourF , alors on peut conclure que la propriété est vraie pour tout ordinal.

Il reste de nombreuses choses à justifier pour expliquer toutes les petites choses que
l’on s’autorise en maths sans se prendre la tête trop ; mais ces considérations dépassent
mon propos...

4.2.2 Les cardinaux

� Le théorème de Cantor-Bernstein

f(X)c

f(X)c

f

g

X f(X)

g(          )

FIG. 4.1 – Démonstration du théorème de Cantor-Bernstein.
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Théorème 30 (Théorème de Cantor-Bernstein)Soit E et F deux en-
sembles,f une injection deE dansF , et g une injection deF dansE ; alors
il existe une bijection deE dansF .

Démonstration : •On considère l’ensemble des partiesX deE telles queg(f(X)c)∩
X = ∅.
•On montre que cet ensemble admet un élément maximal (car il est stable par réunion)
• On montre que le maximumX vérifieg(f(X)c) ∪X = E
• On montre que la fonction qui àx associef(x) si x ∈ X et l’unique y tel que
g(y) = x si x 6∈ X est une bijectionut

� L’axiome du choix et ses dérivés

� Généralités - rappels

Définition 31 (Définitions sur les ordres) Un ordre est une relation ré-
flexive, antisymétrique, transitive.
Une relation d’ordre strict est une relation< telle que≤ définie parx ≤
y ⇐⇒ (x = y ∨ x < y) soit une relation d’ordre, et telle que pour toutx
¬x < x.
Un élémentx d’une partieE est unminimum de cette partieE si et seulement
si x ∈ E et si∀e ∈ E e ≥ x.
Un élémentx d’une partieE est un élémentminimal deE si et seulement si
x ∈ E et sie ∈ E ete ≤ x→ e = x.
Un élémentx est ditminorant d’une partieE si ∀e ∈ E e ≥ x ; il n’est pas
nécessaire quex soit dansE.
On définit de mêmemaximum, élément minimal, majorant.
La figure4.2 illustre ces notions.
Un bon ordre est un ordre tel que toute partie non vide a un minimum.

� L’axiome du choix

Axiome 32 (Axiome du choix, première version)Etant donné un ensemble
E, il existe une fonctionf qui à une partie non vide deE associe un élément
de cette partie.

Axiome 33 (Axiome du choix, deuxième version)Un produit d’ensembles
non vides est non vide.

On montre facilement que ces deux axiomes sont équivalents. Pour des applications
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Min X
(éléments
minimaux
de X)

X
Max X

(élément maximal
de X)

et

de X
élément maximum

Majorants de X

FIG. 4.2 – Illustration de quelques notions sur les ordres.X n’a pas de minorant, ni
de plus petit élément ; par contre il a un maximum, c’est le même élément que l’élé-
ment maximal unique. Bien noter toutefois qu’un élément maximal, même lorsqu’il est
unique, n’est pas nécessairement un maximum.

amusantes de l’axiome du choix on pourra consulter6.3.

Théorème 34 (Théorème de Zermelo)E non vide→il existe une relation de
bon ordre (i.e. telle que toute partie non vide admette un minimum).

Il est difficile de montrer ce théorème à partir de l’axiome du choix. La réciproque
est par contre facile.

Définition 35 (Ensemble inductif) Deux éléments sont ditscomparablessi
l’un des deux est inférieur ou égal à l’autre.
On appellechaineun ensemble totalement ordonné, c’est à dire tel que deux
éléments soient toujours comparables.
Un ensemble ordonné est ditinductif si toute chaine admet un majorant.

Lemme 36 (Lemme de Zorn) Tout ensemble non vide ordonné inductif ad-
met un élément maximal.

Le lemme de Zorn est équivalent au théorème de Zermelo, lui même équivalent
aux deux versions de l’axiome du choix. On peut montrer Zermelo à partir de Zorn en
considérant l’ensemble des bons ordres sur des parties deE, un couple(X,R) étant
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inférieur à un couple(X ′,R′), avecX etX ′ des parties deE etR etR′ des bons
ordres sur respectivementX etX ′, siX ⊂ X ′,R ⊂ R′, et six ∈ X etx′ ∈ X ′ avec
x′R′x, alorsx′ ∈ X.

L’axiome du choix permet par exemple de démontrer l’existence d’une base pour
tout espace vectoriel. L’axiome du choix est équivalent à l’existence d’une injection de
A dansB ou deB dansA pour tous ensemblesA etB ; la preuve de ce fait à partir
de Zorn se fait facilement, en considérant les bijections entre des parties deA et des
parties deB, par contre la réciproque est difficile.

L’axiome de fondation est l’assertion selon laquelle dans tout ensemble non vide
il existe un élément d’intersection vide avec cet ensemble ; l’axiome de fondation sera
plus détaillé en4.5.

Théorème 37 (Consistance relative deAC et de¬AC) (AC désigne
l’axiome du choix)
Si la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation est
consistante, alors la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation et
axiome du choix est consistante.
Si la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théorie
de Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix est consistante.
D’autre part si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théorie
de Zermelo-Fraenkel avec la négation de l’axiome du choix est consistante.
Enfin, si la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation est consis-
tante, alors la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation et avec
la négation de l’axiome du choix (i.e. en supposant qu’il existe un ensemble
sur lequel on ne peut pas construire une relation de bon ordre) est consistante.

Démonstration : Fortement non trivial. Je passe.ut

Il est aussi possible de remplacer la négation de l’axiome du choix par le
fait queP(ω) ne puisse pas être bien ordonné ; une telle théorie est consistante si la
théorie avec axiome de fondation est consistante.

� Quelques exercices
• On peut énoncer sans l’axiome du choix :

- un produit de groupes est non vide
- un produit dénombrable d’espaces métriques compacts est compact

� Définition des cardinaux. Ordinaux finis et infinis

Définition 38 Deux ensembles sont ditséquipotentss’il existe une bijection
de l’un dans l’autre.

Il est évident qu’il s’agit là d’une relation d’équivalence.

33



L’axiome du choix permet de démontrer le théorème suivant :

Théorème 39 Tout ensemble est équipotent à un ordinal.

Définition 40 Etant donné un ensemble, on sait qu’il existe au moins un or-
dinal auquel cet ensemble est équipotent. Eventuellement il peut y en avoir
plusieurs ; le plus petit élément de ces ordinaux (au sens défini plus haut sur
les ordinaux, c’est à dire la relation∈) est appelé lecardinal de l’ensemble.

On note usuellementE le cardinal deE, ou#E. On noteCard la classe des
cardinaux.

Théorème 41 (Théorème de Cantor)Pour tout ensembleE, on a #E ≤
#P(E).

Démonstration : Supposons le contraire ; alors il existe une surjectionf deE
dansP(E). PosonsF l’ensemble desx ∈ E tels quex 6∈ f(x) ; il suffit alors de consi-
dérer lex ∈ E tel quef(x) = F . On constate que six ∈ f(x), alorsx 6∈ f(x) ; et
vice-versa.ut

On notera queCard n’est pas un ensemble ; sinon on pourrait construire un en-
semble égal àOn, ce qui est impossible.

Définition 42 (Somme de cardinaux)On noteA + B le cardinal de l’union
disjointe de deux ensembles respectivement équipotents àA etB.

On notera que cette définition pose quelques petits problèmes de définition, pas diffi-
ciles à résoudre. L’addition de cardinaux est commutative et associative.
Une propriété importante est le fait que la somme desEi pour i ∈ I est le plus grand

élément entreI et lesEi, sous réserve que l’un au moins de ses ensembles (I ou l’un
desEi) soit infini.

Définition 43 (Produit de cardinaux) On noteA × B le cardinal du produit
cartésien deA et deB.

Là aussi il convient de vérifier que le produit de deux couples d’ensembles de mêmes
cardinaux respectifs est le même. On peut en outre vérifier que la multiplication de
cardinaux est associative et commutative, et distributive par rapport à l’addition. On
notera que le produit de deux cardinaux est le plus grand de ces deux cardinaux.

Définition 44 (Exponentiation de cardinaux) Etant donnés des cardinauxA
etB on noteAB le cardinal de l’ensemble des applications deB dansA.
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On vérifiera facilement que la définition a bien un sens. On peut aussi montrer que
AB+C = AB ×AC et queAB

C = AB×C .
De nombreuses manipulations plus approfondies sur les cardinaux requièrent l’axiome

du choix.

Définition 45 Un ordinal est ditfini si tout ordinal inclus dans cet ordinal
admet un prédécesseur. On appelle aussientier naturel un ordinal fini.

Moi ça m’amuse beaucoup de définir un entier naturel comme étant un ensembleE
incluant chacun de ses éléments, tel que pour toute partieF deE il existex ∈ E ∩ F
tel quex ∈ G pour toutG ∈ F \ {x} et pour tout élémentF deE il existeG incluant
chacun de ses éléments, tel que pour toute partieH deG il existey ∈ G ∩H tel que
x ∈ I pour toutI ∈ H \ {y}, et tel queG ∪ {G} = F . Si je me suis pas gouré.

On montre plein de choses bien agréables sur les ordinaux finis ; ils sont stable par
union, produit, exponentiation. On montre aussi que tout ordinal fini est un cardinal.

Définition 46 Un cardinal est ditfini s’il est fini en tant qu’ordinal. Dans le
cas contraire il est ditinfini . On noteCard′ la classe des cardinaux infinis.

Nous supposons maintenant l’axiome de la théorie des ensembles selon lequel il
existe un ordinal infini. Unordinal infini est, par définition, un ordinal qui n’est pas
fini. Cet axiome de la théorie des ensembles est équivalent à l’axiome selon lequel la
classe des ordinaux finis est un ensemble ; ainsi, puisque la classe des ordinaux n’est
pas un axiome, il existe un ordinal infini. On peut encore formuler cet axiome en disant
qu’il existe un ordinal limite, au vu de la définition ci-dessous :

Définition 47 Un ordinal différent du vide et sans prédécesseur est appelé un
ordinal limite . C’est donc un ordinal non vide tel que tout élément plus petit
que lui a un successeur aussi plus petit que lui.

Propriété : Un ordinal limite est l’union des ordinaux qui lui sont inférieurs.

Définition 48 On appelleω le minimum des ordinaux infinis.ω est donc un
ordinal limite, c’est le plus petit, et c’est l’ensemble des ordinaux finis.
Un ensemble est ditfini si son cardinal est fini.
Un ensemble est ditdénombrablesi son cardinal est inférieur ou égal àω.
ω est un cardinal ; on noteℵ0 = ω et pour tout ordinalE n’étant pas un
ordinal limite, alors avecF le prédécesseur deE, ℵE est le plus petit ordinal
plus grand queℵF ; et siE est un ordinal limite, alorsℵE est l’union desℵF
pourF ∈ E.

Propriété :
Un ensemble infini est un ensemble contenant une partie dénombrable infinie.
Un ensemble infini est un ensemble qui est en bijection avec l’une de ses parties
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propres.
ℵE est un cardinal.

4.3 L’axiome d’accessibilité

Définition 49 (Cardinal accessible et inaccessible)Un cardinalE est ditin-
accessibles’il est plus grand queω, si pour toutF cardinal< E on a2F < E,
et si toute famille de cardinaux< E, indexée par une famille de cardinal< E,
a unsup plus petit queE.
Un cardinal est ditaccessibles’il n’est pas inaccessible.
L’axiome d’accessibilitéaffirme que tout cardinal est accessible.

Théorème 50 Si Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix est consistant, alors
Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix et axiome d’accessibilité est consis-
tant.

Démonstration : Difficile...ut

4.4 L’hypothèse du continu

Le théorème de Cantor nous dit queℵE+1 ≤ 2ℵE (il est clair que2ℵE est le cardinal
de l’ensemble des parties deE).

Définition 51 (Hypothèse du continu - hypothèse du continu généralisée)
On appelle hypothèse du continu l’assertionℵ1 = 2ℵ0 .
On appelle hypothèse du continu généralisée l’assertionℵE+1 = 2ℵE pour
toutE ordinal.

Propriété :
L’hypothèse du continu est équivalente à l’assertion selon laquelle les parties deω
peuvent être bien ordonnées de manière à ce que tout segment initial strict soit dénom-
brable.

Théorème 52 Si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théo-
rie de Zermelo-Fraenkel plus hypothèse du continu généralisée est consistante.

Démonstration : Trop dure !ut
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4.5 L’axiome de fondation

Définition 53 (Axiome de fondation) On appelle axiome de fondation
l’axiome selon lequel pour tout ensembleE non vide il existeF tel queF ∈ E
etF ∩ E = ∅.

Cet axiome entraîne, par exemple, qu’il n’existe pas d’ensemblex tel quex = {x},
ni d’ensemblex tel quex ∈ x.

Théorème 54 Si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théo-
rie de Zaermelo-Fraenkel plus axiome de fondation est consistante.

Démonstration : Dure !ut

Théorème 55 Il n’existe pas de suiteUn d’ensembles telle queUn+1 ∈ Un
pour toutn.

Démonstration : La preuve, facile, nécessite l’axiome de fondation.ut

Théorème 56 Si l’on utilise l’axiome de fondation, alors un ensembleE est
un ordinal si et seulement si il est transitif et si deux élémentsu et v deE
vérifient au moins une des assertions suivantes :
• u ∈ v
• u = v
• v ∈ u

Démonstration : La preuve est plus difficile, et je ne la donne pas ici car elle
dépasse mon propos de simple brève introduction à la théorie des ensembles.ut

Bien sûr on peut montrer que si ces hypothèses sont vérifiées alors pour tout couple
(u, v) c’est l’uneet une seuledes assertions qui est vérifiée.

Théorème 57 Si l’on utilise l’axiome de fondation, alors pour tout ensemble
E il existe un unique ensemble transitif contenantE et inclus dans tout en-
semble transitif incluantE.

Démonstration : Non triviale.ut

Définition 58 On appellefermeture transitive deE l’ensemble transitif dont
l’existence est garantie par le théorème57.
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Propriété :
La fermeture transitive deE est la réunion deE et de l’union des fermetures transitives
des éléments deE.

Définition 59 Une relationR est diteextensivesi ∀(y, z)[∀x(xRy ⇐⇒
xRz)→ y = z].
Un ensemble est ditextensifsi ∈ est une relation extensive sur cet ensemble.
C’est à dire que si deux éléments ont même intersection avec l’ensemble, alors
ils sont égaux.

Propriétés :
Un ensemble transitive est extensif.
Un ensemble extensif est isomorphe à un ensemble transitif, et l’isomorphisme est
unique (nécessitant l’axiome de fondation).

Il est possible de prouver que l’axiome de fondation est relativement consistant,
c’est à dire que la théorie basée sur les axiomes de Zermelo-Fraenkel est consistante si
et seulement si la théorie basée sur les mêmes axiomes plus l’axiome de fondation est
consistante.

4.6 Résumé de théorie des ensembles

En résumé on a les implications de consistance du schéma4.3.
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ZF

ZF + AF + not(AC)

ZF + AF + COH
ZF + AF + AC + GCH

ZF + AF ZF + not(AC)

ZF + AF + AC + CH

ZF \ infini

FIG. 4.3 –ZF désigne la théorie de Zermelo-Fraenkel.ZF \ infini désigne la même
théorie mais privée de l’axiome de l’infini et muni de sa négation.AC désigne l’axiome
du choix.not(AC) désigne la négation deAC. COH désigne l’axiome selon lequel
les parties deω ne peuvent pas être bien ordonnes.AF désigne l’axiome de fondation.
ACC désigne l’axiome d’accessibilité.CH désigne l’hypothèse du continu, etGCH
l’hypothèse du continu généralisée. Une flèche relie une théorieT à une théorieT ′ si
T ′ est plus forte queT , c’est-à-dire que tous les théorèmes deT sont des théorèmes
deT ′. Notez bien que toutes les théories présentes sur la figure sont consistantes si et
seulement siZF est consistante. Notez bien aussi que siZF est consistante, alors il
est impossible de le prouver ; mais que par contre si elle ne l’est pas, on dispose d’un
algorithme théorique permettant en temps fini de le prouver...
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Chapitre 5

Topologie

5.1 Espaces topologiques

5.1.1 Cas le plus général d’espace topologique

Définition 60 (Topologie) Une topologieT sur l’ensembleX est une partie
T ⊂ P (X) vérifiant :
• L’ensemble vide∅ etX sont dansT
• T est stable par réunions arbitraires
• T est stable par intersections finies

Un tel couple(X, T ) est appelé espace topologique. Les éléments deT sont
appelés lesouvertsde la topologie.
Une partie deX est diteferméesi son complémentaire est ouvert.

Exemples :
• La topologie discrète sur l’ensembleX est la topologieTd = P (X)
• La topologie grossière sur l’ensembleX est la topologieTg = {∅, X}
• SurN = N ∪ {+∞}, la topologie usuelle est l’ensemble desU tels queU ⊂ N ou
+∞ ∈ U ∧ N \ U est cofini.

On verra aussi d’autres exemples en parties5.1.2et5.2.

Proposition 61 SiX est un espace topologique alors
• X et∅ sont des fermés deX
• Une intersection quelconque de fermés est un fermé
• Une union finie de fermés est un fermé

Démonstration : Immédiat, par passage au complémentaire.ut
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Définition 62 (Séparation par des ouverts)On dit que la partieA et la par-
tie B sontséparées par des ouvertss’il existe deux ouvertsU et V tels que
A ⊂ U etB ⊂ V tels queU ∩ V = ∅.

5.1.2 Espaces métriques et espaces normés

Définition 63 (Métrique) Une métrique ou distance sur l’ensembleX est
une applicationd : X ×X → [0,+∞[ vérifiant :
• d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y
• d(x, y) = d(y, x)
• d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (propriété diteinégalité triangulaire)
On dit alors que(X, d) est unespace métrique.

Exemples :
• dp = (

∑
|xi − yi|p)1/p

• d∞ = max|xi − yi|

Propriété :
• |d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y)

Définition 64 (Boules) Si x est un point de l’espace métriqueX et r ∈
[0,+∞[, on appelleboule ouverte (resp. fermée)de centrex et de rayon
r, l’ensemble desy tels qued(x, y) < r (resp.d(x, y) ≤ r).
On appellesphèrede l’espace métriqueX de centrex et de rayonr l’ensemble
desy tels qued(x, y) = r.

Proposition 65 SiX est un espace métrique, la famille de parties deX dont
les éléments sont les réunions arbitraires de boules ouvertes est une topologie
surX. Cette topologie est appelée la topologieassociéeà la métrique.
Une partieX d’un espace métriqueE est ditebornéesi étant donné un point
e dansE la distance dex à e pour x dansX est majorée par une certaine
constantea. Cela équivaut aussi au fait que la distance entre deux points quel-
conques deX est bornée. C’est à dire que :
- si pour un pointx, y 7→ d(x, y) est bornée, alors pour tout pointx, y 7→
d(x, y) est bornée.
- si pour tout pointx y 7→ d(x, y) est bornée, alors(x, y) 7→ d(x, y) est aussi
bornée.

aLa notion est indépendante du pointe choisi, grâce à l’inégalité triangulaire.

Démonstration : La vérification est fastidieuse et ne présente pas de difficulté.ut
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La notion de borné dépend de la métrique et pas de la topologie ! C’est à dire
que même si deux métriques sont topologiquement équivalentes (voir définition68)
elles n’ont pas nécessairement les mêmes parties bornées. En fait pour toute métrique
d, on peut construire une métrique équivalented′ pard′(x, y) = ln(1+ d(x,y)

1+d(x,y) ), telle
que toute partie soit bornée.

Propriétés :
• Dans un espace métrique, une partie est fermée si et seulement si elle contient la
limite de toute suite convergente à valeurs dans cette partie.
• Une boule ouverte est ouverte, et donc un espace métrique est séparé
• Une boule fermée est fermée
• Une sphère est fermée
• Dans un espace métrique, une suite(xn)n∈N tend versx si et seulement sid(xn, x)
tend vers0.

Exercice 66 • La topologie usuelle surR ouC est la topologie associée à la distance
d(x, y) = |x− y|.
• La fonction qui àx ety associe0 six = y et1 sinon est une métrique. Cette métrique
est associée à la topologie discrète, pour laquelle toute partie est à la fois un ouvert et
un fermé.
• Si f est injective deX dansR, alors la fonction qui àx et y associe|f(x) − f(y)|
est une distance surX.
• La topologie usuelle surR = R ∪ {−∞,∞} est définie par la distanced(x, y) =
|f(x)− f(y)|, avecf(x) = x

1+|x| , f(+∞) = 1 etf(−∞) = −1.

Définition 67 (Isométrie) Etant donnés deux espaces métriquesE etF , une
application f deE dansF est uneisométrie si ∀(x, y) dF (f(x), f(y)) =
dE(x, y).

Définition 68 (Métrisable) Une topologie est ditemétrisable si et seulement
si il existe une métrique telle que la topologie soit associée à cette métrique.
Deux métriquesd1 et d2 sont diteséquivalentessi il existeα et β tels que
αd1 < d2 < βd1

a, avecα, β > 0.
Deux métriques sont ditestopologiquement équivalentessi elles définissent
la même topologie.

aOn dit aussi qued1 etd2 sontLipschitz-équivalentes.

Soient deux distancesd1 etd2 sur un espaceE ; alors l’identité de(E, d1)
dans(E, d2) est un homéomorphisme si et seulement sid1 etd2 sont topologiquement
équivalentes, et elle est lipschitzienne et d’inverse lipschitzien1 si et seulement sid1 et

1Une application est ditebilipschitziennesi elle est lipschitzienne et d’inverse lipschitzien.

42



d2 sont équivalentes.

Proposition 69 (Existence de topologie non métrisables)Il existe des topo-
logies, même séparées, non métrisables.

Démonstration : Il est clair que toute topologie non séparée n’est pas métrisable.
Considérons, pour avoir un contre-exemple plus intéressant, une topologie séparée

non métrisable. Ce contre-exemple fait appel à quelques notions qui seront définies
ultérieurement, et peut donc être laissé de côté en première lecture.

SoitRR, muni de la topologie produit.
Supposons que cet espace topologique soit métrisable.
Alors tout point est à base dénombrable de voisinage.
Soit (Un) une base de voisinages de0.
Alors pour toutn,Un contient un voisinage de0 (la fonction nulle deR dansR) de

la forme
Vn = {f ∈ RR/∀i ∈ [1, Nn]|f(xn,i)| < εn}

On considère alorsT l’ensemble desxn,i pouri ≤ Nn etn ∈ N.
Cet ensemble est dénombrable comme union dénombrable d’ensemble finis.
Soit maintenantx dansR n’appartenant pas àT .
Alors {f ∈ RR/|f(x)| < ε} est un ouvert, qui n’est manifestement inclus dans

aucunVn.
Il est à noter que{0, 1}R convient aussi.ut

Proposition 70 Une topologie métrisableest entièrement caractérisée par
les propriétés de convergence de suites.
C’est à dire que si pour deux topologies métrisables, les suites convergentes
sont les mêmes et ont mêmes limites, alors ces deux topologies sont égales.

Démonstration : Il suffit de voir que l’on caractérise un ferméF d’un métrique
par le fait qu’il contient les limites de toute suite convergente d’éléments deF . Donc les
fermés sont caractérisés par les propriétés de convergence de suite, et donc les ouverts
aussi par passage au complémentaire.ut

Proposition 71 • Si deux distanced1 et d2 sont équivalentes alorsd1 et d2

définissent la même topologie.
• on peut avoir la même topologie sans avoir cette relation.

Démonstration : Le premier• est facile, le second s’obtient en considérantd′(x, y) =
min(1, d(x, y)), avecd une distance quelconque non bornée.ut
Il est intéressant de noter que même en ajoutant une condition à l’équivalence tradui-
sant que l’on peut se limiter aux "petites" distances, on a un contre-exemple avec par
exempled1/2 etd1 qui définissent la même topologie sans être Lipschitz-équivalentes,
même sur les petites distances.
On peut aussi noter que lesdp pourp ≥ 1 sont Lipchitz-équivalentes entre elles, cela
se montre pard∞ ≤ dp ≤ n1/pd∞
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Dans la suiteK désigne un des deux corpsR ouC muni de sa topologie usuelle.

Définition 72 (Norme) SoitE un espace vectoriel sur le corpsK, avecK = R

ouK = C. Unenorme surE est une application‖ . ‖ deE dans[0,+∞[ vé-
rifiant :
• ‖ x ‖= 0 si et seulement six = 0
• ∀x, y ∈ E, on a‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖
• ∀λ ∈ K ∀x ∈ E on a‖ λ.x ‖= |λ| ‖ x ‖
S’il ne manque que la première propriété, on parle desemi-norme.
On appelle vecteur unitaire un vecteurx tel que‖ x ‖= 1.
Un espace muni d’une norme est appeléespace norméou espace vectoriel
normé.
Dans un espace normé une série(

∑
xn) est ditenormalement convergente

si
∑n
i=1 ‖xi‖ converge.

Enfin une définition nécessitant la notion de continuité (définie ultérieure-
ment) : on appelleisomorphisme de l’espace vectoriel norméE dans l’es-
pace vectoriel norméF une application linéaire continue bijective de réci-
proque continue (c’est à dire qu’il s’agit d’un morphisme algébrique (i.e. au
sens des espaces vectoriels ) et d’un homéomorphisme).

Exemples :
• SurRn, les applications suivantes sont des normes :
- (x1, ..., xn) 7→ ‖x‖∞ = maxi∈{1,...,n} |xi|
- pour p réel≥ 1, x 7→ ‖x‖p = (

∑
i∈{1,...,n} |xi|p)1/p • Un peu plus difficile : sur

R[X], les applications suivantes sont des normes :
- P 7→ ‖P‖0 = supx∈[0,1]|P (x)|
- P 7→ ‖P‖1 =

∫ 1

0
|P (t)dt

Propriétés :
• La norme est convexe.

Définition 73 (Distance associée)Etant donnée une norme on définit unedis-
tance associéepar d(x, y) =‖ x− y ‖

Définition 74 (Normes équivalentes)Deux normes‖ . ‖1 et ‖ . ‖2 sur un
même espace vectoriel sontéquivalentessi il existeα, β > 0 tels queα. ‖
x ‖1<‖ x ‖2< β. ‖ x ‖1

Théorème 75 Deux normes sont équivalentes si et seulement si elles défi-
nissent la même topologie.

Démonstration : L’une des deux implications résulte de71. L’autre s’obtient fa-
cilement, l’une des deux inégalités après l’autre, en constatant qu’une boule de centre
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0 et de rayon1 pour l’une des normes contient une boule pour l’autre norme.ut

5.1.3 Notion de voisinage

Définition 76 (Voisinage) SoitX un espace topologique. UnvoisinageV de
x ∈ X est un ensemble tel qu’il existe un ouvertU avecx ∈ U ⊂ V .
On note parV(x) l’ensemble des voisinages dex.

Proposition 77 Un sous-ensemble d’un espace topologique est ouvert si et
seulement si il est un voisinage de chacun de ses points.

Démonstration :
• Soit un ouvertU , etx dansU . On ax ∈ U ⊂ U ... DoncU est voisinage dex.
• Soit U voisinage de chacun de ses points. A chaque pointx associons l’ouvert

Ux tel quex ∈ Ux ∈ U . La réunion desUx est un ouvert, contient tous lesx deU et
est incluse dansU ; c’est doncU . DoncU est un ouvert.ut

Proposition 78 • Six ∈ X, X espace topologique, etV ⊂ V ′, etV ∈ V(x),
alorsV ′ ∈ V(x).
• pour toutV, V ′ ∈ V(x), alorsV ∩ V ′ ∈ V(x)

Démonstration : • V contient par définition un ouvert contenantx ; V étant inclus
dansV ′, V ′ contient ce même ouvert. DoncV ′ est un voisinage dex.
• V etV ′ contiennent chacun un ouvert contenantx ; l’intersection de ces deux ou-

verts est un ouvert, contientx et est inclus dansV ∩ V ′ ; doncV ∩ V ′ est un voisinage
dex. ut

5.1.4 Fermeture, intérieur, extérieur, frontière

Définition 79 (Fermeture ou adhérence)SiA ⊂ X, l’adhérence(dite aussi
fermeture) deA est l’intersection de tous les fermés contenantA, c’est donc
le plus petit fermé contenantA. On noteA l’adhérence deA.

Propriété :
A,B parties deX ; alorsA ∪B = A ∪B etA ∩B ⊂ A ∩B.

Définition 80 (Point d’accumulation d’une partie) On appellepoint d’ac-
cumulation d’une partie A un pointx adhérent àA \ {x}.
On appelleensemble dérivé deA l’ensemble des points d’accumulation deA.
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Propriété :
Un ensemble dérivé dans un espace séparé est toujours un fermé.

Lemme 81 SiA est une partie de l’espace topologiqueX, on a l’équivalence
suivante :

x ∈ A ⇐⇒ ∀V ∈ V(x), V ∩A 6= ∅

Démonstration : Il suffit de constater les points suivants :
• y 6∈ A si et seulement si on peut trouver un ferméF contenantA et ne contenant pas
y.
• On considère le complémentaire deF .ut

Définition 82 (Ensemble dense)Un sous-ensemble deX estdensedansX si
son adhérence estX.

La densité sera utilisée dans les théorèmes de prolongement, prolongement
des identités, prolongement de fonctions uniformément continues (capital par exemple
pour le théorème de Plancherel, cité dans la partie5.1.8et démontré dans [16]). Le pro-
longement de fonctions continues servira aussi à construire des solutions maximales
d’équations différentielles (voir théorème de Cauchy-Lipschitz515). On pourra aussi
voir l’exercice ? ? référence selon lequel tout espace métrique complet connexe locale-
ment connexe est connexe par arcs.

La densité servira aussi pour prouver le théorème d’Arzéla-Ascoli720, le théorème
de Moore (voir livre ? ?), l’inégalité de Hardy (voir livre [2]).

De nombreux résultats de densité dans les Banach auront de vastes applications ;
il y a déjà toutes les applications du théorème de Baire249 (théorème de l’applica-
tion ouverte, théorème du graphe fermé, théorème d’isomorphisme de Banach, que
l’on trouvera tous à la suite du théorème de Baire249). On pourra enfin consulter le
théorème de Goldstine, dans le livre ? ?.

Par ailleurs, la séparabilité est par définition liée à la densité, voir la définition96
et la liste d’applications qui y est donnée.

Enfin, certains résultats de densité seront fondamentaux pour de multiples appli-
cations pratique (approximation) : on pourra consulter le chapître9. Cela servira par
exemple pour la transformée de Fourier - en fait les bases hilbertiennes sont basées sur
la densité.

N’oublions pas aussi de petits résultats dus à la densité deQ dansR : le fait que
tout ouvert deR s’exprime comme union dénombrable d’intervalles ouverts.

Proposition 83 A est dense dansX si et seulement si tout ouvert non vide
intersecteA.
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Démonstration : Cela résulte directement du lemme ci-dessus.ut

Définition 84 (Intérieur) L’ intérieur du sous-ensembleA de l’espace topo-
logiqueX, notéInt(A), est la réunion de tous les ouverts inclus dansA, c’est
donc le plus grand ouvert contenu dansA.

Propriétés :
• A, B inclus dansX ; alors Int (A ∪ B) = Int A ∪ Int B et Int (A ∩ B) =
Int A∩Int B. • Si deux ouverts sont disjoints, alors les intérieurs de leurs adhérences
sont disjoints.
• Int(X \A) = X \A (ie Int A = X \ (X \A)).

Proposition 85 Le pointx est dansInt(A) si et seulement siA ∈ V(x)
Le pointx est dansInt(A) si et seulement s’il existeV ∈ V(x) avecV ⊂ A

Démonstration : Je ne vous ferai pas l’injure de le démontrer.ut

Définition 86 (Extérieur) L’extérieur deA, notéExt(A), est l’intérieur du
complémentaire deA.

Proposition 87 Ext(A) = {x|∃V ∈ V(x)/V ∩A = ∅}

Démonstration : Evident.ut

Définition 88 (Frontière) La frontière deA, notéeFr(A) est son adhérence
privée de son intérieur.

Propriété :Fr(A) = A ∩X \A.

Proposition 89 Un ensemble est à la fois ouvert et fermé si et seulement si sa
frontière est vide.

Démonstration :
• SoitA cet ensemble. CommeA est fermé, il est égal à son adhérence, et comme

il est ouvert, il est égal à son intérieur, donc sa frontière, égale à son adhérence privée
de son intérieur, est vide.
• Réciproquement, si la frontière deA est vide, et s’il est non vide, cela signifie

que son intérieur est au moins égal àA, donc qu’il est ouvert. Et si sa frontière est vide,
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cela signifie que son adhérence ne peut pas être plus grande que lui, donc il est fermé.ut

Théorème 90 • Int(A) = {x ∈ X|∃V ∈ V(x), V ∩X \A = ∅}
• Ext(A) = {x ∈ X|∃V ∈ V(x), V ∩A = ∅}
• Fr(A) = {x ∈ X| 6 ∃V ∈ V(x), V ∩ A = ∅ ∨ V ∩ (X \ A) = ∅} = {x ∈
X/∀V ∈ V(x), V ∩A 6= ∅ ∧ V ∩ (X \A) 6= ∅}
X est réunion disjointe de son intérieur, son extérieur et sa frontière.

Démonstration : Chacune de ces propriétés se démontre en deux lignes, simple-
ment en écrivant bien formellement ce que l’on cherche à démontrer.ut

5.1.5 Base d’ouverts et base de voisinages

Définition 91 (Base d’ouverts) SoitX un espace topologique. Une familleB
d’ouverts deX est unebase d’ouvertssi tout ouvert est une réunion d’élé-
ments deB.

Proposition 92 Une familleB d’ouverts est une base d’ouverts si et seulement
si quel que soit l’ouvertU etx ∈ U il existeV ∈ B tel quex ∈ V ⊂ U .

Démonstration : SiB est une base d’ouverts, alors étant donnésx etU , on consi-
dère un élémentV deB qui contientx ; la réciproque se fait en considérant pour un
ouvert donné la réunion desV obtenus par la propriété en considérant les différentsx.ut

Proposition 93 • Dans un espace métrique, les boules ouvertes de rayon ra-
tionnel forment une base d’ouverts
• Dans le cas deRn muni de la métrique usuelle, les boules ouvertes de rayon
rationnel et à coordonnées toutes rationnelles forment une base dénombrable
d’ouverts
• DansR tout ouvert est en fait une réunion dénombrable d’intervalles ouverts
deux à deux disjoints (et réciproquement).
•DansR un fermé n’est pas nécessairement une réunion dénombrable d’inter-
valles fermés deux à deux disjoints, et une réunion dénombrable d’intervalles
fermés deux à deux disjoints n’est pas nécessairement fermée.

Démonstration :
• SoitU un ouvert d’un espace métrique, etx dansU ; on montre queU contient

une boule de rayon rationnel contenantx. Pour cela on note queU est réunion de
boules ouvertes, donc contient au moins une boule ouverteB de rayonr et de centre
O contenantx ; on note alorsr′ la distance dex àO ; toute boule ouverte centrée enx
de rayon rationnel inférieur àr− r′ convient (on peut aussi choisir de raisonner sur les
boules centrées surO de rayon adéquat...).
• Soit U un ouvert deRn, et x un point deU . On considère une boule ouverte

contenantx et incluse dansU ; soitO son centre etr son rayon. Alors soitr′ la distance
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dex àO, ety un point de coordonnées rationnelles situé à une distanced inférieure à
r−r′

3 deO. Alors toute boule centrée sury de rayon rationnel compris entrer′ + r−r′
3

et r′ + 2. r−r
′

3 convient.
• En plusieurs points :
- Soit U un ouvert deR ; alors étant donné un rationnel deU on considère l’in-

tervalle maximal le contenant. On parcourt ainsi toutU , et on a bien un ensemble
dénombrable d’intervalles ouverts.

- Une réunion d’ouverts est toujours un ouvert.
• Deux contre-exemples :
- le cantorK3 (voir partie5.6.13) n’est pas une réunion dénombrable d’intervalles

fermés disjoints.
- l’ensemble des1/n est une réunion dénombrable d’intervalles fermés disjoints,

mais n’est pas fermé.ut

Définition 94 (Base dénombrable d’ouverts)X est à base dénombrable
d’ouverts si on peut trouver une base d’ouverts qui soit dénombrable.

Proposition 95 Un espace à base dénombrable d’ouverts contient un en-
semble dénombrable dense

Démonstration : Il suffit de considérer un point par ouvert non vide d’une base
dénombrable.ut

Définition 96 (Espace séparable)Un espace estséparablesi il contient un
ensemble dénombrable dense.

Cela sera notamment utile pour définir une métrique sur la boule unité fermée
du dual d’un espace séparable (pour la topologie faible). Ceux qui veulent en savoir
plus peuvent aller voir la proposition194.

On note en particulier qu’un ensemble à base dénombrable d’ouverts est séparable
(il suffit de prendre un point dans chaque ouvert) ; il s’agit de la proposition précédente.
La réciproque est vraie dans le cas des espaces métriques :

Théorème 97 Un espace métrique est séparable si et seulement s’il admet une
base dénombrable d’ouverts.

Ce résultat permettra de conclure que tout espace métrique compact admet une
base dénombrable d’ouverts (voir résultat196) et d’en déduire que tout espace mé-
trique compact est de cardinal au plus la puissance du continu (voir résultat194).

Démonstration : La remarque précédente donne l’un des deux sens. Récipro-
quement supposons queX soit métrique séparable. Soit{xn/n ∈ N} un ensemble
dense dénombrable. Alors l’ensemble des boules de centrexi et de rayon1/j avec
(i, j) ∈ N× N∗ est une base dénombrable d’ouverts.ut
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Définition 98 (Base de voisinages)Soit x ∈ X, une familleB(x) de voisi-
nages dex est unebase de voisinagesdex si pour toutV ∈ V(x) il existe
V ′ ∈ B(x) avecV ′ ⊂ V .

Définition 99 Un espace està base dénombrable de voisinagessi chacun de
ses points admet une base dénombrable de voisinages.

Exercice 100 Tout espace métrique est à base dénombrable de voisinages.

Démonstration : Il suffit de considérer les boules de rayon1/i de centrex pour
avoir une base dénombrable de voisinages dex.ut

5.1.6 Continuité et limite

Définition 101 (Continuité ponctuelle) Soitf une application entre espaces
topologiques.f estcontinue enx si et seulement si quel que soitV ∈ V(f(x)),
l’image réciproquef−1(V ) est un voisinage dex (ie si∃U ∈ V(X)/f(U) ⊂
U ).
f estcontinuesi f est continue en tout point.

Exemples :
• La distance est continue (en vertu de la propriété|d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y)).
• La norme est continue (comme composée d’applications continues, puisquex 7→
(x, x) est continue, et(x, y) 7→ d(x, y) est continue, avecd la distance associée à la
norme.
• La multiplication par un scalaire et l’addition sont continues pour la topologie asso-
ciée à la norme.

Définition 102 (Semi-continuité) Une applicationf deX dansR estsemi-
continue inférieurementsi pour toutc on af−1(]c,+∞[) ouvert.
Une applicationf deX dansR estsemi-continue supérieurementsi pour
tout c on af−1(]−∞, c[) ouvert.
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Proposition 103 • Une fonction à valeurs dansR est continue si et seulement
si elle est à la fois semi-continue inférieurement et semi-continue supérieure-
ment.
• La bornesup d’une famille de fonctions semi-continues inférieurement est
semi-continue inférieurement.
• La fonction caractéristique d’un ouvert (resp. fermé) est semi-continue infé-
rieurement (resp. supérieurement).

Théorème 104 (Stabilité de la continuité par composition)Si f est conti-
nue enx et si g est continue enf(x), alors g ◦ f est aussi continue enx.

Démonstration : L’image réciproque d’un voisinage deg(f(x)) est un voisinage
def(x), l’image réciproque d’un voisinage def(x) parf est un voisinage dex, donc
l’image réciproque d’un voisinage deg ◦ f(x) parg ◦ f est un voisinage dex. D’où la
continuité deg ◦ f enx.ut

Corollaire 105 Sif etg sont continues, alorsg ◦ f est continue.

Démonstration : L’image réciproque d’un ouvert parf est un ouvert, l’image ré-
ciproque d’un ouvert parg est un ouvert, donc l’image réciproque parg ◦ f est un
ouvert.ut
(on peut aussi simplement utiliser le théorème107)

Proposition 106 SoitB une base de voisinages def(x).
f est continue enx si et seulement si quel que soitV ∈ B, f−1(B) ∈ V (x).

Démonstration : Soit un voisinageU de f(x), il contient un certainV apparte-
nant àB. L’image réciproque deV étant un voisinage dex, l’image réciproque deU
contientV et est donc aussi un voisinage dex.ut

Théorème 107Les assertions suivantes sont équivalentes :
• f est continue
• Pour tout ouvertU , f−1(U) est un ouvert deX.
• Pour tout ferméF , f−1(F ) est un fermé deX.
• Pour tout ouvertV ∈ B, avecB une base d’ouverts,f−1(V ) est ouvert
• Pour toutA, f(A) ⊂ f(A)

Démonstration : L’équivalence entre les 4 premières assertions est claire. La cin-
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quième assertion est une conséquence facile de la continuité deF (il suffit de voir
qu’elle équivaut àA ⊂ f−1(f(A)) et de rappeler que l’adhérence deA est l’inter-
section de tous les fermés contenantA). Réciproquement, en supposant la cinquième
assertion vraie, on montre facilement que tout ferméF de l’image def vérifief−1(F )
fermé. Il suffit de voir alors quef est continue deX versY si et seulement si elle est
continue en tant que restriction deX surf(X).ut

On peut noter alors que sif est une application deX dansY , alors siX est
muni de la topologie discrète (topologie égale à l’ensemble des parties deX) ou siY est
muni de la topologie grossière (topologie limitée à{∅, Y }) alorsf est nécessairement
continue.

Définition 108 (Limite) Soitf : X \ {x0} → Y , avecx0 ∈ X. On dit que
y est unelimite def enx0, si pour tout voisinageV dey dansY , la réunion
f−1(V ) ∪ {x0} est un voisinage dex0.

Proposition 109 Les propriétés suivantes sont équivalentes au fait quel soit
limite dexn :
• pour tout voisinageV del, il existe un nombre fini dexn en dehors deV .
• Dans le cas où l’espace est métrique : la distance dexn à c tend vers0.

Lemme 110 f est continue enx0 si et seulement sif(x0) est limite de
f|X\{x0} enx0.

Démonstration : Faisable sans trop de difficultés.ut

Définition 111 (Point isolé) x0 estisolési et seulement si{x0} est ouvert.
Un espace topologique est ditdiscretsi tous ses éléments sont des points isolés.

Lemme 112 Le pointx0 n’est pas isolé si et seulement siV \ {x0} 6= ∅, pour
toutV ∈ V(x0), et encore si et seulement six0 ∈ X \ {x0}.

Démonstration : Clair.ut

Un problème est la non-unicité de la limite, a priori. Nous avons donc besoin de la
notion d’espace séparé, que l’on définira un peu plus loin.

Définition 113 (Homéomorphisme)Un homéomorphismeest une applica-
tion bijective continue et de réciproque continue.
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Exercice 114 (Quelques propriétés des homéomorphismes.)• L’identité est un ho-
méomorphisme.
• Une composition d’homéomorphisme est un homéomorphisme.
• Sur un espace normé, la translation et l’homothétie de rapport non nul sont des ho-
méomorphismes.
• L’ensemble des homéomorphismes deX versX est un sous-groupe de l’ensemble
des bijections deX versX.

Démonstration : Rien de difficile dans tout ça ; notons que la réciproque d’une
homothétie est une homothétie, et qu’une homothétie est continue parce que les opéra-
tions algébriques sont continues (voir proposition163). ut

5.1.7 Espace séparé

Définition 115 (Espace séparé)Un espace estséparési pour toute paire de
points(x, y) on peut trouver un voisinage dex et un voisinage dey disjoints.

Exercice 116 • Un espace métrique est séparé.
• Une topologie discrète est séparée.

Exercice 117 Tout ensemble fini d’un espace séparé est fermé.

Démonstration : Dans le cas d’un singleton il est clair que le complémentaire est
voisinage de chacun de ses points, donc ouvert, par77. Le passage à un ensemble fini
se voit par les propriétés immédiates des fermés données en61.ut

Théorème 118Soitf : X → Y .
Si x0 n’est pas isolé et siY est séparé, alors l’applicationf a au plus une
limite enx0.

Démonstration : On considère les voisinages respectifs de deux limites, et on
considère l’intersection de leurs images inverses respectives ; cette intersection est ré-
duite à un singleton ; or c’est un voisinage dex0.ut

Théorème 119Soientf1 et f2 deux applications continues ayant même en-
semble de départ et même ensemble séparé d’arrivée. Alors{x|f1(x) =
f2(x)} est fermé.

L’hypothèse de séparation est nécéssaire (de même que dans le théorème sui-
vant, même contre-exemple) ; considérer par exemplef1 et f2 deux applications de
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R (muni de sa topologie usuelle) dans{0, 1} muni de la topologie grossière.f1 est
l’application nulle,f2 est nulle sauf en0 ; f2(0) = 1.

Démonstration : On montre que l’ensemble complémentaire est ouvert. Pour cela
on considèrex dans ce complémentaire, et deux voisinages disjoints def1(x) etf2(x) ;
l’intersection des images réciproques de ces voisinages est un voisinage dex qui
montre que notre complémentaire est bien un voisinage dex.ut

Corollaire 120 Si f1 et f2 coïncident sur un ensemble dense et ont valeurs
dans un espace séparé, alors elle coïncident partout.

Démonstration : Il suffit de se rappeler qu’un fermé est égal à son adhérence, et
que l’adhérence d’un ensemble dense est l’espace tout entier.ut

Lemme 121 Si f est continue et injective, et si l’espace d’arrivée est séparé,
alors l’espace de départ est aussi séparé.

Ce lemme servira à montrer le théorème160
Démonstration : On considère deux points distincts de l’espace de départ, leurs

images sont distinctes par l’injectivité, on peut les séparer par deux ouverts, d’images
réciproques ouvertes. La suite est triviale.ut

5.1.8 Continuité et limite dans les espaces métriques ou normés

Définition 122 (Continuité séquentielle)f est séquentiellement continue
en x si et seulement si pour toute suitexn convergeant versx les f(xn)
convergent versf(x).

Théorème 123SoitX à base dénombrable de voisinages, alors toute fonction
séquentiellement continue est continue.

Démonstration : On considère une suite de voisinages décroissants(Vn) de x.
SoitW un voisinage def(x). Si f−1(W ) n’est pas un voisinage dex, alors on peut
trouverxn ∈ Vn \ f−1(W ) ; xn tend versx ; or f(xn) 6∈ W , et doncf(xn) ne peut
pas tendre versf(x).ut

Corollaire 124 Si f est séquentiellement continue sur un espace métrique,
alorsf est continue.

Démonstration : Il faut simplement considérer l’exercice100ut
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Ce corollaire servira notamment pour le théorème369.

Proposition 125 (Définitionε− δ de la continuité) Soit f application entre
espaces métriques ;f est continue enx si pour tout ε il existe δ tel que
d(x, x′) < δ → d(f(x′), f(x)) < ε

Démonstration : Il suffit de remarquer que la famille des boules ouvertes de rayon
ε et de centref(x) est une base de voisinages def(x), et que la famille des boules ou-
vertes de rayonδ et de centrex est une base de voisinages dex.ut

Définition 126 (Continuité uniforme) Une applicationf d’un espace mé-
trique dans un autre espace métrique est diteuniformément continuesi, pour
tout ε > 0 il existeα > 0 tel que, pour tout(x, y) ∈ X2, d(x, y) < α →
d(f(x), f(y)) < ε.

La continuité uniforme n’est pas une notion topologique mais une notion mé-
trique ; i.e. deux distances équivalentes ont la même notion de continuité uniforme (que
l’on change la distance dans l’espace de départ ou dans l’espace d’arrivée), mais le fait
que deux métriques soient associées à la même topologie ne suffit pas pour qu’elles
aient la même notion de continuité uniforme.ut

La continuité uniforme est une notion très importante ayant de nombreuses
applications.

Pour montrer la continuité uniforme, on dispose des outils suivants :
- une fonction Lipschitzienne entre métriques est uniformément continue
- une fonction bornéedeR dansR et monotoneest uniformément continue
- une fonction continue sur un compactest uniformément continue (théorème de Heine
198, voir le dit théorème pour d’innombrables applications)
- si p et q sont conjugués et sif et g appartiennent àLp etLq deRn respectivement,
alorsf ∗ g (convoluée) est uniformément continue.

Une propriété essentielle est le théorème246.

Définition 127 On dit qu’une suitefn d’applications deX dansY avecY un
espace métriqueconverge uniformémentversf si pour toutε positif il existe
N tel que pour toutn ≥ N et toutx dansX d(f(x), fn(x)) < ε.

Les applications et des exemples classiques :
Tout d’abord, quelques résultats célèbres de densité pour la topologie de la conver-

gence uniforme : voir le théorème de Runge1210, le théorème de Stone415(avec son
corollaire le théorème de Stone-Weierstrass ; voir en particulier les polynômes de Bern-
steinBn(f)(x) =

∑n
k=1 f( kn )Cknx

k(1 − x)n−k qui convergent uniformément versf
sur[0, 1], voir théorème417).

Il faut absolument se rappeler la convergence uniforme d’une série entière sur tout
disque de rayon strictement inférieur au rayon de convergence.
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Quelques résultats célèbres utilisant la convergence uniforme :634,637 (intégra-
tion de fonctions réglées),674 (sur la limite uniforme d’une suite de fonctions ho-
lomorphes). Quelques variantes à notre convergence uniforme ci-dessus définie, et
d’autres résultats (notamment métrisabilité) : voir définition710, et les résultats qui
suivent ; voir aussi Ascoli et ses conséquences,20.2.

Il convient enfin de signaler quelques applications de la convergence uniforme aux
espacesLp et à l’intégration :
- théorème de Plancherel : il existe un unique isomorphisme deL2 dansL2 appelé
transformation de FourierL2 notéef 7→ f̂ telle que pour toutf dansL1 ∩ L2 f̂ est la
transformée de FourierL1 def , ‖f̂‖2 = ‖f‖2 (voir par exemple le livre [16])
- théorème de Sard : voir [6].
- Intégration au sens de Riemman : voir partie15.3.

Définition 128 (Applications lipschitzienne) Une applicationh est ditelip-
schitziennes’il existeK ∈ [0,+∞[ tel que

d(h(x), h(x′)) ≤ K.d(x, x′)

On dit aussi qu’elle estK-lipschitzienne.
On définit laconstante de Lipschitzpar

Lip(h) = sup{d(h(x), h(x′))
d(x, x′)

|x, x′ ∈ X,x 6= x′}

Proposition 129
• Les fonctions lipschitziennes sont continues, et même uniformément conti-
nues.
• Les fonctionsC1 d’un compact deR dans un espace vectoriel normé sont
Lipschitziennes, ainsi que les fonctions dérivables deR dans un espace vecto-
riel normé à dérivée bornée (voir le théorème458).

Exemple : la distancex 7→ d(x, x0) sur un espace métriqueE avecx0 appartenant
àE est1-lipschitzienne deE dansR. La distance deE ×E dansR est lipschitzienne,
pour toutes les normes usuelles.

Définition 130 (Norme d’une application linéaire) Si φ est une application
linéaire entre espaces normés, on définit sanorme ‖ φ ‖ par
‖ φ ‖= sup{‖ φ(x) ‖ / ‖ x ‖≤ 1}
Cette norme peut a priori être infinie - ce qui signifie donc que l’appellation
"norme", bien que classique, est abusive. Il ne s’agit d’une norme qu’en se
restreignant à l’ensemble des applications pour lesquelles cette "norme" est
finie.
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Lemme 131

‖ φ ‖= sup{‖ φ(x) ‖ / ‖ x ‖= 1} = sup{‖ φ(x) ‖
‖ x ‖

/x 6= 0}

Démonstration : Il suffit d’avoir la patience de le vérifier...ut

Théorème 132Une application linéaire entre espaces normés est continue si
et seulement si sa norme est< ∞. Elle est continue si et seulement si elle est
lipschitzienne et son coefficient de Lipschitz est égal à sa norme.

Démonstration : Si φ est continue en zéro, il est clair que pourr suffisamment
petit,‖ x ‖< r implique‖ φ(x) ‖< 1 ; on constate alors par linéarité que‖ φ ‖≤ r−1.

Réciproquement siφ a une norme finie, alorsφ est lipschtzienne‖ φ(x)−φ(y) ‖=‖
φ(x− y) ‖≤‖ φ ‖ . ‖ (x− y) ‖, etLip(φ) ≤‖ φ ‖ ; en considérantx de norme1, on
constate queLip(φ) =‖ φ ‖ ; d’où le résultat.ut

Exercice 133 (Critère de continuité pour une forme linéaire sur un espace normé)
φ fonction deE dans son corpsK = R ouK = C est continue si et seulement si son
noyauφ−1(0) est fermé.

Démonstration : Si φ est continue, il est clair que l’image réciproque d’un sin-
gleton est un fermé. Réciproquement, par contraposée, supposons queφ n’est pas
continue, alorsf n’est pas non plus séquentiellement continue (voir le corollaire124),
donc il existe une suitexn tendant vers0 telle queφ(xn) ne tend pas vers0. La suite
yn = xn

φ(xn) (définie pour lesn tels queφ(xn) soit> ε > 0 après extraction d’une
sous-suite) tend vers0. On considère alors un certaina tel queφ(a) = 1 (si φ est nulle
elle est continue), et on constate que la suitezn = yn−a tend vers−a 6∈ φ−1(0), alors
quezn ∈ φ−1(0).ut

Définition 134 (Borné) SoitE un espace normé. Un sous-ensembleA ⊂ E
est ditborné si sup{‖ x ‖ |x ∈ A} < +∞.
On dit que l’applicationf estbornéesurB si et seulement sif(B) est borné.

Exercice 135 Soitφ une application linéaire entre espaces normés. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
• φ est continue
• φ est continue en0
• φ est bornée sur une boule de rayon> 0
• φ est bornée sur une sphère de rayon> 0
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Démonstration : Ces preuves sont faciles, je me contente de rappeler quelques
faits qui permettent de les rédiger proprement.

La topologie est invariante par translation (puisque toute translation est un homéo-
morphisme), donc la continuité en0 équivaut à la continuité en un point quelconque.

Le fait queφ soit bornée sur une boule équivaut trivialement au fait queφ soit
bornée sur une sphère (par linéarité).

Si φ est bornée sur une boule, par linéarité il est clair qu’elle tend vers0 en0.
Enfin siφ est continue, on a montré un peu plus tôt que sa norme est finie, ce qui se

voit facilement au fait que pourx suffisamment petit, on doit avoirφ(x) petit, et donc
pour‖x‖ < 1, ‖φ(x)‖ ≤ 1/r. ut

5.1.9 Valeur d’adhérence

Définition 136 (Valeur d’adhérence) Soitf : X \ {x0} → Y , avecX et Y
des espaces topologiques ; on dit quey ∈ Y est unevaleur d’adhérencede
f en x0 si et seulement si pour toutVx0 ∈ V(x0) et toutVy ∈ V(y) on a
Vy ∩ f(Vx0 \ {x0}) 6= ∅.

Lemme 137 L’ensemble des valeurs d’adhérence def en x0 est donné par
l’intersection desf(Vx0 \ {x0}), pour Vx0 voisinage dex0 ; en particulier
c’est un fermé.

Démonstration : Soit y une valeur d’adhérence, alors par définitiony appartient
à l’adhérence def(V \ {x0}) pour toutV voisinage dex0. La réciproque, tout aussi
simple, est laissée de côté.ut

Corollaire 138 Six0 n’est pas isolé, alors les limites sont des valeurs d’adhé-
rence.

Démonstration : Clair.ut

Proposition 139 (Le cas des suites)Soitxn une suite dans un espace topolo-
giqueX.
• Les limites de suites extraites sont des valeurs d’adhérence
• Si une valeur d’adhérence a une base dénombrable de voisinages, alors c’est
la limite d’une suite extraite.

Démonstration :
• l’infini n’est pas isolé pour la topologie usuelle deN. Donc les limites d’une

suite sont des valeurs d’adhérence. Et les valeurs d’adhérence d’une suite extraite sont
clairement des valeurs d’adhérence de la suite.
• Soit (Vn) une suite de voisinages del, valeur d’adhérence dexn ; soit φ(1) tel

quexφ(1) soit inclus dansV1, φ(2) tel queφ(2) soit inclus dansV2 et φ(1) < φ(2),
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φ(3) tel queφ(3) soit inclus dansV3 etφ(2) < φ(3), et ainsi de suite...ut

Corollaire 140 Dans un espace métrique, les valeurs d’adhérence d’une suite
sont exactement les limites des sous-suites extraites.

Attention à l’hypothèse métrique ! Dans le cas général, ce n’est pas vrai, voir
5.6.7.

5.2 Construction de topologies

Définition 141 Etant donnéA ⊂ X, on appelletopologie induite par la to-
pologie deX surA l’ensemble des intersections d’ouverts deX avecA.

Il est facile de vérifier qu’il s’agit bien d’une topologie.

Exercice 142 • SiX est séparé, alorsA est séparé pour la topologie induite.
• A est ouvert (resp. fermé) dansX si et seulement si toutB ⊂ A est ouvert (resp.
fermé) pour la topologie induite si et seulement siB est ouvert (resp. fermé) pour la
topologie deX
• SiA est ouvert (resp. fermé) dansX, alors l’intérieur (resp. l’adhérence) deB ⊂ A
est le même dansX et dansA

5.2.1 Topologie quotient

On supposeX muni d’une relation d’équivalenceR. On noteπ la projection cano-
nique deX sur l’ensemble quotient.

Définition 143 (Topologie quotient) La topologie quotient est définie
comme suit :
U ⊂ X/R est ouvert si et seulement siπ−1(U) est ouvert.

On peut vérifier facilement qu’il s’agit bien d’une topologie.

Proposition 144 SoitX un espace topologique, etR une relation d’équiva-
lence surX. On noteΠ la projection canonique deX surX/R.
Les propriétés suivantes de la topologie quotient surX/R sont fondamen-
tales :
- la projection canonique est continue (c’est à dire que l’image réciproque de
tout ouvert est un ouvert)
- la projection canonique est ouverte (c’est à dire que l’image de tout ouvert
est un ouvert) si la relation d’équivalence est associée à un groupe agissant
par homéomorphismes surX (voir partie21.3).
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Démonstration : Il est clair par définition que la projection canonique est conti-
nue. Pour la réciproque il suffit de voir que siU est un ouvert deX, Π−1(Π(U)) est la
réunion desg(U) pourg dans le groupe d’homéomorphismes agissant surX.ut

La topologie quotient sert un peu partout, par exemples elle définit une topo-
logie sur un espace projectif et le rend compact pour cette topologie (voir le théorème
1275).

5.2.2 Topologie sur un espace d’applications linéaires

On noteL(E,F ) l’espace vectoriel normé des applications linéaires continues de
l’espace norméE dans l’espace norméF . Cet espace est normé par

‖ φ ‖= sup{‖ φ(x) ‖ | ‖ x ‖≤ 1} = sup{‖ φ(x) ‖
‖ x ‖

| ‖ x ‖6= 0}

On peut vérifier facilement qu’il s’agit bien d’un espace vectoriel normé.

Définition 145 (Dual topologique) L’espacedual topologique duK-espace
vectoriel norméE est l’espaceE′ = L(E,K) des formes linéaires continues.

Définition 146 (topologie forte) On appelletopologie forte la topologie dé-
finie sur le dual par la norme usuelle.

On va voir un peu plus loin des topologies plus ludiques sur le dual. La topo-
logie usuelle sur le dual est la topologie faible, et pas la topologie forte (voir définition
plus loin...). Notamment la partie20est plus fournie en la matière.

5.2.3 Topologie définie par une famille de parties d’un ensemble

Lemme 147 Une intersection quelconque de topologies est une topologie.

Démonstration : Evident en revenant à la définition d’une topologie.ut

Définition 148 Si une topologieT est incluse dans une topologieT ′, on dit
queT ′ estplus finequeT , ou queT est moins fine queT ′.

Proposition 149 SoitA une famille de parties deX ; l’intersection de toutes
les topologies contenantA est une topologie, c’est la plus petite topologie
contenantA. On la noteT (A), et on dit que c’est latopologie engendrée par
A. T (A) est la famille des réunions arbitraires d’intersections finies de parties
deA ∪ {∅, X}. Les intersections finies de parties deA ∪ {∅, X} forment une
base d’ouverts pour cette topologie.

60



Démonstration : Il suffit de considérer le lemme147pour avoir l’existence de la
plus petite topologie contenantA. Le reste est un petit exercie pas trop dur...ut

5.2.4 Topologie définie par une famille d’applications

Proposition 150 Etant donnéZ un ensemble, etXi une famille d’espaces to-
pologiques, avecfi : Z → Xi, il existe une plus petite topologie surZ rendant
toutes lesfi continues ; c’est la topologie engendrée par lesf−1

i (U) avecU
ouvert. Une base de cette topologie est donc l’ensemble des intersections finies
d’images réciproques d’ouverts par desfi.

Démonstration : Facile avec la proposition149ut

Remarquons que pourA ⊂ X la topologie engendrée par la fonction (dite injection
canonique) qui àx dansA associex dansX est la topologie induite surA par celle de
X.

Théorème 151Dans la situation ci-dessus, une applicationf deY dansZ
est continue si et seulement si toutes les composéesfi ◦ f sont continues.

On verra une application pour la continuité lorsque l’espace d’arrivée est un
espace produit ; théorème159. Ce théorème permet aussi de montrer la proposition
155.

Démonstration : Application immédiate des définitions.ut

Définition 152 On dit que la famille d’applicationsfi est séparante si et
seulement si pour tout(x, y) il existei tel quefi(x) 6= fi(y).

Proposition 153 Si lesfi sont séparantes et si les topologies sur lesXi sont
séparées, alors la topologie engendrée est séparée.

Ce lemme permettra de montrer qu’un produit d’espaces séparés est séparé,
théorème160.

Démonstration : Supposons quex et y soient distincts ; alors puisque la famille
d’applications est séparante il existefi telle quefi(x) 6= fi(y) ; et puisqueXi est
séparé, il existe un ouvertU contenantx et un ouvertV contenanty tels queU et V
sont disjoints. Les ensemblesf−1

i (U) etf−1
i (V ) sont ouverts, puisquefi est continue
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(par définition de la topologie engendrée !), et disjoints. Le résultat en découle.ut

Définition 154 (Topologie faible et topologie faible *)On appelletopologie
faible sur l’espace norméE la topologie engendrée par l’ensemble des formes
linéaires continues deE dansK. On appelletopologie faible * sur le dual de
l’espace norméE la topologie engendré par l’ensemble des applications qui à
φ associentφ(x), étant donnéx ∈ X.

Proposition 155 La topologie forte définie en146est plus fine que la topolo-
gie faible *.

Démonstration : En vertu du théorème151, il suffit de voir que pour toutx la
fonction qui àφ associeφ(x) est continue pour la norme, ce qui est facile à prouver
(en se ramenant en zéro, une application linéaire étant continue si et seulement si elle
est continue en zéro).ut

Proposition 156 La topologie forte d’un espace vectoriel normé est plus fine
que la topologie faible.

Démonstration : En vertu du théorème151, il suffit de voir que touteφ dansE′

est continue pour la norme, ce qui est évident.ut

Proposition 157 La topologie forte sur le dualE′ est plus fine que la topologie
faible, elle même plus fine que la topologie faible *.

Démonstration : La première partie étant déjà montrée, il suffit de voir que la
topologie faible est plus fine que la topologie faible *. Or ceci découle simplement
du fait que si deux familles d’applications sont incluses l’une dans l’autre, alors les
topologies engendrées sont plus fines l’une que l’autre.ut

5.2.5 Topologie produit

Définition 158 (Topologie produit) On appelletopologie produit sur le pro-
duit desXi la topologie engendrée par les projections canoniques deX sur
Xi.

Théorème 159Avecπi les projections canoniques, une applicationf de Y
dansX est continue si et seulement si pour touti πi ◦ f est continue.

Démonstration : Il suffit d’utiliser le théorème151. ut
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Théorème 160Un produit d’espaces topologiques non vides est séparé si et
seulement si chacun des facteurs l’est.

Démonstration : Lesπi sont séparantes, donc si chaqueXi est séparé,X est sé-
paré, par la proposition153.
Réciproquement, il suffit de considérer un élément du produit, grâce à l’axiome du
choix ; grâce à cet élément, on peut facilement construire une application deXi dans
X qui soit continue et injective ; doncXi est séparé par le lemme121.ut

Proposition 161 La topologie surX1×X2 avecXi métrique est la topologie
associée à la métriqued((x1, x2), (y1, y2)) = max(d(x1, y1), d(x2, y2)) ; on
pourrait aussi prendre la somme.

Démonstration : On rappelle simplement que les boules constituent une base
d’ouverts dans un espace métriqueut

Cette proposition se généralise à un produit fini, et même à un produit dénom-
brable ; la distance entre(x1, x2, ...) et(y1, y2, ...) est donnée par

∑
n
min(1,dn(xn,yn))

2n ,
avecdn la distance surXn.

Exercice 162 Le lemme précédent se généralise à un produit fini quelconque.

Proposition 163 Sur un espace normé la somme (opération entre deux élé-
ment des l’espace) et la multiplication (d’un élément du corps par un élément
de l’espace) sont continues.

Démonstration : L’addition est continue grâce à l’inégalité triangulaire. La multi-
plication est continue grâce à‖λx‖ = |λ|‖x‖.ut

Proposition 164 SoitE1, ..., En et F des espaces vectoriels normés . Soitf
multilinéaire deE1 × ... × En dansF , alorsf est continue si et seulement si
‖ φ ‖= sup{‖ φ(x1, ..., xn) ‖ | ‖ x1 ‖≤ 1, ..., ‖ xn ‖≤ 1} < +∞

Démonstration : Facile.ut
Contrairement au cas des applications linéaires, notons qu’une application multili-
néaire continue n’est pas nécessairement lipschitzienne.

Exercice 165 Une application multilinéaire continue entre un produit d’espaces vec-
toriels normés et un espace vectoriel normé est lipschitzienne sur chaque sous-ensemble
borné.

Démonstration : Facile.ut
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5.3 Compacité - liens entre complétude et compacité

5.3.1 Généralités

Définition 166 (Recouvrement ouvert)Un recouvrement ouvert de l’es-
pace topologiqueX est une famille d’ouvertsUi avecX = ∪Ui.

Définition 167 (Compact) X estcompacts’il est séparé et si de tout recou-
vrement ouvert on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Un sous-ensembleK de l’espaceX est ditcompacts’il est compact pour la
topologie induite.
Une partieA deX est diterelativement compactesi sa fermetureA est com-
pacte.

On verra plus tard (voir lemme177) que tout compact d’un espace séparé est fermé,
et que tout compact d’un métrique est borné (s’il n’était pas borné on extrairait une
sous-suite convergente d’une suite non bornée, par le théorème199).

Un compact, dans le cas général, n’est absolument pas nécessairement fermé !
Considérer par exemple un point, dans un ensembleX contenant au moins deux points
et dont la topologie est réduite à{∅, X}.

Définition 168 Un espace vérifie lapropriété de Borel-Lebesguesi de tout
recouvrement ouvert on peut extraire un recouvrement fini.

Un espace est donc compact s’il est séparé et s’il vérifie la propriété de Borel-
Lebesgue.
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La compacité : éclaircissements, utilisation.
On verra d’autres caractérisations de la compacité que la définition par "séparé+Borel-

Lebesgue". Néanmoins cette définition servira par exemple pour le théorème381(ré-
sultats de régularité sous le signe somme). Elle permettra aussi, en partie5.6.12, de
montrer que la compactifié d’Alexandrov est compact. Les deux premiers points de
l’exercice170, la proposition171(l’image continue d’un compact dans un séparé est
compact), le théorème176de séparation des compacts, le théorème718(semblable au
théorème de Heine dans le cas de familles équicontinues), le résultat selon lequel tout
métrique compact est homéomorphe à une partie du cube de Hilbert en partie5.6.9, le
théorème de Stone415, le corollaire du champ rentrant dans la sphère313, le théorème
d’Ascoli 719utilisent cette même caractérisation.

Les méthodes usuelles pour montrer la compacité d’un ensemble sont le fait qu’un
sous-ensemble fermé d’un compact est compact, le fait qu’un produit (quelconque)
de compacts est compact (voir le théorème de Tykhonov1862, le théorème d’Arzéla-

2Le théorème de Tykhonov, conjoint au fait qu’un fermé d’un compact est compact, implique d’ailleurs
que la sphère unité deRn est compacte, et donc notamment l’équivalence des normes en dimension finie -
voir théorème188
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Ascoli 720(aux multiples applications), et le fait que l’image continue d’un compact
dans un séparé est compacte (par exemple, dans le cas des espaces projectifs).

Des théorèmes incontournables en matière de compacité sont le théorème de Banach-
Alaoglu 193 (utilisant Tykhonov), le théorème de Heine198; le théorème de Baire
(sous une forme moins connue que la forme classique basée sur la complétude)249
s’applique aux espaces localement compacts. Citons aussi le théorème de Riesz192,
le théorème de Krein-Milman (soitE un espace vectoriel normé de dimension finie,
K un compact convexe deE non vide, alorsK est l’enveloppe convexe de ses points
extrémaux : on trouvera une preuve dans [13]), le théorème de Montel682.

La compacité dans le cas métrique offre des résultats fondamentaux :
• théorème de Bolzano-Weierstrass199
• un espace métrique compact est séparable
• une isométrie d’un espace métrique compact dans lui-même est une isométrie3

• un espace métrique compact est complet (voir corollaire235)4

•

Théorème 169Un espace métriqueprécompacta et complet est compact.

aUn espace métriqueE est dit précompact si quel que soitε > 0 il existe un recouvrement fini
deE par des boules de rayon< ε.

Démonstration : On a déjà vu qu’un espace compact métrique est complet (corol-
laire un peu plus haut). Il est clair qu’il est aussi précompact. C’est donc la réciproque
qui pose problème.

Supposons doncE précompact et complet. Pour montrer sa compacité, nous allons
utiliser le théorème de Bolzano-Weierstrass199. Considérons donc une suite(xn) de
E. Nous allons en chercher une sous-suite convergeante.

Il existe, par définition, pouri entier≥ 1, yi,1, yi,2, ..., yi,Ni tels que les boules
centrées sur lesyi,j et de rayon 1

2j recouvrentE. Construisons par récurrence suri
1 ≤ ji ≤ Ni tel qu’une infinité de pointsxn soit dans l’intersection des boule de rayon
1
2l

centrée surxl,jl pour l ≥ i. On choisit alorsai ∈ N, construit aussi par récurrence,
tel que la suite desai soit croissante, etxai soit dans l’intersection des boule de rayon
1
2l

centrée surxl,jl pourl ≥ i.
Ceci définit une suite extraite de la suite desxn, dont on montre facilement qu’elle

est de Cauchy. Elle converge donc, par complétude deE. Donc,E est compact.

Une belle application est la proposition284. ut
Un ensemble discret5 dans un compact est fini ; on en déduit en particulier qu’une

fonction holomorphe non nulle a un nombre fini de zéros dans un compact convexe.
Enfin il est capital que l’image d’un compact par une application continue à valeurs

dans un espace séparé est compacte (voir théorème171). Cela entraine en particulier
qu’une fonction continue sur un intervalle fermé deR atteint ses bornes (d’où le théo-
rème de Darboux577, le théorème de Rolle575, et certains critères de recherche de
minima - voir partie12.2).

3On en trouvera une preuve en application de Bolzano-Weierstrass.
4On en déduit notamment que le théorème du point fixe474s’applique dans un compact métrique et donc

que la boule unité ferméel2(N) n’est pas compacte ; en cas contraire, l’application(xn)n≥0 7→ (yn)n≥0

avecyi = xi−1 si i > 0 et y0 = 0 serait bijective car une isométrie d’un espace complet compact sur
lui-même est une bijection comme dit ci-dessus.

5I.e. tout point est isolé.
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Dans les ouvrages en anglais, "compact space" est simplement un espace vérifiant
la propriété de Borel-Lebesgue. L’équivalent de notre espace compact est "compact
Hausdorff space".

Exercice 170 • Toute partie finie d’un espace séparé est compacte.
• Tout intervalle fermé borné[a, b] deR est compact.
• Soit (xn)n∈N une suite d’éléments d’un espace topologiqueX séparé tendant

vers une limitex. Alors{xn/n ∈ N} ∪ {x} est un compact (preuve facile, en considé-
rant un recouvrement par des ouverts, puis en considérant un des ouverts contenantx,
et en voyant qu’un nombre fini des éléments de la suite est en dehors de cet ouvert.
• On(R), SOn(R) sont des compacts (en tant que fermés bornés deR

n, qui est de
dimension finie).
• Les espaces projectifs sont compacts (voir33.2.4).
• Le cube de Hilbert (voir5.6.9) est compact.
• Le compactifié d’Alexandrov d’un espace séparé non compact localement com-

pact est compact (voir5.6.12)

Démonstration : La première assertion est triviale. Pour la deuxième, on se donne
un recouvrement ouvertU on considère le plus grandx tel que[a, x] peut être recou-
vert par un recouvrement fini extrait deU . La suite est facile ou comporte une référence
vers une preuve complète.ut

Proposition 171 Si f est une application continue d’un espace compactK
dans un espace séparéY , alorsf(K) est compact.

Démonstration : f(K) est évidemment séparé. Etant donné un recouvrement ou-
vert def(K) on peut considérer le recouvrement ouvert deK constitué des images
réciproques de ces ouverts ; on en extrait un recouvrement fini, et il n’y a plus qu’à
repasser dansY .ut

Cette propriété servira notamment pour le théorème de Rolle575, ou pour
montrer qu’un espace projectif est compact (théorème1275). Elle permettra aussi de
montrer que tout compact métrique est isomorphe à un sous-espace topologique du
cube de Hilbert (voir partie5.6.9). Enfin, elle permet de montrer que toute isométrie
d’un métrique compact sur lui-même est une bijection (corollaire260).

Il faut noter qu’une propriété plus fine sera parfois utile :

Proposition 172 Soit f une application semi-continue supérieurement d’un
compact dansR. Alorsf est majorée et atteint sa borne sup.

Cela servira notamment pour le théorème682.
Démonstration :
• SoitK un compact, etf semi-continue supérieurement deK dansR. Soitx la

borne sup def(t) pourt dansK (à priorix peut être égal à+∞).
• Soit(xn)n∈N croissante tendant versx avecxn élément de l’image def pour tout

n. Supposons que la borne sup ne soit pas atteinte (soit elle est infinie, soitxn tend vers
x sans jamais l’atteindre).
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• On a alorsK = ∪n∈Nf−1(] − ∞, xn[). On peut extraire de ce recouvrement
deK un recouvrement fini (en fait, un recouvrement par un seul desf−1(−∞, xn[
puisque ces ensembles sont croissants) ; doncf est bien majorée.
•K est alors égal àf−1(]−∞, xn[) pour un certainn, ce qui contredit le fait que

xn croisse versx sans jamais l’atteindre - en effetxn < x implique qu’il existet dans
K tel quef(t) > xn.ut

Définition 173 (Propriété d’intersection finie non vide) Une famille A de
parties deX a la propriété d’intersection finie non vide si et seulement si
tout sous-ensemble fini deA a une intersection non vide.

Proposition 174 Un espace topologique est compact s’il est séparé et si toute
famille de fermés qui a la propriété d’intersection finie non vide a une inter-
section non vide.

Démonstration : Il suffit de considérer les complémentaires des fermés, qui ont le
bon goût d’être ouverts.ut

Outre les corollaires qui suivent, on pourra voir la proposition183, ou le lemme
410.

Corollaire 175 Un fermé d’un compact est compact.

Voir (par exemple...)410.
Démonstration : Un fermé d’un compact est évidemment séparé ; il suffit ensuite

de voir qu’un fermé de notre fermé est un fermé de notre espace et d’utiliser la propo-
sition précédente.ut

Théorème 176Deux compacts disjoints d’un espace séparé peuvent être sé-
parés par des ouverts.

Démonstration : On montre tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 177 SiX est séparé, etK compact inclus dansX, alorsK est fermé.

Cela servira à chaque fois qu’on voudra montrer que compact équivaut à fermé
borné dans un espace donné, par exemple724.

Démonstration : On considèrex dans le complémentaire deK ; pour touty ap-
partenant àK on peut séparerx ety par des ouvertsUy etVy. On peut alors considérer
le recouvrement deK par les ouvertsVy et en extraire un recouvrement fini. En prenant
l’intersection desUy correspondants à notre recouvrement fini, on a un ouvert autour de
x, n’intersectant pasK. Donc le complémentaire deK est ouvert, doncK est fermé.ut

On peut donc terminer la preuve de notre théorème, en considérant un deuxième
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compactK ′, et pour toutx deK ′, on peut trouver un ouvertUy autour dex et un
ouvertVx contenantK ; on applique la compacité deK ′, et on obtient facilement deux
ouverts disjoints séparantK ′ deK.

Corollaire 178 Dans un espace compact, les sous-ensembles fermés sont les
sous-ensembles compacts.

Démonstration : Il suffit de considérer le corollaire175et le lemme177.

Corollaire 179 Tout point d’un compact possède une base de voisinage com-
pacts.

Démonstration : (voir figure5.1) SoitW un voisinage ouvert dex dans l’espace
compactX. Le ferméX \W est compact. On peut donc séparer les compacts{x} et
X \W par deux ouvertsU etV . AlorsX ∈ U ⊂ X \ V ⊂ W ; et doncX \ V est un
voisinage compact dex inclus dansW .ut

Frontières des ouverts
séparant les compacts

Compact
recherché

FIG. 5.1 – Construction d’une base de voisinages compacts dans un compact.

Corollaire 180 Une fonction continue bijective d’un compact dans un espace
séparé est un homéomorphisme.

On peut citer en applications les résultats279 et 267 (propriétés du cube de
Hilbert et du Cantor triadique).

Démonstration : Il suffit de voir que l’image d’un fermé (donc compact) est com-
pacte dans l’espace image, et donc elle est aussi fermée. Donc l’image réciproque de
tout fermé par la fonction inverse est un fermé.ut

On peut utiliser ce résultat pour montrer que tout compact métrique est homéo-
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morphe à une partie du cube de Hilbert, partie5.6.9.

Théorème 181Les compacts deR sont les fermés bornés.

Démonstration : Il suffit de considérer un interval fermé borné autour d’une partie
bornée pour montrer facilement ce résultat à partir des résultats précédents et de170.ut

Corollaire 182 Etant donnée une fonction continue d’un compact dansR, ses
bornes supérieures et inférieures sont atteintes.

Ce résultat sert dans la vie de tous les jours, mais on peut par exemple citer le
joli théorème290, le theorème de Rolle575, la recherche de points extrémaux sur un
compact (voir12.2). Citons aussi le résultat292sur les billards strictement convexes
du plan. Enfin, il servira pour le théorème290 (point fixe commun à un sous-groupe
compact d’automorphismes d’un espace de Hilbert).

Démonstration : Trivial au vu du résultat précédent et de la proposition171.ut

Proposition 183 Toute suite à valeurs dans un compact admet une valeur
d’adhérence.

Démonstration : La suite des{xm/m ≥ n} a la propriété d’intersection finie non
vide ; il ne reste plus qu’à appliquer la proposition174.ut

Définition 184 (Localement compact)Un espace topologique estlocale-
ment compacts’il est séparé et si tout point possède un voisinage compact.

Proposition 185 Tout point d’un espace localement compact possède une base
de voisinages compacts.

Démonstration : Si x ∈ Int(K) avecK compact, alorsx possède une base de
voisinages compacts dansK muni de la topologie induite (par179). Commex ∈
Int(K), cette base de voisinages est aussi une base de voisinages dex dansX.ut

5.3.2 Le théorème de Tykhonov

Théorème 186 (Théorème de Tykhonov)SoitXi une famille d’espaces tous
non vides. Le produit est compact si et seulement si chacun des facteurs l’est.

Démonstration : On a déjà montré que le produit est séparé si chacun des fac-
teurs l’est (voir160). La compacité du produitX entraîne la compacité de chacun des
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facteurs comme on peut s’en rendre compte en considérant la projection canonique sur
chacun des facteurs. Il reste donc à voir la réciproque, c’est à dire queX est compact, si
chacun des facteurs l’est. On trouvera une démonstration dans Bourbaki, ou bien dans
[13]. La démonstration utilise le lemme de Zorn36.

Il est important de noter que l’on peut prouver Tykhonov dans le cas d’un
produit dénombrable de compacts métriques(Xi, di) sans faire appel à l’axiome du
choix. Cela se fait simplement en considérant :
• La métriqued′i associée à la métriquedi, avecd′i = min(di, 1).
• La métrique sur le produit des compacts définie parD(x, y) =

∑
1
2i d
′
i(xi, yi).

• La topologie de cette métrique est la topologie produit.
• Il ne reste plus qu’à utiliser la caractérisation des compacts métriques par les sous-
suites (théorème de Bolzano-Weierstrass, théorème199).ut

Dans le cas d’un produit fini de compacts métriques, la preuve est évi-
dente.

Corollaire 187 Les compacts deRn sont les fermés bornés.

Démonstration : Etant donnée une partie bornée, on considère un produit d’inter-
valles fermés bornés dans lequel cette partie est incluse, et le résultat vient tout seul.ut

5.3.3 Application aux espaces vectoriels normés

Théorème 188Toutes les normes sur unR- ouC- espace vectoriel de dimen-
sion finie sont équivalentes.

Démonstration : On considère une base, et la norme qui a un élément deE as-
socie la somme des valeurs absolue de ses composantes. On montre qu’une norme
quelconque est équivalente à cette norme. Il suffit pour cela de noter que la sphère
unité (pour notre norme) est compacte, par compacité de la même sphère dansRn et
continuité des opérations algébriques, et de vérifier que toute norme est continue et
donc atteint sur cette sphère un minimum et un maximum (NB : toute norme est conti-
nue carK-lipschitzienne pourK le max des normes d’images d’éléments d’une base
orthonormale).ut

Corollaire 189 Un sous-espace vectoriel (de dimension finie) d’un espace
normé est fermé.

Une application se trouve juste après le théorème de Baire249: un espace de
Banach de dimension infinie ne possède pas de base dénombrable.

Démonstration : Nous avons tout d’abord besoin d’un lemme :
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Lemme 190 Un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vecto-
riel de dimension finie est fermé.

Démonstration : On considère la même norme que dans le théorème précédent.
Pour cette norme notre espace est clairement fermé (au vu des équations le définis-
sant). Plus précisément, on considère une base de notre espace vectorielE, telle queF
soit engendré par lesk premiers éléments de cette base (c’est possible grâce au théo-
rème de la base incomplète). AlorsF est l’intersection d’hyperplans fermés d’équa-
tionsxi = 0.ut
On peut maintenant finir notre preuve ; soitx ∈ F , avecF de dimension finie ; alors
on se place dans l’espace généré par une base deF plus le vecteurx, et on utilise le
lemme ci-dessus.ut

Exercice 191 Toute application linéaire d’un espace normé de dimension finie dans
un espace normé est continue.

Démonstration : Il suffit de considérer une base et la norme définie plus haut.ut

Théorème 192 (Théorème de Riesz)Un espace normé est de dimension finie
si et seulement si sa boule unité fermée est compacte.

On verra une application amusante avec le corollaire725, une autre (utilisant
aussi le théorème d’Arzéla-Ascoli et le théorème d’isomorphisme de Banach) avec le
théorème747.

Démonstration : SupposonsE de dimension finie, alors toutes les normes sont
équivalentes, on peut se ramener àE = R

n ; comme la boule unité est fermée bornée,
elle est compacte. Réciproquement (voir figure5.2), supposons la boule unité fermée
compacte, alors on peut la recouvrir par des boules ouvertes de diamètre0.5 en nombre
fini. On considère alors l’espaceF engendré par les centres de ces boules, et on montre
que l’on peut approcher tout point de la boule arbitrairement bien avec des points de
F ; ensuite on utilise le fait queF est de dimension finie et donc est fermé.ut

Théorème 193 (Théorème de Banach-Alaoglu)SoitE′ le dual d’un espace
normé, alors sa boule unité fermée est compacte pour la topologie faible * (ie
la topologie engendrée par les applications qui àφ ∈ E′ associentφ(x) pour
un certainx ∈ E.

La boule unité fermée est l’ensemble des formes linéairesφ telles que‖φ(x)‖ ≤
‖x‖.

Démonstration : (voir figure5.3) On identifieE′ à une partie du produitKE , en
identifiantφ à(φ(x))x∈E . La topologie faible * est alors la topologie induite surE′ par
la topologie produit surKE . La boule unitéBE′ est contenue dansΓ = Πx∈EB(0, ‖
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FIG. 5.2 – Le théorème de Riesz. On approximex de la boule par le centre du cercle le
plus proche, et on réitère avec le double de la distance entrex et ce centre.

x ‖) ⊂ KE . Par le théorème de Tykhonov ce produit est compact. Il suffit donc main-
tenant de montrer queBE′ est fermé comme sous-ensemble deΓ muni de la topologie
produit, ce qui se fait aisément en considérant les équations définissantBE′ (qui sont
simplement les équations définissant les fonctions linéaires).ut

Voir la proposition742par exemple.

Proposition 194 La boule unité fermée du dual d’un espace séparable est mé-
trisable pour la topologie faible *.

Démonstration : On considère une suitexn dense dansE, à valeurs non nulles ;
la topologie faible sur la boule unité fermée peut être définie par la métrique

d(φ, ψ) =
∑
n≥0

|φ(xn)− ψ(xn)|
‖ xn ‖ .2n

Cette (courte) vérification étant faite, le résultat est acquis.ut

Corollaire 195 On peut en outre extraire de toute suite de la boule unité fer-
mée du dual d’un espace séparable une suite convergeant faiblement.

Démonstration : Laissée au lecteur...ut
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Limites
de

(compact
par Tykhonov)

E

B(E’), fermé d’un compact, est compact.

Eléments de E’

KE

FIG. 5.3 – Schéma explicatif de la preuve du théorème de Banach-Alaoglu.

5.3.4 Espaces métriques compacts

Théorème 196Un espace métrique compact est séparable. Il possède donc
une base dénombrable d’ouverts.

Démonstration : SoitX métrique compact. Pour toutn on peut trouver une suite
finie de points telle que les boules centrées sur ces points et de rayon1

n recouvrentX.
La suite obtenue en mettant bout à bout toutes ces suites finies est dense dansX.ut

Corollaire 197 Un espace métrique compact est de cardinal inférieur ou égal
à celui deR.

Démonstration : Un espace métrique compact est séparable ; donc il admet une
base dénombrable d’ouverts. En prenant unxi dans chaque ouvert, on obtient donc que
tout point est limite d’une suite dexi. Il suffit alors de voir que l’ensemble des suites
d’un ensemble au plus dénombrable est de cardinal au plus la puissance du continu, ce
qui se voit facilement, en considérant par exemple la fonction qui à un réelx ∈ [0, 1]
dont le développement binaire comporte une infinité de1 associe la suite(un)n∈N telle
queun est égal au nombre de0 entre len-ième1 et len+ 1-ième1.ut
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Théorème 198 (Théorème de Heine)Une application continue d’un espace
métrique compact vers un espace métrique est uniformément continue.

Ce théorème servira par exemple pour le théorème423. Il peut aussi servir à
montrer qu’une application continue deR dansR tendant vers une limite finie en plus
et moins l’infini est uniformément continue.

Démonstration : On considère, pourε > 0, pour chaquex ∈ X, αx > 0 tel que
d(x, y) < αx → d(f(x), f(y)) < ε/2. Par compacité, on peut recouvrirX par un
nombre fini de boules de centrex et de rayonαx/2. On prend alorsα = infαi, et le
résultat vient tout seul...ut

Théorème 199 (Théorème de Bolzano-Weierstrass)Un espace métrique est
compact si et seulement si toute suite à valeurs dansX contient une sous-suite
convergente.

Voir par exemple le théorème de Brouwer311, le théorème de Tykhonov dans
le cas d’un produit dénombrable d’espaces métriques (voir juste après le théorème186)
sans utiliser l’axiome du choix. Le théorème est aussi utilisé dans le lemme1208, qui
servira à démontrer le théorème de Runge. Le corollaire201est une autre application :
toute isométrie d’un espace métrique compact dans lui-même est une bijection.

Démonstration : Si X est métrique compact, alors toute suite(xn) a une valeur
d’adhérence (considérer la suite décroissante de parties deX constituées des éléments
Xn = {xk/k ≥ n} ; la suite des adhérences de ces parties a la propriété d’intersection
finie), etX étant métrique, une sous-suite converge vers cette valeur d’adhérence.
Réciproquement, considérons tout d’abord les deux lemmes suivants :

Lemme 200 (Lemme de Lebesgue)Soit (X, d) un espace métrique tel que
toute suite contienne une sous-suite convergente. SiVi est un recouvrement
ouvert deX, alors il existeε > 0 tel que pour toutx ∈ X, il existei tel que
B(x, ε) ⊂ Vi.

Démonstration : Dans le cas contraire, on peut pour tout entiern trouver unxn
tel que la boule de centrexn et de rayon1/n ne soit contenue dans aucunVi. Alors on
extrait de cette suite une sous-suite convergente. On obtient que pourn assez grand les
boules en question seront incluses dans leVi qui contientx.ut

Corollaire 201 Une isométrie d’un espace métrique compact sur lui-même est
une bijection.

Démonstration : SupposonsE un tel espace, etf une isométrie deE dansE.
Supposons quex n’appartienne pas à l’image def . Alors, x est à distance> ε >
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0 de l’image def (en effet l’image def est compacte comme image continue d’un
compact, voir proposition171, or la distance entre un compact et un fermé disjoint de
lui est> 0, voir corollaire260).

Considérons alorsun = fn(x), et supposons queukn converge, pour(kn) une cer-
taine suite strictement croissante. Si l’on aboutit à une contradiction, alors le théorème
de Bolzano Weierstrass permettra de conclure que l’espace ne peut être compact.

d(ukn , ukn+1) = d(ukn+1−kn , x) puisquef est une isométrie. Ord(ukn+1−kn , x) >
ε par définition dex et puisque lesun appartiennent à l’image def pourn > 0. D’où
la contradiction recherchée.ut

Lemme 202 Sous les mêmes hypothèses que le lemme200, pour toutε > 0, il
existe une suite finiexi telle que les boulesB(xi, ε) recouvrentX.

Démonstration : Si le lemme est faux pour un certainε, alors on peut construire
par récurrence une suite telle que chaque point soit à une distance au moinsε des autres
points, ce qui contredit l’hypothèse.ut
Avec ces deux lemmes on conclut facilement ; si toute suite contient une sous-suite
convergente, alors étant donné un recouvrement ouvert(Vi), on peut construire par le
premier lemme un ensemble de boules recouvrantX et tel que chaque boule est incluse
dans l’un desVi ; ensuite par le deuxième lemme, on se ramène à un nombre fini de
points, et il ne reste plus qu’à cueillir le bon sous-ensemble desVi.ut

5.4 Connexité

Définition 203 Un espace topologique est ditconnexe si les seuls sous-
ensembles deX à la fois ouverts et fermés sont∅ etX. Une partie d’un espace
topologique est connexe si elle est connexe pour la topologie induite.

On utilisera la connexité pour montrer :
– certaines formes du théorème des valeurs intermédiaires209.
– le corollaire470sur la dérivabilité d’une limite d’une suite de fonctions.
– les lemmes495et496, utile pour une démonstration du théorème de Jordan
– la proposition955utilisera la connexité pour définir une distance dans un ouvert

connexe d’un espace vectoriel normé
– théorème de Runge,1210.
– Tous les résultats basés sur l’indice, par exemple le théorème de Cauchy661, et

beaucoup de résultats sur les fonctions holomorphes.
– L’exercice de la partie5.6.18, montrant qu’une fonctionf C∞ deR dansR telle

que∀x ∃n f (n)(x) = 0 est polynomiale.
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On trouvera diverses autres applications de la connexité plus loin dans ce chapitre.

Proposition 204 Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) X est connexe
(ii) Une applicationφ deX dans{0, 1} continue est constante, avec{0, 1}
muni de la topologie discrète.
(iii) Pour tout couple d’ouvertsA etB deX, siX = A ∪ B etA ∩ B = ∅,
alorsA = ∅ ouB = ∅
(iv) Pareil avec des fermés
(v) Toutes les parties deX non triviales (i.e. autres queX et∅) ont une frontière
non vide.

Démonstration : Facile :
(i) → (ii) Si X est connexe, montrons que toute application continue deX dans

{0, 1} est constante.
En effet, si une telle applicationf n’était pas constante, on partitionneraitX en

deux ouverts non vides (f−1(0) = f−1(] − 1
2 ,

1
2 [) et f−1(1) = f−1(] 1

2 ,
3
2 [)) ; chacun

d’eux serait alors à la fois ouvert, fermé, et non trivial.
La réciproque (ii)→ (i) est non moins simple (raisonner par l’absurde : siA ouvert

et fermé non vide et différent deX, alors prendre la fonction caractéristique deA dans
X).

(ii) → (iii) Facile, en voyant que siA etB contredisent l’hypothèse,A est ouvert
et fermé et non trivial.

Le reste est du même niveau de difficulté, je le passe sous silence...ut

Proposition 205 • Si A ⊂ X est connexe et siA ⊂ B ⊂ A, alorsB est
connexe.
• Si lesAi sont des parties connexes deX et∩Ai 6= ∅, alors∪Ai est connexe.
• Si lesAi sont des parties connexes deX et pour tout coupleAi, Aj il existe
i0, ..., ik aveci0 = i et ik = j tels queAil intersecteAil+1 , alors ∪Ai est
connexe.

Démonstration : Pour montrer la première assertion on utilise la deuxième des
caractérisations des connexes données en204.
La deuxième assertion n’est qu’un cas particulier de la troisième.
La troisième assertion là aussi se montre en utilisant la seconde des caractérisations des
connexes données en204.ut

Théorème 206Les connexes deR sont les intervalles.

Démonstration : Facile.ut
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Théorème 207L’image d’un connexe par une fonction continue est un
connexe.

Démonstration : Facile toujours en utilisant la même caractérisation des connexes.ut

Théorème 208Soit f une application continue définie sur un connexe et à
valeurs dansR. Alors l’image def est un intervalle.

Démonstration : Facile au vu des deux théorèmes précédents.ut

Corollaire 209 Le théorème des valeurs intermédiaires (dans le cas d’une
fonction continue, pas dans le cas d’une fonction dérivée) découle immédia-
tement du théorème ci-dessus.

Théorème des valeurs intermédiaires pour une fonction dérivée, dit aussi théo-
rème de Darboux,577.

Théorème 210 (passage à la douane)SoitX un espace topologique etA ⊂
X connexe. SiA intersecte à la foisB et son complémentaire, alorsA inter-
secte la frontière deB.

Démonstration : Il suffit de voir que les deux ouvertsInt(B) et Ext(B) ne
peuvent recouvrirA.ut

Théorème 211Un produit d’ensembles non vides est connexe si et seulement
si chacun des facteurs l’est.

Démonstration : Il est facile de voir, via les projections canoniques, que si le
produit est connexe, chacun des facteurs l’est. La réciproque est plus difficile. On com-
mence par le cas où le produit est un produit de deux espaces (voir figure5.4). Pour
cela on montre que tous les couples(x, y) = (x1, x2), (y1, y2) sont contenus dans un
sous-ensemble connexe deX1 × X2 ; on utilisera ensuite la proposition205. Il suffit
pour ce résultat intermédiaire de considérer l’union deX1×{y2} et de{x1}×X2. Par
récurrence, on généralise ce résultat à tout produit fini de connexes.

On considère maintenant un produit quelconquesX de facteursXi connexes non
vides. On considère un élémenty deX, en utilisant l’axiome du choix. PourA fini
inclus dansI (I est l’index deXi), on définit alors le sous-ensembleXA deX défini
par (xi) ∈ XA si et seulement sixi = yi pour touti tel quei 6∈ A. XA est connexe
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FIG. 5.4 – Un produit fini d’ensembles est connexe si et seulement si chacun des fac-
teurs l’est. La généralisation à un produit infini se fait par un argument de connexité de
l’adhérence d’une partie connexe convenablement choisie (voir le texte).

puisqu’homéomorphe à un produit fini deXi. On peut vérifier que la réunion desXA

est dense dansX (en se rappelant qu’une base d’ouverts d’une topologie produit est
l’ensemble des intersections finies d’images d’ouverts par les projections inverses) et
connexe (par le deuxième point de la proposition205), et on conclut par le premier
point de la proposition205.ut

Théorème 212Une fonction localement constante sur un connexe est
constante.

Démonstration : Il suffit de voir que l’image réciproque d’un singleton est à la
fois ouverte et fermée.ut

Définition 213 (Composante connexe)Avecx ∈ X, la composante connexe
dex, notéeC(x), est la réunion de tous les connexes contenantx.

Proposition 214 • Tout point appartient à sa composante connexe
• La composante connexe d’un point est le plus grand connexe contenant ce
point
• Les composantes connexes sont fermées
• Deux composantes connexes sont disjointes ou confondues. En particulier, la
famille des composantes connexes forment une partition de l’espace.

Démonstration : Le premier point est trivial, le deuxième aussi par205, le troi-
sième découle de la connexité deC(x), le quatrième point découle du fait que la
réunion de deux connexes non disjoints est un connexe (deuxième point de la pro-
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position205).ut

Définition 215 (Arc ou chemin, ligne brisée)Un arc ou cheminest une ap-
plication continue de[0, 1] dansX. L’image de0 et l’image de1 sont les ex-
trémités de l’arc.
Une ligne brisée entrea et b est une suite finie de segments[xi, xi+1] avec
i ∈ [0, n− 1], x0 = a etxn = b.
On appellelongueur d’une ligne briséela somme des longueurs de ses seg-
ments.

Exercice 216 • Dans un espace normé, l’application qui àt associe(1 − t).x + t.y
est un arc d’extrémitésx et y (on dit aussi un arc entrex et y). L’image de cet arc est
appelée segment, noté[x, y].
• D’un arc entrex ety et un arc entrey etz on peut déduire un arc entrex etz.

Définition 217 (Connexe par arcs)Un espace topologique est ditconnexe
par arcs si il existe un arc entre toute paire de points.
Une partie d’un espace topologique est dite connexe par arcs si elle est connexe
par arcs pour la topologie induite.

Exemples : Un convexe est connexe par arcs.
Démonstration : Cela découle des exemples ci-dessus.ut

Proposition 218 Un connexe par arcs est connexe. La réciproque est fausse.

Démonstration : On fixex dans un espace connexe par arcs. Chaque arc est un
connexe, car image d’un connexe ([0, 1]) par une fonction continue ; la réunion des
arcs partant dex est connexe (par la proposition205), or par définition cette réunion
est l’espace tout entier. Pour la réciproque, considérer la figure5.5.ut

Exercice 219 Soit l’applicationf :]0, 1]→ R, qui àx associe1/sin(x). Montrer que
la fermeture de son graphe est connexe mais pas connexe par arcs.

Démonstration : On suppose qu’il existe une fonctionφ continue qui à0 associe
(0, 1) et à1 associe(1, sin(1)), et telle que pour toutx on ait φ(x) appartienne au
graphe def . On considèrex0 le sup de l’ensemble desx tels que la première compo-
sante deφ(x) soit nulle. Il suffit ensuite de considérer la limite de la deuxième compo-
sante pourx tendant versx0.ut

Proposition 220 Soit Ci une famille de parties connexes par arcs. Si pour
toute pairei, j il existe une suite finieCa0 , ..., Cak avecCah ∩ Cah+1 6= ∅ et
a0 = i etak = j, alors la réunion est connexe par arcs.
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FIG. 5.5 – Un connexe qui n’est pas connexe par arcs. La même figure fournit un
exemple de connexe qui n’est pas localement connexe. Il s’agit de la courbe des
(x, sin(1/x)) vers0 par valeurs inférieures, plus la frontière{0} × [−1, 1]. On voit
que la figure n’est pas localement connexe en considérant ce qu’il se passe au voisi-
nage du point(0, 1).

Démonstration : Facile.ut

Définition 221 (Composante connexe par arcs)La composante connexe
par arcs de x est la réunion de tous les connexes par arcs passant parx ;
on la noteCa(x).

Proposition 222 • La composante connexe par arcs d’un point est connexe
par arcs.
• Deux composantes connexes par arcs sont soit disjointes soit confondues.
• Ca(x) ⊂ C(x), car Ca(x) est un connexe contenantx, etC(x) est le plus
grand connexe contenantx par définition.

Définition 223 (Localement connexe (par arcs))Un espace estlocalement
connexe (resp. par arcs)si tout point de l’espace possède une base de voisi-
nage connexes (resp. par arcs).

Attention ; un espace peut être connexe sans être localement connexe. Voir par
exemple la figure5.5.
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Notamment, alors qu’un espace dont tout point possède un voisinage compact (par
exemple un espace compact !) est localement compact, un espace dont tout point pos-
sède un voisinage connexe n’est pas nécessairement localement connexe.

Théorème 224Dans un espace localement connexe (resp. localement
connexe par arcs), les composantes connexes (resp. par arcs) des ouverts sont
ouvertes.

Démonstration : Facile.ut

Corollaire 225 Dans un espace localement connexe (resp. localement
connexe par arcs) tout point possède une base de voisinages ouverts et
connexes (resp. connexes par arcs).

Démonstration : Il suffit de considérer, étant donnéx et un voisinageV dex, un
ouvert inclus dansV et contenantx,et une composante connexe (resp. par arcs) dex
dans cet ouvert.ut

On peut noter le théorème suivant :

Théorème 226Dans un espace localement connexe par arcs, les ouverts
connexes sont connexes par arcs. Notamment, les ouverts connexes deR

n, ou
de tout espace vectoriel norméa sont connexes par arcs.

aOu même de tout espace vectoriel topologique.

5.5 Complétude

5.5.1 Suites de Cauchy. Espace complet

Définition 227 (Suite de Cauchy)Une suite(xn) dans un espace métrique
est ditesuite de Cauchysi pour toutε > 0 il existe unN ∈ N tel que∀n,m >
N on ad(xn, xm) < ε.

La notion de suite de Cauchy est une notion métrique et non une notion topolo-
gique. Même si deux distances sont équivalentes, on ne peut être sûr que les suites
de Cauchy soient les mêmes pour les deux métriques. Par exemple avecd(x, y) =
|arctan(x)−arctan(y)|, la topologie surR est la même que pour la topologie usuelle,
mais la suiteun = n n’est pas de Cauchy pour la métrique usuelle, alors qu’elle est de
Cauchy pour cette métrique.
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Proposition 228 • Etant donnée une suitexn, notonsXn = {xk/k ≥ n} ;
alors la suitexn est de Cauchy si et seulement si le diamètre deXn tend vers
0.
• Dans un espace métrique toute suite convergente est de Cauchy.• L’image
d’une suite de Cauchy par une application uniformément continue est une suite
de Cauchy.

Définition 229 (Espace complet)Un espace métriqueX estcomplet, si toute
suite de Cauchy deX a une limite dansX.

Quelques exemples d’espaces complets :
• les exemples de Banach donnés un peu plus loin.

• Ck(Ω) avecΩ un ouvert deRn, voir partie20.3.

Une propriété fondamentale des espaces complets est le théorème du point fixe474.

Définition 230 (Espace de Banach)Un espace de Banachest un espace vec-
toriel normé complet.
Un isomorphisme entre l’espace de BanachE et l’espace de BanachF est
un isomorphisme des espaces vectoriels normés sous-jacents.

Quelques exemples d’espaces de Banach :
• R
• Rn muni d’une des normes suivantes :
- (x1, ..., xn) 7→

∑n
i=1 |xi|

- (x1, ..., xn) 7→
√∑n

i=1 x
2
i

- (x1, ..., xn) 7→ maxni=1|xi|
• L’ensemble des applications continues bornées d’un espace topologiqueX dansR
ouC, muni de la normef 7→ supx∈X |f(x)|
• Les espacesLp, comme on le verra en8
• Si F est un Banach etE un espace vectoriel normé , alorsL(E,F ) (ensemble
des fonctions linéaires continues deE dansF ) est un Banach (pour la normef 7→
sup‖x‖=1‖f(x)‖).

On rappelle que deux normes sont dites équivalentes si elles définissent la même
topologie.

Tout d’abord quelques propriétés des Banachs issues directement de la partie5 :
• Un isomorphisme algébrique (i.e. un isomorphisme au sens des espaces vectoriels )
continu entre espaces de Banach est un isomorphisme d’espaces vectoriels normés .
• Toutes les normes sont équivalentes sur desR-espaces vectoriels de dimension finie.
• Deux normes sont équivalentes si et seulement si chacune d’elle est inférieure à une
certaine constante multipliée par l’autre
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• Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet, et donc est un Banach.
• Les compacts d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont les fermés bornés.

Proposition 231 Etant donnés des espaces métriquesEi en nombre fini, le
produitE0× ...×En peut être équipé d’une métrique définie pard((xi), (yi))
de l’une des formes suivantes (entre autres) :
•
∑
i d(xi, yi)

•
√∑

i d(xi, yi)2

• p
√∑

i d(xi, yi)p
•maxid(xi, yi)
Ce sont bien des distances et elles sont équivalentes entre elles. La topologie
ainsi définie est la topologie produit, que l’on a définie plus tôt.

Proposition 232 Un espace métrique est complet si et seulement si l’intersec-
tion de toute suite décroissante de fermés non vides de diamètre tendant vers0
est non vide et donc réduite à un point.

Démonstration : Si l’espace métrique est complet, alors on considèrexn apparte-
nant aun-ième fermé ; la suite est de Cauchy, et converge donc vers un point ; quel que
soitn, ce point est limite d’une suite de points deXn ; donc il appartient àXn puisque
Xn est fermé. En outre, le diamètre tendant vers0, le diamètre de l’intersection est0 ;
donc il s’agit d’un seul point.
Réciproquement, étant donnée une suite de Cauchyxn, on considère la suite desXn

avecXn = {xk/k ≥ n} ; cette suite vérifie les hypothèses, donc l’intersection desXn

est réduite à un point. On montre facilement que ce point est limite desxn.ut

Proposition 233 Un produit fini d’espaces métriques complets, muni d’une
métrique comme défini ci-dessus, est complet.
Réciproquement un produit fini d’espaces métriques, muni d’une métrique
comme défini ci-dessus, est complet si et seulement si chacun des facteurs l’est.

Démonstration : La démonstration (pas très difficile) est laissée au lecteur.ut

Proposition 234 Si une suite de Cauchy a une valeur d’adhérence, elle est
convergente.

Démonstration : On considère une suite extraite qui converge, et on montre faci-
lement que la suite tend vers la même limite.ut

Corollaire 235 Un espace métrique compact est complet.

Démonstration : S’il est compact, toute suite a une valeur d’adhérence (par le
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théorème de Bolzano-Weierstrass199) ; il suffit alors d’appliquer la proposition précédente.ut

Théorème 236Le corpsR est complet pour sa métrique ; de mêmeRn muni
d’une norme est complet pour cette norme. Plus généralement un espace normé
de dimension finie est complet.

Démonstration : On considère une norme surE de dimension finie et une suite
de Cauchyxn. On montre que pour un certainN la suite est à valeurs dans la boule de
centrexN et de rayon1 à partir du rangN , directement par la définition d’une suite
de Cauchy ; on a donc une suite dans un compact, et donc la suite de Cauchy converge
vers un élément de cette boule.ut

On trouvera par exemple une utilisation de ce théorème dans244.

Proposition 237 Un sous-ensemble d’un métrique complet est complet si et
seulement si il est fermé.

Démonstration : Soit A un sous-ensemble fermé deX complet. Sixn est une
suite de Cauchy dansA, c’est aussi une suite de Cauchy dansX, donc elle converge.
SiA est fermé la limite est dansA. Réciproquement, on supposex dansA, et on choisit
une suitexn qui tend versx ; et on remarque quexn est de Cauchy et donc converge
vers une limite dansA puisqueA est complet.ut

Définition 238 (Série absolument convergente)Soit E un espace vectoriel
normé.(xn) dansE est appelée unesérie absolument convergentesi

∑
n≥0 ‖

xn ‖< +∞.

Théorème 239Un espace vectoriel norméE est complet si et seulement si
toute série absolument convergente(xn) est convergente dansE.

Démonstration : SupposonsE complet.
Soit une sériexn absolument convergente. Pourm > n on a

d(
n∑
i=0

xi,
m∑
i=0

xi) =‖
m∑

i=n+1

xi ‖

≤
m∑

i=n+1

‖ xi ‖

≤
+∞∑
i=n+1

‖ xi ‖

→ 0
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Donc la suiteyn =
∑n
i=0 xi est de Cauchy, et donc converge.

Réciproquement supposons maintenant que toute série absolument convergente
converge. On se donnexn une suite de Cauchy. On en extrait une sous-suite, et‖
xm−xnk ‖≤ 1

2k
pourm ≥ nk ; la série correspondante est absolument convergente ; il

est facile d’en déduire que la suite a une valeur d’adhérence, et donc qu’elle converge.ut

Théorème 240Si E est normé et siF est de Banach, alors l’espace normé
L(E,F ) est aussi de Banach.

Démonstration : Soitfn une suite de Cauchy dansL(E,F ). Pour toutx ∈ E, on
a ‖ fn(x) − fm(x) ‖≤‖ fn − fm ‖ . ‖ x ‖, donc la suitefn(x) est de Cauchy dans
F ; elle converge vers un élément que l’on notef(x). Il est clair quef est linéaire.
On fixe alorsε > 0. On choisitN tel que‖ fn − fm ‖≤ ε, pourn,m > N , et on
considèrex de norme< 1. En faisant tendrem vers l’infini on obtient que∀n > N
‖ fn(x) − f(x) ‖≤ ε ; doncf est bornée sur la boule unité, et doncf est continue.
On obtient avec la même formule la convergence defn versf au sens de la norme. En
résumé, la preuve s’obtient en montrant la convergence simple (facile), puis en mon-
trant que la limite est linéaire (trivial), puis qu’elle est continue (y’a qu’à l’écrire et ça
roule).ut

Corollaire 241 Le dualE′ d’un espace norméE est un espace de Banach.

Démonstration : Par application immédiate du théorème précédent.ut

Voir le corollaire704.

Théorème 242Si K est un espace compact etY un espace complet, alors
l’espace des applications continues deK dansY C0(K,Y ) est métrique com-
plet pour la distanced(f, g) = supxd(f(x), g(x)).

Démonstration : La compacité deK permet de vérifier que la fonctiond est bien
définie ; elle est clairement effectivement une métrique. Etant donnéefn une suite de
Cauchy dans l’espace considéré, on montre facilement que cette suite converge sim-
plement vers une certaine fonctionf ; en utilisant la continuité defn et la convergence
uniforme on conclut facilement à la continuité def . La convergence uniforme desfn
découle facilement du critère de Cauchy dans l’espace considéré.ut

Voir par exemple le théorème634. On peut citer aussi le fait que l’espace des appli-
cations continues d’un espaceK compact dans un espaceE de Banach est de Banach
pour la norme‖f‖∞ = supx‖f(x)‖E .

Exercice 243 Si E1, ...En sont des espaces vectoriels normés, avecF de Banach,
montrer que l’espace norméL(E1, ..., En);F ) est aussi de Banach.
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5.5.2 Complété d’un espace métrique

Théorème 244Tout espace métrique(X, d) se plonge isométriquement dans
un espace complet(X̃, d̃) avecX dense dans̃X.
Si on se donne deux tels plongements, alors l’identité surX s’étend de manière
unique en une isométrie dẽX1 et X̃2.

Définition 245 Un tel espace métrique complet est appelécomplétédeX.

Démonstration :
Existence :

• on commence par introduire une relation d’équivalence entre les suites de Cauchy :
on dit de deux suites qu’elles sont équivalentes si la distance entre l’une et l’autre tend
vers0 (ie (xn) est équivalente à(yn) si limxn − yn → 0).
• On considèreX̃ l’ensemble des classes d’équivalences pour cette relation.
• On note par[xn] la classe d’équivalence de la suitexn.
• On remarque que la distance entrexn et yn tend vers une limite donnée pourn ten-
dant vers+∞ (noter que pour ce point on utilise la complétude deR montrée un peu
plus tôt).
• On peut donc prendre pour distance surX̃ la limite de la distance entre deux suites
pourn tendant vers l’infini ; on vérifie facilement qu’il s’agit bien d’une distance.
• On peut prendre pour plongement la fonction qui àx associe la suite constante égale
àx.
• On constate facilement que ce plongement est une isométrie.
• On peut voir facilement que l’image du plongement est dense dansX̃ en considérant
pour une suite donnéexn la suite des suites de Cauchy constante égales àxn.
• On peut maintenant identifierX et son image.
• On considère maintenant une suite de Cauchy dansX̃, notéeyn.
• Pour toutn on peut choisirxn, suite de Cauchy, telle que la distance (dansX̃) entre
xn etyn soit inférieure à1/n.
• La suitexn est de Cauchy dans̃X, et donc aussi dansX. Par définition deX̃, la
limite de la suitexn est la classe des suites dont la distance àxn est nulle.
• Il ne reste plus qu’à voir queyn tend aussi vers cette limite.

L’unicité résulte du corollaire247.ut

Théorème 246Soient deux espaces métriquesA etB avecB complet. SiD
est une partie dense deA et f : D → B est uniformément continue, alors il
existe un et un seul prolongement continuf̃ : A → B. Cette fonctionf̃ est de
plus uniformément continue.

Démonstration : • L’unicité est évidente, par unicité de la limite et par la den-
sité deD dansA.
• L’existence découle immédiatement du critère de Cauchy, grâce à la complétude
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deB.
• Il reste à montrer l’uniforme continuité : soientx et y distincts dansA. Soit

xn → x etyn → y, avecxn etyn dansD. d(f̃(x), f̃(y)) ≤ 2d(f(xn), f(yn)) si n est
assez grand. L’uniforme continuité dẽf en découle immédiatement.

Cela servira à montrer quelques propriétés simples des espaces de Hölder, voir
738, et le théorème de Plancherel. L’escalier de Cantor utilise aussi ceci (voir partie
5.6.13). Cela permet aussi de voir que siE est métrique complet connexe localement
connexe, alorsE est connexe par arcs

Corollaire 247 Une isométriei : D → B d’un sous-ensemble dense de l’es-
pace métriqueA sur une partie de l’espace métrique completB s’étend de
manière unique en une isométrieĩ : A → B deA sur une partie deB. L’ex-
tensioñi est une bijection deA surB si et seulement sii(D) est dense dansB.

Démonstration : Evident, même preuve que pour le théorème246.ut

5.6 Zoologie de la topologie

5.6.1 Séparation de fermés par des ouverts dans un métrique

Proposition 248 SoientF1 etF2 deux fermés disjoints d’un espace métrique
(E, d). Alors il existe deux ouvertsU1 etU2 tels queF1 ⊂ U1 etF2 ⊂ U2, U1

etU2 étant disjoints.
En outre il existe une fonction continue deE dans[0, 1] dont la restriction àF1

est égale à0 et dont la restriction àF2 est1 (c’est à dire queχF2 ≤ f ≤ χF c1 ).

Démonstration : Considérer la fonctionf définie par

f(x) =
sup(d(x, F1)− d(x, F2), 0)

d(x, F1)

si x 6∈ F1 etf(x) = 0 sinon. puisU1 = f−1([0, 0.5[) etU2 = f−1(]0.5, 1]).ut

5.6.2 Théorème de Baire

Théorème 249 (Théorème de Baire)SoitX un espace topologique. SiX est
localement compact, ou s’il est métrique complet, alors
• Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense
• Une réunion dénombrable de fermés recouvrantX comporte un fermé d’in-
térieur non vide

Démonstration : Il suffit de montrer la première assertion, la seconde étant équi-
valente par passage au complémentaire.
On se donneUi une famille dénombrable d’ouverts avecUi = X. Soit V un ouvert

87



non vide. On veut montrer que l’intersection desUi a une intersection non vide avec
V . On poseV0 = U0 ∩V (ouvert non vide par densité deU0). Ensuite, par récurrence :
• Vn ⊂ Vn−1 ∩ Un pourn ≥ 1
• Cas métrique complet : on imposediam(Vn) ≤ 1

2n

• Cas localement compact :Vn compact
L’intersection desVn est non vide, car :
• Dans le cas localement compact, il s’agit d’une suite décroissante de compacts non
vides.
• Dans le métrique complet, il s’agit d’une suite décroissante de parties non vides de
diamètres tendant vers0.
Il suffit alors de choisir un élément dans l’intersection desVi.ut

Les lignes qui suivent fournissent de nombreuses applications du théorème de
Baire. Il y a aussi par exemple l’application5.6.18.

Proposition 250 Un espace de Banach de dimension infinie n’a pas de base
algébrique dénombrable.

Démonstration :
Supposons queE, espace de Banach de dimension infinie, ait une base dénom-

brable(en) pourn ∈ N.
Définissons alorsFn, espace vectoriel engendré par lesei pouri ≤ n.
Fn est alors un fermé (car de dimension finie, résultat189) et d’intérieur vide (fa-

cile). Or l’union desFn est égale àE ; doncE devrait être d’intérieur vide grâce au
théorème de Baire, ce qui est absurde.ut

Corollaire 251 R[X] n’est de Banach pour aucune norme.

Théorème 252 (Théorème de Banach-Steinhaus)SoitTα : E → F une fa-
mille d’applications linéaires continues de l’espace de BanachE dans l’espace
norméF . Si∀x supα ‖ Tαx ‖<∞, alorssupα ‖ Tα ‖<∞.

On verra une application à la transformation de Toeplitz (proposition610), qui
fournit une preuve élégante de la moyenne de Césaro (corollaire611).

Démonstration : On poseBn l’ensemble desx tels que∀α on a‖ Tα(x) ‖≤ n
Bn est fermé. L’hypothèse permet de dire que l’union desBn estE. Par le théorème
de Baire, l’un desBn est d’intérieur non vide. On en déduit facilement le résultat.ut

Corollaire 253 SoitTn : E → F une suite d’applications linéaires continues
de l’espace de BanachE dans l’espace norméF . SiT.x = limn→+∞Tn(x)
existe pour toutx, alorsT est une application linéaire continue.

Démonstration : Facile.ut
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Définition 254 (Application ouverte) Une application est diteouverte si
l’image de tout ouvert est un ouvert.

Théorème 255 (Théorème de l’application ouverte)Une application
linéaire continue surjective entre espaces de Banach est ouverte.

Démonstration : Donnons nous une telle applicationf , entre deux espaces de
BanachE etF . f est donc supposée linéaire, continue, et surjective. On montre qu’elle
est ouverte.
• SoitU un ouvert deE. Il suffit de montrer quef(U) est ouvert dansF .
• Soitx dansf(U). Il suffit de montrer quef(U) est un voisinage dex.
• Par translation, on peut supposerx = 0.
• Il suffit donc de montrer qu’une certaine bouleBF (0, r) dansF centrée en0 de

rayon un certainr > 0 est incluse dans l’image parf d’une boule arbitraireBE(0, r′)
dansE, centrée en0, de rayonr′, avecr′ tel queBE(0, r′) ⊂ U . Par linéarité de
f , on peut se limiter àr′ = 1. Il convient donc de montrer qu’il exister tel que
BF (0, r) ⊂ f(BE(0, 1)).
• Définissons, pourn ∈ N, Fn = f(BE(0, n)).
• D’après le théorème de Baire (ci-dessus), l’union desFn étant égale àE, il existe

un Fn d’intérieur non vide. Du coup,F1, par linéarité, est lui-même d’intérieur non
vide.
• Il existe donc une bouleBF (y, ε) centrée eny de rayonε > 0 incluse dansF1.
• Par symétrie−y ∈ F1. Finalement,BF (y, ε)−y ⊂ F1+F1, doncBF (0, ε) ⊂ F2

(F1 + F1 = F2 comme on s’en convaincra aisément).
• BF (0, ε2 ) ⊂ F1, d’où le résultat.ut

Corollaire 256 (Théorème d’isomorphisme de Banach)Une application
continue linéaire bijective entre espaces de Banach a un inverse continu (→est
un isomorphisme).

Démonstration : Conséquence immédiate du théorème de l’application ouverte.ut

Voir par exemple le théorème747, utilisant aussi le théorème de Riesz et le
théorème d’Arzéla-Ascoli.

Corollaire 257 SiE muni de la normeN1 est un Banach et siE muni de la
normeN2 est un Banach, alors siN1 ≤ λ.N2 pour un certainλ implique
N2 ≤ µN1 pour un certainµ. Donc si une des deux normes est plus fine que
l’autre, alors elles sont équivalentes.

Démonstration : L’identité de (E,N2) dans(E,N1) est continue, bijective, li-
néaire ; donc c’est un isomorphisme.ut
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Corollaire 258 (Théorème du graphe fermé)Soit T : E → F , linéaire
entre les BanachE et F . L’application T est continue si et seulement si le
graphe deT est fermé dansE × F .

Démonstration : Un sens ne pose pas de problème ; le graphe d’une application
continue est toujours fermé.
Réciproquement, supposons le graphe fermé, voir figure5.6.
• L’espaceE × F est en fait un espace de Banach.
• Le graphe est en fait un Banach (la linéarité deT permet de conclure que le graphe
est en fait un espace vectoriel, qui est fermé par hypothèse ).
• La projection du graphe surE restreinte au graphe est une application linéaire bijec-
tive du graphe surE ; par le corollaire256, son inverse est aussi continue. La projection
du graphe surF est aussi continue.
• La fonction considérée, composition de deux fonctions continues, est donc continue.ut

E

F

linéaire bijective
continue

continue
(par théorème d’isomorphisme
de Banach)

E x F = Banach

Banach

FIG. 5.6 – Schéma explicatif de la preuve du théorème du graphe fermé.

5.6.3 Distance d’un point à une partie

Proposition 259 Soit A une partie non vide d’un espace métrique(E, d).
L’application d̃ qui à x dansE associed(x,A) = inf{d(x, a)/a ∈ A} est
continue et1-lipschitzienne.

Cette proposition servira un peu partout, par exemple pour le lemme413(très
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utile pour approximer des fonctions par des fonctionsC∞), ou pour le lemme261, ou
pour voir que lesε-voisinages sont ouverts.

Démonstration : Soitx dansE, montrons quẽd est continue enx. Considéronst
dansE, et donnons nousε > 0 (figure5.7).

Par définition dẽd et de l’inf, il existea ∈ A tel qued(x, a) ≤ d(x,A) + ε. Alors
d(t, A) ≤ d(t, x) + d(x, a) ≤ d(t, x) + d(x,A) + ε, doncd̃(t) ≤ d̃(x) + d(t, x) + ε.
En faisant tendreε vers0 on obtientd̃(t) ≤ d̃(x) + d(x, t). De même on aurait̃d(x) ≤
d̃(t) + d(x, y). Donc

|d̃(x)− d̃(t)| ≤ d(x, t)

On en déduit la continuité et le caractère1-lipschitzien ded̃.ut
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FIG. 5.7 – Continuité de la distance à une partie : une simple application de l’inégalité
triangulaire.

Corollaire 260 La distance entre un compact et un fermé disjoints est> 0.

par distance entre un compact et un fermé on entend l’inf de la distance
entre un point du compact et un point du fermé.

Démonstration : La distance à un ensemble étant continue, la distance d’un point
du compact au fermé atteint son minimum sur le compact (voir182). Si la distance est
nulle, alors elle est nulle en un certain pointx du compact. On prend alors une suite
xn du fermé tendant versx (par exempled(xn, x) < 1/n) ; sa limite est nécessaire-
ment dans le fermé, doncx est à l’intersection du fermé et du compact, donc ces deux
ensembles ne sont pas disjoints. D’où la contradiction, et le résultat.ut

La distance entre deux fermés disjoints n’est pas nécessairement non nulle !
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Considérer dansR les fermésF1 etF2 définis par

F1 = N

F2 = {n+ 1
n

/n ∈ N ∧ n ≥ 2}

5.6.4 Approximation d’ouverts par des compacts

Lemme 261 SoitU un ouvert deRn. Pourm ≥ 1, notonsKm l’intersection
de

{x ∈ U/d(x,U c) ≥ 1
m
}

et de
B(0,m)

Alors :
• Pour toutm > 0 Km est compact
•Km ⊂ Int(Km+1)
• U = ∪iKi

• ∀K compact deU ∃m/K ⊂ Km

Ce résultat servira par exemple pour le corollaire725, ou pour l’utilisation de
la définition729, ou pour la proposition714.

Démonstration : • Km est borné (clairement),Km est une intersection de deux
fermés (rappelons que pour une partie non vide donnée l’application qui à un point
associe sa distance à cette partie est continue, voir proposition259). Un fermé borné
deRn est compact (corollaire187).
• Il suffit de voir que l’intérieur d’une intersection finie est l’intersection des inté-

rieurs.
• La distance d’un pointx deU au complémentaire deU est> 0 car le complé-

mentaire deU est fermée (un point à distance nulle d’un fermé est dans ce fermé).
• SoitK un compact inclus dansU .
L’inf de la distance d’un point deK au complémentaire deU est> 0 grâce à un

corollaire précédent. Donc cette distance est supérieure à1/m pourm assez grand. Il
suffit ensuite de prendrem assez grand pour queK soit inclus dans la boule fermé
B(0,m).ut

Lemme 262 (Approximation d’ouverts du plan par des compacts pas trop troués)
SoitΩ un ouvert deC (on pourrait direR2). Alors il existe une suite de com-
pactsKn inclus dansΩ tels que :
•Kn ⊂ Int(Kn+1)
• Tout compact deΩ est inclus dans un certainKn

• Toute composante connexe de(C ∪ {∞}) \ Kn contient une composante
connexe de(C ∪ {∞}) \ Ω
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La dernière condition signifie simplement qu’il n’y a pas de "trous" su-
perflus dans lesKn. La seconde condition implique que la réunion desKn estΩ.
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Démonstration : On utilise les mêmesKn que dans la partie précédentes.
Le seul problème est de vérifier que la dernière condition est vérifiée.
On se donne doncC une composante connexe deĈ \Kn

6, etx appartenant à cette
composante connexe.

Alors nécessairement|x| > n ou |x− f | < 1/n pour un certainf dansF , avecF
le complémentaire deΩ.

Dans le cas|x| > n, alors lesλ.x, pourλ réels≥ 1, forment une demi-droite, qui
unie à{∞}, forme un connexe, inclus dansC, et intersectant une composante connexe
deĈ \ Ω (puisque∞ 6∈ Ω !).

Dans le cas|x− f | < 1/n, le segment[x, f ] est inclus dansC, doncC contientf ,
et donc intersectêC \ Ω, au moins enf .

D’où le résultat.ut

5.6.5 Homéomorphisme entre une boule fermée et un compact convexe
d’intérieur non vide

Proposition 263 SoitK un compact convexe d’intérieur non vide deRn.
AlorsK est homéomorphe à la boule unité fermée.

Démonstration :
• On peut supposer que0 appartient à l’intérieur deK.
• On peut agrandirK jusqu’à ce qu’il contienne la boule unité fermée.
• On définit la fonctionf de la boule dansK qui àx associeT.x avecT le sup

dest ∈ R+ tels quet.u appartient àK, avecu le vecteur directeur dex (x/‖x‖). On
définitf(0) = 0.
• Montrons tout d’abord quef est bien définie. Six est non nul,K étant borné, le

sup dest en question est bien défini six est non nul (le casf(0) étant séparé).
• t.u appartient àK pour toutt < T , par convexité deK. Le fait queK est fermé

fait queT.u appartient àK. Si x est de norme1, le problème est donc résolu. Six est
de norme plus petite que1, a fortiori,T.x appartient àK par convexité deK.
• Il faut maintenant montrer quef est continue.
• f est continue en0. En effet il est clair quef(x) tend vers0 quandx tend vers0.
• Il convient maintenant de montrer quef est continue enx autre que0. Pour cela

il suffira de montrer que la fonction qui àu associeT le sup dest ∈ R+ tels quet.u
appartient àK est continue sur la sphère (ensuite il est clair que la multiplication par
un scalaire est continue, que la fonction qui à un vecteur associe son vecteur directeur
est continue (par quotientx/‖x‖).
• La figure5.8parle d’elle même.ut

Cela permet d’appliquer des triangulations sur la boule unité fermée (enfin sur
un simplexe homéomorphe à la boule), voir théorème312.

5.6.6 Intersection vide d’une suite décroissante de fermés convexes
non vides bornés d’un espace vectoriel normé

SurR l’intersection d’une suite décroissante de convexes fermés bornés non vides
ne saurait être vide. Dans le cas général il en est tout autrement.

6Ĉ est le compactifié d’Alexandrov deC (C ∪ {∞})
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FIG. 5.8 – Par hypothèse, la bouleB est incluse dansK. On se donnez le point
f(u), c’est à dire le "bord" deK dans la directionu. Alors la zone grisée appartient
nécessairement àK par convexité.f(v) est alors nécessairement au delà de∆1 par
convexité deK, et en deça de∆2, par définition dez. D’où la continuité def .

• SoitE l’espace des fonctions continues de[0, 1] dansR.
• C’est un espace vectoriel normé pour la norme infinie. C’est même un espace de

Banach.
• Soit (xn)n∈N une suite de rationnels dense dans[0, 1].
• Soit Cn l’ensemble des applications deE nulles enxi pour touti dans[0, n],

bornées par2 et d’intégrale1 sur[0, 1].
• LesCn sont non vides, convexes, fermés, bornés, décroissants.
• L’intersection desCn ne peut contenir que des fonctions nulles sur tous les ra-

tionnels, et continues, donc l’intersection desCn ne peut pas contenir de fonction non
nulle. Or L’intersection desCn ne peut contenir que des fonctions d’intégrale1.ut

5.6.7 Valeurs d’adhérence6= limites de suites extraites

Proposition 264 L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite n’est pas né-
cessairement égal à l’ensemble des limites de sous-suites extraites.

Démonstration : En effet, soitE l’ensemble des applications continues de[0, 1]
dans[0, 1] ; on le munit de la topologie produit, c’est à dire de la topologie de la conver-
gence simple (il est facile de vérifier que c’est pareil...).
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• Un voisinage de la fonction nulle dansE est de la forme{f/∀i ∈ [1, n]|f(xi)| ≤
εi} (∗), avec lesεi positifs, et lesxi dans[0, 1].
• On considère les applications en dents de scie, égales à0 enx0, enx1, enx2, ...

, enxn, avecxi < xi+1, x0 = 0 etx1 = 1 ; et affine entrexi et xi+xi+1
2 et xi+xi+1

2 et
xi+1, avecf(xi+xi+1

2 ) = 1, avec lesxi rationnels.
• On peut clairement les énumérer, et donc il s’agit d’une suite.
• la suite nulle est clairement dans l’adhérence de cette suite (prendre un voisinage

de la fonction nulle écrit sous la forme(∗), et regarder ce qu’il se passe.
• aucune suite extraite ne peut tendre simplement vers la fonction nulle, sinon le

théorème de convergence dominée de Lebesgue permettrait de dire que l’intégrale de
la fonction nulle est la limite de l’intégrale des fonctions de la suite - or toute fonction
de notre suite a une intégrale1

2 .ut

5.6.8 Les espaces projectifs

Proposition 265 Les espaces projectifs sont compacts et connexes par arcs.

On trouvera plus d’informations sur ce sujet dans la partie33.2.4.

5.6.9 Le cube de Hilbert

Définition 266 On appellecube de Hilbert l’espace produit[0, 1]N, muni de
la topologie produit ([0, 1] étant muni de la topologie usuelle sur les segments
de réels).

Propriétés :
• Le cube de Hilbert est connexe par arcs (considérer, étant donnés deux suites de

réels(xn)n∈N et(yn)n∈N, l’application qui àt associe(xn+t.(yn−xn))n∈N). Chaque
composante étant continue, cette application est continue.
• Le cube de Hilbert est métrisable (considérer l’application qui à(xn) et (yn)

associe
∑
n∈N

|xn−yn|
2n .

• Le cube de Hilbert est compact ; par application du théorème de Tykhonov.

Théorème 267Tout espace métrique compactK est homéomorphe à un sous-
espace topologique du cube de Hilbert.

Démonstration :
• Etant donnén ∈ N, on considère un recouvrement deK par des boulesbn,i pour

i ∈ [1, t(n)], en nombre fini et de rayon1/n (on peut toujours construire un recouvre-
ment fini, en extrayant un recouvrement fini du recouvrement comportant TOUTES les
boules de rayon1/n, via la compacité deK).
• On noteBn,i la boule de même centre quebn,i, mais de rayon double (2/n)
• On peut, par le lemme d’Urysohn411, trouver une fonction continuefn,i égale à

1 surbn,i, comprise entre0 et1, et nulle en dehors de la bouleBn,i.
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• On peut alors construire l’applicationf qui à un pointx deK associe

(f1,1(x), ..., f1,t(1)(x), f2,1(x), ..., f2,t(2)(x), ..., fm,1(x), ..., fm,t(m)(x)...),

qui est un élément du cube de Hilbert.
• Cette application est continue, puisque toutes ses composantes sont continues.
• Elle est injective, on l’a d’ailleurs un peu beaucoup construite pour ça.
• f deK dansf(K) est alors une application continue bijective d’un espace com-

pact dans un espace séparé ; ceci implique quef est un homéomorphisme, d’après le
corollaire180.ut

5.6.10 Fonction non continue vérifiant la propriété des valeurs in-
termédiaires

Il suffit de considérer la fonction qui à un réelx associesin(1/x) si x est non nul
et0 sinon.

5.6.11 Tous les fermés deRn s’expriment comme zéros de fonctions
indéfiniment dérivables

� Des fermés particuliers, le cas de la dimension1

Lemme 268 Il existe une fonctionC∞ deR dansR qui s’annule exactement
sur ]−∞, 0].

Démonstration :
• On posef(x) = exp(−1/x) pourx > 0, f(x) = 0 sinon.
• Il est clair quef estC∞ surR∗.
• En 0 on peut facilement voir que toutes les dérivées sont nulles, car leurs limites

sont nulles, puisqu’elles s’expriment comme produit d’une fraction rationnelle par un
exp(−1/x). ut

Lemme 269 Tout intervalle ouvert deR s’exprime comme complémentaire de
l’ensemble des zéros d’une fonctionC∞.

Démonstration : • ]a,+∞[ ou ]−∞, a[ : voir lemme précédent.
• ]a, b[ est l’ensemble des zéros dex 7→ f(x− a).f(b− x).ut

Lemme 270 Tout fermé deR s’exprime comme ensemble des zéros d’une fonc-
tionC∞.

Démonstration :
• On noteU le complémentaire du fermé à étudier.
• U est ouvert.
• U est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints (preuve en vérifiant

qu’il y a un rationnel dans toute composante connexe d’un ouvert)
• On noteφn une fonction (voir lemme précédent)C∞ qui s’annule exactement

sur le complémentaire dun-ième intervalle de la partition ci-dessus.
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• On noteφ la somme desφn. Cette somme est bien définie car il y a au plus un
desφn qui est non nul en un point donné.
• φ est indéfiniment dérivable, comme on s’en rend facilement compte en regardant

ce qu’il se passe au voisinage d’un point donné - qui n’appartient qu’à un seul support
deφn.ut

� Des fermés particuliers, le cas général : dimension quelconque

Lemme 271 SoitB une boule ouverte deRn ; il existe une fonctionC∞ nulle
partout sauf dans cette boule, où elle est> 0.

Démonstration : On montre le résultat pour la boule unité ouverte, la généralisa-
tion étant évidente.
• Soitf(x) = exp(− 1

1−‖x‖2 ) pourx tel que‖x‖ < 1, etf(x) = 0 sinon. La norme
ici évoquée est la norme euclidienne.
• la situation étant invariante par rotation, on se contente de montrer que la fonction

estC∞ sur le premier axe (i.e. l’ensemble des(x, 0, 0, ...0) pourx dansR).
• Pour cela on montre que chaque dérivée partielle estC∞.
• Tout d’abord dans le cas d’un point autre que0 ou1 :
- La dérivée partielle suivant un autre axe que le premier est clairement nulle, par

symétrie du problème.
- La dérivée partielle suivant le premier axe est clairementC∞, comme composée

d’applicationsC∞, voir le lemme269.
• Et en zéro, il suffit de voir que le carré de la norme euclidienne est une fonction

polynômiale, doncC∞.
• Le cas1 se traite facilement, comme dans le lemme268.ut

Lemme 272 Tout ouvert s’écrit comme réunion dénombrable de boules ou-
vertes.

Démonstration :
• On considère la suitexn des points à coordonnées rationnelles deU , un ouvert.
• Pour toutxn, on définitrn le sup desr tels queB(xn, r) ⊂ U .
• rn est bien positif strictement, puisqueU est ouvert.
• Il est clair que tout rationnel deU est inclus dans la réunion desB(xn, r).
• Tout pointx est inclus dans une boule centrée surx de rayonε incluse dansU ;

donc une boule centrée sur un rationnel situé à une distance au plusε/3 de x et de
rayon maximal va contenirx. En effet
•Des deux• précédents, on déduit donc que notre ouvert s’exprime comme réunion

dénombrable de boules ouvertes.ut

Théorème 273 (Le résultat tant attendu)Tout fermé de Rn s’exprime
comme zéro d’une fonctionC∞.

Démonstration : • Soit F un fermé. On considèreU son complémentaire. On
écritU comme une réunion dénombrable de boules ouvertesBn.
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• On fait alors une somme pondérée de fonctions comme définies dans le lemme
271. Avecφ la fonction donnée par le lemme271 pour la boule unité, on peut écrire
cette somme comme

∑∞
i=1 ciφ(2x−xiri

.
• Il faut maintenant parvenir à sommer lan-ième fonction pondérée par le terme

(strictement positif) nécessaire pour ramener toutes ses dérivées en dessous de1/2n

fois une constante ne dépendant que de l’ordre de la dérivée ; ainsi on aura conver-
gence normale de toutes les dérivées et donc la somme seraC∞. La difficulté est que
contrairement au cas de la dimension1, les boules ne sont pas disjointes.
• Il est suffisant pour cela que la somme desci/r

k
i soit convergente. En effet, dans

ce cas la dérivéek-ième deciφ(x−xiri
sera majorée par la borne sur la dérivéek-ième

deφ, divisée parrki .

• Il suffit de choisirci = e
− 1
ri .2−i ; ainsi

∑
ci/r

k
i =

∑
2−i.e−

1
ri /rki ≤

∑
2−i.Mk

avecMk le sup dexk.e− 1
x .ut

5.6.12 Le compactifié d’Alexandrov

On se donneX un espace topologique séparé, non compact, localement compact.
L’objectif va être de construire un espacẽX à peine plus gros queX, qui lui sera
compact, et qui contient un sous-espace topologique homéomorphe àX.

On poseX̃ = X ∪ {∞}. On définitT l’ensemble constitué :
- des ouverts deX
- desX̃ \K, oùK est un compact deX.
• Il est facile de vérifier queT est une topologie. L’ensemble des ouverts deX est

bien stable par intersection finie et par réunion quelconque ; et l’ensemble des complé-
mentaires de compacts deX dansX̃ est bien lui aussi stable par intersections finies
et réunion quelconques (rappelons qu’une réunion finie de compacts est compacte et
qu’une intersection quelconque de compacts est compact - comme fermé d’un com-
pact) ; il suffit donc de vérifier que la réunion (resp. l’intersection) d’un ouvert deX et
d’un complémentaire de compact deX est bien un ouvert deX ou un complémentaire
de compact deX.

Pour cela soitU un ouvert deX, etK un compact deX, de complémentaireV .
U ∩V est l’intersection d’un ouvert avecV \K qui est un ouvert ; donc c’est un ouvert
deX. Et U ∪ V est le complémentaire deK ∩ U ′, avecU ′ le complémentaire deU
dansX̃.
•Montrons queX est dense dans̃X. Pour le voir il suffit de voir que tout voisinage

de∞ intersecteX ; ce qui est clair carX n’est pas compact7.

• On va maintenant montrer queX est homéomorphe à un sous-espace deX̃.
L’identité deX dansX̃ est injective. Les ouverts dẽX inclus dansX étant exactement
les ouverts deX, il est clair qu’il s’agit bien d’un homéomorphisme.
• Montrons maintenant quẽX est séparé (premier pas pour montrer qu’il est com-

pact). On peut séparer deux points deX par des ouverts, puisqueX est séparé. Mon-
trons maintenant qu’on peut séparer un pointx ∈ X de∞. On se donne pour cela
K un voisinage compact dex, ce qui peut se faire puisqueX est localement compact.

IntK et X̃ \K sont des ouverts séparantx et∞.
• Montrons maintenant quẽX vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, c’est à dire

que de tout recouvrement d’ouverts deX̃ on peut extraire un recouvrement fini. Soit
X = ∪i∈IUi, avec lesUi ouverts. Un certainUi0 contient∞. Son complémentaire est

7Je souligne de temps à autre les endroits où s’appliquent les hypothèses
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compact, et recouvert par lesUj , pourj 6= i0 ; on peut donc le recouvrir par lesUj ,
pourj ∈ J fini. L’ensemble desUi pouri ∈ J ∪ {i0} est un recouvrement fini dẽX.

Exemple :R̃n est homéomorphe à la sphère unité deRn+1 8.

Théorème 274 (Compactifié d’Alexandrov)SiX est un espace topologique
non compact et localement compact, il existe un espace topologiqueX̃ com-
pact appelécompactifié d’Alexandrov deX et tel que :
•X est dense dans̃X. •X est homéomorphe à un sous espace topologique de
X̃.

5.6.13 Le cantorK3

Définition 275 (CantorK3) On noteC0 l’ensemble[0, 1].
On noteC1 l’ensemble[0, 1

3 ] ∪ [ 2
3 , 1].

On noteC2 l’ensemble[0, 1
9 ] ∪ [ 2

9 ,
3
9 ] ∪ [ 6

9 ,
7
9 ] ∪ [ 8

9 ,
9
9 ]

...
On noteCn l’ensemble1

3 .Cn−1 ∪ (Cn−1 + 2). 13 .

On noteK3 l’intersection desCn, pourn ∈ N. On appelle cet ensembleen-
semble triadique de Cantor.
On le munit d’une topologie en considérant la restriction de la distance usuelle
àK3.

FIG. 5.9 – Construction de l’ensemble de Cantor. Les lignes successives représentent
C1, C2, C3, C4.

8Cette sphère est de dimension topologiquen.
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Proposition 276 L’ensemble triadique de CantorK3 est aussi l’ensemble des
réels de[0, 1] dont le développement 3-adique ne comporte que des0 ou des2.

Démonstration : Cela se prouve facilement en considérant l’intersection desCi
jusqu’à un certain rang, et en prenant la limite en l’infini.ut

Proposition 277 L’ensemble triadique de CantorK3 est compact.

Démonstration : K3 est fermé, car c’est une intersection de fermés, et borné car
inclus dans[0, 1]. Donc il est compact, comme tout fermé borné deR.ut

Proposition 278 L’ensemble triadique de CantorK3 est de mesure nulle et
d’intérieur vide.

Démonstration : K3 est mesurable, comme intersection dénombrable de fermé.
La mesure deK3 est inférieure à la mesure deCn, pour toutn ; doncK3 est de mesure
nulle.K3 est d’intérieur vide, sinon il ne serait pas de mesure nulle.ut

Proposition 279 L’ensemble triadique de CantorK3 est homéomorphe à
{0, 1}N, ensemble des suites de{0, 1}, muni de la topologie produit de la to-
pologie discrète sur{0, 1}.

Démonstration : Soit la fonctionf qui à une suiteun de{0, 1} associe la somme
des2.un/3n. Cette fonction est injective, clairement. Elle est surjective (proposition
276). Voyons maintenant la continuité def ; en fait on va considérer la continuité de
f−1. Pour cela on considère l’image réciproque d’un ouvert non vide de la base d’ou-
verts de la topologie produit constituée des produits d’ouverts tels qu’un nombre fini
d’ouverts seulement soient différents de{0, 1}. Il est suffisant pour que l’image réci-
proque dex soit dans cet ouvert que les premiers chiffres soient les mêmes, et donc
que la distance soit suffisamment petite.
Enfin toute fonction continue bijective d’un compact dans un séparé est un homéomor-
phisme (d’après le corollaire180), ce qui permet de conclure.ut

Proposition 280 L’ensemble triadique de CantorK3 esttotalement discon-
tinu , ce qui signifie que la composante connexe d’un point est réduite à ce
point.

Il suffit de montrer qu’étant donnésx et y dansK3, il existe deux ouverts fermés
disjoints contenant l’unx et l’autrey. En effet ainsi la composante connexe dex sera
différente de la composante connexe dey.
Pour cela on peut considérer indifférementK3 comme le produit{0, 1}n ou comme
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l’intersection desCn ; dans le premier cas il suffit de considérer le premier rang auquel
les deux suites diffèrent, dans le deuxième cas, le premier chiffre dans le développe-
ment triadique pour lequelx ety diffèrent.ut

Proposition 281 L’ensemble triadique de CantorK3 ne comporte pas de
point isolé.

On note qu’un ensembleparfait est un ensemble fermé et dépourvu de point isolé.
K3 sera donc un ensemble parfait.

Démonstration : Facile, soit en considérant un ouvert de la base d’ouverts dans
le cas du produit{0, 1}N, soit en considérant l’intersection d’une boule ouverte avec
K3 dans le cas de l’intersection desCn (bien entendu, une seule de ces deux preuves
suffit !).ut

Proposition 282 K3 et∅ sont les deux seuls compactsK inclus dans[0, 1] qui
vérifient

K.
1
3
∪ (K.

1
3

+
2
3

) = K

Démonstration : Il est facile de vérifier que∅ etK3 sont des solutions de l’équa-
tion donnée.
On considère maintenant l’ensembleK([0, 1]) des compacts non vides inclus dans
[0, 1], et l’applicationf qui à un compactK associeK. 13 +K. 13 + 2

3 .
Cette application associe bien un compact inclus dans[0, 1] à un compact inclus dans
[0, 1]. On va considérer un compactA donné, non vide, et on va montrer quefn(A)
tend versK3 pour la distance de Hausdorff.

Définition 283 (Définition de la distance de Hausdorff)On définit tout
d’abord :

Vε(A) = {x|d(x,A) < ε}

Vε(A) est appeléε-voisinage ouvert deA. Il est ouvert par la proposition259.
Ensuite on noteD(A,B) et on appelledistance de Hausdorffle réel

D(A,B) = inf{x/A ⊂ Vx(B) ∧B ⊂ Vx(A)}

défini sur l’ensembleK(E) des compacts non vides d’un espace métriqueE
donné.

Il s’agit bien d’une distance ;
• D(A,B) >= 0 etD(A,B) <∞ est clair
• D(A,B) = 0→A = B est clair
• l’inégalité triangulaire se vérifie facilement
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Proposition 284 Si E est un espace métrique complet, alors l’ensemble des
compacts non vides deE muni de la distance de Hausdorff est complet.

Démonstration : SoitKn une suite de Cauchy dans l’ensemble des compacts non
vides deE.
Alors il existe une suiteεN → 0 telle que

∀k, n > N D(Kk,Kn) < εN

et donc
∀k, n > N Kk ⊂ VεN (Kn)

On considère alorsK l’ensemble desx tels qu’il existe une suitexn telle quexn ∈ Kn

etxn admetx pour valeur d’adhérence.
K est fermé. En effet :
- soity∞ dansK. Il existe(ym) suite dansK tendant versy∞.
- ym est limite d’une certaine suite d’élémentsxn tels quexn ∈ Kn. On considère une
suite extraitexnm telle qued(xnm , ym) → 0 commem → ∞. On définitxn pourn
n’appartenant pas à l’ensemble desnm, en le choisissant de manière quelconque dans
Kn.
Alors

d(xnm , y∞) ≤ d(ym, y∞) + d(xn,m, ym)→ 0

Doncy∞ est valeur d’adhérence desxn, doncy∞ ∈ K. D’où K ⊂ K, et doncK est
fermé. Fermé d’un complet, il est donc aussi complet.

K est aussi précompact. En effet : - Soitε > 0.
- Il existe clairementN tel queK soit inclus dansVε(KN ).
- pour touty dansK, il existexy dansKN tel qued(y, xy) < ε.
- On peut construire surKn (puisqu’il est compact) un recouvrement fini par des boules
centrés sur leszi de rayonε.
- Les boules centrées sur leszi de rayon2ε recouvrent doncK. On peut supprimer les
zi inutiles, ie tels queB(zi, 2ε) ∩K = ∅. Il reste leszi, pour, disons,i ∈ [1,M ].
- On peut alors déterminer, pour touti ∈ [1,M ], un élémentz′i deK à distance< 2ε
dezi (puisqu’on a supprimé leszi inutiles).
- Les boules centrées sur lesz′i et de rayon4ε montrent alors queK est précompact.
Précompact et complet,K est donc compact (voir théorème169).

Il convient de montrer queK est non vide, ce qui sera fait en même temps que la
preuve de la convergence desKn ci-dessous (en effetKn sera inclus dansVε(K)).
K est limite desKn pour la distance de Hausdorff ; pour le montrer il faut voir que
pour toutε il existe unN tel que pourn ≥ N on ait
•K ⊂ Vε(Kn) (trivial)
•Kn ⊂ Vε(K) : pour cela on considèrex dansKn, avecn tel queεn ≤ ε.
On considère alors
• n0 > n tel queεn0 ≤ ε/21, etxn0 dansKn0 , tel qued(x, xn0) ≤ ε/20

• n1 > n0 tel queεn1 ≤ ε/22, etxn1 dansKn1 , tel qued(xn0 , xn1) ≤ ε/21

• n2 > n1 tel queεn2 ≤ ε/23, etxn2 dansKn2 , tel qued(xn1 , xn2 ≤ ε/22

...
• np > np−1 tel queεnp ≤ ε/2p+1, etxp dansKnp , tel qued(xnp−1 , xnp) ≤ ε/2p
...
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La suite desxnp est de Cauchy, donc elle converge vers un certainy ; en sommant les
distances ont montre facilement qued(x, y) ≤ 2.ε. Pour compléter la suite desxn pour
np ≤ n ≤ np+1, il suffit de prendre un point quelconque dansKn.ut
On peut maintenant terminer notre démonstration sur le fait queK3 est le seul compact
non vide tel queK3 = f(K3).
On montre facilement quef est contractante de rapport1

3 pour la distance de Haus-
dorff. On peut donc conclure par le théorème du point fixe474; K est le seul compact
non vide satisfaisant à l’équation.ut

Une autre propriété est le fait que pourE métrique compact,K(E) est compact.
On peut utiliser le Cantor triadiqueK3 pour construire une fonction continue,

croissante, dérivable presque partout, de dérivée nulle presque partout, et poutant non
constante (égale à0 en0 et à1 en1).

5.6.14 Une distance sur les sous-espaces vectoriels d’un espace vec-
toriel de dimension finie

On se donneE un espace vectoriel de dimension finien. On appelleS l’ensemble
des sous-espaces vectoriels deE. Alors on définit la distanced surS par

d(F,G) = dim(F +G)− dim(F ∩G)

Définition 285 Cette distance est appeléedistance de Grassman.

Proposition 286 La distance de Grassman bien une distance.

Démonstration : En effet :
• d est bien positive (facile)
• d est symétrique (encore plus facile)
• d(F,G) = 0 impliquedim F ∩ G = dim F + G or F ∩ G ⊂ F ⊂ F + G et

doncF ∩ G = F et doncF ⊂ G ; de même on obtiendraitG ⊂ F ; et donc au final
F = G.
• Il reste à montrer l’inégalité triangulaire. Pour cela on aura besoin de la définition

suivante :

Définition 287 On appellechaîne entre les sous-espaces vectorielsF etG
une suite finie de sous-espaces vectoriels , le premier étantF , le dernier étant
G, et chaque élément de la chaîne étant un hyperplan du sous-espace vectoriel
suivant, ou au contraire le sous-espace vectoriel suivant étant un hyperplan de
ce sous-espace vectoriel ; formellement cela signifie qu’il existeF1, ..., Fp tels
queF = F1,G = Fp, et pour touti ∈ [1, p− 1], Fi est un hyperplan deFi+1

ouFi+1 est un hyperplan deFi.
p est appelélongueur de la chaîne.

On procède par étapes :
- Si F ⊂ G, il y a entreF etG une chaîne de longueurdim G− dim F .
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- Dans le cas général il y a entreF etG une chaîne de longueurd(F,G) (facile
en passant par l’espaceF ∩ G - il suffit de se rappeler quedim F + G = dim F +
dim G−dim F ∩G). On va maintenant se préoccuper de montrer que cette chaîne est
de longueur minimale.

- Si on a une chaîneA,B,C, avecA etC hyperplans deB (c’est-à-dire queB est
le plus grand de nos3 élémentsA,B etC), alors on a aussi une chaîneA,A ∩C,C, à
moins queA = C.

- Si on a une chaîne, on peut la remplacer par une chaîne de même longueur entre les
deux mêmes sous-espaces vectoriels et de manière à avoir des inclusions décroissantes
puis croissantes.

- la longueur d’une chaîne entreF etG est au moinsd(F,G). On sait donc, avec
le résultat obtenu plus haut, qued(F,G) est la longueur minimale d’une chaîne entre
F etG. On peut remarquer qu’on aurait pu raisonner de même en utilisant une chaîne
croissante puis décroissante en passant parF+G au lieu de décroissante puis croissante
en passant parF ∩G.

- l’inégalité triangulaire en résulte aisément.ut

Proposition 288 Pour la distance de Grassman, tout isomorphisme algé-
brique est une isométrie.

Démonstration : Facile, puisque la distance de Grassman ne dépend que de di-
mension d’espaces, qui est préservé par isomorphisme algébrique.ut

5.6.15 Topologie et approximation de fonctions caractéristiques

On consultera la partie9.1(et les parties suivantes pour des applications).

5.6.16 Points fixes

� Point fixe d’un endomorphisme dans un compact convexe

Lemme 289 SoitK un compact convexe d’un espace vectoriel norméE, etf
un endomorphisme continu deE tel quef(K) ⊂ K ; alors il existex ∈ K tel
quef(x) = x.

Démonstration :
• On se donnex0 ∈ K, et on définit la suite(xn) parxn+1 = f(xn).
• On définit alorsyn = 1

n

∑n−1
i=0 xn ; yn ∈ K par convexité deK.

• Par compacité deK, on peut extraire une suite convergente de la suite des(yn)
(puisqueE est un espace vectoriel normé , donc un espace métrique, le théorème de
Bolzano-Weierstrass199s’applique).
• Soity la limite de cette suite.
• f(yn)−yn = xn−x0

n ; la suite(xn) étant bornée (puisqueK est compact dans un métrique)
et en passant à la limite puisquef est continuef(y) = y.ut

� Un théorème de point fixe dans un espace de Hilbert

Ce résultat est directement inspiré de la note "Un théorème de point fixe en dimen-
sion finie : application aux sous-groupes compacts deR

n", de Richard Antetomaso,
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dans la 104ème intégrale de la Revue de Maths Spé, 1993-1994.

Théorème 290On se donneH un espace de Hilbert, etK un compact convexe
non vide deH, et un sous-groupe compactG de l’ensemble des automor-
phismes deH (qui sont aussi des homéomorphismes). On suppose que pour
tout g dansG, g(K) ⊂ K. Alors il existea appartenant àH point fixe com-
mun, ie tel que∀g ∈ G, g(a) = a.
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Il faut bien comprendre pour quelle topologieG est compact. Il s’agit de
la topologie produit deHH .

Démonstration :
• On définit surH une norme‖.‖′ définie par

‖x‖′ = sup{‖g(x)‖/g ∈ G}

Cette norme est bien définie et à valeurs finies, carG est compact ; utiliser le corol-
laire182avec la fonction qui àg associe‖g(x)‖.
• Montrons qu’il s’agit bien d’une norme.
- ‖λx‖′ = sup{‖g(λx)‖/g ∈ G}

= sup{‖|λ|g(λx)‖/g ∈ G}

= |λ| sup{‖g(λx)‖/g ∈ G}

= |λ|‖g(x)‖′

- ‖x‖′ = 0 implique clairementx = 0.
- Enfin,

‖x+ y‖′

= sup{‖g(x+ y)‖/g ∈ G}

= ‖g0(x+ y)‖

≤ ‖g0(x)‖+ ‖g0(y)‖

≤ ‖x‖′ + ‖y‖′

car par hypothèseG est compactet une fonction continue sur un compact atteint ses
bornes (voir corollaire182).

Le cas d’égalité est atteint si‖g0(x)‖ + ‖g0(y)‖ = ‖g0(x + y)‖, donc sig0(x) et
g0(y) sont positivement liés (carH est un espace de Hilbert), donc six ety sont positi-
vement liés puisqueg0 est un automorphisme (les éléments deG sont des automorphismes).
Cela signifie précisément que notre norme est strictement convexe.
• Supposons maintenant que∀x∃g ∈ G/g(x) 6= x.
• Considérons, pourg ∈ G, l’ensembleΩg des éléments dex deK tels queg(x) 6=

x.
• ∀gΩg est ouvert, puisqueg, l’identité, et l’addition sont continues

(g est continue par hypothèse, l’identité est continue9, et voir la proposition163 pour
vérifier que l’addition est bien continue).

9L’image réciproque de tout ouvert est bien un ouvert !
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• LesΩg recouvrentK (c’est ce qu’on a supposé ci-dessus).
• Par définition des compacts, et puisqueK est compact, on peut extraire un recou-

vrement finiK = ∪i∈[1,n]Ωgi . On note quen ≥ 1, carK est non vide.
•On applique alors le lemme289à l’endomorphisme continux 7→ 1

ng1(x)+ · · ·+
gn(x) (deK dansK, bien défini par convexité deK), continue par continuité desgi.
On en déduit qu’il existex tel quenx =

∑
i gi(x).

• On a alorsn‖x‖′ ≤
∑
i ‖gi(x)‖ = n‖x‖ (car

lesgi sont des isométries et car les isomorphismes d’espaces de Hilbert sont des isométries.).
• On a montré plus haut que la norme était strictement convexe ; donc pour avoir

le cas d’égalité ci-dessus il faut que lesgi(x) soient positivement liés ; or ils ont tous
même norme, puisque lesgi sont des isométries ; donc tous lesgi(x) sont égaux.
• Du coup pour touti dans[1, n], ngi(x) = nx ; doncgi(x) = x. D’où la contra-

diction ;x n’appartient pas à l’union desΩgi , alors qu’il appartient àX, et que cesΩgi
recouvrentK.ut

5.6.17 Cas particulier des espaces vectoriels normés de dimension
finie

Voir 11.5.5.

5.6.18 f : R → R estC∞ et ∀x∃n/f (n)(x) = 0, alors f est polyno-
miale

Proposition 291 f : R → R estC∞ et∀x∃n/f (n)(x) = 0, alorsf est poly-
nomiale.

Cet exercice est extrait du livre [5] ; nous avons tâché de préciser un peu plus les
détails de la preuve.

Démonstration : • On considèreΩ l’ensemble des points au voisinage desquelsf
est polynomiale
• Ω est ouvert, car six ∈ Ω, alors il existeV ouvert contenantx dans lequel tout point
y admet un voisinage sur lequelf est polynomiale : il s’agit simplement de l’ouvertV .
• Soit ]u, v[ inclus dansΩ, alors il existe un polynômeP tel quef est égale àP sur
[u, v].
Pour le prouver on considèrex0 dans]u, v[, un couple(x1, x2) tel quef = P sur
]x1, x2[ etx1 < x0 < x2, et l’ensembleJ desx ∈]x0, v[ tels quef = P sur ]x0, x[ ;
J est non vide car contenantx2 ; il est fermé dans]x0, v[ par continuité ; on montre
facilement que six ∈ J alors]x − ε, x + ε[⊂ J pour un certainε ; doncJ est ouvert
dans]x0, v[ ; doncJ =]x0, v[ par connexité. On a doncf = P sur ]x0, v[, et de même
on auraitf = P sur]u, x0[.
• SoitF le complémentaire deΩ.F est fermé. Montrons qu’il ne comporte pas de point
isolé. S’il comporte un point isoléa, on applique l’hypothèse et le développement de
Taylor ena, et on en déduit une contradiction.
• On supposeF non vide pour arriver à une contradiction
• On définitFn l’ensemble desx ∈ F tels quef (n)(x) = 0.
• On montre qu’il existe un intervalle ouvert non vide dont l’intersection avecF est
incluse dans un certainFn0 .
LesFn sont fermés. Donc on applique le théorème de Baire249dansF ; il existeFn0
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d’intérieur non vide. On peut alors choisir un intervalleI ouvert d’intersection non vide
avecF , et cette intersection est incluse dansFn0 .
• I ∩ F ⊂ Fn ∀n ≥ n0

En effet soita ∈ I ∩ F ; a n’est pas isolé et est donc limite d’une suiteap d’éléments
deF différents dea. Il suffit alors d’écrire la dérivée pour constater quea ∈ Fn0+1.
Par récurrenceI ∩ F ⊂ Fn pourn ≥ n0.
• On montre maintenant quefn0 est nulle sur toute composante connexe deI ∩ Ω.
Tout d’abordI ∩ Ω est non vide, sinonI ⊂ F , puisI ∩ F = I.
I ∩ Ω est ouvert ; donc c’est une réunion disjointe d’intervalles ouverts. Soit]u, v[ une
telle composante connexe.f = P sur[u, v]. ]u, v[6= I sinonF ∩ I = ∅
Doncu ∈ I ouv ∈ I ; supposonsu ∈ I. Alorsu ∈ I ∩F , etu ∈ Fn pour toutn ≥ n0.
Le degré deP est donc inférieur àn0. Doncf (n0) = 0 sur[u, v]. Ca marche sur toutes
les composantes connexes, doncf (n0) = 0 surI ∩Ω mais aussi surI ∩F . Doncf (n0)

est nulle surI, doncf est un polynôme surI doncI ⊂ Ω, ce qui est impossible puisque
I ∩ F 6= ∅.ut

5.6.19 Les billards strictement convexes

Proposition 292 SoitK un ensemble strictement convexe deR2 ; on suppose
que par tout point de la frontière deK il passe une unique tangente àK.
On définit une trajectoire périodique de périoden par la donnée den points
a0, . . . , an−1 de la frontière deK tels que pour touti ∈ [0, n − 1] θi = θi+1

(voir figure5.10) en notantan = a0.
Alors pour toutn ≥ 2 il existe des trajectoires périodiques de périoden.

1

2

FIG. 5.10 – Illustration de la définition d’une trajectoire périodique
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Démonstration :
• On se donnen ≥ 2.
• NotonsδK la frontière deK.
• On considère l’ensemble

K̃ = {(a0, . . . , an−1)/∀iai ∈ δK}

Il est égal à(δK)n.
• On définitf : K̃ → R défini par

f(a) =
n−1∑
i=0

|ai − ai−1|

(|.| désigne ici la norme euclidienne)
• f estC0 (par inégalité triangulaire)
• K̃ est compact (comme produit de compacts - s’agissant d’un produit fini d’es-

paces métriques il n’est pas nécessaire d’invoquer Tykhonov, voir le paragraphe qui
suit le théorème186).
• f atteint son maximum sur̃K.
• Tout point oùf atteint son maximum vérifie la propriété énoncée, comme le

lecteur le vérifiera aisément.ut

5.6.20 Deux jolies inégalités géométriques

On s’inspire ici de [4].

5.6.21 Inégalité isopérimétrique

Lemme 293 On se donneΓ une fonctionC1 de [0, 1] dansC. On suppose∫ 1

0
Γ = 0. Alors

4Π2

∫ 1

0

|Γ|2 ≤
∫ 1

0

|Γ′|2

et il n’y a égalité que siΓ est une combinaison linéaire dee2iΠx ete−2iΠx.

Démonstration : On procède comme suit :
• On considèreΓ sur[0, 1[, et on considère sa série de Fourier.

Γ(x) =
∑
n∈Z

cne
2iΠnx

• On applique Parseval (théorème1108) ;∫ 1

0

|Γ|2 =
∑
n

c2n

• On applique Parseval à la dérivée deΓ, Γ′(x) = 2iΠ
∑
n ncne

2iΠnx∫ 1

0

|Γ′|2 = 4Π2
∑
n

(ncn)2
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• On sait quec0 = 0, car
∫ 1

0
Γ = 0.

• On a donc l’inégalité souhaitée, et le cas d’égalité.ut

Théorème 294 (Inégalité isopérimétrique)La courbeC1 fermée du plan qui
à longueur donnée délimite une aire maximale est le cercle.

Démonstration :
• On se donne une courbe ferméeC1 Γ de[0, 1] dansC.
• Quitte à reparamétrer, on suppose queΓ′ est constant.
• Quitte à translaterΓ on suppose que

∫
Γ = 0.

• On applique alors le théorème de Green-Riemann, qui affirme que l’aireA est
donnée par la formule

A =
1
2

∫
xy′ − x′y

avecΓ = x+ iy, etx ety à valeurs réelles.
• Or ∫

ΓΓ′ =
∫

(x+ iy).(x′ − iy′)

=
∫
xx′ + yy′ + iyx′ − iy′x

or
∫
xx′ =

∫
yy′ = 0 par périodicité donc∫

ΓΓ′ = i

∫
yx′ − y′x

et donc

2A ≤

√∫
|Γ|2

√∫
|Γ′|2

≤ 1
2Π

∫
|Γ′|2

grâce au lemme précédent. OrΓ′ étant constant, on obtient

A ≤ l2

4Π

avecl la longueur de l’arc.
• Il y a égalité si et seulement si l’inégalité de Cauchy-Schwartz est en fait une

égalité, et donc si et seulement si on a non seulement tous lesci nuls saufc1 et c−1,
mais aussiΓ et Γ′ liés ; la famille(x 7→ e2iΠx, x 7→ e−2iΠx) étant libre, on constate
que les solutions se trouvent pour un des deux coefficientsc1 et c−1 nul, c’est-à-dire
queΓ est un cercle.ut
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5.6.22 Inégalité isodiamétrique

On considère l’espaceRn muni de sa structure usuelle d’espace euclidien, et de la
mesure de Lebesgue.

Théorème 295Quel que soitK compact deRn de mesure finie,µ(K) ≤
µ(B(0, δ(K)/2)), avecδ(E) pourE une partie deRn le diamètre deE, c’est
à dire lesup des distances entre deux points deE.

���������������
���������������
���������������
���������������

�������������
�������������
�������������
������������� ���������

���������
���������
���������
���������

�������
�������
�������
�������
�������

�����
�����
�����
�����
�����

���
���
���
���
���

���������������������
���������������������
���������������������
���������������������

	�	�	�	�	�	�	�	�	�	
	�	�	�	�	�	�	�	�	�	

�
�
�
�
�
�
�
�


�
�
�
�
�
�
�
�


���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������

Cela revient à dire que le plus grand volume possible à diamètre donné est
celui d’une boule.

Démonstration :
Nous aurons besoin de la définition suivante :

Définition 296 Etant donnéK un compact deRn, on appellesymétrisé de
SteinerdeK par rapport à l’hyperplanP l’ensemble

SP (K) = {x = p+ tu/p ∈ P ∧D(p, u)∩K 6= 0∧ |t| ≤ 1
2
µ′(K ∩D(p, u)}

oùu désigne un vecteur directeur unitaire de la droite orthogonale àP , et où
D(p, u) désigne la droite de vecteur unitaireu passant parp.
µ′ désigne la mesure de Lebesgue sur la droiteD(p, u).

Lemme 297 (Première propriété fondamentale du symétrisé de Steiner)
Quel que soitK compact etP hyperplan,SP (K) a même mesure queK.

Démonstration : Il suffit de considérer le théorème de Fubini, appliqué à la fonc-
tion caractéristique deK, pour voir que l’intégrale est l’intégrale surp ∈ P de la
mesureµ′(K ∩ D(p, u)) (cette dernière quantité étant la mesure de{t ∈ R/|t| ≤
1
2µ
′(K ∩D(p, u))} ⊂ R.ut

Lemme 298 (Deuxième propriété fondamentale du symétrisé de Steiner)
Quel que soitK compact etP hyperplan,SP (K) a un diamètre inférieur ou
égal à celui deK.

Démonstration : On considère deux pointsx et y de SP (K), à une distanced
l’un de l’autre ; on cherche à montrer qu’il existe deux pointsx′ et y′ deK à distance
supérieure ou égale àd.
• On notexP etyP les projetés orthogonaux dex ety surP .
• On notelx et ly les mesures deK ∩D(x, u) etK ∩D(y, u).
• On noted′ la distance entrexP etyP .
• d2 est majorée pard′2 + (lx/2)2 + (ly/2)2.
• On noteLx etLy les diamètresdeSP (K) ∩D(x, u) etSP (K) ∩D(y, u).

110



• Il est clair queLx ≥ lx et queLy ≥ ly. Une étude de cas montre rapide-
ment qu’en considérant les points extrémauxx1, x2, y1 et y2 de SP (K) ∩ D(x, u)
et SP (K) ∩ D(y, u) respectivement, l’une des distancesd(xi, yi) est supérieure ou
égale à

√
d′2 + (Lx/2)2 + (Ly/2)2.ut

On a encore besoin d’un nouveau lemme :

Lemme 299 (Symétrisation d’un compact deRn) On note (e1, ..., en) la
base canonique deRn, etP1, ...,Pn les hyperplans orthogonaux auxei passant
par 0. On se donneK un compact deRn.
AlorsSP1 ◦ SP2 ◦ SP3 ◦ · · · ◦ SPn(K) est stable parx 7→ −x.

Démonstration :
Il suffit de procéder tranquillement, par récurrence ;SPn(K) est clairement inva-

riant par symétrie par rapport àPn, SPn−1 est clairement invariant par symétrie par
rapport àPn−1, et par rapport àPn aussi car la symétrisation de Steiner par rapport à
un hyperplanP ne perturbe pas les symétries par rapport à des hyperplans orthogonaux
àP (vérification immédiate sur la formule !), et ainsi de suite... L’invariance par rapport
aux symétries par rapport auxn hyperplans donnent aussi l’invariance parx 7→ −x.ut

On peut maintenant finir la preuve du théorème, en se donnant un compactK quel-
conque, en lui associant un compactK ′ égal àSP1 ◦ SP2 ◦ SP3 ◦ · · · ◦ SPn(K), qui,
par les lemmes précédents, est invariant par symétrie par rapport à l’origine, et donc
est inclus dans la bouleB(0, δ(K ′)/2). Il ne reste qu’à appliquer les différents lemmes
pour conclure...ut

5.6.23 Triangulations d’un simplexe - Lemme de Sperner - consé-
quences

On s’inspire ici du livre [4], en tâchant de donner une preuve plus détaillée.

Définition 300 On appellesimplexede dimensionn l’enveloppe convexe de
n+ 1 points formant un repère affine.
On appelleface d’un simplexel’enveloppe convexe d’un nombre fini (quel-
conque) de ses points. Sadimensionest par définition le nombre de points de
cette face moins1. On appelleg-faceune face de dimensiong.

Lemme 301 Tout élémentP appartenant à un simplexe∆ est décrit de ma-
nière unique par ses coordonnées barycentriques dans le repère des sommets
de ce simplexe, si l’on impose que la somme des dites coordonnées est1.
Chaque coordonnée est≥ 0.

Démonstration : Voir la proposition-définition1234.ut
On se donne pour la suite un simplexe∆ deRn de sommetsx0, x1, ... ,xn.
Tout pointx de ∆ est donc repéré par ses coordonées barycentriquesc0(x), ... ,
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cn(x), avec
∑n
i=0 ci(x) = 1, et

∑n
i=0 ci(x).−→xxi =

−→
0 .

Définition 302 Soitσ ∈ σn+1 une permutation de[0, n].
On note∆σ l’ensemble des pointsx de∆ tels que

cσ(0)(x) ≥ cσ(1)(x) ≥ ... ≥ cσ(n)(x)

Proposition 303 • ∆ est l’union des∆σ.
• Pour toutσ ∈ σn+1, ∆σ est un simplexe.
• Les intérieurs des∆σ sont disjoints.

Démonstration : Le premier• ne mérite pas notre attention.
Pour le second• , c’est plus difficile, et nous allons donc détailler :
Un point x est dans∆I avecI la permutation identité, si ses coordonnéesc0,

c1,...,cn vérifientc0 ≥ c1 ≥ ... ≥ cn. En écrivant

t0 = c0

t1 = c1 − c0
t2 = c2 − c1 − c0

ti = ci − ci−1 − ci−2 − ...− c0
tn = cn − cn−1 − cn−2 − ...− c0

on voit quex est dans∆I si et seulement si il est dans l’enveloppe convexe des points
de coordonnées barycentriques

(1, 0, 0, 0, ..., 0)

(1, 1, 0, 0, ..., 0)

(1, 1, 1, 0, ..., 0)

...

(1, 1, 1, 1, ..., 1)

Je n’ai pas normalisé pour ne pas alourdir la notation, sinon on obtient

(1, 0, 0, 0, ..., 0)

(
1
2
,

1
2
, 0, 0, ..., 0)

(
1
3
,

1
3
,

1
3
, 0, ..., 0)

...

(
1
n
,

1
n
,

1
n
,

1
n
, ...,

1
n

)

Donc il s’agit bien d’un simplexe. Il est non vide car les sommets définis ci-dessus
forment bien un repère affine et donc l’intérieur est un voisinage de leur isobarycentre.
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Il en va de même pour autre chose que l’identité ;∆σ est l’enveloppe convexe den
points comportant respectivement un1 et seulement des0 ailleurs, deux1 et seulement
des0 ailleurs, trois1 et seulement des0 ailleurs, et ainsi de suite, chaque fois les1
étant conservés, et un nouveau1 étant ajouté.

Le troisième• est démontré dans le lemme qui suit.ut

Définition 304 On appelletriangulation d’un simplexe ∆ un ensemble fini
de simplexes∆i tels que :
• ∪i∆i = ∆
• Si i 6= j, Int(∆j) ∩ Int(∆i) = ∅
• L’intersection d’une face de∆i et d’une face de∆j (pour i = j ou i 6= j)
est soit vide soit une face de∆i et une face de∆j .

Lemme 305 L’ensemble des∆σ pourσ ∈ σn+1 est une triangulation de∆.

Démonstration : • Il est bien clair que la réunion des∆σ est bien égale à∆.
• L’intersection des intérieurs de∆σ et ∆τ avec(σ, τ) ∈ σ2

n+1 est incluse dans
l’intérieur des intersections, et donc incluse dans un hyperplan ; donc elle est vide.
• Regardons ce qu’est une face de simplexe, par exemple le simplexe∆I , avecI la

permutation identité.
Il s’agit du barycentre d’un nombre fini de sommets, de la forme

(1/p, 1/p, ..., 1/p, 1/p, 0, 0, ..., 0, 0).

C’est à dire d’une somme pondérés de

(1, 0, 0, ..., 0)

(
1
i
, ...,

1
i
, 0, ..., 0)

(
1
i
, ...,

1
j
, 0, ..., 0)

On constate donc qu’une face est entièrement décrite par des équations du type
c0(x)r0c1(x)r1c2(x)r2...rn−1cn(x)rn0, avecri opérateur= ou≥.

Une intersection de faces va encore être du même type, car au plus elle va remplacer
des≥ par des=. D’où le résultat.ut

Lemme 306 Dans la triangulation de∆ en les∆σ où σ appartient àσn+1,
les∆σ ont un diamètre inférieur ànn+1 fois le diamètre de∆.

Démonstration :
• le centre de gravitéx (ou isobarycentre) de∆ appartient à tout simplexe∆σ (car

tous lesci(x) sont égaux, égaux à1
n+1 ).

• la distance dex à un point de∆ est inférieur ou égale aux distances aux sommets
de∆, donc la distance d’un point de∆σ àx est toujours inférieure ou égale ànn+1 fois
la longueur de la médiane.
• le diamètre de∆σ, qui est la longueur maximal d’un de ses côtés, est donc ma-

joré par la longueur max des côtés sur la face opposée àx, et par la longueur max

113



des arêtes débouchant surx... Dans tous les cas, cette longueur est majorée par celle
d’une médiane de∆ ou d’une face du simplexe (une face de dimension quelconque,
éventuellement une arête).ut

Lemme 307 Pour toutε on peut obtenir des triangulations de∆ en simplexes
de diamètre inférieurs àε.

Démonstration :
On va utiliser par récurrence le lemme précédent. Les deux premiers• de la dé-

finition d’une triangulation sont faciles à obtenir, le problème est de montrer qu’une
partition de chaque élément d’une partition donne encore une partition vérifiant le troi-
sième point, c’est à dire le fait que l’intersection de deux faces de deux éléments dis-
tincts de la partition est soit vide soit égale à une face de chacun des deux éléments.
Intuitivement, le problème est de voir que les faces se "recollent" bien.

Pour cela il suffit de voir que la triangulation faite selon le lemme précédent induit
une triangulation de chacune des faces du dit simplexe - triangulation égale à celle
qu’aurait donné le même lemme sur cette face. Cela se voit facilement en voyant qu’une
face est une partie du simplexe où l’on annule une des composantes.ut

Définition 308 (Numérotation standard d’un simplexe) Etant donnée une
triangulation∆i d’un simplexe∆, on noteS l’ensemble des sommets des élé-
ments de cette triangulation. On appellenumérotation standard d’une tri-
angulation d’un simplexe de sommetsx0, ..., xn une applicationf deS dans
{0, n} telle quef(xi) = i et si pour touts dansS f(s) = i pour un certaini
tel quexi est un sommet de la face de∆ de dimension minimale contenantx.

NB : la caractérisation "pour touts dansS f(s) = i pour un certainxi tel quexi
est un sommet de la face de∆ de dimension minimale contenantx" inclue la condition
f(xi) = i, car une face peut très bien avoir une dimension0.

On constate donc que dans une triangulation comme celles que l’on a construites
plus haut, l’isobarycentre est autorisé à prendre n’importe quelle valeur puisque la seule
face qui le contienne est∆ lui-même.

Proposition 309 Une numérotation standardf d’une triangulation du sim-
plexe ∆ enveloppe convexe de(x0, ..., xn) induit une numérotation stan-
dard de la triangulation induite sur le simplexe∆′ enveloppe convexe de
(x0, ..., xn−1).

Démonstration :
• Il est clair que tout sommet de la triangulation de∆′ a bien un numéro< n.
• Soit x sommet de la triangulation de∆′ appartenant à une faceF minimale de

∆.
• F est forcément incluse dans∆′.
• F est donc la même face que la face minimale dex dans∆′.
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• Donc la numérotation induite est bien standard.ut

Lemme 310 (Lemme de Sperner)Toute triangulation d’un simplexe de di-
mensionn munie d’une numérotation standard possède un élément numéroté
(0, ..., n).

Démonstration :
• Soit ∆ notre simplexe, supposé muni d’une numérotation standardf sur une

triangulationT de∆.
•On noteP (U) la propriété pour un simplexeU de dimensionr d’avoir un sommet

numérotéi et un seul pour touti dans[1, r].
• SoitE l’ensemble des simplexes deT ayant la propriétéP .
• Soit F l’ensemble des simplexes deT qui ne sont pas dansE mais dont un

numéro et un seul est numérotéi pour touti dans[0, n − 1] (attention ils ne vérifient
donc pas la propriétéP ).
• SoitG l’ensemble desn− 1-faces de simplexes deT inclus dans∆′ et vérifiant

la propriétéP (rappelons qu’une face de simplexe est un simplexe).
• SoitH l’ensemble desn − 1-faces de simplexes deT qui ne sont pas contenues

dans∆′ et qui vérifient la propriétéP .
• Chaque élément deE contient une et une seulen− 1-face ayant la propriétéP .
•Chaque élément deF contient exactement deux faces ayant la propriétéP (facile,

il y a exactement deux éléments numérotés pareil, donc on bâtit deux simplexes ayant
la numérotation requise).
• Un élément deG est face d’un et d’un seul simplexe (car il est inclus dans∆′).
• Un élément deH est face d’exactement deux simplexes, car il n’est pas inclus

dans∆′, et car il n’est pas non plus sur une autre face puisqu’il ne contient pas de
sommet numérotén.

(par simplicité dans la suite et pour alléger les notations je noteI le cardinal|I|
d’un ensembleI)
• On en déduitE + 2F = G + 2.H en comptant le nombre den − 1-faces ayant

la propriétéP , avec leurs multiplicités (c’est à dire en comptant deux fois les faces
communes à deux simplexes).ut
• En comptant modulo2, on en déduit queE etG on la même parité.
• Il est clair queG est "le"E correspondant à∆′.
• Par récurrence sur la dimension, on en déduit donc queG a toujours la même

parité. Or dans le cas de la dimension1, on constate facilement que ce nombre est
impair ; on a une alternance de0 et 1, 0 en premier,1 à la fin, donc on a changé un
nombre impair de fois de0 à1 ou de1 à0.
• On en déduit donc le résultat tant attendu ;E ne peut être nul puisqu’impair...ut

Théorème 311 (Théorème de Brouwer)Soit f une application continue
d’un simplexe∆ dans∆. Alorsf admet au moins un point fixe.

Démonstration : • On suppose quef n’a pas de point fixe.
• Soit ∆i, pour i ∈ [0, n], l’ensemble desx ∈ ∆ tels queci(x) > ci(f(x))

(intuitivementf "éloigne"x du sommeti - attention, pas au sens de la distance, mais
au sens du poids barycentrique du sommeti ; les points les plus "loin" étant les points
de la face opposée, le point le plus proche étant le sommet lui-même).
• ∆ = ∪i∆i. En effet, soitx ∈ ∆.
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- Supposonsci(x) ≤ ci(f(x)) pour touti.
-
∑
ci(x) =

∑
ci(f(x)) = 1

- doncci(x) = ci(f(x)) pour touti
- alors on af admettant un point fixe enx.
- c’est une contradiction, donc il existei tel queci(x) > ci(f(x)).
• xi appartient à∆i (évident ;f ne peut qu’"éloigner" un point de lui-même,

puisquef n’a pas de point fixe)
• xi n’appartient pas à∆j si j 6= i (non moins évident ;x est déjà "loin" autant que

possible dexj , puisqu’il appartient à la face opposée)
• Si x appartient à la face de∆ engendrée par lesxi pour i ∈ I pour un certain

sous-ensembleI de [0, n], alorsx n’appartient pas aux∆i si i 6∈ I (toujours évident -
si x appartient à la face engendrée par lesxi pouri ∈ I, il appartient à la face opposée
àxj pour toutj 6∈ I, et ne peut donc en être éloigné).
• Soit T une triangulation de∆, ayant pour ensemble de sommets l’ensembleS.

Soit g l’application qui às ∈ S associeg(s) avecs ∈ ∆g(s) ; on cherche à montrer
qu’il s’agit d’une numérotation standard.
• g est bien définie, puisque l’on a montré que les∆i recouvraient∆.
• le fait queg(xi) = i a déjà été prouvé (xi ∈ ∆i, xi 6∈ ∆j quandj 6= i).
• soits ∈ S, etF une face minimale de∆ contenants. Il faut montrer queg(s) est

le numéro d’un sommet deF .
• si F = ∆, le résultat est clair.
• si s appartient à une face stricte de∆, alorss n’appartient pas aux∆j pourj ne

désignant pas un numéro de sommet deF (prouvé un peu plus haut) ; doncg(s) est
forcément le numéro d’un sommet deF .
• g est donc bien une numérotation.
• On a montré qu’on pouvait construire des triangulations aussi fines que l’on vou-

lait, au sens où chaque simplexe de la triangulation pouvait être imposé de diamètre
inférieur à1/n. On se donneTn une telle triangulation, avecgn la numérotation cor-
respondante, donnée par les questions précédentes.
• D’après le lemme de Sperner, il existe un élément de la triangulationT qui a la

propriétéP évoquée plus tôt, c’est à dire qu’il comporte un sommet numérotéi pour
tout i dans[0, n].
• On peut considérer alors la suite de sommets numérotés0 dans des simplexes

ayant la propriétéP de la triangulationTn.
• Puisque l’on est dans un compact métrique, on peut en extraire une sous-suite

convergente, par le théorème de Bolzano-Weierstrass (voir théorème199). Soit x la
limite.
• x est aussi la limite des suites de sommets numérotési dans des simplexes ayant

la propriétéP , pouri ∈ [1, n], car le diamètre des simplexes tend vers0.
• Par continuité def , ci(f(x)) ≥ ci(x) pour touti.
• Or

∑
i ci(x) =

∑
i ci(f(x)) = 1, doncci(f(x)) = ci(x) pour touti.

• On en déduit alors quex = f(x). D’où la contradiction...ut

Corollaire 312 (Brouwer) Toute application continue d’une boule unité fer-
mée deRn dans elle-même comporte un point fixe.

Démonstration :
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En fait il suffit de montrer que la boule unité fermée est homéomorphe à un sim-
plexe. Cela est fait dans la proposition263.ut

Corollaire 313 (Champ rentrant dans la sphère) Soit V un champ de vec-
teur continu de la boule unité fermée deRn dansRn. Si pour toutx, Ṽ (x) =<
V (x), x > est négatif strictementa, alorsV s’annule au moins en un point de
la boule unité.

aOn dit que le champ est rentrant.

Démonstration :
• On noteS la sphère unité fermée, etCr la couronne constituée par la boule unité

fermée privée de la boule ouverte de rayon1− r.
• On considère pour toutε l’applicationfε deB (la boule unité fermée) dansRn

qui àx associex+ ε.
−→
V (x).

• fε est continu.
• Ṽ étant continue sur un compactB, on peut lui trouver un majorant à‖V ‖.

NotonsM ce maximum.
• V étant continue sur un compactS, elle y atteint son maximum, qui est négatif.

Notonsm ce maximum ; on am < 0.
• En tout pointx deS, on peut centrer une boule ouverte de rayonrx sur laquelle

< x, V (x) > est inférieur àm/2. La sphèreS est recouverte par les boules centrées en
x de rayonrx/2 ; on peut donc extraire de ce recouvrement un recouvrement fini. Les
boules de rayonrx recouvrent elle aussiS, et elles recouvrent aussi une couronneCr
pour unr assez petit.
• SurCr, on a donc< x, V (x) > inférieur àm/2.
• ‖fε(x)‖2 = ‖x‖2 + ε2‖V (x)‖2 + 2ε < V (x), x >.
• Donc‖fε(x)‖2 ≤ ‖x‖2 + ε2.M2 + 2ε < V (x), x >
• SurCr, on a alors‖fε(x)‖2 ≤ ‖x‖2 + ε2.M2 + ε.m

• Pourε suffisamment petit, on a donc‖fε(x)‖2 < ‖x‖2
• Pourε suffisamment petit et‖x‖ < 1 − r on a aussi‖f(x)‖ ≤ 1 (puisqueV est

borné).
• On déduit de tout cela quefε pour ε assez petit est une application de la boule

unité fermée dans la boule unité fermée. Par le résultat312, on en déduit donc quefε
admet un point fixe, et que donc̃V s’annule quelque part.ut
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Chapitre 6

Intégration

6.1 σ-algèbre, mesure

6.1.1 Définitions, généralités

SoitX un ensemble,A ∈ P(x).

Définition 314 (Algèbre) A est unealgèbre(on dit aussi parfoisclan) si elle
vérifie :
• X ∈ A
• Stabilité par union finie
• Stabilité par passage au complémentaire

Propriétés :
• ∅ ∈ A
• Stabilité par intersection finie
• Stabilité par différence
• Une intersection quelconque d’algèbres est une algèbre.

En fait une algèbre est stable par n’importe quelle suite finie d’opérations sur les
ensembles.

Exemples :
a){∅, X}
b)P(X)
c) {A ⊂ X|A fini ou cofini}
d) {A ⊂ X|A ouAc au plus dénombrable}
e)X,E ⊂ X ; {A/A ⊂ E ∨X − E ⊂ A}
f) X,E ⊂ X ; {E ⊂ A ∨A ∩ E = ∅}
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Définition 315 (σ-algèbre) A est uneσ-algèbre (ou tribu) si elle vérifie :
• X ∈ A
• stabilité par union dénombrable
• stabilité par passage au complémentaire

Propriété :
• ∅ ∈ A
• stabilité par intersection dénombrable.
• Uneσ-algèbre est une algèbre.
• stabilité par différence.
• L’image réciproque d’une tribu par une application est une tribu.
• Etant donnée une tribuA surX, et une applicationf deX dansY , alors l’ensemble
desU ⊂ Y tels quef−1(U) appartient àA est une tribu surY .
• Une intersection quelconque de tribus est une tribu.

En fait uneσ-algèbre est stable par n’importe quelle suite dénombrable d’opéra-
tions sur les ensembles.

Notez que l’ensemble des parties mesurables au sens de Riemann d’un segment
[a, b] au sens de Riemann est un clan, mais pas une tribu ; puisque certaines parties
dénombrables ne sont pas mesurables.

Définition 316 (Espace mesurable)(X,A) est unespace mesurablesiA est
une tribu surX
Une partie deX est diteA-mesurablesi elle appartient àA.

Dans les exemples plus haut, tous sont desσ-algèbres, sauf c), à moins queX soit
fini.

119



6.1.2 σ-algèbre engendrée

Afin de pouvoir définir la notion deσ-algèbre engendrée, nous avons besoin d’un
petit lemme (évident !) :

Lemme 317X ensemble,(Aα) famille d’algèbres (resp. deσ algèbres), alors
∩Aα est une algèbre (resp. uneσ-algèbre.

Définition 318 X un ensemble,M ⊂ P(X) famille de parties deX,
l’ algèbre engendrée parM (resp. laσ-algèbre engendrée parM) est l’in-
tersection de toute les algèbres (resp.σ-algèbre ) contenantM.
X un ensemble, laσ-algèbre engendrée par une famille de fonctionsdeX
vers des espaces mesurables est laσ-algèbre engendrée par les images réci-
proques d’ensembles mesurables par ces fonctions.

C’est bien une algèbre (resp.σ-algèbre ) et c’est la plus petite qui contienneM.

la σ-algèbre engendré par l’image réciproque d’une familleF de sous-
ensembles deF par une applicationf : E → F est l’image réciproque de laσ-algèbre
engendrée parF .

Exemple fondamental :

Définition 319 X muni d’une topologieT ; la σ-algèbre engendrée parT
s’appelle laσ-algèbre borélienne. Ses éléments sont appelés lesboréliens.

DansR ouRn, c’est la plus petiteσ-algèbre contenant les boules ouvertes. C’est
aussi la plus petiteσ-algèbre contenant les boules fermées.
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Proposition 320 La σ-algèbre engendrée par une base d’ouverts est la
σ-algèbre engendrée par la topologie ; donc lorsqu’un ensemble engendre une
topologie, il engendre aussi les boréliens.
Les ensembles suivants engendrent les boréliens deR :
• les ouverts
• les fermés
• les intervalles ouverts
• les intervalles fermés
• les intervalles fermés bornés
• Les intervalles ouverts bornés
• Les[a, b[ avec(a, b) ∈ R2

• Les]a,+∞[
• Les[a,+∞[

Les ensembles suivants engendrent les boréliens deR :
• Les[a,+∞]
• Les]a,+∞]
• Les[−∞, a[
• Les[−∞, a]

Les ensembles suivants engendrent les boréliens deR
n :

• Les ouverts
• Les pavés ouverts
• Les boules ouvertes
• Les bandes ouvertes :
{Ri−1×]a, b[×Rn−i}
• Les pavés compacts
• Les bandes fermées :
{Ri−1 × [a, b]× Rn−i}
• Les bandes comme suit :
{Ri−1×]a, b]× Rn−i}
• Ou les ensembles de la forme suivante :
{Ri−1×]a,+∞[×Rn−i}

Disposer de parties génératrices petites est pratique pour certaines propriétés des
boréliens.

Exemple : on munitR d’une distance comme suit :
d(x, y) = |arctanx− arctany| avecarctan(∞) = Π/2 etarctan(−∞) = −Π/2.
Les boréliens pour cette distance sont engendrés par les{]a,+∞], a ∈ R]. Toute suite
monotone dansR admet une limite, et toute suite dansR admet une valeur d’adhérence.
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6.1.3 Mesures

Définition 321 (Mesure) Etant donné(X,A) mesurable, on appellemesure
une applicationµ : A → [0,+∞] telle que :
• µ(∅) = 0
• Si lesAi sont disjoints, au plus dénombrables, alorsµ(∪Ai) =

∑
µ(Ai) (σ

additivité )

(X,A, µ) est appeléespace mesuré.
Etant donné(X,A) mesurable, on appellemesure complexeune application
µ : A → C telle que :
• µ(∅) = 0
• Si lesAi sont disjoints, au plus dénombrables, alorsµ(∪Ai) =

∑
µ(Ai) (σ

additivité ) quel que soit l’ordre de la sommation - c’est à dire que la somme
est absolument convergente.

On notera bien qu’une mesure peut prendre+∞ pour valeur, et pas une mesure
complexe. Une mesure complexe n’est pas un cas particulier de mesure, et une mesure
n’est pas un cas particulier de mesure complexe.

On note aussi que dans le cas des mesures complexes, le deuxième• de la définition
suffit à imposer le premier (pas dans le cas réel, à cause de la possibilité+∞).

Définition 322 (Propriété vraie presque partout) Une propriétéP est dite
vraiepresque partoutsi l’ensemble des éléments pour lesquels elle est fausse
est inclusdans un ensemble de mesure nulle. Une partie est ditenégligeable
si elle est incluse dans une partie de mesure nulle, c’est à dire si sa fonction
caractéristique est nulle presque partout.
Un espace mesuré est ditcomplet si tout ensemble négligeable est mesurable
(et donc de mesure0).

Un ensemble négligeable n’est pas nécéssairement mesurable !

Une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Proposition 323 • µ est finiment additive (outre qu’elle estσ-additive)
• µ est croissante (R muni de l’ordre usuel, les ensembles mesurables munis
de l’inclusion)
• La mesure d’une union dénombrable est inférieure ou égale à la somme des
mesures.
• AvecA etB A-mesurables,µ(A ∪B) ≤ µ(A) + µ(B)
• µ(Ui≤nFi) ≤

∑
1≤i≤n µ(Fi), avecFi A-mesurable.

• Siµ(X) est finie, alorsµ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B)
• Formule d’inclusion exclusion; avec Fi ∈ A, on a µ(∪i≤nFi) =∑
i≤n µ(Fi) −

∑
1≤i<j≤n µ(Fi ∩ Fj) +

∑
1≤i<j<k≤n µ(Fi ∩ Fj ∩ Fk)... +

(−1)n−1µ(∩1≤i≤nFi)
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Exemples :

Définition 324 • Considérons l’espace mesurable(X,P(X)).
On considère sur X lamesure de dénombrementdéfinie pourtoutA ⊂ X par
µ(A) = card(A) siA fini
µ(A) = +∞ sinon
• (X,P(X)), soita ∈ X, on appellemesure de dirac ena la fonctionδa telle
que pour toute partieA inclue dansX, δa(A) = 1 si a ∈ A et0 sinon.

Théorème 325Toute espace mesuré(X,A, µ) peut être remplacé par un es-
pace mesuré(X,A, µ) complet, avecA ⊂ A et µ|A = µ. On peut même
garantir que tout ensembleC contenantA et inclus dansB avec(A,B) ∈ A2

etB −A négligeable appartient àA.

Démonstration : On considère l’ensemble des partiesC décrites dans le théo-
rème ; on vérifie facilement qu’il s’agit bien d’uneσ-algèbre . Ensuite on montre que
l’on peut définir la mesure deC comme égale à la mesure deA, et que la définition est
bien correcte.ut

Définition 326 (Lebesguiens)La tribu obtenue à partir de la tribu des bo-
réliens en appliquant le théorème325 s’appelle tribu des lebesguiens. Les
éléments de cette tribu sont appelés leslebesguiens.

Donc lorsque l’on travaille avec des boréliens, certains ensembles négligeables ne
sont pas mesurables, alors qu’avec les lebesguiens, tous les ensembles négligeables
sont mesurables.

Théorème 327 (Théorème fondamental)Il existe une unique mesure surR
muni des boréliens classique telle queµ([a, b]) = b − a pour b > a. µ s’ap-
pellemesure de Lebesgue surR.
Il existe une unique mesure surRn muni des boréliens classiques telle que
µ(Πi[ai, bi]) = Πi(bi − ai) pour bi > ai. µ s’appellemesure de Lebesgue
sur Rn.
La mesure de Lebesgue vérifie en outre les propriétés suivantes :
• à une constante de proportionnalité près, c’est la seule mesure sur les boré-
liens invariante par translations et finie sur les intervalles bornés.
• Tout ensemble au plus dénombrable est de mesure nulle.
• Etant donnéeE une partie mesurable, la mesure deE est égale à l’inf des
mesures des parties ouvertes contenantE.
• Etant donnéeE une partie mesurable, la mesure deE est égale ausup des
mesures des parties compacts inclues dansE.
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Démonstration : Admise.ut

Proposition 328 (X,A, µ) espace mesuré,∀i ∈ N Ai ∈ A.
i) SiAi ⊂ Ai+1, alorsµ(∪i∈NAi) = limi→+∞µ(Ai)
ii) Si Ai+1 ⊂ Ai et siµ(A0) < +∞ alorsµ(∩Ai) = limi→+∞µ(Ai)

NB : ne pas oublier la seconde condition pour la deuxième assertion ; contre-
exemple avecAi = [i,+∞[.

Démonstration :
i) B0 = A0,Bi = Ai −Ai−1, suite facile.
ii) µ(D − C) = µ(D)− µ(C) siC ⊂ D etµ(D) < +∞
Bi = Ai−1 −Ai
∩Ai = A0 − ∪Bk
µ(∩Ai) = µ(A0)− µ(∪Bk) = µ(A0)−

∑
[µ(Ak−1)− µ(Ak)]

ut

Définition 329 (mesure finie ouσ -finie) (X,A, µ) mesuré,µ est finie si
µ(X) < +∞.
(X,A, µ) mesuré,µ estσ-finie si
∃(Xk ∈ A)/ ∪k Xk = X ∧ µ(Xk) <∞
Siµ(X) = 1 alorsµ est appelée unemesure de probabilité.

Donc(R,B(R), µ) avecµ la mesure de Lebesgue estσ-finie carR = ∪k∈N]−k, k[
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6.2 Π-systèmes, d-systèmes, et théorème de Carathéo-
dory

Définition 330 (Π-systèmes)Un Π-systèmesurX est un sous-ensemble de
P (X) stable par intersections finies.

Définition 331 (d-système, alias classe monotone)D est und-système(on
dit aussi uneclasse monotonesi
• S ∈ D
• D est stable par soustraction (A ∈ D,B ∈ D, alorsA ∩Bc ∈ D).
• Pour toute suiteAn croissante,An ∈ D, alors∪An ∈ D

Proposition 332 Une intersection de d-systèmes est un d-système.

Définition 333 (d-système engendré)On appelled-système engendrépar
un ensemble de parties deX l’intersection de tous les d-systèmes contenant
X.

Proposition 334 Un ensemble inclus dansP (X) est uneσ-algèbre si et seule-
ment si c’est unΠ-système et un d-système.

Lemme 335 (Lemme de Dynkin)SoitI unΠ-système, alors laσ-algèbre en-
gendrée parI, notéeσ(I), est égale au d-système engendré parI.

Démonstration : Pour le prouver il suffit de montrer qued(I) est unΠ système,
vu la proposition334. Pour cela on montre tout d’abord que le sous-ensembleD1 de
d(I) constitué des éléments ded(I) dont l’intersection avec tout élément deI appar-
tient àd(I), est égal àd(I). Le raisonnement est le suivant :
• d(I) ⊂ D1 car :
- I ⊂ D1

- D1 est unΠ-système
• D1 ⊂ d(I) trivialement

On montre ensuite que le sous-ensembleD2 ded(I) constitué des éléments ded(I)
dont l’intersection avec tout élément ded(I) appartient àd(I), est égal àd(I) ; en ef-
fet : • d(I) ⊂ D2 car
- I ⊂ D2 carD1 = d(I)
- D2 est un d-système
• D2 ⊂ d(I) trivialement

Or d(I) = D2 est exactement l’énoncé du fait qued(I) est unΠ-système.ut
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Lemme 336 • Soitµ1 et µ2 deux mesures sur(X,A) coïncidant sur unΠ-
système engendrantA et telles queµ1(X) < +∞ etµ2(X) < +∞. Alorsµ1

etµ2 sont égales.
• La même propriété est vraie siX est de mesureσ-finie pourµ1 etµ2.

Démonstration : On considère le d-système desF tels queµ1(F ) = µ2(F ). Il
contient unΠ-système, donc il ne reste qu’à conclure via le lemme335.ut

Théorème 337 (Théorème de Carathéodory)Soit A la σ-algèbre engen-
drée parB une algèbre, etµ σ-additive deB dans [0,+∞]. alors il existe
une mesureµ′ surA dont la restriction àB estµ. Siµ(X) < +∞, alors cette
extension est unique.

Démonstration : L’existence est ici admise.
L’unicité résulte simplement de336.ut

Proposition 338 Soitµ une mesure sur un espace mesurableX, etf une fonc-
tion mesurable deX dansY un autre espace mesurable ; alors l’application
qui à une partie mesurableE deY associeµ(f−1(E)) est une mesure surY .
On noteµf cette mesure.

Démonstration : Facile.ut
• Si Y = R

n muni des boréliens, alors siµ est positive on a∫
Rd

fdµf =
∫
X

φ ◦ f dµ

•SiY = R
n et sif est à valeurs quelconques, alorsφ estL1 pourµf si et seulement

si φ ◦ f estL1 pourµ, et on a alors l’égalité∫
Rd

fdµf =
∫
X

φ ◦ f dµ

6.3 Parties non mesurables

Théorème 339 (Banach et Tarski)• Il existe un ensembleF inclus dans la
sphère unitéS2 deR3 tel que pour toutk ≥ 3 (éventuellementk =∞), S2 est
la réunion disjointe dek images deF par des rotations. Façon amusante de
constater qu’on ne peut pas mesurer n’importe quoi... Cette preuve nécessite
l’axiome du choix.
•On peut même aller plus loin et étant donnésA etB d’intérieurs non vides de
R

3, on peut décomposerA en une réunion deAi finie, etB en une réunion de
Bi de même cardinal, avecAi etBi égaux via une rotation et une translation.
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• Si l’on n’utilise pas l’axiome du choix, alors on peut utiliser à sa place un autre
axiome, qui affirme que toute partie deR est mesurable.

6.4 Exercices sur lesσ-algèbre et les mesures

• SoitA ⊂ P (E).
- SupposonsE ∈ A etA stable par soustraction. Montrer queA est une algèbre.

Démonstration : Il suffit de vérifier queE et ∅ sont dansA, que l’on a bien
stabilité par passage au complémentaire, et stabilité par union de deux éléments car
E − (E −A−B) = A ∪B.ut
- SupposonsE ∈ A,A stable par passage au complémentaire, et stable par union dis-
jointe. Montrer queA n’est pas nécessairement uneσ-algèbre .
utConsidérer l’ensemble des parties de cardinal pair de{a, b, c, d}.ut

• Montrer que la réunion d’une suite croissante d’algèbres est une algèbre.

•Montrer que la réunion d’une suite croissante deσ-algèbres n’est pas nécessaire-
ment uneσ-algèbre .

Démonstration : Considérer lesσ-algèbre surN engendrées respectivement par
{{1}}, {{1}, {2}}, {{1}, {2}, {3}} ; la réunion n’est pas uneσ-algèbre car par exemple
l’ensemble des entiers pairs n’en fait pas partie.ut

6.5 Fonctions mesurables

Définition 340 (Fonction mesurable)Etant donnés(X,A) et (X,B) des es-
paces mesurables,f : X → Y est ditemesurablesi ∀B ∈ B f−1(B) ∈ A
On définit parfois aussi la notion de fonction mesurable d’un espace mesu-
rable vers un espace topologique ; la condition est alors le fait que l’image
réciproque d’un ouvert soit une partie mesurable.

Une fonction caractéristique d’un ensemble est mesurable si et seulement si l’en-
semble est mesurable.

Si Y est topologique et qu’on n’a rien précisé, la tribuB est celle des boréliens.

Proposition 341 Avec les conditions de la définitions, siB est laσ-algèbre
engendrée parM, alorsf est mesurable si et seulement∀B ∈ M f−1(B) ∈
A

Démonstration : Le sens→ est trivial.
Pour le sens←, considérons l’ensemble desB ∈ B tels quef−1(B) ∈ A, c’est une
σ-algèbre deY ; d’où le résultat.ut
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Corollaire 342 • Si f : (X,A) → Y avecY topologique,f mesurable si et
seulement si∀U ouvert, f−1(U) ∈ A
• fk : (X,A)→ R ou [0,+∞] mesurable
alors la fonctionf qui àx associesupkfk(x) est mesurable.

Démonstration : Le premier point est clair.
Pour le second on considèref−1(]a,+∞]) = {x/sup{fk(x)} > a}
= {x/∃k ∈ Nfk(x) > a} = ∪k∈N{x/fk(x) > a}
= ∪f−1

k (]a,+∞[) qui appartient àA carfk mesurable etA σ-algèbre .ut

Proposition 343 La composition de deux fonctions mesurables est mesurable.
f mesurable etg continue alorsg ◦ f est mesurable.

Corollaire 344 Si f est mesurable deX dansC ouR, alorsRe(f), Im(f),
|f | sont mesurables.

Proposition 345 f mesurable deX dansY avecY topologique,g mesurable
deX dansZ avecZ topologique,Y et Z à bases dénombrables d’ouverts.
alors (f, g) : X → Y × Z est mesurable pour la topologie produit.

Corollaire 346 • f etg mesurables de(X,A) dansR ouC, alorsf+g, f−g,
fg, f/g (g ne s’annulant pas), sont mesurables.
• f de (X,A) dansC est mesurable si et seulement si sa partie réelle et sa
partie imaginaire sont mesurables.
• f de (X,A) dansC est mesurable si et seulement si la fonction|f | et la
fonctionx 7→ arg(f(x)) sont mesurables
• f de (X,A) dansR ou R est mesurable si et seulement sif+ et f− sont
mesurables.

6.6 Suites de fonctions mesurables

Théorème 347(X,A) mesurable,fk deX quelconque dansY métrique, telle
que pour toutx fk(x)→ f(x). Alorsf est mesurable.

Démonstration : SoitU un ouvert deY , etUn l’ensemble desu tels qued(x, Y \
U) > 1/n, et soitFn l’ensemble desu tels qued(x, Y \ U) ≥ 1/n.
On montre facilement queUn est ouvert et queFn est fermé.
L’union desUn estU carU est ouvert.
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L’union desFn est doncU aussi. (voir figure6.1)

f−1(U)

= ∪nf−1(Un)

= ∪n{u/limk→+∞fk(u) ∈ Un}

⊂ ∪n{u/∃K/k ≥ K → fk(u) ∈ Un}

carUn est un ouvert.

⊂ ∪n ∪K ∩k≥Kf−1
k (Un) ∈ A

Considérons maintenant

∪n ∪K ∩k≥Kf−1
k (Un)

⊂ ∪n ∪K ∩k≥Kf−1
k (Fn)

or u ∈ ∪K ∩k≥K f−1
k (Fn) si et seulement si

∃K/∀k ≥ K, fk(u) ∈ Fn

donc
⊂ ∪nf−1(Fn) = f−1(∪Fn) = f−1(Fn) = f−1(U)

doncf−1(U) ∈ A, doncf est mesurable.ut

U

Un
U1

FIG. 6.1 – Illustration de la preuve de la mesurabilité de la limite simple d’une suite de
fonctions mesurables.

Corollaire 348 fk suite de fonctions mesurables de(X,A) dans[0,+∞] ou
R, alors limn→+∞supk≥nfk et limn→+∞infk≥nfk existent et sont mesu-
rables.

Démonstration : Rappelons simplement qu’une fonction monotone a nécéssaire-
ment une limite dansR.ut
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Proposition 349 Si pour toutn ∈ N fn est mesurable deX dansR, alors
supn∈Nfn est mesurable.

Démonstration : Il suffit de considérer les images réciproques d’ensembles de la
forme]a,+∞] par lesfn. Plus précisément, fixonsa, et considéronsEn = f−1

n (]a,+∞[).
Avec f = sup fn, E = f−1(]a,∞[) est égal à∪En, et donc est mesurable. Les boré-
liens sont engendrés par les intervalles]a,+∞[ ; doncf est bien mesurable.ut

6.7 Intégration - théorème de convergence dominée de
Lebesgue

(X,A, µ) un espace mesuré.

6.7.1 Fonctions étagées et fonctions simples

� Définitions et généralités

Définition 350 Une fonction est diteétagéesi elle ne prend qu’un nombre fini
de valeurs.
Une fonction simple est une applications deX dans [0,∞[ mesurable et
étagée.

Si s est simple,α1,...,αn ses valeurs,Ai = {x/s(x) = αi} = s−1({αi}), alors
s =

∑
i αi1|Ai .

Notons que lesAi sont des boréliens, en tant qu’image inverse de borélien, pour
peu que la fonctions soit mesurable.

L’écriture des est unique si on a :
• αi 6= αj si i 6= j
• Ai 6= ∅
• Ai ∩Aj = ∅ si i 6= j
• ∪iAi = X

Proposition 351 Si f est une fonction mesurable deX dans[0,+∞[, alors
il existe une suite croissantesn de fonctions simples qui converge simplement
versf .

Démonstration :
Etant donnén ∈ N, on considére les segmentsSi = [ i2n ,

i+1
2n [, pour i variant de

0 àn2n. Il suffit alors de considérer la sommefn des i
2nχf−1(Si) pouri dans[0, n2n].ut
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Pour la suite de notre propos, on devra utiliser une multiplication dans[0,+∞[,
prolongeant la multiplication usuelle, et vérifiant0.∞ = 0. Attention, ce produit n’est
pas continu.

� Intégration des fonctions simples

Définition 352 s =
∑
αi1|Ai avec la condition d’unicité donnée ci-dessus,

alors on appelleintégrale surE ∈ A des pour la mesureµ∫
E

s.dµ =
∑

αiµ(Ai ∩ E)

Lemme 353 Supposonss et t deux fonctions simples vérifiant les conditions
d’unicité. Alors :
• Sis ≤ t, alors

∫
E
sdµ ≤

∫
E
tdµ

• additivité :
∫
E

(s+ t)dµ =
∫
E
sdµ+

∫
E
tdµ

•
∫
E
sdµ =

∫
E
sdµ

• c < +∞→
∫
c.sdµ = c

∫
sdµ

• La fonction deA dans[0,+∞] qui àE associe l’intégrale des surE pour
la mesureµ est une mesure.

6.7.2 Fonctions positives

Définition 354 f : (X,A)→ [0,+∞] mesurable
On appelleintégrale def surE def pourµ∫

E

fdµ = sups≤f

∫
E

s.dµ

oùs ≤ f désigne l’ensemble des fonctions simples plus petites ( ou égale ) que
f .

Rmq : Sif est simple, alors cette définition coïncide avec la précédente.

La notation
∫
E
fdµ désigne

∫
f.χE .dµ.

Propriétés, avecf etg positives mesurables :
•
∫
f + g =

∫
f +

∫
g

• f ≤ g →
∫
f ≤

∫
g

•
∫
|a|.f = |a|

∫
f
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Théorème 355 (Théorème de convergence monotone,dit aussi théorème de Beppo-Levi)
Soitfn une suite croissante de fonctions mesurables positives.
Alorsf = supfn est mesurable et

∫
f = lim

∫
fn.

Démonstration : On procède par étapes comme suit :
• On montre tout d’abord quef est mesurable (considérerf−1(]a,+∞)).
• On montre que

∫
fn est croisante ; notonsF sa limite (éventuellement infinie).

• F ≤
∫
f par passage à la limite.

L’autre inégalité est un peu plus difficile et est illustrée par la figure6.2.
• On considère une fonction simple≤ f , notées, et un réela < 1.
• On considèreEn l’ensemble desx tels quea.s(x) ≤ fn(x).
•
∫
En
a.u ≤

∫
En
fn ≤

∫
X
fn ≤ F .

• La réunion desEn estX, et la réunion est dénombrable ; donc
∫
En
u→

∫
X
u.

• Par passage ausup on a
∫
f ≤ F .ut

On trouvera de multiples applications à ce théorèmes, citons le lemme de Fatou
357, le théorème justifiant la définition des mesures images358, le théorème importan-
tissime de la convergence dominée de Lebesgue366, pour le théorème de Fubini378.
Cela servira aussi en probabilité, avec la proposition1326, la proposition1327, les
resultats sur les variables aléatoires indépendantes1334; on trouvera aussi une appli-
cation au théorème1367sur l’extinction d’un processus de branchement. Par ailleurs,
on utilisera ce résultat aussi pour montrer que les espacesLp sont des Banach, voir
corollaire404.

On prendra garde à ne pas utiliser des arguments plus lourds (notamment la
convergence dominée de Lebesgue) quand un résultat plus simple comme celui-ci suf-
fit.

Corollaire 356 (Permutation des signes somme - intégrales) Avecfn pour
n ∈ N mesurable positive,

∫ ∑
fn =

∑∫
fn

Lemme 357 (Lemme de Fatou)Avecfn deX vers[0,+∞] mesurable, on a∫
liminf fn ≤ liminf

∫
fn

Démonstration : Il suffit de définirgk = infn≥kfn ; gk est croissante ; donc par
le théorème de convergence monotone

∫
liminf fn = lim

∫
gn = liminf

∫
gn ≤

liminf
∫
fn.ut

Théorème 358Pour toute fonctionf mesurable deX dans[0,+∞], la fonc-
tion ν qui à un borélienE associe

∫
E
f(x).dµ est une mesure surX.

En outre pour toute fonctiong mesurable deX dans [0,+∞],
∫
g.dν =∫

f.g.dµ.
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f

a.s
fn

FIG. 6.2 – Les ensembles sur lesquelsfn dépasse la fonction simple multipliée par
a < 1 ont pour réunionX et sont en nombre dénombrable.

Démonstration : Il est facile de voir queν est une mesure avec les outils que l’on
s’est donnés plus haut. La suite est un peu plus laborieuse, mais se résoud en utilisant
le théorème de convergence monotone.ut

6.7.3 Le cas général

Définition 359 (Fonction intégrable) Une fonctionf deX dansC est ditein-
tégrablesi elle est mesurable et si

∫
|f | est finie. On noteL1(X,C) l’ensemble

des fonctions intégrables deX dansC, etL1(X,R) l’ensemble des fonctions
intégrables deX dansR. L1(X) tout court désigne généralementL1(X,R)
(voir selon le contexte).

L1(X) est unC-espace vectoriel (on le munit de l’addition et de la multiplication
par un scalaire). L’application qui à une fonction associe son intégrale est une forme
linéaire sur cet espace vectoriel.
L1(X) est unR-espace vectoriel (on le munit de l’addition et de la multiplication par
un scalaire). L’application qui à une fonction associe son intégrale est une forme li-
néaire sur cet espace vectoriel.

Notez que l’intégrabilité dépend de la mesure, alors que la mesurabilité ne dépend
que de l’espace mesurable.
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Définition 360 (Intégrale (au sens de Lebesgue) d’une fonction intégrable)
Etant donnéef une fonction intégrable deX dansR, on appelleintégrale de
f et on note

∫
f le réel

∫
f+ −

∫
f−.

Etant donnéef = g + i.h une fonction intégrable deX dansC, on appelle
intégrale def et on note

∫
f le complexe

∫
g + i.

∫
h.

On notera bien que cette définition ne permet de définir d’intégrale que lorsque∫
|f | est finie. Ainsi l’intégrale d’une fonction mesurable à valeurs dans[0,+∞] est

toujours définie mais la fonction n’est pas nécéssairement intégrable (lorsque l’inté-
grale est infinie). Et dans le cas d’une fonction Riemann-intégrable on doit résister à la
tentation d’utiliser une intégrale d’une fonction pas intégrable, puisque l’intégrale de
Lebesgue n’est définie que dans le cadre de fonctions intégrables.

Propriétés :
• Si f est intégrable alors|f | est intégrable et|

∫
f | ≤

∫
|f |.

• Une fonction inférieure en module à une fonctiong intégrable, est intégrable.
• Si deux fonctionsf et g sont intégrables et à valeurs dansR et si f ≤ g alors∫
f ≤

∫
g.

Définition 361 (Intégrale sur une partie mesurable)SoitE une partie me-
surable deX, et f deX dansR ou C, alors f est diteintégrable sur E si
f.χE est intégrable, avecχE la fonction caractéristique deE. On définit alors∫
E
f =

∫
f.χE .

On peut vérifier que
∫
E
f =

∫
f|E .

Exemple important : les sommes de séries.
L’ensemble des parties deN est uneσ-algèbre surN. On peut munir l’espace mesurable
ainsi défini d’une mesureµ telle queµ(A) = card(A) si A est fini etµ(A) = +∞
sinon.

On se donne alors une fonctionf deN dans[0,+∞[, c’est à dire une suite de réels
positifs.
Cette fonction est évidemment mesurable.

On peut alors considérer les fonctionsf.χ[0, n] ; la suite de ces fonctions converge
versf , donc par le théorème de convergence monotone, l’intégrale def surN est la
limite pourN tendant vers+∞ de l’intégrale def.χ[0, n]. f.χ[0, n] étant une fonction
étagée, son intégrale est facile à calculer ; il s’agit de la somme desfi pouri ∈ [0, n].

On peut retrouver ainsi divers résultats classiques du calcul de séries, par exemple
le changement d’ordre des termes dans une série absolument convergente. On peut
aussi considérer le cas des séries complexes.
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Par contre, on ne peut rien faire au niveau des séries non-absolument convergentes.

Proposition 362 • Une fonction mesurable deX dans[0,+∞] est d’intégrale
nulle si et seulement si elle est nulle presque partout.
• Si une fonction mesurable deX dans[0,+∞] est d’intégrale finie alors elle
est finie presque partout.
• f mesurable deX dansC ; alors |

∫
f | ≤

∫
|f |, et si|

∫
f | =

∫
|f |, alors il

existea tel quef = a.|f | presque partout.

Démonstration :
• le premier point est facile, il suffit de considérer les ensembles sur lesquelsf est
supérieure à1/n, et leur réunion dénombrable.
• Considérer l’ensemble desx tels quef(x) = +∞ et sa mesure.
• Considérer l’argument de l’intégrale def , et la fonctiona.f aveca un complexe de
module1 tel que

∫
a.f ∈ R+. La suite est facile...ut

On peut considérer différentes structures à l’intérieur de l’espace vectorielF des
fonctions deX dansR :
• Le sous-espace vectoriel des fonctions mesurables
• Le sous-espace vectoriel des fonctions intégrables
• Le sous-espace vectoriel des fonctions nulles presque partout

La dernière propriété permet notamment de définir un espace quotient de l’es-
pace des fonctions, par la relation d’équivalenceR définie parfRg ⇐⇒ f(x) =
g(x) presque partout . On considère alors l’espace constitué par les classes contenant
au moins une fonction intégrable. La forme linéaire qui àf associe son intégrale induit
une forme linéaire sur cet espace quotient (notez que deux fonctions intégrables appar-
tenant à la même classe ont même intégrale). On peut normer cet espace par la norme
suivante :

‖ f ‖1=
∫
|f |

La forme linéaire qui àf associe son intégrale est continue pour cette norme, et de
norme≤ 1, c’est à dire que|

∫
f | ≤‖ f ‖1=

∫
|f |. Dans la plupart des cas, c’est à dire

dès qu’il existe une partie de mesure finie non nulle, cette norme est1 (on pourra s’en
convaincre en considérant la fonction caractéristique d’une telle partie).

Définition 363 On noteL1 le sous-espace des classes contenant au moins une
fonction intégrable ainsi normé (ne pas confondre avecL1). Cette notation est
dépendante du contexte ; formellement il faudrait préciser l’espace de départ
et l’espace d’arrivée (ce dernier étant généralementC, quelquefoisR).

Théoriquement il n’est pas possible d’écrire‖ f ‖1 pour une fonction deX dans
[0,+∞], +∞ inclus ; néanmoins on verra souvent cette notation pour

∫
|f |. On se per-

mettra ainsi de parler de la classe d’une fonction dont l’intégrale est finie, même s’il
s’agit par exemple d’une fonction à valeurs dans[0,+∞].
On assimilera souvent une fonction et sa classe, l’intégrale d’une fonction et l’intégrale
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d’une fonction intégrable de sa classe, etc.

6.7.4 Fonctions vectorielles

Unefonction vectorielleest une fonction deX dansRn.

Définition 364 Une fonction vectorielle est diteintégrable si toutes ses com-
posantes sont intégrables. Son intégrale est alors le vecteur dont chaque coor-
donnée est l’intégrale de la coordonnée correspondante def .

Proposition 365 Une fonction vectorielle est intégrable si et seulement si elle
est intégrable et si sa norme est intégrable (indépendamment du choix de cette
norme).

Démonstration : On majore chaque composante par la norme multipliée par une
certaine constante, et réciproquement ; le résultat est ensuite facile.ut

6.7.5 Théorème de la convergence dominée de Lebesgue. Corol-
laires

Théorème 366 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)Soit
fn deX dansC pour toutn ∈ N.
Hypothèses :
• fn mesurable
• Pour presque toutx, fn(x) converge
• Il existe une fonctiong intégrable deX dans[0,+∞] majorant toutes les
fonctionsfn.

Alors :
• une certaine fonctionf est limite simple desfn ; cette fonction est intégrable.
•
∫
|f − fn| →0 (convergenceL1).

•
∫
fn →

∫
f pourn→+∞

Démonstration : On passe par les étapes suivantes :
• Tout d’abord le cas d’une suite de fonctions tendant monotonement vers la fonction
nulle (démonstration en utilisant le théorème de convergence monotone).
• Ensuite suite de fonctions tendant vers la fonction nulle (on se ramène au cas précé-
dent en considérantgn(x) = supk≥nfk(x).
• Ensuite le cas général se traite en considérantf − fn, majorée par2.g.
• L’assertion

∫
fn →

∫
f pourn→+∞ découle simplement du fait que|

∫
a−

∫
b| ≤∫

|a− b|.ut
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On utilisera ce résultat très souvent, citons par exemple le corollaire ci-dessous,
le théorème369de continuité sous le signe intégral, le théorème370de dérivation sous
le signe intégral, le lemme de Scheffé371, le résultat de densité424, le contre-exemple
du paragraphe5.6.7, le théorème de Doob1354.

Corollaire 367 Soit une suite de fonctionsfn intégrables deX dansC, telle
que

∑
‖ f ‖1 converge.

• Alors pour presque toutx on a
∑
n fn(x) convergente vers un certainf(x).

• En outref est intégrable et
∫
f =

∑
n

∫
fn.

• La suite
∑n
i=0 fn converge versf pourL1.

Démonstration : On considèreg(x) =
∑
n |fn(x)|. Par le théorème de conver-

gence monotone,
∫
g =

∑∫
|fn|. On peut donc définirh(x) comme limite des fonc-

tionshn(x) = sumn
i=0fn(x). On a|h(x)| ≤ g(x) ; par le théorème de convergence

dominée, l’intégrale def est égale à la limite de l’intégrale deshn, donc à la limite de
la somme des

∫
fi pour i ∈ [0, n] et la dernière assertion découle de la convergence

pourL1 dans le théorème de convergence dominée.ut

Corollaire 368 Les espaces vectoriels normésL1 etL1(C) sont complets.

Démonstration : Un espace vectoriel normé est complet si et seulement si toute
série normalement convergente est convergente ; donc d’après le corollaire précédent,
L1 etL1(C) sont complets.ut

Corollaire 369 SoitY un espace métrique etf : X×Y → C une application
telle que :
• pour touty l’application qui àx associef(x, y) est intégrable
• pour toutx appartenant àX −N avecN négligeable l’application qui ày
associef(x, y) est continue
• il existeg intégrale deX dansR+ telle que pour tousx ety |f(x, y)| ≤ g(x).
Alors l’application qui ày associe

∫
f(x, y).dx est continue.

Démonstration : On considère une suiteyn tendant versy, la continuité séquen-
tielle impliquant la continuité dans un espace métrique. Il suffit d’appliquer le théorème
de convergence dominée à la suite de fonctions de la formex 7→ f(x, yn).ut
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Corollaire 370 Soit Y un intervalle ouvert deR et f : X × Y → C une
application telle que :
• pour touty l’application qui àx associef(x, y) est intégrable
• pourx ∈ X −N , avecN négligeable, l’application qui ày associef(x, y)
est dérivable de dérivéef ′2(x, y)
• Pour une certain fonctiong positiveL1, pour touty, |f ′2(x, y)| ≤ g(x)
Alors pour touty x 7→ f ′2(x, y) est intégrable et l’application qui ày associe∫
f(x, y).dx est dérivable, de dérivée

∫
f ′2(x, y).dx.

Démonstration : On considèreyn une suite tendant versy.
On définitkn(x) = f(x,yn)−f(x,y)

yn−y . Pour toutn, kn est intégrable.
D’après l’inégalité des accroissements finis,|kn(x)| est majoré par le sup de|f ′2(x, .)|
à son tour majoré parg(x). On peut donc appliquer le théorème de convergence domi-
née, et déduire le résultat.ut

Lemme 371 (Lemme de Scheffé)Supposons quefn soit une suite de fonc-
tionsL1 de(S, µ) dansR, et supposons que pour presque toutx fn(x)→ f(x)
quandn→ +∞. Alors ∫

|fn|.dµ→
∫
|f |.dµ

si et seulement si ∫
|fn − f |.dµ→ 0

Démonstration : La partie "si" est triviale ; voyons maintenant la partie "et seule-
ment si".
On montre d’abord le résultat pour des fonctions positives.
On suppose donc que

∫
fn(x).dµ(x)→

∫
f(x).dµ(x). Notonsgn = fn − f , etg+

n et
g−n les parties positives et négatives degn. Alors :
• g+

n (x)→ 0 et
∫
g−n (x)→ 0 presque partout

• g−n ≤ f , donc par le théorème de convergence dominée
∫
g−n (x).dµ(x)→ 0.

• Par ailleurs
∫
g+
n (x) =

∫
fn(x).dµ(x) −

∫
f(x).dµ(x) −

∫
g−(x).dµ(x) qui tend

donc vers0.
• On peut donc déduire par les deux points précédents que

∫
gn.dµ(x)→ 0.

• On a donc prouvé le résultat pour des fonctions positives.
• On passe au cas général.

∫
|fn(x)|.dµ(x)→

∫
|f(x)|.dµ(x) signifie que∫

f+
n (x).dµ(x) +

∫
f−n (x).dµ(x)→

∫
f+(x).dµ(x) +

∫
f−(x).dµ(x).

• Le lemme de Fatou implique que∫
liminf f+

n .dµ ≤ liminf
∫
f+
n dµ
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et
∫
liminf f−n .dµ ≤ liminf

∫
f−n dµ

et donc pourn assez grand∫
f+
n (x).dµ(x) +

∫
f−n (x).dµ(x) ≥

∫
f+(x).dµ(x) +

∫
f−(x).dµ(x).

• Les résultats des deux points précédents permettent de conclure que∫
f+
n (x).dµ(x)→

∫
f+(x).dµ(x)

et ∫
f−n (x).dµ(x)→

∫
f−(x).dµ(x)

• Il ne reste plus qu’à appliquer le résultat dans le cas des fonctions positives.ut

6.8 Intégration dans les espaces produits. Changement
de variable

On rappelle qu’une tribu ouσ-algèbre surE est un sous-ensemble deP (E), conte-
nantE, stable par passage au complémentaire et par union dénombrable (et du même
coup par intersection dénombrable).
On rappelle aussi qu’un clan ou algèbre surE est un sous-ensemble deP (E) stable
par passage au complémentaire et par union finie (et du même coup par intersection
finie).
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Définition 372 On se donneX etY deux espaces mesurables, munis respec-
tivement de la tribuX et de la tribuY.
Un ensembleA×B est ditrectangle mesurabledeX×Y siA ∈ X etB ∈ Y.
On appelletribu produit ouσ-algèbre produit deX etY et on noteX ⊗Y la
tribu engendré par les rectangles mesurables. Ce sera laσ-algèbre par défaut
par la suite ; un ensemble mesurable deX × Y est en particulier un élément
de cetteσ-algèbre .
Un sous-ensemble deX × Y est ditensemble élémentairesi il est réunion
finie de rectangles mesurables.
Etant donnéE inclus dansX × Y etx ∈ X, on appellepremière coupe sui-
vant x deE l’ensemble desy dansY tels que(x, y) ∈ E.
Etant donnéE inclus dansX × Y ety ∈ Y , on appelledeuxième coupe sui-
vant y deE l’ensemble desx dansX tels que(x, y) ∈ E.
Etant donnéesµX etµY des mesures sur(X,X ) et (Y,Y) respectivement on
appelle mesure produit deµX etµY une mesure sur(X × Y,X ⊗Y) telle que
la mesure d’un rectangle mesurableA×B soitµX(A).µY (B).

Proposition 373 • L’ensemble des ensembles élémentaires est un clan.
• Un ensemble élémentaire peut sécrire comme réunion disjointe d’un nombre
fini de rectangles mesurables.
• La première coupe suivantx d’un ensemble mesurable deX ⊗ Y est mesu-
rable.
• La deuxième coupe suivanty d’un ensemble mesurable deX ⊗ Y est mesu-
rable.
• PourE mesurable deX × Y , si on se donne deux mesures surX et Y qui
soientσ-finies, l’application deX dansR qui àx associe la mesure de la pre-
mière coupe suivantx deE est mesurable

Démonstration : Les deux premiers• sont faciles.
• Le troisième est plus délicat :
- SoitE dansX ⊗ Y etx dansX.
- SiE est un rectangle mesurable le résultat est clair.
- Il suffit donc de montrer que l’ensembles desF dansX ⊗Y tels que la coupe suivant
x deF est mesurable est une tribu, ce qui est facile.ut
• Ce• est évidemment équivalent au précédent.
• Le cinquième• est admis.ut

Théorème 374Etant donnés(X,X , µX) et (Y,Y, µY ) deux espaces mesurés
de mesuresσ-finies, il existe une et une seule mesure produit deµX et µY .
Cette mesure produit est en outreσ-finie. On la noteµX ⊗ µY .

Démonstration : • On définitµ(E) =
∫
y
µ(Ey) avecEy la deuxième coupe sui-

vanty deE.
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• On montre facilement qu’il s’agit bien d’une mesure, en utilisant le cinquième• de
la proposition précédente.
• Il est clair qu’elle vérifie l’hypothèse sur la mesure des rectangles élémentaires.

• Si deux mesures vérifient les propriétés demandées, alors elles coïncident sur le
Π-système des rectangles mesurables, en outre les rectangles mesurables engendrent la
tribu produit, et cette tribu produit est de mesureσ-finie (facile).
• On peut alors appliquer le lemme336(en l’étendant, ce qui est aisé, au cas des me-
suresσ-finies).ut

Corollaire 375 Soitµ la mesure produit ainsi définie ; alors

µ(E) =
∫
y

µ(Ey) =
∫
x

µ(Ex)

Démonstration : La première égalité est directement issue de la preuve ci-dessus ;
la seconde est due à l’unicité de la solution et à la symétrie du problème.ut

Corollaire 376 Pour qu’un ensembleE de(X×Y ) soit négligeable pourX⊗
Y, il suffit que presque toutes les coupes premières deE soient négligeables
(pareil avec les coupes secondes).

Démonstration : Un tel ensemble est négligeable si et seulement si sa fonction ca-
ractéristique est d’intégrale nulle, c’est à dire si sa coupe est d’intégrale nulle presque
partout.ut

Corollaire 377 • La tribu des boréliens surRp+q est la tribu produit des deux
tribus de boréliens deRp et deRq (produit au sens desσ-algèbres et pas pro-
duit cartésien).
• La mesure de Lebesgue surRp+q est le produit de la mesure de Lebesgue sur
R
p et de la mesure de Lebesgue surRq.

Démonstration : • On procède par double inclusion.
- tout d’abord soit un pavé ouvert deRp+q ; il appartient bien à la tribu produit deRp

parRq car c’est un rectangle mesurable. Or un ouvert deR
p+q est une réunion dé-

nombrable de pavés ouverts (par exemple les pavés ouvert de coordonnées rationnelles
inclus dans ce pavé). Donc les ouverts deRp+q sont bien des mesurables pour la tribu
produit, et donc les boréliens étant engendrés par les ouverts, ils sont eux-mêmes inclus
dans la tribu produit.
- Soit un rectangle mesurable deRp×Rq ; il s’écritX×Y , et donc(X×Rq)∩(Rp×Y ),
avecX etY mesurables.X mesurable impliqueX × Rq mesurable, carX appartient
à la σ-algèbre engendrée par les ouverts, et doncX × Rq appartient à laσ-algèbre
engendrée par les ouverts deRp+q.
• Il suffit de considérer l’unicité de la mesure surRn vérifiant le fait que la mesure
d’un pavé soit bien le produit des longueurs.ut
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Cette propriété est valable pour les boréliens MAIS pas pour les lebesguiens.

Le théorème qui suit est un théorème fondamental en théorie de l’intégration.

Théorème 378 (Fubini) On suppose(X,X , µX) et (Y,Y, µY ) des espaces
mesurés de mesuresσ-finies. Soitf mesurable de(X × Y,X ⊗ Y, µX ⊗ µY )
dansR.
Alors :
• pour toutx ∈ X l’application f2,x : y 7→ f(x, y) est mesurable sur(X,X ).
• pour touty ∈ Y l’application f1,y : x 7→ f(x, y) est mesurable sur(X,X ).
• si f est positive, alorsy 7→

∫
X
f1,y(x).dx est mesurable positive, et∫

Y

(
∫
X

f1,y(x).dx).dy =
∫
X×Y

f.dz

• si f est positive, alorsx 7→
∫
Y
f2,x(y).dy est mesurable positive. et∫

X

(
∫
Y

f2,x(y).dy).dx =
∫
X×Y

f.dz

• si f est intégrable, alors pour presque toutx, f2,x est intégrable, etx 7→∫
Y
f2,x(y).dy est définie presque partout et intégrable, et on a∫

X

(
∫
Y

f1,x(y).dy).dx =
∫
X×Y

f.dz

• si f est intégrable, alors pour presque touty, f1,y est intégrable, ety 7→∫
X
f1,y(x).dx est définie presque partout et intégrable, et on a∫

Y

(
∫
X

f1,y(x).dx).dy =
∫
X×Y

f.dz

On remarque bien sûr qu’un• sur deux est équivalent au• précédent.
Démonstration : • (pareil pour le second• ) : SoitU un ouvert ;f−1

2,x(U) est égal
à la seconde section def−1(U) en y, qui est mesurable d’après l’une des propriétés
vues ci-dessus.
• (pareil pour le quatrième• ) : on le montre tout d’abord pour une fonction caractéris-
tique d’une partie mesurable de(X × Y,X ⊗ Y), puis pour une fonction simple, par
combinaison linéaire,puis pour une fonction mesurable positive, en utilisant le théo-
rème de convergence monotone et le fait que toute fonction mesurable positive est
limite de fonctions simples.
• (pareil pour le sixième• ) : Il suffit d’appliquer le cas positif à la partie positive et la
partie négative d’une fonction donnée.ut

Ce théorème sert dans beaucoup beaucoup de situations. Citons :
- le lemme1208, utile pour le théorème de Runge.
- de nombreuses choses sur le produit de convolution, voir le théorème389, dans

la partie7.
- quelques propriétés de la transformée de Fourier, voir par exemple la proposition
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440.
- le théorème424, d’approximation de fonctionsLp par des fonctionsC∞ à support

compact.

Corollaire 379 Si f deX × Y dansR est intégrable ou mesurable positive,
alors ∫

Y

∫
X

f(x, y).dx.dy =
∫
X

∫
Y

f(x, y).dy.dx

Bien noter qu’il n’est pas suffisant que l’une de ces deux expressions soit bien
définie pour que le résultat soit vrai, ni même que les deux expressions soient bien dé-
finies !

Je donne ci-dessous, sans démonstration (voir [3] pour une preuve complète) la
formule du changement de variable dansRn :

Théorème 380 (Changement de variable)SiK est un compact inclus dans
U ouvert deRn, siφ est unC1-difféomorphisme deU surU ′ ouvert deRn, si
f est continue, alors ∫

φ(K)

f =
∫
K

f ◦ φJφ

avecJφ le jacobien deφ.

Par exemple, cela servira à montrer la commutativité du produit de convolution.

6.9 Mesurabilité et mesurabilité au sens de Lebesgue

On a vu que la tribu des boréliens surRn pouvait être complétée en une autre tribu
telle que toute partie comprise (au sens de l’inclusion) entre deux boréliens de même
mesure soit mesurable ; cette tribu étant appelée la tribu des lebesguiens. En utilisant
cette nouvelle tribu, on a une nouvelle notion de mesurabilité.

Quelques propriétés :
• Une fonctionf est mesurable au sens de Lebesgue si et seulement si il existe une
fonctiong mesurable (au sens des Boréliens) égale àf presque partout
• Alors que la tribu des boréliens surRn+p est égale au produit (au sens des tribus) de
la tribu des boréliens surRn par celle des boréliens surRp, la même propriété n’est
plus vraie pour les lebesguiens.

6.10 Fonctions définies par des intégrales

Les fonctions définies par des intégrales seront capitales pour les applications
suivantes :
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- Le produit de convolution (voir la partie7) (avec pour conséquence de nombreux
résultats de densité)

- L’analyse de Fourier (voir partie10)
- Les indices de chemins (voir définition658), et donc toute la construction menant

au théorème de Cauchy661
- Le théorème de Brouwer311, lorsqu’on le prouve en utilisant la formule de Stokes

(ce qui n’est pas le cas dans cet ouvrage), voir par exemple le livre "Calcul différentiel
et géométrie", de D. Leborgne, Presses universitaires de France, 1982.

- La fonction gammax 7→
∫∞

0
tx−1e−tdt (permettant d’ailleurs le calcul de l’aire

de la sphère unité en dimensionn), que l’on trouvera par exemple dans le livre [22].
On peut citer comme autre résultat que ceux qui suivent sur les fonctions de ce type

le théorème de Fubini,378.
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6.10.1 Continuité, dérivabilité sous le signe
∫

Les résultats ci-dessous sont rappelés ici par souci encyclopédique, afin de regrou-
per les résultats s’appliquant aux fonctions définies par une intégrale.

Théorème 381SoitX un espace muni d’une mesureµ sur une tribuT deX.
Soit(E, d) un espace métrique.
On se donnef une application deE × X → C, et on définit
F (t) =

∫
X
f(t, x)dx (intégrale pour la mesureµ, notée souvent aussi∫

X
f(t, x)dµ(x).

Hypothèses Conclusion
Pour toutt l’application x 7→ f(t, x) est me-
surable
Pour presque toutx la fonctiont 7→ f(t, x)
est continue enT
Il existeg L1 telle que pour toutt et presque
toutx |f(t, x)| ≤ g(x)

F est continue enT .

Pour toutt l’application x 7→ f(t, x) est me-
surable
Pour presque toutx la fonctiont 7→ f(t, x)
est continue surE
Pour tout compactK deE il existeg L1 telle
que pour toutt dansK et presque toutx
|f(t, x)| ≤ g(x).

F est continue surE.

E est un ouvert deR ou deC a

Pour presque toutt x 7→ f(t, x) estL1

Il existe N négligeable tel que pour tout
x 6∈ N la fonctiont 7→ f(t, x) est dérivable
(resp.C1 ) b.
Pour tout compactK deE il existe une fonc-
tion g L1 telle que pour toutt dansK et tout
x 6∈ N | δfδt (t, x)| ≤ g(x).

aHypothèse facile à retenir ; il s’agit de pouvoir défi-
nir une dérivée au sens le plus commun, ie dérivée d’une
fonction d’une variable réelle ou complexe !

bAttention ! Dans le cas d’un ouvert deC on parle de
dérivabilité au sens complexe, et pas de différentiabilité
en voyantC comme unR-espace vectoriel !

Pour toutt la fonctionx 7→
δf
δx (t, x) estL1

F est dérivable (resp.C1),
de dérivée

∫
X
δf
δt (t, x)dx.

E est un ouvert deR ou un ouvert deC.
Pour presque toutt x 7→ f(t, x) estL1

Il existeN négligeable tel que pour toutx 6∈
N la fonctiont 7→ f(t, x) estCk.
Pour tout compactK deE et toutj ∈ [1, k]
il existe une fonctiong L1 telle que pour tout

t dansK et toutx 6∈ N | δ
jf
δtj (t, x)| ≤ g(x).

Pour toutt la fonctionx 7→
δjf
δtj (t, x) estL1

F estCk, et pourj ∈ [0, k]
δjF
δtj =

∫
X
δjf
δtj (t, x)dx.

Le théorème382est un exemple d’application.
Démonstration : Le premier théorème de continuité a été prouvé plus haut ; voir

théorème369.
Le second découle du fait que pour montrer la continuité en un point, il suffit de
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montrer la continuité séquentielle en ce point ; on se donne alors une suite tendant
vers ce point, et on considère l’ensembleK des points de cette suite, plus la limite en
question.

K est séparé parce qu’inclus dans un métrique.
K est compact, car étant donné un recouvrement ouvert de ce compact, on extrait

un ouvert contenant la limite, il y a un nombre fini de points en dehors de cet ouvert, et
ainsi on extrait un recouvrement fini.

On peut donc appliquer le théorème précédent àK, et on a le résultat souhaité.
Les théorèmes sur la dérivabilité découlent du corollaire370. ut

6.10.2 Fonctions holomorphes sous le signe
∫

Théorème 382SoitΩ un ouvert deC et f deΩ ×X dansC, avecX espace
muni d’uneσ-algèbreT etµ une mesure sur(X, T ).
On définit la fonctionF (z) =

∫
X
f(z, x)dx.

Hypothèses requises :
• Pour toutz x 7→ f(z, x) estL1.
• Il existeN négligeable tel que pour toutx 6∈ N la fonctionz 7→ f(z, x)
appartient àH(Ω).
• Pour tout compactK deΩ, il existeg L1 surK telle que pour toutz dansK
et pour toutx 6∈ N , |f(z, x))| ≤ g(x).
Alors :
• F (z) est définie pour toutz
• F est holomorphe
• F ′(z) =

∫
X
δf
δz (z, x)dx

Démonstration :
Montrons tout d’abord que :
pour tout compactK de Ω, il existeh L1 surK telle que pour toutz dansK et

pour toutx 6∈ N , | δfδz (z, x))| ≤ h(x).
Pour montrer ce résultat :
• SoitK un compact deΩ.
• SoitKδ l’ensemble desz dansC tels que la distance dez àK soit≤ ε 1.
• L’application qui àz associe la distance dez àK est continue.
• Kδ est borné, et fermé comme image réciproque d’un fermé par une fonction

continue ;Kδ est donc compact.
• Pour toutz dansK le cercleS(z, δ) de centrez et de rayonδ est inclus dansKδ.
• On choisitδ suffisamment petit pour queKδ soit inclus dansΩ ( c’est possible

car sinon on construit une suite dansK1/n ∩C \Ω, on se plonge dans le compactK1,
on considère une limite de suite extraite, elle n’est pas dansΩ mais elle est dansK,
d’où contradiction)
• D’après le théorème662, pourz′ dans le disque de centrez et de rayonδ,

f(z′, x) =
1

2iΠ

∫ 1

0

f(z + δe2iΠu, x)
δe2iΠu − z′

du

1Il ne s’agit pas d’unε voisinage, on a pris≤ et non<.

146



Les hypothèses du théorème de dérivation sous le signe intégral381étant vérifiées,
on en déduit :

δf

δz
(z, x) =

1
2iΠ

∫ 1

0

f(z + δe2iΠu, x)
(δe2iΠu − z)2

du

Et donc
δf

δz
(z, x) ≤ supKδf(., x)

δ2

Donc par hypothèse

|δf
δz

(z, x)| ≤ 1
δ
g(x)

La fonctionh égale à 1
δ2 g convient donc pour le résultat que l’on voulait montrer,

à savoir :
pour tout compactK de Ω, il existeh L1 surK telle que pour toutz dansK et

pour toutx 6∈ N , | δfδz (z, x))| ≤ h(x).
Alors, on peut conclure en appliquant le théorème de dérivation sous le signe inté-

gral 381précédent que :
• F (z) est définie pour toutz
• F est holomorphe
• F ′(z) =

∫
X
δf
δz (z, x)dx ut

6.10.3 Primitives

On pourra consulter le théorème633pour voir ce qu’il advient de la primitive de
f lorsque f

′

f converge, et le théorème593 pour voir ce qu’il advient lorsquexf
′(x)

f(x)
converge.

6.11 Zoologie de la mesure

6.11.1 Approfondissements sur les mesures complexes

Définition 383 Etant donnéeµ une mesure complexe surX, on appelleva-
riation totale de µ ou mesure de la variation totale deµ et on note|µ| l’ap-
plication de l’ensemble des parties mesurables deX dans[0,+∞] qui à E
mesurable associesup

∑
i |µ(Ei)|, le sup étant pris sur l’ensemble des parti-

tions deX.

Proposition 384 |µ| est une mesure.

Démonstration :
• Il est clair que|µ|(∅) = 0.
• Soit maintenant(Ei)i∈I avecI dénombrable une partition deE. On va chercher

à montrer que|µ|(E) =
∑
i |µ|(Ei).

- Montrons tout d’abord que|µ|(E) ≥
∑
i |µ|(Ei). Pour cela on se donneε >

0, et on considère, pour touti dansI, une partitionFi,j deEi avec
∑
i |µ(Fi,j)| ≥

(1 − ε).|µ|(Ei) (on peut trouver une telle partition, par définition de|µ|). On a alors
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∑
i(1−ε)|µ|(Ei) ≤

∑
i,j |µ|(Fi,j) ≤

∑
i |µ|(Ei). En faisant tendreε vers0 on obtient

l’inégalité attendue.
- Montrons maintenant que|µ|(E) ≤

∑
i |µ|(Ei). Considérons une partitionFj de

E. Si on réussit à montrer que la somme des|µ(Fj)| est inférieur ou égal à la somme
des|µ|(Ei) on aura gagné. On considère alorsGi,j = Ei ∩ Fj . LesGi,j forment une
nouvelle partition deE. Par définition de|µ| on sait que|µ|(Ei) ≥

∑
j |µ(Gi,j)|. En

sommant surI on obtient∑
i

|µ|(Ei) ≥
∑
i,j

|µ(Gi,j)| ≥
∑
j

∑
i

|µ(Gi,j)| ≥
∑
j

|µ(Fj)|

Le résultat est ainsi prouvé.ut
Notons que pour prouver ce résultat on utilise allègrement les permutations de

sommes infinies lorsque la convergence est absolue.

6.11.2 Presque recouvrement d’un ouvert deRn par des petites
boules

Proposition 385 Soit (xi, ri)i∈Boules, avec lesxi dansRn, et lesri tels que
0 < ri < ∆ < +∞.
Alors il existeBoules′ un sous-ensemble dénombrabledeBoules tel que

∪i∈BoulesB(xi, ri) ⊂ ∪i∈Boules′B(xi, 5ri)

ET
(i, j) ∈ Boules′2 ∧ i 6= j ⇒ B(xi, ri) ∩B(xj , rj) = ∅

(c’est à dire que les boules deBoules′ sont disjointes, et que si on multiplie
leurs rayons par5 on recouvre tout ce que l’on recouvrait avecBoules.

Par commodité, on identifiera le couple(x, r) et la boule ferméeB(x, r).
Démonstration :
• On définitBoulesk pour k ≥ 1 l’ensemble desi ∈ Boules tels queri ∈

[ D
2k
, D

2k−1 ]. C’est à dire que l’on regroupe les boules par taille, les plus grosses d’abord.
• On définitBellesBoules1 comme un ensemble maximal de boules disjointes

dansBoules1. Cela peut se faire grâce au lemme de Zorn (voir lemme36).
• On définit ensuiteBellesBoulesk etGenantesk par récurrence.
•Genantesk est le sous-ensemble deBoulesk des boules qui intersectent la réunion

des boules de la réunion desBellesBoulesi pour1 ≤ i < n.
• BellesBoulesk est la réunion deBellesBoulesk−1 et d’un ensemble maximal

de boules disjointes parmiBoulesk \Genantesk.
• Il est clair queBellesBoulesk est un ensemble de boules de diamètre minoré par

une constante> 0.
• On montre maintenant queBellesBoulesk est un ensemble dénombrable de

boules :
- Le nombre de boules deBellesBoulesk incluses dans[−i, i]n est fini, puisque le

volume d’une boule est minoré par une constante> 0 et qu’il y a un volume fini dans
[−i, i]n (rappelons que les boules sont disjointes).

- DoncBellesBoulesk est dénombrable.
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•On définit maintenantBellesBoules (tout court, sans indice !) comme la réunion
desBellesBoulesk. Il s’agit d’une famille de boules disjointes (facile, on prend deux
boules, soit elles appartiennent à un mêmeBellesBoulesk (auquel cas elles sont dis-
jointes), soit l’une appartient àBellesBoulesk et l’autre à ).
• BellesBoules est une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables, et est

donc dénombrable.
• Il reste maintenant à prouver ce que l’on cherchait à prouver, c’est à dire que la

familleBellesBoules convient, c’est à dire que si l’on multiplie leurs rayons par5, les
boules deBellesBoules remplissent au moins tout l’espace rempli parBoules.
• Soitx appartenant à une boule deBoules.
• SoitB une boule deBoules à laquelle appartientx.
• Soitn tel queB ∈ Boulesk.
• Par définition deBellesBoulesk, la famille

{B}∪BellesBoulesk ∪BellesBoulesk−1 ∪BellesBoulesk−2...∪BellesBoules1

n’est pas une famille de boules disjointes.
• Il existe donc une bouleB′ dans un desBellesBoulesi pouri ≤ n qui intersecte

B.
• En multipliant le rayon deB′ par5, on recouvre doncB...ut

Corollaire 386 SoitU un ouvert deRn, etδ un réel> 0.
Alors il existe une famille dénombrable de boules fermées disjointes de dia-
mètre< δ, toutes incluses dansU , qui recouvrentU à part sur un ensemble de
mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration :
• On considère les intersections deU avec les couronnes ouvertes de centre0 et

comprises entre les sphères de rayonn etn+ 1.
• Il est clair que les intersections en question sont ouvertes, bornées.
• Il est donc clair que si l’on résoud la question dans le cas d’un ouvert borné, par

réunion dénombrable, on aura résolu la question.
• Soit donc un telU , ouvert borné.
• On considère l’ensemble des boules fermées de diamètre< δ incluses dansU .
• On considère maintenant la familleChouettesBoules1 dénombrable construite

suivant la proposition précédente ; c’est à dire qu’en multipliant le rayon des boules par
5 on recouvre toutU .
• Le volume deChouettesBoules1 est au moins1

5n fois le volume deU .
• On réitère sur le complémentaire deChouettesBoules1 dansU ; on construit

ainsiChouettesBoules2.
•On continue sur le complémentaire deChouettesBoules1∪ChouettesBoules2∪

... ∪ ChouettesBoulesk pour construireChouettesBoulesk+1.
•On considère maintenantChouettesBoules la réunions desChouettesBoulesk ;

cette famille est dénombrable, et son complémentaire dansU est de volume inférieur à
(1− 1/5n)i pour touti, et donc de volume nul...ut
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Chapitre 7

Produit de convolution

Cette partie sera très enrichie par la lecture de la partie36.4, consacrée à la convo-
lution en probabilités, et de la partie9, consacrée à l’approximation de fonctions, et
faisant un large usage du produit de convolution.

7.1 Définitions et généralités

Définition 387 Soientf etg deux applications deRn dansR mesurables.
Alors on appelleproduit de convolution def et g et on notef ∗ g la fonction
x 7→

∫
Rn
f(x− y)g(y)dµ(y).

La convolution servira beaucoup, beaucoup, beaucoup, pour les résultats d’ap-
proximation de la partie9 (notamment une version utile du lemme d’Urysohn413) et
de la partie36.4, consacrée à la convolution en probabilités.

Proposition 388
f ∗ g = g ∗ f

Démonstration : Résulte simplement du changement de variableu = x− y.ut

Théorème 389 (Domaine de définition def ∗ g) • Sif etg sontL1 alorsf ∗
g estL1 et défini presque partout, et‖fg‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1.
• Sif estL∞ etg L1 alorsf ∗ g estL∞ et défini presque partout.
• Sif est bornée sur tout compact et sig estL1 à support compact alorsf ∗ g
est défini partout.

Ce résultat est utilisé par exemple dans la proposition412.
Démonstration :
• Simple application de Fubini (théorème378).
• Facile,

∫
Rn
|f(x − y)g(y)|dµ(y) ≤ M

∫
Rn
|g(y)|dµ(y) avecM un majorant

essentiel de|f |.
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• Facile aussi,f(x − .) admet un majorant sur le compact en dehors du quelg(.)
est nul.ut

Théorème 390Si f estL1 et si g estLp, pour p ∈ [1,∞], alors f ∗ g est
définie presque partout et appartient àLp ; en outre‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1 ‖g‖∞.

Démonstration :
Si p =∞, c’est clair, sip = 1, c’est le théorème précédent.
Considérons donc maitenant1 < p <∞.
• y 7→ g(y)p estL1.
•
∫
|f(x− y)| |g(y)|pdy est fini, par le casp = 1.

• Posonsq tel que1
p + 1

q = 1.

•
∫

(|f(x− y)|1/p |g(y)|)pdy est fini
• Puisque

∫
(|f(x− y)|1/q)qdy est fini aussi, et par l’inégalité de Hölder398,∫

|f(x− y)| |g(y)| dy

est fini aussi et

≤ (
∫

(|f(x− y)|1/p |g(y)|)pdy)1/p(
∫
|f(x− y)|)1/q

≤ (
∫

(|f(x− y)| |g(y)|p)dy)1/p(
∫
|f(x− y)|)1/q

par le casp = 1

≤ ‖f(x− .)‖1/p1 ‖g(.)p‖1/p1 ‖f(x− .)‖1/q1

≤ ‖f‖1 ‖g‖p
D’où le résultat.ut

Définition 391 Soitf une application définie sur un espace topologique X et
à valeur dansC. On appellesupport def l’adhérence de l’ensemble

{x ∈ X; f(x) = 0}.

On dit quef est àsupport compactsi son suppport est compact.

Théorème 392 (Propriété fondamentale du produit de convolution)• Si f
estCk et sig estL1 à support compact, alorsf ∗ g estCk. En outre pour tout
ν tel que|ν| ≤ k Dν(f ∗ g) = (Dνf) ∗ g.
• On a le même résultat sif estCk à support compact etg L1.

Ce théorème a pour conséquence la propositon393, ou le résultat d’approxima-
tion 412. Il servira aussi pour le théorème423: la densité de l’ensemble des fonctions
C∞ à support compact dansCk(Rn).
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Démonstration :
On démontre simplement le premier• , le second étant similaire.
• On montre le résultat sur toute bouleB = B(0, R) ; c’est clairement suffisant

pour avoir le résultat désiré.
• On se donneR′ tel que le support deG soit inclus dans la bouleB(0, R′).
• Pour toutx dansB et touty tel queg(y) est non nul,x+y est dansB(0, R+R′).
• Il existeM tel que la somme des|Dνf | pour |ν| ≤ k soit inférieure àM sur

B(0, R+R′).
• On procède alors par récurrence.
• L’initialisation de la récurrence, le cask = 0, est simplement une continuité sous

le signe intégral (voir théorème381).
• Ensuite on suppose le résultat vrai jusqu’au rangk, et on se donneν tel que

|ν| = k + 1 ; alors pour un certaini Dν = δ
δxi
Dη pour un certainη.

• Les trois points suivants sont clairement vérifiés :

y 7→ Dηf(x− y)g(y)

est intégrable
x 7→ Dηf(x− y)g(y)

estC1

|Dνf(x− y)| |g(y)| ≤M |g(y)|
• Alors :

Dν

∫
Rn

f(x− y)g(y)dµ(y)

=
δ

δxi
Dη

∫
Rn

f(x− y)g(y)dµ(y)

=
δ

δxi

∫
Rn

Dηf(x− y)g(y)dµ(y)

(par hypothèse de récurrence)

=
∫
Rn

δ

δxi
Dηf(x− y)g(y)dµ(y)

(grâce aux résultats affirmés dans le• précédent et grâce au théorème381)

=
∫
Rn

Dνf(x− y)g(y)dµ(y)

D’où le résultat.ut

7.2 Zoologie de la convolution

7.2.1 Convoluée d’un polynôme

Proposition 393 Si f est un polynôme et sig estL1 à support compact, alors
f ∗ g est un polynôme.

Démonstration : Il s’agit d’une application directe du théorème392... Il suffit de
se rappeler qu’une application dont une dérivée est nulle est un polynôme.ut
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7.2.2 Une fonction FONDAMENTALE pour la convolution

Proposition 394 Il existe une certaine fonctionρ C∞ deRn dansR, positive,
d’intégrale1, de support inclus dansB(0, 1).

Démonstration : On peut par exemple considérerρ(x) = K exp(− 1
1−‖x‖2 ), pour

K convenablement choisi. On trouvera au lemme271 une preuve du fait que cette
fonction est convenable.ut

Voir lemme271pour une liste d’applications.

Corollaire 395 Pour tout ε, il existe une fonctionρε C∞, de support inclus
dansB(0, ε), et d’intégrale1.

Démonstration : On utilise simplement la fonctionρ définie en394, avecρε(x) =
Lρ(x/ε), avecL convenablement choisi.ut

On a des applications aux résultats d’approximation suivantes :
- Approximation d’ensembles mesurables par des fonctionsC∞, voir proposition

412.
- Approximations de fonctionsCk par des fonctionsC∞ à support compact ; voir

le théorème423.
- Approximations de fonctionsLp par des fonctionsC∞ à support compact : voir

le théorème424.
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Chapitre 8

EspacesLp et espacesLp

8.1 Quelques résultats utiles

Définition 396 (Nombres conjugués)On dit que deux réelsp etq sont conju-
gués si ils sont tous les deux> 0 et si

1
p

+
1
q

= 1

Lemme 397 Pourα ∈]0, 1[ et(u, v) ∈ (R+)2 on auα.v1−α ≤ α.u+(1−α).v

Démonstration : On passe auln et le résultat est évident par concavité deln.ut

Théorème 398 (Inégalités de Hölder)Soient f et g deux fonctions mesu-
rables deX dansR+, et soientp et q deux réels conjugués, alors∫

f.g ≤ (
∫
fp)

1
p .(
∫
gq)

1
q

Démonstration : • PosonsF = (
∫
fp)

1
p etG = (

∫
gq)

1
q .

• On peut supposer sans perte de généralitéF etG finis et non nuls.
• Posonsu = ( f(x)

F )p, v = ( g(x)
G )q, α = 1

p , on a1 − α = 1
q , et donc en appliquant le

lemme397on obtient

f(x).g(x)
FG

≤ 1
p

f(x)p

F p
+

1
q

g(x)q

Gq

• En intégrant on obtient
1
FG

∫
fg ≤ 1

p
+

1
q

= 1
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Ce qui achève la preuve.ut

Corollaire 399 (Inégalité de Schwartz) Soientf et g deux fonctions mesu-
rables deX dansR, alors∫

|f.g| ≤

√∫
f2.

√∫
g2

Démonstration : Spécialisation du théorème398dans le casp = q = 2.ut

Théorème 400 (Inégalité de Minkowski)Soit p ∈]1,+∞[, et soientf et g
des fonctions mesurables deX dans[0,+∞].
Alors

(
∫

(f + g)p)
1
p ≤ (

∫
fp)

1
p + (

∫
gp)

1
p

Démonstration : • Si (
∫

(f + g)p)
1
p est infinie, alors par convexité dex 7→ xp, on

peut écrire( f+g
2 )p ≤ fp+gp

2 , et donc déduire que l’inégalité annoncée est vraie.

• On suppose maintenant que(
∫

(f + g)p)
1
p est finie.

• On considèreq conjugué àp.
• Alors par le théorème398, on peut écrire les deux inégalités suivantes :∫

f.(f + g)p−1 ≤ (
∫
fp)

1
p .(
∫

(f + g)(p−1).q)
1
q

∫
g.(f + g)p−1 ≤ (

∫
gp)

1
p .(
∫

(f + g)(p−1).q)
1
q

• On additionne et on obtient l’inégalité annoncée.ut
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8.2 EspacesLp etLp

On se donnep ∈ [1,+∞]. On note bien quep peut être+∞.

Définition 401 (NormesNp) Si p ∈ [1,+∞[ alors on noteNp l’application

qui à une fonctionf deX dansR ou deX dansC associe(
∫
|f |p)

1
p .

On appellemajorant essentield’une fonctionf toutM tel que|f(x)| ≤ M
pour presque toutx.
Sip = +∞ alors on noteN∞ l’application qui à une fonctionf deX dansR
ou deX dansC associe la borneinf des majorants essentiels def . N∞(f)
est appeléeborne supérieure essentielledef .
On dit qu’une fonction estessentiellement bornéesiN∞(f) est fini.
On noteLp(X,µ) ou Lp(X) lorsqu’il n’y a pas ambiguité l’ensemble des
fonctionsf mesurables de(X,µ) dansR telles queNp(f) est fini.

Pour la relationR définie par

fRg ⇐⇒ f(x) = g(x) presque partout

on noteLp(X,µ) ou Lp(X) l’ensemble des classes d’équivalence de l’en-
semble des applications deX dansR contenant au moins une fonction de
Lp(X,µ).
On définit de mêmeLp

C
(X,µ), Lp

C
(X,µ), Lp

C
(X) et Lp

C
(X), en considérant

des fonctions à valeur dansC.
On noteλp(X) l’espaceLC(X,µ) = LC(X,µ) avecµ la mesure du dénom-
brement (il y a identité entreL(N) etL(N) car pour toutP partie deN µ(P )
est égal au nombre d’éléments deP , éventuellement+∞, et donc le seul en-
semble négligeable est l’ensemble vide).
On noteλp l’espaceLp

C
(N, µ) = Lp

C
(N, µ) = Lp

C
(N) = Lp

C
(N), avecµ la

mesure du dénombrement.
Une famille(xi)i∈I de nombres complexes estsommable de sommex si pour
tout ε il existeJ ⊂ I finie telle que pour toutK fini telle queJ ⊂ K ⊂ I on
ait |x−

∑
i∈K | ≤ ε.

On note que la borne supérieure essentielle d’une fonction est le plus petit majorant
essentiel de cette fonction.
Np est une semi-norme surLp(X) et une norme surLp(X).
lp(X) est l’ensemble des applications desf deX dansC telles que la famille(|f(x)|p)x∈X
soit sommable.
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8.3 Théorèmes sur lesLp

Théorème 402 (Convergence dominée de Lebesgue dansLp) On suppose
ici p 6= +∞.
Soit une suite(fn) de fonctions mesurables, telle que

fn(x)→ f(x) pour presque toutx

∃g ∈ Lp/∀(x, n)|fn(x)| ≤ g(x)

alors la classe def appartient àLp etfn tend versf pourNp.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théorème de convergence dominée àfpn,
avecgp etf .ut

Remarque 403 (Contre-exemple avecp = +∞) Il suffit de considérerfn = χ[n,+∞[,
pour avoir toutes les hypothèses vérifiées, sans que la conclusion soit juste.

Corollaire 404 Les espacesLp sont des espaces de Banach, pourp ∈
[1,+∞].

Démonstration : • Tout d’abord on considère le casp =∞.
On se donne une sériefn normalement convergente pour la norme infinie ; on peut
clairement considérer une limite simplef par complétude deR ouC.
Quitte à remplacerf par une autre fonction de la même classe quef , on peut consi-
dérerM fini un majorant def (et pas seulement un majorantessentiel). On peut alors
simplement considérer le reste

∑
i=n+1..+∞N∞(x) pour avoir la convergence pour la

norme infinie.
• On traite maintenant le casp 6=∞.
• Supposons donnée une sériefn de fonctions mesurables normalement convergente
(il est nécéssaire et suffisant pour qu’un espace normé soit complet que toute série nor-
malement convergente soit convergente).
• On noteg(x) =

∑
|fn(x)|.

• Par le théorème de convergence monotone
∫
g = lim

∫ ∑
i∈[1,n] |fi(x)| et cette

quantité est finie par hypothèse.
• Par le théorème402appliquée à

∑
i=1..n fi majorée parg appartenant àLp, fn tend

versf pourNp.ut

Bien noter que le résultat de complétude vaut aussi pourL∞.

Proposition 405 Pourp ∈ [1,+∞], siX est de mesure finie, alorsLp
′
(X) ⊂

Lp(X) pour toutp′ ≥ p (éventuellementp′ infini).
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Démonstration : Pas dur, en séparantX en l’ensemble des points où|f | > 1 et en
l’ensemble des points où|f | ≤ 1.ut

Remarque importante ! Comme le signale la remarque qui suit le théorème
422, l’espaceLp(Rn) s’exprime en fait comme le complété pour la distance associée
à la norme‖.‖p, si p < ∞. Ce résultat n’est pas valable pourp = ∞ ; ici l’adhérence
serait simplement l’ensemble des applications qui, pour toutε > 0, sont inférieures à
ε1 en dehors d’un certain compactKε.

La démonstration suivante, difficile, est directement extraite (et simplifiée, quitte
à renforcer légèrement les hypothèses - le résultat général inclut en faitX union dé-
nombrable de parties de mesure finie) du livre de W. Rudin, Analyse réelle et complexe.

Théorème 406Soitp ∈ [1,∞[,µmesure positive finie surX,φ forme linéaire
bornée (à valeurs dansC) surLp(X). Soitq tel que1

p + 1
q = 1. Alors il existe

un uniqueg (presque partout)a Lq, tel que

φ(f) =
∫
X

fgdµ (8.1)

(8.2)

et on a alors

‖φ‖ = ‖g‖q = q

√∫
|g|q

aL’unicité presque partout signifie que si deux fonctions vérifient cette propriété, alors elles
sont nécéssairement égales presque partout.

Ce théorème énonce exactement un isomorphisme entreLq etLp. Il faut bien noter
queLp signifieLp(µ) etLq signifieLq(µ).

Démonstration :
L’unicité découle facilement du fait que sig et g′ sont deux fonctions vérifiant la

propriété8.1, alors pour toutE mesurable, l’intégrale surE deg−g′ est nulle ; donc en
particulier pourE égal à l’ensemble desx pour lesquels (respectivement)Re(g(x)) >
Re(g′(x)),Re(g(x)) < Re(g′(x)), Im(g(x)) > Im(g′(x)), Im(g(x)) < Im(g′(x)).

L’existence est beaucoup plus laborieuse à prouver :
• Tout d’abord, l’inégalité de Hölder398 et l’équation8.1 impliquent immédia-

tement‖φ‖ ≤ ‖g‖q. Il est donc suffisant de montrer l’existence deg et le fait que
‖φ‖ ≥ ‖g‖q.
• Le casφ = 0 est trivial. Par la suite nous supposerons doncφ non nulle.
• Montrons tout d’abord l’existence d’une certaine fonctiong telle queφ(f) =∫

fg pour toutef ∈ L∞(µ). Cela se fait comme suit :
– DéfinissonsL(E) = φ(χE) pourχE fonction caractéristique deE mesurable de

(X,µ).
– L est additive, au sens où siA etB sont disjoints,L(A ∪B) = L(A) + L(B).

1En module !
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– Elle est dénombrablement additive. Pour le voir considérons lesEi pouri entier
> 0 mesurables, disjoints,Ak égal à l’union desAi pouri égal à1, 2, ..., k, etE
l’union desEi. p étant supposé inférieur à∞, ‖χE−χAk‖p = (µ(E\Ak))1/p →
0 commek →∞. Par continuité deφ, ceci implique queL(Ak)→ L(E).

– L est donc une mesure complexe.
– µ(E) = 0 implique queL(E) = 0 car alors‖χE‖p = 0.
– Donc, d’après le théorème de Radon-Nikodyn il existeg L1 telle que pour tout
E mesurable inclus dansX,

φ(χE) =
∫
E

gdµ =
∫
X

χEgdµ

– Ce résultat se généralise par linéarité aux fonctions étagées mesurables.
– On peut ensuite le généraliser aux fonctions dansL∞(µ) car toute fonctionf

bornée (presque partout) est limite uniforme de fonctionsfi étagées mesurables ;
et‖fi − f‖p → 0 ; doncφ(fi)→ φ(f).

• Il reste donc maintenant à montrer queg estLq et que‖φ‖ ≥ ‖g‖q ; par densité
deL∞ dansLp on pourra alors conclure que l’équation8.1est bien vérifiée.
• On traite tout d’abord le casp = 1. On se donneE mesurable ; alors

|
∫
E

gdµ| ≤ ‖φ‖‖χE‖1

= ‖φ‖µ(E)

Donc par le lemme407ci-dessous,‖g‖∞ ≤ ‖φ‖. On a donc d’une pierre deux résul-
tats :g estL∞, et‖φ‖ ≥ ‖g‖∞.
• Il reste donc à traiter le casp > 1. Cela se fait en considérantα telle queαg = |g|

etα de module constant égal à1. Ceci est un exercice classique et peu difficile. Ensuite :
– On définitEn l’ensemble desx tels que|g(x)| ≤ n.
– On définitf = χEn × |gq−1| × α.
– On constate facilement que|f |p = |g|q surEn.
– On sait déjà queφ(f) =

∫
fg ; donc∫

En

|g|q =
∫
fg = φ(f) ≤ ‖φ‖ × (

∫
En

|g|q)1/p‖

donc
∫
En
|g|q ≤ ‖φ‖q. Par le théorème de convergence monotone355, on peut

alors dire que‖g‖q ≤ ‖φ‖ ; d’où le résultat.ut

Lemme 407 SupposonsX de mesureµ(X) fini, g appartenant àL1(µ), S
fermé deC. Alors si pour toutE mesurable de mesure> 0 la moyenne surE
deg (ie 1

µ(E)

∫
E
g(x)) appartient àS, alorsg appartient àS presque partout.

Démonstration :
• ConsidéronsD un disque fermé dans le complémentaire de∆.
• Il suffit de montrer queµ(E) = 0 avecE = g−1(D) ; en effet, le complémentaire

deS étant (comme tout ouvert) union dénombrable de disques fermés, on aura alors
g−1(D) union dénombrables d’ensembles de mesure nulle, doncg−1(D) de mesure
nulle.
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•Montrons doncµ(E) = 0. Pour cela supposons, pour arriver à une contradiction,
µ(E) > 0. Alors, en posantα le centre deD et r son rayon,

| 1
µ(E)

∫
E

g − α| = | 1
µ(E)

∫
E

(g − α)|

≤ 1
µ(E)

∫
E

(g − α)

≤ r

Or 1
µ(E)

∫
E
g est censé appartenir àS, d’où contradiction.ut

8.4 Zoologie des espacesLp

8.4.1 Espacelp

Proposition 408 On notelp l’espaceLp
C
(N, µ) = Lp

C
(N, µ) = Lp

C
(N) =

Lp
C
(N), avecµ la mesure du dénombrement. Il s’agit donc de l’espace des

suites(xi) telles que
∑
|xi|p est fini. La normeNp, est la norme suivante :

Np(x) = ‖x‖ = (
∑
|xi|p)1/p

Pour cette norme,
lp est complet.

Démonstration :
L’inégalité de Hölder se traduit par

N1(z) ≤ Np(x).Nq(y)

si p et q sont conjugués et sizi = xi.yi.ut

8.4.2 EspaceL2

� Généralités

2 est conjugué à lui-même, d’où le cas particulier.

Voici une liste de propriétés, découlant immédiatement des propriétés deLp :
• Le produit de deux fonctions deL2 est intégrable (par l’inégalité de Hölder)
•
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� Espaces préhilbertiensL2 etL2
C

Définition 409 Le produit scalaire euclidien usuel sur L2(X) est égal à
(f, g) 7→< f |g >=

∫
f.gdµ.

Ce produit scalaire euclidien fait deL2(X) un espace hilbertien réel. Lepro-
duit scalaire hermitien usuel sur L2

C
(X) est égal à(f, g) 7→< f |g >=∫

f.gdµ.
Ce produit scalaire hermitien fait deL2

C
(X) un espace hilbertien complexe.

� Espace de HilbertL2 etL2
C

L2 etL2
C

sont préhilbertiens et complets, donc ce sont des espaces de Hilbert. Ceci
sera abondamment utilisé dans la partie10sur les séries de Fourier.
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Chapitre 9

Approximation de fonctions

9.1 Topologie et approximation de fonctions caractéris-
tiques

On trouvera ici des lemmes qui seront des outils utiles pour les démonstrations
ultérieures. On peut se référer au livre "analyse réelle et complexe" de Rudin.

9.1.1 Intercalation d’ouverts relativement compacts entre un ou-
vert et un compact

Lemme 410 SoitX un espace séparé localement compact,U un ouvert deX,
etK un ensemble compact inclus dansU . Alors il existe un ouvertV deX
relativement compacta tel queK ⊂ V ⊂ V ⊂ U .

aC’est-à-dire d’adhérence dansX compacte.

Le lemme d’Urysohn411se prouve facilement en utilisant ce résultat.
Démonstration : •Construisons tout d’abordV ouvert contenantK, avecV com-

pact
- SoitKx un voisinage compact dex, pourx ∈ K
- SoitVx l’intérieur deKx

- LesVx recouvrentK, on peut donc en extraire un recouvrement fini∪x∈IVx
- la réunionV desVx, pourx dansI, convient.
• SiU = X, V convient.
• Sinon, soitF le complémentaire deU . Bien entendu il est fermé.
• Pourx dansF définissonsTx ouvert contenantK avecx 6∈ Tx. Un tel ouvert

existe, par le théorème176.
• Définissons alorsKx = T x ∩ F ∩ V (voir figure9.1.
• L’intersection desKx pourx dansF est vide, car chaquex deF n’appartient pas

àTx, donc pas à∩yTy.
• LesKx sont fermés dans un compactV . Donc par la propriété174, on peut en

extraire une sous-famille(Kx)x∈J finie telle que l’intersection soit vide.
• Alors ∩x∈JTx ∩ V convient (rappelons qu’un fermé d’un compact est compact,

voir corollaire175).ut
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FIG. 9.1 – Construction deKx pourx ∈ F .

9.1.2 Séparation d’un compact et d’un fermé

Lemme 411 (Lemme d’Urysohn) Soit X un espace topologique séparé
localement compact,U un ouvert deX, K un compact deX inclus dansU .
Alors il existe une fonctionf continue deX dans[0, 1] telle que

x ∈ K → f(x) = 1

x 6∈ U → f(x) = 0

Ne pas utiliser un théorème difficile dans un cas simple : dans le cas d’un
espace métrique, la fonction qui àx associe d(x,X\U)

d(x,X\U)+d(x,K) convient.

Dans le cas deRn, on trouvera une preuve plus simple avec le théorème413
(utilisant la convolution). En outre, la fonction construite seraC∞.
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Cela revient à avoir un compact, un fermé disjoint du compact, et à définir
une fonction continue égale à1 sur le compact et à0 sur le fermé.

Démonstration :
• Par le lemme410(appliqué deux fois), construisonsV0 etV1 deux ouverts relati-

vement compacts1 tels que

K ⊂ V0 ⊂ V 0 ⊂ V1 ⊂ V 1 ⊂ U

• Soit q0, ..., qn, ... une bijection deN surQ ∩ [0, 1], avecq0 = 0 et q1 = 1.
• Supposons construits(Vqi) pour i ∈ {0, 1, ...n} des ouverts relativement com-

pacts tels queqi < qj impliqueV qi ⊂ Vqj pouri et j dans{0, 1, ...n}.
• Alors le lemme410permet de construireVqn+1 .
• On construit ainsi une famille de fermés indexés par les éléments deRatio =

Q ∩ [0, 1], avecq < p⇒ V q ⊂ Vp.
1D’ adhérences compactes.
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• Définissons alors, pourq ∈ Ratio, fq = (1 − q)χVq , et gq = qχV q + (1 − q)
(voir figure9.2).
• Puisf = supq∈Ratiofq, etg = infq∈Ratiogq.
• Nous avons donc, par la proposition103, f semi-continue inférieurement etg

semi-continue supérieurement.

1

1-p1-p

Vp Vp
FIG. 9.2 – Graphe defq (à gauche) etgq (à droite).

• Il est clair queχK ≤ g etχU ≥ f .
• Il suffit de montrer (par la proposition103) quef = g ; ainsif , semi-continue à

la fois supérieurement et inférieurement, sera continue.
• Supposons quef(x) > g(x).
- Alors ∃p, q ∈ Ratio tels que

fp(x) > gq(x)

- Doncx 6∈ Vq, x ∈ Vp, et doncq < p
- Par contre (voir figure9.2) 1− p > 1− q ; ce qui est contradictoire avecq < p.
• Supposons maintenant quef(x) < g(x).
- Alors on peut trouver(p, q) ∈ Ratio2 tels que

f(x) < 1− p < 1− q < g(x)

- Alors par définition du sup et de l’inf :

fp(x) < 1− p < 1− q < gq(x)

- On en déduit alorsx 6∈ Vp et x ∈ Vq, ce qui impliquep < q, et contredit
1− p < 1− q.ut

On trouvera par exemple une application dans la partie5.6.9sur le cube de
Hilbert. Les autres versions de lemmes d’Urysohn (voir lemme413) auront d’autres
applications.
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9.1.3 Approximation d’un ensemble mesurable par une fonction
C∞

Proposition 412 SoitE un ensemble mesurable de mesure finie deR
n, et soit

ε > 0.
Alors il existe une fonctionf C∞ telle que

χE ≤ f ≤ χV2ε(E)

avecVt(E) l’ensemble des éléments à distance< t deE.

Démonstration :
• SoitE un tel ensemble.
• Définissonsfn = χV1/n(E) ∗ ρ1/n, avecρ1/n la fonction définie par le corollaire

395(de support inclus dansB(0, 1/n) et d’intégrale1, étant en outre de classeC∞).
• fn est bien définie etL1, carρ1/n et χV1/n(E) sontL1 (voir propriété389 du

produit de convolution).
• fn estC∞, par la propriété392.
• Tout d’abord on remarque queχE ≤ fn
En effet, six ∈ E, alorsfn(x) est l’intégrale deρ1/n sur une boule de rayonε (sur

cette boule en effetχV1/n(E) vaut1 - l’intégrale defn y est donc égale à l’intégrale de
ρ1/n, donc1).
• Ensuitefn ≤ χV2ε(E) pourn assez grand.
- on le montre tout d’abord pourχV2ε(E)(x) = 0. Pour cela, siχV2ε(E)(x) = 0, on

note qued(x,E) > 3ε/2, alors si1/n ≤ ε,

fn(x) =
∫
χV1/n(E)(x− y)ρ(y)dµ(y)

=
∫
‖y‖≤1/n

χV1/n(x− y)ρ1/n(y)dµ(y)

= 0

- f est par ailleurs toujours inférieure à1. D’où le résultat, en choisissantf = fn
pourn assez grand.ut

9.1.4 Lemme d’Urysohn

Il ne s’agit ici d’une version dansRn du lemme d’Urysohn. On trouvera une version
beaucoup plus générale (espace localement compact séparé) avec le lemme411. Mais
pour des applications de la vie de tous les jours, ce théorème suffit, et peut même s’avé-
rer plus puissant, puisqu’il fournit une fonctionC∞ et non simplement une fonction
continue.

Théorème 413 (Lemme d’Urysohn, deuxième version)SoitK un compact
deRn, Ω un ouvert deRn contenantK, alors il existe une fonctionf C∞ à
support compact telle queχK ≤ f ≤ χΩ.
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Il est plus élégant de se passer d’invoquer un tel théorème lorsque l’on
peut construire manuellement une solution élégante. Notamment on peut construire
manuellement une fonctionC∞ deRN dansR comprise entreχB(0,n) et χB(0,n+1).
En effet, définissons

f|B(0,1)(x) = e
− 1

1−‖x‖2

f|B(0,1)c(x) = 0

Cette fonction estC∞, comme expliqué en271, et> 0 surB(0, 1).
On définit alorsFn(x) =

∫
B(x,n)

f(t)dµ(t).
Fn estC∞, comme on s’en convainc en dérivant sous le signe

∫
l’expression sui-

vante (équivalente par un simple changement de variable)Fn(x) =
∫
B(0,n)

f(x +
t)dµ(t) (voir théorème381). Attention, pour appliquer le théorème de dérivation sous
le signe somme, il faut bien voir que chaque dérivéeDνf est majorée par une fonc-
tionL1, ce qui n’est pas difficile en l’occurence, puisque toutes les dérivéesDνf sont
continues à support compact.

Il est ensuite évident queFn est strictement> 0 surB(0, n), nulle surB(0, n+1)c,
et comprise entre0 et1 partout.

On construit de même, pourΩ ouvert contenant la boule unité fermée, en considé-
rantFn(x/n) pourn assez grand, une fonction égale à1 surB(0, 1), et nulle en dehors
deΩ.

Voir par exemple9.6.3ou les théorèmes421, 414et422.
Démonstration :
• Il faut tout d’abord se rappeler que la distance entre un compact et un fermé

disjoints est toujours> 0 (en effet la distance au fermé est continue, par la proposition
259, et donc son minimum est atteint sur le compact).
• Ensuite on applique le lemme412.ut

9.1.5 PartitionC∞ de l’unité

Théorème 414 (PartitionC∞ de l’unité) SoitK un compact inclus dansRn,
inclus dans la réunion desΩi pour i ∈ [1, p], avecΩi ouvert.
Alors il existef1, ..., fp des applicationsC∞ telles que le support defi soit
inclus dansΩi pour touti ∈ [1, p], avec

χK ≤
∑
i∈[1,p]

fi ≤ 1

Démonstration :
• On considère la famille(Bi)i∈I des boulesB telles qu’il existei ∈ [1, p] tel que

B ⊂ Ωi 2. Etant donnéi dansI on noteNum(i) un entier tel queBi ⊂ ΩNum(i).
• PuisqueK est compact, et puisqueK est (clairement !) réunion des(Bi)i∈I , on

se restreint à une réunion finie(Bi)i∈J , recouvrantK.
•Commençons par prouver le théorème, sans se préoccuper de la contrainte

∑
i fi ≤

1.
2∃i ∈ [1, p] tel queB ⊂ Ωi et pasB ⊂ ∪i∈[1,p]Ωi !
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• Pour cela, définissonsUryi, pour i ∈ J , une fonctionC∞ égale à1 surBi
et nulle en dehors deΩNum(i). Cela se fait par le lemme d’Urysohn, version413,
ou éventuellement par la remarque qui suit le dit lemme, qui montre que dans ce cas
particulier on peut se passer du résultat général.
• On définit maintenantMetaUryi, pour i ∈ [1, p], la somme desUryj , pour

j ∈ J etNum(j) = i.
• Il est clair, comme annoncé plus haut, que la famille(MetaUryi)i, vérifie le

théorème énoncé, à ceci près que la somme n’est pas nécéssairement inférieure ou
égale à1.
•On se donne maintenant une fonctionf C∞ comprise entreχK etχVε(K)

3, avec
ε inférieur au double de la distance du compact au ferméF défini par son complémen-
taire :

F c = {x/
∑
i∈[1,p]

MetaUryi(x) > 0}

• On définit alorsfi pour i ∈ [1, p] parfi(x) = gi(x)f(x)∑n
j=1 gj(x) si x ∈ F c, et fi = 0

sinon.
• On vérifie facilement que la famille ainsi construire convient.ut

9.2 Approximation de fonctions continues

Théorème 415 (Théorème de Stone)On se donneK un compact, etA une
sous-algèbre unitairede l’algèbreC0(K,R) des fonctions continues à valeurs
réelles surK, munie de la normef 7→ ‖f‖∞ = supx∈K |f(x)|.
On suppose queA sépare les points deK, c’est à dire qu’étant donnéx et y
dansK il existef dansA tel quef(x) 6= f(y).
AlorsA est dense dansC0(K,R).

Démonstration :
• On montre tout d’abord quex 7→

√
x définie sur[0, 1] est dans l’adhérence de

l’ensemble des polynômes, pour la norme‖.‖∞. Pour cela on considère le développe-
ment dex 7→

√
1− x ; qui est bien défini sur[0, 1[. Le problème est le développement

en1. On observe alors que :
- On a

√
1− t = 1−

∑
ai.t

i, avec lesai positifs, pourt ∈ [0, 1[
- Et

∑
i∈[0,n] ait

i est majoré par1−
√

1− t, donc par1, pour toutt ; en prolongeant
par continuité,

∑
i∈[0,n] ai est majoré par1. En passant à la limite pourn → +∞,∑

i∈[0,n] ai est majoré par1.

Le reste
∑
i≥n ai.t

i est alors majoré par
∑
i≥n ai, qui tend vers0 quandn → ∞,

indépendamment det, donc...
Il ne reste plus qu’à composer part 7→ 1− t pour avoir le résultat désiré :x 7→

√
x

est approchable uniformément par des polynômes sur[0, 1].
• Montrons maintenant que sif est dansA, alors |f | est dansA. On se donne

racinen(t) le n-ième polynôme d’une suite de polynômes tendant vers
√
t sur [0, 1].

On supposef comprise entre−1 et 1 (on peut se ramener à ce cas-là en divisantf

3Vε(K), dit ε-voisinage deK, est l’ensemble des points situés à une distance< ε deK.
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par une constante suffisamment grande - on utilise ici le fait queA est unitaire(et donc
contient les constantes)). Alors on constate que

racinen(f.f)→ |f |uniformément

• On montre maintenant que sin fonctionsf1, ..., fn sont dansA, alors
max{f1, f2, ..., fn} (resp.min{f1, f2, ..., fn}) est dans l’adhérence deA ; en effet on
peut toujours exprimer le max (resp. le min) d’un ensemble fini de fonctionsfi par des
sommes et différences finies desfi et de|fi| (or |fi| est dans l’adhérence deA par le
point ci-dessus).
• On montre maintenant qu’étant donnés deux pointsx et y distincts de[0, 1] et

deux réelsX etY , il existe une applicationf dansA telle quef(x) = X etf(y) = Y ...
Cela est facile en rappelant queA contient les constantes (puisqu’elle est unitaire)et
que A sépare les points.
• On se donne maintenant une fonctionf dansC0(K,R), ε > 0 etx dansK. On

cherche à montrer qu’il existeg dansA telle queg(x) = f(x) etg(t) < f(t) + ε pour
tout t dansK.

Pour cela on considère, en utilisant le• démontré ci-dessus, pour toutt dansK une
fonctionft deA égale àf enx et inférieure àx + ε/2 en t. On considère alors pout
tout t dansK l’ouvertUt surlequelft est inférieure àf + ε ; lesUt recouvrentK et on
peut donc en extraire un recouvrement finiU = ∪t∈EUt, avecE fini. Il ne reste alors
qu’à considérer la fonctionmin des fonctionsft pourt ∈ E, et on a bien une fonction
comme souhaitée.
• Maintenant on se donne une fonctionf dansC0(K,R), et on cherche à montrer

que l’on peut approcherf uniformément par des fonctions deA ; on aura ainsi conclu
le théorème.

Pour cela, on se donneε, et on associe à toutt dansK une fonctiongt égale àf en
t, inférieure àf + ε (grâce au• ci-dessus). On peut alors associer à toutt un ouvertVt
tel quegt > f − ε surVt. On peut alors prendre pour fonctiong le max desgt pour
t ∈ F , avecF fini tel que l’union desVt pourt ∈ F , et on a bienf − g < ε.ut

Un corollaire important est la densité de l’ensemble des polynômes trigonomé-
triques dans l’ensembles des fonctions2Π-périodiques continues. Un autre corollaire
est le suivant :

Corollaire 416 (Théorème de Weierstrass)L’ensemble des polynômes sur
un compactK deR et à coefficients dansR est dense dans l’ensemble des
fonctions continues deK dansR, pour la norme uniforme‖.‖∞.

Démonstration : C’est un corollaire immédiat du théorème de Stone ci-dessus.ut
Il existe une autre preuve du théorème de Weierstrass, basée sur des arguments

de probabilité. En fait précisément, ce corollaire est aussi un corollaire du théorème
ci-dessous.

Théorème 417Soitf une application continue de[0, 1] dansR.
On définitBn(x) =

∑n
k=0 C

k
nf( kn )xk(1−x)n−k, n-ièmepolynôme de Bern-

steinassocié àf .
Alors la suiteBn converge uniformément versf .

Démonstration : On remarque queBn(x) est précisément l’espérance def(Xn ),
avecX suivant une loi binomialeB(n, x).
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On utilise alors lemodule de continuitéw(f, δ) par

w(f, δ) = sup|x−y|<δ|f(x)− f(y)|

il est bien à valeurs dansR carf est continue sur un compact.
NotonsM = sup|f |.
Alors |f(x)−Bn(x)| ≤

w(f, δ)P (|X
n
− x| ≤ δ) +M P (

X

n
− x ≥ δ) +M P (

X

n
− x ≤ −δ)

≤ w(f, δ) + 2M
1

n2δ2
V ar(X)

(grâce à l’inégalité de Tchebytchev1333)

≤ w(f, δ) +
M

2nδ2

→ 0 quandn→∞

D’où le résultat.ut
Attention ! Le théorème n’est valable que dans le cas des fonctions continues

deK ⊂ R dansR ; par exemple si l’on considère l’ensemble des fonctions continues
deK ⊂ C dansC, on constate que l’on ne peut pas approcherz 7→ z du disque unité
fermé dans le disque unité fermé, car∫ 2Π

0

f(eiθ).eiθdθ = 2Π

et donc si on suppose que la suite de polynômesPn tend uniformément versz 7→ z, la
suite d’intégrales ci-dessous tend vers2Π :∫ 2Π

0

Pn(eiθ).eiθdθ

Or toutes les intégrales de cette suite sont nulles (considérer l’intégrale monôme par
monôme pour s’en convaincre !).

Pour que tout s’arrange, il faudrait des polynômes enz ET z.

Théorème 418 (Stone, version complexe)On se donneA une sous-algèbre
unitaire de l’ensemble des fonctions continues deK un compact à valeurs
dansC, stable par passage au conjugué et séparant les points deK.
AlorsA est dense dansC(K,C) pour la norme‖.‖∞.

Démonstration :
•Re f = (f+f)/2 etIm f = (f−f)/2i ; orA est stable par passage au conjugué,

donc les parties réelles et imaginaires de fonctions deA sont dansA.
• la sous-algèbre des fonctions réelles deA sépare les points. En effet, soitx et y

distincts, il existe une fonctionf qui séparex ety ; soit la partie réelle def les sépare,
soit la partie imaginaire def les sépare. Dans le premier cas on a bien ce qu’on veut
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(une fonction réelle deA qui les sépare), dans le deuxième cas on multiplie pari (on
considèrei× Im f ) et cette fonction les sépare.
• en appliquant le théorème dans le cas réel, on peut donc conclure en approchant

séparément la partie réelle et la partie imaginaire.ut

L’hypothèse sur la stabilité deA par passage au conjugué est indispensable !
En effet, on considère l’algèbreC[x], et l’application du disque unité fermé dans lui-
même, définie parz 7→ z n’est pas holomorphe, et donc ne peut être dans l’adhérence
deC[x] (rappel : une limite uniforme de fonctions holomorphes est holomorphe).

FLEMMARD Elebeau n’y croit pas moi je crois que c’est ok

9.3 Approximation de fonctions mesurables

Théorème 419 (Lusin) Soitf une application mesurable deRn dansC, dont
le support est inclus dansE de mesure finie. Alors pour toutε il existeg conti-
nue deRn dansC telle que :
• µ({x/f(x) 6= g(x)}) < ε
• sup|g(x)| ≤ sup|f(x)|

L’hypothèse "support inclus dansE de mesure finie" peut être oubliée.
En effet, en résumé, on peut considérer lesgi = f|Ui pour i dansN, avecUi boule
de centre0 et de rayoni ; alors on peut "approcher"gi parhi égale àgi sauf sur un
ensemble de mesure< ε

2i+1 , et avecsuphi ≤ sup gi. En "recollant" leshi on arrive à
une fonction proche def .

Démonstration :
• On laisse de côté la fonction nulle.
• Premier cas :0 ≤ f ≤ 1 etE compact,sup f = 1.
- Donnons nousε > 0
- f est limite croissante d’une série croissante de fonctions simples(sn), égales à

des fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables(En), comme expliqué pendant
la preuve de la proposition351.

- On considèreR suffisamment grand pour queE ⊂ B(0, R).
- Pour toutn on se donneKn un compact etΩn un ouvert inclus dansB(0, R) avec

Kn ⊂ En ⊂ Ωn ⊂ B(0, R), etµ(Ωn − Kn) < ε.2−n (possible grâce au théorème
327).

- Grâce au lemme d’Urysohn411 ou 413, on se donne une fonctionfn telle que
χKn ≤ fn ≤ χΩn .

- Il ne reste plus qu’à sommerg(x) =
∑
n∈N

fn
2n .

- g est continue, comme somme convergeant normalement d’une série de fonctions
continues (proposition468).

- Sur le complémentaire de la réunion desΩn \ Kn, f = g. Cette réunion est de
mesure≤ ε

- On a bien|g| ≤ sup f , puisque chaquefn est majorée par1.
D’où le résultat dans le cadre qu’on s’était donné, ie0 ≤ f < 1 etE compact.
• Passons au cas d’une fonctionf telle que0 ≤ f ≤ 1, sans hypothèse de compa-

cité surE.
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- Donnons nousε > 0
- Il existe un compactK tel que la mesure deE \K soit inférieur àε.
- On peut donc travailler sur la restriction def àK pour construireg, et on a encore

le résultat désiré.
• Passons maintenant au cas d’une fonctionf bornée.
- En considérantf+ etf− 4, et en multipliant par une constante pertinente pour se

ramener à des fonctions à valeurs dans[0, 1], on a aussi le résultat désiré.
• On peut maintenant considérer le cas le plus général.
- ConsidéronsAm = {x ∈ Rn/|f(x)| > m}.A0 est de mesure finie ; on peut donc

appliquer la proposition328 pour conclure que la mesure desAm tend vers0 quand
m→∞.

- On se donne doncm tel queµ(Am) < ε.
- On peut donc appliquer le résultat partiel ci-dessus à la fonctionf.χAcm (fonction

produit def par la fonction caractéristique du complémentaire deAm, c’est à dire
fonction égale àf sur le complémentaire deAm et à0 partout ailleurs).

D’où le résultat.ut

9.4 Approximation de fonctions mesurables bornées

Corollaire 420 Soitf une application mesurable bornéedeRn dansC, dont
le support est inclus dansE de mesure finie. Alorsf est limite simple presque
partout d’une suite de fonctionsgn continues et bornées (par la même borne).

FLEMMARD intérêt de l’hypothèsef bornée ?
Démonstration : Corollaire immédiat du théorème419. Détaillons toutefois un

peu :
• On peut se donner une suite(gm) de fonctions continues telles quegm soit bor-

nées par la même borne quef et telles quegm soit égale àf sauf sur un ensembleEm
de mesure au plus2−m, par le théorème419.
• ∩m≥0 ∪p≥m Ep est de mesure nulle (résultat facile à prouver directement, ou

découlant facilement du premier lemme de Borel-Cantelli, voir partie??).
• On vient précisément d’écrire le résultat (si, si, regardez bien).ut

9.5 Dans les espacesCk ouLp

Pour connaitre la topologie usuelle surCk(Rn), on consultera la partie20.3.

4f+(x) = max(f(x), 0), f−(x) = max(−f(x), 0)
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9.5.1 Densité des fonctionsCk à support compact dansCk(Rn)

Théorème 421L’ensemble des fonctionsCk(Rn,R) à support compact est
dense dansCk(Rn,R).

Démonstration : On se donne une fonctionbulbe C∞ telle queχB(0,1) ≤ χB(0,2),
grâce au lemme413.

On définitbulben(x) = bulbe(x/n)
Il est clair que quelle que soit la fonctionf dansCk(Rn), f.bulben+1 est égale àf

sur la boule de rayonn et de centre0. Tout compact étant inclus dans une telle boule, la
convergence est clairement uniforme sur tout compact def.bulben+1 versf , et pareil
avec toutes les dérivées.ut

9.5.2 Densité de l’ensemble des fonctions continues à support com-
pact dansLp(Rn)

Théorème 422L’ensemble des fonctions continues à support compact de
Lp(Rn) est dense dansLp(Rn), pourp 6=∞.

Démonstration : • Donnons-nousf dansLp(Rn).
•On va chercher une fonction continueg à support compact telle que‖f−g‖p < ε.
• C’est facile, il suffit d’appliquer le théorème419.ut
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D’une partLp est complet, d’autre part l’ensemble des fonctions continues
à support compact est dense dansLp. On en déduit donc queLp(Rn) est le complété de
l’ensemble des fonctions continues à support compact pour la norme distance associée
à la distanceLp.

9.5.3 Densité de l’ensemble des fonctionsC∞ à support compact
dansCk(Rn)

Théorème 423Pour toutk dansN, C∞c (Rn)a est dense dansCk(Rn).

aEnsemble des fonctionsC∞ à support compact deRn dansR.

Démonstration :
•Grâce au théorème421, il suffit de montrer queC∞c (Rn) est dense dansCkc (Rn)5.
• Pour cela on fixen ∈ N, k ∈ N, f dansCkc (Rn).
•On va utiliser les fonctionsρ etρε définies dans le corollaire395et la proposition

394.
• On définit alors(fm) l’application f ∗ ρ1/n. On va montrer que la suitefm

converge uniformément sur tout compact versf , et qu’il en est de même des dérivées6.

5Ensembles des fonctionsCk à support compact.
6Ce qui est caractéristique de la convergence pour la topologie usuelle deCk, voir 20.3.
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• Calculons :

(fm − f)(x) =
∫

(f(x− y)− f(x))ρ1/n(y)dµ(y)

= ε−n
∫
ρ(
y

ε
)(f(x− y)− f(x))dy

=
∫
ρ(z)(f(x− ε.z)− f(x))dz (9.1)

(avec le changement de variablez = y/ε)
• f étant continue à support compact, elle est uniformément continue (voir théo-

rème198).
• Donc la quantité9.1 tend vers0, l’intégrale deρ étant bornée, uniformément en

x.
• On en déduit quefm → f uniformément.
• Pour généraliser au cas des dérivées defm et def , et pour justifier quefm est

bienC∞, il suffit d’appliquer le théorème392.ut

9.5.4 Densité de l’ensemble des fonctionsC∞ à support compact
dansLp(Rn)

Théorème 424L’ensemble des fonctionsC∞ à support compact deRn est
dense dansLp(Rn), pourp <∞.

Démonstration :
• En vertu du théorème422, il suffit de montrer que l’ensemble des fonctionsC∞

à support compact deRn dansR est dense dansLpc(R
n)7∩C0(Rn,R), pourp <∞.

• On se donne donc une fonctionf dansLpc(R
n), pourp <∞.

•On va utiliser les fonctionsρ etρε définies dans le corollaire395et la proposition
394.
• On définit alors(fm) l’applicationf ∗ ρ1/n.
• On pose maintenantq tel que1/p+ 1/q = 1, le conjugué dep.
• Il ne reste plus qu’à calculer :

|(fm − f)(x)|

≤
∫
ρ(z)|f(x− z/n)− f(x)|dµ(z)

≤
∫
ρ(z)1/qρ(z)1/p|f(x− z/n)− f(x)|dµ(z)

≤ (
∫

(ρ(z)1/q)q)dµ(z))1/q(
∫

(ρ(z)1/p)|f(x− z/n)− f(x)|)pdµ(z))1/p

par l’inégalité de Hölder (théorème398)

≤ (
∫
ρ(z)dµ(z))1/q(

∫
ρ(z)|f(x− z/n)− f(x)|pdµ(z))1/p

7Ensemble des fonctions deLp à support compact.
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• On déduit du calcul précédent, puisque
∫
ρ = 1 par la proposition394:

Np(fm − f)p ≤
∫

(
∫
ρ(z)|f(x− z/n)− f(x)|pdµ(z))dµ(x)

≤
∫
ρ(z)

∫
|f(x− z/n)− f(x)|pdµ(x)dµ(z)

(par le théorème de Fubini378)

≤
∫
ρ(z)

p

‖f(.− z/n)− f(.)‖p︸ ︷︷ ︸
→0 (justifié ci-dessous)

dµ(z)

→ 0

par le théorème de convergence dominée de Lebesgue402, puisqu’on a convergence
simple vers0, et convergence dominée parz 7→ ρ(z)2p‖f‖p qui est bien une fonction
L1.
• Le fait qu’étant donnéz, ‖f(.− z/n)− f(.)‖p → 0 est clair dans le cas oùf est

continue, puisqu’alorsf est uniformément continue, et qu’on intègref(.−z/n)−f(.)
sur un domaine borné (àz donné).
• Sinon f s’exprime de toute façon comme limite dansLp de fonctions conti-

nues à support compact (par le théorème422) ; donc il suffit d’appliquer l’inégalité
triangulaire.ut

9.6 Autre approche, dans les espacesLp

On donne ici des résultats de densité dans les espacesLp. Comme signalé dans le
chapitre Fourier,L1 ∩ L2 est dense dansL2, ce qui a de grandes applications (prolon-
gement de la transformée de Fourier).

9.6.1 Approximation dansL1 par des fonctions semi-continues

Théorème 425 (Vitali-Carathéodory) Soit f appartenant àL1(Rn). Alors
pour tout ε il existes semi-continue supérieurement eti semi-continue infé-
rieurement, avecs majorée eti minorée, telles que

s ≤ f ≤ i

et∫
(i− s)dµ < ε

Démonstration : • On se ramène àf positive en considérantf = f+ − f−, avec
f+ etf− des applications positives.
• Ensuite on écritf comme limite d’une suitesn de fonctions simples
• On écrit alorsf comme limite d’une série de fonctionsfn = sn − sn−1

• fn étant une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques, on peut écriref(x) =
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∑
i∈I λiχEi(x)

• f étant dansL1, on a
∫
fdµ =

∑
i∈I λiµ(Ei).

• De par les propriétés de la mesure de Lebesgue,Ei est compris entreKi etUi, avec
µ(Ui \Ki) ≤ ε/2i.
• Il ne reste plus qu’à sommer lesλi.χUi pour détermineri, et un nombre fini suffi-
samment grand deλi.χKi pour déterminers.ut

9.6.2 Approximation dansLp pour p < ∞ par des fonctions en
escalier à support compact

Définition 426 Une application à valeurs dansR est diteen escaliersi c’est
une combinaison linéaire (finie) de fonctions caractéristiques d’intervalles de
R. Une application à valeurs dans un espace vectorielF est diteen escalier
si c’est une combinaison linéaire finie d’applicationsf.−→x avecf fonction ca-
ractéristique et−→x un élément deF .

Théorème 427Les classes des fonctions en escalier à support compact consti-
tuent un sous-espace vectoriel dense deLp(Rn) pourp ∈ [1,+∞[.

Démonstration : • Il est clair qu’il s’agit bien d’un sous-espace vectoriel .
• L’adhérence de ce sous-espace vectoriel contient les fonctions caractéristiques d’ou-
verts de mesure finie. En effet soitU un ouvert de mesure finie,U = ∪i∈JIi avecJ au
plus dénombrable (par exempleU = ∪i∈NU ∩B(0, i)), avec lesIi des ouverts bornés,
et doncfn = supi∈[1,n] χIi est majorée parχU , converge simplement versχU , et donc
converge versχU pour la norme deLp par le théorème402.
• L’adhérence de ce sous-espace vectoriel contient aussi les fonctions caractéristiques
d’ensembles mesurables de mesure finie, comme on s’en convaincra aisément en consul-
tant le théorème327, montrant que la fonction caractéristique d’un ensemble mesurable
est limite de fonctions caractéristiques d’ouverts.
• L’adhérence de ce sous-espace vectoriel contient aussi les fonctions simples. En effet
ces fonctions sont des combinaisons linéaires des fonctions précédentes.
• L’adhérence de ce sous-espace vectoriel contient enfin toutes les fonctions intégrables
positives, puisque celles-ci sont limites de suites de fonctions simples (voir la propo-
sition 351) et que le théorème402garantit la convergence dansLp, et donc toutes les
fonctions intégrables négatives, et donc toutes les fonctions intégrables.ut
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9.6.3 Approximation dansLp pour p < ∞ par des fonctionsC∞ à
support compact

Théorème 428Pour 1 ≤ p < +∞ (p 6= +∞), les classes des fonctions
indéfiniment dérivables à support compact constituent un sous-espace vectoriel
dense deLp(Rn).

Démonstration : Par le théorème précédent, il suffit d’approcher la fonction ca-
ractéristique d’un ouvert borné par des fonctionsC∞ à support compact.

Pour cela on utilise une propriété fondamentale de la mesure de Lebesgue, qui est
le fait qu’un ensemble mesurable est compris, pour toutε > 0, entre un compactK et
un ouvertU tels queµ(U \K) < ε.

Il ne reste plus qu’à trouver une fonctionθ C∞, telle que

χK ≤ θ ≤ χU

Construire une telle fonction est précisément l’objet d’une variante du lemme d’Ury-
sohn, voir lemme413.ut

9.6.4 Approximation de fonctions tendant vers0 en±∞ dansL∞

par des fonctionsC∞ à support compact

Théorème 429L’espace vectoriel des fonctionsC∞ à support compact est
dense dans le sous-espace vectoriel deL∞ des fonctions bornées tendant vers
0 en±∞.

Démonstration : Laissée au lecteur.ut
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Chapitre 10

Fourier

Il est nécéssaire pour bien faire d’avoir lu la partie29et la partie8.

10.1 Séries trigonométriques

Définition 430 Une fonctionf est diteT -périodique si pour toutx f(x +
T ) = f(x).
Pour p fini on note Lp l’espace LP

C
([−π, π]) a pour la mesure de Le-

besgue, mais avec une norme divisée par2π, c’est à dire que‖f‖ =
( 1

2π

∫ π
−π |f(x)|p.dx)

1
p .

On noteL∞ l’espaceL∞
C

([−π, π]) pour la mesure de Lebesgue.
On appellepolynôme trigonométrique une application de la formet 7→
a0 +

∑N
i=1 ai.cos(i.t) + bi.sin(i.t), pourN ∈ N, ai ∈ C, bi ∈ C.

Le produit scalaire hermitien usuel surL2 est l’application (f, g) 7→
1

2π

∫ π
−π f(t).g(t).dt. Il s’agit bien d’un produit scalaire hermitien.

On noteun l’application t 7→ eint, pourn ∈ Z. Nous verrons plus loin qu’il
s’agit d’une base hilbertienne deL2.

aattention, ne pas confondreLp etLp, ce dernier désignant l’ensemble des fonctions dont la
puissancep-ième est intégrable, AVANT de quotienter pour la relation d’égalité presque partout
- par passage au quotient on obtientLp, et en spécialisant aux fonctions définies sur[−π, π] on
obtientLp.

Remarques 431• On identifiera par la suite (sans préavis !) une fonction définie sur
[−π, π] à une fonction périodique de période2π. A part dans les cas où la continuité
est importante, on se préoccupera peu du problème de définition enπ, puisque l’on
travaillera généralement sur des propriétés vraies presque partout pour la mesure de
Lebesgue.
• Il y a une renormalisation (la division par2π pour la mesure de Lebesgue) pour

p fini et pas pourp infini ; cela ne serait pas le cas si l’on raisonnait sur[0, 1] au lieu
de[−π, π].
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•On peut réécrire un polynône trigonométrique sous la formet 7→
∑N
i=−N cn.e

int,
avecN ∈ N et ci ∈ C (et réciproquement, une telle fonction est toujours un polynôme
trigonométrique).
• Un polynône trigonométrique est2π-périodique.

Théorème 432La famille(un)n∈Z est une base hilbertienne deL2.

Démonstration : • Il est clair qu’il s’agit d’une famille orthonormale.
• Il suffit d’appliquer9.6.3et de montrer que l’ensemble des polynômes trigono-

métriques est dense dans l’ensemble des fonctions continues de[−π, π] dansC (on
utilise la densité deC0([−π, π],C) dansL2). Pour cela, on procède comme suit :

- on considèref une fonction continue de[−π, π] dansC

- on définitPn(t) = (
1+cos(t)

2 )n∫ π
−π(

1+cos(t)
2 )n.dt

On constate (grâce à la linéarisation) quePn est un polynôme trigonométrique
positif, d’intégrale1, convergeant uniformément vers0 sur [−π,−δ] ∪ [δ,+π] pour
tout δ ∈]0, π[. Intuitivement,Pn tend vers une fonction comportant une pointe en0 et
nulle partout ailleurs.

- on définitfn(x) =
∫ π
−π f(t)P (x − t).dx. En remarquant que le translaté d’un

polynôme trigonométrique est un polynôme trigonométrique, on montre quefn est un
polynôme trigonométrique.

- on montre alors que la norme infinie defn−f tend vers0, et donc la norme2 aussi
puisque[−π, π] est de mesure finie (oui, je passe sous silence le calcul, désolé...).ut

10.2 Séries de Fourier d’une fonction périodique

Pour étudier une fonction périodique, on se ramène au cas d’une période2π, et on
la considère définie sur[−π, π].
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Définition 433 Soitf dansL1. Alors on définit lescoefficients de Fourier de
f pourn ∈ Z par

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
e−i.n.t.f(t).dt

On appellenoyau de Dirichlet d’ordre n l’application x 7→
∑n
i=−n ui(x).

On le noteDn.
On appellenoyau de Féjer d’ordre n l’application

x 7→
∑
i = 0n−1Di

n

On le noteKn.
On note sn(f) et on appellesomme de Fourier d’ordre n la somme∑n
i=−n f̂(n)un.

On noteσn(f) et on appellesomme de Féjer d’ordren la somme
∑n−1
i=0 si
n .

On appellesérie de Fourierassociée àf la série

+∞∑
n=−∞

f̂(n).ei.n.t

1
2π

∫ π
−π un = 1 si n = 0 et 0 sinon, ce qui implique que pour toutn ≥ 0

on a 1
2πDn = 1 et pour toutn ≥ 1 on a 1

2πKn = 1.

On a sn(f) = 1
2πDn ∗ f et σn(f) = 1

2πKn ∗ f (avec par définition
(g ∗ f)(x) =

∫ π
−π g(t)f(x − t)dt, produit de convolution) ce qui justifie le terme de

noyau.

Bien noter le signe "-" dans l’exponentielle de la formule.
On remarque que sif ∈ L2, alorsf ∈ L1, et f̂(n) = (un, f).

Proposition 434 On a isomorphisme isométrique entreL2 et l2(Z), donné par
f 7→ f̂ .

Démonstration : C’est simplement une reformulation du théorème1110. ut

Proposition 435 Toute fonctionf dansL2 est somme de sa série de Fourier
pourL2 (c’est à dire que la série de Fourier def tend versf pour la norme2
et pourf dansL2).

Démonstration : C’est simplement une reformulation de la relation de Parseval
(théorème1108).ut
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Il n’y a pas convergence simple de la série de Fourier versf , même sif est
continue !ut

Un problème majeur va être de montrer des résultats similaires dansL1.

Proposition 436

Dn(x) =
sin((n+ 1/2)x)

sin(x/2)

Kn(x) =
1
n

(
sin(nx/2)
sin(x/2)

)2

Démonstration :
Si x n’est pas multiple de2π, alors

Dn(x) = u−n(x)
2n∑
k=0

uk(x)

= u−n(x)
(eix)2n+1 − 1

eix − 1

=
eix(n+1/2)

eix/2
eix(n+1/2) − e−ixn+1/2

eix/2 − e−ix/2

=
sin((n+ 1/2)x)

sin(x/2)

D’où le résultat surDn (si x est multiple de2π, Dn(x) = 2n + 1, qui est l’unique

prolongement par continuité desin(n+ 1
2x)

sin(x/2) ).
Toujours pourx non multiple de2π,

Kn(x) =
1
n

n−1∑
k=0

sin((k + 1/2)x)
sin(x/2)

=
1

nsin(x/2)
Im

(
n−1∑
k=0

ei(k+1/2)x

)

=
1

nsin(x/2)
Im

(
eix/2

einx − 1
eix − 1

)
=
sin(nx/2)2

nsin(x/2)2

D’où le résultat.ut
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Deux résultats distincts, prouvés de manières similaires :

Théorème 437 (Théorème de Fejer)• Soitf périodique continue de période
2π. Alors pour toutn ‖σn(f)‖∞ ≤ ‖f‖∞ et‖σn(f)−f‖∞ → 0 pourn→∞.
• Soit f ∈ Lp, avecp ∈ [1,∞[a. Alors pour toutn ‖σn(f)‖p ≤ ‖f‖p et
‖σn(f)− f‖p → 0 pourn→∞.

aBien noter que∞ est exclus !

Démonstration : Cette preuve est détaillée dans le livre [22, p81]. Elle utilise à la
fois l’inégalité de Hölder et le théorème de Fubini, et le dernier résultat donné sur le
noyau de Féjer.ut

Un autre résultat, de convergence ponctuelle ce coup-ci :

Théorème 438 (Théorème de Dirichlet)Si f est L1 et si f admet une
pseudo-dérivéeà droite et à gauche enx, alors

σn(f)(x)→ 1
2

(limt→x,t<xf(t) + limt→x,t>xf(t))

Il ne s’agit pas nécéssairement de dérivées à gauche ou à droite, on peut se
contenter d’avoirf dansL1, et admettant enx une limite à gauche et à droite
f−(x) etf+(x) ; alors les "pseudo-dérivées" à gauche et à droite sont

f ′g(x) = limt→x,t<x
f(t)− f−(x)

t− x

f ′d(x) = limt→x,t>x
f(t)− f+(x)

t− x

Démonstration : On renvoie à [15] pour une preuve très claire.ut

10.3 Transformation de Fourier

Définition 439 On se donnef dansL1
C
(R), et on note pourx dansR

f̂(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x).e−i.x.t.dt

f̂ est appeléetransformée de Fourier def (plus précisément il s’agit de la
transformée de FourierL1 def ).
On noteC l’ensemble desx ∈ C tels que|x| = 1.
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Si f est dansL1, alorsf̂ est continue et tend vers0 en±∞.

Proposition 440 (Quelques propriétés de la transformée de Fourier)Soit
f ∈ L1(R).
• Avecg : x 7→ f(x)eiλx, pourλ ∈ R, ĝ(t) = f̂(t− λ).
• Avecg : x 7→ f(x− λ), pourλ ∈ R, ĝ(t) = f̂(t)e−iλt.
• Sig estL1 et sih = f ∗ g, alors ĥ(t) = f̂(t)ĝ(t).

Démonstration : Les deux premiers• sont clairs. Le troisième découle immédia-
tement du théorème de Fubini378.ut

Les deux théorèmes suivants, fondamentaux, ne seront pas prouvés ici. Ils sont
ardus, et prouvés rigoureusement dans [16].

Théorème 441 (Théorème d’inversion)Si f et f̂ appartiennent tous deux à
L1, alors

g : x 7→ 1√
2π

∫ +∞

−∞
f̂(t)eixtdt

est continue, tend vers0 en+∞ ou−∞ et est égale àf presque partout

Théorème 442 (Théorème de Plancherel)La transformation de Fourier
s’étend en unetransformation de Fourier L2, définie comme l’unique ap-
plicationf 7→ f̂ deL2 dansL2 telle que :
• elle coïncide avec la transformée de FourierL1 surL1 ∩ L2

• c’est une isométrie deL2 dansL2

Elle vérifie en outre :
• c’est un isomorphisme d’espaces de Hilbert entreL2 etL2

• Théorème d’inversionL2 :

limM→∞‖fA − f̂‖2 = 0

avec

fM (t) =
1√
2π

∫ M

−M
f(x)e−ixtdx

et
limM→∞‖f̂M − f‖2 = 0

avec

f̂M (x) =
1√
2π

∫ M

−M
f(t)e−ixtdt

on peut aussi écrire que l’application deL1∩L2 dansL1∩L2 qui àf associe
f̃ avecf̃(x) = 1√

2π

∫∞
−∞ f(x)exp(ixt)dt s’étend en une isométrie deL2 dans

L2, etf 7→ f̃ est l’inverse def 7→ f̂ au sens où pour toutef L2 ˆ̃
f = ˜̂

f = f
presque partout.
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10.4 Applications des séries de Fourier

10.4.1 Calcul de
∑∞

n=0
1
n2

Proposition 443
∞∑
n=1

1/n2 = π2/6

Démonstration :
On applique simplement la formule de Parseval (théorème1108) à la transformée

de Fourier de l’application identité de[−π, π[ dans lui-même.
Pour toutk ∈ Z, définissons

ck = 2πf̂(k)

ck =
∫ π

−π
xeikxdx

c0 = 0c’est à dirêf(0) = 0

k 6= 0⇒ ck = [
xeikx

ik
]π−π −

∫ π

−π
eikxdx

=
2π(−1)k

ik

donc pourk 6= 0 f̂(k) = (−1)k/(ik).
Donc par la formule de Parseval :

(
∑
k∈Z

|f̂(k)|2 =
∑
k<0

1/k2 +
∑
k>0

1/k2

=
+∞∑
k=1

2/k2 =
1

2π

∫ π

−π
x2dx = π2/3

Et
∑∞
k=1 1/k2 = π2/6.ut

Exemple Maple

> Sum(1/kˆ 2, k = 1..infinity)

∞∑
k=1

1
k2

> value(%)

1
6
π2
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10.4.2 Exemple de développement en série de Fourier : fonction
créneau, fonction identité par morceaux

Exemple Maple

> restart; fourierc := (f, n)− > (int(f(t) ∗ cos(n ∗ t), t =
−Pi..P i)); fouriers := (f, n)− > (int(f(t) ∗ sin(n ∗ t), t = −Pi..P i));

fourierc := (f, n)→
∫ π

−π
f(t) cos(n t) dt

fouriers := (f, n)→
∫ π

−π
f(t) sin(n t) dt

> serie_fourier := (f, n)− > sum(fouriers(f, k) ∗ sin(k ∗ t), k =
1..n) + sum(fourierc(f, k) ∗ cos(k ∗ t), k = 1..n) + fourierc(f, 0)/2;

serie_fourier :=

(f, n)→ (
n∑
k=1

fouriers(f, k) sin(k t)) + (
n∑
k=1

fourierc(f, k) cos(k t))

> p := array(0..5); for i from 1 by 2 to 9 do p[(i − 1)/2] :=
serie_fourier(Heaviside, i)od; p[5] := Heaviside(t);
> plot(p, t = −Pi..P i, title =
”Approximations d′une fonction creneau par seriesde Fourier”);
> q := array(0..5); for i from 1 by 2 to 9 do q[(i − 1)/2] :=
serie_fourier(x− > x, i)od;
> plot(q, t = −Pi..P i, title =
”Approximations d′une fonction lineaire par morceaux
par series de Fourier”);

Il faut bien noter que les coefficients de Fourier étant calculée simplement en fonc-
tion de la période[−π, π], on ne se préoccupe que de la valeur de la fonction sur ces
valeurs, d’où la simple définitionx− > x ouHeaviside, où je ne me préoccupe pas
de périodiciser la fonction.
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Chapitre 11

Calcul différentiel

Il est recommandé de bien maîtriser la partie5 avant d’étudier cette partie, et no-
tamment les espaces de Banach.
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11.1 Introduction

11.1.1 Généralités

Définition 444 SoientE et F des espaces vectoriels normés etU un ouvert
deE. Soit une applicationf : U → F , on dit quef estdifférentiable (ou
dérivable) enx ∈ U s’il existe une application linéaire continueφ deE dans
F telle que

limh→0
f(x+ h)− f(x)− φ(h)

‖ h ‖
= 0

On appelleφ la différentielle oudérivéedef enx, on la noteDf(x).
f est ditedifférentiable si elle est différentiable en tout point deU .

Proposition 445 • Sif est dérivable enx, alorsf est continue enx.
• La dérivée def est unique et

Df(x)(h) = limt→0
f(x+ t.h)− f(x)

t

• La notion de dérivée ne dépend que des topologies et pas des normes (du
moment qu’elles définissent la même topologie) ; si deux normes sont équi-
valentes, alors une fonction différentiable pour l’une est différentiable pour
l’autre, et la différentielle est la même.
• D(λf + µg)(x) = λDf(x) + µDg(x)
• SiE = K corps associé aux espaces vectorielsE etF , alors la différentia-
bilité équivaut à l’existence de la limite pourt → 0 de f(x+t)−f(x)

t . On note
alors cette limitef ′(x), etDf(x)(t) = t.f ′(x).
• L’application qui à une application différentiable enx0 associe sa différen-
tielle enX0 est une application linéaire de l’espace vectoriel des applications
deE dansF différentiables enx0 dans l’espace vectoriel des applications li-
néaires deE dansF .
• Une application linéaire continuef est différentiable en tout pointx0 et
Df(x0)(h) = f(h).

Démonstration : Un peu laborieux mais rien de bien difficile, en notantε(x, h) =
f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h), pourh suffisamment petit pour quex+ h appartienne
àU .ut
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Définition 446 SoientE etF des espaces vectoriels normés etU ouvert deE.
f deU dansF estde classeC1 si elle est différentiable et si l’application qui
à x associe la différentielle def enx est continue (voir5.2.2pour un rappel
de la topologie usuelle surL(E,F )) .

Proposition 447 • Sif est constante sa dérivée est nulle partout,f estC1.
• Siφ deE dansF est linéaire continue, alorsφ estC1 avecDφ(x) = φ, pour
toutx.
• Sif deE1×E2× ...×En dansF est multilinéaire continue, alorsf estC1,
et on a

Df(x1, ..., xn)(h1, ..., hn) =
n∑
i=1

f(x1, x2, ..., xi−1, hi, xi+1, ..., xn)

Démonstration : pas dur, tout ça !ut

Théorème 448 (Différentielle de fonctions composées)Soit E,F et G des
espaces vectoriels normés , etU et V des ouverts deE et F respectivement.
Sif deU dansV est différentiable enx etg deV dansG est différentiable en
f(x), alors la composéeg ◦ f est différentiable enx et a pour différentielle

D(g ◦ f)(x) = Dg(f(x)) ◦Df(x)

Sig etf sontC1 alorsg ◦ f estC1.

Démonstration : on écrit comme pour d’autres preuvesf(x + h) = f(x) +
Df(x)(h) + ε(h) ‖ h ‖, et de mêmeg((f(x) + k), et on calcule...
Pour voir que la composée estC1, il suffit de voir que la différentielle est la composée
de3 fonctions continues.ut

Définition 449 (Isomorphisme d’espaces normés)Un isomorphisme de
l’espace vectoriel norméE sur l’espace vectoriel norméF est une appli-
cationφ : E → F linéaire continue et bijective d’inverse continue. On note
Isom(E,F ) le sous-ensemble deL(E,F ) formé des isomorphismes deE
dansF .

Théorème 450SoientE et F des espaces de Banach. Le sous-ensemble
Isom(E,F ) est ouvert dansL(E,F ). L’application inv : Isom(E,F ) →
Isom(F,E) qui àu associeu−1 estC1 avecDinv(u)(v) = −u−1.v.u−1.

Démonstration : Soitu0 un isomorphisme deE versF ; alorsu0 + v = u0.(Id+
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u−1
0 .v). Si ‖ v ‖<‖ u−1

0 ‖−1, on a‖ u−1
0 .v ‖ v ‖< 1, et donc la série

+∞∑
i=0

(−u−1
0 .v)i

est convergente dansL(E,F ) et donne un inverse à(Id+ u−1
0 .v).

Donc pour‖ v ‖<‖ u−1
0 ‖−1, l’inverse deu0 + v est

∑+∞
i=0 (−u−1

0 .v)n.u−1
0 .

On a alors(u0 + v)−1 = u−1
0 − u−1

0 .v.u−1
0 +

∑+∞
i=2 (−u−1

0 .v)i.u−1
0 ; or la quantité

(−u−1
0 .v)i.u−1

0
‖v‖ tend vers0 quandv tend vers0. L’applicationDinv est continue comme

composée de fonctions continues, comme on s’en convaincra aisément.ut

Proposition 451 (Liens entre différentiabilité Banach surR et surC) Un
C-espace vectoriel peut aussi être considéré comme unR-espace vectoriel ; il
suffit de restreindre le produit par un scalaire à un produit par un scalaire réel.
En remplaçantE et F en tant queC-espaces vectoriels parE et F en tant
queR-espaces vectoriels , une fonction différentiable pourC est différentiable
pour R ; par contre la réciproque n’est pas garantie dans le cas général ; il
faut que la différentielle surR soit définie etque la différentielle surR soit
linéaire et continue en tant qu’application entreC-espaces vectoriels (c’est à
dire appartienne àLC(E,F )).

Démonstration : Sans grande difficulté, et laissée au lecteur.ut

11.1.2 Applications à valeurs dans un produit d’espaces vectoriels
normés

Proposition 452 Soit f une application deE dansF1 × F2, avecE, F1 et
F2 des espaces vectoriels normés , et soientf1 etf2 ses composantes. Alorsf
est différentiable enx si et seulement sif1 et f2 sont différentiables enx, et
Df(x)(h) = (Df1(x)(h), Df2(x)(h)).
En outre,f estC1 si et seulement sif1 etf2 sontC1.

Démonstration : Il suffit de voir que les projections canoniques deF surF1 etF2

sontC1 car linéaires et continues, et que l’injection canonique deF1 dansF ou deF2

dansF sont linéaires continues, donc elles aussiC1.ut

Corollaire 453 (Formule de Leibnitz) Si f1 : U → F1 et f2 : U → F2 sont
différentiables enx etB : F1×F2 → G etB deF1×F2 dansG est bilinéaire
continue, alorsB(f1, f2) : x 7→ B(f1(x), f2(x)) est différentiable enx et

DB(f1, f2)(x)(h) = B(f1(x), Df2(x)(h)) +B(Df1(x)(h), f2(x))

En outre sif1 etf2 sontC1 alorsB(f1, f2) estC1.
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11.1.3 Applications de plusieurs variables et dérivées partielles

Proposition 454 (Définition des dérivées partielles)Soit U un ouvert du
produitE1 × E2 de deux espaces vectoriels normés , soitf : U → F , avec
F espace vectoriel normé , etf différentiable ena = (a1, a2). Alors les deux
applications partiellesx1 7→ f(x1, a2) etx2 7→ f(a1, x2) sont différentiables
respectivement ena1 et a2. On note les deux différentielles obtenues respec-
tivementD1f(a1, a2) etD2f(a1, a2), ou bien δf

δx1
et δf

δx2
, et on les appelles

respectivementpremière dérivée partielleetdeuxième dérivée partielle. On
a alors

Df(a1, a2)(h1, h2) = D1f(a1, a2)(h1) +D2f(a1, a2)(h2)

On peut généraliser de même à un produit fini d’espaces vectoriels normés ;
si f est différentiable en(a1, a2, ..., an), alors pour touti dans [1, n] x 7→
f(a1, ..., ai−1, x, ai+1, ..., an) est différentiable enai, sa différentielle enai
est notéδfδxi (a), et

Df(a1, ..., an)(h1, ..., hn) =
n∑
i=1

δf

δxi
(a)(hi)

Démonstration : Facile !ut

Il n’y a pas de réciproque dans le cas général ! Même si toutes les dérivées par-
tielles sont définies la différentielle n’est pas nécéssairement définie. Par contre si les
différentielles partielles sont continues alors on peut conclure quef est différentiable
et mêmeC1 (voir partie11.2.3).

Théorème 455SoitE un espace de Banach ,U un ouvert deE etF1, ..., Fn
des espaces de Banach . Soitf deU dansF1 × ...× Fn.
On notepi(x1, ..., xn) = xi.
Alorsf est différentiable enx si et seulement si chacune des applicationfi de
E dansFi y 7→ pi(f(x)) est différentiable enx et on a alors

Df(x)(h) = (Df1(x)(h1), Df2(x)(h2), ..., Dfn(x)(hn))

Démonstration : • Le sens "seulement si" est clair ; une composée d’applications
différentiables est différentiable.
• Le sens "si" et l’égalité annoncée s’obtiennent simplement en considérant

f =
n∑
i=1

ui ◦ fi
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avecui(x) = (0, ..., 0, x, 0, , , 0).ut

Définition 456 Eventuellement on peut avoirU ouvert deRn et F = R
m ;

on peut alors noter la différentielle sous forme matricielle ; cette matrice est
appeléematrice jacobienne. Elle est de la forme :

δf1
δx1

δf1
δx2

... δf1
δxn

δf2
δx1

δf2
δx2

... δf2
δxn

...
...

...
...

δfm
δx1

δfm
δx2

... δfm
δxn


Si n = m, la matrice jacobienne est carrée, on peut donc considérer son dé-
terminant, appeléjacobiendef .

11.2 Le théorème des accroissements finis

11.2.1 Résultats principaux

Définition 457 Soienta et b dansR, aveca < b, et F un espace vectoriel
normé . Une applicationf de [a, b] dansF est ditedérivable à droite enx
appartenant à[a, b[ si la limite à droitelimh→0,h>0

f(x+h)−f(x)
h existe ; on

l’appelle alorsdérivée à droitedef enx.

Théorème 458 (Théorème des accroissements finis)Soienta et b dansR
aveca < b, etF un espace vectoriel normé . On suppose que les deux fonc-
tionsf : [a, b] → F et g : [a, b] → R sont continues sur[a, b] et dérivables à
droite sur[a, b] \D avecD au plus dénombrable. Si, pour toutt ∈ [a, b] \D
on a‖ f ′d(t) ‖≤ g′d(t), alors‖ f(b)− f(a) ‖≤ g(b)− g(a).

Démonstration : • On noteD = {d1, d2, d3, ...} avecdi < di+1

• On se donneε > 0.
• On considèreE l’ensemble desx tels que

‖f(x)− f(a)‖ > g(x)− g(a) + ε.(x− a) + ε.
∑
di<x

1
2i

(11.1)

• E est ouvert
• Soitx0 la borne inf deE
• x0 > a, car pourx assez petit, l’inégalité11.1est fausse
• x0 6∈ E, carE est ouvert ; donc

‖f(x0)− f(a)‖ ≤ g(x)− g(a) + ε.(x− a) + ε.
∑
di<x

1
2i

(11.2)

• x0 6= b, carE est ouvert et n’est donc pas réduit à un singleton
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• On va maintenant distinguer deux cas, selon quec appartienne àD ou non.
- Si x0 ∈ D, alorsx0 = di0 pour un certaini0. Alors par continuité pourx > x0

suffisamment proche dex0, on a

‖f(x)− f(x0)‖ ≤ g(x)− g(a) + ε.(x− c) + ε.2−i0 (11.3)

(par continuité). Or pourx > x0 on a∑
di<x

ε

2i
≥ ε.2−i0 + ε

∑
di<x0

2−i (11.4)

. En sommant11.2, 11.4 et 11.3, on obtient quex ne vérifie par11.1 pour x assez
proche dex0 suffisamment proche dex0 ; ce qui est contradictoire avecE ouvert.
- Si x0 6∈ D, par hypothèse‖f ′d(x0)‖ ≤ g′d(x0). Donc pourx suffisamment proche de
x0 etx > x0 on a

1
x− x0

‖f(x)− f(x0)‖ ≤ 1
x− x0

g(x)− g(x0) + ε

et donc
‖f(x)− f(x0)‖ ≤ g(x)− g(x0) + ε.(x− x0)

en additionnant avec11.2on obtient alors quex 6∈ E pourx suffisamment proche de
x0 etx > x0 ; ce qui est contradictoire puisqueE est ouvert.
• On a alors montré queE est vide, et donc il suffit de faire tendreε vers0 pour avoir
le résultat désiré.ut

Corollaire 459 On a le même résultat en remplaçant les dérivées à droite par
les dérivées à gauche.

Démonstration : Facile, en remplaçantx par−x !ut

Corollaire 460 Une fonction continue deR dans un espace vectoriel normé
dont la dérivée existe et est nulle sauf sur un ensemble au plus dénombrable
est constante.

Démonstration : Facile !ut

on utilise le théorème des accroissements finis pour les théorèmes482, 471,
478, 370, 581, 724.

On l’utilise aussi pour montrer qu’une fonction dérivable à dérivée bornée est lip-
schitzienne, ou bien qu’une fonctionC1 est localement lipschitzienne→ applications
aux équations différentielles.

Proposition 461 Une fonctionf continue deR dansR dont la dérivée existe
et est positive sauf sur un ensemble au plus dénombrable est croissante.

Démonstration : L’astuce réside dans le fait que la fonctionf dont il est question
ici doit jouer le rôle de la fonctiong du théorème des accroissements finis ! On utilise
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pourf une fonction nulle, donc de dérivée nulle ; on considère une fonctiong de déri-
vée positive, et le tour est joué !ut

Corollaire 462 Inégalité des accroissements finisf définie de l’ouvertU de
l’espace vectoriel norméE et à valeurs dans l’espace vectoriel norméF . Sif
est dérivable et si le segment[x, y] est inclus dansU , alors

‖ f(y)− f(x) ‖≤‖ y − x ‖ .supz∈[x,y] ‖ Df(z) ‖

Démonstration : Si le sup est infini il n’y a rien à prouver. Sinon on considère la
fonctionθ qui à un réelt compris entre0 et1 associe‖y−x‖.(supz∈[x,y]‖Df(z)‖).t ; θ
est dérivable, en tout point, de dérivée constante égale à‖y−x‖.(supz∈[x,y]‖Df(z)‖),
que l’on va noterC. L’applicationφ qui à t ∈ [0, 1] associef((1 − t).x + t.y) est
dérivable en tout point de[0, 1], de dérivéeDf((1− t).x + t.y)(y − x). La norme de
cette dérivée est majorée parθ′, donc parC. On peut donc majorer‖φ(1)− φ(0)‖ par
θ(1)− θ(0).ut

Corollaire 463 Une application définie sur un ouvertU de l’espace vectoriel
norméE à valeurs dans l’espace vectoriel norméF dérivable et de dérivée
nulle est localement constante. SiU est connexe,f est constante.

Trois corollaires (pour le deuxième il faut un peu y réfléchir, pour le troisième c’est
une conséquence du second) :

Corollaire 464 En définissant la distance entre deux points d’un ouvert
connexe comme la longueur inf d’une ligne brisée entre ces deux points (voir
la partie topologie pour vérifier qu’un ouvert connexe d’un espace vectoriel
normé est connexe par arcs et que toute paire de points dans un tel ensemble
peut être reliée par une ligne brisée), et en supposant quef est une application
de cet ouvert dans un espace vectoriel normé différentiable telle que pour tout
x ‖f ′(x)‖ ≤ k, alors‖f(b) − f(a)‖ est inférieur ou égal àk fois la distance
dea à b.

Définition 465 Une applicationlocalement lipschitzienneest une applica-
tion entre espaces métriques telle que pour toutx il existe un voisinage dex
sur lequel la restriction def est lipschitzienne.

Corollaire 466 Une application de classeC1 est localement lipschitzienne.
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11.2.2 Applications : interversion de limite et de dérivation

Définition 467 (Convergence uniforme, rappel)Une suite d’applicationsfn
deX dansY avecX et Y espaces métriques converge uniformément versf
application deX dansY si

limn→+∞supx∈Xd(fn(x), f(x)) = 0

Proposition 468 Si lesfn sont continues et convergent uniformément versf
alorsf est continue.

Démonstration :

d(f(x), f(y)) ≤ d(f(x), fn(x)) + d(fn(x), fn(y)) + d(fn(y)− f(y)

Etant donnéε l suffit alors de prendren assez grand etx et y assez proches pour que
f(x)− f(y) ≤ ε.ut

Ce résultat servira par exemple pour le théorème634, ou le théorème490.

Théorème 469On supposeE etF des espaces vectoriels normés ,U ouvert
deE, fn une suite d’applications deU dansF différentiables,fn convergeant
simplement versf , lesDfn convergeant uniformémentvers une certaine ap-
plicationg deU dansL(E,F ),
alors :
• f est différentiable etDf = g
• Pour toutC convexe et borné inclus dansU la convergence defn|C versf|C
est uniforme
• Si lesfn sontC1 alorsf estC1.

Démonstration : laborieuse, mais pas vraiment difficile ; il suffit d’écrireεn =
supx∈U‖Dfn(x) − g(x)‖, avecεn tendant vers0 lorsquen tend vers l’infini, et de
montrer quesupy∈C‖f(y)− fn(y)‖ ≤ ‖f(x)− fn(x)‖+ εn.D avecD le diamètre de
C pour voir la deuxième propriété ; la première propriété se montre facilement à partir
de là, et la troisième est un corollaire de la proposition468.ut
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Corollaire 470 On supposeU connexe ouvert deE et fn deU dansF déri-
vable ;E etF sont des espaces vectoriels normés , etF est complet (doncF
est un Banach). On suppose qu’il existex0 tel quefn(x0) converge, et que pour
tout x il existeVx voisinage dex tel que la suite desDfn|Vx soit de Cauchy
pour la métriqued définie par

d(f, g) = supz∈Vx‖f(z)− g(z)‖

(c’est à dire que la suite desDfn converge normalement sur un certain voisi-
nage de tout point)
Alors il existef deU dansF tel que :
• f est dérivable en tout point
• la suite desfn converge versf (simplement)
• tout x possède un voisinageVx tel que les convergences defn etDfn res-
treints àVx soient uniformes.
• Si lesfn sontC1, f l’est aussi.

Démonstration : On définit l’ensembleA desz tels quefn(z) converge. Etant
donnéx on considère un voisinageVx de x convexe et vérifiant l’hypothèse sur le
critère de Cauchy (on peut toujours imposerVx convexe en le restreignant à une boule).
On définit alorsαn,m = supz∈Vx‖Dfn(z)−Dfm(z)‖ ; par hypothèse,αn,m tend vers
0 quandn etm tendent vers l’infini. SiVx ∩ A 6= ∅, alors soitx′ dansVx ∩ A. Par
convexité deVx, on peut écrire pour touty dansVx :

‖[fm(y)− fn(y)]− [fm(x)− fn(x)]‖ ≤ αn,m.‖y − x′‖

or fn(x′) est une suite de Cauchy (comme toute suite convergente dans un métrique),
doncfn(y) est une suite de Cauchy, et donc converge. Donc siVx ∩ A 6= ∅, Vx ⊂ A.
Donc soitVx ⊂ A, soitVx ⊂ Ac, doncA etAc sont ouverts.A étant non vide etU
étant connexe,A = U . On a donc montré la deuxième assertion.
L(E,F ) est complet pour la norme uniforme puisqueF l’est ; donc la suite des dé-
rivées surVx converge uniformément. En appliquant le théorème précédent, on voit
quef est dérivable de dérivée la limite des dérivées ; en supposantVx borné on a alors
fn|Vn → f|Vx uniformément, toujours par le théorème précédent.ut

11.2.3 Applications : dérivées partielles et dérivées

Proposition 471 E1, E2, ... ,En et F des espaces vectoriels normés ;U un
ouvert deE = ΠiEi, f une application deU dansF ; alors si les δf

δxi
existent

sur un voisinage dex et sont continues enx, alorsf est différentiable enx.

Démonstration : • Il est suffisant de montrer que

‖f(x1, ..., xn)− f(a1, ..., an)−
n∑
i=1

δf

δxi
(a).(xi − a)‖ = o(‖x− a‖)
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pour tout(a1, ..., an) deU .
• Pour cela on décomposef(x1, ..., xn) − f(a1, ..., an) −

∑n
i=1

δf
δxi

(a).(xi − a)
en

f(x1, ..., xn)− f(a1, x2, ..., xn)− δf

δx1
(a).(x1 − a1)

+f(a1, x2, ..., xn)− f(a1, a2, x3, ..., xn)− δf

δx2
(a).(x2 − a2)

+...

+f(a1, a2, ..., ai, xi+1, ..., xn)−f(a1, ..., ai+1, xi+2, ..., xn)− δf

δxi+1
(a).(xi+1−ai+1)

+...

+f(a1, a2, ..., an−1, xn)− f(a1, ..., an)− δf

δxn
(a).(xn − an)

• Il suffit ensuite de montrer que pourxi tendant versai, f(a1, a2, ..., ai−1, xi, ..., xn)−
f(a1, ..., ai, xi+1, ..., xn) − δf

δxi
(a).(xi − ai) est uno(xi − ai). (ensuite il suffira de

sommer)
• Le fait ci-dessus provient des accroissements finis ET de la continuité de lai-ième

dérivée partielle (en effet une application directe des accroissements finis donnent un
o(xi − ai) pour

f(a1, ..., ai−1, xi, ..., xn)−f(a1, ..., ai, xi+1, ..., xn)− δf
δxi

(a1, ..., ai, xi+1, ..., xn).(xi−ai)

(la différentielle n’est pas prise là où il faudrait qu’elle le soit)ut

Théorème 472E1, E2, ... , En et F des espaces vectoriels normés ;U un
ouvert deE = ΠEi, alorsf application deU dansF estC1 si et seulement si
les dérivées partiellesδfδxi def existent et sont continues surU .

Démonstration : Il est clair que sif estC1, alors les dérivées partielles existent
et sont continues. La réciproque, utilisant la proposition précédente, ne présente pas de
difficulté majeure.ut

On pourra par exemple trouver une application dans la partie20.3.
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11.3 Théorème d’inversion locale et fonctions implicites

11.3.1 Théorème d’inversion globale

Définition 473 On appelleapplication contractante ou contraction une ap-
plication lipschitzienne dont le coefficient de Lipschitz est< 1.

Théorème 474 (Théorème de Banach du point fixe)SoitX un espace mé-
trique complet eth une contraction deX dansX. Alors :
• h admet un unique point fixex0

• ∀x d(x, x0) ≤ 1
1−Lip(h)d(x, h(x))

Démonstration : Unicité :
• Supposonsx1 etx2 deux points fixes.
• d(x1, x2) = d(h(x1), h(x2)) ≤ Lip(h).d(x1, x2) ; doncx1 = x2

Existence :
• Considéronsx quelconque dansX, on va travailler sur la suite deshn(x).
• Supposonsn ≤ m, alors

d(hm(x), hn(x)) ≤
n−1∑
i=m

d(hi(x), hi+1(x))

≤
+∞∑
i=m

Lip(h)i.d(x, h(x)) ≤ Lip(h)m

1− Lip(h)
.d(x, h(x))

On en déduit facilement les deux résultats annoncés.ut

Il faut que f soit une contraction, c’est à dire une application lischitzienne
de constante de Lipschitz< 1 ; avec un rapport1 cela ne marche pas, ni même avec
d(f(x), f(y)) < d(x, y). Par exemple,x 7→ x + e−x définit une application deR+

dansR+, R+ est bien complet, et on a biend(f(x), f(y)) < d(x, y), et pourtantf
n’admet pas de point fixe.

théorème d’inversion locale478, théorème de Cauchy-Lipschitz515, la réso-
lution de l’équation de Volterra (voir [6]).

D’autres théorèmes de points fixes existent : par exemple le théorème du point fixe
de Brouwer311 (avec pour application le corollaire313), le théorème de Kakutani ,
le théorème de Schauder , et même pour ceux qui connaissent un peu la calculabi-
lité un théorème de point fixe que l’on trouvera dans le livre "Théorie de la récursion
pour la métamathématique", de R. Smullyan (Masson, 1995), avec pour application le
théorème de Rice et ses multiples conséquences (attention, il faut connaître un peu le
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domaine pour pouvoir se lancer dans ce genre d’originalités...).

Lemme 475 SoientU et V des ouverts des espaces normésE et F . On se
donneh deU dansV , h bijective, dérivable enx0. Alorsh−1 est dérivable en
h(x0) si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
• Dh(x0) est un isomorphisme deE surF
• Il existeK ≥ 0 et un voisinageW deh(x0) dansF tels que

∀y ∈W‖h−1(y)− x0‖ ≤ K‖y − h(x0)‖

Démonstration : Tout d’abord montrons que ces deux conditions sont nécéssaires.
Pour cela on suppose qu’effectivementh−1 est dérivable enh(x0), et on procède
comme suit :
• On dérive les deux expressions

h−1 ◦ h = IdE

et

h ◦ h−1 = IdE

et on montre bien queDh(x0) est un isomorphisme.
• Par définition de la dérivée, la quantité ci-dessous tend vers0 poury → h(x0) :

‖h−1(y)− h−1(h(x0))−D(h−1)(h(x0))(y − h(x0))‖
‖y − h(x0)‖

Donc poury dans un certainW cette quantité est plus petite que1, et donc poury ∈W
on a

‖h−1(y)− h−1(h(x0))‖ ≤ K‖y − h(x0)‖

avecK = 1 + ‖D(h−1)(h(x0)).

Il reste à prouver la réciproque, c’est à dire que les conditions sont suffisantes.
• Par définition, on a

h(x)− h(x0) = Dh(x0)(x− x0) + ‖x− x0‖ε(x)

avecε(x) tendant vers0 pourx→ x0.
En composant avecDh(x0)−1 (dont les hypothèses garantissent l’existence), on ob-
tient

x− x0 = Dh(x0)−1(h(x)− h(x0))− ‖x− x0‖.(Dh(x0)−1(ε(x)))

avecy = h(x) (touty deV peut s’écrire ainsi) ety0 = h(x0), on obtient alors

h−1(y)−h−1(y0)−Dh(x0)−1(y−y0) = −Dh(x0)−1.ε(h−1(y)).‖h−1(y)−h−1(y0)‖

On sait par hypothèse que poury assez proche dey0 on a‖h−1(y) − h−1(y0)‖ ≤
K.‖y − y0‖, donc

Dh(x0)−1.ε(h−1(y)).‖h−1(y)− h−1(y0)‖
‖y − y0‖

≤ K.‖Dh(x0)−1‖.‖ε(h−1(y))‖
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or h−1(y) tend versx0 quandy → y0 donc cette quantité tend vers0 ; ce qui permet
de conclure.ut

Théorème 476 (Théorème d’inversion globale)Soit A une application li-
néaire continue deE dansF , avecE un espace de Banach etF un espace
normé, telle queA−1 existe et est continue (A est un homéomorphisme li-
néaire). Soitφ une application lipschitzienne deE dansF telle queLip(φ) <
‖A−1‖−1. Alors :
• h = A+ φ est inversible

• h−1 est lipschitzienne, avecLip(h−1) ≤ ‖A−1‖
[1−‖A−1‖.Lip(φ)]

• Si h estC1 surU ouvert deE, et si∀x ∈ U Dh(x) ∈ Isom(E,F ), alors
h−1 estC1 sur l’ouverth(U), et pour toutx ∈ U la différentielle deh−1 est
donnée par

D(h−1)(h(x)) = (Dh(x))−1

Démonstration : Raisonnement en plusieurs étapes :
• Etant donnéy dansF , et on considère l’équation

h(x) = y

équivalente à
x = A−1.y −A−1(φ(x))

L’applicationx 7→ A−1(φ(x)) est Lipschitzienne de rapport< 1, et donc l’application
x 7→ A−1(Y )−A−1(φ(x)) aussi. Donc par le théorème du point fixe de Banach, cette
équation a une solution uniquex.
h est donc inversible.
• Avecy = h(x) ety′ = h(x′), on peut écrire

x = A−1(y)−A−1(φ(x))

x′ = A−1(y′)−A−1(φ(x′))

et en déduire

‖x− x′‖ ≤ ‖A−1‖.‖y − y′‖+ ‖A−1‖.Lip(φ).‖x− x′‖

en utilisant l’hypothèse surLip(φ), on a alors

‖x− x′‖ ≤ ‖A−1‖
1− ‖A−1‖.Lip(φ)

‖y − y′‖

D’où le résultat sur la constante de Lipschitz deh−1.
• Supposons maintenanth C1 surU ouvert deE. h(U) est un ouvert puisqueh est un
homéomorphisme. Par le lemme précédent,h−1 est dérivable surU . En dérivant

h−1 ◦ h = IdE

et
h ◦ h−1 = IdE
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on obtient queD(h−1)(h(x)) = (Dh(x))−1. En écrivant

D(h−1)(y) = Dh(h−1(y))−1

et en rappelant queInv : Isom(E,F ) → Isom(F,E), h 7→ h−1 est continue on
constate qu’en outreD(h−1) est continue.

11.3.2 Théorème d’inversion locale

Définition 477 (DifféomorphismeC1) Une applicationh deU dansV avec
U ouvert d’un espace vectoriel normé etV ouvert d’un espace vectoriel normé
est undifféomorphismeC1 si h est bijective et de classeC1 et de réciproque
de classeC1. Plus généralement, aveck ≥ 1, une applicationh deU dansV
avecU ouvert d’un espace vectoriel normé etV ouvert d’un espace vectoriel
normé est undifféomorphisme Ck si h est bijective et de classeCk et de
réciproque de classeCk.

Une application bijective etC1 n’est pas un difféomorphismeC1 ; il faut aussi
que la réciproque soitC1 !

Théorème 478 (Théorème d’inversion locale)Soit h deU dansF une ap-
plication C1, avecU ouvert deE, et E et F des espaces de Banach. Si la
différentielleDh(x0) est bijective deE dansF pour un certainx0 deU , alors
il existeU0 voisinage dex0 dansE et un voisinage ouvertV0 def(x0) dansF
tels queh induit un difféomorphismeC1 deU0 dansV0. On a alors

D(h−1)(h(x)) = (Dh(x))−1

pour toutx dansU0.

Voir le théorème480et le corollaire479. Le théorème d’inversion locale per-
mettra aussi de montrer l’équivalence des différentes définitions des variétés deR

n,
voir définition493.

Démonstration : On pourra se référer par exemple à [13].

Dans le cas de la dimension finie, le fait que la différentielle soit bijective
implique que les dimensions des espaces soient les mêmes, et que le jacobien (défini
puisque les dimensions sont les mêmes) est non nul.

Corollaire 479 Soitf une applicationC1 d’un ouvertU d’un espace de Ba-
nachE dans un espace de BanachF ; si f injective et si sa différentiellef ′(x)
est un isomorphisme en toutx ∈ U , alorsf est unC1-difféomorphisme deU
surf(U), qui est alors un ouvert deF .

Modulo le résultat selon lequel l’application qui àf dansIsom(E,F ) associe
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f−1 estC∞ (que l’on trouvera par exemple dans [3]), on montre que sif est unC1-
difféomorphisme de classeCn, alorsf est unCn difféomorphisme.

11.3.3 Théorème des fonctions implicites

Théorème 480f applicationC1 deU un ouvert deE1 × E2 dansF , avec
E1, E2 et F des Banach. Sif est différentiable par rapport à la deuxième
variable en(a, b) et si cette différentielle est un isomorphisme alors il existeφ
C1 définie sur un ouvertU1 deE1 contenanta1 et à valeurs dans un ouvertU2

deE2 contenanta2 telle que pour tout(y1, y2) dansU1 × U2 on ait

f(y1, y2) = f(a, b) ⇐⇒ y2 = φ(y1)

et pour toutx dansU1 on a

Dφ(x) = −[D2f(x, φ(x))]−1 ◦D1f(x, φ(x))

FLEMMARD
Démonstration : • On va chercher à utiliser le théorème d’inversion locale. Pour

cela il faut construire une application différentiableC1, de différentielle bijective.
•On définit l’applicationµ deU dansE1×E2 dansE1×G, définie parµ(y1, y2) =

(y1, f(y1, y2)).
• Dµ(a, b)(h, k) = (h,D1f(a, b).h+D2f(a, b).k)
• Dµ(a, b) est bijective (facile),µ estC1

• On applique le théorème d’inversion locale àµ en(a, b).
• La fonction réciproque associe clairement à un couple(q, r) un couple(q, φ(q, r)),

et en fixantr on en déduit ce que l’on veut...ut
La figure11.1illustre ce théorème.
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FIG. 11.1 – Illustration du théorème des fonctions implicites dans le cas d’une fonction
deR2 dansR. La courbe est une courbe de niveau. A gauche la différentielle par rapport
à y n’est pas un isomorphisme ; on comprend intuitivement qu’on ne peut pas donner
y en fonction dex sur un voisinage. A droite c’est un isomorphisme ; donc on peut.

11.4 Dérivées d’ordre supérieur

11.4.1 Généralités

Définition 481 Etant donnée une applicationf d’un ouvertU d’un espace de
BanachE dans un espace de BanachF , on dit quef estde classeCn (on dit
aussin fois continûment différentiable) si f est différentiable et si sa diffé-
rentielle est de classeCn−1. L’application est diteC∞ si elle estCn pour tout
n ; on dit alors qu’elle estindéfiniment différentiable.
On note alorsf (1)(a) l’applicationDf(a)(x), et par récurrencef (n)(a) l’ap-
plicationDf (n−1)(a).
Etant donnée une applicationf d’un ouvertU d’un espace de BanachE dans
un espace de BanachF , on dit quef estn fois différentiable enx appartenant
àU si et seulement sif est de classeCn−1 sur un voisinage dex et si lan-ième
différentielle def sur ce voisinage est différentiable ena.
Etant donnéef application d’un ouvertU d’un espace de BanachE dans un

espace de BanachF , on note δ2f
δxiδxj

l’application
δ δfδxj
δxi

.
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11.4.2 Dérivées secondes

Théorème 482Soit f une application deU , ouvert d’un espace de Banach
, dansF , espace de Banach . Sif est deux fois différentiable enx0, alors
f ′′(a)(h)(k) = f ′′(a)(k)(h). Via l’identification du théorème1014f ′′(a) est
une forme bilinéaire symétrique.

Démonstration : • Il s’agit donc de montrer quef ′′(a)(h)(k) = f ′′(a)(k)(h).
• On introduit la fonctionµ(h, k) = f(a+ h+ k)− f(a+ h)− f(a+ k) + f(a)
• µ(h, k) = µ(k, h) clairement
• On montre maintenant queµ(h, k) approximef ′′(a)(h)(k) (on pourra plus loin

en déduire le résultat souhaité, carf ′′(a)(h)(k) approximera alorsf ′′(a)(k)(h))
• ‖µ(h, k) − f ′′(a)(h)(k)‖ ≤ ‖µ(h, k) − f ′(a + k)(h) + f ′(a)(h)‖ + ‖f ′(a +

k)(h)− f ′(a)(h)− (f ′′(a).k).h‖
• Le second terme est petit par la définition de la différentiellef ′′(a), le premier

est petit par définition de la différentielle def ′(a), et par utilisation des accroissements
finis.
• On arrive ainsi à montrer queµ(h, k)− f ′′(a)(k)(h) est uno(‖h‖2 + ‖k‖2) ; par

symétrie on a aussi le fait queµ(h, k) − f ′′(a)(k)(h) est uno(‖h‖2 + ‖k‖2) ; on en
déduit‖f ′′(a)(k)(h)− f ′′(a)(h)(k)‖ = o(‖h‖2 + ‖k‖2).
• ‖f ′′(a)(λ.k)(λ.h)− f ′′(a)(λ.h)(λ.k)‖ ≤ ε.(‖λ.h‖2 + ‖λ.k‖2) pour toutε, pour

λ suffisamment petit
• λ2‖f ′′(a)(k)(h) − f ′′(a)(h)(k)‖ ≤ ε.λ2(‖h‖2 + ‖k‖2) pour toutε et pourλ

assez petit
• ‖f ′′(a)(k)(h)− f ′′(a)(h)(k)‖ ≤ ε(‖h‖2 + ‖k‖2) pour toutε !
• f ′′(a)(k)(h) = f ′′(a)(h)(k) = 0 d’où le résultat.ut

Théorème 483Soitf deux fois différentiables ena ∈ U , avecf définie deU
ouvert deE = E1 × E2...× En (des espaces de Banach ) dansF (un espace
de Banach ). Alors

(f ′′(a)(h1, ..., hn))(k1, ..., kn) =
∑
i,j

(
δ2f

δxiδxj
(a).hi).kj

Démonstration : On utilise simplement deux fois la proposition454, àf etf ′.ut

Corollaire 484 Soitf deux fois différentiables ena ∈ U , avecf définie deU
ouvert deE = E1 × E2...× En (des espaces de Banach ) dansF (un espace
de Banach ). Alors

δ2f

δxiδxj
(a)(h)(k) =

δ2f

δxjδxi
(a)(k)(h)

Démonstration : Il s’agit simplement du théorème482après quelques manipulations...ut
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Corollaire 485 (Théorème de Schwartz)Soit f application deRn dansF
(F espace de Banach ) deux fois différentiables enx, alors δ2f

δxiδxj
(x) = d2f

δxjδxi

Démonstration : Il s’agit d’une reformulation dans le cas deEi = R du corollaire
précédent !ut

Proposition 486 (Existence de la dérivée seconde)Soif une application de
U ouvert deE = E1×E2...×En (des espaces de Banach ) dansF (un espace
de Banach ). Alors si lesδfδxi existent et sont continues sur un voisinage dex,

et si les δ2f
δxiδxj

existent sur un voisinage dex et sont continues enx, alors f
est deux fois différentiable enx.

Démonstration : Il suffit d’appliquer deux fois la proposition471.ut

11.4.3 Généralisations à la dérivéen-ième

On pourra réviser la partie28.

Théorème 487 (Généralisation du théorème482) Si f est une application
deE dansF avecE et F des espaces de Banachn fois différentiable enx,
alors f (n)(x) appartient àLn(E;F ) et est une applicationn-linéaire symé-
trique.

Démonstration : On procède par récurrence. Pourn = 1, c’est clair. Pourn = 2,
c’est le théorème482. Supposons maintenant le résultat prouvé jusqu’au rangn− 1, et
montrons le pour le rangn, avecn ≥ 3.
• Il suffit de montrer que si l’on permute deux variables consécutives parmi leshi on
ne change pas la valeurf (n)(x)(h1, ..., hn).
• f (n−1) est symétrique, donc on peut permuter sans rien changerhi ethi+1 pouri > 1
• Pouri = 1 il suffit de rappeler quef (n) = (f (n−2))′′ et d’utiliser482.ut
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11.5 Zoologie du calcul différentiel

11.5.1 Fonctions convexes

Définition 488 Une fonctionf définie sur un convexeU d’un espace vectoriel
à valeurs dansR est diteconvexe(resp.strictement convexe) si

∀(u, v, t) ∈ U2 × [0, 1]f(tu+ (1− t)v) ≤ tf(u) + (1− t)f(v)

(resp.)∀(u, v, t) ∈ U2×]0, 1[u 6= v ⇒ f(tu+(1− t)v) < tf(u)+(1− t)f(v)

Dans la suite de cette section, on suppose queU est un convexe d’un espace vec-
toriel , et quef est une application deΩ dansR, avecΩ ouvert contenantU . Les liens
entre dérivabilité et convexité sont les suivants :

Théorème 489f C1 est convexe (resp. strictement convexe) surU si et seule-
ment si

∀(u, v) ∈ U2f(v) ≥ f(u) + f ′(u)(v − u)

(resp.)∀(u, v) ∈ U2u 6= v ⇒ f(v) > f(u) + f ′(u)(v − u)

f C2 est convexe si et seulement si

∀(u, v) ∈ U2f ′(u)(v − u, v − u) ≥ 0

Si
∀(u, v) ∈ U2u 6= v ⇒ f ′′(u)(v − u, v − u) > 0

On pourra voir12.4pour les applications de la convexité à la recherche d’ex-
tréma,1325pour les applications de l’inégalité de Jensen, le lemme397(et par suite
l’inégalité de Hölder), l’inégalité de Minkovski.

11.5.2 Fonction continue partout dérivable nulle part

Cet exemple, élaboré par Van der Waerden, est extrait du livre [20].

Théorème 490Soit T la fonction définie surR par T (x) = min(x −
E(x), E(x) + 1 − x) (c’est à dire queT (x) est la distance dex à l’entier
le plus proche dex).
La fonctionf définie surR par f(x) =

∑∞
n=0

T (10nx)
10n est continue partout

dérivable nulle part.

Démonstration :
• Bonne définition, continuité def : facile, f est limite uniforme d’une suite de

fonctions continues (voir proposition468).
• La non dérivabilité, c’est plus dur.
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- T , et doncf , est périodique, de période1.
- On se limite donc à montrer la non-dérivabilité sur[0, 1[
- On note les développements décimaux en excluant les développements illimités

ne comportant que des9 1

- Soit doncx ∈ [0, 1[, on montre la non-dérivabilité def enx.
- Soitxn la n-ième décimale dex.
- définissonshm = −10−m si xm = 4 ouxm = 9, hm = 10−m sinon.
- Calculons maintenant

f(x+ hm)− f(x)
hm

= 10m
∞∑
n=1

εn(T (10n(x+ ε′m10−m))− T (10nx))
10n

- Raisonnons un petit peu maintenant, sur un cas particulier pour mieux visualiser
(x = 0.33333333...) :

n 10nx 10n(x+ hm) T (10n(x+ hm))− T (10nx) ×10m−n

0 0, 333333 . . . 0, 33 . . . 333433 . . . 0, 000 . . . 001 1
1 3, 33333 . . . 3, 33 . . . 334333 . . . 0, 000 . . . 01 1
2 33, 3333 . . . 33, 3 . . . 343333 . . . 0, 000 . . . 1 1
...

...
...

...
...

m 333 . . . 3, 33 . . . 333 . . . 4, 333 . . . 1 1
m+ 1 3333 . . . 3, 33 . . . 333 . . . 43, 333 . . . 0 0

...
...

...
...

...

Il faut bien noter que dans le cas général le chiffre de la dernière colonne peut être
1 ou−1 ; quoi qu’il en soit f(x+hm)−f(x)

hm
est un entier de parité variant avecm et ne

peut donc pas converger.ut
On en profite pour montrer ce dont est capable Maple. Le dessin se trouve en figure

11.2.

Exemple Maple

> T := x→ min(x− floor(x), floor(x) + 1− x)

T := x→ min(x− floor(x), floor(x) + 1− x)

> g := x− > sum(T (2n ∗ x)/2n, n = 0..17);

g := x→
17∑
n=0

T(2n x)
2n

1Au profit de l’équivalent obtenu en remplaçant...243999999999... par...2449999999999....
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FIG. 11.2 – Tracé d’une courbe continue dérivable nulle part, établie par Van der Waer-
den

11.5.3 Fonction dérivable dans toutes les directions mais non conti-
nue

Définition 491 Soit f une application d’un ouvertU d’un espace vectoriel
norméE dans un espace vectoriel norméF , alors f est ditedifférentiable
en x ∈ U suivant la direction e ∈ E si l’application g : R → F t 7→
f(x + tu) est différentiable en0. La différentielle deg en0 est alors appelée
différentielle de f enx suivant u.

Proposition 492 Il existe une applicationf différentiable dans toutes les di-
rections enx et qui n’est pas continue enx.

Démonstration : Le livre [20] propose la fonctionf : R2 → R, (x, y) 7→ x5

(y−x2)2+x8 ,
avecf(0, 0) = 0. On constate la non continuité def en regardant la limite dex 7→
f(x, x2) en0. La différentiabilité suivant toutes les directions est vite vue (distinguer
différents cas, suivantu = (a, b), casa et b non nuls, casa nul, ou casb nul).

On peut aussi regarder la fonction définie par ses coordonnées polaires par

f(r cos(θ), r sin(θ)) = e−
(θ−r)2

r4

Avecf(0, 0) = 0, on a bien une fonction différentiable dans toutes les directions (avec
des différentielles nulles !), et on constate sans le moindre calcul quef(xcos(x), xsin(x))
est constant égal à1 pourx 6= 0.ut
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11.5.4 Variétés deRn, théorème de Jordan

Définition 493 - Proposition[Variété deRn] Soit M une partie deRn, x un
point deM . Soitp un entier> 0 etk un entier> 0.
M est par définition unevariété de dimensionp et de classeCk au voisinage
dex si l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
(i) Il existeV voisinage ouvert dex tel qu’il existe unCk difféomorphisme de
V surW ⊂ Rn tel queg(x) = 0 et g(M ∩ V ) = W ∩ P , avecP l’ensemble
des(y1, ..., yn) tels queyp+1 = 0, yp+2 = 0, ... ,yn = 0.
(ii) Après une permutation pertinente des coordonnées(x1, ..., xn), il existeV
voisinage ouvert dex etφ applicationCk deRp dansRn−p tel que pour tout
y dansV

y ∈M ⇐⇒ φ(y1, ..., yp) = (yp+1, ..., yn)

(iii) Il existe un voisinageV ouvert dex, Ω un voisinage ouvert de0 dansRp,
f une applicationCk deΩ dansRn, tels quef induise un homéomorphisme
deΩ surM ∩ V , f(0) = x etf ′(0) de rangp a.
(iv) Il existe un voisinageV ouvert dex, Ω un voisinage ouvert de0 dansRp,
f une applicationCk deΩ dansRn, tels quef induise un homéomorphisme
deΩ surM ∩ V , f(0) = x etf ′(y) de rangp pour touty dansΩ b.

aIl s’agit d’un élément deL(Rp,Rn).
bIl s’agit d’un élément deL(Rp,Rn).

Démonstration :
On notera pendant cette preuvex|I , avecI = {i1, ..., im} et i1 < i2 < · · · < im

un sous-ensemble de[1, n] etx un élément deRn, (xi1 , . . . , xim).
• L’équivalence entre (iii) et (iv) est claire ; bien sûr (iv) implique (iii), et récipro-

quement en supposant (iii) par continuité de la différentielle et continuité du détermi-
nant d’une matrice extraite, on peut trouver un voisinage de0 dans lequel la différen-
tielle a le même rang. Il suffit alors de se restreindre à ce voisinage.
• Voyons maintenant que (iii) implique (ii).
Supposons (iii). La matrice de la différentielle def en 0 est de rangp ; modulo

une bonne permutation des coordonnées, on peut donc supposer que la matrice extraite
de la différentielle pour les indices en ligne et en colonne inférieurs ou égaux àp est
inversible.

En se restreignant auxp première coordonnées,f est alorsCk, de différentielle en
0 de rang plein. On peut donc appliquer le théorème d’inversion locale478, etf ainsi
restreint est donc unCk difféomorphisme au voisinage de0. En prenantφ la composée
def et de l’inverse de la restriction def auxp-premières coordonnées, on obtient une
fonction satisfaisant (ii).
• Voyons maintenant (ii) implique (iii).
Supposons (ii) vérifiée. Définissons alorsf(y) = (y + x|[1,p], φ(y + x|[1,p])2. f

convient...
• Montrons maintenant que (iii) implique (i).
Supposons (iii) vérifiée.
Définissons alorsg(y) = (y|[1,p] − x|[1,p], y|[p+1,n] − φ(y|[1,p])... g convient pour

(i).

2Je "recolle" ainsi un élément deRp et un élément deRn−p pour obtenir un élément deRn
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• Il ne reste plus qu’à vérifier que (i) implique (iii).
Supposons donc (i) vérifiée.
Alors soitf(y) = g−1(y|[1,p], 0, . . . , 0).
La différentielle deg est injective, donc la restriction àRp est injective aussi. Donc

f vérifie bien (iii).ut

Théorème 494 (Théorème de Jordan)Toute hypersurfaceM (i.e. variété de
dimensionn− 1) deRn C∞

• est le noyau d’une applicationC∞ dont la différentielle ne s’annule pas sur
M .
• est orientable (c’est à dire qu’il existe un champ de vecteur ne s’annulant
pas, continu, défini surM , à valeurs dansRn)
• partage le plan en deux domainesa (l’un borné l’autre non) dont elle est la
frontière commune.

aRappelons qu’un domaine est un ouvert connexe.

Démonstration :
Ce théorème, long et loin d’être trivial, nécéssitera différents lemmes. Cette preuve

est largement inspiré de la note "Le théorème de Jordan pour les hypersurfacesC∞",
de D. Leborgne, paru dans la Revue de Maths Spé numéro 104, 1993-1994, lui-même
inspiré de l’article "Orientability of smooth hypersurfaces and the Jordan Brouwer se-
paration theorem", Expo. Math. 5 (1987), p 283-286.

Lemme 495 SoitX un espace topologique connexe, etf et g continues de
X dansR. Si f et g sont localement égales ou opposées, et si l’intérieur de
f−1(0) est réduit à l’ensemble vide, alorsf etg sont égales ou opposées.

Démonstration :
• Définissons :

Egales = {x/f(x) = g(x)}

Oppos = {x/f(x) = −g(x)}

Et notonsΩ l’intérieur deEgales.
• Supposons tout d’abordΩ non vide, et montrons queΩ = X. Si on a un tel résul-

tat, alors on saura que soitEgales est d’intérieur vide, soit il est égal à tout l’espace.
Si Egales est égal à tout l’espace, alors on a bien le résultat souhaité. SiEgales est
d’intérieur vide, alors l’ensemble desx tels quef(x) = g(x) 6= 0 (inclus dans l’inté-
rieur d’Egales) est vide, et doncOppos = X, d’où le résultat souhaité. Donc montrer
que siΩ 6= ∅ alorsΩ = X est suffisant pour le résultat souhaité.
• Donc, on supposeΩ vide.
• Soitx appartenant à la frontière deΩ.
• Par hypothèse, il existeU ouvert contenantx sur lequelf et g sont égales ou

opposées, puisquef etg sont localement égales ou opposées.
• L’intersection deU et Ω est non vide (puisquex est sur la frontière deΩ), et

contient un point sur lequelf etg sont non nulles, puisquef−1(x) est d’intérieur vide.
Doncf etg sont égales surU (rappelons queΩ est inclus dansEgales).
• On en déduit quex appartient àEgales.
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• On a donc montré que la frontière deΩ est incluse dansΩ.
• Ω est donc fermé et ouvert.
• Ω est donc égal àX, puisqueX est connexe. D’où le résultat.ut
Nous avons encore besoin d’un lemme de topologie :

Lemme 496 Soit(Ωi)i∈I une famille d’ouverts recouvrantRn, et pouri dans
I, fi applicationC∞ deΩi dansR, telle que l’intérieur def−1

i (0) soit d’inté-
rieur vide.
Supposons que lorsqueΩi et Ωj s’intersectent, alorsfi et fj soient égales ou
opposées localement surΩi ∩ Ωj .
Alors il existe une unique fonctionf , au signe près, dont la restriction pour
tout i à Ωi soitfi.

Bien voir que l’on n’a pas supposé que lesΩi soient connexes.
Démonstration :
• On considère la famille(Bj)j∈J des boulesB telles qu’il existe un certaini tel

queB ⊂ Ωi. On définitf ′j la restriction deΩi àBj , lorsqueBj est inclus dansΩi.
• Supposons qu’on ait construit une fonctionf localement égale ou opposé àf ′j sur

Bj pour toutj dansJ .
• Alors f , pour toutj dansJ , est égale àε′jf

′
j surBj , avecε′j ∈ {−1, 1}, par

connexité deBj et application du lemme précédent495.
• Alors f , pour touti dansI, est égale àεifi surΩi, avecεi ∈ {−1, 1}. En effet,

donnons-nousx et y dansΩi, avecfi(x) et fi(y) tous deux non nuls, et montrons
que nécéssairementf et fi égales (resp. opposées) enx impliquef et fi égales (resp.
opposées) eny.

- le segment[x, y] est recouvert par un nombre fini de boulesBj
- chacune des intersections de ces boules est connexe, et chaque boule est connexe.
- on peut donc appliquer sur chacun de ces connexes le lemme495, d’où le résultat.
• Il reste donc simplement à construire une fonctionf convenable sur lesBj .
• On montre tout d’abord le résultat en dimension1, sur un segment fermé. Cela

se fait en recouvrant le segment en question par un nombre fini de boules ouvertesBj ,
en définissantf sur cette réunion finie de proche en proche. Le fait que l’on soit en
dimension1 rend cela facile ; il suffit de choisir des ouverts consécutifs, non inclus les
uns dans les autres. Par le lemme495, on a une solution et une seule, au signe près.
• On procède maintenant par récurrence sur la dimensioni, pour montrer l’exis-

tence et l’unicité au signe près d’une telle fonction sur un pavé[−m,m]i.
• Pour cela on considère ce pavé comme le produit[−m,m]× [−m,m]i−1.
• On définit une fonctionft pourt dans[−m,m], définie sur[−m,m]i−1, en uti-

lisant l’hypothèse de récurrence,ft égale à FLEMMARD ça marche pas parce qu’on
n’est pas sur que l’intersection d’un ensemble d’intérieur vide avec un ensemble de
dimension inférieure est d’intersection vide.
•

11.5.5 Espaces vectoriels normés de dimension finie

� Propriétés topologiques

La boule unité fermée d’un espace vectoriel normé est compacte si et seulement si
l’espace est de dimension finie (théorème de Riesz5.2).
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Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet. Dans un espace vec-
toriel normé de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes (voir théorème
188). En particulier, les espaces vectoriels normés réels de dimension finie sont tous
isomorphes àRn pour un certainn, tous les espaces vectoriels normés complexes de
dimension finie sont isomorphes àCn pour un certainn. Les compacts d’un espace
vectoriel de dimension finie sont donc exactement les fermés bornés. Cela implique no-
tamment que tout sous-espace vectoriel de dimension finied’un espace vectoriel normé
est fermé (qu’il s’agisse d’un espace vectoriel normé de dimension finie ou non).

� Propriétés géométriques

Définition 497 Une partieA d’un espace vectoriel normé est diteéquilibrée
si elle contientax pour touta de module1 et toutx deA.

Théorème 498SoitE un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors,
soit B ⊂ E, B est la boule unité pour une certaine norme si et seulement
si B est convexe équilibré compact ayant0 comme point intérieur. La norme
correspondante est alors unique.

Démonstration : Cette preuve, utilisant la notion de jauge, est détaillée dans [22,
p236].ut

Définition 499 On définit ici la notion deséparation au sens large (resp.
strict) : On dit qu’un hyperplanH sépare au sens largedeux partiesA etB
(resp.sépare au sens strict) siA etB sont inclus dans l’un et l’autre des demi-
espaces fermés (resp. ouverts) délimités parH.

Théorème 500 (Forme géométrique de Hahn-Banach en dim. finie)Soit
E un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors :
• SoitA ouvert convexe non vide,L sous-espace vectoriel deE de dimension
finie n’intersectant pasA. Alors il existe un hyperplanH tel queL ⊂ H et
A ∩H = ∅.
• SoientA etB des convexes non vides et disjoints deE. Alors
- SiA est ouvert, il existe un hyperplan séparantA etB au sens large.
- SiA etB sont ouverts, il existe un hyperplan séparantA etB au sens strict.
- SiA est compact etB fermé, il existe un hyperplan séparantA etB au sens
strict.
- SiA etB sont fermés, alors il existe un hyperplan séparantA etB.

Démonstration : Voir [19, p347] pour une preuve complète ; les points sont à dé-
montrer dans cet ordre pour simplifier la preuve.ut
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Chapitre 12

Extrema

Une référence claire et complète est [7]. En outre on y trouve des algorithmes jus-
tifiés rigoureusement.

12.1 Cadre et définitions

Pour ce chapître, on travaillera sur une applicationf continue d’un ouvertU d’un
espace de BanachE dansR.

Définition 501 On dit quef admet unminimum relatif ouminimum local en
x ∈ U si il existe un voisinageV dex tel que pour toutv dansV f(x) ≤ f(v).
On dit quef admet unminimum relatif strict ou minimum local strict en
x ∈ U si il existe un voisinageV de x tel que pour toutv 6= x dansV
f(x) < f(v).
On dit quef admet unminimum global en x ∈ U si pour toutv dansU
f(x) ≤ f(v).
On dit quef admet unminimum global strict enx ∈ U si pour toutv 6= x
dansU f(x) < f(v).
On définit de même les notions demaximum relatif , maximum relatif strict ,
maximum global, maximum global strict, en remplaçant les≤ par des≥ et
les< par des>.

12.2 Résultats liés à la compacité

Proposition 502 SoitE un espace vectoriel normé de dimension finie etf C0

deE dansR telle que
lim‖x‖→∞f(x) =∞

Alorsf est minorée et atteint son minimum.

Démonstration : On se donneA > 0 tel que‖x‖ > A impliquef(x) > f(0). On
considère alorsK = B(0, A).K est fermé car on est en dimension finie (les compacts

211



d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont les fermés bornés).f atteint donc
sa borne inf (voir corollaire182).ut

Corollaire 503 (Quelques applications)• La distance d’un point à un fermé
non vide est minorée et le minimum est atteint.
• Aussi les trois applications suivantes, empruntées à [15] :
- étant donnée une applicationf C0 de [0, 1] dansR, il existe un polynômeP
minimisant‖f − P‖∞ parmi les polynômes de degré≤ n.
- le théorème de D’Alembert-Gauss, stipulant que tout polynôme à coeffi-
cients complexes et de degré≥ 1 admet une racine, en considérantz 7→ |P (z)|
(corollaire : tout polynôme à coefficients dansC est scindé dansC[X]).

Voir le corollaire1225sur la trigonalisation de matrices complexes, ou la partie
31.3.2sur les suites récurrentes linéaires.

12.3 Résultats de calcul différentiel

12.3.1 Résultats au premier ordre

Théorème 504 (Condition nécéssaire du premier ordre)Si x est un mini-
mum relatif def et si f est différentiable enx, alors la différentielle def
enx est nulle.

Démonstration :
df(x)(h) ≥ 0 car f(x+th)−f(x)

t ≥ 0 si t ≥ 0
df(x)(h) ≤ 0 car f(x+th)−f(x)

t ≤ 0 si t ≤ 0ut

Pas de réciproque ; par exemplex 7→ x3 deR dansR a une différentielle nulle
en0 et n’a ni maximum ni minimum en zéro.

Définition 505 Sidf(x) = 0, on dit quex est un point critique.

Pour aller plus loin on peut s’intéresser aux extréma liés ; voir pour cela [7].

12.3.2 Résultats du second ordre

Théorème 506 (Condition nécéssaire du second ordre)Soitf deux fois dif-
férentiable enx.
Alors sif admet un minimum local enx, f ′′(x) est positive.

Démonstration :
Supposonsf ′′(x) non positive ; alors il existev tel quef ′′(x)(v, v) soit< 0. On

se donne un voisinageV dex sur lequelf ≤ f(x) et sur lequel la formule de Taylor-
Young583donne
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f(x+ t.v) ≤ f(x) +
1
4
f ′′(x)(tv, tv)

(rappelons que par le résultat précédentf ′(x) est nul)
on peut toujours choisir un tel voisinageV car

f(x+ t.v) = f(x) +
1
2
f ′′(x)(tv, tv) + o(t2)

pourt assez petit
et doncf(x+tv)−f(x) est alors négatif pour ces valeurs det (à part pourt = 0).ut

Théorème 507 (Condition suffisante du second ordre)SupposonsE de di-
mension finie. Soitf deux fois différentiables enx, f ′(x) = 0, etf ′′(x) définie
positive. Alorsf admet un minimum relatif strict enx.

Démonstration : On considère simplement un minimum def ′′(x)(u, u) pour‖u‖ =
1 et la conclusion vient rapidement.ut

On peut se passer d’hypothèse de dimension finie à condition d’imposer
quef ′′(x) vérifie∃α > 0/f ′′(x)(u, u) > α‖u‖2.

12.4 La convexité

Pour une introduction à la convexité, voir la partie11.5.1.
Les résultats liés à la convexité sont très intuitifs, et se justifient rigoureusement

sans trop de difficulté : on pourra consulter [7] pour moultes développements.

Théorème 508Un minimum local d’une fonction convexe définie sur une par-
tie convexe est en fait un minimum global.
Une fonction strictement convexe définie sur une partie convexe admet au plus
un minimum et si un tel minimum existe il est strict.

12.5 Pour aller plus loin

On trouvera dans [7] des études des cas particuliers des formes quadratiques, et une
justification rigoureuse de la méthode de Newton.
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Chapitre 13

Equations différentielles

Une référence appréciable pour sa clarté et son souci d’illustration et d’utilisation
pratique des résultats (notamment informatique) est le livre "Analyse numérique et
équations différentielles" de J.-P. Demailly ([9]). Je traite ici exclusivement le cas de la
dimension finie, largement suffisant pour la plupart des problèmes ; pour une analyse
plus générale, on pourra consulter [3].

13.1 Lemmes préliminaires

Lemme 509 (Lemme de Gronwall)Soit φ une fonctionC0 de l’intervalle
[a, b] dansR+. Soitc ∈ [a, b], soientA,B des réels positifs.
Supposons que pour toutt dans[a, b], on ait

φ(t) ≤ A+B

∣∣∣∣∫ t

c

φ(u).du
∣∣∣∣

Alors pour toutt dans[a, b]

φ(t) ≤ A eB|t−c|

Démonstration :
Pourt ≥ c, on définitF (t) = A + B

∫ t
C
φ(s).ds. F estC1. Calculons la dérivée

det 7→ e−Bt.F (t) ; cette dérivée est

e−Bt(−B F (t) +Bφ(t))

donc est≤ 0 sur[c, b]. Le résultat en découle immédiatement pourt ≥ c.
Pour le cas restant,t ≤ c, on définitF (t) = A+B

∫ c
t
φ(u)du ; F estC1. Calculons

la dérivée det 7→ eBt.F (t) ; cette dérivée est

eBt(B F (t)−Bφ(t))

donc est≥ 0 sur[a, c]. Le résultat en découle immédiatement pourt ≤ c.ut
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13.2 Equations différentielles d’ordre1

Définition 510 On appelleéquation différentielle du premier ordre une
équation de la forme

dx

dt
= f(t, x)

avecE unR-espace vectoriel de dimension finiem, U une partie (non néces-
sairement ouverte !) deR × E, et f une application deU dansE, avecf
continue.
On appellesolution de cette équation une applicationφ dérivable deI dans
E avecI un connexe deR (i.e. un intervalle) telle que{(t, φ(t))/t ∈ I} ⊂ U
etφ′(t) = f(t, φ(t)) pour toutt dansI.

Proposition 511 Une solution d’une équation différentielle est nécessairement
C1.

Démonstration : L’équation exprime notamment le fait que la dérivée de sa solu-
tion estC0.ut

Remarque (forme intégrale) :φ : I → E est une solution deδxδt = f(t, x) de
donnée initialeφ(c) = x0 si et seulement si pour toutt dansI, φ(t) = φ(c) +∫ t
c
f(u, φ(u))du.

13.2.1 Avec des hypothèses sympathiques surf

Définition 512 Une fonction de deux variables(x, y) ∈ X × Y 7→ f(x, y)
est ditelocalement lipschitzienne eny si pour tout(x, y) il existe un scalaire
k etV un voisinage de(x, y) dansX × Y tel que pour tousx′, y1, y2 tel que
(x′, y1) ∈ V et (x′, y2) ∈ V on ait

‖f(x′, y1)− f(x′, y2)‖ ≤ k.‖y1 − y2‖

Lemme 513 (Unicité) Si f est localement lipschitzienne enx, alors siφ1 et
φ2 sont deux solutions sur un même intervalle ayant même valeur en un certain
t, alorsφ1 = φ2.

Démonstration : Donnons nousφ1 etφ2 deux solutions, égales ent.
Pour simplifier le raisonnement on va supposer qu’il existet′′ > t tel queφ1(t′′) 6=

φ2(t′′). En cas contraire, on raisonnerait de même en considérantt′′ < t vérifiant cette
propriété.

Soit t′ l’inf de cest′′. Par continuité,φ2(t′) = φ1(t′).
Soit V l’intersection de[t′,∞[ et d’un voisinage det′ tel que{(t, φ1(t))/t ∈ V }

et {(t, φ2(t))/t ∈ V restent dans un voisinage de(t′, φ′(t′)) sur lequelf estC-
lipschitzienne eny.
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Pourv dansV , on aφ′i(v) = f(v, φi(v)), et donc

φ1(v)− φ2(v) =
∫ t

0

f(u, φ1(u))− f(u, φ2(u))du

|φ1(v)− φ2(v)| ≤ C
∫ v

0

|φ1(u)− φ2(u)|du

Donc par le lemme de Gronwall on conclut queφ1 etφ2 sont égales surV , ce qui
est contradictoire avec la définition det′. ut

Lemme 514 (Existence)On se donne une fonctionf C0 de[t0 − a, t0 + a]×
B(x0, b) × B(λ0, c) dansRn, la bouleB(x0, b) étant une boule deRn, et la
bouleB(λ0, c) étant une boule compacte ou un seul point d’un espace mé-
trique.
On suppose qu’il existeC tel que‖f(t, x1, λ) − f(t, x2, λ)‖ ≤ C‖x1 − x2‖,
et on se donneM tel que |f(t, x)| est borné parM sur [t0 − a, t0 + a] ×
B(x0, b) × B(λ0, c) (un telM existe nécessairement par continuité def sur
[t0 − a, t0 + a]×B(x0, b)×B(λ0, c) qui est compact).
Alors il existe une fonctionφ(., λ) telle queδφ(t,λ)

δt = f(t, φ(t, λ), λ), définie
sur [t0 − T, t0 + T ] × B(λ0, c), avecT le min dea et b/M , et telle que pour
toutλ φ(t0, λ) = x0 ; en outre cette fonction est continue par rappport àt et
λ.
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Le paramètret de la fonctionf(t, x, λ) peut être vu comme le paramètre
temporel ; c’est une fonction det que l’on cherche comme solution.φ est la fonction so-
lution, dépendant det. Quant àλ, c’est un paramètre désignant les conditions initiales.
Le lemme est directement donné sous-une forme très générale ; mais le cas d’une boule
B(λ0, c) compacte réduite à un point n’est pas à négliger ; il s’agit en fait du cas le plus
courant, l’intérêt d’introduire une boule étant simplement de montrer la continuité par
rapport aux conditions initiales.
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L’hypothèse de l’existence deC sera notamment vérifiée si les dérivées
partielles def par rapport auxn composantes deφ existent et sont continues.

Démonstration :
• On posex0(t, λ) = x0

• On définit par récurrencexk+1(t, λ) = x0 +
∫ t
t0
f(u, xk(u, λ))du

• Il est clair par récurrence que|xk(t, λ)− x0| ≤ b
• xk estC0 ent clairement
• xk estC0 enλ par continuité sous le signe intégral (théorème381)
• On montre maintenant par récurrence que pour toutk

|xk+1(t, λ)− xk(t, λ)| ≤ MCk|t− t0|k+1

(k + 1)!
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- Le cask = 0 est immédiat
- |(xk+1 − xk)(t, λ)| = |

∫ t
t0
f(u, xk(u, λ), λ)− f(u, xk−1(u, λ), λ).du| ≤ C|t−

t0|
∫ t
t0
MCk−1 |u−t0|k

k! du ≤ MCk|t−t0|k+1

(k+1)!
- t − t0 étant borné sur l’ensemble qu’on s’est donné, la suite desxk converge

uniformément. Du coup la limite est continue par rapport à(t, d). Le fait que la limite
vérifie l’équation est conséquence du passage à la limite.ut

Théorème 515 (Cauchy-Lipschitz)Si f est localement lipschitzienne enx,
étant donné(t0, x0), il existe une et une seule solution maximale (i.e. sur un
intervalle maximal) de l’équation différentielle.
En outre, cette fonction maximale n’admet pas de limite au bord de l’intervalle
où elle est définie, si ce bord est fini et n’est pas le bord de l’intervalle de
définition def .

Démonstration : L’existence et l’unicité découlent des lemmes ci-dessus. Lorsque
la solution ne tend pas vers l’infini au bord du domaine (6= ∞ et 6= du bord de l’inter-
valle de définition def ), on peut prolonger par le lemme d’existence.ut

Théorème 516 (Existence de solutions globales)On suppose désormaisU
de la formeI × E, avecI intervalle ouvert deR. On suppose en outre qu’il
existe une fonctionk continue deI dansR+ telle quef(t, .) estk-lipschitzienne
de rapport de Lipschitz< k(t) surE. Alors, toute solution maximale est une
solution globale (surI).

Démonstration : Donnons-nous un intervalle compactK inclus dansJ . Il est suf-
fisant de montrer qu’il existe une solution définie surK. Il suffit donc d’appliquer le
lemme514, k étant majorée surK par une certaine constanteC.ut

Théorème 517 (Equadif dépendante d’un paramètre)On remplacef(t, x)
par f(t, x, λ) ; on suppose quef est continue lipschitzienne enx, de constante
de Lipschitz indépendante det et λ, avecλ appartenant à un espace topolo-
giqueL, t dans un intervalle compactdeR et x ∈ B(x0, r) ⊂ E avecE un
Banach. En outre,f est bornée parM .
Alors étant donnét0 ∈ R on peut àλ associer une solutionφλ sur J =
I ∩ [t0 − r/M, t0 + r/M ], et(t, λ) 7→ φλ(t) est continue.

Démonstration : La démonstration utilise le théorème du point fixe de Banach ;
pour plus de précisions, on consultera [9].ut
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13.2.2 Sans hypothèse sympathique surf

f sera ici simplement supposéeC0.

Définition 518 On dira queφ est unesolution ε-approchéede l’équation dif-
férentielle δx

δt = f(t, x) si φ est définie continueC1 par morceaux sur un
intervalleJ , si φ(t0) = x0 et si pour toutt dansJ (t, φ(t)) est bien dansU ,
avec‖φ′(t)− f(t, φ(t))‖ ≤ ε, à part aux points de discontinuité, auxquels on
doit avoir‖φ′d(t)− f(t, φ(t))‖ et‖φ′g(t)− f(t, φ(t))‖ tous deux≤ ε, avecφ′d
etφ′g les dérivées à droites et à gauche.

Théorème 519Supposonsf C0, définie surI×B(x0, r), avecI intervalle de
R, à valeurs dansE. Supposons|f | ≤M . Alors avecJ = I ∩ [t0− r/M, t0 +
r/M ], ∀ε > 0, l’équation δx

δt = f(x, t) a une solutionε-approchée affine par
morceaux telle queφ(t0) = x0.

Démonstration :
• On montre qu’on peut construire une telle solution surJ+ = J ∩ [t0,∞[, le

résultat s’obtenant de même surJ− = J∩]−∞, t0].
•Définissons tout d’abordφ0 affine, définie parφ0(t0) = x0, etφ′0(t0) = f(t0, x0).
• On note queφ0 est bien telle que(t, φ(t)) soit dans le domaine de définition de

f pourt dansJ+.
• Par continuité def , φ0 est une solutionε-approchée sur[t0, t], pourt suffisam-

ment petit. En considérantt1 le sup de cest, on obtientt1 1, et par continuitéφ0 est
une solutionε-approchée sur[t0, t1].
• Si t1 est différent desup J , alors on recommence le même processus, en rempla-

çantx0 parx1 = f(t1), et t0 part1, etr parr − ‖x1 − x0‖ (> 0 par définition deJ) ;
on nommeφ1 la nouvelle application obtenue. Puist2, puist3, et ainsi de suite, jusqu’à
ce queti soit lesup deJ , auquel cas la preuve est terminée.
• Supposons maintenant que la suite desti croît sans jamais atteindre la bornesup

deJ ; notonsT le sup desti.
• Remarquons que‖xn+1 − xn‖ ≤ M |tn+1 − tn| et que donc‖

∑n+p
m=n xn+1 −

xn‖ ≤M(T − tn) ; donc par le critère de Cauchy (rappelons queE est un Banach), la
suite(xn) tend vers une certaine limitex.
• Considérons maintenant

‖f(tn, xn)− f(t, φn(t))‖

pourT ≥ t ≥ tn, et examinons ce qu’il se passe pourn→∞.
Cette quantité est inférieure ou égale à

‖f( tn︸︷︷︸
→T

, xn︸︷︷︸
→x

)−f(T, x)‖+‖f(T, x)−f( t︸︷︷︸
→T

, φn(t)︸ ︷︷ ︸
→x car‖φn(t)− xn‖ ≤ (t− tn)M

)‖

1Je passe sous silence le cast1 =∞, qui termine la preuve immédiatement.
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et donc tend vers0 en l’infini, et donc finit par être inférieure àε à un certain rang
n ; donctn+1 ≥ T , d’où la contradiction.ut

Corollaire 520 SupposonsE de dimension finie.f étant toujours bornée dans
un voisinage de(t0, x0), on peut toujours trouver un voisinage det0 sur lequel
l’équation admet des solutionsε-approchées pour toutε.

On utilise le fait que dans le théorème précédent, le voisinage obtenu est
indépendant deε.

13.3 Equation différentielle d’ordre n

Etant donnée une équation de la forme

dnx

dt
= f(t, x,

dx

dt
, ...,

dn−1x

dtn−1
)

oùf est supposée localement lipschitzienne enx, dxdt , ...,
dn−1x
dtn−1 , avecU ⊂ R× En, f

deU dansE continue à valeurs dansRm, on se ramène à

dx

dt
= x1

dx1

dt
= x2

. . .

dxi
dt

= xi+1

dxn−1

dt
= f(t, x, x1, ..., xn−1)

Ces équations différentielles correspondent donc à une équation d’ordre1 dans
l’espaceEn.

Il reste à reformuler les différents résultats sur les équations différentielles d’ordre
1 au cas de l’ordren :

Etant donnést0 et x0, x1, ... , xn−1, il existe (au moins) une solution maximale
x définie sur un intervalle ouvert contenantt0 telle quex(t0) = x0, x′(t0) = x1,
... x(n−1)(t0) = xn−1 (rappelons que l’on a supposéf continue).f étant localement
lipschitzienne enx, dxdt , ...,

dn−1x
dtn−1 , alors il y a unicité. Pour l’existence sans l’unicité, le

théorème de Cauchy-Péano permet de se passer du caractère localement lipschitzien.
Si U est de la formeI × En, et s’il existe une fonction continue dépendant seule-

ment det majorant le coefficient de lipschitz, alors les solutions maximales sont défi-
nies surI tout entier.

Ces résultats découlent immédiatement des résultats à l’ordre1, grâce à la transfor-
mation décrite ci-dessus.
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13.4 Zoologie des équations différentielles

13.4.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

Définition 521 Une équation différentielle linéaire du premier ordre est
une équation différentielle du premier ordre avec

dx

dt
= A(t).x+B(t)

avecA(t) une application linéaire continue deE dansE etB(t) ∈ E, pour
tout t dansI intervalle deR.
E est toujours unR-espace vectoriel ,A est continue,B est continue.
L’équation différentielle homogène associéeest

dx

dt
= A(t).x

Théorème 522 (Théorème de Cauchy)Si A est continue deI dansL(E)a,
alors l’équation différentielle linéaire du premier ordre admet une solutionφ
telle queφ(t0) = x0 définie sur toutI.
Il existe une unique solution définie sur toutI.

aEnsemble des applications linéaires continues deE dansE.

Démonstration : Il s’agit directement d’une application du théorème516. ut

Théorème 523En notant cette solutionφx0 (à t0 fixé) la solution
de l’équation linéaire homogène associée, l’application qui àx0 associeφx0

est linéaire bijective deE dans l’ensemble des solutions de l’équation homo-
gène.

Démonstration :
• L’injectivité est claire, si deux fonctions sont différentes ent0 alors elles sont

différentes tout court.
• La surjectivité est non moins claire, par définition deφx0 .
• La linéarité, enfin est immédiate ; il suffit de voir que six ety sont solutions, alors

λ.x+ µ.y est aussi solution.ut

Corollaire 524 (Cas de la dimension finie)On en déduit au passage que la
dimension de l’espace des solutions d’une équation diférentielle est finie et
égale à la dimension deE, lorsque la dimension deE est finie.
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� Cas général, dimension non nécessairement finie

Dans cette partie, et seulement celle-ci, on traitera un cadre plus général. L’intérêt
est seulement de donner un exemple d’utilisation en dimension non finie. On admettra
le fait que le théorème de Cauchy-Lipschitz est aussi valable dans le cas d’un espace
de Banach, même s’il n’est pas de dimension finie (la démonstration est d’ailleurs la
même).

� A non constant

Définition 525 On appelleéquation résolvantede l’équation différentielle li-
néaire de la définition521l’équation à paramètre dans l’ensemble des appli-
cationsC1 deI dansL(E) :

U ′(t) = A(t) ◦ U(t)

Afin de pouvoir travailler sur cette équation, nous aurons besoin du théorème de
Cauchy ; aussi devons nous bien voir :

- queL(E) est un Banach (de manière générale l’ensemble des applications li-
néaires continues d’un espace vectoriel normé dans un Banach est un Banach)

- que l’applicationt 7→ (φ 7→ A(t)◦φ) est continue deI (pour la topologie usuelle)
dansL(E)L(E) (pour la topologie produit)

Le deuxième point découle facilement de la continuité deA.
On peut donc appliquer le théorème de Cauchy, et exhiber pour toutt0 dansI une

solution uniqueResolvantt0 sur toutI de l’équation résolvante vérifiant

Resolvantt0(t0) = IdE .

Définition 526 La solutionResolvantt0(t0) est appeléerésolvante d’origine
t0.

Voyons maintenant les propriétés sympathiques de la résolvante, qui découlent des
résultats ci-dessus.

Proposition 527 • Pour tous a, b et c dans I,
Resolvanta(b).Resolvantb(c) = Resolvanta(c).
• Pour touta et toutb Resolvanta(b) est dansGL(E).

Démonstration :
• Il suffit de dériver tout ça, et d’utiliser l’unicité donnée par le théorème de Cauchy.
• C’est une conséquence évidente du fait queResolvanta(b).Resolvantb(a) =
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Resolvantb(a).Resolvanta(b) = Resolvanta(a) = Resolvantb(b) = IdE .ut

Théorème 528• La solutionx de l’équation homogène associée vérifiant
x(t0) = x0 est l’applicationt 7→ Resolvantt0(t).x0.
• Une solution particulièrex de l’équation générale de la définition521véri-
fiantx(t0) = x0 est donnée par

x(t) = Resolvantt0(x0) +
∫ t

t0

Resolvantu(t)B(u)du

Démonstration :
• La résolvante est construite pour ça. Il suffit d’écrire la dérivée de

t 7→ Resolvantt0(t).y0

pour avoir la résultat souhaité.
• Il suffit d’écrire quex peut s’exprimer sous la formex(t) = Resolvantt0(t)(C(t)) ;

ensuite, par une méthode bien similaire à la méthode de variation des constantes, on
écrit

x′(t) =
(δ((x, y) 7→ Resolvantt0(x)(y)) ◦ (t 7→ (t, C(t))))

δt

= ( ((
δResolvantt0(x)

δx
)(y)dx+ (Resolvantt0(x)dy)) ◦ (t, C(t))).(1, C ′(t))

= A(t)Resolvantt0(t)C(t) +Resolvantt0(t)C ′(t)

Donc x sera solution siB(t) = Resolvantt0(t)C ′(t), c’est à dire siC(t) =
Resolvant−1

t0,t(x0)+
∫ t
t0
Resolvant−1

t0 (u)B(u)du, donc six(t) = Resolvantt0(x0)+

Resolvantt0(t).
∫ t
t0
Resolvantu(t0)B(u)du.

Donc on a bien

x(t) = Resolvantt0(t)x0 +
∫ t

t0

Resolvantu(t)B(u)du

D’où le résultat.ut

� A constant

Théorème 529Si A(t) = A est constant, alors l’équation différentielle li-
néaire définie en521admet pour unique solutionx vérifiantx(t0) = x0 l’ap-
plication

x : t 7→ exp((t− t0)A)(x0)
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Pour se rappeler de ce qu’est l’exponentielle d’un endormophisme continu
d’un Banach on pourra consulter15.12.4.
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Démonstration : Le théorème de Cauchy nous donne l’unicité, et il est immédiat
que cette fonction convient, par le théorème donnant la dérivée de l’applicationt 7→
exp(t f) (voir partie15.12.4).ut

On note quet 7→ exp((t− t0)A)(x0) est le résolvant de l’équation différentielle.

Théorème 530Une solution particulièrex de l’équation différentielle géné-
rale définie en521dans le cas oùA(t) = A est constant et vérifiantx(t0) = x0

est donnée par

x(t) = exp((t− t0)A).x0 +
∫ t

t0

exp((t− u)A)B(u)du

Démonstration : On peut simplement argumenter en utilisant le fait signalé ci-
dessus, ie quet 7→ exp((t − t0)A) est le résolvant (d’originet0) de l’équation diffé-
rentielle, mais on peut aussi faire le calcul directement en cherchant des solutions de la
formet 7→ exp(tA)C(t).ut

Remarque : tout comme lorsqueA est constant on aResolvantt0(t) = exp((t −
t0)A), on aResolvantt0(t) = exp(

∫ t
t0
A(u)du LORSQUE pour toust et s dansI

A(t) etA(s) commutent (A(t)A(s) = A(s)A(t)).

� Cas de la dimension finie

� A(t) non constant
Si E est de dimension finien, alors l’espace des solutions de l’équation homogène

associée est de dimension finien, comme on le souligne dans le corollaire524. Pour
simplifier les notations, on identifieE etRn, sans perte de généralité.

Proposition 531 On se donne une famillex1, ..., xm de solutions de l’équa-
tion différentielle homogène. Alors ces solutions sont libres si et seulement si
l’ensemble desxi(t) est libre pour un certaint, si et seulement si l’ensemble
desxi(t) est libre pour toutt.

Démonstration :
Il est clair que si lesxi(t) forment une famille libre pour un certaint, alors lesxi

forment une famille libre.
Il est clair que si pour toutt, lesxi(t) forment une famille libre, il en est de même.
Il reste donc juste à voir que si lesxi forment une famille libre, alors lesxi(t)

forment une famille libre, quel que soitt. Cela découle simplement du théorème523.ut

Il n’est par contre pas vrai que dans le cas général,(xi) famille libre→ (xi(t))
famille libre (par exemple n’importe quelle famille libre de fonctions deR dansR).

Ainsi lorsque l’on aura obtenu une famille libre den solutions de l’équation diffé-
rentielle homogène et une solution de l’équation générale, alors on pourra en déduire
toutes les solutions de l’équation différentielle, en considérant la somme de la solution
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de l’équation générale plus une combinaison linéaire quelconque desn solutions libres
de l’équation homogène associée.

Généralement, le problème ne sera pas d’obtenir les solutions de l’équation homo-
gène, mais plutôt d’obtenir les solutions de l’équation générale.

Pour cela on utilisera notamment la méthode de lavariation des constantes.
On suppose quex1, ..., xn sont des solutions libres de l’équation homogène asso-

ciée.
On cherche alorsx solution particulière de l’équation générale, avecx de la forme

x(t) = λ1(t)x1(t) + λ2(t)x2(t) + · · ·+ λn(t)xn(t)

On note bien que toute fonction peut s’exprimer de la sorte, puisque pour toutt la
famille desxi(t) est libre.

Faisons maintenant « varier les constantes » :

dx

dt
(t) = λ1

dx1

dt
+ · · ·+ λn

dxn
dt︸ ︷︷ ︸

= λ1Ax1 + λ2Ax2 + ...+ λnAxn par définition desxi.

+
δλ1

δt
(t)x1(t) + . . .

δλn
δt

(t)xn(t)

Doncx vérifie l’équation générale si et seulement si∑
i

λ′i(t)xi(t) = B(t)

En écrivantΛ = (λ1, ..., λn) etM(t) =


(x1)1 (x1)2 . . . (x1)n
(x2)1 (x2)2 . . . (x2)n

...
...

...
...

(xn)1 (xn)2 . . . (xn)n

2

On obtient l’équationΛ′ = M(t)−1B(t) (notez queM(t) est inversible, de par la
proposition531).

On peut donc en déduire lesΛ, à une constante près. Les constantes en question ne
changent de toute façon rien, puisque cela revient à ajouter une combinaison linéaire
des solutions de l’équation homogène.

� CasA(t) = A constant
Tout d’abord on peut donner la forme générale des solutions, de manière simple

lorsque l’endomorphisme est diagonalisable en dimension finie.

2On vérifiera facilement qu’il s’agit du résolvant (voir partie525).
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Théorème 532On va supposer ici queA(t) = A est constant, et qu’il s’agit
d’un endomorphisme diagonalisable, en dimension finien. Alors avec(ei) une
base deE dans laquelleA s’identifie à une matrice diagonale, avecA(ei) =
λi.ei, les solutions de l’équation homogène associée à l’équation différentielle
linéaire définie en521sont les combinaisons linéaires de fonctions de la forme

fi : t 7→ exp(λi.t)ei

pour i ∈ [1, n]

Démonstration : Il est facile de voir que ces fonctions sont bien dans l’ensemble
des solutions de l’équation différentielle homogène associée. En vertu du corollaire
diffé524il suffit donc de vérifier que les solutions en question forment bien une famille
libre ; ce fait se déduit immédiatement du fait que la famille desfi(0) est libre.

13.4.2 Equations différentielles autonomes

Définition 533 Une équation différentielle est diteautonomesi f ne dépend
pas det.
On appellepoint d’équilibre d’une équation différentielle autonome un point
x0 tel quef(x0) = 0.
On appellepoint stable d’une équation différentielle autonome un point
d’équilibrex0 tel que
∀ε > 0∃η tel que pour toutx solution de l’équation différentielle et toutt0 tel
que‖x(t0)− x0‖ ≤ η
• x est définie sur[t0,∞[
• ‖x(t)− x0‖ ≤ ε pour toutt ≥ t0
On appellepoint asymptotiquement stabled’une équation différentielle au-
tonome un point d’équilibrex0 tel que pour un certainη, pour toutx solution
de l’équation différentielle et toutt0 tel que‖x(t0)− x0‖ ≤ η,
• x est définie sur[t0,∞[
• limt→∞x(t) = x0

C’est à dire qu’une équation différentielle autonome est de la formeδx
δt = f(x).

Les résultats d’unicité permettent de dire que si

dx

dt
= f(x) etx(u) = x0

et
dy

dt
= f(y) ety(v) = x0

avecI intervalle maximal de définition dex et J intervalle maximal de définition
dey, alorsJ + u = I + v ety(t+ v) = x(t+ u) pour toutt tel quet+ v ∈ J .

Quelques exemples :
• Equationx′ = x : 0 est l’unique point d’équilibre ; il n’est ni stable ni asympto-

tiquement stable.
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• Equationx′ = −x : 0 est l’unique point d’équilibre ; il est stable et asymptoti-
quement stable.
• Equationx′ = M.x avecM antisymétrique :0 est point d’équilibre ; il est stable,

mais pas asymptotiquement stable.
• Equationx′ = u, avecu vecteur non nul : pas de point d’équilibre.

13.4.3 Equation de la chaleur

� Le problème

Définition 534 On définitΩ =]0, 1[×R+∗ ; Ω désigne l’adhérence deΩ dans
R

2, c’est à dire[0, 1]× R+.
On chercheu continue deΩ dansR, telle queu|Ω soitC∞ et vérifie

δu

δt
− δ2u

δx2
= 0

(équation de la chaleur)
avec les conditions aux limites (CLs) :

u(0, t) = u(1, t) = 0

et les conditions initiales (CIs) :

u(x, 0) = h(x)

avech une certaine fonction continue de[0, 1] dansR, C1 sur ]0, 1[, telle que
h(0) = h(1) = 0 (indispensable pour que les CLs puissent être vérifiées).

� La méthode

Pour attaquer cette équation, comme d’autres équations vérifiant une équation de
la même forme (dérivée première en fonction du temps égale à une dérivée seconde
(un laplacien) en coordonnées d’espace), on cherche en fait une solutionu(x, t) =
f(x)g(t) s’exprimant comme produit d’un terme d’espace par un terme de temps. On
ne se préoccupera pas pour le moment de la CI.

Une fois des solutions trouvées, on remarquera que les solutions forment un es-
pace vectoriel. On cherchera alors une solution combinaison linéaire vérifiant la CI.
Pour cela, puisqu’on aura remarqué que nos solutions enx sont des sinusoïdes (ayant
toutes pour fréquence un multiple d’une certaine fréquence fondamentale) on considè-
rera l’antisymétrisée de la fonction des CI, pour considérer un développement en série
de Fourier qui ne comporte que des sinusoïdes (il n’y aura pas de cosinusoïdes puisque
l’on considèrera une fonction impaire !).

On obtiendra ainsi une solution. Il existe une preuve d’unicité, qui ne sera pas
exposée ici : on la trouvera par exemple dans [22, p103].
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� Les calculs

Ecrivons
u(x, t) = f(x)g(t)

Alors l’équation de la chaleur s’écrit

f(x)g′(t) = f ′′(x)g(t)

g′(t)
gt

=
f ′′(x)
f(x)

= λ

Ce terme est indépendant dex (à cause du terme de gauche) et det (à cause du terme
de droite).λ est donc une constante.

Le casλ > 0 et le casλ = 0 nous amènent, via les CLs, au casu = 0, peu
intéressant. Il reste donc seulement le casλ < 0.

On a une équation de degré2, qu’on peut réécrire comme une équation de degré1,

f ′′(x) = λf(x) équivaut à

(
f1

f2

)′
=
(

0 1
λ 0

)(
f1

f2

)
Cette équation est linéaire, et admet donc des solutions sur tout]0, 1[ ; il s’agit d’une

équation homogène (pas de second membre) elle est dans un espace de dimension2,
donc l’espace des solutions est de dimension2.

On a deux solutions évidentes :x 7→ cos(ωx) etx 7→ sin(ωx) (avecω2 = −λ). La
solution cosinusoïde ne satisfait pas les CLs, donc on garde les sinusoïdes. On déduit
des CLs queω doit être de la formeωn = nΠ pourn ∈ N.

Pour g, l’espace des solutions est de dimension1, il s’agit d’une exponentielle
décroissante,x 7→ Ce−ω

2t (on applique l’équation de la chaleur pour trouver leω2, où
on remarque et on utilise l’équationg

′

g = λ de la page précédente).

On a donc des solutions enu : (x, t) 7→ e−ω
2
ntsin(ωnx). On note que les solutions

sont un espace vectoriel. On a donc pour solution de l’équation de la chaleur et des
CLs au moins(on n’a pas prouvé que c’étaient là les seules solutions) les combinaisons
linéaires de solutions de cette forme. On va en fait considérer aussi les combinaisons
linéaires infinies

∑
n≥0 ane

−ω2
ntsin(ωnx), pourvu que la série

∑
an soit absolument

convergente ; ainsi les théorèmes de dérivation sous le signe intégrale s’appliquent et
la combinaison linéaire obtenue est bien une solution de l’équation.

On se préoccupe maintenant des CIs, en cherchant une solution combinaison li-
néaire des solutions trouvées ci-dessus.

On voudrait donch(x) =
∑
n≥0 an sin(nΠx). On va donc décomposerh en série

de Fourier. Pour cela on va choisirh impaire, pour n’avoir que des sinusoïdes.
Donc on définith sur [−1, 0] parh(−x) = −h(x). Ensuite on prolongeh par 2

périodicité. On a alorsh(x) =
∑
n≥0 an sin(nΠx), avec convergence normale de la

somme desan puisqueh estC1 (pas de problème en0 ou en1 carh(0) = h(1) = 0).
L’unicité de la solution ainsi obtenue ne sera pas détaillée ici ; voir [22, p103].
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13.4.4 Equations à variables séparées

Définition 535 On appelleéquation à variables séparéeune équation diffé-
rentielle que l’on peut réécrire sous la forme

x′ = f(t)g(x)

• Si g s’annule en une valeur particulièrexp, alors la fonction constantex = xp est
clairement solution particulière.
• L’équation peut se réécriredxg(x) = f(t)dt, et donc on obtient en intégrant chaque

membre une expression de
∫

1/g en fonction de
∫
f . Il est clair que

∫
1/g est continue

strictement monotone sur les intervalles sur lesquelsg(x) ne s’annule pas, et que donc
on en déduitx en fonction det en considérant l’inverse de

∫
1/g. Par les résultats

d’unicité si la condition initiale(t0, x0) est telle queg(x0) 6= 0 alors par le lemme513
(si les fonctions en jeu vérifient bien les conditions énoncées !) on a∀t, g(x(t)) 6= 0
si x est une solution maximale (en effet en cas contrairex serait la fonction constante
égale àxp avecg(xp) = 0), et donc on obtient bien ainsi des solutions maximales.

On trouvera dans [9] un exemple bien détaillé.

13.4.5 Equation de Bernoulli

Définition 536 On appelleéquation de Bernoulliune équation de la forme

x′ = p(t)x+ q(t)xα

avecα ∈ R \ {1} etp et q continues.

On se place sur les intervalles oùx ne s’annule pas. On peut alors diviser parxα,
et poserz = x1−α, on obtient alors

dz

dt
= (1− α)(p(t)z + q(t))

équation linéaire enz, que l’on sait donc résoudre.

13.4.6 Equation de Ricatti (polynôme à coefficients dépendant det
de degré2 enx)

Définition 537 On appelleéquation de Riccatiune équation de la forme

x′ = a(t)x2 + b(t)x+ c(t)

aveca, b et c trois fonctions continues.

N’ayant pas de solution magique, on choisit de supposer que l’on est capable d’ex-
hiber une solution particulièrexp.
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On pose alorsz = x− xp, et on obtient miraculeusement

z′(t) = [2a(t)xp(t) + b(t)]× z(t) + a(t)z2(t)

On se ramène donc à un cas particulier d’équation de Bernoulli, que l’on résoud
comme expliqué en13.4.5.

13.4.7 Equations homogènes

Définition 538 On appelle équation homogène une équation de la formex′ =
f(x/t), avecf C0 d’un intervalle deR dansR.

Une telle équation se résoud classiquement en posanty = x/t ; on se ramène alors
à l’équation à variables séparéesy′ = (f(y) − y)/t, qui se résoud elle-même par la
méthode exposée en partie13.4.4. On a des solutions constantes de la formez = a,
soity = ax, poura vérifiantf(a) = a.

On montre facilement que l’image d’une solution par une homothétie est encore
une solution (seul comptant le rapportx/t).

13.4.8 Equation de Lagrange

Définition 539 L’équation de Lagrange estx(t) = a(x′(t))t+ b(x′(t)), avec
a et b des fonctionsC1.

On la résoud de la manière suivante :
• chercher les solutions àx′ constant sur un intervalle ; ce sont lesx′ = c, avec

a(c) = c. Les solutions sont alors lesx = ct+ b(c).
• posery = x′, t = g(x), pour chercher d’autres solutions. On obtient

dt

dy
=
a′(y)t+ b′(y)
y − a(y)

qui est une équation différentielle linéaire ent.
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Chapitre 14

Formes différentielles

Ce chapître a seulement pour but de fournir un cadre utile dans la vie de tous les
jours, pour maîtriser les outils utiles pour s’attaquer à de nombreux théorèmes. L’intérêt
n’étant pas d’épuiser les richesses des formes différentielles, de nombreuses définitions
et de nombreux théorèmes seront donnés sans justification, notamment dans les fonde-
ments des formes différentielles, au niveau des propriétés d’algèbre multilinéaire.

14.1 Généralités, rappels sur les applications multili-
néaires

14.1.1 Définition d’une forme différentielle

Tout de go, définissons tout d’abord ce qu’est une application différentielle :

Définition 540 SoitU un ouvert deE unR-espace de Banach, soitF unR-
espace de Banach.
On appelleforme différentielle de degrép sur U à valeurs dansF une ap-
plication deU dansAp(E;F ) a.
La forme différentielle est dite de classeCn si l’application estCn (pourn ∈
N ∪ {∞}).
On noteΩ(n)

p (U,F ) l’ensemble desp formes différentielles deU dansF de
classeCn.

aEspace des applicationsp-linéaires alternées continues deE dansF . Cet espace est un Ba-
nach, car c’est un sous-espace vectoriel fermé deLp(E,F ) (qui est un Banach comme chacun
sait).

Exemples :
- Une applicationCn deE dansF est une0-forme différentielle deE dansF , de

classeCn.
- Si n > 0, sa différentielle est une forme1-différentielle de classeCn−1.
Nous allons définir plus loin de nombreuses opérations sur cet outil, mais tout

d’abord nous devons rappeler certaines propriétés des applications multilinéaires.
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14.1.2 Propriétés des applications multilinéaires

Définition 541 Etant donnée une applicationφ bilinéaire deF × G dansH,
on définit unemultiplication d’applications p-linéaires alternéespar :

Ap(E,F )×Aq(E,G)→ Ap+q(E,H)

(f, g) 7→ f ∧φ g

définie par
(f ∧φ g)(x1, . . . , xp+q) =∑

σ

ε(σ)φ(f(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(p)), g(xσ(p+1), xσ(p+2), . . . , xσ(p+q)))

La sommation étant étendue à l’ensemble des permutationsσ de [1, n] telles
queσ(1) < σ(2) < · · · < σ(p) etσ(p+ 1) < σ(p+ 2) < · · · < σ(p+ q).

Il conviendrait de montrer quef ∧φ g est bienp + q linéaire, continue et
alternée.

souvent on s’abstiendra de noter∧φ ; on se contentera de∧. φ sera sou-
vent implicitement l’application la plus intuitive ; par exemple siH etG sont égaux et
si F estR, on utilisera le produit d’un élément d’un Banach par un réel.

Proposition 542 (Propriété du produit d’applications multilinéaires) ∧φ
est bilinéaire.

Proposition 543 (Propriétés du produit de formes multilinéaires) • Si f
appartient àAp(E,R) etg appartient àAq(E,R), alorsf ∧ g = (−1)pqg∧f
• Si f ppartient àAp(E,R), g appartient àAq(E,R) et h appartient à
Ar(E,R), alors(f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h).
• Si lesfi sont des formes linéaires continues surE (dansR), pour i ∈ [1, n],
alors

f1 ∧ · · · ∧ fn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈σn

ε(σ)fi(xσ(i)) = det (fi(xj))i,j
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Proposition 544 (Propriétés des applicationp-linéaires avecdimE = n)
E est ici supposé isomorphe àRn.
Toute applicationp-linéaire deE dansF s’écrit de manière unique

x 7→
∑

1≤i1<i2<···<ip≤n

ci1,...,ip︸ ︷︷ ︸
∈F

e∗i1 ∧ e
∗
i2 ∧ . . . e

∗
ip

avec la famille dese∗i la base duale de la base desei (base canonique deRn),
c’est à dire que lese∗i sont les formes qui donnent les coordonnées d’un point.
En particulier, sip = n, l’application s’écritx 7→ (e∗1 ∧ e∗2 ∧ · · · ∧ e∗n)(x)c,
avecc un élément deF , et sip > n, l’application est nécéssairement nulle.

14.1.3 Application de tout ça aux formes différentielles

Définition 545 (Produit extérieur de formes différentielles) U désigne un
ouvert d’un espace de BanachE. F ,G etH sont des espaces de Banach .
On se donneφ une application bilinéaire deF × G dansH. On suppose que
f ∈ Ω(n)

p (U,F ) et queg ∈ Ω(n)
q (U,G).

On définit alors leproduit extérieur des formes différentiellesf etg f∧φg ∈
Ω(n)
p+q(U,H) par

f ∧φ g : x 7→ f(x) ∧φ g(x)

La notation est abusive du fait que l’on garde la même notation que pour le
produit d’applications multilinéaires. Là aussi on négligera souvent de préci-
ser∧φ, et on gardera∧.

Exemple :
Si F = G = H = R, φ est alors généralement implicitement le produit usuel.

Alors le produit de formes différentielle est anticommutatif et associatif, et

(ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ wn)(x)(h1, . . . , hn) =∑
σ∈σn

ε(σ)w1(x)(hσ(1))w2(x)(hσ(2)) . . . wn(x)(hσ(n)) = det (ωi(ej)i,j)
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Chapitre 15

Quelques rappels et
compléments d’analyse

15.1 Rappels sur le corps des réels

On considère un corpsK, commutatif, muni d’une relation d’ordre total≤.

Définition 546 (Définitions de base)K esttotalement ordonnési ∀(x, y) ∈
K

2 0 ≤ x ∧ 0 ≤ y → 0 ≤ x+ y ∧ 0 ≤ x.y
K est archimédien si ∀(x, y) ∈ K

2 0 ≤ x ∧ 0 < y → ∃n ∈ N/x <
y + ...+ y(n fois)
K a la propriété de la borne supérieuresi toute partie non vide majorée de
K admet une borne supérieure.
On appellecorps réel un corps commutatif totalement ordonné possédant la
propriété de la borne supérieure. On le noteR. On admettra l’existence et
l’unicité à isomorphisme près d’un tel corps. Il possède en outre lapropriété
de la borne inférieureet il est archimédien (comme on peut le prouver facile-
ment).

Propriétés :
• R est de caractéristique nulle ;1 + 1 + ...+ 1 + 1 est différent de0.
• R est infini.
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Définition 547 (Quelques définitions supplémentaires)•On appellevaleur
absoluedex ∈ R et on note|x| le réelsup({x,−x}) ; c’est une norme, dite
norme usuelle, deR en tant queR-espace vectoriel ; la métrique associée est
ditedistance usuelledeR.
• On notex+ = max(x, 0), etx− = max(−x, 0), six est un réel.
• On notef+(x) = (f(x))+, si f est une fonction à valeurs réelles. On définit
de mêmef−(x) = (f(x))−.
• On peut définirx+ à partir dex et |x|, |x| à partir dex+ etx−, sup(x, y) à
partir de |x− y|, x ety, en utilisant simplement des additions et des soustrac-
tions ; je ne donne pas le détail des formules, que l’on retrouve facilement, et
que personne ne se fatigue à apprendre par coeur.
• On appellepartie entière d’un réelx et on noteE(x) ou bxc le plus grand
entier qui lui est inférieur ou égal. Il est caractérisé parE(x) ∈ N ∧ E(x) ≤
x < E(x) + 1. x− E(x) est appelépartie décimaleou partie fractionnaire
dex, et est noté[x].
• On appelleintervalle deR toute partie deR contenant le segment d’extré-
mitésx ety pour tousx ety dans cette partie.
• On appellelongueur d’un intervalle I non vide le réelsup(x,y)∈I2 |x− y|.
• Une partieA deR est ditebornéesi {|x− y|/(x, y) ∈ A2} est majoré ; siA
est non vide lesup de cet ensemble est alors le diamètre de la partieA, noté
δ(A).

Propriétés :
• Le diamètre d’une boule ou d’une sphère de rayonr est≤ 2.r, si cette partie est
non vide (ce qui est toujours le cas si l’espace n’est pas réduit à zéro à moins qu’il ne
s’agisse d’une boule ouverte de rayon nul)
• Un intervalle peut-être de la forme[a, b], ]a, b[, [a, b[, ]a, b], avec éventuellement
a = −∞ si l’intervalle est ouvert à gauche, et/oub = +∞ si l’intervalle est ouvert à
droite.
• Un segment est un intervalle fermé, de diamètre sa longueur.

Définition 548 On appelledroite numérique achevéeet on noteR l’en-
semble totalement ordonnéR ∪ {−∞,+∞}, avec+∞ plus grand élément
et−∞ plus petit élément (le reste de l’ordre étant l’ordre usuel).
On étend les définitions de segments et d’intervalles àR.

15.2 Les nombres complexes

On suppose le corps des nombres complexes déjà connu ; on rappellei2 = (−i)2 =
−1.
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Définition 549 Le corps des complexes peut par exemple être construit comme
le produit deR parR, muni des opérations suivantes :

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)× (c, d) = (a× c− b× d, a× d+ b× c)

On note alorsi = (0, 1).

On noteIm(z) la partie imaginaire d’un nombre complexez = (a, b), c’est à dire
Im(a, b) = b, etRe(z) sa partie réelle, c’est-à-direRe(a, b) = a.

15.3 Définition de l’intégration au sens de Riemann

Cette partie est un bref rappel sur l’intégrale de Riemann. Pour une définition com-
plète, on consultera par exemple [11].

L’intégrale de Riemann est tout d’abord définie pour les fonctions enescalier.

Définition 550 Etant donnéef une telle fonction etσ une subdivision de
l’intervalle [a, b], ie une famille(σ0, ..., σn) vérifiant a = σ0 < σ1 <
σ2 < ... < σn = b, l’intégrale sur I de f , pour σ adaptée à f , c’est
à dire telle que sur chaque]σi, σi+1[ f soit constante, est par définition∫
I
f =

∑n−1
k=0 λi(σi+1 − σi), oùf|]σi,σi+1[ = λi.

Quelques propriétés :

• Définition de l’intégrale indépendante de la subdivision adaptée choisie.

• linéarité de l’intégrale (i.e
∫
I
λf + µg = λ

∫
I
f + µ

∫
I
g).

• Loi de Chasles :
∫

[a,b]
f +

∫
[b,c]

f =
∫

[a,c]
f .

• Valeur de l’intégrale inchangée si on modifie la valeur def en un nombre fini de
points.

• f ≤ g implique
∫
I
f ≤

∫
I
g (en particulier l’intégrale d’une fonction positive est

positive, l’intégrale d’une fonction≤ M sur un intervalle de longueurl est inférieure
à lM )

Définition 551 Une application deR dansE (K-espace vectoriel normé de
dimension finie,K = R ouC) est dite continue par morceaux surI = [a, b] s’il
existe une subdivisionσ deI telle que sur chaque]σi, σi+1[ elle est continue
et admet des limites aux bords.
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Remarque :
NotonsFb([a, b],R) 1 l’ensemble des fonctions bornées de[a, b] dansR. Il s’agit
d’un espace vectoriel normé complet pour‖f‖∞ = supx∈[a,b]|f(x)|2 NotonsE l’en-
semble des fonctions en escalier de[a, b] dansR. On voit alors queE est inclus dans
Fb([a, b],R) et que l’application intégrationf 7→

∫
[
a, b]f est linéaire, de norme≤

|b − a| ; l’ intégration est ainsi uniforméméent continue.E est appelé l’ensemble des
fonctions régléessur[a, b] . D’après un théorème de prolongement, et comme (1)E est
dense dansE (par définition de l’adhérence) (2)E est complet puisque fermé deFb qui
est lui-même complet, on peut prolonger

∫
[
a, b] de manière unique en une application

linéaire continue deE dansR (encore de norme≤ |b−a|). Cette méthode permet ainsi
de définir l’intégrale sur[a, b] sans avoir à montrer que la limite est indépendante des
subdivisions choisies (il suffit juste de voir que les fonctions continues par morceaux
appartiennent àFb).

Toute applicationf continue par morceaux surI est limite uniforme d’application
en escalier. Soit(fn)n∈N une telle suite ;

∫
I
fn converge vers une limite, indépendante

du choix defn. Par définition, cette limite commune est l’intégrale def .

Quelques propriétés :

• linéarité de l’intégrale (i.e
∫
I
λf + µg = λ

∫
I
f + µ

∫
I
g).

• Loi de Chasles :
∫

[a,b]
f +

∫
[b,c]

f =
∫

[a,c]
f

• Valeur de l’intégrale inchangée si on modifie la valeur def en un nombre fini de
points.

• f ≤ g implique
∫
I
f ≤

∫
I
g (en particulier l’intégrale d’une fonction positive est

positive, l’intégrale d’une fonction< M sur un intervalle de longueurl est inférieure
à lM )

• Une fonction continue positive d’intégrale nulle surI est nulle surI.

L’ inégalité de Schwartzet l’inégalité de Minkowski, données dans la partie8,
sont valables dans le cadre de l’intégrale de Riemann.

On note aussi la formule de la moyenne :

1
R pouvant d’ailleurs éventuellement être remplacé parE Banach, ce qui sera utile pour la résolution

d’équations linéaires à coefficients non constants en dimension infinie.
2|f(x)| remplacé par‖f(x)‖ siE espace de Banach au lieu deR.
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Proposition 552 Formule de la moyenne : Sif et g continues par morceaux
sur [a, b], f à valeurs dansR, g à valeurs dansR+, m = infx∈I f(x), M =
supx∈I f(x), on a

m

∫
I

g ≤
∫
I

fg ≤M
∫
I

g

Si de plusf est continue, alors

∃c ∈ I/
∫
I

fg = f(c)
∫
I

g

Un corollaire important est le cas d’une fonctiong constante égale à1 :m|b−a| ≤∫
f ≤M |b− a| et sif est continue,

∫
I
f = (b− a)f(c) pour un certainc ∈ [a, b].

Maintenant quelques propriétés des sommes de Riemann ;

Définition 553 On appellesubdivision pointéedeI = [a, b] un couple(σ, ξ)
avecσ une subdivision(σ0, ..., σn) et ξ une famille(ξ0, ..., ξn−1) avecξi ∈
[σi, σi+1].

Définition 554 On appellesomme de Riemannassociée à la subdivision
pointée(σ, ξ) et on noteRiemann(f, σ, ξ) la valeur

∑
i∈[0,n−1] f(ξi)|σi+1−

σi|. On appellepas d’une subdivision ou d’une subdivision pointéela quan-
tité supi∈[0,n−1]|σi+1 − σi|. On le notepas(σ).

Alors, sif est continue,

limpas(σ)→0Riemann(f, σ, ξ) =
∫
I

f

Si f est continue sur[a, b], alorsF : x 7→
∫ x
a
f estC1 et est une primitive def , i.e.

F ′ = f .
Enfin, en intégrale de Riemann l’intégration par parties est valable :

Théorème 555 (Intégration par parties) Soientf etg des primitives de fonc-
tions réglées surI = [a, b], à valeurs dansR. Alors∫

I

fg′ = [fg]ba −
∫ b

a

f ′g

avec par définition[fg]ba = f(b)g(b)− f(a)g(a).

Cette formule sert à peu près partout, par exemple la proposition443 (calcul
de la somme des1/n2), le théorème593, pour les intégrales de Wallis (partie15.10.1).
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On trouvera dans le formulaire (partie38) une preuve de la formule de Stirling utilisant
l’intégration par parties.

Le changement de variable est aussi valable :

Théorème 556 (Changement de variable)Si f est continue sur[c, d] et siθ
estC1 de[a, b] dans[c, d], alors on a∫ θ(b)

θ(a)

f =
∫ b

a

(f ◦ θ)θ′

15.4 Lien entre intégrale de Riemann et intégrale de
Lebesgue

Théorème 557Soitλ la mesure de Lebesgue surR.
(i) Soit I = [a, b] intervalle compact (−∞ < a < b < ∞), f deI dansR ou
C continue (ou simplement réglée). Alorsf est mesurable,L1 sur [a, b] et∫

I

fdλ(au sens de Lebesgue)=
∫ b

a

f(x)dx(au sens de Riemann)

(ii) Soit I =]a, b[ intervalle deR (∞ ≤ a < b ≤ ∞), f continue de]a, b[
dansC (ou simplement réglée sur tout intervalle compact deI). f est alors
mesurable, etf estL1 si et seulement si son intégrale au sens de Riemann est
absolument convergente (ie silimX→a+,Y→b−

∫ Y
X
|f(x)|dx <∞) et alors∫ b

a

f(x)dx =
∫
fdλ

Le terme de gauche désignant l’intégrale généralisée au sens de Riemann (ie
limX→a+,Y→b− int

Y
X |f(x)|dx) et le terme de droite l’intégrale au sens de Le-

besgue.

Démonstration : ut
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15.5 Suites et séries

15.5.1 Suites

� Définitions

Définition 558 La suite(yn)n∈N est unesuite extraite de la suite(xn)n∈N si
il existeφ deN dansN strictement croissante telle que∀k yk = xφ(k).
x est unpoint d’accumulation ou unevaleur d’adhérence de la suitexn si
x ∈ ∩n{xk/k ≥ n}.
xn convergeversx si pour tout voisinageV dex il existeN tel que pour tout
n > N xn ∈ V .
La suitexn est diteconvergentesi elle converge vers un certainx.

� Propriétés

• Cas général
Une suite finie admet une suite extraite constante.
Une suite infinie admet une suite extraite monotone.
Une suite bornée admet une suite extraite convergente.
x est point d’accumulation desxn si pour toutV voisinage dex il existe une infinité
den tels quexn est dansV .
La notion de convergence d’une suite est équivalente à la notion de limite en l’infini,
avec la topologie que l’on s’est donnée en5 surN ∪ {+∞}.
Dans un espace séparé, la limite est unique.
Si une suite converge versx, alors toute suite extraite de cette suite converge versx.
Une limite de suite extraite est une valeur d’adhérence (pas de réciproque dans le cas
général).

• Cas métrique
Dans le cas d’un espace métrique,x est donc point d’accumulation si pour toutε il
existe une infinité den tels qued(xn, x) < ε.
Dans un espace métrique, la limite est unique.
Dans le cas d’un espace métrique, une valeur d’adhérence est une limite de suite ex-
traite.
Dans un espace métrique, une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence, et si
elle en a une, elle converge et cette valeur est sa limite.
Dans un espace métrique compact (qui est donc aussi complet), une suite n’admettant
qu’une seule valeur d’adhérence est une suite convergente.
Dans un espace métrique il sera souvent utile d’introduire la définitionXn = {xp/p ≥
n} ; l’ensemble des valeurs d’adhérence est alors l’intersection desXn, c’est donc un
fermé, et la suite est une suite de Cauchy si le diamètre desXn tend vers0.

• Cas d’un espace vectoriel normé
L’ensemble des suites d’un espace vectoriel normé est un espace vectoriel , avec les
opérations de multiplication par un scalaire terme à terme, et d’addition terme à terme
(valable même si l’espace n’est pas normé).
L’ensemble des suites bornées en est un sous-espace vectoriel. On peut le normer par

239



la fonction qui à une suite associe le sup des normes de ses éléments. On notera cette
norme‖ . ‖.
L’ensemble des suites de Cauchy est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des
suites bornées.
L’ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel
des suites de Cauchy. L’application qui à une suite convergente associe sa limite (qui
est unique) est linéaire et continue de norme1.
Si notre espace vectoriel normé est muni de deux normes différentes‖ . ‖1 et‖ . ‖2 et
si il existeα tel que‖ . ‖1 ≤ α‖ . ‖2 alors les suites bornées pour‖ . ‖2 sont des suites
bornées pour‖ . ‖1, idem pour les suites de Cauchy, et idem pour les suites conver-
gentes. Dans le cas de normes équivalentes, on a donc les mêmes suites de Cauchy, les
mêmes suites bornées, et les mêmes suites convergentes. Ainsi, il est de Banach pour
‖.‖1 si et seulement si il est de Banach pour‖.‖2.

• Cas d’un corpsK = Q, R ouC
L’ensemble des suites est uneK-algèbre commutative et unitaire ; il est muni pour cela
du produit par un scalaire, de l’addition terme à terme, du produit terme à terme (l’unité
étant la suite constante égale à1).
L’ensemble des suites bornées est une sous-algèbre unitaire de cette algèbre.
L’ensemble des suites de Cauchy est une sous-algèbre unitaire de cette sous-algèbre.
L’ensemble des suits convergentes est une sous-algèbre unitaire de cette sous-algèbre.
L’application qui à une suite associe sa limite est un morphisme d’algèbres. Ce mor-
phisme est continu. Le noyau de ce morphisme (l’ensemble des suites qui convergent
vers0) est un idéal de l’ensemble des suites bornées.

• Cas du corpsR
Toute suite monotone bornée converge.
Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent et ont même limite.

• Cas du corpsC
Dans le cas d’une suite complexe on peut se ramener à l’étude de suites réelles ; la suite
converge si les parties réelles et imaginaires convergent.

15.5.2 Suites réelles

� Généralités

L’ensemble des suites réelles est un anneau commutatif, un espace vectoriel surR,
ou même uneR-algèbre.

Définition 559 Une suite réelle est ditemajorée, minorée, bornée, finie, si
son image est majorée, minorée, bornée, finie.

L’ensemble des suites réelles bornées est un sous-anneau, un sous-espace vectoriel,
une sous-algèbre de l’ensemble des suites réelles.
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Définition 560 Pour la définition de la limite d’une suite, on pourra consulter
5, et notamment la topologie deN ∪ {+∞}.
Une suiteconvergevers un réelx si sa limite en+∞ estx. Une suitediverge
si et seulement si elle ne converge pas.R étant séparé, la limite d’une suite est
unique.
Une suitetend vers+∞ (resp.−∞) si sa limite en+∞ est+∞ (resp.−∞)
dansR.

L’ensemble des suites réelles convergentes est un sous-anneau, un sous-espace vec-
toriel, une sous-algèbre de l’ensemble des suites réelles bornées.

� Suites monotones. Applications

Théorème 561Toute suite croissante majorée deR est convergente ; sa limite
est lesup de son image.
Toute suite décroissante minorée deR est convergente ; sa limite est l’inf de
son image.
Si deux suites sont l’une croissante, l’autre décroissante, et si leur diffé-
rence tend vers0, alors elles sont ditesadjacentes; deux suites adjacentes
convergent vers la même limite.

Démonstration : Ces résultats, très simples, constituent un (petit !) entraînement
à l’utilisation desε et desδ.ut

Une illustration des suites adjacentes est le résultat603.

Théorème 562R est complet.

Démonstration : Il est évident qu’une suite convergente est de Cauchy ; et réci-
proquement étant donnée une suite de Cauchyxn on peut considérer les deux suites
n 7→ supk≥n xk etn 7→ infk≥n xk ; ces deux suites sont adjacentes.

Théorème 563 (Théorème des segments emboîtés)L’intersection d’une
suite décroissante de segments dont la longueur tend vers0 est un singleton.

Démonstration : Il suffit de considérer la suite dessup et la suite desinf ; ces
suites sont adjacentes.ut
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15.5.3 Séries

Dans cette partie on travaillera avecK = R ouK = C.

Définition 564 On se donne une suite(un)n∈N, à valeurs dansK. On définit
Un =

∑n
k=0 uk. On se pose la question de la convergence de la suiteUn. Si la

limite existe, on l’appellerasommede la série et on la notera

+∞∑
k=0

uk = limk→+∞Uk

On dit que(Un) est lasériede terme général(un).

Définition 565 On dit que la série de terme général(un) convergeabsolu-
ment si la série de terme général(|un|) converge. Une série est ditesemi-
convergentesi elle converge sans converger absolument.

Définition 566 On dit que deux séries sontde même naturesi et seulement si
elles sont simultanément convergentes ou simultanément divergentes.

Définition 567 On appellesomme partielle d’ordre p de la série de terme
général(un)n≥0 la somme

∑p
n=0 un.

On appellereste d’ordre p de la série de terme général(un)n≥0 la somme de
la série de terme général(vn)n≥0 définie parvn = un+p, lorsque cette série
converge. On notera par la suiteRp le reste à l’ordrep de la série de terme
général(Un). On aRp =

∑
n≥p un.

Quelques remarques simples :

• La série de terme générale(un) converge si et seulement si la suiten 7→
∑n
i=1 ui

converge.

• s’il y a convergence de la série, alorsun → 0.

• la série de terme général(xn) converge si et seulement si|x| < 1. Elle converge
d’ailleurs si et seulement si elle converge absolument.

• une série converge (resp. converge absolument) si et seulement si son reste à un
certain ordrep converge (resp. converge absolument) ; et en ce cas son reste à tout ordre
converge (resp. converge absolument).

• Si une série converge, alors la suite(Rn) tend vers0 en+∞.

• C etR étant complets, on peut directement appliquer le critère de Cauchy aux
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séries dans ces espaces :

Proposition 568 La série de terme général(un) converge (resp. converge ab-
solument) si et seulement si

∀ε∃N/∀n > 0 |
N+n∑
i=N

ui| < ε

resp. si et seulement si

∀ε∃N/∀n > 0
N+n∑
i=N

|ui| < ε

Voir pour application la partie15.12.1.
• si une série est semi-convergente, alors la série de terme généralu+

n = max(un, 0)
et la série de terme généralu−n = max(−un, 0) sont divergentes (tendent vers+∞).
• si une série converge absolument alors elle converge (preuve en considérant les

parties réelles et imaginaires, et en les décomposant en partie positive et en partie né-
gative - preuve possible aussi en utilisant le critère de Cauchy).
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� Séries à termes positifs, absolue convergence

Quelques remarques simples :

Proposition 569 • Une série à termes positifsconverge si et seulement si elle
est absolument convergente.

• Toute série de terme général extrait du terme général d’une série
à termes positifsconvergente est convergente, de somme inférieure à la somme
de la série initiale.

• Toute série déduite d’une série convergente à termes positifspar permutation
(éventuellement infinie) des termes est une série convergente de même somme.

• Si deux séries à termes positifssont ordonnées parun ≤ vn, alors si
∑
vn

converge on peut affirmer que
∑
un converge, et si

∑
un diverge on peut

affirmer que
∑
un diverge.

• si un = O(vn) avecvn terme générale d’une série absolument convergente
(par exemple une série convergente à termes positifs), alorsun est le terme
général d’une série absolument convergente (nb : il n’est pas requis queun
soit une suite≥ 0).

• Si un ' vn et si l’une de ces deux séries est à termes positifs (au moins au
voisinage de l’infini) alors les deux séries sont de même nature.

On déduit notamment de ceci le fait que siun est le terme général d’une série
à termes positifs ou nuls, alors les séries de termes générauxln(1 + un) et ln(1− un)
sont de même nature (et de même nature que la série de terme généralun, dans le cas
oùun → 0).

Si un est une série à terme général positif ou nul, alorsΠ(1 + un) converge si
et seulement si

∑
un converge.

� Séries de Riemann, séries de Bertrand

Proposition 570 • Série de Riemann :x ∈ R,
∑

1/nx converge si et seule-
ment six > 1 (démonstration par la comparaison avec une intégrale, voir plus
loin)
• Série de Bertrand :(x, y) ∈ R2,

∑
1/(nx.ln(n)y) converge si et seulement

si x > 1 ou (x = 1 et y > 1) (démonstration par la comparaison avec une
intégrale, voir plus loin)

On trouvera une preuve amusante de ces deux résultats en partie15.12.3(plus
originale que la preuve par comparaison avec une intégrale).
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� Utilisation de un+1/un

Proposition 571 On se donne(un) et (vn) 2 suites à termes> 0. Alors si
un+1/un < vn+1/vn (au moins à partir d’un certain rang), alors
• la convergence de la série de terme généralvn entraine la convergence de la
série de terme généralun
• la divergence de la série de terme généralun entraine la divergence de la
série de terme généralvn

Démonstration : Les deux affirmations étant contraposées, il suffit de prouver la
première, et elle n’est pas bien dure en se ramenant à la comparaison de deux séries de
termes généraux équivalents, l’une étant positive...ut

Corollaire 572 (Critère de D’Alembert) Si (un) est une série à termes posi-
tifs telle queun+1/un tend versk, alors sik < 1 la série converge, et sik > 1,
alors la série diverge.

Démonstration :
• Cas oùk < 1 : on se donnek′ aveck < k′ < 1 ; la proposition ci-dessous, jointe

au fait que la série de terme généralk′n converge, permet de conclure que la série de
terme généralun converge.
• Cas oùk > 1 : en prenantk′ tel que1 < k′ < k, on constate que la suiteun

ne tend pas même vers zéro, ce qui serait la moindre des choses pour le terme général
d’une série convergente.ut

� Règle de Cauchy

Théorème 573 (Règle de Cauchy)un > 0, alors limsup n
√
un = l < 1 →∑

un converge
limsup n

√
un = l > 1 →

∑
un diverge

Démonstration : Facile, je ne daigne pas détailler, il suffit dans le premier cas de
choisirx compris entrel et 1 ; et dans le deuxième cas, la suite n’a pas même le bon
goût de tendre vers0.ut

� Critère de Raabe-Duhamel (aliasun+1
un

, suite)

Proposition 574 (Règle de Raabe-Duhamel)Soitun > 0, avecun+1
un

= 1−
a
n + rn, avecrn terme général d’une série absolument convergente ; alors
un ' K/na pour un certainK > 0 (et donc la série de terme généralun
converge⇐⇒ a > 1).

Démonstration : On définitvn = ln(na.un) ; il est clair que si cette suite converge
on a bien le résultat souhaité.
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Or vn+1 − vn = ln(un+1/un) + a.ln(n+1
n ) = −a/n + rn + O(−a/n + rn)2 +

O(1/n2). En utilisant le fait que|(a/n).wn| ≤ 1
2 (a2/n2 + w2

n), on en déduit que
vn+1 − vn = O(1/n2) + O(r2

n) + rn = O(rn + 1
n2 ). Or rn et 1

n2 sont tous deux
termes généraux de séries absolument convergentes, doncvn+1 − vn est terme géné-
ral d’une série absolument convergente, donc convergente, et donc(vn) est une suite
convergente.

15.6 Du théorème de Rolle aux formules de Taylor

Théorème 575 (Théorème de Rolle)Soitf une fonction continue définie sur
le segment[a, b], dérivable sur]a, b[, avecf(a) = f(b). Alors il existec ∈]a, b[
tel quef ′(c) = 0.

Démonstration :
• Si f est constante sur[a, b], le résultat est clair.

• Si f n’est pas constante, alorsf atteint soit son maximum soit son minimum dans
]a, b[ (il y a là une application de la compacité ; l’image d’un compact par une applica-
tion continue est un compact, théorème171) ; la dérivée def en ce point (ou l’un de
ces points) est nécessairement nulle.ut

NB : comme le signale judicieusement le livre [15], on peut aussi avoir le même
théorème sur[a,+∞[, avecf(a) = limx→+∞f(x).

du théorème de Rolle :

• le polynôme dérivé d’un polynôme scindé deR dansR est scindé.

• le théorème579.

• les résultats589et590.

• le théorème qui suit :

Théorème 576 (Théorème des accroissements finispour une application deR dansR)
On se donnef continue de[a, b] dansR, dérivable sur]a, b[.
Alors il existec ∈ [a, b] tel quef(b)− f(a) = f ′(c).(b− a).

Démonstration : Il suffit de soustrairex 7→ f(a)+ f(b)−f(a)
b−a .(x−a) à la fonction

f pour se ramener au théorème de Rolle.ut

Ne pas confondre avec le théorème458.
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cela sert pour le théorème577.

Théorème 577 (Théorème des valeurs intermédiaires pour la dérivée)Ce
théorème est aussi dit théorème de Darboux.

Soitf dérivable d’un intervalleI dansR ; alors f ′(I) est un intervalle.

Démonstration :
• On suppose tout d’abordI ouvert ; le cas général s’en déduit clairement.

• On se donneX etY dansf ′(I), puisZ compris entreX etY .

• On supposef ′(x) = X etf ′(y) = Y ; on cherchez tel quef ′(z) = Z.

• On se donneh > 0 tel quef(x+h)−f(x)
h < Z < f(y+h)−f(y)

h (on se rend compte
qu’un telh existe en considérant les limites des membres de droite et de gauche pour
h→ 0)

• On définitg(u) = f(u+h)−f(u)
h ; c’est à dire queg(u) est la pente def "en regar-

dant sur une largeurh" (voir figure15.1).

• On applique le théorème des valeurs intermédiaires, en tant que théorème appli-
qué à une fonction continue, àg (voir 209). On en déduit qu’il existe un certainu tel
queg(u) = Z. On applique alors le théorème des accroissements finis576, pour voir
qu’il existe un certainz entreu etu+ h tel quef ′(z) = Z.ut

x y

h h

FIG. 15.1 – Théorème de Darboux : on considère les pentes "sur une largeurh"...
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Définition 578 (Polynôme de Taylor) Etant donnée une fonctionf deR dans
un espace vectoriel normé au moinsn fois dérivable ena, on définit ledéve-
loppement de Taylor def à l’ordre n en a qui est une fonction deR dans

notre espace vectoriel normé définie parPf,a,n(x) = f(a)+
∑n
k=1

f(k)(a)
k! (x−

a)k.

Théorème 579 (Formule de Taylor-Lagrange)Soit [a, b] un segment deR,
aveca 6= b, f de classeCn de [a, b] dansR n + 1 fois dérivable sur]a, b[ ;
alors il existec ∈]a, b[ tel que

f(b) = Pf,a,n(b) +
fn+1(c)
(n+ 1)!

(b− a)n+1

Démonstration :
• On définit

g(x) = f(b)− Pf,x,n(b)−K.( (b− x)n+1

(n+ 1)!
)

avecK choisi de manière à avoirg(a) = 0 (toujours possible carb− a est non nul par
hypothèse).

• On dériveg, on a pile poil les bonnes hypothèses pour appliquer Rolle575à g,
on en déduit qu’il existec tel queg′(c) = 0 (puisqueg(b) = 0 = g(a)). Or le calcul de
g′ permet alors d’écrire queg′(c) = 0 implique quefn+1(c) = K.

• Il ne reste plus qu’à écrire queg(a) = 0.ut

Corollaire 580 (Formule de Mac Laurin) Il s’agit simplement de la même
formule, dans le casa = 0 (l’usage veut que ce cas particulier soit nommé
"formule de Mac Laurin").

f(b) = Pf,0,n(b) +
fn+1(c)
(n+ 1)!

(b)n+1

Démonstration : Conséquence immédiate du résultat précédent.ut

Quelques exemples d’applications, extraites de [15] :

• x 7→ exp(x) est limite de la suite desPexp,0,n

• au voisinage de+∞ et pour tout polynômeP , P (x) = o(ex).
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• Si f est C2 de R dansR, et avecMi pour i ∈ {0, 1, 2} défini comme le
sup de|f (i)|, on aM1 ≤ 2

√
M0.M2 (preuve en écrivant (par Taylor-Lagrange) que

f(a + t) = f(a) + f ′(a)t + 1
2f
′′(c)t2 pour un certainc ∈]a, a + t[, en divisant part

pour obtenirf ′(a) = f(a+t)−f(a)
t − 1

2f
′′(c)t2 et donc|f ′(a)| ≤ 2M0

t + M2t
2 minimal

pourt = 2
√
M0M2).

• Si f estCn+1 deR dansR, et si f et f (n+1) sont bornées, alors lesfi pour
i ∈ {1, 2, ..., n} sont bornées (la preuve utilise le fait que l’ensemble des polynômes
de degré≤ n est de dimension finie, bornée, et le fait que toutes les normes sont équi-
valentes en dimension finie).

Théorème 581 (Inégalité de Taylor-Lagrange)Soit [a, b] un segment deR,
aveca 6= b, f de classeCn sur [a, b] et n + 1 fois dérivable sur]a, b[ ; on
suppose en outre quef (n+1) est bornée parM sur ]a, b[.
Alors‖f(b)− Pf,a,n(b)‖ ≤M. (b−a)n+1

(n+1)! .

Démonstration :
• On définit

g(x) = f(b)− Pf,x,n(b)

• On considère l’application qui àx associe−M. (b−x)n+1

(n+1)! .
Pour toutx dans[a, b] on a‖g′(x)‖ ≤ h′(x) ; le théorème des accroissements finis458
permet alors d’écrire que‖g(b) − g(a)‖ ≤ h(b) − h(a) - ce qui est précisément ce
qu’on voulait prouver puisqueg(b) = 0.ut

Il y a plus simple dans le cas def application à image dansR : il s’agit alors
d’une conséquence rapide de la formule de Taylor-Lagrange.

Théorème 582 (Formule de Taylor avec reste intégral)Cette fois-cif est
supposéeCn+1 sur [a, b]. Alors :

f(b) = f(a) + Pf,a,n(b) +
1
n!

∫ b

a

(b− t)n.fn+1(t)dt

Démonstration : •Comme d’habitude pour ce genre de formule, on définitg(x) =
f(b)− Pf,x,n(b).

• g estC1 ; doncg(b) − g(a) est égale à l’intégrale deg′ entrea et b ; il s’agit
précisément de la formule de Taylor avec reste intégral...ut

La formule étant passablement infecte à apprendre (je trouve...) le plus simple
est sans doute de faire le calcul soi-même, il n’est pas difficile, et peut être retrouvé
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très rapidement...

Le théorème de Bernstein, stipulant que toute fonctionf C∞ de [−a, a] dans
R, aveca > 0, et dont toutes les dérivées d’ordre pairf (2n) sont≥ 0 sur [−a, a], est
développable en série entière sur]− a, a[, est démontré dans [15] en application de la
formule de Taylor avec reste intégral.
FLEMMARD applications en analyse numérique

Théorème 583 (Formule de Taylor-Young)On se donne une fonctionf de
R dans un espace vectoriel norméE, n fois dérivable ena. Alors

f(x)− Pf,a,n(x) = o((x− a)n)

Démonstration : Par récurrence, avec le théorème des accroissements finis458.ut

Ceci fournit bien évidemment une méthode de détermination de développe-
ments limités. Mais c’est aussi un outil pour calculer des dérivées de fonctions, comme
on va le voir avec les corollaires ci-dessous, permettant de généraliser la formule bien
connuef ′(a) = limh→0

f(a+h)−f(a)
h . Il faut noter que la formule se généralise à tout

ordre, mais la formule est plus compliquée... Enfin on peut en déduire des résultats sur
l’ensemble des zéros d’une fonction suffisamment dérivable, comme illustré par le co-
rollaire 587(les informations étant bien faibles par rapport aux informations fournies
dans le cas complexe...).

Exemple Maple

> p := array(1..5); for i from 2 by 2 to 10 do p[i/2] :=
convert(series(sin(x), x, i), polynom) od;

p := array(1..5, [])

p1 := x

p2 := x− 1
6
x3

p3 := x− 1
6
x3 +

1
120

x5

p4 := x− 1
6
x3 +

1
120

x5 − 1
5040

x7)

p5 := x− 1
6
x3 +

1
120

x5 − 1
5040

x7 +
1

362880
x9

> plot(p, x = −5..5);
Le résultat est montré sur la figure15.2.
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FIG. 15.2 – Approximations successives desin(x) par la formule de Taylor-Young

Corollaire 584 (Calcul de la dérivée seconde d’une fonction)Soit f une
fonction2 fois dérivable ena. Alors

f ′′(a) = limh→0
f(a+ h) + f(a− h)− 2.f(a)

h2

Démonstration : Par la formule de Taylor-Young, on sait que

f(a+ h) = f(a) + f ′(a).h+
f ′′(a)

2
.h2 + o(h2)

et

f(a− h) = f(a)− f ′(a).h+
f ′′(a)

2
.h2 + o(h2)

On en déduit bien l’égalité annoncée...ut

Corollaire 585 (Calcul de la dérivéen-ième d’une fonction) Si f estn fois
dérivable en0, alors

f (n)(0) = limh→0

n∑
k=0

Ckn(−1)n−kf(kh)
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Démonstration : NotonsA(h) =
∑n
k=0 C

k
n(−1)n−kf(kh), et utilisons la for-

mule de Taylor-Young à l’ordren pour chaquef(kh), on obtient

A(h) =
∑

(k,i)∈[0,n]2

Ckn(−1)n−k
f (i)(0)
i!

kihi + o(knhn)

Le terme enhp est alorsf
(p)(0)
p!

∑n
k=0 C

k
n(−1)n−kkp.

Il ne reste plus qu’à voir que
∑n
k=0 C

k
n(−1)n−kkn = n! et

∑n
k=0 C

k
n(−1)n−kkp =

0 pour0 ≤ p < n ; voir proposition1296. ut

Définition 586 On appelleordre d’un zéro d’une fonctionf C∞ l’entier p
minimal tel quef (p)(a) 6= 0. Si un tel entier n’existe pas, le zéro est dit d’ordre
infini .

Corollaire 587 Tout zéro d’ordre finin d’une fonction dérivable au moinsn
fois est isolé.

Démonstration : Il suffit d’écrire Taylor-Young, et de se placer suffisamment près
du zéro...ut

Une fonctionC∞ qui possède une infinité de zéros sur un compact donné en
compte au moins un qui est d’ordre infini.

15.7 La trigonométrie

Je ne donnerai ici que quelques définitions, les preuves et formules étant données
dans le formulaire (partie38.9).

Les fonctions trigonométriques se définissent généralement à partir de l’exponen-
tielle complexe : avecexp(t) lui-même défini par une somme de série (voir partie
18.9.1).

On définitcos(x) = Re(eix) et sin(x) = Im(eix), pourx réel3. On dérive cer-
taines propriétés (voir partie38.9) de ces fonctions. La périodicité dex 7→ eix donne
notamment de nombreux résultats.

Exemple Maple

> combine(cos(x)ˆ 5, trig)

1
16
cos(5x) +

5
16
cos(3x) +

5
8
cos(x)

3Pourz complexe,cos(z) = eiz−eiz
2

etsin(z) = eiz+e−iz

2i
.
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15.8 Pratique du calcul de primitives

Il est nécessaire avant tout de bien connaître les primitives signalées dans le chapitre
38. Dans TOUS les cas, on aura bien soin de regarder sur quels intervalles on peut
définir la primitive. Pour cela on déterminera les intervalles sur lesquels la fonction
est continue, puis on regarde aux bornes de chaque intervalle si la fonction peut-être
prolongée par continuité.

15.8.1 Primitives de fractions rationnelles

On trouvera en FLEMMARD une méthode de décomposition en éléments simples
d’une fraction rationnelle. Une fois une fraction rationnelle décomposée en éléments
simples, il suffit d’appliquer les recettes de cuisine évoquées à la partie "primitives" du
chapître38. Les discontinuités sont les pôles de la fraction rationnelle.

15.8.2 Primitives deP (cos(x), sin(x))

P désigne un polynôme à deux indéterminées.

Cette situation se présente couramment dans la vie de tous les jours et il est indis-
pensable d’être bien préparé pour y faire face.

Il est évidemment suffisant de savoir intégrer un monôme, c’est-à-dire un élément
de la formefn,m = x 7→ cos(x)n sin(x)m

• Si n est impair, il suffit de remplacercos(x)n par(1 − sin(x)2)
n−1

2 cos(x), et le
changement de variableu = sin(x) nous ramène au calcul de la primitive d’un poly-
nôme.

• Sim est impair, il suffit de remplacersin(x)n par(1− cos(x)2)
n−1

2 sin(x), et le
changement de variableu = cos(x) nous ramène au calcul de la primitive d’un poly-
nôme.

• Si n etm sont pairs, une méthode générale est de linéariser. Voir pour cela la
partie15.7. On peut aussi procéder par une intégration par parties, pour se ramener à
In+m,0 ou I0,n+m

- c’est-à-dire que dans l’intégration par parties on intègrecos(x)nsin(x) et on dé-
rivesin(x)m−1 sin > m > 0, pour se ramener à une primitive decos(x)n+2sin(x)m−2

- et sim > n > 0 on intègresin(x)mcos(x) et on dérivecos(x)n−1 pour se rame-
ner à une primitive decos(x)n−2sin(x)m+2.

15.8.3 Primitives deG(x) = F (cos(x), sin(x))

F désigne une fraction rationnellle à deux indéterminées.
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Les discontinuités seront généralement en nombre infini, périodiques ; il convient
d’étudier précisément ce qu’il se passe au niveau de chaque discontinuité.

F désigne une fraction rationnelle à deux indéterminées.

On aura alors recours à la règle de Bioche (que l’on peut justifier rigoureusement,
voir par exemple le livre d’analyse de Arnaudiès et Fraysse).

Proposition 588 La règle de Bioche nous dit que :

• Si G est paire, ieG(−x) = G(x), on fait le changement de variable
u = sin(x)

• Si G est impaire, ieG(−x) = −G(x), on fait le changement de variable
u = cos(x)

• SiG estω-périodique, c’est à dire siG(x) = G(x + ω), on fait le change-
ment de variableu = tan(πxω ).

• SiG n’est rien de tout ca, on n’aura plus d’autre choix que le changement de
variableu = tan(x/2). Rappelons que dans ce cas,cos(x) = 1−u2

1+u2 , sin(x) =
2u

1+u2 , dx = 2
1+u2 du

15.8.4 Primitives deH(x) = F (ch(x), sh(x))

On pensera bien à vérifier en quels points s’annulent le dénominateur.

F désigne une fraction rationnelle à deux indéterminées.

On considère alors la fonctionG(x) = F (cos(x), sin(x)).

• SiG est paire, ieG(−x) = G(x), on fait le changement de variableu = sh(x)

• Si G est impaire, ieG(−x) = −G(x), on fait le changement de variableu =
ch(x)

• SiG estπ-périodique, c’est à dire siG(x) = G(x+ π), on fait le changement de
variableu = th(x) .

• SiG n’est rien de tout ca, on peut faire le changement de variableu = th(x/2).
La partie38.10fournit les formules nécessaires. Dans beaucoup de cas pratiques, il
sera en fait préférable de faireu = ex.

254



15.8.5 Primitives abéliennes

Une étude plus complète (notamment incluant des justifications géométriques) se
trouve dans le livre d’analyse de Arnaudiès et Fraysse.

�
∫
R(x,

√
ax+ b)

R est supposée être une fraction rationnelle à deux indéterminées,a et b des réels.
Il suffit alors de faire le changement de variableu =

√
ax+ b pour que magiquement

tout s’arrange et que l’on n’ait plus qu’une fraction rationnelle à intégrer.

�
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) aveca > 0

R est supposée être une fraction rationnelle à deux indéterminées.

On fait alors le changement de variableu =
√
ax2 + bx+ c−

√
ax. En fait cela re-

vient simplement à considérer un repère dans lequel l’équation de l’hyperbole est plus
sympathique, c’est-à-dire un repère dont les axes sont les asymptotes de l’hyperbole.

On trouvera dans FLEMMARD d’autres variantes sympathiques.

�
∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) aveca < 0

Géométriquement, on constate simplement que la courbex 7→ (x,
√
ax2 + bx+ c)

est dans le casa < 0 un morceau d’ellipse, et on se donne une paramétrisation
sympathique, qui nous donnex comme un cosinus deu (à divers facteurs près) et√
ax2 + bx+ c comme un sinus deu (là encore à divers facteurs près).

On fait le changement de variablecos(u) =
√

a2

b2/4−ac (x+b/a). Cela nous ramène

à
√
ax2 + bx+ c =

√
ac−b2/4

a sin(u), et nous simplifie tout ça de manière à en faire
une fraction rationnelle.

�
∫
R(x, n

√
ax+b
cx+d )

R est supposée être une fraction rationnelle à deux indéterminées.

Sin = 2, il suffit de multiplier par
√

cx+d
cx+d pour se ramener au cas précédent ; sinon

on constate que la fonction réciproque de cette fonction est rationnelle, et donc on pose

simplementu = n

√
ax+b
cx+d pour se ramener à une fraction rationnelle.
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15.9 Zoologie de la dérivation

15.9.1 Une application du théorème de Rolle

Proposition 589 Soientf et g deux applications continues de[a, b] dansR,
dérivables sur]a, b[. Sig(b) 6= g(a), alors il existec ∈]a, b[ tel que le détermi-
nant ∣∣∣∣ f(b)− f(a) f ′(c)

g(b)− g(a) g′(c)

∣∣∣∣
s’annule.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théorème de Rolle575à la fonctionh dé-
finie parh(t) = f(t)− f(a)− g(t)−g(a)

g(b)−g(a) .(f(b)− f(a)).ut
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Alors que le théorème des accroissements finis exprime le fait qu’une ap-
plication deR dansR a une tangente parallèle à n’importe laquelle de ses cordes, le
théorème589montre que c’est en fait valable pour n’importe quelle courbe dérivable
dansR2.

Corollaire 590 (Règle de l’Hôpital) On se donne deux fonctionsf et g deR
dansR continues ena ∈ R, et dérivables sur un voisinage dea privé dea,
avecf(a) = g(a) = 0.
On suppose queg etg′ sont non nulles sur un voisinage dea privé dea.
Alors si f

′

g′ tend versl ena, alors fg tend versl ena.

Démonstration : Il s’agit exactement d’une application de la proposition589.ut

15.10 Zoologie de l’intégration

15.10.1 Intégrales de Wallis

Définition 591 (Intégrale de Wallis) On définit la nième intégrale de Wallis

par In =
∫ Π/2

0
sin(x)n.dx.

Supposonsn ≥ 2. On peut écrireIn =
∫ Π/2

0
sinn−2(x).(1 − cos2(x)).dx car

cos2 + sin2 = 1.

Ensuite on peut écrireIn = In−2 −
∫ Π/2

0
sinn−2(x).cos2(x).dx.

Par une intégration par partie (théorème555) (on intègresinn−2(x).cos(x) et on
dérivecos(x)) on obtient
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In = n−1
n In−2

Le produitn.In.In−1 est donc constant, égal àΠ/2.
Il reste à remarquer queIn ≤ In−1 ≤ In−2 = n

n−1In pour pouvoir dire que
In ' In−1.

On peut alors conclure que :ut

Proposition 592 In '
√

Π
2n .

15.10.2 Primitives def , f
′

f
= a/x+ o(1/x)

Théorème 593On se donnef une fonction> 0 etC1 au voisinage de+∞,
et on suppose quef

′

f = a/x+ o(1/x), aveca 6= −1.

On définitF (x) =
∫ x
b
f(t)dt.

Si l’intégrale
∫ +∞
b

f converge, on définitRf (x) =
∫∞
x
f(t)dt.

Alors : 
a > −1⇒

{ ∫ +∞
b

f diverge
F (x) ' xf(x)

a+1

a < −1⇒
{ ∫ +∞

b
f convergeRf (x) ' −xf(x)

a+1

Démonstration :
• Si a = 0, l’intégrale

∫∞
b
f(t)dt diverge car

f ′(x)/f(x) = o(1/x)

−εln(x/b) ≤ ln(f(x)/f(b))

f(x)/f(b) ≥ (x/b)−ε

Donc siε ≤ 1, on minore bien notre fonction par quelque chose de trop gros pour être
intégrable.

Il suffit ensuite de faire une intégration par partie (théorème555) pour justifier que
F (x) = xf(x)− bf(b)−

∫ x
b
tf ′(t)dt.

L’intégrale
∫ x
b
tf ′(t)dt est uno(

∫ x
b
f(t)dt) puisquetf ′(t) est uno(f(t)), f étant

positive et d’intégrale divergente.
DoncF (x) ' xf(x).

• Si a 6= 0, alors l’intégrale dea/x est de signe constant et est divergente en+∞,
donc on peut écrireln(f(x)) ' a ln(x).

- Si a > −1, avecε = (a+ 1)/2 etη tel que pourx > η, ln(f(x)) ≥ (a− ε)ln(x),
on a pourx > η f(x) ≥ xa−ε aveca − ε > −1, et donc l’intégrale diverge. On peut
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alors écrire, grâce à une intégration par parties (théorème555) :

F (x) = xf(x)− bf(b)−
∫ x

b

f(t)dt (15.1)

Puisque l’intégrale diverge et puisquea f(t) ' tf ′(t)

aF (x) '
∫ x

b

tf ′(t)dt

En replaçant cette expression dans l’équation15.1, on obtient

F (x) = xf(x)− aF (x) + o(F (x))

et donc

F (x) ' xf(x)
1 + a

- Si a < −1, avecε = (a+ 1)/2 etη tel que pourx > η ln(f(x)) ≤ (a+ ε)ln(x),
donc pourx > η f(x) ≤ xa+ε aveca+ ε < −1, et donc l’intégrale converge.

Par définition,

Rf (x) = limY→∞

∫ Y

x

f(t)dt

On peut alors écrire, grâce à une intégration par parties (théorème555) :

Rf (x) = limY→∞(Y f(Y )− xf(x)−
∫ Y

x

tf ′(t)dt) (15.2)

Or
∫ Y
x
tf ′(t)dt converge pourY →∞, et

∫∞
x
tf ′(t)dt = aRf (x) + o(Rf (x)).

donc

Rf (x) = − 1
1 + a

xf(x) + limY→∞Y F (Y ) + o(F (x))

Par ailleursY f(Y ) a une limite en+∞ (au vu de l’équation15.2) ; cette limite ne
peut être que0, vue la convergence de l’intégrale def .

D’où

Rf (x) = − 1
1 + a

xf(x) + o(RF (x))

ce qui est bien le résultat souhaité.ut

258



15.10.3 Méthode de Laplace

Théorème 594 (Méthode de Laplace)Soitf une fonctionC2 sur ]a, b[, avec

(a, b) ∈ R2
, telle quef admette un maximum unique enc ∈]a, b[, avecf ′′(c) <

0, f n’ayant pasf(c) pour valeur d’adhérence pourx → a ni pourx → b, et
soitg une fonction continue sur]a, b[ avecg(c) 6= 0.
On suppose en outre que pour toutt l’intégrale∫ b

a

|g(x)|etf(x)dx

est convergente.
Alors ∫ b

a

g(x)etf(x)dx 't→∞
√

2Πg(c)etf(c)√
−tf ′′(c)

Démonstration :
• En remplaçantf(x) parf(x − c) et g(x) parg(x − c) on se ramène au cas où

c = 0, quitte à changera et b (s’ils ne sont pas infinis).

• Quitte à remplacerg par−g, on supposeg(0) > 0.

• On se donneε > 0.

• On se donneδ > 0, suffisamment petit pour que|x| ≤ δ implique

f(0) +
f ′′(0)

2
x2(1 + ε) ≤ f(x) ≤ f(0) +

f ′′(0)
2

x2(1− ε)

et
(1− ε)g(0) ≤ g(x) ≤ (1 + ε)g(0)

• On précise alorsI(δ, t) =
∫ δ

0
g(x)etf(x)dx ;∫ δ

0

g(x)etf(0)+t
f′′(0)

2 (1+ε)x2
≤ I(δ) ≤

∫ δ

0

g(x)etf(0)+t
f′′(0)

2 (1−ε)x2

• On cherche alors à préciserU(δ, t,±) =
∫ δ

0
g(x)etf(0)+t

f′′(0)
2 (1±ε)x2

.

∫ d

0

g(0)(1−ε)etf(0)+t
f′′(0)

2 (1±ε)x2
≤ U(δ, t,±) ≤

∫ d

0

g(0)(1+ε)etf(0)+t
f′′(0)

2 (1±ε)x2
dx

- On effectue un changement de variabley = x
√
−tf ′′(0)(1− ε)/2.

- En ne traitant que l’inégalité de droite (l’autre étant similaire) :

U(δ, t,±) ≤
∫ δ√−tf ′′(0)(1±ε)/2

0
g(0)(1 + ε)etf(0)−y2

dy√
−tf ′′(0)(1± ε)/2
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- On a alors

U(δ, t,±) ≤
g(0)etf(0)

∫ δ√−tf ′′(0)(1−ε)/2
0

(1 + ε)e−y
2
dy√

−tf ′′(0)(1± ε/2)
≤ etf(0)g(0)

2Π
2
√
−tf ′′(0)(1± ε)

• Majorons maintenantU(δ, t,−), en prenant garde au fait queδ dépend deε :

U(δ, t,−) ≤
∫ δ

0

g(0)(1 + ε)etf(0)+t
f′′(0)

2 (1−ε)x2
dx

avecy =
√
−tf ′′(0)(1− ε)x,

≤
∫ δ
√
−tf ′′(0)(1−ε)x

0

g(0)(1 + ε)etf(0)−y2
dy√

−tf ′′(0)(1− ε)x

≤ g(0)(1 + ε)etf(0)

∫∞
0
e−y

2
dy√

−tf ′′(0)(1− ε)x

Or
∫∞

0
e−y

2
dy =

√
π

2 , donc

≤
√

2πg(0)etf(0)(1 + ε)
2
√
−tf ′′(0)

√
1− ε

De même on minoreU(δ, t,+) par∫ δ

0

g(0)(1− ε)etf(0)+t
f′′(0)

2 (1+ε)x2
dx

avecy =
√
−tf ′′(0) 1+ε

2 on arrive à

≥
√

2πg(0)etf(0)(1− ε)
2
√
−tf ′′(0)(1 + ε)

pourt ≥ Tε.
• On conclut alors queI(δ, t), qui vérifie

U(δ, t,+) ≤ I(δ, t) ≤ U(δ, t,−)

est compris entre1−ε1+εF (t) et 1+ε√
1−εF (t), avecF (t) =

√
2πg(0)etf(0)

2
√
−tf ′′(0)

.

• I(δ, t) est équivalent àetf(0)g(0) 2Π

2
√
−tf ′′(0)(1−ε)

• On considère par ailleursV (δ, t) =
∫ b
δ
g(x)etf(x).

- |V (δ, t)| ≤
∫ b
δ
|g(x)|e(t−1)f(x)ef(x)dx

- Pourx ∈ [δ, b], f(x) ≤ f(δ), si du moins on prend la peine d’imposerδ suffisam-
ment petit.

- Donc pour un telδ, |V (δ, t)| ≤ e(t−1)f(δ)
∫ b
δ
|g(x)|ef(x)dx
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- Or
∫ b
δ
|g(x)|ef(x)dx ≤

∫ b
a
|g(a)|ef(x) <∞ (< par hypothèse)

• V (δ, t) = o(I(δ, t) pourt→∞ (carf(δ) < f(0))

• On en déduit∫ b

0

g(x)etf(x) ' etf(0)g(0)
√

2π
2
√
−tf ′′(0)(1− ε)

• En effectuant la même manœuvre sur]a, c] et en sommant (les équivalents étant
tous deux positifs) on obtient le résultat désiré...ut

15.11 Zoologie des suites

15.11.1 Moyenne de Césaro

Théorème 595 (Moyenne de Césaro)On se donne une suiteun à valeurs
dans unR-espace vectoriel norméE. Soit λn une suite de réels> 0, telle
que

∑
λn diverge.

Alors siun → l, alorsvn → l, avecvn =
∑n
k=0 λk.uk∑n
k=0 λk

.

Démonstration :
•On se ramène tout d’abord au cas oùl = 0, simplement en considérant la suite de

terme généralun − l (il est clair quevn est ainsi diminué lui aussi del).

• On se donneε > 0 ; il existe un certainN tel que pour toutn > N , |un| < ε.

• Pourn > N , on a alors

vn =
∑N
k=0 λk.uk∑n
k=0 λk

+
∑n
k=N+1 λk.uk∑n

k=0 λk

• Le premier terme de la somme ci-dessus tend clairement vers0, le second est plus
petit qu’ε (en valeur absolue), d’où le résultat.ut

15.11.2 ConstanteΓ d’Euler

Définissonsun =
∑n
k=1 1/k − ln(n).

1
n+ 1

<

∫ n+1

n

1
t
dt <

1
n

cart 7→ 1/t est décroissante surR∗+.
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En écrivantun+1 − un, on obtient donc queun décroît.
Par ailleurs,un+1−un > 1

n+1 −
1
n , donc par sommationun−u1 > 1/n−1, donc

un > 0. Doncun, décroissante positive, tend vers une limite finie, notéeΓ et appelée
constante d’Euler.

Définition 596 La limite de la suiteun =
∑n
k=1 1/k − ln(n) est appelée

constante d’Euleret est notéeΓ.

On obtient facilement en Maple (par la commande "evalf(gamma,500)") :
Γ ' .5772156649015328606065120900824024310421593359399235988057672348848677267776646709

3694706329174674951463144724980708248096050401448654283622417399764492353625350033374293

7337737673942792595258247094916008735203948165670853233151776611528621199501507984793745

0857057400299213547861466940296043254215190587755352673313992540129674205137541395491116

8510280798423487758720503843109399736137255306088933126760017247953783675927135157722610

2734929139407984301034177717780881549570661075010161916633401522789358679654972520362128

7922655595366962817638879272680132431010476505963703947394957638906572967929601009015125

1959509222435014093498712282479497471956469763185066761290638110518241974448678363808617

4945516989279230187739107294578155431600500218284409605377243420328547836701517739439870

0302370339518328690001558193988042707411542227819716523011073565833967348717650491941812

3000406546931429992977795693031005030863034185698032310836916400258929708909854868257773

64288253954925873629596133298574739302

15.12 Zoologie des séries

15.12.1 Construction de séries divergentes positives toujours plus
petites

Le comportement d’une série étant asymptotique, on pourrait se demander s’il ne
serait pas possible de construire une suite de terme général(un) qui soit "à la limite" de
la convergence, fournissant un critère par simple comparaison, permettant de décider
si une série positive diverge ou non.

Il n’en est rien, car étant donnée une suiteun > 0 telle que la série
∑+∞
n=0 un

diverge, on peut construire une suitevn > 0 telle quevn = o(un) et
∑∞
n=0 vn diverge.

Pour cela, soitvn = un
Un

. Il est clair quevn = o(un). Il reste à voir que la série de
terme général(vn) diverge. Pour cela on utilise le critère de Cauchy ;

∀N ∈ N,∀n > 0, VN+n − VN =
N+n∑
i=N+1

ui
Ui

≥ uN+1

UN+n
+ ...+

uN+n

UN+n

≥ UN+n − UN−1

UN+n
→ 1

commen→∞, donc le critère de Cauchy n’est pas vérifié.ut
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15.12.2 Somme des inverses des nombres premiers

On définitpn comme len-ième nombre premier, dans l’ordre croissant. On se pré-
occupe de la nature de la série

∑
1/pn de terme général1/pn.

Définissonsun = Πn
i=1

1
1− 1

pi

, et considéronsln(un) =
∑n
i=1 ln(1 − 1/pn), il

apparaît que la série est de même nature que lasuite(et non pas série !)(un).
On remarque alors que

1
1− 1

pn

=
+∞∑
i=0

1/pin

et on peut écrire tout nombre1/n comme produit d’un certain nombre d’inverses de
nombres premiers ; donc le produitun est supérieur à la somme des inverses des en-
tiers plus petits quen (un nombre entier étant produit de nombres premiers inférieurs
ou égaux à lui-même...) ; donc la suite(un) diverge, car

∑
1/n diverge.

D’où ∑
n≥0

1/pn = +∞

15.12.3 Groupement de termes

On a vu que dans le cas de séries à termes positifs, on pouvait permuter les termes
autant qu’on le souhaitait sans changer la convergence de la série ; dans le cas général
ce n’est pas vrai (considérerun = (−1)n par exemple, ou bien la série de terme gé-
néralun = (−1)n/n, que l’on peut faire tendre vers n’importe quelle limite réelle en
changeant l’ordre des termes).

On a toutefois des résultats partiels :

Théorème 597On considère une suiteun à valeurs dansR ouC.
Soitφ une application strictement croissante deN dansN avecφ(0) = 0.
On définitTranchen = uφ(n) + uφ(n)+1 + ... + uφ(n+1)−1 (ceux qui n’ont
pas compris pourquoi on appelait cette série "Tranche" sont priés de relire
soigneusement cette ligne).
On définitGrosseTranchen = |uφ(n)|+ |uφ(n)+1|+ ...+ |uφ(n+1)−1|.
On suppose queGrosseTranchen tend vers0.
Alors la série de terme général(un) converge si et seulement si la série
de terme généralTranchen converge, et si elles convergent elles ont même
somme.

Peu importe le caractère convergent de la série de terme général(GrosseTranchen) !

Démonstration : Pas dur... On associe à toutn la somme partielle d’ordreφn, on
montre que cette suite converge (c’est en fait l’hypothèse), et on montre en utilisant la
seconde hypothèse que la différence entreUn (la somme partielle d’ordren) etUφ(p),
avecp maximal tel queφ(p) ≤ n, est petite pourn grand...ut
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Dans le cas d’une série à termes positifs, on n’a pas besoin de l’hypothèse
"GrosseTranchen tend vers0".

⇒ Application possible : règle de la loupe.

Proposition 598 (Règle de la loupe)Soit un une suite décroissante de réels
> 0 ; alors les séries

∑
un et

∑
2n.u2n sont de même nature.

Démonstration : Facile avec le groupement de termes ;

1
2

2n+1u2n+1 ≤ u2n+1 + ...+ u2n−1 ≤ 2n.u2n

D’où le résultat, en constatant qu’on peut grouper les termes parφ(n) = 2n, puisque
l’on est dans le cas d’une série à termes positifs.ut

L’hypothèse de décroissance est nécéssaire, comme on peut s’en convaincre en
considérantu2n = 1

22n etup = 1 si p 6∈ {2n/n ∈ N}.

⇒ Application possible : série de Riemann, série de Bertrand.

Si un = 1/nx, 2n.u2n = 2n

2nx = 2n.(1−x) donc
∑
un converge si et seulement si

x > 1

Si un = 1/(nx.log(n)y), le résultat ci-dessus donne la convergence de la série∑
un si x > 1, et la divergence six < 1 ; il reste le cas limiteun = 1/(n.log(n)y),

dans ce cas2n.u2n = 1/(n.ln(2))y, dont la série converge si et seulement siy > 1.

15.12.4 Exponentielle d’un endomorphisme

Théorème 599Etant donnéf ∈ L(E) (i.e. f un endomorphisme continu
de E), avecE un espace de Banach, on appelleexponentielle de l’en-
domorphisme f et on note exp(f) l’endomorphisme qui àx associe∑∞
n=0

1
n! f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

n fois

(x)

Bien entendu, la convergence est normale sur tout borné deL(E), donc uniforme
sur tout borné.

Théorème 600 (Dérivation de l’exponentielle)SoitE un Banach et soitf ∈
L(E), alors l’applicationt 7→ exp(tf) est dérivable, de dérivéeexp(tf)◦f =
f ◦ exp(tf).
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Démonstration : Il suffit de voir que l’on a convergence uniforme de la série déri-
vée, et d’appliquer le théorème de dérivation sous le signe intégrale381.ut

Attention à ne pas généraliser en croyant qued(f 7→ exp(f)) = (g 7→
exp(f)g), ce n’est pas vrai en général, et du ici au fait que l’homothétie commute
avec tout endomorphisme !

pour la pratique du calcul de l’exponentielle d’un endomorphisme en di-
mension finie, voir la partie31.3.3.

15.12.5 Transformation d’Abel

Théorème 601 (Transformée d’Abel)Soit E un espace vectoriel normé ,
(rn) une suite de réels,(en) une suite deE. On noteEn =

∑n
k=0 ek. Alors

pour toutM < N

N∑
n=M

rnen = [rE]NM −
N−1∑
n=M

(rk − rk+1)Ek

avec[rE]NM = r(N)E(N)−r(M)E(M−1) par définition (attention au−1 !).

Démonstration :
N∑

n=M

rnen =
N∑

n=M

rn(En − En−1)

=
N∑

n=M

rnEn −
N−1∑

k=M−1

rn+1En

= [rE]NM −
N−1∑
n=M

(rk − rk+1)Ek

D’où le résultat ; soulignons l’analogie avec l’intégration par parties (théorème555). ut

les théorèmes602et605.
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� Théorème d’Abel

Théorème 602 (Théorème d’Abel)Soit (rn) une suite de réels tendant
en décroissantvers 0 (au moins au voisinage de l’infini), soit(en) le terme
général d’une série dans un Banach dont les sommes partielles sont bornées,
alors la série de terme général(un) avecun = rn.en converge, ie

∞∑
n=0

rn.en converge

Démonstration : Application directe de la transformation d’Abel !ut

Un cas particulier classique est le casen = (−1)n :

Corollaire 603 (Série alternée)Siun = (−1)nεn et siεn décroît vers0, alors
la série de terme généralun converge.

La preuve utilisant Abel est un peu forte pour ce résultat, qui s’obtient facile-
ment en considérant les suitesU2n etU2n+1 ; elles sont clairement adjacentes. On voit
alors en outre que la limiteU deUn est toujours comprise entreU2n+1 etU2n.

� Théorème de Dirichlet

Définition 604 On dit qu’une suite(xn) est àvariation bornée si la série de
terme général(yn) est absolument convergente, avecyn = xn+1 − xn,

Grâce au critère de Cauchy, on peut constater qu’une suite à variation bornée est
convergente.

Théorème 605 (Théorème de Dirichlet)Soitεn une suite à variation bornée
tendant vers0, et soit(vn) une suite telle que la série de terme général(vn) ait
ses sommes partielles bornées, alors la série de terme général(un) converge,
avecun = εn.vn.

Démonstration : Encore grâce à la transformation d’Abel, avec un zeste de critère
de Cauchy.ut

L’hypothèseεn → 0 est nécéssaire ; pour avoir un contre-exemple, considérer
εn = 2 + 1

n2 etxn = (−1)n.
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15.12.6 Produit de convolution de deux séries

� Pour commencer

Définition 606 On se donne deux séries
∑
un et

∑
vn. Par définition, lepro-

duit de convolution de ces deux séries est la série de terme généralwn défini
par

wn =
n∑
k=0

uk.vn−k

Proposition 607 Si deux séries sont absolument convergentes, alors le produit
de leurs sommes est égal à la somme de leur produit de convolution (qui est
une série absolument convergente).

Démonstration : • On suppose tout d’abord les séries à termes positifs.
En notantUn, Vn etWn les sommes partielles des séries de termes générauxun,

vn, wn, on constate facilement que

Wn ≤ Un.Vn ≤W2n

(on peut voir ça facilement en cochant sur le plan quadrillé les coordonées(a, b) telles
queua.vb intervienne dans les différentes sommes ci-dessus, on obtient un carré et
deux triangles imbriqués les uns dans les autres :voir figure15.3...)

Wn

U   Vn n

W2n

FIG. 15.3 – Produit de convolution

• Le cas général est un peu plus prise de tête.
On reprend les mêmes notations, et on ajoute les notations|U |n, |V |n et |W |n pour

les sommes partielles des séries de termes généraux|un|, |vn| et |wn|.
La convergence absolue du produit de convolution découle trivialement du cas po-

sitif. La convergence deWn vers(lim Un.lim Vn), elle, vient du fait que

|Un.Vn −Wn| ≤ |U |n.|V |n − |W |n
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� Pour les pros : Cauchy-Mertens

On peut en fait affaiblir les hypothèses (le résultat étant à peine affaibli) :

Théorème 608 (Cauchy-Mertens)On se donne deux séries de termes géné-
raux (un) et (vn), la série de terme général(un) étant supposé absolument
convergente, et la série de terme généralvn étant convergente. Alors le produit
de convolution de ces deux séries est convergent, et la somme du produit de
convolution est égale au produit des sommes de ces deux séries.

Démonstration : On utilise les notations usuelles pourUn, Vn, Wn ; on introduit
aussi les quantitésU , V etW , égales respectivement à la somme desun, à la somme
desvn et à la somme deswn.

• On remplacev0 parv0 − V . En changeant cela on ne change pas la nature de la
série de terme généralvn. La sommeU n’est pas changée, et la sommeW est diminuée
deV.U , etV est remplacé par0 ; donc il n’y a pas de perte de généralité.

• On suppose donc queV = 0. Par un raisonnement analogue à celui illustré sur la
figure15.3, on constate que

Wn =
n∑
k=0

uk.Vn−k

On se donneM un majorant de|Vn|.

On se donne alorsε > 0, etN tel que la somme des|ui| pouri > N soit inférieure
à ε.

On décompose alorsWn en deux sommes :

|Wn| ≤
N∑
k=0

|uk.Vn−k|+
n∑

k=N+1

|uk.Vn−k|

or :

-
∑N
k=0 |uk.Vn−k| ≤ (N + 1).(maxk∈[0,N ]|uk|).(maxk∈[0,N ]|Vn−k|)

et par ailleurs
-
∑n
k=N+1 |uk.Vn−k| ≤M

∑n
k=N+1 |uk| ≤ εM

d’où

≤ (N + 1).(maxk∈[0,N ]|uk|).(maxk∈[0,N ]|Vn−k)|+ ε.M

≤ ε.M + ε pourn assez grand

D’où le résultat.ut

268



Et si c’est le produit qui converge ?

On se donne deux série de terme généralun etvn, et on définitwn le terme général
de la série produit de convolution de ces deux séries.

On suppose que
∑
wn converge. Alors les séries de termes généraux(un) et (vn)

convergent. Ce résultat est cité dans [15], avec un embryon de démonstration (il s’agit
d’utiliser Césaro).

15.12.7 Transformation de Toeplitz

Définition 609 Etant donnée une famille(ci,j)(i,j)∈N2 de coefficients com-
plexes, on définit latransformation de Toeplitz associée à cette famille
comme étant l’application qui à une suite complexe(un)n∈N associe la suite
(Tun)n∈N définie parTun =

∑∞
i=0 cn,i.ui.

On dit queT est régulière si et seulement si pour toute suiteun convergente,
Tun est définie pour toutn et la suite(Tun) converge vers la même limite que
(un).

Il s’agit de convergence de suites et non de séries ; seuls les termes desTun
sont définis par des séries.

Proposition 610 La transformation de ToeplitzT associée àcn,m est régulière
si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
• Pour toutj, ci,j → 0 commei tend vers+∞.

•
∑∞
j=0 ci,j tend vers1 commei→∞

•
∑∞
j=0 |ci,j | est défini pour touti et est borné par une constanteM indépen-

dante dei

Démonstration :
• Supposons que la transformationT soit régulière.

- le premier• exprime simplement le fait queT est régulière appliqué à la suite
un = δn,j .

- Le second• exprime simplement le fait queT est régulière appliqué à la suite
constante égale à1.

- Le troisième• se montre facilement en utilisant le théorème de Banach-Steinhaus.
On définit :

269



Ti(x) =
∞∑
j=0

ci,jxj

définie pourx une suite convergente ;Ti est bornée indépendamment dei.

ChaqueTi est une application linéairecontinuede l’espace de Banach des suites
convergentes deC (pour la norme‖.‖∞) dansC.

Par le théorème de Banach-Steinhaus (théorème252), on peut donc trouverM tel
que pour toute suitex,

|Ti(x)| ≤M.‖x‖∞
On considère alors, pouri donné etm quelconque, la suitex(m) définie par :

xj = ci,j/|ci,j | si j < m et ci,j 6= 0

xj = 0 sinon

x(m) est convergente, de limite0, bornée par1.

En calculantTi(x(m)), on constate que la somme des|ci,j(x)| est bornée parM .
D’où le point• .

• Il reste à voir la réciproque, c’est à dire que l’on suppose les trois points réalisés,
et on cherche à montrer queT est régulière.

- On se donne(un) une suite convergente.

- La suite
∑
j ci,juj est évidemment convergente carci,juj = O(ci,j) avec

∑
j ci,j

absolument convergente. DoncTun est bien défini pour toutn.

- Il reste à montrer que pour toute suite(un) la suite de terme généralTun =∑∞
i=0 cn,juj converge vers la même limite que(un)

- dans le cas général, on se ramène facilement au cas d’une limite nulle0, en rem-
plaçantun de limite l parun − l (rappelons que par hypothèse

∑
j ci,j → 1 quand

i→∞).

- On se donne donc une suiteun de limite nulle.

- On se donneN tel que|un| < ε
M pourn ≥ N .

|Tui| =
N∑
j=0

ci,j .uj +
∞∑

j=N+1

ci,j .uj

- Le terme
∑N
j=0 ci,j .uj tend vers0 pouri tendant vers+∞, puisque par hypothèse

ci,j → 0 pour toutj quandi→ +∞.
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- Le terme
∑∞
j=N+1 ci,j .uj est borné parε, par définition deM etN .

- On a donc bien le résultat souhaité.ut

Corollaire 611 Ce résultat montre facilement que la moyenne de Césaro est
une transformation de Toeplitz régulière ;cn,m = 1/(n + 1) si m ≤ n et 0
sinon.
Si un, suite à valeurs complexes, converge versl, alorsTun = 1

n+1

∑n
i=0 ui

converge aussi versl.
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Chapitre 16

Développements limités -
comparaison de fonctions

16.1 Définitions de base

Définition 612 On se donnea un point d’un espace topologiqueX, et on note
V ′(A) l’ensemble des voisinages dea privés dea, etU ∈ V ′(A).
Etant données deux applicationsf etg, f deU dans un espace vectoriel normé
et g deU dansR, on dit quef estdominéepar g, notéf = O(g), si il existe
une constanteM telle que‖f‖ ≤M.|g| sur un certainV ∈ V ′(A).
Etant données deux applicationsf etg, f deU dans un espace vectoriel normé
etg deU dansR, on dit quef estnégligeabledevantg, notéf = o(g), si pour
tout ε il existeV ∈ V ′ tel que‖f‖ ≤ ε.|g| sur un certainV ∈ V ′(A).
Etant données deux applicationsf et g deU dansR, on dit quef estéquiva-
lenteà g et on notef ' g si f − g = o(g).

Ces notions sont locales ;o(f) est lié, implicitement, àa ; la notation, dépour-
vue de la mention dea, est légèrement abusive car dépendant du contexte.

La notation est doublement abusive ;f = o(g) signifie en fait quef appartient
à l’ensemble des fonctions négligeables devantg – il ne s’agit pas d’égalité mais d’ap-
partenance.
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Proposition 613 • f = o(1) si et seulement sif tend vers0 ena.

• f = O(1) si et seulement sif est bornée au voisinage dea.

• ' est une relation d’équivalence.

• f admet une limite non nulle ena et f ≡ g implique queg admet la même
limite ena.

• f = o(g) équivaut à l’existence deV dansV ′ et d’une fonctionε deV dans
R tendant vers0 ena telle que

∀x ∈ V ‖f(x)‖ ≤ ε(x).|g(x)|

• f ' g équivaut à l’existence deV dansV ′ et d’une fonctionε deV dansR
tendant vers0 ena telle que

∀x ∈ V f(x) = (1 + ε(x)).g(x)

• f ' g implique quef etg ont même signe au voisinage dea

• f ' 0 implique quef est nulle au voisinage dea ( et pas seulement que
f tend vers0 !)

• En +∞ x 7→ ln(xa) est négligeable devantx 7→ xb qui est négligeable
devantx 7→ ecx poura, b et c > 0.

Ces notations sont appelées notations de Landau.

Voir par exemple947.

Définition 614 On dit quef deR dansC admet undéveloppement limitéen
a ∈ R à l’ordre n s’il existe une fonction polynômeP deR dansC telle que
au voisinage dea f(x) = P (x) + o((x− a)n).

Bien que peu utilisé dans la pratique, il existe une autre définition, plus générale,
utilisant les polynômes à coefficients dans un espace vectoriel normé :

Définition 615 (Généralisation) On dit quef deR dans un espace vectoriel
norméE admet undéveloppement limité ena ∈ R à l’ordre n s’il existe un
polynômeP à coefficients dansE telle que au voisinage dea f(x) = P (x) +
o((x− a)n).

Je n’étudierai pas ce cas, pour lequel on se réfèrera au livre [3].
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On définit parfois la notion de développement limité au sens fort :

Définition 616 On dit quef deR dans un espace vectoriel norméE admet
un développement limité au sens forten a ∈ R à l’ordre n s’il existe un
polynômeP à coefficients dansE telle que au voisinage dea f(x) = P (x) +
O((x− a)n+1).

Proposition 617 • S’il existe un polynômeP à coefficients dansE telle que
au voisinage dea, f(x) = P (x) + O((x − a)n+1), on peut toujours imposer
queP soit de degré≤ n. En effet il suffit de prendre le reste dans la division
euclidienne deP par (x − a)n+1 ; le quotient multiplié par(x − a)n sera
un négligeable devant(x − a)n+1. Ceci a pour conséquence l’unicité du
développement limité.

• Sif est continue ena, alors elle admet un développement limité ena d’ordre
0.

• Si f est dérivable ena, alors elle admet un développement limité ena
d’ordre 1.

• Si f admet un développement limité à l’ordre0 ena, alors elle est continue
ena ou admet un prolongement par continuité ena.

• Sif admet un développement limité à l’ordre1 ena, alors elle est dérivable
ena ou est prolongeable en une fonction dérivable ena.

• si f estn fois dérivable ena, alors elle admet un développement limité ena
d’ordre n (voir le théorème583).

Il n’y a pas de réciproque au dernier• ! Une fonction peut admettre un déve-
loppement limité d’ordren sans être dérivable plus d’une fois ! On donnera un exemple
dans la partie16.2
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16.2 Opérations sur les équivalents et les développe-
ments limités

Proposition 618 On supposef , g, h etk > 0 au voisinage dea ; x est un réel.

• f ' g eth ' k⇒ fh ' gk

• f ' g⇒ fx ' gx

Par contre on n’a PAS la possibilité d’additionner des équivalents, même posi-
tifs.

Exemples : (fonction admettant un développement limité à l’ordre2 sans être2
fois dérivable :

Considérons la fonctionf :

t 7→ t3.sin(1/t)

prolongée par continuité en0 (f(0) = 0).
On considère son développement limité en0.
Il est clair quef(t) = O(t3) carsin est bornée.
Pourtant, en faisant le calcul, on constatera quef n’est pas deux fois dérivable en0.

Proposition 619 (Unicité du développement limité )Sif admet un dévelop-
pement limité ena à l’ordre n, ce développement limité est unique.

Démonstration : Ecrire la différence entre deux polynômes de degrén comme un
o((x− a)n) ; puis considérer le premier coefficient sur lequel ils diffèrent.ut

NB : On peut définir les développements limités sur des intervalles deR ; dans ce
cas on note que le développement limité ena ou enb pour un développement limité sur
]a, b[ est unique.

Proposition 620 (Troncature des développements limités )Si f(t) =
P (t) + o((t− a)n) alors a fortiori f(t) = P (t) + o((t− a)p) pourp < n.

Proposition 621 Si f(t) = P (t)(t − a)k + o((t − a)n) aveck < n alors
g définie parg(t) = f(t)/(t − a)k est prolongeable par continuité ena et
g(t) = P (t) + o((t− a)n−k).
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Proposition 622 (Intégration d’un développement limité) Supposonsf dé-
rivable au voisinage dea, et

f ′(t) = a0 + a1(t− a) + a2(t− a)2 + ...+ an(t− a)n + o((t− a)n)

Alors
f(t) =

f(a)+a0(t−a)+
a1

2
(t−a)2+

a2

3
(t−a)3+...+

an
n+ 1

(t−a)n+1+o((t−a)n+1)

Démonstration : On suppose donc

f(t) = P (t) + ε(t)(t− a)n

On se ramène par translation àa = 0 et on écrit

f(t) = f(0) +
∫ t

0

P (u)du+
∫ t

0

ε(u)du

∣∣∣∣f(t)− f(0)−
∫ t

0

P (u)du
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ t

0

ε(u)du
∣∣∣∣

≤ supu∈[0,t]|ε(u)|
∫ t

0

|un|.du

D’où le résultat.ut

On a un résultat similaire avec des développements limités au sens fort.

Proposition 623 (Intégration d’un développement limité au sens fort)
Supposonsf dérivable au voisinage dea, et

f ′(t) = a0 + a1(t− a) + a2(t− a)2 + ...+ an(t− a)n +O((t− a)n+1)

Alors
f(t) =

f(t0)+a0(t−a)+
a1

2
(t−a)2+

a2

3
(t−a)3+...+

an
n+ 1

(t−a)n+1+O((t−a)n+2)

Démonstration : Tout à fait similaire à la preuve précédente.ut

On NE PEUT PAS, dans le cas général, dériver terme à terme un développe-
ment limité ! Toutefois, c’est possible pour une fonction de classeC∞ par exemple.
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Par simplicité, on va maintenant supposer quea = 0. On en déduit bien évidem-
ment le cas général.

Définition 624 On définit la relation suivante sur l’ensemble des fonctions
continues en0 :

f ≡n g si f − g = o(xn)

On dit quef esttangenteà g à l’ordre n.

Proposition 625 • Tout d’abord une évidence :

f ≡n g

si et seulement si
lim
t→0

t−n(f(t)− g(t)) = 0

• f ≡n g eth ≡n k impliquentf + h ≡n g + k
• f ≡n g eth ≡n k impliquentf.h ≡n g.k
• f ≡n g etf(0) 6= 0 implique1/f ≡n 1/g
• f ≡n g etP polynôme impliqueP ◦ f ≡n P ◦ g
• f ≡n g eth(x) = O(xp) impliquentf ◦ h ≡np g ◦ h

Démonstration : Seuls les trois derniers points méritent notre attention, les autres
étant clairs.

• Supposons doncf ≡n g etf(0) 6= 0.

x−n(1/f(x)− 1/g(x)) =
g(x)− f(x)
xnf(x)g(x)

Or f et g ont une limite non nulle en0. Donc g(x)−f(x)
xnf(x)g(x) tend vers0 en0 ; d’où le

résultat.

• Il est suffisant de le montrer avecP un monôme ; et ce résultat découle de

fp(x)− gp(x) = (f(x)− g(x))
p−1∑
k=0

f(x)kg(x)p−1−k

(le terme en
∑

étant borné)

• On procède comme suit :

- Ecrivonsf(x)− g(x) = ε(x)xn, avecε(x)→ 0 quandx→ 0

- Ecrivonsh(x) = M(x)xp, avecM bornée au voisinage de0

- Alors f ◦ h(x)− g ◦ h(x) = ε(M(x)xp)M(x)nxnp
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Le résultat est alors acquis ; on note l’efficacité de la méthode consistant à écrire
explicitement leso(.) avec desε(.) et desM(.). ut

Ces résultats vont permettre de combiner des développements limités de la manière
expliquée ci-dessous.

Proposition 626 (Somme, produit, quotient, composé)Soientf etg admet-
tant des développements limités en0 à l’ordre n.
Alors f + g et fg admettent des développements limités en0 à l’ordre n, et
f/g aussi sig(0) 6= 0.

• Le développement limité def + g est la somme des développements limités
def etg.

• Le développement limité defg est le produit des développements limités de
f etg (on peut tronquer les termes d’ordre> n).

• Le développement limité du composég ◦ f , si f(0) = 0, si f ≡n P et si
g ≡n Q, estQ ◦ P , valable à l’ordren (on peut tronquer les termes d’ordre
supérieur àn).

• Le développement limité def/g est égal au développement limité du quotient
des développements limités def etg.

Démonstration : • Le cas de l’addition, du produit découlent immédiatement des
résultats précédents.

• En reprenant les notations de l’énoncé, on écrit

g ◦ f(x) = Q(f(x)) + ε(f(x))f(x)n

On sait ensuite queQ(f(x)) est équivalent àQ(P (x)) à l’ordren (résultat de la pro-
position précédente). Et on sait quef(x)n est équivalent àQ(x)n à l’ordren, toujours
par la proposition précédente. D’où le résultat.

• Pour le quotient, il suffit, en vertu du résultat sur le produit, d’étudier le dévelop-
pement limité de l’inverse d’une fonctiong donnée.

Or siP est le développement limité deg à l’ordren, alors1/g ≡n 1/P (résultat
prouvé un peu plus haut).

Il suffit donc de calculer le développement limité de l’inverse. D’où le résultat (on
verra un peu plus loin comment déterminer le développement limité en question).ut

Proposition 627 Les résultats précédents restent vrais si l’on travaille avec
des développements limités au sens fort.

Démonstration : Les preuves sont les mêmes à peu de choses près.ut
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Dans la pratique du calcul des développements limités , bien penser à ne PAS
calculer les termes de degré trop élevés, qui devront de toute façon être oubliés.

Proposition 628 Le développement limité du quotient deP par Q est donné
par la division suivant les puissances croissantes (voir théorème943).
C’est-à-dire :

AvecQ(0) 6= 0, P/Q est équivalent en0 à T , avec

P = TQ+Xn+1R

Démonstration : Le résultat découle immédiatement de la formuleP = TQ +
Xn+1R, en calculantX−n−1.(P/Q− T ).ut

16.3 Développements asymptotiques

La plupart des résultats de cette partie étant relativement faciles à établir à partir des
résultats précédents ou par des méthodes similaires, les théorèmes seront généralement
énoncés sans preuve.

Les développements limités sont limités au cas de fonctions admettant une limite
ena ; on aimerait pouvoir manier des fonctions tendant vers l’infini, en les approchant
par des fractions rationnelles au lieu de les approcher par des polynômes, par exemple.

Pour cela on étend les notationso,O et' à des fonctions non nécéssairement défi-
nies continues ena, eta peut désormais être+∞ ou−∞.

On dira quef = O(g), si f est inférieure en module àCg pourC une certaine
constante et sur un certain voisinage dea.

On dira quef = o(g) si pour toutε positif, f est inférieure en module àε.g sur un
certain voisinageVε (dépendant deε bien sûr) dea.

On dira quef ' g si f − g = o(f).

De nombreuses propriétés restent valables ou s’étendent :

• f ' g eth ' k impliquentfh ' gk

• f ' g et1/f non nul au voisinage impliquent1/f ' 1/g

• si h(b) = a et sih est continue enb, alorsf ' g impliquef ◦ h ' g ◦ h.
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Définition 629 On appelleéchelle de comparaison au voisinage deaa une
famille d’applications définies au voisinage dea, non équivalentes à0, et tota-
lement ordonné par. = o(.).

aQui peut être fini ou non !

Exemples : • Les monômesxk pourk ∈ Z constituent une échelle de comparai-
son au voisinage de l’infini.

• Les monômesxk pourk ∈ Z constituent une échelle de comparaison au voisinage
de zéro.

Mais on peut faire plus fin :

• Les monômesxr pour r ∈ R constituent une échelle de comparaison au voisi-
nage de l’infini.

• Les monômesxr pourk ∈ R constituent une échelle de comparaison au voisi-
nage de zéro.

• Lesx 7→ xαln(x)β constituent une échelle de comparaison (ordonnée par l’ordre
lexicographique sur(α, β)) au voisinage de+∞

• Les x 7→ xαln(xβ) ne constituent PAS une échelle de comparaison, car par
exempleln(x2) (= 2ln(x) !) et ln(x) ne sont pas ordonnée pour. = o(.) !

• Lesx 7→ xαexP (x) pourP ∈ R[X] constituent une échelle de comparaison, or-
donnée par l’ordre lexicographique sur les coefficients deP par ordre décroissant puis
le coefficientα (attention, il s’agit d’un ordre lexicographique sur des suites pouvant
avoir un nombre de termes arbitrairement grand...) au voisinage de+∞.

• Avec lnn(x) = ln ◦ ln ◦ ln ◦ ... ◦ ln︸ ︷︷ ︸
n fois

(x), lesx 7→ xαΠn
i=1ln

βi
i (x)1 forment une

échelle de comparaison au voisinage de+∞.

• Toujours au voisinage de+∞, la famille desπni=1ln
βi
i (x)xαπpj=1e

λjxµj forme
aussi une échelle de comparaison. L’exponentielle l’emporte sur les puissances qui
l’emportent sur les logarithmes.

1pourα dansR, n dansN et lesβi dansR
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Définition 630 On se donnef une application d’une partieX deR dansR,
et a appartenant à l’adhérence deX dansR, et on se donneE une échelle de
comparaison au voisinage dea.

On dit quef admet un développement asymptotique pour l’échelleE à la pré-
cisionφ avecφ un élément deE s’il existe une famille de réels presque tous
nulsa (λψ)ψ∈E tels que

f(x) =
∑
ψ∈E

λψψ(x) + o(φ)

aC’est à dire que seul un nombre fini de ces réels sont non nuls.

16.4 Zoologie des comparaisons de séries, de fonctions

16.4.1 Equivalent de la suite des sommes partiellesUn =
∑n

k=0 uk

Citons un résultat facile :

Théorème 631Etant donnée une suite réelle(un)n∈N, on définit la suite
des sommes partielles associéeUn =

∑n
k=0 uk ; lorsque(Un) est une suite

convergente, on définit aussi la sommeU = limn→∞ Un, et le resteRn =∑∞
k=n+1 uk = U − Un. On définit de même, avec(vn) une suite réelle, la

sérieVn =
∑n
k=0 vk, et siVn → V ,R′n = V − Vn. Alors :

Hypothèses Conclusions
un > 0 pourn ≥ n0 Vn converge

un ' vn Rn ' R′n
Un converge
vn > 0, un > 0
vn = o(un) Un diverge
Vn diverge Un ' Vn
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16.4.2 Equivalent deF (x) =
∫ x
a
f(t)dt

Théorème 632On se donne désormais deux fonctionsf et g définies sur
]a,+∞[ intégrables sur]a, x[ pour toutx > a.

ON SUPPOSE QUEf EST POSITIVE sur]b,∞[ avecb ≥ a

On définitF (x) =
∫ x
a
f(t)dt et G(x) =

∫ x
a
g(t)dt. Si F a une limite en

+∞ on définitRf (x) =
∫∞
x
f(t)dt, et siG a une limite en+∞ on définit

Rg(x) =
∫∞
x
f(t)dt.

Alors on a les résultats suivant au voisinage de+∞ :



∫ x
a
f(t)dt = +∞

 g = o(f)⇒ G = o(F )
g = O(f)⇒ G = O(F )

g ' f ⇒ F ' G

∫ x
a
f(t)dt < +∞



g = o(f)⇒
{ ∫∞

a
g(t)dt < +∞
Rg = o(Rf )

g = O(f)⇒
{ ∫∞

a
g(t)dt < +∞

Rg = O(Rf )

g ' f ⇒


∫∞
a
g(t)dt < +∞
Rg =' Rf )

g ≥ 0 sur ]c,∞[ avecc ≥ a

Démonstration : Certaines preuves se trouvent un peu plus haut ; les autres sont
faciles.ut

16.4.3 Comparaison séries-intégrales, casf
′

f
convergent

Théorème 633On se donne une fonctionf strictement positiveet de classe
C1 au voisinage de+∞.
On considère d’une part la série

∑
f(n), et d’autre part l’intégrale

∫∞
a
f .

On définitSn =
∑n
i=0 f(i), F (x) =

∫ x
a
f(t)dt (aveca suffisamment grand).

SoitK(r) = r
1−e−r , prolongé par continuité en0 parK(0) = 1.

Si la somme converge, on définitRn =
∑∞
i=n+1 f(i).

Si l’intégrale converge, on définitRf (x) =
∫∞
x
f(t)dt (pourx assez grand).

On supposef
′

f = r + o(1) alors
l’intégrale converge⇐⇒ la série converge, on a alorsRn ' K(r)F (n).
l’intégrale diverge⇐⇒ la série diverge, on a alorsSn ' K(r)F (n).

Voir le théorème593pour plus d’informations sur le casa = 0.
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Démonstration : On définitg(t) = e−rtf(t).
Alors on ag

′

g = o(1).

Donc on peut trouver un certainη tel que sur]η,∞[ | g
′

g | ≤ ε. Donc pourx appar-
tenant à[n− 1, n] et pourx > η,

|ln(
g(x)
g(n)

)| ≤ ε

et donc
g(x)
g(n)

≤ eε et
g(n)
g(x)

≤ eε

(e−ε − 1) f(n) ≤ f(x)− f(n) ≤ (eε − 1) f(n)

Alors ∫ n

n−1

f(t)dt =
∫ n

n−1

ert(f(t)− f(n))dt+
∫ n

n−1

ertf(n)dt

Si r = 0 l’intégrale tout à droite est simplementf(n), et le résultat en découle ; si
r 6= 0, on réécrit cette expression sous la forme∣∣∣∣∫ n

n−1

f(t)dt−K(r)f(n)
∣∣∣∣ ≤ ern(eε − 1)g(n) = (eε − 1)f(n)

Et on a le résultat souhaité.ut

16.5 Zoologie des développements limités

C’est en développant qu’on devient un bon développeur... On trouve la liste des
résultats classiques dans le formulaire38.

Le développement asymptotique dex
1
x est :

x
1
x

= exp

(
ln(x)
x

)

= 1 +
ln(x)
x

+
1
2

(
ln(x)
x

)2

+O

((
ln(x)
x

)3
)

= 1 +
ln(x)
x

+
1
2

(
ln(x)
x

)2

+ o

(
1
x2

)
On trouvera de nombreux exemples (méthode de Laplace, méthode du col...) dans

le livre "Calcul infinitésimal", de Dieudonné.
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Chapitre 17

Interversions

La hantise classique du mathématicien est de justifier les permutations entre sommes,
intégrales, limites, dérivation. L’objectif de cette partie est de fournir tous les outils
pour affronter cette tâche...

17.1 Interversion de limites et de dérivation

Pour cela, on consultera la partie11.2.2.

17.2 Interversion de limites et de limites

Il s’agit bien sûr d’intervertir une limite au sens d’un espace de fonctions avec une
limite au sens de l’espace sur lequel sont définies ces fonctions... Formellement ça
donne ça :

Théorème 634SoitX un espace topologique,A une partie deX, a un point
de l’adhérence deA.

Soit (E, d) un espace métrique, et enfin soitfn une suite d’applications deA
dansE, etf une application deA deE.

Supposons que :

• limx→afn(x) = en

• fn converge uniformémentversf surA

• E est COMPLET

Alors il existe un certaine limite deen et limx→af(x) = e
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Démonstration :

• On considèrẽfn la fonction égale àfn surA et prolongée par continuité ena en
posantf̃n(a) = en ; f̃n est donc continue ena.

• On se donneε > 0.

• La convergence desfn étant uniforme, on peut trouverN tel que

n,m > N ⇒ ∀x, d(fn(x), fm(x)) < ε

• On passe à la limite pourx→ a et on obtient

n,m > N ⇒ d(en, em) ≤ ε

(ceci implique que la suite(en) est de Cauchy, donc par complétude deE qu’elle
a une certaine limitee)

• La convergence dẽfn est donc uniforme (par le critère de Cauchy pour la norme
uniforme) (voir242)

• Les f̃n étant continues ena, leur limite (uniforme) est donc continue ena (voir
proposition468) ; d’où le résultat.ut

Corollaire 635 Soit fn des fonctions continues admettant une limiteen en
a ∈ A, à valeurs dansE espace de Banach, telles que la série desfn converge
normalement (pour la norme infinie‖.‖∞) versf .

Alors la série de terme généralen converge vers un certaine, etf tend verse
ena.

Démonstration : C’est exactement la même propriété, dans le cas des séries...ut

17.3 Interversion d’une limite et d’une intégrale

Définition 636 (Application réglée) Une application deR dans un espace to-
pologique est diterégléesi et seulement si elle admet une limite à droite et une
limite à gauche en tout point.

On ne demande pas du tout que la limite à droite soit égale à la limite à gauche,
ni qu’aucune de ces deux limites soit égale à la valeur de l’application en ce point.

Les applications réglées ont été définies en parties15.3(sur l’intégrale de
Riemann) comme les éléments de l’adhérence de l’ensemble des fonction en escalier
(adhérence pour la norme‖.‖∞). Ces deux définitions sont équivalentes pour peu que
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X soit métrique.

Théorème 637On se donneE un espace de Banach , etfn une suite d’appli-
cations réglées du segment[a, b] deR dansE convergeant uniformément vers
f .
Alorsf est réglée et

∫
[a,b]

f = lim
∫

[a,b]
fn.

Démonstration : Le fait quef soit réglée est un corollaire immédiat du théorème
634(interversion des limites de suites et de fonctions sous certaines hypothèses).

Pour conclure il suffit d’observer que|
∫

[a,b]
f −

∫
[a,b]

fn| ≤
∫

[a,b]
|f − fn| ≤

(b− a)‖f − fn‖∞.ut

Corollaire 638 Si
∑
fn converge normalement (pour la norme‖.‖∞), de

[a, b] segment deR dans un espace de BanachE, et si lesfn sont réglées,
alors la somme desfn est une fonctionf réglée, d’intégrale la somme des
intégrales desfn.

Démonstration : C’est exactement la même propriété, dans le cas des séries.ut
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Chapitre 18

Séries entières

18.1 Définitions

Définition 639 On appellesérie entièreune série de fonctions de terme gé-
néral z 7→ (an).zn, avec la suite(an) une suite de nombres complexes. On la
note

∑
n an.z

n.
La suite(an)n∈N est appeléesuite des coefficients de la série entière.
On appelledomaine de convergenced’une série entière l’ensemble desz tels
que la somme

∑
an.z

n est bien définie.

18.2 L’indispensable : le lemme d’Abel

Le lemme d’Abel doit être présent en mémoire en toute circonstance et doit pou-
voir être exhibé sans la moindre hésitation si un jour quelqu’un vous aborde, pointe un
révolver sur vous et vous dit "Le lemme d’Abel ou la vie !".

Lemme 640 (Lemme d’Abel) Soit z un nombre complexe tel que la suite
an.z

n soit bornée. Alors pour toutz′ tel que |z′| ≤ |z|, la série
∑
an.z

′n

est absolument convergente.

Démonstration : |an.z′n| = |an.zn|.|z′/z|n ≤M( |z
′|
|z| )

n, et |z
′|
|z| < 1... Le résultat

en découle.ut

Maintenant que me voilà rassuré quant à votre avenir au cas où vous fassiez agres-
ser par un mathématicien amateur désireux (à juste titre) d’apprendre ce résultat fon-
damental, le lemme d’Abel permet d’introduire une notion fondamentale en matière de
séries entières : le rayon de convergence.
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Définition 641 Le rayon de convergencede la série entière
∑
an.z

n est le
sup des réelsr > 0 tel quean.zn soit bornée. Le rayon de convergence peut
éventuellement être infini.

Théorème 642 (conséquence du lemme d’Abel)Si la série
∑
an.z

n est de
rayon de convergenceR, alors :

• pour toutz de module< R la série de terme général
∑
an.z

n est absolu-
ment convergente.

• pour toutz de module> R la série de terme général
∑
an.z

n diverge, et en
fait la suitean.zn n’est pas même bornée.

Démonstration : Il suffit de regarder le lemme d’Abel dans le blanc des yeux.ut

Le disque ouvert de centre0 et de rayonR s’appelle ledisque de convergence.
LorsqueR = +∞, on appelleC tout entier ledisque de convergence.

Le théorème que l’on vient de voir permet donc de classer les nombres complexes
en deux catégories, l’une où la somme est convergente, avec plein de belles propriétés
que l’on va voir, et un ensemble où il n’y a pas convergente ; toutefois, il reste une zone
limite, sur laquelle nous n’avons pas de résultat, et sur laquelle nous en auront bien
peu ; le cercle de rayon le rayon de convergence, lorsque celui-ci est fini.

18.3 A l’intérieur du disque de convergence

Ah, joie du matheux : on va avoir des choses faciles et élégantes à dire.

Théorème 643 (Fondamental)Si
∑
an.z

n a pour rayon de convergenceR,
la série de terme général

∑
an.z

n converge normalement, donc uniformément,
sur tout compactcontenu dans le disque de centre0 et de rayonR.

Démonstration : SoitK un tel compact, qu’on va supposer non vide. AlorsK est
nécéssairement inclus dans un disque fermé de rayonr inférieur àR (en cas contraire
considérer une suitexn dansK tels queR − |xn| < 1/n, et considérer sa limite, qui
doit appartenir àK - tout compact étant fermé).

|an.zn| est donc majoré paran.rn, lequel est absolument convergent. D’où la
convergence normale.ut
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Ce théorème va nous permettre de déduire pas mal de petites choses fondamen-
tales :

• La somme d’une série entière est continue sur le disque ouvert de convergence
(preuve facile : la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue, donc
pour prouver la continuité enx on considère un compact contenantx et inclus dans le
disque de convergence ; il y a convergence normale, donc uniforme, sur ce compact)

Même s’il y a convergence sur un disque FERMÉ on ne peut pas en déduire
que la somme est continue sur le disque FERMÉ !

• la sommef de la série entière
∑
an.z

n admet pour développement limité à
l’ordre n en 0 f(z) =

∑n
k=0 a

k.zk + o(zn) (en fait, plus précisément,O(zn+1))
(preuve en écrivantf(z) −

∑n
k=0 a

k.zk, et en factorisant parzn+1 ; le quotient est
une série entière convergente, donc continue en0).

• la sommef de la série entière
∑
an.z

n peut s’approximer uniformément par une
suite de polynôme sur le disque fermé de centre0 et de rayonr pour toutr STRIC-

TEMENT inférieur au rayon de convergence. ATTENTION il ne s’agit pas d’un
corollaire du théorème de Weierstrass d’approximation de fonctions continues unifor-
mément par des polynômes car ici les fonctions vont deC dansC ! (la preuve est en
fait claire par les résultats précédents ; un disque fermé est compact, donc on applique
le dernier théorème).

On a un résultat parfois utile à souligner aussi :

Théorème 644Soitf la somme d’une série entière de rayon de convergence
R. Alorsf admet un prolongement continu sur le disque FERMÉ de rayonR
si et seulement sif est limite uniforme de polynômes sur le disque ouvert.

Démonstration : Il est clair que sif est limite uniforme d’une suite de polynômes
sur le disque ouvert, alors

Réciproquement, supposonsf prolongée par continuité sur le disque fermé.

• Soit ε > 0.

• f est uniformément continue sur ce disque, par le théorème198.

• On peut donc déterminerα > 0 tel que|z − z′| ≤ R.α⇒ |f(z)− f(z′)| ≤ ε.

• On peut développer en série entièrez 7→ f( z
1+α ) sur le disque ouvert de rayon

R.(1 + α). On peut donc approximer cette fonction sur le disque fermé de rayonR.

• Soit donc un polynômeP tel que|P (z) − f( z
1+α )| ≤ ε pour toutz de module

≤ R.
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• On constate alors quez et z/(1 + α) sont à une distance≤ R.α ; donc par défi-
nition deα trois lignes plus haut, on peut écrire que|f(z)− f( z

1+α )| ≤ ε.

• On a donc bien approximéf parP à2ε près sur le disque fermé.ut

Bien noter que l’on a écrit quef était limite uniforme d’une suite de poly-
nômes, mais pas que cette suite de polynômes était la série

∑n
k=0 an.z

n ! Il se peut
que ce ne soit pas le cas...

18.4 A la limite du disque de convergence

On va juste présenter quelques cas, pour montrer que tout est possible ; soit conver-
gence sur tout le cercle limite, soit divergence sur tout le cercle limite, soit tantôt
convergence tantôt divergence...

•
∑
zn/n a clairement pour rayon de convergence1. En1, il est clair que la série

diverge. Pourz de module1 et différent de1, alors la somme deszk entre0 et n est
bornée (ça fait1−z

n+1

1−z ).

•
∑
zn a clairement pour rayon de convergence1. Et il est non moins clair que sur

tout le cercle de rayon1 la somme diverge.

•
∑
zn/n2 a toujours aussi clairement un rayon de convergence1, et il est non

moins clair que sur tout le cercle de rayon1 la somme converge.

18.5 Comment déterminer un rayon de convergence ?

18.5.1 Formule d’Hadamard

Théorème 645 (Formule d’Hadamard) On se donne
∑
an.z

n une série en-
tière. SoitL = limsup|an|1/n, alors R = 1/L (avec 1/0 = +∞ et
1/+∞ = 0).

Démonstration :
• Cas0 < L < +∞ : soitR = 1/L, montrons queR est rayon de convergence.

- si |z| < R, an.zn = O((L.|z|)n), orL.|z| est plus petit que1 ; donc notre série
est unO() d’une série absolument convergente, donc elle converge absolument.

- si |z| > R, an.zn ne tend pas vers0, car sonlimsup ne tend pas vers0.
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• Les autres cas se déduisent facilement de celui-ci...ut

Théorème 646 (Règle de D’Alembert)On se donne
∑
an.z

n une série en-
tière. On suppose que lesan sont non nuls, au moins à partir d’un certain
rang, et on suppose quean+1/an tend versL. AlorsR = 1/L.

Démonstration :
Ce théorème est une conséquence immédiate du critère de D’Alembert572dans le

détermination de la convergence de séries.ut

18.6 Dérivation des séries entières

Définition 647 On se donne
∑
n≥0 an.z

n une série entière ; on appellesérie

dérivée d’ordre p la série
∑
n≥0

(n+p)!
n! an+p.z

n.

On appellesérie dérivée(tout court !) d’une série entière la série dérivée
d’ordre 1.

Théorème 648La série dérivée
∑
n≥0

(n+p)!
n! an+p.z

n de la série
∑
an.z

n

une série entière de rayon de convergenceR a le même rayon de convergence
R.

Démonstration :
•On procède par récurrence, la série dérivée d’ordrep étant la dérivée d’ordre1 de

la dérivée d’ordrep− 1 ; il suffit de montrer le résultat pourp = 1.

• On suppose doncp = 1.

• La série dérivée est donc une série de terme général(n/z).an.zn. Donc en va-
leur absolue pourn ≥ z, le terme général est supérieur en module à celui de la série∑
an.zn. Donc le rayon de convergence est inférieur ou égal àR.

• Montrons maintenant qu’il est supérieur ou égal àR. On se donnez de module
< R, et un réelr < R tel que|z| < r < R.

• (n+ 1).|an+1|.|z|n ≤ (( |z|r )n+1.(n+ 1)/z).|an+1|.|r|n+1

• Le terme ci-dessus est plus petit que|an+1|.|r|n+1 pourn assez grand.ut

Un corollaire immédiat :
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Corollaire 649 Si f est une somme de série entière, alorsf (n)(0) est égal à
n!.an avecf =

∑
an.zn.

18.7 Produit de séries entières

Définition 650 Etant donnée deux séries entières
∑
n≥0 anz

n et
∑
n≥0 bnz

n,
on définit lasérie entière produitpar

∑
n≥0 cnz

n, aveccn =
∑n
k=0 akbn−k,

et laséries entière sommepar
∑
n≥0 dnz

n avecdn = an + bn.

Il est bien évident que le rayon de convergence de la série entière somme de deux
séries entières est au moins lemin R des deux rayons de convergence, et que la fonc-
tion somme est dans le disqueD(0, R) la somme des deux fonctions sommes des deux
autres séries.

En appliquant les résultats de la partie15.12.6on montre facilement que deux séries
entières

∑
anz

n et
∑
bnzn de rayon de convergence≥ R on un produit convergeant

sur le disqueD(0, R) (R toujours lemin des deux rayons de convergence) et que la
série produit surD(0, R) a une somme égale au produit des deux fonctions sommes
obtenues pour les deux séries entières.

18.8 Développement en série entière

Définition 651 (Développement en série entière)On supposeK = R ou
K = C.

Une applicationf d’un ouvertU deK dansK est ditedéveloppable en série
entière au voisinage dea ∈ U s’il existe

∑
an.zn de rayon de convergence

r > 0 telle queD(a, r) ⊂ U et∀z ∈ D(a, r) on aitf(z) =
∑
an.(z − a)n.

f est diteanalytiquesurV ⊂ U avecV un ouvert deK si elle est développable
en série entière au voisinage de chaque point deV .
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Théorème 652Soit
∑
an.z

n une série entière de rayon de convergenceR. La
sommef de cette série entière est analytique sur son disque ouvert de conver-
gence.
Le développement en série entière def ena est donné sur le disque centré sur
a et de rayonR− |a| par

f(z) =
∑
n

f (n)(a)
n!

(z − a)n

Démonstration :

f (p)(z) =
∑
n

(n+ p)!
n!

an+pz
n

et donc

|f (p)(z)| ≤
∑
n

(n+ p)!
n!

|an+p|zn

Pourz ≤ r < R, on peut donc écrire

∑
n

|f
(n)(z)

n!
|(r − |z|)n ≤

∑
n,p≥0

(n+ p)!
n!p!

|an+p|.|z|p(r − |z|)n

Montrons que la série de droite converge ; pour cela on limite la somme àn et p
inférieurs àN et on fera tendre ensuiteN vers+∞∑

0≤n,p≤N

Cnn+p|an+p|z|p(r − |z|)n

≤
∑
n

|an|(
n∑
p=0

Cpn|z|p(r − |z|)n−p)

≤
∑
n

|an|rn <∞

La série étant absolument convergente, on peut permuter les termes comme on le
souhaite, et donc ∑

n

fn(z)
n!

(z′ − z)n

=
∑
n,p≥0

Cpn+pan+pz
p(z′ − z)n

=
∑
n

an(
n∑
p=0

Cpnz
p(z′ − z)n)

=
∑
n

anz
n
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D’où le résultat.ut

Corollaire 653 L’ensemble des points d’analycité d’une application est ou-
vert.

Démonstration : Evident au vu du résultat ci-dessus.

18.9 Zoologie des séries entières

18.9.1 L’exponentielle complexe

Définition 654 On appelleexponentiellel’application qui à z ∈ C associe∑
n∈N

zn

n! . On la notex 7→ ex oux 7→ exp(x).

NB : Il est à noter que cette série entière est bien définie partout, par le critère de
D’Alembert. La convergence de la série est donc uniforme sur tout compact, etexp
est donc holomorphe et entière1. La dérivation terme à terme, légitimée par la conver-
gence uniforme des dérivées (voir théorème381), montre que la dérivée deexp estexp.

D’autres propriétés de l’exponentielle sont fondamentales ; on les trouvera dans le
formulaire, avec les schémas de preuve, en partie38.9.

1Une fonction entière est une fonction holomorphe sur tout le plan.
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18.10 Séries formelles et série génératrice

Définition 655 Etant donnéA un anneau, on noteA[[X]] et on appelleen-
semble des séries formelles surA l’ensemble des suites à valeurs dansA.
Une telle suite(an)n∈N sera notée∑

n∈N

anX
n

On dit parfois aussi que
∑
anX

n est lasérie génératriceassociée à la suite
(an)n∈N.
On munitA[[X]] d’une structure d’anneau en définissant un produit et une
somme par

(
∞∑
n=0

anX
n) + (

∞∑
n=0

bnX
n) = (

∞∑
n=0

(an + bn)Xn)

(
∞∑
n=0

anX
n)× (

∞∑
n=0

bnX
n) =

∞∑
n=0

n∑
k=0

(akbn−k)Xn

Etant donnéeV une variable aléatoire à valeurs dansN, on appelle aussisérie
génératriceassociée àV la série

∑
P (V = n)Xn.

On trouvera une application des séries génératrices aux probabilités dans la
partie36.12.9. Le livre [10] donne aussi une application aux nombres de Catalan (ie
c’est un dénombrement basé sur un produit de séries formelles). La proposition1296
est un autre exemple.
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Chapitre 19

Fonctions holomorphes

Un ouvrage de référence est [16], dont nous suivons ici la démarche.

19.1 Cadre

On va ici se préoccuper de fonction deΩ dansC, avecΩ un ouvert deC.

19.2 Généralités

Définition 656 Une fonction est ditedérivable au sens complexe ena ∈ Ω si
limx→a

f(x)−f(a)
x−a existe et est finie. On note alors cette limitef ′(a).

Une fonction est diteholomorphe surΩ si elle est dérivable au sens complexe
en tout point deΩ. On noteH(Ω) l’ensemble des fonctions holomorphes sur
Ω.
On noteraD(a, r) (resp.D′(a, r)) avecr > 0 l’ensemble desx deΩ tels que
|x− a| < r (resp.0 < |x− a| < r).
Un domaine est un ouvert connexe non vide.

On remarque immédiatement que :

- H(Ω) est un anneau pour l’addition et la multiplication usuelles.

- la composée de deux fonctions holomorphes est holomorphe.

- tout polynôme est holomorphe surC

- l’inverse d’une fonction holomorphe ne s’annulant pas est holomorphe

- l’exponentielle complexe est holomorphe surC
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- toute série entière est holomorphe ; sif(z) =
∑∞
n=0 cn.(z − a)n, alorsf ′(z) =∑∞

n=1 n.cn.(z − a)n−1

19.3 Vers le théorème de Cauchy

Proposition 657 Soitµ une mesure complexe sur un espace mesurableX, φ
une fonction complexe mesurable,Ω un ouvert du plan qui ne rencontre pas
φ(X). Alors avec

f(z) =
∫
X

dµ(t)
φ(t)− z

définie pourz ∈ Ω On af ∈ H(Ω).

Démonstration : • On développe en série entière1/(φ(t)− z) sur un disque suf-
fisamment petit pour être inclus dansΩ et pour que la convergence soit uniforme.

• On permute alors l’intégrale et la somme (merci la convergence uniforme), et on
obtient bien le résultat désiré.ut

Définition 658 On appellecourbe une application continue d’un intervalle
[a, b] deR dansC.

On appellecheminune application continueC1 par morceaux d’un intervalle
[a, b] deR dansC.

Une courbe ou un cheminγ est ditfermé si γ(a) = γ(b).

Etant donnéγ une courbe, on noteγ∗ l’image de[a, b] par γ.

Etant donnéγ un chemin etf une fonction continue surγ∗, on note
∫
γ
f(z).dz

l’intégrale
∫

[a,b]
f(t).γ′(t).dt, on appelle cette intégrale l’intégrale def le

long deγ.

Deux cheminsγ et γ′ sont dits équivalents, si pour toute fonctionf continue
sur γ∗ et γ′∗ l’intégrale def le long deγ est égale à l’intégrale def le long
deγ′.

La longueur d’un cheminγ est l’intégrale de la fonction constante égale à1
le long de cet arc.

On appelleindice dez pourz ∈ Ω par rapport àγ, avecΩ le complémentaire
deγ∗, le complexe

Indγ(z) =
1

2.i.Π

∫
γ

dt

t− z
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si φ est une bijectionC1 de [a, b] dans[c, d], si γ est un chemin d’inter-
valle de définition[a, b] et γ′ est un chemin d’intervalle de définition[c, d], alors si
γ = γ′ ◦φ alors l’intégrale le long deγ est la même que l’intégrale le long deγ′ ; c’est
à dire qu’un reparamétrageC1 transforme un chemin en un chemin équivalent.

Théorème 659 (Indice)L’indice dez par rapport àγ est entier, constant sur
chaque composante connexe deΩ (le complémentaire deγ∗), et nul sur la seule
composante connexe deΩ qui ne soit pas bornée.

Démonstration : • Pour voir qu’il y a une seule composante connexe non bornée,
c’est facile, il suffit de voir queγ∗ est inclus dans un disque ; le complémentaire de ce
disque est connexe et donc inclus dans une composante connexe.

• Pour voir que l’indice est un entier, on suppose l’arc défini sur[0, 1], on considère

la fonction qui àt associeexp(
∫ t

0
γ′(u)
γ(u)−z .du). En dérivant cette fonction, on obtient

qu’elle est proportionnelle àγ(t)− z.

• On déduit de ça que notre fonction prend la valeur1 en1, ce qui est pile poil ce
qu’il nous fallait pour que notre fonction soit un multiple de2iΠ.

• L’indice est constant sur chaque composante connexe, puisqu’il est continu et que
chaque composante connexe a donc une image connexe.

• | 1
2iΠ

∫ 1

0
γ′(s).ds
γ(s)−z | ≤ |

M
2Π

∫ 1

0
γ′(s).ds|, avecM un majorant de| 1

γ(s)−z |. M ten-
dant vers0 pourz tendant vers l’infini, l’indice est de module inférieur à1 pourz assez
grand, et donc il est nul sur la composante connexe non bornée.ut

Quelques remarques :

- On montre facilement que l’indice d’un pointz par rapport au chemin[0, 1]→ C,
t 7→ e2iΠ.t, est1 si |z| < 1 et0 sinon.

- On montre facilement que l’intégrale de la dérivée d’une fonction holomorphe le
long d’une chemin fermé est nulle. Par suite, l’intégrale d’un polynôme le long d’un
chemin fermé est nulle.
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Lemme 660 (Théorème de Cauchy dans le cas d’un triangle dans un convexe)
Soit un triangle de sommetsa, b et c. L’intégrale le long de ce triangle est
en fait l’intégrale suivant[a, b], plus l’intégrale suivant[b, c], plus l’intégrale
suivant[c, a].

On supposeΩ convexe.

Alors soitf une fonction continue surΩ, et holomorphe surΩ \ {p}, avec
p ∈ Ω.

Alors l’intégrale def le long du triangle est nulle.

(On montrerait facilement le même résultat pour un carré où n’importe quel
autre polygone, en le triangulant)

Démonstration :
Il faut distinguer trois cas

• p n’est sur aucun des trois côtés du triangle. Alors on coupe le triangle en quatre
plus petits triangles, comme sur la figure19.1(schéma de gauche), et on constate que
l’intégrale sur au moins l’un des triangles doit être de valeur absolue le quart de la va-
leur absolue de l’intégrale le long du gros triangle ; or la longueur du petit triangle est
la moitié de la longueur du gros. On construit ainsi par récurrence une suite de triangles
Dn de longueurL.2−n. On considère le pointx, intersection des triangles.

Soit ε un réel> 0. f est dérivable enx. Il existe donc un triangleDn tel que pourz
dansDn, f(z)−f(x)−f ′(x).(z−x) est de module inférieur àε.|z−x|. Or l’intégrale
d’une fonction polynôme sur un chemin fermé est nulle, puisqu’un polynôme est la
dérivée d’un autre polynôme.

On obtient ainsi que l’intégrale le long du petit triangle est majorée parε.(2−n.L)2 ;
et puisque l’intégrale sur le grand triangle initial est majorée par4n fois le module de
l’intégrale sur le triangleDn, on en déduit que cette intégrale est nulle.

• On suppose maintenant quep soit égal àa (b ou c se traitent bien sûr de même).
Alors on placex ety comme sur la figure19.1(schéma de droite) ; l’intégrale def sur
les trianglesxyb etybc est nulle ; et celle suraxy peut être rendue aussi petite qu’on le
souhaite, puisqu’il suffit de faire tendrex ety versa (rappelons quef est continue, sur
un compact, donc bornée).

• Supposons maintenant quep soit un point de]a, b[ ; il suffit alors de raisonner sur
abp, bcp et cap pour conclure.ut

Ceux qui ont un peu d’avance auront constaté que l’hypothèse implique en fait
quef soit holomorphe sur toutΩ ; mais nous avons besoin de notre lemme avec ces
hypothèses-ci afin d’arriver à prouver les résultats qui impliqueront ces résultats.
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FIG. 19.1 – Découpage en petits triangles ; on utilise les milieux des côtés.

On passe maintenant à une version un peu plus forte :

Théorème 661 (Théorème de Cauchy dans un ensemble convexe)On sup-
poseΩ ouvert et convexe,p dansΩ, f continue surΩ etf ∈ H(Ω \ {p}.
Alors l’intégrale def le long deγ est nulle pour tout cheminγ fermé tel que
γ∗ ⊂ Ω.

Démonstration : On fixe un pointa deΩ, et on définitF (z) pourz dansOmega
comme l’intégrale sur[a, z] def .

On raisonne alors sur des trianglesa, z, x pour considérer la limite deF (z)−F (x)
z−x

pourx tendant versz. On montre facilement que cette limite estf , et donc quef est
une dérivée et est continue, et donc le résultat est clair.ut

Théorème 662 (Formule de Cauchy dans un ensemble convexe)On se
donneγ un chemin fermé dans un ouvert convexeΩ, et f holomorphe surΩ.
Siz ∈ Ω etz 6∈ γ∗ alors

f(z).Indγ(z) =
1

2iΠ

∫
γ

f(u)
u− z

.du

Démonstration :
On se donnez vérifiant les hypothèses. On définit alorsg parg(u) = f(u)−f(z)

u−z si
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u ∈ Ω etu 6= z, etg(z) = f ′(z).

La fonctiong est continue, et holomorphe en tout point deΩ \ {z}, donc d’après le
théorème661, on a

∫
γ
g(u).du = 0. En coupantg en ses deux termesf(u)

u−z et f(z)
u−z , on

obtient le résultat désiré.ut

On arrive maintenant à un résultat fondamental d’analyse complexe, facilement dé-
montrable grâce aux résultats qui précèdent.

Théorème 663 (Développement en série entière des fonctions holomorphes)
Toute fonction holomorphe est développable en série entière.

Démonstration : On se donnea dansΩ, et un disque suffisamment réduitD(a, r)
centré ena pour être inclus dansΩ.

Alors on applique la formule de Cauchy (théorème662) àf sur le convexeD(a, r),
avec pourγ l’application de[0, 1] dansC définie part 7→ a+ re2iΠ.t.

On obtient une expression def(z) qui permet d’appliquer la proposition657, et on
a fini...ut

Remarquons qu’une fonction holomorphe est développable en série entière, donc
sa dérivée est développable en série entière, donc sa dérivée est holomorphe. La déri-
vée d’une fonction holomorphe est donc une fonction holomorphe. En fait une fonction
C-dérivable (i.e. dérivable au sens complexe) estC∞.

Enfin un théorème qui peut servir et qui ne coûte pas cher à montrer maintenant
qu’on en est là :

Théorème 664 (Théorème de Morera)Soit f une fonction continue com-
plexe dans un ouvertΩ dont l’intégrale sur tout triangle est nulle. Alorsf
est holomorphe surΩ.

Démonstration : • On considère un disque ouvertD inclus dansΩ centré sura.

•On construit une fonctionF surD dontf est la dérivée, parF (z) =
∫

[a,z]
f(u).du

(un disque, c’est convexe...).

• F est holomorphe, donc sa dérivéef est holomorphe.

• Puisque tout cela est valable pour n’importe quel disque inclus dansΩ, f est ho-
lomorphe surΩ.ut

Voir le théorème674.
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Maintenant on va voir plein de conséquences de ces fort jolis théorèmes.

Théorème 665Soitf une fonction holomorphe surΩ un ouvert connexe. Soit
Z l’ensemble desz tels quef(z) = 0. Alors soitZ est égal àΩ, soitZ n’a pas
de point d’accumulation dansC.
SiZ n’est pasC alors peut pour touta dansZ trouver un entier positif unique
m tel quef(z) = (z−a)m.g(z), avecg holomorphe non nulle ena. L’ensemble
des zéros def est dans ce cas au plus dénombrable.

On verra une jolie application avec le théorème de Runge1210.

Démonstration : SoitZ ′ l’ensemble des points d’accumulation deZ.Z ′ ⊂ Z, car
f étant continue,Z est fermé.

On considère le développement en série entière def sur un disqueD centré sura
quelconque dansZ(f) ;

f(z) =
∑
n∈N

cn.(z − a)n

pour toutz ∈ D.

Si lescn ne sont pas tous nuls, on considère le plus petit entierm tel quecm 6= 0.
On sait alors queg, définie parg(z) = f(z)

(z−a)m si z 6= a et g(a) = cm, vérifie les
conditions demandées. Par continuité deg, on peut alors déduire quea est un point
isolé deZ, puisqueg est non nul sur un voisinage dea.

Le fait queZ ne contienne aucun point d’accumulation implique queZ contient
un nombre fini de points sur toute boule de rayonn, et donc queZ est au plus dénom-
brable.

De tout ça on déduit que sia est dansZ ′, alors il y a un disque autour dea qui est
aussi dansZ ′. DoncZ ′ est ouvert, puisqu’il contient un disque centré sura pour touta
dansZ ′. Mais il est aussi fermé, puisqu’il est un ensemble de points d’accumulations.
Donc s’il n’est pas vide et que l’on travaille dans un connexe,Z ′ est égal àΩ.ut

On remarque au passage que deux fonctions holomorphes égales sur un ensemble
ayant un point d’accumulation sont donc nécéssairement égales (leur différence est
holomorphe et nulle sur un ensemble ayant un point d’accumulation). Ce résultat est
connu sous le nom deprincipe de prolongement analytique.

Proposition 666 (Principe du prolongement analytique)Si deux fonctions
holomorphes sont égales sur un ensemble ayant un point d’accumulation alors
elles sont égales partout où elles sont définies.
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Définition 667 On appellem l’ ordre du zéro def ena.

Si f est holomorphe sur un ouvertΩ privé d’un pointa, et n’est pas holo-
morphe ena, on dit quef admet unesingularité isoléeena.

La singularité est diteartificielle si en changeantf(a) on peut rendref holo-
morphe ena.

Théorème 668Si f admet une singularité isolée ena et est bornée sur un
voisinage dea, alors la singularité est artificielle.

Démonstration : • On définith parh = (z 7→ (z − a)2.f(z)), eth(a) = 0.

• h est holomorphe, on la développe en série entière,h(z) =
∑
n≥2 cn.(z − a)n

(h est nulle et de dérivée nulle ena, puisquef est bornée sur un certain voisinage dea).

• Il ne reste alors plus qu’à poserf(a) = c2.ut

On peut faire encore plus fort :

Théorème 669Soitf ∈ H(Ω \ {a}), alors l’un des cas suivants se produit :

- f admet une singularité artificielle ena ou pas de singularité du tout

- il existe desci en nombre fini tels quez 7→ f(z) −
∑ ci

(z−a)i admette une
singularité artificielle ena.

- L’image de tout voisinage dea par f est dense dansC

Démonstration :
• Supposons qu’on ne soit pas dans le troisième cas, et choisissonsz tel quez n’ap-

partienne pas à l’adhérence def(D′(a, r)) avecr > 0.

• Définissonsg(z) = 1
f(z)−w

• g est holomorphe surD′(a, r), et est bornée dans un voisinage dea ; doncg est
prolongeable en une fonction holomorphe surD(a, r).

• Si g(a) 6= 0, alorsf est prolongeable en une fonction holomorphe, et on n’en
parle plus, c’est le premier cas.

• Sinon, alors on considèrem l’ordre du zéro deg ena, et on développe en série
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entièrez 7→ (z−a)m

g(z) .

• La flemme de finir, mais c’est pas très dur à partir de là...ut

Définition 670 Dans le deuxième cas,
∑m
i=1

ci
(z−a)i est appelépartie princi-

pale du pôle def ena ; m est appelé l’ordre du pôle ena.

c1 est appelérésidu def ena ; on le noteRes(f ; a).

Dans le troisième cas, on dit quef a unesingularité essentielleena.

Dans le premier cas, on dit quef a unesingularité artificielle ena.

Théorème 671On se donnef une série entière,f(z) =
∑
n∈N cn.(z − a)n,

pour |z| < R. Alors pour toutr tel que0 < r < R on a

∑
N

|cn|2.r2n =
1

2Π

∫ 2Π

0

|f(a+ reiθ)|2.dθ

Démonstration : Considérer la formule de Parseval (voir théorème1108), avec la
base desθ 7→ e−inθ.ut

Quelques corollaires pas trop difficiles :

Corollaire 672 (Théorème de Liouville) Une fonction holomorphe surC
tout entier (On dit que cette fonction estentière ) est soit constante soit non
bornée.

- si f holomorphe n’est pas constante sur un domaine (i.e. ouvert connexe)Ω, alors
tout voisinage dea contient un pointb tel que|f(b)| > |f(a)|.

Autre corollaire :

Théorème 673 (Estimations de Cauchy)f holomorphe sur un disque ouvert
D de rayonR, |f | bornée parM sur D, alors |f (n)(a)| ≤ n! M

Rn pour tout
n ≥ 0.

Ceci servira pour le théorème674et pour le théorème724.

Passons maintenant à des propriétés de passage à la limite :
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Théorème 674Soitfn une suite de fonctions holomorphes surΩ tendant vers
f uniformément sur tout compact deΩ. Alors f est holomorphe, et lesf ′n
convergent uniformément sur tout compact versf ′.

Démonstration :
• f est continue comme limite uniforme sur tout compact d’une suite de fonctions

continues.

• Pour le caractère holomorphe def , on regarde ce qu’il se passe sur des diques
ouverts (Ω étant réunion de tels disques) et il suffit ensuite de considérer l’intégrale
def sur le contour d’un triangle inclus dans un disque (un tel disque étant convexe) ;
l’intégrale d’une limite uniforme étant la limite de l’intégrale, on déduit que l’intégrale
def sur tout triangle est nulle. Le théorème de Morera (voir théorème664) permet de
conclure.

•On utilise ensuite le théorème673pour voir que|f ′(z)− f ′n(z)| ≤ 1
r‖f − fn‖K ,

avecK un compact ; d’où la convergence uniforme des dérivées, et le résultat désiré.ut

Théorème 675On supposeΩ convexe,a1, ..., an des points distincts deΩ, et
f holomorphe surΩ\{a1, ..., an}. On suppose quef admet en pôle en chaque
ai, et on se donne un chemin ferméγ ne passant pas par lesai. Alors

1
2iΠ

∫
γ

f(z).dz =
n∑
k=1

Res(f ; ak).Indγ(ak)

Démonstration : On applique le théorème de Cauchy à la fonctionf moins ses
parties principales en lesai ; l’intégrale de cette fonction est donc nulle. Il ne reste
alors qu’à considérer l’intégrale des parties principales, ce qui est facile au vu de ré-
sultats antérieurs (voir le théorème659, et le fait quexn pourn 6= −1 a une primitive
holomorphe surC \ {0}).

Théorème 676• Si f est holomorphe et admet un zéro d’ordrem ena, alors
le résidu def ′/f ena estm.

• Sif est holomorphe surΩ \ {a}, alors le résidu def ′/f ena est égal à−m.

Démonstration : Pas dur... Il suffit de réécrire la fonction soit en divisant par
(z − a)m (premier• ), soit en soustrayant la partie principale du pôle (second• )...ut

305



Théorème 677Soitf une fonction holomorphe, etγ un cheminθ 7→ a+ reiθ,
avecD(a, r) inclus dansΩ.

On définitΓ = f ◦ γ. Soitw n’appartenant pas àΓ∗.

Alors le nombre de zéros def −w dansD(a, r), comptés avec leurs ordres de
multiplicité, est égal à l’indice dew par rapport àΓ.

Démonstration : Le nombre de zéros def − w dansD(a, r) est égal à la somme
des résidus def ′/(f − w) dansD(a, r), et cette somme est bien l’indice dew par
rapport àΓ.ut

Théorème 678 (Théorème de l’image ouverte)On se donneΩ un ouvert
connexe, i.e. un domaine, etf holomorphe surΩ. Alors sif n’est pas constante,
et pour toutz0 dansΩ, f induit sur un voisinage ouvertV dez0 une application
surjective deV sur un ouvertW , telle que pour toutw dansW \{w0 = f(z0)},
il y ait exactementm points distinctsz ∈ V dont l’image parf estw, avecm
l’ordre du zéro def − w0 enz0.

Démonstration :
• on considère un cercle orienté suffisamment petit autour dew0 pour que le disque

D de même centre et de même rayon ne comporte pas de zéro ni def − w0 ni def ′

dedans, à partz0 lui-même.

• on considère le contour de ce cercle suffisamment petit

• on considère l’image parf de ce contour, et la composante connexeW dew0

dans le complémentaire de cette image (W est ouvert comme composante connexe d’un
ouvert, le complémentaire de l’image d’un compact étant évidemment fermé puisque
complémentaire d’un compact (rappelons que l’image d’un compact par une applica-
tion continue est un compact)).

• on prend alors pourV l’intersection du disque ouvertD et de l’image réciproque
deW .

• L’indice dew0 par rapport àΓ = f ◦ γ estm, ainsi donc que l’indice de toutw
dansV . D’où le résultat...ut

Remarquons un corollaire intéressant, qui donne son nom à ce théorème ; l’image
de tout ouvert par une fonction holomorphe est un ouvert.

Il est clair au vu du théorème précédent que si l’on af ′(z) non nul, avecf holo-
morphe, alors on a localement une bijection autour dez. On peut améliorer ce résultat ;
la réciproque locale, est elle aussi holomorphe ; cela fait l’objet du théorème suivant.
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Théorème 679Soitf holomorphe,f de dérivée non nulle ena alors on peut
trouver un ouvertV contenanta tel quef induise une bijection deV surf(V ) ;
la réciproque def est holomorphe surf(V ).

Démonstration : Tout ce qui reste à prouver est le caractère holomorphe de la ré-
ciproqueg def surf(V ).

Pour cela on considèreg(z)−g(a)
z−a , on utilise la continuité deg (qui découle du fait

quef est une application ouverte, i.e. que l’image de tout ouvert par une fonction holo-
morphe est une fonction holomorphe), et le fait quef ′(a) est non nul, et tout ça coule
de source...ut

On va maintenant montrer que l’on a le droit de modifier "un peu" une courbe sans
changer l’indice d’un point par rapport à cette courbe.

Théorème 680Si γ1 et γ2 sont deux chemins d’intervalle de paramétrage
[0, 1] (ou autre chose...) et si pour toutt ∈ [0, 1] on a|γ1(t)−γ2(t)| ≤ |γ1(t)|,
alors Indγ1(0) = Indγ2(0).

Démonstration :
• On poseγ = γ2/γ1.

• On a alorsγ
′

γ = γ′2
γ2
− γ′1

γ1
, donc en intégrant sur[0, 1] on déduit que la différence

entre l’indice de0 par rapport àγ2 et l’indice de0 par rapport àγ1 est l’indice de0 par
rapport àγ.

• |1− γ(t)| < 1 ; donc l’indice de0 par rapport àγ est0.ut

Corollaire 681 (Théorème de Rouché)f et g holomorphes surΩ, le disque
fermé de centrea et de rayonr étant inclus dansΩ, et |f(z)− g(z)| < |f(z)|
sur le cercle de centrea et de rayonr. Alorsf etg ont le même nombre de zéros
sur le disque ouvert de centrea et de rayonr (en comptant leurs multiplicités).

Démonstration : On considèreγ(t) = e2iΠt, et γ1 = f ◦ γ et γ2 = g ◦ γ. On
applique alors le théorème précédent...ut

Cela servira notamment pour montrer le théorème682(preuve d’ailleurs fort
sympathique). Ainsi que le rappelle Rudin dans [16], on peut aussi utiliser ce résultat
pour montrer que tout polynôme de degrén an racines dansC (en montrant que tout
polynôme de degrén a le même nombre de zéros quezn, dans un disque de rayon
suffisamment grand.
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19.4 Topologie deH(Ω)

Pour cela on consultera20.2.2.

19.5 Zoologie des applications holomorphes

19.5.1 Théorème de Montel

Théorème 682 (Théorème de Montel)Soit Ω un ouvert connexe deC, K
compact deΩ, M ≥ 0, m > 0, k ∈ K. Alors il existe un certain
NombreMaxDeZeros tels que le nombre de zéros def dansK, pour
f bornée a par M sur K et telle que |f ′(k)| ≥ m, est majoré par
NombreMaxDeZeros.

aEn module.

Démonstration :
• On considère l’ensembleUn des applicationsf holomorphes surΩ telles que le

nombre de zéros def surK soit< n (n ∈ N ∪ {+∞} ; on montre queUn est ouvert.

- Pour cela donnons-nousf dansUn

- SoitNombreZeros le nombre de zéros def dansK. NombreZeros, par défi-
nition deUn, est fini.

- Considérons les disques fermésD(zi, εi) inclus dansΩ, et tels quef ne s’annule
pas sur le disque ouvert, sauf peut-être enzi.

- Il est clair que les disques ouvertsD(zi, εi) recouvrentK.

- On en extrait un nombre fini. LesD(zi, εi) pour i ∈ I, avecI fini, recouvrent
doncK.

- On considère alorsLesCercles le compact constitué des cercles de rayonεi et de
centre leszi pouri dansI.

- On considère alorsη l’inf de f surLesCercles.

- On considère alors l’ensembleV des fonctionsg telles quesupLesCercles|g − f |
est inférieur strictement àη. Par le théorème de Rouché681, les fonctionsg dansV
ont un nombre de0 égal au nombre de zéros def .

- Le résultat est ainsi prouvé.
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• On en déduit donc que l’application qui àf associe son nombre de zéros surK
est semi-continue supérieurement.

• L’ensembleF des applicationsf bornées en module parM surK et telles que
|f ′(k)| ≥ m étant compact, le nombre de zéros est borné, le maximum est atteint (car
une application semi-continue supérieurement sur un compact atteint son maximum,
voir proposition172), et il n’est pas infini par la condition|f ′(k)| ≥ m.ut

19.5.2 Fonctions holomorphes majorées par un polynôme

Théorème 683Soitf une fonction holomorphe surC, etP un polynôme, avec
|f | ≤ |P |. Alorsf est un polynôme, de degré≤ au degré deP .

Démonstration :
Il suffit d’utiliser le théorème673, qui nous dit que

|f (n)(0)| ≤ n!M/Rn

avecM un majorant de|f | sur le disque de centre0 et de rayonR. PuisqueM ≤
L+K ×Rp (par hypothèse), on en déduit :

|f (n)(0)| ≤ n!(L+K ×Rp)/Rn

et doncf (n) = 0 pourn > p, d’où le résultat.ut

19.5.3 Fonctions holomorphes tendant vers l’infini en l’infini

Théorème 684Soitf une fonction holomorphe surC. On suppose

lim|z|→∞|f(z)| =∞

Alorsf est une fonction polynôme.

Démonstration :
• SoitZ l’ensemble des zéros def .

• Au vu de l’hypothèse, pourz assez grand en module,|f(z)| ≥ 1. DoncZ est
inclus dans un compactK.

• SiZ est infini, alorsZ possède un point d’accumulation dansK, et donc d’après
le théorème665f est nulle. Ce cas étant résolu, on peut supposerZ fini.

•On considère alors1/f . C’est une fonction holomorphe sur le complémentaire de
Z. SurZ, en utilisant le théorème665, on constate que1/f admet des pôles, et non pas
des singularités essentielles ; on peut donc lui soustraire une fraction rationnelleP/Q,
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afin que1/f − P/Q soit holomorphe.

• 1/f − P/Q est majoré par un polynôme, donc d’après le théorème683c’est un
polynôme.

• 1/f−P/Q = R, avecR un polynôme, doncf = (Q−R)/P , fraction rationnelle.

• f étant holomorphe,f n’a pas de pôle, et donc se simplifie en un polynôme.ut

19.5.4 Sphère de Riemann̂C - Fonctions holomorphes sur̂C

Définition 685 (Sphère de Riemann)Soit Ĉ l’espace topologique obtenu en
rajoutant un point, noté∞, à C, une base de voisinages de ce point étant
constituée des ensemblesU ∪ {∞}, oùU parcourt les complémentaires dans
C des parties compactes (en somme, c’est le compactifié d’Alexandrov deC).
On noteS2 la sphère unité de l’espaceR3.

La projection stéréographique depuis le pôle nordN

pN :
S2 → Ĉ

(x, y, t) 7→ (x+ iy)/(1− t) si t 6= 1
N 7→ ∞

,

est un homéomorphisme de la sphèreS2 sur Ĉ.
La droite projective complexeP1(C) est le quotient deC2\{(0,0)} par l’action dia-

gonale par multiplication du groupe multiplicatif des nombres complexes non nulsC
∗,

munie de la topologie quotient. La classe d’un couple(z1, z2) de nombres complexes
non tous les deux nuls est notée(z1 : z2).

L’application

r :
P

1(C) → Ĉ

(z1, z2) 7→ z1/z2 si z2 6= 0
(1 : 0) 7→ ∞

est un homéomorphisme de la droite projectiveP1(C) surĈ.
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Proposition 686 Soita, b, c, d quatre nombres complexes tels quead−bc 6= 0.
Alors l’endomorphisme linéaire deC2 défini par la matrice

A =
(
a b
c d

)
passe au quotient en un homéomorphisme deP

1(C) qui, lu surĈ, est l’homo-
graphie

hA : z 7→ az + b

cz + d
,

prolongée parhA(−d/c) =∞ ethA(∞) = a/c si c 6= 0, ces deux conditions
étant remplacées parhA(∞) = ∞ si c = 0. On a ainsi défini un morphisme
injectif dePSL(2,C) dans Homéo(Ĉ).

La droite projective complexe hérite d’une structure de variété complexe de dimen-
sion (complexe) 1. La sphère de Riemann estĈmunie de la structure complexe héritée
de celle deP1(C) par le biais der. Celle-ci peut être décrite par un jeu de deux cartes.
Soit P1 l’ouvert deP1(C) correspondant aux couples ayant la première coordonnée
non nulle etP2 l’ouvert correspondant aux couples ayant la deuxième coordonnée non
nulle. Les ouverts correspondants dansĈ sont respectivementU1 = C etU2 = Ĉ\{0},
dont l’intersection estC∗.

La matrice

J =
(

0 1
1 0

)
,

qui permute les coordonnées dansP1(C), réalise un homéomorphisme (de changement
de carte) entreP1 etP2, qui est holomorphe, car il se litz 7→ 1/z dansU1 ∩ U2 = C

∗.

Une applicationf : Ĉ → C est alors dite holomorphe (respectivement méro-
morphe, oùf n’est alors supposée définie qu’en dehors de l’ensemble de ses pôles) si
elle est holomorphe (respectivement méromorphe) dans les cartes, c’est-à-dire, d’une
part, dansC au sens usuel et, d’autre part, dansU2 au sens quez 7→ f(1/z) est holo-
morphe (respectivement méromorphe) dansC au sens usuel.

Une applicationf : Ĉ → Ĉ est alors holomorphe si et seulement si elle est méro-
morphe en dehors de l’image réciproque de∞.

Proposition 687 Les applications holomorphes dêC dansC sont les fonctions
constantes.

Démonstration : Soit f une application holomorphe dêC dansC. Par continuité
en∞, la fonctionf est bornée sur le complémentaire d’une partie compacte deC.
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Commef est également bornée sur ce compact,f est bornée donc constante.ut

Théorème 688Les applications holomorphes dêC dansĈ sont les fractions
rationnelles.

Démonstration : Soitf une telle application. On supposef non constante. Comme
les fonctions holomorphes non constantes,f a ses zéros isolés, si bien quef n’admet
qu’un nombre fini de pôles et de racines (carĈ est compact). SoitP une fraction ra-
tionnelle ayant pour racines (comptées avec multiplicité) les pôles def et pour pôles
les racines def , de sorte quefP n’ait ni pôle, ni racine. La fonctionfP définit alors
une application holomorphe dêC dansC, qui est constante d’après la proposition pré-
cédente, si bien quef est une fraction rationnelle.ut

Théorème 689Les automorphismes de la sphère de Riemann sont les homo-
graphies.

Démonstration : Si P = A/B est une fraction rationnelle etw un élément dêC,
le nombre de solutions danŝC, comptées avec multiplicité, de l’équationP (z) = w est
le maximum des degrés deA et deB. Par conséquentP est bijective si et seulement si
A ouB est de degré1, l’autre étant de degré0 ou1. ut

Proposition 690 Les applications holomorphes dêC dansĈ qui sont holo-
morphes dansC au sens usuel sont les polnômes.

Démonstration : Soitf une telle application. Par le même raisonnement que pré-
cédemment,f est constante sauf sif(∞) = ∞. Pla cons-nous donc dans ce dernier
cas de figure. La fonctionf admet alors un nombre fini (éventuellement nul) de zéros,
car une infinité de zéros aurait un point d’accumulation dansĈ, donc dansC puisque
f(∞) =∞ etf serait alors nulle.

Soit P un polynôme ayant pour racines (comptées avec multiplicité) les zéros de
f , de sorte que la fonctiong = f/P n’ait pas de racine dansC. Si g(∞) =∞, alors la
fonction1/g définit une application holomorphe dêC dansC qui s’annule uniquement
en∞, ce qu’interdit la proposition précédente. On a doncg(∞) = λ pour un certain
nombre complexeλ. La proposition préćdente montre alors queg = λ, si bien que
f = λP . ut
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Chapitre 20

Analyse fonctionnelle

En analyse fonctionnelle, une référence classique, détaillée et complète, est le livre
[2].

20.1 Résultats fondamentaux

20.1.1 Hahn-Banach

� Le théorème

Théorème 691 (Théorème de Hahn-Banach desR-espace vectoriel )Soit
E unR-espace vectoriel , etp une application deE dansR telle que :
• ∀(x, y) ∈ E, p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)
• ∀x ∈ E,∀λ ∈ R+, p(λ.x) = λ.p(x)
Alors toute forme linéairel sur F sous-espace vectoriel deE telle que
l(x) ≤ p(x) peut être prolongée en une forme linéaireL sur E telle que
∀x, L(x) ≤ p(x).

NB : noter quep norme ou semi-norme convient.

voir la partie "applications" juste un peu plus bas.

Démonstration : Cette preuve fait intervenir le lemme de Zorn (voir lemme36).

On considère l’ensembleI des formes linéairesf prolongeantl sur un certain sous-
espace vectorielD(f) deE contenantF , et telle quef ≤ p pour toutx deD(f).

On munitI de la relation d’ordre définie par

f1 ≤ f2 ⇐⇒ D(f1) ⊂ D(f2) ∧ ∀x ∈ D(f1)f1(x) = f2(x)

I est inductif. En effet, siJ est une partie deI totalement ordonnée, alors la fonc-
tion f définie parD(f) = ∪g∈JD(g) et f(x) = g(x) si g ∈ J et x ∈ D(g) est un
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majorant deJ .

Par le lemme de Zorn (lemme36), on en déduit queI possède un élément maximal
f .

On suppose maintenant queD(f) 6= E (on va chercher à montrer que cette hypo-
thèse est contradictoire). Alors on considèrey n’appartenant pas àD(f). On définitf ′

surD(f) + R.y parf ′(x+ t.y) = f(x) + α.t, α étant choisi tel que pour toutx dans
D(f) on aitα ≤ p(x + y) − f(x) et α ≥ f(x) − p(x − y) ; ce qui est possible car
f(x1) + f(x2) ≤ p(x1 + x2) ≤ p(x1 + y) + p(x2 − y).

D’où le résultat.ut

� Des applications

� Sur les formes linéaires

Corollaire 692 Soitg une forme linéaire continue sur un sous-espace vectoriel
d’un R-espace vectoriel norméE. Alors il existe une forme linéaire continue
f surE prolongeantg et telle que‖f‖ = ‖g‖.

Démonstration : Application directe du théorème de Hahn-Banach.ut

( la norme sur l’espace dual, évoquée ici, est la norme usuelle, ici la norme def ,
forme linéaire continue, est le sup des‖f(x)‖ pourx de norme1)

Corollaire 693 Soitx dans unR-espace vectoriel norméE, alors il existe une
forme linéaire continuef surE telle que‖f‖ = ‖x‖ etf(x) = ‖x‖2.

Démonstration : Il suffit de prolonger une application linéaire adéquate définie
surR.x.ut

Corollaire 694 Pour toutx d’un R-espace vectoriel norméE, on a ‖x‖ =
supf∈E′/‖f‖∞=1 ‖f(x)‖ = maxf∈E′/‖f‖∞=1 ‖f(x)‖.

Démonstration : L’inégalité ‖x‖ ≥ supf∈E′/‖f‖∞≤1 ‖f(x)‖ est évidente. Choi-

sissons alorsf0 donné par le corollaire précédent (‖f0‖ = ‖x‖ et f0(x) = ‖x‖2). On
a

‖f‖∞ =
‖f0‖∞
‖x‖

= 1

‖f(x)‖ =
‖f0(x)‖
‖x‖

=
‖x‖2

‖x‖
= ‖x‖

D’où le résultat annoncé.ut
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Ce corollaire servira pour la partie20.8.1.

� En géométrie

Théorème 695 (>Séparation des convexes 1)SoientA et B des convexes
non vides disjoints d’unR-espace vectoriel norméE ; si A est ouvert, alors
il existe une forme linéaire continuef surE et un réelα tels quef(x) ≤ α
pourx ∈ A etf(x) ≥ α si x ∈ B.

On notera que cela signifie précisément qu’il existe un hyperplan affine fermé
(rappelons que l’image inverse d’un singleton par une forme linéaire non nulle
est un hyperplan fermé si et seulement si cette forme linéaire est continue)
séparant (au sens large)A etB.

On peut en fait étendre le résultat àf(x) < α (et non simplement≤).

Démonstration : On va avoir besoin de deux lemmes.

Lemme 696 On se donneU un ouvert convexe contenant0, et on définitµU
la jaugeassociée àU , c’est-à-dire queµU (x) est l’inf des réelst > 0 tels que
t−1.x ∈ U .

Alors il existe un certain réelM tel que

∀x µU (x) ≤M.‖x‖

U = {x/µU (x) < 1}

∀(x, λ) ∈ E × R+ µU (λ.x) = λ.µU (x)

∀(x, y) ∈ E µU (x+ y) ≤ µU (x) + µU (y)

(les deux dernières conditions permettent d’utiliser le théorème de Hahn-
Banach)

Démonstration : Pas très très dur (en le faisant dans cet ordre)...ut

Lemme 697 SoitU un convexe non vide ety n’appartenant pas àU . Alors il
existe une forme linéaire continuef surE avecf(x) < f(y) pour toutx dans
E.

Démonstration :
• On montre le résultat dans le cas où0 appartient àU , et on généralise par une

simple translation

• En supposant donc que0 ∈ U , on considère la jaugeµU (définie comme précé-
demment).
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• On définit la forme linéaireg surR.y parg(t.y) = t.

• Il est clair queg(x) ≤ µU (x)

• On peut donc prolongerg àE tout entier ; appelonsf la forme linéaire obtenue
avecf ≤ µU .

• f est continue de par le lemme696(1ère propriété), etf vérifie les hypothèses
demandées (deuxième propriété du lemme696).ut

On peut maintenant en revenir à la démonstration du théorème, toujours non dé-
montré.

• On noteU = {x− y/(x, y) ∈ A×B}.

• U est convexe

• U est ouvert (carA l’est)

• U ne contient pas0

• On considère la fonctionf donnée par le lemme697 avecy = 0, c’est-à-dire
négative sur toutU .

• Le fait quef soit négative sur toutU se traduit exactement par le fait que pour
tout (x, y) ∈ A× B on aitf(x) < f(y). On considère alorsα le sup desf(x) pourx
dansA, et le résultat est démontré.

L’extension (< au lieu de≤) se montre comme suit :

- supposons qu’il existex0 tel quef(x0) = α.

- A ouvert implique qu’il existeε tel queB(x0, ε) soit incluse dansA. (1)

- f non nulle implique qu’il existeg dansE de norme1 tel quef(g) > 0. (2)

- (1) implique quex′0 = x0 + ε
2g ∈ A.

- (2) implique quef(x′0) > α ce qui est absurde !ut
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Théorème 698 (Séparation des convexes 2)SoientA et B deux convexes
disjoints deE (toujours un espace vectoriel normé ), non vides. On supposeA
fermé etB compact ; alors il existe une forme linéaire continuef 6= 0 avec
f(A) ≤ c1 etf(B) ≥ c2 avecc1 < c2.

Cela signifie exactement queA et B sont séparés par un hyperplan fermé
(puisque image inverse d’un singleton par une forme linéaire continue non
nulle) au sens strict.

On montrera en utilisant ce théorème que la topologie faible est séparée ; voir
le corollaire732.

Démonstration : • On se donneε positif.

• On noteAε le ε-voisinage deA (ie la réunion des boules ouvertes de rayonε de
centre dansA), etBε le ε-voisinage deB.

• On remarque queAε etBε sont ouverts (comme tous lesε voisinages)

• Pourε assez petit,Aε etBε sont disjoints

• D’après le théorème précédent, on peut séparerAε et Bε au sens large par un
hyperplan fermé.

• On af ≤ α surA etf > α surB compact doncf ≥ β > α surB.ut
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On retiendra donc que l’on peut séparer dans un espace vectoriel normé
par un hyperplan fermé :

• au sens large, deux convexes disjoints dont l’un (au moins) est ouvert

• au sens strict, deux convexes disjoints dont l’un est fermé et l’autre compact.

� En topologie

Corollaire 699 SoitF un sous-espace vectoriel deE (qui est toujours un es-
pace vectoriel normé ), qui n’est pas dense dansE. Alors il existe une forme
linéaire continue surE, non nulle, qui est nulle surF .

Démonstration : • On se donnex qui n’est pas dans l’adhérence deF .
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• {x} est compact.

• On peut séparerF et {x} au sens strict ; soitf la forme linéaire correspondante.
On suppose quef(F ) < K < f(x)

• f(F ) < K impliquef(F ) = 0, puisqueF est un espace vectoriel .ut

Corollaire 700 Si F est un sous-espace vectoriel deE et si toute forme li-
néaire continue surF est nulle surE, alorsF est dense dansE.

Le théorème de Runge1210sera démontré grâce à ce corollaire.

Démonstration : C’est une reformulation du corollaire précédent.ut

20.1.2 Le théorème de Baire et ses conséquences

Théorème 701 (Théorème de Baire)SoitX un espace topologique. SiX est
localement compact, ou s’il est métrique complet, alors
• Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense
• Une réunion dénombrable de fermés recouvrantX comporte un fermé d’in-
térieur non vide

Comme le signale le livre [2], on peut en fait énoncer plus précisément que l’inté-
rieur de la réunion d’une suite de fermés d’intérieurs vides est vide.

Démonstration : Ce théorème ayant été prouvé (voir théorème249) je ne fais que
le rappeler ici. Rappelons juste que les deux• sont équivalents (considérer les complé-
mentaires des fermés du deuxième• )ut

Notons que le théorème de Baire est en particulier valable pour les espaces de
Banach.

Théorème 702 (Théorème de Banach-Steinhaus)Ce théorème est dit aussi
théorème de laborne uniforme.

On se donneE etF des espaces de Banach, et(Ti)i∈I une famille d’applica-
tions linéaires continues deE dansF .

Si pour toutx, ∃M/∀i ∈ I/‖Ti(x)‖ < M‖x‖.

Alors∃M/∀i ∈ I/‖Ti‖ < M .
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Ce théorème est plus intuitif sous son petit nom de "théorème de la borne uni-
forme". L’hypothèse est que l’on a une famille d’applications bornées sur chaque point ;
la conclusion est que l’on peut les borner uniformément (bien vérifier que l’on a des
Banach).

Notez bien que la famille desTi n’est pas nécessairement dénombrable !

Démonstration : La aussi je ne donne pas de preuve, puisqu’elle se trouve au théo-
rème252.ut

On verra une application à la transformation de Toeplitz (proposition610), qui
fournit une preuve élégante de la moyenne de Césaro (corollaire611).

Corollaire 703 SoientE et F deux Banach, etTn une suite d’applications
linéaires continues deE dansF , avecTn(x) convergeant pour toutx - on
note par la suiteT (x) sa limite.

Alors‖Tn‖ est borné,T est linéaire continue, et‖T‖ ≤ liminf‖Tn‖.

Démonstration : Application directe du théorème de Banach-Steinhaus.ut

Corollaire 704 SoitE un espace vectoriel normé etX un sous-ensemble deE.

On suppose que pour toutf appartenant àE′ l’ensemblef(X) est borné.

AlorsX est borné.

Démonstration : On applique Banach-Steinhaus dansE′, avec pour famille d’ap-
plications linéaires les applications qui àf ∈ E′ associef(x), pourx ∈ X.

Il faut bien noter que le dual d’un espace vectoriel normé est un Banach, et que ce
résultat est nécessaire à cette preuve (voir corollaire241).

Noter aussi que ce résultat exprime que "faiblement borné" implique "fortement
borné".

Cette façon de voir est d’ailleurs une belle illustration de la notion de "borne uni-
forme". Si une partie est bornée suivant "toutes les directions" (traduire : suivant toute
forme linéaire), alors elle est bornée " tout court "...ut

Théorème 705 (Théorème de l’application ouverte)SoientE et F des es-
paces de Banach, etT une application linéaire continue surjective deE dans
F . Alors T est ouverte (c’est à dire que l’image de tout ouvert parT est un
ouvert.
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Démonstration : voir le théorème255.ut

Bien entendu, dans le cas oùT est bijective, on en déduit le théorème d’isomor-
phisme de Banach256, qui stipule qu’une bijection linéaire continue est de réciproque
continue (et donc est un homéomorphisme).

Il faut noter un corollaire important : si un espace vectorielE muni de la normeN1

est un espace de Banach, et siE muni de la normeN2 est aussi un espace de Banach,
alors siN1 est plus fine queN2, alors en faitN2 est équivalente àN1.

Théorème 706 (Théorème du graphe fermé)Soit T : E → F , linéaire
entre les BanachE et F . L’application T est continue si et seulement si le
graphe deT est fermé dansE × F .

Démonstration : Voir le théorème258.ut

Voir le théorème736.

20.1.3 Autres définitions et propriétés indispensables

Il est indispensable de connaître la topologie faible, la topologie quotient, la to-
pologie produit, la topologie forte, pour la suite. On travaillera exclusivement sur un
espace de BanachE, son dual sera un espace de Banach notéE′ (comme tout dual
d’espace vectoriel normé ). On noteraS la sphère unité deE, c’est à dire l’ensemble
des vecteurs de norme1.

En résumé (on se reportera à la partie topologie5 pour toute les preuves) :

• Dans un espace vectoriel normé les opérations algébriques (multiplications par
un scalaire et somme) sont continues. La norme est continue elle aussi.

• La topologie associée à la norme surE est parfois appelée topologie forte.

• La topologie faible surE est la topologie engendrée par la famille des applica-
tions linéaires continues ; c’est a dire que c’est la topologie la moins fine qui rendre
toutes ces applications linéaires continues continues (non c’est pas une erreur s’il y a
deux fois le mot continu !), c’est à dire qu’une base d’ouverts est constituée par les
intersections FINIESde "bandes" de la forme{x/|fi(x− x0)| < εi}, pour certainsfi
dansE′, certainsεi > 0, et un certainx0 dansE. La boule unité fermée deE′ (déter-
minée par la norme‖.‖∞) ci-dessous rappelée) est compacte POUR LA TOPOLOGIE
FAIBLE * (théorème de Banach Alaoglu).

• la topologie forte sur le dual est la topologie engendrée par la norme‖.‖∞ qui à
f ∈ E′ associesupx∈S‖f(x)‖. La topologie forte est plus fine que la topologie faible,
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elle-même plus fine que la topologie faible *.

• Etant donnéX un espace topologique,R une relation d’équivalence surX, la to-
pologie quotient est l’ensemble des partiesY deX/R telles quep−1(Y ) soit un ouvert
deX, avecp la projection canonique deX surX/R. Il faut savoir quep est continue
et ouverte.

• La topologie induite par une famille applications deX dans d’autres espaces to-
pologiques, est la topologie la moins fine qui rende toutes ces applications continues.
Une applicationf à valeurs dansX muni de la topologie engendrée par la famille des
fi est continue si et seulement si sa composée avec chaquefi est continue. Il faut noter
que la topologie faible est la topologie engendrée par les applications linéaires conti-
nues.

• La topologie produit, définie sur un produit d’espaces topologiques, est la topo-
logie engendrée par les projections canoniques sur chacun des espaces topologiques du
produit. Une applications à valeurs dans le produit est alors continue si et seulement si
chacune de ses projections canoniques est continue. Un produit est séparé si et seule-
ment si chacun des facteurs l’est. Le théorème de Tykhonov affirme qu’un produit de
compacts est compact.

20.1.4 Quelques convergences dans les espaces de fonctions

� Quelques rappels de topologie

Les résultats sont parfois donnés sans preuve ; on se réfèrera à la partie5.

� Convergence simple

Définition 707 (convergence simple)On dit qu’une suitefn d’applications
deX dansY avecY un espace topologiqueconverge simplementversf si
pour toutx dansX fn(x) tend versf(x) pourn tendant vers+∞.

Proposition 708 (La convergence simple correspond-elle à une topologie ?)
Soit l’espaceY X des applications deY dansX, avecY un espace topo-
logique. La topologie produit surY X a pour suites convergentes les suites
simplement convergentes. C’est pourquoi on appelle cette topologie la
topologie de la convergence simple.

Démonstration :
• Soit fn une suite d’éléments deY X , convergeant simplement vers une certaine

fonctionf . Montrons qu’elle converge aussi versf pour la topologie produit.

SoitU un ouvert pour la topologie produit, contenantf . Alors (par définition) il
existex1, ..., xn dansX etVi voisinage def(xi) tel que{g ∈ Y X/∀i ∈ [1, n], g(xi) ∈
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Vi} ⊂ U . Il est alors clair qu’à partir d’un certain rang lesfn sont dansU .

• Supposons maintenant quefn est une suite d’éléments deY X , convergeant vers
une certaine fonctionf pour la topologie produit. Donnons nous alorsx dansX ; etU
un voisinage def(x). Alors V = {g ∈ Y X/g(x) ∈ U} est un voisinage def dans
Y X , doncfn est dansV à partir d’un certain rang, doncfn(x) ∈ V à partir de ce
même rang. Ceci montre quefn(x) tend versf(x).ut

Grâce à ce résultat on obtient facilement quelques propriétés, dues à la stabilité de
certaines propriétés topologiques par passage au produit :

Corollaire 709 (Caractéristiques de la topologie de la convergence simple)
On considère la topologie de la convergence simple surY X .

• si Y est séparé la topologie de la convergence simple est séparée

• si Y est compact, alors la topologie de la convergence simple est compacte

• siY est connexe (resp. par arcs), alors la topologie de la convergence simple
est connexe (resp. par arcs).

Démonstration : Un produit de séparés est séparé, un produit de compacts est
compact, un produit de connexes est connexe, un produit de connexes par arcs est
connexe par arcs.ut

� Convergence uniforme, convergence uniforme sur des parties

Définition 710 On dit qu’une suitefn d’applications deX dansY avecY un
espace métriqueconverge uniformémentversf si pour toutε positif il existe
N tel que pour toutn ≥ N et toutx dansX d(f(x), fn(x)) < ε.

Etant donnéeS une partie deP (X), on dit que la suite(fn) de fonctions deX
dansY (avecY un espace métrique) estuniformément convergente sur les
éléments deS si pour toutL ∈ S la suite(fn|L) est uniformément convergente
surL.

Souvent,X sera un espace topologique localement compact etS sera l’ensemble
des compacts deX.
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Définition 711 (Topologie de la convergence uniforme)SoitK un compact
et F un espace métrique. L’espace des applications continues deK dansF ,
notéC0(K,F ) est métrique avec la distance

d(f, g) = supx∈Kd(f(x), g(x))

La topologie associée est ditetopologie de la convergence uniforme.

Définition 712 (Topologie de la convergence uniforme sur tout compact)
Dans ce cas on peut définir la famille d’écarts(NK), pourK compact non
vide deX, par :

NK(f, g) = sup
x∈K

d(f(x), g(x)) ∈ [0,∞]

Et la topologie engendrée par ces écarts a pour suites convergentes les suites
uniformément convergentes sur les compacts deX. C’est pourquoi on appelle
la topologie engendrée par ces applicationstopologie de la convergence
uniforme sur tout compact.

Si la famille(Ki)i∈I (I non nécessairement dénombrable !) est telle que tout
compactK deX est inclus dans un certainKi, alors la famille desNKi suffit.

La topologie de la convergence uniforme sur tout compact a donc pour base
d’ouverts lesN−1

K (f, [0, ε[) pour ε > 0, K compact non vide etf application
deX dansY .

Proposition 713 (Métrisabilité : topologie de convergence uniforme )Si
X est en fait un espace topologique compact, et si on se limite à l’ensemble
C0(X,Y ) des applications continues deX dans Y alors l’application
d(f, g) = supXd(f(x), g(x)) est une distance et définit une topologie (sur
C0(X,Y )) pour laquelle les suites convergentes sont les suites uniformément
convergentes au sens de la définition710.

Proposition 714 (La topologie de la convergence uniforme sur tout compact est-elle métrisable ?)

On supposeX localement compact, réunion dénombrable de compactsKn,
Km ⊂ Km+1, Y métrique ; alors la topologie engendrée par la distance

d(f, g) =
∞∑
k=0

1
2k

NKk(f, g)
1 +NKk(f, g)

admet pour suites convergentes les suites uniformément convergentes sur tout
compact au sens de la définition710.
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Exemple : Soitx ∈ K. Montrer que la fonction qui àf ∈ C0(K,F ) associef(x)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme (resp. de la convergence
uniforme sur tout compact).

� Comparatif entre toutes ces notions de convergence

Proposition 715 Supposons queX est un espace topologique localement
compact, etY un espace métrique.

Convergence pour la topologie de la convergence uniforme

⇓

Convergence pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact

⇓

Convergence pour la topologie de la convergence simple

Topologies dues aux mesures

(X,µ) étant un espace mesuré, les espaces de fonctionsLp(X) etLp(X) ont été
définis et étudiés en partie8.

Rappelons juste queLp(X) désigne l’ensemble des classes d’équivalences de l’en-
semble des applications deX dansR pour la relation d’équivalence "être égales presque
partout" qui contiennent au moins un élément dansLp(X).

Rappelons aussi queLp(X), siX est réunion d’une suite croissante (pour l’inclu-
sion) de compacts de mesure finie, pour1 ≤ p < ∞, est le complété pour la norme

‖.‖p = f 7→ p

√∫
X
|f |p de l’ensemble des fonctions continues à support compact (le

résultat n’est pas valable pourp = ∞ ; ici l’adhérence serait simplement l’ensemble
des applications continues qui, pour toutε > 0, sont inférieures àε1 en dehors d’un
certain compactKε).

On définit en outre deux autres notions de convergence, liées à la notion de mesure :
la convergence en mesure et la convergence presque partout.

1En module !
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Définition 716 Soitfn une suite de fonctions deX dansY , avecX un espace
mesuré, etY un espace topologique.

On dit quefn converge presque partoutvers f s’il existeN négligeable
inclus dansX tel quefn converge simplement versf sur le complémentaire
deN .

Soitfn une suite de fonctions deX dansC avecX un espace mesuré.

On dit quefn converge en mesure versf si pour toutε la limite pourn→∞
de la mesure de{x/|fn(x)− f(x)| > ε} est nulle.

On a alors les résultats suivants entre nos différentes notions de convergence des
fn versf (lorsque toutes sont définies) :

Notez bien quep <∞.

Convergence uniforme

⇓

Convergence uniforme sur tout compact

⇓

Convergence simple

⇓

Convergence presque partout

⇓ si lesfn sont majorées en module par une fonctiong appartenant àLp

Convergence dansLp

⇓

Convergence en mesure

⇓

Convergence presque partout d’une suite extraite
et

Convergence presque partout etX de mesure finie⇒ convergence en mesure

Ci-dessous une liste de contre-exemples, pour bien se mettre en tête qu’il ne faut
pas confondre convergences et convergences :

• convergence uniforme sur tout compact n’implique par convergence uniforme
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En effet, sur[0,+∞[ la suitefn définie par

fn(x) = 1 si x < n

fn(x) = 0 sinon

converge uniformément sur tout compact vers la fonction constante égale à1, mais ne
converge pas uniformément vers cette fonction.

• converge simple n’implique pas convergence uniforme sur tout compact
Il suffit de prendrefn(x) = max(1− nx, 0) sur [0, 1]. fn(x) converge clairement

vers0 pourx > 0 et vers1 pourx = 0. La convergence n’est pas uniforme car lesup
de |fn − f | reste égal à1 ; elle n’est pas non plus uniforme sur tout compact car[0, 1]
étant compact on aurait alors convergence uniforme.

• convergence presque partout n’implique pas convergence simple.
Evident :fn(x) = 1 pour toutx de[0, 1], f(x) = 1 pour toutx de[0, 1[ etf(1) = 0.

•Convergence presque partout et même convergence simple n’impliquent pas conver-
gence dansLp si lesfn ne sont pas majorées en module par une fonction deLp.

Par exemple, surR, fn(x) = n si x ∈]0, 1/n[, fn(x) = 0 sinon (on pourrait aussi
avoir ce résultat avec des fonctions continues, en considérant des fonctions affines par
morceaux...).

• Convergence dansLp n’implique pas convergence presque partout.
On considèrefn(x) = 1 si il existeu ∈ N tel quex + u est compris au sens large

entre
∑n
k=0 1/k et

∑n+1
k=0 1/k, 0 sinon.

• Convergence en mesure n’implique pas convergence dansLp

Même contre-exemple que pour "convergence presque partout et même conver-
gence simple n’impliquent pas convergence dansLp si lesfn ne sont pas majorées en
module par une fonction deLp".

• Convergence presque partout n’implique pas convergence en mesure si la mesure
deX n’est pas finie

Facile ; surR, l’applicationfn qui àx associesin(x/n).

20.2 Théorèmes d’Ascoli et conséquences

20.2.1 Théorie

Définition 717 (Equicontinuité) SoitF une famille d’applicationsX → Y
oùX est un espace topologique etY un espace métrique. On dit queF est
équicontinuesi, pour toutε > 0 et toutx ∈ X il existe un voisinageVx dex
dansX tel qued(f(x), f(y)) < ε pour toutf ∈ F et touty ∈ Vx.
SiX est aussi métrique,F est diteuniformément équicontinuesi pour tout
ε > 0 il existeα > 0 tel que pour tousx, y vérifiantd(x, y) < α et toutf ∈ F ,
on aitd(f(x), f(y)) < ε.
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Exemples : Une famille finie est toujours équicontinue.
On a un équivalent du théorème de Heine pour les familles équicontinues sur un

espace compact.

Théorème 718SiX est métrique compact et siY est métrique, siF est une
famille d’applications équicontinues deX dansY , alors la familleF est uni-
formément équicontinue.

Démonstration : On considèreαx le rayon d’une boule inclus dans leVx corres-
pondant à unε donné ; on recouvre l’espace avec ces boules, on en extrait un recouvre-
ment fini, puis on prend le min desαx, et on a le résultat.ut

Théorème 719 (Théorème d’Ascoli)• SoitF un espace métriquea, etE un
espace topologique ; soitF une famille équicontinue ene ∈ E de fonctions de
E dansF .

AlorsFb est équicontinue ene.

• SiF est équicontinue en tout point, alorsF est équicontinue en tout point.

• AvecE une partie dense deE, la topologie de la convergence simple, la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact, la topologie induite
par la convergence simple surEc, induisent la même topologie surF .

aHypothèse facile à retenir ; on ne pourrait pas définir la notion de famille équicontinue siF
n’était pas métrique.

bAdhérence prise pour la topologie de la convergence simple, c’est à dire pour la topologie
produit dansFE .

cC’est-à-dire la topologie induite par les projections canoniques deFE sur les(Fxi )i

Démonstration : • • (on prouve les deux premiers• en un seul coup) On se donne
ε > 0. On a donc un certainU voisinage dee tel que pour toutx dansU et toutf ∈ F
d(f(x), f(e)) < ε. On cherche à montrer que cela est en fait vrai pour toutf ∈ F . On
se donne une telle fonctionf , et un certainx dansU .

On définit alorsVx l’ensemble des applicationsg deE dansF telles que

d(g(x), f(x)) < ε et d(g(a), f(a)) < ε.

Vx est un voisinage def pour la topologie simple, donc il doit intersecterF ; soit g
dans l’intersection obtenue. Il suffit alors d’écrire

d(g(x), g(a)) ≤ d(g(x), f(x)) + d(f(x), f(a)) + d(f(a), g(a)) ≤ 3ε

• Il est clair que la topologie de la convergence simple surE est moins fine que le
topologie de la convergence simple elle-même moins fine que la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact (rappelons qu’un singleton, comme tout ensemble fini
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séparé, est compact). Le seul problème est la réciproque. On se donne doncU un ou-
vert pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact,f dansU , et on
cherche à montrer queU contient un voisinage pour la topologie de la convergence
simple surE def .

U étant ouvert enf pour la topologie forte, il existe un compactK et un réel> 0 ε
tels que

{g ∈ F/∀y ∈ Kd(f(y), g(y)) < ε}

soit inclus dansU .

∀x∃Ux ouvert enx /∀g ∈ F∀y ∈ Uxd(g(x), g(y)) < ε/5

Alors par la propriété de Borel-Lebesgue, il existe un sous-ensembleI fini deK tel
queK ⊂ ∪x∈IUx. LesUx étant ouverts non vides etE étant dense dansE, on choisit
pourx ∈ I un pointyx ∈ E .

Considérons alorsW = {g ∈ F/∀x ∈ I d(g(yx), f(yx)) < ε/5}

∀z ∈ K ∃x ∈ I/z ∈ Ux
et

d(g(z), f(z)) ≤

d(g(z), g(x))+d(g(x), g(yx))+d(g(yx), f(yx))+d(f(yx), f(x))+d(f(x), f(z)) ≤ ε

Doncg ∈ U , doncW ⊂ U et doncU est un voisinage def pour la topologie de la
convergence simple surE . D’où le résultat.ut

Théorème 720 (Théorème d’Arzéla-Ascoli)Une partie F incluse dans
C0(K,F ) est relativement compacte pour la topologie de la convergence uni-
forme si et seulement si on a les deux conditions suivantes :
• La familleF est équicontinue
• Pour toutx ∈ K l’ensemble desf(x) pourf ∈ F est relativement compact

Voir simplement la partie applications, ci-dessous ; mais aussi le théorème747.

Démonstration : Tout d’abord supposons que notre familleF est relativement
compacte dansC0(K,F ). Pour toutx l’évaluationx̂ : C0(K,F ) → F est continue ;
donc l’imagex̂(F) est compacte, or il contient{f(x)|f ∈ F} ; donc l’adhérence de
ce dernier ensemble est un fermé d’un compact, et est donc compacte, d’où le second
point. Par ailleurs, commeF est relativement compacte, avecε > 0, on peut trou-
ver f1, ..., fn ∈ F tels que pour toutf ∈ F , d(fi, f) < ε ; la famille desfi étant
équicontinue (comme toute famille finie), pourx ∈ K donné, il existe un voisinage
Vx de x tel qued(fi(x), fi(y)) < ε pour touty ∈ Vx. Commed(f(x), f(y)) ≤
d(fi(x), fi(y)) + 2.d(fi, f), on voit que, pour touty ∈ Vx on ad(f(x), f(y)) ≤ 3.ε.
Réciproquement (voir figure20.1), supposons les deux conditions données remplies, et
montrons que la familleF est relativement compacte. Pour cela on considèreC0(K,F )
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comme un sous-ensemble deFK muni de la topologie produit, cette inclusion indui-
sant surC0(K,F ) la topologie de la convergence simple. PosonsCx = {f(x)|f ∈ F}.
Par la seconde condition (qui n’intervient qu’ici),Cx est compact. CommeF est inclus
dans le produit desCx, F est compact dansFK . Il faut alors montrer queF est inclus
dansC0(K,F ), et que la topologie produit surF et la topologie de la distance sont les
mêmes, ce qui finira la preuve.

x

(x)

(x)

K

F

x     K

FIG. 20.1 – Illustration de la preuve du théorème d’Arzéla-Ascoli. L’adhérence de la
famille considérée est un fermé d’un produit de compacts, donc est un compact ; il reste
à vérifier que l’adhérence est bien incluse dansC0(K,F ), et que la topologie produit
induit bien la topologie de la distance uniforme.

Lemme 721 SiF est équicontinue alorsF ⊂ C0(K,F ) (adhérence pour la
topologie produit).

Démonstration : Le théorème d’Ascoli (2ème point) implique que la familleF
est équicontinue, ce qui implique clairement le résultat.ut

Lemme 722 La topologie induite par la topologie produit surF et la topolo-
gie de la distance ( = topologie de la convergence uniforme) sont les mêmes.

Démonstration : Chaque fonction̂x (évaluation enx) étant continue, tout ouvert
deF est un ouvert pour la topologie de la convergence uniforme.
Il reste à voir que tout voisinage def0 appartenant àF dansF pour la métrique,
contient un voisinage def0 dansF muni de la topologie produit. Soitε > 0, et consi-
dérons{g ∈ F|max d(g(x), f0(x)) ≤ ε} (qui décrit une base de voisinages deF
pour la métrique). Pour toutx, on obtient par la condition1 un voisinage ouvert de
x dansK tel que siy ∈ Vx on ait d(h(x), h(y)) < ε/3 pour touth ∈ F . Par
compacité deK on peut trouverx1,...xn tels queK = ∪ni=1Vxi . Considérons alors
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V = {g ∈ F|d(g(xi), f0(xi)) < ε/3} ; c’est un voisinage def0 pour la topologie
produit. Sig ∈ V etx ∈ K soitxi0 tel quex ∈ Vxi0 , on a alors

d(g(x), f0(x)) ≤ d(g(x), g(xi0)) + d(g(xi0), f0(xi0)) + d(f0(xi0), f0(x)) < ε

doncd(g(x), f0(x)) ≤ ε pour toutx ∈ K. Par conséquent le voisinage

{g ∈ F|max d(g(x), f0(x)) ≤ ε}

def0 pour la topologie de la convergence uniforme contientV qui est un voisinage de
f0 pour la topologie produit. En résumé pour cette preuve, un sens est trivial, et l’autre
sens se prouve en utilisant une boule pour la distance, et en appliquant à la fois l’équi-
continuité deF et la compacité deK.ut
Ces deux preuves achèvent donc le théorème d’Arzéla-Ascoli. En résumé il faut donc,
pour le sens difficile :
• Utiliser la condition sur les parties relativement compactes deF pour conclure à la
relative compacité deF dans l’espace produit
• Utiliser l’équicontinuité pour montrer queF ⊂ C0(K,F )
• Utiliser l’équicontinuité deF et la compacité deK pour montrer que les deux topo-
logies sont égales.ut

20.2.2 Applications

� Topologie deH(Ω)

On travaille surH(Ω), avecΩ un ouvert deC, munie de la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact.

Définition 723 On dit d’une partieF deH(Ω) qu’elle estbornéesi pour tout
compactK de Ω il existe une certaine constanteCK telle que pour toutef
dansF et toutk dansK, |f(k)| ≤ CK .

Théorème 724Les parties compactes de l’ensemble des donctions holo-
morphes surΩ H(Ω) sont les parties fermées et bornées.

Démonstration : •Montrons tout d’abord (partie facile) que les parties compactes
sont fermées et bornées.

- Les parties compactes sont fermées, par le lemme177(tout compact d’un espace
séparé est fermé)

- Les parties compactes sont bornées ; c’est évident.

• Supposons queK soit une partie fermée bornée deH(Ω).
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- Montrons tout d’abord queK est équicontinue en tout pointx deΩ. Soit donc un
tel x.

- x est centre d’un certain disque compact inclus dansΩ

- toutef deK est bornée par un certainM sur ce disque compact de rayonR

- donc la dérivée def en tout point du disque de centrex et de rayonR/2 est ma-
jorée par2M/R, grâce à l’estimateur de Cauchy (théorème673).

- doncF est équicontinue enx, par le théorème des accroissements finis458.

- Etant donnéx dansΩ, l’ensemble desf(x) pourf dansF est borné, donc relati-
vement compact.

- Par le théorème d’Arzéla-Ascoli720, K est donc relativement compact, or il est
fermé, donc il est compact.ut

Corollaire 725 L’ensemble des fonctions holomorphes surΩ H(Ω) muni de
la topologie de la convergence uniforme est métrisable, mais pas normable.

Démonstration : Pour voir queH(Ω) est métrisable, il suffit de consulter le lemme
261et le théorème714.

D’après le théorème de Riesz (192), siH(Ω) était normable, alors la boule unité
fermé serait compacte si et seulement si l’espace était de dimension finie. OrH(Ω)
n’est pas de dimension finie.ut

20.3 La hiérarchie desCk(Ω), avecΩ ouvert deRn

Définition 726 Etant donnéΩ un ouvert deRn, on noteCk(Ω) l’ensemble des
fonctionsk fois continument dérivables deΩ dansC.

Ck(Ω) est stable par produit, et sif est dansCk(Ω) et ne s’annule pas alors1/f
est dansCk(Ω).

Pourf dansCk(Ω) etν dansNn et telle que
∑n
i=1 µi ≤ k, on note

δνf =
δ|ν|f

(δx1)ν1 . . . (δxn)νn

L’ordre des dérivations importe peu, comme on l’a vu dans le chapitre de calcul diffé-
rentiel.
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Définition 727 (Opérations dansNn) Etant donnésν etη dansNn :

• on noteν! = Πn
i=1(νi)!.

• on noteν ≥ η si ∀i ∈ [1, n]νi − ηi ≥ 0

• si ν ≥ η on noteα = ν − η avec∀i ∈ [1, n]αi = νi − ηi

• si ν ≥ η on noteCην = ν!
η!(ν−η)! = Πn

i=1C
ηi
νi

• on note|ν| =
∑n
i=1 νi

• on note0 l’élément(0, ..., 0) deNn.

Proposition 728 (Formule de Leibnitz)

δα(f.g) =
∑
β≤α

Cβαδ
βfδαg

Il s’agit d’un produitet pas d’une composition.

Démonstration : Récurrence facile, utilisant le corollaire453.ut

Définition 729 (Distance surCk(Ω)) On définit maintenantKm comme
étant l’intersection de la bouleB(0,m) et de {x/d(x,Ωc) ≥ 1

m}.
On définit ensuiteNm(f), pour f dans Ck(Ω) par Nm(f) =∑
ν∈Nd/|ν|≤k supKmδ

νf(x).

On définit ensuite surCk(Ω) la distance :

d(f, g) =
∑
m>0

1
2m

Nm(f − g)
1 +Nm(f − g)

Il est indispensable pour la suite de consulter les propriétés topologiques desKm

ainsi définis ; voir lemme261.
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Théorème 730• Nm est une semi-norme

• d est bien définie et est une distance

• La topologie définie pour cette distance a pour suites convergentes les suites
de fonctions(fn) de Ck(Ω) telles que pour toutν tel que |ν| ≤ k δνfn
converge uniformément sur tout compactK deΩ.

• Ck(Ω) est complet pour cette distance

Démonstration :
• Le fait queNm soit une semi-norme est évident (rappelons qu’un semi-norme a

tout d’une norme à ceci près qu’une semi-norme n’est pas nécéssairement nulle seule-
ment en0)

• d est bien définie, car12m
Nm(f−g)

1+Nm(f−g) ≤
1

2m . Il est clair qued(f, g) = 0 ⇐⇒
f = g, et qued(f, g) = d(g, f). Il reste à voir l’inégalité triangulaire.

Pour cela soientf g eth dansCk(Ω). Alors

Nm(f − g) ≤ Nm(f − h) +Nm(h− g)

Par croissance dex 7→ x
1+x ,

Nm(f − g)
1 +Nm(f − g)

≤ Nm(f − h) +Nm(h− g)
1 +Nm(f − h) +Nm(h− g)

Nm(f − g)
1 +Nm(f − g)

≤ Nm(f − h)
1 +Nm(f − h)

+
Nm(h− g)

1 +Nm(h− g)

Il ne reste qu’à sommer en pondérant par1/2m pour avoir le résultat désiré.

• Commençons par montrer qu’une suite convergente pour cette distance est bien
convergente uniformément sur tout compact, ainsi que toutes ses dérivées. Ce résultat
est en fait clair ; il suffit de voir que tout compact deK est inclus dans unKi ; et que
pour qued(f, g) tende vers0, il faut queNm(f, g) tende vers0.

La réciproque est plus laborieuse.

Réciproquement, supposons que toutes les dérivées≤ k defn convergent unifor-
mément sur tout compact, notonsf la fonction limite. Alors donnons nousε > 0.
Soitm tel que

∑∞
i=m+1 1/2i < ε. Choisissons ensuiteN tel que pourn ≥ N et tout

m′ < m Nm′(fn − f) ≤ ε. Alors on a biend(fn, f) ≤ ε pour toutn ≥ N .

• Il reste à montrer la propriété de complétude.

Donnons-nousfn une suite de Cauchy pour la distance ainsi définie surCk(Ω).

333



Pour toutx dansΩ il existe un certainm tel quex ∈ Int(Km)

Le fait que(fn)n soit une suite de Cauchy nous permet de déduire que pourν ∈ Rn
tel que|ν| ≤ k (fνn(x))n est une suite de Cauchy. On notef∞,ν(x) la limite.

Pour toutm, on va montrer par récurrence sur|ν| quef estC |ν| surKm, et que sur
l’intérieur deKm f∞,ν = δνf∞,0.

La propriété est claire pour|ν| = 0 ; une limite uniforme de fonctions continues est
continue.

On se donne alorsν en supposant la propriété vraie jusqu’à|ν| − 1.

On définitν′ tel queδν = δ
δxp

δν
′
.

Alors surKm tel quey appartienne à l’intérieur deKm, intéressons-nous à la dé-
rivée suivantδxp deδν

′
f∞,0 = f∞,ν (si on montre son existence et sa continuité, on

aura conclu grâce au théorème472).

Poury′ suffisamment proche dey pour être dansKm et pour que le segment[y, y′]
soit dansKm, avec∀i ∈ [1, n]i 6= p ⇒ yi = y′i (c’est à dire que le pointy′ est juste
déplacé suivant la coordonnéep.

δν
′
fi(y′)− δν

′
fi(y) =

∫ y′p

yp

δ

δxp
δν
′
fi(y1, ..., yp−1, u, yp+1, ..., yn)du

δν
′
fi(y′)− δν

′
fi(y) =

∫ y′p

yp

δνfi(y1, ..., yp−1, u, yp+1, ..., yn)du

Et en faisant tendrei vers+∞

fν
′
(y′)− fν

′
(y) =

∫ y′p

yp

f∞,ν(y1, ..., yp−1, u, yp+1, ..., yn)du

Donc la dérivée partielleδδxp existe et est continue enx (elle vautf∞,ν).

Moralité de tout ça :

• Si on se donne un compactK etν ≤ k

• AlorsK est inclus dans l’intérieur d’un certainKm

• Sur ceKm il y a convergence uniforme de la dérivéeδνfn versδνf∞,0, puisqu’il
y a convergence pourNm.

• La limite est bien dansCk(Ω).
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DoncCk(Ω) est bien complet pour la métrique que l’on a définie !ut

Corollaire 731 (Autre façon de voir la topologie surCk(Ω)) La même to-
pologie serait définie en définissant les fermés comme étant les sous-ensembles
contenant les limites de toute suite convergente pour la topologie de la conver-
gence uniforme de toutes les dérivées d’ordre total≤ k sur tout compact.

20.4 La topologie faible

Nous allons montrer ici quelques propriétés de la topologie faible.

Corollaire 732 La topologie faible est séparée.

Démonstration : C’est une application directe du théorème698; les singletons
sont compacts, on en prend deux, on les sépare au sens strict par un hyperplan fermé ;
les deux demi-espaces ouverts restant sont des ouverts séparants les deux points...ut

Définition 733 On notexn ⇀ x le fait que la suitexn d’élément deE
converge versx ∈ E pour la topologie faible.

On notexn → x la convergence dexn versx pour la topologie de la norme
(ben oui, on est dans un espace vectoriel norméE), etfn → f dansE′ pour
la convergence defn versf pour la topologie forte. On pourra aussi qualifier
de convergence forte la convergence dansE pour la norme.

Exemple :
Dans cette proposition, les∀f désignent∀f ∈ E′.

(xn ⇀ x) ⇐⇒ (∀f, f(xn)→ f(x))

(xn → x)→ (xn ⇀ x)

(xn ⇀ x)→ (‖xn‖ borné et‖x‖ ≤ liminf‖xn‖)

(xn ⇀ x etfn → f)→ (fn(xn)→ f(x)(dansR))

(xn → x etfn ⇀ f)→ (fn(xn)→ f(x)(dansR))
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20.5 Liens entre topologie faible et topologie forte

20.5.1 En dimension finie

Théorème 734SiE est de dimension finie, alors la topologie faible surE et
la topologie forte surE sont égales.

Démonstration :
• La topologie forte est toujours plus fine que la topologie faible (évident au vu des

définitions ; dans un ouvert (au sens de la topologie faible) , tout point possède un voisi-
nage de la forme∩i∈I{x/fi(x−x0) < εi}, et pour tout pointx dans cette intersection
on loge une boule ouverte centrée surx de rayoninf{(εi−‖x−x0‖)/‖fi‖∞|i ∈ I}) :
il s’agit là d’un ouvert pour la topologie forte.

•Réciproquement, soitx dansE, etU un ouvert (pour la topologie forte) contenant
x. On cherche à construire un ouvert pour la topologie faible qui contiennex et qui soit
inclus dansU . On peut naturellement se restreindre àU = B(x, ε), boule ouverte de
centrex et de rayonr.

• On fixe(e1, ..., en) une base deE de vecteurs de norme1.

•On note(fi)i∈[1,n] la famille des applications telles que∀t ∈ E t =
∑
i∈[1,n] fi(t).

• On peut alors écrire‖t− x‖ ≤
∑
i∈[1,n] |fi(t− x)|.

• Il suffit alors d’écrireV = {t/|fi(t− x)| < ε/n} pour avoir un ouvertV pour la
topologie faible inclus dansU et contenantx.ut

On verra en partie20.7.1que cette propriété est caractéristique de la dimension
finie.

20.5.2 Dans le cas général

Théorème 735SoitE un espace vectoriel normé , etC convexe inclus dansE.
AlorsC est faiblement fermé (i.e. fermé pour la topologie faible) si et seulement
siC est fortement fermé (i.e. fermé pour la topologie forte).

On trouvera une application avec la proposition742.

Démonstration :
• Il est clair que siC est faiblement fermé, alors il est fortement fermé. Il suffit

donc de se préoccuper de la réciproque.
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• Supposons maintenantC fortement fermé.

• On se donne un pointx appartenant au complémentaire deC.

• D’après le théorème698il existe un hyperplan fermé qui sépareC et{x} au sens
strict.

• L’hyperplan délimites deux demi-espaces faiblement ouverts, dont l’un contient
x et est inclus dans le complémentaire deC.

•C a donc un complémentaire faiblement ouvert, etC est donc faiblement fermé.ut

Théorème 736SoientE et F des espaces de Banach. On se donneT une
application linéaire deE dansF . Alors T est continue pourE et F munis
chacun de sa topologie faible si et seulement siT est continue pourE et F
munis de leur topologie d’espaces vectoriels normés (ie la topologie forte).

Démonstration : • Supposons tout d’abord queT est continue deE dansF pour
la topologie forte, et montrons queT est continue pour la topologie faible.

- on va procéder en montrant que pour toute forme linéaire continuef surF , l’ap-
plicationf ◦ T est continue ( deE muni de la topologie faible dansR).

- soit doncf ∈ F ′.

- f ◦ T est continue pour la topologie forte, et linéaire.

- f ◦ T est donc continue pour la topologie faible aussi (puisque, par définition, la
topologie faible rend continues toutes les formes linéaires continues).

• Supposons maintenant queT est continue deE dansF pour la topologie faible,
et montrons queT est continue pour la topologie forte.

- le graphe deT est alors fermé dans le produitE×F , muni de la topologie produit
des topologies faibles deE etF .

- le graphe deT est donc aussi fermé pour le produit des topologies fortes car ce
graphe est un convexe faiblement fermé deE × F deE × F , et doncT est continue
pour la topologie forte (re-utilisation du théorème du graphe fermé258). ut

337



20.6 Espaces de Hölder

20.6.1 EspacesLipα(Ω)

Définition 737 On dit qu’une application d’un métriqueE dansC vérifie la
condition de Hölder d’ordre α si il existeC dansR+ tel que pour tousx et
y dansE |f(x)− f(y)| ≤ Cd(x, y)α.

Etant donnéΩ un ouvert deRn et α un réel appartenant à]0, 1], on note
Lipα(Ω) l’ensemble des applications bornées deΩ dans C vérifiant la
condition de Hölder d’ordreα surΩ.

Etant donnéf dansLipα(Ω), on note‖f‖α le réel‖f‖∞+supx6=y
|f(x)−f(y)|
‖x−y‖α .

Il s’agit d’une norme.

définirLipα pourα > 1 serait peu intéressant, car on travaillerait sur des
fonctions localement constantes sur un ouvert, c’est à dire, les composantes connexes
d’un ouvert étant ouvertes et dénombrables, surR

n ouRN ...

Proposition 738 • Toute fonction dansLipα(Ω) est uniformément continue.

• Toute fonction dansLipα(Ω) se prolonge en une fonction continue surΩ.

• Si0 < α ≤ β ≤ 1, alorsLipβ(Ω) ⊂ Lipα(Ω)

• Toute fonctionC1 à dérivée bornée est dansLipα pour toutα ∈]0, 1].

Démonstration : La plupart des points sont évidents ; le prolongement en une
fonction continue utilise le fait queC est complet, le fait queΩ est dense dansΩ,
l’uniforme continuité de toute fonction dansLipα(Ω) et le théorème246.ut

Théorème 739Lipα(Ω) (muni de la norme‖.‖α)est un espace de Banach.

Démonstration :
• Donnons-nous(fm) une suite de Cauchy dansLipα(Ω).

• (fm) est aussi de Cauchy pour la norme‖.‖∞.

• Soit doncf la limite de la suite(fm) pour la convergence uniforme.

• f est bien bornée, puisque limite uniforme de fonctions bornées.
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• |fm(x)− fm(y)| ≤ ‖fp‖α︸ ︷︷ ︸
bornée.

‖x− y‖α

•On fait alors tendrem vers∞, et on constate quef vérifie la condition de Hölder
d’ordreα.

• Vérifier quefm tend versf pour‖.‖α est facile...ut

Il existe une fonction qui soit dansLipα(R) pour toutα dans]0, 1[ mais
pas dansLip1(R) ; par exemple la fonction définie au théorème490. Montrer ce fait
est toutefois fortement non trivial...

20.6.2 EspacesCk,α(Ω)

Définition 740 (Espaces de Hölder)Etant donnéΩ un ouvert deRn, α dans
]0, 1], k ∈ N, on définit par récurrence surk les espacesCk,α(Ω) par

C0,α(Ω) = Lipα(Ω)

k ≥ 1⇒

Ck,α(Ω) = {f bornée deΩ dansC /∀i ∈ [1, n]
δf

δxi
existe et appartient àCk−1,α(Ω)}

Cette définition équivaut à (voir définition727pour les opérations surNn) :

Ck,α(Ω) = {f ∈ Ck(Ω)/f bornée∧ ∀ν/|ν| ≤ k ⇒ Dνf ∈ Lipα(Ω)

On munitCk,α(Ω) de la normef 7→ ‖f‖k,α =
∑
|ν|≤k ‖Dνf‖α.

De manière équivalente, ‖f‖k,α =
∑
ν≤k(‖Dνf‖∞ +

supx6=y
|f(ν)(x)−f(ν)(y)|

|x−y|α ) (c’est la même expression développée !) et la
norme suivante est équivalente à celle-ci :

f 7→ ‖f‖′k,α =
∑
|ν|≤k

‖Dνf‖∞ +
∑
|ν|=k

sup
x6=y

f (ν)(x)− f (ν)(y)
|x− y|α

Bien sûr il convient de vérifier l’équivalence des deux définitions.

Quelques résultats sans preuve :
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Théorème 741• Ck,α(Ω) est un espace de Banach.

• Les fonctions deCk,α(Ω) sont prolongeables par continuité surΩ en
fonctions vérifiant la condition de Hölder pour toutes les dérivées≤ k.

• k + α ≥ k′ + α′ impliqueCk,α ⊂ Ck′,α′

• ‖uv‖k,α ≤ ‖u‖k,α‖v‖k,α

Pour plus d’informations sur les espaces de Hölder, on pourra consulter le livre
[22].

20.7 Zoologie de l’analyse fonctionnelle

20.7.1 La topologie faible n’est pas la topologie forte en dimension
infinie

Proposition 742 SoitE un Banach de dimension infinie. Alors la topologie
faible est différente de la topologie forte.

Démonstration : On a vu au théorème734que si la dimension est finie, alors la
topologie faible et la topologie forte sont égales. On a aussi vu que dans le cas général,
la topologie forte est plus fine que la topologie faible. On va montrer ici que la topo-
logie forte est strictement plus fine en dimension infinie, en exhibant un ouvert pour la
topologie forte qui n’est pas ouvert pour la topologie faible, ou, ce qui revient au même
par passage au complémentaire, un fermé pour la topologie forte qui n’est pas fermé
pour la topologie faible.

• On considère la sphère unitéS deE. Elle est fermée, comme image réciproque
d’un singleton (donc un fermé) par une application continue (la norme).

• On va chercher à déterminer l’adhérence deS pour la topologie faible.

• Soitx de norme< 1.

• On se donneU un voisinage dex pour la topologie faible.

• Alors (propriété de base de la topologie faible),U contient une intersection d’un
nombre fini de{t/|fi(x− t)| < εi}.

• Lesfi étant en nombre fini, l’intersection de leurs noyaux ne saurait être réduite à
0 (en effet sinon l’application qui àt associe(f1(t), ..., fn(t)) serait injective, et donc
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la dimension deE serait finie).

• On peut donc choisiry non nul tel quefi(y) = 0 pour touti.

• x+ λ.y est dansU pour toutλ.

• ‖x+ λ.y‖ est minoré par| |λ|.‖y‖ − ‖x‖ |, et donc en faisant tendreλ vers±∞
on conclut queU intersecteS.

• On en déduit d’un coup que la boule ouverte de rayon1 n’est pas ouverte, que la
sphère de rayon1 n’est pas fermée, et que l’adhérence de la sphère de rayon1 contient
au moins la boule fermée de rayon1. La boule unité fermée du dual d’un espace vec-
toriel normé étant compacte pour la topologie faible (voir théorème193), cette boule
est fermée pour la topologie faible2 ; et donc l’adhérence de la sphère unité est bien la
boule unité fermée.ut

20.8 Les topologies surE ′

Rappelons queE′ est le dual deE, c’est à dire l’ensemble des formes linéaires
continues surE. En tant que dual d’un espace vectoriel normé ,E′ est un Banach,
c’est à dire qu’il est normé complet.

E′ est muni naturellement de deux topologies déjà vues ; d’une part la topologie
forte (c’est à dire la topologie de la norme‖.‖∞, avec‖f‖∞ = supx∈S‖f(x)‖ - S
étant la sphère unité), d’autre part la topologie faible - définie par rapport à son dual
(E′)′, c’est à dire le bidualE′′ deE.

On va introduire une troisième topologie, encore moins fine que la topologie faible ;
la topologie faible-*.

2On peut aussi éviter l’utilisation de193en disant queB(0, 1) est un convexe fermé pour la topologie
forte, donc est fermée pour la topologie faible (théorème735)
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20.8.1 La topologie faible-*

Pour plus d’informations on consultera le livre [2].

Définition 743 On définit uneinjection canonique deE dans son bidualE′′

par x 7→ (f 7→ f(x)). A tout élement deE on associe donc une forme linéaire
continue surE′ (il s’agit donc bien d’un élément deE′′.
On noteraφx, pourx dansE, l’application qui àf dansE′ associef(x).

Proposition 744 • Il s’agit bien d’une injection (voir résultat732).

• Il s’agit d’une isométrie (voir corollaire694).

• Il ne s’agit pas nécessairement d’une bijection ; c’est toutefois le cas lorsque
E est de dimension finie ou est un espace de Hilbert. Par définition, l’espace
E est ditréflexif lorsqu’il s’agit d’une bijection.

Définition 745 La topologie faible étoile, alias topologie faible-*, est la
topologie engendrée par la famille desφx pourx dansE.

On noterafn
∗
⇀f la convergence de la suitefn versf dansE′ pour la topolo-

gie faible *.

Proposition 746 • La topologie faible * est séparée.

• fn ∗⇀f si et seulement si pour toutx fn(x)→ f(x).

• Convergence forte≥ convergence faible≥ convergence faible-*

• Sifn
∗
⇀f alors‖fn‖ est bornée et‖f‖ ≤ liminf‖fn‖

• Sifn
∗
⇀f etxn → x alorsfn(xn)→ f(x)

20.8.2 Un résultat utilisant le théorème d’isomorphisme de Banach,
le théorème d’Ascoli et le théorème de Riesz

Théorème 747SoitE l’espace vectoriel des applications continues de[0, 1]
dansR muni de‖f‖0 = max[0,1]‖f(t)‖. Alors tout sous-espace vectoriel de
E formé de fonctionsC1 et fermé (pour la topologie de(E, ‖.‖0)) est de di-
mension finie.
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Démonstration : SoitF un tel sous-espace.

• F est un Banach pour la norme‖.‖1, où‖f‖1 = ‖f‖0 + ‖f ′‖0. Prouvons-le :

- Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy dans(F, ‖.‖1).

- fn est aussi de Cauchy dans(F, ‖.‖0).

- f ′n aussi.

- fn etf ′n convergent donc vers deux fonctions, disonsf etg respectivement, conti-
nues.

- pour toutt dans[0, 1],
∫ t

0
f ′n(u)du→

∫ t
0
g(u)du.

- doncfn(t)− fn(0)→
∫ t

0
g, doncf(t)− f(0) =

∫ t
0
g

- doncg = f ′

- doncfn → f dans(F, ‖.‖1).

• La norme‖.‖1, définie par‖f‖1 = ‖f‖0 + ‖f ′‖0 pourf C1, est majorée surF
parA.‖f0‖, pour un certainA > 0. Prouvons-le :

- Considérons l’applicationJ identité de(F, ‖.‖1) dans(F, ‖.‖0), où ‖f‖1 =
‖f‖0 + ‖f ′‖0.

- F est fermé dans(E, ‖.‖0), donc(F, ‖.‖0) est un Banach.

- F est aussi un Banach dans(E, ‖.‖1) (voir le • précédent).

- J est linéaire, continue, bijective entre2 Banach ; c’est donc un homéomorphisme.

- ainsi par le théorème d’isomorphisme de Banach (256), on a bien le résultat an-
noncé.

• Soit maintenantB = {f ∈ F/‖f‖0 ≤ 1}. AlorsB est équicontinue. Prouvons-
le :

- ‖f‖1 ≤ A.‖f‖0 ≤ A, pour toutf ∈ B, donc par l’inégalité des accroissements
finis,B est équicontinue.

• Pour toutx dans[0, 1], l’ensemble desf(x) pourf dansB est inclus dans[−1, 1],
par définition deB ; donc cet ensemble est relativement compact.

• Par le théorème d’Arzéla-Ascoli, et grâce aux deux points précédents,B est rela-
tivement compacte.B est fermée par définition.
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• Par le théorème de Riesz192, F est donc de dimension finie.ut
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Chapitre 21

Théorie des groupes

21.1 Les bases

21.1.1 Définition d’un groupe

Définition 748 Un groupeest un ensembleG, muni d’uneloi de composition
interne (lci), c’est à dire une application deG×G→ G, généralement notée
par la concaténation ((x, y) 7→ xy), vérifiant :
• (xy)z = x(yz)
• ∃1/∀x x.1 = 1.x = x ; 1 est dit l’élément neutre
• ∀x∃x−1/xx−1 = x−1x = 1

Pour vérifier qu’un ensemble muni d’une loi est bien un groupe, il suffit de vérifier
que les deux premiers• sont vérifiés, et que pour toutx il existex−1 tel quexx−1 = 1.

Définition 749 Un groupeG est ditcommutatif ou abéliensixy = yx. Dans
ce cas on note souvent additivement ; l’élément neutre est alors noté0, etx−1

est noté−x.

Définition 750 G est unp-groupe, avecp premier, siG est de cardinal une
puissance dep.
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21.1.2 Sous-groupe

Définition 751 (Sous-groupe)H ⊂ G est unsous groupe deG si et seule-
ment si :
• 1 ∈ H
• (x, y) ∈ H2 → xy ∈ H
• ∀x x−1 ∈ H

NB : un sous-groupe est un groupe, et un groupe inclus dans un groupe (pour les
mêmes lois bien sûr) est un sous-groupe de ce groupe.

On peut noter les conditions dessus plus simplement :1 ∈ H∧HH ⊂ H∧H−1 ⊂
H

Définition 752 Deux sous-groupesA etB sont ditsconjuguéss’il existeg tel
queA = g.B.g−1.
Etant donnéH sous-groupe deG, le normalisateur deH estNG(H) = {g ∈
G/gHg−1 = H}.
Un sous-groupeN est ditdistingué (ou normal) si pour toutg gNg−1 = N ;
on noteN Cp G.
Un sous-groupeN est ditcaractéristique si il est stable par tout automor-
phisme intérieur.
Un groupe est ditsimplesi ses seuls sous-groupes distingués sont{1} etG.
L’ensemble desx tels quex commute avec tout élément est appelé lecentre
d’un groupe. Le centre est un sous-groupe. On noteZ(G) le centre deG.

Il faut bien voir ce que dit la définition du normalisateur - le normalisateur
deH "fait" deH un sous-groupe normal, au sens oùH est normal dans son normali-
sateur. En fait le normalisateur est le plus grand sous-groupe contenantH dans lequel
H est distingué.

Propriétés :
• Un sous-groupe est distingué si et seulement si son normalisateur est le groupe tout
entier.
• Un sous-groupe est distingué si et seulement si il n’est conjugué à aucun autre sous-
groupe.
• Un sous-groupe caractéristique est distingué (évident).
• Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué ; par contre, en considérantH8 le
groupe des quaternions, on peut constater qu’il n’y a pas de réciproque (voir21.10).
• {1} etG sont toujours à la fois des sous-groupes distingués et caractéristiques.
• Le centre d’un groupe est caractéristique et distingué.

Exemples :
• Z/pZ est simple (en effet ses seuls sous-groupes sont ses sous-groupes triviaux, donc
ses seuls sous-groupes distingués sont ses sous-groupes triviaux...)
• Un est simple (voir21.10.11)
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Définition 753 On appellecommutateur dex ety l’élémentx.y.x−1.y−1.
On appellegroupe dérivéd’un groupe le sous-groupe engendréa par les com-
mutateurs. On noteD(G) le groupe dérivé deG.

aVoir paragraphe21.1.5pour la définition de sous-groupe engendré par une partie.

Il faut bien noter que l’ensemble des commutateurs n’est pas nécéssairement un
groupe ; le groupe dérivé est le sous-groupe engendrépar l’ensemble des commuta-
teurs.

Propriétés :
• D(G) est distingué et même caractéristique dansG.

21.1.3 Homomorphismes

Définition 754 On appellehomomorphismedu groupeG dans le groupeG′

une fonctionφ telle queφ(xy) = φ(x)φ(y). On noteHom(G,G′) l’ensemble
des homomorphismes deG dansG′.

On montre que pour tout telφ :
• φ(1) = 1
• φ(x−1) = φ(x)−1

La fonction constante égale à1 est un homomorphisme deG dansG′ ; éventuelle-
ment ce peut être le seul.

L’inverse d’un homomorphisme bijectif est un homomorphisme bijectif.

Proposition 755 L’ensemble desautomorphismes, i.e. desendomorphismes
bijectifs, i.e. homomorphismes deG dansG bijectifs, notéAut(G), est un
groupe.

Exemples :
a)G groupe,x ∈ G
φx ∈ Hom(Z, G), avecφx(n) = xn ; le plus petitn tel queφx(n) = 1, s’il existe est
appelé ordre dex.
b)G groupe,g ∈ G
La fonctionαg, x 7→ gxg−1 est un automorphisme deG, dit automorphismeintérieur
associé àg, appelée aussiconjugaisonparg. En outre la fonctiong 7→ αg est un ho-
momorphisme deG dansAut(G). Son noyau est le centre deG.
L’ensemble des automorphismes intérieurs d’un groupe est un sous-groupe de l’en-
semble des automorphismes du dit groupe.

Quelques propriétés :
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Proposition 756 (G,G′) groupes,φ ∈ Hom(G,G′)
•Ker φ := {g ∈ G/φ(g) = 1}
est un sous-groupe distinguédeG.
• Im φ est un sous-groupe deG′.
• φ injectif ⇐⇒ Kerφ = {1}

21.1.4 Extensions

Définition 757 On appellesuite exacteun schéma comme suit :

1→ A

i

→ B

s

→ C → 1

Cela signifie queA,B etC sont des groupes, et que
• i est un homomorphisme injectif deA dansB
• s est un homomorphisme surjectif deB dansC
•Ker s = Im i
(on note0 au lieu de1 lorsque les groupes sont notés additivement)
Lorsquei et s ne sont pas précisés, cela signifie simplement que l’on peut
trouver de telsi ets.
On dit alors queB est uneextensiondeA par C. Si en outre il existeC
sous-groupe deB tel que la restriction des à C est un isomorphisme, alors
on dit queC est unrelèvement. Cela est équivalent à dire qu’il existe un
homomorphismet deC dansB tel ques ◦ t = IdC . S’il y a un relèvement,
l’extension est ditescindée. t est appeléesectiondes.

21.1.5 Sous-groupe engendré

Proposition 758 SoitG un groupe,X inclus dansG.

Il existe un plus petit sous-groupeH deG contenantX. On peut le définir de
deux façons :
(i) H est l’intersection de tous les sous-groupes contenantX
(ii) H est l’ensemble des produits finis d’éléments deX ∪X−1.

Démonstration :
(i) est évident car l’intersection de deux sous-groupes est un sous-groupe.

(ii) on procède en trois points :
•K ainsi défini est un sous-groupe
• X ⊂ K donc par (i)H ⊂ K
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•K ⊂ H est clairut

Définition 759 On noteH =< X >, H est appelé groupeengendréparX,
etX est appeléepartie génératricedeH. SiX est réduit à un seul élémentx
on note souventH =< x > au lieu deH =< {x} >.
Un groupe est ditmonogènes’il est engendré par un seul élément. On appelle
groupecycliqueun groupe monogène fini.
On appelleordre d’un élément le cardinal du groupe engendré par cet élé-
ment.

Si deux homomorphismes coïncident sur une partie génératrice d’un groupe,
alors ils coïncident sur l’ensemble du groupe.

Cela sera utile pour la proposition789.

Définition 760 On dit queG estde type fini si ∃X fini qui engendreG.

Ainsi Z, Zn sont de type fini, et tout groupe fini est de type fini.

tout groupe de type fini est dénombrable.
Il n’y a pas équivalence, car par exemple(Q∗,×) n’est pas de type fini (preuve en
considérant des générateurs et leurs décompositions en facteurs premiers)
(Q,+) non plus (considérer l’inf de l’intersection avecR+ d’un groupe de type fini,
en réduisant au même dénominateur)

Proposition 761 Le groupe engendré par un ensemble réduit à un élémentx
est commutatif, et est l’ensemble desxn avecn ∈ Z. Il est isomorphe àZ ou à
Z/nZ.

Démonstration : {xn} est un groupe et contientx, donc il est inclus dans< x > ;
s’il est fini alors il existen tel quexp = xp+n, et doncxn = 1, et donc< x >=
{x0, ..., xn−1}.ut

Proposition 762 Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

Démonstration : Un tel sous-groupeH deG est évidemment fini. Notons ensuite
a un générateur du groupe ; le groupe est donc de la formea0, ..., an−1. Soit p > 0
minimal tel queap ∈ H ;
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21.2 Groupe quotient

21.2.1 Rappel : ensemble quotient

SoitX un ensemble, etR une relation d’équivalence surX ; l’ensemble des classes
pourR est une partition deX. Cet ensemble de classes, notéX/R, est appeléen-
semble quotientdeX parR. La classe d’un élément est notéeΠ(x), x est dit un
représentant deΠ(x). Π est appeléesurjection canonique.

Il y a en fait ainsi bijection entre l’ensemble des relations d’équivalence et l’en-
semble des partitions en parties non vides. A toute relation d’équivalence≡ on peut
associer une fonctionf telle quex ≡ y ⇐⇒ f(x) = f(y) (il suffit pour le montrer
de considérer la fonctionΠ).

Etant donnée une fonction définie surX, on peut définirf fonction quotient si f
est constante sur les classes d’équivalences,f étant alors définie parf(Π(x)) = f(x).

21.2.2 Le cas des groupes

Définition 763 H sous-groupe deG
On définit lesclasses à gauche suivantH comme lesxH, x ∈ G, et lesclasses
à droite suivantH comme lesHx.
On noteG/H l’ensemble des classes à gauche,H \G l’ensemble des classes
à droite.
On note(G : H) le cardinal deG/H quand celui-ci est fini.

On travaille généralement surG/H plutôt que surH \G.

Proposition 764 Les classes à gauche déterminent une partition deG en par-
ties non vides. Pareil pour les classes à droite.

Proposition 765 N sous-groupe deG, il y a équivalence entre les trois asser-
tions suivantes :
• N distingué
• gN = Ng pour toutg
• il existe une structure de groupe sur le quotientG/N telle queΠ soit un ho-
momorphisme.

On voit donc que dans ce casG/H = H \ G. Cette propriété d’un sous-groupe
distingué est fondamentale : la partition en classes à droite est égale à la partition en
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classes à gauche. Ce fait est caractéristique des sous groupes distingués.

Proposition 766 G etG′ deux groupes,N sous-groupe distingué deG, φ ∈
Hom(G,G′) ; alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
• Il existeφ deG/N dansG′ tel queφ = φ ◦Π
• N ⊂ Ker φ

Dans ce casφ est unique, et est un homomorphisme de groupes deG/N dansG′.

En particulier,φ est une injection siN = Ker φ, et induit un isomorphisme de
G/Ker φ dansImφ.

Les preuves de ces faits sont faciles, et sont logiques intuitivement ; si on quotiente
par quelque chose de trop gros par rapport au noyau, alors on n’a plus la précision re-
quise pour reconstruire la fonction...

G/D(G) est un groupe abélien, c’est d’ailleurs son plus grand quotient abélien, et
D(G) est le seul sous-groupe à avoir cette propriété.

Théorème 767 (Factorisation d’homomorphismes)SoitG un groupe,H un
sous-groupe distingué deG, φ un homomorphisme deG vers un groupeG′.
Alors siH ⊂ Ker φ, alors il existe une applicatioñφa telle que

φ = φ̃ ◦ p

avecp la projection canonique deG surG/H.

a DeG/H dansG′.

Cela servira par exemple pour le théorème795.
Démonstration : Si facile que vous le prouver serait une injure... La fonctionφ̃

est bien définie, car si deux éléments on même image parp alors ils ont même image
parφ, et l’applicationφ̃ est bien un homomorphisme carφ en est un (la vérification de
cette implication est facile).ut

21.2.3 Le théorème de Lagrange

Définition 768 On appelleindice deH dansG, avecH un sous-groupe de
G, le cardinal deG/H.

Un théorème fondamental :
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Théorème 769 (Théorème de Lagrange)Soit G un groupe fini, etH un
sous-groupe deG, alors

|G| = |H|.|G/H|

Démonstration : Il suffit de montrer que chaque classe d’équivalence est de même
cardinal, et que ce cardinal est|H| (chose facile à prouver !).ut

On remarque qu’il n’est absolument pas nécéssaire queH soit distingué.

21.3 Opération d’un groupe sur un ensemble

Définition 770 AvecG un groupe etX un ensemble, on appelleaction à
gauchedeG surX une applicationα deG×X dansX telle que :
• α(1, x) = x
• α(g, α(h, x)) = (g.h, x)
On dit aussi queG opère à gauchesurX où queG est uneopération à gauche
surX. Usuellement on note plus simplementg.x au lieu deα(g, x). Les deux
conditions deviennent alors :
• 1.x=x
• (g.h).x=g.(h.x)
On définit de manière symétrique uneaction à droite. Uneaction sans plus de
précision désigne une action à gauche. On dit queX est unG-ensemble.

Propriétés :
• g.x = y ⇐⇒ g−1.y = x
• Etant donnéx et y dansX il n’est pas du tout nécéssaire qu’il existe ung tel que
g.x = y.
• SiG opère surX alors tout sous-groupeH deG opère surX pour la loi restreinte.

L’équivalence suivante est fondamentale : se donner une action deG surX revient
à se donner un homomorphismeφ deG dans le groupeσ(X) des bijections deX
(g.x = φ(g).x).

Un exemple fondamental est l’action d’un groupe sur lui-même ; l’action est en fait
simplement la loi du groupe. Il est clair que les conditions sont vérifiées.

Pour le cas des actions à droite, il faut noter que si on a une action à droitea1(x, g),
alorsa2(g, x) → a1(x, g−1) est une action à gauche du groupe opposé (le groupe
opposé àG étantG muni de(x, y) → yx). On travaillera à peu près toujours avec
des classes à gauche, les résultats étant les mêmes, et puisqu’on peut reformuler le
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problème en terme d’action à gauche.

Définition 771 Etant donnésX et X ′ deuxG-ensembles, on appelleG-
homomorphismedeX versX ′ une applicationφ deX dansX ′ telle que
φ(g, x) = g.φ(x) pour tousx ∈ G etg ∈ G. On noteHom(X,X ′) l’ensemble
des homomorphismes deX surX ′. Comme d’habitude, unisomorphismeest
un homomorphisme bijectif.

Un exemple facile et classique :
SoitG un groupe etX unG-ensemble. L’applicationφx pourx ∈ G qui àg dansG
associeg.x est un homomorphisme deG (en tant queG-ensemble) surX (en tant que
G-ensemble).

Démonstration : Soit g dansG et y dansG (y est pris dansG en tant queG-
ensemble) alorsφx(g.y) = g.y.x etg.φx(y) = g.y.x.ut

Définition 772 On noteHx ouGx et on appellestabilisateur ou fixateur de
x l’ensemble desg tels queg.x = x. C’est un sous-groupe deG, qui n’est pas
nécessairement distingué.
On appelleG-orbite dex appartenant àX (ou plus simplementorbite s’il n’y
a pas de risque de confusion) et on noteω(x) ouG.x la classe d’équivalence
dex pour la relationR définie paraRb ⇐⇒ ∃g ∈ G/g.a = b (il est facile
de vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence).
UnG-ensemble est dithomogènes’il ne contient qu’une seule orbite.
On dit quex ∈ X est unpoint fixe, si l’orbite dex est réduite à{x}.
On dit queG opèretransitivement si ∀x∀y∃g/y = g.x.
On dit queG opèrek fois transitivement si ∀(xi)i∈{1,...,k}∀(yi)i∈{1,...,k}(i 6=
j → xi 6= xj ∧ yi 6= yj)→ ∃g∀i ∈ {1, ..., k}/yi = g.xi.
On dit queG opèrefidèlementsi ∀x g.x = x→ g = 1.

Proposition 773 LorsqueG est fini, on a pour toutx dansX, |ω(x)|.|Hx| =
|G|.

Démonstration : On constatera simplement que l’application qui àg associeg.x
deG/Hx dansω(x) est une bijection.ut

La figure21.1tâche de montrer l’allure générale d’unG-ensemble.

Propriétés :
• Chaque orbite est un ensemble homogène.
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Taille des stabilisateurs:
14 n, 12n, 84n, 42n,
21 n, 84n, 42n pour un
certain n.

7 orbites

X

FIG. 21.1 – Exemple deG-ensembleX. Les séparations verticales sont les séparations
entre les orbites, qui réalisent une partition deX. L’action n’étant pas nécessairement
injective, les orbites ne sont pas nécessairement de même cardinal queG. A l’inté-
rieur d’une même orbite, le stabilisateur est toujours le même à conjugaison près, et
en particulier, les stabilisateurs dans une même orbite sont équipotents. Si le groupe et
l’ensemble sont finis, le cardinal du groupe est le produit du cardinal de l’orbite par le
cardinal d’un stabilisateur de cette orbite. On notera que le cardinal du groupe agissant
sur cet ensemble est au moins84 (ppcm des cardinaux des orbites).

Proposition 774 G groupe,X etX ′ desG-ensembles homogènes, alors les
assertions suivantes sont équivalentes :
• X ' X ′
• ∃(x, x′) ∈ X ×X ′/Hx = Hx′

• ∃(x, x′) ∈ X ×X ′/Hx est conjugué àHx′

• ∀(x, x′) ∈ X ×X ′/Hx est conjugué àHx′

Démonstration : laissée en exercice.ut
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Exemples classiques :
• Le groupe orthogonalO(3,R) opère surR3 ; les orbites sont les sphères de centre
l’origine, le stabilisateur de0 estO(3,R) tout entier, et le stabilisateur d’un point quel-
conque autre que0 est l’ensemble des rotations d’axe la droite vectorielle engendrée
par ce point et des symétries par rapport à un sous-espace vectoriel passant par ce point.
0 est un point fixe.
• On peut faire opérerG sur ses sous-groupes par conjugaison, avecg.H = gHg−1.
Le stabilisateur d’un point (c’est à dire d’un sous-groupe) est alors le normalisateur de
ce point (ie de ce sous-groupe).
• SiX est un espace topologique et est unG-ensemble tel que pour toutg ∈ G l’ap-
plicationy 7→ g.y est un homéomorphisme, alors on dit queG agit surX par homéo-
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Hx
Groupe G

Ensemble X

x

y

Orbite

G/Hx

FIG. 21.2 –x est un élément deX.G est d’ordre2, ω(x) est de cardinal2, doncG/Hx

est de cardinal2 (il est en bijection avecω(x)), etHx est de cardinal42 = 2.

morphismes. La topologie quotient pour la relation d’équivalence "être dans la même
orbite" vérifie des propriétés intéressantes (voir proposition144et théorème1275).

Proposition 775 UnG-ensemble homogène est isomorphe à un quotientG/H
deG pour l’action deG surG/H par translation à gauche.

Pour bien voir l’intérêt de cette remarque, il faut se rappeler que toutG-ensemble
est partitionné naturellement en orbites, qui sont desG-ensembles homogènes, et que
donc on peut identifier à des actions par translation d’un groupe sur un groupe quotient.

Proposition 776 (Sur l’ensemble des points fixes)Etant donnésG un p-
groupe etX un ensemble sur lequel agitG, le cardinal de l’ensemble des
points fixes deX pourG est congru au cardinal deX modulop.

Démonstration : Le cardinal des orbites divise le cardinal deG, donc le cardinal
de l’union des orbites est congru au nombre d’orbites de cardinal1 modulop. Le car-
dinal de l’union des orbites est le cardinal deX.ut

21.4 Produits

Il faut bien noter que même si de nombreuses applications des résultats ci-dessous
se font avec des groupes finis, ils sont valables pour des groupes quelconques.
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21.4.1 Produit direct

Définition 777 (Produit direct de deux groupes)On appelleproduit direct
de deux groupesN etH et on noteN ×H le produit cartésien des groupesN
etH muni du produit terme à terme

(n, h).(n′, h′) = (nn′, hh′)

La fonctionp2 qui à (n, h) associeh est appeléeprojection deN ×H surH.
La fonctionp1 qui à (n, h) associen est appeléeprojection deN ×H surN .
On définit alors la généralisation à un produit d’un nombre quelconque de
groupes parΠi∈IGi. La loi

(gi)i∈I(hi)i∈I = (gihi)i∈I

muni le produit d’une structure de groupe ; on appelle ce groupe legroupe
produit .
On définit aussi leproduit restreint desGi comme étant le sous-groupe du
produit desGi des éléments(gi)i∈I ne comportant qu’un nombre fini degi dif-
férents de l’élément neutre. S’il s’agit d’un produit d’un nombre fini de groupes
il est clair que le produit restreint est égal au produit.

Propriétés :
• p est surjective, c’est un morphisme surjectif, son noyau est distingué et isomorphe à
N . On a une suite exacte

1→ N

i

→N ×H
p

→H → 1

aveci(n) = (n, 1).
• N × {1} est le noyau dep, il est distingué ; et{1} ×H est distingué aussi.

21.4.2 Produit semi-direct

Définition 778 (Produit semi-direct) Etant donnés deux groupesN etH, et
un morphisme de groupeφ de H dans l’ensemble des automorphismes de
N ; alors on appelleproduit semi-direct de N et H relativement à φ et
on noteN o H le produit cartésienN × H muni de la loi(n, h).(n′, h′) =
(n.φ(h)(n′), hh′).
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On notera que formellement il faudrait préciserN oφ H.

Proposition 779 • Le produit semi-directN oH a une structure de groupe
• On a une suite exacte

1→ N

i

→N oH

s

→H → 1

aveci(n) = (n, 1) ets(n, h) = h.
• i(N), c’est à direN ×{1} est distingué, mais pas{1N}×H (contrairement
au cas du produit direct).

Démonstration : Vérification facile.ut

Remarque importante :
En identifiantN etN × {1} d’une part,H et{1} ×H d’autre part, on constate qu’un
produit semi-direct peut toujours s’écrire comme produit semi-direct de deux sous-
groupes lié au morphismeφ deG dansAut(N) défini par(φ(h))(n) = hnh−1.

21.4.3 Identifier un produit direct ou semi-direct

Cette partie est fondamentale pour ramener l’étude d’un groupe à l’étude de groupes
plus petits (tâche fondamentale en théorie des groupes !).

� Identification d’un produit semi-direct

Proposition 780 (Décomposition en produit semi-direct)Si on a une suite
exacte

1→ N

i

→ G

s

→H → 1
(c’est à dire sii est injective, sis est surjective, et siKer s = Im i) et si on a un
sous-groupeH deG sur lequel la restriction des est un isomorphisme versH
a, alorsG est isomorphe ài(N)oH relativement à la loi de l’automorphisme
intérieur (voir la remarque de21.4.2).
On peut donc aussi dire queG est isomorphe àNoH, i étant un isomorphisme
deN surN , ets étant un isomorphisme deH surH.

aC’est-à-dire un relèvement, une section, voir la partie21.4.2

Démonstration : On considèreN l’image dei, etH le sous-groupe deG sur le-
quel la restriction des est un isomorphisme versH.
PuisqueN = Ker s, N Cp G (un noyau de morphisme de groupe est toujours distin-
gué).Il est clair que :
• N ∩H = {1}
• G = N.H
Le premier point est évident, du fait ques est un isomorphisme depuisH, et a donc un
noyau nul.
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Pour le deuxième point, soitg ∈ G, alorss(g) = s(h) avech ∈ H, et s(g.h−1) =
s(g).s(h)−1 = 1, doncg.h−1 ∈ N . L’écriture d’un élément deG comme produit d’un
élément deN par un élément deH est unique (facile, au vu deN ∩ H = {1}) ; G
est donc ainsi en bijection avecN ×H, parφ(nh) = (n, h). On cherche maintenant à
établir une loi surN ×H telle que cette bijection soit un isomorphisme.
Le produit den.h parn′h′ estn.h.n′h′, que l’on doit donc exprimer comme un pro-
duit d’un élément deN par un élément deH ; on peut réécriren.h.n′.h′ sous la forme
n.(h.n′.h−1).h.h′ ; puisqueN est distingué, il s’agit bien du produit den.h.n′.h−1

(élément deN ) parh.h′ (élément deH).
On vérifie facilement que la loi(n, h).(n′, h′) = (n.(h.n′.h−1), h.h′) fait de cette bi-
jection un morphisme.ut

Remarque importante :L’hypothèse revient exactement à avoir une exten-
sion scindée, c’est à dire une extension munie d’un relèvement (voir21.1.4).

Proposition 781 SiG est un groupe, siN etH sont des sous-groupes deG, si
N Cp G, siN ∩H = {1} et siG = N.H, alorsG ' N oH.

Démonstration : Il suffit de reprendre la preuve ci-dessus.ut

� Identification d’un produit direct

En fait un produit direct est un cas particulier de produit semi-direct.
En reprenant les notations de la définition du produit semi-direct et des démonstrations
ci-dessus, on a équivalences entre les assertions suivantes :
• φ(h) = IdN pour touth
• H est distingué
• la loi de groupe surN oH est celle du produit direct

On peut aussi raisonner sur les suites exactes. Lorsque l’on a une suite exacte avec
relèvement, i.e. avec une section, i.e. si l’extension est scindée, ET si∀(n, h) ∈ N ×
H nh = hn.

21.4.4 Quelques remarques pour éviter les gaffes

La condition de la proposition780est suffisante mais non nécéssaire ; on
peut avoir une extension sans relèvement, c’est à dire non scindée, c’est à dire sans
qu’il y ait de section, sans pour autant que le groupe ne soit pas le produit semi-direct
deN parH.

On peut très bien avoirA × B (produit direct)' A oφ B, avecφ autre
queφ(h) = IdN pour touth ; donc il ne suffit pas de décomposer un groupe comme
produit semi-direct non trivial pour conclure qu’il n’est pas un produit direct. [14] cite
ainsiσ3 × Z/2.Z.
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21.5 Théorèmes de Sylow. Groupes de Sylow

Les deux théorèmes de Sylow sont extraits du classique [14].

Définition 782 On appellep-sous-groupe de Sylowou plus simplementp-
Sylow d’un groupeG de cardinaln, un sous-groupe deG d’ordre pr avecp
premier divisantn etn = pr.m etp 6 |m.

Proposition 783 Un sous-groupeP deG est unp-sous-groupe de Sylow deG
si :
• P est unp-groupe
• (G : P ) est premier àp.

Démonstration : Pas difficile, y’a qu’à l’écrire.ut

Théorème 784 (Théorème de Sylow)G étant un groupe fini, etp un nombre
premier divisant l’ordre deG, alorsG admet au moins unp-sous-groupe de
Sylow.

Démonstration : On va procéder par étapes.
• Tout d’abord un cas particulier :Z/pZ est un corps fini puisquep est premier, et
GL(n,Z/p.Z) est d’ordreΠn−1

i=0 (pn−pi), comme on peut s’en convaincre en comptant
les bases de(Z/p.Z)n. Le cardinal de ce groupe est doncm.pn.(n−1)/2, avecp 6 |m.
Un p-Sylow de ce groupe est alors l’ensemble des matrices de la forme

n lignes





1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗
...

...
...

... ∗ ∗
0 0 . . . 0 1 ∗
0 0 . . . 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

n colonnes

• On a maintenant besoin d’un lemme :

Lemme 785 SoitG un groupe d’ordrepα.m, avecp 6 |m et p premier, et soit
H un sous-groupe deG et S un p-Sylow deG. Alors il existea ∈ G tel que
a.S.a−1 ∩H soit unp-sylow deH.

Démonstration : G opère surG/S par translation à gauche (voir21.9.1) ; le sta-
bilisateur d’un élémentg.S estg.S.g−1.
D’autre partH opère surG/S par translation à gauche aussi ; le stabilisateur d’un élé-
mentg.S estg.S.g−1 ∩H.
Il est clair que touta.S.a−1 est bien unp-groupe, il reste à en trouver un qui soit bien
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un p-Sylow. Il suffit pour cela que le quotient du cardinal deH par le cardinal de
H ∩ a.S.a−1 soit premier avecp ; donc il suffit que le cardinal deH/(H ∩ a.S.a−1)
soit premier avecp.
Or ce cardinal est en fait le cardinal de l’orbite dea.S dansG/S sous l’action deH ;
or toutes ces orbites ne peuvent être de cardinal un multiple dep, sinon le cardinal de
G/S serait un multiple dep, ce qui contredirait le fait queS est unp-Sylow.
Ce lemme est donc prouvé.ut
• Maintenant on peut s’attaquer au cas général ; soitG un groupe vérifiant les hy-
pothèses ;G est isomorphe à un sous-groupe deσn par le théorème de Cayley (voir
21.9.1). A son tour,σn est isomorphe à un sous-groupe deGL(n,Z/p.Z) (on consi-
dère la base canonique(ei)i∈[1,n] de(Z/p.Z)n, et l’application qui àσ dansσn associe
l’application linéaire qui àei associeσ(ei).
Par le premier point, ce groupe admet unp-Sylow ; et par le deuxième point, un sous-
groupe d’un groupe admettant unp-Sylow admet unp-Sylow.ut

Corollaire 786 SiG un est groupe de cardinalpr.m avecp 6 |m et p premier,
alorsG possède des sous-groupes d’ordrepq pour toutq ≤ r.

Démonstration : G contient unp-Sylow, donc un sous-groupe de cardinalpr. On
peut donc se ramener au cas desp-groupes. Le centre d’unp-groupe est non trivial,
comme on le montre en21.10.1. On considère doncG unp-groupe, etZ(G) son centre,
de cardinalpr. En appliquant l’hypothèse de récurrence àZ(G), on a bien des groupes
d’ordrepq, pourq ≤ r. On considère maintenant le groupe-quotient deG parZ(G), il
est de cardinalpr−q, on peut donc lui appliquer l’hypothèse de récurrence et y trouver
un groupe de cardinalpt pour t ≤ r − q. En considérant l’image inverse par la pro-
jection canonique sur le groupe quotient, on obtient alors un groupe de cardinalpt+q,
pourt ≤ r − q, donc pour tout cardinalpu avecq ≤ u ≤ r. ut

Théorème 787 (Deuxième théorème de Sylow)Etant donnéG un groupe,
de cardinal|G| = pr.m, avecp 6 |m.
• Toutp-groupe inclus dansG est inclus dans unp-Sylow deG.
• Lesp-Sylow sont tous conjugués
• Lesp-Sylow forment une orbite deG sous l’action deG par automorphisme
intérieur
• Un p-Sylow est distingué si et seulement si il est l’uniquep-Sylow
• Le nombre dep-Sylow est congru à1 modulop et divise|G|
• Le nombre dep-Sylow divisem

Démonstration :
• Démonstration de l’affirmation "Toutp-groupe inclus dansG est inclus dans unp-
Sylow deG" :
SupposonsH unp-groupe deG. SoitS unp-Sylow deG, dont l’existence est donnée
par le premier théorème de Sylow. D’après le lemme785, il existea dansG tel que
a.S.a−1 ∩H soit unp-Sylow deH.
H étant unp-groupe,H est nécéssairement égal àa.S.a−1∩H. DoncH est bien inclus
dans un Sylow.
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• Pour montrer l’affirmation "Lesp-Sylow sont tous conjugués", il suffit de faire le
même raisonnement avecH unp-Sylow.
• Démonstration de l’affirmation "Lesp-Sylow forment une orbite deG sous l’action
deG par automorphisme intérieur" :
On a vu que lesp-Sylow étaient tous conjugués ; si un autre élément leur est conjugué,
c’est aussi unp-Sylow ; le résultat est donc en fait complètement évident.
• Démonstration de l’affirmation "Unp-Sylow est distingué si et seulement si il est
l’uniquep-Sylow" :
Si unp-Sylow est distingué et s’il n’est pas unique alors il est conjugué à l’autre... donc
il n’est pas distingué.
Réciproquement si il est unique, alors s’il n’est pas distingué, alors il est conjugué à un
autrep-Sylow - donc il n’est pas unique.
• Démonstration de l’affirmation "Le nombre dep-Sylow est congru à1 modulop et
divise|G|" :
On rappelle que la proposition776affirme que le nombre de points fixes d’un ensemble
X sous l’action d’unp-groupeG est congru au cardinal deX modulop.
Il suffit alors de considérer l’ensemble desp-Sylow ; on peut faire agir dessus unp-
Sylow S quelconque par conjugaison. Le nombre dep-Sylow est donc congru au
nombre de points fixes de l’ensemble desp-Sylow sous l’action deS modulo p. Il
reste donc à montrer qu’il y a un unique point fixe. L’existence d’un point fixe est évi-
dente, il s’agit deS lui-même. Supposons queT soit un autre point fixe,T est donc
un p-Sylow tel que pour touts dansS, sTs−1 = T . On considère le groupe engendré
par T et S, S et T sont desp-Sylow de ce groupe. Dans ce groupe toujours,T est
distingué ; donc il est l’uniquep-Sylow, donc il est égal àS. D’où le résultat.
• Démonstration de l’affirmation "Le nombre dep-Sylow divisem" :
Le nombre dep-Sylow est le cardinal d’une orbite, donc il divise le cardinal deG, or
il est congru à1 modulop, donc il divisem.ut

21.6 Applications des groupes de Sylow

21.6.1 Démontrer qu’un groupe n’est pas simple juste au vu de son
cardinal

Cet exemple est tiré de l’excellent [14].

Proposition 788 Un groupe d’ordre63 ne peut être simple.

Démonstration : on considère les7-Sylow deG d’ordre 63 ; ce nombre dep-
Sylow divise 63

7 donc9, et est congru à1 modulop ; donc il y a un unique7-Sylow,
donc il est distingué, doncG n’est pas simple.ut
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21.7 Groupes abéliens

On rappelle qu’un groupe abélien est un groupe commutatif.

Proposition 789 Un groupe abélienG est de type fini si et seulement si il existe
un homomorphisme surjectif deZn surG pour un certainn, c’est-à-dire s’il
est isomorphe à un quotient deZn par un de ses sous-groupesa.
Plus précisément,G est alors engendré parn éléments, sin est minimal.

aNotez qu’il peut s’agir du quotient deZn par n’importe quel sous-groupe, puisqueZn étant
commutatif, tous ses sous-groupes sont distingués

Cela nous servira pour la proposition795.
Démonstration : En effet, supposons queG est finiment engendré, parg1, ..., gn.

Considérons alors l’application deZn dansG définie par(p1, ..., pn) 7→ p1.g1 + ...+
pn.gn. PuisqueG est engendré par lesgi ET G est commutatif, cette application est
surjective. Il est clair que c’est un morphisme puisqueG est commutatif. DoncG est
isomorphe au quotient deZn par le noyau de ce morphisme, d’où le résultat.

Réciproquement, supposons que l’on ait un morphisme surjectif deZ
n surG ; alors

il est égal à l’homomorphisme(p1, ..., pn) 7→ p1.g1 + ... + pn.gn, avecgi l’image de
(0, ..., 0i−1fois, 1, 0, ..., 0) (voir la remarque de la partie21.1.5). Il est donc clair que
G est engendré par lesgi.ut

Définition 790 (Somme)Soit (Ai)i∈I une famille de groupes abéliens. On
note

⊕
i∈I Ai l’ensemble des familles(xi)i∈I avecxi ∈ Ai et lesxi presque

tous nuls ; c’est un groupe abélien pour l’addition terme à terme ; on l’appelle
sommedes groupesAi.
Si i0 ∈ I, on identifieAi0 à l’ensemble des(xi)i∈I tels quei 6= i0 →xi = 0.
Si∀i Ai = A alors on noteA(I) =

⊕
i∈I Ai.

Proposition 791 (Propriété universelle des groupes abéliens)Etant donnée
une famille(Ai)i∈I de groupes abéliens,A′ un groupe abélien,φi un homo-
morphisme deAi surA′, alors il existe un unique homomorphisme de

⊕
Ai

versA′ tel que la restriction de cet homomorphisme àAi soitφi.

Démonstration : Considérerφ(x) =
∑
i φi(xi).ut
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Définition 792 (Somme directe)A étant un groupe abélien, lesAi étant des
sous-groupes deA, alors :
• lesAi sont dits ensomme directesi l’application canonique de

⊕
Ai dans

A qui à (xi)i∈I associe
∑
i xi est injective. On identifie alors son image avec⊕

i∈I Ai.
•On dit queA estsomme directedesAi si l’application est bijective. On note
alors (abusivement)A =

⊕
i∈I Ai.

Proposition 793 A abélien,(Ai) famille de sous-groupes, alors lesAi sont en
somme directe si

∑
i xi = 0 avecxi ∈ Ai (support fini) implique∀ixi = 0.

Définition 794 (Groupe de torsion) Un élément d’un groupe est ditélément
de torsions’il est d’ordre fini.
Un groupe abélienest ditde torsionsi tous ses éléments sont d’ordre fini.
Etant donnép un nombre premier, un groupe abélienest ditde p-torsion si
tous ses éléments sont d’ordre une puissance dep.
Un groupe abélien est ditlibre s’il est isomorphe àZn pour un certainn ∈ N.
On appellesous-groupe de torsiond’un groupe abélienG le sous-groupe
constitué par les éléments de torsiona.

aOn vérifie facilement qu’il s’agit bien d’un sous-groupe.

Proposition 795 Un groupe de torsiona et de type fini est fini.

aSous-entendu : abélien (un groupe de torsion est abélien par définition).

Démonstration : En effet, siG est de type fini et abélien, alors c’est un quotient
deZn, par la proposition789.

On considère alorsppcm le ppcm des ordres desn générateurs donnés par la pro-
position789. L’ordre de tout élément est alors un diviseur deppcm. L’homomorphisme
surjectif deZn dans son quotient a pour noyau un ensemble contenant(kZ)n. Donc il
se factorise à travers(Z/kZ)n (voir le théorème767). Donc le groupeG est de cardinal
plus petit quekn.ut

Les deux théorèmes ci-dessous sont donnés sans démonstration (laissées aux lec-
teurs pour exercice !).

Théorème 796• Tout groupe abélien sans torsion de type fini est libre.
• Tout sous-groupe d’un groupe libre est libre.
• Deux groupes libresZn etZp sont isomorphes si et seulement sin = p.
• Tout groupe abélien de type fini est produit d’un groupe libre et d’un groupe
de torsion. Cette décomposition est unique à isomorphisme près.
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Théorème 797Tout groupe abélien finiG s’exprime de manière unique sous
la forme

Z/a1Z× Z/a2Z× · · · × Z/anZ

avec∀i ∈ [1, n−1]ai|ai+1, eta1 > 1. Lesai sont appelésfacteurs invariants
du groupe.
La décomposition ainsi obtenue est appeléedécomposition cyclique du
groupeG.

Cette décomposition a de nombreuses conséquences :

Corollaire 798 SoitG un groupe abélien fini ; il existe un élément d’ordre le
ppcm des ordres des éléments du groupe.

Démonstration :
• SoitG un groupe abélien fini.
• La décomposition cyclique nous permet d’écrireG sous la forme

Z/a1Z× Z/a2Z× · · · × Z/anZ

• On considère un élémentx = (x1, . . . , xn) de ce produit.
• L’ordre dex est le ppcm des ordres desxi ; or l’ordre dexi divise ai, qui lui-

même divisean.
• Le ppcm des ordres est donc en fait un diviseur dean, donc c’estan lui-même.
• L’élément(0, . . . , 0, 1) convient donc (on peut remplacer1 par n’importe quel

générateur deZ/anZ).ut
Autre conséquence :

Corollaire 799 Soit G un groupe abélien fini. Pour tout diviseurd de
Card(G), il existe un sous-groupeH deG d’ordre d.

Démonstration :
• On écritG sous forme :

Z/a1Z× Z/a2Z× · · · × Z/anZ

• Décomposonsd en facteurs premiers :

d = Πm
i=1pi

• Définissons :
d1 = pgcd(d, a1)

d2 = pgcd(
d

d1
, a2)

d3 = pgcd(
d

d1d2
, a3)

. . .
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dn = pgcd(
d

d1 . . . dn
, an)

• Puisqued|n etn = Πn
i=1ai, on arrive à se "débarasser" de chaque facteur premier

ded dans l’un desdi, et doncΠn
i=1di = d.

• Pour touti, di diviseai.
• Dans un groupe cyclique, il existe un sous-groupe du cardinal de n’importe quel

diviseur de l’ordre du groupe, donc dansZ/(aiZ) il existe un sous-groupeHi de car-
dinaldi.
• Le produit desHi est un sous-groupe deG de cardinald.ut
Quelques autres corollaires, sans preuve :

Corollaire 800 SoitG un groupe abélien fini. Soitc = pn1
1 pn2

2 . . . pnll la dé-
composition dec = card(G) en facteurs premiers. Alors pour touti ∈ [1, l]
il existe un et un seul sous-groupeHi deG de cardinalpnii . En outre,G est
isomorphe au produit desHi.
LesHi, uniques, sont appelés les composantes primaires du groupe commutatif
G.

21.8 Exercices sur les groupes

21.8.1 Exemples de groupes

Les objets suivants sont-ils des groupes ?
(C∗, .), (R∗, .), (C,+), (R,+), (R, .), (Q,+), (Q, .), (N, .), (Z,+), l’ensemble des trans-
lations du plan, l’ensemble des homothéties du plan, l’ensemble à la fois des transla-
tions et des homothéties (pour la composition) ? Ces groupes sont-ils commutatifs ?

Oui, sauf(R, .), (Q, .), (N, .) et l’ensemble des homothéties. Tous ces groupes sont
commutatifs sauf le groupe à la fois des translations et des homothéties.ut

21.8.2 Conditions réduites pour un groupe

SiG a une lci1 associative, un élément1 tel que∀g ge = g, et un élémentg′ pour
toutg tel quegg′ = 1, alorsG est un groupe.

Démonstration : On multipliegg′ parg′ à gauche, et on montre queg′g = 1 en
utilisant leg′′ tel queg′g′′ = 1. Il est facile de voir queeg = g en utilisant ceci.ut

21.8.3 Conditions suffisantes de commutativité

Si tout élément est son propre inverse, alorsG est commutatif.

21.8.4 Z/nZ

Proposition 801 pourd|n, Z/nZ comporte un seul sous-groupe d’ordred.

Démonstration : Existence triviale, unicité en considérant l’ensemble des élé-

1lci=loi de composition interne.
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mentsx tels quexd = 1.ut

Proposition 802 Etant donnés deux entiersn et k, on a équivalence entre les
trois assertions suivantes :
- k (dansZ/nZ) engendreZ/nZ.
- n etk sont premiers entre eux.
- k est inversible dans l’anneauZ/nZ.

21.8.5 Sous-groupes

• Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

• G sous-groupe de(R,+)→G monogène ou dense.
Démonstration : Considérer l’inf deR+ ∩G.ut

• Il existe des sous-groupes denses deR de type fini.
Démonstration : Z+

√
2Zut

• L’union de deux sous-groupes est un groupe si et seulement si l’un est inclus dans
l’autre.

• Le produit élément par élémentde deux sous-groupesA etB est un sous-groupe
si et seulement siAB = BA.

Démonstration : : Supposons queAB soit un sous-groupe. Alors soita ∈ A et
b ∈ B. a−1b−1 ∈ AB → ba ∈ AB doncBA ⊂ AB
ab admet un inverse dansAB donca′b′ab = 1, doncb′ab = a′−1, doncab = b′−1a′−1,
doncab ∈ BA, doncAB ⊂ BA
Réciproquement, supposonsAB = BA, alors l’inverse deab, b−1a−1, appartient bien
àAB ; en outre il est immédiat queAB est stable par produit.ut

• L’image d’un sous-groupe distingué par un homomorphisme est un sous-groupe
distingué de l’image de l’homomorphisme. L’image réciproque d’un sous-groupe dis-
tingué par un homomorphisme est un sous-groupe distingué.

• L’intersection de deux sous-groupes distingués est un sous-groupe distingué.

• Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué ; mais on peut avoir cette pro-
priété sans que le groupe soit abélien ; considérer par exemple{1, i, j, k,−1,−i,−j,−k},
muni des opérationsij = k, ji = −k, jk = i, kj = −i, ki = j, ik = −j (notons que
ce groupe possède aussi la propriété de n’avoir que des sous-groupes propres abéliens).

21.8.6 Divers

• Dans un groupe,(ab)n = 1 ; montrer que(ba)n = 1.
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• Montrer queQ n’est pas de type fini.
Démonstration : Considérer un nombre fini d’éléments deQ, et un dénominateur

commun de ces éléments.ut

• L’ensemble des automorphismes deZ/nZmuni de la composition est isomorphe
à (Z/nZ,×).

• Un sous-groupe additif deR est soit dense, soit de la formea.Z. De même,R+∗

muni de la multiplication n’admet que des sous-groupes denses ou de la formeaZ.
Démonstration : Considérer la borneinf de l’intersection du sous-groupe et de

R
+∗. Le cas multiplicatif s’obtient en considérant lelog, qui est un isomorphisme de

groupe, et qui préserve la densité.ut

• Z + bZ dans(R,+) est de la formea.Z si b est rationnel, et dense sib est irra-
tionnel.

21.9 Zoologie des opérations d’un groupe sur un en-
semble

21.9.1 Opération d’un groupeG sur lui-même par translation à
gauche

On associe à tout élémentg deG la fonction qui àx ∈ G associeg.x.

Cette opération est transitive (il y a une seule orbite) et fidèle.

Théorème 803 (Théorème de Cayley)SiG est fini, alorsG est isomorphe à
un sous-groupe du groupe des permutations deG.

Démonstration : L’application qui àg associe l’applicationx 7→ g.x est un ho-
momorphisme injectif ; doncG est isomorphe à son image par cette application, qui est
donc un sous-groupe du groupe des permutations deG.ut

Pour "fixer les idées", on peut se représenterZ/nZ isomorphe à l’ensemble des
applications qui àx associex+ p.
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21.9.2 Opération d’un groupeG sur le groupeG/H par transla-
tion à gauche

Définition 804 (Action par translation à gauche) A un élémentg et une
classeg′.H on associe la classeg.g′.H. On vérifie facilement que cette opéra-
tion est bien définie et définie bien une opération d’un groupe sur un ensemble.
L’opération est clairement transitive, par contre elle n’est pas fidèle en géné-
ral. Le noyau de l’applicationφ associée (voir définition d’un opération d’un
groupe sur un ensemble) est égal à

∩g∈Gg.H.g−1

(par définition du noyau, il suffit de l’écrire)

21.9.3 Opération d’un groupe sur lui-même par automorphismes
intérieurs

Définition 805 (Action par automorphismes intérieurs) A g ∈ G on asso-
cie l’automorphisme intérieurx 7→ g.x.g−1.

Proposition 806 • Les orbites sont exactement les classes d’équivalence pour
la relation de conjugaison.• Le stabilisateur d’un élémentx est l’ensemble
desg tels quex = g.x.g−1, c’est à direx.g = g.x ; c’est donc l’ensemble des
éléments qui commutent avecx, on l’appellecentralisateur dex. On généra-
lise cette définition en l’élargissant aux parties deG ; le centralisateur d’une
partie est l’ensemble des éléments qui commutent avec tous les éléments de
cette partie.
• Le centralisateur deG tout entier est donc le centre deG, c’est à dire l’en-
semble des éléments qui commutent avec tous les autres.
• Les éléments d’une classe de conjugaison ont même ordre et même nombre
de points fixes.
On peut par exemple considérer le groupeGL(n,K) ; les classes de conju-
gaison, c’est à dire les orbites, sont alors les classes d’équivalence pour la
relation "être semblable à".

21.10 Zoologie des groupes

On trouvera une étude des groupesZ/nZ et (Z/nZ)∗ dans la partie22.5.
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21.10.1 Lesp-groupes

Rappelons qu’unp-groupe est un groupe de cardinal (donc d’ordre)pr avecp un
nombre premier.

Proposition 807 (Le centre d’unp-groupe non trivial est non trivial) Si G
est unp-groupe de cardinal> 1 alors son centre est de cardinal> 1.

Démonstration : On fait agirG sur lui-même par automorphismes intérieurs, comme
indiqué en21.9.3, et on applique la proposition21.10.1. On en déduit que le centre est
de cardinal congru àp, or il est non réduit à0.ut

21.10.2 Groupe linéaire et groupe spécial linéaire

Définition 808 Etant donnéK un corps commutatifquelconque etE un K-
espace vectoriel de dimension finie, on appellegroupe linéaire GL(E) le
groupe des automorphismes deE.

GL(E) est isomorphe àGL(n,K), groupe des matrices inversiblesde taillen×n,
à coefficients dansK, avecn la dimension deE.

On notera que deux matrices semblablesA et B vérifient qu’il existeP tel que
A = P−1.B.P ; cela revient donc à dire queA etB sont conjuguées.

Définition 809 Le noyau de l’homomorphisme qui àf associe son détermi-
nant est par définition l’ensemble des automorphismes de déterminant1 ; on
l’appellegroupe spécial linéaireet on le noteSL(E).

SL(E) est isomorphe àSL(n,K), groupe des matrices deGL(n,K) de détermi-
nant1.

Proposition 810 On a une suite exacte :

1→ SL(E)→ GL(E)
dét
→ K

∗ → 1

En outre, le groupe linéaireGL(E) est isomorphe au produit semi-direct du
groupe spécial linéaireSL(E) parK∗.

K
∗ désignantK− {0}.

Démonstration : Il suffit de prendre pour injection deSL(E) dansGL(E) la
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simple identité, et de considérer le sous-groupeH deGL(E) des matrices de la forme

λ 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0
... 0 1 0

0 0 . . . 0 0 1


avecλ non nul.

Le déterminant induit bien une bijection deH surK∗, on a bienH ∩SL(E) réduit
à l’élément neutre, on a bienSL(E).H = GL(E), etSL(E) est clairement distingué.
ut

Proposition 811 (Générateurs deGL(E) et SL(E)) • GL(E) est engendré
par l’ensemble des dilatations deE.
• SL(E) est engendré par l’ensemble des transvections deE.

Démonstration : Je ne détaillerai pas intégralement la preuve, laborieuse, mais
peu difficile. Il suffit de montrer les points suivants, dans cet ordre :
• Toute matrice de la formeI + λEi,j pour i 6= j, avecλ ∈ K etEi,j la matrice

définie par(Ei,j)k,l = 1 si i = k et j = l et 0 sinon, est la matrice d’une transvection.
L’inverse d’une matrice de transvection, est une matrice de transvection.
• Une matrice de déterminant1 est égale à un produit de matrices de transvections.

Pour le prouver, on considèreM une telle matrice, on la multiplie par des matrices de
transvection pour se ramener à une matrice n’ayant qu’un seul élément non nul sur la
première ligne, pour que cet élément soit l’élément en haut à gauche, et pour qu’il soit
égal à1. Il suffit alors de procéder par récurrence en considérant un produit de matrices
par bloc.

(ce point est exactement le deuxième point annoncé)
• Une matrice appartenant àGL(E) est le produit d’une matrice appartenant à

SL(E) et d’une matrice de dilatation (voir proposition810).ut

21.10.3 Groupe orthogonal et groupe spécial orthogonal

� Cas général

Définition 812 On appellegroupe orthogonal d’un espace euclidienE l’en-
semble des automorphismes orthogonaux deE muni de la composition◦ ; on
le noteO(E).
On appellegroupe spécial orthogonal d’un espace euclidienE l’ensemble
des automorphismes orthogonaux deE de déterminant1 muni de la composi-
tion ◦ ; on le noteSO(E) ouO+(E).
On noteO−(E) le complémentaire deSO(E) dansO(E).
On note en outreOn(R) l’ensembleO(Rn).
On note en outreSOn(R) l’ensembleSO(Rn).
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Ces espaces sont isomorphes aux espaces décrits en21.10.4, donc je n’approfondis
pas plus ici pour le moment, à part les cas spéciaux des dimensions1, 2 et3.

� Dimension1

Ce cas est de peu d’intérêt ; les seules transformations orthogonales sontx 7→ x et
−x 7→ −x...

� Dimension2

Un rapide calcul montre que les matrices des transformations orthogonales en di-
mension2 sont de l’une des deux formes suivantes :(

cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)(
cos(θ) sin(θ)
sin(θ) −cos(θ)

)
La matrice de gauche représente une transformation du groupe spécial orthogonal

(c’est à dire de déterminant1, et donc dansSO(E) = O+(E)), celle de droite une
transformation qui n’est pas de ce groupe (c’est à dire que celle-ci est de déterminant
−1, et donc dansO−(E)).

(le calcul est facile, il suffit de se souvenir quex2+y2 = 1→ ∃θ/x = cos(θ) ety =
sin(θ))

Définition 813 On appellerotation d’angle θ un endomorphisme associé à la
matrice : (

cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)

Toujours par des calculs sans grande difficulté on montrerait queSO2(R) com-
mute, et est en fait isomorphe àR/(2.Π.Z) ; les seules transformations orthogonales
de déterminant1 sont en fait les rotations. On noterθ la rotation d’angleθ.

En étudiant la matrice de droite, on constate qu’elle est symétrique, donc diago-
nalisable (voir la partie29.5.2) ; son polynôme caractéristiques estX2 − 1 ; elle est

semblable à

(
1 0
0 −1

)
. Il s’agit donc en fait d’une symétrie par rapport à un hy-

perplan (ici hyperplan = droite car on est en dimension2). Ainsi les transformations
orthogonales de déterminant−1 sont en fait des symétries par rapport à des droites. On
note que les symétries ne commutent pas, elles. On notesθ la symétrie correspondant
θ (θ est en fait le double de l’angle de l’axe invariant avec le premier axe).

On notera quesθ ◦ sθ′ = rθ−θ′ .

l’angle n’est défini qu’à2.Π près pour les rotations et les symétries.
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� Dimension3

Proposition 814 En dimension3,O+(E) comporte :
• les rotations axiales
• l’identité, qui est un cas particulier de rotation axiale
• la symétrie par rapport à une droite, qui est un cas particulier de rotation
axiale
En dimension3,O−(E) comporte :
• les symétries orthogonales par rapport à un plan
• les composées d’une rotation autour d’un axe et d’une symétrie par rapport
au plan orthogonal à cet axe

On se donnef un endomorphisme orthogonal deE euclidien de dimension3, et on
considèreI l’ensemble{x/f(x) = x} (ensemble des invariants parf ). On va classer
lesf possibles suivant la dimension deI.

� dim I = 3
Pas drôle :f est l’identité, et doncf ∈ SO(E) = O+(E).

� dim I = 2
Alors l’orthogonal deI est de dimension1 ; la restriction def à cet espace est un

endomorphisme orthogonal (rappelons que si un espace est stable pour un endomor-
phisme orthogonal, alors son orthogonal aussi). Ce n’est pas l’identité puisquef n’est
pas l’identité, donc il s’agit dex 7→ −x (si un endormorphisme est orthogonal, ses
seules valeurs propres possibles sont1 et−1). f est donc une symétrie par rapport à un
plan.f ∈ O−(E).

� dim I = 1
La restriction def à l’orthogonal deI (rappelons que si un espace est stable pour un

endomorphisme orthogonal, alors son orthogonal aussi) est un endomorphisme ortho-
gonal et n’a pas de vecteur invariant ; donc c’est une rotation. Doncf est une rotation
autour d’un axe. Sa matrice est semblable à la matrice cos(θ) −sin(θ) 0

sin(θ) cos(θ) 0
0 0 1


f est de déterminant1, et donc appartient àSO(E) = O+(E).

� dim I = 0
En dimension3, tout endomorphisme admet au moins une valeur propre (tout poly-

nôme de degré impair admettant au moins une racine surR).
f admet donc nécéssairement une valeur propre. Or un endomorphisme orthogonal ne
peut avoir pour valeur propre que1 ou−1 ; donc−1 est valeur propre.
On va maintenant considérerO, l’ensemble desx tels quef(x) = −x, et on va raison-
ner sur la dimension deO.
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dim O = 3 On a alorsf la symétrie par rapport à0 ; f est dansO(E) et pas dans
SO(E) ; f est dansO−(E).

dim O = 2 : cas impossible Supposonsdim O = 2.
Alors l’orthogonal deO est stable parf ; donc soit la restriction def à cet ortho-

gonal est l’identité, soit c’est moins l’identité ; puisquedim I = 0 il s’agit de moins
l’identité. Donc en faitdimO = 3, d’où contradiction. Donc ce cas ne peut se produire.

dim O = 1
On considère alors la restriction def à l’orthogonal deO. Il s’agit d’un endomor-

phisme orthogonal en dimension2, sans valeur propre ; donc une rotation qui n’est pas
une symétrie par rapport à un point, ni l’identité.f est de déterminant−1, et donc est
dansO(E) mais pas dansSO(E) ; f ∈ O−(E).

21.10.4 Groupe orthogonal réel et groupe spécial orthogonal réel

Définition 815 On appellegroupe orthogonal réel d’ordren l’ensemble des
matricesM réelles de type(n, n) telles quetM.M = I, on le noteOn(R) ; il
s’agit d’un sous-groupe du groupe linéaire réel d’ordren.
On appellegroupe spécial orthogonal réel d’ordren l’ensemble des matrices
M réelles de type(n, n) telles quetM.M = I et det M = 1, on le note
SOn(R) ; il s’agit d’un sous-groupe du groupe orthogonal réel d’ordren et
d’un sous-groupe du groupe spécial linéaire d’ordren.
On appellematrice orthogonale une matrice appartenant àOn(R) pour un
certainn.

Proposition 816 (Propriété des matrices orthogonales réelles)Une ma-
trice est orthogonale si et seulement si sa transposée l’est.
Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes forment
une famille orthonormale deRn.
Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs lignes forment une
famille orthonormale deRn.
Une matrice est orthogonale si et seulement si il s’agit d’une matrice de
changement de bases orthonormales.
Une matrice orthogonale est de déterminant1 ou−1.
Une valeur propre de matrice orthogonale est soit1 soit−1.
Une matrice orthogonaleM vérifiecom(M) = det(M).M .
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21.10.5 Groupe affine d’un espace affine

Définition 817 On appellegroupe affine d’un espace affineX l’ensemble
des applications affines bijectives deX dans lui-même muni de la composi-
tion ; c’est un groupe. On le noteGA(X).
On appellegroupe spécial affine d’un espace affineX l’ensemble des appli-
cations affines bijectivesf deX dans lui-même telles quedet

−→
f = 1, muni de

la composition ; c’est un groupe. On le noteSA(X).

Le fait qu’il s’agisse d’un groupe est facile à voir. La proposition suivante est évi-
dente :

Proposition 818 L’application f 7→
−→
f est un morphisme deGA(X) dans

GL
−→
X .

Etudions maintenant la structure du groupeGA(X).

� Générateurs deGA(X) et SA(X)

Proposition 819 •GA(X) est engendré par l’ensemble des dilatations affines
deX
• SA(X) est engendré par l’ensemble des transvections affines deX

Démonstration : Simple conséquence de la proposition811.ut

� Sous-groupes remarquables deGA(X)

� Le sous-groupe des symétrie
L’ensemble des symétries est un sous-groupe distingué deGA(X). En effet, avec

s
A,
−→
B

la symétrie par rapport àA parallèlement à
−→
B , on a

g ◦ s
Y,
−→
Z
◦ g−1 = s

g(Y ),−→g (
−→
Z )

� Le sous-groupe des translations
L’ensembleT (X) des translations de l’espace affineX est un groupe pour la com-

position ; ce groupe est distingué. On le voit en constatant que c’est le noyau du mor-

phisme qui àf dansGA(X) associe
−→
f dansGL(

−→
X ).

Le groupe quotient deX parT (X) est isomorphe à
−→
X .

� Le sous-groupe des homothéties-translations
L’ensemble des homothéties et des translations d’un espace affineX est stable par

composition et contient l’identité ; or il est inclus dansGA(X). Donc c’est un sous-
groupe deGA(X). Il est généré par les homothéties (toute translation s’exprime comme
composée de deux homothéties de rapport inverse).

Ce sous-groupe est exactement l’ensemble des bijections deX transformant toute
droite en une droite parallèle.
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� Le sous-groupe des applications affines bijectives deX laissant une partie don-
née invariante

On fixe une partieP deX, et on considèreG l’ensemble desf appartenant àGA(X)
telles quef(P ) ⊂ P ; G est stable par composition et contient l’identité, c’est donc un
sous-groupe deGA(X).

� En dimension finie, le sous-groupe des applications affines laissant fixe un repère
On suppose queX est de dimension finien. On se donne alors un repère affine

A0, A1, ..., An.
Nécéssairement, une bijection affinef laissant invariant un repère a pour restriction

à la partie{A0, ..., An} une permutationσ. Une application affine étant entièrement
déterminée par l’image d’un repère affine, on en déduit que l’ensemble des applications
affines bijectives laissant invariant le repèreA0, A1, ..., An est un groupe isomorphe à
σn+1

� Le groupe affine comme produit semi-direct

On a vu queT (X), ensemble des translations deX, est distingué dansGA(X),
puisque noyau du morphismef 7→

−→
f . On a une suite exacte

1→ T (X)→ GA(X)
f 7→

−→
f

→ GL(
−→
X )→ 1

On se donneO appartenant àX donné ; l’applicationf 7→
−→
f induit une bijection

de l’ensemble des bijections affines deX laissantO invariant sur
−→
X ; on a donc un

relèvement deGL(
−→
X ).

DoncGA(X) = T (X)oGL(
−→
X ), avec pour action deGL(X) dansT (X)

−→
f .t =

f−1
0 ◦ t ◦ f0 avecf0 l’application affine laissantO invariant et associée à

−→
f (ce qui

revient à
−→
f .t−→a = t−→

f (−→a )
, en notantt−→u la translation de vecteur−→u ).

En considérant l’isomorphisme évident entreT (X) et
−→
X (c’est-à-dire en rempla-

çant une translation par le vecteur de cette translation) on peut aussi écrire

GA(X) =
−→
X oGL(

−→
X )

Et quel que soitO dansX on peut écrire toute application bijective affinef deX
dansX sous la formef = t◦u0 avecu0 application affine bijective laissant0 invariant.

21.10.6 Groupe projectif d’un espace vectoriel de dimension finie

Définition 820 - Proposition On se donneE un K-espace vectoriel de di-
mension finie. L’ensemble des homographies deP (E) dansP (E) forme un
groupe pour◦, appelégroupe projectif de E, notéPGL(E). Ce groupe est
isomorphe àGL(E)/(K \ {0}.I), avecI l’identité deE dansE.
On note usuellementPGLn(K) pourPGL(Kn).

Démonstration : Seul l’isomorphisme mérite d’être détaillé.
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Considérons l’applicationH, qui à un endomorphisme deE associe l’homographie
associée à cet endomorphisme (on se donne bien entendu pour cela un repère projectif
deE).

Son noyau est l’ensemble des applications linéaires deE dansE qui laissent toute
droite invariante. Il faut donc montrer qu’un endomorphisme laissant toute droite inva-
riante est une homothétie.

Lemme 821 Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie lais-
sant invariante toute droite est une homothétie.

Démonstration : On procède par récurrence sur la dimensionn de l’espace vecto-
riel .

Pourn = 1 le résultat est clair.
Pourn > 1, on considèref un endomorphisme deE, tel que pour toutx il existe

un scalaireλx tel quef(x) = λx.x.
Il est clair que six ety deE sont liés, alorsλx = λy.
Considérons maintenantx ety linéairement indépendants.
Alors f(x + y) = λx+y.x + λx+y.y = f(x) + f(y) = λ.x + λ.y, doncλx =

λx+y = λy.
On a donc montré le résultat souhaité.ut
Du coup, grâce à ce lemme, la preuve de la proposition est achevée.ut

21.10.7 Groupe unitaire et groupe spécial unitaire d’un espace her-
mitien

Définition 822 On appellegroupe unitaire deE et on noteU(E) avecE un
espace hermitien (voir partie29.6) l’sensemble des automorphismes unitaires
deE, c’est-à-dire des automorphismesf deE tels quef−1 = f∗, muni de la
composition.
On appellegroupe spécial unitaire deE, et on noteSU(E), avecE un espace
hermitien, le sous-groupe deU(E) constitué des automorphismes unitaires de
E de déterminant1.

Ces groupes sont isomorphes aux groupes dont il est question ci-dessous.
On note bien que le déterminant d’un élément deU(E) peut être n’importe quelle

valeur du cercle unité, et pas seulement1 et −1 comme dans le cas des endomor-
phismes orthogonaux d’un espace euclidien.
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21.10.8 Groupe unitaire complexe d’ordren et groupe spécial uni-
taire complexe d’ordre n

Définition 823 L’ensemble des matricesM de type(n, n) à coefficients dans
C telles quetM.M = I est un groupe pour◦ ; on l’appellegroupe unitaire
complexe d’ordren, et on le noteUn(C).
L’ensemble des matricesM de type(n, n) à coefficients dansC telles que
tM.M = I et det M = 1 est un groupe pour◦ ; on l’appellegroupe spécial
unitaire complexe d’ordre n ; on le noteSUn(C), c’est un sous-groupe de
Un(C).

21.10.9 Groupe des similitudes d’un espace euclidien

Définition 824 On appellegroupe des similitudes d’un espace euclidienE
et on noteGO(E) l’ensemble des similitudes d’un espace euclidienE, muni de
la composition◦. On appellegroupe des similitudes d’un espace euclidien
E et on noteGO(E) l’ensemble des similitudes d’un espace euclidienE, muni
de la composition◦.

Il s’agit d’un groupe, sous-groupe deGL(E) (groupe linéaire deE, ensemble des
automorphismes deE.

Il est isomorphe àR∗+ ×O(E), avecO(E) l’ensemble des automorphismes ortho-
gonaux deE.
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21.10.10 Groupe des quaternions

Définition 825 On le noteH8. Ses éléments sont1,−1, i, j, k,−i,−j,−k, et
la multiplication est définie par la table suivante :

1 i j k
1 1 i j k
i i −1 k −j
j j −k −1 i
k k j −i −1

On peut aussi résumer la loi de multiplication par

ij = k, jk = i, ki = j

ji = −k, kj = −i, ik = −j

i2 = j2 = k2 = −1

D(H8) = {1,−1}

Z(H8) = {1,−1}

Ce groupe n’est pas commutatif. Ses sous-groupes sont{1}, {1,−1}, {1,−1, i,−i}
etH8 lui-même ; ils sont tous distingués. Cela montre d’ailleurs que la propriété des
groupes abéliens d’avoir tous leurs sous-groupes distingués n’est pas une condition
suffisante pour que le groupe soit abélien.
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21.10.11 Groupe symétrique

Définition 826 On appellepermutation d’un ensemble une bijection de cet
ensemble sur lui-même.
On appellesupport d’une permutation sur un ensemble tout élément de cet
ensemble qui n’est pas invariant par cette permutation.
On appellecycled’un ensemble une bijectionf telle qu’il existea1, ..., an (en
nombre fini et distincts) tels quef(ai) = ai+1 pour i < n, f(an) = a1 et
f(b) = b si b n’est aucun desai. n est l’ordre du cycle ; il ne s’agit pas d’une
définition, car cet ordre colle à la notion d’ordre sur les éléments d’un groupe.
n est aussi appelélongueur du cycle (cette fois-ci c’est bien une définition !).
On appellen-cycleun cycle d’ordren.
On appelletransposition une permutation qui «échange» deux éléments. On
note(a, b) la transposition qui échangea et b. Une transposition est un cycle
est longueur2.
On appellegroupe symétriqued’un ensembleE l’ensemble des permutations
de cet ensemble.
On noteσn et on appellen-ième groupe symétrique standardle groupe sy-
métrique de{1, 2, ..., n}. Tous les groupes symétriques sur des ensembles de
cardinaln sont isomorphes àσn.
Pour unn donné on appellesignature l’unique homomorphismeε deσn dans
{1,−1} tel queε(τ) = −1 lorsqueτ est une permutation.
On appellen-ième groupe alternéle noyau deε (dansσn). On le noteUn.
On appellematrice associée la permutationσ deσn la matriceM telle que
Mi,j = δi,σ(j).

Remarques et propriétés :
•On parle aussi, au lieu den-ième groupe symétrique standard, degroupe symétrique
d’ordre n ; il faut bien voir que ce groupe n’estPASd’ordren mais d’ordren!.
• Pour bien faire il faudrait démontrer que l’on caractérise bien ici la signature. Cela
serait fait dans la partie21.10.11.

Proposition 827 • |σn| = n!
• Z(σn) = 1 si n ≥ 3.
• σn est engendré par les transpositions
• σn est engendré par les transpositions de la forme(a, a + 1), aveca ∈
[1, n− 1].
• σn est engendré par les transpositions de la forme(1, a), aveca ∈ [1, n].
• σn est engendré par la transposition(1, 2) et le cycle(1, 2, ..., n).
• Un est engendré par les cycles d’ordre3.
• Des cycles de supports disjoints commutent.
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Proposition 828 Soitp une permutation deE fini. L’orbite d’un pointx pour
p est l’ensemble despn(x) avecn ∈ N. p est un cycle s’il existe une orbite et
une seule qui soit de cardinal> 1.

Démonstration : Si on a un cycle, il est clair qu’il existe une seule orbite de car-
dinal > 1 ; si on a une seule orbite dans ce cas, alors on considère les éléments de
l’orbite, la suite est évidente.ut

Théorème 829Toute permutation peut s’écrire comme produit de cycles de
supports deux à deux disjoints. La décomposition est unique à l’ordre près des
facteurs.

Démonstration :
Considérons une permutationσ de [1, n]. L’unicité de sa décomposition sous la

forme annoncée découle immédiatement de l’étude des orbites de l’action de{Id, σ}
sur[1, n] (on considère ce qu’il se passe sur chaque orbite).

Pour l’existence, on se restreint aussi à une telle orbite. Il est clair queσ se com-
porte sur cette orbite comme un cycle. D’où le résultat.ut

Proposition 830 Le centre deσn est trivial dès quen ≥ 3.

Démonstration : Soitσ élément non neutre deσn. Il existe alorsi tel queσ(i) =
j 6= i. On prend alorsk différent à la fois dei et dej, et on constate queσ ◦ (j k)(i) 6=
(j k) ◦ σ(i)ut

� La conjugaison dansσn

On considère l’opération deσn surσn par automorphisme intérieur, comme étudié
en21.9.3.

Proposition 831 • Cette opération est transitive, et mêmek transitive pour
toutk. Elle est fidèle pourn ≥ 3, puisqu’alors le centre est trivial.
• Si on se limite àUn, cette opération estn− 2 fois transitive.

Démonstration : Le premier point est évident. Pour le second, on considèrek ≤
n − 2 éléments de{1, ..., n}, et on ajoute deux autres points ; on considère la per-
mutation qui affecte nosk points correctements, et qui, si la permutation obtenue est
impaire, permute les deux points supplémentaires.ut
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Proposition 832 •Pour toutm, l’ensemble des cycles d’ordrem est une orbite
(c’est à dire une classe de conjugaison).
• Sin ≥ 5 les cycles d’ordre3 sont conjugués dansUn.

Démonstration : Remarquons tout d’abord que sif = (x1, ..., xk) ∈ σn et
g ∈ σn, alorsg.f.g−1 = (g(x1), ..., g(xk)). Pour montrer le premier point, il suffit
alors, étant donnés deux cycles de même longueur(x0, ..., xk) et (y0, ..., yk) de consi-
dérer la permutationp qui àxi associeyi ; on a bienp.x.p−1 = y.
Le deuxième point est plus délicat, et utilise la proposition831. Etant donnés deux3-
cycles(x0, x1, x2) et (y0, y1, y2), on considère la permutationp deUn qui àxi associe
yi ; on a bienx = p.y.p−1.ut

� Les matrices de permutations

Définition 833 L’application φ qui à une permutation associe la matrice as-
sociée à cette permutation est un morphisme injectif dansGLn(K) (ensemble
des matrices inversibles de type(n, n)).
On a la propriétéφ(s)−1 = φ(σ−1) =t φ(σ).
Le déterminant deφ(s) est égal à la signature des.

� La signature

Proposition 834 (Différentes caractérisations de la signature)On peut dé-
finir la signatureε surσn de l’une des façons suivantes :
1) On appelleinversion d’une permutationp, une paire(i, j) d’éléments tels
que(j − i).(p(j) − p(i)) < 0. On définitε(p) = (−1)Inv(p), avecInv(p) le
nombre d’inversions.
2) Il existe un unique morphismeε deσn sur{−1, 1} tel queε(t) = −1 si t est
une permutation.
3) ε(p) est égal à(−1)s avecs le nombre de transpositions dans une décom-
position dep en produit de transpositions.

Démonstration : Pas très très dur... Pour voir que1 entraine2 il faut voir queε(p)
est le produit desΠi<j

p(j)−p(i)
j−i , le reste est facile.ut

Il y a en outre une caractérisation de la signature, donnée en21.10.11.

� Simplicité deUn pour n > 4 ; conséquences

Cette preuve est tirée de [14, p. 28], fort bon livre en algèbre, pour ceux qui
connaissent déjà les bases du moins.
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Théorème 835Un est simple (i.e. sans sous-groupe distingué non trivial) si
n ≥ 5.

Démonstration : On procède en deux étapes :
• Le casn = 5
- Le groupeU5 se décompose en 60 éléments ; l’identité, 15 éléménts d’ordre 2, qui
sont des produits de deux transpositions disjointes, 20 éléments d’ordre 3, qui sont des
3-cycles, et 24 d’ordre 5, qui sont des 5-cycles. On va se préoccuper des classes de
conjugaison deU5.
- les éléments d’ordre2 sont conjugués (facile).
- les3-cycles sont conjugués.
SupposonsH sous-groupe deU5, etH Cp U5, etH 6= {1}.
- S’il contient un élément d’ordre3 il les contient tous, puisqu’il est distingué et que
les éléments d’ordre3 sont conjugués.
- S’il contient un élément d’ordre2 il les contient tous, puisqu’il est distingué et que
les éléments d’ordre2 sont conjugués.
- S’il contient un élémentsx d’ordre5, alors il contient aussi le5-Sylow engendré par
x (voir les théorèmes de Sylow,21.5). Les5-Sylow étant tous conjugués, il les contient
donc tous ; tout élément d’ordre5 étant inclus dans un5-sylow, tout élément d’ordre5
est alors inclus dansH.
- S’il contient donc un seul type d’éléments parmi les éléments ci-dessus en plus de
l’unité, alors alors son cardinal serait soit1 + 20, soit 1 + 24, soit 1 + 15 ; or ces
nombres ne divisent pas60. Donc il contient au moins deux types de ces éléments.
Donc son cardinal est au moins1 + 15 + 20, et comme il divise60, H est en fait égal
àU5. Le résultat est donc prouvé dans le cas deU5.
• Le casn > 5
- On considèreH Cp Un,H 6= {1} ; on considèreσ dansH, σ 6= 1.
- Par hypothèse on a un certaina tel queb = σ(a) 6= a.
- on peut choisirc différent à la fois dea, deb et deσ(b).
- on considèreτ le 3-cycle(acb). τ−1 = abc.
- On noteρ la permutation(τ.σ.τ−1).σ−1 = (acb)(σ.a, σ.b, σ.c).
- L’ensemble{a, b, c, σ.a, σ.b, σ.c} ayant au plus5 élément (carσ.a = b), on le com-
plète par des éléments quelconques pour avoir un ensembleF de5 éléments contenant
{a, b, c, σ.a, σ.b, σ.c}.
- ρ est l’identité en dehors deF , etρ(F ) = F .
- On constate queρ est différent de l’identité carρ(b) 6= b.
- UF , ensemble des permutations paires deF est isomorphe àU5 ; on a un morphisme
injectif φ deUF dansUn en considérant pour une permutationt deUF la permutation
dont la restriction àF estt et la restriction àF c est l’identité.
- On considèreH ′ l’intersection deH et deUF .
- H ′ est distingué dansUF , clairement.
- il est clair queρF appartient àUF , et queρF n’est pas l’élément neutre.
- Par simplicité deUF , on sait alors queH ′ est égal àUF .
- On considère alors un3-cyclec deF , il est dansH ′, doncφ(c) est dansH.
- H contient donc un3-cycle, or puisqu’il est distingué il contient aussi sa classe de
conjugaison, donc il contient tous les3-cycles (les3-cycles étant tous conjugués). Donc
il contient le groupe engendré par les3-cycles, c’est-à-direUn.
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Ceci termine la preuve.ut

Corollaire 836 D(Un) = Un pourn ≥ 5 etD(σn) = Un pourn ≥ 2.

Démonstration : • Première preuve (en utilisant le théorème) :
D(Un) est distingué, donc il ne saurait être plus petit queUn, puisqueUn est simple,
doncD(Un) = Un.
D(σn) est le sous-groupe engendré par les commutateurs deσn, or il est clair que ces
commutateurs appartiennent àUn (considérer leurs signatures). DoncD(σn) est inclus
dansUn, or puisqu’il est distingué, il ne saurait être inclus strictement.
• Deuxième preuve (élémentaire) :
- on montre facilement que tout commutateur deσn est dansUn.
- on en déduit queD(Un) ⊂ D(σn) ⊂ Un
- on montre alors que tout3-cycle deUn s’écrit comme commutateur d’éléments de
Un ; en effet avecf un tel 3-cycle,f et f2 sont conjugués dansUn (vrai pour toute
paire de3-cycles), doncf2 = t.f.t−1, et doncf = t.f.t−1.f−1.ut

Corollaire 837 Les sous-groupes distingués deσn sont{1}, Un, σn.

Démonstration : SupposonsH sous-groupe distingué deσn.
• H ∩ Un est égal à1 ouUn.
• SiH ∩ Un = Un, alors siH 6= Un, alorsH contient un produit impair de transpo-
sitions ; en multipliant par l’inverse du produit des transpositions sauf une on constate
queH contient une transposition. Etant données deux transpositions, on constate qu’elles
sont conjuguées par les éléments deUn ; doncH contient en fait toutσn.
• SiH ∩ Un = {1}, alorsε est un isomorphisme deH surε(H). DoncH contient en
fait un seul autre élément au plus. S’il en contient deux alors soitτ l’autre élément ; il
doit commuter avec n’importe quel élément puisqueH est distingué et puisqueτ n’est
pas conjugué à l’unité ; or le centre deσn est trivial.ut

Corollaire 838 SoisG un sous-groupe deσn d’indice n. Alors G est iso-
morphe àσn−1.

Démonstration : On rappelle que l’indice d’un sous-groupe, on appelle indice le
cardinal du groupe quotient. Un sous-groupe d’indicen deσn est donc en fait un sous-
groupe de cardinal(n− 1)!.
Le casn ≤ 4 s’obtient facilement. Pourn ≥ 5, on constate queσn ouG opère à gauche
sur l’ensemble quotient (par translation à gauche, voir21.9.2). On a donc un homomor-
phismeφ deσn dans l’ensemble des permutations deσn/H, qui est isomorphe àσn.Il
reste maintenant à voir que cet homomorphisme est injectif (le caractère surjectif se
déduisant alors des cardinaux). Son noyau est l’intersection desa.G.a−1 poura dans
σn, et donc il est de cardinal au plus le cardinal deG, donc(n−1)! ; or il est distingué,
et on a montré que les seuls sous-groupes distingués deσn étaient{1},Un etσn ; donc
il s’agit de1, d’où le résultat.ut
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Admettons enfin sans preuve la proposition ci-dessous :

Proposition 839 Si n 6= 4 et n 6= 6 tous lesG vérifiant ces hypothèses sont
conjugués. En fait, avec les mêmes hypothèses que ci-dessus, il existei tel que
G soit l’ensemble des permutations laissanti invariant.

� Décomposition deσn

On a une suite exacte

1→ Un → σn

ε

→ {−1, 1} → 1

avecε la signature. Avecτ une transposition (c’est à dire une permutation de deux
éléments) alors{Id, τ} est un groupe qui est une section pourε, donc on a

σn ' Un o {τ, Id} ' Un o {−1, 1} ' Un o Z/2Z

En outre,σn est isomorphe à l’ensemble des automorphismes intérieurs lorsquen ≥ 3 ;
en effet le centre est alors trivial. On verra plus bas que l’ensemble des automorphismes
intérieurs est lui-même égal à l’ensemble des automorphismes lorsquen 6= 6.

� Automorphismes deσn

� Les automorphismes intérieurs sont des automorphismes
Les automorphismes intérieurs sont les automorphismes de la formet → u.τ.u−1,

avecu une permutation quelconque. Les automorphismes intérieurs forment un sous-
groupe du groupe des automorphismes, de manière évidente.

� Les automorphismes sont des automorphismes intérieurs lorsquen 6= 6

Proposition 840 Un automorphisme deσn transformant toute transposition
en transposition est un automorphisme intérieur.

Démonstration : On considère les transpositionsti = (1, i) pour i > 1. Ces
transpositions engendrent toutes les transpositions. Il suffit donc de montrer queφ,
qui transforme toutes ces transpositions en transpositions, coïncident avec un automor-
phisme intérieur.
Pour cela on constate que :
• lesφ(ti) ne sont pas disjointes deux à deux.
• φ(ti) etφ(tj) ont même élément commun queφ(ti) etφ(tk).
• on peut donc noterφ(ti) sous la forme(z1, zi).
• z est la permutation recherchée, tel que l’automorphisme intérieur correspondant cor-
responde àφ.ut
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Proposition 841 On supposen = 1.k1 + 2.k2 + ... + n.kn et queσ est une
permutation produit de

∑
i ki cycles disjoints,k1 d’ordre 1, k2 d’ordre 2, k3

d’ordre 3, ... ,kn d’ordre kn. Alors le cardinal du centralisateur deσ est égal à

|c(s)| = Πn
i=1ki!.i

ki

Démonstration : • Tout d’abord on montre le résultat pour un seul cycle, d’ordre
n.
Le centralisateur est alors tout simplement de cardinaln ; il s’agit du sous-groupe en-
gendré par ce cycle. Pour le voir on se ramène à un cycle(1, 2, ..., n) ; pour queτ com-
mute avec ce cycle, il faut queτ(n+1) = τ(n)+1, c’est-à-dire queτ(n+1)−τ(n) = 1,
donc queτ(n) = τ(0) + n (on compte modulon) ; on a donc un élément dans le cen-
tralisateur pour tout élément de[1, n].
• On le généralise ensuite àk cycles de même ordrei.
Alors en se restreignant aux permutations laissant invariants chacun des supports, on a
i possibilités, on obtient doncik. Mais il reste la possibilité d’intervertir les supports,
il faut donc multiplier park!. Il est clair que toutes les permutations ainsi construites
sont bien dans le centralisateur ; pour la réciproque, il suffit de supposer quea eta+ 1
appartenant au support du même cycle (supposés de la forme(j, j + 1, .., j + i− 1), et
qu’ils ne sont pas envoyés dans un même support ; on constate alors que notre permu-
tation ne saurait commuter avec notre produit de cycles.
• On le généralise enfin au cas le plus général.
Facile ! Il suffit de faire comme ci-dessus et de constater que quand deux supports ont
pas la même taille il est impossible de mettre tous les éléments de l’un dans l’autre...ut

Théorème 842Si n 6= 6 alors tout automorphisme deσn est un automor-
phisme intérieur.

Démonstration : L’image d’une transposition par un automorphismeφ est d’ordre
2, et donc est un produit dek cycles disjoints. Par la proposition841le cardinal de son
centralisateur est alors2k.k!.(n− 2.k)! ; ce cardinal est aussi le cardinal du centralisa-
teur de notre transposition initiale, donc2.(n − 2)!. Si n = 6, on a une solution avec
n = 6 et k = 3, si n 6= 6, on a une seule solution pourk = 1. Donc l’image d’une
transposition parφ est une transposition ; donc par la proposition840φ est un auto-
morphisme intérieur.ut
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21.10.12 Groupes en géométrie

� Groupe diédral Dn

Définition 843 (Groupe diédral) On appellegroupe diédral d’ordre n et on
noteDn le groupe des isométries du plan conservant un polygone régulier à
n côtés. Il contient2.n éléments, comme on pourra s’en convaincre en distin-
guant le casn pair et le casn impair ; n rotations etn symétries.
On noteRn l’ensemble desn rotations deDn.

Proposition 844 On aRn Cp Dn, et donc

1→ Rn → Dn

p

→ Z/2Z→ 1

en effetDn étant d’ordre2.n, le quotient deDn par Rn est d’ordre2, et ne
peut donc être qu’isomorphe àZ/2.Z.
Etant donnéer ∈ Dn \ Rn, {r, Id} fournit une section ; donc on aDn =
Rn o {r, Id}, doncDn ' Z/nZ o Z/2Z.

On pourra consulter la partie34.3.1pour plus d’informations sur le groupe diédral.

21.11 Application des groupes à la géométrie

Ci-dessous une liste non exaustive d’applications des groupes en géométrie :
– cercle unité complexe(U,×), groupe des nombres complexes de module1,

permettant de définir les angles. Isomorphe àO+
2 (R).

– groupe linéaireGL(E) des applications linéaire d’un espace vectoriel dans lui-
même. Voir21.10.2.

– groupe affineGA(ξ) des bijections affines d’un espace euclidienξ dans lui-
même. Le centre deGA(ξ) est réduit à l’identité. On remarquera notamment
que si le groupe additif d’un espace vectoriel agit librement et transitivement
sur un ensembleξ, celui-ci est muni par cette opération d’une structure d’espace
affine. Voir21.10.5.

– groupe des isométriesd’un ensemble (voir partie34.3)
– groupe des similitudesd’un espace euclidien (voir partie21.10.9)
– groupe orthogonald’un espace euclidien,O(E), voir 21.10.3.
– groupe projectif d’un espace vectoriel de dimension finie. Voir21.10.6.
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Chapitre 22

Anneaux

22.1 Définitions

Définition 845 (Anneau) Un anneauest un triplet(A,+,×) tel que
• A est un ensemble non vide
• + est une loi de composition interne (c’est à dire une application deA × A
dansA), telle que(A,+) est un groupe commutatif.
• × est une loi de composition interne associative, ayant un élément neutre,
distributive par rapport à+

On appelleunité de(A,+,×) tout élément inversible pour×.
Si en outre× est commutative, l’anneau est ditcommutatif.
On note 0 l’élément neutre pour l’addition,1 l’élément neutre pour la
multiplication, le symétrique dea ∈ A pour + est noté−a, et le symétrique,
lorsquea est une unité, dea pour× est notéa−1.

a× b sera souvent abrégéa.b ou mêmeab.
a et b appartenant àA sont ditsassociéssi a = b.x pour un certainx unité.
La relation d’association est une relation d’équivalence.
On dit quea divise b, ou quea est undiviseur deb, ou queb est unmultiple
dea, poura et b dansA, s’il existex tel queb = a.x.
On dit quea est unplus grand commun diviseur ou pgcd des éléments
a1, ..., an, si pour touti, d|ai et si pour toutd′ ∀i d′|ai implique d′|d. On
dit quea est unplus petit commun multiple ouppcm des élémentsa1, ..., an,
si pour touti, ai|d et si pour toutd′, ∀i ai|d′ impliqued|d′. a ∈ A est dit
irréductible si a n’est pas une unité et sib|a implique queb est une unité ou
queb est associé àa.
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Les notions de ppcm et pgcd seront surtout utilisées dans le cadre d’an-
neaux principaux (voir partie22.2), bien que leur définition puisse être utilisée dans un
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cadre plus général.

Proposition 846 • a ∈ A est irréductible si et seulement sia n’est pas une
unité et sib.c = a impliqueb ou c est une unité.
• DansZ les éléments irréductibles sont les nombres premiers.

J’ai ici imposé l’existence d’un élément neutre pour la multiplication ; selon les ter-
minologies ce n’est pas toujours le cas. Si l’on ne suppose pas l’existence d’un élément
neutre pour la définition d’un anneau, alors un anneau vérifiant en outre cette propriété
sera appelé anneauunitaire . Dans la vie de tous les jours, les anneaux sont toujours
unitaires. L’hypothèse de commutativité est très classique, mais ici cette hypothèse sera
précisée quand elle est nécessaire.

Exemples : :
• (Z,+,×) est un anneau.
• (P(E),∆,∩) est un anneau commutatif, avec∆ la différence symétrique, c’est à dire
A∆B = A ∪B −A ∩B.

Propriétés :(notez quena, pourn ∈ N eta ∈ A, désignea+ a+ a+ · · ·+ a (a n
fois), etan désignea× a× a× · · · × a (a n fois).
• 1 6= 0, à moins que le cardinal deA soit1.
• a.0 = 0.a = 0 pour touta ∈ A.
• −(a.b) = (−a).b = a.(−b) pour tous(a, b) ∈ A2

• (na).b = n.(ab) = a.(nb) pour tous(a, b) ∈ A2 etn ∈ N.
• L’ensemble des unités forme un groupe pour×.

Proposition 847 (Formule du binôme de Newton)Soit a et b dans un an-
neauA. Sia et b commutent, alors

(a+ b)n =
∑

k∈[0,n]

Ckna
kbn−k

Démonstration : Par une récurrence sans difficulté, en se rappelant queCpn =
Cpn−1 + Cp−1

n−1ut

Exemple Maple

> (x+ y)ˆ 3

(x+ y)3

> expand(%);

x3 + 3x2y + 3xy2 + y3
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Définition 848 (Diviseurs de0, anneaux intègres, éléments nilpotents) 1.
Un élémenta est ditdiviseur à gauche de0 s’il existeb 6= 0 tel que
b.a = 0.
Un élémenta est dit diviseur à droite de 0 s’il existe b 6= 0 tel que
a.b = 0.
Un élément est ditdiviseur de 0 s’il est à la fois diviseur à gauche de0
et diviseur à droite de0.
Un anneau est ditsans diviseur de0 s’il n’admet pas de diviseur à
gauche de0 ou de diviseur à droite de0 autre que0 lui-même.

2. Un anneau est ditintègre si :
• il est de cardinal> 1
• il est commutatif
• il est sans diviseur de0

3. Un élémenta est ditnilpotent s’il existen ∈ N tel quean = 0. On
appelle alorsindice de nilpotence dea le plus petitn convenable non
nul.

Remarques :
• (Z,+,×) est un anneau intègre.
• Tout anneau comporte un diviseur de0 à gauche, un diviseur de0 à droite, et un di-
viseur de0 tout court ; il s’agit de0 lui-même. Un anneau sans diviseur de0 ne signifie
donc pas que l’anneau ne comporte pas de diviseur de0.
• Un anneau est sans diviseur de0 s’il n’admet pas de diviseur à gauche de0 autre que
0. En effet, siA n’admettant pas de diviseur à gauche de0 admet un diviseur à droite
de0 autre que0, alors0 = ab poura et b non nul, ce qui contredit le fait que0 n’ait
pas de diviseur à gauche.
• De même, un anneau est sans diviseur de0 s’il n’admet pas de diviseur à droite de0
autre que0.
• Un anneau est sans diviseur de0 si ab = 0⇒ a = 0 ou b = 0.

Définition 849 (Morphisme d’anneaux) Une application f d’un anneau
(A,+,×) vers un anneau(B,+,×) est unmorphisme d’anneaux (ou ho-
momorphisme) si :
• f est un morphisme du groupe(A,+) vers le groupe(B,+)
• f(x.y) = f(x).f(y) pour tout(x, y) ∈ A2

• f(1A) = 1B
On appelle alorsnoyaudef l’ensembleker f desx ∈ A tels quef(x) = 0.

Remarques :
• Le noyau d’un morphisme d’anneaux est le noyau du morphisme de groupes sous-
jacent.
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• 0 appartient au noyau de tout morphisme d’anneaux.
• L’image de l’inverse est l’inverse de l’image, pour chacune des deux lois.

Définition 850 (Produit d’anneaux) On appelleproduit de deux anneaux
leur produit cartésien muni de l’addition terme à terme et de la multiplication
terme à terme.

On vérifie facilement qu’un produit d’anneaux est un anneau.

Définition 851 (Sous-anneau)Etant donné(A,+,×) un anneau, une partie
B deA est unsous-anneaudeA si
• 1 ∈ B
• (B,+) est un sous-groupe de(A,+)
• B est stable par multiplication

Propriétés :
• Un sous-anneau est un anneau, mais un anneau inclus dans un anneau n’en est pas
nécessairement un sous-anneau ; en effet il faut considérer la condition1 ∈ B.
Par exemple l’ensemble des matrices de la forme(

x 0
0 0

)
est un anneau inclus dans l’anneau des matrices2×2, mais n’en est pas un sous-anneau.
• L’image réciproque d’un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un sous-
anneau.
• L’image d’un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un sous-anneau.

Théorème 852Pour tout anneau(A,+,×), il existe un unique morphisme
d’anneaux de(Z,+,×) dans(A,+,×). Il est défini parφ(n) = 1A + ... +
1A n fois etφ(−n) = −1A − 1A · · · − 1A n fois pourn > 0.

Démonstration : On vérifie aisément queφ ainsi définit est bien un morphisme
d’anneau.φ(1) est nécessairement égal à1 et φ(0) à 0. Par récurrence, les propriétés
des anneaux permettent de vérifier que les autres éléments sont aussi définis de manière
unique.ut

Remarque : ceci montre que tout anneau contient un sous-anneau minimal qui est
φ(Z).
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22.2 Idéaux, anneaux quotients

Définition 853 (Idéal à gauche, idéal à droite)On se donne(A,+,×) un
anneau etI une partie non vide deA.
I est unidéal à gauche (resp. à droite)de(A,+,×) si
• I est stable pour l’addition
• A.I est inclus dansI (resp.I.A est inclus dansI)

I est unidéal (parfois on ditidéal bilatère) si I est à la fois un idéal à gauche
et un idéal à droite.A et {0} sont toujours des idéaux deA ; on les appelle
idéaux triviaux deA. Les autres idéaux sont appelés idéaux non triviaux (on
dit parfois aussiidéaux propres) deA.

Exemples : DansMn(R), l’ensemble des matrices à première colonne nulle est
un idéal à gauche, l’ensemble des matrices à première ligne nulle est un idéal à droite.

Propriétés :
• Un idéal contenant1 ou toute autre unité de l’anneau est l’anneau tout entier.
• La réunion d’une suite croissante d’idéaux est un idéal.
• I idéal deA etJ idéal deB ; alorsI × J est un idéal deA×B.
• L’intersection d’une famille d’idéaux est un idéal.

Proposition 854 • Le noyau d’un morphisme est un idéal.
• L’image réciproque d’un idéal par un morphisme est un idéal.
• L’image d’un idéal par un morphisme est un idéal de l’image de l’anneau(et
pas nécessairement de l’anneau dans lequel l’image est incluse...).

Définition 855 Une intersection d’idéaux étant un idéal, on peut définir
l’ idéal engendré par une partiedeA comme l’intersection de tous les idéaux
contenant cette partie. C’est donc aussi le plus petit idéal contenant cette par-
tie. On note(E) l’idéal engendré parE.

Définition 856 On appelleidéal principal un idéalI d’un anneau commutatif
engendré un singleton{x}. On note abusivement(x) pour ({x}).
On appelleanneau principal un anneau intègre tel que tout idéal est princi-
pal.
Un idéalI d’un anneau commutatif est ditidéal maximal s’il est différent de
l’anneau tout entier et si tout idéal incluantI est égal àI ou à l’anneau lui-
même.
On appellesommed’une famille d’idéaux(Ik)k∈K l’ensemble des

∑
i∈J xi

avecJ fini inclus dansK etxi ∈ Ii.
Un idéal est ditde type fini s’il est somme d’un nombre fini d’idéaux princi-
paux.

Remarques :
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• Un anneau principal est donc commutatif, non réduit à{0}, sans diviseur de0 ; et
tout idéal de cet anneau est principal.
•On notera bien qu’un idéal maximal n’est pas un idéal qui est maximal... Il est en fait
maximal parmi les idéaux propres.
• Dans un anneau commutatifA, (x) = {x.a/a ∈ A}.
• Une somme d’idéaux est un idéal.
• La somme des idéauxIk avecIk = (xk) est l’idéal engendré par la famille desxk.

Nb : Un idéal de type fini est donc un idéal engendré par un nombre fini d’éléments.

Proposition 857 Sia et b sont associés alors(a) = (b).
Dans un anneau intègre il y a réciproque.

Démonstration : Facile au vu de la dernière remarque.ut

Il n’y a pas de réciproque dans le cas général !

Théorème 858 (Théorème de Bezout)A est supposé principal.
• un générateur deI = (a1) + (a2) + ...+ (an) est un pgcd desai.
• d, diviseur commun desai, est pgcd desai si et seulement s’il existe une
famille (λi)i∈[1,n] tels qued =

∑
λiai (relation de Bezout).

• un générateur deI = (a1) ∩ (a2) ∩ ... ∩ (an) est un ppcm desai.

Démonstration :
Le premier• est simple : un tel générateurd doit nécessairement diviser tous les

ai, et il doit nécessairement être dans l’idéalI, et donc tout élément qui divise tous les
ai, étant lui même un générateur deI, doit diviserd.

Le second• est une simple traduction du fait qued soit bien dansI et soit un
générateur deI.

Pour le troisième• , donnons-nousp un tel générateur ; il appartient àI, et donc est
un multiple de chaqueai ; et sip′ est un autre multiple desai, alors il est dans tous les
(ai), et donc appartient àI, et donc est un multiple dep.ut

DansA = Z ouA = K[X] avecK un corps, il est utile de disposer d’un algorithme
pratique permettant de découvrir une relation de Bezout entrea etb si une telle relation
existe. Pour cela, il suffit de constater quea et b ont même pgcd quea eta − qb, pour
toutq dansA, par exemple avecq le quotient dans la division euclidienne dea parb. Si
a est divisible parb, le pgcd dea etb est simplementb ; sinon, on effectue une division
euclidienne. Considérons un exemple pratique, cherchons le pgcd de42 et30.

30 6 |42

42 = 1× 30 + 12

12 6 |30

30 = 2× 12 + 6

12|6 et12 = 2× 6
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Donc

6 = 30− 2× 12 = 30− 2× (42− 30) = 3× 30− 2× 42

ce qui est bien la relation de Bezout attendue. Cet algorithme est appeléalgorithme
d’Euclide.

Définition 859 Un idéalI est ditpremier si et seulement siA/I est intègre.
Un élément d’un anneau est ditpremier si et seulement l’idéal engendré par
cet élément est premier.

Proposition 860 • Un idéalI deA est premier si et seulement s’il est différent
deA et sia.b ∈ I impliquea ∈ I ou b ∈ I.
• L’image réciproque d’un idéal premier par un homomorphisme d’anneaux
est un idéal premier.

La première de ces deux propriétés est fondamentale car c’est généralement celle
que l’on utilise pour montrer qu’un idéal est premier.

Proposition 861 Un anneau commutatif est intègre si et seulement si(0) est
un idéal premier.

Démonstration :

(0) idéal premier
si et seulement si

a.b ∈ (0)→ a ∈ (0) ou b ∈ (0)
si et seulement si

a.b = 0→ a = 0 ou b = 0
si et seulement si
A intègreut

Lemme 862 SoitA un anneau.A est un corps si et seulement siA est non
réduit à{0} et ses seuls idéaux sont{0} etA.

Démonstration : • Supposons que les seuls idéaux deA soient{0} etA.
Soitx dansA, x 6= 0, x.A est un idéal, autre que{0}, donc il contient toutA, donc en
particulier il contient1, donc il est inversible.
• Réciproquement siA est un corps, alors soitx non nul appartenant à un idéalI, alors
I contientx.A, doncx.x−1.A, doncA.ut

Proposition 863 Dans un anneau principal, les idéaux premiers sont(0) et
(p), avecp irréductible.

Démonstration : • Soit I un idéal premier etp 6= 0 un élément deA tel que
I = (p). Supposons quep = a.b. Alors a.b ∈ (p), et donc puisqueI est premier,
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a ∈ (p) ou b ∈ (p) ; on supposea ∈ (p). Alors a = p.a′. On a alorsp.a′.b = p, donc
p(1− a′b) = 0, orA est intègre, donca′.b = 1, doncb est une unité.ut

Proposition 864 Dans un anneau principal, pour toutp irréductible, (p) est
un idéal maximal.

Démonstration : Soit I = (p), avecp irréductible. SupposonsI ⊂ J , avecJ in-
clus dansA. Alors J = (q), etp = q.a. Maisp étant irréductible, soitq = p.x avecx
unité, soitq est une unité. Dans le premier cas,J = I, et dans le deuxième cas,J = A.
ut

On va maintenant étudier la notion d’anneau quotient.
Cette notion n’est étudiée que dans le cas d’anneaux commutatifs.

Définition 865 Etant donnéI un idéal deA, on définit une relation d’équiva-
lenceRI par

aRb ⇐⇒ a− b ∈ I

Alors l’ensemble quotient pour cette relation, muni des opérations induites par
les opérations surI, est un anneau ; on l’appelleanneau quotientdeA par
l’idéal I, et on le noteA/I.

Il convient de vérifier que la relation est bien compatible avec les opérations défi-
nies sur l’anneau (vérification aisée).

22.3 Décomposition d’un homomorphisme d’anneaux
et utilisation des idéaux

Définition 866 (Factorisation d’un homomorphisme) On dit quef homo-
morphisme d’un anneauA vers un anneauB se factorise parA/I avecI
idéal deA si et seulement s’il existeg homomorphisme deA/I dansB tel que
f(x) = g(x).

Théorème 867Soitf un homomorphisme d’anneaux deA versB. Alors pour
tout I idéal inclus dansKer f , on définitx → x la projection canonique de
A surA/I, et on a les propriétés suivantes :
• Il existe un unique homomorphismeg deA/IdansB tel que∀x f(x) = g(x)
• Im f ' A/Ker f
• g est injectif si et seulement siI = Ker f
• g est surjectif si et seulement sif est surjectif
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Proposition 868 (Image et image réciproque d’un idéal par un homomorphisme)
• L’image réciproque d’un idéal par un homomorphisme est un idéal
• Sif est un homomorphisme surjectif, alors l’image d’un idéal parf est un
idéal.

Proposition 869 Soit I idéal deA. Alors l’application φ qui à un idéalJ
avecI ⊂ J ⊂ A associe la projectionJ deJ surA/I est une bijection de
l’ensemble des idéaux deA contenantI vers l’ensemble des idéaux deA/I.

Démonstration : • x 7→ x étant surjectif, il est clair queφ associe bien un idéal à
un idéal.
• Pour montrer queφ est bijective, on considère l’applicationψ qui à un idéalK de
A/I associe{a/a ∈ K}. ut

Proposition 870 Un idéalI d’un anneauA est maximal si et seulement siA/I
est un corps.

Démonstration : On utilise le lemme862et la propriété ci-dessus.ut

Corollaire 871 Tout idéal maximal est premier.

Démonstration : Supposons queI, idéal maximal, contienta.b, aveca 6∈ I et
b 6∈ I.
Alors la classe dea et la classe deb dansA/I sont non nulles, et leur produit est nul,
d’où contradiction.ut

Théorème 872 (Krull) Pour tout idéalI deA, I différent deA, il existe un
idéal maximal deA contenantI.

Démonstration : Cette preuve nécéssite l’axiome du choix, via le théorème de
Zorn (voir le lemme36).
• On considère l’ensemble des idéaux différents deA contenantI idéal deA, ordonné
par l’inclusion.
• Cet ensemble est inductif. En effet étant donnée une chaîne, on considère la réunion,
c’est un idéal différent deA (en effet il ne contient pas1 par exemple).
• On peut donc considérer un élément maximal pour l’inclusion, et conclure que cet
idéal est maximal.ut

395



22.4 Anneaux commutatifs

Dans la vie de tous les jours, comme je l’écrivais un peu plus haut, les anneaux
sont généralement supposés commutatifs. On va maintenant étudier des cas particuliers
d’anneaux commutatifs, avec des cas de plus en plus riches. Tout d’abord les anneaux
euclidiens, puis les anneaux noethériens, puis les anneaux intègres, puis les anneaux
factoriels, puis les anneaux principaux. On a les implications (principal⇒ factoriel) et
(factoriel⇒ intègre).

22.4.1 Anneaux euclidiens

Cette notion n’est étudiée que dans le cas d’anneaux commutatifs.

Définition 873 Un anneauA commutatif est diteuclidien pour une applica-
tion f deA \ {0} dansN, si pour touta dansA et toutb dansA \ {0} il existe
(q, r) ∈ A2 tels quea = b.q + r et r = 0 ouf(r) < f(b).
Un anneauA commutatif est diteuclidien s’il existe une application pour la-
quelle il est euclidien.

Proposition 874 • Z est euclidien.
• K[X] est euclidien.

Démonstration : Considérer respectivement :
• f(z) = |z|
• f(P ) = deg(P ) (voir la démonstration de la division euclidienneen25.2)ut

Proposition 875 Etant donnéef une application multiplicative (i.e.f(a.b) =
f(a).f(b)) deA\{0} dansN\{0}, avecA anneau intègre, on prolongef multi-
plicativement sur le corps des fractions deA en posantf(a/b) = f(a)/f(b) (f
est maintenant à valeurs dansQ). AlorsA est euclidien pourf si et seulement
si pour toutx dans le corps des fractions il existea dansA tel quef(x−a) < 1.

Démonstration : Facile...ut

Proposition 876 Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration : SoitA un tel anneau (commutatif, euclidien). On se donneP0

dansI \ {0} tel quef(P0) soit minimal. On noteI ′ l’idéal engendré parP0, c’est à
dire l’ensemble desP0.P pourP ∈ K[X].
Pour toutP dansI, on utilise la définitionP = P0.Q+R ; alorsP ∈ I, P0 ∈ I, donc
P0.Q ∈ I (par définition d’un idéal), et doncR ∈ I ; or f(R) < f(P0) si R est non
nul, ce qui contredit la définition deP0, doncR est nul, doncP ∈ I ′, doncI = I ′ et
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donc l’anneau est principal.ut

Proposition 877 Z[i] etZ[
√

2] sont euclidiens.

Démonstration : Dans les deux cas on utilise la caractérisation de la proposition
875.
Dans le premier cas on choisitf(a+ i.b) = |a+ i.b| poura et b dansQ.
Dans le second cas on utilisef(a+ b.

√
2) = |a2 − 2.b2| si a et b dansZ.

Ce second choix est particulièrement instructif ;f(a+b.
√
d) = |a2−d.b2| sera souvent

utile.ut

22.4.2 Anneaux noethériens

Définition 878 (Anneau noethérien)Un anneau commutatif dont tout idéal
est de type fini est ditnoethérien.

Proposition 879 Un anneau commutatif est noethérien si et seulement si toute
suite croissante d’idéaux est stationnaire à partir d’un certain rang.

Démonstration : Trop facile pour que nous le prouvions ! Exercice pour le lecteur.ut

Proposition 880 Un anneau commutatifA est noethérien si et seulement si
tout ensemble non vide d’idéaux deA admet un élément maximal pour l’inclu-
sion.

Démonstration : Rappelons juste qu’un élément maximal n’est pas nécessaire-
ment le plus grand élément, l’existence d’un élément maximal n’entraîne pas même
celle d’un plus grand élément (voir les définitions en partie2).ut

Proposition 881 • Tout anneau quotient d’un anneau noethérien est noethé-
rien.
• Un anneau principal est noethérien.

Démonstration : • La proposition869montre qu’un idéal du quotient est la pro-
jection d’un idéal, ce dernier étant de type fini, le projeté est de type fini.
• Facile, tout idéal d’un anneau principal est engendré par un seul élément, donc par
un nombre fini d’éléments.ut

La propriété annoncée pour les anneaux quotients n’est pas vraie pour les sous-
anneaux.
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Théorème 882 (Théorème de Hilbert)SiA est un anneau noethérien, alors
pour toutn A[X1, ..., Xn] est aussi un anneau noethérien.

Démonstration : Admis (preuve difficile).ut

:
• Tout corps est un anneau noethérien, donc toutK[x1, . . . , xn] aussi.
• Z[x1, . . . , xn] est noethérien.

22.4.3 Anneaux intègres

On a déjà vu les définitions, mais voici un rappel : Un anneau est dit intègre si :
• il est de cardinal> 1
• il est commutatif
• il est sans diviseur de0

Définition 883 (Définitions dans les anneaux intègres)a et b dans A an-
neau intègre sont ditspremiers entre euxsi

∀x ∈ a x|a etx|b→ x est une unité

De même les éléments d’une famille(ai)i∈[1,n] sont dits premiers entre eux si
un élément divisant tous lesai est nécessairement une unité.

Corollaire 884 (Théorème de Bezout)Dans un anneau principal des élé-
mentsai sont premiers entre eux si et seulement s’il existe une familleλi d’élé-
ments deA telle que

∑
λiai soit une unité.

Proposition 885 SoitA un anneau intègre, etφ l’application qui àx dansA
quotienté par la relation d’associationR associe l’idéal engendré parx. φ est
un isomorphisme d’ordre entreA/R muni de la divisibilité et l’ensemble des
idéaux principaux deA muni de l’inverse de l’inclusion.

Démonstration : • Tout d’abord il est clair queφ est bien définie, car deux élé-
ments associés engendrent évidemment le même idéal.
• L’application est surjective, par définition, puisqu’on considère l’ensemble des idéaux
principaux.
•Montrons que l’application est injective : si deux élémentsa etb engendrent le même
idéal alorsb = b′.a eta = a′.b et doncb = b′.a′.b et doncb′ eta′ sont des unités (car
A est intègre), et doncb = a.
•Montrons qu’il s’agit d’un morphisme d’ordres :
- Si a|b alorsb = a.c doncb.A = a.c.A ⊂ a.A et (b) ⊂ (a) clairement.
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- Si (b) ⊂ (a) alorsb = a.c pour un certainc et donca|b.ut

22.4.4 Anneaux factoriels

Cette notion n’est étudiée que dans le cadre d’anneaux commutatifs.

Définition 886 (Anneau factoriel) Un anneauA est ditfactoriel si :
• il est intègre
• touta dansA s’écrit de manière unique à association près et à permutation
prèsa = a′.p1.p2.....pn aveca′ unité etpi irréductible pour touti.

Etant donné un élémentp irréductible deA un anneau factoriel, on appelle
valuation p-adique deA poura dansA le nombre d’occurences d’un élément
associé àp dans la décomposition dea sous formea = a′.p1.....pn. On note
généralementvp(A) la valuationp-adique dea.

Proposition 887 Etant donnéA un anneau factoriel, on peut choisir un élé-
ment dans chaque classe d’équivalence deA pour la relation d’associationR.
L’ensemble de ces éléments permet de simplifier la décomposition dea ∈ A en

a = a′.Πi∈A/Rp
vpi (a)

i , le support dei 7→ vpi(a) étant fini.

Démonstration : Evident.ut

Voyons maintenant quelques propriétés intéressantes des anneaux factoriels.

Proposition 888 Dans un anneau factoriel un élément est irréductible si et
seulement s’il est premier.

Le lemme et le théorème qui suivent se démontrent très facilement, simplement en
considérant les décompositions dex, y et éventuellementz pour conclure.

Lemme 889 (lemme d’Euclide)Si A est un anneau factoriel, alors sip est
irréductible et divisex.y, alorsp divisex oup divisey.

Théorème 890 (Théorème de Gauss)Si z divisex.y et siz est premier avec
x alorsz divisey.

Un exemple d’application (parmi beaucoup d’autres) est le théorème942.

Proposition 891 Un anneau intègre noethérien vérifiant le lemme d’Euclide
ou le théorème de Gauss est factoriel.

Démonstration : Admis.ut
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Dans l’exemple ci-dessous on utilise le fait queZ est factoriel.

Exemple Maple

> ifactor(200!);

(2)197(3)97(5)49(7)32(11)19(13)16(17)11(19)10(23)8(29)6(31)6(37)5(41)4

(43)4(47)4(53)3(59)3(61)3(67)2(71)2(73)2(79)2(83)2(89)2(97)2(101)(103)

(107)(109)(113)(127)(131)(137)(139)(149)(151)(157)(163)(167)(173)(179)

(181)(191)(193)(197)(199)

22.4.5 Anneaux principaux

On rappelle tout d’abord la définition d’un anneau principal : il s’agit d’un anneau
intègre dont tout idéal est principal.

Je donne sans démonstration (voir [19, p156]) le résultat important suivant :

Proposition 892 Tout anneau principal est factoriel.

On peut préciser aussi que sur le corps des fractions rationnelles à coefficients dans
un anneau principal, on dispose de la décomposition en éléments simples.

22.5 Zoologie des anneaux

22.5.1 Nilpotence (d’une somme de deux éléments nilpotents qui
commutent)

Proposition 893 La somme de deux éléments nilpotents qui commutent est nil-
potente.

Démonstration : Considérer deux tels élémentsa etb, et développer par le binome
de Newton847la puissance(a + b)n avecn la somme de leurs indices de nilpotence
respectifs.ut

22.5.2 Z/nZ

� Généralités

Etant donném ∈ N on notem la classe dem dansZ/nZ (la relation d’équivalence
considérée étant la congruence modulon - x ety sont équivalents sin divisex− y).
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Proposition 894 On a équivalence entre les propriétés suivantes :
•m est premier avecn
•m est générateur du groupe(Z/nZ,+)
•m est inversible dans l’anneau(Z/nZ,+,×)

Démonstration : Facile, en application du théorème de Bezout.ut

Définition 895 (Fonction d’Euler) On appellefonction d’Euler la fonction
φ telle queφ(n) soit le nombre d’entiersx tels que1 ≤ x ≤ n etx ∧ n = 1.

Proposition 896 • Sin est premierφ(n) = n− 1 etφ(nr) = nr−1.(n− 1) si
r > 0
• φ(n) est le nombre d’éléments inversibles de(Z/nZ,+,×)

Démonstration : le premier point est clair ; il suffit de voir qu’un élément est pre-
mier avecpn si et seulement s’il n’est pas divisible parp.
Le second point est un corollaire de la proposition précédente.ut

� Lemme chinois

Lemme 897 (Lemme Chinois)Sip et q sont premiers entre eux alors

(Z/pqZ,+) ' (Z/pZ,+)× (Z/qZ,+)

Démonstration : Il s’agit des groupes additifs usuels. L’égalité des cardinaux
montre qu’il suffit de trouver un morphisme de groupes injectif. Pour cela on asso-
cie à la classe den dansZ/pqZ la classe den dansZ/pZ et la classe den dansZ/qZ.
Il est clair que si deux entiers ont la même classe modulopq alors ils ont la même
classe modulop et moduloq, donc l’application est bien définie.
Le fait que cette application soit un morphisme est clair.
L’application est injective, car si deux entiers ont la même classe modulop et q, alors
ils ont la même classe modulopq.ut
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Corollaire 898 Si n = Πip
αi
i , avec lespi premiers distincts et lesαi > 0,

alors
(Z/nZ,+,×) ' Πi(Z/pαii Z,+,×)

(Z/nZ)∗ ' Πi(Z/pαii Z)∗

φ(n) = Πiφ(pαii ) = n.Πi(1− 1/Pi)

Démonstration : Le premier point découle de l’utilisation récurrente du lemme
chinois, le deuxième et le troisième sont des conséquences immédiates du premier.ut

� Automorphismes deZ/nZ

Proposition 899 L’ensemble des automorphismes deZ/nZ est isomorphe à
(Z/nZ)∗.

Démonstration : Il suffit de considérer l’applicationψ qui à un élément inversible
m associe l’automorphismex 7→ m.x ;
• il est clair que c’est un morphisme injectif de(Z/nZ)∗ dansAut(Z/nZ)
• étant donné un automorphismef de Z/nZ on montre facilement qu’il est égal à
ψ(f(1)).ut

Corollaire 900 Aut(Z/nZ) est un groupe abélien d’ordreφ(n).

� Forme des groupes(Z/pαZ)∗

p désigne un nombre premier.

Lemme 901 (Z/pZ)∗ ' (Z/(p− 1)Z,+)

Démonstration : (Z/pZ) est un corps fini (voir le chapitre sur la théorie des
groupes).

On sait (voir proposition921) que le groupe multiplicatif d’un corps fini est cy-
clique, donc isomorphe à un certain(Z/nZ).

Il suffit donc de se rappeler que le cardinal de(Z/pZ)∗ estp− 1 pour conclure.ut

Lemme 902 Sik > 0, alors(1+p)p
k

= 1+λ.pk+1, avecλ > 0 etλ∧p = 1.

Démonstration : Par récurrence surk :
• k = 1
(1 + p)p =

∑p
i=0 C

i
pp
i
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donc(1 + p)p = 1 + p2 +m.p3 = 1 + p2.(1 +m.p)
• k quelconque
On écrit(1 + p)p

k+1
= ((1 + p)p

k

)p = (1 + λ.pk+1)p ; il suffit alors de développer en
utilisant le binôme de Newton la puissancek-ième en isolant le premier et le dernier
terme.ut

Corollaire 903 1 + p est d’ordrepα−1 dansZ/pαZ.

Démonstration : il est d’ordre au pluspα−1 au vu du lemme précédent.
En outre(1 + p)p

α−2
= 1 + λ.pα−1, et donc ne saurait être congru à1 modulopα.ut

Lemme 904 Sim et t sont premiers entre eux, et sia et b commutent, et sia
est d’ordrem et b est d’ordret, alorsa.b est d’ordrem.t.

Démonstration : • Il est facile de voir queab est d’ordre au plusm.t, puisquea
et b commutent.
• Réciproquement, si(ab)n = 1, alorsan.t.bn.t = 1, doncan.t = 1, puisquebn.t = 1.
Donct divise l’ordre deab. De mêmem divise l’ordre deab ; doncm.t divise l’ordre
deab, puisquem et t sont premiers entre eux.ut

Proposition 905 Sip premier> 2,m ≥ 2, alors

(Z/pαZ)∗ ' Z/φ(pα)Z ' Z/pα−1.(p− 1)Z

Démonstration : On va utiliser les lemmes précédents.
• On considère tout d’abord l’applicationψ définie par

ψ : (Z/pαZ)∗ → (Z/pZ)∗

ψ étant la fonction induite par l’identité (il convient de bien vérifier queψ est bien
définie et est un morphisme de groupes surjectif)
• par le lemme901tout élément dont l’image parψ est non égal à1 engendre(Z/pZ)∗ ;
donc son ordre est un multiple dep− 1 (voir le lemme901).
• étant donnéx un tel élément, il existey appartenant au groupe engendré parx tel que
y est d’ordrep− 1.
• On applique alors le lemme904, y.(p + 1) est d’ordre le produit des ordres dey et
dep + 1 ; or y est d’ordrep − 1 comme on vient de le voir, etp + 1 est d’ordrepα−1

par le corollaire903; y.(p+ 1) est donc d’ordre(p+ 1).pα−1 ; le groupe engendré par
y est donc nécessairement(Z/pαZ)∗ tout entier, d’où le résultat.ut

On vient donc par cette proposition de détailler la forme des(Z/pαZ)∗ dans le cas
oùp > 2. Il convient de considérer le casp = 2.
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Lemme 906
k > 0→ 52k = 1 + λ.2k+2

avecλ ∧ 2 = 1 (i.e.λ impair)

Démonstration : Facile, par récurrence.ut

Proposition 907 (Z/2.Z)∗ = {1}, (Z/4.Z)∗ = {1,−1} ' Z/2.Z, et ensuite
(pourα ≤ 3) (Z/2αZ)∗ ' Z/2.Z× Z/2α−2

Z.

Démonstration :
•On considère le morphisme surjectifψ induit par l’identité de(Z/2αZ)∗ sur(Z/4.Z)∗ =
{1,−1} ' Z/2.Z.
• Le noyau deψ est d’ordre2α−2

• 5 appartient au noyau deψ.
• par le lemme906, 5 est d’ordre2α−2 (l’ordre est une puissance de2, et52α−3

ne peut
être congru à1)
• le noyau deψ est donc cyclique (au vu des trois affirmations précédentes)
• On a alors la suite exacte (voir chapitre sur la théorie des groupes)

1→ Z/2α−2 → (Z/2αZ)∗
ψ

→
Z/2.Z→ 1

• Le sous-groupe{−1, 1} de(Z/2αZ)∗ est une section deψ, et il est distingué puisque
notre groupe(Z/2αZ)∗ est abélien. Donc on a un produit direct

(Z/2αZ)∗ ' Z/2.Z× Z/2α−2
Z

ce qui conclut la preuve (précisons que le produit directA×B est isomorphe au produit
directB ×A...).ut

22.5.3 Idéaux étrangers

Définition 908 SoitA un anneau etc et d deux idéaux bilatèresdeA. Les an-
neauxc etd sont dits étrangers (ou comaximaux) sic+ d = A.

Exemples : deux idéaux maximaux sont toujours étrangers.

Proposition 909 Si a1, . . . , an, b1, . . . , bm sont des idéaux bilatères deA, et
si pour tout(i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} ai et bj sont étrangers, alors les
idéauxa1 × a2 × · · · × an et b1 × b2 × · · · × bm sont étrangers.

Démonstration : On fait d’abord la preuve pourm = 1 en utilisant des égalités :
xi + yi = 1 avecxi ∈ ai et yi ∈ b1. On multiplie terme à terme. Puis on fait pareil
aveca1, . . . , an et chaquebi. ut
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Remarque : dansZ, a et b sont premiers entre eux si et seulement si(a) et (b) sont
étrangers.
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Chapitre 23

Corps

23.1 Définitions de base

Définition 910 Un anneau(K,+, .) est uncorps si et seulement si le groupe
des unités estK − {0}.
Un corps est ditcommutatif si l’anneau sous-jacent est commutatif, c’est à
dire si la multiplication est commutative.

Propriétés :
• Un anneau commutatif non nul est un corps si et seulement si ses seuls idéaux sont
les idéaux triviaux.
• Un anneau intègre fini est un corps.

23.2 Extensions de corps

Définition 911 Un sous-anneauL de l’anneau sous-jacent à un corpsK est
unsous-corpsdeK si c’est un corps pour les lois induites.
SiL est un sous-corps deK, on dit queK est unsur-corps ou uneextension
deL.
AvecL sous-corps deK, etA ⊂ K, on dit queA engendreK surL siK est
le plus petit sous-corps deK contenantA etL. On note alorsK = L(A). SiA
est fini on noteK = L(a1, ..., an). L’extension est dite monogène siA contient
un seul élément.

Théorème 912Etant donné un anneau intègreA, il existe un unique corpsK
(à isomorphisme près) contenant un anneau intègreB isomorphe àA et tel
que tout sous-corps deK contenantB soitK lui-même.
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Démonstration : On procède selon les étapes suivantes pour montrer l’existence :
• On considère les classes d’équivalences surA × A pour la relationR définie par
(x, y)R(x′, y′) ⇐⇒ xy′ = x′y (intuitivement les classes d’équivalence sont les frac-
tions). AppelonsK l’ensemble quotient ainsi obtenu.
• On considère ensuite l’addition sur ces classes, facile à retrouver au vu de la consi-
dération sur les fractions ; il s’agit de(x, y) + (x′, y′) = (xy′ + x′y, yy′). De même la
multiplication est définie par(a, b).(a′, b′) = (aa′, bb′). Il est facile de voir que ces lois
vérifient toutes les propriétés souhaitées, et qu’elles sont bien définies dans la structure
quotient. On trouve un élément(0, 1) neutre pour l’addition, et un élément(1, 1) neutre
pour la multiplication.
• L’application qui àx associe(x, 1) est un morphisme injectif deA dansK. C’est
donc un isomorphisme deA sur son imageA′.
• Etant donné un sous-corps deK contenantA′, il contient nécéssairement les quo-
tients d’éléments deA′, et doncK tout entier.
• Il ne reste plus qu’à vérifier l’unicité deK, à isomorphisme près. Cette tâche est
laissée au lecteur.ut

Applications :
• Construction deQ à partir deZ.
• Construction du corps des fractions rationnelles, à partir de l’anneau des polynômes.

Proposition 913 • SiL est un sous-corps deK, alorsK est unL-espace vec-
toriel.
• Si la dimension deK en tant queL-espace vectoriel est finie alors on l’ap-
pelledegrédeK pourL et on le note[K : L].
• SiK etL sont finis, alors|K| = |L|[K:L].

Démonstration : Le premier point est clair.
Le second point est une définition.
Le troisième point est clair.ut

Théorème 914 (Théorème des bases téléscopiques)SiM ⊂ L ⊂ K (tous
trois des corps) alors siei est une base deK en tant queL-espace vectoriel
et sifj est une base deL en tant queM -espace vectoriel , alorsei.fj est une
base deK en tant queM -espace vectoriel . Donc[K : M ] = [K : L].[L : M ].

Démonstration : Facile.ut
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Définition 915 (Différentes extensions de corps)Si L est une extension du
corpsK, alors un élémenta deL est ditalgébrique surK s’il existe un po-
lynômeP à coefficients dansK tel queP (a) = 0. Un nombre réel est souvent
dit simplementalgébrique s’il est algébrique surQ. L’ensemble des éléments
deL algébriques surK est appelée extension algébrique deK dansL.
Etant donnéK un corps etP ∈ K[X], on appellecorps de rupture deP un
sur-corpsL deK dans lequelP admet une racinea et tel queL = K(a).
Etant donnéK un corps etP ∈ K[X], on appellecorps de décomposition
de P un sur-corpsL deK dans lequelP est scindé etL = K(Z), avecZ
l’ensemble des zéros deP dansL.
Etant donnéK un corps, on appellecloture algébrique deK une extension
deK algébriquement close et dont tous les éléments soient algébriques surK.

On a existence du corps de décomposition, et existence du corps de rupture lorsque
le polynôme est irréductible. Dans les deux cas, on a unicité à isomorphisme près. Le
théorème de Steinitz (difficile) montre que tout corps admet une cloture algébrique,
unique à isomorphisme près.

Démonstration : (de l’existence du corps de rupture) Le corpsK(X)/(P ) convient
(ie le quotient deK par l’idéal engendré parP ). ut

23.3 Corps finis

Proposition 916 Un anneau intègre fini est un corps.

Démonstration : Si un anneau est intègre, l’applicationx 7→ yx est bijective pour
touty. En particulier, il existex tel queyx = 1.ut

Théorème 917Un corps fini n’est jamais algébriquement clos.

Démonstration : Facile ; il suffit de considérer le polynômeΠk∈K(X − k) + 1.ut

Théorème 918Quel que soitp premier, quel que soitn dansN non nul, il
existe un unique corps, à isomorphisme près, de cardinalpn. Tout corps fini
est de cette forme.

Théorème 919 (Wedderburn) Tout corps fini est commutatif.

Démonstration : Ces résultat, non triviaux, ne seront pas prouvés ici. On pourra
consulter [14] pour une preuve compréhensible.ut
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Enfin deux résultats (non triviaux) donnés sans preuve :

Proposition 920 Le groupe des automorphismes d’un corps fini de cardinal
pn est cyclique, d’ordren, engendré parx 7→ xn.

Proposition 921 Le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.
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Chapitre 24

Quelques résultats
supplémentaires d’arithmétique
et théorie des nombres

24.1 Sous-groupes additifs deR

Proposition 922 Tout sous-groupeG du groupe(R,+) vérifie l’une et une
seule des deux conditions suivantes :

∃x/G = xZ

G est dense dansR

Démonstration :
• On considèreα = infG ∩R+∗.
• On distingue les deux casα > 0 etα = 0.ut
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24.2 Représentationp-adique des réels

Définition 923 On se donne un entierp > 1. On appelle représentationp-
adique du réelx la suite d’entiers(cn)n∈N définie par

cn =
{

E(x) si n = 0
1
pnE(pnx)− pE(pn−1x) sinon

(E(y) désignant la partie entière dey).

Théorème 924 (Caractérisation du développementp-adique) Théorème 925
Le développementp-adique dex ∈ R est périodique à partir d’un certain
rang si et seulement six est rationnel.

Démonstration :
• Supposons tout d’abord le développement périodique.
Alors x est somme descnp−n pour n ∈ N. Vue la périodicité, cette somme se

réécrit comme somme d’un rationnel et de
∑
n≥N

a
(p−k)n

, aveca dansN, et doncx est

somme d’un rationnel et deap
−kN

1−p−k , et doncx est rationnel.
• Réciproquement supposons quex soit rationnel.
- On peut écrirex = a/b aveca et b dansN (on se limite au casx > 0, les autres

cas étant similaires)
- On définitx0 = a, et par récurrencexn+1 = (xn − bcn)p, aveccn le quotient

dans la division euclidienne dexn parb.
- On montre facilement par récurrence que0 ≤ xi < bp pour touti et que lesci

sont le développementp-adique dex.
- lesxi étant bornés, on passe nécéssairement deux fois par la même valeur ; à partir

de ce moment, le développement est clairement périodique.ut
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24.3 Fractions continues

Définition 926 (Fractions continues)Une fraction continue est un objet de
la forme suivante :

[a0, a1, . . . , an, . . . ] = a0 +
1

a1 + 1
a2+ 1

a3+...

Elle est caractérisée par une suite d’entiers qui est finie ou infinie.
On appelleconvergentsd’une fraction continue la suite de numérateurspn et
de dénominateursqn définis par :
– p0 = a0, q0 = 1
– p1 = a0a1 + 1, q1 = 1
...

– ,
...

– pn = anpn−1 + pn−2,qn = anqn−1 + qn−2

Propriétés :

– A tout nombre réel on peut associer un et un seul développement en fraction
continue.

– Tout nombre rationnel peut être représenté par une fraction continue finie (ex
1
3 = 0 + 1

2+1 ).
– Seuls les nombres rationnels peuvent être représentés par une fraction continue

finie.
– Un nombre est quadratique (ie solution d’une équation du second degré à coef-

ficients dansZ) si et seulement si son développement en fraction continue est
périodique.

– Une fraction continue est liée à ses convergents par les relations[a0, . . . , an] =
pn/qn et [a0, . . . , an, . . . ] = limn

pn
qn

. En outre avec

[a0, . . . , an] =
pn
qn
,

|[a0, . . . , an]− [a0, . . . , an, . . . ]| < 1/q2
n.

Théorème 927 (Formule d’Euler) Supposons lesai tous non nuls.
Alors1/a1 − 1/a2 + 1/a3 − 1/a4 + ...+ (−1)n/an =

1

a1 + a2
1

a2−a1+
a2
1

a3−a2+
a2
3

...+
...

an−1−an−2+
a2
n−1

an−an−1

Démonstration :
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• Pourn = 1, le résultat est clair.
• Au rang2, un calcul rapide montre que le résultat est encore valable.
• On procède ensuite par récurrence, en supposant l’égalité vraie pourn− 1 et les

rangs inférieurs.
• Dans l’égalité pourn− 1, on remplacean par an.an+1

an+1−an
• Le résultat en découle tout seul...ut

24.4 Cryptographie à clé révélée : RSA

Précisons que l’on parle aussi de clé publique .
L’objectif de lacryptographie est de permettre de communiquer par des messages

codés, qui ne pourront être lus que par leur destinataire.
Pour cela, un "superviseur" donne à chaque receveur potentiel un "décodeur" et une

"clé". La clé, comme son nom ne l’indique peut-être pas, est quelque chose qui peut
être diffusé à tout le monde.

Pour envoyer un messageM crypté à un individuI, il suffit de passer le message
M par la moulinette de la clé correspondante àI. Cela n’est pas difficile, puisqueI
diffuse abondamment sa clé, à tous ses correspondants éventuels. LorsqueI reçoit un
message, il peut alors utiliser son décodeur, qu’il est seul à posséder, pour transformer
le message crypté en le message original.

La difficulté est que, formellement, il est toujours possible de reconstruire le mes-
sage initial à partir du message crypté, pourvu que vous ayez la clé. Pour cela, il suffit
de tester tous les messages possibles, l’un après l’autre (ils sont bien en bijection avec
N, comme on peut s’en convaincre facilement en considérant l’ordre lexicographique
sur les messages possibles), et de les passer par la moulinette de la clé jusqu’à ce que
l’on retrouve le message crypté. Mais il reste un espoir de fabriquer une cryptographie
efficace, car bien sûr, cette méthode prendrait un temps énorme. La cryptographie est
ainsi basée sur l’hypothèse de base que certaines tâches, faciles à faire dans un sens
(le sens du cryptage par une clé), est difficile à faire dans l’autre (décryptage à l’aide
d’une clé).

On note bien que la difficulté réside dans le fait que la fonction "clé" est publique.
Si on cache la clé, il est très facile de réaliser des cryptographies parfaites. Par exemple,
on peut utiliser le protocole suivant pour queA envoie un message àB :

- A signale àB qu’il veut lui envoyer un message, que l’on supposera constitué
uniquement de0 et de1 (par un codage quelconque on peut facilement se ramener à
cela), et de longueur1000.

- B fournit àA une listeL de1000 chiffres0 ou1, 0 et1 étant équiprobables.
- le protocole recommence à l’étape précédente jusqu’à ce que la liste de chiffres

soit passée sans être interceptée ; on tire au sort une nouvelle liste de1000 chiffres à
chaque nouvel essai.

- A transforme le messageM en un messageM ′, parM ′ = M + L dansZ/2Z.
- A envoitM ′ àB ; siM ′ est intercepté, il ne sera pas décodable, puisqueL n’est

pas connu.
- B décodeM ′ parM = M ′ + L dansZ/2Z.
Aucune interception ne permet de décoder le message ; mais les étapes2 et 3

peuvent prendre du temps ou n’être pas réalisables. Il est indispensable de changer
de listeL à chaque nouveau message, ou du moins régulièrement - sinon, en considé-
rant les fréquences des0 et des1, un observateur des différentsM ′ pourrait finir par
reconstituerL.
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L’algorithmeRSA, du nom de ses inventeurs, Rivest, Shamir et Adleman, est basé
sur la difficulté de la factorisation d’un nombre entier en nombres premiers.

Supposons queA souhaite envoyer des messages cryptés RSA àB. Alors B se
donne deux grands nombres premiersp et q. Maple permet aisément de construire de
tels nombres, par exemple ; il suffit par exemple de tirer des nombres au sort et de re-
commencer jusqu’à ce qu’ils soient premiers, grâce à un algorithme permettant de dire
si oui ou non un nombre est premier. En fait les algorithmes utilisés pour cela sont géné-
ralement probabilistes, c’est-à-dire qu’ils ont une probabilité non nulle de se tromper ;
mais les erreurs sont extrêmement rares. La fonction Maple "isprime" permet de tester
la primalité d’un nombre ; par exemple, "isprime(123456789012345678901234567)"
renvoit "false", donc "123456789012345678901234567" n’est pas premier.
"nextprime(123456789012345678901234567)" renvoit
"123456789012345678901234651", qui est donc le nombre premier le plus petit plus
grand que celui-ci. On constate donc que Maple permet très rapidement de trouver de
grands nombres premiers ; les exemples ici fournis ne sont pas du tout à la limite du
faisable, on peut aller largement au delà.

Ces deux nombres premiers seront notésp et q. La première partie de la clé pu-
blique, notéec, sera le produit dep et q. A choisit alors un nombred, premier avec
φ(c) = (p − 1)(q − 1), avecφ la fonction d’Euler, c’est-à-dire le nombre de nombres
premiers plus petits quec, donc(p − 1)(q − 1). Il est facile de choisir un nombre qui
soit premier avec un autre : il suffit d’en piocher un au hasard, et de recommencer jus-
qu’à ce que l’algorithme de Bezout confirme que ces nombres sont premiers entre eux.
On peut aussi déterminer facilementd−1, inverse ded dans(Z/cZ)∗ ' Z/φ(c)Z (il y
a isomorphisme car(Z/cZ)∗ ' (Z/pZ)∗ × (Z/qZ)∗ par le corollaire898et isomor-
phisme entre(Z/pZ)∗ et Z/(p − 1)Z (resp.(Z/qZ)∗ et Z/(q − 1)Z) par le lemme
901) : il suffit d’utiliser l’algorithme de Bezout.

Cryptage:
- On suppose le message suffisamment court pour être codable par un élément in-

versible deZ/cZ, ce qui est possible en remplaçant le message par des tranches suc-
cessives suffisamment petites (si on a un alphabet de tailleα, il suffit de prendre des
tranches de longueurl avecαl < φ(c)). Cette méthode de codage n’a pas à être com-
pliquée ni à être cachée. Il suffit donc d’avoir une injection de[1, αl] dans(Z/cZ)∗.

- chaque message deA est donc remplacé (parA) par un élémentn inversible dans
Z/cZ.

- A envoie alors àB le nombree = nd dansZ/cZ.
Décryptage:

-B, qui dispose ded et ded−1, effectue simplement le calcul deed
−1

, qui lui donne
n, et donc le message initial.

D’autres systèmes de cryptographie à clé publique font intervenir des structures
plus complexes queZ/nZ, comme par exemple les courbes elliptiques.
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Chapitre 25

Polynômes à une indéterminée

25.1 Généralités

Définition 928 SoitA un anneau commutatif unitaire (resp.K un corps).
L’ensemble des suites nulles à partir d’un certain rang d’éléments deA, notéA(N), est
unA-module (resp. unK-espace vectoriel ) pour l’addition et la multiplication par un
scalaire usuelles. En le munissant en outre du produit suivant :

× : (u, v) 7→ w avecwn =
∑
i+j=n

ui.vj

On obtient uneA-algèbre (resp.K-algèbre), notéeA[X] (resp.K[X]).
Les éléments deK[X] sont appeléspolynômes.
Deux polynômesP et Q non nuls sont ditsassociéss’il existeλ inversible tel que
P = λ.Q.
On identifieA K et l’ensemble des suites(un)n∈N avecun = 0 pour toutn > 0, par
l’isomorphisme canoniquex 7→ (un)n∈N avecu0 = x etn > 0→ un = 0.
On noteX l’élément(un)n∈N avecu0 = 0, u1 = 1, etun = 0 pourn > 1.
La famille desXi pour i ∈ N constitue la base canonique du module libreA(

N) (resp.
duK-espace vectorielK(N).
Etant donnéP un polynôme, on appelledegré deP et on notedegP le plus grandn
tel quePn est non nul. On appellecoefficient dominant deP le coefficient deXdegP

(que l’on peut voir commeXdeg(P )∗(P ) si l’on travaille avec un corps, voir la partie
27.7) ; on le notecoef(P ).
Un polynôme non nul est ditunitaire si son coefficient dominant est1.
On appellesupport d’un polynôme P l’ensemble desn ∈ N tels queXn∗(P ) 6= 0.
Par définition d’un polynôme, son support est fini.
Le degré d’un polynômeP est donc aussi lesup de son support.
On appellevaluation deP et on noteval(P ) l’ inf du support deP .
On appellecomposé de deux polynômesP etQ et on noteP◦Q le polynôme

∑
PnQ

n

(que l’on peut aussi voir comme
∑
n∈NX

i∗(P ).Qi si l’on travaille avec un corps).
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Proposition 929 • 1 est élément neutre pour la multiplication,X élément
neutre pour◦, 0 élément neutre pour l’addition.
• Les éléments inversibles deK[X] sont les éléments identifiés aux éléments de
K \ {0}.
• deg(0) = −∞ etval(0) = +∞
• deg(1) = 0
• deg(Xi) = i etval(Xi) = i
• deg(P.Q) = deg(P ) + deg(Q) etval(P.Q) = val(P ) + val(Q)
• deg(P + Q) ≤ sup(deg(P ), deg(Q)) avec égalité sideg(P ) 6= deg(Q) ou
si les coefficients dominants deP etQ ne sont pas opposés.
• val(P +Q) ≤ sup(val(P ), val(Q)) avec égalité sival(P ) 6= val(Q) ou si
Pval(P ) etQval(Q) ne sont pas opposés.
• siA est intègre alorsA[X] est un anneau intègre ; c’est à dire que le produit
de deux polynômes est nul si et seulement si l’un des deux polynômes est nul.
• (P +Q)◦R = P ◦R+Q◦R mais en généralP ◦ (Q+R) 6= P ◦Q+P ◦R

25.2 Division euclidienne

Théorème 930 (Division euclidienne)SoientA et B deux polynômes, avec
coef(B) inversible. Alors

∃(Q,R) polynômes/A = B.Q+R

avec
deg R < deg B

Démonstration : • Unicité :
SupposonsB.Q+R = B.Q′ +R′ avec les conditions données sur le degré. Alors

B.(Q−Q′) = R′ −R

deg(B) + deg(Q−Q′) = deg(R′ −R)

donc
deg(Q−Q′) = −∞

etQ = Q′ etR = R′.
• Existence :
On distingue deux cas.
- Si le degré deA est inférieur strictement au degré deB, le résultat est clair avec
Q = 0 etR = A.
- Sinon on procède par récurrence sur le degré deA, en considérant

A− coef(A)
coef(B)

.Xdeg(A)−deg(B)
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...ut

Il est à remarquer que c’est par la méthode de la récurrence que l’on pratique la
division euclidienne.

Définition 931 Q est appeléquotient deA parB, etR est appelérestedeA
parB.

Un exemple en Maple :

Exemple Maple

> rem(x4 + x3 + x2 + x+ 1, x3, x);

1 + x2 + x

> quo(x4 + x3 + x2 + x+ 1, x3, x);

x+ 1

Corollaire 932 SoitK un corps.K[X] est un anneau euclidien, donc un an-
neau principal.

Démonstration : La division euclidienne en est la preuve ; dans un corps, tout po-
lynôme non nul a son coefficient dominant inversible.ut

25.3 Fonction associée, racines d’un polynôme

Définition 933 Etant donnéeB uneA-algèbre associative commutative et uni-
taire, on peut identifierP à une application deA dansA, dite application
polynômiale associée àA, notéP̃ , et définie par

P̃ (x) =
∑
n∈N

Pn x
n

Cela est notamment valable pourB = A ; implicitementP̃ désignera généra-
lement une fonction deA dansA.

Proposition 934 Soita dansA etP un polynôme appartenant àA[X].
Le reste de la division euclidienne deP par (X − a) estP (a).

En considérant la division euclidienne deP par(x− a)n, on peut énoncer la défi-

417



nition suivante :

Proposition 935 - Définition
SoitP un polynôme,a un élément deA etn un entier naturel.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
- (X − a)n|P et (X − a)n+1 6 |P
- Il existe un polynômeQ tel queP = (X − a)nQ et Q̃(a) non nul.
On dit alors quea estracine deP d’ordre de multiplicité n.

25.4 Cas oùA = K est un corps

Théorème 936SiK est un corps commutatif alorsK[X] est un anneau eucli-
dien, donc un anneau principal, donc un anneau factoriel.

Démonstration : Le fait queK[X] est un anneau euclidien a été prouvé en propo-
sition874.ut

Proposition 937 - Définition On dit qu’un corpsK estalgébriquement clos
si et seulement si l’une des trois propositions suivantes est vérifiée :
- tout polynôme deK[X] estscindé, c’est-à-dire produit de polynômes de degré
1
- tout polynôme non constant a une racine dansK

- tout polynôme irréductible est de degré1

���������������
���������������
���������������
���������������

�������������
�������������
�������������
������������� ���������

���������
���������
���������
���������

�������
�������
�������
�������
�������

�����
�����
�����
�����
�����

���
���
���
���
���

���������������������
���������������������
���������������������
���������������������

	�	�	�	�	�	�	�	�	�	
	�	�	�	�	�	�	�	�	�	

�
�
�
�
�
�
�
�


�
�
�
�
�
�
�
�


���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������

DansK[X] avecK corps algébriquement clos, tout polynôme de degrén
s’écrit de manière unique à l’ordre près des facteurs sous la forme :

c(X − k1)(X − k2) . . . (X − kn)

avecc inversible, et leski les racines (pas forcément distinctes !) du polynôme.

C est algébriquement clos, comme énoncé dans la proposition503.
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Un exemple en Maple :

Exemple Maple

> P := X− > xˆ 4− 1;

P := X4 − 1

> factor(P );

(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)

> factor(P, complex);

(x+ 1.)(x+ 1. I)(x− 1.I)(x− 1.000000000)

25.5 Zoologie des polynômes

En dehors des paragraphes ci-dessous, on pourra consulter la partie30.8.1sur l’in-
terpolation par les polynômes de Lagrange, d’ailleurs généralisable à un cadre plus
vaste que les polynômes réels, et le théorème417, d’approximation par les polynômes
de Bernstein.

25.5.1 Relations entre les racines et les coefficients d’un polynôme
- localisation des racines d’un polynôme

On se donne pour l’ensemble de cette partie un polynômeP ∈ C[X], de degrén,
P non nul. On définitP =

∑n
i=0 piX

i.

� Relations entre les racines et les coefficients d’un polynôme

On utilisera ici les polynômes symétriques élémentairesΣi = Σi,n définis en partie
26.3.1.

Théorème 938 (Relations entre racines et coefficients d’un polynôme)
Notonsσi = Σi(r1, ..., rn), avecr1,...,rn des complexes.
On aP = λΠn

i=1(X−ri) pour un certainλ si et seulement siσi = (−1)i pn−ipn
.

Démonstration : On écrit simplement l’égalité

n∑
i=0

piX
i = λΠn

i=1(x− ri)

On en déduit queλ = pn, et les relations souhaitées en développant d’un côté et de
l’autre du signe=.ut

� Localisation des racines d’un polynôme

� Premières informations Le théorème de Rolle575permet de montrer que le po-
lynôme dérivé d’un polynôme scindé est scindé.
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� Méthode itérative On peut par exemple utiliser la méthode de Newton, trouvable
dans tout bon ouvrage d’analyse numérique. On pourra par exemple consulter [9].
FLEMMARD verifier

� Méthode algébrique La théorie du résultant donne quelques résultats intéressants
sur la localisation de racines ; voir théorème942.

25.5.2 Polynômes irréductibles

Définition 939 Un polynômeP appartenant àK[X] est ditpolynôme irré-
ductible si il est irréductible en tant qu’élément de l’anneauK[X], c’est-à-dire
s’il n’est pas inversible et si tout diviseur deP est une unité ou est produit de
P par une unité.

Pour plus d’informations sur la recherche de facteurs irréductibles communs à deux
polynômes, on consultera le théorème942.

Théorème 940• Les polynômes irréductibles deC[X] sont les polynômes de
degré1.
• Les polynômes irréductibles deR[X] sont les polynômes de degré1 et les
polynômesaX2 + bX + c, aveca 6= 0 et b2 − 4ac < 0.

Démonstration : Il est évident que les polynômes considérés sont bel et bien
irréductibles, dans les deux cas réel et complexe. Réciproquement, le théorème de
D’Alembert-Gauss503 donne le résultat dans le cas complexe. Dans le cas réel, on
procède comme suit :
• SupposonsP ∈ R[X] irréductible dansR[X].
• Par simplicité et sans perte de généralité, on va supposerP unitaire.
• Six est racine deP dansC, alorsx l’est aussi, avec le même ordre de multiplicité.
• P n’a pas de racine réeller, sinonX − r diviseraitP etP ne serait pas irréduc-

tible.
• P peut donc s’écrireP = Πr

i=1(X − ri)ni(X − ri)ni .
• (X − ri)(X − ri) est alors un polynôme réel (on le voit simplement en le déve-

loppant), doncP est un produit de polynômes de discriminants négatifs strictement (là
aussi il suffit de développer pour le voir). Il n’est irréductible que s’il contient un et un
seul tel terme.

D’où le résultat.ut
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25.5.3 Résultant. Discriminant

Définition 941 Etant donnésP et Q deux polynômes deK[X], on appelle
résultant deP etQ le déterminant de la matrice suivante :



P0 0 0 0 . . . 0 Q0 0 0 0 . . . 0 0 0
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avecP =

∑p
k=0 PpX

k etQ =
∑q
k=0QqX

k.
On appellediscriminant d’un polynômeP le résultant deP et deP ′ son
polynôme dérivé.

Théorème 942Le résultant deP etQ est nul si et seulement siP etQ ont au
moins un facteur irréductible en commun.
Le discriminant d’un polynômeP est nul si et seulement si il a au moins un
facteur irréductible en commun avec son polynôme dérivé.

Démonstration :
La deuxième affirmation n’est naturellement qu’une spécialisation de la première.

On se contentera donc de prouver la première.
• Supposons tout d’abord queP etQ aient un facteur irréductible communR.
- Alors P = RS etQ = RT , avecdeg T = deg Q− deg R etdeg S = deg P −

deg R, T etS non nuls.
- PT = QS, ouPT − QS = 0. Ceci exprime très exactement l’existence d’un

vecteurX tel que la matriceM donnée dans l’énoncé vérifieMX = 0, avecX non
nul ; donc la matrice n’est pas la matrice d’une bijection, donc son déterminant est nul.
• Supposons maintenant qu’il existeX tel queMX soit nul etX soit 6= 0. Alors,

il existe P et Q vérifiant PT = QS, avecdeg T = deg Q − deg R et deg S =
deg P − deg R.

- Supposons alors queP etQ n’aient pas de facteur irréductible en commun. Alors,
par le lemme de Gauss890, P diviseS, ce qui est impossible cardeg S < deg P .ut

En particulier, si les polynômes sont scindés, ils ont une racine commune si et seule-
ment si leur résultant est nul. SiP est scindé, son discriminant est nul si et seulement
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si il admet une racine double.

25.5.4 Division suivant les puissances croissantes

Théorème 943 (Division suivant les puissances croissantes)Soitn ∈ N, C
etD des polynômes à une indéterminée sur un même anneauA commutatif et
unitaire.
On suppose queD(0) (en tant qu’élément deA), est inversible.
Alors il existe deux polynômesQ etR vérifiant

C = DQ+Xn+1R

degQ ≤ n

Q etR sont appelés respectivementquotient et reste de la division suivant
les puissances croissantes deC par D à l’ordre n.

Démonstration : La preuve se fait par récurrence inverse sur la valuation deC. Si
cette valuation est supérieure ou égale àn+1, le résultat est clair. La suite est facile...ut

Cela servira notamment pour les développements limités de quotients (voir pro-
position628, ou pour la décomposition de fractions rationnelles en éléments simples
(voir proposition ....).

Voyons un exemple concret, la division suivant les puissances croissantes deX3 +
2X2 + 2 parX + 2 :

X3 + 2X2 + 2 X + 2
− X + 2 1

X3 + 2X2 −X

DoncX3 + 2X2 + 2 = (X + 2)(1) + (X2 + 2X − 1)X, c’est la division suivant les
puissances croissantes à l’ordre0. Continuons :

X3 + 2X2 + 2 X + 2
− X + 2 1− X

2
X3 + 2X2 −X

− −X
2

2 −X
X3 + 5

2X
2

DoncX3 + 2X2 + 2 = (X + 2)(1 − X
2 ) + (X + 5

2 )X2, c’est la division suivant les
puissances croissantes à l’ordre1. Continuons encore :

X3 + 2X2 + 2 X + 2
− X + 2 1− X

2 + 5
4X

2

X3 + 2X2 −X
− −X

2

2 −X
X3 + 5

2X
2

− 5
4X

3 + 5
2X

2

− 1
4X

3
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Donc, division suivant les puissances croissantes à l’ordre2, X3 + 2X2 + 2 = (X +
2)(1− X

2 + 5
4X

2)− 1
4X

3.

25.5.5 Polynômes orthogonaux

Définition 944 On suppose donné(a, b) ∈ R2
, a < b. On suppose donnée

une fonctionw de ]a, b[ dansR∗+ continue. Enfin on suppose que pour toutn,∫ b
a
xnw(x)dx est convergentea. On note alorsE l’ensemble des fonctions de

]a, b[ dansR telles que

‖f‖2 :=

√∫ b

a

|f(x)|2w(x)dx <∞

L’ensemble des polynômes est inclus dansE, E muni du produit scalaire sui-
vant :

< f, g >=
∫ b

a

f(x)g(x)w(x)dx

est un espace de Hilbert.
Il existe alors une suite de polynômes(Pn)n∈N, telle quedegPn = n, et telle
que lesPn forment une famille orthogonale.

aUn cas classique est(a, b) ∈ R2 etw = 1, ou biena et b quelconques etw(x) = e−x
2
.

Démonstration : Le résultat découle simplement de l’orthogonalisation de Schmidt
(proposition1115) appliquée à1, X,X2, X3, .... Le fait que le degré dePn est≤ n
provient simplement des propriétés de l’orthogonalisation de Schmidt, ie le fait quePn
appartient à l’espace engendré par1, X, ...,Xn. Le fait que ce degré est≥ n provient
simplement du fait que s’il existait unPn de degré< n, alors la familleP0, ..., Pn
serait une famille libre (puisqu’orthogonale) et située dans un espace de dimensionn ;
ce qui contredit le lemme de Steinitz1143.

Les polynômes orthogonaux ont de multiples applications, que l’on pourra trouver
par exemple dans le livre [9].

On pourra consulter l’exemple Maple qui se trouve suite à l’orthogonalisation de
Schmidt (voir proposition1115).

25.5.6 Polynômes de Tchebycheff de première espèce

Théorème 945

∀n ∈ N∃Tn ∈ R[X]/deg Tn ≤ n ∧ ∀t cos(nt) = Tn(cos(t))

Tn est appelépolynôme de Tchebycheff de permière espèce.

Démonstration :
• Soitn ∈ N . On a
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einx = cos(nx) + i sin(nx) = (cos(x) + i sin(x))n =
n∑
k=0

Ckn cos(x)nk sin(x)k(i)k

• En prenant les parties réelles :

cos(nx) =
k≤n/2∑
k=0

C2k
n cos(x)n−2k(−1)k(1− cos(x)2)k

D’où le résultat.ut

Proposition 946

Tn = 2n−1πn−1
k=0 (X − cos(

2k + 1
2n

π))

Démonstration : Il suffit de vérifier que le coefficient dominant est le bon, que le
degré est le bon, et que lescos( 2k+1

2n π) sont bien des racines.ut

25.5.7 Tout polynôme positif est somme de deux carrés

Théorème 947SoitP un polynôme appartenant àR[X].
On suppose en outre queP est positif surR.
AlorsP est somme de deux carrés.

Démonstration : • SoitCool l’ensemble des polynômes qui s’expriment comme
somme de deux carrés.
• AlorsCool contient tous les polynômes de la forme(x− a)n, pourn pair.
• Tout polynôme irréductible unitaire de degré2 est dansCool. En effet,X2 +

b.X+c est égal à(X− b
2 )2 +(c− b2

4 ), qui est bien une somme de deux carrés sic− b2

4
• Du coup, tout polynôme irréductible de degré2 à coefficient dominant> 0 est

dansCool.
• Si P etQ sont dansCool, alorsPQ est dansCool (Cool est stable par multipli-

cation). En effet, avecP = A2 +B2 etQ = C2 +D2 :

(A2 +B2).(C2 +D2) = (AD +BC)2 + (AC −BD)2

• Cool contient les polynômes positifs dépourvus de racine. En effet, soitP sans
racine ; il est produit de polynômes irréductibles. Le coefficient dominant est positif,
au vu de l’équivalent en±∞, donc on peut l’exprimer comme produit de polynômes
irréductibles de degré2 à coefficients dominants positifs.
• Soit P un polynôme positif. On a déjà vu que s’il n’admet pas de racine il est

dansCool. On suppose maintenant qu’il admet des racines, par exemple une racine
a. Soit n maximal tel que(X − a)n divise P . P = (X − a)nQ est équivalent en
a àQ(a)(X − a)n ; doncn doit être pair pour que le signe deP puisse être positif.
En supposant par récurrence que pour les degrés inférieurs à celui deP le résultat est
acquis, on conclut queQ etX − a sont dansCool, et donc queP est dansCool.ut
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Chapitre 26

Polynômes à plusieurs
indéterminées

Cette partie sera délibérément très peu détaillée ; beaucoup de démonstrations sont
calquées sur le cas des polynômes à une indéterminée. Ceux qui préfèrent un cadre
simple et utile peuvent se limiter à la partie25, ou l’on travaillera avec des polynômes
à une seule indéterminée, et fournissant les méthodes permettant de s’attaquer à cette
partie plus abstraite.

Cette partie doit être complètée par la partie25, qui par contre peut être lue indé-
pendamment de celle-ci.
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26.1 Généralités

Définition 948 SoitA un anneau commutatif unitaire.
On appellepolynôme àn indéterminées à coefficients dansA l’ensemble
des applications presques nulles deNn dansA. On noteA[X1, . . . , Xn] l’en-
semble des polynômes àn indéterminées à coefficients dansA.
On dit queP ∈ K[X1, . . . , Xn] estde degréd si d est le max des|ν| tels que
Pν est non nul (voir définition727 pour les rappels sur les opérations dans
N
n).

On dit queP est de degréd enXi si le sup desi tels qu’il existeν tel queνi
est non nul estd.
On noteXi l’élément deA[X1, . . . , Xn] nul partout sauf enν = (δi,j)j∈[1,n],
avecXν = 1.
Etant donnésP etQ deux polynômes, on noteR = P ×Q le produit de P et
Q avec

Rν =
∑

α+β=ν

PαQβ

(pour les opérations dansNn, voir définition727).
On appellemonômeun polynôme dont un seul élément est non nul.
On appelledérivé formel d’un polynômeP parDν pourν ∈ Nn le polynôme∑

α∈Nn

(ν + α)!
α!

Pα+ν

On note parfois δ
δXi

Dν avecνj = (δi,j)j∈[1,n].

Proposition 949 On identifieA[X1, . . . , Xn] à A[X1, . . . , Xn−1][Xn], ainsi
queA[X1, . . . , Xp][Xp+1, . . . , Xn] àA[X1, . . . , Xn].
A[X1, . . . , Xn] est intègre si et seulement siA est intègre.
A[X1, . . . , Xn] est muni naturellement d’une structure deA-module. Muni de
la multiplication définie plus haut, il s’agit d’uneA-algèbre.
L’ensemble des monômes unitaires est une base deA[X1, . . . , Xn].
Etant donnéeB une A-algèbre associative commutative unitaire,P ∈
A[X1, . . . , Xn] et x1, ..., xn n éléments deB, on appellevaleur de P en
(x1, . . . , xn) l’élément deB

∑
ν∈Nn Pνx

ν1
1 x

ν2
2 . . . xνnn . On note cet élément

P̃ (x1, . . . , xn). On constate ainsi qu’un polynômeP s’identifie naturellement
à une applicationP̃ deBn dansB. On noteA[x1, . . . , xn] l’ensemble des
P (x1, . . . , xn) pourP ∈ A[x1, . . . , xn].
Si (x1, . . . , xn) vérifieP̃ (x1, . . . , xn) = 0, on dit que(x1, . . . , xn) est un zéro
deP .
Etant donné(x1, . . . , xn) n éléments deB, l’ensemble des polynômesP vé-
rifiant P (x1, . . . , xn) = 0 est un idéal deA[X1, . . . , Xn], engendré par les
(Xi − ai) pour i ∈ [1, n].
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26.2 SiA est un corpsK

Proposition 950 Si K est un corps,K[X1, . . . , Xn] est naturellement muni
d’une structure deK-espace vectoriel .
Formule de Taylor, siK est un corps de caractéristique nulle : soitP ∈ K[X],
alors

P =
∑
ν∈Nn

1
ν!

(DνP )(0)Xν

26.3 Zoologie des polynômes à plusieurs indéterminées

26.3.1 Polynômes symétriques

A est supposé ici anneau commutatif et unitaire.

Définition 951 Soit P ∈ A[X1, . . . , Xn]. P est dit polynôme symétrique
si et seulement si pour toutσ permutation de[1, ..., n], P (X1, ..., Xn) =
P (Xσ(1), Xσ(2), ..., Xσ(n)).
On appellepolynômes symétriques élémentairesles polynômes de la forme

Σk,n =
∑

1≤a1≤a2≤...≤ak≤n

Xa1Xa2 ...Xak

pour1 ≤ k ≤ n.
On appellek-ième polynôme de Newtonle polynômeNk =

∑n
i=1X

k
i .

Les polynômes symétriques élémentaires sont de la forme suivante, dans le cas
n = 3 :

Σ1,3 = X1 +X2 +X3

Σ2,3 = X1X2 +X2X3 +X1X3

Σ3,3 = X1X2X3

Je ne donnerai pas ici de preuve des résultats énoncés ; on pourra se référer à [19].
On a les propriétés suivantes :
• Les polynômes symétriques élémentaires sont symétriques (évident)
• Les polynômes de Newton sont symétriques (évident)
• Si Q est un polynôme, alorsP = Q(Σ1,n,Σ2,n, ...,Σn,n) est un polynôme sy-

métrique (facile)
• Si P ∈ A[X1, ..., Xn] est symétrique, alors il existe un polynômeQ tel queP =

Q(Σ1,n,Σ2,n, ...,Σn,n) (pas évident du tout, récurrence sur le nombre d’indéterminées
et sur le degré du polynôme.
• Relations de Newton: Si 1 ≤ k ≤ n on a

Nk =
k−1∑
i=1

(−1)iNk−iΣi,n + (−1)kkΣ(k, n)
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Si n ≤ k on a

Nk =
n∑
i=1

(−1)iNk−iΣi,n
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Chapitre 27

Algèbre linéaire

27.1 Généralités

Définition 952 (Espace vectoriel)(E,+, .) est unK-espace vectorielsi
• (E,+) est un groupe abélien
• . est une application deK × E dansE
• ∀(λ, µ, x, y) (λ + µ)x = λ.x + µ.x ∧ λ.(x + y) = λ.x + λ.y ∧ (λ.µ).x =
λ.(µ.x) ∧ 1.x = x
Les éléments deE sont appelésvecteurs, les éléments deK sont appelésopé-
rateurs ou scalaires. Le neutre pour+ est noté0. « . » est appeléproduit
externe.

Des exemples classiques sont : les vecteurs dans le plan ou l’espace usuel, le corps
K lui-même avec pour produit externe le produit usuel, les polynômes surK, éven-
tuellement à plusieurs indéterminées ou de degré borné ; comme on le verra un peu
plus loin avec les espaces produits,Kn muni des lois que l’on verra est unK-espace
vectoriel ; l’ensembleRN des suites réelles (resp. complexes) aussi.

Les propriétés suivantes sont importantes :
• 0.x = 0
• λ.0 = 0
• λ.x = 0→ λ = 0 ∨ x = 0
• (−λ).x = λ.(−x) = −(λ.x)
• λ.(x− y) = λ.x− λ.y
• (λ− µ)x = λ.x− µ.x
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Définition 953 (Différentes notions dans un espace vectoriel)On appelle
segmentd’extrémitésx et y dans unR-espace vectoriel l’ensemble des
t.x + (1 − t).y pour t ∈ [0, 1]. (la définition s’étend au cas d’unC-espace
vectoriel en utilisantt réel dans[0, 1]).
Une partieA d’un K-espace vectoriel (avecK = R ou K = C) est dite
convexesi tout segment d’extrémités dansA est inclus dansA.
Etant donnéeA une partie convexe d’unK-espace vectoriel une applicationf
deA dansR est diteconvexesi étant donnésx et y dansA et t dans[0, 1] on
a f(t.x+ (1− t).y) ≤ t.f(x).(1− t).f(y).−f est alors diteconcave.

Propriétés :
• L’intersection de deux convexes est un convexe.
• Une boule ouverte est convexe.
• Une boule fermée est convexe.
• Un segment est convexe.
•Une applicationf est convexe si l’ensemble des(x, f(x)) est convexe dans le produit
A× R.
• Une application convexe sur un intervalle]a, b[ est continue
• x 7→ ex, x 7→ xn sont convexes.
• x 7→ ln(x) est concave.

La notion de partie convexe est nécéssaire pour définir les fonctions convexes,
dont on verra une foultitude d’applications en partie11.5.1. Cela servira aussi par exemple
pour les résultats661 (théorème de Cauchy), et surtout pour les théorème de Hahn-
Banach(20.1.1) (aux multiples applications !). Une utilisation amusante de la convexité
stricte sera donnée avec le résultat292.

Proposition 954 (Connexité dans unR-espace vectoriel normé )Une par-
tie ouverte d’unR-espace vectoriel normé est connexe si et seulement si elle
est connexe par arcs si et seulement si entre toutx et touty de cette partie il
existe une ligne brisée.

Démonstration : Il est clair que l’existence d’une ligne brisée implique l’existence
d’un chemin (donc la connexité par arcs) qui implique à son tour la connexité. Il suffit
donc de montrer que la connexité implique l’existence d’une ligne brisée.
• On se donneU une telle partie, connexe, supposée non vide (sinon le problème est
trivial)
• On se donnex0 dansU
• On noteV l’ensemble desx que l’on peut joindre àx0 par une ligne brisée.
• V est non vide (il contientx0)
• V est ouvert (six est dansV , alorsB(x, ε) ⊂ U pourε assez petit, et doncB(x, ε) ⊂
V - car dans toute boule est convexe).
• V est fermé ; en effet soitx dansU adhérent àV , alors il existe une boule ouverte
centrée surx intersectantV , doncx est dansV - car toute boule est convexe.
• V , fermé, ouvert, non vide d’un connexeU , est égal àU .ut
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La figure27.1illustre cette démonstration.

U

x

x0

y
FIG. 27.1 – Illustration de la proposition954. x est supposé dansV , y dans l’adhérence
deV .

Proposition 955 (Distance dans un connexe ouvert d’unR-espace vectoriel normé )
SoitU un ouvert connexe d’unR-espace vectoriel normé . Si on noted(x, y)
l’inf des longueurs des lignes brisées joignantx à y, alorsd est une distance
et définit la même topologie que la norme.

Démonstration : pas difficile du tout !ut

Définition 956 (Espace vectoriel produit) Le produit de n espaces vec-
toriels, muni de l’addition terme à terme et avec pour multiplication
λ.(x1, ..., xn) = (λ.x1, ..., λ.xn) est un espace vectoriel. On l’appelleespace
vectoriel produit .

Théorème 957L’ensemble des fonctions deA dansE, notéEA, avecE K-
espace vectoriel, est unK-espace vectoriel. La somme de deux fonctions est la
fonction qui à un élément associe la somme des deux images, et le produit d’un
scalaire par une fonction est la fonction qui à un vecteur associe le produit du
scalaire par l’image de ce vecteur.

Démonstration : La preuve est pas bien difficile...ut
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Définition 958 (Sous-espaces vectoriels)Une partie d’un espace vectoriel
est unsous-espace vectorielde cet espace lorsqu’elle est non vide, stable par
addition et stable par multiplication par un scalaire.

On note qu’on peut se contenter de vérifier que la partie est non vide et que siλ
etµ sont des scalaires et six et y lui appartiennent, alorsλ.x + µ.y appartient aussi à
l’ensemble.

Proposition 959 Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel, et un es-
pace vectoriel inclus dans un espace vectoriel (et muni des lois induites bien
sûr) est un sous-espace vectoriel.

Les polynômes de degré plus petit quen sont un sous-espace de l’ensemble des
polynômes. L’espace des fonctions bornées sont un sous-espace vectoriel de l’espace
des fonctions deA dansR. L’ensemble des suites bornées deK est un sous-espace de
l’espace des suites deK. L’ensemble des suites presque nulles deK est aussi un sous-
espace vectoriel de l’espace des suites deK.

Proposition 960 Une intersection quelconque de sous-espaces vectoriels est
un espace vectoriel.

Cela permet d’introduire la définition suivante :

Définition 961 (Sous-espace vectoriel engendré)On appelle sous-espace
vectoriel engendré par une partieA l’intersection de tous les sous-espaces
vectoriels contenantA. On la noteV ect (A).
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27.2 Applications linéaires

Définition 962 (Application linéaire) Une applicationf d’unK-espace vec-
toriel vers un autre est uneapplication linéaire si :
• f(x+ y) = f(x) + f(y)
• f(λ.x) = λ.f(x)
Une application linéaire est aussi appeléemorphisme d’espaces vectoriels,
ou morphisme algébrique. C’est en particulier un morphisme de groupes.
Une application linéaire bijective est appeléeisomorphisme, une application
linéaire deE dansE est appeléeendomorphisme. Un endomorphisme qui
est aussi un isomorphisme est appeléautomorphisme. L’inverse d’un isomor-
phisme est un isomorphisme, appeléisomorphisme réciproque.
On noteL(E,F ) l’ensemble des morphismes deE dansF ; c’est un sous-
espace vectoriel deFE . On noteL(E) l’ensemble des endomorphismes deE.
On noteIsom(E,F ) l’ensemble des isomorphismes deE dansF . On note
Aut(E) l’ensemble des automorphismes deE ; il est notéGL(E) une fois
qu’on l’a muni de la composition.GL(E) est un groupe, appelégroupe li-
néaire.
La notationE ' F signifie qu’il existe un isomorphisme deE dansF .
L’image réciproque d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire est
un sous-espace vectoriel. On noteKer f et on appellenoyaudef l’image ré-
ciproque de{0}, c’est un sous-espace vectoriel. Une application linéaire est
injective si et seulement si son noyau est{0}. On notera que le noyau d’une
application linéaire est le noyau du morphisme de groupes correspondant.
On noteId la fonction identité deE ; c’est une application linéaire et un
isomorphisme. On noteInvf l’ ensembles des invariants def ; Invf =
Kerf − Id. On noteOppf l’ensemble des vecteurs changés en leur op-
posé; Oppf = Kerf + Id.
On appellehomothétie de rapport λ d’un espace vectorielE l’application
x 7→ λ.x.

Quelques propriétés :
•On peut se contenter pour vérifier la linéarité d’une application d’assurer quef(λ.x+
µ.y) = λ.f(x) + µ.f(y)
• L’image de0 par une application linéaire est0.
• L’identité est un automorphisme.
• L’image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire est un sous-espace
vectoriel. On noteIm f l’image def , c’est un sous-espace vectoriel.
• La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.
• L’application qui àf associeg◦f (resp.f ◦g) est un morphisme d’espaces vectoriels.
•Ker f ⊂ Ker g ◦ f
• Img ◦ f = Img
• g ◦ f = 0 si et seulement siIm f ⊂ Ker g
• L’application qui à un polynôme associe son polynôme dérivé est un endomorphisme.
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Définition 963 On appellen-ième itérée def la fonctionfn. f est ditnil-
potent si il existen tel quefn = 0. Le plus petitn convenable est appelé
indice de nilpotencedef . On convient que l’indice de nilpotence d’une fonc-
tion non nilpotente est+∞.

Propriétés :
Si f est un endomorphisme nilpotent, alorsf − Id etf + Id sont des automorphismes.

Définition 964 (Définitions dans le cas d’un espace vectoriel produit)
On appelle k-ième projection canonique d’un espace vectoriel produit
E1 × ... × En l’application qui à x dans le produit associe sa composante
dansEk.
On appelle k-ième injection canonique d’un espace vectoriel produit
E1 × ...× En l’application qui àx dansEk associe(0, ..., 0, x, 0, ...0).

On notera que sifi est linéaire deEi dansFi, alors(x1, ..., xn)→ (f1(x1), ..., fn(xn))
est une application linéaire ; son noyau est le produit des noyaux.

27.3 Somme de sous-espaces vectoriels

27.3.1 Généralités

Définition 965 (Somme de sous-espaces vectoriels)On se donneF1, ..., Fn
des sous-espaces vectoriels de l’espace vectorielE. L’application φ qui à
(x1, ..., xn) associe(x1 + x2 + ...+ xn) est une application linéaire sur l’es-
pace produitF1× ...×Fn. L’image deφ est appeléesommedes sous-espaces
vectorielsF1, ..., Fn, et est notéeF1 + ...+ Fn ou

∑
i∈[1,n] Fi.

Propriétés :
• La somme desFi contient tous lesFi.
• L’espace vectoriel engendré par l’union desFi est leur somme.

Définition 966 (Somme directe de sous-espaces vectoriels)On dit que la
somme deF1, ..., Fn est unesomme directelorsque la fonctionφ est injec-
tive. Au lieu de noter

∑
Fi on peut alors noter

⊕
Fi

Propriétés :
• Cela revient à dire que tout vecteur de l’espace vectoriel somme s’écrit comme
somme d’un élément deF1, d’un élément deF2, ... , d’un élément deFn, cette dé-
composition étant unique.
• La somme est directe si et seulement si pour toutj Fj ∩

∑
i 6=j Fi = {0}.

•On peut encore simplifier ce critère ; la somme est directe si et seulement si pour tout
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j Fj ∩
∑
i=1..j−1 Fi = {0}.

27.3.2 Espaces supplémentaires

� Généralités

Définition 967 Deux sous-espaces vectoriels d’un espaceE sont ditssupplé-
mentaires lorsque leur somme est directe et égale àE.

Propriétés :
• Deux espaces sont supplémentaires si et seulement si leur intersection est{0} et si
leur somme estE.
• Deux espaces sont supplémentaires si l’applicationφ (voir la définition d’une somme
de sous-espaces vectoriels) est bijective.
• Deux sous-espaces vectoriels qui sont supplémentaires d’un même sous-espace vec-
toriel sont isomorphes - preuve en considérant la projection sur le supplémentaire en
question par rapport à l’un des deux sous-espaces ; un espace supplémentaire du noyau
est isomorphe à l’image, d’où le résultat - les définitions nécessaires arrivent plus bas).
Exemples :
DansKn, l’espace vectoriel engendré par un vecteur(a1, ..., an) est supplémentaire de
l’espace vectoriel des(x1, ..., xn) tels quea1.x1 + ...+ an.xn = 0.

� Applications aux applications linéaires. Projections, symétries.

Théorème 968Deux applications linéaires ayant les mêmes restrictions à
deux espaces vectoriels supplémentaires sont égales.
Etant données deux applications linéaires définies respectivement deF1 dans
G et deF2 dansG, avecF1 et F2 deux supplémentaires deE, il existe une
et une seule application linéaire dont les restrictions àF1 et F2 soient ces
applications.

Proposition 969 Etant donné un sous-espace vectorielH, f une application
linéaire, alorsKer f|H = Ker f ∩H

Théorème 970 (Théorème noyau-image)Im f est isomorphe à tout supplé-
mentaire deKer f .

Démonstration : Il suffit de considérer la restriction def à un supplémentaire de
Ker f , et de montrer l’injectivité et la surjectivité.ut
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Définition 971 (Projection) On a vu que dans le cas oùF etG étaient des es-
paces supplémentaires deE, pour toutx il existait un unique(f, g) ∈ F×G tel
quex = f + g. On appelleprojection sur F parallèlement àG l’application
qui àx associef .

Définition 972 On dit qu’un endomorphismef estidempotent lorsquef◦f =
f . Un endomorphisme idempotent est aussi appeléprojecteur.

Propriétés :
Etant donnép projecteur, on a :
• E = Ker p⊕ Im p
• Invp = Im p
On note qu’une projection est un projecteur.

Proposition 973 Un projecteurp est en fait la projection surIm p parallèle-
ment àKer p.

Démonstration : Il suffit de considérer les propriétés ci-dessus, elles-mêmes faci-
lement démontrables.ut

Proposition 974 Id−f est un projecteur si et seulement sif est un projecteur.

Démonstration : Il suffit de développer(Id− f)2.ut

Définition 975 (Projecteurs associés)Deux projecteurs sont ditsprojecteurs
associéslorsque leur somme est l’identité.

Proposition 976 Sif etg sont deux projecteurs associés, alorsIm f = Ker g
et Im g = Ker f .

Définition 977 (Symétrie) A etB étant supplémentaires, on appellesymétrie
par rapport àA parallèlement àB l’endomorphismes tel ques|A = Id et
s|B = −Id.

On a vu plus haut qu’un endomorphisme pouvait être défini par ses restrictions sur
deux espaces supplémentaires.
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Définition 978 (Involution) Un endomorphismef est uneinvolution lorsque
f ◦ f = Id.

Définition 979 Une symétries et un projecteurp sont ditsassociéslorsque
s = 2.p− Id.

C’est le cas lorsques et p se font par rapport au même espace et parallèlement au
même espace.

Propriétés :
• Une symétrie est une involution

• Etant données symétrie,E = Inv s⊕Opp s
• s est la symétrie par rapport àInv s et parallèlement àOpp s.
• Toute symétrie est associée à un projecteur, et tout projecteur est associée à une sy-
métrie.

� Dilatations, transvections

Définition 980 SoitH un hyperplan d’un espace vectorielE, etD une droite
supplémentaire deH. On appelledilatation d’hyperplan H, de directionD
et de rapport λ l’application linéaire dont la restriction àH est l’identité et
dont la restriction àD est l’homothétie de rapportλ.
SoitH un hyperplan d’un espace vectorielE, eth une forme linéaire de noyau
H. On appelletransvection d’hyperplan H une application deE dansE de
la forme

x 7→ x+ h(x).u

pour un certainu dansH.

Ne pas se méprendre sur la notion de transvection d’hyperplanH ; il existe
plusieurs transvections différentes d’hyperplanH.

Rappelons que la proposition811 signale queGL(E) est engendré par les trans-
vections et les dilatations, et queSL(E) est engendré par les transvections.
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27.4 Espace vectoriel quotient

27.4.1 Généralités

Définition 981 SoitF un sous-espace vectoriel deE. Alors la relation définie
par

xRy ⇐⇒ x− y ∈ F

est une relation d’équivalence compatible avec l’addition et le produit externe.
L’ensemble quotient est un espace vectoriel pour les lois induites ; il est appelé
espace vectoriel quotientet est notéE/F .

Propriétés :
• La surjection canonique qui àx associex est linéaire. Son noyau estF .
• Si F etG sont supplémentaires, alorsG est isomorphe àE/F .

27.4.2 Application aux applications linéaires

Théorème 982Etant donné une application linéairef deE dansF , alorsf
s’écrit de manière uniquef = i ◦ b ◦ s, avecs la surjection canonique deE
dansE/Ker f , i l’injection canonique deIm f dansF , etg un isomorphisme
deE/Ker f dansImf .

Démonstration : Facile !ut
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27.5 Translations - espaces affines

Pour plus d’informations on pourra consulter la partie32.

Définition 983 (Translations) On appelletranslation de vecteura l’applica-
tion d’un espace affineX dans lui-même qui àx associex+ a. On noteT (E)
l’ensemble des translations deE.
On appellesous-espace affinedeE l’image d’un sous-espace vectoriel deE
par une translation deE.
On appelledirection d’un sous-espace affinel’ensemble desx− y pourx et
y dans l’espace affine.
On dit qu’un sous-espace affineA estparallèle à un sous-espace affineB si et
seulement siA est vide ou la direction deA est incluse dans la direction deB.
On dit que deux sous-espaces affines sontparallèless’ils sont non vides et ont
même direction.
On dit que deux sous-espaces affines sontstrictement parallèless’ils sont non
vides et ont même direction et sont distincts.

Propriétés :
• (T (E), ◦) est un groupe commutatif.(T (E), ◦) ' (E,+).
• Un sous-espace affine deE contient0 si et seulement si c’est un sous-espace vecto-
riel (en le munissant des lois induites).
• Si un espace affineA est de la formea+F , alors il est aussi de la formex+F pour
toutx deA.
• Le sous-espace affineA est égal àa+F , aveca quelconque dansA, etF la direction
deA.
• Etant donnésA etB deux espaces affines,a ∈ A et b ∈ B, de direction respectives
F etG, alorsA ∩B 6= ∅ ⇐⇒ b− a ∈ F +G
• Etant donnés deux espaces affines d’intersection non vide, l’intersection est un es-
pace affine de direction l’intersection de leurs directions.
• SiA est parallèle àB alorsA ∩B = ∅ ouA ⊂ B.
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27.6 Familles libres. Familles génératrices. Bases

27.6.1 Généralités

Définition 984 Un élémentx de l’espace vectorielE est ditcombinaison li-
néaired’une famille(xi)i∈I d’éléments deE si il existe un entiern, unn-uplet
(λ1, ..., λn) d’éléments deK, et unn-uplet(i1, ..., in) d’éléments deI tels que
x =

∑
1≤j≤n λjxij .

Un élémentx est ditcombinaison linéaired’un sous-ensembleA deE six est
combinaison linéaire d’une famille d’éléments deA.
Une famille d’éléments d’un sous-espace vectorielF est ditefamille généra-
trice deF si l’espace vectoriel engendré par cette famille estF .
Une famille d’éléments deE est ditefamille libre si une combinaison linéaire
de cette famille est nulle si et seulement si chaqueλi est nul.
Une famille est ditefamille liée quand elle n’est pas libre.

Propriétés :
• L’image d’une famille génératrice deF par une application linéairef est une famille
génératrice def(F ).
• L’ensemble des combinaisons linéaires deA est l’espace vectoriel engendré parA.
• Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
• Les éléments d’une famille libre sont deux à deux distincts.
• Une famille est liée si et seulement si un de ses éléments est combinaison linéaire des
autres.
• Une famille est liée si et seulement si un de ses éléments appartient à l’espace vecto-
riel engendré par les autres.
• Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
• Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Théorème 985• L’image d’une famille liée par une application linéaire est
une famille liée.
• L’image d’une famille libre par une application injective est une famille libre.

Le théorème suivant, facile à démontrer, est fondamental pour la suite.

Théorème 986• Etant donnée une famille libre et un élément appartenant
à l’espace vectoriel engendré par cette famille, alors cet élément s’écrit de
manière unique comme combinaison linéaire d’éléments de la famille.
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Définition 987 (Base)Une base d’un espace vectorielE est une famille libre
et génératrice.

Proposition 988 Une famille est une base si et seulement si c’est une famille
libre maximale (au sens de l’inclusion).

Démonstration : Si elle est pas maximale, on peut ajouter un élément tout en la
laissant libre ; on en déduit que ce n’est pas une famille génératrice. Si elle n’est pas
génératrice, alors on peut ajouter un élément n’appartenant pas à l’espace engendré ;
cette nouvelle famille est aussi libre, donc la précédente n’était pas maximale.ut

Proposition 989 Une famille est une base si et seulement si c’est une famille
génératrice minimale.

Démonstration : Même principe que la preuve ci-dessus.ut

Définition 990 Etant donnée une base(ei) d’un espace vectorielF et un
élémentx de F , il existe une unique famille(λi) de support fini telle que
x =

∑
λiei. Lesλi sont appeléscoordonnéesdu vecteurx.

27.6.2 Applications aux applications linéaires

Théorème 991Etant donnée(fi)i∈I une base deF et (gi)i∈I une famille de
G, il existe une unique application linéairef deF dansG telle quef(fi) = gi
pour touti ∈ I.
• La famille(gi) est libre si et seulement sif est injective.
• La famille(gi) est génératrice si et seulement sif est surjective.
• La famille(gi) est une base deG si et seulement sif est bijective.

27.6.3 Applications aux sous-espaces vectoriels

Proposition 992 L’ensembleL(E) des endomorphismes deE muni de l’addi-
tion, de la composition, et de la multiplication par un scalaire, est une algèbre.

Attention, cette algèbre n’est pas commutative (en général).
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27.7 Dualité

27.7.1 Définitions et premières propriétés. Le dual et le bidual

Définition 993 On appelleforme linéaire sur unK-espace vectorielE une
application linéaire deE dansK.
On appelledual d’un K-espace vectorielE l’ensembleE∗ des formes li-
néaires sur cet espace vectoriel.
On appellehyperplan tout sous-espace vectoriel admettant une droite pour
supplémentaire.
On appellebidual d’un K-espace vectoriel le dual de son dual. On le note
E∗∗.
On appelleapplication linéaire canoniquedeE dansE∗∗ l’application qui
à x associeφx : u 7→ u(x) (on vérifiera facilement que c’est une application
linéaire).

Propriétés :
• Une forme linéaire non nulle est surjective.
• Un sous-espace vectoriel est un hyperplan si et seulement si tout droite vectorielle
passant par un vecteur appartenant à son complémentaire est un supplémentaire de cette
droite.
• Un sous-espace vectoriel est un hyperplan si et seulement si c’est le noyau d’une
forme linéaire non nulle.
• Deux formes linéaires non nulles sont liées (dans le dual) si et seulement si elles ont
même noyau.
• Etant donnéesu et v des formes linéaires surE, il existeλ ∈ K tel queu = λv si et
seulement siKer u ⊂ Ker v.

27.7.2 Orthogonalité

Définition 994 Etant donnéx dansE et u dansE∗, on dit quex et u sont
orthogonauxsi et seulement siu(x) = 0
Etant donnée une partie non videA deE, on appelleorthogonal deA dans
E∗ et on noteA⊥ l’ensemble desu orthogonaux à tous les éléments deA.
Etant donnée une partie non videA deE∗ on appelleorthogonal deA dans
E et on noteAo l’ensemble desx orthogonaux à tous les éléments deA.

Propriétés :
J’utilise le terme orthogonal sans plus de précision lorsque la propriété vaut à la fois
dans le cas de l’orthogonal d’une partie deE dans le dual et dans le cas de l’orthogonal
d’une partie du dualE∗ dansE.
Il n’y a pas ici de bidualité ; l’orthogonal d’une partie du dualE′ est à considérer dans
E.
• L’orthogonal d’une partie est l’orthogonal de l’espace engendré par cette partie.
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• L’orthogonal d’une partie est un sous-espace vectoriel.
• Toute partie est incluse dans l’orthogonal de son orthogonale.
• A ⊂ B alors l’orthogonal deB est inclus dans l’orthogonal deA.
• L’intersection des orthogonaux est l’orthogonal de l’union.

Attention, ne pas confondre l’orthogonal de l’orthogonal deA A⊥
o

et l’ortho-

gonal de l’orthogonal deA A⊥
⊥

.

27.8 Transposition

Définition 995 Etant donnéef une application linéaire deE dansF on ap-
pelletransposée def l’application deF ∗ dansE∗ qui àv associev ◦f . C’est
une application linéaire, et on la notetf .

Propriétés :
• L’application qui àf associetf est une application linéaire.
• t(g ◦ f) =t f ◦t g
• tIdE = IdE∗
• Si f est un isomorphisme,tf est un isomorphisme, ett(f−1) = (tf)−1

•Ker tf = (Im f)⊥

• f est surjective si et seulement sitf est injective.

27.9 K-algèbres

27.9.1 Définitions et généralités

Définition 996 (K-algèbre) (A,+,×, .) est uneK-algèbresi
• (A,+, .) est unK-espace vectoriel
• (A,+,×) est un anneau
• (λ.a)× b = a× (λ.b) = λ.(a× b)
LaK-algèbre est en outrecommutative lorsque× est commutative.

L’ensembles des suites à valeurs dansK est unK-algèbre commutative. L’espace
vectoriel des applications deA dansK est uneK algèbre commutative.

Définition 997 (Morphisme deK-algèbres) Un morphisme d’algèbre est
une application qui est à la fois un morphisme d’anneaux sur les anneaux
sous-jacents et un morphisme d’espaces vectoriels sur les espaces vectoriels
sous-jacents.
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27.10 Résultats d’algèbre linéaire

• L’union de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel si et seule-
ment si l’un des deux est inclus dans l’autre.

• Etant donnés deux projecteurs, la somme est un projecteur si et seulement si les
composés de ces projecteurs (dans les deux sens, la composition n’étant pas commu-
tative) sont nulles. Dans ce cas le noyau de la somme est l’intersection des noyaux, et
l’image de la somme est la somme directe des images.

• Etant donnésF etG des espaces vectoriels etf et g des vecteurs alorsf + F ⊂
g +G si et seulement siF ⊂ G ∧ f − g ∈ G.

Définition 998 On appellehomothétie vectorielle de rapportk l’application
qui àx associek.x ; un endomorphismef est une homothétie vectorielle si et
seulement si pour toutx la famille (x, f(x)) est liée.

Démonstration : On procède par étapes :
• tout d’abord montrer que pour toutx il existekx ∈ K tel quef(x) = kx.x.
• ensuite montrer quekx est constant sur toute droite vectorielle.
• développerf(x+ y) avec(x, y) une famille libre. On en déduitkx = ky.ut

• La famille des fonctionsfa deR dansR qui àx associe1 si x > a et 0 si x ≤ a
est libre.

Démonstration : On suppose qu’une telle fonction est combinaison linéaire d’un
nombre fini d’autres fonctions, et on constate que la fonction doit être continue là où
justement elle ne l’est pas...ut

27.11 Exercices d’algèbre linéaire

Quelques résultats pour s’habituer aux manipulations sur les polynômes d’endo-
morphismes et aux sommes d’espaces :

f2 − 5.f + 6.Id = 0→ E = Ker(f − 2.Id)⊕Ker(f − 3.Id)

(f est un endomorphisme)
Pour s’habituer aux manipulations sur les noyaux et les images :

(f est un endomorphisme)

Ker f = Ker f2 ⇐⇒ Im f ∩Ker f = {0}

Im f = Im f2 ⇐⇒ Im f +Ker f = {0}
n 7→ Ker fn est croissante

n 7→ Im fn est décroissante

∃n/Ker fn = Ker fn+1 → ∀k > n Ker fk = Ker fn

∃n/Im fn = Im fn+1 → ∀k > n Im fk = Im fn
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Chapitre 28

Algèbre multilinéaire

Pour la suite il est utile de connaître quelques bases surσn ; que l’on trouvera à
la partie21.10.11. Les premières sections, de type fondements théoriques pour la suite,
sont un juste rapidement ébauchées.

445



28.1 Généralités

Définition 999 (Application multilinéaire) Soient E1, ... , En et F des
K-espace vectoriel , alorsf : Πi∈[1,n]Ei → F estn-linéaire si pour tout
(xi) dansΠEi et toutj l’application x → f(x1, ..., xj−1, x, xj+1, ..., xn) est
linéaire.
SiE1 = E2 = ...En ont dit quef est uneapplication n-linéaire surE.
SiF est le corpsK, alorsf est diteforme n-linéaire.
On noteLn(E,F ) l’ensemble des applicationsn-linéaires deE dansF .
On note Ln(E) l’ensemble des formesn-linéaires sur E, c’est à dire
Ln(E,K).
Etant donnéf ∈ Ln(E,F ) et σ ∈ σn on notefσ l’application n-linéaire
(x1, ..., xn) 7→ f(xσ(1), xσ(2), ..., xσ(n)).
Une applicationn-linéaire est ditesymétriquesi pour toutσ fσ = f .
Une applicationn-linéaire est diteantisymétrique si pour toutσ fσ = ε(s).f .
Une applicationn-linéaire est ditealternée si i 6= j et xi = xj implique
f(x1, ..., xn) = 0.

On noteSn(E,F ) l’ensemble des applicationsn-linéaires symétriques deE
dansF et An(E,F ) l’ensemble des applicationsn-linéaires alternées deE
dansF .
On noteSn(E) l’ensemble des formesn-linéaires symétriques surE etAn(E)
l’ensemble des formesn-linéaires alternées surE.

Une applicationp-linéaire n’est pas une application linéaire.

Proposition 1000 ] • Lp(E,F ) est unK-espace vectoriel , sous-espace vec-
toriel deFE

p

.
• f est symétrique si et seulement si pour toute transpositionτ fτ = f .
• f est antisymétrique si et seulement si pour toute transpositionτ fτ = −f .

Démonstration : Premier point évident, les deux points suivants demandent juste
de se rappeler que les transpositions engendrentσn. On pourrait en fait utiliser d’autres
familles génératrices.ut

Proposition 1001 Une applicationn-linéaire alternée est antisymétrique ; si
K n’est pas de caractéristique2, la réciproque est vraie aussi.

Démonstration : Supposonsf n-linéaire, etxi = xj , aveci 6= j.

0 = f(x1, ..., xi + xj , ..., xj + xi, ..., xn)

(carf est alternée)
0 = f(x1, ..., xi, ..., xi, ..., xn)

+f(x1, ..., xi, ..., xj , ..., xn)
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+f(x1, ..., xj , ..., xj , ..., xn)

+f(x1, ..., xj , ..., xi, ..., xn)

(carf estn-linéaire) orf(x1, ..., xi, ..., xi, ..., xn) = f(x1, ..., xj , ..., xj , ..., xn) = 0
puisquef est alternée
doncf(x1, ..., xi, ..., xj , ..., xn) = −f(x1, ..., xj , ..., xi, ..., xn).

Par la proposition1000, le résultat alterné→ antisymétrique est donc prouvé. La
réciproque est évidente, en utilisant la même caractérisation de l’antisymétrie par la
proposition1000.ut

On suppose désormais queK est un corps de caractéristique6= 2.

Théorème 1002Soitφ une formen-linéaire antisymétrique surE K-espace
vectoriel de dimensionn, e1, ..., en une base deE, e∗1, ..., e

∗
n sa base duale et

x1, ..., xn une famille den éléments deE.
Alors :

φ(x1, ..., xn) = (
∑
σ∈σn

ε(s).Πn
i=1e

∗
σ(i)(vi)).φ(e1, ..., en)

et
φ(x1, ..., xn) = (

∑
σ∈σn

ε(s).Πn
i=1e

∗
i (vσ(i))).φ(e1, ..., en)

Démonstration : On procède en quatre étapes :
• On remplacexj par

∑
i e
∗
i (xj).ei dansφ(x1, ..., xn).

• On développe en utilisant la linéarité suivant chaque composante, on obtient donc∑
(i1,...,in)∈[1,n]n

e∗i1(x1).e∗i2(x2).....e∗in(xn).φ(ei1 , ..., ein)

• On supprime tous les termes tels que le cardinal de{i1, ..., in} soit différent den, ce
qui permet d’introduire les permutations.
• Il ne reste plus qu’à remplacerφ(ei1 , ..., ein) parε(σ).φ(e1, ..., en).
La deuxième formule s’obtient simplement en remplaçantσ parσ−1.ut
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Définition 1003 (Symétrisé et antisymétrisé d’une formen-linéaire) Soit
f une formen-linéaire sur unK-espace vectorielE.
Alors l’applicationS(f) égale à(x1, ..., xn) 7→

∑
σ∈σn fσ(x1, ..., xn) est ap-

peléesymétriséedef ; elle est symétrique.
Alors l’applicationA(f) égale à(x1, ..., xn) 7→

∑
σ∈σn ε(σ).fσ(x1, ..., xn)

est appeléeantisymétriséedef ; elle est alternée.
L’applicationf 7→ S(f) est appeléeopérateur de symétrisation.
L’applicationf 7→ A(f) est appeléeopérateur d’antisymétrisation.

Définition 1004 (Produit tensoriel, produit symétrique, produit extérieur)
Soientf1, ..., fn des formes linéaires sur leK-espace vectorielE.
On appelleproduit tensoriel de (f1, ..., fn) l’application qui à (x1, ..., xn)
associef1(x1)× f2(x2)...× fn(xn). On le notef1 ⊗ f2 ⊗ ...⊗ fn.
L’aplication symétrisée du produit tensoriel est appeléeproduit symétrique
de(f1, ..., fn) ; on la notef1.f2. . . . .fn.
L’application antisymétrisée du produit tensoriel est appeléeproduit exté-
rieur de(f1, ..., fn) ; on le notef1 ∧ f2 ∧ ... ∧ fn.
Une applicationn-linéaire exprimable comme produit tensoriel est dite décom-
posable dansLn(E).
Une applicationn-linéaire exprimable comme produit symétrique est dite dé-
composable dansSn(E).
Une applicationn-linéaire exprimable comme produit extérieur est dite dé-
composable dansAn(E).

Proposition 1005 • Le produit symétrique den formes linéaires est symé-
trique.
• Le produit extérieur den formes linéaires est antisymétriques.
• L’application qui àn formes linéaires associe leur produit tensoriel estn-
linéaire deE∗n dansLn(E).
• L’application qui àn formes linéaires associe leur produit symétrique est
n-linéaire symétrique.
• L’application qui àn formes linéaires associe leur produit extérieur estn-
linéaire alternée.

Quelques théorèmes donnés sans démonstration :

Théorème 1006Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien,
(e1, ..., en) une base deE, (e∗1, ..., e

∗
n) sa base duale. On noteF l’ensemble

des applications de[1, p] dans [1, n]. Pour tout f dansF on noteef =
e∗f(1)⊗ e

∗
f(2)⊗ · · · ⊗ e

∗
f(p). Alors la famille desef pourf ∈ F est une base de

Lp(E).
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Définition 1007 La base donnée par le théorème précédent est appeléebase
associée à(e1, ..., en).

Corollaire 1008 La dimension deLp(E) est(dim E)n.

Théorème 1009Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie n, (e1, ..., en) une base de E, (e∗1, ..., e

∗
n) sa base duale.

K est supposé de caractéristique nulle.
On noteA l’ensemble des applicationsf de [1, n] dans [0, p] telles que∑n
i=1 f(i) = p. Alors on noteef = e

f(1)
1 .e

f(2)
2 . . . . .e

f(n)
n .

Alors la famille desef pourf ∈ A forme une base deSp(E).

Corollaire 1010 La dimension deSp(E) est égale àCpdim E+p−1.

Théorème 1011Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie n, (e1, ..., en) une base de E, (e∗1, ..., e

∗
n) sa base duale.

K est supposé de caractéristique nulle.
On noteA l’ensemble des applicationsf strictement croissantes de[1, p] dans
[1, n]. Alors on noteef = ef(1).ef(2). . . . .ef(n).
Alors la famille desef pourf ∈ A forme une base deSp(E).

Corollaire 1012 SiE est unK-espace vectoriel de dimension finien et siK
est de caractéristique nulle, alorsdim Ap(E) = Cpn.

28.2 Algèbre multilinéaire et topologie

Définition 1013 Etant donnésE1, ... ,En etF des espaces vectoriels normés
, on noteL(E1, ..., En;F ) l’espace des applicationsn-linéaires continues de
E1 × ... × En dansF . On le norme parf 7→ sup∀i‖xi‖≤1‖f(xi) ; on obtient
ainsi un espace vectoriel normé .
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Théorème 1014 (Quelques théorèmes (pas durs !) sans preuve)• Soient
E1, ... ,En etF des espaces vectoriels normés , et soitf applicationn-linéaire
deE1, ..., En dansF . Alors :
- f est continue si et seulement sif est continue en0
- f est bornée sur le produit des boules unités desEi

• Si F est un espace de Banach, alorsL(E1, ..., En;F ) est un espace de
Banach.

• Etant donnéef application n-linéaire continue deE1 × ... × En
dans F la différentielle de f en (x1, x2, ..., xn) est (h1, ..., hn) 7→
f(h1, x2, ..., xn) + f(x1, h2, x3, ..., xn) + ...+ f(x1, x2, ..., xn−1, hn).

• L(E1, E2;F ) ' L(E1;L(E2;F )).

28.3 Déterminants

28.3.1 Déterminant d’une famille de vecteurs

On supposeE K-espace vectoriel de dimension finien.

Définition 1015 On appelledéterminant d’une famille (x1, ..., xn) d’élé-
ments deE dans une base(e1, ..., en) deE la somme :∑

σ∈σn

ε(σ)Πn
i=1e

∗
σ(i)(xi)

On le notedet(e1,...,en)(x1, ..., xn).

Proposition 1016 Si f est n-linéaire sur E, alors
∑
σ∈σn ε(σ).fσ est n-

linéaire etantisymétrique.

Démonstration : La somme est trivialementn-linéaire, et l’antisymétrie se montre
facilement (on rappelle juste que la signature du produit de deux permutations est le
produit des signatures de ces deux permutations).ut

On suppose pour la suite queK n’est pas de caractéristique2.
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Théorème 1017• Etant donnée une baseB deE, il existe une et une seule
formen-linéaire alternée égale à1 surB ; c’estdetB(.).
• Les formesn-linéaires alternées surE sont égales à multiplication par un
scalaire près.

Démonstration : • Il est clair quedetB(B) = 1
• La proposition précédente nous assure quedetB(.) estn-linéaire alternée.
• Le théorème1002nous assure le deuxième point.ut

En conclusion, on a les propriétés élémentaires suivantes du déterminant dans une
baseB :

Proposition 1018 • Le déterminant estn-linéaire alterné.
• On ne change pas le déterminant desxi en ajoutant à un desxi une combi-
naison linéaire des autresxj .
• Le déterminant de(x1, ..., xn) est égal àε(σ) fois le déterminant de
(xσ(1), ..., xσ(n)).
• detB = detB(B′).detB′
• detB(B′).detB′(B) = 1
• La famille desxi est une base si et seulement sidetB(x1, ..., xn) 6= 0

Démonstration : (simplement du dernier point, les autres se montrant facilement
l’un après l’autre)
Si c’est une base, alors on applique la formule juste au dessus pour conclure que le
déterminant est non nul.
Si le déterminant est non nul, alors supposons la famille liée, on peut ajouter à un vec-
teur une combinaison linéaire des autres et on a ainsi une famille dont un vecteur est
nul, et donc le déterminant devrait être nul.ut

28.3.2 Déterminant d’un endomorphisme

E est toujours unK-espace vectoriel de dimension finien sur un corpsK de carac-
téristique différente de deux.

Définition 1019 On appelledéterminant de l’endomorphismef le détermi-
nant def(B) dans la baseB ; on le notedet f .
On appellegroupe spécial linéaire deE l’ensemble des endomorphismes de
E de déterminant1 ; on le noteSL(E).

Démonstration : Il convient pour que la définition ait un sens de démontrer que
ce déterminant ne dépend pas de la baseB. On suppose donc données deux basesB et
B′, et on montre quedetB(f(B)) = detB′(f(B′)).
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• La fonction qui à unn-uplex ∈ En associedetB(f(x)) estn-linéaire alternée, donc
c’estλ.detB .
• En spécialisant enB cette égalité, on obtient

detB(f(x)) = detB(f(B)).detB(x)

• Or par les propriétés du déterminant on a

detB(x) = detB(B′).detB′(x)

detB(f(x)) = detB(B′).detB′(f(x))

• Des deux points précédents on déduit

detB(B′).detB′(f(x)) = detB(f(B)).detB(B′).detB′(x)

c’est-à-diredetB′(f(x)) = detB(f(B)).detB′(x), et doncdet′B(f(B′)) = detB(f(B))
en spécialisant enB′.ut

Proposition 1020 • det f ◦ g = det f.det g
• f est un automorphisme si et seulement sidet f 6= 0
• Sidet f 6= 0, alorsf est un automorphisme etdet f−1 = 1

det f

• det est un morphisme de groupe entreGL(E) etK \ {0}.
• SL(E), puisqu’il est le noyau du déterminant, est un sous-groupe deGL(E)

28.3.3 Déterminant d’une matrice

On travaille encore dans un corpsK de caractéristique différente de2.

Définition 1021 On appelledéterminant d’une matrice carréeM le détermi-
nant de l’endomorphisme canonique associé àM dansKn. On le notedet M
ou |M |.
On appellegroupe spécial linéaire d’ordren et on noteSLn(K) l’ ensemble
des matrices de déterminant égal à1.

Proposition 1022 Le déterminant d’une matrice est aussi le déterminant de
ses vecteurs-colonnes ou de ses vecteurs-lignes dans la base canonique deK

n.

Les propriétés suivantes se déduisent facilement des propriétés équivalentes chez
les endomorphismes ou les familles de vecteurs :
• Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
• Le déterminant du produit est le produit des déterminants.
• SLn(K) est un sous-groupe deGLn(K), noyau du déterminant en tant que mor-
phisme de groupe deGLn(K) versK \ {0}.
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• Deux matrices semblables ont même déterminant.

Proposition 1023 Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au pro-
duit des éléments diagonaux.

Démonstration : Il suffit de voir que seule la permutation identité est telle que
pour touti Mσ(i),i soit non nul.ut

28.3.4 Pratique du calcul d’un déterminant ; développement sui-
vant une ligne ou une colonne

Le point de vue adopté ici est celui du calcul du déterminant d’une matrice de type
(n, n) sur un corpsK ; bien sûr il faut bien voir qu’il en va de même du calcul du
déterminant d’un endomorphisme ou d’une famille de vecteurs dans une base.

Pour la suite il est nécessaire d’avoir lu le début de la partie30.3.10.

Proposition 1024 (Développement suivant une colonne)

∀j ∈ [1, n]det M =
∑
i∈[1,n]

γi,j .Mi,j

Démonstration : Il suffit de se rappeler que le déterminant estn-linéaire.ut

Proposition 1025 (Développement suivant une ligne)

∀i ∈ [1, n]det M =
∑
j∈[1,n]

γi,j .Mi,j

Démonstration : Il suffit de se rappeler quedet M = det tM .ut

Proposition 1026

det M̃ = det com(M) = (detM)n−1

Démonstration : • Si M̃ est inversible et pasM , alorsM̃.M = (det M).I = 0
et doncM = 0, et doncM̃ = 0, d’où contradiction.
• Si M̃ et M ne sont pas inversibles ni l’une ni l’autre, alors les déterminants sont
égaux à0, et l’égalité annoncée est vérifiée.
• SiM est inversible, alors

M̃.M = (det M).I

det (M̃.M) = det((det M).I)
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det (M̃).det M = (det M)n

det M̃ = (det M)n−1

D’où le résultat annoncé.ut

28.4 Algèbre bilinéaire

On travaillera avec un corpsK sympathique, commeR ouC.

28.4.1 Formes bilinéaires

� Le cas général

Définition 1027 On appelleforme bilinéaire sur E une forme multilinéaire
deL2(E).
Etant donnéeφ une forme bilinéaire on notetφ l’application (x, y)→ φ(y, x).

Il est immédiat queφ est symétrique siφ =t φ, et queφ est antisymétrique si
tφ = −φ.

Proposition 1028 • L’application qui àφ associetφ est un automorphisme
involutif deL2(E).
• L2(E) est somme directe des deux sous-espace vectoriel deL2(E) respecti-
vement constitués des formes bilinéaires symétriques et des formes bilinéaires
antisymétriques. On a en faitφ = a + s avecs =

tφ+φ
2 , a = φ−tφ

2 , a antisy-
métrique, ets symétrique.
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� Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On travaille maintenant avecE K-espace vectoriel de dimension finien. On se
donne une base(e1, ...en) une base deE.

Définition 1029 Etant donnéφ une forme bilinéaire surE, on appellematrice
deφ dans la baseB la matriceM définie par

Mi,j = φ(ei, ej)

On la noteMatB(φ).
Réciproquement, on appelleforme bilinéaire sur E associée à la matriceM
et à la baseB l’application φ définie par

φ(x, y) =t X.M.Y

avecX le vecteur défini parXi = e∗i (x) etY le vecteur défini parYi = e∗i (y).
La forme bilinéaire canoniquement associée à une matriceM de type(n, n) est
la forme bilinéaire associée à cette matrice dansKn pour la base canonique.

Proposition 1030 AvecM la matrice deφ dans la baseB, avecX le vecteur
défini parXi = e∗i (x) etY le vecteur défini parYi = e∗i (y), on a

φ(x, y) =t X.M.Y

Démonstration : Il n’y a qu’à l’écrire.ut

Corollaire 1031 La matrice detφ est la transposée de la matrice deφ.

Proposition 1032 Etant donnéeB une base deE, l’application qui à une ma-
trice associe la forme bilinéaire associée surE pourB est un isomorphisme.

Corollaire 1033 dim L2(E) = n2

Proposition 1034 Etant donnéeB etB′ deux bases deE, alors

MatB′(φ) =t PB,B′ .MatB(φ).PB,B′

Démonstration : Evident.ut
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Au vu de ce résultat, on comprend l’intérêt d’introduire la définition suivante :

Définition 1035 Deux matricesP etQ sont ditescongruentessi il existeM
inversible telle queP =t MQM .

Proposition 1036 • La congruence est une relation d’équivalence
• Deux matrices sont congruentes si et seulement si elles représentent la même
forme bilinéaire dans deux bases différentes
• Deux matrices congruentes ont même rang

Deux matrices congruentes n’ont pas nécéssairement même déterminant.

28.4.2 Formes quadratiques

� Le cas général

Définition 1037 On appelleforme quadratique associée à la forme bili-
néaireφ l’application x 7→ φ(x, x).
Une application deE2 dansK est uneforme quadratique surE si et seule-
ment si c’est la forme quadratique associée à une certaine forme bilinéaire.

Proposition 1038 Soitq une forme quadratique, alors

q(x+ y) + q(x− y) = 2(q(x) + q(y))

(voir figure28.1)

Démonstration : Il suffit de développer la formule en considérantφ à laquelle est
associéq.ut

Proposition 1039 L’application qui à une forme bilinéaire associe la forme
quadratique qui lui est associée est une application linéaire deL2(E) dans
l’ensemble des fonctions deE dansK. Son noyau est l’ensemble des applica-
tions bilinéaires antisymétriques, et elle induit un isomorphisme de l’ensemble
des applications bilinéaires symétriques surE sur l’ensemble des formes qua-
dratiques.

Démonstration : • Le fait que cette application soit linéaire est évident.
• Montrons que si sa forme quadratique associée est nulle, alorsφ est antisymétrique.
Pour toutx et touty φ(x + y, x + y) = φ(x, x) + φ(y, y) + φ(x, y) + φ(y, x) ; donc
si pour toutz φ(z, z) = 0, alorsφ(x, y) + φ(y, x) = 0. D’où le résultat.ut
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x

y

x+y

x-y

FIG. 28.1 – Formule du parallélogramme. La somme des carrés des diagonales est
égale à la somme des carrés des côtés.

Définition 1040 Etant donnéeq une forme quadratiqueq sur E, l’unique
forme bilinéaire symétriqueφ telle que pour toutx q(x) = φ(x, x)i est ap-
peléeforme polaire deq.

Proposition 1041 Les formules suivantes permettent de déterminer la forme
polaireφ associée à une forme quadratiqueq :
• φ(x, y) = 1

2 (q(x+ y)− q(x)− q(y))
• φ(x, y) = 1

4 (q(x+ y)− q(x− y))

Définition 1042 (Orthogonalité) Etant donnéesq une forme quadratique etφ
sa forme polaire :
• x ety appartenant àE sontorthogonauxsi et seulement siφ(x, y) = 0
• deux partiesX et Y deE sont ditesorthogonalessi et seulement si toutx
dansX et touty dansY sont orthogonaux.
• On appelleorthogonal d’une partieX deE et on noteX⊥ l’ensemble des
éléments orthogonaux à tous les éléments deX.
• On appellenoyau deq l’orthogonal deE (à ne pas confondre avec le cône
isotrope deq) ; on le noteN(q).
• On appellecône isotrope deq et on noteC(q) l’ensemble desx tels que
q(x) = 0 (à ne pas confondre avec le noyau deq). Un élément du cône isotrope
est appelévecteur isotrope.
• Un sous-espace vectoriel deE est dit isotrope si la restriction deq à ce
sous-espace vectoriel est dégénérée.
• Un sous-espace vectoriel deE est dit totalement isotropesi la restriction
deq à ce sous-espace vectoriel est nulle.
• Une forme quadratique est ditedégénéréesi son noyau n’est pas réduit à
{0}.
• Une forme quadratique est ditedéfiniesi son cône isotrope est réduit à{0}.
• Une forme quadratiqueq sur unR-espace vectorielE est ditepositive (resp.
négative) lorsque pour toutx on aq(x, x) ≥ 0 (resp.q(x, x) ≤ 0).

Proposition 1043 • Un sous-espace vectoriel est isotrope si et seulement si il
a une intersection non réduite à{0} avec son orthogonal.
•Un sous-espace vectoriel est totalement isotrope si et seulement si il est inclus
dans son orthogonal.
• L’orthogonal d’une partie deE est l’orthogonal du sous-espace vectoriel
engendré par cette partie.
• AvecX etY des parties deE,X ⊂ V ect(Y )→ Y ⊥ ⊂ X⊥

Proposition 1044 • Le noyau d’une forme quadratique est un sous-espace
vectoriel
• La restriction d’une forme quadratique définie à un sous-espace vectoriel est
définie.

Le cône isotrope d’une forme quadratique n’est pas nécéssairement un sous-
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espace vectoriel (il contient le sous-espace vectoriel noyau deq).

La restriction d’une forme quadratique non-dégénérée à un sous-espace vectoriel
n’est pas nécéssairementnon-dégénérée.

Proposition 1045 Le cône isotrope est un cône, c’est à dire quex isotrope→
λ.x isotrope pour toutλ dansK.

Définition 1046 (Familles orthogonales et orthonormales)Une famille(xi)
de vecteurs deE est diteorthogonalesi i 6= j impliqueφ(xi, xj) = 0.
Une famille(xi) de vecteurs deE unC-espace vectoriel est diteréduite si elle
est orthogonale et siφ(xi, xi) = χ1,rg(q)(i).
Une famille(xi) de vecteurs deE un R-espace vectoriel est diteréduite si
elle est orthogonale et siφ(xi, xi) = χ1,p(i) − χp+1,rg(q)(i) pour un certain
p dans[0, rg(q)].
Une famille(xi) de vecteurs deE est diteorthonormale si φ(xi, xj) = δi,j .
Une matrice réelle ou complexe de type(n, n) est diteorthogonalesi la famille
de ses vecteurs colonnes forme une famille orthonormaledeKn.

Proposition 1047 • Une famille orthogonale sans vecteur isotrope est libre.
En particulier siq est définie une famille orthogonale de vecteurs non nuls est
libre.
• Une famille orthonormale est libre.

Démonstration : φ(
∑
i λi.xi, xi) = λi.φ(xi, xi), etc...ut

� Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On suppose queB = (e1, ..., en) est une base deE.

Définition 1048 On appellematrice d’une forme quadratique dans une
baseB la matrice de sa forme polaire dans la baseB.
On noteMatB(q) la matrice de la forme quadratiqueq dans la baseB.
On appellerang deq la rang de sa matrice dans une base quelconque (le rang
est indépendant de la base).
On appellediscriminant d’une forme quadratiqueq dans une baseB le dé-
terminant de la matrice deq dans la baseB.

Le discriminant dépend de la base.
Le troisième point appelle une preuve, que voici ci-dessous :
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Proposition 1049MatB′(q) =t PB,B′ .MatB(q).PB,B′

Démonstration : Il suffit d’aller voir la démonstration équivalente pour les formes
bilinéaires, en28.4.1.ut

Deux matrices congruentes ayant même rang, la définition ci-dessus est donc cohé-
rente.

Proposition 1050 Etant donnésx dansE et X le vecteur défini parXi =
e∗i (x) , on aq(x) =t X.MatB(q).X.

Démonstration : Il suffit de considérer la forme polaire deq et de consulter la
partie28.4.1.ut

Proposition 1051 Un polynôme de degré≤ 2 enx1, ..., xn est une forme qua-
dratique surKn.
Pour obtenir sa forme polaire, on remplace chaquexi.xi par xi.yi, et chaque
xi.xj par 1

2 (xi.yj+xj .yi) ; le polynôme en(xi) et(yi) est une forme bilinéaire
symétrique surKn, et est la forme polaire du polynôme.

Proposition 1052 Le noyau d’une forme quadratique en dimension finie est le
noyau de l’endomorphisme ayant même matrice (dans la même base).
La dimension deE est la somme du rang deq et de la dimension du noyau de
q.

Démonstration : Evident, il n’y a qu’à l’écrire.ut

Proposition 1053 • Une base est orthogonale si et seulement si la matrice de
q dans cette base est diagonale.
• Une base est orthonormale si et seulement si la matrice deq dans cette base
est l’identité.

Démonstration : Evident !ut

Le théorème suivant est très important :

Théorème 1054Pour toute forme quadratique surE de dimension finie, il
existe une base deE orthogonale pourq.
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Démonstration : On montre ce résultat par récurrence :
• Le casn = 1 est trivial.
• Si q est nulle, le résultat est clair ; sinon on choisite1 non isotrope, et on noteH
l’orthogonal dee1. Tout vecteurx s’écrit

x = ∈ K.e1︸ ︷︷ ︸ φ(e1, x)
q(e1)

.e1 + ∈ e⊥1︸ ︷︷ ︸x− φ(e1, x)
q(e1)

.e1

doncE = K.e1 ⊕H. Il suffit alors d’appliquer l’hypothèse de récurrence surH.ut

Corollaire 1055 Pour tout forme quadratiqueq surE K-espace vectoriel de
dimensionn, il existep ∈ [1, n] etλ1, ..., λp dansK \ {0} etf1,...,fp dansE∗

tel que
• lesfi forment une famille libre
• q(x) =

∑p
i=1 λi.fi(x)2

En outre,p est unique et est égal au rang deq.

Démonstration : Il s’agit simplement de la traduction du théorème précédent.ut

On en déduit les deux corollaires suivants, l’un dans le casK = C, l’autre dans le
casK = R :

Corollaire 1056 (CasK = C) Pour tout forme quadratiqueq surE K-espace
vectoriel de dimensionn, il existep ∈ [1, n] etf1,...,fp dansE∗ tel que
• lesfi forment une famille libre
• q(x) =

∑p
i=1 fi(x)2

En outre,p est unique et est égal au rang deq.

Démonstration : Il suffit de voir dans le corollaire précédent que l’on peut multi-
plier fi par une racine carrée de1λi .ut

Corollaire 1057 (CasK = R) Pour tout forme quadratiqueq surE K-espace
vectoriel de dimensionn, il exister ∈ [1, n] etp dans[1, r] etf1,...,fp dansE∗

tel que
• lesfi forment une famille libre
• q(x) =

∑p
i=1 fi(x)2 −

∑r
i=p+1 fi(x)2

En outre,r est unique et est égal au rang deq, etp est unique.

Démonstration : Il suffit de voir que l’on peut multiplierfi par une racine carrée
de 1
|λi| ; il ne reste alors plus qu’à montrer l’unicité dep. Pour cela, on considères le p

maximal possible, etu le p minimal possible ; on notet = q − u.
Alors • q est définie positive sur un espace de dimensions
• q est définie négative sur un espace de dimensiont
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On déduit facilement que :
• ces deux espaces sont en somme directe, doncs+ t ≤ r
• p ≤ s
• r − p ≤ t
Donc sip < s, p+r−p < r, et sir−p < t, p+r−p < r, donc nécéssairement,p = s.ut

Encore un corollaire dans le cadre d’une forme quadratique définie positive:

Corollaire 1058 (CasK = R et q définie positive) Pour tout forme quadra-
tique q sur E K-espace vectoriel de dimensionn, il existef1,...,fn dansE∗

tel que
• lesfi forment une famille libre
• q(x) =

∑n
i=1 fi(x)2

On en déduit aussi l’existence d’une base orthonormale.

28.4.3 Formes quadratiques réelles

Pour toute la durée de cette section, on se place dans le cadre deE unR-espace
vectoriel .

� Le cas général

On rappelle la définition suivante :

Définition 1059 Une forme quadratiqueq sur unR-espace vectorielE est
dite positive (resp. négative) lorsque pour toutx on a q(x, x) ≥ 0 (resp.
q(x, x) ≤ 0).

Théorème 1060 (Inégalité de Schwartz)• Soit q une forme quadratique
positivesur unR-espace vectorielE, et soitφ sa forme polaire. Alors pour
toutx et touty dansE

φ(x, y)2 ≤ q(x).q(y)

• Soitq une forme quadratique définie positivesur unR-espace vectorielE, et
soitφ sa forme polaire. Alors pour toutx et touty dansE

φ(x, y)2 ≤ q(x).q(y)

et
φ(x, y)2 = q(x).q(y) =⇒ (x, y) est une famille liée.

Démonstration : • Il suffit de considérer le discriminant du polynôme ent q(x.t+
y) (ce polynôme est toujours positif puisque la forme quadratique est positive).
• L’égalité implique queq(y − φ(x,y)

q(x) .x) = 0.ut
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On remarque que l’inégalité de Schwartz implique qu’une forme bilinéaire symé-
trique positive est continue.

Corollaire 1061 (Noyau et cône isotrope d’une forme quadratique positive)
• Si q est positive alorsN(q) = C(q).
• Si q est positive alorsq est définie si et seulement si elle est non-dégénérée.

Proposition 1062 Une forme quadratiqueq sur unR-espace vectoriel qui est
définieest nécéssairement soit positive soit négative.

Démonstration : On suppose qu’il existex ety avecq(x) > 0 et q(y) < 0. Alors
l’application qui àt dans[0, 1] associeq(t.x+ (1− t).y) est continue (il suffit de déve-
lopper pour le voir), donc par le théorème des valeurs intermédiaires209elle s’annule
en un certaint0. Nécéssairementt.x+ (1− t)y = 0 (puisqueq est définie), doncx ety
sont linéairement dépendants (t 6= 0 et t 6= 1). Doncq(x) et q(y) sont de même signe,
d’où contradiction.ut

Une autre formulation des inégalités de Schwartz est donnée dans le corollaire ci-
dessous :

Corollaire 1063 (Inégalités de Minkowski) • Soit q une forme quadratique
positivesur unR-espace vectorielE. Alors pour toutx et touty dansE√

q(x+ y) ≤
√
q(x) +

√
q(y)

• Soit q une forme quadratique définie positivesur unR-espace vectorielE,
alors pour toutx et touty dansE√

q(x+ y) =
√
q(x) +

√
q(y) =⇒ (x, y) est une famille positivement liée.

Démonstration : • Par l’inégalité de Schwartz

φ(x, y)2 ≤ q(x).q(y)

et donc

→ q(x+ y)− q(x)− q(y)
2

≤
√
q(x).q(y)

→ q(x+ y) ≤ q(x) + q(y) + 2.
√
q(x).q(y)

→
√
q(x+ y) ≤

√
q(x) +

√
q(y)

•Même principe.ut
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Proposition 1064 • Une forme quadratiqueq est positive si et seulement si
−q est négative
• Une forme quadratique sur unR-espace vectoriel est convexe si et seulement
si elle est positive
•Une forme quadratique sur unR-espace vectoriel est concave si et seulement
si elle est négative

� Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On suppose maintenant que l’on travaille surE unR-espace vectoriel de dimension
finie n. q est une forme quadratique.

Proposition 1065 (Propriété fondamentale des formes quadratiques définies positives)SiE est
une forme quadratique définie positivesur unR-espace vectorielE de dimen-
sion finie, alors il existe une base deE orthonormalepour q.

Démonstration : Il suffit de considérer le corollaire1058.ut

Proposition 1066 (Quelques propriétés sur l’orthogonalité sur unR-espace vectoriel de dimension finie)

• PourF sous-espace vectoriel deE, on adim F + dim F⊥ ≥ n
• SoitF sous-espace vectoriel deE, avecq|F définie, alorsE = F ⊕ F⊥.

Démonstration : • Soit (fi)i∈[1,f ] une base deF , complétée en(fi)i∈E une base
deE.
Soit p l’application deE dansE définie parp(x) =

∑
i∈[1,f ] φ(x, fi).fi. Cette appli-

cation est linéaire ; on peut donc écrire

dim E = rg(p) + dim Ker p

Or
rg(p) ≤ dim F

et
dim Ker p = dim F⊥

donc
dim E ≤ dim F + dim Ker p

• F∩F⊥ = ∅ carq est définie surF . L’inégalité précédente donnedim F+dim F⊥ ≥
n, d’où le résultat.ut
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Définition 1067 (Signature d’une forme quadratique sur unR-espace vectoriel de dimension finie)

On appellesignature d’une forme quadratique q le couple(s, t) avecs la
dimension maximale d’un sous-espace vectoriel deE sur lequelq est définie
positive ett la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel deE sur lequel
q est définie négative.

Le théorème suivant, très important, permet de cerner l’intérêt de la notion.

Théorème 1068 (Théorème d’inertie de Sylvester)Pour toute base q-
orthogonaleei, l’ensemble desi tels queq(ei) > 0 a même cardinal,
l’ensemble desi tels queq(ei) = 0 a même cardinal, l’ensemble desi tels que
q(ei) > 0 a même cardinal.
Le sous-espace vectoriel engendré par l’ensemble desi tels queq(ei) > 0
est un sous-espace vectorielF de dimension maximale tel queq|F soit définie
positive.
Le sous-espace vectoriel engendré par l’ensemble desi tels queq(ei) < 0
est un sous-espace vectorielF de dimension maximale tel queq|F soit définie
négative.
L’ensemble desi tels queq(ei) = 0 est égal à la dimension deE moins le
rang deq.

Démonstration : Il suffit de consulter la preuve du corollaire1057.ut

Corollaire 1069 • Toute matrice symétrique est congruente à une matrice dia-
gonale dont les termes diagonaux sont(1, ..., 1,−1, ...− 1, 0, ...0).
• Deux formes quadratiques ont la même signature si et seulement si on passe
de l’un à l’autre en composant par un automorphisme.

Proposition 1070 Une matriceM de type(n, n) est antisymétrique si et seule-
ment si pour tout vecteurX deKn on atX.M.X = 0.

Démonstration : La forme polaire de la forme quadratique associée àM est(X,Y ) 7→t

X.( 1
2 (M +t M)).Y . Elle est nulle si et seulement siM est antisymétrique (voir pro-

position1039).ut

� Le cas d’un espace euclidien

Pour plus d’informations sur les espaces euclidiens on consultera la partie29.5.
Un espace euclidien étant réel et de dimension finie, ce qui vient d’être dit est encore
valable.
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On va noterQ(E) l’espace des formes quadratiques. Les notations usuelles seront
utilisées :
• (e1, ..., en) est une base deE
• q ∈ Q(E)
•M la matrice (symétrique) associée àq pour la base desei
• φ la forme polaire deq (symétrique, de matriceM dans la base desei)
• X désigne le vecteur colonne des coordonnées dex dans la base desei
• Y désigne le vecteur colonne des coordonnées dey dans la base desei

� Formulaire

q(x1.e1, x2.e2, ..., xn.en) =
∑

(i,j)∈[1,n]2

Mi,jxi.xj

φ((x1.e1, x2.e2, ..., xn.en), (y1.e1, y2.e2, ..., yn.en)) =
∑

(i,j)∈[1,n]2

Mi,jxi.yj

Mi,j = φ(ei, ej)

q(ei) = Mi,i

q(x) =t X.M.X

φ(x, y) =t X.M.X

et avec(f1, ..., fn) une autre base,

Mat(fi)(φ) = Mat(fi)(q) =t P(ei),(fi).M.P(ei),(fi)

� Résultats divers

Théorème 1071L’application F deL(E) dans l’ensemble des applications
deE dansR définie parF (f) = (y 7→< f(y)|y > induit un isomorphisme de
S(E) (ensemble des endomorphismes symétriques deE) surQ(E) (ensemble
des formes quadratiques surE).

Démonstration :
• F (f) appartient àQ(E) pour toutf dansL(E) se voit en considérant la forme

bilinéaireφ = (x, y) 7→ 1
2 (< f(x)|y > + < x|f(y) >).

• < f(x)|x >= 0 pour toutx ⇐⇒ f antisymétrique (si vous n’en êtes pas
convaincu, revoyez la partie29.5.2).
• Avec n la dimension deE, on sait alors que l’image deF est de dimension

n2− 1
2n.(n− 1) = 1

2n.(n+ 1) = dim Q(E), doncF a bien pour imageQ(E) ; S(E)
étant un supplémentaire du noyau deF , F induit bien un isomorphisme deS(E) sur
Q(E).ut

Corollaire 1072 • Toute forme quadratiqueq s’écrit x 7→< f(x)|x > pour
un certain endomorphisme symétriquef (on peut d’ailleurs aussi écrirex 7→<
x|f(x) >, puisquef est symétrique).
• Dans la même base,q, φ etf ont même matrice.
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Définition 1073 f (défini comme précédemment) est appeléendomorphisme
symétrique associé à la forme quadratiqueq.

Ceci nous permet de donner quelques résultats, conséquences immédiates de résul-
tats connus sur les endomorphismes symétriques :

Théorème 1074• Soit q une forme quadratique surE euclidien ; alors il
existe une base orthonormale deE dans laquelle la matrice de l’endomor-
phisme associée àq est diagonale ; c’est à dire que cette base est orthogonale
pour q aussi.
• Si on a deux formes quadratiques sur unR-espace vectorielE de dimension
finie dont l’une (au moins) est définie, alors il existe une base orthogonale pour
les deux formes quadratiques (il suffit de considérer l’espace euclidien engen-
dré par la forme définie (ou sa négation si elle est négative) pour conclure).
• Une forme quadratique surE euclidien est positive si et seulement si toutes
les valeurs propres de l’endomorphisme symétrique associé sont positives
• Une forme quadratique surE euclidien est définie si et seulement si toutes
les valeurs propres de l’endomorphisme symétrique associé sont non nulles et
de même signe
• Une forme quadratique surE euclidien est négative si et seulement si toutes
les valeurs propres de l’endomorphisme symétrique associé sont négatives
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28.4.4 Formes quadratiques complexes

� Le cas général

Le cadre le plus général est simplement celui d’unC-espace vectoriel .

Définition 1075 On appelle forme quadratique hermitienne sur un C-
espace vectorielE une applicationq deE dansC telle qu’il existe une forme
sesquilinéaire hermitienneφ telle que pour toutx on aitq(x) = φ(x, x). Cette
forme sesquilinéaire hermitienne est unique (à vérifier plus bas) ; on l’appelle
forme polaire deq.

Proposition 1076 Soitq une forme quadratique hermitienne. Alors :

∀xq(x) ∈ R

en effetφ(x, x) = φ(x, x) car φ est hermitienne

∀(x, y) ∈ E2 φ(x, y) =
1
4

(
4∑
j=1

ij .q(x+ ij .y))

cela se montre simplement en développant chacun des 4 termes de droite
L’ensemble des formes quadratiques hermitiennes surE notéQH(E) est un
R-espace vectoriel .

Ce n’est pas unC-espace vectoriel , comme on s’en convainc facilement
en considérant une forme quadratique hermitienne non nulle multipliée pari...

On note au passage que le deuxième résultat de cette proposition donne l’unicité
recquise dans la définition de la forme polaire ci-dessus.

� Le cas de la dimension finie - expression matricielle

Définition 1077 Etant donnée(e1, ..., en) une base deE espace hermitien et
q une forme quadratique hermitienne surE de forme polaireφ, on définit la
matrice M associée àq ou matrice associée àφ par Mi,j = φ(ei, ej). On
noteM = Mat(ei)(φ) ouM = Mat(ei)(q).
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Proposition 1078 La matriceM associée à une forme quadratique hermi-
tienne est hermitienne c’est-à-dire queM =t M .
AvecX le vecteur colonne des coordonnées dex dans une base donnée,Y
le vecteur colonne des coordonnées dey dans la même base,M la matrice
associée àq ouφ dans la même base, on a

φ(x, y) =t X.M.Y

q(x) =t X.M.X =
n∑
i=1

Mi,i.|Xi|2 + 2.Re(
∑
i<j

Mi,jXi.Xj)

Si (ei)i∈[1,n] et (fi)i∈[1,n] sont deux bases deE, alors Mat(ei)(q) =t

P(ei),(fi).Mat(fi)(q).P(ei),(fi).

� Formes quadratiques sur un espace hermitien

Définition 1079 On noteQH(E) le R-espace vectoriel des formes quadra-
tiques hermitienne surE espace hermitien.
On noteH(E) le R-espace vectoriel des endomorphismes hermitiens deE,
espace hermitien.
Etant donnéf ∈ H(E), la forme quadratiquex 7→< f(x)|x > est appe-
léeforme quadratique hermitienne associée à l’endomorphisme hermitien
f ; réciproquementf est appeléeendomorphisme hermitien associée à cette
forme quadratique (voir unicité ci-dessous).

Théorème 1080L’application F deH(E) dansQH(E) défini parF (f) =
(x 7→< f(x)|x >) est un isomorphisme.

Démonstration : • Le fait que pour toutf dansH(E) F (f) soit une forme qua-
dratique est clair (considérer la forme sesquilinéaire(x, y) 7→< f(x)|y >).
• Le fait quef est un morphisme est facile à prouver.
• La surjectivité :

Il suffit, étant donné une forme quadratique, de considérer sa matrice dans une base or-
thonormale quelconque, et l’endomorphisme associé à la même matrice dans la même
base ; l’image de cet endomorphisme parf .
• L’injectivité :

SupposonsF (f) = 0. L’application(x, y) 7→< f(x)|y > est la forme polaire deF (f)
(elle est bien sesquilinéaire et hermitienne) ; donc cette forme sesquilinéaire est nulle
par unicité de la forme polaire. Donc< f(x)|y > est nul pour toutx et touty, d’où le
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résultat en spécialisant pary = f(x).ut

Théorème 1081Pour toute forme quadratique hermitienne il existe une base
orthonormale (pour le produit scalaire hermitien ) qui est orthogonale pour
cette forme quadratique.

Démonstration : Il suffit de considérer la proposition1140appliqué à l’endomor-
phisme associé à une forme quadratique.ut

Quelques liens entre une forme quadratiqueq et l’endomorphisme hermitien asso-
ciéf :
• q est définie si et seulement si toutes les valeurs propres def sont de même signe et
non nulles
• q est positive si et seulement si toutes les valeurs propres def sont positives
• q est négative si et seulement si toutes les valeurs propres def sont négatives

28.5 Zoologie des déterminants

28.5.1 Déterminant d’ordre2∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = a.d− b.c

28.5.2 Déterminant d’ordre3

∣∣∣∣∣∣
M1,1 M1,2 M1,3

M2,1 M2,2 M2,3

M3,1 M3,2 M3,3

∣∣∣∣∣∣
= M1,1.M2,2.M3,3 +M1,2.M2,3.M3,1 +M2,1.M3,2.M2,3

−M3,1.M2,2.M1,3 −M2,1.M1,2.M3,3 −M3,2.M2,3.M1,1

Une façon usuelle de retenir ce résultat pas très élégant vu comme ça est le schéma
28.2.

On suit les flèches marquées d’un+ pour retrouver les produits à compter positive-
ment, et les flèches marquées d’un− pour retruver les produits à compter négativement.
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FIG. 28.2 – La règle de Sarrus

28.5.3 Déterminant de Vandermonde

Définition 1082 On appelledéterminant de Vandermonde associé à unn-
uple (x1, ..., xn) le déterminant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0
1 x1

1 x2
1 x3

1 . . . xn1
x0

2 x1
2 x2

2 x3
2 . . . xn2

x0
3 x1

3 x2
3 x3

3 . . . xn3
x0

4 x1
4 x2

4 x3
4 . . . xn4

...
...

...
...

...
...

x0
n x1

n x2
n x3

n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Proposition 1083 (Déterminant de Vandermonde)Le déterminant de Van-
dermonde associé à(x1, ..., xn) est

Πi<jxj − xi

Démonstration :
On noteWn le déterminant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0
1 x1

1 x2
1 x3

1 . . . xn1
x0

2 x1
2 x2

2 x3
2 . . . xn2

x0
3 x1

3 x2
3 x3

3 . . . xn3
x0

4 x1
4 x2

4 x3
4 . . . xn4

...
...

...
...

...
...

x0
n x1

n x2
n x3

n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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On notePn le polynômeΠi∈[1,n−1](X − xi). On a

P = Xn−1 +
n−1∑
k=1

pk.X
k−1

On ajoute alors à la dernière colonne la somme despk.ck pourk ∈ [1, n − 1] avecck
la colonnek. Sur la dernière colonne, on a maintenant seulement des0, sauf pour la
dernière ligne où l’on aP (xn).

Par récurrence, on en déduit le résultat annoncé.ut

28.5.4 Déterminant d’une matrice de permutation

Définition 1084 (Matrice d’une permutation) On appelle matrice de la
permutation σ ∈ σn la matriceM de type(n, n) définie parMi,j = δi,σ(j).

Proposition 1085 Le déterminant de la matrice de la permutationσ est égal
à la signature de la permutationε(σ).

Démonstration : Il suffit de revenir à la définition du déterminant d’une famille
de vecteurs dans une base, et de voir qu’il n’y a qu’une permutation qui n’annule pas
le produit correspondant dans la formule.ut

28.5.5 Déterminant circulant droit

Définition 1086 On appelle matrice circulante associé au n-uple
(x1, ..., xn) la matrice M définie parMi,j = xj−i (modulon) , c’est à
dire 

x1 x2 x3 . . . xn

xn x1 x2
... xn−1

xn−1 xn x1
... xn−2

...
...

...
...

...
x2 x3 x4 . . . x1



On trouvera la définition d’une matrice circulante droite en30.7.

Proposition 1087 Cn = Πi=1..nP (yi) avecP (X) =
∑n−1
i=0 xi.X

i−1 etyi =
e

2.i.Π
n .
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Démonstration : On noteYi le vecteur(y0
i , ..., y

n−1
i ).

On constate queM.Yi = P (yi).Yi.
On noteY la matrice dont les vecteurs colonnes sontY0, ..., Yn−1.
On a alorsM.Y = M.diag(P (y0), ..., P (yn−1)).
Donc comme le déterminant deM est non nul (voir28.5.3), le déterminant deY est
Πi=1..nP (yi).ut

Quand même, il fallait y penser, à multiplier par la transposée de la matrice de Van-
dermonde associée aux racinesn-ièmes de l’unité...

On définit de même les matrices circulantes gauche, dont on calcule le déterminant
en utilisant une permutation bien choisie sur les lignes...

28.5.6 Déterminant deMi,j = inf{i, j}
Le déterminant est le suivant :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 2 2 . . . 2
1 2 3 . . . 3
...

...
... . . .

...
1 2 3 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Puisqu’on peut à volonté sans changer le déterminant ajouter à une colonne une

combinaison linéaire des autres colonnes, on peut en particulier soustraire à une co-
lonne la colonne précédente ; on obtient alors le déterminant plus facile :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 . . . 0
1 1 0 0 . . . 0
1 1 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
1 . . . . . . . . . . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ce déterminant est donc égal à1.

28.6 Zoologie de l’algèbre bilinéaire

28.6.1 Procédé d’orthogonalisation de Gauss

Théorème 1088 (Orthogonalisation de Gauss)Soit E un K-espace vecto-
riel de dimension finien, et q une forme quadratique surE. Alors, avecr
le rang deq, il exister formes linéaires indépendantes surE, f1,...,fr tels que
q =

∑r
i=1 f

2
i .

Démonstration : Il s’agit simplement d’opérations sur les lignes et les colonnes ;
voir la méthode de Gauss,1196.ut
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Chapitre 29

Espaces préhilbertiens et
espaces de Hilbert

29.1 Espaces préhilbertiens réels

Il est recommandé de lire au préalable la partie28.4et la partie5.1.2.

Définition 1089 Etant donnéE un R-espace vectoriel , on appelleproduit
scalaire euclidien surE une application< .|. > deE2 dansR telle que :
• < .|. > est bilinéaire
• < x|y >=< y|x > pour toutx et touty
• ∀x 6= 0 < x|x >> 0 (i.e. la forme quadratique associée àφ est une forme
bilinéaire définie positive)

On appelleespace préhilbertien réelunR-espace vectoriel muni d’un produit
scalaire euclidien.
Un sous-espace vectorielF d’un espace préhilbertien réelE muni d’un pro-
duit scalaire euclidien, muni de la restriction du produit scalaire euclidien à
F , est appeléesous-espace préhilbertiendeE (c’est un espace préhilbertien).

Etant donné un produit scalaire euclidien< .|. >, on définit unenorme eucli-
dienne; il s’agit de l’applicationx 7→ ‖x‖ =

√
< x|x >. On verra plus loin

qu’il s’agit d’une norme (facile au vu des résultats de la partie28.4).

On n’a à aucun moment imposé que la dimension soit finie.

Un produit scalaire euclidien sur unR-espace vectoriel est donc une forme bili-
néaire symétrique associée à une forme quadratique définie positive.

Exemples :
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• Le produit scalaire euclidien canoniquesurRn est défini par

(x|y) =
∑
i∈[1,n]

xi.yi.

• Le produit scalaire euclidien canoniquesur le sous-ensemble deRN des suites
sommables (i.e. des(un)n∈N telles que

∑
n∈N |un| converge) est défini par

< (un)n∈N|(vn)n∈N >=
∑
n∈N

un.vn.

Il est important de rappeler le théorème1060 et le corollaire1063. Ils stipulent
que :
• < x|y >2≤< x|x > . < y|y > (inégalité de Schwartz)
• | < x|y > | ≤ ‖x‖.‖y‖ (inégalité de Schwartz, en passant à la racine)
• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité de Minkowski = inégalité triangulaire)
• Le produit scalaire est continu (conséquence de Schwartz)

La notation< x|y > peut être remplacée par(x|y),< x, y >, (x, y), ou même
x.y.
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29.2 Espaces préhilbertiens complexes

Définition 1090 Une application d’unC-espace vectorielE dans unC-espace
vectorielF est ditesemi-linéairesi
• ∀(x, y) ∈ E2 f(x+ y) = f(x) + f(y)
• ∀(x, λ) ∈ E × C f(λ.x) = λf(x)
Une application semi-linéaire est unsemi-isomorphismesi et seulement si
elle est semi-linéaire et bijective.
Uneforme semi-linéaireest une application semi-linéaire d’unC-espace vec-
toriel dansC.
Etant donnésE etF desC-espace vectoriel une applicationφ deE × F est
dite forme sesquilinéairesurE × F si
• ∀x l’application y 7→ φ(x, y) est une forme linéaire surF
• ∀y l’application x 7→ φ(x, y) est une forme semi-linéaire surE
Une forme sesquilinéaire surE × E est ditehermitienne lorsque en outre
∀(x, y) ∈ E2 φ(x, y) = φ(y, x).
Une forme sesquilinéaire hermitienneφ surE2 est diteproduit scalaire her-
mitien sur E si ∀x ∈ E \ {0} φ(x, x) ∈ R+

∗ . On note généralement alors
< x|y >= φ(x, y)
Etant donné un produit scalaire hermitien< .|. >, on définit unenorme her-
mitienne ; il s’agit de l’application x 7→ ‖x‖ =

√
< x|x >. On verra plus

loin qu’il s’agit d’une norme.
On appelleespace préhilbertien complexeunC-espace vectoriel muni d’un
produit scalaire hermitien. Un sous-espace vectorielF d’un espace préhilber-
tien complexeE muni d’un produit scalaire hermitien, muni de la restriction
du produit scalaire hermitien àF , est appeléesous-espace préhilbertiende
E (c’est un espace préhilbertien).

On n’a à aucun moment imposé que la dimension soit finie.

La notation< x|y > peut être remplacée par(x|y),< x, y >, (x, y), ou même
x.y.

Remarquons que le fait que pour une forme sesquilinéaire hermitienneφ on ait
∀x φ(x, x) ∈ R découle du fait queφ est hermitienne ; il suffit de vérifier queφ(x, x) >
0.

Une forme linéaire n’est pas nécéssairement une forme semi-linéaire

Une forme semi-linéaire n’est pas nécéssairement une forme linéaire
Une forme sesquilinéaire est donc semi-linéaire par rapport à la première variable

et linéaire par rapport à la seconde.

Exemples : SurCn le produit scalaire hermitien canonique est défini par< x|y >=∑
i=1..n xi.yi.

Les inégalités de Schwartz et de Minkowski montrées dans la partie28.4sont va-
lables ici aussi ; mais la démonstration, basée sur la bilinéarité et utilisant les formes
quadratiques, n’est plus valable.
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Lemme 1091 (Egalité utile)

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2.Re(< x|y >)

avecRe(u) la partie réelle deu.

Démonstration : Evidente, en utilisant< x|y >= < y|x >.ut

Théorème 1092 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)Dans un espace préhilber-
tien complexe

∀(x, y) ∈ E2 | < x|y > | ≤ ‖x‖.‖y‖

Il y a égalité si et seulement si la famille est liée.

Démonstration : Soit θ l’argument de< x|y >, alors pour toutt réel, au vu du
lemme1091:

‖t.eiθ.x+ y‖2 = t2.‖x‖2 + ‖y‖2 + 2.t.| < y|x > |

On en déduit donc que le discriminant det 7→ t2.‖x‖2 + ‖y‖2 + 2.t.| < y|x > |
est négatif ou nul, ce qui donne l’inégalité annoncée. Le cas d’égalité est le cas où le
discriminant est nul.ut

Corollaire 1093 (Inégalité de Minkowski) Dans un espace préhilbertien
complexe

∀(x, y) ∈ E2 ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Il y a égalité siy = λ.x oux = λ.y avecλ > 0.

Démonstration : Par le lemme1091, on a

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2.Re(< x|y >)

≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2.| < x|y > |

(par Cauchy-Schwartz ci-dessus)

= (‖x‖+ ‖y‖)2

D’où le résultat. Le cas d’égalité se montre facilement...ut
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Proposition 1094 Dans le cas euclidien, retrouver le produit scalaire à partir
de la norme était facile ; dans le cas hermitien c’est un peu plus compliqué :

< x|y >=
1
4

(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 − i‖x+ i.y‖2 + i.‖x− i.y‖2)

=
1
4

(
3∑

n=0

e−2.i.π.n/4‖x+ e2.i.π.n/4.y‖)

La dernière ligne est un bon moyen mnémotechnique, mais il faut bien penser
que l’on a un signe moins dans le coefficient de l’exponentiel en dehors de‖.‖ et un
signe plus à l’intérieur.

29.3 Espaces préhilbertiens

On se place ici dans le cadre deE espace préhilbertien, réel ou complexe. On ne
suppose absolument pasE de dimension finie.

Définition 1095 x ety appartenant àE sont ditsorthogonauxsi< x|y >=<
y|x >= 0.
Deux partiesX etY deE sont ditesorthogonalessi x et y sont orthogonaux
pour tout(x, y) dansX × Y .

On appelleorthogonal d’une partieX et on noteX⊥ l’ensemble desy tels
que< x|y >= 0 pour toutx dansX.

Une famille(xi)i∈I est diteorthogonalesi i 6= j →< xi|xj >= 0.

Une famille(xi)i∈I est diteorthonormale si< xi|xj >= δi,j .

Remarques :
• < x|y >= 0 ⇐⇒ < y|x >= 0
• toute partie est orthogonale à son orthogonal
• Etant donnéF un sous-espace vectoriel deE, la somme deF et deF⊥ est toujours
directe,maisnon nécéssairement égale àE
• Pour toute partieX, X⊥ est un sous-espace vectoriel fermé deE (car c’est une in-
tersection de fermés, par définition)

Ne pas confondre "être orthogonal à" et "être l’orthogonal de".
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Proposition 1096 Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Démonstration : Supposons donnée une combinaison linéaire nulle
∑
i λixi, et

considérons le produit scalaire avecxi0 . On en déduit immédiatement queλi0 est nul.
D’où le résultat.ut

Proposition 1097 (Orthogonalité et espaces supplémentaires)• Si F et G
sont supplémentaires, alorsF etG sont orthogonaux si et seulement siG est
l’orthogonal deF .

• SiF etF⊥ sont supplémentaires, alorsF⊥
⊥ = F .

Démonstration : En exercice !ut

On va maintenant considérer quelques résultats de géométrie :

Théorème 1098 (Théorème de Pythagore)• Si lesxi sont une famille finie
orthogonale alors‖

∑
i xi‖

2 =
∑
i ‖x‖

2.

Démonstration : Evident par récurrence.ut

On note que dans le cas d’un espace préhilbertien réel,‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x + y‖
équivaut àx ety orthogonaux.

Pas valable dans le cas complexe !
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Proposition 1099 (Quelques résultats de géométrie)• Formule du tri-
angle :

‖y − z‖2 = ‖y − x‖2 + ‖z − x‖ − 2.Re(< z − x|y − x >)

• Formule de la médiane :

‖y − z‖2 + 4‖x− 1
2

(y + z)‖2 = 2.‖x− y‖2 + 2.‖x− z‖2

• Formule du triangle pour un espace préhilbertien réel :

‖y − z‖2 = ‖y − x‖2 + ‖z − x‖ − 2 < z − x|y − x >

• Formule du parallélogramme, pour un espace préhilbertien réel :

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

Démonstration : Facile, facile ; il suffit de développer. Illustration en figure29.1.ut

Théorème 1100• Dans un espace préhilbertienE de dimension finie, tout
sous-espace vectorielF est supplémentaire à son orthogonal, ieE = F ⊕F⊥.
On a alorsdim E = dim F + dim F⊥.
• Tout espace préhilbertien de dimension finie admet une base orthonormale.
• Dans un espace préhilbertien de dimension finie, toute famille orthonormale
peut être complétée en une base orthonormale.
• SiF est un sous-espace vectoriel deE, avecE espace préhilbertien, etF est
de dimension finie, alors on aE = F ⊕ F⊥.

Démonstration : Pour le premier• , on considère l’applicationf qui àx dansE
associe(< u1|x >,< u2|x >,< u3|x >, ..., < up|x >). Le noyau estF⊥, le rang
est≤ à la dimension deF . Doncdim F⊥ ≥ dim E − dim F , doncE = F ⊕ F⊥
(rappelons qu’il est toujours vrai queF ∩ F⊥ = {0}). On a donc biendim F⊥ +
dim F = dim E.

Pour le second• , on raisonne par récurrence. PourE préhilbertien de dimension
≤ 1, le résultat est évident. Il suffit ensuite de considérer un vecteur quelconqueen de
E de norme1, et une base(e1, ..., en−1) de(K.u)⊥. (e1, ..., en) convient.

Le troisième• est immédiat ; il suffit de considérerF engendré par la famille ortho-
normale(e1, ..., ep) considérée, et une base(ep+1, ..., en) deF⊥, réunie en(e1, ..., en),
base orthonormale deE.

Le quatrième• est un peu plus long :
- on considère une base(e1, ..., ep) orthonormale deF .
- on considère l’applicationf qui àx associe

∑
i=1p < ei|x > ei.

- ∀x ∈ E x = f(x)︸︷︷︸
∈F

+ (x− f(x))︸ ︷︷ ︸
∈F⊥
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FIG. 29.1 – Illustrations de la formule de la médiane, du parallélogramme. Les coef-
ficients attribués servent de moyen mnémotechnique ; en sommant les carrés des lon-
gueurs indiquées, pondérées par leur coefficient, on obtient zéro.

D’où le résultat.ut

29.4 Espaces de Hilbert

Définition 1101 On appelleespace de Hilbertun espace préhilbertien com-
plet.
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29.4.1 Projection dans un espace de Hilbert

Définition 1102 SoitH un espace de Hilbert, etE une partie convexe fermée
non vide deH. Alors étant donnéx appartenant àH on appelleprojeté de
x sur E un élémenty deE tel que‖x − y‖ soit minimal, c’est-à-direy =
argminz∈E‖z − x‖.
Un isomorphisme d’espaces de Hilbertest un isomorphisme entre les espaces
vectoriels sous-jacents qui préserve la norme et le produit scalaire.

Théorème 1103Le projeté dex surE existe et est unique, ety dansE est le
projeté dex surE si et seulement si pour toute dansE Re(< e− y|x− y >
) ≤ 0.

Il est clair que dans le cas d’un espace de Hilbert réel, on pourrait simplement for-
muler< e− y|x− y >< 0.

Démonstration : • Existence d’un projeté dex surE.
On se donne une suiteyn telle que‖x− yn‖ tende vers la distanced entrex etE.
Par la formule de la médiane appliquée aux pointsyn, ym etx, on a alors

‖ym − yn‖2 = 2.(‖x− yn‖2 + ‖x− ym‖2)− 4.‖x− 1
2

(yn + ym)‖2

par convexité deE on a alors1
2 (yn + ym) ∈ E et donc

‖x− 1
2

(yn + ym)‖2 ≥ d2

et donc
‖ym − yn‖2 → 0

Donc la suiteyn est de Cauchy, donc par complétude deH elle converge. Sa limitey
est dansE parce queE est fermé.
• Supposons quey est dansE et que pour toute dansE Re(< y − e|y − x >) ≤ 0.
Alors pour toute dansE on a

‖x− e‖2 = ‖x− y‖2 + ‖e− y‖2 − 2.Re(< e− y|x− y >)

On obtient d’un coup d’un seul quey est la borne inf, et quey est unique (car s’il y a
égalité,‖e− y‖ = 0).
• Supposons maintenant quey soit un projeté dex sur E, et montrons queRe(<
e− y|x− y >) ≤ 0 pour toute dansE.
On a :

‖x− e‖2 = ‖x− y‖2 + ‖e− y‖2 − 2.Re(< e− y|x− y >)

et donc

Re(< e− y|x− y >) =
1
2

(‖x− e‖2 − ‖x− y‖2 + ‖e− y‖2)
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par définition dey, on a‖x− e‖2 − ‖x− y‖2 ≤ 0, et donc

Re(< e− y|x− y >) ≤ 1
2

(‖e− y‖2)

valable pour toute.
On se donne maintenantz dansE, et on considèree = t.z + (1 − t).y. L’inégalité
précédente s’écrit alors

Re(< t.z − t.y|x− y >) ≤ 1
2

(‖t.z − t.y‖2)

et donc

Re(< z − y|x− y >) ≤ t

2
‖z − y‖

En faisant tendret vers0, on en déduit

Re(< z − y|x− y >) ≤ 0

La preuve est ainsi complète.ut

Corollaire 1104 Dans tout ensemble non vide fermé convexe il existe un
unique élément de norme minimale.

Proposition 1105 • Le projeté dex sur un sous-espace vectoriel ferméE (qui
est évidemment convexe) est le pointy tel quey − x est orthogonal àe − x
pour toute dansE.
• Soit (xi)i∈[1,n] une famille orthonormale ; alors l’espace vectoriel engen-
dré par lesxi est fermé (car il y en a un nombre fini, voir le corollaire189),
convexe. La projection sur ce sous-espace vectoriel deH est l’application qui
à x associe

∑
i∈[1,n] < xi|x > .xi.

On a alors‖x‖2 =
∑
i | < xi|x > |2 +‖x− y‖2 avecy =

∑
i∈[1,n] < xi|x >

.xi.
• ‖x‖2 ≥

∑
i < xi|x >2 (inégalité de Bessel).

Démonstration : Exercice facile, utilisant les résultats que l’on vient de voir dans
le théorème précédent...ut

Définition 1106 SoitE un sous-espace vectoriel fermé deH. On appellepro-
jection orthogonale surE l’application qui àx dansH associe son projeté
surE ; il s’agit d’un projecteur, et la symétrie associée à ce projecteur est ap-
peléesymétrie orthogonale par rapport àE (voir27.3.2).

La projection orthogonale surE est en fait la projection surE suivantE⊥.
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29.4.2 Bases hilbertiennes

Définition 1107 (Base hilbertienne)On appelle base hilbertienne d’un es-
pace de HilbertH une famille(xi)i∈I telle que :
• la famille desxi est orthonormale
• pour toutx dansH x =

∑
i∈I < xi|x > xi

La seconde condition est une somme éventuellement infinie, en fait il s’agit d’une
famille sommable, i.e. pour toutε il existeJ fini inclus dansI, tel que pour toutK fini
compris entreJ et I la somme surK des< xi|x > .xi est à une distance< ε dex.

Théorème 1108•Une famille orthonormale(xi)i∈I est une base hilbertienne
si et seulement si le sous-espace vectoriel engendré par lesxi est dense dans
H.
• (Relation de Parseval) Une famille orthonormale(xi)i∈I est une base hil-
bertienne si et seulement si

∑
i∈I | < xi|x > |2 = ‖x‖2.

La relation du deuxième• est appeléerelation de Parseval.

Démonstration : • Supposons le sous-espace vectorielE engendré par lesxi
dense dansH. Alors il existey dansE tel que‖x − y‖ ≤ ε, et y =

∑
λixi. On

en déduit que la famille est une base hilbertienne.
•Si la relation de Parseval est vérifiée, alors le sous-espace vectoriel engendré est dense
dansH, comme on le voit en considérant une sous-famille deI suffisamment vaste.
• Si on suppose que la famille est une base hilbertienne, alors la relation de Parseval
est vérifiée, au vu des résultats de la proposition1105.ut

Attention ! Une base hilbertienne n’est pas nécéssairement une base au sens
des espaces vectoriels !

Théorème 1109•Une famille orthonormale(xi)i∈I est une base hilbertienne
si et seulement si pour toutx et touty on a< x|y >=

∑
i < xi|x > . <

xi|y >.
• Une famille orthonormale(xi)i∈I est une base hilbertienne si et seulement
si elle est maximale pour l’inclusion.

Démonstration : Pas très dur, dans le même style que le théorème précédent, j’ai
pas la patience de détailler...ut

La proposition suivante permet de se ramener à une forme plus "visuelle" des es-
paces de Hilbert.
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Théorème 1110 (Riesz-Fischer - Isomorphisme sur unl2) Soit H un es-
pace de Hilbert, et(xi)i∈I une base hilbertienne deH. Alors l’application
x 7→ (< xi|x >)i∈I est un isomorphisme deH sur l2(I).

Démonstration : • L’applicationφ = x 7→ (< xi|x >)i∈I est bien à valeurs dans
l2(I), vu la relation de Parseval (théorème1108).
• φ est linéaire, conserve la norme.
• φ conservant la norme,φ est injective.
• φ conservant la norme,φ conserve les distances, et donc son image est un sous-espace
vectoriel complet, donc fermé del2(I).
• φ(xi) est la fonction caractéristique du singletoni ; or les combinaisons linéaires de
ces fonctions sont denses dansl2(I), doncφ(H) est dense.
• φ(H) est dense et fermé, donc il est égal àl2(I).
• Le produit scalaire est continu, donc le fait qu’il soit conservé sur lesxi suffit à mon-
trer qu’il est conservé partout.ut

Un résultat utérieur donnera toute sa puissance à ce résultat, en montrant que tout
espace de Hilbert possède une base hilbertienne.

Il ne s’agit pas d’un isomorphisme ramenant tous les espaces de Hilbert possédant
une base à un seul, carI peut avoir des cardinaux différents.

Lemme 1111 SoitH un espace de Hilbert . SoitE un sous-espace vectoriel
fermé deH. SiE n’est pas égal àH, alors il existex dansH de norme1
orthogonal àE.

Démonstration : Il suffit de considérerx − y, pourx ∈ Ec et y projeté dex sur
E.ut

Théorème 1112Tout espace de Hilbert possède une base hilbertienne .

Nécéssite l’usage de l’axiome du choix !

Démonstration : On considère l’ensemble des familles orthonormales, munies de
l’inclusion. Il s’agit bien d’un ensemble inductif (si l’on considère une chaîne de fa-
milles orthonormales, leur réunion est bien un majorant), et donc par le lemme de Zorn
(voir le lemme36) il admet un élément maximal. On considère l’adhérence du sous-
espace vectoriel engendré par cette famille, et si l’on n’obtient parH lui-même, on
applique le lemme1111, et on contredit la maximalité de notre famille orthonormale.ut
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Corollaire 1113 (Corollaire des deux théorèmes précédents)Tout espace
de Hilbert est isomorphe àl2(I) pour un certainI.

Rappelons queL(E,F ) désigne l’ensemble des applications linéaires continues de
E dansF , avecE etF des espaces vectoriels , et que pourE unK-espace vectoriel on
noteE′ le dual topologique deE, c’est à direL(E,K).

Théorème 1114SoitH un espace de Hilbert réel (resp. complexe). Alors
l’application φ : H → H ′, x 7→ φ(x) = (y 7→< x|y >) est une bijection
linéaire (resp. semi-linéaire).

Démonstration : • La linéarité (resp. semi-linéarité) est claire.
• L’injectivité n’est pas bien difficile ; il suffit de voir que siφ(x) = φ(y), alors pour
tout z < x|z >=< y|z >, et on conclut en considérant une base hilbertienne, ou bien
en considérant< x− y|x− y >=< x|x− y > − < y|x− y >= 0...
• La surjectivité est plus intéressante. Soitf une forme linéaire continue surH, autre
que la forme linéaire nulle. Son noyau est un sous-espace vectoriel ferméE deH. On
considèreF l’orthogonal deE ; E etF sont en somme directe, carE est de codimen-
sion1 en tant que noyau d’une forme linéaire, etF est de dimension au moins1 (voir
lemme1111), et bien sûrE ∩ F . On considère alorsy dansF , non nul, etx = f(y)

‖y‖2 .y.

On vérifie queφ(x) = f surF , surE, et donc surH tout entier.

Proposition 1115 (Procédé d’orthonormalisation de Schmidt)Etant don-
née une famille(xi)i∈[0,N [ avecN ∈ N ∪ {+∞} libre deH (H espace de
Hilbert ), il existe une famille(yi)i∈[0,N [ orthonormale telle que le sous-espace
vectoriel engendré par(yi)i∈[1,k] soit égal au sous-espace vectoriel engendré
par (xi)i∈[1,k] pour toutk < N .

Démonstration : Il suffit de procéder comme suit :

y0 = x0/‖x0‖

et pourn > 0
zn = xn −

∑
i=0..n−1

< yi|xn > .yi

et
yn = zn/‖zn‖

Et ça marche tout seul.ut
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Exemple Maple

Ci-dessous une implémentation dans le cadre des polynômes orthogonaux (voir
partie25.5.5).
> scalaire := (f, g)− > int(f ∗ g, t = 0..1);
> norme := f− > sqrt(scalaire(f, f));
>
N := 3;x := array(0..N); for i from 0 by 1 to N do x[i] := ti; od; y :=
array(0..N); z := array(0..N);
> y[0] := x[0]/norme(x[0]); for i from 1 by 1 to N do z[i] :=
x[i]; for j from 0 by 1 to (i − 1) do z[i] := z[i] − scalaire(x[i], y[j]) ∗
y[j]; od; y[i] := simplify(z[i]/norme(z[i])); od;
> A := linalg[matrix](N + 1, N +
1); for i from 0 by 1 to N do for j from 0 by 1 to N do A[i+ 1, j + 1] :=
simplify(scalaire(y[i], y[j])); od; od; evalm(A);

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


(une partie des réponses de Maple est supprimée par économie de place)

Proposition 1116 SiN < +∞ alors la matrice de passage de la base desyi
à la base desxi est triangulaire de déterminantΠi=1..n < xi|yi >.

Démonstration : Il suffit de voir queP(yi),(xi) =< xi|yj >. ut

29.4.3 Quelques utilisations des espaces de Hilbert

On pourra aller voir par exemple le théorème290(une version de théorème de point
fixe). La partie10, au niveau des séries de Fourier, donne une application très classique
des espaces de Hilbert et des bases hilbertiennes.
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29.5 Espaces euclidiens

29.5.1 Les bases

Définition 1117 (Espace euclidien)On appelleespace euclidienun espace
préhilbertien réel de dimension finie non nulle.
Un endomorphisme d’un espace euclidien est ditorthogonal si l’image d’une
certaine base orthonormale est une base orthonormale.
On appellesimilitude d’un espace euclidien un endomorphisme égal à la com-
posée d’une homothétie (i.e. une application du typeE → E, x 7→ λ.x) et d’un
automorphisme orthogonal.
On appellerapport d’une similitude le rapport d’une homothétie de la décom-
position de cette similitude en une homothétie et un automorphisme (le rapport
est unique).

Un espace euclidien est donc en particulier est espace préhilbertien et un espace de
Hilbert ; on pourra donc consulter la partie29 et plus spécialement la partie29.4pour
avoir les bases.

Proposition 1118 • L’image de toute base orthonormale par un endomor-
phisme orthogonal est une base orthonormale.
• Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si sa matrice
dans une base orthonormaleest une matrice orthogonale.
• Un espace euclidien est un espace de Hilbert.
• Rn muni du produit scalaire euclidien canonique (i.e.< x|y >=∑
i∈[1,n] xi.yi) est un espace euclidien.

• Un espace euclidien est isomorphe àRn muni du produit scalaire euclidien
canonique pour un certainn.

Démonstration : Un espace euclidien est de dimension finie, en dimension finie
toutes les normes sont équivalentes, donc l’espace est isomorphe au sens des espaces
vectoriels normés àRn muni d’une norme usuelle et est donc complet. Donc c’est un
espace de Hilbert. Donc il admet une base orthonormale. Le tour est joué.ut

SoitE un espace euclidien,n sa dimension.
Les résultats suivants sont trop faciles pour valoir une démonstration (notez toutefois
qu’ils n’apparaissent faciles qu’au vu des parties précédentes) :
• L’applicationx 7→ (y 7→< x|y >) est un isomorphisme deE surE∗.
• Toute forme linéaire surE s’écrit< x|. > pour un certainx deE.
• Il existe une base orthonormale deE, qui est d’ailleurs une base hilbertienne aussi.
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Définition 1119 Il y a plusieurs notions d’anglesà définir :
On définit l’angle entre deux vecteurs non nulsx ety comme étant le réelθ de
[0,Π] tel quecos(θ) = <x|y>

‖x‖.‖y‖ .
On définit l’angle entre deux droites par l’angle entre un vecteur d’une base
de l’une et un vecteur d’une base de l’autre.
On définit l’angle entre deux hyperplans comme l’angle entre les droites qui
leurs sont orthogonales.
On définit l’angle entre une droite et un hyperplan comme l’angle entre la
droite et la droite orthogonale à l’hyperplan.
On dit que deux sous-espaces vectoriels deE sontperpendiculairess’ils sont
orthogonaux.

Proposition 1120 Un endomorphisme est une similitude si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :
• il est bijectif
• il conserve l’écart angulaire

Démonstration : Il est très facile de vérifier qu’une similitude vérifie bien les deux
propriétés annoncées.

Réciproquement, supposons les deux propriétés vérifiées par un endomorphismef .
Alors :
• Considérons l’applicationg : x 7→ ‖f(x)‖

‖x‖ , pourx non nul.
• Conservant l’écart angulaire, l’applicationf conserve aussi l’orthogonalité.
• Etant donnésx ety distincts,z = y − <x|y>

‖x‖2 x est orthogonal àx.

• f(z) est donc orthogonal àf(x).
• En développant< f(x)|f(z) > puis en factorisant par< x|y > ‖f(x)‖

‖x‖ , on
obtient queg(x) = g(y).
• g est donc constante, égale àµ.
• 1
µf conserve donc la norme, et donc est orthogonal d’après la proposition1123.

Par définition,f est donc une similitude.ut

La preuve ci-dessus montre qu’en fait suffisant qu’un endomorphisme bi-
jectif conserve l’orthogonalité pour qu’on puisse conclure qu’il s’agit d’une similitude.

29.5.2 Endomorphisme adjoint

Théorème 1121Pour tout endomorphismef d’un espace euclidienE, il
existe un et un seul endomorphismef∗ tel que pour toutx et tout y deE,
< f(x)|y >=< x|f∗(y) >.
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Démonstration : • Existence et unicité def∗ : pour touty, l’applicationx 7→<
f(x)|y > est une forme linéaire ; donc par l’isomorphisme décrit plus haut entreE et
son dual il existe un uniquef∗(y) tel que pour toutx < f(x)|y >=< x|f∗(y) >.
• Linéarité def∗ : soit

< f(x)|λ1.y1 + λ2.y2 >= λ1. < f(x)|y1 > +λ2. < f(x)|y2 >

= λ1. < x|f∗(y1) > +λ2. < x|f∗(y2) >

=< x|λ1.f
∗(y1) > + < x|λ2.f

∗(y2) >

=< x|λ1.f
∗(y1) + λ2.f

∗(y2) >

pour toutx et donc

f∗(λ1.y1 + λ2.y2) = λ1.f
∗(y1) + λ2.f

∗(y2)

ce qui conclut la preuve.ut

Définition 1122 • f∗ est appeléendomorphisme adjointdef .
• f est ditorthogonal si f∗.f = f.f∗ = Id.
• f est ditsymétriquesi f∗ = f .
• On noteS(E) l’ensemble des endomorphismes symétriques deE.
• f est ditantisymétrique si f∗ = −f .
• On noteA(E) l’ensemble des endomorphismes antisymétriques deE.
• On appellegroupe orthogonal deE et on noteO(E) l’ensemble des en-
domorphismes orthogonaux deE ; c’est un sous-groupe deGL(E), ensemble
des automorphismes deE.
• On appellegroupe spécial orthogonal deE et on noteSO(E) l’ensemble
des endomorphismes orthogonaux deE de déterminant1 ; c’est un sous-
groupe deO(E).

Quelques propriétés faciles deE euclidien :
• Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si son adjoint l’est.
• L’application f 7→ f∗ est un endomorphisme deL(E) ; c’est un endomorphisme
involutif, c’est à dire quef∗∗ est égal àf .
•Ker f∗ = (Im f)⊥

• Im f∗ = (Ker f)⊥

•Ker f = (Im f∗)⊥

• Im f = (Ker f∗)⊥

• (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗
•MatB(f∗) =t MatB(f)
• f est diagonalisable⇐⇒ f∗ est diagonalisable.
• si f est inversible, alorsf∗ aussi et(f∗)−1 = (f−1)∗.
• F sous-espace vectoriel deE est stable parf si et seulement siF⊥ est stable parf∗.
• Un endomorphisme et son adjoint ont même polynôme caractéristique.
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A peine plus dur :

Proposition 1123 • Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si il
conserve le produit scalaire.
• Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si il conserve la norme.

Démonstration : Il est vite vu que les conditions en question sont équivalentes
entre elles, car la norme s’exprime en fonction du produit scalaire, et le produit scalaire
en fonction de la norme ; le calcul est facile. On va donc se contenter de montrer les
deux implications suivantes :
• Si f est orthogonal, alorsf conserve la norme : évident car

‖x‖2 =< f(x)|f(x) >=< x|f−1(f(x)) >=< x|x >= ‖x‖2

• Si f conserve le produit scalaire, alorsf est orthogonal :
- f est injectif puisqu’il conserve la norme
- on est en dimension finie, doncf est inversible
- < f(x)|y >=< f(x)|f(f−1(y)) >=< x|f−1(y) > et doncf−1 = f∗.ut

On peut aussi noter le résultat amusant suivant :

Proposition 1124 • Une application deE dansE avecE euclidien conser-
vant le produit scalaire est linéaire.
• Une application deE dansE avecE euclidien conservant la norme est li-
néaire.

Démonstration : • Il suffit de développer‖f(λ.x + µ.y) − λ.f(x) − µ.f(y)‖ et
de calculer un peu.
• Un peu de calcul sur les formules liant produit scalaire et norme suffit...ut

Corollaire 1125 f est orthogonal si et seulement si l’image d’une base ortho-
normale est une base orthonormale.
L’image d’une base orthonormale par un endomorphisme orthogonal est une
base orthonormale.

Corollaire 1126 Une application deE dansE avecE euclidien est une iso-
métrie si et seulement si c’est la composée d’une translation et d’un endomor-
phisme orthogonal.

Démonstration : Il est évident que la composée d’une translation et d’un endo-
morphisme orthogonal est une isométrie. Réciproquement, on procède comme suit :
• On se donnef une isométrie deE dansE
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• On considèreg = (x 7→ x− f(0) ◦ f
• On montre queg conserve la norme
• On conclut par la proposition1124.ut

Quelques propriétés faciles des endomorphismes orthogonaux, utilisant les résul-

tats ci-dessus ;

Proposition 1127 Soitf ∈ O(E) :
• Le spectre def est inclus dans{−1, 1}
• Le déterminant def est−1 ou1
• F est stable parf ⇐⇒ F⊥ est stable parF • Un endomorphisme ortho-
gonal a toutes ses valeurs propres égales à1 ou−1
• Un endomorphisme orthogonal diagonalisable est une symétrie orthogonale
(voir27.3.2
• E = Im (f − I)⊕Ker (f − I)

Quelques résultats sur les endomorphismes symétriques et antisymétriques (E un
espace euclidien) :

Proposition 1128 • Un endomorphisme est symétrique (resp. antisymétrique)
si et seulement si sa matrice dans une base orthonormaleest symétrique (resp.
antisymétrique)
• L’ensembleL(E) des endomorphismes deE est somme directe de l’ensemble
S(E) des endomorphismes symétriques et de l’ensembleA(E) des endomor-
phismes antisymétriques ;L(E) = S(E)⊕A(E).
• dim L(E) = n2 avecn = dim E
• dim S(E) = 1

2n.(n+ 1) avecn = dim E
• dim A(E) = 1

2n.(n− 1) avecn = dim E
• si f est un endomorphisme antisymétrique deE, alorsf ◦ f est un endomor-
phisme symétrique
• Un endomorphismef de E est antisymétrique si et seulement si∀x <
f(x)|x >= 0
• La seule valeur propre possible d’un endomorphisme antisymétrique est0
• L’image et le noyau def symétrique ou antisymétrique sont supplémentaires
orthogonaux
• Le rang d’un endormophisme antisymétrique est pair (en effet sa restriction
à son image est une bijection et est antisymétrique, donc il n’a pas de valeur
propre puisque0 n’est pas de valeur propre, donc le polynôme caractéristique
n’a pas de racine, donc l’image est de dimension paire)
• Les sous-espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont supplémen-
taires et orthogonaux.
• Le polynôme caractéristique d’un endomorphisme symétrique est scindé sur
R (c’est à dire que la somme des multiplicités de ses racines surR est égal à
son degré).
• Un endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base orthonor-
male
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Démonstration : La seule chose qui justifie que l’on fasse une preuve est l’avant-
dernier point, qui entraîne le dernier.
• On se donnef un endomorphisme symétrique, etM sa matrice dans une base ortho-
normale.
• Soitλ une racine dansC du polynôme caractéristique deM .
• On peut trouver un vecteur colonneC (à coefficients complexesnon nuls) tel que
M.C = λ.C
• tX.M.X = λ.tX.X
• en conjuguant et en transposant on obtienttX.(τM).X = λ

t
X.X c’est à dire

tX.M.X = λ tX.X
• on a doncλ.tX.X = λ.tX.X
• tX.X est non nul doncλ ∈ R et c’est fini.ut

29.5.3 Orientation d’un espace euclidien

On pourra consulter au préalable la partie28.

Définition 1129 On appelleespace euclidien orientéun couple(E,C) oùE
est un espace euclidien etC une classe d’équivalence sur l’ensemble des bases
deE pour la relation d’équivalenceR définie par

BRB′ ⇐⇒ det PB,B′ > 0

L’orientation de F sous-espace vectoriel de dimensionn − p de (E,C)
espace euclidien orienté de dimensionn suivant (e1, ..., ep) une base d’un
supplémentaire deF est l’espace euclidien orienté

(F, {(ep+1, ..., en)/(e1, ..., en) ∈ C})

(il s’agit d’un espace euclidien orienté)
On appellebase directede l’espace euclidien orienté(E,C) une base appar-
tenant àC.
On appellebase indirectede l’espace euclidien orienté(E,C) une base n’ap-
partenant pas àC.

Il n’y a que deux orientations possibles d’un même espace euclidien.

L’espace euclidien orienté usuel correspondant àR
n est donné par la base (directe

par définition)

((1, 0, ..., 0), (0, 1, 0, ..., 0), (0, 0, 1, 0, ..., 0), ..., (0, 0, ..., 0, 1, 0), (0, ..., 0, 1)).

Propriétés faciles : (E est un espace euclidien donné, de dimensionn)
• Si σ est une permutation paire (resp. impaire) et sie1, ..., en est une base deE es-
pace euclidien, alors(ei)i∈[1,n] et(eσ(i))i∈[1,n] sont dans la même classe d’équivalence
(resp. ne sont pas dans la même classe d’équivalence) (voir28.5.4pour en être com-
plètement convaincu).
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• Si (ei)i∈[1,n] et (fi)i∈[1,n] sont deux bases deE avecfi = f(ei) (f est donc un auto-
morphisme), alors les bases(ei)i∈[1,n] et(fi)i∈[1,n] sont dans la même classe d’équiva-
lence si et seulement sidet f > 0 (en effetf est alors l’endomorphisme de la matrice
de passage de la base desei à la base desfi.
• siB etB′ sont dans la même classe alorsdetB(.) = detB′(.).

Ceci permet d’introduire de nouvelles définitions :

Définition 1130 On appelleproduit mixte d’un espace euclidien(E,C) de
dimensionn l’application detB pour une baseB ∈ C quelconque ; on le note
(x1, ..., xn) 7→ [x1, ..., xn] = detB(x1, ..., xn).
SiE est un espace euclidien de dimension3, alors étant donnésa et b dansE,
l’application qui àx dansE associe[a, b, x] est linéaire, donc elle est égale à
x 7→< c|x > pour un certainc ∈ E (voir le théorème1114) ; on notea ∧ b
l’élémentc deE, et on l’appelleproduit vectoriel de a et b.

Le produit vectoriel n’est pas commutatif !
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Intuitivement, le produit mixte de(x1, ..., xn) est le volume algébrique
(lié à l’orientation) de{O + t1.x1 + t2.x2 + ... + tn.xn/(t1, ..., tn) ∈ [0, 1]n} (indé-
pendamment deO).
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Proposition 1131 Propriétés du produit mixte et du produit vectoriel (celles
du produit mixte sont valables en toute dimension ; le produit vectoriel n’est
défini qu’en dimension3) (dans les deux cas rien n’est possible en dehors d’un
espace euclidien orienté) :
• a ∧ b ∈ V ect(a, b)⊥
• a ∧ b = −b ∧ a
• a ∧ b = 0 ⇐⇒ a et b sont liés
• (a, b) 7→ a ∧ b est bilinéaire
• (a, b) libre→ (a, b, a ∧ b) est une base directe
• Le produit mixte d’une base est non nul
• Le produit mixte d’une base directe est strictement positif
• Le produit mixte d’une base indirecte est strictement négatif
• Une famille est une base orthonormale directe si et seulement si son produit
mixte est1
•Une famille est une base orthonormale indirecte si et seulement si son produit
mixte est−1
• [f(x1), ..., f(xn)] = (det f)[x1, ..., xn]
• DansR3, le produit vectoriel de(x, y, z) par (x′, y′, z′) est égal à

(y.z′ − z.y′, z.x′ − x.z′, x.y′ −−y.x′)

moyen mnémotechnique : ce sont les cofacteurs de la troisième colonne dans
la matrice suivante :  x x′ ?

y y′ ?
z z′ ?


• (a ∧ b) ∧ c =< a|c > .b− < b|c > .a
• a ∧ (b ∧ c) =< a|c > .b− < a|b > .c
• SiE est euclidien orienté de dimension3, alors l’applicationφ deE dans
L(E) définie parφ(x) = (y 7→ x ∧ y) est à valeurs dans l’ensemble des
endomorphismes antisymétriques deE ; en restreignant l’espace d’arrivée à
l’ensemble des endomorphismes antisymétriques deE c’est un isomorphisme
deE.

La matrice deφ(u) avecu = (x, y, z) est

 0 −z y
z 0 −x
−y x 0

 dans la même

base.

Toutes ces propriétés s’obtiennent facilement en considérant simplement la défini-
tion du produit mixte ou du produit vectoriel.
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Proposition 1132 (Identité de Lagrange)

‖a ∧ b‖2 = ‖a‖2.‖b‖2− < a|b >2

Démonstration : On supposea et b libres, sinon le résultat est clair par Cauchy-
Schwartz (voir la partie29.1).

[a, b, a∧b]2 =

∣∣∣∣∣∣
< a|a > < a|b > 0
< a|b > < b|b > 0

0 0 < a ∧ b|a ∧ b >

∣∣∣∣∣∣ = ‖a∧b‖2.(‖a‖2.‖b‖2− < a|b >2)

mais on a aussi
[a, b, a ∧ b]2 =< a ∧ b|a ∧ b >2= ‖a ∧ b‖4

D’où le résultat désiré.ut

Corollaire 1133
‖a ∧ b‖ = ‖a‖ × ‖b‖ × sin(θ)

avecθ l’écart angulaire entrea et b.

Maintenant quelques propriétés un peu plus difficiles.

Proposition 1134

[x1, ..., xn]2 = det(< xi|xj >(i,j)∈[1,n]2)

Démonstration : On poseM la matriceMi,j = e∗i (xj) avec(ei)i∈[1,n] une base
orthonormale.

[x1, ..., xn] = det M = det tM

[x1, ..., xn] = det tM.M

Mi,j =< ei|xj >

(tM.M)i,j =
n∑
k=1

< ek|xi > . < ek|xj >

d’où le résultat.ut
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Proposition 1135
|[x1, ..., xn]| ≤ Πn

i=1‖xi‖

|[x1, ..., xn]| = Πn
i=1‖xi‖ ⇐⇒ (∃i/xi = 0 ∨ (xi)i∈[1,n] est orthogonale)

Démonstration : Si le système est lié, le résultat est clair (on rappelle que le dé-
terminant d’une famille liée est nul).
Sinon, on peut construire par la méthode d’orthonormalisation de Schmidt une base
(e1, .., en) avec∀(i, j) ∈ [1, n]2 < xj |ei > > 0.
La matrice de passageP(ei)i∈[1,n],(xi)i∈[1,n]

est triangulaire (voir1115) ; son détermi-
nant est le produit des< xi|yi >, donc par l’inégalité de Schwartz est inférieur ou égal
en valeur absolue au produit des‖xi‖, avec égalité si et seulement si pour touti xi et
yi sont liés, donc si la famille est orthonormale.ut

29.5.4 Formes quadratiques sur un espace euclidien

Pour plus d’informations on pourra consulter la partie28.4.3.

29.6 Espaces hermitiens

Pour introduction on pourra consulter la partie29.2, sur les espaces préhilbertiens
complexes.

29.6.1 Définition et premières propriétés

Définition 1136 On appelleespace hermitienun espace préhilbertien com-
plexe de dimension finie, non réduit à{0}.

On rappelle quelques propriétés, issues plus ou moins directement de la définition
des espaces préhilbertiens complexes (voir la partie29.2pour des rappels) :
• Un espace hermitien est un espace de Hilbert ; toutes les propriétés des espaces

de Hilbert sont donc valables ici (voir la partie29.4)
• < .|. > est sesquilinéaire (i.e. semi-linéaire par rapport à la première variable et

linéaire par rapport à la deuxième variable)
• si x est non nul alors< x|x > est un réel> 0 (< .|. > est positive car pour tout

x < x|x > est positif et définie carx non nul→ < x|x > non nul)
• < .|. > est hermitienne, c’est-à-dire< x|y >= < y|x >
• toute famille orthonormale peut être prolongée en une base orthonormale
• Pour tout sous-espaceF d’un espace hermitienE, on aE = F ⊕F⊥ etF = F⊥

• Etant donnée une base orthonormale(ei)i∈[1,n] deE hermitien, tout vecteurx de
E vérifie

x =
∑
i=1..n

< ei|x > ei
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• Etant donnée une base(xi)i∈[1,n] d’un espace hermitien, il existe une base or-
thonormale(yi)i∈[1,n] telle que pour toutj yj est combinaison linéaire desxi pour
1 ≤ i ≤ j (voir 1115)
• Etant donnéE un espace hermitien l’application qui àx associe l’application

y 7→< x|y > est un semi-isomorphisme deE surE∗.
• En corollaire de la propriété ci-dessus, étant donnéE un espace hermitien de

dimensionn, pour toute famille(x1, ..., xn) deCn et toute base(e1, ..., en) deE, il
existe un uniquex dansE tel que< x|ei >= xi (on aurait pu, au lieu de< x|ei >= xi,
demander< ei|x >= xi, comme on s’en rend facilement compte en considérant le fait
que< .|. > est hermitienne).
• Etant donnée(ei)i∈[1,n] une base orthonormaledeE avecE hermitien, la famille

des(x 7→< ei|x > est la base duale de la base des(ei)i∈[1,n] (il s’agit de l’image de la
famille desei par le semi-isomorphisme ci-dessus).

La dernière propriété nécéssite que la famille soit orthonormale !
C
n muni de l’application(x, y) 7→

∑n
i=1 xi × yi est un espace hermitien.

De même que les espaces euclidiens sont isomorphes àR
n muni du produit scalaire

euclidien usuel, on retiendra que les espaces hermitiens sont isomorphes àC
n muni du

produit scalaire hermitien usuel (ce qui fait que beaucoup de propriétés intuitives se
retrouvent vraies).

29.6.2 Adjoint d’un endomorphisme d’un espace hermitien

Théorème 1137Pour tout endomorphismef de l’espace hermitienE il existe
un et un seul endomorphismef∗ deE tel que pour tout(x, y) ∈ E2 on ait
< f(x)|y >=< x|f∗(y) >.

Démonstration :
• Existence
L’applicationf∗ x 7→

∑n
i=1 < f(ei)|x > .ei.

• Unicité
< ei|f∗(x) >=< f(ei)|x >, doncf∗(x) est entièrement déterminé par ses coordonnées.ut

Proposition 1138 L’application F qui à f associe f∗ est un semi-
endomorphisme deL(E). F est involutif, c’est à dire queF ◦ F = I.
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Démonstration : Facile !ut

Définition 1139 • f∗ s’appelle l’adjoint def .
• f endomorphisme d’un espace hermitienE est ditunitaire lorsquef ◦ f∗ =
f∗ ◦ f = I.
• f endomorphisme d’un espace hermitienE est dithermitien lorsquef =
f∗.
• Une matrice carréeM à coefficients dansC est diteunitaire si elle vérifie
tM.M = I.
• Une matrice carréeM à coefficients dansC est ditehermitienne si elle
vérifietM = M .

On remarque donc qu’un endomorphisme unitaire est un endomorphisme inversible
f tel que pour toutx et touty deE < f(x)|y >=< x|f−1(y) >.

Par ailleurs un endomorphismef d’un espace hermitien est hermitien lorsque pour
toutx et touty deE on a< f(x)|y >=< x|f(y) >.

Sans surprise suite au cas euclidien, un endomorphismef d’un espace hermitien
est unitaire si et seulement si il conserve le produit scalaire, i.e.

< f(x)|f(y) >=< x|y >

Ou même simplement la norme, i.e.

‖f(x)‖ = f(x)

De même que dans le cas des euclidiens, on note que l’adjoint de l’inverse (quand
il existe) est l’inverse de l’adjoint (qui dans ce cas existe nécessairement), que l’ortho-
gonal de l’image est le noyau de l’adjoint, et que l’image de l’adjoint est l’orthogonal
du noyau ; que(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗.

De même qu’un endomorphisme d’un espace euclidien est orthogonal si et seule-
ment si l’image d’une base orthonormale est orthonormale, un endomorphisme d’un
espace hermitien est unitaire si et seulement si l’image d’une base orthonormale est
une base orthonormale.

Alors que dans le cas euclidien etdans une base orthonormalela matrice de l’ad-
joint est la transposée de la matrice, dans le cas hermitien etdans une base orthonor-
malela matrice de l’adjoint est la conjuguée de la matrice transposée. C’est-à-dire

Mat(ei)i∈[1,n]
(f) = tMat(ei)i∈[1,n]

(f)

Conséquence logique de ce qui précède, un endomorphisme est unitaire si et seule-
ment si sa matrice dans une base orthonormaleest unitaire.

Et un endomorphisme est hermitien si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale
est hermitienne.

Les valeurs propres d’une matrice hermitienne (ou d’un endomorphisme hermitien)
sont toutes réelles.

Le polynôme caractéristique def∗ est le conjuguédu polynôme caractéristique
def

On pourra consulter la partie21.10.7pour plus d’informations sur la structure de
l’ensemble des endomorphismes unitaires.
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Le spectre d’une matrice unitaire est inclus dans le cercle unité ; son déterminant
appartient donc aussi à ce cercle unité.

Proposition 1140 (Sur les endomorphismes hermitiens)L’image et le
noyau d’un endomorphisme hermitien sont orthogonaux.
Les sous-espaces propres d’un endomorphisme hermitien sont en somme di-
recte orthogonale.
Si f est un endomorphisme hermitien et siF est un sous-espace stable parf
alorsF⊥ est stable parf qui induit sur cet espace un endomorphisme hermi-
tien.
Si f est un endomorphisme hermitien, alorsf est diagonalisable dans une
certaine base orthonormale.

Démonstration : Même principe que dans le cas euclidien.ut
De même, siM est une matrice complexe hermitienne, alors il existeP unitaire

telle quetP .M.P soit diagonale.

29.6.3 Formes quadratiques sur un espace hermitienE

Voir la partie28.4.4.
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Chapitre 30

Algèbre linéaire en dimension
finie

30.1 Généralités

Définition 1141 Un espace vectoriel est ditde dimension finielorsqu’il ad-
met une base de cardinal finie. Dans le cas contraire il est ditde dimension
infinie.
Dans un espace fini le cardinal d’une base est appelédimensionde l’espace
(il faudra voir plus loin que toutes les bases ont alors même cardinal). Un
sous-espace vectoriel d’un espace vectorielE est dit decodimension finiesi
la dimension de l’espace quotient est finie. On appelle alorscodimensionde
cet espace la dimension de l’espace quotient. Sinon il est dit decodimension
infinie.

Dans la suiteE désigne unK-espace vectoriel de dimension finie.

Théorème 1142 (Théorème de la base incomplète)SiI est une famille libre
etK une famille génératrice finie, avecI ⊂ K, alors il existeJ avecI ⊂ J ⊂
K tel queJ soit une base.

Démonstration : On considèreJ libre maximal au sens du cardinal vérifiantI ⊂
J ⊂ K. Si toute famille plus grande incluse dansK est liée, alors tout élément deK est
combinaison linéaire d’éléments deJ ; tout élément deE s’écrit comme combinaison
d’éléments deK, qui eux-mêmes s’écrivent comme combinaisons linéaires d’éléments
deJ . Donc la familleJ est génératrice.ut
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Lemme 1143 (Lemme de Steinitz)Si E est non réduit à{0}, E admettant
une famille génératriceI de cardinaln, toute famille den + 1 vecteurs (ou
plus) est liée.

Démonstration : • Le casn = 1 est trivial. On procède alors par récurrence.
• Supposons la propriété vraie pourn < N et soitn = N ; supposonsE admettant

une famille génératriceb1, ..., bn de cardinaln. NotonsF le sous-espace vectoriel de
E engendré parb1, ..., bn−1.
• Donnons-nous une famillee1, ..., en+1 deE.
• Soit, pouri ∈ [1, n+ 1], fi ∈ F etλi ∈ K tel queei = fi + λi bn.
• Si tous lesλi sont nuls, alors l’hypothèse de récurrence appliquée àF permet de

conclure.
• Supposons alorsλ1 6= 0 ; dans ce cas,b1 = 1

λ1
(e1 − f1).

• On peut alors exprimerei − fi en fonction dee1 − f1 pour touti, puis zi =
ei − λi

λ1
e1 comme combinaison linéaire desyi, donc comme éléments deF pour tout

i > 1.
• L’hypothèse de récurrence permet alors de conclure que leszi pour i > 1 sont

liés.
• On écrit alors

∑
αizi = 0, avec lesαi non tous nuls ; en développantzi =

ei − λi
λ1
e1, on obtient une combinaison linéaire nulle à coefficients non tous nuls des

ei. D’où le résultat.ut

Théorème 1144Dans un espace de dimension finie, toutes les bases ont le
même cardinal.

Démonstration : Conséquence immédiate du lemme1143.ut

Théorème 1145Deux espaces vectoriels de dimension finie sur le même corps
sont isomorphes si et seulement si ils ont même dimension.

Démonstration : S’ils sont isomorphes, l’image d’une base de l’un par un isomor-
phisme est base de l’autre, donc ils ont même dimension. S’ils ont même dimension,
alors avec(e1, ..., en) une base de l’un, et(f1, ..., fn) une base de l’autre, l’application∑
λiei 7→

∑
λifi pour(λ1, ..., λn) ∈ Kn est un isomorphisme, comme on le vérifie

facilement (la fonction est bien définie car(e1, ..., en) est une base, linéarité évidente,
injectivité immédiate car(f1, ..., fn) est libre, surjectivité immédiate car(f1, ..., fn)
est génératrice).ut

Théorème 1146F , sous-espace vectoriel deE, est égal àE si et seulement
si dim E = dim F .
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Démonstration : Il est clair que siF etE sont égaux, alors ils ont même dimen-
sion. Réciproquement, s’ils ont même dimension, alors une base deF est une famille
libre de même cardinal qu’une base deE, donc c’est une base deE (voir le lemme de
Steinitz ci-dessus).ut

Théorème 1147Tout sous-espace vectoriel deE (E est supposé non nul) ad-
met un supplémentaire, et siE = F ⊕G, alorsdim E = dim F + dim G, et
une base deE s’obtient en réunissant une base deF et une base deG.

Démonstration : Conséquence du théorème de la base incomplète.ut

Maintenant quelques théorèmes faciles, sans démonstration, mais fort pratiques
néanmoins :

Théorème 1148Etant donnésF etG des sous-espaces vectoriels deE, on a
dim (F +G) + dim (F ∩G) = dim F + dim G.

Théorème 1149F etG sont supplémentaires dansE si et seulement si leur
intersection est nulle et si la somme de leurs dimensions soit la dimension de
E.

Théorème 1150F etG sont supplémentaires dansE si et seulement si leur
intersection est nulle et si leur somme est égale àE.

Théorème 1151F etG sont supplémentaires dansE si et seulement si leur
somme est égale àE et si la somme de leurs dimensions est égale à la dimen-
sion deE.

Théorème 1152Etant donnésF sous-espace vectoriel deE, la dimension de
E/F est égale à la dimension deE moins la dimension deF .
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Théorème 1153Si lesEi sont de dimension finie, alorsdim Πi=1..nEi =∑
i dim Ei.

Théorème 1154SiE et F sont de dimension finie, alorsL(E,F ) est de di-
mension finie etdim L(E,F ) = dim E.dim F .

Démonstration : On considère une base deE et une base deF , notées respecti-
vement(ei) et (fi) ; alors lesδi,j définies parδi,j(ei) = fj et δi,j(el) = 0 pour l 6= i
forment une base deL(E,F ).ut

Définition 1155 On appellerang d’une famille finie de vecteurs la dimension
de l’espace vectoriel que cette famille engendre.
On appellerang d’une application linéaire la dimension de son image lorsque
celle-ci est finie. C’est en fait le rang de l’image d’une base lorsque l’espace
de départ est de dimension finie

Théorème 1156 (Théorème du rang)Si f ∈ L(E,F ) et E et F de di-
mension finie, alorsIm f et Ker f sont de dimension finie, etdim E =
dim Im f + dim Ker f .

Démonstration : On considère un supplémentaire du noyau, et on montre qu’il est
isomorphe à l’image def (voir théorème970).ut

Corollaire 1157 Soit f une application d’un espace vectorielE vers un es-
pace vectorielF , avecE etF de dimension finie et de même dimension, alors
f est un isomorphisme si et seulement si l’une des propriétés suivantes est vé-
rifiée :
• f a un noyau réduit à un singleton
• f est injective
• f est surjective
• f est bijective
• Le rang def est égal à la dimension deE
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Proposition 1158 (Quelques propriétés du rang)• Le rang d’une famille fi-
nie de vecteurs est invariant par permutations
•Multiplier un vecteur d’une famille par un scalaire non nul ne change pas le
rang de la famille
• On ne change pas le rang d’une famille de vecteurs en additionnant à un
vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs
• Le rang d’une famille de vecteurs est le même si l’on suppirme un vecteur
nul

30.2 Dualité en dimension finie

30.2.1 Dualité simple

E est un espace vectoriel normé de dimension finien.

Définition 1159 Etant donnée une base(ei)i∈[1,n] deE, on appelleformes
coordonnées associéeslesn formes linéairesej définies pare∗j (ei) = δi,j .

On note quex =
∑
j e
∗
j (x).ej .

Théorème 1160• dim E∗ = dim E.
• La famille dese∗j est une base deE∗ ; on l’appelle la base dualede la base
(ei).
• Toutf appartenant àE∗ s’écrit f =

∑
i f(ei).e∗i

• Pour toute base(fi) deE∗, il existe une base deE dont la base duale est la
base des(fi).

Démonstration : La dimension deE∗ est égale à la dimension deE, cardimL(E,K) =
dim E.dimK ; il suffit donc de montrer que la famille est libre. On se donne une com-
binaison linéaire nulle dese∗j ; en considérant l’image de la combinaison linéaire nulle
deei on voit que le coefficient dee∗i est nulle pour touti.
On se donne une applicationφ qui àx associe(f∗1 (x), ..., f∗n(x)). On montre sans trop
de difficultés queφ est un isomorphisme deE dansKn. Donc il existe une base(ei)
telle queφ(ei) = (d1,i, ..., δi,i, ...δn,i) ; cette base convient.ut
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Théorème 1161SoitE etF desK-espace vectoriel de dimensions finies (non
nécéssairement égales). Alors l’application transposition qui àf ∈ L(E,F )
associetf ∈ L(F ∗, E∗) est un isomorphisme. En outre le rang detf est égal
au rang def et

Ker tf = (Im f)⊥

Démonstration : Facile !ut

30.2.2 Bidual

E est un espace vectoriel normé de dimension finien.

Théorème 1162 (Bidual)L’application deE dansE∗∗ qui à x associe la
fonction qui àφ dansE∗ associeφ(x) est un isomorphisme ; on l’appelleiso-
morphisme canoniquedeE dansE∗∗. On peut donc identifierE etE∗∗.

Démonstration : Les dimensions deE etE∗∗ étant égales (on est toujours dans
le cadre de la dimension finie) il suffit de voir que cette fonction est un isomorphisme.
Supposonsx d’image nulle ; alors quel que soitf , f(x) = 0. Six est non nul, alors on
peut l’appelere1 et le compléter en une baseei ; alors on constate quee∗i (x) = 0 pour
tout i, ce qui est contradictoire.ut

30.2.3 Orthogonalité

E est un espace vectoriel normé de dimension finien.

Théorème 1163Quel que soitF sous-espace vectoriel deE, on a :
• dim E = dim F + dim F⊥

• F⊥o = F

Démonstration : Si F = {0} alors le résultat est clair. Sinon, on considère une
base(fi)i∈[1,f ] deF , et on la complète en une base(fi)i∈[1,n] deE. On considère la
base duale(f∗i ) ; il est clair alors que les(fi)i>f forment une famille libre génératrice
deF⊥, d’où la première assertion.
On constate bien queF⊥

o
est inclus dansF ; la dimension permet de conclure.ut
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Théorème 1164Quel que soitF sous-espace vectoriel deE′, on a :
• dim E = dim F + dim F o

• F o⊥ = F

Démonstration : La méthode est la même que précédemment ; il faut juste se sou-
venir que toute base du dual est la base duale d’une certaine base.ut

Théorème 1165Avecφ l’isomorphisme canonique deE dansE∗∗, pour tout

F sous-espace vectoriel deE, on aF⊥
⊥ = φ(F⊥o) = φ(F ).

Démonstration : Il n’y a qu’à l’écrire et ça marche tout seul...ut
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30.3 Calcul matriciel

30.3.1 Bases sur les matrices

Définition 1166 (Définitions de base sur les matrices)On appellematrice
de type(n, p) sur un corpsK toute application de[1, n] × [1, p] (intervalles
deN) dansK. On la représente généralement comme suit :

m1,1 m1,2 . . . m1,p

m2,1 m2,2 . . . m2,p

...
...

...
...

mn,1 mn,2 . . . mn,p


On noteMn,p(K) l’ensemble des matrices de type(n, p) sur le corpsK.
On appellematrice ligne une matrice de type(1, p), et bf matrice colonne une
matrice de type(n, 1).
On appellematrice extraite d’une matrice de type(n, p) la restriction de cette
matrice àI × J , avecI ⊂ [1, n] etJ ⊂ [1, p].
On appellei-ième vecteur-lignede la matriceM de type(n, p) la restriction
de cette matrice à{i}× [1, p]. On peut identifier un vecteur-ligne à un élément
deKp.
On appellej-ième vecteur-colonnede la matriceM de type(n, p) la restric-
tion de cette matrice à[1, n]×{j}. On peut identifier un vecteur-colonne à un
élément deKn.
On appellematrice associéeà un morphismef de l’espace vectorielE de di-
mensionp dans l’espace vectorielF de dimensionn et aux basesB = (ei)
etB′ = (fi) deE etF respectivement la matriceM de type(n, p) telle que
Mi,j = f∗i (ej). On la noteMatB,B′(f).
Inversement, on appelleapplication linéaire canoniquement associée à la
matrice M le morphisme deKp dansKn dont la matrice associée estM .

Proposition 1167 Une matrice de typen, p admetCn
′

n .C
p′

p matrices extraites
de type(n′, p′).

Proposition 1168E et F étant de dimension respectivesp et n sur le corps
K, on a

L(E,F ) 'Mn,p(K)

via l’isomorphismef 7→MatB,B′(f).
AvecE = K

p et F = K
n, etB et B′ les bases canoniques, on a alors un

isomorphisme canonique entreL(Kp,Kn) etMn,p(K).
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Démonstration : Evident !ut

Proposition 1169 (Matrice canonique d’une application linéaire en dimension finie)
Soitf une application linéaire entreE, espace vectoriel de dimensionp, etF ,
espace vectoriel de dimensionn ; soit r le rang def . Alors il existe une base
B etE et une baseB′ deF telles que

MatB,B′(f) = M

avec
Mi,j = 1 si i = j ≤ r

Mi,j = 0 sinon

On appelle cette matricematrice canonique def .

Démonstration : Considérer une baseB1 d’un supplémentaire du noyau def ;
considérerB′1 = f(B1) ; considérerB2 une base du noyau def , et compléterB′1 en
une baseB′. Il reste à considérerB = B1 ∪B2.ut

Remarque 1170La matrice d’une forme linéaire est une matrice-ligne.

Définition 1171 (produit matriciel) On appellematrice produit des ma-
tricesA et B de types respectifs(n, q) et (q, p) la matriceC de type(n, p)
telle que

Ci,j =
∑
k∈[1,q]

Ai,k.Bk,j

On noteC = A×B ouC = A.B.

Proposition 1172 • Le produit matriciel défini ci-dessus est associatif et bili-
néaire.
• AvecA = MatB,B′(f) etB = MatB′,B′′(g),B ×A = MatB,B′′(g ◦ f)
• Avecx ∈ E, X le vecteur des coordonnées dex dans la baseB, alors les
coordonnées dey = f(x) dans la baseB′ sont celles deY , avecY = M ×X,
etM = MatB,B′(f).

Démonstration : Facile (et non moins important).ut
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30.3.2 Espace vectorielMn,p(K)

E etF K-espace vectoriel de dimensions respectivesp etn.

Définition 1173 On appellematrices élémentaires de type(n, p) les ma-
tricesEi,j avecEi,j(a, b) = δa,i.δb,j ; c’est à dire les matrices de type(n, p)
ne comportant qu’un1 et des0 partout ailleurs.

Proposition 1174Mn,p(K) est unK-espace vectoriel pour l’addition terme
à terme et pour la multiplication terme à terme par un scalaire.
L’application deL(E,F ) dansMn,p(K) qui à une applicationf associe
MatB,B′(f) est un isomorphisme.
Les matrices élémentaires forment une base de cet espace vectoriel , qui est
donc de dimensionn.p.

30.3.3 Transposition de matrices

Définition 1175 (Transposée d’une matrice)Etant donnée une matriceM
on appellematrice transposéedeM la matriceN avecNi,j = Mj,i. SiM
est de type(n, p), alorsN est de type(p, n).
On noteN =t M .

Proposition 1176 • L’application M 7→t M est un isomorphisme entre
Mn,p(K) etMp,n(K) en tant queK-espaces vectoriels .
• t(A×B) =t B ×t A
•MatB′∗,B∗(tf) =t MatB,B′(f)
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30.3.4 Le cas des matrices carrées : laK-algèbreMn,p(K)

Définition 1177 On appellematrice carrée une matrice de type(n, n) pour
un certainn. On noteMn(K) =Mn,n(K).
On appellematrice d’un endormophismef associée à une baseB la matrice
MatB,B′(f) ; on la note aussiMatB(f).
On appellediagonale d’une matrice carréeM de type(n, n) le vecteur
(M1,1, ...,Mi,i, ...,Mn,n).
On appelletrace d’une matrice carréeM la somme

∑
i∈[1,n]Mi,i. On la note

tr(M). L’applicationM → tr(M) est une application linéaire.
On appellematrice unité d’ordre n la matriceM avecMi,j = δi,j . C’est la
matrice de l’endomorphisme identité.
On appellematrice scalaireune matrice égale àλ.I avecλ un scalaire etI
une matrice unité.
On appellematrice diagonale associée à unn-uplem la matriceM de type
(n, n) définie parMi,i = mi etMi,j = 0 si i 6= j. On noteM = diag(m).
Une matrice est ditesymétriquesi elle est égale à sa transposée.
Une matriceM est diteantisymétrique si elle est égale à l’opposée de sa
transposée, c’est à dire sitM = −M .
Une matrice carrée est ditetriangulaire supérieure si j < i→Mi,j = 0
On noteT sn l’ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures d’ordre
n.
Une matrice carrée est ditetriangulaire inférieure si j > i→Mi,j = 0
On noteT in l’ensemble des matrices carrées triangulaires inférieures d’ordre
n.

Proposition 1178 •Mn(K) est uneK-algèbre, isomorphe à laK-algèbre des
endomorphismes deKn (ou deE, pour toutE espace vectoriel de dimension
n).
• SiM est inversible, alors sa transposée aussi et(tM)−1 =t (M−1).
• tr(AB) = tr(BA) (queA etB soient carrées ou non, pourvu que le produit
soit carré)
• Une matrice est scalaire si et seulement si c’est la matrice associée à un en-
domorphisme de la formex 7→ λ.x.
• L’ensemble des matrices diagonales deMn(K) est une sous-algèbre com-
mutative deMn(K).
• L’ensemble des matrices symétriques deMn(K) et l’ensemble des matrices
antisymétriques deMn(K) sont des sous-espaces vectoriels deMn(K) ; si
K n’est pas de caractéristique2, ils sont supplémentaires ; ils sont alors de
dimensions respectivesn.(n+1)

2 et n.(n−1)
2 , engendrés respectivement par les

Ei,j + Ej,i pour i ≤ j et par lesEi,j − Ej,i pour i < j. Toute matrice
carréeM s’écrit A + S, avecA antisymétrique etS antisymétriques, avec
A = 1

2M −
tM etS = 1

2M +tM
• Le produit de deux matrices symétriques est symétrique si et seulement si les
deux matrices commutent.
• L’ensemble des matrices triangulaires supérieures est une sous-algèbre de
Mn(K), de dimensionn.(n+ 1)/2.
• L’ensemble des matrices triangulaires inférieures est une sous-algèbre de
Mn(K), de dimensionn.(n+ 1)/2.
• L’ensemble des matrices triangulaires inférieures est isomorphe à l’ensemble
des matrices triangulaires supérieures
• Les éléments inversibles de l’ensemble des matrices triangulaires supérieures
(resp. inférieures) sont les matrices triangulaires dont tous les coefficients dia-
gonaux sont non nuls ; ils forment un sous-groupe multiplicatif deMn(K).
• Etant donnée une matriceA deMn(K), on appellecommutant deA le
sous-ensemble deMn(K) des matrices commutant avecA.
• Etant donnéeA une matrice deMn(K), on définitA0 = I avecI la matrice
unité d’ordren, etAi+1 = A.Ai (au sens du produit matriciel). On peut ainsi
définir étant donné un polynôme l’image deA par ce polynôme, en utilisant la
multiplication matricielle et la multiplication par un scalaire.
• Etant donnéeA une matrice deMn(K), l’application deK[X] →Mn(K)
qui à P associeP (A) est un morphisme d’algèbres. Son image est la sous-
algèbre deMn(K) ; on la noteK(A), elle est commutative.
• K(A) est de dimension finie, au plusn.
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Démonstration : Seul le dernier point pose difficulté. Il nécéssitera le théorème de
Cayley-Hamilton, qui montre queAn ∈ V ect(A0, ..., An−1). La suite est claire.ut

30.3.5 Changement de bases

SoitE espace vectoriel de dimensionn, et(ei) et (fj) des bases deE.

Définition 1179 On appellematrice de passagede la base(ei) à la base(fj)
la matriceP de type(n, n) définie parPi,j = e∗i (fj) ; on la noteP(ei),(fj). Il
s’agit en fait de la matriceMat(fj),(ei)(I).

Proposition 1180 • Le produit de la matrice de passage deB àB′ par la ma-
trice de passage deB′ àB′′ est la matrice de passage deB àB′′.
• P−1

B,B′ = PB′,B
• Etant donnéX le vecteur des coordonnées dex dans une baseB, les coor-
données dex dans la baseB′ sont données parX ′ avecX ′ = PB′,BX.
•MatB′,C′(f) = PC′,C .MatB,C(f).PB,B′
• Dans le cas d’un endomorphismeMatB′(f) = PB′,B .MatB(f).PB,B′

La matrice de passage deB àB′ donne les coordonnées dansB en fonction
des coordonnées dansB′ et pas le contraire... La terminologie vaut ce qu’elle vaut ! On
peut le retenir en considérant que la matrice de passage de la baseB à la baseB′ est la
matrice dansB de l’endomorphisme dont l’image deB estB′.

30.3.6 Groupe linéaire et groupe spécial linéaire

Voir 21.10.2.

30.3.7 Groupe orthogonal réel et groupe spécial orthogonal réel

Voir 21.10.4.
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30.3.8 Rang d’une matrice

Définition 1181 (Matrice associée à une famille finie de vecteurs)Etant
donnée une famille de vecteurs(x1, ..., xp) d’un espace vectoriel de dimension
finien et une base(v1, ..., vn) deE, on appellematrice associée à la famille
desxi et à la base desvi la matriceM définie parMi,j = v∗i (xj).
On appellerang d’une matrice M le rang de la famille de ses vecteurs
colonnes. On le noterg(M).
Une matriceN extraite deM , avecN carrée inversible d’ordre le rang deM ,
est appeléematrice principale deM .

Proposition 1182 • Le rang d’une matrice associée à un système de vecteurs
et à une base est indépendant de cette base.
• rg(MatB,B′(f)) = rg(f)
• rg(tM) = rg(M) ≤ min(n, p), avecM de type(n, p).
• rg(M) = n ⇐⇒ M surjective
• rg(M) = p ⇐⇒ M injective
• rg(M.M ′) ≤ min(rg(M), rg(M ′))

Démonstration : Refaire cette preuve facile réveillera les neurones consacrés à
l’algèbre linéaire chez ceux pour qui tout cela est un peu oublié...ut

Proposition 1183 Le rang d’une matriceM non nulle est égal àn maximal
tel qu’il existe une matrice extraite inversible de type(n, n) deM .

Démonstration : • Il est clair que le rang deM est supérieur au rang de toute
matrice extraite inversible (considérer une combinaison linéaire nulle des vecteurs cor-
respondants deM ).
• Etant donnér le rang deM il existe une famille libre der vecteurs parmi la famille
des vecteurs colonnes deM .
On peut alors considérer la transposée de cette matrice ; son rang est le même, et donc
on peut se restreindre au même nombre de colonnes.ut
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30.3.9 Matrices équivalentes, matrices semblables

� Matrices équivalentes

Définition 1184 (Matrices équivalentes)Deux matricesA etB de même type
(n, p) sont diteséquivalentessi il existeP etQ des matrices inversibles de
types respectifs(p, p) et (n, n) telles que

B = Q.A.P

Quelques propriétés immédiates :

Proposition 1185 • Il s’agit d’une relation d’équivalence.
• Deux matrices de même type sont équivalentes si et seulement si elles repré-
sentent un même morphisme dans des bases différentes.
• Deux matrices de même type sont équivalentes si et seulement si elles ont le
même rang.

Dans la deuxième propriété, il faut bien voir qu’il faut changer éventuellement
à la fois la base de départ et la base d’arrivée.

� Matrices semblables

Définition 1186 (Matrices semblables)Deux matrices carréesA et B de
même type sont dites semblables s’il existe une matriceP telle que

A = P.B.P−1

Proposition 1187 • Il s’agit d’une relation d’équivalence
•Deux matrices sont semblables si elles représentent un même endomorphisme
dans deux bases différentes
• Deux matrices semblables ont même rang
• Deux matrices semblables ont même trace

Démonstration : Facile pour les trois premiers points ; pour le quatrième il suffit
de se rappeller que la trace deAB est égale à la trace deBA.ut

Cette fois-ci, contrairement au cas des matrices équivalentes, deux matrices de
même rang ne sont pas nécéssairement semblables.
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La deuxième caractérisation fait appel à un endomorphisme et pas une application
linéaire quelconque ; la base de départ est la même que celle d’arrivée.

30.3.10 Cofacteurs

Définition 1188 (Mineur et cofacteur) Le déterminant de la matriceM à la-
quelle on ôte laj-ième colonne et lai-ième ligne est appelémineur (i, j) de
M . On le note généralement∆i,j .
Le déterminant de la matriceM à laquelle on ôte laj-ième colonne pour la
remplacer par lei-ième vecteur de la base est appelécofacteur (i, j) deM .
On le note généralementγi,j(M). On la note généralementcom(M).
La matriceγ ainsi définie est appeléecomatricedeM .
La matricetγ est appeléematrice complémentairedeM . On la note généra-
lementM̃ .

Pour y voir plus clair, le mineur(i, j) deM est :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M1,1 M1,2 M1,3 . . . M1,j−1 M1,j+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 M2,3 . . . M2,j−1 M2,j+1 . . . M2,n

M3,1 M3,2 M3,3 . . . M3,j−1 M3,j+1 . . . M3,n

M4,1 M4,2 M4,3 . . . M4,j−1 M4,j+1 . . . M4,n

...
...

...
...

...
...

...
...

Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

Mi,1 Mi,2 Mi,3 . . . Mi,j−1 Mi,j+1 . . . Mi,n

Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

...
...

...
...

...
...

...
...

Mn,1 Mn,2 Mn,3 . . . Mn,j−1 Mn,j+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et le cofacteur(i, j) deM est :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M1,1 M1,2 M1,3 . . . M1,j−1 0 M1,j+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 M2,3 . . . M2,j−1 0 M2,j+1 . . . M2,n

M3,1 M3,2 M3,3 . . . M3,j−1 0 M3,j+1 . . . M3,n

M4,1 M4,2 M4,3 . . . M4,j−1 0 M4,j+1 . . . M4,n

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 0 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

Mi,1 Mi,2 Mi,3 . . . Mi,j−1 1 Mi,j+1 . . . Mi,n

Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 0 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Mn,1 Mn,2 Mn,3 . . . Mn,j−1 0 Mn,j+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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qui est d’ailleurs égal à∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M1,1 M1,2 M1,3 . . . M1,j−1 0 M1,j+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 M2,3 . . . M2,j−1 0 M2,j+1 . . . M2,n

M3,1 M3,2 M3,3 . . . M3,j−1 0 M3,j+1 . . . M3,n

M4,1 M4,2 M4,3 . . . M4,j−1 0 M4,j+1 . . . M4,n

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 0 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

0 0 0 . . . 0 1 0 . . . 0
Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 0 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Mn,1 Mn,2 Mn,3 . . . Mn,j−1 0 Mn,j+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Proposition 1189

γi,j = (−1)i+j .∆i,j

Proposition 1190 La comatrice de la transposée deM est la transposée de la
comatrice deM .

Il est nécéssaire pour la suite d’avoir lu la partie28.3.

Théorème 1191SiM̃ désigne la matrice complémentaire

M̃.M = det M.Id

et
M.M̃ = det M.Id

en particulier, siM est inversible,M−1 = 1
det M M̃ .

Démonstration : Considérons le terme(i, j) de la matriceM̃.M . Il s’agit de∑
k=1..n γk,i.Mk,j .

Considérons le terme(i, j) de la matricedet M.Id.
Il s’agit deδi,j .det M .

On cherche donc à montrer queδi,j .det M =
∑
k=1..n γk,i.Mk,j .

On distingue deux cas :
• i 6= j
On considère alors la matriceM , sur laquelle on remplace la colonnei par la colonne
j (on ne les permute pas, on supprime la colonnei, et on copie la colonnej à la place).
Le déterminant de la matrice obtenue est nul, puisqu’on a deux fois la même colonne.
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On développe par rapport à la colonnei. On obtient∑
k=1..n

Mk,j .γk,i = 0

et donc le résultat dans ce cas est bien montré.
• i = j
Dans ce cas on considère le développement deM par rapport à lai-ième colonne et on
obtient

det M =
∑
k=1..n

γk,i.Mk,i =
∑
k=1..n

γk,i.Mk,j

d’où le résultat souhaité.
Le second résultat se déduit du premier en considérant la transposée de chacun des
deux produits.ut

30.4 Opérations sur les lignes et les colonnes

On trouvera des manipulations proches de celles décrites ici dans la partie sur les
déterminants28.3. La proposition811illustre aussi des opérations sur les lignes et les
colonnes.

FLEMMARD -> determinants -> resol syst. lineaires

Définition 1192 On appellesystème d’équations linéairesune équation de
la formeMX = Y , oùM (matrice) etY (vecteur) sont donnés et oùX est
l’inconnue.
Lesopérations sur les lignes et les colonnesd’une matrice ou d’un système
linéaire sont par définition :
• l’addition d’une ligne (resp. colonne)i à une ligne (resp. colonne)j 6= i
• la multiplication d’une ligne (resp. colonne)i par un scalaireλ 6= 0
• la permutation de deux lignes (resp. colonnes)i et j 6= i
Ces opérations seront notées respectivement :
• Li ← Li + Lj (resp.Ci ← Ci + Cj)
• Li ← Li (resp.Ci ← Ci)
• Li ↔ Lj (resp.Ci ↔ Cj)
On pourra éventuellement ajouter à une ligne (resp. une colonne) une autre
ligne (resp. colonne) multipliée par un scalaireλ ; cela se noteraLi ← Li +
λLj (resp.Ci ← Ci + λCj).

Exemples :
• Sur un système :

Avant :  1 2 −3
0 1 1
−1 3 −1

 x1

x2

x3

 =

 1
2
3


AprèsL1 ← L1 + 2 L2 : 1 4 −1

0 1 1
−1 3 −1

 x1

x2

x3

 =

 5
2
3
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• Sur une matrice Avant :
1 2 3
4 5 6
7 8 9

AprèsC1 ↔ C2

2 1 3
5 4 6
8 7 9

Proposition 1193 Les opérations sur les lignes correspondent à des multipli-
cations à droite par des matrices inversibles ; les opérations sur les colonnes
correspondent à des multiplications à gauche par des matrices inversibles.
L’inverse d’une opération sur les lignes (resp. les colonnes) est une opération
sur les lignes (resp. les colonnes).

Démonstration :

Proposition 1194 • Le déterminant d’une matrice n’est pas modifié en ajou-
tant à une ligne une combinaison linéaire des autres lignes.
• Multiplier une ligne parλ multiplie le déterminant parλ.
• Permuter des lignes multiplie le déterminant par−1.
Les mêmes résultats sont valables pour les colonnes.

Démonstration : Cela découle immédiatement des propriétés du déterminant, et
du fait que le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de sa transposée. Ceux
qui ont besoin de rappels peuvent consulter la partie28.3.ut

Théorème 1195 (Formules de Cramer)Considérons le système d’équations
linéaireMX = Y , avecM de type(n, n) :

M =


M1,1 M1,2 . . . M1,n

M2,1 M2,2 . . . M2,n

...
...

...
...

Mn,1 Mn,2 . . . Mn,n


Y = (y1, ..., yp)

On suppose en outre queM est inversible.
AlorsX est solution, avec

xi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M1,1 M1,2 . . . M1,i−1 Y1 M1,i+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 . . . M2,i−1 Y2 M2,i+1 . . . M2,n

...
...

...
...

...
...

...
...

Mn,1 Mn,2 . . . Mn,i−1 Yn Mn,i+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det M
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Démonstration : La solutionX est clairement unique, car par inversibilité deM
X = M−1Y .

On a alorsY =
∑
kXkCk avecCk la k-ième colonne deM .

Donc, quel que soiti, on a alorsdet Mk
(i) =

∑
Xkdet M

′
k

(i)

avec

Mk
(i) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M1,1 M1,2 . . . M1,i−1 Y1 M1,i+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 . . . M2,i−1 Y2 M2,i+1 . . . M2,n

...
...

...
...

...
...

...
...

Mn,1 Mn,2 . . . Mn,i−1 Yn Mn,i+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et

M ′k
(i) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M1,1 M1,2 . . . M1,i−1 M1,k M1,i+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 . . . M2,i−1 M2,k M2,i+1 . . . M2,n

...
...

...
...

...
...

...
...

Mn,1 Mn,2 . . . Mn,i−1 Mn,k Mn,i+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On en déduit donc, en supprimant de la somme

∑
XkCk les termes nuls,XidetM =

M ′i
(i), ce qui est précisément le résultat désiré.ut

Théorème 1196 (Méthode du pivôt de Gauss)La méthode de Gauss
consiste à :
1) permuter les lignes pour avoir un coefficient non nul en haut à gauche de la
matrice ; ce coefficient est appelépivôt
2) soustraire la première ligne multipliée par un coefficient adéquat à chacune
des autres lignes de manière à avoir des zéros sur toute la première colonne
en dehors du premier coefficient
3) Procéder de même sur la matrice extraite, simplement dépourvue de sa
première ligne et sa première colonne.
Le point1) pourra toujours être réalisé si on trouve toujours un coefficient non
nul à échanger ; pour peu que la matrice soit inversible, cette condition sera
toujours vérifiée. Si elle ne l’est pas, on peut travailler sur la matrice extraite
par suppression de la première colonne.
En réitérant cette méthode, on arrive à obtenir une matrice triangulaire supé-
rieure. En fait la matrice obtenue est de la forme illustrée sur la figure30.1, du
moins après permutation des colonnes.

La matrice ainsi obtenue est donc beaucoup plus maniable : le calcul du détermi-
nant (si la matrice est carré) se résume à la multiplication des éléments diagonaux, la
résolution de systèmes linéaires est plus aisée (il convient de noter pour cela que les
opérations sur les colonnes sont de simples permutations sur les inconnues), le cal-
cul du rang est immédiat (nombre d’éléments avant le dernier élément non nul de la
dernière colonne).

Afin de minimiser les pertes de précision d’un calcul numérique, il est
préférable de choisir un pivôt grand en valeur absolue.
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Elements nuls "Ligne" brisée
d’éléments non nuls.

Elements nuls
ou non nuls

FIG. 30.1 – Matrice obtenue après pivôt de Gauss. La "ligne brisée" évoquée comporte
soit des sauts à droite, soit des sauts en diagonale en bas à droite. Le premier élément
de la ligne brisée se trouve quelque part sur la première ligne (éventuellement en haut
à gauche).

La méthode dupivôt total consiste à chercher le pivôt non pas seulement sur la
colonne en cours, mais d’éventuellement permuter les colonnes pour avoir un pivôt
plus grand. Par opposition au pivôt total, la méthode ci-dessus est ditepivôt partiel .

Théorème 1197 (DécompositionA = LU ) Etant donnée une matriceA sup-
posée inversible, on définitak = |(Ai,j)i,j≤k|, déterminant de la matrice ob-
tenue en se restreignant auxk premières lignes etk premières colonnes.
On appelledécompositionA = LU un produit du typeA = LU avecL
matrice triangulaire inférieure ne comportant que des1 sur la diagonale,U
matrice triangulaire supérieure, Alors il existe une décompositionA = LU si
et seulement si lesak sont non nuls pour toutk dans[1, n].

Démonstration : Il suffit d’utiliser la méthode de Gauss, en considérant les ma-
trices correspondant aux opérations sur les lignes et les colonnes. C’est-à-dire que l’on
obtient un produitπni=1Mn−iA = U , avecMi la matrice correspondant à l’opération
sur les lignes et les colonnes effectué à lai-ième étape. Mais l’inverse d’une opération
sur les lignes ou les colonnes est une opération sur les lignes ou les colonnes (facile à
trouver) ; donc on peut aussi écrireA = πni=1NiU , avecNi l’inverse deMi. Le produit
desNi est bien de la forme désirée, triangulaire supérieure à diagonale unité, comme
on s’en convaincra en considérant la stabilité de l’ensemble des matrices triangulaires
supérieures à diagonale unité par multiplication par les matrices des opérations sur les
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lignes et les colonnes.

Proposition 1198 SiA est inversible, il existe une matrice de permutationP
telle quePA = LU .

Démonstration : Si ak est nul, il existe nécéssairement une permutation de lignes
qui arrange ça, sinonA ne pourrait pas être de rang plein - il suffit donc de multiplier
les différentes permutations de lignes nécéssaires pour obtenir une matrice vérifiant les
conditions demandées.

Théorème 1199 (Décomposition de Cholesky)On appelle décomposition
de Choleskyou décompositionA =t RR, un produit de la formeA =t RR,
avecR triangulaire inférieure inversible.
A admet une décomposition de Cholesky si et seulement siA est symétrique
définie positive.

Démonstration : On pourra consulter [7] pour cette preuve.ut

30.5 Matrices par blocs

Les méthodes expliquées ci-dessous dans le cas de quatre blocs, se généralisent
naturellement au cas d’un nombre quelconque de blocs.

30.5.1 Produit par blocs

Etant données les matricesA,B, C,D,A′,B′, C ′ etD′, avec

largeur(A) = largeur(C) = hauteur(A′) = hauteur(B′)

largeur(B) = largeur(D) = hauteur(C ′) = hauteur(D′)
on considère les matricesM etM ′ définies comme suit :

M =
(
A B
C D

)
M ′ =

(
A′ B′

C ′ D′

)
Alors

M.M ′ =
(
A.A′ +B.C ′ A.B′ +B.D′

C.A′ +D.C ′ C.B′ +D.D′

)
30.5.2 Inverse par blocs

Si M =
(
A C
0 B

)
, avecA etB inversibles, alorsM est inversible etM−1 =(

A−1 −A−1.C.B−1

0 B−1

)
.
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30.5.3 Déterminant par blocs

SiM =
(
A C
0 B

)
, alorsdet M = det det A.det B.

30.6 Exercices sur les matrices

Exercice 1200Une forme linéairef surMn(K) telle quef(XY ) = f(Y X) est
proportionnelle à l’applicationM 7→ tr(M).

Démonstration : Il suffit de considérerX etY des matrices élémentaires.ut

Exercice 1201Une matrice deMn(K) commute avec toutes les matrices deMn(K)
si et seulement si elle est scalaire.

Démonstration : Simplement vérifier qu’une telle matrice commute avec les ma-
trices élémentaires.ut

30.7 Zoologie sur les matrices et leurs déterminants

Définition 1202 (Matrice circulante) On appellematrice circulante associé
au n-uple (x1, ..., xn) la matriceM définie parMi,j = xj−i (modulon) ,
c’est à dire

M =



x1 x2 x3 . . . xn

xn x1 x2
... xn−1

xn−1 xn x1
... xn−2

...
...

...
...

...
x2 x3 x4 . . . x1



Proposition 1203 L’ensemble des matrices circulantes de type(n, n) est en-
gendré par la matrice suivante :

M =



0 1 0 . . . 0

0 0 1
... 0

0 0 0
...

...

0 0 0
... 0

0 0 0
... 1

1 0 0 . . . 0
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Démonstration : Il suffit de voir que la matrice circulante associée à(x1, ..., xn)
est la matrice

x1.M
0 + x2.M

1 + ...+ xn.Mn−1

et le résultat est acquis.ut

30.8 Zoologie de la dualité en dimension finie

30.8.1 Polynômes de Lagrange

On considère l’espaceE = Rn[X] des polynômes à une indéterminée et de degré
au plusn. Soit a0, ... , an des réels deux à deux distincts. On définitn + 1 formes
linéaires surE parfi(P ) = P (ai).

Proposition 1204 Les polynômes de Lagrangefi forment une base deE.

Démonstration : Puisque la dimension deE est égale à la dimension deE∗, il suf-
fit de voir que la famille est de rangn+ 1, ce qui est vérifié si et seulement si l’espace
vectoriel dual est de dimension0. Supposons qu’un certain polynômeP appartienne à
cet orthogonal, alors il s’annule ena0, ... ,an ; donc il est nul, puisqu’il est de degré au
plusn.ut

Proposition 1205 Les polynômes de lagrange(fi) sont la base duale desPi,
avec

Pi(x) = Πj 6=i
X − aj
ai − aj

Démonstration : Facile, il suffit de vérifier quePi(aj) = δi,j .ut

Corollaire 1206 (Interpolation de Lagrange) On en déduit notamment que
tout polynôme de degrén s’écrit comme combinaison linéaire desPi, les coef-
ficients étant donnés par lesfi. C’est-à-dire que toutP de degré≤ n s’écrit

P =
n∑
i=1

fi(P )Pi

523



Un exemple d’utilisation Maple :

Exemple Maple

> interp([0, 1, 2, 3], [exp(0), exp(1), exp(2), exp(3)], x);

1

6
e
3
x
3 −

1

2
e
3
x
2 +

1

3
e
3
x −

1

2
e
2
x
3 + 2e2x2 −

3

2
e
2
x +

1

2
ex

3 −
5

2
ex

2 + 3ex −
1

6
x
3 + x

2 −
11

6
x + 1

Il est intéressant de tracer ensuite la courbe exponentielle et les graphes des
interpolations à différents ordres superposées.

30.8.2 Définition d’un sous-espace vectoriel par une famille d’équa-
tions

Proposition 1207 Soit F un sous-espace vectoriel deE de dimensionp, E
espace vectoriel de dimension finien. Alors il existen− p formes linéaires li-
néairement indépendantesfi telles queF = {x/∀i fi(x) = 0} c’est à dire que
F s’exprime comme intersection den−p hyperplans. Il est en outre impossible
de définirF comme intersection de moins den− p hyperplans.

Démonstration : Pour voir qu’une telle famille existe, il suffit de considérer une
base deF et sa base duale. Pour vérifier qu’on ne peut faire moins, il suffit de considé-
rer que pour toutG sous-espace vectoriel deE et toutH hyperplan deE on adim (G∩
H) ≥ dim G− 1 (par la formuledimG+ dimH = dim(G+H) + dim(G ∩H))ut

30.9 Approximation de fonctions holomorphes par des
fractions rationnelles

Lemme 1208 SoitK un compact deC, inclus dans un ouvertΩ. Alors il existe
Γ1,Γ2, ...,Γn des segments orientés dansΩ \ K tels que pour toute fonction
holomorphef surΩ et pour toutk dansK

f(z) =
n∑
l=1

1
2iΠ

∫
Γl

f(t)
t− z

dt

Démonstration :

Lemme 1209 (Intuitif pour les topologistes dans l’âme !)Il existeη > 0 tel
que la distance entre un pointk deK à un point du complémentaire deΩ soit
toujours> η.

Démonstration :
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• En effet sinon on pourrait construire une suite de points(kn)n∈N deK à distance
≤ 1/n deX \K.
• On pourrait alors extraire une suite convergente (par le théorème199, puisqueC

est muni d’une topologie métrique !), et le point limite serait à une distance0 du fermé
complémentaire deΩ, et serait donc dansK sans être dansΩ ; ce qui est contradictoire.ut
• On construit alors une grille recouvrant le compactK, avec un maillage inférieur

àη/2, comme indiqué sur la figure30.2.

FIG. 30.2 – Un maillage.

• On considère alors les contoursγ1, ... , γp, orientés positivement, des carrés
C1, ..., Cp/4 intersectantK.
• On conserve alors seulement les segments des contours qui ne sont parcourus

qu’une fois ; les autres étant parcourus deux fois, une fois dans chaque sens.
• On note ces segments orientésΓ1, ... ,Γn.
• On se donne alorsf holomorphe surΩ, et z à l’intérieur de l’un des carrés du

maillage,z ∈ K. La fonctiong qui àt appartenant à la réunion desγl associef(t)−f(z)
t−z

est continue.
• On calcule alors

n∑
l=1

1
2iΠ

∫
Γl

g(t)
t− z

dt

• Cette somme est égale à

p∑
l=1

1
2iΠ

∫
γl

g(t)
t− z

dt

• Par le lemme660, étendu au cas d’un carré, on en déduit que la somme est nulle.
• Donc

n∑
l=1

1
2iΠ

∫
Γl

f(t)
t− z

dt

=
n∑
l=1

1
2iΠ

∫
Γl

f(z)
t− z

dt
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= f(z)
n∑
l=1

1
2iΠ

∫
Γl

1
t− z

dt

= f(z)

• Il ne reste qu’à prolonger par continuité pour avoir le résultat souhaité.ut

Théorème 1210 (Runge, version faible, lemme pour la version forte)Soit
K un compact deC, inclus dans un ouvertΩ.
SoitZ une partie deC contenant au moins un point dans chaque composante
connexe deC ∪ {∞} \K.
Alors l’ensemble des fractions rationnelles dont les pôles sont inclus dansZ
est dense dans l’ensemble des fonctions holomorphes surΩ, pour la topologie
de la convergence uniforme surK.

Démonstration :
• SoitFR l’ensemble des fractions rationnelles dont les zéros sont inclus dansZ.
• D’après le corollaire700, il suffit de montrer que toute forme linéaire continue

nulle sur toutes les fractions rationnelles deFR est nulle sur toute application holo-
morphe surΩ.
• D’après le théorème de représentation de Riesz, il nous suffit donc de montrer

qu’étant donnée une mesure de Borel complexeµ surK telle que l’intégrale pourµ
surK de tout élément deFR soit nulle, l’intégrale surK pourµ def holomorphe est
nulle.
• Soit donc une telle mesure complexeµ, etf holomorphe surΩ.
• Définissons, pourt ∈ C ∪ {∞} \K,

h(t) =
∫
K

dµ(k)
k − t

(30.1)

• h est holomorphe, au vu de la proposition657.
• Soit z dansZ et n’appartenant pas àK ; notonsVz la composante connexe de

C∪{∞}\K contenantz. On va montrer queh est nulle sur cette composante connexe ;
pour cela, par le théorème665, il sera suffisant de montrer queh est nulle sur un
voisinage dez.

- Supposons tout d’abordz = ∞. L’objectif est donc de montrer que pourt assez
grand en module,h(t) = 0.

Ecrivons, pourk dansK et t quelconque,

k − t
=
− 1
k

1
1− k/t

= −
∞∑
l=0

kn

tn+1

La convergence étant uniforme enk pourt suffisamment grand, on peut alors inter-
vertir l’intégrale et la somme dans l’équation30.1et on obtient bienh(t) = 0.

- Supposons maintenant quez 6=∞
Ecrivons, pourk dansK et t quelconque,

1
k − t

=
1

(k − z)− (t− z)
=

1
k − z

1
1− t−z

k−z
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=
∞∑
l=0

(t− z)l

(k − z)l+1
)

La convergence étant uniforme enk pourt suffisamment proche dez, on peut alors
intervertir l’intégrale et la somme dans l’équation30.1et on obtient bienh(t) = 0.
• On applique alors le lemme1208, pour pouvoir exprimerf comme une intégrale

sur un contour hors deK :∫
K

fdµ =
∫
K

1
2iΠ

∑
l

∫
Γl

f(t)
t− k

dt dµ(k)

Et par Fubini378,

=
1

2iΠ

∑
l

∫
Γl

f(t)
∫
K

1
t− k

dµ(k) dt

= − 1
2iΠ

∑
l

∫
Γl

f(t)h(t)dt

= 0

D’où le résultat tant attendu !ut
On peut facilement passer à la topologie de la convergence uniforme sur tout com-

pact.
En outre, le cas oùK est simplement connexe (i.e. son complémentaire a une seule

composante connexe) donne lieu à un corollaire important.

Corollaire 1211 (Corollaire important) • Si f est une fonction holomorphe
définie sur un ouvertΩ, si Z est un ensemble contenant au moins un point
dans chaque composante connexe deĈ \ Ω, alors f est dans l’adhérence de
l’ensemble des fractions rationelles à pôles dansZ pour la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.
• Si f est une fonction holomorphe définie sur un ouvert simplement connexe
Ω, alors il existe une suite de polynômes convergeant uniformément versf sur
tout compact.

Démonstration :
• On définit lesKn comme dans le lemme262, et on définitFn comme étant une

fraction rationnelle tel que|f(z)− Fn(z)| ≤ 1/n pourz dansKn.
• Dans le deuxième cas, on peut simplement imposerZ = {∞}, et on obtient bien

une suite de polynômes.ut
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30.10 Endomorphismes semi-simples

Définition 1212 Un endomorphismef est ditsemi-simplesi tout sous-espace
vectoriel stable parf a un supplémentaire stable parf .

Théorème 1213On se place en dimension finie.
On supposeu semi-simple ; on noteµu le polynôme caractéristique deu.
µu = Πp

i=1P
ni
i avec lesPi irréductibles et premiers2 à 2.

ni ≥ 1.
On va montrer qu’en faitni = 1.
En outre on montrera que réciproquement si tous lesni sont égaux à1, alors
u est semi-simple.

Démonstration : E = ⊕pi=1Ei avecEi = KerPi(u)ni

On va montrer que pour touti ni = 1.
Par l’absurden1 ≥ 2.KerP1(u) admet un supplémentaireu-stable. DoncKerP1(u)⊕
F = E avecF u-stable.

F = ⊕pi=1(Ei ∩ F )

donc
E = KerP1(u)⊕ (E1 ∩ F )︸ ︷︷ ︸ ⊕ ⊕pi=2Ei ∩ F⋂ ⋂
E = E1 ⊕ ⊕pi=2Ei

Les inclusions sont en fait des égalités puisque la dimension est finie. On considère
F ′ = E1 ∩ F . E1 = KerP1(u) ⊕ F ′ ; si F ′ = {0} alorsP1.Π

p
i=2P

ni
i serait dans

l’idéal annulateur. Impossible carn1 ≥ 2, doncF ′ 6= {0}.

On a donc :Pn1
1 (u|F ′) = 0

Soitx ∈ E1 \KerPn1−1
1 (u)

x = x1 + x2 avecx1 ∈ KerP1(u) etx2 ∈ F ′.

Pn1−1
1 (u)(x) = Pn1−1

1 (u)(x1)︸ ︷︷ ︸ +Pn1−1
1 (u)(x2)

0 carn1 ≥ 2
DoncPn1−1

1 (u)(x2) 6= 0 doncPn1−1
1 (u|F ′) 6= 0.

donc (carP1 est irréductible)µu|F ′ = Pn1
1 .

DoncP1(u|F ′) est nilpotent, donc pas injectif, orKerP1(u) ∩ F ′ = {0} d’où une
contradiction.

Réciproquement :
On supposeµu = Πp

i=1Pi
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AlorsE = ⊕pi=1Ei avecEi = Ker Pi(u)

F stable→F = ⊕pi=1(F ∩ Ei)

il suffit de trouver un supplémentaire stable dansEi deF ∩Ei. Orµu|Ei = Pi donc
on est ramené au cas ouµu est irréductible.

Soit alorsF non réduit à0 et différent deE, stable paru.
Soit x ∈ E \ F . {Q ∈ K[X]|Q(u)(x) = 0} est un idéal non nul engendré parP
unitaire différent de1. P diviseµu doncP = µu parce queµu est irréductible.

Soitm le degré deµu. (x, u(x), ..., um−1(x)) est une base deG = V ecti∈Nu
i(x).

x 6∈ F doncF ∩G 6= G, doncdim F ∩G < m.

Si F ∩G 6= {0} alorsµu|F∩G |µu doncµu|F∩G = µu.

Or degµu|F∩G ≤ (par C.H.)dimF ∩ G < m = degµ, d’où contradiction, donc
F ∩ G = {0}. On a doncF ⊕ G avecG stable,G 6= {0}. Si F + G 6= E on recom-
mence ; en un nombre fini d’étapes on conclut.ut

En résumé :
Pour montrer qu’un endomorphisme semi-simple admet pour polynôme simple un pro-
duit de polynômes irréductibles :
• On considère le polynôme minimal, avec ses facteursPi et leurs exposantsni.
• On supposen1 ≥ 2.
• On considère un supplémentaireF deKer P1(u) u-stable.
• On considèreEi = Ker Pnii (u), et on note queF est la somme directe des intersec-
tions deF avec lesEi.
• On considèreF ′ = E1 ∩ F ; on montre queF ′ n’est pas réduit à0.
• On considèrex dansE1 \Ker Pn1−1

1 (u)
• On décomposex surKer P1(u) etF ′ ; on en déduit quePn1−1

1 (u|F ′) 6= 0
• On sait alors queµu|F ′ = Pn1

1

• P1(u|F ′) est injectif, mais pourtant nilpotent, d’où contradiction.

Pour montrer l’existence d’un supplémentaire stable pour tout sous-espace stable à
partir d’un endomorphisme ayant un produit de polynômes irréductibles distincts pour
polynôme minimal :
• On se ramène à un polynôme minimal irréductible en considérant les restrictions aux
Ei.
• On considère un espace stableF , et un élémentx or de cet espace.
•On considère le polynôme qui engendre l’ensemble des polynômesQ tels queQ(u)(x) =
0 ; ce polynome divise le polynome minimal deµ et lui est donc égal puisque ce dernier
est irréductible.
•On considère alorsG l’espace engendré par les images successives dex par des puis-
sances deu ; cet espace est engendré par lesm premiers éléments avecm le degré de
µ.
• On en déduit queF ∩G est de dim< m.
• On considère alors le polynôme caractéristique deu restreint àF ∩G ; si ce dernier
espace est non nul, alors ce polynôme est égal àµu, or son degré est plus petit quem
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par application de Cayley-Hamilton, donc la somme deF etG est directe. Il ne reste
qu’à récurer pour avoir un supplémentaire deF .
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Chapitre 31

Réduction des endomorphismes

Il est nécéssaire avant d’étudier cette partie d’avoir pris connaissance de la partie
27et de la partie30.

La réduction d’un endomorphisme va constituer dans le cas général en la recherche
des éléments propres de cet endomorphisme (définition à venir) et dans le cas de la
dimension finie en la recherche d’une base dans laquelle cet endomorphisme est repré-
senté par une matrice de forme agréable (voir plus loin).

Dans toute cette partie,K désigneR ouC.
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31.1 Le cas général

Définition 1214 SoitE unK-espace vectoriel etf un endomorphisme deE ;
c’est-à-diref ∈ L(E). On se donneP un polynôme appartenant àK[X] ;
P =

∑
i pi.X

i.
Alors :
• On dit queF , sous-espace vectoriel deE, eststable parf si et seulement si
f(F ) ⊂ F
• Si il existen tel queKer fn = Ker fn+1, alors len minimal vérifiant cette
propriété est appeléindice def .
• On noteP (f) l’endomorphisme qui àx associe

∑
i pi.f

i(x).
• On noteK[f ] l’ensemble desQ(f) pourQ ∈ K[X] ; c’est une algèbre com-
mutative (sous-algèbre de l’algèbre des endomorphismesL(E))
•On appelleidéal annulateur def l’ensemble desQ ∈ K[X] tels queQ(f) =
0 (c’est un idéal, les matheux sont pas encore assez vicieux pour nous faire
cette mauvaise blague). On le noteI(f). K[X] étant principal, siI(f) est
non réduit à{0}, il est engendré par un polynôme unitaire que l’on appellera
polynôme minimal def et que l’on noteraPf .
• On appellevaleur propre de f un scalaireλ tel quef − λ.I ne soit pas
injectif ; dans ce casEf (λ) = Ker f − λ.I est appelésous-espace propre
associé à la valeur propreλ.
• On appellespectre def l’ensemble des valeurs propres def . On le note
Sp(f).
•On appellevecteur propre def associé à la valeur propreλ un élément non
nul du sous-espace propre associé à la valeur propreλ.
• On appellevaleur propre deM avecM une matrice carrée de type(n, n)
une valeur propre d’endomorphisme deKn canoniquement associé àM .
• On appellesous-espace propre deM associé àλ avecM une matrice car-
rée de type(n, n) l’espace propre de l’endomorphisme deKn canoniquement
associé àM pourλ valeur propre deM .
• On appellespectre deM avecM une matrice carrée de type(n, n) l’en-
semble des valeurs propres deM .

En dimension infinie un endomorphisme n’a pas nécéssairement un indice
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Proposition 1215 • AvecP etQ deux polynômes,PQ(u) = P (u) ◦Q(u) =
Q(u) ◦ P (u)
• Si deux endomorphismes commutent, alors le noyau et l’image de l’un sont
stables par l’autre.
• La suiteFn définie parFn = Ker fn est croissante
• Sif a un indice finin, alors pour touti supérieur àn, on aFi+1 = Fi
• SoitP etQ deux polynômes, alorsKer P (f) ∩ Ker Q(f) = Ker ((P ∧
Q)(f))
• Soit P et Q deux polynômes premiers entre eux (i.e. de pgcd1), alors
Ker (PQ)(f) = Ker P (f)⊕Ker Q(f).
• SoitP1, ..., Pp des polynômes premiers deux à deux tels queΠPi(f) = 0,
alorsE = ⊕Ker Pi(f).
Les trois derniers• ont valeur de théorèmes ; on les regroupe souvent sous
l’appelation lemme des noyaux.

Cela sert un peu partout, dans les résultats de réduction ; citons par exemple
la partie sur les suites récurrentes linéaires,31.3.2, ou le théorème de diagonalisation
1223.

Démonstration : Les quatre premiers• sont évidents.
Le 5ème• se montre grâce à la propriété de Bezout.
Pour le 6ème• , la somme est directe en vertu du• précédent ; et les deux inclusions

s’obtiennent par Bezout et par le premier• .
Le dernier• est facile à déduire du 6ème.ut

Proposition 1216 (Pratique de la réduction (sans hypothèse de dimension finie))
• une somme finie de sous-espaces propres distincts est directe
• une famille de vecteurs propres associés à des valeurs propres distinctes est
libre
• si f et g sont deux endomorphismes qui commutent, alors les sous-espaces
propres def sont stables parg
• ∀(λ, P ) ∈ Sp(f)×K[X]→ P (λ) ∈ Sp(P (f))
• SiP (f) = 0, alorsλ ∈ Sp(f)→ P (λ) = 0
• Sif ∈ GL(E), alorsSp(u−1) = { 1

λ/λ ∈ Sp(u)}

31.2 Le cas de la dimension finie

Dans le cas de la dimension finie, la réduction d’un endomorphisme va consister
en la recherche d’une base dans laquelle l’endomorphisme est diagonale, ou, à défaut,
triangulaire.

On a vu ci-dessus que pour décomposer un endomorphisme il fallait trouver ses
sous-espaces propres et ses valeurs propres. Cela est très lié au polynômes annulateurs
de l’endomorphisme ; mais dans le cas général, il y a assez peu de choses à dire. Nous
allons voir que la dimension finie est beaucoup plus pratique.
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Voyons tout d’abord une liste de propriétés élémentaires très utiles pour la suite :

Proposition 1217 • En dimension finie, tout endomorphisme a un indice, in-
férieur ou égal à la dimension.
• En dimension finie, l’indice est aussi le plus petitn tel que Im fn =
Im fn+1

• En dimension finie, avecn l’indice def , E = Ker fn ⊕ Im fn

• En dimension finie, tout endomorphisme admet un idéal annulateur non ré-
duit à0, et donc admet un polynôme minimal.
• Si F est un sous-espace vectoriel deE, si (e1, ..., ep, ep+1, ..., en) est une
base deE avec(e1, ..., ep) une base deF , alorsF est stable parf si et seule-
ment si la matrice def dans la base(e1, ..., en) est de la forme suivante(

A B
0 D

)
avecA une matrice de type(p, p), B une matrice de type(p, n − p), D une
matrice de type(n− p, n− p).
• SiF1, F2, ... etFp sont des sous-espaces vectoriels deE tels queE = ⊕Fi,
alors lesFi sont stables parf si et seulement si la matrice def dans une base
constituée d’une base deF1, suivie d’une base deF2, ..., suivie d’une base de
Fp, est de la forme

M1 0 0 . . . 0 0 0
0 M2 0 . . . 0 0 0

0 0
...

... 0 0 0
...

...
...

... 0 0 0

0 0 0
... Mp−2 0 0

0 0 0 0 0 Mp−1 0
0 0 0 0 0 0 Mp


avecMi de type(dim Fi, dim Fi).

On va maintenant introduire quelques définitions intéressantes dans le cadre de la
dimension finie.

Définition 1218 (Définitions dans le cadre de la réduction en dimension finie)
• On appellepolynôme caractéristique d’une matrice carréeM le poly-
nômedet(X.I −M).
• Le polynôme caractéristique de la matrice d’un endomorphisme en dimen-
sion finie (le polynôme caractéristique n’est défini que dans ce cadre là) est
indépendant de la base choisie ; on l’appellepolynôme caractéristique de
cet endomorphisme.
On noteχM le polynôme caractéristique de la matriceM etχf le polynôme
caractéristique de l’endomorphismef .

Voyons maintenant quelques propriétés fondamentales de ces notions, toujours
dans le cadre de la réduction en dimension finie ; la preuve, très simple, n’est pas don-
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née.

Proposition 1219 • Le polynôme caractéristique d’une matriceM est un po-
lynôme (preuve en considérant la définition première du déterminant).
• Le polynôme caractéristique d’une matriceM de type(n, n) est de degré
n, de coefficient dominant1 (preuve là aussi en considérant la définition du
déterminant, et en cherchant l’unique permutation qui donne le terme de degré
n dans le polynôme caractéristique). Le second coefficient est−tr M .
• Le polynôme caractéristique d’une matriceM est le polynôme caractéris-
tique de toute matriceN semblable àM .
• L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme en dimension finie est
égal à l’ensemble des0 de son polynôme caractéristique.
• Le polynôme caractéristique deM est égal au polynôme caractéristique de
tM .
• E K-espace vectoriel de dimension finie,F sous-espace vectoriel deE, f
endomorphisme deE, F stable parf , alorsχf|F |χf
• Dans unC-espace vectoriel de dimension finie≥ 1, tout endomorphisme
admet au moins une valeur propre.
• Le polynôme caractéristique d’une matriceM de type(2, 2) estX 7→ X2 −
tr M.X + det M
• Le polynôme caractéristique d’une matriceM de type(3, 3) estX 7→ X3 −
tr M.X2 − tr com(M).X − det M
• Le polynôme caractéristique d’une matriceM triangulaire de type(n, n) est
Πn
i=1(X −Mi,i)

Définition 1220 On appelleordre d’une valeur propre d’un endomorphisme
en dimension finie le degré de multiplicité de cette valeur propre comme racine
du polynôme caractéristique.
On appellesous-espace caractéristiqueassocié à la valeur propreλ de l’en-
domorphismef d’un K-espace vectorielE de dimension finie le sous-espace
vectorielKer (f − λ.I)m avecm l’ordre de multiplicité deλ comme racine
du polynôme caractéristique def .
Un endomorphisme en dimension finie est ditdiagonalisablesi il existe une
base dans laquelle cet endomorphisme se représente par une matrice diago-
nale.
Une matrice en dimension finie est ditediagonalisablesi elle est semblable à
une matrice diagonale, c’est-à-dire si elle représente un endomorphisme dia-
gonalisable.
Un endomorphisme en dimension finie est dittrigonalisable si il existe une
base dans laquelle cet endomorphisme se représente par une matrice triangu-
laire.
Une matrice en dimension finie est ditetrigonalisable si elle est semblable
à une matrice triangulaire, c’est-à-dire si elle représente un endomorphisme
trigonalisable.

Toute matrice triangulaire supérieure est semblable à une certaine matrice tri-
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angulaire inférieure et toute matrice triangulaire inférieure est semblable à une certaine
matrice triangulaire supérieure, comme on s’en convaincra simplement en changeant
l’ordre des éléments d’une base ; ainsi lorsqu’un endomorphisme est trigonalisable,
on pourra en considérer indifféremment une représentation triangulaire supérieure ou
inférieure.

Notons que tout sous-espace caractéristique def , endomorphisme en dimension
finie, est stable parf .

Passons maintenant à quelques "gros" résultats de réduction en dimension finie.

Théorème 1221Un endomorphismef deE K-espace vectoriel de dimension
finie est diagonalisable si et seulement si l’une des conditions suivantes est
vérifiée :
• E est somme directe des sous-espaces propres
• il existe une base deE formée de vecteurs propres def
• χf est scindé dansK[X] et la dimension de tout sous-espace propre est
égale à l’ordre de multiplicité de la valeur propre associée.

Démonstration : Les deux premiers• sont évident.
Le troisième est plus intéressant :
- la condition est suffisante, car la somme des sous-espaces propres est toujours

directe, et la somme des dimensions des sous-espaces propres est bien la dimension de
l’espace, donc l’espace est bien somme directe des sous-espaces propres.

- la condition est nécéssaire ; on le voit de manière évidente en considérant une
matrice diagonale pour laquelle la matrice def est diagonale.ut

Corollaire 1222 Siχf est scindé à racines simples, alorsf est diagonalisable.

Démonstration : Si chaque valeur propre est d’ordre1, forcément l’espace propre
associé est de dimension1 ; donc ce corollaire découle immédiatement du théorème
précédent.ut

On va voir un renforcement de ce corollaire ci-dessous.

Théorème 1223Un endomorphismef de E K-espace vectoriel de di-
mension finie est diagonalisable si et seulement si il existeP polynôme
scindé à racines simplestel queP (f) = 0.

Démonstration : • Si il existe un telP , alorsE est la somme directe desKer f −
λ.I pourλ dans l’ensemble des racines deP (voir le lemme des noyaux, proposition
1215). Doncf est diagonalisable, clairement.
• Si f est diagonalisable, alors le polynôme caractéristique est scindé et la dimen-

sion de chaque espace propre est l’ordre de multiplicité de la valeur propre associée
comme racine de ce polynôme (d’après le théorème précédent).
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On peut alors écrireχF = Π(X − xi)ri avec lesxi distincts deux à deux ; consi-
déronsP = Π(X − xi). P est scindé à racines simples. Il reste à voir queP (f) = 0.

E est la somme directe desKer f−xi.I. Soitx appartenant àKer f−xi0 .I ; on a
f(x) = xi0 .x.P (f)(x) = Πi 6=i0(y 7→ f(y)−xi.y)◦(y 7→ f(y)−xi0 .y)ri0−1 (f(x)−
xi.x) = 0. DoncP (f) est nul sur des sous-espace vectoriel dont la somme estE ; donc
P (f) est nul.ut

Finalement, voici la méthodologie de la diagonalisation :
• On se donnef , endomorphisme d’unK-espace vectoriel de dimension finien.
• On détermine le polynôme caractéristique def
• Si χF n’est pas scindé, alors on ne peut pas diagonaliser
• SiχF est scindé, pour chaque valeur propreλ, on cherche siEf (λ) = Ker (f −

λ.I) est de dimension l’ordre deλ
• Si oui, on obtient une base dans laquelle l’endomorphisme est diagonal en réunis-

sant des bases des sous-espaces propres
• Dans le cas contraire, l’endomorphisme n’est pas diagonalisable ; on essaie alors

de trigonaliser (voir plus loin).
On peut ajouter quelques remarques permettant de simplifier la détermination de la

diagonalisabilité d’une matrice :
• une matriceM est diagonalisable si pour toutλ ∈ KM+λ.I est diagonalisable ;

si P−1.(M + λ.I).P = D, alorsP−1.M.P = D + λ.I
• La restriction d’un endomorphisme diagonalisable à un sous-espace stable est

diagonalisable (en effet la diagonalisabilité d’un endomorphisme équivaut à l’existence
d’un polynôme scindé à racines simples annulant cet endomorphisme)

Maintenant le théorème fondamental de la trigonalisation :

Théorème 1224Un endomorphisme en dimension finie est trigonalisable si et
seulement si son polynôme caractéristique est scindé.

Démonstration : Il est évident que si l’endomorphisme est trigonalisable, alors
son polynôme caractéristique est scindé. La réciproque est donc le problème intéres-
sant. Soitf un endomorphisme d’unK-espace vectorielE de dimension finie.

On procède par récurrence sur la dimension de l’espace. En dimension1 le résultat
est clair ; on suppose maintenant le résultat vrai jusqu’en dimensionn−1, et on suppose
E de dimensionn.

Le polynôme caractéristique def étant scindé, il possède une racine, disonsλ. Soit
e1 un vecteur propre associé àλ, et complétons de manière à avoir(e1, ..., en) une base
deE.

La matrice def dans cette base est une matrice(n, n) de la forme
λ ∗ . . . ∗
0 M1,1 . . . M1,n−1

0 M2,1 . . . M2,n−1

0
...

...
...

0 Mn−1,1 . . . Mn−1,n−1


La matriceM a un polynôme caractéristique scindé, comme on s’en convaincra

facilement en considérant la définition du déterminant.
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Par la propriété de récurrence,M est donc trigonalisable ;PMP−1 = T , avecT
matrice triangulaire supérieure.

Alors on considère le produit suivant :



1 0 . . . 0
0 P1,1 . . . P1,n−1
0 P2,1 . . . P2,n−1

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 Pn−1,1 . . . Pn−1,n−1





λ ∗ . . . ∗
0 M1,1 . . . M1,n−1
0 M2,1 . . . M2,n−1

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 Mn−1,1 . . . Mn−1,n−1





1 0 . . . 0

0 P
−1
1,1 . . . P

−1
1,n−1

0 P
−1
2,1 . . . P

−1
2,n−1

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 P
−1
n−1,1 . . . P

−1
n−1,n−1



=



1 ∗ . . . ∗
0 T1,1 . . . T1,n−1
0 T2,1 . . . T2,n−1

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 Tn−1,1 . . . Tn−1,n−1



(les∗ représentant des scalaires quelconques)
Le résultat est ainsi établi.ut

Corollaire 1225 Toute matrice à coefficients complexes est trigonalisable
dansMn(K).

Démonstration : Rappelons juste le théorème de D’Alembert-Gauss : un poly-
nôme à coefficients complexes est scindé surC.ut

Ce dernier théorème va permettre de démontrer un théorème important, le théorème
de Cayley-Hamilton :

Théorème 1226 (Cayley-Hamilton)Soit f un endomorphisme d’unK-
espace vectoriel de dimension finie. Alorsχf (f) = 0.

Démonstration :
•On montre tout d’abord le résultat pourK = C. Ensuite, puisque le polynôme ca-

ractéristique d’une matrice à coefficients réels est le même que l’on la considère comme
matrice réelle ou complexe, et puisqu’un endomorphisme est nul si et seulement si sa
matrice associée est nulle, le résultat sera aussi valable pourK = R.
• χf est un polynôme scindé, puisque l’on travaille dansC ; donc on peut trigona-

liserf .
• On se donnne(e1, ..., en) une base dans laquellef est représenté par une matrice

triangulaire supérieure.
• On noteχf = Πn

i=1(X − xi), avecxi le i-ième terme sur la diagonale de la
matrice def dans la base(e1, ..., en).
• On notePi = Πn

j=1(X − xi).
• On considère la propriétéP (i) définie parP (i) ⇐⇒ ∀j ∈ [1, i]Pi(ej) = 0 ; on

montre facilement par récurrence qu’elle est vraie pour touti compris entre1 etn.ut

Proposition 1227 Si le polynôme caractéristique est scindé, la dimension d’un
sous-espace caractéristique est égale à l’ordre de multiplicité de la valeur
propre associée.

Démonstration :
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Pendant l’ensemble de la preuve, on noteIp la matrice identité àp lignes etp
colonnes.
• Notonsf un endomorphisme d’un espace vectorielE de dimensionn, de poly-

nôme caractéristique scindé.
• SoitF sous-espace caractéristique associé à la valeur propreλ de multiplicitém.
• Dans une certaine base,f est représenté par une matrice triangulaire supérieure

(théorème1224). SoitM cette matrice :

M =
(
λ.Idm +N P

0 Q

)
oùN est triangulaire supérieure à diagonale nulle,P quelconque,Q triangulaire supé-
rieure (n’admettant pasλ pour valeur propre).
• Une vérification immédiate révèle alors que(f − λIdn)m est représenté par la

matrice suivante (N est nilpotente d’indice de nilpotence< m) :(
0 P ′

0 (Q− λ.Idn−m)m

)
• On en déduit donc que le rang de(f − λIdn)m estn−m (rappelons queλ n’est

pas valeur propre deQ).
• On a donc biendim F = n− (n−m) = m.ut
On peut alors passer au théorème suivant, fournissant une jolie représentation d’un

endomorphisme trigonalisable :

Théorème 1228Soitf un endomorphisme d’unK-espace vectorielE de di-
mension finien. Alors E est la somme directe des sous-espaces caractéris-
tiques associés àf , et dans une certaine basef a pour matrice

M1 0 0 . . . 0
0 M2 0 . . . 0

0 0
...

... 0
...

...
...

... 0
0 . . . 0 0 Ml


avecMi une matrice triangulaire supérieure de type(m,m) comportant seule-
ment desλi sur la diagonale et avecm l’ordre deλi.

Le corollaire qui suit, et la partie31.3.3de calcul de l’exponentielle d’un en-
domorphisme donnent des applications à ce résultat.

Démonstration : Il suffit de considérer les espaces caractéristiques ; leur somme
est directe et égal àE (par le théorème de Cayley-Hamilton), ils sont stables parf , on
peut donc considérer les restrictions aux différents sous-espaces caractéristiques.
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D’où le résultat.ut

Corollaire 1229 Si f est un endomorphisme de polynôme caractéristique
scindé d’unK-espace vectorielE de dimension finien, alors f s’écrit de
manière unique comme somme d’un endomorphisme diagonalisableet d’un
endomorphisme nilpotent, qui commutent.

Démonstration : L’existence de cette écriture est facile ; il suffit de considérer la
matriceM donnée par le théorème précédent, et d’écrireM = D + N , avecD une
matrice diagonale, etN une matrice triangulaire supérieure à diagonale nulle.

L’unicité sera ici admise.ut
Voyons maintenant la méthodologie de la trigonalisation ; elle fait suite à celle de

la diagonalisation, dans le cas où la diagonalisation est impossible. En fait on ne va pas
simplement chercher à trigonaliser ; on va essayer si possible d’obtenir une décompo-
sition comme celle proposée dans le théorème1228.

On se donne un endomorphismef d’unK-espace vectorielE de dimensionn.
•On cherche si le polynôme caractéristique est scindé. S’il ne l’est pas,f n’est pas

trigonalisable
• On détermine les sous-espaces caractéristiques
•On détermine une base de chacun de ces sous-espaces, dans laquelle la restriction

de l’endomorphisme est représentée par une matrice triangulaire supérieure ; cela se
fait par récurrence, comme on peut le voir dans la démonstration du théorème1224.
• On prend la réunion de ces bases, et on a une représentation comme souhaitée.

31.3 Applications de la réduction d’un endomorphisme

31.3.1 Application au calcul d’un polynôme d’endomorphisme

On se donneM la matrice de l’endomorphismef d’un espace vectoriel de dimen-
sion finien. Son polynôme caractéristique est appeléP .

Par le théorème de Cayley-Hamilton

Alors supposons que l’on chercheQ(f), avecQ un polynôme deK[X]. On déter-
mine alors la division euclidienneQ = P.A+B.

Q(f) = P (f).A(f) +B(f) = B(f) carP (f) = 0

Il suffit donc ensuite d’avoir préalablement calculé lesMk pourk ∈ [0, n− 1].

Par diagonalisation

On suppose ici queM est diagonalisable. SiM = L.D.L−1, alorsQ(M) =
L.Q(D).L−1 ; siD est choisie diagonale,Q(D) est donc vite calculée. Cette méthode
est efficace seulement si il s’agit de calculer de nombreuses fois des polynômes d’un
même endomorphisme ; lorsque l’on change d’ endomorphisme à chaque fois, la dia-
gonalisation est trop laborieuse.
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31.3.2 Application aux suites récurrentes linéaires

Définition 1230 On considère une suite d’éléments d’un corpsK de carac-
téristique nulle définie par récurrence parun = a0un−p + a1un−p+1 +
a2un−p+2 + ... + ap−1un−1 (ui étant donné pouri < n). On peut en fait
noterXn = (un+p−1, un+p, ..., un) ; alorsXn+1 = MXn, avec

M =

0 1 0 ... ... 0
0 0 1 0 ... 0

0 ... 0 1 0
...

... ... ...
...

...
...

0 ... ... ... 0 1
a0 a1 ... ... ap−2 ap−1

On supposea0 non nul, cas auquel on peut toujours se ramener.
Une telle suite est ditsuite récurrente linéaire.
Le polynôme caractéristique deM estP = Xp − a0 − a1X − a2X

2 − ... −
ap−1X

p−1. Par définition, ce polynôme est ditpolynôme caractéristiquede
la relation de récurrence linéaire.

L’espace vectorielE des suites vérifiant la relation de récurrence donnée est le
noyau deP (f), avecf l’application qui à une suite(un) associe(un+1) (ceci découle
immédiatement de la définition deP !).

On va faire l’hypothèse queP est scindé, ce qui dans le cas de suites réelles ou
complexes est une hypothèse qui n’enlève rien à la généralité, puisqu’on peut toujours
supposer la suite complexe. On peut alors appliquer D’Alembert-Gauss pour conclure
queP est scindé .

Par le lemme des noyaux (proposition1215), on constate queE est égal à la somme
directe desKer (f−λiI)νi avec lesλi les racines deP avec pour ordres de multiplicité
lesνi.

On va donc chercher à exprimer les solutions comme combinaisons linéaires d’élé-
ments desKer (f−λiI)νi . Il convient donc de déterminer une base deKer (f−λI)ν .

Pour cela on considère l’opérateurD deK[X] dansK[X] qui àQ associeQ◦ (X+
1)−Q. On identifieN àN.1K, de manière évidente. On considère alorsQ appartenant
àK[X], de degré< ν ; on définit ensuiteun = uQn = λnQ(n). L’image de la suiteun
parf − λI estn 7→ λn+1

D(Q) ; son image par(f − λI)2 estn 7→ λn+2
D

2(Q), et
ainsi de suite jusqu’à son image par(f−λI)ν qui estn 7→ λn+ν

D
ν(Q). Or on constate

immédiatement quedeg D(Q) = deg Q− 1 siQ est de degré≥ 1, etD(Q) = 0 sinon,
et donc vu la limite sur le degré deQ, (f − λI)ν(un) = 0.

Donc on obtient des éléments deE en considérant des suites de la formen 7→
λni n

q, pour0 ≤ q ≤ νi. Il reste à voir si l’on obtient bien une base deE. Si la famille
est libre, alors son cardinal fait que l’on a bien une base deE. Il suffit donc de montrer
que cette famille est libre.

Il suffit donc de montrer que l’applicationQ 7→ uQ est linéaire et injective. La
linéarité est évidente. Supposons maintenant queuQ = 0. AlorsQ(n) = 0 pour toutn
(en effetλi est non nul, car nous avons imposéa0 non nul ; doncQ est nul.

D’où le résultat désiré. Etant donnés les premiers termesui pour i < n, on peut
reconstituer alors la suite en écrivant à priori la suite sous la forme

∑
Qi(n)λni avec
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Qi de degré< νi ; les coefficients se déduisent par une résolution de système linéaire.

31.3.3 Calcul d’exponentielle de matrice

On suppose donnée une matriceM , de polynôme caractéristique scindé (hypothèse
peu restrictive dans la mesure où l’on considère éventuellement la clotûre algébrique).

On cherche à calculer l’exponentielle deM .
M peut être trigonalisée, dans une base constituée d’une réunion de bases d’espaces

caractéristiques ; avecP la matrice de passage correspondante,N = PMP−1 est
donné par la proposition1228; une matrice diagonale par blocs, chaque bloc étant
somme d’une homothétie et d’un nilpotent.

On a alorsexp(M) = P exp(N)P−1. Le calcul deexp(N) peut se faire par blocs.
Il suffit donc d’être capable de calculerexp(λ I +Q), avecQ nilpotent.

Pour cela il suffit de constater queexp(λ I+Q) = eλexp(Q) carI etQ commutent,
et que

exp(Q) =
∑ 1

k!
Qk = I +Q+

1
2
Q2 + ...+

1
p
Qp

siQp+1 = 0 ; on est ainsi ramené à une somme finie.
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Chapitre 32

Géométrie affine

Dans l’ensemble de ce chapitre, les démonstrations seront succinctes et approxi-
matives ; en effet il est souvent suffisant d’avoir de bonnes connaissances en algèbre
linéaire pour comprendre cette partie sans difficulté et pour être capable de refaire les
démonstrations.

Il est donc nécessaire et presque suffisant pour maîtriser tout cela d’avoir convena-
blement étudié la partie27, la partie30et la partie29.
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32.1 Définitions et généralités

Définition 1231 Etant donnéE unK-espace vectoriel , on appelleespace af-
fine de directionE un ensembleX muni d’une application(x, y) 7→ −→xy de
X ×X dansE telle que :
• ∀(x, y, z) ∈ X3,−→xy +−→yz = −→xz
• ∀x ∈ X,∀u ∈ E,∃!y ∈ X −→xy = u
On définit alors une addition deX × E dansX par x+ u = y avecy tel que
−→xy = u.
On appellescalairesles éléments du corpsK.
On appellevecteursles éléments de l’espace vectorielE.
On appellepoints les éléments de l’espace affine.
On note parfois surmontés d’une flèche les éléments deE, pour les distinguer
des éléments deX ; ainsi au lieu deu = −→xy ou x + u = y on peut noter
x+−→u = y.
Une convention usuelle est aussi de noter

−→
X un espace vectoriel associé à

X ; il faut bien voir toutefois que la direction n’est pas unique et qu’il ne
suffit pas queX soit un espace affine de directionE pour qu’on puisse définir
canoniquement sa direction

−→
X .

On appelledimension d’un espace affinela dimension de sa direction lorsque
celle-ci est finie ; un espace affine est ditde dimension infinie lorsque sa di-
rection est de dimension infinie.
On appelletranslation de vecteura aveca ∈ E l’application qui àx dansX
associex+ a.
On appellevariété affine d’un espace affineX de direction F ou sous-
espace affine deX tout sous-ensemble deX de la formex+F avecx ∈ X et
F sous-espace vectoriel deE (droite affine si ce sous-espace vectoriel est une
droite,plan affine si ce sous-espace vectoriel est un plan,hyperplan affine si
ce sous-espace vectoriel est un hyperplan,etc).
On appellevectorialisé deX enx0 ∈ X l’espace vectoriel(X,+) pour l’ad-
dition x + y = z avecz tel que−−→x0x + −→x0y = −→x0z. Pour l’application qui à
(x, y) associez tel quex + z = y, X est un espace affine de direction son
vectorialisé.

Bien noter l’unicité (∃!) dans le deuxième axiome !

On peut lier facilement cette notion à celle d’espace affine définie dans le cadre
des espace vectoriel ; en effet un espace affine (au sens des espaces vectoriels ) est un
espace affine pour l’application(x, y) 7→ −→xy = y−x, et un espace affineA (au sens ici
défini) est un espace affine au sens des espaces vectoriels ; il suffit de choisir un point
x arbitraire dansA et de considérer l’addition dansA définie parb+ c = d, avecd tel
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que
−→
xd =

−→
xb+−→xc.

Proposition 1232 Les propriétés suivantes sont des propriétés élémentaires
faciles à démontrer :
• −→xy =

−→
0 ⇐⇒ x = y ;

• −→xy +−→yz = −→xz (relation de Chasles) ;
• −→xy =

−→
zt ⇐⇒ −→xz =

−→
yt (propriété du parallélogramme) ;

• l’ensemble des translations deX est un groupe additif isomorphe au groupe
additif de la direction deX ;
• les vectorialisés d’un espace affine sont tous isomorphes entre eux.

32.2 Barycentre

On se donneX un espace affine.

Définition 1233 - Proposition Etant donnésx1, ..., xn des points de l’espace
affineX, des scalairest1, ..., tn de somme0, le vecteurt1.

−−→
Ox1 + t2.

−−→
Ox2 +

...+ tn.
−−→
Oxn est indépendant deO ∈ X.

Etant donnésx1, ..., xn des points deX, des scalairest1, ..., tn de somme1, le
pointO + t1.

−−→
Ox1 + t2.

−−→
Ox2 + ... + tn.

−−→
Oxn est indépendant deO ∈ X. On

l’appellebarycentre des(xi, ti) pour i ∈ {1, ..., n}.

Un barycentre est ici défini pour une somme de coefficients égale à1 ;
mais on peut aussi le définir pour une somme quelconque, en remplaçantO +
t1.
−−→
Ox1 + t2.

−−→
Ox2 + ...+ tn.

−−→
Oxn par

O +
t1
t

−−→
Ox1 +

t2
t

−−→
Ox2 + ...+

tn
t

−−→
Oxn

avect =
∑
ti.

On appelleisobarycentreden points le barycentre de ces points pondérés par
1
n .

Démonstration : Facile comme tout en utilisant Chasles !
Quelques remarques :
•On ne change pas le barycentre en multipliant tous lesti par une même constante

non nulle.
• Si ti = 0 on peut se passer de(xi, ti).
• x est le barycentre des(xi, ti) si et seulement si

∑
i∈[1,n] ti.

−→xxi =
−→
0 .
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32.3 Coordonnées cartésiennes, coordonnées barycen-
triques

Définition 1234 - Proposition
Etant donnéX un espace affine , la famille finie(xi)i∈[1,p] de points deX est
dite affinement libre si l’une des deux conditions équivalentessuivantes est
vérifiée :
• il existei tel que(−−→xixj)j∈[1,p],j 6=i soit une famille libre.
• pour touti dans[1, p] la famille (−−→xixj)j∈[1,p],j 6=i est une famille libre.
Une famille infinie deX est diteaffinement libre lorsque toute sous-famille
finie de cette famille est affinement libre.
Etant donnéX un espace affine de dimension finie et

−→
X sa direction, on se

donne−→e 1, ...,
−→e n une base de

−→
X , etO un point deX. Alors tout pointx de

X s’écrit de manière unique sous la forme

x = O + t1.
−→e 1 + ...+ tn.

−→e n (∗)

Avecxi défini parxi = O + ei, la famille (O, x1, ..., xn) est appeléerepère
affine deX ; c’est en particulier une famille affinement libre. Il est suffisant
pour qu’une famille affinement libre soit un repère affine que son cardinal soit
(n+ 1).
(O,−→e 1, ...,

−→e n) est appelérepère cartésien deX.
Lesti sont appeléscoordonnées cartésiennesdex.
On note qu’avect0 = 1−t1−t2−...−tn, la relation(∗) équivaut à la relation

−→
Ox = t0.

−−→
OO + t1.

−−→
Ox1 + t2.

−−→
Ox2 + ...+ tn.

−−→
Oxn

avec
∑n
i=0 ti = 1, si bien que pour toutM

−−→
Mx = t0.

−−→
MO + t1.

−−→
Mx1 + t2.

−−→
Mx2 + ...+ tn.

−−−→
Mxn

On a (dans ce cas, c’est-à-dire avec les−→ei formant une base de
−→
X ) existence

et unicité de cette décomposition barycentrique.
Les ti tels que

∑
i=0..n ti 6= 0 et (

∑
i=0..n ti).

−−→
Mx = t0.

−−→
MO + t1.

−−→
Mx1 +

t2.
−−→
Mx2 + ... + tn.

−−−→
Mxn sont appelésdes coordonées barycentriques dex

dans le repère affine(O, x1, ..., xn).
Lesti tels que

∑
i=0..n ti = 1 et

−−→
Mx = t0.

−−→
MO + t1.

−−→
Mx1 + t2.

−−→
Mx2 + ... +

tn.
−−−→
Mxn sont appelésles coordonées barycentriques normalisées dex dans

le repère affine(O, x1, ..., xn).

La méthode de passage des coordonées cartésiennes aux coordonnées barycen-
triques est à retenir ; si

−−→
OM =

∑
ti
−−→
Oxi, alors les coordonnées barycentriques nor-

malisées deM dans(O, x1, x2, ..., xn) sont(1−
∑
ti, t1, t2, ...tn).

On remarque (preuves faciles) que :
• une famille finie est affinement libre si et seulement si aucun de ses points ne peut

s’exprimer comme barycentre des autres.
• deux points distincts forment toujours une famille affinement libre
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• étant donné un repère vectorielR, une famille de(n + 1) pointsx1, ..., xn+1 en
dimensionn est affinement libre si et seulement si le déterminant suivant est non nul,
avecxi de coordonnées cartésiennes(ti,1, ..., ti,n) dansR :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t1,1 t2,1 . . . tn,1 tn+1,1

t1,2 t2,2 . . . tn,2 tn+1,2

...
...

...
...

...
t1,n t2,n . . . tn,n tn+1,n

1 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(il suffit pour le voir de soustraire la première ligne à toutes les autres puis de revenir

à la définition d’un famille affinement libre (proposition-définition1234))
• étant donné un repère affine, une famille den + 1 points en dimensionn est

affinement libre si et seulement si le produit mixte de leurs vecteurs de coordonées
barycentriques dans ce repère est non nul. Autrement dit les(n+ 1) pointsx0, ..., xn,
avecxi de coordonnées barycentriques(ui,0, ..., ui,n) forment une famille affinement
libre si et seulement si le déterminant suivant est non nul :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1,0 u2,0 . . . un,0 un+1,0

u1,1 u2,1 . . . un,1 un+1,1

u1,2 u2,2 . . . un,2 un+1,2

...
...

...
...

...
u1,n u2,n . . . un,n un+1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(il suffit pour le comprendre de considérer ce déterminant et de remplacer la pre-

mière ligne par la somme de toutes les lignes - puis de se ramener au point précédent)

Définition 1235 - Proposition On se place dans un espace affine de dimension
finien.
On a vu qu’une famille den points est liée si et seulement si le produit mixte de
leurs coordonnées barycentriques dans un repère affine donné est nul. Donc,
si l’on se donnen points affinement libres, l’ensemble des points appartenant
à l’hyperplan engendré par cesn points(Pi)i∈[1,n], avecPi de coordonnées
barycentriques(ti,j)j∈[0,n], est l’ensemble des points de coordonnées barycen-
triquesx0, ..., xn telles que∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t1,0 t2,0 . . . tn,0 x0

t1,1 t2,1 . . . tn,1 x1

t1,2 t2,2 . . . tn,2 x2

...
...

...
...

...
t1,n t2,n . . . tn,n xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

En développant le déterminant suivant la dernière colonne, on obtient une
équation linéaire en lesxi, de la formeu0.x0 + u1.x1 + · · ·+ un.xn = 0 ; le
vecteur(u0, u1, ..., un) est un vecteur decoordonnées tangentiellesde l’hy-
perplan.
Les coordonnées tangentielles d’un hyperplan sont uniques à proportionalité
près. Unn-uplet est un vecteur de coordonnées tangentielles d’un hyperplan
si et seulement si ses coordonnées ne sont pas toutes nulles.
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32.4 Applications affines

Définition 1236 - Proposition
Une applicationf deX dansX ′ (deux espaces affines ) ; est diteaffine si l’une
des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

• il existex tel que l’application−→u 7→
−−−−−−−−−→
f(x)f(x+ u) soit une application

linéaire de
−→
X dans

−→
X ′ ;

• pour toutx l’application−→u 7→
−−−−−−−−−→
f(x)f(x+ u) est une application linéaire de

−→
X dans

−→
X ′.

L’application linéaire est alors indépendante du pointx0 ; on l’appelleappli-
cation linéaire associée àf ; on la note

−→
f .

Si
−→
f est une forme linéaire, c’est-à-dire siX ′ est de dimension1 (est une

droite), ont dit quef est uneforme affine.
Un isomorphisme d’espaces affinesest une bijection linéaire entre deux es-
paces affines .
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Proposition 1237 L’application linéaire
−→
f associée à une application affine

f vérifie

∀(x, y) ∈ X2−→f (−→xy) =
−−−−−−→
f(x)f(y)

ce que l’on peut aussi écrire

∀(x, y) ∈ X2f(y) = f(x) +
−→
f (−→xy)

Etant donnéx appartenant àX, avecX un espace affine , deux applications
affines de même espace de départX et de même espace d’arrivéeX ′ sont
égales si et seulement si leurs applications linéaires associées sont égales et si
elles coïncident enx.
Toute application affinef d’unRn dans unRm est différentiable en tout point ;
la différentielle def (en n’importe quel point) est égale à

−→
f .

f d’un espace affine dans un autre est affine si et seulement si pour toute fa-
mille (x1, ..., xn) d’éléments deX et toute famille(t1, ..., tn) de réel de somme∑n
i=1 ti = 1 on a

f(
n∑
i=1

ti.xi) =
n∑
i=1

ti.f(xi)

Une composée d’applications affines est affine.
La réciproque d’une bijection affine est une bijection affine.
L’ensemble des bijections affines d’un espace affineE sur lui-même est un
groupe pour la composition. On l’appellegroupe affinedeE (notéGA(E)).
On pourra consulter21.10.5pour plus d’informations.
Une applicationf d’un espace affine dans un autre est affine si et seulement
si elle conserve le barycentre, c’est-à-dire si l’image du barycentre des(xi, ti)
est le barycentre des(f(xi), ti) pour toute famille finie(xi) et toute famille de
scalaires(ti).

Proposition 1238 (Sur les points fixes des applications affines)Si f est af-
fine deX dansX (avecX un espace affine ) et a un point fixex, alors l’ap-
plication f induit une application linéaire du vectorialisé def enx dans le
vectorialisé def enx.
Sif affine deX dansX admet un point fixex alors l’ensemble des points fixes
def estx+ F avecF le noyau de(f − I).
SiX est un espace affine de dimension finie, sif est affine deX dansX avec−→
f ayant un unique point fixe, alorsf a un unique point fixe (et l’unique point
fixe de

−→
f est nécéssairement0).

Définition 1239 Une application affinef est appeléehomothétie affinesi et
seulement si

−→
f est une homothétie (i.e. de la formex 7→ λ.x avecλ 6= 1).
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Proposition 1240 Une homothétie affine admet un et un seul point fixe.

Démonstration : Application immédiate du dernier point de la proposition ci-
dessus, une homothétie linéaire de rapport différent de1 ayant0 pour unique point
fixe.ut

32.5 Sous-espaces affines d’un espace affine

Définition 1241 On appellesous-espace affined’un espace affineX une par-
tie P telle que l’une des deux propriétés équivalentes suivantes soit vérifiée
pour un certain sous-espace vectorielF de

−→
X :

• il existex dansX tel queP = F + x
• pour toutx dansX P = F + x ; F est ladirection deX.
Deux sous-espaces affines d’un espace affine sont ditssupplémentairessi et
seulement si leurs directions sont supplémentaires.
On appellehyperplan affine d’un espace affineX un sous-espace affine deX
admettant un sous-espace affine supplémentaire de dimension1.

Un sous-espace affine est un espace affine .

Définition 1242 - Proposition Etant donnéP une partie non vide d’un espace
affineX, l’ensemble des barycentres de parties finies deP est un sous-espace
affine deX ; on l’appellesous-espace affine engendré parP .
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Proposition 1243 Une partie non videP d’un espace affineX est un sous-
espace affine deX si et seulement si tout barycentre d’une famille finie de
points deP est dansP .
Une partie non videP d’un espace affineX est un sous-espace affine deX si
et seulement siP contient toute droite engendrée par deux points deP .
Le sous-espace affine engendré par une partie finie non videP est de dimension
card(P )− 1 (cardinal deP moins1) si et seulement si la famille des éléments
deP est affinement libre.
L’image d’un sous-espace affineY par une application affinef d’un espace
affineX dans un espace affineX ′ est un sous-espace affine de l’espace affine
X ′ de direction

−→
f (
−→
Y ).

L’image réciproque d’un sous-espace affineY par une application affinef est
soit vide soit un sous-espace affine de direction l’image réciproque par

−→
f de−→

Y .
Si Y est parallèle àZ, avecY etZ deux sous-espaces affines deX, si f est
une application affine, alorsf(Y ) est parallèle àf(Z).
Un sous-espace affineY de dimensionp d’un espace affineX de dimensionn
s’exprime comme intersection de(n−p) images réciproques de singletons par
des formes affines indépendantes ; c’est-à-dire

Y = {x ∈ X/∀i ∈ [1, n− p]fi(x) = bi}

pour une certaine famillefi de formes affines indépendantes et des scalaires
bi. La direction deY est l’espace vectoriel

−→
Y = {−→x ∈

−→
X/∀i ∈ [1, n− p],

−→
fi (−→x ) = 0}

Etant donnésA etB deux sous-espaces affines disjoints d’un espace affineX,
la dimension du sous-espace affine engendré parA∪B est égale à la dimension
de
−→
A +

−→
B plus un.

Etant donnésA etB deux sous-espaces affines de dimension finie et non dis-
joints d’un espace affineX, la dimension du sous-espace affine engendré par
A∪B est égale à la dimension deA plus la dimension deB moins la dimension
deA ∩B (dimA+ dimB − dimA ∩B = dim V ect(A ∪B)).
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32.6 Projections dans un espace affine

Définition 1244 On se donne Y et Z deux sous-espaces affines
supplémentairesde X (un espace affine ). Alors (voir plus haut) l’inter-
section deY et Z est réduite à un singleton ; appelonsO ce singleton. On
considère alors

−→
X le vectorialisé deX etO,

−→
Y le vectorialisé deY enO, et−→

Z le vectorialisé deZ enO. Tout pointx deX est aussi un point de
−→
X ; or−→

X =
−→
Y ⊕

−→
Z ; doncx = y + z avecy dans

−→
Y et z dans

−→
Z . On appelley

le projeté de x sur Y parallèlement àZ. L’application qui àx associe son
projeté surY parallèlement àZ est appeléeprojecteur sur Y parallèlement
àZ.

On remarque que siZ etZ ′ sont parallèles alors le projecteur surY parallèlement
àZ est égal au projecteur surY parallèlement àZ ′.

Voyons quelques propriétés des projecteurs :

Proposition 1245 (Propriétés des projecteurs)En notantp le projecteur sur
Y parallèlement àZ :

• pour toutx dansX p(x) est l’unique point deY tel que
−−−→
xp(x) ∈

−→
Z , avec

−→
Z

la direction deZ.
• p ◦ p = p (p est idempotent)
• p est affine
• p(X) = Y
• p induit l’identité surY
•
−→
Z est le noyau de−→p .

Et maintenant des caractérisations :

Proposition 1246 (Caractérisations des projecteurs)• Toute application
affine idempotente est un projecteur.
• Toute applicationf affine ayant un point fixe et telle que

−→
f ◦
−→
f =

−→
f est un

projecteur
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32.7 Symétries dans un espace affine

Définition 1247 Etant donnéX un espace affine , le pointx+ 1
2
−→xy = y+ 1

2
−→yx

est appelémilieu de xy. C’est le barycentre de(x, 1
2 ) et (y, 1

2 ).
On appellesymétrieune application affinef d’un espace affine dans lui-même
telle quef ◦ f = I (i.e.f est involutive).

Quelques caractérisations :

Proposition 1248 • Une applicationf d’un espace affine dans lui-même est
une symétrie si et seulement sif est affine, admet un point fixe, et vérifie

−→
f ◦−→

f =
−→
f

• Une applicationf d’un espace affineX dans lui-même est une symétrie si et
seulement si il existe deux sous-espaces affinesY etZ supplémentaires deX

tels que, pour toutx, le milieu dexf(x) appartienne àY et
−−−→
xf(x) ∈

−→
Z .

• Une applicationf d’un espace affineX dans lui-même est une symétrie si et

seulement si il existep un projecteur deX tel que
−−−→
xf(x) = 2.

−−−→
xp(x).

• Une applicationf d’un espace affineX dans lui-même est une symétrie si et
seulement si il existep un projecteur deX tel quep(x) soit le milieu dexf(x).

Définition 1249 Le projecteur évoqué dans les deux derniers points de la pro-
position ci-dessus est unique ; la symétrie et le projecteur en question sont dits
associés.

Définition 1250 - Proposition Une symétrief est entièrement caractérisée
par l’ensembleY de ses points fixes et par le sous-espace vectoriel

−→
Z de

−→
X

des vecteurs de la forme
−−−→
xf(x) ; on l’appellesymétrie par rapport à Y pa-

rallèlement à
−→
Z (ou par rapport àZ, avecZ sous-espace affine quelconque

deX de direction
−→
Z ).

Le sous-espace vectoriel
−→
Z de

−→
X est aussi le sous-espace propre associé à la

valeur propre−1 pour l’endomorphisme
−→
f .

553



32.8 Mesure dans un espace affine

32.8.1 Abscisse le long d’une droite

Définition 1251 On se donneX un espace affine .
Etant donnéa etb distincts dansX, l’ensemble desa+ t.

−→
ab est une droite (i.e.

un sous-espace affine de dimension1). Tout pointx de cette droite s’écrit de
manière uniquea+ t.

−→
ab ; t est l’abscisse dex suivant(a,

−→
ab). Etant donnésx

ety sur la même droite, la différencetx − ty avectx (resp.ty) l ’abscisse dex

(resp.y) est appeléemesure algébrique de l’arc(xy) suivant (a,
−→
ab).

32.8.2 Mesure de Lebesgue surRn

Cette partie ne sera pas détaillée formellement.
La définition du volume par la mesure de Lebesgue coïncide avec la définition du

volume donnée par le produit mixte : le volume{O+ t1.x1 + ...+ tn.xn/(t1, ..., tn) ∈
[0, 1]n} pour la mesure de Lebesgue est égal à la valeur absolue du produit mixte
|[x1, ..., xn]|.

AvecP une partie affine deX, espace affine , etf une application affine deX dans
lui-même, alorsV olume(f(P )) = |det

−→
f |.V olume(P ).

32.9 Définitions supplémentaires

On donne ici quelques définitions pouvant servir, sans développer intensément...

Définition 1252 Etant donnéX un espace affine ,H un hyperplan affine,D
une droite affine supplémentaire deH, et λ un scalaire non nul, on appelle
dilatation affine d’hyperplan H, de directionD et de rapport λ l’applica-
tion dont la restriction au vectorialisé deH enH ∩D est l’identité, et dont la
restriction au vectorialisé deD enH ∩D est une homothétie de rapportλ.

Une dilatation est une bijection affine. Sa bijection réciproque s’obtient en rempla-
çantλ par 1

λ .
L’application linéaire associée à une dilatation affine est une dilatation (au sens des

espaces vectoriels ).

Définition 1253 Etant donnéX un espace affine , on appelletransvection
affine une applicationf telle qu’il existeH un hyperplan affine,h une forme
affine surX telle que{x ∈ X/h(x) = 0} = H, un vecteur−→u dans

−→
H tels que

pour toutx dansX, f(x) = x+ h(x).−→u .

Bien noter que−→u ∈
−→
H = ker(

−→
h ).

Une transvection est une bijection affine. Sa transvection réciproque s’obtient en
remplaçant−→u par−−→u .
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L’application linéaire associée à une transvection affine est une transvection (au
sens des espaces vectoriels ).

32.10 Pour se ramener à l’algèbre linéaire

Il est bien évident au vu de tout ceci que géométrie affine et algèbre linéaire sont
très fortement liées. On va préciser ces liens dans cette partie.

On se donneX un espace affine .

Théorème 1254Etant donnéX un espace affine de direction
−→
X , il existe un

espace vectoriel̂X tel queX est un hyperplan affine dêX,
−→
X est un hyperplan

(vectoriel) deX̂ ;
en outre :
• chaque élément dêX qui n’est pas dans

−→
X s’écrit sous la formeλ.x avec

x ∈ X etλ ∈ K ;
• pour tout élémenty dansX, X̂ = X ⊕K.y ;
• toute famille affinement libre deX est une famille libre dêX ;
• les repères affines deX sont les bases dêX formées d’éléments deX ;
• les coordonnées barycentrique (normalisées) dans un repère affine deX sont
exactement les coordonnées dans la même base en tant que base deX̂.
• Etant donné(R, e1, ..., en) un repère cartésien deX, si x ∈ X a pour
coordonnées cartésiennes(x1, ..., xn) dans ce repère,x a pour coordonnées
(1, x1, ..., xn) dans la base dêX égale à(R, e1, ..., en) (bien voir queR est

un élément deX, donc un élément dêX, et queei est un élément de
−→
X , donc

aussi un élément deX).

Il n’y a pas unicité deX̂, mais on peut le construire explicitement en considérant
l’ensemble réunion deX, de

−→
X , et de l’ensemble des couples(λ,−→x ) appartenant à

(K \ {0, 1}) ×
−→
X . Les lois sont celles que l’on attend en identifiant

−→
X à {0} ×

−→
X et

X à{1} ×
−→
X .

Définition 1255 Cet espace vectoriel est noté par la suiteX̂.

Enfin un petit théorème immédiat :

Théorème 1256Pour toute application affinef deX dansX ′, il existe une et
une seule application linéairêf deX̂ dansX̂ ′ telle quef̂ induisef . En outre−→
f est la restriction def à

−→
X .
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32.11 Formes 2-affines et quadriques affines

Définition 1257 On appelleforme 2-affineune application d’un espace affine
X de dimension finie dansK telle qu’étant donné un certain repère cartésien
R, f(x) =

∑
(i,j)∈[1,n]2 Ai,j .xi.xj + 2

∑
i∈[1,n] bi.xi + c, avecxi les coor-

données cartésiennes dex dansR et b un vecteur àn composantes,c un réel,
A une matrice de type(n, n) qui ne soit pas antisymétrique.
On appellequadrique affine d’un espace affine de dimension finie une équa-
tion du typef(x) = 0 avecf une forme 2-affine sur cet espace affine .

Proposition 1258 • La définition ci-dessus stipule seulement qu’il existe un
certain repère cartésien dans lequel on peut exprimer ainsi l’application ; en
fait s’il en est ainsi, l’application s’exprime de même dans tout référentiel car-
tésien.
• On peut aussi imposer, sans changer la notion de forme 2-affine, que la ma-
triceA soit symétrique non nulle.

Proposition 1259 L’application f 7→ f|X de l’ensemble des formes quadra-

tiques surX̂ dont la restriction à
−→
X n’est pas la forme quadratique nulle dans

l’ensemble des formes 2-affines surX est une bijection.

Ce résultat est important ; il permet donc de ramener l’étude d’une forme 2-affine
sur un espace affine de dimensionn à l’étude de la restriction à un hyperplan d’une
forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension(n+ 1).

32.12 Zoologie de la géométrie affine

32.12.1 Etude de quadriques en dimension3

Les figures données ici sont obtenues avec Maple. Les commandes ne sont pas
toutes données, car elles sont très similaires. On se contentera de donner la commande
fournissant la figure32.3: il s’agit de

with(plots) ; implicitplod3d(x̂2-y2̂=z,x=-3..3,y=-3..3,z=-
3..3,axes=BOXED,style=PATCHCONTOUR,numpoints=10000) ;

Pour les autres figures, la modification de "numpoints" n’est pas utile.

� Quadriques de rang3 (alias quadriques à centre)

Ces quadriques sont celles de signature(3, 0) (ellipsoïde éventuellement réduit à
un point, figure32.1à gauche),(2, 1) (hyperboloïde à1 nappe32.1à droite, à2 nappes
figure32.2à gauche).
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� Quadriques de rang2

Ces quadriques sont le paraboloïde elliptique (figure32.2, à droite) et le paraboloïde
hyperbolique (figure32.3).

32.12.2 Exemples très banals d’espaces affines

� Espace vectoriel

On se donneE un espace vectoriel, par exempleRn ; alorsX = E muni de l’ap-
plication(x, y) 7→ −→xy = y − x est un espace affine.

� Avec une bijection sur un espace vectoriel

Etant donnéX un ensemble etE un espace vectoriel , avecf une bijection deX
surE, alors l’application(x, y) 7→ −→xy = f(y) − f(x) deX × X dansE définit une
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structure d’espace affine surX. En fait, tout espace affine peut se définir de cette façon ;
mais il n’y a pas unicité de la fonctionf (unicité à composition par une translation près
toutefois).

32.12.3 Solutions d’un système linéaire

Etant donné un système linéaireA.X = b avecA une matrice de type(n, p), X
l’inconnue (vecteur colonne de dimensionp), etb un vecteur colonne de taillen, l’en-
semble des solutions est un espace affine, de direction l’espace vectoriel des solutions
deA.X = 0.

S’il existe une solution, la dimension de l’espace affine des solutions est égal àp−r
avecr le rang deA.

Donc pour trouver toutes les solutions, il suffit de trouver une solutionX0, et l’es-
pace des solutions est alorsX0 +Ker(X 7→ A.X).

32.12.4 Solutions d’une équation différentielle

� Du premier ordre

Etant donnéI un intervalle deR, u etv des applications continues deI dansR, les
solutions de l’équation différentielle du premier ordre

y′(t) = u(t).y(t) + v(t)

forment un espace affine de direction l’ensemble desy(t) tels quey′(t) = u(t).y(t).
Cet espace affine est de dimension1, sa direction est une droite vectorielle (de

l’espace vectoriel des fonctions continues deI dansR) engendrée par l’application
x 7→ exp(U(x)) (deI dansR) avecU ′ = u surI.
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� Du second ordre

Etant donnéI un intervalle deR, u, v etw des applications continues deI dansR,
les solutions de l’équation différentielle du deuxième ordre

y′′(t) = u(t).y′(t) + v(t).y(t) + w(t)

forment un espace affine de direction l’ensemble desy(t) tels quey′′(t) = u(t).y′(t)+
v(t)y(t).

Cet espace affine est de dimension2, sa direction est un plan vectoriel (de l’espace
vectoriel des fonctions continues deI dansR), dont on trouvera une base en utilisant
la transformation donnée en partie13.3pour se ramener à une équation d’ordre1.

32.12.5 Pour les algébristes, action du groupe additif d’un espace
vectoriel sur un ensemble

On se donneX un ensemble quelconque, etE un espace vectoriel , et on considère
une action du groupe(E,+) surX ; on impose que cette action soit fidèle et transitive,
c’est-à-dire que

e.(f.x) = (ef).x et0.x = x (définition d’une action)

et
∀(x, y) ∈ X ∃!u ∈ E/u.x = y

(existence = transitivité, unicité = fidélité). AlorsX est un espace affine de directionE
pour l’application qui à(x, y) associe l’élémentu tel queu.x = y.

La notation multiplicative, usuelle pour les actions de groupe, est peut-être ici assez
malvenue, du fait que l’on se retrouve avec0.x = x... On peut remplacere.x pour(e, x)
dansE ×X parTe(x), et employer le vocabulaire plus imagé des translations.
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Chapitre 33

Géométrie projective

33.1 Homographies, birapport et droite projective

33.1.1 Théorie

Définition 1260 - Proposition On appelledroite projective associée au
corpsK et on noteP 1(K) l’ensembleK∪{∞}, sur lequel on prolonge les lois
d’addition et de multiplication en posantx+∞ =∞ pour toutx ∈ K∪ {∞}
et{x.∞} =∞ pour toutx ∈ K∗∪{∞}, le produit0.∞ n’étant pas défini. On
prolonge la division en posantx/∞ = 0 etx/0 =∞ pour toutx ∈ K∗∪{∞}.
Toute application affinef deK dansK peut être prolongée en une application
deP 1(K) dansP 1(K), en posantf(∞) =∞.

SoitM une matrice deGL2(K), noté

(
a b
c d

)
; alors l’homographie de

P 1(K) associée àM est par définition l’application qui àx dansP 1(K) as-
socie
• a.x+b
c.x+d si c.x+ d 6= 0
• ∞ si c.x+ d = 0
• ac si x =∞
On note cette applicationH(M).
Si c 6= 0, H(M) induit une bijection deK \ {−dc} surK \ {ac }. On en déduit
queH(M) est une bijection deP 1(K) sur P 1(K). Un calcul simple montre
que sa réciproque est l’homographie associée à l’inverse de la matriceM .
L’ensemble des homographies deP 1(K) est un groupe pour la composition.
On l’appellegroupe projectif deK ; on le noteGP 1(K).
L’application qui àM associeH(M) est un morphisme du groupeGL2(K)
dansGP 1(K). Son noyau est l’ensemble(K∗).I, c’est-à-dire le groupe des
matrices non nulles proportionnelles à la matrice identité (ce noyau, comme
tout noyau d’un morphisme de groupe, est distingué).
On en déduit doncGP 1(K) ' GL2(K)/K∗.I = PGL2(K).
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Définition 1261 - Proposition Etant donné une droite affineD (c’est-à-dire
un espace affine de dimension1), on peut considérer sadroite projective com-
plétéeD̃, consistant enD ∪ {∞}. Une abscissem surD se prolonge en une
bijection deD̃ sur P 1(K), par m(∞) = ∞ ; cette application sera encore
appeléeabscisse, surD̃.
On appellehomographie deD̃ sur D̃′ une applicationh deD surD′ telle
qu’il existe des abscissesm etm′ respectivement sur̃D et D̃′ telles queh =
m′−1 ◦H ◦m, avecH une homographie deP 1(K).
Un composée d’homographies (quel que soit le contexte) est encore une homo-
graphie.
Une homographie est toujours bijective.
L’ensemble des homographies dẽD sur lui-même forme un groupe pour◦,
isomorphe àGP 1(K) ; on le noteGP (D̃), et on l’appellegroupe projectif de
D̃.
Etant donnéeE une droite affine munie d’un repère affine, donc d’une abscisse,
on se donne4 pointsA,B,C etD distinctsd’abscisses respectivesa, b, c etd.
On appellebirapport de A,B, C etD et on note[A,B,C,D] = a−c

a−d .
b−d
b−c .

On a les propriétés suivantes du birapport :
• le birapport est indépendant de l’abscisse choisie.
• le birapport n’est pasindépendant de l’ordre.
• [A,B,C,D] = [C,D,A,B]
• [A,B,C,D] = 1

[A,B,D,C] = 1
[B,A,C,D]

• [A,B,C,D] + [A,C,B,D] = 1
En constatant que le birapport avec3 points fixés est une homographie, on va
la prolonger.
Ainsi, on prolonge le birapport au cas où l’un des points est∞, de la manière
logique intuitivement, c’est-à-dire que les termes incluant∞ "se compensent".
Ainsi on a par exemple

[A,B,C,∞] =
a− c
b− c

[A,B,∞, D] =
b− d
a− d

[A,∞, C,D] =
a− c
a− d

[∞, B, C,D] =
b− d
b− c

Ensuite, on prolonge le birapport au cas où deux points sont égaux :

[A,A,C,D] = [A,B,C, C] = 1

[A,B,A,D] = [A,B,C,B] = 0

[A,B,C,A] = [A,B,B,D] =∞

Le birapport est invariant par homographie :∀A,B,C,D ∈ P 1(K),∀f ∈
PGL2(K), [f(A), f(B), f(C), f(D)] = [A,B,C,D].
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Définition 1262 - Proposition
Toute homographie dẽD, avecD une droite affine, s’exprime de manière
unique sous la formeM 7→ [M,A,B,C] pour un certain triplet(A,B,C)
de points distinctsdeD̃. On appellerepère projectif de D̃ un tripletA,B,C
de points distincts, et[M,A,B,C] est appelécoordonnée deM dans le re-
père projectif (A,B,C).
L’application qui à un point associe sa coordonnée dans un repère projectif est
égale à composition par une homographie près à l’application qui à un point
associe sa coordonnée dans un autre repère projectif.
Etant donnés deux triplets de points distincts(A,B,C) et (A′, B′, C ′) res-
pectivement sur̃D et D̃′ (deux droites projectives), il existe une et une seule
homographieh deD̃ sur D̃′ telle queh(A) = A′, h(B) = B′ eth(C) = C ′.
Etant donnés deux quadruplets de points distincts(A,B,C,D) et
(A′, B′, C ′, D′) respectivement sur̃E et Ẽ′ (deux droites projectives), il existe
une homographieh deẼ sur Ẽ′ telle queh(A) = A′, h(B) = B′, h(C) = C ′

eth(D) = D′ si et seulement si[A,B,C,D] = [A′, B′, C ′, D′].
Une bijectionentre deux droites projectives est une homographie si et seule-
ment si elle conserve le birapport.
Etant donnéD̃ une droite projective, etd ∈ D̃, D̃ induit surE = D̃ \ {d} une
structure de droite affine ;GA(E) est l’ensemble des applications induites sur
E par des homographies dẽD dontd est un point fixe(on en déduit donc que

tous les points dẽD jouent le même rôle, même∞).

33.1.2 Visualisation

On considère le plan vectorielK2 muni de sa base canonique, et l’ensembleD̃ des
droites vectoriellesdeK2 (donc seulement les droites affines passant par l’origine).

On noteD la droiteK× {0} etD l’ensembleD̃ \ {D}.
Etant donnéd appartenant à̃D, on considèrex(d) l’abscisse de son intersection

avec la droiteK× {1}, et on posex(D) =∞.

D est une droite affine pour l’application qui à deux droitesd et d′ associe
−→
dd′ =

x(d′)− x(d). D̃ en est une droite projective complétée. Une abscissex′ surD, qui est
affine par rapport àd 7→ x(d), se complète en une abscisse surD̃ parx′(∆) = ∆.

On peut donc visualiser la droite projectiveP 1(K) comme l’ensemble des droites
vectorielles du plan euclidienK2.

On peut aussi considérer la droite projective complétée comme l’ensemble des
points non nuls du planK2, en considérant des classes d’équivalence égales aux droites
vectorielles privées de0. L’image est sans doute d’autant plus visualisable, car l’homo-
graphieh(M) pourM ∈ GL2(K) est alors la multiplication parM dansK2 quotienté
par la relation d’équivalence «être dans le même alignement avec0».

En identifiant un point d’abscisset dans un repère affine à la classe d’équivalence
K.(t, 1) si t 6= ∞ et à la classe d’équivalenceK.(1, 0) sinon, on peut identifier toute
droite projective complétée à l’ensemble des classes d’équivalence précédemment dé-
finies deK2 \ {0}.
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Ainsi une homographie dans une droite projective complétée est l’application quo-
tiente d’une transformation linéaire dansK2.

Il reste maintenant à passer aux espaces projectifs de dimension supérieure.

33.2 Espaces projectifs

33.2.1 La théorie

Définition 1263 Etant donnéE un espace vectoriel de dimension finie, on ap-
pelleespace projectif associé àE l’ensembleP (E) des droites vectorielles de
E. On notePn−1(K) pourP (Kn).
On appelledimension deP (E) la dimension deE moins un.

Ne pas confondre avec l’ensemble des parties deE !
On appelledroite de P (E) l’image d’un plan vectoriel deE, plan vectoriel
deP (E) l’image d’un sous-espace vectoriel deE de dimension3, sous-espace
projectif de P (E) de dimensionq l’image d’un sous-espace vectoriel deE
de dimension(q + 1), hyperplan projectif de P (E) un hyperplan vectoriel
deE, sous-espace projectif deP (E) engendré parq points deP (E) (i.e. q
droites deE) l’image du sous-espace vectoriel deE engendré par lesq droites
correspondantes.
On note< P > le sous-espace projectif deP (E) engendré par une partieP
incluse dansP (E).
On dit deq points deP (E) qu’ils sontprojectivement indépendantssi les
droites correspondantes sont en somme directe dansE, c’est-à-dire s’ils en-
gendrent un sous-espace projectif deP (E) de dimension(q − 1).
On dit den pointsx1, ..., xn deP (E) qu’ils forment unrepère projectif de
P (E) si la dimension deP (E) estn−2 et si toute sous-famille den−1 points
desxi est projectivement indépendante.
On dit dex dansP (E) qu’il a pour coordonnées homogènes(t1, ..., tn)
dans un certain repère projectif (d0, d1, ..., dn) si un certainy apparte-
nant àx a pour coordonnées(t1, ..., tn) dans une base(e0, ..., en−1) avec
en =

∑
i=[1,n−1] ei etdi =< ei > pour touti ∈ [1, n].

Cette définition des espaces projectives coïncide avec celle des droites projectives
donnée plus tôt.

Les coordonnées homogènes ne sont pas uniques, même dans un repère donné !
Par contre elles sont unique à multiplication par un scalaire non nul près. La preuve en
sera plus facile après certaines autres propositions→ voir plus loin.

Proposition 1264 Etant donnésF etG deux sous-espaces projectifs d’un es-
pace projectifP (E), on a

dim F + dim G = dim < F ∪G > +dim F ∩G
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Définition 1265 (Sur les repères projectifs)- Proposition•Si(y1, ..., yn−1)
est une base deE, et si lesxi pour i ∈ [1, n] sont des éléments deP (E) avec
yi ∈ xi, et

∑
i=1..n−1 yi ∈ xn (intuitivementxn est au milieu desxi pour

i ∈ [1, n−1] - la division parn est superflue puisque l’on travaille dansP (E)
à une constante multiplicative près), alors(x1, ..., xn) est un repère projectif
deP (E).
•Réciproquement, si(x1, ..., xn) est un repère projectif deP (E), alors il existe
(y1, ..., yn−1) une base deE, avecyi ∈ xi, et

∑
i=1..n−1 yi ∈ xn.

Pour bien voir ce que signifie ce résultat, il faut comprendre que n’importe quel
repère projectif s’exprime donc comme l’image d’une base par la surjection
canonique deE\{0} sur son quotient PLUS l’image de la somme des éléments
de cette base ; et que n’importe lequel des éléments peut s’exprimer comme
étant l’image de l’élément somme.
Une famille(yi)i∈[1,n−1] et une famille(xi)i∈[1,n] étant définies comme dans
le deuxième point, la base(yi)i∈[1,n−1] et le repère projectif(xi)i∈[1,n] sont
ditsassociés.

Démonstration :
Remarquons tout d’abord que pour que des droitesxi soient en somme directe, il

faut et il suffit qu’une famille quelconque deyi avecyi engendrantxi soit libre ; dans
ce cas, toute famille deyi avecyi engendrantxi est libre.

Dans la suite j’assimile «y engendrex » à «y engendre la droite vectorielle en-
gendrée parx », lorsquey est un point deE etx une droite vectorielle privée de0.
• La famille x1, ..., xn−1 est clairement projectivement indépendante. Il reste à

voir que n’importe quelle autre famille de(n − 1) éléments est projectivement indé-
pendante. Pour cela, on peut se contenter de la famillex2, ..., xn, puisque la situation
est invariante par permutation des termes du vecteur1. On se donne alorsy1, ..., yn
dansE engendrant respectivementx1, ..., xn. Si (y1, ..., yn−1) est une base deE et
yn = y1 + ...+ yn−1, alors la famille obtenue à partir de(y1, ..., yn−1) en remplaçant
n’importe quel vecteur paryn est de nouveau une base deE, si bien que n’importe
quelle famille de(n − 1) éléments parmix1, ..., xn est projectivement indépendante :
(x1, ..., xn) est un rep‘ere projectif deP (E).
• On se donney′i engendrantxi dansE. Par définition, lesy′i pour i ∈ [1, n − 1]

forment une famille libre deE, donc une base deE. Doncy′n est combinaison linéaire
desy′i pouri ∈ [1, n− 1]. On écrit alors

y′n =
∑

i∈[1,n−1]

λi.y
′
i

puisyn = y′n etyi = λi.y
′
i pouri ∈ [1, n− 1], et on a le résultat souhaité sous réserve

que lesλi soient non nuls.
• Lesλi sont tous non nuls ; en effet, dans le cas contraire, une sous-famille d’au

1σn agit transitivement sur les paires de{1, ..., n}, donc, par passage au complémentaire, sur les paires
de(n− 1)-uplets de{1, ..., n}
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plusn− 1 vecteurs parmiy′1, ..., y
′
n. ut

Proposition 1266 (Coordonnées homogènes)Les coordonnées homogènes
dans un repère donné sont uniques à multiplication par un scalaire non nul
près.

Démonstration : • Lesyi donnés par le deuxième point de la proposition ci-dessus
sont uniques à multiplication par un scalaire non nul près (comme on s’en convaincra
en consultant la preuve ci-dessus).
• Les coordonnées homogènes sont donc uniques à multiplication par un scalaire

non nul près.ut

Proposition 1267 (Propriétés des espaces projectifs)• Dans un espace pro-
jectif, par deux points distincts passe une droite et une seule.
• Dans un espace projectif, l’intersection d’une droite et d’un hyperplan qui
ne la contient pas est constituée d’un point et d’un seul.

Proposition 1268 (Propriétés des plans projectifs)Dans un planprojectif :
•Deux droites distinctes se coupent en un point et un seul→ pas de droite sans
point commun !

On a défini laborieusement les homographies dans une droite projective ; on va
maintenant les définir dans un espace projectif de dimension quelconque.

Définition 1269 (Homographies)SoitE etF des espaces vectoriels de même
dimension finie, etf ∈ Isom(E,F ). Alorsf conservant l’alignement, on peut
restreindref àE privé de0 etF privé de0, on a encore une bijection ; on peut
alors considérer l’application quotient def ; on obtient une bijection deP (E)
surP (F ). Cette application est appeléehomographie deP (E) sur P (F ).
Unematrice associée à une homographie deP (E) dansP (F ) dans des re-
pères projectifsR etR′ (deP (E) etP (F ) respectivement) est la matrice dans
des bases associées àR etR′ d’un certain isomorphisme deE dansE′ engen-
drant cette homographie. Un endomorphisme ayant pour matrice cette même
matrice dans les mêmes bases est dit lui aussiassociéà cette homographie.

Il n’y a pas unicité des matrices associées à une homographie ! Ni des endo-
morphismes ! Il y a par contre unicité à multiplication par un scalaire près, comme on
le vérifie dans la partie21.10.6.

Proposition 1270 SoitR un repère projectif deP (E) etR′ un repère projectif
deP (E). Avecx ∈ P (E) etX un vecteur de coordonnées homogènes dex
dansR etM une matrice associée à l’homographieH deP (E) dansP (F )
pour les repèresR etR′, M.X est un vecteur de coordonnées homogènes de
H(x) dansR′.
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Proposition 1271 La restriction d’une homographie à un sous-espace projec-
tif est une homographie.
Etant donnésP (E) etP (F ) deux espaces projectifs de même dimension etRE
etRF des repères projectifs deP (E) etP (F ) respectivement ; alors il existe
une unique homographie deP (E) surP (F ) par laquelleRF soit l’image de
RE .

Définition 1272 L’ensemble des homographies d’un espace projectifP (E)
sur lui-même forme un groupe pour◦ ; on l’appelle groupe projectif de E,
et on le notePGL(E).

D’après la proposition précédente,PGL(E) agit simplement transitivement sur
l’ensemble des repères projectifs deP (E). On trouvera plus d’informationsà21.10.6.

33.2.2 La visualisation

On a introduit les espaces projectifs en considérant les classes d’équivalence d’un
espace vectoriel de dimension finie privé de0 pour la relation d’équivalence "appartenir
à la même droite vectorielle". Certes cette représentation est elle-même bien imagée et
intuitive. Toutefois il reste à fournir une représentation rappelant plus la géométrie
affine.

J’assimile abusivement une droite vectorielle et la même droite privée de0 dans la
suite de ce paragraphe.

On se donnef une forme linéaire non nulle sur un espace vectorielE de dimen-
sion finie. On considère l’hyperplan affineF = {x/f(x) = 1}, de direction

−→
F avec

−→
F = {x/f(x) = 0}. On considère alors l’ensembleX des éléments deP (E) qui inter-

sectentF ; il est clair qu’il s’agit du complémentaire dansP (E) deP (
−→
F ). On peut en

outre l’identifier àF , par l’application qui à un élément deX associe son intersection
avecF .

L’ensemble des droites vectorielles contenues dans
−→
F est un hyperplan projectif de

P (E). L’application qui à une homographieh deP (E) laissant
−→
F invariant associe

l’applicationg deF dansF définie parg(x) = h(x) (rappelons que l’on a identifiéX
etF ) est un morphisme injectif dePGL(E) dansGA(F ).

En outre pour toute droite affineD deF , il existe un unique pointD∞ de
−→
F tel que

D∪{D∞} soit une droite projective. On aD∞ = D′∞ si et seulement siD est parallèle àD′.

Enfin l’application qui à une droite deP (E) non contenue dans
−→
F associe son inter-

section avecF est une bijection de l’ensemble des droites projectives deP (E) non

contenues dans
−→
F dans l’ensemble des droites affines deF .

On peut donc voirP (E) comme un hyperplan deE, muni en outre de points à l’in-
fini complétant les droites, correspondant à la direction d’une droite (i.e. deux droites
parallèles ont même direction) ; les droites contenues dans

−→
F sont en fait les droites

constituées uniquement de points à l’infini.
Enfin il faut bien noter que la notion de point à l’infini est relative ; n’importe quel

point deP (E) pourrait être un point à l’infini en choisissantF convenablement.
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Pour le redire autrement, un espace projectif est un espace vectoriel, muni de points
à l’infini pour compléter les droites ; deux droites parallèles ont alors un point d’inter-
section à l’infini.

Définition 1273 Un hyperplan affineH deE ne passant pas par0, identifié
à l’ensemble des éléments deP (E) qui ne sont pas inclus dans

−→
H , comme

précédemment, et complété par les points à l’infini correspondant à ses droites,
est appelécomplété projectif deH.
Etant donnéH un hyperplan affine deE ne passant pas par0,

−→
H est appelé

l’ hyperplan à l’infini du complété projectif deE.

Pour y voir clair, une visualisation en petite dimension sera pratique.

� En dimension1

Un espace projectif de dimension1 est une droite projective, c’est-à-dire une droite
affine, avec en outre un point à l’infini. On peut aussi la voir comme un cercle où les
points diamétralement opposés sont identifiés.

� En dimension2

Un espace projectif de dimension2 est un plan projectif, c’est-à-dire un plan affine,
avec en outre des points à l’infini. On peut se représenter cela par un plan, avec un
cercle à l’infini ; une droite peut être soit une droite du plan, avec en bonus les deux
points du cercle correspondant à sa direction, soit l’unique droite constituée des points
à l’infini.

On peut aussi le voir comme la sphère unité deR
3, en identifiant les points diamé-

tralement opposés.

� En dimension3

Un espace projectif de dimension3 peut se représenter comme un espace tridi-
mensionnel classique, muni de points à l’infini (qu’on peut se représenter comme une
sphère loin loin loin). Les droites en sont les droites usuelles (munies des deux points
correspondant sur la sphère), plus les grands cercles (i.e. de diamètre maximal) de la
loin-loin-lointaine sphère.

� Le cas général

Un espace projectif de dimensionn peut se représenter comme un espace affine de
dimensionn, muni de points à l’infini correspondant aux directions des droites. C’est
à dire que les points à l’infini sont un espace projectif de dimension(n− 1).

Il est très important de noter que, comme le laisse comprendre la méthode imagée
de voir tout ça, n’importe quel hyperplan peut être considéré comme l’hyperplan à
l’infini.
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33.2.3 Liste de résultats de géométrie projective

Pour prouver les résultats qui suivent il suffit généralement de traduire la question
en termes d’espaces vectoriels.

Proposition 1274 • SoitH un hyperplan projectif deE espace projectif. Soit
x un point deE \H ; alors toute droite projective passant parx intersecteH.
• Si F etG sont deux sous-espaces projectifs deE de dimensionsf et g de
somme≥ n, alorsF etG ont une intersection non vide.
• Deux droites d’un plan projectif se coupent toujours.

33.2.4 Topologie des espaces projectifs réels ou complexes

Théorème 1275 (Compacité des espaces projectifs)SoitE un espace vecto-
riel normé, muni de la topologie liée à sa norme (toutes les normes étant de
toute façon équivalentes en dimension finie) ; alors l’espace projectifP (E) est
compact pour la topologie quotient.

Démonstration :
• On considère la sphère unité deE. Cette sphère contient exactement deux points

de chaque droite vectorielle deE ; l’image de la sphère unité par la projection est donc
exactementP (E). P (E) est donc l’image d’un compact par une application continue,
et donc est compact sous réserve queP (E) soit séparé (voir théorème171). Il suffit
donc pour conclure de vérifier queP (E) est séparé.
•On se donne deux droites vectoriellesD etD′ distinctes deE ; on considère deux

couples de pointsx, y et x′,y′ deE, avec{x, y} = D ∩ S et {x′, y′} = D′ ∩ S (S
désigne la sphère unité).
• Il existe quatre ouvertsX, X ′, Y et Y ′ de S disjoints, avecx ∈ X, y ∈ Y ,

x′ ∈ X ′ ety′ ∈ Y ′.
• On considère alors l’intersection des projections deX etY d’une part, et l’inter-

section des projections deX ′ etY ′ d’autre part (rappelons que la projection canonique
sur un ensemble quotient est ouverte lorsque les classes d’équivalence sont les orbites
pour une action d’un groupe sur un espace topologique par homéomorphismes, voir
proposition144; on obtient ainsi deux ouverts distincts séparant nos deux droites.ut

Théorème 1276 (Connexité par arcs des espaces projectifs de dimension≥ 1)
Un espace projectif de dimension≥ 1 est connexe par arcs.

Démonstration : Rappelons juste que l’image d’un espace connexe par arcs par
une application continue est connexe par arcs...ut

On peut noter que le résultat est vrai aussi pour l’espace projectif de dimension0
(réduit à un singleton) bien queR \ {0} ne soit pas connexe.
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Chapitre 34

Zoologie de la géométrie

Cette partie concerne tant la géométrie affineque la géométrie projective. En fait
souvent la géométrie projective et la géométrie affine sont liées ; et certains théorèmes
de géométrie affine seront prouvés par la géométrie projective (et réciproquement).

34.1 La dualité

� Quelques rappels, pour ceux qui ont oublié l’algèbre linéaire

On considère un espace vectorielE de dimension finie. On note, classiquement,
E∗ son dual (i.e. l’espace vectoriel des formes linéaires continues surE, c’est-à-dire,
puisqueE est de dimension finie, l’espace vectoriel des formes linéaires surE).

Etant donnéF un sous-espace vectoriel deE, on noteF ′ l’ensemble des formes
linéaires nulles sur toutF . Il est clair queF ′ un sous-espace vectoriel deE∗ (voir la
partie sur l’algèbre linéaire). On adim F + dim F ′ = dim E, etdim E∗ = dim E.

Il est fondamental de rappeler queF ⊂ G dansE équivaut àG′ ⊂ F ′ dansE∗.

� Le rapport avec la géométrie projective

Notons maintenant bien ce qu’il se passe, lorsque l’on identifieE àE∗ :
On suppose queE est de dimensionn, et on notep la surjection canonique deE

dansP (E).
L’important dans le tableau ci-dessous est la seconde et la quatrième colonne ; les

autres colonnes sont là pour la compréhension.

dansE dansP (E) dansE∗ dansP (E∗)
dim E = n dim P (E) = n− 1 dim E∗ = n dim P (E∗) = n− 1

F p(F ) F ′ p(F ′)
dim F = f dim p(F ) = f − 1 dim F ′ = n− f dim p(F ′) = n− f − 1

droite point hyperplan hyperplan
(vectoriel) (projectif)

hyperplan hyperplan droite point
(vectoriel) (projectif)

On peut aller plus loin, en traduisant cette fois-ci les relations d’inclusion et d’in-
tersection. Je note par la suite par des lettres les éléments deP (E), et par les mêmes
lettres munies d’un′ leurs images dansP (E∗).
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dansP (E) dansP (E∗)
A ⊂ B B′ ⊂ A′
A ∈ B B′ ∈ A′

On peut ensuite spécialiser à la dimension2 : les lettres majuscules désignent des
droites, les lettres minuscules des points ; la même lettre désigne un élément et son
dual ; on ne fait que passer de minuscule à majuscule, et réciproquement.

dansP (E) dansP (E∗)
a (un point) A une droite
a = B ∩ C A = (bc)

A,B,C concourantes a, b, c alignés
Triangle de côtés Triangle de sommets

A,B etC a, b et c

Pourquoi utiliser cela en géométrie projective au lieu de l’utiliser simplement
en géométrie affine ?
→ par deux points passe toujours une droite... il est donc souhaitable que deux

droites se croisent toujours en un point pour avoir une analogie complète !

On verra une application fort sympathique avec le théorème de Desargues1279.

34.2 Géométrie dans le plan et dans le plan projectif

34.2.1 Théorème de Pappus

� En géométrie affine

Théorème 1277 (Pappus)SoientD etD′ deux droites du plan, distinctes.
SoientA,B etC trois points deD, etA′,B′ etC ′ trois points deD′.
SiAB′ est parallèle àBA′,
et siCB′ est parallèle àBC ′,
alorsAC ′ est parallèle àCA′,

Démonstration :
• Supposons queD etD′ ne soient PAS parallèles. Alors on considèreO leur point

d’intersection.
• On oriente les deux droitesD et D′, et on constate queOB

OA
= OA′

OB′
et que

OC
OB

= OB′

OC′
(par la réciproque du théorème de Thalès).

• On en déduit queOA
OC

= OC′

OA′
, ce qui par Thalès nous donne bien le résultat

souhaité.
NB : il est possible de raisonner sur des homothéties pour se débarasser des cas par-

ticuliers OC=0, etc. Il suffit de remplacer «OB
OA

= OA′

OB′
» par «il existe une homothétie

h centrée surO telle queh(A) = B eth(B′) = A′».
• Le casD etD′ parallèles n’est pas plus difficile, on utilise des translations pour

exprimer les parallélismes...ut
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� En géométrie projective

34.2.2 Théorème de Desargues

� En géométrie affine

Théorème 1278 (Théorème de Desargues)On se donneABC et A′B′C ′

deux triangles sans sommet commun et à côtés respectivement parallèlesa.
AlorsAA′,BB′ etCC ′ sont concourantes ou parallèles.

aCes deux triangles sont translatés l’un de l’autre ou homothétiques car directement semblables.

Démonstration :
• Premier cas :AA′ etBB′ ne sont pas parallèles.
Alors elles se coupent en un point, disonsO.

OA′

OA
=
OB′

OB

On considère alors le pointM deOC tel que

OA′

OA
=
OM

OC

Par la réciproque du théorème de Thalès,AC etA′M sont parallèles, etBC etB′M
sont parallèles.

M est donc à la fois surB′C ′ et surA′C ′, et doncM = C ′. On en déduit le résultat
demandé.

NB : là aussi on peut raisonner via des homothéties.
• Second cas :AA′ etBB′ sont parallèles.

Alors
−−→
AA′ =

−−→
BB′, et on construitM tel que

−−→
CM =

−−→
AA′ ; on a alors magiquement

−−→
CM =

−−→
BB′, et doncA′M est parallèle àAC et B′M est parallèle àBC ; donc

M = C ′.ut
Il y a une réciproque au théorème de Desargues ; voir paragraphe suivant...

� En géométrie projective

Théorème 1279 (Théorème de Desargues)On se donneABC et A′B′C ′

deux triangles d’un plan projectif. On notea, b et c les points d’intersection
respectifs deBC etB′C ′, AC etA′C ′, AB etA′B′. Alorsa, b et c sont ali-
gnés si et seulement siAA′,BB′ etCC ′ sont concourantes.

NB : Notez bien qu’il s’agit d’une généralisation du théorème précédent ! Deux
droites parallèles en géométrie affine se croisent à l’infini dans leur complété projectif.

Démonstration :
• Supposons tout d’aborda, b et c alignés. Ils déterminent donc une droite. On

peut supposer que cette droite est la droite à l’infini, puisque, comme on l’a déjà dit,
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n’importe quelle droite (ou hyperplan dans le cas général) peut être considérée comme
droite (ou, donc, hyperplan dans le cas général) à l’infini.

On peut alors appliquer le théorème1278.
Il nous reste maintenant à montrer la réciproque.
Pour cela on va utiliser la dualité... En fait, il n’y a tout simplement rien à faire, car

l’énoncé dual du théorème de Desargues, dans le sens où on l’a montré est précisément
sa réciproque.ut

34.3 O2(R),O3(R), les polygones réguliers, les polyèdres
réguliers

34.3.1 Dimension2

� Définition de la notion d’angle

Définition 1280 (Angle) L’angle orientéentre deux vecteurs unitairesu et v
de R2 (pris dans cet ordre) est par définition l’unique rotation deR2 dont
l’image deu estv.
L’angle orientéentre deux vecteurs non nuls quelconquesu et v deR2 (pris
dans cet ordre) est par définition l’angle orienté entre1‖u‖u et 1

‖v‖v.
On appelleangle nul l’angle entreu etu pouru vecteur non nul quelconque.
On appelleangle plat l’angle entreu et−u pouru vecteur non nul quelconque.
On appelleangle orienté de deux demi-droitesR+u etR+v l’angle orienté
entreu etv.
Pour tous ces angles, l’angle non orienté correspondant est la paire{r, r−1}
avecr l’angle orienté correspondant.
L’angle orienté de deux droitesRu etRv est la paire des angles entreR+u et
R

+v et entreR+u etR−v.
L’angle non-orienté correspondant est l’ensemble à4 éléments constitué des
angles entreR+u etR+v, entreR+u etR−v, et leurs inverses.
Etant donnée une base orthonormée directe deR

2 et un angle orientér, on
appellemesure de cet anglel’uniqueθ ∈ R/2πZ tel que la matrice der dans
cette base soit (

cos(θ) sin(θ)
−sin(θ) cos(θ)

)
Notons que la valeur deθ est indépendante du choix de la base orthonormée
directe.
On appellemesure principale d’un angle la mesure de cet angle comprise
dans]− π, π]. On noteraX̂, Y l’angle orienté entreX etY , quelle que soit la
nature deX etY .
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Proposition 1281
â, b− ĉ, d = â, c− b̂, d

â, b+ b̂, c = â, c

� Sous-groupes finis deO2(R)

Proposition 1282 Tout sous-groupe fini deO+
2 (R) s’identifie à un sous-

groupe fini de(U,×) a.
Un tel sous-groupe est donc de la forme{e 2ikπ

n /k ∈ [0, n − 1]}, et est iso-
morphe àZ/nZ, avecn l’ordre du groupe. Il est ainsi monogène et cyclique.
Tout sous-groupe fini deO2(R) s’identifie àZ/nZ ou àDn ' Z/nZoZ/2Z,
groupe diédral d’ordre2n.

aEnsemble des nombres complexes de module1

Démonstration :
SoitG un sous-groupe fini deO+

2 (R). Il est engendré par un nombre fini de ro-
tations (puisqu’il n’y a que des rotations dansO+

2 (R). Donc il est engendré par des
rotations d’ordre fini, d’anglee

2π
n . En posantm le ppcm desn en question, on constate

queG est engendré par la rotation d’anglee
2π
n .ut

Considérons maintenantG un sous-groupe fini deO2(R) et montrons qu’il est
de l’une des deux formes annoncées. S’il est inclus dansO+

2 (R) c’est terminé. En
cas contraire, soits appartenant àG ∩ O−2 (R). s est une symétrie. L’intersectionH
deG et deO+

2 (R) est un sous-groupe fini deO+
2 (R) ; il est donc engendré par la

rotationr d’angle2π/n pour un certainn. Le groupeG est alors engendré parr et s ;
G = H ∪ sH = {Id, s}×H (au sens du produit ensembliste et non du produit direct).
H est distingué,{Id, s} ∩H = {Id} : doncG = Z/2Z o Z/nZ = Dn.ut

� Polygones réguliers

Définition 1283 On appelle polygone régulier deR2 l’orbite d’un vecteur non
nul sous l’action d’un sous-groupe fini deO+

2 (R).

On consultera la partie21.10.12pour constater queDn est le groupe des isométries
d’un polygone régulier.

On pourra consulter le livre [10] pour la constructibilité des polygones réguliers ; la
caractérisation desn tels que le polygone régulier àn côtés est très surprenante, faisant
intervenir les nombres de Fermat : un tel polygone est constructible sin s’exprime
comme le produit d’une puissance de2 par un produit de nombres premiers de Fermat
distincts1.

1Un nombre premier de Fermat est un nombre premier de la forme22n + 1. Les seuls nombres premiers
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34.3.2 Dimension3 : Sous-groupes finis deO+
3 (R)

Théorème 1284 (Sous-groupes finis deO+
3 (R)) Les sous-groupes finis de

O+
3 (R) sont de l’une des 5 formes suivantes :
• Groupes constitués exclusivement de rotations, isomorphes àZ/nZ
• Groupes isomorphes aux groupes diédraux (ordre pair)
• Groupe des isométries positives laissant invariant un tétraèdre régulier
(ordre 12)
• Groupe des isométries positives du cube = groupe des isométries positives
de l’octaèdre (ordre 24)
• Groupe des isométries positives de l’icosaèdre (ordre 60)
Il existe des exemples pour chacun de ces cas.

Démonstration : Donner une preuve complète est très laborieux, et être vraiment
rigoureux est très difficile... On pourra voir le livre [10].ut

� Polyèdres réguliers

On n’étudiera pas ici l’existence des 5 polyèdres réguliers et les relations de dua-
lité. Le lecteur intéressé pourra se référer à [8] ; la preuve qui y est donnée n’est pas
complètement rigoureuse, car le formalisme nécéssaire pour manier de tels objets est
difficile, et il est sans doute préférable de se limiter à des notions intuitives.

Les 5 polyèdres réguliers sont le tétraèdre (4 faces triangulaires), le cube (6 faces
carrées), l’octaèdre (8 faces triangulaires), l’icosaèdre (20 faces triangulaires), le dodé-
caèdre (12 faces pentagonales).

34.4 La droite de Simson et quelques suites

Ce théorème, à quelques modifications mineures près, est extrait du livre de Hahn,
"Complex numbers and geometry".

Théorème 1285SoitA,B,C un triangle,D un point.
SoientP ,Q etR les projections orthogonales deD sur (BC), (CA) et (AB).
Alors P ,Q etR sont colinéaires⇐⇒ D appartient au cercle circonscrit à
ABC.

Démonstration : On considère le triangle ABC inscrit dans un cercle de centre0
et de rayon1 (sans perte de généralité).
On noteα, β, γ, δ, λ, µ etν les abscisses respectives deA,B,C,D,P ,Q,R.

Une équation de(BC) est donnée par le calcul suivant :

z ∈ (BC) ⇐⇒ z − β
γ − β

∈ R

de Fermat connus sont3, 5, 17, 257, 65537.
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FIG. 34.1 – Figure préparatoire à l’étude de la droite de Simson

z − β
γ − β

=
z − β
γ − β

c’est-à-dire2 z + γ.β.z = β + γ

Une équation de(PD) est :

z ∈ (BC) ⇐⇒ z − γ
γ − β

∈ iR

z − δ
γ − β

= − z − δ
γ − β

Donc l’intersection de ces deux droites doit vérifier :

z − γ.β.z = δ − γ.β.δ

On en déduit que

λ =
1
2

(β + γ + δ − β.γ.δ)

de même :

µ =
1
2

(α+ γ + δ − α.γ.δ)

ν =
1
2

(α+ β + δ − α.β.δ)

2En constatant queα−β
α−β

= −βγ et βγ−βγ
γ−β = β + γ.
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P,Q,R colinéaires⇐⇒ λ−ν
µ−ν ∈ R

⇐⇒ [γ,
δ

|δ|2
, β, α] ∈ R

⇐⇒ α, β, γ, δ
|δ|2 cocycliques ou alignés

⇐⇒ |δ| = 1

Ce qui est précisément le résultat souhaité.ut
On suppose maintenant|δ| = 1.

λ vérifiez = 1
2 (β + γ + δ − β.γ

δ )

Soitσ1 = α+ β + γ
σ2 = α.β + α.γ + β.γ
σ3 = α.β.γ

Il s’agit des trois polynômes symétriques élémentaires enα, β, γ. Notons queσ1 =
α+ β + γ = 1

α + 1
β + 1

γ = σ2
σ3

.

z = 1
2 (σ1 + δ − α− σ3

δ.α ) etz = 1
2 (σ2/σ3 + 1/δ − 1/α− δ.α

σ3
)

En éliminantα :

δ.z − σ3.z = 1
2 (δσ1 + δ2 − σ2 − σ3/δ)

Cette expression, étant symétrique enα, β, γ, est vérifiée aussi pourµ et ν. C’est
l’équation d’un sous espace affine, qui est :
• non vide
• non réduit à un point carP,Q,R ne sont jamais confondus.
• non égal au plan carσ3 est non nul

Définition 1286 Cette équation est donc l’équation d’une droite, appelée
droite de Simson.

Théorème 1287SoientL,M,N trois points sur le cercle circonscrit àABC.
Alors les trois droites de Simson correspondantes sont concourantes si et seule-
ment siÂL+ B̂M + ĈN est nul modulo2π.

Démonstration :
Soit l,m, n les abscisses respectives deL,M,N .

l.z − σ3.z =
1
2

(l2 + σ1.l − σ3 − σ3/l)
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m.z − σ3.z =
1
2

(m2 + σ1.m− σ3 − σ3/m)

n.z − σ3.z =
1
2

(n2 + σ1.n− σ3 − σ3/n)

Les deux premières se coupent enz = 1
2 (l +m+ σ1 + σ3/(l.m)).

Les deux dernières se coupent enz = 1
2 (m+ n+ σ1 + σ3/(m.n)).

La condition nécéssaire et suffisante est doncl − n + σ3.(n − l)/(l.m.n) = 0,
c’est-à-direσ3 = m.l.n ou encoreα.β.γ = l.m.n
D’où le résultat par passage aux arguments.ut

34.5 Le cercle des neuf points, et une suite par Co-
olidge

Cette partie est, elle aussi, fortement inspirée du livre de Hahn "Complex Numbers
and Geometry".

Le cercle des neuf points

A

CB

O

D

(     )

(     )(     )

w

H (     )

FIG. 34.2 – Schéma préparatoire au cercle des neuf points
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Théorème 1288Soit(ABC) un triangle,O le centre du cercle circonscrit,G
le barycentre deA,B etC, etH l’intersection des hauteurs.
Alors :
• (O,G,H) sont alignés.
• Les pieds des hauteurs, les milieux des côtés et les milieux des segments
joignant l’orthocentre aux sommetsA,B etC sont tous sur un même cercle.

Démonstration : On choisitO pour origine du plan complexe.
On noteα, β, γ les affixes respectives deA,B,C. On noteC le cercle circonscrit.

SoitH le point d’affixeθ = α + β + γ. Commeσ−α2 = β+γ
2 , on a

−−→
AH = 2

−−→
OD,

oùD est le milieu deBC. En particulier, commeOA′ est la médiatrice de[BC], on a
(AH) et (BC) orthogonales.

On peut raisonner de même pour obtenirBH⊥AC etCH⊥AB ; on retrouve ainsi
le fait que les hauteurs sont concourantes enH. CommeG a pour affixe1

3 (α+β+ γ),
les pointsO,G etH sont alignés.

SoitW d’affixe σ/2 ; W est le milieu de[OH].
WD = |β+γ

2 − σ
2 | = |α|/2 = 1

2
De mêmeWE = WF = 1

2 avecE etF les milieux respectifs de[CA] et [AB].
La distance deW au milieu deAH est elle aussi12 , et de même pour les autres.
On noteΛ l’affixe du pied de la hauteur issue deA.
Pour situerΛ on va d’abord s’intéresser àα′, l’intersection deαΛ avecC. On va mon-
trer queBα′σ est isocèle.

−−→
Aα′⊥

−−→
BC donneα

′−α
γ−β ∈ i.R.

Lemme :On aα′ = −βγα .

Démonstration : Comme le quotientβγαα′ est invariant par rotation, on peut sup-

poser que
−−→
Aα′ est vertical et

−−→
BC horizontal, de sorte queαα′ = 1 etβγ = −1, si bien

que ce quotient vaut−1 etα′ = −βγα dans tous les cas.ut
On obtient donc par le lemme ci-dessusα′ = −βγα . On montre ensuite facilement

que |B − α′| = |B − σ|, donc le triangleBα′σ est isocèle. Le piedλ de la hauteur
issue deA est en fait aussi le milieu de[α′σ].

On en déduit alors que|Λ − σ/2| = 1/2. On ferait de même pour les pieds des
autres hauteurs. Finalementσ/2 est le centre d’un cercle de rayon1/2 comportant
les pieds des trois hauteurs, les milieux des trois côtés, et les milieux des segments
joignants l’orthocentre aux sommetsA,B etC sont tous sur un même cercle.ut

Enfin, voici un résultat dû à Coolidge :

• Soit z1,...,z4 sur le cercle unité. Le centre du cercle d’Euler dez2, z3, z4 est
τ1 = 1

2 (z2 + z3 + z4) ; τ2, τ3, τ4 sont définis de manière analogue. On définit en
outreτ = 1

4 (z1 + z2 + z3 + z4) ; alors pour touti, τi est sur le cercle de centreτ et de
rayon 1

2 ; ce cercle est appelé cercle d’Euler du quadrilatèrez1,z2,z3,z4.

578



• On peut faire la même chose avec 5 points ; on définit 5 cercles d’Euler de 5 quadri-
latères, et un cercle d’Euler pour le pentagone.
• On peut procéder de même avec un polygone quelconque.

Pour plus de précisions, on pourra consulter le livre de Hahn cité ci-dessus.
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Chapitre 35

Combinatoire et
dénombrements

On consultera avec grand profit le chapitre 1 de [10], très bien fait et fournissant
une bonne quantité de résultats originaux, complétant utilement les résultats très clas-
siques suivants. On pourra aussi aller consulter le paragraphe4.2 pour les cardinaux
d’ensembles infinis.

35.1 Cardinaux d’ensembles finis

Proposition 1289 AvecA un ensemble fini, on a laFormule d’inclusion ex-
clusion; avecFi ∈ A = P (A), on a|∪i≤nFi| =

∑
i≤n |Fi|−

∑
1≤i<j≤n |Fi∩

Fj |+
∑

1≤i<j<k≤n |Fi ∩ Fj ∩ Fk|...+ (−1)n−1| ∩1≤i≤n Fi|

Le nombre de parties àp éléments d’un ensemble àn éléments estCpn ; voir à35.4.

35.2 Dénombrement de fonctions

On considèreE etF deux ensembles finis, de cardinauxe etf .

35.2.1 Ensemble des applications deE dansF

Proposition 1290 L’ensemble des applications deE dansF , notéFE , a pour
cardinalfe.
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35.2.2 Ensemble des injections deE dansF

Proposition 1291 L’ensemble des injections deE dansF a pour cardinal
Aef = f !

(f−e)! si f ≥ e ; 0 sinon.

La preuve se fait facilement par récurrence. Voir35.3pour les premières valeurs.

35.2.3 Ensemble des surjections (et bijections) deE dansF

Proposition 1292 En notantSfe le cardinal de l’ensemble des surjections de
E dansF (dans le case ≥ f ) divisé parf ! (c’est-à-dire, dans le cas deE etF
totalement ordonnés, le nombre de surjections croissantes), on a les formules :

S1
e = See = 1

∀(e, f) Sfe+1 = Sf−1
e + f.Sfe

On obtient ainsi les valeurs suivantes deSfe :

f = 1 f = 2 f = 3 f = 4 f = 5
e = 1 1 0 0 0 0
e = 2 1 1 0 0 0
e = 3 1 3 1 0 0
e = 4 1 7 6 1 0
e = 5 1 15 25 10 1

Le nombre de bijections deE versF vaute! si e = f , 0 sinon.

35.2.4 Ensemble des applications croissantes deE versF

E etF sont maintenant munis d’un ordre total.

L’ensemble des applications croissantes deE dansF a même cardinal que l’en-
semble des applications strictement croissantes deE dans[1, f + e− 1] ; une fois que
l’on s’est convaincu de cela (en voyant que 1] siu de{1, 2, 3, ..., e} dans{1, 2, 3, ..., f}
est croissante alorsx 7→ vu(x) = u(x) + x de{1, 2, 3, ..., e} dans{1, 2, 3, ..., e + f}
est strictement croissante 2]u 7→ vu est bijective de l’ensemble des applications crois-
santes deE dansF vers l’ensemble des applications strictement croissantes deE dans
[1, f + e − 1]) il est facile de montrer que cet ensemble a pour cardinalCef+e−1 (les
coefficients binomiauxCpn sont présentés plus bas).
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35.3 Arrangements

Définition 1293 On appellep-arrangement deE une application injective de
Np dansE.
On noteApn le cardinal de l’ensemble desp-arrangements d’un ensemble àn
éléments.

Au

vu des résultats précédents, on peut dire queApn = n!
(n−p)! .

Les premières valeurs sont :

p = 1 p = 2 p = 3 p = 4 p = 5
n = 1 1 0 0 0 0
n = 2 2 2 0 0 0
n = 3 3 6 6 0 0
n = 4 4 12 24 24 0
n = 5 5 20 60 120 120

35.4 Combinaisons

Définition 1294 On appellep-combinaison deE tout sous-ensemble deE

de cardinal p. On noteCpn ou

(
n
p

)
le cardinal de l’ensemble desp-

combinaisons deE.

On

montre facilement, par récurrence, queCpn = n!
p!(n−p)! .

Cette formule peut aussi se déduire sans récurrence en voyant quep! p-arrangements
donnent la mêmep-combinaison doncCpn = 1

p!A
p
n = n!

p!(n−p)! .
Elle peut aussi se déduire du fait que le groupeσ(E) des permutations deE = {1, 2, ..., e}
agit transitivement sur l’ensemble desp-combinaisons deE, que le stabilisateurS
de F = {1, 2, ..., f} ⊂ E est le produitA × B avecA et B respectivement les
groupes de permutations de{1, 2, ..., f} et{f+1, f+2, ..., e} ; S a donc pour cardinal
S = f !(e− f)!, d’oùCfe = σ(E)

|S| = e!
f !(e−f)! . Un argument similaire permet d’ailleurs

de montrer la formuleApn = n!
(n−p)! sans récurrence.

En outre on a les formules suivantes :
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Proposition 1295
Cpn = Cn−pn

Cpn+1 = Cpn + Cp+1
n

Formule de Newton, valable dans un anneau : sia.b = b.a etn > 0, alors :

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ckna
k.bn−k

n∑
k=0

Ckn = 2n

n∑
k=0

(−1)kCkn = 0

(ces deux formules sont obtenues en spécialisant la formule de Newton)

1 ≤ p ≤ n→ p.Cpn = n.Cp−1
n−1

n∑
k=0

k.Ckn = n.2n−1

n∑
k=0

(−1)kCkn = 1

n∑
k=0

(Ckn)2 = Cn2n

p = 0 p = 1 p = 2 p = 3 p = 4
n = 0 1 0 0 0 0
n = 1 1 1 0 0 0
n = 2 1 2 1 0 0
n = 3 1 3 3 1 0
n = 4 1 4 6 4 1

35.5 Quelques applications

FLEMMARD dim espaces polynomes homogenes, anagrammes, tirages du loto,
dates de naissance
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35.5.1 Une formule utile

Proposition 1296 Soitn un entier naturel. On a alors

n∑
k=0

Ckn(−1)n−kkp =
{

0 si p < n
n! si p = n

.

Ce résultat sera utile pour la proposition585.
Démonstration : CommeCkn = Cn−kn , la somme présentée est le coefficientcn

du produit de Cauchy suivant :

fp(x) =
∑
m≥0

cmx
m =

(
n∑
k=0

Ckn(−1)kxk
)

︸ ︷︷ ︸
(1−x)n

∑
l≥0

lpxl


︸ ︷︷ ︸

gp(x)

,

où toutes les séries entières présentées ont un rayon de convergence d’au moins 1. La
famille de fonctions(gp)p≥0 est également définie par récurrence comme suit :

g0(x) =
1

1− x
etgp+1(x) = xg′p(x).

Lemme 1297 Pour tout entier naturelp, il existe un polynômehp de degrép
tel quegp(x) = hp(x)/(1− x)p+1.

Démonstration : Récurrence évidente.ut

Si p < n, alorsfp(x) = hp(x)(1− x)n−p−1 est un polynôme de degré(n− 1), si
bien quecn = 0.

Supposons maintenant quep = n. On a alors :

fn(x) =
hn(x)
1− x

= hn(x)(1 + x+ x2 + . . .).

Commehn est de degrén, le coefficientcn vaut la somme des coefficients dehn.
Autrement dit,cn = hn(1). On déduit de la relationgp+1(x) = xg′p(x) que

hp+1(x)
(1− x)p+2

=
xh′p(x)

(1− x)p+1
+

(p+ 1)xhp(x)
(1− x)p+2

.

En multipliant par(1 − x)p+2 puis en prenantx = 1, il vient hp+1(1) = (p +
1)hp(1). Commeh0(1) = 1, on obtienthp(1) = p! pour toutp. En particulier,cn =
hn(1) = n! et la proposition est démontrée.ut
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35.5.2 Généralisation du binôme de Newton

Proposition 1298 (Généralisation de la formule de Newton)Dans un an-
neau commutatif, pourn non nul,

(x1 + ...+ xp) =
∑

i1+i2+...+ip=n,ij≥0

(
n!

i1!i2!...ip!

)
xi11 x

i2
2 ...x

ip
p

Le coefficient n!
i1!i2!...ip! pouvant se noterCin aveci = (i1, ..., ip).

35.5.3 Familles sommables infinies

Définition 1299 Une famille(xi)i∈I de nombres complexes estsommable de
sommex si pour toutε il existeJ ⊂ I finie telle que, pour toutK fini, J ⊂
K ⊂ I implique|x−

∑
i∈Kxi | ≤ ε.

Lemme 1300 Si une famille(xi) de nombres réels est sommable, alors la fa-
mille de ses termes positifs est sommable, et la famille de ses termes qui sont
négatifs est sommable.

Démonstration : Supposons que la famille des(xi) soit sommable, et supposons
que la famille des(max(xi, 0)) ne le soit pas. Alors la somme des(max(xi, 0)) pour
i ∈ J avecJ fini peut être arbitrairement grande. Or la somme des(xi) pour i dans
J ′ = {j ∈ J/xj > 0} est tout aussi grande, et peut donc être arbitrairement grande
elle aussi. D’où le résultat pour la famille des réels positifs. Le raisonnement pour la
famille négative est le même.

Proposition 1301 Toute famille sommable de nombres réels est de support
dénombrable (ie seule une quantité au plus dénombrable de ces réels est non
nulle). Il en va de même des familles de nombres complexes.

Démonstration :
En vertu du lemme précédent, je me contente de démontrer ce résultat pour une fa-

mille de nombres réels positifs. Le résultat dans le cas général se démontre de manière
similaire.

Il existe un nombre fini de réels plus grands que1/n, pour toutn. En notantAn
la famille des réels> 1/n, on voit que la réunion desAn est le support de la fa-
mille ; une réunion dénombrable d’ensembles finis étant dénombrable, la famille est
dénombrable.ut
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Chapitre 36

Probabilités

36.1 Espaces mesurés

On trouvera en5.1 les fondements de la topologie, et en6.1 les fondements de la
théorie de la mesure. Je ne rappelle ci-dessous que quelques définitions qui sont don-
nées dans les paragraphes que je viens de citer.

Une topologiesurX est un sous-ensemble deP (X) contenant∅, X, et stable par
réunion quelconque et par intersection finie. Les éléments d’une topologie sont appelés
ouverts, leurs complémentaires sont appelésfermés.
UnealgèbresurX est un sous-ensemble deP (X) contenantX, stable par passage au
complémentaire et stable par union finie.
Une tribu surX est un sous-ensemble deP (X) contenantX, stable par passage au
complémentaire et par union dénombrable. Une tribu est aussi appeléeσ-algèbre.
Un espace mesurableest un couple(X,A) avecA tribu surX.
DansR ou dansRn, ou en général dans un espace topologique, la tribu usuelle est la
tribu engendrée par les ouverts. Dans le cas deR

n etR, cette tribu est aussi la tribu en-
gendrée par les boules ouvertes. Une tribu engendrée par une topologie s’appelletribu
des boréliens; ses éléments s’appellent lesboréliens.
Une mesure positive sur un espace mesurable(X,A) est une fonctionµ deA dansR+

telle que
• µ(∅) = 0
•Si lesAi sont deux à deux disjoints etI dénombrable alorsµ(∪i∈IAi) =

∑
i∈I µ(Ai)

Un espace mesuréest un triplet(X,A, µ) avecA une tribu surX, µ une mesure po-
sitive sur(X,A).
Une fonction de(X1,A1) dans(X2,A2) est ditemesurablesi et seulement si l’image
réciproque de tout ensemble mesurable est mesurable.
Laσ-algèbre engendrée par une base d’ouverts d’une topologie est égale à laσ-algèbre
engendrée par cette topologie.
La partie6.2est indispensable pour s’attaquer aux probabilités.
Une mesure est ditefinie si et seulement si la mesure de l’espace tout entierX est finie
et alors∀A mesurableµ(A) ≤ µ(X).
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Définition 1302 Une mesure est unemesure de probabilitési la mesure de
l’espace tout entier est1.

36.2 Evènements

36.2.1 Définitions de base

Définition 1303 (Définitions de base)On appelletriplet de probabilité un
triplet (Ω,F , P ), avecP une mesure de probabilité sur(Ω,F).
Ω est appelél’univers .
Un élément deΩ est appelépossible.
On appelleévènementune partie mesurable deΩ, c’est à dire un élément de
F , c’est à dire une partieF-mesurable.

Proposition 1304 Si chaque(Fn)n∈N est de mesure1, c’est à dire que chaque
évènementFn est réalisé presque sûrementa, alors ∩n∈NFn se réalise avec
une probabilité1. SiEn est une suite d’évènements tels que

∑
i P (Ei) < +∞,

alorsP (limsup En) = 0. Ce résultat est connu sous le nom de premier lemme
deBorel-Cantelli.

aNotez quepresque sûrementest l’analogue, pour une mesure de probabilité, depresque
partout , en théorie de la mesure.

On notera une nouvelle façon de voirlimsup desEn, avec lesEn des évènements ;
en l’écrivant∩n ∪k≤n En, on voit maintenant cette limite comme l’évènement qui ar-
rive "infiniment souvent" ; c’est l’ensemble deω qui appartiennent à une infinité deEn.
De même on peut voir différemmentliminf desEn, avec lesEn des évènements ; en
l’écrivant∪n ∩ k ≤ nEn, on voit liminf En comme l’ensemble desω tels queω est
dans toutEn pourn assez grand (≥ Nω avecNω dépendant deω).

On peut trouver ici des corollaires du lemme de Fatou ; notamment les deux pro-
priétés suivantes :
• P (liminf En) ≤ liminf P (En)
• P (limsup En) ≥ limsup P (En)
La première propriété est vraie dans le cas d’un espace mesuré quelconque ; la seconde
demande que la mesure soit finie, ce qui est donc le cas dans le cadre d’un espace de
probabilité.
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36.2.2 Quelques mesures de probabilité

� Ensemble fini

Lorsque l’univers est fini, on peut prendre (et on prend usuellement) pour tribu l’en-
sembles de toutes les parties de l’univers. Par exemple, si l’on lance3 fois une pièce,
et que l’on peut obtenir pile ou face, l’univers est :
{PPP, PPF, PFP, PFF, FPP, FPF, FFP, FFF}
On peut dans ce cas prendre pour mesure l’application qui à un ensembleE associe
égale àcard EcardΩ . L’univers contient des éléments correspondant à chaque manière dont
peut se réaliseer le phénomène aléatoire étudié (dépend de la finesse de la description).
La structure deΩ lui-même est secondaire, ce sont les variables aléatoires définies des-
sus qui importent (pourvu queΩ soit suffisamment vaste pour les définir suffisamment
fines).

� Distribution sur [0, 1]n

On peut utiliser comme mesure sur[0, 1]n la restriction d’une mesure sur les bo-
réliens à[0, 1]n telle que la mesure de l’espace soit1 ; c’est en particulier le cas de la
mesure de Lebesgue. On généralise facilement la méthode à une partie mesurable (de
mesure> 0) deRn, en divisant par la mesure de la partie. Dans le cas d’une distribution
uniforme, on choisit bien sûr la mesure de Lebesgue.

36.3 Variables aléatoires

36.3.1 Définitions : variable aléatoire, loi, fonction de répartition

Définition 1305 (Variable aléatoire) Une variable aléatoire est simplement
une fonction mesurable d’un univers versR (muni de sa tribu borélienne pour
la topologie usuelle).

On peut voir alors de nombreux outils qui seront des variables aléatoires ; par dé-
finition il suffit quef−1(B) soit mesurable pour toutB borélien pour quef soit une
variable aléatoire (il faut bien entendu que l’espace de départ soit un univers, donc
que la mesure de l’espace soit1). Toutes les opérations sur des fonctions à variables
réelles qui conservent la mesurabilité sont alors possibles pour construire des variables
aléatoires ; la somme, le produit, la valeur absolue... Ce qui est cohérent par rapport à
la notion intuitive de variable aléatoire ; si un tirage aléatoire donne un réel et si l’on
répète dix fois ce tirage aléatoire, alors la somme des résultats de ces dix tirages est une
variable aléatoire, le produit aussi ; ils ont eux aussi leursdistributions de probabilité
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(notion à définir plus tard).

Définition 1306 Supposons queX soit une variable aléatoire sur un triplet
de probabilité(Ω,F , P ). X est alors une application deΩ dansR, etP est
une application deF dans [0, 1].Alors on définit laloi de probabilité LX
deX par LX = P ◦ (X−1) (X−1 n’est pas l’application réciproque - non
nécessairement bien définie - mais l’application qui à une partie associe son
image réciproque) ;LX est ainsi définie sur l’ensemble des boréliens deR.

LX(A) est la probabilité pour queX soit dansA.

Proposition 1307 LX est une mesure de probabilité sur(R,B).

Démonstration : Pas dur !ut

Définition 1308 SoitFX(t) = LX(]−∞, t]) ; alorsFX est appeléefonction
de répartition deX.

Proposition 1309 La donnée deFX détermineLX de manière unique.

Démonstration : {]−∞, t]/t ∈ R} est unΠ-système qui engendre l’ensemble des
boréliens. Donc par le lemme336LX est entièrement défini par la fonctionFX(t) =
LX(]−∞, t]) = P ({ω ∈ Ω/X(ω) ≤ t}).ut

Proposition 1310 (Quelques propriétés des distributions)Soit F est une
fonction de répartition d’une certaine variable aléatoire si et seulement si les
quatre propriétés suivantes sont vérifiées :
• F est croissante deR dans[0, 1]
• F (x)→ 1 quandx→ +∞
• F (x)→ 0 quandx→ −∞
• F est continue à droite en tout point.

Démonstration : Le sens "seulement si" ne pose pas trop de problème. Les trois
premiers points sont clairs, le quatrième utilise le fait que l’ensemble desω inférieurs à
x+ 1

n tend vers l’ensemble desω inférieurs àx, en décroissant (en effet la mesure d’une
suite décroissante d’ensembles mesurables est égale à la mesure de l’intersection).
Le sens "si" est plus délicat ; la loiX correspondant àF est définie parX(ω) =
inf {z/F (z) ≥ ω}. Il convient alors de vérifier queX ainsi défini est FLEMMARD
ut
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36.3.2 Variables aléatoires indépendantes

Intuitivement des variables aléatoires sont indépendantes lorsqu’aucune d’elles ne
dépend, d’aucune façon, des autres. Par exemple dans un sondage en vue d’un référen-
dum, il est souhaitable que la variable "être sondée" soit indépendente de la variable
"être partisan du oui" (chose très difficile à réaliser en pratique), sans quoi le sondage
risque d’être biaisé. La notion d’indépendance est formalisée ci-dessous.

Définition 1311 (σ-algèbres indépendantes)SoitS unσ-algèbre , et(Si)i∈I
une famille de sous-σ-algèbres deS ; alors lesSi sont ditesσ-algèbres indé-
pendantes si pour toute famille(si)i∈J ∈ Πi∈JSi avecJ partie finie deI, on
a P (∩i∈Jsi) = Πi∈JP (si).
Soit (Xi)i∈I une famille de variables aléatoires ; alors lesXi sont ditesva-
riables aléatoires indépendantessi lesSi sont desσ-algèbres indépendantes
avecSi = X−1

i (B) (B la σ-algèbre borélienne deR).
Des évènementsEi sont ditsévènements indépendantssi les σ-algèbres
{Ei,Ω\Ei, ∅,Ω} sont indépendantes ; ce qui équivaut au fait que les fonctions
caractéristiques desEi, en tant que variables aléatoires, sont indépendantes.
On appelle suite devariables aléatoires identiquement distribuéesune suite
de variables aléatoires indépendantes et ayant la même fonction de répartition.

Rappel de vocabulaire :
• Un triplet de probabilité est un triplet(Ω,F , P ), avecF une tribu surX, etP une
mesure de probabilité sur(Ω,F).
• Ω est appelé univers.
• Un évènement est une partie mesurable deΩ, c’est à dire un élément deF .
• Une variable aléatoire surΩ est une application mesurable deΩ dansR (muni des
boréliens usuels).
• La loi de probabilité d’une variable aléatoireX est l’applicationLX qui à un borélien
B inclus dansR associeP (X−1(B)).
• La fonction de répartition d’une variable aléatoireX est l’application qui à un réelt
associeP ({ω ∈ Ω/X(ω) ≤ t}).

Proposition 1312 Pour que des évènementsEi pouri ∈ I soient indépendants
il suffit de vérifier queP (∩i∈JEi) = Πi∈JP (Ei) pour toutJ fini dansI.

Démonstration : Il suffit de considérer les propriétés d’additivité deP , pour voir
que cette formule permet de déduire les cas où desEi sont remplacés par leurs com-
plémentaires (cas deEi remplacé par l’ensemble vide ouΩ trivial).ut
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Définition 1313 Deux Π-systèmeP1 et P2 sur un même ensemble sont dits
indépendantssi pour toutp1 ∈ P1 et toutp2 ∈ P2 on a

P (p1 ∩ p2) = P (p1).P (p2)

Lemme 1314 SupposonsS1 etS2 deuxσ-algèbres surX engendrées respec-
tivement parP1 etP2 desΠ-systèmes. AlorsS1 etS2 sont indépendantes si et
seulement siP1 etP2 sont desΠ-systèmes indépendants.

Démonstration : Le sens "seulement si" étant trivial on se préoccupe de l’autre
sens.
Fixonsp1 dansP1, et considérons les mesuresm1 etm2 définies surS2 par

m1(E) = P (E ∩ p1)

et
m2(E) = P (E).P (p1)

Ces deux mesures coïncident surP2 et donnent une mesure finie àX ; donc par le
lemme336elles sont égales.
Fixons maintenantp2 dansP2.
On définit maintenant les deux mesuresm3 etm4 surS1 par

m3(E) = P (E ∩ p2)

et
m4(E) = P (E).P (p2)

Elles coïncident surP1 et donnent une mesure finie àX ; donc par le lemme336elles
sont égales.

On a donc montré le résultat souhaité pourp1 etp2 dans les cas suivants :
• p1 ∈ P1 etp2 ∈ P2, clair par hypothèse.
• p1 ∈ P1 etp2 quelconque, par le lemme336.
• p1 quelconque etp2 quelconque, en fixantp2 et en utilisant le lemme336.

Le résultat est donc prouvé.ut

Lemme 1315 (Second lemme de Borel-Cantelli)Si (En)n∈N est une suite
d’évènements indépendants, alors∑

n

P (En) = +∞→ P (limsup En) = 1
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Intuitivement, cela signifie que si la somme des probabilités pour qu’un évènement
arrive à l’instantn pourn ∈ N tend vers+∞, alors l’évènement a une probabilité1
d’avoir lieu une infinité de fois.

Démonstration : Notons que

(limsup En)c = (∩m ∪n≥m En)c

= ∪m((∪n≥mEn)c)

= ∪m ∩n≥m (Ecn)

= liminf (Ecn)

Avecpn = P (En), pour toutp, par définition de l’indépendance, on a

P (∩p≥n≥mEcn) = Πp≥n≥m(1− pn)

Donc en passant à la limite, par monotonie de l’intersection desEcn, on a

P (∩n≥mEcn) = Πn≥m(1− pn)

1−x ≤ exp(−x), doncΠn≥m(1−pn) ≤ Πn≥mexp(−pn) ≤ exp(−
∑
n≥m pn) ≤

0, d’où le résultat.ut

Le premier lemme de Borel-Cantelli, évoqué en partie??, fournit un complément
à ce lemme.

Exemple 1316 (Application des deux lemmes de Borel-Cantelli)On définit les(En)n≥1

comme des évènements aléatoires, indépendants, par

En = [α.log(n),+∞[

avecX variable aléatoire définie par sa fonction de répartitionFX = e−x.
P (En) = n−α, donc

∑
n≥1 P (En) = +∞ si et seulement siα ≤ 1, et donc par les

deux lemmes de Borel-CantelliEn a lieu infiniment souvent (c’est à dire queP (limsup En) =
1) si et seulement siα > 1.

Définition 1317 (σ-algèbre asymptotique) Etant donnée une suite de va-
riables aléatoiresX1, ... ,Xn, ... , on appelleσ-algèbre asymptotique de
la suite (Xn)n∈N la σ-algèbre∩nτn, avecτn la σ-algèbre engendrée par
(Xn+1, Xn+2, ...).

Pour bien comprendre cette définition il faut voir que :
• τn est laσ-algèbre qui rendre toutes les variables aléatoiresXi mesurables pour
i > n.
• τ est l’intersection desτn.
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Intuitivementla σ-algèbre asymptotique contient les évènements qui ne dépendent
que du comportement à la limite.

Proposition 1318 Les évènements suivants sont par exemples mesurables
pour la σ-algèbre asymptotique desXi (on les appelleévènements asymp-
totiques) :
• {ω/limn→+∞Xi(ω) converge}
• {ω/

∑
n→+∞Xi(ω) converge}

• {ω/ limn→+∞ sumi∈[0,1]Xi(ω))/n converge}
Les variables aléatoires suivantes sont dansτ (on les appellevariables
asymptotiques) :
• lim supn→+∞ sumi∈[0,1]Xi(ω)/n)
• lim infn→+∞ sumi∈[0,1]Xi(ω)/n)

Pour contre-exemples on peut citer par exempleX10 (variable aléatoire non-asymptotique
dans le cas général), ou la somme desXi pour0 ≤ i ≤ 10.

Démonstration : pour les trois premiers points il faut donc montrer que l’ensemble
E donné est inclus dans chaqueτn.
• Les Xi sont mesurables, doncliminf Xi et limsup Xi sont mesurables, donc
(liminf Xi − limsup Xi)−1({0}) est une partie mesurable. DoncE ∈ τ1 ; de la
même manièreE ∈ τn, pour toutn, doncE ∈ τ .
• LesXi sont mesurables, donc une somme finie deXi est mesurables, donc

limsupn→+∞
∑
i=1..n

Xi

est mesurable, pareil avecliminf , d’où le résultat en considérant

(limsupn→+∞
∑
i=1..n

Xi − limsupn→+∞
∑
i=1..n

Xi)−1({0}).

• Par une méthode similaire aux deux cas précédents on montre queE appartient àτ1,
il suffit de voir ensuite quelimn→+∞ sumi∈[0,1]Xi(ω))/n converge si et seulement si
limn→+∞ sumi∈[0,1]Xi(ω))/(n − K + 1) converge pour conclure queE appartient
aussi àτK .
Pour les variables aléatoires qui suivent les façons de raisonner sont les mêmes.ut

Théorème 1319 (Loi0− 1 de Kolmogorov) Soit (Xn)n∈N une suite de va-
riables aléatoires indépendantes, et soitτ la σ-algèbre asymptotique desXn ;
alors :
• Tout évènement asymptotique a une probabilité0 ou1.
• Pour toute variable asymptotiqueY , il existe un uniquez ∈ [−∞,+∞] tel
queP (Y = z) = 1.

Démonstration : On procède par étapes :
•On montre tout d’abord que lesσ-algèbres suivantes sont indépendantes pour toutn :
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- la σ-algèbre engendrée parX1, ..., Xn, notée par la suiteYn.
- la σ-algèbre engendrée parXn+1, Xn+2, ..., notée comme d’habitudeτn.
En effet :
- la première de ces deuxσ-algèbres est engendrée par leΠ-système des ensembles de
la forme{ω/∀i ∈ [1, n]Xi(ω) ≤ xi} avecxi ∈]−∞,+∞].
- la seconde de ces deuxσ-algèbres est engendrée par leΠ-système des ensembles de
la forme{ω/∀j ∈ [n+ 1, n+ 1 +K]Xi(ω) ≤ xj} avecxj ∈]−∞,+∞].
Par le lemme1314, nos deuxσ-algèbres sont donc indépendantes.
• Yn et τ sont indépendantes
Il suffit de voir queτ ⊂ τn.
• τ1 et τ sont indépendantes.
L’union desYn est unΠ-système (facile), qui engendreτ1 (facile aussi). D’après l’étape
précédente, l’union desYn et τ sont indépendantes au sens desΠ-systèmes ; donc les
σ-algèbre engendrées sont indépendantes.
• τ étant inclus dansτ1, τ est indépendante deτ , et donc pour toutE ∈ τ , on a
P (E) = P (E ∩ E) = P (E).P (E).

Le premier des deux points est alors prouvé. Pour trouverz du second point il suffit
de considérer le plus grandz tel queP (Y ≤ z) = 0.ut

36.3.3 Espérance

� Définitions

Définition 1320 (Espérance d’une variable aléatoire dansL1) Etant don-
néeX une variable aléatoire deL1(X,R), on définit son espérance par

E(X) =
∫

Ω

X.dP

Cette définition peut éventuellement être étendue aux variables aléatoires inté-
grables positives.
On définit en outreE(X;F ), avecX une variable aléatoireL1 ou bien une
variable aléatoire intégrable positive, etF une partie mesurable, par

E(X;F ) =
∫
F

X.dµ = E(X.χF )

avecχF la fonction caractéristique deF .
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� Théorèmes et inégalités

Théorème 1321 (Théorèmes de passage à la limite en probabilités)Soit
Xn une suite de variables aléatoires etX une variable aléatoire telles que

P (Xn → X) = 1

c’est à dire
P ({ω/Xn(ω)→ X(ω)}) = 1

Alors les résultats de convergence monotone, de Fatou, de convergence domi-
née et de Scheffé, que l’on peut trouver dans la partie6, se reformulent comme
suit :
• Convergence monotone :
Si lesXn sont ≥ 0 et Xn(ω) croit vers X(ω) pour n → +∞, alors
E(Xn)→ E(X).
• Lemme de Fatou :
SiXn ≥ 0 alorsE(X) ≤ liminf E(Xn)
• Théorème de convergence dominée de Lebesgue :
Si pour toutn et toutω on a |Xn(ω)| ≤ |Y (ω)|, avecE(Y ) ≤ +∞, alors
E(|Xn −X|)→ 0, et en particulierE(Xn)→ E(X).
• Lemme de Scheffé :
SiE(|Xn|)→ E(|X|), alorsE(|Xn −X|)→ 0.

Démonstration : Voir le chapître6 pour les preuves correspondantes, qui s’ap-
pliquent directement.ut

Théorème 1322 (Inégalité de Markov)SupposonsX variable aléatoire , et
f mesurable deR dans[0,+∞], avecf croissante. Alors

E(f ◦X) ≥ E(f ◦X;X ≥ c) ≥ f(c).
∫
χ{ω/X(ω)≥c}

que l’on peut aussi noter

E(f ◦X) ≥ E(f ◦X;X ≥ c) ≥ f(c).P (X ≥ c)

Démonstration : Il n’y a rien à prouver, il suffit de bien voir quef est positive.ut
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Corollaire 1323 AvecX une variable aléatoire positive,

E(X) ≥ c.P (X ≥ c)

Démonstration : C’est l’inégalité de Markov avecf la fonction identité.ut

Corollaire 1324 PourX variable aléatoire positive,P (X ≥ z) ≤ E(X)/z.

Démonstration : Il s’agit simplement de l’inégalité ci-dessus, reformulée.ut

Théorème 1325 (Inégalité de Jensen)On se donnef une application deU
dansR, avecU intervalle ouvert deR, etX une variable aléatoire, avec les
hypothèses suivantes :

f convexe

P (X ∈ U) = 1

E(|X|) < +∞ (c’est à dire queX est intégrable)

E(|f(X)|) < +∞ (c’est à dire quef ◦X est intégrable)

Alors :
E(f(X)) ≥ f(E(X))

Voir par exemple les propriétés des fonctions caractéristiques en probabilités,
1343.

Démonstration : • Les dérivées à gauche et à droite def , notéed− etd+, existent
et sont croissantes ; on a en outred−(x) ≤ d+(x).
• Considérons maintenantz ∈ U , etx ∈ U .
Soit x < u < z, alors la pente entrex et u est inférieure à la pente entreu et z ; en
faisant tendreu versz on constate alors que la pente entrex etz est inférieure àd−(z).
Donc :

f(x) ≥ f(z) + d−(z)(x− z)

De même pourx > z on montrerait

f(x) ≥ f(z) + d+(z)(x− z)

• Commed−(z) ≤ d+(z), on peut résumer ces assertions en

f(x) ≥ f(z) + d−(z)(x− z)

valable pour toutx.
• Il est facile de voir queE(X) ∈ G
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•On peut donc spécialiser l’affirmation de l’avant-dernier point enf(x) ≥ f(E(X))+
d−(E(X))(x− E(X)) • En intégrant l’inégalité ci-dessus il vient

E(f(X)) ≥ f(E(X))

La preuve est ainsi complèteut

� EspacesLp

Dans le contexte des probabilités,Lp désignera, étant donné un uni-
versΩ, Lp(Ω), Ω étant muni d’une mesure de probabilité (Lp est en fait dépendant de
l’univers Ω, de la tribu définie surΩ, et de la mesure définie sur cette tribu). Ne pas
généraliser les résultats qui suivent au cas général deLp(X) pourX espace mesuré
quelconque !

Proposition 1326 Pourp ∈ [1,+∞], alorsLp
′ ⊂ Lp pour toutp′ ≥ p (éven-

tuellementp′ infini). En outre pour toutX dansLp
′
, on aNp′(X) ≤ Np(X).

Démonstration : Pour l’inclusion, il suffit de voir la proposition405.
Pour l’inégalité, on peut clairement se ramener au problème des variables aléatoires
positives.
Etant donnéX à valeurs positives dansLp

′
(X), on définitXn(ω) = min(X(ω), n).

Alors Xn est bornée, et doncXp′

n et Xp
n aussi, doncXp′

n et Xp
n sont dansL1 (on

utilise le fait que la mesure est finie). On peut donc appliquer l’inégalité de Jensen
(voir théorème1325) avec la variable aléatoireXp

n et la fonction convexex 7→ xp
′/p,

et écrire
E(Xp

n)p
′/p ≤ E(Xp

n
p′/p) = E(Xp′

n ) ≤ E(Xp′)

On applique alors le théorème de convergence monotone àXp
n et

E(Xp)p
′/p ≤ E(Xp′)

En élevant à la puissance1/p′ on a alors

Np(X) ≤ Np′(X)

La preuve est ainsi complète.ut

Les résultats usuels dansLp sont valables, notamment l’inégalité de Schwartz, de
Hölder, de Minkowski, pour lesquels on consultera la partie8.
Pour rappeler l’essentiel :
• SiX etY sont des variables aléatoires deL2, alors le produitX.Y appartient àL1,
et

|E(X.Y )| ≤ E(|X.Y |) ≤ N2(X).N2(Y )

• SiX etY sont des variables aléatoires deL2, alors la sommeX+Y appartient àL2,
et

N2(X + Y ) ≤ N2(X) +N2(Y )
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Une proposition est nécéssaire pour bien comprendre ce qu’il se passe :

Proposition 1327 SoitX une variable aléatoire , et soitf une fonction me-
surable deR dansR, alors f ◦ X est une variable aléatoire deL1 (au sens
donné ici, c’est à direL1(Ω), avecΩ muni d’une mesure de probabilité) si et
seulement sif est dansL1(R, LX) avecLX la loi deX.
On a alors

E(f ◦X) =
∫
f(x).dLX

Voir la proposition1307et la définition qui la précède pour bien cerner ce qu’est
une loi de probabilité.

Démonstration : Si vous n’arrivez pas à le faire vous-mêmes, mieux vaut relire
tout le chapître. La méthode est la suivante :
• Si f est une fonction caractéristique d’un borélien, il s’agit simplement de la défini-
tion de la loi de probabilité.
• Si f est simple, alors par linéarité la propriété est aussi vraie.
• Si f est positive, alorsf est limite croissante de fonctions simples, donc on peut ap-
pliquer le théorème de convergence monotone.
• Enfin dans le cas général,f s’écrit comme différence de deux fonctions mesurables
positives.ut

Définition 1328 (Mesure image)Etant donnéef une application mesurable
d’un espaceΩ mesuré par une mesureµ dansR muni des boréliens, on note
µf la mesure appeléemesure image deµ par f définie sur l’ensemble des
boréliens deR par

µf (E) = µ(f−1(E)

Il s’agit bien d’une mesure.

Théorème 1329 (Théorème de transport)Pour toute fonction mesurableφ
deR dansR, ∫

R

φdµf =
∫

Ω

φ ◦ f dµ

On ramène ainsi les intégrales du type
∫

Ω
dP à des intégrales surR pour la mesure

de Lebesgue ; on n’a pas besoin de connaître la structure deΩ, mais seulement les lois.
Démonstration : Le chapître sur l’intégration permet de comprendre clairement

les notions en jeu. Il s’agit en fait simplement de vérifier la formule dans le cas d’une
fonction caractéristique d’un borélien, puis d’un le cas d’une fonction simple (i.e. éta-
gée1 et mesurable) grâce à la linéarité de l’intégrale, puis pour une fonction positive

1Etagée= ne prenant qu’un nombre fini de valeurs
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par passage ausup, puis dans le cas général en exprimant une fonction comme diffé-
rence de deux fonctions l’une positive et l’autre négative (utilisation du théorème de
convergence monotone à la fois pour les fonctions simples tendant versφ et pour les
fonctions simples tendant versφ ◦ f ).ut

Corollaire 1330 On peut écrire le même théorème avec une fonctionφ deRn

dansR etf deΩ dansRd.

Démonstration : Même principe que ci-dessus.ut

� Densité de probabilité

Définition 1331 Etant donnéX une variable aléatoire , une applicationfX
mesurable est appelée unedensité de probabilité deX si et seulement si pour
tout borélienE deR P (X−1(E)) =

∫
E
fX .

Notons que bien sûr
∫
R
fX = 1

�Variance, covariance, lois jointes, densités jointes, fonctions de répartition jointes

Définition 1332 (Covariance et variance)Etant donnéeX une variable
aléatoire , on définit ladéviation deX par X̃ = X − E(X).
Etant donnéesX et Y des variables aléatoires dansL2, on définit lacova-
riance deX etY par

Cov(X,Y ) = E(X̃.Ỹ )

Etant donnéeX une variable aléatoire dansL2, on définit lavariance deX
par

V ar(X) = Cov(X,X)

Leproduit scalaire de deux variables aléatoiresX etY deL2 est l’espérance
deX.Y (comme dans le cadre d’un espaceL2 quelconque), noté< X|Y >.
On appellecorrélation entre deux variables aléatoiresX et Y de norme2
non nulles le réel de[0, 1] cor(X,Y ) = <X̃|Ỹ >

N2(X̃).N2(Ỹ )
. On appelleangleentre

deux variables aléatoiresX etY de norme2 non nulles le réelθ appartenant
à [0,Π] tel quecos(θ) = <X|Y >

N2(X).N2(Y ) .
Deux variables aléatoires sont ditesnon corréléessi leur covariance est nulle.
On appellematrice de covarianced’un suite fini de variables aléatoires
(X1, ..., Xd) la matriceM définie parMi,j = cov(Xi, Xj).

Corollaire 1333 (Inégalité de Tchébitchev)Pour X variable aléatoire,
P (|X − E(X)| > ε) ≤ V ar(X)/ε2.

Voir le théorème417sur les polynomes de Bernstein.
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Démonstration : Il suffit d’appliquer le corollaire1324de l’inégalité de Markov
à (X − E(X))2.ut

La définition de la covariance et de la variance se justifie par le fait que siX est
dansL2, alorsX − E(X) aussi, et donc(X − E(X)).(Y − E(Y )) est dansL1 par
l’inégalité de Schwartz.
La définition de la corrélation se justifie par l’inégalité de Schwartz.
La corrélation entre deux variables aléatoires est le cosinus de l’angle entre les dévia-
tions de ces variables aléatoires.
On acov(X,Y ) = E(X.Y ) − E(X).E(Y ) =< X̃|Ỹ > et var(X) = E(X2) −
E(X)2.
SiX1, ..., Xn sont des variables aléatoires , alors

var(
∑
i∈[1,n]

Xi) =
∑

(i,j)∈[1,n]2

cov(xi, xj)

var(
∑
i∈[1,n]

Xi) =
∑
i∈[1,n]

var(xi) +
∑

(i,j)∈[1,n]2,i 6=j

cov(xi, xj)

var(
∑
i∈[1,n]

Xi) =
∑
i∈[1,n]

var(xi) + 2.
∑

(i,j)∈[1,n]2,i<j

cov(xi, xj)

Pour plus d’informations voir8 et plus spécialement8.4.2.

Théorème 1334 (Une propriété fondamentale des variables aléatoires indépendantes)
SoientX etY des variables aléatoires indépendantes appartenant àL1. Alors
X.Y estL1 et

E(X.Y ) = E(X).E(Y )

SoientX etY des variables aléatoires indépendantes appartenant àL2. Alors :

cov(X,Y ) = 0

var(X + Y ) = var(X) + var(y)

Démonstration : On se préoccupe tout d’abord du premier résultat :
• Si X et Y sont des fonctions caractéristiques, alorsX = χE et Y = χF , et
E(X.Y ) = P (χE∩F ) = P (E).P (F ) par indépendance.
• Si X et Y sont des fonctions simples alors ce sont des combinaisons linéaires de
fonctions caractéristiques, donc le résultat est aussi valable.
• Si X et Y sont positives, alors ce sont des limites de fonctions simples, donc le ré-
sultat est aussi valable par le théorème de convergence monotone.
• Dans le cas général,X et Y s’écrivent comme différences de deux fonctions posi-
tives.
La suite se déduit facilement, au vu des définitions de la covariance et de la variance.ut

Notez bien qu’il n’y a PAS d’erreur dans l’énoncé,X etY sont supposées dans
le premier cas appartenant àL1, et pas nécéssairement àL2.
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Pour cerner plus précisément l’intérêt de l’indépendance des variables aléatoires ,
on a besoin de définitions supplémentaires utilisant les mesures produits (voir la par-
tie6.8pour connaître les bases requises).

Définition 1335 Etant donnéesX1, ..., Xn des variables aléatoires , on ap-
pelle
• loi jointe de X1, ..., Xn ou simplementloi de X1, ..., Xn l’application
LX1,...,Xn qui à un borélienE de Rn associeP (F ) avec F = {ω ∈
Ω/(X1(ω), ..., Xn(ω)) ∈ E}.
• fonction de répartition deX1, ..., Xn l’application qui à(x1, ..., xn) dans
R
n associeLX1,...,Xn(]−∞, x1], ..., ]−∞, xn]).
• densité de probabilitéou simplementdensité de probabilitédeX1, ..., Xn

une applicationf deRn dansR telle que pour tout borélienE deRn on ait
LX1,...,Xn(E) =

∫
E
f .

On note que le théorème de Fubini permet d’affirmer qu’étant donnéef densité de
probabilité jointe deX1, ..., Xn l’application

x 7→
∫

(x1,...,xi−1,xi+1,...,xn)∈Rn−1
f(x1, ..., xi−1, x, xi+1, ..., xn)

est une densité de probabilité deXi.

Théorème 1336SoientX1, ..., Xn des variables aléatoires . On noteLXi la
loi de probabilité deXi, FXi la fonction de répartition deXi, LX1,...,Xn la
loi de probabilité jointe deX1, ..., Xn, FX1,...,Xn la fonction de répartition
deX1, ...Xn, fXi une densité de probabilité deXi, fX1,...,Xn une densité de
probabilité deX1, ...Xn.
Alors

X1, ...,Xn sont indépendantes⇐⇒ LX1,...,Xn = LX1 ⊗ ...⊗ LXn

X1, ...,Xn sont indépendantes⇐⇒
FX1,...,Xn(x1, ..., xn) = FX1(x1)× ...× FXn(xn)

X1, ...,Xn sont indépendantes⇐⇒
fX1,...,Xn(x1, ..., xn) = fX1(x1)× ...× fXn(xn)presque partout

Démonstration : Admise.ut
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Proposition 1337 (Egalité de Bienaymé)Si lesXi sont deux à deux non cor-
rélées (par exemples indépendantes), alors

V ar(
n∑
i=1

Xi) =
n∑
i=1

V ar(Xi)

Démonstration :
V ar(

∑
i

Xi)

= E((
∑

Xi − E(
∑

Xi))2)

= E((
∑
i

Xi − E(Xi))2)

=
∑

(i,j)∈[1,n]2

E((Xi − E(Xi)).(Xj − E(Xj)))

=
∑
i∈[1,n]

V ar(Xi)

La preuve est complète...ut

Corollaire 1338 (Inégalité de Bienaymé-Tchébitchev)Si les (Xi)i∈[1,n]

sont deux à deux indépendantes, pourt > 0,

P (|
∑
i

Xi − E(Xi)| ≥ t) ≤
∑
i V ar(Xi)
t2

On peut par exemple voir36.12.5.
Démonstration : Il suffit de combiner l’inégalité de Tchébitchev et l’égalité de

Bienaymé.ut

36.4 Somme de variables aléatoires et transformée de
Fourier

Définition 1339 (Produit de convolution) On appelleproduit de convolu-
tion de deux lois de probabilités indépendantesPX etPY surR la loi PX∗PY
surR définie par

(PX ∗ PY )(E) =
∫
E

(
∫
E

dPY (x− y))dPX(x)
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Proposition 1340 (Propriétés fondamentales du produit de convolution)
SiX et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes de loisPX et
PY :
• La loi deX + Y estPX ∗ PY
• PX ∗ PY = PY ∗ PX
• Pour toute fonction mesurablef deR dansR,∫

R

f(x).d(PX ∗ PY )(x)

=
∫
R

(
∫
R

f(x+ y)dPY (y))dPX(x)

Démonstration :

PX+Y (E) = PX×Y (som(X,Y ) ∈ E)

avecsom : (x, y) 7→ x+ y

=
∫

Ω

∫
Ω

χE(Y (ω1) +X(ω2))dω2dω1

=
∫
R

∫
R

χE(Y (ω1) +X(ω2))dPXdPY

Et le premier point en découle ; le deuxième point découle de la commutativité de l’ad-
dition, et le troisième point est une application immédiate du théorème de transport.ut

Proposition 1341 (Liste de propriétés du produit de convolution)On se
donneX, Y etZ des variables aléatoires réelles etPX , PY etPZ leurs lois.
• Le produit de convolution de la loiPX par une masse de Dirac situéea en0
est la loiPX elle-même.
• Le produit de convolution dePX par une masse de Dirac située enx est la
loi deX + x.
• Le produit de convolution est commutatif, associatif.
• Le produit de convolution est distributif, en un sens bien précis ; pourt dans
[0, 1], on a :

PX ∗ (t.PY + (1− t).PZ) = t.PX ∗ P y + (1− t).PX ∗ PY

aUne masse de Dirac enX est une mesureδx telle queδx(E) = 1 si x ∈ E et δx(E) = 0
sinon.

Démonstration : Les trois premiers• sont évidents, au vu de la proposition pré-
cédente. Le quatrième vient simplement du fait quet.PY + (1− t).PZ est bien une loi
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de probabilité.ut

Définition 1342 (Fonction caractéristique) SoitX une variable aléatoire à
valeurs dansRd. On appellefonction caractéristique deX la fonction

φX : Rd → R
d

définie par
φX(t) = E(ei<t,X>)

Les adeptes auront reconnu une transformée de Fourier.

Proposition 1343 • φX(t) =
∫
Rd
cos(< t, x >)dPX(x) + i.

∫
Rd
sin(<

t, x >)dPY (y)
• φX(0) = 1
• φX est à valeurs dans le disque unité fermé deC
• φX = φY impliquePX = PY .

Démonstration :
Point par point :
• Par définition !
• Clair !
• Grâce à l’inégalité de Jensen (voir1325).
• Ce point, délicat, sera ici admis.ut
Quelques exemples de fonctions caractéristiques :
- Si PX est un dirac enx, alorsφX(t) = ei<t.x>.
- Etant donnéX une variable aléatoire à valeurs dansRd, M une matrice de type

(d, d), etC un vecteur dansRd, avecY = M.X + C, on a

φY (t) = E(ei<t,Y >)

= E(ei<t,MX>+i<t,C>)

= ei<t,C>.E(ei<t,MX>)

= ei<t,C>.E(ei<X,
tMt>)

= ei<t,C>.φX(tMt)

- On trouvera d’autres exemples dans la partie36.8.

Théorème 1344 (Formule d’inversion de Fourier)On suppose queφX ,
fonction caractéristique de la variable aléatoireX, est intégrable. AlorsX
admet une densité continue bornéefX , et on a

fX(x) =
1

(2Π)d

∫
Rd

e−i<t,x>φX(t).dt

604



Démonstration : On se réfère à la partie consacrée aux séries de Fourier, où l’on
trouvera d’ailleurs de nombreux résultats complémentaires...ut

Définition 1345 On appellemoment d’ordre k de la variable aléatoireX à
valeurs dansR l’espérance deXk. On appellemoment centré d’ordre k de
la variable aléatoireX à valeurs dansR l’espérance de(X − E(X))k.

Le résultat suivant est donné sans preuve.

Proposition 1346 Deux variables aléatoires bornées ayant les mêmes mo-
ments à tous ordres sont égales.

36.5 Probabilités conditionnelles

Cette partie sera indispensable pour bien comprendre la partie sur les martingales
(36.6). Les démonstrations, souvent abstraites et difficiles, seront laissés de côté. FLEM-
MARD

36.6 Martingales

Définition 1347 On appelleespace filtréun quadruplet(Ω,F , (Fn)n∈N, P )
avec(Ω,F , P ) triplet de probabilité, et(Fn)n∈N unefiltration , c’est à dire
une suite croissantes deσ-algèbres incluses dansF .
On appelleprocessus adapté à un espace filtréune suite(Xn)n∈N de va-
riables aléatoires à valeurs dansR telles que

∀n ∈ NXn estFn-mesurable

On appelleprocessus prévisible(relativement à un espace filtré) une suite
(Xn)n>0 de variables aléatoires à valeurs dansR telles que pour toutn > 0
Cn estFn−1-mesurable.
On appelletemps d’arrêt une application deΩ dansN telle que pour toutn
{ω/T (ω) ≤ n} appartient àFn.
On appelleprocessus prévisibleassocié à un temps d’arrêt le processus pré-
visibleC tel queCn(ω) est égal à1 si n ≤ T (ω) et égal à0 sinon.
Etant donnésX un processus etT un temps d’arrêt, on noteXT le processus
X stoppé à l’instantT défini parXT

n (ω) = Xmin(T (ω),n)(ω).
Etant donnés un processus prévisibleC et une martingaleX, on note(C •
X)n =

∑n
i=1 Ci(Xi −Xi−1) pourn > 1.

Un processusC est dit borné si il existeK tel que pour toutn et toutω,
|Cn(ω)| est majoré parK.
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En fait l’espace filtré représente les connaissance disponibles à l’instant
n ∈ N, dans un espace à temps discret ; c’est-à-dire qu’une fonction estFn-mesurable
à condition qu’elle puisse être connue à l’instantn. Ensuite le fait qu’un processus soit
adapté, signifie simplement que la valeur deXn(ω) est connue à l’instantn. Un proces-
sus prévisible est en fait un processus déterminé à l’avance, ie le processus à l’instant
n est connu dès l’instantn − 1. Un processus prévisible sera notamment usuellement
une stratégie élaborée par un joueur, qui peut donc agir en fonction de ce qui a déjà eu
lieu, la stratégie étant supposée déterministe. Un temps d’arrêt est en fait une façon de
décider un instant, sachant que la décision d’un instant ne peut être faite qu’en fonction
des évènements antérieurs.(C •X)n représente le total des gains à l’instantn, Cn re-
présentant la mise, etXn−Xn−1 le gain avant multiplication par la mise. Le processus
prévisible associé à un temps d’arrêt est en fait une façon de jouer où l’on ne choisit
pas la mise, mais pour laquelle on peut choisir le moment où le jeu s’arrête.

On verra un temps d’arrêt sympathique et un processus stoppé sympathiques
en partie36.12.10.

Définition 1348 Un processus adaptéX est unemartingale si pour toutnXn

estL1 ET si pour toutn l’espérance conditionnelleE(Xn|Fn−1) est égale à
Xn−1.
Un processus adaptéX est unesurmartingale si pour toutn Xn estL1 ET si
pour toutn l’espérance conditionnelleE(Xn|Fn−1) est≤ àXn−1.
Un processus adaptéX est unesous-martingalesi pour toutn Xn estL1 ET
si pour toutn l’espérance conditionnelleE(Xn|Fn−1) est≤ àXn−1.
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On comprend bien ce que signifie le fait queXn soitL1 ; la condition sur
l’espérance conditionnelle, signifie, elle, simplement que la moyenne deXn, toutes les
informations étant connues jusqu’à l’étapen− 1, est égale àXn−1. C’est à dire que si
l’on fixe lesn − 1 premières étapes, lan-ième est centrée (a sa moyenne) sur l’étape
n− 1.
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En voyantXn comme le gain à un jeu jusqu’à l’instantn inclus, une
surmartingale est un jeu où en moyenne on perd, une sous-martingale un jeu où en
moyenne on gagne.

Proposition 1349 SiX est une surmartingale,−X est une sous-martingale.
X est une surmartingale si et seulement siX est une surmartingale et une
sous-martingale.

Exemple 1350On aura souvent comme filtrationFn = σ(W0, . . . ,Wn) (σ-algèbre
engendrée parW0, . . . ,Wn), etXn = fn(W0, . . . ,Wn) avecfn mesurable deRn

dansR comme processus adapté.

Exemple 1351Soit(Xn)n∈N des variables aléatoires indépendantesL1 d’espérance nulle.
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On définitSn =
∑
i∈[0,n] Yi. La filtration choisie est définie par :Fn est laσ-algèbre

engendrée par(X0, . . . , Xn). AlorsSn est une martingale.
AvecXi = 1

2δ1 + 1
2δ−1, variable aléatoire à valeurs dans{−1, 1} (équirépartie

sur ces deux valeurs), on a unemarche aléatoire surZ.
On peut aussi prendre des variables aléatoiresXi positives, d’espérance1, indé-

pendantes, pourX, et définirΠn le produit desXi pour i ≤ n. La filtration se définit
comme dans le cas ci-dessus.

Théorème 1352 (On peut pas gagner si on a un porte-monnaie fini)• Si
C est un processus prévisible et bornéet positifet siX est une surmartingale,
une sous-martingale, une martingale (respectivement), alors(C • X) est une
surmartingale, une sous-martingale, une martingale.
• SiC est un processus prévisible et bornéetX une martingale, alorsC •X
est une martingale.

Démonstration : En utilisant les propriétés de l’espérance conditionnelle,

E((C •X)n − (C •X)n−1|Fn−1 = CnE(Xn −Xn−1|Fn−1) =

Cn(E(Xn|Fn−1)− E(Xn−1|Fn−1)) = Cn(E(Xn|Fn−1)−Xn−1,

d’où les résultats en appliquant les définitions des martingales, des surmartingales,d es
sousmartingales.ut

Corollaire 1353 SiX est une surmartingale, etT un temps d’arrêt, alors le
processus stoppéXT est une surmartingale etE(XTn) ≤ E(X0). SiX est
une martingale, etT un temps d’arrêt, alors le processus stoppéXT est une
martingale etE(XTn) = E(X0).

Le résultat suivant provient de [21] :

Théorème 1354 (Théorème d’arrêt éventuel de Doob)Soit T un temps
d’arrêt et X une surmartingale, alors si l’une des conditions suivantes est
vérifiée :• ∃N/∀ωT (ω) < N
• ∃K/∀(ω, n)|Xn(ω)| < K et pour presque toutω T est fini.
• E(T ) <∞ et∃K/∀(n, ω)|Xn(ω)−Xn−1(ω)| ≤ K
on peut conclure queE(XT ) ≤ E(X0)

Démonstration : Application facile des résultats ci-dessus, en utilisant la conver-
gence dominée de Lebesgue366dans le troisième cas.ut
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36.7 Processus stochastique. Processus de Markov

Définition 1355 On dit qu’une suite(Xn)n∈N de variables aléatoires à va-
leurs dans un ensembleE au plus dénombrable muni de laσ-algèbre P (E)
est unechaîne de MarkovdansE espace des étatssi pour tout(i0, . . . , in)
suite finie d’élements deE telle queP (X0 = i0 ∧ X1 = i1 ∧ · · · ∧ Xn−1 =
in−1) > 0, P (Xn = in|X0 = i0∧X1 = i1∧· · ·∧Xn−1 = in−1) = P (Xn =
in|Xn−1 = in−1).
La chaîne de Markov est ditehomogènesi pour toutn P (Xn+1 = j|Xn = i)
est indépendant den tel queP (Xn = i) > 0.
On appellematrice stochastiqueune applicationM deE2 dans[0, 1] telle
que pour touti

∑n
j=0Mi,j = 1. La matrice stochastique, dite aussimatrice

de transition, associée à une chaîne de Markov homogènetelle que pour tout
i dansE il existen tel queP (Xn = i) > 0 a est la matriceM définie par
Mi,j = P (Xn+1 = j|Xn = i).

aCas auquel on peut toujours se ramener, en restreignantE.
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Cela signifie simplement que l’état à l’instantn (ieXn) ne dépend que de
l’état à l’instantxn−1 et pas des états aux instants antérieurs. La chaîne est homogène
si les changements d’états ne dépendent que de l’état, et pas de la date. Dans beaucoup
de modélisations, la chaîne est homogène.

Les marches aléatoires, définies dans la partie36.6, sont des exemples de chaînes
de Markov.

Remarquons l’égalité de Chapman-Kolmogorov :P (Xm+n = j|X0 = i) =∑
k∈E P (Xm = j|X0 = k)P (Xn = k|X0 = i)
Notons que les produits de matrices stochastiques, définis comme généralisation du

produit usuel de matrice parMN = P avecPi,j =
∑
k∈EMi,kNk,j , sont bien définis

et sont encore des matrices stochastiques. On remarque aussi que :

Proposition 1356 SiX est un processus de Markov de matrice de transition
M a

• P (X0 = i0∧X1 = i1∧Xn = in) = P (X0 = i0)Mi0,i1Mi1,i2 . . .Min−1,in .
• P (Xn = i) =

∑
j∈E(Pn)j,i

aCeci impliquant queX est une chaîne de Markov homogène et que pour touti dansE il existe
n tel queP (Xn = i) > 0.

FLEMMARD

36.8 Zoologie des lois de probabilité

36.8.1 Lois normales

FLEMMARD
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36.8.2 Loi de Bernoulli

Proposition 1357 (Loi de Bernouilli) • Paramètre :B(p) a pour paramètre
p ∈ [0, 1]
• A valeurs dans{0, 1}
• Loi : P (X = 1) = p & P (X = 0) = 1− p
• Espérance :p
• Variance :p.(1− p)
• Fonction caractéristique :φ(t) = 1− p+ p.eit

• Intuition : pile ou face sip = 1
2 , pile ou face "biaisé" sinon

36.8.3 Loi binomiale et multinomiale

� Loi binomiale

Proposition 1358 (Loi binomiale) • Paramètres :B(n, p) a pour paramètres
n dansN etp ∈ [0, 1]
• A valeurs dans{0, 1, 2, ..., n}
• Loi : P (X = k) = Cknp

k(1− p)n−k si k ∈ [0, n] etP (X = k) = 0 sinon
• Espérance :n.p
• Variance :n.p.(1− p)
• Fonction caractéristique :φ(t) = (1− p+ p.eit)n

• Intuition : somme den lois de Bernoullis de même paramètrep.
• Signe particulier : la somme de deux variables aléatoires lois binomiales
B(n1, p) etB(n2, p) est une variable aléatoire de loiB(n1 + n2, p) (les deux
lois binomiales en question etant supposées indépendantes !). On peut de la
même manière sommer un nombre quelconque de lois binomiales (conformé-
ment à l’intuition ci-dessus d’ailleurs).
• Cas particulier :B(1, p) = B(p), loi de Bernoulli.
• Cas limite : Silimn→∞n.pn = λ, alors B(n, pn) converge en loi vers
une variable aléatoire de loi de PoissonP (λ). Noter que seul le produitn.pn
compte pour ce passage à la limite ; d’où l’additivité des lois de Poisson quel
que soient leurs paramètres.
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� Loi géométrique

Proposition 1359 (Loi géométrique)• Paramètre :G(p) a un paramètrep ∈
]0, 1]
• A valeurs dansi
• Loi : P (X = k) = p.(1− p)k
• Espérance :1−pp
• Variance : 1−p

p2

• Fonction caractéristique :( p
1−q.eit )

n FLEMMARD
• Intuition : on tire au sort jusqu’à ce que l’on gagne, sachant qu’à chaque
étape on a une probabilitép de gagner. Le nombre d’échecs avant la première
victoire suit une loi géométrieG(p).

� loi binomiale négative

Proposition 1360 (Loi binomiale négative)• Paramètres :B−(n, p) a deux
paramètresn ∈ N etp ∈]0, 1]
• A valeurs dansN
• Loi : P (X = k) = Cn−1

n+k−1p
n.(1− p)k pour toutk ∈ N

• Espérance :n. 1−pp
• Variance :n. 1−p12

• Fonction caractéristique :φ(t) = ( p
1−q.eit )

n FLEMMARD
• Intuition : c’est un peu comme une série géométrique, à part que l’on attend
d’avoir gagnén fois ; on compte le nombre d’échecs.
• Cas limite :B−(1, p) = G(p)

� Loi multinomiale

Proposition 1361 (Loi multinomiale) • Paramètre :M(n, p1, p2, ..., pd) a
pour paramètresn ∈ N et (p1, ..., pd) ∈ [0, 1]d avec

∑d
i=1 pi = 1

• A valeurs(n1, ..., nd) ∈ [0, n]d, avec
∑d
i=1 ni = n

• Loi : P (X = (n1, ..., nd)) = n!
n1!.n2!...n3! si

∑d
i=1 ni = n et0 sinon

• Espérance :(n.p1, n.p2, ..., n.pd)
• Matrice de covariance :Mi,j = −n.pi.pj si i 6= j,Mi,i = n.pi.(1− pi)
• Fonction caractéristique :φ(t) = FLEMMARD
• Intuition : on tire au sortn fois un nombre entier entre1 et d, et la i-ième
composante représente le nombre de fois que l’on a tiré l’entieri.
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36.8.4 Loi de Poisson

Proposition 1362 (Loi de Poisson)• Paramètre :P(λ) a pour paramètreλ ∈
R

• A valeurs dansN
• Loi : P (X = k) = e−λ λ

k

k!
• Espérance :λ
• Variance :λ
• Fonction caractéristique :φ(t) = eλ.(e

it−1)

• Intuition : cas limite de la loi binomiale (voir partie36.8.3)
• Signe particulier : la somme de deux variables aléatoires de lois de Poisson
P(λ) etP(µ) est une variable aléatoire de loi de PoissonP(λ+ µ).
• Cas limite : SiX suit une loiP(λ), alors X−λ√

λ
converge en loi vers une loi

normaleN (0, 1) quandλ tend vers+∞.

36.8.5 Loi hypergéométrique

Proposition 1363 (Loi hypergéométrique)• Paramètre :H(N,n, p) a pour
paramètresN un entier,n un entier≤ N , et p de la formeq/N avecq ∈
{0, 1, ..., N}.
• A valeurs dans{0, 1, ..., n}

• Loi : P (X = k) =
CkN.p.C

n−k
N.(1−p)

CnN
si k est supérieur ou égal à0 et àn −

N.(1− p) et inférieur ou égal àn et àN.p.
• Espérance :n.p (indépendante deN !)
• Variance :N−nN−1 .n.p.(1− p)
• Fonction caractéristique : FLEMMARD
• Intuition : une urne contientN boules, dont une proportionp de boules
noires. On tiren boules ; la loi hypergéométriqueH(N,n, p) décrit le com-
portement du nombre de boules noires tirées.
• Cas limite : une suite de variables aléatoires suivant une loi hypergéomé-
trique H(N,n, p) converge en loi quandN → ∞ vers une loi binomiale
B(n, p) (logique intuitivement !).

FLEMMARD + illustration en matlab d’une au moins de ces fonctions (toutes les
caracs.)
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36.9 Loi des grands nombres

FLEMMARD

Exemple Matlab : texte du programme lgn.m

function f = lgn(i,j,n,p)

x=rbeta([p,n],i,j);

m=cumsum(x’)’.*(ones([1,p])’*(1./(1:n)));
m=[m;((i/(i+j))*ones([1,n]))];
plot(m’);
xlabel(sprintf(’Convergence de %d moyennes de k vas
beta(%d,%d) vers l’’esperance pour k dans

1,%d’,p,i,j,n));

Le résultat se trouve en figure36.1.
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Convergence de 5 moyennes de k vas beta(1,2) vers l’esperance pour k dans 1,500

FIG. 36.1 – Loi des grands nombres
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36.10 Théorème central limite

FLEMMARD citer comme application les grandes déviations et d’autres trucs. On
donne ici deux exemples d’illustration, l’un en matlab, l’autre en Maple.

Exemple Matlab : texte du programme tcl.m

function f = tcl(i,j,n,p,nb,step,A)
N=n/step;
x=sum(rbeta([p,N,step],i,j),3);
E=step*i/(i+j);
sigma=(i*j/((i+j+1)*(i+j)^2))*step;
m=(cumsum(x’)’.*(ones([1,p])’*(1./(1:N)))-E)/sqrt(sigma);
rf=pnorm(-A:2*A/nb:A,0,1);
index=cumsum(ones([1,nb])/(nb+2));
for k=1:N,
vecteur=(m(:,k))*sqrt(k);
e=quantile(vecteur,index);
plot(-A:2*A/nb:A,rf,e,index);
xlabel(sprintf(’Fonction de repartition de la moyenne de

%d vas beta(%d,%d)’,k*step,i,j));
if (k ~= N)

sprintf(’Appuyez sur une touche pour la
suite’), pause;

end
end;
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L’intérêt de cet exemple (notamment par rapport à l’illustration suivante en Maple)
est le fait qu’ici on montre la convergence simple de la fonction de répartition, alors
que la convergence illustrée en examinant des histogrammes est moins directement liée
au théorème central limite. Je n’ai pas représenté la figure obtenue car il s’agit d’une
séquence, qu’on ne peut rendre sur papier sans occuper une place abusive...

Exemple Maple

> restart;with(stats);

[anova, describe, fit , importdata, random, statevalf , statplots, transform]
> unif:= i -> random[uniform[0,1]](i);

unif := randomuniform0, 1

> normale:= i -> random[normald[0,1]](i);

normale := randomnormald0, 1

> fit[leastsquare[[x,y,z],z=d*x*y+e*x^2+f*y^2+a*x+b*y+c,
{a,b,c,d,e,f }]]([[1,1,1,2,2,2,3,3,3],[1,2,3,1,2,3,1,2,3],
[2,4,6,9,12,16,12,13,14]]);

z = −1
2
x y − 23

6
x2 +

1
6
y2 +

125
6
x+

5
2
y − 160

9
> with(statplots);histogram([normale(50)],[normale(200)],
[normale(800)],[normale(6400)],numbars=40,area=1);

[boxplot , histogram, scatterplot , xscale, xshift , xyexchange, xzexchange, yscale, yshift ,
yzexchange, zscale, zshift ]

36.11 Inégalité de Cramer-Chernoff, grandes déviations

On pourra consulter le livre [18], lecture 16, avec profit. Une application possible
des grandes déviations est illustrée en36.12.5.

FLEMMARD
Le programme suivant illustre le résultat prédit par le résultat FLEMMARD ci-
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FIG. 36.2 – Théorème central limite : convergence vers la loi normale.

dessus.

Exemple Matlab : texte du programme gd.m

function f = gd(i,j,n,p,c,astuce)

x=mean(rbeta([p,n,astuce],i,j),3);
M=(abs(cumsum(x’)’.*(ones([1,p])’*(1./(1:n)))-i/(i+j)));
m(1,:)=mean(M>c);
m(2,:)=mean(M>2*c);
m(3,:)=mean(M>3*c);
m(4,:)=mean(M>4*c);
m=(log(m))/astuce;
plot(m’);
title(sprintf(’1/k log de la proportion des %d moyennes
\ \ \ de k vas beta(%d,%d) a distance > %g x 1:4 de
\ \ \ l’’esperance pour k dans 1,%d’,p,i,j,c,n*astuce));
text(n/2,m(1,floor(n/2)),sprintf(’%g’,c));
text(n/2,m(2,floor(n/2)),sprintf(’%g’,2*c));
text(n/2,m(3,floor(n/2)),sprintf(’%g’,3*c));
text(n/2,m(4,floor(n/2)),sprintf(’%g’,4*c));

Le résultat est illustré en figure36.3; il faut noter le fait que la courbe est bien
linéaire.
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FIG. 36.3 – Grandes déviations

36.12 Applications des probabilités

36.12.1 Liste d’exemples simples

� Les singes tapant Shakespeare

On noteSK la concaténation de toutes les œuvres de Shakespeare. Un singe est
placé devant une machine à écrire ; il tape un caractère par seconde, chaque caractère
ayant une probabilité> 0 d’être tapé à la secondet.
→ la probabilité pour que le singe tapeSK une infinité de fois est1

Démonstration : Par le deuxième lemme de Borel-Cantelli.ut

Si la suite de caractères deSK est désigné par(un)n∈[1,N , alors la probabilité pour
queSK soit tapé au moinsk fois en tempsP est FLEMMARD.ut

Démonstration : FLEMMARDut

36.12.2 Application des probabilités au calcul d’intégrales

On se donne une fonctionf L1 de [0, 1] dansR. On va chercher à calculer l’inté-
graleI def sur[0, 1].

I est l’espérance def , vue comme variable aléatoire. Donc par l’inégalité de Tche-
bitchev, on peut écrire que

P (| 1
n

n∑
i=1

f(Xi)− I| ≤ ε) ≤ FLEMMARD
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avec lesXi des variables aléatoires identiquement distribuées uniformes sur[0, 1].

36.12.3 ABRACADABRA : application des martingales

Le résultat suivant est extrait de [21] (en tant qu’exercice non corrigé) :

Proposition 1364 SoitT la variable aléatoire égale au temps (en secondes)
pendant lequel un singe tape sur une machine à écrire une lettre au hasard par
seconde jusqu’à obtenir la suite "ABRACADABRA", chaque lettre ayant une
probabilité1/26 d’être tirée au sort à chaque seconde.
AlorsE(T ) = 2611 + 264 + 1.

Démonstration : On imagine qu’un nouveau joueur intervient à chaque seconde
n ∈ [0, T ], et parie sur la prochaine lettre fournie par le singe. Il mise un franc surA,
et gagne26 francs s’il a raison. A la seconde suivante (alors même qu’un autre joueur
arrive), s’il a perdu il arrête de jouer, et s’il a gagné il remise tout ce qu’il a gagné sur
B, gagnant262 francs s’il gagne, et perdant26 francs s’il perd. Il continue ainsi jusqu’à
gagner2611 francs avec le mot complet ABRACADABRA ou jusqu’à perdre.

Il est clair que le gain total de l’ensemble des joueurs est une martingale (par le
théorème1352), et que donc par le théorème d’arrêt éventuel de Doob (1354) permet
de conclure que l’espérance est nulle. On en déduit le résultat démandé en constatant
que les pertes sont égales àT − 2611 − 264 − 26 (examiner les joueurs encore en jeu à
l’instantT ).ut

36.12.4 Application au calcul de la longueur d’une courbe

FLEMMARD

36.12.5 Application à l’évaluation de la perte de précision dans un
algorithme

On peut utiliser ici des résultats divers concernant la limite d’une somme de va-
riables aléatoires identiquement distribuées ; grandes déviations, théorème central li-
mite, inégalité de Bienaymé-Tchébytchev1338FLEMMARD...

On suppose qu’un programme effectue un calcul et qu’à chaque étape on ajoute
un nombre, et que la perte de précision est la valeur absolue de la somme de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées.

A chaque étape, on a unun représentant la valeur obtenue après len-ième calcul,
etXn la différence entreun+1 et f(un) la valeur que l’on obtiendrait si l’ordinateur
avait une précision infinie à cette étape.

C’est-à-dire que,Sn représentant la somme desXi pour i variant de1 àn, lesXi

étant des variables aléatoires identiquement distribuées , en supposant que l’espérance
deXi est nulle, on a les résultats suivants :
• E(Sn) = 0
• Par l’inégalité de Bienaymé-Tchébitchev, si la variance estσ2 < ∞ : P (|Sn| ≥

c) ≤ nσ2

c2

• Par le théorème central limite,

P (|Sn| > c
√
nσ)→n→∞ 2P (N > c)
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avecN variable aléatoire de loi normaleN(0, 1) (ceci permet donc la construction
d’intervalles de confiance).
• Par les résultats sur les grandes déviations,

P (|Sn| > cn)

avecc positif décroit exponentiellement enn.

36.12.6 Application des probabilités à la géométrie euclidienne

Soient(xi)i∈[1,d] une famille ded vecteurs deRd.
On se donne(pi)i∈[1,d] une famille de réels dans[0, 1].
Définissonsx =

∑
i pi.xi.

Montrons qu’il existe(εi)i∈[1,d] une famille ded éléments de{0, 1} tels que‖w −∑
i εi.xi‖ ≤

√∑
i∈[1,d] ‖ui‖

2
/2.

On définit(X1, ..., Xd) un vecteur aléatoire de loi

P (X = (x1, ..., xd)) = Πi∈[1,d]p
xi
i .(1− pi)

1−xi

pour(x1, ..., xd) ∈ {0, 1}d
(c’est à dire, intuitivement, que la probabilité pourXi d’être égal à1 estpi, et que

les composantes sont indépendantes)
et on définitX =

∑
Xi.xi ; X est un vecteur aléatoire.

Calculons l’espérance de‖X − w‖2.

E(‖X − w‖2)

= E(
∑

(i,j)∈[1,d]2

(Xi − pi).(Xj − pj). < ui, uj >)

=
d∑
i=1

‖ui‖2pi.(1− pi)

=
d∑
i=1

‖ui‖2/4

D’où le résultat.ut

36.12.7 Probabilité pour que le rapport de #piles/(#piles+#faces)
tende vers1

2

FLEMMARD

36.12.8 Proportion de diviseurs den dans [1, i]

Ce résultat est extrait de [1].

Définition 1365 On noteµ(n) le nombre de diviseurs premiers den.
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Soit un une suite tendant vers+∞. On définitEin l’ensemble desi ∈ [1, n] tels
que
|µ(i) − log(log(n))| est supérieur ou égal àa(n)

√
ln(ln(n)) Alors l’objectif va

être de prouver que :

limn→∞
|Ein|
n = 0

L’intérêt sera de prendre alorsa(n) =
√
ln(ln(n)), et on arrivera à la conclusion

que la proportion d’entiersi tels queµ(i)/ln(ln(i)) soit plus loin de1 queε tendra
vers0 pourn→∞.

Montrons donc notre résultat.
• Pour cela on considère les lois de probabilités(probn) à valeurs dansN∗ pour

n ∈ N, définie parprobn(i) = 1/n si i ≤ n et0 sinon.
•On définit ensuitediv(p, n), application deP×N∗ dans{0, 1}, avecP l’ensemble

des nombres premiers, avecdiv(p, n) = 1 si p|n et0 sinon.
• On constate queµ(n) =

∑
p∈P (div(p, n)).

• On constate aussi que|E
i
n|
n = probn(|µ− ln(ln(n))| ≥ a(n).ln(ln(n)))

• Déterminons maintenant l’espérance dediv(p, .), pour la probabilitéprobn.

E(div(p, .)) = bn/pc/n = 1/p+O(1/n)

• On détermine maintenant l’espérance deµ ; elle est somme des espérances des
div(p, .), or le théorème des nombres premiers FLEMMARD affirme que∑

p∈P∧p≤n

1/p = ln(ln(n)) + o(1)

pourn→∞
Donc toujours pourprobn

E(µ) =
∑

p∈P∧p≤n

1/p+O(1/n)

= ln(ln(n)) + o(1)

• Déterminons maintenant la variance dediv(p, .).

V ar(div(p, .)) = E((div(p, .)− E(div(p, .))2)

= E((div(p, .)− 1/p+O(1/n))2

=
1
p
.
p− 1
p

+
p− 1
p

1
p

+O(1/n)

=
2.(p− 1)

p2

• Déterminons maintenant la covariance dediv(p, .) etdiv(q, .)

Cov(div(p, .), div(q, .)) = E(div(p, .).div(q, .))− E(div(p, .))E(div(q, .))

=
bn/pqc
n

− bn/pc
n

bn/qc
n

≤ 1
pq
− (p− 1/n).(q − 1/n)
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≤ 1
n

(1/p+ 1/q)

• On peut donc maintenant calculer la variance deµ.

V ar(µ) =
∑

p∈P∧p≤n

V ar(div(p, .))

+2
∑

(p,q)∈P 2∧p,q≤n

Cov(div(p, .), div(q, .))

≤ ln(ln(n)) +O(1)
• On peut alors appliquer l’inégalité de Tchebitchev :

probn((X − E(x))2 ≥ t2) ≤ V ar(µ)
t2

donc
probn(|X − ln(ln(n))| ≥ t

√
ln(ln(n))) ≤ 1/t2

La preuve est ainsi complète !ut

36.12.9 Processus de branchement

Je suis ici la démarche du chapitre0 de [21], qui m’a semblé la plus intuitive ; on
trouvera des résultats similaires dans [18], et des prolongements et illustrations dans
d’autres livres cités par Williams dans [21] ; Feller, Ross.

On se donne une variable aléatoireX à valeurs dansN. Intuitivement,X corres-
pond au nombre d’enfants d’un animal donné.

On suppose queP (X = 0) > 0.
On notef la fonction génératricedeX, c’est-à-dire

f(θ) = E(θX) =
∑
k≥0

P (X = k)θk

On considère une suite double de variables aléatoires identiquement distribuées
Xn,m toutes distribuées commeX.

On définitZ0 = 1, etZn+1 =
∑
i∈[1,Zn]Xn,m.

On notefn la fonction génératricedeZn, c’est-à-direfn(θ) = E(θZn) =
∑
k≥0 P(Zn =

k)θk.
Intuitivement,Zn est le nombre d’individus d’une espèce à l’instantn, descendant

d’un même individu, qui est seul à l’instantn = 0 (puisqueZ0 = 1).
On définit aussiΠ la probabilité d’extinction, définie parΠ = P (∃n/Zn = 0), et

Πn la probabilité d’extinction avant l’instantn, définie parΠn = P (Zn = 0).

Lemme 1366 Pourθ dans[0, 1[

fn(theta) = fn(θ)

c’est-à-dire, par définition defn(θ),

= f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n fois
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Démonstration :
Le casn = 0 est clair,n = 1 aussi, on procède ensuite par récurrence ; il suffit

donc de montrer quefn+1(θ) = fn(f(θ)).
Or,

fn+1(θ) = E(θZn+1)

= E(E(θZn+1 |Zn))

par les propriétés de l’espérance conditionnelle,
Or

E(θZn+1 |Zn = k) = E(θXn,1+Xn,2+···+Xn,k)

= Πk
l=1E(θXn,l) = E(θX)k

vu l’indépendance desθXn,m

= f(θ)k

fn+1(θ) = E(θZn+1 |Zn) =
∑
k

E(θZn+1 |Zn = k)P (Zn = k) = fn(f(θ))

D’où le résultat.ut

Théorème 1367SiE(X) > 1 alors la probabilité d’extinctionΠ est l’unique
racine de l’équationΠ = f(Π) située entre0 et1 strictement, et sinon,Π = 1.

Démonstration :
π = lim supn πn par le théorème de convergence monotone355.
Par le lemme1366, πn = f(πn−1). Par continuité def , π = f(π).
Il ne reste plus qu’à considérer le graphe def , convexe, croissante, vérifiantf(0) >

0, pour conclure...utFLEMMARD faire un dessin
FLEMMARD on peut dire plus de choses sur les processus (i ?) de branchement

36.12.10 Calcul de surface minimale

On se donne un compactK deR2, et δK son contour. On suppose donnée une
fonctiong définie surδK. SoitE l’ensemble des applications deK dansR. Chaque
f appartenant àE définit une surface, l’ensemble des{(x, y, f(x, y)/(x, y) ∈ K}.
On cherche parmiE la fonction définissant la surface minimale. On admet le fait que
la fonction vérifiant cette propriété est celle dont le laplacien est nulle, et qu’elle est
unique. On va s’intéresser ici à une méthode probabiliste résolvant le problème discré-
tisé. On pourrait bien sûr s’attaquer à un problème plus général, mais par simplicité de
notations on considèrera queK = [0, n]2, et on s’intéressera seulement aux points de
coordonnées entières deK. La fonctiong peut-être quelconque ; on s’intéressera pour
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nos représentations schématiques à la fonction définie ci-dessous, front.m :

Exemple Matlab : front.m

function f=front(x,y)

a=abs(x-round(x));
b=abs(y-round(y));

if (a<b) f=1; else f=0; end;

Pour résoudre le problème, on calcule séparément les valeurs def en les diffé-
rents points de coordonnées entières deK. Considérons par exemple(i, j) ∈ [0, n]2.
On considère alors le processus de Markov(X(i,j))n ayantK pour espace des états,
partant de(i, j), et effectuant une marche aléatoire simple surK (ie les 4 directions
sont équiprobables). On définit un temps d’arrêtT égal au nombre d’étapes avant que
la marche aléatoire atteigneδK, ie une abscisse ou une ordonnée égale à0 ou n, ce
qui a une probabilité1 d’arriver. On considère alorsf ∈ E définie parf(i, j) =
E(g((X(i,j))T )).

Il est clair que l’applicationf ainsi définie vérifie bien∆f = 0. Le programme
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matlab correspondant est le suivant :

Exemple Matlab : lapla.m

function v=lapla(n,e)
u=zeros(n+1,n+1);
for i=0:n,
for j=0:n,
disp(sprintf(’%g %%’,(i*(n+1)+j)*100/((n+1)*(n+1))))
nb=0;
t=0;
err=[];
while ((2*t > e )|(nb<30))
a=i;
b=j;
while((a<n)&(a>0)&(b>0)&(b<n))
switch(floor(rand*4))
case 0
a=a+1;
case 1
a=a-1;
case 2
b=b+1;
case 3
b=b-1;
end;
end;
a=a/n; b=b/n; nb=nb+1; err=[err,front(a,b)];
if (nb>1) t=std(err)/sqrt(nb-1); end;
end;
u(i+1,j+1)=mean(err);
end;
end;
surfl(u)
shading interp
colormap autumn
v=u;

On pourra regretter que les pourcentages affichés pendant le calcul ne sont pas les
pourcentages du temps de calcul, mais les pourcentages du nombre de points calculés.
La figure obtenue par "lapla(10,0.05)" est36.5, à gauche. En remplaçant la fonction
"front.m" par "cos(4*atan((x-0.5)/(y-0.5)))", on obtient la figure36.5, à droite.
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FIG. 36.4 – Approximation de surface minimale obtenue par "lapla.m".
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FIG. 36.5 – Approximation de surface minimale obtenue par "lapla.m".
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Chapitre 37

Statistique

37.1 Quelques notions élémentaires

37.1.1 Définitions

Définition 1368 On appellemoyenne arithmétiqueden entiersx1,...,xn la
quantité

∑
i=1...n xi
n . On l’appelle aussimoyennetout court lorsqu’il n’y a pas

de risque de confusion, et on la notex.

Définition 1369 On appellemoyenne géométriqueden entiersx1,...,xn la
quantité n

√
Πixi.

Définition 1370 On appellemoyenne harmoniquedes xi l’inverse de la
moyenne arithmétique des inverses desxi.

Définition 1371 On appellemoyenne quadratiquedesxi la racine carrée de
la moyenne arithmétique des carrés desxi.

Définition 1372 On appellemédiane d’une mesure finie sur un espace or-
donné un élémentx tel que la mesure de{y/y > x} est égale à la mesure de
{y/y < x}. Cette notion est définie lorsque la mesure est finie.
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Définition 1373 On appelleeffectif cumulé croissantd’une distribution sur
un espace ordonné la fonction qui àx associe la mesure de{y/y < x}, etef-
fectif cumulé décroissantla fonction qui àx associe la mesure de{y/y > x}.
Les effectifs cumulés croissants sont aussi appeléseffectifs cumuléstout sim-
plement. Ces notions sont définies lorsque les mesures correspondantes sont
bien finies.

Définition 1374 On appellek-ième percentiled’une distribution surR une
valeurx telle que les effectifs cumulés enx représententk% de la mesure de
tout l’espace. Bien évidemment il est nécessaire que la mesure soit finie pour
cela. On définit de même desquartiles, desdéciles. On appelleinterquartile
la différence entre le troisième et le premier quartile.

Définition 1375 On appellemodeou dominanted’une distribution la valeur
x telle que la densité de probabilité enx soit maximale. S’il y a plusieurs modes
la distribution est diteplurimodale.

Définition 1376 On appelledéviation dexi la valeurxi − x.

Définition 1377 On appelleécart moyenla moyenne des|xi−x| ; c’est donc
|xi − x|.

Définition 1378 On appellevariance la moyenne des(xi − x)2 ; on la note
souventV .

Définition 1379 On appelleécart type ou écart quadratique moyen la ra-
cine carrée de la variance. On le note souventσ ; σ =

√
V .

Définition 1380 On procède à unchangement d’origine lorsque l’on rem-
place les donnéesxi par lesyi définis paryi = xi −C, avecC une constante.

Définition 1381 On procède à unchangement d’échellelorsque l’on rem-
place les donnéesxi par lesyi définis paryi = C.xi, avecC une constante.
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Définition 1382 On appellemoment d’ordre p desxi par rapport à y la
moyenne des(xi − y)p. Pour p = 1 il s’agit donc de la moyenne (arithmé-
tique), pourp = 2 il s’agit de la variance.

37.1.2 Propriétés

• Le logarithme de la moyenne géométrique est la moyenne arithmétique deslog(xi).

•Moyenne harmonique≤moyenne géométrique≤moyenne arithmétique≤moyenne
quadratique

• La moyenne arithmétique est peu sensible aux fluctuations d’échantillonnage.

• La médiane est peu sensible aux valeurs aberrantes.

• La somme des déviations est nulle.

• La varianceV est aussi égale àV = x2 − x2, avecx2 la moyenne arithmétique
desx2

i , etx2 le carré de la moyenne desxi. On le prouve facilement en développant∑
(xi − x)2.

• Multiplier les données parC multiplie la moyenne arithmétique parC, la va-
riance parC2, et l’écart-type parC.

• Translater les données deC ajouteC à la moyenne arithmétique, et ne change ni
la variance ni l’écart-type.

37.2 Applications des probabilités à l’échantillonnage

Cette partie ne se veut qu’une très brève introduction aux statistiques. Il est bien
évident que dans le cadre de l’option probabilités de l’agrégation, il est indispensable
de se référer à un livre plus complet. Les livres bien faits d’introduction abondent
FLEMMARD.

Nous nous contenterons ici de donner un cas d’applications, et de citer d’autres
cadres d’applications.

SoitX1, ... ,Xn indépendantes identiquement distribués. On suppose le théorème
central limite?? vérifié. Intuitivement, lesXi sont des mesures ; par exemple, on me-
sure la taille de 50 français pour évaluer la taille moyenne des français. L’intérêt des
probabilités va être de fournir des bornes sur l’erreur commise par une telle évaluation.

On se donne doncm = 1
n (X1 + X2 + ... + Xm). On cherche[a, b] tel queM =

E(X) soit compris dans[a, b]. Il faut alors noter que bien entendu, on ne peut être
certain queM soit dans l’intervalle[a, b], quel que soit l’intervalle que l’on donne,
simplement au vu desXi. Il est toujours possible que l’on ait été particulièrement
malchanceux dans les tirages desXi et que la moyenne soit très différente de ce que
l’on suppose au vu du tirage. On doit donc plutôt donnerα un réel (petit de préférence)

628



etz tel que avec probabilité1− α, pour toute loi deX1, |m−M | ≤ z soit vrai.a et b
seront alorsm− z etm+ z respectivement.

Concrètement on procède comme suit :
• On évalue (empiriquement) l’écart typeσ deXi.
• On repèretα tel queP (|N | ≤ tα) = 1 − α, avecN loi normale centrée réduite

(espérance nulle et écart-type1). Les valeurs detα sont tabulées (il s’agit simplement
de la fonction de répartition de la loi normale). Le plus courant est de choisirα = 0.05,
tα étant alors environ égal à2.
• On déterminea = m− taσ/

√
n et b = m+ tασ/

√
n.

• On peut alors écrire que, auseuil de confianceα, M est compris entrea et b.
Ceci constitue unintervalle de confiance.

On peut citer les développements suivants :
– le cas des petits échantillons (n < 30). Il faut alors utiliser la loi de Student.
– le cas où l’on ne s’intéresse pas à la probabilité pour que la moyenne soit mal

évaluée, mais à la probabilité pour que la moyenne soit sur-évaluée. Il suffit de
voir pour cela queP (N > t) = 1

2P (|N | > t) pour toute variable aléatoireN
symétrique, et en particulier donc la loi normale.

– le cas deXi à valeur dans{0, 1}.
– le cas où l’on n’étudie pas la moyenne desXi mais leurmax.
– le cas deXi non réellement indépendants.
– le cas deXi non identiquement distribués.
– l’évaluation de la loi dem par la fameuse technique du bootstrap, très ingénieuse.
– on a fait l’approximation que pourn > 30, la distribution était environ celle de

la loi normale. On peut se passer de cette approximation, et donner une borne
absolue à l’écart à la loi normale.

Ces études et d’autres encore constituent la théorie des tests et font appel à des
variantes difficiles du théorème central limite. Les trois premiers points sont utiles pour
faire bonne impression à un jury d’agrégation...
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Chapitre 38

Formulaires

38.1 Espaces topologiques

Catégorie Exemples
Ouvert Isom(E,F ) avecE etF Banach, dansL(E,F )
Fermé compact d’un séparé
Borné compact d’un métrique

Espaces compacts

Espaces projectifs
Complété d’Alexandrov d’un es-
pace séparé non compact, locale-
ment compact
Produit de compacts
boule fermée d’un espace vectoriel
normé de dim finie
Cantor
Tapis de Sierpinski

Espaces connexes par arc

Espaces projectifs
Cube de Hilbert
Ouvert connexe d’un espace vecto-
riel normé
Boule
Image d’un connexe par arcs par
une applicationC0

Tapis de Sierpinski, eponge de
Menger
Ensembles de Julia
SO(n), SU(n)

Espaces connexes
Produit de connexes
Image d’un connexe par une appli-
cationC0

Espaces de Montel. (métrisables,
compact équivaut à fermé bornéa)

aBorné au sens des espace vectoriel topo-
logiques.

R
n, Cn

H(Ω) avecΩ ouvert deC

Espace complet R
n, Cn, Lp(Ω)

Espace métrisable

Boule unité fermée du dual d’un
espace séparable pour la topologie
faible
Cube de Hilbert

Localement connexe par arcs
Localement compact
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38.2 Equivalents en l’infini

38.2.1 Séries

un et vn suites réelles,Un =
∑n
k=0 uk, Vn =

∑n
k=0 vk. Si Un → U , Rn =

U − Un, siVn → V ,R′n = V − Vn.

Hypothèse Conclusion
un > 0 Vn converge
un ' vn Rn ' R′n

Un converge
vn > 0, un > 0
vn = o(un) Un diverge
Vn diverge Un ' Vn

38.2.2 Intégrales

f etg définies sur]a,+∞[ intégrables sur]a, x[ pour toutx > a.

ON SUPPOSE QUEf EST POSITIVE

On définitF (x) =
∫ x
a
f(t)dt etG(x) =

∫ x
a
g(t)dt. Si F a une limite en+∞ on

définitRf (x) =
∫∞
x
f(t)dt, et siG a une limite en+∞ on définitRg(x) =

∫∞
x
f(t)dt.

Alors on a les résultats suivant au voisinage de+∞ :

∫ x
a
f(t)dt = +∞

 g = o(f)⇒ G = o(F )
g = O(f)⇒ G = O(F )

g ' f ⇒ F ' G

∫ x
a
f(t)dt < +∞



g = o(f)⇒
{ ∫∞

a
g(t)dt existe

Rg = o(Rf )

g = O(f)⇒
{ ∫∞

a
g(t)dt existe

Rg = O(Rf )

g ' f ⇒
{ ∫∞

a
g(t)dt existe
Rg ' Rf )

38.3 Dérivation de limites

E etF des espaces vectoriels normés ,U ouvert deE, (fn) suite d’applications de
U dansF différentiables.
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Hypothèses Conclusions

fn convergeant simplement versf ,
lesDfn convergeant uniformément
vers une certaine applicationg de
U dansL(E,F ),

• f différentiable etDf = g
• Pour toutC convexe borné⊂ U
la convergence defn|C versf|C est
uniforme
• Si lesfn sontC1 alorsf estC1.

U connexe,F Banach.∃x0 / fn(x0)
converge,∀x ∃Vx voisinage dex tel
que la suite desDfn|Vx soit de Cau-
chy pour la métriqued définie par

d(f, g) = supz∈Vx‖f(z)− g(z)‖

(ie la suite desDfn converge nor-
malement sur un certain voisinage
de tout point)

Alors il existe f de U dansF tel
que :
• f est dérivable en tout point
• la suite desfn converge versf
(simplement)
• toutx possède un voisinageVx tel
que les convergences defn etDfn
restreints àVx soient uniformes.
• Si lesfn sontC1, f l’est aussi.

38.4 L’indispensable sous le signe intégral

X muni d’une mesureµ, (E, d) un espace métrique.f : E × X → C, F (t) =∫
X
f(t, x)dµ(x)

Hypothèses Conclusion
Pour toutt l’applicationx 7→ f(t, x) est mesurable
Pour presque toutx la fonctiont 7→ f(t, x) est continue enT
Il existeg L1 telle que pour toutt et presque toutx |f(t, x)| ≤
g(x)

F est continue enT .

Pour toutt l’applicationx 7→ f(t, x) est mesurable
Pour presque toutx la fonctiont 7→ f(t, x) est continue surE
Pour tout compactK deE il existe g L1 telle que pour toutt
dansK et presque toutx |f(t, x)| ≤ g(x).

F est continue surE.

E est un ouvert deR ou deC a

Pour presque toutt x 7→ f(t, x) estL1

Il existe N négligeable tel que pour toutx 6∈ N la fonction
t 7→ f(t, x) est dérivable (resp.C1 ) b.
Pour tout compactK deE il existe une fonctiong L1 telle que
pour toutt dansK et toutx 6∈ N | δfδt (t, x)| ≤ g(x).

aHypothèse facile à retenir ; il s’agit de pouvoir définir une dérivée au sens le
plus commun, ie dérivée d’une fonction d’une variable réelle ou complexe !

bAttention ! Dans le cas d’un ouvert deC on parle de dérivabilité au sens
complexe, et pas de différentiabilité en voyantC comme unR-espace vectoriel !

Pour toutt la fonctionx 7→
δf
δx (t, x) estL1

F est dérivable (resp.C1),
de dérivée

∫
X
δf
δt (t, x)dx.

E est un ouvert deR ou un ouvert deC.
Pour presque toutt x 7→ f(t, x) estL1

Il existe N négligeable tel que pour toutx 6∈ N la fonction
t 7→ f(t, x) estCk.
Pour tout compactK deE et toutj ∈ [1, k] il existe une fonction

g L1 telle que pour toutt dansK et toutx 6∈ N | δ
jf
δtj (t, x)| ≤

g(x).

Pour toutt la fonctionx 7→
δjf
δtj (t, x) estL1

F estCk, et pourj ∈ [0, k]
δjF
δtj =

∫
X
δjf
δtj (t, x)dx.
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38.5 Convergence d’une série à termes positifs

Hypothèse Conclusion
Critère de D’Alembert

un+1/un → L < 1 Série converge
un+1/un → L > 1 Série diverge

Critère de Cauchy
limsup

√
un = L < 1 Série converge

limsup
√
un = L > 1 Série diverge

Critère de Raabe-Duhamel
un+1
un

= 1− a/n+O(1/n2), a > 1 Série converge
un+1
un

= 1− a/n+O(1/n2), a < 1 Série diverge

38.6 Convergence d’une série semi-alternée

UN =
∑N
n=0 un, U = limUn,Rn = U − Un

Hypothèse Conclusion
Critère de Leibnitz

(εn) suite décroissante,
∑
un converge

εn → 0, un = (−1)nεn Rn ≤ |an+1|
Méthode d’Abel, dans un Banach

(εn) suite décroissante,
∑
un converge

(an) /
∑N
n=0 an borné Rn ≤ |an+1|

εn → 0, un = εnan

38.7 Les séries entières

Soit
∑
anz

n une série entière,R son rayon,A sa fonction somme.

Hypothèse Conclusion
Formule d’Hadamard

R = 1
limsup|an|1/n

(avec1/0 = ∞
et1/∞ = 0)

Critère de D’Alembert
an non nul à partir d’un certain rang
an+1/an tend versL

R = 1/L

Théorème de Césaro
(bn) suite réelle> 0, (an) suite
réelle,

∑
bn divergente, an =

o(bn) ou an ' bn, R rayon de
convergence de

∑
bnz

n

A(x) =
∑
anx

n sur ] − 1, 1[ bien
défini,B(x) =

∑
bnx

n sur]−1, 1[
bien défini,a = o(b) ⇒ A = o(B)
enR, a ' b⇒ A ' B enR
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38.8 Densité, approximation

Théorème de Stone

K compact,A sous-algèbre unitaire de l’algèbreC0(K,R). SiA sépare
les points, alorsA est dense dansC0(K,R) pour la norme infinie.

Théorème de Stone, version complexe

K compact,A sous-algèbre unitaire de l’algèbreC0(K,C) stable par
passage au conjugué. SiA sépare les points, alorsA est dense dans
C0(K,C) pour la norme infinie.

Théorème de Weierstrass

K compact deR, l’ensemble des polynômes deK dansR est dense dans
l’ensemble des fonctions continues deK dansR pour la convergence
uniforme.

pas valable pour les polynômes d’un compact deC dansC !

Théorème de Lusin

f mesurable deRn dansC, dont le support est inclus dans un ensemble
de mesure finie. Alors pour toutε il existeg continue surRn égale àf
sauf sur un ensemble de mesure< ε, bornée en module parsup |f |.
f mesurable bornée deRn dansC, dont le support est inclus dans un
ensemble de mesure finie. Alorsf est limite simple presque partout
d’une suite de fonctions continues et bornées (par la même borne).
Ckc (Rn,R) a est dense dansCk(Rn,R).

aEnsemble des fonctionsCk à support compact deRn dansR.

Si p 6=∞, C∞c (Rn,R) est dense dansLp(Rn).
Si p 6= ∞, les classes des fonctions en escalier à support compact sont
denses dansLp(Rn).
Les classes des fonctionsC∞ à support compact sont denses dans l’en-
semble des fonctions deL∞ deR dansR tendant vers0 en+∞ et en
−∞.
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38.9 Trigonométrie

Formule Preuve

cos(x) = Re(eix) = eix+e−ix

2 Définition.
sin(x) = Im(eix) = eix−e−ix

2

cos′ = −sin (x 7→ eix)′ = (x 7→ ieix)
sin′ = cos

cos2 + sin2 = 1 eixe−ix = 1
∃π > 0minimal/ cos(0) = 1, donc sicos(R+) > 0
cos(π/2) = 0 sin ↑, sin(x) > sin(a), donc

cos(x) + xsin(a) décroit, or
cos(x) + xsin(a)→∞

Par déf,π = 2infcos−1(0) ∩ R+∗

π > 0 continuité decos
eiπ/2 = i, eiΠ = −1, corollaire de ci-dessus.

eiπ = 1,
e 2iπ − pério

cos etsin 2π pério
Arccos(x) +Arcsin(x) = Π/2 Dérivée nulle + valeur en0

FormuledeMoivre

(cos(x) + i sin(x))n = cos(nx) + i sin(nx) einx = eix
n

Formulesdelinarisation
cos(a)cos(b) = 1

2 (cos(a+ b) + cos(a− b)) cos(x) = 1
2 (eix + e−ix)(développer)

sin(a)sin(b) = 1
2 (cos(a− b)− cos(a+ b)) sin(x) = cos(x+ π/2)

sin(a)cos(b) = 1
2 (sin(a+ b) + sin(a− b)) (apprendre la méthode, non le résultat)

cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(b) sin(a) combinaison linéaire des
formules de linéarisation

sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) sin(x) = cos(x+ π/2)
sin(a− b) = sin(a) cos(b)− sin(b) cos(a) b devient− b
cos(a− b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

cos(c) + cos(d) = 2 cos( c+d2 ) cos( c−d2 ) Formules ci-dessus, plus
cos(c)− cos(d) = −2 sin( c+d2 ) sin( c−d2 ) c = a+ b, d = a− b
sin(c) + sin(d) = 2 sin( c+d2 ) cos( c−d2 ) puis
sin(c)− sin(d) = 2 sin( c+d2 ) cos( c−d2 ) sin(x) = cos(x+ π/2)

Retenircos(a) cos(b), cos(a+b), cos(a)+cos(b) devrait suffire, modulo l’entrainement
pour retrouver le reste.
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38.10 Trigonométrie hyperbolique

cosh(x) = ex+e−x

2

sinh(x) = e−x−e−x
2

tanh(x) = sinh(x)
cosh(x)

cotanh(x) = cosh(x)
sinh(x) = 1

tanh(x)

cosh(x+ y) = cosh(x)cosh(y) + sh(x)sh(y)
sinh(x+ y) = sinh(x)sinh(y) + cosh(x)sinh(y)

cosh(x)2 − sinh(x)2 = 1
cosh(2x) = cosh(x)2 + sinh(x)2

cosh(2x) = 2cosh(x)2 − 1
sinh(2x) = 2sinh(x)cosh(x)

cosh(x) = 1+u2

1−u2 avecu = tanh(x/2)
sinh(x) = 2u

1−u2

38.11 Les changements de variable magiques dans le
calcul de primitive

f(x) = cos(x)nsin(x)m 2|n+ 1⇒ u = sin(x)
2|m+ 1⇒ u = cos(x)

Linéarisation.
f(x) = F (cos(x), sin(x)) f paire ⇒ u = sin(x)

F ∈ R(X) f impaire ⇒ u = cos(x)
f T − périodique⇒ u = tan(Πx/T )
sinonu = tan(x/2), cos(x) = 1−u2

1+u2

sin(x) = 2u
1+u2 , dx = du

1−u2

F (x,
√
ax+ b) u =

√
ax+ b

F (x,
√
ax2 + bx+ c) a > 0⇒ u =

√
ax2 + bx+ c− ax

F (x,
√
ax2 + bx+ c) a < 0⇒ (x,

√
ax2 + bx+ c)

parcourt un bon d’ellipse
on paramètre pour que
x soit uncos deu et√
ax2 + bx+ c un sin deu

F (x, n
√

ax+b
cx+d ) u = n

√
ax+b
cx+d

38.12 Primitives usuelles

Sauf mention contraire, les primitives sont valables sur l’ensemble de définition.
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f(x)
∫ x

f(u)du Précisions

xa xa+1

a+1 a ∈]−∞,−1[∪]1,∞[
1/x ln|x|
eax eax

a a ∈ C∗
cos sin
sin −cos
tan −ln|cos(x)|

cotan(Remarque :cotan(x)=1/tan(x).) ln|sin(x)|
1/cos ln|tan(x/2 + π/4)|
1/sin ln|tan(x/2)|
1/cos2 tan
1/sin2 −1/tan

1/(sin(x)cos(x)) ln|tan(x)|
tan2 tanx− x
ch sh
sh ch
th(x) ln ch(x)
coth(x) ln|sh(x)|
1/sh(x) ln|th(x/2)|
1/ch(x) 2Arctan(ex)
th(x)2 x− th(x)

1/(sh(x)ch(x)) ln|th(x)|
1/ch2 th
1/sh2 −coth

1/(x2 + a2) 1
aarctan(x/a) a 6= 0

1/(x2 − a2) 1
2a ln|

x+a
x−a | a 6= 0

1/(a2 − x2) 1
aargth(x/a) a 6= 0, x < a

1/
√
x2 + a ln|x+

√
x2 + a|

ouargsh(x/
√
a) a > 0

ouargch(−x/
√
−a) si x >

√
−a a < 0

ou − argch(x/
√
−a) si x <

√
−a a < 0

1/
√
a2 − x2 arcsin(x/|a|) a 6= 0

1
(x2+a)3/2

x
a
√
x2+a

a 6= 0
1

(a−x2)3/2
x

a
√
a−x2 a 6= 0

In = 1/(1 + x2)n 2nIn+1 = x
(1+x2)n + (2n− 1)In

In = 1/(1− x2)n 2nIn+1 = x
(1−x2)n + (2n− 1)In

Pour une primitive de fraction rationnelle réelle décomposée en éléments simples,
on a besoin d’intégrer des termes en (i)a/(cx + d)n (facile), des éléments en (ii)

b
(x2+dx+e)n et des éléments en (iii) x+b

(x2+dx+e)n . Pour (i), c’est facile. Pour (ii), il suffit

de penser à reformulerx2 + dx + e en (x + d/2)2 + f , et d’appliquer le formulaire
ci-dessus avec un changement de variableu = x+d/2√

f
1 et par l’une des formules du

tableau ci-dessus. Pour (iii), il suffit de réécrirex+ b en 1
2 (x+ b+(p− b) − (p− b)),

chacun des deux quotients obtenus s’intégrant sans peine par (ii) ou parce que de la
formeu′/un (cf log ouu−n+1).

1f étant positif du fait que le discréminant du polynôme est négatif.
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38.13 Dérivées

La plupart des dérivées s’obtiennent en utilisant le fait que la dérivée def ◦ f−1

est1.

f(x) f ′(x)
ln(ax) frac1t
eax a eax

xa a xa−1

cos(ax) −a sin(ax)
sin(ax) a cos(ax)
tan(ax) a

cos(ax)2

Arcsin(x) 1√
1−x2

Arccos(x) −1√
1−x2

Arctan(x) 1
1+x2

cosh(x) sinh(x)
sinh(x) cosh(x)
tanh(x) 1

tanh(x)2

cotanh(x) −1
sinh(x)2

argsinh(x) 1√
1+x2

argcosh(x) 1√
x2−1

argtanh(x) 1
1−x2

FLEMMARD

38.14 Différentielles

Application Différentielle
E,F Banach φC∞ φ′(u)(h) = −u−1hu−1

Isom(E,F )→ Isom(F,E) φ(n)(u)(h1, . . . , hn)
φ : f 7→ f−1 = (−1)n

∑
σ∈σn u

−1 ◦ hσ(1) ◦ u−1 ◦ hσ(2) ◦ . . . hσ(n) ◦ u(−1)

38.15 développements limités

Le développement limité dee, desin et decos découlent directement de leur défi-
nition. Pareil pourcosh, sinh.

La plupart des autres développements limités suivant s’obtiennent grâce à la for-
mule de Taylor-Young583. Toutefois, le développement limité deArctan s’obtient par
intégration, ainsi que ceux deArcsin, Arctanh, Argsinh. Le développement limité
deArccos s’obtient à partir de celui deArcsin parArccos(x) +Arcsin(x) = Π/2.
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ex = 1 + x
1! + x

2! + x
3! + ...+ xn

n! +O(xn+1)
cosh(x) = 1 + x2

2! + x4

4! + x6

6! + ...+ x2n

(2n)! +O(x2n+2)

sinh(x) = x
1! + x3

3! + x5

5! + ... x
2n+1

(2n+1)! +O(x2n+3)

sin(x) = x− x3

3! + x5

5! + ...+ (−1)n x2n+1

(2n+1)! +O(x2n+3)

cos(x) = 1− x2

2! + x4

4! − ...+ (−1)n x
2n

2n! +O(x2n+2)
ln(1 + x) = x− x2

2 + x3

3 −
x4

4 + ...+ (−1)n+1xn/n+O(xn+1)
ln(1− x) = −x− x2

2 −
x3

3 −
x4

4 − ...−
xn

n +O(xn+1)
(1 + x)α = 1 + αx+ α(α−1)

2! x2 + ...+ α(α−1)(α−2)...(α−n+1)
n! xn +O(xn+1)

Arctan(x) = x− 1
3x

3 + 1
5x

5 − 1
7x

7 + 1
9x

9 + ...+ 1
2n+1x

2n+1 +O(x2n+3)

Arcsin(x) = x+ x3

2.3 + 1.3.x5

2.4.5 + 1.3.5.x7

2.4.6.7 + 1.3.5.7.x9

2.4.6.8.9 + ...+ 1.3.5.....(2n−1)x2n+1

2.4.6.....2n.(2n+1) +O(x2n+3)
Arccos(x) = Π/2−Arcsin(x)

Argth(x) = x+ x3/3 + x5/5 + x7/7 + ...+ x2n+1/(2n+ 1) +O(x2n+3)
Argsh(x) = x− x3

2.3 + 1.3.x5

2.4.5 + ...+ (−1)n 1.3.5.7.....(2n−1).x2n+1

2.4.6.....2n.(2n+1) +O(x2n+3)

Attention, le développement limité d’Arcsin(x) est "irrégulier", au sens où le terme
enx ne suit pas la même formule que les termes enx2i+1 !

38.16 EspacesLp(X) etLp(X), ouLp
C
(X) etLp

C
(X)

Lp est égal àLp quotienté par la relation "être égales presque partout". LesLp sont
des espaces de Banach,L2(X) est un espace hilbertien réel pour(f |g) =

∫
fg,L2

C
(X)

est un espace hilbertien complexe pour(f |g) =
∫
fg.

Hypothèse Conclusion
fi ∈ Lpi ‖Πn

i=1fi‖1 ≤ Πi‖fi‖pi
pi ∈ [1,∞] (inégalité de Hölder)∑
i∈[1,n] 1/pi = 1

∀n|fn(x)| < |g(x)| presque partout f ∈ Lp
g ∈ Lp fn → f dansLp

fn(x)→ f(x) presque partout (convergence dominée de Lebesgue)
p < p′ et Lp

′ ⊂ Lp
X de mesure finie
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38.17 Transformée de Fourier
hypothèse conclusion

g(x) = f(x)eiαx ĝ(t) = f̂(t− α)
g(x) = f(x− α) ĝ(t) = f̂(t)e−iαt

g(x) = −ixf(x) f̂ différentiable
g L1 f̂ ′(t) = ĝ(t)
f L1 f̂(t) =

∫
R
f(x)e−ixtdµ(x)
f̂ C0

‖f‖∞ ≤ ‖f‖1
f L1 x 7→

∫
R
f̂(t)eixtdµ(t)

et f̂ L1 est continue et égale àf presque partout
f L2 f̂ L2 :

φA(f) =
∫ A
−A f̂(t)eixtdµ(t)

Théorème limA→+∞ φA(f) = f (dansL2)
de (f 7→ f̂ isomorphisme deL2 dansL2,

Plancherel défini surL1 ∩ L2 par la formule ci-dessus et
prolongé surL2 par densité FLEMMARD)

38.18 Série de Fourier - casf 2π-périodique

hypothèse conclusion
n ∈ Z f̂(n) = 1

2π

∫ π
−π f(t)e−int

f̂(n) =< f |un > (un(t) = eint)
n ∈ N Dn =

∑n
i=−n ui (noyau de Dirichlet)

n ∈ N Kn = 1
n

∑n−1
i=0 Di (noyau de Féjer)

n ∈ N sn(f) =
∑n
i=−n f̂(i)ui (somme de Fourier)
sn(f) = f ∗Dn

σn(f) =
∑n
i=0 si(f) (somme de Fejer)
σn(f) = f ∗Kn

f L1 Théorème de Dirichlet
f admet une σn(f)(x)

dérivée à droite → 1
2 (limt→x,t<xf(t) + limt→x,t>xf(t))

et à gauche enx
f ∈ L2(T ) f̂ ∈ l2 = L2(Z)

(f 7→ f̂ isomorphisme deL2(T ) dansl2)
sn(f)→ f dansL2(T )

f C0 ∀n ‖σn(f)‖∞ < ‖f‖∞
(Th. de Fejer) σn(f)→ f uniformément

f Lp ∀n ‖σn(f)‖p < ‖f‖p
p <∞ σn(f)→ f dansLp (Th. de Fejer)
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38.19 Les1001 formules dont vous rêvez

Formule Preuve∑+
k=1∞

1
k2 = Π2

6

Formule de Parseval (théorème1108) sur la série
de Fourier de l’identité sur[−Π,Π[∑+

k=1∞1/pk =∞ pk k-ième nombre premier voir partie15.12.2
(1 + x

n )n → ex pourx réel. (1 + x
n )n = en ln(x/n) = en(x/n+o(1/n)) → ex

Formule de Stirlingn! ' (ne )n
√

2Πn

n! =
∫ ∞

0

e−ttndt

(preuve par récurrence surn, par une intégration
par parties (théorème555) sur [0, x] et en faisant
tendrex vers+∞)
changement de variableu = t/n

n! = nn+1

∫ +∞

0

en(ln(u)−u)du

Il suffit alors d’appliquer le théorème594.

∑
n≥1

(−1)n−1

n = ln(2)

UN =
∑N
n=1

(−1)n−1

n

puis écrire1/n =
∫ 1

0
tn−1

puis
∑N
n=1(−t)n−1 = 1−(−t)n

1+t puis passer à la
limite, par exemple par convergence uniforme sur
un ensemble de mesure finie.

38.20 Espaces préhilbertiens

Espace préhilbertien réel Espace préhilbertien complexe

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2Re(< x|y >)
Inégalité de Schwartz

| < x|y > | ≤ ‖x‖ ‖y‖ | < x|y > | ≤ ‖x‖ ‖y‖
Inégalité de Minkowski

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
Cas d’égalité :x ety positivement liés Cas d’égalité :x ety positivement liés

Formule de polarisation
< x|y >= 1

2 (q(x+ y)− q(x)− q(y)) < x|y >= 1
4

∑4
j=1 i

jq(x+ ijy)
< x|y >= 1

4 (q(x+ y)− q(x− y)) < x|y >
= 1

4 (q(x+ y)− q(x− y) + iq(x− iy)− iq(x+ iy)
En dimension finie, il existe une base orthonormale

38.21 Espaces de Hilbert

On suppose que(xi)i∈I est une base hilbertienne.
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Relation de Parseval
‖x‖2 =

∑
i(x|xi)2

< x|y >=
∑
i < x|xi >< y|xi >

x =
∑
i∈I < x|xi > xi

Relation de Parseval
‖x‖2 =

∑
i |(x|xi)|2

< x|y >=
∑
i < x|xi > < y|xi >

x =
∑
i∈I < x|xi > xi

38.22 Espaces euclidiens

Espace euclidien Espace hermitien
f∗ adjoint def f∗ adjoint def

< f(x)|y >=< x|f∗(y) > < f(x)|y >=< x|f∗(y) >
MatB(f∗) =t MatB(f) MatB(f∗) = tMatB(f)

det f∗ = det f det f∗ = det f
f symétrique sif∗ = f f hermitien sif∗ = f
f orthogonal (ie∈ O(E)) f unitaire (ie∈ U(E))

si f∗f = ff∗ = Id si f∗f = ff∗ = Id
⇐⇒ < f(x)|f(y) >=< x|y > ⇐⇒ < f(x)|f(y) >=< x|y >

⇐⇒ ‖f(x)‖ = ‖x‖ ⇐⇒ ‖f(x)‖ = ‖x‖
f orthogonal est direct

(ie∈ O(E)) si
det f > 0

⇐⇒ conserve l’orientation d’une base

38.23 Réduction en dimension finie - propriétés de ma-
trices particulières

MatriceM de type(n, n), associée à l’endomorphismef , E = K
n, polynôme

caractéristiqueP ,multip(λ) ordre de multiplicité deλ dansP . Dans beaucoup de cas,
la réduction dans une base orthonormale est basée sur le fait que l’orthogonal d’un
espace stable est stable.
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diagonalisable ⇐⇒ ∃ base de vecteurs propres
⇐⇒ E = ⊗λ∈SpK(f) ker(f − λI)

⇐⇒ P scindé etdim ker(f − λI) = multip(λ)
⇐⇒ ∃Q ∈ GLn(K)/QMQ−1 diagonale

trigonalisable ⇐⇒ P scindé
⇐⇒ ∃Q ∈ GLn(K) Q−1MQ triang. sup.
⇐⇒ ∃Q ∈ GLn(K) Q−1MQ triang. inf.
⇐⇒ ∃Q ∈ GLn(K) Q−1MQ = ⊗Mi

(Jordan) avecMi =



λi 1 0 0 . . . 0

0 λi 1 0
...

...
... 0

...
...

... 0
0 . . . 0 λi 1 0
0 . . . . . . 0 λi 1
0 . . . . . . . . . 0 λi


⇒ ∃!(D,N)/

{
Ddiagonalisable
Nnilpotente

M = D +H,DH = HD
M symétrique réelle diagonalisable dans une base orthonormale

i.e.∃Q ∈ On(R)/QMQ−1 diagonale

M,N symétriques réelles ∃Q ∈ GLn(R)/
{
QMQ−1 diagonale
QNQ−1 diagonale

SpR(M) > 0
M antisymétrique SpR(M) ⊂ {0}, SpC(M) ⊂ iR

réeele rang(M) pair,M2 symétrique
∃Q ∈ On(R)/Q−1MQ = (0)⊗Mk

(0) matrice nulle de la taille du noyau,Mk antisymétrique(2, 2)
M réelle ∃Q ∈ On(R) QMQ−1 = ⊗Mi ⊗Ni

commutant avectM avecMi = (λi) (matrice(1, 1)) et

Ni =
(
ai −bi
bi ai

)
M orthogonale (réelle) det M = ±1, SpR(M) ⊂ {−1, 1}
M unitaire (complexe) |det M | = 1, |SpC(M)| = 1

M hermitienne SpC(M) ⊂ R, ∃Q ∈ Un(C)/Q−1MQ diagonale
M,N hermitiennes, ∃Q ∈ GLn(C)/QMQ−1 diagonale

SpC(M) > 0 etQNQ−1 diagonale
M complexe M et tM simultanément diagonalisables

commute avectM dans une base orthonormale
M réelle Décomposition ALU
∀r ∈ [1, n] ∃!(L,U)/ L triang. inf.,Sp(L) = 1

detM[1,r]2 6= 0 U triangulaire supérieure,A = LU
A symétrique réelle A = R tR avecR triangulaire inférieure

Sp(A) > 0 inversible, décomposition de Cholesky
Mi diagonalisables LesMi sont simultanément diagonalisables.

commutant deux à deux
K alg. clos, LesMi sont simultanément trigonalisables

Mi commutant2 à2
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38.24 Fonctions holomorphes

courbe=application continue de[a, b] dansC
chemin=applicationC1 pm de[a, b] dansC

Hypothèses Conclusion
µ mesure complexe (donc finie) surX, Ω
ouvert deC, φ : X → C mesurable,
φ(X) ∩ Ω = ∅

z 7→
∫
X

dµ(x)
φ(x)−z est holomorphe

Γ courbe, Ω complémentaire deΓ∗ =
Γ([a, b])

z ∈ Ω → IndΓ(z) = 1
2iπ

∫
Γ

dt
t−z , IndΓ

constant sur les composantes connexes de
Ω, nul sur la composante connexe non bor-
née (IndΓ(z) nombre de tours deΓ autour
dez)

Γ1 et Γ2 courbes, |Γ1(t) − Γ2(t)| <
|Γ2(t)|. IndΓ1(0) = IndΓ2(0)

Γ chemin fermé dansΩ ouvert,f ∈ H(Ω)
z ∈ Ω, z 6∈ Γ∗, IndΓ nulle hors deΩ f(z)IndΓ(z) = 1

2iπ

∫
Γ
f(t)
t−z dt

f ∈ H(Ω) D(x, r) disque inclus dansΩ

Théorème de Cauchy :f développable en
série entière surD(x, r) f =

∑
an(z −

x)n Estimateurs de Cauchy :|f (n)(x)| ≤
n! sup |f |

rn

f C0 deΩ ouvert dansC
∫
P
f nulle pour

toutP triangle (ou sur toutP carré de côtés
perpendiculaires aux axes)

f holomorphe surΩ (théorème de Morera)

f non constante holomorphe sur un ouvert
connexeΩ

Z(f) = f−1(0) n’a pas de point d’ac-
cumulation,∀z ∈ Ω on peut écrire∀t ∈
Ωf(t) = (t− z)mg(t) avecg holomorphe
non nulle enz

Ω ouvert connexef ∈ H(Ω \ {a})

Trois cas :
- singularité artificielle ena
- pôle d’ordrem ∈ N en a, ie f −∑n
i=1

ci
(z−a)i holomorphe surΩ ; par défi-

nitionRes(f ; a) = c1.
- singularité essentielle ena

f holomorphe surΩ ouvert privé deszi
en nombre fini oùf admet des pôles,f
chemin fermé ne passant pas par leszi,
IndΓ(z) = 0 pour toutz dansΩc

1
2iπ

∫
Γ
f(t)dt =

∑
iRes(f ; zi)IndΓ(zi)

f ∈ H(Ω),D(a, r) ⊂ Ω, Γ cercle orienté
positivement centré sura de rayonr

Le nombre de zéros def−w dansD(a, r),
comptés avec multiplicités, est l’indice de
w par rapport à la courbef ◦ Γ

Ω ouvert connexef ∈ H(Ω) f non
constantex ∈ Ω m ordre du zéro de
f − f(x) enx

f induit sur un certain ouvertV contenant
x une application surjective deV sur un
ouvert W telle que chaque point deW
autre quef(x) ait exactementm antécé-
dents dansV

f et g dansH(Ω) D(a, r) ⊂ Ω |f(z) −
g(z)| < |g(z)| surδD(a, r)

f etg ont même nombre de zéros avec mul-
tiplicité dansD(a, r).
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38.25 Propriétés deG groupe fini de cardinal n

Hypothèses Conclusion
G cyclique tout s-g est cyclique

G cyclique,d|n il existe un unique s-g de cardinald, c’est{x ∈ G/xd = 1} = {xn/d/x ∈ G}
n premier G = Z/nZ
H s-g deG |G| = |G/H||H|

H Cp G,K Cp G,K ⊂ H H/K Cp G/K,G/H ' (G/K)/(H/K)
p premier,p divisen Th. de Cauchy :p divisen, ∃x ∈ G/ o(x) = p

FLEMMARD

38.26 Reconnaître un groupeG d’ordre n

On notera que les critères ci-dessous couvrent immédiatement les casn ≤ 15, sauf
n = 12.

Hypothèses Conclusion
n premier G ' Z/nZ

tout élément G ' (Z/2Z)q

est d’ordre≤ 2
n = 2p avec ∃H ⊂ G
p premier G ' Z/2Z×H

ouG ' Z/2Z oH
(groupe diédralDp)

Sous-groupe d’indice2 Am groupe
Sm alterné

n = pq si q 6≡ 1(p)
p et q premiers alorsG ' Z/nZ

p < q sinon deux cas :
- G ' Z/nZ

- G ' Z/qZ oφ Z/pZ
aveco(φ(1)) = p dansZ/qZ

(un seul produit semi-direct non trivial
possible, à isomorphisme près)

n = 8 (Z/2Z)3 ouZ/8Z
abélien Z/2Z× Z/4Z

n = 8 non abélien diédralD4

ou quaternions
n = p2, p premier G ' Z/p2

Z ouG ' (Z/pZ)2
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38.27 Etude d’un groupe abélien finiG

Card(G) = Πpnii Existence de
Hi ⊂ G de card pnii garantie,
unique

Décomposition primaire :G iso-
morphe au produit desHi

FLEMMARD

Décomposition cyclique :G iso-
morphe au produit desZ/niZ avec
1 < n1|n2|n3| . . . |nl (ni) suite des
invariants deG (existence et uni-
cité)

38.28 Etude d’un groupe finiG

G simple Existence deN Cp G
G = Z/pZ ∃H/H ∩N = {1} ∧HN = G

avecp pour l’un des(N,H) possibles avec
premier ? N Cp G

Non Oui
Groupe Etude Peut-on imposerH Cp G ?
alterné du Alias : ∀(h, n) ∈ H ×N hn = nh ?
An avec quotient Oui Non
n > 4 ? Produit Produit

direct semi-direct
N ×H N oH

par conjugaison
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38.29 Anneaux

Type d’anneau Propriétés Exemples
Formule de Newton L(E,F )
seulement pour des

éléments qui commutent
Commutatif a associé àb implique(a) = (b) C∞(Ω,R) avecΩ ouvert deRn

Noethérien

Commutatif, tout idéal est de
type fini, toute suite croissante
d’idéaux est ultimement station-
naire, tout quotient est noethérien,
A[X1, ..., Xn] noethérien.

Intègre

Commutatif, (0) est un idéal pre-
mier, a associé àb ⇐⇒
(a) = (b), le quotient par la relation
d’association est isomorphe pour
l’ordre à l’ensemble des idéaux,
A[X1, . . . , Xn] est intègre

H(Ω) avecΩ ouvert connexe, quo-
tient d’un anneau par un idéal pre-
mier

Factoriel
Intègre, irréductible⇐⇒ premier,
lemme d’Euclide, th. de Gauss

Principal
Factoriel, noethérien, les idéaux
sont (0) et les(p) avecp irréduc-
tible

K[X] avecK corps

Euclidien Principal Z,K[X], Z[i], Z[
√

2]

CorpsK Seuls idéaux :{0} etK
Z/pZ avecp premier,Q,R,C,Q(i),
K(X) avecK corps, corps des frac-
tions d’un anneau intègre

38.30 Calcul différentiel

Rappelons qu’une dérivée ou une fonction continue (sur un intervalle deR !) satis-
font la propriété des valeurs intermédiaires.
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Hypothèse Conclusion
f : V →W
V ouvert d’un BanachE
W ouvert d’un BanachF
HoméomorphismeC1

f C1-difféomorphisme si
et seulement si ∀x ∈ V
f ′(x) ∈ Isom(E,F ) (isomor-
phisme de Banach)

Théorème d’inversion locale
f C1 de U (ouvert d’un Banach
E) dans F (Banach), f ′(a) ∈
Isom(E,F )

f induit un C1 difféomorphisme
entre un voisinage ouvert dea et un
voisinage ouvert def(a).

Corollaire

f C1 deU (ouvert d’un BanachE)
dansF (Banach)

f C1-difféo de U sur son image
(ouverte) si et seulement sif injec-
tive et∀x f ′(x) ∈ Isom(E,F )

[a, b] segment deR, b 6= a, f de[a, b] dans un espace vectoriel normé .
Polynôme de Taylor à l’ordren def ena :

Pf,a,n(x) = f(a) +
∑n
k=1

f(k)(a)
k! (x− a)k

Formule de Taylor-Lagrange

f Cn n+ 1 fois dérivable sur]a, b[
∃c ∈]a, b[/f(b) = Pf,a,n(b) +
fn+1(c)
(n+1)! (b− a)n+1

Inégalité de Taylor-Lagrange
f Cn n+ 1 fois dérivable sur]a, b[,
fn+1 bornée parM sur]a, b[ ‖f(b)− Pf,a,n(b)‖ ≤M (b−a)n+1

(n+1)!

Formule de Taylor avec reste intégral

f Cn+1 sur[a, b]
f(b) = f(a) + Pf,a,n(b) +
1
n!

∫ b
a
f(b− t)n.fn+1(t)dt

Formule de Taylor-Young
f n fois dérivable ena f(x)− Pf,a,n(x) = o((x− a)n)

La première proposition est certes plus faible que le corollaire du théorème d’in-
version locale, mais elle fait appel à de moins gros résultats, d’où son intérêt.

38.31 Equations différentielles
δx
δt = f(t, x), f application deI × E dansE, avecE un espace de Banach . CI :

f(t0) = x0.
Il faut savoir ramener l’étude d’une équadif d’ordren à l’étude d’une équadif

d’ordre1.
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f C0 Existence d’une solution
Th. de Cauchy-Lipschitz

f localement lipschitzienne enx ∃! solution maximalext0,x0

Dépendance aux conditions initiales
f lipschitzienne enx (t, x0) 7→ xt0,x0(t) continue

Th. de Cauchy-Lipschitz, ordren

x(p) = f(t, x, x(1), . . . , x(n))

f C0 ⇒ Existence d’une solution
maximale
f localement lipschitzienne en
(x(i))i∈[1,n] ⇒ Unicité

Dépendance à un paramètre
δx
δt = f(t, x, λ︸︷︷︸

∈L

) avec L es-

pace topologique etf C0 et k-
lipschitzienne enx, aveck indépen-
dant det etλ

∃!xλ/xλ(t0) = x0

(t, λ) 7→ xλ(t) C0

Equadifs linéaires d’ordre1

x′ = a(t)x+ b(t)
a C0 deI dansL(E,E),
b C0 deI dansE

x = exp(
∫ t
t0
a(u)du)x0 + xp(t)

avecxp solution particulière, cher-
chée sous la formexp(t) =
λ(t)exp(

∫ t
t0
a(u)du),

Divers exemples
Equation à variables séparées (dx/g(x))′ = f(t)dt

x′(t) = f(t)g(x(t))
Equation de Bernouilli pour se ramener à du linéaire :

x′(t) + p(t)x(t) + q(t)xα = 0 diviser parxα

α ∈ R \ {1} et poserz(x) = x(x)1−α

Equation homogène posery(t) = t x(t)
x′(t) = f(x(t)

t ) ou passer en coord. polaires
Equation de Lagrange Solutions affines :y = cx+ b(c),

x(t) = a(x′(t))t+ b(x′(t)) aveca(c) = c. Autres solutions :
a et b C1 posery = x′, t = g(x). On obtient

alors l’équation linéaire
dt
dy = a′(y)t+b′(y)

y−a(y)

Equation de Riccati Trouver une solution particulièrexp
x′(t) = a(t)x(t)2 + b(t)x(t) + c(t) puis poserx = xp + 1/y, l’équation

obtenue est linéaire eny.
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Index

Abscisse, 560
Absolument, 242
Accessible, 36
Accroissements finis, 190
Action, 352
Action à droite, 352
Action à gauche, 352
Adaptée, 235
Adhérence, 45
Adjacentes, 241
Adjoint, 498
Affine, 547
Affinement libre, 545
Algorithme de Bezout, 393
Algorithme de Goralcicova-Koubek, 24
Algorithme de Roy-Warshall, 23
Algèbre, 118
Algèbre, 118, 585
Algèbre engendrée parM, 120
Algébrique, 408
Algébrique surK, 408
Algébriquement clos, 418
Alternée, 446
Analytique, 292
Angle, 571
Angle, 598
Angle nul, 571
Angle orienté, 571
Angle orienté de deux demi-droites, 571
Angle plat, 571
Angles, 488
Anneau, 387
Anneau, 387
Anneau factoriel, 399
Anneau noethérien, 397
Anneau principal, 391
Anneau quotient, 394
Antichaîne, 17
Antisymétrique, 15, 446, 489, 510
Antisymétrisée, 448
Application, 15

Applicationn-linéaire, 446
Application contractante, 196
Application linéaire, 433
Application linéaire, 433
Application linéaire associée àf , 547
Application linéaire canonique, 442
Application linéaire canoniquement as-

sociée à la matriceM , 507
Application multilinéaire, 446
Application ouverte, 89, 319
Application polynômiale associée àA,

417
Application réglée, 236, 285
Approximation d’ouverts du plan par

des compacts pas trop troués,
92

Arc ou chemin, 79
Archimédien, 233
Arrêt éventuel de Doob, 606
Artificielle, singularité, 303
Arzéla-Ascoli, 328
Ascoli, 327
Associée (topologie-métrique), 41
Associés (dans un anneau), 387
Associés (endomorphisme-matrice), 564
Associés (symétrie et projecteur), 437,

552
Associés (polynômes), 415
Automorphisme, 433
Automorphismes, 347
Autonome, 225
Axiome d’accessibilité, 36
Axiome de fondation, 37
Axiome de fondation, 37
Axiome de l’infini, 27
Axiome du choix, deuxième version,

31
Axiome du choix, première version, 31

Baire, 87, 318
Banach et Tarski, 126
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Banach-Alaoglu, 71
Banach-Steinhaus, 88, 318
Barycentre, 544
Base, 441
Base d’ouverts, 48
Base de voisinages, 50
Base directe, 492
Base duale, 504
Base dénombrable d’ouverts, 49
Base dénombrable de voisinages, 50
Base hilbertienne, 483
Base incomplète, 500
Base indirecte, 492
Bases téléscopiques, 407
Bezout, 392, 398
Bidual, 505
Bidual, 442
Bien ordonné, 28
Bilatère, 391
Bilipschitzienne, application, 42
Birapport deA,B, C etD, 560
Bolzano-Weierstrass, 74
Bon ordre, 28, 31
Borel-Cantelli, 586
Borel-Lebesgue (propriété de), 64
Borne supérieure essentielle, 156
Borne uniforme, 318
Borné (dans un espace normé), 57
Borné (processus), 604
Bornée (application à valeurs dans un

espace normé), 57
Bornée (dansH(Ω)), 330
Bornée (dans un métrique), 41
Bornée (partie deR), 234
Bornée (suite réelle), 240
Boréliens, 120, 585
Boule ouverte (resp. fermée), 41
Brouwer, 115, 116

Calcul de la dérivéen-ième d’une fonc-
tion, 251

Calcul de la dérivée seconde d’une fonc-
tion, 251

Cantor, 34
CantorK3, 99
Cantor-Bernstein, 31
Caractérisation du développementp-adique,

411
Caractérisations des projecteurs, 551
Caractéristique, 346

Caractéristiques de la topologie de la
convergence simple, 322

Carathéodory, 126
Cardinal, 34
Cardinal accessible et inaccessible, 36
Cauchy, 220
Cauchy dans le cas d’un triangle dans

un convexe, 299
Cauchy dans un ensemble convexe, 300
Cauchy-Lipschitz, 217
Cauchy-Mertens, 268
Cayley, 367
Cayley-Hamilton, 537
Centralisateur, 368
Centre, 346
Cercle unité complexe, 386
Chaîne, 17, 32
Chaîne de Markov, 607
Chaîne entre les sous-espaces vectoriels

F etG, 103
Champ rentrant dans la sphère, 117
Changement d’origine, 626
Changement d’échelle, 626
Changement de variable, 143, 238
Chemin, 297
Clan, 118
Classe, 26
ClasseC1, 187
ClasseCn, 201
Classe d’équivalence, 15
Classe monotone, 125
Classes à droite suivantH, 350
Classes à gauche suivantH, 350
Cloture algébrique, 408
Clé publique, 413
Clé révélée, 413
Codimension, 500
Coefficient dominant deP , 415
Coefficients de Fourier def , 179
Cofacteur(i, j), 514
Comatrice, 514
Combinaison linéaire, 440
Commutant deA, 510
Commutateur, 347
Commutatif, 406
Commutatif (anneau), 387
Commutatif ou abélien, 345
Commutative (K-algèbre), 443
Compacité des espaces projectifs, 567
Compact, 64
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Comparables, 32
Complet, 82, 122
Complété, 86
Complété projectif deH, 566
Composante connexe, 78
Composante connexe par arcs, 80
Composé de deux polynômesP etQ,

415
Concave, 430
Condition de Hölder d’ordreα, 338
Cône isotrope deq, 457
Confiance, 627
Congruentes, 456
Conjugaison, 347
Conjugués, 346
Connexe, 75
Connexe par arcs, 79
Constante d’Euler, 262
Constante de Lipschitz, 56
Conséquence du lemme d’Abel, 288
Continue, 50
Continue enx, 50
Continuité ponctuelle, 50
Continuité séquentielle, 54
Continuité uniforme, 55
Contraction, 196
Converge, 239, 241
Converge en mesure versf , 325
Converge presque partout, 325
Converge simplement, 321
Converge versx ∈ E, 335
Convergence dominée de Lebesgue, 136
Convergence dominée de Lebesgue dans

Lp, 157
Convergence monotone, dit aussi théo-

rème de Beppo-Levi, 132
Convergence simple, 321
Convergence uniforme, 55, 322
Convergente (suite), 239
Convergents, 412
Convexe, 204, 430
Coordonnée deM dans le repère pro-

jectif (A,B,C), 561
Coordonnées, 441
Coordonnées cartésiennes, 545
Coordonnées homogènes, 564
Coordonnées homogènes(t1, ..., tn) dans

un certain repère projectif(d0, d1, ..., dn),
562

Coordonnées tangentielles, 546

Corps, 406
Corps de décomposition deP , 408
Corps de rupture deP , 408
Corps réel, 233
Corrélation, 598
Couple, 27
Courbe, 297
Covariance, 598
Covariance et variance, 598
Critère de D’Alembert, 245
Cryptographie, 413
Cube de Hilbert, 95
Cycle, 379
Cyclique, 349

Théorème de D’Alembert-Gauss, 212
D-système, 125
D-système engendré, 125
D-système engendré, 125
D-système, alias classe monotone, 125
Dep-torsion, 363
De torsion, 363
De type fini, 349
Déciles, 626
DécompositionA =t RR, 520
DécompositionA = LU , 519
Décomposition cyclique, 364
Décomposition de Cholesky, 520
Définie, 457
Degré, 407
Degréd, 426
Degré deP , 415
Degré entrant, 21
Degré externe, 21
Degré interne, 21
Degré sortant, 21
Dégénérée, 457
Dénombrable, 35
Dense, 46
Densité de probabilité, 600
Densité de probabilité deX, 598
Dérivable, 186, 190
Dérivable au sens complexe ena ∈ Ω

si, 296
Dérivé formel, 426
Dérivée, 186
Dérivée à droite, 190
Desargues, 570
Déterminant, 450, 452
Déterminant de l’endomorphismef , 451
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Déterminant de Vandermonde associé
à unn-uple(x1, ..., xn), 470

Deuxième dérivée partielle, 189
Deuxième propriété fondamentale du sy-

métrisé de Steiner, 110
Deuxième théorème de Sylow, 360
Développable en série entière au voisi-

nage dea ∈ U , 292
Développement de Taylor def à l’ordre

n ena, 248
Développement en série entière, 292
Développement en série entière des fonc-

tions holomorphes, 301
Développements limités, 273
Déviation, 598, 626
Diagonale, 510
Diagonalisable, 534
Diagramme de Hasse, 18
DifféomorphismeC1, 199
DifféomorphismeCk, 199
Différentes caractérisations de la signa-

ture, 381
Différentiable, 186
Différentiable enx ∈ U suivant la di-

rectione ∈ E, 206
Différentielle , 186
Différentielle def enx suivantu, 206
Différentielle de fonctions composées,

187
Dilatation d’hyperplanH, de direction

D et de rapportλ, 437
Dimension, 111, 500
Dimension d’un espace affine, 543
Dimension deP (E), 562
Dimension finie, 500
Dimension infinie, 500
Dimension infinie (espace affine), 543
Dirac, 602
Direction d’un sous-espace affine, 439
Dirichlet, 181
Discret, 52
Discriminant, 421, 458
Disque de convergence, 288
Distance, 41
Distance associée, 44
Distance de Grassman, 103
Distance de Hausdorff, 101
Distance usuelle, 234
Distingué, 346
Diverge, 241

Divise, 387
Diviseur, 387
Diviseur de0, 389
Diviseur à droite de0, 389
Diviseur à gauche de0, 389
Diviseurs de0, anneaux intègres, élé-

ments nilpotents, 389
Division euclidienne, 416
Division suivant les puissances crois-

santes, 422
Domaine de convergence, 287
Domaine de définition def ∗ g, 150
Dominante, 626
Dominée, 272
Droite affine, 543
Droite deP (E), 562
Droite de Simson, 575
Droite numérique achevée, 234
Droite projective associée au corpsK,

559
Droite projective complétéẽD, 560
Dual, 18, 442
Dual topologique, 60
DécompositionA = LU , 519
Décomposition de Cholesky, 520
Décomposition en produit semi-direct,

357
Dérivation de l’exponentielle, 264
Déterminant de Vandermonde, 470
Développement suivant une colonne, 453
développements limités (cadre généra-

lisé), 273

Ecart moyen, 626
Ecart quadratique moyen, 626
Ecart type, 626
Echantillonnage, 627
Echelle de comparaison au voisinage

dea, 280
Effectif cumulé croissant, 626
Effectif cumulé décroissant, 626
Effectifs cumulés, 626
Egalité de Bienaymé, 601
Egalité utile, 476
Elément de torsion, 363
Elément minimum, 19
En escalier, 175
Endomorphisme, 433
Endomorphisme adjoint, 489
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Endomorphisme hermitien associée à
cette forme quadratique, 468

Endomorphisme symétrique associé à
la forme quadratiqueq, 466

Endomorphismes, 347
Engendre, 406
Engendré, 349
Ensemble des séries formelles surA,

295
Ensemble dérivé deA, 45
Ensemble inductif, 32
Ensemble quotient, 350
Ensemble triadique de Cantor, 99
Ensemble élémentaire, 140
Ensembles, 26
Entier naturel, 35
Equadif dépendante d’un paramètre, 217
Equation de Bernoulli, 228
Equation de Riccati, 228
Equation différentielle du premier ordre,

215
Equation différentielle homogène asso-

ciée, 220
Equation différentielle linéaire du pre-

mier ordre, 220
Equation résolvante, 221
Equation à variables séparée, 228
Equicontinue, 326
Equicontinuité, 326
Equilibrée, 210
Equipotents, 33
Equivalente, 272
Equivalentes, 42, 44, 513
Escalier, 235
Espace complet, 82
Espace de Banach, 82
Espace de Hilbert, 480
Espace des états, 607
Espace euclidien, 487
Espace euclidien, 487
Espace euclidien orienté, 492
Espace filtré, 604
Espace hermitien, 496
Espace mesurable, 119
Espace mesurable, 119, 585
Espace mesuré, 122, 585
Espace métrique, 41
Espace normé, 44
Espace projectif associé àE, 562
Espace préhilbertien complexe, 475

Espace préhilbertien réel, 473
Espace vectoriel, 429
Espace vectoriel produit, 431
Espace vectoriel produit, 431
Espace vectoriel quotient, 438
Espaces de Hölder, 339
Espérance d’une variable aléatoire dans

L1, 593
Essentiellement bornée, 156
Estimations de Cauchy, 304
Etagée, 130
Euclidien, 396
Evènement, 586
Evènements asymptotiques, 592
Evènements indépendants, 589
Existence, 216
Existence de la dérivée seconde, 203
Existence de solutions globales, 217
Existence de topologie non métrisables,

43
Exponentiation de cardinaux, 34
Exponentielle, 294
Extensif, 38
Extension, 348, 406
Extensive, 38
Extérieur, 47

Face d’un simplexe, 111
Facteurs invariants, 364
Facteurs irréductibles communs à deux

polynômes, 421
Factoriel, 399
Factorisation d’homomorphismes, 351
Factorisation d’un homomorphisme, 394
Famille génératrice, 440
Famille libre, 440
Famille liée, 440
Familles orthogonales et orthonormales,

458
Fejer, 181
Fermeture, 45
Fermeture transitive, 23, 37
Fermé (courbe,chemin), 297
Fermée (partie), 40
Fidèlement, 353
Filtration, 604
Filtre d’ordre, 19
Fini, 35
Finie, 124, 240, 585
Fixateur, 353
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Fonction, 15
Fonction caractéristique, 603
Fonction caractéristique deE, 15
Fonction caractéristique deX, 603
Fonction d’Euler, 401
Fonction d’Euler, 401
Fonction de répartition, 588, 600
Fonction delta de Kronecker, 15
Fonction génératrice, 619
Fonction intégrable, 133
Fonction mesurable, 127
Fonction quotient, 350
Fonction réglée, 236
Fonction simple, 130
Fonction vectorielle, 136
Formen-linéaire, 446
Forme 2-affine, 555
Forme affine, 547
Forme bilinéaire surE, 454
Forme différentielle de degrép surU à

valeurs dansF , 230
Forme géométrique de Hahn-Banach en

dim. finie, 210
Forme linéaire, 442
Forme polaire (cas complexe), 467
Forme polaire deq, 457
Forme quadratique, 456
Forme quadratique associée à la forme

bilinéaireφ, 456
Forme quadratique hermitienne, 467
Forme quadratique hermitienne associée

à l’endomorphisme hermitien
f , 468

Forme semi-linéaire, 475
Forme sesquilinéaire, 475
Formes coordonnées associées, 504
Formule d’Euler, 412
Formule d’Hadamard, 290
Formule d’inclusion exclusion, 122, 579
Formule d’inversion de Fourier, 603
Formule de Cauchy dans un ensemble

convexe, 300
Formule de Leibnitz, 188, 332
Formule de Mac Laurin, 248
Formule de Taylor avec reste intégral,

249
Formule de Taylor-Lagrange, 248
Formule de Taylor-Young, 250
Formule du binôme de Newton, 388
Formules de Cramer, 517

Fractions continues, 412
Frontière, 47
Fubini, 142

G-orbite, 353
Gauss, 399
Graphe de compatibilité, 19
Graphe de couverture, 19
Graphe de Hasse, 19, 24
Graphe de la relation, 19
Graphe fermé, 90, 320
Groupe, 345
Groupe affine, 386, 548
Groupe affine d’un espace affineX, 374
Groupe de torsion, 363
Groupe des isométries, 386
Groupe des similitudes, 386
Groupe des similitudes d’un espace eu-

clidienE, 377
Groupe diédral, 386
Groupe diédral d’ordren, 386
Groupe dérivé, 347
Groupe linéaire, 386, 433
Groupe linéaireGL(E), 369
Groupe orthogonal, 386
Groupe orthogonal d’un espace eucli-

dienE, 370
Groupe orthogonal deE, 489
Groupe orthogonal réel d’ordren , 373
Groupe produit, 356
Groupe projectif, 386
Groupe projectif deK, 559
Groupe projectif dẽD, 560
Groupe projectif deE, 375, 565
Groupe spécial affine d’un espace af-

fineX, 374
Groupe spécial linéaire, 369
Groupe spécial linéaire d’ordren, 452
Groupe spécial linéaire deE, 451
Groupe spécial orthogonal d’un espace

euclidienE, 370
Groupe spécial orthogonal deE, 489
Groupe spécial orthogonal réel d’ordre

n, 373
Groupe spécial unitaire complexe d’ordre

n, 377
Groupe spécial unitaire deE, 376
Groupe symétrique, 379
Groupe symétrique d’ordren, 379
Groupe unitaire complexe d’ordren, 377
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Groupe unitaire deE, 376
Générateurs deGL(E) etSL(E), 370

Hauteur, 23
Heine, 74
Hermitien, 498
Hermitienne, 475, 498
Hilbert, 398
Holomorphe surΩ, 296
Homographie dẽD surD̃′, 560
Homographie deP (E) surP (F ), 564
Homographie deP 1(K) associée à une

matrice, 559
Homographies, 564
Homogène, 353, 607
Homomorphisme, 389
Homomorphisme, 347
Homomorphisme d’anneaux, 394
Homothétie affine, 548
Homothétie de rapportλ d’un espace

vectorielE, 433
Homéomorphisme, 52
Hyperplan, 442
Hyperplan affine, 549
Hyperplan projectif deP (E), 562
Hyperplan à l’infini, 566
Hypothèse du continu - hypothèse du

continu généralisée, 36

Idempotent, 436
Identité de Lagrange, 495
Idéal, 391
Idéal annulateur def , 531
Idéal d’ordre, 19
Idéal engendré par une partie, 391
Idéal maximal, 391
Idéal principal, 391
Idéal à gauche (resp. à droite), 391
Idéaux propres, 391
Idéaux triviaux, 391
Image et image réciproque d’un idéal

par un homomorphisme, 395
Image ouverte, 306
Inaccessible, 36
Indice, 298
Indice, 297
Indice def , 531
Indice deH dansG, 351
Indice de nilpotence, 434
Indice de nilpotence dea, 389

Inductif, 32
Induit, 17
Indéfiniment différentiable, 201
Indépendants, 590
Inertie de Sylvester, 464
Infini, 35
Injection canonique, 61
Injection canonique deE dans son bi-

dualE′′, 342
Intégrable, 133
Intégrable (fonction vectorielle), 136
Intégrable surE, 134
Intégrale, 131
Intégrale sur une partie mesurable, 134
Intégration d’un développement limité,

276
Intégration par parties, 237
Intérieur (d’une partie), 47
Interpolation, 522
Interquartile, 626
Intervalle, 234
Intervalle de confiance, 627
Intègre, 389
Intégrale (au sens de Lebesgue), 134
Intégrale de Wallis, 256
Intérieur, 347
Inversion, 182
Inversion, 381
Inversion globale, 198
Inversion locale, 199
Involution, 437
Involution, 437
Inégalité de Bessel, 482
Inégalité de Bienaymé-Tchébitchev, 601
Inégalité de Cauchy-Schwartz, 476
Inégalité de Jensen, 595
Inégalité de Markov, 594
Inégalité de Minkowski, 155, 476
Inégalité de Minkowski, 236
Inégalité de Schwartz, 155, 461
Inégalité de Schwartz, 236
Inégalité de Taylor-Lagrange, 249
Inégalité de Tchébitchev, 598
Inégalité isopérimétrique, 109
Inégalité triangulaire, 41
Inégalités de Hölder, 154
Inégalités de Minkowski, 462
Irréductible, 387
Isobarycentre, 544
Isolé, 52
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Isomorphisme, 353, 433
Isomorphisme canonique, 505
Isomorphisme d’espaces affines , 547
Isomorphisme d’espaces de Hilbert, 481
Isomorphisme d’espaces normés, 187
Isomorphisme d’ordre, 18, 29
Isomorphisme de l’espace vectoriel normé

E dans l’espace vectoriel normé
F , 44

Isomorphisme de l’espace vectoriel normé
E sur l’espace vectoriel normé
F , 187

Isomorphisme entre l’espace de Banach
E et l’espace de BanachF ,
82

Isomorphisme réciproque, 433
Isométrie, 42
Isotrope, 457

Jacobien, 190
Jordan, 208

Krull, 395

Lagrange, 352
Le centre d’unp-groupe non trivial est

non trivial, 369
Lebesguiens, 123
Lebesguiens, 123
Lemme Chinois, 401
Lemme d’Abel, 287
Lemme d’Euclide, 399
Lemme d’Urysohn, 163
Lemme d’Urysohn, deuxième version,

165
Lemme de Dynkin, 125
Lemme de Fatou, 132
Lemme de Gronwall, 214
Lemme de Lebesgue, 74
Lemme de Scheffé, 138
Lemme de Sperner, 115
Lemme de Steinitz, 501
Lemme de Zorn, 32
Lemme des noyaux, 532
Libre, 363
Ligne brisée entrea et b, 79
Limite, 52
Lipschitz-équivalentes, 42
Lipschitzienne, 56
Localement compact, 69

Localement connexe (resp. par arcs),
80

Localement lipschitzienne, 192
Localement lipschitzienne eny, 215
Loi , 600
Loi 0− 1 de Kolmogorov, 592
Loi de composition interne, 345
Loi de probabilitéLX , 588
Loi jointe, 600
Longueur, 297, 379
Longueur d’un intervalle, 234
Longueur d’une ligne brisée, 79
Longueur de la chaîne, 103
Lusin, 170

Majorant essentiel, 156
Majorée, 240
Marche aléatoire surZ, 606
Martingale, 605
MatriceM associée àq, 467
Matrice associée, 507
Matrice associée la permutationσ de

σn, 379
Matrice associée àφ, 467
Matrice associée à une famille finie de

vecteurs, 512
Matrice associée à une homographie de

P (E) dansP (F ) dans des re-
pères projectifsR etR′, 564

Matrice canonique d’une application li-
néaire en dimension finie, 508

Matrice canonique def , 508
Matrice carrée, 510
Matrice circulante, 521
Matrice circulante associé aun-uple(x1, ..., xn),

471, 521
Matrice complémentaire, 514
Matrice d’un endormophisme, 510
Matrice d’une forme quadratique dans

une baseB, 458
Matrice d’une permutation, 471
Matrice de covariance, 598
Matrice de la permutationσ ∈ σn, 471
Matrice de passage, 511
Matrice de transition, 607
Matrice de type(n, p) sur un corpsK,

507
Matrice diagonale associée à unn-uple,

510
Matrice extraite, 507
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Matrice jacobienne, 190
Matrice ligne, 507
Matrice orthogonale, 373
Matrice principale, 512
Matrice produit, 508
Matrice scalaire, 510
Matrice stochastique, 607
Matrice transposée, 509
Matrice unité d’ordren, 510
Matrices semblables, 513
Matrices élémentaires de type(n, p),

509
Matrices équivalentes, 513
Maximal, 19
Maximum, 19
Maximum global, 211
Maximum global strict, 211
Maximum relatif, 211
Maximum relatif strict, 211
Maximum, élément minimal, majorant,

31
Médiane, 625
Mesurable, 127, 585
Mesure, 122
Mesure, 122
Mesure complexe, 122
Mesure de cet angle, 571
Mesure de Lebesgue surRn, 123
Mesure de probabilité, 124, 586
Mesure image, 597
Mesure image deµ parf , 597
Mesure principale d’un angle, 571
Méthode de Gauss, 518
Métrique, 41
Métrisabilité de la topologie de la conve-

rence uniforme, 323
Métrisabilité de la topologie de la conver-

gence uniforme sur tout com-
pact, 323

Métrisable, 42
Milieu dexy, 552
Mineur (i, j) deM , 514
Mineur et cofacteur, 514
Minimal, 19, 31
Minimum, 31
Minimum global, 211
Minimum global strict, 211
Minimum local, 211
Minimum local strict, 211
Minimum relatif, 211

Minimum relatif strict, 211
Minorant, 31
Minorée, 240
Mode, 626
Module de continuité, 169
Moment d’ordrek, 604
Moment d’ordrep, 627
Monogène, 349
Monotone, 18
Montel, 308
Monôme, 426
Morera, 301
Morphisme (d’ordre), 18
Morphisme algébrique, 433
Morphisme d’algèbre, 443
Morphisme d’anneaux, 389
Morphisme d’anneaux, 389
Moyenne, 625
Moyenne arithmétique, 625
Moyenne de Césaro, 261
Moyenne géométrique, 625
Moyenne harmonique, 625
Moyenne quadratique, 625
Multiple, 387
Multiplication d’applicationsp-linéaires

alternées, 231
Méthode de Laplace, 259
Méthode du pivôt de Gauss, 518

Nilpotent, 389, 434
Niveau, 23
Noethérien, 397
Nombres conjugués, 154
Non corrélées, 598
Normal, 346
Normalement convergente, 44
Normalisateur, 346
Norme, 44
Norme d’une application linéaire, 56
Norme euclidienne, 473
Norme hermitienne, 475
Norme usuelle, 234
NormesNp, 156
Noyau, 389, 433, 457
Noyau de Dirichlet d’ordren, 179
Noyau de Féjer d’ordren, 179
Noyau et cône isotrope d’une forme qua-

dratique positive, 462
Noyau-image, 435
Numérotation standard, 114
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Numérotation standard d’un simplexe,
114

Négative, 457, 461
Négligeable, 122, 272

Opère à gauche , 352
Opérateur d’antisymétrisation, 448
Opérateur de symétrisation, 448
Opérateurs, 429
Opération à gauche, 352
Opérations sur les lignes et les colonnes,

516
Orbite, 353
Ordinal, 28
Ordinal infini, 35
Ordinal limite, 35
Ordre, 17, 31, 252, 303, 534
Ordre d’un élément, 349
Ordre de multiplicité, 418
Ordre infini, 252
Orientation deF sous-espace vectoriel

de dimensionn−p de(E,C)
espace euclidien orienté de di-
mensionn suivant(e1, ..., ep)
une base d’un supplémentaire
deF , 492

Orthogonal, 442, 457, 477, 487, 489
Orthogonale, 458, 477
Orthogonales, 457, 477
Orthogonalisation de Gauss, 472
Orthogonalité, 457
Orthogonalité et espaces supplémentaires,

478
Orthogonaux, 442, 457, 477
Orthonormale, 458, 477
Ouverte (application), 89
Ouverts, 40, 585

Paire, 27
Pappus, 569
Parallèle, 439
Parfait, 101
Partie décimale, 234
Partie entière, 234
Partie fractionnaire, 234
Partie génératrice, 349
Partie principale du pôle def ena, 304
Pas d’une subdivision ou d’une subdi-

vision pointée, 237
Passage à la limite en probabilités, 594

Permutation, 379
Perpendiculaires, 488
Pgcd, 387
Pivôt, 518
Pivôt partiel, 519
Pivôt total, 519
Plan affine, 543
Plan vectoriel deP (E), 562
Plancherel, 182
Plurimodale, 626
Plus fine, 60
Plus grand commun diviseur, 387
Plus petit commun multiple, 387
Point asymptotiquement stable, 225
Point d’accumulation, 239
Point d’accumulation d’une partieA,

45
Point d’équilibre, 225
Point fixe, 104
Point fixe, 353
Point fixe de Banach, 196
Point stable, 225
Points, 543
Polynôme caractéristique, 540
Polynôme caractéristique d’une matrice

carréeM , 533
Polynôme caractéristique de cet endo-

morphisme, 533
Polynôme de Bernstein, 168
Polynôme de Taylor, 248
Polynôme irréductible, 420
Polynôme minimal def , 531
Polynôme symétrique, 427
Polynôme trigonométrique, 177
Polynôme àn indéterminées à coeffi-

cients dansA, 426
Polynômes, 415
Polynômes associés, 415
Polynômes symétriques élémentaires, 427
Positive, 457, 461
Possible, 586
Ppcm, 387
Pratique de la réduction (sans hypothèse

de dimension finie), 532
précompacité, 65
Premier, 393
Premiers entre eux, 398
Première coupe suivantx deE, 140
Première dérivée partielle, 189
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Première propriété fondamentale du sy-
métrisé de Steiner, 110

Presque nulle, 15
Presque partout, 122
Principe de prolongement analytique,

302
ProcessusX stoppé à l’instantT , 604
Processus adapté à un espace filtré, 604
Processus prévisible, 604
Procédé d’orthonormalisation de Schmidt,

485
Produit, 20
Produit d’anneaux, 390
Produit deP etQ, 426
Produit de cardinaux, 34
Produit de convolution, 601
Produit de convolution, 267, 601
Produit de convolution def etg, 150
Produit de convolution, propriétés, 602
Produit de deux anneaux, 390
Produit direct, 356
Produit direct de deux groupes, 356
Produit externe, 429
Produit extérieur, 448
Produit extérieur de formes différentielles,

232
Produit extérieur des formes différen-

tiellesf etg, 232
Produit matriciel, 508
Produit mixte, 493
Produit restreint, 356
Produit scalaire de deux variables aléa-

toires , 598
Produit scalaire euclidien canonique, 474
Produit scalaire euclidien surE, 473
Produit scalaire euclidien usuel, 161
Produit scalaire hermitien surE, 475
Produit scalaire hermitien usuel, 161
Produit semi-direct, 356
Produit symétrique, 448
Produit tensoriel de(f1, ..., fn), 448
Produit tensoriel, produit symétrique,

produit extérieur, 448
Produit vectoriel dea et b, 493
Projecteur, 436
Projecteur surY parallèlement àZ, 551
Projecteurs associés, 436
Projecteurs associés, 436
Projection, 436
Projection, 356

Projection orthogonale surE, 482
Projection surF parallèlement àG, 436
Projectivement indépendants, 562
Projeté dex surY parallèlement àZ,

551
Propriété d’intersection finie non vide,

67
Propriété de la borne inférieure, 233
Propriété de la borne supérieure, 233
Propriété des matrices orthogonales réelles,

373
Propriété universelle des groupes abé-

liens, 362
Prédécesseur, 29
Prédécesseurs, 21
Puits, 21
Pythagore, 478

Quadrique affine, 555
Quartiles, 626
Quotient, 417
Quotient et reste de la division suivant

les puissances croissantes de
C parD à l’ordren, 422

Racine, 418
Rang, 503
Rang, 458, 503
Rang d’une matrice, 512
Rapport, 487
Rayon de convergence, 288
Recouvrement ouvert, 64
Rectangle mesurable, 140
Réduction transitive, 24
Réduite (famille de vecteurs), 458
Réflexive, 15
Réflexivité, 17
Réglée, 285
Relation d’ordre strict, 31
Relation d’équivalence, 15
Relation de Bezout, 392
Relation de couverture, 18
Relation de Parseval, 483
Relations, 26
Relations de Newton, 427
Relations entre racines et coefficients

d’un polynôme, 419
Relativement compacte, 64
Relèvement, 348
Remarque importante :, 357
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Repère affine deX, 545
Repère cartésien deX, 545
Repère projectif dẽD, 561
Repère projectif deP (E), 562
Résidu, 304
Résolvante d’originet0, 221
Reste, 417
Reste d’ordrep, 242
Résultant deP etQ, 421
Riesz, 71
Riesz-Fischer - Isomorphisme sur un

l2, 484
Rolle, 246
Rotation d’angleθ, 371
Rouché, 307
RSA, 414
Runge, version faible, lemme pour la

version forte, 525
Règle de Cauchy, 245
Règle de D’Alembert, 291
Règle de l’Hôpital, 256
Règle de la loupe, 264
Règle de Raabe-Duhamel, 245
Réflexif, 342
Réglée, 236

Sans diviseur de0, 389
Scalaires, 429, 543
Schwartz, 203
Scindé (polynôme), 212, 418, 540
Scindée, 348
Second lemme de Borel-Cantelli, 590
Section, 348
Segment, 15, 430
Segment initial, 28
Segment initial engendré parx, 28
Segments emboîtés, 241
Semi-continue inférieurement, 50
Semi-continue supérieurement, 50
Semi-continuité, 50
Semi-convergente, 242
Semi-isomorphisme, 475
Semi-linéaire, 475
Semi-norme, 44
Semi-simple, 527
Séparable, 49
Séparante, 61
Séparation au sens large (resp. strict),

210
Séparé, 53

Séparées par des ouverts, 41
Séquentiellement continue enx, 54
Série, 242
Série absolument convergente, 84
Série de Fourier, 179
Série dérivée, 291
Série dérivée d’ordrep, 291
Série entière, 287
Série entière produit, 292
Série génératrice, 295
Séries entière somme, 292
Signature d’une forme quadratique, 464
Signature d’une permutation, 379
Similitude, 487
Simple, 346
Simplexe, 111
Singularité artificielle, 303
Singularité artificielle, 304
Singularité essentielle, 304
Singularité isolée, 303
Solutionε-approchée, 218
Solution (équation différentielle), 215
Sommable de sommex, 156, 584
Somme, 362
Somme, 242, 362, 391, 434
Somme coalescente, 20
Somme de cardinaux, 34
Somme de Fourier d’ordren, 179
Somme de Féjer d’ordren, 179
Somme de Riemann, 237
Somme de sous-espaces vectoriels, 434
Somme directe, 363
Somme directe, 363, 434
Somme directe de sous-espaces vecto-

riels, 434
Somme linéaire, 20
Somme partielle d’ordrep, 242
Somme séparée, 20
Somme, produit, quotient, composé, 278
Source, 21
Sous groupe deG, 346
Sous-anneau, 390
Sous-anneau, 390
Sous-corps, 406
Sous-espace affine, 439
Sous-espace affine deX, 543
Sous-espace caractéristique, 534
Sous-espace projectif deP (E) de di-

mensionq, 562
Sous-espace propre, 531

662



Sous-espace propre deM associé àλ,
531

Sous-espace préhilbertien, 473, 475
Sous-espace vectoriel, 432
Sous-espace vectoriel engendré, 432
Sous-groupe, 346
Sous-groupe de torsion, 363
Sous-martingale, 605
Spectre def , 531
Spectre deM , 531
Sphère, 41
Sphère de Riemann, 310
Stabilisateur, 353
Stabilité de la continuité par composi-

tion, 51
Stable parf , 531
Statistique, 625
Stone, 167
Stone, version complexe, 169
Strictement convexe, 204
Strictement parallèles, 439
Subdivision, 235
Subdivision pointée, 237
Successeur, 29
Successeurs, 21
Suite de Cauchy, 81
Suite des coefficients de la série entière,

287
Suite exacte, 348
Suite extraite, 239
Suite récurrente linéaire, 540
Supplémentaires, 435, 549
Support, 15, 379
Support d’un polynômeP , 415
Sur-corps, 406
Surjection canonique, 350
Surmartingale, 605
Sylow, 359
Symétrie, 436
Symétrie, 17, 436, 552
Symétrie par rapport àY parallèlement

à
−→
Z , 552

Symétrique, 15, 446, 489, 510
Symétrisé de Steiner, 110
Symétrisé et antisymétrisé d’une forme

n-linéaire, 448
Symétrisée, 448
Système d’équations linéaires, 516
Série absolument convergente, 84

Série alternée, 266
Séries de même nature, 242

Tangente , 277
Temps d’arrêt, 604
Tend vers+∞ (resp.−∞), 241
Théorème d’Abel, 266
Théorème de Darboux, 247
Théorème de Dirichlet, 266
Topologie, 40, 585
Topologie de la convergence simple, 321
Topologie de la convergence uniforme,

323
Topologie de la convergence uniforme,

323
Topologie de la convergence uniforme

sur tout compact, 323
Topologie de la convergence uniforme

sur tout compact, 323
Topologie engendrée parA, 60
Topologie faible, 62
Topologie faible *, 62
Topologie faible étoile, 342
Topologie faible-*, 342
Topologie forte, 60
Topologie induite, 59
Topologie produit, 62
Topologie quotient, 59
Topologiquement équivalentes, 42
Totalement discontinu, 100
Totalement isotrope, 457
Totalement ordonné, 17, 233
Trace, 510
Transformation de FourierL2, 182
Transformation de Toeplitz, 269
Transformée d’Abel, 265
Transformée de FourierL1, 181
Transitif, 28
Transitive, 15
Transitivement, 353
Transitivité, 17
Translation, 439
Translations, 439
Transport, 597
Transposition, 379
Transposée d’une matrice, 509
Transposée def , 443
Transvection affine, 553
Transvection d’hyperplanH, 437
Tri topologique, 22
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Triangulaire inférieure, 510
Triangulaire supérieure, 510
Triangulation d’un simplexe∆, 113
Tribu, 585
Tribu des boréliens, 585
Tribu des lebesguiens, 123
Tribu produit, 140
Trigonalisable, 534
Triplet de probabilité, 586
Tykhonov, 69
Type fini, 391

Unicité, 215
Uniformément continue, 55
Uniformément convergente sur les élé-

ments deS, 322
Uniformément équicontinue, 326
Union disjointe, 20
Unitaire, 388, 415, 498
Unité, 387
Univers, 26, 586

Valeur absolue, 234
Valeur d’adhérence, 239
Valeur d’adhérence, 58
Valeur deP en(x1, . . . , xn), 426
Valeur propre, 531
Valeur propre deM , 531
Valeurs intermédiaires, 247
Valuationp-adique deA, 399
Valuation deP , 415
Variable aléatoire, 587
Variable aléatoire, 587
Variables aléatoires indépendantes, 589
Variables asymptotiques, 592
Variance, 598, 626
Variation bornée, 266
Variation des constantes, 224
Variation totale deµ, 147
Variété affine d’un espace affineX de

directionF , 543
Variété de dimensionp et de classeCk

au voisinage dex, 207
Vecteur isotrope, 457
Vecteur propre def , 531
Vecteurs, 429, 543
Vectorialisé deX enx0 appartenant à

X, 543
Vitali-Carathéodory, 174
Voisinage, 45

Wedderburn, 408
Weierstrass, 168

Zermelo, 32
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Index

Abscisse, 560
Absolument, 242
Accessible, 36
Accroissements finis, 190
Action, 352
Action à droite, 352
Action à gauche, 352
Adaptée, 235
Adhérence, 45
Adjacentes, 241
Adjoint, 498
Affine, 547
Affinement libre, 545
Algorithme de Bezout, 393
Algorithme de Goralcicova-Koubek, 24
Algorithme de Roy-Warshall, 23
Algèbre, 118
Algèbre, 118, 585
Algèbre engendrée parM, 120
Algébrique, 408
Algébrique surK, 408
Algébriquement clos, 418
Alternée, 446
Analytique, 292
Angle, 571
Angle, 598
Angle nul, 571
Angle orienté, 571
Angle orienté de deux demi-droites, 571
Angle plat, 571
Angles, 488
Anneau, 387
Anneau, 387
Anneau factoriel, 399
Anneau noethérien, 397
Anneau principal, 391
Anneau quotient, 394
Antichaîne, 17
Antisymétrique, 15, 446, 489, 510
Antisymétrisée, 448
Application, 15

Applicationn-linéaire, 446
Application contractante, 196
Application linéaire, 433
Application linéaire, 433
Application linéaire associée àf , 547
Application linéaire canonique, 442
Application linéaire canoniquement as-

sociée à la matriceM , 507
Application multilinéaire, 446
Application ouverte, 89, 319
Application polynômiale associée àA,

417
Application réglée, 236, 285
Approximation d’ouverts du plan par

des compacts pas trop troués,
92

Arc ou chemin, 79
Archimédien, 233
Arrêt éventuel de Doob, 606
Artificielle, singularité, 303
Arzéla-Ascoli, 328
Ascoli, 327
Associée (topologie-métrique), 41
Associés (dans un anneau), 387
Associés (endomorphisme-matrice), 564
Associés (symétrie et projecteur), 437,

552
Associés (polynômes), 415
Automorphisme, 433
Automorphismes, 347
Autonome, 225
Axiome d’accessibilité, 36
Axiome de fondation, 37
Axiome de fondation, 37
Axiome de l’infini, 27
Axiome du choix, deuxième version,

31
Axiome du choix, première version, 31

Baire, 87, 318
Banach et Tarski, 126
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Banach-Alaoglu, 71
Banach-Steinhaus, 88, 318
Barycentre, 544
Base, 441
Base d’ouverts, 48
Base de voisinages, 50
Base directe, 492
Base duale, 504
Base dénombrable d’ouverts, 49
Base dénombrable de voisinages, 50
Base hilbertienne, 483
Base incomplète, 500
Base indirecte, 492
Bases téléscopiques, 407
Bezout, 392, 398
Bidual, 505
Bidual, 442
Bien ordonné, 28
Bilatère, 391
Bilipschitzienne, application, 42
Birapport deA,B, C etD, 560
Bolzano-Weierstrass, 74
Bon ordre, 28, 31
Borel-Cantelli, 586
Borel-Lebesgue (propriété de), 64
Borne supérieure essentielle, 156
Borne uniforme, 318
Borné (dans un espace normé), 57
Borné (processus), 604
Bornée (application à valeurs dans un

espace normé), 57
Bornée (dansH(Ω)), 330
Bornée (dans un métrique), 41
Bornée (partie deR), 234
Bornée (suite réelle), 240
Boréliens, 120, 585
Boule ouverte (resp. fermée), 41
Brouwer, 115, 116

Calcul de la dérivéen-ième d’une fonc-
tion, 251

Calcul de la dérivée seconde d’une fonc-
tion, 251

Cantor, 34
CantorK3, 99
Cantor-Bernstein, 31
Caractérisation du développementp-adique,

411
Caractérisations des projecteurs, 551
Caractéristique, 346

Caractéristiques de la topologie de la
convergence simple, 322

Carathéodory, 126
Cardinal, 34
Cardinal accessible et inaccessible, 36
Cauchy, 220
Cauchy dans le cas d’un triangle dans

un convexe, 299
Cauchy dans un ensemble convexe, 300
Cauchy-Lipschitz, 217
Cauchy-Mertens, 268
Cayley, 367
Cayley-Hamilton, 537
Centralisateur, 368
Centre, 346
Cercle unité complexe, 386
Chaîne, 17, 32
Chaîne de Markov, 607
Chaîne entre les sous-espaces vectoriels

F etG, 103
Champ rentrant dans la sphère, 117
Changement d’origine, 626
Changement d’échelle, 626
Changement de variable, 143, 238
Chemin, 297
Clan, 118
Classe, 26
ClasseC1, 187
ClasseCn, 201
Classe d’équivalence, 15
Classe monotone, 125
Classes à droite suivantH, 350
Classes à gauche suivantH, 350
Cloture algébrique, 408
Clé publique, 413
Clé révélée, 413
Codimension, 500
Coefficient dominant deP , 415
Coefficients de Fourier def , 179
Cofacteur(i, j), 514
Comatrice, 514
Combinaison linéaire, 440
Commutant deA, 510
Commutateur, 347
Commutatif, 406
Commutatif (anneau), 387
Commutatif ou abélien, 345
Commutative (K-algèbre), 443
Compacité des espaces projectifs, 567
Compact, 64
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Comparables, 32
Complet, 82, 122
Complété, 86
Complété projectif deH, 566
Composante connexe, 78
Composante connexe par arcs, 80
Composé de deux polynômesP etQ,

415
Concave, 430
Condition de Hölder d’ordreα, 338
Cône isotrope deq, 457
Confiance, 627
Congruentes, 456
Conjugaison, 347
Conjugués, 346
Connexe, 75
Connexe par arcs, 79
Constante d’Euler, 262
Constante de Lipschitz, 56
Conséquence du lemme d’Abel, 288
Continue, 50
Continue enx, 50
Continuité ponctuelle, 50
Continuité séquentielle, 54
Continuité uniforme, 55
Contraction, 196
Converge, 239, 241
Converge en mesure versf , 325
Converge presque partout, 325
Converge simplement, 321
Converge versx ∈ E, 335
Convergence dominée de Lebesgue, 136
Convergence dominée de Lebesgue dans

Lp, 157
Convergence monotone, dit aussi théo-

rème de Beppo-Levi, 132
Convergence simple, 321
Convergence uniforme, 55, 322
Convergente (suite), 239
Convergents, 412
Convexe, 204, 430
Coordonnée deM dans le repère pro-

jectif (A,B,C), 561
Coordonnées, 441
Coordonnées cartésiennes, 545
Coordonnées homogènes, 564
Coordonnées homogènes(t1, ..., tn) dans

un certain repère projectif(d0, d1, ..., dn),
562

Coordonnées tangentielles, 546

Corps, 406
Corps de décomposition deP , 408
Corps de rupture deP , 408
Corps réel, 233
Corrélation, 598
Couple, 27
Courbe, 297
Covariance, 598
Covariance et variance, 598
Critère de D’Alembert, 245
Cryptographie, 413
Cube de Hilbert, 95
Cycle, 379
Cyclique, 349

Théorème de D’Alembert-Gauss, 212
D-système, 125
D-système engendré, 125
D-système engendré, 125
D-système, alias classe monotone, 125
Dep-torsion, 363
De torsion, 363
De type fini, 349
Déciles, 626
DécompositionA =t RR, 520
DécompositionA = LU , 519
Décomposition cyclique, 364
Décomposition de Cholesky, 520
Définie, 457
Degré, 407
Degréd, 426
Degré deP , 415
Degré entrant, 21
Degré externe, 21
Degré interne, 21
Degré sortant, 21
Dégénérée, 457
Dénombrable, 35
Dense, 46
Densité de probabilité, 600
Densité de probabilité deX, 598
Dérivable, 186, 190
Dérivable au sens complexe ena ∈ Ω

si, 296
Dérivé formel, 426
Dérivée, 186
Dérivée à droite, 190
Desargues, 570
Déterminant, 450, 452
Déterminant de l’endomorphismef , 451
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Déterminant de Vandermonde associé
à unn-uple(x1, ..., xn), 470

Deuxième dérivée partielle, 189
Deuxième propriété fondamentale du sy-

métrisé de Steiner, 110
Deuxième théorème de Sylow, 360
Développable en série entière au voisi-

nage dea ∈ U , 292
Développement de Taylor def à l’ordre

n ena, 248
Développement en série entière, 292
Développement en série entière des fonc-

tions holomorphes, 301
Développements limités, 273
Déviation, 598, 626
Diagonale, 510
Diagonalisable, 534
Diagramme de Hasse, 18
DifféomorphismeC1, 199
DifféomorphismeCk, 199
Différentes caractérisations de la signa-

ture, 381
Différentiable, 186
Différentiable enx ∈ U suivant la di-

rectione ∈ E, 206
Différentielle , 186
Différentielle def enx suivantu, 206
Différentielle de fonctions composées,

187
Dilatation d’hyperplanH, de direction

D et de rapportλ, 437
Dimension, 111, 500
Dimension d’un espace affine, 543
Dimension deP (E), 562
Dimension finie, 500
Dimension infinie, 500
Dimension infinie (espace affine), 543
Dirac, 602
Direction d’un sous-espace affine, 439
Dirichlet, 181
Discret, 52
Discriminant, 421, 458
Disque de convergence, 288
Distance, 41
Distance associée, 44
Distance de Grassman, 103
Distance de Hausdorff, 101
Distance usuelle, 234
Distingué, 346
Diverge, 241

Divise, 387
Diviseur, 387
Diviseur de0, 389
Diviseur à droite de0, 389
Diviseur à gauche de0, 389
Diviseurs de0, anneaux intègres, élé-

ments nilpotents, 389
Division euclidienne, 416
Division suivant les puissances crois-

santes, 422
Domaine de convergence, 287
Domaine de définition def ∗ g, 150
Dominante, 626
Dominée, 272
Droite affine, 543
Droite deP (E), 562
Droite de Simson, 575
Droite numérique achevée, 234
Droite projective associée au corpsK,

559
Droite projective complétéẽD, 560
Dual, 18, 442
Dual topologique, 60
DécompositionA = LU , 519
Décomposition de Cholesky, 520
Décomposition en produit semi-direct,

357
Dérivation de l’exponentielle, 264
Déterminant de Vandermonde, 470
Développement suivant une colonne, 453
développements limités (cadre généra-

lisé), 273

Ecart moyen, 626
Ecart quadratique moyen, 626
Ecart type, 626
Echantillonnage, 627
Echelle de comparaison au voisinage

dea, 280
Effectif cumulé croissant, 626
Effectif cumulé décroissant, 626
Effectifs cumulés, 626
Egalité de Bienaymé, 601
Egalité utile, 476
Elément de torsion, 363
Elément minimum, 19
En escalier, 175
Endomorphisme, 433
Endomorphisme adjoint, 489
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Endomorphisme hermitien associée à
cette forme quadratique, 468

Endomorphisme symétrique associé à
la forme quadratiqueq, 466

Endomorphismes, 347
Engendre, 406
Engendré, 349
Ensemble des séries formelles surA,

295
Ensemble dérivé deA, 45
Ensemble inductif, 32
Ensemble quotient, 350
Ensemble triadique de Cantor, 99
Ensemble élémentaire, 140
Ensembles, 26
Entier naturel, 35
Equadif dépendante d’un paramètre, 217
Equation de Bernoulli, 228
Equation de Riccati, 228
Equation différentielle du premier ordre,

215
Equation différentielle homogène asso-

ciée, 220
Equation différentielle linéaire du pre-

mier ordre, 220
Equation résolvante, 221
Equation à variables séparée, 228
Equicontinue, 326
Equicontinuité, 326
Equilibrée, 210
Equipotents, 33
Equivalente, 272
Equivalentes, 42, 44, 513
Escalier, 235
Espace complet, 82
Espace de Banach, 82
Espace de Hilbert, 480
Espace des états, 607
Espace euclidien, 487
Espace euclidien, 487
Espace euclidien orienté, 492
Espace filtré, 604
Espace hermitien, 496
Espace mesurable, 119
Espace mesurable, 119, 585
Espace mesuré, 122, 585
Espace métrique, 41
Espace normé, 44
Espace projectif associé àE, 562
Espace préhilbertien complexe, 475

Espace préhilbertien réel, 473
Espace vectoriel, 429
Espace vectoriel produit, 431
Espace vectoriel produit, 431
Espace vectoriel quotient, 438
Espaces de Hölder, 339
Espérance d’une variable aléatoire dans

L1, 593
Essentiellement bornée, 156
Estimations de Cauchy, 304
Etagée, 130
Euclidien, 396
Evènement, 586
Evènements asymptotiques, 592
Evènements indépendants, 589
Existence, 216
Existence de la dérivée seconde, 203
Existence de solutions globales, 217
Existence de topologie non métrisables,

43
Exponentiation de cardinaux, 34
Exponentielle, 294
Extensif, 38
Extension, 348, 406
Extensive, 38
Extérieur, 47

Face d’un simplexe, 111
Facteurs invariants, 364
Facteurs irréductibles communs à deux

polynômes, 421
Factoriel, 399
Factorisation d’homomorphismes, 351
Factorisation d’un homomorphisme, 394
Famille génératrice, 440
Famille libre, 440
Famille liée, 440
Familles orthogonales et orthonormales,

458
Fejer, 181
Fermeture, 45
Fermeture transitive, 23, 37
Fermé (courbe,chemin), 297
Fermée (partie), 40
Fidèlement, 353
Filtration, 604
Filtre d’ordre, 19
Fini, 35
Finie, 124, 240, 585
Fixateur, 353

669



Fonction, 15
Fonction caractéristique, 603
Fonction caractéristique deE, 15
Fonction caractéristique deX, 603
Fonction d’Euler, 401
Fonction d’Euler, 401
Fonction de répartition, 588, 600
Fonction delta de Kronecker, 15
Fonction génératrice, 619
Fonction intégrable, 133
Fonction mesurable, 127
Fonction quotient, 350
Fonction réglée, 236
Fonction simple, 130
Fonction vectorielle, 136
Formen-linéaire, 446
Forme 2-affine, 555
Forme affine, 547
Forme bilinéaire surE, 454
Forme différentielle de degrép surU à

valeurs dansF , 230
Forme géométrique de Hahn-Banach en

dim. finie, 210
Forme linéaire, 442
Forme polaire (cas complexe), 467
Forme polaire deq, 457
Forme quadratique, 456
Forme quadratique associée à la forme

bilinéaireφ, 456
Forme quadratique hermitienne, 467
Forme quadratique hermitienne associée

à l’endomorphisme hermitien
f , 468

Forme semi-linéaire, 475
Forme sesquilinéaire, 475
Formes coordonnées associées, 504
Formule d’Euler, 412
Formule d’Hadamard, 290
Formule d’inclusion exclusion, 122, 579
Formule d’inversion de Fourier, 603
Formule de Cauchy dans un ensemble

convexe, 300
Formule de Leibnitz, 188, 332
Formule de Mac Laurin, 248
Formule de Taylor avec reste intégral,

249
Formule de Taylor-Lagrange, 248
Formule de Taylor-Young, 250
Formule du binôme de Newton, 388
Formules de Cramer, 517

Fractions continues, 412
Frontière, 47
Fubini, 142

G-orbite, 353
Gauss, 399
Graphe de compatibilité, 19
Graphe de couverture, 19
Graphe de Hasse, 19, 24
Graphe de la relation, 19
Graphe fermé, 90, 320
Groupe, 345
Groupe affine, 386, 548
Groupe affine d’un espace affineX, 374
Groupe de torsion, 363
Groupe des isométries, 386
Groupe des similitudes, 386
Groupe des similitudes d’un espace eu-

clidienE, 377
Groupe diédral, 386
Groupe diédral d’ordren, 386
Groupe dérivé, 347
Groupe linéaire, 386, 433
Groupe linéaireGL(E), 369
Groupe orthogonal, 386
Groupe orthogonal d’un espace eucli-

dienE, 370
Groupe orthogonal deE, 489
Groupe orthogonal réel d’ordren , 373
Groupe produit, 356
Groupe projectif, 386
Groupe projectif deK, 559
Groupe projectif dẽD, 560
Groupe projectif deE, 375, 565
Groupe spécial affine d’un espace af-

fineX, 374
Groupe spécial linéaire, 369
Groupe spécial linéaire d’ordren, 452
Groupe spécial linéaire deE, 451
Groupe spécial orthogonal d’un espace

euclidienE, 370
Groupe spécial orthogonal deE, 489
Groupe spécial orthogonal réel d’ordre

n, 373
Groupe spécial unitaire complexe d’ordre

n, 377
Groupe spécial unitaire deE, 376
Groupe symétrique, 379
Groupe symétrique d’ordren, 379
Groupe unitaire complexe d’ordren, 377
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Groupe unitaire deE, 376
Générateurs deGL(E) etSL(E), 370

Hauteur, 23
Heine, 74
Hermitien, 498
Hermitienne, 475, 498
Hilbert, 398
Holomorphe surΩ, 296
Homographie dẽD surD̃′, 560
Homographie deP (E) surP (F ), 564
Homographie deP 1(K) associée à une

matrice, 559
Homographies, 564
Homogène, 353, 607
Homomorphisme, 389
Homomorphisme, 347
Homomorphisme d’anneaux, 394
Homothétie affine, 548
Homothétie de rapportλ d’un espace

vectorielE, 433
Homéomorphisme, 52
Hyperplan, 442
Hyperplan affine, 549
Hyperplan projectif deP (E), 562
Hyperplan à l’infini, 566
Hypothèse du continu - hypothèse du

continu généralisée, 36

Idempotent, 436
Identité de Lagrange, 495
Idéal, 391
Idéal annulateur def , 531
Idéal d’ordre, 19
Idéal engendré par une partie, 391
Idéal maximal, 391
Idéal principal, 391
Idéal à gauche (resp. à droite), 391
Idéaux propres, 391
Idéaux triviaux, 391
Image et image réciproque d’un idéal

par un homomorphisme, 395
Image ouverte, 306
Inaccessible, 36
Indice, 298
Indice, 297
Indice def , 531
Indice deH dansG, 351
Indice de nilpotence, 434
Indice de nilpotence dea, 389

Inductif, 32
Induit, 17
Indéfiniment différentiable, 201
Indépendants, 590
Inertie de Sylvester, 464
Infini, 35
Injection canonique, 61
Injection canonique deE dans son bi-

dualE′′, 342
Intégrable, 133
Intégrable (fonction vectorielle), 136
Intégrable surE, 134
Intégrale, 131
Intégrale sur une partie mesurable, 134
Intégration d’un développement limité,

276
Intégration par parties, 237
Intérieur (d’une partie), 47
Interpolation, 522
Interquartile, 626
Intervalle, 234
Intervalle de confiance, 627
Intègre, 389
Intégrale (au sens de Lebesgue), 134
Intégrale de Wallis, 256
Intérieur, 347
Inversion, 182
Inversion, 381
Inversion globale, 198
Inversion locale, 199
Involution, 437
Involution, 437
Inégalité de Bessel, 482
Inégalité de Bienaymé-Tchébitchev, 601
Inégalité de Cauchy-Schwartz, 476
Inégalité de Jensen, 595
Inégalité de Markov, 594
Inégalité de Minkowski, 155, 476
Inégalité de Minkowski, 236
Inégalité de Schwartz, 155, 461
Inégalité de Schwartz, 236
Inégalité de Taylor-Lagrange, 249
Inégalité de Tchébitchev, 598
Inégalité isopérimétrique, 109
Inégalité triangulaire, 41
Inégalités de Hölder, 154
Inégalités de Minkowski, 462
Irréductible, 387
Isobarycentre, 544
Isolé, 52
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Isomorphisme, 353, 433
Isomorphisme canonique, 505
Isomorphisme d’espaces affines , 547
Isomorphisme d’espaces de Hilbert, 481
Isomorphisme d’espaces normés, 187
Isomorphisme d’ordre, 18, 29
Isomorphisme de l’espace vectoriel normé

E dans l’espace vectoriel normé
F , 44

Isomorphisme de l’espace vectoriel normé
E sur l’espace vectoriel normé
F , 187

Isomorphisme entre l’espace de Banach
E et l’espace de BanachF ,
82

Isomorphisme réciproque, 433
Isométrie, 42
Isotrope, 457

Jacobien, 190
Jordan, 208

Krull, 395

Lagrange, 352
Le centre d’unp-groupe non trivial est

non trivial, 369
Lebesguiens, 123
Lebesguiens, 123
Lemme Chinois, 401
Lemme d’Abel, 287
Lemme d’Euclide, 399
Lemme d’Urysohn, 163
Lemme d’Urysohn, deuxième version,

165
Lemme de Dynkin, 125
Lemme de Fatou, 132
Lemme de Gronwall, 214
Lemme de Lebesgue, 74
Lemme de Scheffé, 138
Lemme de Sperner, 115
Lemme de Steinitz, 501
Lemme de Zorn, 32
Lemme des noyaux, 532
Libre, 363
Ligne brisée entrea et b, 79
Limite, 52
Lipschitz-équivalentes, 42
Lipschitzienne, 56
Localement compact, 69

Localement connexe (resp. par arcs),
80

Localement lipschitzienne, 192
Localement lipschitzienne eny, 215
Loi , 600
Loi 0− 1 de Kolmogorov, 592
Loi de composition interne, 345
Loi de probabilitéLX , 588
Loi jointe, 600
Longueur, 297, 379
Longueur d’un intervalle, 234
Longueur d’une ligne brisée, 79
Longueur de la chaîne, 103
Lusin, 170

Majorant essentiel, 156
Majorée, 240
Marche aléatoire surZ, 606
Martingale, 605
MatriceM associée àq, 467
Matrice associée, 507
Matrice associée la permutationσ de

σn, 379
Matrice associée àφ, 467
Matrice associée à une famille finie de

vecteurs, 512
Matrice associée à une homographie de

P (E) dansP (F ) dans des re-
pères projectifsR etR′, 564

Matrice canonique d’une application li-
néaire en dimension finie, 508

Matrice canonique def , 508
Matrice carrée, 510
Matrice circulante, 521
Matrice circulante associé aun-uple(x1, ..., xn),

471, 521
Matrice complémentaire, 514
Matrice d’un endormophisme, 510
Matrice d’une forme quadratique dans

une baseB, 458
Matrice d’une permutation, 471
Matrice de covariance, 598
Matrice de la permutationσ ∈ σn, 471
Matrice de passage, 511
Matrice de transition, 607
Matrice de type(n, p) sur un corpsK,

507
Matrice diagonale associée à unn-uple,

510
Matrice extraite, 507
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Matrice jacobienne, 190
Matrice ligne, 507
Matrice orthogonale, 373
Matrice principale, 512
Matrice produit, 508
Matrice scalaire, 510
Matrice stochastique, 607
Matrice transposée, 509
Matrice unité d’ordren, 510
Matrices semblables, 513
Matrices élémentaires de type(n, p),

509
Matrices équivalentes, 513
Maximal, 19
Maximum, 19
Maximum global, 211
Maximum global strict, 211
Maximum relatif, 211
Maximum relatif strict, 211
Maximum, élément minimal, majorant,

31
Médiane, 625
Mesurable, 127, 585
Mesure, 122
Mesure, 122
Mesure complexe, 122
Mesure de cet angle, 571
Mesure de Lebesgue surRn, 123
Mesure de probabilité, 124, 586
Mesure image, 597
Mesure image deµ parf , 597
Mesure principale d’un angle, 571
Méthode de Gauss, 518
Métrique, 41
Métrisabilité de la topologie de la conve-

rence uniforme, 323
Métrisabilité de la topologie de la conver-

gence uniforme sur tout com-
pact, 323

Métrisable, 42
Milieu dexy, 552
Mineur (i, j) deM , 514
Mineur et cofacteur, 514
Minimal, 19, 31
Minimum, 31
Minimum global, 211
Minimum global strict, 211
Minimum local, 211
Minimum local strict, 211
Minimum relatif, 211

Minimum relatif strict, 211
Minorant, 31
Minorée, 240
Mode, 626
Module de continuité, 169
Moment d’ordrek, 604
Moment d’ordrep, 627
Monogène, 349
Monotone, 18
Montel, 308
Monôme, 426
Morera, 301
Morphisme (d’ordre), 18
Morphisme algébrique, 433
Morphisme d’algèbre, 443
Morphisme d’anneaux, 389
Morphisme d’anneaux, 389
Moyenne, 625
Moyenne arithmétique, 625
Moyenne de Césaro, 261
Moyenne géométrique, 625
Moyenne harmonique, 625
Moyenne quadratique, 625
Multiple, 387
Multiplication d’applicationsp-linéaires

alternées, 231
Méthode de Laplace, 259
Méthode du pivôt de Gauss, 518

Nilpotent, 389, 434
Niveau, 23
Noethérien, 397
Nombres conjugués, 154
Non corrélées, 598
Normal, 346
Normalement convergente, 44
Normalisateur, 346
Norme, 44
Norme d’une application linéaire, 56
Norme euclidienne, 473
Norme hermitienne, 475
Norme usuelle, 234
NormesNp, 156
Noyau, 389, 433, 457
Noyau de Dirichlet d’ordren, 179
Noyau de Féjer d’ordren, 179
Noyau et cône isotrope d’une forme qua-

dratique positive, 462
Noyau-image, 435
Numérotation standard, 114
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Numérotation standard d’un simplexe,
114

Négative, 457, 461
Négligeable, 122, 272

Opère à gauche , 352
Opérateur d’antisymétrisation, 448
Opérateur de symétrisation, 448
Opérateurs, 429
Opération à gauche, 352
Opérations sur les lignes et les colonnes,

516
Orbite, 353
Ordinal, 28
Ordinal infini, 35
Ordinal limite, 35
Ordre, 17, 31, 252, 303, 534
Ordre d’un élément, 349
Ordre de multiplicité, 418
Ordre infini, 252
Orientation deF sous-espace vectoriel

de dimensionn−p de(E,C)
espace euclidien orienté de di-
mensionn suivant(e1, ..., ep)
une base d’un supplémentaire
deF , 492

Orthogonal, 442, 457, 477, 487, 489
Orthogonale, 458, 477
Orthogonales, 457, 477
Orthogonalisation de Gauss, 472
Orthogonalité, 457
Orthogonalité et espaces supplémentaires,

478
Orthogonaux, 442, 457, 477
Orthonormale, 458, 477
Ouverte (application), 89
Ouverts, 40, 585

Paire, 27
Pappus, 569
Parallèle, 439
Parfait, 101
Partie décimale, 234
Partie entière, 234
Partie fractionnaire, 234
Partie génératrice, 349
Partie principale du pôle def ena, 304
Pas d’une subdivision ou d’une subdi-

vision pointée, 237
Passage à la limite en probabilités, 594

Permutation, 379
Perpendiculaires, 488
Pgcd, 387
Pivôt, 518
Pivôt partiel, 519
Pivôt total, 519
Plan affine, 543
Plan vectoriel deP (E), 562
Plancherel, 182
Plurimodale, 626
Plus fine, 60
Plus grand commun diviseur, 387
Plus petit commun multiple, 387
Point asymptotiquement stable, 225
Point d’accumulation, 239
Point d’accumulation d’une partieA,

45
Point d’équilibre, 225
Point fixe, 104
Point fixe, 353
Point fixe de Banach, 196
Point stable, 225
Points, 543
Polynôme caractéristique, 540
Polynôme caractéristique d’une matrice

carréeM , 533
Polynôme caractéristique de cet endo-

morphisme, 533
Polynôme de Bernstein, 168
Polynôme de Taylor, 248
Polynôme irréductible, 420
Polynôme minimal def , 531
Polynôme symétrique, 427
Polynôme trigonométrique, 177
Polynôme àn indéterminées à coeffi-

cients dansA, 426
Polynômes, 415
Polynômes associés, 415
Polynômes symétriques élémentaires, 427
Positive, 457, 461
Possible, 586
Ppcm, 387
Pratique de la réduction (sans hypothèse

de dimension finie), 532
précompacité, 65
Premier, 393
Premiers entre eux, 398
Première coupe suivantx deE, 140
Première dérivée partielle, 189
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Première propriété fondamentale du sy-
métrisé de Steiner, 110

Presque nulle, 15
Presque partout, 122
Principe de prolongement analytique,

302
ProcessusX stoppé à l’instantT , 604
Processus adapté à un espace filtré, 604
Processus prévisible, 604
Procédé d’orthonormalisation de Schmidt,

485
Produit, 20
Produit d’anneaux, 390
Produit deP etQ, 426
Produit de cardinaux, 34
Produit de convolution, 601
Produit de convolution, 267, 601
Produit de convolution def etg, 150
Produit de convolution, propriétés, 602
Produit de deux anneaux, 390
Produit direct, 356
Produit direct de deux groupes, 356
Produit externe, 429
Produit extérieur, 448
Produit extérieur de formes différentielles,

232
Produit extérieur des formes différen-

tiellesf etg, 232
Produit matriciel, 508
Produit mixte, 493
Produit restreint, 356
Produit scalaire de deux variables aléa-

toires , 598
Produit scalaire euclidien canonique, 474
Produit scalaire euclidien surE, 473
Produit scalaire euclidien usuel, 161
Produit scalaire hermitien surE, 475
Produit scalaire hermitien usuel, 161
Produit semi-direct, 356
Produit symétrique, 448
Produit tensoriel de(f1, ..., fn), 448
Produit tensoriel, produit symétrique,

produit extérieur, 448
Produit vectoriel dea et b, 493
Projecteur, 436
Projecteur surY parallèlement àZ, 551
Projecteurs associés, 436
Projecteurs associés, 436
Projection, 436
Projection, 356

Projection orthogonale surE, 482
Projection surF parallèlement àG, 436
Projectivement indépendants, 562
Projeté dex surY parallèlement àZ,

551
Propriété d’intersection finie non vide,

67
Propriété de la borne inférieure, 233
Propriété de la borne supérieure, 233
Propriété des matrices orthogonales réelles,

373
Propriété universelle des groupes abé-

liens, 362
Prédécesseur, 29
Prédécesseurs, 21
Puits, 21
Pythagore, 478

Quadrique affine, 555
Quartiles, 626
Quotient, 417
Quotient et reste de la division suivant

les puissances croissantes de
C parD à l’ordren, 422

Racine, 418
Rang, 503
Rang, 458, 503
Rang d’une matrice, 512
Rapport, 487
Rayon de convergence, 288
Recouvrement ouvert, 64
Rectangle mesurable, 140
Réduction transitive, 24
Réduite (famille de vecteurs), 458
Réflexive, 15
Réflexivité, 17
Réglée, 285
Relation d’ordre strict, 31
Relation d’équivalence, 15
Relation de Bezout, 392
Relation de couverture, 18
Relation de Parseval, 483
Relations, 26
Relations de Newton, 427
Relations entre racines et coefficients

d’un polynôme, 419
Relativement compacte, 64
Relèvement, 348
Remarque importante :, 357
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Repère affine deX, 545
Repère cartésien deX, 545
Repère projectif dẽD, 561
Repère projectif deP (E), 562
Résidu, 304
Résolvante d’originet0, 221
Reste, 417
Reste d’ordrep, 242
Résultant deP etQ, 421
Riesz, 71
Riesz-Fischer - Isomorphisme sur un

l2, 484
Rolle, 246
Rotation d’angleθ, 371
Rouché, 307
RSA, 414
Runge, version faible, lemme pour la

version forte, 525
Règle de Cauchy, 245
Règle de D’Alembert, 291
Règle de l’Hôpital, 256
Règle de la loupe, 264
Règle de Raabe-Duhamel, 245
Réflexif, 342
Réglée, 236

Sans diviseur de0, 389
Scalaires, 429, 543
Schwartz, 203
Scindé (polynôme), 212, 418, 540
Scindée, 348
Second lemme de Borel-Cantelli, 590
Section, 348
Segment, 15, 430
Segment initial, 28
Segment initial engendré parx, 28
Segments emboîtés, 241
Semi-continue inférieurement, 50
Semi-continue supérieurement, 50
Semi-continuité, 50
Semi-convergente, 242
Semi-isomorphisme, 475
Semi-linéaire, 475
Semi-norme, 44
Semi-simple, 527
Séparable, 49
Séparante, 61
Séparation au sens large (resp. strict),

210
Séparé, 53

Séparées par des ouverts, 41
Séquentiellement continue enx, 54
Série, 242
Série absolument convergente, 84
Série de Fourier, 179
Série dérivée, 291
Série dérivée d’ordrep, 291
Série entière, 287
Série entière produit, 292
Série génératrice, 295
Séries entière somme, 292
Signature d’une forme quadratique, 464
Signature d’une permutation, 379
Similitude, 487
Simple, 346
Simplexe, 111
Singularité artificielle, 303
Singularité artificielle, 304
Singularité essentielle, 304
Singularité isolée, 303
Solutionε-approchée, 218
Solution (équation différentielle), 215
Sommable de sommex, 156, 584
Somme, 362
Somme, 242, 362, 391, 434
Somme coalescente, 20
Somme de cardinaux, 34
Somme de Fourier d’ordren, 179
Somme de Féjer d’ordren, 179
Somme de Riemann, 237
Somme de sous-espaces vectoriels, 434
Somme directe, 363
Somme directe, 363, 434
Somme directe de sous-espaces vecto-

riels, 434
Somme linéaire, 20
Somme partielle d’ordrep, 242
Somme séparée, 20
Somme, produit, quotient, composé, 278
Source, 21
Sous groupe deG, 346
Sous-anneau, 390
Sous-anneau, 390
Sous-corps, 406
Sous-espace affine, 439
Sous-espace affine deX, 543
Sous-espace caractéristique, 534
Sous-espace projectif deP (E) de di-

mensionq, 562
Sous-espace propre, 531

676



Sous-espace propre deM associé àλ,
531

Sous-espace préhilbertien, 473, 475
Sous-espace vectoriel, 432
Sous-espace vectoriel engendré, 432
Sous-groupe, 346
Sous-groupe de torsion, 363
Sous-martingale, 605
Spectre def , 531
Spectre deM , 531
Sphère, 41
Sphère de Riemann, 310
Stabilisateur, 353
Stabilité de la continuité par composi-

tion, 51
Stable parf , 531
Statistique, 625
Stone, 167
Stone, version complexe, 169
Strictement convexe, 204
Strictement parallèles, 439
Subdivision, 235
Subdivision pointée, 237
Successeur, 29
Successeurs, 21
Suite de Cauchy, 81
Suite des coefficients de la série entière,

287
Suite exacte, 348
Suite extraite, 239
Suite récurrente linéaire, 540
Supplémentaires, 435, 549
Support, 15, 379
Support d’un polynômeP , 415
Sur-corps, 406
Surjection canonique, 350
Surmartingale, 605
Sylow, 359
Symétrie, 436
Symétrie, 17, 436, 552
Symétrie par rapport àY parallèlement

à
−→
Z , 552

Symétrique, 15, 446, 489, 510
Symétrisé de Steiner, 110
Symétrisé et antisymétrisé d’une forme

n-linéaire, 448
Symétrisée, 448
Système d’équations linéaires, 516
Série absolument convergente, 84

Série alternée, 266
Séries de même nature, 242

Tangente , 277
Temps d’arrêt, 604
Tend vers+∞ (resp.−∞), 241
Théorème d’Abel, 266
Théorème de Darboux, 247
Théorème de Dirichlet, 266
Topologie, 40, 585
Topologie de la convergence simple, 321
Topologie de la convergence uniforme,

323
Topologie de la convergence uniforme,

323
Topologie de la convergence uniforme

sur tout compact, 323
Topologie de la convergence uniforme

sur tout compact, 323
Topologie engendrée parA, 60
Topologie faible, 62
Topologie faible *, 62
Topologie faible étoile, 342
Topologie faible-*, 342
Topologie forte, 60
Topologie induite, 59
Topologie produit, 62
Topologie quotient, 59
Topologiquement équivalentes, 42
Totalement discontinu, 100
Totalement isotrope, 457
Totalement ordonné, 17, 233
Trace, 510
Transformation de FourierL2, 182
Transformation de Toeplitz, 269
Transformée d’Abel, 265
Transformée de FourierL1, 181
Transitif, 28
Transitive, 15
Transitivement, 353
Transitivité, 17
Translation, 439
Translations, 439
Transport, 597
Transposition, 379
Transposée d’une matrice, 509
Transposée def , 443
Transvection affine, 553
Transvection d’hyperplanH, 437
Tri topologique, 22
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Triangulaire inférieure, 510
Triangulaire supérieure, 510
Triangulation d’un simplexe∆, 113
Tribu, 585
Tribu des boréliens, 585
Tribu des lebesguiens, 123
Tribu produit, 140
Trigonalisable, 534
Triplet de probabilité, 586
Tykhonov, 69
Type fini, 391

Unicité, 215
Uniformément continue, 55
Uniformément convergente sur les élé-

ments deS, 322
Uniformément équicontinue, 326
Union disjointe, 20
Unitaire, 388, 415, 498
Unité, 387
Univers, 26, 586

Valeur absolue, 234
Valeur d’adhérence, 239
Valeur d’adhérence, 58
Valeur deP en(x1, . . . , xn), 426
Valeur propre, 531
Valeur propre deM , 531
Valeurs intermédiaires, 247
Valuationp-adique deA, 399
Valuation deP , 415
Variable aléatoire, 587
Variable aléatoire, 587
Variables aléatoires indépendantes, 589
Variables asymptotiques, 592
Variance, 598, 626
Variation bornée, 266
Variation des constantes, 224
Variation totale deµ, 147
Variété affine d’un espace affineX de

directionF , 543
Variété de dimensionp et de classeCk

au voisinage dex, 207
Vecteur isotrope, 457
Vecteur propre def , 531
Vecteurs, 429, 543
Vectorialisé deX enx0 appartenant à

X, 543
Vitali-Carathéodory, 174
Voisinage, 45

Wedderburn, 408
Weierstrass, 168

Zermelo, 32
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