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Ujgnphpdwlwi (4ndyjninkpuyht)) hwbipwhwohyp wpgh dwptdwnhluygh dh gnig
E npl pujws b dwdwbwlwlhg hwipwhwoyh tr hubnpdwinhlugh hwwndwb nh-
poypnid: Lpw tyyuwwnulp wybyhuh hwiipwhwyguljub wkunipjut qupgqugnidu t,
nnny httwpwynp £ wignphpdutph jurnigdw dkpnnubp dowlky: Uy wignphpdut-
nh hhdwt ypw gpyniud B hiywybu wpwtdht Spwgpkp, wyjtybu k) spugpuyhtt myw-
hnJuwt hwpkputpn:

Ujgnphpdwljwt hwipwhwoyh dninkgnidutpp hus-np wenidny «<hwljunhp» G
pYuyhtt dbkpnnubnh jud dwupbdunhijuljut wihwihgh Unnkgnidutpht. npbitk dw-
ptduwwnhjulub opjkijnh npnubjh wpdtpp quubkint hwdwp wjuntny Yhpundnd tu
ns phk Unnwpynidubtp (ophtiwl, wpdbph ubkplhuyugnidp npytu hwenppuljwnige-
jutt uwhdwl, owpph gnidwp, hunbkgpuy Eyb), wy) oqunugnpéynid L wdju opjkl-
nh hwbtipwhwyyujut hwnmpmiutbpp (ghnwplynud B ppu yunlkpubpp pun
hnununpdhquutiph, Ybpmisnipiniup Suhsukiph Ywd wwpq wpuwngphsutph wp-
nwnpuih ky):

Ujgnphpdwljut hwbpwhwohyp qupqugt] t kplnt ninpnipnibbpny, npnup
Yupbkih b pwdwitby Epynt fudph: Unwehtp (aphtt yuwnwunwd E bwbe dbp wppuw-
wnwtipp) mkuwjut hwipwhwyqulju unp dkpnnubph qupqugnud k, npnug pw
htuybny Jupkh k juenigh) wbih wpymbwybn wignphpdubp: Upju nugnmpjntb-
Ubkph upbinp Ukwgpnipeniulkp kb, ophiwly (von zur Gathen & Gerhard, 2003),
(Mishra, 1993), (Mignotte, 1992), (Davenport, et al., 1993), (IlaukpaTses, 2007) kil
Upu Jpu hhhqtlnq‘ qupquinud ki Epypnpn fudph nquan]nthhpE‘ wgnpppuub-
nh ukpuyugnidp sSpugqpuynpuwi (kgnittpny e gpuig vhongny hwdwlupgsw-
jhtt spugpuyphtt wywhnyuwi dpwlnudp: Uju nignnipjuipn Swinpwbwnt hudwp
wbu (Tan, et al., 2000), (Grabmeier, et al., 2003): Uju kpynt judpkpb hpuphg wppka
wjipwl ki hkpwgh), np pgmugws b ppuip Ynsk) wewbdhl widwintdibpny
wjgophpudwlwt hwiupwhwohy (algorithmic algebra, computer algebra, algebraic algo-
rithms Juu symbolic computation) tr hudwlwpgswghtt hwipwhwoyh hwdwlwupgkp
(computer algebra systems): Zkwwppphp E np wgnphpdwljut hwbipwhwoyh wdb-
twjun hbwnwgnuinmpyniiibphg dku £ 1953 p. Shjuntidpuynid 2. Twhphdwbywih
hpwwwpwlwé «Analytic diferentation by a digital computer» wplimwnwpp
(Kahrimanian, 1953):

Uh pwuh junupny pwguwnpbiup hugtpki «ujgnphpdwfwui  hwbpwhwopy»
pupgUuunipjut ptinpnipniup: Computer algebra mudwt Uty «computer» puintt
oquuiuugnpdynid E ny uwypwtt «<hwdwlupgsuyht, npputt «<hwpgupluyhti» huwu-
nny" «to compute»: dpwhiubipkunud, opptiwly, punnmiijws k «calcul formel» wwint-
up ($npdwy hwohy): Computer algebra mijwunidp sh oquuugnpédyl) twbkt Tuninh
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Ynnuhg (Knuth, 1969): [tniuwg 1kqyhtt wju wowpluyh wijuindu wigh) b «xommsio-
TepHas aarebpa» nhupny (wykjh hwqunby oquugnpéynid L «arropurmuyeckas
anre6pa» dtiip): Zuykptt Lpphidt oquuuugnpdnid b «Ynduynuntipuyht hwupwhwohy»
dbip (Ukq hwinhyby E wiqud «pndthjmipbpughtt hwipwhwohl» pupquuinipint-
up), htst wupbnmibkh k pwlh np «computer» ki «kommeiorep» punkph hwlwnp np-
whu huytipkt gpujut pupquunipnia pugniws b <hwdwljupghs» punp: Zuygb-
pku mbpdhtuh punpnipniut wybjh gymipht Ynwebw, et wyt juwybup ny pt «com-
puter algebra», wy] «algorithmic algebra» wujuidwt htw, npp nwpuwddus b puquw-
phy wnpnipubpnid (nku, ophtiwy, (Mishra, 1993), (Yap, 1999 ), (Bokut' & Kukin, 2012),
(Matzat, et al., 1999), (Pohst & Zassenhaus, 1997 ) tiju): Zwpyh wnubing wyu unﬂz'u]}‘
tyuinulwhwpdup E pdmud hwybpbind Ghpunk] hbnbyug wigoimdibpp” -
qnphpiwljui hwipwhwohy wtpuhtip ogunugnpsty npuybu wqitkpku algorithmic
algebra, computer algebra, algebraic algorithms, symbolic computation hnlwthoutph L
pniubpkli kommsioTepHas anre6pa whkpuhth pupgUuinipnit (npuybu nbuwfut
hwupwhwoyh &ninh widuunud): Pul hwdwljwupgyuhtt hwipwhwoyh hwdwlwp-
qtip mkpuhup Jupkh E ogunnugnpst) npybu wigikipkt computer algebra systems hi
pniubpkli cucremsr kommsioTepro# anre6psl mhkpuhuubph pupquubnipmit (npyhu
Spugqpuynpuut nignmpjut wijunud):

Upgnphpdwut hwtpwhwoyh Jun opowth wnpmipubpnid phy skt hwtipw-
hwoquljut hwuljugnipynibitinh i mbkpdhtubph ny hunwy, tppbdt upjpw) Yhpw-
mmipjniutbpp: Npno phwyptpnud wyy Yphwynidubpp wignphpdwub vhuwukph sk
ptipnud, pwth np wwwgnygubph phph hwwnywsutpp htwpwynp b jpugib, payg
Epptidt B npuip hwighgumd Eu nipe upuwjubph. Juenigus wjgnphpdubpp
dhow sk, np wphuwnnud Bu: fipkup vh pwth nhywlwb ophtiwluitp:

Swpplp pughpubp nisknt mupuwsqus tnuwlutphg b dngnijjup Jkpnnuk-
nr: Ophtwy, wdpnne gnpdwlhgutpny f(x) kL g(x) puwquuunudutph wdkiwudks
puphwinip pwdwbwpupp hwpytnt hwdwp tywunwlwhwpdwp b phunwpyl
pwitg £, () = ¢,(f(0) b g,(x) = ¢,(9(x)) wuunlkplbkpp @,: Z[x] - Z,[x] onuw-
Juyhtt hndnunpbhquh nhypnid: Lupa hwpyynid k £, (x) b g, (x) puquuiinudubph
wdktudks punhwinip pudwbwpupp, b nppu dhongny Jipujutiqynud £ f(x) L
g(x) puquuiunudubtph wdktwdbs pughwinip pwdwbwpupp (nku 3-py guh wy-
gnphpuubpp): Uuljugt npny wnpymipibpnid hwuljugdus sk ¢, onuljughtt hnununp-
$hquh ghpp. hightwlutpp wupquubtu «qhunwupynid tu puqUuigudubpp pun p
Unnnijh», wyuhbipl, pupupubsnip gnpswljhg dbwugnpyny pudwinid ku p-h Jpu’
wnwig onuljh Yuud hnununpdhquh hwuljugnipniup oqunugnpstini: Uw sh jupkih
hwdwpk) wupquubu nfwpwbwljut dwupnip. twjupwb f,(x) & g,(x) puqUuib-
nudttph wlktwdbs punhwiunip pwdwbwpwuph dwuhlt unubip whnp £ wupgl,
mpl}]nnp Zy[x] onujh poinp ny qpojuljul mwppbph hwdwp hujuwbu gnjnipynih
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niuh nputg wdktwdbs punhwinip pudwbwpupp: Fupkpujunupwp, wyu pugpn-
nnudp wignphpudwljut vpiwh sh hwigkgunid, putih np p wjuipg pyh hwdwp Z,[x]-u
EHYyhyyut onul k, tr tpuwinid wdkbwdks punhwinip pudwbwpuph gnynipiniub
wwwhnydws k BEYYyhntuph wignphpdny: Ujuntwdbuwjuhy, qu Yuphp nith wyw-
gnygh, pwth np ndwp sk Yuemghy wjtyhup puquwinudughtt onul, npntn &p-
nt puquuinudubph wdktwdbs punhwinip pwdwiwpupn gnynipnit snith:

Uh thnpp wybih dwbpwdwutnpbtu juiq wnbubup wytyhuh pugpnnnidukph
Jpw, npnup phpnd b jnipe wignphpdwlwt ujuwubph: Zwudwhwlh hwinhwng
ptpnipnit £ uylt thwunh whnbunwdp, np onujhg nuonhtt wigdwb pupwugpnid
tuwbu thnpgnud £ hwljunwpdbh imwppbph pwbwlp: Ophtwl, ¢p: Z[x] - Zy[x]
hnunuUnpdhqup Yhpwebijhu yhwnp t hwodh wntby, np Z[x]-nud hwunupdbh o
Uhwju —1, 1 pykpp, huly Z,[x]-md hwljunupdbh b gutiugus ny qpnjuljub phy,
wjuhtipl’ Ly, = L,\{0} puqunipjuli pninp tnwppbpp: Zuljunupdkh tmwppnyg pug-
Uwyunlnudp sh wgnmu pwdwtbihnipyut ypu: Niunh, tpk, wukbp, Z,[x] onu-
Ynud Eqyihntup wignphpdny hwpdby £ £,(x) b g, (x) puquuinudiutph A(x) wuk-
tundks punhwimp pudwiwpupp, wyw gubljugus a € Z, = Z,\{0} wwupph hw-
Udwp a-h(x) wpnwunpuip tngbybu f,(x) b g,(x) puquuinudubph wdkbwdbs
punhwnip pwdwtwpuph k: fuyg a-h npnp wpdbputiph nypnid a - A(x)-p f(x) L
g(x) puquuinudutph wlkiwdks punhwinip pudwbwpuph ywunlkpp 2]:‘ wl-
Juwju wyt pwthg, pk huy p Gup putwplby: Gpplidi wyu Epbimypp wbnh niuh twke
a = 1 nhypnid: ‘Ldwt ophiy Yunnigh) kup 3.4 wuwpwgpudnid (inku 3.4.2 ophtiw-
in kL pput hwenpnnn pubtiwplynidp):

Uj hwdwwlh hwiunhwnn ujpwh b hwbghginid kppudnp qupnbph dpu
Yuunwpynn hwpjuplubph wpyniiph pu qunh pimpugphsh wqptgnipjub wi-
wnbunudp: Ophtwl, puquuinudp punwlniuhibtphg wquwn wpwnwnphsutph 4Epne-
tint futphpp pwin wupg £ qpojuljubt pintpugphsh qunh Ypw, puyg p wupg
punipwgphshtt migib hu Jupnn Bt wnwowtw) owwn wybih pupn nhyptp (nku 4.5
wupwqpudp): Ujgnphpdubp junnighihu wihpwdbon b jud hhduwynpl] pup-
nmipjniiibp wpwewgnn p punipwqnphsh nhypp, jud b opowtgh] wyh (nbku 7.4
wwpugpudp), huyp Jun ppgwh npnp wignphedubph hhttwynpoudtkponud dhon
sk, np wpymud bp. wygnphpdutp Eht juenigynud tupunpbing np tpk punwlniup-
ukphg mquun £ £ (x)-p, wuyw winuhuhb jhuh bwb f, (0)-p:

Uju punyph pugpnnmudutpp gpujutimpiui dky Jipugyl bt hwmdkdwwnwpwnp
n1p opowtth hbnwgnuuljut hnpJustbpnid tu dhhmqanp]nthhand‘ hwtpuwhuy-
Jujut hunwl] wmywpwwnh Jhpundwt dheongny: Muwnpuunbing wju wojpwnub-
pp uklp npny nhwplpnid oquty kup wyy wnpmiptkphg, npny nhwpkpnud ky tkp-
Juywgply Gup dbp ubthwljub nsnidubpp: Ldwt ophtiuy E Jpowynp nuownh Ypw
puquuiinudh $wljuinphqughwyh wignphpdh hhdbwynpnudp 7.3 wupwqpudnid:
Qpujuunipjut dke wyn wignphpdp tkpjuyugynid £ Yuninh wnwowplus nwp-
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pipuyny, pwth np wyt oqunwugnpémid k punwljniuhibphg wquun wpnwngphsubpn,
husp phptiugunid £ wignphpdp: Fuyg Yanunh swpunputpp opowignid £ wuyw-
gnygh npno hwnqusttp, b Ukup ghpunuubtghtp JEpununuw Alnjkltdyh ulqp-
twui ulululgm]gbh‘ wt wnuwuwnwugubiny punwlniuhibiphg wquun puquubinud-
ubkph hwdwp (nku 7.3.19 nhuninnnipiniup):

Shppp yupnibwynid E h pwuh hwpnip qupdnipjniuttp b jpunghpubp: SCwn
huuinhptbph Yggws L gnignidubp:

Usjuwnwiph Juptinp wnwbdbwhwnlnipmniutt £ puquuphy dwubpudwut
ophttwyutiph pubwpynidp: pwbp ninkljgnid Eu pojnp hhdtwfwi hwujugnipniu-
ubtpp B wygnphpdubpp: Ujg ophtmfjubpp Epupugunid &b pwpunputpn, puyg
punn Ubkp nuuwjwbndwh thnpdh’ twybu tguunnd bu gmph pbupdwbp: Rkp-
Jwsd gplpt pninp updnipjnibubpp, pughpttpp B ophtiwjubpp Yuquyt) Ea hw-
untl] wju woltuinwliph hwdwp' 6N FUU ulnynbnnd puuwdwubndub wwph-
utiph ppwugpnid:

Ept qpuijwinipjul dbe uoywé nptik wbqihwibqnt wnpmnip nith nnwubkpku
pupgUuinipinil, wyw wjt tiu ognugnpsymd E hnnudubpnid: Fpuljwbniput
gutjnud hhowwnmwldws pnjnp hpuwwwpuwlndubpp jud nputg wquwndktubpp wn-
Jw kb hknhtwljh Unin b fupnn Eu npudwnpdby pnnp gubjugnnubphi:

Ztplulp §nnupg

Upgnphpdwlut hwtipuwhwoyh htinn wnweohtt wbhqud wntsytjnt wnhp td niuk-
gt 1993 pywuljuitht U. 9. Lnunununyh widu Unuljfuyh whnwluwt hwdwjuupw-
unwd, tpp hd mumgﬂl‘ wnnd. U. 8nt. Opwbiulynt junphpnny xommnsiorepras anreGpa
dwubimghwnipnitt ptnpkgh npuytu wuyhpuwtnnnipugh wpnwpht putnipjut ph-
du wpnd. U. 4. Uhpuwnyp b (uydd Eppwtljuhhowinul) ©. 9. NMublpungtgh
Unwn: Zuwpuwynpnipnit ntikgw bwhe dwubwlghnt UNZ pupdpugnyt hwupw-
hwoyh wdphnh Kommsiorepras anre6pa ukuhtiwupht®:

BNz PUU ulnyynbinmd woiwinbjnt muphubph pupwgpnid, 1990-wljwtutph

Ytutphg ujuws wignphpiwlui hwipwhwohyp Yhpwnt) td, twh, npytu ghun-

1 Unujduyh whnwljut hwdwjuwputt wpwewwnwp ntip nitth wignphpdwlwi hwipw-
hwoyh nwpwsdwt dkg: UNZ dbh-dwpe. ulnipnbtnnud IpukiagHble BOIpock! ajare6pel
Spwghpp puljupuphwwnh wupwnhp nuuptpwgubphg k, hul] Anre6panyeckue aaropur-
MBI M HX COXHOCTB dpughpp pulupuyphwnh hwnnly quupipugibphg: dpwihg pugh,
KomneroTepnas anre6pa Spughpp dwghuinpunnipujh hhdtwlwh nuwuppwgubphg t: UN2
Ubh-dwp. dulnyntnh pupdpugnyt hwipwhwyyh wdphnund gnpénwd t KomneloTepnas
anre6pa hwwnntly ubdhtiwpp: UNZ hwoynqujut dwpkdwnhugh b Yhpintbnhlugh du-
Ynyntnh pujujwyphunnid nuuwywinnud t Mpukaagnas arre6pa wwpnwnhp nuupb-
pugn: Pulj wygnphpdwlwh (kqniutph wdphnunid gnpénud | twbi KomneroTepnas anre6pa
U Teopus popMasbHBIX A3bIKOB hunntl ubdhiwpp:
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Uughtt b wjwpunuljui wounubpibph phtw, wyw twk npybu dwughunpu-
unipujh bt pujuwuyphwnh puuptipugutph ynp: Uy pupugpnid b hwjnbw-
pbpdt] wignphpdutph nbuwlwb hhdtwynpdwb wybt yphwwljakpp, npnug dwuh
hhownwljytg yYbptinud: Swphutph pupugpnid hwjupdws unp wuwgnygubpp,
wgnphpUubpp, hwnljwbywlwb tnp ophtiwljukpp qpp Gt wntyly b oquuwugnpéyty
wnwbdht quuwnumpmitkph nbupnd, hwnfuybu ujuws 2013 pYwuywihg,
Epp wppbt wwwnpuwuwn tht mbkpunh 2-hg 5-pn gnijuibiph hhdtwljwb dwutpp: Uy
wnbpunbpny nuuwuwindub pipwgpnid wupq npupdwy, np onuljubph kL nuonk-
nh mbumpjut puquyhtt hwuljugnipnitutnh hwdwp mwppbp guuwgpptph ypu
hwdwwlh hnnudubp tuwjt wpynibwgbn sk Munh wkjugdtightt twpwywn-
puunwlui 2.1-2.3, 2.5, 2.6, 3.3, 4.1, 4.2, 5.1, 6.1, 7.2 wyupuqpudubpp:

Twuwgpph Yyhpotwjutt muppbkpulh dwubwghnwlut dwbipudwut pdpwg-
pnipjnilt hpwljwwgpl) £ wypnd. 2. U. Uhpuybjjuip: Skpunh (kqqujub yphuyuy-
ubkpp uppugqnyty bu nngkun U. U. Uhpuytjjwh Ynnuhg:

Iunpht Epujutnwughwinnipnitu B0 hwyntnud ny dhwj hhowwnwljdws pojnp ghn-
twlwtubphl, wy bt ponp bputg, nplp tywunt) b Zuyjwunwinid wignphpdw-
Yut hwipwhwoyh nmwppbp nintkph ntunidbwuhpnipjubp: Cunphwljuy Bd twbe
BNz PUU dwlnyunbnh ntuwbnnubphtt. wignphpiwljuit hwipwhwogh gpujw-
unipjutt Uk wnljw wyh wmthwppnipjnitubpp, npnig dwuhtt wiuwpyytg Jtpkinid,
gyl bt jnwdnid ku unnwgh] tipwtg hwpghphtt wuwwnwupuwtint pupwgpnid:

Uju wpjuwnwiipp wdpnpowgunid E wygnphpdwlwt hwipwhwygh htw hd wp-
nkt wykjh pwt puwbwdjw Swinpnipniip: Zniuny BU, np wjt juyuwunh Zujuu-
nwinid hwipwhwoyh wyu &ninh wykjh (it quuujuingduit ot ntundbwuh-
pnipjup:

Juwhwgql 2. Uhpwbjjut, Gpliwl, 2014:



1 Mwpqugnyt twpbwljut hwuljugnipniuubp

1.1 Uhowlljju mpdtpukpp ninugdwb tpkmypn

bp «The art of computer programming» Uktiwugpnipjut tpypnpy hwnnpnid ¢ Qune-
np wignphpdwlut pughpttpnid hwipwhwyywljut dninbkgnidutph Jupbinpnipe-
mniup hhdtwynptint hwdwp pipnud | dhpwljju) wpdtputiph nindwgdwi ophtiwlp
(Knuth, 1969): Ukup uljunid kup wju ophtiwljhg, putth np wyt own wunpq b hwun-
qhs ophtiwy k wjtt pwith, pt hisytu hwpynnuljub ki wbqud wnkjuuhjulwb punpy-
nipjnibkpp Jupnn Et hwnpwhwpyt] hwipwhwoyh dbpngutph Yhpunnipjudp:
Uttup wju qumd pug Eup ponumd puquuinudh vwhdwinudp b nuppufju
hwnlmpiniuttpp. gpup Yupkh b qunibk] hwbipwhwoyh guujugws ukpusnipyuu
uUbkg. (Garrett, 2008), (Cohn, 2003), (Cohn, 2000), (Lang, 2002), (Kocrpukuu, 1977),
(Kocrpukus, 2004), (Ban nep Bapzesn, 1979):
Guninh ophttwlp uwyws k EYYyihnkuh wignphpuny hbwnbyw) tplnt puquwb-
nudttph wdkbwdbs punhwinip pudwbwpuph hwodw htwn.
flx) =x8+x6—3x*—3x3+8x2+2x—5
g(x) = 3x°® + 5x* — 4x? — 9x + 21:
Eqyihnkuh wignphpuh dhengny f(x) t g(x) # 0 wlpnng gnpswlhgubtpny pug-
Uwbnudtph d(x) = (f(x), g(x)) wukbwdks punhwinip pudwiwpupp hwpytne
wyqnphpdp juy Swunpe b hwipwhwoyh nquupbpwgubphg: Lwjupwt Yuaninh oph-

twlp ptttwupytp hwdwenwn hhotgutup wignphpdh puykpp:
Bph f(x) kL g(x) # 0 wdpnne gnpdwjhgutpny puquuigudutp b, wyw, pun

(1.1)

dtwgnpnny pudwtidwt Jutnh, gnynipinit nitkt nwghntiw) gnpéwljhgubpny wyb-
uhuh q(x) & r(x) puqUuwtgudubp, np

f(x) =q(x)gx) +r(x),
npunbn r(x) = 0 uul r(x) # 0 tw degr(x) < degg(x): Bpl r(x) = 0, wyw wlhwy-

wnnpkl d(x) = (f(x), g(x)) = g(x): Bpk r(x) # 0, wyu YpYukup puybpp Uhbske
unwugyh wnpweht qpunyuljut dbwgnpnny pudwbnidp.

11
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fG) =q(x)g(x) +r(), r(x) # 0bidegr(x) < degg(x),

g(x) = g, (r(x) + r.(x), r(x) # 0tirdegr(x) < degr(x),
r(x) = g, ()1 (x) + (%), ry(x) # 0tidegr,(x) < degr(x),
r(x) = gz ()1, (x) + 1r3(x), r3(x) # 0tidegrs(x) < degry(x),

(1.2)

Tp3(x%) = Q1 ()12 (%) + 13-1(x), 11 (x) # 0 Lirdegr,_(x) < degn,(x),
Tp2(x) = @ ()11 (%) + 17(x), T (x) # 0 ki degn,(x) < degr,_1(x),
Tp1(X) = Gua1 ()7, (x) + 0, Te1(x) = 0:

Uygnphpdp Jubg k wntnd 7,44 (x) = 0 qpnjujut dbwgnpy uinwbwne nhw-
poid (uylt sh Jupnn wiudbpg swpniuwlyt), pwih np 7;(x) puquubnudibph wunh-
Lulubkpp skt Jupnn wudbpe tduqty): Qpnubh wdkiwdbs puinhwinip pudwbw-
pupp Ypghti ny qpojuljut dbwgnpnl E

d(x) = (f(0), 9(0) = r(2):

Ujgnphpdh hhdtwnpnudp hionnipjudp hbwnbind £ (1.2) hwjwuwnpnipynibh-
h hwdwlupghg. ppu Jpohtt innhg pluntd &, np 7,4 (x) i 77,(s) (ul]uhhp'u\ Tn—1(x)
puqUutnudp pudwind L 7,(s) puquuinudh Jpw, nku ogqruugnpsus tpwbw-
Ynultbph guilyp ke 358-n1d): Ipwihg b btwpiwybpehtt innhg plunid L, np 7,5 (x) ¢
1, (s): Cwpmibwlbng puykpp Junwbwip. r,_3(x) i 5,(x), 1h_a(x) i 5, (x),... Puly
wnwohlt hwjwuwpnipniabiphg Yunwbwip r;(x) i 7,(x), r(x) i r,(x), glx) i n(x),
f(x) i r(x): Upjuwhuny, r,(x)-p f(x) tr g(x) puquuinudubph pughwinip pudw-
bwpunp k:

Ujniu Ynnuhg, hhpulr}phhp‘ nphiik A(x) puquunud unyuwbu f(x)-h L g(x)-h
pughwinip pwdwbwpup b f(x) = q(x)g(s) + r(x) hwjuuwpmpniuhg pund E
np r(x) i h(x): Upwuhg L (1.2) hwdwwupgh tpypnpy wnnhg phunwd & np ry(x)
h(x): Cwupnibwlbng plll]]_hp]}‘ Juunwbwp. 7,-1(x) i h(x) b 1,(x) § h(x): Nrunh
7 () pudwldnud & f(x) b g(x) puquuinudibph pinphwinigp pudwtwpupbb-
nhg Judwyulwbh Jpw: Upuhliph' d(x) = (f(x), g(x)):

yniud k, ph wju wjgnphpuny Yuninh ophtwlh (1.1) pmuquuinudutph wdkuw-
Uks punhwinip pwdwbwpwpp Yupbih £ hwodl) dh pwith pnuybnud: fuyg hwy-
Juplubpp wy) pwt b gnyg nwjhu stugws (1.1) puquubnudubpp ks gnpéw-
Yhgubp skt wuwpnitwlnwd, bpwtg wdktwdbs punhwunip pudwwpunh hwpydwh
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nupwgpnid wjtipwi junsnp pykp ki vnwgynid (Uhtgke 35-uhpwth), np hwydunplp
&tinpny Juwnwpkip owwn ndqup b Udkht, wignphpuh JEpptwljut yquunwuhiwih
wjuuyhuht k, np hwpgunpyh ptpwugpnid unwugws junsnp pybtpp kujut mnbnkynipe-
it sk pipnud jpunph hwdwp. wju puqduinudubpp hnpowgupdwpwp yupq i,
b JEpotwut yuinwupuwbh | d(x) = ( f), g(x)) =1:

Uhkpjuyugubup wyy Pul]]_hl’l]}‘ hwdwpninmpjut hwdwp pug pnnubkiny hwyn-

nuiwt dwup.
1 2 5 1 1
1.3 - = (= z__) 2yt L
(1.3) fx) = q(x)g(x) +r(x) <3x 5)90) —gx* +5x* -3
Zwgnnry duwgnprubpp Y hukt.
117 441
A el
rn(x) = T x%—9x + 5

233150 102500

() = 19773 * * gso1
oy 1288744821
s = T 53589225

Lwtih np hwdwlwupghstt ppuwinid Jhuyt wdpnne pytph htn £ wojpwwnnd,
utipuyugukp tnyu hwoduplt wdpnne pytpny: Zhokup, np puquuinuduyhtt hw-
Juuwpuwt tpynt Ynndbpp ny qpojuljut ujujup pyny puquuyunllp sh thn-
hunid npuitg pudwithhmpnitp: FPuqiuyunlbng (1.3) hwjwuwpdwb Eplynt Ynn-
dkpp 27-nq‘ Junwbwip.

r'(x) = —15x* + 3x% — O:

Uju puquuuyuinlnidhg hbwnn (Quuwpbng dbhwgnpyny pudwinudp b wdkh
pwdwinuihg htnn huwdwywunwupuiwt wdpnne pyny puquuyunljtinig htwnn)
Junwtwip duwmgnpryutph htnbyuw) owppp.

r';1(x) = 15795x% + 30375x — 59535,
r'5(x) = 1254542875143750x — 1654608338437500,
r'3(x) = 12593338795500743100931141992187500.

1288744821

Ubp unwugud bpynt pbph b r(x) = — 23569225
r'3(x) = 12593338795500743100931141992187500 phyp jutnph hwdwp ogunujup
dhuyt Up mbnbimpnit Bb wupnibwlnud. f(x) & g(x) puquuiqudibp thnjuw-
nupdwpwp yupq b, bt hwpduplh pipugpnid uinwugws fjunonp pytpp ny dhuy
nuununtgunid ki wignphpdp, wjbt ppu Jipptwjut yuwwnwuppwth hwdwp phs

nwghntw] Ynunnpulp b
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Euwljub nbntynipnit Bu wqupnibwlnud: 2kug wyu bptmygpet L Ynsynud dhowuljjuy
wipdtipubiph nindwgnid:

7. Yuniint wnwowpind t wyu ophttwp own wykih wpwgq nwsk] dnnnijjup
Ubpnnutpny (Knuth, 1969): Uuninh dbkpnnht dkup juiunpunwpbwip 1.3 wupwg-
pudnid: bull dhts wyny wokup puquuunudukph htwn pun dngnih gopénnnipnii-
utiph Uh owpp hwwnlnipniuikp:

1.2 Eduyht i puquuinuuuyht gnpénnnipiniuutp pun dngnih

dtphhotup hwipwhwoyh punhwiunip nuupbpwghg (wy dwunp puppuwwmdwi huu-
Jugnipniup. Ygpkup a = b(mod m) tr uukup' a,b € Z wdpnne pytpp punnunk-
1h & puwnn m € Z unynuph, bpk (@ — b) i m (wyuhlipt' kpk m-h Jpw pudwikihu a b b
pytpp Epyniut b vnwjhu Bu Jhktinyb Jbwgnpngp): m-p Yngynud £ punpundwt
Unpnuy: 2Eown k uinnighy, np tpk @ = b(mod m) ki a’ = b'(mod m), myw

a+a =b+ b'(modm),
a—a' =b—b'(modm),
aa' = bb'(mod m)
Gppnpn wnbsnipiniihg punwd £ iwbe ax = bx(mod m) tw
ax™ = bx™(mod m)
Judwjulut n € N wmunhdwh hwdwp, pwiuh np wlthwjnnptt x = x(mod m):
SpJws m Unynih b judwjuljui
fx) =apx™+ - +a,
wdpnne gnpswljhgubpny puquuwiguith hudwp tpwbwlbup £, (x)-nyd wjt puqlub-
quiip, npp unugynud £ £(x)-h jmpupwynp a; gnpswhg thnjuwphitny a; gnp-
sdwygny wyiybtu, np a; = a;(mod m) tr a; € {0,1, ..., m — 1}: Spdwd f(x) puqUubigw-
uhg fi(x)-htt wightnt wyu puyp whubkup Udngnijjup wiugnid (hwenpn gjjunid
Yupyh wju whgdwt wytih hwitpuwhwyduljut vwhdwinidp):

Ujdd wmuguktp puquuinudutph htwn gnpénnnipiniuukpht:

(1.4) f(x)=apx™+-+a, b gx)=byx*+ -+ b
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(ap # 0 t by # 0) puquuinulttphg vnugws £, (x) b g, (x) puquuiugudttph
fn () + g (x) gqnudwpp Yupbih b vnwbuy Gpint fwbwyuphbpny: Lwh, wji
f(x) + g(x) gnudwphg unugyus Unnnijjup wigdwh wpyniupt k.
fn () + gm () = (f(0) + 9(0))

(wyuhtipl £(x) b g(x) puquubpuditpp twhe gnudwpmu ip wjwbnuljui dkindg,
wyyw Gnp Ungonijup wignid juinwpmd): Upnie Ynquhg, pungqundwi Jkpp php-
Jwd nwppuluwt hwnynipmibttnhg pund E, np dhbitingt wpnyynitipp Juwnwgyh,
tpt gnudwpdtt dhwiqudhg £, (x) & g, (%) puquuigudubpp, piy npoud, dhbe-
unyb { wunhduht hudwywunwupwt wigudubph gnpswlihgubpp gnidwpytu
npuw Unnpnijh
(1.5) AnoimX' + b imxt = CpoymX,
npukn

Cn—im = An-im + bk—im(modm),  c¢y_;;y €{0,..,m—1}
(qupgqnipjutt hwdwp Eupwunpkup, np Ept puquubnudutphg dkyu wdkh gusp
wuwnphfuth k, wyu (1.5) puwbwdbinid ipw «qqujuunn» gnpswijhgutiph thnpuwpbu
dwutiwlgnid k qpniy):

‘Lnyl Yhpy Epint fwbwyuphutpny Jupkih b unwbwyg f,(x) G g, (x) pug-
dwunudubph f, (x) gm () wpuugpup: Uh Ynndhg

fn () gm(0) = (fF(0)g(x)),

huly, dnru Ynnuhg, f,(x)gm(x) wpuungpup junugyh, ket dhwbhquilhg puquw-
wuunlyku f, (x) b g (x) PlllquulilI}ullﬁlhpE‘ thwlugstpp pughnt b btdwt whnud-
utpp dhwynplnt juinuny (hudwywnwupwb gnpsujhgutpp Jpuquuuyunldtu
EL Ygnidwpykt punn m Udnnnijh):

Cuwr Unynijh pudwbhnipjut hwujwgnipiniup tdwb E unynpujut pudwik-
lhnipjutp: a wdpnne phyp pudwuynid £ b wdpnne pyh ypw punn m dnnnih, tpk
gnnipnit nitith Up ¢ wdpnng phy wytwhuhl, np a = be (mod m): ‘Lnyt Yhpy f(x)
puquutnuup puduiymd E g(x) puquuinudh Jpu pun m dngmiph, bpt qnynip-
it niuh dh A(x) puquubiqud wybyhuhb, np f, (x) = gm0y, (x):

Ljwwnkup wdpnne pytph pudwtjhmpjut bt puqUuunudubph pudwthne-

jmt dhobt Uh wwppbpmpinit: Udpnne pytph owppmid dhwl hwlwunwupdbih
(wjuhtipll hwluupd mibkgnn) pybpt ki 1 b —1 pdbpp: BL wyy pbpny puquw-
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wuulkn sh wgnnid pwdwubihnipjut hwnynipjut Jpuw. Epk wbtnh nituh wdpnne
pyYtnh a : b pudwtinudp, wyw nknh niukh twbi a @ —b, —a i b, —a i —b pwdwinid-
ubpn:

[tughntiw pitiph dkp hwjwnupdkih ko qpojhg wwpptp popnp ptpp: Nunh,
wuklp, x® + x puquubtquup sh pudwingh 2x? + 2 puquubiquuh Ypw, Epk vwhdw-
twhwltup vhuytt wdpnne gnpswjhgutpny puquwunudubpny, puyg Ypudwtyh
npuw Ypw, bphk nphunwplbiup bwkr pwghntiw) gnpswlhgutpny puquuunudubn.
x3 4+ x = (2x% + 2) - (x/2): Ujunbn qupdjuy pudwbnidp junwpynd £ pinphhy 2
nwghntiw] pyh hujunwupdbihnipyui: Spws £ pyh hwjunupdbhnipjut hwuwnp
wpwwkup k = 1 mbupny:

Cunn Unnnijh wdpnne pyYkp puquuuywnlkihu tiu jupnn Bup hwinhwyb 1 E
—1 pytphg wwppkp hwjunupdbih pdtph, npntg hwjunupdbihnipniup, vwfuyl,
ny ph nwghntw] Ynunnpwljubph sunphhy E jumwpynd, wy] punn Ungnijh puqlw-
wunluwi: Ophhuﬂl‘ m =5 unnnyny puquuuyunljuui gnpénnnipjut hwdwp
2~ 1,pwthnp3-2 =6 = 1(mod 5)): Ntunp b x3 +x = (2x? +2) - 3x:

Yuuklp, np dp, (x) puquutgudp f, (x) b g, () puquunudutph (Unnnijunp)
wdbiwdbs punhwiunip pudwbwpup b, tpt gpuip Epynwut b pwduiynd Eu
dm (0)-h Ypu, L Lpk qunipnit nith Up ¢, (%) puquuinud, nph Jpu tnyuybu
pudwtidnud B £, (x)-p b g (0)-p, wyw dyp (x)-p pudwtnud k¢, (x)-h Jpu: Uw
Jupwtwkup d,,(x) = (fm () gm (x)): Cunn hwjunwpdbih pytiph dwuhtt ytipp wu-
Jush, wdkbwdbs pughwinip pudwbwpupp dhwyp sk, bk - dy, (x) wkuph wdku dh
puquuinud tnyuybu f,(x) b gn(x) puquuigudibph wlktwdks pughwinip
pudwbwpupn b judwyuut & = 1 pdh hwdwp: Ywubkbp, np f,(x) & g, (x) pwug-
Uwiudibpp hnfiunupdwpup wwpq bh, b gu foowbuybup (F,(00)gn(x)) = 1,
tptdy,(x) =c=1:

1.2.1 Ophtwmy. Gptm=2, fo(x) =x?+1, g,(x) = x + 1, wyw htown k uinmgqky,
np (fz(x)g2(x)) = x + 1 = g,(x), putth np.
+1=(x+Dx+1) : x+1:
122 Oppuwl. Gplkm =5, myw gs(x) = x + 3 L As(x) = x + 2 puqUubgudubpp
thnjuwnupdwpup wupg kb, pwith np
x+3=ds(us(x) L x+2=ds(x)vs(x)
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hwjwuwpnipyniibphg pluntd k, np bpk ds(x) # 1, wyuhiph' bpk ds(x)-p hwunw-
nnit phy sk b tpw  deg (ds(x)) wuwnh&wlp Uks £ 0-hg, wwyw deg (ds(x)) =
deg(x + 3) = deg(x + 2) = 1:

1.3 Yuninp Unynijjup dEpnnp

7. Yunint wowewpynid £ 1.1 wuwpugpudnid pipdus dhowuljuy wpdtputiph
ninfwgdwt opptiwljp owwn wykjh mynipht nst] dnnnijjup dkpanutpny (Knuth,
1969): Puquuunudubph dnpmpjup wdbkbwdbks pudwbwpupp hwpybnt juunup
udwt k BYYhgtuh wygnphpuh dhongny wdpnne gnpswljhgutpny puquubnudikph
wdbudks punhwiunip pudwbwpupp hwyybint juinth, np phpkghtp 1.1 ww-
pugpudnid (1.2) hwdwlwupghg wudhpwybu htiwnn: bpnp, punpuundwi twppw-
Jub hwwnynipnibubph L pun dngnyh gnuidwpdwt ot puqUuyunldut dwuht
Jtpp wudushg plunid E, np Epk £ (x), q(x), g(x) b r(x) pauqubngudubpp juuus B

fx) = q(x)g(x) +r(x)
hujuwuwpnipjudp, wmyw gutjugué m dngnijh hwdwp nknh nith twbke
fn () = () gm () + 13 (%)
huwjuwuwpnmipmniup: Uwutwynpuybu, vw Jupkih  Yhpuet) G (1.2) hadwljupgh
popnp winntph Ypw: Ophtiwyy’ 7-pr ningp junwiw hknbyw nkupp.
Tn—3,m(x) = Qn—l,m(x)rn—z,m(x) + rn—l,m(x):
(1.2) hwdwlwpgh wmnnbph pwtwlp Yupny ki tuqk), pwth np nptk k-py puy-
1nud (k < n) Jupnn Bup wpnghl hull vnnwbw) Jipoht ny qpnyujut dbwgnpnp.

Tiem (%) # 0 L deg 1m (x) < deg 7ie—q,m (%), puyg 7i4q (x) = 0:

Uplutyny (1.2) hudwlupghtt widhgwubu hwonpynn thwunwplikpp Jupng
kup utnwtiwy, np
(%) = 1 (1) = (fin (%), g (0)):
Ujdd Jkpununuwip Yuninh ophttmyhti: 1.1 yuwpugpudnid phpdus (1.1) pug-
Udwbnutbph kL m =5 Ungmh hwdwp Junwpkng dngmpup wigmd’ junw-
wlp

fs(x) = x® + x6 + 2x* + 2x3 + 3x2 + 2x
(1.6)
gs(x) =3x° +x% +x + 1:
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EYyihntiuh wgnphpdp Jhpuntint hudwp oguuugnpstup puquuinudubpt hpup
Ypu «aublyniing pudwikim Yubnths dnpnijup wwppbpulp’ hholing, np, pulh
np m = 5 Unynup wupq phy k wyw guiljugws a,b € {1,2, 3,4} pytph hwdwp
dhpwn Ju (uw htpwn L unnighy) vh c € {1, 2, 3,4} phy wyiyhuhly, np a = be.

x84+ xC +2x* + 203 +3x%2+2x | 3xC +x2+x+1
x8 4+ 2x* + 2x3 + 2x? 2x% 42

x® 4+ x?% + 2x
x® +2x2 +2x+2
4x% +3

Ujuintn wy dwuh 2x? dhwinudl ptnpywsd b wybiyby, np wyu pudwbdwb gs(x)
pudwbwpuph wowehtt winuuh htwn puquuyunlybihu vinugyh

2x% - 3x% = 6x® = x8(mod 5)

Uhwtnudp, npp Yypdunygh f5(x) puwdwikint x® wjwug winudh htwn: Cwpnibw-
Yhup pudwunidukpp.

3x6+x%2+x+1 4x* +3
3x° + x* 2x* +x% +2
dx*+ x> +x+1
4x* + 3x?
3x+x+1
B +1

X

4x%2 +3 | x
4x? 4x

U;]ub‘uph‘ f5(x) b gs(x) puqUuugudutpp thnjuwnupdwpup ygupg b (Jipeht ny
qpoyujutt dbwgnpny £ 3-p, npp hwungupdbh £ pun 5 dngmijh 3-2=6=
1(mod 5)): Ujuntnhg ghn sh hbwbind, np hnjuwnupdwpwp yupg B f(x) G g(x)
puquubmudubtpp.  hbugybu  gnyg £ wwjhu  hknbyuy  wwpg  ophtwlp,
(fn (), g (x)) = 1 wupwlihg sh phanud (f (x), g () = 1 wuywiip:
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1.3.1 Ophuwy. h(x) = 7x? 4+ 8x + 1 tr I(x) = 7x* + 15x + 2 puquubnudbpp tho-
hnwnupdwpwnp wupq sk, pwbh np A(x) = (x+ D(7x+ 1), I(x) = (x+2)(7Tx+ 1)
[ (h(x),l(x)) =7x +1: Puyg m = 7 Unnynyjh hwdwp h;(x) = x+ 1, [;(x) = x + 2:
Ouuwnh (h;(x),1;(x)) = 1 (uw htpw E gniyg nnwyy 1.2.2 ophliwljh tdwintpyudp):

Guninh dnpnijjup dbpnnp wjwpunbnt hwdwp dawgh) | gnyg nwy, np Ynty-
phwn htug wyy ophtwulynid (f5(x), gs(x)) = 1 wuydwihg hufuwbu phuntd E np
(f(x),g(x)) = 1: Bupunpkip wdpnny qnpswlhgubpny npkik t(x) puqiwbnud
hwighuwinud k f(x), g(x) puquuigudtbph pighwingp padwbwpup.

(1.7) fG) = t)f (x) T gk) = tlx)g ()

Zudwpkup, np t(x) puquuinuuh wunhfwih E k>0, huy wjwgq gnpdulhgh t Co:
Utp ophtiwyh (1.1) puquutnudutph wjwq winudubph wnbuphg wupq k, np 1 ¢ ¢
b 3¢y (hpk f(x), g(x) puqUuutnudubpp pudwiynud B ¢(x)-h Jpu, wmyu tpubg
wdug gnpdwlhgutpt k| whunh pwdwbdtu t(x)-h wjwg gnpdwlgh Jpuw): Uhuy
httwpuwynpmipinitnbpt i ¢g = £1, puyg pwth np —1 pYny puquuuyuunykp sh
tnjunid  puquuinudubph puwdwbbjhnipnitip, Yupnn tup hwdwpl] ¢ =1, &
t(x)-h wjwug winuut k ¢ex* = x*: Cun (1.7) qugdwkph, ts(x) ~ 1, pwh np f5(x)
b g5(x) puquuinudubpp thnjuuqupdwpup yupgq b, & bpubg Epynweht
pwdwiing puquuinudp whuwh hwunwuntt jhuh: Upwe yogdhg, t(x)-h wdwug
gnpéwlhgp 1k ntunh m = 5 dngnyny ghunwplbjhu wyt widnhnu k dunad. t5(x)
Unpmijjup puquuinuuh wjwug gnpdwljhgp tiu 1 & Qunp k=0 e t(x) = 1:
Mipkdu f(x) e g(x) puquutgudubpp hnjougupdwpwup wupg b

Guninh ophttwlyp vh puth wenidubpny swwn ogunwljun 1hukiny hwunkpd, nith
wjt hwpwpbpujut ptpnipniup, np nne pubtwpynudp hpwlwbwginid £ dhuyu
(1.1) tpynt puquwiinudubph hwdwp: Zknwquynud dkup junwewpltup Ukpnnubp,
npnup ny dhuyt ppujubuginid Bu qu, wy b judwyuut Epynt puqduigudubph
hudwp hwoynid kb ipuitg wdbbudbs pighwinip pudwbupupp’ kb Gpubg
Unynijjup wdbkbwdks puinhwinip pwdwbwpuphg:



2 Onulukp &L hnUdnudnpdhqdubp

2.1 Onulutp, wipnponipjui whpnypubp kL guowntp

Unwyhtt qlunid dkup juntuwthtightip swpunpuipp nmwbk] hwipwhwyquljub hw-
dwungtph 1Eqyny (oquljutp, quowntp, hndndnpdhquubp ki), i dbkp oqunugnp-
Sws nkjuthjut skp wugnid pytph b puqUuwingudutph htinn pun dngnijh gnpén-
nmuipjnibubp juunwpbnt vwhdwin: dpw tyuwnult wyt Ep, np wyju quupbipwgh
ulhqpp, hwnljuybtu Yuninh ophtiwlp, dbtwlipyykt wrwyt] yupg hwuljugnipe-
miuttiph dhongny. dhtispbn onuljutknh wmbunipjui, hndnunpdhquutpnh oquwugnp-
Snudp jupnn bp mwyuwynpmipinit unbinst], np wnwewnpyyny dbkpnnubpp wykih
puipq kb, put nputip hpwljubnwd jui:

Ydpwunwpwp, htwpwynp sh (hubnt hbnwqu swpunpupp e wynutu nw-
k), putth np quupbpwgh Yhpenid dkp qnps up mubkwnt wytyhuh opijnttph
htwn (gduyhtt oybpuwwnnputp Jpowynp nuwownh Ypwu npjwsd qduyhtt mwupubnipe-
mitubpnud, nputlg ubthwlwb wpdtpubptt nt JEunputp, Wynnbkpuwt onuljukp
k1), npniip skt Jupnn Wjupuqpyt] wpwg phun hwbipwhwyyuu (kqyh: Udk-
]Ilil‘ hwbpuwyqulub hwdwlwupgbph Yhpwenidp hwdwp jupdugunid L wignphpu-
utiph Junpnignudp (inku 5.1.14 nhwnnnnipiniap):

Muwnh htnwgqu swpwunpuwiph hwdwp dkq npnpwlh Swinpnipnit whwp
Y1htp onuljukph kL quowbph wkumpjut hhudmupubphg: Uniphtt jupbih L swin-
pwwy (Koctpukun, 1977), (Koctpukun, 2004), (Jlenr, 1968), (Ban mep Bapzen, 1979)
(Cohn, 2003), (Cohn, 2000), (Cohn, 1965 ), (Garrett, 2008) nuuwqppkpny: Ujuwnkn
Juwhdwtwthwlykup vhuyh hhhtwut vwhdwtnidubph, opptiwljutiph tr vh pwith
ptoptdutph Atrwlbpydwdp, npybtugh nuwupbpugh hbwqu dwunid jupnpw-
twip oqunuugnpéty npuip Ukp bpwbtwlnidubpny:

Nptik A puqunipyut ypu npjws o Awlpwhwoywlwi gnpénnnipinii £ Yns-
Jnud 4 puqunipjut judwjwlwi a, b € A nmupptph (upquynpdws) qnughtt unyh
puqunipjut nplitk a o b mupph hwdwwywnwupwikgnidp Jud, wy) fjunupbpny,

20
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0: A X A » A wpnnuyunlpnudp 4 X 4 ghjupunyub wpnungpuihg 4 puqunipjub
Ukg: Ujunbn a e b mmuppp (a,b) € A X A qnuygh wuwnlkpt & A puqunipniut hp
Jpw mpduws o hwipwhwoquljwb gnpénnnipjut htwn vhwuht tpwtwlynid £ (4, o)
wnbupny b Ynyynud hwipwhwoywiui hudwiupg (Gud yqupquubtu hwdwlupg,
tpt hwdwwnbpunhg hwuljwbwih &, pt junupp np hwipuwhwyqulwb hwdwlwupgh
dwupb b): Gph dhtitinyt puqunipjut Jpu vwhdwudws Eu vh puth hwipuwhwyqu-
Jut gnpénnnipniubp, ophtiwy o, *, +, - kL wyt, wmyw Yupkh E vwhdwity twbe vh
pwtth gnpénnnipjudp hwtipwhwoyuwljui hwdwljupg, oph'uuﬂl‘ (4, o, %, +, - )

2.1.1 Oppuwlubkp. Zwiupwhwoqulwb hwdwlwpgbph hwynuh opphiwlukp k.
N+ (Q-) (R ) LA+ ), (Rt+,— ) (C+—, )

Uju nyptpnid, Epp hwulutwh k, pl np gnpénnnipniuutph htn gnps niubkup
unlju hwipwhwoyuljut hwdwlupgnid, hwdwnnunnipjut hwdwp pugnitdus k
pug panubl] hwlugstpt n1 gnpénnnipnibiittinh wowbkpp, bt hwdwlwupgp tyw-
k) Uhuygl dp nwnm] A: Sqjuy (4, ©) hudwlupgh hwidwp 4 puqunipgniup Yns-
Ynud k bpw gphs: Bpynt gnpdnnmipinitubpny hwtpuwhwyquljut hwdwljupgbph
Jupbinpugny ophiwljutiphg b onulyp:

2.1.2 Onulh uwhdwimup. Bupunpkip ny quunwpl R puqunipyub Ypu npgud
ku + (gnidwpnud) b - (puqUuuyunlnid) hwipwhwyyuljut gnpdnnnipiniuubpp,
npnup Judwywlwl a, b, c € R muppiph hwdwp pujupupnd Bu hbnbyw; wuy-
dwlubkpht.

Ola+b=b+a,

02 (a@a+b)+c=a+(b+c),

0.3 gnynipjnil nitth wjtiyhuh 0 € R nwpp, np 0 +a =a,

0.4 gqnnipjnih nith —a € R mwpp wytyhuph, np —a+a =0,

0.5 (ab)c = a(bc),

0.6 (a+b)c=ac+bctra(b+c) =ab+ ac:

Ujn nhwypnd (R, +, -) hwupwhwoywljwt hwdwlwnpgp Ynsynid & ogurly:

Ujuntn kL hbnwquynid onujh Epynt tmuppbph wpinunpjuih bpwbwldwi Uk
puquuuyunluut «» tpwbp hwdwh pug Ypnnubup (husytu nu wpymd k pdtpp
puquuyunuut ghypnid): 0.2 t 0.5 wuydwbkpp Ynsynid Eu gnidwpdwb e
puquuuyunljuut gnpénnnipniuutph wunghwwnhynipini: O.1 wuwydwip Ynsynid
E gnudwpdwi YnUntinwnhympnit (ud nknuthnjuujuinieinii): 0.3 yuydwtnid
upyws 0 mwuppp Ynsynid k gnidwpdwi qpnyujut nwpp: 0.4 yuydwinud upguwd
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—a wmwppp §nsynid E a wwpph hwlwunhp mwpp: 0.6 wuwydwtibpp Ynsynid B
pupuwjuimipjut jubnuubp: vdpiph mbunipjut mwuppbphtt Swinpe puptpgnnp
Juuwnh, np O.1 - 04 wuydwhibkpp towbwlnid &, np (R, +) hwipwhwoyuljwub
hudwljupgp wpkjjub junwdp E (nku japdptiph mbkumpjut (Kapranonos & Mepsiskos,
1996), (Robinson, 1996), (Rotman, 1995) nuuwqpptpp Jud pinhwinip hwtpwhwoyh
(Cohn, 2003), (Kocrpuxus, 1977), (Jleur, 1968), (Ban gep Bapzen, 1979) nuuwqnpphpp):

Onuljutph ntwypnud unyuyhu pugmitdws & (R, +, ) onuljp wpwbwlyl) dhuy R
nwnny b pug pnnul] gnidwpdwd ot puquuyundut bywbttppn: Onuljukph
wuhwyn opptiwljubp Eu (Z, +, ) kL (R, +, ) hwdwlwupgbpp: (R, +, -) oqulp Yns-
Ynwd | gndninunnpy (Qud mbnuthnpuwlut) onuy, tpt juduywljut a, b € R viup-
ptph hwdwp ab = ba: bulj kph onulnid gnjnipnit nith wyyhuh 1 € R wwpp, np
1-a=a-1=ajuduyulul a € R nupph hwdwp, wyw onuyp Ynsynd kt dhwi/n-
oy oqualy, huly 1 nwppp Yngymud £ R onulh dhunp: Gppldt hwply Yihuh pkownk,
pt pdws 0 Yud 1 wwwppp np R oquiljhg L yipgqus: Uy nlypnid nputp gph jun-
ukp 0z L 1z mbupny: Onuyh a, b muppkph nwuppbpnipniup akpdnidynid k ht-
wbyw Ykpy a — b = a + (=b):

2.1.3 dwpdmpmnib. Unnighy, np juduwyulwi a,b € R wwwppbph b n wdpnng pih
hwdwnp.
1) 0.3 wuydwunid upqud 0 qpnyujw mwppp vhwli b
2) 04 yuydwunid wpdwsd —a € R mwppp vhwl k:
3) a0 = 0 = Oa:
4) (—a)(=b) = ab:
5) (—a)b = a(—b) = —ab:
6) m-a)b=a(n-b)=n-(ab), npuknn:apwhwmdtn-a=a+--+a:
n

7) Gpt onulnud gnmpnit mth 1 dhwynp, wyw (-Da=a(-1)=-a W
Do) = () (=D = a:
8) (a—b)c=ac—bctra(b—c)=ab—ac:

Spjws R Ynunuinwnhy onuijh a tir b mwupptph hwdwp juukip, np a-u pmdwib-
Jnud £ b-h Ypu (uw Yupwbwltup kt a i b), jud np b-ut pmdwitinid k a-ut (uw Jupwbw-
Ytup t b | a), tpt gnymipjnil nith ¢ € R mwpp wjuyhuhl, np a = be Ywd a = cb:
Uju wuydwbbpnd b-ut hwbt Ynsgynid £ a-h pudwbiwpup, huy a-u Ynsynd £ bh
puquuuuwnhl: el b-u sh pudwtinid a-t, wyw nu pwbwlymd & b + a:

Bpk R §ndninnwunpy onulh ¢ nwuppp pudwiinid £ wyn onujh Jhwdwdwbul
tpynt a tr b mwppbkpp, wyw wjt Ynsynid k ppuig pughwinip pudwbwpup: c-u
Ynsynid k a kL b wnwppliph wdktwdbs punhwinip pwdwbwpup, bpk wjit nputg
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punphwinip pwdwuwpun k, b Gpb onuljh ¢t nwwppp tnytybu a kL b nwppbph plyg-
hwinip pudwbwpun k, wyu c-ut pudwbynud k£ ¢-h Jpu (Wunbkip, np wdku dh
onulh jnipwpwbsinip nwppkph hwdwp sk, np gnynipnit nith wdktwdts punhw-
unip pwdwbwpup, nku 2.5.3 phopbdp): Unyt YEpy onulnmid vwhdwiynid tu
onulih wmwppbph pwquuuuwwnhyh, punhwinip puqUuuyuwnhlh bt wdkbwthnpp
punhwinip puquuyuwnhyh hwuljugnipiniuubpp:

a i b wuppbph wtiwdbs phphwinip pudwiwpupp vywuwulynud t (a, b)
Yuwd GCD(a, b): bul] w/kiunanpp panhwinip puquuyunplp wowtwljynd k [a, b]
Ywd LCM(a, b):

2.1.4 Oppuwlibp. Z onwlnid mukup (6,8) =2 . (6,8) = —2: Z[x] oqulnid ni-

Uklip  (x? + 3x,5x) = x b (x? + 3%, 5x) = —x: bulj Q-h Ypw wpjuws Q[x] onulnid

wyy Unyt puquubnudtbph hwdwp mkip (% + 3x,5x) = x, (¥ + 3x,5x) = —7x
=4

t (x2 + 3x,5%) = 1y, pwlih np popnp bpkp x, —7x t %x puquubnudubpt b pw-

7

Jupupnd b wdktwdbs punhwinip pudwtwpuph vwhdwidwp:

‘Lwjunpr g jund fhpundws “~” uhuynip dhwynpny judwjwlut R onuljh Ypw
wnwpwéskny qplup a = 1, tpk a wwuppp hwjunwpdbh b goynipmnit niith wybiyhup
1= 1z: R oqulh a & b mwuppbkpp Ynsynd kb ¢hnpumgupdur
puip wupg wwuppkp, tpk (a,b) = 1, ul]uhhph‘ kpt tpubg wlktwdks punhwinip

a”! € R vaupp, np aa”

pudwtwpwupp R onulih hwjunwpdkh wupp b Uduinupup pugnitgus wpwbw-
ynulp showpuintint hwdwp wyu hwuwnp fuowtwlkup (a, b) = 1 mbupny, sunnwtiw-
10y, np, wuklp, (3,8) =1 ki (3,8) = —1 wuydwukpp Epyniut k) towbwlnid ki, np
3 t1 8 pytipp hnjuwnupdwpwnp wupgq ku Z onuljnid:

215 Thungmpniu. Pugunking wliithwjn pbupbpp, Epp a, b muppbphg dkhp
Jud EpYyniut b qpujut kb, (a,b)-u ot [a, b]-u hwpdbihu dbkup unnpbr  Jhwdw-
nkup, np a, b mupptpp ny quoyujub Eu:

PipJwé hwuljumgmpiniutpp Jupnn b pughwipugyt) dh pwh wwppkph
ntwyph hwdwp: a,, ..., a, € R muppbph hwdwp vwhdwiynd £ ipubg pughwinip
pudwbwpp, (ai, ..., a,) pughwinip wdkbudbs pudwbwnpp b [ay, ..., a,] pighwinig
wdbkbwthnpp puqUuyuwnplp: ay, ..., a, € R muppbpp Ynsymd G thnpuwunupdwpup
wunq wuppkp, ek (aq, ..., a,) = 1: Lpwtp Ynsynid i qnyq we qnuygq hnjuwugup-
dwpwp wupq nwppkp, bpk (a;, aj) ~ 1 jwdwyulwt i,j = 1, ...,n, i # j hugkpuutph
hwdwp: Zwuuwbwgh & np uw wybih nidbn guydwi , put (ay, ..., a,) = 1 guydwbp:

21.6 Uwhdwiumd. (R,+, -) oqnuih L Lupwpwqunipniip Ynsynd £ R-h hupw-
onuly, tpk wjtt onul] £ R-mu vwhdwidus gnudwpdwb b puquuuyunljdub +, -
gnpénnnipniuttph tjundwdp:
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2.1.7 WNughp. Uwwgngk], np (R, +, ) onuljh ny nuuwpl L EupwpwuqUnipjniin
Eupwonuly L wyt kv dhuyt wyb nhwpnud, tpp judwjwlwi a, b € L wnuppkph hw-
dwp a—b € Lt ab € L: Snignid. ny nunwpl) L Eupwpuqunipiniip yupnibwlnud
Enpliik a € L vmupp: TYhunwplly a — a, 0 — a mupphpnipmitkpn:

218 Uwhdwbnwd. R onqulh / upwonuyp Ynsynid £ R-h hnbwy, bpt juduyuljut
a € I ki b € R nwuppbph hwdwp ba € [ kL ab € I:

219 Nughp. Uwywgnigh], np (R, +, -) onuljh ny quuwpl / tupwpuqunipniup
hntwy Euygt b dhuyg wyb gypnud, tpp judwywuljut a, b € I b ¢ € R muppbph hw-
dwpa—»b €1l tvrac €1, ca € I: Snignid. oqnky 2.1.7 jaignhg:

Onuljutp unnighint hwpdwp dheong E mnhn wpnwunpuih qunutwupp: Spdws
Ry, ..., Ry onujutiph hwdwp nhwnwpykup tpwug Yphsubph (puqunipiniuubtph) nb-
Jupujulb wpnugpup

R=R; x--XR,={(ay,..,ay) |a; ER;,i =1,..,n}k

R puqunipjut Yypw unkih & dinguly bpu wnuppbph (n-juljutiph) dhobt gnudwpdwi b
puquuuyunldwi gnpdnnnipnitukp hbnbywy Yepy. R-h (ay, ..., a,) G (by, ..., by)
wuppbph hudwp vwhdwibp
(aq, ..,ap) + (by, ...,by) = (a; + by, ...,a, + by),
(ay, ...,ap) - (by, ..., by) = (aybq, ..., ayby):

Zbow £ uninigli], np uyu gopénnmipjnibibph tfuwndwdp R-p onquly k: Uyt Ynsynid &
Ry, ..., R, onuljubph nighn wpuugmuay b wwbwlymd E R =Ry X - X R, jud
R =[]X; R; wkupny: Zuwpuynp pjmphdwgnipnibitbphg juntuwhtyne hudwp wbkup,
nn gpuijwinipjut vk uw tppbdt Ynsgynid k twbe onuljubph ninhy gniduwp (bph
onujp phwnwplup npytu vhuytt wnhwnhy wpkjub funidp, wyw mkpdhutbpp wh-
wnh tkpdnisyku pun gnidupdw gnpénnnipjuby):

Suppuub dwpbdwnhljuyh wdbiwptwlui pyugnn uljqpniuputphg ki wyh
E np bpb Epynt wpnwhwynnipmnibtiph wpunwnpugp 0 L, wyw wpuwnphsbphg
npbik Ukyp tnybybu hwjwuwnp & 0-h: dddup sk Junnigk) ophiwyy, npp gnyg Juw,
nn hwtpwhwoynid nu dhow sk, np wynubiu k:

2.1.10 Ophuwy. dkpgutup hbwnbiyw; dwwnphgubtpp 4 = (} g), B = ((1) (1)) Uy

nypnid A # 0t B # 0, puyg AB =0 = (8 8)
2.1.11 Uwhdwinmd. bpk R onulh a,b # 0 wnwpptph hudwp ab = 0, wwyw a b b

wnwppbkpp Ynsynwd B gpogh pudwliupupbbp:
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Zwdw nuppbkpulnudp otiowbknt hwdwp a-ut wwduund G gpogh dwpr pudur
fupup, huly b-U gqpoyp we pudwliupup:

2.1.12 Uwhdwinid. R onulp Ynsynud b wipnponipyui wnppnije, ph wjtt Ynunt-
wmwwnhy k, nith 1 # 0 dhunp, b tptk uy wmquun k qpnjh puldufuulpulphhphg‘ upw
Juduyulwt a bt b wwppbph hwdwp  ab = 0 hwjwuwpnipniihg pluntd b, np
a=0jwdb =0:

2.1.13 Mughp. 2pnjh pudwbwpupiiphg wquun (hukne wuydwip juydws E hpup
bhwjwuwp Epynt wpnwhwjnmpniaubpnid wehg Yud dwhihg unyu ny qpojuljuit
wpuungphsp Ypdwnbjnt Juunuh htwn: 8nyg wwy, np Yndnunnwnpy b 1 # 0 dphw-
Unp niukgnn onuljt wupnnenipjutt mhpnyp b uwgt b dhuyt wyb dwdwbwl, Epp
upwiunwd ba = ca b1 a # 0 wuwydwhubphg plund £, np b = ¢ (ul]uhhph‘ Juwnwpynid
E ypdwnmd a-h ypw):

2.1.14 Uwhdwinid. R onuiljp Ynsynid k puow, bphk wyt Yndntwnwwnpy k, niah 1 # 0
Uhwynp, b kpk bpu judwulwh a ny qpoyuljub wwpp hulunupdbh b gnynip-
oLt niuh aleRr wyuwhuht, np aa”l=1:

bPuswytu gnyg tu nnwjhu htwnbywy pughpubpp, poinp quontnh puqunipniup
pninp wdpnnonipjul mhpnyputph puqunipyut ukthwljut Bipupwuqunipnii b

2.1.15 ughp. 8nyg wnw), np jpipupwiynip nuow wdpnnonipju mhpnype b Sni-
gnid. puJuljut £ hwdbdwwnt) Jhuyt hipghtt wuydwutbpp b gnyg viwy, np a # 0
hwljwnwupdbh mwppp sh Jupnn (hth] qpoyp pudwbwpup: Gupwugpbiup huljunw-
Yp L Jkpgutup b # 0 wwppp, nph hwdwnp ab = 0: Utnwd £ 2.1.13 fuughpp Yhpuntg
htwnbyw) hwjuwuwupnpjut 1]_[1u1‘ ab=0=a-0:

2.1.16 ughp. Qunutk] wytyhuh vh wdpnpompjut wnhpnyph ophtiwmly, npp uown sk:
Snignid. oqnyky 2.1.30 qupdnipjniithg:

2.1.17 dwpdmpinih. 8nyg wiw), np kel quownh hpbwp qunyuijub sk, wyw wyl

hwdpuljunid k nn9 nuipnh htiwn: 8nipwpwisinip nuigwn nith Lhow Eplynt hnbwy:
Unwghtt gjjunid pipdwé “~” wntynipniup wdpnnonipjut imhpnypubpnd nith

htwnbyuw) juptinp punhwtpugnidp.

2.1.18 Uwhdwinid. R wdpnnyonipjut nhpnyph a,b € R mmuppbpp Ynsynud b wun-

gugius nnuppkp, pk qnnipjniu niuh dh € € R* hwjugupdbh wnwpp wjuwyhuht,

npa = ¢ - b: Uju hwuwnp wpwhwlynd £ a = b:

2.1.19 Jwpdmipjnit. Unnigh np «=» uhdynih Jhpuenipiniup tpynt hwuljugnip-

miuttph whwldwh hwdwp hwuwunipnit sh wnweowgunid. a = 1 gponipjniup
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pwtmynid k «a ki 1 nwupplpt wungugdws tis wyt b dhuybt wyt dudwbwy, tpp a
wnwpnpp hwjunupdbh b

2.1.20 Zwunlnpnib. Zkpw k unnigl], np wungugdudnipjutt wopbsnipniup Auwr
vwpdbpnipyul hupwpbpnipmnii t:

2.1.21 Nughp. 8nyg wiw], np R wdpnnenipjub mhpnyph a, b € R nupptph hwdwp
a = b wu bt vhwyt wy niypnud, bppa i b b i a:
Onuljubph mbkunipjut wnwiugpuyhtt hwujwgnipniubphg .

2.1.22 Uwhdwbnid. R wdpnnenipjub whpnyph ny quoyjujui kL ny hwljwunwupdbh p
wnwpnp Ynsynid b wyuwpg nnwpp (Qud sptipynn vuanpp, wiudbpnisth mwwpp), tptk ju-
dwjulywi p = b - ¢ ubpuyugnidhg pumud £, np b = 1 jud ¢ = 1:

Onuyutph mbkunipjui vk «wqupg mupp» kL «phpynn nwpp» mkpdhutbpny ju-
nnn Eu b mupplp hwujugnipniatutp bywbwldby. bppidt upg muppp vwhdwb-
Ynud £ wyuybu. p-u wupqg k, tpk be i p wuydwthg puntd E, np b i p Jud ¢ ¢ p: U
punhwnip nhypnd wwppkp k 2.1.22 vwhdwinudhg, puyg wdpnnentpjul wihpnype-
ubpnud npuilp tny pwbt Bu tpwbwlmd, i dkup oquuugnpstint Lup «yupq
wnwnpr, «sphpynn mwppkp, «atibpnwstih nupps mkpdhutbpp npytu hndwihy-
utip, pwtth np gpuip Yhpwunknt tup vhuyt wdpnnenipju inhpnypibpnud:

Onuljutiph, htsybtu tL wdpnnonipjut whpnyputph nt guownbkph ophtwlukpp
hwiupwhwynid puquuqutt E: Unnpht tpkup dhuybt wyt oppttmjutpp, npntp dkq
whwnp L qunt wgnphpdutph junnigdwt hwdwp:

2.1.23 PJuyhtt ophtwlukp. Onulukph pYuyhtt opptwlubp tu (Z +,), (Q +,),
(R, +,), (C, +,) hulwlwpgbpp:

2.1.24 Jupdnmpinib. Shpujws k wdpnng pyh hwdwp nphnwpybup kZ = {kz|z €
Z} pmqunipiniup, npt whthuwynnpbt punugwsé t k-h pu pudwtynn ponp wd-
pano pytphg: 8niyg nwy, np (kZ, +,-) hwdwjupgu onul k: thr}humhmnd E uyn wd-
pnnonipjuill mhpniyp Jud nuown:

2.1.25 Unpnujjup opptiwljubp. Spdws m ppuljut wdpnne pyh hwdwp Z,,-ny wow-
twlkup {0,1,...,m — 1} puqunmipniup: Uju puqumpjui Jpu vwhdwkip dtwgnp-
my gnudupdwb bt puqUuuuunldwb gnpdnnnipyniuubp hbwnbyuw; Yhpy. bLph
a,b € Z,, myw qnnipnii niuh dhwly r phy, npp wunwund k Z,,-ht, & npp pun-
nuubih ka + b gquudwpht: Fw wy dbwgnpnu B, npp unugdmud  a + b gnudwipp m-h
Jpw pwdwkihu: Zkug wyu r phyu | widwkup a, b pytph punn m dnnnih gnidwp
Jud dnynijjup gnidwp: Unynpuljut gnudwphg mmuppbpbint hwdwp tppbd Juow-
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twlyklp wylt +,,, uhdyniny r = a+, b, puyg wkjh hwdwju Yoguugnpskip unynpuw-
Jul «+» tpwtip, pmtth np, npytu Juunt, hwdwnbpunhg hwuljwbwgh t {hunwd, ph
np gnidwph htwn gnps niukup: Unyt Yhpy vwhdwignd £ pun m - dngmih wp-
nunpuyp, jud dnngnijjup IHIIUIUHHI]UI]_]’_I‘ r = a-y b, npuntn r-p wyb vhwl phyu L,
npp wquunwiund k Z,,-ht & npp punpunbih | a - b wpnunpuhtt. qpu uyb dow-
gnpnu k npp uvnwgynid k a - b wpunwungpyuyp m-h ypu pudwbjhu: a -, b wpiwnp-
Jup tnyuwbu hwdwh Jupwbwlkip wupquubu a - b jud ab, bpt hwujwbwh E
Pt np wpunwnpuh dwuht | junupp: Ophtiwly® 3+¢4 =1t 6+, 3 = 4
Zhunbywy hwjinth thwuwnp phpkp wnwig wywgnygh.

2.1.26 Ebnptd. Z,, dfwgpikph onup nupwn Fuyl b1 dpuyl uyl nkuypnid, Eppm-p
wupq phy k:

2.1.27 Uwwnphgwht ophttwfjitkp. Yuduwyuljub §nunuinwnhy R onuljh b m, n pw-
Jui pytph hwdwp ghunwpltup R-h muppbphg juquws, m wmnntphg kL n ynibk-
nhg punugus popnp dwnphgubph Mp,» (R) puqumpiniip.

Q11 v Qin
A=< ---------- )EMm,n(R); aj; ER; i=1,...m; j=1,..,n

A1 - Omn
Zudwrenn Yupwbwykp 4 = ||a; j”m.n Yud wupquubtu 4 = ||a;||, tpk m,n wpdtp-
ubipp Wobp wihpwdbtown sk: Ujuuhuh dwwnphgubph htiwn gnpénnnipniuubpp vwh-
dwtynud B unyt Yhpw, hts unynpujub puyhtt dwinphgutph dhobti: Gph wnnpusd
L dhkiingh upgh ke uh B = ||by|| dwwnphg, www 4+ B = C = ||¢;;||, npunbn
cij = a;j + byj, i=1..m j=1,..,n
bulj wpunwunpup vwhdwbynd £ «nnnbpp ynitubpny puquuyunltne jubintnyg.
AB=C= ||cij||, npunkn
cijzzn Qicbyj, i=1...m j=1,..,n
k=1

Bpp dwnphgubpp punwyniuwghl B, wyuhtpl, pp m = n, myw pugniuqus L
wykh upd tpwtwlnidutp oqguugnpsty. M, (R) kL ||ai j ||n

(M,(R),+,7) hwdwlupgh onul k: Uju Ynsynid £ R onuijh Ypw wipdws jphy
dunnphguyhli onuwl: Uju nuupbipugnid Ukq whwnp ki qunt wnweht htipphu M, (Z)
L My (Zy) dunphguiht onujuikpp (p-u npbick wupq phy B):

2.1.28 Ophuwy. Bupunpbklp R = Z,: Uy nhwypmd M3(Z,) oqulnid wknh niih.

1 2 0/0 1 O 0 2 2
(0 6 0) (0 4 1) = (0 3 6):
2 3 4/\3 3 1 550
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Uju wpunungpjunid, opptiwly, ¢z, = 5, pwtth np Z; onuind 2-1+3-4+4-3 =5:
bulj c33 = 0, pwthnp2-0+3-1+4-1=0:

2.1.29 Jupdmpini. M,(Zs) onulnid hwpyt) hinbiywy wpunwngpyuutpp.

G 9G D G IG 2D G D6
“Thunnwpltup npbitk R wdpnnenipjut mhpnyp bt R-h Ypw uvwhdwubup puquutnud-

ubp npytu

fx) =apx™+ax™ 1+ +a,_1x+a,

wnbtuph dkrwut (pnpdu)) wprnwhwynmpnitikp, npnty ay, ..., a, nuppkpp R-hg
El (ap # 0) b Ynsynmid Bu puquuunwudh gnpdufhghtp, x uhdynip Ynsynid £ tanihn-
Juwlwd, hul x™,x™71, L x wpnwhwynmpmibibpp ny puguwuwlubl widpnng
n,n—1,..,1,0 pytiph hwdwp dbrwjut wpnwhwjnnipniuutp b, npnup Ynsynid
kb x-p wumpdwbbkp (hadwupkip, np x* = x, wyuhtpl' a,_1x = a,_x* b, np x° =
1, wyuhlipti' a, = a,x°): n phyp Ynsynid k £(x) puquuinuih wunhgwb b bpwbwl-
ymu 71 = deg f(x): Uwubun]npuubu, kpbk f(x) = ap # 0, wmyw n = deg f(x) = 0:
Pugunnipmit £ juquinud f(x) = g = 0 qpuyuijutt puqUwbgundp, nph hwdwp
wunhfwih hwulugnipint sh vwhdwbynid: a;x™ nkuph dbtwljwb wpnwhuwg-
wunipniititpp (( = 0,...,n) Ynsynd ko f(x) pwquuinudh wigudukp, nputghg
aox™-n Ynsynud k puquuiinudh wjug wunwd, hul ay qnpbmlﬂlgh‘ wjwq gnpéw-
Yhg: a,n Ynsymd k puquubinuuh wquun winwd: R wdpnnonipjut whpnyph Jpu
upJwd pnnp puquutqudiubph puqunipniup bywtwlynd £ R[x] uhuyniny: 6.2
wupwuqpudnid dkup Yplipkup puquuinudh dbrwjut vwhdwinidp dh puth thn-
thnpwlwbbph nhwyph hwdwp: Gupwypkup R-h ypw uipdws k Eru dvh puquuingud.
g(x) = box™ + -+ by, € R[x]:

f(x) tr g(x) puquuingudubph f(x) + g(x) gnidwupp vwhdwignud k «adwb whnud-
utiph Yhwgdwi» Jubnuny, wyuhtipti hpup ki gnudwpynud hwjwuwp wunhguuk-
pht hwdwyuwunwujpwt winpudubpp. tptin —i = m — j, myu
a;x™ '+ bix™™ = (a; + b)x™" = (a; + bj)x™,
pun npnud, Gpk nplitk wunhwih hwdwywnuupwt winud ju puquutgudib-
thg vpuyt Ukynd (wynubu Yihth wypubu, kpp deg f(x) # deg g(x)), myw Ujniu
puquuiinudh «qquljuunn» gnidwpbint hnpjuwpbt Jepgunud Bup qpojujut gnudw-
nbh: Ophhuﬂl‘ 2x3 4+ x ki x? + 3x + 5 puquuiqudttph gnidwph wjwg gnpswlhgh
£E2+ 0 = 2, hulj wquwn winuup 0 + 5 = 5: Zwuljwbwih k np
deg(f(x) + g(x)) < max{n,m},

npuikin juhunn wthwjwuwpnipnih wknh nituh, dhuyb, bpp puquuiiqudubph wunh-
Suutbkpp hwuwuwp B b ag = —by (wjwq wunudukpp Ypdungnid tu):
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f(x) b g(x) puquuinudubtph f(x)g(x) wpnugpup vwhdwignud b «hulju-
gdtph pugdut, wyw tdwt wunudubph Jhugdwi» jutnuny, wjuhuph.

f)g(x) = cox™™ + -+ + cpym € R[x],

npwkn
Cx = Z aibj, k=0,..,n+m:
Lj
i+j=k
Uwhdwtgws tplnt gnpénnnipiniukph htwn dhwuht R [x]-p hwipuwhwyquljub
huwdwlwupg E: Udkht, (R[x], +, -) hmdwlupgp onuiy k: Uyt Ynsynid k R onuljh ypu

npjwd puquuinuduyhl oquly:

2.1.30 dwpdmipini. Spjws R wdpnnonipjutt nhpnyph hwdwp ghnwpykup R[x)
puquuiinudughtt onulp: Upr}]nnp wjt wdpnponipjutt nhpnyp L Upl}]nnp uyl
nuown b Zudbdwnk) uw 2.1.16 nugph htwn:

Zhwnbywy ophttwlyp tpnid E onulh Up jupbinp mbkuwy, npp dkup puquhgu og-
wnwqnpsknt kup wignphpdutpnh junnigdwt hwdwp:

2.1.31 Oppuwl). Lwuh np puwn 2.1.26 phnpkuh Z, dbwgptbph onulp nuown k£ (h,
nipbdl, wdpnnonipjub inhpnype k), wuyw tpuw ypu fupkjh Euwhdwiby) Z,[x] onu-
Up, npp Yuwiwbbp dnpmpyup puquubnudikph onuil: Z,[x] onulih wmwppbkpp
f(x) = apx™+ -+ a, whuph pwquuinuuubpt &b, npnug gnpdwlihgukpp Z,
nuownhg L, bt npniig htinn gnidwpdwt b puqUuuyunljdut gnpsnnnipniuubtp ju-
wnwpbkihu gnpdwjhgutipp gnidwpynid b puquuuyunlynid b pun dngnijh: Uydd
htown L Wjuwnt), np 1.2 wwpugpudnud pubwpldng f,(x) puquubmudtbpp
Zpy[x] = Zy[x] onulhg Lu: 1.2 wupwqpudh tyniph kL wyju onuljh hkwn 11u1u111u16\
wnbu twbt 2.3.6 ki 2.3.7 upbinp hnundnpdhquutiph ophttwmjutipp:

Ujdd mbutikup, pt hynt b puquuunudubpp vwhdwiynid ny ph judwjuljut
onuljutinh, wy wdpnponipjut mhpnypukph (dwubwynpuwbu, nuownbtph) Ypu:
Gpt R onuljnid syyuwhwigbip Ynuntinwnpynipjuts wuydwip, wuyw

a;x™ b bix™ ™ = a,(x™ b)) x™ ) = a;(bx™ ) x™ T = q;bjx™t™
hwjwuwpmpinitubphg tpypopgp Yupnn b b jpwpondly), ek x-h thnfuwpbn R
onqulymu Jkpguklp nptak wwpp: Ujuhtiph «hnthnjuwfuih hnpuowpb wpdbp nb-
nunpbinw uyqpniupp puquutnpudubpmd ptwjut hdwuwn nith Jhuyb Yndnunw-
wnhy onuljutph Ypur:
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R onulnud 1 dhwnph gnjnipjnitip wthpwdbow E, pwtih np wpwtg npw skup
Jupnn hwdwpky, np R[x] onuljp wupnibwynid £ x-h wunhgwbbkpp. x¥ = 1-x* €
R[x]: Pulj qpnjh pudwbwpwpibphg wquun (hulnt guydwip tpugowynpnud t, np
tpt guijugwd tpynt puquwinudibph a;x™ " b bx™ ™/ winudbpp qpoyulub
skl (a;, bj # 0), wwyw qpojwluib sk bwb bpwbg a;b;x™ ™~ wpnugpyup:

Zhnbywy Eplnt hwuwnbpp Ukup joquuugnpstup Up pwith wgnphpdutpnud:

2.1.32 Thddw. Z, nuownh juduyulwb a, b inmppbph hwdwp nknh nih (a + b)? =
a? + b? hwjuwuwpnipjnilp:

Uyugnyyg: Uw hkown £ unnigk) Ununnth phuindwljut pubwdbip Z,-nid h-
pwekny: Ppnp (a + b)?P = Y7, (zl)) aP~'ht, npinkn wy dwuh p 4+ 1 hwwn gnidwpkih-
utinhg wnwehtup a? t, ybipehup' bP, hulj dubwgws p — 1 hwwn gnidwpbihtkiphg jnt-
pupwbsynipp pudwiynd  p-h Jpw, wyuhbipt hwdwuwp k0-h Zynud: m

Lwbh np 2.1.32 (Eddwgh hwjwuwpmpyniip nknh mth Z, nupnh judwyulut
wwupnpbph hwiwp, & pubh np Z, [x] onulh juduyulub f(x) puquutnudh thnihn-
hwluh hnjwpkt wknunptng juduwwuljwt X’ € Z, wpdbp qupdjuy unubnud
Lup f(x") wpdtp Z, nupnhg, wuyw 2.1.32 [EUdwl npubu Qn we JEn hwjwuw-
poipyniy puquwinutught wpnwhwpnmpnibibph Jpu jhpunkim] junwbwbp.

2.1.33 Zbwbtiwbp. Z,[x] onuljh Judwymlub f(x), g(x) puquutnudutph hudwup
wbnh niuh (f () + g(x))p = f(x)? + g(x)? hujuuwpnipnibp:

2.2 Qqjluunnp hpbuygubp B pagpunnidukn, stihy puqunipynibitp

1.2 wuwpwugpubnid dktp uwhdwlkghtp a, b € Z wdpnng pytph a = b(mod m) puiy-
nuunnidiubpp b iokghtip nputg nmuppuljuit hwnynipmmuttpp: Ukp wignphpdut-
pud yhwp E qunmt punpuundwt hwuljugmipjub punhwipugnidp puquuinudub-
ph hudwp: Uju wupugpudpnd puquuinqudutph punpunnidp vwhdwigbne |
onulh qiluuynp hptwjukph dhongny: Fuyg pwth np wpunpuln hwbipwhwoyw-
Jub vwhdwinidp Jupnn E gynippulubih shuk), wyw wnweht pupbpgdub dw-
dwbwl pudupup k hhobp dhwyte uyl, np f(x), g(x), m(x) wdpnne jud dnnnijjup
gnpswijhgubpny puquunudttph hwudwnp

f(x) = g(x)(mod m(x))

qpunnidp (Guppugynid b «f (x)-p punpuinkih & g(x)-h htn puin m(x) dnnnijh»)
wpwbwlnud k, np £ (x) — g(x) wmwupplpnipniiap pudwidnud £ m(x)-h ypw, b op wyu
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punpuunnidp nith wjb bnyt hwnlnpniuttpp, np wdpnne pytph hwdwp phpk-
ghup 1.2 wuwpwugpudh uyqpnrd:

Lwbh np pwdwubjhnipjut hwulwgnipniup jw poinp onuljubpnid, www
wdk Uh R onuilh a, b, m nuppbph hwdwp b jupbih Eghuwplly (@ = b) @ m wuy-
dwbn: Uwljuyt wdkt vh onulynud sk, np Yupkh £ gpw otinphhy vwhdwil) wytwh-
uh onuluyhtt punpuunid, npp nibtkbw tnyt wppuljut hwnynipnitutpp, n-
npnup ppdus ku 1.2 upwgpudh uljqpnid wdpnne pytph hwdwp:

Puyg vhwynpny Ynuntinuinpy onujubipnid nu Yuntkih £ hpuwuwgut) qluw-
Ynp hptwh hwuljugmpjut dhongny: Spdws R onujh m nmwpph hwdwp vwhdw-
Ukup mR = {mala € R} € R Lupwpuqunipniip: Ophtyy 2.1.24 Jupdmpjui kZ
puqunipiniup upw dwubwynp nlyp £ R = Z onuljh hudwnp:

221 Wughp. Uwnnigh], np tptk R onuip Ynuntwnnuwnpy £ b muh dhwynp, wyw
tpw judwjuwluwt m mwupph hwdwp mR Gupwpuqunipniup jhwutinhuvwbw R-h Eu-
pwonul (kv hptw)) mt Yuywpnibwbh m-p: Snignid we hnbwy hubnt yuydwh
wuhuwyun k, hull dwpu hnbwg (hubnt guydwiuh hwdwp oqundl] R-h Ynuntinmwnh-
Unipjniihg:

R dhunynpny Ynuntinnwinhy onuiljh mR hptwp Ynsynid £ m mwppny dudwus gphur-
ynp ppluy: Yuduyuljut R onuijh a, b nuppbpp Ynyynid kb punpuntih pun 7 hpbw-
1h, b nu wpwbwlynd £ a = b(mod I), tpt a — b € I: Uwutwynpuubu, kpk R onu-
in Ynuntinwnpy k b niuh dhwynp, wyyw hdwuwn nith a = b(mod mR) punnuunnt-
uUp, pwth np mR-p unyuybu hnbwy £ pun 2.2.1 jugpp: Uju pungnunnidu pugnib-
Jws E wpwbwlt] a = b(mod m) wmkupny (pug b pnnudué «R» wnwnp) tr wuk). «R
onulh a, b mupplpp punpuwntih Bt punn m dngnih»:

2.2.2 Opptuwl. Z3[x] onuynid wnknh nitth. x3 + 1 = x + 1(mod 2x? + 1):

223 Opphuwy. 1.3 wwpwgpudnid Tunmwnh dnymijjup dbpngp Jhpunkjhu dkup
tpkp whqud Junwpkghtp puquunudutph wulniing pudwinid: Ypubg Zs[x]
onunmu hudwyuinwupiwbnid Eo hknbyw) bpbp punuunmdubpp
x8 + x0 + 2x* + 2x3 + 3x% + 2x = 4x%2 + 3(mod 3x® + x2 + x + 1),
3x% + x% + x + 1 = x(mod 4x? + 3),
4x? + 3 = 3(mod x):

224 WNughp. Uwnnigh] R dhwynpnd Yndninnwwnhy onulnid punnuunnidubph
nwppulwl hwnympmnibitpp. tphk a = b(modm) tr a' = b'(mod m) wnpjws
a,b,a’',b’,m € R mupptph hwdwp, wyu.

a+a =b+b'(modm), a—a' =b—>b'(modm), aa’ = bb'(modm):
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2.25 WNughp. Unnigl), np R dhwynpny Yndntnnwnhy onuynid wuppbph hpup
htwn punn m Unymh punpuunth (htutnt hwpwpbpnipniip hwdwpdbipmipjut hw-
pupbkpnipnit b Uwubwynpuwbu, R-h Yphy puqunipiniup mpnhynid £ hwdwpdt-
pnipjwl nuubph, npntn pipupwbynip puu punugus t wyy nuuh nphik nwp-
nhtt hwdwpdtp pojnp mwwpptphg:

Onuljutph Uh Jupbinp wmbuwly &t wjt onulubpp, npnug pnnp hnbwjubpp
qlluwdnp Bu: Ujny onujutph wignphpudwljut htwpwynpnipnitubphg dbyu wyb k,
nn gpuignid puwn jnipupwbsnip / hpbwih punpuunnidp hwignd £ pun nptak
wnwpnh punuundwi. pun wjt m wwpph, nph hwdwp / = mR:

22,6 Uwhdwinid. R wdpnnonipjut whpnypn Ynsymd bt guwynp pnkuyiabph

onul, kpk tpw jmupupwisinp I hgbw) giouninp b, wyjuhbipt' 7 hnkuyh hudwp go-
jnipinil nith m € R wmwpp wjuyhuhl, np / = mR:

2.2.7 WNughp. 8nyg vy, np Z onuljp qjuwynp hnbkwubph onwly k: Snigniidl Z onw-
Jh judwjwluwt ny qpojuljut / ppbwh hwdwp ghnwplt] wyt ny qpojuljut m € 1
wnwnnp, npp pugupdwl] wpdtpny sh ghipuquugnid I hpbwh dbwgws mwuppkpht:

Ulgukup onulubkph, tupwonulutph tr hpbwjubph sups pwqunipnibbph
uwhdwidwbp: bugybu Yukutbkup phy htwnn, qluwdnp hnbwh hwuljugnipmniip
nnuig Uh dwubwynp nhupt k:

228 Uwhdwimd. R onulh ny nuunwpl 4 Eapupugunipudp Siyws Epuonul t;
Ynsynid R-h wyt dhtthdw) Eupwonulp, npp wwpnibwynud £ A-u: Uy Eipwonulp
wpowwlynud t R[A]:

Uhuhdwympjniup wyunkn hwuugdmu b nkuwpuquuljut hjdwunny R[A]-0
wupnibwlynud £ R-h guwijugws S Lupwonulynid, tpk S-p wupnitwlnid £ A-u:
Uwhdwunudp Ynekln L, pwih np gonipnit niith A-o wuwpnibwlng gnubk kY Eu-
pwonul’ S = R: A-ulynsynud & R[A] E&pwonulih Saps:

229 Opphuwy. Z onuynid Jtpgutup A = {4, 6}: O9njq pytpp 2Z Eupwonulp wuw-
pnibwlnd £ A-: Ujniu Ynnuhg, Epb nphik § Gipwonuly wupnibwlnud £ A-t, muyw
uyl wupnibwynwd £ 6 — 4 = 2 mwppbpnipnibp: bul bpl S-p wupnibwlnud k 2-p,
www wjb wupnibwlnd | twbe pojnp qnuyq pytpp: Nwunh Z[4, 6] = 2Z:
2.2.10 Uwhdwinmd. R onuljh ny nuwnwply A Eipupwmqunipunlp Sijwms pnkuy b
nsynid R-h wytt dhtthdwy hpbwip, npp wupnibwlnud k A-t: Ujg hpptwp towbwy-
Ymud k (4):

Gplhtt hthdwnipniup hwujugdnmd E nbuwpuquujuit hdwuwnny: Uwhdw-
tnudp Ynoklun k, pwth np gnymipyni mbh A-t wwpnibwlnng gnbb by hpbwy R-p:
A-u Ynsynud L (A) ppkuyh SGps: Unwbdbwwbu Yuptinp b wyb ghypp, Gpp (4)-u
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hundpujunid & nno R onuljh htwn: Uy gypnud ipwbwlynud & (4) = R, hulj 4-u Yns-
Unwd & oguifpr Stapys:

2.2.11 Oppuwlyy. Uhwynpny Ynudntinwwnpy R onulnid 4pgubup nplick m viwpp: Cun
uwhdwbdwb, (m) hpbuwyp wupnibwyynd £ mR giluwdnp hgbwph dky, pwtth np
mR-p wupmbwlnd £ m=m-1 wmwppp: Umniu Ynndhg, guujugus m-r wp-
wunpyuy (m)-hg k, pwlth np (m)-p hybwg £ Qupld’ (m) = mR: Twubun]npuugbu, Z
onulnid nthhp‘ (k) = kZ:

Zhnbyuy) puntpugpnudp dkup hinwquynid hwdwju Eup oguugnpstne.

2.2.12 @tonpbd. Capunpkip dphunnpny ndninunnpy R onuiinid wnipywé kA ns gur
wnuply Ehpupuqunipiniap: Umg nkuypnid

n
(2.1) (A)={Z ar; |a;€4; n€R; i=1,..,n nEN}:
i=1

Cunn phnpdh’ (4) hnbwip quiknt hwdwp whwnp t Ykpgit) A-h wuppbph
a, ..., ap Ypouynp hwonppuljwiimipiniubpp, npughg a; wunudutpp R-h nptk
r; muppbpny puquuyunll) (@ = 1, ..., n), i unugdus wpnugpubkpp gnudwunpty
hpwp: NMwipg &, np Epp R-p punugws k Ukl mupphg, uinwunmd Gup qjjuudnp hnbw-
1h vwhuwtnudp:

2.2.12 phnptidh wwyugnygp: (2.1)-h we Ynnuh puqunipmniup bpwhwlkup A™:
NMwpq L, np Y, a;1; mbuph gnudwpubpt hpup gnudwpbjhu wyy nkuph gnudwp &
unwgynid: Rwtth np judwywlwb ¢ € R wwpph hwdwp (XL, a;ry) - t = Xie; a;(rt)
gnudwpp unyuybu wyn nkuph k, htipn | unnighy, np A* puqunipiniup hnbwyg b Uju
wupnitwlnid | A-t, pwtih np judwjuljut a € A wupp jupkh k ubpuyugity a - 1
wnbupny: Mipbdl, pun 2.2.10 vwhdwidwi, (4) € A*: Umntu Ynndhg, pwih np (4)-u
hntuy B wyt yupniawlnud k popnp a7y (@ = 1, ..., n) wpnugpjuyukpp b gputg gnt-
Uwplbpp: Ujuptiph 4* € (4): =

2.3 Onulukph hnundnpbhquukp, Ungnijjup wagnid, puljnnp-onuyutp

2.3.1 Uwhdwinud. Spdws (R, +, -) b (K, +, -) oquljutiph hndndnpbhqd £ Ynsynud
wg

@:R->K
wpunuwunipnudp, npp hwdwdwyukgyws b onuljubipnid vwhdwiws gnidwp-
dwl b puquuyuunldwt gnpsnqmpnitutkph htwn, wjuhtpl bpk gulugwus
a,b € R mupptph hwdwp wtnh niubt hbnbyw) guydwbbbpp.
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H.1 ¢(a+b) = ¢(a) + @(b),
H.2 ¢(ab) = p(a)p(b):

Zuipyh wobikn] vwhdwdwbp bwjunpynn ghnngnipnibp’ thunkip, np H.1 b

H.2 hwjwuwpnipjnibbph we b dwpu dwubpnid dwubwlignn gnidwpdwi nt pug-
duyunljuwt gnpénnnipniubpp jupnn b wwuwppbp gnpénnnipiniukp (huby:
2.3.2 Oppuwl. Gpk R = Ctr K = R, wyyw jnipwpwbsinip z = a + ib Ynduy tpu pyh
hp hpujwt dwup hwdwywunwupwibging ¢(z) = R(z) = a wpnuywnlpnudp,
htswbu b Yns dwuh dngnyp hwdwywunwuowbtging  ¢(z) = [3(2)| = b wpunw-
wuwwunkpnudp hndndnpbhquubp Gu:

2.3.3 dYwpdnipinii. Upgnp hndndnpil)hoqd ku ¢: € - C ki ¢: € = C wpuuyunlk-
poudubpp, npntp Ynduy kpu pYtph Jpu wpus kb ¢(z) = |z| b Y(2) = Z Juinbib-
nny (Z-n Yndytipu z pyh hwdwynish k):

Onuljutph ¢: R —» K hnununpdhqup Ynsynmd £ yynmiptjnhy hnundnpdhqd, tpht
uyl ynipkjnhy] wpnuywnipnud (Jpu wpnuwywnlbpnid) R puqunipiniihg
K puqunipjub ypu: Ujuhtpl bpk judwjulwi b € K viupph hudwp gnynipynil
nitp a € R wwupp wyuwhuhpl, np @(a) = b: bulj ¢: R —» K hndndnpbhqup Ynsynid k
hiytynhy hnundnpdhqd, Epk wjb hiykiunh] wpnuyunljipod (Chwupdtp wpunw-
wunltpnid) £ R puqumipiihg K puqunipjub dke: Ujuhlipt judwjulub
ay, a; € R muppbph hwdwp, bpt a; # a,, myu twbt ¢(a,) # @(ay):

2.3.4 Uwhdwunid. R t K onuljutiph ¢: R - K hnununpbhqup Ynsynid £ pgnuniunp-
Phqil, bt uyt ympknpy] T htgkhupyd B Ujuhtpt, bpk wb phkunpy] (opudhwp-
dtip) wmpunnuwywwntpnid k: Uju thwuwnp gph Ewetnud R = Knbupny:

@: R — K hnunuUnpdhquh tfoni§ E Ynsynid R-h hinbyyuy hhpmpquan]nLhE‘

kerp ={a € R| p(a) =0}

(wpwlynidp swgnid L «kernel» puinhg): bull wyn hndnunpbhquh wwwnm§ép k Yny-
Ynud K-h htwnbiyguy h‘upmpquannLhE‘

imp={beK|3a€eR, pla) =hb}

(wpwbwlnidp dwgnid E «image» pwnhg): Npny wnpniptubpnid wuwnlbpp tywbw-
Ynud Bt bwbk imy, (R):

235 Wughp. 8nyg nwy, np judwyului ¢: R - K hndndnpbhquh hwdwp ker ¢-u
R onuljh hntuy k: Unnigh) wpnyn’p im -t kipwonuly b, wpyn’p im @-t hybwy b
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Smgmd. tpt @(a) =0 wyw Judwywlwl ¢ €R wwppp hwdwp ¢(ac) =
p(a)p(c) = 0-¢p(c) = 0:

Ujdd wgtikip hndnunpbhquh wytt ophttmljubiphts, npnip wpwyt] hwdwju Eup
oquiwignnpshint:

23.6 Ophuwy (pYuwyht Unynijjup whgnid). Thuwplkup

QO 7L~ Ly,

wpunuwuwnipnudp wdpnne pyYtph Z onuyhg dbwgputph npkik Z,, onuljh Uk ht-
wnbyu] juinuny. mpuwpwignip wdpnne pyh huwdwywinwuppwubgynid £ wyy ph-
Jp m-h ypw puwdwikihu vnwugdus duwgnpyp (hwuwbwh £ np wy dhwl B): 1.2
wupuwqgpudh uqpnid pEipuwd punpuinnmdubph mwuppuljut hwnniemitutphg
widhpwybtu tptind E, np ¢ wpunuyuwnljipnudp hndndnpdhqd k: Ukup jutdw-
ukup wyb pyuyhtt dnnnijjup wiagnid (Jud ntinnijghw) pun m dngnijh b fuowbw-
ykup @, nkupny: Twubwdnpuybu, kpp m = p wupg phy k, Yntukuwtp ¢, bpubw-
nuup: 2k Eunnighy, np wyu hnudnunp$hquh hwdwp’

ker g, =mZ={mn|n € Z} W ime, =7Z,:
23.7 Ophuwl (puquuiunuuuyhtt Unpmjjup wignid). bulj wydd ghunwplkup
@ L[x] = Zp|x]
wpunwywnlbpnudp, nptt wdpnne gnpswlihgutpng judwyulub f(x) = aex™ + -+
a, puquuanuuh hwdwyuwinwujuwkgunid k
(p(f(X)) = <Pp(ao)xn + ot ¢p(an) € Zp[x]

Unpnijjup puquubnudp (nku 2.1.31 ophiwyp): 1.2 yupwqpudph Wyniphg, dwubw-
Unpuygbu, punpuindwl wwppuljut jubnbbbphg planad E np wyu wpunogunb-
poudp hndndnpbhqu & ZEown E uinnigly, np wyu ¢ hnundnpbhquh hwdwp ker ¢-u
punugus k uyt f(x) € Z[x] puqUuuugudubphg, npntg pnnp gnpswljhgubpp pw-
dutnynid &l p-h Jpu: Muipg £ twbt, npim ¢ = Z, [x]:

Ui, iy Uklip 1.2 yupugpudnd ipwbwlghtip f, (x), wyuntin hwinhuwbnud
E () € Zlx] puquwlnuih wyunlpp ¢(f()) = £, (0: Wtubblp wu hndndnp-
$haup puquubguiwht dngmpyup wigmu (Jud pignijghw) pun p dngnih, G
wjtt inybybu Wpwbwlkup ¢, nbkupny (Ukp owpunpuiipnd vw pyniphdwgnipnii
sh wnwowgunid, pwth np pytpt nt puquuiunudubpp dhpinn muppbp tnwntpnyg Eu
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tpwlwlnud, nuuwnh o hulubiagh b np @p(a)-4 ph b hul ¢,(F)p’ pug-
dwbnud): 1.2 wwpwqpudh swpunpuuph hbwn gqniquhbnubpp § wdbh bu
otonynid hnbyuy tpwbwldwdp.
fo () = @ (f(0):

Zy[x] onuiljh wdk dh puquwinudh towbwluwi dky sk, np Uklp yupununp kup
Yppwnt) p hunbkpup: Bpp qu pymphuwgnipjul wknhp sh nw, dnynjjup puquub-
nudlikpp tnyigbu Jhpwbwlkip f(x) nkupn (ophtwyy tpp wdjuy fubnpmd sh
Umubwlgmd uyiwhuh dh £(x) € Z[x] puquubnund, nph wunljkpp withpwdbon k
towtiul by f, (x) nkupn):

Ujdd wupq k, np 1.2-1.3 wwpugpudubph swpunpupp (akpunyw) Yununh un-
nnujjup dbpnnp) Jupnn Ep dbiwlbpuydl) bwbe onuljukph hndninpphqutph 1kq-
ny, tr wyy wnkupny wyt wiqud wykh hwdwenwn wnkup Yntttbwp: Ujuntwdbtwg-
uhy, wyu quh wdbbwulqpmd Byqws wwwnmdwnubpny, 1.2-1.3 wwpuqpubukpp

At bpuyyws b wykh wwunpq (Eqyny:

Onuijutiph hnununpbhquubpp ubpunpb Yuwws bu pwfumnp-oqufh Juptinp
hwuljugnipjut htin: Gupwunpbp pdws G R onuyp G tpw / hpbwp: Cun 1
hntwih onulh a mwuppht hwdwwwwnwupwh Awpwfhg puu t Ynsynid R-h htnb-
ju Lupwpuqumpniup a + I = {a + ¢ | ¢ € I}: Zwpwlhg nuubph dhongny Yupkh &
wnw] R onuilh wpnhnid, wyuhipti onuljh ukpuyugnid wjtyhuh ny puunwnply Eupw-
puqunipiniutiinh dhwynpdwb wnkupny, npniighg judwyulwb tplniup hwwnnod ni-
bkt dhuyt Epp hwdpuljund ke

2.3.8 Ophuwy. Gpt yipgutup R = Z, I = 5Z, a = 3, myw
a+1=3+5Z=(3+5n|neZ}={3,3+53+10,3+15,..}

Ujuhtipl' 3 + 5Z hwpulhg nwup wyi wipnne pytph puqunipibb k, npnip 5-h

Ypw pwdwikihu uinugynn dbwgnpnp 3 k:

Bpt R onulp tkpyuyugyws k puwn hp I hpbwh hwpwlhg puubph dhudnpdui
mhupm{‘

(2.2) R = U(a+1),

www jnipupuwisinip hwpwlhg quuhg judwywlwt by wwpp $hpubing widw-
ubkup wyb hwpwlhg nuup GEpfuyugnighs: Puujubwpwp a + I quuh hwdwp qu
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Junpny Lk 1hul) htug a viuppp, jud gubijugws wy) @' vwwpp, npp pujuwpupnud |
a' — a € I wuydwthi:

(2.2) ubpjuyugdw Uty npny a + 1 hwpwlhg nuwubp Yupnn kb Yplagl), wy-
uhtipl ywubwlghy Ukhhg wybih whquudbbp: Ugg nhugpmd, Yplht, bpubg bhplujw-
gnighsutiph uppbpnipinitip jupunuitth /-ht: Pognp shplignn hupuihg nwubph
ubpuyugnighsinh puqunipiniup Ynsynid £ R onulh Zépluyuignighsibpnh hwdu-
Jupg Ywd wpwbuybpuay pun I hnbwih:  Bpp a-ut Juquignid E R onuljh pninp
wnwppbpp, vnwgws a + [ hwpwulhg nuubpp ququignid tu pninp hwpwlhg nu-
utiph puqunipniup (htwpwynp Ypluntpnibbpny):

239 dwpdnipnit. Uwnnigly, np a+71=a'+1 wuwydwbp ppop hwdwpdtp &
a' — a € I yuydwthi:

Cuwn / hptwh R onuljh hwpwlhg nuutph dhoki htwpwynp b ukpdnisty gni-
dupdwl bt puqUuyunldwi gnpsnnnipniutbp. juduwyulwb a,b € R wnuppkpp
hwdwp uwhuwkip’

(a+D+B+D=(@+b)+1,
(a+D)-(b+I1)=ab+L:

2.3)

Quuyws onulh Judwyulwt a,b € R wuppbph hwdwp b goynipnit muku (a +
b) + L kv ab + L hwpwlhg quubp, wyintudbuyuhy, bwpupwi (2.3) wpunwhwynnip-
miukpt oginugnpstt wthpudton | wywgnigl] npug Ynnkjnmpmniup: b ajunh
nibklp uyly, np Wpyws hwpulhg nuubpp npny a’, b* € R wnuppbph hwdwp jupng Ea
niktw] Gwht wy wkup a+I1=a"+1 W b+I1=b"+1 (ophtwly 2+5Z=7+
5Z = 1002 + 5Z): Niunp whwp k gniyg inwy, np (2.3) gnpénnnipjniiitpnh vwhdwbmid-

Utpp Yupigus skt wjt pubthg, pk ndjuy hwpuljhg nuubph n'p abpljuyugmghsubpl
tup plunpty:
2.3.10 Wunhp. Unnighy, np Jbpp phipus gupdwibbpmd’
(a+b)+L=(a'+b) +L,  ab+L=a'b'+1L,

wyuhtipl (2.3) gnpénnnipym tlikph vwhdwimidibpp Ynobln G (Qu]ws sk hupw-
hg nuutph tbpuyugmghsutph punpmpinitihg):

Spywis R onuiljh b tpw I hpkwh hwdwp hwpuyhg nuutph {a + 1 | a € R} pug-
Unipjul Ypuw (2.3) jubintiibpny dbp urnigus hwbipuhwyqujut hwdwlwpgnp onuy
E: Uy Ynsdnud £ R onuh pwlinnp-onul pun I hnbuh, b tpwbwljynwd £ R/1.

({a+1|a€R}, +,)
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2.3.11 Yupdmpmb. Ugwugnigh), np Z onuljhp mZ hnkwh hwdwp (m-p nphik
puwwl phy ) wknh nith Z/mZ = ({nZ,1 + mZ, ..., (m — 1) + mZ},+,"), puy npnud,
Z/mZ = Z:

2.3.12 Oppuwy. Nptik p yupq pyh hudwp Z[x] puquuwinuduht onulnd Jtpg-
ukup pninp wytyhuph puquubnudttph P upwpwqunipiniup, npnug pnnp gnpéw-
Yhgubpp pudwidnid L p-h Jpu: ZEown E nkubily, np, kpt f(x), g(x) € P, muyw bwbe
f(x) —g(x) €P (p-h Ypw pwdwiyny pdtph nmwppbpnipmniip pudwidmd E p-h
Jpw): Zhow £ bwbt nnkutiky, np bpt A>0)-p juduwyuljut puquuinwd k Z[x] onuljhg,
wyu f(x)h(x) € P (putth np f(x)-h pnnp gnpswljhgutpp pudwiynd tu p-h Jpuw,
wwuw, wiup A(x)-h gopdwlhgubph pwdwubnipnithg, f(x)h(x) wpuwugpuh
mipupuwignip gnpdwlhg pudwimu k p-h Jpw): Cun 2.1.7 juunpp uw bpwbwlymy E,
np P kupwpwqunipiniup Z[x] onuljh Eupwonul tr hntwy E: Cun P hnbugh Z[x]-p
wupnhymu E hwpwlhg nguubph dhwgnpdwi, puyg npoud, f(x), g(x) tpyne puqlwb-
nuuubtp dptitinygb Ehpwpwqunipniihg kb, ek f(x) — g(x) € P (mbu 2.3.9 Jup-
dmpnilip), wyuhliptl kph £(x) — g(x) muppkpmpjui pnpnp gnpswlhgitpp pudwb-
Ynud L p-h Jpu: Uju Z[x]/P $uljuinp-onulnid gnidwpdwb b puquuyundut
gopénnnipnibubpt B (Ff(x) + P) + (g(x) + P) = t(x) + P, npnky t(x) puquubmw-
uUp unnwgynud k f(x) + g(x) gnudwph Ypw 2.3.7 oppttwyh puquuiipudwhte dngny-
jup wugnudp Yhpwnkjne dhongny, L (f (x) + P) - (g(x) + P) = I(x) + P, npunkn 1(x)
puqUutnudp vnwugynud k unyl dngnijjup wihgnidp f(x) g(x) wpuwgpuh Jpu
Yhpwnkint vhgngny:

dkpohtt opnhtiwjubiph kv Jupdmpinitiubph ke own punhwipmipiniiubp Juyhte
Tputghg Ukyp htnbywy jupbinp twuwnt E npp gnyg b nmwhu onuljubpp hnun-
Unpphquubiph ta hytwiubph dhetn uwyp:

2.3.13 Ehnpkd (onuljuiph hnundnpbhquiipph bhdtwlwb phnpbdp). Giapunpkip

wpywd FR k1 K onuhkph ¢:R —» K hninunpphqup: Ump plwypnid ipu Ker ¢ -

oniyl pnkuy ER onuiynii, pull im ¢ wunnlkpp Ehpwonul EK ongwlnid: Lhn npniil
R/ker ¢ = im ¢:

Ernptunid wyyws hqnunpdbhqup wipdnud & 6(a + ker @) = ¢(a) € K Julnuny:
&how t b hwlupwlp R onwlh judwyulwh I hykwih hudwp v(a) = a +1 € R/I
Jwununy wpynn wpnwywnlipnudp hndndnpbhqd b Cun npnud, kerv =1
imv = R/I: Uju v:R — R/I hnununpbhqu wduunud ku I hpbwihtt hwdwyuwnwu-
howting péwfuwi hndndnpdbhq (Gud juénbwiwi hodndnpdhqu): @hnpbdh wyw-
gnygp Uklp pug Lup pnnunud, pwih np wjit wnlw k hwbpwhwoyh tbpuswljui
nuupupwgubpnid:
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Zhnwquymd dkq whwp bu qunt onuYjh dwpupduy ppkuyp b onulnid pun
dwpuhuw) hpkwh $wljnnp-oquljh hwuljwugnipmniatbpp:
2.3.14 Uwhdwiund. R onuih M hptwip Ynsynd k R-p dwpuhdwy pptwy, tptk wh
ubthwljul hnbwy E, L R-nud gnjnipinit snith M hnbwip fhun yupnibwlnn npkk
ubthwljut / hnbw. M # R i bipk M c [, myw I = R:

Uj) Junuptpnd M hnbuyp ubthwlwb b b R oqulymd shub M-h b R-h «lhobe
npulud» hnbwukp: Zkpwn E uinnighy, np.
2.3.15 Etnpbd. R fnuniununnpy dhun/npny onulh M ppkuyp dwpupduy Eugh b
Upuyl uyl nlwypnid, Epp R/M pwlinnp-onup nuiow E:
2.3.16 Oppuwljukp. Z onuljnid dwpuhdwy k pZ nkuph gumuljugus hnbwi, npinkn p-
t npbik wupq phy t: Uhwdwdwbwl, puwn 2.1.26 phnptuh, Z/pZ = Z,, onuljp nuown
E ugb v dhuyt wyn nhwypnud, tpp p-u qupq & Ujnu Yandhg, pununpu m = nk
pyh huwdwp mZ onuljp dwpuhdwy sk, pmth np mZ € nZ c Z:

Guduyulut nuownh jud, wybkh punhwini, jndninwnpy onuljh ypu vipdus
A dunnnhgh npnopsp Ukq puquhgu wyhwnp £ qunt hinwqu gnijptbkpnid:  2.1.27 4t-
nnud Uktup wpnkt vwhdwil) Eup R §nUdntinunhy onuh ypw nipdwé n-pn Jupgh
punwlniuuwghtt dwnphgubph M, (R) onulp: Gupwnpbup wuipjws k

A1 Qin
(2.4) A= < .......... ) € M, (R)
Ap1 ' Qnn

wnbtuph nphkik A dwnphg: ‘Upw det A npnohsp n! hwn gnidwpbjhubph gnidwp E.

2.5) detd = Z sgn(0)a1(1) *** Ang(n)»
OESy

npntn o nkqugpmpmip ququignd £ 7-py jupgh popnp n! hwn nknugpoee-
jmiutitiph S; Junudpp, hulj @i6(1) = Gneey wpnunpup A dunphgh mpupubsymp
wnnnhg nt jnipupwisinip ynihg Ukjujut yipgpus n hwwn mmwuppbph wpunwnpuy b
sgn(o) wpdtpp hwjwuwn k 1-h, tpk ¢ nknugpmipniiunp qnyg &, & —1-h kpk o nk-
nunpnipiniip fhuwn b NOpnohsh muppuljutt hwnlnipnitubph wwwugnygp dkup
puig kup ponunud, pmth np nputp dwbipuwdwuinpht ntumdbwuhpynud Bu hwpu-

hwoyh utbkpwéwlwb nwuptipugubpnd, i wyn hhdbwlwb hwnlnipmnitttph
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wnwig ndyupnipjul nupwsynid B judwjulwb nuonh jud §ndninwnhy onu-

Yh dpw mpdws dwwnphgubph hwdwp: Npyku hupunipnyt wpjuwwmwp Jupkh &

wwwgnighk] htnbyw) hwnlnipniaubpp.

2.3.17 dJwpdmpnihiubp. (2.5) pwbwdbithg uvnnwtwy A4 € M, (R) dwwnphgh detA npn-
ohsh httntiyyu] hwnnipniuttpp.

w. A dunphgh kplyne wnnbpp (ud wynitkpp) ghppwithnjutjhu detA npnphsp tho-
funid E ipwtap:

P- Epnt hwjwuwp nng (fud wnit) niikgnn guijugus A twnphgh npnohsp hw-
Juuwp £ qpogh:

q. A dwnphgh npbitk winn (ud uynit) a € R muppny puquuuyunljbihu det A npn-
2hsp tnyiyu puqUuyguinlyynud £ wyy nwppony:

1. @onpkt Juws nnnbp (Yud yniukp) (nku 7.2 wuwpugpudp) niikgnn gujw-
gus A dunnphgh npnphyp huuuwp k qpogh:

k. Gphk A dwwnphgh nphik vinnh (Quwd wywl) gnidwpblp tpw dh wy wnnn (Gud
wml) twhuwbu Jhpehtu @ € R wuppn] puquuyunylng, wyw detA npnghsp
npuitihg sh thnfuh:

q- Epk A dwmunphgp towlniuh L, wjuhlipl' tpw quudnp whlyniwgshg tkppbt
Ruws pnpnp wwppbpp qpojuljut bu, wyw det A = aqq - app:

Bupwnnptup mpJws bt R B L nuninwnhy oquljubtpp tr ¢:R - L hnununp-
$hqup: R L L onulubkph Jpw wnpdus M,(R) b M, (L) dwwnphguyhtt onulubkph
hwdwp Yupkjh £ uvwhdwil) ¢: M, (R) = M, (L) hnundnpbhqup htnbyuyg Yhpy. bpb

ai1 ot Qip
(2.6) A= ( .......... ) € M,(R),

An1 ** Gnn

pai) - @(am)
<p(A)=<

................ > € Mn(L)
p(an) - @(ann)

rubwdbing: Twubwdnpuwbu, kpk ujqptwljut hndndnpbhqup ¢,:Z - Z, Unnniy-
jup wbgnudt E, wwyw  wuydwbudnpdblp  towtwll) ¢, 4 = Ap, pun npnud,
Pp: My (Z) > Mn(Zp) hnununpdhqup unytybu wduikip Unpnijjup wugnud:
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2.3.18 dwpdnipiniii. Zupgky ¢,: My (Z) > M, (Z,) Unynijjup whgdwi wwnykpp b
dhonilyp:
bPusywtu puquuinudutph nhypnud, wjhybu § wydd dwwnphgubph hwdwp

Qp: My (Z) > Mn(Zp) Unnnijjup wbagnudp dhow sk, np «pujupup» hudpnpdwughw k
wwhywinid Ywnphgh dwuht:

2.3.19 Oppuwy. dkpgukup

1 10 3
A= (0 0 14) € M;3(Z):
2 0 7

Mupq k, np detA = 280 # 0: Uwljuy

1 3 3

A7 = p,(4) = (0 0 0> € M5(Z7)

2 0 0
dwnnhgt nith hwjwuwp yniukp, ntunp det4,; = 0, L wyu qpoyulju wpdtpp wy;-
tiu phs hudnpldwughw L wiwhu uljqpiwjus dwwnphgh npnohsh dwuhl, pwtth np Un-
nnipjup wiagnidp sh wwhwywk] dwinphgh wwppbph gduyhtt wtjwjunipniup: Up-
dt hwdbdwwnt) wyu ophtimp 2.4.1 Yhwnh htiwn:

2.3.20 Opphuwy. Gptk twpnpy opptiwlh dwinphgh hwdwp Ykpgubup p = 19, wmyw
@19 wmugnidtt mpnk sh thnjunid A dwnphgh wpunwpht nkupp.

1 10 3
Alg=@15(A) =0 0 14 |€ M;3(Zy,),
2 0 7

puyg stuyud npuit’ Ywinphgh npnohsp pupdjuy sh wwhwwinud det A, = 14 # 280:

Zwgnpy hwpgp, np jupny b wowgwbwy, twhwywinljph dhupdtp Jkpw-
Jubquuiwl juighpt L, npp puquuwingudutph nhwph hwdwp Ypubwpytup 2.4.2 4t-
nnud: @1 Z - Zy, b @y My (Z) > My(Z,,) Unynijjup wignidtibphg ny Uklyp phyklunhy
sk, niunh hig-np jutnhp M, (Z,)-nud nidkinig htnn (ophtwyy’ dwwnphgh npnphsp
hwoytinig htiwn) dhown sk, np wupq L, ph jnwsnud hywybu ywhwnh Jhpujubqub
My (Z)-h hwdwp: ‘Lupunpr ophtiwnid kup, pudujutuswth Uks p Jipgubny, jw-
ponuguip hwutl] wyt pwtht, np 4 B A9 dwwnphgubph wnkupkpp hpwphg swnup-
pEpykt: Uwluyl, tpt dwwnnphgp pugwuwlwi muppkp niuh, wyguw dhugt ks p
Jtpgubn ghn pny) sh whu (nwst] twpwyuwnyiph dhwlnipjut hwupgp:
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2.3.21 Oppuwly. Gpt ¢,9 Unnnijjup wugnithg htinn niukup
1 10 3
A9 = 919(4) = (0 0 14),
2 0 7

wyw upw hwdwp twpwwywnybp jhwighuwbw hbnbyw) dfwnphgubphg judw-

1 10 3 -18 10 3 -18 -9 -16
(0 0 14), ( 0 0 —5), < 0 0 -5 >:
2 0 7 2 0o 7 -17 0 -12

zhnwquynud Ukup dh pwth wiqud juinpuguntwip dwwnphgubtpnud dnnnig-
jup wiugdwb b ykppwynp nuowntph ypw npnphsubph hwoyuwt htwn juuydws
huughputph (lwubwynpuybu, nku 5.2 qupugpudp):

juutip.

2.4 Unpmjup wugdwb wignphpuwljui jhpupnipniuattpp

O L = Ly, Qpi L > Ly, @p:L[x] = Ly[x] b1 @p: My (Z) - Mn(Zp) Unynijjup wgnid-
utpp (onulujhtt hnununpdhquubpp) wignphpdubp jupmighint hhdtwluwi dkp
gnpshputinhg Eu: Uy wgnphpdutnhg dkhht (Yantnh ophtiwhtt) Swunpuguip 1.3
wupwugpupnd: Onuljukph hodndnpbhquubph 1kquh Yhpuenipyudp wyy wignphpe-
uUp Jupnn b bpuwdbiuipydl) wyuybu. 1.1 yquwpugpudnid phpdus (1.1) puquub-
nudubph wdktwdts pughwinip pwdwwpupp EYYhntuh wignphpdny hwoytihu
wnwowinid k dhowtlju) wpdtpubph mndwgdwt wpnpikdp. hwoquplukpph pb-
pugpnid unwgynid ku g Uks (Upligkie 35 thpwth) pybp, npnup ny Uhuy nutnw-
ntgunid Lt hwoduplp, wykr pwn phy twwt hudnpdughw k. yupnibwlnid
Jtpetujutt yuwnwupwth hwdwp: dw hwnpwhwpbnt hwdwp ghnwpyynwd £

¢s: Z[x] = ZLs[x]

Unnnijjup wignidp, bt wyy hndndnpdhquh aundwdp (1.1) puqUuigudubpp ni-
ukl f5(x) b g5(x) wunlkpubpp (nku (1.6) puquuunudubpp 1.3 wqupugpudnid):
Uy wunlbptbpp thnjuunwpdwpwp wwpg &, pbn npoud, wyy hwunp gupgbp
whudbdwwn wykjh htow k, pwt f(x) kL g(x) pmquuiunudutph thnpurunupdwpup
wupgnipjniup hwoykp, pwuh np wju nphwypnid hwyduplutpp juunwpynid Eu ny
ph Z-nud, npunkin Jupnn kb whuguub)hnpbb Ubs «annduguss ptp hwinhuby, wy
Zs = {0, ...,4} onuynid, npunkn pugudkup hhtiq hwwn phy Yu: dkpohtt puynid
(fs(x), g5(x)) = 1 wuydwithg hwjwunn kupunpnipyudp plukgynid £ (F(x), g(x)) =
1 wuydwip otinphhy £(x) b g(x) puquuinudibph wjwg gnpswljhgibph btm = 5
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Unnnijh thnjuwnwpd yupgnipjuic: Ppnp, kpk (f(x), g(x)) = d(x) # 1, myw d(x)-h
wwnytpp hwbinhuwgny ds(x) = @s(d(x)) Ungnigup puquubqudp f5(x) b gs(x)
thnfuwnupdwpwp yupgq dnnnijjup puquuinudubph (Uhgnighk ny wdbbwdbs) puy-
hwinip pudwbwpup k, ntunh ds(x) = 1: Uniu Ynnquhg, pwtth np d(x)-p pudwund
E f(x) b g(x) puquuinudtbnhg jnipupwiynipht, wyw tpw ¢ wjwg gnpdwljhgu
£ pudwinid k£ £ (x) puquuunuuh wjwq gnpduijhgp (app hwjwuwnp k 1-h), hiyybu
b g(x) pmquuinuuh wjwq qnpswlhgp (npp hwjwuwnp k 3-h): Uw htwpwynp t,
dhuyt bpp ¢o = £1, hwdwpkup ¢y = 1: Lwh np @5 hnundnpdhqup withnthnfu &
ponunud 1 phyp, ds(x) tr d(x) puquuyudibph wjwg winudubpp tnyub Eu: buy
uw httwpwynp k dhuyb, tpp ds(x) = d(x) = 1:

Uju ophttwhh Eptlnhynipniup wywhnyynid t Z onuljp Zs onulyny thnjuwph-
ubnt dkpnnny: zZknwquynud Jkup qops Ynibkbwip ) wydbih hEnwppphp wign-
phpdubkph htwn, npnugnid dwutalgnid £ ny dhuyh Zy, -, wpb Z,, YEpouwnnp nuipinh
Ypw npjws npjws V = Zy qdujht mwpwdsmipmiuubpp, Z,-h hwtpwhwpduljub
puyuyunudubtpp by b rnuppbpnipmnit wjuwinujut ppuljut jud nughntw] -
pwdnipnibtiinh (npnup wwpmbwlnd o hwpdbih jud Ynunhiniw) pwbwlnipe-
judp JEjunpubp/ylntp), Jepgudnp nuowh Jpu npdws Jkpgundnp yuhwh
qdwjhll nupudnipiikpp hpkp tnybybu Jipownp ku (ophiwly ZE kowswih
nwpwsdnipinitip nibh pigudkip 52 = 125 huwwn JEjunnp/jtwn), b ipubgnid wign-
phpUdwlut jud hwoynnuljut pwwn fughpubp swwn wykh wpwg Eu jnisynid:

@p: Z[x] = Zp[x] Udnnnijjup wugdwl wignphpdwlub wpdwhplbphg dmniuht
héwinpwbwbp 2.5 yupuqpudpnid: Z,[x]-t Hyhnut onuily £, b tputinud gnpénud
Eu Byihnywit onuiljubiph wygnphpdubpp, tbpunyuwy 2.5.3, 2.5.5 tw 2.5.7 wignphpdub-
np: Uhtispbin Z[x] onulp EJYjhyut sk (nku 2.5.9 ophtiwlp), kv tpwinid wyry wign-
nhpdutpp ny vhown B gnpénid: Nunh dkup hwlbpw) wignphpduljuit htwpwyn-
pipjnibbp junwbwp, tpk npkick jughp ]_IlL?Sh]_hu‘ hwupgp ¢, Unpnijjup whgni-
Un] mknuthnpuklp Z, [x] onul, www (niskup wyt npbitk Unnnijyuip Bihnwlb wign-
phpuny: Sku twkt Yupkinp 2.5.17 ghnnnnipniin 2.5 wupuqpudh Jepend:

Unnnijjup wagmdubph ogumipjudp junnigynny dkp wignphpdutpp hhdbwjw-
unud niubkuyne Eu htnbyw) wkupp: Vuy, pughpp dbtwtpyytnt £ wdpnne pyt-
nh oqunipjudp, kL punpybint £ uyt Ungnip, pun npp junwpytnt L dognijup wb-
gnudp (qpkpt dhow nw vh p wwpq phy L hwinhuwbwn): Ujunithtnbt juwnwpyt-
1t k¢, dnnnuyjjup wignudp b juinhpp Jepudbiwlbpudbn t Z, nupwnh, Z,[x]
onulh Ywd Z,-h ypu npjwé qdughtt tnupwsnipiut dky (hwpdwpnipput hwdwp
uw Jutuibup dngnijjup jubnhp): Uju musybne £ Jeppudnp pytph ypu (wign-
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nhpuh wpynibwybnnipiniup dknp k phipytnt upw dhengny b by hgyut onujutph
dwuhlt phy wpwy phpdws nhunnnipjudp): dhponid Unpmpup juunph wppbu
gunijws (nisdwb vhgngny qunubknt £ twbt punhwunip juinnph jnisnudp:

Lutimpytup dh pwih whywlwt pwppnipmibttp, npnbp wpwewbmd Eu
huunhpubph dngnijjup pusdwt dudwbuy: Zbnwquynid gpuitip pojnpb b wunwu-
huwbiitip junwtwb b fhwunpwhwpyti:

Gupunpbtp Ukp fnhpp Juwyws  £(x) € Z[x] puqiuinudh A(x) € Z[x] pu-
dwtwpupp hwpydw htwn. vw Jupny b hwinhwl), wubtp, tpynt puqlwinud-
utiph wdkbwdbs punhwinip pudwbwpupp hwoybnt wignphpunud, npws pug-
dwunuuh pnjnp pwdwbwpupibpp pyupybint wignphpunud, mpduws puqduugudh
dwlunphqughugh (qupq  wpnwgphsibph JEpmémpyut) wignphpunid by
¢p: Z[x] = Z,[x] dnnnijjup wignudp upnwwyunltph wyn puquuitnudutpp £, (x)
L by (x) wunlkpubpht:

24.1 Qapswlhgubph wwhywbdwl hupgp. Unpmipjup wigdwb dudwbwly f(x)
puquuiinuuh Jud bpw pwdwbwpwpubph gnpdwyhgubpp Yupnn bu thnpudby,
Ypdwnyky, b £, (x) puquunuuh pudwbwpupibpp Jupnng Eu gwn phy Yuupjus
1hutp f(x) puquuinuup pudwbwpwptbph hbwn, pwth np dngomjjup whgdwub
dudwbwly f(x)-h gnpdwlhgubph dwupt swwn hudpnpdwghw k Ynpudnud: Ophhuﬂl‘
f(x) = 7x* + 22 puquuiudh hwdwp £ (x) = 1, hul Ykpehtiu £ (x)-h pudwbwpup-
utph dwuht wyjbie npbick bujwb pudnpdwughw sh wupnibwlynud ¢, dnnnijjup wb-
gnidhg htwnn: Yununh ophttwlnmd inyuybu gnpdwlhgutph Ypdwnnd jud Yn-
poiun Ep mbknh mukunud, vwuyt dkup m = 5 dnnnij pinply Ehip wyiytu, np
Jtpotwjut yunmwupwuh Jpw gnpswljhgutiph Ynpniuwnp swqph:

242 ‘Luwpwyuunltph dphulnipub hwupgp. Bupunphip wpjws f(x) puquwib-
nuuh hwdwp pun p Unnpnijh hwpdty kup £, (x) dnpmijjup puquwinudp b tpw hw-
dwp dnnnujjuip dkpnnikpny quaky Ay, (x) padwtwpupp: Uhqud bpb wyu dnpniyjup
wbgdwb dwdwbwl hs-np Yhpy mdyky £ gnpéwlhgubph wwhwwtdw hwpgp,
wyw nupdjuy wupq sk, ph f(xX)-h np puwdwbwpupt B huwduyuwinwujuwnod
h,(x)-ht, pwtth np Unpnijjup wugndp phjkjinhy wpnwwwnlbpnud sk Ophtiwly’
tpt Z;[x] onulnid niukup f;(x) = (x + 1)(x + 5), wmyw x + 1 wupq wpnwngphsh
twhwwwnltp upnn Ejhulk pyybu x + 1, wytybu b x + 8 puquubnudp: Ukq
wuhpwdton | dh dkpuwthqd, npny dhwpdbpnpbt §ykpujuigudh tpw hwjubw-
Jul twjpuyuwnlbp puquuinudp, npp pudwbwpun k£ (x) puqduinudh hwdwp:
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Zuybu) pupgnipmit B wnwewinid twb pugwuw§ui qnpswljhgutph hwdwnp.
2]:0 nn x + 1 wpununphsh bwhuwwnljtp jupnn khuk) twbe x — 6 puqlubnudp:
243 Pwdwibjhmpjut hwupgp. Uju hupgp wulwu wliihwwn b, pwh twjunpy
Epynt hwpgbpp: Gpt wiqud dnnnijjup wigdwt dudwuwly gnpéwljhgutph wwh-
wuwnipniup pupnnipnitu sh wpwewgunid, b kplk twpwwywnltputph dhwlnipe-
jut hwipgp unyiybu sh swgnid, www nupdjur f, (x)-h Ay, (x) pudwbwpupp upnn
E pwwn phs hupnplwughw wupniwlly £ (x)-h ppdwbwpupibph dwuhb:

‘Lwjupwt uw ophttmljh Ypw gnyg nwyp, juwnwpkiup mkpdhuubph dh hunwlb-
gnd: Puquuibnuuh vwhdwiunidhg wlithuyn b, np puquuingudughtt dhktinyu
R[x] onuljh tpynt puquuinudutp hpwup hwjwuwp B wyt B dhwyt wyh ghypnd,
tpp hwjuwuwp B tputg hwdwyuwunwuhwt wunhdwuubph gnpswjhgutpp: Uhy-
nkn, ophhuﬂl‘ x>+ 1€ Z[x] b x? +1 € Z[x] puquuigudttpt hpup hwjuwuwp
skl, pwth np npuip wjtyhuh onuljutphg ku, npnug Yphsubpp sk hwwndnd: Uju-
whuh puquuiunudubpp punipwugpbint hwdwp Juuktp, np tpwbp tnyt gpoipjudp
puqUubnudubp Lu:

Bph f(x) b A(x) puquubgudtbph ponp gnpswlhgubpp gpujut b, hul p Un-
nni t pnpyws E npuiighg pninphg wikih Uks, wyn nhypnid f(x) b £, (x) puquuib-
nuditpp Ynibbbwb dhtibngb gpoipgniiip, huly A, (0)-h @5 " (h, (x)) twhiwwunb-
np wupununp Embktug ingl gpouegnp, his by, (x)-p: Uwiljugt wyt Yupnn b £(x)-h
pudwiwpup sjhub), wikhl f(x)-h pudwbwpwup jurmgkm hwdwp nphik bw-
Jub wnbnklnipinit sypky:

Puuytuy, Ykpgkip f(x) = x* + 1 puquuinudp & Juunwpkip ¢@,: Z[x] -
Z,[x] Unynijjup wagnudp” fo(x) = x% + 1: Uju puquubqudp nibh tnyl gpoipyn-
up, hs £ (x)-p, b uyl Z; [x]-nud wupg sk, putth np tbkpljuyugynid £

L) =x*+1=x2+12=(x+D(x+1)
wnbtupny (nku 2.1.32 (Ekddwb tr 2.1.33 hkwnbkiwbpp): Niukup
f2(x) ix+1=hy(x):

Uhtsptin f(x) € Z[x] puquuunudp wupq b, pwith np bpk wytt niikbwp woweht
wunhfwbh (gduyhl) pwdwbwpup, wyw x* +1 =0 hwjwuwpnidp Ynibkiwp
nptk wpdwn: Uyuhlipl Ay (x) puquubnudh ogimpyudp f(x)-h nptak ubthwljwi
pudwtwpup htwpwynp sk vnwbwy:
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241, 242 W 243 hwupghipp wnwowbwnt . wpwohjuymd dbp Ynnuhg
puttmpydbtihp pnnp wignphpdubpnid, b nputighg jnipupwisnipnid unnwbiunt
jnipnyh nusnud:

25 HYhywt onulutp

EYyihyut onuljh vwhdwinidt punghwipugunid b dbwgnpyny pudwubnt qunu-
thwpp, npp dwbinpe k wdpnne pytph dbwgnpnny pudwtdw jud puquuunudubph
dbwgnpnny pudwdw hwuljwgnipjniuhg:

Spjws m, n wdpnne pytph hwdwp (n # 0) gnymipinit niuktu g, wdpnne pytp
wylyhupp, np m=gn+r, pug npoud, 7 =0 Jud r # 0 b |r| < |n|: Loyl llhpul‘
npjws f(x), g(x) nwghntw) (hpwiwl, Yndwkpu) gnpswlhgutpn] puquunud-
ubiph hudwp (g(x) # 0) gnynipnit kb q(x), r(x) nwghntw) (hpwjwb, Yndy-
lEpw) gqnpdwljhgutipny puquuinudutp wjtyhuhp, np f(x) = q(x)g(x) + r(x), puy
npnud, 7(x) = 0 Jud 7(x) # 0 bt deg(r(x)) < deg(g(x)):

Uju ophtwjutipnid wdpnne pyh pugupdwl] wpdtph ki puquuunudh wuwnh-
fwh jpunugws nhpbpp own bdwb L Cunhwpughbkip r}pulhp‘ onujh ny qpoju-
Ywt a wuppht 6 (a) vh wdpnne phy hwdwyuwunuwupwitguting hbwnbyw) Yepy.

25.1 Uwhdwinmd. R wdpnponipjut whpnypp Ynsdnd b L/ pgymi oguf, tph
wnpyws Ewytyhuh dh §: R\{0} —» N U {0} wpunuwywuwnltpnid, np.

E.l1 R onuljh gubjugws a,b # 0 mwpptph hwdwp §(ab) = §(a):

E2 Gudwulwt a,b wwuppbph hudwp, tpk b # 0, wmyw qnjnipymt muku q,r € R
wnwppbp wjtyhuhp, npa = gb + r, puy npmud, yud 7 = 0, Yud 7 # 0 & 6(r) < 6(b):

Gpplidu 6(a) dnituyjghwtt widuind Eu EJYyhnbup dniughw, wunhgdwh
Inryghw Jud tnplh $niblyghw, huy §(a) € N U {0} wpdtpp tpphdt widwind &
a € R nupph unpd Jud EYhyut unpd:

25.2 Oppuwl. Uwhdwinilhg wnwe phipdws ophtiwfutpnid, Jkpguting §(n) =
In] Yund 8(f(x)) = deg f(x) (wyuwkn f(x) € Q[x]), Yuwnwubnubp Eijhnyub onqwljh
wnweohl ophttwlutipp. wdpnne pytph Z onuljp b nwghnbiw) puquunudubph Q[x]
onuljn: Uiy, np Q[x] onulyp KJYihyut k, htnbinud | puquuwinudutph dawugnpnny
pudwtdwt Juwuntubphg b wyt putihg, np wyy pupwugpnid nwghntiwy pytph htwn

46
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gnpdnnnipnibtiiph pupwugpnid unwugymd Eu dhuyt pwghntwy pdtp: Uwnnpbc
Uklp Junwtwtp tYyhyyut onuljutinh wy ophttwljubp tru:

NMuydwiwynpytup E.2 Jhnmd wyws a = gb + v hwjuwuwpnipjnit wubly
dinugnpyni] pudwbnid, g-u” pwhnpgy, hulyy r-p’ dhwgnpy:

EYyihgut onuljutiph tpwbwlnipniup wuydwbwynpjws bt wytt pwbng, np
upwubgnid gnpénd ku Ubkq pYwpwiimipiniihg dSwinpe Uh owpp ulqpnibipubtp b, w-
nwoht htipphtl, £yfjpnkup uygnpppup, npp poy] L niwhu (nust] wuppbph wdbw-
Uks punhwinip pwdwtwpuph bt wdkuhnpn pinhwinip puqUuuwnhlh gnynipe-
jwb junhpp: Cun npnud, hwpgh wnubny 2.1.5 phwuinnnipiniup, dktup jupnn Gup
hwipgp putiwny bty dhwy 2s gpoyufwé nuappbph hwdwp:

253 phnptd (Bdyhnkuh phinpkdp). L/fjpgwi R onuifnid bpw junluywlul ns
gnulwl a, b nnwuppkph hwdwp gninipinil niah gpuig (a,b) wdkihwdbs panhur
anmip pudwiwpupp ki [a, b] wdkhuwhnpp pinhwbnip puquuyunplp:

Uyugnygp Yplunid k 1.1 qupwugpudh (1.2) hwdwlupgh htwn pipjws thwu-
wnwplutipp: Muwnp phpkup wyt wpwbg dwbpwdwutbph: Gupwnptup a, b # 0: Cun
HYyihnut onuljh vwhdwbdwb, gnnipnit ikl g, 7 € R mwppkp wybyhupp, np
a=qb+r,npunbn jud r =0, judr # 0 L §(r) < §(b): Bpl r = 0, wuyw wluhuy-
wnnkl (a,b) = b: Gph r # 0, myw Yplukup pul][hpu‘ dhtiskir uinugyh wnwght qpn-
jajut dbwgnpnny pudwunidp.

a=gqb+r, r+ 0t §(r) < 8(b),

b=gqr+m, 0t 6(rp) <8(r),

r=qyr + 1y, r, # 0L 6(ry) < 6(r),

T = qary + 13, r3 # 0t 8(r3) < 6(ry),
7)o

Th-3 = Qn-1Tn—2 t Tn_1, Tno1 # 0 kL 8(r-1) < 6(r0),

Tn-2 = qnTn-1 s T # 0 6(1,) < 6(1rp-1),

Th-1 = qn+1Tn + 0, Tht1 = 0

Uplukny (1.2) hwdwlwpght widhgwwbu hwonpynn nhinwupynidikpp winwbnd
tup, np (2.7) hwdwlwupgnid hwunhynn Jtpohtt ny qpnjuljwt dtwgnpnp a,b € R
wnwppbph wdktwdks pinhwinip puwdwbwpunt k.
d=r1,=(ab):
Udpnne pytph nbwyph hwdwnp [a, b] wdkuwhnpp pughwinip puqduuywnhlp
hwoyynud k (g, b) wdktwdks pughwinip pudwbwpuph oguntpjundp
(a,b)[a,b] = ab
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putwdtithg: tw wpynid b wdktwdbs punhwinip pudwtwpwph dwuht dh puth
nwppulut hwnlmpmibtbph Uhengny (opptwly (as, bs) = (a,b)s hunlnipym-
up), npnup hwjnuh Eu wdpnne pytph ntwph hwdwp b npntp htown E wyugnighy
bwhbr onulutph hwdwp: Cwpwnpwupp skpjupugubint hwdwp pwg pEonukup
npuip: m

Bpt (2.7) hmdwjupgnid Jepwukup. g =7, r_; = b, r—, = a, wyw wnnkpp
Junwtwt wykih Jhwudw nkup.
(28) Tk—3 = qx-1"k-2 + T—15 Tk-1 #0h 6(rk_1) < S(rk); k= 1, N+ 2:
Uwubwnpugby, k = 1 higkpuh hwdwp junug]h hudwlupgh wewght winngp'

na=r,=a=qb+7r=qor-1+7 =q1-1"1-1 + -1

Uju ipwmynidubpny dirmltpykup uvnugyws wygnphpdp.
25.4 Ujgnphpu (EYYjhntuh wignphpdp). SpYws tb R BJyhnywb onuih a,b € R ny
qpuyujut nuppbpp: @nik gputg (g, b) wdktwdbs pughwinip pudwbwpupp:
1. Lowbwlkupr_, = a tw r_; = b:
2. Lowbwljup k = 1:
3. K tJyihnywui onulh 73 nwppp Gkpluyugbbp -3 = qg-17-2 + 7i-1 Wbkupny;
4, bph Tk—1 F 0
5. wpowhwltup k = k + 1;
6. YEpununtwtp 3-pr pughi
7. Ypu qpbp (a, b) = 1, wdbkbwdbs pughwinip pudwbwpupp:

Zhnbyw) hwuwnp hwdwj whquunwd tu bwbe Eyfppnbup paguyiguws uygn-
phpdt Ujl, pugutng twjunpy phoptdp, wagnud &, np (@, b) wdbbwdks pughwinip
pudwtwpwpp ny vhuy gnynipnit niuh, wybt wpnnwhwyndnud & a, b vnuppkph

wuwwhlukph gnudwph dhongny: Yplhl, pun 2.1.5 ghwunnnipjut, putbwpynd Gup
Upuy ny qpojuljubt nwppbph phupp:

255 Etonpbd. /i R onulnid Gpw judwyulwb ns gnojufwiia, b € R -
phph hunlwp goynieini i ni@biw, v € R wmuppbp uybyhuhp, np wknh niah hknkyuy
hwjwuwpnipinian.

ua + vb = (a, b):

Uwwugnyg: Lowtwltup (a,b) = d: Lwunpy wuwugnygh ke Jurnigjus (2.7)
hwdwlwpgh bwhudbpohtt minnhg htwnbtind E, np

(2.9) d="1 =Ty 2 = Quln-1:
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Pulj pun (2.7) hudwlwpgh tkpphihg kppnpn ninnh’
"h-1 = Th-3 — qn-1Tn-2,

npuikinhg 7,_;wpdtpp wknunptiny (2.9) hujwuwum pjub dke junwbwip
d=Tp2 = QqnTn-1="Tn-2 = qn("n-3 = qn-1Tn-2)

=1+ qnGn-1) *Th-2 — Gn " Tn-3:

d-h wyu ubkpyuyugnidp nmwuppbpymd k (2.9) ukpuyugnidhg wyt putng, np wyu
gpundwil dke wppbt pugulumd k r,_;-p, b d-u ubpuyugdws t npuybu r,-; b
Tp—z mwppbph wuwwphlubph gnidwp: Zwenpy puynid wju hwjuwuwpmipju dke
Yutnunpkup r,_,-h wpdbtpu puwn (2.7) hwdwlunpgh tbpptihg snppnpy winnh
Juunwbwip d-h tkpuyugnid npybtu ;-3 b 7,4 mupplph yunhlukph gnidwp:
Ujuygbu pupdpubiugng (2.7) hwdwljupgh ninnbpny Jepeht puymd junwbwbp d-h
ubpuyugnid nputu a kL b muppph wwwnhlukph gnudwp, nph gnpdwljhgubpp G
l1pukt wwhwieynn u, v mwuppbpp: =

Uju myugnygnid dkup (2.7) hwdwlupgh wnnnbpp putiwpytghtp tkpptihg yb-
nbt, puyg Ynulptin pughpubp (niskihu wybh hwupdwnp b quwg yptthg ubkppe. QY-
1hntuh wignphpuh wdkt puyp wikinig htnn htppwljuwt dbwgnpnp ubplujugubtip

npubtu a e b mupplph §ndphtimghw: QErwlkpykup vw wignphpdh wtupny, puy
npmd, Yphhtt oqundbup rg = 7, 7—y = b, _, = a Wywbwlmdubkphg.

25.6 Uygnphpd (EQyhgbuh pluyuwyinjws ugnphpdp). Spdws B R Tfyhgwi onuih
a,b € R ny qunyuijult mwppkpp: Stk gpuig (e, b) wdkbudbs pighwing pudw-

twpupp b wybyhuh w, v € R viuppbp, npnig hudwp, ua + vb = (a, b):

1. Vowlulkupr_, = a b r_; = b:

2. Lowtwljkipu' =1,v =0 kL u=0,v=1:

3. Lowtmykup k = 1:

4. 1y _3 tL 1_p duwgnppubipp Ghpuyugubip s =u'r, + vy ey, =ur_, +

vr_; mhkupny:

5. K HJyihnyywt onuyh 73 nwppp ubkpuyugubup 7,-3 = qx—17%—2 + rx—1 nkupni;

6. Gplir,_; #0

7. Tk—3 tL Ty—p Utwgnpnubnh® 4-pn puynid uvnwgdws wpdbpubpp mbnunpbking
The1 = Tk—3 — Qr-1Tk—z LEpQuyugdwt ke, unnwbwbp rp_q = (' — qpoqu)r—, +
(V' = q-1v)7r_; Ukpuyugnudp;

8. u, v nnjuwfuibtpht sunphbip tnp u = u' — qg_qu b v =v' — g v wp-
dtiputip;
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9. u, v thnthnjuwlwbbph twjulhtt wpdbputpp sunphtup v, v’ inhnfuwljub-
uliphty

10. wpwbwlbupk =k +1;

11.  Jkpununbwbp 4-pn puyhle

12. tnipu qpup (a, b) = 13— wdktwdks pinhwinip pudwwpupp:
13. ?nipu qpkup u, v wpdhpubpp:

25.7 Zhwbwwp. f/jjpnui R oqulnid Gpw Juduywlml thnfuunupdwpup wupg
a,b € R wmupplph hulwp guynijeinil niakl u,v € R wnwupplp wybyhuhp, np wkph
nriph hnkyuy huywuwpnipiniip.

ua+vb=1:

EQyihnywt onuljukpp t Byyihnkup wignphpup gilounjnp hykwgiikph onuljitkp
(inku 2.2.6 vwhdwunidp) Junnighint hwpdwp dheng Eu: Sknh niuh.

25.8 Obnpbd. Gwiugywlwi Ll pgpab onuly gjfuun/np pnbuyikph onuy E:

Uuwwugnyg: Gupwunpkup wipdws £ R WJYjhyut onuyp §: R\{0} » N U {0} wp-
nwuyuwwnfbipdwb hbwn dhwuht: R oquljh juduwywulwt I hpbwih hwdwp kpgubkup
upw nplitk m ny qpoyujut wwpp, npp hwdwp §(m) < §(a) judwyulwh a € 1
wnwpnph hwdwp: Uw dhown b htwpunp £ wly), pwth np §(a) wpdbpubpp ny pugu-
uwljwb wdpnne pytp L, b ngputighg vhown b upkih E pnply thnppugnyn:

Ujdd dtpgublp Judwyulwb b € I wnwupp b wyb dbwgnpyny pwdwubkip m-h
Jpw punn BJYihnut onuih vwhdwiudwh' b =gm + 7, npnbn r =0 Jud r # 0 t
8(r) < §(m): Gph r # 0, myw unwund kup, np r = b — gm € I muppp ! hybwyh ny
qpuyuiui wiwpp k, nph hwdwp 6(r) < §(m): Unwugjwd hwwunipniip gnyg &
wnuwhu, npr=0tLbh =gm+ 0 =mq € mR: Ntunh/ =mR: =

Gub onulutip, npntp EYY1hyut sk

25.9 Oppuwy. Udpnne gnpdwlhgutpny puquuunudubph Z[x] onulp tYjhyw
sk: Ppnp, bpt wyt BJYhywb onuy (hukp, wyw, wijwju wyh pwihg, pk hywyhbu &
uwhdwigty 6:Z[x] \{0} = NU {0} wpunuwyuunljbpnudp, wyny onulh f(x) =2
9(x) = x puquutquutitph hwdwp, pun EQyhgbup piguyiws wignphpedh, whnh
gnjnipnil nibktwb u(x), v(x) € Z[x] puquuinudubtp wjtuhuhp, np

u()f(x)+ v(x)gx) =ulx) -2+ v(x) - x

10 = (f(0),9(x) =d(x) = 1:
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dhpohtt hwjwuwpmpinitt wljthuyn k, pwh np‘ wjwju § wpnuyunytpdut
uvwhdwidwt tnutwlhg, nitkup (2,x) = 1: Tunwd £ Wjunty, np v(x) - x puqlub-
nudl wquu whnwdukp snith, b (2.10) wntsnipjut junwpdwt vhwy htwpwyn-
pupjnitt wyt k np v(x) - x puquuinudp wdpnponipjudp Ypduwngh u(x) - 2 pug-
dwbnuuh wjt gnpdwljhgutph htw, npnup wwppkp tu wquun winudhg, hul duw-
gud wquun warpudh b hwduwuwp huh 1-h: Puyg vw wbhtwp B, puth np u(x) - 2 pug-
dwbinudh wquun wbnpudp, ek wyt gnynipnit nith, whwh (hth wdpnne qnuyq phi:
2.5.10 Ophtwyy. Zkwbywy ophttmlp htwnwppphp L tpwuny, np wy ny BJYhyut
onul L, npp vhwdwdwbwly qijumynp hpbwjtkph onuy £ hwinhuwtnud: dkpgubup
a= 1/2 (1 + \/—_19) = 1/2 (1+iv19) Unuupbpu phyp k1 nhuwpykp € nupwnh
htunbyw) kipwpuqunipmip Z(a) = {a + ab |a,b € Z}: Uw quun]np hybuwjibph
onuy L t bpw hwdwp htwpwynp st vwhdwily wjuwhup 6: Z(a) \{0} - N U {0}
wpunwyuwnltpnud, npp WY hywt onul Ynupdutn Z(e)-t (dwbpudwutbpp nbuy,
ophtiuy, (Uqkpuwiyui, 2006) tir (Dummit & Foote, 2004) npuuwqppniu):

25.11 Lhddw. Gpk R Ejjhywb onuh a,b, h wmuppkph hulwp nmbkipa-bih ki
(a,h) =1, myub : h:

Uywugnyg: Cuwn 2.5.7 hkwnbkiwph, hts-np w, v € R muppkph hwdwp ua + vh =
1: fhphd'u‘ ua-b+vh-b=1-b=>bwnuppp inyhyhtu puduiynd kA-hJpu: =
2.5.12 Zbwbiwmbp. Gpk R by hyyut onuljh a, b wmwppbph hwdwp mukup a - b @ p, np-
wkn p-uyupq k b a-u sh pudwbynid p-h ypw, wyu b-b pmdwitmid & p-h Jpu:

Zhnbywy phoptdp ny dhuy EQyhgywt onulubp Juonighint hton dhong L,
wy bt hinwquynid oguruugnpdybnt £ wgnpphpdubtp junnighint hwdwp:

25.13 Ehoptd. Swijwgws R nupwnp Jpu npyguwd R(x] puquuinuduyhl onuin
Bl oyt onuily &

Uywugnyg: 2.5.1 uvwhdwtdwi E.1 wuydwup uinnigynid £ wudhpwwytiu: Uwhdwi-
dwl E.2 wuydwbp uinnighnt hwdwp tipungpbkup f(x), g(x) € R[x] e g(x) # 0:

f) =apx™ +ax™ + -+ a, bt g(x) = box™ + by x™ L+ - + by
Uhpwntiup hunnijghw punn n wunmhfwth: Gpp n = 0, myw m = 0 niypnid niukup
o Qo
£ = ag = (32) bo = 12900 +0,
by by
ul]ubhp‘u‘ qx) = %hL r(x) = 0: Gphkm > 0, wmyw
0

(2.11) f)=0-g0)+f),
m]ubhph‘ qx) =0, r(x) =f(x), L § (r(x)) <8 (g(x)): Ujdd Gupugpkup phnpbdu
wwwgnigyl] k n-hg gudp wunmhdwuh pninp puquuinudubph hwdwp: Gpk m > n,
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wyw pupdju] wywgnygt wjupnymd t (2.11) hwjwuwpnipjudp: Zudwpkup
m < n: Uy nhygpmd n —m = 0, mpbdt’ £(x)-p hus-np £, (x) puquuinuih hudwp
Jupbh b ukpuywguty

(2.12) fx) = Z—Zx"‘mg(x) +A()

wnkupny, npunkn 8(f; (x)) < 8(f(x)): Ppnp, pwith np Z—an_m g(x) puquutnudt nith
unytt wunhgdup b tnyt wjwg wanpudp, hiy f(x)-p, wyw tpubg nuppbpnieyui
Ube Ypdwwnnid E juwnwpynud, b f; (x) puquuigudt nith wykh gudp wunhdwi,
pull f(x) puquuinuup: Cunn higmYghwsh phnpkdp &how E £ (x)-h hwdwp. gn-
mipynit niukl g (x) b (%) puquubnudubp wyiyhupp, np f(x) = ¢ (x)g(x) +
(%) b 8(r (%)) < 6(g(x)): Umd k £; (x)-p nbnuigply (2.12) hwjuwuwpnipyub Uk
m unwbw g(x) = Z—Zx"‘m +q:(x) bt 7(x) =7 (x), piy npnud, mkbp §(r(x)) =
degr; (x) < 8(g(x)): m

Utp wgnphpdutpnud hwdwhiwyh ogunugnpsybnt L htnbyw) thwuwnp, npp
wdhpwytu htnbtimd E phy wnwe wwugnigyué 2.5.13 phnptdhg bt duwgpubph
onuljutinh dwuht 2.1.26 phnptuhg.

25.14 Zbwbwwbp. Yunluymlub p wupg pijp hunlup 7, quownp ypa npgjud 7, [x]
puquubpudughl onuip Ly pgyui onui £
bulj hkwnbyw) ugnudp hbnbinwd £2.5.13 b1 2.5.8 phinpldubphg:

25.15 Zhwbtwwbp. Jwdugyulml R quownp ypw upywd R(x| puquubinuduyhl onuilp
gjfuunfnp ppluyblph onuly E:

Uju mbumpjut hbtnwqu qupqugnidubp Yupbh £ quul) 8-py giunud: Sku
8.4.12 Zhyptipnh phnptup b 8.4.13 nhuinnnipeniup: Sku bwb 6.3.12 ophtwyp:

¢ € R muppp Ynsynud E f(x) = apx™ + -+ + a,, € R[x] puquuinulp wpdwwn,
tpt R onulnud, tpk f(c) & apc™ + -+ a,, = 0: Spdwsd f(x) puquuinuup ny qpojw-
Jut x — ¢ puquutnuuh ypw dbwgnpnny pwdwking htion £ wywugnigh.

25.16 Puqnih phnptdp. Epk R[x] onwli Bjhjppyub E wagw f(x) € R[x] puquwimur-
up hundwip ¢ € R wnwppl wpdunn Fuyl B dhuyl uyn plhypnid, Epp f(x) i (x —c¢): Uf
uplipl' kpp npkik q(x) € R[x] puquwinudp hudwp nkgh niap f(x) = (x — c)q(x)
abpluyugnidp:

Cuw 2.5.15 hkwnbiwph, Fhqnih phnptidp mbnh niuh quownh ypu uipdws judw-
jujui puqUutuduhtt onuljnud:

2.5.17 Yhunnmpnit. Lwbth np Z,[x]-u Ehyyub £ tpu hudwp gnpénud Bu BJy-
thnyut 2.5.3, 2.5.5 tw 2.5.7 wignphpdutpp: Uinpununtuwing ¢,: Z[x] - Z,[x] wlb-
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gnudph Uhongny Ywnnignn wignphpditphtt thuwnkip, np Zy[x] onuljp Z[x]
onuijhg owwn wykih hwupdwp dhpwjuyp b wignphpdubp junnigkint hwdwp: Ny
Uhugu uyt yyungwnny, np Z,-nid gnps muktp dhuyl Jepownp pwbwlynipjudp
pUtnh htwn (htgp Yupdwgund E hwpduplubpp B poyp sh viwjhu, np wnwewtiw,
wuklp, dhpwljjuy wpdtpubph nindugdwt tpbinypenp), wyibt wyt yuwndwnny, np
Zp[x] onulp EJyihnywi E: inhpubp iniskihu tgwnwljwhwpuwp @, Unpnijjup
wlgnudny fuinhpp Z[x] onuljhg nknuihnpuby Zy,[x] onuly, n16ky uyb K]y hnjut Uk-
pnnutinny, tr jnisnudp «hbwn phpbyp» Z[x]: Uju pupugpnmid wnwewunid kt hwpgtp, n-
npnug dh dwuht wianpunupdwip 2.4 qupugpudbh 2.4.1, 2.4.2 b 2.4.3 fhnbkpnid:

2.6 Puquuinuup pnjutnuynipintl, Yns pudwinidukp

2.,6.1 Uwhdwimd. Gpk R wipnnenipjut whpnyph Ypw wipdus f(x) € R[x] pwg-
dwinwuh pninp gnpswjhgubph wdkwdks punhwunip pudwbwpupp gnynipinil
nith, wyw uyh Ynsymd b f(x)-h pojwhpulnypnid b tpwiwlynid cont(f(x)):
Bl f(x) = apx™, wmyw punniuws k hwudwply cont(agx™) = ay: Uwutwnpuwy by,
hwunwuntt f(x) = ¢ puquuinuuh hwdwp cont(c) = ¢, hulj qunyuljut puqlub-
nuuh hwdwp cont(0) = 0: Zhknwquynid dkup Yhwinhwybup wytyhuh onuyubph,
npnug npn nuppkph hwdwp wdkbwdbs pughwinip pwdwtwpwup gnynipnit snt-
uh, ntunh 2.6.1 vwhdwidw dky wdkiwdbs punhwunip pudwwpuph gnynipjut
twpjuwyuwydwtp, hpnp, wthpwdtywn b Onuljutpnid mwuppbph wdkbwdbs pughw-
unip pudwtwpupp vwhdwtynid b hwuunupdbih mwupph onnmipjudp, niunp
Cont( f (x))—E unyiybu vwhdwdnud | wyn £punnipjudp:

2.6.2 Uwhdwimd. R wlpnnompjub wmhpnyph Jpu wpdws f(x) € R[x] puquub-
nudp Ynsymud © Znpdunnpyws, bpt tpu wjwq gnpswiljhgp hwjwuwnp k 1-h:

Bpt f(x)-h ap wjuq gnpswljhgp hwjunwpdkh wwpp £ R wdpnnonipjul wip-
pnypmd, wwyw £ (x)-p Yupbih b anpduniaply, wyuhtpl' f(x)-hg wignmd juwnwply
agt - f(x) puquuiquuhl, npb wppkt inpuwynpyws b Zwujwubwgh b, np pk R-p
nuown k, wmyw Junpkh £ unpdwynply R[x]-h pojnp ns qpoyujut puquugudibpn:
Gpt vwhdwtwhwldtup R = Z ntwpny, www, hwogh wnukiny, np Z-nid wdkhw-
Uks punhwinip puwdwbwpupp vwhdwiws k, hul hwwnupdbjh nwwppkpt Ea
dhuytt —1 k1 1, Ynrukbwbp.
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2.6.3 Uwhdwunmd. f(x) € Z[x] ns qpuyuljub puqUuinwdh poywinwnipmii t
Ynsynid ipw pninp gnpswhgutiph wdktwdts punhwinip pudwbwpupp: Ujt ow-
twynud k cont(f(x)) (kL uwhdwiynid £ ipwih £ownntpyudp):

2.64 Opptwl. Gpk f(x) =2x% +6x —4 € Z[x], myu cont(f(x)) =2 (Quud b
Cont(f(x)) = -2):

2,65 Uwhdwund. f(x) € R[x] puquuinudp Ynsynwd b yppdpwpy puqdutnud,
kpt cont(f(x)) ~ 1:

Puquuiinuuh pnyubinulnipinitp dhpn vwhdwbiqus k, kpb uyt inpyws t byhy-
jutt onuyjh Ypu. npubgnid mwppbph wdktwdks puinhwinip pudwbwpupp goynipe-
it nith: Ywib onujutinh wyth juyt quutp by, npnig ypu tnyuybu pndwiiqulynige-
miip dhon vwhdwiiws b (nbu 6.3 wupuwgpudp): Gpk ny qpoyujubt f(x) puquub-
nuwh hwdwp vwhdwgus b cont(f(x))-p, www £ (x)-p upbih b ikpluyugiby

fG) = cont(f(x)) folx)

wkupny, nputn fo(x)-p yphthnp] puquutgud b paduljub b ipgul) fo(x) =
£(x)/cont(f(x)):

2.6.6 Uwhdwimd. Gpk f(x) € R[x] ns qpuyujub puquuigudh hwdwp vwhdwb-
Jus t upw cont(f (x)) pndwimwlnipiniip, wyw f(x)-h wphdpupy dwu b ynsynid
£(x)/cont(f(x)) yphuhnhy puquuigudp: Uyt tpwbwyynud  pp(f(x)):

Cuwn Jtpp wujwsh, pp ( f (x))—]} uwhdwiynid £ hwjunwpdth tnwpph donnip-
judp: Twutwynpuybu, juduyulub ny qpojujut f(x) € Z[x] puquutnquuh hw-
dwp pp( f (x))—E dhpw gninipinit nitth bt vwhdwgmd £ ipwtth £onnipjudp:

2.6.7 Oppuwly. 2.6.4 ophuwlh f(x) pwqUuinuudh hwdwp niukup pp( f (x)) =
(2x% 4+ 6x —4)/2 =x* 4+ 3x — 22 Gud by pp(f(x)) = —x? = 3x + 2:

Quniuh (Eddugh wdktwpunhwinip wkupp B gpu hbn juwydws duljunnphuy
onquljutph hunynipynibikpp Ukq whwnp Yqub 6-pr qilumd’ puquubqudubtph $ul-
wnnphqughwjh wgnphpdutp jurnighint hwdwp: Lwth np dhty wyn wljunnphuy
onuijutinh Ykpwptpuw) dkq punudbup dh pwih thwun E whnp qunt, wnuydd ph-
pkup Guniuh (kddugh dhuyt dwutudnp nwypn Z[x] onuyjh hudwp:

2,68 Qumup (kddwl Z[x] oqulp hwidwp. Gwduywlwmi f(x), g(x) € Z[x] pug
vwhnudialph hunfwp.
(2.13) cont(f(x) -g(x)) =~ cont(f(x)) . cont(g(x)):

Vwubunfnpuybu, yppilhupy puqubpudbbph wpowgpup gphdpopy - pag
dwibnund E:
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Uwwgnyg: twju wywugnigkup tpypnpn wungnudp: Gupwungpkup f(x), gx) pug-
Uwbnunlubpp wphdhwnhy &b, puyg bpubg A(x) = £(x) - g(x) wpuwnpjuip yphuh-
] st Ju uh p wupq phy, nph Jpw pudwinmud kb ~(x)-h pojnp gnpswlhgubpp:
Bph f(x), g(x) puquuinudutph gnpswyhgubtph vh dwup pudwinud &u p-h Jpuw,
wyw, pun Wphdhwnhynipjub wuydwih, wyy puquuinudubphg jpipupwisnipt
nith gnuk Up gnpduiljhg, npp p-h Ypw sh pudwiynid: Gupwungpkup f(x)-nud wynuh-
uh gnpdwlhgitiphg wowehtip ag-t k, huly g(x)-mu’ b-ui.

fx)=apx™+ -+ ax"+ - +a,,

(2.14)
g(x) = box™ + -+ bx™ + -+ by,

plag, ., plas-1 payg p t as, tr p|by, ..., plbe—y payg p + by Mwing k, np A(x) puquubigw-
Uh Ut x(=9+m=0 uinhgwh gnpswlhgp Yihuh.

(2.15) Csvt = Asby + [Agp1br_1 + Asypbe—p + ] + [Ag_1bepq + As_2bpyp + - ]:

Cuwn b;-h puwnpnipjuly, be_q, be_p, -+ gnpduijhgubipp ponpp pudwiynd G p-h
Jpur Munp  (2.15) wpunwhwjnmpju wpwehtt pwpwlniuh thulwugsh gnidwpp
pudwiymu t p-h Jpu: 2wy wntkiny ag-h pinpnipynibp’ p-h Jpu pudwin]nud b
twht (2.15) hwjuwuwpmpjub Epypnpny punwlniup hwljugsh gnidwpp: Gr pwih
nn p f agh, , wmyw twb p t cgyp: Zujuunipeni:

Uligikyny pphwimp nhupht’ tbpluyughbip puquubnudibpp

f(x) = cont(f (x)) pp(f (1)), g(x) = cont(g(x)) pp(g(x))

wnkupny, npunkn pp(f(x)) k& pp(g(x)) puquuinulitpp wphuhwnhy bt (nphyhuy
nhwpp, bpp puquuunudutphg nptitk Ukyp qpoyuljut £, wlhuwyyn b, G wyt jupbih
E pugunk)): Mipkdt f(x)g(x) = cont(f(x)) cont(g(x)) . pp(f(x))pp(g(x)): Lwih np
pp(f())pp(9(x)) wpwumpup, pun phy wowg wuyugmgwsh, wphuhnh]
puquuinud  E, wyw hwjuuwpnipjut wy dwuh ponjuinulinipniat k
Cont(f (x)) Cont(g(x)): Utnud £ hwdbdwnt] nu hwjuuwpnipjut dwje dwup po-
Juinulnipju hbn: =

2,69 Zbtwtiwp. Z[x] onulnid yphuhnhy puquuinudh pudwtwpupp tnyhybu

wyphuhunpy puquuigud b Uwutwynpuwbu, yphdhnpy puquuinudutph wdk-
bwdks punhwinip pwdwttwpupp yphdhnhy puquugud t:

Quuywd wnwpplp onuljubp tpphdt Jupnn B wwpnibwll] pughwinip vup-

ptp, wyn wwppbph pudwtikihmpiniip jupnn E ndjuy onuyjhg jujpa]ws, nwppbp
hdwuwn niukbwyg:



56 2. Onuljutp tr hndndnpdhquubtp

2.6.10 Ophuwy. 2 b1 3 pytpp wunjuwimd ku Z tr Q onuljubpht, puyg npubg pw-
dwlibhnpip wknh muh wyy onulutphg dhuyb kpypnpymd’ 2 i 3, pwbh np
2=3 % Unygl Ghpy f(x) = x? + 3x puquuinudp pudwiynid £ g(x) = 2x + 6
puquuinuuh Jpu Q[x] onuymd, puyg ns Z[x] oquynud f(x) =x?+3x = %x-
(2x + 6):

Q nwownp Jpu wmpjws puquuinudubph hwdwp nwuppip wignphpdwlui
huunhptbp Jupkh E hwiqkgul) Z onuljh Yypw mpuws puquuinudubph hwdwp
hwdwtdwt puunhpubph puttwpydwip, t hwjupwlp:

2.6.11 Luddw. Eipuppkip f(x), g(x) € Z[x], pay npnid, g(x) pugquubnudp ypp-
Upunpy E Epk f(x)-p pudulnynid F g(x)-p Jpu Q[x] oqulmd, wwyw uyl pudwir
ynid Eppur Jpur ik Z[x) onwnid:

Uyuwgnyg: dbpgubkup uyt h(x) € Q[x] pwquwunudp, nph hwdwp f(x) =
g(x)h(x): Uy puquutiqunth gnpswlhgubpp nwghntwy k.

u u
h(x) = =2x™ 4 o 4 2
Vo Um

Puwljut vy, ..., v, hujnwpwpttph wdktwhnpp pughwinip puquuyunhlp yw-
twlkup v: Uy ghypnud v - h(x) puquunudp Z[x]-hg L & Jupbh & ghuwpy
npu  ponp gnpdwlhgubph ¥ wdbbwdks  pighwimp  pudwbwpupp uw =
cont(v - h(x)): ‘Lowluljkny a = cont(f(x)) hwoytlp.

(2.16) v-f(x)=v-a-pp(f(x)) =g(x) - v-h(x) = gx)- u-pp(v-h(x)):
Uju hwjuuwpnipjub dwp dwuh pnuinulmpinit £ v - a, hull we L[uluhhn‘ u,
pubth np g(x) & pp(v - h(x)) wphthnhy puquubnuitbph wpnwnpup wphuh-

why £ punn Quniuh (kddwgh: Nunp v - a = u b (2.16) hwjuwuwpnipniutbph pojnp
Uwukpl b pudwiynid Ba v - a-h Jpue: pbdt pp(£(x)) = g(x) %pp(v h(x)) kL

fG) = a-pp(f()) = a- g0 =—pp(v - h()):
Ujuhlipi' £(x) = g(x)k(x), nputn k(x) = a%pp(v “h(x)) EZ[x]: =

2.6.12 ughp. 8niyg wiwy, np Z[x] onuljh juduwyulwi f(x) yupgq wwupp niuh h-
wnbyw] Eplnt mhybphg Ukyp.

1) jud deg f(x) = 0 ki wyy ghypnid f(x) = ¢ hwunmwunntt puquuinudp wupqg &
wy b dhuwyt wyt ghwpnid, Epp c-tt yupqg L npytu wdpnne phy (nputu Z onuihh ny
qpojuljwi twpp),
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2) Yud Ly degf(x) > 0 tr wyy ghwypnud f(x) puquuinudp wupq £ ugyt b dhuyt
wyb nypnid, pp wjtt yppdhinhy wupg puquwbnund

2.6.13 Ehoptd. Z[x] ogup judugulwi ns qpyulwl f(x) puquubingud jupkh F
bEplyuyugihly; hknkyuy wnkupny.

(2.17) f() =€ pypu g1(x) -+ gs(x),

npukny € = +1, py, .., 0y wuppkpp wdpnne wupg pykp kb, puly g,(x), .., gs(x)
wnwpphkpp 0-hg pupdp wunpdwih yphdhnpy wupg puquumbgunlibp: Cag npnid,
(2.17) bbphugugnidp dhwlh F ugh pdwunny, np Epk gonoipmoii nbh f(x) pug
dwhnuidh b up wyy GEphugugnid Era®

(2.18) fG) =€-q1qy - hy(x) - by (),

www u =v, s=r ki (Upgnighk wpununppsblbph npno JEpunuwuun/npnipiniihg hk-
) nknh nibkl.p; ~ q; (i =1,...,u) L g;(x) = hi(x) G = 1,...,s):

Uywgnyg: Gupwnpbip degf(x) >0 b f(x) = cont(f (x)) pp(f (x)): Cun pu-
putntpyut hhdtwlwl ptopkuh cont(f (x))-p tkpjuyugtup wupg pYkphp; - pu
wpunwgpuih wkupny: Gpk pp(f(x)) wphdhnhy dwup  wwpq puquubmud sk,
Ubplupuglbup wit pp(f(0) = () f(x) wkupny (apukn f(x), f(0) * 1): Gpk
f1(x), £2(x) yppuhinhy puquubguittphg nptk dkyp nuipdjuy wwpg sk, wyl bp-
Juywgubkup ny nphyhw) wpuwunpjuih mbkupny: Lwith np ypnghut wiykpe swpni-
twlty sh Yupny, dh pubh puyjhg Yunwbwbp pp(f(x)) = g1 (x) -+ gs(x) tbpuyw-
gnudp wphupunpy wwpg puquutpudiiph wpnwgpyugh nbupny:

Lhkpuyugdwt Jhwlnipniip gnyg wwne hwdwp tupugpbup f(x) puquiub-
nudp tkpyuyugyt] £ hwb (2.18) wbkupny: 2.5.11 {kddwb kv 2.5.12 hbnbiwubpp hto-
nnipjudp Yupbh L pughwbpugiut) tpiniuhg wyk] wpunwunphsutph giyph hwdwnp.
Q[x] onulynudf 2y (x) wipq puquubquuh Jpu E pudwinfoud py, ..., py, g1 (%), ..., gs(x)
wpunungphsubphg nptk dklp: Cuwn 2.6.11 (Edduygh wyn pudwnidp nnbinh niuh twbe
Z[x] oquynid: Lwip np deghy(x) > 0, wmyw hudwpkip puwdwinng wpnwnphsp
g1(@)-u & Updwunkiny npu Jpw b Yphukng wyju puyp dh putth wiqud junw-
twlp ubpuyugdwt dhwlimpiniip: =

2.6.13 phinptuh (2.17) ukphuyugnidp wiqunid ki twbt puquwiunwdh puwfun-
phqughur (2.17) ubkpuyugdwt dke Jupkh E junwpl] «adwb winudubph Jhw-
gnub»: Gpk p; wupq pytph dke Jub hpup wungugyus ptp jud bpk g;(x) pug-
dwunudubph Uk Jub hpwp wungugué puquuunudubp, nputp Yupkih £ hpup
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dhmghhl‘ wihpudbonnmpjut nhypnid thnpubny € wpunwnphsh towp (kpk Uphwg-
Ynn wungugqwé nwuppkpp ntukt hwljwpwly bywbitbp): Gunwbwbp.

(2.19) fG) =v- pitepan - gfi(x) - ghm(0),

npubn Py, .., Pp 91(X), .., g (x) wwppbpp qnuyg wn qniyq wungugyus sk Lo
v=4=1

2.6.14 Opptwly. f(x) = 270x> +990x2 + 1170x + 450 pwquwlnuuph (2.17) ukpluw-
jugmutt £ f(x) =90 3x3 +11x?2+13x+5)=1-2-3-3-5- (x + D)(x + DBx +
5), nph (2.19) wkupp «tdwt whyudbtph vhwgnidhgs htwnn Yihth f(x) =1-2-32%-
5 (x + 1)?(3x + 5): Uju nkupkpp vhwlb kb phnpbunid tpdws htwuwnny. f(x) pug-
Uwbiquul, oppliwy, uphih E abpyuyught) twtt hbnbgw) nkupnd f(x) = (-1) -
2:(-3)2-5-(—x—1)?(—3x —5):

NMnhdhnpy puquuinudubph hwdwp (2.17) & (2.19) ukpuyugnidatpp wdbih
wupq nkup niuku

2.6.15 Zhwbiwmup. Z[x] onuih judwyuljub yppuhnpy f(x) puqduigud jupkh b
ubplhuyugit) htnbyuw) mkupny.

(2.20) fx) =¢e-gi(x) -+ gs(x),

npunbn € = +1, hulj g;(x), ..., gs(x) wwppbpp 0-hg pupdp wunhdwh yphuhwnhy

wupq puquuinudiabp b Cun npowd, (2.17) ukpyuyugnudp dhwfn £ 2.6.13
ptoptunid tpdws hdwuwnny:

2.6.13 plnptuh dh wy jupbinp hbnbiwbpt b wyt b, np, shuyws Z[x] onulp
EJyihmgut sk (nbtu 2.5.9 ophtiwlyp) b stuyws wyn onujmid wdktwdbs punhwunip
pudwbwpwph gnnipmitp sh Jupbkih wywhnyt) 2.5.13 plnptdh dhongny, wjunt-
wdbktuyuhy, Z[x]-nid guujugws ny qpnyujutt mupptph wdktwdbs pughwinip
pudwtwpwupp dhown gnjnipinit nith.

2.6.16 Zhwbiwmlp. Yudwjulub f(x), g(x) € Z[x] puquuinudutph hunlwp, npntp
dhwdwdwtwl qpnjuljub sk, gnynipnih nith tputg

d(x) = (f(x),g(x)) € Z[x]
wdbiwdbs punhwinip pudwbwpupp: d(x)-p npnpynid £ +1 wpunwgphsh (apwih)
Lownnipyjudp:

Uwwugnyg: Gph f(x), g(x) puquuunuditphg dbyp qpoyuljub b wyw yignodp
wuphdhwy k: Bph f(x), g(x) puquubgudubpp tplnwet b ns qpoyujub &, Jepgukup
npuig (2.19) ukpuyugnidubpp.
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fx)=v- pfl coplin -gfl(x) ...grf;’lm(x),

(2.21) , L ,
9@ = v pit e pi g7 (0 g ()

Luwnklp, np wjunbn dkup Epynt ubpfuyugnidubpmd k| ogurnmgnpsty Gup dpbe-
uny py, ., Py 91 (X)), oo, G (%) wpurmnphsubpp: Zwuljwbwh k&, np f(x), g(x) pwg-
dwiqudubpp wwpuwynp skt nubkw) dhtiiny wupq wpunwunphsutpp: Uwljuygt,
wnwig wju wywgnigh Ynnklnnipniup upwpinbng, dbp tipujugnidutph ke
Jupny kup wbjugul] aquijwunns yupq nupplpp qpoyuljui wunhfwbibpny:
Uju wuydwbwnpjusmpjut wupuquynid htow k unnigly, np

(222) (FC.g()) = K- pI* - PI" - g7 (0) = gl (),

npunkn k = £1, y; = min{a;, a;}, §; = min{B;, B;} (i=1,..,n; j=1,..,m): =

2.6.17 ughp. 8nyg wnwy, np judwyulub f(x), g(x) € Z[x] puquuinudutph hw-

dwp, npnughg ny dkyp qpoyujub sk, gnoipjnit nith bpwbg [f(x), g(x)] € Z[x]
wdktwhnpp punhwinip puquuyuwnhln: 8nyg nwy twkb, np

(f(), () - [f (), g(O] = f(x) - g(x):

2.6.18 Thunnmpnib. Z[x] t Q[x] onulubpnid dhkiitunyt wwppbiph wdktwdbs
puphwinip pwdwbwpwpttpp Jupny o wwpptp (hul;: Ophtwy, Z[x] onulnid
f(x) =12x% + 24x + 12 t g(x) = 8x + 8 puquuipulitph wdkbwdks pudwiw-
pwp bt hwbinhuwind phuygt 4x + 4 b1 —4x — 4 puquubnwdutpp, puth np Z[x]-h
dhwl] hwlwnwpdbh wwppbpb Bu {1, -1} Pulj x + 1 jud 2x + 2 puquuinudub-
hg ns Uklp wdbbwdbs punhwinip pudwbwpun sk, pwtth np gpup skt pudwi-
Jmd 4x +4 punhwiunip pwdwbwpwph Jpu: Uhtyptn Q[x] onulmd npwyhu
(f(x), 9(x)) Yupkih k ypguk), wuktp, x + 1 jud 2x + 2 puquwbmudubpp:

Quuyws 2.6.16 hbnbiwbiph wmuyywhnymd k Z[x] onulnid wdktwudts pinhwnip
pudwbwpwph gnynipniup, wyl, h mwuppbpnipenit EYYyhntup wignppedh (nku 2.5.3
ptnpkup), sh wwhu npu hwoddwt wpynibwybn tnubwly: Z[x]-nid puqluinud-
utiph wdktwdbs punhwinip pudwbwpuph hwpynudp Yupbh £ junwply Z[x]p
wupniiwlng Q[x] onuyh Eyjhyuinipjui bt wjuybtu Ynsyus «Ytns pudwinud-
b Uhongnt: Luh, £(x), g(x) € Z[x] puquubnunfibpp hudupkip Q[x] klhy-
jut onuyh wwppbp B hwpdkup nputg A(x) € Q[x] wdkwdbsd punhwinip pudw-
twpwpp Eyjhnbup wignphpung:
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2.6.19 Opptwly. Ghpwypkup f(x) = 2x3 — 14x + 14 L g(x) = 6x* — 14: Uju pwg-
Uwlmuditph hwiwp Q[x] tYyjhyywl oquynid nikup

2x3 —14x + 14 | 6x% — 14
2x3—14/3 x 1/3 x
—28/3 x + 14

Uguhlipi' 2x3 — 14x + 14 = 1/3 x - (6x? — 14) — 28/3 x + 14: Zwonpn puyjmu’
6x% — 14 = (—9/14 x — 27/98)(—28/3 x + 14) — 632/49:

Lwth np unwgdkg qponujuit wunhdwih dbwgnpn, wwyw Qx] onulnid
(f (x), g(x)) =-632/49 =1, t f(x), g(x) pwquuinudubpp thnjuwgupdupup
wupqg bk Q[x]-nud: Uju wuhht qumhhp‘ npt E gpubg wdkbwdbs punhwinip pw-
dutwpunp Z[x] onuinud, puyg f(x), g(x) puquuiunuulubpp bplniut & Z[x]-nwd
pudwtynud tu A(x) = 2 hwunwnnt puquutnuuh Jpw, npp wungugdus sk 1-ht
ny Z onulynid, ny by Z[x] onulynud: U]ubhph‘ Z[x] oqulnud f(x), g(x) puquumpunl-
ubpp thnjuwnwpdwpup yupg sk

h(x) € Q[x] wlkbwdtd punhwinip pudwbwpuphg Suniuh (Edduyny htown L
unwiw] wdktwdbsd pughwinip pudwtwpupp twbe Z[x] onulnud: bug-np g4 (x),
q:(x) € Q[x] puwquwinuutph hudwp Q[x]-nud mukup. f(x) =h(x) - q;(x) L
9(x) = h(x) - q2(x) (wyb wwpq glwpp, tpp puquuinudutphg Ukyp qpojuljub E
Jupth k pugunty): Gpt A(x) puquutnudh ponp gnpswljhgubph hwjnwpupubph
wdkwihnpp pughwinip puquuyuwnhyp tywbwlbup s, hul g;(x), g(x) puquwb-
nudtbph ponp gnpdwlhgubph huwjnwpwpubph wdbtwhnpp pughwinip puqidw-
wunhlp' s, wuyw

stf(x) = sh(x) - tq,(x) b stg(x) = sh(x) - tq,(x)
hujwuwpnipnibbph ph we b ph dwju dwubpp Yihtkh Z[x]-hg: sh(x) puqlub-
nudp Yihth stf (x) L stg(x) puquuugudubph pighwinip padwbwpupp Z[x]-nud:

Zupuplubinh pupwugpnid unugusd «wbnpn» s G st ujujup wpuwungphsub-
rhg Jupkjh E wquuty htnbyw) YEpy. twhe tjuntup, np et f(x), gx) pwg-
dwbnwudubtpp {hukht ywphuhnhy Z[x]-nud, wuw, pun 2.6.9 htwnbiwtph, yphdhwnhy
1hukp twb npubg wdktwdbs punhwinip pudwbwpunpp b Yoruktuyghtip

(f(x), g(x)) = pp(sh(x)):
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bulj Eptk wyn puquunudttpp wyphuhwnhy sk, wyw punhpp Jupkh Ehwbgbgub
lwunpy nhypht. gpkup

fGo) = cont(f () pp(f(x)),  g(x) = cont(g(x)) pp(g(x))

b bpwbwljkup r = (cont(f(x)), cont(g(x))): Cuny npnud, cont(f(x)) 8 cont(g(x))
wpdtpubtp nt tpuig r wdktwdks punhwunip pwdwbwpupp Z onulynid Yunpkih k
hwpby Byhntuh wignphpdny (Z-p E]yhywb onuy b):

Pul pp(f(x)) t pp(9(x)) wphuhwnhy puquwinwdutph hwiwp Yupkh k
nnuig yphthnphy wlktwdbs punhwinip pudwbwpupp hwoyty phs wnwe phpdus
Yulntiny pp(sh(x)), npuntn h(x)-p wyy puquuinuditph wikbudbs pughwing
pudwbwpupb £ Q[x]-nwd (Q[x]-pn KJYjhpyui onuly k): dhppuwmljut yuwnwupiwp
Yniukiw r - pp(sh(x)) nkupp: Ujuyhuny, utnwnid kup htwnbiyuy wgnphpdp .

2.6.20 Uygnpppd (Z[x] onuynmu wdktwuks punhwinmp puwdwbwpwph hwpynudp
tnd pwdwinidutpp» dhgngn). Spdus tu f(x), g(x) € Z[x] ny qpnyujut pwg-
Uwbipudtbpp: Zwpdb) bpuig (£ (%), g(x)) wukiwdks pinhwinip pudwiwpupp:

1. Z onuynid k)yjhntuh wignphpuny hwoykip cont(f (x)) ki cont(g(x)) pnywimw-
Ynipyniubpp:

2. Z onulmu tJyjhntuph wignphpuny hwodtup wyn pnjwinulnipniuubph r =
(cont( f(x)), cont(g (x))) wdbkwdks pughwinip pudwbwpupp:

3. Uugnud juunwpbip puquuinudiubph yphthnhy dwubphl. f(x) = pp(f (x)) [
9(x) =pp(g()):

4. f(x), g(x) puquuinudbpp ghunwpykip npybtu HYjhywt Q[x] oqulh wwp-
b, B BYYihgkuh wignphpuny hwoykup gputg A(x) € Q[x] wlkbwuksd pughwunip
pudwtwpupp (puquuinudutpp «atlniiny» pwdwibihu jupnn bt wowewbuy
Ynunnpuluyhl gnpéwljhgubp):

5. h(x) puquuinuup npkik s uwjujupny puquuuyunytng’ wvnwbwip sh(x) €
Z[x]: Qpwbu s Yupkih k Jtpguby, opptwy, A(x) puquwiguudh ponp gnpswljhgukph
hwjnwpupubph wdkbwhnpp pinhwinip puqluwywnplp:

6. Zupytip npu pp(sh(x)) wphdhwnhy dwup:

7. Npnukh wdbbwdks punhwinip pudwbwpupp nnipu qpkup 7 - pp(sh(x)) wnku-
pny:

2.6.21 Opptuwly. 2.6.19 ophtiwljh puquwitnudikph hwdwp hw]tup
cont(f(x)) = cont(2x® — 14x + 14) = 2,
cont(g(x)) = cont(6x? — 14) = 2:

Mupbdly, r = (2,2) = 2: Muklp pp(f(x)) = x° — 7x + 7 kL pp(g(x)) = 3x2 - 7:
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x3—-T7x+7 3x2 -7
x3-7/3x 1/3 x
—14/3x+7

Ujuhlipti' %3 —7x+7 =1/3x-(3x*—7) —14/3x +7: Zwgnpn pujmu 3x> —7 =
(=9/14 x — 27/28)(=14/3 x + 7) — 1/4: Mipkdt’ Q[x] oqulnid nknh mbp’ A(x) =
(f(x),9(x)) = —=1/4 ~ 1: Unwugwd —1/4 duwgnpyp Z[x] onuljh by phpkint hw-
dup puquuyyunltip uyt —4-ny: Mugph yuunwuppwvh £ dx) = - pp(ah(x)) =2-
pp((—4)(—1/4)) = 2: ZunIhlIulmh'L uw 2.6.19 ophtwlh wpryniiph htwn:

Lwih np nwghnbwy pYtph htwn gnpénnnipniuubph dudwbwy Ynnnpulutph
hwdwphgubpt nt hwynwpupubpp wdnwd kb, tppbdt hwpdwp E Q[x] onunud dtw-
gnpnny htppujub pudwtnudp juwnwpbinig hitnn unwgdws wpnyniupp puqiw-

wunnlly wybghuh wpnwnphyny, npp Yhnppugih Ynunnpulibpp: Ophtwy jupk-
1k E mipupwtgnip puyihg htnn tnpdwdnpt) hkppuljut puqlunudnp:

2.6.22 Ophuwy. Yhunwpytup 2.6.19 ophtiwlh puquubnwdutpp, puyg wdkh h pw-
dutmuhg htwn tnpuwynpkip wpmynitpp: 3x2 — 7 puquubnudp Ythnjuwphtgh
x? = 7/3-n: Zwgnpn dtwgnpnp Yihtth x — 3/2, huly Jkpoht ny qpnyuiwub tnpuw-
Ynpws dtwgnpyp Yihh 1: Qrunh d(x) = r - pp(ah(x)) = 2 - pp(1) = 2:

2.6.23 dJwupdmipinil. Z[x] onulnid «ytns pwdwunidubinh» dthongny hwoyb) htinki-
] puquuunudutph wdktwdbs punhwinip puwdwbwpupp:

f(x) =90x* + 330x3 + 330x% + 30x — 60, g(x) = 40x3 + 20x2 + 20x:
2.6.24 Jupdmpmit. Zwoyl) 2.6.23 Jupdnipjub puquuinudubph wdbkiuhnpp
punphwinip puquuywnhlp Z[x] onulnid:

2.6.20 wgnphpup Z[x] onulinid wdkwdks punhwinip pudwbwpuwh hwpydwh
Jujugniy inubwlp sk wyt jupnn b hwiglgul) dhowtlju) wpdtputph nindwg-
dw wpnpidht: Zknwquynid dkup jowunpwiwip wykjh wpynibwdbun Jkpanub-
nh htin (inku 3.4, 3.6 tir 5.3 yupwqpudubkpp):

2.7 Udtuwdbs punhwinip pwdwbwpunph wunhgfwip

Ujdd mugutup puquuunudutph wdkiwdts punphwinip pudwbwpunph wunhguh
nunidbwuhpnipjup, npp dkq whwnp Yqu wignphpdutp juenigbihu: Suppuljub
Uwptdwnhumd (f(x), g(x))-p hwfwh vwhdwigmy b wjuygbu. «f (x), g(x)
puquuunudubph wdbkbwdks punhwinip pudwbwpupp wyy puquuinudutph w-
puybjugnyt wunmhdwth pughwinip pwdwbwpuptt b: Ukup wpphkt niubup
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ophtwyutip, npnuip gniyg Eu mwhu pughwinip onuijutinh Jpw wyy dbrwybpuydw
ns Ynoklunnippnibip. 2.6.18 phunnmipjub Uke phpquwd f(x) = 12x? + 24x + 12 &
g(x) = 8x + 8 puquuliquuttph wlktwdks pughwinip pudwbwpuph wunhdubp
1k vwluyl Z[x] onuiljnud f(x), g(x) puquuinudubph x + 1 pudwbwpupp nputg
wdktwdks punhwinip pmdwbwpupn sk:

Bphk f(x), g(x) € Z[x] puquuinudubtpp mpjws i hpkug (2.21) ukphuyugnud-
ukpny, hul A(x)-p wy puquubngudttph npbik pighwinip pudwtwpup b, wyw
(2.21) ukpyuywugnidubph dhwlnipjniuhg plunid £ np A(x)-p niuh hknbygug (2.19)
ubipluywugnudp
(2.23) h(x) =0 py* - pp" - 91 (%) -+ g (%),
npnbn o = +1, p; <y; = min{e;, a;}, p; <6; = min{,Bj,ﬁ]f} (i=1..,n j=1,..,m):
Nwpq k, np o - pft-phn = cont(h(x)) kL gii(x) e ghm(x) = pp(h(x)): Ujuinknhg
plunud E, np htwpuynp wdbktwpwpdp wunhdwih d(x) pudwbwpupp junwbubp,
tpt Ytipguktp p; = 6; = min{B;, B;} (j = 1, ...,m), hulj p; wpdtpubpp d(x)-h wunhgw-
uh Jpu sk wmqnmud: Ujuhtph

degd(x) = deglg*(0) g (0] = Y &~ degg(x):
t=1,..,m
f(x), g(x) puquuinudubph httwpwynp ponp A>x) pughwinigp pudwbwpupubph
wunhgwhikph dwpuhunidt k deg(f(x), g(x)), ke tpk f(x), g(x) puquuinudutph
nplik d(x) pighwinip pudwbwpuph wunhdwbp hwjwuwp b deg(f(x), g(x))-h,
wwu d(x)-p pudwimd E pp(d(x)) = pp(f(x), g(x)) = g7 (x) - g™ () wpinuy-
pjuih Ypur

Npukugh degd(x) = deg(f(x), g(x)) wuplubiht purupupng d(x) phyhuwbmp
pudwiwpupp 1hith (f (%), 9(x)) wukiu/Es pughwinip pudwbwpupp, whwnp k, np
cont(d(x))-p pudwindh cont(h(x)) = o - pf* - ph" pnduinuynipjut Jpu: Fw hinw-
pwynp E dhwyl, tpp cont(d(x)) = k- p)*--pk", npnbn k = +1, y; = min{a; a;}
(i =1,..,n): Cun pywpwtnipjut hhdtwlwt pinpbuh, nu hwdwpdtp &

cont(d(x)) =~ (Cont(f(x)), cont(g(x)))
wuydwuhu: Ukup unnwuguip.

27.1 Luddw. f(x),g9(x) € Z[x] ns qumulwl puquuinudibph d(x) phphwlnip
pudwlnupupp bpwbg (f(x), g(x)) wdkinudks phghwbnip pudwhupupl F ugh b
Upuyl ugl plwypnid, Epp d(x)-p wunpdwiap f(x), g(x) puquuinudbbph pinhur
Inip pudwhupupbbph wunpduwbbbph Jwpupdnidia Bk d(x)-j pnjuwbnulniein-
ap wungugyws F f(x), g(x) puquuinudibph pnjuwbyulnyeniabbph wdbiudbs
plphwinip pudwlupuphb.
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degd(x) = max {degh(x) | f(x),g(x) : h(x)},

) = (f().9() & {cont(d(x)) ~ (cont(f(x)),cont(g(x))):

2.7.2 Opptuwly. Gpk 2.6.18 phunnnipjub f(x) = 12x% + 24x + 12 kL g(x) =8x + 8
puquuinuditph hwdwp yEpgutup d(x) = x + 1 pughwinip pudwbwpupp, wuyuw
2.7.1 |tdduyh wuydwbubphg wpwehtip, hpnp, Yuwwwpynud L deg(x +1) =
max {deg h(x) | f(x), g(x) i h(x)} = 1: Uwluyt kplypnpn wuydwbp sh junwpynid
cont(x + 1) = 1, hulj wj sh pudwinnid (cont(f(x)), cont(g(x))) = (12,8) = +4 wp-
dbph Yypw: Nunh x + 1 # (f(x), g9(x)): Uniu Ynnuhg, bpk yhpgukup d(x) = 4x + 4
Jud d(x) = —4x — 4 puquuinudutphg nptk dblp, wyw, pun 2.7.1 (Edduygp,
d(x) = (f(x),g(x)), pwith np degd(x) = 1 kL b cont(d(x)) ~ 4 = (12,8):

2.7.1 (Eddwt wopwtdtiwybu wupq wkup niuth wphdhnhy puqdwingudutph
ntwph hwdwp.

2.7.3 Luddw. f(x), g(x) € Z[x] yphdhwpy puquubinudibph d(x) paghwinip pur
dulnupupp Gpauig (f (), 9(x)) wdkhwdts phphwimp pudwhupupl b ugh b
vpuyl ugl plwypnid, Epp d(x)-p wunpdwip f(x), g(x) puquuinudibph phnhur
Inip pudubupuphbph wunpdwbbbph dupupdnidt 5 B d(x)-p ngbhwbu gphdp-
wnp k.

degd(x) = max {degh(x) | f(x),g(x) : h(x)},

d() = (f(),9) & {cont(d(X>) =

Zhnwqu wignphpdubpnid wbih hwdwj withpwdbown k hubn 2.7.1 (Eddugh
htug wyu 2.7.3 dwutwynp ghypp: Zbwpwynp E unwbwg 2.7.1 (kddugh whungp
twbt Q[x] onulh hwdwp: 2.6.13 phnpbup yhpwpbpnid Ep vhuwyt Z[x] onquljhly, L
uyl Q[x]-nud minnuyjhnpkt Yhpwek) htwpwynp sk:

dhpgubtp f(x), g(x), h(x) € Q[x] b kupwnpbip f(x), g(x) i h(x): Uuhtpt
qnynipinit bkl q;(x), q2(x) € Q[x], npnug hudwp f(x) = h(x)q1(x) & g(x) =
h(x)q,(x): Uju hwjuwuwpnipnibbpp puqUuyunlbng nptick wdpnng pyny (oph-
uly f(x), h(x), q:(x), q2(x) puquubmuniukph pninp gnpswljhgubph huynupup-
ubph wdktwthnpp pughwinip puquuuyunplnyg) Junwiwip hwjwuwpnipniv-
Ubp wdpnne gnpswlhhgubpny puquubnudbph dheti: Ujuhtpt' £(x), g(x) i h(x)
pudwtniudubpp Q[x]-mud juwmwpynid L wyt Bt dhuyt wy ghwpnud, tpp nplik ¢
wdpnne pyh hwdwp cf (x) : ch(x) b cg(x) i ch(x) pmdwtnidubpp juunwpynud Eu
Z[x]-nud: cf(x), cg(x), ch(x) puqUuuunuitutph ypw Yhpwnkup 2.6.13 phnpkdp b
unwbtwp npuig (2.19) ukpjuyugnidubpp.

of () =v- pit e pgn - gl (x) - ghm (),
cg(x) =v'- pfl oplin. gfl(x) "-gglm(x),

ch(x) = o -pi* - pp* - gy (x) -+ g (%),
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nputn, Ypiht pun (2.19) tkpjuyugdwut Jhwlnipjub, nibtup p; < y; = min{e;, a;},
pj <6 =min{B;, B} (i=1,..,n; j=1,..,m):

Pwtih np ¢ ny qunyuju hwunwnniuny puquuywnlbp sh hnjunid puquub-
nuutbph wunhfwp, wyw wju ghwpnid tru ch(x) puquuingudp cf (x) L cg(x)
puquuunudubph wdktwdbks punhwinip pwdwbwpup (hubnt hwdwp wihpw-
dhpon t, np u; =46; =1,..,m): U.]ubhph‘ wihpwdtion t, np ch(x)-h wunhgwp
hwuuwp (hth Z[x]-nud cf (x) b cg(x) puquuinudubph pighwimp pudwbw-
pupibph wunhdwbkph dwpuhunidht: Uthpudbonnipjut phypnid c-u dkdwg-
Ukny Ywpnn Lp wink), np wyn dwpuptnuip hwduwuwp b Q[x]-nud f(x) b g(x)
puquuinudutph pnpp pughwinip pudwbwpupubph wunhdwuttph dwpuh-
Unidhi:

Uuguktp pnduwinulnipmnitutph quuwhwwndwp: Lwh np Q nuownnd jnipw-
pulynip ny qpojuljutt phy hwljunupdbh £ wyw ppuiny puquuuyunlnudp sh
tnjunid  puquwinudubph pwdwubjhmpniip Q[x] onuwlnud: Ujuhlipti' tph
oquimugnnéyud

c, cont(cf(x)) =v - py* - pp", cont(cg(x)) =v'- pfll p,'f;‘
b
cont(ch(x)) = o - pft - ph"

hwunwwnnit wpuwungphsbpp, Q[x] onul] wugnid Juwwnpkinig htwn, wyku sk
wgnmd pudwibjhnipjut Ypu.

274 Luddw. f(x), g(x) € Q[x] ns qpuyulwi puquuinunlbbph d(x) panhwinip
pudwlnupupp bpubg (f(x), g(x)) wdkinudks phghwbnip pudwbupupl F ugh b
vpuyl ugl plwypnid, Epp d(x)-p wunpdwip f(x), g(x) puquuinudlbbph pinhur
bnip pudwlnupupbbph wunpdwbbbph Jwpupdndi E
d(x) = (f(x),g(x)) & degd(x) = max{degh(x) | f(x),g(x) : h(x)}:

Ujuyhuny, Q[x] onunid wdktwdbks punghwinip pudwtwpuph vwhdwinidp
(hujunwpdtih mpununphsh dounnipjudp) hwdpujunid £ rnuppujut dupbdwnp-
Juynd nipynn wdktwdts punhwinip pudwbwpuph vwhdwidwp, npp hhywwnw-
Ykghtp ytpp: Uktp 2.7.4 (kddwb plukgphtp 2.7.1 (kddwyhg, npp Z[x] ny B]Yhgwh
onulnid Guniuh (kddwgh vp hpunnipnit kp: Gupkh vinwbwg b 2.7.4 (kddw-
1h punhwbipugnidp guijugwsé K nuownh ypw mpjus K[x] onulh hwidwp oqunk-
1nY By hnyyut onujubiph hwnlnipnitutknhg b 2.6.13 phnpiudh wuwnghg:
275 Eboptd. Swifugus K puownp Jpu upyws K(x] oqulh juduywlwi ns
gnmulml f (x) puquuinud juplkih Fabphuyughly hknkywy nkupny.

(2.24) f(x)=¢-g1(x) - gs(x),
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npunky ¢ €K =K\{0}, puf g1(x),..,gs(x) wuppkpp 0-hg pupdp wumpdwih
wupqg puquubnudblp Ea: Cin npnid, (2.24) dbpluyugnidp dhwll Fuyl pwunny,
np kpk quynipnii niap f(x) puquubnuidh bdwl dp wyy dephuyugnid Era®

(2.25) f(x) =€ hy(x) - h(x),

www s =r b (Upgnigk wpmnupphsbbph npno JEpunwuunnpnipiniihg hkwun)
wknh nbkh g;(x) = hi(x) (i =1,..,s):

Uyuwgnyg: Lufu, ny qpoyujub f(x) € K[x] puquuiunuiuh hudwp vnwbubp
(2.24) mtuph pwljuninphqughuyh gonipnibp: Gpk f(x)-u hupp wupq sk & hwo-
tnwuntl sk (pnjnp hwunwwnnit ny qpnujut puquuinudupp K-md hwljugup-
&k1h mwuppkn Bu), wyw wyb upkh L ubpuyugty Lplne wykh guép munhLwiih
puquuiunudubph wpunwnpuih dhongny: Gpt ppuughg nptik dkhp tnybybu
wunq sk, myw wyb unyuwbtu Yupkh £ wnpnht: depowynp pwyknhg htnn junw-
twlp (2.24) nkuph tkpjuyugnudp, npuntn g;(x) puquuinudubpp wupq o b e-p
Yupbkih £ hudwpty 1@ Gph ju twb (2.25) ukpiuyugnidp, wyw 2.5.12 hnbkiwbuph
ogunipjudp htpwn E unwbiwy, np Ay (x) yupg wpnungphsp dwutwlgnud | wnweht
ubpuyugdut by tiw: Zhnwgubng wyt Eplnt tkpjuywgnidubphg B Yplukng
puyp Uklp Juinwbwbp npnikih dhwlnipniip: =

(2.24) $wljinnphqughuyh Uk Junuptyny tdwh winudukph dhugnd” funw-
twlp (2.19) ubpjuyugdwt wbwyngp K[x] onuynud.

(2.26) fG) =v- gli(x) - ghn(x):
bulj upwtihg htow k plutiguly 2.7.1 ta 2.7 4 {kddwtbph whwngp.

276 Ltddw. Swijugws K nguonh Jpuw wipqus K[x] oqulh judugulwi f(x),
g(x) ns gquulwl pugquubnudbbph d(x) phphwbnip pudwiupupp  Gpubg
(f(x),g(x)) wlkiudES phphwinip pudwiwpupl Fuyl b Jphugh ayl pbypnid, Epp
d(x)-p wumhdwip f(x), g(x) pugquubnudbbph phghwbnip pudwlupupibph wo-
wnhdwbbbph dwpupdnidi E

d(x) = (f(x),9(x) & degd(x) = max{degh(x) | f(x),g(x) i h(x)}:

Ujunkn, Jkpgikiny K = Q, unwbmd tup 2.7.4 (kddwt: buly K = Z,[x] nkwypp
htwnwquynud vh puth wiqud Joquuugnpsyh dngnijjup wignphpdubpnud:
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3.1 Lwbnwuni-Uhiynunh guwhwnwljububpp

Uju qunid dktp hwdwnpline kup E]hjhnjut onuljibph kit Guniuh (kUdwgh og-
umpudp unwgws hwipwhwyquljut wbuwluwt Juoniguspubpp wwppbkp
pYuyhtt ghwhwwnwlwuttph htin (Lwinuni-Uhiyninp quuhwnwlwbbp, nkqny-
wmwbnh wpdbpubp, Unudwpp pubwdbe tyu): Uy hwdwnpnipmniuubph dhongny
Jupnighnt Lup puquuwunudubph yupq pwdwuwpupubph juenigdut, wdkbw-
Uké puphwunip pudwbwpuwph hwoudwl, thnjuwnupd yupgmipjut npnodwb b
wj) wignphpdubp:

Ukpjuw wupugpudh tyyunnulj £ vnwbu) mpjuws puquuinuuh ponp hw-
puynp pwdwbwpwpubph poinp gnpswljhgubph quwhwwndwb pwhwdbikp, npnup
nbkuuhjulub tpwtwlnipjnit i ntuktwnt hinwgqu dh swpp wignpphpdutph jw-
nnigdwt hwdwnp:

Cupunnkip wplws B f(x), g(x) € Z[x] puquuibmunifutpp, phy npoud, g(x)-p
f(0)-h pudwtiupup £ £ (x) = g(0)h(x): Uy nhypmd £ (x) puquubinuuth gnpswlhg-
ubpp wvnwugynud tu g(x) e h(x) puquuigudibph hwdwywnwuwbh gnpswlyhg-
ubkph wpunugpuiutph gnidwph wkupny: Twutwynpuwby, f(x)-h wjwg gnpsw-
Yhgp g(x) &L h(x) puquuinudibph wjwg gnpdwlhguph wpnwgpuyb b, b, nwe-
wnh, pugupdwl] wpdbpny UkS jud hwjwuwnp k tpwtghg tpiniuhg k: Upwthg vw-
Quyt sh plund, pk g(x)-p sh Yupnn nibkbuy f(x)-h poinp gnpdwlhhgtpht glpuw-
quiignn npbik gnpswiljhg:

3.1.1 Opptwmly. f(x) =x*+x3 + x + 1 puquuiguup pninp gnpdwlhgutpp hww-
uwp kb 1-h, vwuyh f(x)-p nibh g(x) = (x + 1)? = x2 4+ 2x + 1 pwdwbwpwpp, nph
tpypnpn gnpswljhgp 2 k:

67
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3.1.2 dwpdnipnil. Unyt ophtiwswithmpiniup tjunk] hknbyw) puquinudut-
poud L.

fO)=x34+x>—x—1t g(x) = (x+1)%
fl) =x54+3x* +2x3 —2x%2 —3x — 1k g(x) = (x + D*
f) =x%4+3x> +3x*+2x3 +3x2 +3x+ 1t g(x) = (x + D*:

3.1.3 Opptwl. Uwubwnpuyby, f(x) =x* +x3+x+ 1t glx) =x3 +x* —x—1
puquubiqudttpt nbbkh pighwinip d(x) = x* + 2x + 1 pudwbwpupp, nph dh qop-
suihhgp Epynt whqud ghipuqutgnmd £ f(x) b g(x) puquubgudtbph pojnp gnpéw-
Yhgubnp Unnnijubpp:

3.1.4 Ophuwly. E] wybjh whuywubih ophtiw] Ywupkh b Yuomgly ghlynundpl
puquuimudilph hongny: n-pg ¢, (x) ghjjnunndhl puquuiinudt wyt dhwly wupg
puquunudt k Z[x]-md, npp pwdwinud £ x™ — 1 puquwnudp, puyg sh pudwinid
x¥ — 1 puquubiqudp, kpt k < n: Mupq L, np.

P (x) =x—1,

¢o(x) =x+ 1 (puthnpx?—1=(x+1)(x - 1)),
P3(x) =x2+x+1,

Pa(x) =x2 +1,

Ps(x) =x*+x3+x2+x+1

B uygpa...

Shljjnnnuhly puquunudh punhwinip pwbwdbiu k.

2imk

b= [] (x=)
k=1,..n
(kn)=1

Uhlgkr n = 104 wpdbtpp pnjnp ghlnunindhl puquuiqudubph pojnp gnpdwljhgubpp
pugupdul] wpdtpny skt ghipuquiignid 1-p: Puyg n = 105 phyp wnwght pwljul
phyl £ npp Gupth £ ubpljujwuguby hpuphg wwppbp pkp Yo wwpg ptph wp-
wmwnpuih mbkupny. 105 =3-5-7:

Bros(x) = x*8 + x4 4 x46 — 43— x42 _ ol _ x40 _ 339 4 436 4 235 4 x34 4 o33
432 31 28 526 _ 424 422 420 4 417 4 416 4 415 4 14 4 413

+x1%2 —x% —x8 —2x7 —x® — xS+ x4+ x+1:

Lwwinnud Llp, np ¢y05(x) puquubiqudt niih whnudikp, npnig qgnpdwlyhgbpp —2
L Ujniu Ynnuhg, ¢q05(x)-p pudwbwpup £ %1% — 1 puquubquuh hwdwp, hul
Ykpohthu Uhwl gnpswlhghtpl ki’ -1, 1:
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3.1.5 Thunpmpnia. Unwbg wywugnigh wkup wyt jupbinp thwuwp, np ghynunn-
UhY puquuinudlkph gnpswlhgitpp winfbpenpbtt wdnid ku: Uyuhlipt' Juidwjw-
Juh Ukd M pyh hudwp fu vh k pawljut phy wybyhuhl, np 2% — 1 puquutguidh
pudwbwpup hwinhuwgnn ¢y (x) ghynundhly puqiuinudh gonpswlhgubphg
npbck UEYp Unpnuny gipuquiugnid £ M-p:

SpJws f(x) puquwinuuh pnnp htwpwynp pudwbwpwupbbph ponp gnpdw-
Yhgubtpp pugupdwly wpdtpny vwhdwbwthuly B, b Lwinguni-Uhiynunp puwbtwdbip
httwpwynpnipinit £ nmwhu ghwhwwnbin npuip:

3.1.6 mhoptd (Lwiununi-Uhynnh pwbwdbip). Sapuppkip Z[x] puquuimuniu-
Jht ogulnid wipydws F f(x) = apx™ + -+ a, puquubnudp b Gpw juduywiwh
g(x) = box™ + -+ + by, pudwinupwpp: Uiy nkuypnid wknh niah hlnkyuy wnlsnip-
JnLip.

a

m
Dbl <2m
i=0

fFnptuh wwwgnygp Yppkup phy htnn: Gpunnidubpp jupdwugubint hwdwp
upklp, np pughwbpuwbu |[f(X)] = / " ,af pwtwdting (ny Uhuyh Z[x] onulh
wnwppbph, wy judwyuut puquuinudubph hwudwp) pugniadws E uwhdwily

by
0

ruquubpudughl Jbnphhul (puquuunqudubph qgbuyhtt mwpwsnipjut Uk pug-
dwunuuh tnpup Yud Epjupmipniup): Cun wynd® phnptdh wthwjwuwpnipniip
Jupkh b ukpuyuguty

@3.1) Z|bi| <om

i=0

b,
Qo

IF el

wbupny: Spdws f(x) puquuinudh hwdwp wyl, hpop, poy) E wwhu Jiphtt guwhw-
nwwt hwoyty bpu judwyuwt g(x) pudwtwpuph gutugws b; gnpswlgh Un-
noijh hwdwp, ek wihqud g(x)-h wkuph dwuht dkq nshiy huynih sk (dwubun]n-
puybu, tpt hwjnth sk puwtwdbimd oqunugnpéywué m kv by wpdtpubtpp): Ppnp,
|b;] < X7|b;l, huly we dwunid’ 2™ < 2" b bol <1, pwltth np Ynunpwlh hwdwphsp

ao

hwjnwpuph pudwbwpupi b Uguhlipt' |b;] < 27£(0)]l: Uju ghwhwnwlwbp fw-
b & pupbjudty: bpnp, tpk f(x) puquuinuuh g(x) puduwbwpuph wunh&wip
n—1Fk uyu
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n-1
Ibil < ) Il <27
i=0

Uguhtipll' |b;] < 27 U|f ()]l qiwhwinwlwip &hown £ £(x) puquuinudh pnpnp wii
pudwbwpupbph hwdwp, npniig wunh&wn sh gipuquignid n — 1 phyp:

IfFColl < 2" HIf GOl:

by
QAo

Upmnwu Ynnuhg, tpk f(x)-h g(x) pudwbwpuph wunhdwup n k, wyu g(x)-p
Jud hwuuwp k f(x)-ht, jud b vnwugynd E £(x)-p npkik ny qpojujut wdpnne
pUh Jpw pudwibjhu: Bpyne ghypbpnud b g(x)-h b; gnpdwljhgutpp pugupdul
wipdtipny skt gipuquignid max{|a;| | i = 0, ..., n} dwpuhunudp: ZEow E nbulily, np

n

> at = Il

i=0

|b;| < max{|a;||i=0,..,n} <

Qipkdt’ phy wpwe unugws quiwhwinwlwip &how b £(x)-h pazap pudwtiwpupib-

h pnjnp gopdwljhgutph hwdwnp: Zknwquynud wyt Ukq whwnp E quynt wignphpdw-

Jub jurnignidubpnid, niuinh wywqu hnnudubph hwdwp bowbwltup

3.2) Ny = 2" Ol:

it bpykup vnwugyws hwuwnp npuytu.

3.1.7 Zbtwbiwlp. Z[x] onulh f(x) = apx™+ -+ a, puquuiunuih judwjulul

g(x) = bgx™ + -+ + by, pmdwlwpuph guijugws b; gnpswlgh hwdwp (i =1, ..., m).
bl < Ny = 2" HIf () l:

Bph Z[x]-nud wpjws tu f(x) b g(x) puquuwigudubpp, hull A(x)-p gpuig
nphik piphwimp pudwbwpup b, wyw 3.1.7 hknkiwbpp bplne wiqud Yhpuntingd
Junwbwp.

3.1.8 Ztwbiwlp. Z[x] onulh f(x) = apx™ + -+ a, b g(x) = bgx™ + -+ + by, pwig-
Uwbnultbph judwyuluh h(x) = ¢x* + -+ + ¢, pighwbnip pudwbwpuph gub-
Jugwsé ¢; gnpdulgh hwdwp (i = 1, ..., k).

lcil < min{Nf, Np} = min{2" 7 [If I, 2™ Mg}
3.1.8 htnmbiwuph ghwhwwnwlwip Yupkh E pupbjuyb.

3.19 Zbwbiwlp. Z[x] onulh f(x) = apx™ + -+ a, L g(x) = bgx™ + --- + by, pwg-
Uwbnultbtph judwwluh h(x) = ¢x* + -+ + ¢, pighwbnip pwdwbwpuph gub-
Jugws ¢; gnpdwiljgh hwdwnp (i = 1, ..., k).

(3.3) |CL'| < Nf,g = 2min{n,m}(a0’ bo) mm{

lF GOl Ilg(x)ll},

laol ” Ibol
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Uyuwugnyg: (3.1) puwtwdbip twju Yhpunkup f(x), h(x) qnuygh, wyuw g(x), h(x)
qnuygh hwdwp: Mwupg k np k& < min{n, m}: Unwu Ynnuhg, pwh np cp-t pudwind
agy, by wjwg gqnpdwljhgubpp, wyt pudwnud £ b nputg (ag, by) wdkiwdbs punhw-
Jupkih E Jtptithg qguwhwwnty b

unip pwdwbwpupp: Niunh |2—°| Ll |Z—°
0 0
wpdbtputpny: =

(ag,by)
ao

(ag,bp)
bo

3.1.10 Ywpdnmipnib. Zwpdk) Ny qiwhwwnwlwip 3.1.1 ophtimlh bt 3.1.2 Jupdnipe-
jut puqUutnudubtph hwdwp:

3.1.11 Jwpdmpimb. (3.3) pwbwdbing hwpyly Nyy quwhwnwlwip f(x) = x° +
3x* + 2x3 — 2x% — 3x — 1 b (x) = x3 + x? — x — 1 puquubiqultitph qnyqh hwudwp:

3.1.12 Jupdmpjnit. (3.2) pwbwdbing hwpyk) Ny, quiwhwinwuuiip wpwghtt hhiq
ghyinunnuhl puquuwiunudutph hwdwnp:

3.1.13 vunhp. Sk nhwptp, tpp 3.1.9 htnbkiwuph quwhwnuluit wykh uwnnyg
E, pwilt 3.1.8 htnbirwliph quwhwwnwlwip: Snignid gl f(x) tir g(x) puquunud-
utiph ophtiuy, npnig hwdwp 3.1.9 htnbkiwbph quuwhwnwljwup pugupdwl wpdt-

pn] wijbijh thnpp E:

3.1.6 ptinptivh wwywugnygp: Uju wywgniygn uninpbt junnigytjhp wignphpduk-
nud Ukq whwp sh qunt. dkup wybt pipmud Gup dhuyt swpunpuiph wdpnnowlfju-
untpjwt hwdwnp:

‘Luju, htow | uinniqly, np judwjwlui z € € Yndwtpu pyh hwdwp mknh nith
(3.4) ICx = 2)f Il = l(Zx = Df I

hwjwuwpmpiniip (wywugnighint hwdwp pujuliut b hwjwuwpnipjut Gpint
Ynnutpt § punwlniup pupdpugty):

Bupwuyptup f(x) puquuinuudh popnp wpdunbbph B zy, ..., z, Yoduykpu pyt-
ppt f(x) = ao [T (x — z): Lpwbwlklp.

n
M) = laol | | max(1, Izl
i=
8nyg wwlp, np M(f) < [[f(0)|: Zwdwpkup, np zy, ..., z, Yndyykpu wpdunitphg

wnwohlt k hwwnt kb, np dngnyny ks tu 1-hg: Ujy ghypmd M(f) = |agz; -+ zl:
qhpgukup hbnbyw) odwnul puquutnudp.
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t(x) = aol_[(zlx— 1) 1—[ (x — z;) € C[x],

i=k+1
b Bupunptip ¢o-t ipw wjwg gnpswyhgt B Uy pliwgpod
M(f)? = laoz, -+ zi|* = laoZ; -+ Z|* = c§

tpohtt hwjuwuwpnipinip unugynid t Yeptih aq [12,Zx — 1) wpnwhwjnnip-
jwi Uy thwljugdtph pugnid Junwpkiny): Umniu Ynnuhg, ¢ < [[¢(x)||?: Utmd k
t(x) puquuinquuh Jpw k whqud Yhpunkng (3.4) putwdbip unwbug

ag ﬂ(zlx -1 ]_[ (= 2| = [lao ﬁ(x -2)
i=1

i=k+1
Upuughund, M(F)? = ¢ < IEGOIZ = IFCOIZ, b M(P) < IF GOl wihuwupnp-
it wyugnigyws b g(x) = box™ + - + by, pudwiwipuinh hwdwp unyuwbu nh-
nuplip hwdlwywwnwujwi M(g)-u: Tddup sk dpbnp puwbwdbiikph ogunipjudp
uwnwbuy |b; | < (7)M(g), npntnhg b

Ynl=m@ (7)) =M@z
i=0 i=0

Lwih np g(x) puquuinuuh wdklh vh jpsnid wpdun | bwbe £(x) puquuiqudh
hwdwp, wyw M(g) < |ag/by|M(f), npintinhg .

= Ifll:

m

Yol < M(gy2m < 2m |2 e

i=0

(l:
finphut wmywgnigus kL m

3.1.14 unphp. 9hbnp pwtwdbibph oqunipjudp unnwbiug bwuinpny wwwgnygh Jtp-
onud oquiugnpdud |b; | < (T)M (9) wthwjwuwpnipnibp:

3.2 Qnpduljhgukiph quuwhunmljuth yupqugnyt jhpuempniuitkpp

Ulukup Lwununi-Uhiynnh pwbtwdbih dheongny puquuunudutph pudwbihnipe-
jul Ytpupbpyug ny pupn wignphputiphg: Uy wignphpdtkpp weuydd gun wijw-
wnwp Yhukt wyt wenidny, np gpuignid swhwquig owwn puyikip whwnp junwpty
npnubh wuwwnwupiwtnp qunubkint hwdwnp: Uktup hbinwquynid nputp Ythnpowphtutup
wihwdbdwwn wybh wpuq wputwwnnng wignphpdubpny, hul] hbnbyw) wignphpdub-
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np phpnud Bup dhuytt npuyjtu Lwununi-Uhynnh puwtwdbith wwupq Yhpunnipmnib-
ubkph ophtwyukp:

Spyws f(x) € R[x] puquuiunudh p(x) wwpq pudwbwpuph gunhlnipmed &
Unsynid wybt @ € N phwjub wunh&wlp, nph hwdwp p%(x) | f(x), puyg p**1(x) +
f(x): Gpphidt pudwbwpuph wunhnpmnit hwujugnipmniip thpdnsynud E hwbe
ny whyuwydwl yupq pwdwtwpupitph hwdwp: Gpphdt £ N-p thnjuwphinud
N U {0} puqunipjudp b hwdwpnud, np p(x)-p £ (x)-h gpoyu§wi qunpnipjut pu-
duwlwpun k, el p(x) + f(x):

Cuw 3.1.7 htinbrwlph, npus f(x) = apx™ + -+ + a, € Z[x] puquubguh pudw-
ttwpup nh g(x) = bex* + -+ + by nkupp, npnkn k < n b |b;| < Ny = 27 £ GOl
Spyws k-h hwdwp wyn wujdwiht pwdwpupnn pnnp htwpwynp gnudwpubpb
punudtup Jepownp hwn kb, e npuitg pubwlj k2N, (ZNf + 1)k:

3.21 dJupdmpnih. Unmghk), np f(x) € Z[x] puquuunuuh k-pn wunh&wih ponp
pudwtwpwptbtph pwbwynipiniup sh gipuquiugnid 2Nf(2Nf + l)k Phin:

Puquuinudubph guulbkpp jupquynpdwut hwdwp dkq whwnp Yqu puquub-
nudttph ypw vwhdwbgwsé npbk gduyhtt jupgh hwpwpbpmpinit: Spyws wypnipk-
uh Ypw vwhdwbdws puntph (nwetph yeppuynp hwonpnuljwunipiniuutph) fup-
quynpiwt hwynbh wuwmpdwbuypl jEpupingpnuppulmé uyqpniupp Yupbh k&
nwpwsh] b puquuinudibph ypu: g(x) = bex* + -+ + by b h(x) = cox™ + -+ + by,
puquutnudttph hudwp vwhdwikip g(x) < A(x) wyb b dhuyt wyb ghwypnud, Epp
k<mlud k =m t g(x) — h(x) nuppbpmpjut wjuq wigudp puguuwulub b
Pusybtu Junbkutkup hbnwqumud 8.2 wwpwqpudpnid, uw grlex Unundhw) Jupqu-
Ynpyuébnipjut twutwynp nhypl k: Uktup Jupnn Ehup unnpbt phpynn swpunpub-
pp Uh thnpp llulp&ulghhf oquykiny grlex-h wbkpldhtwpwnipnithg: Uwluyt,
wnbpunt wykh pynippuljubih gupdubne hwdwp oqgunugnpénid tup vhuwyt wjwb-
nuijut wnkpdhtukpp, wnwyb) tiu, np dhgke 8-pn qnijup Utkq npbick wy) Untindhuy
Jupquynpyuwdnipinil sh hwunhwybnt:

Uunhfwtwjhtt {kpuhngpuphwujuts uljqpniiupp tpwbwlnud £, np dbup twju
hwdbtdwwnnud Eup puquuiunudutph wunhdwbtbpp (bt ks hwdwpnid wybih
pupdpn wunhdwuh puquuunudp), huy hwjwuwp wunhdwuh puquuunudubpp
hudbdwwnnmd Gup pun b;, c; qnpbuﬂlhghhpb‘ thinpbkiny wnwghti gnpswiljhgp, npp
Uhbiunytp skt tpynt puquutnudibpoud F: Untindhw) jupquynpdwb nbuwljib-
nhtt wykh dwbpuwdwuinpht juinpununiwbp 8.2 wupwqpudnid:
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3.22 dwpdnipnii. Uwnigh), np Z[x]-h Jpu dbp vwhdwbws jupqujnpjusnip-
mibp géughl b, wyuhpl, judwyuwlut g(x), h(x), f(x) € Z[x] puquubnudutpp hw-
dwp ntinh mubkt hbnbyw gquydwbtbpp.

1) g(x) < h(x) fud h(x) < g(x),
2) bpt g(x) < h(x) b h(x) < g(x), myu g(x) = h(x),
3) tpk g(x) < h(x) tr h(x) < g(x), myum g(x) < f(x):

dtphhotup, np twunpy glunid ny qpojuljut puquubwdh pwlmnphqughw
wijuttightip tpw (2.17) ukpuyugnudp hp wwpq wpwgphsubph wpuwunpuh
wnbupny: «LUwt winudubph vhwgdwi» thongny jupkih E wljninphqughwi plipty
(2.19) mbuphti: Zwuwuwyh L, np (2.19) dwljinnphqughwt niikgng f(x) puquubnw-
uh p; yupq wpnunphsh wunnhympimbh £ a;, huly g;(x) wwpq wpnwnphsh wuw-
wnhimpnitt £ g;, npnbn i =1,..,n & j=1,..,m: Puqiuinuuh dwljinnphqu-
ghwtt qunubtjp hwdwnpdtp L tpw pnjnp wwpq wpunwunnphsutph P guulh (hwenppw-
Juinipjul) vnwugdwip, phin npnd, jpipupwisnip wpunwngphy tpdus b wyiput
wbqu, npputt hp yuwwnhynipniut k: Cun npnud, P-ut wduind Eup ny ph pug-
uUnipjnil, wy] guil, pwuh np puqunipniuubpp skt upnn yupnibwyl] Ypyudng
wnwppbp:

Muktwny puquunudutph il)ulllmnp]lqulghulh‘ jwpnn kup (nusk) npuig htin
Juwywé nmwupplp puinhpubp. quil) puquuiunudubph wdbbhwdbs punhwinip pw-
dwbwpupp, wdkbwthnpp punhwunip puquuyuwwnhlp, (nwsth] puquuinudh wwup-
qnipjut hwpgp, hwoyl) npu wpdwwnubpp by Npybu Lwbinunie-Uhiyninp pubw-
&dtirth wwupqugnyh thuanp]nLh‘ Airultpybup puquuinuuh dwuljinnphqughuygp
Uh wignphpd.

3.23 Ujqnphpd (Luinuni-Uhiyninh pwtwdtith thengny puquubngudh puljunpp-

qughwi). Spqws L f(x) € Z[x] ny qpoyuijut puqUunudp: bl tpu $uljunnph-

qughw:

1. Lowttmjkup n = deg f (x):

2. Cunn Lwinuni-Uhbyninh pubwdbih 3.1.7 htwnbkiwbph hwpdkup Ny = 2 F (ol

3. Uwhdwkup puquuinudubph P nuwnwupl guulp:

4. (k=0; k <n; k++) wpdbpubph hwdwp

5. ytpguklp g(x) = box* + -+ + by, nkuph pnnp 2Ny (2N, + 1)k hwwn wdpnne
gnpduljhgubpny pwquuimuditph G, pwqUmpmiup, npunbn b < Nf W
by # 0;
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6. npbik tnwtwlny, ophiy, wunh&wiwgh (kpuhngpubhwlut uljqpniipnyg
Jupqunpkup G-t

7. P guulhhtt wmybkjmgukup Gg-u;

8. Gr-h jnipupwtisinip g(x) puquuinud dbwgnpnny pudwikip P guihh dhw-
gus pninp puquuinudubph Jpw b, Epk wyn pudwinudubtphg qnubk Jkyh
duwgnpnp qpoyuluib k, g(x)-p nkb uknkup P-hg;

9. Snipwpwignip g(x) € P puquunuuh hwdwp

10. i=0;

11, &pk f(x) : g"™*(x)

12. wowtwmkup i =i + 1;

13. Jhpunwntwtp 11-pn puyihi

14. tpki=0

15. P guiijhg gkl tknkup g(x) puquutgudp;

16. hwlwnwl ntypnid

17. P guulnud g(x) puquutudp thnjuwphtkip hptt hwjuwuwn @ hwn
winudukpny;

18.  wlgukup P guulh hwonpy puquutnuuh:
19. tnipu qplup P gutyh puquutnudubpp:

Ept Julpwnplp wwpg wpnwnphstbpp bwhe gpbny wwpg wywywpbpp,
www wupq yphthnhy puquutquditpp, wyw junnwbwip (2.19) bpnidnipniup
(nyu ghypnud v = 1): Bph ujqpuufub f(x) = ¢ # 0 puquubpudp hwunwnnt
E, wyu 3.2.3 wgnphpdh 6-py Jhnnd dbkup Juunwbwip ¢ pyh Jhipnidnipniup
wupg pykpp wmunh&wuubph (kL v = 1 hwunupdbih wupph) wpuwunpuh: buy
tpt ¢ = +1, wmyw Junwbwip f(x) = v = +1 puquuinudh JEpnisnipmniip «qpn
hww» yupq wpnungphsubiph (nku 2.6.13 pinptdp G (2.19) Jpnidnipiniup):

Nputu 3.2.3 wgnphpuh wwpq Yhpwempmib Jupbh b onwbo) opdws
f(x), g(x) € Z[x] puquuinulitph wlktwdks pighwinip pudwbwpupp b wdk-

twthnpp punhwinip puquuuyyunhlp hwykint hwuljwbwih, puyg swun woiwnw-
wnup knubwy 2.6.16 htnbkiwiph dbpngny: Spyws f(x), g(x) € Z[x] ny qpnyujul
puquutnudbpt pun 3.2.3 wignphpdh Jupbkih b 4Epnist] qupq wpunwnphsubtph
wunhfwtiubph wpnwnpuih: Gpk nptk p(x) wupqg wpnwugphs pudwinud k wju
puquuiquditphg dhught dbyp, wyu wb p°(x) =1 qpnuijut wunhgwing
wkjugutiip Unuh Jhpndsmpjutipn: Ywpkjh £ hwdwpt, np tpynt paqluinudiubpt
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B hwinhuwinid &u yqupq wpunwngphsubph dhtting guulhh tmwppbph npny wunh-
Swhikph wpunwnpyuykp, hswhu (2.21) putwdbitkpnid: Uy gwypnud (£(x), g(x))p
Ghwoyyh (2.22) pwbwdbiny: dhpowyku [f(x), g(x)] = fF(x)g(x)/(f(x), g(x)): Ugu
nsdwl phpnipinitt wjuhwyn b dkup juqunud Gup puquuinudubtph dh dbé
gully, npp mwpptpp whwh htpeny hpwp Ypu pudwily): Zknwquynid dkup junw-
twtp puqUuinuuh wupq wpnungphsutiph b paquuinudubph wdkwdts punhw-
unip pudwbwpuptph hwyddwt own wdbih juwnwpyu) wignphpdutp:

Ujdd wmbgtiktp Lwununi-Uhlynnh pubwdbih Up putth wy) juptinp hpwnenipe-
niuttph, npnup htnnwquynid oqunwugnpstint Lup wignphpdubpnid: 2.4 wupuqpu-
$nud Unpmijjup wigdwtt wgnphpdwlwi Yhpwonipmniubbpp putwpyljhu dkup
pywpltghtp Uph puwth mhywlwt puppmpinitutp, npnup wpwewbinid tu Unnnyy-
jup wiagdwi dudwbwl, dwubtwynpuytu, 2.4.1 kL 2.4.2 hupgbpp:

‘Luiju, ghunwpltup dnnnijjup wiugdwt dwdwbwly gnpéwhpghlbph wuhwwi-
dwil huipgp (nku 2.4.1 Yhwnp): Gupunpkup nipdws f(x) puquuiunuuh hwdwp un-
nuipgup dbpnnubpny nismd Bup pwdwbbjhnipjub hin juwdws npbik futinhp,
opbhuﬂl‘ nju) puquutnuih wupq wpunwugphsubph jud puquuinudubph wdk-
twuks punhwinip pwdwtwpuph hwpddwh jutnhpp: @, Z[x] - Z,[x] Unpnijjup
wlbgnuip hqnunpbhqu sk, b bpk wyy utinghpp mskip dnpouyup £, () = ¢, (f (1))
puquunuuh hwdwp, wyw npuithg htinn dhown sk, np jupnn Gup unyb oungph
(nsnudp Jhpuuiquty f(x) € Z[x] puquuuguudh hwdwp: Pusybu nbuwbp 2.4.1
Ytwnh ophtwynid, f(x) = 7x% + 22 puquubnuuh hwdwp f(x) =1, L f(x)-h pu-
dwtwpuwpubph dwuht ¢; Unpnijjup wignidhg htinnn wptiu npbik gnpstwljut
hupnplwughw sh wwhwwiynud: bul, wubup, ¢;; Unpnipjup wugnidhg hbwn
Yuwnwbughtp fi;(x) = 7x?, nptt wpnkb YEppnisyws b ujunpg wpnwnphyitph, pugg
nph wwpq wpnugphstbpp juygus skt f(x) puquutqudh gwpg wpnwnphsh
htwn (qpuw wuwwnlbp sk hwinhuwbtnid dngnijjup whgdw dudwbwl):

foynud L, pt wyu hwpgp Yupkh kot wyuyhuh dh s p wupq phy Jipgut-
10y, npp gbpuquitigh £ (x)-h prinp gnpdwilihgbpp: Ophtwy bpk p = 37, wyw
@37(f(x)) = f3,(x) = 7Tx* + 22
Udnpnijjup puquuinudt nmibh bnyt qnpswlhgubpp, hs f(x)-p, b pynud L, ph
f37(0)-h pudwbwpuptipp hwpdbng® dbup junwbwip twbt f(x)-h pudwbwpup-

ubkpp: Puyg, hsywbu nbuwlp 3.1.1 muppuljwb ophtwynid, f(x) puquuinuuh
nptitk g(x) pwdwbwpup Yupnn b wdbjh dbs gnpswljhgubp nibkbw), pwt f(x)-h
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gnpéwlhgubpb kb, kL Ukp plinpws p wupq phyp Jupnn Ehnpp jhuky g(x)-h nptk
gnpdwlghg: 3.1.1 ophttwynid phwnwpydus f(x) = x* + x> + x + 1 puquubnuuth pn-
Inp gnpdwhgutpp thopp &u p = 2 wupq pyhg, kL @, Ungniup wugnudp sh tho-
funud gpuatip. f5(x) = x* + x3 + x + 1: Puyg f(x)-pmbh g(x) = (x + 1) = x% + 2x +
1 pwdwwpwpp, npp thothnpuynwd E dnpmipup wbagdw Ehpmgpnuf‘ g2(x) = x% +
1: Upu g,(x) puquunuup Z,[x] onulnid, hpnp, pudwbwpup k £, (x)-h hwdwp,
puyg g, (x)-p wuwwnltp sh hwinhuwinud f(x)-h npbick pudwbwpuph hwdwp:

Lwlnwun-Uhiynnh pulwdbihg hknn uinwg]ny (3.2) ghwhwnwljwbp
Ny = 2" HIf @,

htwpwynpnipinit E nmwjhu oppwighint wyn pupgnipniup: Gk wiqud f(x) pwg-
dwunuuh g(x) pudwbwpupibphg b ny dbhp dkq huyunbh sk wyw dbkp wignphpe-
Unid Yuipnn Lup oqunugnpsty wyt thwunp, np g(x)-h jnipupwisnip gnpswljhg pw-
gupdutl] wpdtpny thnpp t Ny quuthunnwlywithg: Niunh @, Z[x] - Z,[x] Unnyniyjup
wigdwb dudwtwl g(x)-h gnpduljhgubph dwuhtt hpudnplughwt yuwhuywidnd k.
wyn qnpéwhgubtpp fud withnthnh B dumd (Ept tpubp puguuwlut sku), ud
upwig p b gnudupymud (kpt pputp pugwuwlui ku): Sku twbr 3.2.7 (Eddwb

uwnnphi:

3.24 Opptwy. 9kpp bpgws f(x) = x* + x> + x + 1 puquubguih hwdwp

N =2*71If (Ol = 8/12 + 12 + 12 + 12 = 16:

Yunhih & punply p = 17 > 16 wupq phyp b @17: Z[x] = Z17[x] Ungnyjup whgne-
up, npp Yywhwywith f(x)-h prgnp pudwwpuiptibph poynp gnpdulhgbpp:

3.25 Thunnmpynib. Uju dkpnnp Jupnn E nibbtwy muppbp junwpbjugnpénid-
Ukp: Ophtwl bpk hwoymd kup wpjuws f(x) b g(x) puquubnuditph d(x) =
(f(x),g(x)) wlktwuks punhwinip pudwiwpwpp, wyw, pubh np d(x)-p pudw-
twpuwp b Jvhwdwdwbwl wyy Epynt puquutiqpudutph hwdwp b, upbih E oquyty
(3.3) pmtiwdbih Ny ; quwhwinuljwiihg b Jhpgiby

p>Nsy

wuwnq phyp: Uyg nhypnud (fp ), gp (x)) Unnnijjup wdbbwdbs punhwinip pudw-
twpupp wykjh oun oqunuljup nknkynipmnit B wqupnibwlnud d(x)-h dwupl, pw-
uh np ( fo(X), 9, (x)) puqUutnudnid dnpnijjup wigdw dudwbwl gnpsuljhgutph

Ypdwwnnid wnbknh sh nibkghp: Ljwunbklp, np wjunbtnhg phn sh hbtwnbinwd, np
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( fo(X) . gp (x)) puqUutipudp hwduwuwp k d(x)-hi: Ul.lh]_hh‘ ( fp (%), gp (x))—E Jupnn
E wbiquud 31hity d(x)-h wunlkpp @, dnpnijjup wigdwh dudwbwl, puth np, hiy-
whu nkuwbp 2.4.3 Jhunnd, Unpnijjup wagdwt dudwbwly Jupnn b owpondb b
twpwywnltpubph pwdwtbjhmpniup (wyu hwpghtt dkp Juwbnpununbwip
twkt 3.4 yupugpudnid):

Zwgnny putunhpp, npp Yupbjh b ol Lwugunt-Uhiynnh puwbwdbtiny, dhwy
hwpugunlbph JEpwlwbqbdwl hwpgu b, nphtt winpunwpdwip 2.4.2 Yhwnnwd:
Pwh np @, Z[x] - Z,[x] dnnnijjup wugnudp ny th p dnynih hundwp phyljnhyd
sk, wmyu pbk dnnpnijjup wignidhg htwnn (nist] Bup puwdwtb hnipju hin juwydus
nptik uinhp B wnwgh), wuklp, f,(x) puquuinuuh dnpmpup h,(x) pudw-
twpupp, wyw wyb Z[x] onulnid jupnn Enibktw widbpe pubwlnipyudp tuow-
wuwulkpubp (nbku 2.4.2 Ytup): Uyp twpupwwywunlkpttphg nop]} Jtpgukp nputu
h, (x)-h h(x) hwppwwunljbp:

Gptk wju juippnud, twpy, £(x)-h hwdwp hwpdkup Ny quuhwnwljutp, wyu ¢,
Unnnijjup wagnidp unwpkip pun npbik p > Ny wpupg pdh, wyw
hy(x) = bopx™ + ++* + by € Zp[x]
Unnijjup pudwbwpupp jhutinhuwbw wyghuh dh
h(x) = bgx™ + -+ + b,, € Z[x]

puquunudh yuwnlpp, nph gnpswljhgtphg ny dkyp sh Ypdwngty @, Unnnjjup
wigdwt pipugpnid: Cunn Ny gbwhwinwlwbh pinpnipyub.

bi € {_Nf' _Nf + 1, ey —1,0,1, le - 1, Nf}, i= 0, e, me

Cur npnd, ny puguuwlut gnpswjhgubptt wuthnthnhu Eu dunid dognijjup whgdw
pupwgpnid. b, = ¢, (b;) = b;, hulj puguwuwlwt gnpdwlhgubpp dkdwimd L p-m
bip = @p(b;) = b; +p: Uju b; + p wpdtptiphg nptik dklp Yupny b e hwdplliky
npuljwb b; wpdbpukphg dklh htwn: Nunh A, (x) Unpnijjup puquuinuuh npkk
b;, € Z, qnpduljgh hwdwp wnuydd sktp Jupnn wuk.

. mpr}]nop uylt h(x)-h npbick ny puguuwljub gnpdulgh yunltp k npt whnthnju
E gl Unpnijjup wigdwt dudwbul,
o phn gt A(x)-h nplink puguuwljub gnpsuljgh wunlybp k. by, = ¢, (b;) = b; + p:

3.26 Opptwly. f(x) =x?—2x + 1 = (x — 1)? puquuiguuh pnjnp qgnpswyhgibpp,
hsybtu tr wyy puquwiunwuh pninp pudwbwpupubph pnnp gnpswlhgubpp dnpnt-
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1ny skt ghipwquugnid 2 phyp: Cuwn Ybpp tpywsh, Jupnn tup Jbpgul) p =3 > 2
wunq phyp bt juunwpk) @s3: Z[x] = Z3[x] dnpnipup whgnudp.
f:00 = @3 (f(0) = x* +x + 1:
f(x)-h ponp gpuljub gnpdwljhgubpl, hpnp, withnhn kb dbwgk), huly a; = -2
gnpéwlhgp wpunuwyunlbpdl] b @3(=2) =1 € Z; pyhl: Lnyup Jhpupkpnd k
h(x) = x — 1 pudwbwpuwpht. h3(x) = x + 2: Qrunh, bpk npbick pugph nusdwt dw-
dwbwl dkup winwghy Bup f3(x) puquuiinudh Az(x) = x + 2 pudwbwpupp, wuyu,
tpt Ukq hwynuh sk A(x) puquuinudp, dkup skup Jupnn wuby, ph hz(x)-h gqop-
Sdwlhgutinhg npnohp Eu npuljut gnpswlhgubph yuwnltkpubp b npnbp puguuw-
Jut gnpswlhgubph. Az (x)-h hwdwp nitkip snpu htwpu]np twpwywnbpibp.
x+2, x—1, —2x+2, —2x—1:

Puguuwljub gnpswljhgubph hbwn juudws wju wjpinnpupp htiown £ nisky Ny
quwhwnwljuip pupdpugutnyg: Unpmijjup wignidt hpuljubiugubp pun
(3.5) p>2-Ng:
wuydwih punpiws p wupq pyh: Oy puguuwljub b; gnpdwhhgutpp nupdjuy wb-
thnthnfu ki dimd @,-h wonbgnipjut wnwl: Udgkht, puth np b; € {0, ..., Nf}
p > 2 Ng, unwtnd Gup, np ny pugumuwlut b; gnpébulhgubpp yunljubmid Eu
[0, p/2) dhguljuyphlx:

Puguuuljut gnpswljhgubptt wpnwwwnlpymd tu b, = ¢,(b;) = b; + p Ju-
tuntiny: Puyg, putith np p > 2 - Ng, hulj b;-b pugmuwljuis £, www by, = b;+p =p —
Ny >p/2, ul]ubhph‘ puguuwljui b; gnpdwhgutinh wuwwnybpubpp yuwnluiunid tu
(p/2,p) dhpujuyphti: Ujuyjhuny utnwtimid Lup.

3.2.7 Lhldw. Bapuppkip Z(x] pugquubnudughl oqulnid nipydws F f(x) = agx™ +
o+ an puquwbinuidp b Gpw hunlwp (3.2) pubwdbing hupyywms F Ny qluhur
nuljubp: Gplkp > 2Ny, wwu f(x)-p Juduyulwi h(x) = bgx™ + -+ + by, pudwliu-
puph hy () = @p(R(x)) = bopx™ + -+ + by, € Ly[x] wunllph gnpsulpghlbph hur-
twp huilwip wknh niap hkwnbywy wyplnpuipp.

1. funf b; = by, =2 0, k1 uwt wnknp niih uyh k1 dpuyl uyh phugpnud, Epp by, < p/2,

2. jud I bi=bi, —p <0, b1 vw wnknh mop uyh b1 dpuyl ugh pkuypnid, kpp

by, >p/2:

Ujuhlip' mitiktwiny h, (x)-p Gupkih b 2GO)-p Jepuluiqit) hbnbyw) wupg
wgnphpuny.
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3.28 Ujgnphpd (puquuiunuih dnynijjup pudwbwpuph twpwywunltph Jpw-
Julqunidp). Spuws k f(x) € Z[x] puquubudp, b bpw A(x) wihwyn pudubupu-
ph hudwp Jwpnn Eup Juenighy Gpw by, (x) = ¢, (h(x)) dngnujup gqunlkpp pun
Judwyulwh gupg pyh: Sl A(x) padwbwpupp:

1. f(x) puquuiunuduh hwudwp Lwinuni-Uhiynunh (3.2) pwhwdbing hwpdkup Ny
quuhwwnwljuip:

2. Cawnpklp p > 2 - Ny wuydwht paduipupnn npbk p wuipg ph:

3. Yunnighklip punn ¢, Unpnijjup wignidh uinwugqus by, (x) = b px™ + ++* + by, Un-
nnipup puqiubnudp:

4.(i=0; i <m; i+ +) wpdbpubph hwdwp

5. bpk b, <p/2

6. wpwtwljkup b; = b; s

7. hwjunwly ntupnid

8. wpwtwlkup b; = b;, — p:

9. tnipu qpkup A(x) = bex™ + -+ + by, puquuliqudp:

ZEnmwquymud fjuinhpubp (niskihu dkup dhpn Jupnn bup hwdwpk), np Unnmy-
jup wignidb hpuubwgpl] kup pun pudujuwswth ks wupq pyh, b hwdw-
yunwuhwb twhwywnltpp htwpudnp £ hwodt) pun wyju wgnphpdh:

bulj tpt hug-np pugpnud whwnp E quwhwnt] dhwiquuhg pun Epljnt puquwb-
nuulikph (ophtwly £ (x) b g(x) puquubqudubph wlkbwdks pighwing pudwiw-
puph hwpdwt jinpnid), wuyyw Jupnn Eup oqunyky (3.3) pubiwdbih Nf g quwhw-
nwljutihg b pinpk) wytuthuh dh wupg p > 2 - Ny g phy, npp puduiljubogut ks
E dhwdwdwbwy tpynt puquugudutph hwdwp by

3.3 Puquuinqudubtph pkqnijunuinp

Spyws tpynt puquuunwdubph régnyuwinng hwmujugnipniup dvkq wthpudbown k
1huknt dhuyn wygnphpdutph jupnigdwt hwdwp npny quuwhwwnwljutitp wvinwbw-
1ot bywwnwlny: Nunh wnweht pupkpgdwt dudwtwl Yunpkh L pug pnnik] wju
wuwpwqpudh wwyugnygubpp tr hhol) vhuyh 3.3.6 plnpkup, npp Juy E hwunw-
nnid Eplnt puquuinudutph hnjuownupd yupgnipyub b nhqnijunubnp dheb:
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3.3.1 Lhddw. Spyjws f(x), g(x) € R[x] ns qpuyuifwli puquubinudbpp ihnprunup-
dwpwp yupg sk uyl b dhugl uyl pEupnid, Epp qonipnid niakla u(x), v(x) €
R[x] ns gpmyuiljul puquubnudblp uylnghupp, np.

Dul)fx) +vx)gx) =0,

2) degu(x) < degg(x) &1 degv(x) < degf(x):

Uywugnyg: Lwhu, kupunphkip
(F(x), g(x) = d(x) # 1:

Pwih np degd(x) > 0, muw deg(f(x)/d(x)) < degf(x) tr deg(g(x)/d(x)) <
deg g(x): Muunh wuydwih puwjwpupnipniil wyugnighint hwdwp Yupkh k&
Ytpgulty u(x) = —g(x)/d(x) L v(x) = f(x)/d(x):

Uthpwdbonnipjutt wmywgnigh hwdwp Eupwunpbiup, pk nipdwsé Eu (kddwgh
wuydwiht pudupupnny u(x), v(x) € R[x] ny qunyujut puquuinudutp, npnug
hwdwp u(x)f(x) = —v(x)g(x): Gpt f(x), g(x) puquuinudttpp hnjuwnupdw-
pup wupq 1hukht, wyw ulx)f(x) : g(x) gquydwihg whuh plkp, np ulx) | gx):
Uw hwtgkgunid E hwljwunipjub, pwtth np degu(x) < degg(x): m

3.3.1 (hddwt Yupkh b ukpiuyugut] JEjunpuljut mupwsnipniuutph ke
gdbwyht oykpuwnnputnh dhgngny: Ywnnigkup wyr tkpjuyjugnidp:

QSuyhtt mwpwédnipjul hwjnth ophttwljutnhg Lt mpdws R nuonh Jpu uwh-
dwtiwsé puquubnudubph R[x] puqunipjnitip, nph Ypu 4Elunnpubph (puquub-
nudtbtph) gnidwupp vwhdwbynid | unyb Yhpy, husybu R[x] onulynid, hulj « € R
uupuph b f(x) = apx™ + -+ a, € R[x] ykyunnph (puquuinuih) wpunwgpyup
uwhdwiynid £

a(apx™ + - +ay) = (a-ag)x™ + -+ (a-a,)
Juinuny (nku bwhkt 7.2 wupuqpudp, npuntn wykh dwbipudwubinpt Gup Jubg
wnk] juduwjuljut guonbph Jpu nipjuws gduyhtt mwpwsmpinitubph bt owybpw-
wnnpubkph Ypw):
3.3.2 Ydwpdnipnii. Uuninigh), np R[x] oqulp phs wnwe uwhdwidws qnpénnnip-
nitubph tqundwdp, hpnp, R quownh Jpu npdws qdwjhtt nwpwsnipnih k:
Spdws n phwjwitt pyh hwdwp yipgubup
By = P(R) = {f (x) € R[x] | deg f(x) < n}
kupwpwqunipiniup: Uwhdwbbip twbe Py = {0}:
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3.3.3 Ydwpdmpni. Uwnigh], np B, tupwpwuqunipiniiip inyuybu qdwhtt w-
pwénipinil k tnyt gqnpénnnipynibtbph tjuundudp, &, hbnbtiwpwp, B,-p R[x]-h
Eupwwnwpwsénipni b

3.3.4 Ivunhp. 8nyg wwy, np P, mwpwdnipjult puqhu k htnbywy Ehnnpubtph
(puquuanudutph) hwdwlwupgp.

eo=x"e =x""1..,e,=x"=1,

kL tjuwnb], np dim P, = n + 1: Snignid. ey, ey, ..., e, hmdwljupgh qduyjhtt wuljw-
lunipjniut wywgnighint hwdwp hhoby, np judwjulwi ny qpoyujui puqlu-
nuu nith ny wyk], pwt JEppwynp puwtwlnipjudp wpdwwnutn:

Ujdd kupunpkip, pk 3.3.1 (Eddugh dby ghuwplws f(x) b g(x) puquub-
nudttph wunhdwubbpt tt hwdwywunwuhwbtwpup n Bt m: Uju ghypnid
u(x) € Pp_q, v(x) € Py_q, tir Uklp Yupnn Eup ghuwplby

Wr g Pm-1 @ Pn-1 = Pryn—1
wpunuyuwnibpnidp mwpwsnipmuubph Pp_y @ P,—; minhn gniudwphg Ppin-g
wnmwpwsnipjub Yypu, np mpjus k
w2 (1), () = uGIF () + v()g (%)

Jununy. puquuinudubtph (u(x), v(x)) € Pp—1 @ Pp—; qnuyghtt hwlwywunwupiw-
ukgynud k 3.3.1 (Edduynid upyws gnidwpp: Uju vwhdwidwt Yneklnnipmiut wljo-
hwjn k, pwtih np
deg(u()f(x) +v(x)g(x)) <m+n—1:
zbown Eutnmighy ik, np ¥y ; wprnwuwunbpnidp qdwght b Udkht.
dim(Pm_1 @ Pn—l) =m+n= dim(Pm+n_1):

Ul]uhhp'u‘ Wr g~ gdbuyyhli okpuiinnp E Uhkiinyt swhnpujuinipjub nwpusnipini-
ubph uhgti: ¥ 4-tt hgnunpdhqu k wyt e dhught wyl nhupnud, &pp upw ker Wy 4 uh-

ontln qpoyuljut k: Cuwn 3.3.1 (kdduygh, nu httwpuwynp k uwy b dhugte wy giygpnd,
tpp (F (%), 9(x)) = 1: Um wawghu £ 3.3.1 (Edtiugh vh tnp dbrwlbpuynid.

335 Lhidw. d&pp phpjws pwbwnidbbpnid Yy, oykpuninnpl pqgnunpdpqu k
wyl b dpuyl uyl pkypnid, kpp (f(x), g(x)) = 1:

LEddwgh wju nbupp pny £ mwjhu vnwbw] wyt dwinphgujhtt pubwdb,
npp bt ognuugnpétnt Lup hbnmwquynud: P,y @ P,—; gdwjhtt mwpwédnipjut hw-
dwp puqhu E hwighuwinid hbnbyw] hwdwljwupgp.
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(x™71,0), (x™72,0), ..., (1,0);
(O’ xn_l)’ (0’ xn_z)’ b (Oﬁl):
Cuwn wyn qul‘lul’l‘ ¥r g oykipwnnph S¢, dwnphgp hwpybnt hwdwp whwnp & ¥,
owtpwwnnpp htppeny Yhpwnk| pughup Eyunptph pu.
W (™1,0) XL (),
Wrg:(1,0) = f(x);
Wr i (0,x"71) = x™1g(x),

Wr4:(0,1) = g(x):

x'f (x) b 2/ g(x) mbuph puquuinudtkph gnpswlhgbpp nuuwynpking nnnkpnd
uinwinid klp hknbguw) dwnphgp

(3.6) Sf.g_Lbo by b I

npubn dwwnppgh wwppbpp f(x) = agx™ + -+ a, e g(x) = bpx™ + -+ by, pwig-
dwunulttinh qnpdwlhgubpt b, hull poinp quunupl ponqué wntpmJ qpoubp Gu:
S¢ g Uuninphgli muh m + n wnib kL m + n wnnn, plng npoud, wpwghtt m nnnbpnid nw-
uunpyws i £(x)-h gnpdwlhgubpp (nipupwbsinip hwynpy wnnnud dh puy glwh
wtijh wohg qpws), hulj hwgnpn n innpnud puuunpdus ku g(x)-h gnpswlhgub-
pp (pupdyuy joipuipwitigimp hwgnpr wnnnud up puy) glwh wifbih wehg gpiws):

Sfg Uwwnphgu punmbjws b widuil) f(x) b g(x) puquuinudukph Upy-
YEuwnph dunnphg, huly ipu npnohsp £(x) b g(x) puquubmudbph zkgniynwbm

(3.7) res(f(x), g(x)) = det S ;:
‘Lwunpy (Eddwyhg wmadhpwybu punid E htinbiyw) ogrnuljup hwjnwhop.

3.3.6 Ehnpkd. Spywé f(x), g(x) € R[x] ns gqnmyulwl puquuinunlbbpp thnpng-
pupdwpwp wupg i uygh b dpuyl ayl plypnid, kpp res(f (x), g(x)) # 0:

3.3.7 Opptwl. dkpgukup f(x) = x% — 1 b g(x) = x*® — 4x: Uju puquubngudukpp
thnjuwnwpdwpwp yupq kb, puh np
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f@) =@+ 1Dx-1) kg =x(x+2)(x - 2):

Ujniu §nnuhg,
1 0 -1 0 0
0 1 0 -1 0
res(f(x),g(x)) =det|0 O 1 0 -1|=-9 #0:
1 0 -4 0 O
0 1 0 -4 0

338 Ophtwly. <hpgibtp f(x)=x* -1 b g(x) =x*+x: Zkpw b whullky, np
(f(x),g(x)) = x + 1, puwlbih np

fG)=+Dx—-1) trgk) =x(x+1):
Ujniu §nnuhg,

res(f(x),g(x)) = det(

SromR
== O
|
_ 00 -
|
O o
\/
Il
o

Eplnt puquuinudubph phqnipunutnh hwyydwt hwdwp jub tiu Jh pwbh
pwbwdbikp, npnup Juokup unnplit wnwtg wwwgniygh, pwh np npuip mnnu-
Yhnptu skt oquunugnpéytynt dkp wignphpdubnh dke: Ukup wyn pumtwdbikpp unyb-
whtu phipnud Eup, pwtih np gputp nhgnipurnuinh hwodwt wytih hwpdwp dbpny-
ubp L, put (3.7) pwhwdbip, hwnjuwybu wyh nhwyptpnud, tpp puquuinudubph
wpUwwnbbpp hwynth Gu:

Ujp putwdbikph dhtwmbpydwt hwdwp wihpwudbswn b punuyyut] hbnbyug
wyujlwbwynpjusnipiniup: Uju wqupuqpudh uljqpnid dbup yipgphtp gublw-
gud R wdpnnonipjut mhpnyph Jud quonh Jpuw npus R[x] puquutnudwht
onul, bt nhgniunuwtnnp vwhdwitghtp tpw judwywlub f(x), g(x) € R[x] ny qpn-
jujut puqUuingudubph hwdwp: Mwypdwitwynpybiip wju wwpugpubh htnwugqu
dwunmd R-p hwdwplk] hpwlwb pdtph guownp’ R = R: bpujwt gnpswljhgukpny,
hwunwwnnithg mwppkp judwjuljut puquunud nitth wpdwwnbp, npnup puy-
hwunip ghypniud Yndykpu kb, b npng pwhwlp (hwoygh wntkng ywwwnhl wp-
dwntbph ywwwnhlnmpniup tu) hwuuwp b puquuiiqpudh wunhgduhu: Gu-
punpkup

fl) =apx™+ -+ a, tr g(x) =byx™+ -+ by,

puquUuigudtbph wpdwnibpt it hwdwywnwupiwbwpwp ay, ..., a, G By, ..., Byt
Uju niwypnid hpwdugh E htnbyw) jupbinp pwbwdbip.
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(38) res(£(0),9(0) = agbg | [ [(ei-8)):

i=1 j=1
Lwtth np dhown mbinh nith

m

90 =by | [(x-5)

j=1

hwjuwuwpnipnibp, wyw, npu Uk x = @; wpdbpp nknunpbny b ykpbth wpnw-
hwjnnipniup dkrwhnjubny, Ynibbuwbp phqniuuwtnh hwyydwt dh wy pw-
twdkL

(39) res(£(0,g() = aft | [g9(a:
i=1
Uny Yhpy'

f@=a | [e-a
i=1

Jtpnisnipiniithg unnwgynid k tiu Uh putiwdb.

(3.10) res(£(0,g) = 0" | [ £(8):
j=1

Uwubwynpubu’

(3.11) res(f(x),g(x)) = (=1)"™res(g(x), f(x)):

3.3.9 Ophuwl. Yhpwnkup wyu kpkp pwtwdbitiphg wnwehtp 3.3.7 ophtwynid gh-
nwplyus puquuitnudibph hwdwn: f(x) = x? — 1 puquuiiqudh wpdwnibph Ea
a; =1, a =-1, hul] g(x) =x3—4x puquuinudhip B; =0, f, =2, f5=—2:
Niuwnh

res(f(x),g(x)) =112 (1-0)(1 - 2)(1 +2) - (-1 = 0) (-1 = 2)(—=1+ 2) = =9

Uju thwuwnap, np Jbpohtt pwbwdbikpnid nhqnijpnnuunp vwhdwbwhwljl) kup
R = R ntwyph hudwp, sh hnjumd wju pwbwdbibph wignphpdwlub wpdtpp dkp
hwdwnp, pwth np (3.8) — (3.11) pmbwdtiikpp Yhpwebknt kup vhuytt hpwuwi (wd-
pnne, nwghntuw]) gnpswlhgubpny puquuinudubkph hwdwp (qpuip skt Yhpun-
ytnt, ophtiwy, Zp[x] onuhh Ungmjjup puquubnudubph hwdwp):

Ppwlwtnid (3.8) — (3.11) pwhwdbikpp &hon i guuljugws nuownph hwdwnp,
pwih np judwjulwb nuown Jupkh k ukpgub] hp wybiyhuh paguytdwi by, np-
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wnbn f(x) b g(x) puquuigudibpl wpdwnbbp nibkh (nbku 4.2.31 phopbdp):
Utlp, nuwonbtph hwipwhwoynptt thwl punuyunidubphtt uwwpwuwnynid tup
wunpunyunriw] hbtnwqunud, dwutwynpuytu, 4.2 yupugpudnid, hul] wjunby
dbp tywwnwlubph hwdwp puupwp b ppuut gnpswuyhgubph ntwpp, npnig
hwdwp hwtpwhwoynptl hwl nuownp wyjw phypnid C-u k:

3.4 Udktwudts punhwinip pudwiupunh Ubs wupq pdh wygqnphpdn

Oquytny Ungymijjup wignuhg, Funiuh (Eddwjhg, Lwbnuni-Uhtynnh putwdbihg
ki nhqniunutinh hwnlmpnibibphg dkip wpykt Jupnn ip Junnigh) judwyw-
Jut f(x), g(x) € Z[x] puquuunulttpph d(x) = (f (), g(x)) wdbbwdbs pughw-
unip pudwwpupp dnpnijjup dbpngubpny hwpybnt wygnphpdp:

Cutwn 2.5.13 phnphup’ Zy[x] onulju EJy1hnyut k gmujugws p wyupg pyh hwdwp:
‘Lpw guijugwd nmwppbph hwdwp, pun 2.5.3 phnptdh, upbkih £ BYYhgtup wgn-
nhpuny hwoyk] npuig wudktwdks pinhwinip pudwbwpupp: Spyws p-h hwdwp
nhwnwnplkup ¢, Unnynijjup wugnudp, wjuhlipt @p: L[x] = Zp[x] onuljuyht hnununp-
$haup: Ywdwywlw f(x), g(x) € Z[x] pwquuinudtbtph hwdwp, pun bpubg
fp(X), gp(x) € Zp[x] quunlkpukph, qunukup npubg (fp ), gp (x)) wdkwdbs puy-
hwunip pwdwbwpupp: Uh owpp wwwdwnttpny uwytt Jupnn L wwppkp (hubg
dy () = 9,(d(0)) = 0, ((f (), 9(x))) puqwtinuuthg: Udkihls, hiyswbu wpnbls k-
uly Gup 2.4.1, 2.4.2 tr 2.4.3 Yhwnbpnud, (fp (x), gp(x)) Unpnijjup puquutnudp ju-
nn k pughwipuybu nptik bujub hudnpdughw syupniiwl ) d(x)-h dwueht jund
£ Yupnn £ wihtwnp (huh EpEjnhynptt hwoyb) ppu twjupwwunybpp:

Uy pupgnipniuttpp opowughint hwdwp dnnnijjup wagnidp ppujubiugutup
nun pujujutuswth Uk p wung pyh: Luju, ogunndtup (3.3) putiwdtithg. kpk

p > Nf’g,

wyw @, Ungnijjup wugnudp npnwlh hupnplwghw £ yuhywund f(x) puquub-
nuith judwjuluwb pudwtwpuph gutjuguws gnpswljgh dwuht. wytt jud wuthn-
thnju £ dunid dnpnijjup wugdwb pipwugpnid (kpk wiju) gnpswijhgp ny puguuw-
Jut L), jud i dnpnipup wigdwt dudwbwl gqupquubu gput gnudwpdmd £ p
phip (Epk vjju gnpswljhgp puguuwljwi b):
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Unwydd nisqws sk twbt twpwwyunlitph hwyqdwt dhwpdtpnipjut wujw-
hnuwt fuunhpp (nku 3.2.6 ophttmyp kv 3.2.7 (Edduyhtt twpunpnynn putwpynudp):
Puyyg, hisytiu nkuwbip, ypgubkiny

(3.12) p>2-Ng

wuydwihtt pujwupwpnn p wupq phy (nku (3.3) pwtwdtip), jupny Gup hwdwply,
np @p: Z[x] = Zp[x] udnpmpup wigdwt dudwiwl f(x), g(x) puquuimudubph
Judwyulwl A(x) pinhwinip pudwbwpuph wgunlkpt b

hy(x) = @ (h(x)) = bopx* + -+ + by, € Z,[x]
puquubudp, nph gnpswljhgubph hudwp

1. Jud b;p = by, bt uw nknh nitth wytb e dhwyb wyb nkwgpnud, tpp b; = 0,
2. Qwuly b;p = b; + p, kL uw nbinh nitih wyt b vhwgt wyt nkypmd, kpp b; < 0:

U]ubhph‘ niukuyny h,(x) punhwinip puldulhulpulp]}‘ dkup vhow Yupny Lup uUp-
wpdbpnpb JEpuwljuiqul) tpw npnubjh A(x) twjupwwyunlbpp 3.2.8 wignphpednd.
Jud b; = b;p, bipk by, < p/2, qud b b; = by, — p, bpk by, > p/2:

3.4.1 YYhungmpmu. Ywpkh’ Ewpynp wpdus £(x), g(x) € Z[x] puquubnuih-
nh hwdwp hwpdb Nt g uwhdwlp, Jtpgul] gput tpint wiqud ghpuquigng
P > 2 Ny wupq phy, htwnn B]yihyub Z, [x] onuynid hwpdby (fp (), gp (x)) Un-
nnijup wdktwdbs punhwinip pwdwbwpupp b pun 3.2.8 wgnphpuh ykpuluig-
Ul npu d(x) hullumululmllhp]}‘ nputiu (f (x), g(x)) wdbbwdbs punhwinip pudw-
twpwn: Uju hwpgp hwpuwbonud B dbp junnighihp wignphpuh hhdtwlub uqpnii-
PR puyg wyl Lphnt Juptinp wuwwndwnubpny wnuwjdd puguuwljut gquunwuowh
nih: Fpwighg wowehtp Ywupws b «ufbnppy ulwywp wpinwgppsbbpp, huly
hpllpnpr}]}‘ pudwhbypnipyul quhywin/ul htwn:

Thunnnipjut kg hhpwwnwlyws wnwohtt yyuwnmdwnp wkutbnt hwdwnp ph-
wnwpltup hinbyw wupq ophiwyp.
3.4.2 Opptwl. dkpgukup f(x) = x* + 4x + 3 b g(x) = x* + 2x + 1: Pnnp qnpdw-
hhgubkpp npuljwb B, b judwyulub p > 4 wupq pyh hudwp @, Unnnijjup whgni-
Up sh thnjund puquwinuditph wkupp. f,(x) = x* + 4x + 3 b g, (x) = x* + 2x + 1:
Yhpuntup Eqljhnbtuh wignphpup.
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x> +4x+3 [ x>4+2x+1
x>+2x+1 |1
2x+2

wjuhlipl’ for(x) =1-g,(x) +2x+2: Zwonpy puymud g,(x) = q(x) - (2x+2) +0,
pwith np g, (X)-p Zpy[x] onuimu pudwiymu t 2x + 2 puquuitnuuh Jpu: Nipkda
wyn onwlnud, punn EYyihnkuh wygnphpuh, ( fp (), gp (x)) = 2x + 2: bulj Ujniu Yny-
Uhg x% +4x + 3 = (x + 1)(x + 3), wyuhlipi’ Z[x] oqulymuud

(Fx), g0)=(x+D(x+3), (x+1)?) =x+1:

Buswhuh p > 4 wupq phy b Jtpgutup, (fp (), gp (x)) = 2x + 2 puquulnuip sh
hwtnhuwbw (f(x), g(x)) wdlbbuds pughwimp  pudwiwpuph  wunybpp.
¢p(x +1) # 2x + 2, pwlh np ap = 1 wjwq gnpdwljhgn hwjwuwp sk 2-h pun ny vh
p Unnnujh: 2 phyt wyuinkn «abnpny ujwjjup wpnwnphs

3.4.2 opptwynud tjuwwnguwsd Eptinyph yuundwnt wjt &, np Z[x] onunud Jhwly
hwlwnwupdbh mwuppbp Eu 1, -1 pykpp, ntunh wdkbwdbs pughwinip pudwbw-
pupp npnoynid E dhuyt tpwth ouintpyudp. (f (%), g(x))—b dhwl httwpunp wp-
dbplbpl &b dhugh x + 1 b —x — 1: buly Z,[x] onulnud hwljunwpdbih E judwjw-
Jul ny qpojuiljwiti t € Z, phy: Nuwnh Z,[x] onuljnid ( fp (), gp (x))—}l htwn dhwuhb
fp (%), gp(x) puquuinuditkph wdkbwuks pinhwinmp pudwbwpup b wbke npu ju-
vty ¢ - (£,(x), g,(x)) wunnhlyp (¢ # 0): Ukp 3.4.2 ophtuulnud Exyghnbuh wgn-
phpup hwpquplly tp 2(x +1) wwwnhlp, npp x + 1 puquubnudh guunybpp sk
t- (fp =), g, (x)) wnbkuph ny qpojuljut wwnhliubkpp Z,[x] onulnud p — 1 hwwn ki,
b npulighg vhwyh dkla &, np d(x)-h dp, (x) wpunnllpt b

3.43 dYdwpdmpnii. 3.4.2 ophtwlh puquuinudutph hwdwp Jtpgut), opphtuy,
p = 151 b, «ulipyniting» pudwlibiny, uinnighy, np fis1(x) = x2 + 4x + 3 kL gq5,(x) =
x? 4 2x + 1 puquubqudibph hwdwp wiktwdks pighwbnip pudwbwpup kb hwb-
nhuwtnud 2x + 2 ki 100 x + 100 puquuiinudubpp:

«Unjnprp uujyup wpunwnphshg Juptih £ wquundt] yphuhinpy paquuinw-
utph nt Quniuh (Eddugh oqunipjudp: Nputu hwoyuplhh wrweht puy (nhn twju-
pul Lwinwuni-Uhlyninp pwbwdbip Yhpunkp) dbp puquuinudubpp tkpyuywg-
ukup hpkug pnyunulnipniutiiph nt yphdhnhy dwubtph wpunwnpuatph nku-
poy.
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f) = cont(f()) pp(f(x)),  g(x) = cont(g(x)) pp(g(x))
kL pwtwljkup r = (cont( f(x)), cont(g (x))): Lwih np wyu pnduiiqulnipinibikpp
npnoynid L ipwth £onmipjudp, wnwig puinhwipnipniup pwpuntne hwdwpkup,
np pp(f(x)), pp(g(x)) puquuimwdttph wywgq qnpduljhgubpp gpwlwi ki tpk
Ukq hugnmilh quitky nputg (pp(£(x)), pp(g(x))) wnlbinmiks plmhubnp pudubu-
pupp, www npnikh d(x)-p Ghwpygh

d(x) = (Fx), 900) = 7+ (pp(f (), pP(9()))
wnbtupny (nku 2.6.8 Funiuh (Eddwb, 2.6.9 tii 2.6.16 htwnbkiwtpubpp):

Niunh ywtwlndubph wupgnipjut hwdwp dhpukp r phyp, wignid junw-
pklp tnp £(x) = pp(f(x)) k. g(x) = pp(g(x)) puquuiuitbpht b unnpbt hwdw-
nkup, np f(x), g(x) puquuunudutpp yphuhwpy G Zwpdbng wyu tnp puqlwi-
nuulikph d(x) wdbkbwdks pughwinip pudwbwpupp’ dkip Yhpehwluwb wwwnwu-
Juwtip unwbwip 7 - d(x) wkupny: Ljwwnkip, np wju wigdwb hwyynnuljut wow-
Yhmpinitiinhg Ukhu b wyb &, np puquuinudutph gnpswlihgutpp tdwgnud b,
niunh Lwinunt-Uhiynunh pubwdbih wju wignidhg htnn Yhpunkngd dkbp junw-
twlp qquhnpkt wkh thnpp V¢ ; qiwhwinwlub:

Lowljkip w = (ag, by), npntin ao, by € Z npuljuts pftipp £(x), g(x) puquub-
nudtitph wjwg gnpdwhhgubpt ki d(x) = (f(x), g(x)) puquuinulh ¢, wjwg
gnpduijhgp, npp unybwbtu Jupkh £ hwdwpl] gpuub, w-h oplick pudwbwpunp
Juuwjuljub p wupq pyh hudwp f,(x) b g,(x) Unpnijjup puquinudikph
agp = Pp(ag) b bgp = @,(by) wljwuq gnpswhhgubpp pwdwiynmd Lu d,(x)-h
Cop = ¢p(co) wmg gnpdulgh Ypw: br kpk wydd p > 2 - max {Ny, N, }, muyu

0<ag by, co<p B ag=apy by=bhop Co=cCop:

Zudwpkup, np Ubp punpws p-u wpgkt wytyhuht | op degd(x) = deg (fp(x),
p (x)): Lwith np, puwn p-h phnpnipjub, @,-u sh qpojugunid d(x)-h wjwuq gnpsw-
Yhgp, wuww degd(x) = degd,(x): Gi, pmth np d,(x)-h wunh&up f,(x), gp(x)
puquuipudutph wdktwdbs pughwinip pudwiwpunh wunh&why £ hwquuwnp,
wwu, puwn 2.7.6 (kuduygh, d, (x)-p £, (%), gp(x) puquubinuutbph wdbtwdks punhw-
unip pudwbwpupbbphg Ukl B d,(x) = (fp (%), gp(x)): thhlmpmp‘ Zy[x] onu-
ynud £, (%), gp,(x) puquunudltph’ ¢ - (fp(x), 9p (x)) pughwinip mbupny wnpdng

wukiudks pinhwinip pudwbwpupibph owppnid d(x) = (f(x), g(x)) puquwib-
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nuiuh d,(x) wunlbpp junwbdtwbw wji hwnlnipjudp, np hp wjwuq gnpswljhgp
U1htth w-h npnowiljh (Ukq wthwyn) pudwbwpun:

Ujuntnhg d,(x)-p ki d(x)-p Qupkh £ hu1211hl‘ oquikny f(x), g(x) puquui-
nuulutph wphuhnpynipymihg: Byhgkuh wignphpedm] hwpdbup (fp (), gp (x))-u
L wjb puqUuyunlkup wytyhuh th t € Z, pynyd, np t - ( fo(X), 9p (x)) wpunwnpyw-
1h wjwug gnpdwlhgp hwjwuwp (huth w-h: Cun wuquwsh, t- (fp ), 9p (x)) wp-
wwpup ud dy (x) = @, (d(x)) wunnlbipt b Guud b wyy wunnlbph nptk ulju-
jup wwwnhlp (pug npnwd, pun w-o sqgipuquiignn hs-np uwyuph): 3.2.8 wignphpe-
Uny hwoykup ¢t- (fp (x), gp (x))—h k(x) € Z[x] twpuwwuwnlkpp, npp Yihth f(x),
g(x) puquuinudubtph hug-np wunhlubph wdbbwdbs piphwinigp pudwbwpupp:
Utnwd & hhoty, np wphuhnhy f(x), g(x) puquuinudubph wdbiwdbs pinhwinip
pudwtiwpunp tnybybu yphdhnpy b, nipbdy, tpk dkq hwpnth | k()-p, mygu

d(x) = pp(k(x)):

3.44 Ophuwl. Yhpwnkup wyu Juuntup 3.4.2 ophtwlh nhypnud: Ujunkn unwgly
Ehup, np (fp(x), gp(x)) =2x+2: Umpwu Ynquhg, w=(1,1) =1 Mpkdu ¢-
(fp ), gp (x)) puquuinguuh wjug gnpswlhgp 1 gupdubine hwdwp Jtpgukup
t = 2 b hwpybip 2(2 x + 2) = x + 1: Cuw 3.2.8 wygnphpuh upw twhwwuntph b
k(x) =x+1,hul pp(x + 1) =x+ 1 = (f(x), g(x)):

Ujuyhuny, 3.4.1 gphunnnnipjub dke tpdws «wyknpy ujujjup wpnwungphsutph
htwn juuws pupynipniup Jupkh k opowigh) Guniuh jEddwgh oqunipyjudp: buly
3.4.2 ophttwhh ny pupy nhypnid dbp juprpmigmdubpb wpnkt hul) Jepptwlub ww-
wnwupuwtth b phipnud:

‘Uoklp, np wju pupwgpnid dktp wptghtup dh pwy;, nph hudwp p-u skp twuw-
nbujws: Lupwwyuwnliph Jkpujuiqunidi wywhndbnt hwdwp p-u wdbkih pub
Epnt whqud Uks L f(x), g(x) puquuinudutph pninp pudwbwpunpibph gnpsw-
Yhgutph pwgupdwl wpdbputiphg: dbkpohtt puynud, vwluyl, dbkup yEpuluiqut-
ghtip unnnuyup pudwinupuph ¢ - (£,(x), g, (x)) wunaplp tuhogunpp: p el
wyn; wuwwnhlh qnpswhgutph quwhwwndwt hupgp wyjuntn twljwt sk, pwbth np juw-
nmgynn wignphpuh wplwnwph pipwgpnid p- puy) wn puy) Ukswwnt k:
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Uktp d(x) = pp(k(x)) |ménup uwnwguip bupwnpbiny, np degd(x) =
deg ( (), g, (x)): Uquuiykip wyju hubjuy wuydwihg: Luju ghunwpljkup dh oph-
twly, npp gnyg £ rnwhu, np wyny hwjwuwpnipiniip dhpw sk, np nbinh nith:

3.45 Ophtuy. Gupwnpkip f(x) = x* + 1 k. g(x) = x + 1: Ujuhuyn k, np wyu pug-
Uwtiqudtkpp yphthwnhy b wwpg b Z[x] onuynud. d(x) = (f(x), g(x)) = 1: Lpwig
ponp httwpwynp pudwtwpuptbph pninp gnpswiihgubpp hwjwuwp G 1-h: dkpg-
uklp uyl Ephnt whqud gbpuqutgnny p = 2 wupq dngnuyp: @,: Z[x] = Z,[x] whgnt-
Uhg htnn Ypht f,(x) = 2% + 1 b g,(x) = x + 1 (wyuhlpl’ puquwbudubph gpope-
mittikpp tnythul skb B thnjuyly): Puyg Z,[x]-md mbnh mbh f(x) = x% + 1 = x% +
12 = (x + D(x + 1: Muwnh (f(x), g2(x)) = x + 1 € Z,[x]: Zwufwiuh k np d(x) =
1 udkiwdks piphwimip pudwiupuph hwdwp tpw @, (d(x)) = d,(x) = 1 Wunyk-
pp 0y Uh p Ungnih hwidwp x + 1 shthuth’ 1 = degd(x) < deg(fy (x), g.(x)) = 2:

Uju whuyuubh cathwduyuunuwujuwini pjuyy qundwnt wj £, np pudwk-
(hnippnibp Z[x] b Z, [x] oquijukpnid buybu wwppkp hwnlnipynit E, Eplk wiqud
f(x) b fo(x) qud g(x) b g, (x) puquutgudubph gpoipnittpp hwdpbunud u:
buljuytu, Z;[x]-nud nknh niph

x?+1 x+1

¥ +x |x+1
x+1
x+1

0

«uniiny» pudwinudp, nphtt Zx]-nid jhudwyuwunwuppwth hbnbyw) pudw-
unup.

x*+1 x+1

X%+ x x—1
—x+1
—x—1

2

huy npuw wpyniupnid uinwugynid kv = 2 # 0 duwgnpnp:

Muwnh pughwinip ghypnid wnuydd skup Jupnn wugky, ph twjunpy puy kpnid
Ubp unwugws d(x) = pp(k(x)) puquuinudp Yihth (f (%), g(x)) wdkiwdbsd punhw-
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unip pwdwbwpupp, pwtth np uwyt Jupnn b & pighwbipuybu spadwtly £(x), gx)
wynphdhnhy puquuiunudubphg nptitk dkip: Uwlugt dbp uvinuguws vwhdwwthw-
Ynwlubpp wpnpkt pny) Bu mwhu wuky, np dkup qunynud Bup hinbywy tplynt hpw-
Jhdwlutphg dknud. Yud d(x)-p f(x), g(x) puquuunudtbtph pughwinmp pudw-
bwpupb k, b wyy phypnud nu bpwig wutiwdES punhwinip pudwbwpupt b, jud
kL d(x)-n sh pwdwind f(x), g(x) puquuinudubphg npbck dbyp, G wyy nhypod
dkup qnpéd niukup pwdwib hnipjut yuhywtdwb junph htwn:

bujuybu, Eupunplup f(x), g(x) i d(x): Cun p-h punpnipjui, wyb qgipuqub-
gmu b twb d(x)-h wwg gnpduiljgh pugupduly wpdbpp, nunh @, wignulp sh
thnppugunud d(x)-h wunh&wp.

degd(x) = degd,(x):

Lutiunplny Z[x] onulimu puquuunudubph wdktwdks puinhwbinip pudwbwpuphp
wuwnh&wh hwpgp, dkup wywgnighy Lup, np f(x), g(x) yppthunpy puqlunud-
utph wdkbwpwpdp wunpdwith d(x) pughwinip pudwbwpupt wungugdus k
(f(x), 9(x))-htt uyh k. dhuyl wyt nhwpnid, kpp d(x)-p inyiwbu wyphdhnhy b (nku
2.7.3 t 2.7.1 (kUdwlkpp): Lwbh np d(x) = pp(k(x)) pudwiwpwpp yphuhwnhy k,
wyu d(x) = (f(x),g(x)) puun 2.7.3 (Euddughe

U hpuypdwljh dhwy htwpwnp wyptnpuiipp juinwgyh, tpb £(0)-p jud
g()p spwdwindh d(x) = pp(k(x)) puquuinuuh Jpw, shuyud nfjuy p-h hudwp
fp()n L gp(x)-p puduimd Lu ¢, (d(x)) = (fp (%), gp(x)) puqUuinudh Jpu:
Ujuhtpl, pwugty Lup pudwbhnipjut wwhywidw juunpht:

b uh phpkup dbp hwjupwd hwunbpp. pun f(x) b g(x) yphdhnhy puqiub-
nuuubkph p wupq phyu punpkng (3.12) yuydwiny, hwpdtng ¢ - ( fo (), 9p (x)) uUn-
noijup puquuinudp b juemighing tpw k(x) twpuowyunltph d(x) yphdhnhy
dwup Uklp Yupnn Eup winky, np ud d(x)-p pudwind k £(x), g(x) puquubnu-
ubpp (bt hwighuwinid b gpuig wdkbwdkd punhwiunip puwdwbwpupp), jud i
wnjjuy p-h hwdwp pwhdl Eup puwdwubjhnipjut wuwhywiudwt juungphl: Ujg Epy-
npnpn wyjpbnputpughtt nphypp opowugkint hwdwp oquuykup puquwunwdubph nk-
qnipnuitinph hwwnynipinitubnhg:

3.4.6 Lbudw. Gpkp wuwpg phyp sh pudwinid f(x), g(x) € Z[x] puquuinudibph
ao, bo wijq qnpdwlihghlphg gnik UEjp kr d(x) = (f(x), g(x)), wyw degd(x) <
deg (f,(x), g, (x) ): Puly bk p-ti sp prucwlnud bk
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(3.13) R =res(f(x)/d(x), g(x)/d(x))
nlkqnipnwinng, wyw bwk

degd(x) = degd, (x) = deg (fp(x),gp(x)):

Uwwugnyg: f(x)/d(x) kL g(x)/d(x) puquuiunudubpp hnpwnwpdwpunp wyupg
bl d(x)-h wjwq gnpdwlihgp puwdwinmd k f(x), g(x) puquuwugudubph ay, by w-
Jugq gnpdwljhgutinhg tpyniut : Niuwnp, pun p-h ptnpnipjul, d(x)-h wjwg gnp-
duljhgp sh pwdwiymd p-h Jpw, d,(x) yunlkpp qpojuljub sk, & hnnkln £ nh-
nwplly f,(x)/dy(x) b g, (x)/d,(x) pubinpnubpp: Zkow | ujunty, np

(5, () = dy () (£, / (), g () (2)):

bul] wjunbknhg wupq k, np degd,(x) # deg (fp (%), 9p (x)) wihwjwuwpnipniip
Jupnn £ mbnh niukbw) dhuygl, Gpp ( fo () /dp(x), gp(x)/d, (x)) # 1w np tnyub

deg (£, (0)/dy (), 95 () /d, () > 0,

wyuhtiplt kpp £, (x)/d, (%) kL g,(x)/d,(x) puquunudttpp nukt Uh ny nphhuy
pughwinip pudwbwpwup (gnps nibbkip Unpnijjup whgdwb dudwbwl pudwbk-
1hnipjut hwjundwi htwn):

Cuwn 3.3.6 phnphdh‘ Z, nyupwnh Jpu npdus f,(x)/d,(x) b g,(x)/d,(x) pug-
dwunudubpp hnpurunupdwpwp wupg sk gt b Jhuygb wyh ghwpnud, bpp

res (fp(x)/dp(x),gp(x)/dp(x)) =0:

dkpp tpdws nhqmpunwitnnp hwbphuwbnud £Sg /4., g, /¢, UhpdEunph dwnphgh npn-
2hsn: Zwph wnubny duwnphguypi innnijjup wugdwb dudwbwly ¢, hnununpdhg-
uh wqnkgmpmip dwwnphgubph wwpptph Jpu’ hbow © wbkubly, np S /a,, 6,74,
Uwwnphgp unwugynid b f(x)/d(x) & g(x)/d(x) puquuunudubph Sr/ag/a Uht-
Jkuwnph dwwnphghg tpw jmpupwiynip wwpph Jpw Yhpwnking ¢, pyughl dn-
nnijjup wignudp:

Ujniu Ynnuhg, putth np dwwnphgh npnohsp hwinhuwimud £ wyn dwnphgh npno
nwppbph wpnwugpyuiknh gnidwp b wuppipnipnit (L pwtth np wyn gnpénnnipe-
mittbpp dwpwbiquiljub Eu ¢, hndndnpbhquh tjundwdp), yyupg k, np.

res (};(x)/dp(x),gp(x)/dp(X)) = @, (res(f(x)/d(x), g(x)/d(x))) = ¢,(R) = Ry:

bulj wyjuintinhg ywpq k, np hwjuwuwpnipjut dwpe Ynnuh nhgnipununp qpoyujub k
Z, nupuinnid vhuygh, Epp hwdwuwpnipput we Ynnuh R nkqnijpunnubinp pudwidnid k p
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wupq pyh Yypur: Cunn Ukp Eddugh ulul]duﬂlhhph‘ nu jupnn £ wnknh niubtwyy vhuyl,
tpp R = 0, puyg wyn nhuph b pugueynud E pwbth np f(x)/d(x) b g(x)/d(x) pug-
dmtnwdukpp hnpuwnupdwpwup yupg u: =

3.4.7 Thunpmpnib. Ljwwnbkip, np wju (kdduynd p wupq pyh ypu npdus wnw-
ohtt wuydwup (p t ap Yud p t by) wpnkt hul] juwnwpynud t (3.12) yuydwh juw-
wnwpdwb nhypnid:

Jhpunuwntwtp wdktwdbs punhwiunip pudwbwpuph wignphpuhi: 3.4.6 k-
dwt wunnud t, np pudwbjhnipjut yuwhywidwt jpungph htn juwyws tplpnpyg
wypnnpuiipp Jupnn k nbknh nibbtwg dhuygl, Epp p-u pudwiinud ER nhignijunwub-
wp: Uklp, ndpwjuniwpwp, skup Yupnn hwogk) R-p, putth np dkq hwpnth sk d(x)
wpuwnphsp (3.4.6 (kddwygh (3.13) pwbwdbinid dwutwlgnn d(x)-p ny ph Ukp Ju-
nnigud d(x) = pp(k(x))—h E wy f(x), g(x) wdkbudbs pughwinip pudwbwpupp,
nnt wnwjdd hwynh sk): Ujanimdbiwgthy, 3.4.6 (Eudwt hnipnud E, np Ubkp hwpdus
d(x) = pp(k(x)) puquuimuip Yupny E wwppkp (hik) d(x) = (f(x), g(x)) wk-
ks pinhwinip pudwiwpwuphg dhuyl Yepoun/n p pubulnippudy p wwpg dn-
pnijikph hunfwp: Udkiht, junuph wquunipinib poyy) tmwny, Jupnn up wuby, np
d(x) # (f(x), g(x)) withwjwuwpnipynitip wknh niith dhuy «phy putuym pyudps
p wupq pyYkph hwdwp, pwuh np R nhqniyunubnh yupq pudwbwpupubph putw-
Up Uks sk (nbu 3.5 wuwpwuqpudn):

Ujgnphpdh junnignidp Yupbih £ iquuthwlt hbwnbygu) puyitpny. Eipunpkup
punn (3.12) wuydwih punpduws p wupq dnngnih hwodly) Eup d(x) puquubnudp:
Bpl f(x), g(x) puquutnuuttphg gnuk dkhp sh pudwinud d(x)-h Jpu, wyw plwn-
pkup dh wyy, wykh UkS p G Yphukup puwykpp pun wyy unp dogniyh: Qs wgby, put
Jtpowynp pwbwlnipjudp pwyjtiphg htnn wbyuwydwb fjhwutbkup dh p-h, pun nph
unugus d(x) puquubtmudh hudwp £(x) i d(x) b g(x) : d(x): Mpkdh b d(x) =
(f&), g():

Utinud £ unugdusp puquuyunlt] wdkiwulqpnid dhpudus r = (cont( f(x)),
Cont( g (x))) uljuunpny kL unwbwy Jepptujut puquubinudp 7 - d(x) mbupny:

Qbtrulipykup Utp unnigus wignphpup.
3.4.8 Ujgnphpd (muttwdks punhwinip pudwbwpwph hwoydwh vks yupq pyh

dbpngp). Splws i f(x), g(x) € Z[x] ny qpmulijub pwquuwinudbbpp: Zwot
upwig ( f0), g(x)) wdbbwdbs puinhwiniyp pudwbwpupp:
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1. f(x), g(x) puquuunudiutph hwdwp BJYjhnkup wignpppedny hwpdkup tpwbg
cont(f(x)) b cont(g(x)) pnjuinwynipnikpp: Fpwhg tpwbikpl plnpkup wb-

whu, np £(x)/ cont(f(x)) = pp(f(x)) & g(x)/ cont(g(x)) = pp(g(x)) hupwpbpnip-
jmutikph wjwg gnpdwjhgubkpp npuljwi (huk:

2. Eyhnbuh wignphpung hwplkip 7 = (cont(f(x)), cont(g(x))) wikinnfls pln-
hwinmp pudwbupupp:

3. Lpwlbulykp £(x) = pp(f(x)) b1 g(x) = pp(g(x)):

4. ay-ny wywbwlkup f(x)-h wduq gqnpduljhgp, bo-ny wpwbwlkup g(x)-h wjug
gnpswljhgp (qpuup ppuljub tu pun dbp junnigdwi):

5. EYyihgkup wygnphpuny hwodtup w = (ag, by) npujub wdktwdbd pughwunip
pudwbiwpupp:

6. Lwinuni-Uhlyninh putwdkih (3.3) htnbiwbipn] hwpyklp Ny, giwhunwlwbip:
7. Cunpblp Up p > 2 - Np,g wywipg phy, npp sh oguwgnpdyk) bwpunpr puyjbipoud:

8. ¢, Unnnijjup wugmut hpuljuwbmgukup pun p dnpnh b hwpdkup f(x), g(x) €
Z[x] puquutnyudutph £, (x), gp (x) € Zy[x] wunlkptbpp:

9. Zy[x] onuljmd Elihnkuh wignphpung hwptup (fp (x), gp(X)) wkbwdts phn-
hwunip pudwiwpupp:

10. Uunugjus (fp (x), gp(x))—n p Unpnun puquuyunljkup wjtwhuh Jh t €Z,
pyny, np ¢t - (fp (), gp (x)) wpununpjuih wjug gnpswyhgp hwjwuwnp (hth w-ht:
11. Cun 3.2.8 wignphpuh hugybtp ¢ - (£,(x), g,(x)) puquubnunth k(x) € Z[x] tw-
Juwygunntpp:

12. Z onulm Eyihytuh wygnphpung hwobip cont(k(x)) pnyjwinulnipymp:

13. Lpwuljkp d(x) = k(x)/ cont(k(x)) = pp(k(x)):

14. Bph £ (x) : d(x) b g(x) § d(x)

15.  wbgukup wgnpppdh 18-pn puyihiy
16. hwjunwy nuypnid
17.  JEpununtwbp wignphpuh 7-pn puyhte

18. Npnukjh wdkbwdld punhwiunip pudwbwpupp goipu gpup r - d(x) wbupny:
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Uju wignphpdt widuind Bt wdktwdbs punhwinip pudwbwpuph hwoddwb

«ké wupq pyh» wignphpd, npykugh nwppbkptt wjt pughwiunip pudwbwpuph
hwoyuwt wy] wignphpdubphg, dwutwynpuytu, 4tnd pudwunidutpnh» 2.6.20 wy-
qnphpuhg yuu «hnpp wupq pytph> 5.3.10 wignphpuhg, npht jswtnputwbp wb-
1k n12, L nph wphuwwnwbph uljqpniupt k ny pt hwoduplt pun pudujutuswth dks
wunq pyh, wy hwpquplyt pun th puth nwpptp thinpp wupg pytph (nku 5.3 yuw-
pugpudnp): Sku twbe 3.5.3 t 3.5.7 ghninnmpjniuubpp 3.4.8 wignphpuh npny quw-
huwwnwlwuubph dondwt dwupt:

£hy htunn wju wgnphpup Yihpunkip 1.3 wupugpudnid phpus wyt puquub-
nudttph hwdwp, npnug Yypw pubwplly Gup dhpwuljjuy wpdtpubph nindwgdw
Epbinypen B wyl opowtigkint Yuninh dnnpnijjup dbpnnp.

flx) =x8+x6—3x*—3x3+8x2+2x—5
(3.14)

g(x) = 3x°® + 5x* — 4x? — 9x + 21:

Uhls wyy Yphhtt tjuwnbup, np 1.3 wquwpugpudh wyugnygp, pun knipjut, hwb-
gnud kp @s: Z[x] = Zs[x] dnpnijjup whgdwip: Uklp vinwtnd hup
s(f(x)) = fo(x) = x® 4+ x° + 2x* + 2x3 + 3x% + 2x,
(3.15)
0s(g(x)) = gs(x) =3x0 +x2 +x + 1

Unynijjup puquubnudibpp b gnyg wnwhu, np gpuip thnjuwnupdwpwup wupg
kU, b np gpuig thnjuwnqupd wupgnipiniuhg pluntd £ b f(x) b g(x) puqlub-
nudttph hnjpwnwunpd wupgnieniip:

Uju puquutgudubph hwdwp tnyb wpyniupp junwbwip twkt 3.4.8 wgnphpe-
Up uhgngny, plny npmud, uinhugjwd Yihukp oquufty 5-hg wkih ks p wupq pihg:
Puyg, twfu, phipkup dh ophtiy, npp Ukq Yhwungh, np dhow sk, np htwpwynp k
hupgp (mét) pwwn fnpp wupq pytph dhongny (huywbu Yumwnh ophiwym Ep,
nputn niukhup p = 5).

3.49 Ophuwl. dkpgukp Yuninh ophtiwynid phpus (3.14) puquubmudtbpp,
puyg npuyitiu yuipg Ungny yhpgubkup p = 2: Uju nhwpnud.

02(f0)) = fo(x) = xB + x6 + x* +x3 +1,
(3.16)
‘PZ(Q(X)) =g,(x)=x+x*+x+1:

Uju ophtwlynud fo(x) b g,(x) puquuinudubpt wppkt thinpuwngupdwpun
wwnq sk, pulih np.
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x84+ +x*+x3+1 [ xC+x*+x+1

x8 + x4+ x3 + x? x?

x*+x2+1

xC+x*+x+1 [ x*+x%24+1

x® + x* + x? x?

x> +x+1

x*+x?+1 ¥ +x+1

x* 4+ x3 + x? x> +x+1

x3+1

x3+x%+x

x> +x+1
x> +x+1
0

Muktp 1 # (f,(x), 92(x)) = x? + x + 1 € Z,[x]: Uhtypkn, hsybku wpnk gnyg bup
) 1.3 yupugpudnud, f(x) b g(x) puquutgudubpp Z[x]-nud hnjownwupdwpun
wuipq kb: Uyuhliptl' Yanunh ophliwlh dninkgnidp wypbiu sh gnpsh, bpk Jipgubip ny
pt p =5, wy p = 2: Zkwmbrwpwp, Lppldt skup Jupnn juntuwthby dbs yupq pytp
Yhpwnbknig:

3.4.10 Oppuwy. Ypyht ghunnwplkup Yuniwh ophtiwlp (3.14) puquunudubkpp, b

npuitg Ypw fhpunkip 3.4.8 wgnphpup: f(x) t g(x) puquubnudubpp wyphuhwnhy
Gutir = (cont(f(x)), cont(g(x))) = (1,1) = 1: Muklp.

IfF)N=vV1I+1+9+9+64+4+25=V113<11,

lg(x) I = VO + 25 + 14 + 81 + 441 = V570 < 24:

Cuwn (3.3) putwdbih’
. V113 V570 24
Nj g = 2min86} (1,3) min{ 1 'T} <261 3= 512:

Cutn (3.12) wuyuwih npuybu Unyniy Jupnn kup pliplp p = 1031 > 2 - 512 wupq
Phyp:
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Quwhwnwljuinbph mwppbpnipniip mbkutbnt hwdwp thopdkup qhwhwnty
twht pun (3.2) pwbwdbiih: Nitiklp.

Ny = 2871 .V/113 < 2871 - 11 = 1408,

N, = 2571570 < 2671 - 24 = 768:
Nputu Unnni Jupnn Gup puwnpl) p = 2819 > 2 - 1408 wupq phyp: Pusytu nku-
unud Bup, Eppnpy quwhwwnwluit wdkih ynyhw E: Unnnyjup wignidp jupnn Gup
hpujuitingty punn jputighg Yuidwjulwih, tupunptup, tpypnpnh. @p = @za10:
Yunwbwlp

(P2819(f(x)) = fag10(x)
(3.17) = x® + x5 + 2816x* + 2816x3 + 8x2 + 2x + 2814,

(nglg(g(x)) = gzglg(x) = 3x6 + 5x4 + 2815)62 + 2810x + 21:

Yhpwnkup EYYjhntiuh wignpphpdh puyikpp (hwdwpnunnipjut hwdwp wjuntn pug
Eup pnnunid «cutiniing pwdwinidubpp»).

f2810(%) = (940x?% + 313) - gpg10(x) + 2192x* + 1253x% + x2 + 1879,

Fasro(x) = (1686x2 + 892) - (2192x* + 1253x2 + x2 + 1879)
+2025x2 + 2810x + 1258,
2192x* + 1253x2 + x2 + 1879
= (2447x? + 2667x + 1928) - (2025x2 + 2810x + 1258)
+2781x + 817,

2025x2 + 2810x + 1258 = (466x + 2675) - (2781x + 817) + 508,
2781x + 817 = 1587x - 508 + 855,
508 = 2813 - 855 + 0:

dkpoht ny qpoyuwl dbwgnpni £ (foe10(%), g2819(x)) = 855 hwuwnwnnilp, npp
qnoyulut sk b hwlunupdbjh b Zyg10 onumd: Cuwn 3.2.8 wignphpuh’ 855-h tw-
lowyuunltpt k k(x) = 855 € Z[x] puquuinudp, pmth np 855 < 2819/2: RLwtth np
cont(k(x)) = cont(855) = 855, www pp(k(x)) =855/855 =1: dhpotwful ww-
nwupwtb E (£(x), g(x)) =7-pp(k(x))=1-1=1:

3.4.11 Juipdmpnii. Ywwnwpt) 3.4.10 ophttwh hwpduplp bwkt pun p = 1031 dn-
nnih: Zwdkdwnt] hwpqupyh pupnnipniip 3.4.10 ophtwyh htwn:

3.4.12 Jupdmpmbubkp. Zwolly f(x), g(x) puquuinudtubtph wikbiwdbs punhw-
unip pudwwpupp ks wupqg pyh wignphpdny.
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1) f(x)=3x3—8x%2+5x—2 b g(x) =2x3—5x2+3x -2,
2) f(x)=4x3—13x2+4x -3 b g(x) = 2x3 —9x? + 10x — 3,
3) flx)=2x*—2x3-2x2+3x—1 b g(x) = x* —x3 — 2x% + 2x:

3.5 [hgniuubwnh yupq padwiupupibph qowhunwuljubitkp

Uju yupugpudnud dkup unwbiwp R = res(f(x)/d(x), g(x)/d(x)) nkqnijinuiinp
uh pwbh hwwnlmpniuubp, npnup ny vhuyt hwibpyw) quwhwwnwlwuubp o nw-
1hu 3.4.8 wgnphpuh dwuhb, wyjkt oqguugnpsytnt ki hwonpn wwpugpupmd unp
wqnphpd junnighihu:

3.4.8 wmgnphpuh Junnigdwt pupwugpmd R nhqnipunmwbnh nbpp Yupbinp tp
w)l wenudny, np Epk p-b pun p > Ny ; pwbwdbith pinpdus paduljubiuywth Uk
wuwnq phy kp, wmyw @,: Z[x] = Zy[x] Unpnijjup whgdwb dudwbwl] jupnn Ehtip
pufuyl] (bwppwywnlbph) pwdwibhmpjut yuwhywiudwbt pungpht Jhugt wyt
nbwpmy, kpp p-u R-h pudwbwpup bp: Uyuhtipt' wyy ghupmd f(x), g(x) wphuh-
] puquubmudttph qunlbpttph hwdwp hwodus ¢ - (fp (), g, (x)) Unnnijjup
wuklwdks pudwiwpunh k(x) twhwwywnytph d(x) = pp(k(x)) yphuhwnhy dwup
Yupny tp (F(x), g(x)) wdbtwdks pinhwinip pudwiwpwpp sihuby: Paswybu k-
ghtp 3.4 wuwpwqpunid, R-p hwpdty skup Yupnny, putth np dkq huynih sk d(x)-p:

Ujuniwdbktuyhy, Jupkih b quwhwnb] husybu R-h wpdbpp, wjbybu b wyl
pwdwtnng wwpq pYtph pwbwlp: Ujubktup wnwehtt quwhwinwlwithg:

35.1 Lhldw. Jwiuywiwi f(x), g(x) € Z[x] puquubinpudibph b Gpubg gublu-
gud d(x) paphwinip pudwinupuph hudwp nkgh niap hEnkyuy guhunwlwin

(3.18) IRl = |St/a,9/a] < ¥ (n+ 1)™(m + 1)" NI*NZ,
npunkn n = deg f(x), m = deg g(x):

Uwwgnyg: Swujugus d(x)-h hwdwnp deg f(x)/d(x) < n trdegg(x)/d(x) < m:
Lwlh np f(x)/d(x) b g(x)/d(x) hwpupkpoipnitutpp f(x) b g(x) puquuwinud-
ubph pwdwbwpwpbp kb, wyw pun (3.2) pul'uumhl_b‘ nputg gnpswljhgubpp pw-
gupdwl wpdtpny vwhiwbwhuy kb, hwdwywnwuppwbwpwp, Ne = 27| )|l
LN, = 2m gl ghwhwinwwbubpny: ZEnkiwpwnp,

If(x)/d@Il < [(n+ DNF =vn+1-Np,
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llgC)/d@)ll < J(m + 1NZ =Vm +1- Ny

R nhgnipunwtunp f(x)/d(x) b g(x)/d(x) puquuiiqudttpht hwdwywnwujuwing
Sf/a.g7a Uh{kunnph dunphgh npnohst b (nbu 3.3 wupugpupp): Uyy dwinphgp
ns wyk], pul n + m Yupgh punwlniuh dwwnphg L, nph wpweht ny wyky, pw m
nnntpnud gpwé B f(x)/d(x)-h gnpdwlhgutpp (wjy gnpswlhgubtpp ny wk),
pwl n + 1 hwwn ki), hull JEpohtt ny wyky, pul n wnnbpnd qpus L g(x)/d(x)-h
gnpdwljhgubpp (wyn gnpswjhgutpp ny wyk], pwt m + 1 hwwn tu): Stku (3.6) ukp-
Juyugnidp 3.3 wwpwgpupnid:

Quipnn kup oquuyl npnohsh ghwhwwndwi (5.10) Unpudwph wthwjuwuwpnipnt-
tuhg, nphtt wydbh dwipudwub juigpununuwip npnohsubnh hwpddwip udhpdus
5.2 wuwpwgpubnid: Luth np npnohsp vminphgh mpwuyniiugnivhg sh thnpuynid,
www §hpunkip Unudwph pwbwdbip ¢/ 9/ Uminphgh ninnkph Ypw hwoh wn-
thn] twtt wjb qtwhwwnwlwhibpp, np winwgubp [|f(x)/d@)| G [lg(x)/d(x)]l
unpubtph hun[ulp‘

m n
|R|=|Sf/d,g,,,,|s\/Nf2+---+1vf2 \/Ng2+---+1vg2 = (Vn+1-N)"(WVm+1-N,)",

n+1 m+1

nputinhg bt uvnwugynd £ kddugh quwhunwluip: =

3.5.2 Ophuwl. Unwbwip (3.18) quwhwwnwlwiup Yuninh ophtiwlhh (3.14) pwg-
dwinudubph hwdwp: Puswbu hwpyk] Lup 3.4.10 ophtimlmd, Ny = 1408, N, =
768: ﬂLphlﬁl‘

IRl = |Sfa,97a] < /(8+1)5(6 + 1)® - 14086 - 768°
= V531441 - 5764801 - 7791407675257913344
- 121029087867608368152576 =
= 1750329 - 7791407675257913344 - 121029087867608368152576
= 1.6505374299582118582810249858265¢ + 48:

Uunugynid k pwn Uks Uh phy, npp gnyg k viwjhu, ph hspwt poyg L (3.18) guwhw-
wnwlubp:

3.5.3 Thunnmmpymb. Gpt dbup 3.4.8 wignphpunid p wwpq pyh dpw nukhup
p>2- \/(n + DM(m+ D" NNG wupdwtp, wyw R = detSs/q 9/ phqnijunubinn
skp pudwin]h wwipq p-h qpuw, medktp yppdhupy £(x), g(x) puquubnudubph hw-
Uwp Uhwbquidhg Yniukbughtip pp(k(x)) = (f (), g(x)): Ujuhlipt (kpgbulub wuw-
nwwujuwbp Yunwgybp dhayl dbl wiquid vpung p phy Yhpuntking (uphp skp (hup
unp p ykpgubnt v wygqnpphpdh puyikpp Yplukne npu hwdwn): Uwluy 3.5.2 oph-
twlp pugunpnud k, ph husnt dkup 3.4.8 wignphpunid sogurnugnpstghtp (3.18) quw-
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hwwnwlwip: bPuyybu mbuwbp wyn opptiwlnud, (3.18) quwhwwnwlwup Jupny k
own Ukd 1huly, bt npu Yhpwenidt wpynmitwdbn sk: Udkh htow E 3.4.8 wygnphpup
puyip Yplubkp, pwt 1.6505374299582118582810249858265e + 48 phup hwoykp,
uyl Epynt whqud ghpwquignn wwupq phy qukjt nt Unpmpup hwoduplukpt
puwn wyn yupg pih wwbkp:

Ujuntwdbuwguhy, (3.18) gquwhwwnwljutp Jupny E ogqunugnpsyty wy Ypw, tpb
dkup hhokup, np 3.4.8 wygnphpunid Ukq htwwppppod kp ny ph Ynulpkn [R| =
|Sf /d,g /d| wpdtiph Ukénipiniup, wy) nppu wupgq pudwbwpuputph putwlp:

Pr# uhUyniny punniudws k wpwbwlj ) wmoweht £ wwpq pytph wpnwgpyugp.
P =P1 Pr

(npukn pq, -, pr YRR wnwehtt & hwwn wupq pdtpt Bu' p; = 2, p, = 3... Ly):
Onhtiwly ps#=2-3-5-7-11=2310: Gppbdu pp# wpdbpt wiquind tu «k-py
wphunphw» (k-th primorial), pug dktp Yuntuwthkup wyn wnkpdhth oqunugnpént-
Uhg, pwth np «primorial» pwnh hujkpkt jwjugny pupguuinipjut Wunwupw-
twwnympiniup skup niqmud Ybpguby: Upny wpdbpubpp owwn wpwg B wnud. pyo#
wpdbpp UkS £ 6 Uhthwpnhg

pro# = 6.469.693.230:

354 Lkldw. Spyws n phwlmi pih ' qniyg we gniyg nwppkp wwpg pudwiupup-
bbph puinulp sh ghpuqubgnid k-i, npunkn k- b uyl JkSwgnyh phwlwi phii L nph
hunlup n = p#:

Uwwugnyg: pi# wpdbpt niith &hpn k hwwn hpwphg qniyq wn qnyq wwuppkp
wupq pudwbwpupibp py, -+, pe: Cay npnud, k hwn nuppbp wwpgq pudwbwpup-
ukp mkgnn pybph kg pi# wpdtpp bjuqugnuyb k pwh np py, -+, pr Wupq pyb-
nhg Juuwyuywip dh tnp wwpq pyny thnpowphiibing dkup jubdwghkp npubg
wpununpup: Mpbdy, tpk n < pp#, wmyw n-h Wyupq pwdwbwpupubph puwtwlp
thnpp L k-hg: =

3.55 Zhwmbiwmbp. Yudwjulub f(x), g(x) € Z[x] puquutnudubph b tpuhg gut-
Jugwsé d(x) punhwinip pudwbwpwph hwudwp R = Sf/q.4/q nhanLmulhmh‘ qnijq
wn qnijq lmwuppbp wupq paudwbwpupttph pwuwlp sh gipuquugnid k-, npunty
k-t wyu Ukdwgnyu ptwjuit phytu , nph hwdwp

V@ + D™+ D" NN} = pi#

(wjunkn n = deg f(x), m = deg g(x), Ny = 2" H|If COll kL Ny = 2™ H|g(0)]]):
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3.5.6 Ophuwl. 9Epununtwny 3.5.2 ophtmlh nlwyphtt’ nddup sk hwoyty, np

DPso#t = 3.1610054640417607788145206291544e + 46
< 1.6505374299582118582810249858265¢ + 48,

puyg k = 31 wpdtiph hwdwp wppk.

p31# = 4.014476939333036189094441199026e + 48
> 1.6505374299582118582810249858265e + 48:

Ujuhtpl S¢ja,g/a-h Wqupq pudwtwpupbbph pwbwlp ny wyby, put 30 E, b 3.4.8 wy-
gnphpup Yuninh ophtiwhh (3.14) puquuunudubph hwdwp Yhpwnkihu, by yupg
pybkp b puwnpkup, dkup yhpotiuljul £2gphwn ypunwupiwtp junwbwp ny wik,)
pwl 30+ 1 =31 hwn wwpq pytp ghunwplbnig htnn (Quiuwyulut 31 hwun
wupq pyYtphg gnuk Ukyp sh {huh R-h pudwbwpup):

3.5.7 Thunnmpynib. 3.5.5 htwnbkiwbpp b 3.5.6 ophtiwljp gnyg L wwhu, np,
stuqus (3.18) quwhwwnwlwih dEdnipjuup, wyt wignphpdutp jupnigkihu jw-
pnn E wppnitwgbn (hub) gunphhy wyt hwiqudwiph, np pp# wpdtpp unyuybu
owwn wipuwq £ wdnd® k-hg jujudws (nku wbt 3.6.4 ta 3.6.5 ophtiwjutipp, npwntin k-
h thnpp wpdtputp Bt uvnnwugynid): 3.4.8 wqnphpup Yhpwuntihu dkup dhown Jtpotiw-
Jubt yunwupwip junwuwbp ny wyk], pub k + 1 hwwn wwpq pytp ogurnwugnpsdt-
|nig htinn, nputin k-t wyb Uidwgnyt phwljut phyt k, nph hwdwp p# wpdtipp Ubs
sk

J@m+ D™ (m+ D" NN

guwhwwnwluihg:

Yu Up dwutwynp nlyp, Epp wyu ghnnwpynidp wnwdiwy bu wpynitwybn £
wgnphpd Jupmighjhu: Yw juduyuluwt f(x), g(x) € Z[x] puquuiunudubph thn-
huunwpd wupqoipjut npnpdwt wgnphpdu E, nphtt jutnpunpuntwip hwenpn
wuwpwgpudnid:

3.6 Onluwnund wupgnipjub wignphpdp kit dkpnnh punhwipugnidutpp

‘Lwhunpn wuwpugpuwbh quuhwnwljwtubph hhdwb Yypw Jupbh E dkrtwthnhub 3.4.8
wgnphpdh punphwinip uljqpniipp b unwbw puquutgudubph thnjuwnwpd wyup-
qnipju npnydwt wybih yupq wgnphped:
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buyyku dkup ujuinbkghtp wykh Jun, ¢, Unpnijjup wigdwt dudwbwly pug-
dwiquuh wuwnltpp Jupnn b wyipub thnppwbiwyg, np wyjbiu npbictk buljut hudnp-
dughw syupnitwlh puquuiunudh dwuhtt: Twubwynpuybu, Epynt thnjowngup-
dwpuwip ny wupq puquuunudibph wdkbwdbs pughwinip pudwtwpuph wunlb-
n upnn Ehwuuwn jhuby 1-he

3.6.1 Opptwy. Ikpguklp f(x) = 5x? + 11x + 2 kv g(x) = 10x? — 3x — 1: Uy nlw-
pnud d(x) = (f(x), g(x)) = 5x + 1: Puyg @s: Z[x] - Zs[x] Unpmijjup whgdwi dwidw-
twl f5(x) =x+2 b gs(x) = 2x + 4: Mipkdu W (fs(x),gs(x)) =x+2 # 1: Umnwu
Ynnuhg, ds(x) = @s(5x+1) = 1: U;]ubhph‘ Unnnijjup wignidhg htnn mphyhuy £
d(x)-h ds(x) wuunykpp, payg ny (f5(x), gs(x)) Unpnijup wdkbwdks pinhwinip
pudwiwpupp, b d(x)-h dwuht buwwb hpudnpdwughw sh wwpnibwynwd ns ds(x)-p,
ny by (fs (%), g5 ())-p:

3.48 wignphpumu Uklp umuwihnid thip Wdwh ebghpubphg Ypgltgng
p>2-Nrg: Tw phipnd Ep Ukd wwpq pykph pubwupluwl, npnughg Yupkh k
huntuwhty, Epp dbp juughpt £ dhwyt puquuinudubph thnjpowngupd yupgnipjut
npnonuup:

busyytu wkuwup 3.4.6 (kddwynid, tpt p wupq phyp sh pudwunud f(x), glx) €
Z[x] puquuunudubph ag, by wwg gnpswulhgutphg gnut UEyp, wyw degd(x) <
deg (f,(x), g,(x)): Upuhlipti' tipfud nugpnl puiquwbnunfubph  wuinlbpikph
wdbbiwdbks puphwinip pwdwbwpwuph wunhdwip thonpp sk puquuiunudubph
wdktwdbs punhwinip pudwiwpuph wunhdwihg:

3.4.6 (kuduyh htwnbyw) wupq htnbtiwtupp hbwnwppphp £ hwdbdwwnt) 1.3 ww-
pugpudnid pipdus Guninh dnnpnijjup dkpanh htwn.
3.6.2 Zhwbiwmbp. Gpt p wupq phyp sh pudwind npdws f(x), g(x) € Z[x] wph-
Upnhy puquuiiqudubphg gnik dkljh wjuq gnpsulhgp, b £, (x), g,(x) puquwb-
nuudubpp hnjownupdwpwp yupqg kb, wyuw hinjpwugupdwpunp ygupg b bwbe £(x)
b g(x) puquuwbgudubpp:

Uywugnyg: Gph ( fp (%), gp (x)) =1, wyw

0 = deg (f,(x), g, (x)) = deg(f (x), 9(x)),

wyuhtipti' (£(x), g(x)) = ¢ # 0: Puyg pwbih np puw 2.6.9 htwbiwbph (£ (x), g(x))n
unytuybu wphuhnhy L, wmyu c = £1: =
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Uju htmbiwbpp poy) k wuwjhu uljul) judugui f(x), g(x) puquuibnudubph
thnjuunupd yupqnipjut npnodwt wignphpuh jupnignudp: Gpl, pun 3.12) wuy-
dwith, pujuubwsywh &5 p yqupq phy quubnt thnjuwnpkt Jkup npbik hnpp p
wupgq pYh hwdwp (opp sh pudwimd f(x) b g(x) yphdhnhy puquubmuditphg
gnuk Uklh wjwugq gnpdulhgp) wupgkup, np (fp (x), 9p (x)) = 1, wyw, pun 3.6.2 ht-
nbLwliph, wnwlg 3.4.8 wignphpuh puyph b wupg Yihth, np (F(0), g(0) = 1:

bul] juduwywlut (ny whywpdwi wyphlhnhy) f(x), gkx) € Z[x] puquub-
nudknh nhwpp htpnnipjudp hwignd £ upwie: bujuybu, akpjuyugubiup npup
f(x) = cont(f(x)) pp(f(x)) t  g(x) = cont(g(x)) pp(g(x)) wkupkpny: Gpk
cont(f(x)) b cont(g(x)) pnywimuynpniutbpp thnjuwnupdwpup wupq sk,
wyw hnjuwnupdwpup wupq skt twbe f(x), g(x) puquuinudubpp: bul kpk
(cont(f(x)), cont(g(x))) = 1, wuym wtmhpp Ypyhts pepinnd E pp(£(0) b pp(g(x))
wynhuhnhy puquuinudubph hnpuunwpd yupgnipjubt npnydwp:

Uhwl] huipgp, np wnuydd pug b, htnbywb E hahz wll), tpk Ukp punpws p
wyupq pYh hwdwp ( fo (), 9p (x)) #1: Uu Jupny b wpwbwll] jud uwyb, np
(f (), g(x)) # 1, jud F wyl, np wfjuy p dnnnuyny ¢, Unnnijjup wignudp «pujw-
pup pupnpiughw sh guwhywiky» £(x), g(x) wphuhnhy puquuinudutph gojuw-
nupd wupqnipjntup npnpkjnt hwdwn: 3.4.8 wgnphpuh mpudwpwinipjudp wju
futghpp Yupnn Ehp (mdty plne puypny bwje wlnp bp b ufqpubt pugwlube-
sath ULS p pnply, B hbnn dkdwgul) wyt wyuipwb, dhtiske £oqphnn yuwnwupiwunp
unwgyh: Ywphkih L wyu jpunhpp wykjh hbpw 1nisk): Cuwn 3.5.5 hnbiwbph, «ujw-
pup pupnprlughw syywhywiing» p wupg ptph pwiwlp ny wiby, put k £ npuntn

Y@+ D™+ DM NPNG = pyt:

Zhnmbiwpwp, Jupkh b hwpugbu hwodt] wju wthwjuwuwpnipjuip pudupupng
Ubdwgnyu k-4, W (fp(x), gp(x)) =1 yuydwlp unnigl] judwyulub k£ + 1 hun
wupq pYtph hunfwp, npniighg joipupwignipp sh pudwbnud £(x), g(x) wyppuhwnp
puquutnultitphg gnit Ukyh wiwg gnpsubhgp. (f(x), g(x)) # 1 wwplwbp nknh
nith wyt bt dhuyt wyb nypnud, tpk ( fp (%), gp (x)) # 1 wuydwp nbnh muh k+ 1
hwwn wynuyhuh wupq pyYtph hwudwp: Uju dninbgdwb wnwybjnipiniup ny dhuyts wyh
E, np oqgunuugnpédnid Lup owwn wybkih thnpp wwupg pytp, wyjbe wyt, np wykiu Juphp
sju wdkl puyihg htnn hwoyty ¢ - ( fp (%), gp (x))—b k(x) twuwyuinlbpp, wyw wyn
twwywnltpp dx) = pp(k(x)) wphthunhy dwup, wyw unnigly £(x) § d(x) oo
g(x) i d(x) wuydwuubpp: Uju nhypmud, bph (fp(x), p (x)) # 1, wmyw dhwhquuhg
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wlignid Lup hwgnpn p wupq pyhtt bt unnignid, np wyu gnpénnmipiniup Ypludp
wntuqt k + 1 whqud: Unwbnwd Gup hbnbyw wygnphpdp.

3.6.3 Ujqnpphpu (puquunuditph thnjuwnwund wupgnipjuwi npnodwi dnpmijyup
wgnpphpup). Spyws Lu f(x), g(x) € Z[x] ny qpuyuljub puqUuiunudubpp: Funuby

thnjuwnwpdwpwn ww'ng kb wpynp bpwbp:

1. f(x), g(x) puquutnuubbtpp hwdwp BYyhgtiuh wignphpuny hwoykup tpwbg
Cont( f (x)) |8 cont(g (x)) pnjuwbpulnipynibibpp:

2. Ealyhnbub wignphpuny hupgbip r = (cont(f(x)), cont(g(x))) wibtunlbd ply-
hwunip pudwtmpupn:

3.6phir 1

4 f(), g(0) puquuinundubp thnjunwpdwpuip wwpg sk
5 yhpg:

6. Lpwiyklp £(x) = pp(f (%)) ke g(x) = pp(g(x)):

7. ap-ny Wpwtwlkup f(x)-h wjwug qnpdwljhgp, be-ny tpwhwlkiup g(x)-h wjwug
gnpdulhgp:

8. EdYyhntup wgnphpuny hwptup w = (ag, by) ppuljut wdbbwdbks pughwinip
pudwbiwpupp:

9. Lowlwlkup n = deg f(x) kv m = deg g(x):

10. f(x) b g(x) pwquuinudiubtph hwdwp (3.2) pwtwdbtiny hwpdkup Ny =
2" fF) |l tu Ny = 2™ | g () || gbuwhwinwljubinbpp:

11. Lpwmtwljkup B = \/(n + 1D)™M(m+ D" N}“N;:

12. Unwoht wwupnq pykph p1, -, Dk, -~ hwonpnujuwiinipjut muppbpt hpupny pug-
dmulmmllhlnq\ qutkip wy ybpohtt (muktwdks) k hunkpup, nph hwdwp wknh niup
B = pyp# =py - pi:

13. Upwmtimljtup i = 1:

14. Cuwnpklp vh p + w yqupg phy, npp sh ogunugnpsyty twhunpn puy bpnud:

15. ¢, Unymyyup wagndt hpwlwbwgukip pun p dnymh b hwpdkup f(x), g(x) €
Z[x] puquuinudubph f,(x), g,(x) € Zp[x] wquunlkpukpp:
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16. Z,[x] onulynid EYyihntuh wygnphpiunyg hwpykup ( fp(X), 9p (x)) wdbwdbs ply-
hwunip pudwbwpupp:

17. Gphk (fp(x), gp(x)) ~ 1

18.  f(x), g(x) pmquuunuultbp thnjuwnupdwpwp yupg kb
19.  {tpg:

20.6phi<k+1

21l.  wwbwlhkupi =i+ 1;

22.  Jhpuwnwntwp wignphpuh 14-pn puyhly

23. hujunwl) nhypnid

24, f(x), g(x) puqUuuinuditp hnjuwnupdwpup yupg sk

3.6.4 Opptwl. Ikpglbtp f(x) = x? + 2x + 1 k1 g(x) = —2x — 6 puquubnudbkpp:
Ypuibghg tpypnpnp wphdpnhy st cont(g(x)) = (~2,-6) = —2: Lulh np =
(cont(f(x)), cont(g(x))) = (1,-2) = 1, wmyuw yupquuybu whnkukup cont(g(x)) =
-2 pnjuwinuinpmibtp ko g(x)-p  thnpwphikp  g(x) = pp(g(x)) = (—2x —
6)/(-2) = x + 3 puquubnuiny: Zwpyklp Ny =227W12+22+ 12 =2V6 <49
N, = 27112 + 32 = V10 < 3.2 quwhwwnuwlulikpp (kpjup nwubnppulub Yo-
wnnpuwljubphg jntuwthbnt hwdwp dkup nhwyh yEpkl Bup Yinpuginid pninp Yn-
wunpuljukpp): Lwth np degf(x)/d(x) + degg(x)/d(x) <2+ 1 =3, wmyu Sf/q,9/a
Uhpjtunph dwnphgp Yupnn k1huby (ny wyb pwt) kppopy upgh dh dwnphg,
nph wnweoht nnnnid gpyus b (ny wyk), pul) Epypnpy wunmhdwuh npbitk pug-
Uwtnuuh gnpswihgubp (jnipupwiynip gnpsulhgp 4.9-hg thnpp), huly tpw Jbp-
ohtt (ny wyk], pul) kpynt ninnpnid gpdus L (ny wyk), pul) wpwehtt wunmpLw-
uh pwquuunuuh gnpswljhgutpn (nipwpwiynipp 3.2-hg thnpp): Cuwn Unwdwpp
Puﬂll.u&hLll‘ R nhqniunnubiinp pugupdwl] wpdtpny thnpp L

Vo +Dm(m+ 1) NNP < /3122491322 < 174

wpdbphg: 174-h wupq pwdwhwpwpubph htwpwynp pwbhwlp guwhwntint hw-
dwp hwpykup wnweohtt wwpq pytph wpunugpup: 2-3=6<174, 2-3-5=30<
174 puyg 2-3-5-7 =210 > 174: Zkwmbiwpwp, nhqniuuuwbnh htwpwynp yupg
wpuwunphsutiph pwbwlp kpkphg wykph sk, puth np juduyulut snpu hwwn -
pin wwupq pyYtkph wpunugpup ks £ 174-hg: Geh dkup pun judwjulub snpu
hwwn wupq pdtph (apnughg mupupwbsinipp sh pudwnd f(x), g(x) puquubnud-
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tphg gniik Ukhh wfwuq gnpswljhgp) wnwbayhip, np (%), g, (x) wphuhwnhy pug-
Uwtuitpp nuwnupd wupg skb, wyw thnpounupdwpup gwupg sthte huh
twbt f(x), g(x) puquuinuubpp: Puyg snpu wiqud uwinnigkint Yuphp sh {hunwd,
pwih np hwjunrwl] yuwunwuhwub £ uvnwugynid wpntu Epypopn pwynud: Gph p =
2, wyuw fr(x) =x*+1 k g,(x) =x+1: Piyywku htown E unnigl] EYhgtuh
wignphpuny, (f(x),g9,(x)) =x+1#1: bpk p =3, wyu fi(x) =x>+2x+1 &
g3(x) = x: Miukup (f3(x),g3(x)) = 1: Mipkdu & (f(x),g(x)) =1:

3.6.5 Oppuwl. Onjuktp bwhinpy ophtiwyh tpypnpy puqUwunudp, npybugh niuk-
twlp hnuwgupdwpwp ny yupq puquubnuditph ophtwy bu. f(x) = x% + 2x +
1L g(x) = x + 1: bpynt puquubiqudlikpt b wphuhinhy ki Mikup Ny = 2vV6 < 4.9
[ N, = 217112+ 12 = /2 < 1.5: Gnplhty, pun Unudwph pwbwdbih, R nkqnijunub-

wnp pugwupdwl wpdtpny tnpp £

J31-22.491.152 < 39

wpdtphg: 39-h wupq pudwwpuputph htwpwynp pwbwlp ghwhwntine hwdwp
ujuunbup, np2-3=6<39, 2-3-5=30<39,puyg 2-3-5-7 =210 > 39: Uplht
nhqniinutnh hbtwpwynp yupq wpwunphsubph pwbtwlp ny wyk), pwb Lpkp L
Uunnighynt Lup pun juduwjuljub snpu hwwn yupg pytph (npntghg jnipupwisinipp
sh pudwimd f(x), g(x) puquuunudttphg gqnuk dbhh wjwuq gqnpéwlhgp): Gph
p=2 wyu f,(x) =x>+1 t g,(x) =x+1: Mipklt’ (L), g,(x)) =x+1#1:
buljp =3, p =5 twp = 7 gphypkpnud E htow E hwoyky, np (fp(x),gp(x)) =x+1=
1: Mipkdu b (F(x), g(x)) # 1:

Bpt 3.6.3 wjgnphpUp Yhpwekiup twbt Yuninh ophttwlh (3.14) puquunuduk-

h Ypw, wwu 3.5.2 tr 3.5.6 ophtiwjubiph hwodwplp gnyg b wnwhu, np unhyyus
Yihtktp wignphpuh puyp Ypljitky ny wty, pub 31 whqud:

3.6.6 Thunnmpnib. Puswbu wynwd £ Y ununp, yuunwhwlwinpbi punpdus
f(x), g(x) € Z[x] puquuiunudutph hwdwp npuig hnjuunupd wyupgnipjut hw-
Juuwjutnmpniup wybkh pupdp b, put yquunwhwlwinptu ptnpdws a, b € Z

wdpnne pYtph thnpuwununpd wupgnipjut hwjwbwlwunipiniup (Knuth, 1969): Niu-
wf, bpk mpuws f(x), g(x) puquuinudutph hwdwp wdkudbs pighwinigp pudw-
twpwnph hwoynudp ujubkip npuig hnpjupugupd wupgnipywt nunidbwuhpnipnt-
uhg, wyw UES hwjwiwlwubinipjudp punph yunwupwip junnwbwip 3.6.3 wign-
phpuh dhgngny, b wyjkiu uphp sh huh Yhpunk) 3.4.8 wignphpup: Uiy hdwuwnng
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hwdwu ghpunuubh E twj, Yhpwet) 3.6.3 wgnphpdp, wyw, tpt wunpqdh, np
puquuunudubpp thnpuwunupdwpwp wupg sk, wigl) 3.4.8 wgnphpdhi:

Uju wupugpudh guwhwnwljuintph oqunipjudp Juptkih L wdktwdts pudw-
twpwph Lo Uh putth wignphpdutp junnigh: Lokup ppuitp wpwig Ywpudwu
2wipuupuitiph:

Spdus f(x), g(x) € Z[x] ny qpnyuljut puquunudubph hwdwp upbih £ wbg-
k) nputg wphuhwnhy dwubpht, wyw hwoyly /(n + D™(m + D)™ N*N} qhwhw-

nwljwbp, npntn n = deg f(x), m = deg g(x): Cuwnpkup uyb wdkbwdks k hugkpup,
nph hudwp wyy quwhuwnwlwip ks jud hwjuuwp b pe# wpdtiphg: dhpgukup
Yunlwguljube py, -+, Py wwipg pybp, npnbp ponpp dkd G 2 - Npg-hg:  Zmpkup
( fo, (), gpi(x)) Unnniyup wlbkbwdbs pighwinip pudwbwpupubpp, i =1, ..,k + 1:
Utq ntin hwjntp sk d(x)-p, puyg, punn dbp ghwhwwnwluutph, hwjunih E np
ghunupljuws wupq pYkph pwbwlt wytkh ks Lk puwl R =res(f(x)/d(x), g(x)/
d(x)) nhgnyuubnh wuwupq pwdwbwpwpubkph pwbwlp: Niuwnh, pun 3.4.6
Eddwygh, p1, -+, pr+1 wupq pytphg gnut dbyp sh pudwind R nhgqnijunuwbnp:
Yddup sk qunul] wyt. hwdkdwnkup deg (fpi(x), gm(x)) wuwnphfwikpp, kL Jbpg-
ukup wytt p;-u, nph hwdwp wyy wunhdwip dhthdwy wpdtp b pugniinud (hbtwpw-
Unp Lk np dhuhdw] wpdbpt pugnigh dph pwth hwwn pi-tph hwdwp. wyn ghwypnud
plunpblip gpwiighg Yunwywlwip, ghpujwubih b (hnppugnybp): Cun wyg p; wp-
dtph (hissugbu 3.4.8 wignphpunu) hugdbiip ¢ phip, ¢ - (f,(0), gy, (x)) praqutinu-
Uh k(x) tupruyunpp b gpw pp(k(x)) yphuhwnhy dwup: Opnukjh wnwuw-
up nnipu gpkp 7 - d(x) mbupny:

3.6.7 Munhp. Uignphpuh wikupny ukipjuyugut) wyu dkpngh puy bpp:

PEpJuwé dkpnnh wnwybnipniut wyt b, np wignphpdh ghlyp Yphgnud £ dhwgt
Uh whqud 3.4.8 wignphpdh 13-18 puykiph Jpuyny wiginid kup dhuyl dh whqud:
Upmwe Ynnuhg, phpqws dbpnnh phpoienitt wyi b, np unhydus Lup ( o, (),
gpi(x)) puquuinuup hwodby k + 1 wiqud’ pujwlub Uké p; wpdtpubph hwdwnp:

Ujn plipnipiniup Jupkh £ iduqbgut) hbnbywy Yepy. twjunpy qunnnnipnii-
ubpnud py# wpdbipp hwpybynig htwnn Jkpguktp py, -+, Pi+1 wupg pybp, npntp pnpn-
np oy ph Uks b 2 - Nf'g—hg, wy) skt pudwinid w-: Zwuljwtiuh E uw qquihnpki
thnppugnud £ oqunwugnpdinn py, *+, pr+1 pYbpp: dbpgubkup deg (fpi(x), gpi(x)) wu-
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whfwtibph M Jhtuhunudp: Cuwn dhp qmnnLgnthhph‘ M = deg(f(x), g(x)):
Cuwnpkbp p > 2-Nr g wuydwbht pujwpwpnn npbik wwpq phy B hwpykup
deg (fp(x), gp(x)) wipdtpp: Gph deg (fp(x), gp(x)) =M, wyw hwodtup twb ¢t
phip, £+ (f3,(0), g, () praquiwtipunih k(x) twhrurgannlytpp, pp(k(x)) wphuhnhy
Uwup kL npnihh wunwupowbp' 7 - d(x) whkupny: buly tpk deg (fp ), gp (x)) > M,

wwuw plnpklp dh unp p > 2 - Ny y wupg phy b Ypljukip puyp:



4 Twownbkph punpujunudubp B punwlniuhibphg
wquun puquuiunudubp

4.1 Onuljukph b npuowbkph pumpwqphsutpp

Uju qjjuh hhdtwjut tyuwnwl £ wydkh dninplhhg Swinpwiiwy onuyubph nt upy-
wntph hwnnipniuttpht b unwbtw) gputg tnp wignphpdwut Yhpunnipmnii-
ubp: Zhdtwlult nbuwljut ppquigunipniop juwydws b jhukne onuljukph m
qupwntph pmpwugphsutph, ptguyimdutph, hwipuhwyjuljwb nwppbph, dhup-
dwy puquuiqudttph bt hwipwhwyduljub ptyuyinidutph htwn:

bull hhdbwlwt wignphpdwljut wpyniupukpp hwighnt tu qpojuljui t
wuwpnq pumpwqphsh nuownbph Jpuw wpjws puquuunudubph pwnwlniuhtitphg
wquun wpuwnphsutph hwpydwip: Ujg wignphpdubpp ogurnugnpsybnt u twbe
htwnwqu gnijutibpnid:

Uju puptipgnnubpp, nyptp htwnwppppwsd ki wowghtt htppht wignphpuwljub
Yhpwnnipinibtpny, Jupnn 4.2 wupuqpudhg hhotiy vhuy 4.2.3 pnptdh G tpu
4.2.4 htwbtiwbph dbrwlbpynidubpp, pyybu twbe 4.2.29 vwhdwinudp b 4.2.31
ptnpluh dktwlbpynidp: Uguhtipl' wyly, np jmpupwibsnip wdpnnenipjui whpnyp
Jupth £ ukppub) qupwnh dbe, b wyny nupwnt ) upth | ukpnuk)] hwiipuwhwyynpk
thul] nwownh by (wjiyhuh nuowh ke, npnkn pipuwpwisnip puquunud wp-
dwwn niuh):

42, 44 b 45 wwpugpudubpmd pipjwsd wwwugnygubph dwbpudwutbpp
yhtwnwppppkt dhuwyt tpwiig, nyplp hwwnnil] tyuwnwly niukt wykih dninhlhg sw-
unpwbwnt Ukp ogunugnpdws nkunipjut dwipudwut hwitpwhwoquljui hhdtw-
Ynpnidubpht: Zhkinwqu gniputtph wignphpdutph jurmgnidubpnid gpuitp sk
wuwhwbeybknt:

110
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Onuljubpnid tir quonbpnid Jupbinp wpwbwlnipnit nith nputg punipwqnpp-
sh hwuljugnipjnip:
411 Uwhdwbnuwd. R onulp Ynsynid k n panrpugppsp onuly, kel n-p wjt tJuqu-
gny npujwt wdpnne phyu k, nph hwdwp

na=a+--+a=0
LI,
n

huwjwuwpnipniup mbnh ntuh judwyulwb a € R nwwupph hwdwp: buly tpt wnuh-
uh npujub wdpnne phy gnynipini sniuh, wyw R-p hwdwpynd £ 0 punipwgphsh
oqul;: R oquljh pimpwugphsp towbwlpdnd t char(R): dkpp todwd nhuphpmd’
char(R) =n Juul char(R) = 0:

Gpt R onulp vhwynpny onuy k (quw wnutu k, ophtiwl, wdpnnonipjutt wmp-
pnypubkph b quowntph hwdwp), wyuw punipwqphsh vwhdwbdwt yuydwh wbh

wwpnq nkup nith.

412 Uwhdwind. R dhwynpny onuiljp Ynsynid £ n pumipwugphsh onuly, tpk n-p
wytt iJuqugnyb gpuljut wdpnne phyt L, nph hwdwp
1+-+1=0:

n

bul tptk wynuhuh gpuwubt wdpnne phy gnynipnit snith, wmyw R-p hwdwpynd £ 0
pumpwugnhsh onuiy:

41.3 dJwpdmpmnib. 8nyg wwy, np vhwynpny onuljh hwdwp 4.1.1 e 4.1.2 uvwhdw-
unudubipp hwdwpdtp tu:

4.1.4 Oppuwlukp. Zkow k unniqly, np char(Z) = char(Q) = char(R) = char(C) = 0:
char(Z,) = n: Uwubwynpuwyby, p wwupq pyh hwdwp Z,-b quown k. char(Z,) = p:

Uhly wydd Ukp qnpé kup mukgh) Jkpoun]np quonkph dhwygl Utk nhyh htn’ Ly,
npukin p-u wupq phy b Zknwuquymd Jkq wihpwdtow bu (huknt JEpowdnp nuy-
wbkph dwuht dh puth thwunbp Gou: Ulukbp Z,-hg wnwuppkp 4kpgwnp nuigwnkph
ophtljubphg:

4.15 Opptuuwy. Z,[x] puquubnudwhl oqulnid Jipgukup g(x) = x% + x + 1 pwg-
dwinudp b gputing stdwsd I = g(x)Z,[x] qluwynp hpbuwp: K = Z,[x]/I dwljunnp-
onulp punyugws f(x) + I wkuph hwpwlhg nuubphg, npuky f(x) € Z,[x]: Unni-
qkup, np wyn uubpp huyt snpu hwn & 0+ 1, 1+1, x +1, x + 1+ I: bpnp, tljw-
wklp, np upqws ynpu quubkpp hpuphg wwppbp kb, pwih np npuiighg guljugus
Epyniuh ubphuyugnighsutinh mwuppipnipiniup sh ywnwunid / hntwht, pwtth np
sh pudwinud g(x)-h Ypw: Unwu Ynnuhg, tpbk deg f(x) > 1, myu f(x)-p g(x) pug-
dwinuuh Yypu pudwtibjhu npyjtu dbwgnpn uinwgynid B dhwyt wyb puquwiinud-
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Ukpp, npnuip hklg tnp puplghup: Usuhtpl' f£(x) + I wikuph jnipupwiisimp nuu
hwjwuwnp £ wpdwsd snpu nuubphg npbik Ukjhtt: Utnud | uinnigly, np K- gupn L,
wjuhlipl’ gnyg nw] tpw ny qpuyuljwb mwppbph hwjunupdbihnipmniip: Ppnp.
1-1=1t

x(x+1D)=x>+x=0C2+x+1)+1€gx)Zy[x] +1 = 1g:

U]ub‘uph‘ hwlwnupdbh b twbie x G x + 1 wwppbpp: Zkpn | bwbe uinnighy, np
char(K) = 2, pmth np Z,[x] oqnunidx + x =2x =0t (x + 1) + (x + 1) = 0:

4.1.6 Nughp. Z,[x] puquubgudwht onuynid Ykpghkip g(x) = x® + x + 1 pwg-
dwinuuny sudwsd I = g(x)Z;[x] qiluwynp hnbwyp: 8nyg nwy, np K = Z;[x]/1 dwy-
wnp-onulp 8 mupphg punugws npuown b Cur npnud, char(K) = 2:

4.1.7 Mughp. Qunut] 9 mwupphg punjugus nguown: Uwnnigh], np npu punipugphsp
hwjwuwnp t 3-h: Snzgnid nhnwplty Zs[x] onulh $wljuunp-onul] pun hwdwwyw-
nwuiwt hnbwih:

dkpohtt ophttwukpt nu juinhpubpp hnwppphp £ hwdwnply hbnbyw) hwu-
wh htwn. dkup skup Yupng 4, 8 Jud 9 mupphg punjugus npuontp uvnwbu) wup-

quutu ytpgubiny Z,, Zg Ywd Zg onujutipp, pwuh np tpywé pytpp wupg sku. mtu
2.1.26 phnptdp: Upniu Ynnuhg, quownbp bu hwiunhuwimd Z,, Z; onuljukpp: Tpuhg
punipwugphsubpl kb hudwywnuupptwmbiwpwp 2 b 3:

NMuwunwhwlwb sk, np dbp phpws ophtiwlutipnid yipowynp quownh punipwqnh-
sp nptk wupg phy E huy qugnh hqnpmipnip’ wyy wupg pyh nptek wunhgwb:

4.1.8 MNunghp. Uwnngh], np ek K dipgwdnp onup nuown k, wuyw char(K) punipw-

qphsp wupq phy £ Snignid Bupunpk), np char(K) = mn pununpyuy phy £ (m,n # 1),
b uinwbiuy hwljuun pini qpoyh pudwiwpupitphg wqun (hknt thwunh htwn:

4.1.9 NMughp. Unnighy, np bpk K Jkpgwnp nupnh pintpugphsp p wupq phu E
wwyw |K| =p* nptk k phwluwb pyh hwdwp: Snignid (K, +,") quownp whunhy
(K, +) wpkpwi junwdp E gnidwupdwt gnpdnnnipjut tjundwdp: Zudwpkup, np ipw
Jwpgp pudwinjmud k hpuphg nwppbp g &7 wupg pbph ypu: Cun judpbph nk-
unipjniihg hwyinth Ynom phnptuh, Ept wupq phyp fudph Yupgh pudwbwpun t,
www unulpp yupnibwynid £ wyn qupq Jupgh dh mupp: Ukp nhwypnid gnynipe-
it mukl a,b € (K, +,-) muppbp wyuyhuhp, np |al = q & |b| = r: Zwodh wntkng
qpnipjul mr}hmbl{an]nLhE‘ uw pwbwlnd E, np ga = 0 kL rb = 0: Unwtiw hulju-
unipill upwlp hwdwnptng 4.1 vwhdwidwi htwn: Uju jighpp upbh b ooty
bt wy Yhpy' oquimgnpstyny Ykpewynp nuisinh Ypw npfws nwpusnipinibitpp
(nku 7.2 qupwugqpudp):
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Uttp unnwugulp.

4.1.10 Ptopkd. Epk K puowp Jepoun/np b wuw gnynipinil niap uylngpup dp p
wupq phy, np char(K) =p & |K| = p* npkil k phwlub pyp hunfup:

Lwbth np K nuownh hwljunupdbih wwpptph K* puqumpinitp (quownh dny-
nhwyhjuwnhy puntdpp) hwdpuljund £ K-h ny qpojujutt nwppbph puqunipjut
hkwn' K* = K\{0}, wyw wju pknpkuhg plumd k, np |[K*| = p¥ — 1: Mwupqynud k, np
YEpguwnp nupwnkph dntpnpuy hjuinpy pedptiph dwuht jupbih £ wuby wbjhu.

4.1.11 Btnpkd. Epk K puowp JEpounnp E char(K) = p ki |K| = p*, wyu K pupy-
whp K dnijnpuy pljunnfy] fancdpp p* = 1 fuwpgh ghlphy junidp L

Uyuwugnyg: Zkow E unnigl) (Qud plubguty ykpowynp wpkjjwt judpkiph dwuht
hhdtwlwl phnptuhg), np Epk npbk wpkpjwb udph a, b muppph hwdwn |a] =n &
|b| = m, wyw fudpnid Yuw dh ¢ mwpp, nph upgp m, n pyYtph wdbbwdhnpp pinhw-
unip puquuyuunplju k. [¢| = [m, n]:

dhpgukup K* judph wmwpptphg dkyp, npt nith dwpupdwy n Jupg. |a| =n &
guiljugud b € K* mupph hwidwnp |al = |b: Cutn bwjunpy phunngmpjui’ |b|-i wh-
wh 1huth [a]-h pudwbwpup, wjjuybu K* judpnid gnynipnit Yniaktwp wbh ks
[m, n] Jupg niukgnn dh ¢ mupp: U bpwbwlnud B, np f(x) = x™ — 1 puqlwbgudh
hwdwp (hpwphg nwppkp) wpdwnbbp o hwighuwind K* fadph popnp p* — 1
hwn nuppbpp: Cun Piqmp phnpdh’ £(x)-p Yuplih b ibpujugub) gdughti wp-
nunphyubph wpnunpyuh nkupng.

f@= ] «-w

i=1,.,pk-1
X;€EK*

Puyg wy Ynnumd gpyuwd k p* — 1 wunhgwh puquuinuy, kL wju hwjwuwpnip-
miup htwpunp £ dhuyl, Gpp f(x)-p tnybwbu nith wyn wunhdwip' n =
deg f(x) =p* — 1: Ujuhlipti' @ mupph Jupgp p* — 1Ltk {a) = K*. =

42 Onulubtph puyuyundutp b hwipwhwoyuywb pguyunidubp

F quont wijubinud ko K qupwnh paguyiinud, ek K-t hqnunpd & F-h nplk K’ G-
puruownh. gnnipnih nith 6: K - K’ € F hqnunpdhqu: Uy nhiypnid (wpwig 6 hqn-
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Unpdhqup pugwhwjnnpkt bywbwlbny) pugniadws t hwdwpk], np K quownp F-h
kupwpwqunipnit £: Ophtwy, hpuw pytph npuonh Jupnigdwb hwynth dkpny-
utiphg Eu hpwljub pyh thphuyugnidp widtpe tmwubtnppuljw Ynnnpulh mbupny
Juwd hpwlwi pyh Ynont uwhdwinudp nwghntw) pdtphg Juquyws dnitugudbi-
] hwenpyujuinipinititknh 1kqyny: Uy nhupnid nwghnbiw) pytpp, npnup uuh-
dwtynmd tu npybtu m/n wbkuph Ynunnpulutp (m,n € Z, n # 0), npyhu hpwului
pYtph dwubunjnp nkyp nhnwplybihu jupnn thie gph wetdk), opptualy, hppte wi-
Jtpe mwutnppulw Ynnnpuljubp, hyyhu.
6(1/,) = 0,2500000 ...
Jud £ npytiu ntinudtunw hwenpnwljwunipyniuutp, husybu.

9(1/4) = {1/4' 1/4: 1/4' }
puyg wykiih hwpdwp k qply 1/ 4 Jud 0,25 wnwig hqnunpdhquh 6 vnwnp b wowg F
nuowh mwuppbph pughwinip whupp wdpnnonipjudp gpuntine:

Uyt thwuwp, np F nupwnp K gupwnh puyuyunid k, Epplidt puigniidus | ipwbiw-
Yt F/K uhdynny: Uw hwpdwp tpwtwlnud k, tpp dhwiiqudhg th pwipp plnuyund-
utip Eu ghunwpyynud, puyg dkup hwqunty joquuugnpstip wyu wpwbwlnidp, pwith
np wyb Jupnn b oothnpmipmit wnwewguby® wljunnp-onuljh Jud pwljunuinp-fjudph
owtwldw htwn:

Udkt uh onuy sk, np Yupkih E tkpput) npbck quownh dbe.
4.2.1 Ophuwy. Epk R = Z,,,, npunbin m,n # 1, myw R onuljnud ju qpnjh pudw-
twpuwputp. m-n = 0: Uju hwwuwpnipniup withnthnh Yduw, Epk R-p ukpnpyp
npbitk F onuljh dke: Niptdl, F onulp sh Jupnn nuow (huk], puth np wjbu wbwp &

wquu 1huh qpnh pwdwbwpupiubphg (nbku 2.1.15 jughpp): Gpk R onulp
ubpnpynud £ npbick nuownp by, muyw R-p wquwn k qpnjh pindwbwpwuptphg:

4.2.2 Oppuwl. Eptk R onulp Yndninwwnpy sk, bpwund Yul a, b € R wwppkp, n-
pnug hudwn ab # ba: Uju hwjuwuwpnipniip wuthnthnju Ydtw, ek R-p ukpgpdh
npbkik F nuownh dke: Uju hwjwunipniin gnyg k wnwihu, np Gpk R onuljp tkpnypynud
E nphlik qupwnh dbg, wmyw R-p Ynuninwunpy k:

dtpoht Eplnt ophtiwutipnid tpywé wuhpwudtsn yuydwuutpp dhwuht puqu-
pup wuydwb kb hwinhuwinud hbnbyw) juptmp wugdwb hwdwp.
4.2.3 Ebnpkd. R ogwip Gupkp F bbpnbly nuownp dke uyl b1 dhuylh uglh nlwypnid,
Epp R-p indmunwnpy F kL wqun Fgpmh pudwinupupibphg:
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Uyuwgnygh upjubdwi: R Ynuninwnhy, qpnjh pudwwpupbphg wquun onuyn
wunpnibwlng F quownh jupnignidp tdwb £ wdpnne pytph Z onuljh dhongny nw-
ghntuy pytph Q nuownh Jurnigdwinp:

Thunnwplbup dbiwjub a/b mbkuph pwunpnutph puqunipinitp, npuntkn a € R,
b € R\{0}: ©nYynt a/b kL c¢/d pwunpnutpp hwdwpkup hwdwpdtp, kpk ad = cb:
Zhown Lt uwnnigh], np uwhdwidwsd hwpwpbpnipemniup hwdwpdbpnipjut hwpw-
pEipnipinit E: Niunh a/b pwunprubph puqunipniup wupnhynd E hwdwpdtpnip-
jut nwubkph, npnug puqunipniup b bywbwlbip F: Spundwut jupénipjut hw-
dwp a/b updyniny wpwhwlkup bhwbr F-nud a/b nmuppp wupnibwlnn hwdwpdt-
pnipjwl nuup: Ywubkph gnidwpt nu wpnugpjup vwhdwiudnd Bu hbnbywy jw-
untiibipny.

a/b+c/d=(ad +cb)/bd tL a/b-c/d =ac/bd:

Zhow t uinnighy, np wyu vwhdwinidkpp Ynnkljn b, wpuhtiph npuibp juudws sk
hwdwpdtpnipjutt nuubtph a/b L c¢/d ubkpjuyugnighsutiph pluwpnipniuttphg:
Cwwn wyupq b twbt onulh 2.1.2 vwhdwidwt 0.1-0.6 wwydwbubph unnignidp.
npuip punid Eu R onunid wyy hwnlnipniuutph weouynipiniihg: F-h wnhwnhy
qpoyujutt nuppt £ 0/h nuup, npuntn A-p judwjulub ny qpnjujut mwupp £ R
onuljhg (kpk wdwh nwpp gonipnit snith, wyw R = {0} b wyju ghwpp Yupbh &
pugunk] phnptuh wywgnyghg, pwth np qpojuljub onuilp Uppw Ey wphihuy
ubpypnud niith nuownh Uky):

F onuljp nuown k. wylt Ynunuinwnhy k, pwth np R-p nuntinunhy k: F-h uny-
nhwhjuwnhy dhwynpu £ 1 = h/h nuup: Gpk a/b # 0 = 0/h , wmyu, punn hwdwp-
dtpnipjut vwhdwudwl, a - h # b - 0 = 0: Nipkdl, pwth np a # 0, myw gnynipnLa
niuh b/a nuup, npp kL Y1hth a/b puuuh hwljunupap.

a/b-b/a =ab/ba = h/h,
pwith np, punn vwhdwtdwl, abh = hba:
Utinud £ wmbutk), np R onuljp ubpypymid k F gqupnp dbe: Pujuybu, vwhdw-

uklp 0: R —» F htwnbtyw) uinuny. 8(a) = ah/h € F: Zkown k gnijg nwy, np uw hgn-
Unpd ubpppnid E: m

424 ’Zbwbtwwbp. Swilugus widpnponipyul wppnye Jwupkh b Gkppbly quownp
Ukp:
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Ujtu ghwypnud, tpp R onujp dhwynp nih, mywgnygnid hhywnwljgws 6 wp-

nwyuwnipnudp wykh yunpq wbup niuh, pwth np upkh £ dtpgut A = 1 G wyy
nhypnud 0(a) = al/l = a/1:

4.2.3 plinpbuh wmuywugnygh pupwgpnid pun R onuijh Yunnigynn F nupwnp Yns-
Unud & R onuihh pwéinppalph guiow: Ujh wpwbwynid k Quot(R):
425 Oppuwlubkp. Zkyw £ wmbkutk], np Quot(Z) = Q: Ujniu Ynnuhg, Quot(Q) = Q,
Quot(R) = R, Quot(C) = C: &1, pughwipuyby, judwywlut K nwuonh hwdwp
Quot(K) = K: Uljmunklp, np uyu ophtwlubpnid, hwdwduyt wju wupugpudph
uljqpnid wpyws phinnnnipjul, Uktup oginuugnpénid kup hwjuwuwpnipjul, wy ny ph
hqnunp$hquh pwiip (gpoud kup Quot(Z) = Q wy ny Quot(Z) = Q):

Pwlinpnutph nuownh Uh htwwppphp opptiwy jurnigymd b puquuwbnudughe
onuljutinh vhongny.

42,6 Oppuwly. Ywdwywlut R wdpnnonipjut whpnyph hwudwp R[x] puquunw-
dwyhtt onuljp tnybwbku wdpnnenipjut whpnyp b (nku bwte 2.1.30 qupdnipjniup):

Mipkd’ Yupkh E phunwplb
Quot(R[x]) = {f(x)/g(x) | f(x), g(x) € R[x], g(x) # 0}

pwunprubph nuowp: Ujtu Ynsynid £ R wdpnnonipjutt nhpniyph nwghntw) $niul-
ghwutph nuow tr wpwhwlynid £ R(x) uhdyniny: Umubwynpuytu, juduwjuljui
K nuownh hudwp Jupbh £ ghunwpll] tGpu pwughntwy $nibljghwkph K(x) =
Quot(K[x]) nwpwnp:

Uwutwynpuybu, tpk R-p hpuwb pykph R qupnt b, wmyw uvnwtnd tup dw-
phidwnhljuljut whwjhqhg swinp nwghntiw) dnitulghwkpp. wyt Ynnnpuluwght
dniuyghwiitipp, npnig hwdwphsth nt hwjnwpwupp hpujui puquubnudubp bu
(hwyunnwpupp ny qpnyujuiy):

427 Uwhdwinud. K nuownp Ynsynud b hwbpwhwpynpki thuwl puiow, tpk wyy
nuouih Ypu npjus K[x] puquubpudughtt onuijh jnupupwbynip f(x) € K[x] hwu-
wnwwnniithg muppkp puquuinud wpdwwn nith K gupwunnid:

428 Oppuwl. Cunn hwipwhwyyh hhutwlwh phnptdh hwipwhwydnph Gl
nuowh ophtiwy k Yndyykpu € nuownp: Ujniu Ynnuhg hwipwhwoynpby thull nuown
skt hwunhuwunmd hpufwi R G nwghntiw) Q nupwnkpp, pwth np gpubgnid wp-
Uwn snitih, ophtimy, f(x) = x* + 1 puquubmundp:
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429 Uwhdwinwl. Gupunpkup ipqws £ K quonh F plupuyunudp b a € F viwuppp:
a-u Ynsynud b Awipwhwoyului wwupp K nuponh Jpu, bpk uyl nptak f(x) € K[x]
puquuunuuh wpdwn b bull Epk tdwbt puquutnud gninipnit snith, wmyw a-u
Ynsymd b wpuiiiugliinkinn vmuapp K upnh Jpu:

4210 Uwhdwinwd. K nuownh F pupyuyunudp Ynsynwd b K-h hwipwhwoywilui
puuyunud, kpk juduwyuut a € F tmupp hwipuwhwyquljut k K qupnh Jpu: Zw-
Junwly nhwypnid punywytnudp Ynsynud & wpwbugkan ki punjuyanid:

4.2.11 Oppuwy. Ppufjwi R nuonh hwipwhwyguliwb plyuyiunud E Ynduykpu €
nuowp, hulj pwghnbiwy Q nuownh hwbipwhwyyulwb pyuyudwt ophtiuy £

Q(V2)={a+bvV2|abeqQ

nuownp: Q nguowmh Ypu mpwbugkunbin tmwppbph ophttwjukp Eu hwjnh « G e
pytpp: Nrunh npubghg pipupwisnipny b Q-ny suynud £ Q nupwnh wnpwbugki-
nhkuwn plyuyunwd:

Bpp wnwig Ynulplin quonp aobnt wunid (A% «npubiugkinbiin tnupp» Jud
<hwtipwhwyqulwb wwuppr, wmyu pignitqus E hwujwtuy Q nuownp Jpu mpwibu-
ghunktun jud huwtpwhwrquljut mwuppbpp: Uw wy gypt E, nptt wpwdbp hwdwha
E oginugnpdymd dwpbdwnhjulut whwhqnud:

4.2.12 hunmgmpjnth. Ywpnn b wbiuguubih pduy, pagg dhiy wydd wihuwyn E°
mpulhughhl}hohm El wpynp wyiyghuh «ny puprpy wkupny wipdnn pytp, htywhuhp k.

n+e, m—e, wle, m-e, ©", e° hLuyjl...

Ujgnphpdwljwt jurnignidttpnid dkq whwp E quynt wyt jupbinp thwuwnp, np
juduwjulut K nuownh hwdwp gnnipnit nitth tpw hwtpwhwoynpkt thwly phy-
Juyund (nku 4.2.31 phopbdp): Lwjupwt npu wwwgnygp' phpkup dph pwbp
uwhdwnidubp bt huwunbp:

Gupwnpkup K quownp F nuownh tupunwon k, kL a-u F-h judwjulwub mwpp k:
K (a)-ny wpwhwlkup K nuownht a nwwupph dhugnidnyg uinugusé nuownn. F-h pojnp
wyt L Bupwnuownbph hwwnnudp, npnup wupnibwlnud Eu K-t b a-u.

kK@= [ v
Ku{a}<SL
Zbkow E uinnigly, np vwhdwijws K(a) puqunipmniut hpnp nuown b Twubwynpw-
yhuy, kpk a € K, wmyw K(a) = K: Uju K(a) ywhwlnudp tdwbgnud k 4.2.6 ophtw-
ynid Jupmgwsé pwunprpubph nuownh ywbwldwbp. Eptk K guownh hwdwp ph-
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wnwuplkup tpw Ypw puquunuduwhtt K [x] onuljp, wwyw npw pwunprubph qupwnp
y1hth pwghntwy $nibljghwkph K(x) = Quot(K[x]) nwpwp: busybtu Yunbutkip phy
htwn, K(a) tr K(x) uhdynjutph dhobt tdwinipniup wunwhwlub sk, stuyjwusd wyy
duptdwnpulut opjwnutpp dbkup uwwhdwubghtip hpwphg swwn wwppbp
Abiikpny:

Utiq whwp Yqu kru Up hwuljugnipni. pk K guonp F quonh tupwunguon
tL a € F, myw tpwtwlkup

Kla] = {bga™ + bja™ '+ -+ b, €F | b€ K, meNU{0}} CF:

K[a]-u Yuphkh t pimipwugpl] npybu F gupnh uyb Bipwpuqinipniip, npp winwg-
Ynud k K[x] onuljh puqUubunudubtph dke «x thnthnjowlwuh thnjuwpk x = a wpdt-
pp whnuypbny»: Unnyq vwhdwinudp hbnbygub b Jupbih k7 K[x] - F oquljw-
1t hnununpdhqu vwhdwl] htnbyw) juinbny. kpk g(x) = box™ + by x™ 1 + - +
b, € K[x], muyu.

m:g(x) = g(a) = bpa™ + bya™ t + -+ by

Zkow k uninigliy, np uw hpnp hndndnpdhqu k B

Kla] =imm = {g(a) | g(x) € K[x]}:

Cuwn onuijutiph hnunuUnpbhquubtiph dwuhi 2.3.13 hhudtwlwt pnpbdh, wju hndndnp-
$hquh kerm dhoniyp K[x] onuyh hnbuy b Zwdwduwygh 2.5.13 phnpbdh’ K[x] oqull
Eyhyyut E npnghbnbt wytt npdws k quownh Jpu: Lwth np, pun 2.5.8 phoptdh,
jnpupwitigimp Ejyjhnyyut onwy qiuwdnp hptwjkph onwy b wwyw ker 7 hnbwp
qluwrnp hgbuy b, wyuhtipt' wyb Sunud  K[x]-h nptek m(x) puquubpundng.

kerm = m(x)K[x]:

Bph ker = 0 (wjuhliptl' 7-u hgnunp$hqu ), wugu m(x) = 0: buly kpk ker 7w # 0 (wy-
uhtipi' 7-t hgnunpbhq sb), wuygw wyn wuydwht pudupupng m(x) ns qpoyuljub
puquuunudutphg punpkup dhthdw) wunhfw niukgnnp ki, pwh np puqlub-
nuup hwunwwnniing puquuyunltic wjunty sh wqpnid tpuwiny (qupwnh Ypu)
sujws puquutnudwyhtt hnbwh Ypw, Yupng tup hwdwpky, np m(x)-p tnpdwynp-
Jus puquuunud b, wyuhtiptt’ tpw wwg gnpswiihgp 1 & Uju wuydwbtbpt wyw-
hnynud &u m(x) puquuinuuh ptnpmput hwinipniip, puwth np, tpk dh wy
unplwynpdus m'(x) puquuigud tnyuybu pujuwpupnd £ uyju ygupdwbibpht,
wwyw, pun wunhwih dhthdwmpul, degm(x) = degm'(x), hul tpk m(x) &
m'(x) puquuinudubtpp wwppkpytht gniut vh gnpdulgny, wyw wyn gnpsulhgp
whuh nwppbp (hukp wjwug gnpdwlighg (npp 1 E EpYniuh hwdwp by, T wyn ghg-
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pnd m(x) —m'(x) mwppbpnipnitp Yhutp degm(x)-hg wdkh gudp wunhgwuh
puquutnud, npp yuuwunwd | ker 7-ht: Ujunnbinhg htntind &, np tpqus m(x)
puquuinudp dhwl L, i upnn Gup uvwhdwiky.

4.2.13 Uwhdwbnid. Gpk ipdws £ K nuownh F puyuyunudp, wyw a € F wnupph op-
apluy puquuiguid | Ynsynid K [x] onuljh tjuqugnyt wmunhgdwth hwuwnwinnithg
wnwppbp wyt inpdwynpdusd m(x) puquuinwdp, nph hwdwp m(a) = 0:

Zuuuwbwh E np wdbt dp pugpuyudwt b wdk Jp vowpph hwdwp sk, np gnynipe-
it nith dhthdwy puquuitnqud: F/K puguyudwt a € F nupph hwdwp niikip

(4.1) m: K[x] - K[a],
hndndnpdhqup (kerm = m(x)K[x]), nph hwdwp phpws putwpynidp ppwphg bw-
wlku mwppkp tpyn nlyptp k phnpnznuf Yuwpudws m-h punyyphg.
1. bphk - hqnunpdhqu £ wyuw K[x] = K[a], hull m(x)K[x] hgpbwp b m(x) pug-
dwnuup qpnjujui kb,
2. t bpk -t hqnunpdhqu sk, wyw K[x]/(m(x)K[x]) = K[a], npuiky m(x)-pa € K
wnwpph dhtthdw) puquutngudi k:
dhpununuwny hwtpwhwyquljut wnupph dwuht 4.2.9 uulhlfulhdulh]}‘ ulju-
wnnwd Bup, np wyu tpypunpwiph wnwehtt ntwpp wbnh niuh, tpp a-u mputugku-
nkuwn nwpp k£ K-h ypw, b Epypnpn ghwpp wbnh niih, Gpp a-t hwbpwhwyufju
wnwpp b K-h Jpue
4.2.14 Ophuwyy. GCupwnpkup K = Q tr a = e: Pusybu hwynth k£, e phyp npubiugki-
ntuwn phy k. wy nughnuw) gnpéwljhgutpny ns vh puquubinuudh wpdwn sk: Niunh
Q[e] onuyyp (nplt wdpnnemyht punjugws £ hppwut pytphg) hqnunpd k nughnbug
qnpdwljhgutpny puquuunudubph Q[x] onwlht (npp pjuyht onuiy sk): Pqnunpdhg-
up Jupth k puguwhwynnpbv gpty
T box™ + byx™ 1 + -+ by > bpe™ + bie™ + -+ by,
pwtwdking: Q[e] onuyh wwpp k, ophtiwy, 1/2 + 3e — 4e? + e phyp:

4.2.15 Ophuwly. Bupwunpkip K = Q 1 a = v2: Ujp nhypnmd a-ot wpdwn k m(x) =
x% — 2 dhthdwy puquubnudh hwudwp:

Q[V2] = Qlx]/((** - 2)QIx]):

bulj tpk npyhku a Ykpgukup Q-h wmwpp, opbhuﬂl‘ a =3, uyu wi wpdwuwn k
m(x) = x — 3 Uhuhdw] puquutgudh hwdwp, ko

Q3] = Qlx1/((x — )Qlx]) = Q:
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4.2.16 vughp. Tthunwpll] K = R tL a =i € C: @k, ph hty nbup junwiw (4.1)
wngnipniit wyu nhupnud:

4.2.17 Mughp. 8nyg wmwy, np (4.1) hndndnpdhquny wipdnn m(x) dhuhdw) puquub-
nuup wuwpg puquutgud b K[x]-nud: Snrgmd. Gupugptup m(a) =0 e m(x) =
u(x)v(x), npuntn u(x), v(x) # 1: Zupk) u(a)v(a) wpdtpp b oquuyly wyt thwuwnhg,
np K[x] onuljt wmquwn L qpnjh pudwbwpupbphg, hul u(x), v(x) puquuinudubph
wunh&wtubpp thnpp Bu m(x)-h wmunhfwihg:

Utlip wippkl Jupnn Gup pugunpt) K(a) b K (x) tpwbwynudtbph tdwbnipeynt-
up, np hhpuwinwltightip wifbih Jun:

4218 Lddw. Epk F nupwnp a wwuppp hwipwhuoyului F F-p K Eipuguonp
Ypw, wwyw K|a] oqulp guow F k1, dwubun/npugbu, Kla] = K(a):

Uwwgnyg: Ihpgubup npbiik ny qpoyuljub ¢ € K[a] wwupp b gnyyg vmwbp, np wyl
hwwnwpd nith K[a] oquinud: Lwth np a-ut hwbpwhwyquiwub k, wyw wnknh
nith (4.1) wnbsympniup npttk m(x) Jhuhdw] puquuwinuuh hwdwp: Pus-np
g(x) € K[x] puquuiiquuh hwdwp muklp ¢ = g(a) = bya™ + b;a™ ' + -+ + bp,: Lw-
Up np ¢ # 0, myuw g(x) € kerm = m(x)K[x], tr g(x)-u sh pudwtnud m(x)-h Jpu:
Cuwn 4.2.17 juugph, m(x)-p wupq puquuinud b K[x]-nud G, pun BYyhgbuh poy-
hwipugyws wignphpuh, gnnipgnit niukh wytyhuh u(x), v(x) € K[x] puquunud-
ubp, np

u()mx) +v()g(x) = (mx), g(x)) = 1:
Uju hwjwuwpnipnitubph pojnp wigudubph pu hpwnbkup r-t.
n(u(x)m(x) + v(x)g(x)) =0+ rr(v(x))n(g(x)) =v(a)g(a) =v(a)c =1,
Ujuhtiph' v(a) = ¢~

Utup K(a)-ny uwpwtwlk] thup F-h pnnp wyt Eupunuownbtph hwwnnidp, npnup
wupnibwlnid Eu K-u b a-: Uy Bupunuonbinhg jnipupwisnipp wupnibwlnid k
K[a]-u, pwuh np K[a]-u punuguws b K U{a}-h wwppbph wpunwungpujutph
gnudwphg: Gu pwtih np K[a]-u wpnkb hull puown £, wyw K[a] = K(a): =

42.19 Ophtuly. dhpunwolwip 4215 ophtwhht. mukip Q[vVZ] = Q(V2) =
{g(¥V2) | g(x) € Q[x]}: Ljunkup, np g(x) = box™ + -+ b, puquubnuih ke
x =2 wpdtpp nbnungpkihu V2-h pnnp qnijq wunh&wiibpp wdpnne pykph ku
hwduuwp, hul] Yk wunhgwtbpp hwjwuwp ko npit wdpnne pykph b v2-h
wpuuypjuih: Qunp, wdwb winudtitph hwugnpnd junwpbny, snwind Gup
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Q[v2] = Q(v2) = {u+vV2 | uv € Q}: Pul, wuklp, 3 phyp Q nupnhi thwgukihu
unwinud Bup. Q(3) = Q3] =Q:

4.2.20 Mughp. Lwlunpy ophtwyh tdwbmpjulp gnyg ww), np € = R[i] = R() =
fu+vi|uveR}:

Utp unwugws ophtwswithnipiniup pugunpnid b K(a) tpuwbtwljdwt tdwtnip-
jnLup nwghnuwy niulghwtiph nuownh K (x) tpwuwldwp:

K(a) quont wiyuiunwd tu K guwowpl a mwpph wijbjugnid (F nquonh dby):
Bpt F quownh Uk ytpgukup vh pwth ay, ..., a, € F viupphp, wyw jupkih k gpubtg
hwonpyujuwt wykjugnidny vinwbw) K(ay) -+ (a,) quownp, npl pugnidus k wow-
twlty K(ay, ..., a,) b wiwly K guowpli ay, ..., a, nwppbph wijbjugnid (F quy-
wnh Ukyg):

‘Lnyl uyqpniupny thpdmsynud Gu K[xq, ..., x,] = K[x1] -+ [x,] B K[ay, ..., a,] =
Kl[a,] - [a,] onuiukpp: pwighg wpwehtip unwgynud b, twju, K quownh Jpu gh-
nupliling K[x;] puquubnuduhtt onulyp, wyw K[x;] onulh Ypw ghuwuplbtng
(K[x1D[x2] pugquuinudught onulp (wyu onuljh puquubnuditph gnpswlyhgubpn
K[x;]-hg &, hul thnhnjuwfuit & x,-p) & wpc Puly K(ay, ..., a,]-t vnwugynud k&
K[xq, ..., %, ]-h puquunudttpnud thnhnjuwlwitkph thojowpkl ay, ..., a, € F nnwp-
phpp wbknunptiny, jwd, np inyub E npybu hwdwywunwoowb 7: K(xy, ..., x,] = F
hnunuUnpdhquh wunlbp:

TYwpnbipnh punuyunudutpnh hin juydws hwenpr hwuljugnipniip wntgynd £
gébuyhltt mwpwbnmipinitubph htwn: Gpt wpws t F/K punguyunidp, wyw hton k
uwnnigli, np F-p K nuownh Ypu npuws gdbwjhlt mwpwénipinit k, tptk F-h wuppbpp
gnidwpp (hwdwplup npubp Jiljnnpubkp) tnyuwgubup F onulnmd gnidwpdwb gop-
sdnnnipjub htwn, hull K-h mwuppbph (hwdwpkip gpuip ujwyuputp) b F-h tmuppk-
nh wpuwnpup unyuwgubup F onulinid wpunwnpuih gnpénnnipjut htwn (qu-
Jugué nuonh Ypw mpjws gduyhtt nwpwdnipjut vwhdwinidp mbu 7.2 wupwg-
nudnid):

Twownbnh puyuynidutph hwdwp ghnwpldnd B gduyhtt wwunipjul,
nwpwdnipjut pughuh bt swihnquljuinipjut hwujwugnipnibubpp: K guonh Jpu
npjusd F gduyhlt mwpwdnipjud swhnpuljuwimipiniup tpwbwltup dimyg F:

dimg F suhnpuljwinipnitit whjuinwd &b bwbl F/K payuyidwl munpdwi
b wowbwlnud [F: K]: Spyws F/K pupuyiunudp Ynyynd b dipowdnp plnuyind,
tpt [F: K] < oo:
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4221 OpptwYy. Q(v2) = {u + v V2 | w,v € Q} nupnp gduyhlt mupwdnipnLl k Q-h
Ypw: Lpwbnwd gdnpklt wiwh YEyuinpukph ophttwlukp b d =1t b=+2: Zhown
E hwipby, np dimg Q(vV2) = [@(V2) : Q] = 2:

4.2.22 Opphuwy. Ywdwjwljwl F nuown hupt hp puguyinuda b Lpwinud judwyw-
Jwi kpyne Ejunnplbp gdnpbb jupujws ki: Nunp’ dimg F = 1:

4.2.23 ughp. Uwnnigli, np tpt a € F nuppp hwipwhwyquljut k K-h dpu b tpu
Uhtuhdw) puquuiguudt & m(x)-p, wyu [K(a): K] = dimg K (a) = degm(x): Snrgnid.
niukup K(a) = K[a] = K[x]/(m(x)K[x]): Zkwnkyw n = degm(x) hwwn JEjunnpukpp

— — n-1

_
ee.=1e,=x,..,,=x

wjuhwyunnpkt hppwphg wwppkp o pun m(x) Ungnyh, pwih np gpuighg jpipw-
pwiyniph wuwmhgwp thnpn £ n-hg (b, nipkdt, nputighg gmujugws tplniuh twp-
phpnipiniip sh pudwnud m(x)-h Yypw):

Ujn yEjunnptutpp twbt génplt wtjuwhu G, pwtth np tpwtg ny mphydhw) gduyht
Yndphtwghwt sh upny pudwigky n-pn wunhfuth m(x) puquubnudh Jpu, wy-
uhhph‘ sh qupny 0-h hwjwuwpdbp K[x]/(m(x)K[x]) onuinud: Ujniu llnrldbg‘
ey, ..., € hwdwlunpgp pughu k, pwih, np punn m(x)K[x] Ungniyh, wdkh dh puquub-
nud hwjuwuwn k ny wk] pw n — 1-pn wunhdwih puquuinuuh: Lhplujugty
wyr puquubnudp ey, ..., e, hudwlwupgh qdwyht Yndphtwghugh nkupny (nku twke
7.2 qupugqpudp):

4.2.24 Etnpkd. Gpk F/K & L/F paguyimdbbpp Jepoun/np kb, www JEpoun/np
bwki L/K phyuybnidp, pby npmd, [F:K][L: F] = [L: K]:

Uwwgnyg: Gupwypkiup K nuownh Ypu mpjuws F wnwpwdnipjub puqhut k|
e, ..., e, hwdwlwpgp, phull F gquonh Ypw npjws L wmwpwsnipjub puqhut k
Ry, oo, By bwdwlwupgp: Uju JEjunpubpp, npybu L-h wwwuppbp Jupbh b puqlw-
wuwwnlk): ZEown | uinnigl), np ns hwwn JEjunpubphg punjugus

—

hy-€p e by s Byt €1y By - O
huwdwljupgp pughu k K quonh ypuw mpdws L nwpwdnipjut hwdwp: =

4.2.25 Ptnpbd. Puwpwmbph judugulwi F /K JEpounnp phyjuyinid hwbpwhuoyur
quil E: Uykppl, goynipinil niaka Jkpouninp pulnulnipyudp ay, ..., a, € F unupphp
wylnghupp, np F = K(ay, ..., a,) = K[ay, ..., a,):
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Uuyugnyg: Lwju gnijg tnwtp, np judwyului a € F mwupp hwbipuwhwyquljub
E K-h ypu: a-h wunh&ubkph 1, q,a?, a3, ... wigkpe hwonppuljubtinipinibip sh fu-
nnn génpkt whjuwiju huk) YEpownp swthwuh F mwpwdnipjut dke: Nipkdl, wyny hw-
onpuljutinipjut npbick Yippunp kupwpwqunipiul nuppbph

boa® + bia + -+ + ba™
gduyhtt Ynuphtimghwt (K nupwnpg Jipgdws b; qnpswljhgutpny) hwjuuwp k£ 0-h:
Puyg nu tpwtwlynwd £, np a-u b; gnpdwjhgutpny
g(x) = box® + byx + -+ + b,x" € K[x]

puquuinudh wpdwun k:

Bplpnpn windwb wwywgnygh hwdwp Jepgukup npkik a; € F\K tmupp (wynuip-
uh nwpp Jupnn Eup Jtpguby, pwtth np wyt ghypmd, tpp F = K, phnpbdh wungnidu
wljuhwywn E, nipkdt Yupnn Bup wyn nhwpp pwgunt) ptnpbdh wmwywgnighg): Yw-

nmgkup K(a;) puguyunwdp: [K(ay):K] < [F:K] < co: Gph K(ay) # F, Jtpgukup
nphtik a; € F\K(a,) wmupp b junmgkup K (a,, a,) = K(a,)(a;) puguyunudp:

[K (a1, a2): K] = [K(ay,az): K(a1)][K (a1): K] < [F: K] < oo:

Swpmbwltiny puybpp dkip wdkt wiqud wnwbnud kup 1-hg Uks wunphfuth
puuyunudutpn: Uju wpngbup, pun bwjunpy phnpbdh, widbpe sh Jupnn swpnt-
twlyty, pwbthnp [FiK] < co: m

Bpt F nuonmd mpdws kb bpw Ly b L, Bupunuownbpp, wyw htion | unnighy,
np F-h Bupunuon Luwbe Ly - L, = {l; - [, | | € Ly, 1, € Ly} Gupwpuqunipniup:
4.2.26 Ltddw. Gapunpkip wpyjws Fguomkph F /K pagjuybanidp, kL F -nud Juwl uyle
whup Ly k1 L, Gpunuownkp, np Ly /K b1 Ly /K plgjuyanidibpp JEpouninp Ei: Uy
plypnid.
1. (Ly - Ly)/K plhyjuybmidp JEpownnp b1 [Ly - Ly K] < [L1: K][Ly: K],
2. tpk a4,..,a, €Ly tL by, ..., by €L, wyu wmuppkpt b, npntg hwdwp L; =

K(ay,..,ay) = Klay, ...,a,] &L, = K(by,...,by) = K[bq, ..., by ], muyu.

L1 . LZ = K(al, vy Ay bll ey bm) = K[al, ey Ay, bll ey bm]:

Uwwgnyg: Ujt, np L; b L, quowbkpt hpnp nitkt wyt ubplujugnidubpp, np
pEnJuwsé G (Eddwygh 2-py Yhnnd, pjund E 4.2.25 plinptidhg: Lwbh np pojnn ay, ..., ap;
by, ..., by, mupplpp hwpwhwydujub b, wyw

K(al, vy, Ay, bl’ ...,bm) = K[al, v, Ay, bl' ...,bm]:
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Upniu Ynnuhg L; - L-p gt dhthudw) Gupunuont E, np puws £ F-nud b ww-
poibwlmd k Ly b L, ipunwownbpp, wyuhtiph' K- b ay, ..., ay; by, .., by, nupphipp:
Mipbdu Ly - Ly = K(ay, ..., p; by, ..., byy): Ujuintinhg unwgdnud k bwbe (Edduyh 1 Yb-
wnh winnulp: m

4.2.27 Lwddw. Cipugpkip npyjué b nupwmkph F /K plgjuybnidp, & F-p L Eipur
nuipuip, npp wuwpnithwlynid B K- Upg phypnid bpk a € F nnwuppp hwbpwhwoyw-
quib F K-p ypw, wyw ayl hwbpuhwoywlwh Finuk L-p Jpw, phn npnid,

[L(a):L] < [K(a):K] < oo:

Uwwugnyg: Lutth np a-ut hwbpwhwoquljub £ K-h pw, wyt hwipuwhwyquluh
E twtt L Jpuw, npndhbnt K[x]-h wdklh dh puquwbnud twb Llx]-hg b [K(a): K]
wunhdwip hwjuuwp £ K-h ypw a-h dhthdw] puquuingudh wunhdwthu: Uiy
puquuinuuh wunmhgdwip sh wybjwinwd, tpp K-t thnpuwphtynd £ wbh ks L
nuowunny: =m

Ujdd dklp fupny Gup wwywugnigl) hbnbyw) jupbinp huuwnp.

4.2.28 Ptnpbd. Gpk F/K b1 L/F phyjugindbbpp hubpuhwoywlub Bb, wupw halr
pwhwoyulwi b iwk L/K phgjugbnudp:

Uywugnyg: dbkpgukiup yudwjywljwh a € L wwpp, npp hwiipwhwoquljui £ F-h
Ypw, kL gnyyg mwtp, np wybt hwtpwhwyquljut | hwbt wykh thnpp K Gupwunuownp
Jpu: Cunn wuydwih, a-t hwinhuwinid £ m(x) € Flx] dhuhdw] tnpduwynpdwusd pug-
dwunuuh wpdun.

0=m(a) =a™+ba™ 1+ -+ b,

npukn by, ..., by € F: Pulth np F/K puyuyunudp hwitpwhwyquljui b, wmuyu wyu b;
gnpdwiihgutiphg mupupwignipp hwbpwhwyqujut t K-h Jpu, e [K(b;): K] wuwnhp-
Swiun JEpouynp k guujugws i = 0,1, ..., m hwdwp: Yhpwunkiny 4.2.26 (kddwb unw-
unud Glp, np Ytppwnp & twbit K(by, ..., by) /K punuyudwt [K (by, ..., by): K] wuwnh-
Swilip:

Upmnwu Ynnuhg, m(x) € K(b, ..., by)[x], pmtth np m(x)-h pnnp gnpéwlhgubpp
K(by, ..., by) nuoinhg kl: Ujuhiph a wwppp hwipwhwoyuwluhb t ns dhuyh F-h
Jpw, wyjbe gpu K (by, ..., by,) Gupunuownh Jpu: Nrunh Jipgwdnp k bwbe

K(by, ..., bp)(a)/K(by, ..., by)

pupuydut wunhfwun: Mpkdu.
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[K(by, o, ) (@): K] = [K(By, oo ) (@): K (By, e, by)] - [K (b, oo, byy): K] < 0

Ujuhtipl' @ € K (by, ..., byy)(@) € F nwppp hwbipwhwoquljwi k K-h Jpu: =

4.2.29 Uwhdwbinid. K qupwnh K phgjuyiinudp Ynsynd & K-h hwbpuhwoywlul huw-
ynyp, tpk K quownp hwbpwhwoynptlh thwy b, b K-h jnipupwibsjnip tnwupp hwib-
npuwhwpyyuljut £ K-h ypu

4.2.30 Oppuwy. Zwupwhwoqulwi thwlnyph dwunpe ophtmy k Yndwtpu pytph
I}ulzm]}\ C = R: Ujj ophtiwjikp hupuynp Yihtth unnighy 4.2.31 phnpkuh thengny:

Ljwnklp, np wyu nwhdwdwt Eplhpnpny yuwhwiop wnwehtth dwutwynp nhuw-
pp sk Bphk K-t hwipwhwynpkh thwy E, wyyw bpw jnipupwibsinip @ mwpp K[x]-h
nplitk puquuiunuuh wpdwn b Uw, hhwpll, JEpupbpnud £ B wgb ghwpht, Gpp
a € K: Unhdwdwt Epypnpy wuydwip guhwienid k, np wyp ghypnid puquub-
nuup Jupkh E Jipguby ns pk K[x], wy] K[x] oqulijhg: Uw vwhdwbwihwlnd £ K-u
tiL sh ponunid, np wyt wwpnibwlh, ophtiwly, K-h Ypw nputiugkuntin mmwuppkn:

‘Lwjupwih hwgnpr phnpbuht ulhghhm‘ wpwtwlnidubpp htn juuyus htnbki-
ju wuydwtwynpusnipjui uphpp Ju: 4.2.20 fnugphtt hwenpnnn wowtwlniduk-
hg Uktp wppku dwunp tup K quownh Jpu mpl{mb‘ dkhhg wykih thnthnpuuubb-
pny puquuunudubph K[xq, ..., x,] = K[x1] - [x,] oquiht: Uju vwhdwiynd k np-
whu puquuinudwihtt onuljutkp Junnighnt hwonppuljutt ywpnghuh wpnniup.
twju K-h Ypu Juemgymd t K[x;] onulp, wwyw K[x;] onuyh Jpw junmgdnd k
K[z, %] = K] %,] onuiyp (npujbu x, (hnipnhrwlubh gpw Klx,] wipnenipput
wmhpnyphg yipgyws gnpsuljhgutipny puquuingudutph onul) tr wyj: Uju oqulp
ndjup skt Juomgh] twbi mppulihnpty (opubu x4, .., %, thnhnppwfubbbph
f(xy, o, xp) Iritijghwikp). twhn wwhdwiynud &b wyy hnhnjwlwubtiph Jpu
npusé a - x;, -+ x;, nkuph dvhwinultbpp (nputn a € K e x;; € {xy, ..., x,}), wuu
npuig dbiwlut gnudwpubph K[xy, ..., x,] puqunipjub Jpu dngynud E gnidwpnud
b1 puqUuuyunlynud:

‘UpJws uwhdwinidutphg tpyniut £ Yhpuntkih B twbe wyt ghypnid, Eph thn-

thnfuwlwbbph pwbwlp yEppwynn sk: I wugbpe hwoybih puqumpjudp huntpuw-
Unpquws {x;|i € I} hnthnjuwuitph Ypuw nipdus puqlubgudibph

Klx;i €11 = K[xq, ., Xi) oon ]

puquuinuduyhtt onuljp Yupnn kuwhdwigty ph’ npyhu

K[xl]! K[xll xz]; ey K[le ey xi]v
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onquljutph onpuh Uhwynpdwb wpnnibp b pk a - x; , - %, mbuph Uhwinudubtph
Atrujutt gnidwipubtph dhongny (Yhpowynp Eu hiywhu gnidwpynny dhwiunudubph
pwtwljp, wybhytu L‘L nipupuiisinip thwinwunid dwutwmlgnn thnthnpumjubtkph
pwbwlp):

4.2.31 Ptnpbd. wduywwi K puowh hulup qoynieinii niih puw K hwhpuhuy-
Ywlml hwlnipp:

Unwugnyg: thunwplktp K[x] onuljnid wwpgq tinpdwynpgus h(x) puquubmud-
utiph H pwqunipiniup: 8nipwpwiynip wynuhuh A(x) puquuinudh hwdwp nh-
wnwpltup Uh wpwtdht x, hnthnjuwljub: Lwtth np thothnwlwh JEputuwinidhg
puquuiguduht onuilp sh thnpuymd® K[x] = K[x;], wyw Yupkh E A(x) puqlub-
nudp unywgil) K[x,] puquuinudught onuyh A(x,) puquuinudh htwn:

Thunwpltup Up wykih UkS onul, npp wwpnibwynd £ pojnp wyu K[x,] onuy-
utpp. X = K[xp; h € H]: Uw phnpbdhg wnwe phpdwsd onuljs £, npnkn hugkpubpp
I puqunipjul ghipp Juunwpnid £ yupq tinpduwdnpjus puquubnudubph H pug-
Unipjniup: H-ny wowbwlkp X onulh wyt hnbwyp, npp K-nud suynwd E pnnp
h(xp), h € H puquuunudutpny:

Zuljuuny tupwunpnipjudp uinniqkup, np H-p K-h ubthwljub Gipwpuqunipe-
it b H = K gquydwip hwdwpdtp k1 € H wuydwihu (Ept H hpbwip yupnibw-
ynwd £ X onulh 1 dhwynpp, wyw wyt yupnibwlnid E bwbe K-h jnipupwiyynip
f(xy, e xn) =1+ f(xq, ..., x,) mupp): Gupwnpbup K-h hts-np &y, ..., ks puqlutgud-
tkph b A hykugh hg-np Ry (xp 1), ey g (xhs) puquuinudutph hwdwp 1-p ubplhw-
jugynid £
(4.2) 1=1ky hy(xp,)+ -+ ks hs(xp,) €H

wnbtupny, npytu H-h nupp (upgnipjut hwdwp ky, ..., ks ppqduqudubph qpotpe-
Jub Uk puig kup pnnky npuitlg x;; thnthnpuowljubitibpp, npniip wjuintn fwljwib sk):

Yunnighup K nuownh uh puth hwonppuljwt punjuwyunmdutp: ‘Lwuh K;-ny tpw-
twkup K-h wyb phywylinudp, npunkn kg (xp, 1) puquuunudp npbtk r; wpdwwn nih:
K;-p Yupnn E btk K[xn, ] / (R (2, )K [xn, ]) Sualinp-onuyp: Uyu oquyp Yupnn &
twhki hwinhuwtw] nwghntw) $nruljghwttiph nuown Jud yupquubu hwdpulut
K-h htwn (nku 4.2.13 vwhdwbnidp, 4.2.14 tw 4.2.15 opptwlukpp): K;-h punypl wju
wwhht twui sk, Gt upbinp £ dhuwytt wyl, np gpubnud Ay (xhl) puquunud
wpuwwn niuth: ‘unyt Yhpy K;-p upbh b pbguyul] wyuyhuh dh K, quownh, nputy
npbik r, wpdwwn niuh A, (xhz) puquwunudp: Phwuplt, wju puynid Jupnn L wyb-
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wku wuwwnwhb], np hz(xhz) puquutnudp, npp yupq puquuinud tp K-h 4pu,
wykiu wupq sihuh Ky-h Ypuw: Unluyl wyy giwpnud by (xp,)-p wipnhdmd b wwupg
wpnugphstbph wpnwgpyuh, o dkp Yupng kup wyu payip Yunwply by (x,)-h
thnjuwpki Jbpgbing vpqws wupq wpinunphstbphg npbak dkyp (wwpq wpunwnph-
sh wpdwwnp wpdwn jhuinhuwiw twh A, (xhz)—h hwdwp): Cwpnitwltny wypngk-
up, s-pn puyjmd junnwbiwp Uh Ky nuown npp K1 -h pungjuyunud b, B npunbn npbek
7, wpdwwn nih A (xhs) puquuudp:

Lwth np ypngbup hwenpnuljub puyuyundubpny b ppwugl, wyw Ky nuy-
wnnud pnpnp hl(xhl), ...,hs(xhs) puquuunudutpt hwdwyuwunwupwbwpwp nibku
7y, .., s wpluntbpp:

Npnukjh hwjwunipniip vnwbwnt hwdwp H-h prpupwbgnip puquutngudh
dke thnthnfjumuuttph thnpwpby K nuownhg wpdbpubp wnbnunpbup htwnbyug
Ytpy. Xn; -h thnfuwpbkh wknuypkup r; (kppj =1, ..., s) bt nknunnpkp 0 (twgws po-
1np thnthnjupuutubph hwdwp): Unwind kup a: H — K hodnudnpbhqup: a-u yh-
puntiny (4.2) wnbsnipjut Epynt Ynndtph dpw B hhobny, np onuljukph hnununp-
$hquukph dudwbuly dhunp nwpph wunytpp dhon vhwynph b unwnd bap.

1, = a(ly) = a (ky - by (,) + oo g - hg(,) ) = @) - by (1) + oo+ @) - hy(75)
= a(ky) - Og, + -+ alks) - 0x, = Oy,

(hunwlnipjutt hwdwp wyjuntny dkup vhwynp b qunyuljutt mwupptph hugkputt-
pud ok Gup, pk np mwppp np onuljhg b): Zwljwunipiniup gnyg L wwihu, np
leH = XK:

Lwbth np H-p X-h ubthwlwb hnbwy L, 8npuh (Eddwjhg! oqunbkiny gnijg mmwtp,
nn uyb wupnibwlynud £ K-h nptick M dwpuhdw) hpbwnud: dEpgubup K-h ubithw-
Jwb hntwyukph dh wénn onpw, nph wnwppbpp ponpp wupnibwlynud Bu H-p.

Uju onpuygh dhwynpnudp tnybhybu gupnitwlnud £ H-p, kL wyy Jhudnpnudp tnygb-
whu K-h ubthwlwb hnbw) b, pwuh np hwjwewly nhypnid onuyh 1 dhwynpp
Juyuwnluitp (4.3) onpuyh hntwuknhg dkyht, npp b jhwdpulukp X-h htwn: Nw-
wp, pun S8nptp (kddh, gnympinit nith X-h wyuyhuh Up dwpuhdw) M hntwg, np
M 2 H: Lowhwjkup

! 8npup (Edup Jupbjh £ gl hwipwhwoyh hhdniupubphtt Jepwpkpnn nuuwqgppbpnud, oph-
huﬂl‘ (Cohn, 2003), (Cohn, 1965 ), (Lang, 2002), (Bau nep Bapzen, 1979), (Jlenr, 1968), (Garrett, 2008):
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K =%/M:

K-h ukpnypnudp K-h dke wpynud k 6:a - a + M Jubnbny: Tunphhy M-h dwp-
uhudwnipjut b pun 2.3.15 phnphdb‘ K /M duljnnp-onuljp nuown k:

Zhow k wikulk), np hwunwinniithg nuppkp judwyulwt f(x) € K[x] puquub-
nud wpdwn nibh K-h dke: Puduljub £ pu wygugnigh] wupg inpuwynpyws pug-
dwbnwdubph hwdwp (ponp Uniu puquubnudubpp niubt bdwb pudwbwpunpubp):
f(x) wupq unplunpjws puquubnudp yunuwind A puqunipjubp. hbs-np ¢
hugtpuh hwdwp f(x)-p (hnhnjpwwih Jepuiuinidhg hbun) hwdpiyunod |
he(xp,) € H puquubnudh htwn: ipkdl, f(xp,) = he(xn,) € H € M: ZEnbiwpup,
H(xht) = Xp, + M € X /M wuppp f(x)-h wpuwwn k.

£ (6(xn,)) = f(xn, + M) € M =0+ =0,
L pninp xp,, tuppbph 8(xp, ) wwinlkpikpp hwipuhwyyuywi ki K-h pu:

Ujuintnhg pfunid E, np K-h jnipupwiisinip tnwupp anyiygbu hwipuhwoquiljut k
K-h ypu: Ppnp, K nuownh Judwjuljwh ¢ nwpp nibh

c=0(g(xiy r X)) = GOy s X)) + M

wnbupp, npubn g(x;,..,x;,)-p Uh pwih thnhnpwlwih nplt puqUuinud k
K = K[xy; h € H] onuljhg: Pusybu mbkuwbp phy wnwy, wju x; 1 X thnthnpuwlub-
ukph H(xl-l), ...,B(Xik) wunlkpbtpp hwipuhwsyulwb kb K-h Jpu: Uguhlipt' c-
wuwwnjuinmd £ K guywnh K[B(xil), ...,H(xl-k)] =K (G(xil), ...,B(xik)) Ruyuyudwip:
Cuwn bwpunpy phnptdh, wyy puyuyunudp hwiipwhwyquijut k: Niptdy, c-u hwupw-
hwydulwtb £ K-h pu:

Utimd £ wyyugnigh) Ykpoht Yhwnp. K nquownh Jpu inpdus udwyulub b(y) €
K[y] (hwutnwinnithg vnuppbp) puquubnud wipdwin nitth K-md (Uktp wjuntn thn-
thnjuwuip tpwbwlt) Lup y mwnny, np othnpnipnit swnwewtw dhty wydd og-
nugnpsyws x Jud x;; hmpnpwljwibikph htn): b(y)-h gnpdwljhgutpp K-hg L.
npup hug-np x;, ..., X, hnthnjuwuitbph ypu npgws g(x;,, ..., x;,) puquutiud-
utph wuwwnltpukp Eu 6 hndndnpdhquh wqpbgnipjut nul: buyybu wnkuwp, wyy
ponp wuunlbpubpp hwipwhwyquljut o K-h Jpu: Mrunh b(y)-p puquubmund &
bwhkit K quownh K (B(xi 1), ) G(xik)) pupuydwt ypuw vwhdwqus

K (0(xi,), . 6(xs,)) ]

puquuipulugh onulnid: Lwih np 8(x;,), ..., 6(x;,) wuppkpp hwipuwhwyqulwh
bkt K-h Jpw, wwyw, pun bwjunpy popbdh b 4.2.26 (kddwgh, K (H(xil), ...,H(xik))
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puuyunudp hwitpwhwoquljut £ K-h Jpu: U]uhhph‘ Ubp puquuinudp wpdwn-
ubp muh twbt K quonnid: =

4.2.31 phnptidh wunnudp Jupbkih £ ndbqugut): Uwubtwynpuytu, K quownh
hwipwhwoynpkh thwl K phguyiinudp dpwla b wybh hdwunny, np phnpbdh wuy-
dwbht pujwpupnny guuugué tphnt pugyuyunudubp hpup hgnunpd Eu: Cuy
npnud, wyn hqnunpbhqut wyiyhuht £, np wknnud E ponunud K - pnpnp mwuppkpp (K
nuowp ukpnppdus b tphne punguyunidubph dbe p): Utq, nwluyl, tdwb hwygbjjug
wunnudutipp whwnp skt qune:

4.2.32 Ophtwlukp. P hwyknidt 4.2.30 ophiwyh € = R hwbpwhwpyuljwh thwyny-
ph, wydd wppkt ghnkup, np hwipwhwyquliwb 4 thulnyp niuh btwkt nwghnbiuwy Q
nuownp: Ujn thulnypenp Uks sk C-hg, pwth np Q € R: Ujnwu Ynnuhg, A-u fnhuwn thnpp
E C-hg, pwuth np uytt sh wwpnitwlnid, wubp, 7 phyp (Gud gutjugus wy) phy,
npp wpwbugkinkin £ Q-h ypw): 4 = Q nupnh wijwind b hwipwhwpjulimb
pYEph pupur: Cunn Ukp unuugush, Q € A € € tr 4 € R: ‘Ljuwnkup, np dkup wppku
Yuphp sniukp unnighint puownh vwhdwidwb yujdwtubpp A-h hwdwp, puth np
nnuip wywhnydws L hwjunpny phnpbdny:

C-nud Yupkph E uol upwnuowntph wy ophiwutp, dwubwynpuybu.

4.2.33 Nughp. dbkpgukup Q-h Ypw npkik a wpwbugkinbin phy i nhunwplkup
Q(a) nupnh Q(a@) thwlynypp: Snyg iy, np wyt wwppkp Yihth Yepp ghuwplyws
ponp Q Q(a), 4, R, C quownkphg: Uw Jbpwpbpnid k, dwubwynpuytbu, Q(r) b
Q(e) quignkpht:

“Epgwnp Z, nupinp ny thuy hipp hwipwhwpynpbb thuy sk wyibe Jipguninp
sk ipu hwuipwhwpywljwt hwljnypn: Fw pluntd £ htnbywy juunnhg.

4.2.34 ughp. Gpk K nuowp dippuwdnp b, wyw wjit hwipwhwoynpku thwl sk:
Uwutwnpuybu, hwipwhwyynpkb thwly skt Z, nuownp kL 4.1.5 ophtimlynid nu
4.1.6, 4.1.7 fuunppubpnud pEpdwsd nuownbtpp: Cunn 4.2.31 phnpbdp, K-t niuh hwb-
puwhupyuljut hwlnyp: Uju unyuwybu Jipowdnp 1hub) sh Ywpnn: Snignid ku-
punpkup K = {0,1, a4, ..., a,} nuownp ypowynp k: Thunwpll] hknbyw) puquubnu-
Up f) = -0 —-Dx—-ay) (x—ay)+1€K[x], tr unnigk], np wju pwg-
dwiqudt wpdwwn sniith K-nud:
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Z, nupnh Z, hwbpwhwpynpbl thulnyph pinyph twuhb wyunnlbpugnud
wnwhu, ophtiuly, 4.2.31 plnpkuh wwywgnygp: Uy thulnyph Ynuyptin wnbkupp hb-
nwquynid sh oqinugnpdykini, puyyg pwbth np Z,-u, punhwbpuwbu, Jupkinp nkp
nith Ubp wignphpdubph jupnigdw ke, nipjugdnpkl, wnwig wwwgnygubph
nwtip Zy-h wbh ymppiutyh tkpluyugnidp:

4.1.5 opptiwljp tdwlnipjudp htwpwynp k junnigh) p™ wwwupphg punugus dh
K nuown judwjwlut p wupq pdh b n phwub pyh hudwp: p™ jupgh quont
pupnitdws k wowtwll) GF(p™) updynny: Uiy guowp Jupkh E unwbw) npybu
Z,[x]/(m(x)Z,[x]) ulpanp-onuly, npunkn m(x)p n-py wunhéwbh npbk wung
puquuiinud k (nputg gnymipjniup htiow k gnyg wnwy): Upy niypnid GF (p™)-n n sw-
hnnuljubinmipjub gdujht nwpwsmipnit kZ, = GF(p) nupwnh Ypw b, nipkdy,

|[GF(p"):zp] |, (degm()
. =

IGF(p™)| = |Z |Z,| = |z,|" = pn

(nbu puyuydwt wunhdwth vwhdwinwdp): Gpk n, | ng, wyw GF(p™) € GF (p™2):
Miptdt Yupkih Eunwbu] hbnbyw wadbpe onpwt.

GF(p") € GF(p*) € - S GF(p™) €

Uwh'wlkup Zp = GF(p®) = UZ=, GF(p™): U]ubhp‘u‘ Zp thulnypep wnwugymd k

nuowntph hwonppuljwub puuwjunidutph dh onpuygh dhongny, npuntn nipwpwisnip
puyuyunudp junnigynid b (bwhnpg puynud uinwgdwsé quponh Ypu nipdws) pug-
dwbnuuughtt onujp pwljuinphqugubiny pun hwdlwywwnwupwh yupq puquub-
nuuth Stdwéd qiluwynp hnbwgh:

Zujuuwp Jupgh ponp gtpgwynp nupnbpt hpwp hgnunpd Bz Loklp wyy fu-
phinp thwunt wnwbg wuwugniygh.

4.2.35 Ehnptd. Spyws p wupg pyh b n phwlwb pyh hudwp p™ Ywpgh uduyw-
Jwh GF(p™) puown hqnunpd F L, hulnypnid xP" — x puquubnuilh p* hunn wp-

dunnlibphg punlugus nupwnpi:

GF (p™) wpowlhwynidp Juwyyws t Funiugh guown (Galois Field) punwluuyuly-
gnipjul hwywydwt htwn: dhppwdnp nuownbkpp hwdwp wuduwinud tu Quyniugh
nuipwnnkp, hul) Z, nuownt b hwdwj bpwbwlnud b GF(p) jud F, uhunjubpny:
Quwywé wynp tpwbwlnudubpp wydbh o mwpwsjws nuonbtph nbkunipjut ke,
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Uklp wjuinkn oquiwgnpénid kup Z, tpwbwlnidp, pwth np dbp gupunpuph hhd-
bwuwt dwup onuljutiph nbunipjut ti fudpkph wbunipjut (kqyny L juwnwpynud:
Trwpnbiph punuyunudtph mbkunipyuip upkh Ewgbh hwbqudwinpkh swinpw-
twp (Cohn, 2003), (Koctpuxun, 2004), (Kocrpuxun, 1977), (Jleur, 1968), (sam mep
Bapzesn, 1979), (Garrett, 2008) nuuwqppbpny:

43 Pwuquuinuuh nupnhnidp punwljmuhtibphg wquin wpununphsuph

Bupuygpbtup wnpdwsd L f(x) € R[x] puquubnudp, npntn R-p juduwjwlwut wdpny-
onipjul whpnyp b Ywubklp, np f(x)-p wquu sk punwlniuhittphg, pb wji pw-
dulynid k nplik ¢%(x) € R[x] puquunuuh Ypuw, npinkn g(x) # 1: Pul kpk tdwb
q%(x) pwdwbwpup gnympnit snibh, wyw f(x)-p Ynsynwd & pwnwhniupbbphg
wiquin puquuinud: Zwujwwh £ np punwljniuhibiphg wmqun hukp wwpgq pug-
dwbnwu 1hubnig wykh pny| hwnynipniy k:

43.1 Ophuwyukp. Zbknbyw) puquubgudubpp ponph b Z[x] onulhg k.

1. f(x) =x?+3x+1 puquuinuup wquun kt pwpwlniuhtphg, wykihlt, wh
uuipg k:

2. flx)=x*+3x+2=(x+1)(x+2) puquuinuip wquun t punwlniuhlitphg,
pwuh np bpw ny wphyhwy pwdwbwpwpubphg B ny dkljp pwnwlniuh sk
Uhwdwdwiwl f(x)-p wupg sk:

3. f(x) =x%+2x% + x = (x + 1)*x puquuiquup wquun sk pupwlniuhibphg, pw-
th np wytt pudwiynid k (x + 1)? puquuinquih Jpu: Zwujubwgh b np f(x)-p
wuwng sk

Snipwpwgnip pwlnnphwy onunid (nku 6.1 wuwpwgpudpp) wdk vh mwpp
hwljunwupdbh wpnwunphsh Lounipjudp dhwl dking ukpjuywugynd  yupq wp-
nwunphstubph wpnwngpuh wkupny: tw Jepupkpoud E it Z[x] oqulyht, nph hw-
dwp wyn hwuwnp unwgk] Bup wykh Juy 2.6.13 phnpldnud: Ujuntinhg wwpq , np,
tpt R[x]-p dwlwnnphw) b, wyw jnipupwisnip f(x) € R{x] puquuinud (f(x) €
Z[x] puquuunud) Jupbh b tkpuyugul] pupwlniuhitphg wquun puquubnud-
ubkph wpunwgpuh wntupny. et f(0)-p wquun sk puwnwlniuhtbphg, wyw tpw
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wwnq wpnunphstbpp Jupbih b edpugnpb] wytybu, np jmpupubsnp edpnid
nipwpwiynip yupq wpnwnphs dwutwlgh ny wybih, pwb Ukl wuqud: 4.3.1 oph-
twyh 3-pg Ybkwnh puquubnudp Yupbih b oUbpuyugily f(x) = (x + 1)%x =
[(x + 1)x] - [x + 1] wbkupny, npuntn pwnwlniup hwlwugstpnid qpjws wpuwugphs-
ubkphg jnipwpwisniptt wmqun E punwljniuhubphg:

43.2 Ophuwy. Uykih wulwu wlthwjwn ophtiwly.

F(x) = x1 + 4x10 — 9x° — 46x8 + 23x7 + 192x° — 7x5 — 358x* — 24x% + 304x?
+ 16x — 96:

Qupkih £ uinnighy, np

fO) = (=10 +2)°(x + D?(x — 2)%(x + 3),

niunh wju puqiuinuup wpinwhuwynynd E punwljuniuhibtphg wquun Eptip wp-
wnwnphsubph wpiwnpyuh wbupny f(x) = g4 (x) g, (x) g3 (x), npunkn.

g1(x) = (x = D(x+2)(x + D(x — 2)(x + 3),
g2(x) = (x = D(x +2)(x + D(x — 2),

g3(x) = (x = D(x + 2):

Cun npmud, pwnwljniuhibphg wquun wpnwnphsutph ypnisnipiniup jujudws
Ewdpnngnipyut nppnyphg, t wpnn Ethnjudly, Epp R-p thnjunid E:

433 Opptuwy. Q[x] onuymu f(x) = 9x> + 18x2 4+ 9x = 9(x + 1)*x puquubnuuh
9 wpuunphstt wungugyws k 1-h, pwth np 9-p hwljunwpdbih k Nrunh npytu
f(0)-h Jipousnipynit Yupbih b oqply f() = [9(x + Dx] - [x + 1]: Puyg Z[x] onu-
Ynud 9 # 1, ntunh punwljniuhibipnhg wquun wpwnwnphsutph Yhpmnisnipniu b, w-
uklp, f(x) = [3(x + Dx] - [3(x + D)]:

Uju opptiwljubipnid puquuunuuh Jtpnisnipniup punwlniuhtiiphg wquun wp-
wnwnyphsubph hEdnd Ep wwpgq wpunwgphsubph Jepnidnipjut ypuw: 2ZEnwppphp
EL Jupbinp wignphpdwlut tpwbtwlnipinit niitgnn thwuwn E wjt, np pwnwlniuh-
utiphg wquu wpunwunppsubinh YEpnidnipiniup Jupkh £ jurmigl) wiqud wpwig
puquuinuuh wupq wpununphsibptt hdwbwne: Fpwut wdhpyws Yihukt hwenpy
Epynt wuwpugpudubpp: ZEnwquynid puwpwlniuhibiphg wquun wpuwnphsukph
Jtpnidnipiniip Ukq wthpwdtow Y1hth twbi 7.3 G 7.4 wupugpupubpnid:



4.4. Upnwnphsubph Jupnignidp. qpoyujwi punipwugphsh nhwypp 133

Utiq whwp Yqu puquubnuilh wéwbguyh hamujugnmpniup: Ywdwjwljut onu-
Yh Jpw vipyus f(x) = agx™ + a;x™ " + -+ @y X + a, puqUutiqulh hwdwp uwh-
dwtikip tpw f'(x) wdwiguyp, npb wjunbn thpunisynd £ dwpbdwunhjuljut
wbiw hqhg hwyinith wswugyuh qunuthwnphg whljufu.

f'(x) =nagpx™ '+ (n—Dax" 2+ -+ ap_q:

Uswtgyuih unynpuub uvwhdwunidhg oquuyty stup Ywpnn, pwuh np dbp juw-
nnignidubipp dhow sk, np hpuwb npupwnnid Bt junwpymd b dniuljghuyh vwhdw-
Uh qunuthwpp Yhpunky yEup fupny:

434 Ophuwy. Zs[x] puquuinuuughl oquymd f(x) = 2x° + 3x* + 4x + 3 pugq-
Uwbpudh wswbguy b f/(x) =5-2x5 1+ 4 - 3x* 1+ 1+ 4x171 = 2x3 + 4

4.4 Upununphsutph junmgnidp. qpoyuljub pinipwgphsh ntupp

Tthunwphkup qpojuljwb pimipwgphsh R wdpnnonipjub inhpnyph Yypuw npdus
f(x) € R[x] puquuinuuph punwlniuhtitphg wquun wpunwngphsubph juenigdwt
huunhpp: R wdpnpomipjutt wmhpnypt, pun 4.2.4 htwbiwbph, Jupkh £ ubkpputy
nplitk K nuowh uby ki, puwn 4.2.31 phnpkuh, Yupkh k dipgub] K-h hwipuwhw)-
Unpkl thwy nplak F plguyinudp (opplwy’ F = K hwipuhwydulwb thulniypp):

Uwutwynpuybu, R = Z nhypnid Jupkh E dipguk] K = Q Ly, wuklp, F = C:
GQupbkh tp Jbpguly twte 4.2.32 ophtiwljnud hhpwwnwljyus hwipwhwyquljut pp-
Jkph F = A = Q nqupwp, puyg pwtth np F-h Yntljpkin nkupp Ukp wignphpund bw-
Jub sk, wupgnipjut hwdwp Jipgutup F = € (Uktup oguuugnpstynt Lup dhuyh wyl,
np F-nud gmiljugws f(x) € Z[x] puquuipud wpdwn nith):

F nuonph (dwutwynp I}hulpnuf C nwownh) hwipwhwoynpk thwly 1huknig b
Phqnih phnptidhg htipwn | pjutiguby, np

(4.4) fG) =ao(x —x1) -+ (x = xp),

npuikby Xy, ..., X, € F viuppbpp £ (x)-h poinp wpdwntbpt Bu: Uju wnbynipiniup nk-
nh niuh f(x) € Clx] dwutwynp giyph hwudwp tnybybw

(4.4) ubphuyugdwi Uk, udpuynpbiny tdwbh wpunwnnhsubpp, junwbwp.

133
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(4.5) fx) = agle — x)*r - (x — x)"s,

npunbn wpnkb x; # x;, bpk i # j: Ujuinbnhg.
S

o £ = a Z[(x — )R e (o — xR - kg — )i

i=1
(= 2 (x = 6]

(we Ynnuh gnidwph gnmidwpbihubpp vnwgyly Eu (4.5) wpunwunpup wdswbgkng
puwn wpunypjwih wswugdwb Jubntp, husp uinnighip nddunp sk): Ujuinbknhg.

7 100 = ag(x =) 471 e (o = x)571 ke (),
npunkn
(48) R = D 10 =) (= i) e (= xi) (2 = 21

i=1

Ujuntnhg ujuws dbp npunnnnipnibtbpp juppdws Eu jhubnt wyit hwunpg,
np char(R) =0, ul]ubhph‘ ny Uh npuljut wdpnne n pyh b oqujh 1 dhwynph hw-
dwip mbnh snith
1+:4+1=0

n
hujwuwpnipmniup (nku 4.1.2 vwhdwunidp): Pusybu Yukutukip hbnwquynid, uw
wdktwwupg bt wgnphpdutpnud wdktwlhpwnynn nlypt k:

Zuipyklip, pk x — x; Uhwbipuuh nap wdktwpwndp wunhdwt k pudwtnd (4.7)
wpunwhwynmpniip (= 1,..,s): Zwufwbwh E np (x - xj)kj - wpunwnphsp
dntnd k (4.7) wpnwhwjnnipjut dke: Uniu Ynnuhg, k(x) gnudwpp pungugus ks
gnudwnbihtikphg, npnughg s — 1 hwwnp wupnibwlnud Eu x — x; wpunwnnhgp, hul
Uklp (j-pn gnidwipbiht) gupmitwlmd £ ny pk x — x; wpnwnphsp, wy) hwdwoyw-
nwufuwb wswugniuhg gnjugwsd k; phyp: Lwith np char(R) = 0, wmyw ny qpnjuljui
nplik wpnwhwynnipm kj-n puquuuuinljbjhu sh qpojutnid: Nrunh k(x)-p sh
pudwtynid x — x; wpinwnphsh Ypw, pwth np wjt yupnibwlnd £ &hown dkY ny
qpnjuljut gmuwpbih, npp x — x; wpnwnphsh Ypw sh pudwgnud:

Ujuntinhg b1 (4.5) wpunnwhwynnipniithg punid , np

(FOO, () = ag(ax = x)M1 71 oo (o — x) ™

~ (= xp)f e (o — xR

(4.9)

Pulj uw Ukq htwpwynpnipnit k nwghu hwpdbne f(x) puqduigudh punwyniuh-
utiphg wquun wnweht g(x) wpwwnnhsp K [x] onulnud.
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— L ~ (x —
(FG0), f'(0)

Zwgnpry puwnwlniuhtibphg wquunn wpunwngphsp gubkne hwdwp whghkup f(x) =
f(x)/g(x) puqUuuunudhi kL puyp Yplukup bpw wdwbgyuh hwdwp:

(4.10) gx) x1) -+ (x = xg):

Npuybtugh dkup wdklu puynd unhyws sjhukup hwoyh wntl) ay € K ujujju-
np bt (4.9) pmbwdting Yphht wquudly gpuithg, wuydwbiwynpytup h ulqpuik
whguly f(x) = ai f(x) inpldudnpus puquuinuuht K [x]-nuwd, hwoyb) gpu hpne-
Snipniup pwpwlniuhibphg wquu wpuwnphsubph, e diponid ap-ny puquw-
wuwnlt] unwugyws punwljniuhibphg wquun wpnwnphsubphg nptk dkhp, wukp,
wnwohlp: Rwnwlniuhitphg wquun wpunwunphsubph gpupdwit hwdwp vwhdw-
uktup puquuunwuubph § guulp (hwenppuljwunipiniup), nptt wgnphpedh ulqpnid
Jwphh £ hwdwpl) quunwply: Shonkip, np $-p guiy b, wy ny puqunipymi, puth
nn puquUnipjul nwppkpt, pun vwhdwidwb, wbwnp E hpuphg mwpptp (hukb, huly
pwnwlniuhibiphg wquun wpnwnphsubpp Yupnn Bu b Ypludby:

Ujtu ghwypmd, Epp R = K onuiljp quown Lk, Uktp wppht Junnighk) kup htwnbiyuy
wgnpppup.

44.1 Upgnpppd (pwrwlnuptbphg wquun wpwwunphsitph JEpnisnudp qpoyw-
julb punipuwgppsh nuowmh Jpu wpjwd puquuinudught onulnwd): Spyws k
f(x) € K[x] puquuiiqudp, npintn K-t qpojuljub punipugphsh guown b dhpnusty
uyl punwlniuptiinhg wquun wpnwnphsubph:

1. ap-ny Wywtwtup f(x) puquuinuih wjwg gnpswlhgp:

2. Lpuinlytap £ (x) = — £ (x):

3. Uwhuwtup puquutnudutph § nuunwupl guln:

4. Zuipytlp f'(x) wdwbigjuyp:

5. K[x] onuynid Eyyihnkuh wignphpdnyd hwoykip (f(x), £/ (x)) wlkiwdkd pughw-
unip pudwiwpupp:

f(x)
6. Lowiulkup g(x) = Toor®) (x)jf, (x)):

7. unpdwynpkip g(x) puquubmudp:
8. § guilhhtt wmdkjmgutup g(x) puquuigudp:

9. Lpwiiulip £(x) = %z

10. Bpk f(x) = 1
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11.  wlgukup 14-pn puyhiy

12. hwljunwy nhypnid

13.  JEpwnunuwip 4-pn puyiht

14. § guijh puquuinudutphg nptik dklp, ophtwy, wrwghtt g(x) puquubmgup,
thnjuwphiikp g(x) = @, - (x) puquutipuing;

15. Inipu qplup § guuhh puquuinuditpp npnubkjh punwlniuhtiiphg mquwn wp-
wunphsubnp:

442 JJupdnipnib. Q[x] puquuinuduyhlt onulnid purwlniuhtitphg wquwn wp-
wnwnphsubph pnisk) hnbyu puquuinudatpp.

1) f(x) =x*+6x3+13x%+ 12x + 4,

2) f(x) =4x3+16x? + 13x + 3:

443 dYwpdnipnib. Q[x] puquutnuuwyht onuinid Yhpwnt) 4.4.1 wygnphpdt wy
nhypnud, kpp f(x) = ¢ # 0 hwunwwnntt puquubnud

Quujwsé 4.4.1 wygnphpdp Jhpuntih £ hwdwhiwlh oginuugnpdynn Q, R, € puy-
wntph Ypw, wgnphpuh withwyn phpnipinitb E np wyt skup Yupnn ogqunugnpsty
Z-h Ypw: Yw Jupbh b hunpuhwpt) oqutny 4.2.4 hknkiwbphg:

busytu tpkghup uyqpnid, gmujugus R wdpnnonipjut mhpniypl, pun 4.2.4 ht-
wbiwiph, Jupkh | tkppul) pwinppubph K quownh dbe, nph Jpuw wpnkt jupkh b
Yhpwnt) 4.4.1 wygnphpup: Uyuhlipt' mbkip f(x) € R[x] puquuinuuh kpnisnip-
jniup punwlniuhttiphg wquun wpunwngphsttnh, npnup K[x] onulyhg tu: Gpp R = Z,
uyr wpwphsttpp Qfx]-hg ku:

f()-n Ybpniskup hp pnduwigunipyut b yphthnhy dwup wpunwgpuhb.
f(x) = cont(f(x)) pp(f (x)): Lulih np cont(f(x)) € Z, nnipu qpkup cont(f(x))-h pw-
nwljniuhibphg wquwn wpunwnphsubtpp Z-nwd, b gpuiighg uqukup § guulp (ht-
wnwquynud Uklp npub b bip winudikp wybjugubyny): Ghgukip f(x) = pp(f(x))
wphuhunhy dwuhl (nbku bwb 4.3.3 ophiwyp): Cun 4.4.1 wygnphpdh’ qunbiklp £(x)-h
pwnwlniuptbphg wquun wpunwnphsbtpp Q[x] oquﬂlnuf

f(x) = g1(x) - gr-(x) € Q[x]:

Zuwulwbuyh E np gpuip Jupnn & nibbtwy Ynnnpuljughtt gnpdswljhgutp Q-hg:
91(x), ..., gr(x) puquuwunudubph ponp gnpdswlhgubph hwjinwpupiubph wdbiw-
thnpp punhwinip puqUuwunplp tpwbwltip v-ny: Mwpg L, np
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v fe)=v-g:(x) - gr(x)
hwjwuwpnmipjut we Ynnunid pwnwlniuhibphg wquun tnp wpunwngphyubp sk w-
pwowlinud (Q[x] onuynud): Ujniu Ynnuhg, v - g;(x) € Z[x], i = 1, ...,: Thnwpykup
pp(v - 9;(x)) wphuhwnhy dwup: Cun 2.6.11 [EUdwgh wyh pudwind £ £(x)-p bwb
Z[x] onulnid: Lwtth np wjt Z[x]-mud punwlniuhiibiphg wquun k, uinwunid Gup, np
npnikjh pupwyniuhiibphg wquun wpnwugphstkpt ku pp(v - g;(x)), i = 1, ..., 7 npw-
Jub wunhdwih puquunudutpp, npnug Uktup wbkjugunid Eup § gumulht:

Uunutnud Gup htwnbyw) wygnphpdp.

44.4 Ujgnpphpd (pupulniuhtitipnhg wquu wpwnwugphsukph Jpménidp Z[x] onu-
Ynud): Spdws k f(x) € Z[x] puquutnuup: Ihpnist) wyt punwlniuhtphg wquun

wpunphsubph:

L f(x) puquuinuuh hudwp Z onuynud Eyjhgtup wignphpuny hwpykup tpw
cont(f (x)) pnwtiuym pjnip:

2. §-my| pwblykp cont(f (x)) € Z pih pwnwlymuhtbphg wquin wpnunphstph
guyp:

3. Lpwbwlklip £ (%) = pp(f(x)):

4. Zudwpbny f(x) € Q[x], puwnn 4.4.1 wignphpuh, guikup f(x)-h punwyniuhtphg
wquun gq (%), ..., g (x) wpuunnphsubpp Q[x] onuynud:

5. v-ny wpwbwlkp g; (x), ..., g, (x) puquuinudutph ponp gnpswlhgubph hwpnw-

pupubph wdktwhnpp pughwinip puqluuywwnplp, npp Z[x] onulnud Yupbh &

hwoyby BYyihytuh wignphpuh oglntpyudp:

6.(i=1;i<r; i+ +)wpdlputiph hwdwnp

7. EYyhgtiuh wignphpuny Z[x] onquynid hwy]tup Cont(v . gi(x)) pnjuiipu-
ynipjniup;

8. hwoytup pp(gl-(x)) =g;(x)/ cont(v . gl-(x)) ynhdhwhy dwup;

9. S guiijht mybjugukup pp(gi(x)) puqUuiliudp:
10. dmipu qphlip S guyh puquuinuditpp’ npnibjh pupwyniuhibphg wqun wp-
wunphsubpp:
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445 Opptuwl. Lurwlniuhitphg wqun wpiwunphsubph Yhpniskip f(x) = x3 +
4x? + 5x + 2 € Z[x] puquuiguup: Ruth np Cont(f (x)) pnjutqulynipiniip wph-
Jhuy E dhwbquihg Z onulihg whghkip Q nuownht ki hwdwpbbp, np f(x) = x3 +
4x? + 5x + 2 € Q[x]: Rwlh np f'(x) =3x% +8x + 5 # 0, wyuw bpuig (f(x), f'(x))
wdktwdbs punhwtnip pudwwpupp hwydtup pun EYYhntuh wignphpedh.

x3 4+ 4x% +5x + 2 3x*+8x+5
3 +8/ax% + 5/3x ax+4/
4ax? +10/0x +2
4/3x2 +32/9x+20/9
_2/9x _2/9

3x2+8x+5 | — /9% =2/
3x? + 3x —27/2x—45/2
5x+5
5x+5
0

Uwnwtnid Lup, np (F(x), f'(x)) = — 2/9 x — 2/9 ~ x + 1 = pp(x + 1): dkpohlt wlign1-
Up wdpnng gnpswljhgubtpny puquubnwuh jupbih Ejuonwpty, puih np hwpqupy-
utipp Q[x]-nwd kt: Npuku punwlniuhtiinhg wquun wnwght ulpmun}pbz‘ unnwiinid
tlp.

fx) X%+ 4x% +5x +2
F@.f@)  x+1

f(x)-p thnpuwphubkup f(x)/9,(x) = x + 1 puqUuugudny: Uji punwlniuhtbphg w-
quu k. g,(x) = x + 1: Opnbkjh YEpmsmpinitt £ f(x) = g1 (%) g2 (x) = (x* + 3x +

2)(x + 1): Ljwuwkup, np dkup dh thnpp otndtghtp 4.4.4 wignphpdh pwytphg.
(f(0), f'(x))-p hwpykinig htwnn Uklp soginugnpstghlip —2/9x - 2/9 wdkwdbs

pughwinip pwdwbwpupp, wy dhwbquuhg phpkighp wyt x +1 wbkuph: Tw

=x%+3x + 2

g1(x) =

wluhwynnpbt upbih Ep wik): Gpt wn wupqbgnudp swubkhup, wyw Lplpnpy
x3+4x24+5x+2

puynid Yniuktuyghtp 27 puquutnudp: Ynnnpuljuyhtt gnpswljhgukphg
/o =9
Juquinkhip wdkbun]tpenid’ v wpununphsh ogum purdp:

4.4.6 Jwpdnipimb. Unnigh), np bwunpn ophwnid uvinwgqusd g; (x) = x + 3x +
2 puquuinuup punwyniuptiiphg wquun t:
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44.7 Jwupdmpnib. Z[x] onulnid punwlniuhibphg wquwn wpnwnnphsatph Ykp-
1nidk] hinbyw) puquutqudubpn.

1) f(x)=x%+x%2-5x+3,

2) f(x)=8x3—12x*+4:
44.8 Thunmmpnib. Ljuwnbup 4.4.1, 4.4.4 wignphpedubph &L hwonpy wwpwugpu-
$h 4.5.2 wignphpup htnbyw jupbnp wnwbdbwhwnlnipniip. gputg hhdtw-
Ynpdwib hwdwp dkup oquuugnpénid Lup wyuyhuh hwuwugnipniuubp, hiyyhuhp
Eu hwipwhwyyuljut wwwppbpp nuownbph pluyuyunudubpnid, hwipwhwoynpt
thwl) qupunbpp, qupnbkph ulynypubpp b wyjb: LEpgtwlut wignphpuh Jwpun-
pwipnud, vwluyl, qpuonbph mbunipyub wyy hwuljugmpinitubpp tbplu sk, G
wqnphpdubtpp owwn wybih wupq hwuljugnipmititph ypu Eu hkugnud: Uwubw-
Unpuygku, 4.4.5 ophtiwmu Uklip Yhpunk) kip 4.4.4 wgnphpup wnwig hhywnw-
Ytnt hwbpwhwoynptt thull € guonp Jud nuonbph punguyunidubpp, stwywus
nnuip wihpudtown b wignphpuh nkuwfwh hhdttwnpdwb hwdwp:

45 Upunwnphsukph juenigmup. Jepgunjnp qunh nhupp

Bupwnptup dtp R Jhkpouwnp wdpnnonipjuit mphpnypt wpgbt tbpppdus b K
Jtpowynp nuownp dbg, tr K-u i ubkpypyws E hwpwhwoynpku thwly F quonh dbe
(F-h Yypu wppkt Jippwynp jhubme wuydwb sh gpynwd): Lwbth np qnps niukup
Jtpgwynp quigwkph htwn, wwyw quonh pnipugphsp npbtk wwpg phy b char(K) =
char(F) = p: Ul]ullhp‘u‘ Juduyulwl a € K € F wwupph hwdwp.
pa=pl-a=1+-+1)a=0-a=0:

P
Upw dwubwynp bt wignphpdbpmd wukihg hwdwh Yhpwnynn nkuph k£ R =7Z,

onuyp: Uju ntwpnid char(Z,) = p ke R = K b, h nuppbpnipinttt tuwjunpn wupwg-
pwdh nhwph, K quonht whghbkint hwdwp pwinpnubph nuownp pttwpltnt uphp
sjw, pwtth np R-t wppkt hull nuow t:

b nmuppbpmpnit Z onulh (app hwdwp npybu hwbpwhwoynpbi hwly puy-
[ugunmd Juipnn thip ybEpguty Yndwikpu pybph € nupwnp), Z,-h hudwp dkup sniukup
p pumipwgnhsh hwipwhwoynpbt thwl F nuownh nptik hwipwhuwyn ophtiwly: Uyt-
1ht, hsytu nkuwlp, ns Uh Jippuwynp F nuow sh Jupnn hwipuwhwynpk thwl 1h-
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Ul (ntu 4.2.34 jnunhpp): Qpubu F Jupnn Gup bpgil) wyb puownp, npp junmgdt) b
4.2.31 ptnptlh wwywgnygh phpwgpnd, Yud b wyb wkh wwupq Z, = GF(p®) Jju-
nnigwébpp, npp ukpuyugytg 4.2.34 juinphg htnn: Fnjnp phypbpnud dbp hwdwp
Fulwb sk F nupwnh wnkupp. pujuljut £ htwbwg, np Z,-u tkpypdmad £ hwbpuhwy-
Ynpki thwl) nplick F nuownh Uk (inbu ttwbt 1.1.1 ghunnnipniup):

dhpununuwbp twpunpn wwpugpubh uljqph gunnnnipniabpht b (4.7) wp-
wnmwhwjnnipjuin, npp dhon bp juduwyujub pintpugphsh hwdwp: Zwujwbwh b,
np, h mwuppkpnipnit btwhunpy wwpugqpudh, (4.7) wpnwhwjnnipjub ke b (4.8)
wpunwhuwynnpjub k(x) paquuiguudh Uk ponp x4, ..., x, wpdbpubpt wju whqud
Jtpgyuwsd G p pinipuigphsh F qupwnhg:

ughpubp Yupny &b wowewbwy k(x) wpunwngphsh htn juydws, putth np
upw (4.8) gpnipjul Uke npny gnidwipkjhutp Jupnn G b qpoyuiuyg k; wpunwunphsh
wybkjwbwnt ounphpy. k-t Yupnn k (hul) p-h ypw pwdwiynn phy: Zbwpwynp
htwnbyuw Eptp nhyptpp.

QYhEyp 1. k; wpunwnphsubiphg ns Ukyp sh pudwtynid p-h Jpu: Uy nygpnid dbp
ghwwpynudutpp sh nwpppymu qpojuljub pimpwugphsh ntwphg, np pubwpyb-
ghtp bwjunpn wwpugpupnud:

Thup 2. Bupunpkup k; wpnunphsitphg uh pwithup (puyg ny poinpp) pudwb-
Ynud Eu p-h ypu: Lwtth np dkup Yupnn tup JEpunuwuwynpty (4.5) tkpjuyugdut
wpunuyphsubpp, hwdwpkup, np p-h Ypw pwdwtynng wpunwunphsutpt Bt wpweht m
hwwnp (0 <m < s):

plkli ;P|km, 1% + km+1, e D * ks:

Pusybu mbuwtp hwhinpy wwpugpubnid, qpojuljut pumpwgphsh ntwypp nhunwp-
Utihu (4.8) wpnuwhwjnnipjut dke pninp gnidwpbihubpp, pugh dtlhhg, pudwignid
Eht x — x; Uhwinwdh Ypw, b npu puinphhy (4.8) gnidwpp x — x; Uhwbnudh Jpu
sktp pwdwiynud: bul] wydd (4.8) gnudwpnud puguwluynid Eu (qpojughy ) wyh
wnwohtt m qnidwphkihukpp, npnug oinphhy (4.8) wpunwhwjnnipniup skp pudwt-
Ynud

X=X, X—Xp, oo, X — Xpp

Upwimudubph Jpu: Ujdd k(x)-p puduwidnud t x — x; vhwbnudubph Jpu uyl b
dhuytt wyt gliwpnud, Lpp j < m: Mipkdu
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(FGO, () = ag(ax = x)¥1 -+ (¢ = xn)*m (6 = X)) a1 ™0 oo (o = x) 7
m (= 1)K (= )+ (& = Xy )R (3 — )7L
Lwih np wyju wpwhwynnipjut dkp s —m > 0 hwwn vhwinudutp dwubwlgnid
El wykh gwédp wunhdwbny, pwt (4.5) wpnwunpunid, wyw wju nhypnid Liu
(4.10)-h wlwbnipjudp Jupnn bup uvnwbw) f(x) puquuinudh punwlniuhiibphg
wquu wpwehlt g(x) wpiwnphsp.

_ f) 5
(4.11) gx) = —(f(x)’f,(x)) ~ (x

Ulguklp f(x) = f(x)/g(x) puquuinuuht b puyip hphukup tpu hwudwp:

= X)) o (X = X))

Yhyp 3. Utiwughy E ug nhwpp, bpp k; wpuwnphsubipp ponpi b pudwignud Bu
p-hYpw, i =1,..,s: Uju nhwypp bwwbu wwppkp k putwpluws nkwptphg, pwih np
k(x) puquuiinudt nt tpw htn dhwuhtt bwb f'(x) wdwbgyup wdpnnonyhl qpojw-
unud B (nku (4.7) wpunnuwhwyunnipiniup): tw bpwbwlnud E, np

(F(0), f'(®) = f(x)
[l
f(x)

=——=1
9 =60 1 @)

hwpwpbpnipjut ghnwpynidt wyjbte htwpuynpoipnit sh wwjhu f(x)-h ubdw-
Juwb wpwnwnnphy qubkp: ddqup sk phpky ophtwljukp, Epp tdw hpwghdwl, hpnp,
wbnh niuh:
45.1 Oppuul. bpk f(x) = x? + 1, myw Z, qupwnh Jpu f'(x) =pxP"1+0=0, b
f (@) puquuinudt wjkiu bwijut hudnpldughw sh wupnibwlnd f(x)-h wp-
wnwnyphsubph twuptt’
(f.f'() = (F(),0) = f(x):

Ujniu Ynnuhg, Z, nugwnh dpw f(x)- niih hinbywy Yepnisnipiniip.

fxX)=xP+1=xP+1P = (x + 1),

npp ndJup sk unmgly (x + 1) wpnwhwynnipmibp Yepnistiny Ununnth phin-
dwlwb pwbwdbing (wnwugynid Gt p +1 hwwn gnidwpkhubp, npntighg pnnpp,
puigh wnwohtihg tr Ytpohthg, qpoyuunid &, pwuh np mukb p-h Ypu pudwiidng
qnpdwlhgubp):
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f'(x) = 0 hwJwuwpnipnitp htwpwdnp tp dhuyt, Epp £ (0)-h popnp dhwbinud-
ukph wunhfwbwgnygbpp pudwinid b p-h wunmhfwuubph Jpw, huswyku 4.5.1
ophttynid niukhup x? G 1 = x° dhwinudubkpp, npntlg wunhfuugnygtp Eu p
ki 0: @nn p®-u (huh p-h wowdbjugnyt wunhdwp, npp pudwumd k f(x)-h ponp
dhwinudubph wunhfwbwgnyghpp:

Nuuktip.
(4.12) f(x) = apx? b0 + qxPP1 4 - 4 q,
hL
f'(x) = pC(bo - ag)x? P! + p€(by - a))xP P17l + .40 = 0:

Utup R Ykppwynp wdpnnonipjut tnhpnyphg wagnid kup juwnwpk) K Jkpow-
Unp nupwnhb, nt Ubp puquuimudubpp K [x]-nud b (dwubwnpuwybu, Gpk R = Z),
wuw bwb K = Zy):

Qunukup wjtyhuh vh w wdpnne phy, np judwjwlui a € K ny qpnyujui twp-
nh a* wunhdwuh hwdwp wknh nitkw

(a¥)P’ = a¥?" = q:
Uuw, hpnp, htwpunp t, puth np K JEppwynp quownh ny qpojuljut (hwljunupdk-

1) wwppbph K* puqunipimip p™ — 1 jupgh unipnhyyhuinjy ghlhy unudp E,
npunbn p™ = K| (nku 4.1.10 & 4.1.11 phopbdukpp): Mipbdt, ny qpnyuljub a € K

nwpph hudwp mukip @™~ = 1: Zwuubwgh b np p¢ b p™ — 1 pybpp thnjuw-

qupdwpwp wupg kb, niunh, pun EQyjhgtuh pighwipugqus wignphpdh, gnjnie-
nit niukt wyiyhuh w, v wdpnne pytp, npnig hwdwp

up¢ +v(Pm"-1) =1
ZEnkiwpuip.

a= al = aupc+v(pm_1) = aupcay(pm_l)

= @) (") = @9,
kL npnubh a* wunhdup quuduws k:

(4.12) mbupny wnpdws f(x) puquuinuilh hwdwp jupnighip hhnbyuy &(x)
pauquuligudp.

(4.].3) (I)(x) = ag xbO + ai’[xbl + .+ a%’
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npp uinwgynud £ (x)-h htwn Epynt dbrwhnjunipnit juunwpkiny. jpipupwisnip
gnpduihg pupdpugqus b u-pn wmunhdwi, b x-h jnipupwiyynip xP©bi wunhdul
thnfuwphinfus b x? wunhguny: Zwpdkup &P°(x) wpdhpp.

P (x) = (a¥ xPo + alxbt + -+ + a¥)P’
= (a¥ xP)P° + (a¥xP1)P" + .. + ()P
Uw Ukup unnwghy Lup' Yhpwnkiny Uninnth (punhwipugyws) phundwljub pubw-
Abp b qpnyuiguting p-h Ypw pwdwbiynn gnpswljhgutpny gnidwpbijhukpp: Ug Ynny-
uh gnidwipbjhttiphg jnipupwigniph hwdwp
(atxbi)r = a?~pcxbi-pc = qxbiP°
(wguntn t, np Ukq whwp Ejwy u-h pinpnipiniip), b, anhdh‘

(4.14) q)pc(x) = f(x),

wyuhlipl’ Ukp f(x) puquuinudp n's Uhwyt pupwlnuhibphg wquun sk, wybe kp-
Juyugynid £ @ (x) puquuinuih wunh&wih ntupny: Ukup skup Jupny yugky, ph
@ (x) puquuinudt hupp wquun k puwpwlniuhbphg, vwuyt dkup wpnku huly ni-
ukltp wygnphpudh htppuub puyp. f(x) puquuinudhg jupkih £ wbgnud junw-
] wbih gusdp wunpdwth @ (x) puquutgudhi, L hbnwgqu putwpynudp pwpnt-
it @ (x)-h hwdwp: Cun npoud, ¢ (x) puquubnudh puguhwyn mbupp Ukq huyn-
uh &, pwth np dkup nitkup ¢ phip (b ginund Gup f(x)-h wunhgwbubphg) b ni-
ukup u phip (wyb qnunud Eup EJljjhnkup pinhwiipugywsé wignphpuny):

UoJwsd tpkp wnhuh puyiipp yippwynp whqud qpllhh]_m[‘ Uktp punwlniuhik-
nhg wquun wpunwnphsubph fupnng Bup Jhpimst) Jepguninp wlpnnenipjub wnhpny-
ph (Jtppuynp nuowh) Ypuw nipjuws judwjuljut puquutnud: Lunwlniuhtitphg
wquun wpnwngphsutiph gpoipjut hwdwp vwhdwikip puquuinudubph § guulp,
npb wignphpuh ujqpnid nuinwply

Unplht olionkup, np Lphk wnweht tpynt nhwyptpnd Ukup wignphpdh htppw-
Jwl pwyihg htinn unnwtnid ke § guy kup ubpunisnud f(x) puquuinudh hppw-
Jub g(x) purwlniuhibiphg wquin wpnunphsp, wwyw Eppnpn gEwpnud wignphp-
uh puyih phpwgpnid wignud up juunwpnd  f(x) puquuigudhg ghyh wydbkh
gudp wunhdwh f(x) = @(x) puquuigudht b tnwwwhnud p¢ phyp: G bpp hw-
onnn pwjjtpnid unnwbnid kup punwlniuhtitphg wquun hippulwt wpunwnphsub-
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p Uklp gpuitp § gutl tup wykjugunud p¢ whquud, putth np, tpk ®(x)-p niuh, w-
uklip, punpwlmuhtkphg wquwn g(x) wpnwunphsp, wyw P (x) puquubnudh Jkp-
1nwdnipjul Uke npuit jhudwywwnwuiwih g(x)pc wpuwngphsp:

Gpt tppnpn nhuh puyp wignphpuh wphiwnwiph pupwgpnid dh pubh wh-
qgud E hwtinhynd, wyuw hudwywunwupwbwpup wénd Bu bt wunhdwbubpp
(gputg hwoyundw hwdwp ubpdnistup vh unp s hnthnpwljwl, nph wpdbtpp wy-
gnphpuh uygqpnid Jupbih Ehwdwnpty 1):

Puquuunudubph wjwg wunudutph htwn juwydws wunhptutphg untuwthbino
hwdwp hupdwp k wignpppdh ujgpnid dnwywht) f(x) puquuinudh  ap wjwug

gnpéuwijhgp, wyu whghl) inpdwynpjwsd puqUuinudubph bt wignphpuh Jepenid
ao-u JEpunupdiut] unugqus wpunwnphsutphg npbik dkyht, ophtiwly, wnwehuht:

Qunnigkghtp htnbyw] wgnphpdp.

45.2 Upgnpppt (punwmynmiuhibphg wquun wpununphsubph JEpnidnmdp Jepow-
Unp nuownh Jpu nipfus puquminwiughll oqulnud): Spdws t £ (x) € K[x] puquwi-
nudp, npunbn K-u ykppwynnp nuow b dEpnist) uyhh punwlniuhtbiphg mquun wp-
wunphstbph:

1. ap-ny Wywtwtup f(x) puquuinuuh wjwg gnpswlhgp:

2. Lpwtwkup f(x) = ai f (x) utnpUwynpjus puquugudp:
0

3. Lowtwultup p = char(K) wupq punipugphsp:

4. Uwhdwtbbp puquuinudutph § nunwpl guyp:

5. f(x)-p Wkpyuywuguklp f(x) = x™ + a;x™ 1 + - + a;x" "' + - + a,, nkupny, npnkn
n = deg f(x):

6. Lowiwljkup s = 1:

7. Quntiklip wyt Ukdwgnyt wdpnn c-i, nph hwdwp pojnp ny qpoyuljub a;x™ ¢ dhwb-
nudikph wunhgwbwugnygbpp pudwiynid ku pé-h Jpu’ (n — i) i p¢, tpp a; # 0,

i=1,..,n:
8.Gplic>0

9. wowlbwlykup p™ = |K];
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10.  Edyihpbup punhwipugdus wignphpuny qubkiup wyt w, v wdpnne pytpp,
npniug hwdwp up® +v(EP™ - 1) = 1;

11.  wwbwlbkup s = s - pS;

12,  wigklp f(x) = x™ + alx @ D/P° 44 g¥x™=D/P 4o+ g% puqUuludhi:

13. Zwptlp f'(x) wsmbgyup:

14. K [x] onuynud By hgkup wygnphpuny hwoytup ( feo, f '(x)) wlkwdts punhw-
unip pudwtmpupn:

flx)
(Feo.f' @)

15. Lpwimljklp g(x) =
16. LUnpdun]npkp g(x) puquugudp:
17. § gwujht s wigud wykjugukup g(x) puquubiguunlp:

18. Upwhwllp £(x) = %;

19.6pk f(x) =1

20. wlgukup 23-py puy hly

21. hwljunwl nkypnid

22.  Jbkpunwnbwbp 7-pr puyht:

23. § gubljh puquuinudibtphg nptik dbyp, ophtiwy wnwehtt g(x) puquuinudp,
hnfouphiibip g0 = a - 900 puqutmuing;

24, tipu gplp § guiyh puquuinuditpp npnikjh pupwyniuhibphg wquwn wp-
wunppsubpp:

45.3 Thunmmpmnib. Zudbdwnbng wju wignphpup bwhnpy yqupugpudh ju-
nnignidubpp htwn’ uunnd Eup, np YEppwynp nuonh nhypnid dktp vh bufub
wnwyknipinit niukup. kpk R = Z,, wuyw R-p wpnk hul) nupwn k, huly R[x] onulj
wpnkl hul HYhyut E: Niunh 4.5.2 wygnphpdp Jupnn b juenigl)] puqdubnudh
ubkpjuyugnidp pupwlniuhtibphg wqun wpnwnphstikph ujqpuljwi R = Z, onw-
Yh Yypu wnwtg wjt Uptigkt Uvh inp nuown punguyttint wuhpudbonnipjut:

45.4 Oppuwy. dkpgtlp f(x) = x®+x° + x + 1 € Zs[x] k. punwlniuhttphg w-
quun wpnunphsibph Jepniskp wyt' pun Jeplimd phpyws puybph: Lwih np
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) =x°+1+#0 wyw (f(x),f'(x)) = x° + 1: Ujuinkn wdkbunltd paghwlnip pu-
duwtiwpupp hwpyl) Eup pun Byyhgtuh wignpppedh.

x+x®+x+1 [ x5+41

x® +x x+1
x5 +1
Sk
0
Miptdl, npyku pwnwlniuhibinhg wquun wnwehl wpwnnhs utnwunid Lup.

f(x) x4+ +x+1

(F),f') x5+1 =x+1

g1(x) =

Onjuwphukup Ukp f(x) puquubgudp’
) =f(x)/g:1(x) = x° + 1:
Uju wbquu gnpsd niukup wbkih pupn nwyph htwn, pwuh np
(x54+1)=0+0=0 € Z[x]:
Uju nhypmd p€ = 5* ki m = |Zs| = 5, hul Z¢ = (1) ghYihy pudph yupgh Em — 1 = 4:
Uhwlquuhg tptiinud E, np npybu v phy, nph hwdwp Zs-nid wbnh niuh at? =q
wuydwbp, Jupbh £ Jbkpgul] uw = 1, pwtth np alS=ag*l=1.a=a: bulj punhw-
umip phypmd u-u Yupkh Ep hwodty Edyihntiuh punhwipugdus wignphpuny
up® +v(p™ — 1) = 1 wuydwlhg, npp Ukp nhwpnid nith

ust+v(5t—1) =u5+v4s=1

wbkupp: Nunh odwiiguil @ (x) puquuinuudp (4.13) pawtwdbing junnigynud £ htnbi-

Juiy Yhpy.
() =x+1=x+1:

buly (4.14) ypnidnipiniip punnibnid |k htnbkyw) mbupp.
B+1= @+ =+ =@x+1)5

Unwinud bup Jbpnidbnmipnit punwyniuhibiphg wquun hhig wpunwnphsubph,
npniughg jnipupwbynipt b x + 1: Zwodh webbing wikh qun vnugjuws g;(x) =
x + 1 wpnunnpsp” uwnwbnud Eup.

f)=x+x5+x+1=(x+1°:
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455 Wughp. Z3[x] onulnid punwlniuhibphg mquwn wpnwunphsubph Yhpnisty
) =x® +2x8 +x* +2x3 +2x+ 1

puquuinudp: Snignid. hwoyh wnub), np x84+ x342 puquutnuuh wswbgyuip
Z3[x] onulnid qpnjuljut k:

4.5.6 Yhunmmpnil. 4.5.2 wignphpup poy) £ nwhu f(x) puqUubnudp pupwlni-
uhtphg wquun wpunwypyujtph JEppmst] pun gutjugus p ungnih: Cuy npod,
wignphpuh pipwgpp wftih pupn jud wbih wupg puytp b ywhwbgmd® juju-
Jud wyt putthg, pk £(x)-h dhwinudibph wunhdwugnyghpp pudwingn’id ki, ph”
skt pudwind p wupq pyh Ypw (pug npnud, npputt wybjh own L p-h Jpu pw-
dwiynn wunhdwbwgnygbpp, wyipwt wkih t pupnuinid wignpppdp): Udkh
Jun wppkt hwinhwby &b wyjighuh wignphpdubp, npntn dkup huy-np jenhp -
Stnt hwdwp, twju, pnpt] Lup «<hwpdwp» p wupgq phy, ki htlnwqu qnpénnnip-
mibbpp juwnwpl) pun wyn dognigh: Zknwqu guoijuikpmd Bre kq hwinhubne
kb wdwb juughpubp: Uyg wenwdng 4.5.2 wignphpdp Epphdt upbih & jhpunty
wjuytu, np pwnwlnmuhtitphg wquun wpunugpuiibph Yepnisdwi plpwgpnid
Jumuwthttp wiktwpwpy nhyptphg: Ophliwy, tpk jutnhpp poy) £ wwhu npjus
f () puquuinunh hundwp bwhugbu punply p wwpg dngnup (nku, ophtiwy, 7.4
wupugpudp), wyw punpkip wyt wdbih dks, pub deg f(x) wunhdwip: Uy nhy-
pnid p-u UkS Y huh twbe

degf'(x) b deg(f(x),f'(x)

wuwnphfwtiibphg: U]ubhph‘ (4.7) i (4.8) wmpinnwhwynnipnibittinh Uk wytiu skt 1h-
uh wdwgniltphg htinn wnwowgws tr p-h Yypu puwdwbyny qnpswlhgubp, bt
dkup bpphp skup wuguh 4.5.2 wgnphpuh 8-12 puykpny:

Ept twjunpn wupugpudmd dkup putwpltghtip 0 punipwgphsh popnp quip-
nbpp, wyw wju upugpupmd jupnquguip nhinwplly p pumpwugphsh dhuyh
YEpgunjnp nuipnbph glwypp: K nupwnh Jepgwynp (hubip dkq yhwnp kju] wyb puy-
1nwd, npunkn hwoykghtp u wipdtpp' oquuugnpsting K Jkppwdnp guipnh p™ = |K|
hgnpnipniup: Lwih np u wpdtpp dbp wwywugnygubpnid vhuyt odwinuly ntp tp
Jwwnwpnud, Jupnn £ piwy, np dbp wygnphpup (oph hpdbwlwh - gnpshpp
( feo,f '(x)) wdbkbwdbd pughwinip pudwbwpupt k) htwpunp b dktuhnjuby wyb-
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whu, np wjt Swslyh p pumpwgphsh popnp qupnbph nhypp: Uwluyt jub opptuy-
ukp, npntp gnyg kb viwihy, np f'(x) wswtgpuy puquubnudp Jupng Ewyn bgunw-

h hwdwp puupup hpudnpuughw syyupnibwlty, kel K nupwnp wudtpe t:

45.7 Oppuwly. dkpgubup K = Z,(y) nwghntw] $niughwbph quowp (nku 4.2.6
ophtwp): K-h nwppkpp Yninnpuljuypht niuyghwkp ki, npnug hwdwppsp b huy-
wnwpupp Z,-hg yhipgqws gqnpswihgutpny y thnthnpwlwih puquuinudubp tu
(huynnwpuph puquuinuup ny qpnyuljut B): Thunwpltup K[x] puqduiunudught

onulzh
O = yx? +1

puquuibnuip, nph hnpowutp x-u E huly y-p ufwug gnpdwljhg £ K nuipnhg:
Uh ynnuhg,
fl(x)=y2x*1+0=0

b, mpkt, (f(x), /(%)) = £(x): Upuptiph® f'(x) wdwhbgpup dbp wignphpuh hudwp
hubnplwghw sh yyupnibwlnud:

Unuu Ynndhg, Yupbih £ wbubb, np f(x) puquuinudp wupq b Gupungpbup
hwljwnwljp. uy ni1uh thpuyugnid gduyhtt wmpunwnphsubph wpunwnpyuh mkupny.

f) = (910 + b (1)) (g% + ha (1)),

npnbn g;(y), g.(¥), ki (¥), ho(y) € K: Lwlth np g:()g.(¥) =y & hy(Wh(y) =1,
www hwdwpkbp, np g, () = yg1 ' (y) b hy(y) = hi'(y): Ujuhuipt®

f) = (g1)x + h () (g1 )x + hi(y))
= g1y Wx* + hy M) + () - yg: ' x + g:()x - hi1(Y)
=yx® + 1+ x[h () - yg: @) + 9: ) - iyt ()]

Qipbd’
h()y - 97 @)+ 9:(y) - hi* ()

_ ) aO) _yhO) +9i0) _
RO L)

Puyyg uw httwpwynp k dhuyl, pp yhE(y) = —g#(y): Pull uw nbknh snitih: Lwp dw-
wklp, np Z; nupnh Jpu —gf(y) = g7 (¥): Pusyhuhl § {hukt g;(y) pwghnluy
dniiyghuyh hwdwphst nt hwgunwpupp, g#(y) $niayghwyh hwdwphsh b hwynw-
puph wunhfwkpp tpyniut b qnyq e Lnybp Jkpupkpnud © Ay (y) nughnuyg
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dniyghuyhti: Puyg yh?(y) nughntiwy $niilyghuyh hwdwphsh wunhgwip Y E,
niunh yhZ(y) = g2(y) hwjuwuwpmpinitih whbwp b

4.5.7 ophtwlt, phwiplk, sh bpwbwynud, phk K [x] puquutnudught onulnid £ (x)
puquuinuup sh ytpnisynid punwlniuhiinhg wquun wpnwnphstubph wpnwnpw-
1h: Pusytu uptighip 4.3 wwpwgpudnid, jpipupwsnip wljnnphw) onuynid w-
Ukt Uh mwpp nith bbpluyugnid wupq wpnwungphsutph wpunwgpjuh wkupny, np-
nbnhg tr htown £ unwwy ubpuyugnidp puwnwlniuhibphg wquun wpunwnphsbik-
nh wpuunpuih wkupny: Twubtwynpuybu, puth np K = Z;(x) onulp nuown L,
wwuw K[x] onulp dwljnnphwy onquily L, tr f(x) puquubipuudt nith npnukjh JEpne-
Snippnitp, npp, vwuyl, htwpudnp sk hwoyty f'(x) wdwugyuh hongny:



5 Unnpnijjup wignidubp puwn dh pwuh
Unnnijukph

5.1 Ultwgpubph dwuhl shtwljwl phnpbdp oquljutpnid

Uhlyy uydd dbp pubiwplws wignphpdubpmd jmpupwignip dngnijjup wignud
wntnh Ep niubunud pun Uk npnowlh dnnnith, npp Yupnn tp jhut) npitk wqupg
phy, sptpynn puquutqud jud onuih gjuwynp pnbwy: Bppldt dktp jupnn Fhup
thnthnfub] wyy Unnnuyp wignphpuh hwdwp wkh gkpunuubh yuydwitbp vinw-
bwynt hwdwp, puyg mupupwbiynip Unpnijjup wignid juwnwpynud tp dhuye kY
$hpujws Unnniny: Uju qifunid dkup Yowbnpwbwbp wytyhuh dbpnnubph, npunbn
npJuwd uugph pusdwt hwdwp dnpmijjup wbgnudubp o mbinh mubund pun Uh
pwih uUngniutph. pun jnipupubygnip Ungniyh uvnwgynid b dwubwlh yunwu-
fuwt, b1 hnn wnuhuh dwubwlh yuwnwuppwbibph hhdwb Jpuw juenigynd
huunph Jppuwljutt wunwuppwip: Ujuyhuph depnngubph yuundwlwi hhdpp hw-
dupynmud L dtwgpubph dwupt shtwjut phnptdp, npp dwqgl) L hbnbyuy) punyph
hutinnhg. «thha qhuynp ju onjuwnnd, Epk onljuwnp Epkp wut pudwybihu tpynu
qhuynp £ wquun dunwd, hhig wwt pwdwidbihu pkp qhynp £ wquun dunwd, huy
np yut pudwtybhu qupdjug Eplnt qghidnp £ wquan duantd»:

Uwnnphby dkup twjn wmuywugnighint kup dbwgpubph dwuhtt shtwlwut phnptdu
EJy hnywt onuijutinh hwdwp, wyinithbwnb 5.2 G 5.3 wuwpugpudubpnid vnwbiwgne
kup npu llbpmnan]nthhp‘ pun Uh pwth dnynijutiph dngnijjup wiagnidubp B ju-
wnwpybnt npnphsubph hwouwt b puquuanuduwghtt hwpgwplubph hwdwp: 2h-
twlwt ptoptuh tiu dh Jupbinp Yhpuenipjut hbn dkup hbnwquynd swtnpw-
twnt kup 7.3 wupugpudnid, npintn vhwdudwbwljjm dnnpnijjup wugnidubpp
Joquugnpstiup puquuinudutph $wljninphqughwyh tywwnwlny:

Utugputiph dwuptt shtmjub ptnptdh quiuqui muppbpuljutp nknh niukh
judwyulwb onulukph, Ynudnunnwnpy onulutph, jud Hyjhyut onuljutph hw-
dwp (hul wykjh pinhwinip hwbpwhwsulwi hwdwlupgkpnid judpbpnud, shiw-
Jutb ptnpbuh btwppwnhyp huynih £ npybu hdwlh pinpbdp): Uujuyt dkup, ht-

150
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nbithny wignpppiwlut hwipwhwoyh hhdtwlwb dbbtwgpnipnitubph b pu-
uwgpplinh ophtmyhty, mwhu kup wyu plnpbup EJYhywb onuijutph hwdwp: pw
wuwndwnl uwyu L, np EYYihyub onuljukpmd htwpuwynpnipinit nitukup wignpppe-
Unpkb hwoyt) pnjnp wyt wpdtpubpp, npnug gnynipniup wunymd | dawgpubph dw-
uhtt shtwwb phnpbunid: Uhtspln wykh punhwiunip onuyutph hudwp nu juw-
npnn b wignphpdnptt wiynmstih juunhp (huk;: Ujubup wdpnne pytph hwdwp
dtwgputph dwuht shtwfwb ptnpbdh wbkuphg (phpkup wnwig wwwgnygh, puth
nn uyt hblnwqu wykh pinhwinip pnptdh hbnbiwbp k).

5.1.1 Etopkd (dhwgpubph dwuht shtwlwh phoptdp wdpnne pykph hwdwnp).
Elpunppklp my, ..., my €L pykpp qnyg wn gnyq hnpuupupdwpwp wupg Lo
(mi,mj) =1 jwdugulpub i,j =1,..,k; i#j hulwp: Uy phypnid Junlugulub
S1, ., Sk € Z pykph hunlup gonipynii nilih n € Z phy uylyhupl, np.

n = s;(mod m,),
G.1)

n = s, (mod my,),

pin npnud; Epl nplil t phy inyiwku pudupupnid Fuyu hadwlupghl, wwyw

t = n(mod m),

npunkpm =my - my:

ftnptuh Ephpnpn wuydwip tpwbwynid t, np n phyp (5.1) hwdwljupght pw-
Jupunpnn pytph dke npnohs £ uyt hdwuwnny, np Gpt dh wy) ¢ phy tnyuybtu pudw-
pupnid £ hwdwlupght, wyw ¢t-u niith ¢ = mi + n whupp nptak § wdpnne pyh hw-
dwip:

Bpt vwhdwtwthwuydtup dhuyt wyt nphwpny, tpp s; <m; (i =1, ..., k), myqu (5.1)
hwdwlupgp Jupkh b dbiwlipyl) wyjuybu. gnnipinit nitith 7 € Z phy, npp m;-h
Jpw pudwith hu uvnnwugynid k£ s; duwgnpy (@ = 1, ..., k): Zwuwbwh E np bpp wpdws
utwhdwbwthwlnidp sh thnjund phinpbuh punhwbpmipiniup, pwtth np, tpk, wubp,
s; =2 my, wyuw S;-p Jupkh b odbwgnpnny pwdwil) my-h Jpu: Unwugdus s;
dbwgnpnh hwdwp niukup s; = s;(mod my), wyuhupl, n = s;(mod m;) wyt tr vhuyt
uyl plypnud, Lpp n = s;(mod my), pug npnud, 57 < my:

Ujdd, Bupwunpkup, R-p bfyihyywt onuily k, k. tpw Uk wpdusé L my, .., my € R
qnijq wn qnijq thnfuwupdwpwn yupg wwppbpp: LEpgukp R-h

11 = mlR, ""Ik = mkR
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hntwjubpp: puig hwdwywnwupiwb jupkh L juenmgl) ptuljut hndndnpbhqu-
ubkp (nku 2.3.13 ptnptuhtt hwenpnynn Jupnigmdubpp Gt phwljuwt hndndnpdhquh
uwhdwtnudp).

ni:R->R/l;, m(a)=a+1, a€ER,
(5.2)

T[k:R_)R/Ik, nk(a)=a+1k, a€ER:

GQuinmigkip Uh tnp ¥ hnundnpdhqu R onuyhg R/I; duljnnp-onuljutiph ninpn wp-
wnunpuih dhg‘
X:R-> R/} X X R/,

nputn a € R mupph hwdwp vwhdwbynud £

(5.3) x@@) = (1), ... mp(@) = (a+ Iy, ., a + I):

512 Ltddw. y-p wnpyhklinpy hondndnpphqd E, phn npnid, Ker y = mR, npunky

m=my - my:

Uyuwgnyg: Ujt, np y-u hndndnpdhqu k, hbown k unwbiw] unnighkiny hndndnp-
$hquh 2.3.1 vwhdwidw YEnbkpp (5.3) wpunuwyuwnlipdwt hwdwp:

Nptik a € R mupp yunljwund k ker y dhoniyhtt wyt b dhuyt wy nhupnid,

tnp
X(a) = 0R/11X «XR/Iy = (0 + 11, ,0 + Ik):

Puyyg, punn (5.3) uwhdwtdwl, uw htwpwynp k wy bt dhuyt wy niypnud, Epp
a+L=0+1
Judwyulwu i = 1, ..., k hwdwp: bull nu hwdwpdtp £
a€l, i=1,..,k

wuydwuht: a € I; = mR wuydwip wupquubu tywbwynd &, np aim;: Gph a
wnwppp padwbind | pojnp my, ..., my, muppbph ypuw, wyw wyt pudwtynid £ twbe
npuitg wlkwtnpp pighwimp puqUuywinhyh gpu: Br pwbh np gpubp prjnpp
qnyq wn gnyq thnprwwpdwpup wupg b, wyw wyy wdkbuhnpp piphwbmp pug-
dwwguunhlyp m = my - my wpnwpyu b Quanh

a € mR = kery:
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Unipjkljnnhynipjut wujugniygh hwdwp twn wujwugnighup, np jnipupwiynip
e = (0 + 11, ey 1+ Ii! ,0 + Ik)

wkuph wwpp (poinp Ynnpohtwinbbpp qpojuljwle kb, pugh i-pn Ynnpnhliunhg)
nith npkk [ = x71(e) twwwywwnlkp R-mu (i = 1, ..., k): Cuwn 2.5.5 phnpkuh, gn-
jnipniu niukt u, v € R mwpptp wywhuhp, np

m m
u—+vm; = (—,m,-) =1:

m; m;

i
Lowtimjny [; = u%, ymUktwlp [; = (—v)m; + 1, wyuhbipl' [; = 1(mod m;) k.

() =1+1;:
Ujnu Unnuhg, wljvhwpnnpku 7;(;) = 0+ [;, tphk j#i, pwuh np [; = u% imy
Mipbd’ y (1) = e;:

e; wkuph wnwpnptph {; twpowwyuwntpubph gnmpiniuhg pumd £ R/ X - X R/,
ninhn wpnwnpuih ponp nuppkph twppouywniputph gnynipniup: Thunwplykup

fi = (0+11,...,ai +1L" !0+Ik)

wbuph judwywlut mwpp: Zown £ mbull, np upw twpruwywwnybpt | a;l; vnappp,
putth np
mi(a;ly) = m(a)m(l) = (@ + DA+ 1) = a; +
b
mi(a;ly) = mi(a)m(l) = mi(a)(0+ 1) =0+,

bpk j # it ‘Ljuwnklp, npR/I; X -+ X R/I; nminhn wpwnpuih jpipupwignip nwpp

hpkuhg tipjuyugumd £ f; wikuph k hwwn gmudwptjhubph f; + - + f, gonudwp: =
Uwugnigdws (Eudhg b oquljutiph hnununpdhquubph dwupt 2.3.13 hhdtwlub

ptnptuh y ym bkl hnundnpbhquh Jpw Yhpueniihg widhguwbu unwgdmau k.

513 Ehnpkd (Wuwgphtph dwuht shtmlwbh phoptdp Eyihgui oquiljutph hw-
dwp). Ehpunpkip R-p Bjjipywi onul E b apw Uk nipgws Eimy, ..., my, € R qniyg
wn qnyjq hnfuunupdwpan gqupg wmuppbkpp: Ui phupnid wknh niah hEwnkyay
onuluyhl hnununpphqup

(5.4) R/mR = R/m;R X -+ X R/myR,

npunky m=my --my:
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Unwugyws (5.4) wpinnwhuyunnipniip pun phs b tdwiynd dbwgpttiph dwuht
shtwjut pinpidh wjwinulw wnkupht (ntu 5.1.1 pinptdp): pwig juyb wdth
hwiinghy nupdubint hwdwp (5.4) wptsnmpiniihg goipu phpkip 5.1.1 phlnpbudp: 5.1.1
ptnpbiuh wuydwibbtpnud my, ..., my, € Z pytphtt hwdwywnwupuwing /; hptwubph
Ll I; = mZ (nbku 2.1.24 Jupdnmpnibip): Dwunh Z/1; = Z/miZ = Zy, k1 (5.4) wpunw-
hwjnnmipjniut pingniund |

(5.5) Ly = Zml X e X ka

wkupp, npp Jupbih Edkhiwpwit) npubu (sy, ..., 8g) € Zpy, X -+ X Zyy, YEJiinpht Uh
n € Z,, pyh hwdwwywwnwupwbkgnid:

5.1.4 dYwpdmpmnih. Uju yupugpudh uygpnid hhpownwldus qhnpubph onfuw-
nh dwuhb shtwjut punhpp yepwdbiwtpyt] wdpnne pdtph hwdwp duwgpubph
dwuht shtwwb pinptuh nbupny (5.1.1 ptnpkdp): Unyl juunhpp ykpudbiwmlbp-
wl] Hyhyywt onulijutph hwdwp duwgpubph dwuhtt shbwwt phnptdh nbupny
(5.1.3 phinptup):

Lwbh np Q, R, C, Z, onuljubkpp nupwnkp kb b, pun 2.5.13 phopkuh, hudwww-
nwufuwt Q[x], R[x], C[x], Zy[x] puquuinudwihtt onuljubph Eyihnywl Eu: Uklp
hhudw Ywpnn Gup puquuinudutph hwdwp dbwgputph dwupt shtwljwb ptnpbdp
nnipu phipl) dhwiqudhg dkp pitwplus pnpnp whwbph puquuinudibph hwdwp
nwighntiwy, hpuui, Yndyy kpu bk Unngnijjup guonbkph ypu:

515 Ehnpkd ([uwmgphbtph dwupb shiwljmb phnptdp pomquubinudabph hudwnp).
Chpunpkip R nuownh Jpw vwhdwbywé R(x] puquuinuduyhl onwinid npyus
my(x), ..., mg(x) € R[x] puquuinulabpp gqnyqg wn gnyg thnpnunupdwpwp wupg
i ‘(mi(x),mj(x)) =1 jwduywlwi i,j = 1, .., k; i # j hanlwp: Ui nkuypnid Junlur-
Juuil s1(x), ... s (x) € R[x] puquuinudibph hwdwp gnnienil niah f(x) € R[x]
puquuinud uylhuhuhl, np.

f(0) = s1(x)(mod my (x)),

f () = s, (x)(mod my (x)),

(5.6)

pbn npnd, Epl nplikh(x) € R[x| puquuwbnud inyingbu pugupupnid Fuyu hwdu-
fqupghl, wiyw
h(x) = f (x)(mod m(x)),

npunkn m(x) = mq(x) - my (x):
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Puquuunudubph ypu dbwgpbnh dwuht shtwjut phnpbdp dkq hwmunhwbnt
£5.2, 5.3 wupugpudubpnid b 7py qifup 7.3 wupugpupnid:

5.1.6 Ydwpdnipjnib. Qkrwlkpyk) 5.1.5 phnplup Z, nuownh Ypw npdus dnnnijjup
puquuunudubph hwdwp:

5.1.3 plnpbuh wwywugnygp Yunpbinp £ twbt hp wygnphpdwlwb wpdtph ounp-
hhy. wytt htwpwynpnipinit £ tmwjhu hwpytnt (5.1) hmdwlwpghtt pudupwpnn n
wnwpnpp:

Ujgnphpdutnh wnbtupny dtbimltpybip dtwgpubph dwuhtt shtwljut phnptdh
wnwyt] hwdwju Yhpwnynn nhypbpp:

5.1.7 Ujgnphpd (Wuwgputph dwupt shtwlwi wignphpup wipnne pYtph hwdwp).
Z onuimud inpjws B qnijq wn qnijq thnpuwnupdwpwip wywpg my, ..., My pbpp: Gw-
dwjwlwl sy, ..., s, € Z pYkpp hwdwp quniily 5.1.1 dbwgpubph dwuht shtwub phn-
phuh wuydwikpht pudwpwupnn 7 php:

1. Lowmimljkup m = my --- my:

2.(i=1; i <k; i+ +) wpdbpubiph hwdwp

3. mh % thnprunwpdwpwp gupg pYtph hudwp Byjhgtuh pinhwtpugfus

m

wqnphpuny qunukup wjtyhuh u;, v; € Z pybp, npnug hwdwp y; —tvm =1

i

4. bpwbwlbbpl; =
5. Lowwmljtup [ = Zlesi A
6. Z tyihywl onulnid I-p duwgnpnny pudwbbkip m-h Jpw’ I = gm + n, npinky
n=0Juwdn # 0k |n| <]

7. tnipu qphlup n dawugnpnn:

5.1.8 Ophuwy. Npyhtu tdwt Yhpwonipjui th ophtiml] gnyg wmwbp, ph hsyhu
Yupkh E5.1.1 phnpidh quydwbibpmd gk wju n phyp, npp Ypujupwuph hknbe-
jup hwdwlupghlt’

n = 2(mod 11),

n = 7(mod 13),

(.7)

L Yuuwnlwh Zi1.43 = Z143 oquljhtt: Ujuinkn mbbkup k=2 th m = 1113 = 143:
‘Luiju, pun 2.5.5 pinpbuh, gnymipinit niukb vy, v; € Z mwppbp wyiyhuhp, np
m 143

Uuq m, +vimy Uuq 11 + v, Uuq + vy
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Uy, v, wpdliptipp hwpyynid k' npuwn 2.5.5 ptinphuh wywgnygnid pipqus EYYyhntuh

plnyuyinfus wignphpiuh
6-13 4 (=7)-11 = 1:

Mipbudl’

m
ll=u1m—=6'13=78:
1

Qnnipjnth niuklh twbt u,, v, € Z muppbp wyyhuhp, np

m
uzm—2+v2m2 =u2§+v213 =u,11 +v,13 =1,

wjuhiplt
(-7)-11+6-13 =1,
b

Loyws [; bl pykpp 2.5.5 pinpidh wywugnygnid hhywwnwljyuws wytt twppuwwywuwn-
ytpubkpt B, npnug hwdwp

[, = 1(mod 11), I, = 0(mod 11),
[, = 0(mod 13); [, = 1(mod 13):

Utimd E wyu odwiinul] pytpp puquuuuwnlly s;,s; gnpswljhgubpny ti npnubih
n = 46 phyp vnwtw) npytu gduyhtt Yndphttwghuwyh punpuunnid pun m = mym, =
143 dnr}nq_b‘

sily + Sy, =278+ 7 - (=77) = —383 = 46(mod 143):

Unugjus yuunwujuwib hpnp pudupupmd  (5.7) hudwljupght'
46 =4 -11+2=3-13 + 7:

Lhwwntup, (5.7) hwdwlupghtt pujupupnd b twbr —383 phyp, uwwluyt Jkup
wupunuynp Lkup Juwnwpl] ipehtt dnnnijjup wignidp, npybuqh uvnwbwup n €
Ly, = L1435 wipdlipp: Unwbg npu dktp skthtip mibkbw 5.1.1 phopbtdh Epypnpy
wunnudp:
5.1.9 dYwpdnipintb. Sunbbk wyt n phyp, npp pudupupnud £

n = 1(mod 3),

n = 3(mod 7),

n = 5(mod 8)
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hudwljupght bL wunwunwd £ Z,4g onuljht: Snzgnid EYyhnkuh puguyidws wy-
gnphpuny quubk] wytwhuh v;, v; € Z;i = 1, 2, 3 pytp, npnug hwdwp

168
U, T + 1713 = 1,

168
u27+ v,7 =1,

168
U3 ? + U38 = 1,

168 | _ . 168
7° 37 "3 g

b pwtnalyly & = w70, L =

5.1.10 dwupdmpinii. @it wyu pykpp, npnip puduwpupmd i 5.1.4 qupdnipjut
wplwkphl, wyuhtipl onwnh ghjnpltph htwpu]np pubwlnpynibbtpp:

5.1.11 Ujgnphpd (Wuwugputph dwupt shtwlwt wignpppdp pauquuinguditph hw-
dwp). R nuowh Jpu uwhdwiduws R[x] puquuiunudwihtt onuinud wpdus L
mq(x), ..., m(x) qnijq wn qnyq hnpunupdwpup yupq puqduinudubpp: Ywdw-
juuit sq(x), ... Sg(x) € R[x] puquuunudubph hwdwp qunul) 5.1.5 duwgpubph dw-
uhl shtwluwt phnptdh yuypdwbbbpht pudupupng f(x) paqlubguedp:

1. Lpwmlkip m(x) = my(x) --- my (x):

2.(i=1; i <k; i+ +) wpdlputiph hwdwp

3. m;(x) & m(x)/m;(x) thnpjpunupdwpwp yupq puqiuinudubph hwdwp

Eyhntup pighwipugdws wignphpiny qunbkip wyyhuh u;(x), v;(x) € R[x]
puquuunudubp, npnug hwdwn (x) —) +v;(0)m;(x) = 1;

mx)

4. wpwbwlkup ; (x) = u;(x)

my(x)’

5. Lpwitiljklip 1(x) = 3K, 5;(x) - 1;(x):

6. R[x] Eyhyub onulnid I(x)-p dbwgnpnny pwdwbbkip m(x)-h Jpu’ I(x) =
q(x)m(x) + f(x), npntin f(x) = 0 Jud f(x) # 0 b [f ()] < [LC]:

7. tnipu gpltp f(x) dtwgnpnp:

5.1.12 Ophuwy. Gunukup uyh f(x) € R[x] hpulwb puquutnunip, npp puwpupnud k

f(x) = 1(mod x — 1),
f(x) = 3(mod 2x)

hwdwlupght b yuunwind £ R[x]/L dwlunnp-onulyhl, npunkn
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L= (x—1D2xR[x] = {(x = D2xg(x) | g(x) € R[x]}:

Ujt, np L-p hptiwg k, hbpn E mupnuljhnpbt uvnnnigly, Jud tjunkg, np wyt R[x]

onulh gjjuwynp hgtwy k (nku 2.2 qupugpudp): Miptdt Rix]/L dwlunnp-onulp
ynrntlun £ uwhdwigus:

Eyhntup puyuyinjws wignphpuny nddup sk quil) wytwhuh u;(x), v;(x) €
R[x];i = 1, 2 puquubuultkp, npnug hwdwp

(x—1)2x

x—1

(x—1)2x
2x

ug (x) +r(0)x-1)=1,

u, (x) +v,(x)2x = 1:

u(x) =1/2,v1(x) = =1L, u(x) = -1, v,(x) = 1/2: [humh‘ L@ =xw L(x)=1-x:

Qs Ynuphtughwb yhth
1-x+3-(1—-x)=-2x+3=-2x+ 3(mod (x — 1)2x)

(Wyuunklp, np Jlpohtt punpuunnidp nshi sh thnjunid, pwth np 1 = deg(—2x + 3) <

deg((x — 1)2x) = 2): Zkpw k unnighy, np  f(x) = —2x + 3 puquutnuudp pujuwpw-
nnud E ophimjh wuthwbght:

5.1.13 Mughp. Qutktp wyl f(x) € Zs[x] Unyniyyup paquuitpudp, npp pujupupmu £

f(x) =x+ 1(mod x + 2),
f(x) =4x + 2(mod 3x + 1)

huwdwlupght bt unwbnwd £ Zs[x]/L $uljuinp-oquljhly, npuinkn
L=x+2)Bx+ DZs[x] = {(x+2)Bx+ 1)g(x) | g(x) € Zs[x]}:

Snignid. wju futinnph msdwt puykph dhwy bujut tnuppbpnipeniip 5.1.12 ophtiwlhg
Juyuinud £ tpwtnud, np ponp gnpénnmipnitinbptt wpynwd Eu pun p = 5 dnnnijhe
‘Ldwt gnpénnnipjniiiutp dklp owwn Bup junwpknt 5.2 yupugpubnid:

5.1.14 Thunmmpnib. Zwdbdwnbng wu ygupugpudnid dhwbquihg wmwppkp
onuijutinh (pYtp, puquunudkp, dngnijjup puquuigudubp byt) hadwp vinwg-
Jwd wgnpphpdubpt wnwehtt gijuh swpunpuiph htinn (hwnjuybku 1.2 wwpwugqpu-
$h htinm), tjuwnnud kup, pl onuljuyhtt Ukpnnutpny htgpwts wykjh wpwg tup hwu-
unud npntbih wignphpdutph Junnigdwp: Uhsghn 1.2 upugpudnid pigudkup
EYyhntiuh wygnphpdh wbwingp Zs[x]-nid Yhpwnknt hwdwp unhyydws thup
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pajuiut swn twppwywnpuunnwlui hwunkp pyl) pun dngniyh pudwinid-
utph dwuht: Ujnuu Ynnuhg, bpt dkup nuupbpwgp ujukhtp vhwbquuhg onuljutpp
nbuwluwt hwulwugnipmnibutpny, wyw dbp twpptwljut ophttwfubpp (Uwubwyn-
puybu, Yuninh opptiwlp) Jupnny tht gymippuuybh sthul;; Niunh woweht
gnijup Yuquty Bup npuybu wuppufjut dwptdwnhljugh (Eqyny Eyhgub onul-
ubkph Yhpwpnipjub ophtiwl:

5.2 Npnohsh hupyuwt Unynijjup dEpnnubkp

‘Lwhupwtt dwinphgh npnopsh hwoddwit dnpnijjup dkpnnubpp tjupuqgptp tokup
tpynt hwipgkp, npnilg yuwndwneny dkq puupup sk npnohsh hwpduwt wwunw-
Jutb dbpnnukpp, ophtwy, Gwniup hwynuh dkpnnp, pun nph qpojugunid Bup dwwn-
hgh gluwynp wuljnitiwgshg ubkppht quiynn dwup, wuyyw hwoynid dbrwthnpugws
dwwinphgh wilnibiugsh nwppbph wpununpup (nku 2.3.17 Jqupdnipiniuubkpp b
npwig hwgnpnnn nhwnnnnipniup):

Ujn hwipgtphg wnwehuin dhowulju) wpdbputph nindwgdwi tptiinyph k, nph
ppubtnpmudubtpp dbkup wnbuwbp 1.1 G 1.3 ululpulqpulil)hhpnuf puqUutnudubph
wdktwdks punhwunip pudwtiwpunpp hwpythuw: Uwnphgh npnohsh hwpddwt hw-
dwp unytybu htiow k phply ophimyutip, pp hwpguplh pipwugpnid uinwugynid b
dhowlljju wpdtpubp, npnup pwwn ks L, b npnup, h Ykpen, phy hudnplwghw tu
wunpnibwlnid juinph JEpotiwjutt wunwupwh hudwnp:

5.2.1 Oppuwly. Ykpgukup htnbiyu n-py jupgh wulniiugdughtt dwnphgp

a 0 0
0 a
A= ,
a 0 /
0 0 b
nph guun]np wilyniiwgsh Jpu nuuwynpjws ki 7 — 1 wiqud pwghntwy @ phyp
b1 Ukl wiqud nughntuy b phyp: Zuuljubwih £ np Suniuh dkpanny det A npnopsp
hwpytjhu unwbwip d = det4 = a™ ' - b: ¥ sk plunpl a, b pYtipt wybiyhuht,
np a, b, d wpdtpubpp popnpp thubb thinpp ptp, puyg npnghsh hwpydwi pipugpnd
hwinhwkl swwn ks vhpwljju wpdputp: Ophtwly, Yupbih & JEpgut) a = 10 b
b =1/10""" Uy nhypmd d = detd = 1, puyg npwtu dhowlljju; wpdp niukup
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a*t =101 wuwnph&wlp, npl, pun n-h punpmpju, jupbih £ ptgput mubu dbs
nupdtl: Uhtsnphn, det A npnohsp Judwyuub p yupq Unnniny hwpybkihu, Yunt-
uwthtlp p — 1 wpdtipp gipuiquiignn popnp pytphg:

Zwgnnr huipgp Juwyws £ Quniup dkpnnyny wipnne wnwuppkpny dwwnphgh npn-
ohsh hwpydwt wignphpdh wpwgnipjutt htwn: Fuwdnp wilnitiugshg ubppbe
quiynn pninp uppbkpp qpnyugubine hwdwp dkip dwinphgh ninntpht gnidwpnid
kip wy wnnkp Gwhwwbu gpubp pdtpny puquuywnltng: Uy wpngbunod
unugynid Eu puquuphy Ynunnpuljuyhtt wigudubp, npnig hwdwphsp e hwjnw-
pupp hwyduplh hwenpy puybpnud puqUuuyunljynid i wy) Yninnpuljubpnyg b
wpyniupnid Jupnn kb pwn mpwug wdky:

Bupwnnptup htwnbyw) pupwughy dwnphgp uvnnugyt) £ Suniuh dbpngny dwwn-

nhgh npnghsp hwpdbihu. wpnbt qpojugnty Bup gjuunjnp whlymbwugsh wpweht
k — 1 mupptphg ubkpptt pujws dwup.

a111  * *
0
(5.8) A= Ak-1k-1k-1 ke %
0 Arrr  °° Ognk
0 0 Ankk  ° Annk

Snmipuwpwbgymnp k hunkpuh hwdwp a;;; wwnbkpny bpwbwlkip dbtwthnjudus A
Uwinphgh wjt wmwuppkpp, npnip Yqpybu dwinphgh k — 1-py ymbhg we wyt puihg
htwn, tpp wppkt qpnyugyty & k — 1-py wwb' giuwynp wilmibwgshg ukpphy po-
Juws dwup: Zwuywuwih & np i, j = k, ..., n hugkpuubph hwdwp.
Aik—1,k-1
(5.9) Aijk = Qjj k-1~ QAk-1j,k-1"
Ag-1k-1,k—1

my-ny tpwblkup a;;, Yninpuljubph poinp hwdwphsbph Bt hwpnwpupibph
pugupdwl wpdbpubph dwpuhdnwdp (6,7 = 1, ..., n): Zudwpkup twhi, np me-u 4
dwwnnhgh pnnp mwppbph pugupdwly wpdtpubph dwpupdnid b (bwhiput Suntuh
Ubpnyny dwwnphgp wilnibiugduyght nkuph piptint wpngtup uljubyp). |ai j| < my:

m; wpdbpubph uhgngny yYkpkihg quwhwwnbing (5.9) pwhwdbih we dwup
Junwbwip, np

2 k
my < 2mp_; < 4dmp_, < - < 2km¢:

Ujuhtiph’ Qumuh Ukpnynyd npnohsp hwpdbjhu Ynnnpuljubph puquumgundui
ounphhy sh pugunynid tpuynubugyu) wpugnipjudp wdnny wpdtpubph gnjugnidp:



5.2. Npnohsh hwpduwt dnynijyup dkpnnubkp 161

Uhtgnbn, kpk dbup hwoqwnplubpp juwwnwpkip ¢, Unpnijjup wignidhg hkwnn
A, = ¢, (A) dwnphgnid, wmyyw Yuntuwthbup ny Uhwju Uks pytphg, wyjkt §ninnpuly-
tubphg, pwtih np Z,-t nuown k, ntunp tputnid hninnpuljujhtt wpinwhwjinnipni-
ubp skt wnwewbw: Ljwwnkup, np Guniuh dkpnnny npnohs hwoybihu tpplda Jw-
npnn b giluwynp wilnibwgshtt hwinhwb) qpojuljut twppkp, npnug dkup Junk-
nuipnjutip duwnphgh wnntph b yymubkph ghppwthnfum pyudp: <kpght hwpqwupy-
ubpnid wbwnbubghtip twdwt puytpp, pwth np dbp vnugws quwhwnwluit w-
nwtg uyn k) o UkS Ep:

Npnopsp dngnijjup dkpnnubtpny hwodbihu Yunbuubiup, np dbp Jupmigws dn-
nnipup wignphpup dhuyb puquubinuduwyhtt wpugnipniy nih, kL gnpénnnipjnii-
ubpnud ubpgpudynn wpdtputpp ny wt], put puquuiunuduhtt wpugnipjudp tu

w&nid:

Uhtskt wju hwpgtphtt wuwwnwupuwbp bt npnohsh hwpddwt dnpnijjup wign-
phputkpp Jupnighp wyugmgkup Uh putwdb:

522 Liddw (Ugudwph wihujwuwpnipymbp). Ghpugpkip wpyws F n-pp
fupgh

aip o Qun
(5.10) A= ( .......... )
An1 ** Apn

dunnphgp, nph nuppbpp juduywlwi ppwlwb pybp Ea: Uig pkupnid wnknh niah
hEwnkyuy whbunjwuwpnypnilp

R = |detA| <

i=1

n
2 4. 2.
aj; + -t ay;:

Lwjupwih wyugnygp tjuwnkup, np Epk A dwinphgh uyniukpp phunwpykup npytu

a1 A1n
S1 = : , Sy = :
An1 Ann

tlunputp G hhobtp, np flsll = / af; + -+ ag; wkupny pymigwd £ bpwbulyly
YEyunnph tnpdp, wyw (Eddwgh withu]uuupnpgniip unwbnd Ehinbgw) nkupp

n
5.11) |det 4] < ﬂusin;
i=1
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Uywugnyg: Lwih np Unwdwph pwbtwdbth wmyugnygp dkp wignphpdutpnid
npbik ntp sh Juunwpnud, phpkup wju pwbwdtith htwpwynphtiu jupd vhp wuyw-
gng, npp htuynud £ Tuhnnh oppngntwjugdwt ypngkuh hwnlnipjut Jpu:

Bpt 54, ..., S, yEjuinpubkpp génpht jupuqus Bu, wmyyu (kddugh wannmuadu wljthwyn
E, pwih np det 4 = 0: Niunh Lupwnpkip sy, ..., s, hwdwupgp wjuh E: Tw b
wwtwlnd £, np wyy yEjunnpukphg nipupwbynipp ny qpojuljut k, ntunp npub-

ghg wdkl Ukyp Yuphkih £ pwdwtl) hp Epupnipjut Jpu b vnwbug 1 bpljupnie-
1

jut ykjunnp v; = s Si (i=1,..,n) Bpk (5.11)-h we kL dwju dwubpp pwdwubup
IIs; |l Epyupnipnibubph ypw ponp i = 1, ..., n wpdbpubph hwdwp, wyw (5.11)-h we
Uwuntd unwbwip 1, hul dAwpu dwumd’ v; JEjnnphkph Ynnpphttwinubphg pun-
Jugwd npnohsh pugwpdwl] wpdtpp: Niunh (5.11)-p wmywgnighnt hwdwp pudu-

npwp k gniyg vnwy, np tpdws pugupdwly wpdtpp sh gkpuquiignid 1-p:

Qsuyhtt hwipwhwoyhg juy hwyjwnuh Cuhnnh oppngniiwjugdwi wypngkup hpw-
nkiny vy, ..., v, YEunpubph Jpuw juunwbwbp oppnunpldwynpué ug, ..., u, hudw-
Jupgp: Cuwn oppngnuwjugdwi wypngtuh hwnlnipyub, vy, ..., v, hudwljwupgh Ynnp-
phttwnttiphg punugus dwwnphgh npnohsp hwjwuwnp b uy, ..., u, hwdwlupgh
Ynnpphttmnubphg punugus dwnphgh npnohsht: fuyyg toqus oppniunpdwynpyus
hwdwlupgh yEjunnputph Jpu dgws k n swthwh pnpwtwpnp, nph dSwjuplt: =

5.2.3 Zbhwbwwlp. Epk n-pgp Jupgh (5.10) dunnphgh pomnp nwppkpp pugupdwl
wpdbpny ki qkpuquibgnid B gpuljwil phiyp, wuyw det A npnofsp pugupdwly wp-
dtpny sh qEpuquiignid n™? B phujp:

Uwwugnyg: Lwtth np
sl = [a? + -+ a2; < nB% =+nB,

www, pun bwjunpy (EUdwgh, [detA] < [T, lsi]l < (\/ﬁB)n: L]

5.2.3 htmbiwtpp httwpwynpnipnit L mmwjhu quwhwnbne det4 mpdhp]}‘ w-
nwig wyn npnohsp hwoybnu: M, (R) onuljh A dmnphgh npnohsp, punn (2.5) pubw-
&tih, hptuhg tkpuyugunid £ R-h wmwppbph wpuwungpuyibph gnidwp: Lwth np
Judwyulw ¢:R - L hndnunpbhqd hwdwdwyutgus L onulnud gnidwpdwi b
puquuyunjudwt gnpsnnmipiniiubph tjundwdp, niukup.
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(p(detA) =@ ( Z Sgn(a)alo(l) ano(n)) = Z Sgn(a)¢(a16(1) anU(n))

OESp OESy

= Z Sgn(a)<p(ala(1)) w(ano(n)) = detQD(A):

OESy
Uwutwynpuybu, kpk npujku ¢ Jipgukup ¢, Unnnijjup wignidp, wyw

(5.12) @, (detA) = det g, (A) = detA,:

Lowlwljkip M, = n™2B™ tpk wydd Uklp Ykpgukup npkik p wwpq phy, npp
ghpuquignud L [detA| wpdbtpp (hul nu wnwig det A wpdbpt hpdwbwne hton k
wik] puwn 5.2.3 hknbiwlph Ykpgukng npbik p > M,), wuyu ¢p(det A) wipdbtph hw-
dwp nntinh muh htwnbyu) Gpptnpuipn
1. Juu detA npnphsp ny piuguuwlyut kb ¢, (det A) = det 4, putth np @, Unpnijjup

wigdwt dudwbwl det A-u hpkuhg wykih Uk p pyh Yypu pwdwibkihu nwhu b

det A Uhwignpy,

2. Qwu k| detA npnphsp pugwuwlub k b ¢, (detA) = detA + p, pmtith np detA-u

bptuhg Unnpnuyny wybih Uks p pdh Jpw pwdwibjhu wnwihu L detd +p
dtwgnpnp:

Uju Eplpinpuitipp B (2.5) hwjwuwpnipyniip Juy b unknémd Z, nupnnid
hwpJwé det A, Unnynijjup npnphsh B tpw detA twjuwwwnlbph dhobki: detA,
wpdtipp hwjwuwn £ jud detA-hu (kphk detA-u ny puguwuwlui k), jud k) hwjw-
uwp L detA + p gnudwpht (kpt det A-u puguuwljul k): Fuguuwljut bwjuwwun-
Ytpukph htn wnwowgnn wyu pupnnipjniup dbkup Jupnn tup opowgh] wyuytu,
htsybu nu wpkghtp 3.2.7 (Eddwynid jud 3.2.8 wignphpunud. tpt dkup Jkpgukup
M,, mpdtpp tplnt wqud gipuquugnn p, wyw det A kL det A + p wpdbtputpp hpw-
phg Yqubwqui]bu wyt hwpnwihpny, np npuighg wewehtip p/2-hg thnpp k huly
tpypnpnp p/2-hg Uks: Uw tpwbwlnid b, np bph dbip wwpq dngniji plunpbip
p > 2 - M, yujdutny], wmyu detA, Unnnijjup npnohsh detA twhiuwuwnljkpp k-
puljutiqim hwdwp whnp Ehudbdwnt) det 4, b p/2 wipdbpubpp. bpk det 4, < p/2,
wuw detA = det 4y, hulj tpk det A, > p/2, wyw det A = det 4, — p:

Zuuljuitiwgh E, np wju Uninkgdwt wpwknipiniip juywinud £ ipubnd, np 4,

dwwnphgh npnohsp dnpnijjup dbpnntbpny hwoybihu dbkup juntuwthnud Bup dp-
outiljju] wpdtipubph ninwgniuhg bt Yninnpwlutiph htwn gnpénnnipniuttphg:
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5.24 Uygnphpu (dunnphgh npnphsh hwpquwb dks wupg pifh wignphedp). Spdws
t A € M,,(Z) duwnphgp: Zwpyk tpw det A npnohsp:

1. A dmunphgh hwdwp hwoyklp tpw wwpptph pugupdwl wpdtputph B dwpuhp-
Unudp:

2. Unudwph putwdbing unwbwip |det A| wpdbph M, = n™2B™ {kpht ghwhwinw-
Yutp:
3. dkpgutup npkiik p wunq phy, npp pwdupupnid £ p > 2 - M, yquydwhi:

4. Cun p Unynuh hpwhwbwghkp @,: M, (Z) > M, (Z,) dnynuyup whgnidp b huy-
yblp ¢p(4) = Ap dwinphgp:

5. Zp nupnp Ypw hugbup A, tunnphgh det A, npnohsp:

6. Gph det 4, <p/2

7. nnipu qpkp det A = det Ay;

8. hujupwl nypnid

9. nnipu qpkup det4 = det A4, — p:

Uju wgnphpdt ntuh n-hg jupjws puquuunudughtt wmpugnipenil, npp jupk-
1h E ubpyuywuguty
0(n°(logn + log B)?)

pubiwdbiny: Uywgnygp, npp dkup pug kup pnnunud, wupnibwlnud £ p wupq pyp
Jurnigdutt hwjwbwubtujhtt pwbwdbt bt juydws E wupq pyYkph puphudwb
htwn:

5.25 Oppuwl. Zknbkywy dwwnphgh npnohsp hwpdbkup Funiuh wjwunuljwut dbpn-
nny b wyw UES wwpg pyh dEpnnny.

1 2 =2
A=|10 3 2 |
2 2 3

Zwgnpwipwip qpnjugiitiny wniikpp juinwbwip.
1 2 =2 12 =2
detA=det<0 3 2 )=det<0 3 2 ):25:
0 -2 7 0 0 25/3

Ujdd hwpytiup tny wpdtpp ks wupg pyh dbpngny:

M, = 33/2.3%3 =+/27 - 27 = 140,296 ...



5.2. Npnohsh hwpduwt dnynijyup dkpnnubkp 165

upkul, 2 - M, php gipuquiignn wowght wwpg phyu b p = 281: Niuwh.

1 2 279
Azgr = @25:(A)={0 3 2 |

2 2 3

Zwgnpwipwip qpnjugiikiny wnikpl pun dngnijh’ junwbwbp.

1 2 279 1 2 279
detAyg; =det[0 3 2 |=det[0 3 2 |=33 102 =25:

0 279 7 0 0 102

Utnud | wupgl] hwjutwljut puguuujut twhpwwywnltph hwpgp: Lwth np
25 < 281/2, wyw Yhpotiwub wuwwnwupwib b detd =25 (hwjwnwl withwyw-
uwpmipjniip mbnh Ynmibukbhwp, Ephk detA-u puguwuwlwt (hukp, b wyy ghuypnd
Uklip Juinwbughlip Jhpotuljub wwwnwuhuwbp' det A,q;-hg 281 hwlikyny):

Uunphgh npnohyp hwpykint hwgnpn wignphpidp qquithnpbt wjtih wpwg L
pwil dwwnphgh npnohsh hwpydwt Uks wupg pyh wignphpedp: Uju oguuuugnpénid k
npuw Uh pwtth Unnnijukph dnpnijjup wiugnidubph dkpnnubpp b dbwgputph dwuht
shtmljut phnpbdp, npnip bjupwuqpkghtp 5.1 uwpugpupnid:

Spyws A € My (Z) dwmwnphgh hwdwp Ugudwph pwuwdbing Ypyhtt hwodbtup
M,, = n™2B™ wipdtpp, npp Ytphtt quwhuinwljuit k |det A|-h hwdwp: 9kpgubip r hwn
wunq pytp wytyhuhp, np gpuitg wpinwgpup Epym wiquid gepuquiigh My, -p.

P Pr 22 My:

Zuwuwuwyh  np pun wyju wwupq dnnnijubphg nipupwisininh Yupny k phs hu-
dnplwughw wwhwwt) detA npnohsh dwmuht: Umiljuyt det 4y, , ..., det A, wpdbp-
utiph wdpnnenipniup pny) L nwhu Jikpwljutqul) det A wpdtpp: Lwth np py, ..., pr
pYEpR qniyq wn qnuq thnjuwnwpdwpwp ywupq kb, jupnn Gup Yhpwnk) 5.1.1 duwgp-
utiph dwuhb shtwjub ptnpkdt wdpnne pytph hwudwp. gnnipnit nith h € Z phy
uyuwhuht, np.

h = detA,, (mod p,),
(5.13)

h = detA,_ (mod p,),
pun npnud, Epk nphik ¢ phy tnyuwbu puwdupupnid L wyu hwdwlwupght, wyuw

t = h(mod p; -+ p,):
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Cun npnud, h-p Yupkh E hwpyt) puwn 5.1.7 wgnphpdh: (5.12) pwbwdtip hpunting
PRINN Py, ..., Py Unnnijubph Jpuw vinwbinud Eup, np det A-u tinywgbu puduwpupnud k
(5.13) hwdwljupght: ﬂL]’lhlﬁl‘ detA = h(mod p; -+ p,): U htunbyuy juyb t hwu-
nwnmd unwgdws h wpdtph G det A-h Upobi: Gph det A-t ny pugwuwlwi E, muw
h = det A, pwtp np bpt p; -+ pr pPhip sqipuquignng tplnt ny puguuwljus wdpnne
pYtp hpwp punpuunbh Bb wyn dnpnund, wyw bpwbp hpup hwjuuwp Bu:
Udtjht' h = detA < p, -+ p,/2: bulj kipk detA-u puguuwlwi b, wyw h = detA +

p1-Pr, pwth np detA-u —p; - p, pYhg ny thnpp pugmuwlfwb wipnng phy E
Uybiht h = detA +p; - pr > Py pr/2:

Uju tpyptnpuipp Juy L unbnénid pun 5.1.7 wgnphpuh hwyydws h wpdtph
kL det A npnohsh dhobi: det A wpdtpp hwwuwn k A-h, tpk h <p, -+ p,/2, br hujw-
uup b h —py - pp, bpl h > py oo pr /2

Uunugdws wignphpdt wykh wpwg , pwt twhunpyp: Ujt niith n-hg juudws
puquubunuduhlt wpugmipinil, npp Jupbh | akpuyugubp

0(n*log?(nB)(log?n + (loglog B)?))

pubiwdbiny: Upw wywgnygn b hkudmud & py, ..., p, wyupq pytph Juenigdwt hw-
Juuuutughtt pwbwdtitph Jpu:

5.2.6 Ujgnphpd (Uwwnphgh npnphsh hwpduwb thnpp wwpq pykph wignphpdp).
Spjus kA € M, (Z) dunphgp: Zugyk) ipw det A npnphyp:

1. A dwwnphgh hwdwp hwpytup tpw wnwpptph puguwpdwly wpdtputph B dwpup-

Unidp:

2. Unudwph putwdbing unwbwtp |det A| wpdbph M, = n™2B™ {kpht qiwhwinw-

Jutp:

3. dkpgutiup nptiik py, ..., pr wupq pYtp, npnup padupupnd b py --p, > 2 - M,

wuydwhi:

4.(i=0; i <7r; i+ +) wpdbpubph hudwp

5. puw p; Unnnijh hpuwbugukp @, : M, (Z) > My (Z,,) Unynujjup whgnidp b
hwpytup ¢, (4) = A,, dwnphgp:

6. Zp, ywpnnh Ypw hwpyklp 4,, twinphgh det 4, npnphyp:
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7. Cuwn 5.1.7 wjgnphpuh hwedbkup wju A phyp, npp pajupupnid k (5.13) hwdw-
Yunght:

8.Gpth<p;-p-/2

9. nnipu qpkup det A = h;

10. hwjunrwy nhypnid

11. mmipuqptupdetd =h —p; - p;:

5.2.7 Ophuwy. Ujdd hwpytp 5.2.5 ophtiwlhh

1 2 -2
A=(0 3 2
2 2 3

Uunnphgh npnzhsp thnpp Uks wupg ptph dkpngny: 4pyht
M, = 3%/2.3% =27 - 27 = 140,296 ...

dhpgubny htwnbywy snpu wupg pUtpp 2,3,5,11, tjuunnd kip, np npuig wp-
nunput wppht pauljutiwswth kS L.
2:3:5-11=330>2 M,

Lwnkup, np bpk npybu ynppnpn wupg phy Jepgukhtp 7-p, wyw wpnwgpyup
pujuiubwswth UkS skp huh, b dkup unhyyws Yihukhup tru vh wupq phy Jtpg-
ul: 2npu whquud Yhpwnkup Unnpnijjup wagnudubp b hwoykup dnnnijjup npnohy-

1 0 0
A; = ¢,(A) = (0 1 0>1
0 0 1

ubkpp.

Uhwtquuhg tptiinid £, np det 4; = 1: Ujunithbnbr.

1 2 1
A3 = @3(4) = (0 0 2):
2 2 0

Plpkup wulntumgduyhtt nkuph (kpYpnpy puymd gpojujutt mupphg juntuwtht-
10t hwdwp nknuhnfunid up mnnkpp).

1 2 0 1 2 0
detA; =det{0 0 2])=-—det{0 1 1|=-2=1:

011 0 0 2
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1 2 3
2 2 3

Gpnpnpn puygnud.

Plptup wulntbmgduyhtt mkuph.

1 2 3
detA5=det<0 3 2>=0:

0 3 2

Onppnpr puynid.

1 2 9
Ay = 91(4) = <0 3 2>5
2 2 3

Phpkup wulyjnitbmgduyhtt mkuph.

1 2 9 1 2 9
detA11=det<0 3 2>=det<0 3 2>=3:

0 9 7 0 0 1

Ujdd dbwgpbph dwuht 5.1.1 shtwlwh phnopbunyg quikup wyt d wdpnne phyp, npp
pujupupnid Ehtnbyu hadwlupghlt

d = 1(mod 2),
d = 1(mod 3),
d = 0(mod 5),

d = 3(mod 11),

bt npp wunwiund k Zszp onuljhtt: tw dkup hwoynid Lup unyu Yhpw, phuy 5.1.9
Jupdnipyniip: Pug panityny dwip hwoquplitpp d = 25: Ubnid £ hwdbdunby
unugyus 25 wpdtpp 330/2 wipdtiph htwn: Lwbth np 25 < 330/2, myw Ypetwlju
wuunuupwbl £ detd =25 (hwljurwl wthwjuwuwpnipmnitip wbnh Ynibuktwnp,
Epk detA-u pmgwuwlwt (hukp, Gt wyn phypnd dktup Junmwbwghtp Jepotmlfjut
wuwwnwupiwbp' 25-hg 330 hwukndy):

5.2.8 Thunmmpmnib. fipdus 5.2.4 kL 5.2.6 wgnphpdutpp dkup dbiwlbpybkghtp
wupnne nwppkpny dwwnphgubph hwdwp® stwyws wyuwpq E np gpup nwughnbuyg
dwwnphgubinh pu Yhpuebknt hwdwp puduiwi Edhuyb puquuyunll) dunphgp
hn pninp wwppbph hwjnwpupibph wdktwhnpp pughwinip pauqiuywnhyny:



5.3. Udkbwudks punhwimp pwdwbwpuph thnpp wupq pytph wignphpedp 169

529 Thungoipenit. Ppujwinud Suniuh depnngp puquuinudughtt wpugnipintl
niuh twbtr M, (Q), M, (R) tr M, (C) onuliutpnid: Uwljuyt ppu wuywugnygp wnkhath-
Juwtu wykih pupy L, put wyl, hy dkup pipkghup Unnpnijjup dkpnnubph Yhpwo-
dudp Jurnigws wignphpdubtph hwudwn:

53 Udbkuwdkd puinhwinip pudwbwpwph thnpp wupq pykpp wignphpdp

5.1 wuwpuwgpupnid pipdws punn vh pwh dnpnijubph hwodupyh dbpngubpp ju-
npnn Eu oquuugnpdyty 3.4 b 3.6 wwpwgpupubipnid Junnigws wdktwdbs punhw-
unip pudwwpuph hwydudwt wignphpdubpt nidbnugubint hwdwp:

Lwbth np wju wgnpphpdh Junnignidt wykih pupy k, pub ks qupq pyp wign-
nhpuh junnignidp, wmyw Wyniph wykih mynippubh gupdubne hwdwp ujukup
hwdbdwwnwpwp wunpq juinhpbphg: Lw, Bipunpkup, ph whwnp L Jhpuljutqut;
hus-np d(x) € Z[x] pwqUuiunud, npp hwdwp dkq hwynih £ gpu gnpswlhgubkph
pugupdwl] wpdtpubkph N Jkpht quwhwwnwlwup, bt wupq pytph hus-np wudbtpe
P1,D2s e Pier - hmgnpnujumpyut hudwp ukq npjus b d(x)-h @, (d(x)) =
dp,(x) & 5;(x) wuwnljkpubpp: Ujuintn Uklp oquiugnpénid kup s;(x) tpwbwlynudp,
npytuqh funtuwthkup «hunkpuh huinkpu» Wupmbwlnn dp, (x) tpwbwlmuhg, b
npybugh dbp wywbwlnidubpp wykh Unn (hukt 5.1 wuwpugpudh wbwlnid-
ubpht:

dhpguklp py, ..., px Wupq pYbp bk whqud Yhpunkip 5.1.1 phnpkdp’ npuybu
punpuundwt my, ..., m, Ungniubkp yEpgubnyg py, ..., px wpdbpubpp: Udkt wbqud
htppwlwt i = 1, ..., k huntipuh hwdwp vnwbwip wjuyhuh vh n; phy, np.

n; = 0(mod p,),
(5.14) n; = 1(mod py),
n; = 0(mod py),

i =1,.., k: Cunwyu n; pYbph b pun nipdus s; (x) puquuibgudubph junmghup

(5.15) S) = Spyp () E g 51(x) 4+ 1y - sk (%) € Z[x]
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gnuiwpp (hwdwnnunmpyut hwdwp wuydwbwynpdtup S(x)-h hugbpunid qpky
P1, -, Pr YRR Uhuyt wyb nphwpnid, kpp withpwdbow Yihuh otowk) npuip): Gph
wupq pYtph puqunippiip owbwlbup P = {py, ..., P}, wyu Lpphdt hwpdwp &
qpl bwb Sp(x) = Sp,,..p, (%):

Lwtih np puquunudutph gnidupdwt dudwtwl gnpswljhgubpp gnidwpynid
ki punn hwdwywnwujuwt wunhgubbph, wyw wwpg £ np (5.15) gnudwpnid jni-
pupwlynip x/-h gnpswlhgp th phy b npp p; dngnyny pungpunbih bos(x)
puquuinuunid x/-h gnpdwlght: Lowtwnmd E, np judwjwlwiy p;-h hwdwp
i=1..,k) S(x) t d(x) pwuquuinudutpp hwjuuwp o pun p; Udnpnyh
¢p,(d()) = @y, (SCO):

Lowtwlkup m = p; -+ pp br wuypdwbwnpybp juduwyulub f(x) = agx™ + - +
a, puquuinuuh hudwp £, (x)-ng tywhwll] wt puquuingudp, npp vnugynd &
frn ()-h poynp gnpdwlhgubpp «puin m dnnnijh ghnwplkihus, wjuhtph’

fn(X) = @m(@o)x™ + - + g(an) € Z[x],

npubn @ @i Z = Z, pyuht onuijutph hndnunpbhqut k (nku bhwbl 1.2 ww-
pugpudp): Vjunklp, np dklip sthup Jwpnn wwpquugbu gpby fin () = ¢ (F(0),
hwdwnbiny, np @0 @n: Z[x] = Zy,[x] paquutnudwht onuljutinh hndndnpdhqu
E, pwtth np pununpuy m-h hwdwp Z,, onuyh ypw Z,,[x] puquuunuduhtt onuy
uwhdwbdws sk (Z,, onuijtt wdpnnonipjut mhpnyp sk): Rutth np £, (x) puqiuingw-
Up f(x)-hg muppkpymu E dhuyl dp pwh’ m-h Ypuw pudwiynng gnudwpbjhitpn,
npntp qpojutnid &b @, Z[x] = Zp,[x] dnnnijjup wigdwt dudwiwy (hhpkup, np
m i p;), wyu f(x) b firr (x) puquubiqudubpl ¢, Unpnijjup wigdwb dudwbwly ni-
bkt Uhbrunyt wuwwnlkpp: Mppbdi.

o (dm() = 9p,(d()) = 9y (SCI) = 0y, (S (),
i=1,..,k: U.]ullhph‘ d(x) tr S(x) puquuunudubpp, «puin m dngnijh ghuwplbnmg
htwnn» mubkb unyb s;(x) wwnlbpubpp: Cun 5.1.1 phnptdh Gphpopng wingdwd,
{0,1, ...,m — 1} puquUnipjut Uk Yuw dhuyt dh phy, npp puupupnid k (5.1) hwdw-
Jupght: Yhpwekng nqu puquuiunudubph jmpupwbymp gnpsuljgh 1]_[1u1‘ unu-
unud tlup, np dp, (x) = S, (x):
5.3.1 Opptuwy. dkpgukup d(x) =5x* —7x — 11 ke k = 2, p; = 3, p, = 5: Uy nhy-
pmU d3(x) =s;(x) =2x% +2x + 1 t dg(x) = s,(x) = 3x + 4: Zkon Lk Eyjhnkup
punhwtpugué wignphpuny hwoyty (5.14) hwdwlupghtt pujupupnn ny L n,
pytpp: n; = 10 ta n, = 6: U nhwgpnid



5.3. Udkbwudks punhwimp pwdwbwpuph thnpp wupq pytph wignphpedp 171

S(x) = S35(x) =ng - 51(x) + 1y - 5,(x) =10(2x%* +2x + 1) + 6(3x + 4)
= 20x? + 38x + 34:

Puwlthnpm=p; -p, =3-5=15 wyu Sp,(x) = S35(x) = 5x? + 8x + 4: Ujniu Ynn-
Uhg, di (%) = dy5(x) = 5x2 + 8x + 4: Ujuhtipl, hufuyby, dyy (x) = Sy (x):

Unugquws d,, (x) = S, (%) hwjuuwupnipniip twhwbiynd b s;(x) puqlutgud-
ukph dhongny d(x) puwquuunuuh Jhpujuiqudwt ninhti: 9Epgubip wjipw swn
P1, -, P Wupq pYkn, np m = p; -+ pp, wpuugpunp Ukd 1huh 2N-hg: Uju nliypnud
d(x) b dy,(x) puquutnudubph ponp o8 puguuwiwi qgnpsuljhgutpp Jhudpily-
ukl, pwth np npuip thnpp b N-hg, bt m unnnyny nhwnwplythu sk thnpugnud:
Tpuip thnpp hihukl bwbe m/2-hg, puth np m > 2N: buly d (x)-h npbk paguuwmlui
gqnpsuljhg m dnynyny nhnwpldbjhu gpub wupquwbu Ygndwpdh m: Uyuhbpl
d(x)-p puguuuljub gnpsuljhgubphtt hwdwywinwupwind &u dyy, (x)-h wyt gnp-
Sdwlhgukpp, npntp UkS ku m/2-hg:

Uwnwugynud E d(x)-h Jhipujuiqudwt hbnbyw) tnuwbwlp: dEpgubup judwjw-
Yut py, ..., pr pUYtp, npnug hwdwp m = p; -+ px > 2N, wyu (5.15) pwtwdbing juw-
nmghklp S(x) = Sy, . p, (X) puquubnudp: dpw pninp gnpswlhgubpp pun m dnynih
I}l’lmmpllhlnq_‘ unwbwbp Sy, (x) = dpy, (x) puqUutgudp: buly dp, (x)-hg d(x) puqlui-
nulp Jhpujuiqubint hwdwp m-ng thnppugkip npu pnnp wjt gnpéwihgukpp,
npnup Uks ku m/2-hg:

5.3.2 Opptuwl. Yhpwnkip wju ubntp 3.1.1 ophtwlh d(x) = 5x% — 7x — 11 pwg-
dwbtnuuh hwdwp: Uy ghypod N = max{5, |-7|,|-11|} = 11: dkpgutup k = 3,
p1=3, p,=5 p3=7 tt m=3-5-7=105>2-11: Uy nhypmd s;(x) = 2x2 +
2x + 1, s;(x) =3x+4, s3(x) =5x? +3: EYyjhntuph piphwipugyws wignphpdny
hwoytp (5.14) hwdwjupghtt pujupwpnn ny, n, b ng pytpp:ny = —35,n, =21t
nz = 15: Uy nliypnud.

S(x) = S357,(x) = =35(2x% + 2x + 1) + 21(3x + 4) + 15(5x% + 3)
=5x% — 7x + 94:
Pwlh np m =105, wyw S,,(x) = S15(x) = 5x% + 98x + 94: Upw qnpdujhgltipp
hwdbdwwnbup m/2 = 105/2 = 52.5 wpdbph htu: Lwth np Sip5(x) puquuwunudh

Jtpohtt kplnt gnpdwlhgubpp dks Lu 52.5-hg, wyw npuughg hwukup 105: Unw-
unwd kup d(x) puquunuuh £oqphwn yEpujuiqunidp.

d(x) = 5x%2 + (98 — 105)x + (94 — 105) = 5x2? — 7x — 11:
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5.3.3 dYwpdmpinib. NMwpq pytph py, ..., pr pUnpnipniup, hhwpyt, dhwlp sk: vw-
funpny ophtiwynud dkp wupquutu Jkpgphup wowghti wwipg pytpp, npnup qniyq
skl B npniig wpuugpyuyp 2 - 11-hg Uks k: pwbp kpkp hwwn Ehu: dbpguty p; =5,
p, =7 wupq pytpp Lt hwyduplp nmwbl] npuig hwdwp: &hon yuwnwuppwip
Epuwohiwynpws k, ppwthnpm =5-7=35>2-11:

5.3.4 TYhwungoipenit. Uklp fjuntuwthbghp p = 2 qnuyq wupq pyhg, npytuqh m/2
wpdbpp wupnng phy sthuh: Ujjuybku Sy, (x)-h npng gnpswyhgubp fwpnn thi hw-
Juuwnp 1huk) m/2-h: Uju wuwpugpubh wignphpuh hkn wpppmwnbint npny thnpdw-
nnipjnit dknp phpkjnig htwnn Jupbih  woluwnt)] bwkt p = 2 yupq Unpniny, pw-
uh np m/2-h hunjwuwp gnpdwyhgukph ntwpp opowghip ndjup sk:

535 Ninghp. buy nbup Junwbw Ukp phpus Yubnbp, kpk dhwiquidhg Ykpgubp
Ukl hun p; > 2 - N wqupg ph: Ujupliph k = 1:

Ujdd up thnpp pupnugubup wuydwbbbpp: Gupwunpkip.

1) dkq hwyuntih sk N wpdtpp, uvwuyt hwpntp &, np npnubih d(x) puquubngudp dkq
wppkt npdus f(x) e g(x) yphdhnpy puqdwingudubph wdbbwdbs pughw-
unip pudwbwpupt k,

2) wupq pykph py, .., Pro - hwonpnujwtnipjut hwdwp wpdws s;(x) puquub-
nudubtph dwuht nibkup wybih poy) gquydwi: Fpubg dwuhtt hwpnth k oy ph
wjly, np npuitip d(x)-h yunnlpbp &b, wy) dhuyh wyb, np gpuitip d(x)-h huy-np
e - d(x) uupup wunhih gquulkpukp kb, npuky e-t wthwjn k, puyg niukup
npw wpdbph le| € E ghwhwunwljubp:

‘Lwjunpr jupnignidubipp vh thopp lhmlln]uh[nq‘ Ukup Jupnn Lup Epuljubqul)
d(x) puquubnuulp, tpk hwpnth Eu f(x), g(x), s;(x) puquuinudutpp (i = 1,2,...)
b E quwhwwnwljuip: bujuybu, puwn 3.1.8 htwnbiwbph (3.3) pmuwdbtih, Jupbkh k
d(x)-h gqnpdwljhgutph dngnijubph hwdwp npybu Jiphtt ghwhwnwljui Jtpguby
Nf g wipdtipp: Lwitith np s;(x) puquuinudubpp e - d(x)-h yuunljkptbp Bb, wopw,
hudwpbind N = E - N¢ 4 b1 kpgubny

plpk>2N=2ENf,g
wuwjlwiht pudwpwupnng py, ..., pe Wupq pybp, dkup Jupnn bup Ypluby Jpp php-
Jws puyibpp b vnnwbwg S(x) G S, (x) puquutnudubpp (qupdju) m = p; ... pg):

Sm(x)-hg Jupkih t Jkpulwiquly) e - d(x) puquuwinudp, npp, vwluyl, ghe d(x)-n
sk (e-t wmthuyun k Utq): Cuwn 2.6.9 htnbiwtiph, d(x)-p wphuhwnpy k, ntunh upbkh b
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Ykpuljwiqit) wyt npybu dbp uvnwugus e - d(x) puquubnuuh wphuhnh] dwup’
d(x) = pp(e - d(x)): Uuhtiptr’ f(x), g(x) puquuinulph yphihnhynipymip dtq
poyl E viuhu d(x)-t bwh «kpuutqul] e ujupup wpnwugphsh onnipjundpy,
wyw wquunyk) wyy wpnwnphshg epuwigifws puquwinudh wphihuhy do-
uhl wugubkint dhongny:

Ujdd wmligubkup s;(x), i = 1,2, ... puquuwtgudubph b E ghwhwnwljuith junnig-
dwip pun wpdud £(x) b g(x) wphuhnhy] puquubnuditph: Pasybu wkuwbp 3.4
wuwpwugpudnid (fwubwynpuwbu, 3.4.2 opptwynid), npdwsd p; wupg pyh hwdwp
fo,; (%), gp,(x) puquutinultkph Unnnijjun z;(x) = (fpl.(x), gpl.(x)) wdbkbwdbs puy-
hwimp pudwbwpupp, npp Elyhnbuh wignphpuny htgwn thwpdty Zp, [x] TYihy-
jwt onunid, upnn k pughwipuybu shwinhuwbw d(x)-h qunybpp. wyb jupnn
E wiphyphuy 1hul] jud bpu wunhdwip Yupnn b wdbh pupdp (hul), put d(x)-h
wuwnhguih b

2.7.6 (kddwt Yhpwnkind K = Z, nupwnh nkyph hwdwp, ntukup, np Z, [x] ogufh
f(x), g(x) ns qpuyujut puquunuuttph d(x) pughwinip pudwbwpunpp tputg
wdbiwdks pughwiniy pudwbwpunt Euyt b dhuyb wyb ghwpnud, Epp d(x)-h wu-
nhdwtp wyy puqUuinudutph pughwinip pudwbwpupubnh wunhdwuubph dwp-
uhunudt k:

Bupunptp Ukq wppt hwgnnyby b plunpl) wytghuh py, -, pe wupg pybp,
npnig hwdwp degz;(x) = deg (fpi(x),gpi(x)) = degd(x): Cuw phy wnwg upqudh,
uw wywhwlynud L, np s;(x) puquubngudubpp upnn Bup npnul) ¢; - z;(x) wkupny:
t; € Zp, ujupyup wpuwnphsh nipp pugwnpyusé £ 3.4.1 phunnnipjub & 3.4.2
opptwlh uky. Z[x] onulinid vhwl hwlwrnupdbih mwppkph ko 1, -1 pdkpp, ntunh
d(x) wdkbwdks pughwinip padwtwpupp npnoynud E dhuye bpwh £onntpyudp:
buly Z,[x] onulnid hwjunupdbih £ judwjulub ny qpojuljub phy: Qwunh Z, [x]
onuymu f, (x), gp,(x) puquuinudbtph wdkbwdts punhwinip pudwbwpup k
twtt z;(x)-h judwywlub ¢; - z;(x) quwnhlp (¢ # 0):

t; wpdtpp Yupkih k npnoty htnbyw) Yepy: Gupugptup f(x), g(x) puquui-
nudttph wjwg gonpdwlhgubpt by, hwdwywunwupiwbwpwp, ag, by pPYLpp:
Lowtwlkup w = (ag, bp): Cunn 3.4.6 (hdduyh, btpk p;tw, wyu dhon
deg (fp(x),gp(x)) > degd(x): Gpk p; t w, myu ¢, Unpnijjup wigdwb dudwbuly
skl thnthnfudnud ny w-t b ng By d(x)-h ¢ wmjuq gnpswlhgp (pwth np Z[x] onuynud
-1 pUny pwquuuuunlnudp sh wqpnid pwdwbbjhnipjutt Ypw, Ywpnn bGup
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hufwpky, np f(x), g(x), d(x) puquubnuittph wjwg gnpswlhgubpp ppuljub
El): Mipkdt, tpk whqud sqghnbup ¢ wjwg gnpéwlhgp, dkq hwjnuh &, np wy
wpdbpubph w/cy hwpwpbkpnipniup sh thnjuymd @, : Z[x] - Z, [x] dnpnijup wbg-
dwl dudwbwly: Bph ¢t;-u ptnpkup wytybu, np s;(x) = ¢; - z;(x) yunhlh wjwg qonp-
dwlhgp p; Unymm] hujwuwp (hth w-h, wyw Jupbih Ewnk, np s;(x)-p hwbnp-
uwind £ d(x)-h hus-np e - d(x) uupup yunhljh yqunlkp, npntn e-ut wthwyun E,
puyg niubktp npw wpdbph le] < w/cy £ w quuwhwwnwlwip: Lowbwlkip £ =w
Jhpuluiqukup d(x)-p wppkt phpyws tnutwyny. Jepgukp wyipwt swwn py, ..., pi
pUbp (p; + w), np puwipupdh
P1Pk>2-N=2-E-Npg

wyuydwbp: Cunt py, ..., pr Ungnijubph unnigkup n; pykpp b z;(x) o s;(x) puqlub-
nuudubkpp: Fpwig dhongny Junnigkup S(x) L Sy, (x) puquuinudubpp: Yhpuljuig-
uklp e - d(x) puquuiinuup kL uvnwbwbp d(x) = pp(e -d (x)):

5.3.6 Oppuwl. Zknbtyw] puquuinuutbpp dkup wju yupugpudnid nhnwpltnt
kup Uh pulih whqud wignphpuh wwppbkp puybp dkhiwpuikng pipugpnd.
f(x) = 28x3 + 216x? — 193x — 51,

(5.16)
g(x) = 8x3 + 78x% + 33x — 442:

f(2), g(x) puquuituititpp wphuhinp ki: Cun p; = 7 ungouh §oikbubp
91(f() = f(x) = 6x* +3x +5,

(5.17)
@7(9(36)) =g,(x) = x3 4+ x%+5x+6:

Zkow | uwninighy, np z;(x) = 5x + 4 € Z,[x] puquuunudp f(x), g,(x) qniygh wuk-
twdks punhwinip pudwbwpupttphg Ukl b Unie Ynndhg, ngpu 5 wjwg gnpéw-
Yhgp sh pudwunid 28 L 8 wjwq gnpswljhgubpp: Niptdl, z; (x) puquuinudp f(x),
g(x) puquuiqudutph ny dh pughwinip pudwbwpuph wuwnlkp sh hwighuwbw:
Puwlih np w = (28,8) = 4, wyw (f(x), g(x))-h wjug gnpswyhgp whwh thtth 4-h
npbiik pwdwbwpup (£4, £2, +1 pytphg dkyp): 5x + 4 puquuunud puwn 7 dnngnijh
puqUuyunln] t; = 5+ 4 = 5 € Z; pyny, junwbwip
s;(x) =5GBx+4)=4x+6

pinhwinip pudwbwpupp: Puywbu htin Junmgkbp 5.3.14 ophtwlynid, (f(x),
g(x)) = 2x + 17: Lwlh np ¢;(2x + 17) = 2x + 3, wkulinud kup, np Ybpp unwgfus
4x 4+ 6 = e - (2x + 3) puquuinguup 2x + 3 = pp(2x + 3) wphuhunhy puquuinuuh
wwwnhlb E Ypw gundunp hwuutwh b (F(x), g(x))-h wjwq gqnpdulhgp 4-h
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pudwtwpup k, dhtsptn dkup 5x + 4 puquuunudp puquuyunltghup wyiuhup
uh t; pYny, np unwbwbp (7 Unyniny) 4-htt fphunn hwjuuwp wjwq gnpswljhg: Ni-
nptdl, ¢ (5x + 4) mpuwnpuyp, Epk 2x + 3 puquutnuup sk, wyw npu ywwwnhl t:

busywytu mbutind Bup, d(x)-h Jepujuiqudwt gpbpt ponp puy kpt wpdws b
Uhwly pug dtwgwé hwpgu wyu k, ph hhzu.lhnu quukup py, ..., px, ... yqupq pYLp,
npnig hwdwp deg z;(x) = degd(x): Uiy pytiph huynbwpbpdwb tpubwlp hwbghjm
E wjiwhuh p; wupq pYtph ptbwpduip, pun npnig hwpdyng z;(x)-h wunhgub-
utipp quuynyg wybih nt wdth thopp b quntnwd, dhtgke jhuduwuwpygbi deg d(x)-hi:

f(), g(x) € Z[x] (yppuhwnpy]) puquubnudttph hwdwp Jtpgubup judwyw-
Yt py Yk wwpq phy, npp sh pudwtnud npuiighg gnuk Ukl wijwg gnpswljhgp,
wjuhliptl' p; + w: Yunupkip @p, wlgniip b hwpyklp s;(x) = t; - z; (x) wpnunpyu-
I npuiky ti-U phnpdus | wywybu, np s; (x)-h wjwug gnpswlhgp p; Udnngniyny hw-
Juuwnp 1hth w-h: Uk wwupq pyhg punjuguws {p;} puqunipjub hwdwp, hwujw-
twih E Ynbkiwbp ny =1 & S(x) = Sp, (x) = 1 5p, (x): Uyu hwpdkup S, (x) pug-
dwinuup & Jhpuubqubiup e-d(x) puquuigudp: Zwpydtip pgpu d(x) =
pp(e - d(x)) yphuhnpy dwup: Unnighp wprynp d(x)-b pudwin’d k £(x), g(x)
puqUuimudikpp: Gpk wyn, wwyw JEpghuluh wwnwuhwbh k (£(x), g(x)) = d(x),
pwih np, puwn 2.7.3 (Eddwgh, yphthwnhy puquuinuditph wdktwpupdp wunhdw-
uh pughwnip pudwbwpupp twbe nputg wdkiwdEs punhwingp pudwbwpupi k:
buly tpk d(x) t f(x) Jud d(x) + g(x), wuw Jtpgukp vh wy p; +w wupq phy,
Juwnwpkup ¢, wignup ki hwpdkup z,(x)-p: Zudkdwinkup degz,(x) ki degz; (x)
wumhdwtbpp: Zbwpwynp Eu tpkp nhwphp.

w. Gph degz,(x) > degz;(x), myu p,-p wyuyhuh vh dngniy & punn nph hwy-
Jhhu uinwgyny z,(x) wdktwdks pughwinip pudwbwpupt «udbih htenw E npn-
ukih (f(x), 9(x)) yunwupiwihg, put z; (x)-p (wyh hdwuwnny, np jpu wunhgwih
wykih pun E nwppkpynud (£ (x), g(x))-h wuwnh&uihg): Qunuljh winkukip p,-h
uyu wpdbpp, kL po-h hwdwp Jepgubup vh wy wupq wpdbp:

p. Gpt degz,(x) = degz; (x), wmyw puwn {p,p,} qnygh Junmgkup Jtpp todus
oduttiyuly S(x) = S, ,, (x) puquwinwup b hwpykip d(x) = pp(e - d(x)) yphuhwnhy
Uwup: Bpl f(x), g(x) i d(x), wyu (f(x),g(x)) =d(x), puuh np degd(x) =
deg S(x) = degz,(x) = deg(f(x), g(x)): Zwlwnwl nhypnid, wwhwywbkny p;,p,
wpdtpubpp, Ytpgubp ku dh inp ps + w wupg ph, b Yplubup puyp gpuhwdwp:
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q. Bph deg z,(x) < degz; (x), wmyuw uw wpwhwynud k, np dpbs wydd dbp nhunwp-
Jwd z(x) puquuinudt wkh pupdp wunh§wih b bnky, pub (£(x), g(x))-p, b
uydd dkq hwennyk] t quuaky Up Dy puwn nph hwpybjhu unwgyny z,(x) dngnijjup
wikbudbs piphwinip pudwiwpupl «adbih dnwns b npnubkh (F(x), 9(x)) ww-
nwujuwhl, pwl z;(x)-p: Uju ghypnid whnbkubkup p;-h hhtt wpdtpp, hwdwpkup
P1 = P2, b hwpupyp Jtpufubip wyu tinp p;-h hudwp:

5.3.7 Oppuwy. Ypyht nhwnwplkup (5.16) puquubnudutpp b dngnijjup wagnida
hpwlwwgutup pun p, = 3 wmpdbph:

3(f() = fs(x) = x° + 2x,

(5.18)
03(9(x)) = gs(x) = 2x% + 2:

Zbhow k hwoyby, np z,(x) = 2x + 2: Rwth np wjwg gnpdwljhgp 2 L, nibikup
t, =4/2=2: BL 5,(x) =2-2,(x) =4x + 4 = x + 1(mod 3): Lwbh np degz,(x) =
degz,(x), wmyuw niukup phs wnwye phpdws wypnnpwiph Eplpnpg nhypp b dkup
{7,3} qnuygh hwdwp Jupny Lup Junnigh] wyt odwinul puquuigudubtpp, npnup
uwhdwytghtt phy wnwy: Hpwtp hwoybnt hwdwp dbkq whwnp b wyuyhuh ny,n,
pUER, np ng = 1(mod 7), ny = 0(mod 3) kL n, = 0(mod 7), n, = 1(mod 3): Uynuyhup
ptp htiown £ hwoyky puwn 5.1.7 wgnphpih: Ophtwly ny = —6 ki n, = 7: Miuklp.

S73(x) =ny -s1(x) +ny - 5,(x) = —6(4x+6) + 7(x + 1) = —17x — 29 € Z[x]

b Sy (%) = S21(x) = 4x + 13: Lwlh np wyu puquwtguuh kpypnpy qgnpswlhgp Ubks &
m/2 = 21/2 -hg, myu e - d(x) = 4x + (13 — 21) = 4x — 8: Uu yphuhnhy puqiub-
nud sk b d(x) = pp(e - d(x)) = pp(4x — 8) = x — 2: Zkow k hwpyl), np unwgyws
wpniupp sh pudwunid, ophtiwy, f(x)-p: Nrunh d(x) puquuinudp ke sh Jepw-
Jubququsd:

dhpununuwip wignpphpdh jurnigdwt ypnghuhti: Mupq pytph punpnipniap
owpniljtlp hunnighwyny. &pk py, ..., P Wwpq pytph hwdwp puytpt wpnk
wpws kb, wyw plnpbkip dh inp piyq t w wupg phy, b pugp junwpbip npu
hudwp: Cun phipdus bpkp wyplnpubipbiiph’ fud pey -t whnp £ gkl thngh, jud
wjtt whwnh wlbjuglh wwpq pybph py, .., px gubyhl (ke dkup whnp £ hwoykup
d(x) = pp(e - d(x)) yphuhwnhy] dwub nt unnigklp wpnnp wyh pudwtind k£ (x),
g(x) puquutnudutpp), yuwd & whunp E wtnkukip dhiy wydd ogunuugnpdyws pnjnp
P1, - P PYERL, nL ypngkup unphg Ypuljubip p; = pi41 wpdtiph hudwnp:
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Lwbh np w-t spumdwting wupq pytph pwbwlju widkpe k, Jupnn Gup wigkpe
owpnibiwml b wyu puybkpp: 8nyg wwtp, np Ykpowynp puybphg hbwnn wjt wpphu
Lhwiqkguh npnikh (£(x), g(x)) qunwuwbhi:

Pusytu nkgniynnutinh hwwnynipiniuinhg oquytiny wuywugnigk) tup 3.4 yuw-
pugpudnid, npus f(x), g(x) puquuinudutph hwdwp jub pugudbup Jpow-
Unp pwbwlynipjudp p wupq pytkp, npnig hwdwp (£(x), g(x)) wdkiwdkd pinhw-
unip pudwbwpupp wwppkp k¢ - ( fo (), 9p (x)) Unnnijjup wdktwdbs pughwbnip
pudwtwpwph wyt twpwyuwnlbnhg, npp junnigynd £ 3.2.8 wgnphpuh dhengny:
Niunp pudujutuywt Ukd pryq + w wupq pyh hwdwp dkup Ynruktwp

deg 241 (x) = deg(f (), g(x)):

Uuhtipt Jtpp tpJwd wyjptunpwitiph bppnpy ghugpp dhwyt Yipewnp wiqud u-
pnn E hwinhwby. dkup dhwyt dh puth whqud jupnn Eunhyquws (hukup Jepuljub-
[0t wpnghup py = pis+s wpdbph hundwp, puyg Jun ph nip jhuubbip deg(f(x), g(x)
wipdbiphl, nphg ubpptt wybiu skup houh, pwth np pryq t w: bull Gpk hwenpy
Pr+1 1 w wpdliptt wybkjugutijhu muktwbp wyptnpuiph wpwehtt ntupp, wyu
wupquubku whnbubup wyy peyq

Zudwpbp, np wpnkt hwuby Gup wyuwhup P = {py, ..., pr} Wupq pytph, np hw-
o1} Prey1 + W wipdtipt wykjugubihu nikp wyptnpuitiph dhwyb Eplypnpny nhwpp,
Jud b (JEpouynp whqud) wnweht nhwpp, npp Ukq sh pwbqupniud hwdwpk), np
m = py - pr wpuyput whytpne wdnud b dwn pk niy Yntutbwbp m = p; - pp >
2-N =2-E - Ny g Upn ghypnid hwpyupljus d(x) = pp(e - d(x)) wyphuhnhy dwub
wiywydwt hujuuwp k £(x), g(x) yphthnh] puquuimuditph (£(x), g(x)) udt-
bwdks punhwtnip pwdwbwpunpht:

bul] jwduwyulwt f(x), g(x) puquuinudibph ntypp Jupkh b honmpudp

hwqtgut] twhnpy nhwpht wjb dkpngny, np wpnkt Yhpwunk) Gup 3.4 wwpugpw-
dnud: Puquubinudubpp ukpluyugibip

fG) = cont(f(x)) pp(f(x)),  g(x) = cont(g(x)) pp(9(x))

wibupny b1 ipwinalyklp = (cont(f (x)), cont(g(x))): Lwith np wyu praquwbmunt-
nh cont(f(x)) b cont(g(x)) pnywbnuynipinitkpp npnoynid b tpwith £ownnip-
jup, wpwig piphwipnipniip whintne hudwnpkip, np pp(£(x)), pp(g(x)) pug-
dwhnultbph wjuq qnpswlhgibpp ppugut b Ypwtg (pp(F(x), pp(g(x)))
wikiudks piiphwinip pudwtwpupp Jupkih k quitk) d(x) = pp(e - d(x)) nkupnd,
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b Jhipptiujut ywnwupuwip (puun 2.6.8 Quniup Eddugh b tpw 2.6.9 b 2.6.16
htwnbiwuputph) vnwbw] nputiu

(FG,9(0)) =7+ (pp(F()),pP(9 () ) = - pp(e - d(x)):

5.3.8 Thumnmpnib. p; wupq pYtph phnpnipiut wju Epubwyp nitah dh hwdbjug
wnwyknipinil: Uyt dkq pny) Ewnwhu opowtghy Jtpp junnigyus wgnphpuh npny
puybp: Uktp Yuphp snitkup hwoyknt Ny, bu E wapdbplbpp: Ywphp snibibtp bwb

dvhwiquuhg nhuwpybnt wjpwtt swwn py,...,px wwpq pyYkp, npnug hwdwp
m=pypg>2-N=2-EF-Npg bPujuwbu, wgnphpdp wohwnmd k bwp Jdky,
www tplne, pkp, byt hwn wwupg pytph htwn: depetwljut unnygq r - pp(e . d(x))
wwwnwuppiwbp Jupnn b unwugdl) whqud bwjupwb py ope > 2 E - Ne g wipdbipht
hwutbkp: YUnuypbn pughpubkpnud, npytu fuint, hkug wnwhu b vnwugynid t:

Ukup wppbt yuwwpwuwn bup dbrwlbpuybint wignphpdp, vwuytt dhiy wyy
wuwpqkgukup npw pwykphg bu dkhp: Lhwwnktp, np Sy, o, pp., (0) puquuiipudp
Yunnighihu Yuphp siw hwpkint pnpnp ny, ..., Nesq pYERR, puith np Sy, 4y, (0
puquubnuup hwpytihu Yupbih koqudby wpnkt hwpdqws S, 4, () puquutinw-
uhg: bpnp, dawgpubph dwuht shtwljwb phnptdng quukup wytyhup dh ngeq, ngyq
pyuwqnijg, np

N1 = 1(mod Pieys), Mgeys = 0(mod py - pye),

Ny = 0(mod piyq), Nyyq = 1(mod py -+ py)
kL Ytpgukup
(519) Spl,...,pk,pk+1(x) = nlt+1 ' Spl,...,pk(x) + Ngyq - 5k+1(x):
Zhow t unnigly, np

Sprepioprss () = Miert * Sier1(X) = Spep (x) (mod Py 1):
bul tpp i € P = {py, ..., P}, mym
Sprtiepicss ) = Mieyr * Spy,p () = Sp, 1, () = 5:(x) (mod py):

Lwlih np hwonpy S, (x) odwinuil] puquuinuuh gnpswlhgikpp hwpddnd ki pun
M = Dy, wuv) P Pre+1 Unnifh, wmyu uyn puquuiiiqudh hwoydwt dudwwl dhtirtungt
wpniupp Juunwbwip hsyhu (5.15) pwbwdbing, wjhybu tp (5.19) pwtwdbing
hwpyynn S, 5ok, (0 puquutinudt ogunnugnpskiny: (5.19) pwtwdkih wignphp-
dwjwb wnwybjmpjnitubpt wy kb, np dbhwgpubph dwupt shutwfwb ptnptdp Yh-
punyniwd k dhuy Epyne (wy) ny k + 1 hwwn) dognyjutiph hwdwp B, gputthg pugh,
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twjunpn puynud hwgydus S, (x) puquutnult ogunugnpsynud £ hwgnpr puy-

1Pk

10 Sp,...prprs, X) Puuquutinuth unnigdwh dky:

5.3.9 Thungnipymibu. Uwnnpbr dbiwfbpuydws 5.3.10 wignphpunid dbkup oquw-
gnpdbkm up S, 5, (x) puquubnudh jurnigdwl kplpnpn, wybkih jupd bnubw-
Un (6.19) pwtwdbih ogunipjudp: Unjuyu wykikh nip 5.3.14 ophttwlnid dktp Yhpw-
nkynt kup kplnt knwbwlibpl b npuig mwppbpnipniup gnyg twnt hwdwp:

it kpykup Ubp junnigws wignphpudp.

5.3.10 Ujgnpphpd (wdbbwdtd punhwimip pwdwtwpwph hwoydwi thnpp wwupq

pUtph Ukpnnp). Spws tu f(x), g(x) € Z[x] ny qpuyujut puquuigudubpp: Zuy-
yt tpwig (F(x), g(x)) wukbwdks pinhwinip pudwbwpupp:

1. f(x), g(x) puquuunudiutph hwdwp BJYjhnkup wignpppedny hwpdkup bpwbg
cont(f(x)) ku cont(g(x)) pnjuinuynipiniuikpp: tpwibg tpwhubkph phnpkup wyb-

wbu, np £(x)/ cont(f (x)) = pp(f(x)) k. g(x)/ cont(g(x)) = pp(g(x)) hwpupkpnip-
miuttinh wjwg gnpswlhgubpp npuljut (huk:

2. Eayihnbub wignphpuny hupgkip r = (cont(f(x)), cont(g(x))) wikbunlbd plsy-
hwunip pudwiwpupp:

3. Lowiljklp f(x) = pp(f (x)) k1 g(x) = pp(g(x)):

4. ap-ny wywbwlkup f(x)-h wduq gnpduljhgp, bo-ny wpwbwlkup g(x)-h wjug
gnpéwijhgp (qpubp npuljub kb pun dkp junnigdwi):

5. BJyihntuph wignphpuny hwodtup w = (ag, by) npujut wdktudts punhwunip
pudwbiwpupp:

6. Lowwkup k = 1:

7. ‘Lwunpn puy ipnid sogunugnpdyws npbick py + w wupq pyh hwdwp vwhdwkup
P = {pi} puqumpjnitp:

8. ¢p, Unnnijjuip whgnid hpuljwwgukp pun py Unnnijh b hwpykp f(x), g(x) €
Z[x] puquuimwudtbph f,, (x), gp, (x) € Zp, [x] Wuwnltpukpp:

9. Zp, [x] onuynid EYyihnkuh wygnphpuny hwpdbklp z,(x) = (fpk(x), gpk(x)) unfb-
bwdks puinhwtnip puwdwbtwpupp:

10. m-ny wpwwlkup P puqunipju pYtph wpunwungpup:
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11. t; phyt plunpblp wybigbu, np s (x) = ¢ - 2, (x) wpnunpuh wjwg gnpswlhgp
pr Unnminy hwjwuwn (huth w-h:

12. Gpt P puqunipiniip punjugus L dhuyh Ukl pydhg

13.  wowbwlkup Sp(x) = sk (x);

14. wjjuytiu

15.  duwgputph dwuht shtwlui pinptdh dhongny quuubup wjuwyhuh dh ny, ny
pywgnyg, np ng = 1(mod py), ny = 0(mod m/py) L n, = 0(mod py), ny =
1(mod m/py);

16.  Yunmghkp Sp(x) = nj - Sp(x) + ny - 5 (x) puquutguup:

17. Yunnigkup S,,(x) qul[uﬂlI}unI]}‘ Sp(x)-h qnpdwlhgutphg jnipupubisynipp tho-
huwunphubing m-h ypw pwdwbihu unwgynn hp dbwgnpnny:

18. S, (x)-hg uvnnwwbp e - d(x) puquubnuulp. S, (x)-h gnpéwljhgutpp htppny hw-
dbdwwnbup m/2-h htiwn, b bplk gonpdwljhgp Uks £ m/2-hg, wmyw nputhg hwukup m:

19. Lpwhukip d(x) = pp(e - d(x)):

20. Gk f(x) : d(x) L g(x) & d(x)

21.  wlgubkup wgnphpdh 34-pn puy ht:

22. Lpwtwlkup D = deg z; (x):

23. Lowmbmkup k = k + 1:

24. 9tpguktp twunpr puybpnud yoquugnpdijws nptak py + w yupg phy:

25. @p, Unnnijjup wbgndt hpuubwuguktp pun p, dnnniyh e hwpdbup f (%),
g(x) € Z[x] puquuinudtkph f,, (x), gp, (x) € Zp, [x] wunlkpubkpp:

26. Zy, [x] onulnid Eylyihnkuh wygnphpiunyg hwpytup z, (x) = ( for (0, Gp, (x)) wdb-
twdks punhwinip pudwbwpupp:

27. Eplidegz,(x) > D
28.  Jhpwnwnuwbp wignphpuh 24-pn puyhly
29. wjjuy by, bpt deg z, (x) = D

30.  pr phyu wybuguktp P puqunipjutp;
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31.  Jhpunwunbwip wignphpuh 10-pn puyhly

32, uyjuy tiu

33.  yYhpupunuwip wignphpih 6-pn puyihi:

34. Npnubh wdkbundbs punhwinip pudwiwpupp gonipu qpibp r - d(x) wkupny:

5.3.11 Thunnmpnib. Ljuwnbip, np stuyud wdkiwdbs punhwunip pudwwpuph
hwoyuwt thnpp wupq pytph dkpnnt bwwytu wybkh pjup wbkuwfwi hhdbwn-
pud wwhwbgkg, pwb Uks wupq pyh dbpnyp 3.4 qupugqpudpnid, wyiinmmwdbiwg-
upy], Jtpguljutt wygnphpuh puytipt wyuntn fuwbu wth gun jud wbh popy
sk, pult Ukd wupq pyh dbpnph puwykpp: Ukp hhdw unhwyyws skup hwodty
Lwbnuni-Uhiynnp pwbwdbtith vwhdwubbpp, bt hwpquplubpp muind Eap own
wykh thnpp wwpq pytpny: Uptu Ynnuhg, wjunbn dkup unhydws tup wdbku
puyinid Jhpwunt] dbwgpubph dwuht shtwlwt pinpbdp: ®npp wwupq pytph 5.3.10
wgnphpdt buyku wybjh wpwg wgnphped b, put ks wupg pyh 3.4.8 wignphpdp:

Lutiuplkup Junnigyué wignphpdp vh putth ophttwutph hwdwp:
5.3.12 Oppuwly. ‘hnwpytup Yuntnh ophttwlynid putiwplqus (3.12) puqlutnud-
ubkpp, npnig Ukup winpunupdwip twbt 3.4.9 ophttwlnid, npntn unnigtghtp, np
2 Unnnuny hwpdbihu ¢,(f(x)) = f(x) b @,(9(x)) = g.(x) puquwbudutpp tho-
hunwnupdwpwnp wupg sk Uydd Jepgukup p; = 3 (wyb pwdwnid & f(x), g(x) pwug-
dwlnudubph wjwg qgnpswljhgutphg dhuy dkyp): 2kown kL hwodky, np
‘P3(f(x)) =fo(x) =x® + x5+ 2x2 + 2x + 1,
(5.20)
03(9(x) = g5(x) = 2x* + 2x?
puquuunudubpp thnpownupdwpwup wupq b Uju ophttwynid wignphpdp ww-
wnwujuwb Enwjhu woweht huly pugihg htwnn. (f(x), g(x)) = 1: Uju nhypnid juiphp
stqu puliwplby Ukhhg wfbih gun wupg pytp: dpuiihg pugh, htig wewght puy-
nd z,(x) = (fp1 ), 9p, (x))—h wunhdwbp hwjuuwp wnwugykg (f(x), g(x))-h wu-
nhdwuht (puth np wjt qpojuljut k), nipbdl, hwuply sknuy bwbt wjtyhuh wupg
Unnniutiph htin qnpsd niubkwg, npnig ywhwnp Ewhnbubhip dkp hwoqupyubpnud:

5.3.13 Thungnipyntt. 1.3 wwpugpupnid Guninh dngnijjup dbpnnp Yhpunkihu
dkup oqunugnpstghtip p = 5 Unnnujp: 5.3.12 opptiwljp gnyg £ mwjhu, np Jupkh tp
unyt wpyniipp vnwbiw) pun p = 3 Ungnyh (b sh pudwinwd f(x)-h wjwug gop-
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sSwlhgp stwjws pudwimd t g(x)-h wjwug gnpswlhgp): Ujunuwdbbwghy, Yani-
nh ophttwljt wkih hwpdwp tp nphunnwplt] p =5 dngniyh hwdwp (hsybu b 7.
Qumwnt k wply), pwth np gpu tyuwnwlja tp dnpmpjup dbpngutph Yhpurmpjut
wnwybnipniiutph httwpwynphtu Wwwpq ophtiwl] Yurenigk: bull p = 3 Unpmyp
hwybjuw) puguinpnipnibitp b yuhwiemd g(x)-h wjwg gnpswligh htwn juw-
Jusd:

Lutimplkup wykjh pupn opptiwly, npuntn Ukp wignpphpdh poinp hhdbwlwb puy-
1Ent hujuyku hwighynid L.

5.3.14 Ophuwy. ®npp wupq pYkph wignphpuny hwoytup (5.16) puquuinudukph
wdbtudbs punhwinip pudwbwpupp (wyny puquubnudubpp ktup wppkh putwup-

bt Eup 5.3.6 i 5.3.7 opptwljubpnid): ‘Lw, hisybu 5.3.6 ophtimynid, ykpgubkup
p1 = 7: Uju sh pwdwinud f(x), g(x) puquuinudutph wjwuq gnpswyhgutphw =
(28,8) = 4 wdktwdksd punhwinip pudwbwpupp: 5.3.6 ophttwlnid hwpyt) Eup, np

z,(x)=5x+4,5,(x)=4x+6

kL wyn nhypnid pp(e - d(x)) = 2x + 3: ko & winmghy, np 2x + 3 + £(x), wyuhlpl’
npnikih (F(x), 9(x)) wuwnwupwip phe qunigus sk:

p2 = 3 ntiypp putiwplyly Eup 5.3.7 oppiwynid: Uju nliypnid
Z,(x) =2x+2,5,(x) =x+ 1 b S;3(x) = —17x — 29:

bPusytiu mbuwlp, wyu nhypnid pp(e : d(x)) = pp(4x — 8) = x — 2, npp sh pwdwinid
f(x)-p: Nunh yuunwujuwup nupdyjug sh qunudus:

dbpgutp p; =5 t kfyhgbuh wignphpdny hwztup

z3(x) = (fs(x), g5(x)) = (3x® + x2 + 2x + 4,3x® + 3x? + 3x + 3) = x? + 3x + 2:

Lwlh np degzz(x) =2 > degz,(x) = 1, myuw p; = 5 wpdbpp Jupng Lup whnbkuly
ubtp hwpqupyubpoud: Uju npnbbh (f (%), g(x)) wuwwnwupuwihg «pwwn htpns Un-
nnijjup wpdtp Ewupnibwynud:

p3-h hwdwp yhpgubkup vh wy) wpdbp, wukp, p; = 11 b hwpdkup

z3(x) = (fi1 (%), 911(x)) = (6x3 + 7x? + 5x + 4,8x3 +x2 +9) = x + 3:

dhpgubkiny t3 = 4, vnwtnd Gup s3(x) =tz - z3(x) = 4x + 12 = 4x + 1(mod 11):
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Odwtiquly Sy7311(x) puquuinudp hwoytup Ubp phpws Enubwlukphg Eplynt-
uny b (huunpplbp 1nwskihu Jupkh | hwpogwngmpniiup wwg Gpypopghl, puth
np uyb wykh Jupd b payg wyu ophttwnud, Enwbwlukph hwdbkdwinmpjut hw-
Uwp, Yhpwnnd kup kpyniub B. nku 5.3.9 phungnipiniip): Cutn wnweht kyubwljh’
(5.15) pwtwdbith hwdwp dkq whwnp i unp ny, ny, n3 pYtp wytyhuhp, np

ny = 1(mod 7), n; = 0(mod 3), n; = 0(mod 11),
n, = 0(mod 7), n, = 1(mod 3), n, = 0(mod 11),
ng = 0(mod 7), n; = 0(mod 3), ng = 1(mod 11):

EYyihntiup punhwipwgws wygnphpuny htown L hwoyk). n; =99, n, = -77 W
ng = —21: Uy nhypnid

S7311(x) =99(4x +6) — 77(x + 1) — 21(4x + 1) = 235x + 496:
Pulj pun kpYpnpy Equbalh’ S; 5415 (6)-h hwoynidp hwigkghktp S, 5(x)-h hwoydw-
up: (5.19) pwtwdbith hwdwp dkq whwp £ n3, n; pyuqnyg.
nz = 1(mod 11), n3 = 0(mod 7 - 3),
n} = 0(mod 11), n} = 1(mod 7 - 3):
Zbow khwpyty, opplimy, ng = —21, n3 = 22:

S7311(x) =22 -873—21-519(x) = 22(=17x — 29) — 21(4x + 1) = —458x — 659:
Odwlinuly S7311(x) puquuinuuh hwdwp vnwgubp bpynt wwppkp wpdbpbp,
npnup, uvwlwjl, punnuunbih Bupuin m =3-7-11 = 231 Unpmh

235x + 496 — (—458x — 659) = 693x + 1155 = 231(3x + 5) : 231:

Miptdl, wyn Eplnt odwtinul] puquuunudutphg npt k) pgukup, junwtwp dhbi-
unyt S, (x) puquubiundp.
Sm(x) = Sp31(x) = 4x + 34:
Ujunthtnbt e - d(x) = 4x + 34, pwlth np S, (x) puquuiudh bplnt wpdwnbpt b
thnpp ku 231/2 = 115.5 wupdtphg, b puguuwlwt gnpswljhgubph ntwpnp sh hwunh-
unud: Zwpyklip
pp(e - d(x)) = pp(4x + 34) = 2x + 17:

Zbpw Euninighy, np f(x), g(x) i 2x + 17:
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Utinud E hhoky, np f(x), g(x) puquuugudubpp yphdhwnhy G, niunh gputg
hudwp r = (cont(f X)), cont(g(x))) =(1,1) =1 wpdtpp wphypw] k: Unwbnid

tup juinph JEpeijus yunwujuwnp.

(f(x),g(x)) =r-dx)=r- pp(e . d(x)) =1-pp(4x +34) =2x+ 17:

5.3.15 ughp. Uwnnigli, np t; wpinwngphsubiph jhpuenidt hujuwybu wthpudton
(5.15) pwbwdbinid: dpw hwdwp 5.3.14 ophtwlnid nhwnwpljynn puquubnudtph
wdbiwdks punhwunip pudwbwpupp hwpdl) wnwig ¢; wpnwnphsubph te gnyg

], np wyy phypnid wignphpup dhown yuwnwupuwih sh hwuqbkguh:

5.3.16 dwpdmipnibiubp. @npp wupq pytkpnh wignpppuny hwogty hbwnbyw) pug-
dwunudubph qnygbph wdkbwdks punphwunip pudwbwpwupbpn.

1) f(x)=x?>+3x+2 trg(x) =x%+4x+3;
2) f(x)=6x*+2x3+6x%—4x—2 tLg(x) =3x%+ 7x + 2;

3) f(x)=4x*+6x3—4x2—9x —3 kL g(x) = 6x* + 6x3 — 11x% — 9x + 3:

5.3.17 Nughp. Lwunpn qupdnipjut (2) Yinh puqdutnudubph wdbbwdbs pughw-

unip pudwwpuipp thnpp wupq pYkph wignphpuny hwpyty wupq pytph tpyn
nwppbp hwonppuljunipjniutph hwdwp: ‘vwh, p; =5, p, = 7, Eyu... Gplpnpy

nbwpmu Ykpguky p, = 7, p, = 11, byb... 0°p ghygpnd E wdbih Jupd hwpqupy
unugyh] kv b’uznoL:

5.3.18 dwpdmipniuiutp. ®npp wupgq pytph wignphpdny hwoyt) 3.4 wuwpugpudh
3.4.12 updnipiniuibph puquuwinudubph wdbtiwdts punhwinip pudwbwpupb-

np: Zudbdwwnt] uvnwgdws hwyuplubph pupgnipniup ks wupg pyh wignphpdh
dhongny unyt puquuunudubph wdbbiwdbs punhwiunip pudwtwpupubph hwoy-
dwb pupynipjut htwn:

5.3.19 ughp. Luttuplky 5.3.8 ghuinnnipjui hwuwnwpyp 5.3.12 L 5.3.14 ophtwljuk-
nh puquuinudubpnh hudwn: I‘hzuﬂluhnh Y1hukht E b Nf 5, quwhwinwlwbibpb wyy
ntyptpnud: Unwghtt Y wwpq pytph py, ..., pr hwonppuljutinipiniut oguraiwugnp-
dtymt gypm wjwqugmytp htsuhuh” k whnh Yepgily wyy ophtuljitiphg jnpw-
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puisjnipnud, np Junwpygh py - p > 2 - E - Np g wpupdmp: Zudbdwnk) nw 5.3.12 ki
5.3.14 opnhtwyjutiph hwpyuwnpyp htinm, npuntin dkup mukhup k = 1t k = 4

ZEnmwquymd dkup b h wnhputp §niuktwbp wnbisybnt pun dh putth dnpnijik-
nh Unnnijjup wagndubph htn: Twutwynpuwybu, htywybu iokghtp wyu qifuh wdk-
twuljgpnid, dnwgpubinh dwupt shtwlw pinptdp YYhpuntip 7.3 wupugpupnud
puquuinudubph $uljnnphqughwih wignphpuh hwdwp:



6 dwlnnnphwy onuiljukip Er vh putth
thnthnjuwjuiuttph puquuinudubp

6.1 dwlunphw) onulyukp

Uju qiup tyqyuunwl | akpdnist] dwljnnphw) onuljh hwuljugnipiniup, it junnt-

gk wgnphpdutp gpuig ypu mpduws dh puh thnthnpwlububph f(xq, ..., x,) pug-
dwbnwdubph hudwp:

6.1.1 Uwhdwimud. R wdpnnenipjutt whpnypp Ynsynwd b pwlmmnphuy onul, tpk
upu judwjwlwl ny qpnyujuitt a € R wnwpp Junpkph k ukpuyuguty

(6.1) a=¢-p - Pn

wbupny, npnbn € € R* nwuppp hwjwunupdbih & huly py, ..., pp muppbpp wupq Bu:
Cun npnid, wyu tkpuyugnudp dhwfj £ hknbyw) pdwunny. Epk a nwuppl niuh

twbtt a =v - q - g, Ukpuyugnudp, npnkn v € RY, huly q4, ..., ¢, muppbpp wupg
ki, wyw m = n, b (Uhgmighk wpunwunphsutph JEkpuguuwynpnidhg htinn) hwdw-

yuwnwuhiwt yupq wpnungphsubpp wungugdws tu hpwp.
P1 = q1 - Pn = (nt

dujunnphqughw niukt hwbt hwjunwpdbh muppbpp. tputg hwdwp wupquybu
n = 0: dwlnnphwy onuljutpp kppidt wiwind ki twbir Jhwpdtp Jtpniénipe-
Judp onuljutp:

6.1.2 Ophuwly. Z onulp, punn pupwinipjui hhdtwlwy pnpbdh, wlunphuy k:
‘Lpw a = 60 wnwpnpt niith hinbywy Jepnismpiniiubpp (6.1) mbkupny.

60=1-2-2-3-5  60=(=1)-2-(=2)-(=3) - (=5):

Mwupq E,np 1,-1€Z" b 2= -2, 3 ~=-3, 5= —5: Cug npnud, Z onulnid wyupq
wnwppbp b bwbk -2, -3, =5 pytpp:

186
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(6.1) intiuph Ytpnidnipniuit wuduunid tu a mwupph yEpnidnipinit wupg wp-
wnwnphsubph wpunwunpuh Ywd a mwupph pwfnnppqughur: Ukup hwdwu nhinwp-
Yot kup wytyhuh pwljunnphqughwtp, tpp (6.1) gpoipjut Uk & hwljunwupdbih
nwppp vhwynpt E: Ujg ghwypnid € = 1 wpunwunphsp (6.1) minnmud Jupkih £ pug
pnnuky:

Ptpkup wyttyphuh wudpnnonipjul whpnyph ophtiwl, nph nptik ny qpoyuui
wnupp sh ukphuyugnud wwpg wpnwgphyikph wpunwngppugh nbkupny:

6.1.3 Oppuul. Thpgukip Q[x] onulh htwnbywy Eipwonulp R = xQ[x] + Z: Zkpwn
E wmbkutly, np uw punjugus t wyuyhuh puquunudutphg, npnug pninp gnpdwljhg-
ubpp, pugh Ytpghtihg, pwghntiuy kb, hul Jtpghtt gnpswljhgn (wquin whgup) w-
pong phy b Zhow E uninigl) twbe wyly, np R-u wdpnnonipjub whpnyp b, G np tpw-
unud Jhwl] hwjunupdbih wwppkpt i 1,—-1 € Z pdbpp: R onuljh f(x) wupq
wnwpnpp Jupng b huk] dhuyt hbnbguw) wkuph. f(x) = p jud f(x) = —p (npunkn p-u
npkik wupq phy B) jud B £(x)-t wjghuh v puquubgud E npp gupg £ Q[x]
onulnud, kit npp wmquun gnpéwijhgn 1 E jud —1: R onujh x vnwppp sh Jupnn qpyty
wupnq wpuunphsttiph wpuwunpuh wnbupny: Gupwunpkup hulllumuﬂm‘ X =
€-p1(x) - pp(x): Zwdbdwunbiny wyu wpnunpuh puquutquditph wunhduik-
pp htown E wbubb), np wju gpmipjub dhe dwubwlgny wwpq wpnwunphsibphg
dhuyl kY £ np Yupnny k (hil] wowehtt wunhdwth (hwdwpbip py(x) = agx £ 1
puquuunudp), hulj dtwgwé pnjnp wpunwnphsubph wunhdwbubpp qpnujut tu
(pi(x) =p; npno p; wupq pytph hwdwp, tpp i > 1): Zhown k uninighy, np wdwb
wpuungpun Y1hth Uh puquutinud, npt whyuwydw niubiw ny qpojujut wmqun
wlnuu: Utunud E wbutk], np x mwuppb hupp wwupg sk R onuajnud: Ujt Yupkih t ubkp-
Juyuguby x = 2 - (0,5 x + 0 ) wnkupny: Uwnnigtup, np wju tplnt wpunwngphsubphg ny
Ukl mungugyws sk x-h: 2 wpunwngphsp sh Jupnn pudwuygb) x-h Ypw, pwbh np
wykih gudp wunmhfwh nitth: Ujniu Ynnuhg, tpk R onulnud 0,5 x : x, muyw, punp-
hhy wupnponipjutt mhpnypubpnid Ypdundwt juinuh (nku  2.1.13 paughpp),
0,5 € R: Zmljwunipnii:

Zwgnny ophtwlp gnyg L wwihu, np ek wdpnnonipjut whpnypnud wdbkh
wmuwpn nyuhul thpjuyugdnid £ yupq wwppkph wpunwnpuh nkupny, wyn ubp-
Juyugnudp jupnn kuhwyp sphub):

6.1.4 Ophuwl. 4tpgukiup Yndwtpu pytiphg punjugus

R={u+iv\/§|u,vEZ}§(C
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onuiljp: Zkow k uinnigly, np uw, hpnp, onuilj kit wdpnnonmipjut mhpnyype £ hwtnhuw-
unud Yndykipu pytph gnidwpdw nt puquuyunljdut tjundwudp: 8nyg wnwp,
nn wyt dwljrinphw) onuily zl:‘ stugus tpwtnud juduwyuub nwpp tbpjuyugynid |
wwupq nuppiph wpnwunpuh nkupny: Swijugws a = u + ivV5 piyh hwdwp nh-
nwpyklp pw Ungnuh pupwlniuhb. |al? = u? + v? - 5: Zwpklp npu wpdkpukpp
thnpp u, v pyYkpp hudwp.

lal*> =0, tppu, v =0,

lal> =1,tppu =21, v=0,

lal> =4, tppu =12, v=0,

lal> =5,tppu =0, v==+1,

|al? = 6, dtwgws pnnp u, v wpdtputph hwdwp:

Mipkdt’ ny qpoyuljult @ € R pyh Udnpnuyp jud hwduwuwp £ 1-h (= +1, v =0
phuypnid), Yud k) UES E 1-hg: Lwuh np puquuuyunljiut dudwiwl Ynduykpu
pUtph Ungnijikpp puquuyunygnd By, wyw wupg E np a = u + ivy5  inkuph
phin hwjunwnpdbih £ dhwy, tppa = 1 jud a = —1:

Bpt ny qpnyujutt @ mwuppl ntuh a = b - ¢ tkpuyugnidp, wyw Yud b, ¢ mmup-
pbphg npbik UEyp hwwunwpdbih k jud b pputp tpyniut b hwljunupdbh ska b
dvhwdwdwtwly [al > [b] nu [a| > |c|, wyuhupt® Epynt ny hwlwunupdbh wwpptph
wpununpuih Ungniyp jwhun ks £ wpunwnphsubph dnngniyutphg: Uw hbtwpuyn-
pnipjnil £ nwjhu uvnnwbtwnt a mupph tbpjuyugnidp ywupgq wpnwunphsubph wp-
wunpyuh wkupny: Ppnp ph, tipwnpkip, b-t wupq wwpp sk, wuyw b = by - by,
npukn

by, b, @ R* T |b|l > [bsl, [b] > |byl:

Stnunptup b = by - b, wprugpuyp a = b - ¢ ukipluyugdwt dke: Twpniwlbny
wju ypnghup Uklp wdkl puynid vnwinid kup fuhuwn wykih thopp dnngniy nikgnng
wpuwunphstp: Puyg, dintu Ynnuhg, pninp ny qpojujus a € R mwuppbph dngnijub-
h punwlniuhubpp phwlut pytp b, b gpuip skt jupnn wudbpe tduqby: Niunh
npbick puynud wpngtup Jutq Junih. junwtwip a = p; - p, tkpjuyugnidp, np-
wbn pninp py, ..., pp, muppbpp Wupqg ke

Quwyud npwl’ R onulp $wljwninphuwy sk pubh np wupg wpnwnphstbph Jkp-
(nwdnipiniup dhwlp sk: 6 € R phyt wyu onwlnid muh Eplynt tkpluyugnidubp.
6=2-3t

6=1+5=12—i?-5=(1+iV5)(1—iV5):
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Zkow k winmghy, np poynp 2, 3, 1+ /5, 1—iV5 wpnugphsubpt b wupg
(r}bmmpl{hll npuig Udnnnijubph pwpwlniuhtbpp): Fuyg, wubkp, 2 wpunwunphsp sh
Jwpnn wungugud hiky 1+ iV5 Jud 1 — iv5 wpnwnphsibphg npbk dkyhi, pu-
uh np

|1+ V5| =|1—iV5| =V6 = 2,

wytihly, wungugqus (hukin nhypmu npuitp wupuunp the hpuphg wwuppbkpdby
Uh hujunwpdbih wpwnnphsny, nph dngniyp, pun dbp jupnigdwi, yhwnp Ehwdw-

uwp 1hukp 1-h:

2.2 yqupwqpudhg Ukq dwunp b qiuwynp hnbwabkph onuih hwuljugnipiniip,
npt ogunid L wudpnne pdtph Ypw Yhpwnyny puppumdwi hauljugnipniut phy-
hwupugubjnt punhwtnip onuljubph Ypw: Ujuyhuny, dkq hwjnuh bt wipnnonip-
jutt mhpnypubph htwnbyw) Epkp hhdbwlwt whwbpp. H/fpgui onuyjubkp, ¢7hmur-
ynp ppluyikph onuljubp b pwfunppuy onuljukp: 8nyyg twp, np onuiljukipnh wyu
tpkp mhwybtpp dkyp dniuh dwubwdnp ghypkp B jmpupwtynip EJYhnyyui onuy
qiluanfnp pnbwgubph onuiy k 1 ub gjfuwnp hytwqikph onuljutp, npntp Yy hn-
jut skl: Pull jnipwpwisinip guwynp hpbwjubph onuly $wljinnphwy onuy kL, te
Jub dwluinphw) onuljukp, npnup qluwynp hpbwjubph onuy stz  dwljnunphuy
onuljutipp Uhty wydd dkq hwunhyws hwwnnil] wdpnpenipjut whpnyputph wdk-
bwuy nuut Eu:

Cuwn 2.5.8 phinptup, jmipupwiiynip E]Yhywt onuly qjluwynp hntwjubph onuly
E: bulj 2.5.10 ophtiwhh onuljp gnyg k mmwjhu, np EJYhryutt onuljutiph puqunipniip
gqluwynp pptwjubph onuyjutph puqunipjut ukthwlui thpwpuqunipnil k:

Zwonpr puylh hwdwp dkq whwp Yqui 2.5.11 Edduygh b 2.5.12 hkwnbiwuphp

wbwngubpp pwlninphwy onulubph hwdwp: dwljninphw) onuljh vwhdwunidhg
htown Eunwbw.

6.15 LhUdw. &pk R pulinnphuy onulh ns qpopulul a wnwupph (6.1) pufinnphqur-
ghwll b a =€ py-py, b1 a-b pudwin/nu/ F p € R wupg nnupph yJpuw, wyw p = p;
nplaik i =1,..,n hadwp:

Uuugnyyg: Gupwnpkup a = bp, puyg p # p; ponp i = 1, ...,n hwdwp: Lwih np
b-u ny qpnyuljuts k, uyt tnyhiybu nith fl)ulllmnp]lqulghul‘ b=v-qi Qn: ﬂLIlhlﬂl‘ a-u
mih a=v-q; g p dwjunphqughwb, nph p wpnunphyt wungugjus sk
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a=¢-p; - pp duljiinphqughuyh wpununpphsutphg ny dkhht: Uw hwjwund k
dwljuiinphqughwyh vhwlnipjuip, pun 6.1.1 vwhdwtdwi: =

6.1.6 Zhwbiwmup. Gphk R dwljuinphw) onuyh a, b wuppkph hudwp mukup a- b i p,
npwunbn p-u wupg k b a-tu sh puduind p-h ypu, wygu b-u pudwtinud k p-h Jpu:

6.1.7 Zbwbiwup. Gphk R dwlunphw) onulh a,b,h wwuppph hwdwp nibkup
a-bihti(ah) =1 wyub:h:

Ziwmwpnpphp k tjunk, np 6.1.6 b 6.1.7 hbnbiwupubpp $wljuninphuy onuiljukph
hwdwp wignid kb bmgbp, i 2.5.12 htnbiwbpp b 2.5.11 hddwb By hgwb onuy-
utiph hwdwnp:

6.1.8 Otnnpbd. Snipuipwiyyinip g fuuninp pnbuyblph onuly pwlinnppuy onuily E:

Uwmgnyg: Zbkown E wmbully, np tpk R onuih a,b wwuppbpny sujwsd qiuwynp
hntwubpl Bu I, = aR b I, = bR, wyu a i b wuwydwihg pjund k, np I, € I,: M-
wp, tpk onulnud gnnipinit niuh wyhwhup aq, ay, ..., a;, ... muppbph wuykpe hw-
onpujwiinipinil, npnughg pipwpwignipp pudwuynid £ hp hwenpnh Jpu, wuyw
dklp Ynruktwbp hpwp dke ubpgpdus hntwubkph dh wdtpe pwpp.

(6.2) Iy, €lg, €Sy €,

npubn I, = a;R: Uju hnkwyubkph I = U2, I, dhwdnpnudp tnybygbu hpbwg b buljw-
whbu, kpk b € I b1 r € R, wmwyuw br € I, pwlh np nplk n hinkpuh hwdwp b €,
br € I,,, pwuh np I, -p hnkwy E: Lwh np I-0 hpbw B wyb bk qiowdnp pnbwg £ '
I = cR nptik ¢ € I mwpph hwdwp: Snmipinit mbh npkk n, nph hwdwp c € I, :
Uy n hwdwphg ujuws

(6.3) Iy, =1

n an+1

=1
dtpguktp judwywuljwb ny qpnjujut, ny hwljunwpdbih a € R nupp b unnw-

e, = =1=CR:
twlp tpw dphwl dwljuinphqughwi: Beh a-u wupqg sk, wyw wyt jupkh t ubplw-
jugul) a-htu swungugdwé wmwpptph a = a; - by wpununpuh nkupny: Gphk, wukp,
a;-n unyuwhbu wupg sk, wyt Yunpbkh £ ukpuwyugut) a; = a, - b, wpnugpjuih nku-
pm|: Uju puyjp Yupbih £ Yplut) wpunwnpjuikpoud hwbnhwynn popnp pununpyug
nwpnpbkph hwdwp: Yud wju ypngkup dh puynud Jubg junth (L Jkup Yniuktwbp
a-h ukpjuyugnid wupq mwppkph wpnwunpyuh mbupny), juwd b wyt joupnibwl-
Jh wudbpy, tr dkup Juunnwbwbp wju wuywgniygh uljqpnid phpqus ay, ay, ..., a;, ...
wlytpe hwonpnuljwbnipeniup:

Gpynnpy nhypnud dkup funnwtwtp hpwp dke ubpnpdus hnbwjubkph (6.2) owp-
P npb, hsyhu inbuwbp (6.3) nnnnmud, nunupnid £ wdk) nplictk n hwdwphg ujuws:
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Puyg tpk ayR = apqR, myu ay, i ayeq BL Ay i @y, wyuhlipl, a, = a4, Upisyhn
wdkl puynud Uktp puwnpky Ehip wyjbyhuh pudwbwpup, npbt wunguggus skt hw-
duyuwunuwupuwb pudwibni: Uju hwljuwunipniip tpwbwlnd k, np qluwdnp
hntwjubph onuynud jnipwpwisnip ns qpojujuit, ny hwjunwpdbih a mupph pw-
nunpyu] wpnwunphsubpp (Epk gputp jut) judwyjulut dkinyg (1-ht swungugdws)
wpunuyphsubph YEpnstnyg, bt wyw wju puyt wyn wpuwnphsutph hwdwp
qpllhhlnq‘ dklp wpngbut wudbtpe swpnitwmyl) skp Jupnn, tr hy-np puymd
Juunwbwip a-h ubpluyugnidp wupq wpnwunphsttph wpnwunpyuh wkupny.

(6.4) a=p; Py

Utnwd k£ gnyg nnw wyju tkpjuyugdwi vhulnipniup 6.1.1 vwhdwidwb hdwu-
uny (Yupkih £ hwdwpby, np (6.4) innnud niikup € = 1): Gupwunpliup a-u nith hwb

(6'5) a:v~q1...qm

ubipjuywugnudp, npukn v € R*, hulj qy, ..., ¢, wppbpp wupq i Gupwunpbup pi-p
sh pudwbiynid g;-h ypu: Lwtth np J = p;R + ¢4 R Lupwpwuqunipinit hpnbwyg £ wyl
qiuunjnp hnbwy b J = cR: Lwih np c-h Jpuw pudwiymd kb vhwdwdwbwl py, g4
wnwnppkpp, ¢ = 1 L/ = R: Munh hy-np u, v muppbph hwdwp p;u + g;v = 1: ltunp

P1 P2 Pn Ut QV P2 Pn=P2" Pn
b, nupbdl, Py o Py ¢ qp: Uplubny uw' h Jbpen Yqunbikip Uh p; wwpp, npp pudwb-
Jnud E q-h ypw, wyuhtpl, p; = qq: (6.4) v (6.5) ukpyuyugnidubph we dwubkpp
Ypdwinkup q;-h ypu: Uh pwuh wiqud Ypluking wju pwytp junwbwp npnubtih
dhwlmpniip: =

Ut t pbiply wyighuh vh puljuinphuy onuiljh ophiwy, npp gluundnp hrybu-
utiph onul sk:

6.1.9 Ophuwl. Uju thwuwnp, np Z[x] onulyp dwlunnphuw) onuily L, pjunmd k 2.6.13
phnptdhg: f(x) € Z[x] puquuinudh dulunnphqughw (2.17) whpjuyugnudu k.
wuwpq wipnng pkpp b wwpq yphuhinhy paquuinudtbpp Zx] onulh wupq
wnwppbp b, G wyy onuijnud (2.17)-p hwdpufunud £ (6.1) dwljnnnphqughuyh htiwn:
Z[x]-n qijuwynp hntwjubph onuy sk. gniyg wnwip, np tipw wy I ppbwyp, npp Suynid
E {x, 2} wwpptpny, qluudnp hgbwy sk Pujuwbu, Bupwugpbup nptk f(x) € Z[x]
puquutnuuh hwdwp I = f(x)Z[x]: Ruth np 2 €1, wmyw 2 = f(x) - g(x) nphrk
g(x) puquuinulh hwdwp: Uw htwpunp £ dhuyl, Gpp f(x) = 2 jud f(x) = 1:
Unwyhtt nhwypht wbthtwp k, pwth np wyn phwypmd /-h ponp puquubnudubpp
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Ypwdwtkht 2-h, dhygtn x € I puquuinudt wyny wuydwht sh pujupupnid:
bulj tpt f(x) = 1, myu I = Z[x]: bulj uw htwpwynp sk, pwth np 1 € I: ZEwnmwppphp
E hudbdwnby 6.1.9 opptiwlp 2.5.9 ophttwjh htw, npinkn mbkuwp, np Z[x] onulji
E]yihnyyut sk Sku twbin 6.3.12 ophiwayyp:

Cuwn 2.1.22 yvwhdwbdwl, ny qpnjuljul, ny hwljunupdbih p muppp Ynsymd k
wupq nwupp (Gud spipynn nwpp, wiybkpnisth upp), bpt judwjuljuuap =b - ¢
ukpuyugnidhg plunid &, np b = 1 ud ¢ = 1: bulj «spbpynn wwwpp» b «atibpnisk-
1k vmupp» wmbkpdhuttpt ogurnugnpdynid Bu npytu «<yqupq wwpp» wkpdhtth hndw-
uhoutin: Ujniu Ynnuhg, pun 6.1.6 htnbkiwuph, R dwljnnphuy onuynid wupgq nup-
e Jupnn b vwhdwidl] twbe wjuwbu. ns gpoyuwia, ns hwfunupdih p nnwppp
gnsynid I wupg wapp, Eplk judugwlwi a,b € R nnwupplph hwdwp a-b i p wuy
Uwlhg phantd E npa i p und'b ¢ p: Udkjh qun 2.5.12 hbnbiwbupnid uny ophtiuyw-
thnipjniup tquunby thup Hyjhgyut onuyutph hwdwp: Uudwéshg, uwluyl, sh
phlunud, ph punhwbpwybu pnnp onujutipnid mwpph wupgnipniup hwdwpdtp
Jtpp pipdws wuydwhi: 8niyg nwmtp nu htwnbiywy ophtiwlny.

6.1.10 Opptuwl. Ny wlnnphwy onwl Uklp wpnkl Junnigh) kup 6.1.4 ophwynid’

R={u+ivV5 | uv € Z} € C: bpk ykpguklp a =2 +iV5 t b =2 — iV/5, wyu
ab=(2+iV5)(2—-iV5)=4-i?5=09:

9: 3, puyg 2 + iV5 ki 2 — iV5 pUlphg ns Uklp sh pudwiynid p = 3 wwupq pih Ypu:

U]ub‘uph‘ 6.1.6 htwntiwmuph ophttwswthnipiniip Jupny bt jpwpangty) ny duljnn-

nhwy onuljubpnud:

Lwtth np nuonp Ypu puqUuinuduyhtt onujutpp HYhywb by, wyw vnw-
unud Bup dwljinnphwy onuljukpp tru vh quu.

6.1.11 Zkwbkiwlp. Swilugus Rywomp Ypw wpyjwd R(x] puquuimuluyhl onuip
Bualpuanpg onuil E

U\]uhhph‘ dwljinnphw onuljubp G Q[x], Rx], C[x] onuyutpp: Lwth np, pun
Utugpbph onuijitkph dwuht 2.1.26 phinptuh, Z,-t tnybybu nupwn k, wyw unw-
unud Bup dwljuinphwy onuljh tiu dh ophtiwl, npp tkpluyugtktp wnwudht hb-
wnbiwtiph nkupny, putth np hbnnwquyynid hymudubp Eup wiknt wyu thwunh Jpu.
6.1.12 Zbwbiwbp. Swiluwgus p wupg pijp hunfup Z,[x] puquubnudughi onulp
Bualpunpg ol E



6.1. dwljnnphwy onuljutip 193

Zhnwquynud dkup Junnwbuwip Jhpghtt tpynt hknbiwuputph pinhwipugnidp
6.3.8 plinptunud. R-h Ypw gpynn wuydwip Jupbjh b epngqugub: Uyt jupnn E hukg
ny ph nuown, wy) judwjulub dwljnnphwy onuily:

R dwlinnphwy onwlh a ny qpojuljut wwpph a = - p; -+ pp puljinphquighw-
nud Jupnn b dwubwlgh] hpup wungugqus wuppbp: Gphk wynquhuhp jub, wuyw
Jupkih E gpuip hpwp dhwgly e qpl) npybu wwnpq vwwpph wunhdwlh withpu-
dtounnipjut nhypnud thnpubng € wpunwunphsp (Ept dhwgynn wungugusé nwp-
ptpl hpup hwdwuwn sk): Yunwbwp.

(66) a=v- pfl pzlm’

npukn py, ..., pp, Muppbptt wpgkb qnuyq we qnuyq wungugyws sk, ay, .., @, €N L
v ER™:

6.1.13 Ophuwly. 6.1.2 ophttwlnid phpdwd dwluinphqughwitpp Yupnn tu qpdby
htwnbyw) YEpy

60=1-2-2-3-5=1-22.3-5=2%2.3.5,

60 =(-1)-2-(=2)-(=3)-(=5) =1-2%-(=3) - (=5) =22 - (=3) - (-5):
Gpypnpny mnnnud 2 b —2 hpup wungugyws yupgq nwuppkph dhwgnidhg htinn dkup
—1 hwljunwpdth mwuppp unpyyws thup thnjawphut) 1 hwjunwpdth mwuppny:
6.1.14 Phoptd. R pwunphuy oquih judugulwi ns gpmyulwi a, b nwpplph hw-
dwp R-mud goynyeynil niap Gpuwibg (a,b) wlbiwdkS phghwingg pudwinupupp b
[a,b] wukbunhnpp phphwinip pugquuyunplp: Hpuwip npnoynid Eo hwlwnup-
Ak h mnwpph downnipyundp:

Uuyugnyg: Cupwunptup a mwuppp wungugus wupq wpunwngphsutph dhwugnt-
Uhg htwnn niiih (6.6) $uljninphqughwly, huly b wwppp'
6.7) b=v' - plipi
dwljrinphqughwi: ‘Ljwwnkup, np (6.6) kL (6.7) dwljnnnphqughwtiph dky dkup og-
wnwgnnpsdt) Lup dhkiunyu py, ..., py Wungq nwpplpp, pwtth np, (6.6) L (6.7) ukplw-
jugnidutiph ke Ywpnn Bup wbjugul) «qquljuunn» wupg mulpphp]}‘ qpojuljui
wunmhdwtubpny: Zkywn k uninigly, np

(68) (a’ b) =K- p{l p'r];lm :

nputn k € R*, y; = min{a;, a;} (i = 1,..,m): bpnp, wyn wpunugpup pudwinid &
a, b mupnptpp: Ujnuu Ynndhg, tpt wyng wwuppbpt miukb npbick ¢ puighwinip pudw-
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bwpup, wwyw pwfunphqughugh dhwlnipniihg punud £ np c-h wupq wp-
nwnphsubpp whwnp £ wungugdws (hukh py, ..., pn wuwpq wnupptphg npnouknpht
(nku bwkht 6.1.5 (kddwi): Cun npoud, yupq wpunwunphstpp c-h bbpuyugdwi ke
skt Jupnn dwutwlgl) y; wpdbpubipp gbpuquiignng wunhgwbttpny, puth np qu
Yptplp a-p (Guud b-h) puljinnphqughwyh dhuympyub pwondwbp:

Unijh Yhpyy

(6.9) [a,b] = 6 - pP*--phm .,
npuntn 0 € R, p; = max{a;, a;} (i=1,..,m): =

6.1.15 Zhwmbimup. R $wljninphwy onujh judwywlub ny quoyuljutt a, b wwuppbph
hwuwnp (a, b)[a,b] = a - b:

6.1.16 thunnmpnib. Ljwwnkup, np 6.1.14 phophidt wywhnynd t dwljinnphuyg
onunid judwjuljwi ny qpnyuljutt mwuppbph wdkbwdbs pinhwinip pudwbwpw-
ph goympymip, huswbu Byhgkup wignphpdp bYhywt onulikpmd: fugg, h
wnwpphpnipnit EYyhnkuph wignphpuh, 6.1.14 phnopbdp wdktwdbs punhwinip
pudwtwpwph (bt wdkbwhnpp pughwinip puqduuuwnhlh) hwpddwb Ehlnhy
tnuuwy sk, pwth np ptoptidp Yhpunknt hwdwp yuwhwieynid tu (6.6) tw (6.7)
$ujunphqughwbpp: Uhynke nwpptph ulunnphqughwitpp guitkp pun ub-
1k pupy fuunhp E put nputg wdktwdts pughwinip puwdwbwpupp: Ophtwy, stw-
jus wybt pwth, np Z[x] onulp dwlwmnphwy L (mbu 6.1.9 opptwmlp), dkup 3-py
qiunid pujwljwll pwwn pupynipiitp hunpwhwpkghtp wyn onwmu wdkiw-
Uké punhwinip pudwtwipupp hwodbint wygnphpuutp qgunuknt hwdwnp (h muppk-
poipinil, wuklp, Z,[x] Byhnwl onulih, npuinkn $uljinnphqughuwih ph qnnipnt-
up b ph puguwhuwyn mbupp vhwiquiuhg unwugynid b EYyhntuh wignphpdnd):

6.2 Uh pwih thnthnjumjubiibph puquubmudibp

Uh pwtth thnthnpwljwibibph puquuwinudubpht dkup wppht winpunupdt) Eup 4.2
wupwqgpudnid: Uju gjjumid Ukq wthpwudbow L huknt gputg tplnt wwppkp dky-
twpwimpinitiubp: Ujukp uyb dEjuwpwinipiniihg, nptt wytjh dnwn L unynpuljui
(Ul thnthnfjuwjuth) puquuinudubph dAbtjut vwhdwbdwp:
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dtpguktp nptiik R wdpnponipjmtt mhpnyp i R-ht sywwnljwung, wnwppkp
X1, o, X uhUnjubiph (npung wwbup hnipnprulmbiakp) jupquynpyus n-juln:

R-h dpw x4, ..., x,;, hnthnpuwwbtbph dpwigwd t Ynsgdnid

k k
(6.10) Apey, g Xy X"

wbuph dbirwjut (dnpdw)) wpnwhwynmpniup, npukn ky, ..., k, wunpdwbabpp Yu-
Uujujuit ny puguuwlwb wdpnng pdbp &b, huly ay,, x, gepédwulhgn R onulh judw-
jului mwpp k: (6.10) dhwinudh hwdwp bpuw wunhdwtbbph a = (ky, ..., k) Jup-
quynpjus n-julp Ynsynud b upw wuwmpdwiughi JEfunnp: Gpphdu pugmudws k
(6.10) vhwunudp tpwbwll) azx®. dbup wyu wywiwlnudp Yoquuugnpstup 8-py
G funu:

R-h pu x4, ..., x, thnthnpuowwubph puwquuwinud b Ynsynid (6.10) mbkuph dp-
winuuttpg juqujws hbnbyw) dbtwljut gnidwupp

kn
(6.11) fOxa s Xn) = iy XN KR,

(k1,...kn)€ES

npubn S-p (kq, ..., k) nbkuph wunhdwbiwghtt JEyunnputph dh 4ipewynp puqunip-
itk Bpt Juphp syw hhpwwnwlbnt x4, ..., x, hnthnpowlwiubpp, wyw (6.11)-p
Ynsymud t n pnthnpnnlubbbph pugquuwinud Jud ) wupquubu paquwinunt
(6.11) mbuph pninp n thnthnpuwutubph puquuinudutph puqunipniip tywbw-
Ytup R[xq, ..., X5 ]:

n thnthnpjuwljutiibph puquutnudutph hwdwp, h wuppipmpnit unynpuljut
puquuinudtph, vwhdwiynid i Eplnt mhugh deg il)nLiﬂlgbmhhp‘ nuwnl wnwudhl
thnthnjuwljwh t pun pnnp hnthnpowlwitbkph: (6.11) hwinwdh x;-wampdwin
uwhdwiynd £ deg,ci(akl‘___‘knxf1 ---x:(i ---xﬁ”) =k; Juwununy: bulj punr pnjnp thnthn-
hwyuitbph wunh&wp vwhdwiynd  deg(ay 1‘____knxf Lo x:f”) =k + -+ k, Juun-
tny: Unyl Yhpy f(xy, .., x,) puquutqudh x;- wumpdwip degy, f (xq, ..., xp) uwh-
dwiynud k npybtu tpw pnjnp dhwiugudubph x;-wunhdwbbphg wdbbwdbdp: buly
deg f(xq, ..., xy) wunhfwlip uvwhdwiynud £ npybu tpw ponp dhwinudubph
deg(ay 1.....knxf Lo x,’i”) wunhdwbbphg wdbtwdbép: Zwujwiwh , np puquuinu-
Uh Epynt dhwunwdubp skt upnn niiktu) hwjwouwp wunhdwbwght yEjunnputp,
pwith np S-p puqunipnib kB sh Jupnn wupnibwlt] hwduwuwp muppbp: Ukip
Yuwuklp, np EpYnt dhwunwdubp ni&&i dpbiingl wumpdwmbibpp, bpk tputp niuku
dphtitunytt wunhdwbughtt JEunpp jwd, np tnyub E tputg x;-wunhdwbubpp
hwdpuljunid Eu pninp x;, § = 1, ..., n hnthnpjuwubitkph hwdwnp:
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Bpt (6.10) dhwbnuunid x; thnthnjuwljubip dwubwlgnd k k; = 1 wunhgubing,
wyw hwdwpninmpjut hwdwp Wuydwbwnpdtip x}-h thnpowpkh qpby x;: Gpk x;-u
dwutwljgnid k k; = 0 munhfwiuny, wyw wuydwtwynpytip dhwnudh gpmipjut
Uy x-u pug ponuby: bul bpk deg(ay, i) =0, wyw wyy dhwhnudp
hwjwuwp hwdwpkup hp ag, o € R gnpéwljght: Fpwlihg pugh, wuydwbwynpybtup
0 € R qpyht hwjwuwp hwdwpk] wjt Thwbnuwdttpp, npnug gnpswljhgp qpnyujui
E: Uynwhuh dhwingudubpp wuydwbwynpytup pug pnnut) puquuanguuh qpnipnt-
tuhg, tphk, hhwplk, puquuwinuup dhugi dbl (qpoyuluib) Jhwinwudhg sh pun-
Juguwsé: Gpt (6.10) Uhwinwuh wuwnh&wbp qpn sk b ag,, k, = 1, wyqw wjn gnpéw-
Yhgp unyuwbu pug pnnuktp dhwiunuuh gqpnipniuhg: Uju wuydwuwynpjusnipe-
iuttpp dhuytt gqpundwt hwdwnnwnnipinit sk, np tpwtwlnud kb (nku 6.2.1 oph-
twubtpp): Bpt judwyulwt tpynt puquuinud hwdwpktp hwjuwuwp wyt G
Uhwyt wyl nhwpmud, Epp npuiighg” tpdwd gnpénnnipiniukph junwpnidhg htnn
unyb wpnwhwynnipniut L uvnugynid, wyw R[xy, ..., X, ]-h ypu vwhdwbws Yih-
ukup, hswyhu ndqup sk uwnniql], puquuunwdubph Awdwpdbpnipyui hupupk-
poipyil: Zknwqu jupnignudubpp nwbkng wju hu]uuupnppub {onm pjudp
dklp ny vhuytt wykjh hwdwenun qpupnmidubp Yniubkbwup, wyikie qips Yihukup ht-
wbyw) whwh hupgkphg wpynp hpup hun{uluulnp kl 0xfx,, Ox;x2 ti 0 puquuwb-
nudtibpp, Juud' 1x;x, b xx, puquubnudbpp jud b 2x9x9, 2x? ki 2 puquwb-
nudubpp:  Lowbwlnudubpp  spwpnugubint hwdwp  wwydwbwynpdbup tnyh
£(xy, ., %) uptyniny tpwbwlky bwkt R[x;, ..., ¥,]-h hwdwywnwuuwi quup pun
uyn hwdwpdbpmipjub, hull R[xy, ..., x,]-p tnyuwgubup hwdwpdbpnipjut npuubph
puquUnipjul htn: Twubtwynpuybu, 0, x;x,, 2 wkuph wowbwlnidubpp R[x;, x,]-nud
hwdwpkup (6.10) nkuph vhwinwudutph hwdwnnwn gpnipniutbp:

6.2.1 Ophuwlukp. Z[xy, ..., x4]-nmd nknh niukt hbnbyw] hwjwuwpnipnibubpp.
w. f(xq, e, x4) = 263 x3x9x3 + 5x0x2x9x) = 2x3x2 + 5,
P f(xq, ) = 2x3x; + 0x5x3 + 0x]x% = 2x3x, + 0 + 0 = 2x3x,,

g fQxq, e, xq) = 0x7x2x5 + 7x{x9x3x) =0+ 7=7:

Epp nhinwplpjnn thnthnjuwljubitkph pubwlyp opp k witih hwpdwp b gpubp
wpowtmt] ny ph xq,x5,x3,..., Wy x,¥,2, ... Cun wypd phunwplynwd b, wuklp,
deg,2x®y”, deg,f(x,y)-p tyl: Gpmpjubt hwlwennmpjub hwdwp  Gppladu
f(xq, ..., xp) puquuiqudp Jupwbwlip vhuyl £ wnnwnny:

6.2.2 Ophuwlukp. R =Z onulh Jpw phunwplkup bLpynt thnhnjuwlububph
f(x,y) =2x2y* + 6x° — 4x3y + 3xy* + 597 + 2y* + 2y + 7 € Z[x,y] puquubmudp:
Ujuntn a4 =2, aso=6 tyl: Mwpq L, np deg,(2x?y*) = 2, deg,(2x%y*) = 4,
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deg,(6x5) = deg,f(x,y) =5 kL deg,(5y7) = degyf(x,y) =7: Mupq L twbki, np
deg,(5y7) = deg,(7) = deg,(7) = 0 o deg f (x,y) = deg(5y”) = 7 > deg(2x*y*) = 6:

‘Uwwnklp, np vh pubh thnthnpwljwbubph puquunudutph hwdwp puguljw-
mud £ wjugq wunwuh hwuljwugnipiniup, pwith np mwuppbp dhwinudubp jupnn Ea
niikbwy Uhktinyt deg wunh&wbp: Ophliwly £(x,y) = 5x3y* + 6x7 — 4xy°® + x pug-
dwiquuh woweht kptp dhwinudtbph wunhdwuutpt b hwjwuwp Eu 7-h: Law x;
thnpnfuwlutih ' f(xy, ..., x,) puqumbpudh wyug winund t Ynsdmd Gpu wyt dhwb-
nuup, nph x;-wunpdwtip hwguwuwp £ degy, f-hi: Uy thnthnpuwljutth puquuitinud-
utph hwdwp gu hwdpuunud £ undnpujutt hdwunny wjwgq wugudh hwuljw-
gnipjuip, b Ukup Jupnn Gup jupquynpt) dhwinudubpp punn wmunhguith: Uw k
wuwwndwnp, ph hsnt Ukl thnthnjowlwih puquuwiunudttph onulnid wybkih hwp-
dwp L gqpunnudp uljul] wjwgq winuwdhg, b tpw gnpéwljhgh wiguk) ny pk a,, wy
ao, wyuhiply, f(x) = agx™ + -+ ay,:

R[xq, ..., x,]-0 Jupkh E JEpwst) oquljh, tpk tpw Jpw vwhdwbkip mwpptph
gnidwpuut nt puqUuuyunldut gnpénnmpiniuubp: Fpubp, twp, vwhdwiynud
b dhwhnudibph pus Bpl a, g X0t xf® b by g 00 o X8t dhwlipudibpp
niukb Upbitunyt wmunhdwbubpp, wyw npuig gnidwupp vwhdwgnud £

kq

(6.12) Wy X - o

kn Kn ger kq
X"t by, g Xp Xy E (akl,...,kn + bkl,...,kn)x1 Xn

pwbwdtinyg, npntn we Ynnunid thwljugstph vk gnidwpnudp juwnwpymd £ R
wdpnnenipjul  whpnypnud: Ophhuﬂl‘ 4x3y +7x3y = 11x3y: Cuy npnud, bpk
Ak, T iy, = 0, wyquy, puwn Ubkp wuydwbwdnpjuénipjub, qpnjuljut E hwbe
dhwunudubph gnidwpp: Ywdwjulwt (Uhgnigk tnwppbp wunhdwuubp niikgnn)
ag 1___‘knxf Loxn gy b;, . x{l x,];" dhwunudubph wpununpup vwhdwiynid k

1rewin

Ji . Jn ger kitj1 |

ko o kno oo . b . ..y Kntin
(6.13) iy, denXy " Xn By i1 X0 ( Qg * By )X Xn

pubwdbing, npuntn we Ynnunid thwljugstph by, puquuuyunynidp unwpmd
E R wdpnnonmipjull nhpnypnid, hul] wunhdwttpp gnidwpynid B npybu wdpnne
pyUtp: Ophliay 4x3y - 5x8y3 = 20x'1y*:

(6.11) wkuph gqpnipjudp npqud f(xyg, .., Xp) = Xk, k)es aklmknxfl "'x,}l{” L
g1, s X)) = Xy, j)es’ leL___J-nx{1 ---x,{" puquuunudubph f + g gnidwpp vwhdwb-
ynud £ «adwt winudubph dhwgdwby jubntng. Y, kes akl‘____knxf Lo x,’f“ +
XGpines’ by, jnxfl x,{" Atiwjut gnidwph ke hpup B gnidwpynid hwjuuwp
wuwnhfutunbp niubgnn vhwinwdubpp: bull wyn puquuinudubph f - g wpunwungpw-
1 vwhuwbynid £ «huljugstipp pughint bt wyw tdwt winudubtph vhwugdwb» ju-



198 6. Swljuinphwy onuljukp tir Uph pwtth thnthnpuwljuibph puquuinudutp

untiny. f-h dhwinudubphg nipupwibsnipp puquuuyunlynid k g-h vhwinudub-
hg jnipupwisiniph hbw, b wyuw vnwugjws dhwinudubph dke hpwp i dhwg-
Yniud hwjwuwp wunmhfutbp niubkgnnubpp: Zkown L uinnigl), np vwhdwtgws qnp-
dnnnipniuttpp hwdwdwyutgqus tu Jipp vwhdwidws hwjwuwpmpjut (hwdwp-
dtpnipjutt hwpwpbpnipjut) htn: Twutwynpuwbu, Rx4, ..., x,]-h ypuw vwhdwb-
Jwsd gnpénnnipniubph vwhdwbwhwlnidp R onujh ypu hwdpujund £ R-h onu-
Juyht gnpénnnipnitutinh htw: Gpt a, b € R, wmyu

at+tb=ax¥x3+bx?x%% (a+b)x?-xS=a+beER,
a-b=ax?x% - bxdx % (a-b)xd*.x3*"=qa-b ER:
6.2.3 Ophuwly. R = Zs onulh Jpw ghunwplkup bpkp thothnjuwlwuh f(x,y,z) =
2x5y3z% + 3xz b g(x,y,2z) = 4x°y°z + 3xy? + 4xz puquuimudikpp: Uy nhuypmd
f,y,2)+ g(x,y,2) = 2x5y322 + 2xz + 4x°y5z + 3xy?, pwth np hwjwuwp wuwnh-
Lwttkp niukgnn dhwinwdubpp dhwyt kplynt hwn B, B Zs onuljh ypw npuitg gni-
Uwpl k 3xz + 4xz = 2xz: bulj wpununpyuyp jhwoyh wjuybu’

f,y,2) g(x,y,2) = 3x1%y82% + x0y°2% + 3x®y323 + 4x®y°2? + 4x?y?z' + 2x2 22

= 3x109y823 + 3x6y323 + 4x2y?zt + 2x2%2%:

6.2.4 dYwpdnipnih. Lwjunpn ophtwljh f b g puquuinudubph hudwp hwpdby
fi=f-f & g> =g g punwlnmuhtbtpp: Zwpyly f2+g b f2+ g? gmuwpubkpp:
Qantiky deg, f? b deg(f? + g2) wpdtplbpp:

6.25 Mvunhp. 8nyg wwy, np R wdpnnonipjul whpnyph Jpu mpjws n hnthnpuw-
Jububph puquuiunudubph R[xy, ..., x,] puqunipniup oqul b tpw Jpu uwhdwb-
Jws gnudwupdwi b puquuyuunldut gnpdnnnipnitttph tjundwdp: Ujtn twb
wdpnnonipjub mhpnyp b Snignid npuytu R[xy, ..., x,]-h dhwynp Jupkh  Jbpguty
1 € R dpwigudp: Npubu gqpnjuljutt mwpp jupkh  Jtpgut) 0 € R dhwinundp: Gph
f(xq, o xp) B g(xyq, ..., xp) puqUulguudibpp Eplniut b gquoyuijuibt sk, wyw qpoyw-
Qut sk bk npuitg wpwnwnpyup: Fw vinnigbnt hwdwp hwdbdwnty], wublp, degy, f,
deg,,g tu deg,, (f - g) wpdtplbpp x; thnthnjrwljwbiikph hwdwp:

6.2.6 dYwpdnipnii. Ywdwyulub f(xq, ..., x,), g0, ..., X,) € R[Xq, ..., ] puqUul-
nuuttph hwdwp hwdbdwnt) deg f, deg g kv deg(f - g) wpdtipubpp:

Ujdd wmugukup R[xy, ..., x,] onujh wyt dUkjuwpwunipjuip, nplt ogurnuugnpsty Lup
4.2 qupugpudnid: Uubkup htnbiywy ophiwulhg.
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6.2.7 Oppuwl. Thwwplykup Z[x, y] onulh wy f(x,y) puquubnudp, npp pubwp-
Ytghtp 6.2.2 ophttmlnid: «Ldwh wunudukph dhwgnd» llulmulpthq‘ Jupkih £ ubkp-
Juyugtt wyt

(6.14) fO,y) =5y7 + (2x2 + 3x + 2)y* — (4x3 — 2)y + (6x° + 7)y°

wnbupny: Zwulwbwih k np uvw unynpujub (kY thothnppwluih) puqduinud L,
nph tnthnpuwfubb E y-p, & nph ap =5, a; =2x2+3x+2, a; = —(4x*-2) &
as = 6x° + 7 qnpdbuhhgtipp Z[x] wipnngnipjul inhpnyphg kb (6.14) puquutiqudp
Z[x][y] puquutuiught onuljhg t: Unyb Ypyy £(x, y)-p upbih Ep bbpluyugity
(6.15) flx,y) = 6x5 —4yx3 4+ 2y*x? + 3y*x + (5y” + 2y* + 2y + 7)

Stupny] npwhu x hnhnpwlwih puqiubnud Z[y] oqulh Jpw, wjuhtipt' npuku
Z[y][x] onulh wwpp: Z[x,y], Z[x][y] t Z[y][x] puquuinudwiht onwlutpl hpwp
hwjwuwnp sk, puth np gputp pughwipuwbu wuppkp onuljukph Jpu u uwh-
dwijws: Puyg nputip hpwp hqnunpd Gu. Z[x][y] onuljh puquubnuutp dby thw-
Jugdtph pugnid hpwulugibing dkup Juinwbwbp a; ;¥'x/ nkuph qnudwpkihukp,
npnip Jupkih b hudugunuupwbbguby Z[x, y] oqulh’ tnygl gpoipymib niibkgnn
dhwinudubphtt: Uju wpunuwywnltpnudp pwpnibwlynd | dhbgke Z[x][y] = Z[x, y]
hgnunpbhqd, putth np wjt hwdwdwyutkgwsé b onuljuyhtt gnpénnnipiniutph htwn.
thwljugstph pugnid Jud nwpptph pdpuynpnud dphbitingt Yhpy B junwupynod
Z[x][y] kv Z[x, y] onuljukpnud:

Uju uljgqpnilipp Jupkih £ huingmjghwyny mwpwst) thnthnpuwluwbtbph guulw-
gus pwbwh hwdwp: R[x, ..., x,] onulju hqnunpd L hsybu R{xy, ..., x—1][x,] onu-
Jht (uw dkY x, hnhnuwluih puquubnuditph onul k& Rxy, ..., xp—1]-h Ypw),
wjiybu b R[xq][x,, ..., %] oquyhl (uw n — 1 hwwn xy, ..., X, hnthnppwlwbbbph pwug-
dwinudubph onuilju & Rx;]-h dpw) Yud R[xy, ..., 1] [Xm, -, X0 ] oquﬂ.ﬂlh‘ guilju-
qus m = 2,...,n — 1 pih hwdwp: Udbjhl, swupnibullng 4.2 wwpugpudh yynipp
tpklp, np R[xy, ..., x,] onulj hqnunpd & Rx;] - [x,] onulht (uvw UkY x,, hnthnjuw-
Quih puquuinudutph onuljt k R[x] - [xp—1]-h Upw, npb, hp htpphl, UbYy x,-4
thnthnjuwuith puquutgudtbph onuyu t R[x4] -+ [xp—2]-h pw Gr):

6.2.8 Nughp. Gwduwyuluu R wdpnnonipjut whpnyph hwdwp hhdtwynpt) Jipp
upqud R[xq, ..., x,] = R[xq, .., Xm—1][%m, ..., Xn] hqnunpdhqup, npunbn m=2,..,n -1
guujugws phy b Snignid. oquidky 6.2.7 ophilhg kL Yhpwnt) hugnijghw:

6.2.9 Nugphp. Zhdtuwynpl) JEpp todws R[xy, ..., x,] = R[xq] -+ [x,] hqnunpbhqup:
Snignid. oqnyk] twjunpr juinphg bt 4.2 wuwpwugpudhg:
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6.2.10 Thunnnipinit. Oquugnpstkiny npwbugkuntun puyuyunudubph dwuh 4.2
wupwqpudh thwuwnbkpp (nku 4.2.25 phnpbup L hwenpnnn phhulpllnuIE)‘ Jupkih
Ep vy Up pwth thnthnpjumjutibph puquuinuuh wykh jupd vwhdwinud: Go-
punnkip R wdpnnompjut mhpnypn tkpppuwsé £ K quownh dby, i K-u wupnibw-
ynwd k wyiyghuh x4, ..., x, nwppkp, np jnipupwbsnip x;-ut mpwbugkunbun £ K-h
dkp R-ny bv dbwgwsd {xy,..,%;_1, %41, -, Xy} uppbpny Suwé Eupunuownnid
(21, oo, X hundwlupqn bwbpuwhwoynplbl whwp t R-h Ypw): Ujy nhiwypnud K-h Uk
R U {xq, ..., x,} dhuynpdwdp stdws onuljt wduiubkp R wdpnnonipjutt inhpnyph
Jpw npdwd xy, ..., x, hnthnpowluuibph puquuunudubph R[x4, ..., x,] onqul: 4.2
wupugpudnud wpnkh wwywgmgt) Eup, np wyt hqnunpd £ R[x;] - [x,] onulhi:

6.3 Quwniup Eddwb pwljninphw) onuljukpnid

2.6 wupwqgpudnid dtup R wdpnnompjutt mhpnyph Jypw wipjwé ny qpojuljui
f(x) € R[x] puquwinuih cont(f(x)) pnywlnuynipiniip uwhdwbtghlp wyh nhw-
ptph hudwp, tpp puquuunudh pnnp gnpswjhgubph wdkbwdks punhwunip pw-
dwtwmpupp R-nwd gnynipjnit nitth: Cuwn 6.1.14 phnptdh, wyn wdktwdbs punhwinip
pudwbwpupp dhown gnymipini nibh, kpl R-p dwljuinphw) onuy k: Niunh R dwy-
wnphw) onuih Jpw wpws f(x) € R[x] ny qpnyujut puquubnuuh hwdwp
cont(f(x))-p Uhpwn vwhdwgwsd b Zhpkup twkt, np, npybu wdkbudks piphwing
pudwibiwpup, Cont( f (x))-E unwhdwiynd k € € R* hwljunupdbh nwupph &ounnip-
Judp:

6.3.1 Opptwl. Puyybku wnbkuwbp 2.6.4 ophtwynd, Lpk f(x) =2x*+6x—-4€
Z[x], myw Cont(f(x)) =2 (Qud k. cont(f(x)) = —2, uwyunln & = +1): bul] tnyl
f(x) puquuuguup Q[x] onulnid ghuiwpltjhu (wi $wlwnnphuy k pun 6.1.11 ht-
wnkiwiiph) npybu cont(f(x)) Yupkih b ykpgil) qpojhg tuppbp guijugus r € Q

nwghnbw) phy, pwih np gpubp ponpb § pwdwinud b puquunudh gnpswlhg-
ubipp EL hwjunupdbh Gu: 2,6, —4 pytph hwdwp Q-mud wdkbwdks puinhwunip pw-
dwbimpun bk ny dhuyt 2, —2 pytpp, wybe, wukbp, r = 100 € Q* phip:

qhphhobkup, np, pun 2.6.5 vwhdwbdwl, f(x) € R{x] puquuinuup yphuhwnhy L,
tpk Cont(f (x)) ~ 1: bulj pun 2.6.6 vwhdwbdwl, f(x)-h yphuhupy] dwu k Ynsgnud
pp(f (x)) = f(x) /cont(f (x)) wyphdhnhy puquuinudp (bt tnybybu npnpynud |
hwjunwpdtih wupph Lounnipjudp):
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6.3.2 Oppuwl. Z, nuowh Jpw kpynt hothnwlwutbkph puquunudubph Z; [x, y]
onulnid nphwnwplkup f(x,y) = x2y + xy* + y* + y puquubguup: Pusybu nkuwbp
twjunpny wuwpwgpudnud, Z, [x, y] = Z, [x][y], wyuhtp® f(x,y) puqUuiigudp Yupk-
1h £ hwdwnly Z,[x]-h ypw wpdws y thnthnjowljuith puqlubnud.

fO) =G+ 1Dy* + (&* + Dy = ay” + ary € Zy[x][y]:

fO)-h ag=x+1 kL a; = x?+ 1 gnpdbwjhgubpp Z,[x] WYyhnywt onulihg kb, &
npuilg wdkiwdks pinhwinip pudwbwpupp hbown E hwogty BYyihnbup wignpppe-
Uny: Tt Uklp wpnkh wpk) Gup 3.4.5 ophttwmd. x2 + 1 =x2 + 12 = (x + 1) (x + 1):
ipkdt & cont(f()) =2+ Lx+1) =x+1€Zy[x]: Mwuwnh pp(f(y)) =
f/cont(f(y)) =y?+ (x + Dy: bul bpk oquuklp Z,[x,y] = Z,[y][x] hqnunpdhg-
uhg, tnyt f(x,y) puquuwigudp Yupkih E ghuwpyl) npybu Z,[y]-h ypuw inpus x
thnthnjuwuih puquuiqud f(x) = yx? + y2x + (y? + y) € Z,[x], nph kpkp qnpdw-
Yhgutph  huddwp  cont(f(x)) = (v,y%y2 +y) =y € Zp[y]: Munh  pp(f(x)) =
f(x)/cont(f(x)) =x%+yx + (y + 1):

6.3.3 Thungnipntb. Lwunpn ophtwynud dkbp oquidtghtip uyu putihg, np Z,[x]-u
Eqhnt onuay B b ny uhugh wywhngnud b 2 [x][y] onulh ny-qpojuljut pug-
Vwitipudh pojubnubnipput b wphuhuhy duh gnynupinitip (wyuhtiph Z, [x]-ht
wuwwluwing gnpswljhgutph wdktwdbs punhwinip pwdwbwpuph gnnipniup),
wylbt wwihu bp gputg hwpguul hwpdwp dpny Bfyhgbuh wignphpup: Puswybu
Uklp wbuwbp twinpy wwpwgpudnud, Rlx,y] = Rx][y] (&, puphwbpuybu,
R[x1, ..., xn] = R[xq, oo, Xm—1][Xm, -, Xn]) hqnunpdhqup wnbnh mup judwywlwb R
wdpnnomipjul whpnyph hwdwp: Twubtwdnpuwbu, Z[x, y] = Z[x][y] t dkup Z-h
Jpw wuipdws kplnt hnthnppwlwbkph ny qunyujut puquuinudp anyuybu jupng
klp (6.3.2 ophtiwaljh Glwbm pjudp) tbplwpught] npybu Z[x] oqulh Ypuw npjus y
thnthnjuwjuih puquuiqud: Lutth np wyy puquuwigudh gnpswhgubpp Z[x] onu-
Yh wmwppkp B, wyw, pun 6.1.9 ophttwhh ti 6.1.14 phnpkdh, gnmipinit niuh
npuig wdkbwdks punhwinip pudwbwpwupp (puquuunudh pnwiunulnipeniup):
Yupbtinp b tjuwnt), np wdktwdbs punhwinip pudwbwpwph gnnipjut hwuwnp
ntn sh tpwbwlnud, np Ukup mukup npw hwpyvl dkpnn:

Udtjh Jun dkup dwunpwgh) thup 2.6.8 Quniuh (Edduwyhtt vhuy wdpnng qnp-
Swjhgubpny pwquuunudubtph hwdwp: dpw puphwipugnidp wbknh mh twbe
dwljiainphu onujutiph hwdwip.
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6.3.4 Quniup (kUdwb dwlnnphuwy onuljh hwdwp. Ywiuywwi R pwlinnppuy
oguilih Jpw nipyws f(x), g(x) € R[x] puquubnudbbph hunlup

(6.16) cont(f(x) - g(x)) ~ cont(f(x)) - cont(g(x)):

Vwubwynpuybu, yphdhnpy puquuinudibph wpunwgyup gppdhupy pag-
vwhnud E:

Uyuwgnyg: Lwh np thuwunwplubpp dbs dwuwdp hphund B 2.6.8 (Eddugh
wyuwgnygp, wyw phpklp dhuytt wmyugnygh upbdw: Lwju, tupwungpkup f(x),
g () puquuiufutpp wphupwnpy kb, puyg tpubg h(x) = f(x) - g(x) wpnwungpyup
wphuhwnpy sk Uy phypnwd uw dh p € R wupq wwpp, nph ypu pudwiynid kG
h(x)-h pninp gnpdwhhgubpp: f(x), g(x) puqUubnudubpp tkpluyugukup (2.14)
wbupny' hwdwpbny, np a; muppp f(x)-h woweht gnpdwlhg &, npp sh pudwb-
Ynud p mwpnph Ypw, huly by wwppp tnyt jubnung phunpdws gnpswljhgu k g(x)-h
hwiwp: Uplht, (%) puqluiqudh ke x @=9+0m=8 yuinh&with gnpswlhgp Yihuh.

(6.17) Csst = Asby + [Agp1bp_1 + Asypbe—p + ] + [ag_1beyq + As_2bpyp + - ]

Gplubnyg 2.6.8 (Eddwgh wuyugnygh thwuwnwplp’ uvnwunud Lup, np (6.17) hw-
Juuwpnipjub kplnt pwpwlniuh hwljugstph gnidwpubph b pudwidnud B p-h
Jpu: Ujn thwuwnp, np p + aghbe, 2.6.8 (Euduyh wuyugnignid oqgunugnpsynid kp np-
whu wdpnne pytph dwuhtt hwynih hwnlnipmnia: bul wjunty Jkup nu vnwtnud
kup nputiu 6.1.6 htwnbiwuph Yhpwnnipmnib. tptk R dwljnnphwy onulh ag, by tnup-
phph wpunwunpyuip pudwigmud £ p wwupq wwpph Jpu, wygw wyy nuppbphg gnubk
dblp tnyuybu pudwinid k p-h Jpu: Mipbdi, pun ag, by nuppbph punpnipjut
p t asby: Mpwuhg b (6.17) hwjwuwpnipnithg uvnnwtnwd Gup, np  p t cgpe Zw-
Juunipnii:

Cunhwtnip nhypnid puquunudubpp tkpuyugutup
f() = cont(f()) pp(f(x),  g(x) = cont(g(x)) pp(g(x))
wkupny, npunky pp(f(x)) kL pp(g(x)) puquuinudubtpp wphdhnhy b, b wwp-

nkup wywugnygn 2.6.8 (kudwjh wuwgniygh tdwbnipjudp: =

6.3.5 Zhwbiwmlp. R $wlunnphwy onuih Jpw nipdus R[x] puquuinuduhtt oqu-
ynud ywphdhnhy puquuinuih pwdwbwpupp tnybwybu yphdhnpy b Uwubw-
Unpuytu, wphuhnhy pwquuinudubph wdbbwdks punhwinip pwdwbwpupp
wphdhwnpy puquubnud E:
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4.2 yupwgpudnid dkup Swiunpuguip wdpnnenipjul whpnypubkpp pwtnpy-
utiph dhgngny nuownh vk tkppubkint tnwbwlhi (nku 4.2.3 ptinptdh 4.2.4 hbnbkiwb-
PR R wdpnnonipjutl nhpnyph hwdwp juemgynid E bpw wwwppbph a/b wmbkuph
Atrujut pwunpnubph puqumipnitp (a € R, b € R\{0}): Uy pumunpnutiph puqunipe-
jut Ypw dingynid £ hwdwpdtpnipjut hwpwpkpnipiniy, b pun npu juqujws hw-
dwpdbpnipjut nuubph dhobt gnidwp it wpnwunpu) vwhdwibng' uvnwgynid £ R
onulp wupnittwlnn F = Quot(R) pwunprukph nuownp: Ophtiwyy, puwn 4.2.5 opptiw-
4h, Z onulh hwdwp wyy guownt k Quot(Z) = Q: Zhwnbywy (Ekddwb £ 2.6.11 jkuduygh
punhwipugnud £ wljinnphwy onuljutiph hwdwnp.

6.3.6 Ltllw. Elipunpkip R-p juduwyulwh $uwlmnphuy onul F B f(x), g(x) €
R[x], piy npnud, g(x) pugquwbnunip wyphdpupy & Gpk f(x)-p pudwubynid I g(x)-p
yYpw Flx] onuinid, npunky F = Quot(R), wwuw f(x)-p pudwlynid F g(x)-h Jpw
ki R[x] onulnid:

Uwwugnyg: Uwwgnygp Ypluknt k£ 2.6.11 (Eddwjh wuyyugniygh hhubwlwb fhwntk-
np: @oymipgnit niuh A(x) € Flx] puquuinud, nph hwdwp f(x) = g(x)h(x).

h(x) = ug/ve x™ + - + U/ Vi,

npubn Uy /Vg, ., U /Vm € F = Quot(R) tw vy, ..., vy, # 0: Lwlh np R onuljp dwlunn-
nhwy L, puwn 6.1.14 phnptdh, bpw vy, ..., v, ny quuyujutt tnupptph hwdwp gnynipe-
it nith nputg v wdktwhnpp pughwinigp puqduwywnplp: v - h(x) puquubnu-
uUp R[x]-hg & L, YpYht puwn 6.1.14 phinptdh, Jupkh t ghuwnpyt) gpu ponp qnpsw-
Yhgubtph v wdkiwdks pinphwinip pudwtupupp u = cont(v - h(x)): Lowlwljkyny
a = cont(f(x)) hwoytup.

©18)  v-fG)=v-a-pp(f(x)=g() v h(x)=g@)- u-pp(v-hX):

Uju hu]uuupnpyub dwhe dwup pnjuinulnmpnibh b v - a, hul we dwuhbp u,
puitth np g(x) & pp(v - A(x)) wphuhnhy] puquuwbnulutph wpnwngpup wphih-
wpy E punn Quniuh 6.3.4 (Eddwgh: Nunh v - a = u b (6.18) hwjwuwpnipniuttph
popnp Uwubpt b pudulgmd B v-a-h pu: Mipbdt’ pp(f(x)) = g(x) —pp(v-
h(x) & f(0) = a-pp(f(x)) = a- g(x) = pp(v - h(x)): Upuyhuny' f(x) = g(x)k(x),
npunkn k(x) = %pp(v “h(x)) €ER[x]: =

6.3.7 Zbtwbiwlp. Gpt R onulp dwlninphuy k, wyw R{x] puquunudwhtt onuljh
Juduyulwi f(x) wupq wupp nith hbnbyw) Epyne whybphg dbyp.
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1) Jwd deg f(x) = 0, kL wyy ghwpnud f(x) = ¢ hwunwnnit puqlubpudp wupg &
wy bt Uhuytt wyt phwpnid, Epp c- yupg E npytu R onuljh wwpp,
2) Yud k) degf(x) > 0, b wyy ghiypnud f(x) puquuinudp gupgq b uyi b dhuyt
wyb nypmid, Epp wjt yppdhinpy wupg puquwbnund

Zhnbyw) Jupbnp phopbdt pughwipwugund b dhty uwydd dbp unugus dh
owipp thwuwnkp, tkpwunjuy 2.6.13 ptnpbup, 6.1.11 L 6.1.12 htntiwtpubpp:

6.3.8 Quniuh phnpbdp. Gpk R oguilp pulumnphuy b wupw dpuw ypw npyws R(x)
puquubinuduyhl onulp nybhyku pulumnphuyg E:

Uywgnyg: Zhdtwynpnudp Ypljuknt £ 2.6.13 pinpbuh muugnygh puybpp: Gw-
dwyuljub ny qpoyuljut f(x) € R[x] puquuinud Yupkh L tkpuyugity
(6.19) fOO =e-p1pu- g1(0) -+ g5(x)

wbupny, npnkn € € R*, py, ..., P uppbkpp wupq tu R-nud, hulj g;(x), ..., gs(x)
wnwppkpp 0-hg pupdp wunhgdwh yphdhnhy yupq puquutgudubp Bu R[x]-nud
(nku 6.3.7 himbiwlpp): Cuy npnid, (6.19) ukpyuyugnidp dhwlji b Gpk qoynipniu
niuh vh wy) ukpuyugnud’

(6.20) f)=€-qy - qy-hy(x) - he(x),

www u=v, s=r L (qgqugk wpunuyphsutph YEpunuwuwynpmipiniihg htwnn)
pi~qi=1. ., u)kgjx) =hx(G=1..,s): =

(6.19) ubpjuyugudwi Uk Jupkih £ juunwpl] «adwb winudubph dhwugnuds:
Gpt p; wupq wuppbph dke Yut dhljutg wungugdus wnwppbp jud bpk g;(x)
puquunudttph dke jut dhdjubg wungugqué puquuwunudubp, npuip jupkh k
hpup dhugil) wihpudbonnm ppul nhypnid thnubiny] € wpinwungphsh bpwbp.

(6.21) fe) =v pi e pit e gP () g (),

npukn py, ..., Pn; 91(%), ..., G (x) muppkpp qniyq wn qniyq wungugyuws sk b v €
R*: 6.1.14 phnptiuhg ki 6.3.8 pinptuhg pluntd L

6.3.9 Zbhwmbiwup. R dwluinphwy onuljh Jpw nipdus judwyuluib ny qpoyuljui
f(x), g(x) puquuinudttph hwdwp R[x]-nd gnynipinih nith tpubg (£(x), g(x))
udbwdks pughwinip pudwbwpupp b [f (%), g(x)] wdkiwihnpp pughwinip pug-
dwwywwnhlp: Fpwp npnoymid bu hwljunupdbjh mupph Lonnipjudp:

Uunpunuptwny Uh pwth thnthnppwlubbph puquuinudutph oquﬂlhhpll'u‘
htonnipjudp unwind tup wju ywunnidubph puinhwiipugnidutpp nputg hwdwp.
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6.3.10 Qunmup phopkup dh pwbh thnhnuulwiuttph puquubnudiutph hwdwp.
Gpk R onulp pwlmnphuy L, wwyw Gpuw ypw npjws R(xy, ..., x,] puquubnuidlughi
oqulp nyhwyku pulunnphuy onuil F gublugus phwlui n-p hudlup:

6.3.11 Zkwbiwlp. R pwlunnphwy onuyh Ypu nmpjusd juduyuljui ny qpojuljut
f(xy, o, x), glxy, .o, %) ninthnjuwuitbph puquuipudutph hwdwp R[xy, ..., x,]
onulnid gnnipnit nith tpwig (f, 9) wdbkbwdks pughwinip pudwbwpupp b
[f,g] wdktwthnpp punhwtmp puqUuuwwnhlp: Fpwip npnoynid Eu hwljwunwp-
&kh mupph onnipjudp:

Nputu 6.3.10 pinpkuh lﬂlpuanp]nLh‘ wyupwuqpudpl wmjupunbkip htnbyuw onh-
wlyny:

6.3.12 Ophtiuyy. dtpgukup Juduwyulwh R dwljninphuy onuyh Jpu wipdus R{x,y]
onuljp: Uyt dwljinnphuy S puwn 6.3.10 ptinpkuh: 8nyyg tnwtip, np wyt gjluwynp hpbwy-
utph onuilj sh hwunhuwunid: Thwwpltup R[x,y]-h wyu I hnbwp, npp Sudnd E
{x, y} wwupptpny: Gupwunpbip hwwowlp. I = f(x,y)R[x,y] nptuk f(x,y)-h hw-
dwp: Pwtthnp x, y €, myuw x i f(x,y) e ¥ i f(x,y): Uw htwpuwnp k dhuyl, Epp
f(x,y) = € € R": Puyg wyy ntypnud [ = R[x,y], hul] nu wthtwnp &, pwth np {x, y}
nwppbpny Suwé hntwp sh Jupnn wupnitwlb] qpnyujutt wunhfwh ny U
puquuinud: Zudkdwnbiny wju ophtiwlp 6.1.9 ophtmyh htwn nhkutmd Lhp, nn
R[x,y]-p qiluwynp hnbwyubph onuy sk, tpk wiqud R-p guown E:

Zhnmwuqu qupqugnidubph hwdwp nbu 8.4.12 Zhjphpunh phnpbup L 8.4.13 gh-
wnnnnipnLup:

6.4 Ujgnphpdutp vh pwith thnthnjpwljwtutph pmquutqudttph hwdwp

dujunphwy onuih Ypw Up pwith thnthnpupufwbttph puquuiunudubph onulp
dwljnnphuy E, Gt gpw punphhy tpwinud htwpunp L putwplt] wytyhuh hwulw-
gmpnittikp, huswhuhp kb judwjulub ny qpoyuljwi nwppph wlkbudbs phn-
hwunip pwdwbwpupp, wdkuthnpp pughwinip puqUuuyunhlyp, nmwuppbph thn-
huunwpd wupgnipniup i Uju gqupugpudniud dkup Junkuubip, ph htyybu ju-
ntih E wgnphpdutph juenigdwt hwdwp $wljnnphw) onuljutknh htin hwdbjuy
odwiunul] quownbkp putwplt: Uju yupuqpubh wignphpdubpp ogunugnpstint b
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Quot(R) pwunpnubkph nuownp dky R wlpnponipjub whpnyph tkpgpoudp (nku 4.2
wupwqpuh 4.2.3 plinpkup, 4.2.4 hinbiwpp, 4.2.5 kL 4.2.6 ophwmlutipp):

Uljuktip K-t quonh Jpw nipdws tplynt thnthnjuwljukph K[x, y] puquubnu-
dughtt onuijh nbkwphg: Umubwynpuujbu, K- upnn b 1hil) Q R, €, Z, nupwnk-
phg nptak dbyp: K[x,y] = K[x][y] hqmunpdhqup dkq pnoy) E wnwhu ghuwplly
K[x,y]-h puquuinuditpp npybu R = K[x] onulh Jpw wpdws y thnhnjuwlwih
puquuiinudttp (nku 6.2.7 ophttmlp tr 6.2.8 juughpp): Quuyws K-h nuown (hubkp
wwwhnynid £ K[x] onuljh EYjhnywinipniip, bt tpw ypu Jupth & Yhpuet) BYY-
1hntuh wignphpup, R[y] = K[x, y] onuljp jupnn Ewyibou b]yjhgyub yhikg: Uy wb-
quu qijuwynp hnbwjubph onul sk puw 6.3.12 ophtiwlh: Ujinmiwdktuythy, BYyih-
ntuh wignphpuh phdtinws wnwybnipniuutphg R[y]-nid oquuykint hwdwnp thop-
&kup ukpnuby R[y] onulp npbiik BJYihnyut onuyh ke: Cunhwipuybu, tpk R onu-
yp tkpypdnud £ nplak L onuiljh by (wyuhtipi' L-tt nith R-htt hqnunp$ bupwonuly),
wuyw R[y] onuljt by tkprypynid & LLy] onulh ub:

Cun 4.2.3 phnptuh 4.2.4 htnbiwbph, judwjulwut R wdpnponipjub wnhpnype
ubpypynud E guipnh dbg: tw R onujh F = Quot(R) pwtinprubph nupwnb b, npp ju-
mmigymd £ R-h wmwppbph dttwut hwpwpbpnipniuitph dheongny: bPusybu wnk-
uwp 4.2.6 ophttwynid, Lpt pwunpputph nuownp juenmigynid b puquunudught
onuljh hwdwp, wyw Quot(K[x])-p K-h Ypw wnpjwd nwghniw) $nituilghwkph
quownt b, npp bpwbwlynmd t K(x): Opubu L Jkpgukup K(x)-p o ukppubkup
K[x][y]-n K(x)[y] oqulh Uke: Ljwwnklp, np stwjws gpundwt npny tdwbnipjubp’
K[x][y] tv K(x)[y] oqulukpt hpwphg twwybu wwppbp t: Unwehttt hqnunpd k
K[x, y]-pt, dhlynte kpipnpyp punjugms k
colx cnlx
dZEx)) i dz((x))
nbuph puqUwunudubphg, npnug gnpswlhgubpp nwghntw] $niuljghwbkp G

% €EK(x),i=0,..,n (m]uhhph‘ c;(x),d;(x) € K[x] kv d;(x) # 0): Ruth np K(x)-n

nuow L, K(x)[y] oquliju Byhyub L, b tpwinud wpgkt Yupkih & Yhpuet) BYYih-
ntuh wignphpup b puqUubinqudubph «utlyniung pudwubjnw gnpénnnipniup:

(6.22)

6.4.1 Opphuwl. Z3[x,y] onuynid Jtpgutup f(x,y) =xy +2y +2x+1 tw g(x,y) =
xy + 2x puquubudtbpp: Ukpuyugukup gpuip npybtu Zs[x][y] oquljh puquub-
nqudtbp. f(y) = +2)y+ 2x+1) =ae(x)y + a;(x) b g(y) = xy + 2x = be(x)y +
by (x): Ukpnukup Zs[x] onulp Z3(x) nupwnh Ubke i Zs (x) [y] tYhywi onuljh ke b
Juwnwpkup pun EYyihntuh wignphpedh duugnpgny pudwtnudp.
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(x+2)y+(@2x+1) xy + 2x
(x+2)-2x|x+2
X x

(x+2)y+

0

dhpoht puynud vnuppbpmpiniup 0 £ unnwgyb), pwth np Z3;(x) pwinphubph onqu-
Ynud nibikup @ = inJ = 2x + 1: Uyuhlipi’ Z3(x)[y] onulnid dbp puquubngu-
ubiph wlkbudbs pughwinip pudwbwpupt t A>y) = (f ), g(y)) = xy + 2x: Unwu
Ynnuhg, h(y)-p sh pmdwtmd f(y)-p Zz[x][y] onuynid, pubth np h(y)-h wjwg gnp-
Swyhg x-p sh pwdwbnd f(y)-h wiwg gnpdwlhgp x +2: Uyuhliph Zs(0)[y] &
Z3[x][y] oquljutpnid puquubmudttph wdbbwdbs pighwinip pudwbwpbpp juw-
npnn kb B mmwuppbp 1htl), Bt woweht onujmid npu hwpynudp plin sh wywhnynid

huunph (nwsnudp Epypnpn onuynid: Uju pupgnipniip Yopowbgkup phy htinn:

dbkpgublp f(x,¥), g(x, ¥) € Kx,y] = K[x][y] pmquutnuttph qnijgp: Fug pon-
ukp wwpqugnyu ghwpp, tpp nppuighg dkip qunyujut b Zwdwpbup twky, np
puquuimuditpp yphuhwnhy kb npuybu K{x][y] onulh wwpptp, wjuhtpl, npubg
gnpéwlhgutph (mpybtu K([x]-h wwwppbph) wdbbwdbs pughwinip pudwbwpupp
K*-hg E: fwibh np K[x][y]-p tkpypws © K(x)[y]-h uke, hulwpkip f(y),g(y) €
K[x][y] puquuunguuubpp bwb K (x)[y] by hpwut onulh mwppbp, b 6.4.1 ophtw-
yh wdwinmpjudp hwydtup npuig A(y) wdbbwdbks pughwiunip pudwbwpupp
K@) [y]-nud: iublp f(y) = h(y) - q:(y) ' g(y) = h(y) - 42(y), npuntin 1 (), q2(y) €
K(x)[y]: Ukpyuyugublp h(y)-p (6.22) nkupny
o e
d@” T 4,6
Cunphpy K[x] onuyh tJYyhrywinipeyui, d;(x) ny qpoyuljut hwynwpuwpubph  hw-
dwip gnnipnit niih npug wdktwthnpn punhwinip puquuyunplyp’

h(y) =

s(x) = [do(x), ..., d,(x)] € K[x]:

t(x)-ny wpwhwlkup q;(y), q2(¥) puquuwunudubph pnnp gnpswlhgubph hwyjnw-
pupibph wdktwthnpp punhwinip puquyunhlp: Yntukuwbp

(6.23) st - () = shB) - t(D)a: (),
s@)t(x) - g(¥) = s()h(y) - t(x)q (¥):

Lwih np s(x)-p pwdwnud & A>Y)-h ponp gonpswhgubph hwjnwpupubph puw,
huy t()-p pudwignid £ g, (¥)-h b g2(¥)-h poinp gnpswljhguibph hwynwpwptbtph
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Jpw, wyw (6.23)-h bplint hwjwuwpnipniuiph we dwubpt b juywnluikia
K[x][y] onulht, tr s(x)h(y) puquubnuup Yihth s()e(x) - f(y) t s@()e(x) - g(»)
puquutnuubph pinphwinip pudwwpupp K [x][y]-nud:

K[x][y] oqnuynmd f(y) b g(¥) puquuinudutpp skt jupnn nibbbw) wdkh
pupdn wunhfwth pughwin pudwbwpup, pub K(x)[y] onulnud (K [x][y]-nud
puquutnuubph pudwibihnipniihg plunwd E K () [y]-nud tnyh puquuiquditph
pudwtibjhmpinitp): Lwh np K (x) [y]-mud nputg wikiwdES punhwinip pudwbw-
pupp A(y)-u b, wyu s(x) - A(y)-h y-wunhgdwip hwquuwp b K[x][y] onulinud f(y)
bt g(¥) puquuinuuutph wdkbwdbs pughwinip pudwbwpuph y-wunhdwuthi:
Lwih np f(y) b g(¥) puquuinudutpp yphuhnhy By, wyw, pun 6.3.5 hbnbiwub-
ph, wphuhnpy kb ipubg wikbwdbs pighwing pudwiwpupp: Mpbdi

(fe»).9(y) = (fO).90)) = pp(s(x) - h()):
Cunhwtnip nhwpp, tpp puquuinudutpp wyphdhwhy sku, htowunipjudp php-
Unud £ piiwpqws niypht: Thpgubup
f) = cont(f(M)pp(f(») t g = cont(g(»))pp(9())

tkpyuyugnidtbpp b EYYhnkuh wignphpuny hwpdklp cont(f(y)), cont(g(y)) €
K[x] pnJuunulnipniiitph (npybtu K quonp Jpu vipdws kly thinthnjuwlwih
puquuiunudubph) wdkbwdbs punhwinip pudwbwpupp.

r(x) = (Cont(f(y)),cont(g(y))) € K[x]:

fwtih np pp(f(»)) & pp(9(»)) puquuwbtpwdtibpp wphdhwnhy bb, wupw phy wowg
pEinyuwé Enubwyny hwoykup npuitig

(Pp(f3)).pP(9®))) = PP(sCx) - h(¥))

wdkudks punhwiunip pudwbwpupp: YEpphwljwt yuwnwuppwip uinugynid k ht-
by wkupny (f(x,¥),9(x ) = (f3),90)) =) - pp(s) - h(y)) € K[x][y]:

6.4.2 Munphp. Zwdbdwwnb) pipduws junnignidubpp 2.6.20 wignphpedh hhutwydnp-
dwib htwn:

Ujuyhuny dkup Junnigkghtp htwnbiyw) wignphpdp.

6.4.3 Ujqnphpd (quowh Jpu nipdué tplnt hnthnjuwljwibitph puquuinuduyht
onuind wiktwdts punhwinip pudwtwpuph hwoydwi wignphpdp). Spws L
f(x,y), g(x,y) € K[x,y] ny qunyujutt puquuigudubpp, npunky K-t juduwjuljut
nuipwn b Zwob) tipuig ( flx,y), glx, y)) wdbiwdtd pinhwinip pudwbwpupp:
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1. Cun K[x,y] = K[x][y] hqnunpbhquh’ fudpunjnpklp f(x,y) b g(x,y) puquub-
nulttiph dhwiigudubpp pun y-h wunh&wtbph b tkpuyugubup gputp f(x, y) =

ag()y™ + -+ a,(x) € K[x][y] & g(x,y) = bo(x)y™ + -+ + by (x) € K[x][y] nbupny],
nputn ag(x), ..., an(x); bo(x), ..., by (x) € K[x]:

2. K[x] onuynid tyjhptuh wignphpung hwpytip cont(f(»)) = (ag(x), ..., an(x)) tu
cont(g(y)) = (bo(x), ..., by (x)) prywlinuynipyniuitkpp:

3. K[x] onuynud EJyihntuh wignphpedny hwoykup r(x) = (cont(f o), cont(g(y)))
€ K[x] wikiunlks punhwinip pudwbwpupp:

4. Lowtimltp f(y) = pp(f () kr g(») = pp(9(»)):

5. K[x] wdpnnonipjutt mhpnypl, pun 4.2.4 htntiwbph, tkppukup Quot(K[x]) pw-

unpnubph nuownh, wyuhtpt, K guonh ypw nwghntiuwy dnruyghwtph K (x) nuownh
Ubo:

6. f(¥) kL g(¥) puquuiinuuutph hwdwp K(x) guonh Jpu npjus K(x)[y] oqu-
Yl Bfyjhybuh wignphpund hwpdbip gpubg Ay) = (), 9(0) € K()[y] wdk-
twdks punhwinip pudwbwpupp:

7. h(y) € K()[y] puquutunh gnpswlhgutiph (nwghntuy $mulghwiikph) hupnw-
pupubkpp ny qpoyuijut puqUutnudutp b K{x] onuljhg: K [x]-nud By hgkup wign-
phpuny hwoyktp wyp hwpnwpupibtph s(x) wdktwhnpp pughwingp puqiuyw-
whyp:

8. K[x] onwynid tyihnkuh wignphpuny hwpdkip s(x) - A(y)-h cont(s(x) - h(y)) €
K [x] pnyuinulnipinitp (puin s(x)-h plinpnipyul, s(x) - A(y) € K[x][y]):

9. Lpwljkp d(y) = pp(s(x) - h(y)) = s(x) - h(y)/cont(s(x) - h(y)):

10. Npniukh wdkbwdkd punhwinip pudwbwpupp goipu gpitp r(x) - d(y) wkupny:

6.44 Opptwl. Zs[x,y] onulynid nhunwpykup f(x,y) = 3x%y? 4+ 3x3y + 4x* W
g(x,y) = xy? + 2x%y + 2x? + xy puquubnuutbpp: Ukpuyugikip npubp f(y) =
3x%y® + 3x%y + 4x* € Zs[x][y] br g(¥) = xy* + (2x* + x)y + 2x?* € Zs[x][y] wkupny],
wyuhlipl, ao(x) =3x2,  a;(x) =3x3, a,(x) =4x*; bo(x) =x, by(x) =2x%+x,
b,(x) = 2x?: Zkow k hwpyky, np cont(f(¥)) = (3x2, 3x3, 4x*) = x% tw cont(g(y)) =
(x, 2x? +x, 2x%) = x: Upuhlipt' r(x) = (2, x) = x € Zs[x] b Jupny kup whgnid
Ywwnwpt) wphuhwnhy dwubkpht. () = pp(f(»)) = F()/x? = 3y? + 3xy + 4x?,
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9 =pp(9(») = 9g(»)/x = y* + (2x + 1)y + 2x: Ghpunkup Eyihnkuh wgnphp-
Up tnp £(y), 9(y) puquubnuittph Jpw Zs (x) [y] onulynud.

3y? + 3xy + 4x? y2+ (2x+ 1Dy +2x

32+ (x+3)y +x 3

(2x + 2)y + (4x2 + 4x)

Y2+ Qx+ Dy +2x | 2x +2)y + (4x? + 4x)

, . 2x%+2x 1 1
TS 2x+2” T2t
y+ 2x
y+ 2x
0

1 _2x%42x

dkpohtt puwdwilwb kg, ophtwl, (4x2 + 4x) ) = g YV huy x+ 1)y -

x+1
2x2+2x  @x+D)(+1)—(2x2+2x)  2x?+3x+1—(2x%+2x) x4+l . v
x+1 - x+1 y= x+1 - my =V U]uhhph ZS(x) [y]

onulnid npnubkjh wdbbwdbks pughwinip pwdwbwpupt £ AY) = 2x +2)y +
(4x? + 4x) puquuiquup: Uju ophtiwynid, pupbkpwjuinwpwp, popnp qgnpswlyhgbpp
wippkl hul Zs[x]-hg Lo (pwghntwy $niujghwtitph hwynwpuptbpp wphdhwg ),
niuinh Junpbh L Jkpgul) s(x) = 1: Lwbh np

cont(s(x)h(y)) = cont(h(y)) = (2x +2,4x% + 4x) = 2x + 2,

wuyw pp(s(x) . h(y)) = ((Zx +2)y + (4x2% + 4x))/(2x +2) =y + 2x: bul] Jkpotiw-
Yt wunwupwip Jhwsygh hbnbywy nbkupngd

(fCe,¥),9(x,y) =) -pp(s(x) - h(®)) = x(y + 2x) = xy + 2x*:

6.4.5 Jwpdmipnil. 6.4.1 opnptiwlnid, hwpupwt 6.4.3 wgnphpdh junnignudp, dkup
Jupnnuguip hwoyly f(x,y) = xy + 2y + 2x + 1 b g(x, y) = xy + 2x puquwbnuu-
ukph xy + 2x wdbktwdks pughwinip padwtwpupp vhuyb Z; () [y] By hywb onqu-
Ynud: Skuwbip bwkb, np wytt wyjbte wdkbwdbs pughwinip pudwbwpun sk Z; [x][y]
onulnid: Yhpwnk) 6.4.3 wygnphpup b gty (F(xy), 9(x, ¥))-n Zs[x][y]-nud:

Lwtih np wyu wuwpugpudnid thy wydd pipdws pninp ophtiwjutpp Jepowynp
pumpwgnhsh nupwbph ypw thu (p =3 Juud p = 5), hwhhp& phpkup twta uh opp-
twl qpnyuljut punipwqphsh K = Q gupnh hwdwp:
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6.4.6 Opptwy. Q[x,y] = Q[x][y] oquynid ghrnwupytlp f(x,¥) = xy> + 2xy? + y% +
2y=xy3+ Q2x+1y*+2y b gy =3x2y2+x%y +3xy +x = 3x%y? + (x% +
3x)y + x puquuiunulitpp:  Ulthwynnpkh  cont(f(»)) =1 t cont(g(y)) =
(3x2%, x? + 3x,x) =x: Nunh muklp r(x) = (1,x) =1 € Q[x] tu f(&) = pp(f(»)),
pp(g() = g(»)/x = 3xy* + (x +3)y + 1: Yhpwnbklp EyYhytuh  wignphpup
Q) [y] onuynrd.

xy® + (2x + 1)y? + 2y 3xy? + (x+3)y+1
, x+3 , 1 1 5
VAT Y 3779
S5x 2+5
37 73
5x 2+5x+15 +5
37 9 '79
5x 5
9779
3xy?+ (x+3)y+1 _S_xy_E
9 9
27 5
3xy?+3 2,2
y y 5y 9
xy+1
xy+1

0

Ujuhlip' Q(x)[y] oqulmd h(y) = —%x y —g: dhpgukup s(x) =9: Ujg phypnud
d(y) = pp(s(x) . h(y)) = (=5xy — 5)/(=5) = xy + 1: dhpphwjul yuwnwuuwub L

(fe)gGey) =r@) d@)=1-(y+ 1 =xy +1:
Zwulwlwh b np @-nid 5-p jud —5-p huunwupdbjh ko Uuhuph' &hown bp twbe
5xy + 5 Jud —5xy — 5 wquunwupuiwbp: Ypubp wungugdus ki xy + 1 puquubinu-
dht: Uklp, uvwljuyly, piinplghtip wdkbwwwng gpoipjudp yunwupuwbp:

6.4.7 Ywpdmipniu. Lutwplyws 6.4.1, 6.4.4 tir 6.4.6 ophtwlutpnid Ukup oqunyb-
ghtp, hulwwywwnwujiwbwpwp, Zs[x, y] = Zs[x][y], Zs[x, y] = Zs[x][y] & Q[x, y] =
Q[x][y] hqnunpdhquutphg: Udkbtwdts pudwbwpupp hwoyl) unyb ophtiwlutph
puqUuimudtibph  hudwp’ oqufbiny  Zs[x,y] = Zs[yl[x], Zs[x,y] = Zs[yl[x] &
Qlx,y] = Q[yl[x] hqnunphquitphg: Ujuhtpt' puqiubnudutph dhubnuditph
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hudpwynpnid junwpty ny pk pun y, wy pun x thnthnpowlwih: Ophhuﬂl‘ 6.4.6 oph-
twlubkpnud phtwnlly f(x,y) = xy3 + 2xy2 +y2 + 2y = (3 + 2yH)x + (¥ + 2y) W
g(x,y) =3x%y? + x%y + 3xy + x = By? + y)x* + By + Dx puquubulukpp:

6.4.8 Ydwpdnpmnii. YUndytpu pytph npuownh Ypuw mpdws Epynt hnthnpwluik-
h puquunudutph Cx, y] onuinid gk hbnbyw) puqdubngudubph wdkhudbs
punphwinip pudwbwpupp.

f(x,y) = (9 + 60)x*y + 3x%y% + (6i — 4)x3 + 2ixy,

g(x,y) = 6ix%y? + 3x3y — 4xy + 2ix?%:

Quujws 6.4.3 wgnphpup gnpémid k guwjugus nuownh, wyn pynid b hwdwfu
oqunugnpédynn Q, R, €, Z, nupwnbkph hwdwp, tpw wljthwyjn phpmpniub wjb £ np
uyl sh gnpénid wdpnne pytph Z onuyh hwdwp: Ujgnphpdh hhdtwynpnidp thnjub-
n Yupbih Eugh nwpust) twb Z-h hadwp: Ubq whnp Yqu hknbgug quownp.

6.49 Ophuwy. Gpk R =Z[x], wyw hwdwywwnwupwbh Z(x) = Quot(Z[x]) pw-
unprubph nupnp punjugus k
apx™ + -+ ay

.24 _ T

wbuph Ynunnpwljubphg, npnty ay, ..., ay; by, ..., by, gupdwljhgubtptt wdpnne pytp L,
tL by # 0: U wykjh ks onuily k, pwl nmghntiw) gnpdwljhgutpny puquuinudutph
Q[x] onquyp: 8nipwpwlsnip 2 € Q nwughntw) phy (6.24) wbtuph L, tpp n=m = 0:
Udtjhl, nwghnbw) gnpdwlhgubpny jmipuwpwbgmp f(x) = ;—‘;x" + 4 ;—Z € Q[x]
puquuunud Jupkh b phply (6.24) wbuph: bujuwtbu, dy, ..., d,, hujnwpupubpp
wdkwthnpn punhwinip puquuyunhlp bywbwybup s: Uy nypnid

€ Z(x),

_lyscy scn> x4
f(x)_s<d0x+ ta.)=
pwlh np pnjnp % = [; nnnpulubpb wdpnne & i = 1,...,n: Uyuhlipt' Q[x]-p pun-

Jugws t Z(x)-h uyl (6.24) wkuph nwghntw) $nijghwiikphg, npnig hwjnwpuph
wuwnhfwip qpoyujub b Z(x)-p guown Oph‘uuﬂl‘ (2x+3) 1= L € Z(x):

2x+3

dkpgukup ny qpoyubub f(x,y),9(x,y) € Z[x, y] = Z[x][y] puquubnudutpp:
Uplht, bwf, hwdwpbup, np puquuinudubpp yphdhnpy G Lwuh np Z[x][y]p
ubpnpus £ Z(x)[y]-h Uk, huntwpkup, np f(y), g(y) € Z[x][y] puquuguitpp
Z(x)[y] onulh wwppbp kb, & Elyjhgtuh wignphpuny hwpkiup npuig h(y) €
Z(x)[y] wdbkbwdkd punhwinip pudwtwpupp: f(y) = h(y) - ¢ ¥) & g@y) = h(y) -
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42(y), npultn q:(y),q2(y) € Z(x)[y]: Mukup h(y) = %y” +ot ;:_((2: Zuguu-
pupubtph d;(x) ny quuuliut  puqUuwinudiubph hwdwp  Jipgubup s(x) =
[do(x), ..., dn(x)] € Z[x]: Pul t(x)-n] wowbwlklup gq;(y), ¢2(¥) puquuunudukph
poinp gnpdwlhgubnh hwjnwpupubph wdtbwhnpp punhwiunip puquuuyunhlp
Z[x]-nud: s(x)-h b t(x)-h hwoydwd hwdwp wyjbiu skup Yupnny oqudty BYYyihntkup
wignphpdhg (h wwppbpmpeini twpinpn wignphpedh hhdtwnpoudukph), puith np
Z[x]-u By hgut onuy sk Ujuniundbiwguhy, 3-pr giunwd dkup dh pwpp Edtlnhy
wgnphpdutp Lup Junnigh), npnughg jnipupwignipny Yupbih k hwoydty Z[x]-h ny
quoyulul do(x), ..., d,(x) puquuiqudutph (do(x), ..., dp(x)) wubliwdks plnhw-
unip pudwtwpupp kL

[dO(x)! ey dn(x)] = dO(x) o dn(x)/(d()(x)' L dn(x))

wdktwthnpp punhwtnip puquuuyuwnplp: Ujunbn Jhpwekiup ppuighg judwyw-
Juip, ophtwl, Uks wupq pdh 3.4.8 wignphpup Jud k) 2.6.20 wygnphpdp, npl
wykh wwpq hhdbwdnpmud nth shuyws wjt wwluu wpynibudbn b i juegus
E dhowlljjuy wpdbpubph nindwgdwt juunph htw: Usdws wignphpdubtpp dkup
dtimbpuly thup dhwy &pgn: puquuinudubtph nbwyph hwdwp, vwut tpb
puquuunudubph pwtwlju wykih owwn k, wyw nupdjuy Yupkh £ gputg wdkbw-
Uké punhwinip pudwbwpupp hwoyt] wyn wignphpdutph hwenppuljub Yhpw-
nmipjuh Uhgngny: Ophtiwly twhi Gupkih E hwoty Ay (x) = (do(x), dy (%)), wyu
hy(x) = (do(x),d1(x),d2(x)) = (hy(x),d,(x)), &L Ukpohtt puymid hunniyghuyny
unwliu

hn(x) = (do(x), ---:dn(x)) = (hn—l(x)' dn(x)):

zupyqus s(x) bt t(x) puquubnudubph ogunipjudp wyuntn tiu vnwbind Lup
(6.23) hwjwuwpnipniuttpp, npntn tplnt hwjwuwpnipniuubph we dwubkpb b
Jyuunwikt Z[x][y] oqulhl, tr s(x)h(y) puquuinudp Yihth s@)t(x) - f(y) &
s()t(x) - g(y) puquuwigudubph pughwinip pudwbwpupp Z[x][yl-nuwd: Z[x][y]
onulnud f(y) kL g(¥) puquuunudubpp skt jupnn niukbw) wdbh pupdp wunp-
futth pughwinip pudwbwpup, pwt Z(x)[y] oqulinud: Lwuh np f(y) b g(¥) pug-
dwinudubpp yphuhwunpy &b, wyw, pun 6.3.5 htnbiwtph, wyphdhunpy b G tpubg
wdktwdks pughwinip pudwbwpupp.

(Fa,gxy) = (F0),9)) = pp(s(x) - R()):

Cughwinip ghwpp phpynud | twjunpn nypht tnyb uyqpnipny, hus K[x][y]
onuih hwlwp: Puquubulutpp twhe tbpluyugutp f() = cont(f (»))pp(f ()
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ki g(y) = cont(g(y))pp(g(y)) wkupny, npwnky cont(f(y)), cont(g(y)) € Z[x] pn-
Juunulnipnitubpp (apybtu Z-h ypu npjuws dky hnthnpjuwljuth puquinudub-
nh wlktwdbs punhwinip pudwbwpupp) Yupbih b hwpdl) 3.4.8 jud 2.6.20 wy-
gnphpuUutphg nptitk dEYny: Unijt wjgnphpdutphg npbik dkyny hwpykup twbe

r(x) = (cont(f(y)), Cont(g(y))) € Z[x]:

fwtih np pp(f(»)) & pp(9(1)) puquwbnudtibpp wphdhwnhy kb, wogu Jepp php-
Juis buialym] hupyktp (pp(£(1), pp(9())) = pp(s(x) - h(3)): Tkpgluljuls wp-
nwufuwtipn unwgynid | hknbiyw) wbupny.

(Fey), g y) = (FO0),9) = r(x) - pp(s(x) - () € ZIx][y]:

Qbtrulipykup Junnigywué wignphpup.

6.4.10 Ujqnphp! (Z[x, y] puquuuanuduhtt onuynid wdkiwdbd puinhwimp pudw-

twpuph hwpdwb wignphpdp). Spdws tu f(x, ), g(x,y) € Z[x,y] ny qpojuljub
puquuimudibkpp: 2wtk bpuig (f(x,y), g(x,y)) wlkbwdks pinhwinip pudw-
twpupp:

1. Cun Z[x,y] = Z[x][y] hqnunpbhqup Judpun]npbip f(x,y) b g(x,y) puquwib-
nuultkph dhwiiqudtbpb pun y-h wunh&wtbkph b tkpuyugukip gputp f(x,y) =
ao()y™ + -+ + an(x) € Z[x][y] E g(x,y) = bo(x)y™ + - + by (x) € Z[x][y] inbupnd,
npukn ag(x), ..., a, (x); bo(x), ..., by (x) € Z[x]:

2. Z[x] onquimu 3.4.8 Yud 2.6.20 wgnphpdutphg nptik dkhynd hwodtup
cont(f () = (ag(x), ..., an(x)) b cont(g()) = (bo(x), ..., by (x)) prywlinulynipinti-
ubpn:

3. Z[x] oquind 3.4.8 Jwd 2.6.20 wgnphpuutphg nptik dbln] hwoytup r(x)
= (cont(f (), cont(g(y))) € Z[x] uniklunlkd plmhwbnp pudwlbupupp:

4. Lpwialklip £(y) = pp(f (1)) tr g(») = pp(g(»)):
5. Z[x] wdpnnompjul whpnypl, puwn 4.2.4 hbnbiwtph, tkppukup Quot(Z[x]) pw-
unpyubph gupwnh, wyuhpl, Z-h Jpu nwghnbiw) niughwtbph Z(x) guownh dke:

6. f(¥) b g(¥) puquuugudbph hudwn Z(x) guownh Jpu npjus Z(x)[y] onulnud
Eqyihntuh wygnphpuny hwoyklp npubg A(y) = (), 9(»)) € Z(x)[y] wikiwts
punhwnip pudwbwpupn:
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7. h(y) € Z(x)[y] puquuinuup gnpduhgubph (pwughntuy $nrughwtph) hwyunw-
pwptbpnp ny qpoyuljut puquutguditp tu Z[x] onulhg: Z[x]-nud 3.4.8 Jud 2.6.20
wgnphpdutphg nptitk dkhh hwonppuljut Yhpwenipjudp hwoydktp wyn hwjnw-
puputph s(x) wdktwhnpp pinhwinip puqiuyunhyp:

8. Z[x] onquinmd 3.4.8 Jud 2.6.20 wgnphpuutphg nptik dEh hwenppuljub
Yhpwenipjudp  hwodtup  s(x)-h(y) puquuunguup cont(s(x) . h(y)) € Z[x]
pnjwbgulnipynibip (puun s(x)-h puinpnipyut, s(x) - h(y) € Zx][y]):

9. Lpwhwkp d(y) = pp(s(x) - h(»)) = s(x) - h(y)/cont(s(x) - h()):

10. Npniuth wdkbwdks punhwinip pudwbwpupp goipu gpkup r(x) - d(y) nkupny:

6.4.11 Opptwy. Uugpununtwbp 6.4.6 ophtwlynd Q[x,y] = Q[x][y] onuyh uke
Jipgqws puquuiqudubphi: Yputg gnpswlhgutpp, npntp bwhe Z[x]-hg thi,
wuwpnq nkup nukht, bt wdktwdbs punhwtnip pudwbwpupubpp bt wdkbwtnpp
punhwunip puqUuyuwnhlutpp Jupkh bp hwogty twbe 3.4.8 fud 2.6.20 wgnphpu-
utinhg nphick Ukny:

6.4.12 Jupdnipjnii. Oquytiny 6.4.10 ullqnphpdhg‘ hwoyty Z[x, y] onuljh htwnbtyuy
puquuunudubph wdkiwdbs punhwiunip pudwbwpupp.
flx,y) = 2x3 + 6x2 + x3y + 5x%y + 6xy + x2y? + 3xy?,
g0, y) = 2x%y? + 6xy? + x2y3 + 3xy3 + 4x2 + 12x + 2x%y + 6xy:

Uju yupwqpudph dbwgus dwunid L inwnt ogunuuqnpstp Judwjwljw hpu-
Jus K nuownp (Wwubwnpuygbu, Q, R, €, Z, nupwnbkphg npbik dklp) fud Z onuiljp
wowwybnmt hwdwp: 6.4.3 kL 6.4.10 wygnphpdutpny dkup Yuwpnn bGup L-p Jpu
upuws Epiynt hnhnjuwutbtph puqUuwigudubph Llx,y] oqulnid wdbiwdbs
punhwinip pudwbwpuph hwyydwb juunghpp hwigkgut) Lx] oquinud hwdwbdwh
huunph (nusdwip: Swpnibwlny puy kpp bhl}nﬂlgbm]nq‘ dkup Jupny Eup L-h Jpu
npJud Xy, ..., %, thnthnpwlubiubph Lixy, .., x,] onuinud wdktwdks punhwinip
pudwbwpwuph hwoyudwb jutinhpp hwigkgubky bdwt punph pusdwbn Lixy, ..., x5-4]
onuijnwd, wyuhtiply, plipk] wykh phy thnthnjuwjubp wupnibwlyng puquinud-
ubph nhypht: Pujuybu, Eupwugpkip wpnkb nubup Llxy, .., -1 ]-nod wdkbwdbs
pughwinip  pwdwbwpwuph  hwyddwt  wignphpdp: Oquukiny  Llxy, .., x,] =
L[x1, ., Xp_1][%n] hqnunpdhquhg npgus

fCer, e x), g(xq, oo, X)) € Ly, oov\ X5 ]
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wphuhinpy puquubnudabpnid pun x, hnpnpwluth, Jhwubinuwdabph dhwugnd
Juuwpbny, bhpuyugubup f-p b g-u npubu L{xy, ..., xp-1][x,]-h puqUuinudubp,
npnbg gnpdwlhgubpp Lxy, ..., X,—1] oquljhg L
L[xy, ..., Xp—1] wudpnnonipjutt mhpnypep, puwn 4.2.4 hbnbkiwph, tkpgukup
Quot(L[xy, ..., Xp_1]) = L(xq, o, Xp_q)
pwnpnubph nuowh kg, nph mwppkpp L-h ypw nughntwy) $niughwkp Eu pun
X1, s Xp—1 nthnpuwubbph (Yonunpwlukp, npnug hwdwphsth nt hwjnwpupp
L[x1, o) Xn-1]-ng Gl): L(xy, ..., Xp—1) quownh Jpu nnpgus L(xy, ..., Xp—1) [x,] B]Yhywit
onulnud EYyhntuh wygnphpuny hwpdttp f, g puquuinudutph wdktwdks puy-
hwlnip h € L(xy, ..., xp—1) [%,] pwdwbwpupp: A-h gnpdwjhgubpp Ynunnpuljukp ko,
npnig hwyunwpupubpp L{xy, ..., X,-1]-hg Eu: Pulj uyy oqulnid wpnkh niikip wdbhw-
UkS punhwinip pudwbwpuph hwoydwt wignpphpdp, nph dhengny Jupnn Gup hwo-
Jt upywd hwyjinnwupupubph
s =5(xq, e, Xp_1) € L[Xq, e, Xp—1]

wdbiudbs puphwinip pwdwbwpwpp: Yplukng 6.4.3 bt 6.4.10 wgnphpdutph
hhdtwnpdwt lIllllllU’llllIlLlE‘ uwnwinwd Lup, np (f, g) = pp(s - h):

Yudwjwljub ny qpoyuljuit £, g € L[xy, ..., x,] puquuinudubph ntypp phpynid
L puiwpyqusht: Lxy, ..., xp—1]-nd wdbbwdbs pughwinip pudwbwpunph hwoddwb
wignphpedp hwonpnupup Yhpuntiny f,g puquutnudiutph gnpswlhgutph Jpuw,
Juunwtiwtp cont(f), cont(g) € L[xy, ..., x,—1] pnduliqulnipinititbpp: Lywbwlkip

r= (cont(f),cont(g)) € L[xq, .o, Xp_1]:

futth np pp(f) & pp(g) puquubnudubpp wppdhwnhd &b, wyw Jbpp phpdus
tqubwyny  hwodkp  (pp(f), pp(9)) = pp(s - h):  dbpghulul  wunwujwbp
unugynid k htnbyw) nkupny (f,g) = (f(xl, ey Xn), 9 (x4, ...,xn)) =r-pp(s-h) €
L[xy, ..., xp]: Unuguip htnbywy wygnphpdp.

6.4.13 Ujqnphpd (qupwnh jud Z oquijh Jpu inpjuws n hnmpwjububph puquui-
nuduwhtt onuinud wdkitudkd pughwinip puwdwbwpwuph hwoduwmb wyqnphpdp).
Spquws Lu f = f(xq, .., xn), 9 = g(xq, ..., %) € L[xq, ..., x,] D3 qunyuljubt puquwb-
nudubpp, npuntn L-p jud guijugus nuon £ jud b Z onulj k: Spws En — 1 thn-
thnjuwubbph  Llxg, ..., x,—1] onuinid wdktwdks pughwinip puwdwbwpuph
hwoydwl wignphpdp: 2wyl (f, g) wdbkiwdks pinhwinip pudwbwpupp:
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1. Zwdwdwyl L[xg, ..., %] = L[xq, o, Xp_11[%;] hqnunpbhquh’ pudpun]npbip f W g
puquuinulutph dhwinudubpt pun x,-h wmunhgwutbph e akpluyugutiup nputp
f=ay™+ - +a, €LIxXy, ., Xn_1][xn] G g =Dboy™+ -+ by € Llxy, e, Xp_q1[xn]
wbkupny, npnkn ay, ..., ay; bo, .., by € L[xy, .o, Xp—1]:

2. L[xq, .., %] onunud wdbbwdtd punhwinip pudwbwpuph hwyddwb wign-
phpuh hwonppujut Yhpwenipjudp hwpdtup cont(f) = (ay, ..., a,) tr cont(g) =
(b, -, by) pnyubiqunipiniiipp:

3. L[xy, ..., Xp—1] oqulnud wlkwd ks punhwinip pudwiwpuph hwyddwb wignphp-
Uny hwoybtp wyn pnjwinuynipmitiibph 7 = (cont(f), cont(g)) € Llxy, ..., xp—4]
wdktwdks punhwinip pudwiwpupn:

4. Lywlwlklp f = pp(f) ke g = pp(9):

5. L[xy,...,Xp—1] wdpnnonipjult wnhpnypl, pun 4.2.4 hbnbiwbph, Ukppukup
Quot(L[xy, ..., Xp—1]) pwlnpyubtph nuownh, wjuhtipl, L-h Jpw nwughntuy $niulyghw-
ubph L(xq, ..., Xp—1) quowh Uky:

6. f tL g puquuunudutph hwudwp L(xy, ..., X,—1) quonh Jpu nipdus Yhyut
L(xq, oo, Xp—1)[xn] onulinud EYYihntuh wignphpuny hwoykup npuig k= (f, g) €
L(xq, ..., xp—1) [x,] wdbiwdkd puinhwinip pudwbwpupp:

7. h € L(xy, ..., Xp—1) [%5] puquutnuup gnpswlhgubph (xq, ..., Xp—1 hnthnjuwubik-
nh nwghnbwy dniulghwitph) hwynwpupubpp ny qpoyuljub puquuunudabp Eu
L[xy, ., Xp—1] onuljhg: L[xy, ..., Xp—1]-nud wdbbwdbs pughwinip pudwbwpuph
hwyJdwt wignphpuh hwonppuljut Yhpwnnipjudp hwydtup wyn hwyunwpupubph
s wdkwthnpp pughwinip puquuuyunhlyp:

8. L[xy,...,xp—1] onunid wulktwdks pughwinip puwdwiwpuph hwoydwh wign-
phpuh hwonppuljut Yhpwemipjudp hwodtup s-h puquuinuuh cont(s - h) €
L[xy, ..., Xp—1] ppjulimulmpinip (puunn s-h puipmpyuib, s - A € Lxy, ..., x,-1][x,]):

9. Lpwtwlkup d = pp(s - h) = s - h/cont(s - h):

10. Npnukh wdkuwdks punhwinip pudwbwpwpp gnipu gplp r - d mbupny:

6.4.14 Jwpdmpmnil. Oqutiny 6.4.13 wignphpuhg hwoyby Llx,y, z] onuljh hkwnbi-
] puquuiqudutph wdktwdbs punhwinip pwdwbiwpunp.

f(x,y,2) = 2x%y? + 6xy* + x?y3 + 3xy3, g(x,y,2) = xy*z + 3x%y + 2y*z + 6xy,
npukn L-p hinbyw quont t
)L=Q 2 L=2Z, 3)L=1



7 PuqUubnudubph wljnnphqughwi G
wpdwwnikpp

7.1 Puquuinuih pwlnnphqughuyh finhpp

Uju gijunid ntunidimuppybynt Bt puquuinudh $wljinnphqughuygh b puquubigud-
utiph wpdwwntbph hwoydwt punhpubpp yEppwnp, nwghnbiwy, hpwjui, Yndwytpu
qupntph kL wdpnng pytph onuyh Ypuw:

f(x) ny qpnyuljut puquwinudh $wljnnphqughwtt hwujwgynid £ 6.1.1 uwh-
dwbdwl hdulumm{‘ f(x)-p ubipuyugynid £ hp p; (x) nbkuph wupq wpnwngphsubph
b1 Uh hwljunwpdbih € mupph wpunungpuh wkupny: Gpk € = 1, myuw wyt upkih
E pug poniky uljuinphqughuyh gpmpynithg: Puly p;(x) wpununphstbipp, jupn]ws
phwnwpyyny onuyh punyphg, Yupnn tu jhul] jud Jhuyt nppujui wunhgwh
npno wyupq puquuinudubp, jud b guijugus wunhdwith wupq puqlubnud-
ubip (bbpuryu) qpoyuljub wunh&wp, bpp p; (x)-p hwunwnntb k):

NMuwpq k np 6.1.1 nwhdwidwb dby npjuws pwljuinphqughws dhown qninipiniu
nith f(x) € R[x] puquuinudh hudwp, tpt R-p nptik dwluninphuy onuy k (nku
6.3.8 ptinptiup): Uwutiwynpuwtu, R-p Yupng b huk) wdpnne pytph Z onulp jud
b judwyuljwb nugwn (bkpunjuy Z, nupwnp, judwyulwb ypgudnn K nupwn jud
Q, R, C quonkphg nphik dklp): Uktp hkug wju nhwpbpt Eup pyupynd” obkownbint
hwdwp, np dwljninphqughwitt wknh nith «<hwdwpwlh oqguuugnpéynn» puquui-
nudutph pnnp hhdbwut mhwybtph hwdwp:

Quipbinp E bwbt wyt, np dwljnnphqughwt juwyyws k puqiuunudh wpdwn-
ubph htw: Gpk a € R muppp f(x) € R[x] puquuinudh wpdwn b, wyu pubwpy-
Unn hhdtwwl onujubtpnud f(x)-p, pun Liqnih pnptuh, padwinud k x — a géw-
jht puquuinudh Jpu: dhpohtiu wljthwynnptt wwupq L, G ounphhy R[x]-h dwl-
nnphuwmpjul, wungugyws b 6.1.1 uvwhdwtdwt dky hhowwnwldws wwpq wp-
wunphsbphg nptk dkht: Upjuhiph' wdjuy puquubnudh $uljnnphqughwb pu-
guwhwjnnpki hwyybny” dkup quuws Yihukup twbt tpw pninp wpdwwnibpp R-nud:

218
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Ydpwpinupup, ujnnphqughuyh gnymipjub ruunh wwywgnygp dhow sk np
wpwwynid E, ph Jupnn Eup nw) wyn duljnuinphqughwyh puguhuwyn hwoduui
nplik wygnphpd: Ujuhtipt' $wljinnphqughwgh jutnhpt buwbu nwppbp b, wubip,
wdktwdks punhwunip pwdwbwpuph hwyddwt jud pwnwlniuhtibipnhg wquwn wp-
nwunphstbph hwodudwh jtghpitphg, npnig hwdwp dkup dhon Yupnn thup Ynuy-
phwn hwpgupyh wignphputtp wewgwplby:

Uqbiht, wdkbwdbs pughwinip pudwbwpuph jud punwlniuhtibiphg wqun
wpununphsubph hwpddwb wygnphpdubpt fuwbu ngtiyny skhtn thnpugnud, bpp dkp,
wuklp, Q[x] onulijhg wugtnid khp R[x] Jud C[x] onulutpht: Uy wignphpdubpp
htuynid Eht wyt hwunh ypw, np Q, R, € quonbpp tpkpt ) niukt qpojujut punt-
pwgnhy: Ppuyhdwlu wy £ pulunnphqughugh ptgpnud: Q[x] onulynid puljunph-
qughwih wignphpup uonmgynud t Z[x] onuymu pulunnphqughwih wignphpdh
oqunipjuudp, hull Z[x] onulnid dwljnnphqughuyh wignpehup Junnigynid £ pun
Lp[x] onuynud pwljuinnphquighuyh wignphpuh: Lhpghtiu b, hp htppht, htwpuwgnp
E jupmgh) oqunykny Jkpewynp nuownh Jpw gsughtt hwpuhwoyh npny Ukpnnib-
rhg: Pul R[x], C[x] oqulubpnid wpws puquuiunudh $wljnuinphqughuygh hupgp
Jupnn E (hul] hwipwhwoynpbt wiynwskih juuinhp, wyuhtpt, huwdwywnwupwt
hwiupwhwyyuljut wignphpdu punhwinip npiypnid gnynipenit snith:

dhpowynp nuionh Ypw oybpwinnpubph b gduyhtt hwjwuwpnidutph hwdw-
Yupgbph dwuht wthpudbown thwuwnbpp uvnnpbt hwduwpt) kup 7.2 wupwgpudnid:
7.3, 7.4 tr 7.5 wupugpudubpnid tkpuyugus tu JEipgwynp nuownbiph, Z onuljh
b Q qpuownh Ypw puquuinuuh dwljnnphqughuyh wignphpdutph jupnignidp:

Ujn dbpnpubpt punhwipugunud b dnpmijjup wagnidutph dwuht nhio 2.4 ww-
puqpuwdhg hwynuh thwunbpp: Bquyhtt ¢,:Z - Z,, puqlubnudught ¢,: Z[x] -
Zy[x] tL dminphgughlt @, My, (Z) - Mn(Zp) Unnnipup wugnidutpt ogunid b Ukq
latinhpp knuithnhul) Z, nupwnh Jpu: Cuny npnid, Zy,-h Ypw dkp dhby wydd Yhpw-
onid Ehip EYihpyut onuljh uinpnijunipwi b dwnphguyhtt hwohdp: Uju gijunud
wykih Eup janpugubtint Jipowynp nuownh ypw nhinwplynny dupkdwnhjuljui op-
JEyntkph guiyp tkpgpu]bny qswjht wwpwsnipnibitpp, gduyhtt owkpunnpik-
. gduyhtt hwjuwuwpnidubph hwdwlwpgbpp by

Bqputhwlhs 7.6 yupugpudnid putwplynid tu Suniugh judph npny hwwn-
Ynipjnitiibp b npug ogunipjudp gnyg b nipynid, ph hhanL E puquuinuuh duy-
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wnnphqughwjh juunhpp pughwinip ghypnid hwipwhwoynpbt wiynisth R te €
nuowntph Ypw, kpt puquuinudh wunhdwun ks E snpuhg:

7.2 Qbduyhtt oybkpuwwnnpitp Ykpownp nuowh Jypu

Qbéwyhtt hwipwhwoyh wytyhuh hwuljugnipnibbp, hiswhuhp ki gduyhlt mwpw-
dnipniup, gduyhtt wawjunipniu nt jupjusnipiniup, nwpwdnipju puqhup b
swihnquljwinipniup, gduyhtt oybkpwwnnputpp, gduyhtt hwwuwpnidutph hudw-
Jupgbpp tyl, swunp ki hwbipwhwoyh tkpwbwlwt nuupupwgubnhg, L wjunky
uyn hwuljugnipnibiiptt oguuugnpédnid tup wpwig vwhdwubnt (Ukup wpnpbu dh
pwh wiaquu oquumuqnpsty Eup nputp twhunpy gnijuikpnid): Qbuwyws pwn nuupb-
pugttpnud wyn hwulwgnipniiubpp hwdwp nphnwplynud tu dhuyt ppwljub b
ynuuwkpu nuownbkph hwdwp judwywul quonh Jpu gpuig putiwplnudp npkk
hwbtjjuy pupnmipinit sh wnwewgunid: Npny mwppbpnipnibttp Swgqnid kb u-
Jwsd Jtppwynp nupntph htwn: Lwtth np hwenpy wwpwgpudubpmd dtq ywhwnp tu
qunt ypewynp nupwnbph Jpu npjws nnwpwsnipniuubpnid oykpuwnnpubph b
gbuyyhtt hwjwuwpwnidubph hwdwlwpgbph htinn wntisynn dh swpp wynuhuh thwu-
nbp, wyu yuwpugpupnd hwdwnnn ukpluyugubip npubg dh puwith hwnlnipe-
jniubp:

Guduwjuljut guownp Ypuw npjus mwpwsnipniiubph kL oybkpwwnnpubtph dw-
uhtt hwbjjuy nbnkynipnibttp upbih & qutl, ophtiwly, (Cohn, 2003), (Dummit &
Foote, 2004), (Garrett, 2008), (Hoffman & Kunze, 1971), (Koctpukus, 1977), (Kocrpuxus,
2000), (Koctpuxun & Manus, 1980), (Mansues, 1970) nuuuwqppbpnu:

Bupwnpkup K-u dippwynp k G niuh char(K) = p wupq punipugphsp: Cuwn
4.2.35 phinpdp’ K = GF(p™) b K-h muppbph putwl & [K| = p™: dhpowynp K nuiy-
wh Ypu npjus Jipguynp swthnqujuimipju nupwdnipniuubpp yeppwynp ki, h
wnwppbpmipnil gduyhtt hwiipwhwyyh npuupbpwgiutpnid wykh hwdwh putwpyyny
hpwiwt tr Yndukpu quontph Jpw nipjwé wnwpwésnipniuutph, npnup pnjnph
winflipg kb (pugh wyt wphyhwy qhuphg, kpp nwpwsmpmp punjugus kuky
qpuuyut 4Ejunphg): Puljuybu, pun hwjwuwp suhnnujwinipju mupusnipe-
niuttph hgnunpdhquh dwuht phnptdh, gmitjugws K quownh Jpu npdus V tL U
wmwpwdnipniiubptt hqnunpd Lo wyh B Jpuytt wy nhwypnud, tpp dimV = dim U:
Swujugws ptwljut m-h hwdwp K quonh Jpu inpjus mwupwsnipniuubphg dkyp
m-juubph K™ = {(ay, ..., an) | x; € K, i = 1, ..., m} mupwdmipinit L, nph ypw JLy-
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unnpubph gnudwpnid ot ujupupny puquuyuninulp vwhdwiynid £ Ynnpnh-
hulm—um—llnnpllbhulm‘
(aq, .., ay) + (ay, .., ap) = (ay + ay, ..., ay + ap) € K™,

b(ay, ...,an) = (bay, .., bay) € K™ guuljugws b € K hwudwp:

(ay, ..., apy) wkuph m-jujutph pwtwlt k [K|[™: Zwpyh wntbng twbt K-h mwuppkph
pubulp’ nikbp.

721 @Etopbd. K = GF(p™) nupwnp ypu nipyué m JEpoun/np sunpnnulpmbnipyui
gubljugus V gsuyhl nwpwénipyul nupplph pubwya F V| = |K|[™ = p™™:

Uwubwynpuybu, el U-u V-h r sshnpuijwinipjut tupunwpusnipmnit k
(r <m), wyu |U| = |[K|" = p™: bulj tpp dim U = 1, mukup |U| = [K| = p™ U]uhhph‘
wylt, hsp hpwwt mwpusmpniubpnid pujudnd tp npuytu Eplynt ninpnipni-
utipny «wdbpe swpnibwljynn» ninhn qhs (ULl swthnnuijwunipyut Eipunwpu-
Snipnil), K = GF(p™) nuownh Ypw punjugusd b pugudkup Jepowdnp p™ pwbw-
Ynipjudp Yhnbkphg: Lnyl Yhpy Jhpewnp pubuympjudp Yenkphg b punugus
twbt hwppnipnibp. tptk K = GF(p™) ku dim U = 2, wmyu |U] = |K|* = p?™: Pulj kpk
dimU = 3, wyu |U] = |K|]® = p3" byl

Udkbwwwing nhwpnud, kpp n = 1 b K-t Z, nupwnt k, niukup.

7.22 Zkwbkiwbp. Z, nuownh Ypu npjus m Yepgunp sunhnnuljuinipjub gubljw-
gus V gdbuyhtt nupwdnipjul muppkph pwtwlfju k [V] = p™:

Uwubwynpuubu’ Zy-h Jpw UkY, Eplynt, Epkp swhnnuiljubmipiut nwpwsdnip-
jniutbph mwppbph pwtwli , hadwyuwnwujupwbwpunp, p, p?, p3: Uuklp, K = Z;
nhypnid Epkp swhnquiwinipyub V = Z3 mwpusnipiniup «adwb b hwyunbh ow-
nh [(kniphlhh unpwbwpnht b punugws b dhuyt 27 Yhnkphg: Uw hnpmd £ np
ugyuyhup nwpwdmpjui Uke hus-np Jjunnp npnubjp wthudbdwn wdbh wupg
huunhp £ pwt ppuljut jud Yndytipu nuontph Jpu mpjuws wnwpuwsdnipniibt-
pnud, putth np, kipunpkip 27 Yhnbphg npnikih Yhnp Jupkih E quib] hbs-np huyg-
nwithy yippuynp waquud Yhpwnkinyg (nku 7.2.10 phnnnnipniup):

7.2.3 Ophuwly. dkpowynp nuownh Ypu mpjuws nmwpwsmpjub jupbinp ophtimuy
bkt twbt JEpowynp nuownbtph punuyunidubpp: Pusybu nbuwbtp 4.2 ywpugpw-
$nud, quontph K/L punuyunudp Jupkh b dEjuwpwil] npybu L guonh dpu
nnjud K qéughtt mupwdnipmit: Gph K = GF (p™), wuyw Junkh E Jkpguby L = Z,,
b ugn nhypnud [K| = p™, puth np K = Z3:
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Cunphhy V = K™ (dimV =m) hqnunpbhqup, wuhpudbynmpjut nhuypnid
Uhow Juipnn Lup V nnwpwsnipjut v JEYunnpp tnytwgut) v = (ay, ..., a,) m-juhb,
npuky ay, ..., @, € K ujujjupbpp v-h Ynnpphtiwnttpt bu pun nptik ey, ..., e €V
pughuh: Gpphdt puqhup obonbint hwdwp dkup m-jujh gpoipjuip juybkjugubtip

ewnunp v = (ay, ..., Qy)et

Judwjulul mwupwsnipniuiipmu gsuyhtt juidwénipjut bt wuwjunipjut
vwhdwinudp wuydwbwynpguwsé sk qguonh wwwuppbph pwbwlny: Uwluyb gduyhte
Jupudwsénipjut tr JEjunpubph Ynopphtiwntitphg juqudws dwwnphgh npnphsh
Uhott wnljw Juwh wpnkt dh thnpp wy) mbup nih, pwth np YEpowynp guownh ypu
npnohsh hwoyuwt gnpénnnipnitubpp mwppkp G Vo gdwjhtt tnwupwbnipjut
Juduwyuluu

(7.1) U= (all, ...,alm), s UV = (akll ---’akm);

Jtwnnpubph Ynnpphttwntphg juqdtip

dwwnphgp: dkljunnpubkph (7.1) hwdwlwpgh dwpuhdw) génpkt wiljuju ipwhwdw-
Yupgh hgnpnipnitt wuhwjnnptt hwjwuwp £ A dwnphgh wnnnqujhtt nwbght,
pwih np dwwnphgh winnbpp htug (7.1) hwdwlwupgh Jeunpubpt B Sudwjwlut
dwwinphgh nnnuyghl, wnibwhtt bt dhinpuyhtt pwiqbph hwjuwuwpmpjuit dwuht
huynuh (Edduwyh wmywgnygp Judws sk K nuownh widkpenipiniihg: Uy wuw-
gnygp puny sk, kL dkup wyt phpnud Gup npuytu juinhp.

7.24 Mughp. 8nyg mwy, np juduwyulwt K quonh Jpu npjus guijugus duwn-
phgh wnnuyhl, wnbwiht b dhinpught pwbgkph hpup hwjwuwp kb Snzgnid”
Uphuby R qupwnh Jpu inpfws dwnphgubph hudwp wyn (kddwgh wygugnggh puy-
1Epp (nwigh wthnihnjunipniip dwnphgh wmnntph nt yotubkph hbn nuppuut
dbrwthnjunipinitubph dudwbwly), tuwntk], np gpuip juppuws sk nhwwplyng
nuownh hqnpnipjniuhg:

Uwwnphgh mnnuyjhit b uyntbwghtt nwigliph vwhdwinudp inybybu jujudws sk
inuljptwn nupnp punyphg: buly dhunpuyghtt putigp fupnn & dh thnpp wyp hwpduply
wwhwbgk), pwith np, huywbku wkuwbp, npnghsh hwpduplp fujuws knwownh gnp-
Snnnipniiikphg:
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725 Oppuwlukp. V =Z} wnwpwbnpub Uky v, = (2,1,0), v, =(0,2,2), v; =
(0,2,1) hwdwlwpgp génpht wmtfuju k, pwih np
2 1 0

0 2 2
0 2 1

Ept tpypnpy yEyunpp (hnjuwphttip vy = (0,1,2) JEjunpny, wyw junwbwip
gdénpkt jujudws hwdwlwng, pwth np
2 10

01 2
0 2 1

=2:-2+0+0-0-0-2-2-2=1-2=2+0€1Z3:

=24+0+0-0-0-2-2-2=2-2=0€1Z;:

Uw whunynp L pynud, pwth np (2,1,0), (0,1,2), (0,2,1) hwdwlwpgp génpkt wb-
Juu k R quownh Jpu: Ujintwdbiuygtpy, hwdwupgp jupuqws b Z;-nmd. v;-p vs-h
wuwuwhlu b Ppnp, 2-v3 =2-(0,2,1) = (0,1,2) = vy: Qpuwbu vy, v5, vz hwdwlupgh
dwpupiw) whjwju Bipwhwdwlwupg Yupth b Jtpgul), wubip vy, v5 qoyqp, puth
nn hudwywinwupwt dwnphgh dwpuhdw) ny qpnyujuts dhuinptphg dkhp qup-
Unid E pw Jhpht dwfu Eplne wingbpnud b o ibpood |S i| =2-0=2+0€Zs:

7.2.6 dwpdmpnib. Gtk V = Z¢ mupudnipjub hknbkywy Eyunnpukph hwdw-
Jupgh dwpuhdwy génpktt wajwju npbk Eipwhwdwlwupg.
v =041213),v,=(210,12),v3=(0,2,1,1,3), v, = (4,3,3,2,1):

dtpowynp nuontph Ypu E mbnuihnjuynid twht qduyhtt hwjuwuwpnidutph
hwdwlwpgbph psdwt Funiuh dkpnnp: bujuy by, gduyhtt hwjwuwpnidutph

ai1Xq + -+ A Xk = bl

72
Am1X1 + o+ Xy = by

hwdwlwpqp (a;; €K, b; €K, i =1,..,m; j = 1,.., k) qupkh E JEyunnplubph 1kqdnyd
Jhpwdbtiuykpyt] hbnbyuy Yepy.
1_7)1 = (all, ...,aml), e s 'l_jk = (alk, vy amk), B = (bI' ,bm) EK™

Jthunnpubph L xy, ..., X, € K ujupup thnthnppwlwbbph hwdwp mbnh niah

(7.3) xlﬁl + ves + xk‘l_}k — 1_5

hwjwuwpnudp: Ujuntnhg dhwiquilhg uinnugynud £ Gpnuklip-Guyb) hh pinpbdp
gujugws nuonbtph hwdwp. (7.2) hwdwlunpgp hwdwwnbnbih b (nituh pnusnud) wyt
b dhuytt uytt phwnud, Gpp nwdnwd nith  (7.3) hwjwuwpnudp, wyuhtpl, tpp b YEY-
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unnpb wpnwhwjnynd t vy, ..., v, yEjunnpubph gduyht Yndphttmghuwyh wnkupny, wy-
uhlpt, kpp vy, ..., Vg, b b vy, ..., v hudwupgbph dwpuhdw) génpkt wujwu Eupw-
hwdwlwpgbph hgqnpnipnibubpp hwquwuwp Eu (htyybu wuwydwbwynpyl; Gup
wybih Jun, yEjunputph tywbwldwt dke ujupubpp Yupnn Gup pug pnnul) b
npuip ogquwgnpstk] vhuyt wyt ghypbpnid, Epp gwujubwip skownky JEjuninpubph
L ujupupubph mwppbpnipniup): Mpbdy, Eph (7.2) hwdwlupgh dwnphgp G
puyuyius dwnphgt kb, hwdwywnwupwbwpwp,

A o Qg a1 Qi by
A= oo B A= - ,
Qm1 " Amk Am1 * Amk by,

wwu (7.2) hmdwljupgp hwdwwntnkih t wyt bt dhuyt wyt ghwypnd, tpp rank 4 =
rank A:

Bpt Wwyws nwiugkpp hwjuwuwp b, wyw hwdwlupgh punhwinip nidnudp
gquuynud £ tnyb puykipny, htyybu R-h jud C-h phypnid: A dwwnphgnid quinid
tup dwpuhdw) ny qunyujus M dhunpp, kL hwdwljwpghg nku Bup tbnnid wy nn-
ntpp, npnig hwdlwywwnwupwt nnntpp A dwnphgnid sk wguinid M dhinpny:
BGupwnptup rank 4 = r: Ujp nhypnid unp hwdwlupgh yniutphg r hwnt wiginid
tu M dhunpny, hulj dbwgws k — r hwnt pujws i ppuithg nnipu: U k — r hwn
yniubipp mknuihnjubip hwjuwuwpdwb tpywhg we, npuig nwp Jjudwjwlwu wp-
dtputip K nuponhg: Yunwbwip Uh hwdwlwupg, nph winnkph G yniubph puwtwl £
r, & nph dwnnphgh npnphsp (M dhunpp) qpojuljub sk Uynuhuh hudwljwpgp dhon
nith vhwl jmsnud, puw, ophtiwly, Ypwdbph Ywunth: Uy msdwb nnpphiun-
Ubpt wykjugiting we dwu wwpyws hnhnjuwlubbkph wpdbpibpht’ junwbwip
(7.2) hwdwlunpgh 4 = (x4q, ..., Xn) € K™ nplink (mudnudp: Ujunthinbe wighnud Gup
(7.2) hwdwljupght hwdwywnwupiwb Awdwuke hadwuljupght, npp (7.2)-hg mup-
pipynud E dhwyt bpwuny, np by, ..., by, = 0: Uy hwdwlwupgh hudwp k — r wuqud
YpYunud Glp Jbpp phpgws puybpp wikh wiqud we dwu wwpgws k — r hwn tn-
thnfuwubbkphtt nuwny wjiyhuh wpdbpubp, np wpyniipnid hwdwubn hwdw-
Jupgh hwdwp vnwgynn nusnidubpp génpktt mbtljwhu (hukt (unwinud Eup hudw-
utin hwdwlwupgh nusnidubph pnrégwd/bimuy hadwljupgp): Npuybtu wynuhuh wp-
dbplbp Yuplkih b ykpglky, opptiwyy 1,0,...,0, wyu 0,1,...,0 tyb... 0,0, ..., 1: Gpk
[nudnudubph  $niipudbinw)  hwdwlupgp bowbwlbip &; = (x11, ) X1m)s - >
Err = (Xj—y 1r oor Xy ) € K™, myqu (7.2) hwdwupgh pughwimip 7 = (x5, ..., %;,)
nudnidp ujupugpynid £ htnbyw) nkupny
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(74) U=(x1,..,xp) =ati+ P16, + -+ Br_r€r_r € K™, npnlin @, By, ..., Bx—r € K:

7.2.7 Ophuul. Z; nuownh Jpu jmskip htnbiyw) hudwlupgp

2x1 + Xy = 1
xz + ZX3 = 1:
2x2 + X3 = 2

Zudwlupgh dwwnphgp wpgkl putwnpydby £ 7.2.5 ophtiwubipnud: Uyt pudupupnud
E Gpnublip-Buyb) hh quwydwhb, b bpuw dwpuhdw) ny qpojuljut |(2) 1| dhunpp
Yupkh k Jtpgul] dwnphgh yiphtt dw wulniunud: Ujunbtny r=2 ik —r =3 —
2 =1: 7kb kup thnnud hwdwlwnpgh tppnpn wnnp Bt we dwu mwunwd tppnpy
11]111_‘[1]}‘

{le +x2 = 1.
Xy = 1-— 2x3‘

x3-ht nmwbp Judwjwlwh wpdlp, upwnpkup x; = 0: Uy ghwpnd 4 = (0,1,0) €
Z3: Zadwyuinuuiwb hwdwube hwdwlupgh hkwn tpgws puykpp Juinwpkinig
htwunn wjt Ynruktw htwnbiyguy mhup]}‘

{le + Xy = 0'
Xy = _ZX3 ’

x3-ht Uphuyt Ukl whqud Eup wpdbpubp sunphbne: Gupwnpbup x; = 1: Ujy nhw-
pnid &; = (1,1,1) € Z3: Nunh hwdwlupgh pinhwbnip (nidnudp Ynibiktw hknki-
yu nkupp

U= (x1,x5,x3) = aii + B&, = a(0,1,0) + f(1,1,1) € Z}, npuntin a, B € Z:

Ujy nusnudubph puqunipniup Jupbh | ww) twb {8, a + 8,8) | a, B € Z3} nku-
pny:

7.28 duwpdmpnii. Zs nuonh Jpw nisk] hkntjug hwdwlupgp

4xq + Xy + 2x3 + X4 + X5 =1
X1+ Xy +3x3 + x4 + X5 =2
3x, + 2x, +4x3 + 2%, +2x5 =2
2%y + 2x4 + 2x5 =3

7.29 hunnnipnib. Ppujut jud Yndybpu quontph Jpu gduyghtt hwduwuw-
powdubph hwdwlwupgbiph msdwtt hhdtwlwb ntwypbpp bpkiptt Bu. jud r =
rank A < rank A & hwdwlwupgp (msnidiubp snitih, Jud 7 = rank A = rank 4 = k kv
hudwlupgh nith §hown kY (nisnwd, jud B r =rank 4 = rank 4 < k k. hwlw-
Jupgh niuh wiykpe putwlnipjudp (nsnidubp: Unwght kpynt nhwplpp tnyut Eu
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twbl K = GF(p™) Yyhpowynp guonp hwdwp: buly Eppopy nhwpp hnfuynid k, puwth
np hwdwlwupght hwdwywwnwupiwing hwdwubkn hwdwlwpgh (nisnwdubtph k —r
swhnnujubnipyut Eipuwnwpusnipmniit nbh K7 = p™*=7) hwwn Jklwnnn:
Niunp wygput k bwbit puinhwiunip hwdwlwunpgh pnnp nusnudubph pwtwlp: bul
wupquqnyyl K = Z, nypnud jnisnidbph pubwyh Ep*":

dhpownp nuontinny wujudwbwynpjws hwenpy wnmwppbpnipniip juydus
E mwpwénipjul gduyhtt oykpwwnnpubtph (gduyhtt wpnuwwwwnltpnidubkph htw):
Utup npuig hwdwnnn wuduubup oybpwwnnpubtp: Gupwunpkup K = GF(p™) nuy-
wh Ypu mpjus m swhnnujuiimpjub V nupusmpjui ypu niubkup 4: V - V oyk-
puwwnnpp (wjuphtpl, guuugus vy, v, € V ykjnnpubph b ay, a; € K ujujjupubpp
hwdwp nbnh nmth (av; + av,)A = a;(v14) + a;(v,4) wuydwlp): Owkpuwwnnph
imA={ueV|3veV; vA=u} wumnlkpp & kerA = {v €V |vA =0} upomlp V
nupubmipjut Eipwinwpwbnipnitubp i Uy thwuwnh uinnignudp wupg kG
Jupquws skt K-h punyphg: twownhg Juudws sk twbt wyt hwynuh pinpidh wmyw-
gnuygp, puwn nph’ gubljugus 4 owbpwinnph hwiwp tpw thenihh swhnywlwing-
jut (npb wmtJuwinud B oykpwwnnnph p&pEfu) it yqunlbph suhnpuljwbwnipiub
(owkpunnph pwhgh) gnidwpp hwjwuwp b nwpusmpjui swihnyulubmpjuip’
dimim A + dimkerdA = dimV: ‘Lowbwljktip dimim A =7: Uy nhwpnud dimkerd =
m—r L Jhppwynp nuownh hwdwp |[imA| = [K|" =p™, hulj |kerd| = |K|"™" =
p™™=": Mupqugnyt K = Z, phypnid Ynibkbwbp |im 4| = |Zp|r =p" tw |kerd| =
|Zp|m_r =p™ ™" Owkpwwnnph wwwlkpp bt dhoniyp Jpowynp nuownbkph hwdwp
Yupbih oy dhuy Wwpugnty pughup dhengny, wyikt fupbih b piiwply npuitip
JEjunnp-wn-yEjunnp, pwth np gpuig yennpukph pubwlp yipowynp k:

SYju] e puqhunid A owykpwwnph 4, dwwnphgh vwhdwinidp tnybtybu Juju-
Jusd sk §nuljpbn nupwnh punyphg: Gpt bhpukup V-h npkik ey, ..., e, pughu, wmyw
A, = ||al- ]-||m € M, (K), npunkn a;; muppbkpp unwgynid Lt A4 owtkpwwnnpp hkppny
puqhup JEljnnpubph ypw fhpunting.

eiA =aqeq + -+ aymem

emd = apieq1 + -+ Apmem:

Swpwsénipjul judwjulwb v € V ykjunnph hwdwp vA quunlkph Ynnpphtiwnubpp
Juunugykl, kpt v-h Ynnpphtwwnubph v = (x4, ..., X)) JEjuinpp (npytu kY ninnhg



7.2. @dwyjht oybkpuwinnptip yippuwdnp nuownh Ypu 227

punugus dunphg) puquuuunljyh 4, dunphgn vA = (x4, ..., X )ede: Lulth np
hwuljuwtwh t, pk pun np pughup Eu ghnwplynud Ynnpghttwntitpp B dwwnphgp,
yuydwbuwynpykup pug pnnik] e hugkpup b qply v4 = (x4, ..., ) A: Uju niygpnud A
oykpwwnnnpt nt hp dwwnphgp towbwldws Yihukt dhtkitinygt tnweny, puyg nw pine-
phuwgnipinil sh wnwgwgth:

Ept vA = Av, nputn v-u ny qpojuljut yEjunp t, huly 2-u ujujwup k K-hg, myw
A-t ynsymud t A owbpunnnph wkihwlwé wpdkp, huly v-u A ubthwljwb wpdtpht hw-
duywnwupwt vhpwful JEfwnnp: Uju vwhdwunidp unybybu jupuduws sk K
nuowh punyphg: Uwljuy K-hg Jupnn t jupudws 1htl) v-h hwoddwt tnubwln:
Gpt wpnkt hwjnth t A-t, wyw tput hwdwyuwunwupwt ubthwut JEjunnpp
npnuklp wihwjn Ynnpphtwntbphg punugus v = (x4, ..., x,) YEjunph wkupny:

Niukup.
vA = (x4, "-fxm)”aij”m = < Z XiQip ot Z xiaim>

i=1,..m i=1,..,m

L Av = (Axy, ..., Axp): Nunp vA = Av hwjuwuwpnudp hwdwpdtp &

{ ai1Xq + -+ aAm1X1 = /1x1 { (all - A)xl + -+ Am1X1 = 0
b

AmiX1 + o F QX1 = Ax, QX1+ + (@mpm —Dx; =0

hwdwlupgbpht: Ypwighg tpypnpgp wowbwlynd &, np (xy, ..., %) -0 upkh Eopn-
uk] npybtu hwdwywunwupwt gbuyhtt hwjwuwpnidubph hwdwlwpgh (nisnid
Jud b npytu

dwwnnphght hwdwywwnwupiwbng oywbkpwwnnph dheniyh yEjwnnp: Uktp putwplly
kup wyn btphme opjjnukpt & Bpynt phwpbpnud b yEppwynp nupnp nhwpnid
unugnid ku pqudtap [K[57 = p™*~" hwin (nusnudubp jud B anyg pubwlynip-
judp yEyunnpubtp oykpuwnnph dhenilnid:

7.2.10 thunnmipnih. Rutwpyywsd pnnp juunhpubpmd Jepowynp nuowntph hw-
dwp Uktp unwniud khup yippunp pwtwlnipjudp yEjunputnh jud (nusnidubph
puqunipiniutiip: Upwinyg b yuydwbwynpjws Jppwynp nuowntph Jpu qduyht
hwupwhwpyh Jdbpnnubph Yuwpbinp wjgnphpdwlut wnunbkughwp. tpt apbik
huunhp (hpuwi jud Yndytpu quownbkph hwudwp niskihu) dkp unwbnd Ehup,
np npnibjh yuunwupwbp his-np hwdwlwupgh nisnid jud hus-np Eapunwupu-
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Snipjul Ykjuinp £, wyw nu phin dEpphwljuwt wuwnwupwb skp, pwuh np tpdus
puqunipniuubpp Jupnn tht wudbpe pwiwlnipjudp nwuppbp wwpnibwlb: buly
Jtpowynp nupwnh niwygpmid, htiywkiu nkuwp, gnpé niukup vhuy JEpownp pubw-
Ynipjudp opijntutnh htwn, npnughg Juptih k epptuljut yunmwuppwuh Ehmphl‘
npbitk hwybjjw) hwynwhy Jepowynp wuqud Yhpwunkiny: & wdtih hkwwppppp tu
uyb nlwypbpp, kpp npbik ughp, npp wnpws sk Jipgundnp nupwnh ypw, twpe phpnud
tt wyy nhwpht dnpnijjup whgnudubph ogunipjudp, wwyw nsnid Yhpounp nuy-
nbph Jpu’ «wn thnpphlp wwpusmpymibubkph dke, ki Jhpenid Jpulubqunid ni-
Snidt punhwinip ghypnud: ‘Ldwb Uninkgdwl juy ophtiwl u puquuunudh $ul-
unnphqughuwjh bt wpdwntbph hwpddwi jpunhpubph pusnwdubpp 7.3, 7.4, 7.5 yqu-
pugpudlibpnid:

7.3 Plnkytdwh wignphpdp
Uju wqupugpudnid jswinputiwp judwjului K Jippudnp nuownh Jpu nipjus
f(x) € K[x] puquuipunth wljinnphqughuyh AnjkhEuwh wignphpdhi:

Zudwpbup, np K-t p wupq pumipwugphsh Jipewynp qupwn b Pusybu wnkuwip
4.1.10 pnpkunid, K = GF (p™), wyuhtipl' K nuownp punugws t p™ nnwppbphg, np-
whn p = char(K): Cuwn 4.2.35 ptnptuh’ p™ nwuppbphg punugus nguownp (hqnunp-
dhquph dounnipjudp) vhwljh b Quuyws K-h dhwljmpiniup wgnphpedh jurnigdwt
ko sh oquuugnpéykint, tpklp wju thwuwp, npytugh hwuljwbwh (hth, np uwnnpbe
nhinwplyyny V = K¥ gduyhtt mupudnipinitip inyjiygbu dhwyh b Uwebwnpuybu,
tptn =1, wyw K = GF(p) = Z,: dkpoht nhypp Ukq whwnp jqu bwbkr 7.4 wupwg-
pudnu:

qhpgubup judwjuljui gpuljut m wunhdwh f(x) € K[x] puquubnpud: Lwih
np K- quow E Yupkih £ hwdwpl), np f()-p tnpdwynpjus k, wyuhpl, tpw
wjwg qonpswlhgp 1 b (hwjwpwl phypnid wupquubtu puquuinudp puqlw-
wunlkhp tpw ap wjwg gnpswlgh hwlwnupdny, pusp sh wanh puljnnphqu-
ghwjh Junnigdwt Jpu):

Nputu f(x) puquuinudh $uljninphqughuyh wewehl puy Wjwwnmbup, np Lpk
f(x)-p ubpuyugjwsd t wyyhuh puquuinudtbph wpunwngpuih wkupnyd, npntghg
mpuwpwisiniph puwljnnphqughwt dkup wppkt nmibbtp, wwyw Ynibbtwbp bwbe
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f(x)-h dwljunnphqughwi: Pusybu mbuwlp 4.5 yupugpudpnud, Jepgunp guipnh
Jpu npjus juduyujut nppujut wunhdwih puquubnuwd jupbih £ 4.5.2 wgn-
phpuny Jtpnist] wy pupwlniuhibphg wquwn wpwnwgphsibph, wjuhtpp' wyb-
whuh wpwngphstkph, npnip snitkh g2(x) wnkuph npuijut wunhdwih pudwbiw-
pupibp (nbku twbt 4.3 yqupuqpudnp): Munp pwljunnphqughuyh pughpp pudw-
Yt kst dhwyt punwlniuhibphg wquun puquuinudubph hwdwp, L unnpbe
dkup YLupwunpkup, np f(x)-t wynuhuh puqdubnud E:

Bupwnptup f(x) punwyniuhbtphg wquun, tinpdwynpjus puquuinudh $ul-
wnnphqughwl nith
(7.5) fG) = pi(x) - pre(x)
wbupp, nputn ppnuljut wunhdwih p;(x) puquuinudubpp wupq &, i =1, .., k:
Mukup (pi(x),pj(x)) =1, tpk i #j: dbpgukp judwyulwl sy, ...s, € K mmupphp:
Cunn dbwgpubph dwuht shtwljub pinptvh puqUuinuduygpht 5.1.5 muppkpulh
qynipynit niih wybyhuh dh v(x) € K[x] puquubigud, np

v(x) = 51(m0d P1(x)),
(7.6)

v(x) = sx(mod pr(x)),

nuny npnud, Epk nplnk v'(x) € K[x] puquuinud tnybiybku pudupupnd k (7.6) hw-
dwupght, wyw v'(x) = v(x) (mod f (x)): Uwubwynpuytu, wju hwdwlwupght
pujupupny v(x) puquuinuditphg dhuyt dbla k nph wunh&wp guwsp & f(x)-h
wunhdwihg: Lwbth np sy, ... s, wpdbkpubph htwpuwynp puwnpnipniuttph putwlp
IK|* = (p™)* = p™ E, uinwunid Eup, np m-hg wykjh gudp wunh&wih b (7.6) hw-
Uwlupght pujupupnn v(x) puquubqudikph pubwlp &hown p™*

(7.6) hwdwljupgp dkq mwihu k (7.5) dwljunnphqughuwh hwoduwt hhdtwlub
puyp: bujuybu, Bupwunpkup dktup wpnkh nibubkup v(x) puquubguudp, hul sy, ... sk
nuppkpp qnijq we gnyq nwppkp Gu: Uy ghygpoud EBJyjhgtup wignphpung hwp-
Jttp
(7.7) (V(x) =spf (x))
wdkbwdks puphwinip pudwbwpupp judwjwlwb j =1,..,k hugkpuh hwdwp:
Lwh np (7.7)-p pwdwinid £ f(x) puquuiiqudp, wyw wyt Uh putth p;(x) puqlwb-
nulbph wpunwngpywy B otnphhy K[x] oquih $ulnnphuwmppub:
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Ujniu Ynnuhg, tpk j-hg wwppbp @ hipbpuh hudwp (v(x) —s;) § pi(x), wyum
v(x) =5 (mod pl-(x)): Cun (7.6) hmduﬂlmqu‘ Ukup wppkt hul mbbup v(x) =
si(mod p;(x)): Puyg v(x)-p sh Yupnn puwn p;(x) dnnnijh punpuinkih (hik) dhwdw-
Uwbwy s; b s; mwppbphl, pubh np gpuithg Yphubp (s; —s;) § pi(x), hugh wihuwn b
uupupp sh jupnn pudwin]t) gpujut wunhfuih puquuigudh Jpu: Qpbdy’
v(x) — s; muppkpnipniip pudwinid b (7.5) wpinugphsitkphg thugl dkyh p;(x)-h
Ypu, b
(7.8) (v() = 53, £ () = p;(2):

Lwitth np (7.5) wpununnphsubpp tnybwbu Jupkih Ehudwpt] inpdwdnpdws, wyu
p;(x) wpunwnphsp Jupkih b unwbeg inpdwynpbing (v(x) -sipf (x))—]}:

UhlgkL v(x) € K[x], k €N bt sy, ...5¢ € K wpdbpubph phbwpluwbt wugubp
ujunkip, np wupqugnyh K = Z, nhuypnid v(x)-p Yihuh Z,-hg puunpjws gnp-
Swlhgutpny dUnpnijjup pwquwunud, hull si,..S5, ujupupibpp Yhub pykp
{0, ...,p — 1}-hg:

Zhnbywy wunnudp SEpdwygh thopp phnptidh dwutwynp nhwptphg

7.3.1 Lhddw. K = GF(p") puonp gublmgus s unupph hunfup sP” = s:

Uwugnyg: Cun 4.1.11 phnpkdh’ bpk [K| =p", wyw K* dmjnhyhwunhy
lunidpp p™ — 1 Yupgh ghljhY unidp b, wyuhtiph sP* = sP"1.s=1-s=s: =

(7.6) hudwljupgh nptik ninnp p™-pn wunhgwb pupdpugibim] junwbwip

v(x)P" = sipn(mod pi(x)):

Cun 7.3.1 (Edduyh, Sipn =s;: U]ubhph‘ v(x)P" = Si(mod pi(x)), npukn i =1,..,k:
Cutn 5.1.5 phnpbuh kpypnpy wndwb'
(7.9) v(0)P" = v(x)(mod f(x)):

Utkup unnwugmip.

732 Lhddw. Epk qnyq wre gnyg phinfnunupdwpun gupg p(x), .., pr(x) € K[x]
puquuimpudibph b quduyulub s, ... s, € K nnupplph hudwp v(x) € K[x] pug-
dwibnundp pudwpupnid F(7.6) hadwlupghl, wyw uyl pujupupmd b ik (7.9)
punpunnduilp, npnkn p™ = |K|:

Phniijtdyh dkpnnyp oguwgnpénid t wjtt thwuwnp, np (7.9) punnuunnudp, h
wnwppbpnipnit (7.6) hwdwlwpgh, wyjkiu sh wupnibwynud p (%), ..., prp(x); sy, ... Sk
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withwyntkpp, b v(x)-p Jujudwt ke E dhuyh f(x)-hg &L p™-hg, npnup Ukq hwyunih
kti: Stinh nith 7.3.2 (kddwgh «dwuttuljh» hmjunupap.

7.3.3 Lbddw. Epk v(x) € K[x] puquuimudp pujupupnid F (7.9) pugpundwin,
wyyuwt hlis-np sq, ... Sy, € K nnwppkph hwdwp v(x) -p pujwpupnid F ok (7.6) hudur
fupght:

Uyuwugnyg: K nuownph guuugus s wmwpp, pun 7.3.1 (kddugh, xP" —x puig-
Uwinudh wpdwin b Cun 2.5.16 Phqnih phnpkdh’ (xP" — x) i (x — 5): Qipbdl’ twbe
(xP" = x) i [Isex(x — 5), pwih np K[x]-p $ulnphuy b b bpk s; # 5, wyw
(x = 51,x — 53) = 1: Umniu Ynnuhg, [Tsex(x — s) wprnugpyuh wunhgdwip tnybybu
p" t, mphdl, x7" — x = [[sex(x — 5) (Ephm puquubnudbpt b anpuu]npus ko b
wywq gnpdwjhgutpp hwdbdwwnbint juunphp sh wowewinid): Twutwynpuybu, x-h
thnpuwptt ypgutng v(x) wpdtpp, Ynibbuwbp

@ - v@ = | o -9

sek

Ujniu Ynnuhg, pun (7.9) punpundwb, v(x)?" — v(x) nuppipmpmiip pudwb-
Unud £ f(x)-h G bpw popnp p;(x), ..., pr(x) wupq wpunwnphsubph Jpu: Geh Lo-
punpkup p; (x)-p nptek s; € K hwdwnp, pun 6.1.6 htntiwbiph, pudwinud | v(x) —s;
wpuunphsp, wyw wyl sh jupnn pudwl) nptik v(x) — s, wpuwgphs, ek s; #
Sy Uw wpwbwlynud E, np p; (%), ..., pr(x) wpununphsubphg jnipupwbisnipp pudw-
unud k v(x) — s wkuph wpnugphsitiphg dhuyt dkyp: Zwujwowlp wiglk) skup Ju-
pon. v(x) —s wbtuph nptik wpuwugphs Jupnn b e pudwtdly py(x), ..., pr () wp-
wnunphsubphg dh puthuh Ypu:

Unwtnid kup, np [Tsex(f (), @(x) — 5)) wpnungpyuh jnipupwiyni wpnw-
nphs Jud wungugws k vhunpht, jud wungugqus b p; (x), ..., pr (x) wpuwnphs-
uliphg dklht, Jud 5% npuighg vh pwthuh wpnuypjuht: Tuhpwdbonnipiut nbw-
pnud inpuwnplyn] wyn wpnugpyupp uinwind ap

(7.10) [Tsex(f (), w(x) —5)) = f(x) = py(x) -+ P (x)

(gpundwt dbe wybnpy puppnipnit sdngubint hwdwp tnpdwynpdus wpuw-
nnphsubinh hwdwp tnp wywtwlnidubp skup dngund): Utinwd E ujuwnty, np tph
w(x) —s) i p;(x), wyu v(x) = s(mod p;(x)), npunnknhg kL wnugynid kb (Eddwgh
51, .. Sg € K muppbpp: =
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7.3.4 Oppbtwy. (7.9) puppuundwbp pwjwpupny puquuinudbbtphg b vx) =1
hwunwunntt puquubnudp, puth np 17" —=1=0: f(x): U nhypmd s =1 € K
wnwpph hwdwp (F(x), v(x) —s) = (f(x),1 - 1) = (f (x),0) = f(x): bul] guujugus
wy] s-h hwdwp (f(x),s — 1) = 1, pwth np ny qpoyulju s — 1 uljuyupp sh Jupng
pudwtidt) gpujut wunh&wh p; (x), ..., pr (x) puquugudttnhg nptik EGh Jpue:
U]ub‘uph‘ nju) phypnid (7.10) hwjwuwpnipjut dwp dwuh wpunwunpup niih
htwnbiyuy mhup]}‘

f)- 11
pt-1

(kr ny Up bwljub pubnpdwghw sh pipnud f(x)-h dwjuinphqughuwgh hwdwp):

Utp tyuwnwlju k gt wyiyghuh v(x) puquuinud (ud puquubnudubp), np
(7.10) wpuwunpuit pun  gputg  juomghim phypmid  wnwbwbp  poyop
p1(x), .., P (x) wpuunphysubpp:

735 Thunmmpmu. Mupqugnyi K = Z, nkuypnud K| = p ki (7.10) wpinwnpjugp
ypnniih hknbywy nkupp

(7.11) 2, (f (), W) = D) = f(x) = py.() -~ pre(x):

v(x) puquutnudh htwpunp wpdbpubph hwyddwb hudwp dbq yhup jgu
Jtpowynp nuownp Yypw (gduyhtt) oybpunnpubiph dbpnnubn: K[x] puqunipjub Jpw
Yupth Euwhdwil) K qguonh ypuw mpdws gduyhtt mwpwsnipintl, kpk npuytu k-
wnnpubph gnidwpdwb gnpénnnipnit yipgukup puquuinudutph gnidwpnudp, huy
npubu ujupupny puquyunmd puquuinqudh puqUuyunlmup K-h nwp-
nny: Pwuh np pwqUuinudutph gnidwph wunhfwup ks st gmudwpbihubpp
wunmhfwtiibphg wnwykjwgnyithg, www wnyjuy pyhg ns wykjh pupdp wunhguh
puquuunudubph Gupwpuqunipmniip Juqunid L K[x]-h Gupwwnwpwbnipnii:
Thuwpybup V = {u(x) € K[x] [degu(x) £ m -1} hLupwwnwpwdnipniup, npunbn
deg f(x) = m: Cuwn (7.6) hwlwljupgh lluangdulh‘ V nnwupwdnipjui ke Ju dhuyh
Uby v(x) puquuugud, npp (bhpujwd sy, ... S wpdptph hwdwp) pudupupnd &
wyy hwdwlupght. dbugws v'(x) puquutnudibpp puggunkh b v(x)-ht pun
f (x) Ungnigh, wyuphpl, npuitg wunh&wbbpp ks B (m — 1)-hg:

p"-n wunhdwb pupdpugubint gnpdnnmpiniup (gduyhl) oywbpwwnnp kt K[x]
nwpwdmpniinud. gutiugws a, b € K uuyupubph b u(x), I(x) € K[x] puqUwl-
nudtiph hudwp
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(7.12) (a -u(x)+ b- l(x))lg,1 = (a . u(x))pn + (b . l(x))pn

=a?" u@)P" +bP" 1) = a-u()P" + b 1(0)P":
Ujuntn wowehtt hwjwuwpnipjutt hwdwp Yphht oqungly tup Ununnuh phundw-
jub pmbwdbihg, hulj yipghtt hwjwuwpnipjut hwdwp Stpdwgh thnpp phnptdhg:
Uju gnpénnnipiniup, uwljuyl, oybkpwwnnp sk V Bipunnwpusnipjut hwdwp, puth
np V-h nplik puquubmud p-py wunhgwl pupdpughtng jupnn Gup unwbug
(m — 1)-hg wyb h pupdp wunpgdwih puquuinud, npp V-hi sh yunubnd:

Zbow L uinnighy, np dbhwgnpyny pudwidw gnpénnmipjniup tnyuwytu oybpw-
wnp kb Lwth np oybkpuwwnnpubph wpununpup Ypyhtt oytpunnn k, wyuw htwnbe-
jwup Q@ Yuwunup V wnwpwénipjut ypu owbpwwnnp b uwwhdwiunwd. Jwduywlwi
u(x) €V puquuinud bwju pupdpughkip p™-pp wuwmpdwl, wwyw wvnwugyud
u(X)P" wpynibipp dinugnpyny pudwbklp f(x)-p Jpuw: Unwgjwé r(x) diugnpnb b
hwdupkipu(x)Q wpdipp:

(7.9) punnuunidp V nwupwdnipjut bt Q oykpwwnnnph wkpdhtubkpny unwtnid
E htnbyuw) mbupp.

(7.13) v(x)Q =v(x) =1 -v(x),

wjuplpl, v(x) € V Jtjuinpp Q owkpwwnnph ukthwlwt 4ijunnpt £ A = 1 ubthwljub
wpdtiph hudwp: Fuquutinuuh duljuinphqughugh b Jepowynp qugwnh Jpu owgk-
puwwnpubph dhobit wju whuwywubjh e glinkghly Yuwp poyp E vuwjhu dkp augnph
1nwddwl Uk ogunuuqnpsdt gduyht hwipwhwoyh dkpnnutpp:

v(x) puquuinudp Jupbih b dEjiwpwil] twbe wy) Yepy: Gph E-ny bowbw-
Ytup V nmwpwsdnipjut Jhunp oybpuwwnnpp, wyw judwjuut u(x) € V puquui-
nuuh hudwp nbnh nuh u(x)E = u(x), wyw (7.13) hwjuwuwpmpniithg junw-
twlp

(7.14) v(x)Q = v(x)E t v(x)(Q —E) = 0:

U]ubhph‘ (7.9) punpuunnulp tpwtwynud k, np v(x) € V Jiljuinpp Q — E oybpwunn-
h ker(Q — E) dhoniyh vnwpp k: Zwjunwlt wthwyjnnpkb tnybwbu ghown b

7.3.6 Ltllw. v(x) €V pugquuinudp pujupupnid F (7.9) pupgundwbp ugl b
dpuyl uyl nlypmd, kpp v(x) € ker(Q — E):

Lwthnp dimV = (m - 1) + 1 = m, wmyw npuyku mwpwsmpjul e puqhu jupk-
1h k pnptky, wukp,
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(7.15) e;=1=x%¢e,=x,..,e = x™1

Jtyunnpubph hwdwlupgp: K nquonp Jpu npjuws dhtitbnygt swihnquljubnipjut
wnwpudnipnLuibpt hgnunpd t: Twubwynpuy by, juduyuljub u(x) € V puquiub-
nuuh Jupkh b hwdwyuunwujwibgut) © m-jujutph K™ wwpusmpjut dhwy
wwpp w(x)-h gnpsulhgubphg punyugws JEyunpp:

Pusytu wuydwuwynpyby Eup wbkih Jun, V-h ypu gnpénn judwyuljut 4 ougk-
puwwnnph dwinphgt pun e pughuh tpwbhwlkup 4,: Unubwynpuuytu, £ dhwynp
owkpwwnnnh hmdmp‘

7.3.7 Ztwbiwmbp. (7.9) punpuundwip pujwpwupnn v(x) puquubnudbbph pug-
Unipniip m swihnquliuwiunipjut V. wwpwdnipjuit m —r swihnquljubnipjut
kupwwnwpwsdnipnit &, npnkn r = rank (Q, — E,):

Uywugnyg: Oqunymid Eup qduyhtt hwbipwhwoyhg hwjnth wy thwuinhg, np Jw-
dwjulwl V mwupwdnipjub ypw qnpénn A oybpuwnnph dhentlp Eipunwupusniye-
it | npp swhnnpuwinipnibp (oykpuinnph gedtlunp) hwjuwuwp b dim(V) —
dim(im(4)), npuntn A4 owkpwwnnph im(A) wuwwlkph swhnpuijuinipniup hwdw-
uunp L A, dwwnphgh rank 4, nwight: Ukp gbwpmid (Q —E), = Q. — E.: =

7.3.8 Ztwbiwblp. (7.9) punpuundwup puupupnn v(x) puquubnudttph pubwlp
pn(m—r) ]ZZ

Uyuwgnyg: K nupwnh wwppbph pwtwyp p™ &, ntunh npu Jpu m — r swhnnu-

n(m—r):

Juinipjul nwpwsnipjub hqnpoipyniup Yhuh [K™7 = ™™ =p

Ujunntnhg wpnkt Jupnn Gup npnoky (7.5) dwljnnphqughuyh dbe dwutiugnn
wupq wpnwunphstbph k pwtwlp: Ukup wbkuky thup, np m-hg guépn wunhdwih,
(7.6) hudwlupght pujwpupnn v(x) puquuinudikph putwyp p™ E Puyg wyy
puqUuiuditpp juqunid ku ker(Q — E) dhgnilyp, ki ngpubg putwyp p™™" L
Uwnwunud Lup f(x)-h dwluinphqughughtt Jipwpkpnn htnbyuw) rwuwnp.

7.39 Zbhwbiwup. Ubkp wywbwlnudubpnud (7.5) dwljnnphqughuyh pp (%), ..., pr(x)
wunq wpununphsubph pwtwlju kL k = m —r = m — rank (Q, — E,):

v(x) puquubnuditph hwpddwt hwdwp oguugnpstup oykpwwnnph dheoniyh
uupwgpnipiniup gduyhtt hwjuuwpnidubph hwdwlwnpgh dheongny: e pughunid Q
oybkpwwnnnph Q, Ywwphgh mnntpp punugws tu puqhup Jeyunputph e, Q, ..., e,Q
wuwwnltpubph Yynnpphttwnbphg: Geh witnh niuh.
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(7.16)  €;Q = x'"'Q = gj1e1 +  + Gimem = i1 x° + - + @imx™ 1, i=1,..,m,

qdi1 " Qim g1 —1 - qum
Qo= -+oovvinnn bL Qu—E,=[ «-vvvvevenns >;
Am1 = 9mm Gmi  Qmm —1

Lwitth np e-u wyunkn puttwplyny vhwl pughut k, wuydwbwynpytup pug pnnut;
uyll dwwnphgubpph hunbpuhg: Uju dwwnphgubpp Jupwbwlhkup Q & E, hull hudw-
wkpuinnhg Uhon hwulwbgh Yihth, ph hus b tyunh mubkip oykpunnpp, ph tpw
dwwnphgp: Q dwwnphgh wnweoht iinnp dhpw Yhth 1 0--- 0, pmtth np e, Q = 1Q JkY-
wnpp Juinugyh npybu 1°° = 1 puquuiqudh’ £(x)-h Jpu pudwiknig unwgny
r(x) = 1 = le; dawgnpry: bul kpypnpn nnnp Junugldh *?" puquubqudp £ (x)-h
Jpw pudwibnt vhgngny bz Uwutwynpuwbu, tpk p" < m, wyuw Epypopg wnnp

wuuju

Yniuktw 0 +-010--- 0 wkupp, npuitin dhwl ns qpoyuljut mwppp (p™ + 1)-p nk-
nnud k:

7.3.10 Opptwly. Ikpgutlp K = Z; b f(x) = x® + 3x% + 2x € Z,[x]: Zkown k unnighy,
np uw pwnwlniupibphg mquun puquuunwd b Z,[x] mwpusmpju V Eipunw-
pudnipniul wju nhypnd punugus Yihuh ny wdk), pwb deg f(x) — 1 = 2 wuwnmp-
&wl nukgnn puquubnudtbphg: dim(V) = 3 kL V-h pughute; =1, e, = x, e3 = x?
hwdwljupgp: Zwoytup e;Q, e,Q, e3Q Ykjnnpubpp: e;Q = e; = 1: bulj e,Q-t unw-
twnt hwdwp x7-p dbwgnpyny pwdwtktp f(x)-h Ypuw: Unugymd £ e,Q = x:
Uy e3Q-tt uinwbwynt hwdwp f(x)-h Ypu dbwgnpyny] pudwlbp x**-p: Unwg-
ynid £ e3Q = 3x? + 2x: Zudwyuinwupiwb dwnphgubpp Yihtkb.

1 0 0 0 0 O
Q=<O 1 O) tL Q—E=<O 0 0):
0 2 3 0 2 2

dhpungunuwip pughwinip niyphi: 4 = 1 ubkthwlju wpdtph hwdwp Q owk-
puunph ubthuui JEjunputpp (Yud, np unyub k, Q — E owkpwwninph dhonilyp)
gubtnt hwdwp miskup (x4, ..., %) Q = (x4, ..., %) dwmunphguyhtt hwjwuwpnidp,
uyuhlpl, gduwyhtt hwjwuwpnidubiph htnbyw hwdwlwpgp

{ qu1X%1 + -+ QaX;m = X1
QimX1 + -+ GmmXm = Xm

npp hwdwnpdtp L

(q11 — Dxqy + -+ GmaXm =0
(7.17)

Gim¥1 + -+ (Gmm — DX = 0
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(hwdwutn) hwdwlwupghti: Zwdwlupgh nsmudubph puqunipmitip juqunwd k
m —r swhnquijwinipjui tupwnwpusdnipni K™ nmwpwsnipjut Uke: tpw kY-
mnpubpp qubknt hwdwp, pun hwdwlupgp puskint hwynth juinth, bwpe
guinwd Lup Q — E dwwnphpgh dwpuhuw) ny qpojuljut M dhunpp, bt hwdwlwupghg
ntu Lup thnmd wyt tinnkpp, npntp skt wugunid M dhinpny: Ujunithbnbtt hwjw-
nwpdwt towthg nhyh we Lup mbnuihnjumd wyh x; thnthnpwlwbibpp, npnug
uniubipp skt wuginud M dhunpny: Uy thnthnjowwbubph pumbwlu b

m—rankM = m —rank (Q — E) = m —r = dimker(Q — E):

Ug Ynnu nupquwsd thnthnpuwluwbbpht m —r wbquud oinphnid up judwyulw
(génpkt wtjwh) wpdbtpukp, kL pun nputg’ hwyynid dwhn dwumd dbwgus thnthn-
howubtinh wpdbpubtpp: Unwind Eup m —r hwwn génpkt wmuljwju ]_IlLbIlLlﬂlhIl‘
(7.17) hadwubn hmdwlwpgh pusnwdubph vy, ..., vy € K™ Inrtugudbinm hwdw-
Jupgp: Cunn K™ =V hqnunpbhqup' V mwpwsnipjut Uk npug jhudwwywwnwu-
huwku

(7.18) V1(X), oor, U ()

goénpkt wuwju puquuinudubp: Yhpwnkup uw 7.3.10 ophtiwlh puquuwunwdubpp
hwdwp.

7.3.11 Ophuwlyy. Oquwugnpstiny 7.3.10 ophtiwhh Q — E dwwphgh wpdtpp’ uwnw-
unud Lup hbnbyw) hwdwljwupgp.

0xy +0x, +0x3 =0

0x1 +0xy +2x3=0:

0xq + 0x, + 2x3 =0
Nputu M dhunp Yupkh tJbpguby, wuktp, tppnpng winnh Eppopn wuppp gupniaw-
Ynn ny qpoyuluit |2| dhunpp: 2E0 B Gbndnud wnwehtt Eplnt vinntpp: Ue Ynnud
nuwpynn x;, x; thnthnpjuwfwutbphtt punphtiny twje 1, 0 wpdbpubpp’ junwbwip
hwdwlupgh v; = (1,0, 0) jnudnudp: Fpwt jhudwywnwupwuh vy (x) = 1 puquub-
nudp ((7.9) punpnuundwt nwdnwdp): Puyybku wnbkuwup 7.3.4 ophttwlnid, qpnyjuljut
wuwnhdwth v; (x) pauquutnuuh dhpngny dwljinnphqughwt junnigh) skup Jupng:

Bpynnpy puynud x4, x; hnthnpowlwuubpht punphtng 0, 1 mpdhphhp]}‘ Junw-

twlp hwdwlupgh v, = (0,1,0) nusnudp, nphtt jhwdwywnwupwih v,(x) = x
puquuinudp: (7.10) hwjuwuwpnipniup winwbwint hwdwp Eyhnbuh wgnphpe-
Uny htppny hwpdbkip (f(x), (v, (x) — i) wdkbwdkd pinhwinip pudwiwpupbpp
i =0,...,6 pyiph hwdwn:
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(f(x),x—0) = (x3 4+ 3x%2 + 2x,x) = x = p, (%),
(Flx),x—1) = (x3+3x2+2x,x +6) = 6 =~ 1,
(flx),x—2)=(x3+3x2+2x,x +5) =3 = 1,
(Flx),x—=3)=(x3+3x2+2x,x +4) =4 =~ 1,
(flx),x—4) = (x3+3x%+2x,x+3) =1,
(f(x),x—=5) = (x3+3x2+2x,x +2) = x + 2 = p,(x),
(fx),x—6)=(x3+3x2+2x,x+ 1) =x+ 1 =p3(x):

8np winntphg snpunid unwgynn wdktwdks punhwinip pudwwpuptpp hujw-
nupdkih kb, nt nputgny wupq wpnwungphsutp skt wnwewtinud: bulj dawgwé tpkp
wnntphg sudmd &u p;(x) = x, p(x) =x +2 b p3(x) = x + 1 puquuiunudubpp:
Zkow Eunnnighy, np gpuitip hujuwbu wupg B, bex(x + 2)(x + 1) = f(x):

7.3.12 Jupdnipjnit. Ywwnwpky 7.3.10 kL 7.3.11 ophtwlukph pnjnp hwpduplukpp:

Ulguktp wignphpuh Jupnigdwb tpoht pm]ﬂlh‘ dwljininphqughwh hwdwp
withpudbon v(x) puquuigudtbph npnydwbip: buguybu nbuwtp 7.3.4 ki 7.3.11 opp-
twljutpnud, v(x)-h npnp wpdbtpubp f(x)-h dwljunnphqughuygh sk pipnud: Cun 7.3.8
htwnbiwiph' v(x) puquuinudibph hwpunjnp pnpnp wpdbplitph pulwyp p™0="
E Yw'u wpnp wjuyhuh «Juu» puquutngudubp, npnig wljnnphqughwi junnt-
ghnt hwdwp dkip unhyyuws (hukip swhwquig pun v(x) wpdtpubp Yhpunty (p-h
uks wpdtpubinh nhypnid vw hujuybu swwn Yéwpuguh wignphpdp, wnwyb) by,
hwpyh wntbnd wyl, np 7.4 yupugpudpnid Ukq yhwp Eu qunt p-h ks wpdtpubp):
Uju huipgp Phniktdwh dkpnnnyd yquunwuhiwb L unwbnid hknbyuwg Yepy:

ker(Q — E)-h pulqbuh‘ (7.18) hwdwlupgh jnipwpwignip v;(x) puquubnudh
hwdwp s;;-n bpwbwlhkip K-h wj mwppp, nph hwdwp v;(x) = s (mod Dj (x)):
Guqukup htinbyu) Yunphgp

7.3.13 Lhduw. S dunnphgp sybpwubpnn £ det S # 0:

Uwwgnyg: Gpt S-h winntph dhobtr nphik a; € K ujupjupubph hwdwp nknh
miktw Y ;s =0, j = 1, ..., k gdught juujwdnipynilp, wuw

Zav(x EZ ;=0 modp}(x)) j=1,....k:

i=1 i=1
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Umwu Unnuhg, qpopujut puquuinudh hwdwp dkip tnybhybu mbbup 0=
0 (mod p j(x)), Jj =1,..,k hadwlupgp: Cun duwgpubph dwuhi shtwlwut phopt-
Up' Y5 av;(x) = 0(mod £ (x)), wyuhtipl' ¥ @;v;(x) i £(x): Lwlih np wyu gmudwph
ponp gnidwpbhbiph wunh&wubpp deg f(x)-hg thnpp kb, wyn pudwinwdp htw-
puydnp t dhuyl, bpp T5, av;(x) = 0: Puyyg v;(x) puquuimudubpp gdnpk wiljuha
ki, niunha; =0,i=1,...,k: =

Bupwnptup, pb npbiik v;(x)-h hwdwp ( f0), (w(x) — s))—E pudwiynid k Jhwdw-
dwtiuly Eplyne pj, () b pj, (x) wpuumphsubph dpu: Uyn nhupmid S dunnphgh i-pn
wnnnh j;-pn B jp-pg mwppbpp ppwp hwquuwp Yihubt: bul ek nu wknh ntukbw
ponp v(x), i =1, ..,k puquubnudutph hudwp, wyuw S dwnphgh ji-pg & j-pn
wnilikpp tnylp Yihubb: Yw htwpwynp sk, putth np det S # 0: Nipbdt’ Judwyulwb
Lplynt ynibkph hwdwp (7.18) hwdwlwpgnid Yut v;, (x) & vy, (x), npnig hwdwwyw-
wnwuuwtnng nnnbpnud wyn wniubkph mwupptpp muppbp u:

7.3.13 (kddwl pny) £ mmwhu wignphpdh jupnignidp bqputhwljl) hnbgwy
puytpny. Q — E owkpwwinph ker(Q — E) dhoniljjh (7.18) puqhuh wwwpptphg dkyp,
wuklip, v;(x)-p, Yupkih b hudwpl] hwjwuwp 1-h, pwth np 1°° = 1: blasyhu
nbuwbp, wyny puqhuught YEyunpp f(x)-h uljnnphqughwh sh phpnud: Niunh
whnbkubip v, (x)-p b wbguklp puqhuh hwenpy JEjunpubphtt (ypubp pojnph wp-
nkt ppuljut wunhfwb niukl, pwth np hwunwnmb (hubnt nphypmd génpku
Ythuusd bkt v, (0)-hg):

Cuwn v, (x) pulqduﬂn}uldb‘ htppny hwpybtnyg ( f), (wy(x) — s)) wdbwdbs puy-
hwinip pudwbwpwplbpp ponp s € K muppbph hwdwp gmpu gpkip npuljub
wuwh&wlh pojnp ( f(x), (v (x) — S)) puqUuibipudbpp: Lowbwlkubp nputg

91(x%), ., 91(x)

guilp (hwonpnuwljwunipiniup) P mwunny: Ujgnphpuh woiwwnwiph wjwupunht P-u
punugus L jhuknt npnubkih dwljnnphqughugh pp (%), ..., pr(x) wpunugphsutphg:
Epk l=m—r, wyu wpykh g tup f(x)-h ponp k = m —r hwn wupg wp-
wnwnphstubpp: bull Gk [ <m—7r, wyw s € K wwpptphg nptk dEjh hwdwp
(f (%), (vy(x) — 5))‘E pudwinjnud k py (), ..., px (x) wupq wpunwngphsutphg wetijuqt
tpyniuh Jpu:

Uy nphypnid Jtpgukup hulgnpr}‘ v3(x) pwquuinudp, htppn] hwptup
(9:(x), (v3(x) — 5)) wuklwks piphwinip pudwlwpupikpp popnp s € K wwppkph
b g:(x), t =1, ..., wpunugphsutph hwdwp: Ypwitghg gkt tknkup qpoyuljut wu-
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nhdwh nibkgnnubpp: Zwuwbwh & np ek npk g (x) puquubnud wupq k
wyw juduwywlul s-h hudwp (g,(x), (v3(x) — 5))-p wungugqws k Jud g,(x)-hb,
Jwd 1-hl, wyuhlipll wprynipmd tnp wpnwngphs sh uinwugynid: buly bpk wyn g, (x)-p
wuwing sk, wwyw (g¢(x), (v3(x) — 5))-p s thnthnuwlwith wpdtpubtphg npbik UEYh hw-
dwp Jupnn b pwdwidly g.(x)-h nplick ny wphdhwy pudwwpuph dpu (Jepghtiu
Yniuktw deg g;(x)-hg wbih guwsdp gpuljutt wunh&wh): P guuynud jnipupwbynip
9:(x) puquuinud thnpiwphukip gpufjui wunhdwih (g.(x), Ws(x) —s)) pudw-
twpuwpubpny, pun pojnp s € K wpdbpubph: dhipwhwdwpulutip P guulp b hw-
dwipklp, np wyt mppkt punlugws k unp puquuiunudutphg (bpuw puquuunudub-
nh ! pwbwlp Yupnn £ wglky): Bpk wpnkt [ = m — 7, wmyw quity kup f(x)-h ponp
k = m —r huwn wupq wpununphsubpp: bul Epk ghntiu [ <m -7, IlLIlhlﬁl‘ wlg-
ukup hwgnpy v, (x) puquuinudht b puyp Ypyukup gpu hwdwnp:

7.3.13 (Eddwb wyunmud E, np wju puyibpp unhwywé Yihukup Yplhuk) ny wly,
pwlt m — r wihguud: bus-np puynud Yniikwp [ = k = m —r: Luth np f(x)-p unp-
dwynpjwsd puquuinud k, npybtu kqputhwljhy pwy inpdwynpbip yEpotwlut P
guihh pninp puquunudubpn:

Qtrutpynidt wykh vhwdwb nupdubnt hwdwp twpwwybu Yupnn thup hw-
duply [ =1 b g;(x) = f(x): Uyuhlipl' i = 2,3,... wpdbpibph hwdwp hwpymd kup
(9:(x), Wi(x) —5)) wubktwdks pinhwinip pwdwbwpuplbpp, t=1,..,0 b s €K
(i = 2 nhypmd P gmuymu mukup vhwyb Ukl g.(x) = g,(x) = £ (%)) puqUubpund:

Uttp junnigh) Eup htwnbyw) wignphpup.
7.3.14 Ujgnphpd (JEippunnp npupnh Jpu npjws pupwyniupiibphg wqun, inpdw-

Ynpjus puquuiuih pwljnnphqughuygh uygonphpdp). Spdws k £(x) € K[x] punw-
Yniuhibphg wqun, tnpdudnpguws, ny qpoyujut puquuiiqudp, npntn K- judw-

Juluilr JEpguninp upwn E: Gty f(x)-h dwlnnphqughwyh wupg wpnwgphstbpp:
1. Lowiulyiip m = deg f(x):

2. Lowuljtup j = 0:

3. Puthptnj <m

4. 7r(x)-n] wowbwlkiup K[x] Hyhnyut oquinud x/ puquuimudp f(x)-h Jpu
pudwiitijhu uinwugyny dhwgnpnp;

5. (i=1i<m; i+ +) wupdlputiph hwdwp
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6. qji-n tpwlwlykup r(x) puquuunudh (i — 1)-py wunh&wh vhwtnw-
Uh gnpdulhgn (g;; = 0, bpk wyn Uhwnuidp pugulw b);

7. Jtpgukupj =j + 1:

8. M, (K) dwuinphguyhtt onuynud Jpgukup Q = ||qjl-||, i,j =1,..,m, dunphgp:

9. Zwpyklp k = m — rank(Q — E), npunnkn E-u dhwynp dwunphgh b

10. g;;, i,j = 1,..,m gnpdbuljhgutpny juqukup gdbujhlt hwdwubkn hujuwuwpnidb-

nh (7.17) hwdwljupgp:

11. Quniup dbkpnyny hwoykup (7.17) hwdwlwupgh jnwsnidubph vy, ..., vy € K™ dnit-
nuuktinnw hwdwlupgp: Npytu wpweht (nisnd Ykpgukup v, = (1,0, ...,0):

12.(i=1; i < k; i+ +) wpdbpubph hwdwp

13.  Jtpgutup v;(x) €V puquubguudp, npp (G — 1)-pg wunhfwth dhwinudh
gnpduihgp hwquuwnp £ v; € K™ Jijunph j-pn Ynnpphtwnpl, j =1, .., m:

14. Lowbwlkup [ = 1:

15. Lowtiuyktip g, (x) = f(x):

16. Uwhdwibkip pwquuugudutph P ={g,(x) | t =1,...,1} guilp ((wubwnpw-

whu, tph l = 1, myuw P = {f (x)}):

17. Upwmtimljkup i = 2:

18.(t =1; t < I; t+ +) wpdbpubph hudwp

19. P guwiymd g.(x)-u thnjowphliktp npuijut wunhdwih (g (x), (v;(x) —s))
pulql[ulhr}unﬁlhpnq‘ puw pnjnp s € K wnwpphph;

20. YEpwhwdwpwlukiup P guulhh puquubnudutpn b I-ny] bpwbwlkup nputg
pwbwlyp:

21. Gphi<k

22. wowwykup i =i + 1;

23.  Jhpwununtwip 18-pr puyhiy

24. wyjuy biu

25.  unpdwynpkup P guwljh pninp puquubinudubpn;

26.  nmipu qpbkup P guuljh puquuinudubpp:
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4.5 yupugpudnid dkip wpnkb Junnighky Eup 4.5.2 wgnphpdp, npp punwlynt-

uhltphg wquun wpnwnphsubph b qipmsmu qipgundnp qupnh (Yud JEpgunp
undpnnonipjul mppnyph) Jpu npdus judwyulub f(x) puqduigued: Upn wign-

nhpuh b 7.3.14 wignphpup ogunipjudp htpwn k puwljnnphqugil) K Jippwdnp nuiy-
wh Ypw npyus judwjuluwb gpujut wunhduih puqdutnud.

7.3.15 Uggnphpd (Jkpgwynp nupwnh Ypw inpjws puquubqudh puunnphqughugh
wignphpup). Spdws k f(x) € K[x] ns qpnyuljub puquutgudp, nputn K-t judwjw-

Jut ykpowynp nuipin k: Gk £(x)-h duljinnphqughuyh wwpg wpnwunphstbpp:
1. ag-n wpwbwlkup f(x)-h wuq whnpudp:

2. Uhgukup f(x) = ai f () tnpluynpyus puquubinudhe

3. 4.5.2 wygnphpuny f (x)-p JEpnustiup punwlniuhibtphg wquun f; (%), ..., f;-(x) pwug-
dwbmunfubph wpnunpyah () = £ - f.(0:

4. ‘Unpdwnptup f; (x), ..., fr (x) puquuiqudtbpp:

5. Uwhdwtkip puquuinudubph P (puwnwpl)) guulp:

6.(i=1;i<r; i+ +)wpdlputiph hwdwnp

7. fi(x) puquuinuuph hwdwp 7.3.14 wignphpuny qutkip tpuw $wljinnphqu-
ghwjh wywpq wpnungphsibpp b wdbjugbbup npuitp  gulhi;

8. P guuljh wnwyht puquuunudp pudwttup ay € K ny qunjujubt tnwpph Jpu:

9. tminpu qpkup P guiihh puquubqudubpp:

‘Lwwnklp, np tplnt wignphpdutpnd b P-u wmiuukghp ny pt puquuinud-
ubph pwqunipinil, wy puqUuinudubph guly (hwenppuljutnipinily): Fuqunipe-
jutt Ukp nphik mwpp sh Jupnn hwtinhwt) dkhg wdbkih wihqud, hull hwenppulju-
umipjutt by httwpwynp th winudubph Ypjumpinitubp: Uju nwppbpnipiniunp sh
npubtiinpynid 7.3.14 wgnphpdnud, pwith np f(x) puquuinudp punwlniuhiiphg
wquu b, b gq (%), ..., g;(x) puquuinudubpp wdkh puynud qniyq we qniyq nwwppkp
b Puyg 7.3.15 wignphpunud mmwppbpnipmnibp jupnn b kwlwb hubkp: Opptwl,
f(x) =x3 +x% = x*(x + 1) puquubnuup pupwlniuhibiphg wquun sk Lpw hudwp
P guuyp hihth x, x, x + 1
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7.3.16 Ophuwl. Zkwnbyuw) ophtimlp Rlinitdyh ophghtiwy (Berlekamp, 1967) hny-
qudhg k: f(x) =x'2 +x® +x7 + x% + x% + x + 1 € Z,[x]: Phpkup wyh wnwbg dwb-
pudwuttinh: Uju nhypnud V tnwpwsnipiniip punjugus b Z, nuownh Jpu mpus
uhtiskr 11-py wunh&wth puquuimuditphg: 1, x, ..., x1* pughuh ypw Q oykpuinn-
nh wqptgnipiniub L

10=1%=1,
xQ = x?,
x2Q = x4,
x3Q = xb,
x*Q = x8,
x50 = x1°,

x6Q =x8+x7 +x6+x*+x+1,

x7Q = x10 + x% + x® + x* + x3 + &2,

xBQ=x +x0+ 7+t P+ x4+ 1,
x0Q=x0+x"+x*+x2+1,
x0Q=x+x8+x" +x*+x+1,

x11Q = x1 + 210 + x% + x6 + x3 + x%:

Cuwnr wynd Q — E dwwnphgp Yihuh.

0 000 OO OOOTUOTUOTPWO
01100O0O0O0OO0OTO0OTOT®O
0 01 01 0O0O0OO0OTO0ODTUOTO
0 0010 01O0O0O0O0TO
0 0001 O0O0OO0OT1TTO0O0TO
R=/0 00001000010
111000011000
0 01110011110
111011010011
1 01010010110
1100 10011110
0 01100100110

Upw oqgumipjudp Juquynud L hwdwubn hwjwuwpnudubph hwdwljung, nph og-
unipjudp winugynud k£ (x)-h hnbyuy il)uﬂlmnp]lqulgllulh‘

fO) =G "+x3+x2+x+ D7 + x5+ x* +x3 +1):
7.3.17 Ywpdmipnit. Ywwnwpk] btwpunpn ophtiwlh hwpduplubpp:

7.3.18 Jupdnipinit. dwljinnphqugiit] hbnbyw) puquuinudubpp Zs[x] onulnud.
1) f(x) = x3 +5x2 + 4x,
2) f(x) =x3+2x+5:
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7.3.19 thunnmpnib. Utp sowpunpuipp dh thopp wwppbpynud b Ringkdwh wy-
gonpphpuh ulqpiwljui (Berlekamp, 1967) wmwppkpwljhg, npp sh oguuugnpénid f(x)
puquutnuuh Jpnsnipniip punwlniuhtibphg wquun wpuwugphsubph: f(x)-p
Yuwpnn E mubtw) dkjhg pupdp yqunhynipjub wpunwnphsutp, wyuhtpl, (7.5) ukp-
Juyuguwt Uk Yupnn ki hwinhwb) hwduuwp p;(x), p;(x), i # j wpunwnphsubp:
(7.6) hudwjupgp wyn nhypmid whwp & Junnighk] ns ph punn wupg wpunwnphsutph
Unnnijukph, wy] pun npuig dwpuhdw) wunhfwbttph dnnnijukph: Ujgnphpedh
hhdbwnpnidp wyny nhypnd gpbpt sh thnpudnud: Ujanudbiwghy, punwlniuhuk-
thg wmquun wpunwnnphsubph Jbpnisnipiniup wykih twhptnpkh £ hwydnqulju
wnbuwltnhg. nppuwt thnppugunud Eup $wjinnphqughuyh upwplyng f(x) pwug-
dwbnwuh wunhgwbp, wyipwt thnppuwinud u V nwpwédnipiniip, Q tir Q — E dwuwn-
nhgutpp, husp phptiuginid b wignphpuh wdbtwwopmwnmwwnwp dwup: Uw k
wwwdwnp, pk husnt Yuntnp hp (Knuth, 1969) dkbwgpmipju Epypnpn hwwnnpp
4.6.2 yqupugpudnid bwppwt puquunuuh dulinnphqughwt Yhpnisnd L wy
pwnwlniuhibphg wquun wpunwunphsubph: Ujuimmwdbuwguhy, Yuninp swpunpub-
pnid opowtigws k wygnphpuh hhdtwynpdwt Eplpnpn dwup, npuntn hwodynd
dwljinnphqughwjh hwdwp whpuwdbon v;(x) puquuwunudubph puwtwlyp (bbhpwn-
juap 7.3.13 (Eddwi): pwthg pugh, Yumnh wuugnygp yepupkpnid £ ns ph judw-
Jwlut Jkpownp nupwnbkpht, wyp dhwyt Z,-ht: (Knuth, 1969)-h swpwnpupp w-
nwig nptik bujut thnthnpumipjut oqunugnpdyty k vh owpp wy Uktwgpmipiniuuik-
pnud EL npuuwgppbpnid: Uktup hwpdwp hwdwptghtp dtpuguntuw Finkykduyh
ulqpiwljwi hhdbu]npiwip” w wywwynwughting punwlniuhibphg wqun pug-
dwunwdubph nbwpht:

7.4 8hkukuhwnigh dwljninphqughwjh uygnphpdp

Uju wupugpudnid Jukpuyugyh Z[x] onuinud wljnnphqughuyh juugph jnisnt-
uUp 8tukthwniqh dbkpnyny: Zwoyh wntling judwjulub f(x) € Z[x] ns qpoyuljul
puquwbquuth £ (x) = cont(f (x))pp(f (x)) tkpjuyugnuip’ uptih kbwl $wlpnnph-
quiglily cont(f(x)) € Z pnJuinulnipyniip, wyw wigik] wphdhwnhy pp(f(x)) pug-
dwbnuuth $ulunphqughught: Bpk cont(f (x))-h wwpq wpnwnphyibph guily &
¢, huy pp(f(¥))-h wwpq wpnwnphstbph guilp F, wyw £()-h ulnnphqu-
ghwt junwtwip € kL F guultph dhwgnudny: Munp Eupunpkiup, ph C-u wpgphu
hupquws k, i, wightng £(x) = pp(f (x)) yphuhnhy] puquuinwdhi, wnnpbe hw-
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Uwpbip, np f(x)-p wppuhnpy t (kpk hwwowyp tpfws sh (hup): Lwh np pug-
dwunuuh pnuiinulnipiniup npnoynid | ipwith &onnipjudp, hwdwpkup twki, np
f(x)-h wjwg gnpdwlhgp npuljub k: Zhpkgukup, np C-u jud F-p dkup wijuinid
tup gutl (hwonpyujwnipnii), wy) ny puqunipinily, pubth np npuip Jupny ku nt-
ubktiuy Yplhyny whinudubp:

74.1 Opptwly. f(x) = 12x2+36x + 24 € Z[x] puwquuinuih $wlnnphqughwb
punuguwd E hhiq wpnwnphsibphg f(x) = 12(x2 +3x+2) =22-3- (x + 1) - (x +
2), npuky cont(f(x)) = 12 pnwipulnipjul hwdwp € guihh puquubnuditpi
ki 2, 2, 3t pp(f(x))-h hwdwp F guilh puquubnudibpt b x + 1, x + 2:

7.4.2 YJupdnipnil. Qulhbo wupq wpunwgphshg b punugus 7.4.1 ophttwyh f(x)
puquutnuuh dwljuinphqughw Q[x] oquynud:

Z[x] onuih Yuiwmljwh puqUuinuih puljnnphqughuygh jinhpp Jupkih
hwqkgul) nplk p wupq pdh hwilwp K = Z, ykpguninp nuownh Jpu Z,[x] pug-
dwbnuuught onuiljnud unyb juigph ghunwpldwip, np, husybu nbkuwip bwpunpy
wupwqpudnid, upkih £ nwst] RinEkdwh 7.3.14 ta 7.3.15 wignphpdutpny:

Gupunpbup npjws b ¢,: Z[x] - Z,[x] Unnnijjup wignudp: Lup, wuydwbunp-
JLup wywbwmlnudubiph dwupt, putth np dnnnijjup wihgnudp Jupnn b thinjub) ny dhuygh
puqUutnufutph gnpdwhhgubpp, wyite nputg wwpq wpnunphsttph pubalp:

743 Opptwy. f(x) = x® +x% + x + 1 € Z[x] puquubinuih $wljnnphqughwi ni-

Uh kpynt hwwn wupg, hpuphg wwpplp wpnunphsibp f(x) = (x + D2+ 1) =
p1(X)p2(x): Cunn p = 2 Unnnijh ¢, wugnithg htinn

L) =x3+x2+x+1=((x+DE%2+1) =+ DE+Dkx+1)
= q1(%)q2(x)q3(x),

uyuhtipl, Wyupq wpnwngphsubtpnp bpbp hwn G
Uwnwunwd Lup, np Epb £(x)-h $wljunphqughwi £

(7.19) f(x) = pr(x) - ps(x),

www f, (x)-h uwlpinnphquighwt Yupnn bt snitiklig f, () = pap () =+ psp () k-
pp, npukn pi,(x) = @p(pi(x)): Nunh wuylwbwynpykup f,(x)-h dulnphqu-
ghwi ipwbwlty

(7.20) fo(xX) = q1(x) - qie (),
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npunkn k-b Jupnn £ uwppbpdt s-hg, hul ¢;(x) wpununphsp wwpuunp sk huk
pi(¥) wpnwnphsh (qud by (7.19) pwlpnnphqughugh whpulukphg th niphoh)
wuwnlkpp: (7.20) wywbwlnidp hupdwn L twbt wjt pwing, np untuwthnud Bup «p»
wwnh Yplidnn oguugnpénidhg' «pip(x)»: Upniu Ynnuhg, whnp E hwpdh wnlky, np
qplny, wukup' gq,(x), dkup wyu ghwypnid h tjuwnh nibukup ny ph hs-np g(x) pwg-
dwinwuh wunljtpp ¢, wigdui dudwbuly, wy) (7.20) wljnnphqughuyh tplypopy
wpunwunphsp: (7.20)-h wpunwungphsutpp juqunud Bu twhunpn qupugpudnid hhow-
nuljdus P guulp:

Zwonpr kpYnt hwipgkpp, npniug Jupnn tup dhwdwdwiwl qunwupiwiky, gnp-
owlpghlph Indwindwl by hwhnuwunnybph Jepulubqidwh founhpubph G, npntg
dwbpuwiwutnpl winpunupdty Gup 2.4, 3.2 L 3.4 wupugpudubipnid:

7.4.4 Opptwy. f(x) = 7x? 4+ 22 puquuiquuh hwdwp £ (x) = 1, npp f(x)-h pudw-
twpwpubph dwupt wyibie npbick buub hudnpdwughw sh wupnibwlynud ¢, dnnny-
jup wugnidhg htwnn:

7.45 Ophuwy. Gpk Z,[x] onulnid wnpdws k f7(x) = (x + 1)(x + 5) puquuiguudp,
wyw h(x) = x + 1 wupq wpwngppsh twppuyuunlbp jupnn kbl hswybu x + 1,
ugyuybu b x + 8 puquunuup: Ukq wihpwdton kt Uh dkfjuwmtthqd, npny dhwpdt-
pnpkl Yykpwlwiqudh tpw wju hwjutwlwt twpwywnlbpp, np pudwbwpwp b
f(x) puquuunuuh hwdwp: Zudbjju) pupgnipnit £ wowewinud  puguuuiljui
gnpbwijhgutiph hwdwp. 2]:0 nn x + 1 wpunwnphsh twjpwyunlbp Jupnn b jhubg
bwbi x — 6 puquuinup:

Uju hwipgtipp 1nwsynd ki Lwtnunt-Uhiynnh quuwhwinwuljubibpny, npnhg wy-
punupdly up 3.1 b 3.2 wwpugpububpnud: Gpt npjws f(x) € Z[x] puquuinu-
Uh hwdwp pun (3.2) pubwdbith hwpykup Ny = 2" 71| f (%) || vwhdwtp & Jkpgukip
p > 2 Ny qpupdwht pujwpupnng guiujugws p wupg phy, www f(x)-h udwjw-
Jwi pudwbwpuph popnp gnpswlhgitpp Ungniny thnpp Yihukl p/2-hg: Mipbdi
@p whgdwl dudwbwly wyn gnpswljhgikphg ny dklp sh Ypdwindh. wyt ud withn-
thnfu Yubw, bpk ppulul b (mpbdt’ dinpp b p/2-hg), ud b gput Ygnudwpyh p,
bpb wyt puguuwljut £ (gnidwpdwb wpyynitipp ks Y1huh p/2-hg):  f,(x) Unyniy-
jup puquuinuuh A(x) pudubwpuph twpwywnlbpp jupbh b thulllulhqhhf
npu qopdwljhgutpp hippny p/2-h htn hwdbdwwntiny, wyuhtpl, pun 3.2.8 wgn-
phpuh: Nrunh Bupunpbup, npp > 2 - Np:
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Ljwwnklp, np puquunuuh yphtdhnpy dwuptt wignudp tyyuinujuhwpdup
pwy] kp twbt p-h hwpydwt hdwuwnny, pwtth np nppwt thnppugunid kup putwpy-
Unn puquubmudh gnpswljhgubpnp, wyipu thnpputimid £ Ny guwhwinwlwip, thnp-
pwinwd t p-u: Pulj nu, hp htppht, phptiwgunud t 7.3.14 te 7.3.15 wygnphpdubtph
hwpquplyp:

Zwgnpy hutnhpp Yuwyws b pwrwiniupbibphg wquin wpununphsutph htn:
Zy[x] onuimd f,(x)-h dwlnphqughuyh 7.3.14 wygnphpdp Jhpunkinig wnwy,
wtuhpwdbton b twpu wyy puquuinudp dipnist] pwpwlniuhibphg wqun wp-
wnwnnhstbiph: Tw Yunpkh £ wiky 4.5.2 wignphpuny, pun npnud, hywbu wkuwbp 4.5
wupugpupnud, pgurnp qugnh Jpu punwlniuhtitphg wqun wpunwnphsutph
Ybpimémpyut jutnhpp, p-h wpdtphg jupws, tpbp ntwptph £ upnhgmad: Uyg
nlyptinhg tppnpntt wthwdbdwn wbkih pupy L, b guuh | juntuaht) gputihg:
Uhgptin qpnjuljut punipwugphsh quonp nhuypnid punwlniuhtibiphg wquun wp-
wnwnphsubph Jbpnidnipiniup own wykh htipn jughp k (nku 4.4 qupugpudp):

Uy pupymipymbpp jupbih £ opowghy, kpb f(x)-p punwlniuhtbphg wqun
f(x) = f1(x) - f-(x) wpinunpuh Yepmskup Z[x] onulmud, bwpupwul ¢, wbgnudp,
L wyw p = p(@) dngnuyp wfjuy f;(x) wpnungphsh hwdwp pnpbip wyiybu, np
pw f; (%) = ¢, (f;(x)) wunlkpp punwlniuhtibtphg wquun (hith Z, [x]-nud: Low-
twlnudubph wupgnipjut hwdwp pwpwlniuhibphg wquu f;(x) puquubnudp
unyybu wywbwlkup f(x)-ny:

Cunn 4.4 wwpuqpudh, nptitk f(x) € Z[x] puquuinuuh punwlniuptibphg w-

quu wpuunppsp unugynd £ g(x) = % Juwununy: Cun npnid, pwnwlniuh-

tkphg wquwn f(x)-h hwdwp (f(x), f'(x)) = 1: Pull bpk (f(x),f'(x) # 1, wyu
g()-u f(x)-hg wykih guép wunhgwih k:

Gupunpkup f,(x) € Zy[x] puquwunudp, h inuppkpmpinit f(x)-h, punwlniuh-
utiphg wquun sk Puyybu wnkuwip 4.5 wwpugpunmd, nu htwpwynp k tpkp nhw-
ptpnud, npnighg wpwehtt Epyniuntd nitikup ( fo (), fp (x)) # 1 L upw ounphpy

fp&)
unugynid kp punwlyniuhibiphg wquwn m

wpuunphyp: Pulj Eppopn phy-
pmid p-u pwdwunid k £,(x)-h pnpnp (winudbkph) wunh&wtwgnyghpp, hush wpr-
miipnid wyn puqUwimpudp akpluyugdnud | £,(x) = d)pc(x) wnbupny (nku (4.14) pw-

twdkbip):
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fp()-h wnudubph wunhgdwiugnygkpp Jupnn ki wwuppkpdby £(x)-h wunp-
Lwiwugnygtnhg, pmith np dnpnijjup whgdwt dudwbwly dhwinudutphg dh putih-
up Jupnn &b hpdundb: Puyg, hwgyh wntiking p > 2 - Ny wuypdwtip, nu dkp nhuy-
pnid nknh sh muktw. £,(x) k. f(x) puquunudubkph winudibpt mukt vhkiungu
wunhdwbwgnyghpp: Udkihl, kpk p > 2 - Ny, wmyu p-u Uks E pwb f(x)-h wjwuq
wlinuuh wunmhdwbwgnygp, ntunh wunhdwbwgnygbph dwuhtt yuydwip Jupng
Lup wybiu shhpwwnwlky, puth np p-u £, (x)-h wmunhgwbwgnyghpp sh pudwinid, b
Ytpp hhpwinwljjws tppnpn nlwgpp wbnh ynith:

Zbwnbkitwpwp, kpk punwlnuhibiphg wqun f(x) puquuimwudh hudwp p > 2 - Ny
wupgq phyt wjiyhuht k np (fp ), fp (x)) =1, wmyu f,(x)-p tnyguybku punwlni-
uhlibphg wmquun k(%) b £'(x) puquubnudibph Jpu 3.4.6 (kddwh Yhpuntin]
Juunwbiwbp, np kpk p-u sh pudwinud f(x) b f'(x) puquuinudubph wjwg gnpdw-
Yhglknhg gnik Ukyp b R = res(f(x), f'(x)) nhqnipnnwitiing, www deg(f (x), f'(x)) =
deg (fp ), fp (x)), wjuhliply, f,(x)-p inybwbu punwljniupibphg wquun k: Uy wpuy-
dwtitkphg wnwghtip vhpwn juwnwpynud E, puth np, tpk p > 2 - Ny, myuw p-u Uks
E f(x)-h wjwgq gnpéuljgh dnynijhg:

R nhqnipunuitiinp pudwing wuipq pkph putuiljp Jhpouninp k, k. £, (x)-p punw-
Yniupttiphg wmquun £ wdbpe puwtwlnipjudp p wupq pytph hwdwp: Unwtnd Eup.

74.6 Ltldw. &pk f(x) € Z[x] ns qumuiul pugquuinudl wquun F punwiniupbl-
phg B p>2-Ne wupg phijp sp pudwinid R = res(f(x),f’(x)) phgnijunuinng,
wyw f,(x) = @, (f(x)) € Z,[x] puquwbnguulp inyhyku wquan F punwniupbbphg:

Zwgnpn pwpnnipjnitp, np whnh ppowigkup, Ywwws b «uijlinpypy ufwyjmp
wpuunppsihph htn: putg hwunhyl) Eup twbt wdkwdbs pughwinip pudwbw-
pwph wignphpuubph jurmgdwt dudwiwl (nku 3.4.2 ophiwlp): Z,[x] onulnid
Judwjuljuit ny qpoyuljwb t € Z, mwpp hwlunupdbh k: Nrunh, ek f,(x) pug-
dwinuuh pudwbwpupubphg dbyp A(x)-t & wyu ¢ - A(x)-p tnyhybu pudwtw-
pup b npp, Gipunpip, Yupnn E f(x)-h pmdwbwpupibphg ubih dks gnpsulhg-
Ubp nibkw) (ntuinh npuiighg ns dkh wuwnlkpp sphit):

7.4.7 Opptwly. dkpguklp 3.4.2 ophtiuhh f(x) = x? + 4x + 3 puquubnuip: Yw-
duyulwl p >4 wupq pyh hwdwp f,(x) =x* +4x +3, & wb mbh f,) =
(x + D (x + 3) dwhunphqughwi: Uhwdudwbwl p =7 phypnud uyt nibh twbo
f2(x) = (4x + 4)(2x + 6) wluninphqughwi: Gph npbitk wignphpedny quukup f; (x)-h
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q1(x) = 4x + 4 yupq wpnwunphsp, wy f(x)-h nptck pudwbwpuph wuwnlkn sh h-
uh, pwtth np £ (x)-h wjwg wiunuulp 4-h Ypw sh paudwtdnud: Puyg g, (x)-p 2-nyd pug-
dmulmmlthnq\ Junwbwp 2(4x +4) = x + 1: Sfjw) ghypmd 4-p «udbnpyp wp-
wnwnyphs E npp jupnnuguip ngmhghl‘ puquUutquup 2-ny puquuuyunltny:

748 ddwpdnipmnib. Sk twhunpy ophiwlh £ (x) puquuiunudh pojnp Swljnnph-
qughwtkpp Z[x] onulnid: Stk bpw pnnp dwjuninphqughwkpp Z, [x] oquynud:

Gupwnntup Z,[x] onulinid h(x)-p f,(x)-h «udbnpny» ujuup wpnunphsny
pudwiwpup k: Uyuhtiph' wyb £(x)-h npbitk pudwbwpuph wuwnlbp sk, pugg his-np
(Ukq wthuwywn) t € Z, ujupjuph hwdwp tpw ¢ - A(x) gunhlp f(x) puquuinuiuh
npkik g(x) pudwbwpuph wunlkpt £ g, (x) = ¢t - h(x): Nilklp

(7.21) f() = g()ulx),

(7.22) fp(x) = h(x)v(x):

Lwih np ¢t-u hwunupdbh b wju hwjuwuwpnipymiuutphg tpypopgp Yupbh |
dtrathnfuby’

(7.23) f(x) = (t-hE))(t™!v(x) = g, (™ - v(x)):

Bph f(x), g(x), ulx) puquuugudubph (puijut) wjug gopswlhgubpp tywhw-
YEup, hwdwywunwupwbwpwn, ag, by, ¢y, wwu, puwnn (7.21)-h, ag = by - ¢o: Cunn p
pUh phnpmpul’ wyy wjwug gnpswlhgltpp skb hnpaynud @p Unnnijjup whgdwb
dudwbiwy ag = g, by = bgp kL o = €t Lpwliwulnud E, np (7.23) hufwuwpnip-
Jul dwfu dwuh wjwg gnpdwlhgp Ypliht o E huly tpu wg dwuh wpinunphsutph
wjwg gnpdwlhgubpp qupdywy by i ¢y L (7.23)-p Jupkih £ hwuljubw wjuybu.
fp(¥)-h ap wjugq gnpdwlhgp (7.22) hwjwuwpnipjui vk npnhdky £ A(x) b v(x)
puqUuunudubph wjwgq gnpswlihgubnh wpwnwngpuhte (7.22)-h dke v(x)-h wjwg
gnpéwlgh «adbnprp t pudwbwpupp hnjuwbgl) Bup A(x)-hi b unwgty (7.23) hw-
Juuwpnipjnibip, npubn wpunugphsutphg Ukt wpnkh g(x)-h qunybpb b

Uudwép vwhdwbwhwlynud £ und ¢-h dpu: Ujt ny ph juduwyuljub ny qpoju-
Jut phy k Z,-hg, wy) bp-h htg-np pudwbiwpun k: Ubkq hwynuh sk by-ti, ntunnh uwh-
dwbwthwltup wykih poy ulhr}nufml‘ t-1 ap-h htg-np pudwbiwpun k: Lowbwlnid
L np bpk t-u punpkip wjuyby, np ¢ - A(x)-h wjwg gqnpswyhgp 1hup ay, e 3.2.8
ugnphpuny hwyytup t - A(x)-h k(x) twppuyguunlbpp, wyw ag - f(x)-p jpudwingh
k(x)-h Jpw: Ujnru Ynnuhg, f(x)-p yphdhnhy puquuinud k, G tpu pudwbwpup-
Ubpp inyygbu wphdhnhy Bo: Nrunh dimd Eunmgl] wpynp £(x)-p puldulhtlnnuf
t pp(k(x))-h Ypu:
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Uunutnud Lup «wdbnprn» uujup wpunwunphsuibphg wquunygbnt wupq tnu-
tuly: £, (x)-h h(x) pudwbwpupp puquuuyunlkip wytuhuh dh t-n, np ¢ - h(x)-h
wjwg gnpdwljhgp hwjuwuwpldh £(x)-h wjwug gnpsulght: Cun 3.2.8 wygnphpuh’
hupkip ¢ - h(x)-h k(x) twuunbpp Z[x] onulnud: Unnighlip’ wpmyn’p £(x)-p pu-
dwinud t pp(k(x)) wphuhnhy] dwuh Jpu: Bpk wyn, wyw wpnkl wqungly kup
huwiwlwl «an]bnpy wjuup wpnwngphshg b quty £(x)-h pp(k(x)) pudwiw-
pupp: Gph ny, wmyw A(x) puquuiguudh t - h(x) wunhYubphg & o5 dEgp f(x)-h
npbiik pudwbwpunph wwnlbp sk ny Uh ¢ € Z, ny qpojuljut wpdtph hwdwnp:

749 Ywupdmpmnii. «Udbknpnpy uupup wpunwungphsitiphg wquuybne phpjus
Enwuwlp Yhpwnek) 7.4.7 ophttwhh duwlnnphqughwkph Jpu:

‘Lwjunpr puyp wwhwbenid k thnjuly p-h ghwhwwnwwip: Mwupg p phyp yhwnp
E Epynt whqud S 1hup pninp wju puquuinudubph gnpéwlhgutph dngnijubphg,
npnig hwdwp Yhpwend Bup 3.2.8 wignphpdp: Uhts wydd dbup wyt Yhpwnet) Ehup
dhuyl f(x)-h pudwbwpupibph hwdwp: Payg Jipohtt puynud nhunwpljightp twbe
ao - f(x)-h pmdwwpunpubpp: Nunh Ne-h thnpuwpkt yepgubup a, - Ny: Zugih wn-
Ukny twt phqmpnuinh hkn juuws yuydwip wju wwhhb p-h Jpu gpyng
wwhwbel £
(7.24) p>2-a9-Ny kL ptR= res(f(x),f’(x)):

Uju wuydwbbph dby ay-u kL res( feo, f '(x))—'u oquuugnpstijhu upunpynid kp,
np f(x)-p punwlniuhtitphg wquun k: Gpt qu wypubtu sk G f(0)-p epnisqus & r
hwwn pupwlniuhtiiphg wquun puquubiguditph f(x) = f;(x) - £.(x) wpuwugpu-
1ht, wyw nipupwtgmip f;(x) wpnwngphsh hwdwp ghuwpykip tpu ay = ay (i) w-
Juq gnpduljhgp, Ny, quwhwwinwluup ki R = res ( fi(x), fi'(x)) nhgnipunuutiinp b
(7.24) yquydwup dAtbrwlEpytup pun nputg:

Utp gpwéd wwhdwbwhwlniudubph yguydwbtbpnid wydd wppbt wbth ubpn
Juy niukup (7.19) b (7.20) dwljuinphqughwitph dhotiv: Gpth (7.19)-h f(x) puquub-
nuup pwpwlniuhibiphg wqun t, wyw wynwhuht E twhk (7.20)-h f,(x) puquub-
nuip: putthg pugh, (7.19)-h py (%), ..., ps(x) wpunphsitphg ny Uklp sh Ypdun-
k] ¢, wmbgdwt dwdwbul: Phwpljk, htwpwdnp E, np wyn wupg wpunwngphsiinhg
nplik Ukhh wpunlybpl wybe wupg sk, b wyh Zy, [x]-nud, hp htppht, Jepnisdty Ewy
wwpq wpwnphstbph wpnwnpuh: 7.4.3 ophtwynd p;(x) = x + 1 wupq wp-
wnunphyp wpnwyunlbpgby b py,(x) = g1(x) = x + 1 wpnwnphsht, npp wwpq b
twht Z,[x]-nud: Pul p,(x) =x%4+1 wwpq wpuwnphst wpnwwyuwnlbpyl
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P22(x) = x* + 1 wpwunphshl, npb wybiu wupq sk Z,[x]-nud. wyh Jepnidynud &
q2(%)q3(x) wpnugpuht: Ujuyhuny, shugws dkup ghwnklp, np p;(x) puqlubngud-
ubpl wpwtg Ypdundwt wpnuwuinpdty B Z, [x] onulh vk, wyjintudbhuyuhy,
npuitg wwinkpukpp Jupnn ta Yplht npnhdby, b (7.20) dwlunnphqughwih nkuphg
sh tplinud, ph npu g;(x) wpunwunphyubphg npb hswbu £ unwgyty: Udkht, huswybu
wbuwip 7.4.3 ophtwlynid, g;(x) wpurwunphsbbpp Jupnn b waqud hpup hudjuuwp
1huk), puyg npuitig Uh dwup npnp p;(x) ywpq wpununphsutph wwpq yunltpbtn B,
Uhtspbn dhwgusubpp wnwgyl) B p;(x) gupq wpunwugphsttph pugugpu) gun-
Ytpubph dulinnphqughwyhg:

Gupwnpkp f(x)-p purwlnuhiibphg wquin, wyphdhnhy, ppujut wjwg gnp-
duiigny puquuinud k Z[x] oqulynud, hulj p-u (7.24) wuydwbbphtt pudwpupng
nptik wupq phy k: Yhpwnkip ¢,: Z[x] - Z,[x] dnnnijjup wignudp, b £, (x) € Zy[x]
pwnwlniuhitphg wquun puquuinuuh hwdwn 7.3.14 wgnphpuny junpnmigkup tpw
(7.20) dwluinphqughwn (P gwulp): 8nyg wwlp, pk hiyyhtu npuihg Jupkh
unwbiwy £(x)-h (7.19) dulunnphqughwl (wyuhlipt’ uinwbw F guilp):

Unnigktip, wpmyn’p q;(x) € P wpnugphsp (7.19)-h nplak wupg wpwnwgphsh
wuwnlkp b dpw hwdwp g, (x)-p Zy [x] onulnid puquuuyunlkiup wyjuyhuh t € Z,
pUny, np ¢ - g, (x)-h wjwgq gnpdwlhhgp hunjwuwp (hih £(x)-h o ujwug gnpswlght:
Zupblp t - q;(x)-h k(x) bwpwwywnltpl' pun 3.2.8 wignphpuh: Unmgkip wpr-
]nop JACIE pp(k(x)): Bph wn, wyw quily kup f(x)-h wowehtt wuipq ulpmun}pbég‘
p;(x) = pp(k(x)): Cuy npnud, kpk g1 (x)-p «wybnprpy wjuyyup wpnwgphs b niakghy,
dkup nputthg wpnkt wquugby Bup: Upny ghwpnud p; (x)-p tbpdniskup f(x)-h wyupg
pudwbwpupibph F guuyh dky, g, (x)-p htnwgukup P guulhg, tr f(x)-p thojowph-
tkip £(x)/py (x)-my: Pl huiljwunul pwpnud bqpuljugnud bbp, np 3 ()-p £()-h
npbiik ppudwtwpuph (wutwynpuytu wupg pudwbwpuph) wunlbp sk Ujh w-
nwgwgh) k Zp [x]-mul nptk wyp wpnwgphsh $uljinnphqughuhg:

‘Lnyup Yplukng g, (x), ..., g (x) wpuwugphsukph hunIulp‘ dklp wdkb puynid
Jud f(x)-h hippulut wupq wpunwugphsh bup vnwinid (G hnjuwphlined f(x)-p
hp pwdwtwpupny), jud b winwbnwd Bup, np wfju) wpunwnphsp £ (0)-h (wgupg)
pudwbwpuph ywwnlkn sk Gpk pnnp k puykph pipwugpmid vhuyh wnweht hiw-
puynpnipnitt E hwinghynd, wyw P gubljp guunwplynud k, G £(x)-h $ulunnph-
qughwt npuiny wjwpwunyws k. npnubh gmulju b F-pe

Bupunpkp P guilnud diwghk] ko Uh pwih wpnwyphsibp: Nipkdt’ (7.19)
dutjnnphquighuyh htiy-np wpunwphsh wunlpp ¢, wigntihg htun wyb yupg
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sk, byt Zy [x] onuiynid inpnhdmud k, Kupunnptup, dhow Eplnr huin wpupq wpnw-
nphstbph wpununpuh: Cun Z[x]-h pwynnphwympiut’ wyy wwpg wpnwgphs-
ubpp wwpunwynp tu (hul] P guilnud (hwjunwpdbih ujupuph Lonnipjudp):
dkpguktp wyn gwih Yudwjulwt tphnt g;(x), g;(x), i #j puquuinudibtp bt
uinnighlip, mpmyn’p q;(x)q () wpinwunpyup (7.19)-h nplik wpnwnphsh wwnlbp b
Tpw hwdwp Yykpgublp vh t € Zy,, nph hundwp ¢ - g;(x)q;(x)-h wjuq gnpswljhgp hw-
Juuwnp 1hth ao-ht: Zwpdkup ¢ - g;(x)q;(x)-h k(x) hullumulmmllhph‘ nuwn 3.2.8 wygn-
phpuh: Uwnnigkp wpyn’p £(x) i pp(k(x)): Bk wyn, wuyw £(x)-h pp(k(x)) pudu-
twpwpp twht yupq pudwbwpup b Puljuwbu, ek pp(k(x))-p wpnwngpyugh Ykp-
msybp, wuyw ipw wpnungphyibph wunltptpp, hpktg hkpphb, Z,[x]-nud Yukp-
mdykht ywpq wpnwnphyibph wpnwnpyuth: fuyg, Pinphp Z, [x]-h $wlnnphuw-
nipjul, twdwb wwpq wpunwgphstubtpp (hwwunupdbh uwjupuph dounnipjudp)
dhuyl Eplniut A0 q:(x)-n b g;(x)-p: Unwgynud k, np pp(k(x))—ll wpuwnphsubpp
Uhuyt kplynt hwwn kb, b ngpuitg wunlkpukp ku g;(x)-u b g;(x)-u: Puyg wyn nhy-
pnud Ukup wppkt uvnnugws Yihukhup wyu wpunwnphstutpp bwjunpn pwykphg k-
Ynud: Qupbdt’ pp(k(x))-p wupq b kL dklp Jupny bup tbpunist) wy F guiyh kg,
P guiiljhg hnwguhy bplynt g;(x) b q;(x) puquuinudubpp, huly £(x)-p thnjuwphiby
f @) /pp(k(x))-n:

Unyt puygibpp Yphikng q;(x)q;(x), i # j nbkuph pnnp wpnwnpuyubph hw-
Uwp Uklp wdkh puygnud Yud £ (x)-h hippuljut wwpgq wpnwugphst bap unwbnd
(v njuwphumd f(x)-p hp pwdwbwpuwpny), jud k) wnwind Gup, np wdjuy
q:(x)q; (x) wpunwgpyup £(x)-h (gupg) pudwbwpuph wunybp sk Gpk prinp qoy-
gtph puttwpldwi pupwgpnid dhuyt wnwehtt htwpwynpnipjniut E juwnwpynd,
wyw P guiyp quunwupydnud E, b f(x)-h dwljunphqughwt nputng wjwpufus t:

Gupwnpkup P guuynid phn dtwghk) Eu npny wpunwnphsutp: Grh (7.19)-h hig-
np wpwnwnphsh wuwnybpp wupqg sk Z, [x]-nud, wyw wjb sh jupnn npnhyty Epne
wupq wpnwgphsibph wpnwgpyuh, puth np gpuitg Ukup phy wpwg htnwgp-
ghtp P guwuljhg: Zwjwbwlwl L, np wyt ipnhymd & dhow Epép hwwn wupg wp-
wnunphstbph wpnwnpyuh: dYhnwpytp g;(x)q;(x)qs(x) nkuph popnp Enjulukph
wpuuyputbpp, bt puyikpp gpuig hwdwp Yphutny, nupdjug npny puqluinud-
ubp wbjugutp F gumulhht b1 npny puquuinudutp wulwutgutup P guulhg:

‘Unyt Ykpy Jupkh E nhwnwnplb hiwpwynp pojnp punjujubpp b wyji: bus-np
puynid P gulp Yyuwpuyyh, b F guulnud jnrnwldus §ihukh npnubh dulnnp-
qughuyh npuijub wunhdwih pninp wwpq wpnwnphstubpp: Utnud L dhwyt wyb-
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Jugtb] qpnjuljut wmunhdwth wupq wpnwungphsutpp, npniup dkup wdkwulqpnid
Ynuinwyky thip cont(f(x)) pnduinuynipjwi wljnnphqughugh € guulned:

Uttp junnigkghlip hhwnbyw) wignphpdp.

7.4.10 Ujgnpppd (Z onuljh Ypu wnpjws puquuiunuih pwljnnphqughugh wign-
phpup). Spqws k f(x) € Z[x] ny qpnyuijub puquutnudp: @bl £(x)-h dwlunph-
qughugh wwpq wpnwnphyubpp:

1. f(x) puquuinuuiph hwdwp Z oquynud EYyhgtuh wignphpuny hwpdkup tpw
cont(f(x)) pnywlnwulnipmnibip: Cuy npnud, bpwilb plwnpkup wybybyu, np f(x)/
cont( f (x)) = pp( f (x)) hwpuwpbpnipjut wjwuq gnpswlhgp gpuljui (hh:

2. C-ny bpwbikbp cont(f (x)) € Z pih $uljnphqughuyh wuipg wpwnwnphstibph
gulyp:

3. Lpwbuyklp £ (x) = pp(f(x)):
4. Uwhdwtbkbp puquuinpudutpnh £ puunwupl gutlp:

5. Cuwn 4.4.4 wygqnphpuh’ £ (x)-p Ykpmskip punwlnuhlibphg wquun f; (%), ..., f-(x)
puquuunudubph wpununpuh:

6.(i=1;i<r; i+ +) wpdlputiph hwdwnp

7. hwpyklp R = res (fi (), f,"(x)) nhkqnijinuiinp;

8. Lwtnuni-Uhtyninh pwbwdbih (3.2) hknkiwupny hwpdkup Ny, quwhwinw-
Yuitip;

9. ao-ny wywbwlkp f; (x)-h wjwq gnpswlhgp;

10.  puwnpklp wyiyhuh dh p wupq phy, npp pujupupmd £ p > 2-ay - Ny, |
p t R yuydwutbpht:

11. ¢, Unpmpup wagndi hpwljwiwgkip pun p dnpnih b hwpdkup f;(x) €
Z[x] paquuinudh f;,(x) € Zp[x] wunlkpp;

12. puwn Rhnkltdyh 7.3.14 m]_qnplll’alfll\ Junmghlp f;,(x) puquutnudh uly-
unphqughwih wwipq wpnunphsubph P gublyp;

13. wwhwlbkupn = 1;

14. pwbh nkn P gquulp nuuwpl sk
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15. P guwiljh puquuunudubph mpupwbygnip g (%), .., q;, (x) n-julh
hwdwp

16. hwpykp q(x) = gy, (%) -+ 4, (¥) wpnunpyuyp;

17. q(x)-p puquuupunlikup wytyhuh Uh t € Z, pyny, np t - q(x)

wpnunpyuih wjug gnpswyhgn hwjwuwp (huh ag-hts

18. pun 3.2.8 wignphpdh hwodtup ¢t - q(x)-h k(x) € Z[x] bwjuw-
wunnljkpp;

19, tpk £;(x) ¢ pp(k(x))

20. F gutiljht wykpuglktp pp(k(x)) puquubnuup;

21. P guljhg htinwgukup g;, (x), ..., q;,,(x) puquubnudibpp;

2. gkl f;(x) = £;(x)/pp(k(x)):

23. Lowbwljkupn =n + 1:

24. Jhpunuebwip 15-pg puyhe

25. Mnipu qpkup € b F guulh puquutnudubpn:

7.4.11 thunnmpnib. Zwuwbwih t, np 7.3.14, 7.3.15 b 7.4.10 wygnphpdubpp jpug-
unud ki dhdjulig, nt Yuphkh E wukup, 7.3.14 b1 7.4.10 wgnphpdutpp dhwynpgusé

wnbkupny hhpllul]lllghh]_‘ npybu Z[x]-nud $wjuinphqughuyh wygnphpd:

7.4.12 Ophuwl. Gpt 7.4.10 wignphpuh 12-24 puyikpp Yhpwebkiup 7.4.3 ophtwlh
f(x) b fo(x) puquuinudubph hwdwp, wyu P gublp uyqpnid punugus Yihuh
tptp hwn g1 (x) = g2(x) = q3(x) = x + 1 puquuinudutphg: dkpgukip n = 1: Lw-
uh np f(x) G g;(x) puquuigudiubpp tinpduynpjws i, wmyu ¢t = 1: Mwpg L, np
t-(x+1) =x+1 puquuinuih twjpwyunljtpt k k(x) = x + 1: Lubh np f(x) =
x}+x2+x+1 puquuinudp pudwiymd b pp(k(x)) = x + 1 wphuhwnhy dwuh
Jpw, x + 1 wpnugphsp tkpdnskup F guty, hull P gublynud 9ugkup g, (x)-p: buly
f()p thnpowpphibip fx) = @3 +x2+x+1)/(x+1) =x*+1 puquubnuny:
pp(k (x))—E hwpybkiny g, (x) b gz3(x) wpurwugphsukph hUlIIulIl‘ Ukup wnkubinud Eup, np
wyu hypnid wpnkh £(x) = x% + 1 puquubgup sh pudwidh x + 1 yphuhinhy dw-
uh Ypu: Ujuhtipt' kplypnpy b kppopn puypoud F b P guttipp skt thnpuynud: Zw-
onpn puyih hudwp Jipgumd Gup n =n +1 = 2 b ptbwpymd P gwulh qnyqbpp:
Puyg dbwgh) E Jhugl UkY qouq o (x), g3(x): wbh np g2 (x) - q3(x) =x* +1
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t =1, myu pp(k(x)) = x + 1: Lwlbh np f(x) = x? + 1 puquuinuip pudwind k
npw Ypw, wyw snppopn puynid x2 + 1 wpnwnphsp tbpdmékup F guitly, huy P
guitlnid 9ligkp g, (x) b g3 (x) wpunwnphsubpp: P guilp wupuynwd k, huly F gub-
ynud Ynunwldws wpunwngphstbpt & py(x) = x + 1 G py(x) = x% + 1: Pujuytu,
B+x?+x+1=(@x+1Dx%+1) € Z[x]:

7.4.13 Opptwly. Ghpwunpbip npqws £ f(x) = 15x* + 45x3 + 75x2 + 30x puquub-
nudp: Lwpu, Gkpuyugbtip wyh £(x) = cont(f (x))pp(f(x)) = 15(x* + 3x% + 5x% +
2x) wbkupny: cont(f(x)) = 15 pnjwinuynipjul hwdwp € guilh wwpq wpnw-
phstikph ku 3, 5 wfupupubpp: Uhgnud junwpkip wyphuhnhy f(x) = pp(f(x)) =
x* + 3x3 + 5x2 + 2x puquuinuuhl: Mbkip f'(x) = 4x3 + 12x2 + 10x + 2: Lupw-
Yniuptphg wquun wpununphsp vnwbwne hwdwp Q[x] onuynud EYYyhntuh uy-
qnphpuny hwoykup (f(x), f'(x))p (gpuedwl hwdweninipjui hwdwp pug Lip
pnnunid wulniuny pudwtnudubph puykpp).

o0 (o s (-4 -x-3)

F1(x) = (~8x — 8) <—%x2 —x— %) +(=2x—2)
1

1
2 == ) (= - .
x*—x (4x+4)( 2x —2)+0:

Unugulp d(x) = —2x — 2udbbwdbs pighwinip pudwbwpupp Q[x] onulynud:
Uju f(x)-h pudwbwpup sk Z[x] onulnid: Cuwn 4.4.4 ullqnphpdb‘ wyknpn wpwnw-
npphstiphg Yupnn Eip wquundly oqufkny f(x)-h wphuhnhynipmuhg: d(x)-u
thnfjuwphubkip d(x) = pp(d(x)) = (—2x—2)/(-2) = x + 1 puquuununy (hul Yn-
unnpuljuyht gnpswljhgubphg mquunybnt hwpl shw, pwth np wdwb gnpswljhgutp
skl wnwgwghy): (£ (%), f'(x)) = x + 1, k. pupwyniuhtibphg wquun wpwght wpw-
npophst E £i(x) = fF(x)/(x + 1) = x3 4+ 3x2 + 2x: Zwpkny f(x)/f1(x) = x + 1 wpdk-
pg‘ dhwbquiuhg tjuwnnid Eup, np pwnwlniuhibphg wquu Eppnpn wpnwnppsa b
f2(x) = x + 1: Ujuhwynnpku f,(x)-p bwbt wwpq b, b tpuw hwdwp hunndy hwy-
Juplitph Yuphp shu: Mipkul whghkup f£(x)-ht . hudweninmpjui hudwp
wpwhwlkup f(x) = f1(x): Zkown k hwpyky, np

1 3 2 0 0
(O 1 3 2 0\|
R=res(f(x),f'(x))=det|3 6 2 0 0]|=—4
03 6 2 0/
0 0 3 6 1
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Putih np Ny = 237H|f ()| = 4\/T+9 + 4 < 14.967, wuww npuku p ywupgq phy jupk-
1h Edtpgut) p =31 > 2 - a4 - 14.967 = 29.934: Uklp wydd yhwnh oqunugnpstip ¢34
Unynijjup whgnidp, puyg bjunkbp, np f(x) = x3 + 3x% + 2x puquubnudh Z,[x]
onulnid nititbgus Unnnijjup f;(x) wuwnltph hwdwp 7.3.10 G 7.3.11 opptwlukpnid
wppkbt unwgly Bup, np f7(x) = x3 4+ 3x% + 2x = x(x + 2)(x + 1): Uanqhhp‘ ulpr}]nop
wyn yhpndnipiniup jupkih E oqguuugnpst) wyu nphypnid Eru (pun wgkjh hton Enu
unnighip, pwt 7.3.14 wygnphpdp p = 31 wpdtph hwdwp Ypyhht Yhpwuntip): 7-n sh
pudwiinid R = —4 nhqnijunuwbnp: Hpubihg pugh, x(x + 2)(x + 1) wpunwngpyuh po-
Inp gnpdwljhgubpp pwwn thnpp L, nt gpuitp p = 31 dnpniny puquuuyunlyynid tu
tinyl Ykpw, hs p = 7 Ungnyny. x(x + 2)(x + 1) = x3 + 3x% + 2x hwjwuwpnipjnt-
up wbnh niuh Z;, Z3; b Z onujutiphg jnipupwbsinipnid: dhpowumtiu, x, x + 2 L
x + 1 wpununphsttphg jpipwpwiygnipp wnwghtt wunmhfwih k, ki, pun p = 31 Un-
nnijh, sh Jupnn niubkuwy hy-np ubthwlwb wpnwungphsubn: Uy tpkp puquutgud-
utphg nipupwiyninh hwdwp htiow £ wiguly 7.4.10 wgnpphpuh 12-24 puyikpny
(hyybtu twpunpry ophtiwlnid) kL unnwbwy, np npuughg pipupwbyniph twpw-
wunlkpp pudwbnid b f(x)-p Z[x] oquynud: Ujuhlipt' npuip wbjubnd ku F
gutjhtt wygqnphpdh Epkp puyitiph pupwgpnid b n = 2 nhwypht skup hwutnud: Ujy
guujht wybpuinud k bwbr f,(x) = x + 1 wupq puquuingudp: Zwuogh wnbbng
twtt € guilyp winwbmd kip npnikjh $ulnnphqughwd.

f(x) = 15x* + 45x3 + 75x% + 30x =3 - 5-x(x + 2)(x + 1)%

7.4.14 dJupdmpniuiutp. Z[x] onulinid pujinnphqugl puquuinudtpp.
1) f(x) = 2x3 + 13x2 + 24x + 9,
2) f(x) = 6x* — 3x3 — 12x% + 9x:

7.4.15 Yhunnmpinii. 7.4.10 wgnphpedp 7.3.14 wignpphpdh htn Jhwuht Bppidu wb-
Juinud b 8tukuhwniq-Lhnkikdyh wignphpd: Tw $wljinnphqughugh swn w-
nwgq wignphped E, husp tonud | bt Wanunp (Knuth, 1969): Ujgnphpdh guwhwnw-
Jubtbp Jupkh b quul] twbt $nb gnip Gunbuh dktwgpmipjut ke (von zur
Gathen & Gerhard, 2003):

Uju wygnphpup niuh dp pwth muppkpulubp i pupbjuynidutp, husyhuht L,
ophtiyy, Zkuqkjh dkpnyp, npp poy E mwhu p-u hhnppugubnt vhongny phptiwug-
iy A EyEuwh wignphpuh hupqupltpp: £(x) puquuinudh £, (x) wunlbph dn-
nnijjup pwlnnphqughwb, twh, pun thnpp p pdh wpynd k Z,[x] onuljnid: Uwyw
gnyg bk wpynud, pt hsybu, pun p dngnijh $wljuinphqughuyhg Eukny, vnwiug
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dwljinnphqughwt pun p?, p3, ... dnynijakph: Pug-np k-h hwdwp p*-t wybh kS L,
pwll Lwbnuni-Uhlynnp pwbwdbikpny jud nkqnippnwtnh dhgngny phjunpynn pn-
1np withpwdbown ghwhwinwljuiibpp: Sku (von zur Gathen & Gerhard, 2003):

NMuwpugpudlt mupnkip P guulhh tpupnipjut Jepupkpiu; quuhwnwlw-
tny: Guplih” tp wpynp p Ungmyt plunply wybybu, np Yuphp sihubp ghunwpll
q;(x) puquuwunuulubph qnuyqtpp, tojulubpp by, G £ (0)-h ponp wupg $wljunnp-
ubipp wnwgykht npytu g;(x) puquuinudubph twwywnlpibp: Uy lunuphpnq‘
lllpI}]nnp mpupwisinip f(x) puquuinuudh hwdwp Juw wbyhuh p, nph hwdwp
(7.19) k1 (7.20) dwuljuinphqughwbpp hwjwuwp putwlnpjudp wpnwnphsutp u
wupnibwlnd b (gnigk wpunungphstbph JEpuguuuwynpnipiniihg htinn) g;(x) =
®p (pi(®)): Uw pwwn Yyupqkgbp jughpp, puyg tdwh p pinhwinip nghypnid gn-
jmpnil snitth: Twubwdnpuybu, juw wyiyhuh f(x) € Z[x] wupq puqlwbgud, nph
fp (%) wuanlybpp punuunpyw b juduywlul p wwpg pyh hudwp:

7.4.16 Opptwy. 8nyg wwbp, np f(x) = x* + 1 € Z[x] wupq puquuiguip nibh
tpJws hwnnipynibp: Gpl p = 2, wyw f(x) =x* + 1 =x* + 1* = (x + D*: Ulw-
gws wwnq pybph gkwpkpp pltwpykip oquifliny wwpq puh p = 8k + i tkpYuyuw-
gnidhg, pung npnud, § = 0, 2, 4, 6 niyplpp pugunynid kb, putih np p-u qnyq sk:

Unwlg dwbpudwubbph tkup Jtppwynp nuonh dh pwth hwwnlinipniuibp:
Cuwn 4.1.11 phnpldp’ Z, upinh Unipinhuhuwnhy Zy; = Z,\{0} junidpp p — 1 wwp-
nhg punugws ghlyihy unwdp k: Zhown | uinnighy, np tpw dby jnipupwiynip viwp-
n pwnuwlniuh pupdpuginng o wpnuwwnljtpnudp (udph) hndndnpbhqd b Lwth
nn Ubkp phypnud fudph p — 1 Jupgp qnuygq L, wyw {—1,1} € kero: Zkown L unnighy,
np o-h dhoniyt wyp wwppbp sh wuwpnitbwynud: Lwth np [kero| = 2, wmyw |[imo| =
Zy|/|kero| = (p —1)/2: U]ull'uph‘ Z,, onuljnid 0-hg pugh pwnwlniuh kb hwhnhuw-
unud (p — 1)/2 hwwn ny qpoyuljub pybp:

Gphk p = 8k + 1, wmuyw, hsyhku nddup sk uwnniql, 2 phyp punwlniuh b Gu-
punpkp 2 =s% Uy phypmd Zy[x] onuimu x* +1 = (x* — (2/s)x + 1)(x* +
(2/s)x+1):

Gpt p = 8k + 3, wyw pwnwlniuh £ —2 = p — 2 phyp: Gupunpkip —2 = s%: Uy
nhypmd x* +1 = (x2 — (2/s)x — D(x? + (2/s )x — 1):

Gpt p = 8k + 5, wyw pwnwlniuh £ —1 = p — 1 phyp: Gupunpkip —1 = s%: Uy
nhypmu x* + 1 = (x% — 5)(x% + 5):

Bpk p = 8k + 7, myw YpYhhtt punwyniup k 2 phyp, b wyu nhypnid dwljnnpp-
qughwt uwnnugynid k p = 8k + 1 niyph twdwi:
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7.4.17 thunnmpnih. Puyybiu nbuwbp puqUuunudubph wdktwdbEs pughwunip
pudwtwpwuph niunudbwuhpnipjubt phpwgpnid, f(x), g(x) € Z[x] puquubnudit-
ph hwdwp vhpwn qnynipintt nith wyiwhuh p wwupq phy, np (f(x), g(x)) wukuwdks
pinhwinip pudwiwpupp Jupkh bp hwoyly hdwbwgny dhwgh (fp(x), 9p (x))—]}:
Cuwn 3.5.2 opbhmlﬂl‘ stuyus wdwl p qnynipinih nith, puyg hwoyupl pun npu wnw-
ubkp Jupnn L wpynibwdbn sihh, puth np p-u yupnn k ouwn Uks phy (hub): 7.4.16
ophtwtp gnyg k mmwjhuy, np tdwb opptiwswthnipinit $wljnnphqughwh fuinpnid
gnnipjnil snith:

7.5 duljunphqughwb nwghniuy gnpéwljhgutpny

Q[x] onuinud puquubnuuh pulunnphqughugh puinhpp htpnmpyundp pipgnud £
wyy ubgph jmsdwip Z[x] oqunud: Lwju Wjuinkp, np dptitinygl f(x) puquubnu-
Uh duwljuninphqughwtt Q[x] b Z[x] onujutpnid Jupnn k wwppkp hul), ket wiqud
f(x)-h ponp gnpdwlihgubpt wdpnne pytp Eu: tw yuydwiwynpdus k puquuiqudh
cont(f(x)) pnjwiuynipjul hwnugwd nkpny: Gpk f(x) € Z[x], wuyuw cont(f(x))
pnjuwinulynipiniup, npytu Z-h ny hwjunupdbih wwpp, upnn L, hp htppht, ykp-
1noyt] wuipg wpnwnphsbph, npntp dintnud Eu twb f(x)-h gupg wpunwgphstk-
h guljp dke: Pull Q[x] onuijnid pnjnp ny qpojuljwit pyYtpp hwjunwpdbh ta, b,
nipkut, cont(f(x))-p fuwnnud k 6.1.1 uvwhdwidwi (6.1) $wlinnphqughuyh € € Q*
hwljunwpdbih nwpph ptpp:

75.1 Opptwly. Pusybu nbkuwbp 7.4.1 ophtwynid, f(x) = 12x% + 36x + 24 pwg-
dwinuuh puwljuinphqughwtt Z[x] onuinid nitth hhuig wupq mpmmr}p]lz‘ flx) =
12(x*+3x+2)=22-3-(x+1) - (x+2): Pul] Q[x] oquinid tnyh puquubgulp
nhunuplthu vnwinmd kup dhuyh kpym wwupq wpuwngphs f(x) =12 (x + 1) -
(x +2), npuibin & = 12 phyp wupq wpunwnphy st pwtih np wy hwjwgupdbh tQ
qupunnid: Lnylt f(x) puquubmudp Jupkjh Ep tkpuyugit) twb, wubkbp, f(x) =
(x/12 4+ 1/12) - (x + 2) wkupny], npuntin & = 1, jud iy f(x) = (7/5) - (x/12 + 1/12) -
(5/7x +10/7), npntin € = 7/5: Pninp tpkp ukpjuyugnidutp b, pun 6.1.1 uwh-
dwbdwl, prupupnd Bt dwljnnphqughuyph dhwlnipjub yuwhwbght. wupq wp-
wnwnnhsubph pwbwlp kpyne £ x +1 = x/12+1/12 tu x + 2 = 5/7x + 10/7: Zwudk-
dwwnk) uw 7.4.2 qupdnipjut htiwn:
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ﬂlphlﬂl‘ npulu f(x) € Q[x] puquuwinuuh dwljunphqughuyh wrwehtt puyy,
Wyuwnkp, np tpw cont(f(x)) pnywbnuynipinitp (Guud tpw qnpdwljhgiukphg ply-
hwinip hwtjwé guijugws nwghntwy ujupup wpunwnphy) Yupkh bt hwdwpt;
dwljuinphqughuyh & hujugwpdbih nwpp, npp sh dntmd wupq wpnwgphyikph
guihh dbke: Gupwnnpkup

f(x) = agx™ + -+ a, € Q[x],

npuntn q; € Q, i =0,..,n: Gphk v-ny wywuwlkup ay, ..., a, gnpébwjhgutiph hwjwnw-
puplbtph wdktwihnpp pinhwtnip puquugunhlyp, npp Z onuynud jupkih b hwp-
b1 Efyihntuh wignphpdh ogm pyudp, wyw

v f(x) =vagx™ + -+ + va, € Z[x]:

Lowtwlkup g(x) = pp(v - f (x)) =v-f(x) /cont(v - f (x)), pup npmud, ponjwbigw-
Ynipjut ywh phnpkup wjtybu, np g(x)-h wjwg qnpswljhgp gpuljub (huh: Lw-
th np g(x) puquuinudp Z[x]-hg &, tpw Jpu wppbt Yuptih £ jhpunt; $uljunph-
qughwjh 7.4.10 wignpphpdp: Cug npoud, pwtth np g(x)-h pndwigulimpoip 1 E
www hwdwyuwnwupiwt € guulp puwnwpl Yihth, puly F guulp punjugus Yihtp
p1 (%), ., ps(x) wuipq b wphuhwnhy puquwimuditphg

g(x) = p1(x) -+ ps (0):
pi(x) € Z[x] puquuiinudtbpp wupq kb twbe Q[x] onulynud: Uniu Ynnuhg, g(x)-p
f(x)-hg wwppbpynud Lt dhuyt nwghntwy ujujjup wpunwnphsny, puwth np wyb
uinughy kup £(x)-p v-ny puquuyunljtiny b cont(v - £(x))-h Ypw pudwibiny: Ujy
pytpht Ybpununtwnt hwpl sjw, pwth np Yuwpkh b hwdbdwnb] Gphno
puqUutnuubph wjwg wigudubpp: Beh g(x)-h wjwg qnpsuljhgp be-u L, wmyw

fx) = b—z- g(x): Uunud Lt g(x)-h dwlunpubphg nptik dklp, ophtiwml, wnwehlp,
puquuuunl g Z—Z—m{: Npnubh $wlnnphqughwi Yjhup

a
£ = [pom @] 200 ps0)
0
Ujuyhuny unnwugwp htwnbiywy wignphpdp.

7.5.2 Ujgnphpt (Q nupwuh Jpu upjwé puquutnudh uljnnphqughugh wgn-
phpup). Spws E f(x) € Q[x] ns qpoyuljub puquubipunip: bk £(x)-h ulpnnpp-
qughuh ujuinq wpnwnphstbpp:

1. f(x) puquuwinuiuh hwdwp Z onulnid EYyjhnkuh wignphpuny hwodkup tpw
gnpswijhgutiph hwynwpupubph wdkiwthnpp pughwinin v pauquuyunhlp:
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2. ap-n{ tpwlnulklp £(x)-h wiwg qnpdulhgp:

3. Z onuynid Eyjhnkuh wignphpuny hwpdbklp v - f(x) wpwnwgpyuih cont(v - £(x))
pnjwiuynipynitip: Cuy npnwd, tpwbh plunpkp wyiyby, np (v f(x))/ cont(v -

f () hupwpbpnpjut wwg gnpswljhgp ppuluwb fhuh:
4. Lpwhwulkup g(x) = pp(v - f(x)):

5. Cuwnn 7.4.10 wygnphpuh qutkip g(x) € Z[x] puquuinuuh g(x) = p;(x) -+ ps(x)
dwljininphqughwi:

6. by-n Wywtwlkup g(x)-h wjwg gnpsuljhgp:
7. Upuitnalitip py () = 22, (o)

8. Ynipu gpklp f(x)-h dwlnnphqughuygh p; (x), ..., ps () Wupg wpuwnphsubpp:

75.3 Ydwpdmpmniuubp. dwljnnphqugut] Q[x]-h htnbyuy puquuinudutpp.
1) f(x) =x3+13/2x2 + 12x + 9/2,

2) f(x) = x* —0.5x3 — 2x2 + 3/2x,

3) f(x) =1/3x* + x3 + 15/9x% + 2/3x:

Snignid ‘oqu]ty 7.4.14 Jupdnipiniuutphg 1 7.4.13 ophtiwlhg:

qhpowynp K guownh Yypw vipdus K [x] onulnid ud Z[x] t Q[x] onulutpnid
npjus f(x) puquutgudh bwljunphqughuwgh punhpp piskhu dkup nptck vwhdw-
twhwlynud snitikhtp f(x)-h p;(x) wupq wpununphsutph wunh&wtbph Jpu: pw-
uhg pugh, Uktp Yuphp smibigulp wwpqlm, ph wpynp f(x) puqiuimnudp
wpUdwwnibp nh: Lwuh np R[x] b Clx] onuljubpnid $wljninphqughuyh faunhpp
Fuybtu Jupdwsé b jhuknt wupg wpunwunphsuiph wunhdwbtbkpnh vwhdwbwhw-
Ynipyniuhg by f(x)-h jnusnudubiphg (nbu 7.6.28 Ly 7.6.27 phinptdubpp hwenpn ww-
pugpunid), wyu ywpugpudp kgputhwlbip nunidwuhpbing K[x], Z[x] b Q[x]
onuijutpmd wupq puquubunudttph wunhfwbuttph whuwhdwbwhwlnipniup b
pultiwpytny wyn onuljht yuwnuing f(x) puquuinudh wpdwnbbpp:

754 Etoptd (Eyqtpnkjuh hwynwhpp). Capunpkip wpjws b gpuiul wuwnp-
dwlih f(x) = agx™ + -+ + a, € Z[x] puquubnudp 1 b wybhughuh p wupg phy, np
ptao pla, tpp i=1,..,n b p*ta,: U gkypmd f(x)-p wupq puquubgud F
Q[x] ogufnuif:

Uwwugnyg: Gupwunpbup hwjurwlp. f(x)-p pipynn puquubmud t Q[x] onu-
Ynud’ gnyuipinit nitkh gpuljut wunhdwh g(x), h(x) € Q[x] puquwtnudubp, n-
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pnug hudwp f(x) = g(x)h(x): Luju, Quniuh (Eddwgh ogunipjudp gniyg nwbp, np
wyy nypmd £ (x)-p pipdnn & twb Z[x] onuljnud: Gph v-ny tpwbwlkip g(x), h(x)
puquuinudttph pninp gnpswljhgutph hwjnwpwpubph wdbtuhnpp pughwinip
puquuuyuunplp, wyw v- f(x) = v- gx)h(x) hujuuwpnipmniap wmbnh Ynibbbiw
twbt Z[x] onulynud: Gpynt Ynnubpnud &, wigukng yphdhnpy dwukpht b puquu-
wunnlkny cont(f (x))-ny, junwlwip’

f() = cont(f(x))pp(v - f(x)) = cont(f(x))pp(v - g()h(x)):

‘Lnp wpwbwlnudubp sdngubint hwdwp tupwunpkip, np g(x), h(x) € Z[x], muyu
f(x) = g(x)h(x) hujuwuwpmpjut kplnt Ynnubph Ypu Yhpunkup ¢, dnpnijjup
whgniup: Cunn phnptuh wuydwih' £,(x) = ae,x™, npunkn ag, = @,(ae)- ny qpojw-
Yul phy E Z,-hg (Utwgws pninp gnpswlhgutph wunybpltpp qpojugly kw): g(x),
h(x) puquubnuulubph wunljkpibph wpnunppup pudwinad b £, (x)-p, mpkadi,
pun Z,[x]-h dwljnphwinipyub, g,(x) = bg,px* ku h,(x) = ¢opx° (npuikin k +s =
n, huly by, b ¢gp YLD ap-h npbik by b1 ¢y pudwlbwpupbph wwnlkplbkp Eu): Lw-
uh np g(x) b A(x) puqUubgudubph ponp gnpdwlhgubpp, pugh wnwehtihg, qpo-
jwind Eu ¢, wigdwb dwdwbul, nputp pudwiynid &b p-h Jpu: Puyg bpbk wyn
puqUuinudbph wquwm wunudiubpp tnyuybu pudwidbu p-h Jpu, wyu f(x)-h
a, wquun winudp jpudwiyh p? Jpu: Zwjuumpni: =

7.5.5 Ophbwy. Npkik p yupq pyh hudwp Epgkup

flx) =x"+px™ 1 +px® 2+ +px+b
puquubnup, npuntn b wquun winudp pudwind £ p-h b sh pudwinid p?
Jpu: Uy nhypnud f(x)-p wupq puquuingud b Z[x] b Q[x] onulubpnid: Npuku b
Yupbih E qbpguty, wubklp, b = pg wpunwypyuip, npintn g-u p-hg nwpplp up wy
wupq phy b

75.6 Zhwbiwup. Swuljugws n phwljub pyh hwdwp Z[x] i Q[x] onulukpnid gn-
jnipnil nith n-py wunhdwuh spipynn puquutinud:

dkpowynp nuonp Jpw wupq puquutnudibph gnnipjut hwpghtt Ukup winy-
punupdb) tup 4.2 gqupugpudnid: Geph uipjws L K quonp F punguyunudp, wyu
a € F wmupph m(x) dpuhdwy] puquutnudy, pun 4.2.17 jugph, gqupgq puaqldubmund
E: bull Uhuhdwy puquuinudh wunhguip hwjuwuwnp £ K quownh K (a) puguyudut
wuwnhdwhi: U\pr}]nnp nipuwpwisinip n ptwlui pyh bt K guonh hwdwp qnjnip-
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nih nith bpw n-py wunhfwih F pbguyunod, nph hwdwp K(a) = F nptik a € F
wnwpnh hwdwp (Wdwb ghypnid a-u Ynsgynid k F quonmd K Bupwunwownh wphup-
wpiy] wnwpp): Uju hwpghtt yuwnwuuwb  wwjhu yphdhnhy mwupptph dwuhtt Up-
phuh phnpbup: Fipkup wyt wpwg wywgnygh.

75.7 Ehnphd (Upphth ptopkdp). Gek F-p K pupwp JEpoun/np phpjuyinid L
www F guonmd K Ehpunuownh ygphdhnpy unupp qgonipinil niah uyl b dhugh
wyll plypnid, Epp F puonmd K -o wwpniinulng Ehpunuwonbph pulwlp Jipou-
ynp E:

Bnpbup wwugnygp Jupkih k quatik], ophtly (Garrett, 2008) nuuwqpph 22.3
wuwpwqpudpnud: Beh |K| = p™, wyuw p™™ wunwpphg punjugus F nuow gnpnipjnil
nith puwn 4.2.35 phnpkuh: Ujin wupmbwlmd b K-4, b hwdwgunwupowb phn-
Jwyudw wunhgwbp n k, pwth np p™"/p™ = p™: Cuy npnud, Upphth phnpbdh wuy-
dwbp juunwpymd k, pwtth np F-p ny dhuyt K-h Epowdnp punjuyunud k (mwupw-
Snipjul Yhipowynp [F, K] swthnqulijwinipjut hpdwuwnny), wykt wupquutu Jkp-
ounp b (npytu puqunipinit), bt F qguonnid K-t ywupnibwlnn Eupuguownbtph
pwtwlp winfkpg (huk) sh jupnn:

7.5.8 Zhwhimbp. Swijugws n ptwlub pyh tr K Jhpowynp nupnh hwdwp K{x]
onulnid gnynipjnil niith n-pn wunhdwh spbpynn puquubingud:

Puquuunuuh wljnnphqughwt nisnud b bwbr bpw wpdwniabph huyddwt
hupgp: Bpt nipdws | f(x) € Q[x] puquutipundh

(7.25) f(x) =pi1(x) - ps(x)

$ujunnphqughwt, wyw mpupwisnip p;(x) ¢duyhl wpnunphsh huwdwwywnwu-
C1

fowtinud £ £CGo)-h up wpdunn. Epp pi(x) = cox + ¢1, myn wpdwnt Ex; = - = Gpk
0

hwdwpkup, np (7.25) uljunnphqughuwynid gduyht b & hwwn wpnwnppsubp, wyw
Junwbwip hudwyuwunwupjuwb xy, ..., %, wpdwnbkpp: Lhow E twbt hwljunwyp.
tpt nptitk xy € Q phy f(x)-h wpdwwn k, wyw, pun Q[x] onuijh tYYihyunipjui ke
Phqnih phnptdh, f(x)-p puduinud £ x — xy puquuigudh Jpu: Cun Q[x] onuiljh
$uljnnphuymppui’ wyn puqUuinulp wungugqus E py(x), ..., pe(x) gduyhn wp-
wunphskphg nptk Ukt x — xo = t - p;(x), ntunh wyl hwosyyh Yhpp todws Sw-
twywphny: Unwgyniud £ nwghntiw) qnpdwljhgutipny puquuinudutph nwghntiuyg
wpdwnibph hwpddwt htnbywy dkpogp. npduws f(x) € Q[x] puquutnudh hw-
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dwp 7.4.10 wgnphpuny quubkup tpw (7.25) uljinnphqughuis, kL bpw jnipupuis-
mp pi(x) gdbuyhtt wpunungphshg vnwbwip huwdwywnwujwt wpdwwnp: bPuly
f(x) € Z[x] puqUuutnudh hwdwp tnyb puybpp upkjh k jhpuet; Q pupnh Jpu,
bt wyw npuighg wnwtdtwgul) Z-htt uwwnljwing (nsmudubpp: Uktp wyju dkpnnp
wqnpphpuh nbkupny poipu skup gpnud, pwth np wyt wpynitwybn £ dhug ug
huunhputipnud, npintn puqUutnudh $ulinnphqughwit jud wpnpki hwoydws k, fud
) 8tukthwinig-Fhn ki Edwh wygnphpuh puykph qquih dwut wppkh wpqus e

Yul nwghnuw) gopswlhgutpny pwquuinudh wpdwnibpp hwodbnt wy,
owwn wykih phptt wignphpdubp: Ypuighg Ukyp upkh £ unwbw) <euughntiug wp-
dwwnubph dwuhb» phnpbdhg.

759 Etopbd. Bapugpkip wnpyué E f(x) = apx™ + -+ a, € Z[x] puquubyudp,
pbyp npoid, Gpuw ay wyjwg b a, wquun whpudbbpp ns gpoyulpul Ea: Gpk f(x)-p xy
nughnbuy wpduwwnp bEphuyugdus L xy = % whlipdunnkih nmnnpulp wnkupny
WMEZE wEeEN) wyua, :ukbiayiv:

Uyugnyg: Uywugnigkup oqunykiny Guwniuh (EUduwghg: Lwth np Z[x] b Q[x]
onuljutpnud puquunudubph pwdwubihnipjniup mwppbpynud £ dhwyt uujjup
wpuuphsny b, pubih np f(x)-h gnpswlhgbpt wipnng b, pp(f(x)) wphuhunfy
dwup Z[x] b Q[x] onujutipnid nith dpbkirtuny dwlnnphqughwi: Mupg £ bwke, np
pp(f(x)) & f(x) puquuimuditpt mukl dhkitnyt wpdwnibpp: x, = % rhun
pp(f(x))-h wpuwwn k uyb b dhwyt wyh nhwpnid, bpp Z[x] onuynid pp(f(x))-h
dujunnphqughuynud juw +(vx — u) wpiwnphsp (ww wyt wpwgphst |, npht Q[x]
onulnud wungugué £ x —xy = x —% wpuwnnhsn): pp(f (x))-h wjug whgudp
unug]mu t $uljinnphqughuh dhugus wwpgq wpunwungphsibph wjug winudibph
htn vx-p puquuguinllyny: Zkntiwpwp pp(f(6)-h (mpkdt bwb £(x)-h) wwg
qnpdwlhgp pudwimd E v-h dpw: Loyl Yepy pp(f(x))-h (mpkdt’ bwhe £(x)-h)
wqun winuup pudwbymy Eu-hdpu: =

Cun wyu phnptdh’ £(x) € Q[x] puquwiunwuh wpdwwnubpp Yupkih E quib) ht-
unbyu] Juinuny: Gphk pninp qnpswljhgubpp sk, np wdpnne b, wyw puqwinudp
Yuptkih £ puquuuyunll] tpw gnpswijhgubph hwjnwpwpttph wdkbwtnpp puy-
hwinip pudwbwpupny bt vnwbwg Z[x] onuih puquutnud: Uugubkup tpw wph-
dhwnnhy dwuht (uw hywnwluwhwpdwp £ hwbe hbtnwgqu hwoqunpyubkpp thnppuguk-
1ot hwdwp): ‘Unp wowtwlnid sdingubint hwdwp Bupwunnpkup, phk wyn wyphuhwnhy
dwub t f(x) = apx™ + -+ + a,: Bph a, # 0, wyw Juqdkup pninp % wnkuph wilypdw-
wkih Yninnpulubkph guulp, npnky a, : u b ag i v: Zhppny unnigkup, ph npuiighg
npntp kb £(x)-h wpdwwn: Cun npoud, ywwnhl wpdwwnibph hbn pynuphuwgnipnda



7.5. dujnnphqughw nwghntwy gnpswljhgutpny 263

sunwbwnt hwdwp wdkt whqud, Epp % wbuph npbtk wpdwn L hwyntwpbpynud,
f(x)-p thnjuwnppukp f(x)/ (x - %) hwpwpbpnipjudp: bulj tpk a, = 0, wmyu f(x)-h
ponp wigudubpp pudwinud Eu x-h pu, B £ (x)-h wpdwwnbkphg dbyu k xg = 0:
Ujy niypnid 0-u ubpdniskup f(x)-h wpdwnbbph guiyh dbe G f(x)-p thnjuwph-
uklp f(x)/x hwpwpbpnipyudp: Yplubup puyp: 2h pugunynud, np £(x)/x-h wjwug
wunuup Yphht qunyuub E (uyn giypnid xy = 0 wpdwnt nith Ukjhg wkh ww-
wnhlnipinil):

75.10 Opptmyy. thuwpykip f(x) = x3 + %xz + 3x puquuinup: Ynuinnpulughl
gnpdwlghg juntuwthbint hwdwp wghklp f(x) =2 - f(x) = 2x3 + 7x% + 6x pwg-
dwbnuuhi: Uquun winudp qpojuljut E: Qrunp 0-u bbpdniskup wpdwnubph gut-
Yh Uk tr whigiklp f(x) = f(x)/x = 2x% 4+ 7x + 6 puquuiguuhi: a, = 6 mqun wb-
nuiuh v pwdwbwpuwph httwpuynp wdpnne wpdbpubpt tu u = +£6, £3, £2, £1:
bulj ag = 2 wquun winwuh v pwdwtwpwpph htwpwynp phwljwb wpdtpubpu bu
v = 2, 1: Muwnh nisnmudubpp npnunud Bup htwnbiyu) 16 pytph guuyhg.

+6/2,+3/2,£2/2,+1/2,+6,£3,42, +1:

Gpnnpy puynud unnwind Bup —3/2 nusnudp bt hbnmwqu pwdwunidubpp unne-
gnud f(x)/(x+3/2) = x + 2 puquuinuilp hwdwp: dhpphthu x = -2 wpdwwnp
Jud vhwbquulhg tjunnid tup hp wtuphg, jud b vnwind Gup Ukp gwuljh 7-py
puynud: Apnibjh wpdwnbbkpl kb 0, —3/2 b —2: Zkwwppphp k np wyu nhygpnd
unwinud kup wbt twppbwljub f(x) puquuingudh f(x) = 2x(x + 3/2)(x + 2) =
x(2x + 3)(x + 2) dwljnnphqughwi: Cunhwunip ghwypnud, hhwplyk, wyju Ukpanny
$ujunnphqughwtt unwbwy sh Yupkih, pwth np £(x)-p upnn knocbbiwg ns gduyht
wpunuyphsubp: Gphk dbip puqUuwinudh hwdwp wbhpwdbion b qutl] tpw
wpdwwnbbpp Z-nud, wmyw yupquybu whnbunid Eup —3/2 wpdwnp:

Utup phpkghtp Z[x] EL Q[x] onuljutpnid judwjuljuwb puquuinudh wpdwuwn-
Ubkpp hwoykym pYne bquwbwljubp pun 8kukihwnq-PhoElkdyh wignphpdh b
punn nwghntiw] wpdwnbph dwupt ptinptdh: Gpynt tquwbwfukpb b punjugws tu
punuukup UkY puyihg, b npuitip wignphpulitph nkupny ukpljujugutip ndqup sk
7.5.11 Mughp. Inipu qply Z[x] onulh judwjujwb puqiuwinudh wpdwwnubph
hwoydwl wgnphpup htudbtny 8tukuhwniq-Fhnkikuwh wignphpuh $uljnnph-
qughuyh Yypu: Uygnphpuh wbwngp unwbiw) Q[x] onujh hwdwn:

7.5.12 vunhp. Mmipu qpbp Z[x] onuih judwywulwb puquuinuih wpdwntbph
hwoyuwlh wygnphpup’ oquulny nwghntw] wpdwwntbph dwuht ptoptdhg: Uign-
nhpuh whwngp unwiwy Q[x] onujh hwdlwnp:
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Uttp dhty uydd skup nhnnwplty K Jipowynp quonh Jpu puquutngudh wp-
dwwnubph hwyduwb hwupgp: Puyg nu muppuljut pughp t, pwth np K- Jtpewnp
L, b guliljugws puquuinudh wpdwnubpp jupbih E quil] quownh popnp tiappk-
e puquuunuuh Uke mbknunntiny:

7.5.13 ughp. nipu gpl] K kpowdnp quowh Jpuw wpws K[x] onuyh judwjw-
Jwh puquuinuih wpdwnbbph hwpduwi wygnphpup oquntng K-h Ykpouwn-

pnipjniihg:

7.6 Quniugh junwlpp, ppulwib G YndwEpu uljunphqughwi

R tr € gupnbpnmd wnlw wipiphuwinnipyui qunuthwpt wyn quowbkph ypu dul-
wnnphqughwjh hwpgp hhdunghtt mwppkp £ qupdunid Z-h G Q-h ypu dwljnnphqu-
ghwyh punphg: Utuwwubih b, payg Rix] jud Clx] onuljutpnid npny puquuiinud-
utiph hwipwhwoynpk £ogphwn duwjnnphqughwt qunukp Jupny £ wignphpdnpbu
wiynistih fuunhp (htubg, B wy upkh E hpujubwugut] vhuyt npny &zmmp]uulp‘
Unnupydwt pwbwdbikph oquntpjudp:

Uhlsht nput winpununwp hunwlkgubtip, ph hiy h tjuwnh niukip «utnt-
St1h puunhp» wubny: Lwih np R[x] t C[x] onuljukpt Lyjhywb Ly, punn Flqnih
phnptuh, nppuig wunlwing f(x) puquuiguedp nith x; wpduwnp wyt b dhuygl
wylt nypnud, Epp f(x)-p pudwidnud | x — x; gduyhtt wpuwugphsh dpu: Lwbth np
uyn wpunphstt wjthwjnnpbt wupq L, wyw puquuinudh pugubhwjn puljnn-
nhqughuyjh htnhpt hp dbe tkpuenmd b bwbt puquuinudh wpdwnttph pugw-
buyunn hwoydwt juunphpp. Gk f(x)-u nth x; wpdwwnp, wyw x —x; wupg wp-
wnwnphsp quthip hwdwpdtp b x;-u hwoybni: Puayybu mbuwbp 7.5 wupwgpudp
Jtponid, Ukup wyny hupghtt hujuybu Jupnn tup wuwnwupuwik) Z[x], Q[x] kL K[x]
onuljutinhg mpupwignipnid (K-t judwyujut Jkpewynp nuiow b):

Ppuwyhdul wyp t R[x] b C[x] oquljubipnid: Vwju hhpkup, np mipdus f(x) =
apx? + a;x + a; = 0 punwlniuh hwjuwuwpnidp wjwbnuiut dkpngny nhuyphuh-
twlinh oqunipjudp (nuskihu dktp f(x)-h wpdwntikpp vinwind Eup npytu f(x)-h
gnpswijhgutph htiwn gnpénnnipnitutph Juunupiul gmiwpdwi, hwidwb, pag-
duyunuul, pudutdwt it his-np wunh&wth wpdwn hwtdwb gnpénnnipnii-
utiph vh onpuyh ulpr}]nth\ X12 = @: Quippubngh pulnudbing b Quppuin-

2

Jh piphwbpugyus puiwdbing Jupkih E unwbwy twbe tppopg B snppnpn wuwnh-
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Swth puquuinudubph wpdwnubpp: Uyn pwbtwdbikpp own wybjh jupphtt mbup
niukl, puyg npuip Yphhtt vinugynid bu wpyws gnpénnnipinibubph onpugh wpy-
jitipny, wyuhtph' wmwgynid ki puphlugbkpng: Qnupni mbkt hhiiq b wykh
pupdn wunmhfwth puquutnudutp, npnig wpdwntpp nunhluwikpnyg sk unnwg-
nud, m]uhhph‘ huswhuh pwtwdbitp § Jktup Juonighp dipp pduplyus gop-
Sdnnnipjniuttpny, npuigny puquutinuuh wpdwwnp sh hwpygh: Uy huunp uinwg-
yk| & m$huthh m Upkiph, b ipulighg wiljw’ Quynuugh Ynqihg: Unnpta hpkpkip
bdwt puquunuuh ophtiul:

7.6.1 Thunmmpnit. 4.2 gupuqpudpnd dbp dwbpudwubnpb swpunplghp
nuownbtph punyujunidubph it hwipwhwyquljut hwlnyph jurnigdwut mbunipmnt-
up: tw wuhpwdbtow tp 4-pn qruh 4.4 b 4.5 wwpuqpudubnh wgnphpdutph, 7-py
qiup 7.3 tr 7.4 yupwuqpudputph wignphpdubph bt hbnnwquynid 8-pny qijuh wign-
phpdutph wdpnnowfjut hhdttwynpnidp niubtwnt hwdwp: Unnple dbq whwnp E
quym 4.2 yupugpuph nkumpjut qupqugnidp Swniugh jadph vwhdwbndp b
uh pwih hwwnlmpjniuibpp: Oguuugnpstint kup twbit jnstih jadph hwuljwugnipnt-
up b nwstih judph dh pwtith ophtiwubip: Uwjuyly, h mwuppbpnipinit 4.2 wupugpu-
$h, wyuntin dkup pwug bup pnnubint hhdbwlwt wywgnygubpp, pwih np gpuip
wlwnp L ny ph hbnnwqu wgnphpdutph wbkuwut hhdtwynpdwi, wy Jhuyg by
Juptinp opptiwljh Jupnigdw hwdwn. gnynipinit nith puquuingud, nph wpdwn-
utpp httwpwynp sk hwoyk) nunpljwyutpny, ntunh R[x] b C[x] onuljutkpnid pug-
dwbnuuh dwlinnphqughwyh juinhpp tnybwybu wiynstih £ Suiniwgh nbunipe-
jubipn yhpwpbpnn wywugnygubph dwbipudwutbpp jupkih £ gk (Rotman, 1995),
(Artin, 1997), (Garrett, 2008), (Lang, 2002), (Kocrpuxun, 1977), (Kocrpukusn, 2004),
(Beachy & Blair, 2006), (Cohn, 2003), (Dummit & Foote, 2004) nuuuwgpptpnid: Unnphi
dkp wnwhg wywgnigh oquwgnpstint kup twbt fudpbph nbumpjui dh owpp
thwunbp, npntg wwywgnygubtpp Jupkih E quuk;, ophtwl, (Robinson, 1996),
(Rotman, 1995), (Kapramomos & Mepansakos, 1996), (Kypom, 1967), (Garrett, 2008),
(Lang, 2002), (Koctpukuu, 1977), (Beachy & Blair, 2006), (Cohn, 2003), (Dummit &
Foote, 2004) nuuwqppbpnud:

Gupwnptup nipqws kK quonh F pluyuyunudp: Uklp wuwypdwtwynpyty thup
uyu thwuwnp hwdwpnun wywtwll) F/K: Cun npnud, uw 2thnpnipnih sh wnwowg-
unwd pun hpbwih dwluninp-onuljh hwujugnipjui htn juwws, pwuh np guy-
wnbpt nmubkt Jhuytt wppghw hpbwjubp, t pun gpuitg Swlnnp-nuonbkp sku
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puliwplynud: Geh f(x) € K[x], myw f(x)-p upny & npbek x; wpduwn miakbwg F-
nd, puyg ny K-mud: pw ophtiwjutipp owwn L 4.2 wuwpugpudnid (dwubwynpw-
wkiu, nnku 4.2.15 ophtimlyp b 4.2.16 juinhpp): Uk ht, wmithpudbonnipjub nhuypnid
K-hu hwbtyuy muppbp ml{hlmghh]_nq‘ Jupkih £ ugupub kdwgub) F-p, np wyt qu-
pnibwlh £(x)-h popnp wpdwnbbpp: Cun Rlqnih phnptdh £(x)-p F-h Ypu Ybp-
pudifh gdwyht wpnwnphytbph wpnwnpyuh

(7.26) fG) =ao(x —x1) -+ (x = xp),

nputn n = degf(x), hul] ao-u f(x)-h wjwg qnpdwlhgu t: Swppbp wbjugubnt
wpngkup Jupnny kup hpuwbwgik) 4.2.31 phnptdh oginipyudp. K-h K hwbipwhwy-
Julul thwnypp yupnibwlnid £ £(x)-h popnp wpdwnbbpp: Uuljugh F = K qup-
wnp upphtt jurmigyusdsp b, G dkup Jupny Gup npuytu wybih thopp nuown Jhpguty
K -h wyu F Eupwnuownp, npp suynwd £ K-ny kL popnp x4, ..., x, € K wnwppkpny: Ujy
nhypnd F-p Yihth K-t b f(x)-h popnp wpdwntbpp wupnibwlng dpipduy b
hqnunpdhqup &punipyudp dAwl nupnp (wyu huunh ny pupy wyugnygn juptih
E quil) ghnjws gpujuinipjut dke): F-h dhwlnipiniup pny E wwhu dbiwmlkp-
wk) hbnbyw) vwhdwbnudp.

7.6.2 Uwhdwinul. Gupugpklp K quownh ypu vipqus & f(x) = apx™ + -+ a, €
K[x] npuljut wmunhdwih puquuinudp: Uy nghypnid K-h F puyuyinudp Ynggnud
E K nuowh dpu f(x) puquuinwdh §/kpyniénipyui puow, Lph gnnipini niukl
wyyhuph x4, .., %, € F wnuppkp, npntg hwdwp f(x) = ae(x —x) - (x —x,)
F = K(xq, ..., Xp):

F-p dhwlt b, b wyli wvinugynid £ K-hi %, ..., %, nwppliph wybjugdwi dhgngn
(nku 4.2.12 ghuinnnipjutp hwenpnnn junnignidubpp): Zwuljwbwih E np hp dbp-
|nwdnipjul nuownh ypw nrpupwignip puqiuinuuh $wljinnphqughwi nih (7.26)
wnbupp:

7.6.3 Jdwpdnipymilikp. Oquufkiny 4.2.15 ophiwhg quittk; Q-h Ypuw f(x) = x? — 2
b f(x) = x — 3 puquubnudubph Jipnisnipyut guownbpp: Oqukiny 4.2.16 jupuy-
nhg, gk R-h Yypw f(x) = x2 + 1 puquubiquh Ypnidnipjub nuipwnn:

dtphhotup, np judwyului F nuonh hwdwp tpw hndndnpdhqup jud hgn-
Unpphqup hwuljugdnid ka 2.3.1 t 2.3.4 vwhdwbmdibph hdwunny, wjuhipt' np-
wku onuljuyhtt hnudndnpdhqu b hqnunpbhqu (quownp twbe onuiy k): ZEow E unnt-
gk}, np F-h pninp hqnunpdhquutinh puqunipiniup unwdp £ upunuwgunyipnudutph
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unynpuljut wpnunpuih gnpénnmipjut tjundwdp: Ujn tywbwlynd | Aut(F) L
Ynsynid F-h wyinninpphqualpp pnrdp:

7.6.4 YJwpdmpnii. Unnigl), np Aut(F)-p pujuybu unudp E wpnnuwyunlbpnid-
ubph wpwnputh gnpdngmput Wwindudpe: 0'p hqnunpbhqup Yihth wyy fadph
dhwynpp:

BGupwnpkup wpdws k quonkph judwjwlwb F/K punguyunidp, b ¢ € Aut(F)
hgqnunpbhqut wyjuyhuht k, np wyt «antipupd b popunud» K Gupunuownp wjt pdwu-
uny, np guiugwsd a € K wmupph hwdwn Y(a) = a: Liub hqnunpbhqlutph pug-
Unipjniup tpwbwlkup Aut(F/K): Zhown E unnighy, np wyt unyuybu junidp | b hw-
nhuwinwd E Aut(F)-h upwfunidpp.

7.65 dYdwpdmpniuubp. Uwnnigh], np Aut(F/K)-n junudp b wpinuyunybipnidubph
wpuungpjuih gnpénnnipju bjundwdp, b np wji Aut(F)-h Gipwjunudp E:

7.6.6 Uwhdwiund. Gupunpkup wnpdws L quownbph F/K punjuyunudp: Uy nhw-
pnud Aut(F/K) hunudpp Ynsynud £ K nupwmh ypw F plgjayinfwd Qugniuayp funodpe:
Uyt wpwwlynud k Gal(F /K):

Uuwutwynpuwbu, tpk F guownp nipduws f(x) puquubnudh Jipnidnipjut
nuownt k, mubkup htnbywy jupbkinp nlypp.

7.6.7 Uwhdwind. Gupunpkup wipqws b f(x) € K[x] puquuinudp b K-h Jpu
f(0)-h Jipnusnipyut F guownp: Uy ghwypnud Gal(F/K) = Aut(F/K) funudpp Yngs-
Ynud kK nuowh Jpw f(x) puquubnudh Quyniugh jncdy:

Puquuinudh Quniwgh fdph hwdwp tnp bywbwlnud skup dngunid, wygh
nupdju bywbwyymd £ Gal(F/K ) h tjuunh niukbtwny, np F-p nyjuy gphypnid ju-
duyuljub sk, wy) £(x)-h JEpnidnipyu qupwnb k:

f (x) puquuinudh Funuugh unwdpp dh upbinp b glinkghly tjupugpnieni
nitth f(x)-h wpdwnbbph puqunipjut Jpu npjus nbnunppmpniabbph (kqdny:
Tpu ubpuyugdwt hwdwp oquytup nuonp Yypu hwitpwhwyqujut hujuuw-
puudutphg: K-h ypu wpJws hwipwhupgului hugjuuwpnid b ingynud

(7.27) A(xq, o, %) = B(xq, e, Xp)

wbuph hwjuwuwpnudp, npinkn A(xy, ..., x,)-p b B(xq, ..., x,)-n K[x4, ..., x,] onuiljh n-
tnthnpwlutubph judwyujut puqduinudubp Bu (ui ghwypbpnud, Gpp hwjnih
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E et np hwipwhwyqulub hwjwuwpdwt dwuht £ junupp. hwdwennnipjut hw-
dwp kpplidt pug Ypennubkup <hwipwhwyyuljuiy pwnp): Gupwunpbkup (7.27) hwjw-
uwpnidt wytyhupt k, np f(x)-h wpdwntbpp paduwpupnud B gput (gpundub
dhophtiwlnipjutt hwdwp dkup tnyh mwnbpny Gup tywbwll) wyny wpdwnbbkpp b
A, B pmquuinudttinh thnthnpowljubpp):

TYhwwnpykup f(x)-h x4, ..., X, wpdwntbph puqUnipyut ypu npdus

6 _ (xl cee xn)
xil... xin

nbnunpnipiniip (phjkljnnhy wpnwwunibpnudp): 6 wknunpnippiip wgnniud E
(7.27) hujuwuwpuwi thnthnpwlwitbkph Jpu Jepusking wyb dh tnp hwdwuwp-
dwb.

(7.28) A(xil, ...,xin) = B(xil, ...,xl-n):

Cun npnud, x4, ..., %, thnthnpwlwbbubph Ynuljpbn wpdbpubph hwdwp 6-h wqnpk-
gnipjniithg htnin nputp Yupnn b Ypyht pudupupty (7.27) hwuwuupdwin jud
wyi it spuupupl) ppube

7.68 Opphuwy. bptk K =Q bt f(x) =x* —4x+ 1 € Q[x], wyw f(x)-h wpdwn-
ubpubux; =2+ V3tix, =2—+3: Bph yhpgubup A(x;, x,) = x1 - x5 € Q[xg,x;] b
B(x1,x3) =1 € Q[xy,x;], myuw wws wpdwwnibpp pujupupnd Bu x; -x, =1
hwipuhwsulwb hujuuwpduip (2++3)(2-+3) =4 -3 = 1: bpk wy hujuw-
uwpuwl ypw wqpkup 6 = (2 ii) nbknunpnipjudp, junwbwip x, - x; = 1 hajw-
uwpnidp, nphtt wyn wpdwnbkpp tnybybu pujupupnid ki (2-V3)(2+V3)=1:

7.6.9 dYwpdnipnil. 8niyg wiwy, np wyn unyb ophtiwswhnipniup bwhunpn opphtiw-
Jh puquuinuuh wpdwwnbbph b 6 nknunppmipjut hwdwp junwupynud  awub
X1 + %, = 4 hwjwuwpdwb nhypnud:

Udqbih no Uklp Ypkpktp hwljunwl punyph ophtimul) kru (nnku 7.6.26 ophtiwlyp):
Utq hwdwp wybkih Jupbinp Bo wybt whnugpmipniuubpp, npnig wqptignipiniihg
htwnn f(x) puquuinguuh wpdwnbbpp swpnibwnud B pudupupty (7.27) hwjuw-
uwpUwlbp, wyuhtipt' (7.28)-hl: Spdws £(x) € K[x] puquubnudh hudwp wynuyhuh 6
nbnunpnipnibubnh wyp ophttwjukp Yupkh £ vnwbw) tpw Gal(F/K) Quniuwgh
hudph dhongny: Cun npmid, wyn mbnunpnipymibttipt wytyhuht &, np skb thnothn-
Junid K nuownh wwwppbpp: bujuwbu, Gupugpbup f(x)-h x4, ..., 2, wpdwnukpp pw-
Jupupnd tu (7.27) hwjuuwpdwip: 4 b B puquubgudubpp ubpluyugutup (6.17)
wnbtupny.
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_ k1 kn  _ k1 kn _ p.
A = Ay, fen X1 " Xn = bi,, kX1t xy" = B:

(7.29)
(k1,...kn)ES (kq,..wkn)ES

Lwh nn ay,, k, Gl by, k, aupéwljhgubpp K-hg &b, wyw F qupwnh ¢ € Gal(F/K)

hqnunpbhqup wbthnthnj b ponind I}pulhg‘ l,b(akly_,_‘kn) = Ay, ok L 1,[)(bk1,___,kn) =

b,,..k, Qudwyulut (kq, .., k) €S hudwp: buly xfl < X" nkuph wpnwungppuh

Jpu Y-u, punn hndndnpdnipjut yuydwuh, wqpnid £

Pt xhm) = Pl ()

Juintny: Lwth np Y-t phykhnpy k, wwppbp x; B x; wpdbpubph hwdwp imwppkp
ku bwbe npuitg Y(x;) b y(x;) yunbplkpp: Uguhipt' $-t uvwhdwtnd b xy, ..., x,
wpuwwnubph puqUmput whpuppnipndl: Lpwtwliking x;, = P(x), ..., x;, = P(xy,)
unwnud Lup
xl e xn
by = (Xi1 Xin)

nbknunpmpjniip, npp pudupupnid k gublugh wupdwiht' ek £(x)-h wpdwinbb-
nn pwdupupnd ko nptk (7.27) hwbipwhwyuluwt hwjwuwpdwl, wyw tpup
rujupupnid kb gpuit twbt 0y, inknunpmipjudp nhpputnjuytnig htwnn:

Umniu Ynnudhg, judwywlut ¢ € Gal(F/K) hqnunpbhqu dhwl YEpwny Jtpw-
Jubgifnud £ hpkt hwdwyuinwuiwting 8, nknunpnipjut thgngny, pwith np ¢-u
npnoynid k F-h Ypw hp wpdbpubpny, hulj F ybpnidnipjut quownn suynid £ K-ny te
X1, .., Xy € F nuppbpny: Ukq wppktu hwjnth E np -t wuthnthnju b ponunid K-,
hulj x4, ..., X, tnuppbph ypuw wqpnud £ 6, inbnunpnipjub bdwt: Gwyniugh nupnh
uyu Ukjuwpwinipinitit &, np dkp oqurnugnpstint kup uinnphi:

7.6.10 Opptmy. Zwpyklp 7.6.8 ophimlh f(x) = x? — 4x + 1 € Q[x] puquulnulph
Gal(F/Q) Quniwgh funtdpp: Lwth np tpw x4, x, wpdwwnbbphg ny dkyp Q-pu sh
wunlwinid, F puyuyinudp whun dbs £ Q-hg: F-p unwugdnid £ Q-hit 2 +v3 b
2 — /3 muppkpp dhwgliny: Zkown £ unmgky, np F = Q(2 + V3, 2—+3) = Q(V3):
Lwlh np V3-h punwlnmuhl Q-hg k, F-p Q-h kplypnpn wunh&wbh phyuyind £
[Q(V3),Q] = 2: Uju puyuyunidp twlwh b 4.2.11, 42.19 t 4.2.21 ophtwlukph phy-
(tdwbp: Gal(Q(vV3)/Q) Qwniwgh funidpp punugws E kpYnt tnwpphg, pwih np
niukup dhuyt bplnt wpdwnbbkp: bqnidnpbhquubphg wnwehtin tnyuwlu wpnw-
wunlkpnidt E npp npnpdmd b dhwynp nbkqunpmpjudp (1) = (2 zz) buly

bplypopp npngdoud £ 6 = (3137) wknunpmpyop bbby putudting p(u +
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vV3) = u — vV/3, npnbn w, v € Q: Bpynt iwppbphg punjugus gutjugus funtdp
hqnunpd k Z, ghyhy judpht: Nipkdt Gal(Q(V3)/Q) = Zy:

Utgukup nunhlujutpny mdmd nibbtwnt hwuljugnipjut juhunn uvwhdwb-
dwiip: Bph f(x) = apx™ + -+ a, € K[x] puquuwinuuh gnpswyhgubnhg Gukng
htwpwynp wpunwhwjnmpniuibp (pubwdbikp) juqdbiup dhuyb gnudwpdwi, hwb-
dut, puquuyunljdut nt pudutidut gnpénnnipnitubpny (wpwuig wpdwn hwuk-
InL gnpénnnipjuiil), www, wjy wpunwhwpnnipmibbbph wpyniupp K quownhu
dhwglbiny, dkup Gpphp pnipu skup qu K-h uvwhdwbibphg: Fuyg wpdwn hwubnt
gnpénnnipniup (h tjuwnh niukup ny ph dhuyt punwlniuh wpdwn, wy) guujugus
wumhfwh wpdwwn) Jupnn £ bugbu dkdwgul) K nuownp (htywbku R-hi V=1
wpuwnt wykjughtny unwinid kup € nuownp):

7.6.11 Uwhdwiund. K nupnp F punyuyunudp Ynsymd b rappfuy pangjuyinid, tph
gnynipjnil niubkt wyuyhuh x4, ..., x, € F vnuppbp b kq, ..., k, € Z pdbp, npnug hw-
dup’

1)F =K(xq,...,x,) L

2) xfl EK, xfi € K(xy, ., xi_1) Gppi =2,...,m:

Ujuyhuny, nunhuw] puyuyunudp unugynid k uljqgpwjui K quownht dh pw-
uh wbuqud wytyhuh mwuppkp dhwgubny, npnughg wdku dEyh npbitk wunhgwup
wuwwnjuwinwd k twjunpy puynid unwugjws nuonpie

7.6.12 Uwhdwunid. f(x) € K[x] puquuinuuh hwdwp juukup, np tpu wpdwnk-
np htwpwynp k hwodt) pughljuibpny (Yud np f(x) = 0 hwjwuwpnudp upkh k
1nwSk] nunhlwutpny), ek gnynipinit niuh wyuyhuh dh F/K nunhlu) punguyund,
nn F-p wupnibwynud £ (x)-h popnp wpdwnbbpp:

Zwgnpr pwyih hwdwp wihpwdbow £ niskih judph hwujugnmpjui vwhdwint-
uUp, npp dkup Ypkptup Uh pwtih ny pupn ophttwjutph htin dhwuht: Uyn ophtiwluk-
pn ny dhuyt (nuskih fadph hwuljugnipiniut wdkh gupq puguwnpbne hwdwp kb,
wy bt hinwquynd oguugnpdybnt L punhlujubpny hwoybih e ny hwpybtih wp-
dwntbpny puquunudubph junnigdwt hwdwn:

Bupwnnpkup G-t juduwyulw junidp t: ‘Lpw a, b € ¢ muppbph §fnuniwnunnnp £
Ynsynid tr [a, b] wkupny E tpwbwlyynid [a, b] = a~b~ra b wpinwunpuyp: G judph
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gnuninnunnnp (Wwd fnuninwing) b Ynsynid tpw pnjnp mupptph jndninunnpub-
npny duws tupwjunidpp, npp bywtwlynud | ¢’ Ywd [G, GT°

[G,G] =G =([a,b] | a,b€QG):

7.6.13 dwpdnipjniii. 8nyg iy, np bpk G funudpl wplpjwb b, wyw 67 = 1, wyuhlip’
YnuUntnnuwnnpp punugus L dhuwyt nphghwy mupnphg:

7.6.14 dupdnipinit. Uninigl), np judwyulwt ¢ udph 6" Ynuninnunnnnpp inpduy
Lupwlunidp £, wyuhlipl, guijugws a € G’ ki g € G mupplph hwdwp g~ta g € G":

Spjws n ptwljut pyh hudwnp S,-ny wowtwlynid £ n-pp wmunhgwth pninp nk-
nuapnipimtkph jumdpp (phy updbnphy funidpp), puly Ay-ny bpwlalpgnud £ n-pr
wunhdwih pnjnp qniyq mknunpmpniubbph junwdpp (Zowinwuinfu unidpp):

7.6.15 dupdnipnii. Unnigl), np S; = A3 = 1: 8nyg vy, np 4} unwdpp punjugus
Eynpu inwppbiphg:

7.6.16 vunhp. Oquybkiny Yytpp ghnygws qpuﬂlulhan]nthg‘ gniyyg ), np As = 4s b
St = Ag: Snignid nbku twikt 7.6.23 ophiwht iwjunprynn putwpynudp:

G Tuiph G' Gipwfuiph hunfwp Yupkh £ bp hkpphl, nhunwplil) gpa (67" =
[[G,G], ]G, G]] ynuntwnnwwinpp, npp Ynsynwd & G fadph Eplpnpg Indniwnunnn b ipw-
twlnud £ ¢": ‘Unyu Yhpy Yupkih E uwhdwil) bwbe udph Eppopn, snppopy, k-pn
ynuUninwwnnpubpp: Lowtwnidubph hwpdwpnipjut hwdwp judph k-pg Yndninw-
unpp bpwbwlynid £ 6® uhdyniny (wy) ny ph k hwwn punphputkpny): Uwubunpu-
why, 6@ =6", 6 =6t 6O = G: Lwuljwlwgh b, np 6% < 6®, wyuhlpl' pp
k-t wgnid , 6 ynuntnwnnpibpp Jud ipputinid b, jud withnthnju ku dund:
Npny hudpbph hwdwp npwip hus-np puynid hwjuwuwpynd &b G-h 1 dhwynp kb-
pwfuiphi: Pulj npny Judpbph hwdwp' 6®-u dhown ks t 1-hg guljugws k-h hw-
dwip:

7.6.17 Uwhdwimd. G-t Ynsynud k jnidkyp junidp, bph nptik k-h hwdwp ¢ ) = 1.
Uy nwpmid G-h jmid&jpniprul Eplupnipmila (GYud jnidkjpnyenul wumpdwl) t
ynsynid wyt vhthtwy k-t, nph hwdwp nbnh niuh 6% = 1:

7.6.18 unhp. Oquuytyny Ytpp ghndws gpujwinipniihg br bwjunpy oughpub-
phg‘ gnyg wwy, np Sz = 4z # 1, puyg S3' = A3 = 1: Lublr S = 4, # 1, puyg SF) =
Ay =1: Pul, Umu Ynnuhg, Si=4s #1 b juduuwlub phwlfwub k-h hudwup
S§k) = Ag # 1: Ujuhtipli k =5 phit wjit wnwghtt wunh&wbt k, nph hwdwp Ss
hunidpp nustih sk: Sy-h (niskihnipjut kplupnipiniun 3 £, S3-h (nustjhnipyjut tpliw-
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IIIIL]_'(}]DLUE‘ 2, hull Sp-h nuskjhnipyub Epupmipiniup’ 1: Mwupg k twb, np S; b 4,
hudptpp tiphyhwy ki, nitunh 51(0) = Ago) =1, ul]uhhph‘ S; bt A; hudpbph niskihntpe-
jut Epupnipinitn O k:

Quniuyh nbkunipjut jupbinpugnyt wpymibpubphg £ htnbyuw) poptdp,
npp phpnud Bup wnwtg wuwgnygh.

7.6.19 @tnpkd. Epk f(x) € K[x] puquuinudp wpyjwé F qpoyulul panypugphsh K
puowh Ypuw, www Gpuw wpdunnibkpp hinupun/np F hwplly nunhluybbpny uyl b
vhuyl uyl nlypnid, kpp Gpw Gal(F /K) Quyniugh junidpp (niSkph E:

Uju plnpbdp pugunpnid | twbt «qniskh junidp» nbpdhtth swgnudp. f(x) = 0 hw-
Juuwpnudp Yupbh b ik nunhuiubpnd wy Bt dhuwyt wyt ghwpnud, Gpp
Gal(F/K) Quniugh funwdpp jniéba t:

7.6.20 Opptwl. Pusytu nkuwlp 7.6.10 ophtiwlynid, x? — 4x + 1 pupwlniuh knwb-
nuuh Quniuygh unwdpl k Gal(@(\/?) / Q) = Zp: Uju 1nudtih EZ,=0 (Uhwynp Eupw-
funwdpp tpwbiwlnud Lup ny ph 1, wy 0, pwth np juntdpl wnhwnpy b): Cuwnn 7.6.19 phin-
ptuh’ tpw wpdwwnbbpp Yupkh b hwoydl] nunhwjubpny: Fw, hpnp, wyjuytu £°
npuwnr phuljphdptiwinh hwpdudwt hwipwhwyn puwtiwdbith:

7.6.21 Ophuwl. Uykih htwwppphp Bt owwn wybkih ny niphyhwy Eqpujugnipinil
Jupbih £ wly 7.6.18 nugph ogunipjudp: Gupwnpkup f(x) € Q[x] puquuuguup
wuwnmhfwlp n k npnbn n € {1,2,3,4}: Uy ghypod f(x)-0 nith n hun wpdwn
(hwph wptbjn] wunhly wpdwnbtph Ypliumpymiutbkpp): Ujuhupl £(x) puquwb-
nuup Gal(F/Q) Qwiniuyh funwdpp S, S;, Sz Jud S, Judpbphg nplick dkyh Eupw-
hunidpt E: Pusybu nbuwp, wyn fudplpp (niskh tu: Swn htion | unniqly, np 1nisk-
1h hudph judwywluh Bupuunidp tnybugbu (mskih b Qpbdt” Gal(F/Q)-p nuskh
E, tr wnwohl, tpypnpy, tppnpg Ywd snppnpny wunhfwith jmupupwbyinip puquub-
nuuh hudwp tpw wpdwnibpp Jupkih b qunit) punghfuybtpny: Uyuhlipt' gnynip-
it niubt gnidwpdwl, hwdwl, puqUuyunldul, padwidut b guajugus wu-
nhdwth wpdwwn hwtdwb gnpénnmipiniuitph dhongny junrnigwé hug-np pwbw-
Atikp, npnig wpyniipmd vnwugynud Bu £(x)-h wpdwntbpp: Tpubp wju gupwg-
pwdh wlktwulqpnid hhpwnwlqus puwdtikpt Gu:

Uydu wgiiklip huljunwly piinyph ophliwlht’ gniyg nwbp hpigkpnpn wunh&w-
uh wjuyhuh puquwunwd, nph wpdwnttpp htwpwynp sk hwoyl] nunhlwukpny:
Utiq whwnp k qunt htnbyuy phnpbdp, np tnyhybu phpnud Gup wnwg wuyugnygh.
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7.6.22 @tontd. Capuppkip K-b Juwdugulwlh nuown E pul f(x) € K[x] ppufwi
wumhdwih pugquuinudh wyupg wpunupphsibphg ns dkhp sniah wunnhl wpdwwn-
akp f (x)-p Jbpymiénipyub F puownmd: Ujg plypnid Gal(F /K) Quyniuyh fudph hup-
gp hunJwuwp FF /K phgpuylnful wunpdwipi '|Gal(F/K)| = [F/K]:

Enpbup dAbrwljEpydw ke Yupnn k othnphgunn pywy «qqupq wpunwnphsub-
hg ns Uklp sniuh wuwwnhl] wpdwwnibp» wpnwhuynnipmnibp: Mupgq wpuwnphsp,
nun Fhqnih ptnpbup, hhwpyk, sniith wuwwnhl wpdwnubp (bt pughwtpuybu wp-
dwwntkp, pk uyt gduyht sk) K quownp Jpu: Puyg F puguyidwt Uy f(x)-p Yupny
E wwwnhlj wpdwinubp nitbbwg:

Thunwpyklp f(x) = x° — 4x + 2 puqUubguip: Cun 7.5.4 Ejqklpntyith hujunw-
Uhoh wy wwpq puquuinud b, pubh np p = 2 wupq pyh hwdwp pl4 b p t 2:
YdJup sk uninighy, np f(x)-u nith &hown Epkp hwn hpufwt b Eplne hwn Yodw-
1Epu wpdwnttp: buljuybu, hwoykup puquuinuuh wpdtputpp {-2,-1,0, 1, 2} 4t-
nbkpnud

f(=2)==-22, f(-D =5, f(0)=2 fO=-1 [f(2)=26

Cunn Ynpnt wnwght phnpkuh’ £(x)-t wniuql kpkp wwppbp hpuljwl x;, x;, x3
wpdwwnttp nith (-2,2) pug ptnbkpdunud, pwh np wytt npw Jpw bpkp whqud
thnjunid £ hp wipdtpp: Upniu Ynnuhg, f'(x) = 5x* — 4 wswbgyuip qpnjuljut wipdtp
E pugniinid ppwljutt wnwugph dhwyh (g)Z =0.4096 b — (g)Z = —0.4096 Ytwnk-
poud: Uguhtipl' (—2,2) htunkpyuihg noipu £(x) $nibyghwi dnbnnnt wgnng b b wyy
wpdwnibp smih: Cun hwipwhwoyh hhdbwlwi phnptdh’ £(x)-p nbh deg f(x) =
5 hwwn wpdww, npnughg bpkpp (=2,2) htnbkpjunud &b, hul dbwgus tplniup
hpwlwt wpwigphg nnipu pujws Ynduyipu wpdwnbp bu: Lowbwlkup Jtpeht
bpymup’ z;, z, € C\R: Zuuwbwih k, np gpup hpwp hwdwns b, pwih np
f@Z)=f(z)=0=0 (Undyipu pytph gnudwph jud wpunwnpuh hwdwnsp
bhwjwuwp t gnidwpbjhubph ud wpunwngphsubph hwdwnisubph gnudwphtt jud
wpnunpuhl): Mipkdl’ z; = z,, b, npubu £(x) puquutnudh {xg, x,, X3, 21, 2}
wpiwwntbpp nhpputhnpuny bt dhwdwdwiwl Q- wuthnthnju panunng wknunpnip-
oL, Jupnn Gup yhpguby
0 = (il iz §3 21 iz)
1X2X3 2221

nbknunpnipniup, npp Suynd £ € hwppnipjut wpnwugninidhg:

Zwgnpry wnbknunpnipiniip npnukip f(x) puquuinudh Gal(F/Q) Quniwgh
fudph Yupgh JEpuptpu) guwhwnwljuing: Lwih np f(x)-p hhughpopn wunhgw-
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uh wupq puquunud kL snith Yphuynn wpdwnibp, wyw, pun 7.6.22 phoptdh,
|Gal(F/Q@)| = [F/Q]:

Q nuowhb f(x) wupq puquuinuih wpdwnibphg npkk Ukyp dhugibng
Juunubwp Q(x;) Yunl Q(z;) wkuph vh punuyunud, nph wunhfwt k5 = deg f(x):
Zhnbrwpwp, F JEpnusnipjut nuownh [F/Q] wunh&wup unyuybu pudwiynud k 5-
h Ypw: Niptdt’ 5-h Ypu pudwinfnd t bwta Gal(F/Q) Quyniwgh udph Jupgp: Puyg
punn Uhynyh wowghtt phnpbuh bpk fudph Yupgp pudwinud b nplak p wwpg ph
Ypw, wyw uyh wupmbwlmd b p-py Gupgh npkik wwpp: Mipkdl Gal(F/Q)
fudpnid Yu 5-pn upgh npbik § wwpp:

Cuwnn updbwnphly fjudph suhstubph dwuht hwypnih thwunh jmpupwbsnip S, up-
dtwnphly junudp snwd | guljugus n Epjupnipjut ghliny kL nputuynghghuyny
(2 Eplupnipjub ghlynd): Npwbu wynuhuh ghlybp Yepgkny §-o b 0-4° vnwimd
Eup

S5 =(6,0) € Gal(F/Q) € Ss:

Mupldt’ Q-h Jpu £(x) puquubipudh Gupniugh junudph t Gal(F/Q) = Ss:

Utinwd | unnighy, np S5 fjunwdpp niskih sk (nbu bwbe 7.6.18 uunhpp): Ywdwyw-
Juwt n =3 pdh hwdwp S, = [S,, S,] = 4, npunkn A,-p n-wunhdwth qnyg nknu-
npmipniuubph bywbwithnu junwdp E: Cunn tpwbwihnju judpbiph dwuhtt Qupniwgh
phnphdh‘ Ept n # 4, wyuw 4,-p wupq junwdp k, m]ubhph‘ upw vhwl tnpuwy Gupw-
hudpbkpt Eu hupp b hp nphdhwy Bupwnudpp: Zwulwbwgh B np ny wpkjjut wupg
hunidpp hwdptjunid £ hp Ynununnwinnpht, pwtth np Ynudntinwnnpp inpdw Eupw-
Junudp B Mipbd’ A5 = 45 # 1 b S = A5 = Ag # 1: Unyl Yhpy' Ss-h judwjuljub
k-pn ynuntinunnph hudwp Ss(k) = As # 1, tipp k > 1: Unwbmd Gup.

7.6.23 Opptwly. f(x) = x° — 4x + 2 puquuinuuh Gal(F/Q) Gwniugh juntdpp hwd-
pufunud k S5 uhdbwnnphly pjadpht, pwuh np Gal(F/Q)-p ywupniuwynud k ph 5 Epljw-
pupjul b ph 2 Gplupmipjut ghlykp, npnbp sunwd Bu S5 funudpp: Ss-p niskih
funidp sk, putth np guuljugwms k = 1,2,... hwdwup mukup Sék) = As # 1: hphkdy,
puwn 7.6.19 pnptdh, f(x)-h wpdwnibpp Q-h ypw htwpwynp sk hwoytp nughljuy-
ubkpny: f(x)-h pusnudp htwpwynp sk goipu phpky hp qnpésuﬂﬂlghhpbg‘ npuig gnt-
dwpdwl, hwidwl, puquuuunldul, padubidut bt guiljugus wunhdwuh wp-
dwwn hwtdwt gnpénnmipjniiubiph ns dh onpwyh dhgngny:

Ujwwnbkup twkhky, np dkp hpuwjuwinid wuwugnighk) Gup wybjhl, pwb dhuyt
x5 — 4x + 2 puquwinuuh yepwpkpju) wyu ophiwyp: Sknh nitih.
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7.6.24 Phnnbd. Glipunpkip wpyud F juduyulwi f(x) € Q[x] wwpqg puquwbnund:
Gpl uylh niap dhow bphkp hunn ppulwl wpdwn, wyw f(x)-p wpdunnbbpp Q-h
Ypw hinupunfnp sEhwipyly nunhluybkpny:

Zuwuwuwyh E np phopbdnud hhpywnwlws ppujut wpdwnbpp nughntug
sk, pmtth np f(x)-p wupg k Q-h Yypur: 7.6.24 pinptidh oqunipjudp htiown k junnigh)
twht wy) oppiwlnkip.

7.6.25 Opptwly. h(x) = x(x? — 4)(x? 4+ 4) = x° — 16x puquubnudh Epkp hpujwb
wpdwwntkpt ku 0,2, —2: Zwuwtwh & np A(x)-h gqpubhlyp Epkp wiquud hwwnnd &
Ox wnwgpp, puy npnid, nith Ukl jnjuy dwpuhunidh b Uk (nljuy dhuhdnwdh Y-
wkp, npnup (—2,2) hunbpduynud G Lwih np A1) = 15 & A(1) = —15, wyw
wyn; dwpuhunidh tr dhuhunudh YEnbpnud pugnitws wpdbpubtpp pudujut ks ki,
b puquuiinudp Yowpnitwlh Eplip wpdwwnubp niubktw, el gput gnidwpdh 2:
Ujniu Ynnuhg, f(x) = h(x) + 2 = x° — 16x + 2 puquubudp yupq k Q[x]—nuf‘ Quwn
Ejqtpnbyuh hwjuniwtthoh: Nuuwnp, pun 7.6.24 phoptdh, f(x)-h wpdwwnbbpp htw-
pujnp sk hwpyk) pwnhljuiubpnd:

Ujdd Jupnn Eup phpk] wy ophtwlyp, npp jununwgup 7.6.9 Jupdnipiniihg
htwn:

7.6.26 Opptwl]. Upyht nhinwpykip f(x) = x5 — 4x + 2 puquubnuup: Upnkh gh-
wklp, np wy muth qnuyq wne qnuyq nmwppbp {x;, x,, x3, z;, 2} wpdwwnbkpp, npnughg
hpwlwt i dhuyt wnweht tpkp hwwnp, pug npnud, z;, z, wpdwwnubpp hpup hw-
Uwnis kb 7-ny lpwbwlbp npuilig hpuljwi dwuup’ r = R(z,) = R(z,): Thpgukip 5
thnthnpowljwinkpp

A(xl,xZ,xg,Zl,Zz) = 0x1 + 0x2 + OX3 + Zq + Zy = Z1 + Zy € Q[xl,xZ,x3,Z1,Zz],

B(x1,%2,%3,21,23) = 21 € Q[x4, X3, X3, 21, 23]

puquuiinudutpp nt juqutup z; + z; = 2r hwbipwhwyqulju hwjwuwpnidp:
NMupq L np {x1, x2, %3, 23, Zp} wpdwntbpp puupupnid Ea gpute: Upnwu Ynnudhg,
tpt wyn hwjwuwpdwt ypu Yhpunkip
_ (X1 X2 X3 Z1 22
0= (21 X2 X3 X1 Zz)
wnbnunpnipniip, wyw junwbwbp x; + z, = 2r hwjwuwpnudp, npht f(x)-h wp-
dwwnubpp skt pujupupnid:
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Ujtu ghwpbph hwdwp, Epp hhughpnpny wunpdwh puquuinudh wpdwnibpp
hwpun]np t hwoyly nunhljuybpny (wyuhtph' tpw Gupniugh junudpp miskih b,
unugyus Lt puquuwinulh wpdwnikph hwpddwt pugwhwyn tnumbwlutp b pu-
twdblithp: Ldwt ajupugpnipniip wyk) E Bwugp (Young, 1888), hull hudkdwwnw-
pup Ytpotipu Lwqupp ubkpiuyugnpty b wyn wpdwnttph hwpddwb pugwhwyn pw-
twdbitpp, npnup Unw tpkp te tpljupnipinit niuku (Lazard, 2004):

Ujdd wlgukup C i R qupnbph Jpu puquuigudh duwlnnphqughuygh ntuncd-
twuppdwip h tunh mbkbwny, np qu angbygbu pughlw)ibpn] wipnistjh
huunhp E: Mupqynud £, np puquubinpudubph wpdwnttph hwodudwt hwpgp dwljunn-
rhqughwjh punpnud hwinhwnn dhwl 1nipe wpgbipt L, i puquuingudh wpduwn-
ubph wpiuwynipjut phypnid dwljinnphqughw pwwn htown k Jurnigk], pwh np
R[x] tw C[x] onulutipnid wupq puquuinudutpp wthwdbdwn htiown Bu ajupugp-
Ynud, put Z[x] b1 Q[x] onuljutipnuu:

Zudwduwyt € nuonh hwbipuwhwyyulub hwulnipjut (Yud pun hwipwhwyh
hhdbwlwh phopkdh) guiugus f(x) € Clx] puquwinud nih (7.26) nkuph Ykp-
|nwdnipinil Ukl uupyuph b n = deg f (x) hwwn gdwjhtt wprwnpphsubph wpunwunp-
Juih (bkpunyuy n = 0 nhwpp, tpp gduyhtt wprwnppsubpp puguuynd Li): Uwu-
twynpuytiu, wju nypnud Gal(€C/C) = 1, pwbth np C-h Ypw guujugus puquubnu-
uh JLpnidnipjut nuownp Ypyhhtt C-u k: Ujuhwyn £ np x — x; wpunwunphsubpp wupg
ku: bulj ap-tt hwjwnwupdbh nupp £ C-nud: U\]uhhph‘ 6.1.1 vwhdwtdwb mkpdhuuk-
pnt € = o, huly £()-h dhu $ulnnphqughunh wpuunphstbpt b pGo) = x - x;.
7.6.27 @tonbd. Gwiuwywiwi f(x) € Clx] puquubnunl niih Jphul
(7.30) fO) = aglx = xq) - (x = xn)
pulunnphqughwl, npunky ao huqunupdbyh nwppp f(0)-h wjug gapéulhgh 1
hul x — x; wupg wpunugphsbkpp vunwgynid i puwn f (x)-p pogop x4, ..., %, wpdwun-
akpp,i=1,..,n:

Zuwuwuwyh k np «dhwlp puntt wjunkn oguuugnpdyws k wyt hdwuwnny, npp
upjus b puljunphqughuyh 6.1.1 vwhdwidwb dk. f(x)-h pwljuninphqughwtpp
hunjwuwp B, Epl puniugus i hwjuuwp pubwlnipjudp wupgq wpunwunphstb-
nhg, it hudwywnwupwt wpnunphskpt hpup wungugyus tu:

Ujdd Bupugplip uipdus b judwyulub f(x) = apx™ + - + a, € R[x] puquub-
nud, nph ppwlwt wpdwnibph Eu xy, ..., x, € R: Ujunbn 0 < k < n = deg f(x), wy-
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ubhph‘ httwpunp k bwbe wy ghypp, tpp £ (x)-h wpdwntbphg ng Uk hpulwb sk:
Bpt z-n f(x)-h npbek Yhns, ns hpuwt wpdwn , wyw, hyybu mbuwp phy wnwe,

f@=agZ ++a, =0z + 40, =apx"+ - +a,=0=0,
m]ubhp‘u‘ z-h z hadwynisp tnyytiu wpdwwn k(G wwuppbkp £ z-hg, pwth np bpw
tnd dwup qpojuljut sk): Gph jnipupwbsinip z, z qniyghg pnpkup Uk wpdwwn, b
f(x)-p phvnwplkup € npuownp Ypw, wyw f(x)-h 7 hwwn popnp §oduy kpu wpdwnt-
pp Jupbih b odpunpty wyuwgbu.

X1y s Xi; Z1, 21, ooy Zsy Zg, DRULDN Kk + 25 = n:

C-h Ypu f(x) puquubiundp Yniukbw htnbyw $wljnnphqughwb.

f) = ag(x —x1) -+ (x = xp) - (x = 1) (x = Z3) -+ (x = 25) (x — Z):

Gph jnipupwiynin z,, ukpuyugutip z,, = a;,, + i, mbupny, m =1, ..., s, k. pw-
hlllllh'llp qm(x) = (x - Zm) (x— Zm): wyu

G () = x% — XZpy — XZpy + ZypZm = X2 — 2ax + (a2, + BZ) € R[x]:

qm (@)-p Epypnpn wunhdwuh tinpUwynpus puqiwinud k, np Cx] onulnud nith
(x = z) (x = Z) JEpoudnipiniup be npp wupq b R[x] onulnud: Puljuybu, tph
Gm(x)-p R[x] onulnud nitbbwp nptik A(x) wpuwgphs, wyw uwy wpuwgphy
Yihtubkp twbi C[x] oqulnud: Tunphhy C[x]-h fbuﬂlmnphmlan]ulh‘ uyt whwp k wun-
gugqws (hubkp x — z,; Jud x — z,;, puquuunudubphg nphik dkyht: Puyg npuighg
ny UkYp htwpunjnp sk puquuygunyty dh wybwhuh Yodyitpu pyny, np unwugyh
hpwlwt gnpswyhgutpny puquuinud: Unwinmd Gup 7.6.27 phnptdh wiwngp
hpwwt nuwownh hwudwnp.

7.6.28 Etonbd. Jwiuywiwi f(x) € R(x] puquwinud niip dhwl
(7.31) F(x) =aglx —xq) - (x — xz) - (x% + byx + ¢1) -+ (x% + bgx + ¢5)

pulpinnphqughwl, npukn ao hwlmpupdbih wwppp f(x) - wyjwg gopéulhgh
X — x; wwpg wpuugppsbkpp vunnugynid B puwn f(x)-p pojnp xy, ..., x, ppulul wp-
dminbkph, i =1, ..k, pulf x* + bypx + ¢, wupg wpmugphsblpp anwgynid kb pun
f(x)-h poynp 24,74, ..., 25, 25 Gk, ny hpwlhuwl wpdunbbph, m =1, ...,s (by, = —2a,,
Cm = A& + BE, npuikn zy, = Ay + iB):

Ujunty tiu «dhwlp punt oginugnpsyws b pwljuinphqughuyh 6.1.1 uwhdw-
dwl Ukg tpdwd hlwuwnny:
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7.6.29 humnnnipnih. C[x] onulnid wuipq ko vhwy gdwyhtt puquunudubpp, huly
R[x]-nwd wwpq Eu gduyhtt puquuinwudubpp bt wyt pupwlniuh puqluigudubpp,
npnig nhujphuptiwtinnn puguuwlut k (m]u]lhph‘ upwlip, npntp niukt £hown Lplyne
Ytns, ny hppwluwt wpdwwn): Zkwnwppphp E uw hwdbdwwnt) Z[x]-h, Q[x]-h b K Jkp-
ownp nuowp Jpw nnipjwd K[x] onujh wwpq puquuiunuditph htin: Uy onuljuk-
puud gnjnipynit bk judwyulub wunh&wih wupq puquugudiutp (nku 7.5.6
k1 7.5.8 htmbiwpubpp): Z[x], Q[x], K[x] onuijutph hwdwp jut judwyulub pug-
dwunquuph dujuinphqughwyh bt wpdwwnbbph hwoydwt wignphpdubtp: bul Rlx],
C[x] oquiutpmd twdwt hwipwhwoqulju wignphpdutp gnnipnit snitb: Uw-
Juyt Ynuljpbn puquuinuuh wpdwnttph wnjuynipjut nkypnid npu $wljnnph-
qughwt nununid k htpnnipjudp (nisynn juinhp:

7.6.30 thunnnmpini. Zkwnwppphp k bwtt hwdbdwnt) paquuinudh pwljnnphqu-
ghwyh puughpp puquuinudubph wdkbwdbs punghwinip pudwwpuph hwoddw
huunph htwn: Quwyws Epynt pughpibtpt § hwignid Eu puquuingudh pudwbwpup-
utph hwoqdwip, puyg wdkbwdks punhwinip puwdwwpuph hwpynudp Rfx], Clx]
onuljutipnid wykjh pupy juughp sk, pwt Z[x], Q[x], K[x] onuiubtpnid: Udkihl, wb-
quu Up pwth thnthnpuwlubbph puquigudutph hudwp wdkbwdbs pughwinip
pudwbwpuph hwoynidp sh puppuunud, pp Q nuonhg wuginid Eup R jud €
nuowntphl (nku 6.4.3 ti 6.4.13 wignphpdubkpp):

R Yud € nuownbph Jpu wpjws f(x) puqiuinudh wpdwnbbph dnnwdnp
hwyddwt mupptp dbpnnutp ol bu dwupbdwnhjuljut wuwihqh, puyht k-
ponutinh, hwoynnuljwh hwdwlwupgbph hongny.

7.6.31 Ophuwy. Ununnuh dkpnnp npybu dnnwpldwt «gnpshp» oguiugnpénud k
f(x) puquuinuuh qpudhlh snpwthnnp: Ywdwywlwh x, pyh hwdwp f'(x,) w-
dwgpup (xo, f (%)) Yhimd f(x)-h gpudhyht tnwpywd snpwthnnh kL Ox wnwig-
ph uquws wuljjub uhtintub b Uy onpwthnnp hwundnud £ Ox wnwgpht (x4, 0) Y-
wnud, npunkn
x1 = xo — f(x0)/f' (x0):
futh np f(x)-h Juppughdp xo Yhwnh ppgwluypnud «idwby» & onpuhnnh Jup-
pwgdhly, htwpwynp L, np x; Yhnnwd £(x)-h wpdtpt wbjh E Unwn 0-pht, put x, Yb-
nnd: Ruppp htigniyghwyny Yplyukng hwobip
Xk = X-1 = f (e—1) /' (xpe-1)
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wpdbipp: Zwdwpn wyu x, hwenppuljuinmipniup qniqudhumd b f(x)-h nptck wp-
dwwnh, kL qu poyp Enwhu gl f(x)-h Uninnwdnp $wjnnphqughube:

Puquuinudutph wpdwntbtph dnnnwynp hwpddwt wy dkpngubp tu Lwgbph
Ubpnnp (nbtu, ophtiml] (Forman, 1970), (Ralston & Rabinowitz, 1978)) ti Qtulhtu-
Spuniph wgnphpdp (Jenkins & Traub, 1970):



8 Apnpukph puquikp

8.1 Pnkwyih suhs puqunipniuikpn kL Spnpubph puqutpp

Qpnputiph puquitpp dudwtwluljhg hwipwhwyh wdkbwwpynibwydbn wign-
nhpdwut junnigyusputphg ki ‘Lpwbp juyunpkt punhwipwgunid tu vh puth
hwupwhwyin wygnphpdutp, wy pl{nuf puquutngudubph wdktwdts punhwinip
pudwbwpuph hwoydwt EYyhntuh wygnphpdp b gdwyhtt hwjuwuwpnidubph hw-
duunpgp thnthnowluwuubph wpunwpudwt dbpnyny nuskint wgnphpdp: Loyus
tpynt wygnphpdubtpt hpuphg wpnwpniun swwn wwppkp L, ntunp ujubkip npubg
hwdbdwwnnipinithg bt wojuwnbkup tjwwnb] wjiyhuh pughwipnipniuitp, npnup
hwqtgpt] Eu Qpnputiph puquyh hwuljugnipyuin:

TYhunwpytiup K quonh Jpw wipduws K[x] onuyh f(x), g(x) puquuinudubtph
d(x) = (f(x), g(x)) wuktwuks punhwinip pudwbwpupp EYhntuh wignphpdng
hwoybtnt puybpp (nku 2.5 wupwugpudp): Lwih np f(x), g(x) puquuinudubpp
tpyniut B pudwigmd Eu d(x)-h Jpw, tpubp gunjuind &b d(x)-ng sudws
I'={d(x)) = d(x)K[x] qiluwfnp hytwihb, npp punfugusd b K[x] onulh popnp wy
puqUutnudtphg, npnup pudwiynud i d(x)-h Jpu: Ujniu Ynnuhg, 2.5 gqupug-
pwdh (2.7) wyniuwlh wowehtt vinnhg htpwn k wikubly, np f(x), g(x) puquungud-
utipny sudws (f(x), g(x)) hpbwp wupnitwynud t f(x)-p g(x)-h Jpu pudwljhu
unugynn r(x) duwgnpyp. Epk f(x) = q(x)gx) +r(x), wmyu rx) = f(x) —
q(x)g(x) € (f(x),g(x)): Lnytu Yhpy (2.7) wymuwlh dhwgus nnnkphg Junw-
twlp, np (f(x), g(x))-hu L yuunuwind twbt Jkp vnwugws popnp r(x), r(x),
73(X), .., To1 (), 1, (x) dtwgnpnubpp, npuintn 7%,(x) = d(x): Unwunwd kup

(8.1) (F(0,9(0)) = I = (d(®)) = d@KIx]

hwjwuwpnipinitp, npp poy) £ nmwhu Epynt puquutnudabph wdbbwdbs punhw-
unip pudwwpuph hwpynudp dEjuwpwl) hbnbyuw) Yepy: Spdws & f(x), g(x) €
K[x] puquubipudttpny sudws I = (f (x), g(x)) hntwyp, b dkup wyy hnkwh hwdwp
guund kup «ubjh qwy» {d(x)} supy puqumpni: {d(x)}-t wkh ghpuguubh L,

280
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pwl {f (x), g(x)} duphs puqunipniup, pwtth np wytt dhuy kY mwupphg k punugus,
b I hpbwh guiiljugws A(x) puqUuinudh hwudwp Yupbh b dhwbqudhg uluhl‘
ulpr}]nap uylt wuwwnuwimyd k I-pht, ph oy (qu uujws k wyb putihg, ph wpynp h(x)-n
d(x)-h ypu pudwkihu unwgynn dbwgnpnp qpojuljui k):

Ujdd putiupljkup K nupnh ypw inpyus gduyhtt hwjwuwpnudubph

1%+ o+ Ay, = by
82) e

hwdwljwupgh nsnudp thnthnjumjuiiph wpnwpudw Ukpnnny: Gupwunptip wju
hwiwlwpgh wnnbph nuppulwi dAktwthnunipynibitph dhongnt, wyjuhtipti' ninnk-
pp nknuihnjubing, wnnkpp hy-np ny qpojuljut wjwjupipny] paqiugunlng
b1 winnbpht wyp ninntp gnudwpbiny (hwpwybu gputp hug-np ujwyuputpny pug-
dwyyunltyn]) Jupnnugh) up hwdwlwupgp phipk) wyighuh nkuph, np dkuwatnju-
Jwsd nnnkpp quuwnyg wybih nt wybih phy hothnpuowljuwbibp b gupnibwnod: Mwp-
qnipjul hwdwp Eupwnpkup, np Ybpohtt innnud duwgl) & Jhuyht kY thnihnpuw-
Jul, twppwybpohtt innpnid duwgky ki dhwyt Epynt hnthnpuwutiubp b wypb.

(C11X1 F CppXg Hovve e +Cinxy, = dy

C22X> Foe e +C2nxn = d2

33) Do T
l Cm-1n-1Xk-1 + Cm-1nXn = dm_1
CmnXn = A *

Ujunbnhg hwdwlwupgh jnsnudp gunynid L hwipuwhwjn tnutwlny. 4tpghtt nin-
nhg hwpyynid t x,, thnthnuwwuth wipdtpp, wyt mnunpymd £ twppwdbpehtt tinnp
ko L hwoyynid Lk x;,—; thnthnjuwluh wpdtpp: Ujuytu, swpddbtny tukpptihg yb-
ph, dEup Junwbwtp ponp x4, ..., X, thnthnjuwlubtbph wpdtpubpp: 8.8 wwpwg-
pudnud Uktup wyu wypnghup Yujwpwgpkup wytih pughwinip phwyph hwdwp, vw-
Juyt wyunky Ukq whwp k vhwyt puighwinip uljqpniupp pugunpnn wyju ophtiwlp:

Ujdd ujuwnkip, np (8.2) hwdwlwupgh wnnntpp Jupkjh b dbjuwpwit) K qguownh
Jpw nipyws n thnthnpowwbubph K[x4, ..., x,] onuih gdwjht puquuunudutph 1kg-
Uny: Gphk uwwhdwbblp fi(xq,..,x,) = aux; + -+ ayxy, — by (pnky i =1,..,m),
wyu (8.2) hmdwlwupgp hudwpdtp k

84
fm (g, ey xp) = 0
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hwdwlwpght: Loy Yhpy, Epb g;(xy, ..., x,)-n Bpwbwlkip (8.3) hwdwlwnpgh i-py
wunnhg uwnwgynn  gi(xq, ., Xp) = CXg Hoc e +CinXy — d;  puqUuununip,
wuyu (8.3) hudwljupgqu & hwdwpdtp ljhuh

85 e
Im Xy, o, %) = 0

hwdwlwpght: Yhunwpybup K(xy, ..., x,] oqulp I = (fi, ..., frn) hnbwp: Zwujwbwh
E, np Jtpp tpdws tpkp nhuh dktwthnjumpiniiubpp® winnbph wknuthnpunipniuik-
R, mnnkpp hus-np ny qpoyujut uujjupbtpny puquuyuwnlbip, mnnkpht wy vin-
ntp gnidwpbp (bwpwwbu ngputp hus-np ujupupubpny puquuyunltnyg) nw-
1hu Bt dhuyb wyiyghuh puquunudutp, npnup Yphht / hpkwihg G NMunh b
gi € I gmuljugws i = 1, ...,m hwdwp: Uniu Ynnuhg, pninp tpbp wmhybnph dbiwthn-
lunipiniuttipp hwjunwpdbkh B, ul]uhhph‘ tdwt dAbtuhnpumpiniuutpny gy, ..., gm
puquuinudttphg Yupkh £ uvnwbw fi, .., fn, puquubinudubpp: Ukp uvnnwtnud
kup htinbyuy huu]Luluulanp]nLhE‘

86) (foo oo fon) =1 = (g1, ., Gra),

npp owwn bdwl £ (8.1)-htt kL npp pny; k mwhu qdughtt hwdwuwpnidubph jnisnudp
dbjuwpwil) hbnbyw) Yepw: Spdws b £, .., fin € K[xq, ..., x,] puquuiqudubpny
Suqusd I = (fy, ..., fm) hybwyp, b dkup wyy hnkwih hwdwp gniund Eup «wdbjh juy»
{91, ) G} SUhs puqunipnil, npb wybkih qhpunuubih t, pwl {fi, ..., fin} Suhs pug-
Unipjniup, pwtth np bpwugnid x4, ..., x, hnthnpjpwwbtbpp guuuynpdus bu wyb-
whu, np nppwt Ukdwunid L i hunbkpup, wyipwt g; puquuinguunid wykih phy thn-
thnpuwubibp o dwubwlgnid: Uw htwpunpnipinit £ nwhu, twh, (oSt wbh
phs thnthnuwlwbtbpn] hwjwuwpnidbpp, wyw' wykh pun hnhnfwubitpng
hwjuwuwpnudubpmud nknunpt) wpnkt gnitdws thnhnfjuwjuutbph wpdbpubpn:

8.1.1 Thunnmipnih. Ok wdkbwdks punhwinip pudwiwpuph hwodwi Yy hnk-
uh wygnphpup b phb hnthnpwlwuitbph wpnwpudwy dkpnnny gdwhtt hwjuuw-
puudubtiph hwdwlwpgh jnwsnudp hwgnid G K[xy, ..., x,] onulnid wnpyws I hpntwgh
hwdwp «wykjh quy» Suhsutnh puqunipjut junnigdwup: Ujy wignphpdubpp bp-
Yniubt b popubiph puquibph jupnigdwt wignphpdutph dwubwynp phypbpt
tu: Uktup wyu Epynt dwutwynp wgnphpdubpht Yphht juigpunuebwip 8.7 yw-
npugpudh Jtpenid ki 8.8 yupwgpudpnid:

Uoyws Eplnt wgnphpdutpn niukt bwbt Uh wy) yupbnp puiphwipnipnit: BYy-
1hntuh wignphpuh wewehtt puynud Ukup f(x) «ququph» ogunipjudp tjuqkgunid
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klp g(x) puquubnudp wyl hnpowphinud Eup qpoyuljub jud wbih gusp wuwnh-
futh r(x) dbwgnpnny: Gpk wihqud g(x)-h wunhdwip hwjuwuwp k f(x)-h wunh-
Luthlt, wyw 7(x)-h wunhdwip hwunwn wykh guwsdp & Zwonpy puynud g(x)
«ququph» ogunipyudp unwtnud up 7 (x) dhwgnpyp, nph wunh&wbt wdbih gusn
E r(x)-h wunhdwuthg: Ujuwhuny, dkup Ejunwd Bup x-h wunhdwbbph «pwljui»

"> > >x2>x>x0=1

Jupquynpywsénipiniihg bt wojpwnnd kup unp 7;(x) puquubnudibpp unwbuyg
puwnr wykh nt wybkh gusp upglnph:

Unyh Uhpy gdughtt hwjwuwpnidibph hwdwlupgp jmskihu dbup, by,
f2r woor frn> puquuiinpudubpp f; «ququph» ogumpjudp thnppwphtinmd Gup wyughuh
puquuiinudtpny, npnip skt wupnibwlnud x; thothnpowuip: Chpenid uvnwnud
tup g4, ..., gm puqUuinudtpp, npnup wykih nt wykjh gudp «ququpttp» yupbh b
hwdwpky: Ujn pipugpnmid dkup Gjunwd Bup x4, ..., x, hnthnjuwljuubph «ptwuin»

Xp > Xpoq > " > Xy > Xq

Jupquynpyuédnipinihg: Pusybu Yukutkup hwenpy wupuqpudnid, upwip Unbin-
Uhw Jupquynpjuénipjut dwubwynp nhupkp ki Cunhwtnip ghypnid o dkup
wpjuwwnbnt Lup K[xq,..,x,] onuih judwjulut puquuinuditpp quuwynply
pun bdwb jupquynpyubnipjut bt hnbwjubph unp suhsubip lluanghL‘ wunhgw-
twpwp hokgubiny npuiig munhfwbubpp:

Uoywd hwuipglpp dkup ntumdbwuhpbint Gup htnbyw wdkh puighwiunip hwt-
puwhwoquljub juunghpubph mesdw dhongny: Gupwnpkup bhpuws K nuownh Jpu
npJwsd kR = K[xy, ..., x,] puquubinudught onuljp: Tthunwplkup.

Ppluybibph hwjuwuwpnipyul ubghpp: Spdws tu R onuiih [ tu J hnbwjubpp:
Nwpqby wpynp I = J:

Clpwhnlbuy jhaknt fubghpp: Spdws u R onuihh 1 b J hpbwjukpp: Mwupqby
ulpr}]nap 1<

Ppluyhl wunfwhkniyeyui ubghpp: Spdws t R onuijh I hnbwip b f wwppp:
Nwpqb) wpyn'p f € I:

Uju htnhpubtph jnsdwup dkup hwutubnt Gup dntndhwy Jupquynpjusnip-
July, Untindhwy hnbwkph, Fhpunth pinpbuh, yEpowynp puquyh dwuht Zhjpipnh

phnpbuh tr Pnipupbpglnh wignphpuh dheongny: Uy ptipugpnid dktp unnwbwnt
tup dkq hujnth hwbipwhwyyuwlw hwunbph junpp pughwbipugnidubp: Fpwtghg
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Uh pwthup hwynth dkpnnubph hkwwppphp pinhwipugmdubp kb: Ophtwl 8.4
wuwpwgpudnid dkup Yswinpwiwbp vh puquuinudp dh pwth puqluwiunudubph
hwonpnujwiinmipjut Ypw pwdwtbint dkpnnht, npt puigphwipugund £ puquiui-
nudtbpp wilniuny pudwibnt hwipwhwyun dkpnnp: Zkwwppphp k np, sthwjws
tdwt pwdwtdw wignphpdutp EYyhntuhg ujuws hwynuh Eu wpgkt qupkp ow-
pnibul, puquuinwdubph hwonppujuwinipjut Jpu pudwbint dkpnnp hujnbw-
phpdt £ dhuyt 1960-wljwt pyulwbttphi:

zZupgh hpdtwhwi mbuwlui yondp htugnud b puqiuwinudwihtt onuljukph
ynunbpwimpjut Jpw, hiyt ntuniduwuppyl) £ Y Zhphpnp Ynndhg nhn 1890-
wlwbttpht (Hilbert, 1890): AQpnputph puquibkph wnkunipiniup b nputp hwodbtnt
Pnijuptingbiph wignphpup wnwewnlyk) tu B. Pntjuptipgbph Ynnuhg b wpubtu tu
Unsyty hp nunigsh’ 9. Qpynplbph wuwwndhi (Buchberger, 1965): Qptpk dhwudwdw-
) ilwtwnhy junnigqusp L wnwewplyt) twbi 2. Zhpntwljugh Ynnuhg (qpuip
tw wiuil] b uvnwinupn puquutp) (Hironaka, 1964): Qpnputph puquubkpp
uljgpniupubpp tkpluw Eu twht L. U. @muntph wybh Jun hnpusubpnid (nbku
(TromTep, 1941), (Renschuch, et al., 2003)):

Ujpu quph tyuunwl £ nwy Sunputph puquikph nbuwuwb wdpnnpowlwh
hIllﬁlulLlIlIlnLIIE‘ ubkpunju) Yhpunth (Bddwb B Zhjphpnp phnpbdp: pwig Jpu
hinftn] wnwind ip Poijupbpgbph wignphpdp, Ypnplbph puqubkpp b wp-
tnwpudwb hptwubpp: pynputph puqukph nbunipjut wy qupqugnidubp Jupk-
1h £ gl hhnbyw) dbkbwgpnipynittipnud L quuwgpptpnid. (Cox, et al., 2008),
(Froberg, 1997), (Becker, et al., 1993), (Adams & Loustaunau, 1994), (von zur Gathen &
Gerhard, 2003), (Buchberger, 1985), (Buchberger, et al., 1983), (Jlarerues, 1988),
(ITarxpatses, 2007):

8.2 Uninuhw) jupquynpjubnipmiu

BGupwnnptup K nuwownh Ypwu nipjws b n thnhnjuwututph K[xy, ..., x,] onulp, npp
uwhdwttghtp 6.2 wwpugpunid: Muydwwynpytup x4, ..., x, hnthnpuuubttph
Unimupuy muduuty)

(8.7) Xy 2
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wpuwunpuip, npukn Ky, ..., k, wunhfwuwugnygipn juduyuljubt ny puguuwlut
wdpnne pykp ki Cun 6.2 wupugpudp umhdulhnu[hhph‘ (8.7) Ununuhwyp Yupkih
E hwdwpl] 1 gnpsuljgny dhwbinud: ‘Lywbwlkiup Ny = N U {0}: 6.2 qupugpudnid
wyuydwbuwnpyghtip @ = (kq, ..., k) € N Jupgqunpws n-juljut whjuik] wunh-
Sutiuyhtt EYunnp: (8.7) dnundhwp hwdwnnunnmpyub hwdwp tpwbwlbup x%: Zupdh
Eup wptnud wyl, np dnindhuyp dhwpdbpnpkt npnpymd & hp a = (ky, ..., ky) wunp-
Sutuyght yehunpnd, kL pp hwipy b, dkup dhown Yupnn Gup x*-u phipky (8.7) wikuph:

8.2.1 Opptwly. Gpk a = (3,2,4), wyu x* = xjxZx5: bul tpk B = (1,0,2), myuw
xP = x}x0x% = x,x3, ul]ullhph‘ wunhfwbwghtt Yykjunnph gqpoipjut ke Yupnn Eu
dwubiuygly kL qpojuljut Ynnpphttwnkp, npnig hwmdwywnwujpwt dnundhwinid
nju thnthnfuwlubp dwubulgnd  qpoyujul wunhdubng wyb «puguljuynid b:

‘Lwunpn wupugpudnid pipdus ophtiwljubkpnid wipugwhuwyn nkupny dwu-
twhgnud tp dnéandpuybbph Jupquynpywénipyuli Yud Jupgh hwpupbkpnippub
hwulugnmipniup: Gpp gduyhtt hwjwuwpnudutph (8.2) hwdwlwpgnid dkup, twfu,
x1 inthnjuwutit wpwpunid thup tphpnpy, tppnpn winnbphg, htnn x, hnpjuw-
Jutt wpunwpunid thup tppnpy, snppnpn winnbphg b, dkup h tjunp niukhup, np
twhuybu vwhdwi]ws b xg, ..., x, Untindhujibph aquuudnpmpiniis, wuhiph’
Jupgh hwpwpkpnipinii

Xy > Xy S>> Xplq > Xy,

pun nph dbp wpunwpudwb gnpénnnipjniip qunid b ks Unundhwjukphg ntwh
thnpp Unundhwyubpp: Lnyt Yhpy, Epp Uk x thnthnjowlwuh pauquubunudubph hw-
dwp BEYy1hntiup wignphpunud dhwgnppubtph ypuw hwenppupwp pwdwiting gunwd
Eup wdbih pupdp wunmhfwuttphg nhyh wykh gudp wunmhgwuubpp, whpuguhuwy-
wnnphkb htgnud Bup x-h wunhdwtphg juqudws dntindhwutph 4ypu jupgh hw-
pwpbpnipju Lh’lul‘
(8.8) > x> x> > > 1

UpJws tplnt nhyptpnud ) jupgh hwpwpbpmpiniup «<hipbwpbpupup hwu-
Jubuwih» E: Uwuy dh pwtth thnthnpuwljutiubkph nwypnid dhow sk, np wupg t, ph
nop dhwinwuubpp jud dnundhwjibpp whwnp E wgbh kS hwdwnk): Gupunpkup
K[x1, %5, x3] onuljnid nnpyws L
(8.9) X1X3X3, X1XpX3, X2, X1X5, X3, XZxs

Untndhwjubkpp: Ywpnn b ptwlwb pywy, np npughg wnwehtip ks t Epypnpnhg,
puyg hhzulhou hwubkdwwnt) dniutbpp: 2kug wyn quwdwnny k, np dh pwh thntn-
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houjuuh puquuunuwdbph hwdwp punhwinip ghypnd shw wjug winudh hwu-
Jugnipntl, husyku tokghtp twbit 6.2 wupwgpudnid: Lhs htnn Yunkuubkip, np gn-
mipjnil nikt oyws dntndhwjubpp upquynpbint mwpphp dtiikp, pun npnig
Jupbh £ juemgh) hpuphg nwppkpynn wignphpdbtp:

dtphhotp, np, tpk a = (ky, ..., k) € N§, myuw pun 6.2 wqupugpupnid uwh-
Uwtijws degy, tr deg hwuljugm pjmatkph’

degy, (xft ") = degy x® = k; bt deg(x - xp") = degx® = ky + -+ + ky:
Udbuguktp munh&with htin juwJws tppnpn ‘uzulhuﬂlnuIE‘
multideg(xf1 x’,ﬁ") = multideg x* = a = (ky, ..., ky)
(multideg -t ny pk phy E, wy) yEYunnp):

822 <Hwpdmpmtbbp. Zwpyk) degy, (i =1,2,3), deg tr multideg wunhdwlkpp
(8.9) Untundhwutkinhg jnipwpwtgniph hwdwn:

8.23 Jwpdmpnib. 8nyg nw), np judwjulwh x® b x# dntindhwiikph hudwp
multideg x* = multideg x# hwjwuwpmpnihg plumd b degyx* = deg, x# hunjw-
uwpnipniip pun guiugws x; hnthnpwljwh: bul npuig hwdwlwnpghg k) phanud
Edegx® = degx? hwjwuwpnipjniip: &hozm Et wpynp hwjuwpwl wugnidubkpp:

Lwh np n hohnjuwlutubph x* Unundhwp Jhwupdtpnptt npnpynud E pun hp
a wunhfwbught yEjunnph, Untindhwubph puqunipjut ypuw jupgh hwpwpbpnipe-
it vwhdwb)p hwbgnud E wunh&wiughtt JEunnputph N puqunipjut Jpu jup-
quynpyuénipjut vwhdwbdwl: Fuqunipjut Jpu npué dwutwlh jupquynp-
Judnmipjul, qéuyhtt jupquynpdudnipjut nt (hndhtt jupquynpjusnipjutt uwh-
dwinudubpp dkup wyuntn skup pugunptin, pwith np gpuip hwynith kb hwupw-
hwolh ti ghuljpbn dwptdwnhluyh tkpwédwljwt nuwupupwgutphg (nbu twb
(Beachy & Blair, 2006), (Cohn, 2003), (Cohn, 1965 ), (Kon, 1968), (Koctpuxun, 1977),
(Koctpuxkus, 2004), (Jleur, 1968), (van der Waerden, 1991)):

8.24 Uwhdwimd. Nj puqumpjut Jpu wpjwsd < hwpwpbpnipmniop Yonsynud

Unindhuy Jupquiinpywénieini i (Unindhuy Jupgh hupupkpnipinil), bph

M.1 < hwpupbpmpynip 7angha jupguynpdusnipynih b, wyuhupl
1) < hwpwpbpmpiniup géughplé Jupquynpusmpinit b judwyulub
a,f € N§ wunnhdubiughtt ijunnputph hwdwp winh mbh e < B, ¢ = f jud
B < a hwpwpbpnipjniutiphg Uklp b dhuy dklp,
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2) Nj-h gutjugws ny nuunupy A Lupwpuqinipnit niih fywqugnyi
wnwpp, m]uhhph‘ gnnipinit nith wytiyghuh vh ¢ € 4 wmunhdwbughtt Eunnp,
np gutljugwsd wy] a € A munhdwbughtt yEjunnph hwdwp p < a:
M2 ©GBph a<p, wyu juduulut y € Nf wunhdwbwht JEjunph hwdwp
a+y < f +y (apnbn wunhdwbwhtt yEjunpubtph gnidwpp hwuljugymd £ Ynnp-
nhtwwn-wn-Ynnpphttwn gnidupdwi hdwuwnnd):

Zundwpkp twbt x* < xf wju b dhwyt wyl nhwpmd, kpp a < B:

Uwhdwtdwu M.1 jtwnp tpwbwlnd E, np dkup dhon Jupnn Eip hudbdwnby
gujugws tpynt wunmhwbuwght yeunnpubp (Bt dntundhwiukp), pun npoud, Gph
npbtitk wignphpuh wonwwnwph pipwgpnid dkp wptunhwn swpdynid Gup wybih
uks Unundhwyutphg ntiyh wybih thnpp Unundhwyubpp, wyw wyy wpngbub hus-np
puynid wbwuydwt fubq Junith:

Uwhdwidwt M.2 Jtnp tpwtwlnid £, np < hwpwpbpnipniip hwdwdwutg-
Jws b Unundhwjubph puquuuyunljdut gnpénnmpjut htwn htnbyuw) pdwunny:
Bph x* < xP, wyu juduwyulub x¥ dnundhuyh hwdwp nbnh nith twbe x*tY =
x%Y < xPx¥ = xPY (qupq t, np Untindhwiibph puquuyuniut dudwiwl wu-
nhdwtwgnygtph Ynnpphttwnubpp gnudwpynud Gu):

8.25 Ydwpdmpnil. 8nyg g, np nwhdwidwi M.1 Jinnd hhpwnwuldus tju-
quqnyi tnuppp dhwli b

Nnpny puwbwdbibpnid gpundwb hwpdwpnipjut hwdwp upkh £ a < g jud
x% < xP hwpwpbpmipniuubpp gpby twb § > @ Jud x* > x# nkupkpny:

8.2.6 Ophuwl. Ununvhw) jupquynpjudnipjut wdktiwwywpq ophptiwlp tuipdws k
ULy thnthnjuwwith Untindhwjkph Yypw (8.8) puiwdbibpny: x¢ nkuph wunh&wiik-
np (i = 0,1,2,...) thnyht jupquynpyws b b, bpk xb < x/, wygu ub xHHF < x/tk:

8.2.7 Ywpdnipinit. Lwjnpn ophtwlh uUnunvdhwjubkph Jupquynpjusnipjuup
hiswhuh” jupqudnpyusnipynih b hudwywinwurubnd Ny puqunpyub Jpu:

Ujdd wbigukup dntnvhw] Jupquynpjusdnipjub tplp Jupbinp ophtwljutph
uwhdwtnidubpht:

8.28 Uwhdwlnmd. Nj puqunipjul «, f wunhdwbuyht JEyunpubph hwdwp vwh-
dwbklup a <j f, bipk @ — f yEjunnpulju nuppbpmpju wpwehtt ny qpojuljut
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Ynnpphbiwnp puguuwfub b (wunhwbwghtt yEunnpubph wuppbpnipiniup hwu-
Jugynid t Ynnpphtwwn-wn-Ynnpghttwn hwitdwt hdwunny): Zudwywnuwuuuwt
Unundhuyibph hwdwp vwhdwibip x* < xP, bpp @ <jex B: Uju Jupgh hwpwpk-
puipjnibit wwukp jpupfngpuppuui jupquynpjudnipinih (hwdwpmn' lex):

«Lkpupngpubhwljuti» mbkpdhtth hdwuwnp hwuljwbwh b Jejunputpp hwdb-
dwnmu kup wjtygbu, hisybu punwpwith punkpp bpyne JEYunnpitphg dks b wyh,
nph wnwehtt Ynnpphtiwnt wybkih Uks E: bull Epk JEjwnnpubpt niubt Jhkitingt w-
nwohtt Ynnpnhtiwnp (ul]ullhph‘ npuig nwppbpnipniup qpoyuljut k), wmyw hwdb-
dwwnnud Gup Epypnpn Ynnpphttwnbbpp by Ujuybu ghnwpybng pninp Ynnpph-
Lwinlibpp Uklp Jud Yuupgbip, ph np JEunph Ewdbih Uks, jud b junwbwip,
nn YEjunnpubpt hwjwuwp B

8.29 Ophuwl. K[x;,x;, x3] onuijh hwdwp wunhdwbwght JEjnnputph puqunipe-
mitp Yihth N3: Qrunh (8.9) Untindhwjitbph wunh&wtughtt YEnnpibpp Yihukh
(1,2,1), (1,1,1),(0,0,2), (1,2,0),(3,0,0), (0,2,1): twuwynpkup npuip puwn lex-h
uquwl’

(3, 0' 0) >lex (1' 2' 1) >lex (1' 2' 0) >lex (1' 1' 1) >lex (0’ 2' 1) >lex (0, 0' 2):

Cunn wynU X7 >jex X1X3%3 >iox X1X5 >tox X1X2X3 >lex X3X3 >lex X3: Punwpuih nkp-
dhtuttipny uw Yupkjh £ hwuwiw wpuybu. Gpk hwdwyuwnwujuwkgubup x;-hu
«u» nunp, X-htt «p» nunp, x3-ht «g» twunp, wyw huybpkt pupwpwinid hwudw-
wuwwnwuhiwb hhig puntpp Ynuuwdnpyti

muw

WPPRq

Wpp

Wpq

Frq

qq
hwonpnuljwtntpyjudp:

8.2.10 ughp. 8nyg wwy, np lex-p Untnthwy Yupqunpyudnipmib b Snignid
bph @ <iex f, wyw @ +y <ex f +y, putih np, y-h Ynnpnhtwintitpp htppny a-h b
B-h Ynnpphttwnubphtt wybjugubny, dkup skup thnpunid nmwuppbpnipjut wdktw-
wnwoht ny qpnjujub Ynnpphttwnh tpwtp: Lhnyght jupquynpuwsdnipinitip gniyg
wnwihu hwoyh wnbk], np n-p yipowynp t, hull No-h ypw unynpujubs < hwpwpk-
pnipjniup (hnyghtt jupquynpusnipinit k:
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Cun lex Jupquynpyuénipjut dntundhwjitpp hwdbdwwnynid Eu punn hpkug
«jqpimjut dwubkph», pug npmud, Unindhwh wunh&wp npnohy nhp sh juwnw-
nnid: 8.2.9 ophtiwynid snpu thnthnjuwlwh wwpnibwlng x;,x5x; punp (x,-p Epynt
wiquu E dwubwygnid) wbjh thopp bp, pw wykh gusp wunh&wbh’ kpkp tntn-
hwul qupnibwlng x3 punp: U;llh]_lﬁl‘ x3°%3° <jex x1: Umjuylt npnp wignphpuitk-
nh jurnigdwt hwdwp wthpwdtown  wbih Ukd ntp ounpht) Unundhwih wunpdw-
uht: w wpynid E wunhdwuwght (kpupingpubhuljui jupquynpjusnipjut dh-
ongny: et a = (ky, ..., ky), wyu wuydwiunpdbup pwbwlly || =k + -+ kg
Uy ntiygpmd degx® = deg x*v--kn) = |q|:

8.2.11 Uwhdwimd. Nj puqunipjul o, f wunhdwbuyght JEjunputph hwdwnp vwh-
Uwtkup a <griex B, tipk |a| < [B] qud |a| = [B] bL @ <jex f: Zudwyuinwupiwt Un-
unuhuubph hwdwp vwhdwbbbp X% <grex xP, kpp @ <griex B: Uyu Jupgh hwpwpk-
pupniit wiwubbp wumpdwbuyhpl jEpuplingnuppului Yupguynpyusdnipintl

(hwdwpnwn' griex):

Cuwn grlex Jupqunplusnipjui twh, hwdbdwnynd ki dniindhwibph wu-
wmhdwtbbpp, L wykh dES Eu hwdwpmd wykjh pupdp wunhdwb nitkgnn dnbin-
dhwp: Gpk wunhdwutbpp hwjuwuwp b, wyw dnindhwjibpp hwdbdwwnynud Bu
puwn lex upqunpyudnipjub: Zuuubgh B np x3°%3° > g0, x5

8.2.12 Juipdnipjnri. (8.9) Unundhwutpp puuwynply pun grlex jupguynpusnipe-
jutl’ ijuquwb jupgny:

8.2.13 unhp. 8nyg wwy, np grlex-p Unuindhwy Jupquynpyusnipynib b Snignid ‘
oquyt) 8.2.10 juinph gnignivhg:

Cuwn nhpubpmd oqunuiljup k twbt jupgh hbnbyw hwpwpbpnipiniin.

8.2.14 Uwhdwunwd. N puqunipjul @, f wunh&wuwght JEjunnputph hwdwp vwh-
dwbiklp a <grepiex B, bpk la| < |Blqud [a] = || L a >, f: Zudwyjuinwupuwt Un-
tnuhunubph hudwp vwhdwbkip x¥ <greppex xP, bpp « <greviex B: Ugu uupgh hw-
pupbpnipniut wwubp wumpdwiughl hulunupd jEpuplngnuphului Yunp-
qunpiwdnipym i (hwdwenn' greviex):

Cuwn greviex Jupquynpuédnipjui, hsytu griex-h nhwpnud, Ypyhtt twpu hw-
dbdwwnynid ki dnuindhwjubph wunhgwbbpp, bt wykh dbs £ hudwpymd wbih
pupdp wunhdwb niubkgnn Unundhwp: Puyg Eplk wunhdwbubpp hwuwuwp B,
www Unundhwjubpp hwdbdwwunydnud &b pun lex-h hwfupupd Yupquynpusdnipe-
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jmit. wybih Uks b hwdwpynd wyt dnundhwyp, nptt wtih anpp £ pun lex-h:
grevlex-u wykih hwupdwp b wyu phwypbpnud, Epp dntindhwjubpp hwdbdwnbihu
wlhpwdtown k nipwnpnipiniip JEunpntwgub] npuug 4ipghtt dwukph gpu:

8.2.15 Jupdmpmnil. (8.9) Ununvhwjubkpp nwuwynplk; pun grevlex—h‘ juquub
Jupgny:

8.2.16 Jupdnipni. 8.2.9 ophtwlnid phpJws pwnbkpp nuwuwynpk] pun grilex-h,
wuyw pun greviex-h ijuquulb Yupgny:

8.2.17 vunhp. 8nyg wnwy, np greviex-p Unundhw) Yupquynpjuénipinih b Snigni ‘
oquyt) 8.2.10 juinph gnignivhg:

Bpt grlex-hg pugh phunwpyynud L tpu hwjunupd greviex Jupquynpyuw-
Snipnibip, www Jupnn b uyguubh pduy bwbl lex jupquynpjusnipijut hulju-
nupdh putwpynidp: Uwuy lex-h hwijwunupdu pughwinip phypnid dnindhuyg
Yupquynpqusnipnit sk:

8.2.18 unhp. Uwyugnigh), np lex-h hwjunwpdp (hndht jupquynpyusnipinil sk:
Snignid ‘thhL hpwnhg nmuppbp wunpfwbwghtt yEjuinputph tugqnn wudbtpe hw-
onpruljwtinipinii:

Gpupdwt hwdwenunnipjutt hwdwp yuydwiwynpyktp wjunihtnbtt Yupgh
hwpwpbpnipjut wuniup sqpl] > e < uhdynjubph hugkpunid: Ophtwl, tpk tw-
huwytu tpdws E, np gnpsd niukp greviex Yupgh hwpwpbpnipjub htiwn, Yqpkup ny
PE <greviex> W] <:

Zuuwuwyh E np pipdws Jupgh hwpwpbpnipiniittphg mupupwgnipp juju-
Jws k twbt wyb pulihg, ph hiy hEippuljwtnipyudp Eup h uljqpuit nuuwynply thn-
tnpuwlubtbpp. Gpk hwdwpbup, np x; > %, > x3 > jud x >y >z > -, myu
Junwbtwip lex, grlex ti grevlex Yupquynpjuésmpniuutph dh mwuppkpuy, huly
bpl pugmittp x; <x; <x3 < Jud x <y <z <., myw huwduyunuuppwb
Jupquynpyubnipiniubpt b wy Yihvbu: Udkh wiqud thnthnpwlwbibph puuw-
Ynpnipjut dwupt shpyubnt hwdwp wuwydwbwynpdtup, np tpt wdjuy puungpnid
uyn dwuht hwnnty sh toqus, wmyqu x; > x, > x3 > bix >y >z > -

Ptpjws Jwpgh hwpupbpnipymibitpp, b phu wy) pughputph, oguugnpsymd
Eu wjuy puquuwinudh vhwinudubpp jupgquynplint hwdwp: Pusytu upkghup 6.2
yupugpudmd, a = (ky, ..., k) wunhwbughtt JEjunph hwdwp (6.10) dhwigudp
Jupkih E wowbwlby agx®, htusp wybkh wdwt E x¥ nbuph Untundhwjubpht, npnup
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puliuplynid kb wyu wywpugpupnid: Cunn wynd” (6.11) pighwinip nkuph puquwb-
rpudp Juptnugpyh
(8.10) f=f gy xy) = Z agx®

a€s
wbupny, nputn S-p wunh&wtughtt Yeunputph dh Jipgwynp puqunienit b N§
puqunipyut judwjulwub Jippuynp S Gupwpwuqunipjut hwdwp vwhdwignd
(8.10) mkuph vh puquwunwd kL hwljunwlp: Gpk a,x*-u f-h dhwingudu k, wyw
x%-u Juijukip f-h Untundhwy: f-h apx* dhwigudutpp tJuquub jupgny quuw-
Ynpkup pun hudwywwnwujuw x* Untindhuwubph jupquynpjusnipyui:

8.2.19 Opptwly. Gupwypklp Ukq npqws k f = 7y5 — 3xy + 2x + y?z3 + 2yz + 3 €
K[x,y,z] puquuinuup: Cun lex Yupqunpludnmpjul f = —3xy + 2x + 7y° +
y?z® + 2yz 4+ 3: Unwghtt wbtnmud L —3xy dhwbnuudp, puth np xy = x'y'z% >
x1y%z°% = x: dkpohtt nknnud k 3-p, pwtth np x°y°z°%-p Untindhwikphg thnppugnijh
E: Cun npnud, f puquuinudt niuh Eppnpny wunhdwuh Epynt hwn dhwiugudubp,
npnup wju gpnipjul Uky hwunhynid tu kplpnpn Gt wpwghtt wunhgwth dhwi-
nudutphg htwnn, pwtth np ykpohutkpu ujuynid tu x-ny: Gpk wugutup griex-ht,
ynitkwbp wpnkh f = 7y° + y223 — 3xy + 2yz + 2x + 3, hish wykjh hwlui» k
pynwd, puth np wykh pupdp wunmhfwbpny vhwinwdubpp qpus Eu ulqphg:
bulj pun grevlex-h junwbwbp f = y?z3 + 7y° + 2yz — 3xy + 2x + 3:

Ujdd wippkt Yupnn Gup tbpunist] dh pwth thnthnpwlwih puquuinudh w-
Jug wunudh, wjwg gnpsuljgh by hwuljwugnipnitubpp, npnup sfupnpuguip
uwhdwl) 6.2 yupuqpudpnid: Ujp hwujugnipniabpp vwhdwigbne bu pun tw-
houygtiu $hpugus < Unundhw) jupquynpjusnipjub, npp jupny k hul), dwubw-
Unpugbu, <jex, <griex» <greviex yupquinpiwénipniitphg nptak dklp:

8.2.20 Uwhdwinud. Bupwnypkup vwhdwiudws t K nuownh Jpu nipdus K[xy, ..., x,]
onulp (bt Nj puqUnipjui) nphitk < dnindhwy jupquynpjusnipinit: Uy nlypnid
f = XaesAgx® ny qpouljul pquulhr}uldb‘ punn njju] jupquynpusnipjui
wijuig Unimdpuy t Ynsynid wy x* Untndhwyp, npp puqUuinudh dnundhugutphg
dbidwgnyt £ pun < Jupquynpjusnipyui: Ujn tpwbwlynud £ Imf: Gph x*-u f
puquuinuuh wjug Untndhuyb k, wyuw huduyuwnwujuwt a,x* dhwbngudp Yns-
Unud & wyjwg dhwinud b wpwbwlynud Itf: bull hwmdwywwnwupjuwl a, gnpsuljhgp
Ynsynud b wifuug gnpéwfhg b wpwbwljynud Icf: Gph a = multidegx® = (kyq, ..., ky),
www bpwbwlynd E multideg f = a = (ky, ..., ky,):
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NMwnq L, np lef - Imf = Itf guuljugusd ny qpnjuljubs f-h hwdwnp: Im, It kL e tow-
twlnidutpp «eading monomial», «leading term» ti «leading coefficient» inkpuhuukpp
hwwwynidubpt Eu: Gppldl, tpp hwply (huh otownky, pk pun np Yupgh hwpwpk-
poipyul ko bbpunmisl) wyy bowbwlymdubpp, Ygpkup, ophliwly leof Yud Itgriexf
e 8.2.20 uvwhdwtnudp pipdtg ny qpnyujut pmquuiinudh hwdwnp: Gppldt npny
huunhpubpnid wytih dhophtiml dAbtwybkpuynudutp vnwbwne hwdwp vwhdwinud
L 1t0 = 0:

8.2.21 dwpdmpnil. 8.2.19 ophttmljh puquuinuuh hwdwp k) Imf, Itf, lcf t
multideg f wpdtputipli puwn lex, grlex L greviex yupquynpyuénipniuttph:

8.2.22 Juipdmpnil. f-ny wpwhwll] (8.9) Untunvhwutpnh gnidwpp tr npu hwdwp
hwoyty Imf, Itf, Icf kL multideg f wpdbtputiphi puwn lex, griex ti greviex yupquynp-
Judnipjniuttph:

8.2.23 Jwpdnipni. £Fhipk) f puquuinudh ophtiwly, nph vhwinwuh nuuunpnip-
mnitp dhbiingt & lex, grlex b grevlex Jupquynpjuwsnipmibttph nhypnid: Uwu-
twynpuwtiy, Imf, Itf, lcf wpdtpubtpp wuwh §huklu nputg pnnpnipiniuhg:

Zhnbywy pkp wugnmudubph wywgnighp htow L, b Jkup npuup phpnid Gup
futinph nbkupni].

8.2.24 unpp. Spdws Gu K[xq, ..., x,] onuih judwjulwl f,g ny qpnyuljub pwg-
dwinwdubpp, hull K[xy, ..., x,]-h Ypw vwhdwidws k nptick dnundhwy jupguynp-
Judnipinil: Uy nhypnud.

1) Sknh muph multideg(f - g) = multideg f + multideg g hwjwuwpnipyniup: Snignid
hhzulhou Eu hpwp htn pauquuuuunlynud £, g puquuiqudutph wjwq winuwdubkpp:
2) Gph f # —g, wmuyyw multideg(f + g) < max{multideg f, multideg g}: Smgmzf b‘uﬁf
huwjwuwnp Yihtp f + g gmuduph wdwg winudp: f # —g wuydwup pipdws k, np-
whugh umuunhblp f + g = 0 nwphg:

3) Gpt multideg f # multideg g, wmuyw multideg(f + g) = max{multideg f, multideg g}:

8.3 hpunih jEddwi unuindhw) hnbuwgbbpnid

Qpnputiph puquitph nkuwjwt hhpdtwynpdwi hhdtwfwi hwunbkphg dkyp kp-
ounp puquyph dwuhtt Zhiphpnh phopkdu E npp guownh dpu Ukl hnthnjowlwih
puquuinudutph gijuwynp hntwjubph dwuht 2.5.8 pinpbuh juy puighwipugnid k
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(nku twbr 2.5.13 phopbdp): Zhpkpnp phinpidh wywgnygh hphdtwlwi dwup
htuynud E unundhwy hntwukph b Yhpunth (kddugh Jpu:

83.1 Uwhdwimd. K nquonh Ypu wnpjus K[xy, ..., x,] puquuinudughtt onuljh 1
hntwyp Ynsynud b dnéndpuy pnkuy, bphk wyt Suynid E dnundhwtubph npbik puqunipe-
judp. gnynipynit niih Ng-h wytighuh U 4 Bipwpuqunipniy, npl = (x% | a € A):

I = (x| a € A) hauwuwpnipniip wbwlnmd & np judwywlub f € 1 pug-
dwnquuh hwdwp goynipnit nibkt JEpowynp pwhwlnipjudp a4, ..., ¢ munhdw-
twyhtt yEunnpubp b by, ..., A € K[x4, ..., ] puquubnudubp, np

N

(8.11) f= hix®,

i=1
Pwlth np jnipuwpwignip x% dntindhwh b gubiljugws a,, € K ujujyuph hwdwp
Agx“ dhwtnudp (x* | @ € A)-hg E, huly (8.11) nkuph gnidwph jnipwpwbsjnip gni-
dwpbknt wpununpup pugkinig hinn qupdjuy x%-h Jpu pudwiynn dnundhuy-
ubp ki unwgynud, nhn huwnwl sk, pt htyny i dntindhwy hnbwjubpp wwppbpynud
dtwgwsd hpbwjutphg: Niunh phpbup hntwjubph opptiwlutp, npnup dnundhwy
Y ns.

83.2 Ophuwl. K[xy, ..., x,] onuynid ytpgubkup I = x1K[xy, ..., x,] gijuwynp hpbwp:
Ujuhwynnpkt wjut punugws b qpojujut puquuiinudhg bt wybyhup puqiub-
nuudubphg, npntg pninp vhwtnudubkpnd ny qpnjujut wunhdwiny dwutwlgnid k
x1-n: Zmuwtwh £ np I-u x; dnindhuyny $tdws hnbwgh b Uy ophiyukip Yupkih
E unwtwy x;-p juduwyuljui x* Unuindhwiny thnjuwphubjne nypnud:

Udtih htnwppphp £ unnwbiu hwwupwly punyph ophtiwl.

8.3.3 Ophuwl. K[x;,x;] onulnud ykpgukup f =x; —x, puquuwunudny sujwd
I ={f) = (x; — x)K[x1, %] qluwnp hnbugp: Lwh np /-o wupnibwlmd £ fp,
www Untndhw) hnbwy (hubnt ghwypnd /-t whnh yupnitwfbp twbt wjiyhuh
x%, ..., x% Untundhwukp, np f-p npng Ay, ..., hs € K[xq, x,] puquugqudutph hwdwp
wpunwhwjndbp (8.11) gnudwph wbkupny’ x; — x; = Ay x% + hyx*2: Uw Jupnn bp
htwpwynn 1huk) vhuyt snpu nhwplpnid.

1) tpphy = x4, x¥2 =1, hy; = —x,, x%2 =1,

2) tpphy =1, x* = x4, hy = —x,, x%2 =1,

3) tpphy = x4, x*1 =1, hy = =1, x%2 = x,,

4) tpphy =1, x* =x4, hy = =1, x%2 = x,:
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Unwght tpkp nhwpkpp dhwiquuhg jupkih £ whnbkub), pubh np ek I-u yupnt-
twlh 1 dhwynpp, mww I = K[x4, x;], histh wthtiwp &, pwtth np /-t wjuhwjnnptu
sh yupnitwlnid qpnjhg mwppbp ujujup puquutquditp: Tthugws ghypnid ni-
ukp, np /-b wupmbwlnwd £ x; Jud x, dnindhwjubpp: Hw inyuybu wihbwp
pwih np f = x; — x, puquuinuuny sudws gjuwynp hnbwih pnnp mwuppkpp wh-
nh pudwbgkt f-h Jpu: Zwjwunipnibbpp gnyg G mwhu, np /-t Untndhuyg
hnbu sk

83.4 Ydwpdmpmnil. Spyws b K[xy, ..., x,] onuljh ny qpnyuljuts I hntwyp, ptg npnd,
hwyntuh E np jnipupwtsimip f € I puquuwbnudh hbwn dhwuht /-t qupnibwlnud £
upw ponp Uhwbinwdubpp: Unundhuy l’lI}hlllo]_ E wpmynp I-u:

Zhnbywy upbinp (kddwb ny vhuyb tjuwpugpnid | dnundhwy hpbwubph pug-
dwtunudubpp, wyikt oipninud E wytt jnipwhwwnynipiniup, nph ounphhy Untindhuy
hntwubpp hwpdwp odwinuly gnpshp i qpununid dhwgus hnbwjubph ntunidw-
uhpdwt hwdwp: Pusybu wnbub) Eup twjunpy gnijuubph puquuphy ophtiwluk-
npnud, tpk I hpbw)p $udnuwd £ npny g4, g5 ... € K[xy, ..., X,] puquuunudubtpny (ns wb-
wuydwb Unundhwjubpny), wyw npkiik £ € I puquuwingudh vhwigudutpp jupng
ki own phy Yuwyws 1huky g4, g7 ... puquuinudubph b gpuitg dhwigudubph htwn,
pwith np puquuunudubph puqUuyunidui b tdwb winpudubph Jhugdwb pu-
pugpnid swn put Ypdwuynid E: NMupqynid k, np Unbindhw) hpbwutph ntypnud
wyn Yy wfih ubpun
8.35 Luddw. K[xy,..,x,] oqufp I = (x*|a € A), A € Ny unindpuy hpkuyh gul-
fugus f = Yges aﬁxﬁ puquwinudh jnpupuisnip xP dnindpugp pudwinind F
nplik x% unbndpugh Jpu (@ € A):

Cuwn (EUdugh’ f puquubquip vnwugdmd £ Uh pubh x%, a € A, Untundhuwjubp
K[xq, ..., %] onuljh wy dntindhwittpny puquuyunybiny, b Jipgubing uvnnwugdus
wpunugputtph gdwyhtt Yndphtiwghwt pun K nupwnh ujwjjupubph: Uwubwyn-
puybu, tpk f-u hupp Unundhuy k, wyu.

8.3.6 Zbhwbiwbp. K[xy, ..., x,] onulp I = (x* | a € 4) Unundhwy hnkwiht (4 € Nj)
wuinlubng gutjugws xf Untindhwy pudwigmd E nplik x* dnindhwih (« € A)
Ypu:

8.3.5 (hudwgh wuwywgniygp: Cunn (8.11) pwbwdbih niukup f = Y-, hyx®*, npntn
hy,..,hs € K[xq, .., x,] BL aq, ..., a5 € {x* | @ € A}: Pnnp i-tph hwdwp h; puquub-
nudttph Jhwinwdubpp htppny puqluyunljtng huwdwywnwuwt x% dnin-
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dhmfuhpnq‘ Junwbwip Jippwynp puwbwynipjudp vhwunudutp, npnughg jnipw-
pwisinipp pwdwdmd b {x* | a € A} Unundhwjubphg wetduqu dyh Jpu: fp
unwbtwnt hwdwp phe ywhwnp k wyny dhwinudutph gnidwph dke tdwb winudubph
dhwgnid Juwnwpky: Uy pipugpnid Jupnn Eu thnpugt) dhwigudutph gnpswilhg-
ubpp, hull npnp dhwingudubp Jupnn Eb whqud jpgungdl: Fuyg wyn ppwugpnid
unp Untindhwjutp skt uvnwugynid: =

8.3.5 (kddwt pnyy E nnwhu dnindhwy hpbwjubpp tyupwugpt) hbnbyw) gpudp-
Julwi bqutwlny: Gph I = (x% | a € 4), wmyw x* dnundhwh htn Jhwuht 7 ppbw-
Ip wupntbwlnud £ bwbe ponp x%xY = x**Y dntndhugbbpp: Bpl x* dntndhwyp
ubpuyugutup nputu n swhnpulwbinipjut mupwsnipjut Uky vh ququpe, nph
Ynnpphtwntbph n-jujp hwduwuwp £ @ wmunhdubughtt JEyunnpht, wyw x**Y dn-
undhuyutpp Jubpuyugdti wyt YEnkpny, npnug pnjnp Ynnpghtwnttpp ks jud
hwjwuwp kb x*-h Ynnpyhunbibphg @ +y € a + N§:

Ununuhuwy I hptwih pojnp dnbindhwikpp
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ 4 (] [ L [ ] [ [ ] L ]
[ ] [ [ ] [ ] ® [ 3 (] (] [ ] [ ] (] L] [ ]
[ [ ] [ ] [ ] [ ] [ J [ ] [ ] [ ] [ [ ] [ ] L
. . . . . . . ’ . . -
(7,9
[ ] L] [ ] [ ] L] ® [ ] ° L] ® [ ] (] [ ] [ ]
@7

® [ ] L] (] ® [ ] [ ] [ ] [ ]

® [ ] [ [ L [ ] [ [ [ ]

[ [ J [ ] [ ] L ] [ [ ] [ ] L

‘ 0 Y Y - Y rY 0

(8.3)
6o o o o
(12,2)
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Ophtwly kplnt thnthnjuwlwitbph nghypnid x** dntindhwybkpp Yubplujwug-
kb wyl Yhnbkpny, npnup puws i x*-h ququphg «gbuyh we b yhpkw (nku ykpp
pipjws wuwwnybpp): {x* | @ € A} puqunipjut mpupwiymip Untndhwih hwdwp
upkiup x* quuqupp bt npuughg mupuwpwisiniph hwdwp upkup hpkuhg qbtuyh we b
Jtpbw puus Yhnbkph puqunipmniup: Udkt jEnht hwdwywnwupwiund £ dh dn-
undhuy [ hpbwnud: Upy dnindhwp puquuyunlting K gupnp httwpwynp pojnp
ujupupibpny junwbwbp dhwinudibph dh puqinipgnia: Cun 8.3.5 (kudwgh’ 1
hptwp punugws k tdwt dhwinwdubph htwpwynp pninp gnidwputphg:

dkptth Wyupnid wuwnlkpws b K[x,y] onuynd {x?y’, x7y°, x8y3, x12y?}
Untindhuwyubph puqunipjudp $tdws dnundhwy I hptwh ponp dntndhwbbpp:
Uoywd snpu Untindhwjkphg wdkt dkjht hwdwywnwupjwitgws t Uh ququp:
Udkt ququph hwdwp tpqus E uyh Yhnbph puqunipiniup, npnip gunbynud L hpb-
uhg «qiyh we b1 niyh Yhpkr: Uy snpu puqunipinibubnh uwingbpugddus dhwn-
pnudt B, np punugws k I-h popnp Unbindhugikphg: Cun npoud, x7y® dntindhwgh
hudwywnwupwing ququpt hupp pujws t undbpugdywsd hwwngwsdnid, ntunp
upw sunphpy unp ququptbp skt wdbjwnud:

8.3.7 Ophuwl. Unundhwy hnbwp tpwswth yuwlkptnt dh ophtiwl thnpdk) Lup
ubpuyugul] wju gqpph Juquht: Rlx,y,z] onuinud phwwpybup I = (x6y120,
x*y*z*, x%y®z') hnbwyp: x*y*z* + N} Ykwnbkph puqunipjniip quntpyws E jupdhp
gnyjuiny. nu wyl «uifkpe UES unpubupnh dh wilpnitbs b npp hbgmd | x*y*z*
ququpht: x°yz° + N} Ytwnbph puqumpiniip toqws | juwynipnny, huy x%y°z* + N3
Ykinkph puqunpiniip uyhuwlng: “putg Uhwynpnudp I hpbwih pojnp dnindhwy-
Ubkph puqumpiniul b bybwp punugus t R-hg Jkpgdus qnpswlhgbpny Jup-
Upp, jugmyn b uyhinly ququpltph Jpgunjnp gdwiht Yndphtwghwbphg:

Cuwn 8.3.5 [kdduyh’ Untinudhwy hytwgp Yupkh b dhwpdbpnpbl Jpuljuiqity
tjutny hp Untindhwyubkphg: Nirunh uvnwbnd Gup.

8.3.8 Zhwbiwmbp. Untndhwy hpbuybbpp hudpijunud &b wyt b dhuygh g ghw-
poud, tpp bpwp wupnibwlnud B dhtitinyg Unindhwyubpn:

8.3.9 Ivuphp. Ljwpwgpl) kY thnthnjuwjuih puquuwinudubph K[x] onuljh pnjnp
Untindhwy hpnbwkpp: Fpwthg oqunkny wupqby dnhm[hulol E wpmynp x% + 1 pug-
dwunuuny $udwé hnbwp:
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Ujdd Uktp Jupny Lup wugut] hbntiyu) thwunh wuwugnyght.

8.3.10 Ltddw (Fthpunth (bddwi). K puowp Jpw npgus K(xq, ..., x,] oqulh Judur
Juwlhuwl I = (x* | a € A), A € Ny unbndpuy phplkuyh hwdwp A puqunipmniip wuwpni-
bwlnid F uyhghup  ay, ..., a5 € A wumpdwbuyhl JEQunnpllbp, np I = (x*, ..., x%):
Uwubuwinpuybu, juduywlul dnbndhuy hnkuy JEpounnp Shjwés E:

Uyugnyg: Yhpwnkup hunnijghw pun puquuinudubph n wunhdwuh: n =1
ntypnud wunnidt wljuhwyn E, pwth np dnundhw) hpbwnud Yupkh b 4bkpguty
Juqugniyt munhdwh Unundhwip (nku 8.3.9 unhpp):

Gupunpkup, (kddwt wyugnigqus k n-h hwdwp G hwdwpbkup, np I-un + 1 tho-
thnpjumjutttph K[x, ..., X5, y] puquuinudwihtt onuljhg k (tinp wkjugwsé thnthn-
hwfubp towbwlmd Gup ns pk 41, wyy y): I-h Untindhugkpp mkh x4y ? inkupp,
npukn @ € N§ b d € Ng: Pnnp wynujhuh dntindhuyukph @ wunh&wbughtt 4Ejunnp-
ubiph puqunipniip tywbwlkup B b ghuiwplkip L = (x¢ | @ € B) Untuindhw) hnbwyp:
Cuwn hhr}nﬂlgbul]h‘ Jupkh E pnply Jepowynp hwn  ay, ..., @y € B wumnhgwbiughh
JEyunnpukp, np L = (x%, ..., x%): 8mpwpwisymp x% untindhwih hwdwp fu dh
d; € Ng, nph hwdwip x%y% € I: ‘Lpwtwklp dkdwgnyp' h = max{d;, i = 1, ...,s}:

dhtpgubkup nplitk k = {0, ..., h — 1} phy b phuiwpykup ponp wyb @ € N§ wuwnp-
Swiughtt yEynnpubkph B, puqunippniup, npntg hwdwp x*y* € I:  Lowhwljkup
Ly = (x% | a € By): Uplht pun hugmlyghwyh hhynphqh mupupubsnip k-h hudwp
Ly = (x®1, .., x%ksk): Yunnighip Untindhwubph htwnbyuyg huldulllulpq]}‘

x%yh, L x%syh,
X-11yh=1  y@heis, yyh1

(8 12) x%h-2 lyh—z’ _“’xah—z sh_zyh—z‘

x%iy, ..., x%s1y,

a o sy
x®o1, ., x"0s0;

Uju hwdwunpgp Juqudws E wytwbu, np I hpbwh judwyuut unundhw) pu-
duwigh (8.12)-h Unundhwjutphg gnut dkyh Jpu: Pujuwbu, Jtpgubup npbik
x*yt el Unundhwy: Gph d-u 0,..,h —1 pykphg nplik dbY k wyw x* € Ly =
(x®a1, ..., x*a); Munh x%-b pudwbynid E x%, ..., x“®a Untindhwyikphg nptik Ukh
Ypuw, hul x%y4-t pudwidnid k (8.12) hwdwlupgh x%1y?, ..., x%say® dntindhw k-
nhg npbik Uk h Ypu
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bulj kpk d = h — 1, muyu oqunyttp (8.12) hwdwljupgh wnwehtt innhg: Lwih np
x* €L =(x", ..., x%), myu x*-u pudwlynid £ x%, ..., x% dnundhuyubphg, wublp,
x%-h Ypw: Lwunpr puyg bpnud x% -4 Wkpunyt) tp L-h dby, pwth np wyb nptak yt-ny
puqUuuunlijhu vinwnwd thup I hnbwh mwpp, pug npoud, t-u sh gbpuquignid
h — 1 phyp: Lwlth np phinwpyynn x*y? dnindhwymd y-p dwubwlgnid £ h-hg wyb-
1h pupdp wunhfwing, wyw x*y4-u pudwiynmd Ex*y"-h Jpu:

Qtwjws (8.12) Ykpouwninp hwdwljwpgp umd I hnbuwyp wyb nhnkiu (kddwynod
hununwgqws suhsp sk, putth np (8.12) hwdwlupgh dnundhwjubiph wunhdwbughtt
YEyunpubtpp upnn kb A-ht syunljuily: Cun 8.3.5 (kudwgh (8.12) hwdwlupgh
guuljugus dnundhwy pudwiudmid k[ hpbwih {x% | a € A} Supsh nphik Unindhuwh
Jpu: Zwdwlupgh jnipuwpwisnip dntindhw) thinfuwphtbup hp wyy pudwbwpupny
bl tpwhwlkp uinugqus hwdwlupgp xP1, ..., xPr, npnbn r=s+sp_y + -+ 5, +
So: Rwlih np x% € (xP1, ..., xPr), myu I € (xP1, ..., xPr) (Qudugulul hnkwih Suhsh
wuppp hp pudwbwpupn] thojowphithiny dkip skp thnppugnud sihsny suynn
hntwip): Umniu Ynnuhg, pninp x71, ..., xfr dnindhwjubkpp {x* | @ € A}-hg thi: Niunh
(xP1, ..., xPr) € (x% | @ € A) = I LhkUdwh wyugnigus & m

8.3.11 Thumnnmpnih. Tthpunth (Eddwb nith Epljpusuhwlut Swgnid b juwus
Jtpp pipdus gdwgpp htn: Lhddwb wntsynd E N§ wkuph puqunipinibibpnid npn-
ouillh wuydwuttph pwdwpupny jupquynpjusnipyut tjundwdp npnpwljh pwg-
Unipnibibph dhthdw] wmwpptph pwbtwlh Jepowynpnipjut htwn: Ophtwy, gdwg-
nnud unybpugsjws dwuhg juhuwn nhuh dwju b nhuh tbppht qninjnn ququpttph
phip yEpowdnp t: Npny wnpnipubpnid wju (Eddwb Yngynid E awbie Qnppuith (Eddw:

Npuybtu Yhpunth (Eudwgh Yhpunnipemnit’ Jupkih b gupgbgib) dnindhwg Yup-
quynpubnipjut 8.2.4 uwhdwiudwt wwhwuettnhg dkyp: Ujp wupqblgnidu niup
Juptinp wignphpudwljui hywuw, pwtth np npny ghypbpnid swn wykh hbown k
nju) < hwpwpbpnipjut hwdwp uinnigh] ny ph vwhdwtdwt M.1 wwhwgh tpl-
npnpn Yhwnp, wy) dhuyt wyb thwuwnp, np pun < jupguynpjusnipjut Uhthdw) wu-
whdwbuyhtt JEjunnpp qpoyujub | (qpojujub Eip wiwind 0 = (0, ...,0) € N§ wu-
wmhgwuyhtt yEjunnpp):

8.3.12 zkwbiwbp. N§ puqUnipjut Jpu pdws < dnbindhw) jupgquynpjusnipiui
8.2.4 uwhdwudwi M.1 wwhwieh tpypnpy Ytwp Yupbih b hoppwphtl] hbnbygug
Ytwnny.

2*) yudwyulw ny qpoyujut @ € N§ wunhdwbuwyhtt JEjuinph hwdwp 0 < a:
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Uwwgnyg: Eph wbnh niukh 8.2.4 uvwhdwtdwt YEwnkpp, wuyw N§ puqunipniiup
unytytu niuh Wjwuqugnyt g mupp: Gpk wjt qunyujub sk, wyw p < 0: ﬂLIlhlﬁl‘
2u=pu+p <0+ p=p Un huuunid £ p-h dhthdwnipjuin:

Bupwnptup wbknh niukl (2*) jhwp e 8.2.4 vwhdwbdwb pnnp Yhnbkpp, pugh
M.1 wwhwleh kpypnpg Ynhg: N§ puqunipjut juduyuljut 4 ns qunwpl bupw-
puqUnipjut hwdwp ghnwplkup I = (x* | @ € 4) Untuindhw) hpbwp: Cuwn YThpunth
EUdwgh wyt Yhpeun]np stud £ 1 = (x%1, ..., x%): qhpgubklp judwjulub a € A wu-
wh&wbught JEjnnp: Cun 8.3.5 (kudugh x%- nphik i-h hudwp pudwbgmd b x%
Unundhuyh Jpu U.]uhhph‘ x% = x%xP = x%*P. Pwh np, pun (2% YEwh B =0,
wyw @ =q; +f = a; + 0 = q;: Zknbiwpwp, dunwd E hpup htn hwdbdwnb) Jbp-
ouynp pwhwlnipjudp a4, ..., ¢ wunhfwbuughtt YEnnpubkpp, npuighg puwnpl
(punn < hwpwpkpnipjut) thnppugnyup, npp b Y1hth 4 Gipwpuqunipyut ijuqu-
gnyu g mwppp: =

8.3.13 thumnnmpnih. Ukup wpnbt wqwupunby up Zhipkpnh pinpbidh wuyugniygh
hwdwp wthpwdtown puykiph Uké dwup: dkpoht pwyh hwdwp dkq wthpwdton &
dvhuytt Unundhw) Jupquynpjubnipjudp puquuunudutph hwenppuljutnipjut
Ypw pudwbidw wygnphpdp, npht jubgukup hwenpn wupwqpudnid:

8.4 Pwdwindwl wignpphpup i Zhjpkpnh pinptdp

Puquuunudutph hwonppuljwiunipjut Ypu pwdwbdwb wignphpdu punhwipwg-
unud | dbwgnpnny pwdwdwt unynpujub hwuljugmpniup br wulniunyg pudw-
dwb dkpnnp, npnug puwn kup wnbisyl) hwjunpy qnijutbpnud: Zhokup, np nupwnp
Jpw nipjus K[x] oquyh f, g9 puquuinudubph hudwp (g # 0) gnnipnit nith g
pwinpy bk r dbwgnpn, wyjuybu, np f = qg + 7, pug npmud, yud 7 =0, yud £ r # 0
b1 degr < degg: bulj wulyniuny puwdwtidwt huywnih dbpngh oqgunid £ dkq hwoyty
wyy q b r puqUubgudubpp:

Utip hyuwwnwlji £ gl dhwgnpyny pudwbidwt wmbtwyngp K[xy, ..., x,] onuljnid
Uh putth puquutnudttph hwenppujunipjut ypw pudwubnt hwdwp i unw-
) wilyniuny pudwidwt kpngh puinhwtpugnudp: £ € K[x4, ..., x,] puquunuudh
EL ny qunyujub puquuugudutph gy, ..., gs YEpeuwynp hwenpyuljuinipjut hwdwp
Yupkih £ yuemgl) f=q;-g; + -+ qs - g5 + 7 Ukpuyugnudp, nph hwnynipniu-
ubipp «wdwb B unynpuub dbwgnpyny pwdwinidubph hwnlmpinitubpht: r-h
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Ypw npynn wuydwbp Abvwlbpupnid b hbnbgw) Yhpy. bwp’ K[xg, .., x,] onulh
Jpw $hpuynid k nplirk < Unuindhwy jupquynpusnipinit ki jnipupwbsnip g; pw-
dubwpuph hwdwp pun wnpd pnpynud | opw ltg; wjwg wingudp: Muhwieynid
E np Jud r = 0, Yud k r # 0 tw r-h dhwinwdutphg ny Uk spudwtidh Itg;-h ypw,
i=1,..,s:

Puwljutwpwp, wlhuwyn sk, ph nipupwignip dnindhw) jupquynpjusdnipe-
ju b f B gy, ..., g5 puqUubnudbph hwdwp tdwb tkpjuyugnid vhon gnnipintt
niuh: Ulukup Uh dwpwdwut ophtwljhg, npp ny vhuwytt jpuguinph wlniung pw-
duwtdwt Ukpnnp, wy bt juwpwywnpuunh 8.4.3 phinptdh wwwgnygp:

8.4.1 Oppuwly. K[x,y] onulnud npyjku dntindhwy Yupgh hwpwpbpmpnit phgne-
tklp lex Jupquynpjwdnipiniup: f = 2x3y + x%y + xy? + y? puquuiguup pudw-
tktp hkwnbiywy bpkp puquubnudtbph hwenppujuinipjut Ypu' g, = x3, g, =
xy — 1, g3 = y* — 1: Lutwpyyny ponp puquubnudttph vhwinudibpp whwnp k
nuuwynpyws (hukt pun lex Jupquynpjusnipjub, hsh wpnpkit wpdws b Cho-
wbklup, np g1, g2, 93 pwdwhwpwpubph hwenppuwlwinipjut yuuwynpnipniip
Juuyws skt lex-h jud wy) Unundhw) Yupgh htwn. nputp dkup Jupny Eup nuuw-
Ynpt htywhu guwijuwiunud Gup, vwluyl, $hpubiny wyny puquuunudubph npbik qu-
uwynpnipnil, dkup skp Jupnn punnph nisdwt phpwugpnid thnjul) wyt: Gulyne-
uny pwdwinidp ujubnt hwdwp bwp f, g4, g, bt g3 puquuigudubpp puuwyn-
pkup htnbywy Yhpy.

xy—1
233y + x2y +xy? +y? | y2 -1 T

Ljwwnnd kup, np wju puuuynpnipiniip unynpujub wilniing pudwinidhg nmwup-
ptpynud E hp Epkip dwubpny: Lul}u‘ Jtphtt we dwumd qpjws b ny ph Ukl, wy pkp
91> 92> 93 pudwtwpupubp (bnytu hwonppuljwimpjudp, npp dhpudty kp ulqpnid):
Uww pwbnppibph dwumd (pudwiwpupbbphg tkppht) undnpuluihg Uks nu-
il ntn £ pontfwd. winnkn ppup nwl gptn B gy, g2, g3 putmpnitpp: <Ep-
owybu we Uwumd wykjmugyuws k dh tnp ynitwly, npp wbduiqus k «r»: Uw dbw-
gnpih («reminder») ynittwljb b Unynpufjub walniing pudwiinidubph phuypnud
dbwgnpnp hwunku kp quihu pwdwidwt Eqputhwlhy puyiipnud e gpynud bw-
o bpohtt innnid: bulj wyu hypnid dubwgnpnh hwdwp wpwtdht yottwy £ hwun-
Juglws:

f puquuiunuuh Itf wdwg wanudp hwdbkdwnbiup g; pmduwtwpunh ltg; wjwg
winuh htwn. wpyn’p Itf-p padwiynud k ltg;-h Ypw: Gphk wyn, wyyw pwinpnubph
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dwuh wnpwehpl mnnnud qpup Itf /Itg; dhwiunudp (wpwghtt nnnmud, pwuth np
unugyly £ g;-h ogumipyuidp): Zmulubunh & np (tf/ltg;) - g1 wpunwnpyup Yoibk-
tw unyb wjwg wunwdp, hty f-p: Munh f-h ubkppliumud qptup (tf /1tgy) - 91 pwg-
dwbnwup b f-hg hwubkup wyh: buly tpt Itf-p spwdwtdtn ltg;-h Jpw, wyw Jubg-
ukhup g, pwdwbuwpunpht: Ukp nhypmd pwdwunidp yuwnwpdnud £ 1tf /ltg; = 2y:
Uunwund kup.

xy—1
2x3y + x2y +xy? +y? | y2 -1 r
2x3y Zy

x%y + xy? + y?

dbkpohtt innh x%y + xy? + y? puquubnudh dhwinultbpp guuwynpnid Lup
nuw lex-h (nyju piypnid JEpunwuwynpbint uphp sjuw, pwtth np dhwunudubkpp
wipnkb hull pun lex-h bu quuwynpjws): Unu unyt hbppujuinipjudp vinnignud
klp wpmynp pmduﬂu{nouf E unwugjws puquuiinuuh wjwq wungudp g4, g,, g3 pw-
dwtwpupubph wjwg winudutph Jpu: Uju whqud wjuq winudp ltg;-h ypu sh
pudwinud, puyg pudwiynd k ltg,-h Jpu: Lwth np x%y = x - ltg,, wyw pwbnpy-
utph dwuh Zpgpopp minnnud qptup x dhwinwdp (Bpypnpn wnnnud, pwuh np
unugyt] £ g,-h oqunipjuudp): Zwenpn puynid, puwn lex-h Jipunuuwynpnidhg ht-
nn Juunugyh xy? + x + y? nuppbpmpinitp: Ugh sh pudwinmd Itg;-h Ypw, puyg
pudwinud k ltg,-h Ypu’ xy? = y - Itg,: Thowmbklp, np uyl pudwbiynid | twb ltgs-h
Ypw, UEup yuwpunwynp tup ghunwnplyky ltg,-n, puth np whwp Ehtnbtikup pudwbw-
pupubph npuuwynpnipjutp: Qunh Yphht pwbunppubph dwuh Epfpnpg nnnnd
gnidwpnud Gup y Upwbinuup: Zwenpr hwinidhg kL pun lex-h Jipunuuwynpnidhg
htwnn Ynitktwbp.

xy—1
223y + x%y +xy? +y?% | y2 -1 r
2x3y 2y
x+y
x%y + xy? + y?
xly —x
xy? +x +y?
xy? —y
x+y%+y

Ujuntn wpnbb wy] hpudhdwl nmibbkbp, pwth np Yytpeht x + y2 +y wwppk-
poipjut x wjug wunudp sh pudwiynud ltgy, Itg,, ltgz wjuq wunudutphg ny UkYh
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Jpu: Uhwdwdwbwl ubktp phn skup uwnwgh] Yhpphwljut dbwgnpnp, pwth np
x + y% + y mwuppbpnipjub kpypnpn wingudp pudwiynid E ltgs-h Ypu. qupquytu
upuiihg mnwy Juquws x wjwg wunuup «uwbqupnid b dbq juunwpb] wyn pw-
dwlinudp: Uquungtlp x-hg x + y? + y puquuiqudp tpynt dwuh gknplint dhongny.
x-p whnuthnjublp «r» wnitbwl, hul dhwgws y? + y gnudwpp hotgukup tiu vh nny.

3
xy—1
223y + x?y +xy? 4+ 9% | y2 -1 r
2x3y 2y
x+y
x2y + xy? + y?
xly —x
xy?+x+y?
xy?—y
x+y*+y
yi+y x
Cupnmitwny wyu puykpp, uvnwbnd Gup.
x3
xy—1
263y + x2y +xy? +y? | y2 -1 T
2X3y 2_)/'
x+y
x%y + xy? + y? 1
x’y —x
xy?+x+y?
xy?—y
x+y*+y
yi+y x
y -1
y+1
1 x+y
0 x+y+1

busytu wkutnud Gup, y + 1 puquuinuiuh wjug gnpswljhgp unyhybu sh pw-
duidnud ltgq, ltg,, Itgs mugq gnpdwljhgubph ypw, ntunh tpw y wjwq gnpdwljhgp
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gnudwpyk) b «r» yntbwlnud wppkb tqué x puquuunudht: bull hwenpn puynid
«r» ynttiul E qiwgh] wbt 1-p: dhponid dwpu hnnunid dhwghy k0, huly «r» ynibw-
ynud uinugyty k dugnpnh wpdbpp 7 = x + y + 1: Unwbnd ip hknbgwy Jhppm-
Snipnibip.

(8.13) 2y +xPy +xy? +y P =f=q1 g1+d: g2+ a3 g3+
=2y x4+ (x+y)- (y—-D+1-0*-D+x+y+1L:

8.4.2 Jwpdmpniu. NMwpqtguly (8.13)-h tpipnpy nnnp kL winniglk), np unnwgyny
puqUubnudt hujuwbu hwjuwuwn k£ = 2x3y + x2y + xy? + y? puquubqudhic

Zhnbywy pinpiuh wywgnygh thnybpp bdwib B 8.4.1 ophttwljh puy pht.

8.4.3 Otonptd. Bapunpkip K nupwnp ypuw npgus K(x,, ..., x,] oqulnid vwhdwi-
Ywé Fnplar b < unbndhuy Jupquinpywénipinil b wipywd F oy gqpomjulwl puquuir

pullhikph JEpounnp g4, ..., 9s hwonpnulwmbnipmniap: U plkupnid gublugus
f €K[xy,..,x,]| pwquuinudh hwidwp gonipnil nibkl uyhwyhup qq,..,q57 €
K[xq, ..., xy] pugquubnudikp, np

(8.14) f=q1- 91+ +4qs-gs+T,
pbn npnud, fud' r =0, ud By r # 0 &1 r-p dpwbnudibphg ns UEGp sp pudwin/nid
Itgy, ..., Itgs wjug whnwdibph Jpuw:

Uywugnyg: Npubtu r dbwgnpnh uljqpiwut wpdbp pugnitkup r = 0: Uwnnt-
gkup, pt ulpr}]nnp Itf-p pwdwbynud k npbak ltg;-h ypw, i = 1, ..., s: Gupwugpbup pw-
dwunidp Juunwpynud ke punplup woweht i-, nph hwdwnp Itf § ltg;:

Lwtih np punnpws Jupquynpjusnmipiniup dnundhw b, wwyw (Itf/ltg;) - g; wp-
nuypuh wjwug wunudp Yhuh (tf/Itg;) - ltg;: I‘ullululhu‘ Itg;-u Uts £ g;-h duw-
gus dhwnwdubphg, hull vh wy] dhwbnuiny puquuyunlnudp sh jpupawnnid nu’
pun 8.2.4 vwhdwidwt M.2 Ytwnh: Puyg (Itf/ltg;) - 1tg; = Itf, ul]uhhph‘ f t (Itf/
Itg;) - g; puqUubunudubpt mubkt tnyt wjwg winudp: f; = f — (Atf/ltg) - g;
wnwppbpnipyub Uke nputp Ypdwnynud k. f;-h wjwgq wanudp pmhuwn thopp kltf-hg:

Uplukup puyip fi-h hwdwp: Gph qupdjuy i-u wnwehtt hunkput k, nph hwdwp
Itf; i Itg;, myw Juugubkup

(8.15) fo = fi— Qtfi/ltg) - gi = f + [-Qtf /ltg;) — Atfi/ltg)]g:
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puquuiinudhti: bulj bpt pudwinudp juwnwpynud £ dh wy j # i pugbpuh hwdwnp,
wyw juugukup

(8.16) fo = fi— (tfi/ltg)) - g;j = f — (tf /ltg) - g — (tf1/ltg;) - g;
puquuinudht: Gplint ghwypnd b wjwg wiugudubpp Ypwndnd B, nipkdi,
ltfz < ltf1:

Zuwpunp k twbe wyt ghwpp, Gpp fi puquutgudnid ghntiu Jut ltg; wjug
wlnudutphg nplitk dbyh Ypu puwdwtidnn vhwinwduktp, puyg fi-h wjwg dhwunw-
uUp npuitg pwpphtt sh wwwnwinwd, tr dktup twpunpn puy bph tdw jpgunnd skup
Jupnn hpuwlwbwgub;: Uy nhwpnid fi-p thnjuwphukup f;, = f; — Itf; puquuinwu-
Uny b dhwdwdwbwly r-p thnpawphubup 7 = r + Itf; puquuinuuny (f;-p ghnpnud
tup tplnt dwuh® dh dwup ounphbng dbwgnpnhty): Mwupg k op ltf, < 1tf;:

Uju bpkp whwh puypbpp Yphubn] Junwbwbp tfugnn puquubnudibph
f>fi>f; > f3 > - hwonppujwimpjni: Lwbth np Untindhw) jupquynpyubnipe-
jniup (hnght jupquynpjubdnmipinit k, wyw wyju ypngbut wbdtpe swpnitwlyk) sh
Yupnn: Uju Yubg funuh, pp hEkppuub f; puquuunudh dhwinwdubphg ny Ukyp
spmdwiigp Itg; wmwq wbnudutphg npbik dkhh Jpu:

Snipwputynip g; puquuunudh hwudwp (8.15) kL (8.16) wnkuph hwjwuwpnid-
ubkph dbe —(Itf/ltg;) qgnulwupkhubphg wnwewgnny wpwnwnphsp tpwtwlkup g;: buy
tpt g; puquuunudubpnhg nptiik dbyp wpnghuhtt punhwipuybu sh dwubwlgly,
upw hwdwp Yybpgukup g; = 0: Unwguip npnikjh (8.14) ubpjujugnidp: =

Ljwwnkup wmywgnyghg plunn Uh wnwdtwhwnlnipinii.

8.4.4 ‘ZLwbiwlp. Gphk twjunpy pnpkuh (8.14) ukpjuyugdwi Uk npkik i hunkpuh
hwdwn ¢q; - g; # 0, wyw multideg f = multideg (g; - g;):

8.4.3 ptinpkup gnyg k nwjhu, np 8.4.1 ophttwnid unwugdws (8.13) Yhpnidnip-
niup quunwhwlwb hwonnmpnit stp, bt tdwt pudwtnd Jupkh £ hpuwbwg-
ul] ny qpnuljut puquuinudttph guuljugus Ytpouwynp hwenppuljwinipjui
Ypw: Uyyugniygp pugunpmid | twb, ph pudwbdwi pipwugpnid htgnt Ep whpw-
dton Untindhwy Jupquynpyuwébnipinih Yhpunt:

(8.14) ubkpyuyugnidt puymiqws bt wiwuly f puwgquuwinudh pudwinid
91, -, gs pauquubnudibph ypw: q,, ..., qs paquuiunudubpp Ynsynid Eu pudwtidwut
puwhnpnlkp, huly r-p pudwidwh dhwgnpy: Gph pudwtwpupbbph Yupgujnpus
s-juljp pwtwykup G = (g4, ..., gs), wmuyu (8.14)-p Yupkjh E wijubl) bwbe f-h pw-
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dwunid G-h Ypu: Epnpubiph puquubphtt wugtkinig htwnn dktup tdwt pudwunid-
utph hbkwn sowwn Lup gnpé nibkbwgny, ntunh yunwljwhwpdwp t dobwugnpph hw-
Uwp bpwbwlnud dinglty r = f:

Urgnphpuh wkupny dtrwljipykup puquuunudubph hwenppuljutinipjui Yypu
pudwitidwt Ukpnnp.

8.45 Ujqnphpd (puquuimudibph bwenppuljumimpuit Jpu puduidwt wiqn-
phpup: K[x4, ..., x,] oqulimd $hpudws k npbik Untindhwy jupquynpusnipni b
npJwd k ny qunjuljut puquuanudutph gy, ..., gs hwonppuljwtnipniup: Spjws
f € K[xq, ..., xp] puquuunudp ubpyuwywguly f =g, g4+ + g5 gs +r wnbupny,
npubn Jud r =0, ud b r # 0 kL r-h dhwunudubphg ny dbkyp sh pudwbynud
Itgy, ..., 1tgs wjwuq wunudutph ypu:

1. ‘Lowimljkup r = 0:

2. Lowbwmykup g; =0, ...,q5 = O:

3. Lowtwjkup h = f:

4. Luhntnh # 0

5. powbmykup i = 1;

6. puwthplni <s

7. tpt Ith § ltg;

8. q; = q; + 1th/ltg;;

9. h = h — (Ith/ltg;) - g;;

10. JEpwnuntwip 4-pr puyhiy
11. uuy bu

12. wowtwmljkup i =i + 1;

13. h=h-—lth;
14. r=r+lth:

15. dmipu qpbup f = g4 - g1 + - + q5 - g5 + r ubkpluyugnudp:

Jupdmpniuubip. 8.4.5 wignphpdp Yhpwet) 8.4.1, 8.4.6 tir 8.4.9 ophuwlukph
puquuinudutph hwdwp:
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Ynplht plipinklp, np dkp oqguuuugnpdwd gy, ..., gs pudwiwpupubpp $hpudws hw-
onpnujuwunipjudp ki npuuwynpjuws, tr pgputg JEpunuwuwynpnipiniihg hkwnn
dtwgnpnn Jupnn k& thnpudby: Uju gphunnnipjut bujwinipniup gnyg tnwnt hw-
dwp nhunwpltup 8.4.1 ophtiulh puquutnuuh pudwnidp unyt pmdwbwpupubpp
Upw, puyg wy puuwnpm pyudp.

8.4.6 Ophuwl. K[x,y] oqulnud pupniubtup lex Jwupquinpuénipmnitp b f =
2x3y + x%y + xy? + y? puquuiinudp pwdwbkip g, =x3, g, =y?*—1, gs=xy— 1L:
Uju ophtmljp 8.4.1 ophtiwljhg mwppbpynd k dhuytt pudwbtwpupubph quuwyn-
poipyudp: Unwig dwipwdwubbpp pugunpbine phpkp wilyniing pudwidwb
wpinilipp.

x3
yi-1
203y + x%y +xy?+y? |xy—1 r
2x3y 2y
x+1
x%y + xy? + y? x
xly —x
xy? +x+y?
xy? —x
2x + y?
yz 2x
Y1
1
0 2x+1
Uunutnwd Lup, np
(8.17) 23y + Py +xy Yy =f=aq1 91+t d g2+ a3 g3+

=2y-x3+(x+1)-O?—1D+x-(xy—1)+2x + 1:

8.4.7 Thunnmpjnit. (8.13) tw (8.17) pudwunidubpp hmdhdmmhlnq‘ wnbkutmd Lup,
np Uhktunyu dnundhw) jupquinpjusnipjut guydwittpnud wndju) puqdubnu-
Up Uhktunyu pwdwbwpwpubph Jpuw pudwttjhu jupnn Eb wwppkp duwgnprubp
ummgl{hf Jupujws pmdwbiwpuptph nuuwynpnipiniithg: By hywt oquljnid un-
Ynpuljui dbwgnpnny pudwimd juwnwpbihu dkup wju pupnmipniuttpht skhup
pwpuynid, pwth np pudwbwpwputph pwtwlp 1 tp, hulj dnindhwy jupquynpjuw-
Snipniut ) thow $hpudws tp:
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8.4.8 dYdupdnmpnit. Zhduwynpk) 8.4.6 ophtwljh pwdwudwl pnnp puyiph dwb-
pudwubtbpp:

Puquuinudttph ypu dbhwgnpyny pudwunidp Jupnn L oqunugnpsyty 8.1 ww-
pugpudnid hhpwwnwlyus Jupkinp uighpitphg dkhh’ hpbwpht gunlwibne-
jutt jpunnh nintdtwuhpdwt hwdwp: Ujg jpugph (nusnudp hbnwquyniud junwbwp
Qpnpubph pwquubkph oqumipjuup, puyg wju wuwpwqpudpnid wpnkt Jupnn Gup
1nwddwl wnwoht puy kptt wky:

Gupunpkup I € K[x4, ..., x,] hpbwp suynd k g4, ..., g puquuinudubpny &
npJwd b juduyuljui f € K[x4, ..., x,] puquuinud: ¢npdkup wwupgby, ulpr}]nop
f € I: Ypu hwdwp f-p pudwikip g4, ..., gs puqUuuinudubtph Jpu: Gpeh (8.14) ukp-
Juyugdwi Uk duwgnpnn 1huh qpojuljul, wjuhtpl, kpk

(8.18) f=ai-g1+~+4s s

wyw wyunnbknhg widhowwbu Yphuh, np f €(g;, ..., gs) =1 (nbku 2.2.12 phoptadp):
Bpt dhpwn (hubp twbt hwjurwyp, wyw dkup unwugws Yihukhup gy, ..., gs puquui-
nudttpny sudws hpbwhtt yunljuiknmpjub pungph jnwsnudp: Payg, hyytu dkup
nbuwbp 8.4.7 nhunnnipjut Uky, pwquuinudubph Jpw pwdwibjhu unwgyny
dtwgnpnp dhwpdbpnpbt sh npnoynud: U]uhhp'u‘ f-n dhbitunyu g4, ..., gs puquub-
nudttph wy] puuwynpnipjub Jpu pudwikjhu (8.18) Ytpnidnipjut Uk Yupny k
ny qpoyuljub dbwgnpny wnwewbwy: Gph dkup phpkup tdwb pugwhwyn ophtwy,
www wuwpq jpwntw, np puquuinudiubph ypu pwdwunudp gbn pudupup sk
hptwht unjwubnipjut pugph nusdwt hwdwn:

8.4.9 Opptwy. K[x,y] onulnid phgniukip lex Jupquynpjwdnipjniup: f = xy? —
x puquubmudp pudwbking g; = xy + 1 kL g; = y? — 1 unwbinid Lp
f=xy’—x=y - (xy+1D)+0-(y* -1 —x—y:
Ujniu Ynnuhg, iyl puqlubqudp (g, 1) qnugh Ypw pudwibing uinwbnud kup
f=xy*-x=x-(y?—1)+0-(xy+1)+0:

Cuwn Epypopy pudwidwi” f €1 = (g, g1) = (g1, 92): Puyg wnwphtt pudwidwl pb-
pugpnid unwgynid k ny qponjuljut dtwgnpn: Ujpn thwuwnp, phwplk, sh bpwbwuynud,
pt f €1 (Suhsutph wmbnuihnjunipiniuhg npuigny sujws hntwp sh thnjuynid):
NMupquubu wnwehtt pudwinidp dkq phin pudupup hudnpdughw sh tnwhu yup-
qint, pb wpryn'p f-p 7 hybuwhg E:
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8.4.10 Jupdnipini. Unwtiwy 8.4.9 ophiwmlh tpYynt tkpjuyugnidubpp wlniunyg
pudwdwt vhongny:

8.4.11 Yhwnnmipnih. Ripdwsd ophttwlutpp gnyg Lt viwihu, ph hugpw guuuh
Yihubp miubbwy I hpbwgh Suhsubkph wyuwhuh dh g4, ..., gs puqunipnil, nph Jpw
guujugws f € | puquutnuup pwdwtkjhu uinwgynn r duwmgnpnp Yupijus sjhubp
Suhsubnh nuuwynpmipnithg: Uwubwynpuybu, guwuwih Yihubkp, np r = 0 wyb ke
dhwyt wyt nwypnud, tpp f € I: Pusybu Yunbkutkup hbnwquynid, wju hwnynipniu-
utipny odwjws Suhgubipn L pnpubiph puquubpp, npnug dhongny Yupkih b nusty
ns Uhuy hnbwiht quwwnutbnipjub fpunghpp, wyke own wy hwpghp:

Nputu btwpunpy wupugpubh wugnudbph tr 8.4.3 phinptuh ny pupn Yhpwonip-
i’ wpnkt Yupnn Bup wywugnigh.

8.4.12 Etnpkd (Zhipkpnh phnptdp JEppwdnp puquyh dwuht). K puowp ypu upp-
ywd K(xq, ..., x,] puquulnudughl onuh gublugws | pnkuy JEpounnp Shyjws E
qmynipinil nibkl uybuhup g4, ..., gs € 1 puquubnudiabp, np 1 = (gq, ..., gs):

Uwwugnyg: Ept I = {0}, wyuw phnpkdt wlthuyn & Munh Bupungpkup, np I-u
wupnitbwlnd £ ny qpojuljub puquiunudubp: I hpbwinud $hpubtiip npkick dnindhuy
Jupquynpuébnipnil, b [*-ny wpwbwlkup / hntuh ponp puqUuinudutph (pun
wyn Jupquynpudnipjui) wjwug winwdikpny sudws hntwp: Lwih np dhwinudp
Untindhwhg nwppbpymd E dhuyt ujupwup wpunwnphsny, www [*-p dnundhuy
hntuy b Cun 8.3.10 thpunuh (Euduyh’ wyt stynwd £ npnp ypewynp pwbwlnipjudp
Untindhwjutpny: Cun I*-h Jupnigdwt kL Thpunth (Eldugh’ wyn dntndhugubpp 1
hntwih npng g4, ..., gs puquuinqudutph wjwg dnundhwutpt u: 8ng mwp, np
I'=(g1, .., 9s)

dhpgukp juduwyului f € I puquuunwud, dhpukp g4, ..., gs puqUuiunudubtph
nptitk nuuwynpmipinit b, pun 8.4.3 phnptidh, f-p pwdwkup g4, ..., gs pruquutiud-
ubkph 1{11111‘ f=q 91+ +qs-gs +7r: Ljunkup, np wyu nhypmd r = 0, mpkdl
L f € I: huljuugbu, bph 7 # 0, wyw 7 = f = (qy - g1 + -+ g5 - g5) nwppkpnipnitp
Yipubp ns gqpojujut puquuinud / hpkuynud:  Qunp bpw Itr wdwg winudp
wwnfwinid k7 dntindhw) hytwghie: Cuwn 8.3.5 (kddwgh 8.3.6 htnbuwlph 1t r-p pu-
duwynwd k I*-p dunn Untundhwjubph guujugus puqunipjut npbick winuuh Jpu:
Nputu wnwhuh pwqunipit Jkpgukup g4, ..., 9s puquuingudubph wjwg dnun-
dhwjubph puqUnipniup: Unwtnud bup hwjuunipyniy 8.4.3 ptinptuh winuwipn: =
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8.4.13 Thunnnipynib. Zhjphipnh phnptdt puinphwipuginud b judwywlwt K pu)-
wh Ypu mpus Uk hnthnpuwlwih K[x] puquuinudwyht onuijh dwuhi 2.5.15 ht-
wbkiwipp: Cunn wyn, hknbiwtph K [x]-p qiuwynp hybugbph onuly £ wyuhlipt' tpw
mpupwignip I hnbwy stfnd | dhuygb by wiwppny 1 = g(0)K[x] = (g(x)): Pusyybu
wnbuwtp 6.3.12 ophttynid, uyn ophttwswthnipniup sh yuhywbymd dklhg wykih
thnthnjumjuth puquunudubph onunud. wytntn Yub phpbwjutp, npnup dhuwyh
Ukl wuppny sk suynud: Zhjpkpnh phnpbdp yiunnud k, np gpuip ponpp sSudnud B
tpt ns Ukl, wmyw {Epowynp pubhwlmpjudp nuppkpny: 2.5.15 hbwnbiwbpp tond |
Zhpkpunh phnptuh dh dwubwdnp ghuypp, Epp suhstkph pubwlp 1 &

Zhipipnh plinpbup niuh tru dh jhpuenipintl, npp dkq wbwup Yqu 8.6 yywpwg-
pudnd: Luu tbpuniskup nunbpjui onulh quuthwpp: Ywdwjulub R onu-
ynwd mpJws hptwjubph wdnn

(8.19) LEL S CI, Sl S

hwonpnujuwumpniup Ynsynid k R-h hnbwjubph wdng sppw: Uju Yupnn b pugu-
gus 1hub] ykpowynp Yuwd wikpe (hwoykih) pwbwlnipjudp hntwjubphg: Udnn
onpuynid hpup hwptat I, € I 44 hpbwjubpp Jupnn o b hpup hwduwuowp (hubg:

Quuklp, np (8.19) snpwt Juyniiwinid E tpt hug-np ko hwdwphg ujuws tpw
pninp hpbwgkpt hpup hwgwuwp bo

(8.20) Ly = lggrs =+ = Ly = o

Juynitimgnn onpuynid hpwphg mwppbp Jupnn i jhuk)] Jhuyt wnwehtt npny wb-
nudubtpp, hull nputg, hs-np ntnhg ujuws, hwenpymid L Ypluyny (8.20) wunwd-
ubpp: Zwulwbwh  np JEpowynn onpwt dhown Juyntbwund b

8.4.14 Oppluwly. Udnn onpwibikph ophtwliutp htipw £ junmgh) oqu]tiny suhs pug-
Unipjnititbnhg: Ywdwjulut R onulmd Jtpgukup tpw guwbugws wmwppkph
ai, ..., ag, .. € R puqunipinit kL uwwhdwtbup I, =(ay, .., ax): Zwuutwh k np
Iy € I41 guiugud k = 1,2,.. hungkpuh hwdwp: Cun npmd, tpt wuqud pnjnp
a, ..., g, ... mwppbpt hpuphg wwppkp o, nptk & pugbpuh hwdwp jupng E nknh
niuktuwy Iy = x4, hwjuuwpnipniup:

8.4.15 unhp. Ywunnigh) twunpy ophttwynid hhpwwnwlws ay, ..., ag, ... € R qnug
wn qnijq mwppkp wwppkph wjtyhuph hwenppujwiinipynil, npntg hwdwp juwnwp-
Unud | Iy = [y hauuwpmipmitin: Snignid. R = K[xy, ..., x,] onunud ytpguby hpw-
hg wmwppkp Uh pwth f, ..., fr papquubgudubp: Zwenny fi41, fitz, - pruquuinudub-
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np Junnigh] npubu wnweohtt k puquuunudubph gqduyhtt Yndphttmughwitp: Uju
onpwl juynitwbnid k:

NMupqynid E, np owwn onujubpnid gnynipinit sniukt wudbpy pwbwlnipjudp
wnwpphp winudubphg punjugws hpbwtikph widbpe wdnn onpwitkp, wyuhtupt
npuignid hpbwtbph mpupuynip wénn snpw Juynibwunud E: Uju hwnlnipnt-
up Ynsymwd & ppluylph wdng pppuyp hwnlnipins Ywd nunkppub hunnlnipinil
(Eddh Ujninkph wunghi): Uyn hmnlnipjuip puupupnn onuljp Ynsynd b in-
kil oquily:

8.4.16 Phnptd. Jwiuywlwi R oqul ynunkppub Fuyl b dpuyl uyh nkupnid, Epp
bpw gublpugus | pnluy JEpoun/np Stjwd E:

Uywugnyg: Gupwnpkup R-h guujugwsé I hnbwy ykpowdnp sugws bt b R-nud
npjus b juduyulub (8.19) snpwil: 8niyg wwlp, np wyn snpwt juynibwiund k:
Uwhdwbup I = Ug~, I puqUmipiniiup (Ukup upnn bup hwdwply, np (8.19) onpub
wldtipe L, pwtth np ykpowdnph phypnid wmuywgniygh wjthwyun B): 2.1.9 jungph og-
umipjudp htpwn k unnighy, np I-u ppbwy b buljuybu, Jtipgutup a,b €1 kL c € R:
Cuwn I-h jupnigdwl® gnmipinit niukl ky bk, huinbputikp, npnug hwdwn a € I,
b € I,: Bupwunnkup k; < k,: Lwbh np (8.19) onpwl wdénn k, www I, € Iy, b1 a,b
wnwnppbkpp Bpymub B f,-hg B Rwbh np -t hnbwy E, wgw a—bEf, ST

ac, ca € Ikz cl:

Lwih np [-u hpbwy k, wyb $udws k npny ay, ..., @ nuppbpny: Hputighg jpnipw-
pwbgjnipp Wyunwtmy k nptk [, hnkwgh: k; higkputibphg dkswgnijip tpwbwlkip
ko: Luth np onpwb w&nn k, popnp ay, ..., a; muppbpb piljws Eu 4, hpkwgmd: Or-
pbdl’ Iy, = Ig 41 = =1

Ujdd Lupwnpkup, np R-h gwujugws snpw juynittwind b, puyg R-mud Ju vh
uytiuthuh I hnkwy, npp Jepouynp sujws sk: dbkpgukp R-h gulijugws a; wnwpp b
wpwbwltup I; = (a;): Rwtth np /-t ykpowynp suquwsd sk, I; # I, wyuhtipt® gnjnipinil
niuh npbik a, € I\l; wwpp, b Juplh b ghunwnpyly -hg mhun A6 1, = (a4, a;)
hnptwyp: Gpt hunnighwyny wppbt vwhdwidws kI, = (a4, ..., a;) hpbwp, wyw
Unpyht f # I G Jupny bup Jtpgubty nptik agyq € I\, wwpp b vwhdwily) -hg
huhuwn UGS Iy = {(ay, ..., Ay, Qgs1) hpbwp: Unnuugyws hnbwgubph wéng onpwb tpplp
sh juynitwinid: Zwjwunmpni: =

Uwugnigué plinptuhg tr Zhjppnh ptinptidhg phunud k.
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8.4.17 Zkwbiwlip. K nuwownh Jpuw wipdud K[x4,..,x,] puquuinudughtt onuynud
hntuwjutph guijuguws wénn swpp juynitbwind E, m]uhhp‘u‘ K[x4, ..., xy]-p Wnubkp-
jutt onuuy k:

Uju htwmbiwupp gnyg L wwihu, np bpk 8.4.15 hunpmd Jtpgukup R =
K[xq, ..., xy], myu nputu fi, ..., fx, ... puqUutgudubpp upkh k punpl] guijugus
puquuinudutph hwenpyujuimpiniipn. nputgny stdws hntwjubph snpwt dhown
Juynitwbinid k- 8.4.17 hnbiwpp dkq whwnp Yqu bwbe 8.6 wupwgpupnid Lntju-
ptpgtiph wygnphpuh jupnigdwt dke:

8.5 Qpmpubtph puquukp

Bupwnpkup K nuownh Jpu mpus K[xq, ..., x,] puquuinuduyht oquijnid nipqus k
npbiik < Unuindhw) yupquynpuébnipini: K[x,, ..., x,] oquljh ns qpnyuljuit / hpbw-
1h hwdwnp It/-ny wyowbwlymd £ I-h pninp puquuinudutph (puun wyn jupguynp-
Judnipyu) wjwq whgudubph {Itf | f € I} puqUnipniip: Uy puqunipyudp stdws
(Itl) hnbwp Ynsynud £ I hpnbwh wywg ppbuy (opu hwdwp bpplidu dngynid E hw-
untly ipwbwlnud’ inl puwn «initial ideal» win]widwi):

Lwtth np vhwinudp dntindhwhg muppbpynud E dhwyt ujupjup wpiwngphsny,
www hwuljwbwih E np (t/) wjwq hntwp untindhw) hnbwyg b

Cuwnn 8.4.12 Zhipkipunh phnphdb‘ I hptwh hwdwn dhown gnjnipinit muku ykpow-
Unp pwbwlnipjudp wyjuwhuh g5, ..., gs € [ puquuwugudutp, np {(g;, ..., gs) = I: pnp-
ukph puquubph twpwugpnudp hwpdwn b uuly (t7) hpbwh & gy, ..., g5 puquub-
nudttph wjwg gqnpswljhgubpny suduws (ltg,, ..., Itgs) hnpbwh hwdbtdwnmpiniuhg:
Lwtth np Itg,, ..., ltgs € Itl, muyw

(8.21) (Itgy, ..., Itgs) < (Itl):
NMupqynud k, np shugws (g;, ..., gs) = [ hwjwuwpmipyui, (8.21)-h kpynt Ynndtph dh-
ot hwjwuwpnipniup vhow sk, np nbknh nih.

85.1 Ophuwly. K[x,y] onuynud punniukup griex dnundhw) jupquynpyudnipint-
tip bL phnwpkup g, = xy? + 3y? + 2x b g, = x%y + 3xy puquubnuditpny stfws
I = (g1, g2) hntwp: Zow £ hwpydty, np
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X g1 -y g2 =x*y%+3xy% + 2x% — (x?y? + 3xy?) = 2x% €I,

ul]ubhp‘u‘ (tI) hntuyhtt wnuwimd & ny hugh ltg; = xy? b ltg, = x%y, wyb
It 2x? = 2x? dhwinuudp, npp (ltgy, ltg,) Untindhw) hntwihg st pwth np sh pudwb-
ynid xy? tr x2y Untindhwitbphg ns UkGh Jpw (inku 8.3.5 {kUdwb b tpw hknbkiwb-
pp): Ujuhtipi' (Itgy, ltg,) hnbwyp fhun wwpnibwlynud b (1t7) hnbwih dbe shuywd
uylt pwlihl, np (g4, 92) = I: Uju «cathuwduyuunuuuwiingpjuy gundwnt wyt k, np
g1 puquuinuuh 2x dhwtnwudp 7 onuljnid jutnwpynn gnpénnnipnitiitph b hpgw-
nnwlubph wpyniipnid wquuynid £ ppktt twpunpnnn (hpktuhg wykh Uks) dhwi-
nultikphg, kr 2x? Uhwinuuh Juqumd hwingbu E qujhu npybu dh tnp wjwg wib-
nuid, npp (ltgy, 1tgz)-hg sk:

Zhnmwquynud 8.5.1 ophtwlh puquuwiinudubpp dkup vh puth whqud oguimgnp-
Stin Bup Qpnpubph puquikpp, Fnitjupbpgbiph wignphpuh, Apnputph dhthdwy b
pEpJwé puquttph unnigdwt puyiiph pugunpnipjut hwdwp®:

8.5.2 Nughp. Gupwunpkip g; = x? k1 g, = xy + y?: 8nyg wnwy, np (ltgy, ltg,) hpbwp
Juhuwn thopp E (1t/) hnbwihg, nputn I = (g4, g2): 5nlgnlzf‘mhu 8.5.13 Juhpp:

8.5.3 dwpdnipnit. Rhpkp wyiyhuh g4, ..., gs puqUutnudubph ophiwly, npnug hw-
dwp (8.22)-nud mbnh niuh I = (g4, ..., gs) hwjuwuwpnipnip:

85.4 Thunnmpnih. Yupknp k tunt;, np bpt wiqud (8.22)-nud juhuwn whw-
Juuwpnipjnil wtinh nith, www gojnipnit nith / onuyh wyawyhuh hy, ..., A pug-
dwinudubph puqunipnil, np (Ithy, ..., 1th;) = (Itl): Uw pjunid £ TYhpunth (Eddwyhg
(Yud Zhiptipnh phnpbuhg): Uw twbt wowbwynid &, np I onuiljp duny puquunud-
utiph judwjwlut g4, ..., gs puqunipinih jupkh b qpugubp» Jippuynp pwwlnipe-
judp wyiyhup yEynnpukpny, np (8.21)-p qurtw hwjwuwpnipni: buljuy v, pw-
Juiut k {gy, ..., gs}-htt hppny wykjuguk) hy, ..., h puquutnudubpp:

Ujdd kup Jupny Lup nnw) wju qjjuh wnwbigpwyht uvwhdwunudp.

85.5 Uwhdwimd. K nquownh Ypu mpjws bt judwyulub dnundhw) jupgquynp-
Judnipnil niubkgnn K[x, ..., x,;] puquuunuduwihtt onuyh ny qpnjujut / hntwih
G =1{g1, ..., 95} Yipowynp Gupwpwqunipniup Ynsynwd & I-h ynpbbph puqu, tph
(Itgy, ..., Itgs) = (1tI):

1Sku 85.8,8.6.1,8.6.5,8.6.11,8.7.1,8.7.7,8.7.9, 8.7.14, 8.9.11 ophtwutipp: Fpph Ypw wohiwwnkihu
dkup hpwlwuwgpl) Eup wyu b dbwgws opptwfutph dwipwdwut hwpquplubpp: dputp tekp Eu
qpuntgunud b wbnh pbwnnnipjut hwdwp skt tkpunyb] wyju nywghp wkpunh dke: Zwyyuplyh
dtinwghp nuppbkpwljutpp welw ki, vwluyt Spnputinh puquitkpht wdth yyniphtt Jupddbne hw-
dwp junphnipn Bup i hu wbdwdp Junwpl) bpdws ophtwlutph pojinp hwequplubpp:
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Lwtih np qpnyujut puquuunudubpp uphbh E hinwugt) sthy puqunipiniuit-
hg, uyuwbwynpykup Apnpubph puquikpp hwdwpl] panjugus vhuyh ny qpo-
juut puquuinudttphg: Uw hwpdwp £ uyb hdwuwnny, np hbnwquynid dkup hw-
Swpuwlh Eup muppkp puquubnudubp pudwttint Qpnputph puquikph Jpuw, G
gujuih k qpnuljut pudwbwpupibp snitbbwyg:

Zudwduyu 8.5.4 nhinnnnipjub, jpipupwisinip [ hnbw) nith @pyophbtph puque:
Cuwn 8.5.1 ophuwyp, tpk g5, ..., 9s puquuunudutpp sunwd ki /-u, wyw tpubg w-
Juq wunwdutpp Yupnn B b I-h Qpynputph puqu sphul], vwuyt tpug dh puth
puquubnud wykjughtng dhown b Jupkih b Qpynpubkph puqu uinubug:

Zhpkpunp pinptuh wywugniyghg plumd .

8.5.6 Ztwtiwlp. Gpk G = {g;, ..., g5} puqumipniup I hnkwh Spoputph puqu L,
wuyw wyl bwb I-h Sthy £ 1 = (gy, ..., gs):

Uyuwgnyg: Yplukup Zhipkpnh phnptidh wuywgnygh Jbpehtt dwup. $hpubkip
g1, -, gs puquubnudubph nptik nuuwynpnipnity, bt judwyuub f € I puqlub-
nud pudwlikup npu Ypw f = q; - gq + -+ g - gs + 7 Ephr = 0, muyu wpnkh hul
niuklp f € I: bulj kpl 7 # 0, wyw hwjwumpinit kup vnwinid bnyh Enubwyny,
husybu Zhiptipnh phnptidh wywgnygnid: =

8.3.5 (hddughg EL Apnputph puquyh vwhdwinidhg pjunid E Jh htwnbiwbp,
npny hwdwpu o hwpdwp | unnigly, ph mpr}]nnp nju puqunipiniup Spnpubph
puqu k.

8.5.7 Zhtwbwwbp. I hntwih G = {gy, ..., g5} Lupwpuqunipniup I-h Sponpubph puqu
E uwy b dhuybt wyb phwpnud, Epp wyn hpbwih mupupwignip puquiinudh wdug
winuup pudwymd k g; puquutnudtphg nptick dkhh Itg; wjwg winudh Jpu,

i=1,..,s:

8.5.8 Oppuwy. Uju htwnbtiwbphg vhwbquuhg plunwd &, np  8.5.1 ophtiwmyh g4 =
xy? +3y? + 2x & g, = x%y + 3xy puquubnuditpp I = (g, go) hptwh Spynpukph
puqu skt wyn hptwih 2x? puquutnuuh wjwg winudp sh pudupupnid 8.5.7 ht-
nbirwtiph wuydwh:

85.9 Ophuwl. K[xy,...,x,] oquind Jtpgukup dhwunudubph judwjulwi Jkp-

owynp gy, ..., gs puqunipiniip: Uy nbwpoud I = (gy, ..., gs) hnbwih Spynpubph pu-
qutG ={gy, ..., gs} puqunipjmip: Uw htiown Eunnigl) oquntyny 8.3.5 (kuuuwyhg:
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Ujdd dkup Yupnn Eup Qpnpubph puquibtph hwdwp uvnwbw] wyt ogunuljup

hwunlnipniup, nph dwuhtt hhpwwnwllghp twjunpy wuwpugpudh 8.4.11 nhun-
nnipjui Uky.

8.5.10 Phnptd. Gapunpkip K puowp ypuw wuipygud K(xq, ..., %, oqulnid nipyués E
npkiF untmidpuy Jupguijnpwénipnil, pun nph  onuilih ns quoyulwi | ppkuyl ni-
ah G ={g4, ..,9s} Qunphlph puqub: Uy phypmd Juduyulwi | € K(xy, ..., x,]
puquuinudh k1 G-p nnuppkph gubluguid g4, ..., 9s puuuynpnijpyul phuypnid f-p
91, - gs hwenpnulmbnyeyul Ypw pudwbbyhu vinwgynid Fupbiangl r diugnpnp.
gynijoynill niaklh wyhwhuh qq, ..., Q57 € K[xq, ..., x| puwquubnudilp, np f =
Qi g1t +qs-gs+7, npunky jud r =0, Jwd Ijr # 0 & r-p dpwbnudbbphg ns
Ukhp sh pudwin/nid tg,, ..., Itgs wyjuq whnudbbph Jpw: Can npoud, r-a wblwpn B
G -p nnuppkph nuiuunnpnipiniihg:

Uywgnyg: Ujl, np npnukh pudwnudp 6 -h wwppkph gubuljugws gy, ..., gs nu-
uuwynpnipjut hudwp nbnh nituh, pund k£ 8.4.3 pinptidhg: Gupwnnptup wyn nwwuppk-
ph U wy g; 1 o gig Tuuunpnipput hudwp vnwugyk b

f=a-gi, ++as-gi, +7

pudwtnidp, npuntn juwd v’ = 0, Jud & v’ # 0 L r'-h dhwinudutphg ns Ukyp sh pw-
dwiynid ltg; 1 ltgis wjuq winudubph ypu: Lutth np puquuinudubph JEpunw-
uunpmipnitp sh thnpunid npug wjwg whnudubph puqunipmniup, wyw Ykpght
Ytwp bowbwlnud & np r'-h dhwigudutphg ny UEYp sh pudwiynud ltg,, ..., ltgs w-
Jugq winwudubph Yypw: Ppuphg hwbtkiny Epynt ‘uhpllul]ulgnufhhp]}‘ unwnud Lup

O=f—f=[(q g1+ +qs-99)—(q1-9i, ++qs g;,)] - —1"):

ZwJuuwpnipjutt we dwunid punwlniuh hwljugdtph dby quiidnn wpuwhuy-
wnnipjniil wthwynnpk I pnkwhg B Qupbd, bpb r # ', wyu r — v’ nwppbpnip-
miup I hnbwih ny qpojujut wwpp B Uy nwuppbpnipjut dbe tdwt wunudukph
dhwgnudp juuwpynd  pun wyt Untndhwyubph, npnup hwdpbljund o r G v’
puquuunudubph dhwiunudubpnid: Gplk wiqud npny dhwunudutp jpdwnygnid
kU, wuipq k np r — " mwppbpnipyut ke jupnn tu dwuebwlgl) dhuygt wyt dnbn-
dhwubkpp, npntp dwubwlgnid Ba 7-h fud 7'-h dbe (bdwb winudubph Jhugdwub
dudwtwl] Jupny o wpwowbwy unp gnpdwljhgutp, puyg ny tnp Unundhuwyubp):
I" = (ltg,, ..., 1tgs) hgbwyp Untindhwy hgtwy E ntunh npbk dhwigud jupnn E yguwn-
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Juily tpul, vhuyl bpp wyt pudwinud k ltgy, ..., Itgs dhwunudutphg npbiik dkyh
Jpw (nku 8.3.5 (kudwt b 8.3.6 htwmbiwiipp):

Ujniu Ynnuhg, G-t Qpynphkph puqu k, nipldt’ gy, ..., gs puquubqudubpng spb-
Jwsd hptiwh guijugus puquuinudh wjwug winudp yupunwynp £ yunuit) 7
hnytwhit b, pun 4ipl wudwsh, pudwidy Itg,, .., ltgs hwigudubphg npbick dkYh
Jpu: Fuyg, pun punhwinip dntindhwikph dwuht ghunnnnipjubt, vw fuowbwlbp,
np r-h jud r'-h wigudubphg dbyp tnyuybu pudwinud Lk ltgs, ..., ltgs dhubngud-
utphg nptik dkyh ypu: Unwugus hwljuunipniit wjwpunmd b phoptidh wyw-
gnygp: =

Enphuhg uvnwugynid E dh htnbiwbp, npbt wpgbt hwpwynpnipmit £ wwhu
1nwSk] hpbwht wunwiubimpjut pughpp, Ept nfju] hptwh hwdwp hwynih b
upw Qpnpubiph puquie: dEphhokup 8.4 wwpwgpudh ywhwlnidubphg dklp. tph
upjuws k gy, ..., g5 puquubpudtbph hug-np G = (g4, ..., g5) quuwynpnipinil, wyw f
puquuiunudt wyny hwenppuwljwinipyut Jpuw pudwttjhu vnwgynny r duwgnpnp
lpwlwulkghtp r = f;: Bph G- Qpynpubph puqu b, wyuw pun 8.5.10 phnpkdh’ pug-
dwbnwdubph nuuwynpnipniup dbwgnpnh pu sh wqpnud, b jupkh E ghunwplt
f puquubnuup ¢ Qpnpubph puquyh Ypu pudwitihu uvnwgynn r = f; duwugnpnp:

8.5.11 Zkwbkiwlp. Gupwnpbup K[xy, ..., x,] onulnid npdws £ tpw juduwywlui I ny
qpuyuut hgtuyh npk G = {gy, ..., g5} Ipnpubph puqui: Ujy ghypnud vipjus
f € K[xq, ..., %] puquuunudp yuwluwund k I-ht wyt b dhuyb wyb ghwpnwd, Epp
/1 G-h ypw pudwiitihu uvinwugynn dawugnpyp qpoyuljut Er=f;=0:

Uwwugnyg: Gpt f €1, myu pun 2.2.12 pbnphdb‘ gnnipjnil nitkt wytiyhuh
Gy - qs € K[x1, .., %] puuqUubmudbp, np f =g - g1 + -+ g5 - g Ujuhipti f-p
njuyy g4, ..., gs puuwynpnipjui Yypu pudwtiijhu uvnnwugynid L qpojujut dbwgnpn:
Cuwn 8.5.10 phnpbdp’ tnyl f; = 0 dawgnpyp Junwuglh twbt gublugud wy puuw-
Unpnipjul ypu pudwbtbihu: =

8.5.12 Ophumly. Gpk / hntwp wpdws E K nuonp dpu Uy thnthnjumuih K[x]
puquuiunudujhtt onulnd, wwyw wyt gjluwynp hgtwjubph onuly t puwn 2.5.15 ht-
wbiwbiph. nptk g = apx™ + - + a,, puquuwinuuh hwdwp nukup 7 = (g) = gK[x]:
Zwdwpbkup, np [ # 0 ke g # 0: Mwpq Lk, np ltg = aex™: Luth np gK[x] hpkwih pojnp
puquunudtbpt niuku g - f wbkupp, npunbn f € K[x], wyu (Itg) wjwug hytwp



316 8. Qpnputiph puqubp

punugusé £ qpnihg b wytyhuh ny qpojujut dhwinudubphg, npnig wunhgwbtk-
np thnpp skt n-hg: Uy hpbwyp sudnud | hyybiu x™ dntundhwyny, wyhybu by ltg =
apx™ Uhuinuuny (ay # 0): Nunh G = {g} puqunipniup / hgbwh Qpopubph puqu
k: Cuwn 8.5.10 plinpbup’ mipuwpuiynip puquuinud g-h ypu pudwbihu unwugynid
t dhwpdbpnpkt npnpdwd diwgnpn (wyuhlipt’ winwbinud Gup K[x] onwlh kyjhnyub
1hutnt 2.5.1 vwhdwunidp): Uy dbwgnpnp qpoyujub £ uygb b dhuygb wyt ghwpnud,
tpp pwdwiynn puquuunudp / hnbwihg

Ujwuwbkup, np 8.5.10 phnptup Yuwd 8.5.11 htwmbiwupp sk wpwbwlnud, ph

91, - gs pudwbwpupbph quuwynpnipiniithg withnthnp o bwk qq, ..., g5 pw-
unpnubpp: dpwtp Yupnn B hnhnhudby, bpk whqud wiuthntnju b r-p:

8.5.13 Ibnhp. 8nyg wnwy, ny 8.5.2 uigph Uky phipdus g, = x% tr g, = xy + y? pwg-
dwunudubph qnuyqp 9pnpubiph puqu sk hpkugny sudus hnbwh hwdwp (npuku
Untinthwy Jupquynpuédnipinit Jupkh b ykpguty, wukbp, lex-p): f = x?y pug-
Uwbnulp pudwil] puquuiqudbph twpe’ gy, g,, wyw bwbkt g, g; puuun]npnipe-
miuttph ypw, b hwdbdwnb] wpyniupubpp (htyytu htinn htion §1huth vinnigly
Pnijuptingbiph hwyjnwthony, wju qniqp pnpubiph puqu nupdubne hudwp whnp
t npuit wybpughty twt g5 = y* puquutpuidp): f-p pudwiik) inp kojulh g1, 92, g5
tL g3, 91, 9 puuwynpnipniiubph ypw, hwdbdwnt)] wpyniupubpn:

Qpnputph puquubkpp Ukq poyp B tmuhu yuunwupwt) hpbwhtt unluik-
Inipjub mungpht: Unuydd wuljuwunid £ wjuy I hpbwh hwdwp @poputph puquygh
hwoddwt thEjunhy dbpnnp: Ftw dkup Yhpulwbwugubtup Potjuptpgbph wignphpuh
Uhongny:

8.6 Pmluptpqtph wignphpdp

Uju wuwpwugpudnid vkup junmgkup Pnijupinginh wignphpdp, npp ogunipjudp
Jupkih E K[xy, ..., x,] onuljh ppbwjubph hwdwp jurmgl] Spnpubnh puquikp: K
nuownh Ypw npdus K[xy, ..., x,] puquuinuiwihtt onulnid dhpuktip npbik Untin-
dhw) jupquynpudnipni b Jipgubup f b g ny qunyujut puquubgudubpn:
Bpt ywtwlkup

Itf = lcf - Imf = a,x% = aaxfl ---x,lf” L ltg = lcg -Img = aﬁxﬁ = aﬁxil ---x,ll”



8.6. Pntjuptpglph wgnphpdp 317

wyw Imf t Img wug dnundhwjubph wdkiwthnpp punhwinip puqUuuyunhlp
niukiw htnbywy nkupp

(8.22) [Imf,lmg] = [x nn’ x1 . x}‘,’n _ x;nax{k1,l1}.“xrl;nax{kn.ln}

(uw K[x4, ..., %,] onuljh dwljnnphuynipjuis yupgq htnbkiwip k. wtu 6.3 t 6.4 ww-
pugpudutipp): (8.22) hwjwuwpmpjui we dwuh

multideg([lmf,Img]) = (max{ky,l;}, ..., max{ky, L,})

wunh&wbught JEjnnpp bowbwltyng] ¥ hwdwenn gpkup [Imf, Img] = x?: Luih
nn x¥-u pwdwinwd k Itf t ltg Jhwiunwdubph Jpw, Yneklun L ghunwpytp % il %

hwpwpbpnipnitiubpp: Mupg L, np (ltf) f puquubnudp Junwgyh f-hg htwnbiywug
tplnt pul]thnll‘ twh f-p tnpduynpnud Bup (pudwtnid wywq gnpdwlgh Ypw),
wyw f-h wjwq Untindhwih jpipupwbsnip x;c P wiprunphy hwdbdwnnd Bup g-h
wyjwg Unundhwh hwdwywinwupuw x?i wpuunyphsh htw, i = 1, ...,n: Gph k; <1,
www tnpUwynpus f-p puqUuuyuunlnud Lup xll k‘—m{ Upr}]m‘upnui ( ) f
(E) g puquuunudubpn Ynibbkbwb dhbitungt wjwg winudp:

Pnijuptngbph wgnphpunid Yuptinp gp o yuuowpbn S-puguubnudibpn,
npniup npjws f, g ny qunuljut puquunuditph hudwp vwhdwignud B htnbe-
g bpoy.

823 s¢.9) = (1) £ - (5) o

Ujuyhuny, f, g qnuygh hudwp S-puquuinudp jurmgynid E wytytu, np wyy qny-
gh Itf b Itg wjwq wingudubpp wiyuwdwi thpgpudqtu jpgundwut vky: Uwubtw-
Unpuygbu’

(8.24) multideg(S(f, g)) < multideg (( f) f)

8.6.1 Opphuwl. Zwoykup 8.5.1 opptimh puqUuunudubph S-puquuiunudp (Yplht
pun grlex Untindhwy Jupquynpyudnipjub): Lwbth np x¥ = x%y?, myw 8.5.1 opp-
ttwh hwpywupyp yupquutu tpwbwynd |, np S(gy, g2) = 2x2;,

8.6.2 Ywpdnipini. Zwpyk) S-puquuinuup 8.5.2 unph puquuinudubph qniyqh
hwdwn:

8.6.3 Lbkudw. Gipunpkip g4, ..., 9s € K[x1, ..., x| puquubnulbbph wijmq whnunk
abph nibkh dpkingh wunpSwbughl JElnnpp, wupbph gunienil niih v € NE,
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np multidegg; =v, i=1,..,n: EGpk punn ay,..,a; €K vhuwjuphlbph jugdyjus
f =aig1 + -+ asgs géuyhl hndphlnughuyh multideg f wuwmpdwip thnpp Ev-pg (uy-
uplpl, bpl [ndphlitughuyh wiyjwg winudp pdwunynid F), wapu f-p Jupkp F
bEpluyugiky S(gi,g]-) wkuph S-puquuinudibph qduyhl ndphlnughuyh nkupny,
L,j=1,..,n:

Cuwnn (8.24) quwhwwnwlwih, S(g; g j) wnbuph S-puquunudttphg jpipupuis-
miph wunmhdwbt wybkih thnpp k, pwt v-u: bulj a; g4 + - + asgs qdught Yndphtiw-
ghuwyh jnipupwisinip gnidwpbjnt wunhdwp unnyq v £ (wnwtg punhwipnipniip
hiwpinbint jupnn Bup hwdwpky, np ay, ..., a; uqupupubpp ny qgpnyuljut tu): Niuo-
wh 8.6.3 (kddwl wunnud k, np bpk a4, ..., as € K ujupupttpt piinpdus o wjhybu,
np f =a;g; + -+ asgs; gquuiupmd wjug wiangudh Ypdwnnd b nbnh niukund,
www wyy Ypdundwip Jupbjh b hwubb) h payp wgbh quny wpe whghmd bip
S(gi9 ]-) wnbuph §-puquunudutpht, npnugnid v wunhdwih wjwgq winudubp
wpntt hul] Ypdwndus L, wyuw f-p vnwbnwd Gup npybtu dh pwth wynwhuh S-
puquuunudubph qdwjht Yndphtimghw:

8.6.3 {bddwyh wwywgnygp: g; puquuinuuh wjuq gnpsuljhgp wywbwlykup d;-ny,
i=1,..,n: Ruth np multideg f <v, wmyu wdwt wiunudubph dhwgnidhg htwnn
ai g1 + -+ + asgs gnuduph wnwohtt ujwup qnpswljhgp qpojuljut 11]_’[111]1

(825) a1d1 + -+ asds = 0:

Gpt h;-n] tpwbwltup g; puquuinuuh h; = g;/d; tinpdwynpnudp, wmwyw hkown k
uwnnigliy, np

xVv xV
8.26 (90 9; =(_) _<_> b — R
(8.26) (9 g}) Itg; 9i Itg; 9j i

Ujniu Ynnuhg, htpn £ hwoyty, np

a9, ++asgs =a;dy - hy + -+ agds - hy
= ayd;(hy — hy) + (a;dy + axdy)(hy — hg) + -+
+ (aldl +et as—lds—l)(hs—l —hs) + (aldl + -+ agdg)hg:

Snudwpbkihubphg wdkbwdbpohtip qpnyuljut t pun (8.25) hwjuwuwpnmipju: buly
dtwgws gnudwpp hpkthg ubpuyugunud £ S-puquuinudubph gsughtt Yndphtiw-
ghw puwn (8.26)-h: =

S (gl-, g j) S-puquubnuup, hsybu K[xy, ..., x,]-h guijuguws puquutnud, ju-

phh E pwdwil) puquuinudutph 6 = (g4, .., 95) hwonppuljuinipjut Jpu: Og-
nwqnpskiny wykh Jun dingjus hzulhuﬂlnuln‘ unwgynn dhwgnpnp tpwbwmlbup
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S(9i9 j)G: ‘Lwunpy (Eddwb oginuugnpdynid k htwnbywy jupbinp hwyjnwthob wyw-
gnighkint hudwp.

8.6.4 ELnptd (Pmjupkpgkph bwjnwuhop). K[xy,..,x,] ogwip I ppkuyp G =
{91, -, g5} dbpst uyn ppbuyh Funphliph puqu b ugh b dhuyl uylh phypnid, Epp
guhlugusi,j =1,..,s gnijgh hwdwp S(gi,gj) S-puquubnudp G-p nplik gy, ..., gs
puuunpnippul Jpu pudwbipu vinugng S(g;, gf)c; Ulnugnpnp qpoyuiljuals E:

Uwwugnyg: S(g:, g j)—h wuwnlwiunwd E I hpbwih: Gph G-u Qpnputinh puqu
wyyw S(g;, g]-)G = 0 puwnn 8.5.11 hkwmbiwph:

Pujupupmpjul wmywugnygh hwdwp Ybipgubp judwjwlwut f €1 puquub-
nud b gnyg wwbp, np bph guulugws i,j = 1,...,s qnigh hwudwp S(gi,gj)a =0,

wyu Itf € (ltgy, ..., Itgs):

Lwih np {g;, ..., g5} Bupwpuqunipinip /-h suhs k, wyu pun 2.2.12 phnphdb‘
gnnipjnil ntubt wyityhuh 7; € K[x, ..., x,,] puquutnudubp, np

(8.27) f=zt giTi:
i=1

Lwitth np tdwt winwdukph dhwugnudp junwpynid £ pun hwuwuwp dnuindhwybp
niubgnn Uhwbnwdukph, wupqg £ np (8.27) hwjwuwpnipjut dwju Ynnuh £ puquuib-
nuuh multideg f wunmhdwip sh ghpuquignid we Ynnuh g;1; puquuunudutph
multideg(g;7;) wunh&wilikph g dwpupunidp

(8.28) multideg f < p = max{multideg(g;,r;) | i =1, ..., t}:

Lunklp, np bpk (8.28) minnmd hwjwuwpnipinit nbnh nitkbw, wyw phnpbkdh
wwwgnygp npuiny jujwpunygh: Ppnp, tphk npkik i =1, ..., ¢t hugkpuh hwdwp nt-
ukup multideg f = multideg(g;r;), wyu f bt g1y puqUuinudubph wjug winud-
ukpt hpwphg nmuwppkpynud B ny qpnyuljut uujup wpwnphsny, ntunh Itf-p
pudwtynud t 1t(g;7;)-h ypu: Fuyg lt(g;r;)-u b pudwitynid k ltg;-h ypu: Nrunp

Itf € (ltg;) < (ltgy, ..., ltgs):

8n1jg wwp, np bpk multideg f < p, wyw, (8.27) hwjwuwpnipjut we dwunid
tnthnjumpniuubp Junwpbng, yupbh £ hokgul) 4 wpdtpp: Lwju Jupkih k Eplne
Tudpbph pudwity g7, i = 1, .., t, gnudwpbjhubpp. JEpunuuwynpbip npuip twe
qpkny wdkbwpwpdp g wunhdwh gnidwpbihubpp: Gph tupwnpkup, np npputp m
hwwn kb, §niubuwbp
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m t
f= Z gini + Z giri
i=1 I. m+1

(8.29) ¢
E glltrl + ; gl(rl 1tri) + E . UL
i=m+1

Uju hwjwuwpnipiniiubph Eplpnpn minnh gmudwpubpp judpwynply Gup wytigg by,
nn wlktwpwpdp wunhgwih gnidwpbjhubpp Yoot dhuyb woweht gnidwph
ubky, npp wuydwbwnpyblp wowbwll) I': Lwbh np multideg r; = multideg(ltry),
wwuw I-h jnipupwiisinip gnudwptine hudwp multideg(g;ltr;) = p: Gpypnpy gnidw-
nh gnudwpbjhubph wunh&wubpp fuhun thopp B p-hg, pwth np r; — Itr; puuquw-
nuiuh wunhdwup 7;-h wmunhdwihg juhuwn thnpp b bulj yipohtt gnidwph dke g;7;
gnudwpbjhubph wunhfwuttpp fuhuwn thopp B p-hg pun junnigdwi:

Lwtth np multideg f < p kL pwtth np (8.29) hwjwuwpmpinitubph tplpnpn nn-
nh Ytpoht Epynt gnudwptbipnud dwubwljgnid B dhwyt p-hg gudp wunhdwth pug-
dwtunudubp, wyw (8.27) hwjwuwpnipjniup Jupnn b junwpgt) Jhuygl, tpp g wu-
wmhdwh gnudwpbihubphg punugus I' gnidwpnid nbnh E mbkunud llp&ulumuf
multideg(T") < p: Cuwn 8.6.3 Lhddm]h‘ uw bywbwlnd k, np T gnidwipp Yupbh k wp-
wnwhuwynk) g;ltr; mbuph (i =1,...,m) puquuiunudubtph npkik S-puquuunudubph
gébuyhtt Yndphtmghuyh dhengny: Cuwn (8.23) uwhdwidwl Junnigkup npuighg
nphik Ukl

o
(8.30) S(giltry, gjltry) = g Ity giltr; — lt( o) - gjltry:
]

Uy Ynnuh hwdwphsubipnid (8.23) pwbwdkih x-h thnpuwpkt wyunbn dwutwlgnud &
x#, pwth np pnpnp lt(g;ltr;) wpnwnpjuyubph wunhg&wbp gt Mwupg E np It Bty
Upwinudubkph qnpsulhgkpp (Ic7; b Icry ujwpmpubpp) nplk wqnkgnipnit sk
nubkunud wyu S-puquuinuuh Jpw, pwtth np nwppbpmpjut vk vwutiwljgnn pug-
dwbnwuubpp inpdwynpynid i Uh thnpp wy) £ Imr; B Im7y dnindhwikph nbpp:
giltr; ki gjltry wpinunpyuibpt ikt Upkitingt x# wduq Untindhwyp: buly g; b g;
puquubnudubkph S-puqluiinudp juqdkhu g;-u b g;-b puquuuunlynd Eu wyb-
whuh «odwtnulp» Untundhwjukpny, np kpyniuh wpunwngpuutph wjug dnundhuwy-
ukpp hwjwuwpykl: Lwth np wyn fwbtwywphny uvnwugynd E udwt htwpudnp w-
Jug Ununvhwjutiphg thnppuqnijup, wyw

S(glltrl, gjltr) xHij . S(gi,gj),

npunbn x#U-u x#-h nptk pudwbwpup : Ujuyhuny, T gnidwpp bpnsynud &
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(8.31) r= Z cij - X" - S(gu. ;)

cijek
qéuyhti Ynuphwghwyh, npunkn Cijje K, hulj jmpupwigmp gnidwpbim wunhdwp
uhutn thinpp & p-h:

Cuwn phnpbuh Eupwnpnipjul’ jnipupwisinip S(g;, g ;) S-puquwtipuup gy, .., gs
hwonpuuwinipjui Jpu pudwbtihu wnwbnd tup S(g;, g f)G = 0 dbwugnpnp: Low-
twlnud £ hus-np Lk € K[xq, ..., %] puqUunudubph (pudwbdwb putnprubph)
hwdwp

S(9i.9;) = 2 Lijk - g
%

ply npnud, otnphhy 8.4.4 htwnbiwlph, multideg (I;j - gx) < multideg S(g;, g;): Zk-

nktwpup bwbt
multideg (cij cxt e Ly - gk) < multideg (CU - xt -S(gi,gj)) <

Mnkd, tpk S (gl-, g j) puquuunuth Jipoht ubpjuyugnidp mbnungpkup (8.31)
nnnnid kL unnwugdust b wknunpkup (8.29) hwjwuwpmpniuutph ke, wmuyw Ynt-
tkbwlp f pwquuinudh dh tnp kpiuyugmd f =Y, g;w; wbupny, npunby
w; € K[x1, ..., x,] &L mpupwbsymp gnuiwpbint wunhfwip uhun thnpp b u-hg
multideg(g;w;) <u, i =1,..,u

Uunwgyws ubplujugnidp uljqpiwfui (8.27) ubpjuyugnidhg wwppbpynud £
upwtny, np npu pojnp g;w; guudwpbjhubph wunhgwutbpp fuhuwn thnpp G p-hg:
Gpt max{multideg(g;w;) | i =1, ...,u} =multideg f, wmyw phnptdh wwywgnygp Jw-
Jupuyh unyb puyikpny, np Yhpuntkghp wuywgniygh ulqpnid (8.27) ukpjuyugdwm
hwdwp: bull tpt g;w; gnudwpbihutphg gnut Ukjh wunhgwip phintiie ks L f-h
wuwnphfwtihg, wmyw Yplukup wywgniygh puyibpp kL uinwbiwbip (8.29) mbkuph vh unp
Jtpnidnipinit k| wykih thnpp wunhdwth gnidwpkihtkpny:

Lwbth np K[xy, .., X,]-h ypw putwplynny Jupquynpjusnipniup dnundhuy L,
wyw wjb bwhkt (hnght jupquynpjuénipimb k, b wwugnygh puyikpt wgkpe
wbqud Ypluydly sk fupnn: Pus-np puynud Ynitktwp (8.27) wbkuph vh ubkpluyw-
gnid, nph wdkwdkd gqnudwpbnt wunhdwup multidegf £: m

8.6.5 Ophuwl. 9tpununuuwny 8.5.1 tir 8.6.1 ophtiwjukpptt’ wnkutnid Eup, np 8.6.1
ophttynid dkup thwuwnnpk uinniqhy Lup, np g4, g, puquuinudutnh qnyqp pnp-
tkph puqu sk Puuwbu, klp unwgh) kup, np S(g4, 92) = 2x%: Uniu Ynnuhg,
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1t(2x?) = 2x? wjwq whnudp sh pudwiynd ltg, = xy? b ltg, = x%y wjwug whnu-
Wphg ny UKYh dpus Mipb’ S(gs,g)0 91,92 qnugh dpw pudulibihu Yunwgyh
r = 5(91,92) (91,9, = 2% # 0 ny qunyuljut Ybwgnpnp: Cunn Amjuplipgliph hwynwbh-

oh’ g1, 9> qnugp Spynplkph puqu sk

8.6.6 Twpdmpmib. Pnijuppgkph hwpnwithoh ogunipjudp winmgly, phk wpyn’p
Qnnpubph puqu t 8.5.2 munnh puquubnwdubph qnyqp:

Pntjuptngbph hwjunwithop wpwtidtwybu htion  Yhpwnk) Epynt puquutnud-
ubphg Juqujws hwdwlupgtph hwdwp, pwuh np wthpwdbton E unnigl) dhuyh
Ukl hwwn S-puquutinud:

8.6.7 Ydwpdnipnii. Ywnnigh) kplnt puquuinudhg punljugus Ipnputph puqu:

8.6.8 duwpdnipnil. Ywnnigh tpynt puquuiunudhg punjugus hwdwlupg, npp
Gpynpubph puqu sk

Bupwnnkup npyws k puquuinudubph nptik ¢ = (g4, ..., gs) hwonpnuljuinipe-
mit (pk G-u Qpmnpubph puqu b, puquuinudubph npuuwynpnipniup $hpubin
wuwpuwnhp sk, payg pughwinip phypnid npu whpwdtown b): Spyws r puquunw-
Up G-h wdktwybkpenid wykjmgubny' uwnwgynn (gy, ..., gs, ) hwgnpnuljuinipnt-
up hwdwnpnnni pjut hwdwp bywbwlkup G + 7:

8.6.9 Lbkudw. Cipunpkip f € K[x4, ..., x| puquuinudp G = (g4, ..., gs) huonpnu-
Jubnipyul Ypuw pudwikihu uvnwugyng dinugnpnb b f; = r: Uip pbypnid f-p G +r
hwonppulmbnipyub Jpw pudwbbjpu winmgvnud Fopopulwh dbwgnpy ' foir = 0:

Uywugnyg: Uulntuny pudwdwb ypngkuh wdkt puynud (nku 8.4 wwpwgpu-
$p) Jud pupwghl f; puquuinuiuh wjwg winudp padwiynud | pudwtwpupbb-
hg Uklh wjwg winudh Jpu (G wyn ghypnid hwmdwywinwujuwt Ypdundwt dh-
ongny wugunid kup hwenpy fi14 pupwghl puquubnwuhiy), jud b pudwinid mknh
sh niukunud, tr pupwghl f; puquuwinudp denpynid £ Eplnt dwuh (bpw Itf; wjug
winuup dhwgymd £ dawgnpnhty, b dkup wpngbup swpmbwynwd Bup fiq = f; —
Itf; pipwughy puquuinuuh hwdwnp):

Zudbdwwnbp, ph hus Junwgdh f puquuinudp (g4, ..., gs) b (g1, ..., s, 7) hw-
onprpuljwiimipinitiubph Yypu wlniuny pwdwibihu: fFudwtdwt wnweht Up pwth

puyipnud Ukup upnn Gup wyuyhuh pupwghly f; puquuiagudubph hwunghwby, np
Itf;-u pmdwiigp Itgy, ..., Itgs wjwgq winudubtphg npbik Uk Jpu: Uyn nhypnid pw-
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dutidwl ypngtup dhwidwl | pipwinmd pk (94, ..., 9s) & ph (94, .-, g5, 7) hwonp-
nujwinipniutph Jpw pwdwubihu: 7 pmdwtwpupn wyy puy kph Jpw sh wqnnud:

Bupwnnlup hwub] Eup wjit wnwehti fi-pt, nph hwdwp Itf;-u sh pudwbynid
Itgy, ..., 1tgs wmjuq wunudutphg ny dkhh Jpu: Ujy nwypnid gy, ..., g5 hmenppulju-
unipjwtt ypw pwdwtbihu ltf;-u mbnuihnpdnud £ dbwgnpnubph r ynibwl, huy
(91, -+ g5, ) hwgnpuijuinipjutt Jpu pwdwbkjhu ltfi-u pudwiynd k ltr-h Jpu
(wquipg k, np Itr = 1tf;, pug npnud, 7-p Yupnn L nibakuwg 1tf;-hg pugh £ h dh putih wt-
nudubp): ltunh npyku gg4; pwbnpy Yipgumd Bup gz, = 1 wpdbpp b wugnud
fi+1 = fi — r puqUutgudht: Uju puyinud f;-hg hwtdnwd t ny dhuyt Itf; dhwbngudp,
wy] 7-h pninp Jhwbnqudubpp: Ljwnkiup, np pun 7-h unnigdwl, wyg dhwugudub-
rhg ny dbyp sh pwdwuynud ltgy, .., ltgs wjwg winudutphg npbik dbhh Jpu,
uyuhtpl, kpp hwgnpn puynid Ukp unnighip, ph ulIlI}]Ilop Itfi41 wwq wnudp pw-
duynud k ltgy, ..., Itg; wjwg wunudubph Jpu, wyw nu upaqus sh hth r-h wjh
dhwunudubphg, npnup hwidl) Eu fi-hg: Pudwdwt dabwgwé pninp pwykph pb-
pugpmu dkup hbppuljub fi,; puquubnuiuh wjwug winudp dhown k) Yhupnnu-
twlp pudwtly ltgy, ..., ltg; wjugq wunwdubphg nptick dEGh Jpu: - =

Zujupyws thwunbpp dkq wpght htwpwynpmpinit Eu i hu vnwbwy Fozjr-
rlpglph wignphpdp, npm upbih t Qpopubph puqu juemgl) K quwnh Jpu
npjus K[xy, ..., ] puquuinuduyght onuljh guijugus I = (g4, ..., gs) hntwyh hw-
dwp: Ljwwnkup, np puwn Zhypkpinp phnpbdh, K[xy, ..., x,] oquljh gmujugws I hntuyg
Jtpowynp suquwsd £ kL ntuwnh, hpnp, ntth tpdus I = (g, ..., gs) tkpjuyugnidp:

Bpt g; pmquuunudutphg gnuk dkyp ny qpojujut £, www I hptwp tnyuybu
ny qpnyuljwi t: Uyuhtpl' 7 = {0} nhwpp htwpunp E dhuwyl, bpp popnp suhstbpp
qpyuiuib ki Uju nppyhwy nhwpp puguntip dtkp pttwpynudutinhg te Bupwunnptp,
np [-u qpojuljut sk B ponp g; puquutqudubpp tnybybu ny quoyuljut b, @ =

1,..,s:

Shputiip Suhsh pwqUwunudubph npbik ¢ = (g4, ..., g5s) hwonppuljunipynii:
buntputtph npkik i,j = 1, ..., s qnuygh hwdwnp (8.23) pwtwdting hwodtup S (gi, g j)
ruquubnudp b wilniing pudwtklp wyt 6-h ypu: Gpk vnwugdus r;; = S (909 j)G
dtwgnpnubpp poinpp qpojuljut &b, wyw G-t Spnpubph puqu k pun 8.6.4 Fniju-
pkpgbph hwpnwtthoh: bull Epk nfjwy i,j qniygh hwdwp 7;; # 0, wmuyyw nhunwplkup
G + 1; hwgnpuljubimipeniip: Cuwn 8.6.9 Lhddul]h‘ S (gi,g j)'E G + 1; hwonpnuiljw-
unipjutt Ypw puwdwibhu uvnnwgynn dhwgnpnp qpojuljui S
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S(gi.95)

G+rij

Gpt G-t thnpuwphubbp G + 7;; hwonpnuljminipjudp, wyw puquubpudibph
unyu (gl-, g j) qnuqu wydd wpnkt Ypuupwuph Pnijupipgbinh hwyunwthonid todus
wujdwbhl: Umniu §nnudhg, pwh np 7;-0 wwnluwind £/ hpbwhl, wyw 6-nd
Sujws hnbw b withndnju £ diwghk) (G) = I:

Upluklp puyp’ (909 j) qnijgh puquubunudubpt wydd Jtpgubkiny unp ¢ hwenp-
nuljwunipiniihg (pun npnud, g;, g ; puquunudubtphg npbik Ukp Jupnn £ hwdw-
uwp (hubk] twhnpy puynd vnwugws dawugnpnhiy): Gpt hwynuwpkpdh dh tnp i, j
qnyq, npp hwdwp 7 =S (gl-, gj)c # 0, myw wyu dhwgnpnp b Jtpehg wybjwg-
ukup G-hl: Cun npnud, wwupg k np twhinpn puynud wpnpkt qpojugdus dbwgnpnp
Yowpnitwlh qpnjujut Ytw) wju puyjihg htnn Giu (htipw | unnigly, np tpk wul-
miuny pudwbdwt wgnphpunid nphitk puquunud hts-np hwenppujwiinipjut
Jpw pwdwibkihu utnwgynid £ qpnjujut dbwgnpn, wyw wyn hwenpnuljwinipjut
Ykpohg biu Uh pudwlhwpup wlkjugibim] dkip nupdju) junwbwip qponyulul
dlwgnpr):

Cunpnitwlklp wyju wpngbup, pwth ke hwinhynid & ny qpojulwb 7; pudw-
twpwpubp: Udkt puynud dkup, vh Ynnuhg, biu vh puquuingud Eup wykjuginud
G-h, diniu Ynnuhg, qpoyughnid tup S(g;, g f)c dtwgnpnp: Cun npnud, wdkt puygnud
G- Ukdwghkn] dkup juhun Ukdwghmd Lip G-h puquuinuubph wijug wib-
nudtknpny sudws (Itg | g € G) hnbwp: bujuwbu, wyy hpbwp dnundhwy E huly pun
8.3.5 (kddwyh nptat puquuinud wunljuwimd E dnindhw) hpkwiht dhaygl, Bpp
upw pnnp dhwinwdubpp pwdwignid Bu wyn hpbwp $unn dnundhwjubph pu
Utp nhypnid wdkh puynud G-htt wykjugynud £ wjighuh vh 7;; puquubnud, nph
ny Uh winwd gp pwdwin/nid G-h puquuingudubph wjuwg winwdubphg npbick dkyh
Ypw (munh b wjwug dnindhwbbphg ns UG Jpu): Mipkdl' wdbbh puymd
(Itg | g € G) hntwp juhun Ukswund E:

Bpt wju ypnghut wudtpy swupnitwlytp, dkup Junwuwghup K(xy, ..., x,,] onqu-
b hptwybph mhun wénn widtpe onpw: Uwfuyl, puwn Zhjpkpnh pinptuh 8.4.17
htwnbiwph, K[xy, ..., x,] onuljh hptwjukph jpipwpwisnip wdnn onpw juynibw-
unud £ Uw wpwbwlnud E, np hus-np puynud dbkup junwtwtp wjttyhuh ¢ hwenp-
nuljwinipinil, nph gutljugws g;, g; winuuukph hudwp r;; = S (gi, g ]-)G = 0: Uy-
uhtipli’ puwn 8.6.4 Pntupkpghinh huywnwthoh, junnwbwup ¢ Apmnpubph puqui: Gph
yujlwbwynpytkup S-ny wpwbwllk] nju; wwhht putwplyny puquuunudubph
qnuqtph (gi, 9 j) pwuqunipniip, wyw wyupqg k, np ypnghuh wnwght puyjnid Yniuk-
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twlp § = {(gi,gj) |[1<i<j< S}, huy thgnuf § = ¢: Ujuyphuny dbkup Junnigk-
ghup htinbyw) wgnphpdp.

8.6.10 Uggnphped (¥pynputiph puquih junnigdw Anjupkpgbph wignphpup). K pup-
nh Jpu mpdus K[xy, ..., x,] pauqUubnudughtt onulnid niukup g4, ..., gs ny qpnyu-

Juwt puquuwinudtbpny suqws [ = (g, ..., gs) hnbwp: Zwollky I hnkwh nplk 6
Spynpubph puqu
1. Dhpubyny g;,..,9s puquuiunudutph npkk I}mumt{nanp]nL‘u‘ uwhwdwikip
G = (91, -, gs) hwonppujuwtinipynip:
2. Uwhdwbtlp puquuinudutph qnugtph 8 ={(g:,9;) |1 <i<j <s} puqunip-
jniup:
3. 2wthntn § # @
4. plupkbp npkit (g; g;) qnug S-hg;
5. dkpugpklp § = $\{(g: 9,)}
6. Uwhwlbkup x” = [Img; Img;] (g; g; puquubnulbph wiug Untnthuyikph
wuktwhnpp punhwinip puquuuyuwnhlp);
x

7. pwhwlkhp S(g;, 9;) = (ltgi) gi — (11571) 9js

8. S(9i,9j)-p pudwikip G-h Ypw kL dhwgnpnp bywbwlkhp r = S(g;, gj)G;
9. tpkr # 0

10. G hwgnppuljuiinipjuin Yipghg wdkjugutup r puquubiguidp;
11. Jhpugptup S =S U {(r,g) | g € G}:

12. dmipu qplkup ¢ hwenppuljunipiniup:

8.6.11 Ophuwly. Ybkpwununtwip 8.5.1 ophiwljh puquuunudubpht: 8.6.5 ophtiwlnid
Uktp Pnijupbngbph hwjnnwthony wppkh uwinnighk) Bup, np g; = xy? + 3y? + 2x b
g2 = x%y + 3xy qnuqp pnplbph puqu sk Npubu wyqphwjut hwenppuwintpe-
it Jkpguklp G = (g4, g2): Rutth np wpnkl uinwghy up S(g1, g2)¢ = 2x? # 0, wyyw
tpwhwkup g; = 2x? k. whgukup G = (g1, 92, 93) hwonppujuin pjutip: Ujdd wp-
ntu S(g91, 92)¢ = 0: Zwpykup

1
S(91,93) = xg1 — Ey2g3 = x2y? + 3xy? + 2x? — x%y? = 3xy? + 2x%
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Ullyniuny pudwlikng S(g4, g3)-p G-h Ypw unwbmd kup

5(g1,95) = 391 + 0gz + 1g5 + (=9y* — 6x):
Lowbwlklp g, = —9y?% — 6x L whghkup G = (g1, g2, g3, 94) hwonpruljwbinipjubip:
Pluswytiu uptghtip wignpphpuh Junnigdwt pupwgpnid, punn wyu tnp G-h, qpojulju
Yithth ny dhuy $(g1,93)¢ Ubwgnpyp, wybe bwfunpy puyh S(g1,92)¢ Utwgnprp:
NMuydwbwynpytp dbwgws puy kpnid wyitiiu shhownwl ) wppbt qpnjugdus dhw-
gnpnukpp, pwth np nputp pupnibuynid i qpojujub daw) tnp pwdwbwpupub-
nh wykjugnithg htwnn bru: Zupytup

1 2 2 2 2, 2, 2
S(gl,g4)=g1—_—9xg4=xy +3y°+2x —xy —§x =—§x +3y° + 2x

(Wuunkup, np wunudubph Ypdwnnidhg htnn dbup twbt Jepuguuwdnpty tup
dtugus vhwtgudubpp pun griex yupgquynpjusnipjub): Pudwibing S(g1, 94)-p
G-h Ypw wnwumd kup

1 1
5(g1,94) = 0g, +0g, — 393~ 394 +0,

Ujuhlipi’ wyu puynid S(g4, g4)g = 0 b tnp sths wbjugubint hwpl su: Zwoykup

1
5(g2,93) = 92 —3Y9s = x%y + 3xy — x%y = 3xy:

Pwudwtikiny S(g,, g3)-p G-h 1]_[1u1‘ unwind kup

5(92,93) = 09, + 0g, + 0g3 + 0g4 + S(g2, g3) = 3xy,

pwith np 3xy-u wpnkb huly sh pwdwinid g4, g,, 93, g4 puquuiqulutinhg ns Uklh w-
Jug whnudp: Lywbwlkip gs = 3xy b wmugukup G = (91,92, 93, 94, g5) hwgnprnw-
Juiunipjuiip: Uw Jbpohtt hwgbnudu k G-ht, pwh np bwgwd pninp hwoynidub-
pnud unnugynud B dhwyj qpojuljwit dbwgnppubp: buljuybu,
1
5(91,95) = 91 —3¥gs = xy® +3y® +2x —xy* = 3y* + 2x:

Pwdwtkiny S(g4, gs)-p G-h 1]pu1‘ unnwinid kup
1
5(g1,9s) = 091 + 092 + 093 — 594 + 0gs5 + 0:

Ujunthbwnby
1
5(92.95) = 91 — §xg5 = x%y + 3xy — x%y = 3xy:

S5(92, 95)-1n G-h Ypw pwdwikyp htiown k, pwth np 3xy = gs: Munh b S(g,, gs)g = 0:
Zwgnpr} puyjjnid



8.6. Pntjuptpglph wgnphpdp 327
1 2 2
$(92:94) = Y92 — =g ¥*ga = x*y* +3xy? —x%y? —2x% = —2x% + 3xy?
(4p&winnivhg htinn JEpunuuwynpty tup vhwinudubpp pun griex-h): Fudwtb-
10 $(g2, ga)-p G-h Ypw wnwunmd kup

1
S(g1,95) =391 +0g, + (—gx + 1) gz +0g, +0gs + 0:

Ujunthtwnby

1 2 2,

1
$(9gs19a) = 5¥°93 = —5x*ga = x*y* = xX%y* — 5% = — o2

Lwtth np uvnwgwé puquuiunuip pudwtynid b gz-h Ypw, dhwiuquiuhg niukup

5(93,94)¢ = 0: Zmonpy puynid

1 1 , ,
5093 9s) = 5Y¥93 —3%gs =Xy —x7y = 0:
Jhppwujtiu

1 1 , 2, , 2,
5(94'95)=_—9xg4—§yg5=xy +§x —xy® =gxt

Unugus puquuinudp pudwinud k gz-h Jpw, ntunh S(g4, gs)g = 0: Yuwwnwp-
Juwd hwpquplp gnyg & wwihu, np I = (g, g2) hntwyh Spnpubph puqu b htnbyuy
puquunudttph ¢ puqunipniap.

g1 = xy?+3y? + 2x,

g2 = x%y + 3xy,
(8.32) gs = 2x2,

ga = —9y? — 6x,

gs = 3xy:
Bqputhwltng ophtwlyp’ tljwwnkip, np bpk Uhbske Jkpohtt puyp dkp G-u hwdw-
puud Ehup hwonpnuljuinipmit bt wuwhywinud tpw winwdubph npuuuynpnipe-
niup, wyw ujuws wyt wuhhg, Epp wupqytg, np G-t Spynputph puqu k, puquub-
nulubph nuuwynpnipniit wykin bujub sk, G dkup Jupnn Bup nhunwpll wyy
hhug puquuiunuuutph guijugus hwenppuljuntpini:

8.6.12 Jwipdnipnii. Ywwnwpk] twhinpn ophttwljh pnjnp hszmpllhhpE‘ ubpunyuy
wulniuny pudwimidubpn:

8.6.13 dwpdmpni. Pnijupkipgbiph wignpppuh dhongny nptiik Qpmpubph puqu
Junnigh) 8.5.2 juunph puquuinudutph qnyqny stdws hnbwgh hwdwnp:
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8.6.14 dJwipdmpniuubp. Poijupbpglinh wygnphpdh dhongny Qpmnputph puquukp
Junnigh] htnbywy hpbwjubph hwdwnp: Cun npnud, bwju upnignidubpp junwpty
puwn lex jupquynpubnipjul, wyw Eum‘ grlex Jupquynpjubsnipjui.

1) I =(x—z%y—2z%,

2) I =(x*y—1,xy%*—x),

3) I =(x2+y,x*+2x%y +y2 +3):

8.6.15 Thunnnipyni. Ljwwnkup, np dkup wpnkl Jupnn Bup nusk) hpkwhtt wuwn-
Juubnipjut juunhpp, npp dAbtwtpuybtghip 8.1 wwpwgpudpnid: Gpk npjws b
K[xq, ..., x,] onuyh I ={g;,..,9s) hntwyp bt nptik f € K[xy, ..., x,] puquubguud,
www Jupbjh t yupgly, p wpynp f-p wunlwind E/-hb: dpw hwdwp pudw-
Yuwt t hwoyty I-h npbik ¢ Qpmnpubph puqu bt uinnigly, ph mpr}]nop fn G-h Jpw
pudwtihu utnwgynid k qpojujut dbwgnpn (pug npnud, G-h puquunudubph nu-
uwynpnipnibt kwljui sk): Ukup uw phnkiu wignphpuh nbupny skup dtiwlkp-
wnud b juinpununtwip wju hwpght 8.7 wupwgqpudpnud, Epp Apnpubph puqu-
utph dwuht Ynibbbwbp wytyhuh hwybjuw) wunbp, npnup pny; juwb nust
twbt hpbwubiph hwjwuwpnipyub b Eipwhnbwibph pughpubpp:

8.7 Uhupduy tr pipywé pnpubph puquikp

Pnijupbpgbph wignpppdny Yupkh £ G ={g;, .., 95} Fynpubph puqu funnmgh)
K[xq, ..., x,] onuljh gmujugws ny qpnyujuit I pnbwh hwdwp: Uwljuyi /-t upnn k
bwbt wy) Apnpubph puquikp nitbtw): ‘Ldwt opptiwljutp htiow k unwbw, wukup,
G-h g; pmquuunudubtpp juduwyulwb ny qpnjujut ¢; ujupgupubpny puqduyuwn-
Ytny, i = 1,..,s: Lubh np wyny uupjupibpny puquuuyunlnudp sh thopmd ny
puquutnuutph wjwg dntindhwytkpp, ny &y I hgbwyp, ¢ = {191, ..., ¢s g5} puquUnip-
iup unybybu I-h Qpnpukph puqu bk *ddup sk junnigh] bttt wdth wquluu
wnphyhw) ophtiwlyukp.

8.7.1 Oppuwl. Ukup 8.6.11 ophtimynid / = (g4, g) hntwh hwdwp hhiig wwppk-
nhg punugus G = {gy, ..., gs} Fpmnpubph puquib vnwuguip (8.32) hwlwlwupgh
wbupny: Ljwwnbkup, np wyy ophttwlh / hnbwyp sh thnjudh, bpk G-ht wykjugutup,
wuklp, gs = g2 + g3 = (x%y + 3xy) + 2x% = x%y + 2x% 4+ 3xy puquubnudp: Uniu
ynnuhg, g¢ puquunpuiuh wjwq winuup hwdptund £ g,-h wjuq winwuh htwn,
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wyuhlipl’ {Itgy, ..., ltge} wjwq winudikpp sunud ku tnyl Udnbindhuwy hnbuyp, his
{ltgy, ..., Itgs}: ﬂLIlhlﬁl‘ {91, -, 96} puquUmipnLUp Unybwbu I-h Apnpubph puqu b

Zuulwbwyh k, np Ukq hwnwppppnid Eu ny ph wyt nhwptpp, kpp nipgws Spynp-
ubph puqut wkih b Ukswgdnud, wy wy nhwpbpp, tpp Yuptkh b Adwpaynppiu
phs puquuinudtinhg yuqujws Spnpubph puqu unwbwg: Zhknbyuy) (Eddwt poyg
E viwhu Qpnpubkph puquyhg npny mwppbp hinwguby:

8.7.2 LWldw. Gapuppkip G ={g,, ..., 9s} puqunipinibp | hpnkuyh Yunphlph pugu
L puly bpu g; € G puquwbnunlt wybypupl & ap ltg; € (G\{(g:)), uyuplipl’ gi-}
wijuig whnuidp uwn§winid FG-p Jhugud puquuinudbbph wyjug winudiakpny
Stjws hpbuyhl: Uiy glypnid G\{g;} puqunipiniip dnybhwylbu | hnkuyh Yunphkph
pruqu E:

Uuyugnyg: Oqunytny 8.5.7 htwnbiwiphg puulub k gniyg niwy, np guiljugus
f €1 puquuinuuh Itf wjug winudp puduiynd t G\{g;}-h puquubnudutphg
npbtick Ukhh wjwq wunudh Jpu:

Lwtih np G-u I-h Qpnputph puqu k, pun 8.5.7 htwnbiwtph' gnynipnit niuh
gj € G, np Itf iltg;: Gpk g;-u vmuppkp t G-hg hknpwgws g; puquubnuithg, wuyw
gi~h hEnwgnudp wyn pudwbidwb Jpw sh wqnkp: buly kpk g; = g;, muym oqunykp
wjlt hwuwnhg, np (16(G\{g;}))-u Unundhw) hntuy k: Lwh np, pun (Eddugh quwhwb-
oh, Itg; Uhwbnwup wwinluwimd £ wyy dntindhw) hybwhi, wyw pun 8.3.5 (kudwgh’
wju pudwtiynid E dntndhwy hntwh suphsubphg npbikt dthh dpw, wyuhtupl, npbik
Itg; wjwq winwdh Yypw, npinkn g; € G\{g;}: Niunh twb Itf : ltg;:

Zuuwbuyh k, np G\{g;} puqunipniup sunwd & I-u: bpnp, ket f € I puquulinu-
Up winiing pudwkp G\{g;}-h Jpw, wyw Junwugyh qpouljut dhwgnpn, pwth
np pudwtdwl wdkh puynd Yqunugh G\{g;}-h nptik puquubmud, npp Ypudwh
nupughy puquuinuuh wjwug wunudp pun Yeph wudush: =

8.7.3 Thunmmpymb. Uktp unwgh) Gup Apnpubph puwquyh htinbyuwg oquuuljup
hunmpmnitp. g; € 6 puquuinudp hwdwp ltg;-t unjuinwd t (1t(G\{g;}))
hptwht wyt b dhuyt wyt phwpnid, Epp ltg;-u pudwtynid £ dbugus puquutinud-
utiphg npbik Ukhh wjwgq winwuh Jpu: Cun npoud, wyn nhwpnid, 6-hg hbinwgubng
-0, Ukup uinwiinud Bup G\{g;} Qpnpubtph puqui dhttingt 7 hpbwih hwdwnp:

dbpp phipus hwnynipniutbpp, ptwwbwpup, dhon skt puquubnudutpp
Judwjulut puqunipjntuttph (ny whyuwydwt Spnputiph puquikph) hwdwnp:
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8.7.4 Opptwl. Thunwpytip F = {x? + 1,x?} puquuinudutph qnyqp K[x] onw-
ynud: Lwbth np (x% + 1) — x% = 1, wyu / = (F) hpbwp wupnibwynid £ 1 dhwynpp
b, miptidy, [ = K[x]: Uniu Ynnuhg, It(x? + 1) = ltx? = x2: Puyg bpt F-hg htinwg-
tiktp wpwoht puquwinudp, Yubw x2-t, npp Sund  x?K[x] hnkwp: Pulj Ykpohtiu
wwppbp £/ = K[x] hntwghg:

8.7.5 Munphp. Pnijupbipgbiph wignphpdny quil) twjunpn opptwyh F puqunipjudp
styws hntwih 6 Apnpubph puqui: Unnigl), np wyn puquyhg x? + 1 puquubinu-

uUp htinwgubint nhypnid ¢-ny stdws hnbwp sh thopayh:

8.7.6 Uwhdwumd. K[x,, ..., x,] onulp I hntwih G = {g4, ..., gs} Ipmnputph puqui
Ynsymd £ dpipduy Yunphlph puqu, tphk guujugws § = 1, ..., s hunkpuh hudwp

1) Icg; =1,

2) ltg; € (It(G\{g:)):

U\]uhhph‘ dhuhudw) 9pnputph puquyh ponp puquuinquditpp inpdudnpyus
ki, b nputighg ny Ukhh wjwg wunudp sh puduiynid dawugus puquuinudubtphg
npbiik Ukhh wjwq wunudh Jpue:

8.7.2 (kddwl ki 8.7.3 ghuinnnipjniup ny vhuyb wyugnignid i vhthdwy Qpynp-
utiph puquibph gnynipniup, wybt nwjhu b gpuitg jurmgdwt Epubwyp. padu-
Jul k Jtpguby I hpbwih nptck 6 Q@unpubph puqu, tnpduynpl) tpuw puqlutigud-
ubkpp B hwdbdwnt) npputg wjwq wunudubpp: Gpt nphik g; puquuinudh wjug
winuup pudwinud £ dh wyp g5 puquuitinudh wjwg winudh Jpu, wygw 6-hg nku
ubwnkup g;-u: Cun 8.7.2 thh[ul]h‘ Ukup Ypyht Yniubwp Spnpubinh puqu, pun n-
nnud, nputinyg sudws I hpbwt wuthnthnju b dEpowdnp whuqud Ypyutnyg wyu puy-
lEpp Uklp h Ykpen Juinwbiwmbp dhthtw) Spynplbph puqu: Yhpunkip wju fubnp
8.6.11 ophtiwulmd Yunnigqwé puquyh Ypu

8.7.7 Oppuwy. 8.6.11 ophuwyh G = {g4, ..., g5} Fpmnpuliph puqui unplwynpljnig
htwunn Juinubmp

hy = xy? + 3y? + 2x,

h, = x?y + 3xy,

h3 = xz,

hy =y* + 2

4 =Y 3 X,
hs = xy:
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Lwih np Ith,  Ithy B lth,  lthy, wyw Jupbh E gkt tbnbk] wnweht Epynt puqdwui-
nudtbpp: Yduwb tpkp puquuinudubp, npntghg ny dkhh wjwg winudp dniuikph
wjuq winuditph Ypw sh pudwiynd: Thpui]witng puquubnudibkpp” junw-
twbip Uhtibinyt I hppbwih htnbguy dpépduy Qpnplkph puqub. f; = x2, f, = y? +

2
3% fz =xy:

Pwth np dhuhdw) Ipnputiph puquyh Jupnigdwt pwyikpp pupy sk, hwudw-
wuwwnwuhiwb wignphpuh dttwkpynidp pnnubup npyku wwupg juughp.

8.7.8 Ivunhp. Qtrwltpyt] dhthdw; Spnputph puquyh junnigdwt ullqnphpd]}‘

hwdwpkiny, np mpJws / hpbwh hwdwp Botjupbipgliph wygnphpdh theongny wpnhu
qunuquws k. ¢ Apnpubinh puquitt: Snrgnrd. mbu twkt 8.7.13 wgqnphpdn:

I hntwip Yupnn E niubkuwy muppkp dhthdwy @unpubph puquttp:

8.79 Oppuuwl. Zkow E unwbuy 8.6.11 ophtulh hybuyh (wyuhtipt' 8.5.1 ophtiwlh
I = (g1, g2) hntuh) mwppbp Uhthdwy @pynputph puquikp: buljuybu, phunwpltup
fi=x*+k-xy, fL=y%+ %x, fz = xy puquubunwdubph Epjulp, npnbn k-u npbik
wupnne phy L Upwup unwugynid ku 8.7.7 ophtwlhh puquwunudutnh tnjulhg, tpt
fi puquuunuuht £ whqud gnidwpbup f3-p: Mwipg k np wyy pipwgpnid sh thnju-
Jnud puquunudtnh Enjuliny stdws I hpntugp, npp ns wyy his k, pwt 8.5.1 ophtiw-
Uh I = (g1, 92) hnbiwp: Ujniu Ynnuhg, k - xy-h gnudwpnudp sh wqnoud puquuinudh
wjuq wunudh Ypw, ntunh dkup Yphht vhuthdwy @pynpubph puqu Eup utnnwtinid:

8.7.10 Lhudw. K[xq,..,x,] oqulh ns gpmufwlr I pnkuyp gublugus Ephnt dpap-
duy Qunphkph puqubbkp punlugué Bi hujwuwp pubuinipudp puquubnund
bkphg:

Uwwgnyg: Gupwunptup I hptwyb nith 6 = {g;, ..., gs} v H = {hy, ..., hy} dplp-
dwy Ipynpubiph puquiukpp: Yhnwplkup nptik g; € G: Putthnp g; € I kL H-p Spjnp-
tubph puqu E, gnymipnit niuh wytwhuh dh Ay, np ltg; ¢ 1th;: Rubth np G-t tnybybu
Qpnpukph puqu k, wyn Aj-h hwdwp gnnipynit mbh wytyhuh dh g, np lth; @ ltg;:
Nupkdt’ wiknh niuh twk Itg; i g;: Rwbh np G-t Uhthdwy k, uw hwpuynp b dhuyh,
tpp i = I: Ujuhlipti’ Itg; b Ith; wjwg winwdubpp pudwidnid o hpwp Jpu: Lutih
np Eplniup gnpswlhg b 1 E wwu Itg; = Ith;: Unwbmd Bup, np ¢ b H puqubtkph
puquuunudubph wjug gnpswljhgutph puqunipniuttpn hwdpuunud B Nipbdu

bLs=k =m
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8.7.11 Uwhdwumd. K[x,, ..., x,] onulp I hntwih G = {g4, ..., gs} Fpmnputph puqui
Unsynud t plpyins Yuynpikph puqu, iphk guuljugws i = 1, ..., s hugbpuh hudwp

1 leg; =1,

2) g;-h dhwugudubphg ny Uklp sh yunwunwd {(1t(G\{g;})) hntwht:

Zuuwuwyh k, np pipus @pnpubph puquis btwbe dhuthuuy b

8.7.12 @tnntd. K([xy, ..., x,] opwfp juwduymiwi 1 pnkuy niih dhwl phpyjus Ypnpy
abpp puqu:

Zuuwuwyh k np wyunbn dhwlnipniup p tfuwnh nibbup $hpudws dntundhuy
Jupquynpusdnipjut yupuquynid:

Uwwgnyg: Ihpguklp I hptwh judwjwulwh 6 = {g;, ..., gs} Uhuhdwy Spynput-
rh puqu b npkik i =1,..,s hugkipuh hwdwp 7;-ng tpwhwltup g; puqUutnudp
G\{g:}-h ypw pwdwikihu vinugynn r; = (gi)g\(g;; Utwgnpnp: Lwh np G\{g;}-u I
hntwh Qpnputph puqu sk, pudwidw dhwgnpnp jupnn b G jupagws 1hul) pug-
dwinudubph guuwynpnipniithg: 6\{g;}-h puuuynpmipniut buljwi sk wuywugnyg-
gh hwdwp, ntunh wupgnipjut hwdwp punpklup tpw guuwynpnipnitiubphg n-
phik Ukl Lowbwykup G' = (G\{g;}) U r; tir Wjuunklp, np wju puqunipnii nith
htwnbyw) hmnlnipniuubpp.

gi-h wjug winudp sh pudwinud G\{g;}-h puquutnuuttphg ny Ukh wjug
winuuh Jpu: NMunh wiulniuny pudwbdwb pipugpnid ltg;-tt inybwpwup nbknu-
thnpuynid E dbwgnpyibph wymbwl b qunbmd 7; dhugnpnh wjug winudp 1ty =
Itg;: Zbwbrwpwp, G-h b 6¢'-h puqUuinudubph wjwg wunudibph puqdnipniubb-
pp hwdpbyunud B ¢ €1 b 6'-p Sumd |k /-U, pwtth np, kpt hug-np f € I puquwl-
nud G-h Ypu pwdwtbjhu uvnwugynid k qpojuljut duwgnpn, wyw qpojuljut dbaw-
gnpy E unwugymu twbr wyt bwbe G'-h Jpw pwdwiikihu, pwth np 1t(G) = 1t(G"):
NMwnq & np G'-p Quopubph puqu k, puth np nith tnyt wjwg wagudubpp, hus G-u:
‘Lnyt wuwndwneny G'-p twbt dhipduy puqu k

Lwth np -t Juqudws | uyt dhwigudubphg, npntp 6\{g;}-h Ypw wulmniund
pudwbidwt ypnghunid nknuthnjuyty kb dbwgnppubph ynibwly, wyw yupq k, np
r-h dhwigudubphg ns dbyp sh pudwtnud 6\{g;}-h puquuinudutph wjwg wb-
nulutphg nptitk kY Jpu

Unlukup twpunpn pugikpp dh wy g; pauquiinudh hwdwn b, wyt 7 dbwgnp-
nny thnjuwphubing, vnwbwtp ¢ puqumpmnibp: 7; dbwgnpnh dhwinudibpp sk
pudwinud 6"\{r;}-h puquuinwiitph wjwq winudkphg nptik UERh Ypu
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Mupq L bwky, np bwjunpy pugnud uvinugqusd 7;-h dhwiagudubpp b skt pudwi-
Und G"\{r;}-h puquuiguditph wjwg wigudutph Ypw, pubh np 1t(6"") = 1t(G"):

Cupnitwliny wyu puytpp pnpubtph puquyh ponp puquunudutph hw-
dwp Junwbwip npnibkjh ppduws Spynplbph puquib: Unp bowbwlymd stingibim
hwdwp phpdws puquits tnyuybu tpwbwlkup 6 = {g4, ..., gs}:

Ulguktp G-h dhwlnipjuit wywgnyghtt: Gupwnpbup /-t mbh twbt 6" =
{hy, ..., hpn} pipqus Qpnpubph puquit: Cuwn 8.7.10 Lhddm]b‘ m = s: Uykhl, puwn
8.7.10 (kUdwjh wwwgnygh, ¢ tr ¢* puquikph puquuinudutpt niuku dhtiunyh
wug uﬂn}unﬁlhpn‘ 1t(G*) = 1It(G): dkpgutiup nphck g; € ¢ puquuinud ki tpw hw-
Uwp dhpublip wyl 4; € G* puquutinudp, np ltg; = Ith;: Snyyg nnwtip, np g; = h;:

bpnp, pwtth np &; € [, wmuyyw twk g; — h; € I: Mupbdt’ wyny nwppbpmpeiniup G
Qnnpitph puquyh Jpu pudwitkihu wnwgdnid £ qpoyuyut (g; — hf)(; =0 dhw-
gnpn: Lwith np Itg; = Ith;, wyw g; — hj nuppbpmput by wjuq wunuwdubtpp
Ypdwwnynid tu: Ujy nuppipnipjut dbwgws vhwinuwdutpp unwgdnud Eu gi-h G
hj-h Uhwlnudubph dhobt tdwt whnwdubph dhwugnd junwpbing (puin hwduwuwp
Untundhwyukph): g; — by muppbpmipyut, wukbp, kppnpny gnidwpkht G-h Jpu pw-
dwiibihu upnn b qpojubwy Jhuyl, Epp uwyt pudwtiynud £ G-h puquwbunudubtphg
Ukyh wjwugq winudh Jpu: Uy puquutqudp sh jupng (hik) gi-b, pubh np g; — Ay
wnwppbpnipjul wunhdwip jphuwn thopp b g;-h wunh&withg: buly Ept wyn puquub-
nudp 1huh dh wy g; € G, dkup Ynmiubkwp, np g;-h Unundhwjubphg dkyp pudwt-
Ynud £ dhuygh g; € ¢ puquubnuuh wjuq dnindhwh Jpu: Cuwn pipgws Spynputph
puquyh uvwhdwidwb uvw wihuwp b, L hwljuunipniihg juntuwtint dhwl htw-
puynpmipnitb ko g; — A mwuppkpnipjut popnp dhwbiqpudubpp qpojuljut b Us-
uhlipti' g; = hi: =

Spdws ¢ dhuhdw) @pnpubph puquyh hhdwb Jpuw pipus Qpmnpubph puqu
Juonighint hwdwp wyhwnp b jnupupwynip g; € ¢ puquubgud pudwtty G\{g;}-h

Ypu: Bpk r; = (g1 6\(g,y Uwgnpnp qpoyjuluit sk, g;-t thnfuwphgnud k 7-n4:

Phpkbp phpjws Appnpubph puquh juenigdwi wignphpdp’ hwdwpbing, np
wnpwd ny qpojuljut / pnbwh hwdwp (8.6.10 Pntjupingbph wignphpuny jud gut-
Jugué wy) tnubwlny) wpnkh qndws k¢ Spnputiph puqub:

8.7.13 Ujgnphpt (pkipyws Ipynpubph puquyh juemguwh wignphpidp). K quonh
Ypw npnodus K[xy, ..., X, ] puquubnguduhtt onunud mupdws tu / hpbwp b tpw G
Qpnputinh puquit: Ywnnmghy I hpbwih pipduws @uopubph puqui:
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1. G Qpnpubph puquyh mpupwisinip g puquuinuuh hwdwp

N

Jkpugpbiip g = - g;

3 G\{g} puqunipjul jmpupwbynip g’ mwpph hwdwn

4 tptltg : Itg’

5. Ytpugnptup G = G\{g}:

6. G Uhthuwy Spynpubph puquih jmpupwbynip g wupph hudwp

7 dhpukip G\{g} puqunipju npik pnuuuwynpoipnl;

8 g-u pwdutkup G\{g}-h wn nuuwynpnipjut Jpw bt uvtnugdus
9e\(gy Unwugnpnp bpwbwytlp 75

9. kpir #0

10. Ykpugpktp G = (G\{ghH U T:

11. dmipu qpbup G pipwé Ipynpubipnh puqube

8.7.14 Opptwl. Zkow k uinnighy, np 8.7.7 ophtwynid wnwugquwsd f; = x2, f, = y? +
gx, fz = xy puquuunudutphg yuqudws dhuhdw) Spnputinh puqub twbt pipdus
Qpnpubph puqu k 85.1 ozphhuﬂlh I = (g1, 92) hptwh hwdwp: bulj 8.7.9 ophtmlh
fi=x*+k-xy, f =y*+35x, f3 = xy uhtplwy Gpnplikph puqub phpgws sk, tpk
k # 0, pulih np k - xy dhwinudp pudwidnud k Itf; = xy wugq winuuh Jpu: Gph,
wuklp, k = 2 nphypnid Yhpwnkip 8.7.13 wignphpup, wyw f; = x% + 2 - xy puquwb-
nuulp wignphpuh 8-py puynud Ypwdwindh (f, f3) hwygnppuljumbnmpub Jpm t
Yuunugyh 7 = x? twgnpnp: Uignphpuh 10-py puymd fi-p Ythnpawphidh 7 = x?
puquuinudny:

K[xq, ..., %] onuynid $hpuus Unuindhuwy Jupgquynpjudnipjut phwypnid ju-
dwyulwib / hpbwh hwdwn dpwl G phipdus pmnpubph puquyh gnjnipjut huunp
wgnphpdwlub swwn Jupbinp tpwbtwlmpmnit nith: Uwutwynpuybu, npu og-
unipjudp Yupnn Gup 1nisky 8.1 wuwpwgpudnid Akt kpuywsd juunghputpp:

Ppluybkph hujwuwpniyepul juinppp haugnud | pipdué Qpynputiph puquik-
nh hwoddwip: bPuljuwbu, btupwnpbup K[xg,..,x,] onulind wpdws tu [ =
(g1, gs) B ] = (hy, ..., hyn) hybulabipp: Ujt nbwgpp, bpp pnbugtphg dblyp ud tp-
Ynwut i qpojujun B, own hbown © wyunpgly (hpbwp qpunyuljut  ugn b dhuygs wyh
ntwypnid, tpp tpw popnp Suhsubipp quuyujut Bi): Nrunp puguntiup wyn nhwpp L
kupwnnkup, np Suhsutinh puquuunudutpp tnyuwtu ny qpoyujut tu: K[xy, ..., x,]-
nd dhpubip npbirk Unindhw) Jupgquynpyubnipinit b, 8.6.10 Anijuptpgtnh wign-
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nhpuh vhongny hus-np puquuinudubp wykjuguting hntwjubph suhsubppht, unw-
twlp npubg G ={gy, .., 95} nu H ={hy, ..., hp,} Qpnpuliph puquibkpp (wjuunby
s’ > s tu m' > m): Uy puquitkph Ypw Yhpunkiny 8.7.13 wygnphpup Junmgkip
i J hybwylbph 6"t H' plpyué Qpnplkph puquitkpp: Cuwn 8.7.12 phnptdh’ 1t J
hntwkpp hwjwuwp b wyt b dhuyb wyt ghypmd, tpp 6 = H”:

Uwnwtunid kup htwnbiyuy wignphpdp.

8.7.15 Uygnphpd (hpbuyibph hwjwuwpmpjub apnpdwt wignphpdp phpjud
Qpnpukph puquibph oqumpjudp). K nuownp Ypw npnoqus K(xy, ..., x,] puquub-
nuuwjhtt onuiinid wnpws tu I = (g4, ..., gs) Lir J = (hy, ..., hp) ny quuyuljutt hnbwy-
ubipp: Mwupgly, ph mpr]:]nop I t ] hpbwjubpp hwjuuwp B

1. K[x4, ..., x,] onuljnid uwhdwb) npkick dntundhwy jupquynpjusdnipinii:

2. 8.6.10 Pnijuptipgtph wygnphpuny Yunmgkup I hpbwih G = {g4, ..., s} FInmpubkpp
puquil (s’ = s):

3. 8.6.10 Potjupkpgbtph wygnphpuny Yunmgtup J hntwh H = {A, ..., by} Quopubph
puqul (m' = m):

4. 8.7.13 wygnphpuny Jurmgkup ¢ Spnpubph puquyhtt hwdwywnwuuwt G php-
Jud Ipnpubiph puquibs:

5. 8.7.13 wignphpuny Juonigkip H Spnpitph puquyhtt hwdwyuwinwujuwt H' php-
Jws Apnpubph puquit:

6.Gpk G' =H'

7. nnipu gpkp. I kL hpnbwubp hwjuuwp G

8. wjjuytu

9. nnipu qpkp. I kL J pptwjubp mwppbp B

8.7.16 dYwpdmpniuubkp. Gupwnnpbup /-u 8.5.1 ophtmyh I = (g,, g9>) hntwyb t: Upy-
mn’p ! = J, npuk.
1) = (% +2xy, y2+3x, xy),

2) ] =(7x?>+777xy, v*+ gx, xy),
3) J = (x% y?+2x),

4) ] = (x® +2x, 3y® + 2xy + 2x, —2xy):
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Puswytiu tpkghtp 8.6.15 nhuinnnipjub Uke, Uktp wpntu nitukup wwbi Appluypi
wunnlwblynyppul jubgph imsnudp: Gph npdws & K(xy, ..., x,] onuih I = (g4, ..., gs)
hntwp EL nplk £ € K[xq, ..., x,] puquutnud, wmuyw $hpubinyg nptek dntindhuy
lplpqunlnpllmésan]nfu‘ Junmgktp /-h nptik ¢ @pynpubiph puqu b hwoyklp f-p G-
h ypw pudwtitjhu uvnwgyny r dhwgnpnp: f-p wunuinwd E 7-ht wyt B dhuyg wyt
nhwpnud, kpp r = 0: Uju wygnphpdh hwdwp wuhpwdbow sk, np G- 1hth dhthduy
Jud pipdus Apnpubtph puqui: Uwljuy 6-u idwb nhwybtph Spyoputph puqu Ybpg-
ubkp hwdw wybih hwpdwnp k, pwth np wyn giwypnid G-h muppkph puwtwli w-
Ytih thnpp Yupnn kb, hul nppub phy ki pudwbwpupbitpp, wjipwb wwpg k
wllniuny pudwtidwt wignphpdp:

8.7.17 vunhp. Mnipu qpliy K[xy, ..., x,] onuih I hpkwiht qunljuibknmpjuit augph
nwsdwl wgnphpdp pipdws Ipnputiph puquyh dhongny: Snignid wbku 8.7.13 wy-

qnphpun:

8.7.18 Jwpdmpnitiikp. Nwpqb] wpnn'p f = %xy3 +x2y? + x%y Jud f =3x%y3 +
x3y? puquuinuditpp yunjuind kb 8.7.16 Jupdnipjnitibph J hgtw)ukphg n-
phik Ukt

Ptpynn Qpmnputph pwquubph dvhongny httwpwynp b nwsk) twbe Eapuwpnbay
JRaEnt juiiphpp. K[xq, ..., x,] onujh I b J hpbwubph hwdwp htwpudnp £ yupgby,
Pk ulpl}]nop upwighg dkyp dnuh Bipwhnbug b b bpl wyn, wyw mpr}]nnp wyy k-
pwhpbuwyp ubthwlwb b Lwju, 8.6.10 PFnijupkpngtiph wigopppdny bt 8.7.15
wignphpuny quikip wyy hgkwjutph ¢ & H' pipjws Spnpubph puqukpp: Gph
npuip hwuuwp Eu, wyw 7 b J hphwjubpp tnguybue hwduwuowp Bo: Zujunwy
nhypnid G¢'-h puquubnudtpp pudwttip H'-h Jpu: Gpt ponp pudwinudubpnud
qpuyuijut duwgnpny unnwugyh, wyw /-t J-h ubthwuwb Gupwhnbug b Zujunwuy
nhypnmd A'-h puquutqudtbpp pudwikip G'-h Ypu: Bpb ponp pudwinudubpnud
qpnyujut dbwgnpy unugyh, www /- /-h ubthwljut tipwhntuyg b Ujuwbua 7 G )
hytuyubpp withwdbdwnbh G (ny dEYp dniuh dbe puljus sk):

8.7.19 Munpp. Inipu qpby K[xq, .., x,] onuhh I b J hnbwjubph Eapuwpnbuy jhbkin
Jutipph jniduwt wignphpup phpdus Apynptbph puquih thongnd:

8.7.20 Ywpdmpmniiubp. Nwpqb], ph 8.7.16 Jupdnpnibtkph J hybwyitphg npn’up
Eu JEYp djnruh ubthuljub Bipwhnbuyg:
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Uju wupugpupts wjwpinkup Fpynpubph puquitkph e Byjhnkuh wignphpedh
dhotit wjt yuwh ujwpwgpnipjudp, nph dwuhtt hhpwwnwltghp 8.1 wwpwgpu-
$nud: Gupunpbtup niubup K nuonph Jpu wupdws K[x] onuyh ny qpoyujub f =
apx™ + -+ a, tir g = byx™ + -+ + by, puquuinulttipp: Lwth np inpduwynpnudp sh
wqpd puquutnudutph wdktwdbs punhwinip puwdwbwpuph Ypu, qgpundwi
wupqnipjut hwdwp hwdwnpkup, np ag, by = 1: Zwdwpkup bwk, npn > m:

Pmjuptipgph wignphpuny Yuemgkp I = (f,g) hnkwh Spnpubkph puquib:
S(f, 9)-u hupybnt hudwp dkq whwp t x¥ = [Imf, Img] wdbkbwhnpp pughwinip
puqUuyyunhlp, npt wyu nhypnd hwjuuwn £ x? = [x™, x™] = x™: Niuwnp (8.23) pw-
twdkip Ypugniith hknbywy nkupp

S(f,9) =f—x"""g:

Zwgnny puynud S(f, g)-u whwnp £ wilniuny] pudwil] puquuinudutph ¢ = (f, g)
qnugh Ypw: Lwbth np S(f, g)-h wunhdwbp juhuwn thnpp E f-h wunh&wbhg, gupq L,
nn wilniiny pudwidwb jmpupwignip puynud pipwughy puquuanudp tppbp sh
pwdwtih f-h qpw, wy Ypwdwigh thwyb g-h dpw: Uguhlipt' S(f, 9)-p (f, 9) qough
Jpu pwdwbjhu junwuggh wb tnyt r dbwgnpyp, npp wnwugmd £ S(f, g)-p
wjuwinuljut tnuitwlny vhuy g-h ypw puldulhh]_bu‘ S(f,g)=q-g+rhkrdegr<
deg g (kpt r # 0): Buuh np
f-x"Tg=S(f.g9)=q-g+r,
wuyjw
f=0""+q@g+r=qg+r,

npunbtn degr < degg, tph r # 0: bull uw Wywlwlnwd &, np r = S(f, g)¢ Lbwgnpnp
ny wy| huy E tpt ny f-p g-h ypw pudwibihu uinwgnn duwgnpnp puwn Byjhnyui
onuih uwhdwidwb: Cun Pmpupbpgbph wygnphpuh Uhwghbip r-p G-h' 6 =
(f,9,7): Zwonpr puynud wtwnp Ehwpty S(f, 9)6. S(f, )¢ b S(g,7)¢ dnwmgnppubpp:
Unuydd puliuplykp npubighg dhuyl kpponpnp: Uplikng twhnpy puybpp’ unw-
unwd Lup, np S(g, ) = 1y, npuakin 71-p wyt Yhwgnpnt &, np unwgynud k g-u r-h Jpu
pudwiibjhu: Ujh tnybuybu wdbjugukup G—b‘u‘ G = (f,g,r,m): Cupnibwlbny wyu
puyjbpp’ Uklp 6 puqumpjutp jun]bjugkip 2.5 wupugpubh (2.7) hudwlwupgh pn-
DR T, 71, o, The1, T 3 quojujutt Ubwgnpnubpp: Lwth np r-u f, g puquunqudubph
d wdktwdks punhwinip pwdwtwpupb , wmyw 6-ny suduws hnbwp wupnibw-
nud E d-nyg Suywé dK[x] quwynp hnbwip: Umpiu Ynndhg, pwth np ponp
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7,71, o, Te—1, T HUwagnpnubipp I = (f, g) hnbwhg G, niukup I = dK[x]: Ujdd hhokup,
np bwjunpn puy kpnud dkup pug ponkghtp S(f, )¢ wmhyh dbwgnppubpp: Zuujubw-
1h & np gputip tnyhybu I-hg kb, b nputg wykjugnidp sh thnjunid 7-u:

Uunwtnud Gup, np Potjupbingtinh wigqnphpuny f, g qnygh hwdwp Qpmnputph pu-
qu Junnigkip hp dke ubkpwunnid b upwtg d wdkuwdbs punhwiunip pudwbwpuph
hwoynudp: ¢ puqub wupmwynd £ d-u & fh dp owpp puqUubnudutp (uyy
pynud k. £, g puquuwnudubtpp), npnup pojnpp I = dK[x] hnbwhg G

UoJws puquuibnudubpp pudwimd i d-h Jpu: Nunh ¢ Spnpubiph puqu-
1hg vpapduy Ipnpubiph puquyphtt wbgubint pupwgpnid npuip pnnpp pku ubwnw-
b, pugh d-hg: Uguhlipti I = (f, g) hytwih dhthuwy Qpnpubph puqub kG = {d}:
Zbow t uinniqhy, np uw bhwbt pipdws Qpnpubph puqu k: U]uulbum[‘ Edyihnptup wy-
gnphpuny puquuinudubph wdktwdbs puinphwiunip paudwiwpwuph hwpynidp dhh-
dwy Spynpubph puquyyh hwyddwi dwubwynp nlwpl k:

8.7.21 Muphp. Unwbw) twjunpy nhunnwpdw punhwipugnidp dkhhg wykh pug-
dwunudubph wdktwdbs punhwiunip pudwbwpuph hwdwp:

8.8 Qpmputph puquubkpp géuyhtt hwjwuwpnidutph hmdwlwpgbpnid

Uluttp vh wupq ophtimlhg, npp ny dhwj gnyg Yuw Ipjnpubph puquih juwp
gdbwyht hwjwuwpnidubph hwdwupgbph pnusdwt htin, wyikt jpugunnph hwenpy
wuwpwqpudnid wybkh pupdp wunhdwih hwjuwuwpnidukph hwdwlwupgph hw-
dwp Ypdwndwt hpbwjubph Yhpwenipjut punhwinip uljgpniupp (nku 8.8.5 nhwn-
nonipjnLup):

8.8.1 Opphuuwl. Lnidkup htnbiyw) hwjwuwpnidubph hwdwlupgp hnthnjuwlwb-
Ukph wpnwpudwi Quniuh dkpnnny, wjuhipt' dhinpbph dkpnnhg dh thnpp nwp-
pEnynn tnubtwlyny (dhunpubph dbpnnp tnybuybu juyynid E Suniuh wudub htwn,
tL Ukup wyn dkpnnht winpunupdly kup 7.2 wwpugpupnid): Zudwlunpgh thnthn-
huwjutitpp guuwynpkip wyuybu, np hwdwywunwuhwt hnthnppwuwutbpp pn-
1np nuinnbkpmd gpdtt hpup .
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2xy + 2x, + 2x3 — 2x4 + 2x5
2x1 + 2x, + 3x3 + x4 + 2x5

X1 — X + X3 + x5
X, + x + 2x3 + 2x4 + x5

(8.33)

I
o NN

Ukup Jupnn Eup wpwehti tinnh wnwehti gnpéwjhgp hwjwuwpkgul; dkhh:
Jupkih k£ mhhf wnwohll innp 2-h Ypw pudwkiny, husp, hwuljwbugh £ sh wmqnph
huwdwlwupgh nisnidubph Jpw: Fpwbhg pugh, dktup Jupnn tup twjunpn puygnid
unwugws 1 gnpsuiljghg ubppbt (wpwehtt ywh Uke) unwiu vhwyt qpnyuljuit gnp-
Swjhgutip: tw Yupkh b ufuhl‘ dbwgws mnntphtt gnidwpbiny wnweht mmm‘ tw-
iy ku wyt hus-np ujupgupubpny puqduyunltny: ta inyuybu sh wqnmud (ne-
Snudubph Ypw, b dkup Yniuktwbp hbnbyuw) hwdwlupgp.
x, + x + x3 - x4 + Xg
x3 + 3x4

ZX3 - x4 + 2x5
X3 + 3X4, =

O = O

‘Ljwwnbkup, np wju pupwgpnid wpkghip dh puwy), npp skhup juwnwpnud dwwnphgh
npnohsp hwoybjhu. dkup hwdwlwupgh dh wnnnp puquuuyunltghtp ujwjjupny:
Uy puyp thnjumdd £ hwdwlupgh dwnphgh npnohsp, puyg dbp byywnwyp npnphsp
sk, wy) (nusnidubipp, npnup wthnthnju dhwght wyn papugpnid:

Zwgnpr puyp unybybu Juuwppkpyh npnohsp Enwlyniuh mbuph phpkjnt dbpn-
nny hwoybnt tnubwlhg (nku 2.3.17 qupdmpiniuubpp). npnohsp hwpybihu dkup
wojuwwnnid thup htwpuwynphtiu owwnn nsy qpnyuljutt wwppkp phplp dwwnphgh
qlluuynp wulnibwgsh Jpw, hull npuughg ubkppbt uvnnwbwy dhwyt qpnubp: Uy
pupwgpnid dkup Yupnn thup wbtnuihnpub] hiswybu wnnbpp, wbybu b yoirukpp
(hwoyh wnubkiny, np npuiny thnpumd Eup dhuybt npnohsh towbp): Uwluyt wydd
Utup bppbp s&ip wkpunpnpinid wniikpp, puuh np npuithg hbnn Jluwntudbu
X1, wor X nthnpuwubttpp: Zkntiwpwp, dkup skup nhppwthnjunid tpypnpy G
tppnpn wnibikpp b, giuundnp wlpyniwgsh plypopn gnpswljhgp 0 ponutnd,
wligunud Eup tppnpn wywbp:

Puyybu tpkghtp phy wnwg, Ukp tyjuinwljin £ popnp ny inppihwyg nnnbph wow-
ohti gnpéwjhgp hwjwuwpkgul) 1-h: Gpipnpy minpnud nu wppkt hul] wnubtu k, G
Uklup Jupnn Eup wigul) Gppnpn wywb yEpohtt Epynt gnpdwhgutph qpnjugdwt:
“w YpYht upkh b wily ppapg oo snppopg wingbpht gnudwpbing kppapg wn-
np bwhwybu wyb vupupbbpny pugquuwunlbng.
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X, + X + x3 — x4 + X5 1
X3 + 3x, = 0
- Tx4 + 2x5 = 1

0 0:

Jhponid unnwuguiip Up winn, npp dhuyt qpoubphg b pungjugus: Zuujwuuwh k, np
Jwphkh t gkl Ghnb] wyt’ wpwig hudwlwpgh msmdubpp tnthnjubyne: dpuiihg
puigh, hwdwlwpgh Eppnpy winnh wnwehi gnpswijhgp nhintiiu 1 sk: Niunh npybtu
hwgnpn puyy] junwwbp

xl + xz + x3 - X4 + x5 = 1
(834) X3 + 3X4_ = 0
Xy — 2/7x5 = —=1/7:

Unwohti, tppnpy b snppnpr ynitbibkpmud utiqws Bu xq, x3 B x, hnthnjowubik-
R putp wyt hnthnpuwlwbubpt B, npntp, pun dbkp junnigdwi, «quwynpnid
tt» hwdwlwpgh mnntpp b mubu 1 gnpdwlhg: Zudwlupgh dwpn dwunid pon-
ukup npuip, hull dbwgws x, tr x5 thnthnpupwwbttpp nknutnjubiup hwjuuwp-

Uwl ipwlihg we'
X1 + x3 - X4 = 1- Xy — x5
X3 + 3X4, = O
Xy, = —=1/7+2/7x5:

RQuifu §nnunid dkup niukup vh pwnwlniuph hwdwlung, nph npnohsp 1 E: Uju hw-
duwljupgp we Ynnuh wpnwhwjnmpinitubph guujugus wpdtputph ghwypnid ni-
uh dhwl (nidnud: Niunp dkup Jupnn Gup gubiljugws x, = a b x5 = f wmpdbpubp
ounpht] we Ynnud mwupws thnthnpjuwljuikpht bt puwn wynpd 1nisty

{x1 + x3 — x4 = l—a-p

X3 + 3x4 0
Xo = —=1/74+2/7B

hwdwlupgp: Vwhe x, = —1/7 + 2/76, wmyw x3 = —3x, = 3/7 — 6/7f, wyuinthkwnky
x;,=1—a—f—-3/7+6/78—1/7+2/78=3/7 —a+1/7B:
Ujuhtipl® (8.33) hwdwwupgh pnhwbnip nusnudi £
(/7 —a+1/7B,a,3/7 —6/78,—1/7 +2/7B,B) | a, B € K}:

(8.33) hudwjupgp nuskint tnuwtwlp dkq hwdwp tnpnyp sh wwupnibwlnud:
Cwwn wykjh htinnwppphp bt whuywubh £ wygl, np (8.34) hwdwlwpgh wnnnbpnud
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gpywsé £ hbnbyuw Epkp puquuinudubphg punjugus Ipnpubph puqub pun lex
Yupquynpyubnipjub.

g1 =X1+x, +x3—x4 +x5—1, g> = X3 + 3x4, gz =x4—2/7x5+1/7:

Zudwlungh (8.34) wmbupp Ynsynud L wumpdwiwdbr wmnnkpny wkup: busybu

wnbuund tup, wyy dkpnyny hwdwljupgh nisnidp hwignud E npnowljh Spynputiph
pauquyjh hwouwit: Um wpwydd uinwgh) kup Ukl ophttmjh hwdwp, hulj puinhwinip
ntyphtt juunpununtwip phy htwn:
8.8.2 Jwpdmpniu. Uwnnighk], np twhunpn ophttwbh ¢ = {g1, 92, g3} puquuiunuu-
Ubkph hudwp Junwpymu t 8.6.4 Pojupkpgbph hwjnwihop $ (99 j)G = 0: Uunnt-
qli] twkiy, np ¢ Qpnpubph puqut dhuthudw) @unputnh puqu k:

Cwpnitwlkup bwpunpy ophtiwh hwdwlwpgh puttwpynidp.

8.8.3 Ophuwl. 8.8.1 ophtmulh (8.33) hwdwljwpgn (8.34) wtuph pkpkinig htwnn jw-
ntih bp inusnidp wjwpunht hwugut) dh thopp wyy YEpw: 8.8.1 ophtiwynid dkup oko-
wbighup x4, x3 tir x4 thnthnpowljwubph nhipp, npnup «qiuwynpnud Gy hwdwlupgh
unnbpp: Zwdwyuwunuwupwt nnngnud wyy hnhnjowljubtbphg dwp gpdus Eu
dhuytt qpnutp: Munh dbup Jupnn tup qpojugut] twht wyny thhnthnpowlwitbphg
JtpbL pujwd gnidwpbihubpp: (8.34) hwdwlwpgp Yupbih b phpl) twje hbnbyuyg
wnbkupht.

X, + x - 4x, + X5 = 1
X3 + 3x4 = 0
Xy — 2/7x5 = -—-1/7

(qpyugyty k x3-hg ylpke pujus gnidwpbiht), wyu hwbt hbnbyw) nkupht.

xn ot X - 1/7xs = 3/7
(8.35) X3 + 6/7xs = 3/7
x4, — 2/7xs = -1/7

(qpoyugyly Bu x4-hg Jtpte pujws gnudwpbjhukpp): Gpt hhdw Ypyhhtt x, b x5 tho-
thnpwluwbbpp nknuihnpubip hwjwuwpdwl ywhg we, wuwyw tpwihg sunphkup
X, = a b x5 = f wpdbputpp, wyw dbwgws tpkp thnhnpjuwjutubnh wpdtputpp
Yhwoyytt vhwuquuhg.

X1
X3
X4

3/7—a+1/7B

3/7-6/7p
—~1/7+2/78 :
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Lowsdwl wyu tnubwlp nith dh whuwywubih hwnlnipnib. (8.36) hwdwlwnpgh wnn-
nkpp bkpluyugng

g1=%x1+x,—1/7x5—=3/7, g,=x3+6/7x5—3/7, gz=2x4—2/7Tx5+1/7

puquuunudubpp ny dhuytt dhthdw) Qpmnputph puqu, wybke phpdws Spnpubkph
puqu b

8.8.4 Ywpdmpnit. Uwnigk), np twpunpy opptwlh g4, 92, 93 puquunudubph
puqunipiniup pipdws Qpnputph puqu t:

8.8.5 Thumnnnipynih. Lutwpljwsd ophiwlubpp hnipnud & wytt oppiwswthnipint-
up, npp dkup Yhpwnknt Gup guijugus (ny whyuydw gduyghy) hwjwuwpnidubph
hwdwlupgh msdwt niunidbwuhpnipjut hwdwp: Ukup wouwntint Eup hujuw-
vwpnidubph hwdwlunpghg twju nkt tknk] wdbnpy wnontpp (htywhu twpnpy
ophttwynid qpnyujut mnnp), wyw Inputph puqukph ogimpjudp wunhgw-
twpwp wpnwpul] hnhnpjpwwubbpp: Ujuhtipl' vnwbw) hwdwlupgh wybyhuh
wnnntp, npnup wykjh nt wytih phs pwbwlnipjudp thnthnowlwbtbp o gupnibw-
Ynud: Gpt wyny wpnghunid uvnnwbwtp dh wnn, npp huyt UkY hothnjuwlut £ yw-
putbwlnud, wyw gpu msnudp (bpt jupnpubwip wjit wignphpunpbt hwoyty)
Yuptkh £ wnbnungpt] wytyghuh dh winnph dke, npp vhuyt Eplynt thnthnpuwjut L ww-
pniuwlnud byt

Tthwunnnipyut Uk pywus wypnghuht dkp Juugubup hwenpny wupwugpubnud:
Puyg, bwpupwtt uyn, pinhwtnip niwyph hwdwp dbtwEpuytup wyt hwuljugnipnii-
utpp, np Ytpp phipkghup 8.8.1, 8.8.3 ophtwjutpnh tr 8.8.2, 8.8.4 Jupdnipniuupnh
huwdwlwupglpnh hwdwn:

Swtljugws K nuownh Ypu npus gdwyhtt hwjwuwpnidubph

836) ] e
An1X1 + -+ QpnXn = by

hwdwlwupgp yubuubbp wumpdwinudb: inngbpny hudwuljung, tpt.

1) jnipwpwisinip tinnh woweht ny qpojuljut gnidwpbne gnpswlhgp 1 k (wyt Yns-
Ynwd & gfuun/np qnudwpbiph),

2) guuljugws Epynt hwenppuljwb, ny qpojuljut nnntphg Epypnppmd gijuwynp
gnudwpbnt thnthnuwuth hwdwpt wdbh dks £, put wnwghtntd,

3) bpt hudwlupgnid jub qpojuljut (Uhuwyt qpojuljut gnpswlhgubp G qpoyw-
Jut wquun wunudukp niukgnn) nnnkp, wyw nputp hwdwlwupgh Yipghtt nin-
nbpt L
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(8.36) hwlwljupgp Ywiwubup pépyuwsd wumpdwinudbs nnpkpny hudwuljupg,
bpt wyt, h hwybnudu bwpunpy Epkp wuydwutbkph, pujupupnud Ehbnbyuh.

4) bLphk npbik ynit yupnibwlnd E npbik qluwynnp gnidwpkph, wyw wyny wywb po-
np dbwgws gnudwpbihubpp qpojuljut tu (bwhnpn Yhnkphg wppbtu pand L,
np qijuwynp gnidwpbkinig ukppht pujws pnnp gnudwpbhtbpp quyujub B, G
Uktp wyunbn wykjugunid kup, np qpoyuljut ki bk npputthg Yipk piljus qni-
dwnbhubkpp):

8.8.6 Ophuwlubkp. Uunpgwiiwdbs imnnkpny hwdwlwpgh opptimy k (8.34) hwdw-
Yupgp: bul pipdws wunhfwwd b nninntpnyd hwdwlupgh ophtiuy L (8.35)-n:

K nwowh Jpu nipdws (8.36) géuyhtt hwjwuwpnidubph hwdwlwpgh wngpéph
nwppulul dkrunhnfunipinidikp wunjuubkup hbnbyw dbtwthnjunipnitubpp.
1) hwdwlwupgh npbik mnnh puquuuyunlnudp K gupwnh npbick ujwjjupny,
2) huwlhwupgh kpynt wnnbkph ghppwthnjunup,
3) hwdwlwpgh Uh winnht vh wy ninnh gmudwpnidp’ twpiwgbu Jpehtiu K quownh
npbitk ujujupny puqUuuyunlknig htwnn:

8.8.7 Munhp. Unnigh), np mnnbph nuppuwljub dkrwhnjunipiniiitinhg ny dkhp sh
thnjuntd (8.37) hmdwljupgh nidnidubpp:

8.8.8 Ivunhp. 8nyg wnwy, np (8.36) gduyhtt hwjwuwpnidutph hwdwlwpgp wnnnkpp
nwuppulub dbtuthnfunipnibittinh dhengny Jwupkh b pipt] wunhfwbwdbe ninnt-
nny wtuph b pipdwsd wunhdwtwdbt mnnkpny nkuph: Snrgnid. Yplhuk; 8.8.1, 8.8.3
ophtwyutiph puytipp: Zwoyh wrbk], np hwdwlwpgp Yupnn £ ygupnitwll) dhuyt
qpnubkphg punjugué uniubp: Qpnjujut upnn b hul] bwbt wnweht yniup: bu-
st tdwh phyphpmu dkp skip Jupnn nknuhnjul] wntbbpp: Qpnjuljwi upwbp
huwdwywnuupwinud £ thnthnpowljui, npp jupng k pugnibt] judwywut wpdtp:
8.8.9 dYJwpdnpmbutp. Uunpdwtwdbs ninnbpny b pipdwés wunhgubwdbe wnn-
ntpny wnbkuph phiptnt dhongny nisky 7.2.7 ophtiwljh 1 7.2.8 Juipdnipjut hwdw-
Yuipghpp:
8.8.10 unhp. Inipu qpl gduyhtt hwjuwuwpnidubph hwdwlwpgp wunhfwtwdbe
unntpny b pipjus wunhfwtwdbie innbpny tkpjuyugiubine wignphpdp:
8.8.11 Phnptd. Epk gduyhl hwjwuwpnidakph (8.37) hwdwlwpgp niap wuwnpdu-
bwd b winplpny wkup, wwyw puwn Gpuw wningbph vnwugyué gduyhll g; = a;x; + -+
AinXn — by, 1=1,..,m, puquuinudibphg juqujus G = {g4, ..., gm} puqunipiniip
Upapduy Yuynpabph puqu

Uyugnyg: Lowtwltup I = {gy, ..., gm) L ybpgukp wyn hptwh juduwyulut
f €I pmquuiiqud: 8n1jg tnwp, np ipw wjug whnwup pudwiynud k {ltgy, ..., Itgn,}
wjwq wunudubphg npbik dEhh Jpu
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NMupgnipjut hwdwp upwnptup, np g,-h wjwq wingudu k ay,x; = x;: Gphltfp
pudwiiynid k x;-h Ypw, wyw phnpbdt wywugnigws t: Gupwnnpkup Itf-p x;-h ypu
sh pudwtiymd: Lwth np hwdwlupgp wunpfwtwdbr ninntpny nbkuph L, wyw
ai; = 1, hul] wnwehl yyjwt dbwgwd pninp a,;y, ..., Ay gnpdwljhgubpp qpojuljut b,
m]ubhp‘u\ 92 -r G paquuiinudiipnud x; thnthnjuwjuip puguljuynid k:

Cuwn 2.2.12 phnpbuh f-p Gupkh E abpuyugiul) npybu (2.1) mbuph

(8.37) f= ijlgi,.rj

gnulwp, nputn g; € G b 73 € K[xy, ..., x,]: Uy gi; puquubnudubpp jupnn o
wunpnibwlly x;-p dhuyt, tpp hwjuuwp b g;-hie: Gpk (8.37) gnudwph wjwuq wb-

nudp sh pudwtiynid x;-h ypw, wyw qpnyh £ hwjuuwp poinp wyt gnidwpbihubpp
gnudwpp, npnugnid dwubwljgnid £ g5 p.

Z 9yy7y = 0:
Jj=1..,m

9i;=91

Uju gnudwphg punhwinip hwikyng g;; = g4 wpunungphsp wkubmd kp, np gnidw-
pp qpojubnud E dhwgb, Epp hwdwwywnwupiwt 7-tph gnudwpp qpojuwt k, wy-
uhtipti (8.37) gnidwiphg Jwpkih k nkt ik g;-m] dwutwlgnn gnidwpbihubpp:

NMupgnipjut hwdwp Bupunptup, np g,-h wwq winudu k ay1x, = x,: Uplht,
tpt Itf-p pudwiymd £ x,-h Jpu, wmyugnyg wjupnjws b Zujurwl ghuypnid
(8.38) gnidwiph Uty fudpuynpbp b wmyw nht ubwnkup g,-nd dwutimljgnny gnidwnt-
1hutipp: Ywd dkup hug-np puynud Juiwbwbp, np Itf  ltg;, ud ) jhwydupykup,
np f = 0, hsp hwjwunipjut £ phpnud: =
8.8.12 vunhp. Uwnigly, np bpt gduyhtt hwjwuwpnidukph (8.36) hwdwlwupgp niuh
phpywd wunhfwhwdbt wuinnbpny wbkup, wwyw pun bpw wnnbph wnwgdus
G = {91, ..., Ym} Upuhdw dpnputiph puqub pépywsd Ipnpubinh puqu t:
8.8.13 Ywipdmpniuubp. Zudwywunwupwt dhthdw) Spnputph puqutbpt n
pipdws pnpubinh puquitkpp quatky 7.2.7 ophtiuyh tr 7.2.8 qupdnipju gduyht
hwjwuwpmdubph hwdwlwpgbph hudwnp:

8.9 Udhtwljwi puquudtimpinitiutp bt wpnwpudwi hnbw)ukp

Zwjuuwpnidtubph hwdwlwpgbph (nsnudubph nundbwuhpnipjut phpwgpnid
Qpnputiph puquikpp oqunugnpstint hwdwn (ntu 8.8.5 nhwnnnnipniup) Ukq wyhwnp
Eu qunt puqUuwingudubpny bt hpbwjubpny vwhdwidws wbhtwlut puqlw-
Abimpnibbpp: K guownh Jpu npus n-juljubph K® = {(xy, ..., %) | x; €K, i =
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1, ...,n} gduyhtt mwpwdnipjuup Uktp hwiunhwhy Eup wybih Jur, dwubwynpuwyty,
7.2 wupwugpupnid:

89.1 Uwhdwimd. Gupwunpkip K nuonh Jpu npuws £ K™ géuyht nwpwdnipnt-
up b n hndhnppwljuth puqdwigudutph K[x,, ..., x,] onulp: Uy onulh fi, ..., fs
puquunudtbpny vwhdwiws wdpiwlul puquudbinipinis £ Yngnud K™-h ht-
nhyw) Eipwpuqunipymip’

(8.38) V(fi, .. f;) = {(ay, ..., an) € K" | fi(ay, ...,a,) = 0, i=1,..s})

Ujuhlipt' V = V(f,, ..., f;) mbhimlub puquwdbimpiniip

f1(x1, e, X)) =
839 L

hwdwlywpgh /nzénifblpp puqunipniut b Uktp hwdwpnunipjut hwdwp vw hw-
Suju Jutukup wupquubtu puqrudbinipinii kL pug Ypennubkup puquuinudub-
nh hhpwwnwlnudp, tpp hwdwwnbpunhg wupq Lk pk np puqUuinudubpht tu
putiwpyymd: Puquudbinipniutpp hwbipwhwoyulwt tpjpuswthnipjut hhdtw-
Jub hwulwugnipniutphg kb, b nputp pingpynud Eu Eppuswhwulju opkljnit-
nh owwn quyt npuukp:

8.9.2 Opptwl. Gpk K = R b n = 2, wyw, Ykpguknyg K[x,y] oquyh f(x,y) = x? +
y? — R? puquuitinudp, Uklp npyku V(f) whhtujub puquudbinipnit junwbwbp
R? hpwwh hupenipjut Ypu (0,0) YEwnpniny bt R pwnwynny ppowbwghsdp: buy
bpt wybjugubup twhr g(x,y) = x —y puquuinudp, wyw YJunwiwiup V(f,g)
puquudkinipyniip, npp punugus t dhuyh bpln Yhnkphg tojws spowtmgsh b
y = x ninnh hwndwl Yhwnknphg:

Udhtiwjut puquudbinipniiunbp Bt twb Lhwubkpp, hhybppnjutpp, wwpw-
pojubpp b, wbjh pghwinigp popnp puqUubiqudughtt $nibghwikph gpuphlub-
np: bujuytu.

8.9.3 Oppuwy. Bphk K =R nupwh Ypu wnpdus t f(x) = apx™ + - + a,, € R[x]
puquuipundp, wwyw Rlx,y] onuih g(x,y) = apx™ + -+ ap —y puquubmuing
uwhdwtjws V(g) puquudbinipiniip hwdpbjund E R? hpwlwb hwppnipjut ypu
f()-h gpuphlyh htan:



346 8. Qpnputiph puqubp

8.9.4 Ivunphp. 8nyg iy, np puqUwdbinipniiubp o twkt nughnwy $niuljghwnk-
ph qpuibplubipp:

8.9.5 Ywpdmipnih. Lutwplkny f(x) = x* wwpwpnih gqpudhyp R? hwppnipjub
1]_[1u1‘ Wjupugnply V(y — x? — 2z) puquudbtinipiniip R? nwpuwsnipjub Uky:
Udhtiwut puquudbinipniiubph wy) punypeh ophtwljubp Yupkjh £ uinwbuyg

géuyhtt hwjuwuwpnidubph hwdwlwpgbph (nismudubphg: Uktp npubg wunpunwnp-
&k Bup 7.2 tr 8.8 wupwugpudubpnid:

8.9.6 Ophuwl. Ywdwjulwu K guonh Jpu npjusd gduyhtt hwjuwuwpnidubph

ai1Xq + -+ AnXpy = bl
(8.40) {

hwdwlwpgp Yupbih k ukpuyuguty
{fl(xlﬂ R xn) =0

fm(xl, ,xn) =0
wbupny, npuntn f;(xq, ..., x,) € K[x4, ..., X, ] gduyhtt puquuinudp vwhdwiynid k ht-
nltjuy Ypy

fi(xg, ooy xp) = @jpxq + -+ apx, — by, i=1,...m

Ujnp ghwpnid (8.40) hwdwlwpgh (nusnidubpp ny wyp hy &b, pwbt V =V (fi, ..., fin)
whhtiwwb puquudbimpinitip: Uwubtwnpuybu, Epp ponp by, ..., by, mquunn w-
nudubpp quuyuljut kb, V puquwdbinipjniiip btwb Bipunwupusnipnih k:

Cwwn Jupbnp E wbhtiwfju pzuquudbimpniiubph uwnp K[xy, ..., x,] oquyh
hptwukph htw: Lwju tunkup, np ek (a4, ..., a,) € K™ n-juljp jndmd £ wndjuy
f(xq, o, xp) = 0 B h(xy, ..., xp) = 0 hwJwuwpnudtkph hudwp, wyw wyt jnsnd &
twbr f(xq, ..., x,) + h(xq, ..., %) = 0 hwjwuwpdwt hwdwp: Udbht, Jtpgubng
guljugus r(xy, ..., X,) € K[xq, ..., X,] puquuliqud, htpwn E uinmgly, np (ay, ..., a,)-p
inuonud b awbe f(xq, ..., xy) - 7(xq, .0, %) = 0 hwuwuwpdw hwdwp (puth np, bph
f(ay, ..., ay) = 0, myw wyy wpruypuyp quoyujut L wiwh r(ay, ..., a,) wpdtphg):

Suwuljugws fi, ..., fs € K[xq, ..., x,] puquuinudubph hwdwp tpwbgny sujwd
I =(f, ..., &) hnkwp, pun 2.2.12 ptoptdh, Jupkh b tbpiuyugit) npuku fir; wku-
ph wpuwnpuutph (2.1) gnidwpubph puqunipinit (r; puquuunudubpp judwyw-
Jul kb K[xy, ..., x,]-hg): Upwhg b Jtpt wudwsdhg ppunud k, np Gpb gy, ..., x,)n



8.9. Ubhtwmlju puquwdbinipnibutp kL wpnwpudwb hnbwukp 347

gutjugws puquuunud bt I hpbwihg, wyw tpw hwdwp tnyuwbu wmbnh niup
g(ay,...,a,) =0: U.]uhhp'u‘ V =V(f1, .., fs) puquudbinipjut n-juljutpp wpdwn Lo
twht gujugws g € I puquuwinuuh hudwnp:

8.9.7 Uwhdwlnud. Cupwunptip K nuonh Jpu npgus L K™ géuyht nwpwsdnipnt-
up b n hnthnjuwwuh puquuunudutph K[xy, ..., x,] onuyn: Uyn onulh I ppkuyny
vwhdwbywé whpphwlwl pugquwdbingenii t Ynsynud K™-h htnbyw) tupwpwug-
IInLIa]nLhE‘

(8.41) V() ={(ay,...,a,) €K™ | f(ay, ..., ay) = 0, gmujuguws f € [}

Bpt I = (fi, .., f5), wmyu vwhdwbdwbp twjunpynn pttwpynidhg wupqg L, op
fis oor fs puqUuipudttipnyg vwhdwiuws V(f, ..., f;) whhtwlub puquudbinipniup
puus & V(I)-h dke: Uniu Ynnuhg, pwih np {fy, ..., 5} € I, wmyw I-h pnjnp puqlub-
nudttph hwdwp wpdwwn hwinhuwgnn n-julutpp wpdwn jhwinphuwbwb twb
fis oo fs puqUuiipudubph hunfulp‘ V(f1, ., fs) 2 VI): Ujuhtpl, tpk I =(f}, .., f)

wuju
(8.42) V(D) =V(fy, -, fo):

bptuyutpn] vwhdwiqus V() puquudtimpinibtbpp wdbih pughwinip hwu-
Jugnipinit kb pynud pllniq vhuyt wytt yuwwndwnny, np V(f;, ..., f;) wkuph puqdw-
Atinipjniutpp vwhdwiynud Bu puqUuinudubph Jipowynp puqunipiniuutph
hwuwp, dhispln V() wkuph puquwdbinipniip vwhdwing I ppkwp jupnn §wb-

Ytpg huby:

Ujtintwdkuuyhy, yepewynp puquyh dwuhti 8.4.12 Zhpipnp phnptdh dhongny
ndqup sk gnyg viwy, np hpwwinmd jmpupwisinip V(JI) puquudbinipnit upkh
E ubpuyuguty V(fi, ..., f;) whupny: bujuwbu, K[x4, ..., x,] onuyh guuljugws I h-
ntw) Yhpewynp sjws k: Gph tpw suhsutph Jhpownp puqunipynit k& {f;, ..., fi},
wyw Jupkih & Jepguly V£, -, f5) puquudbinipgnitp, npp hwduuwn & V(J) pug-
dwdbinipjuip, htyylu mbkuwip phy wnwy: Ukup wuywugnighghp.

89.8 LhuUdw. K pupwp ypw nipyud K(xq, ..., x| oqulh guilugus 1 pnkuyh hu-
dwp V() =V(fy, .., fs), npuky {fi, ..., fs}-p I -p dupsblph gublugué puqguniemnti Lk
Uwubunpuwbu, gublugus 1 ppbuyny vwhdwbywé wphiwlul puquudbinipe-
Jal uipnn Fuwhdwindly puguubnudibph JEpounnp puqunipyudp:
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8.9.9 Thunmmpnit. Uju (Eddwt punhwipugind b gduyhtt hwjwuwpnidutphg
huynuh htwnbyw hwuwnp: Gpphdt (htsybu 8.8.1 opptiwlnid) Ukp Jupnn Eup nku
ubnb) «cubnpyp hwjuuwpnidubpp: dpwip wybt hwjwuwpnidabkptt G, npnbp
génpkb upnyws ki Upnrubinhg bt hwdwlwpgh jmsdwt pipwugpnid qpojutnid Lu:
Uyt ht, Gpt nhunwpltup n thhnthnjwlwbtbpny gdwjhtt hwwuwpnidubph nptk
winfkpo hudwljuipg

www htpwn L mbutl), np wju hwdwlwupgh génpbt wjwju wnnntph pwtwlp ny w-
yb, pwli n k, b wyu wbibpe pubwynipjudp iinntpp hwinhuwunud i npny Yhpow-
Ynp pwbwlmpjudp mnntph gduyht Yndphttwghwikp: U]ull'uph‘ hwdwljwupgh pnjnp
wnnnkpp, pugh npny Jepowynp puwbtwlmpjudp mnnkphg, Yunptkih ko tbnk): 8.9.8
EUdwl gnyg E wiwjhu, np unyip Jupbh £ wul] guijuguws VJ) puqiudbiepui
hwdwp:

bntwutinh oquunugnpénidp pniy £ wiwhu qnpsh ke ubpgpuyty wyiyghuh «ql-
ptip», htswhupp & Gpynpubph puqubkpp: Splws V(f, ..., ;) whtwlub puquw-
Aiimipnitip nuunidbwuhplint hwdwn Yupbh b wiguby I = (fy, .., f5) hpbuynyg vwh-
dwijws V(1) puquudtinipjuip, hull gpuithg L‘L I hnbuh G = {g4, ..., gs} Fnpub-
nh puquyny (Yud dhuhdwy, phpqws Qpmnpubph puquikpn]) vwhdwidus V(G)
puquudbimpjuun: G-h wgnphpdwlut htwpunpmipmitutpp yupnn Lt oguw-
qnpéyty V(G) =V (g4, -, gs) puquudbiimipyuit Wjupugpnipyu hundwp:

8.9.10 Ophtwy. 8.8.1 ophtmulnid Ukp (8.33) hwdwlupgh (nisdwt hwdwp junnt-
ghighip g1 = x; + X, + X3 — x4 + x5 — 1, g, = x3 + 3%4, g3 = x4 — 2/7x5 + 1/7 Uhuh-
dwy Qpmnpubph puqubt G g, =x +x, —1/7x5—3/7, g, =x3+6/7x5—3/7,
g3 = x4 — 2/7x5 + 1/7 pipdué Qpnpubiph puqub:

Ujdd wugubup hnhnfpiwluwbibph wpunwpudwl uqpniupht, npp hhpywwnwulyk-
ghup 8.8.5 nhinnnnipjut dke:

8.9.11 Ophuwy. Thunwpykup wy V (g, g2) puquudbinipniup, npp wipynud k 8.5.1
ophttwyh puquutnudutpny: Uy ]unuphpm{‘ nwskup s gduypl hmjuuwnpnidubph

{xy2 +3y%+2x =0
x2y+3xy=0
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hwdwlupgp: V (91, g2) puquudtimpinithg jupkh b wuguk) I = (g4, 92) hpbuyny
uwhdwiduws V() puquwdbinipjuip: Zhokup, np  8.6.5 ophtimlnud dkup wpnkl

uwnnighy kup, np {91, g23-n Ipnputiph puqu sk: 8.6.11 ophwnud Uklp I hnbkwih hw-
dwn uinwguip hhiq mwppbphg punugus ¢ = {gy, ..., gs} Fpnpubph puqub, npp
8.7.7 ophttwlnwd thnpuiwphubghtip htwnbywy Epkp wwpphg punugus dhthduyg
Qnnputph puquyny (hsybu unnigkghtp 8.7.14 ophtwlniud, wyt bwhkr phpuéd
Qpnpukph puqu k).
fi=x% fo=y? +§x, fo = xy:

Cun wyu G = {f}, f5, 5} puquyh Yunmgkip

x? =0

y2+2/3x=0

xy=0
hudwlwpgp: Cuwn Ukp Jupnignidikph'

V(91,92) =V =V(G):

Ujdd dumd | «quunwhwpup» tjunb], np tnp hwdwlwupgh wpwehtt tinnhg wp-
nwpujws k y thnthnjuwlubp: Pulj x? = 0 hwjwuwpnidp nibh dhugh x = 0 wpdw-
wp: Sknunplny wju wpdbpp dbwgws nnnbpnud, uvnwinud Gup.

x =0
y2=0
0-y=0,

npukn kppnpny nnnp ny Uh wwydwi sh ninud y-h pw, hul Epljpnpn nnnp ywhwb-
omu k, np y = 0: Uyuhipt' hwdwljwpgh dhwl nisnudp qpoyulul £ V(gy, g,) =
{(0,0)}: Ujwunkup, np wyu opptiwlynid npubu Unundhwy Yupquynpuénipinih
puwnpjuws kp griex-p: Pusybu Yunbkutkup unnpb, tpk npytu dnindhw) jupquynp-
Judnipnit punpkup lex-p, wyw hnthnjuwljuubph wpunwpunidp Yupkh E hpw-
Jubwugut] gmujugws hwdwljupgh hwdwp:

Utq wthpwdtown t thnhnpuwljutitbph wipinwpudwt hwuljugni pjut nbuwljw
uwnni)q diruEpynudp.

8.9.12 Uwhdwimd. K quownh ypuw wipqud K[x, ..., x,] onuyh I = {fi, ..., fs) hpbwh
k-pn wpunwpudwl ppbuy b 4nsynd I, = I 0 K[xg4q, .., X, ] hnbugp

Lwth np hpbwubph hwnnwdp hgbwg B wju vwhdwinudp Ynekin E Zuujw-
twih L np [-u juqudws E I-h uybh puquubnudutphg, npnbg gpoipjui dbe pu-
guuynid & x4, ..., x, hnthnjuwubbbpn: Cunmibgws Ehwdwnty, np ly = I
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Bph K[x4, ..., x,] onuih I hpkwu niuh wywhuh fi, ..., 5 Suhy, np, upwnpbip,
fi € In-y B foy € I, www f-p Yupnn E bty dhwyb UkY %, dindinfuwlwih pug-
dwtnud, nph wpduwnp hwpytine I}hulpnuf Jupkh £ wnbnunnty f;-;1-h dbe: dkpohtiu
Jupnn k (hub dhugb x,-; B x, thnthnpowluwbbbph puqduinud, b twpanpn puy-
nud g x,-h wdkt vh htwpwynp wpdtph nhwypmd f;_;-p Jhpuddnud k dky
thnthnpwljuh puquuinuuh: dpw wpdwnbbph ), ppkug hbpphi, Jupnn Eu nk-
nunpyty f5-2-h dbe, tpk wyu yunjuwtnd k I, _3-ht Gyl

8.9.13 Ophuwly. Guniuh dkpnnny qéuyhtt hwjwuwpnidubph hwdwlwpgbph (nt-
Snudp wpunwpudw hpbwjubph Yhpundwt wwupqugny kit b 8.8.1 ophuwlp
Uklp |mistightp hwdwlwpgp phpkinyg (8.34) wbkupht, npunbkn Ykpeht f3 = x4 —
2/7xs + 1/7 puquubnwup I3-hg E, &L npw ouinphhy hwoyymd £ x4-h —1/7 +2/76
wpdtpp: bulj Ujniu puquubnudubpp I,-hg b Ip-hg G

8.9.14 Opptwl. Ny gdbuyhtt hwjwuwpnidibph 8.9.11 ophtwlynid Uktp mubhip’
f1 €EK[x] tw fi,f; € K[x,y]: Uju ophttwlnid vhwl] wmthwdwwyuunuupiwbinipniup
8.9.12 ywhdwbdwp juywinid k tpwbnud, np Uk thnthnppwjuithg punjugws k-
pwonulp wnwugytg ny pk K[y]-p, wy K[x]-p: Fuyg v Fwfwb sk, puth np dnthn-
houubtiph widwtnidp nshis sh thnpunud: Fpwtthg pugh, phy htwnn junbubkup, np
lex Unundhw) Jupquynpjusnipjut phypnid puquuinudubpp b Eipwonuljutpp
nuuwynpynid ku £hown 8.9.12 uvwhdwtidwi Uky pipdwsd mbupny:

8.9.15 @topkd (wpuwpudwi phopbdp). Gipuppkip K pwowp Jpw wnpyjus
K[x1,...,xy] ogqulph I ppkuyp puw lex unindpuy Jupguinpywénipyui nilh G
Qunphkph puqui: Upg pbypnid gubjugusk = 0,1, ...,n — 1 huwdup

Gk =GN K[xk+1, ...,xn]
(ns punwply) hunnnidp Yunpbhbph puqu b I, wpnwpudul pnkuygh hudwp:

Uwwugnyg: Tthwnwnpykiup [, wpnwpudw hnbwih npbik f ny qpojuljuwt puquub-
nud: Lwbth np f-p twbi I-hg E, huly G- Qpnpubph puqu b, wmwyw Itf -p pudwbiynud
E G-h nptik g puquwinuuh ltg wjuq winudh Jpu: f-h gpundwt vk dwutwy-
gnud ku dhuy xg4q, ..., X, hnthnuwuiubpp, hbnbiwpwp, dhuyt tputp Bu dwu-
twlgnd twbe Itf-h t ltg-h dhwinudubph dntndhwtibpnud: Lwbh np ¢ puqu
Jurnigyl] £ pun lex dntindhw) Jupquynpyuénipjub, g-h dubwugws pninp dnbin-
dhwjubkpnd unyuwbu Jupnn bu dwubwygl) dhuyte xgq, ..., %, hnthnpuwluitiibpn:
Mipbdu g-u K([Xg4q, -0, Xp]-hg b Zhnbiwpup, g € G, bt (It1,) € (ItGy): Ujniu Yng-
uhg, (It I} 2 (ItGy), pwlp np G-t puwsd £ ,-h Uky: =
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8.9.16 Thuunnmipjnii. 8.9.15 wpunwpudwb phnpbup gnyg k wnwhu, ph husput wpy-
mitwdbn Bu Qpnputph puquibpp whhtwfjub puquudbinipniuubph  tjuw-
pugpnipjut hwdwp: fi, ..., fs € K[xy, ..., x,] puquunudutpny vwhdwidws (8.38)
puquudbinpub djupugpnipyub, wjuhtpt (8.39) hwdwlwpgh msndlbph ni-
untdtwuhpdwt hwdwp whwnp L pun lex-h hwodky I = (fi, ..., f5) hpbwih nplk G
Qpnpubiph puqu, Gt tpu dbe thtuwnpl) vhthdw) puwbwlnipjudp thnthnjuwluuibp
wupnitwlng puquubnudutpp: Fpuwtg nsndubpp quiubint ghypnid wyy nt-
snwdubipp mbnunpnud Gup hwenpy puquunudutph dke i Uju phpugpnid ju-
pnn B wuwuwhb] bwbt nuunwpl hwnnudubp, npontp jnsdwt Jpu sk wqpnud.
8.9.13 ophtwynmid n = 5, vwuy I, wprnwpudwt hntwp qpnyuljut &, pwth np 1
hntwyp sh wupmibwlnmd vhuy x5-hg jupudws puquuiinudubp:

8.9.17 unhp. Lnwst) hpuwh punwlniuuwghtt hwjwuwpnidubph hwdwlwpgp.

2+y+z =1
x+yi+z =1
x+y+z2=1:

Snignid pun lex Untundhw Jupquynpjubnipjut wju hwdwljunpgh puquutnud-
ubkpny studwsd hntwgt niuh htnbyw) pnputiph puqui.

g1=x+y+z2-1,

g2=y'-y-z"+z

gs = 2yz* + z% — 72,

ga=2%—4z* + 473 — 7%

Udbkuwybpohtt puquunudp upudus b dhwyl z-hg, b ipu wpdwntbpp jupbh b
quik], pwtth np 28 — 4z* + 423 — 2% = 2%(z — 1)?(2* — 2z + 1): Nunh z-p Jupnq Lk
puyniut] dhuytt snpu htwpudnp mpdhphhp‘ zZE {O, 1,-1—-+2, —1++2 }:

8.9.18 Thunmmpinit. Uuquwsédn, hhwplt, sh wowtwlnid, pt Qpnputph puquikph
dhongny Ukup Yupny bup nusk] puquuunudutpny wpynn guijugus hujuuw-
poudubiph hwdwlwupg: Pusybu dkup mbuwbp 7.6 qupugpudnid (nbku 7.6.23 onh-
twlyp, 7.6.24 ptinptdp kL hwpwlhg ptttwpynudp), inyuhul pugudkup kY puquui-
nuuny npynn hwjwuwpnidp jupnn Ewiyniskih (huky, kpk bipu wunhdwp ks &
4-hg: Puyg, wmtjwju npwithg, @pnputph puquikpp nitkt wignphpdwljut suwn Uks
wpwwlnipnit b jhpwnnipjut juyt njnpu: dputg wy) jhpwenipmititph upk-
1h k dwinpwtiu) oqunkiny 8.1 yywpwgpudnid hhowwnmwmljws qpuljunipiniuhg:
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ZuytJws 1. Zuwdwjupgswghtt hwipwhwoyh hwdwlwpgbpp

Ujgnphpdwjut hwupwhwoyh dbpnnutph Yhpwedwdp vntndjus hwdwljupgsw-
jht dpwgnptph pwtwlt whgind E tpkunmithg: dpwtp Jupkh £ jpdpwdnpl) pun
dudwhwljuqpuijui  hwenppujuimpuit. jud pun oguuugnpddwit tywnwlh
(gpuighg Uh puthup uinbindyty b vhuy npnpwhh punyph jutinhpubph jnusdwi hw-
dwp, htswbu, ophiwl, GAP-p, hulj Uiniuttkpp fughputph juyt puuh hwdwnp B, hig-
wku, ophtuwtl, Mathematica-t):

Ukpjujugutip ppuwughg dhuyt dh pwthup: Uwbpuwdwut nbnbklnipniuttp
Juptih Eunwbwyg sSpugplipp ptnbpubpught uypkphg:

Zudwlunpgsuyhtt hwipwhwyyh hht hwdwlwpgbphg kE Macsyma-u: Quipqugnt-
up ujuyby k 1968-hg MIT-nid: Uju ogunugnpdnid k hsuiu wjgnphpdwufju hwupw-
hwoyh, wjiygtiu b pyuyhtt Uninwupldw dkpnnubp: Macsyma-h dhgngny Yuphkih
hwyduplutp junwpl] hwipwhwyujut wpunwhwjnnipniautph (putwdtitph)
htwn, wvinwbiuy 2D tr 3D qpudhljubp, hwpdb] wdwugyuyubkp b hunnbgpukp, 1nust)
hwjwuwpnudutp, dwlnnphqugiul) puquuinudubp Eyw: Opwgph qupqugnudp
owipnibwlyb E dhtiske 1982p.: Uju yywhht gnpénn wuwpnnuwlut uyp sniuh (bwfu-
htt macsyma.com Yuypl wyu winnkpp gpljnt wwhht skp gnpénid):

Unwohtt hwdwlwpgtphg L twbi IBM-h twpwdbnuws Scratchpad-p, npp
unbindyt k 1965-ht b1 hbnmwquynid thnjuwphuygl) £ Axiom-ny (nnku unnphi): Uju
wuwhht gnpénn ywonmntwlwb Yuyp sniuh:

muMATH hwdwlwupgsughtt hwtipwhwoyh hwdwlwpgp unbnéddt; E 1970-
wlwbtbph YbEpotpht: Zhkwwgquynid thnpuwphgt] £ Derive hwdwlwpgny, npp
Texas Instruments puljkipnipyubt Ynnuhg qupqugyt; t dhtste 2007p.: Uju wwhhu
gnpénn wwownmntwljub Juyp snith:
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Unwyhtt hwdwlwupgtphg E twbki Reduce-p, nph qupgugnudp uljudby £ 1960-
wwbttpht: 2008-hg uljuws wj nwpwsymd k hwbt mdgwp: Reduce hmdwljupgh
dhongny Juphkih E gnpénnnipjniutiip juunwpl] nwghntw) gnpswljhgubpny pug-
dwunudubph hbwn, wupqbgul] qubwqub puwbwdbitp, Juwnwpl] dwnphgujht
hwoqunlutp, vwhdwb] tnp dnruhghwitp, wmbwhnpynpb hwpdt) nhdptpkugyuy-
ubp EL hunbqpuyubp, dwlunnphqugil] puquutnqudutp, (nwsk)] hwibpwhwyyuljw

hwjwuwpnudubp by Uju wwhhb gnpdnn Yuypl £ reduce-algebra.sourceforge.net

Udkh n1p unbindduwd hwdwljupgtphg kE Mathematica-u1, np uinbndyt) £ Wolfram
Research pultpnipju Ynnuhg 1988-ht: Uju hp htwpwynpmpinitubpny ny dhuy
gbpuwquugnid k twhinppubpht, wykt niuth oqunnugnpédwt hwdwp wytih hwpdwp
huwnbtpdtju: Mathematica-h dhgngny Jupkih £ juwnwnt] uhuynihl bt pyuyghtt hwpy-
Juplh puquuphy whubp, wn pl{nuf oquiyl] ukphupnigyus nrulghwmutph dks
qpunupuwihg, juwnwpk] gnpdnnmpnitutp dwnphgubph htwn, unbnsdty 2D b 3D
gpuwdhlutip, 1nidt] hwjwuwpnidutp kL hwjuwuwpnidubph hwdwlupgbp (kpun-
Jup phndwbinyub kL dwubwlh wswhgyw)itipny hwjwuwpnudutp), oginuugnpst) dh
pwih thnthnjpwluih $niuyghwtp, juunwpl] Jhdwjugpuljui hwoduplukp,
Unpljwynpl] wuwunwhwlwt ypnghutbp, oquugnpst] bhuwbuwlw hwodhsukp,
Juwnwnt) padplinh mbunipjwi npny gnpénnmipinitiitip tiji: Mathematica-t w]dwn
sh nwpwsymd, uwluyt Juphkh b quubk] widdwp thnpduwlwbt wwuppkpulp:
Onwgnph Juypl £ wolfram.com/mathematica

Maple hudwljupgp unbndyty & 1980p. Maplesoft puljkpnipjut Ynnulhg Yww-
nuynid: Lpw httwpuwynpnipinitibph gwljp dnwn £ Mathematica-h htmpuynpnip-
nittubnpht, vwuy jut htnbyw) nwuppipmpnititpp. Maple-p ghipuquugnid &
htntqpu; hwjwuwpmdubph, Spnpubph pwquibph b puqUwunudubph hbwn
Juwywé hwoquplutpnid: Mathematica-tt wytjh hqnp k nkljnipttn pumbwdbikpnud,
hwjwuwpnidubph (nisdwb kL yupqbgdwt pughpttpnud: Maple-t wmtd&wp sk, vw-
Juyt ju widlwp thnpduwljut nmupphpulp: Yw twht wtygwup Maple Player wi-
Y&wp dpwghpp, npny upkih b nhnk) Maple-ny wpnbt junwpjus hwpdupljukph
wpyniupp: Opwgph uypt L maplesoft.com/products/maple

Axiom hwdwlwpgp owpnitwlnid £ wdbh Jun hhowwnwljws Scratchpad-p:
‘Lnpu gnpswnnypubpp Unn kb twpunpy tpint hwdwlwpgbph htwpwynpnipniuk-
nphut: Smppbpnipiniiitinhg Ukl punbpdtyjuh ntuhybpuwnipiniut b Axiom-nid og-
nwgnpdynid kb junbkgnphwtbkp, npnugny Jupbih £ nw) dbwgus hwuljugnipmni-
Ukpp puqUmippnibiikph Junbkgnphwibpp, udpkph junbgnphwibpp, onuljukph
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juuntgnphwubpp by Axiom-p jupbih £ unnwbw widdwup: Opwgph Juyph k

axiom-developer.org

MuPAD hudwljupgp untndyty kE Shpdwthuwynid 1989p. MuPAD research group-h
Ynnuhg, vwluy 1997-htt wugh) k SciFace Software GmbH & Co. KG nuljtpnipjuip:
Onpwgph MuPAD Light nupplpuljp mupwsyl) L wddwp, hull MuPAD Pro wmwppk-
puyp Yndbkpghnt hhuniuputpny: 2008-hu SciFace-p wuigk) k MathWorks puljtpnipe-
juiip, npp MuPAD-p dvhwgpt) £ hp MATLAB spwgph Symbolic Math Toolbox hwb-
Jusht: Ujuop MuPAD-p gnpénid E hhdtwljuinid wyn wnkupny: Opwqph Yuypt k
mathworks.com/discovery/mupad.html

GAP (Groups, Algorithms and Programming) hmdwlwupgh qupqugnudp uljuyty k
1986p. Stpdwthuynid: Uju yuwhht hwdwlupgp nEjujupymd £ SEpdwithuyynid,
Uhwguy ffwquynpmipjniinid ti Uhwgyuy Lwhwbqubpmd quuidnn hhig Y-
pnuubph Ynnuhg: Lwhnpp hwdwlwpgbiphg wyt wwppbipynid b tpwtnyg, np h
uljqputii GAP-p untindyty £t hhdbwlwind dhuwyt jpdpbph nnbunipjutt jpunhputph
nwddwt hwdwp: Uju hwdwlupgnid Jkppwynp unudpp ibpuyugdnd £ mbnuy-
poipjniutubph nbkupny, tqupwugpynid b judph pninp Suhsubpp, Gupwpdpkpp, wy-
unnunpdhqutipp ks Twutwynpuwytiu, GAP-h wjjujubph puquynid nknunnpnipe-
mniuttph 1Eqyny Yu dhtskt 2000 Yupgh pnjnp 423164062 fudptph tjupugpnipiniup
(pugunnipjudp 1024-pn Jupgh fudpkph), pnputiupnhg wqun Jupg niikgnn dhb-
sk1 50000 Yupgh pnjnp 395703 judptph ajupugpnipniip by bp unbnddwt wnw-
ohti ophg Uhts wjuop GAP-p mwupwdyt] E wddwpn: Opwugph Juyph £ gap-system.org/

Magma hwdwlwupgp uljul] £ qupqubiug 1990-wjutphtt Uduinpuhuynud:
Uju thnjuwphtnid k Cayley hwdwlwpght, npp qupgqugyty £ 1982-hg dhtiskie 1993-n:
Magma-h Jhpwndwb nnpunbbpt Eu fudpbph wnbunipniup, pytph nbunipmibp,
hwupwhwyqulwb Epjpuwswthnipiniup, Yppyunngpubhwi, jnpuynpiui mbunipe-
jniup, oynphuhqughwi byt Magma-u wdwp sh tmwpwdynid: Opwugph Juyph L
magma.maths.usyd.edu.au/


http://www.axiom-developer.org/
http://www.mathworks.com/discovery/mupad.html
http://www.gap-system.org/
http://magma.maths.usyd.edu.au/

Zudbusd 2. Zhduwljut uygnpphpditkph guiy

1.

10.

Ujgnphpu (Eyihnbuh wignphpup). Spdwd B R byhnywt onuih a, b € R ny qpojuiljuits
wnwppbpp: Stk npuibg (a, b) wdbtwdbs punhwinip pudwbwpwupp: (Uignphpd 2.5.4,

ko 48):

Uignphpd (Bdyihgkuh plmguyiudws wignphpup). Spiws i R Byhnpywb onuih a,b € R ny
qpuyuljut mwuppkpp: Sl gpuig (a, b) wdkiwdks puinhwunip pudwbwpupp b
wyiyhuh w, v € R wiwuppbp, npnig hwdwp, ua + vb = (a, b): (Ujgnphpd 2.5.6, ke 49):
Uignphpd (Z[x] oquinud wdkuwdbs punphwinip pudwbwpuph hwpymdp «yns
pudwtnmuubpp» dhgngni]). Spyws b f(x), g(x) € Z[x] ns qpnyuljuh puqUubnudibpp:
Zupyty bpwitg (F(x), g(x)) wdbtwuks pighwinip pudwiwpupp: (Ujgnphpd 2.6.20, e
61):

Uignphpd (Lutpum-Uhtynunh putiwdbih dhgngny puquwtmunth duljinnphquighwh).
Spws k f(x) € Z[x] ns qpnyuljut puquutnudp: Sl bpw pwljinnphqughwi:
(Ugnphpd 3.2.3, ko 74):

Upgnphpd (puquuiinudh dnnmjjup padwtmpunph hwpiwwuinlEph Jepuuiqunudp).
Spdws k f(x) € Z[x] puqUutnudp, kL tipw A(x) withwyun pudwbwpuph hwdwp jupng
Llp urnigh) tpw hy, (x) = @, (h(x)) Unpnijjup wunlkpp pun judwjulwb wupg pyh:
Quulk A(x) pudwbwpupp: (Ujgnphped 3.2.8, ke 80):

Uignphpd (wdbiwdts punhwinip pudwbwpwph hwpddw s wupq pyh dkpnnp).
Spuwd Bl f(x), g(x) € Z[x] ny qpnyuljuih puquwimudukpp: 2wyl ipubg (f (%), g(x))
wdktwdts punhwinip padwbwpupp: (Uignphpd 3.4.8, ke 94):

Uignphpd (puquuiiguditph hnjuugupd qupgoipjub npnpdw b dngnijjup wg-
gqnphpup). Spdus ku f(x), g(x) € Z[x] ny qpnyuljul puquuinudubpp: Stk tho-
Junupdwpup ww'pq b wpynp bpubp: (Uignphped 3.6.3, ke 105):

Ujgqnpppd (punwlniuptibphg wmquun wpnunppsiitph Jepndnidp qpoyuiljui pint-
pugphsh nuownh Ypuw nipfusd puquuimudught onulnid): Spdws & £ (x) € K[x]
puquuiunuup, npntn K-t qpojuljut punipwqphsh nuown b dhpnisty wyt
pwnwlniuhitphg wquun wpunwunphsubph: (Uignphped 4.4.1, te 135):

Ujgnphpu (pupwlniuhtibphg wquun wpwnwnphshbph Jepmémup Z[x] oqulnid):
Spws k£ (x) € Z[x] puquuinuudp: Ihpnust) wyt pupwlniuptibphg wqun wpunwnphg-
ukph: (Uignphpd 4.4.4, te 137):

Ujgnphpd (punulynuhtitphg wquin wpnwnphsttph qipinisnidp kpguynp quizinh
Ypw npjwd puquutudught oquynd): Spws k£ (x) € K[x] puquwlnuup, npintn K-
t Jtpownp quipwn k: Ihpnist wyb punwlniupibiphg wquwn wpunwngphsubph:
(Uignphpd 4.5.2, ke 144):

355
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11. Uygnpppd (Wimgphtph dwuhb shttwfub wignphpup unlpnne pYtph hwdwp). Z onuilynid
wnpqus L qniyq wn qnuyq thnjuugupdwpup yupg my, ..., M pYEpp: Tuduyuljut
S1, -, S € Z pybph hwudwp quniily 6.1.1 dugpubtnh dwuht shtwlwt poptuh
wuydwttbpht paupupnn n phyp: (Uignphpd 5.1.7, ke 155):

12. Ujqnpppd (Ubwmgputph dwuhb shtwlub wignphpup papquuiqudubph hwdwp). R
nuownh Ypu uwhdwdus R[x] puquuigudwht onulinud impgusd ku my (%), ..., my (x)
qnuq wn qnijq hnprwnupdwpwnp yupq puqiuigudubpp: Yudwyuluwh
51(%), ... S (%) € R[x] puquuunudutinh hwudwp qutky 6.1.5 dawugpubph vwuh shwlui
phnpbivh wuydwtbpht pudupupnn f(x) puquuwtnudp: (Uignphpd 5.1.11, ke 157):

13. Uyqnphpd (unnphgh npnphsh hwgdudwh ubé wwupq puh wignphpup). Splus b A € My, (Z)
dwwnphgp: Zwpyb] tipw det A npnohsp: (Ugnphped 5.2.4164):

14. Uggnphpd (wnphgh npnghsh hwpyuwb thnpp wwpq pybph wignphpup). Spus £
A € My, (Z) dwuunphgp: Zwoyty upw det A npnohsp: (Ujgnphpd 5.2.6, ke 166):

15. Uyqopppd (wdtiwdbs pinhwinip pudwtwpuph hwoydwt thnpp wupg pytph
Ubpnnp). SpYws B f(x), g(x) € Z[x] ny qunyujutt puquutnudibpp: Zwpyk) tpuig
(f (), g(x) wukhwdks pinhwinip pudwbwpupp: (Uignphpd 5.3.10, ke 179):

16. Ugqnpppd (quownh ypu inpjus bpynt impnuuljutibph puquuipudughtt onunid
udEiud S panhwinip pudwbwpuph hwpjdwt uygnpppdp). Spdus ku £(x, ),

g(x,y) € K[x,y] ns qunyuljuts puquunudubpp, npubn K- judwjujui puown b
Zupyky tputg (£ (x,y), g(x,y)) udkudks pighwinip pudwiwpupp: (Ujgnphpu 6.4.3,
ko 208):

17. Uygnpppd (Z[x, y] pmquuinuduh onumyd wdktmdks puinhwinip pamdwtupuph
hwpydwb wignphpup). Spywsd tu £ (x, ), g(x,¥) € Z[x, y] ny qpoyuljub puquuit-
nudtkpp: Zwpky tpwbg (f(x, ), g y)) wdbkiwdks pighwinip pudwiwpupp:
(Uygnphpd 6.4.10, te 214):

18. Ujqnphpd (quownh Jud Z onuiljh Jpw wpdwsé n hnthnhwlwbubph puquubnudught
onuijnid wikiwdks punhwinip pudwiwpuph hwrydwh wignphpdp). Spyws ku
f =10 x0), g =gxq, ., Xy) € L[xy, ..., xp] ny qunyujuls puquuitinudubinp, npuntn
L-p jud gmujugws nuown k jud b Z onuiljia k: Spdws En — 1 thnthnpuwlwbtkpp
L[xq, ..., Xp—1] onunid wdbbwd ks pinhwinip pudwbwpuph hwpddwt wignphpedp:
Zupyty (f, g) wdkwdbs pinhwinip pudwwpupp: (Ujgnphpd 6.4.13, ke 216):

19. Uygnphpd (Jkpgunp quguh fpw wpus punwlniuhtibphg wquin, inpuunjnpdwus
puquuimuth puljnnphqughuh wignphpdp). SpYws t £(x) € K[x] punwyniuhtphg
wquw, inpdwynpyws, ny qpuojuljut puquubnudp, npuntn K- judwywljut JEpewynp

qupwn k: Gk f(x)-h $wluinphqughwih wwpq wpunwnphsibpp: (Uignphped 7.3.14, to
239):
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Uignphpd ((Epgurinp quiginh qpu npjws puquubunh ulnnphquighugh wygn-
rhpup). Spyws k £ (x) € K[x] ny quoyuljut puquuibiudp, npuntn K-u judwyului
Ytpguiynp quigwn £ Gantily f(x)-h pwljunphquighwyh ywpg wpwnwngphyubpp: (Ugnphpy
7.3.15, ko 241):

Uignphped (Z oquiyh Ypu inpywé puquutmuith punnphquighwih wignphpn). Spjws
E f(x) € Z[x] ny qpnyulijut puquubipudp: itk £ (x)-h duljuinphqughwyh yupg wp-
wnunphsutinp: (Uignphped 7.4.10, te 252):

Uignphpd (Q quipinh qpu inpdus puquntipunth $uljnnphqughuh wgnphpdp).
Spyws | f(x) € Q[x] ny qpoyuljut puquuitinuidp: Sl f(x)-h bwljuinphqughuyh ywupq
wpuwunphsubpp: (Ujgnpphped 7.5.2, L 258):

Ujqnpppd (puquuimunfitph hwgnppujuim pjut Jpu puduinfwt wignphpdp:

K[xq, ..., ] onulinud $hpudws k npbick dntindhw) jupquynpjudnipinit kL npws Eny
qpuuiut puquuugudutph g4, ..., gs hwonppuljwunipiniup: SpYws £ € K[xq, ..., x,]
puquuunuudp ubpuyugul) f = q; - g1 + - + g5 - gs + r wkupny, npuntin Jud r = 0, Yud
k7 # 0 tar-h dhwinudubkphg ny Uklp sh pudwignud ltgy, ..., Itgs wjwug winudubkph
Ypu: 8.4.5, ko 305):

Uignpppd (Ypynpuibph puquyh juenigdwi Ancuptpgbph wignphpdp). K qupnh qpu
nwhdwtqud K[xy, ..., x,] puquuinuduwyhtt onuynud impjws k g4, ..., g5 ny qpnyuljute
puquuinpudubpny suus I = (g4, ..., gs) hnbwp: Zwoydby I hnbkwh npbck G Qpynpubph
puqui: (Ujgnpppd 8.6.10, ke 325):

Uignphpu (pbipywd dpmpubph puquyh unnigdwh wignphpup). K nuignh dpu
uwhdwqud K[xy, ..., x,] puquutuduyhtt onuynud inpywsd ka7 pnbwp b upw 6
Qpnputinh puqut: Yurnighl) I hpbwih pipdwé Apnputph puquit: (Uignphpd 8.7.13, ke
333):

Uggnphpd (pybwubkph hwjuuwpnipyut npnguut wignphpup pipgus Spynpiubkph
puquiitkph oqimipjundp). K nuownh Jpuw uvwhdwidws K[xy, ..., x,] puquuinudughte
onulnmu nipJus kul = (gy, ..., gs) i J = (hy, ..., hy) ny qpoyuljuits hnkwikpp: Mupgly), ph
wpmyn’p ! b J hybuwikp hujuwuwp b: (Uygnphpd 8.7.15, te 335):
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Annotation in English

Algorithmic Algebra, Commutative Rings and Fields
Vahagn H. Mikaelian

Algorithmic algebra (computer algebra) is an area of mathematics, lying in intersection
of modern algebra and computer science. The first main purpose of this book is to pre-
sent the subject in a course, where construction of algorithms relies on strictly and
systematically presented theoretical algebraic background. In early sources on algorith-
mic algebra there were some incorrect applications of algebraic notions which some-
times lead to malfunctioning algorithms. Omissions of that type were corrected in litera-
ture by research papers and monographs of later period. Preparing this work we in
most cases used that research, and in some cases presented our own solutions. We also
offer some new algorithms and improvements of known algorithms. Deeper algebraic

argumentation sometimes allows us to build the algorithms for more general cases.

Our second main aim is to present an easy-to-read text of algorithmic algebra,
which can be used for individual study and for composition of university courses. In par-
ticular, the paragraphs presenting construction of algorithms are proceeded by brief int-
roductions to respective sections of commutative rings theory and fields theory: Euclid-
ean rings, extensions and algebraic closure of fields, unique factorization domains, line-
ar spaces and operators on finite fields, Galois groups of fields extensions, monomial
ideals, Noetherian polynomial rings, elements of algebraic geometry, etc. In order to
make the text more understandable all algebraic notions and algorithms are accom-
panied by detailed examples. The book contains a few hundreds of examples, exercises
and problems, almost all of which are new and are composed during preparation of this

work.

Brief description of the chapters

The 1st introductory chapter contains an example of solution of a known problem:
the phenomenon of intermediate expression swell and Knuth’s method to overcome it.
The purpose of this section is to give a preliminary impression about the methods of al-

gorithmic algebra before the construction of algebraic theory is started.

The 2nd chapter briefly presents the main properties of rings and their homo-

morphisms which will be used in the next chapters.

The 3rd chapter sets a few numeric bounds for Euclidean rings: Landau-Mignotte’s

limits, bounds connected with the resultant, Sylvester matrix and the nth primorial. Ap-
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plying these bounds on Euclidean rings we get a few algorithms, in particular, the big
prime number’s algorithm to calculate the greatest common divisor, the algorithm of

checking coprime polynomials, etc.

The text becomes considerably more complicated from the 4th chapter where we
present the fraction fields, algebraic and transcendent elements, minimal polynomials,
and construction of the algebraic closure of any field. The theory is used to build algo-
rithms of square-free decompositions for polynomials over finite fields and fields of ze-

ro characteristic.

The 5th chapter is devoted to the Chinese reminder theorem and to its usage in
construction of algorithms for determinants and polynomials. In particular, Hadamard’s
bound is used to get the small primes’ algorithm for determinant computation. And by
combination of the Chinese reminder theorem with the methods of the 3th chapter we

get the small primes’ algorithm to calculate the greatest common divisor of polynomials.

The 6th chapter presents elements of the theory of unique factorization domains
and introduces multivariate polynomials. Consideration of Gauss’s lemma and Gauss’s
theorem on arbitrary unique factorization domains allows us to construct algorithms
for multivariate polynomials, in particular, algorithms to compute the greatest common

divisor for multivariate polynomials.

The 7th chapter studies polynomial factorization and properties of the roots of pol-
ynomials on arbitrary finite field, on the ring Z and on the field Q (including constructon
of the algorithms of Berlecamp and Zessenhaus). On the fields R and C the problem of
factorization is not solvable by radicals, as it is explained by the aid of Galois group. For
these algorithms we use some extra theoretical background: linear spaces, operators

and systems of linear equations on finite fields.

The 8th chapter is devoted to Grdbner bases. By the Buchberger’s algorithm we
construct the Grobner bases for ideals of polynomial rings, which allows to solve the
problems of equality of ideals, of membership in ideals and of sub-ideals. We present
this theory in full, including monomial ideals, Dickson’s lemma and Hilbert’s theorem on
finite base. Grobner bases also are used for description of elimination ideals and for so-

lution of problems in algebraic geometry.



AHHOTaL U HA PYCCKOM f3bIKe

AJIl"OpI/lTMI/l‘{eCKaH am‘eﬁpa, KOMMYTATHBHbIC KOJIbIlAd U ITI0JIA

Baars I'. MukaensH

AnroputMudeckasi anreépa (KkoMnbroTepHas ajare6pa) — 06/1acTb MaTeMaTHUKY, JieXa-
1asi B epeceyeHUH COBPeMeHHOH anre6pbl ¥ MHGopMaTUKH. [lepBasi oCHOBHas LieJlb
3TOW KHUTH — NPEACTABUTDb 3TOT NPEeAMET B TAKOM HU3JIOXKEHHUH, T/ie IIOCTPOEHHE aJIT0-
PUTMOB ONMPAETCS HA CTPOTO U CUCTEMATUYECKU U3JI0)KEHHYI0 TEOPETHYECKYIO aured-
panvecKyr OCHOBY. B paHHMX MCTOYHHKAX IO aIrOPUTMHYECKOI anre6Gpbl BCTpeda-
JINCh HEBEPHbIe IPUMEHEHUs alre6panyecKrx NOHATHH, YTO MHOT/A IPUBOJIUJIO K He-
IPaBUJIbHO paGoTAOUIMM AJTOPUTMaM. YNyLleHUsl TaKOro THUIA B JIUTEPAType 6bLIU
HCIIpaBJIeHbl B CTATbX U MOHOTpadusx 6osiee mo3aHero nepuoja. Paborasa Haj aaH-
HBbIM TEKCTOM Mbl B GOJIBIIMHCTBE C/1y4yaeB ONMUPAJIMCh HA 3TH UCCIel0BaHUs, A B HEKO-
TOPBIX CJIy4asiX NpeJCTaBIsgeM U Hallli COGCTBEHHbIE pellleHus. Mbl TakKe NpeJJjoraeM
HEKOTOpble HOBble QITOPUTMbl U YCOBEPLIEHCTBOBAHHS H3BECTHBIX aJTOPUTMOB.
BouJiee riy6okasi anre6pandeckoil apryMeHTaln sl HHOTJa 03BOJIsieT HaM CTPOUTD asl-
TOPUTMBI JJ151 60Jiee 0OLIMX CIy4YaeB.

Haieil BTOpoii 0OCHOBHOH 1ie/Ibl0 ABJISIETCsI IPEACTABJIEHHE 10-BO3MOXKHOCTH [[OC-
TYIIHOT'O TEKCTA 110 aJIFTOPUTMHUYECKON are6pbl, KOTOPbIA MOXKeT GbITh UCII0/1b30BaH U
JJISI CAMOCTOSITE/IbHOT'O M3YYEHMs], U JJIsl COCTAaBJIEeHUS] YHUBEPCUTETCKUX KypcoB. B
YaCcTHOCTH, mNaparpadbl, NpeACTaBJSA0IHE NOCTPOEHHE aJIrOPUTMOB, NPEAIIECT-
BYIOTCS1 KPaTKMUMH BBeJIEHUSIMU B COOTBETCTBYIOLME pa3jeibl TEOPUH KOMMYTATHB-
HBIX KOJIEL] U TEOPHUH MOJIeH: eBKIN0BbI KOJIbLA, PACIIMPEHHUsI U alre6pandeckoe 3a-
MbIKaHUe T0JIel, paKTopHaJbHble KOJbLA, THHENHHbIe TPOCTPAHCTBA U ONEPATOPLI HAJ,
KOHEYHBIMU IOJISIMHM, Ipyninbl anya pacuiipeHUd noJiedl, MOHOMUa/IbHbIE HJeasbl,
HETEpOBble MOJIMHOMUAJIbHbIE KOJIbLIA, 3IEMEHTHI aJre6panyeckoil reOMeTPUH U T. A.
Jl1s1 60J1ee SICHOT'O M3JIOXKEHHUs BCe aJreGpanyecKrie NOHATHUS U aITOPUTMbI CONPOBOXK-
JIAI0TCs TOAPOGHBIMU MpUMepaMu. KHUra coZiepXXUT HECKOJIBKO COTEH IPUMEpPOB, YII-
pa’kHEeHUH M 33Jja4, IOYTH BCe U3 KOTOPBIX ABJISIOTCS HOBbIMU U GbLJIM COCTABJIEHBI B

X0/Jle MOATOTOBKU HACTOSILIEH PabOTHI.

KpamKoe onucaHue 2.1das

1-51 BBOJjHAs [/1aBa CO/IEPXKUT NPUMep pellleHHsI KOHKPETHOTO BOIMpoca: Mpo6iemMy
pa3byxaHus NPOMEXyTOYHbIX 3HaYeHUH U MeToZ, KHyTa AJis ero peueHust. llesnb aToi
IJIaBbl - JaTh IEPBOHAYA/IbHOE NPE/CTaBJEHHE O METO/AX AJITOPUTMHUYECKOH anredpbl
ellle /10 HavyaJsia IOCTPOeHHUs aire6panyeckor TEOPHUH.

2-51 rJ1aBa KpPaTKO MPe/ICTaBJIsieT OCHOBHbIE CBOMCTBA KOJIEI] U KUX TOMOMOP(U3MOB,

KOTOpbIE 6y,£[yT HCIIOJIb30BaHbI B CJIEAYIOIUX I'JIaBaX.
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3-4 ra1aBa yCTaHaBJMBAET HEKOTOPbIE YMCIOBbIE OLIEHKH [IJI1 EBKJINUA0BbIX KOJIell:
ouneHkU JlaHgay-MUHBOTTA, IPaHULbl, CBSI3aHHbIE C Pe3yJbTaHTOM, ¢ MaTpuLel CUb-
BECTPA U C N-bIM NpUMOpHaIOM. [IpUMeHsIs 3T OLlEHKU HaJ, €eBKJIUI0BBIMHU KOJIbIIAMH,
Mbl TOJIy4aeM Psifi aJITOPUTMOB, B YACTHOCTH, aJTOPUTM OOJIBIIOTO MPOCTOro YUc/Ia
JUIs1 BbIUMCJIEHUs] HAauboJIbLIero o6Liero AejuTesis, aJrOPUTM NPOBEPKH B3aUMHOMU
MPOCTOTHI MHOTOYJIEHOB U T. [I..

N30xKeHNe 3HAaUUTEJIbHO YCJI0XKHSETCS C 4-0M I/1aBbl, Ile Mbl IPeJCTaBJsIeM N0JIs
YaCTHBIX, a/rebpanyeckre U TPaHCUEeHAeHTHbIe 3JIeMeHTbl, MUHUMaJ/IbHble MHOTOYJIe-
Hbl, U NIOCTPOEHHE aJre6panieckoro 3aMblKaHUs [AJIs1 JIIOOOr0 MoJis. JTa TEOpHUs HUC-
MOJIb3YETCS JIJIsl KOHCTPYHUPOBAHUSA aJTOPUTMOB Pa3JIOKEHHUSI HA MHOXKHUTEH CBOOO/I-
Hble OT KBaZjpaTOB /IJI1 MHOTO4YJIEHOB Ha/Ji KOHEYHbIMH NOJIIMU U HaJl I0JIIMU HyJ1eBOX
XapaKTEePUCTUKH.

5-11 r;1aBa MocBsillleHAa KUTAWCKON TeopeMe 00 OCTAaTKax U ero MCIoJIb30BAaHUIO B
MOCTPOEHUHN aJITOPUTMOB [iJIl OonpejeJuTesled U NOJWHOMOB. B yacTHOCTH, UCHOJb-
3yeTcs rpaHula AZjlamMapa JJis MoJiydeHus aiTOpUTMa BbIYUCIEHUS ONpeJieIuTessl Me-
TOZ,0M MaJIbIX IPOCTBIX YMCeJl. A coueTaHWe KUTAalCKON TeopeMbl C MeTOJaMu 3-U Ia-
Bbl IaeT aJITOPUTM MaJlbIX MPOCThIX YUCE AJIS1 BBIYMCIEHUSI HAUOOIbLIEr0 06Iero Je-

JInTEeJId MHOTO4YJIEHOB.

6-1 rJ1aBa NpeJCTaBadaeT 3J1eMeHThbl TeOPUH GaKTOPHAJIBHBIX KoJlell U BBOAUT MHO-
rO4JIeHbl OT HECKOJIBKUX NlepeMeHHbIX. PaccMoTpenue nemMmel 'aycca u Teopemsl ayc-
ca Ha NPOU3BOJIbHBIX QaKTOpPHAIbHBIX KOJIbLAX M03BOJIIET CTPOUTD aJTOPUTMbI A1
MHOT04JIEHOB OT HECKOJIBKHX NIepeMeHHBIX, B YaCTHOCTH, aITOPUTM BbIYHUCJIEHUS HaU-
60JIbI1Iero 061ero JeJuTe s AJs1 MHOTOUJIEHOB OT HECKOJIbKUX NlepeMeHHBbIX.

7-1 r/1aBa IJlaBa M3y4aeT NOJMHOMHa/JbHYI0 GaKTOpHU3aLUI0 U CBOMCTBA KOpHEH
MHOT04JIEHOB Ha/Jl, MIPOU3BOJIbHBIM KOHEYHBIM IM0JIEM, HaJl KOJbLOM Z U Haj nojeM Q
(B TOM uncae cTpoATcs anropuTMel bepsiekamna u lleccenxaysa). A Hag nonamu R u €
npob6seMa dakTopu3aluU He paspellMMa B paJiUKajax, Kak 3TO 06bsACHAETCA C Mo-
Molbo rpynnsl 'anya. [l 3TUX aATOPUTMOB Mbl UCNIOJIb3YeM JOMNOJTHUTENbHYIO TEO-
peTUYecKyl0 OCHOBY: IMHEHHble IPOCTPAHCTBA, ONepaTOpbl U CUCTEM JIMHENHHBIX YpaB-
HeHUH HaJi KOHEeYHbIMH MOJIIMHU.

8-1 ryaBa nocpslleHa 6asaM ['pé6Hepa. C momouibio aaroputma bByx6eprepa jis
UJieajoB MOJMHOMHAIBHBIX KoJiel, CTposTcs 6a3bl [pé6Hepa, KOTopble MO3BOJIAIOT pe-
IIMTh NpPOGJeMbl PaBEHCTBA H/ie€aJIoB, NPUHAANEKHOCTH HJeasly, U NpobieMy INOA-
ujeana. Mel npeAcTaBjiseM 3Ty TEOPHUIO B MOJHOM 006'beMe, BKJIl0Yass MOHOMUAJIbHbIE
ujeansl, JeMMy JlukcoHa U TeopeMy ['mib6epTa o KoHeuHoH 6ase. ba3bl 'pé6Hepa Tak-
»Ke UCMOJIb3YIOTCS /ISl ONMCAaHUS U/ealoB UCK/IOUYEeHHs U /1S pellleHHs 3a/ia4 B a/ire6-

panyecKkoi reoMeTpuH.
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	1 Պարզագույն նախնական հասկացություններ
	1.1 Միջանկյալ արժեքների ուռճացման երեւույթը
	1.2 Թվային եւ բազմանդամային գործողություններ ըստ մոդուլի
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	1.2.2 Օրինակ.  Եթե 𝑚=5, ապա ,𝑔-5.,𝑥.=𝑥+3 եւ ,ℎ-5.,𝑥.=𝑥+2 բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ են, քանի որ

	1.3 Կնուտի մոդուլյար մեթոդը
	1.3.1 Օրինակ.  ℎ,𝑥.=7,𝑥-2.+8𝑥+1 եւ  𝑙,𝑥.=7,𝑥-2.+15𝑥+2 բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ չեն, քանի որ ℎ,𝑥.=(𝑥+1)(7𝑥+1), 𝑙,𝑥.=(𝑥+2)(7𝑥+1) եւ ,ℎ,𝑥., 𝑙,𝑥..=7𝑥+1:  Բայց  𝑚=7 մոդուլի համար ,ℎ-7.,𝑥.= 𝑥+1, ,𝑙-7.,𝑥.= 𝑥+2: Ուստի ,,ℎ-7...


	2 Օղակներ եւ հոմոմորֆիզմներ
	2.1 Օղակներ, ամբողջության տիրույթներ եւ դաշտեր
	2.1.1 Oրինակներ. Հանրահաշվական համակարգերի հայտնի օրինակներ են.
	2.1.2 Օղակի սահմանումը. Ենթադրենք՝ ոչ դատարկ  𝑅 բազմության վրա տրված են + (գումարում) եւ ⋅ (բազմապատկում) հանրահաշվական գործողությունները, որոնք կամայական 𝑎,𝑏,𝑐∈𝑅 տարրերի համար բավարարում են հետեւյալ պայմաններին.
	2.1.3 Վարժություն. Ստուգել, որ կամայական 𝑎,𝑏∈𝑅  տարրերի եւ 𝑛 ամբողջ թվի համար.
	2.1.4 Օրինակներ. ℤ օղակում ունենք՝ ,6,8.=2 եւ ,6,8.=−2: ℤ[𝑥] օղակում ունենք՝ ,,𝑥-2.+3𝑥,5𝑥.=𝑥 եւ ,,𝑥-2.+3𝑥,5𝑥.=−𝑥: Իսկ ℚ-ի վրա տրված ℚ[𝑥] օղակում այդ նույն բազմանդամների համար ունենք՝ ,,𝑥-2.+3𝑥,5𝑥.=𝑥, ,,𝑥-2.+3𝑥,5𝑥.=−7𝑥 եւ ,,𝑥-2.+3...
	2.1.5 Դիտողություն. Բացառելով ակնհայտ դեպքերը, երբ 𝑎,𝑏 տարրերից մեկը կամ երկուսն էլ զրյական են, (𝑎,𝑏)-ն ու [𝑎,𝑏]-ն հաշվելիս մենք ստորեւ   կհամարենք, որ 𝑎,𝑏 տարրերը ոչ զրոյական են:
	2.1.6 Սահմանում. 〈𝑅, +,  ⋅〉 օղակի 𝐿 ենթաբազմությունը կոչվում է 𝑅-ի ենթաօղակ, եթե այն օղակ է 𝑅-ում սահմանված գումարման եւ բազմապատկման +,  ⋅ գործողությունների նկատմամբ:
	2.1.7 Խնդիր.  Ապացուցել, որ 〈𝑅, +,  ⋅〉 օղակի ոչ դատարկ 𝐿 ենթաբազմությունը ենթաօղակ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ կամայական 𝑎,𝑏∈𝐿 տարրերի համար 𝑎−𝑏∈𝐿 եւ 𝑎𝑏∈𝐿: Ցուցում. ոչ դատարկ 𝐿 ենթաբազմությունը պարունակում է որեւէ 𝑎∈𝐿 տարր: Դի...
	2.1.8 Սահմանում.  𝑅 օղակի 𝐼 ենթաօղակը կոչվում է 𝑅-ի իդեալ, եթե կամայական 𝑎∈𝐼 եւ 𝑏∈𝑅 տարրերի համար 𝑏𝑎∈𝐼 եւ 𝑎𝑏∈𝐼:
	2.1.9 Խնդիր. Ապացուցել, որ 〈𝑅, +,  ⋅〉 օղակի ոչ դատարկ 𝐼 ենթաբազմությունը իդեալ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ կամայական 𝑎,𝑏∈𝐼 եւ 𝑐∈𝑅 տարրերի համար 𝑎−𝑏∈𝐼 եւ 𝑎𝑐∈𝐼, 𝑐𝑎∈𝐼: Ցուցում. օգտվել 2.1.7 խնդրից:
	2.1.10 Օրինակ. Վերցնենք հետեւյալ մատրիցները 𝐴=,,1-0-1-0..,    𝐵=,,0-0-1-1..: Այդ դեպքում 𝐴≠0 եւ 𝐵≠0, բայց  𝐴𝐵=0=,,0-0-0-0..:
	2.1.11 Սահմանում. Եթե 𝑅 օղակի 𝑎,𝑏≠0 տարրերի համար 𝑎𝑏=0, ապա 𝑎 եւ 𝑏 տարրերը կոչվում են զրոյի բաժանարարներ:
	2.1.12 Սահմանում.  𝑅 օղակը կոչվում է ամբողջության տիրույթ, եթե այն կոմուտատիվ է, ունի 1≠0 միավոր, եւ եթե այն ազատ է զրոյի բաժանարարներից՝ նրա կամայական 𝑎 եւ 𝑏 տարրերի համար  𝑎𝑏=0 հավասարությունից բխում է, որ 𝑎=0 կամ 𝑏=0:
	2.1.13 Խնդիր. Զրոյի բաժանարարներից ազատ լինելու պայմանը կապված է իրար հավասար երկու արտահայտություններում աջից կամ ձախից նույն ոչ զրոյական արտադրիչը կրճատելու կանոնի հետ: Ցույց տալ, որ կոմուտատիվ եւ 1≠0 միավոր ունեցող օղակն ամբողջության տիրույթ ...
	2.1.14 Սահմանում. 𝑅 օղակը կոչվում է դաշտ, եթե այն կոմուտատիվ է, ունի 1≠0 միավոր, եւ եթե նրա կամայական 𝑎 ոչ զրոյական տարր հակադարձելի է՝ գոյություն ունի ,𝑎-−1.∈𝑅 այնպիսին, որ 𝑎,𝑎-−1.=1:
	2.1.15 Խնդիր. Ցույց տալ, որ յուրաքանչյուր դաշտ ամբողջության տիրույթ է: Ցուցում. բավական է համեմատել միայն վերջին պայմանները եւ ցույց տալ, որ 𝑎≠0 հակադարձելի տարրը չի կարող լինել զրոյի բաժանարար: Ենթադրենք հակառակը եւ վերցնենք 𝑏≠0 տարրը, որի ...
	2.1.16 Խնդիր. Գտնել այնպիսի մի ամբողջության տիրույթի օրինակ, որը դաշտ չէ: Ցուցում. օգտվել 2.1.30 վարժությունից:
	2.1.17 Վարժություն. Ցույց տալ, որ եթե դաշտի իդեալը զրոյական չէ, ապա այն համընկնում է ողջ դաշտի հետ: Յուրաքանչյուր դաշտ ունի ճիշտ երկու իդեալ:
	2.1.18 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթի 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրերը կոչվում են ասոցացված տարրեր, եթե գոյություն ունի մի 𝜀∈,𝑅-∗. հակադարձելի տարր այնպիսին, որ 𝑎=𝜀⋅𝑏: Այս փաստը նշանակվում է  𝑎≈𝑏:
	2.1.19 Վարժություն. Ստուգել որ «≈» սիմվոլի կիրառությունը երկու հասկացությունների նշանակման համար հակասություն չի առաջացնում. 𝑎≈1 գրությունը նշանակում է «𝑎 եւ 1 տարրերն ասոցացված են» այն եւ միայն այն ժամանակ, երբ 𝑎 տարրը հակադարձելի է:
	2.1.20 Հատկություն. Հեշտ է ստուգել, որ ասոցացվածության առընչությունը համարժեքության հարաբերություն է:
	2.1.21 Խնդիր. Ցույց տալ, որ 𝑅 ամբողջության տիրույթի 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրերի համար 𝑎≈𝑏 այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑎⋮𝑏  եւ 𝑏⋮𝑎:
	2.1.22 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթի ոչ զրոյական եւ ոչ հակադարձելի 𝑝 տարրը կոչվում է պարզ տարր (կամ չբերվող տարր, անվերլուծելի տարր), եթե կամայական 𝑝=𝑏⋅𝑐 ներկայացումից բխում է, որ 𝑏≈1 կամ 𝑐≈1:
	2.1.23 Թվային օրինակներ. Օղակների թվային օրինակներ են 〈ℤ, +, ⋅〉, 〈ℚ, +, ⋅〉,  〈ℝ, +, ⋅〉,  〈ℂ, +, ⋅〉 համակարգերը:
	2.1.24 Վարժություն. Ֆիքսված  𝑘 ամբողջ թվի համար դիտարկենք  𝑘ℤ=,𝑘𝑧 . 𝑧∈ℤ} բազմությունը, որն ակնհայտորեն բաղկացած է 𝑘-ի վրա բաժանվող բոլոր ամբողջ թվերից: Ցույց տալ, որ 〈𝑘ℤ, +, ⋅〉 համակարգն օղակ է: Հանդիսանու՞մ է այն ամբողջության տիրույթ կամ դա...
	2.1.25 Մոդուլյար օրինակներ. Տրված 𝑚 դրական ամբողջ թվի համար ,ℤ-𝑚.-ով նշանակենք {0, 1, …, 𝑚−1} բազմությունը: Այս բազմության վրա սահմանենք մնացորդով գումարման եւ բազմապատկման գործողություններ հետեւյալ կերպ. եթե  ,𝑎,𝑏∈ℤ-𝑚., ապա գոյություն ուն...
	2.1.26 Թեորեմ.  ,ℤ-𝑚. մնացքների օղակը դաշտ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑚-ը պարզ թիվ է:
	2.1.27 Մատրիցային օրինակներ. Կամայական կոմուտատիվ 𝑅 օղակի եւ 𝑚,𝑛 բնական թվերի համար դիտարկենք 𝑅-ի տարրերից կազմված, 𝑚 տողերից եւ 𝑛 սյուներից բաղկացած բոլոր մատրիցների ,𝑀-𝑚,𝑛.(𝑅) բազմությունը.
	2.1.28 Օրինակ. Ենթադրենք՝ 𝑅=,ℤ-7.: Այդ դեպքում ,𝑀-3.(,ℤ-7.) օղակում տեղի ունի.
	2.1.29 Վարժություն. ,𝑀-2.(,ℤ-5.) օղակում հաշվել հետեւյալ արտադրյալները.
	Դիտարկենք որեւէ 𝑅 ամբողջության տիրույթ եւ 𝑅-ի վրա սահմանենք բազմանդամներ որպես
	2.1.30 Վարժություն. Տրված 𝑅 ամբողջության տիրույթի համար դիտարկենք 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը: Արդյո՞ք այն ամբողջության տիրույթ է: Արդյո՞ք այն դաշտ է: Համեմատել սա 2.1.16 խնդրի հետ:
	2.1.31 Օրինակ.  Քանի որ ըստ 2.1.26 թեորեմի ,ℤ-𝑝. մնացքների օղակը դաշտ է (եւ, ուրեմն, ամբողջության տիրույթ է), ապա նրա վրա կարելի է սահմանել  ,ℤ-𝑝.[𝑥] օղակը, որը կանվանենք մոդուլյար բազմանդամների օղակ: ,ℤ-𝑝.[𝑥] օղակի տարրերը 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛....
	2.1.32 Լեմմա.  ,ℤ-𝑝. դաշտի կամայական 𝑎,𝑏 տարրերի համար տեղի ունի ,,𝑎+𝑏.-𝑝.=,𝑎-𝑝.+,𝑏-𝑝. հավասարությունը:
	2.1.33 Հետեւանք.  ,ℤ-𝑝.[𝑥] օղակի  կամայական 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների համար տեղի ունի ,,𝑓,𝑥.+𝑔,𝑥..-𝑝.=,𝑓,𝑥.-𝑝.+,𝑔,𝑥.-𝑝.  հավասարությունը:

	2.2 Գլխավոր իդեալներ եւ բաղդատումներ, ծնիչ բազմություններ
	2.2.1 Խնդիր. Ստուգել, որ եթե 𝑅 օղակը կոմուտատիվ է եւ ունի միավոր, ապա նրա կամայական 𝑚 տարրի համար 𝑚𝑅 ենթաբազմությունը կհանդիսանա 𝑅-ի ենթաօղակ (եւ իդեալ) ու կպարունակի 𝑚-ը: Ցուցում. աջ իդեալ լինելու պայմանն ակնհայտ է, իսկ ձախ իդեալ լինելու պ...
	2.2.2 Օրինակ. ,ℤ-3.[𝑥] օղակում տեղի ունի.  ,𝑥-3.+1≡𝑥+1,mod 2,𝑥-2.+1.:
	2.2.3 Օրինակ.  1.3 պարագրաֆում Կնուտի մոդուլյար մեթոդը կիրառելիս մենք երեք անգամ կատարեցինք բազմանդամների անկյունով բաժանում: Դրանց ,ℤ-5.[𝑥] օղակում համապատասխանում են հետեւյալ երեք բաղդատումները՝
	2.2.4 Խնդիր. Ստուգել 𝑅 միավորով կոմուտատիվ օղակում բաղդատումների տարրական հատկությունները. եթե 𝑎≡𝑏(mod 𝑚) եւ 𝑎′≡𝑏′(mod 𝑚) տրված 𝑎,𝑏,,𝑎-′.,,𝑏-′.,𝑚∈𝑅 տարրերի համար, ապա.
	2.2.5 Խնդիր. Ստուգել, որ 𝑅 միավորով կոմուտատիվ օղակում տարրերի՝ իրար հետ ըստ 𝑚 մոդուլի բաղդատելի լինելու հարաբերությունը համարժեքության հարաբերություն է: Մասնավորապես, 𝑅-ի կրիչ բազմությունը տրոհվում է համարժեքության դասերի, որտեղ...
	2.2.6 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթը կոչվում է գլխավոր իդեալների օղակ, եթե նրա յուրաքանչյուր 𝐼 իդեալ գլխավոր է, այսինքն՝ 𝐼 իդեալի համար գոյություն ունի 𝑚∈𝑅 տարր այնպիսին, որ 𝐼=𝑚𝑅:
	2.2.7 Խնդիր. Ցույց տալ, որ ℤ օղակը գլխավոր իդեալների օղակ է: Ցուցում. ℤ օղակի կամայական ոչ զրոյական 𝐼 իդեալի համար դիտարկել այն ոչ զրոյական 𝑚∈𝐼 տարրը, որը բացարձակ արժեքով չի գերազանցում 𝐼 իդեալի մնացած տարրերին:
	2.2.8 Սահմանում. 𝑅 օղակի ոչ դատարկ 𝐴 ենթաբազմությամբ ծնված ենթաօղակ է կոչվում 𝑅-ի այն մինիմալ ենթաօղակը, որը պարունակում է 𝐴-ն: Այդ ենթաօղակը նշանակվում է 𝑅[𝐴]:
	2.2.9 Օրինակ. ℤ օղակում վերցնենք 𝐴={4, 6}: Զույգ թվերի 2ℤ ենթաօղակը պարունակում է 𝐴-ն: Մյուս կողմից, եթե որեւէ 𝑆 ենթաօղակ պարունակում է 𝐴-ն, ապա այն պարունակում է 6−4=2 տարբերությունը: Իսկ եթե 𝑆-ը պարունակում է 2-ը, ապա այն պարունակում է նաեւ բ...
	2.2.10 Սահմանում. 𝑅 օղակի ոչ դատարկ 𝐴 ենթաբազմությամբ ծնված իդեալ է կոչվում 𝑅-ի այն մինիմալ իդեալը, որը պարունակում է 𝐴-ն: Այդ իդեալը նշանակվում է 〈𝐴〉:
	2.2.11 Օրինակ. Միավորով կոմուտատիվ 𝑅 օղակում վերցնենք որեւէ 𝑚 տարր: Ըստ սահմանման, ,𝑚. իդեալը պարունակվում է 𝑚𝑅 գլխավոր իդեալի մեջ, քանի որ 𝑚𝑅-ը պարունակում է 𝑚=𝑚⋅1 տարրը: Մյուս կողմից, ցանկացած 𝑚⋅𝑟 արտադրյալ ,𝑚.-ից է, քանի որ ,𝑚.-ը իդե...
	2.2.12 Թեորեմ. Ենթադրենք միավորով կոմուտատիվ 𝑅 օղակում տրված է 𝐴 ոչ դատարկ ենթաբազմությունը: Այդ դեպքում

	2.3 Օղակների հոմոմորֆիզմներ, մոդուլյար անցում, ֆակտոր-օղակներ
	2.3.1 Սահմանում. Տրված 〈𝑅, +,  ⋅〉 եւ 〈𝐾, +,  ⋅〉 օղակների հոմոմորֆիզմ է կոչվում այն
	𝜑:𝑅→𝐾
	արտապատկերումը, որը համաձայնեցված է օղակներում սահմանված գումարման եւ բազմապատկման գործողությունների հետ, այսինքն՝ եթե ցանկացած 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրերի համար տեղի ունեն հետեւյալ պայմանները.
	2.3.2 Օրինակ. Եթե 𝑅=ℂ եւ 𝐾=ℝ, ապա յուրաքանչյուր 𝑧=𝑎+𝑖𝑏 կոմպլեքս թվի իր իրական մասը համապատասխանեցնող 𝜑,𝑧.=ℜ,𝑧.=𝑎 արտապատկերումը, ինչպես եւ կեղծ մասի մոդուլը համապատասխանեցնող  𝜙,𝑧.=,ℑ,𝑧..=𝑏 արտապատկերումը հոմոմորֆիզմներ են:
	2.3.3 Վարժություն. Արդյոք հոմոմորֆի՞զմ են 𝜑:ℂ→ℂ եւ 𝜓:ℂ→ℂ արտապատկերումները, որոնք կոմպլեքս թվերի վրա տրված են 𝜑,𝑧.=|𝑧| եւ 𝜓,𝑧.=,𝑧. կանոններով (,𝑧.-ը կոմպլեքս 𝑧 թվի համալուծն է):
	2.3.4 Սահմանում. 𝑅 եւ 𝐾 օղակների 𝜑:𝑅→𝐾 հոմոմորֆիզմը կոչվում է իզոմոմորֆիզմ, եթե այն սյուրյեկտիվ եւ ինյեկտիվ է: Այսինքն, եթե այն բիյեկտիվ (փոխմիարժեք) արտապատկերում է: Այս փաստը գրի է առնվում 𝑅≅𝐾տեսքով:
	2.3.5 Խնդիր.  Ցույց տալ, որ կամայական 𝜑:𝑅→𝐾 հոմոմորֆիզմի համար ,ker-𝜑.-ն 𝑅 օղակի իդեալ է: Ստուգել՝ արդյո՞ք ,im-𝜑.-ն ենթաօղակ է, արդյո՞ք ,im-φ.-ն իդեալ է: Ցուցում. եթե 𝜑,𝑎.=0 ապա կամայական 𝑐∈𝑅 տարրի համար 𝜑,𝑎𝑐.=𝜑,𝑎.𝜑,𝑐.=0⋅𝜑,𝑐.=0:
	2.3.6 Օրինակ (թվային մոդուլյար անցում).  Դիտարկենք
	𝜑:ℤ→,ℤ-𝑚.
	2.3.7 Օրինակ (բազմանդամային մոդուլյար անցում). Իսկ այժմ դիտարկենք
	𝜑:ℤ[𝑥]→,ℤ-𝑝.[𝑥]
	2.3.8 Օրինակ. Եթե վերցնենք 𝑅=ℤ,  𝐼=5ℤ,  𝑎=3, ապա
	2.3.9 Վարժություն. Ստուգել, որ 𝑎+𝐼=𝑎′+𝐼 պայմանը իրոք համարժեք է 𝑎′−𝑎∈𝐼 պայմանին:
	2.3.10 Խնդիր. Ստուգել, որ վերը բերված պայմաններում՝
	2.3.11 Վարժություն. Ապացուցել, որ ℤ օղակի 𝑚ℤ իդեալի համար (𝑚-ը որեւէ բնական թիվ է) տեղի ունի ℤ/𝑚ℤ=,,𝑚ℤ,1+𝑚ℤ, …, ,𝑚−1.+𝑚ℤ., +, ⋅.,  ընդ որում, ℤ/𝑚ℤ≅,ℤ-𝑚.:
	2.3.12 Օրինակ. Որեւէ 𝑝 պարզ թվի համար ℤ[𝑥] բազմանդամային օղակում վերցնենք բոլոր այնպիսի բազմանդամների 𝑃 ենթաբազմությունը, որոնց բոլոր գործակիցները բաժանվում են 𝑝-ի վրա: Հեշտ է տեսնել, որ, եթե 𝑓,𝑥.,𝑔,𝑥.∈𝑃, ապա նաեւ 𝑓,𝑥.−𝑔,𝑥.∈𝑃 (...
	2.3.13 Թեորեմ (օղակների հոմոմորֆիզմների հիմնական թեորեմը). Ենթադրենք տրված է 𝑅 եւ 𝐾 օղակների 𝜑:𝑅→𝐾 հոմոմորֆիզմը: Այդ դեպքում նրա ,ker-𝜑. միջուկն իդեալ է 𝑅 օղակում, իսկ  ,im-𝜑. պատկերը ենթաօղակ է 𝐾 օղակում: Ընդ որում.
	2.3.14 Սահմանում. 𝑅 օղակի 𝑀 իդեալը կոչվում է 𝑅-ի մաքսիմալ իդեալ, եթե այն սեփական իդեալ է, եւ 𝑅-ում գոյություն չունի 𝑀 իդեալը խիստ պարունակող որեւէ սեփական 𝐼 իդեալ. 𝑀≠𝑅  եւ եթե 𝑀⊂𝐼, ապա 𝐼=𝑅:
	2.3.15 Թեորեմ. 𝑅 կոմուտատիվ միավորով օղակի 𝑀 իդեալը մաքսիմալ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑅/𝑀 ֆակտոր-օղակը դաշտ է:
	2.3.16 Օրինակներ. ℤ օղակում մաքսիմալ է 𝑝ℤ տեսքի ցանկացած իդեալ, որտեղ 𝑝-ն որեւէ պարզ թիվ է: Միաժամանակ, ըստ 2.1.26 թեորեմի, ℤ/𝑝ℤ≅,ℤ-𝑝. օղակը դաշտ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑝-ն պարզ է: Մյուս կողմից, բաղադրյալ 𝑚=𝑛𝑘 թվի համար 𝑚ℤ օղակը մաք...
	2.3.17 Վարժություններ. (2.5) բանաձեւից ստանալ 𝐴∈,𝑀-𝑛.(𝑅) մատրիցի ,det-𝐴. որոշիչի հետեւյալ հատկությունները.
	(,𝑎-𝑖𝑗.∈𝑅, 𝑖,𝑗=1,…,𝑛), ապա 𝐴 մատրիցի համար նրա  𝜑(𝐴) պատկերը տրվում է
	𝜑,𝐴.=,,𝜑(,,𝑎-11.)-⋯-,𝜑(𝑎-1𝑛.).-⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -,,𝜑(𝑎-𝑛1.) -⋯-,𝜑(𝑎-𝑛𝑛.)...∈,𝑀-𝑛.(𝐿)
	2.3.18 Վարժություն. Հաշվել  ,𝜑-𝑝.:,𝑀-𝑛.(ℤ)→,𝑀-𝑛.,,ℤ-𝑝.. մոդուլյար անցման պատկերը եւ միջուկը:
	2.3.19 Օրինակ. Վերցնենք
	2.3.20 Օրինակ. Եթե նախորդ օրինակի մատրիցի համար վերցնենք 𝑝=19, ապա ,𝜑-19. անցումն արդեն չի փոխում 𝐴 մատրիցի արտաքին տեսքը.
	2.3.21 Օրինակ. Եթե ,𝜑-19. մոդուլյար անցումից հետո ունենք

	2.4 Մոդուլյար անցման ալգորիթմական կիրառությունները
	,𝜑-𝑚.:ℤ→,ℤ-𝑚., ,𝜑-𝑝.:ℤ→,ℤ-𝑝.,  ,𝜑-𝑝.:ℤ[𝑥]→,ℤ-𝑝.[𝑥] եւ ,𝜑-𝑝.:,𝑀-𝑛.(ℤ)→,𝑀-𝑛.,,ℤ-𝑝.. մոդուլյար անցումները (օղակային հոմոմորֆիզմները) ալգորիթմներ կառուցելու հիմնական մեր գործիքներից են: Այդ ալգորիթմներից մեկին (Կնուտի օրինակին) ...
	,𝜑-5.:ℤ[𝑥]→,ℤ-5.[𝑥]
	մոդուլյար անցումը, եւ այդ հոմոմորֆիզմի նկատմամբ (1.1) բազմանդամները ունեն ,𝑓-5.(𝑥) եւ ,𝑔-5.(𝑥) պատկերները (տես (1.6) բազմանդամները 1.3 պարագրաֆում): Այդ պատկերները փոխադարձաբար պարզ են, ընդ որում, այդ փաստը պարզելը անհամեմատ ավելի հեշտ ...
	2.4.1 Գործակիցների պահպանման հարցը.  Մոդուլյար անցման ժամանակ 𝑓,𝑥. բազմանդամի կամ նրա բաժանարարների գործակիցները կարող են փոխվել, կրճատվել, եւ ,𝑓-𝑝.,𝑥. բազմանդամի բաժանարարները կարող են շատ քիչ կապված լինել 𝑓,𝑥. բազմանդամի բաժանարարն...
	2.4.2 Նախապատկերի միակության հարցը.  Ենթադրենք՝ տրված 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար ըստ 𝑝 մոդուլի հաշվել ենք ,𝑓-𝑝.,𝑥. մոդուլյար բազմանդամը եւ նրա համար մոդուլյար մեթոդներով գտել ,ℎ-𝑝.,𝑥. բաժանարարը: Անգամ եթե այս մոդուլյար անցման ժամանակ ինչ-որ...
	2.4.3 Բաժանելիության հարցը.  Այս հարցը պակաս ակնհայտ է, քան նախորդ երկու հարցերը: Եթե անգամ մոդուլյար անցման ժամանակ գործակիցների պահպանությունը բարդություն չի առաջացնում, եւ եթե նախապատկերների միակության հարցը նույնպես չի ծագում, ապա դարձյ...

	2.5 էվկլիդյան օղակներ
	2.5.1 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթը կոչվում է էվկլիդյան օղակ, եթե տրված է այնպիսի մի 𝛿:𝑅\{0}→ℕ∪{0}  արտապատկերում, որ.
	2.5.2 Օրինակ.  Սահմանումից առաջ բերված օրինակներում, վերցնելով  𝛿,𝑛.=|𝑛| կամ 𝛿,𝑓(𝑥).=,deg-𝑓(𝑥). (այստեղ 𝑓,𝑥.∈ℚ[𝑥]), կստանանք էվկլիդյան օղակի առաջին օրինակները. ամբողջ թվերի ℤ օղակը եւ ռացիոնալ բազմանդամների ℚ[𝑥] օղակը: Այն, որ ℚ[𝑥] օղա...
	2.5.3 Թեորեմ (Էվկլիդեսի թեորեմը).  էվկլիդյան 𝑅 օղակում նրա կամայական ոչ զրոյական 𝑎,𝑏 տարրերի համար գոյություն ունի դրանց (𝑎,𝑏) ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը եւ [𝑎,𝑏] ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը:
	Մասնավորապես, 𝑘=1 ինդեքսի համար կստացվի համակարգի առաջին տողը՝
	2.5.4 Ալգորիթմ (Էվկլիդեսի ալգորիթմը). Տրված են 𝑅 էվկիդյան օղակի 𝑎,𝑏∈𝑅 ոչ զրոյական տարրերը: Գտնել դրանց ,𝑎,𝑏. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	1. Նշանակենք ,𝑟-−2.=𝑎 եւ  ,𝑟-−1.=𝑏:
	2.5.5 Թեորեմ. էվկլիդյան 𝑅 օղակում նրա կամայական ոչ զրոյական 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրերի համար գոյություն ունեն 𝑢,𝑣∈𝑅 տարրեր այնպիսիք, որ տեղի ունի հետեւյալ հավասարությունը.
	2.5.6 Ալգորիթմ (Էվկլիդեսի ընդլայնված ալգորիթմը). Տրված են 𝑅 էվկիդյան օղակի 𝑎,𝑏∈𝑅 ոչ զրոյական տարրերը: Գտնել դրանց ,𝑎,𝑏. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը եւ այնպիսի 𝑢,𝑣∈𝑅 տարրեր, որոնց համար, 𝑢𝑎+𝑣𝑏=,𝑎,𝑏.:
	1. Նշանակենք ,𝑟-−2.=𝑎 եւ  ,𝑟-−1.=𝑏:
	2.5.7 Հետեւանք. էվկլիդյան 𝑅 օղակում նրա կամայական փոխադարձաբար պարզ 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրերի համար գոյություն ունեն 𝑢,𝑣∈𝑅 տարրեր այնպիսիք, որ տեղի ունի հետեւյալ հավասարությունը.
	2.5.8 Թեորեմ. Կամայական էվկլիդյան օղակ գլխավոր իդեալների օղակ է:
	2.5.9 Օրինակ. Ամբողջ գործակիցներով բազմանդամների  ℤ[𝑥] օղակը էվկլիդյան չէ: Իրոք, եթե այն էվկլիդյան օղակ լիներ, ապա, անկախ այն բանից, թե ինչպես է սահմանվել 𝛿:ℤ[𝑥] \{0}→ℕ∪,0. արտապատկերումը, այդ օղակի 𝑓,𝑥.=2 եւ 𝑔,𝑥.=𝑥 բազմանդամների համար, ըստ Է...
	2.5.10 Օրինակ. Հետեւյալ օրինակը հետաքրքիր է նրանով, որ այն ոչ էվկլիդյան օղակ է, որը միաժամանակ գլխավոր իդեալների օղակ է հանդիսանում: Վերցնենք  𝛼=,1-2.,1+,−19..=,1-2.(1+𝑖,19.) կոմպլեքս թիվը եւ դիտարկենք ℂ դաշտի հետեւյալ ենթաբազմությունը՝ ℤ,𝛼.=,...
	2.5.11 Լեմմա. Եթե 𝑅 էվկլիդյան օղակի 𝑎,𝑏,ℎ տարրերի համար ունենք 𝑎⋅𝑏⋮ℎ եւ ,𝑎,ℎ.=1, ապա 𝑏⋮ℎ:
	2.5.12 Հետեւանք. Եթե 𝑅 էվկլիդյան օղակի 𝑎,𝑏 տարրերի համար ունենք 𝑎⋅𝑏⋮𝑝, որտեղ 𝑝-ն պարզ է եւ 𝑎-ն չի բաժանվում 𝑝-ի վրա, ապա 𝑏-ն բաժանվում է 𝑝-ի վրա:
	2.5.13 Թեորեմ. Ցանկացած 𝑅 դաշտի վրա տրված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը էվկլիդյան օղակ է:
	2.5.14 Հետեւանք. Կամայական 𝑝 պարզ թվի համար ,ℤ-𝑝. դաշտի վրա տրված ,ℤ-𝑝.[𝑥] բազմանդամային օղակը էվկլիդյան օղակ է:
	2.5.15 Հետեւանք. Կամայական 𝑅 դաշտի վրա տրված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը գլխավոր իդեալների օղակ է:
	2.5.16 Բեզուի թեորեմը. Եթե 𝑅[𝑥] օղակն էվկլիդյան է, ապա 𝑓,𝑥.∈𝑅[𝑥] բազմանդամի համար 𝑐∈𝑅 տարրն արմատ է այն եւ միայն այդ դեպքում, երբ 𝑓,𝑥.⋮,𝑥−𝑐.: Այսինքն՝ երբ որեւէ 𝑞,𝑥.∈𝑅[𝑥] բազմանդամի համար տեղի ունի 𝑓,𝑥.=(𝑥−𝑐)𝑞(𝑥) ներկայացու...
	2.5.17 Դիտողություն. Քանի որ ,ℤ-𝑝.[𝑥]-ն էվկլիդյան է, նրա համար գործում են էվկլիդյան 2.5.3, 2.5.5 եւ 2.5.7 ալգորիթմները: Անդրադառնալով ,𝜑-𝑝.:ℤ[𝑥]→,ℤ-𝑝.[𝑥] անցումների միջոցով կառուցվող ալգորիթմներին՝ նկատենք, որ ,ℤ-𝑝.[𝑥] օղակը ℤ[𝑥] ...

	2.6 Բազմանդամի բովանդակություն, կեղծ բաժանումներ
	2.6.1 Սահմանում. Եթե 𝑅 ամբողջության տիրույթի վրա տրված ,𝑓,𝑥.∈𝑅[𝑥]-  . բազմանդամի բոլոր գործակիցների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը գոյություն ունի, ապա այն կոչվում է 𝑓,𝑥.-ի բովանդակություն եւ նշանակվում cont,𝑓,𝑥..: Եթե 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.,...
	2.6.2 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթի վրա տրված ,𝑓,𝑥.∈𝑅[𝑥]-  . բազմանդամը կոչվում է նորմավորված, եթե նրա ավագ գործակիցը հավասար է 1-ի:
	2.6.3 Սահմանում. ,𝑓,𝑥.∈ℤ[𝑥]-  . ոչ զրոյական բազմանդամի բովանդակություն է կոչվում նրա բոլոր գործակիցների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը: Այն նշանակվում է cont,𝑓,𝑥.. (եւ սահմանվում է նշանի ճշտությամբ):
	2.6.4 Օրինակ. Եթե ,𝑓,𝑥.=,2𝑥-2.+6𝑥−4∈ℤ,𝑥.,-  .ապա cont,𝑓,𝑥..=2 (կամ էլ cont,𝑓,𝑥..=−2):
	2.6.5 Սահմանում. 𝑓,𝑥.∈𝑅[𝑥] բազմանդամը կոչվում է պրիմիտիվ բազմանդամ, եթե cont,𝑓,𝑥..≈1:
	2.6.6 Սահմանում. Եթե 𝑓,𝑥.∈𝑅[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամի համար սահմանված է նրա cont,𝑓,𝑥.. բովանդակությունը, ապա 𝑓,𝑥.-ի պրիմիտիվ մաս է կոչվում 𝑓,𝑥./cont,𝑓,𝑥.. պրիմիտիվ բազմանդամը: Այն նշանակվում է pp,𝑓,𝑥..:
	2.6.7 Օրինակ. 2.6.4 օրինակի 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար ունենք pp,𝑓,𝑥..=(,2𝑥-2.+6𝑥−4)/2=,𝑥-2.+3𝑥−2: Կամ էլ pp,𝑓,𝑥..=,−𝑥-2.−3𝑥+2:
	2.6.8 Գաուսի լեմման ℤ[𝑥] օղակի համար. Կամայական  𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈,ℤ[𝑥]-  . բազմանդամների համար.
	2.6.9 Հետեւանք. ℤ[𝑥] օղակում պրիմիտիվ բազմանդամի բաժանարարը նույնպես պրիմիտիվ բազմանդամ է: Մասնավորապես, պրիմիտիվ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը պրիմիտիվ բազմանդամ է:
	2.6.10 Օրինակ. 2 եւ 3 թվերը պատկանում են  ℤ եւ ℚ օղակներին, բայց դրանց բաժանելիությունը տեղի ունի այդ օղակներից միայն երկրորդում՝ 2⋮3, քանի որ 2=3⋅,2-3.:  Նույն կերպ՝ 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+3𝑥 բազմանդամը բաժանվում է 𝑔,𝑥.=2𝑥+6 բազմանդամի վրա ℚ[𝑥] օղակու...
	2.6.11 Լեմմա. Ենթադրենք 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥], ընդ որում, 𝑔,𝑥. բազմանդամը պրիմիտիվ է: Եթե 𝑓,𝑥.-ը բաժանվում է 𝑔,𝑥.-ի վրա ℚ[𝑥] օղակում, ապա այն բաժանվում է դրա վրա նաեւ ℤ[𝑥] օղակում:
	2.6.12 Խնդիր.  Ցույց տալ, որ ℤ[𝑥] օղակի կամայական 𝑓,𝑥. պարզ տարր ունի հետեւյալ երկու տիպերից մեկը.
	1) կամ ,deg-𝑓,𝑥..=0 եւ այդ դեպքում 𝑓,𝑥.=𝑐 հաստատուն բազմանդամը պարզ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑐-ն պարզ է որպես ամբողջ թիվ (որպես ℤ օղակի ոչ զրոյական տարր),
	2.6.13 Թեորեմ.  ℤ[𝑥] օղակի կամայական ոչ զրոյական 𝑓,𝑥. բազմանդամ կարելի է ներկայացնել հետեւյալ տեսքով.
	2.6.14 Օրինակ. 𝑓,𝑥.=270,𝑥-3.+990,𝑥-2.+1170𝑥+450 բազմանդամի (2.17) ներկայացումն է 𝑓,𝑥.=90⋅,3,𝑥-3.+11,𝑥-2.+13𝑥+5.=1⋅2⋅3⋅3⋅5⋅,𝑥+1.,𝑥+1.,3𝑥+5., որի (2.19) տեսքը «նման անդամների միացումից» հետո կլինի 𝑓,𝑥.=1⋅2⋅,3-2.⋅5⋅,,𝑥+1.-2.,3𝑥+5.: Ա...
	2.6.15 Հետեւանք. ℤ[𝑥] օղակի կամայական պրիմիտիվ 𝑓,𝑥. բազմանդամ կարելի է ներկայացնել հետեւյալ տեսքով.
	2.6.16 Հետեւանք. Կամայական 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամների համար, որոնք միաժամանակ զրոյական չեն, գոյություն ունի նրանց
	𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..∈ℤ[𝑥]
	ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը: 𝑑,𝑥.-ը որոշվում է ±1 արտադրիչի (նշանի) ճշտությամբ:
	2.6.17 Խնդիր. Ցույց տալ, որ կամայական 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամների համար, որոնցից ոչ մեկը զրոյական չէ, գոյություն ունի նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..∈ℤ[𝑥]  ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը: Ցույց տալ նաեւ, որ
	,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..⋅,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..≈𝑓,𝑥.⋅ 𝑔,𝑥.:
	2.6.18 Դիտողություն. ℤ[𝑥] եւ ℚ[𝑥] օղակներում միեւնույն տարրերի ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարները կարող են տարբեր լինել: Օրինակ, ℤ[𝑥] օղակում 𝑓,𝑥.=12,𝑥-2.+24𝑥+12 եւ 𝑔,𝑥.=8𝑥+8 բազմանդամների ամենամեծ բաժանարար են հանդիսանում միայն 4𝑥+4...
	2.6.19 Օրինակ. Ենթադրենք 𝑓,𝑥.=2,𝑥-3.−14𝑥+14 եւ 𝑔,𝑥.=6,𝑥-2.−14: Այս բազմանդամների համար ℚ[𝑥] էվկլիդյան օղակում ունենք՝
	2.6.20 Ալգորիթմ (ℤ[𝒙] օղակում ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվումը «կեղծ բաժանումների» միջոցով). Տրված են 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամները: Հաշվել նրանց ,𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	4. 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամները դիտարկենք որպես էվկլիդյան ℚ[𝑥] օղակի տարրեր, եւ Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք դրանց ℎ,𝑥.∈ℚ[𝑥] ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը (բազմանդամները «անկյունով» բաժանելիս կարող են առաջանալ կոտորակային գործակիցներ):
	5. ℎ,𝑥. բազմանդամը որեւէ 𝑠 սկալյարով բազմապատկելով` ստանանք 𝑠ℎ,𝑥.∈ℤ[𝑥]: Որպես 𝑠 կարելի է վերցնել, օրինակ, ℎ,𝑥. բազմանդամի բոլոր գործակիցների հայտարարների ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը:
	6. Հաշվենք դրա pp,𝑠ℎ,𝑥.. պրիմիտիվ մասը:
	2.6.21 Օրինակ. 2.6.19 օրինակի բազմանդամների համար հաշվենք՝
	2.6.22 Օրինակ. Դիտարկենք 2.6.19 օրինակի բազմանդամները, բայց ամեն մի բաժանումից հետո նորմավորենք արդյունքը: 3,𝑥-2.−7 բազմանդամը կփոխարինվի ,𝑥-2.−7/3-ով: Հաջորդ մնացորդը կլինի 𝑥−3/2, իսկ վերջին ոչ զրոյական նորմավորված մնացորդը կլինի 1: Ուստի ...
	2.6.23 Վարժություն. ℤ[𝑥] օղակում «կեղծ բաժանումների» միջոցով հաշվել հետեւյալ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	2.6.24 Վարժություն. Հաշվել 2.6.23 վարժության բազմանդամների ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը ℤ[𝑥] օղակում:

	2.7 Ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի աստիճանը
	2.7.1 Լեմմա. 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամների 𝑑,𝑥. ընդհանուր բաժանարարը նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարն է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑑,𝑥.-ի աստիճանը 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների ընդհանուր բաժանարարների...
	2.7.2 Օրինակ. Եթե 2.6.18 դիտողության 𝑓,𝑥.=12,𝑥-2.+24𝑥+12 եւ 𝑔,𝑥.=8𝑥+8 բազմանդամների համար վերցնենք 𝑑,𝑥.=𝑥+1 ընդհանուր բաժանարարը, ապա 2.7.1 լեմմայի պայմաններից առաջինը, իրոք, կատարվում է. ,deg-,𝑥+1.=,max-,{deg-ℎ,𝑥. , 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.⋮ℎ,𝑥.....
	2.7.3 Լեմմա. 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] պրիմիտիվ բազմանդամների 𝑑,𝑥. ընդհանուր բաժանարարը նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարն է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑑,𝑥.-ի աստիճանը 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների ընդհանուր բաժանարարնե...
	2.7.4 Լեմմա. 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℚ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամների 𝑑,𝑥. ընդհանուր բաժանարարը նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարն է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑑,𝑥.-ի աստիճանը 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների ընդհանուր բաժանարար...
	𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..  ⇔ ,deg-𝑑,𝑥..=,max-,{deg-ℎ,𝑥. , 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.⋮ℎ,𝑥....:
	2.7.5 Թեորեմ. Ցանկացած 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[𝑥] օղակի կամայական ոչ զրոյական 𝑓,𝑥. բազմանդամ կարելի է ներկայացնել հետեւյալ տեսքով.
	2.7.6 Լեմմա. Ցանկացած 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[𝑥] օղակի կամայական 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. ոչ զրոյական բազմանդամների 𝑑,𝑥. ընդհանուր բաժանարարը նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարն է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑑,𝑥.-ի աստիճանը 𝑓,𝑥.,  𝑔...
	𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..  ⇔ ,deg-𝑑,𝑥..=,max-,{deg-ℎ,𝑥. , 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.⋮ℎ,𝑥....:


	3 Թվային գնահատականներ օղակների վրա
	3.1 Լանդաու-Մինյոտի գնահատականները
	3.1.1 Օրինակ.  𝑓,𝑥.=,𝑥-4.+,𝑥-3.+𝑥+1 բազմանդամի բոլոր գործակիցները հավասար են 1-ի, սակայն 𝑓,𝑥.-ը ունի  𝑔,𝑥.=,,𝑥+1.-2.=,𝑥-2.+2𝑥+1 բաժանարարը, որի երկրորդ գործակիցը 2 է:
	3.1.2 Վարժություն.  Նույն օրինաչափությունը նկատել հետեւյալ բազմանդամներում եւս.
	3.1.3 Օրինակ. Մասնավորապես, 𝑓,𝑥.=,𝑥-4.+,𝑥-3.+𝑥+1 եւ 𝑔,𝑥.=,𝑥-3.+,𝑥-2.−𝑥−1 բազմանդամներն ունեն ընդհանուր 𝑑,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1 բաժանարարը, որի մի գործակիցը երկու անգամ գերազանցում է 𝑓,𝑥. եւ 𝑔,𝑥. բազմանդամների բոլոր գործակիցների մոդուլն...
	3.1.4 Օրինակ. Էլ ավելի անսպասելի օրինակ կարելի է կառուցել ցիկլոտոմիկ բազմանդամների միջոցով: 𝑛-րդ ,𝜙-𝑛.,𝑥. ցիկլոտոմիկ բազմանդամն այն միակ պարզ բազմանդամն է ℤ[𝑥]-ում, որը բաժանում է ,𝑥-𝑛.−1 բազմանդամը, բայց չի բաժանում ,𝑥-𝑘.−1 բազմանդամը,...
	,𝜙-1.,𝑥.=𝑥−1,  ,𝜙-2.,𝑥.=𝑥+1 (քանի որ ,𝑥-2.−1=,𝑥+1.,𝑥−1.),  ,𝜙-3.,𝑥.=,𝑥-2.+𝑥+1,  ,𝜙-4.,𝑥.=,𝑥-2.+1, ,𝜙-5.,𝑥.=,𝑥-4.+,𝑥-3.+,𝑥-2.+𝑥+1 եւ այլն...
	3.1.5 Դիտողություն. Առանց ապացույցի նշենք այն կարեւոր փաստը, որ ցիկլոտոմիկ բազմանդամների գործակիցները անվերջորեն աճում են: Այսինքն՝ կամայական մեծ 𝑀 թվի համար կա մի  𝑘 բնական թիվ այնպիսին, որ  ,𝑥-𝑘.−1 բազմանդամի բաժանարար հանդիսացող ,...
	3.1.6 Թեորեմ (Լանդաու-Մինյոտի բանաձեւը). Ենթադրենք  ℤ[𝑥] բազմանդամային օղակում տրված է 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+⋯+,𝑎-𝑛. բազմանդամը եւ նրա կամայական 𝑔,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բաժանարարը: Այդ դեպքում տեղի ունի հետեւյալ առնչությունը.
	3.1.7 Հետեւանք. ℤ[𝑥] օղակի 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+⋯+,𝑎-𝑛. բազմանդամի կամայական 𝑔,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բաժանարարի ցանկացած ,𝑏-𝑖. գործակցի համար (𝑖=1,…, 𝑚).
	,,𝑏-𝑖..≤,,𝑁-𝑓.=2-𝑛−1.,𝑓,𝑥..:
	3.1.8 Հետեւանք. ℤ[𝑥] օղակի 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+⋯+,𝑎-𝑛. եւ 𝑔,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բազմանդամների կամայական ℎ,𝑥.=,𝑐-0.,𝑥-𝑘.+⋯+,𝑐-𝑘. ընդհանուր բաժանարարի ցանկացած ,𝑐-𝑖. գործակցի համար (𝑖=1,…, 𝑘).
	,,𝑐-𝑖..≤,min-,,𝑁-𝑓.,,𝑁-𝑔...=,min-,,2-𝑛−1.,𝑓,𝑥..,  ,2-𝑚−1.,𝑔,𝑥....:
	3.1.9 Հետեւանք. ℤ[𝑥] օղակի 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+⋯+,𝑎-𝑛. եւ 𝑔,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բազմանդամների կամայական ℎ,𝑥.=,𝑐-0.,𝑥-𝑘.+⋯+,𝑐-𝑘. ընդհանուր բաժանարարի ցանկացած ,𝑐-𝑖. գործակցի համար (𝑖=1,…, 𝑘).
	3.1.10 Վարժություն. Հաշվել ,𝑁-𝑓. գնահատականը 3.1.1 օրինակի եւ 3.1.2 վարժության բազմանդամների համար:
	3.1.11 Վարժություն. (3.3) բանաձեւով հաշվել ,𝑁-𝑓,𝑔. գնահատականը 𝑓,𝑥.=,𝑥-5.+,3𝑥-4.+2,𝑥-3.−2,𝑥-2.−3𝑥−1 եւ ,𝑥.=,𝑥-3.+,𝑥-2.−𝑥−1 բազմանդամների զույգի համար:
	3.1.12 Վարժություն. (3.2) բանաձեւով հաշվել ,𝑁-,𝜙-𝑖.. գնահատականը առաջին հինգ ցիկլոտոմիկ բազմանդամների  համար:
	3.1.13 Խնդիր. Գտնել դեպքեր, երբ 3.1.9 հետեւանքի գնահատականն ավելի ստույգ է, քան 3.1.8 հետեւանքի գնահատականը: Ցուցում. գտնել 𝑓,𝑥. եւ 𝑔,𝑥. բազմանդամների օրինակ, որոնց համար 3.1.9 հետեւանքի գնահատականը բացարձակ արժեքով ավելի փոքր է:
	3.1.14 Խնդիր. Վիետի բանաձեւերի օգնությամբ ստանալ նախորդ ապացույցի վերջում օգտագործված ,,𝑏-𝑖 ..≤,,𝑚-𝑖..𝑀,𝑔. անհավասարությունը:

	3.2 Գործակիցների գնահատականի պարզագույն կիրառությունները
	3.2.1 Վարժություն.  Ստուգել, որ 𝑓,𝑥.∈ℤ,𝑥. բազմանդամի 𝑘-րդ աստիճանի բոլոր բաժանարարների քանակությունը չի գերազանցում 2,𝑁-𝑓.,,2,𝑁-𝑓.+1.-𝑘. թիվը:
	3.2.2 Վարժություն.  Ստուգել, որ ℤ,𝑥.-ի վրա մեր սահմանած կարգավորվածությունը գծային է, այսինքն, կամայական 𝑔,𝑥., ℎ,𝑥., 𝑓(𝑥)∈ℤ,𝑥. բազմանդամների համար տեղի ունեն հետեւյալ պայմանները.
	3.2.3 Ալգորիթմ (Լանդաու-Մինյոտի բանաձեւի միջոցով բազմանդամի ֆակտորիզացիան). Տրված է 𝑓,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամը: Գտնել նրա ֆակտորիզացիան:
	1. Նշանակենք 𝑛=,deg-𝑓(𝑥).:
	2. Ըստ Լանդաու-Մինյոտի բանաձեւի 3.1.7 հետեւանքի հաշվենք ,,𝑁-𝑓.=2-𝑛−1.,𝑓(𝑥).:
	3. Սահմանենք բազմանդամների 𝒫 դատարկ ցանկը:
	5.  վերցնենք 𝑔,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑘.+⋯+,𝑏-𝑘. տեսքի բոլոր 2,𝑁-𝑓.,,2,𝑁-𝑓.+1.-𝑘. հատ ամբողջ գործակիցներով բազմանդամների ,𝒢-𝑘. բազմությունը, որտեղ ,,𝑏-𝑘..≤,𝑁-𝑓. եւ ,𝑏-0.≠0;
	6.  որեւէ եղանակով, օրինակ, աստիճանային լեքսիկոգրաֆիական սկզբունքով կարգավորենք ,𝒢-𝑘.-ն;
	7.  𝒫 ցանկին ավելացնենք ,𝒢-𝑘.-ն;
	8.  ,𝒢-𝑘.-ի յուրաքանչյուր 𝑔,𝑥. բազմանդամ մնացորդով բաժանենք 𝒫 ցանկի մնացած բոլոր բազմանդամների վրա եւ, եթե այդ բաժանումներից գոնե մեկի մնացորդը զրոյական է, 𝑔,𝑥.-ը դեն նետենք 𝒫-ից;
	9. Յուրաքանչյուր 𝑔,𝑥.∈𝒫 բազմանդամի համար
	10.   𝑖=0;
	11.  եթե 𝑓,𝑥.⋮,𝑔-𝑖+1.,𝑥.
	12.   նշանակենք 𝑖=𝑖+1;
	13.   վերադառնանք 11-րդ քայլին;
	14.  եթե 𝑖=0
	15.   𝒫 ցանկից դեն նետենք 𝑔,𝑥. բազմանդամը;
	16.  հակառակ դեպքում
	17.  𝒫 ցանկում 𝑔,𝑥. բազմանդամը փոխարինենք իրեն հավասար 𝑖 հատ անդամներով;
	18.  անցնենք 𝒫 ցանկի հաջորդ բազմանդամին:
	3.2.4 Օրինակ.  Վերը նշված 𝑓,𝑥.=,𝑥-4.+,𝑥-3.+𝑥+1 բազմանդամի համար
	3.2.5 Դիտողություն. Այս մեթոդը կարող է ունենալ տարբեր կատարելագործումներ: Օրինակ՝ եթե հաշվում ենք տրված 𝑓,𝑥. եւ 𝑔,𝑥. բազմանդամների 𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥. ,𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը, ապա, քանի որ 𝑑,𝑥.-ը բաժանարար է միաժամանակ այդ ե...
	𝑝>,𝑁-𝑓,𝑔.
	պարզ թիվը: Այդ դեպքում ,,𝑓-𝑝.,𝑥. ,,𝑔-𝑝.,𝑥.. մոդուլյար ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը ավելի շատ օգտակար տեղեկություն է պարունակում 𝑑,𝑥.-ի մասին, քանի որ ,,𝑓-𝑝.,𝑥. ,,𝑔-𝑝.,𝑥.. բազմանդամում մոդուլյար անցման ժամանակ գործակիցների կրճատո...
	3.2.6 Օրինակ.  𝑓,𝑥.=,,𝑥-2.−2𝑥+1=,𝑥−1.-2. բազմանդամի բոլոր գործակիցները, ինչպես եւ այդ բազմանդամի բոլոր բաժանարարների բոլոր գործակիցները մոդուլով չեն գերազանցում 2 թիվը: Ըստ վերը նշվածի, կարող ենք վերցնել 𝑝=3>2 պարզ թիվը եւ կատարել ,,,𝜑-...
	3.2.7 Լեմմա. Ենթադրենք ℤ[𝑥] բազմանդամային օղակում տրված է 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+⋯+,𝑎-𝑛. բազմանդամը եւ նրա համար (3.2) բանաձեւով հաշվված է ,𝑁-𝑓. գնահատականը: Եթե ,𝑝>2𝑁-𝑓., ապա 𝑓,𝑥.-ի կամայական ℎ,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բաժանա...
	3.2.8 Ալգորիթմ (բազմանդամի մոդուլյար բաժանարարի նախապատկերի վերականգնումը). Տրված է 𝑓,𝑥.∈ ,ℤ[𝑥]-  .բազմանդամը, եւ նրա ℎ,𝑥. անհայտ բաժանարարի համար կարող ենք կառուցել նրա ,ℎ-𝑝.,𝑥.=,𝜑-𝑝.,ℎ,𝑥.. մոդուլյար պատկերը ըստ կամայակ...
	1. 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար Լանդաու-Մինյոտի (3.2) բանաձեւով հաշվենք  ,𝑁-𝑓. գնահատականը:
	2. Ընտրենք 𝑝>2⋅,𝑁-𝑓. պայմանին բավարարող որեւէ 𝑝 պարզ թիվ:
	3. Կառուցենք ըստ ,𝜑-𝑝. մոդուլյար անցումի ստացված ,ℎ-𝑝.,𝑥.=,𝑏-0,𝑝.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚,𝑝. մոդուլյար բազմանդամը:
	5.  եթե ,𝑏-𝑖,𝑝.<𝑝/2
	6.   նշանակենք ,𝑏-𝑖.=,𝑏-𝑖,𝑝.;
	7.  հակառակ դեպքում
	8.   նշանակենք ,𝑏-𝑖.=,𝑏-𝑖,𝑝.−𝑝:
	9. Դուրս գրենք ℎ,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բազմանդամը:

	3.3 Բազմանդամների ռեզուլտանտը
	3.3.1 Լեմմա. Տրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈𝑅,𝑥. ոչ զրոյական բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ չեն այն եւ միայն այն դեպքում, երբ գոյություն ունեն 𝑢,𝑥.,  𝑣,𝑥.∈𝑅,𝑥. ոչ զրոյական բազմանդամներ այնպիսիք, որ.
	3.3.2 Վարժություն. Ստուգել, որ 𝑅,𝑥. օղակը քիչ առաջ սահմանված գործողությունների նկատմամբ, իրոք, 𝑅 դաշտի վրա տրված գծային տարածություն է:
	3.3.3 Վարժություն.  Ստուգել, որ ,𝑃-𝑛. ենթաբազմությունը նույնպես գծային տարածություն է նույն գործողությունների նկատմամբ, եւ, հետեւաբար, ,𝑃-𝑛.-ը 𝑅,𝑥.-ի ենթատարածություն է:
	3.3.4 Խնդիր.  Ցույց տալ, որ ,𝑃-𝑛. տարածության բազիս է հետեւյալ վեկտորների (բազմանդամների) համակարգը.
	3.3.5 Լեմմա. Վերը բերված նշանակումներում  ,Ψ-𝑓,𝑔. օպերատորն իզոմորֆիզմ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ ,𝑓,𝑥.,𝑔,𝑥..=1:
	3.3.6 Թեորեմ. Տրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈𝑅,𝑥. ոչ զրոյական բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ են այն եւ միայն այն դեպքում, երբ  res,𝑓,𝑥.,𝑔,𝑥..≠0:
	3.3.7 Օրինակ. Վերցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−1 եւ 𝑔,𝑥.=,𝑥-3.−4𝑥: Այս բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ են, քանի որ
	3.3.8 Օրինակ. Վերցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−1 եւ 𝑔,𝑥.=,𝑥-2.+𝑥: Հեշտ է տեսնել, որ ,𝑓,𝑥.,𝑔,𝑥..=𝑥+1, քանի որ
	3.3.9 Օրինակ. Կիրառենք այս երեք բանաձեւերից առաջինը 3.3.7 օրինակում դիտարկված բազմանդամների համար: 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−1 բազմանդամի արմատներն են ,𝛼-1.=1,  ,𝛼-2.=−1, իսկ 𝑔,𝑥.=,𝑥-3.−4𝑥 բազմանդամինը՝ ,𝛽-1.=0, , 𝛽-2.=2,  ,𝛽-3.=−2: Ուստի

	3.4 Ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի մեծ պարզ թվի ալգորիթմը
	,ℎ-𝑝.,𝑥.=,𝜑-𝑝.,ℎ,𝑥..=,𝑏-0,𝑝.,𝑥-𝑘.+⋯+,𝑏-𝑘,𝑝.∈,ℤ-𝑝.,𝑥.
	3.4.1 Դիտողություն. Կարելի՞ է արդյոք տրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ ,ℤ,𝑥.-  . բազմանդամների համար հաշվել ,𝑁-𝑓,𝑔. սահմանը, վերցնել դրան երկու անգամ գերազանցող 𝑝>2⋅,𝑁-𝑓,𝑔. պարզ թիվ, հետո էվկլիդյան ,,ℤ-𝑝.[𝑥]-  .օղակում հաշվել ,,𝑓-𝑝.,𝑥.,...
	3.4.2 Օրինակ. Վերցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+4𝑥+3 եւ 𝑔,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1: Բոլոր գործակիցները դրական են, եւ կամայական 𝑝>4 պարզ թվի համար ,𝜑-𝑝. մոդուլյար անցումը չի փոխում բազմանդամների տեսքը. ,𝑓-𝑝.,𝑥.=,𝑥-2.+4𝑥+3 եւ ,𝑔-𝑝.,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1: Կիրա...
	3.4.3 Վարժություն. 3.4.2 օրինակի բազմանդամների համար վերցնել, օրինակ, 𝑝=151 եւ, «անկյունով» բաժանելով, ստուգել, որ ,𝑓-151.,𝑥.=,𝑥-2.+4𝑥+3 եւ ,𝑔-151.,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1 բազմանդամների համար ամենամեծ ընդհանուր բաժանարար են հանդիսանում 2𝑥+2 ...
	եւ նշանակենք 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥...: Քանի որ այս բովանդակությունները որոշվում են նշանի ճշտությամբ, առանց ընդհանրությունը խախտելու համարենք, որ pp,𝑓,𝑥..,  pp,𝑔,𝑥.. բազմանդամների ավագ գործակիցները դրական են: Եթե  մեզ հաջողվի գտնել դրա...
	𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..=𝑟⋅,pp,𝑓,𝑥.., pp,𝑔,𝑥...
	տեսքով (տես 2.6.8 Գաուսի լեմման, 2.6.9 եւ 2.6.16 հետեւանքները):
	3.4.4 Օրինակ. Կիրառենք այս կանոնը 3.4.2 օրինակի դեպքում: Այնտեղ ստացել էինք, որ ,,𝑓-𝑝.,𝑥.,  ,𝑔-𝑝.,𝑥..=2 𝑥+2: Մյուս կողմից, 𝑤=,1, 1.=1:  Ուրեմն՝ 𝑡⋅,,𝑓-𝑝.,𝑥.,  ,𝑔-𝑝.,𝑥.. բազմանդամի ավագ գործակիցը 1 դարձնելու համար վերցնենք 𝑡=2 եւ հաշվենք...
	3.4.5 Օրինակ. Ենթադրենք ,𝑓,𝑥.=𝑥-2.+1 եւ 𝑔,𝑥.=𝑥+1: Ակնհայտ է, որ այս բազմանդամները պրիմիտիվ եւ պարզ են ℤ,𝑥. օղակում. 𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..=1: Նրանց բոլոր հնարավոր բաժանարարների բոլոր գործակիցները հավասար են 1-ի: Վերցնենք այն երկու անգամ...
	3.4.6 Լեմմա. Եթե 𝑝 պարզ թիվը չի բաժանում 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈,ℤ[𝑥]-  . բազմանդամների ,𝑎-0.,  ,𝑏-0. ավագ գործակիցներից գոնե մեկը եւ 𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.., ապա ,deg-𝑑,𝑥..≤deg,,𝑓-𝑝.,𝑥., ,𝑔-𝑝.,𝑥..: Իսկ եթե 𝑝-ն չի բաժանում նաեւ
	ռեզուլտանտը, ապա նաեւ
	,deg-𝑑(𝑥).=,deg-,𝑑-𝑝.,𝑥..=deg,,𝑓-𝑝.,𝑥., ,𝑔-𝑝.,𝑥..:
	3.4.7 Դիտողություն. Նկատենք, որ այս լեմմայում  𝑝 պարզ թվի վրա դրված առաջին պայմանը  (𝑝∤,𝑎-0. կամ 𝑝∤,𝑏-0.) արդեն իսկ կատարվում է (3.12) պայմանի կատարման դեպքում:
	3.4.8 Ալգորիթմ (ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման մեծ պարզ թվի մեթոդը). Տրված են 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամները: Հաշվել նրանց ,𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	1. 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների համար Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրանց cont,𝑓,𝑥.. եւ cont,𝑔,𝑥.. բովանդակությունները: Դրանց նշաններն ընտրենք այնպես, որ 𝑓,𝑥./ cont,𝑓,𝑥..=pp,𝑓,𝑥.. եւ 𝑔,𝑥./ cont,𝑔,𝑥..=pp,𝑔,𝑥.. հարաբերություննե...
	2. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥... ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	3. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=pp,𝑓,𝑥.. եւ 𝑔,𝑥.=pp,𝑔,𝑥..:
	4. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցը, ,𝑏-0.-ով նշանակենք 𝑔,𝑥.-ի ավագ գործակիցը (դրանք դրական են ըստ մեր կառուցման):
	5. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑤=,,𝑎-0., ,𝑏-0.. դրական ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	7. Ընտրենք մի 𝑝>2⋅,𝑁-𝑓,𝑔. պարզ թիվ, որը չի օգտագործվել նախորդ քայլերում:
	8. ,𝜑-𝑝. մոդուլյար անցումն իրականացնենք ըստ 𝑝 մոդուլի եւ հաշվենք 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամների ,𝑓-𝑝.(𝑥), ,𝑔-𝑝.,𝑥.∈,,ℤ-𝑝.[𝑥]-  .պատկերները:
	3.4.9 Օրինակ. Վերցնենք Կնուտի օրինակում բերված (3.14) բազմանդամները, բայց որպես պարզ մոդուլ վերցնենք 𝑝=2: Այս դեպքում.
	3.4.10 Օրինակ. Կրկին դիտարկենք Կնուտի օրինակի (3.14) բազմանդամները, եւ դրանց վրա կիրառենք 3.4.8 ալգորիթմը: 𝑓,𝑥. եւ 𝑔,𝑥. բազմանդամները պրիմիտիվ են եւ 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥...=,1, 1.=1: Ունենք.
	,𝑓,𝑥. .=,1+1+9+9+64+4+25.=,113.<11,
	,𝑔,𝑥. .=,9+25+14+81+441.=,570.<24:
	3.4.11 Վարժություն. Կատարել 3.4.10 օրինակի հաշվարկը նաեւ ըստ 𝑝=1031 մոդուլի: Համեմատել հաշվարկի բարդությունը 3.4.10 օրինակի հետ:
	3.4.12 Վարժություններ. Հաշվել 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥. բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը մեծ պարզ թվի ալգորիթմով.

	3.5 Ռեզուլտանտի պարզ բաժանարարների գնահատականներ
	3.5.1 Լեմմա. Կամայական 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈,ℤ[𝑥]-  .բազմանդամների եւ նրանց ցանկացած 𝑑(𝑥) ընդհանուր բաժանարարի համար տեղի ունի հետեւյալ գնահատականը
	3.5.2 Օրինակ. Ստանանք (3.18) գնահատականը Կնուտի օրինակի (3.14) բազմանդամների համար: Ինչպես հաշվել ենք 3.4.10 օրինակում, ,𝑁-𝑓.=1408, ,𝑁-𝑔.=768: Ուրեմն՝
	3.5.3 Դիտողություն. Եթե մենք 3.4.8 ալգորիթմում 𝑝 պարզ թվի վրա դնեինք 𝑝>2⋅,,(𝑛+1)-𝑚.,(𝑚+1)-𝑛.., 𝑁-𝑓-𝑚.,𝑁-𝑔-𝑛. պայմանը, ապա 𝑅=,det-,𝑆-𝑓/𝑑, 𝑔/𝑑.. ռեզուլտանտը չէր բաժանվի պարզ 𝑝-ի վրա, ու մենք պրիմիտիվ 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդա...
	3.5.4 Լեմմա. Տրված  𝑛 բնական թվի` զույգ առ զույգ տարբեր պարզ բաժանարարների քանակը չի գերազանցում 𝑘-ն, որտեղ 𝑘-ն այն մեծագույն բնական թիվն է, որի համար  𝑛≥,𝑝-𝑘.#:
	3.5.5 Հետեւանք. Կամայական 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈,ℤ[𝑥]-  .բազմանդամների եւ նրանց ցանկացած 𝑑(𝑥) ընդհանուր բաժանարարի համար 𝑅=,𝑆-𝑓/𝑑,  𝑔/𝑑. ռեզուլտանտի՝ զույգ առ զույգ տարբեր պարզ բաժանարարների քանակը չի գերազանցում 𝑘-ն, որտեղ 𝑘-ն այն մեծագո...
	,,(𝑛+1)-𝑚.,(𝑚+1)-𝑛.., 𝑁-𝑓-𝑚.,𝑁-𝑔-𝑛.≥,𝑝-𝑘.#
	3.5.6 Օրինակ. Վերադառնալով 3.5.2 օրինակի դեպքին` դժվար չէ հաշվել, որ
	3.5.7 Դիտողություն. 3.5.5 հետեւանքը եւ 3.5.6 օրինակը ցույց են տալիս, որ, չնայած (3.18) գնահատականի մեծությանը, այն ալգորիթմներ կառուցելիս կարող է արդյունավետ լինել շնորհիվ այն հանգամանքի, որ ,𝑝-𝑘.# արժեքը նույնպես շատ արագ է աճում` 𝑘-ից կախված (տ...
	,,(𝑛+1)-𝑚.,(𝑚+1)-𝑛.., 𝑁-𝑓-𝑚.,𝑁-𝑔-𝑛.

	3.6 Փոխադարձ պարզության ալգորիթմը եւ մեթոդի ընդհանրացումները
	3.6.1 Օրինակ. Վերցնենք  𝑓,𝑥.=5,𝑥-2.+11𝑥+2 եւ 𝑔,𝑥.=10,𝑥-2.−3𝑥−1: Այդ դեպքում 𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..=5𝑥+1: Բայց ,,,𝜑-5.: ℤ,𝑥.→ℤ-5.[𝑥]-  .մոդուլյար անցման ժամանակ ,𝑓-5.,𝑥.=𝑥+2 եւ ,𝑔-5.,𝑥.=2𝑥+4: Ուրեմն եւ ,,𝑓-5.,𝑥., ,𝑔-5.,𝑥..=𝑥+...
	3.6.2 Հետեւանք. Եթե 𝑝 պարզ թիվը չի բաժանում տրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ ,ℤ[𝑥]-  . պրիմիտիվ բազմանդամներից գոնե մեկի ավագ գործակիցը, եւ ,𝑓-𝑝.,𝑥.,  ,𝑔-𝑝.,𝑥. բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ են, ապա փոխադարձաբար պարզ են նաեւ 𝑓,𝑥.  եւ 𝑔...
	3.6.3 Ալգորիթմ (բազմանդամների փոխադարձ պարզության որոշման մոդուլյար ալգորիթմը). Տրված են 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամները: Գտնել փոխադարձաբար պա՞րզ են արդյոք նրանք:
	1. 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների համար Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրանց cont,𝑓,𝑥.. եւ cont,𝑔,𝑥.. բովանդակությունները:
	2. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥... ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	6. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=pp,𝑓,𝑥.. եւ 𝑔,𝑥.=pp,𝑔,𝑥..:
	7. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցը, ,𝑏-0.-ով նշանակենք 𝑔,𝑥.-ի ավագ գործակիցը:
	8. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑤=,,𝑎-0., ,𝑏-0.. դրական ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	9. Նշանակենք  𝑛=,deg-𝑓,𝑥.. եւ 𝑚=,deg-𝑔,𝑥..:
	14. Ընտրենք մի 𝑝∤𝑤 պարզ թիվ, որը չի օգտագործվել նախորդ քայլերում:
	15. ,𝜑-𝑝. մոդուլյար անցումն իրականացնենք ըստ 𝑝 մոդուլի եւ հաշվենք 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ ,ℤ[𝑥]-  . բազմանդամների ,𝑓-𝑝.(𝑥), , 𝑔-𝑝.,𝑥.∈ ,,ℤ-𝑝.[𝑥]-  .պատկերները:
	3.6.4 Օրինակ. Վերցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1 եւ 𝑔,𝑥.=−2𝑥−6 բազմանդամները: Դրանցից երկրորդը պրիմիտիվ չէ՝ cont,𝑔,𝑥..=,−2,−6.=−2: Քանի որ 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥...=,1, −2.=1, ապա պարզապես անտեսենք cont,𝑔,𝑥..=−2 բովանդակությունը եւ 𝑔,𝑥.-...
	3.6.5 Օրինակ. Փոխենք նախորդ օրինակի երկրորդ բազմանդամը, որպեսզի ունենանք փոխադարձաբար ոչ պարզ բազմանդամների օրինակ եւս. 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1 եւ 𝑔,𝑥.=𝑥+1: Երկու բազմանդամներն էլ պրիմիտիվ են: Ունենք ,𝑁-𝑓.=2,6.<4.9 եւ ,𝑁-𝑔.=,2-1−1.,,1-2.+,1-2..=,...
	3.6.6 Դիտողություն. Ինչպես նշում է Դ. Կնուտը, պատահականորեն ընտրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ ,ℤ[𝑥]-  . բազմանդամների համար դրանց փոխադարձ պարզության հավանականությունը ավելի բարձր է, քան պատահականորեն ընտրված 𝑎,  𝑏∈ ,ℤ-  . ամբողջ թվերի փոխադար...
	3.6.7 Խնդիր. Ալգորիթմի տեսքով ներկայացնել այս մեթոդի քայլերը:
	3.6.8


	4 Դաշտերի ընդլայնումներ եւ քառակուսիներից ազատ բազմանդամներ
	4.1 Օղակների եւ դաշտերի բնութագրիչները
	4.1.1 Սահմանում. 𝑅 օղակը կոչվում է 𝑛 բնութագրիչի օղակ, եթե 𝑛-ը այն նվազագույն դրական ամբողջ թիվն է, որի համար
	4.1.2 Սահմանում. 𝑅 միավորով օղակը կոչվում է 𝑛 բնութագրիչի օղակ, եթե 𝑛-ը այն նվազագույն դրական ամբողջ թիվն է, որի համար
	,,1+⋯+1.-𝑛.=0:
	4.1.3 Վարժություն. Ցույց տալ, որ միավորով օղակի համար 4.1.1 եւ 4.1.2 սահմանումները համարժեք են:
	4.1.4 Օրինակներ. Հեշտ է ստուգել, որ char,ℤ.=char,ℚ.=char,ℝ.=char,ℂ.=0: char,,ℤ-𝑛..=𝑛: Մասնավորապես, 𝑝 պարզ թվի համար ,ℤ-𝑝.-ն դաշտ է եւ char,,ℤ-𝑝..=𝑝:
	4.1.5 Օրինակ. ,ℤ-2.[𝑥] բազմանդամային օղակում վերցնենք 𝑔,𝑥.=,𝑥-2.+𝑥+1 բազմանդամը եւ դրանով ծնված 𝐼=𝑔,𝑥.,ℤ-2.[𝑥] գլխավոր իդեալը: 𝐾=,ℤ-2.,𝑥./𝐼 ֆակտոր- օղակը բաղկացած 𝑓,𝑥.+𝐼 տեսքի հարակից դասերից, որտեղ 𝑓,𝑥.∈,ℤ-2.,𝑥.: Ստուգենք, որ ...
	𝑥,𝑥+1.=,𝑥-2.+𝑥=,,𝑥-2.+𝑥+1 .+1∈𝑔,𝑥.,ℤ-2.,𝑥.+1=,1-𝐾.:
	4.1.6 Խնդիր. ,ℤ-2.[𝑥] բազմանդամային օղակում վերցնենք 𝑔,𝑥.=,𝑥-3.+𝑥+1 բազմանդամով ծնված 𝐼=𝑔,𝑥.,ℤ-2.[𝑥] գլխավոր իդեալը: Ցույց տալ, որ 𝐾=,ℤ-2.,𝑥./𝐼 ֆակտոր-օղակը 8 տարրից բաղկացած դաշտ է: Ընդ որում, char,𝐾.=2:
	4.1.7 Խնդիր. Գտնել 9 տարրից բաղկացած դաշտ: Ստուգել, որ դրա բնութագրիչը հավասար է 3-ի: Ցուցում. դիտարկել ,ℤ-3.[𝑥] օղակի ֆակտոր-օղակ ըստ համապատասխան իդեալի:
	4.1.8 Խնդիր. Ստուգել, որ եթե 𝐾 վերջավոր օղակը դաշտ է, ապա char,𝐾. բնութագրիչը պարզ թիվ է: Ցուցում. ենթադրել, որ char,𝐾.=𝑚𝑛 բաղադրյալ թիվ է (𝑚,𝑛≉1), եւ ստանալ հակասություն զրոյի բաժանարարներից ազատ լինելու փաստի հետ:
	4.1.9 Խնդիր. Ստուգել, որ եթե 𝐾 վերջավոր դաշտի բնութագրիչը 𝑝 պարզ թիվն է, ապա ,𝐾.=,𝑝-𝑘. որեւէ 𝑘 բնական թվի համար: Ցուցում. 〈𝐾, +,⋅〉 դաշտը ադիտիվ 〈𝐾, +〉 աբելյան խումբ է գումարման գործողության նկատմամբ: Համարենք, որ նրա կարգը բաժանվում է իրարից...
	4.1.10 Թեորեմ. Եթե 𝐾 դաշտը վերջավոր է, ապա գոյություն ունի այնպիսի մի 𝑝 պարզ թիվ, որ  char,𝐾.=𝑝  եւ  ,𝐾.=,𝑝-𝑘. որեւէ  𝑘 բնական թվի համար:
	4.1.11 Թեորեմ. Եթե  𝐾 դաշտը վերջավոր է, char,𝐾.=𝑝  եւ  ,𝐾.=,𝑝-𝑘., ապա 𝐾 դաշտի ,𝐾-∗.մուլտիպլիկատիվ խումբը  ,𝑝-𝑘.−1 կարգի ցիկլիկ խումբ է:

	4.2 Օղակների ընդլայնումներ եւ հանրահաշվական ընդլայնումներ
	4.2.1 Օրինակ. Եթե ,𝑅=ℤ-𝑚𝑛., որտեղ 𝑚,𝑛≉1, ապա 𝑅 օղակում կան զրոյի բաժանարարներ. 𝑚⋅𝑛=0: Այս հավասարությունը անփոփոխ կմնա, եթե 𝑅-ը ներդրվի որեւէ 𝐹 օղակի մեջ: Ուրեմն, 𝐹 օղակը չի կարող դաշտ լինել, քանի որ այն պետք է ազատ լինի զրոյի բաժանարար...
	4.2.2 Օրինակ. Եթե 𝑅 օղակը կոմուտատիվ չէ, նրանում կան 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրեր, որոնց համար 𝑎𝑏≠𝑏𝑎: Այս հավասարությունը անփոփոխ կմնա, եթե 𝑅-ը ներդրվի որեւէ 𝐹 դաշտի մեջ: Այս հակասությունը ցույց է տալիս, որ եթե 𝑅 օղակը ներդրվում է որեւէ դաշտի մեջ, ապա 𝑅-...
	4.2.3 Թեորեմ. 𝑅 օղակը կարելի է ներդնել դաշտի մեջ այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑅-ը կոմուտատիվ է եւ ազատ է զրոյի բաժանարարներից:
	4.2.4 Հետեւանք. Ցանկացած ամբողջության տիրույթ կարելի է ներդնել դաշտի մեջ:
	4.2.5 Օրինակներ. Հեշտ է տեսնել, որ Quot,ℤ.=ℚ: Մյուս կողմից, Quot,ℚ.=ℚ, Quot,ℝ.=ℝ, Quot,ℂ.=ℂ: Եւ, ընդհանրապես, կամայական 𝐾 դաշտի համար Quot,𝐾.=𝐾: Նկատենք, որ այս օրինակներում, համաձայն այս պարագրաֆի սկզբում արված դիտողության, մենք օգտագործում ենք հա...
	4.2.6 Օրինակ. Կամայական 𝑅 ամբողջության տիրույթի համար 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը նույնպես ամբողջության տիրույթ է (տես նաեւ  2.1.30 վարժությունը): Ուրեմն՝ կարելի է դիտարկել
	Quot,𝑅,𝑥..=,𝑓(𝑥)/𝑔,𝑥. | 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈𝑅,𝑥., 𝑔,𝑥.≠0.
	քանորդների դաշտը: Այն կոչվում է 𝑅 ամբողջության տիրույթի ռացիոնալ ֆունկցիաների դաշտ եւ նշանակվում է  𝑅(𝑥) սիմվոլով: Մասնավորապես, կամայական 𝐾 դաշտի համար կարելի է դիտարկել նրա ռացիոնալ ֆունկցիաների  𝐾,𝑥.=Quot,𝐾[𝑥].  դաշտը:
	4.2.7 Սահմանում. 𝐾 դաշտը կոչվում է հանրահաշվորեն փակ դաշտ, եթե այդ դաշտի վրա տրված 𝐾[𝑥] բազմանդամային օղակի յուրաքանչյուր 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] հաստատունից տարբեր բազմանդամ արմատ ունի 𝐾 դաշտում:
	4.2.8 Օրինակ. Ըստ հանրահաշվի հիմնական թեորեմի՝ հանրահաշվորեն փակ դաշտի օրինակ է կոմպլեքս ℂ դաշտը: Մյուս կողմից հանրահաշվորեն փակ դաշտ չեն հանդիսանում իրական ℝ եւ ռացիոնալ ℚ դաշտերը, քանի որ դրանցում արմատ չունի, օրինակ, 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+1 բազմանդամը:
	4.2.9 Սահմանում. Ենթադրենք տրված է 𝐾 դաշտի  𝐹 ընդլայնումը եւ  𝑎∈𝐹 տարրը: 𝑎-ն կոչվում է հանրահաշվական տարր 𝐾 դաշտի վրա, եթե այն որեւէ 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամի արմատ է: Իսկ եթե նման բազմանդամ գոյություն չունի, ապա 𝑎-ն կոչվում է տրանսցենդենտ ...
	4.2.10 Սահմանում. 𝐾 դաշտի  𝐹 ընդլայնումը կոչվում է 𝐾-ի հանրահաշվական ընդլայնում, եթե կամայական 𝑎∈𝐹 տարր հանրահաշվական է 𝐾 դաշտի վրա: Հակառակ դեպքում ընդլայնումը կոչվում է տրանսցենդենտ ընդլայնում:
	4.2.11 Օրինակ. Իրական ℝ դաշտի հանրահաշվական ընդլայնում է կոմպլեքս ℂ դաշտը, իսկ ռացիոնալ ℚ դաշտի հանրահաշվական ընդլայնման օրինակ է
	ℚ,,2..=,𝑎+𝑏,2. . 𝑎,𝑏∈ℚ}
	դաշտը: ℚ դաշտի վրա տրանսցենդենտ տարրերի օրինակներ են հայտնի  𝜋 եւ 𝑒 թվերը: Ուստի դրանցից յուրաքանչուրով եւ ℚ-ով ծնվում է ℚ դաշտի տրանսցենդենտ ընդլայնում:
	4.2.12 Դիտողություն. Կարող է անսպասելի թվալ, բայց մինչ այժմ անհայտ է` տրանսցենդե՞նտ են արդյոք այնպիսի «ոչ բարդ» տեսքով տրվող թվեր, ինչպիսիք են.
	4.2.13 Սահմանում. Եթե տրված է 𝐾 դաշտի 𝐹 ընդլայնումը, ապա 𝑎∈𝐹 տարրի մինիմալ բազմանդամ է կոչվում 𝐾[𝑥] օղակի նվազագույն աստիճանի հաստատունից տարբեր այն նորմավորված 𝑚,𝑥. բազմանդամը, որի համար 𝑚,𝑎.=0:
	4.2.14 Օրինակ. Ենթադրենք 𝐾=ℚ եւ 𝑎=𝑒: Ինչպես հայտնի է, 𝑒 թիվը տրանսցենդենտ թիվ է. այն ռացիոնալ գործակիցներով ոչ մի բազմանդամի արմատ չէ: Ուստի ℚ[𝑒] օղակը (որն ամբողջովին բաղկացած է իրական թվերից) իզոմորֆ է ռացիոնալ գործակիցներով բազմանդամների ℚ[...
	4.2.15 Օրինակ. Ենթադրենք 𝐾=ℚ եւ 𝑎=,2.: Այդ դեպքում 𝑎-ն արմատ է 𝑚,𝑥.=,𝑥-2.−2 մինիմալ բազմանդամի համար:
	ℚ,,2..≅ℚ,𝑥./,,,𝑥-2.−2.ℚ,𝑥..:
	Իսկ եթե որպես 𝑎 վերցնենք ℚ-ի տարր, օրինակ՝ 𝑎=3, ապա այն արմատ է 𝑚,𝑥.=𝑥−3 մինիմալ բազմանդամի համար, եւ
	ℚ,3.≅ℚ,𝑥./,,𝑥−3.ℚ,𝑥..≅ℚ:
	4.2.16 Խնդիր. Դիտարկել 𝐾=ℝ եւ 𝑎=𝑖∈ℂ: Գտնել, թե ինչ տեսք կստանա (4.1) առնչությունն այս դեպքում:
	4.2.17 Խնդիր. Ցույց տալ, որ (4.1) հոմոմորֆիզմով տրվող 𝑚,𝑥. մինիմալ բազմանդամը պարզ բազմանդամ է 𝐾,𝑥.-ում: Ցուցում. ենթադրենք 𝑚,𝑎.=0 եւ 𝑚,𝑥.=𝑢(𝑥)𝑣(𝑥), որտեղ 𝑢,𝑥.,𝑣(𝑥)≉1: Հաշվել 𝑢(𝑎)𝑣(𝑎) արժեքը եւ օգտվել այն փաստից, որ 𝐾,𝑥. օղա...
	4.2.18 Լեմմա. Եթե 𝐹 դաշտի 𝑎 տարրը հանրահաշվական է 𝐹-ի 𝐾 ենթադաշտի վրա, ապա 𝐾,𝑎. օղակը դաշտ է եւ, մասնավորապես, 𝐾,𝑎.=𝐾(𝑎):
	4.2.19 Օրինակ. Վերադառնանք 4.2.15 օրինակին. ունենք՝ ℚ,,2..=ℚ,,2..=,𝑔,,2.. | 𝑔,𝑥.∈ℚ,𝑥..: Նկատենք, որ ,𝑔,𝑥.=𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բազմանդամի մեջ 𝑥=,2. արժեքը տեղադրելիս ,2.-ի բոլոր զույգ աստիճանները ամբողջ թվերի են հավասար, իսկ կենտ աստիճաննե...
	4.2.20 Խնդիր. Նախորդ օրինակի նմանությամբ ցույց տալ, որ ℂ=ℝ,𝑖.=ℝ,𝑖.=,𝑢+𝑣 𝑖 | 𝑢,𝑣∈ℝ.:
	4.2.21 Օրինակ. ℚ,,2..=,𝑢+𝑣 ,2. | 𝑢,𝑣∈ℚ. դաշտը գծային տարածություն է ℚ-ի վրա: Նրանում գծորեն անկախ վեկտորների օրինակներ են  ,𝑎.=1 եւ ,𝑏.=,2.: Հեշտ է հաշվել, որ ,,dim-ℚ.-ℚ,,2..=,ℚ,,2.. :ℚ..=2:
	4.2.22 Օրինակ. Կամայական 𝐹 դաշտ ինքն իր ընդլայնումն է: Նրանում կամայական երկու վեկտորներ գծորեն կախված են: Ուստի՝ ,,dim-𝐹.-𝐹=1.:
	4.2.23 Խնդիր. Ստուգել, որ եթե 𝑎∈𝐹 տարրը հանրահաշվական է 𝐾-ի վրա եւ նրա մինիմալ բազմանդամն է 𝑚,𝑥.-ը, ապա ,𝐾(𝑎):𝐾.=,,dim-𝐾.-𝐾(𝑎).=,deg-𝑚,𝑥..: Ցուցում. ունենք 𝐾,𝑎.=𝐾,𝑎.≅ 𝐾,𝑥./,𝑚,𝑥.𝐾,𝑥..: Հետեւյալ ,𝑛=deg-𝑚,𝑥.. հատ վեկտորները
	4.2.24 Թեորեմ. Եթե 𝐹/𝐾 եւ 𝐿/𝐹 ընդլայնումները վերջավոր են, ապա վերջավոր է նաեւ 𝐿/𝐾 ընդլայնումը, ընդ որում, ,𝐹:𝐾.,𝐿:𝐹.=,𝐿:𝐾.:
	4.2.25 Թեորեմ. Դաշտերի կամայական 𝐹/𝐾 վերջավոր ընդլայնում հանրահաշվական է: Ավելին, գոյություն ունեն վերջավոր քանակությամբ  ,𝑎-1.,…,,𝑎-𝑛.∈𝐹 տարրեր այնպիսիք, որ  𝐹=𝐾,,𝑎-1.,…,,𝑎-𝑛..=𝐾[,𝑎-1.,…,,𝑎-𝑛.]:
	4.2.26 Լեմմա. Ենթադրենք տրված է դաշտերի 𝐹/𝐾 ընդլայնումը, եւ 𝐹-ում կան այնպիսի  ,𝐿-1. եւ ,𝐿-2. ենթադաշտեր, որ ,𝐿-1./𝐾 եւ  ,𝐿-2./𝐾 ընդլայնումները վերջավոր են: Այդ դեպքում.
	4.2.27 Լեմմա. Ենթադրենք տրված է դաշտերի 𝐹/𝐾 ընդլայնումը, եւ 𝐹-ի 𝐿 ենթադաշտը, որը պարունակում է  𝐾-ն: Այդ դեպքում եթե 𝑎∈𝐹 տարրը հանրահաշվական է  𝐾-ի վրա, ապա այն հանրահաշվական է նաեւ 𝐿-ի վրա, ընդ որում,
	4.2.28 Թեորեմ. Եթե 𝐹/𝐾 եւ 𝐿/𝐹 ընդլայնումները հանրահաշվական են, ապա հանրահաշվական է նաեւ 𝐿/𝐾 ընդլայնումը:
	4.2.29 Սահմանում. 𝐾 դաշտի ,𝐾. ընդլայնումը կոչվում է 𝐾-ի հանրահաշվական փակույթ, եթե ,𝐾. դաշտը հանրահաշվորեն փակ է, եւ ,𝐾.-ի յուրաքանչյուր տարր հանրահաշվական է 𝐾-ի վրա:
	4.2.30 Օրինակ.  Հանրահաշվական փակույթի ծանոթ օրինակ է կոմպլեքս թվերի դաշտը՝ ℂ=,ℝ.: Այլ օրինակներ հնարավոր կլինի կառուցել 4.2.31 թեորեմի միջոցով:
	4.2.31 Թեորեմ. Կամայական 𝐾 դաշտի համար գոյություն ունի նրա  ,𝐾. հանրահաշվական փակույթը:
	4.2.32 Օրինակներ. Ի հավելումն 4.2.30 օրինակի ℂ=,ℝ. հանրահաշվական փակույթի, այժմ արդեն գիտենք, որ հանրահաշվական 𝐴 փակույթ ունի նաեւ ռացիոնալ ℚ դաշտը: Այդ փակույթը մեծ չէ ℂ-ից, քանի որ ℚ⊂ℝ: Մյուս կողմից, 𝐴-ն խիստ փոքր է ℂ-ից, քանի որ այն չի պարունա...
	4.2.33 Խնդիր. Վերցնենք ℚ-ի վրա որեւէ 𝑎 տրանսցենդենտ թիվ եւ դիտարկենք ℚ,𝑎. դաշտի ,ℚ,𝑎.. փակույթը: Ցույց տալ, որ այն տարբեր կլինի վերը դիտարկված բոլոր ℚ,  ℚ,𝑎.,  𝐴,  ℝ,  ℂ դաշտերից: Սա վերաբերում է, մասնավորապես, ,ℚ,𝜋.. եւ ,ℚ,𝑒.. դաշտերին:
	4.2.34 Խնդիր. Եթե 𝐾 դաշտը վերջավոր է, ապա այն հանրահաշվորեն փակ չէ: Մասնավորապես, հանրահաշվորեն փակ չեն ,ℤ-𝑝. դաշտը եւ 4.1.5 օրինակում ու 4.1.6, 4.1.7 խնդիրներում բերված դաշտերը: Ըստ 4.2.31 թեորեմի, 𝐾-ն ունի հանրահաշվական փակույթ: Այն նու...
	4.2.35 Թեորեմ. Տրված 𝑝 պարզ թվի եւ 𝑛 բնական թվի համար ,𝑝-𝑛. կարգի կամայական 𝐺𝐹(,𝑝-𝑛.) դաշտ իզոմորֆ է ,,ℤ.-𝑝. փակույթում ,𝑥-,𝑝-𝑛..−𝑥 բազմանդամի ,𝑝-𝑛. հատ արմատներից բաղկացած դաշտին:

	4.3 Բազմանդամի տրոհումը քառակուսիներից ազատ արտադրիչների
	4.3.1 Օրինակներ. Հետեւյալ բազմանդամները բոլորն էլ ℤ,𝑥. օղակից են.
	4.3.2 Օրինակ. Ավելի պակաս ակնհայտ օրինակ.
	4.3.3 Օրինակ. ℚ,𝑥. օղակում 𝑓,𝑥.=9,𝑥-3.+18,𝑥-2.+9𝑥=9,,𝑥+1.-2.𝑥 բազմանդամի 9 արտադրիչն ասոցացված է 1-ին, քանի որ 9-ը հակադարձելի է: Ուստի որպես 𝑓,𝑥.-ի վերլուծություն կարելի է գրել 𝑓,𝑥.=,9,𝑥+1.𝑥.⋅[𝑥+1]: Բայց ℤ,𝑥. օղակում 9≉1, ուստի քառակ...
	4.3.4 Օրինակ. ,ℤ-5.,𝑥. բազմանդամային օղակում 𝑓,𝑥.=2,𝑥-5.+3,𝑥-4.+4𝑥+3 բազմանդամի ածանցյալն է ,𝑓-′.,𝑥.=5⋅2,𝑥-5−1.+4⋅3,𝑥-4−1.+1⋅4,𝑥-1−1.=2,𝑥-3.+4:

	4.4 Արտադրիչների կառուցումը. զրոյական բնութագրիչի դեպքը
	4.4.1 Ալգորիթմ (քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծումը զրոյական բնութագրիչի դաշտի վրա տրված բազմանդամային օղակում): Տրված է 𝑓,𝑥.∈𝐾,𝑥. բազմանդամը, որտեղ 𝐾-ն զրոյական բնութագրիչի դաշտ է: Վերլուծել այն քառակուսիներից ազատ արտադրիչն...
	1. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥. բազմանդամի ավագ գործակիցը:
	2. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=,1-,𝑎-0..𝑓,𝑥.:
	4. Հաշվենք 𝑓′,𝑥. ածանցյալը:
	5. 𝐾,𝑥. օղակում Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք ,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	6. Նշանակենք 𝑔,𝑥.=,𝑓,𝑥.-,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥...:
	7. Նորմավորենք 𝑔,𝑥. բազմանդամը:
	9. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=,𝑓,𝑥.-𝑔,𝑥..:
	10. Եթե 𝑓,𝑥.=1
	11.  անցնենք 14-րդ քայլին;
	12. հակառակ դեպքում
	13.  վերադառնանք 4-րդ քայլին:
	14. 𝒮 ցանկի բազմանդամներից որեւէ մեկը, օրինակ, առաջին 𝑔,𝑥. բազմանդամը, փոխարինենք  𝑔,𝑥.=,𝑎-0.⋅𝑔,𝑥. բազմանդամով:
	15. Դուրս գրենք 𝒮 ցանկի բազմանդամները՝ որոնելի քառակուսիներից ազատ արտադրիչները:
	4.4.2 Վարժություն. ℚ,𝑥. բազմանդամային օղակում քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծել հետեւյալ բազմանդամները.
	1) 𝑓,𝑥.=,𝑥-4.+6,𝑥-3.+13,𝑥-2.+12𝑥+4,
	2) 𝑓,𝑥.=4,𝑥-3.+16,𝑥-2.+13𝑥+3:
	4.4.3 Վարժություն. ℚ,𝑥. բազմանդամային օղակում կիրառել 4.4.1 ալգորիթմն այն դեպքում, երբ 𝑓,𝑥.=𝑐≠0 հաստատուն բազմանդամ է:
	𝑣⋅𝑓,𝑥.=𝑣⋅,𝑔-1.,𝑥.⋯,𝑔-𝑟.,𝑥.
	4.4.4 Ալգորիթմ (քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծումը ℤ[𝒙] օղակում): Տրված է 𝑓,𝑥.∈ℤ,𝑥. բազմանդամը: Վերլուծել այն քառակուսիներից ազատ արտադրիչների:
	1. 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար ℤ օղակում Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրա cont,𝑓,𝑥.. բովանդակությունը:
	3. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=pp,𝑓,𝑥..:
	4. Համարելով 𝑓,𝑥.∈ℚ,𝑥., ըստ 4.4.1 ալգորիթմի, գտնենք  𝑓,𝑥.-ի քառակուսիներից ազատ ,𝑔-1.,𝑥.,…,,𝑔-𝑟.,𝑥. արտադրիչները ℚ,𝑥. օղակում:
	5. 𝑣-ով նշանակենք ,𝑔-1.,𝑥.,…,,𝑔-𝑟.,𝑥. բազմանդամների բոլոր գործակիցների հայտարարների ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը, որը ℤ,𝑥. օղակում կարելի է հաշվել Էվկլիդեսի ալգորիթմի օգնությամբ:
	7.  Էվկիդեսի ալգորիթմով ℤ,𝑥. օղակում հաշվենք cont,𝑣⋅,𝑔-𝑖.,𝑥.. բովանդակությունը;
	8.  հաշվենք pp,,𝑔-𝑖.,𝑥..=,𝑔-𝑖.,𝑥./cont,𝑣⋅,𝑔-𝑖.,𝑥.. պրիմիտիվ մասը;
	9.  𝒮 ցանկին ավելացնենք pp,,𝑔-𝑖.,𝑥.. բազմանդամը:
	10. Դուրս գրենք 𝒮 ցանկի բազմանդամները՝ որոնելի քառակուսիներից ազատ արտադրիչները:
	4.4.5 Օրինակ. Քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+,4𝑥-2.+5𝑥+2∈ℤ[𝑥] բազմանդամը: Քանի որ cont,𝑓,𝑥.. բովանդակությունը տրիվիալ է, միանգամից ℤ օղակից անցնենք ℚ դաշտին եւ համարենք, որ 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+,4𝑥-2.+5𝑥+2∈ℚ[𝑥]: Քանի որ ...
	4.4.6 Վարժություն. Ստուգել, որ նախորդ օրինակում ստացված ,𝑔-1.,𝑥.=,𝑥-2.+3𝑥+2 բազմանդամը քառակուսիներից ազատ է:
	4.4.7 Վարժություն. ℤ[𝑥] օղակում քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծել հետեւյալ բազմանդամները.
	1) 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+,𝑥-2.−5𝑥+3,
	2) 𝑓,𝑥.=8,𝑥-3.−12,𝑥-2.+4:
	4.4.8 Դիտողություն. Նկատենք 4.4.1, 4.4.4 ալգորիթմների եւ հաջորդ պարագրաֆի 4.5.2 ալգորիթմի հետեւյալ կարեւոր առանձնահատկությունը. դրանց հիմնավորման համար մենք օգտագործում ենք այնպիսի հասկացություններ, ինչպիսիք են հանրահաշվական տարրերը դաշտեր...

	4.5 Արտադրիչների կառուցումը. վերջավոր դաշտի դեպքը
	4.5.1 Օրինակ. Եթե 𝑓,𝑥.=,𝑥-𝑝.+1, ապա ,ℤ-𝑝. դաշտի վրա ,𝑓-′.(𝑥)=𝑝,𝑥-𝑝−1.+0=0, եւ ,𝑓-′.(𝑥) բազմանդամն այլեւս էական ինֆորմացիա չի պարունակում 𝑓,𝑥.-ի արտադրիչների մասին`
	,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥..=,𝑓,𝑥.,0.=𝑓,𝑥.:
	Մյուս կողմից, ,ℤ-𝑝. դաշտի վրա 𝑓,𝑥.-ն ունի հետեւյալ վերլուծությունը.
	4.5.2 Ալգորիթմ (քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծումը վերջավոր դաշտի վրա տրված բազմանդամային օղակում): Տրված է 𝑓,𝑥.∈𝐾,𝑥. բազմանդամը, որտեղ 𝐾-ն վերջավոր դաշտ է: Վերլուծել այն քառակուսիներից ազատ արտադրիչների:
	1. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥. բազմանդամի ավագ գործակիցը:
	2. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=,1-,𝑎-0..𝑓,𝑥. նորմավորված բազմանդամը:
	3. Նշանակենք 𝑝=char,𝐾. պարզ բնութագրիչը:
	5. 𝑓,𝑥.-ը ներկայացնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-𝑛.+,𝑎-1.,𝑥-𝑛−1.+…+,𝑎-𝑖.,𝑥-𝑛−𝑖.+…+,𝑎-𝑛. տեսքով, որտեղ 𝑛=,deg-𝑓(𝑥).:
	6. Նշանակենք 𝑠=1:
	7. Գտնենք այն մեծագույն ամբողջ 𝑐-ն, որի համար բոլոր ոչ զրոյական ,𝑎-𝑖.,𝑥-𝑛−𝑖. միանդամների աստիճանացույցերը բաժանվում են ,𝑝-𝑐.-ի վրա՝ ,𝑛−𝑖.⋮,𝑝-𝑐., երբ ,𝑎-𝑖.≠0, 𝑖=1,…,𝑛:
	8. Եթե 𝑐>0
	9.  նշանակենք ,𝑝-𝑚.=|𝐾|;
	11.  նշանակենք 𝑠=𝑠⋅,𝑝-𝑐.;
	12.  անցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-𝑛.+,𝑎-1-𝑢.,𝑥-(𝑛−1)/,𝑝-𝑐. .+…+,𝑎-𝑖-𝑢.,𝑥-(𝑛−𝑖)/,𝑝-𝑐..+…+,𝑎-𝑛-𝑢. բազմանդամին:
	13. Հաշվենք 𝑓′,𝑥. ածանցյալը:
	14. 𝐾,𝑥. օղակում Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք ,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	15. Նշանակենք 𝑔,𝑥.=,𝑓,𝑥.-,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥...:
	16. Նորմավորենք 𝑔,𝑥. բազմանդամը:
	18. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=,𝑓,𝑥.-𝑔,𝑥..:
	19. Եթե 𝑓,𝑥.=1
	20.  անցնենք 23-րդ քայլին;
	21. հակառակ դեպքում
	22.  վերադառնանք 7-րդ քայլին:
	23. 𝒮 ցանկի բազմանդամներից որեւէ մեկը, օրինակ առաջին 𝑔,𝑥. բազմանդամը, փոխարինենք  𝑔,𝑥.=,𝑎-0.⋅𝑔,𝑥. բազմանդամով:
	24. Դուրս գրենք 𝒮 ցանկի բազմանդամները՝ որոնելի քառակուսիներից ազատ արտադրիչները:
	4.5.3 Դիտողություն. Համեմատելով այս ալգորիթմը նախորդ պարագրաֆի կառուցումների հետ՝ նկատում ենք, որ վերջավոր դաշտի դեպքում մենք մի էական առավելություն ունենք. եթե 𝑅=,ℤ-𝑝., ապա 𝑅-ը արդեն իսկ դաշտ է, իսկ 𝑅,𝑥. օղակն արդեն իսկ էվկլիդյան է: Ուստ...
	4.5.4 Օրինակ. Վերցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-6.+,𝑥-5.+𝑥+1∈,ℤ-5.[𝑥] եւ քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծենք այն՝ ըստ վերեւում բերված քայլերի: Քանի որ 𝑓′,𝑥.=,𝑥-5.+1≠0, ապա ,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥..=,𝑥-5.+1: Այստեղ ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը հաշվել ե...
	4.5.5 Խնդիր. ,ℤ-3.[𝑥] օղակում քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծել
	𝑓,𝑥.=,𝑥-19.+,2𝑥-18.+,𝑥-4.+2,𝑥-3.+2𝑥+1
	բազմանդամը: Ցուցում. հաշվի առնել, որ ,𝑥-18.+,𝑥-3.+2 բազմանդամի ածանցյալը ,ℤ-3.[𝑥] օղակում զրոյական է:
	4.5.6 Դիտողություն. 4.5.2 ալգորիթմը թույլ է տալիս 𝑓,𝑥. բազմանդամը քառակուսիներից ազատ արտադրյալների վերլուծել ըստ ցանկացած 𝑝 մոդուլի: Ընդ որում, ալգորիթմի ընթացքը ավելի բարդ կամ ավելի պարզ քայլեր է պահանջում` կախված այն բանից, թե 𝑓,𝑥.-ի ...
	,deg-𝑓′,𝑥..    եւ    ,deg-,𝑓,𝑥.,𝑓′,𝑥...
	աստիճաններից: Այսինքն՝ (4.7) եւ (4.8) արտահայտությունների մեջ այլեւս չեն լինի ածանցումներից հետո առաջացած եւ  𝑝-ի վրա բաժանվող գործակիցներ, եւ մենք երբեք չենք անցնի 4.5.2 ալգորիթմի 8-12 քայլերով:
	4.5.7 Օրինակ. Վերցնենք 𝐾=,ℤ-2.(𝑦) ռացիոնալ ֆունկցիաների դաշտը (տես 4.2.6 օրինակը): 𝐾-ի տարրերը կոտորակային ֆունկցիաներ են, որոնց համարիչը եւ հայտարարը ,ℤ-2.-ից վերցված գործակիցներով 𝑦 փոփոխականի բազմանդամներ են (հայտարարի բազմանդամը ոչ զրոյա...
	𝑓,𝑥.=𝑦,𝑥-2.+1
	բազմանդամը, որի փոփոխականը 𝑥-ն է, իսկ 𝑦-ը ավագ գործակիցն է 𝐾 դաշտից: Մի կողմից,
	,𝑓-′.(𝑥)=𝑦2,𝑥-2−1.+0=0
	եւ, ուրեմն, ,𝑓,𝑥.,𝑓′,𝑥..=𝑓,𝑥.: Այսինքն` 𝑓′,𝑥. ածանցյալը մեր ալգորիթմի համար ինֆորմացիա չի պարունակում:
	Ուրեմն՝
	,ℎ-1.,𝑦.𝑦⋅,𝑔-1-−1.,𝑦.+,𝑔-1.,𝑦.⋅,ℎ-1-−1.,𝑦.
	Բայց սա հնարավոր է միայն, երբ 𝑦,ℎ-1-2.,𝑦.=−,𝑔-1-2.,𝑦.: Իսկ սա տեղի չունի: Նախ նկատենք, որ ,ℤ-2. դաշտի վրա −,𝑔-1-2.,𝑦.=,𝑔-1-2.,𝑦.: Ինչպիսին էլ լինեն ,𝑔-1.,𝑦. ռացիոնալ ֆունկցիայի համարիչն ու հայտարարը, ,𝑔-1-2.,𝑦. ֆունկցիայի համարիչի եւ հայ...


	5 Մոդուլյար անցումներ ըստ մի քանի մոդուլների
	5.1 Մնացքների մասին չինական թեորեմը օղակներում
	5.1.1 Թեորեմ (մնացքների մասին չինական թեորեմը ամբողջ թվերի համար). Ենթադրենք ,𝑚-1., …,,𝑚-𝑘.∈ℤ թվերը զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ են՝ ,(𝑚-𝑖.,,𝑚-𝑗.)=1 կամայական 𝑖,𝑗=1,…,𝑘;  𝑖≠𝑗 համար: Այդ դեպքում կամայական ,𝑠-1., …,,𝑠-𝑘.∈ℤ թվերի համա...
	5.1.2 Լեմմա. 𝜒-ը սյուրյեկտիվ հոմոմորֆիզմ է, ընդ որում, ,ker-𝜒.=𝑚𝑅, որտեղ 𝑚=,𝑚-1.⋯,𝑚-𝑘.:
	5.1.3 Թեորեմ (մնացքների մասին չինական թեորեմը էվկլիդյան օղակների համար). Ենթադրենք 𝑅-ը էվկլիդյան օղակ է, եւ նրա մեջ տրված են ,𝑚-1., …,,𝑚-𝑘.∈𝑅 զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ տարրերը: Այդ դեպքում տեղի ունի հետեւյալ օղակային հոմոմորֆիզմը
	5.1.4 Վարժություն. Այս պարագրաֆի սկզբում հիշատակված զինվորների ջոկատի մասին չինական խնդիրը վերաձեւակերպել ամբողջ թվերի համար մնացքների մասին չինական թեորեմի տեսքով (5.1.1 թեորեմը): Նույն խնդիրը վերաձեւակերպել էվկլիդյան օղակների համար մնացքների մ...
	5.1.5 Թեորեմ (մնացքների մասին չինական թեորեմը բազմանդամների համար). Ենթադրենք 𝑅 դաշտի վրա սահմանված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակում տրված   ,𝑚-1.(𝑥), …,,𝑚-𝑘.(𝑥)∈𝑅[𝑥] բազմանդամները զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ են՝ ,(𝑚-𝑖.(𝑥),,𝑚-𝑗.(𝑥))=1 կ...
	5.1.6 Վարժություն. Ձեւակերպել 5.1.5 թեորեմը ,ℤ-𝑝. դաշտի վրա տրված մոդուլյար բազմանդամների համար:
	5.1.7 Ալգորիթմ (մնացքների մասին չինական ալգորիթմը ամբողջ թվերի համար). ℤ օղակում տրված են զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ ,𝑚-1., …,,𝑚-𝑘. թվերը: Կամայական ,𝑠-1., …,,𝑠-𝑘.∈ℤ թվերի համար գտնել 5.1.1 մնացքների մասին չինական թեորեմի պայմանն...
	5.1.8 Օրինակ. Որպես նման կիրառության մի օրինակ ցույց տանք, թե ինչպես կարելի է 5.1.1 թեորեմի պայմաններում գտնել այն 𝑛 թիվը, որը կբավարարի հետեւյալ համակարգին՝
	5.1.9 Վարժություն. Գտնել այն 𝑛 թիվը, որը բավարարում է
	5.1.10 Վարժություն. Գտնել այն թվերը, որոնք բավարարում են 5.1.4 վարժության պայմաններին, այսինքն՝ ջոկատի զինվորների հնարավոր քանակությունները:
	5.1.11 Ալգորիթմ (մնացքների մասին չինական ալգորիթմը բազմանդամների համար). 𝑅 դաշտի վրա սահմանված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակում տրված են   ,𝑚-1.(𝑥), …,,𝑚-𝑘.(𝑥) զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ բազմանդամները:  Կամայական ,𝑠-1.(𝑥), …,𝑠-𝑘.(𝑥...
	5.1.12 Օրինակ. Գտնենք այն 𝑓(𝑥)∈ℝ[𝑥] իրական բազմանդամը, որը բավարարում է
	5.1.13 Խնդիր. Գտնենք այն 𝑓(𝑥)∈,ℤ-5.[𝑥] մոդուլյար բազմանդամը, որը բավարարում է
	5.1.14 Դիտողություն. Համեմատելով այս պարագրաֆում միանգամից տարբեր օղակների (թվեր, բազմանդամներ, մոդուլյար բազմանդամներ եւլն) համար ստացված ալգորիթմներն առաջին գլխի շարադրանքի հետ (հատկապես 1.2 պարագրաֆի հետ), նկատում ենք, թե օղակային մեթոդներով ...

	5.2 Որոշիչի հաշվման մոդուլյար մեթոդներ
	5.2.1 Օրինակ. Վերցնենք հետեւյալ 𝑛-րդ կարգի անկյունագծային մատրիցը
	որի գլխավոր անկյունագծի վրա դասավորված են՝ 𝑛−1 անգամ ռացիոնալ 𝑎 թիվը եւ մեկ անգամ ռացիոնալ 𝑏 թիվը: Հասկանալի է, որ Գաուսի մեթոդով ,det-𝐴. որոշիչը հաշվելիս կստանանք ,𝑑=det-𝐴.=,𝑎-𝑛−1.⋅𝑏: Դժվար չէ ընտրել 𝑎,𝑏 թվերն այնպիսին, որ 𝑎,𝑏, 𝑑 արժեք...
	5.2.2 Լեմմա (Ադամարի անհավասարությունը). Ենթադրենք տրված է 𝑛-րդ կարգի
	5.2.3 Հետեւանք. Եթե 𝑛-րդ կարգի (5.10) մատրիցի բոլոր տարրերը բացարձակ արժեքով չեն գերազանցում 𝐵 դրական թիվը, ապա ,det-𝐴. որոշիչը բացարձակ արժեքով չի գերազանցում ,𝑛-𝑛/2.,𝐵-𝑛.թիվը:
	5.2.4 Ալգորիթմ (մատրիցի որոշիչի հաշվման մեծ պարզ թվի ալգորիթմը). Տրված է ,𝐴∈𝑀-𝑛.(ℤ) մատրիցը: Հաշվել նրա ,det-𝐴. որոշիչը:
	1. 𝐴 մատրիցի համար հաշվենք նրա տարրերի բացարձակ արժեքների 𝐵 մաքսիմումը:
	3. Վերցնենք որեւէ 𝑝 պարզ թիվ, որը բավարարում է 𝑝>2⋅,𝑀-𝑛. պայմանին:
	4. Ըստ 𝑝 մոդուլի իրականացնենք ,𝜑-𝑝.:,𝑀-𝑛.(ℤ)→,𝑀-𝑛.,,ℤ-𝑝.. մոդուլյար անցումը եւ հաշվենք ,𝜑-𝑝.,𝐴.=,𝐴-𝑝. մատրիցը:
	5.2.5 Օրինակ. Հետեւյալ մատրիցի որոշիչը հաշվենք Գաուսի ավանդական մեթոդով եւ ապա մեծ պարզ թվի մեթոդով.
	5.2.6 Ալգորիթմ (մատրիցի որոշիչի հաշվման փոքր պարզ թվերի ալգորիթմը). Տրված է ,𝐴∈𝑀-𝑛.(ℤ) մատրիցը: Հաշվել նրա ,det-𝐴. որոշիչը:
	1. 𝐴 մատրիցի համար հաշվենք նրա տարրերի բացարձակ արժեքների 𝐵 մաքսիմումը:
	3. Վերցնենք որեւէ ,𝑝-1.,…,,𝑝-𝑟. պարզ թվեր, որոնք բավարարում են ,𝑝-1.⋯,𝑝-𝑟.>2⋅,𝑀-𝑛. պայմանին:
	5.  ըստ ,𝑝-𝑖. մոդուլի իրականացնենք ,𝜑-,𝑝-𝑖..:,𝑀-𝑛.(ℤ)→,𝑀-𝑛.,,ℤ-,𝑝-𝑖... մոդուլյար անցումը եւ հաշվենք ,𝜑-,𝑝-𝑖..,𝐴.=,𝐴-,𝑝-𝑖.. մատրիցը:
	5.2.7 Օրինակ. Այժմ հաշվենք 5.2.5 օրինակի
	մատրիցի որոշիչը փոքր մեծ պարզ թվերի մեթոդով: Կրկին
	,𝑀-𝑛.=,3-3/2.⋅,3-3.=,27.⋅27=140,296…:
	Վերցնելով հետեւյալ չորս պարզ թվերը՝ 2, 3, 5, 11, նկատում ենք, որ դրանց արտադրյալն արդեն բավականաչափ մեծ է.
	5.2.8 Դիտողություն. Բերված 5.2.4 եւ 5.2.6 ալգորիթմները մենք ձեւակերպեցինք ամբողջ տարրերով մատրիցների համար` չնայած պարզ է, որ դրանք ռացիոնալ մատրիցների վրա կիրառելու համար բավական է միայն բազմապատկել մատրիցը իր բոլոր տարրերի հայտարարների ամենափոքր ը...
	5.2.9 Դիտողություն. Իրականում Գաուսի մեթոդը բազմանդամային արագություն ունի նաեւ ,𝑀-𝑛.(ℚ), ,𝑀-𝑛.(ℝ) եւ ,𝑀-𝑛.(ℂ) օղակներում: Սակայն դրա ապացույցը տեխնիկապես ավելի բարդ է, քան այն, ինչ մենք բերեցինք մոդուլյար մեթոդների կիրառմամբ կառուցված ալգո...

	5.3 Ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի փոքր պարզ թվերի ալգորիթմը
	5.3.1 Օրինակ. Վերցնենք  𝑑,𝑥.=5,𝑥-2.−7𝑥−11 եւ 𝑘=2, ,𝑝-1.=3, ,𝑝-2.=5: Այդ դեպքում ,𝑑-3.,𝑥.=,𝑠-1.,𝑥.=2,𝑥-2.+2𝑥+1 եւ ,𝑑-5.,𝑥.=,𝑠-2.,𝑥.=3𝑥+4: Հեշտ է Էվկլիդեսի ընդհանրացված ալգորիթմով հաշվել (5.14) համակարգին բավարարող ,𝑛-1. եւ ,𝑛-2. թ...
	5.3.2 Օրինակ. Կիրառենք այս կանոնը 3.1.1 օրինակի 𝑑,𝑥.=5,𝑥-2.−7𝑥−11  բազմանդամի համար: Այդ դեպքում 𝑁=,max-,5, ,−7., ,−11..=11.: Վերցնենք 𝑘=3, ,𝑝-1.=3, ,𝑝-2.=5, ,𝑝-3.=7 եւ 𝑚=3⋅5⋅7=105>2⋅11: Այդ դեպքում ,𝑠-1.,𝑥.=2,𝑥-2.+2𝑥+1, ,𝑠-2.,𝑥.=3𝑥...
	Քանի որ 𝑚=105, ապա ,𝑆-𝑚.,𝑥.=,𝑆-105.,𝑥.=5,𝑥-2.+98𝑥+94: Սրա գործակիցները համեմատենք 𝑚/2=105/2=52.5 արժեքի հետ: Քանի որ ,𝑆-105.,𝑥. բազմանդամի վերջին երկու գործակիցները մեծ են 52.5-ից, ապա դրանցից հանենք 105: Ստանում ենք 𝑑(𝑥) բազմանդամի ճշ...
	5.3.3 Վարժություն. Պարզ թվերի ,𝑝-1.,…, ,𝑝-𝑘. ընտրությունը, իհարկե, միակը չէ: Նախորդ օրինակում մենք պարզապես վերցրինք առաջին պարզ թվերը, որոնք զույգ չեն եւ որոնց արտադրյալը 2⋅11-ից մեծ է: Դրանք երեք հատ էին: Վերցնել ,𝑝-1.=5, ,𝑝-2.=7 պարզ թվերը եւ...
	5.3.4 Դիտողություն. Մենք խուսափեցինք 𝑝=2 զույգ պարզ թվից, որպեսզի 𝑚/2 արժեքը ամբողջ թիվ չլինի: Այլապես ,𝑆-𝑚.,𝑥.-ի որոշ գործակիցներ կարող էին հավասար լինել 𝑚/2-ի: Այս պարագրաֆի ալգորիթմի հետ աշխատելու որոշ փորձառություն ձեռք բերելուց հետո կ...
	5.3.5 Խնդիր. Ի՞նչ տեսք կստանա մեր բերած կանոնը, եթե միանգամից վերցնենք մեկ հատ ,𝑝-1.>2⋅𝑁 պարզ թիվ: Այսինքն՝ 𝑘=1:
	5.3.6 Օրինակ. Հետեւյալ բազմանդամները մենք այս պարագրաֆում դիտարկելու ենք մի քանի անգամ՝ ալգորիթմի տարբեր քայլեր մեկնաբանելու ընթացքում.
	5.3.7 Օրինակ. Կրկին դիտարկենք  (5.16) բազմանդամները եւ մոդուլյար անցումն իրականացնենք ըստ ,𝑝-2.=3 արժեքի:
	,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..=𝑟⋅,pp,𝑓,𝑥.., pp,𝑔,𝑥...=𝑟⋅pp,𝑒⋅𝑑,𝑥..:
	5.3.8 Դիտողություն. ,𝑝-𝑖. պարզ թվերի ընտրության այս եղանակը ունի մի հավելյալ առավելություն: Այն մեզ թույլ է տալիս շրջանցել վերը կառուցված ալգորիթմի որոշ քայլեր: Մենք կարիք չունենք հաշվելու ,𝑁-𝑓,𝑔. եւ 𝐸 արժեքները: Կարիք չունենք նաեւ միանգամից ...
	5.3.9 Դիտողություն. Ստորեւ ձեւակերպված 5.3.10 ալգորիթմում մենք օգտագործելու ենք  ,𝑆-,𝑝-1.,…,,𝑝-𝑘.-.,𝑥. բազմանդամի կառուցման երկրորդ, ավելի կարճ եղանակը (5.19) բանաձեւի օգնությամբ: Սակայն ավելեի ուշ 5.3.14 օրինակում մենք կիրառելու ենք երկ...
	5.3.10 Ալգորիթմ (ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման փոքր պարզ թվերի մեթոդը). Տրված են 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամները: Հաշվել նրանց ,𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	1. 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների համար Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրանց cont,𝑓,𝑥.. եւ cont,𝑔,𝑥.. բովանդակությունները: Դրանց նշաններն ընտրենք այնպես, որ 𝑓,𝑥./ cont,𝑓,𝑥..=pp,𝑓,𝑥.. եւ 𝑔,𝑥./ cont,𝑔,𝑥..=pp,𝑔,𝑥.. հարաբերություննե...
	2. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥... ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	3. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=pp,𝑓,𝑥.. եւ 𝑔,𝑥.=pp,𝑔,𝑥..:
	4. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցը, ,𝑏-0.-ով նշանակենք 𝑔,𝑥.-ի ավագ գործակիցը (դրանք դրական են ըստ մեր կառուցման):
	5. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑤=,,𝑎-0., ,𝑏-0.. դրական ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	8. ,𝜑-,𝑝-𝑘.. մոդուլյար անցումն իրականացնենք ըստ ,𝑝-𝑘. մոդուլի եւ հաշվենք 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամների ,𝑓-,𝑝-𝑘..,𝑥.,  ,𝑔-,𝑝-𝑘..,𝑥.∈,,ℤ-,𝑝-𝑘..[𝑥]-  .պատկերները:
	25. ,𝜑-,𝑝-𝑘.. մոդուլյար անցումն իրականացնենք ըստ ,𝑝-𝑘. մոդուլի եւ հաշվենք 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամների ,𝑓-,𝑝-𝑘..,𝑥.,  ,𝑔-,𝑝-𝑘..,𝑥.∈,,ℤ-,𝑝-𝑘..[𝑥]-  .պատկերները:
	5.3.11 Դիտողություն. Նկատենք, որ չնայած ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման փոքր պարզ թվերի մեթոդն էապես ավելի երկար տեսական հիմնավորում պահանջեց, քան մեծ պարզ թվի մեթոդը 3.4 պարագրաֆում, այնուամենայնիվ, վերջնական ալգորիթմի քայլերն այստեղ էապե...
	5.3.12 Օրինակ. Դիտարկենք Կնուտի օրինակում քննարկված (3.12) բազմանդամները, որոնց մենք անդրադարձանք նաեւ 3.4.9 օրինակում, որտեղ ստուգեցինք, որ 2 մոդուլով հաշվելիս ,,𝜑-2.,𝑓,𝑥..=𝑓-2.,𝑥. եւ ,,𝜑-2.,𝑔,𝑥..=𝑔-2.,𝑥. բազմանդամները փոխադարձաբար պ...
	5.3.13 Դիտողություն. 1.3 պարագրաֆում Կնուտի մոդուլյար մեթոդը կիրառելիս մենք օգտագործեցինք 𝑝=5 մոդուլը: 5.3.12 օրինակը ցույց է տալիս, որ կարելի էր նույն արդյունքը ստանալ ըստ 𝑝=3 մոդուլի (այն չի բաժանում 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցը՝ չնայած բաժանում է 𝑔...
	5.3.14 Օրինակ. Փոքր պարզ թվերի ալգորիթմով հաշվենք (5.16) բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը (այդ բազմանդամները մենք արդեն քննարկել ենք 5.3.6 եւ 5.3.7 օրինակներում): Նախ, ինչպես 5.3.6 օրինակում, վերցնենք ,𝑝-1.=7: Այն չի բաժանում 𝑓,𝑥.,  ...
	,𝑧-1.,𝑥.=5𝑥+4, ,𝑠-1.,𝑥.=4𝑥+6
	եւ այդ դեպքում pp,𝑒⋅𝑑,𝑥..=2𝑥+3: Հեշտ է ստուգել, որ 2𝑥+3∤𝑓,𝑥., այսինքն՝ որոնելի ,𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.. պատասխանը դեռ գտնված չէ:
	,𝑧-3.,𝑥.=,,𝑓-5.,𝑥.,,𝑔-5.,𝑥..=,3,𝑥-3.+,𝑥-2.+2𝑥+4, 3,𝑥-3.+3,𝑥-2.+3𝑥+3.=,𝑥-2.+3𝑥+2:
	,𝑧-3.,𝑥.=,,𝑓-11.,𝑥.,,𝑔-11.,𝑥..=,6,𝑥-3.+7,𝑥-2.+5𝑥+4, 8,𝑥-3.+,𝑥-2.+9.=𝑥+3:
	5.3.15 Խնդիր. Ստուգել, որ ,𝑡-𝑖. արտադրիչների կիրառումն իսկապես անհրաժեշտ է (5.15) բանաձեւում: Դրա համար 5.3.14 օրինակում դիտարկվող բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը հաշվել առանց ,𝑡-𝑖. արտադրիչների եւ ցույց տալ, որ այդ դեպքում ալգորիթ...
	5.3.16 Վարժություններ. Փոքր պարզ թվերի ալգորիթմով հաշվել հետեւյալ բազմանդամների զույգերի  ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարները.
	5.3.17 Խնդիր. Նախորդ վարժության (2) կետի բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը փոքր պարզ թվերի ալգորիթմով հաշվել պարզ թվերի երկու տարբեր հաջորդականությունների համար: Նախ, ,𝑝-1.=5, ,𝑝-2.=7, եւլն… Երկրորդ դեպքում վերցնել ,𝑝-1.=7, ,𝑝-2.=11,...
	5.3.18 Վարժություններ. Փոքր պարզ թվերի ալգորիթմով հաշվել 3.4 պարագրաֆի 3.4.12 վարժությունների բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարները: Համեմատել ստացված հաշվարկների բարդությունը մեծ պարզ թվի ալգորիթմի միջոցով նույն բազմանդամների ամենամեծ ը...
	5.3.19 Խնդիր. Քննարկել 5.3.8 դիտողության փաստարկը 5.3.12 եւ 5.3.14 օրինակների բազմանդամների համար: Ինչպիսի՞ն կլինեին 𝐸 եւ ,𝑁-𝑓,𝑔. գնահատականներն այդ դեպքերում: Առաջին կենտ պարզ թվերի ,𝑝-1.,…,,𝑝-𝑘. հաջորդականությունն օգտագործելու դեպքու...


	6 Ֆակտորիալ օղակներ եւ մի քանի փոփոխականների բազմանդամներ
	6.1 Ֆակտորիալ օղակներ
	6.1.1 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթը կոչվում է ֆակտորիալ օղակ, եթե նրա կամայական ոչ զրոյական 𝑎∈𝑅 տարր կարելի է ներկայացնել
	6.1.2 Օրինակ. ℤ օղակը, ըստ թվաբանության հիմնական թեորեմի, ֆակտորիալ է: Նրա 𝑎=60 տարրն ունի հետեւյալ վերլուծությունները (6.1) տեսքով.
	6.1.3 Օրինակ. Վերցնենք ℚ,𝑥. օղակի հետեւյալ ենթաօղակը՝  𝑅=𝑥ℚ,𝑥.+ℤ: Հեշտ է տեսնել, որ սա բաղկացած է այնպիսի բազմանդամներից, որոնց բոլոր գործակիցները, բացի վերջինից, ռացիոնալ են, իսկ վերջին  գործակիցը (ազատ անդամը) ամբողջ թիվ է: Հեշտ է ստուգել ...
	6.1.4 Օրինակ. Վերցնենք կոմպլեքս թվերից բաղկացած
	𝑅=,𝑢+𝑖𝑣,5.  |  𝑢,𝑣∈ℤ.⊆ℂ
	օղակը: Հեշտ է ստուգել, որ սա, իրոք, օղակ եւ ամբողջության տիրույթ է հանդիսանում կոմպլեքս թվերի գումարման ու բազմապատկման նկատմամբ: Ցույց տանք, որ այն ֆակտորիալ օղակ չէ՝ չնայած նրանում կամայական տարր ներկայացվում է պարզ տարրերի արտադրյալի տեսքով:...
	6.1.5 Լեմմա. Եթե 𝑅 ֆակտորիալ օղակի ոչ զրոյական 𝑎 տարրի (6.1) ֆակտորիզացիան է  𝑎=𝜀,⋅𝑝-1.⋯,𝑝-𝑛., եւ 𝑎-ն բաժանվում է  𝑝∈𝑅 պարզ տարրի վրա, ապա  𝑝≈,𝑝-𝑖. որեւէ  𝑖=1,…, 𝑛 համար:
	6.1.6 Հետեւանք. Եթե 𝑅 ֆակտորիալ օղակի 𝑎,𝑏 տարրերի համար ունենք 𝑎⋅𝑏⋮𝑝, որտեղ 𝑝-ն պարզ է եւ 𝑎-ն չի բաժանվում 𝑝-ի վրա, ապա 𝑏-ն բաժանվում է 𝑝-ի վրա:
	6.1.7 Հետեւանք. Եթե 𝑅 ֆակտորիալ օղակի 𝑎,𝑏,ℎ տարրերի համար ունենք 𝑎⋅𝑏⋮ℎ եւ ,𝑎,ℎ.=1, ապա 𝑏⋮ℎ:
	6.1.8 Թեորեմ. Յուրաքանչյուր գլխավոր իդեալների օղակ ֆակտորիալ օղակ է:
	Ապացույց:  Հեշտ է տեսնել, որ եթե 𝑅 օղակի 𝑎,𝑏 տարրերով ծնված գլխավոր իդեալներն են ,𝐼-𝑎.=𝑎𝑅 եւ ,𝐼-𝑏.=𝑏𝑅, ապա 𝑎⋮𝑏 պայմանից բխում է, որ ,𝐼-𝑎.⊆ ,𝐼-𝑏.: Ուստի, եթե օղակում գոյություն ունի այնպիսի ,𝑎-1.,,𝑎-2.,…, ,𝑎-𝑖., …  տարրերի անվե...
	ներկայացումը, որտեղ 𝜈∈,𝑅-∗., իսկ ,𝑞-1.,…,,𝑞-𝑚. տարրերը պարզ են: Ենթադրենք ,𝑝-1.-ը չի բաժանվում ,𝑞-1.-ի վրա: Քանի որ 𝐽=,𝑝-1.𝑅+,𝑞-1.𝑅 ենթաբազմությունն իդեալ է, այն գլխավոր իդեալ է՝ 𝐽=𝑐𝑅: Քանի որ 𝑐-ի վրա բաժանվում են միաժամանակ ,𝑝-1.,, ...
	,𝑝-1.⋅,𝑝-2.⋯,𝑝-𝑛.⋅𝑢+,𝑞-1.𝑣⋅,𝑝-2.⋯,𝑝-𝑛.=,𝑝-2.⋯,𝑝-𝑛.
	եւ, ուրեմն, ,𝑝-2.⋯,𝑝-𝑛.⋮,𝑞-1.: Կրկնելով սա՝ ի վերջո կգտնենք մի ,𝑝-𝑖. տարր, որը բաժանվում է ,𝑞-1.-ի վրա, այսինքն, ,𝑝-1.≈,𝑞-1.: (6.4) եւ  (6.5) ներկայացումների աջ մասերը կրճատենք ,𝑞-1.-ի վրա: Մի քանի անգամ կրկնելով այս քայլեր կստանանք որո...
	6.1.9 Օրինակ. Այն փաստը, որ ℤ[𝑥] օղակը ֆակտորիալ օղակ է, բխում է 2.6.13 թեորեմից: 𝑓,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամի ֆակտորիզացիան (2.17) ներկայացումն է. պարզ ամբողջ թվերը եւ պարզ պրիմիտիվ բազմանդամները ℤ[𝑥] օղակի պարզ տարրերն են, եւ այդ օղակում (2.17)-ը համը...
	6.1.10 Օրինակ. Ոչ ֆակտորիալ օղակ մենք արդեն կառուցել ենք 6.1.4 օրինակում՝ 𝑅=,𝑢+𝑖𝑣,5.  |  𝑢,𝑣∈ℤ.⊆ℂ: Եթե վերցնենք  𝑎=2+𝑖,5.  եւ  𝑏=2−𝑖,5., ապա
	6.1.11 Հետեւանք. Ցանկացած 𝑅դաշտի վրա տրված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը ֆակտորիալ օղակ է:
	6.1.12 Հետեւանք. Ցանկացած  𝑝 պարզ թվի համար ,ℤ-𝑝.[𝑥] բազմանդամային օղակը ֆակտորիալ օղակ է:
	6.1.13 Օրինակ. 6.1.2 օրինակում բերված ֆակտորիզացիաները կարող են գրվել հետեւյալ կերպ
	6.1.14 Թեորեմ. 𝑅 ֆակտորիալ օղակի կամայական ոչ զրոյական 𝑎,𝑏 տարրերի համար 𝑅-ում գոյություն ունի նրանց ,𝑎, 𝑏. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը եւ [𝑎, 𝑏] ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը: Դրանք որոշվում են հակադարձելի տարրի ճշտությամբ:
	6.1.15 Հետեւանք. 𝑅 ֆակտորիալ օղակի կամայական ոչ զրոյական 𝑎,𝑏 տարրերի համար ,𝑎, 𝑏.,𝑎, 𝑏.=𝑎⋅ 𝑏:
	6.1.16 Դիտողություն. Նկատենք, որ 6.1.14 թեորեմն ապահովում է ֆակտորիալ օղակում կամայական ոչ զրոյական տարրերի ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի գոյությունը, ինչպես Էվկլիդեսի ալգորիթմը՝ էվկլիդյան օղակներում: Բայց, ի տարբերություն Էվկլիդեսի ալգորի...

	6.2 Մի քանի փոփոխականների բազմանդամներ
	6.2.1 Օրինակներ. ℤ[,𝑥-1.,…, ,𝑥-4.]-ում տեղի ունեն հետեւյալ հավասարությունները.
	ա. 𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-4..=2,𝑥-1-3.,𝑥-2-0.,𝑥-3-0.,𝑥-4-2.+5,𝑥-1-0.,𝑥-2-0.,𝑥-3-0.,𝑥-4-0.=2,𝑥-1-3.,𝑥-4-2.+5,
	բ. 𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-4..=2,𝑥-1-3.,𝑥-4-1.+0,𝑥-2-4.,𝑥-3-1.+0,𝑥-1-7.,𝑥-3-2.=2,𝑥-1-3.,𝑥-4.+0+0=2,𝑥-1-3.,𝑥-4.,
	գ. 𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-4..=0,𝑥-1-5.,𝑥-3-2.,𝑥-4-2.+7,𝑥-1-0.,𝑥-2-0.,𝑥-3-0.,𝑥-4-0.=0+7=7:
	6.2.2 Օրինակներ. 𝑅=ℤ օղակի վրա դիտարկենք երկու փոփոխականների 𝑓,𝑥,𝑦.=,2𝑥-2.,𝑦-4.+6,𝑥-5.−4,𝑥-3.𝑦+3𝑥,𝑦-4.+5,𝑦-7.+2,𝑦-4.+2𝑦+7∈ℤ,𝑥,𝑦. բազմանդամը: Այստեղ ,𝑎-2,4.=2,  ,𝑎-5,0.=6 եւլն: Պարզ է, որ ,deg-𝑥.,,2𝑥-2.,𝑦-4..=2, ,deg-𝑦.,,2𝑥-2.,𝑦...
	6.2.3 Օրինակ. 𝑅=,ℤ-5. օղակի վրա դիտարկենք երեք փոփոխականի 𝑓,𝑥,𝑦,𝑧.=2,𝑥-5.,𝑦-3.,𝑧-2.+3𝑥𝑧 եւ 𝑔,𝑥,𝑦,𝑧.=4,𝑥-5.,𝑦-5.𝑧+3𝑥,𝑦-2.+4𝑥𝑧 բազմանդամները: Այդ դեպքում 𝑓,𝑥,𝑦,𝑧.+𝑔,𝑥,𝑦,𝑧.=2,𝑥-5.,𝑦-3.,𝑧-2.+2𝑥𝑧+4,𝑥-5.,𝑦-5.𝑧+3𝑥,𝑦-2.,...
	6.2.4 Վարժություն. Նախորդ օրինակի 𝑓 եւ 𝑔 բազմանդամների համար հաշվել ,𝑓-2.=𝑓⋅𝑓 եւ ,𝑔-2.=𝑔⋅𝑔 քառակուսիները: Հաշվել ,𝑓-2.+𝑔 եւ ,𝑓-2.+,𝑔-2. գումարները: Գտնել ,deg-𝑥.,𝑓-2. եւ deg,,𝑓-2.+,𝑔-2.. արժեքները:
	6.2.5 Խնդիր. Ցույց տալ, որ 𝑅 ամբողջության տիրույթի վրա տրված 𝑛 փոփոխականների բազմանդամների 𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմությունը օղակ է նրա վրա սահմանված գումարման եւ բազմապատկման գործողությունների նկատմամբ: Այն նաեւ ամբողջության տիրույթ է: Ցուց...
	6.2.6 Վարժություն. Կամայական 𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..,  𝑔,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..∈𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամների համար համեմատել deg 𝑓,  deg 𝑔 եւ deg,𝑓⋅𝑔. արժեքները:
	6.2.7 Օրինակ. Դիտարկենք ℤ,𝑥,𝑦. օղակի այն 𝑓,𝑥,𝑦. բազմանդամը, որը քննարկեցինք 6.2.2 օրինակում: «Նման անդամների միացում» կատարելով՝ կարելի է ներկայացնել այն
	6.2.8 Խնդիր. Կամայական 𝑅 ամբողջության տիրույթի համար հիմնավորել վերը նշված 𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.]≅𝑅,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑚−1..,,𝑥-𝑚.,…,,𝑥-𝑛.. իզոմորֆիզմը, որտեղ 𝑚=2,…,𝑛−1 ցանկացած թիվ է: Ցուցում. օգտվել 6.2.7 օրինակից եւ կիրառել ինդուկցիա:
	6.2.9 Խնդիր. Հիմնավորել վերը նշված 𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.]≅𝑅,,𝑥-1..⋯,,𝑥-𝑛.. իզոմորֆիզմը: Ցուցում. օգտվել նախորդ խնդրից եւ 4.2 պարագրաֆից:
	6.2.10 Դիտողություն. Օգտագործելով տրանսցենդենտ ընդլայնումների մասին 4.2 պարագրաֆի փաստերը (տես 4.2.25 թեորեմը եւ հաջորդող քննարկումը)՝ կարելի էր տալ մի քանի փոփոխականների բազմանդամի ավելի կարճ սահմանում: Ենթադրենք 𝑅 ամբողջության տիրույթը ներդրված է...

	6.3 Գաուսի լեմման ֆակտորիալ օղակներում
	6.3.1 Օրինակ. Ինչպես տեսանք 2.6.4 օրինակում, եթե ,𝑓,𝑥.=,2𝑥-2.+6𝑥−4∈ℤ,𝑥.,-  .ապա cont,𝑓,𝑥..=2 (կամ էլ cont,𝑓,𝑥..=−2,  այստեղ 𝜀=±1): Իսկ նույն 𝑓,𝑥. բազմանդամը ℚ,𝑥. օղակում դիտարկելիս (այն ֆակտորիալ է ըստ 6.1.11 հետեւանքի) որպես cont,𝑓,𝑥...
	6.3.2 Օրինակ. ,ℤ-2. դաշտի վրա երկու փոփոխականների բազմանդամների ,ℤ-2.,𝑥,𝑦. օղակում դիտարկենք 𝑓,𝑥,𝑦.=,𝑥-2.𝑦+,𝑥𝑦-2.+,𝑦-  -2.+𝑦 բազմանդամը: Ինչպես տեսանք նախորդ պարագրաֆում, ,ℤ-2.,𝑥,𝑦.≅,ℤ-2.,𝑥.,𝑦., այսինքն` 𝑓,𝑥,𝑦. բազմանդամը կարելի է...
	𝑓,𝑦.-ի ,𝑎-0.=𝑥+1 եւ ,𝑎-1.=,𝑥-2.+1 գործակիցները ,ℤ-2.,𝑥. էվկլիդյան օղակից են, եւ դրանց ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը հեշտ է հաշվել Էվկլիդեսի ալգորիթմով: Դա մենք արդեն արել ենք 3.4.5 օրինակում. ,𝑥-2.+1=,𝑥-2.+,1-2.=,𝑥+1.,𝑥+1.: Ուրեմն եւ con...
	6.3.3 Դիտողություն. Նախորդ օրինակում մենք օգտվեցինք այն բանից, որ ,ℤ-2.,𝑥.-ն էվկլիդյան օղակ է: Դա ոչ միայն ապահովում էր ,ℤ-2.,𝑥.,𝑦. օղակի ոչ-զրոյական բազմանդամի բովանդակության եւ պրիմիտիվ մասի գոյությունը (այսինքն՝ ,ℤ-2.,𝑥.-ին պատկանող գործակի...
	6.3.4 Գաուսի լեմման ֆակտորիալ օղակի համար. Կամայական 𝑅 ֆակտորիալ օղակի վրա տրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈,𝑅[𝑥]-  . բազմանդամների համար
	6.3.5 Հետեւանք. 𝑅 ֆակտորիալ օղակի վրա տրված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակում պրիմիտիվ բազմանդամի բաժանարարը նույնպես պրիմիտիվ է: Մասնավորապես, պրիմիտիվ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը պրիմիտիվ բազմանդամ է:
	6.3.6 Լեմմա. Ենթադրենք 𝑅-ը կամայական ֆակտորիալ օղակ է եւ 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈𝑅[𝑥], ընդ որում, 𝑔,𝑥. բազմանդամը պրիմիտիվ է: Եթե 𝑓,𝑥.-ը բաժանվում է 𝑔,𝑥.-ի վրա 𝐹[𝑥] օղակում, որտեղ 𝐹=Quot,𝑅., ապա 𝑓,𝑥.-ը բաժանվում է 𝑔,𝑥.-ի վրա նաեւ 𝑅[𝑥] օ...
	6.3.7 Հետեւանք. Եթե 𝑅 օղակը ֆակտորիալ է, ապա 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակի կամայական 𝑓,𝑥. պարզ տարր ունի հետեւյալ երկու տիպերից մեկը.
	1) կամ ,deg-𝑓,𝑥..=0, եւ այդ դեպքում 𝑓,𝑥.=𝑐 հաստատուն բազմանդամը պարզ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑐-ն պարզ է որպես 𝑅 օղակի տարր,
	6.3.8 Գաուսի թեորեմը. Եթե 𝑅 օղակը ֆակտորիալ է, ապա նրա վրա տրված  𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը նույնպես ֆակտորիալ է:
	6.3.9 Հետեւանք. 𝑅 ֆակտորիալ օղակի վրա տրված կամայական ոչ զրոյական 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների համար 𝑅[𝑥]-ում գոյություն ունի նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը եւ [𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.] ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը: Դրանք ո...
	6.3.10 Գաուսի թեորեմը մի քանի փոփոխականների բազմանդամների համար. Եթե 𝑅 օղակը ֆակտորիալ է, ապա նրա վրա տրված  𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակը նույնպես ֆակտորիալ օղակ է ցանկացած բնական 𝑛-ի համար:
	6.3.11 Հետեւանք. 𝑅 ֆակտորիալ օղակի վրա տրված կամայական ոչ զրոյական 𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..,  𝑔,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.. 𝑛 փոփոխականների բազմանդամների համար 𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում գոյություն ունի նրանց ,𝑓, 𝑔. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը եւ [...
	6.3.12 Օրինակ. Վերցնենք կամայական 𝑅 ֆակտորիալ օղակի վրա տրված 𝑅[𝑥,𝑦] օղակը: Այն ֆակտորիալ է՝ ըստ 6.3.10 թեորեմի: Ցույց տանք, որ այն գլխավոր իդեալների օղակ չի հանդիսանում: Դիտարկենք 𝑅[𝑥,𝑦]-ի այն 𝐼 իդեալը, որը ծնվում է ,𝑥,  𝑦. տարրերով: Ենթ...

	6.4 Ալգորիթմներ մի քանի փոփոխականների բազմանդամների համար
	6.4.1 Օրինակ. ,ℤ-3.,𝑥,𝑦. օղակում վերցնենք 𝑓,𝑥,𝑦.=𝑥𝑦+2𝑦+2𝑥+1 եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=𝑥𝑦+2𝑥 բազմանդամները: Ներկայացնենք դրանք որպես ,ℤ-3.,𝑥.,𝑦. օղակի բազմանդամներ. 𝑓,𝑦.=,𝑥+2.𝑦+,2𝑥+1.=,𝑎-0.,𝑥.𝑦+,𝑎-1.,𝑥. եւ 𝑔,𝑦.=𝑥𝑦+2𝑥=,𝑏-0.,𝑥.𝑦+,𝑏...
	6.4.2 Խնդիր. Համեմատել բերված կառուցումները 2.6.20 ալգորիթմի հիմնավորման հետ:
	6.4.3 Ալգորիթմ (դաշտի վրա տրված երկու փոփոխականների բազմանդամային օղակում ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման ալգորիթմը). Տրված են 𝑓,𝑥,𝑦.,  𝑔,𝑥,𝑦.∈𝐾[𝑥,𝑦] ոչ զրոյական բազմանդամները, որտեղ 𝐾-ն կամայական դաշտ է: Հաշվել նրանց ,𝑓,𝑥,𝑦....
	1. Ըստ 𝐾,𝑥,𝑦.≅𝐾,𝑥.,𝑦. իզոմորֆիզմի՝ խմբավորենք 𝑓,𝑥,𝑦. եւ 𝑔,𝑥,𝑦. բազմանդամների միանդամները ըստ 𝑦-ի աստիճանների եւ ներկայացնենք դրանք 𝑓,𝑥,𝑦.=,𝑎-0.,𝑥.,𝑦-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.,𝑥.∈𝐾,𝑥.,𝑦.  եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=,𝑏-0.,𝑥.,𝑦-𝑚.+…+,𝑏-𝑚.,𝑥.∈𝐾,𝑥...
	6.4.4 Օրինակ. ,ℤ-5.,𝑥,𝑦. օղակում դիտարկենք 𝑓,𝑥,𝑦.=3,𝑥-2.,𝑦-2.+3,𝑥-3.𝑦+4,𝑥-4. եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=𝑥,𝑦-2.+2,𝑥-2.𝑦+2,𝑥-2.+𝑥𝑦 բազմանդամները: Ներկայացնենք դրանք 𝑓,𝑦.=3,𝑥-2.,𝑦-2.+3,𝑥-3.𝑦+4,𝑥-4.∈,ℤ-5.,𝑥.,𝑦. եւ 𝑔,𝑦.=𝑥,𝑦-2.+(2,𝑥-2.+𝑥)...
	6.4.5 Վարժություն. 6.4.1 օրինակում, նախքան 6.4.3 ալգորիթմի կառուցումը, մենք կարողացանք հաշվել 𝑓,𝑥,𝑦.=𝑥𝑦+2𝑦+2𝑥+1 եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=𝑥𝑦+2𝑥 բազմանդամների 𝑥𝑦+2𝑥 ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը միայն ,ℤ-3.,𝑥.,𝑦. էվկլիդյան օղակում: Տեսանք նաեւ,...
	6.4.6 Օրինակ. ℚ,𝑥,𝑦.≅ℚ,𝑥.,𝑦. օղակում դիտարկենք 𝑓,𝑥,𝑦.=𝑥,𝑦-3.+2𝑥,𝑦-2.+,𝑦-2.+2𝑦=𝑥,𝑦-3.+(2𝑥+1),𝑦-2.+2𝑦 եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=3,𝑥-2.,𝑦-2.+,𝑥-2.𝑦+3𝑥𝑦+𝑥=3,𝑥-2.,𝑦-2.+(,𝑥-2.+3𝑥)𝑦+𝑥 բազմանդամները: Ակնհայտորեն cont,𝑓,𝑦..=1 եւ cont,𝑔,𝑦....
	6.4.7 Վարժություն. Քննարկված 6.4.1, 6.4.4 եւ 6.4.6 օրինակներում մենք օգտվեցինք, համապատասխանաբար, ,ℤ-3.,𝑥,𝑦.≅,ℤ-3.,𝑥.,𝑦., ,ℤ-5.,𝑥,𝑦.≅,ℤ-5.,𝑥.,𝑦. եւ ℚ,𝑥,𝑦.≅ℚ,𝑥.,𝑦.  իզոմորֆիզմներից: Ամենամեծ բաժանարարը հաշվել նույն օրինակների բազմանդամնե...
	6.4.8 Վարժություն. Կոմպլեքս թվերի դաշտի վրա տրված երկու փոփոխականների բազմանդամների ℂ,𝑥,𝑦. օղակում գտնել հետեւյալ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը.
	𝑓,𝑥,𝑦.=,9+6𝑖.,𝑥-4.𝑦+3,𝑥-2.,𝑦-2.+,6𝑖−4.,𝑥-3.+2𝑖𝑥𝑦,
	𝑔,𝑥,𝑦.=6𝑖,𝑥-2.,𝑦-2.+3,𝑥-3.𝑦−4𝑥𝑦+2𝑖,𝑥-2.:
	6.4.9 Օրինակ. Եթե 𝑅=ℤ,𝑥., ապա համապատասխան ℤ,𝑥.=Quot,ℤ,𝑥.. քանորդների դաշտը բաղկացած է
	6.4.10 Ալգորիթմ (ℤ[𝒙,𝒚] բազմանդամային օղակում ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման ալգորիթմը). Տրված են 𝑓,𝑥,𝑦.,  𝑔,𝑥,𝑦.∈ℤ[𝑥,𝑦] ոչ զրոյական բազմանդամները: Հաշվել նրանց ,𝑓,𝑥,𝑦.,  𝑔,𝑥,𝑦.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	1. Ըստ ℤ,𝑥,𝑦.≅ℤ,𝑥.,𝑦. իզոմորֆիզմի՝ խմբավորենք 𝑓,𝑥,𝑦. եւ 𝑔,𝑥,𝑦. բազմանդամների միանդամներն ըստ 𝑦-ի աստիճանների եւ ներկայացնենք դրանք 𝑓,𝑥,𝑦.=,𝑎-0.,𝑥.,𝑦-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.,𝑥.∈ℤ,𝑥.,𝑦.  եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=,𝑏-0.,𝑥.,𝑦-𝑚.+…+,𝑏-𝑚.,𝑥.∈ℤ,𝑥.,𝑦....
	6.4.11 Օրինակ. Անդրադառնանք 6.4.6 օրինակում ℚ,𝑥,𝑦.≅ℚ,𝑥.,𝑦. օղակի մեջ վերցված բազմանդամներին: Դրանց գործակիցները, որոնք նաեւ ℤ,𝑥.-ից էին, պարզ տեսք ունեին, եւ ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարները եւ ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկները կարելի էր հա...
	6.4.12 Վարժություն. Օգտվելով 6.4.10 ալգորիթմից՝ հաշվել ℤ,𝑥,𝑦. օղակի հետեւյալ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը.
	6.4.13 Ալգորիթմ (դաշտի կամ ℤ օղակի վրա տրված 𝒏 փոփոխականների բազմանդամային օղակում ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման ալգորիթմը). Տրված են 𝑓=𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..,  𝑔=𝑔,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..∈𝐿[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] ոչ զրոյական բազմանդ...
	1. Համաձայն 𝐿,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..≅𝐿,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛−1..,,𝑥-𝑛.. իզոմորֆիզմի՝ խմբավորենք 𝑓 եւ 𝑔 բազմանդամների միանդամներն ըստ ,𝑥-𝑛.-ի աստիճանների եւ ներկայացնենք դրանք 𝑓=,𝑎-0.,𝑦-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.∈𝐿,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛−1..,,𝑥-𝑛..  եւ 𝑔=,𝑏-0.,𝑦...
	6.4.14 Վարժություն. Օգտվելով 6.4.13 ալգորիթմից՝ հաշվել 𝐿,𝑥,𝑦,𝑧. օղակի հետեւյալ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը.


	7 Բազմանդամների ֆակտորիզացիան եւ արմատները
	7.1 Բազմանդամի ֆակտորիզացիայի խնդիրը
	7.2 Գծային օպերատորներ վերջավոր դաշտի վրա
	7.2.1 Թեորեմ. 𝐾=𝐺𝐹(,𝑝-𝑛.) դաշտի վրա տրված 𝑚 վերջավոր չափողականության ցանկացած  𝑉 գծային տարածության տարրերի քանակն է  ,𝑉.=,,𝐾.-𝑚.=,𝑝-𝑛𝑚.:
	7.2.2 Հետեւանք. ,ℤ-𝑝. դաշտի վրա տրված 𝑚 վերջավոր չափողականության ցանկացած  𝑉 գծային տարածության տարրերի քանակն է ,𝑉.=,𝑝-𝑚.:
	7.2.3 Օրինակ. Վերջավոր դաշտի վրա տրված տարածության կարեւոր օրինակ են նաեւ վերջավոր դաշտերի ընդլայնումները: Ինչպես տեսանք 4.2 պարագրաֆում, դաշտերի 𝐾/𝐿 ընդլայնումը կարելի է մեկնաբանել որպես 𝐿 դաշտի վրա տրված 𝐾 գծային տարածություն: Եթե 𝐾=𝐺𝐹(,𝑝...
	7.2.4 Խնդիր. Ցույց տալ, որ կամայական 𝐾 դաշտի վրա տրված ցանկացած մատրիցի տողային, սյունային եւ մինորային ռանգերն իրար հավասար են: Ցուցում՝  կրկնել ℝ դաշտի վրա տրված մատրիցների համար այդ լեմմայի ապացույցի քայլերը (ռանգի անփոփոխությունը մատրիցի տողեր...
	7.2.5 Օրինակներ. 𝑉=,ℤ-3-3. տարածության մեջ ,𝑣-1.=,2, 1, 0., ,𝑣-2.=, 0, 2, 2., ,𝑣-3.=,0, 2, 1. համակարգը գծորեն անկախ է, քանի որ
	7.2.6 Վարժություն. Գտնել 𝑉=,ℤ-5-4. տարածության հետեւյալ վեկտորների համակարգի մաքսիմալ գծորեն անկախ որեւէ ենթահամակարգ.
	,𝑣-1.=,4, 1, 2, 1, 3., ,𝑣-2.=,2, 1, 0, 1,2., ,𝑣-3.=,0, 2, 1, 1, 3., ,𝑣-4.=,4, 3, 3, 2, 1.:
	7.2.7 Օրինակ. ,ℤ-3. դաշտի վրա լուծենք հետեւյալ համակարգը՝
	7.2.8 Վարժություն. ,ℤ-5. դաշտի վրա լուծել հետեւյալ համակարգը՝
	7.2.9 Դիտողություն. Իրական կամ կոմպլեքս դաշտերի վրա գծային հավասարումների համակարգերի լուծման հիմնական դեպքերը երեքն են. կամ 𝑟=rank 𝐴<rank ,𝐴.  եւ համակարգը լուծումներ չունի, կամ 𝑟=rank 𝐴=rank ,𝐴.=𝑘 եւ համակարգն ունի ճիշտ մեկ լուծում, կամ է...
	7.2.10 Դիտողություն. Քննարկված բոլոր խնդիրներում վերջավոր դաշտերի համար մենք ստանում էինք վերջավոր քանակությամբ վեկտորների կամ լուծումների բազմություններ: Սրանով է պայմանավորված վերջավոր դաշտերի վրա գծային հանրահաշվի մեթոդների կարեւոր ալգորիթմա...

	7.3 Բեռլեկեմպի ալգորիթմը
	7.3.1 Լեմմա. 𝐾=𝐺𝐹(,𝑝-𝑛.) դաշտի ցանկացած 𝑠 տարրի համար ,𝑠-,𝑝-𝑛..=𝑠:
	7.3.2 Լեմմա. Եթե զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ ,𝑝-1.,𝑥.,…,,𝑝-𝑘.,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամների եւ կամայական ,𝑠-1., …,𝑠-𝑘.∈𝐾 տարրերի համար 𝑣,𝑥.∈𝐾[𝑥]  բազմանդամը բավարարում է (7.6) համակարգին, ապա այն բավարարում է նաեւ (7.9) բաղդատմա...
	7.3.3 Լեմմա. Եթե 𝑣,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամը բավարարում է (7.9) բաղդատմանը, ապա ինչ-որ ,𝑠-1., …,𝑠-𝑘.∈𝐾 տարրերի համար 𝑣,𝑥.-ը բավարարում է նաեւ (7.6) համակարգին:
	7.3.4 Օրինակ. (7.9) բաղդատմանը բավարարող բազմանդամներից է 𝑣,𝑥.=1 հաստատուն բազմանդամը, քանի որ ,1-,𝑝-𝑛..−1=0⋮𝑓,𝑥.:  Այդ դեպքում 𝑠=1∈𝐾 տարրի համար ,𝑓,𝑥.,𝑣,𝑥.−𝑠.=,𝑓,𝑥.,1−1.=,𝑓,𝑥.,0.=𝑓,𝑥.: Իսկ ցանկացած այլ 𝑠-ի համար ,𝑓,𝑥.,𝑠−1.=1...
	7.3.5 Դիտողություն. Պարզագույն 𝐾=,ℤ-𝑝. դեպքում ,𝐾.=𝑝 եւ (7.10) արտադրյալը կընդունի հետեւյալ տեսքը՝
	7.3.6 Լեմմա. 𝑣,𝑥.∈𝑉 բազմանդամը բավարարում է (7.9) բաղդատմանը այն եւ միայն այն դեպքում, երբ  ,𝑣,𝑥.∈ker-,𝑄−𝐸..:
	7.3.7 Հետեւանք. (7.9) բաղդատմանը բավարարող 𝑣,𝑥. բազմանդամների բազմությունը 𝑚 չափողականության 𝑉 տարածության 𝑚−𝑟 չափողականության ենթատարածություն է, որտեղ 𝑟=rank (,𝑄-𝑒.−,𝐸-𝑒.):
	7.3.8 Հետեւանք. (7.9) բաղդատմանը բավարարող 𝑣,𝑥. բազմանդամների քանակը ,𝑝-𝑛(𝑚−𝑟). է:
	7.3.9 Հետեւանք. Մեր նշանակումներում (7.5) ֆակտորիզացիայի ,𝑝-1.,𝑥.,…,,𝑝-𝑘.,𝑥. պարզ արտադրիչների քանակն է 𝑘=𝑚−𝑟=𝑚−rank (,𝑄-𝑒.−,𝐸-𝑒.):
	7.3.10 Օրինակ. Վերցնենք 𝐾=,ℤ-7. եւ 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+3,𝑥-2.+2𝑥∈,ℤ-7.[𝑥]: Հեշտ է ստուգել, որ սա քառակուսիներից ազատ բազմանդամ է: ,ℤ-7.[𝑥] տարածության 𝑉 ենթատարածությունն այս դեպքում բաղկացած կլինի ոչ ավել, քան ,deg-𝑓,𝑥..−1=2 աստիճան ունեցող բազ...
	7.3.11 Օրինակ. Օգտագործելով 7.3.10 օրինակի 𝑄−𝐸 մատրիցի արժեքը` ստանում ենք հետեւյալ համակարգը.
	7.3.12 Վարժություն. Կատարել 7.3.10 եւ 7.3.11 օրինակների բոլոր հաշվարկները:
	7.3.13 Լեմմա. 𝑆 մատրիցը չվերասերվող է՝ ,det-𝑆.≠0:
	7.3.14 Ալգորիթմ (վերջավոր դաշտի վրա տրված քառակուսիներից ազատ, նորմավորված բազմանդամի ֆակտորիզացիայի ալգորիթմը). Տրված է 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] քառակուսիներից ազատ, նորմավորված, ոչ զրոյական բազմանդամը, որտեղ 𝐾-ն կամայական վերջավոր դաշտ է: Գտնել ...
	1. Նշանակենք 𝑚=,deg-𝑓,𝑥..:
	7.3.15 Ալգորիթմ (վերջավոր դաշտի վրա տրված բազմանդամի ֆակտորիզացիայի ալգորիթմը). Տրված է 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամը, որտեղ 𝐾-ն կամայական վերջավոր դաշտ է: Գտնել 𝑓,𝑥.-ի ֆակտորիզացիայի պարզ արտադրիչները:
	1. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥.-ի ավագ անդամը:
	7.3.16 Օրինակ. Հետեւյալ օրինակը Բեռլեկեմպի օրիգինալ (Berlekamp, 1967) հոդվածից է: 𝑓,𝑥.=,𝑥-12.+,𝑥-8.+,𝑥-7.+,𝑥-6.+,𝑥-2.+𝑥+1∈,ℤ-2.[𝑥]: Բերենք այն առանց մանրամասների: Այս դեպքում 𝑉 տարածությունը բաղկացած է ,ℤ-2. դաշտի վրա տրված մինչեւ 11-րդ...
	7.3.17 Վարժություն. Կատարել նախորդ օրինակի հաշվարկները:
	7.3.18 Վարժություն. Ֆակտորիզացնել հետեւյալ բազմանդամները ,ℤ-5.[𝑥] օղակում.
	7.3.19 Դիտողություն. Մեր շարադրանքը մի փոքր տարբերվում է Բեռլեկեմպի ալգորիթմի սկզբնական (Berlekamp, 1967) տարբերակից, որը չի օգտագործում 𝑓,𝑥. բազմանդամի վերլուծությունը քառակուսիներից ազատ արտադրիչների: 𝑓,𝑥.-ը կարող է ունենալ մեկից բարձր պատիկ...

	7.4 Ցեսենհաուզի ֆակտորիզացիայի ալգորիթմը
	7.4.1 Օրինակ. 𝑓,𝑥.=12,𝑥-2.+36𝑥+24∈ℤ,𝑥. բազմանդամի ֆակտորիզացիան բաղկացած է հինգ արտադրիչներից 𝑓,𝑥.=12,,𝑥-2.+3𝑥+2.=,2-2.⋅3⋅,𝑥+1.⋅(𝑥+2), որտեղ cont,𝑓,𝑥..=12 բովանդակության համար 𝒞 ցանկի բազմանդամներն են՝ 2,  2,  3 եւ pp,𝑓,𝑥..-ի համար ℱ ...
	7.4.2 Վարժություն. Քանի՞ պարզ արտադրիչից է բաղկացած 7.4.1 օրինակի 𝑓,𝑥. բազմանդամի ֆակտորիզացիան ℚ,𝑥. օղակում:
	7.4.3 Օրինակ. 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+,𝑥-2.+𝑥+1∈ℤ,𝑥. բազմանդամի ֆակտորիզացիան ունի երկու հատ պարզ, իրարից տարբեր արտադրիչներ՝ 𝑓,𝑥.=,𝑥+1.,,𝑥-2.+1.=,𝑝-1.(𝑥),𝑝-2.(𝑥):  Ըստ 𝑝=2 մոդուլի ,𝜑-2. անցումից հետո
	,𝑓-2.,𝑥.=,𝑥-3.+,𝑥-2.+𝑥+1=,𝑥+1.,,𝑥-2.+,1-2..=,𝑥+1.,𝑥+1.,𝑥+1.=,𝑞-1.(𝑥),𝑞-2.(𝑥),𝑞-3.(𝑥),
	7.4.4 Օրինակ. 𝑓,𝑥.=7,𝑥-2.+22 բազմանդամի համար ,𝑓-7.,𝑥.=1, որը 𝑓,𝑥.-ի բաժանարարների մասին այլեւս որեւէ էական ինֆորմացիա չի պարունակում ,𝜑-7. մոդուլյար անցումից հետո:
	7.4.5 Օրինակ. Եթե ,ℤ-7.[𝑥] օղակում տրված է ,𝑓-7.,𝑥.=,𝑥+1.,𝑥+5. բազմանդամը, ապա ℎ,𝑥.=𝑥+1 պարզ արտադրիչի նախապատկեր կարող է լինել ինչպես 𝑥+1, այնպես էլ 𝑥+8 բազմանդամը: Մեզ անհրաժեշտ է մի մեխանիզմ, որով միարժեքորեն կվերականգնվի նրա այն ...
	7.4.6 Լեմմա. Եթե 𝑓,𝑥.∈ℤ,𝑥. ոչ զրոյական բազմանդամն ազատ է քառակուսիներից, եւ 𝑝>2⋅,𝑁-𝑓. պարզ թիվը չի բաժանում 𝑅=res,𝑓,𝑥., ,𝑓-′.,𝑥.. ռեզուլտանտը, ապա ,𝑓-𝑝.,𝑥.=,𝜑-𝑝.,𝑓,𝑥..∈,ℤ-𝑝.,𝑥. բազմանդամը նույնպես ազատ է քառակուսիներից:
	7.4.7 Օրինակ. Վերցնենք 3.4.2 օրինակի 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+4𝑥+3 բազմանդամը: Կամայական 𝑝>4 պարզ թվի համար ,𝑓-𝑝.,𝑥.=,𝑥-2.+4𝑥+3, եւ այն ունի ,𝑓-𝑝.,𝑥.=,𝑥+1.(𝑥+3) ֆակտորիզացիան: Միաժամանակ 𝑝=7 դեպքում այն ունի նաեւ ,𝑓-7.,𝑥.=,4𝑥+4.(2𝑥+6) ֆակտորի...
	7.4.8 Վարժություն. Գտնել նախորդ օրինակի 𝑓,𝑥. բազմանդամի բոլոր ֆակտորիզացիաները ℤ,𝑥. օղակում: Գտնել նրա բոլոր ֆակտորիզացիաները ,ℤ-7.,𝑥. օղակում:
	7.4.9 Վարժություն. «Ավելորդ» սկալյար արտադրիչներից ազատվելու բերված եղանակը կիրառել 7.4.7 օրինակի ֆակտորիզացիաների վրա:
	7.4.10 Ալգորիթմ (ℤ օղակի վրա տրված բազմանդամի ֆակտորիզացիայի ալգորիթմը). Տրված է 𝑓,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամը: Գտնել 𝑓,𝑥.-ի ֆակտորիզացիայի պարզ արտադրիչները:
	1. 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար ℤ օղակում Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրա cont,𝑓,𝑥.. բովանդակությունը: Ընդ որում, նշանն ընտրենք այնպես, որ 𝑓,𝑥./ cont,𝑓,𝑥..=pp,𝑓,𝑥.. հարաբերության ավագ գործակիցը դրական լինի:
	7.4.11 Դիտողություն. Հասկանալի է, որ 7.3.14,  7.3.15 եւ 7.4.10 ալգորիթմները լրացնում են միմյանց, ու կարելի է, ասենք, 7.3.14 եւ 7.4.10 ալգորիթմները միավորված տեսքով ներկայացնել՝ որպես ℤ,𝑥.-ում ֆակտորիզացիայի ալգորիթմ:
	7.4.12 Օրինակ. Եթե 7.4.10 ալգորիթմի 12–24 քայլերը կիրառենք  7.4.3 օրինակի 𝑓,𝑥. եւ ,𝑓-2.,𝑥. բազմանդամների համար, ապա 𝒫 ցանկը սկզբում բաղկացած կլինի երեք հատ ,𝑞-1.,𝑥.=,𝑞-2.,𝑥.=,𝑞-3.,𝑥.=𝑥+1 բազմանդամներից: Վերցնենք 𝑛=1: Քանի որ 𝑓,𝑥. եւ ,...
	7.4.13 Օրինակ. Ենթադրենք տրված է 𝑓,𝑥.=15,𝑥-4.+45,𝑥-3.+75,𝑥-2.+30𝑥 բազմանդամը: Նախ, ներկայացնենք այն 𝑓,𝑥.=cont,𝑓,𝑥..pp,𝑓,𝑥..=15,,𝑥-4.+3,𝑥-3.+5,𝑥-2.+2𝑥. տեսքով: cont,𝑓,𝑥..=15 բովանդակության համար 𝒞 ցանկի պարզ արտադրիչներն ե...
	7.4.14 Վարժություններ. ℤ[𝑥] օղակում ֆակտորիզացնել բազմանդամները.
	7.4.15 Դիտողություն. 7.4.10 ալգորիթմը 7.3.14 ալգորիթմի հետ միասին երբեմն անվանում են Ցեսենհաուզ-Բեռլեկեմպի ալգորիթմ: Դա ֆակտորիզացիայի շատ արագ ալգորիթմ է, ինչը նշում է նաեւ Կնուտը (Knuth, 1969): Ալգորիթմի գնահատականներ կարելի է գտնել նաեւ ֆոն ...
	7.4.16 Օրինակ. Ցույց տանք, որ 𝑓,𝑥.=,𝑥-4.+1∈ℤ,𝑥. պարզ բազմանդամը ունի նշված հատկությունը: Եթե 𝑝=2, ապա ,𝑓-2.,𝑥.=,𝑥-4.+1=,𝑥-4.+,1-4.=,,𝑥+1.-4.:  Մնացած պարզ թվերի դեպքերը քննարկենք՝ օգտվելով պարզ թվի 𝑝=8𝑘+𝑖 ներկայացումից, ընդ որում, 𝑖=...
	7.4.17 Դիտողություն. Ինչպես տեսանք բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի ուսումնասիրության ընթացքում, 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ,𝑥. բազմանդամների համար միշտ գոյություն ունի այնպիսի 𝑝 պարզ թիվ, որ ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը...

	7.5 Ֆակտորիզացիան ռացիոնալ գործակիցներով
	7.5.1 Օրինակ. Ինչպես տեսանք 7.4.1 օրինակում, 𝑓,𝑥.=12,𝑥-2.+36𝑥+24 բազմանդամի ֆակտորիզացիան ℤ,𝑥. օղակում ունի հինգ պարզ արտադրիչ՝ 𝑓,𝑥.=12,,𝑥-2.+3𝑥+2.=,2-2.⋅3⋅,𝑥+1.⋅(𝑥+2): Իսկ ℚ[𝑥] օղակում նույն բազմանդամը դիտարկելիս ստանում ենք միայն երկու...
	7.5.2 Ալգորիթմ (ℚ դաշտի վրա տրված բազմանդամի ֆակտորիզացիայի ալգորիթմը). Տրված է 𝑓,𝑥.∈ℚ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամը: Գտնել 𝑓,𝑥.-ի ֆակտորիզացիայի պարզ արտադրիչները:
	1. 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար ℤ օղակում Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրա գործակիցների հայտարարների ամենափոքր ընդհանուր 𝑣 բազմապատիկը:
	7.5.3 Վարժություններ. Ֆակտորիզացնել ℚ[𝑥]-ի հետեւյալ բազմանդամները.
	7.5.4 Թեորեմ (Էյզենշտեյնի հայտանիշը). Ենթադրենք տրված է դրական աստիճանի 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.∈ℤ,𝑥. բազմանդամը եւ մի այնպիսի 𝑝 պարզ թիվ, որ 𝑝∤,𝑎-0.,  𝑝|,𝑎-𝑖., երբ  𝑖=1,…,𝑛 եւ ,𝑝-2.∤,𝑎-𝑛.: Այդ դեպքում 𝑓,𝑥.-ը պարզ բազմանդամ է ℚ[...
	7.5.5 Օրինակ. Որեւէ 𝑝 պարզ թվի համար վերցնենք
	𝑓,𝑥.=,𝑥-𝑛.+𝑝,𝑥-𝑛−1.+𝑝,𝑥-𝑛−2.+…+𝑝𝑥+𝑏
	7.5.6 Հետեւանք. Ցանկացած 𝑛 բնական թվի համար ℤ[𝑥] եւ ℚ[𝑥] օղակներում գոյություն ունի 𝑛-րդ աստիճանի չբերվող բազմանդամ:
	7.5.7 Թեորեմ (Արթինի թեորեմը). Եթե 𝐹-ը 𝐾 դաշտի վերջավոր ընդլայնում է, ապա 𝐹 դաշտում 𝐾 ենթադաշտի պրիմիտիվ տարր գոյություն ունի այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝐹 դաշտում 𝐾-ն պարունակող ենթադաշտերի քանակը վերջավոր է:
	7.5.8 Հետեւանք. Ցանկացած 𝑛 բնական թվի եւ 𝐾 վերջավոր դաշտի համար 𝐾[𝑥] օղակում գոյություն ունի 𝑛-րդ աստիճանի չբերվող բազմանդամ:
	7.5.9 Թեորեմ. Ենթադրենք տրված է 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.∈ ℤ[𝑥] բազմանդամը, ընդ որում, նրա ,𝑎-0. ավագ եւ ,𝑎-𝑛. ազատ անդամները ոչ զրոյական են: Եթե 𝑓,𝑥.-ի ,𝑥-0. ռացիոնալ արմատը ներկայացված է ,𝑥-0.=,𝑢-𝑣. անկրճատելի կոտորակի տեսքով (𝑢∈ℤ ե...
	7.5.10 Օրինակ. Դիտարկենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+,7-2.,𝑥-2.+3𝑥 բազմանդամը: Կոտորակային գործակցից խուսափելու համար անցնենք 𝑓,𝑥.=2⋅𝑓,𝑥.=2,𝑥-3.+7,𝑥-2.+6𝑥 բազմանդամին: Ազատ անդամը զրոյական է: Ուստի 0-ն ներմուծենք արմատների ցանկի մեջ եւ անցնենք 𝑓,𝑥.=...
	7.5.11 Խնդիր. Դուրս գրել ℤ[𝑥] օղակի կամայական բազմանդամի արմատների հաշվման ալգորիթմը՝ հենվելով Ցեսենհաուզ-Բեռլեկեմպի ալգորիթմի ֆակտորիզացիայի վրա: Ալգորիթմի անալոգը ստանալ ℚ[𝑥] օղակի համար:
	7.5.12 Խնդիր. Դուրս գրել ℤ[𝑥] օղակի կամայական բազմանդամի արմատների հաշվման ալգորիթմը՝ օգտվելով ռացիոնալ արմատների մասին թեորեմից: Ալգորիթմի անալոգը ստանալ ℚ[𝑥] օղակի համար:
	7.5.13 Խնդիր. Դուրս գրել 𝐾 վերջավոր դաշտի վրա տրված 𝐾[𝑥] օղակի կամայական բազմանդամի արմատների հաշվման ալգորիթմը՝ օգտվելով 𝐾-ի վերջավորությունից:

	7.6 Գալուայի խումբը, իրական եւ կոմպլեքս ֆակտորիզացիան
	7.6.1 Դիտողություն. 4.2 պարագրաֆում մենք մանրամասնորեն շարադրեցինք դաշտերի ընդլայնումների եւ հանրահաշվական փակույթի կառուցման տեսությունը: Դա անհրաժեշտ էր 4-րդ գլխի 4.4 եւ 4.5 պարագրաֆների ալգորիթմների, 7-րդ գլխի 7.3 եւ 7.4 պարագրաֆների ալգորիթմներ...
	որտեղ 𝑛=,deg-𝑓(𝑥)., իսկ ,𝑎-0.-ն 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցն է: Տարրեր ավելացնելու պրոցեսը կարող ենք իրականացնել 4.2.31 թեորեմի օգնությամբ. 𝐾-ի ,𝐾. հանրահաշվական փակույթը պարունակում է 𝑓,𝑥.-ի բոլոր արմատները: Սակայն 𝐹=,𝐾. դաշտը խրթին կառ...
	7.6.2 Սահմանում. Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված է 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.∈𝐾[𝑥] դրական աստիճանի բազմանդամը: Այդ դեպքում 𝐾-ի 𝐹 ընդլայնումը կոչվում է 𝐾 դաշտի վրա 𝑓,𝑥. բազմանդամի վերլուծության դաշտ, եթե գոյություն ունեն այնպիսի ,𝑥-1.,…,,𝑥...
	7.6.3 Վարժություններ. Օգտվելով 4.2.15 օրինակից՝ գտնել ℚ-ի վրա 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−2 եւ 𝑓,𝑥.=𝑥−3 բազմանդամների վերլուծության դաշտերը: Օգտվելով 4.2.16 խընդրից, գտնել ℝ-ի վրա 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+1 բազմանդամի վերլուծության դաշտը:
	7.6.4 Վարժություն. Ստուգել, որ Aut(𝐹)-ը իսկապես խումբ է արտապատկերումների արտադրյալի գործողության նկատմամբ: Ո՞ր իզոմորֆիզմը կլինի այդ խմբի միավորը:
	7.6.5 Վարժություններ. Ստուգել, որ Aut(𝐹/𝐾)-ը խումբ է արտապատկերումների արտադրյալի գործողության նկատմամբ, եւ որ այն Aut(𝐹)-ի ենթախումբ է:
	7.6.6 Սահմանում. Ենթադրենք տրված է դաշտերի 𝐹/𝐾 ընդլայնումը: Այդ դեպքում Aut(𝐹/𝐾) խումբը կոչվում է 𝐾 դաշտի վրա 𝐹 ընդլայնման Գալուայի խումբ: Այն նշանակվում է Gal(𝐹/𝐾):
	7.6.7 Սահմանում. Ենթադրենք տրված է 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամը եւ 𝐾-ի վրա  𝑓,𝑥.-ի վերլուծության 𝐹 դաշտը: Այդ դեպքում Gal(𝐹/𝐾)=Aut(𝐹/𝐾) խումբը կոչվում է  𝐾 դաշտի վրա 𝑓,𝑥. բազմանդամի Գալուայի խումբ:
	7.6.8  Օրինակ. Եթե 𝐾=ℚ եւ 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−4𝑥+1∈ℚ[𝑥], ապա 𝑓,𝑥.-ի արմատներն են ,𝑥-1  .=2+,3. եւ ,𝑥-2 .=2−,3.: Եթե վերցնենք 𝐴,,𝑥-1.,,𝑥-2..=,𝑥-1.⋅,𝑥-2.∈ℚ[,𝑥-1.,,𝑥-2.] եւ 𝐵,,𝑥-1.,,𝑥-2..=1∈ℚ[,𝑥-1.,,𝑥-2.], ապա նշված արմատները բավարարում են ...
	7.6.9 Վարժություն. Ցույց տալ, որ այդ նույն օրինաչափությունը նախորդ օրինակի բազմանդամի արմատների եւ 𝜃 տեղադրության համար կատարվում է նաեւ  ,𝑥-1.+,𝑥-2.=4 հավասարման դեպքում:
	7.6.10 Օրինակ. Հաշվենք 7.6.8 օրինակի 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−4𝑥+1∈ℚ[𝑥] բազմանդամի Gal(𝐹/ℚ) Գալուայի խումբը: Քանի որ նրա ,𝑥-1.,,𝑥-2. արմատներից ոչ մեկը ℚ-ին չի պատկանում, 𝐹 ընդլայնումը խիստ մեծ է ℚ-ից: 𝐹-ը ստացվում է ℚ-ին 2+,3. եւ 2−,3. տարրերը միացնելով...
	7.6.11 Սահմանում. 𝐾 դաշտի 𝐹 ընդլայնումը կոչվում է ռադիկալ ընդլայնում, եթե գոյություն ունեն այնպիսի ,𝑥-1.,…,,𝑥-𝑛.∈𝐹 տարրեր եւ ,𝑘-1.,…,,𝑘-𝑛.∈ℤ թվեր, որոնց համար`
	1) 𝐹=𝐾,,𝑥-1.,…,,𝑥-𝑛.. եւ
	2) ,𝑥-1-,𝑘-1..∈𝐾, ,𝑥-𝑖-,𝑘-𝑖..∈𝐾,,𝑥-1.,…,,𝑥-𝑖−1.. երբ 𝑖=2,…,𝑛:
	7.6.12 Սահմանում. 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամի համար կասենք, որ նրա արմատները հնարավոր է հաշվել ռադիկալներով (կամ որ 𝑓,𝑥.=0 հավասարումը կարելի է լուծել ռադիկալներով), եթե գոյություն ունի այնպիսի մի 𝐹/𝐾 ռադիկալ ընդլայնում, որ 𝐹-ը պարունակում է 𝑓,...
	7.6.13 Վարժություն. Ցույց տալ, որ եթե 𝐺 խումբն աբելյան է, ապա ,𝐺-′.=1, այսինքն՝ կոմուտատորը բաղկացած է միայն տրիվիալ տարրից:
	7.6.14 Վարժություն. Ստուգել, որ կամայական 𝐺 խմբի ,𝐺-′. կոմուտատորը նորմալ ենթախումբ է, այսինքն, ցանկացած  𝑎∈,𝐺-′. եւ 𝑔∈𝐺 տարրերի համար ,𝑔-−1.𝑎 𝑔∈𝐺′:
	7.6.15 Վարժություն. Ստուգել, որ ,𝑆-2-′.=,𝐴-3-′.=1: Ցույց տալ, որ ,𝐴-4-′. խումբը բաղկացած է չորս տարրերից:
	7.6.16 Խնդիր. Օգտվելով վերը ցիտված գրականությունից՝ ցույց տալ, որ ,𝐴-5-′.=,𝐴-5. եւ ,𝑆-5-′.=,𝐴-5.: Ցուցում՝ տես նաեւ 7.6.23 օրինակին նախորդող քննարկումը:
	7.6.17 Սահմանում. 𝐺-ն կոչվում է լուծելի խումբ, եթե որեւէ 𝑘-ի համար ,𝐺-,𝑘..=1: Այդ դեպքում 𝐺-ի լուծելիության երկարություն (կամ լուծելիության աստիճան) է կոչվում այն մինիմալ 𝑘-ն, որի համար տեղի ունի ,𝐺-,𝑘..=1:
	7.6.18 Խնդիր. Օգտվելով վերը ցիտված գրականությունից եւ նախորդ խնդիրներից՝ ցույց տալ, որ ,𝑆-3-′.=,𝐴-3.≠1, բայց ,𝑆-3-′′.=,𝐴-3-′.=1: Նաեւ  ,𝑆-4-′′.=,𝐴-4-′.≠1, բայց ,𝑆-4-(3).=,𝐴-4-′′.=1: Իսկ, մյուս կողմից, ,𝑆-5-′.=,𝐴-5.≠1 եւ կամայական բնական  ...
	7.6.19 Թեորեմ. Եթե 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամը տրված է զրոյական բնութագրիչի 𝐾 դաշտի վրա, ապա նրա արմատները հնարավոր է հաշվել ռադիկալներով այն եւ միայն այն դեպքում, երբ նրա Gal(𝐹/𝐾) Գալուայի խումբը լուծելի է:
	Այս թեորեմը բացատրում է նաեւ «լուծելի խումբ» տերմինի ծագումը. 𝑓,𝑥.=0 հավասարումը կարելի է լուծել ռադիկալներով այն եւ միայն այն դեպքում, երբ Gal(𝐹/𝐾) Գալուայի խումբը լուծելի է:
	7.6.20 Օրինակ. Ինչպես տեսանք 7.6.10 օրինակում, ,𝑥-2.−4𝑥+1 քառակուսի եռանդամի Գալուայի խումբն է Gal,ℚ,,3../ℚ.≅,ℤ-2.: Այն լուծելի է՝ ,ℤ-2-′.=0 (միավոր ենթախումբը նշանակում ենք ոչ թե 1, այլ 0, քանի որ խումբն ադիտիվ է): Ըստ 7.6.19 թեորեմի` նրա ար...
	7.6.21 Օրինակ. Ավելի հետաքրքիր եւ շատ ավելի ոչ տրիվիալ եզրակացություն կարելի է անել 7.6.18 խնդրի օգնությամբ: Ենթադրենք 𝑓,𝑥.∈ℚ[𝑥] բազմանդամի աստիճանը 𝑛 է, որտեղ 𝑛∈{1, 2, 3, 4}:  Այդ դեպքում 𝑓,𝑥.-ն ունի 𝑛 հատ արմատ (հաշվի առնելով պատիկ արմատ...
	7.6.22 Թեորեմ. Ենթադրենք 𝐾-ն կամայական դաշտ է, իսկ 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] դրական աստիճանի բազմանդամի պարզ արտադրիչներից ոչ մեկը չունի պատիկ արմատներ 𝑓,𝑥.-ի վերլուծության 𝐹 դաշտում: Այդ դեպքում Gal(𝐹/𝐾) Գալուայի խմբի կարգը հավասար է 𝐹/𝐾 ընդլայնման ա...
	7.6.23 Օրինակ. 𝑓,𝑥.=,𝑥-5.−4𝑥+2 բազմանդամի Gal(𝐹/ℚ) Գալուայի խումբը համընկնում է ,𝑆-5. սիմետրիկ խմբին, քանի որ Gal(𝐹/ℚ)-ը պարունակում է թե 5 երկարության եւ թե 2 երկարության ցիկլեր, որոնք ծնում են ,𝑆-5. խումբը: ,𝑆-5.-ը լուծելի խումբ չէ, քա...
	7.6.24 Թեորեմ. Ենթադրենք տրված է կամայական 𝑓,𝑥.∈ℚ[𝑥] պարզ բազմանդամ: Եթե այն ունի ճիշտ երեք հատ իրական արմատ, ապա 𝑓,𝑥.-ի արմատները ℚ-ի վրա հնարավոր չէ հաշվել  ռադիկալներով:
	7.6.25 Օրինակ. ℎ,𝑥.=𝑥,,𝑥-2.−4.,,𝑥-2.+4.=,𝑥-5.−16𝑥 բազմանդամի երեք իրական արմատներն են 0, 2, −2: Հասկանալի է, որ ℎ,𝑥.-ի գրաֆիկը երեք անգամ հատում է 𝑂𝑥 առանցքը, ընդ որում, ունի մեկ լոկալ մաքսիմումի եւ մեկ լոկալ մինիմումի կետեր, որոնք  (−2, ...
	7.6.26 Օրինակ. Կրկին դիտարկենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-5.−4𝑥+2 բազմանդամը: Արդեն գիտենք, որ այն ունի զույգ առ զույգ տարբեր {,𝑥-1., , 𝑥-2.,  ,𝑥-3., , 𝑧-1.,  ,𝑧-2.} արմատները, որոնցից իրական են միայն առաջին երեք հատը, ընդ որում, , 𝑧-1.,  ,𝑧-2. արմատները իր...
	𝐴,,𝑥-1., ,𝑥-2., ,𝑥-3.,,𝑧-1., ,𝑧-2..=,0𝑥-1.+0,𝑥-2.+0,𝑥-3.+,𝑧-1.+,𝑧-2.=,𝑧-1.+,𝑧-2.∈ℚ,,𝑥-1., ,𝑥-2., ,𝑥-3.,,𝑧-1., ,𝑧-2..,
	𝐵,,𝑥-1., ,𝑥-2., ,𝑥-3.,,𝑧-1., ,𝑧-2..=2𝑟∈ℚ[,𝑥-1., ,𝑥-2., ,𝑥-3.,,𝑧-1., ,𝑧-2.]
	բազմանդամները ու կազմենք  ,𝑧-1.+,𝑧-2.=2𝑟 հանրահաշվական հավասարումը: Պարզ է, որ {,𝑥-1., , 𝑥-2.,  ,𝑥-3., , 𝑧-1.,  ,𝑧-2.} արմատները բավարարում են դրան: Մյուս կողմից, եթե այդ հավասարման վրա կիրառենք
	7.6.27 Թեորեմ. Կամայական 𝑓,𝑥.∈ℂ[𝑥] բազմանդամ ունի միակ
	ֆակտորիզացիան, որտեղ ,𝑎-0. հակադարձելի տարրը 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցն է, իսկ 𝑥−,𝑥-𝑖. պարզ արտադրիչները ստացվում են ըստ 𝑓,𝑥.-ի բոլոր ,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛. արմատների, 𝑖=1,…,𝑛:
	7.6.28 Թեորեմ. Կամայական 𝑓,𝑥.∈ℝ[𝑥] բազմանդամ ունի միակ
	ֆակտորիզացիան, որտեղ ,𝑎-0. հակադարձելի տարրը 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցն է, 𝑥−,𝑥-𝑖. պարզ արտադրիչները ստացվում են ըստ 𝑓,𝑥.-ի բոլոր ,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑘. իրական արմատների, 𝑖=1,…,𝑘, իսկ ,𝑥-2.+,𝑏-𝑚.𝑥+,𝑐-𝑚. պարզ արտադրիչները ստացվում են ըստ 𝑓,𝑥....
	7.6.29 Դիտողություն. ℂ[𝑥] օղակում պարզ են միայն գծային բազմանդամները, իսկ ℝ[𝑥]-ում պարզ են գծային բազմանդամները եւ այն քառակուսի բազմանդամները, որոնց դիսկրիմինանտը բացասական է (այսինքն՝ նրանք, որոնք ունեն ճիշտ երկու կեղծ, ոչ իրական արմատ): Հետաքրքիր...
	7.6.30 Դիտողություն. Հետաքրքիր է նաեւ համեմատել բազմանդամի ֆակտորիզացիայի խնդիրը բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման խնդրի հետ: Չնայած երկու խնդիրներն էլ հանգում են բազմանդամի բաժանարարների հաշվմանը, բայց ամենամեծ ընդհանուր բա...
	7.6.31 Օրինակ. Նյուտոնի մեթոդը որպես մոտարկման «գործիք» օգտագործում է 𝑓,𝑥. բազմանդամի գրաֆիկի շոշափողը: Կամայական ,𝑥-0. թվի համար 𝑓′,,𝑥-0.. ածանցյալը ,,𝑥-0.,𝑓,,𝑥-0... կետում 𝑓,𝑥.-ի գրաֆիկին տարված շոշափողի եւ 𝑂𝑥 առանցքի կազմած անկյան սի...
	,𝑥-1.=,𝑥-0.−𝑓,,𝑥-0../𝑓′,,𝑥-0..:
	Քանի որ 𝑓,𝑥.-ի վարքագիծը ,𝑥-0. կետի շրջակայքում «նման» է շոշափողի վարքագծին, հնարավոր է, որ ,𝑥-1. կետում 𝑓,𝑥.-ի արժեքն ավելի է մոտ 0-ին, քան ,𝑥-0. կետում: Քայլերը ինդուկցիայով կրկնելով՝ հաշվենք
	,𝑥-𝑘.=,𝑥-𝑘−1.−𝑓,,𝑥-𝑘−1../𝑓′,,𝑥-𝑘−1..
	արժեքը: Հաճախ այս ,𝑥-𝑘. հաջորդականությունը զուգամիտում է 𝑓,𝑥.-ի որեւէ արմատի, եւ դա թույլ է տալիս գտնել 𝑓,𝑥.-ի մոտավոր ֆակտորիզացիան:


	8 Գրյոբների բազաներ
	8.1 Իդեալի ծնիչ բազմությունները եւ Գրյոբների բազաները
	8.1.1 Դիտողություն. Թե ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման էվկլիդեսի ալգորիթմը եւ թե փոփոխականների արտաքսման մեթոդով գծային հավասարումների համակարգի լուծումը հանգում են 𝐾[,𝑥-1.,…,,𝑥-𝑛.] օղակում տրված 𝐼 իդեալի համար «ավելի լավ» ծնիչների բ...

	8.2 Մոնոմիալ կարգավորվածություն
	8.2.1 Օրինակ. Եթե 𝛼=(3, 2, 4), ապա ,𝑥-𝛼.=,𝑥-1-3.,𝑥-2-2.,𝑥-3-4.: Իսկ եթե 𝛽=(1, 0, 2), ապա ,𝑥-𝛽.=,𝑥-1-1.,𝑥-2-0.,𝑥-3-2.=,𝑥-1.,𝑥-3-2., այսինքն՝ աստիճանային վեկտորի գրության մեջ կարող են մասնակցել եւ զրոյական կոորդինատներ, որոնց համապատասխան...
	8.2.2 Վարժություններ. Հաշվել ,deg-,𝑥-𝑖.. (𝑖=1, 2, 3), deg եւ multideg աստիճանները (8.9) մոնոմիալներից յուրաքանչյուրի համար:
	8.2.3 Վարժություն. Ցույց տալ, որ կամայական ,𝑥-𝛼. եւ ,𝑥-𝛽. մոնոմիալների համար ,multideg-,𝑥-𝛼..=,multideg-,𝑥-𝛽.. հավասարությունից բխում է ,deg-,𝑥-𝑖..,𝑥-𝛼.=,deg-,𝑥-𝑖..,𝑥-𝛽. հավասարությունը ըստ ցանկացած ,𝑥-𝑖. փոփոխականի: Իսկ դրանց հա...
	8.2.4 Սահմանում. ,ℕ-0-𝑛. բազմության վրա տրված < հարաբերությունը կոչվում է մոնոմիալ կարգավորվածություն (մոնոմիալ կարգի հարաբերություն), եթե
	8.2.5 Վարժություն. Ցույց տալ, որ սահմանման M.1 կետում հիշատակված նվազագույն տարրը միակն է:
	8.2.6 Օրինակ. Մոնոմիալ կարգավորվածության ամենապարզ օրինակը տրված է մեկ փոփոխականի մոնոմիալների վրա (8.8) բանաձեւերով: ,𝑥-𝑖. տեսքի աստիճանները (𝑖=0, 1, 2, …) լիովին կարգավորված են եւ, եթե ,𝑥-𝑖.<,𝑥-𝑗., ապա նաեւ ,𝑥-𝑖+𝑘.<,𝑥-𝑗+𝑘.:
	8.2.7 Վարժություն. Նախորդ օրինակի մոնոմիալների կարգավորվածությանը ինչպիսի՞ կարգավորվածություն է համապատասխանում ,ℕ-0-1. բազմության վրա:
	8.2.8 Սահմանում. ,ℕ-0-𝑛. բազմության 𝛼, 𝛽 աստիճանային վեկտորների համար սահմանենք 𝛼,<-𝑙𝑒𝑥.𝛽, եթե 𝛼−𝛽 վեկտորական տարբերության առաջին ոչ զրոյական կոորդինատը բացասական է (աստիճանային վեկտորների տարբերությունը հասկացվում է կոորդինատ-առ-կոորդի...
	8.2.9 Օրինակ. 𝐾[,𝑥-1.,,𝑥-2., ,𝑥-3.] օղակի համար աստիճանային վեկտորների բազմությունը կլինի ,ℕ-0-3.: Ուստի (8.9) մոնոմիալների աստիճանային վեկտորները կլինեն (1, 2, 1), (1, 1, 1), (0, 0, 2), (1, 2, 0), (3, 0, 0), (0, 2, 1): Դասավորենք դրանք ըստ 𝑙...
	(3, 0, 0),>-𝑙𝑒𝑥.(1, 2, 1),>-𝑙𝑒𝑥.(1, 2, 0),>-𝑙𝑒𝑥.(1, 1, 1),>-𝑙𝑒𝑥.(0, 2, 1),>-𝑙𝑒𝑥.(0, 0, 2):
	Ըստ այդմ՝ ,𝑥-1-3.,>-𝑙𝑒𝑥.,,𝑥-1.𝑥-2-2.,𝑥-3.,>-𝑙𝑒𝑥.,,𝑥-1.𝑥-2-2.,>-𝑙𝑒𝑥.,𝑥-1.,𝑥-2.,𝑥-3.,>-𝑙𝑒𝑥.,𝑥-2-2.,𝑥-3.,>-𝑙𝑒𝑥.,𝑥-3-2.: Բառարանի տերմիններով սա կարելի է հասկանալ այսպես. եթե համապատասխանեցնենք ,𝑥-1.-ին «ա» տառը, ,𝑥-2.-ին «բ...
	8.2.10 Խնդիր. Ցույց տալ, որ 𝑙𝑒𝑥-ը մոնոմիալ կարգավորվածություն է: Ցուցում՝  եթե 𝛼,<-𝑙𝑒𝑥.𝛽, ապա 𝛼+𝛾,<-𝑙𝑒𝑥.𝛽+𝛾, քանի որ, 𝛾-ի կոորդինատները հերթով 𝛼-ի եւ 𝛽-ի կոորդինատներին ավելացնելով, մենք չենք փոխում տարբերության ամենաառաջին ոչ զրո...
	8.2.11 Սահմանում. ,ℕ-0-𝑛. բազմության 𝛼, 𝛽 աստիճանային վեկտորների համար սահմանենք 𝛼,<-𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥.𝛽, եթե ,𝛼.<,𝛽. կամ ,𝛼.=,𝛽. եւ 𝛼,<-𝑙𝑒𝑥.𝛽: Համապատասխան մոնոմիալների համար սահմանենք ,𝑥-𝛼.,<-𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥.,𝑥-𝛽., երբ 𝛼,<-𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥.𝛽: Ա...
	8.2.12 Վարժություն. (8.9) մոնոմիալները դասավորել ըստ 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածության՝ նվազման կարգով:
	8.2.13 Խնդիր. Ցույց տալ, որ 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥-ը մոնոմիալ կարգավորվածություն է: Ցուցում՝  օգտվել 8.2.10 խնդրի ցուցումից:
	8.2.14 Սահմանում. ,ℕ-0-𝑛. բազմության 𝛼, 𝛽 աստիճանային վեկտորների համար սահմանենք 𝛼,<-𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥.𝛽, եթե ,𝛼.<,𝛽. կամ ,𝛼.=,𝛽. եւ 𝛼,>-𝑙𝑒𝑥.𝛽: Համապատասխան մոնոմիալների համար սահմանենք ,𝑥-𝛼.,<-𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥.,𝑥-𝛽., երբ 𝛼,<-𝑔𝑟𝑒𝑣...
	8.2.15 Վարժություն. (8.9) մոնոմիալները դասավորել ըստ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥-ի՝ նվազման կարգով:
	8.2.16 Վարժություն. 8.2.9 օրինակում բերված բառերը դասավորել ըստ 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥-ի, ապա ըստ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥-ի՝ նվազման կարգով:
	8.2.17 Խնդիր. Ցույց տալ, որ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥-ը մոնոմիալ կարգավորվածություն է: Ցուցում՝  օգտվել 8.2.10 խնդրի ցուցումից:
	8.2.18 Խնդիր. Ապացուցել, որ 𝑙𝑒𝑥-ի հակադարձը լիովին կարգավորվածություն չէ: Ցուցում՝ գտնել իրարից տարբեր աստիճանային վեկտորների նվազող անվերջ հաջորդականություն:
	8.2.19 Օրինակ. Ենթադրենք մեզ տրված է 𝑓=,7𝑦-5.−3𝑥𝑦+2𝑥+,𝑦-2.,𝑧-3.+2𝑦𝑧+3∈𝐾[𝑥,𝑦,𝑧] բազմանդամը: Ըստ 𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածության՝ 𝑓=−3𝑥𝑦+2𝑥+,7𝑦-5.+,𝑦-2.,𝑧-3.+2𝑦𝑧+3: Առաջին տեղում է −3𝑥𝑦 միանդամը, քանի որ 𝑥𝑦=,𝑥-1.,𝑦-1.,𝑧-0.>,𝑥-1.,...
	8.2.20 Սահմանում. Ենթադրենք սահմանված է 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի (եւ ,ℕ-0-𝑛. բազմության) որեւէ < մոնոմիալ կարգավորվածություն: Այդ դեպքում 𝑓=,𝛼∈𝑆-,𝑎-𝛼.,𝑥-𝛼.. ոչ զրոյական բազմանդամի՝ ըստ տվյալ կարգավորվածության ավագ մոնոմիա...
	8.2.21 Վարժություն. 8.2.19 օրինակի բազմանդամի համար նշել  lm𝑓, lt𝑓, lc𝑓 եւ ,multideg-𝑓. արժեքներն ըստ 𝑙𝑒𝑥, 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 եւ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունների:
	8.2.22 Վարժություն. 𝑓-ով նշանակել (8.9) մոնոմիալների գումարը եւ դրա համար հաշվել lm𝑓, lt𝑓, lc𝑓 եւ ,multideg-𝑓. արժեքներն ըստ 𝑙𝑒𝑥, 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 եւ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունների:
	8.2.23 Վարժություն. Բերել 𝑓 բազմանդամի օրինակ, որի միանդամի դասավորությունը միեւնույնն է 𝑙𝑒𝑥, 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 եւ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունների դեպքում: Մասնավորապես, lm𝑓, lt𝑓, lc𝑓 արժեքները անկախ կլինեն դրանց ընտրությունից:
	8.2.24 Խնդիր. Տրված են 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի կամայական 𝑓, 𝑔 ոչ զրոյական բազմանդամները, իսկ  𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.]-ի վրա սահմանված է որեւէ մոնոմիալ կարգավորվածություն: Այդ դեպքում.
	1) Տեղի ունի  multideg,𝑓⋅𝑔.=multideg 𝑓+multideg 𝑔 հավասարությունը: Ցուցում՝  ինչպե՞ս են իրար հետ բազմապատկվում 𝑓, 𝑔 բազմանդամների ավագ անդամները:
	2) Եթե 𝑓≠−𝑔, ապա multideg,𝑓+𝑔.≤,max-,multideg 𝑓,multideg 𝑔..: Ցուցում՝  ինչի՞ հավասար կլինի 𝑓+𝑔 գումարի ավագ անդամը: 𝑓≠−𝑔 պայմանը բերված է, որպեսզի խուսափենք 𝑓+𝑔=0 դեպքից:
	3) Եթե ,multideg-𝑓.≠,multideg-𝑔., ապա multideg,𝑓+𝑔.=,max-,multideg 𝑓,multideg 𝑔..:

	8.3 Դիքսոնի լեմման մոնոմիալ իդեալներում
	8.3.1 Սահմանում. 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակի 𝐼 իդեալը կոչվում է մոնոմիալ իդեալ, եթե այն ծնվում է մոնոմիալների որեւէ բազմությամբ. գոյություն ունի ,ℕ-0-𝑛.-ի այնպիսի մի 𝐴 ենթաբազմություն, որ 𝐼=,,𝑥-𝛼. | 𝛼∈𝐴.:
	8.3.2 Օրինակ. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում վերցնենք 𝐼=,𝑥-1.𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] գլխավոր իդեալը: Ակնհայտորեն այն բաղկացած է զրոյական բազմանդամից եւ այնպիսի բազմանդամներից, որոնց բոլոր միանդամներում ոչ զրոյական աստիճանով մասնակցում է ,𝑥-1.-ը...
	8.3.3 Օրինակ. 𝐾[,𝑥-1.,,𝑥-2.] օղակում վերցնենք 𝑓=,𝑥-1.−,𝑥-2. բազմանդամով ծնված  𝐼=,𝑓.=,,𝑥-1.−,𝑥-2..𝐾[,𝑥-1.,,𝑥-2.] գլխավոր իդեալը: Քանի որ 𝐼-ն պարունակում է 𝑓-ը, ապա մոնոմիալ իդեալ լինելու դեպքում 𝐼-ն պիտի պարունակեր նաեւ այնպիսի ,𝑥-,𝛼...
	1)  երբ ,ℎ-1.=,𝑥-1.,  ,𝑥-,𝛼-1..=1, ,ℎ-2.=−,𝑥-2.,  ,𝑥-,𝛼-2..=1, 2)  երբ ,ℎ-1.=1,  ,𝑥-,𝛼-1..=,𝑥-1., ,ℎ-2.=−,𝑥-2.,  ,𝑥-,𝛼-2..=1, 3)  երբ ,ℎ-1.=,𝑥-1.,  ,𝑥-,𝛼-1..=1, ,ℎ-2.=−1,  ,𝑥-,𝛼-2..=,𝑥-2., 4)  երբ ,ℎ-1.=1,  ,𝑥-,𝛼-1..=,𝑥-1., ,ℎ-2.=...
	8.3.4 Վարժություն. Տրված է 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի ոչ զրոյական 𝐼 իդեալը, ընդ որում, հայտնի է, որ յուրաքանչյուր 𝑓∈𝐼 բազմանդամի հետ միասին 𝐼-ն պարունակում է նրա բոլոր միանդամները: Մոնոմիալ իդեա՞լ է արդյոք 𝐼-ն:
	8.3.5 Լեմմա. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼=,,𝑥-𝛼. | 𝛼∈𝐴., 𝐴⊆,ℕ-0-𝑛. մոնոմիալ իդեալի ցանկացած 𝑓=,𝛽∈𝑆-,𝑎-𝛽.,𝑥-𝛽.. բազմանդամի յուրաքանչյուր ,𝑥-𝛽. մոնոմիալը բաժանվում է որեւէ  ,𝑥-𝛼. մոնոմիալի վրա (𝛼∈𝐴):
	8.3.6 Հետեւանք. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼=,,𝑥-𝛼. | 𝛼∈𝐴. մոնոմիալ իդեալին (𝐴⊆,ℕ-0-𝑛.) պատկանող ցանկացած ,𝑥-𝛽. մոնոմիալ բաժանվում է որեւէ ,𝑥-𝛼. մոնոմիալի (𝛼∈𝐴) վրա:
	8.3.7 Օրինակ. Մոնոմիալ իդեալը եռաչափ պատկերելու մի օրինակ փորձել ենք ներկայացնել այս գրքի կազմին: ℝ[𝑥,𝑦,𝑧] օղակում դիտարկենք 𝐼=,,𝑥-6.,𝑦-1.,𝑧-0.,  ,𝑥-4.,𝑦-4.,𝑧-4., ,  𝑥-0.,𝑦-6.,𝑧-1.. իդեալը: ,𝑥-4.,𝑦-4.,𝑧-4.+,ℕ-0-3. կետերի բազմությունը...
	8.3.8 Հետեւանք. Մոնոմիալ իդեալները համընկնում են այն եւ միայն այն դեպքում, երբ նրանք պարունակում են միեւնույն մոնոմիալները:
	8.3.9 Խնդիր. Նկարագրել մեկ փոփոխականի բազմանդամների 𝐾[𝑥] օղակի բոլոր մոնոմիալ իդեալները: Դրանից օգտվելով պարզել՝ մոնոմիա՞լ է արդյոք ,𝑥-2.+1 բազմանդամով ծնված իդեալը:
	8.3.10 Լեմմա (Դիքսոնի լեմման). 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի կամայական 𝐼=,,𝑥-𝛼. | 𝛼∈𝐴., 𝐴⊆,ℕ-0-𝑛. մոնոմիալ իդեալի համար 𝐴 բազմությունը պարունակում է այնպիսի  ,𝛼-1., …, ,𝛼-𝑠.∈𝐴 աստիճանային վեկտորներ, որ 𝐼=,,𝑥-,𝛼-1...
	8.3.11 Դիտողություն. Դիքսոնի լեմման ունի երկրաչափական ծագում եւ կապված է վերը բերված գծագրի հետ:  Լեմման առնչվում է ,ℕ-0-𝑛. տեսքի բազմություններում որոշակի պայմանների բավարարող կարգավորվածության նկատմամբ որոշակի բազմությունների մինիմալ տարրերի ք...
	8.3.12 Հետեւանք. ,ℕ-0-𝑛. բազմության վրա տրված < մոնոմիալ կարգավորվածության 8.2.4 սահմանման M.1 պահանջի երկրորդ կետը կարելի է փոխարինել հետեւյալ կետով.
	8.3.13 Դիտողություն. Մենք արդեն ավարտել ենք Հիլբերտի թեորեմի ապացույցի համար անհրաժեշտ քայլերի մեծ մասը: Վերջին քայլի համար մեզ անհրաժեշտ է միայն մոնոմիալ կարգավորվածությամբ բազմանդամների հաջորդականության վրա բաժանման ալգորիթմը, որին կանցնենք հա...

	8.4 Բաժանման ալգորիթմը եւ Հիլբերտի թեորեմը
	8.4.1 Օրինակ. 𝐾,𝑥,𝑦. օղակում որպես մոնոմիալ կարգի հարաբերություն ընդունենք 𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունը: ,𝑓=2𝑥-3.𝑦+,𝑥-2.𝑦+𝑥,𝑦-2.+,𝑦-2. բազմանդամը բաժանենք հետեւյալ երեք բազմանդամների հաջորդականության վրա` ,𝑔-1.=,𝑥-3., ,𝑔-2.=𝑥𝑦−1, ,𝑔...
	8.4.2 Վարժություն. Պարզեցնել (8.13)-ի երկրորդ տողը եւ ստուգել, որ ստացվող բազմանդամն իսկապես հավասար է 𝑓=,2𝑥-3.𝑦+,𝑥-2.𝑦+𝑥,𝑦-2.+,𝑦-2. բազմանդամին:
	8.4.3 Թեորեմ. Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում սահմանված է որեւէ < մոնոմիալ կարգավորվածություն եւ տրված է ոչ զրոյական բազմանդամների վերջավոր ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. հաջորդականությունը: Այդ դեպքում ցանկացած 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-...
	8.4.4 Հետեւանք. Եթե նախորդ թեորեմի (8.14) ներկայացման մեջ որեւէ 𝑖 ինդեքսի համար ,,𝑞-𝑖.⋅𝑔-𝑖.≠0, ապա multideg 𝑓≥multideg (,,𝑞-𝑖.⋅𝑔-𝑖.):
	8.4.5 Ալգորիթմ (բազմանդամների հաջորդականության վրա բաժանման ալգորիթմը: 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում ֆիքսված է որեւէ մոնոմիալ կարգավորվածություն եւ տրված է ոչ զրոյական բազմանդամների ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. հաջորդականությունը: Տրված 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛...
	1. Նշանակենք 𝑟=0:
	2. Նշանակենք ,𝑞-1.=0,…,,𝑞-𝑠.=0:
	3. Նշանակենք  ℎ=𝑓:
	4. Քանի դեռ ℎ≠0
	5.  նշանակենք 𝑖=1;
	6.  քանի դեռ 𝑖≤𝑠
	7.   եթե ltℎ⋮lt,𝑔-𝑖.
	8.    ,𝑞-𝑖.=,𝑞-𝑖.+ltℎ/lt,𝑔-𝑖.;
	9.    ℎ=ℎ−(ltℎ/lt,𝑔-𝑖.) ⋅,𝑔-𝑖.;
	10.    վերադառնանք 4-րդ քայլին;
	11.   այլապես
	12.    նշանակենք 𝑖=𝑖+1;
	13.  ℎ=ℎ−ltℎ;
	14.  𝑟=𝑟+ltℎ:
	15. Դուրս գրենք 𝑓=,,𝑞-1.⋅𝑔-1.+…+,,𝑞-𝑠.⋅𝑔-𝑠.+𝑟 ներկայացումը:
	8.4.6 Օրինակ. 𝐾,𝑥,𝑦. օղակում ընդունենք 𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունը եւ ,𝑓=2𝑥-3.𝑦+,𝑥-2.𝑦+𝑥,𝑦-2.+,𝑦-2. բազմանդամը բաժանենք ,𝑔-1.=,𝑥-3., ,𝑔-2.=,𝑦-2.−1, ,𝑔-3.=𝑥𝑦−1: Այս օրինակը 8.4.1 օրինակից տարբերվում է միայն բաժանարարների դասավորութ...
	8.4.7 Դիտողություն. (8.13) եւ (8.17) բաժանումները համեմատելով՝ տեսնում ենք, որ միեւնույն մոնոմիալ կարգավորվածության պայմաններում տվյալ բազմանդամը միեւնույն բաժանարարների վրա բաժանելիս կարող են տարբեր մնացորդներ ստացվել՝ կախված բաժանարարների դասավո...
	8.4.8 Վարժություն.  Հիմնավորել 8.4.6 օրինակի բաժանման բոլոր քայլերի մանրամասները:
	8.4.9 Օրինակ. 𝐾,𝑥,𝑦. օղակում ընդունենք 𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունը: 𝑓=𝑥,𝑦-2.−𝑥 բազմանդամը բաժանելով ,𝑔-1.=𝑥𝑦+1 եւ ,𝑔-2.=,𝑦-2.−1 ստանում ենք
	Մյուս կողմից, նույն բազմանդամը (,𝑔-2.,,𝑔-1.) զույգի վրա բաժանելով՝ ստանում ենք
	8.4.10 Վարժություն.  Ստանալ 8.4.9 օրինակի երկու ներկայացումները անկյունով բաժանման միջոցով:
	8.4.11 Դիտողություն. Բերված օրինակները ցույց են տալիս, թե ինչքան ցանկալի կլիներ ունենալ 𝐼 իդեալի ծնիչների այնպիսի մի ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. բազմություն, որի վրա ցանկացած 𝑓∈𝐼 բազմանդամը բաժանելիս ստացվող 𝑟 մնացորդը կախված չլիներ ծնիչների դասավորությու...
	8.4.12 Թեորեմ (Հիլբերտի թեորեմը վերջավոր բազայի մասին).  𝐾 դաշտի վրա տըրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակի ցանկացած  𝐼 իդեալ վերջավոր ծնված է. գոյություն ունեն այնպիսի ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.∈𝐼 բազմանդամներ, որ  𝐼=〈,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.〉:
	8.4.13 Դիտողություն. Հիլբերտի թեորեմն ընդհանրացնում է կամայական 𝐾 դաշտի վրա տրված մեկ փոփոխականի 𝐾[𝑥] բազմանդամային օղակի մասին 2.5.15 հետեւանքը: Ըստ այդ հետեւանքի 𝐾[𝑥]-ը գլխավոր իդեալների օղակ է, այսինքն՝ նրա յուրաքանչյուր 𝐼 իդեալ ծնվում է մի...
	8.4.14 Օրինակ. Աճող շղթաների օրինակներ հեշտ է կառուցել՝ օգտվելով ծնիչ բազմություններից: Կամայական 𝑅 օղակում վերցնենք նրա ցանկացած տարրերի ,𝑎-1., …, ,𝑎-𝑘., …∈𝑅 բազմություն եւ սահմանենք ,𝐼-𝑘.=〈,𝑎-1., …, ,𝑎-𝑘.〉: Հասկանալի է, որ ,𝐼-𝑘.⊆,𝐼-𝑘...
	8.4.15 Խնդիր. Կառուցել նախորդ օրինակում հիշատակված ,𝑎-1., …, ,𝑎-𝑘., …∈𝑅 զույգ առ զույգ տարբեր տարրերի այնպիսի հաջորդականություն, որոնց համար կատարվում է ,𝐼-𝑘.=,𝐼-𝑘+1. հավասարությունը: Ցուցում. 𝑅=𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում վերցնել իրարից...
	8.4.16 Թեորեմ. Կամայական 𝑅 օղակ նյոտերյան է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ նրա ցանկացած 𝐼 իդեալ վերջավոր ծնված է:
	8.4.17 Հետեւանք. 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակում իդեալների ցանկացած  աճող շարք կայունանում է, այսինքն՝ 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.]-ը նյոտերյան օղակ է:

	8.5 Գրյոբների բազաներ
	8.5.1 Օրինակ. 𝐾[𝑥,𝑦] օղակում ընդունենք 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 մոնոմիալ կարգավորվածությունը եւ դիտարկենք ,𝑔-1.=𝑥,𝑦-2.+3,𝑦-2.+2𝑥 եւ ,𝑔-2.=,𝑥-2.𝑦+3𝑥𝑦 բազմանդամներով ծնված 𝐼=〈,𝑔-1.,,𝑔-2.〉 իդեալը: Հեշտ է հաշվել, որ
	𝑥⋅,𝑔-1.−𝑦⋅,𝑔-2.=,𝑥-2.,𝑦-2.+3𝑥,𝑦-2.+2,𝑥-2.−,,𝑥-2.,𝑦-2.+3𝑥,𝑦-2..=2,𝑥-2.∈𝐼,
	8.5.2 Խնդիր. Ենթադրենք ,𝑔-1.=,𝑥-2. եւ ,𝑔-2.=𝑥𝑦+,𝑦-2.: Ցույց տալ, որ 〈lt,𝑔-1.,lt,𝑔-2.〉 իդեալը խիստ փոքր է 〈lt𝐼〉 իդեալից, որտեղ 𝐼=,,𝑔-1.,,𝑔-2..: Ցուցում՝ տես 8.5.13 խնդիրը:
	8.5.3 Վարժություն. Բերել այնպիսի ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. բազմանդամների օրինակ, որոնց համար (8.22)-ում տեղի ունի 𝐼=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. հավասարությունը:
	8.5.4 Դիտողություն. Կարեւոր է նկատել, որ եթե անգամ (8.22)-ում խիստ անհավասարություն տեղի ունի, ապա գոյություն ունի 𝐼 օղակի այնպիսի ,ℎ-1.,…,,ℎ-𝑡. բազմանդամների բազմություն, որ ,lt,ℎ-1.,…,lt,ℎ-1..=〈lt𝐼〉: Սա բխում է Դիքսոնի լեմմայից (կամ Հիլբերտի...
	8.5.5 Սահմանում. 𝐾 դաշտի վրա տրված եւ կամայական մոնոմիալ կարգավորվածություն ունեցող 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակի ոչ զրոյական 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. վերջավոր ենթաբազմությունը կոչվում է 𝐼-ի Գրյոբների բազա, եթե ,lt,𝑔-1.,…,lt...
	8.5.6 Հետեւանք. Եթե 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. բազմությունը 𝐼 իդեալի Գրյոբների բազա է, ապա այն նաեւ 𝐼-ի ծնիչ է՝ 𝐼=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠..:
	8.5.7 Հետեւանք. 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. ենթաբազմությունը 𝐼-ի Գրյոբների բազա է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ այդ իդեալի յուրաքանչյուր բազմանդամի ավագ անդամը բաժանվում է ,𝑔-𝑖. բազմանդամերից որեւէ մեկի lt,𝑔-𝑖. ավագ անդամի վրա, 𝑖=1,…,𝑠:
	8.5.8 Օրինակ. Այս հետեւանքից միանգամից բխում է, որ  8.5.1 օրինակի ,𝑔-1.=𝑥,𝑦-2.+3,𝑦-2.+2𝑥 եւ ,𝑔-2.=,𝑥-2.𝑦+3𝑥𝑦 բազմանդամները 𝐼=〈,𝑔-1.,,𝑔-2.〉 իդեալի Գրյոբների բազա չեն. այդ իդեալի 2,𝑥-2. բազմանդամի ավագ անդամը չի բավարարում 8.5.7 հետեւան...
	8.5.9 Օրինակ. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում վերցնենք միանդամների կամայական վերջավոր ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. բազմությունը: Այդ դեպքում 𝐼=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. իդեալի Գրյոբների բազա է 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. բազմությունը: Սա հեշտ է ստուգել՝ օգտվելով 8.3.5 լեմմա...
	8.5.10 Թեորեմ. Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում տրված է որեւէ մոնոմիալ կարգավորվածություն, ըստ որի՝ օղակի ոչ զրոյական 𝐼 իդեալն ունի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. Գրյոբների բազան: Այդ դեպքում կամայական 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազ...
	8.5.11 Հետեւանք. Ենթադրենք 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում տրված է նրա կամայական 𝐼 ոչ զրոյական իդեալի որեւէ 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. Գրյոբների բազան: Այդ դեպքում տրված 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամը պատկանում է 𝐼-ին այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑓...
	8.5.12 Օրինակ. Եթե 𝐼 իդեալը տրված է 𝐾 դաշտի վրա մեկ փոփոխականի 𝐾[𝑥] բազմանդամային օղակում, ապա այն գլխավոր իդեալների օղակ է ըստ 2.5.15 հետեւանքի. որեւէ 𝑔=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+…+,𝑎-𝑛. բազմանդամի համար ունենք 𝐼=,𝑔.=𝑔𝐾[𝑥]: Համարենք, որ 𝐼≠0 եւ ...
	8.5.13 Խնդիր. Ցույց տալ, ոչ 8.5.2 խնդրի մեջ բերված ,𝑔-1.=,𝑥-2. եւ ,𝑔-2.=𝑥𝑦+,𝑦-2. բազմանդամների զույգը Գրյոբների բազա չէ իրենցով ծնված իդեալի համար (որպես մոնոմիալ կարգավորվածություն կարելի է վերցնել, ասենք, 𝑙𝑒𝑥-ը): 𝑓=,𝑥-2.𝑦 բազմանդամ...

	8.6 Բուխբերգերի ալգորիթմը
	Այսպիսով, 𝑓,𝑔 զույգի համար 𝑆-բազմանդամը կառուցվում է այնպես, որ այդ զույգի lt𝑓 եւ lt𝑔 ավագ անդամները անպայման ներգրավվեն կրճատման մեջ: Մասնավորապես՝
	8.6.1 Օրինակ. Հաշվենք 8.5.1 օրինակի բազմանդամների 𝑆-բազմանդամը (կրկին ըստ 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 մոնոմիալ կարգավորվածության): Քանի որ ,𝑥-𝛾.=,𝑥-2.,𝑦-2., ապա 8.5.1 օրինակի հաշվարկը պարզապես նշանակում է, որ 𝑆,,𝑔-1.,,𝑔-2..=2,𝑥-2.:,
	8.6.2 Վարժություն. Հաշվել 𝑆-բազմանդամը 8.5.2 խնդրի բազմանդամների զույգի համար:
	8.6.3 Լեմմա. Ենթադրենք ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամների ավագ անդամներն ունեն միեւնույն աստիճանային վեկտորը, այսինքն՝ գոյություն ունի 𝜈∈,ℕ-0-𝑛., որ multideg ,𝑔-𝑖.=𝜈,  𝑖=1,…,𝑛: Եթե ըստ ,𝑎-1.,…,,𝑎-𝑠.∈𝐾 սկալյարների կազմված...
	8.6.4 Թեորեմ (Բուխբերգերի հայտանիշը). 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. ծնիչն այդ իդեալի Գրյոբների բազա է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ  ցանկացած 𝑖,𝑗=1,…,𝑠 զույգի համար 𝑆,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗.. 𝑆-բազմանդամը 𝐺-ի որեւէ ,𝑔-...
	8.6.5 Օրինակ. Վերադառնալով 8.5.1 եւ 8.6.1 օրինակներին` տեսնում ենք, որ 8.6.1 օրինակում մենք փաստորեն ստուգել ենք, որ ,𝑔-1.,,𝑔-2. բազմանդամների զույգը Գրյոբների բազա չէ: Իսկապես, մենք ստացել ենք, որ 𝑆,,𝑔-1.,,𝑔-2..=2,𝑥-2.: Մյուս կողմից, lt,2,𝑥...
	8.6.6 Վարժություն. Բուխբերգերի հայտանիշի օգնությամբ ստուգել, թե արդյո՞ք Գրյոբների բազա է 8.5.2 խնդրի բազմանդամների զույգը:
	8.6.7 Վարժություն. Կառուցել երկու բազմանդամից բաղկացած Գրյոբների բազա:
	8.6.8 Վարժություն. Կառուցել երկու բազմանդամից բաղկացած համակարգ, որը Գրյոբների բազա չէ:
	8.6.9 Լեմմա. Ենթադրենք 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամը 𝐺=(,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.) հաջորդականության վրա բաժանելիս ստացվող մնացորդն է ,𝑓-𝐺.=𝑟: Այդ դեպքում 𝑓-ը 𝐺+𝑟 հաջորդականության վրա բաժանելիս ստացvում է զրոյական մնացորդ՝  ,𝑓-𝐺+𝑟.=0:
	8.6.10 Ալգորիթմ (Գրյոբների բազայի կառուցման Բուխբերգերի ալգորիթմը). 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակում ունենք ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. ոչ զրոյական բազմանդամներով ծնված 𝐼=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. իդեալը: Հաշվել 𝐼 իդեալի որեւէ ...
	1. Ֆիքսելով ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. բազմանդամների որեւէ դասավորություն՝ սահամանենք 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. հաջորդականությունը:
	3. Քանի դեռ 𝒮≠∅
	4.  ընտրենք որեւէ ,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗.. զույգ 𝒮-ից;
	5.  վերագրենք 𝒮=𝒮\,,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗...;
	6.  նշանակենք ,𝑥-𝛾.=,lm,𝑔-𝑖.,lm,𝑔-𝑗..  (,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗. բազմանդամների ավագ մոնոմիալների ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը);
	7.  նշանակենք 𝑆,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗..=,,,𝑥-𝜈.-lt,𝑔-𝑖...,𝑔-𝑖.−,,,𝑥-𝜈.-lt,𝑔-𝑗...,𝑔-𝑗.;
	8.  𝑆,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗..-ը բաժանենք 𝐺-ի վրա եւ մնացորդը նշանակենք 𝑟=𝑆,,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗..-𝐺.;
	9.  եթե 𝑟≠0
	10.   𝐺 հաջորդականությանը վերջից ավելացնենք 𝑟 բազմանդամը;
	11.   վերագրենք 𝒮=𝒮∪,,𝑟,𝑔. . 𝑔∈𝐺}:
	12. Դուրս գրենք 𝐺 հաջորդականությունը:
	8.6.11 Օրինակ. Վերադառնանք 8.5.1 օրինակի բազմանդամներին: 8.6.5 օրինակում մենք Բուխբերգերի հայտանիշով արդեն ստուգել ենք, որ ,𝑔-1.=𝑥,𝑦-2.+3,𝑦-2.+2𝑥 եւ ,𝑔-2.=,𝑥-2.𝑦+3𝑥𝑦 զույգը Գրյոբների բազա չէ: Որպես սկզբնական հաջորդականություն վերցնենք 𝐺...
	𝑆,,𝑔-1.,,𝑔-3..=𝑥,𝑔-1.−,1-2.,,𝑦-2.𝑔-3.=,𝑥-2.,𝑦-2.+3𝑥,𝑦-2.+2,𝑥-2.−,𝑥-2.,𝑦-2.=3𝑥,𝑦-2.+2,𝑥-2.:
	Նշանակենք ,𝑔-4.=−9,𝑦-2.−6𝑥 եւ անցնենք 𝐺=(,𝑔-1.,,𝑔-2., ,𝑔-3.,,𝑔-4.) հաջորդականությանը: Ինչպես նշեցինք ալգորիթմի կառուցման ընթացքում, ըստ այս նոր 𝐺-ի, զրոյական կլինի ոչ միայն 𝑆,,,𝑔-1.,,𝑔-3..-𝐺. մնացորդը, այլեւ նախորդ քայլի 𝑆,,,𝑔-1.,,𝑔-...
	8.6.12 Վարժություն. Կատարել նախորդ օրինակի բոլոր հաշվարկները՝ ներառյալ անկյունով բաժանումները:
	8.6.13 Վարժություն. Բուխբերգերի ալգորիթմի միջոցով որեւէ Գրյոբների բազա կառուցել 8.5.2 խնդրի բազմանդամների զույգով ծնված իդեալի համար:
	8.6.14 Վարժություններ. Բուխբերգերի ալգորիթմի միջոցով Գրյոբների բազաներ կառուցել հետեւյալ իդեալների համար: Ընդ որում, նախ կառուցումները կատարել ըստ 𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածության, ապա ըստ՝ 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածության.
	8.6.15 Դիտողություն. Նկատենք, որ մենք արդեն կարող ենք լուծել իդեալին պատկանելության խնդիրը, որը ձեւակերպեցինք 8.1 պարագրաֆում: Եթե տրված է 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. իդեալը եւ որեւէ 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամ, ապա կարել...

	8.7 Մինիմալ եւ բերված Գրյոբների բազաներ
	8.7.1 Օրինակ. Մենք 8.6.11 օրինակում 𝐼=,,𝑔-1.,,𝑔-2.. իդեալի համար հինգ տարրերից բաղկացած 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-5.. Գրյոբների բազան ստացանք (8.32) համակարգի տեսքով: Նկատենք, որ այդ օրինակի 𝐼 իդեալը չի փոխվի, եթե 𝐺-ին ավելացնենք, ասենք, ,𝑔-6.=,𝑔-2....
	8.7.2 Լեմմա. Ենթադրենք 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. բազմությունը 𝐼 իդեալի Գրյոբների բազա է, իսկ նրա ,𝑔-𝑖.∈𝐺 բազմանդամն այնպիսին է, որ ,lt𝑔-𝑖.∈,lt,𝐺\,,𝑔-𝑖...., այսինքն՝ ,𝑔-𝑖.-ի ավագ անդամը պատկանում է 𝐺-ի մնացած բազմանդամների ավագ անդամներով ծնված...
	8.7.3 Դիտողություն. Մենք ստացել ենք Գրյոբների բազայի հետեւյալ օգտակար հատկությունը. ,𝑔-𝑖.∈𝐺 բազմանդամի համար ,lt𝑔-𝑖.-ն պատկանում է ,lt,𝐺\,,𝑔-𝑖.... իդեալին այն եւ միայն այն դեպքում, երբ ,lt𝑔-𝑖.-ն բաժանվում է մնացած բազմանդամներից որե...
	8.7.4 Օրինակ. Դիտարկենք 𝐹=,,𝑥-2.+1 ,,𝑥-2.. բազմանդամների զույգը 𝐾[𝑥] օղակում: Քանի որ ,,𝑥-2.+1.−,𝑥-2.=1, ապա 𝐼=,𝐹. իդեալը պարունակում է 1 միավորը եւ, ուրեմն, 𝐼=𝐾[𝑥]: Մյուս կողմից, lt,,𝑥-2.+1.=lt,𝑥-2.=,𝑥-2.: Բայց եթե 𝐹-ից հեռացնենք առ...
	8.7.5 Խնդիր. Բուխբերգերի ալգորիթմով գտնել նախորդ օրինակի 𝐹 բազմությամբ ծնված իդեալի 𝐺 Գրյոբների բազան: Ստուգել, որ այդ բազայից ,𝑥-2.+1 բազմանդամը հեռացնելու դեպքում 𝐺-ով ծնված իդեալը չի փոխվի:
	8.7.6 Սահմանում. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. Գրյոբների բազան կոչվում է մինիմալ Գրյոբների բազա, եթե ցանկացած 𝑖=1,…,𝑠 ինդեքսի համար
	8.7.7 Օրինակ. 8.6.11 օրինակի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-5.. Գրյոբների բազան նորմավորելուց հետո կստանանք
	Քանի որ ,ltℎ-1.⋮,ltℎ-4. եւ ,ltℎ-2.⋮,ltℎ-3., ապա կարելի է դեն նետել առաջին երկու բազմանդամները: Կմնան երեք բազմանդամներ, որոնցից ոչ մեկի ավագ անդամը մյուսների ավագ անդամների վրա չի բաժանվում: Վերանվանելով բազմանդամները՝ կստանանք միեւնույն 𝐼...
	8.7.8 Խնդիր. Ձեւակերպել մինիմալ Գրյոբների բազայի կառուցման ալգորիթմը՝ համարելով, որ տրված 𝐼 իդեալի համար Բուխբերգերի ալգորիթմի միջոցով արդեն գտնված է 𝐺 Գրյոբների բազան: Ցուցում. տես նաեւ 8.7.13 ալգորիթմը:
	8.7.9 Օրինակ. Հեշտ է ստանալ 8.6.11 օրինակի իդեալի (այսինքն՝ 8.5.1 օրինակի 𝐼=〈,𝑔-1.,,𝑔-2.〉 իդեալի) տարբեր մինիմալ Գրյոբների բազաներ: Իսկապես, դիտարկենք ,𝑓-1.=,𝑥-2.+𝑘⋅𝑥𝑦, ,𝑓-2.=,𝑦-2.+,2-3.𝑥, ,𝑓-3.=𝑥𝑦 բազմանդամների եռյակը, որտեղ 𝑘-ն որեւէ ...
	8.7.10 Լեմմա. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի ոչ զրոյական 𝐼 իդեալի ցանկացած երկու մինիմալ Գրյոբների բազաներ բաղկացած են հավասար քանակությամբ բազմանդամներից:
	8.7.11 Սահմանում. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. Գրյոբների բազան կոչվում է բերված Գրյոբների բազա, եթե ցանկացած 𝑖=1,…,𝑠 ինդեքսի համար
	8.7.12 Թեորեմ. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի կամայական 𝐼 իդեալ ունի միակ բերված Գրյոբների բազա:
	8.7.13 Ալգորիթմ (բերված Գրյոբների բազայի կառուցման ալգորիթմը). 𝐾 դաշտի վրա որոշված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակում տրված են 𝐼 իդեալը եւ նրա 𝐺 Գրյոբների բազան: Կառուցել 𝐼 իդեալի բերված Գրյոբների բազան:
	1. 𝐺 Գրյոբների բազայի յուրաքանչյուր 𝑔 բազմանդամի համար
	2.  վերագրենք 𝑔=,1-lt𝑔.𝑔;
	3.  𝐺\{𝑔} բազմության յուրաքանչյուր 𝑔′ տարրի համար
	4.   եթե lt𝑔⋮lt𝑔′
	5.    վերագրենք 𝐺=𝐺\{𝑔}:
	6. 𝐺 մինիմալ Գրյոբների բազայի յուրաքանչյուր 𝑔 տարրի համար
	7.  ֆիքսենք 𝐺\{𝑔} բազմության որեւէ դասավորություն;
	8.  𝑔-ն բաժանենք 𝐺\{𝑔}-ի այդ դասավորության վրա եւ ստացված  ,𝑔-𝐺\{𝑔}. մնացորդը նշանակենք 𝑟;
	9.   եթե 𝑟≠0
	10.    վերագրենք 𝐺=,𝐺\,𝑔..∪𝑟:
	11. Դուրս գրենք 𝐺 բերված Գրյոբների բազան:
	8.7.14 Օրինակ. Հեշտ է ստուգել, որ 8.7.7 օրինակում ստացված ,𝑓-1.=,𝑥-2., ,𝑓-2.=,𝑦-2.+,2-3.𝑥, ,𝑓-3.=𝑥𝑦 բազմանդամներից կազմված մինիմալ Գրյոբների բազան նաեւ բերված Գրյոբների բազա է 8.5.1 օրինակի 𝐼=〈,𝑔-1.,,𝑔-2.〉 իդեալի համար: Իսկ 8.7.9 օրինակի ,...
	8.7.15 Ալգորիթմ (իդեալների հավասարության որոշման ալգորիթմը բերված Գրյոբների բազաների օգնությամբ). 𝐾 դաշտի վրա որոշված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակում տրված են 𝐼=〈,𝑔-1.,,…,𝑔-𝑠.〉 եւ 𝐽=〈,ℎ-1.,,…,ℎ-𝑚.〉 ոչ զրոյական իդեալները: Պարզել,...
	1. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում սահմանել որեւէ մոնոմիալ կարգավորվածություն:
	2. 8.6.10 Բուխբերգերի ալգորիթմով կառուցենք 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,,…,𝑔-𝑠′.. Գրյոբների բազան (,𝑠-′.≥𝑠):
	3. 8.6.10 Բուխբերգերի ալգորիթմով կառուցենք 𝐽 իդեալի 𝐻=,,ℎ-1.,,…,ℎ-𝑚′.. Գրյոբների բազան (,𝑚-′.≥𝑚):
	4. 8.7.13 ալգորիթմով կառուցենք 𝐺 Գրյոբների բազային համապատասխան 𝐺′ բերված Գրյոբների բազան:
	5. 8.7.13 ալգորիթմով կառուցենք 𝐻 Գրյոբների բազային համապատասխան 𝐻′ բերված Գրյոբների բազան:
	6. Եթե 𝐺′=𝐻′
	7.  դուրս գրենք. 𝐼 եւ 𝐽 իդեալնեը հավասար են;
	8. այլապես
	9.  դուրս գրենք. 𝐼 եւ 𝐽 իդեալնեը տարբեր են:
	8.7.16 Վարժություններ. Ենթադրենք 𝐼-ն 8.5.1 օրինակի 𝐼=〈,𝑔-1.,,𝑔-2.〉 իդեալն է: Արդյո՞ք 𝐼=𝐽, որտեղ.
	8.7.17 Խնդիր. Դուրս գրել 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 իդեալին պատկանելության խնդրի լուծման ալգորիթմը բերված Գրյոբների բազայի միջոցով: Ցուցում. տես 8.7.13 ալգորիթմը:
	8.7.18 Վարժություններ. Պարզել արդյո՞ք 𝑓=,3-2.𝑥,𝑦-3.+,𝑥-2.,𝑦-2.+,𝑥-2.𝑦 կամ  𝑓=3,𝑥-2.,𝑦-3.+,𝑥-3.,𝑦-2. բազմանդամները պատկանում են 8.7.16 վարժությունների 𝐽 իդեալներից որեւէ մեկին:
	8.7.19 Խնդիր. Դուրս գրել 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 եւ 𝐽 իդեալների ենթաիդեալ լինելու խնդրի լուծման ալգորիթմը բերված Գրյոբների բազայի միջոցով:
	8.7.20 Վարժություններ. Պարզել, թե 8.7.16 վարժությունների 𝐽 իդեալներից որո՞նք են մեկը մյուսի սեփական ենթաիդեալ:
	8.7.21 Խնդիր. Ստանալ նախորդ դիտարկման ընդհանրացումը մեկից ավելի բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի համար:

	8.8 Գրյոբների բազաները գծային հավասարումների համակարգերում
	8.8.1 Օրինակ. Լուծենք հետեւյալ հավասարումների համակարգը փոփոխականների արտաքսման Գաուսի մեթոդով, այսինքն՝ մինորների մեթոդից մի փոքր տարբերվող եղանակով (մինորների մեթոդը նույնպես կապվում է Գաուսի անվան հետ, եւ մենք այդ մեթոդին անդրադարձել ենք 7.2...
	8.8.2 Վարժություն. Ստուգել, որ նախորդ օրինակի 𝐺={,𝑔-1., ,𝑔-2., ,𝑔-3.} բազմանդամների համար կատարվում է 8.6.4 Բուխբերգերի հայտանիշը՝ 𝑆,,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗..-𝐺.=0: Ստուգել նաեւ, որ 𝐺 Գրյոբների բազան մինիմալ Գրյոբների բազա է:
	8.8.3 Օրինակ. 8.8.1 օրինակի (8.33) համակարգը (8.34) տեսքի բերելուց հետո կարելի էր լուծումը ավարտին հասցնել մի փոքր այլ կերպ: 8.8.1 օրինակում մենք շեշտեցինք ,𝑥-1., ,𝑥-3. եւ ,𝑥-4. փոփոխականների դերը, որոնք «գլխավորում են»  համակարգի տողերը: Համա...
	8.8.4 Վարժություն. Ստուգել, որ նախորդ օրինակի ,𝑔-1., ,𝑔-2., ,𝑔-3. բազմանդամների բազմությունը բերված Գրյոբների բազա է:
	8.8.5 Դիտողություն. Քննարկված օրինակները հուշում են այն օրինաչափությունը, որը մենք կիրառելու ենք ցանկացած (ոչ անպայման գծային) հավասարումների համակարգի լուծման ուսումնասիրության համար: Մենք աշխատելու ենք հավասարումների համակարգից նախ դեն նետել ...
	8.8.6 Օրինակներ. Աստիճանաձեւ տողերով համակարգի օրինակ է (8.34) համակարգը: Իսկ բերված աստիճանաձեւ տողերով համակարգի օրինակ է (8.35)-ը:
	8.8.7 Խնդիր. Ստուգել, որ տողերի տարրական ձեւափոխություններից ոչ մեկը չի փոխում (8.37) համակարգի լուծումները:
	8.8.8 Խնդիր. Ցույց տալ, որ (8.36) գծային հավասարումների համակարգը տողերի տարրական ձեւափոխությունների միջոցով կարելի է բերել աստիճանաձեւ տողերով տեսքի եւ բերված աստիճանաձեւ տողերով տեսքի: Ցուցում. կրկնել  8.8.1, 8.8.3 օրինակների քայլերը: Հաշվի առնե...
	8.8.9 Վարժություններ. Աստիճանաձեւ տողերով եւ բերված աստիճանաձեւ տողերով տեսքի բերելու միջոցով լուծել 7.2.7 օրինակի եւ 7.2.8 վարժության համակարգերը:
	8.8.10 Խնդիր. Դուրս գրել գծային հավասարումների համակարգը աստիճանաձեւ տողերով եւ բերված աստիճանաձեւ տողերով ներկայացնելու ալգորիթմը:
	8.8.11 Թեորեմ. Եթե գծային հավասարումների (8.37) համակարգը ունի աստիճանաձեւ տողերով տեսք, ապա ըստ նրա տողերի ստացված գծային ,𝑔-𝑖.=,𝑎-𝑖1.,𝑥-1.+⋯+,𝑎-𝑖𝑛.,𝑥-𝑛.−, 𝑏-𝑖.,  𝑖=1,…,𝑚, բազմանդամներից կազմված 𝐺={,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑚.} բազմությունը մի...
	8.8.12 Խնդիր. Ստուգել, որ եթե գծային հավասարումների (8.36) համակարգը ունի բերված աստիճանաձեւ տողերով տեսք, ապա ըստ նրա տողերի ստացված 𝐺={,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑚.} մինիմալ Գրյոբների բազան բերված Գրյոբների բազա է:
	8.8.13 Վարժություններ. Համապատասխան մինիմալ Գրյոբների բազաններն ու բերված Գրյոբների բազաները գտնել 7.2.7 օրինակի եւ 7.2.8 վարժության գծային հավասարումների համակարգերի համար:

	8.9 Աֆինական բազմաձեւություններ եւ արտաքսման իդեալներ
	8.9.1 Սահմանում. Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված է ,𝐾-𝑛. գծային տարածությունը եւ 𝑛 փոփոխականի բազմանդամների 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակը: Այդ օղակի ,𝑓-1.,…,,𝑓-𝑠. բազմանդամներով սահմանված աֆինական բազմաձեւություն է կոչվում ,𝐾-𝑛.-ի հետեւյալ են...
	8.9.2 Օրինակ. Եթե 𝐾=ℝ եւ 𝑛=2, ապա, վերցնելով 𝐾[𝑥,𝑦] օղակի 𝑓,𝑥,𝑦.=,𝑥-2.+,𝑦-2.−,𝑅-2. բազմանդամը, մենք որպես 𝑉,𝑓. աֆինական բազմաձեւություն կստանանք ,ℝ-2. իրական հարթության վրա  ,0,0. կենտրոնով եւ 𝑅 շառավղով շրջանագիծը: Իսկ եթե ավելացնենք նա...
	8.9.3 Օրինակ. Եթե 𝐾=ℝ դաշտի վրա տրված է 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑚.+…+,𝑎-𝑚.∈ℝ[𝑥] բազմանդամը, ապա ℝ[𝑥,𝑦] օղակի 𝑔,𝑥,𝑦.=,𝑎-0.,𝑥-𝑚.+…+,𝑎-𝑚.−𝑦 բազմանդամով սահմանված 𝑉,𝑔. բազմաձեւությունը համընկնում է ,ℝ-2. իրական հարթության վրա 𝑓,𝑥.-ի գրա...
	8.9.4 Խնդիր. Ցույց տալ, որ բազմաձեւություններ են նաեւ ռացիոնալ ֆունկցիաների գրաֆիկները:
	8.9.5 Վարժություն. Քննարկելով 𝑓,𝑥.=,𝑥-2. պարաբոլի գրաֆիկը ,ℝ-2. հարթության վրա՝ նկարագրել 𝑉,𝑦−,𝑥-2.−𝑧. բազմաձեւությունը ,ℝ-3. տարածության մեջ:
	8.9.6 Օրինակ. Կամայական 𝐾 դաշտի վրա տրված գծային հավասարումների
	8.9.7 Սահմանում. Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված է ,𝐾-𝑛. գծային տարածությունը եւ 𝑛 փոփոխականի բազմանդամների 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակը: Այդ օղակի 𝐼 իդեալով սահմանված աֆինական բազմաձեւություն է կոչվում ,𝐾-𝑛.-ի հետեւյալ ենթաբազմությունը՝
	8.9.8 Լեմմա. 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի ցանկացած 𝐼 իդեալի համար 𝑉,𝐼.=𝑉,,𝑓-1.,…,,𝑓-𝑠.., որտեղ ,,𝑓-1.,…,,𝑓-𝑠..-ը 𝐼-ի ծնիչների ցանկացած բազմություն է: Մասնավորապես, ցանկացած  𝐼 իդեալով սահմանված աֆինական բազմաձեւությո...
	8.9.9 Դիտողություն. Այս լեմման ընդհանրացնում է գծային հավասարումներից հայտնի հետեւյալ փաստը: Երբեմն (ինչպես 8.8.1 օրինակում) մենք կարող ենք դեն նետել «ավելորդ» հավասարումները: Դրանք այն հավասարումներն են, որոնք գծորեն կախված են մյուսներից եւ համակար...
	ապա հեշտ է տեսնել, որ այս համակարգի գծորեն անկախ տողերի քանակը ոչ ավել, քան 𝑛 է, եւ այս անվերջ քանակությամբ տողերը հանդիսանում են որոշ վերջավոր քանակությամբ տողերի գծային կոմբինացիաներ: Այսինքն՝ համակարգի բոլոր տողերը, բացի որոշ վերջավոր քանակութ...
	8.9.10 Օրինակ. 8.8.1 օրինակում մենք (8.33) համակարգի լուծման համար կառուցեցինք ,𝑔-1.=,𝑥-1.+,𝑥-2.+,𝑥-3.−,𝑥-4.+,𝑥-5.−1,  ,𝑔-2.=,𝑥-3.+3,𝑥-4.,  ,𝑔-3.=,𝑥-4.−2/7,𝑥-5.+1/7 մինիմալ Գրյոբների բազան եւ ,𝑔-1.=,𝑥-1.+,𝑥-2.−,1/7𝑥-5.−3/7,  ,𝑔-2...
	8.9.11 Օրինակ. Դիտարկենք այն 𝑉,,𝑔-1.,,𝑔-2.. բազմաձեւությունը, որը տրվում է 8.5.1 օրինակի բազմանդամներով: Այլ խոսքերով՝ լուծենք ոչ գծային հավասարումների
	8.9.12 Սահմանում. 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼=,,𝑓-1.,…,,𝑓-𝑠.. իդեալի 𝑘-րդ արտաքսման իդեալ է կոչվում ,𝐼-𝑘.=𝐼∩𝐾[,𝑥-𝑘+1.,…, ,𝑥-𝑛.] իդեալը:
	8.9.13 Օրինակ. Գաուսի մեթոդով գծային հավասարումների համակարգերի լուծումը արտաքսման իդեալների կիրառման պարզագույն ձեւն է: 8.8.1 օրինակը մենք լուծեցինք՝ համակարգը բերելով (8.34) տեսքին, որտեղ վերջին ,,𝑓-3.=𝑥-4.−2/7,𝑥-5.+1/7 բազմանդամը ,𝐼-3.-ից է,...
	8.9.14 Օրինակ. Ոչ գծային հավասարումների 8.9.11 օրինակում մենք ունեինք՝ ,𝑓-1.∈𝐾[𝑥] եւ ,𝑓-1., ,𝑓-2.∈𝐾[𝑥,𝑦]: Այս օրինակում միակ անհամապատասխանությունը 8.9.12 սահմանմանը կայանում է նրանում, որ մեկ փոփոխականից բաղկացած ենթաօղակը ստացվեց ոչ թե 𝐾[...
	8.9.15 Թեորեմ (արտաքսման թեորեմը). Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 իդեալը ըստ 𝑙𝑒𝑥 մոնոմիալ կարգավորվածության ունի 𝐺 Գրյոբների բազան: Այդ դեպքում ցանկացած 𝑘=0, 1,…,𝑛−1 համար
	,𝐺-𝑘.=𝐺∩𝐾[,𝑥-𝑘+1.,…, ,𝑥-𝑛.]
	8.9.16 Դիտողություն. 8.9.15 արտաքսման թեորեմը ցույց է տալիս, թե ինչքան արդյունավետ են Գրյոբների բազաները աֆինական բազմաձեւությունների նկարագրության համար: ,𝑓-1.,…,,𝑓-𝑠.∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմադամներով սահմանված (8.38) բազմաձեւության նկարա...
	8.9.17 Խնդիր. Լուծել իրական քառակուսային հավասարումների համակարգը.
	8.9.18 Դիտողություն. Ասվածը, իհարկե, չի նշանակում, թե Գրյոբների բազաների միջոցով մենք կարող ենք լուծել բազմանդամներով տրվող ցանկացած հավասարումների համակարգ: Ինչպես մենք տեսանք 7.6 պարագրաֆում (տես 7.6.23 օրինակը, 7.6.24 թեորեմը եւ հարակից քննա...
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	Բովանդակություն
	Նախաբան
	1 Պարզագույն նախնական հասկացություններ
	1.1 Միջանկյալ արժեքների ուռճացման երեւույթը
	1.2 Թվային եւ բազմանդամային գործողություններ ըստ մոդուլի
	1.2.1 Օրինակ.  Եթե 𝑚=2,  ,𝑓-2.,𝑥.=,𝑥-2.+1, ,𝑔-2.,𝑥.=𝑥+1, ապա հեշտ է ստուգել, որ  ,,𝑓-2.,𝑥.,𝑔-2.,𝑥..=𝑥+1=,𝑔-2.,𝑥., քանի որ.
	1.2.2 Օրինակ.  Եթե 𝑚=5, ապա ,𝑔-5.,𝑥.=𝑥+3 եւ ,ℎ-5.,𝑥.=𝑥+2 բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ են, քանի որ

	1.3 Կնուտի մոդուլյար մեթոդը
	1.3.1 Օրինակ.  ℎ,𝑥.=7,𝑥-2.+8𝑥+1 եւ  𝑙,𝑥.=7,𝑥-2.+15𝑥+2 բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ չեն, քանի որ ℎ,𝑥.=(𝑥+1)(7𝑥+1), 𝑙,𝑥.=(𝑥+2)(7𝑥+1) եւ ,ℎ,𝑥., 𝑙,𝑥..=7𝑥+1:  Բայց  𝑚=7 մոդուլի համար ,ℎ-7.,𝑥.= 𝑥+1, ,𝑙-7.,𝑥.= 𝑥+2: Ուստի ,,ℎ-7...


	2 Օղակներ եւ հոմոմորֆիզմներ
	2.1 Օղակներ, ամբողջության տիրույթներ եւ դաշտեր
	2.1.1 Oրինակներ. Հանրահաշվական համակարգերի հայտնի օրինակներ են.
	2.1.2 Օղակի սահմանումը. Ենթադրենք՝ ոչ դատարկ  𝑅 բազմության վրա տրված են + (գումարում) եւ ⋅ (բազմապատկում) հանրահաշվական գործողությունները, որոնք կամայական 𝑎,𝑏,𝑐∈𝑅 տարրերի համար բավարարում են հետեւյալ պայմաններին.
	2.1.3 Վարժություն. Ստուգել, որ կամայական 𝑎,𝑏∈𝑅  տարրերի եւ 𝑛 ամբողջ թվի համար.
	2.1.4 Օրինակներ. ℤ օղակում ունենք՝ ,6,8.=2 եւ ,6,8.=−2: ℤ[𝑥] օղակում ունենք՝ ,,𝑥-2.+3𝑥,5𝑥.=𝑥 եւ ,,𝑥-2.+3𝑥,5𝑥.=−𝑥: Իսկ ℚ-ի վրա տրված ℚ[𝑥] օղակում այդ նույն բազմանդամների համար ունենք՝ ,,𝑥-2.+3𝑥,5𝑥.=𝑥, ,,𝑥-2.+3𝑥,5𝑥.=−7𝑥 եւ ,,𝑥-2.+3...
	2.1.5 Դիտողություն. Բացառելով ակնհայտ դեպքերը, երբ 𝑎,𝑏 տարրերից մեկը կամ երկուսն էլ զրյական են, (𝑎,𝑏)-ն ու [𝑎,𝑏]-ն հաշվելիս մենք ստորեւ   կհամարենք, որ 𝑎,𝑏 տարրերը ոչ զրոյական են:
	2.1.6 Սահմանում. 〈𝑅, +,  ⋅〉 օղակի 𝐿 ենթաբազմությունը կոչվում է 𝑅-ի ենթաօղակ, եթե այն օղակ է 𝑅-ում սահմանված գումարման եւ բազմապատկման +,  ⋅ գործողությունների նկատմամբ:
	2.1.7 Խնդիր.  Ապացուցել, որ 〈𝑅, +,  ⋅〉 օղակի ոչ դատարկ 𝐿 ենթաբազմությունը ենթաօղակ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ կամայական 𝑎,𝑏∈𝐿 տարրերի համար 𝑎−𝑏∈𝐿 եւ 𝑎𝑏∈𝐿: Ցուցում. ոչ դատարկ 𝐿 ենթաբազմությունը պարունակում է որեւէ 𝑎∈𝐿 տարր: Դի...
	2.1.8 Սահմանում.  𝑅 օղակի 𝐼 ենթաօղակը կոչվում է 𝑅-ի իդեալ, եթե կամայական 𝑎∈𝐼 եւ 𝑏∈𝑅 տարրերի համար 𝑏𝑎∈𝐼 եւ 𝑎𝑏∈𝐼:
	2.1.9 Խնդիր. Ապացուցել, որ 〈𝑅, +,  ⋅〉 օղակի ոչ դատարկ 𝐼 ենթաբազմությունը իդեալ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ կամայական 𝑎,𝑏∈𝐼 եւ 𝑐∈𝑅 տարրերի համար 𝑎−𝑏∈𝐼 եւ 𝑎𝑐∈𝐼, 𝑐𝑎∈𝐼: Ցուցում. օգտվել 2.1.7 խնդրից:
	2.1.10 Օրինակ. Վերցնենք հետեւյալ մատրիցները 𝐴=,,1-0-1-0..,    𝐵=,,0-0-1-1..: Այդ դեպքում 𝐴≠0 եւ 𝐵≠0, բայց  𝐴𝐵=0=,,0-0-0-0..:
	2.1.11 Սահմանում. Եթե 𝑅 օղակի 𝑎,𝑏≠0 տարրերի համար 𝑎𝑏=0, ապա 𝑎 եւ 𝑏 տարրերը կոչվում են զրոյի բաժանարարներ:
	2.1.12 Սահմանում.  𝑅 օղակը կոչվում է ամբողջության տիրույթ, եթե այն կոմուտատիվ է, ունի 1≠0 միավոր, եւ եթե այն ազատ է զրոյի բաժանարարներից՝ նրա կամայական 𝑎 եւ 𝑏 տարրերի համար  𝑎𝑏=0 հավասարությունից բխում է, որ 𝑎=0 կամ 𝑏=0:
	2.1.13 Խնդիր. Զրոյի բաժանարարներից ազատ լինելու պայմանը կապված է իրար հավասար երկու արտահայտություններում աջից կամ ձախից նույն ոչ զրոյական արտադրիչը կրճատելու կանոնի հետ: Ցույց տալ, որ կոմուտատիվ եւ 1≠0 միավոր ունեցող օղակն ամբողջության տիրույթ ...
	2.1.14 Սահմանում. 𝑅 օղակը կոչվում է դաշտ, եթե այն կոմուտատիվ է, ունի 1≠0 միավոր, եւ եթե նրա կամայական 𝑎 ոչ զրոյական տարր հակադարձելի է՝ գոյություն ունի ,𝑎-−1.∈𝑅 այնպիսին, որ 𝑎,𝑎-−1.=1:
	2.1.15 Խնդիր. Ցույց տալ, որ յուրաքանչյուր դաշտ ամբողջության տիրույթ է: Ցուցում. բավական է համեմատել միայն վերջին պայմանները եւ ցույց տալ, որ 𝑎≠0 հակադարձելի տարրը չի կարող լինել զրոյի բաժանարար: Ենթադրենք հակառակը եւ վերցնենք 𝑏≠0 տարրը, որի ...
	2.1.16 Խնդիր. Գտնել այնպիսի մի ամբողջության տիրույթի օրինակ, որը դաշտ չէ: Ցուցում. օգտվել 2.1.30 վարժությունից:
	2.1.17 Վարժություն. Ցույց տալ, որ եթե դաշտի իդեալը զրոյական չէ, ապա այն համընկնում է ողջ դաշտի հետ: Յուրաքանչյուր դաշտ ունի ճիշտ երկու իդեալ:
	2.1.18 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթի 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրերը կոչվում են ասոցացված տարրեր, եթե գոյություն ունի մի 𝜀∈,𝑅-∗. հակադարձելի տարր այնպիսին, որ 𝑎=𝜀⋅𝑏: Այս փաստը նշանակվում է  𝑎≈𝑏:
	2.1.19 Վարժություն. Ստուգել որ «≈» սիմվոլի կիրառությունը երկու հասկացությունների նշանակման համար հակասություն չի առաջացնում. 𝑎≈1 գրությունը նշանակում է «𝑎 եւ 1 տարրերն ասոցացված են» այն եւ միայն այն ժամանակ, երբ 𝑎 տարրը հակադարձելի է:
	2.1.20 Հատկություն. Հեշտ է ստուգել, որ ասոցացվածության առընչությունը համարժեքության հարաբերություն է:
	2.1.21 Խնդիր. Ցույց տալ, որ 𝑅 ամբողջության տիրույթի 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրերի համար 𝑎≈𝑏 այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑎⋮𝑏  եւ 𝑏⋮𝑎:
	2.1.22 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթի ոչ զրոյական եւ ոչ հակադարձելի 𝑝 տարրը կոչվում է պարզ տարր (կամ չբերվող տարր, անվերլուծելի տարր), եթե կամայական 𝑝=𝑏⋅𝑐 ներկայացումից բխում է, որ 𝑏≈1 կամ 𝑐≈1:
	2.1.23 Թվային օրինակներ. Օղակների թվային օրինակներ են 〈ℤ, +, ⋅〉, 〈ℚ, +, ⋅〉,  〈ℝ, +, ⋅〉,  〈ℂ, +, ⋅〉 համակարգերը:
	2.1.24 Վարժություն. Ֆիքսված  𝑘 ամբողջ թվի համար դիտարկենք  𝑘ℤ=,𝑘𝑧 . 𝑧∈ℤ} բազմությունը, որն ակնհայտորեն բաղկացած է 𝑘-ի վրա բաժանվող բոլոր ամբողջ թվերից: Ցույց տալ, որ 〈𝑘ℤ, +, ⋅〉 համակարգն օղակ է: Հանդիսանու՞մ է այն ամբողջության տիրույթ կամ դա...
	2.1.25 Մոդուլյար օրինակներ. Տրված 𝑚 դրական ամբողջ թվի համար ,ℤ-𝑚.-ով նշանակենք {0, 1, …, 𝑚−1} բազմությունը: Այս բազմության վրա սահմանենք մնացորդով գումարման եւ բազմապատկման գործողություններ հետեւյալ կերպ. եթե  ,𝑎,𝑏∈ℤ-𝑚., ապա գոյություն ուն...
	2.1.26 Թեորեմ.  ,ℤ-𝑚. մնացքների օղակը դաշտ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑚-ը պարզ թիվ է:
	2.1.27 Մատրիցային օրինակներ. Կամայական կոմուտատիվ 𝑅 օղակի եւ 𝑚,𝑛 բնական թվերի համար դիտարկենք 𝑅-ի տարրերից կազմված, 𝑚 տողերից եւ 𝑛 սյուներից բաղկացած բոլոր մատրիցների ,𝑀-𝑚,𝑛.(𝑅) բազմությունը.
	2.1.28 Օրինակ. Ենթադրենք՝ 𝑅=,ℤ-7.: Այդ դեպքում ,𝑀-3.(,ℤ-7.) օղակում տեղի ունի.
	2.1.29 Վարժություն. ,𝑀-2.(,ℤ-5.) օղակում հաշվել հետեւյալ արտադրյալները.
	Դիտարկենք որեւէ 𝑅 ամբողջության տիրույթ եւ 𝑅-ի վրա սահմանենք բազմանդամներ որպես
	2.1.30 Վարժություն. Տրված 𝑅 ամբողջության տիրույթի համար դիտարկենք 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը: Արդյո՞ք այն ամբողջության տիրույթ է: Արդյո՞ք այն դաշտ է: Համեմատել սա 2.1.16 խնդրի հետ:
	2.1.31 Օրինակ.  Քանի որ ըստ 2.1.26 թեորեմի ,ℤ-𝑝. մնացքների օղակը դաշտ է (եւ, ուրեմն, ամբողջության տիրույթ է), ապա նրա վրա կարելի է սահմանել  ,ℤ-𝑝.[𝑥] օղակը, որը կանվանենք մոդուլյար բազմանդամների օղակ: ,ℤ-𝑝.[𝑥] օղակի տարրերը 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛....
	2.1.32 Լեմմա.  ,ℤ-𝑝. դաշտի կամայական 𝑎,𝑏 տարրերի համար տեղի ունի ,,𝑎+𝑏.-𝑝.=,𝑎-𝑝.+,𝑏-𝑝. հավասարությունը:
	2.1.33 Հետեւանք.  ,ℤ-𝑝.[𝑥] օղակի  կամայական 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների համար տեղի ունի ,,𝑓,𝑥.+𝑔,𝑥..-𝑝.=,𝑓,𝑥.-𝑝.+,𝑔,𝑥.-𝑝.  հավասարությունը:

	2.2 Գլխավոր իդեալներ եւ բաղդատումներ, ծնիչ բազմություններ
	2.2.1 Խնդիր. Ստուգել, որ եթե 𝑅 օղակը կոմուտատիվ է եւ ունի միավոր, ապա նրա կամայական 𝑚 տարրի համար 𝑚𝑅 ենթաբազմությունը կհանդիսանա 𝑅-ի ենթաօղակ (եւ իդեալ) ու կպարունակի 𝑚-ը: Ցուցում. աջ իդեալ լինելու պայմանն ակնհայտ է, իսկ ձախ իդեալ լինելու պ...
	2.2.2 Օրինակ. ,ℤ-3.[𝑥] օղակում տեղի ունի.  ,𝑥-3.+1≡𝑥+1,mod 2,𝑥-2.+1.:
	2.2.3 Օրինակ.  1.3 պարագրաֆում Կնուտի մոդուլյար մեթոդը կիրառելիս մենք երեք անգամ կատարեցինք բազմանդամների անկյունով բաժանում: Դրանց ,ℤ-5.[𝑥] օղակում համապատասխանում են հետեւյալ երեք բաղդատումները՝
	2.2.4 Խնդիր. Ստուգել 𝑅 միավորով կոմուտատիվ օղակում բաղդատումների տարրական հատկությունները. եթե 𝑎≡𝑏(mod 𝑚) եւ 𝑎′≡𝑏′(mod 𝑚) տրված 𝑎,𝑏,,𝑎-′.,,𝑏-′.,𝑚∈𝑅 տարրերի համար, ապա.
	2.2.5 Խնդիր. Ստուգել, որ 𝑅 միավորով կոմուտատիվ օղակում տարրերի՝ իրար հետ ըստ 𝑚 մոդուլի բաղդատելի լինելու հարաբերությունը համարժեքության հարաբերություն է: Մասնավորապես, 𝑅-ի կրիչ բազմությունը տրոհվում է համարժեքության դասերի, որտեղ...
	2.2.6 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթը կոչվում է գլխավոր իդեալների օղակ, եթե նրա յուրաքանչյուր 𝐼 իդեալ գլխավոր է, այսինքն՝ 𝐼 իդեալի համար գոյություն ունի 𝑚∈𝑅 տարր այնպիսին, որ 𝐼=𝑚𝑅:
	2.2.7 Խնդիր. Ցույց տալ, որ ℤ օղակը գլխավոր իդեալների օղակ է: Ցուցում. ℤ օղակի կամայական ոչ զրոյական 𝐼 իդեալի համար դիտարկել այն ոչ զրոյական 𝑚∈𝐼 տարրը, որը բացարձակ արժեքով չի գերազանցում 𝐼 իդեալի մնացած տարրերին:
	2.2.8 Սահմանում. 𝑅 օղակի ոչ դատարկ 𝐴 ենթաբազմությամբ ծնված ենթաօղակ է կոչվում 𝑅-ի այն մինիմալ ենթաօղակը, որը պարունակում է 𝐴-ն: Այդ ենթաօղակը նշանակվում է 𝑅[𝐴]:
	2.2.9 Օրինակ. ℤ օղակում վերցնենք 𝐴={4, 6}: Զույգ թվերի 2ℤ ենթաօղակը պարունակում է 𝐴-ն: Մյուս կողմից, եթե որեւէ 𝑆 ենթաօղակ պարունակում է 𝐴-ն, ապա այն պարունակում է 6−4=2 տարբերությունը: Իսկ եթե 𝑆-ը պարունակում է 2-ը, ապա այն պարունակում է նաեւ բ...
	2.2.10 Սահմանում. 𝑅 օղակի ոչ դատարկ 𝐴 ենթաբազմությամբ ծնված իդեալ է կոչվում 𝑅-ի այն մինիմալ իդեալը, որը պարունակում է 𝐴-ն: Այդ իդեալը նշանակվում է 〈𝐴〉:
	2.2.11 Օրինակ. Միավորով կոմուտատիվ 𝑅 օղակում վերցնենք որեւէ 𝑚 տարր: Ըստ սահմանման, ,𝑚. իդեալը պարունակվում է 𝑚𝑅 գլխավոր իդեալի մեջ, քանի որ 𝑚𝑅-ը պարունակում է 𝑚=𝑚⋅1 տարրը: Մյուս կողմից, ցանկացած 𝑚⋅𝑟 արտադրյալ ,𝑚.-ից է, քանի որ ,𝑚.-ը իդե...
	2.2.12 Թեորեմ. Ենթադրենք միավորով կոմուտատիվ 𝑅 օղակում տրված է 𝐴 ոչ դատարկ ենթաբազմությունը: Այդ դեպքում

	2.3 Օղակների հոմոմորֆիզմներ, մոդուլյար անցում, ֆակտոր-օղակներ
	2.3.1 Սահմանում. Տրված 〈𝑅, +,  ⋅〉 եւ 〈𝐾, +,  ⋅〉 օղակների հոմոմորֆիզմ է կոչվում այն
	𝜑:𝑅→𝐾
	արտապատկերումը, որը համաձայնեցված է օղակներում սահմանված գումարման եւ բազմապատկման գործողությունների հետ, այսինքն՝ եթե ցանկացած 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրերի համար տեղի ունեն հետեւյալ պայմանները.
	2.3.2 Օրինակ. Եթե 𝑅=ℂ եւ 𝐾=ℝ, ապա յուրաքանչյուր 𝑧=𝑎+𝑖𝑏 կոմպլեքս թվի իր իրական մասը համապատասխանեցնող 𝜑,𝑧.=ℜ,𝑧.=𝑎 արտապատկերումը, ինչպես եւ կեղծ մասի մոդուլը համապատասխանեցնող  𝜙,𝑧.=,ℑ,𝑧..=𝑏 արտապատկերումը հոմոմորֆիզմներ են:
	2.3.3 Վարժություն. Արդյոք հոմոմորֆի՞զմ են 𝜑:ℂ→ℂ եւ 𝜓:ℂ→ℂ արտապատկերումները, որոնք կոմպլեքս թվերի վրա տրված են 𝜑,𝑧.=|𝑧| եւ 𝜓,𝑧.=,𝑧. կանոններով (,𝑧.-ը կոմպլեքս 𝑧 թվի համալուծն է):
	2.3.4 Սահմանում. 𝑅 եւ 𝐾 օղակների 𝜑:𝑅→𝐾 հոմոմորֆիզմը կոչվում է իզոմոմորֆիզմ, եթե այն սյուրյեկտիվ եւ ինյեկտիվ է: Այսինքն, եթե այն բիյեկտիվ (փոխմիարժեք) արտապատկերում է: Այս փաստը գրի է առնվում 𝑅≅𝐾տեսքով:
	2.3.5 Խնդիր.  Ցույց տալ, որ կամայական 𝜑:𝑅→𝐾 հոմոմորֆիզմի համար ,ker-𝜑.-ն 𝑅 օղակի իդեալ է: Ստուգել՝ արդյո՞ք ,im-𝜑.-ն ենթաօղակ է, արդյո՞ք ,im-φ.-ն իդեալ է: Ցուցում. եթե 𝜑,𝑎.=0 ապա կամայական 𝑐∈𝑅 տարրի համար 𝜑,𝑎𝑐.=𝜑,𝑎.𝜑,𝑐.=0⋅𝜑,𝑐.=0:
	2.3.6 Օրինակ (թվային մոդուլյար անցում).  Դիտարկենք
	𝜑:ℤ→,ℤ-𝑚.
	2.3.7 Օրինակ (բազմանդամային մոդուլյար անցում). Իսկ այժմ դիտարկենք
	𝜑:ℤ[𝑥]→,ℤ-𝑝.[𝑥]
	2.3.8 Օրինակ. Եթե վերցնենք 𝑅=ℤ,  𝐼=5ℤ,  𝑎=3, ապա
	2.3.9 Վարժություն. Ստուգել, որ 𝑎+𝐼=𝑎′+𝐼 պայմանը իրոք համարժեք է 𝑎′−𝑎∈𝐼 պայմանին:
	2.3.10 Խնդիր. Ստուգել, որ վերը բերված պայմաններում՝
	2.3.11 Վարժություն. Ապացուցել, որ ℤ օղակի 𝑚ℤ իդեալի համար (𝑚-ը որեւէ բնական թիվ է) տեղի ունի ℤ/𝑚ℤ=,,𝑚ℤ,1+𝑚ℤ, …, ,𝑚−1.+𝑚ℤ., +, ⋅.,  ընդ որում, ℤ/𝑚ℤ≅,ℤ-𝑚.:
	2.3.12 Օրինակ. Որեւէ 𝑝 պարզ թվի համար ℤ[𝑥] բազմանդամային օղակում վերցնենք բոլոր այնպիսի բազմանդամների 𝑃 ենթաբազմությունը, որոնց բոլոր գործակիցները բաժանվում են 𝑝-ի վրա: Հեշտ է տեսնել, որ, եթե 𝑓,𝑥.,𝑔,𝑥.∈𝑃, ապա նաեւ 𝑓,𝑥.−𝑔,𝑥.∈𝑃 (...
	2.3.13 Թեորեմ (օղակների հոմոմորֆիզմների հիմնական թեորեմը). Ենթադրենք տրված է 𝑅 եւ 𝐾 օղակների 𝜑:𝑅→𝐾 հոմոմորֆիզմը: Այդ դեպքում նրա ,ker-𝜑. միջուկն իդեալ է 𝑅 օղակում, իսկ  ,im-𝜑. պատկերը ենթաօղակ է 𝐾 օղակում: Ընդ որում.
	2.3.14 Սահմանում. 𝑅 օղակի 𝑀 իդեալը կոչվում է 𝑅-ի մաքսիմալ իդեալ, եթե այն սեփական իդեալ է, եւ 𝑅-ում գոյություն չունի 𝑀 իդեալը խիստ պարունակող որեւէ սեփական 𝐼 իդեալ. 𝑀≠𝑅  եւ եթե 𝑀⊂𝐼, ապա 𝐼=𝑅:
	2.3.15 Թեորեմ. 𝑅 կոմուտատիվ միավորով օղակի 𝑀 իդեալը մաքսիմալ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑅/𝑀 ֆակտոր-օղակը դաշտ է:
	2.3.16 Օրինակներ. ℤ օղակում մաքսիմալ է 𝑝ℤ տեսքի ցանկացած իդեալ, որտեղ 𝑝-ն որեւէ պարզ թիվ է: Միաժամանակ, ըստ 2.1.26 թեորեմի, ℤ/𝑝ℤ≅,ℤ-𝑝. օղակը դաշտ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑝-ն պարզ է: Մյուս կողմից, բաղադրյալ 𝑚=𝑛𝑘 թվի համար 𝑚ℤ օղակը մաք...
	2.3.17 Վարժություններ. (2.5) բանաձեւից ստանալ 𝐴∈,𝑀-𝑛.(𝑅) մատրիցի ,det-𝐴. որոշիչի հետեւյալ հատկությունները.
	(,𝑎-𝑖𝑗.∈𝑅, 𝑖,𝑗=1,…,𝑛), ապա 𝐴 մատրիցի համար նրա  𝜑(𝐴) պատկերը տրվում է
	𝜑,𝐴.=,,𝜑(,,𝑎-11.)-⋯-,𝜑(𝑎-1𝑛.).-⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ -,,𝜑(𝑎-𝑛1.) -⋯-,𝜑(𝑎-𝑛𝑛.)...∈,𝑀-𝑛.(𝐿)
	2.3.18 Վարժություն. Հաշվել  ,𝜑-𝑝.:,𝑀-𝑛.(ℤ)→,𝑀-𝑛.,,ℤ-𝑝.. մոդուլյար անցման պատկերը եւ միջուկը:
	2.3.19 Օրինակ. Վերցնենք
	2.3.20 Օրինակ. Եթե նախորդ օրինակի մատրիցի համար վերցնենք 𝑝=19, ապա ,𝜑-19. անցումն արդեն չի փոխում 𝐴 մատրիցի արտաքին տեսքը.
	2.3.21 Օրինակ. Եթե ,𝜑-19. մոդուլյար անցումից հետո ունենք

	2.4 Մոդուլյար անցման ալգորիթմական կիրառությունները
	,𝜑-𝑚.:ℤ→,ℤ-𝑚., ,𝜑-𝑝.:ℤ→,ℤ-𝑝.,  ,𝜑-𝑝.:ℤ[𝑥]→,ℤ-𝑝.[𝑥] եւ ,𝜑-𝑝.:,𝑀-𝑛.(ℤ)→,𝑀-𝑛.,,ℤ-𝑝.. մոդուլյար անցումները (օղակային հոմոմորֆիզմները) ալգորիթմներ կառուցելու հիմնական մեր գործիքներից են: Այդ ալգորիթմներից մեկին (Կնուտի օրինակին) ...
	,𝜑-5.:ℤ[𝑥]→,ℤ-5.[𝑥]
	մոդուլյար անցումը, եւ այդ հոմոմորֆիզմի նկատմամբ (1.1) բազմանդամները ունեն ,𝑓-5.(𝑥) եւ ,𝑔-5.(𝑥) պատկերները (տես (1.6) բազմանդամները 1.3 պարագրաֆում): Այդ պատկերները փոխադարձաբար պարզ են, ընդ որում, այդ փաստը պարզելը անհամեմատ ավելի հեշտ ...
	2.4.1 Գործակիցների պահպանման հարցը.  Մոդուլյար անցման ժամանակ 𝑓,𝑥. բազմանդամի կամ նրա բաժանարարների գործակիցները կարող են փոխվել, կրճատվել, եւ ,𝑓-𝑝.,𝑥. բազմանդամի բաժանարարները կարող են շատ քիչ կապված լինել 𝑓,𝑥. բազմանդամի բաժանարարն...
	2.4.2 Նախապատկերի միակության հարցը.  Ենթադրենք՝ տրված 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար ըստ 𝑝 մոդուլի հաշվել ենք ,𝑓-𝑝.,𝑥. մոդուլյար բազմանդամը եւ նրա համար մոդուլյար մեթոդներով գտել ,ℎ-𝑝.,𝑥. բաժանարարը: Անգամ եթե այս մոդուլյար անցման ժամանակ ինչ-որ...
	2.4.3 Բաժանելիության հարցը.  Այս հարցը պակաս ակնհայտ է, քան նախորդ երկու հարցերը: Եթե անգամ մոդուլյար անցման ժամանակ գործակիցների պահպանությունը բարդություն չի առաջացնում, եւ եթե նախապատկերների միակության հարցը նույնպես չի ծագում, ապա դարձյ...

	2.5 էվկլիդյան օղակներ
	2.5.1 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթը կոչվում է էվկլիդյան օղակ, եթե տրված է այնպիսի մի 𝛿:𝑅\{0}→ℕ∪{0}  արտապատկերում, որ.
	2.5.2 Օրինակ.  Սահմանումից առաջ բերված օրինակներում, վերցնելով  𝛿,𝑛.=|𝑛| կամ 𝛿,𝑓(𝑥).=,deg-𝑓(𝑥). (այստեղ 𝑓,𝑥.∈ℚ[𝑥]), կստանանք էվկլիդյան օղակի առաջին օրինակները. ամբողջ թվերի ℤ օղակը եւ ռացիոնալ բազմանդամների ℚ[𝑥] օղակը: Այն, որ ℚ[𝑥] օղա...
	2.5.3 Թեորեմ (Էվկլիդեսի թեորեմը).  էվկլիդյան 𝑅 օղակում նրա կամայական ոչ զրոյական 𝑎,𝑏 տարրերի համար գոյություն ունի դրանց (𝑎,𝑏) ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը եւ [𝑎,𝑏] ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը:
	Մասնավորապես, 𝑘=1 ինդեքսի համար կստացվի համակարգի առաջին տողը՝
	2.5.4 Ալգորիթմ (Էվկլիդեսի ալգորիթմը). Տրված են 𝑅 էվկիդյան օղակի 𝑎,𝑏∈𝑅 ոչ զրոյական տարրերը: Գտնել դրանց ,𝑎,𝑏. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	1. Նշանակենք ,𝑟-−2.=𝑎 եւ  ,𝑟-−1.=𝑏:
	2.5.5 Թեորեմ. էվկլիդյան 𝑅 օղակում նրա կամայական ոչ զրոյական 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրերի համար գոյություն ունեն 𝑢,𝑣∈𝑅 տարրեր այնպիսիք, որ տեղի ունի հետեւյալ հավասարությունը.
	2.5.6 Ալգորիթմ (Էվկլիդեսի ընդլայնված ալգորիթմը). Տրված են 𝑅 էվկիդյան օղակի 𝑎,𝑏∈𝑅 ոչ զրոյական տարրերը: Գտնել դրանց ,𝑎,𝑏. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը եւ այնպիսի 𝑢,𝑣∈𝑅 տարրեր, որոնց համար, 𝑢𝑎+𝑣𝑏=,𝑎,𝑏.:
	1. Նշանակենք ,𝑟-−2.=𝑎 եւ  ,𝑟-−1.=𝑏:
	2.5.7 Հետեւանք. էվկլիդյան 𝑅 օղակում նրա կամայական փոխադարձաբար պարզ 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրերի համար գոյություն ունեն 𝑢,𝑣∈𝑅 տարրեր այնպիսիք, որ տեղի ունի հետեւյալ հավասարությունը.
	2.5.8 Թեորեմ. Կամայական էվկլիդյան օղակ գլխավոր իդեալների օղակ է:
	2.5.9 Օրինակ. Ամբողջ գործակիցներով բազմանդամների  ℤ[𝑥] օղակը էվկլիդյան չէ: Իրոք, եթե այն էվկլիդյան օղակ լիներ, ապա, անկախ այն բանից, թե ինչպես է սահմանվել 𝛿:ℤ[𝑥] \{0}→ℕ∪,0. արտապատկերումը, այդ օղակի 𝑓,𝑥.=2 եւ 𝑔,𝑥.=𝑥 բազմանդամների համար, ըստ Է...
	2.5.10 Օրինակ. Հետեւյալ օրինակը հետաքրքիր է նրանով, որ այն ոչ էվկլիդյան օղակ է, որը միաժամանակ գլխավոր իդեալների օղակ է հանդիսանում: Վերցնենք  𝛼=,1-2.,1+,−19..=,1-2.(1+𝑖,19.) կոմպլեքս թիվը եւ դիտարկենք ℂ դաշտի հետեւյալ ենթաբազմությունը՝ ℤ,𝛼.=,...
	2.5.11 Լեմմա. Եթե 𝑅 էվկլիդյան օղակի 𝑎,𝑏,ℎ տարրերի համար ունենք 𝑎⋅𝑏⋮ℎ եւ ,𝑎,ℎ.=1, ապա 𝑏⋮ℎ:
	2.5.12 Հետեւանք. Եթե 𝑅 էվկլիդյան օղակի 𝑎,𝑏 տարրերի համար ունենք 𝑎⋅𝑏⋮𝑝, որտեղ 𝑝-ն պարզ է եւ 𝑎-ն չի բաժանվում 𝑝-ի վրա, ապա 𝑏-ն բաժանվում է 𝑝-ի վրա:
	2.5.13 Թեորեմ. Ցանկացած 𝑅 դաշտի վրա տրված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը էվկլիդյան օղակ է:
	2.5.14 Հետեւանք. Կամայական 𝑝 պարզ թվի համար ,ℤ-𝑝. դաշտի վրա տրված ,ℤ-𝑝.[𝑥] բազմանդամային օղակը էվկլիդյան օղակ է:
	2.5.15 Հետեւանք. Կամայական 𝑅 դաշտի վրա տրված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը գլխավոր իդեալների օղակ է:
	2.5.16 Բեզուի թեորեմը. Եթե 𝑅[𝑥] օղակն էվկլիդյան է, ապա 𝑓,𝑥.∈𝑅[𝑥] բազմանդամի համար 𝑐∈𝑅 տարրն արմատ է այն եւ միայն այդ դեպքում, երբ 𝑓,𝑥.⋮,𝑥−𝑐.: Այսինքն՝ երբ որեւէ 𝑞,𝑥.∈𝑅[𝑥] բազմանդամի համար տեղի ունի 𝑓,𝑥.=(𝑥−𝑐)𝑞(𝑥) ներկայացու...
	2.5.17 Դիտողություն. Քանի որ ,ℤ-𝑝.[𝑥]-ն էվկլիդյան է, նրա համար գործում են էվկլիդյան 2.5.3, 2.5.5 եւ 2.5.7 ալգորիթմները: Անդրադառնալով ,𝜑-𝑝.:ℤ[𝑥]→,ℤ-𝑝.[𝑥] անցումների միջոցով կառուցվող ալգորիթմներին՝ նկատենք, որ ,ℤ-𝑝.[𝑥] օղակը ℤ[𝑥] ...

	2.6 Բազմանդամի բովանդակություն, կեղծ բաժանումներ
	2.6.1 Սահմանում. Եթե 𝑅 ամբողջության տիրույթի վրա տրված ,𝑓,𝑥.∈𝑅[𝑥]-  . բազմանդամի բոլոր գործակիցների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը գոյություն ունի, ապա այն կոչվում է 𝑓,𝑥.-ի բովանդակություն եւ նշանակվում cont,𝑓,𝑥..: Եթե 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.,...
	2.6.2 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթի վրա տրված ,𝑓,𝑥.∈𝑅[𝑥]-  . բազմանդամը կոչվում է նորմավորված, եթե նրա ավագ գործակիցը հավասար է 1-ի:
	2.6.3 Սահմանում. ,𝑓,𝑥.∈ℤ[𝑥]-  . ոչ զրոյական բազմանդամի բովանդակություն է կոչվում նրա բոլոր գործակիցների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը: Այն նշանակվում է cont,𝑓,𝑥.. (եւ սահմանվում է նշանի ճշտությամբ):
	2.6.4 Օրինակ. Եթե ,𝑓,𝑥.=,2𝑥-2.+6𝑥−4∈ℤ,𝑥.,-  .ապա cont,𝑓,𝑥..=2 (կամ էլ cont,𝑓,𝑥..=−2):
	2.6.5 Սահմանում. 𝑓,𝑥.∈𝑅[𝑥] բազմանդամը կոչվում է պրիմիտիվ բազմանդամ, եթե cont,𝑓,𝑥..≈1:
	2.6.6 Սահմանում. Եթե 𝑓,𝑥.∈𝑅[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամի համար սահմանված է նրա cont,𝑓,𝑥.. բովանդակությունը, ապա 𝑓,𝑥.-ի պրիմիտիվ մաս է կոչվում 𝑓,𝑥./cont,𝑓,𝑥.. պրիմիտիվ բազմանդամը: Այն նշանակվում է pp,𝑓,𝑥..:
	2.6.7 Օրինակ. 2.6.4 օրինակի 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար ունենք pp,𝑓,𝑥..=(,2𝑥-2.+6𝑥−4)/2=,𝑥-2.+3𝑥−2: Կամ էլ pp,𝑓,𝑥..=,−𝑥-2.−3𝑥+2:
	2.6.8 Գաուսի լեմման ℤ[𝑥] օղակի համար. Կամայական  𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈,ℤ[𝑥]-  . բազմանդամների համար.
	2.6.9 Հետեւանք. ℤ[𝑥] օղակում պրիմիտիվ բազմանդամի բաժանարարը նույնպես պրիմիտիվ բազմանդամ է: Մասնավորապես, պրիմիտիվ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը պրիմիտիվ բազմանդամ է:
	2.6.10 Օրինակ. 2 եւ 3 թվերը պատկանում են  ℤ եւ ℚ օղակներին, բայց դրանց բաժանելիությունը տեղի ունի այդ օղակներից միայն երկրորդում՝ 2⋮3, քանի որ 2=3⋅,2-3.:  Նույն կերպ՝ 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+3𝑥 բազմանդամը բաժանվում է 𝑔,𝑥.=2𝑥+6 բազմանդամի վրա ℚ[𝑥] օղակու...
	2.6.11 Լեմմա. Ենթադրենք 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥], ընդ որում, 𝑔,𝑥. բազմանդամը պրիմիտիվ է: Եթե 𝑓,𝑥.-ը բաժանվում է 𝑔,𝑥.-ի վրա ℚ[𝑥] օղակում, ապա այն բաժանվում է դրա վրա նաեւ ℤ[𝑥] օղակում:
	2.6.12 Խնդիր.  Ցույց տալ, որ ℤ[𝑥] օղակի կամայական 𝑓,𝑥. պարզ տարր ունի հետեւյալ երկու տիպերից մեկը.
	1) կամ ,deg-𝑓,𝑥..=0 եւ այդ դեպքում 𝑓,𝑥.=𝑐 հաստատուն բազմանդամը պարզ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑐-ն պարզ է որպես ամբողջ թիվ (որպես ℤ օղակի ոչ զրոյական տարր),
	2.6.13 Թեորեմ.  ℤ[𝑥] օղակի կամայական ոչ զրոյական 𝑓,𝑥. բազմանդամ կարելի է ներկայացնել հետեւյալ տեսքով.
	2.6.14 Օրինակ. 𝑓,𝑥.=270,𝑥-3.+990,𝑥-2.+1170𝑥+450 բազմանդամի (2.17) ներկայացումն է 𝑓,𝑥.=90⋅,3,𝑥-3.+11,𝑥-2.+13𝑥+5.=1⋅2⋅3⋅3⋅5⋅,𝑥+1.,𝑥+1.,3𝑥+5., որի (2.19) տեսքը «նման անդամների միացումից» հետո կլինի 𝑓,𝑥.=1⋅2⋅,3-2.⋅5⋅,,𝑥+1.-2.,3𝑥+5.: Ա...
	2.6.15 Հետեւանք. ℤ[𝑥] օղակի կամայական պրիմիտիվ 𝑓,𝑥. բազմանդամ կարելի է ներկայացնել հետեւյալ տեսքով.
	2.6.16 Հետեւանք. Կամայական 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամների համար, որոնք միաժամանակ զրոյական չեն, գոյություն ունի նրանց
	𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..∈ℤ[𝑥]
	ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը: 𝑑,𝑥.-ը որոշվում է ±1 արտադրիչի (նշանի) ճշտությամբ:
	2.6.17 Խնդիր. Ցույց տալ, որ կամայական 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամների համար, որոնցից ոչ մեկը զրոյական չէ, գոյություն ունի նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..∈ℤ[𝑥]  ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը: Ցույց տալ նաեւ, որ
	,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..⋅,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..≈𝑓,𝑥.⋅ 𝑔,𝑥.:
	2.6.18 Դիտողություն. ℤ[𝑥] եւ ℚ[𝑥] օղակներում միեւնույն տարրերի ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարները կարող են տարբեր լինել: Օրինակ, ℤ[𝑥] օղակում 𝑓,𝑥.=12,𝑥-2.+24𝑥+12 եւ 𝑔,𝑥.=8𝑥+8 բազմանդամների ամենամեծ բաժանարար են հանդիսանում միայն 4𝑥+4...
	2.6.19 Օրինակ. Ենթադրենք 𝑓,𝑥.=2,𝑥-3.−14𝑥+14 եւ 𝑔,𝑥.=6,𝑥-2.−14: Այս բազմանդամների համար ℚ[𝑥] էվկլիդյան օղակում ունենք՝
	2.6.20 Ալգորիթմ (ℤ[𝒙] օղակում ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվումը «կեղծ բաժանումների» միջոցով). Տրված են 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամները: Հաշվել նրանց ,𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	4. 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամները դիտարկենք որպես էվկլիդյան ℚ[𝑥] օղակի տարրեր, եւ Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք դրանց ℎ,𝑥.∈ℚ[𝑥] ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը (բազմանդամները «անկյունով» բաժանելիս կարող են առաջանալ կոտորակային գործակիցներ):
	5. ℎ,𝑥. բազմանդամը որեւէ 𝑠 սկալյարով բազմապատկելով` ստանանք 𝑠ℎ,𝑥.∈ℤ[𝑥]: Որպես 𝑠 կարելի է վերցնել, օրինակ, ℎ,𝑥. բազմանդամի բոլոր գործակիցների հայտարարների ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը:
	6. Հաշվենք դրա pp,𝑠ℎ,𝑥.. պրիմիտիվ մասը:
	2.6.21 Օրինակ. 2.6.19 օրինակի բազմանդամների համար հաշվենք՝
	2.6.22 Օրինակ. Դիտարկենք 2.6.19 օրինակի բազմանդամները, բայց ամեն մի բաժանումից հետո նորմավորենք արդյունքը: 3,𝑥-2.−7 բազմանդամը կփոխարինվի ,𝑥-2.−7/3-ով: Հաջորդ մնացորդը կլինի 𝑥−3/2, իսկ վերջին ոչ զրոյական նորմավորված մնացորդը կլինի 1: Ուստի ...
	2.6.23 Վարժություն. ℤ[𝑥] օղակում «կեղծ բաժանումների» միջոցով հաշվել հետեւյալ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	2.6.24 Վարժություն. Հաշվել 2.6.23 վարժության բազմանդամների ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը ℤ[𝑥] օղակում:

	2.7 Ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի աստիճանը
	2.7.1 Լեմմա. 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամների 𝑑,𝑥. ընդհանուր բաժանարարը նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարն է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑑,𝑥.-ի աստիճանը 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների ընդհանուր բաժանարարների...
	2.7.2 Օրինակ. Եթե 2.6.18 դիտողության 𝑓,𝑥.=12,𝑥-2.+24𝑥+12 եւ 𝑔,𝑥.=8𝑥+8 բազմանդամների համար վերցնենք 𝑑,𝑥.=𝑥+1 ընդհանուր բաժանարարը, ապա 2.7.1 լեմմայի պայմաններից առաջինը, իրոք, կատարվում է. ,deg-,𝑥+1.=,max-,{deg-ℎ,𝑥. , 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.⋮ℎ,𝑥.....
	2.7.3 Լեմմա. 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] պրիմիտիվ բազմանդամների 𝑑,𝑥. ընդհանուր բաժանարարը նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարն է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑑,𝑥.-ի աստիճանը 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների ընդհանուր բաժանարարնե...
	2.7.4 Լեմմա. 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℚ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամների 𝑑,𝑥. ընդհանուր բաժանարարը նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարն է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑑,𝑥.-ի աստիճանը 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների ընդհանուր բաժանարար...
	𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..  ⇔ ,deg-𝑑,𝑥..=,max-,{deg-ℎ,𝑥. , 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.⋮ℎ,𝑥....:
	2.7.5 Թեորեմ. Ցանկացած 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[𝑥] օղակի կամայական ոչ զրոյական 𝑓,𝑥. բազմանդամ կարելի է ներկայացնել հետեւյալ տեսքով.
	2.7.6 Լեմմա. Ցանկացած 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[𝑥] օղակի կամայական 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. ոչ զրոյական բազմանդամների 𝑑,𝑥. ընդհանուր բաժանարարը նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարն է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑑,𝑥.-ի աստիճանը 𝑓,𝑥.,  𝑔...
	𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..  ⇔ ,deg-𝑑,𝑥..=,max-,{deg-ℎ,𝑥. , 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.⋮ℎ,𝑥....:


	3 Թվային գնահատականներ օղակների վրա
	3.1 Լանդաու-Մինյոտի գնահատականները
	3.1.1 Օրինակ.  𝑓,𝑥.=,𝑥-4.+,𝑥-3.+𝑥+1 բազմանդամի բոլոր գործակիցները հավասար են 1-ի, սակայն 𝑓,𝑥.-ը ունի  𝑔,𝑥.=,,𝑥+1.-2.=,𝑥-2.+2𝑥+1 բաժանարարը, որի երկրորդ գործակիցը 2 է:
	3.1.2 Վարժություն.  Նույն օրինաչափությունը նկատել հետեւյալ բազմանդամներում եւս.
	3.1.3 Օրինակ. Մասնավորապես, 𝑓,𝑥.=,𝑥-4.+,𝑥-3.+𝑥+1 եւ 𝑔,𝑥.=,𝑥-3.+,𝑥-2.−𝑥−1 բազմանդամներն ունեն ընդհանուր 𝑑,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1 բաժանարարը, որի մի գործակիցը երկու անգամ գերազանցում է 𝑓,𝑥. եւ 𝑔,𝑥. բազմանդամների բոլոր գործակիցների մոդուլն...
	3.1.4 Օրինակ. Էլ ավելի անսպասելի օրինակ կարելի է կառուցել ցիկլոտոմիկ բազմանդամների միջոցով: 𝑛-րդ ,𝜙-𝑛.,𝑥. ցիկլոտոմիկ բազմանդամն այն միակ պարզ բազմանդամն է ℤ[𝑥]-ում, որը բաժանում է ,𝑥-𝑛.−1 բազմանդամը, բայց չի բաժանում ,𝑥-𝑘.−1 բազմանդամը,...
	,𝜙-1.,𝑥.=𝑥−1,  ,𝜙-2.,𝑥.=𝑥+1 (քանի որ ,𝑥-2.−1=,𝑥+1.,𝑥−1.),  ,𝜙-3.,𝑥.=,𝑥-2.+𝑥+1,  ,𝜙-4.,𝑥.=,𝑥-2.+1, ,𝜙-5.,𝑥.=,𝑥-4.+,𝑥-3.+,𝑥-2.+𝑥+1 եւ այլն...
	3.1.5 Դիտողություն. Առանց ապացույցի նշենք այն կարեւոր փաստը, որ ցիկլոտոմիկ բազմանդամների գործակիցները անվերջորեն աճում են: Այսինքն՝ կամայական մեծ 𝑀 թվի համար կա մի  𝑘 բնական թիվ այնպիսին, որ  ,𝑥-𝑘.−1 բազմանդամի բաժանարար հանդիսացող ,...
	3.1.6 Թեորեմ (Լանդաու-Մինյոտի բանաձեւը). Ենթադրենք  ℤ[𝑥] բազմանդամային օղակում տրված է 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+⋯+,𝑎-𝑛. բազմանդամը եւ նրա կամայական 𝑔,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բաժանարարը: Այդ դեպքում տեղի ունի հետեւյալ առնչությունը.
	3.1.7 Հետեւանք. ℤ[𝑥] օղակի 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+⋯+,𝑎-𝑛. բազմանդամի կամայական 𝑔,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բաժանարարի ցանկացած ,𝑏-𝑖. գործակցի համար (𝑖=1,…, 𝑚).
	,,𝑏-𝑖..≤,,𝑁-𝑓.=2-𝑛−1.,𝑓,𝑥..:
	3.1.8 Հետեւանք. ℤ[𝑥] օղակի 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+⋯+,𝑎-𝑛. եւ 𝑔,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բազմանդամների կամայական ℎ,𝑥.=,𝑐-0.,𝑥-𝑘.+⋯+,𝑐-𝑘. ընդհանուր բաժանարարի ցանկացած ,𝑐-𝑖. գործակցի համար (𝑖=1,…, 𝑘).
	,,𝑐-𝑖..≤,min-,,𝑁-𝑓.,,𝑁-𝑔...=,min-,,2-𝑛−1.,𝑓,𝑥..,  ,2-𝑚−1.,𝑔,𝑥....:
	3.1.9 Հետեւանք. ℤ[𝑥] օղակի 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+⋯+,𝑎-𝑛. եւ 𝑔,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բազմանդամների կամայական ℎ,𝑥.=,𝑐-0.,𝑥-𝑘.+⋯+,𝑐-𝑘. ընդհանուր բաժանարարի ցանկացած ,𝑐-𝑖. գործակցի համար (𝑖=1,…, 𝑘).
	3.1.10 Վարժություն. Հաշվել ,𝑁-𝑓. գնահատականը 3.1.1 օրինակի եւ 3.1.2 վարժության բազմանդամների համար:
	3.1.11 Վարժություն. (3.3) բանաձեւով հաշվել ,𝑁-𝑓,𝑔. գնահատականը 𝑓,𝑥.=,𝑥-5.+,3𝑥-4.+2,𝑥-3.−2,𝑥-2.−3𝑥−1 եւ ,𝑥.=,𝑥-3.+,𝑥-2.−𝑥−1 բազմանդամների զույգի համար:
	3.1.12 Վարժություն. (3.2) բանաձեւով հաշվել ,𝑁-,𝜙-𝑖.. գնահատականը առաջին հինգ ցիկլոտոմիկ բազմանդամների  համար:
	3.1.13 Խնդիր. Գտնել դեպքեր, երբ 3.1.9 հետեւանքի գնահատականն ավելի ստույգ է, քան 3.1.8 հետեւանքի գնահատականը: Ցուցում. գտնել 𝑓,𝑥. եւ 𝑔,𝑥. բազմանդամների օրինակ, որոնց համար 3.1.9 հետեւանքի գնահատականը բացարձակ արժեքով ավելի փոքր է:
	3.1.14 Խնդիր. Վիետի բանաձեւերի օգնությամբ ստանալ նախորդ ապացույցի վերջում օգտագործված ,,𝑏-𝑖 ..≤,,𝑚-𝑖..𝑀,𝑔. անհավասարությունը:

	3.2 Գործակիցների գնահատականի պարզագույն կիրառությունները
	3.2.1 Վարժություն.  Ստուգել, որ 𝑓,𝑥.∈ℤ,𝑥. բազմանդամի 𝑘-րդ աստիճանի բոլոր բաժանարարների քանակությունը չի գերազանցում 2,𝑁-𝑓.,,2,𝑁-𝑓.+1.-𝑘. թիվը:
	3.2.2 Վարժություն.  Ստուգել, որ ℤ,𝑥.-ի վրա մեր սահմանած կարգավորվածությունը գծային է, այսինքն, կամայական 𝑔,𝑥., ℎ,𝑥., 𝑓(𝑥)∈ℤ,𝑥. բազմանդամների համար տեղի ունեն հետեւյալ պայմանները.
	3.2.3 Ալգորիթմ (Լանդաու-Մինյոտի բանաձեւի միջոցով բազմանդամի ֆակտորիզացիան). Տրված է 𝑓,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամը: Գտնել նրա ֆակտորիզացիան:
	1. Նշանակենք 𝑛=,deg-𝑓(𝑥).:
	2. Ըստ Լանդաու-Մինյոտի բանաձեւի 3.1.7 հետեւանքի հաշվենք ,,𝑁-𝑓.=2-𝑛−1.,𝑓(𝑥).:
	3. Սահմանենք բազմանդամների 𝒫 դատարկ ցանկը:
	5.  վերցնենք 𝑔,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑘.+⋯+,𝑏-𝑘. տեսքի բոլոր 2,𝑁-𝑓.,,2,𝑁-𝑓.+1.-𝑘. հատ ամբողջ գործակիցներով բազմանդամների ,𝒢-𝑘. բազմությունը, որտեղ ,,𝑏-𝑘..≤,𝑁-𝑓. եւ ,𝑏-0.≠0;
	6.  որեւէ եղանակով, օրինակ, աստիճանային լեքսիկոգրաֆիական սկզբունքով կարգավորենք ,𝒢-𝑘.-ն;
	7.  𝒫 ցանկին ավելացնենք ,𝒢-𝑘.-ն;
	8.  ,𝒢-𝑘.-ի յուրաքանչյուր 𝑔,𝑥. բազմանդամ մնացորդով բաժանենք 𝒫 ցանկի մնացած բոլոր բազմանդամների վրա եւ, եթե այդ բաժանումներից գոնե մեկի մնացորդը զրոյական է, 𝑔,𝑥.-ը դեն նետենք 𝒫-ից;
	9. Յուրաքանչյուր 𝑔,𝑥.∈𝒫 բազմանդամի համար
	10.   𝑖=0;
	11.  եթե 𝑓,𝑥.⋮,𝑔-𝑖+1.,𝑥.
	12.   նշանակենք 𝑖=𝑖+1;
	13.   վերադառնանք 11-րդ քայլին;
	14.  եթե 𝑖=0
	15.   𝒫 ցանկից դեն նետենք 𝑔,𝑥. բազմանդամը;
	16.  հակառակ դեպքում
	17.  𝒫 ցանկում 𝑔,𝑥. բազմանդամը փոխարինենք իրեն հավասար 𝑖 հատ անդամներով;
	18.  անցնենք 𝒫 ցանկի հաջորդ բազմանդամին:
	3.2.4 Օրինակ.  Վերը նշված 𝑓,𝑥.=,𝑥-4.+,𝑥-3.+𝑥+1 բազմանդամի համար
	3.2.5 Դիտողություն. Այս մեթոդը կարող է ունենալ տարբեր կատարելագործումներ: Օրինակ՝ եթե հաշվում ենք տրված 𝑓,𝑥. եւ 𝑔,𝑥. բազմանդամների 𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥. ,𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը, ապա, քանի որ 𝑑,𝑥.-ը բաժանարար է միաժամանակ այդ ե...
	𝑝>,𝑁-𝑓,𝑔.
	պարզ թիվը: Այդ դեպքում ,,𝑓-𝑝.,𝑥. ,,𝑔-𝑝.,𝑥.. մոդուլյար ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը ավելի շատ օգտակար տեղեկություն է պարունակում 𝑑,𝑥.-ի մասին, քանի որ ,,𝑓-𝑝.,𝑥. ,,𝑔-𝑝.,𝑥.. բազմանդամում մոդուլյար անցման ժամանակ գործակիցների կրճատո...
	3.2.6 Օրինակ.  𝑓,𝑥.=,,𝑥-2.−2𝑥+1=,𝑥−1.-2. բազմանդամի բոլոր գործակիցները, ինչպես եւ այդ բազմանդամի բոլոր բաժանարարների բոլոր գործակիցները մոդուլով չեն գերազանցում 2 թիվը: Ըստ վերը նշվածի, կարող ենք վերցնել 𝑝=3>2 պարզ թիվը եւ կատարել ,,,𝜑-...
	3.2.7 Լեմմա. Ենթադրենք ℤ[𝑥] բազմանդամային օղակում տրված է 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+⋯+,𝑎-𝑛. բազմանդամը եւ նրա համար (3.2) բանաձեւով հաշվված է ,𝑁-𝑓. գնահատականը: Եթե ,𝑝>2𝑁-𝑓., ապա 𝑓,𝑥.-ի կամայական ℎ,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բաժանա...
	3.2.8 Ալգորիթմ (բազմանդամի մոդուլյար բաժանարարի նախապատկերի վերականգնումը). Տրված է 𝑓,𝑥.∈ ,ℤ[𝑥]-  .բազմանդամը, եւ նրա ℎ,𝑥. անհայտ բաժանարարի համար կարող ենք կառուցել նրա ,ℎ-𝑝.,𝑥.=,𝜑-𝑝.,ℎ,𝑥.. մոդուլյար պատկերը ըստ կամայակ...
	1. 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար Լանդաու-Մինյոտի (3.2) բանաձեւով հաշվենք  ,𝑁-𝑓. գնահատականը:
	2. Ընտրենք 𝑝>2⋅,𝑁-𝑓. պայմանին բավարարող որեւէ 𝑝 պարզ թիվ:
	3. Կառուցենք ըստ ,𝜑-𝑝. մոդուլյար անցումի ստացված ,ℎ-𝑝.,𝑥.=,𝑏-0,𝑝.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚,𝑝. մոդուլյար բազմանդամը:
	5.  եթե ,𝑏-𝑖,𝑝.<𝑝/2
	6.   նշանակենք ,𝑏-𝑖.=,𝑏-𝑖,𝑝.;
	7.  հակառակ դեպքում
	8.   նշանակենք ,𝑏-𝑖.=,𝑏-𝑖,𝑝.−𝑝:
	9. Դուրս գրենք ℎ,𝑥.=,𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բազմանդամը:

	3.3 Բազմանդամների ռեզուլտանտը
	3.3.1 Լեմմա. Տրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈𝑅,𝑥. ոչ զրոյական բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ չեն այն եւ միայն այն դեպքում, երբ գոյություն ունեն 𝑢,𝑥.,  𝑣,𝑥.∈𝑅,𝑥. ոչ զրոյական բազմանդամներ այնպիսիք, որ.
	3.3.2 Վարժություն. Ստուգել, որ 𝑅,𝑥. օղակը քիչ առաջ սահմանված գործողությունների նկատմամբ, իրոք, 𝑅 դաշտի վրա տրված գծային տարածություն է:
	3.3.3 Վարժություն.  Ստուգել, որ ,𝑃-𝑛. ենթաբազմությունը նույնպես գծային տարածություն է նույն գործողությունների նկատմամբ, եւ, հետեւաբար, ,𝑃-𝑛.-ը 𝑅,𝑥.-ի ենթատարածություն է:
	3.3.4 Խնդիր.  Ցույց տալ, որ ,𝑃-𝑛. տարածության բազիս է հետեւյալ վեկտորների (բազմանդամների) համակարգը.
	3.3.5 Լեմմա. Վերը բերված նշանակումներում  ,Ψ-𝑓,𝑔. օպերատորն իզոմորֆիզմ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ ,𝑓,𝑥.,𝑔,𝑥..=1:
	3.3.6 Թեորեմ. Տրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈𝑅,𝑥. ոչ զրոյական բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ են այն եւ միայն այն դեպքում, երբ  res,𝑓,𝑥.,𝑔,𝑥..≠0:
	3.3.7 Օրինակ. Վերցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−1 եւ 𝑔,𝑥.=,𝑥-3.−4𝑥: Այս բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ են, քանի որ
	3.3.8 Օրինակ. Վերցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−1 եւ 𝑔,𝑥.=,𝑥-2.+𝑥: Հեշտ է տեսնել, որ ,𝑓,𝑥.,𝑔,𝑥..=𝑥+1, քանի որ
	3.3.9 Օրինակ. Կիրառենք այս երեք բանաձեւերից առաջինը 3.3.7 օրինակում դիտարկված բազմանդամների համար: 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−1 բազմանդամի արմատներն են ,𝛼-1.=1,  ,𝛼-2.=−1, իսկ 𝑔,𝑥.=,𝑥-3.−4𝑥 բազմանդամինը՝ ,𝛽-1.=0, , 𝛽-2.=2,  ,𝛽-3.=−2: Ուստի

	3.4 Ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի մեծ պարզ թվի ալգորիթմը
	,ℎ-𝑝.,𝑥.=,𝜑-𝑝.,ℎ,𝑥..=,𝑏-0,𝑝.,𝑥-𝑘.+⋯+,𝑏-𝑘,𝑝.∈,ℤ-𝑝.,𝑥.
	3.4.1 Դիտողություն. Կարելի՞ է արդյոք տրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ ,ℤ,𝑥.-  . բազմանդամների համար հաշվել ,𝑁-𝑓,𝑔. սահմանը, վերցնել դրան երկու անգամ գերազանցող 𝑝>2⋅,𝑁-𝑓,𝑔. պարզ թիվ, հետո էվկլիդյան ,,ℤ-𝑝.[𝑥]-  .օղակում հաշվել ,,𝑓-𝑝.,𝑥.,...
	3.4.2 Օրինակ. Վերցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+4𝑥+3 եւ 𝑔,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1: Բոլոր գործակիցները դրական են, եւ կամայական 𝑝>4 պարզ թվի համար ,𝜑-𝑝. մոդուլյար անցումը չի փոխում բազմանդամների տեսքը. ,𝑓-𝑝.,𝑥.=,𝑥-2.+4𝑥+3 եւ ,𝑔-𝑝.,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1: Կիրա...
	3.4.3 Վարժություն. 3.4.2 օրինակի բազմանդամների համար վերցնել, օրինակ, 𝑝=151 եւ, «անկյունով» բաժանելով, ստուգել, որ ,𝑓-151.,𝑥.=,𝑥-2.+4𝑥+3 եւ ,𝑔-151.,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1 բազմանդամների համար ամենամեծ ընդհանուր բաժանարար են հանդիսանում 2𝑥+2 ...
	եւ նշանակենք 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥...: Քանի որ այս բովանդակությունները որոշվում են նշանի ճշտությամբ, առանց ընդհանրությունը խախտելու համարենք, որ pp,𝑓,𝑥..,  pp,𝑔,𝑥.. բազմանդամների ավագ գործակիցները դրական են: Եթե  մեզ հաջողվի գտնել դրա...
	𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..=𝑟⋅,pp,𝑓,𝑥.., pp,𝑔,𝑥...
	տեսքով (տես 2.6.8 Գաուսի լեմման, 2.6.9 եւ 2.6.16 հետեւանքները):
	3.4.4 Օրինակ. Կիրառենք այս կանոնը 3.4.2 օրինակի դեպքում: Այնտեղ ստացել էինք, որ ,,𝑓-𝑝.,𝑥.,  ,𝑔-𝑝.,𝑥..=2 𝑥+2: Մյուս կողմից, 𝑤=,1, 1.=1:  Ուրեմն՝ 𝑡⋅,,𝑓-𝑝.,𝑥.,  ,𝑔-𝑝.,𝑥.. բազմանդամի ավագ գործակիցը 1 դարձնելու համար վերցնենք 𝑡=2 եւ հաշվենք...
	3.4.5 Օրինակ. Ենթադրենք ,𝑓,𝑥.=𝑥-2.+1 եւ 𝑔,𝑥.=𝑥+1: Ակնհայտ է, որ այս բազմանդամները պրիմիտիվ եւ պարզ են ℤ,𝑥. օղակում. 𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..=1: Նրանց բոլոր հնարավոր բաժանարարների բոլոր գործակիցները հավասար են 1-ի: Վերցնենք այն երկու անգամ...
	3.4.6 Լեմմա. Եթե 𝑝 պարզ թիվը չի բաժանում 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈,ℤ[𝑥]-  . բազմանդամների ,𝑎-0.,  ,𝑏-0. ավագ գործակիցներից գոնե մեկը եւ 𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.., ապա ,deg-𝑑,𝑥..≤deg,,𝑓-𝑝.,𝑥., ,𝑔-𝑝.,𝑥..: Իսկ եթե 𝑝-ն չի բաժանում նաեւ
	ռեզուլտանտը, ապա նաեւ
	,deg-𝑑(𝑥).=,deg-,𝑑-𝑝.,𝑥..=deg,,𝑓-𝑝.,𝑥., ,𝑔-𝑝.,𝑥..:
	3.4.7 Դիտողություն. Նկատենք, որ այս լեմմայում  𝑝 պարզ թվի վրա դրված առաջին պայմանը  (𝑝∤,𝑎-0. կամ 𝑝∤,𝑏-0.) արդեն իսկ կատարվում է (3.12) պայմանի կատարման դեպքում:
	3.4.8 Ալգորիթմ (ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման մեծ պարզ թվի մեթոդը). Տրված են 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամները: Հաշվել նրանց ,𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	1. 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների համար Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրանց cont,𝑓,𝑥.. եւ cont,𝑔,𝑥.. բովանդակությունները: Դրանց նշաններն ընտրենք այնպես, որ 𝑓,𝑥./ cont,𝑓,𝑥..=pp,𝑓,𝑥.. եւ 𝑔,𝑥./ cont,𝑔,𝑥..=pp,𝑔,𝑥.. հարաբերություննե...
	2. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥... ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	3. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=pp,𝑓,𝑥.. եւ 𝑔,𝑥.=pp,𝑔,𝑥..:
	4. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցը, ,𝑏-0.-ով նշանակենք 𝑔,𝑥.-ի ավագ գործակիցը (դրանք դրական են ըստ մեր կառուցման):
	5. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑤=,,𝑎-0., ,𝑏-0.. դրական ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	7. Ընտրենք մի 𝑝>2⋅,𝑁-𝑓,𝑔. պարզ թիվ, որը չի օգտագործվել նախորդ քայլերում:
	8. ,𝜑-𝑝. մոդուլյար անցումն իրականացնենք ըստ 𝑝 մոդուլի եւ հաշվենք 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամների ,𝑓-𝑝.(𝑥), ,𝑔-𝑝.,𝑥.∈,,ℤ-𝑝.[𝑥]-  .պատկերները:
	3.4.9 Օրինակ. Վերցնենք Կնուտի օրինակում բերված (3.14) բազմանդամները, բայց որպես պարզ մոդուլ վերցնենք 𝑝=2: Այս դեպքում.
	3.4.10 Օրինակ. Կրկին դիտարկենք Կնուտի օրինակի (3.14) բազմանդամները, եւ դրանց վրա կիրառենք 3.4.8 ալգորիթմը: 𝑓,𝑥. եւ 𝑔,𝑥. բազմանդամները պրիմիտիվ են եւ 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥...=,1, 1.=1: Ունենք.
	,𝑓,𝑥. .=,1+1+9+9+64+4+25.=,113.<11,
	,𝑔,𝑥. .=,9+25+14+81+441.=,570.<24:
	3.4.11 Վարժություն. Կատարել 3.4.10 օրինակի հաշվարկը նաեւ ըստ 𝑝=1031 մոդուլի: Համեմատել հաշվարկի բարդությունը 3.4.10 օրինակի հետ:
	3.4.12 Վարժություններ. Հաշվել 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥. բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը մեծ պարզ թվի ալգորիթմով.

	3.5 Ռեզուլտանտի պարզ բաժանարարների գնահատականներ
	3.5.1 Լեմմա. Կամայական 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈,ℤ[𝑥]-  .բազմանդամների եւ նրանց ցանկացած 𝑑(𝑥) ընդհանուր բաժանարարի համար տեղի ունի հետեւյալ գնահատականը
	3.5.2 Օրինակ. Ստանանք (3.18) գնահատականը Կնուտի օրինակի (3.14) բազմանդամների համար: Ինչպես հաշվել ենք 3.4.10 օրինակում, ,𝑁-𝑓.=1408, ,𝑁-𝑔.=768: Ուրեմն՝
	3.5.3 Դիտողություն. Եթե մենք 3.4.8 ալգորիթմում 𝑝 պարզ թվի վրա դնեինք 𝑝>2⋅,,(𝑛+1)-𝑚.,(𝑚+1)-𝑛.., 𝑁-𝑓-𝑚.,𝑁-𝑔-𝑛. պայմանը, ապա 𝑅=,det-,𝑆-𝑓/𝑑, 𝑔/𝑑.. ռեզուլտանտը չէր բաժանվի պարզ 𝑝-ի վրա, ու մենք պրիմիտիվ 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդա...
	3.5.4 Լեմմա. Տրված  𝑛 բնական թվի` զույգ առ զույգ տարբեր պարզ բաժանարարների քանակը չի գերազանցում 𝑘-ն, որտեղ 𝑘-ն այն մեծագույն բնական թիվն է, որի համար  𝑛≥,𝑝-𝑘.#:
	3.5.5 Հետեւանք. Կամայական 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈,ℤ[𝑥]-  .բազմանդամների եւ նրանց ցանկացած 𝑑(𝑥) ընդհանուր բաժանարարի համար 𝑅=,𝑆-𝑓/𝑑,  𝑔/𝑑. ռեզուլտանտի՝ զույգ առ զույգ տարբեր պարզ բաժանարարների քանակը չի գերազանցում 𝑘-ն, որտեղ 𝑘-ն այն մեծագո...
	,,(𝑛+1)-𝑚.,(𝑚+1)-𝑛.., 𝑁-𝑓-𝑚.,𝑁-𝑔-𝑛.≥,𝑝-𝑘.#
	3.5.6 Օրինակ. Վերադառնալով 3.5.2 օրինակի դեպքին` դժվար չէ հաշվել, որ
	3.5.7 Դիտողություն. 3.5.5 հետեւանքը եւ 3.5.6 օրինակը ցույց են տալիս, որ, չնայած (3.18) գնահատականի մեծությանը, այն ալգորիթմներ կառուցելիս կարող է արդյունավետ լինել շնորհիվ այն հանգամանքի, որ ,𝑝-𝑘.# արժեքը նույնպես շատ արագ է աճում` 𝑘-ից կախված (տ...
	,,(𝑛+1)-𝑚.,(𝑚+1)-𝑛.., 𝑁-𝑓-𝑚.,𝑁-𝑔-𝑛.

	3.6 Փոխադարձ պարզության ալգորիթմը եւ մեթոդի ընդհանրացումները
	3.6.1 Օրինակ. Վերցնենք  𝑓,𝑥.=5,𝑥-2.+11𝑥+2 եւ 𝑔,𝑥.=10,𝑥-2.−3𝑥−1: Այդ դեպքում 𝑑,𝑥.=,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..=5𝑥+1: Բայց ,,,𝜑-5.: ℤ,𝑥.→ℤ-5.[𝑥]-  .մոդուլյար անցման ժամանակ ,𝑓-5.,𝑥.=𝑥+2 եւ ,𝑔-5.,𝑥.=2𝑥+4: Ուրեմն եւ ,,𝑓-5.,𝑥., ,𝑔-5.,𝑥..=𝑥+...
	3.6.2 Հետեւանք. Եթե 𝑝 պարզ թիվը չի բաժանում տրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ ,ℤ[𝑥]-  . պրիմիտիվ բազմանդամներից գոնե մեկի ավագ գործակիցը, եւ ,𝑓-𝑝.,𝑥.,  ,𝑔-𝑝.,𝑥. բազմանդամները փոխադարձաբար պարզ են, ապա փոխադարձաբար պարզ են նաեւ 𝑓,𝑥.  եւ 𝑔...
	3.6.3 Ալգորիթմ (բազմանդամների փոխադարձ պարզության որոշման մոդուլյար ալգորիթմը). Տրված են 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամները: Գտնել փոխադարձաբար պա՞րզ են արդյոք նրանք:
	1. 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների համար Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրանց cont,𝑓,𝑥.. եւ cont,𝑔,𝑥.. բովանդակությունները:
	2. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥... ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	6. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=pp,𝑓,𝑥.. եւ 𝑔,𝑥.=pp,𝑔,𝑥..:
	7. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցը, ,𝑏-0.-ով նշանակենք 𝑔,𝑥.-ի ավագ գործակիցը:
	8. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑤=,,𝑎-0., ,𝑏-0.. դրական ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	9. Նշանակենք  𝑛=,deg-𝑓,𝑥.. եւ 𝑚=,deg-𝑔,𝑥..:
	14. Ընտրենք մի 𝑝∤𝑤 պարզ թիվ, որը չի օգտագործվել նախորդ քայլերում:
	15. ,𝜑-𝑝. մոդուլյար անցումն իրականացնենք ըստ 𝑝 մոդուլի եւ հաշվենք 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ ,ℤ[𝑥]-  . բազմանդամների ,𝑓-𝑝.(𝑥), , 𝑔-𝑝.,𝑥.∈ ,,ℤ-𝑝.[𝑥]-  .պատկերները:
	3.6.4 Օրինակ. Վերցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1 եւ 𝑔,𝑥.=−2𝑥−6 բազմանդամները: Դրանցից երկրորդը պրիմիտիվ չէ՝ cont,𝑔,𝑥..=,−2,−6.=−2: Քանի որ 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥...=,1, −2.=1, ապա պարզապես անտեսենք cont,𝑔,𝑥..=−2 բովանդակությունը եւ 𝑔,𝑥.-...
	3.6.5 Օրինակ. Փոխենք նախորդ օրինակի երկրորդ բազմանդամը, որպեսզի ունենանք փոխադարձաբար ոչ պարզ բազմանդամների օրինակ եւս. 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+2𝑥+1 եւ 𝑔,𝑥.=𝑥+1: Երկու բազմանդամներն էլ պրիմիտիվ են: Ունենք ,𝑁-𝑓.=2,6.<4.9 եւ ,𝑁-𝑔.=,2-1−1.,,1-2.+,1-2..=,...
	3.6.6 Դիտողություն. Ինչպես նշում է Դ. Կնուտը, պատահականորեն ընտրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ ,ℤ[𝑥]-  . բազմանդամների համար դրանց փոխադարձ պարզության հավանականությունը ավելի բարձր է, քան պատահականորեն ընտրված 𝑎,  𝑏∈ ,ℤ-  . ամբողջ թվերի փոխադար...
	3.6.7 Խնդիր. Ալգորիթմի տեսքով ներկայացնել այս մեթոդի քայլերը:
	3.6.8


	4 Դաշտերի ընդլայնումներ եւ քառակուսիներից ազատ բազմանդամներ
	4.1 Օղակների եւ դաշտերի բնութագրիչները
	4.1.1 Սահմանում. 𝑅 օղակը կոչվում է 𝑛 բնութագրիչի օղակ, եթե 𝑛-ը այն նվազագույն դրական ամբողջ թիվն է, որի համար
	4.1.2 Սահմանում. 𝑅 միավորով օղակը կոչվում է 𝑛 բնութագրիչի օղակ, եթե 𝑛-ը այն նվազագույն դրական ամբողջ թիվն է, որի համար
	,,1+⋯+1.-𝑛.=0:
	4.1.3 Վարժություն. Ցույց տալ, որ միավորով օղակի համար 4.1.1 եւ 4.1.2 սահմանումները համարժեք են:
	4.1.4 Օրինակներ. Հեշտ է ստուգել, որ char,ℤ.=char,ℚ.=char,ℝ.=char,ℂ.=0: char,,ℤ-𝑛..=𝑛: Մասնավորապես, 𝑝 պարզ թվի համար ,ℤ-𝑝.-ն դաշտ է եւ char,,ℤ-𝑝..=𝑝:
	4.1.5 Օրինակ. ,ℤ-2.[𝑥] բազմանդամային օղակում վերցնենք 𝑔,𝑥.=,𝑥-2.+𝑥+1 բազմանդամը եւ դրանով ծնված 𝐼=𝑔,𝑥.,ℤ-2.[𝑥] գլխավոր իդեալը: 𝐾=,ℤ-2.,𝑥./𝐼 ֆակտոր- օղակը բաղկացած 𝑓,𝑥.+𝐼 տեսքի հարակից դասերից, որտեղ 𝑓,𝑥.∈,ℤ-2.,𝑥.: Ստուգենք, որ ...
	𝑥,𝑥+1.=,𝑥-2.+𝑥=,,𝑥-2.+𝑥+1 .+1∈𝑔,𝑥.,ℤ-2.,𝑥.+1=,1-𝐾.:
	4.1.6 Խնդիր. ,ℤ-2.[𝑥] բազմանդամային օղակում վերցնենք 𝑔,𝑥.=,𝑥-3.+𝑥+1 բազմանդամով ծնված 𝐼=𝑔,𝑥.,ℤ-2.[𝑥] գլխավոր իդեալը: Ցույց տալ, որ 𝐾=,ℤ-2.,𝑥./𝐼 ֆակտոր-օղակը 8 տարրից բաղկացած դաշտ է: Ընդ որում, char,𝐾.=2:
	4.1.7 Խնդիր. Գտնել 9 տարրից բաղկացած դաշտ: Ստուգել, որ դրա բնութագրիչը հավասար է 3-ի: Ցուցում. դիտարկել ,ℤ-3.[𝑥] օղակի ֆակտոր-օղակ ըստ համապատասխան իդեալի:
	4.1.8 Խնդիր. Ստուգել, որ եթե 𝐾 վերջավոր օղակը դաշտ է, ապա char,𝐾. բնութագրիչը պարզ թիվ է: Ցուցում. ենթադրել, որ char,𝐾.=𝑚𝑛 բաղադրյալ թիվ է (𝑚,𝑛≉1), եւ ստանալ հակասություն զրոյի բաժանարարներից ազատ լինելու փաստի հետ:
	4.1.9 Խնդիր. Ստուգել, որ եթե 𝐾 վերջավոր դաշտի բնութագրիչը 𝑝 պարզ թիվն է, ապա ,𝐾.=,𝑝-𝑘. որեւէ 𝑘 բնական թվի համար: Ցուցում. 〈𝐾, +,⋅〉 դաշտը ադիտիվ 〈𝐾, +〉 աբելյան խումբ է գումարման գործողության նկատմամբ: Համարենք, որ նրա կարգը բաժանվում է իրարից...
	4.1.10 Թեորեմ. Եթե 𝐾 դաշտը վերջավոր է, ապա գոյություն ունի այնպիսի մի 𝑝 պարզ թիվ, որ  char,𝐾.=𝑝  եւ  ,𝐾.=,𝑝-𝑘. որեւէ  𝑘 բնական թվի համար:
	4.1.11 Թեորեմ. Եթե  𝐾 դաշտը վերջավոր է, char,𝐾.=𝑝  եւ  ,𝐾.=,𝑝-𝑘., ապա 𝐾 դաշտի ,𝐾-∗.մուլտիպլիկատիվ խումբը  ,𝑝-𝑘.−1 կարգի ցիկլիկ խումբ է:

	4.2 Օղակների ընդլայնումներ եւ հանրահաշվական ընդլայնումներ
	4.2.1 Օրինակ. Եթե ,𝑅=ℤ-𝑚𝑛., որտեղ 𝑚,𝑛≉1, ապա 𝑅 օղակում կան զրոյի բաժանարարներ. 𝑚⋅𝑛=0: Այս հավասարությունը անփոփոխ կմնա, եթե 𝑅-ը ներդրվի որեւէ 𝐹 օղակի մեջ: Ուրեմն, 𝐹 օղակը չի կարող դաշտ լինել, քանի որ այն պետք է ազատ լինի զրոյի բաժանարար...
	4.2.2 Օրինակ. Եթե 𝑅 օղակը կոմուտատիվ չէ, նրանում կան 𝑎,𝑏∈𝑅 տարրեր, որոնց համար 𝑎𝑏≠𝑏𝑎: Այս հավասարությունը անփոփոխ կմնա, եթե 𝑅-ը ներդրվի որեւէ 𝐹 դաշտի մեջ: Այս հակասությունը ցույց է տալիս, որ եթե 𝑅 օղակը ներդրվում է որեւէ դաշտի մեջ, ապա 𝑅-...
	4.2.3 Թեորեմ. 𝑅 օղակը կարելի է ներդնել դաշտի մեջ այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑅-ը կոմուտատիվ է եւ ազատ է զրոյի բաժանարարներից:
	4.2.4 Հետեւանք. Ցանկացած ամբողջության տիրույթ կարելի է ներդնել դաշտի մեջ:
	4.2.5 Օրինակներ. Հեշտ է տեսնել, որ Quot,ℤ.=ℚ: Մյուս կողմից, Quot,ℚ.=ℚ, Quot,ℝ.=ℝ, Quot,ℂ.=ℂ: Եւ, ընդհանրապես, կամայական 𝐾 դաշտի համար Quot,𝐾.=𝐾: Նկատենք, որ այս օրինակներում, համաձայն այս պարագրաֆի սկզբում արված դիտողության, մենք օգտագործում ենք հա...
	4.2.6 Օրինակ. Կամայական 𝑅 ամբողջության տիրույթի համար 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը նույնպես ամբողջության տիրույթ է (տես նաեւ  2.1.30 վարժությունը): Ուրեմն՝ կարելի է դիտարկել
	Quot,𝑅,𝑥..=,𝑓(𝑥)/𝑔,𝑥. | 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈𝑅,𝑥., 𝑔,𝑥.≠0.
	քանորդների դաշտը: Այն կոչվում է 𝑅 ամբողջության տիրույթի ռացիոնալ ֆունկցիաների դաշտ եւ նշանակվում է  𝑅(𝑥) սիմվոլով: Մասնավորապես, կամայական 𝐾 դաշտի համար կարելի է դիտարկել նրա ռացիոնալ ֆունկցիաների  𝐾,𝑥.=Quot,𝐾[𝑥].  դաշտը:
	4.2.7 Սահմանում. 𝐾 դաշտը կոչվում է հանրահաշվորեն փակ դաշտ, եթե այդ դաշտի վրա տրված 𝐾[𝑥] բազմանդամային օղակի յուրաքանչյուր 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] հաստատունից տարբեր բազմանդամ արմատ ունի 𝐾 դաշտում:
	4.2.8 Օրինակ. Ըստ հանրահաշվի հիմնական թեորեմի՝ հանրահաշվորեն փակ դաշտի օրինակ է կոմպլեքս ℂ դաշտը: Մյուս կողմից հանրահաշվորեն փակ դաշտ չեն հանդիսանում իրական ℝ եւ ռացիոնալ ℚ դաշտերը, քանի որ դրանցում արմատ չունի, օրինակ, 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+1 բազմանդամը:
	4.2.9 Սահմանում. Ենթադրենք տրված է 𝐾 դաշտի  𝐹 ընդլայնումը եւ  𝑎∈𝐹 տարրը: 𝑎-ն կոչվում է հանրահաշվական տարր 𝐾 դաշտի վրա, եթե այն որեւէ 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամի արմատ է: Իսկ եթե նման բազմանդամ գոյություն չունի, ապա 𝑎-ն կոչվում է տրանսցենդենտ ...
	4.2.10 Սահմանում. 𝐾 դաշտի  𝐹 ընդլայնումը կոչվում է 𝐾-ի հանրահաշվական ընդլայնում, եթե կամայական 𝑎∈𝐹 տարր հանրահաշվական է 𝐾 դաշտի վրա: Հակառակ դեպքում ընդլայնումը կոչվում է տրանսցենդենտ ընդլայնում:
	4.2.11 Օրինակ. Իրական ℝ դաշտի հանրահաշվական ընդլայնում է կոմպլեքս ℂ դաշտը, իսկ ռացիոնալ ℚ դաշտի հանրահաշվական ընդլայնման օրինակ է
	ℚ,,2..=,𝑎+𝑏,2. . 𝑎,𝑏∈ℚ}
	դաշտը: ℚ դաշտի վրա տրանսցենդենտ տարրերի օրինակներ են հայտնի  𝜋 եւ 𝑒 թվերը: Ուստի դրանցից յուրաքանչուրով եւ ℚ-ով ծնվում է ℚ դաշտի տրանսցենդենտ ընդլայնում:
	4.2.12 Դիտողություն. Կարող է անսպասելի թվալ, բայց մինչ այժմ անհայտ է` տրանսցենդե՞նտ են արդյոք այնպիսի «ոչ բարդ» տեսքով տրվող թվեր, ինչպիսիք են.
	4.2.13 Սահմանում. Եթե տրված է 𝐾 դաշտի 𝐹 ընդլայնումը, ապա 𝑎∈𝐹 տարրի մինիմալ բազմանդամ է կոչվում 𝐾[𝑥] օղակի նվազագույն աստիճանի հաստատունից տարբեր այն նորմավորված 𝑚,𝑥. բազմանդամը, որի համար 𝑚,𝑎.=0:
	4.2.14 Օրինակ. Ենթադրենք 𝐾=ℚ եւ 𝑎=𝑒: Ինչպես հայտնի է, 𝑒 թիվը տրանսցենդենտ թիվ է. այն ռացիոնալ գործակիցներով ոչ մի բազմանդամի արմատ չէ: Ուստի ℚ[𝑒] օղակը (որն ամբողջովին բաղկացած է իրական թվերից) իզոմորֆ է ռացիոնալ գործակիցներով բազմանդամների ℚ[...
	4.2.15 Օրինակ. Ենթադրենք 𝐾=ℚ եւ 𝑎=,2.: Այդ դեպքում 𝑎-ն արմատ է 𝑚,𝑥.=,𝑥-2.−2 մինիմալ բազմանդամի համար:
	ℚ,,2..≅ℚ,𝑥./,,,𝑥-2.−2.ℚ,𝑥..:
	Իսկ եթե որպես 𝑎 վերցնենք ℚ-ի տարր, օրինակ՝ 𝑎=3, ապա այն արմատ է 𝑚,𝑥.=𝑥−3 մինիմալ բազմանդամի համար, եւ
	ℚ,3.≅ℚ,𝑥./,,𝑥−3.ℚ,𝑥..≅ℚ:
	4.2.16 Խնդիր. Դիտարկել 𝐾=ℝ եւ 𝑎=𝑖∈ℂ: Գտնել, թե ինչ տեսք կստանա (4.1) առնչությունն այս դեպքում:
	4.2.17 Խնդիր. Ցույց տալ, որ (4.1) հոմոմորֆիզմով տրվող 𝑚,𝑥. մինիմալ բազմանդամը պարզ բազմանդամ է 𝐾,𝑥.-ում: Ցուցում. ենթադրենք 𝑚,𝑎.=0 եւ 𝑚,𝑥.=𝑢(𝑥)𝑣(𝑥), որտեղ 𝑢,𝑥.,𝑣(𝑥)≉1: Հաշվել 𝑢(𝑎)𝑣(𝑎) արժեքը եւ օգտվել այն փաստից, որ 𝐾,𝑥. օղա...
	4.2.18 Լեմմա. Եթե 𝐹 դաշտի 𝑎 տարրը հանրահաշվական է 𝐹-ի 𝐾 ենթադաշտի վրա, ապա 𝐾,𝑎. օղակը դաշտ է եւ, մասնավորապես, 𝐾,𝑎.=𝐾(𝑎):
	4.2.19 Օրինակ. Վերադառնանք 4.2.15 օրինակին. ունենք՝ ℚ,,2..=ℚ,,2..=,𝑔,,2.. | 𝑔,𝑥.∈ℚ,𝑥..: Նկատենք, որ ,𝑔,𝑥.=𝑏-0.,𝑥-𝑚.+⋯+,𝑏-𝑚. բազմանդամի մեջ 𝑥=,2. արժեքը տեղադրելիս ,2.-ի բոլոր զույգ աստիճանները ամբողջ թվերի են հավասար, իսկ կենտ աստիճաննե...
	4.2.20 Խնդիր. Նախորդ օրինակի նմանությամբ ցույց տալ, որ ℂ=ℝ,𝑖.=ℝ,𝑖.=,𝑢+𝑣 𝑖 | 𝑢,𝑣∈ℝ.:
	4.2.21 Օրինակ. ℚ,,2..=,𝑢+𝑣 ,2. | 𝑢,𝑣∈ℚ. դաշտը գծային տարածություն է ℚ-ի վրա: Նրանում գծորեն անկախ վեկտորների օրինակներ են  ,𝑎.=1 եւ ,𝑏.=,2.: Հեշտ է հաշվել, որ ,,dim-ℚ.-ℚ,,2..=,ℚ,,2.. :ℚ..=2:
	4.2.22 Օրինակ. Կամայական 𝐹 դաշտ ինքն իր ընդլայնումն է: Նրանում կամայական երկու վեկտորներ գծորեն կախված են: Ուստի՝ ,,dim-𝐹.-𝐹=1.:
	4.2.23 Խնդիր. Ստուգել, որ եթե 𝑎∈𝐹 տարրը հանրահաշվական է 𝐾-ի վրա եւ նրա մինիմալ բազմանդամն է 𝑚,𝑥.-ը, ապա ,𝐾(𝑎):𝐾.=,,dim-𝐾.-𝐾(𝑎).=,deg-𝑚,𝑥..: Ցուցում. ունենք 𝐾,𝑎.=𝐾,𝑎.≅ 𝐾,𝑥./,𝑚,𝑥.𝐾,𝑥..: Հետեւյալ ,𝑛=deg-𝑚,𝑥.. հատ վեկտորները
	4.2.24 Թեորեմ. Եթե 𝐹/𝐾 եւ 𝐿/𝐹 ընդլայնումները վերջավոր են, ապա վերջավոր է նաեւ 𝐿/𝐾 ընդլայնումը, ընդ որում, ,𝐹:𝐾.,𝐿:𝐹.=,𝐿:𝐾.:
	4.2.25 Թեորեմ. Դաշտերի կամայական 𝐹/𝐾 վերջավոր ընդլայնում հանրահաշվական է: Ավելին, գոյություն ունեն վերջավոր քանակությամբ  ,𝑎-1.,…,,𝑎-𝑛.∈𝐹 տարրեր այնպիսիք, որ  𝐹=𝐾,,𝑎-1.,…,,𝑎-𝑛..=𝐾[,𝑎-1.,…,,𝑎-𝑛.]:
	4.2.26 Լեմմա. Ենթադրենք տրված է դաշտերի 𝐹/𝐾 ընդլայնումը, եւ 𝐹-ում կան այնպիսի  ,𝐿-1. եւ ,𝐿-2. ենթադաշտեր, որ ,𝐿-1./𝐾 եւ  ,𝐿-2./𝐾 ընդլայնումները վերջավոր են: Այդ դեպքում.
	4.2.27 Լեմմա. Ենթադրենք տրված է դաշտերի 𝐹/𝐾 ընդլայնումը, եւ 𝐹-ի 𝐿 ենթադաշտը, որը պարունակում է  𝐾-ն: Այդ դեպքում եթե 𝑎∈𝐹 տարրը հանրահաշվական է  𝐾-ի վրա, ապա այն հանրահաշվական է նաեւ 𝐿-ի վրա, ընդ որում,
	4.2.28 Թեորեմ. Եթե 𝐹/𝐾 եւ 𝐿/𝐹 ընդլայնումները հանրահաշվական են, ապա հանրահաշվական է նաեւ 𝐿/𝐾 ընդլայնումը:
	4.2.29 Սահմանում. 𝐾 դաշտի ,𝐾. ընդլայնումը կոչվում է 𝐾-ի հանրահաշվական փակույթ, եթե ,𝐾. դաշտը հանրահաշվորեն փակ է, եւ ,𝐾.-ի յուրաքանչյուր տարր հանրահաշվական է 𝐾-ի վրա:
	4.2.30 Օրինակ.  Հանրահաշվական փակույթի ծանոթ օրինակ է կոմպլեքս թվերի դաշտը՝ ℂ=,ℝ.: Այլ օրինակներ հնարավոր կլինի կառուցել 4.2.31 թեորեմի միջոցով:
	4.2.31 Թեորեմ. Կամայական 𝐾 դաշտի համար գոյություն ունի նրա  ,𝐾. հանրահաշվական փակույթը:
	4.2.32 Օրինակներ. Ի հավելումն 4.2.30 օրինակի ℂ=,ℝ. հանրահաշվական փակույթի, այժմ արդեն գիտենք, որ հանրահաշվական 𝐴 փակույթ ունի նաեւ ռացիոնալ ℚ դաշտը: Այդ փակույթը մեծ չէ ℂ-ից, քանի որ ℚ⊂ℝ: Մյուս կողմից, 𝐴-ն խիստ փոքր է ℂ-ից, քանի որ այն չի պարունա...
	4.2.33 Խնդիր. Վերցնենք ℚ-ի վրա որեւէ 𝑎 տրանսցենդենտ թիվ եւ դիտարկենք ℚ,𝑎. դաշտի ,ℚ,𝑎.. փակույթը: Ցույց տալ, որ այն տարբեր կլինի վերը դիտարկված բոլոր ℚ,  ℚ,𝑎.,  𝐴,  ℝ,  ℂ դաշտերից: Սա վերաբերում է, մասնավորապես, ,ℚ,𝜋.. եւ ,ℚ,𝑒.. դաշտերին:
	4.2.34 Խնդիր. Եթե 𝐾 դաշտը վերջավոր է, ապա այն հանրահաշվորեն փակ չէ: Մասնավորապես, հանրահաշվորեն փակ չեն ,ℤ-𝑝. դաշտը եւ 4.1.5 օրինակում ու 4.1.6, 4.1.7 խնդիրներում բերված դաշտերը: Ըստ 4.2.31 թեորեմի, 𝐾-ն ունի հանրահաշվական փակույթ: Այն նու...
	4.2.35 Թեորեմ. Տրված 𝑝 պարզ թվի եւ 𝑛 բնական թվի համար ,𝑝-𝑛. կարգի կամայական 𝐺𝐹(,𝑝-𝑛.) դաշտ իզոմորֆ է ,,ℤ.-𝑝. փակույթում ,𝑥-,𝑝-𝑛..−𝑥 բազմանդամի ,𝑝-𝑛. հատ արմատներից բաղկացած դաշտին:

	4.3 Բազմանդամի տրոհումը քառակուսիներից ազատ արտադրիչների
	4.3.1 Օրինակներ. Հետեւյալ բազմանդամները բոլորն էլ ℤ,𝑥. օղակից են.
	4.3.2 Օրինակ. Ավելի պակաս ակնհայտ օրինակ.
	4.3.3 Օրինակ. ℚ,𝑥. օղակում 𝑓,𝑥.=9,𝑥-3.+18,𝑥-2.+9𝑥=9,,𝑥+1.-2.𝑥 բազմանդամի 9 արտադրիչն ասոցացված է 1-ին, քանի որ 9-ը հակադարձելի է: Ուստի որպես 𝑓,𝑥.-ի վերլուծություն կարելի է գրել 𝑓,𝑥.=,9,𝑥+1.𝑥.⋅[𝑥+1]: Բայց ℤ,𝑥. օղակում 9≉1, ուստի քառակ...
	4.3.4 Օրինակ. ,ℤ-5.,𝑥. բազմանդամային օղակում 𝑓,𝑥.=2,𝑥-5.+3,𝑥-4.+4𝑥+3 բազմանդամի ածանցյալն է ,𝑓-′.,𝑥.=5⋅2,𝑥-5−1.+4⋅3,𝑥-4−1.+1⋅4,𝑥-1−1.=2,𝑥-3.+4:

	4.4 Արտադրիչների կառուցումը. զրոյական բնութագրիչի դեպքը
	4.4.1 Ալգորիթմ (քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծումը զրոյական բնութագրիչի դաշտի վրա տրված բազմանդամային օղակում): Տրված է 𝑓,𝑥.∈𝐾,𝑥. բազմանդամը, որտեղ 𝐾-ն զրոյական բնութագրիչի դաշտ է: Վերլուծել այն քառակուսիներից ազատ արտադրիչն...
	1. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥. բազմանդամի ավագ գործակիցը:
	2. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=,1-,𝑎-0..𝑓,𝑥.:
	4. Հաշվենք 𝑓′,𝑥. ածանցյալը:
	5. 𝐾,𝑥. օղակում Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք ,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	6. Նշանակենք 𝑔,𝑥.=,𝑓,𝑥.-,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥...:
	7. Նորմավորենք 𝑔,𝑥. բազմանդամը:
	9. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=,𝑓,𝑥.-𝑔,𝑥..:
	10. Եթե 𝑓,𝑥.=1
	11.  անցնենք 14-րդ քայլին;
	12. հակառակ դեպքում
	13.  վերադառնանք 4-րդ քայլին:
	14. 𝒮 ցանկի բազմանդամներից որեւէ մեկը, օրինակ, առաջին 𝑔,𝑥. բազմանդամը, փոխարինենք  𝑔,𝑥.=,𝑎-0.⋅𝑔,𝑥. բազմանդամով:
	15. Դուրս գրենք 𝒮 ցանկի բազմանդամները՝ որոնելի քառակուսիներից ազատ արտադրիչները:
	4.4.2 Վարժություն. ℚ,𝑥. բազմանդամային օղակում քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծել հետեւյալ բազմանդամները.
	1) 𝑓,𝑥.=,𝑥-4.+6,𝑥-3.+13,𝑥-2.+12𝑥+4,
	2) 𝑓,𝑥.=4,𝑥-3.+16,𝑥-2.+13𝑥+3:
	4.4.3 Վարժություն. ℚ,𝑥. բազմանդամային օղակում կիրառել 4.4.1 ալգորիթմն այն դեպքում, երբ 𝑓,𝑥.=𝑐≠0 հաստատուն բազմանդամ է:
	𝑣⋅𝑓,𝑥.=𝑣⋅,𝑔-1.,𝑥.⋯,𝑔-𝑟.,𝑥.
	4.4.4 Ալգորիթմ (քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծումը ℤ[𝒙] օղակում): Տրված է 𝑓,𝑥.∈ℤ,𝑥. բազմանդամը: Վերլուծել այն քառակուսիներից ազատ արտադրիչների:
	1. 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար ℤ օղակում Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրա cont,𝑓,𝑥.. բովանդակությունը:
	3. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=pp,𝑓,𝑥..:
	4. Համարելով 𝑓,𝑥.∈ℚ,𝑥., ըստ 4.4.1 ալգորիթմի, գտնենք  𝑓,𝑥.-ի քառակուսիներից ազատ ,𝑔-1.,𝑥.,…,,𝑔-𝑟.,𝑥. արտադրիչները ℚ,𝑥. օղակում:
	5. 𝑣-ով նշանակենք ,𝑔-1.,𝑥.,…,,𝑔-𝑟.,𝑥. բազմանդամների բոլոր գործակիցների հայտարարների ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը, որը ℤ,𝑥. օղակում կարելի է հաշվել Էվկլիդեսի ալգորիթմի օգնությամբ:
	7.  Էվկիդեսի ալգորիթմով ℤ,𝑥. օղակում հաշվենք cont,𝑣⋅,𝑔-𝑖.,𝑥.. բովանդակությունը;
	8.  հաշվենք pp,,𝑔-𝑖.,𝑥..=,𝑔-𝑖.,𝑥./cont,𝑣⋅,𝑔-𝑖.,𝑥.. պրիմիտիվ մասը;
	9.  𝒮 ցանկին ավելացնենք pp,,𝑔-𝑖.,𝑥.. բազմանդամը:
	10. Դուրս գրենք 𝒮 ցանկի բազմանդամները՝ որոնելի քառակուսիներից ազատ արտադրիչները:
	4.4.5 Օրինակ. Քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+,4𝑥-2.+5𝑥+2∈ℤ[𝑥] բազմանդամը: Քանի որ cont,𝑓,𝑥.. բովանդակությունը տրիվիալ է, միանգամից ℤ օղակից անցնենք ℚ դաշտին եւ համարենք, որ 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+,4𝑥-2.+5𝑥+2∈ℚ[𝑥]: Քանի որ ...
	4.4.6 Վարժություն. Ստուգել, որ նախորդ օրինակում ստացված ,𝑔-1.,𝑥.=,𝑥-2.+3𝑥+2 բազմանդամը քառակուսիներից ազատ է:
	4.4.7 Վարժություն. ℤ[𝑥] օղակում քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծել հետեւյալ բազմանդամները.
	1) 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+,𝑥-2.−5𝑥+3,
	2) 𝑓,𝑥.=8,𝑥-3.−12,𝑥-2.+4:
	4.4.8 Դիտողություն. Նկատենք 4.4.1, 4.4.4 ալգորիթմների եւ հաջորդ պարագրաֆի 4.5.2 ալգորիթմի հետեւյալ կարեւոր առանձնահատկությունը. դրանց հիմնավորման համար մենք օգտագործում ենք այնպիսի հասկացություններ, ինչպիսիք են հանրահաշվական տարրերը դաշտեր...

	4.5 Արտադրիչների կառուցումը. վերջավոր դաշտի դեպքը
	4.5.1 Օրինակ. Եթե 𝑓,𝑥.=,𝑥-𝑝.+1, ապա ,ℤ-𝑝. դաշտի վրա ,𝑓-′.(𝑥)=𝑝,𝑥-𝑝−1.+0=0, եւ ,𝑓-′.(𝑥) բազմանդամն այլեւս էական ինֆորմացիա չի պարունակում 𝑓,𝑥.-ի արտադրիչների մասին`
	,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥..=,𝑓,𝑥.,0.=𝑓,𝑥.:
	Մյուս կողմից, ,ℤ-𝑝. դաշտի վրա 𝑓,𝑥.-ն ունի հետեւյալ վերլուծությունը.
	4.5.2 Ալգորիթմ (քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծումը վերջավոր դաշտի վրա տրված բազմանդամային օղակում): Տրված է 𝑓,𝑥.∈𝐾,𝑥. բազմանդամը, որտեղ 𝐾-ն վերջավոր դաշտ է: Վերլուծել այն քառակուսիներից ազատ արտադրիչների:
	1. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥. բազմանդամի ավագ գործակիցը:
	2. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=,1-,𝑎-0..𝑓,𝑥. նորմավորված բազմանդամը:
	3. Նշանակենք 𝑝=char,𝐾. պարզ բնութագրիչը:
	5. 𝑓,𝑥.-ը ներկայացնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-𝑛.+,𝑎-1.,𝑥-𝑛−1.+…+,𝑎-𝑖.,𝑥-𝑛−𝑖.+…+,𝑎-𝑛. տեսքով, որտեղ 𝑛=,deg-𝑓(𝑥).:
	6. Նշանակենք 𝑠=1:
	7. Գտնենք այն մեծագույն ամբողջ 𝑐-ն, որի համար բոլոր ոչ զրոյական ,𝑎-𝑖.,𝑥-𝑛−𝑖. միանդամների աստիճանացույցերը բաժանվում են ,𝑝-𝑐.-ի վրա՝ ,𝑛−𝑖.⋮,𝑝-𝑐., երբ ,𝑎-𝑖.≠0, 𝑖=1,…,𝑛:
	8. Եթե 𝑐>0
	9.  նշանակենք ,𝑝-𝑚.=|𝐾|;
	11.  նշանակենք 𝑠=𝑠⋅,𝑝-𝑐.;
	12.  անցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-𝑛.+,𝑎-1-𝑢.,𝑥-(𝑛−1)/,𝑝-𝑐. .+…+,𝑎-𝑖-𝑢.,𝑥-(𝑛−𝑖)/,𝑝-𝑐..+…+,𝑎-𝑛-𝑢. բազմանդամին:
	13. Հաշվենք 𝑓′,𝑥. ածանցյալը:
	14. 𝐾,𝑥. օղակում Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք ,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	15. Նշանակենք 𝑔,𝑥.=,𝑓,𝑥.-,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥...:
	16. Նորմավորենք 𝑔,𝑥. բազմանդամը:
	18. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=,𝑓,𝑥.-𝑔,𝑥..:
	19. Եթե 𝑓,𝑥.=1
	20.  անցնենք 23-րդ քայլին;
	21. հակառակ դեպքում
	22.  վերադառնանք 7-րդ քայլին:
	23. 𝒮 ցանկի բազմանդամներից որեւէ մեկը, օրինակ առաջին 𝑔,𝑥. բազմանդամը, փոխարինենք  𝑔,𝑥.=,𝑎-0.⋅𝑔,𝑥. բազմանդամով:
	24. Դուրս գրենք 𝒮 ցանկի բազմանդամները՝ որոնելի քառակուսիներից ազատ արտադրիչները:
	4.5.3 Դիտողություն. Համեմատելով այս ալգորիթմը նախորդ պարագրաֆի կառուցումների հետ՝ նկատում ենք, որ վերջավոր դաշտի դեպքում մենք մի էական առավելություն ունենք. եթե 𝑅=,ℤ-𝑝., ապա 𝑅-ը արդեն իսկ դաշտ է, իսկ 𝑅,𝑥. օղակն արդեն իսկ էվկլիդյան է: Ուստ...
	4.5.4 Օրինակ. Վերցնենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-6.+,𝑥-5.+𝑥+1∈,ℤ-5.[𝑥] եւ քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծենք այն՝ ըստ վերեւում բերված քայլերի: Քանի որ 𝑓′,𝑥.=,𝑥-5.+1≠0, ապա ,𝑓,𝑥.,,𝑓-′.,𝑥..=,𝑥-5.+1: Այստեղ ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը հաշվել ե...
	4.5.5 Խնդիր. ,ℤ-3.[𝑥] օղակում քառակուսիներից ազատ արտադրիչների վերլուծել
	𝑓,𝑥.=,𝑥-19.+,2𝑥-18.+,𝑥-4.+2,𝑥-3.+2𝑥+1
	բազմանդամը: Ցուցում. հաշվի առնել, որ ,𝑥-18.+,𝑥-3.+2 բազմանդամի ածանցյալը ,ℤ-3.[𝑥] օղակում զրոյական է:
	4.5.6 Դիտողություն. 4.5.2 ալգորիթմը թույլ է տալիս 𝑓,𝑥. բազմանդամը քառակուսիներից ազատ արտադրյալների վերլուծել ըստ ցանկացած 𝑝 մոդուլի: Ընդ որում, ալգորիթմի ընթացքը ավելի բարդ կամ ավելի պարզ քայլեր է պահանջում` կախված այն բանից, թե 𝑓,𝑥.-ի ...
	,deg-𝑓′,𝑥..    եւ    ,deg-,𝑓,𝑥.,𝑓′,𝑥...
	աստիճաններից: Այսինքն՝ (4.7) եւ (4.8) արտահայտությունների մեջ այլեւս չեն լինի ածանցումներից հետո առաջացած եւ  𝑝-ի վրա բաժանվող գործակիցներ, եւ մենք երբեք չենք անցնի 4.5.2 ալգորիթմի 8-12 քայլերով:
	4.5.7 Օրինակ. Վերցնենք 𝐾=,ℤ-2.(𝑦) ռացիոնալ ֆունկցիաների դաշտը (տես 4.2.6 օրինակը): 𝐾-ի տարրերը կոտորակային ֆունկցիաներ են, որոնց համարիչը եւ հայտարարը ,ℤ-2.-ից վերցված գործակիցներով 𝑦 փոփոխականի բազմանդամներ են (հայտարարի բազմանդամը ոչ զրոյա...
	𝑓,𝑥.=𝑦,𝑥-2.+1
	բազմանդամը, որի փոփոխականը 𝑥-ն է, իսկ 𝑦-ը ավագ գործակիցն է 𝐾 դաշտից: Մի կողմից,
	,𝑓-′.(𝑥)=𝑦2,𝑥-2−1.+0=0
	եւ, ուրեմն, ,𝑓,𝑥.,𝑓′,𝑥..=𝑓,𝑥.: Այսինքն` 𝑓′,𝑥. ածանցյալը մեր ալգորիթմի համար ինֆորմացիա չի պարունակում:
	Ուրեմն՝
	,ℎ-1.,𝑦.𝑦⋅,𝑔-1-−1.,𝑦.+,𝑔-1.,𝑦.⋅,ℎ-1-−1.,𝑦.
	Բայց սա հնարավոր է միայն, երբ 𝑦,ℎ-1-2.,𝑦.=−,𝑔-1-2.,𝑦.: Իսկ սա տեղի չունի: Նախ նկատենք, որ ,ℤ-2. դաշտի վրա −,𝑔-1-2.,𝑦.=,𝑔-1-2.,𝑦.: Ինչպիսին էլ լինեն ,𝑔-1.,𝑦. ռացիոնալ ֆունկցիայի համարիչն ու հայտարարը, ,𝑔-1-2.,𝑦. ֆունկցիայի համարիչի եւ հայ...


	5 Մոդուլյար անցումներ ըստ մի քանի մոդուլների
	5.1 Մնացքների մասին չինական թեորեմը օղակներում
	5.1.1 Թեորեմ (մնացքների մասին չինական թեորեմը ամբողջ թվերի համար). Ենթադրենք ,𝑚-1., …,,𝑚-𝑘.∈ℤ թվերը զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ են՝ ,(𝑚-𝑖.,,𝑚-𝑗.)=1 կամայական 𝑖,𝑗=1,…,𝑘;  𝑖≠𝑗 համար: Այդ դեպքում կամայական ,𝑠-1., …,,𝑠-𝑘.∈ℤ թվերի համա...
	5.1.2 Լեմմա. 𝜒-ը սյուրյեկտիվ հոմոմորֆիզմ է, ընդ որում, ,ker-𝜒.=𝑚𝑅, որտեղ 𝑚=,𝑚-1.⋯,𝑚-𝑘.:
	5.1.3 Թեորեմ (մնացքների մասին չինական թեորեմը էվկլիդյան օղակների համար). Ենթադրենք 𝑅-ը էվկլիդյան օղակ է, եւ նրա մեջ տրված են ,𝑚-1., …,,𝑚-𝑘.∈𝑅 զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ տարրերը: Այդ դեպքում տեղի ունի հետեւյալ օղակային հոմոմորֆիզմը
	5.1.4 Վարժություն. Այս պարագրաֆի սկզբում հիշատակված զինվորների ջոկատի մասին չինական խնդիրը վերաձեւակերպել ամբողջ թվերի համար մնացքների մասին չինական թեորեմի տեսքով (5.1.1 թեորեմը): Նույն խնդիրը վերաձեւակերպել էվկլիդյան օղակների համար մնացքների մ...
	5.1.5 Թեորեմ (մնացքների մասին չինական թեորեմը բազմանդամների համար). Ենթադրենք 𝑅 դաշտի վրա սահմանված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակում տրված   ,𝑚-1.(𝑥), …,,𝑚-𝑘.(𝑥)∈𝑅[𝑥] բազմանդամները զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ են՝ ,(𝑚-𝑖.(𝑥),,𝑚-𝑗.(𝑥))=1 կ...
	5.1.6 Վարժություն. Ձեւակերպել 5.1.5 թեորեմը ,ℤ-𝑝. դաշտի վրա տրված մոդուլյար բազմանդամների համար:
	5.1.7 Ալգորիթմ (մնացքների մասին չինական ալգորիթմը ամբողջ թվերի համար). ℤ օղակում տրված են զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ ,𝑚-1., …,,𝑚-𝑘. թվերը: Կամայական ,𝑠-1., …,,𝑠-𝑘.∈ℤ թվերի համար գտնել 5.1.1 մնացքների մասին չինական թեորեմի պայմանն...
	5.1.8 Օրինակ. Որպես նման կիրառության մի օրինակ ցույց տանք, թե ինչպես կարելի է 5.1.1 թեորեմի պայմաններում գտնել այն 𝑛 թիվը, որը կբավարարի հետեւյալ համակարգին՝
	5.1.9 Վարժություն. Գտնել այն 𝑛 թիվը, որը բավարարում է
	5.1.10 Վարժություն. Գտնել այն թվերը, որոնք բավարարում են 5.1.4 վարժության պայմաններին, այսինքն՝ ջոկատի զինվորների հնարավոր քանակությունները:
	5.1.11 Ալգորիթմ (մնացքների մասին չինական ալգորիթմը բազմանդամների համար). 𝑅 դաշտի վրա սահմանված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակում տրված են   ,𝑚-1.(𝑥), …,,𝑚-𝑘.(𝑥) զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ բազմանդամները:  Կամայական ,𝑠-1.(𝑥), …,𝑠-𝑘.(𝑥...
	5.1.12 Օրինակ. Գտնենք այն 𝑓(𝑥)∈ℝ[𝑥] իրական բազմանդամը, որը բավարարում է
	5.1.13 Խնդիր. Գտնենք այն 𝑓(𝑥)∈,ℤ-5.[𝑥] մոդուլյար բազմանդամը, որը բավարարում է
	5.1.14 Դիտողություն. Համեմատելով այս պարագրաֆում միանգամից տարբեր օղակների (թվեր, բազմանդամներ, մոդուլյար բազմանդամներ եւլն) համար ստացված ալգորիթմներն առաջին գլխի շարադրանքի հետ (հատկապես 1.2 պարագրաֆի հետ), նկատում ենք, թե օղակային մեթոդներով ...

	5.2 Որոշիչի հաշվման մոդուլյար մեթոդներ
	5.2.1 Օրինակ. Վերցնենք հետեւյալ 𝑛-րդ կարգի անկյունագծային մատրիցը
	որի գլխավոր անկյունագծի վրա դասավորված են՝ 𝑛−1 անգամ ռացիոնալ 𝑎 թիվը եւ մեկ անգամ ռացիոնալ 𝑏 թիվը: Հասկանալի է, որ Գաուսի մեթոդով ,det-𝐴. որոշիչը հաշվելիս կստանանք ,𝑑=det-𝐴.=,𝑎-𝑛−1.⋅𝑏: Դժվար չէ ընտրել 𝑎,𝑏 թվերն այնպիսին, որ 𝑎,𝑏, 𝑑 արժեք...
	5.2.2 Լեմմա (Ադամարի անհավասարությունը). Ենթադրենք տրված է 𝑛-րդ կարգի
	5.2.3 Հետեւանք. Եթե 𝑛-րդ կարգի (5.10) մատրիցի բոլոր տարրերը բացարձակ արժեքով չեն գերազանցում 𝐵 դրական թիվը, ապա ,det-𝐴. որոշիչը բացարձակ արժեքով չի գերազանցում ,𝑛-𝑛/2.,𝐵-𝑛.թիվը:
	5.2.4 Ալգորիթմ (մատրիցի որոշիչի հաշվման մեծ պարզ թվի ալգորիթմը). Տրված է ,𝐴∈𝑀-𝑛.(ℤ) մատրիցը: Հաշվել նրա ,det-𝐴. որոշիչը:
	1. 𝐴 մատրիցի համար հաշվենք նրա տարրերի բացարձակ արժեքների 𝐵 մաքսիմումը:
	3. Վերցնենք որեւէ 𝑝 պարզ թիվ, որը բավարարում է 𝑝>2⋅,𝑀-𝑛. պայմանին:
	4. Ըստ 𝑝 մոդուլի իրականացնենք ,𝜑-𝑝.:,𝑀-𝑛.(ℤ)→,𝑀-𝑛.,,ℤ-𝑝.. մոդուլյար անցումը եւ հաշվենք ,𝜑-𝑝.,𝐴.=,𝐴-𝑝. մատրիցը:
	5.2.5 Օրինակ. Հետեւյալ մատրիցի որոշիչը հաշվենք Գաուսի ավանդական մեթոդով եւ ապա մեծ պարզ թվի մեթոդով.
	5.2.6 Ալգորիթմ (մատրիցի որոշիչի հաշվման փոքր պարզ թվերի ալգորիթմը). Տրված է ,𝐴∈𝑀-𝑛.(ℤ) մատրիցը: Հաշվել նրա ,det-𝐴. որոշիչը:
	1. 𝐴 մատրիցի համար հաշվենք նրա տարրերի բացարձակ արժեքների 𝐵 մաքսիմումը:
	3. Վերցնենք որեւէ ,𝑝-1.,…,,𝑝-𝑟. պարզ թվեր, որոնք բավարարում են ,𝑝-1.⋯,𝑝-𝑟.>2⋅,𝑀-𝑛. պայմանին:
	5.  ըստ ,𝑝-𝑖. մոդուլի իրականացնենք ,𝜑-,𝑝-𝑖..:,𝑀-𝑛.(ℤ)→,𝑀-𝑛.,,ℤ-,𝑝-𝑖... մոդուլյար անցումը եւ հաշվենք ,𝜑-,𝑝-𝑖..,𝐴.=,𝐴-,𝑝-𝑖.. մատրիցը:
	5.2.7 Օրինակ. Այժմ հաշվենք 5.2.5 օրինակի
	մատրիցի որոշիչը փոքր մեծ պարզ թվերի մեթոդով: Կրկին
	,𝑀-𝑛.=,3-3/2.⋅,3-3.=,27.⋅27=140,296…:
	Վերցնելով հետեւյալ չորս պարզ թվերը՝ 2, 3, 5, 11, նկատում ենք, որ դրանց արտադրյալն արդեն բավականաչափ մեծ է.
	5.2.8 Դիտողություն. Բերված 5.2.4 եւ 5.2.6 ալգորիթմները մենք ձեւակերպեցինք ամբողջ տարրերով մատրիցների համար` չնայած պարզ է, որ դրանք ռացիոնալ մատրիցների վրա կիրառելու համար բավական է միայն բազմապատկել մատրիցը իր բոլոր տարրերի հայտարարների ամենափոքր ը...
	5.2.9 Դիտողություն. Իրականում Գաուսի մեթոդը բազմանդամային արագություն ունի նաեւ ,𝑀-𝑛.(ℚ), ,𝑀-𝑛.(ℝ) եւ ,𝑀-𝑛.(ℂ) օղակներում: Սակայն դրա ապացույցը տեխնիկապես ավելի բարդ է, քան այն, ինչ մենք բերեցինք մոդուլյար մեթոդների կիրառմամբ կառուցված ալգո...

	5.3 Ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի փոքր պարզ թվերի ալգորիթմը
	5.3.1 Օրինակ. Վերցնենք  𝑑,𝑥.=5,𝑥-2.−7𝑥−11 եւ 𝑘=2, ,𝑝-1.=3, ,𝑝-2.=5: Այդ դեպքում ,𝑑-3.,𝑥.=,𝑠-1.,𝑥.=2,𝑥-2.+2𝑥+1 եւ ,𝑑-5.,𝑥.=,𝑠-2.,𝑥.=3𝑥+4: Հեշտ է Էվկլիդեսի ընդհանրացված ալգորիթմով հաշվել (5.14) համակարգին բավարարող ,𝑛-1. եւ ,𝑛-2. թ...
	5.3.2 Օրինակ. Կիրառենք այս կանոնը 3.1.1 օրինակի 𝑑,𝑥.=5,𝑥-2.−7𝑥−11  բազմանդամի համար: Այդ դեպքում 𝑁=,max-,5, ,−7., ,−11..=11.: Վերցնենք 𝑘=3, ,𝑝-1.=3, ,𝑝-2.=5, ,𝑝-3.=7 եւ 𝑚=3⋅5⋅7=105>2⋅11: Այդ դեպքում ,𝑠-1.,𝑥.=2,𝑥-2.+2𝑥+1, ,𝑠-2.,𝑥.=3𝑥...
	Քանի որ 𝑚=105, ապա ,𝑆-𝑚.,𝑥.=,𝑆-105.,𝑥.=5,𝑥-2.+98𝑥+94: Սրա գործակիցները համեմատենք 𝑚/2=105/2=52.5 արժեքի հետ: Քանի որ ,𝑆-105.,𝑥. բազմանդամի վերջին երկու գործակիցները մեծ են 52.5-ից, ապա դրանցից հանենք 105: Ստանում ենք 𝑑(𝑥) բազմանդամի ճշ...
	5.3.3 Վարժություն. Պարզ թվերի ,𝑝-1.,…, ,𝑝-𝑘. ընտրությունը, իհարկե, միակը չէ: Նախորդ օրինակում մենք պարզապես վերցրինք առաջին պարզ թվերը, որոնք զույգ չեն եւ որոնց արտադրյալը 2⋅11-ից մեծ է: Դրանք երեք հատ էին: Վերցնել ,𝑝-1.=5, ,𝑝-2.=7 պարզ թվերը եւ...
	5.3.4 Դիտողություն. Մենք խուսափեցինք 𝑝=2 զույգ պարզ թվից, որպեսզի 𝑚/2 արժեքը ամբողջ թիվ չլինի: Այլապես ,𝑆-𝑚.,𝑥.-ի որոշ գործակիցներ կարող էին հավասար լինել 𝑚/2-ի: Այս պարագրաֆի ալգորիթմի հետ աշխատելու որոշ փորձառություն ձեռք բերելուց հետո կ...
	5.3.5 Խնդիր. Ի՞նչ տեսք կստանա մեր բերած կանոնը, եթե միանգամից վերցնենք մեկ հատ ,𝑝-1.>2⋅𝑁 պարզ թիվ: Այսինքն՝ 𝑘=1:
	5.3.6 Օրինակ. Հետեւյալ բազմանդամները մենք այս պարագրաֆում դիտարկելու ենք մի քանի անգամ՝ ալգորիթմի տարբեր քայլեր մեկնաբանելու ընթացքում.
	5.3.7 Օրինակ. Կրկին դիտարկենք  (5.16) բազմանդամները եւ մոդուլյար անցումն իրականացնենք ըստ ,𝑝-2.=3 արժեքի:
	,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..=𝑟⋅,pp,𝑓,𝑥.., pp,𝑔,𝑥...=𝑟⋅pp,𝑒⋅𝑑,𝑥..:
	5.3.8 Դիտողություն. ,𝑝-𝑖. պարզ թվերի ընտրության այս եղանակը ունի մի հավելյալ առավելություն: Այն մեզ թույլ է տալիս շրջանցել վերը կառուցված ալգորիթմի որոշ քայլեր: Մենք կարիք չունենք հաշվելու ,𝑁-𝑓,𝑔. եւ 𝐸 արժեքները: Կարիք չունենք նաեւ միանգամից ...
	5.3.9 Դիտողություն. Ստորեւ ձեւակերպված 5.3.10 ալգորիթմում մենք օգտագործելու ենք  ,𝑆-,𝑝-1.,…,,𝑝-𝑘.-.,𝑥. բազմանդամի կառուցման երկրորդ, ավելի կարճ եղանակը (5.19) բանաձեւի օգնությամբ: Սակայն ավելեի ուշ 5.3.14 օրինակում մենք կիրառելու ենք երկ...
	5.3.10 Ալգորիթմ (ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման փոքր պարզ թվերի մեթոդը). Տրված են 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամները: Հաշվել նրանց ,𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	1. 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների համար Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրանց cont,𝑓,𝑥.. եւ cont,𝑔,𝑥.. բովանդակությունները: Դրանց նշաններն ընտրենք այնպես, որ 𝑓,𝑥./ cont,𝑓,𝑥..=pp,𝑓,𝑥.. եւ 𝑔,𝑥./ cont,𝑔,𝑥..=pp,𝑔,𝑥.. հարաբերություննե...
	2. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑟=,cont,𝑓,𝑥..,  cont,𝑔,𝑥... ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	3. Նշանակենք 𝑓,𝑥.=pp,𝑓,𝑥.. եւ 𝑔,𝑥.=pp,𝑔,𝑥..:
	4. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցը, ,𝑏-0.-ով նշանակենք 𝑔,𝑥.-ի ավագ գործակիցը (դրանք դրական են ըստ մեր կառուցման):
	5. Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք 𝑤=,,𝑎-0., ,𝑏-0.. դրական ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	8. ,𝜑-,𝑝-𝑘.. մոդուլյար անցումն իրականացնենք ըստ ,𝑝-𝑘. մոդուլի եւ հաշվենք 𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամների ,𝑓-,𝑝-𝑘..,𝑥.,  ,𝑔-,𝑝-𝑘..,𝑥.∈,,ℤ-,𝑝-𝑘..[𝑥]-  .պատկերները:
	25. ,𝜑-,𝑝-𝑘.. մոդուլյար անցումն իրականացնենք ըստ ,𝑝-𝑘. մոդուլի եւ հաշվենք 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամների ,𝑓-,𝑝-𝑘..,𝑥.,  ,𝑔-,𝑝-𝑘..,𝑥.∈,,ℤ-,𝑝-𝑘..[𝑥]-  .պատկերները:
	5.3.11 Դիտողություն. Նկատենք, որ չնայած ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման փոքր պարզ թվերի մեթոդն էապես ավելի երկար տեսական հիմնավորում պահանջեց, քան մեծ պարզ թվի մեթոդը 3.4 պարագրաֆում, այնուամենայնիվ, վերջնական ալգորիթմի քայլերն այստեղ էապե...
	5.3.12 Օրինակ. Դիտարկենք Կնուտի օրինակում քննարկված (3.12) բազմանդամները, որոնց մենք անդրադարձանք նաեւ 3.4.9 օրինակում, որտեղ ստուգեցինք, որ 2 մոդուլով հաշվելիս ,,𝜑-2.,𝑓,𝑥..=𝑓-2.,𝑥. եւ ,,𝜑-2.,𝑔,𝑥..=𝑔-2.,𝑥. բազմանդամները փոխադարձաբար պ...
	5.3.13 Դիտողություն. 1.3 պարագրաֆում Կնուտի մոդուլյար մեթոդը կիրառելիս մենք օգտագործեցինք 𝑝=5 մոդուլը: 5.3.12 օրինակը ցույց է տալիս, որ կարելի էր նույն արդյունքը ստանալ ըստ 𝑝=3 մոդուլի (այն չի բաժանում 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցը՝ չնայած բաժանում է 𝑔...
	5.3.14 Օրինակ. Փոքր պարզ թվերի ալգորիթմով հաշվենք (5.16) բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը (այդ բազմանդամները մենք արդեն քննարկել ենք 5.3.6 եւ 5.3.7 օրինակներում): Նախ, ինչպես 5.3.6 օրինակում, վերցնենք ,𝑝-1.=7: Այն չի բաժանում 𝑓,𝑥.,  ...
	,𝑧-1.,𝑥.=5𝑥+4, ,𝑠-1.,𝑥.=4𝑥+6
	եւ այդ դեպքում pp,𝑒⋅𝑑,𝑥..=2𝑥+3: Հեշտ է ստուգել, որ 2𝑥+3∤𝑓,𝑥., այսինքն՝ որոնելի ,𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.. պատասխանը դեռ գտնված չէ:
	,𝑧-3.,𝑥.=,,𝑓-5.,𝑥.,,𝑔-5.,𝑥..=,3,𝑥-3.+,𝑥-2.+2𝑥+4, 3,𝑥-3.+3,𝑥-2.+3𝑥+3.=,𝑥-2.+3𝑥+2:
	,𝑧-3.,𝑥.=,,𝑓-11.,𝑥.,,𝑔-11.,𝑥..=,6,𝑥-3.+7,𝑥-2.+5𝑥+4, 8,𝑥-3.+,𝑥-2.+9.=𝑥+3:
	5.3.15 Խնդիր. Ստուգել, որ ,𝑡-𝑖. արտադրիչների կիրառումն իսկապես անհրաժեշտ է (5.15) բանաձեւում: Դրա համար 5.3.14 օրինակում դիտարկվող բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը հաշվել առանց ,𝑡-𝑖. արտադրիչների եւ ցույց տալ, որ այդ դեպքում ալգորիթ...
	5.3.16 Վարժություններ. Փոքր պարզ թվերի ալգորիթմով հաշվել հետեւյալ բազմանդամների զույգերի  ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարները.
	5.3.17 Խնդիր. Նախորդ վարժության (2) կետի բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը փոքր պարզ թվերի ալգորիթմով հաշվել պարզ թվերի երկու տարբեր հաջորդականությունների համար: Նախ, ,𝑝-1.=5, ,𝑝-2.=7, եւլն… Երկրորդ դեպքում վերցնել ,𝑝-1.=7, ,𝑝-2.=11,...
	5.3.18 Վարժություններ. Փոքր պարզ թվերի ալգորիթմով հաշվել 3.4 պարագրաֆի 3.4.12 վարժությունների բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարները: Համեմատել ստացված հաշվարկների բարդությունը մեծ պարզ թվի ալգորիթմի միջոցով նույն բազմանդամների ամենամեծ ը...
	5.3.19 Խնդիր. Քննարկել 5.3.8 դիտողության փաստարկը 5.3.12 եւ 5.3.14 օրինակների բազմանդամների համար: Ինչպիսի՞ն կլինեին 𝐸 եւ ,𝑁-𝑓,𝑔. գնահատականներն այդ դեպքերում: Առաջին կենտ պարզ թվերի ,𝑝-1.,…,,𝑝-𝑘. հաջորդականությունն օգտագործելու դեպքու...


	6 Ֆակտորիալ օղակներ եւ մի քանի փոփոխականների բազմանդամներ
	6.1 Ֆակտորիալ օղակներ
	6.1.1 Սահմանում. 𝑅 ամբողջության տիրույթը կոչվում է ֆակտորիալ օղակ, եթե նրա կամայական ոչ զրոյական 𝑎∈𝑅 տարր կարելի է ներկայացնել
	6.1.2 Օրինակ. ℤ օղակը, ըստ թվաբանության հիմնական թեորեմի, ֆակտորիալ է: Նրա 𝑎=60 տարրն ունի հետեւյալ վերլուծությունները (6.1) տեսքով.
	6.1.3 Օրինակ. Վերցնենք ℚ,𝑥. օղակի հետեւյալ ենթաօղակը՝  𝑅=𝑥ℚ,𝑥.+ℤ: Հեշտ է տեսնել, որ սա բաղկացած է այնպիսի բազմանդամներից, որոնց բոլոր գործակիցները, բացի վերջինից, ռացիոնալ են, իսկ վերջին  գործակիցը (ազատ անդամը) ամբողջ թիվ է: Հեշտ է ստուգել ...
	6.1.4 Օրինակ. Վերցնենք կոմպլեքս թվերից բաղկացած
	𝑅=,𝑢+𝑖𝑣,5.  |  𝑢,𝑣∈ℤ.⊆ℂ
	օղակը: Հեշտ է ստուգել, որ սա, իրոք, օղակ եւ ամբողջության տիրույթ է հանդիսանում կոմպլեքս թվերի գումարման ու բազմապատկման նկատմամբ: Ցույց տանք, որ այն ֆակտորիալ օղակ չէ՝ չնայած նրանում կամայական տարր ներկայացվում է պարզ տարրերի արտադրյալի տեսքով:...
	6.1.5 Լեմմա. Եթե 𝑅 ֆակտորիալ օղակի ոչ զրոյական 𝑎 տարրի (6.1) ֆակտորիզացիան է  𝑎=𝜀,⋅𝑝-1.⋯,𝑝-𝑛., եւ 𝑎-ն բաժանվում է  𝑝∈𝑅 պարզ տարրի վրա, ապա  𝑝≈,𝑝-𝑖. որեւէ  𝑖=1,…, 𝑛 համար:
	6.1.6 Հետեւանք. Եթե 𝑅 ֆակտորիալ օղակի 𝑎,𝑏 տարրերի համար ունենք 𝑎⋅𝑏⋮𝑝, որտեղ 𝑝-ն պարզ է եւ 𝑎-ն չի բաժանվում 𝑝-ի վրա, ապա 𝑏-ն բաժանվում է 𝑝-ի վրա:
	6.1.7 Հետեւանք. Եթե 𝑅 ֆակտորիալ օղակի 𝑎,𝑏,ℎ տարրերի համար ունենք 𝑎⋅𝑏⋮ℎ եւ ,𝑎,ℎ.=1, ապա 𝑏⋮ℎ:
	6.1.8 Թեորեմ. Յուրաքանչյուր գլխավոր իդեալների օղակ ֆակտորիալ օղակ է:
	Ապացույց:  Հեշտ է տեսնել, որ եթե 𝑅 օղակի 𝑎,𝑏 տարրերով ծնված գլխավոր իդեալներն են ,𝐼-𝑎.=𝑎𝑅 եւ ,𝐼-𝑏.=𝑏𝑅, ապա 𝑎⋮𝑏 պայմանից բխում է, որ ,𝐼-𝑎.⊆ ,𝐼-𝑏.: Ուստի, եթե օղակում գոյություն ունի այնպիսի ,𝑎-1.,,𝑎-2.,…, ,𝑎-𝑖., …  տարրերի անվե...
	ներկայացումը, որտեղ 𝜈∈,𝑅-∗., իսկ ,𝑞-1.,…,,𝑞-𝑚. տարրերը պարզ են: Ենթադրենք ,𝑝-1.-ը չի բաժանվում ,𝑞-1.-ի վրա: Քանի որ 𝐽=,𝑝-1.𝑅+,𝑞-1.𝑅 ենթաբազմությունն իդեալ է, այն գլխավոր իդեալ է՝ 𝐽=𝑐𝑅: Քանի որ 𝑐-ի վրա բաժանվում են միաժամանակ ,𝑝-1.,, ...
	,𝑝-1.⋅,𝑝-2.⋯,𝑝-𝑛.⋅𝑢+,𝑞-1.𝑣⋅,𝑝-2.⋯,𝑝-𝑛.=,𝑝-2.⋯,𝑝-𝑛.
	եւ, ուրեմն, ,𝑝-2.⋯,𝑝-𝑛.⋮,𝑞-1.: Կրկնելով սա՝ ի վերջո կգտնենք մի ,𝑝-𝑖. տարր, որը բաժանվում է ,𝑞-1.-ի վրա, այսինքն, ,𝑝-1.≈,𝑞-1.: (6.4) եւ  (6.5) ներկայացումների աջ մասերը կրճատենք ,𝑞-1.-ի վրա: Մի քանի անգամ կրկնելով այս քայլեր կստանանք որո...
	6.1.9 Օրինակ. Այն փաստը, որ ℤ[𝑥] օղակը ֆակտորիալ օղակ է, բխում է 2.6.13 թեորեմից: 𝑓,𝑥.∈ℤ[𝑥] բազմանդամի ֆակտորիզացիան (2.17) ներկայացումն է. պարզ ամբողջ թվերը եւ պարզ պրիմիտիվ բազմանդամները ℤ[𝑥] օղակի պարզ տարրերն են, եւ այդ օղակում (2.17)-ը համը...
	6.1.10 Օրինակ. Ոչ ֆակտորիալ օղակ մենք արդեն կառուցել ենք 6.1.4 օրինակում՝ 𝑅=,𝑢+𝑖𝑣,5.  |  𝑢,𝑣∈ℤ.⊆ℂ: Եթե վերցնենք  𝑎=2+𝑖,5.  եւ  𝑏=2−𝑖,5., ապա
	6.1.11 Հետեւանք. Ցանկացած 𝑅դաշտի վրա տրված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը ֆակտորիալ օղակ է:
	6.1.12 Հետեւանք. Ցանկացած  𝑝 պարզ թվի համար ,ℤ-𝑝.[𝑥] բազմանդամային օղակը ֆակտորիալ օղակ է:
	6.1.13 Օրինակ. 6.1.2 օրինակում բերված ֆակտորիզացիաները կարող են գրվել հետեւյալ կերպ
	6.1.14 Թեորեմ. 𝑅 ֆակտորիալ օղակի կամայական ոչ զրոյական 𝑎,𝑏 տարրերի համար 𝑅-ում գոյություն ունի նրանց ,𝑎, 𝑏. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը եւ [𝑎, 𝑏] ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը: Դրանք որոշվում են հակադարձելի տարրի ճշտությամբ:
	6.1.15 Հետեւանք. 𝑅 ֆակտորիալ օղակի կամայական ոչ զրոյական 𝑎,𝑏 տարրերի համար ,𝑎, 𝑏.,𝑎, 𝑏.=𝑎⋅ 𝑏:
	6.1.16 Դիտողություն. Նկատենք, որ 6.1.14 թեորեմն ապահովում է ֆակտորիալ օղակում կամայական ոչ զրոյական տարրերի ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի գոյությունը, ինչպես Էվկլիդեսի ալգորիթմը՝ էվկլիդյան օղակներում: Բայց, ի տարբերություն Էվկլիդեսի ալգորի...

	6.2 Մի քանի փոփոխականների բազմանդամներ
	6.2.1 Օրինակներ. ℤ[,𝑥-1.,…, ,𝑥-4.]-ում տեղի ունեն հետեւյալ հավասարությունները.
	ա. 𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-4..=2,𝑥-1-3.,𝑥-2-0.,𝑥-3-0.,𝑥-4-2.+5,𝑥-1-0.,𝑥-2-0.,𝑥-3-0.,𝑥-4-0.=2,𝑥-1-3.,𝑥-4-2.+5,
	բ. 𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-4..=2,𝑥-1-3.,𝑥-4-1.+0,𝑥-2-4.,𝑥-3-1.+0,𝑥-1-7.,𝑥-3-2.=2,𝑥-1-3.,𝑥-4.+0+0=2,𝑥-1-3.,𝑥-4.,
	գ. 𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-4..=0,𝑥-1-5.,𝑥-3-2.,𝑥-4-2.+7,𝑥-1-0.,𝑥-2-0.,𝑥-3-0.,𝑥-4-0.=0+7=7:
	6.2.2 Օրինակներ. 𝑅=ℤ օղակի վրա դիտարկենք երկու փոփոխականների 𝑓,𝑥,𝑦.=,2𝑥-2.,𝑦-4.+6,𝑥-5.−4,𝑥-3.𝑦+3𝑥,𝑦-4.+5,𝑦-7.+2,𝑦-4.+2𝑦+7∈ℤ,𝑥,𝑦. բազմանդամը: Այստեղ ,𝑎-2,4.=2,  ,𝑎-5,0.=6 եւլն: Պարզ է, որ ,deg-𝑥.,,2𝑥-2.,𝑦-4..=2, ,deg-𝑦.,,2𝑥-2.,𝑦...
	6.2.3 Օրինակ. 𝑅=,ℤ-5. օղակի վրա դիտարկենք երեք փոփոխականի 𝑓,𝑥,𝑦,𝑧.=2,𝑥-5.,𝑦-3.,𝑧-2.+3𝑥𝑧 եւ 𝑔,𝑥,𝑦,𝑧.=4,𝑥-5.,𝑦-5.𝑧+3𝑥,𝑦-2.+4𝑥𝑧 բազմանդամները: Այդ դեպքում 𝑓,𝑥,𝑦,𝑧.+𝑔,𝑥,𝑦,𝑧.=2,𝑥-5.,𝑦-3.,𝑧-2.+2𝑥𝑧+4,𝑥-5.,𝑦-5.𝑧+3𝑥,𝑦-2.,...
	6.2.4 Վարժություն. Նախորդ օրինակի 𝑓 եւ 𝑔 բազմանդամների համար հաշվել ,𝑓-2.=𝑓⋅𝑓 եւ ,𝑔-2.=𝑔⋅𝑔 քառակուսիները: Հաշվել ,𝑓-2.+𝑔 եւ ,𝑓-2.+,𝑔-2. գումարները: Գտնել ,deg-𝑥.,𝑓-2. եւ deg,,𝑓-2.+,𝑔-2.. արժեքները:
	6.2.5 Խնդիր. Ցույց տալ, որ 𝑅 ամբողջության տիրույթի վրա տրված 𝑛 փոփոխականների բազմանդամների 𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմությունը օղակ է նրա վրա սահմանված գումարման եւ բազմապատկման գործողությունների նկատմամբ: Այն նաեւ ամբողջության տիրույթ է: Ցուց...
	6.2.6 Վարժություն. Կամայական 𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..,  𝑔,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..∈𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամների համար համեմատել deg 𝑓,  deg 𝑔 եւ deg,𝑓⋅𝑔. արժեքները:
	6.2.7 Օրինակ. Դիտարկենք ℤ,𝑥,𝑦. օղակի այն 𝑓,𝑥,𝑦. բազմանդամը, որը քննարկեցինք 6.2.2 օրինակում: «Նման անդամների միացում» կատարելով՝ կարելի է ներկայացնել այն
	6.2.8 Խնդիր. Կամայական 𝑅 ամբողջության տիրույթի համար հիմնավորել վերը նշված 𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.]≅𝑅,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑚−1..,,𝑥-𝑚.,…,,𝑥-𝑛.. իզոմորֆիզմը, որտեղ 𝑚=2,…,𝑛−1 ցանկացած թիվ է: Ցուցում. օգտվել 6.2.7 օրինակից եւ կիրառել ինդուկցիա:
	6.2.9 Խնդիր. Հիմնավորել վերը նշված 𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.]≅𝑅,,𝑥-1..⋯,,𝑥-𝑛.. իզոմորֆիզմը: Ցուցում. օգտվել նախորդ խնդրից եւ 4.2 պարագրաֆից:
	6.2.10 Դիտողություն. Օգտագործելով տրանսցենդենտ ընդլայնումների մասին 4.2 պարագրաֆի փաստերը (տես 4.2.25 թեորեմը եւ հաջորդող քննարկումը)՝ կարելի էր տալ մի քանի փոփոխականների բազմանդամի ավելի կարճ սահմանում: Ենթադրենք 𝑅 ամբողջության տիրույթը ներդրված է...

	6.3 Գաուսի լեմման ֆակտորիալ օղակներում
	6.3.1 Օրինակ. Ինչպես տեսանք 2.6.4 օրինակում, եթե ,𝑓,𝑥.=,2𝑥-2.+6𝑥−4∈ℤ,𝑥.,-  .ապա cont,𝑓,𝑥..=2 (կամ էլ cont,𝑓,𝑥..=−2,  այստեղ 𝜀=±1): Իսկ նույն 𝑓,𝑥. բազմանդամը ℚ,𝑥. օղակում դիտարկելիս (այն ֆակտորիալ է ըստ 6.1.11 հետեւանքի) որպես cont,𝑓,𝑥...
	6.3.2 Օրինակ. ,ℤ-2. դաշտի վրա երկու փոփոխականների բազմանդամների ,ℤ-2.,𝑥,𝑦. օղակում դիտարկենք 𝑓,𝑥,𝑦.=,𝑥-2.𝑦+,𝑥𝑦-2.+,𝑦-  -2.+𝑦 բազմանդամը: Ինչպես տեսանք նախորդ պարագրաֆում, ,ℤ-2.,𝑥,𝑦.≅,ℤ-2.,𝑥.,𝑦., այսինքն` 𝑓,𝑥,𝑦. բազմանդամը կարելի է...
	𝑓,𝑦.-ի ,𝑎-0.=𝑥+1 եւ ,𝑎-1.=,𝑥-2.+1 գործակիցները ,ℤ-2.,𝑥. էվկլիդյան օղակից են, եւ դրանց ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը հեշտ է հաշվել Էվկլիդեսի ալգորիթմով: Դա մենք արդեն արել ենք 3.4.5 օրինակում. ,𝑥-2.+1=,𝑥-2.+,1-2.=,𝑥+1.,𝑥+1.: Ուրեմն եւ con...
	6.3.3 Դիտողություն. Նախորդ օրինակում մենք օգտվեցինք այն բանից, որ ,ℤ-2.,𝑥.-ն էվկլիդյան օղակ է: Դա ոչ միայն ապահովում էր ,ℤ-2.,𝑥.,𝑦. օղակի ոչ-զրոյական բազմանդամի բովանդակության եւ պրիմիտիվ մասի գոյությունը (այսինքն՝ ,ℤ-2.,𝑥.-ին պատկանող գործակի...
	6.3.4 Գաուսի լեմման ֆակտորիալ օղակի համար. Կամայական 𝑅 ֆակտորիալ օղակի վրա տրված 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈,𝑅[𝑥]-  . բազմանդամների համար
	6.3.5 Հետեւանք. 𝑅 ֆակտորիալ օղակի վրա տրված 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակում պրիմիտիվ բազմանդամի բաժանարարը նույնպես պրիմիտիվ է: Մասնավորապես, պրիմիտիվ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը պրիմիտիվ բազմանդամ է:
	6.3.6 Լեմմա. Ենթադրենք 𝑅-ը կամայական ֆակտորիալ օղակ է եւ 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈𝑅[𝑥], ընդ որում, 𝑔,𝑥. բազմանդամը պրիմիտիվ է: Եթե 𝑓,𝑥.-ը բաժանվում է 𝑔,𝑥.-ի վրա 𝐹[𝑥] օղակում, որտեղ 𝐹=Quot,𝑅., ապա 𝑓,𝑥.-ը բաժանվում է 𝑔,𝑥.-ի վրա նաեւ 𝑅[𝑥] օ...
	6.3.7 Հետեւանք. Եթե 𝑅 օղակը ֆակտորիալ է, ապա 𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակի կամայական 𝑓,𝑥. պարզ տարր ունի հետեւյալ երկու տիպերից մեկը.
	1) կամ ,deg-𝑓,𝑥..=0, եւ այդ դեպքում 𝑓,𝑥.=𝑐 հաստատուն բազմանդամը պարզ է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑐-ն պարզ է որպես 𝑅 օղակի տարր,
	6.3.8 Գաուսի թեորեմը. Եթե 𝑅 օղակը ֆակտորիալ է, ապա նրա վրա տրված  𝑅[𝑥] բազմանդամային օղակը նույնպես ֆակտորիալ է:
	6.3.9 Հետեւանք. 𝑅 ֆակտորիալ օղակի վրա տրված կամայական ոչ զրոյական 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥. բազմանդամների համար 𝑅[𝑥]-ում գոյություն ունի նրանց ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը եւ [𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.] ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկը: Դրանք ո...
	6.3.10 Գաուսի թեորեմը մի քանի փոփոխականների բազմանդամների համար. Եթե 𝑅 օղակը ֆակտորիալ է, ապա նրա վրա տրված  𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակը նույնպես ֆակտորիալ օղակ է ցանկացած բնական 𝑛-ի համար:
	6.3.11 Հետեւանք. 𝑅 ֆակտորիալ օղակի վրա տրված կամայական ոչ զրոյական 𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..,  𝑔,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.. 𝑛 փոփոխականների բազմանդամների համար 𝑅[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում գոյություն ունի նրանց ,𝑓, 𝑔. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը եւ [...
	6.3.12 Օրինակ. Վերցնենք կամայական 𝑅 ֆակտորիալ օղակի վրա տրված 𝑅[𝑥,𝑦] օղակը: Այն ֆակտորիալ է՝ ըստ 6.3.10 թեորեմի: Ցույց տանք, որ այն գլխավոր իդեալների օղակ չի հանդիսանում: Դիտարկենք 𝑅[𝑥,𝑦]-ի այն 𝐼 իդեալը, որը ծնվում է ,𝑥,  𝑦. տարրերով: Ենթ...

	6.4 Ալգորիթմներ մի քանի փոփոխականների բազմանդամների համար
	6.4.1 Օրինակ. ,ℤ-3.,𝑥,𝑦. օղակում վերցնենք 𝑓,𝑥,𝑦.=𝑥𝑦+2𝑦+2𝑥+1 եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=𝑥𝑦+2𝑥 բազմանդամները: Ներկայացնենք դրանք որպես ,ℤ-3.,𝑥.,𝑦. օղակի բազմանդամներ. 𝑓,𝑦.=,𝑥+2.𝑦+,2𝑥+1.=,𝑎-0.,𝑥.𝑦+,𝑎-1.,𝑥. եւ 𝑔,𝑦.=𝑥𝑦+2𝑥=,𝑏-0.,𝑥.𝑦+,𝑏...
	6.4.2 Խնդիր. Համեմատել բերված կառուցումները 2.6.20 ալգորիթմի հիմնավորման հետ:
	6.4.3 Ալգորիթմ (դաշտի վրա տրված երկու փոփոխականների բազմանդամային օղակում ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման ալգորիթմը). Տրված են 𝑓,𝑥,𝑦.,  𝑔,𝑥,𝑦.∈𝐾[𝑥,𝑦] ոչ զրոյական բազմանդամները, որտեղ 𝐾-ն կամայական դաշտ է: Հաշվել նրանց ,𝑓,𝑥,𝑦....
	1. Ըստ 𝐾,𝑥,𝑦.≅𝐾,𝑥.,𝑦. իզոմորֆիզմի՝ խմբավորենք 𝑓,𝑥,𝑦. եւ 𝑔,𝑥,𝑦. բազմանդամների միանդամները ըստ 𝑦-ի աստիճանների եւ ներկայացնենք դրանք 𝑓,𝑥,𝑦.=,𝑎-0.,𝑥.,𝑦-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.,𝑥.∈𝐾,𝑥.,𝑦.  եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=,𝑏-0.,𝑥.,𝑦-𝑚.+…+,𝑏-𝑚.,𝑥.∈𝐾,𝑥...
	6.4.4 Օրինակ. ,ℤ-5.,𝑥,𝑦. օղակում դիտարկենք 𝑓,𝑥,𝑦.=3,𝑥-2.,𝑦-2.+3,𝑥-3.𝑦+4,𝑥-4. եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=𝑥,𝑦-2.+2,𝑥-2.𝑦+2,𝑥-2.+𝑥𝑦 բազմանդամները: Ներկայացնենք դրանք 𝑓,𝑦.=3,𝑥-2.,𝑦-2.+3,𝑥-3.𝑦+4,𝑥-4.∈,ℤ-5.,𝑥.,𝑦. եւ 𝑔,𝑦.=𝑥,𝑦-2.+(2,𝑥-2.+𝑥)...
	6.4.5 Վարժություն. 6.4.1 օրինակում, նախքան 6.4.3 ալգորիթմի կառուցումը, մենք կարողացանք հաշվել 𝑓,𝑥,𝑦.=𝑥𝑦+2𝑦+2𝑥+1 եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=𝑥𝑦+2𝑥 բազմանդամների 𝑥𝑦+2𝑥 ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը միայն ,ℤ-3.,𝑥.,𝑦. էվկլիդյան օղակում: Տեսանք նաեւ,...
	6.4.6 Օրինակ. ℚ,𝑥,𝑦.≅ℚ,𝑥.,𝑦. օղակում դիտարկենք 𝑓,𝑥,𝑦.=𝑥,𝑦-3.+2𝑥,𝑦-2.+,𝑦-2.+2𝑦=𝑥,𝑦-3.+(2𝑥+1),𝑦-2.+2𝑦 եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=3,𝑥-2.,𝑦-2.+,𝑥-2.𝑦+3𝑥𝑦+𝑥=3,𝑥-2.,𝑦-2.+(,𝑥-2.+3𝑥)𝑦+𝑥 բազմանդամները: Ակնհայտորեն cont,𝑓,𝑦..=1 եւ cont,𝑔,𝑦....
	6.4.7 Վարժություն. Քննարկված 6.4.1, 6.4.4 եւ 6.4.6 օրինակներում մենք օգտվեցինք, համապատասխանաբար, ,ℤ-3.,𝑥,𝑦.≅,ℤ-3.,𝑥.,𝑦., ,ℤ-5.,𝑥,𝑦.≅,ℤ-5.,𝑥.,𝑦. եւ ℚ,𝑥,𝑦.≅ℚ,𝑥.,𝑦.  իզոմորֆիզմներից: Ամենամեծ բաժանարարը հաշվել նույն օրինակների բազմանդամնե...
	6.4.8 Վարժություն. Կոմպլեքս թվերի դաշտի վրա տրված երկու փոփոխականների բազմանդամների ℂ,𝑥,𝑦. օղակում գտնել հետեւյալ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը.
	𝑓,𝑥,𝑦.=,9+6𝑖.,𝑥-4.𝑦+3,𝑥-2.,𝑦-2.+,6𝑖−4.,𝑥-3.+2𝑖𝑥𝑦,
	𝑔,𝑥,𝑦.=6𝑖,𝑥-2.,𝑦-2.+3,𝑥-3.𝑦−4𝑥𝑦+2𝑖,𝑥-2.:
	6.4.9 Օրինակ. Եթե 𝑅=ℤ,𝑥., ապա համապատասխան ℤ,𝑥.=Quot,ℤ,𝑥.. քանորդների դաշտը բաղկացած է
	6.4.10 Ալգորիթմ (ℤ[𝒙,𝒚] բազմանդամային օղակում ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման ալգորիթմը). Տրված են 𝑓,𝑥,𝑦.,  𝑔,𝑥,𝑦.∈ℤ[𝑥,𝑦] ոչ զրոյական բազմանդամները: Հաշվել նրանց ,𝑓,𝑥,𝑦.,  𝑔,𝑥,𝑦.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը:
	1. Ըստ ℤ,𝑥,𝑦.≅ℤ,𝑥.,𝑦. իզոմորֆիզմի՝ խմբավորենք 𝑓,𝑥,𝑦. եւ 𝑔,𝑥,𝑦. բազմանդամների միանդամներն ըստ 𝑦-ի աստիճանների եւ ներկայացնենք դրանք 𝑓,𝑥,𝑦.=,𝑎-0.,𝑥.,𝑦-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.,𝑥.∈ℤ,𝑥.,𝑦.  եւ 𝑔,𝑥,𝑦.=,𝑏-0.,𝑥.,𝑦-𝑚.+…+,𝑏-𝑚.,𝑥.∈ℤ,𝑥.,𝑦....
	6.4.11 Օրինակ. Անդրադառնանք 6.4.6 օրինակում ℚ,𝑥,𝑦.≅ℚ,𝑥.,𝑦. օղակի մեջ վերցված բազմանդամներին: Դրանց գործակիցները, որոնք նաեւ ℤ,𝑥.-ից էին, պարզ տեսք ունեին, եւ ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարները եւ ամենափոքր ընդհանուր բազմապատիկները կարելի էր հա...
	6.4.12 Վարժություն. Օգտվելով 6.4.10 ալգորիթմից՝ հաշվել ℤ,𝑥,𝑦. օղակի հետեւյալ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը.
	6.4.13 Ալգորիթմ (դաշտի կամ ℤ օղակի վրա տրված 𝒏 փոփոխականների բազմանդամային օղակում ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման ալգորիթմը). Տրված են 𝑓=𝑓,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..,  𝑔=𝑔,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..∈𝐿[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] ոչ զրոյական բազմանդ...
	1. Համաձայն 𝐿,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛..≅𝐿,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛−1..,,𝑥-𝑛.. իզոմորֆիզմի՝ խմբավորենք 𝑓 եւ 𝑔 բազմանդամների միանդամներն ըստ ,𝑥-𝑛.-ի աստիճանների եւ ներկայացնենք դրանք 𝑓=,𝑎-0.,𝑦-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.∈𝐿,,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛−1..,,𝑥-𝑛..  եւ 𝑔=,𝑏-0.,𝑦...
	6.4.14 Վարժություն. Օգտվելով 6.4.13 ալգորիթմից՝ հաշվել 𝐿,𝑥,𝑦,𝑧. օղակի հետեւյալ բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը.


	7 Բազմանդամների ֆակտորիզացիան եւ արմատները
	7.1 Բազմանդամի ֆակտորիզացիայի խնդիրը
	7.2 Գծային օպերատորներ վերջավոր դաշտի վրա
	7.2.1 Թեորեմ. 𝐾=𝐺𝐹(,𝑝-𝑛.) դաշտի վրա տրված 𝑚 վերջավոր չափողականության ցանկացած  𝑉 գծային տարածության տարրերի քանակն է  ,𝑉.=,,𝐾.-𝑚.=,𝑝-𝑛𝑚.:
	7.2.2 Հետեւանք. ,ℤ-𝑝. դաշտի վրա տրված 𝑚 վերջավոր չափողականության ցանկացած  𝑉 գծային տարածության տարրերի քանակն է ,𝑉.=,𝑝-𝑚.:
	7.2.3 Օրինակ. Վերջավոր դաշտի վրա տրված տարածության կարեւոր օրինակ են նաեւ վերջավոր դաշտերի ընդլայնումները: Ինչպես տեսանք 4.2 պարագրաֆում, դաշտերի 𝐾/𝐿 ընդլայնումը կարելի է մեկնաբանել որպես 𝐿 դաշտի վրա տրված 𝐾 գծային տարածություն: Եթե 𝐾=𝐺𝐹(,𝑝...
	7.2.4 Խնդիր. Ցույց տալ, որ կամայական 𝐾 դաշտի վրա տրված ցանկացած մատրիցի տողային, սյունային եւ մինորային ռանգերն իրար հավասար են: Ցուցում՝  կրկնել ℝ դաշտի վրա տրված մատրիցների համար այդ լեմմայի ապացույցի քայլերը (ռանգի անփոփոխությունը մատրիցի տողեր...
	7.2.5 Օրինակներ. 𝑉=,ℤ-3-3. տարածության մեջ ,𝑣-1.=,2, 1, 0., ,𝑣-2.=, 0, 2, 2., ,𝑣-3.=,0, 2, 1. համակարգը գծորեն անկախ է, քանի որ
	7.2.6 Վարժություն. Գտնել 𝑉=,ℤ-5-4. տարածության հետեւյալ վեկտորների համակարգի մաքսիմալ գծորեն անկախ որեւէ ենթահամակարգ.
	,𝑣-1.=,4, 1, 2, 1, 3., ,𝑣-2.=,2, 1, 0, 1,2., ,𝑣-3.=,0, 2, 1, 1, 3., ,𝑣-4.=,4, 3, 3, 2, 1.:
	7.2.7 Օրինակ. ,ℤ-3. դաշտի վրա լուծենք հետեւյալ համակարգը՝
	7.2.8 Վարժություն. ,ℤ-5. դաշտի վրա լուծել հետեւյալ համակարգը՝
	7.2.9 Դիտողություն. Իրական կամ կոմպլեքս դաշտերի վրա գծային հավասարումների համակարգերի լուծման հիմնական դեպքերը երեքն են. կամ 𝑟=rank 𝐴<rank ,𝐴.  եւ համակարգը լուծումներ չունի, կամ 𝑟=rank 𝐴=rank ,𝐴.=𝑘 եւ համակարգն ունի ճիշտ մեկ լուծում, կամ է...
	7.2.10 Դիտողություն. Քննարկված բոլոր խնդիրներում վերջավոր դաշտերի համար մենք ստանում էինք վերջավոր քանակությամբ վեկտորների կամ լուծումների բազմություններ: Սրանով է պայմանավորված վերջավոր դաշտերի վրա գծային հանրահաշվի մեթոդների կարեւոր ալգորիթմա...

	7.3 Բեռլեկեմպի ալգորիթմը
	7.3.1 Լեմմա. 𝐾=𝐺𝐹(,𝑝-𝑛.) դաշտի ցանկացած 𝑠 տարրի համար ,𝑠-,𝑝-𝑛..=𝑠:
	7.3.2 Լեմմա. Եթե զույգ առ զույգ փոխադարձաբար պարզ ,𝑝-1.,𝑥.,…,,𝑝-𝑘.,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամների եւ կամայական ,𝑠-1., …,𝑠-𝑘.∈𝐾 տարրերի համար 𝑣,𝑥.∈𝐾[𝑥]  բազմանդամը բավարարում է (7.6) համակարգին, ապա այն բավարարում է նաեւ (7.9) բաղդատմա...
	7.3.3 Լեմմա. Եթե 𝑣,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամը բավարարում է (7.9) բաղդատմանը, ապա ինչ-որ ,𝑠-1., …,𝑠-𝑘.∈𝐾 տարրերի համար 𝑣,𝑥.-ը բավարարում է նաեւ (7.6) համակարգին:
	7.3.4 Օրինակ. (7.9) բաղդատմանը բավարարող բազմանդամներից է 𝑣,𝑥.=1 հաստատուն բազմանդամը, քանի որ ,1-,𝑝-𝑛..−1=0⋮𝑓,𝑥.:  Այդ դեպքում 𝑠=1∈𝐾 տարրի համար ,𝑓,𝑥.,𝑣,𝑥.−𝑠.=,𝑓,𝑥.,1−1.=,𝑓,𝑥.,0.=𝑓,𝑥.: Իսկ ցանկացած այլ 𝑠-ի համար ,𝑓,𝑥.,𝑠−1.=1...
	7.3.5 Դիտողություն. Պարզագույն 𝐾=,ℤ-𝑝. դեպքում ,𝐾.=𝑝 եւ (7.10) արտադրյալը կընդունի հետեւյալ տեսքը՝
	7.3.6 Լեմմա. 𝑣,𝑥.∈𝑉 բազմանդամը բավարարում է (7.9) բաղդատմանը այն եւ միայն այն դեպքում, երբ  ,𝑣,𝑥.∈ker-,𝑄−𝐸..:
	7.3.7 Հետեւանք. (7.9) բաղդատմանը բավարարող 𝑣,𝑥. բազմանդամների բազմությունը 𝑚 չափողականության 𝑉 տարածության 𝑚−𝑟 չափողականության ենթատարածություն է, որտեղ 𝑟=rank (,𝑄-𝑒.−,𝐸-𝑒.):
	7.3.8 Հետեւանք. (7.9) բաղդատմանը բավարարող 𝑣,𝑥. բազմանդամների քանակը ,𝑝-𝑛(𝑚−𝑟). է:
	7.3.9 Հետեւանք. Մեր նշանակումներում (7.5) ֆակտորիզացիայի ,𝑝-1.,𝑥.,…,,𝑝-𝑘.,𝑥. պարզ արտադրիչների քանակն է 𝑘=𝑚−𝑟=𝑚−rank (,𝑄-𝑒.−,𝐸-𝑒.):
	7.3.10 Օրինակ. Վերցնենք 𝐾=,ℤ-7. եւ 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+3,𝑥-2.+2𝑥∈,ℤ-7.[𝑥]: Հեշտ է ստուգել, որ սա քառակուսիներից ազատ բազմանդամ է: ,ℤ-7.[𝑥] տարածության 𝑉 ենթատարածությունն այս դեպքում բաղկացած կլինի ոչ ավել, քան ,deg-𝑓,𝑥..−1=2 աստիճան ունեցող բազ...
	7.3.11 Օրինակ. Օգտագործելով 7.3.10 օրինակի 𝑄−𝐸 մատրիցի արժեքը` ստանում ենք հետեւյալ համակարգը.
	7.3.12 Վարժություն. Կատարել 7.3.10 եւ 7.3.11 օրինակների բոլոր հաշվարկները:
	7.3.13 Լեմմա. 𝑆 մատրիցը չվերասերվող է՝ ,det-𝑆.≠0:
	7.3.14 Ալգորիթմ (վերջավոր դաշտի վրա տրված քառակուսիներից ազատ, նորմավորված բազմանդամի ֆակտորիզացիայի ալգորիթմը). Տրված է 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] քառակուսիներից ազատ, նորմավորված, ոչ զրոյական բազմանդամը, որտեղ 𝐾-ն կամայական վերջավոր դաշտ է: Գտնել ...
	1. Նշանակենք 𝑚=,deg-𝑓,𝑥..:
	7.3.15 Ալգորիթմ (վերջավոր դաշտի վրա տրված բազմանդամի ֆակտորիզացիայի ալգորիթմը). Տրված է 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամը, որտեղ 𝐾-ն կամայական վերջավոր դաշտ է: Գտնել 𝑓,𝑥.-ի ֆակտորիզացիայի պարզ արտադրիչները:
	1. ,𝑎-0.-ով նշանակենք 𝑓,𝑥.-ի ավագ անդամը:
	7.3.16 Օրինակ. Հետեւյալ օրինակը Բեռլեկեմպի օրիգինալ (Berlekamp, 1967) հոդվածից է: 𝑓,𝑥.=,𝑥-12.+,𝑥-8.+,𝑥-7.+,𝑥-6.+,𝑥-2.+𝑥+1∈,ℤ-2.[𝑥]: Բերենք այն առանց մանրամասների: Այս դեպքում 𝑉 տարածությունը բաղկացած է ,ℤ-2. դաշտի վրա տրված մինչեւ 11-րդ...
	7.3.17 Վարժություն. Կատարել նախորդ օրինակի հաշվարկները:
	7.3.18 Վարժություն. Ֆակտորիզացնել հետեւյալ բազմանդամները ,ℤ-5.[𝑥] օղակում.
	7.3.19 Դիտողություն. Մեր շարադրանքը մի փոքր տարբերվում է Բեռլեկեմպի ալգորիթմի սկզբնական (Berlekamp, 1967) տարբերակից, որը չի օգտագործում 𝑓,𝑥. բազմանդամի վերլուծությունը քառակուսիներից ազատ արտադրիչների: 𝑓,𝑥.-ը կարող է ունենալ մեկից բարձր պատիկ...

	7.4 Ցեսենհաուզի ֆակտորիզացիայի ալգորիթմը
	7.4.1 Օրինակ. 𝑓,𝑥.=12,𝑥-2.+36𝑥+24∈ℤ,𝑥. բազմանդամի ֆակտորիզացիան բաղկացած է հինգ արտադրիչներից 𝑓,𝑥.=12,,𝑥-2.+3𝑥+2.=,2-2.⋅3⋅,𝑥+1.⋅(𝑥+2), որտեղ cont,𝑓,𝑥..=12 բովանդակության համար 𝒞 ցանկի բազմանդամներն են՝ 2,  2,  3 եւ pp,𝑓,𝑥..-ի համար ℱ ...
	7.4.2 Վարժություն. Քանի՞ պարզ արտադրիչից է բաղկացած 7.4.1 օրինակի 𝑓,𝑥. բազմանդամի ֆակտորիզացիան ℚ,𝑥. օղակում:
	7.4.3 Օրինակ. 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+,𝑥-2.+𝑥+1∈ℤ,𝑥. բազմանդամի ֆակտորիզացիան ունի երկու հատ պարզ, իրարից տարբեր արտադրիչներ՝ 𝑓,𝑥.=,𝑥+1.,,𝑥-2.+1.=,𝑝-1.(𝑥),𝑝-2.(𝑥):  Ըստ 𝑝=2 մոդուլի ,𝜑-2. անցումից հետո
	,𝑓-2.,𝑥.=,𝑥-3.+,𝑥-2.+𝑥+1=,𝑥+1.,,𝑥-2.+,1-2..=,𝑥+1.,𝑥+1.,𝑥+1.=,𝑞-1.(𝑥),𝑞-2.(𝑥),𝑞-3.(𝑥),
	7.4.4 Օրինակ. 𝑓,𝑥.=7,𝑥-2.+22 բազմանդամի համար ,𝑓-7.,𝑥.=1, որը 𝑓,𝑥.-ի բաժանարարների մասին այլեւս որեւէ էական ինֆորմացիա չի պարունակում ,𝜑-7. մոդուլյար անցումից հետո:
	7.4.5 Օրինակ. Եթե ,ℤ-7.[𝑥] օղակում տրված է ,𝑓-7.,𝑥.=,𝑥+1.,𝑥+5. բազմանդամը, ապա ℎ,𝑥.=𝑥+1 պարզ արտադրիչի նախապատկեր կարող է լինել ինչպես 𝑥+1, այնպես էլ 𝑥+8 բազմանդամը: Մեզ անհրաժեշտ է մի մեխանիզմ, որով միարժեքորեն կվերականգնվի նրա այն ...
	7.4.6 Լեմմա. Եթե 𝑓,𝑥.∈ℤ,𝑥. ոչ զրոյական բազմանդամն ազատ է քառակուսիներից, եւ 𝑝>2⋅,𝑁-𝑓. պարզ թիվը չի բաժանում 𝑅=res,𝑓,𝑥., ,𝑓-′.,𝑥.. ռեզուլտանտը, ապա ,𝑓-𝑝.,𝑥.=,𝜑-𝑝.,𝑓,𝑥..∈,ℤ-𝑝.,𝑥. բազմանդամը նույնպես ազատ է քառակուսիներից:
	7.4.7 Օրինակ. Վերցնենք 3.4.2 օրինակի 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+4𝑥+3 բազմանդամը: Կամայական 𝑝>4 պարզ թվի համար ,𝑓-𝑝.,𝑥.=,𝑥-2.+4𝑥+3, եւ այն ունի ,𝑓-𝑝.,𝑥.=,𝑥+1.(𝑥+3) ֆակտորիզացիան: Միաժամանակ 𝑝=7 դեպքում այն ունի նաեւ ,𝑓-7.,𝑥.=,4𝑥+4.(2𝑥+6) ֆակտորի...
	7.4.8 Վարժություն. Գտնել նախորդ օրինակի 𝑓,𝑥. բազմանդամի բոլոր ֆակտորիզացիաները ℤ,𝑥. օղակում: Գտնել նրա բոլոր ֆակտորիզացիաները ,ℤ-7.,𝑥. օղակում:
	7.4.9 Վարժություն. «Ավելորդ» սկալյար արտադրիչներից ազատվելու բերված եղանակը կիրառել 7.4.7 օրինակի ֆակտորիզացիաների վրա:
	7.4.10 Ալգորիթմ (ℤ օղակի վրա տրված բազմանդամի ֆակտորիզացիայի ալգորիթմը). Տրված է 𝑓,𝑥.∈ℤ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամը: Գտնել 𝑓,𝑥.-ի ֆակտորիզացիայի պարզ արտադրիչները:
	1. 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար ℤ օղակում Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրա cont,𝑓,𝑥.. բովանդակությունը: Ընդ որում, նշանն ընտրենք այնպես, որ 𝑓,𝑥./ cont,𝑓,𝑥..=pp,𝑓,𝑥.. հարաբերության ավագ գործակիցը դրական լինի:
	7.4.11 Դիտողություն. Հասկանալի է, որ 7.3.14,  7.3.15 եւ 7.4.10 ալգորիթմները լրացնում են միմյանց, ու կարելի է, ասենք, 7.3.14 եւ 7.4.10 ալգորիթմները միավորված տեսքով ներկայացնել՝ որպես ℤ,𝑥.-ում ֆակտորիզացիայի ալգորիթմ:
	7.4.12 Օրինակ. Եթե 7.4.10 ալգորիթմի 12–24 քայլերը կիրառենք  7.4.3 օրինակի 𝑓,𝑥. եւ ,𝑓-2.,𝑥. բազմանդամների համար, ապա 𝒫 ցանկը սկզբում բաղկացած կլինի երեք հատ ,𝑞-1.,𝑥.=,𝑞-2.,𝑥.=,𝑞-3.,𝑥.=𝑥+1 բազմանդամներից: Վերցնենք 𝑛=1: Քանի որ 𝑓,𝑥. եւ ,...
	7.4.13 Օրինակ. Ենթադրենք տրված է 𝑓,𝑥.=15,𝑥-4.+45,𝑥-3.+75,𝑥-2.+30𝑥 բազմանդամը: Նախ, ներկայացնենք այն 𝑓,𝑥.=cont,𝑓,𝑥..pp,𝑓,𝑥..=15,,𝑥-4.+3,𝑥-3.+5,𝑥-2.+2𝑥. տեսքով: cont,𝑓,𝑥..=15 բովանդակության համար 𝒞 ցանկի պարզ արտադրիչներն ե...
	7.4.14 Վարժություններ. ℤ[𝑥] օղակում ֆակտորիզացնել բազմանդամները.
	7.4.15 Դիտողություն. 7.4.10 ալգորիթմը 7.3.14 ալգորիթմի հետ միասին երբեմն անվանում են Ցեսենհաուզ-Բեռլեկեմպի ալգորիթմ: Դա ֆակտորիզացիայի շատ արագ ալգորիթմ է, ինչը նշում է նաեւ Կնուտը (Knuth, 1969): Ալգորիթմի գնահատականներ կարելի է գտնել նաեւ ֆոն ...
	7.4.16 Օրինակ. Ցույց տանք, որ 𝑓,𝑥.=,𝑥-4.+1∈ℤ,𝑥. պարզ բազմանդամը ունի նշված հատկությունը: Եթե 𝑝=2, ապա ,𝑓-2.,𝑥.=,𝑥-4.+1=,𝑥-4.+,1-4.=,,𝑥+1.-4.:  Մնացած պարզ թվերի դեպքերը քննարկենք՝ օգտվելով պարզ թվի 𝑝=8𝑘+𝑖 ներկայացումից, ընդ որում, 𝑖=...
	7.4.17 Դիտողություն. Ինչպես տեսանք բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի ուսումնասիրության ընթացքում, 𝑓,𝑥.,  𝑔,𝑥.∈ℤ,𝑥. բազմանդամների համար միշտ գոյություն ունի այնպիսի 𝑝 պարզ թիվ, որ ,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥.. ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարը...

	7.5 Ֆակտորիզացիան ռացիոնալ գործակիցներով
	7.5.1 Օրինակ. Ինչպես տեսանք 7.4.1 օրինակում, 𝑓,𝑥.=12,𝑥-2.+36𝑥+24 բազմանդամի ֆակտորիզացիան ℤ,𝑥. օղակում ունի հինգ պարզ արտադրիչ՝ 𝑓,𝑥.=12,,𝑥-2.+3𝑥+2.=,2-2.⋅3⋅,𝑥+1.⋅(𝑥+2): Իսկ ℚ[𝑥] օղակում նույն բազմանդամը դիտարկելիս ստանում ենք միայն երկու...
	7.5.2 Ալգորիթմ (ℚ դաշտի վրա տրված բազմանդամի ֆակտորիզացիայի ալգորիթմը). Տրված է 𝑓,𝑥.∈ℚ[𝑥] ոչ զրոյական բազմանդամը: Գտնել 𝑓,𝑥.-ի ֆակտորիզացիայի պարզ արտադրիչները:
	1. 𝑓,𝑥. բազմանդամի համար ℤ օղակում Էվկլիդեսի ալգորիթմով հաշվենք նրա գործակիցների հայտարարների ամենափոքր ընդհանուր 𝑣 բազմապատիկը:
	7.5.3 Վարժություններ. Ֆակտորիզացնել ℚ[𝑥]-ի հետեւյալ բազմանդամները.
	7.5.4 Թեորեմ (Էյզենշտեյնի հայտանիշը). Ենթադրենք տրված է դրական աստիճանի 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.∈ℤ,𝑥. բազմանդամը եւ մի այնպիսի 𝑝 պարզ թիվ, որ 𝑝∤,𝑎-0.,  𝑝|,𝑎-𝑖., երբ  𝑖=1,…,𝑛 եւ ,𝑝-2.∤,𝑎-𝑛.: Այդ դեպքում 𝑓,𝑥.-ը պարզ բազմանդամ է ℚ[...
	7.5.5 Օրինակ. Որեւէ 𝑝 պարզ թվի համար վերցնենք
	𝑓,𝑥.=,𝑥-𝑛.+𝑝,𝑥-𝑛−1.+𝑝,𝑥-𝑛−2.+…+𝑝𝑥+𝑏
	7.5.6 Հետեւանք. Ցանկացած 𝑛 բնական թվի համար ℤ[𝑥] եւ ℚ[𝑥] օղակներում գոյություն ունի 𝑛-րդ աստիճանի չբերվող բազմանդամ:
	7.5.7 Թեորեմ (Արթինի թեորեմը). Եթե 𝐹-ը 𝐾 դաշտի վերջավոր ընդլայնում է, ապա 𝐹 դաշտում 𝐾 ենթադաշտի պրիմիտիվ տարր գոյություն ունի այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝐹 դաշտում 𝐾-ն պարունակող ենթադաշտերի քանակը վերջավոր է:
	7.5.8 Հետեւանք. Ցանկացած 𝑛 բնական թվի եւ 𝐾 վերջավոր դաշտի համար 𝐾[𝑥] օղակում գոյություն ունի 𝑛-րդ աստիճանի չբերվող բազմանդամ:
	7.5.9 Թեորեմ. Ենթադրենք տրված է 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.∈ ℤ[𝑥] բազմանդամը, ընդ որում, նրա ,𝑎-0. ավագ եւ ,𝑎-𝑛. ազատ անդամները ոչ զրոյական են: Եթե 𝑓,𝑥.-ի ,𝑥-0. ռացիոնալ արմատը ներկայացված է ,𝑥-0.=,𝑢-𝑣. անկրճատելի կոտորակի տեսքով (𝑢∈ℤ ե...
	7.5.10 Օրինակ. Դիտարկենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-3.+,7-2.,𝑥-2.+3𝑥 բազմանդամը: Կոտորակային գործակցից խուսափելու համար անցնենք 𝑓,𝑥.=2⋅𝑓,𝑥.=2,𝑥-3.+7,𝑥-2.+6𝑥 բազմանդամին: Ազատ անդամը զրոյական է: Ուստի 0-ն ներմուծենք արմատների ցանկի մեջ եւ անցնենք 𝑓,𝑥.=...
	7.5.11 Խնդիր. Դուրս գրել ℤ[𝑥] օղակի կամայական բազմանդամի արմատների հաշվման ալգորիթմը՝ հենվելով Ցեսենհաուզ-Բեռլեկեմպի ալգորիթմի ֆակտորիզացիայի վրա: Ալգորիթմի անալոգը ստանալ ℚ[𝑥] օղակի համար:
	7.5.12 Խնդիր. Դուրս գրել ℤ[𝑥] օղակի կամայական բազմանդամի արմատների հաշվման ալգորիթմը՝ օգտվելով ռացիոնալ արմատների մասին թեորեմից: Ալգորիթմի անալոգը ստանալ ℚ[𝑥] օղակի համար:
	7.5.13 Խնդիր. Դուրս գրել 𝐾 վերջավոր դաշտի վրա տրված 𝐾[𝑥] օղակի կամայական բազմանդամի արմատների հաշվման ալգորիթմը՝ օգտվելով 𝐾-ի վերջավորությունից:

	7.6 Գալուայի խումբը, իրական եւ կոմպլեքս ֆակտորիզացիան
	7.6.1 Դիտողություն. 4.2 պարագրաֆում մենք մանրամասնորեն շարադրեցինք դաշտերի ընդլայնումների եւ հանրահաշվական փակույթի կառուցման տեսությունը: Դա անհրաժեշտ էր 4-րդ գլխի 4.4 եւ 4.5 պարագրաֆների ալգորիթմների, 7-րդ գլխի 7.3 եւ 7.4 պարագրաֆների ալգորիթմներ...
	որտեղ 𝑛=,deg-𝑓(𝑥)., իսկ ,𝑎-0.-ն 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցն է: Տարրեր ավելացնելու պրոցեսը կարող ենք իրականացնել 4.2.31 թեորեմի օգնությամբ. 𝐾-ի ,𝐾. հանրահաշվական փակույթը պարունակում է 𝑓,𝑥.-ի բոլոր արմատները: Սակայն 𝐹=,𝐾. դաշտը խրթին կառ...
	7.6.2 Սահմանում. Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված է 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+…+,𝑎-𝑛.∈𝐾[𝑥] դրական աստիճանի բազմանդամը: Այդ դեպքում 𝐾-ի 𝐹 ընդլայնումը կոչվում է 𝐾 դաշտի վրա 𝑓,𝑥. բազմանդամի վերլուծության դաշտ, եթե գոյություն ունեն այնպիսի ,𝑥-1.,…,,𝑥...
	7.6.3 Վարժություններ. Օգտվելով 4.2.15 օրինակից՝ գտնել ℚ-ի վրա 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−2 եւ 𝑓,𝑥.=𝑥−3 բազմանդամների վերլուծության դաշտերը: Օգտվելով 4.2.16 խընդրից, գտնել ℝ-ի վրա 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.+1 բազմանդամի վերլուծության դաշտը:
	7.6.4 Վարժություն. Ստուգել, որ Aut(𝐹)-ը իսկապես խումբ է արտապատկերումների արտադրյալի գործողության նկատմամբ: Ո՞ր իզոմորֆիզմը կլինի այդ խմբի միավորը:
	7.6.5 Վարժություններ. Ստուգել, որ Aut(𝐹/𝐾)-ը խումբ է արտապատկերումների արտադրյալի գործողության նկատմամբ, եւ որ այն Aut(𝐹)-ի ենթախումբ է:
	7.6.6 Սահմանում. Ենթադրենք տրված է դաշտերի 𝐹/𝐾 ընդլայնումը: Այդ դեպքում Aut(𝐹/𝐾) խումբը կոչվում է 𝐾 դաշտի վրա 𝐹 ընդլայնման Գալուայի խումբ: Այն նշանակվում է Gal(𝐹/𝐾):
	7.6.7 Սահմանում. Ենթադրենք տրված է 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամը եւ 𝐾-ի վրա  𝑓,𝑥.-ի վերլուծության 𝐹 դաշտը: Այդ դեպքում Gal(𝐹/𝐾)=Aut(𝐹/𝐾) խումբը կոչվում է  𝐾 դաշտի վրա 𝑓,𝑥. բազմանդամի Գալուայի խումբ:
	7.6.8  Օրինակ. Եթե 𝐾=ℚ եւ 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−4𝑥+1∈ℚ[𝑥], ապա 𝑓,𝑥.-ի արմատներն են ,𝑥-1  .=2+,3. եւ ,𝑥-2 .=2−,3.: Եթե վերցնենք 𝐴,,𝑥-1.,,𝑥-2..=,𝑥-1.⋅,𝑥-2.∈ℚ[,𝑥-1.,,𝑥-2.] եւ 𝐵,,𝑥-1.,,𝑥-2..=1∈ℚ[,𝑥-1.,,𝑥-2.], ապա նշված արմատները բավարարում են ...
	7.6.9 Վարժություն. Ցույց տալ, որ այդ նույն օրինաչափությունը նախորդ օրինակի բազմանդամի արմատների եւ 𝜃 տեղադրության համար կատարվում է նաեւ  ,𝑥-1.+,𝑥-2.=4 հավասարման դեպքում:
	7.6.10 Օրինակ. Հաշվենք 7.6.8 օրինակի 𝑓,𝑥.=,𝑥-2.−4𝑥+1∈ℚ[𝑥] բազմանդամի Gal(𝐹/ℚ) Գալուայի խումբը: Քանի որ նրա ,𝑥-1.,,𝑥-2. արմատներից ոչ մեկը ℚ-ին չի պատկանում, 𝐹 ընդլայնումը խիստ մեծ է ℚ-ից: 𝐹-ը ստացվում է ℚ-ին 2+,3. եւ 2−,3. տարրերը միացնելով...
	7.6.11 Սահմանում. 𝐾 դաշտի 𝐹 ընդլայնումը կոչվում է ռադիկալ ընդլայնում, եթե գոյություն ունեն այնպիսի ,𝑥-1.,…,,𝑥-𝑛.∈𝐹 տարրեր եւ ,𝑘-1.,…,,𝑘-𝑛.∈ℤ թվեր, որոնց համար`
	1) 𝐹=𝐾,,𝑥-1.,…,,𝑥-𝑛.. եւ
	2) ,𝑥-1-,𝑘-1..∈𝐾, ,𝑥-𝑖-,𝑘-𝑖..∈𝐾,,𝑥-1.,…,,𝑥-𝑖−1.. երբ 𝑖=2,…,𝑛:
	7.6.12 Սահմանում. 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամի համար կասենք, որ նրա արմատները հնարավոր է հաշվել ռադիկալներով (կամ որ 𝑓,𝑥.=0 հավասարումը կարելի է լուծել ռադիկալներով), եթե գոյություն ունի այնպիսի մի 𝐹/𝐾 ռադիկալ ընդլայնում, որ 𝐹-ը պարունակում է 𝑓,...
	7.6.13 Վարժություն. Ցույց տալ, որ եթե 𝐺 խումբն աբելյան է, ապա ,𝐺-′.=1, այսինքն՝ կոմուտատորը բաղկացած է միայն տրիվիալ տարրից:
	7.6.14 Վարժություն. Ստուգել, որ կամայական 𝐺 խմբի ,𝐺-′. կոմուտատորը նորմալ ենթախումբ է, այսինքն, ցանկացած  𝑎∈,𝐺-′. եւ 𝑔∈𝐺 տարրերի համար ,𝑔-−1.𝑎 𝑔∈𝐺′:
	7.6.15 Վարժություն. Ստուգել, որ ,𝑆-2-′.=,𝐴-3-′.=1: Ցույց տալ, որ ,𝐴-4-′. խումբը բաղկացած է չորս տարրերից:
	7.6.16 Խնդիր. Օգտվելով վերը ցիտված գրականությունից՝ ցույց տալ, որ ,𝐴-5-′.=,𝐴-5. եւ ,𝑆-5-′.=,𝐴-5.: Ցուցում՝ տես նաեւ 7.6.23 օրինակին նախորդող քննարկումը:
	7.6.17 Սահմանում. 𝐺-ն կոչվում է լուծելի խումբ, եթե որեւէ 𝑘-ի համար ,𝐺-,𝑘..=1: Այդ դեպքում 𝐺-ի լուծելիության երկարություն (կամ լուծելիության աստիճան) է կոչվում այն մինիմալ 𝑘-ն, որի համար տեղի ունի ,𝐺-,𝑘..=1:
	7.6.18 Խնդիր. Օգտվելով վերը ցիտված գրականությունից եւ նախորդ խնդիրներից՝ ցույց տալ, որ ,𝑆-3-′.=,𝐴-3.≠1, բայց ,𝑆-3-′′.=,𝐴-3-′.=1: Նաեւ  ,𝑆-4-′′.=,𝐴-4-′.≠1, բայց ,𝑆-4-(3).=,𝐴-4-′′.=1: Իսկ, մյուս կողմից, ,𝑆-5-′.=,𝐴-5.≠1 եւ կամայական բնական  ...
	7.6.19 Թեորեմ. Եթե 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] բազմանդամը տրված է զրոյական բնութագրիչի 𝐾 դաշտի վրա, ապա նրա արմատները հնարավոր է հաշվել ռադիկալներով այն եւ միայն այն դեպքում, երբ նրա Gal(𝐹/𝐾) Գալուայի խումբը լուծելի է:
	Այս թեորեմը բացատրում է նաեւ «լուծելի խումբ» տերմինի ծագումը. 𝑓,𝑥.=0 հավասարումը կարելի է լուծել ռադիկալներով այն եւ միայն այն դեպքում, երբ Gal(𝐹/𝐾) Գալուայի խումբը լուծելի է:
	7.6.20 Օրինակ. Ինչպես տեսանք 7.6.10 օրինակում, ,𝑥-2.−4𝑥+1 քառակուսի եռանդամի Գալուայի խումբն է Gal,ℚ,,3../ℚ.≅,ℤ-2.: Այն լուծելի է՝ ,ℤ-2-′.=0 (միավոր ենթախումբը նշանակում ենք ոչ թե 1, այլ 0, քանի որ խումբն ադիտիվ է): Ըստ 7.6.19 թեորեմի` նրա ար...
	7.6.21 Օրինակ. Ավելի հետաքրքիր եւ շատ ավելի ոչ տրիվիալ եզրակացություն կարելի է անել 7.6.18 խնդրի օգնությամբ: Ենթադրենք 𝑓,𝑥.∈ℚ[𝑥] բազմանդամի աստիճանը 𝑛 է, որտեղ 𝑛∈{1, 2, 3, 4}:  Այդ դեպքում 𝑓,𝑥.-ն ունի 𝑛 հատ արմատ (հաշվի առնելով պատիկ արմատ...
	7.6.22 Թեորեմ. Ենթադրենք 𝐾-ն կամայական դաշտ է, իսկ 𝑓,𝑥.∈𝐾[𝑥] դրական աստիճանի բազմանդամի պարզ արտադրիչներից ոչ մեկը չունի պատիկ արմատներ 𝑓,𝑥.-ի վերլուծության 𝐹 դաշտում: Այդ դեպքում Gal(𝐹/𝐾) Գալուայի խմբի կարգը հավասար է 𝐹/𝐾 ընդլայնման ա...
	7.6.23 Օրինակ. 𝑓,𝑥.=,𝑥-5.−4𝑥+2 բազմանդամի Gal(𝐹/ℚ) Գալուայի խումբը համընկնում է ,𝑆-5. սիմետրիկ խմբին, քանի որ Gal(𝐹/ℚ)-ը պարունակում է թե 5 երկարության եւ թե 2 երկարության ցիկլեր, որոնք ծնում են ,𝑆-5. խումբը: ,𝑆-5.-ը լուծելի խումբ չէ, քա...
	7.6.24 Թեորեմ. Ենթադրենք տրված է կամայական 𝑓,𝑥.∈ℚ[𝑥] պարզ բազմանդամ: Եթե այն ունի ճիշտ երեք հատ իրական արմատ, ապա 𝑓,𝑥.-ի արմատները ℚ-ի վրա հնարավոր չէ հաշվել  ռադիկալներով:
	7.6.25 Օրինակ. ℎ,𝑥.=𝑥,,𝑥-2.−4.,,𝑥-2.+4.=,𝑥-5.−16𝑥 բազմանդամի երեք իրական արմատներն են 0, 2, −2: Հասկանալի է, որ ℎ,𝑥.-ի գրաֆիկը երեք անգամ հատում է 𝑂𝑥 առանցքը, ընդ որում, ունի մեկ լոկալ մաքսիմումի եւ մեկ լոկալ մինիմումի կետեր, որոնք  (−2, ...
	7.6.26 Օրինակ. Կրկին դիտարկենք 𝑓,𝑥.=,𝑥-5.−4𝑥+2 բազմանդամը: Արդեն գիտենք, որ այն ունի զույգ առ զույգ տարբեր {,𝑥-1., , 𝑥-2.,  ,𝑥-3., , 𝑧-1.,  ,𝑧-2.} արմատները, որոնցից իրական են միայն առաջին երեք հատը, ընդ որում, , 𝑧-1.,  ,𝑧-2. արմատները իր...
	𝐴,,𝑥-1., ,𝑥-2., ,𝑥-3.,,𝑧-1., ,𝑧-2..=,0𝑥-1.+0,𝑥-2.+0,𝑥-3.+,𝑧-1.+,𝑧-2.=,𝑧-1.+,𝑧-2.∈ℚ,,𝑥-1., ,𝑥-2., ,𝑥-3.,,𝑧-1., ,𝑧-2..,
	𝐵,,𝑥-1., ,𝑥-2., ,𝑥-3.,,𝑧-1., ,𝑧-2..=2𝑟∈ℚ[,𝑥-1., ,𝑥-2., ,𝑥-3.,,𝑧-1., ,𝑧-2.]
	բազմանդամները ու կազմենք  ,𝑧-1.+,𝑧-2.=2𝑟 հանրահաշվական հավասարումը: Պարզ է, որ {,𝑥-1., , 𝑥-2.,  ,𝑥-3., , 𝑧-1.,  ,𝑧-2.} արմատները բավարարում են դրան: Մյուս կողմից, եթե այդ հավասարման վրա կիրառենք
	7.6.27 Թեորեմ. Կամայական 𝑓,𝑥.∈ℂ[𝑥] բազմանդամ ունի միակ
	ֆակտորիզացիան, որտեղ ,𝑎-0. հակադարձելի տարրը 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցն է, իսկ 𝑥−,𝑥-𝑖. պարզ արտադրիչները ստացվում են ըստ 𝑓,𝑥.-ի բոլոր ,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛. արմատների, 𝑖=1,…,𝑛:
	7.6.28 Թեորեմ. Կամայական 𝑓,𝑥.∈ℝ[𝑥] բազմանդամ ունի միակ
	ֆակտորիզացիան, որտեղ ,𝑎-0. հակադարձելի տարրը 𝑓,𝑥.-ի ավագ գործակիցն է, 𝑥−,𝑥-𝑖. պարզ արտադրիչները ստացվում են ըստ 𝑓,𝑥.-ի բոլոր ,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑘. իրական արմատների, 𝑖=1,…,𝑘, իսկ ,𝑥-2.+,𝑏-𝑚.𝑥+,𝑐-𝑚. պարզ արտադրիչները ստացվում են ըստ 𝑓,𝑥....
	7.6.29 Դիտողություն. ℂ[𝑥] օղակում պարզ են միայն գծային բազմանդամները, իսկ ℝ[𝑥]-ում պարզ են գծային բազմանդամները եւ այն քառակուսի բազմանդամները, որոնց դիսկրիմինանտը բացասական է (այսինքն՝ նրանք, որոնք ունեն ճիշտ երկու կեղծ, ոչ իրական արմատ): Հետաքրքիր...
	7.6.30 Դիտողություն. Հետաքրքիր է նաեւ համեմատել բազմանդամի ֆակտորիզացիայի խնդիրը բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման խնդրի հետ: Չնայած երկու խնդիրներն էլ հանգում են բազմանդամի բաժանարարների հաշվմանը, բայց ամենամեծ ընդհանուր բա...
	7.6.31 Օրինակ. Նյուտոնի մեթոդը որպես մոտարկման «գործիք» օգտագործում է 𝑓,𝑥. բազմանդամի գրաֆիկի շոշափողը: Կամայական ,𝑥-0. թվի համար 𝑓′,,𝑥-0.. ածանցյալը ,,𝑥-0.,𝑓,,𝑥-0... կետում 𝑓,𝑥.-ի գրաֆիկին տարված շոշափողի եւ 𝑂𝑥 առանցքի կազմած անկյան սի...
	,𝑥-1.=,𝑥-0.−𝑓,,𝑥-0../𝑓′,,𝑥-0..:
	Քանի որ 𝑓,𝑥.-ի վարքագիծը ,𝑥-0. կետի շրջակայքում «նման» է շոշափողի վարքագծին, հնարավոր է, որ ,𝑥-1. կետում 𝑓,𝑥.-ի արժեքն ավելի է մոտ 0-ին, քան ,𝑥-0. կետում: Քայլերը ինդուկցիայով կրկնելով՝ հաշվենք
	,𝑥-𝑘.=,𝑥-𝑘−1.−𝑓,,𝑥-𝑘−1../𝑓′,,𝑥-𝑘−1..
	արժեքը: Հաճախ այս ,𝑥-𝑘. հաջորդականությունը զուգամիտում է 𝑓,𝑥.-ի որեւէ արմատի, եւ դա թույլ է տալիս գտնել 𝑓,𝑥.-ի մոտավոր ֆակտորիզացիան:


	8 Գրյոբների բազաներ
	8.1 Իդեալի ծնիչ բազմությունները եւ Գրյոբների բազաները
	8.1.1 Դիտողություն. Թե ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի հաշվման էվկլիդեսի ալգորիթմը եւ թե փոփոխականների արտաքսման մեթոդով գծային հավասարումների համակարգի լուծումը հանգում են 𝐾[,𝑥-1.,…,,𝑥-𝑛.] օղակում տրված 𝐼 իդեալի համար «ավելի լավ» ծնիչների բ...

	8.2 Մոնոմիալ կարգավորվածություն
	8.2.1 Օրինակ. Եթե 𝛼=(3, 2, 4), ապա ,𝑥-𝛼.=,𝑥-1-3.,𝑥-2-2.,𝑥-3-4.: Իսկ եթե 𝛽=(1, 0, 2), ապա ,𝑥-𝛽.=,𝑥-1-1.,𝑥-2-0.,𝑥-3-2.=,𝑥-1.,𝑥-3-2., այսինքն՝ աստիճանային վեկտորի գրության մեջ կարող են մասնակցել եւ զրոյական կոորդինատներ, որոնց համապատասխան...
	8.2.2 Վարժություններ. Հաշվել ,deg-,𝑥-𝑖.. (𝑖=1, 2, 3), deg եւ multideg աստիճանները (8.9) մոնոմիալներից յուրաքանչյուրի համար:
	8.2.3 Վարժություն. Ցույց տալ, որ կամայական ,𝑥-𝛼. եւ ,𝑥-𝛽. մոնոմիալների համար ,multideg-,𝑥-𝛼..=,multideg-,𝑥-𝛽.. հավասարությունից բխում է ,deg-,𝑥-𝑖..,𝑥-𝛼.=,deg-,𝑥-𝑖..,𝑥-𝛽. հավասարությունը ըստ ցանկացած ,𝑥-𝑖. փոփոխականի: Իսկ դրանց հա...
	8.2.4 Սահմանում. ,ℕ-0-𝑛. բազմության վրա տրված < հարաբերությունը կոչվում է մոնոմիալ կարգավորվածություն (մոնոմիալ կարգի հարաբերություն), եթե
	8.2.5 Վարժություն. Ցույց տալ, որ սահմանման M.1 կետում հիշատակված նվազագույն տարրը միակն է:
	8.2.6 Օրինակ. Մոնոմիալ կարգավորվածության ամենապարզ օրինակը տրված է մեկ փոփոխականի մոնոմիալների վրա (8.8) բանաձեւերով: ,𝑥-𝑖. տեսքի աստիճանները (𝑖=0, 1, 2, …) լիովին կարգավորված են եւ, եթե ,𝑥-𝑖.<,𝑥-𝑗., ապա նաեւ ,𝑥-𝑖+𝑘.<,𝑥-𝑗+𝑘.:
	8.2.7 Վարժություն. Նախորդ օրինակի մոնոմիալների կարգավորվածությանը ինչպիսի՞ կարգավորվածություն է համապատասխանում ,ℕ-0-1. բազմության վրա:
	8.2.8 Սահմանում. ,ℕ-0-𝑛. բազմության 𝛼, 𝛽 աստիճանային վեկտորների համար սահմանենք 𝛼,<-𝑙𝑒𝑥.𝛽, եթե 𝛼−𝛽 վեկտորական տարբերության առաջին ոչ զրոյական կոորդինատը բացասական է (աստիճանային վեկտորների տարբերությունը հասկացվում է կոորդինատ-առ-կոորդի...
	8.2.9 Օրինակ. 𝐾[,𝑥-1.,,𝑥-2., ,𝑥-3.] օղակի համար աստիճանային վեկտորների բազմությունը կլինի ,ℕ-0-3.: Ուստի (8.9) մոնոմիալների աստիճանային վեկտորները կլինեն (1, 2, 1), (1, 1, 1), (0, 0, 2), (1, 2, 0), (3, 0, 0), (0, 2, 1): Դասավորենք դրանք ըստ 𝑙...
	(3, 0, 0),>-𝐿𝑒𝑥.(1, 2, 1),>-𝐿𝑒𝑥.(1, 2, 0),>-𝐿𝑒𝑥.(1, 1, 1),>-𝐿𝑒𝑥.(0, 2, 1),>-𝐿𝑒𝑥.(0, 0, 2):
	Ըստ այդմ՝ ,𝑥-1-3.,>-𝑙𝑒𝑥.,,𝑥-1.𝑥-2-2.,𝑥-3.,>-𝑙𝑒𝑥.,,𝑥-1.𝑥-2-2.,>-𝑙𝑒𝑥.,𝑥-1.,𝑥-2.,𝑥-3.,>-𝑙𝑒𝑥.,𝑥-2-2.,𝑥-3.,>-𝑙𝑒𝑥.,𝑥-3-2.: Բառարանի տերմիններով սա կարելի է հասկանալ այսպես. եթե համապատասխանեցնենք ,𝑥-1.-ին «ա» տառը, ,𝑥-2.-ին «բ...
	8.2.10 Խնդիր. Ցույց տալ, որ 𝑙𝑒𝑥-ը մոնոմիալ կարգավորվածություն է: Ցուցում՝  եթե 𝛼,<-𝑙𝑒𝑥.𝛽, ապա 𝛼+𝛾,<-𝑙𝑒𝑥.𝛽+𝛾, քանի որ, 𝛾-ի կոորդինատները հերթով 𝛼-ի եւ 𝛽-ի կոորդինատներին ավելացնելով, մենք չենք փոխում տարբերության ամենաառաջին ոչ զրո...
	8.2.11 Սահմանում. ,ℕ-0-𝑛. բազմության 𝛼, 𝛽 աստիճանային վեկտորների համար սահմանենք 𝛼,<-𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥.𝛽, եթե ,𝛼.<,𝛽. կամ ,𝛼.=,𝛽. եւ 𝛼,<-𝑙𝑒𝑥.𝛽: Համապատասխան մոնոմիալների համար սահմանենք ,𝑥-𝛼.,<-𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥.,𝑥-𝛽., երբ 𝛼,<-𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥.𝛽: Ա...
	8.2.12 Վարժություն. (8.9) մոնոմիալները դասավորել ըստ 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածության՝ նվազման կարգով:
	8.2.13 Խնդիր. Ցույց տալ, որ 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥-ը մոնոմիալ կարգավորվածություն է: Ցուցում՝  օգտվել 8.2.10 խնդրի ցուցումից:
	8.2.14 Սահմանում. ,ℕ-0-𝑛. բազմության 𝛼, 𝛽 աստիճանային վեկտորների համար սահմանենք 𝛼,<-𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥.𝛽, եթե ,𝛼.<,𝛽. կամ ,𝛼.=,𝛽. եւ 𝛼,>-𝐿𝑒𝑥.𝛽: Համապատասխան մոնոմիալների համար սահմանենք ,𝑥-𝛼.,<-𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥.,𝑥-𝛽., երբ 𝛼,<-𝑔𝑟𝑒𝑣...
	8.2.15 Վարժություն. (8.9) մոնոմիալները դասավորել ըստ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥-ի՝ նվազման կարգով:
	8.2.16 Վարժություն. 8.2.9 օրինակում բերված բառերը դասավորել ըստ 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥-ի, ապա ըստ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥-ի՝ նվազման կարգով:
	8.2.17 Խնդիր. Ցույց տալ, որ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥-ը մոնոմիալ կարգավորվածություն է: Ցուցում՝  օգտվել 8.2.10 խնդրի ցուցումից:
	8.2.18 Խնդիր. Ապացուցել, որ 𝑙𝑒𝑥-ի հակադարձը լիովին կարգավորվածություն չէ: Ցուցում՝ գտնել իրարից տարբեր աստիճանային վեկտորների նվազող անվերջ հաջորդականություն:
	8.2.19 Օրինակ. Ենթադրենք մեզ տրված է 𝑓=,7𝑦-5.−3𝑥𝑦+2𝑥+,𝑦-2.,𝑧-3.+2𝑦𝑧+3∈𝐾[𝑥,𝑦,𝑧] բազմանդամը: Ըստ 𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածության՝ 𝑓=−3𝑥𝑦+2𝑥+,7𝑦-5.+,𝑦-2.,𝑧-3.+2𝑦𝑧+3: Առաջին տեղում է −3𝑥𝑦 միանդամը, քանի որ 𝑥𝑦=,𝑥-1.,𝑦-1.,𝑧-0.>,𝑥-1.,...
	8.2.20 Սահմանում. Ենթադրենք սահմանված է 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի (եւ ,ℕ-0-𝑛. բազմության) որեւէ < մոնոմիալ կարգավորվածություն: Այդ դեպքում 𝑓=,𝛼∈𝑆-,𝑎-𝛼.,𝑥-𝛼.. ոչ զրոյական բազմանդամի՝ ըստ տվյալ կարգավորվածության ավագ մոնոմիա...
	8.2.21 Վարժություն. 8.2.19 օրինակի բազմանդամի համար նշել  lm𝑓, lt𝑓, lc𝑓 եւ ,multideg-𝑓. արժեքներն ըստ 𝑙𝑒𝑥, 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 եւ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունների:
	8.2.22 Վարժություն. 𝑓-ով նշանակել (8.9) մոնոմիալների գումարը եւ դրա համար հաշվել lm𝑓, lt𝑓, lc𝑓 եւ ,multideg-𝑓. արժեքներն ըստ 𝑙𝑒𝑥, 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 եւ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունների:
	8.2.23 Վարժություն. Բերել 𝑓 բազմանդամի օրինակ, որի միանդամի դասավորությունը միեւնույնն է 𝑙𝑒𝑥, 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 եւ 𝑔𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունների դեպքում: Մասնավորապես, lm𝑓, lt𝑓, lc𝑓 արժեքները անկախ կլինեն դրանց ընտրությունից:
	8.2.24 Խնդիր. Տրված են 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի կամայական 𝑓, 𝑔 ոչ զրոյական բազմանդամները, իսկ  𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.]-ի վրա սահմանված է որեւէ մոնոմիալ կարգավորվածություն: Այդ դեպքում.
	1) Տեղի ունի  multideg,𝑓⋅𝑔.=multideg 𝑓+multideg 𝑔 հավասարությունը: Ցուցում՝  ինչպե՞ս են իրար հետ բազմապատկվում 𝑓, 𝑔 բազմանդամների ավագ անդամները:
	2) Եթե 𝑓≠−𝑔, ապա multideg,𝑓+𝑔.≤,max-,multideg 𝑓,multideg 𝑔..: Ցուցում՝  ինչի՞ հավասար կլինի 𝑓+𝑔 գումարի ավագ անդամը: 𝑓≠−𝑔 պայմանը բերված է, որպեսզի խուսափենք 𝑓+𝑔=0 դեպքից:
	3) Եթե ,multideg-𝑓.≠,multideg-𝑔., ապա multideg,𝑓+𝑔.=,max-,multideg 𝑓,multideg 𝑔..:

	8.3 Դիքսոնի լեմման մոնոմիալ իդեալներում
	8.3.1 Սահմանում. 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակի 𝐼 իդեալը կոչվում է մոնոմիալ իդեալ, եթե այն ծնվում է մոնոմիալների որեւէ բազմությամբ. գոյություն ունի ,ℕ-0-𝑛.-ի այնպիսի մի 𝐴 ենթաբազմություն, որ 𝐼=,,𝑥-𝛼. | 𝛼∈𝐴.:
	8.3.2 Օրինակ. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում վերցնենք 𝐼=,𝑥-1.𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] գլխավոր իդեալը: Ակնհայտորեն այն բաղկացած է զրոյական բազմանդամից եւ այնպիսի բազմանդամներից, որոնց բոլոր միանդամներում ոչ զրոյական աստիճանով մասնակցում է ,𝑥-1.-ը...
	8.3.3 Օրինակ. 𝐾[,𝑥-1.,,𝑥-2.] օղակում վերցնենք 𝑓=,𝑥-1.−,𝑥-2. բազմանդամով ծնված  𝐼=,𝑓.=,,𝑥-1.−,𝑥-2..𝐾[,𝑥-1.,,𝑥-2.] գլխավոր իդեալը: Քանի որ 𝐼-ն պարունակում է 𝑓-ը, ապա մոնոմիալ իդեալ լինելու դեպքում 𝐼-ն պիտի պարունակեր նաեւ այնպիսի ,𝑥-,𝛼...
	1)  երբ ,ℎ-1.=,𝑥-1.,  ,𝑥-,𝛼-1..=1, ,ℎ-2.=−,𝑥-2.,  ,𝑥-,𝛼-2..=1, 2)  երբ ,ℎ-1.=1,  ,𝑥-,𝛼-1..=,𝑥-1., ,ℎ-2.=−,𝑥-2.,  ,𝑥-,𝛼-2..=1, 3)  երբ ,ℎ-1.=,𝑥-1.,  ,𝑥-,𝛼-1..=1, ,ℎ-2.=−1,  ,𝑥-,𝛼-2..=,𝑥-2., 4)  երբ ,ℎ-1.=1,  ,𝑥-,𝛼-1..=,𝑥-1., ,ℎ-2.=...
	8.3.4 Վարժություն. Տրված է 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի ոչ զրոյական 𝐼 իդեալը, ընդ որում, հայտնի է, որ յուրաքանչյուր 𝑓∈𝐼 բազմանդամի հետ միասին 𝐼-ն պարունակում է նրա բոլոր միանդամները: Մոնոմիալ իդեա՞լ է արդյոք 𝐼-ն:
	8.3.5 Լեմմա. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼=,,𝑥-𝛼. | 𝛼∈𝐴., 𝐴⊆,ℕ-0-𝑛. մոնոմիալ իդեալի ցանկացած 𝑓=,𝛽∈𝑆-,𝑎-𝛽.,𝑥-𝛽.. բազմանդամի յուրաքանչյուր ,𝑥-𝛽. մոնոմիալը բաժանվում է որեւէ  ,𝑥-𝛼. մոնոմիալի վրա (𝛼∈𝐴):
	8.3.6 Հետեւանք. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼=,,𝑥-𝛼. | 𝛼∈𝐴. մոնոմիալ իդեալին (𝐴⊆,ℕ-0-𝑛.) պատկանող ցանկացած ,𝑥-𝛽. մոնոմիալ բաժանվում է որեւէ ,𝑥-𝛼. մոնոմիալի (𝛼∈𝐴) վրա:
	8.3.7 Օրինակ. Մոնոմիալ իդեալը եռաչափ պատկերելու մի օրինակ փորձել ենք ներկայացնել այս գրքի կազմին: ℝ[𝑥,𝑦,𝑧] օղակում դիտարկենք 𝐼=,,𝑥-6.,𝑦-1.,𝑧-0.,  ,𝑥-4.,𝑦-4.,𝑧-4., ,  𝑥-0.,𝑦-6.,𝑧-1.. իդեալը: ,𝑥-4.,𝑦-4.,𝑧-4.+,ℕ-0-3. կետերի բազմությունը...
	8.3.8 Հետեւանք. Մոնոմիալ իդեալները համընկնում են այն եւ միայն այն դեպքում, երբ նրանք պարունակում են միեւնույն մոնոմիալները:
	8.3.9 Խնդիր. Նկարագրել մեկ փոփոխականի բազմանդամների 𝐾[𝑥] օղակի բոլոր մոնոմիալ իդեալները: Դրանից օգտվելով պարզել՝ մոնոմիա՞լ է արդյոք ,𝑥-2.+1 բազմանդամով ծնված իդեալը:
	8.3.10 Լեմմա (Դիքսոնի լեմման). 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի կամայական 𝐼=,,𝑥-𝛼. | 𝛼∈𝐴., 𝐴⊆,ℕ-0-𝑛. մոնոմիալ իդեալի համար 𝐴 բազմությունը պարունակում է այնպիսի  ,𝛼-1., …, ,𝛼-𝑠.∈𝐴 աստիճանային վեկտորներ, որ 𝐼=,,𝑥-,𝛼-1...
	8.3.11 Դիտողություն. Դիքսոնի լեմման ունի երկրաչափական ծագում եւ կապված է վերը բերված գծագրի հետ:  Լեմման առնչվում է ,ℕ-0-𝑛. տեսքի բազմություններում որոշակի պայմանների բավարարող կարգավորվածության նկատմամբ որոշակի բազմությունների մինիմալ տարրերի ք...
	8.3.12 Հետեւանք. ,ℕ-0-𝑛. բազմության վրա տրված < մոնոմիալ կարգավորվածության 8.2.4 սահմանման M.1 պահանջի երկրորդ կետը կարելի է փոխարինել հետեւյալ կետով.
	8.3.13 Դիտողություն. Մենք արդեն ավարտել ենք Հիլբերտի թեորեմի ապացույցի համար անհրաժեշտ քայլերի մեծ մասը: Վերջին քայլի համար մեզ անհրաժեշտ է միայն մոնոմիալ կարգավորվածությամբ բազմանդամների հաջորդականության վրա բաժանման ալգորիթմը, որին կանցնենք հա...

	8.4 Բաժանման ալգորիթմը եւ Հիլբերտի թեորեմը
	8.4.1 Օրինակ. 𝐾,𝑥,𝑦. օղակում որպես մոնոմիալ կարգի հարաբերություն ընդունենք 𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունը: ,𝑓=2𝑥-3.𝑦+,𝑥-2.𝑦+𝑥,𝑦-2.+,𝑦-2. բազմանդամը բաժանենք հետեւյալ երեք բազմանդամների հաջորդականության վրա` ,𝑔-1.=,𝑥-3., ,𝑔-2.=𝑥𝑦−1, ,𝑔...
	8.4.2 Վարժություն. Պարզեցնել (8.13)-ի երկրորդ տողը եւ ստուգել, որ ստացվող բազմանդամն իսկապես հավասար է 𝑓=,2𝑥-3.𝑦+,𝑥-2.𝑦+𝑥,𝑦-2.+,𝑦-2. բազմանդամին:
	8.4.3 Թեորեմ. Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում սահմանված է որեւէ < մոնոմիալ կարգավորվածություն եւ տրված է ոչ զրոյական բազմանդամների վերջավոր ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. հաջորդականությունը: Այդ դեպքում ցանկացած 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-...
	8.4.4 Հետեւանք. Եթե նախորդ թեորեմի (8.14) ներկայացման մեջ որեւէ 𝑖 ինդեքսի համար ,,𝑞-𝑖.⋅𝑔-𝑖.≠0, ապա multideg 𝑓≥multideg (,,𝑞-𝑖.⋅𝑔-𝑖.):
	8.4.5 Ալգորիթմ (բազմանդամների հաջորդականության վրա բաժանման ալգորիթմը: 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում ֆիքսված է որեւէ մոնոմիալ կարգավորվածություն եւ տրված է ոչ զրոյական բազմանդամների ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. հաջորդականությունը: Տրված 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛...
	1. Նշանակենք 𝑟=0:
	2. Նշանակենք ,𝑔-1.=0,…,,𝑔-𝑠.=0:
	3. Նշանակենք  ℎ=𝑓:
	4. Քանի դեռ ℎ≠0
	5.  նշանակենք 𝑖=1;
	6.  քանի դեռ 𝑖≤𝑠
	7.   եթե ltℎ⋮lt,𝑔-𝑖.
	8.    ,𝑞-𝑖.=,𝑞-𝑖.+ltℎ/lt,𝑔-𝑖.;
	9.    ℎ=ℎ−(ltℎ/lt,𝑔-𝑖.) ⋅,𝑔-𝑖.;
	10.    վերադառնանք 4-րդ քայլին;
	11.   այլապես
	12.    նշանակենք 𝑖=𝑖+1;
	13.  ℎ=ℎ−ltℎ;
	14.  𝑟=𝑟+ltℎ:
	15. Դուրս գրենք 𝑓=,,𝑞-1.⋅𝑔-1.+…+,,𝑞-𝑠.⋅𝑔-𝑠.+𝑟 ներկայացումը:
	8.4.6 Օրինակ. 𝐾,𝑥,𝑦. օղակում ընդունենք 𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունը եւ ,𝑓=2𝑥-3.𝑦+,𝑥-2.𝑦+𝑥,𝑦-2.+,𝑦-2. բազմանդամը բաժանենք ,𝑔-1.=,𝑥-3., ,𝑔-2.=,𝑦-2.−1, ,𝑔-3.=𝑥𝑦−1: Այս օրինակը 8.4.1 օրինակից տարբերվում է միայն բաժանարարների դասավորութ...
	8.4.7 Դիտողություն.  (8.14) եւ (8.18) բաժանումները համեմատելով՝ տեսնում ենք, որ միեւնույն մոնոմիալ կարգավորվածության պայմաններում տվյալ բազմանդամը միեւնույն բաժանարարների վրա բաժանելիս կարող են տարբեր մնացորդներ ստացվել՝ կախված բաժանարարների դասավ...
	8.4.8 Վարժություն.  Հիմնավորել 8.4.6 օրինակի բաժանման բոլոր քայլերի մանրամասները:
	8.4.9 Օրինակ. 𝐾,𝑥,𝑦. օղակում ընդունենք 𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածությունը: 𝑓=𝑥,𝑦-2.−𝑥 բազմանդամը բաժանելով ,𝑔-1.=𝑥𝑦+1 եւ ,𝑔-2.=,𝑦-2.−1 ստանում ենք
	Մյուս կողմից, նույն բազմանդամը (,𝑔-2.,,𝑔-1.) զույգի վրա բաժանելով՝ ստանում ենք
	8.4.10 Վարժություն.  Ստանալ 8.4.9 օրինակի երկու ներկայացումները անկյունով բաժանման միջոցով:
	8.4.11 Դիտողություն. Բերված օրինակները ցույց են տալիս, թե ինչքան ցանկալի կլիներ ունենալ 𝐼 իդեալի ծնիչների այնպիսի մի ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. բազմություն, որի վրա ցանկացած 𝑓∈𝐼 բազմանդամը բաժանելիս ստացվող 𝑟 մնացորդը կախված չլիներ ծնիչների դասավորությու...
	8.4.12 Թեորեմ (Հիլբերտի թեորեմը վերջավոր բազայի մասին).  𝐾 դաշտի վրա տըրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակի ցանկացած  𝐼 իդեալ վերջավոր ծնված է. գոյություն ունեն այնպիսի ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.∈𝐼 բազմանդամներ, որ  𝐼=〈,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.〉:
	8.4.13 Դիտողություն. Հիլբերտի թեորեմն ընդհանրացնում է կամայական 𝐾 դաշտի վրա տրված մեկ փոփոխականի 𝐾[𝑥] բազմանդամային օղակի մասին 2.5.15 հետեւանքը: Ըստ այդ հետեւանքի 𝐾[𝑥]-ը գլխավոր իդեալների օղակ է, այսինքն՝ նրա յուրաքանչյուր 𝐼 իդեալ ծնվում է մի...
	8.4.14 Օրինակ. Աճող շղթաների օրինակներ հեշտ է կառուցել՝ օգտվելով ծնիչ բազմություններից: Կամայական 𝑅 օղակում վերցնենք նրա ցանկացած տարրերի ,𝑎-1., …, ,𝑎-𝑘., …∈𝑅 բազմություն եւ սահմանենք ,𝐼-𝑘.=〈,𝑎-1., …, ,𝑎-𝑘.〉: Հասկանալի է, որ ,𝐼-𝑘.⊆,𝐼-𝑘...
	8.4.15 Խնդիր. Կառուցել նախորդ օրինակում հիշատակված ,𝑎-1., …, ,𝑎-𝑘., …∈𝑅 զույգ առ զույգ տարբեր տարրերի այնպիսի հաջորդականություն, որոնց համար կատարվում է ,𝐼-𝑘.=,𝐼-𝑘+1. հավասարությունը: Ցուցում. 𝑅=𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում վերցնել իրարից...
	8.4.16 Թեորեմ. Կամայական 𝑅 օղակ նյոտերյան է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ նրա ցանկացած 𝐼 իդեալ վերջավոր ծնված է:
	8.4.17 Հետեւանք. 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակում իդեալների ցանկացած  աճող շարք կայունանում է, այսինքն՝ 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.]-ը նյոտերյան օղակ է:

	8.5 Գրյոբների բազաներ
	8.5.1 Օրինակ. 𝐾[𝑥,𝑦] օղակում ընդունենք 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 մոնոմիալ կարգավորվածությունը եւ դիտարկենք ,𝑔-1.=𝑥,𝑦-2.+3,𝑦-2.+2𝑥 եւ ,𝑔-2.=,𝑥-2.𝑦+3𝑥𝑦 բազմանդամներով ծնված 𝐼=〈,𝑔-1.,,𝑔-2.〉 իդեալը: Հեշտ է հաշվել, որ
	𝑥⋅,𝑔-1.−𝑦⋅,𝑔-2.=,𝑥-2.,𝑦-2.+3𝑥,𝑦-2.+2,𝑥-2.−,,𝑥-2.,𝑦-2.+3𝑥,𝑦-2..=2,𝑥-2.∈𝐼,
	8.5.2 Խնդիր. Ենթադրենք ,𝑔-1.=,𝑥-2. եւ ,𝑔-2.=𝑥𝑦+,𝑦-2.: Ցույց տալ, որ 〈lt,𝑔-1.,lt,𝑔-2.〉 իդեալը խիստ փոքր է 〈lt𝐼〉 իդեալից, որտեղ 𝐼=,,𝑔-1.,,𝑔-2..: Ցուցում՝ տես 8.5.13 խնդիրը:
	8.5.3 Վարժություն. Բերել այնպիսի ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. բազմանդամների օրինակ, որոնց համար (8.22)-ում տեղի ունի 𝐼=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. հավասարությունը:
	8.5.4 Դիտողություն. Կարեւոր է նկատել, որ եթե անգամ (8.22)-ում խիստ անհավասարություն տեղի ունի, ապա գոյություն ունի 𝐼 օղակի այնպիսի ,ℎ-1.,…,,ℎ-𝑡. բազմանդամների բազմություն, որ ,lt,ℎ-1.,…,lt,ℎ-1..=〈lt𝐼〉: Սա բխում է Դիքսոնի լեմմայից (կամ Հիլբերտի...
	8.5.5 Սահմանում. 𝐾 դաշտի վրա տրված եւ կամայական մոնոմիալ կարգավորվածություն ունեցող 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակի ոչ զրոյական 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. վերջավոր ենթաբազմությունը կոչվում է 𝐼-ի Գրյոբների բազա, եթե ,lt,𝑔-1.,…,lt...
	8.5.6 Հետեւանք. Եթե 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. բազմությունը 𝐼 իդեալի Գրյոբների բազա է, ապա այն նաեւ 𝐼-ի ծնիչ է՝ 𝐼=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠..:
	8.5.7 Հետեւանք. 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. ենթաբազմությունը 𝐼-ի Գրյոբների բազա է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ այդ իդեալի յուրաքանչյուր բազմանդամի ավագ անդամը բաժանվում է ,𝑔-𝑖. բազմանդամերից որեւէ մեկի lt,𝑔-𝑖. ավագ անդամի վրա, 𝑖=1,…,𝑠:
	8.5.8 Օրինակ. Այս հետեւանքից միանգամից բխում է, որ  8.5.1 օրինակի ,𝑔-1.=𝑥,𝑦-2.+3,𝑦-2.+2𝑥 եւ ,𝑔-2.=,𝑥-2.𝑦+3𝑥𝑦 բազմանդամները 𝐼=〈,𝑔-1.,,𝑔-2.〉 իդեալի Գրյոբների բազա չեն. այդ իդեալի 2,𝑥-2. բազմանդամի ավագ անդամը չի բավարարում 8.5.7 հետեւան...
	8.5.9 Օրինակ. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում վերցնենք միանդամների կամայական վերջավոր ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. բազմությունը: Այդ դեպքում 𝐼=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. իդեալի Գրյոբների բազա է 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. բազմությունը: Սա հեշտ է ստուգել՝ օգտվելով 8.3.5 լեմմա...
	8.5.10 Թեորեմ. Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում տրված է որեւէ մոնոմիալ կարգավորվածություն, ըստ որի՝ օղակի ոչ զրոյական 𝐼 իդեալն ունի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. Գրյոբների բազան: Այդ դեպքում կամայական 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազ...
	8.5.11 Հետեւանք. Ենթադրենք 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում տրված է նրա կամայական 𝐼 ոչ զրոյական իդեալի որեւէ 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. Գրյոբների բազան: Այդ դեպքում տրված 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամը պատկանում է 𝐼-ին այն եւ միայն այն դեպքում, երբ 𝑓...
	8.5.12 Օրինակ. Եթե 𝐼 իդեալը տրված է 𝐾 դաշտի վրա մեկ փոփոխականի 𝐾[𝑥] բազմանդամային օղակում, ապա այն գլխավոր իդեալների օղակ է ըստ 2.5.15 հետեւանքի. որեւէ 𝑔=,𝑎-0.,𝑥-𝑛.+…+,𝑎-𝑛. բազմանդամի համար ունենք 𝐼=,𝑔.=𝑔𝐾[𝑥]: Համարենք, որ 𝐼≠0 եւ ...
	8.5.13 Խնդիր. Ցույց տալ, ոչ 8.5.2 խնդրի մեջ բերված ,𝑔-1.=,𝑥-2. եւ ,𝑔-2.=𝑥𝑦+,𝑦-2. բազմանդամների զույգը Գրյոբների բազա չէ իրենցով ծնված իդեալի համար (որպես մոնոմիալ կարգավորվածություն կարելի է վերցնել, ասենք, 𝑙𝑒𝑥-ը): 𝑓=,𝑥-2.𝑦 բազմանդամ...

	8.6 Բուխբերգերի ալգորիթմը
	Այսպիսով, 𝑓,𝑔 զույգի համար 𝑆-բազմանդամը կառուցվում է այնպես, որ այդ զույգի lt𝑓 եւ lt𝑔 ավագ անդամները անպայման ներգրավվեն կրճատման մեջ: Մասնավորապես՝
	8.6.1 Օրինակ. Հաշվենք 8.5.1 օրինակի բազմանդամների 𝑆-բազմանդամը (կրկին ըստ 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 մոնոմիալ կարգավորվածության): Քանի որ ,𝑥-𝛾.=,𝑥-2.,𝑦-2., ապա 8.5.1 օրինակի հաշվարկը պարզապես նշանակում է, որ 𝑆,,𝑔-1.,,𝑔-2..=2,𝑥-2.:,
	8.6.2 Վարժություն. Հաշվել 𝑆-բազմանդամը 8.5.2 խնդրի բազմանդամների զույգի համար:
	8.6.3 Լեմմա. Ենթադրենք ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամների ավագ անդամներն ունեն միեւնույն աստիճանային վեկտորը, այսինքն՝ գոյություն ունի 𝜈∈,ℕ-0-𝑛., որ multideg ,𝑔-𝑖.=𝜈,  𝑖=1,…,𝑛: Եթե ըստ ,𝑎-1.,…,,𝑎-𝑠.∈𝐾 սկալյարների կազմված...
	8.6.4 Թեորեմ (Բուխբերգերի հայտանիշը). 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. ծնիչն այդ իդեալի Գրյոբների բազա է այն եւ միայն այն դեպքում, երբ  ցանկացած 𝑖,𝑗=1,…,𝑠 զույգի համար 𝑆,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗.. 𝑆-բազմանդամը 𝐺-ի որեւէ ,𝑔-...
	8.6.5 Օրինակ. Վերադառնալով 8.5.1 եւ 8.6.1 օրինակներին` տեսնում ենք, որ 8.6.1 օրինակում մենք փաստորեն ստուգել ենք, որ ,𝑔-1.,,𝑔-2. բազմանդամների զույգը Գրյոբների բազա չէ: Իսկապես, մենք ստացել ենք, որ 𝑆,,𝑔-1.,,𝑔-2..=2,𝑥-2.: Մյուս կողմից, lt,2,𝑥...
	8.6.6 Վարժություն. Բուխբերգերի հայտանիշի օգնությամբ ստուգել, թե արդյո՞ք Գրյոբների բազա է 8.5.2 խնդրի բազմանդամների զույգը:
	8.6.7 Վարժություն. Կառուցել երկու բազմանդամից բաղկացած Գրյոբների բազա:
	8.6.8 Վարժություն. Կառուցել երկու բազմանդամից բաղկացած համակարգ, որը Գրյոբների բազա չէ:
	8.6.9 Լեմմա. Ենթադրենք 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամը 𝐺=(,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.) հաջորդականության վրա բաժանելիս ստացվող մնացորդն է ,𝑓-𝐺.=𝑟: Այդ դեպքում 𝑓-ը 𝐺+𝑟 հաջորդականության վրա բաժանելիս ստացvում է զրոյական մնացորդ՝  ,𝑓-𝐺+𝑟.=0:
	8.6.10 Ալգորիթմ (Գրյոբների բազայի կառուցման Բուխբերգերի ալգորիթմը). 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակում ունենք ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. ոչ զրոյական բազմանդամներով ծնված 𝐼=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. իդեալը: Հաշվել 𝐼 իդեալի որեւէ ...
	1. Ֆիքսելով ,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠. բազմանդամների որեւէ դասավորություն՝ սահամանենք 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. հաջորդականությունը:
	3. Քանի դեռ 𝒮≠∅
	4.  ընտրենք որեւէ ,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗.. զույգ 𝒮-ից;
	5.  վերագրենք 𝒮=𝒮\,,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗...;
	6.  նշանակենք ,𝑥-𝛾.=,lm,𝑔-𝑖.,lm,𝑔-𝑗..  (,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗. բազմանդամների ավագ մոնոմիալների ամենափոքր ընդհանուր բաժանարարը);
	7.  նշանակենք 𝑆,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗..=,,,𝑥-𝜈.-lt,𝑔-𝑖...,𝑔-𝑖.−,,,𝑥-𝜈.-lt,𝑔-𝑗...,𝑔-𝑗.;
	8.  𝑆,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗..-ը բաժանենք 𝐺-ի վրա եւ մնացորդը նշանակենք 𝑟=𝑆,,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗..-𝐺.;
	9.  եթե 𝑟≠0
	10.   𝐺 հաջորդականությանը վերջից ավելացնենք 𝑟 բազմանդամը;
	11.   վերագրենք 𝒮=𝒮∪,,𝑟,𝑔. . 𝑔∈𝐺}:
	12. Դուրս գրենք 𝐺 հաջորդականությունը:
	8.6.11 Օրինակ. Վերադառնանք 8.5.1 օրինակի բազմանդամներին: 8.6.5 օրինակում մենք Բուխբերգերի հայտանիշով արդեն ստուգել ենք, որ ,𝑔-1.=𝑥,𝑦-2.+3,𝑦-2.+2𝑥 եւ ,𝑔-2.=,𝑥-2.𝑦+3𝑥𝑦 զույգը Գրյոբների բազա չէ: Որպես սկզբնական հաջորդականություն վերցնենք 𝐺...
	𝑆,,𝑔-1.,,𝑔-3..=𝑥,𝑔-1.−,1-2.,,𝑦-2.𝑔-3.=,𝑥-2.,𝑦-2.+3𝑥,𝑦-2.+2,𝑥-2.−,𝑥-2.,𝑦-2.=3𝑥,𝑦-2.+2,𝑥-2.:
	Նշանակենք ,𝑔-4.=−9,𝑦-2.−6𝑥 եւ անցնենք 𝐺=(,𝑔-1.,,𝑔-2., ,𝑔-3.,,𝑔-4.) հաջորդականությանը: Ինչպես նշեցինք ալգորիթմի կառուցման ընթացքում, ըստ այս նոր 𝐺-ի, զրոյական կլինի ոչ միայն 𝑆,,,𝑔-1.,,𝑔-3..-𝐺. մնացորդը, այլեւ նախորդ քայլի 𝑆,,,𝑔-1.,,𝑔-...
	8.6.12 Վարժություն. Կատարել նախորդ օրինակի բոլոր հաշվարկները՝ ներառյալ անկյունով բաժանումները:
	8.6.13 Վարժություն. Բուխբերգերի ալգորիթմի միջոցով որեւէ Գրյոբների բազա կառուցել 8.5.2 խնդրի բազմանդամների զույգով ծնված իդեալի համար:
	8.6.14 Վարժություններ. Բուխբերգերի ալգորիթմի միջոցով Գրյոբների բազաներ կառուցել հետեւյալ իդեալների համար: Ընդ որում, նախ կառուցումները կատարել ըստ 𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածության, ապա ըստ՝ 𝑔𝑟𝑙𝑒𝑥 կարգավորվածության.
	8.6.15 Դիտողություն. Նկատենք, որ մենք արդեն կարող ենք լուծել իդեալին պատկանելության խնդիրը, որը ձեւակերպեցինք 8.1 պարագրաֆում: Եթե տրված է 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. իդեալը եւ որեւէ 𝑓∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամ, ապա կարել...

	8.7 Մինիմալ եւ բերված Գրյոբների բազաներ
	8.7.1 Օրինակ. Մենք 8.6.11 օրինակում 𝐼=,,𝑔-1.,,𝑔-2.. իդեալի համար հինգ տարրերից բաղկացած 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-5.. Գրյոբների բազան ստացանք (8.33) համակարգի տեսքով: Նկատենք, որ այդ օրինակի 𝐼 իդեալը չի փոխվի, եթե 𝐺-ին ավելացնենք, ասենք, ,𝑔-6.=,𝑔-2....
	8.7.2 Լեմմա. Ենթադրենք 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. բազմությունը 𝐼 իդեալի Գրյոբների բազա է, իսկ նրա ,𝑔-𝑖.∈𝐺 բազմանդամն այնպիսին է, որ ,lt𝑔-𝑖.∈,lt,𝐺\,,𝑔-𝑖...., այսինքն՝ ,𝑔-𝑖.-ի ավագ անդամը պատկանում է 𝐺-ի մնացած բազմանդամների ավագ անդամներով ծնված...
	8.7.3 Դիտողություն. Մենք ստացել ենք Գրյոբների բազայի հետեւյալ օգտակար հատկությունը. ,𝑔-𝑖.∈𝐺 բազմանդամի համար ,lt𝑔-𝑖.-ն պատկանում է ,lt,𝐺\,,𝑔-𝑖.... իդեալին այն եւ միայն այն դեպքում, երբ ,lt𝑔-𝑖.-ն բաժանվում է մնացած բազմանդամներից որե...
	8.7.4 Օրինակ. Դիտարկենք 𝐹=,,𝑥-2.+1 ,,𝑥-2.. բազմանդամների զույգը 𝐾[𝑥] օղակում: Քանի որ ,,𝑥-2.+1.−,𝑥-2.=1, ապա 𝐼=,𝐹. իդեալը պարունակում է 1 միավորը եւ, ուրեմն, 𝐼=𝐾[𝑥]: Մյուս կողմից, lt,,𝑥-2.+1.=lt,𝑥-2.=,𝑥-2.: Բայց եթե 𝐹-ից հեռացնենք առ...
	8.7.5 Խնդիր. Բուխբերգերի ալգորիթմով գտնել նախորդ օրինակի 𝐹 բազմությամբ ծնված իդեալի 𝐺 Գրյոբների բազան: Ստուգել, որ այդ բազայից ,𝑥-2.+1 բազմանդամը հեռացնելու դեպքում 𝐺-ով ծնված իդեալը չի փոխվի:
	8.7.6 Սահմանում. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. Գրյոբների բազան կոչվում է մինիմալ Գրյոբների բազա, եթե ցանկացած 𝑖=1,…,𝑠 ինդեքսի համար
	8.7.7 Օրինակ. 8.6.11 օրինակի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-5.. Գրյոբների բազան նորմավորելուց հետո կստանանք
	Քանի որ ,ltℎ-1.⋮,ltℎ-4. եւ ,ltℎ-2.⋮,ltℎ-3., ապա կարելի է դեն նետել առաջին երկու բազմանդամները: Կմնան երեք բազմանդամներ, որոնցից ոչ մեկի ավագ անդամը մյուսների ավագ անդամների վրա չի բաժանվում: Վերանվանելով բազմանդամները՝ կստանանք միեւնույն 𝐼...
	8.7.8 Խնդիր. Ձեւակերպել մինիմալ Գրյոբների բազայի կառուցման ալգորիթմը՝ համարելով, որ տրված 𝐼 իդեալի համար Բուխբերգերի ալգորիթմի միջոցով արդեն գտնված է 𝐺 Գրյոբների բազան: Ցուցում. տես նաեւ 8.7.13 ալգորիթմը:
	8.7.9 Օրինակ. Հեշտ է ստանալ 8.6.11 օրինակի իդեալի (այսինքն՝ 8.5.1 օրինակի 𝐼=〈,𝑔-1.,,𝑔-2.〉 իդեալի) տարբեր մինիմալ Գրյոբների բազաներ: Իսկապես, դիտարկենք ,𝑓-1.=,𝑥-2.+𝑘⋅𝑥𝑦, ,𝑓-2.=,𝑦-2.+,2-3.𝑥, ,𝑓-3.=𝑥𝑦 բազմանդամների եռյակը, որտեղ 𝑘-ն որեւէ ...
	8.7.10 Լեմմա. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի ոչ զրոյական 𝐼 իդեալի ցանկացած երկու մինիմալ Գրյոբների բազաներ բաղկացած են հավասար քանակությամբ բազմանդամներից:
	8.7.11 Սահմանում. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑠.. Գրյոբների բազան կոչվում է բերված Գրյոբների բազա, եթե ցանկացած 𝑖=1,…,𝑠 ինդեքսի համար
	8.7.12 Թեորեմ. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի կամայական 𝐼 իդեալ ունի միակ բերված Գրյոբների բազա:
	8.7.13 Ալգորիթմ (բերված Գրյոբների բազայի կառուցման ալգորիթմը). 𝐾 դաշտի վրա որոշված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակում տրված են 𝐼 իդեալը եւ նրա 𝐺 Գրյոբների բազան: Կառուցել 𝐼 իդեալի բերված Գրյոբների բազան:
	1. 𝐺 Գրյոբների բազայի յուրաքանչյուր 𝑔 բազմանդամի համար
	2.  վերագրենք 𝑔=,1-lt𝑔.𝑔;
	3.  𝐺\{𝑔} բազմության յուրաքանչյուր 𝑔′ տարրի համար
	4.   եթե lt𝑔⋮lt𝑔′
	5.    վերագրենք 𝐺=𝐺\{𝑔}:
	6. 𝐺 մինիմալ Գրյոբների բազայի յուրաքանչյուր 𝑔 տարրի համար
	7.  ֆիքսենք 𝐺\{𝑔} բազմության որեւէ դասավորություն;
	8.  𝑔-ն բաժանենք 𝐺\{𝑔}-ի այդ դասավորության վրա եւ ստացված  ,𝑔-𝐺\{𝑔}. մնացորդը նշանակենք 𝑟;
	9.   եթե 𝑟≠0
	10.    վերագրենք 𝐺=,𝐺\,𝑔..∪𝑟:
	11. Դուրս գրենք 𝐺 բերված Գրյոբների բազան:
	8.7.14 Օրինակ. Հեշտ է ստուգել, որ 8.7.7 օրինակում ստացված ,𝑓-1.=,𝑥-2., ,𝑓-2.=,𝑦-2.+,2-3.𝑥, ,𝑓-3.=𝑥𝑦 բազմանդամներից կազմված մինիմալ Գրյոբների բազան նաեւ բերված Գրյոբների բազա է 8.5.1 օրինակի 𝐼=〈,𝑔-1.,,𝑔-2.〉 իդեալի համար: Իսկ 8.7.9 օրինակի ,...
	8.7.15 Ալգորիթմ (իդեալների հավասարության որոշման ալգորիթմը բերված Գրյոբների բազաների օգնությամբ). 𝐾 դաշտի վրա որոշված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմանդամային օղակում տրված են 𝐼=〈,𝑔-1.,,…,𝑔-𝑠.〉 եւ 𝐽=〈,ℎ-1.,,…,ℎ-𝑚.〉 ոչ զրոյական իդեալները: Պարզել,...
	1. 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակում սահմանել որեւէ մոնոմիալ կարգավորվածություն:
	2. 8.6.10 Բուխբերգերի ալգորիթմով կառուցենք 𝐼 իդեալի 𝐺=,,𝑔-1.,,…,𝑔-𝑠′.. Գրյոբների բազան (,𝑠-′.≥𝑠):
	3. 8.6.10 Բուխբերգերի ալգորիթմով կառուցենք 𝐽 իդեալի 𝐻=,,ℎ-1.,,…,ℎ-𝑚′.. Գրյոբների բազան (,𝑚-′.≥𝑚):
	4. 8.7.13 ալգորիթմով կառուցենք 𝐺 Գրյոբների բազային համապատասխան 𝐺′ բերված Գրյոբների բազան:
	5. 8.7.13 ալգորիթմով կառուցենք 𝐻 Գրյոբների բազային համապատասխան 𝐻′ բերված Գրյոբների բազան:
	6. Եթե 𝐺′=𝐻′
	7.  դուրս գրենք. 𝐼 եւ 𝐽 իդեալնեը հավասար են;
	8. այլապես
	9.  դուրս գրենք. 𝐼 եւ 𝐽 իդեալնեը տարբեր են:
	8.7.16 Վարժություններ. Ենթադրենք 𝐼-ն 8.5.1 օրինակի 𝐼=〈,𝑔-1.,,𝑔-2.〉 իդեալն է: Արդյո՞ք 𝐼=𝐽, որտեղ.
	8.7.17 Խնդիր. Դուրս գրել 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 իդեալին պատկանելության խնդրի լուծման ալգորիթմը բերված Գրյոբների բազայի միջոցով: Ցուցում. տես 8.7.13 ալգորիթմը:
	8.7.18 Վարժություններ. Պարզել արդյո՞ք 𝑓=,3-2.𝑥,𝑦-3.+,𝑥-2.,𝑦-2.+,𝑥-2.𝑦 կամ  𝑓=3,𝑥-2.,𝑦-3.+,𝑥-3.,𝑦-2. բազմանդամները պատկանում են 8.7.16 վարժությունների 𝐽 իդեալներից որեւէ մեկին:
	8.7.19 Խնդիր. Դուրս գրել 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 եւ 𝐽 իդեալների ենթաիդեալ լինելու խնդրի լուծման ալգորիթմը բերված Գրյոբների բազայի միջոցով:
	8.7.20 Վարժություններ. Պարզել, թե 8.7.16 վարժությունների 𝐽 իդեալներից որո՞նք են մեկը մյուսի սեփական ենթաիդեալ:
	8.7.21 Խնդիր. Ստանալ նախորդ դիտարկման ընդհանրացումը մեկից ավելի բազմանդամների ամենամեծ ընդհանուր բաժանարարի համար:

	8.8 Գրյոբների բազաները գծային հավասարումների համակարգերում
	8.8.1 Օրինակ. Լուծենք հետեւյալ հավասարումների համակարգը փոփոխականների արտաքսման Գաուսի մեթոդով, այսինքն՝ մինորների մեթոդից մի փոքր տարբերվող եղանակով (մինորների մեթոդը նույնպես կապվում է Գաուսի անվան հետ, եւ մենք այդ մեթոդին անդրադարձել ենք 7.2...
	8.8.2 Վարժություն. Ստուգել, որ նախորդ օրինակի 𝐺={,𝑔-1., ,𝑔-2., ,𝑔-3.} բազմանդամների համար կատարվում է 8.6.4 Բուխբերգերի հայտանիշը՝ 𝑆,,,𝑔-𝑖.,,𝑔-𝑗..-𝐺.=0: Ստուգել նաեւ, որ 𝐺 Գրյոբների բազան մինիմալ Գրյոբների բազա է:
	8.8.3 Օրինակ. 8.8.1 օրինակի (8.34) համակարգը (8.35) տեսքի բերելուց հետո կարելի էր լուծումը ավարտին հասցնել մի փոքր այլ կերպ: 8.8.1 օրինակում մենք շեշտեցինք ,𝑥-1., ,𝑥-3. եւ ,𝑥-4. փոփոխականների դերը, որոնք «գլխավորում են»  համակարգի տողերը: Համա...
	8.8.4 Վարժություն. Ստուգել, որ նախորդ օրինակի ,𝑔-1., ,𝑔-2., ,𝑔-3. բազմանդամների բազմությունը բերված Գրյոբների բազա է:
	8.8.5 Դիտողություն. Քննարկված օրինակները հուշում են այն օրինաչափությունը, որը մենք կիրառելու ենք ցանկացած (ոչ անպայման գծային) հավասարումների համակարգի լուծման ուսումնասիրության համար: Մենք աշխատելու ենք հավասարումների համակարգից նախ դեն նետել ...
	8.8.6 Օրինակներ. Աստիճանաձեւ տողերով համակարգի օրինակ է (8.35) համակարգը: Իսկ բերված աստիճանաձեւ տողերով համակարգի օրինակ է (8.36)-ը:
	8.8.7 Խնդիր. Ստուգել, որ տողերի տարրական ձեւափոխություններից ոչ մեկը չի փոխում (8.37) համակարգի լուծումները:
	8.8.8 Խնդիր. Ցույց տալ, որ (8.37) գծային հավասարումների համակարգը տողերի տարրական ձեւափոխությունների միջոցով կարելի է բերել աստիճանաձեւ տողերով տեսքի եւ բերված աստիճանաձեւ տողերով տեսքի: Ցուցում. կրկնել  8.8.1, 8.8.3 օրինակների քայլերը: Հաշվի առնե...
	8.8.9 Վարժություններ. Աստիճանաձեւ տողերով եւ բերված աստիճանաձեւ տողերով տեսքի բերելու միջոցով լուծել 7.2.7 օրինակի եւ 7.2.8 վարժության համակարգերը:
	8.8.10 Խնդիր. Դուրս գրել գծային հավասարումների համակարգը աստիճանաձեւ տողերով եւ բերված աստիճանաձեւ տողերով ներկայացնելու ալգորիթմը:
	8.8.11 Թեորեմ. Եթե գծային հավասարումների (8.37) համակարգը ունի աստիճանաձեւ տողերով տեսք, ապա ըստ նրա տողերի ստացված գծային ,𝑔-𝑖.=,𝑎-𝑖1.,𝑥-1.+⋯+,𝑎-𝑖𝑛.,𝑥-𝑛.−, 𝑏-𝑖.,  𝑖=1,…,𝑚, բազմանդամներից կազմված 𝐺={,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑚.} բազմությունը մի...
	8.8.12 Խնդիր. Ստուգել, որ եթե գծային հավասարումների (8.37) համակարգը ունի բերված աստիճանաձեւ տողերով տեսք, ապա ըստ նրա տողերի ստացված 𝐺={,𝑔-1.,…,,𝑔-𝑚.} մինիմալ Գրյոբների բազան բերված Գրյոբների բազա է:
	8.8.13 Վարժություններ. Համապատասխան մինիմալ Գրյոբների բազաններն ու բերված Գրյոբների բազաները գտնել 7.2.7 օրինակի եւ 7.2.8 վարժության գծային հավասարումների համակարգերի համար:

	8.9 Աֆինական բազմաձեւություններ եւ արտաքսման իդեալներ
	8.9.1 Սահմանում. Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված է ,𝐾-𝑛. գծային տարածությունը եւ 𝑛 փոփոխականի բազմանդամների 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակը: Այդ օղակի ,𝑓-1.,…,,𝑓-𝑠. բազմանդամներով սահմանված աֆինական բազմաձեւություն է կոչվում ,𝐾-𝑛.-ի հետեւյալ են...
	8.9.2 Օրինակ. Եթե 𝐾=ℝ եւ 𝑛=2, ապա, վերցնելով 𝐾[𝑥,𝑦] օղակի 𝑓,𝑥,𝑦.=,𝑥-2.+,𝑦-2.−,𝑅-2. բազմանդամը, մենք որպես 𝑉,𝑓. աֆինական բազմաձեւություն կստանանք ,ℝ-2. իրական հարթության վրա  ,0,0. կենտրոնով եւ 𝑅 շառավղով շրջանագիծը: Իսկ եթե ավելացնենք նա...
	8.9.3 Օրինակ. Եթե 𝐾=ℝ դաշտի վրա տրված է 𝑓,𝑥.=,𝑎-0.,𝑥-𝑚.+…+,𝑎-𝑚.∈ℝ[𝑥] բազմանդամը, ապա ℝ[𝑥,𝑦] օղակի 𝑔,𝑥,𝑦.=,𝑎-0.,𝑥-𝑚.+…+,𝑎-𝑚.−𝑦 բազմանդամով սահմանված 𝑉,𝑔. բազմաձեւությունը համընկնում է ,ℝ-2. իրական հարթության վրա 𝑓,𝑥.-ի գրա...
	8.9.4 Խնդիր. Ցույց տալ, որ բազմաձեւություններ են նաեւ ռացիոնալ ֆունկցիաների գրաֆիկները:
	8.9.5 Վարժություն. Քննարկելով 𝑓,𝑥.=,𝑥-2. պարաբոլի գրաֆիկը ,ℝ-2. հարթության վրա՝ նկարագրել 𝑉,𝑦−,𝑥-2.−𝑧. բազմաձեւությունը ,ℝ-3. տարածության մեջ:
	8.9.6 Օրինակ. Կամայական 𝐾 դաշտի վրա տրված գծային հավասարումների
	8.9.7 Սահմանում. Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված է ,𝐾-𝑛. գծային տարածությունը եւ 𝑛 փոփոխականի բազմանդամների 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակը: Այդ օղակի 𝐼 իդեալով սահմանված աֆինական բազմաձեւություն է կոչվում ,𝐾-𝑛.-ի հետեւյալ ենթաբազմությունը՝
	8.9.8 Լեմմա. 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի ցանկացած 𝐼 իդեալի համար 𝑉,𝐼.=𝑉,,𝑓-1.,…,,𝑓-𝑠.., որտեղ ,,𝑓-1.,…,,𝑓-𝑠..-ը 𝐼-ի ծնիչների ցանկացած բազմություն է: Մասնավորապես, ցանկացած  𝐼 իդեալով սահմանված աֆինական բազմաձեւությո...
	8.9.9 Դիտողություն. Այս լեմման ընդհանրացնում է գծային հավասարումներից հայտնի հետեւյալ փաստը: Երբեմն (ինչպես 8.8.1 օրինակում) մենք կարող ենք դեն նետել «ավելորդ» հավասարումները: Դրանք այն հավասարումներն են, որոնք գծորեն կախված են մյուսներից եւ համակար...
	ապա հեշտ է տեսնել, որ այս համակարգի գծորեն անկախ տողերի քանակը ոչ ավել, քան 𝑛 է, եւ այս անվերջ քանակությամբ տողերը հանդիսանում են որոշ վերջավոր քանակությամբ տողերի գծային կոմբինացիաներ: Այսինքն՝ համակարգի բոլոր տողերը, բացի որոշ վերջավոր քանակութ...
	8.9.10 Օրինակ. 8.8.1 օրինակում մենք (8.34) համակարգի լուծման համար կառուցեցինք ,𝑔-1.=,𝑥-1.+,𝑥-2.+,𝑥-3.−,𝑥-4.+,𝑥-5.−1,  ,𝑔-2.=,𝑥-3.+3,𝑥-4.,  ,𝑔-3.=,𝑥-4.−2/7,𝑥-5.+1/7 մինիմալ Գրյոբների բազան եւ ,𝑔-1.=,𝑥-1.+,𝑥-2.−,1/7𝑥-5.−3/7,  ,𝑔-2...
	8.9.11 Օրինակ. Դիտարկենք այն 𝑉,,𝑔-1.,,𝑔-2.. բազմաձեւությունը, որը տրվում է 8.5.1 օրինակի բազմանդամներով: Այլ խոսքերով՝ լուծենք ոչ գծային հավասարումների
	8.9.12 Սահմանում. 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼=,,𝑓-1.,…,,𝑓-𝑠.. իդեալի 𝑘-րդ արտաքսման իդեալ է կոչվում ,𝐼-𝑘.=𝐼∩𝐾[,𝑥-𝑘+1.,…, ,𝑥-𝑛.] իդեալը:
	8.9.13 Օրինակ. Գաուսի մեթոդով գծային հավասարումների համակարգերի լուծումը արտաքսման իդեալների կիրառման պարզագույն ձեւն է: 8.8.1 օրինակը մենք լուծեցինք՝ համակարգը բերելով (8.35) տեսքին, որտեղ վերջին ,,𝑓-3.=𝑥-4.−2/7,𝑥-5.+1/7 բազմանդամը ,𝐼-3.-ից է,...
	8.9.14 Օրինակ. Ոչ գծային հավասարումների 8.9.11 օրինակում մենք ունեինք՝ ,𝑓-1.∈𝐾[𝑥] եւ ,𝑓-1., ,𝑓-2.∈𝐾[𝑥,𝑦]: Այս օրինակում միակ անհամապատասխանությունը 8.9.12 սահմանմանը կայանում է նրանում, որ մեկ փոփոխականից բաղկացած ենթաօղակը ստացվեց ոչ թե 𝐾[...
	8.9.15 Թեորեմ (արտաքսման թեորեմը). Ենթադրենք 𝐾 դաշտի վրա տրված 𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] օղակի 𝐼 իդեալը ըստ 𝑙𝑒𝑥 մոնոմիալ կարգավորվածության ունի 𝐺 Գրյոբների բազան: Այդ դեպքում ցանկացած 𝑘=0, 1,…,𝑛−1 համար
	,𝐺-𝑘.=𝐺∩𝐾[,𝑥-𝑘+1.,…, ,𝑥-𝑛.]
	8.9.16 Դիտողություն. 8.9.15 արտաքսման թեորեմը ցույց է տալիս, թե ինչքան արդյունավետ են Գրյոբների բազաները աֆինական բազմաձեւությունների նկարագրության համար: ,𝑓-1.,…,,𝑓-𝑠.∈𝐾[,𝑥-1.,…, ,𝑥-𝑛.] բազմադամներով սահմանված (8.39) բազմաձեւության նկարա...
	8.9.17 Խնդիր. Լուծել իրական քառակուսային հավասարումների համակարգը.
	8.9.18 Դիտողություն. Ասվածը, իհարկե, չի նշանակում, թե Գրյոբների բազաների միջոցով մենք կարող ենք լուծել բազմանդամներով տրվող ցանկացած հավասարումների համակարգ: Ինչպես մենք տեսանք 7.6 պարագրաֆում (տես 7.6.23 օրինակը, 7.6.24 թեորեմը եւ հարակից քննա...
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