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ԱՌԱՋԱԲԱՆ 

 

Այս ձեռնարկի նպատակն է ընթերցողին ծանոթացնել իրական ա-

նալիզի կարևոր բաժինների որոշ հարցերին: Ձեռնարկը բաղկացած է 3 

գլուխներից, որոնցում հիմնականում շարադրված են վերջին տարինե-

րին Երևանի պետական համալսարանում (մագիստրատուրայում) 

կարդացված դասախոսությունները, որոնցից օգտվելու համար ենթա-

դրվում է մաթեմատիկական անալիզի բակալավրիատի ծրագրի իմա-

ցություն:  

1-ին գլուխը նվիրված է սահմանափակ վարիացիայի ֆունկցիանե-

րի հատկություններին, մասնավորապես բերված են մոնոտոն և անընդ-

հատ ֆունկցիաների հետ կապը բնորոշող արդյունքներ: Այդ գլխում շա-

րադրված են նաև հանրահաշվական և եռանկյունաչափական բազման-

դամներով անընդհատ ֆունկցիաների հավասարաչափ մոտարկմանը 

նվիրված Վայերշտրասի թեորեմները և դրանց ընդհանրացումները:    

2-րդ գլուխը նվիրված է չափելի ֆունկցիաների և Լեբեգի իմաստով ին-

տեգրելի ֆունկցիաների տեսությանը: 3-րդ գլխում շարադրված են ընդ-

հանուր օրթոնորմալ համակարգերի որոշ հատկություններ և դասա-

կան համակարգերից եռանկյունաչափական ու Հաարի համակարգե-

րին նվիրված մի շարք արդյունքներ: Յուրաքանչյուր գլխի վերջում ձևա-

կերպված են տարբեր բարդության խնդիրներ: 

Հեղինակները շնորհակալությամբ կընդունեն գործընկերների և 

ընթերցողների յուրաքանչյուր օգտակար դիտողություն: 

 

 Հեղինակներ 
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ԳԼՈՒԽ 1. 

 

ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿ ՓՈՓՈԽՈՒԹՅԱՆ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ 

ԴԱՍԸ ԵՎ ԱՆԸՆԴՀԱՏ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՀԱՎԱՍԱՐԱՉԱՓ 

ՄՈՏԱՐԿՈՒՄԸ 
 

 

§1.1. Սահմանափակ փոփոխության ֆունկցիաներ 

 
Այս պարագրաֆում ներկայացվում է մոնոտոն ֆունկցիաների դա-

սի հետ սերտորեն կապված և մաթեմատիկական անալիզի շատ բա-

ժինների համար կարևոր նշանակություն ունեցող ֆունկցիաների մի 

դաս, որը ներմուծվել է Ժորդանի կողմից:  

Դիցուք՝ ݂(ݔ) ֆունկցիան որոշված է [ܽ, ܾ] հատվածում: Դիտար-

կենք [ܽ, ܾ] հատվածի կամայական տրոհում՝  ܽ = ݔ < ଵݔ < ଶݔ < ⋯ < ݔ < ାଵݔ … < ݔ = ܾ	, 
և կազմենք հետևյալ գումարը` ܸ =|݂(ݔାଵ) − ିଵ|(ݔ)݂

ୀ ∶ 																															 (1.1.1) 
 

Սահմանում 1.1.1: Եթե [ܽ, ܾ] հատվածի բոլոր հնարավոր տրոհում-

ներին համապատասխանող (1.1.1) գումարների բազմությունը սահմա-

նափակ լինի վերևից, այդ դեպքում ասում են, որ ݂(ݔ) ֆունկցիան [ܽ, ܾ] 
հատվածի վրա ունի սահմանափակ փոփոխություն (կամ սահմանա-
փակ վարիացիա), և (1.1.1) գումարների բազմության ճշգրիտ վերին 

եզրը անվանում են ݂(ݔ) ֆունկցիայի լրիվ փոփոխություն [ܽ, ܾ] հատ-

վածի վրա ու նշանակում այսպես՝ ⋁ (݂) = {ܸ}ݑݏ : 

Հակառակ դեպքում, երբ (1.1.1) գումարների բազմությունը սահմա-

նափակ չէ վերևից, ասում են, որ ݂(ݔ) ֆունկցիան [ܽ, ܾ] հատվածի վրա 

չի պատկանոււմ սահմանափակ վարիացիա ունեցող ֆունկցիաների 
դասին և ⋁ (݂) = +∞:  

Այժմ նկարագրենք սահմանափակ փոփոխություն ունեցող ֆունկ-

ցիաների դասը: 
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Որպես սահմանափակ փոփոխություն ունեցող ֆունկցիայի օրի-

նակ կարող է հանդիսանալ [ܽ, ܾ] հատվածի վրա մոնոտոն ցանկացած 

ֆունկցիա: Իրոք, մոնոտոն ֆունկցիայի դեպքում (1.1.1) գումարների մեջ 

մոդուլի տակ գրված տարբերությունները նույն նշանի են, հետևաբար 

ցանկացած այդպիսի գումար կարելի է ներկայացնել այսպես՝ ܸ =|݂(ݔାଵ) − ିଵ|(ݔ)݂
ୀ = อ[݂(ݔାଵ) − ିଵ[(ݔ)݂

ୀ อ = ݂(ܾ) − ݂(ܽ),	 
որտեղից ሧ(݂) = ݂(ܾ) − ݂(ܽ):

  

 

Ապացուցվեց, որ [ࢇ,  (ݔ)݂ հատվածի վրա մոնոտոն ցանկացած [࢈
ֆունկցիա ունի սահմանափակ փոփոխություն, որի  ሧ(݂) = ݂(ܾ) − ݂(ܽ):

  

Այստեղից անմիջապես ստանում ենք, որ սահմանափակ վարիա-

ցիայի դասին պատկանելու համար ֆունկցիայի անընդհատությունը 

անհրաժեշտ պայման չէ: 

Նկատենք նաև, որ ոչ բոլոր անընդհատ ֆունկցիաներն են պատ-

կանում սահմանափակ վարիացիայի դասին: 
Օրինակ՝ հետևյալ ֆունկցիան` ݂(ݔ) = ݔ cos ݔ2ߨ , 0 < ݔ ≤ 1, ݂(0) = 0, 

անընդհատ է [0,1] հատվածի վրա, մինչդեռ կարելի է այդ հատվածի 

այնպիսի տրոհումներ ընտրել, որոնց համապատասխանող (1.1.1) գու-

մարների ճշգրիտ վերին եզրը լինի +∞:	Վերցնելով [0,1] հատվածի 

տրոհումների հետևյալ 0 < ଵଶ < ଵଶିଵ < ⋯ < ଵଷ < ଵଶ < 1, n: 1,2,3…. 

 հաջորդականությունը՝ հեշտությամբ կհամոզվենք, որ (տե՛ս (1.1.1)) ܸ = 1 + ଵଶ + ⋯+ ଵ, n: 1,2,3….: 

Նկատի ունենալով, որ ստացված թվային հաջորդականությունը 

տարամիտում է անվերջության, անմիջապես կստանանք, որ (1.1.1) գու-

մարների ճշգրիտ վերին եզրը վերջավոր թիվ լինել չի կարող, այսինքն` ⋁ (݂) = +∞ଵ : 
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Սահմանափակ փոփոխության ֆունկցիաների դասին է պատկա-

նում հատվածի վրա որոշված մաս առ մաս մոնոտոն յուրաքանչյուր 

ֆունկցիա:  

Թեորեմ 1.1.1: Եթե [ࢇ,  ֆունկցիան (࢞)ࢌ հատվածի վրա որոշված [࢈

այնպիսին է, որ այդ հատվածը կարելի բաժանել վերջավոր թվով 

,ࢇ]  )	[ାࢇ = , ,… ࡺ, − ;	ࢇ = ,ࢇ ࡺࢇ =  (࢈
 

մասերի, որոնցից յուրաքանչյուրում (࢞)ࢌ ֆունկցիան մոնոտոն է, ապա 

այդ ֆունկցիան ունի սահմանափակ փոփոխություն [ࢇ,  հատվածի [࢈

վրա: 

Ապացույց: Նախ նկատենք, որ [ܽ, ܾ] հատվածի կամայական տրոհ-

մանը նոր տրոհման կետ ավելացնելիս (1.1.1) գումարները չեն նվազում: 

Իրոք, ենթադրենք՝ {ݔ}ୀ  տրոհմանն ավելացրել ենք ݔ′ կետը, որը 

գտնվում է հին տրոհման ݔ և ݔାଵ կետերի միջև: Այս դեպքում նոր 

տրոհմանը համապատասխանող (1.1.1) գումարը հնից տարբերվում է 

միայն նրանով, որ վերջինիս մեջ |݂(ݔାଵ) − -գումարելին փոխա |(ݔ)݂

րինվում է |݂(ݔାଵ) − |(′ݔ)݂ + (′ݔ)݂| −  գումարելիով, և նշված |(ݔ)݂

դիտարկումը հետևում է  |݂(ݔାଵ) − |(′ݔ)݂ + (′ݔ)݂| − |(ݔ)݂ ≥ (ାଵݔ)݂| −  |(ݔ)݂
անհավասարությունից: Անցնենք թեորեմի ապացույցին: Դիտարկենք [ܽ, ܾ] հատվածի կամայական տրոհում և այդ տրոհմանը համապա-

տասխանող (1.1.1) գումարը նշանակենք ܸ-ով: Տրված տրոհմանը 

ավելացնենք {ܽ}ୀ  կետերի հավաքածուն և ստացված նոր տրոհմանը 

համապատասխանող (1.1.1) գումարը նշանակենք ܸᇱ-ով:  

Ունենք ܸᇱ ≥ ܸ: ܸᇱ գումարի մեջ առանձնացնենք այն գումարելինե-

րը, որոնք համապատասխանում են [ܽ, ܽାଵ] հատվածին: Ակնհայտ է, 

որ դրանց ܸ′ գումարն իրենից ներկայացնում է [ܽ, ܽାଵ] հատվածին 

համապատասխանող (1.1.1) տիպի գումար: Քանի որ այս հատվածի 

վրա մեր ֆունկցիան մոնոտոն է, ապա նախորդ պարագրաֆի դատո-

ղություններով ունենք` ܸᇱ = |݂(ܽାଵ) − ݂(ܽ:)|, 
որտեղից ܸᇱ = |݂(ܽାଵ) − ݂(ܽ:)|ேିଵ

ୀ : 
Վերջին գումարը ֆիքսած թիվ է, և [ܽ, ܾ] հատվածի կամայական 

տրոհմանը համապատասխանող ܸ գումարը բավարարում է 
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ܸ ≤ ܸᇱ = |݂(ܽାଵ) − ݂(ܽ)|ேିଵ
ୀ  

անհավասարությանը: Քանի որ սկզբնական տրոհումը կամայական էր, 

ուստի բոլոր հնարավոր ܸ գումարների բազմությունը վերևից սահմա-

նափակ է միևնույն թվով: 

Թեորեմ 1.1.1-ն ապացուցված է: � 

 

Սահմանափակ փոփոխության ֆունկցիաների դասին է պատկա-

նում տրված հատվածի վրա Լիպշիցի պայմանին բավարարող յուրա-

քանչյուր ֆունկցիա: 

Սահմանում 1.1.2: Ասում են, որ ݂(ݔ) ֆունկցիան տրված [ܽ, ܾ]	 
հատվածի վրա բավարարում է Լիպշիցի պայմանին, եթե գոյություն 

ունի այնպիսի ܭ հաստատուն, որ ցանկացած ݔ, ݕ ∈ [ܽ, ܾ] երկու կետերի 

համար տեղի ունի հետևյալ անհավասարությունը` |݂(ݔ) − |(ݕ)݂ ≤ ݔ|ܭ −  (1.1.2)         :|ݕ

Նկատենք, որ [ܽ, ܾ] հատվածի վրա սահմանափակ ածանցյալ ունե-

ցող ݂(ݔ) ֆունկցիան, ինչպես երևում է Լագրանժի  ݂(ݔ) − (ݕ)݂ = ݂ᇱ(ݖ)(ݔ − ݔ)	(ݕ < ݖ <  (ݕ
բանաձևից, ակնհայտորեն բավարարում է Լիպշիցի պայմանին:  

Դիտողություն 1.1.1: Լիպշիցի պայմանին բավարարելը չի ապահո-

վում ֆունկցիայի ածանցելիությունը: 

Թեորեմ 1.1.2: Եթե [ࢇ,  ֆունկցիան (࢞)ࢌ հատվածի վրա որոշված [࢈

բավարարում է Լիպշիցի (1.1.2) պայմանին, ապա այն ունի սահմանա-

փակ փոփոխություն [ࢇ, (݂)հատվածի վրա, ընդ որում` ሧ [࢈ ≤ ܾ)ܭ − ܽ):
  

Ապացույցն անմիջապես հետևում է  

 ܸ =|݂(ݔାଵ) − ିଵ|(ݔ)݂
ୀ ≤ ାଵݔ)ܭ − )ିଵݔ

ୀ = ܾ)ܭ − ܽ)	 
անհավասարությունից: 

Թեորեմ 1.1.2-ն ապացուցված է: � 

Հետևանք: Եթե [ܽ, ܾ] հատվածի վրա որոշված ݂(ݔ) ֆունկցիայի 

ածանցյալը այդ հատվածի բոլոր ներքին կետերում բավարարում է 
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|݂ᇱ(ݔ)	| ≤ -անհավասարությանը, ապա այն ունի սահմանափակ փո ܭ

փոխություն [ܽ, ܾ] հատվածի վրա, ընդ որում` ሧ(݂) ≤ ܾ)ܭ − ܽ):
  

 Թեորեմ 1.1.3: Եթե [ࢇ,  ֆունկցիան (࢞)ࢌ հատվածի վրա որոշված [࢈

ներկայացվում է վերին փոփոխական սահմանով ինտեգրալի տեսքով` (࢞)ࢌ = ࢉ +න ࢞,࢛ࢊ(࢛)࣐
ࢇ  

որտեղ (࢛)࣐-ն [ࢇ,  հատվածի վրա որոշված բացարձակ ինտեգրելի [࢈

(թեկուզ անիսկական իմաստով) ֆունկցիա է, ապա այն ունի սահմա-

նափակ փոփոխություն [ࢇ, (݂)հատվածի վրա, ընդ որում` ሧ [࢈ ≤ න ࢛࢞ࢊ|(࢛)࣐|
ࢇ :

  

Ապացույց: Օգտվելով թեորեմի պայմաններից՝ կարող ենք գրել` ܸ =|݂(ݔାଵ) − ିଵ|(ݔ)݂
ୀ =  ቤන ௫ೖశభ௫ೖݑ݀(ݑ)߮ ቤିଵ

ୀ ≤ 

≤න ௫ೖశభ௫ೖݑ݀|(ݑ)߮|
ିଵ
ୀ = න ݑ݀|(ݑ)߮|

 : 
 

Թեորեմ 1.1.3-ն ապացուցված է:  

 

Սահմանափակ փոփոխություն ունեցող ֆունկցիաների հատկու-

թյունները: 

Թեորեմ 1.1.4: Սահմանափակ փոփոխություն ունեցող ցանկացած 

ֆունկցիա սահմանափակ է: 

 

Ապացույց: Իրոք, ܽ ≤ ݔ < ܾ դեպքում ܸ = (ݔ)݂| − ݂(ܽ)| + |݂(ܾ) − |(ݔ)݂ ≤ሧ(݂),
  

որտեղից |݂(ݔ)| ≤ |݂(ܽ)| +ሧ(݂):
  

Թեորեմ 1.1.4-ն ապացուցված է: � 
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Թեորեմ 1.1.5: Սահմանափակ փոփոխություն ունեցող ֆունկցիա-

ների գումարը, տարբերությունը և արտադրյալը սահմանափակ փո-

փոխություն ունեցող ֆունկցիաներ են: 
 

Ապացույց: Դիցուք՝ ݂(ݔ)-ը և ݃(ݔ)-ը [ܽ, ܾ] հատվածի վրա սահմա-

նափակ փոփոխություն ունեցող ֆունկցիաներ են, իսկ (ݔ)ݏ-ը նրանց 

գումարն է: Այդ դեպքում` |ݏ(ݔାଵ) − |(ݔ)ݏ ≤ (ାଵݔ)݂| − |(ݔ)݂ + (ାଵݔ)݃| −  ,|(ݔ)݃
որտեղից հետևում է, որ ሧ(ݏ)

 ≤ሧ(݂)
 +ሧ(݃)

 , 
և հետևաբար (ݔ)ݏ-ը վերջավոր աճով ֆունկցիա է: Դիցուք՝ (ݔ) ܣ Նշանակենք :(ݔ)݃(ݔ)݂= = sup{|݂(ݔ)|} , ܤ = sup	{|݃(ݔ)|} (թեորեմ 1.1.4-ի 

համաձայն այս թվերը վերջավոր են): Ունենք` |(ݔାଵ) − |(ݔ) ≤ 
 ≤ (ାଵݔ)݃(ାଵݔ)݂| − |(ݔ)݃(ݔ)݂ + (ାଵݔ)݃(ݔ)݂| − |(ݔ)݃(ݔ)݂ ≤ 
 ≤ (ାଵݔ)݂|ܤ − |(ݔ)݂ + (ାଵݔ)݃|ܣ −  ,|(ݔ)݃

որտեղից ሧ() ≤ (݂)ሧܤ + ሧ(݃)ܣ






 : 

Թեորեմ 1.1.5-ն ապացուցված է: � 
 

Թեորեմ 1.1.6: Եթե (࢞)ࢌ-ը և (࢞)ࢍ-ը սահմանափակ փոփոխություն 

ունեցող ֆունկցիաներ են և (࢞)ࢍ ≥ ࣌ > 0, ապա 
 ը սահմանափակ-(࢞)ࢍ(࢞)ࢌ

փոփոխություն ունեցող ֆունկցիա է: 
 

Ապացույց: Թեորեմ 1.1.5-ի համաձայն՝ բավական է պնդումն ապա-

ցուցել ℎ(ݔ) = ଵ(௫) ֆունկցիայի համար: Ունենք` |ℎ(ݔାଵ) − ℎ(ݔ)| = (ାଵݔ)݃| − (ାଵݔ)݃(ݔ)݃|(ݔ)݃ ≤ ଶߪ1 (ାଵݔ)݃| −  ,|(ݔ)݃
որտեղից ሧ(ℎ) ≤ ଶሧ(݃)ߪ1



 : 

Թեորեմ 1.1.6-ն ապացուցված է: � 
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Թեորեմ 1.1.7: Դիցուք՝ (࢞)ࢌ ֆունկցիան որոշված է [ࢇ, -հատվա [࢈

ծում, և ࢇ < ܿ < ܾ: Եթե այդ ֆունկցիան ունի սահմանափակ փոփոխու-

թյուն [ࢇ, -հատվածի վրա, ապա այն ունի սահմանափակ փոփոխու [࢈

թյուն	[ࢇ, ,ࢉ] և [ࢉ  հատվածներից յուրաքանչյուրում և հակառակը, ընդ [࢈

որում՝ ⋁ ࢇ࢈(ࢌ) = ⋁ (ࢌ) + ⋁ ࢇࢉࢉ࢈(ࢌ) :    (1.1.3) 

 

Ապացույց: Դիցուք` ݂(ݔ) ֆունկցիան ունի սահմանափակ փոփո-

խություն [ܽ, ܾ] հատվածի վրա: [ܽ, ܿ] և [ܿ, ܾ] հատվածները առանձին-

առանձին տրոհենք հետևյալ կետերով` ܽ = ݕ < ଵݕ < ⋯ < ݕ = ܿ, ܿ	 = ݖ < ଵݖ < ⋯ < ݖ = ܾ, 
և կազմենք հետևյալ գումարները` 

ଵܸ = |݂(ݕାଵ) − ,|(ݕ)݂ ଶܸ = |݂(ݖାଵ) − ିଵ:|(ݖ)݂
ୀ

ିଵ
ୀ ,ܽ] կետերը բաժանում են ամբողջ {ݖ} և {ݕ}  ܾ] հատվածը մասերի: Եթե ܸ-ով նշանակենք այդ բաժանմանը համապատասխան (1.1.1) գումարը, 

ապա ܸ = ଵܸ + ଶܸ, որտեղից կհետևի, որ ଵܸ + ଶܸ ≤ ⋁ (݂) , այսինքն՝ ଵܸ	ու	 ଶܸ գումարներից յուրաքանչյուրը սահմանափակ է, և 

 ⋁ (݂) + ⋁ (݂) ≤ ⋁ (݂) :    (1.1.4) 
 

Դիցուք՝ ݂(ݔ) ֆունկցիան ունի սահմանափակ փոփոխություն [ܽ, ܿ] 
և [ܿ, ܾ] հատվածների վրա: [ܽ, ܾ] հատվածը բաժանենք ܽ = ݔ < ଵݔ <⋯ < ݔ = ܾ կետերով, այնպես, որ ܿ կետը ընկած լինի այդ բաժանման 

կետերի մեջ (դրանից, ինչպես գիտենք, ܸ գումարը չի փոքրանա): Եթե ܿ =  `, ապա ܸ գումարը կունենա հետևյալ տեսքըݔ
 ܸ =  (ାଵݔ)݂| − ିଵ|(ݔ)݂

ୀ + |݂(ݔାଵ) − ିଵ,|(ݔ)݂
ୀ  

կամ ավելի հակիրճ` ܸ = ଵܸ + ଶܸ, որտեղ ଵܸ և ଶܸ-ը [ܽ, ܿ] և [ܿ, ܾ] հատ-

վածներին համապատասխան գումարներն են: Այստեղից` ܸ ≤ ⋁ (݂) +⋁ (݂) : Քանի որ բաժանման նոր կետերի ավելացումից ܸ գումարը չի 

փոքրանում, ապա պարզ է դառնում, որ 

 ⋁ (݂) ≤ ⋁ (݂) + ⋁ (݂) :    (1.1.5) 
 

Համեմատելով (1.1.4) և (1.1.5) անհավասարությունները՝ համոզ-

վում ենք, որ (1.1.3)-ը ճիշտ է: 

Թեորեմ 1.1.7-ն ապացուցված է: � 
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Թեորեմ 1.1.7-ի հետևանք: Եթե ݂(ݔ) ֆունկցիան ունի սահմանա-

փակ փոփոխություն [ܽ, ܾ] հատվածի վրա, ապա ݃(ݔ) =ሧ(݂)	௫
  

ֆունկցիան (ܽ, ܾ] ինտերվալի վրա որոշված, սահմանափակ, մոնոտոն 

աճող (չնվազող) ֆունկցիա է:  

Իրոք, համաձայն թեորեմ 1.1.7-ի՝ ցանկացած ݔ ∈ (ܽ, ܾ]-ի համար ݂(ݔ) ֆունկցիան ունի սահմանափակ փոփոխություն [ܽ,  հատվածի [ݔ

վրա, ուստի ݃(ݔ)-ը որոշված է (ܽ, ܾ] ինտերվալի վրա: Մյուս կողմից՝ 

ցանկացած ݔ, ᇱݔ ∈ (ܽ, ܾ], ݔ > (ݔ)݃ `կետերի համար ′ݔ − (′ݔ)݃ =ሧ(݂) ≥ 0:	௫ᇱ
௫  

 

Թեորեմ 1.1.8: Որպեսզի [ࢇ, -ֆունկ (࢞)ࢌ հատվածում որոշված [࢈

ցիան ունենա սահմանափակ փոփոխություն այդ հատվածի վրա, 

անհրաժեշտ է և բավարար, որ այն հնարավոր լինի ներկայացնել երկու 

չնվազող ֆունկցիաների տարբերությամբ: 
 

Ապացույց: Բավարարությունը հետևում է թեորեմներ (1.1.1) և 

(1.1.5)-ից: Անհրաժեշտությունը ապացուցելու համար դիտարկենք (ݔ)ߨ =ሧ(݂)	(ܽ < ݔ ≤ ܾ), (ܽ)ߨ = 0௫
  

ֆունկցիան: Թեորեմ (1.1.7)-ի հետևանքից եզրակացնում ենք, որ (ݔ)ߨ 
ֆունկցիան չնվազող է: Եթե նշանակենք (ݔ)ߥ = (ݔ)ߨ −  (ݔ)ߥ ապա ,(ݔ)݂
ֆունկցիան նույնպես կլինի չնվազող, իրոք, եթե ܽ ≤ ݔ < ݕ ≤ ܾ, ապա 

ըստ թեորեմ (1.1.7)-ի`  (ݕ)ߥ = (ݕ)ߨ − (ݕ)݂ = (ݔ)ߨ +ሧ(݂) − ௬,(ݕ)݂
௫  

ուրեմն` (ݕ)ߥ − (ݔ)ߥ =ሧ(݂)௬
௫ − (ݕ)݂] −  :[(ݔ)݂

Լրիվ վարիացիայի սահմանումից պարզ է, որ ݂(ݕ) − (ݔ)݂ ≤ ⋁ (݂)௬௫ , 

հետևաբար (ݕ)ߥ − (ݔ)ߥ ≥ 0, այսինքն՝ (ݔ)ߥ ֆունկցիան չնվազող է: ݂(ݔ)-
ը կներկայացնենք հետևյալ կերպ՝ ݂(ݔ) = (ݔ)ߨ −  :(ݔ)ߥ

Թեորեմ 1.1.8-ն ապացուցված է: � 
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Թեորեմ 1.1.8-ի հետևանք: Սահմանափակ փոփոխության ֆունկ-

ցիայի խզման կետերի բազմությունը հաշվելի է, և ցանկացած ݔ խզման 

կետում գոյություն ունեն ու վերջավոր են հետևյալ միակողմանի սահ-

մանները` ݂(ݔ + 0) = lim௫→௫బ ݔ)	(ݔ)݂ > ,(ݔ ݔ)݂ − 0) = lim௫→௫బ ݔ)	(ݔ)݂ <  :(ݔ
 

Երկրորդ գլխում կապացուցվի որ կամայական մոնոտոն ֆունկցիա 

համարյա ամենուրեք ունի ածանցյալ (թեորեմ 2.21.3): Հետևաբար սահ-

մանափակ փոփոխության ֆունկցիան համարյա ամենուրեք կունենա 

ածանցյալ: 

Թեորեմ 1.1.9: Սահմանափակ փոփոխության ֆունկցիան կարելի է 

ներկայացնել որպես նրա «թռիչքների ֆունկցիայի» և անընդհատ ու 

սահմանափակ փոփոխության ֆունկցիայի գումար: 
 

Ապացույց: Ենթադրենք՝ ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ …	(ܽ < ݔ < ܾ) հաջորդականու-

թյունը բաղկացած է (ݔ)ߨ կամ (ݔ)ߥ ֆունկցիաներից մեկի բոլոր խզման 

կետերից: Դիտարկենք «թռիչքների» ֆունկցիաները` ݏగ(ݔ) = ܽ)ߨ] + 0) − [(ܽ)ߨ +	  ݔ)ߨ] + 0) − ݔ)ߨ − 0)] +௫ೖழ௫ (ݔ)ߨ]+  − ݔ)ߨ − 0)]	, (ܽ < ݔ ≤ (ݔ)ఔݏ ,(ܾ = ܽ)ߥ] + 0) − [(ܽ)ߥ +	  ݔ)ߥ] + 0) − ݔ)ߥ − 0)] +௫ೖழ௫ (ݔ)ߥ]+  − ݔ)ߥ − 0)]	, (ܽ < ݔ ≤ ܾ) 
(ܽ)గݏ  = (ܽ)ఔݏ = 0: 
 

Նշանակենք (ݔ)ݏ = (ݔ)గݏ − -այն կարելի է ներկայացնել հե ,(ݔ)ఔݏ

տևյալ կերպ` (ݔ)ݏ = [݂(ܽ + 0) − ݂(ܽ)] +	  ݔ)݂] + 0) − ݔ)݂ − 0)] +௫ೖழ௫ (ݔ)݂]+  − ݔ)݂ − 0)], (ܽ < ݔ ≤ ܾ), 
(ܽ)ݏ  = 0: 
 

Սա նույնպես սահմանափակ փոփոխության ֆունկցիա է և կոչվում 

է ݂(ݔ) ֆունկցիայի թռիչքների ֆունկցիա: Պարզ է, որ (ݔ)ݏ ֆունկցիայի 
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սահմանումը չի փոխվի, եթե ݔଵ, ,ଶݔ …,	հաջորդականությունից հանենք 

բոլոր այն կետերը, որտեղ ݂(ݔ) ֆունկցիան անընդհատ է: Այսպիսով՝ 

կենթադրենք, որ այդ հաջորդականությունը բաղկացած է միայն ݂(ݔ) 
ֆունկցիայի խզման կետերից: Ունենք, որ (ݔ)ߨ − ,(ݔ)గݏ (ݔ)ߥ −  (ݔ)ఔݏ
ֆունկցիաները անընդհատ և աճող են ըստ մոնոտոն ֆունկցիաների 

թեորեմ 2-ից: Այստեղից հետևում է, որ ߮(ݔ) 	= (ݔ)݂	 −  ֆունկցիան (ݔ)ݏ

անընդհատ և վերջավոր աճով ֆունկցիա է, ինչն էլ պետք էր ապա-

ցուցել: 

 Թեորեմ 1.1.9-ն ապացուցված է: � 

 

 

Սահմանափակ փոփոխության անընդհատ ֆունկցիաներ 

 

Թեորեմ 1.1.10: Դիցուք՝ [ࢇ, -ֆունկ (࢞)ࢌ հատվածում որոշված [࢈

ցիան ունի սահմանափակ փոփոխություն այդ հատվածի վրա: Եթե այն 

անընդհատ է այդ հատվածի ինչ-որ ࢞ կետում, ապա այդ կետում 

անընդհատ է նաև հետևյալ ֆունկցիան` (ݔ)ߨ =ሧ(݂)௫
 : 

 

Ապացույց: Ենթադրենք, որ ݔ < ܾ, և ցույց տանք, որ (ݔ)ߨ-ը անընդ-

հատ է այդ կետում աջից: Ֆիքսենք ߝ > 0 թիվը և [ݔ, ܾ] հատվածը ݔ < ଵݔ < ⋯ < ݔ = ܾ բաժանման կետերով տրոհենք մասերի, այնպես, 

որ տեղի ունենա` ܸ =|݂(ݔାଵ) − ିଵ|(ݔ)݂
ୀ >ሧ(݂)

௫బ −  :ߝ
Քանի որ ܸ գումարը միայն աճում է նոր կետեր ավելացնելիս, 

ապա կարելի է ենթադրել, որ |݂(ݔଵ) − |(ݔ)݂ < -այդ դեպքում ստա ,ߝ

նում ենք, որ ሧ(݂) < ߝ +	|݂(ݔାଵ) − ିଵ|(ݔ)݂
ୀ


௫బ < ߝ2 + 

+|݂(ݔାଵ) − ିଵ|(ݔ)݂
ୀଵ ≤ ߝ2 +ሧ(݂):

௫భ  
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Այսինքն` ⋁ (݂)௫భ௫బ < (ଵݔ)ߨ `և հետևաբար ߝ2 − (ݔ)ߨ <  ուրեմն ,ߝ2

նաև՝ ݔ)ߨ + 0) − (ݔ)ߨ < ݔ)ߨ ը կամայական էր, ուրեմն-ߝ Քանի որ :ߝ2 + 0) = -Նույն կերպ ապացուցվում է նաև ձախից անընդհա :(ݔ)ߨ

տությունը: 

Թեորեմ 1.1.10-ն ապացուցված է: � 

 

Թեորեմ 1.1.10-ի հետևանք: Սահմանափակ փոփոխությամբ ան-

ընդհատ ֆունկցիան կարելի է ներկայացնել երկու անընդհատ և չնվա-

զող ֆունկցիաների տարբերության տեսքով: 

 

Իրոք, եթե ݂(ݔ)-ը սահմանափակ փոփոխությամբ անընդհատ 

ֆունկցիա է տրված [ܽ, ܾ] հատվածում, ապա անընդհատ են նաև (ݔ)ߨ = ⋁ (݂)௫  և (ݔ)ߥ = (ݔ)ߨ − -ֆունկցիաները, որոնք, ինչպես ար (ݔ)݂

դեն համոզվել ենք, չնվազող են: 

Պարզվում է, որ անընդհատ ֆունկցիաների դեպքում լրիվ փոփո-

խության բանաձևի մեջ կարելի է ճշգրիտ վերին եզրը փոխարինել սահ-

մանով: Դիցուք՝ [ܽ, ܾ] հատվածում տրված է անընդհատ ݂(ݔ) ֆունկ-

ցիան: Տրոհենք [ܽ, ܾ] հատվածը հետևյալ կետերով` ܽ = ݔ < ଵݔ < ଶݔ < ⋯ < ݔ = ܾ	[max(ݔାଵ − (ݔ =  ,[ߣ
և կառուցենք հետևյալ գումարները` ܸ =|݂(ݔାଵ) − ିଵ|(ݔ)݂

ୀ , Ω = ߱,ିଵ
ୀ  

 

որտեղ ߱-ն ݂(ݔ) ֆունկցիայի տատանումն է [ݔ,  :ାଵ] հատվածի վրաݔ

Թեորեմ 1.1.11: Երբ ߣ → 0, ապա ܸ և Ω գումարներից յուրաքան-

չյուրը ձգտում է ݂(ݔ) ֆունկցիայի լրիվ աճին` ⋁ (݂)՝  անվերջ կամ վեր-

ջավոր: 

 

Ապացույց: Նոր բաժանման կետեր ավելացնելիս ܸ գումարը չի 

նվազում: Մյուս կողմից՝ եթե այդ նոր կետը ընկած է ݔ և ݔାଵ կետերի 

միջև, ապա ܸ գումարի աճը չի գերազանցում ߱ տատանման կրկնա-

կիին: Նկատելով դա՝ վերցնենք ինչ-որ ܣ < ⋁ (݂)  և գտնենք այնպիսի ܸ∗ 
գումար, որ ܸ∗ > -Այդ գումարը համապատասխանում է հետևյալ բա :ܣ

ժանմանը` ݔ∗ = ܽ < ∗ଵݔ < ⋯ < ∗ݔ = ߜ :ܾ > 0 թիվն ընտրենք այնքան 

փոքր, որ հենց որ |ݔᇱᇱ − |ᇱݔ <  լինի ,ߜ
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(ᇱᇱݔ)݂| − |(ᇱݔ)݂ < ∗ିସ : 

Ցույց տանք, որ ցանկացած բաժանման դեպքում, երբ ߣ < -կունե ,ߜ

նանք ܸ >  :ܣ

Իրոք, այդպիսի բաժանում ունենալու դեպքում նրան կավելացնենք {ݔ∗} բաժանման կետերը և կստանանք նոր տրոհում, որին համապա-

տասխան ܸ գումարը` ܸ ≥ ܸ∗: Մյուս կողմից՝ նոր տրոհումը ստացվում 

է ݉ անգամ նոր կետ ավելացնելու միջոցով, և քանի որ ամեն ավելա-

ցումը ܸ-ն մեծացնում է ոչ ավել, քան 
∗ିଶ -ով, ապա 

ܸ − ܸ < ܸ∗ − 2ܣ : 
Քանի որ ܸ ≥ ܸ∗, ապա ܸ > ܸ − ܸ∗ − 2ܣ ≥ ܣ + ܸ∗2 >  ,ܣ

և քանի որ ܸ ≤ ⋁ (݂) , ապա limఒ→ ܸ = ⋁ (݂) :  

Թեորեմ 1.1.11-ն ապացուցված է: � 

 

 

§1.2. Հելլիի ընտրության սկզբունքը 

 

Այս պարագրաֆում մենք կապացուցենք Է. Հելլիի թեորեմներից 

մեկը, որի համար նախ ապացուցենք հետևյալ լեմմերը: 

 

Լեմմ 1.2.1: Դիցուք՝ [ܽ, ܾ] հատվածում տրված է անվերջ քանակի 

ֆունկցիաների ܪ =  ընտանիք: Եթե բոլոր այդ ֆունկցիաները {(ݔ)݂}

սահմանափակված են նույն թվով` 

|(ݔ)݂|  ≤ ,ܭ ݔ ∈ [ܽ, ܾ],    (1.2.1) 

ապա ինչպիսի ܧ ⊂ [ܽ, ܾ] հաշվելի բազմություն էլ որ վերցնենք, ܪ ըն-

տանիքից կարելի է առանձնացնել { ݂(ݔ)} հաջորդականություն, որը 

զուգամիտում է ܧ բազմության վրա: 

 

Ապացույց: Դիցուք՝ ܧ = -արժեքների բազ {(ଵݔ)݂} դիտարկենք ,{ݔ}

մությունը: Ըստ (1.2.1)-ի՝ այդ բազմությունը սահմանափակ է, և Բոլցա-

նո-Վայերշտրասի թեորեմի համաձայն՝ դրանից կարելի է առանձնաց-

նել զուգամիտող հաջորդականություն` ଵ݂(ଵ)(ݔଵ), ଶ݂(ଵ)(ݔଵ), … ;	lim→ஶ ݂(ଵ)(ݔଵ) =  :ଵܣ
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Այժմ դիտարկենք ݂(ଵ)(ݔ), ݊ = 1,2, … հաջորդականությունը ݔଶ կե-

տում: Այն նույնպես սահմանափակ է, և նորից կարող ենք առանձնաց-

նել այդ հաջորդականության զուգամետ ենթահաջորդականություն, 

որը կհամարակալենք այսպես` ଵ݂(ଶ)(ݔଶ), ଶ݂(ଶ)(ݔଶ), … ;	 lim→ஶ ݂(ଶ)(ݔଶ) =  :ଶܣ
 

Այս պրոցեսը շարունակելով՝ կստանանք զուգամիտող հաջորդա-

կանությունների հաշվելի բազմություն` ଵ݂()(ݔ), ଶ݂()(ݔ), … ;	lim→ஶ ݂() = ܣ , ݇ = 1,2, …: 

Կառուցենք այդ հաջորդականությունների անկյունագծերից բաղ-

կացած էլեմենտների հաջորդականությունը` 

 ቄ ݂()(ݔ)ቅ	(݊ = 1,2,3, … ): 
Հենց այն էլ կլինի պահանջվող հաջորդականությունը, որը զուգա-

միտում է ܧ բազմության կամայական կետում: Իրոք, ցանկացած 

ֆիքսված ݇-ի համար ቄ ݂()(ݔ)ቅ	(݊ ≥ ݇) հաջորդականությունը կլինի ቄ ݂()(ݔ)ቅ հաջորդականության մասնակի հաջորդականություն, որը 

զուգամիտում է ܣ-ին: 

Լեմմ 1.2.1-ը ապացուցված է: � 

 

Լեմմ 1.2.2: Դիցուք՝ ܨ = ,ܽ] ը-{(ݔ)݂} ܾ] հատվածում որոշված ան-

վերջ քանակով չնվազող ֆունկցիաների ընտանիք է: Եթե բոլոր այդ 

ֆունկցիաները սահմանափակ են նույն ܭ թվով, ապա ܨ-ից կարելի է 

առանձնացնել { ݂(ݔ)} հաջորդականություն, որը [a,b] հատվածի ցան-

կացած կետում զուգամիտում է ߮(ݔ) չնվազող ֆունկցիային: 

 

Ապացույց: {݂(ݔ)} ֆունկցիաների ընտանիքի համար կիրառենք 

լեմմ 1.2.1-ը` որպես ܧ բազմություն վերցնելով այն բազմությունը, որը 

բաղկացած է [ܽ, ܾ] հատվածի բոլոր ռացիոնալ կետերից և ܽ կետից, եթե 

այն իռացիոնալ է: Ցանկացած ݔ ∈ կետում գոյություն ունի lim→ஶ ܧ ݂()(ݔ) վերջավոր սահմանը, որը առանձնացվել է ܨ-ից՝ ܨ = {݂()(ݔ)}: Ներմուծենք ߰(ݔ) ֆունկցիան ߰(ݔ) = lim→ஶ ݂()(ݔ)		(ݔ ∈  բազմության ܧ Այն այժմ որոշված է :(ܧ

վրա, և պարզ է, որ կլինի չնվազող ֆունկցիա` (߰(ݔ) ≤ ݔ)	(ݔ)߰ <  :(ݔ
Շարունակենք այս ֆունկցիան ամբողջ [ܽ, ܾ] հատվածի վրա բոլոր 
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իռացիոնալ կետերի համար հետևյալ կերպ՝ ߰(ݔ) = sup{߰(ݔ)} ݔ) <  :(ݔ
Պարզ է, որ այն աճող է ամբողջ [ܽ, ܾ] հատվածի վրա: Այդ դեպքում նրա 

խզման կետերի ܳ բազմությունը հաշվելի է: Ցույց տանք, որ ցանկացած ݔ կետում, որտեղ ߰(ݔ) ֆունկցիան անընդհատ է, տեղի ունի` lim→ஶ݂()(ݔ) =  :(ݔ)߰
Իրոք, ցանկացած ߝ > 0 համար կարելի է գտնել ܧ բազմության 

այնպիսի ݔ և ݔ կետեր, որ ݔ < ݔ < ,ݔ (ݔ)߰ − (ݔ)߰ <  :2ߝ
Ֆիքսելով այդ կետերը՝ գտնենք այնպիսի ݊, որ ݊ > ݊ դեպքում 

տեղի ունենան՝ ห݂()(ݔ) − ห(ݔ)߰ < 2ߝ , ห݂()(ݔ) − ห(ݔ)߰ <  :2ߝ
Պարզ է, որ այդպիսի ݊-երի դեպքում կլինի 

(ݔ)߰  − ߝ < ݂()(ݔ) ≤ ݂()(ݔ) < (ݔ)߰ +  ,ߝ

իսկ քանի որ ݂()(ݔ) ≤ ݂()(ݔ) ≤ ݂()(ݔ), ապա ݊ > ݊ դեպքում տեղի 

ունի ߰(ݔ) − ߝ < ݂()(ݔ) < (ݔ)߰ +  ,ߝ
 

որտեղից էլ հետևում է lim→ஶ ݂()(ݔ) = Այսինքն՝ lim→ஶ :(ݔ)߰ ݂()(ݔ) =  հավասարությունը կարող է տեղի չունենալ (ݔ)߰

միայն հաշվելի ܳ բազմության վրա: Նկատելով դա` ևս մեկ անգամ կի-

րառենք լեմմ 1.2.1-ը ܨ հաջորդականության վրա՝ որպես ܧ բազմություն 

վերցնելով ܳ-ի այն կետերը, որտեղ տեղի չունի lim→ஶ ݂()(ݔ) =  :(ݔ)߰
Դա կհանգեցնի մեզ ܨ-ից առանձնացված {݂()(ݔ)} հաջորդականու-

թյան, որը զուգամիտում է արդեն [ܽ, ܾ] հատվածի ցանկացած կետում, 

քանզի այնտեղ, որտեղ զուգամիտում է ൛݂()(ݔ)ൟ հաջորդականությունը, 

կզուգամիտի նաև նրա { ݂(ݔ)} ենթահաջորդականությունը: Եթե նշա-

նակենք ߮(ݔ) = lim→ஶ ݂(ݔ), ապա պարզ է, որ ߮(ݔ) ֆունկցիան կլինի 

չնվազող: 

Լեմմ 1.2.2-ը ապացուցված է: � 
 

Թեորեմ 1.2.1 (Հելլի): Դիցուք՝ ܨ = ,ܽ] {(ݔ)݂} ܾ] հատվածում որոշ-

ված անվերջ քանակով չնվազող ֆունկցիաների ընտանիք է: Եթե բոլոր 

այս ֆունկցիաները և նրանց լրիվ փոփոխությունները սահմանափակ 

են նույն ܭ թվով` 
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|(ݔ)݂| ≤ ሧ(݂),ܭ
 ≤  ,ܭ

ապա ܨ ընտանիքից կարելի է առանձնացնել [ܽ, ܾ] հատվածի ցանկա-

ցած կետում զուգամետ { ݂(ݔ)} հաջորդականություն, որի սահմանային ߮(ݔ) ֆունկցիան նույնպես ունի սահմանափակ փոփոխություն: 
 

Ապացույց: ܨ ընտանիքի յուրաքանչյուր	݂(ݔ) ֆունկցիայի համար 

նշանակենք (ݔ)ߨ =ሧ(݂)௫
 , (ݔ)ߥ = (ݔ)ߨ −  	:(ݔ)݂

Այս երկու ֆունկցիաներն էլ չնվազող են: Ընդ որում` |(ݔ)ߨ| ,ܭ≥ |(ݔ)ߥ| ≤  ընտանիքի վրա կիրառելով լեմմ 1.2.2-ը՝ մենք {(ݔ)ߨ} :ܭ2

կառանձնացնենք զուգամիտող {ߨ(ݔ)} հաջորդականությունը` lim→ஶߨ(ݔ) =  :(ݔ)ߙ
Ցանկացած ߨ(ݔ)-ին համապատասխանում է ߥ(ݔ) ֆունկցիա, որը 

լրացնում է այն մինչև ݂(ݔ) ֆունկցիան ܨ ընտանիքից: Կիրառելով լեմմ 

1.2.2-ը {ߥ(ݔ)} ընտանիքի վրա՝ մենք կառանձնացնենք նրանից հետևյալ 

հաջորդականությունը` {ߥ(ݔ)}` lim→ஶߥ(ݔ) =  :(ݔ)ߚ
Բայց այդ դեպքում ݂(ݔ) = (ݔ)ߨ − -ֆունկցիաների հաջոր (ݔ)ߥ

դականությունը, որը առանձնացված է ܨ ընտանիքից, կզուգամիտի ߮(ݔ) = (ݔ)ߙ −  :ի, ինչն էլ պետք էր ապացուցել-(ݔ)ߚ

Թեորեմ 1.2.1-ն ապացուցված է: � 

 

 

Խնդիրներ 

 

1. Ապացուցել, որ [0, 1] հատվածի վրա անընդհատ ݂(ݔ) = ଶݔ ݊݅ݏ ݔߨ , 0 < ݔ ≤ 1, ݂(0) = 0 

ֆունկցիան ունի այդ հատվածի վրա սահմանափակ փոփոխու-

թյուն: Ցույց տալ նաև, որ այս ֆունկցիան «անվերջ տատանվում է» 

0-ի շրջակայքում: 
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2. Ապացուցել, որ [0, 1] հատվածի վրա անընդհատ ݂(ݔ) = ଶݔ ݊݅ݏ ଶݔߨ , 0 < ݔ ≤ 1, ݂(0) = 0 

ֆունկցիան ունի այդ հատվածի վրա անսահմանափակ փոփոխու-

թյուն: Այս օրինակի վրա համոզվել, որ 1.1.3. թեորեմի մեջ ߮(ݑ) 
ֆունկցիայի բացարձակ ինտեգրելիության պահանջն ուղղակի 

ինտեգրելիությամբ փոխարինել չի կարելի: 

 

3. Դիցուք՝ ݂(ݔ) ֆունկցիան որոշված է [ܽ,∞) միջակայքում և ունի 

սահմանափակ վարիացիա ցանկացած [ܽ,  հատվածի վրա: ݂-ի [ܣ

լրիվ վարիացիա [ܽ,∞) միջակայքի վրա սահմանում են այսպես` 	ሧ(݂) =ஶ
 வሧ(݂)ݑݏ

 : 
Բերել ֆունկցիայի օրինակ, որի համար ⋁ (݂) -ը վերջավոր է 

ցանկացած A-ի համար, բայցևայնպես ⋁ (݂) = ∞:ஶ  Ապացուցել, որ 

եթե ݂(ݔ) ֆունկցիան մոնոտոն է [ܽ,∞) միջակայքում, և 

 ݂(∞) ≝ lim௫→ାஶ݂(ݔ) 
 թիվը վերջավոր է, ապա  	ሧ(݂) = |݂(∞) − ݂(ܽ)|ஶ

 : 
4. Ցույց տալ, որ  ݂(ݔ) = න ௫ݐݐ݊݅ݏ

  ݐ݀
 

ֆունկցիան [0,∞) միջակայքում ունի անսահմանափակ փոփոխու-

թյուն: 

5. Ապացուցել, որ թեորեմ 1.1.3-ի մեջ իրականում տեղի ունի հա-

վասարության նշան` ሧ(݂) = න ݑ݀|(ݑ)߮|
 :

  

 

Ընդհանրացնել այս թեորեմն [ܽ,∞) միջակայքում սահմանված 

ֆունկցիաների դեպքում: 
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§1.3. Վայերշտրասի թեորեմները 

 

Ֆունկցիաների հավասարաչափ մոտարկման տեսության առաջին 

և ամենակարևոր հարցը հանրահաշվական բազմանդամների օգնու-

թյամբ կամայական անընդհատ ֆունկցիայի նախապես տրված ճշտու-

թյամբ մոտարկման հարցն է: Այս հարցի սպառիչ պատասխանը տրվել 

է 1885 թ. Վայերշտրասի կողմից: Նրա արդյունքը ձևակերպվում է այս-

պես: 

Թեորեմ 1.3.1. (Վայերշտրասի առաջին թեորեմը): Դիցուք՝ 

],[ baCf  : Ցանկացած  դրական թվի համար գոյություն ունի )(xP
հանրահաշվական բազմանդամ, այնպիսին, որ ],[ ba  հատվածին 

պատկանող բոլոր x -երի համար 

 )()( xfxP : 

Հայտնի են այս թեորեմի մի քանի ապացույցներ: Այստեղ կներկա-

յացնենք այդ ապացույցներից մեկը, որն իրականացվում է «Բեռնշտեյնի 

բազմանդամների» օգնությամբ: 

Սահմանում 1.3.1: Դիցուք՝ F -ը ]1,0[  հատվածի վրա որոշված 

ֆունկցիա է: 

,...1,0,)1(),(
0







 



 nxxC
n

k
FFxB

n

k

knkk
nn     (1.3.1) 

 

բազմանդամները անվանում են F  ֆունկցիայի «Բեռնշտեյնի բազման-

դամներ»: 

Նախ պարզենք (1.3.1) բազմանդամների որոշ հատկություններ: 

Լեմմ 1.3.1: ]1,0[  հատվածի վրա նույնաբար 1-ին հավասար ֆունկ-

ցիայի Բեռնշտեյնի ),...1,(),...,1,(),1,( 10 xBxBxB n  բազմանդամները այդ 

հատվածի վրա նույնաբար 1 են, այլ կերպ ասած` 

:1)1(
0



 
n

n

knkk
n xxC           (1.3.2) 

Ապացույցն անմիջապես հետևում է 



n

n

k
n

n C)(
0

k-nkbaba  

բանաձևից` xa , xb 1 փոխարինումների միջոցով: � 
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Լեմմ 1.3.2: Ցանկացած ]1,0[x  իրական և n  բնական թվերի դեպ-

քում տեղի ունի հետևյալ անհավասարությունը՝ 

2

0
( ) (1 ) :

4

n
k k n k
n

k

n
C k nx x x 



    

Ապացույց: Ածանցելով ըստ t -ի 





n

k

nkk
n ttC

0
)1(  

նույնության աջ և ձախ մասերը ու ստացված հավասարության երկու 

կողմերը բազմապատկելով t -ով` կստանանք՝ 

:)1(
0

1



n

k

nkk
n ttntkC             (1.3.3) 

Եվս մեկ անգամ կատարելով այս քայլը՝ կունենանք` 





n

k

nnkk
n ttntntCk

0

22 )1()1( :       (1.3.4) 

(1.3.3) և (1.3.4) նույնությունների մեջ կատարելով )1,0(,
1




 x
x

x
t  

փոխարինումը ու արդյունքում ստացված հավասարությունների երկու 

մասը 
nx)1(  -ով բազմապատկելով՝ կստանանք`  

,)1(
0



 
n

k

knkk
n xnxxkC  

:)1()1(
0

2


 
n

k

knkk
n xnxxnxxCk  

Վերջին երկու նույնությունները և լեմմ 1.3.1-ը օգտագործելով՝ կա-

րող ենք գրել` 





n

k

knkk
n xxCxnk

0

2 )1()(  

 
 


n

k

n

k

knkk
n

knkk
n xxkCnxxxCk

0 0

2 )1(2)1(
 

:)1(2)1()1( 2222

0

22 xxnxnxnxnxxnxxCxn
n

k

knkk
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Լեմմ 1.3.2-ի պնդումը անմիջապես կհետևի վերջին նույնությունից 

և 4/1)1( xx ակնհայտ անհավասարությունից: � 

 

Այժմ անցնենք Վայերշտրասի առաջին թեորեմի ապացուցմանը:  

 Դիցուք՝ ],[ baCf  : Դիտարկենք հետևյալ օժանդակ ֆունկցիան` 

))(()( xabafxF  : Ակնհայտ է, որ այս ֆունկցիան որոշված է և 

անընդհատ ]1,0[  հատվածի վրա: Նախ համոզվենք, որ ]1,0[ -ի վրա 

հավասարաչափ՝ 

 

:,)(),(  nxFFxBn  

 

Դիցուք՝ )(max
10

xFM
x

 : Համաձայն Կանտորի թեորեմի` F -ը 

]1,0[ -ի վրա կլինի հավասարաչափ անընդհատ, հետևաբար ցանկա-

ցած   դրական թվի համար կգտնվի այնպիսի
   դրական թիվ, որ ]1,0[

-ին պատկանող և  xx անհավասարությանը բավարարող ցան-

կացած xx ,  կետազույգի համար տեղի կունենա 
2

)()( 
 xFxF  

անհավասարությունը: Դիցուք՝  

  :\,...,1,0,;,...,1,0: xxx AnBx
n

k
nkkA 









      (1.3.5) 

(1.3.5)-ից պարզ է, որ xB բազմության պատկանող կամայական k  

էլեմենտի համար տեղի ունի 
  12

2





2n

xnk
 անհավասարությունը: Հաշ-

վի առնելով սա և օգտվելով լեմմեր 1.3.1, 1.3.2-ից՝ կարող ենք գրել՝ 
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M
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   (1.3.6) 

 

(1.3.6)-ից հետևում է, որ ցանկացած  դրական թվի համար գոյու-

թյուն ունի n  բնական թիվ (օրինակ՝ կարելի է վերցնել 

  12   Mn ), այնպիսին, որ n -ից մեծ ցանկացած n  բնական 

թվի և ցանկացած ]1,0[x  իրական թվի համար տեղի ունի 

 )(),( xFFxBn  անհավասարությունը: Այսպիսով՝ 

),...,(),,( 21 FxBFxB  հաջորդականությունը n -ը անվերջի ձգտելու 

դեպքում զուգամիտում է F ֆունկցիային հավասարաչափ ]1,0[
հատվածի վրա, այլ կերպ ասած` ցանկացած   դրական թվի և 

բավականաչափ մեծ n  բնական թվի համար տեղի ունի հետևյալ 

անհավասարությունը`  

],1,0[,))((),(  xxabafFxBn   

կամ, որ նույնն է ( xabat  )(  փոխարինումից հետո),  

:],[,)(, battfF
ab

at
Bn 









 

 

Մնում է նկատել, որ ( ) ,n

t a
P t B F

b a

    
-ը հանրահաշվական 

բազմանդամ է: Թեորեմն ապացուցված է: � 

 

Դիտողություն 1.3.1: Վայերշտրասի թեորեմի ապացույցի ըն-

թացքում ցույց տրվեց, որ կամայական ]1,0[CF  ֆունկցիայի դեպքում 

),...,(),,( 21 FxBFxB  հաջորդականությունը n -ը անվերջի ձգտելու 
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դեպքում զուգամիտում է F ֆունկցիային հավասարաչափ ]1,0[ հատ-

վածի վրա: Այս պնդումը կարելի է մեկնաբանել (իհարկե այս մեկնաբա-

նությունը զուրկ է մաթեմատիկական ապացուցմանը հատուկ խստու-

թյունից) այսպես. լեմմ 1.3.2-ը նշանակում է, որ Բեռնշտեյնի բազման-

դամների մեջ մտնող այն գումարելիները, որոնց համար 
n

k
–ը «հեռու է» 

x -ից ( xB բազմության վրայով տարածված գումարելիները), աննշան 

ներդրում են ունենում ամբողջ գումարի մեջ, մյուս կողմից`F -ի 

անընդհատության շնորհիվ 






n

k
F -ը աննշան է տարբերվում  xF -ից: 

Այսպիսով` 
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knkk
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knkk
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knkk
n

xx
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 :),( xFFxBn   

 

Դիտողություն 1.3.2: Ապացուցված թեորեմի օգնությամբ կարող 

ենք դրական պատասխանել հետևյալ հարցին. դիցուք՝ f  ֆունկցիան 

որոշված է և անընդհատ 
d

j
jj baM

1

],[


 բազմության վրա (d-ն ֆիքսած 

թիվ է): Գոյություն ունի՞ արդյոք f ֆունկցիան M  բազմության վրա 

ցանկացած նախապես տրված ճշտությամբ հավասարաչափ մոտար-

կող հանրահաշվական բազմանդամ: Իրոք, դիտարկենք g օժանդակ 

ֆունկցիան, որը հանդիսանում է f -ի անընդհատ շարունակությունը 

մինչև ],[ 1 dba  հատվածը` 
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 :1;],[,)(

)()(
)(

;,)(
)(

11
1

1
1 djabxbx

ba

bfaf
bf

Mxxf

xg
jjj

jj

jj
j

 

Դժվար չէ հասկանալ, որ սա ],[ 1 dba  
հատվածի վրա անընդհատ 

ֆունկցիա է, հետևաբար, համաձայն Վայերշտրասի թեորեմի, նախա-

պես տրված  դրական թվի համար կգտնվի այնպիսի )(xP հանրա-

հաշվական բազմանդամ, որ  )()( xgxP
 

],[ 1 dba  
հատվածին 

պատկանող բոլոր x -երի համար: Հետևաբար` 




)()(max)()(max)()(max
],[ 1

xgxPxgxPxfxP
dbaxMxMx

: 

Վայերշտրասի թեորեմին կարելի է տալ այլ ձևակեպումներ. 

1. ],[ ba  հատվածի վրա տրված կամայական անընդհատ ֆունկ-

ցիան հանդիսանում է հանրահաշվական բազմանդամների հաջորդա-

կանության հավասարաչափ սահման:  

2. ],[ ba  հատվածի վրա տրված կամայական անընդհատ ֆունկ-

ցիան հանդիսանում է հանրահաշվական բազմանդամներից բաղկա-

ցած հավասարաչափ զուգամիտող շարքի գումար: 

 

Իրոք, եթե ],[ baCf  , ապա Վայերշտրասի թեորեմի մեջ հաջոր-

դաբար վերցնելով ,...1,...,
3
1,

2
1,1

n
 ՝ կարող ենք փաստել, որ գոյու-

թյուն ունի ),...(),...,(),( 21 xPxPxP n  հանրահաշվական բազմանդամ-

ների հաջորդականություն, այնպիսին, որ  

],[;,...2,1,1)()( baxn
n

xfxPn  , 

որտեղից հետևում է, որ  1)( nn xP հաջորդականությունը զուգամիտում 

է f ֆունկցիային ],[ ba  հատվածի վրա հավասարաչափ: Երկրորդ ձևա-

կերպումը միանգամից հետևում է  





2
11 )()()(

n
nn xPxPxP  շարքի 

դիտարկումից: 
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Վայերշտրասի երկրորդ թեորեմը: 

Թվային առանցքի վրա անընդհատ, 2 -պարբերական ֆունկցիա-

ների (այսուհետ` 2C դաս) եռանկյունաչափական բազմանդամների 

օգնությամբ հավասարաչափ մոտարկման հնարավորությունը ձևա-

կերպվում է Վայերշտրասի երկրորդ թեորեմում: 

Թեորեմ 1.3.2 (Վայերշտրասի երկրորդ թեորեմը): Դիցուք՝ 2Cf 
: Ցանկացած   դրական թվի համար գոյություն ունի այնպիսի )(xT
եռանկյունաչափական բազմանդամ, որ բոլոր իրական x -երի համար 

ճշմարիտ է  )()( xfxT
 
անհավասարությունը: 

 

Նշենք, որ այստեղ ևս կարելի է թեորեմը ձևակերպել հանրահաշ-

վական բազմանդամների համար համապատասխան պնդման 1 և 2 

ձևակերպումների նման: Վայերշտրասի երկրորդ թեորեմի բավական 

պարզ ապացույց բերել է Վալե-Պուսենը 1908 թ.-ին: Նրա ապացույցի 

ներկայացմանը նախորդող մի շարք պարզ փաստեր ապացուցենք: 

Լեմմ 1.3.3: Դիցուք՝  2C : Ցանկացած a  իրական թվի համար 

ճշմարիտ է հետևյալ հավասարությունը՝ 
2 2

0

( ) ( ) :
a

a

x dx x dx
 

 


   

Ապացույց: Նախ հավասարության ձախ մասը ներկայացնենք այս-

պես` 
2 0 2 2

0 2

( ) ( ) ( ) ( ) :
a a

a a

x dx x dx x dx x dx
  



   
 

       

Վերջին ինտեգրալի մեջ կատարելով 2 zx  փոխարինումը և 

հաշվի առնելով )()2( zz   հավասարությունը՝ կարող ենք գրել՝ 

 
 


2

0

02

0

02

)()()()()( dxxdxxdxxdxxdxx
aa

a

a

, 

որտեղից էլ կհետևի լեմմի պնդումը: � 

 

Լեմմ 1.3.4: Տեղի ունի հետևյալ հավասարությունը`  
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      (1.3.7) 

 

Ապացույց: (1.3.7) ինտեգրալը նշանակելով nI2 -ով և կիրառելով 

«մասերով ինտեգրման բանաձևը»՝ կարող ենք գրել՝ 
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(1.3.8) առնչության մեջ m -ի փոխարեն հաջորդաբար վերցնելով 

n,...,2,1 ՝ կստանանք` 
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որտեղից էլ կհետևի լեմմի պնդումը: � 

 

Սահմանում 1.3.2: Դիցուք՝ 2Cf  : 
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cos)(
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 (1.3.9) 

  

ինտեգրալը անվանում են «Վալե-Պուսենի սինգուլյար ինտեգրալ»: 

Վայերշտրասի երկրորդ թեորեմը անմիջապես կհետևի հաջորդ 

թեորեմից: 
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Թեորեմ 1.3.3 (Վալե-Պուսեն): Դիցուք 2Cf  : Բոլոր իրական x -

երի համար հավասարաչափ` 

:)(),(lim xffxVn
n




 

Ապացույց: (1.3.9) ինտեգրալի մեջ կատարելով txu 2  փոխա-

րինումը` պարզ ձևափոխություններից հետո այն կարող ենք արտա-

գրել այսպիսի տեսքով` 




 


tdttxf
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 (1.3.10)  

Ըստ պայմանի՝ f ֆունկցիան անընդհատ է ամբողջ թվային ա-

ռանցքի վրա: Հայտնի են օրինակներ, երբ թվային առանցքի վրա ան-

ընդհատ ֆունկցիաները հավասարաչափ անընդհատ չեն: Բայց մեր 

դեպքում f  ֆունկցիան նաև պարբերական է. այս պայմաններին բա-

վարարող ֆունկցիաները, դժվար չէ նկատել, հանդիսանում են նաև 

հավասարաչափ անընդհատ, այնպես որ ցանկացած   դրական թվի 

համար կգտնվի   դրական թիվ այնպիսին, որ  xx անհավա-

սարությանը բավարարող ցանկացած xx , կետազույգի համար տեղի 

կունենա 
2

)()( 
 xfxf  անհավասարությունը: Վերցնենք 

)(max xfM
Rx

 : Հաշվի առնելով լեմմ 1.3.1-ը և (1.3.10)-ը` կարող ենք 

գրել՝ 
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(1) (2)( , ) ( , ) :n nV x f V x f              (1.3.11) 

 

),()1( fxVn  
արտահայտության մեջ ինտեգրալը տարածվում է այն-

պիսի t -երի համար, որոնք բավարարում են  t20 անհավասա-

րությանը: Հավասարաչափ անընդհատության շնորհիվ այսպիսի t -երի 

և ցանկացած Rx թվի համար` 

 

,)2()()()2()(2)2()2(  txfxfxftxfxftxftxf

հետևաբար` 
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 (1.3.12) 

),()2( fxVn  արտահայտության մեջ հանդես եկող ինտեգրալի հա-

մար ունենք` 
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   (1.3.13) 

Հաշվի առնելով 
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անհավասարությունը և )10(0lim 


qqn n

n
 սահմանային 

առնչությունը՝ կարող ենք (1.3.13)-ը հաշվի առնելով ասել, որ գոյություն 

ունի n  բնական թիվ, այնպիսին, որ n -ից մեծ ցանկացած n  բնական 

թվի համար տեղի ունի  

(2)
3( , ) ,

2nV x f n n


                (1.3.14) 

 

անհավասարությունը: Ամփոփելով (1.3.11), (1.3.12) և (1.3.14) կետերը` 

կարող ենք ասել, որ ցանկացած  դրական թվի համար գոյություն ունի 

n  բնական թիվ, այնպիսին, որ n -ից մեծ ցանկացած n  բնական թվի 

համար 
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:)(),(  xffxVn  

Թեորեմ 1.3.3-ն ապացուցված է: � 
 

Դիտողություն 1.3.3: Վալե-Պուսենի թեորեմը, չնայած իր ապա-

ցույցի մեջ առկա տեխնիկական բարդություններին, ունի շատ պարզ 

մեկնաբանություն: Բանն այն է, որ tn2cos արտահայտությունը «0-ից 

կտրված» t -երի համար, n -ը անվերջի ձգտելիս, շատ արագ (ցուցչային 

արագությամբ) ձգտում է 0-ի, հետևաբար պարբերական ու անընդհատ 

և այդպիսով սահմանափակ ֆունկցիաների համար ),( fxVn սինգուլ-

յար ինտեգրալի մեջ (տե՛ս (1.3.11) ներկայացումը) էական ներդրում է 

ունենում միայն 0-ի անմիջական շրջակայքով տարածված ինտեգրալը: 

Բայց 0-ի շրջակայքում անընդհատության շնորհիվ 

)(2)2()2( xftxftxf  : Ասվածը կարելի է նկարագրել այս-

պես` 
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Վայերշտրասի թեորեմների ընդհանրացումը 

 

Թեորեմ 1.3.4: Որպեսզի )(xf  ֆունկցիան ],[ ba  հատվածում 

ունենա r -րդ կարգի անընդհատ ածանցյալ հավասար )(x -ին, ան-

հրաժեշտ է և բավարար, որ գոյություն ունենա  1)( nn xP  հանրահաշվա-

կան բազմանդամների այնպիսի հաջորդականություն, որ ܖ → ∞	 
դեպքում`  P୬(x) → f(x)	   (1.3.15) P୬(୰)(x) → φ(x)	           (1.3.16) 

հավասարաչափ ըստ ],[ bax -ի: 
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Նախ ներկայացնենք մի քանի օժանդակ փաստեր: 

Լեմմ 1.3.5: Որպեսզի )(xf  ֆունկցիան ],[ ba  հատվածում ունենա 

r-րդ կարգի անընդհատ ածանցյալ հավասար )(x -ին, անհրաժեշտ է 

և բավարար, որ բոլոր ],[ bax -երի համար տեղի ունենա հետևյալ 

հավասարությունը՝ 

 f(x) = q୰ିଵ(x) + ଵ(୰ିଵ)!  (x − t)୰ିଵ୶ୟ φ(t)dt,	       (1.3.17) 

որտեղ q୰ିଵ(x)-ը ինչ որ հանրահաշվական բազմանդամ է, որի կարգը r-
1-ից բարձր չէ: 

Ապացույց (բավարարություն): Ընդունենք, որ (1.3.17)-ը ճշմարիտ է: 
Այդ դեպքում հաջորդական դիֆերենցումով կստանանք՝ f ᇱ(x) = qᇱ୰ିଵ(x) + 1(r − 2)!න(x − t)୰ିଶ୶

ୟ φ(t)dt ………………………………………………………… f (୰ିଵ)(x) = q୰ିଵ(୰ିଵ)(x) + නφ(t)dt୶
ୟ : f (୰)(x) = φ(x): 

Անհրաժեշտություն: Ենթադրենք, որ f(x)-ը [a,b]-ում ունի անընդ-
հատ r-րդ կարգի ածանցյալ: Դիտարկենք հետևյալ ինտեգրալը՝ 

 1(r − 1)!න(x − t)୰ିଵ୶
ୟ f (୰)(t)dt, 

 

որը, r անգամ մասերով ինտեգրելով, կստանանք՝ 
 1(r − 1)!න(x − t)୰ିଵ୶

ୟ f (୰)(t)dt = f (୰ିଵ)(a)(r − 1)! (x − a)୰ିଵ + 

+ 1(r − 2)!න(x − t)୰ିଶ୶
ୟ f (୰ିଵ)(t)dt = ⋯ 

 … = −f(୰ି୩)(a)(r − k)!୰ିଵ
୩ୀଵ (x − a)୰ି୩ + න f ᇱ(t)dt =୶

ୟ −f(୰ି୩)(a)(r − k)!୰
୩ୀଵ (x − a)୰ି୩ + f(x): 

 

Այստեղից ակնհայտորեն հետևում է (1.3.17)-ի ճիշտ լինելը, եթե 
ընդունենք, որ φ(x) = f (୰)(x),	 
և 
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q୰ିଵ(x) =f(୰ି୩)(a)(r − k)!୰
୩ୀଵ (x − a)୰ି୩ =f(ୱ)(a)s!୰ିଵ

ୱୀ (x − a)ୱ 
Լեմմ 1.3.5-ը ապացուցված է: � 

 

Լեմմ 1.3.6: Դիցուք՝ {qki(x)} , i=1,2,…-ը հանրահաշվական բազման-

դամների հաջորդականություն է, որի անդամների կարգը k-ն չի գերա-

զանցում: Եթե այս հաջորդականությունը i → ∞ ձգտելիս [a,b] միջակայ-

քում հավասարաչափ զուգամիտում է g(x) ֆունկցիային, ապա g(x)-ը 

նույնպես հանդիսանում է բազմանդամ, որի կարգը k-ն չի գերազան-

ցում: 

 

Ապացույց: Ֆիքսենք [a,b] հատվածին պատկանող k+1 կետեր` a ≤ x < xଵ … < x୩ ≤ b, և օգտվենք Լագրանժի ինտերպոլացիոն բանա-

ձևից՝ q୩୧(x) =q୩୧୩
ୀ (x)l(x), 

որտեղ l(x) = ∏ 	 ୶ି୶౩୶౬ି୶౩୩ୱୀୱஷ 	: Լեմմի պայմանների ներքո` 

 q୩୧(x୴) ୧→ஶሱۛሮg(x୴), 
ուստի հավասարաչափ [a, b]-ի վրա q୩୧(x) ୧→ஶሱۛሮg(x୴)l୴(x)୩

୴ୀ  

Այստեղից և պայմաններից հետևում է, որ g(x) =g(x୴)l୴(x)୩
୴ୀ : 

Այսինքն՝ g(x)-ը նույնպես հանդիսանում է բազմանդամ, որի կարգը 

k-ն չի գերազանցում: � 

 
Թեորեմ 1.3.4-ի ապացույցը (բավարարություն): Ենթադրենք, որ 

տեղի ունեն (1.3.15) և (1.3.16) առնչությունները: Լեմմ 1.3.6-ից հետևում 
է, որ P୬(x) = q୰ିଵ,୬(x) + 1(r − 1)!න(x − t)୰ିଵP୬(୰)(t)dt୶

ୟ : 
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Քանի որ հավասարաչափ [ܽ, ܾ]-ի վրա ܲ(ݔ) →ஶሱۛ ሮۛ ݔ)ուստի න ,(ݔ)݂ − ିଵ௫(ݐ
 ܲ()(ݐ)݀ݐ →ஶሱۛ ሮۛ න(ݔ − ିଵ௫(ݐ

  ,ݐ݀(ݐ)߮
որտեղից ݍିଵ,(ݔ) →ஶሱۛ ሮۛ (ݔ)݂ − ݎ)1 − 1)!න(ݔ − ିଵ௫(ݐ

  :ݐ݀(ݐ)߮
Նկատենք, որ	ݍିଵ, ∈  ିଵ բոլոր n-երի համար, հետևաբար լեմմܪ

1.3.6-ից՝ ݂(ݔ) − ݎ)1 − 1)!න(ݔ − ିଵ௫(ݐ
 ݐ݀(ݐ)߮ =  ,(ݔ)ିଵݍ

որտեղ ݍିଵ(ݔ) ∈  ିଵ: Այստեղից` լեմմ 1.3.1-ից օգտվելով՝ կարող ենքܪ
եզրակացնել, որ f(x)-ը [a,b]-ում ունի	߮(ݔ)-ին հավասար r-րդ կարգի 
անընդհատ ածանցյալ, ապա լեմմ 1.3.6-ից՝ ݂(ݔ) = (ݔ)ିଵݍ + ݎ)1 − 1)!න(ݔ − ିଵ௫(ݐ

  :ݐ݀(ݐ)߮
Վայերշտրասի առաջին թեորեմից օգտվելով՝ կգտնենք հանրա-

հաշվական բազմանդամների {ܳି(ݔ)}ୀାଵஶ  հաջորդականություն այն-
պիսին, որ հավասարաչափ [a;b]-ի վրա ܳି(ݔ) →ஶሱۛ ሮۛ  : (ݔ)߮

Նշանակենք 

ܲ(ݔ) = (ݔ)ିଵݍ + ݎ)1 − 1)!න(ݔ − ିଵ௫(ݐ
 ܳି(ݐ)݀ݐ: 

Ակնհայտ է , որ ܲ ∈ (ݔ), և լեմմ 3.1-ից ܲ()ܪ = ܳି(ݔ) 
{Pn(x)} հաջորդականությունը հանդիսանում է պահանջվողը: 

ܲ(ݔ) →ஶሱۛ ሮۛ (ݔ)ିଵݍ + ݎ)1 − 1)!න(ݔ − ିଵ௫(ݐ
 ݐ݀(ݐ)߮ =  (ݔ)݂

և ܲ()(ݔ) = ܳି(ݔ) →ஶሱۛ ሮۛ  (ݔ)߮
Թեորեմ 1.3.4-ն ապացուցված է: � 
Ճշմարիտ է նաև նման թեորեմը եռանկյունաչափական բազման-

դամներով մոտարկման դեպքում:  
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Թեորեմ 1.3.5: Որպեսզի ࣊ պարբերությամբ )(xf ֆունկցիան        

(-∞;∞)-ում ունենա r-րդ կարգի անընդհատ ածանցյալ )(x -ին հավա-

սար, անհրաժեշտ է և բավարար, որ գոյություն ունենա  1)( nn xT  

եռանկյունաչափական բազմանդամների այնպիսի հաջորդակա-

նություն, որ  → ∞	ձգտելիս ըստ Rx -ի հավասարաչափ T୬(x) → f(x) 
և T୬(୰)(x) → φ(x): 

 

Դիտողություն 1.3.4: Եթե պարբերական անընդհատ ֆունկցիան 
սահմանափակ փոփոխության դասի է (ունի սահմանափակ վարիա-

ցիա` )( fV
b

a

), այդ դեպքում Վայերշտրասի (եռանկյունաչափական 

բազմանդամների հաջորդականությամբ անընդհատ ֆունկցիաների մո-

տարկման) թեորեմում որպես  
1

)(
nn

xT  կհանդիսանա )(xf -ի Ֆու-

րիեի շարքի մասնակի գումարների հաջորդականությունը՝ 





n

nk

ikx
knn efcxfSxT ,)(),()(  dtetffc ikt

k 






)(

2
1)( : 

Այս փաստը հետևում է հետևյալ թեորեմից, որի ապացույցը 
բերված է 3-րդ գլխում (թեորեմ 3.6.2.): 

Թեորեմ (Ժորդան): Եթե   , -ում որոշված )(xfy   պարբե-

րական, անընդհատ ֆունկցիան ունի սահմանափակ փոփոխություն, 
ապա նրա Ֆուրիեի շարքը, ըստ եռանկյունաչափական համակարգի, 

  , -ի վրա հավասարաչափ զուգամիտում է իրեն: 

Նշենք, որ անընդհատ ֆունկցիայի սահմանափակ վարիացիա 

ունենալը  1,1 -ում բավարար չէ, որ հանրահաշվական բազմանդամ-

ների հաջորդականությունը` 
1

)(
nn

xP , որը հավասարաչափ մոտար-

կում է այդ ֆունկցիային, լինի ինչ-որ աստիճանային շարքի մասնակի 
գումարների հաջորդականություն, նույնիսկ անվերջ դիֆերենցելիու-
թյունը չի կարող դա ապահովել, օրինակ՝ 












0,0
0,)(

2
1

x

xexf
x

 : 
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Այս ֆունկցիան անվերջ դիֆերենցելի է, սակայն այն հնարավոր չէ 
ներկայացնել աստիճանային շարքով. այդ ֆունկցիայի Թեյլորի շարքը 
չի զուգամիտում իրեն: 
 
 
Խնդիրներ 

1. Դիցուք՝   :]1,0[Ctf  Ցույց տալ, որ (0,1) ինտերվալի բոլոր x -  

 երի համար 

     ,,lim
1

0

xfdtxttf n
n


 

 որտեղ  
 

:
1

1, 22 xtn

n
xtn 




 

 

2. Դիցուք՝   :2Ctf  Ցույց տալ, որ ),(  ինտերվալի բոլոր   

x -երի համար 
   ,,lim

01
xffxPr

r



 

 որտեղ  

 

       :10
cos21
1

2
1, 2

2













rdttf

rxtr

r
fxPr

 
 

3. (Լանդաու) Դիցուք՝   :]1,0[Ctf  Ցույց տալ, որ (0,1) ինտեր-

վալի բոլոր x -երի համար  ,),(lim xffxLn
n




  

 որտեղ     :)()(1,
1

0

2 dttfxt
n

fxL
n

n  
 

4. (Կանտորովիչ) Դիցուք՝   :]1,0[Ctf  Ցույց տալ, որ [0,1] հատ-

վածի վրա հավասարաչափ 

 ,),(~lim xffxBn
n




 

 որտեղ :)()1()1(),(~
0

1
1

1

 







 
n

k

n

k

n

k

knkk
nn duufxxCnfxB
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ԳԼՈՒԽ 2. 

 

ՉԱՓԵԼԻ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐ ԵՎ ԼԵԲԵԳԻ ԻՆՏԵԳՐԱԼ 
 

§2.1. Գործողություններ բազմությունների հետ:  

Բազմությունների հզորությունը 

 

Բազմությունները սովորաբար նշանակվում են մեծատառերով՝ 
XCBA ,,,,  , իսկ դրանց տարրերը կամ էլեմենտները` փոքրատա-

ռերով: a  էլեմենտի պատկանելը A  բազմությանը նշվում է հետևյալ 

կերպ՝ Aa , նույն կերպ` Xx  և այլն: 

Օրինակ:  1,0A , A
2
1

: }1);,{( 22  yxyxB -զրո կենտրո-

նով միավոր շրջանն է:   xpP   բոլոր բազմանդամների բազմու-

թյունն է, և Px 12
:  baC , -ն  ba,  հատվածում որոշված անընդհատ 

ֆունկցիաների բազմությունն է և այլն: 

Սահմանում 2.1.1: Կասենք, որ A  բազմությունը B  բազմության 

ենթաբազմություն է, կամ Aբազմությունը ընկած է B  բազմության մեջ, 

եթե ցանկացած տարր A -ից պատկանում է B -ին: Այդ դեպքում կնշա-

նակենք BA : 

Դիցուք՝ A -ն և B -ն կամայական բազմություններ են: 

Սահմանում 2.1.2: Կասենք, որ BA  , եթե միաժամանակ BA  

և AB  : 

Սահմանում 2.1.3: Եթե A -ն և B -ն կամայական բազմություններ 

են, ապա նրանց միավորումը BA  այն տարրերի բազմությունն է, 

որոնք պատկանում են A , B  բազմություններից գոնե մեկին: 

 

Նկատենք, որ BAA   և BAB  : 

Սահմանում 2.1.4: Aև B  բազմությունների հատումը BA  այն 

տարրերի բազմությունն է, որոնք պատկանում են միաժամանակ A  և 

B  բազմություններին:  

 

Պարզ է , որ ABA   և A B B  : 
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Սահմանում 2.1.5: Եթե A -ն և B -ն ցանկացած բազմություններ են, 

ապա BA \  ասելով հասկանում ենք բոլոր այն տարրերի բազմու-

թյունը, որոնք պատկանում են A -ին և չեն պատկանում B -ին: 

},,{\ BxAxxBA   

Aև B  բազմություննրի սիմետրիկ տարբերությունը նշանակվում 

է BA  և սահմանվում է հետևյալ կերպ`    ABBABA \\  : 

 

Խնդիր: Ապացուցել, որ    BABABA  \ : 

Ապացույց: Դիցուք՝ BAx  , կամ    ABBAx \\  : Ենթադրենք՝ 

BAx \ : Ստանում ենք Ax , Bx , և BAx  , BAx  , 

հետևաբար    \x A B B A   : Եթե ABx \ , նման ձևով 

   \x A B B A   : Այսպիսով՝    BABABA  \ : Նման 

դատողություններով ստանում ենք     BABABA  \ :  

 

Վերջավոր թվով բազմությունների գումարը և արտադրյալը սահ-

մանվում են նման ձևով: Եթե ունենք nAAA ,,, 21   բազմություններ, 

ապա 
n

k
kA

1

ասելով հասկանում ենք բոլոր այն տարրերի բազմու-

թյունը, որոնք պատկանում են նշված բազմություններից գոնե մեկին: 


n

k
kA

1

-ն բոլոր այն տարրերի բազմությունն է, որոնք պատկանում են 

նշված բազմություններից յուրաքանչյուրին: Համանման ձևով գումար-

ման և բազմապատկման գործողությունները կարելի է սահմանել ան-

վերջ քանակի բազմությունների դեպքում:  

 

Օրինակ: Դիցուք՝ 
2R -ը  yx0  կոորդինատային հարթությունն է: 

Նշանակենք yI - Ox  առանցքին զուգահեռ և y  օրդինատն ունեցող ու-

ղիղը: Պարզ է, որ եթե այդ ուղիղները դիտենք որպես բազմություններ, 

ապա  
2

( , )
y

y

R I
  

  : 
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Սահմանում 2.1.6: A  և B  բազմությունները կոչվում են համար-

ժեք, եթե նրանց միջև գոյություն ունի փոխմիարժեք համապատասխա-

նություն: Ընդունված է հետևյալ նշանակումը` ~A B : 

 

Ակնհայտ է, որ եթե A  և B  բազմությունները վերջավոր են, ապա 

~A B  այն և միայն այն դեպքում, երբ նրանց էլեմենտների քանակները 

հավասար են: Անվերջ բազմությունների դեպքում դա այդպես չէ, 

հնարավոր է BA   (խիստ իմաստով) և ~A B . օրինակ` 

[0,1], [0, 2]A B   բազմությունները համարժեք են: 2y x  ֆունկ-

ցիան A -ն փոխմիարժեք արտապատկերում է B  բազմության վրա: 

Ընդհանրապես, եթե [ , ], [ , ]A a b B c d   կամայական երկու 

հատվածներ են ( , )a b c d  , ապա ( )d c
y x a c
b a


  


 ֆունկցիա-

յով ստանում ենք փոխմիարժեք համապատասխանություն այդ բազմու-

թյունների միջև: Այսպիսով՝ ցանկացած երկու հատված համարժեք են: 

Մենք հետագայում կապացուցենք, որ ցանկացած փակ, բաց, կիսաբաց 

միջակայքեր համարժեք են, ավելին՝ ցանկացած հատված համարժեք է 

իրական առանցքին: Այժմ միայն նկատենք, որ tgxy   ֆունկցիան 

փոխմիարժեք արտապատկերում է ;
2 2
   

 
 բազմությունը  ;   

իրական առանցքի վրա: Հետևաբար, այդ բազմությունները համարժեք 

են: Կարելի է բերել բազմաթիվ համարժեք բազմությունների օրինակ-

ներ: Հետևյալ հատկությունները կարելի է հեշտությամբ ստուգել: 
 

1. Ցանկացած A  բազմության համար ~A A : 

2. Եթե ~A B , ապա ~B A : 

3. Եթե ~A B , ~B C , ապա ~A C : 

4. Դիցուք՝ 1 2, 3, ...A A A  և 1 2, 3, ...B B B բազմությունները երկու հա-

ջորդականություններ են, այնպես, որ nA -երը իրար հետ չեն հատվում, 

իսկ nB -երը` իրար հետ: Եթե ցանկացած n -ի համար 

~ , ( 1,2,...)n nA B n  , ապա  
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1 1

~k k
k k

A B
 

 
  : 

Սահմանում 2.1.7: Եթե ,A B  բազմությունները համարժեք են, ա-

սում ենք, որ նրանք ունեն նույն հզորությունը: Եթե A  բազմության հզո-

րությունը նշանակենք | |A , ապա ստանում ենք | [ , ] | | [ , ] |a b c d  ցան-

կացած [ , ]a b  և [ , ]c d  հատվածների համար: Վերջավոր բազմություն-

ների դեպքում հզորությունը համարվում է հավասար այդ բազմության 

տարրերի քանակին: Օրինակ՝ եթե {1, 2,...99}A  , ապա | |A =99: 

Կարող ենք ասել նաև, որ | ( , ) | | ( , ) |
2 2
 

    :  

Սահմանում 2.1.8: Կասենք, որ BA  , եթե  

1. BA ~ , 

2. գոյություն ունի BB 1 , այնպես, որ 1~A B : 

Օրինակ: Եթե A -ն վերջավոր է, B -ն՝ անվերջ, ապա BA  : 

Դիտարկենք կամայական A -բազմության բոլոր ենթաբազմություն-

ների բազմությունը, որը կնշանակենք A
~

-ով:  

Օրինակ: Եթե  NaaaA ,,, 21  -ն վերջավոր բազմություն է, ապա  

          1 2 1 2 1 2, , , , , , , ...N NA a a a a a a a a    : 

Թեորեմ 2.1.1: Կամայական ոչ դատարկ A բազմության համար 

AA
~

 : 

Ապացույց. առաջին դեպք: Ենթադրենք՝ A-ն վերջավոր է և կազմը-

ված է N  տարրերից: Այդ դեպքում 
NN

NN CCNA 211~ 12   : 

Համապատասխանաբար ամբողջ բազմությունը, դատարկ բազմու-

թյունը մեկ էլեմենտ պարունակող ենթաբազմություններ են, երկու 

էլեմենտ պարունակող և այդպես շարունակ: 

Քանի որ NN 2 , ստանում ենք թեորեմի ապացույցը վերջավոր 

բազմությունների դեպքում: 

Երկրորդ դեպք: Ենթադրենք՝ A-ն անվերջ բազմություն է: 1B -ով 

նշանակենք A
~

-ի այն ենթաբազմությունը, որը բաղկացած է 1 էլեմեն-
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տանոց ենթաբազմություններից՝    AaB
~

1  : Պարզ է, որ 1~A B : 

Ցույց տանք, որ AA
~~ : Ենթադրենք հակառակը՝ AA

~~ , այսինքն՝ գոյու-

թյուն ունի փոխմիարժեք համապատասխանություն A և A
~

 բազմու-

թյունների միջև: Այդ համապատասխանությունը նշանակենք   տա-

ռով: Aa  տարրը անվանենք «լավ», եթե այդ համապատասխանու-

թյան դեպքում a -ն պատկանում է իր պատկերին, այսինքն՝ )(aa  : 

Հակառակ դեպքում այն կանվանենք «վատ» տարր: Քանի որ AA
~

 , 

գոյություն ունի Aa 1  տարր այնպես, որ Aa )( 1 , և 1a -ը լավ 

տարր է: Նման ձևով գոյություն ունի Aa 2  այնպես, որ )( 2a , 

և հետևաբար «լավ» և «վատ» տարրերի բազմությունը դատարկ չէ: Նկա-

տենք նաև, որ ցանկացած տարր կամ «լավ» է կամ «վատ»: Նշանակենք 

1A -ով բոլոր «վատ» տարրերից կազմված ենթաբազմությունը: Այդ 

դեպքում, քանի որ 1A A  , ապա գոյություն ունի 0a A  տարր, 

այնպես, որ 0 1( )a A  : Հեշտ է նկատել, որ 0a -ն ոչ «լավ», ոչ էլ «վատ» 

տարր է: Ստանում ենք հակասություն, հետևաբար AA
~~ : � 

 

Թեորեմ 2.1.2. (Է. Կանտոր, Ֆ. Բեռնշտեյն): Եթե A  և B  բազմու-

թյուններն այնպիսին են, որ նրանցից յուրաքանչյուրը համարժեք է 

մյուսի ենթաբազմությանը, ապա այդ բազմությունները համարժեք են: 

Ապացույց: Դիցուք՝ BBBA 11 ,~ և 1 1~ ,B A A A : Այդ 

փոխմիարժեք արտապատկերումները թող լինեն  -ն և  -ն. 

,)( 1BA  1)( AB  : Նշանակենք )(),( 1212 ABBA   : Պարզ 

է,  որ 1212 , BBAA    և 1 1 2\ ~ \ ,A A B B  1 1 2\ ~ \B B A A : 

Ընդ որում՝ առաջին համապատասխանությունը իրագործվում է  , իսկ 

մյուսը՝   արտապատկերումով: Եթե )(),( 2323 ABBA   , ապա

3 2 3 2,A A B B  , և 1 2 2 3\ ~ \ ,A A B B 1 2 2 3\ ~ \B B A A : Նման 

ձևով սահմանվում են ...,, 54 AA  և ...,,´ 54 BB  բազմությունները, 

որոնց համար տեղի ունեն վերը բերված հատկությունները, այսինքն՝  

...,2,1,, 11   nBBAA nnnn , և 
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 1 1 2\ ~ \ ,n n n nA A B B   1 1 2\ ~ \n n n nB B A A   , ...,2,1n :  

(2.1.1) 

Ճիշտ են հետևյալ հավասարությունները՝ 
*

1 1 2 2 3 1( ) ( ) ( ) . . . ( ) . . . ,n nA A A A A A A A A A          
*

1 1 2 2 3 1( ) ( ) ( ) . . . ( ) . . . ,n nB B B B B B B B B B            

որտեղ 





1

*

k
kAA , 






1

*

k
kBB : 

Նկատենք, որ այս հավասարությունների աջ մասերի գումարելի-

ները`
*

1 1 2 2 3, ( \ ), ( \ ), ( \ ),. . .A A A A A A A և 
*

1 1 2, ( \ ), ( \ ),B B B B B  

2 3( \ ),. . .B B  զույգ առ զույգ չեն հատվում: Օգտվելով (1)-ից և հա-

մարժեք բազմությունների հատկություններից՝ կարող ենք պնդել, որ 

~A B : Թեորեմը ապացուցվեց: � 

 

 

§2.2. Հաշվելի և ոչ հաշվելի անվերջ բազմություններ 

 

Սահմանում 2.2.1: Բազմությունը կոչվում է հաշվելի, եթե այն հա-

մարժեք է բնական թվերի`  ,3,2,1N  բազմությանը, այսինքն՝ 

~A N :  

Սահմանումից հետևում է, որ A  բազմությունը հաշվելի է այն և 

միայն այն դեպքում, երբ այն կարելի է համարակալել, այսինքն՝ 

1 2{ , ,... ...}nA a a a : Իրոք, եթե ~A N , ապա գոյություն ունի փոխ-

միարժեք համապատասխանություն A  և N  բազմությունների միջև: 

Յուրաքանչյուր n  բնական թվին համապատասխանում է որևէ տարր 

A -ից: Նշանակելով այդ տարրը na ՝ ստանում ենք պահանջվող ներկա-

յացումը: Մյուս կողմից՝ եթե A  բազմությունը համարակալված է, ապա 

առկա է փոխմիարժեք համապատասխանություն այդ բազմության և 

N -ի միջև: Հաշվելի բազմություններն ունեն հետևյալ հատկություն-

ները: 

1. Հաշվելի բազմության և վերջավոր բազմության միավորումը 

հաշվելի բազմություն է:  
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Իրոք, դիցուք՝  ...,, 21 naaaA   հաշվելի բազմություն է, իսկ 

 1 2, , NB b b b 
 
որևէ վերջավոր բազմություն է: Ենթադրենք՝ այդ 

բազմությունները չեն հատվում: Կատարելով A  և B   բազմությունների 

միավորման և բնական թվերի բազմության հետևյալ համապատաս-

խանությունը՝  

1 2 1

1 2 1 2, , , , , :

NN

NA B b b b a a


  

     
  

   

Համոզվում ենք, որ A B  բազմության տարրերը հնարավոր է 

համարակալել, ուրեմն այն հաշվելի է: Եթե բազմությունները հատվում 

են, նշանակենք ABB \1   կստանանք 1BABA  : Քանի որ 1B -ը 

վերջավոր բազմություն է, հանգում ենք նախորդ դեպքին: 

2. Ցանկացած անվերջ բազմություն ունի հաշվելի ենթաբազմու-

թյուն:  

3. Հաշվելի բազմության ցանկացած ենթաբազմություն վերջավոր է 

կամ հաշվելի: 

4. Երկու հաշվելի բազմությունների գումարը հաշվելի բազմություն 

է: 

Իրոք, եթե ...},,{ 21 aaA  ,  ,, 21 bbB   հաշվելի բազմու-

թյուններ են, ապա հնարավոր է հետևյալ երկու դեպքը: 

ա) BA : Այդ դեպքում 1 1 2 2 3 3{ , , , , , ,...}A B a b a b a b , և 

A B  բազմությունը կարելի է համարակալել, հետևաբար ~A B N : 

բ) Ենթադրենք՝ A B  : \B A  բազմությունը վերջավոր է կամ 

հաշվելի: Եթե վերջավոր է, ստանում ենք  ABABA \ , որտեղ A  և 

\B A  չհատվող հաշվելի բազմություններ են: Ըստ ա) դեպքի՝ 

~A B N : Եթե AB \ -ն վերջավոր է, հանգում ենք 1 հատկությանը: 

5. Վերջավոր թվով հաշվելի բազմությունների գումարը հաշվելի է: 

6. Հաշվելի թվով վերջավոր բազմությունների գումարը հաշվելի է 

կամ վերջավոր: 

Դիցուք՝ այդ բազմություններն են  

   1 2

1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 1 2, , , , , , . . . :n nA a a a A a a a    

Հնարավոր են հետևյալ դեպքերը: 
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ա) Այդ բազմությունները իրար հետ չեն հատվում: Գումարը կներ-

կայացնենք հետևյալ կերպ՝ 

 ...,,,...,,,,,
221 21

22
2

2
1

11
2

1
1

1

m
n

mm
nn

k
k aaaaaaaaaA  





, 

որը ակնհայտորեն կարելի է համարակալել:  

բ) Այդ բազմությունների որևէ զույգ հատվում է: Դիտարկենք հե-

տևյալ բազմությունները՝  
1

1 1 2 2 1 3 3 1 2
1

, \ , \ ( ),..., \ ( ),...
n

n n k
k

B A B A A B A A A B A A




       : 

nB  բազմությունները զույգ առ զույգ չեն հատվում, վերջավոր են, և 

1 1

:k k
k k

B A
 

 

   

Այժմ, եթե սկսած որևէ համարից nB  բազմությունները դատարկ 

են, ստանում ենք, որ նրանց գումարը վերջավոր է: Եթե այդպես չէ, հան-

գում ենք նախորդ՝ ա) դեպքին:  

7. Հաշվելի թվով հաշվելի բազմությունների գումարը հաշվելի է:  

Հնարավոր են հետևյալ դեպքերը: 

ա) Այդ բազմությունները իրար հետ չեն հատվում: Ապացուցելու 

համար յուրաքանչյուր բազմությունը ներկայացնենք հաջորդականու-

թյան տեսքով՝ 
1 1 1

1 1 2 3{ , , ...}A a a a  

2 2 2
2 1 2 3{ , , ...}A a a a  

3 3 3
3 1 2 3{ , , ...}A a a a  

........................... 

..........................: 

Հաջորդաբար ընտրելով այս բազմությունների այն տարրերը, 

որոնց վերին և ստորին ինդեքսների գումարը հավասար է 1-ի, 2-ի և 

այլն, տրված բազմությունների գումարը կարող ենք ներկայացնել 

հետևյալ  տեսքով՝ 

1 1 2 1 2 3 1
1 2 1 3 2 1 4

1

{ , , , , , , ,...}k
k

S A a a a a a a a




  : 
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Այսինքն՝ նախորդ՝ 6-րդ. հատկության համաձայն՝ տրված բազմու-

թյունների գումարը հաշվելի է:  

բ) Երբ այդ բազմություններից որևէ զույգ հատվում է: Դիտարկենք 

հետևյալ բազմությունները՝  
1

1 1 2 2 1 3 3 1 2
1

, \ , \ ( ),..., \ ( ),...
n

n n k
k

B A B A A B A A A B A A




      , 

որոնք զույգ առ զույգ չեն հատվում, և 

1
n

n

S B




 : 

Նշանակենք 1S -ով բոլոր այն nB  բազմությունների միավորումը, 

որոնք վերջավոր են, և 2S -ով բոլոր այն nB  բազմությունների գումարը, 

որոնք հաշվելի են: Քանի որ 2S -ը հաշվելի է, իսկ 1S -ը հաշվելի է կամ 

վերջավոր, և 1 2S S S  , ստանում ենք, որ S -ը նույնպես հաշվելի է: 

 

Օրինակ: Ռացիոնալ թվերի բազմությունը հաշվելի է: Ապացույցի 

համար նշանակենք բոլոր դրական ռացիոնալ թվերի բազմությունը, 

որոնց հայտարարը հավասար է մեկի, 1A -ով: 2A -ով նշանակենք երկու 

հայտարարով դրական ռացիոնալ թվերի բազմությունը, իսկ kA -ով՝ բո-

լոր դրական ռացիոնալ թվերի բազմությունը, որոնց հայտարարը հա-

վասար է k -ի: Պարզ է, որ ցանկացած k -ի համար kA  բազմությունը 

հաշվելի է, և 

1

:k
k

R A






  

 

Ըստ 7-րդ հատկության՝ R -ը հաշվելի է: 
R -ը դրական ռացիոնալ 

թվերի բազմությունն է: Նշանակելով R -ով բացասական ռացիոնալ 

թվերի բազմությունը՝ ստանում ենք ~R R 
: Այժմ պարզ է, որ R -ը 

հաշվելի բազմություն է, քանի որ {0}R R R    : Այսպիսով՝ ռա-

ցիոնալ թվերի բազմությունը համարժեք է բնական թվերի բազմու-

թյանը, կամ, որ նույնն է, այդ բազմությունները ունեն նույն հզորու-

թյունը: 
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Վերը շարադրվածից կարող է ստեղծվել տպավորություն, թե բոլոր 

բազմությունները հաշվելի են կամ վերջավոր: Իրականում այդպես չէ. 

ցանկացած հատված ոչ հաշվելի բազմություն է: Քանի որ ցանկացած 

երկու հատված իրար համարժեք են, բավական է ապացուցել, որ  1;0  

հատվածը հաշվելի չէ:  

 

Թեորեմ 2.2.1:  1;0  հատվածը ոչ հաշվելի բազմություն է (ոչ 

հաշվելի անվերջ բազմություն): 

Ապացույց: Ենթադրենք՝ այս բազմությունը հաշվելի է, այսինքն` 

այն կարելի է համարակալել՝    1 20;1 , , nx x x   :  1;0 -ը ներկա-

յացնենք որպես երեք հատվածների միավորում՝ 

  1 1 2 20;1 0, , ,1 :
3 3 3 3

                
   

Այդ երեք հատվածներից 1 -ով նշանակենք այն, որին 1x -ը չի 

պատկանում  11 x : Կատարենք նման տրոհում 1 -ի նկատմամբ և 

2 -ով նշանակենք այն հատվածը, որին չի պատկանում 2x  կետը: 

Նման ձևով վարվելով 2 -ի նկատմամբ՝ կստանանք 3 2  , 3 3x   

և այլն: Ստանում ենք  ,,, 21 n  ներդրված հատվածների 

հաջորդականություն, որը բավարարում է հետևյալ պայմաններին՝ 

k kx  , ,2,1k  , 

  n21  , 

երկարություն
1( ) 0
3n n

   , n : 

 

Կիրառելով ներդրված հատվածների մասին լեմմը՝ կստանանք, որ 

գոյություն ունի 0x  կետ  1;0  բազմությունից այնպես, որ 0 nx   ցան-

կացած բնական 1n  -ի համար: Այդ կետը    1 20;1 , , nx x x    

հաջորդականությանը պատկանել չի կարող, քանի որ այդ դեպքում այն 

չէր կարող պատկանել ցանկացած n  միջակայքին: Այսպիսով՝ 

   1 20;1 , , nx x x   : Թեորեմը ապացուցված է: � 
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Սահմանում 2.2.2: Եթե A  բազմությունը համարժեք է  1;0  բազ-

մությանը, ապա կասենք, որ այն ունի կոնտինում հզորություն կամ c  

հզորություն: 

Քանի որ ցանկացած [ , ]A a b  հատված համարժեք է  1;0  հատ-

վածին, ուրեմն այդ բազմություններն ունեն c  հզորություն: Թեորեմ 1–

ից հետևում է, որ եթե A -ն հաշվելի է, B -ն ունի կոնտինում հզորություն, 

ապա BA  : Ապացուցելու համար նկատենք, որ ցանկացած անվերջ 

բազմությունից կարող ենք անջատել հաշվելի ենթաբազմություն: Հե-

տևաբար B  բազմությունը պարունակում է 1B  հաշվելի ենթաբազմու-

թյուն: Քանի որ 1B -ը համարժեք է A -ին, և A -ն համարժեք չէ B -ին, 

ստանում ենք BA  :  

 

Թեորեմ 2.2.2: Եթե անվերջ M  բազմությանը ավելացնենք A  վեր-

ջավոր կամ հաշվելի բազմություն, ապա նրա հզորությունը չի փոխվի: 

Ապացույց: M  բազմությունից առանձնացնենք D  հաշվելի բազ-

մությունը և նշանակենք \M D P : Այդ դեպքում 

, ( )M D P M A P D A      : Քանի որ ~ , ~P P D A D , 

ապա ~M A M : � 

 

Թեորեմ 2.2.3: Եթե անվերջ ոչ հաշվելի M  բազմությունից հե-

ռացնենք վերջավոր կամ հաշվելի A  բազմություն, ապա նրա հզո-

րությունը չի փոխվի: 

Ապացույց: \P M A  բազմությունը չի կարող լինել վերջավոր 

կամ հաշվելի: Ըստ նախորդ թեորեմի՝ \ ~M A M : Թեորեմներ 2.2.1-ից 

և 2.2.2-ից հետևում է, որ ցանկացած [ , ]a b  հատված և ցանկացած բաց 

( , )c d  կամ կիսաբաց ( , ]e f  միջակայք ունի նույն c  հզորոթյունը: Իրա-

կան առանցքը` ( , )  , նունպես ունի c  հզորություն: Այսպիսով՝ 

 , | ( , ) | ( , ] ( , )a b c d d e c      : � 

 

Թեորեմ 2.2.4: Վերջավոր թվով, իրար հետ չհատվող c  հզորության 

բազմությունների միավորումը նույնպես ունի c  հզորություն: 
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Ապացույց: Դիցուք՝ 
1

N

k
k

S E


 , որտեղ յուրաքանչյուր kE բազմու-

թյունը ունի c  հզորություն: )1,0[  կիսաբաց միջակայքը 

1...0 110   NN cccc  կետերով տրոհենք N  կիսաբաց մի-

ջակայքերի՝ Nkcc kk ,..,2,1),,[ 1  , որոնք իրար հետ չեն հատվում և 

ունեն c  հզորություն: Քանի որ 1~ [ , )k k kE c c , 

1
1

[0,1) [ , )
N

k k
k

c c


 , 

ստանում ենք ~ [0,1)S  և cS || : � 

 

Թեորեմ 2.2.5: Հաշվելի բազմությամբ, իրար հետ չհատվող c  հզո-

րության բազմությունների գումարը նույնպես ունի c  հզորություն: 

Ապացույց: Դիցուք՝ 







1k

kES , 

որտեղ յուրաքանչյուր kE բազմությունը ունի c  հզորություն: Վերցնենք 

......0 10 nccc   հաջորդականությունը այնպես, որ 

 kck ,1 : Նախորդ թեորեմին համանման ստանում ենք 

cS || : � 

 

Թեորեմ 2.2.6: Կոնտինում բազմությամբ, իրար հետ չհատվող c  

հզորության բազմությունների միավորումը նույնպես ունի c  հզո-

րություն: 

 

Այս թեորեմը ապացուցելու համար ապացուցենք հետևյալ պնդումը: 

Լեմմ 2.2.6: Հարթության կետերի բազմությունը ունի c  հզորու-

թյուն: 

Ապացույց: nx   և my   ուղիղներով, որտեղ m -ը և n -ը ամ-

բողջ թվեր են, 2R  հարթությունը տրոհենք միավոր կողմով քառակու-

սիների և նշանակենք  



48 

}1,1),,{(,  nynmxmyxR nm :  

Պարզ է, որ այդ քառակուսիները իրար համարժեք են, և 

2 ,
, 1

m n
m n

R R




  : 

Դիտարկենք }10,10),,{(0,0  yxyxR
 
քառակուսին: 

Եթե ապացուցենք, որ cR 0,0 , թեորեմ 2.2.5-ից կհետևի լեմմի ապա-

ցույցը: Դիցուք՝ 0,0),( Ryx   որևէ կետ է: Քանի որ )1,0[),1,0[  yx , 

այդ թվերը կարելի է ներկայացնել անվերջ երկուական կոտորակի 
տեսքով՝ 

......,0.,.....,0 321321 nn yx   : 

Այս վերլուծությունները այնպիսին են, որ եթե x -ը կամ y -ը 
n

m

2
 

տեսքի թիվ է, ապա բոլոր նիշերը ինչ-որ համարից սկսված հավասար 
են զրոյի, այսինքն՝ այդ վերլուծություններում բացառվում է որևէ 

համարից միայն 1 նիշի անվերջ կրկնությունը կամ, որ նույնն է, պար-

բերության մեջ հանդես գալը: Յուրաքանչյուր 0,0),( Ryx   կետին 

համապատասխանեցնենք 

......,0 332211 nnz   

թիվը )1,0[ միջակայքից: Եթե նշանակենք 0P -ով )1,0[ -ի ենթաբազմու-

թյունը, որի յուրաքանչյուր կետի երկուական անվերջ վերլուծությունը 

զույգ և կենտ համարներում չի պարունակում 1 նիշը պարբերության 

մեջ, ստանում ենք փոխմիարժեք համապատասխանություն 0,0R  և 

)1,0[0 P  բազմությունների միջև: Եթե  

}10),0,{()1(
0,0  xxR , 

ապա 0,0
)1(
0,0 RR  , և 

(1)
0,0[0,1) ~ R : Այժմ լեմմի ապացույցը հետևում է 

Կանտոր-Բրոնշտեյնի թեորեմից: � 
 

Թեորեմ 2.2.6-ի ապացույցը: Դիցուք՝ 
I

EE





 , և I  բազմությու-

նը ունի c  հզորություն: 
2R  հարթությունը ներկայացնենք հետևյալ 

տեսքով՝ 
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1

2
x

x R

R I


  , 

որտեղ 1R -ը թվային առանցքն է, xI -ը x  աբսցիսը ունեցող yառանց-

քին զուգահեռ ուղիղն է: Քանի որ 1~I R , գոյություն ունի փոխմիարժեք 

  արտապատկերում այդ բազմությունների միջև: Ցանկացած I -ի 

համար ( )~E I   , և հետևաբար 2~E R : 

Ստանում ենք թեորեմի ապացույցը: � 

 

Թեորեմ 2.2.7: Հաշվելի բազմության ենթաբազմությունների բազ-

մությունը ունի c  հզորություն: 

Ապացույց: Կարող ենք դիտարկեել բնական թվերի N  բազմությու-

նը և նշանակենք 1N , 2N  այդ բազմության համապատասխանաբար 

վերջավոր և անվերջ ենթաբազմությունների բազմությունները: Ցույց 

տանք, որ 2N c : Իրոք, ցանկացած անվերջ ենթաբազմություն ունի 

հետևյալ տեսքը, 1 2( ... ,...)nk k k   , որտեղ 1 2, ,..., ,...nk k k  թվերը 

բնական թվեր են: Յուրաքանչյուր այդպիսի ենթաբազմությանը 

համապատասխանեցնենք  0,1  կիսաբաց միջակայքից 

1 20, ... ...nx    թիվը, որը ներկայացված է անվերջ երկուական հա-

մակարգում, այնպես, որ nk  համարներով թվերը հավասար են 0-ի, իսկ 

մնացած բոլոր նիշերը՝ 1-ի: Պարզ է, որ ստանում ենք փոխմիարժեք 

համապատասխանություն 2N -ի և  0,1  բազմության միջև: Թեորեմի 

ապացույցի համար մնում է ցույց տալ, որ 1N  բազմությունը հաշվելի է: 

Դիցուք՝ 1 2( ... )nk k k   -ը կամայական վերջավոր ենթաբազմու-

թյուն է: Այդ ենթաբազմությանը համապատասխանեցնենք 

1 20, ... ...nx    

թիվը, այնպես, որ 1 2, ,..., nk k k  համարներին համապատասխանող 

թվանշանները լինեն 1, իսկ մնացած համարներում լինեն 0-ներ: Ստա-

նում ենք փոխմիարժեք համապատասխանություն 1N  բազմության և  
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2 , 1,2,..., 2 1, 1,2,...
2

k
k

m
T m k

     
 

 

թվերի միջև: Քանի որ 2T  բազմությունը հաշվելի է, ուրեմն հաշվելի է 

նաև 1N  բազմությունը: Թեորեմն ապացուցվեց: � 

 

 

§2.3. Բաց բազմություններ 

 

Այսուհետև մենք հիմնականում դիտարկելու ենք բազմություններ 

թվային ուղղի վրա` 1R -ից:  

Սահմանում 2.3.1: Դիցուք՝ 1E R : 0x կետը կոչվում է E  բազմու-

թյան ներքին կետ, եթե՝  

ա) Ex 0 : բ) գոյություն ունի 0 , այնպես, որ 

 0 0, ,x x E     այսինքն՝ 0x -ն պատկանում է E  բազմությանը 

իր որևէ շրջակայքի հետ միասին: 

 

Օրինակ: (0,1)  միջակայքի ցանկացած կետ ներքին կետ է:  1,0  

հատվածի ցանկացած կետ, բացառությամբ 0  և 1 կետերը, ներքին կետ 

է:  1,0  հատվածի իռացիոնալ և ռացիոնալ թվերի բազմությունները` 

0I  և 0Q , ներքին կետ չունեն: 

Սահմանում 2.3.2: E  բազմությունը կոչվում է բաց, եթե նրա 

ցանկացած կետ ներքին կետ է: 

Օրինակ: (0,1) , ( , ), (0, ), ( , )a b     բազմությունները բաց են: 

 1,0  բազմությունը բաց չէ: 

Թեորեմ 2.3.1: Բաց բազմությունների գումարը և արտադրյալը բաց 

բազմություն են: 

Ապացույց: Դիցուք՝ 1G -ը և 2G -ը բաց բազմություններ են, և 

0 1 2x G G  : Պետք է ապացուցել, որ 0x -ն 1 2G G  բազմության ներ-

քին կետ է: Ըստ բազմությունների գումարի սահմանման՝ 0x -ն պատ-

կանում է 1G  և 2G  բազմություններից գոնէ մեկին: Դիցուք՝ 0 1x G : 
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Գոյություն ունի 0  , այնպես, որ  0 0 1,x x G    , և ուրեմն 

 0 0 1 2,x x G G     : Այժմ դիտարկենք 1 2G G  բազմությունը: 

Եթե 0 1 2x G G  , ապա 0 1x G , և 20 Gx  : Գոյություն ունի 1 0  , 

2 0  , այնպես, որ  0 1 0 1 1,x x G    ,  0 2 0 2 2,x x G    : 

Այժմ վերցնելով  21 ,min   ՝ կստանանք   100 , Gxx    և 

  200 , Gxx   , և ուրեմն  0 0 1 2,x x G G     : Նման ձևով` 

1. ցանկացած վերջավոր թվով բաց բազմությունների գումարը և 

արտադրյալը բաց բազմություն են (ապացույցը ըստ ինդուկցիայի), 

2. ցանկացած բազմությամբ բաց բազմությունների գումարը բաց է: 

 

Անվերջ բազմությամբ բաց բազմությունների արտադրյալը կարող 

է բաց չլինել: 

Օրինակ: Եթե  









kk
Gk

1,1
, ,2,1k  , 

ապա  

 
1

0 ,k
k

G




  

և }0{  բազմությունը բաց չէ: 

Սահմանում 2.3.3:  ,a b  բաց միջակայքը կոչվում է G  բաց բազ-

մության բաղադրիչ, եթե  ,a b G , և ,a G b B  : 

Բաց բազմությունների հատկություններից հետևում է, որ ցան-

կացած բազմությամբ բաց միջակայքերի գումարը բաց բազմություն է: 

Հակառակ պնդումը նույնպես տեղի ունի:  

Թեորեմ 2.3.2: Ցանկացած G  բաց բազմություն կարելի է ներկա-

յացնել զույգ առ զույգ իրար հետ չհատվող վերջավոր կամ հաշվելի 

թվով բաց միջակայքերի գումարի տեսքով: 

 
1

,k k
k

G a b


 , 

 որտեղ      mmkk baba ,, , mk  : 
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Ապացույց: Վերցնենք Gx : xI -ով նշանակենք այն միջակայքը, 

որն ունի հետևյալ հատկությունները՝ 

1. ,xx I  

2. ,xI G  

3. xI -ը պարունակում է բոլոր այն ( , )a b  միջակայքերը, որոնք ըն-

կած են G -ի մեջ և պարունակում են x  կետը:  

Պարզ է, որ ցանկացած Gx -ի համար xI -ը G  բաց բազմության 

բաղադրիչ է: Նկատենք նաև, որ xI  բազմությունները կամ համընկնում 

են կամ չեն հատվում: Այժմ դիտարկենք I  բազմությունը, որի տարրերն 

են G  բազմության բոլոր իրար հետ չհատվող xI բաղադրիչները: Հեշտ 

է համոզվել, որ I  բազմությունը վերջավոր է կամ հաշվելի: Իրոք, վերց-

նելով յուրաքանչյուր միջակայքից մեկ ռացիոնալ թիվ՝ ստանում ենք 

փոխմիարժեք համապատասխանություն ռացիոնալ թվերի ենթաբազ-

մության և I  բազմության միջև: Քանի որ ռացիոնալ թվերի բազմու-

թյունը հաշվելի է, ապա նրա ենթաբազմությունը վերջավոր է կամ հաշ-

վելի: Թեորեմի ապացուցման համար մնում է նկատել, որ  

x

x
I I

G I


  : � 

 

 

§2.4. Փակ բազմություններ 

 

Դիցուք՝ 1RE  -ը որևէ բազմություն է: 

Սահմանում 2.4.1: 0x  կետը E  բազմության համար կոչվում է կու-

տակման կամ սահմանային կետ, եթե նրա ցանկացած շրջակայքում 

գոյություն ունի որևէ կետ E  բազմությունից, որը տարբեր է 0x -ից: 

Օրինակ:  1,0E  բազմության ցանկացած կետ կուտակման կետ 

է: Այդ բազմության համար կուտակման կետեր են նաև իրեն չպատ-

կանող 0  և 1 կետերը:  1,0E  բազմության համար կուտակման կե-

տեր են միայն E  բազմության կետերը: 

Այսպիսով՝ E  բազմության կուտակման կետերը կարող են պատ-

կանել և կարող են չպատկանել իրեն: 
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Օրինակ: Ռացիոնալ թվերի բազմության դեպքում ցանկացած 

ռացիոնալ և իռացիոնալ թիվ հանդիսանում է կուտակման կետ: 

Սահմանում 2.4.2: E  բազմությունը կոչվում է փակ, եթե նրա 

ցանկացած կուտակման կետ պատկանում է իրեն:  

Օրինակ:  1,0E  բազմությունը փակ է: ),( E  բազմու-

թյունը և՛ բաց է, և՛ փակ: 

Թեորեմ 2.4.1: 0x  կետը E  բազմության կուտակման կետ լինելու 

համար անհրաժեշտ է և բավարար, որպեսզի E -ն պարունակի իրարից 

տարբեր կետերի 1 2, ,..., ,...nx x x
 
հաջորդականություն, այնպես, որ 

տեղի ունենա  

0lim n
n
x x


 : 

Ապացույց: Պայմանի բավարար լինելը ակնհայտ է և անմիջապես 

հետևում է սահմանի սահմանումից: Դիցուք՝ 0x  կետը E  բազմության 

կուտակման կետ է: Ցանկացած բնական n  թվի համար գոյություն ունի 

nx E , այնպես, որ 

0
1 1,n ox x x
n n

    
 

 

Պարզ է, որ ստացված հաջորդականությունը ձգտում է 0x -ին: 

Պարզ է նաև, որ այդ հաջորդականությունր պարունակում է անվերջ 

թվով իրարից տարբեր տարրեր: Կազմելով նոր հաջորդականություն՝ 

այդ տարրերից կստանանք 0x -ին ձգտող և թեորեմի պայմաններին 

բավարարող հաջորդականություն: Թեորեմը ապացուցվեց: � 

Սահմանում 2.4.3: Դիցուք՝ 1E -ը և 2E -ը երկու կետային բազմու-

թյուններ են: Եթե 21 EE  , ապա 12 EE   բազմությունը կոչվում է 1E  

բազմության լրացում մինչև 2E  բազմությունը և նշանակվում է 

)( 12
ECE : 

Մասնավորաբար եթե 2E -ը ամբողջ իրական առանցքն է, ապա E  

բազմության լրացումը մինչև ամբողջ իրական առանցքը ընդունված է 

նշանակել )(EC : Հետագայում մենք այդ նշանակումը կօգտագործենք 

նաև այն դեպքում, երբ 2E -ը 1E  բազմությունը պարունակող կամայա-

կան բաց միջակայք է: Մենք հաճախ օգտվելու ենք հետևյալ առնչու-
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թյուններից, որոնց ապացույցը տրամադրվում է ընթերցողին որպես 

վարժություն: 

Թեորեմ 2.4.2: Դիցուք՝ 1E -ը և 2E -ը կամայակական բազմու-

թյուններ են  BA,  միջակայքում: Այդ դեպքում  

)()()( 2121 ECECEEC  , )()()( 2121 ECECEEC  : 

Թեորեմի պնդումը ճիշտ է ցանկացած վերջավոր և անվերջ բազ-

մությունների համար, որը կարելի է ձևակերպել հետևյալ կերպ. դիցուք՝ 

ունենք E  
բազմությունները, որտեղ I , I -ն ինդեքսների բազմու-

թյունն է՝ վերջավոր կամ անվերջ, այդ դեպքում 













II

ECEC





 )( ,  











II

ECEC





 : 

Ապացույցը նույնպես առաջադրվում է ընթերցողին որպես վար-

ժություն: 

 

Թեորեմ 2.4.3: Դիցուք՝ E -ն որևէ բազմություն է , իսկ ),(2 BAE  -ն՝ 

կամայական միջակայք, այնպես, որ ),( BAE  : Որպեսզի E  բազ-

մությունը լինի փակ, անհրաժեշտ է և բավարար, որ նրա լրացումը` 

)(EC , մինչև ),(2 BAE   բազմությունը լինի բաց:  

Ապացույց: Դիցուք՝ E -ն փակ բազմություն է, և )(0 ECx   կամա-

յական կետ է: Գոյություն ունի o , այնպես, որ 

)(),( 00 ECxx   : Հակառակ դեպքում 0x  
կետը կլինի կու-

տակման կետ E  բազմության համար և կպատկանի իրեն: Այսպիսով՝ 

0x -ն ներքին կետ է )(EC  բազմության համար: Այժմ ենթադրենք՝ 

)(EC  բազմությունը բաց է, և 1x -ը E  բազմության կամայական կու-

տակման կետ է: Այդ դեպքում 1x  կետի ցանկացած շրջակայքում կա 

իրենից տարբեր կետ E  բազմությունից, և հետևաբար 1x -ը )(EC  բազ-

մության ներքին կետ չէ: Հետևաբար )(1 ECx   և Ex 1 : Թեորեմը 

ապացուցվեց: � 
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Հետևանք: Ցանկացած E  վերջավոր բազմություն փակ է: Իրոք, E  

բազմության լրացումն իրեն պարունակող ցանկացած բաց միջակայքի 

նկատմամբ բաց բազմություն է և վերջավոր թվով միջակայքերի գումար է:  

Նախորդ թեորեմից հետևում է հետևյալ թեորեմը: 

Թեորեմ 2.4.4: 21 , FF  փակ բազմությունների գումարը և արտադ-

րյալը նույնպես փակ բազմություն են: 

Ապացույց: Օգտվելով թեորեմ 2-ից՝ ստանում ենք 

)()()( 2121 FCFCFFC  : Քանի որ )( 1FC , )( 2FC բազմություն-

ները բաց են, բաց է նաև )( 21 FFC   բազմությունը: Ըստ թեորեմ 3-ի՝ 

21 FF   բազմությունը փակ է: Նույն դատողություններով ապացուց-

վում է, որ 21 FF   բազմությունը փակ է: � 

Ըստ ինդուկցիայի՝ ցանկացած վերջավոր թվով փակ բազմու-

թյունների գումարը և արտադրյալը փակ են: 

 

Թեորեմ 2.4.5: Ցանկացած բազմության փակ բազմությունների 

հատումը փակ է, իսկ գումարը կարող է փակ չլինել: 

Ապացույց: Ենթադրենք՝ E  բազմությունները փակ են ցանկացած 

I  դեպքում: Քանի որ  

( ),
II

C E C E 
 

 
 

 
  

և վերջին հավասարության աջ կողմի բազմությունը բաց է, բաց է նաև 

աջ կողմի բազմությունը: Հետևաբար նրա լրացումը, որը հավասար է 


I

E


 , 

փակ բազմություն է: Փակ բազմությունների գումարը կարող է փակ 

չլինել:  

Օրինակ՝ 





)1,0(

}{)1,0(
x

x , 

որտեղ յուրաքանչյուր }{x  բազմություն փակ է, և նրանց գումարը հա-

վասար է )1,0( -ի,  որը փակ չէ: 
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§2.5. Մետրիկական առնչություններ փակ բազմությունների միջև 

 

Դիցուք՝ x -ը և y -ը իրական առանցքի երկու կետեր են: yx   մե-

ծությունը կոչվում է x  և y  կետերի հեռավորություն և նշանակվում է 

),( yx : Ակնհայտ է, որ 0),(),(  xyyx   և 0),( yx  այն և 

միայն այն դեպքում, երբ yx  : 

Սահմանում 2.5.1: 0x  կետի և ոչ դատարկ E  բազմության հեռա-

վորություն կոչվում է հետևյալ մեծությունը՝ 

  xxEx
Ex


 00 inf, : 

Համանման ձևով սահմանվում է երկու ոչ դատարկ 1E  և 2E  բազ-

մությունների հեռավորությունը՝  

  yxEE
EyEx


 2,21 inf, : 

Պարզ է, որ եթե 1E  և 2E  բազմությունները ունեն ընդհանուր կետ 

կամ հատվում են, ապա նրանց հեռավորությունը հավասար է զրոյի՝ 

  0, 21 EE : 

Թեորեմ 2.5.1: Դիցուք՝ 1E -ը և 2E -ը փակ բազմություններ են, և 

նրանցից մեկը սահմանափակ է: Այդ դեպքում   0, 21 EE  այն և 

միայն այն դեպքում, երբ այդ բազմությունները հատվում են, այսինքն՝ 

գոյություն ունի 0x  կետ, այնպես, որ 2010 , ExEx  : 

Ապացույց: Դիցուք՝   0, 21 EE : Ըստ ճշգրիտ ստորին եզրի 

սահմանման՝ ցանկացած բնական n  թվի համար գոյություն ունեն 

21, EyEx nn   կետեր, այնպես, որ 

n
yx nn

1
  : 

Որոշակիության համար ենթադրենք՝ 1E  բազմությունը սահմա-

նափակ է: Այդ դեպքում ,...2,1, nxn  
հաջորդականությունից կարելի 

է ընտրել զուգամետ ,...2,1, kx
kn

 ենթահաջորդականություն, որի 

սահմանը նշանակենք 0x : Ստանում ենք  
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knk
xx


 lim0 , 

հետևաբար 

0 lim :
knk

x y


  

Քանի որ 1E  և 2E  բազմությունները փակ են, ապա 

2010 , ExEx  : Այսպիսով՝ 1E  և 2E  բազմությունները հատվում են: 

Հետևանք: Դիցուք՝ E -ն փակ բազմություն է: Այդ դեպքում, եթե 

  0,0 Ex , ապա Ex 0 : E  բազմության փակ լինելը էական է: Օրի-

նակ: Եթե  1,0E , և 10 x , ապա   0,1 E , և E1 : 

 

Դիտողություն: Եթե 1E  և 2E  փակ բազմությունները անսահմա-

նափակ են, ապա հնարավոր է, որ նրանց հեռավորությունը լինի զրո, և 

նրանք չհատվեն: Օրինակ՝  

}..,...,3,2{1 nE  , 






  ...,1.,..,

3
13,

2
122 n

nE : 

Այս բազմությունները փակ են, սահմանափակ չեն, չեն հատվում, և 

0),( 21 EE : 

Ենթադրենք՝ 1RE   որևէ կետային բազմություն է, իսկ  -ն բաց 

միջակայքերի որևէ համախումբ է: 

 

Սահմանում 2.5.2: Կասենք, որ )},{(   բաց միջակայքերի 

համախումբը E բազմության ծածկույթ է, եթե ցանկացած Ex  կետի 

համար գոյություն ունի    , , այնպես, որ   ,x : 

Օրինակ:  1,0E  բազմության համար ծածկույթ է ցանկացած 

 ba,  միջակայք, որտեղ 1,0  ba : Ծածկույթ է նաև  },{   

համախումբը, որտեղ    կամայական ռացիոնալ թվեր են  2,1  

միջակայքից: 

  համախումբը կարող է կազմված լինել վերջավոր կամ անվերջ 

բազմությամբ միջակայքերից: Փակ բազմությունների համար տեղի ունի 

հետևյալ պնդումը: 

Թեորեմ 2.5.2: Դիցուք՝ E-ն փակ սահմանափակ բազմություն է, իսկ 

 -ն E -ի որևէ ծածկույթ է, որը պարունակում է միջակայքերի անվերջ 
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համախումբ: Այդ դեպքում  -ից կարելի է անջատել վերջավոր 
*  

համախումբ, որը E-ի համար նույնպես ծածկույթ է: 
Ապացույց: Ապացույցը կատարենք հակասող ենթադրության մե-

թոդով: Դիցուք՝   ծածկույթից հնարավոր չէ ընտրել վերջավոր ծած-

կույթ: Այստեղից մասնավորաբար հետևում է, որ E-ն անվերջ բազմու-

թյուն է: Դիցուք՝  BAE , : Դիտարկենք 



 

2
, BA
A  և 



 

B
BA ,

2
 հատ-

վածներն ու 



 

2
, BA
AE  և 



 

B
BA

E ,
2

 փակ բազմությունները: Այս 

երկու բազմությունները ծածկված են նույն   ծածկույթով, և կարող ենք 
պնդել, որ նրանցից գոնե մեկի համար չենք կարող ընտրել վերջավոր 

ծածկույթ: Այդ բազմությունը նշանակենք 1E .  111 , BAEE  : Վար-

վելով նույն կերպ՝ կստանանք`  222 ,BAEE  , որի համար չենք կարող 

ընտրել վերջավոր ծածկույթ և այլն: 21,EE  բազմությունները ունեն 

հետևյալ հատկությունները. 
1. անվերջ են, 
2.  21 EE  , 

3. գոյություն ունի 0x , այնպես, որ iEx 0 , ,2,1i : 

Իրոք, դիտարկենք  kk BA ,  հատվածների հաջորդականություն-

ները՝ ,2,1k : Այս հատվածները բավարարում են ներդրված հատ-

վածների մասին լեմմի պայմաններին: Հետևաբար գոյություն ունի 

],[0 BAx  , այնպես, որ  kk BAx ,0  , ,2,1k : }{ kA  և }{ kB  հա-

ջորդականությունները զուգամիտում են 0x -ին և kx -ին, 1, 2,k  
կետերի հաջորդականությունը E-ից կարող ենք ընտրել այնպես, որ 

kkk BxA  , և այդ հաջորդականությունը նույնպես զուգամիտում է 

0x -ին: Քանի որ E-ն փակ բազմություն է, Ex 0 , և գոյություն ունի 

   , , այնպես, որ  ,0 x : Այժմ, եթե n -ը բավականաչափ 

մեծ է, ապա  ,],[ nn BA , և ավելին`  ,],[ nn BAE , այ-

սինքն՝ ],[ nn BAE  բազմությունը ծածկվում է   համակարգի մեկ մի-

ջակայքով, որը հակասում է ],[ nn BA  բազմությունների սահմանմանը: � 
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§2.6. Բաց բազմության չափ 

 

Դիցուք՝ G -ն որևէ բաց բազմություն է: Այն ներկայացնենք վերջա-

վոր կամ հաշվելի բազմությամբ իրար հետ չհատվող բաղադրիչ միջա-

կայքերի գումարի տեսքով՝ 

 
1

,



k

kk baG : 

Ենթադրենք՝ G -ն սահմանափակ է, և ),( BAG  : 

Սահմանում 2.6.1: G  բաց բազմության չափը նշանակվում է 

 Gm  և սահմանվում հետևյալ կերպ՝ 

   



1k

kk abGm  :      (2.6.1) 

Եթե  kk ba ,  բաղադրիչ միջակայքերի քանակը վերջավոր է, ապա 

այս գումարը վերջավոր է: Ցույց տանք, որ եթե բաղադրիչների քանակը 

հաշվելի է, ապա այդ գումարը նույնպես վերջավոր է, այսինքն՝ (2.6.1) 

շարքը զուգամետ է: Իրոք, նշանակենք  

   BAbaG
n

k
kkn ,,

1



 : 

 Պարզ է, որ  

    ABabGm
n

k
kkn  

1
: 

Վերջին անհավասարությունից հետևում է, որ (1) շարքի մասնակի 

գումարները հավասարաչափ սահմանափակ են, հետևաբար այդ 

շարքը զուգամետ է: 

Թեորեմ 2.6.1: Եթե 1G -ը և 2G -ը բաց բազմություններ են, և 

21 GG  , ապա  

     1 2 1 2 :m G G m G m G     (2.6.2) 

Ապացույց: Ըստ բաց բազմությունների հատկության՝ 21 GG  -ը 

բաց բազմություն է, և ուրեմն 


1

21



k

kGG , 

որտեղ k -երը իրար հետ չհատվող բաց միջակայքեր են (բաղադրիչ-

ներ են): 
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Քանի որ 21 GG  , ապա k -ն բաղադրիչ է 1G -ի կամ 2G -ի 

համար (չի կարող լինել բաղադրիչ 1G  և 2G  բազմությունների համար 

միաժամանակ): Ըստ բաց բազմության չափի սահմանման՝ 
 

   





1

21
k

kmGGm  : 

Աջ մասի գումարը, որպես դրական անդամներով զուգամետ շարք, 

կարող ենք ներկայացնել հետևյալ կերպ՝ 

      



kk

k
k mmm )2()1(

1
, 

որտեղ  )1(
գումարը տարածված է ըստ 1G -ի, իսկ  )2(

-ը՝ ըստ 2G -ի 

բաղադրիչների, և  

   kmGm )1(
1)( ,    kmGm )2(

2 )( , 

որտեղից հետևում է (2.6.2) հավասարությունը: (2.6.2)-ը կոչվում է չափի 

ադիտիվության հատկություն: � 

 

Թեորեմ 2.6.2: Դիցուք՝ ունենք ...,,, 21 nGGG   հաշվելի զույգ առ 

զույգ իրար հետ չհատվող բազմություններ, ընդ որում՝  BAGn , : Այդ 

դեպքում 

          32121 GmGmGmGGGm n  : (2.6.3) 

Ապացույց:   nGGG 21  բազմությունը բաց է և կարելի 

է ներկայացնել հետևյալ կերպ՝ 







1

21
k

knGGG , 

որտեղ k  բազմությունները իրար հետ չհատվող միջակայքեր են:  

Քանի որ ...,,, 21 nGGG   բազմությունները զույգ առ զույգ չեն 

հատվում, k  միջակայքերը կլինեն բաղադրիչ այդ բազմություններից 

միայն մեկի համար: Ըստ բաց բազմության չափի սահմանման և դրա-

կան անդամներով զուգամետ շարքերի տեղափոխելիության հատկու-

թյան՝ ստանում ենք՝ 
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         1 2
1 2

1
,n k k k

k

m G G G m m m




              

 

 

որտեղ  )(n
 գումարը տարածված է միայն nG  բազմության բաղա-

դրիչներով: Սակայն 

     
n

kn mGm , 

և ըստ նախորդ հավասարության ստանում ենք (2.6.3)-ը: (2.6.3)-ը կոչ-

վում է չափի հաշվելի կամ լրիվ ադիտիվության բանաձև: � 

Թեորեմ 2.6.3: Եթե 21 GG  , ապա    21 GmGm  : 

Ապացույց: Քանի որ 21 GG  , 1G -ի ցանկացած բաղադրիչ 2G  

բազմության որևէ բաղադրիչի ենթաբազմություն է: Դիցուք՝ 





1

2 ),(
k

kk baG : 

Նշանակենք 
)(

1
nG 1G  բազմության բոլոր այն բաղադրիչների գու-

մարը, որոնք ),( kk ba  միջակայքի ենթաբազմություն են: Պարզ է, որ  

  nn
n abGm )(

1 : 

Քանի որ  

2
1

( ) ,k k
k

m G b a


   

և  
( )

1 1
1

,n

k

G G


  

թեորեմը հետևում է թեորեմ 2.6.2-ից` 

        2
11

11 GmabGmGm
k

kk
k

k  








: � 

Թեորեմ 2.6.4: Եթե 1G -ը և 2G -ը բաց բազմություններ են, ապա 

     1 2 1 2 :m G G m G m G           (2.6.4) 

Ապացույց: Դիտարկենք այն դեպքը, երբ 21 GG  -ը միջակայք է, 

այսինքն՝ ),(21 BAGG  : Դիցուք՝ o  կամայական թիվ է, և 
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),(],[ 00 BABA   ընտրված է այնպես, որ  ABAB 00 : 1G  և 

2G  բազմությունների բաղադրիչների համախումբը ],[ 00 BA  փակ 

բազմության ծածկույթ է: Այդ համախմբից կարող ենք ընտրել ],[ 00 BA  

փակ բազմության վերջավոր 0  ծածկույթ: Նշանակենք 
0
1G -ով և 

0
2G -

ով համապատասխանաբար 1G  և 2G  բազմությունների բաղադրիչ-

ների գումարը, որոնք պատկանում են 0  ծածկույթին: Քանի որ այդ 

բաղադրիչները վերջավոր են, ապա 

)()( 0
2

0
100 GmGmAB  : 

Այսպիսով՝ 

  )()()()( 21
0
2

0
1 GmGmGmGmAB , 

որտեղ 0  կամայական է, հետևաբար 

1 2( ) ( ),B A m G m G        (2.6.5) 

և թեորեմն ապացուցված է այն դեպքում, երբ ),(21 BAGG   միջա-

կայք է: Այժմ, դիցուք,  







1

21 ),(
k

kk BAGG : 

Համապատասխանաբար նշանակենք 
nG1 -ով և 

nG2 -ով 1G  և 2G  

բազմությունների այն բաղադրիչների գումարը, որոնք ),( kk BA  միջա-

կայքի ենթաբազմություն են: Ըստ (2.6.5)-ի՝ 

,....2,1),()( 21  kGmGmAB kk
kk : 

Քանի որ  

   1 2
1

,k k
k

m G G B A




    

 

   





1

11
k

kGmGm ,    2 2
1

,k

k

m G m G




  

ստանում ենք թեորեմի ապացույցը: � 
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Թեորեմ 2.6.5: Եթե 1G -ը և 2G -ը բաց բազմություններ են, ապա 

   1 2 1 1 1 2( ) ( ) :m G G m G m G m G G       (2.6.6) 

Ապացույց: Դիցուք՝ 1G -ը և 2G -ը բաց բազմություններ են և 

բաղկացած են վերջավոր թվով բաղադրիչներից՝ 

    
1

1

11
1 ,

N

k
kk baG



 ,     
2

1

22
2 ,

N

k
kk baG



 : 

Նկատենք հետևյալը: Եթե G -ն բաց բազմություն է, և նրանից 

հեռացնում ենք վերջավոր թվով կետեր, ապա կստացվի բաց բազմու-

թյուն: Նշանակենք 
    2

22
11 ,,2,1,,\~

NkbaGG kk   , 
    1

11
22 ,,2,1,,\~

NkbaGG kk  : 

Նկատենք նաև, որ 21
~~
GG   բաց բազմությունը կազմված է բաղա-

դրիչներից, որոնք միաժամանակ բաղադրիչ են 1
~
G -ի և 2

~
G -ի համար: 

Ստանում ենք  2111
~~~
GGGG  ,  2122

~~~
GGGG  , որտեղ 

 211
'
1

~~\~
GGGG  -ը,  212

''
1

~~\~
GGGG  -ը նույնպես բաց բազմություն-

ներ են: Քանի որ 

 1 1
1 2 1 2 1 2 ,G G G G G G         

և աջ կողմում գումարելիները չեն հատվում, ապա 

       212121
~~~~
GGmGmGmGGm   : 

Քանի որ 2121
~~

GGGG  ,    11
~

GmGm  ,    22
~

GmGm  , և  

   2121
~~

GGmGGm  , 

     2111
~~~
GGmGmGm  ,      2122

~~~
GGmGmGm  ,  

ստանում ենք (2.6.6) բանաձևը, երբ 1G  և 2G  բաց բազմությունները 

բաղկացած են վերջավոր թվով բաղադրիչներից: Այժմ ենթադրենք՝ 

 





1

1 ,
k

kk baG ,  





1

2 ,
k

kk dcG : 

Ըստ բաց բազմության չափի սահմանման` 

   





1

1
k

kk abGm ,    





1

2
k

kk cdGm : 
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Դիցուք՝ 0 : Գոյություն ունի 1N >0, այնպես, որ  

  


 11Nk
kk ab ,  

2 1

,k k
k N

d c 


 

   

և եթե նշանակենք 

 
1

1
1 ,~ N

k

kk baG


 ,  
2

2
1

, ,
N

k k
k

G c d


   

կստանանք՝ 

       212121
~~~~~~
GGmGmGmGG   :                 (2.6.7) 

Քանի որ 

     1 1 1 ,m G m G m G    

և 

     222
~

GmGmGm   , 

       111
~~
GmGmGm , 

հետևաբար՝ 

     2 2 2 ,m G m G m G      

21212121
~~~~

GGGGGGGG   , 

որտեղ 111
~\GGG  , 222

~\GGG  : Ըստ (2.6.7)-ի, թեորեմ 2.6.2-ի և 

թեորեմ 2.6.4-ի՝  

            2~~~~~~
2121212121  GGmGmGmGGmGGmGGm  : 

Նման ձևով  

21212121
~~~~

GGGGGGGG   , 

     1 2 1 2 1 2 2 ,m G G m G G m G G          

և 

         212121 GGmGGmGmGm   

       2~~~~
2121  GGmGmGm  : 

 

Մյուս կողմից`  

         212121 GGmGGmGmGm   
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       1 2 1 2 1 22 2 4 :m G m G m G G m G G              
 

Այսպիսով`  

        4212121  GGmGGmGmGm   

կամայական 0  թվի համար: Վերջին անհավասարությունից ստա-
նում ենք (2.6.6) հավասարությունը՝ 

       212121 GGmGmGmGGm   : 
 

 

§2.7. Փակ բազմության չափ 
 

Դիտարկելու ենք փակ բազմություններ, որոնք ընկած են որևէ 
 BA,  միջակայքում: Դիցուք՝ F -ը որևէ փակ բազմություն է այդ միջա-

կայքից`  BAF , :   FBAFC \,)(   բաց բազմությունը F  բազմու-

թյան լրացումն է մինչև  BA,  միջակայքը: 

Սահմանում 2.7.1: Եթե  BAF ,  կամայական փակ բազմու-

թյուն է, ապա 

   )(FCmABFm  :           (2.7.1) 

Նկատենք, որ եթե F -ը կամայական փակ բազմություն է, և 

 BAF , , ապա   0Fm : 

Օրինակ 1: Եթե },...,,{ 21 NaaaF  -ը վերջավոր բազմություն է, 

ապա 0)( Fm : Իրոք,   ),(...),(,)( 211 BaaaaAFC N , և 

ըստ (2.7.1)-ի՝ 

  1 2 1( ) ( ) ... ( ) 0 :Nm F B A a A a a B a           

Օրինակ 2: Եթե  baF , , ապա   abFm  : 

 Իրոք,   ),(,)( BbaAFC  , և 

bBAaFCm ))(( : 

Ըստ (2.7.1)-ի՝ 

   ( ) ( ) ( ) :m F B A m C F B A a A B b b a            

Թեորեմ 2.7.1: Եթե 21 FF  , ապա      2121 FmFmFFm  :  
 

Ապացույց: Քանի որ 21 FF  , ապա  BAFCFC ,)()( 21    
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և 

       :)()()()()()( 212121 FCFCmFCmFCmFCFCm    

Ըստ (2.7.1)-ի՝ 

     )( 2121 FFCmFmABFmABAB  : 

Քանի որ   )()( 2121 FFmFFCmAB   , ստանում ենք 

թեորեմի ապացույցը: � 

 

Հետևանք: Եթե nFFF ,,, 21   փակ բազմությունները զույգ առ զույգ 

չեն հատվում, ապա 

     1 2 1n nm F F F m F m F     : 

Թեորեմ 2.7.2: Եթե ),(21 BAFF  , ապա    21 FmFm  : 

Ապացույց: Քանի որ )()( 21 FCFC  , և    )()( 21 FCmFCm  , 

ուստի    )()( 21 FCmABFCmAB  , որտեղից օգտվելով՝ 

(2.7.1)-ից ստանում ենք՝    21 FmFm  : � 

Թեորեմ 2.7.3: Եթե ),( BAGF  , F -ը փակ է, G -ն՝ բաց, ապա 

   GmFm  : 

Ապացույց: Թեորեմի պայմանից հետևում է, որ 

),()( BAGFC  : Ըստ բաց բազմությունների գումարի չափի բանա-

ձևի՝ ստանում ենք՝ 

))(()())(( GFCmGmFCmAB  : 

Քանի որ )())(( FmFCmAB  , և 0))(( GFCm , 

ստանում ենք թեորեմի ապացույցը: � 

 

Թեորեմ 2.7.4: Եթե 1F -ը և 2F -ը փակ են, ապա  

       1 2 1 2 1 2m F F m F m F m F F    : 

Ապացույց: Քանի որ  

       )()()()()()( 212121 FCFCmFCmFCmFCFCm  ,  

ապա 

       1 2 1 2 1 2 ,B A m F F B A m F B A m F B A m F F           
 

որտեղից հետևում է թեորեմի ապացույցը: �
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§2.8. Չափելի բազմություններ: Սահմանումը և օրինակներ:  

Չափելի բազմությունների հիմնական հատկությունները 

 

Մենք սահմանեցինք չափ բաց և փակ բազմությունների համար: 

Օգտվելով այդ հասկացողություններից՝ կարելի է չափը տարածել այլ 

սահմանափակ բազմությունների վրա:  

Սահմանում 2.8.1:  BAE ,  բազմությունը կոչվում է չափելի, եթե 

ցանկացած 0  թվի համար գոյություն ունեն G  բաց և F  փակ 

բազմություններ, այնպես, որ տեղի ունեն հետևյալ պայմանները` 

ա) GEF  , 

բ)      FmGm : 

Եթե E  բազմությունը չափելի է, ապա նրա չափը սահմանվում է 

հետևյալ կերպ՝ 

     inf sup :
G E F E

m E m G m F
 

         (2.8.1) 

Սահմանումից հետևում է, որ եթե E -ն չափելի բազմություն է, 

ապա նրա լրացումը ցանկացած ),( BA  միջակայքի նկատմամբ նույն-

պես չափելի բազմություն է: Իրոք, դիցուք՝ 0  և GF ,  փակ և բաց 

բազմությունները ընտրված են այնպես, որ GEF  , 

     FmGm : Այդ դեպքում )()()( FCECGC  , և 

)())((),())(( FMABFCmGmABGCm  : Ստանում 

ենք՝  )()())(())(( FMGmGCmFCm : Ուրեմն )(EC -ն 

չափելի է: (2.8.1)-ից հետևում է նաև, որ 

:)())(( EmABECm     (2.8.2) 

Օրինակ 1: Եթե E -ն բաց բազմություն է`  ),( kk baE , ապա 

այն չափելի է, և    
1

k k
k

m E b a


  : 

Ապացույց: Ենթադրենք՝ E -ն կազմված է իրար հետ չհատվող 

վերջավոր թվով միջակայքերից՝ 

1

( , ) :
N

k k
k

E a b
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Դիցուք՝ 0 -ն որևէ դրական թիվ է:  kk ba  ,  փակ միջակայքը 

վերցնենք այնպես, որ տեղի ունենա անհավասարությունը՝ 

N
abab kkkk 2


 : 

Վերցնելով 

1

[ ' , ' ],
N

k k
k

F a b G E


  ՝ 

ստանում ենք GEF  , և  

     
1 1

( ) :
N N

k k k k
k k

m G m F b a b a 
 

         

Այսպիսով՝ E -ն չափելի է, և 

 
1

( ) :
N

k k
k

m E b a


   

Եթե E -ն բաղկացած է հաշվելի թվով բաղադրիչներից, ապա E -ն 

պարունակող բաց բազմությունը վերցնենք հենց ինքը՝ EG  : Քանի որ  

   abGm
k

kk ,
1





  

ապա տրված 0  թվի համար N -ը վերցնենք այնպես, որ տեղի 

ունենա  

 
1 2k k

k N

b a


 

  : 

Դիտարկենք հետևյալ բազմությունը՝ 

 
1

,
N

N k k
k

G a b


 : 

Այն բաց է և բաղկացած է վերջավոր թվով բաղադրիչներից: Ըստ 

նախորդ դեպքի՝ NGF   փակ բազմությունը կարելի է վերցնել այն-

պես, որ տեղի ունենա 

   
1 2

N

k k
k

m F b a




   : 

Արդյունքում ստանում ենք GEF  , և 
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( ) ( ) ,m G m F    

հետևաբար E -ն չափելի բազմություն է: � 

 

Օրինակ 2: Եթե F -ը փակ բազմություն է, ապա այն չափելի է, քանի 

որ նրա լրացումը բաց բազմություն է: 

Օրինակ 3: Հաշվելի բազմությունը չափելի է, և չափը հավասար է 

զրոյի: 

Ապացույց: Ենթադրենք՝   nxxxE ,,, 21 : Յուրաքանչյուր nx  

ծածկենք մի միջակայքով, որի չափը փոքր լինի 
n2


-ից: Այդ միջակայքե-

րի գումարը նշանակենք G -ով: Ստանում ենք՝ 

 Gm
n

n
:

21







 

E -ի կամայական վերջավոր ենթաբազմություն դիտարկենք 

որպես F  փակ ենթաբազմություն, որի չափը հավասար է զրոյի: Կստա-

նանք GEF  ,      FmGm , որտեղից հետևում է, որ E -ն չափելի 

է, և   0Em : 

Օրինակ 4: Ցանկացած ),( ba  միջակայքի ռացիոնալ կետերի բազ-

մությունը չափելի է, և չափը հավասար է զրոյի: Իռացիոնալ կետերի 

բազմությունը նույնպես չափելի է, քանի որ այն հանդիսանում է ռա-

ցիոնալ կետերի բազմության լրացում, և չափը հավասար է ab  -ի: 

Օրինակ 5: Գոյություն ունի կոնտինում հզորության բազմություն, 

որի չափը հավասար է զրոյի: Այդ բազմության կառուցման համար 

]1,0[  հատվածից հեռացնենք 







3
2,

3
1

 միջակայքը, որը երկարության 
3
1

-ն 

է: Կստանանք երկու հատվածներ, որոնցից հեռացնում ենք 







9
2,

9
1

 և 









9
8,

9
7

 միջակայքերը՝ յուրաքանչյուրը 
9
1

 երկարությամբ: Հաջորդ քայ-

լում ստացված չորս հատվածներից նման ձևով հեռացնում ենք չորս 
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միջակայքեր՝ յուրաքանչյուրը 
27
1

 երկարության և այլն: Բոլոր հեռաց-

ված միջակայքերի գումարը նշանակենք 0G -ով: Պարզ է, որ 

...
27
4

9
2

3
1)( 0 Gm , 

և  

1)( 0 Gm : 

Նշանակենք 00 \]1,0[ GP  : 0P -ն փակ բազմություն է, և 

0)( 0 Pm : Ցույց տանք, որ 0P  բազմությունն ունի կոնտինում հզորու-

թյուն: Օգտվենք ]1,0[  բազմության կետերի երեքական անվերջ վեր-

լուծությունից: Յուրաքանչյուր ]1,0[x  կարելի է ներկայացնել հե-

տևյալ անվերջ երեքական կոտորակով՝ 

......,0 21 nx  , 

որտեղ )2,1,0(n , այսինքն՝ յուրաքանչյուր n  նիշը ընդունում է 

2,1,0  արժեքներից մեկը: Եթե 0Px , ապա նրա վերլուծության մեջ չի 

կարող մասնակցել 1 նիշը: Իրոք, 11   այն և միայն այն դեպքում, երբ 









3
2,

3
1

x : 

Քանի որ հենց առաջին քայլում հեռացվել է այդ միջակայքը, ուրեմն 

11  : 12   այն և միայն այն դեպքում, երբ 

1 2 7 8, , ,
9 9 9 9

x        
   

 

և քանի որ այդ միջակայքերը հեռացվել են, ուրեմն 12   և այլն: 

Այսպիսով` եթե 0Px , ապա նրա երեքական անվերջ վերլուծու-

թյան մեջ կարող են մասնակցել միայն 0  և 2  նիշերը: Այժմ կամայական 

0Px -ին՝ ......,0 21 nx  երեքական վերլուծությամբ, … 

համապատասխանեցնենք ......,0)( 21 nx    թիվը, որտեղ 

0n , եթե 0n , և 1n , եթե 2n : Պարզ է, որ  -ն փոխ-
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միարժեք արտապատկերում է 0P  բազմությունը ]1,0[  հատվածի վրա, 

հետևաբար cP 0 : 0P  և 0G  բազմությունները կոչվում են Կանտորի 

բազմություններ: 

 

Հատկություն 1: Եթե 1E -ը և 2E -ը չափելի են, ապա 21 EE   

բազմությունը նույնպես չափելի է: 

Ապացույց: Դիցուք՝ 0  որևէ դրական թիվ է: Գոյություն ունեն 

21 , FF  փակ և 21 , GG  բաց բազմություններ, այնպես, որ 222 GEF 

111 GEF  , և  

   FmGm
211


 ,    2 2 :
2

m G m F


   

Նշանակենք 22 FFF  , 22 GGG  : Պարզ է, որ GEEF  21  : 

Բավական է ցույց տալ, որ տեղի ունի հետևյալ անհավասարությունը՝ 

     FmGm :  

Իրոք, ըստ բաց և փակ բազմությունների գումարի չափի բանա-

ձևերի՝ ստանում ենք՝ 

       1 2 1 2m G m G m G m G G    , 

       1 2 1 2m F m F m F m F F    : 

Այնպես որ, 
 

             FmGmFmGmFmGm  2211  

    1 2 1 2 2 2
m GG m FF

       : � 

Հատկություն 2: Եթե 1E  և 2E  բազմությունները չափելի են, ապա 

չափելի են նաև 21 EE  , 21 \ EE , 21 EE   բազմությունները: Վերջավոր 

թվով չափելի բազմությունների գումարը և արտադրյալը նույնպես 

չափելի են: 

Ապացույց: Քանի որ )()()( 2121 ECECEEC  , և 1( ),C E  

2( )C E բազմությունները չափելի են, ապա ըստ 1 հատկության՝ չափելի 

է )( 21 EEC   բազմությունը, հետևաբար չափելի է 21 EE   բազմու-

թյումը: Նման ձևով ապացուցվում է, որ 21 \ EE  և 21 EE   բազմություն-
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ները չափելի են: Վերջավոր թվով չափելի բազմությունների գումարի և 

արտադրյալի չափելիությունը ապացուցվում է ըստ ինդուկցիայի: � 

 

Հատկություն 3: Եթե 1E  և 2E  բազմությունները չափելի են և չեն 

հատվում`  21 EE , ապա  

     1 2 1 2 ,m E E m E m E    

այսինքն՝ չափը ադիտիվ է:  

Ապացույց: Դիցուք՝ 0  որևէ դրական թիվ է: Գոյություն ունեն 

21 , FF  փակ և 21 , GG  բաց բազմություններ այնպես, որ 111 GEF  , 

222 GEF  , և 

   
211


 FmGm ,    
222


 FmGm , 

հետևաբար՝  

2
)()()()( 1111


 FmGmEmFm ,  

 
2

)()()()( 2222


 FmGmEmFm  : 

Քանի որ 212121 GGEEFF    և 21 , FF  բազմությունները 

չեն հատվում, ապա 

              :2121212121 GmGmGGmEEmFFmFmFm    
Այս երկու անհավասարություններից և նախորդ անհավասարու-

թյուններից ստանում ենք՝  
        2121 EmEmEEm  : 

կամ 

     1 2 1 2m E E m E m E    , 

որտեղից, հաշվի առնելով, որ 0  կամայական է, հետևում է, որ 

     1 2 1 2m E E m E m E  : � 

 

Հատկություն 4: Դիցուք`  BAEEE n ,,,, 21   բազմությունները 

չափելի են և զույգ առ զույգ չեն հատվում`  jk EE , jk  : Այդ դեպ-

քում` 
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ա) 





1k

kEE բազմությունը չափելի է, 

բ)    
1!

k
k

m E m E




 , 

այսինքն՝ չափը հաշվելի ադիտիվ է կամ լրիվ ադիտիվ: 
 

Ապացույց: Դիցուք՝ 0  որևէ դրական թիվ է: Գոյություն ունեն 

kF  փակ և kG  բաց բազմություններ, այնպես, որ kkk GEF  , և  

    12k k k
m G m F


  : 

kF  բազմությունները չեն հատվում, և  

  ABFmEm
N

k
k

N

k
k 











 

11
 

ցանկացած N -ի համար, հետևաբար՝  

 Fm
k

k


1
 

շարքը զուգամետ է:  

    kFmGm
kkk ...,2,1,

2 1  


անհավասարություններից 

հետևում է, որ զուգամետ է նաև  Gm
k

k


1
շարքը: 

Դիցուք՝ N  բնական թիվը ընտրված է այնպես, որ 

 
2k

k N

m G




 : 

Եթե նշանակենք 
1

,
N

k
k

F F


 կստանանք՝ 

     1
1 1 11

( ) :
2 2

N N N N

k k k kk
k k kk

m F m F m F m G m G
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Այժմ, դիցուք,
1

k
k

G G




 : Ստանում ենք՝ 

         GmFmGmFmGm
k

k
k

k
k

k  
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1

,
2

N

k k
k k N

m G m G


 
 

      

 

և թեորեմն ապացուցվեց: � 
 

Հատկություն 5: Եթե 21 EE  -ն չափելի բազմություններ են, ապա  

     2 1 2 1\m E E m E m E  : 

Ապացույց: Քանի որ 21 EE  ,  1212 \ EEEE  , և 

  :\ 121 EEE   Ըստ նախորդ հատկության՝ 

     1212 \ EEmEmEm  ,       :\ 1212 EmEmEEm   � 

 

Հատկություն 6: Հաշվելի թվով չափելի բազմությունների գումարը 

չափելի է: 

Ապացույց: Դիցուք՝  BAEEE n ,,,, 21  , և 







1k

kEE : 

Մենք պետք է ապացուցենք, որ E  բազմությունը չափելի է: Կա-

տարենք հետևյալ նշանակումները՝ 11 EA  , 122 \ EEA  , 

 EEEA  2233 \  122\  nnn EEEEA   . . . : 

kA  բազմությունները կունենան հետևյալ հատկությունները՝ 

ա) զույգ առ զույգ չեն հատվում՝ jkAA jk  , , 

բ) 
1

,k
k

E A




  

հետևաբար ըստ հատկություն 5-ի՝ E  բազմությունը չափելի է: � 
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Հատկություն 7: Հաշվելի թվով չափելի բազմությունների արտադ-

րյալը չափելի է: 

Ապացույց: Դիցուք՝  BAEEE n ,,,, 21   չափելի բազմություններ 

են, և 





1k

kEE : 

Ըստ բազմությունների լրացման հատկության՝ 

1

( ) ( ) :k
k

C E C E




  

Քանի որ )( kEC  բազմությունները չափելի են, ապա ըստ նախորդ 

հատկության՝ չափելի են )(EC  բազմությունները: Հետևաբար չափելի է 

նաև E  բազմությունը: � 

Այսպիսով՝ չափելի բազմությունների ընտանիքը կազմում է   

հանրահաշիվ: Այսինքն՝ ցանկացած հաշվելի գումար և արտադրյալ 

նույնպես պատկանում են այդ ընտանիքին: Այդ ընտանիքը ընդունված 

է նշանակել  mM : 

Ցույց տանք, որ   cmM 2 կամ, որ նույնն է,  mM  բազմության 

հզորությունը հավասար է ]1,0[  հատվածի կամ իրական առանցքի 

բոլոր ենթաբազմությունների բազմության հզորությանը:  

Ապացույց: Քանի որ  mM -ը հանդիսանում է բոլոր բազմու-

թյունների բազմության ենթաբազմություն, ապա   cmM 2||  : Ցույց 

տանք, որ   cmM 2 : Դիտարկենք Կանտորի բազմությունը, որն ունի c  

հզորություն, և   0Km : 

K -ի ցանկացած ենթաբազմությունը նույնպես չափելի է, և չափը 

հավասար է զրոյի: Իսկ նրա ենթաբազմությունների բազմության հզո-

րությունը հավասար է c2 -ի: Այսպիսով՝ 
cc mMmM 2)(2|)(|  : � 

 

Թեորեմ 2.8.1: Դիցուք՝ տրված են  nEEE ,,, 21  չափելի բազմու-

թյունները, որոնք բավարարում են հետևյալ պայմաններին՝  

ա)  BAEk , , բ) 1, 1,2,... :n nE E n   
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Այդ դեպքում  

 k
n

k
k EmEm














 lim
1
 : 

 

Ապացույց: Նշանակենք 0E : Ստանում ենք՝  

 










1

1
1

\
k

kk
k

k EEEE : 

Քանի որ ,...2,1,\1  kEE kk բազմությունները զույգ առ զույգ 

չեն հատվում, ըստ չափի հաշվելի ադիտիվության՝  

      








 

0
1

0
1 \)(

k
kk

k
kk EmEmEEmEm : 

Նշանակելով շարքի մասնական գումարը nS -ով՝ ստանում ենք՝ 

    1
0

( ),
n

n k k n
k

S m E m E m E


    

 հետևաբար՝ 

 :lim)( n
n

EmEm


 � 

Թեորեմ 2.8.2: Դիցուք՝ տրված են  nEEE ,,, 21  չափելի բազմու-

թյունները, որոնք բավարարում են հետևյալ պայմաններին՝ 

ա)  BAE ,1  , բ) ,2,1,1   nEE nn : 

Այդ դեպքում 

 k
n

k

k EmEm

















lim

1
 : 

Ապացույց: Քանի որ   )()()( 21 nECECEC , ըստ 

նախորդ հատկության՝ 

 )(lim)(
1

n
n

k
k ECmECm














 : 

Ապացույցը ավարտելու համար մնում է օգտվել հետևյալ հավա-

սարություններից՝ 
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11

)(
k

k
k

k ECEC , 























 








11 k
k

k
k ECmABEm , 

 

  :)()( nn EmABECm  � 

 

Ոչ չափելի բազմության օրինակ:  

Դիցուք՝  1,0E , և  1,0x  կամայական կետ է այդ հատվածից: 

Նշանակենք xI  այն ]1,0[y  կետերի բազմությունը, որոնց համար 

ռացիոնալ է հետևյալ մեծությունը՝ yx  , այսինքն՝ Qyx  : Այս-

պիսով՝ ցանկացած  1,0x -ի համար ]1,0[xI , մասնավորաբար 

0I -ն ]1,0[  հատվածի ռացիոնալ թվերի բազմությունն է: Ինչպես նաև՝ 

ա) xI -ը հաշվելի բազմություն է ցանկացած x -ի համար, 

բ) xI  բազմությունները կամ չեն հատվում կամ համընկնում են, 

այսինքն՝ եթե ունեն մեկ ընդհանուր էլեմենտ, ապա համընկնում են: 

Իրոք, դիցուք՝ xIz , և yIz : Ըստ xI  բազմությունների սահման-

ման՝ 21 , qyzqxz  , որտեղ 1q -ը և 2q -ը ռացիոնալ թվեր են: 

Վերցնենք կամայական xIx 1 : Ստանում ենք 31 qxx  , որտեղ 3q
-ը ռացիոնալ թիվ է: Այս հավասարություններից հետևում է, որ 

1321 qqqyx   և yIx 1 , այսպիսով՝ yx II  : Նման ձևով ա-

պացուցվում է, որ xy II  , այսպիսով՝ yx II  : Առանձնացնենք այն 

xI  բազմությունները, որոնք զույգ առ զույգ չեն հատվում: Յուրա-

քանչյուր xI -ից վերցնենք մեկական կետ: Ստացված բազմությունը 

նշանակենք E -ով: Ցույց տանք, որ E -ն չափելի չէ: Համարակալենք 

 1,0  հատվածի ռացիոնալ թվերը բազմությունը՝ ,......,,,,0 210 krrrr  , 

նշանակենք ErE kk  : Պարզ է, որ  2,0kE : Քանի որ E  բազմու-

թյան ցանկացած երկու կետերի հեռավորությունը իռացիոնալ թիվ է, 

ուստի այդ բազմությունները զույգ առ զույգ չեն հատվում, այսինքն՝ 

mkEE mk  , : Կատարենք հակասող ենթադրություն, այն է՝    

E -ն չափելի բազմություն է: Այդ դեպքում չափելի են նաև kE  բազմու-
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թյունները, և եթե )(Em , ապա ...,2,1,0,)(  kEm k  : Նկա-

տենք նաև, որ  

1

[0,1] :k
k

E




             (2.8.2) 

Իրոք, դիցուք՝  1,00 x  կամայական կետ է: Պարզ է, որ 
00 xIx  , 

և եթե E  բազմության մեջ վերցրել ենք 
0x
I  բազմությունից 2x  կետը, ա-

պա 20 xx  -ը ռացիոնալ թիվ է՝ krxx  20 , հետևաբար kEx 0 , և 

տեղի ունի (2.8.2) հավասարությունը: Ըստ չափելի բազմությունների 

հատկության՝ 




1k
kE  

բազմությունը նույնպես չափելի է, և չափի հաշվելի ադիտիվության 

հատկությունից ստանում ենք՝ 

  





















111 kk
k

k
k EmEm  :          (2.8.3) 

Քանի որ 

 2,0
1






k

kE , 

և 2
1








 



k

kEm , ապա (2.8.3) հավասարությունը հնարավոր է միայն 

այն դեպքում, երբ 0 : Սակայն (2.8.2)-ից ստանում ենք՝ 

1
1








 



k

kEm , 

որը հակասում է (2.8.3) հավասարությանը: Այսպիսով՝ E -ն ոչ չափելի 

բազմություն է: 
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§2.9. Չափելի ֆունկցիայի սահմանումը և որոշ հատկություններ 
 

Դիցուք՝  xf  ֆունկցիան որոշված է E  չափելի բազմության վրա: 

Սահմանում 2.9.1:  xf  ֆունկցիան կոչվում է չափելի, եթե ցանկա-

ցած Rc  իրական թվի համար չափելի է   cxfx ,  բազմությունը: 

Այդ բազմությունը ընդունված է կարճ նշանակել )( cf  : 

Օրինակ 1: Ենթադրենք՝  xf  անընդհատ ֆունկցիան որոշված է 

 ba,  միջակայքի վրա: Այդ դեպքում ցանկացած c -ի համար  cf   

բազմությունը բաց է և հետևաբար չափելի է: Այսպիսով՝  ba,  միջա-

կայքի վրա որոշված ցանկացած անընդհատ ֆունկցիա չափելի է: 

Օրինակ 2: Դիտարկենք Դիրիխլեի ֆունկցիան  1,0  հատվածում՝ 

 








0

0

:0
:1

Ix

Qx
xD , 

որտեղ 0Q -ն և 0I -ն  1,0  հատվածի համապատասխանաբար ռացիո-

նալ և իռացիոնալ կետերի բազմություններն են: Հեշտ է տեսնել, որ 

,
:1,

)1,0[,
,0],1,0[

)( 0













c

cI

c

cD  

 

այնպես, որ }{ cD   բազմությունը չափելի է ցանկացած Rc  իրա-

կան թվի համար, հետևաբար Դիրիխլեի ֆունկցիան չափելի է: 
 
Սահմանում 2.9.2: E  բազմության վրա որոշված  xf  ֆունկցիան 

կոչվում է պարզ, եթե 
1. այն ընդունում է վերջավոր թվով արժեքներ` Nyyy ,,, 21  , 

2.   kk yxfxE  ,  բազմությունները չափելի են ցանկացած k -ի 

համար՝ Nk ...,,2,1 :  

 
Օրինակ 3: Ապացուցենք, որ պարզ ֆունկցիաները չափելի են: Դրա 

համար նկատենք, որ  xf  ֆունկցիայի որոշման տիրույթը չափելի է, 

քանի որ 
N

k
kEE

1

 : 
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Ընդհանրությունը չի խախտվի, եթե ենթադրենք, որ 

Nyyy  21 : Դիցուք՝ Rc , և 1 nn ycy : Այդ դեպքում 

  Nnn EEEcf   21 , և  cf   բազմությունը չափելի է: Եթե 

Nyc  ,    cf  : Եվ վերջապես, եթե 1yc  ,   Ecf  : Բոլոր 

այս բազմությունները չափելի են, և հետևաբար  xf  ֆունկցիան 

չափելի է: 

Չափելի ֆունկցիաների համար ճիշտ են հետևյալ հատկություն-

ները: 

 

Թեորեմ 2.9.1: Եթե E  բազմությունը չափելի է, և չափը հավասար է 

զրոյի՝ 0)( Em , ապա նրա վրա որոշված ցանկացած ֆունկցիա 

չափելի է: 

Ապացույց: Քանի որ 0)( Em , և   Ecf  , Rc  ապա 

 cf   բազմությունը չափելի է, և չափը հավասար է 0 -ի: 

Եթե  xf -ը E  բազմության վրա որոշված ֆունկցիա է, և EA , 

ապա Axxfxf A  ),()(  ֆունկցիան կոչվում է  xf  ֆունկցիայի 

նեղացում A  բազմության վրա: � 

Թեորեմ 2.9.2: Դիցուք՝  xf -ը E  բազմության վրա որոշված չափե-

լի ֆունկցիա է ,և EA -ն չափելի ենթաբազմություն է: Այդ դեպքում 

)(xf A -ը A  բազմության վրա որոշված չափելի ֆունկցիա է: 

Ապացույցն ակնհայտ է, քանի որ    cfAcf A  : � 

 

Թեորեմ 2.9.3: Դիցուք՝  xf  ֆունկցիան որոշված է E  չափելի 

բազմության վրա, և E -ն ներկայացված է վերջավոր կամ հաշվելի 

բազմությամբ չափելի բազմությունների գումարի տեսքով՝ 


k

kEE  : 

 Եթե  xf -ի նեղացումները այդ բազմությունների վրա  xf
kE

 

չափելի են, ապա  xf -ը չափելի է E  բազմության վրա:  

 

Ապացույցն ակնհայտ է, քանի որ  



 81

    
k

E cfcf
k

: � 

Սահմանում 2.9.3: E  բազմության վրա որոշված  xf  և  xg  

ֆունկցիաները կոչվում են համարյա ամենուրեք հավասար, եթե 

  0)}()(,{  xgxfxm : 

Ընդունված է հետևյալ նշանակումը՝ 

  )(xgxf  : 

Համարյա ամենուրեք հասկացողությոնը մենք օգտագործելու ենք 

տարբեր առիթներով: Դիցուք՝ որևէ դրույթ տեղի ունի E  բազմության 

ցանկացած կետի համար, բացառությամբ EE 0  բազմության կետե-

րի: Եթե 0)( 0 Em , ապա ասում ենք, որ դրույթը տեղի ունի համարյա 

ամենուրեք: 

Թեորեմ 2.9.4: Եթե  xf -ը E  բազմության վրա որոշված չափելի 

ֆունկցիա է, և  xfxg )( , ապա  xg -ը նույնպես չափելի ֆունկցիա է: 
 

Ապացույց: Դիցուք՝ AEBxgxfxA  )},()(,{ : Պարզ է, 

որ B  բազմությունը չափելի է, և այդ բազմության վրա  xf  և  xg  

ֆունկցիաները համընկնում են: Այսպիսով՝  xg  ֆունկցիան չափելի է 

A  և B  բազմությունների վրա, ընդ որում՝ BAE  : Ըստ թեորեմ 

3.1.3-ի՝  xg  ֆունկցիան չափելի է: � 
 

Թեորեմ 3.1.5: Եթե  xf -ը E  բազմության վրա որոշված չափելի 

ֆունկցիա է, ապա ցանկացած 1Rc -ի համար չափելի են հետևյալ 

բազմությունները՝ 

)(),(),(),( cfcfcfcf  :  

Ապացույց: Տեղի ունի հավասարությունը՝ 











 

1

1)(
n n

cfcf , 

որտեղից հետևում է, որ  բազմությունը չափելի է: Մյուս բազ-

մությունների չափելիությունը հետևում է հավասարություններից՝ 

),()(),()()( cfEcfcfcfcf   
:)(),( cfEcf  � 

)( cf 



82 

Դիտողություն 2.9.1: Հեշտությամբ կարելի է ապացուցել, որ եթե  

)(),(),( cfcfcf   բազմություններից մեկը չափելի է ցանկա-

ցած 1Rc -ի համար, ապա )(xf -ը չափելի ֆունկցիա է E  բազմու-

թյան վրա: Իրոք, 







1

)1()(
n n

cfcf  

հավասարությունից հետևում է )(xf  ֆունկցիայի չափելիությունը, եթե 

ցանկացած 1Rc -ի համար չափելի է )( cf   բազմությունը: Նման 

ձևով ապացուցվում են մնացած պնդումները: Այսպիսով՝ չափելի 

ֆունկցիայի սահմանման դեպքում )( cf   բազմության փոխարեն 

կարելի է վերցնել )(),(),( cfcfcf   բազմություններից ցան-

կացածը: 

Թեորեմ 2.9.6: Եթե )(xf -ը E  բազմության վրա որոշված չափելի 

ֆունկցիա է, իսկ a -ն վերջավոր թիվ է, ապա չափելի են հետևյալ 

ֆունկցիաները՝ 1) axf )( , 2) )(xaf , 3) |)(| xf , 4) )(2 xf , և  5) 

)(
1
xf

, եթե 0)( xf : 

Ապացույց: axf )(  ֆունկցիայի չափելիությունը հետևում է 

)()( acfcaf   հավասարությունից: )(xaf  ֆունկցիայի չա-

փելիությունը, երբ 0a , հետևում է պարզ ֆունկցիաների չափելիու-

թյունից: Մնացած a -երի դեպքում 
















 







 


:0,

,0,
)(

a
a

c
f

a
a

c
f

caf  

|)(| xf ֆունկցիան չափելի է, քանի որ 









:0),()(
,0,

)|(|
ccfcf

cE
cf  

Նման ձևով 
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:0,|(|
,0,

)( 2

ccf

cE
cf  

Հավասարությունից հետևում է, որ )(2 xf  ֆունկցիան չափելի է: 

)(
1
xf

 ֆունկցիայի չափելիության ապացույցը հետևում է հետևյալ 

հավասարությունից՝ 






















:0)1()0()0(

,0),1()0(

,0),0(

)1(

c
c

fff

c
c

ff

cf

c
f

                       

� 

 

 

§2.10. Չափելի ֆունկցիաների հիմնական հատկությունները 

 

Լեմմ 2.10.1: ԵթեE  բազմության վրա տրված են երկու չափելի 

)(xf  և  ֆունկցիաներ, ապա )}()(,{)( xgxfxgf   բազ-

մությունը չափելի է: 

Ապացույց: Եթե համարակալենք բոլոր ռացիոնալ թվերը՝ 

,...,, 321 rrr , 

ապա հեշտ է ստուգել հետևյալ հավասարությունը՝ 







1

:)()()(
k

kk rgrfgf  

Այդ հավասարությունից հետևում է լեմմի ապացույցը: � 

 

Թեորեմ 2.10.1: Դիցուք՝ )(xf -ը և -ը E  բազմության վրա ո-

րոշված չափելի ֆունկցիաներ են: Չափելի են նաև հետևյալ ֆունկ-

ցիաները՝ 1) )()( xgxf  , 2) )()( xgxf  , 3) )()( xgxf , և 4) 
)(
)(
xg

xf
 , 

եթե 0)( xg : 

 xg

 xg
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Ապացույց: Դիցուք՝ Rc : Քանի որ  

)}()(,{})()(,{ xgcxfxcxgxfx  , և )(xgc   ֆունկցիան 

չափելի է, ըստ լեմմի՝ չափելի է })()(,{ cxgxfx   բազմությունը, 

հետևաբար չափելի է )()( xgxf   ֆունկցիան: )()( xgxf   ֆունկ-

ցիայի չափելիությունը հետևում է  

))(()()()( xgxfxgxf   

հավասարությունից: )()( xgxf  ֆունկցիայի չափելիությունը հետևում է 

 222 ))()(())(())((
4
1)()( xgxfxgxfxgxf   

հավասարությունից, իսկ 
)(
)(
xg

xf
-ի չափելիությունը` 

)(
1)(

)(
)(

xg
xf

xg

xf
  

հավասարությունից: � 

 

Թեորեմ 2.10.2: Դիցուք՝ E բազմության վրա որոշված )}({ xfn  չա-

փելի ֆունկցիաների հաջորդականությունը զուգամետ է յուրաքանչյուր 

Ex  կետում, և 

:)()(lim xFxfn
n




 

Այդ դեպքում )(xF  ֆունկցիան չափելի է: 

 

Ապացույց: Վերցնենք կամայական Rc  և կազմենք հետևյալ 

բազմությունները՝ 







 

m
cfA k

k
m

1)( , )()( k
m

nk

n
m AB




  , 

և ցույց տանք, որ 

 













1, 1 1

)()()(
mn m n

n
m

n
m BBcF :                   (2.10.1) 
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Դիցուք՝ )(0 cFx  , կամ, որ նույնն է, cxF )( 0 : Գոյություն 

ունի m  բնական թիվ, այնպես, որ 
m

cxF
1)( 0  : Քանի որ 

)()( 00 xFxfn  , գոյություն ունի n  բնական թիվ, այնպես, որ 

m
cxfk

1)( 0  , երբ nk  : Այլ կերպ՝ 
)(

0
k
mAx   ցանկացած nk   

բնական թվի համար, հետևաբար 
)(

0
n
mBx  , և 






1,

)(
0

mn

n
mBx  : Այսպի-

սով՝ ապացուցվեց, որ 





1,

)()(
mn

n
mBcF : Այժմ ենթադրենք, որ 







1,

)(
0

mn

n
mBx , հետևաբար n -ի և m -ի որոշակի արժեքների դեպքում 

)(
0

n
mBx  , կամ 

)(
0

k
mAx 

 
ցանկացած nk   արժեքի դեպքում: Այսպի-

սով՝ ցանկացած nk   արժեքի դեպքում 
m

cxfk
1)( 0  : Անցնելով 

սահմանի՝ ստանում ենք
m

cxF
1)( 0  , այնպես, որ cxF )( 0 , և 

)(0 cFx  : Ստանում ենք (2.10.2) հավասարության ապացույցը, 

քանի որ )(
1,

)( cFB
mn

n
m 




 : 



1,

)(

mn

n
mB  բազմությունը չափելի է որպես 

հաշվելի թվով չափելի բազմությունների գումար, հետևաբար )( cF   

բազմությունը չափելի է, այսինքն՝ )(xF -ը չափելի ֆունկցիա է: � 

 

Դիցուք՝ E  չափելի բազմության վրա որոշված ֆունկցիաների          

(

1)}({ nn xf ), հաջորդականությունը համարյա ամենուրեք (կամ հ. ա.) 

զուգամիտում է )(xF  ֆունկցիային, այսինքն՝ )}()(,{ xFxfx n   բազ-

մության չափը հավասար է )(Em , կամ այն կետերի բազմությունը, 

որտեղ հաջորդականությունը չի զուգամիտում, կամ զուգամիտում է ոչ 

)(xF  ֆունկցիային, ունի զրո չափ: � 
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Նախորդ թեորեմից ստանում ենք հետևյալը: 

Թեորեմ 2.10.3: Դիցուք՝ E բազմության վրա որոշված 

1)}({ nn xf  

չափելի ֆունկցիաների հաջորդականությունը համարյա ամենուրեք 

զուգամիտում է )(xF ֆունկցիային: Այդ դեպքում )(xF  ֆունկցիան 

նույնպես չափելի է: 

 

Ապացույց: Այն Ex  կետերի բազմությունը, որոնց համար տեղի 

ունի )()(lim xFxfn
n




առնչությունը, նշանակենք A -ով: Համապա-

տասխանաբար B -ով նշանակենք E -ի այն ենթաբազմությունը, որոնց 

համար այդ առնչությունը տեղի չունի( AEB  ): Ըստ թեորեմի 

պայմանի` )()( EmAm  , 0)( Bm : Ըստ նախորդ թեորեմի` )(xF  

ֆունկցիան չափելի է A  բազմության վրա: Այդ ֆունկցիան չափելի է 

նաև B  բազմության վրա, քանի որ 0)( Bm : Հետևաբար )(xF -ը 

չափելի է BAE   բազմության վրա: � 

 

 

§2.11. Ըստ չափի զուգամիտություն 

 

Սահմանում 2.11.1: Կասենք, որ E  բազմության վրա որոշված 

1)}({ nn xf  չափելի ֆունկցիաների հաջորդականությունը ըստ չափի 

զուգամիտում է )(xF  չափելի ֆունկցիային, եթե ցանկացած 0  թվի 

համար 

  :0}|)()(|,{lim 


xFxfxm n
n

 

Ընդունված է հետևյալ նշանակումը՝  

:)()( xFxfn   

Օրինակ: Եթե 

1)}({ nn xf  չափելի ֆունկցիաների հաջորդականու-

թյունը E  բազմության վրա հավասարաչափ ձգտում է )(xF  չափելի 

ֆունկցիային, ապա այն զուգամիտում է )(xF -ին նաև ըստ չափի՝ 

:)()( xFxfn   Իրոք, դիցուք՝ 0 : Քանի որ հաջորդականությունը 

հավասարաչափ զուգամետ է, գոյություն ունի բնական 0n  թիվ, այն-
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պես, որ եթե 0nn  , ապա  |)()(| xFxfn  ցանկացած Ex  կետի 

համար: Այսպիսով՝  }|)()(|,{ xFxfx n  ցանկացած 0nn   

բնական թվի համար, հետևաբար   0}|)()(|,{lim 


xFxfxm n
n

, և 

:)()( xFxfn   

 

Մաթեմատիկական անալիզի դասընթացից հայտնի է, որ եթե 

թվային հաջորդականությունը զուգամետ է, ապա նրա սահմանը 

միակն է, այսինքն՝ հաջորդականությունը չի կարող ձգտել իրարից 

տարբեր երկու թվերի: Նույնը կարելի է ասել նաև ֆունկցիաների հա-

ջորդականության մասին. եթե 

1)}({ nn xf  ֆունկցիաների հաջորդակա-

նությունը զուգամետ է E  բազմության յուրաքանչյուր կետում, ապա 

սահմանային ֆունկցիան որոշվում է միակ ձևով, այսինքն՝ եթե

)()( xfxfn  , և )()( xgxfn  , ապա :),()( Exxgxf    

Ըստ չափի զուգամիտության՝ սահմանային ֆունկցիան որոշ 

վերապահումներով նույնպես որոշվում է միակ ձևով: Հեշտ է նկատել, 

որ եթե )()( xFxfn  , և )()( xFxG   համարյա ամենուրեք, ապա 

)()( xGxfn  : Հետևյալ պնդումը հուշում է, որ եթե նույնացնենք իրար 

համարժեք ֆունկցիաները (կամ, որ նույնն է, համարյա ամենուրեք 

հավասար ֆունկցիաները), ապա ըստ չափի զուգամիտության՝ 

սահմանային ֆունկցիան որոշվում է միակ ձևով: 

 

Թեորեմ 2.11.1: Եթե 

1)}({ nn xf  ֆունկցիաների հաջորդականու-

թյունը ըստ չափի զուգամիտում է )(xF  և )(xG  ֆունկցիաներին, ապա 

այդ ֆունկցիաները համարժեք են: 

 

Ապացույց: Ցանկացած 0  և բնական n  թվերի համար 

  ,
2

||
2

|||| 





 






 

 GfFfGf nn  

որտեղից 
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  :
2

||
2

|||| 





 






 

 GfmFfmGfm nn  

Այս անհավասարությունից ստանում ենք՝  

  :0||  Gfm  

Քանի որ 

  










 

1

1||
n n

GFGf , 

ապա   0 Gfm : � 

 

Թեորեմ 2.11.2: Դիցուք՝ E  չափելի բազմության վրա որոշված 

1)}({ nn xf  չափելի ֆունկցիաների հաջորդականությունը յուրաքան-

չյուր  կետում զուգամիտում է )(xF  չափելի ֆունկցիային՝ 

)()( xFxfn  : Այդ դեպքում )()( xFxfn  : 

 

Ապացույց: Ցանկացած 0 -ի համար կատարենք հետևյալ 

նշանակումները՝ 

}|)()(|,{)(   xFxfxE kk , 





nk

kn ER )()(  : 

)(nR  բազմությունները ունեն հետևյալ հատկությունները`  

ա) )(nR -ները չափելի են, բ) ...)(...)()( 21   kRRR , 

գ) 
)()(  nn RE  : Վերջապես նշանակենք  







1

)(
n

nRR  : 

Նկատենք, որ բազմության չափի անընդհատության հետևանքով՝ 

))((lim n
n

RmR


 : 

Ցույց տանք, որ R : Ենթադրենք հակառակը՝ R , և գոյու-

թյուն ունի Ex 0 , այնպես, որ Rx 0 : Ստանում ենք )(0 nRx   ցան-

կացած n  բնական թվի համար: Այստեղից հետևում է, որ գոյություն 

ունի nk հաջորդականություն, այնպես, որ )(0 
nk

Ex  , կամ 

x
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 |)()(| 00 xFxf
nk

: 

Այսպիսով՝ Ex 0 կետում ֆունկցիաների հաջորդականությունը 

չի զուգամիտում: Ստանում ենք հակասություն, որից հետևում է, որ 

R , և 0)( Rm : Ուրեմն 

0))((lim 


n
n

Rm : 

Ըստ )(nR -ի գ) հատկության՝ ստանում ենք, որ 0))(( nRm , և 

)()( xFxfn  : Նկատենք, որ ստացվել է ավելին, քան թեորեմն էր պա-

հանջում, և նշենք, որ հետևյալ փաստը՝ 0))(( nRm , կիրառվելու է 

թեորեմ 2.11.5-ի ապացույցի մեջ: � 
Ապացուցված թեորեմից հետևում է հետևյալը:  
 

Թեորեմ 2.11.3: Դիցուք՝E  չափելի բազմության վրա որոշված, 

համարյա ամենուրեք վերջավոր ֆունկցիաների 

1)}({ nn xf  հաջորդա-

կանությունը համարյա ամենուրեք զուգամիտում է )(xF  ֆունկցիային: 

Այդ դեպքում )()( xFxfn  : 
 

Ապացույց: Ըստ նախորդ թեորեմի՝ )(xF  ֆունկցիան նույնպես չա-

փելի է: Նշանակենք B -ով E  բազմության այն կետերի բազմությունը, 
որտեղ ֆունկցիաների հաջորդականությունը զուգամետ չէ կամ չի 

զուգամիտում )(xF -ին: Նշանակենք նաև 







1

),|(|),|(|
n

nnn AABQfAFA : 

Պարզ է, որ 0)( Qm : Վերջապես նշանակնք EE 0 բոլոր այն 

կետերի բազմությունը, որտեղ )()( xFxfn  : Ըստ պայմանի՝ 

)()( 0 EmEm  : Ըստ նախորդ թեորեմի՝ )()( xFxfn   0E  բազմու-

թյան վրա կամ, որ նույնն է, 

  0},|)()(:|{lim 0 


ExxFxfxm n
n

 : 

Քանի որ QEE  0  և 

   },|)()(:|{},|)()(:|{lim 00 ExxFxfxmQExxFxfxm nn
n




 : 

Ստանում ենք թեորեմի ապացույցը: � 
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Դիտողություն 2.11.1: Այս թեորեմի հակադարձ պնդումը ընդհան-

րապես տեղի չունի` ըստ չափի զուգամիտությունից չի հետևում հա-

մարյա ամենուրեք զուգամիտությունը: Կառուցենք )1,0[  կիսաբաց մի-

ջակայքի վրա չափելի ֆունկցիաների հաջորդականության օրինակ, 

որը ըստ չափի զուգամիտում է 0-ին և չի զուգամիտում այդ միջակայքի 

և ոչ մի կետում: Ցանկացած բնական k -ի համար դիտարկենք )1,0[ -ի 

վրա որոշված ֆունկցիաների հետևյալ խումբը՝ 

:,...,2,1
),,1[,0

),,1[,1
)()( ki

k

i

k

i
x

k

i

k

i
x

xf ki 














  

Մասնավորաբար )1,0[,1)()1(
1  xxf , 














),1,
2
1[,0

),
2
1,0[,1

)()2(
1

x

x
xf  














),
2
1,0[,0

),1,
2
1[,1

)()2(
1

x

x
xf  

և այլն: Համարակալելով մեկ նշանով այս ֆունկցիաները՝ ստանում ենք 

հետևյալ հաջորդականությունը՝ 

),()(),()(),()(),()( )3(
14

)2(
23

)2(
12

)1(
11 xfxgxfxgxfxgxfxg   

:,2,...,1,12),()( 1)(   kiinxfxg kkk
in  

 

Հեշտ է տեսնել, որ 

1)}({ nn xg  հաջորդականությունը ըստ չափի 

զուգամիտում է զրոյի: Իրոք, եթե )()( )( xfxg k
in  , ապա ցանկացած 

0 -ի համար ունենք 

  




 


k

i

k

i
gn ,1||  , 
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և այդ բազմության չափը հավասար է 
k

1
-ի, ձգտում է զրոյի, երբ n -ը 

ձգտում է անվերջի: Մյուս կողմից՝ այդ հաջորդականությունը չի զուգա-

միտում ոչ մի կետում: Իրոք, ինչպիսին էլ լինի )1,0[0 x  կետը, ցան-

կացած k -ի համար կգտնվի i , այնպես, որ 






 


k

i

k

i
x ,1

0 ,  

և 1)()( xf ki : Այսպիսով՝ 

1)}({ nn xg  հաջորդականությունը պարունա-

կում է անվերջ քանակով անդամներ, որոնք հավասար են -ի: Նման 

ձևով համոզվում ենք, որ 

1)}({ nn xg  հաջորդականությունը պարունա-

կում է անվերջ քանակով զրոներ, և ուրեմն այն չի զուգամիտում: 

Այս օրինակը ցույց է տալիս, որ ըստ չափի զուգամիտությունը 

ավելի ընդհանուր է, քան կետային կամ համարյա ամենուրեք 

զուգամիտությունը: Բայց տեղի ունի հետևյալ թեորեմը: 

 

Թեորեմ 2.11.4 (Ռիսս): Դիցուք՝ E  չափելի բազմության վրա 

որոշված 

1)}({ nn xf  չափելի ֆունկցիաների հաջորդականությունը ըստ 

չափի զուգամիտում է )(xF  չափելի ֆունկցիային, այսինքն` 

)()( xFxfn  : Այդ դեպքում գոյություն ունի ենթահաջորդակա-

նություն` ),...(),....,(),(
21

xfxfxf
knnn , որը զուգամիտում է )(xF -ին 

համարյա ամենուրեք: 

 

Ապացույց: Դիցուք՝ ...321   -ը զրոյի ձգտող դրական 

թվերի մոնոտոն նվազող հաջորդականություն է, իսկ ...321   -ը 

դրական անդամներով զուգամետ շարք է:  

Քանի որ   ,,0}|)()(:|{lim 


kxFxfxm kn
n

  գոյություն 

ունի 1n  բնական թիվ, այնպես, որ 

  11}|)()(:|{
1

  xFxfxm n : 

2n -ով նշանակենք այն բնական թիվը, որի համար 12 nn  , և 

1
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  :}|)()(:|{ 222
  xFxfxm n  

Հաջորդաբար kn -ով նշանակենք այն բնական թիվը, որի համար 

1 kk nn , և 

  kkn xFxfxm
k

  }|)()(:|{ : 

Այժմ ցույց տանք, որ  բազմության վրա համարյա ամենուրեք 

:)()(lim xFxf
knk




        (2.11.1) 

Իրոք, դիցուք՝ 











1

,}|)()(:|{
i

i
ik

kni RQxFxfxR
k

 : 

Քանի որ ...111  RRR , ըստ բազմության չափի անընդհա-

տության հատկության՝ )()( QmRm i  : Մյուս կողմից՝ քանի որ  







ik
kiRm )( , 

ստանում ենք 0)( iRm , և հետևաբար 0)( Qm : Մնում է ցույց տալ, 

որ (2.11.1)-ը տեղի ունի QE  բազմության ցանկացած կետի համար: 

Դիցուք՝ QEx 0 : Այդ դեպքում 
00 iRx  , որևէ բնական 0i -ի համար 

կամ, որ նույնն է, 

,},|)()(:|{ 00 ikxFxfxx knk
   

և հետևաբար՝ 

000 ,|)()(| ikxFxf knk
  : 

Քանի որ 0k , ստանում ենք՝ 

)()(lim 00 xFxf
knk




, 

և թեորեմը ապացուցվեց: � 
 

Թեորեմ 2.11.5 (Եգորով): Դիցուք՝ E  չափելի բազմության վրա 

որոշված 

1)}({ nn xf  չափելի, համարյա ամենուրեք վերջավոր ֆունկ-

ցիաների հաջորդականությունը համարյա ամենուրեք զուգամիտում է 

համարյա ամենուրեք վերջավոր )(xf  չափելի ֆունկցիային: Այդ 

E
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դեպքում ցանկացած 0  թվի համար գոյություն ունի EE   չա-

փելի բազմություն, այնպես, որ  

ա.   )()( EmEm , 

բ. E բազմության վրա զուգամիտությունը հավասարաչափ է: 

 

Ապացույց: Թեորեմ 2.11.2-ի ապացույցում ցույց տրվեց, որ ցան-

կացած 0 -ի համար  

,0)(lim 


n
n
mR  որտեղ )|(|)(  





ffER k
nk

n  :   (2.11.2) 

(2.11.2)-ի համաձայն՝ կարելի է կառուցել բնական թվերի }{ kn
աճող ենթահաջորդականություն, այնպես, որ 

,...2,1,
2
11









k
k

mR
knk

:           (2.11.3) 

 բնական թիվն ընտրենք այնպես, որ լինի 






0

2
kk

k
, և նշանակենք  











 k
Re

kn
kk

1

0

 : 

(2.11.3)-ից կհետևի, որ me : Վերցնելով eEE \ ՝ կստա-

նանք   mEmE : Ցույց տանք, որ E  
բազմության վրա 


1)}({ nn xf  

ֆունկցիաների հաջորդականությունը հավասարաչափ զուգամիտում է 

)(xf  ֆունկցիային: Վերցնենք ցանկացած 0  թիվ: Դիցուք՝ 

exEx   , որտեղից  

kjn njk
k

ffExk
k

Rx
k







 






 ,...,2,1,1||,...2,1,1

: 

Այսպիսով՝ E  բազմության կետերի համար տեղի ունեն հետևյալ 

անհավասարությունները` 

,...2,1,,1|)()(|  kni
k

xfxf kj :          (2.11.4) 

0k
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Վերցնենք 1]/1[0  k : (2.11.4)-ից հետևում է, որ E բազմության 

կետերի համար 

,,|)()(|
0kj nixfxf    

որտեղ 
0k
n -ն կախված չէ x -ից, հետևաբար E  բազմության վրա զու-

գամիտությունը հավասարաչափ է: Թեորեմն ապացուցված է: � 

 
 

§2.12. Չափելի ֆունկցիաների կառուցվածքը 

 

Ինչ-որ ֆունկցիա հետազոտելիս բնականորեն առաջանում է դրա՝ 

ավելի պարզ ֆունկցիաներով մոտարկման խնդիրը: Այս խնդրի կա-

րևորության պատճառներից մեկը կիրառական խնդիրներում տարբեր 

դասերի ֆունկցիաների ուսումնասիրության հարցի բերումն է ավելի 

պարզ ֆունկցիաների: Օրինակ՝ փորձարարական ֆիզիկայի փորձերի 

արդյունքում հետազոտվող անընդհատ մեծության ժամանակից ունե-

ցած կախվածության գրաֆիկից ելնելով՝ փորձարարը կարիք ունի հե-

տազոտվող մեծությունը մոտարկելու հայտնի պարզ հատկություններ 

ունեցող ֆունկցիաների միջոցով (օրինակ՝ հանրահաշվական բազման-

դամներով). համաձայն Վայերշտրասի թեորեմի՝ անընդհատ մեծու-

թյունների դեպքում այսպիսի մոտարկումը հնարավոր է ցանկացած 

նախապես տրված ճշտությամբ, ուստի փորձարարը հետազոտվող մե-

ծության համար կարող է առաջարկել «էմպիրիկ բանաձևեր, որոնք 

կարող են ներկայացնել այդ մեծության արժեքները՝ ցանկացած ճշտու-

թյամբ: Օրինակ՝ փորձարարը կարող է վերջավոր քանակի փորձեր 

անել (քանակը կախված է պահանջվող ճշտությունից) ու հաշվել 

հետազոտվող )(tX  մեծության )/(),...,/2(),/1(),0( nnXnXnXX

արժեքները ժամանակի ,,....,1,0
n

n

nn
t  պահերին: Այնուհետև նա կա-

րող է վստահ լինել, որ 












n

k

knkk
nn ttC

n

k
XXtB

0
)1(),(  

էմպիրիկ բանաձևը մոտավորապես ներկայացնում է իրական մեծու-

թյան արժեքները ժամանակի բոլոր պահերի համար:  
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Պարզ ֆունկցիաներով տարբեր դասերի ֆունկցիաների մոտարկ-

ման մյուս կարևորությունը արդարացվում է վերջիններիս կառուցված-

քային առանձնահատկությունների ավելի խորը ըմբռնման ու դրանց 

մեկնաբանման հնարավորությամբ:  

Այս գլխում կքննարկվի չափելի ֆունկցիաների՝ անընդհատ ֆունկ-

ցիաներով (մասնավորապես հանրահաշվական բազմանդամներով) մո-

տարկման հարցը: Այստեղ ստիպված ենք հրաժարվել «հավասարաչափ 

մոտարկման» պահանջից, քանի որ, օրինակ, հատվածի վրա անընդ-

հատ ֆունկցիաներով հավասարաչափ մոտարկվել կարող են միայն 

անընդհատ ֆունկցիաները: 

 

Թեորեմ 2.12.1: Դիցուք՝ f -ը E  բազմության վրա տրված չափելի, 

համարյա ամենուրեք վերջավոր ֆունկցիա է: Ցանկացած 0  թվի 

համար գոյություն ունի չափելի, սահմանափակ g  ֆունկցիա, 

այնպիսին, որ  )( gfm : 

 

Ապացույց: Պայմանների համաձայն՝ )||:(  fxQ  բազմու-

թյան չափը 0 է: Դժվար չէ համոզվել, որ )|)(|:( kxfxAk  բազմու-

թյունները նեղացող են՝ 

......21  kAAA , 

և 





1k

kAQ :
 

Հետևաբար, համաձայն թեորեմ 2.8.2-ի, 0lim
1

















k

kk
k

AmmA : 

0k բնական թիվն ընտրենք այնպես, որ kmA , և վերցնենք  









:\,0
,\),(

)(
0

0

k

k

AEx

AExxf
xg  

g -ն E բազմության վրա որոշված չափելի ֆունկցիա է, ընդ որում՝ 

,|)(|sup 0kxg
Ex




 
0

)( kmAgfm : 

Թեորեմն ապացուցված է: � 
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Սահմանում 2.12.1: Դիցուք՝ f -ը E  բազմության վրա տրված 

ֆունկցիա է, և Ex 0 , ընդ որում՝ )( 0xf : f -ը 0x կետում ան-

վանում են անընդհատ, եթե տեղի ունի հետևյալ դեպքերից որևէ մեկը՝ 

ա. 0x -ն E բազմության մեկուսացված կետ է, 

բ. 0x -ն E  բազմությանը պատկանող սահմանային կետ է, և 

Exxx nn  ,0 առնչությունից հետևում է, որ )()( 0xfxf n  : 

 

Սահմանում 2.12.2: E  բազմության վրա տրված ֆունկցիան ան-

վանում են այդ բազմության վրա անընդհատ, եթե այն անընդհատ է այդ 

բազմության բոլոր կետերում:  

 

Լեմմ 2.12.1: Դիցուք՝ nFFF ,...,, 21 -ը զույգ առ զույգ չհատվող փակ 

բազմություններ են: Այդ դեպքում 
n

k

FF
1

1


  բազմության վրա որոշ-

ված և nFFF ,...,, 21  բազմություններից յուրաքանչյուրի վրա հաստա-

տուն   ֆունկցիան F -ի վրա անընդհատ է: 

Ապացույց: Դիցուք՝ Fx 0 , և Fxxx nn  ,0 : Այդ դեպքում 

mjFxFx jm  ,, 00 : Քանի որ mjFj , -ը փակ բազմություն է, հե-

տևաբար 0x -ն չի կարող հանդիսանալ այդ բազմության սահմանային 

կետ: Այստեղից հետևում է, որ ցանկացած mj   բնական թվի համար 

nx  հաջորդականության միայն վերջավոր թվով անդամներ կարող են 

պատկանել jF  բազմությանը: Նշանակում է` կգտնվի 0n  բնական թիվ, 

այնպիսին, որ 0, nnFx mn  : Այստեղից կհետևի, որ 

00 ),()( nnxxn  : Լեմմն ապացուցված է: � 

Լեմմ 2.12.2: Դիցուք՝  -ն ],[ baF   փակ բազմության վրա որոշ-

ված, անընդհատ ֆունկցիա է: Այդ դեպքում գոյություն ունի ],[ ba  հատ-

վածի վրա որոշված   ֆունկցիա հետևյալ հատկություններով՝ 

1. ],,[ baC  
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2. ,),()( Fxxx   

3. |)(|max|)(|max
],[

xx
Fxbax




 : 

Ապացույց: Դիցուք՝ Fd sup , և Fc inf : Այդ դեպքում 

],[],[ badcF  : Թեորեմի պնդումը տրիվիալ է, եթե ],[ dcF  , 

քանի որ ],[ dc -ից դուրս կշարունակենք հաստատուններով: 

Դիցուք՝ Fdc \],[  բազմությունը դատարկ չէ: FdcG \],[  բազ-

մությունը բաց է, այսինքն՝ այն կարելի է ներկայացնել հետևյալ 

տեքստով՝ 

,),(
j

jjG   

որտեղ վերջավոր կամ հաշվելի քանակով ),( jj   ինտերվալների 

ծայրակետերը պատկանում են F բազմությանը: Վերցնենք 

 














 :...2,1),,(),(

)()(
)(

,),(
)(0 jxx

Fxx

x
jjj

jj

jj
j 







  

Ցույց տանք, որ ],[0 dcC : 0 -ի անընդհատությունը G բազ-

մության կետերում ակնհայտ է, քանի որ այս բազմության վրա 0 -ն 

գծային է բաղկացուցիչ ինտերվալների վրա: Ապացուցենք, որ 0 -ն 

անընդհատ է F  բազմության 0x  կետում: Նախ համոզվենք, որ՝ 

)()0( 0000 xx   (համարում ենք, որ 0x –ն դիտարկվող հատվածի 

աջ ծայրակետ չի): Դիցուք՝ ...}....{}{ 21  nn xxxx  հաջորդա-

կանությունը ձգտում է 0x -ի: Նշանակենք 

:}:{\},:{ GxnABFxnA nn   

Նկատենք, որ եթե B բազմությունը վերջավոր է, ապա սկսած ինչ-

որ համարից՝ Fxn  , և 0 -ի՝ F -ի վրա անընդհատ լինելու փաստից 

կհետևի )()(lim 000 xxn
n

 
  

հավասարությունը: Եթե Aբազմությունը 
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վերջավոր է, ապա սկսած ինչ-որ համարից՝ Gxn  , և հետևաբար 

)()(lim 000 xxn
n

 


 հավասարությունը կհետևի 0 -ի G -ի վրա 

գծային լինելուց: Ենթադրենք՝ A  և B  բազմությունները վերջավոր չեն: 

Համարակալենք աջից ձախ G  բազմության բոլոր այն բաղկացուցիչ 

ինտերվալները, որոնք իրենց մեջ ընդգրկում են }{ nx  
հաջորդակա-

նության գոնե մեկ անդամ: 
1n
x -ով նշանակենք G  բազմության մեջ 

հայտնված ամենափոքր ինդեքսով էլեմենտը: Դիցուք՝ ),(
11 jj  -ը 

1n
x -ը 

ընդգրկող բաղկացուցիչ ինտերվալն է, և 

:....
212111 11 njnnnj xxxx     

3n
x -ով նշանակենք G  բազմության մեջ հայտնված 2n -ից մեծ ինդեքս 

ունեցող առաջին պատահած էլեմենտը և ),(
22 jj  -ով նշանակենք 

3n
x -ը ընդգրկող բաղկացուցիչ ինտերվալը: Ունենք 

:....
424332 11 njnnnj xxxx     

Շարունակելով այս պրոցեսը՝ կառուցվում են 

1}{ knk

x կետերի են-

թահաջորդականություն և աջից ձախ համարակալված 

1)},{( kjj kk

  

ինտերվալների հաջորդականություն, այնպիսիք, որ 

,...,2,1,),(  kG
kk jj   

:,...2,1,...
12222 21 
 kxxxx

kkkkkk jnnnjn   

Այս հավասարություններից պարզ է, որ ,, 00 xx
kk jj   երբ 

0k : Հետևաբար, օգտագործելով 0 -ի՝ G -ի վրա գծային լինելը, 

կարող ենք ասել, որ 

),()(lim 000

212

xxl
nln

l
kk

 





 

Մյուս կողմից՝ 0 -ի՝ F -ի վրա անընդհատ լինելու փաստից կհե-

տևի, որ 

),()(lim 000

122

xxl
nln

l
kk

 



 

Միավորելով վերջին երկու առնչությունները՝ համոզվում ենք, որ 
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:)()0()(lim 00000 xxxk
k

 


 

Նույն դատողություններով կարող ենք համոզվել, որ 

)()0( 0000 xx   , այնպես, որ )0()()0( 000000  xxx  : Այս-

պիսով՝ ապացուցվեց, որ ],[0 dcC : Վերցնենք 














:],[),(

],,[),(
],,[),(

)(

0

0

0

bdxd

caxc

dcxx

x





  

Ակնհայտ է, որ ],[ dcC , և կառուցումից հետևում է նաև լեմմի 

պնդման 3-րդ կետի ճիշտ լինելը:  � 
 

Թեորեմ 2.12.2: Դիցուք՝ f - ],[ ba  հատվածի վրա որոշված չափելի, 

համարյա ամենուրեք վերջավոր ֆունկցիա է: Ցանկացած   և   

դրական թվերի համար գոյություն ունի ],[ ba  հատվածի վրա 

անընդհատ   ֆունկցիա, այնպիսին, որ 

:)|(|  fm  

Ընդ որում՝ եթե Kxf |)(| , ապա  -ն կարելի է այնպես ընտրել, 

որ լինի :|)(| Kx   

 

Ապացույց: Նախ ենթադրենք, որ f -ը սահմանափակ է`

Kxf |)(| : m  բնական թիվն ընտրենք այնպես, որ :/ mK  Դի-

տարկենք հետևյալ բազմությունները` 

,,...,2,1,)(1: mmmjK
m

j
xfK

m

j
xE j 






 


  

:)(1: 





 


 KxfK

m

m
xEm  

Պարզ է, որ ,,0 jiEE ji   և :],[
1

baE
m

mj
j 


  Յուրաքանչյուր 

j բնական թվի համար կառուցենք jj EF   փակ բազմություն, այն-

պիսին, որ 
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mmj
m

mEmF jj ,....,1,
2




, 

և նշանակենք :
1


m

mj
jFF



  Պարզ է, որ  abmF : Դիտարկենք 

հետևյալ ֆունկցիան` :,...,1,,)( mmjFxK
m

j
x j   

Լեմմ 2.12.1-ի համաձայն`   ֆունկցիան F -ի վրա անընդհատ է: 

Օգտվելով Լեմմ 2.12.2-ից՝   ֆունկցիան անընդհատ շարունակենք ամ-

բողջ ],[ ba հատվածի վրա, այսինքն՝ կառուցենք ],[ baC  ֆունկցիա 

հետևյալ հատկություններով` Fxxx  ),()(  , և Kx |)(| : 

Ունենք`  

:)|(|)|(|)|(|   fmabfmabfm  

Այսինքն՝ ],[ baC  ֆունկցիան պահանջվողն է: 

Եթե f -ը սահմանափակ չէ, ապա նախ, օգտվելով թեորեմ 2.12.1-

ից, կկառուցենք g չափելի սահմանափակ ֆունկցիա, այնպիսին, որ  

,2/)(  gfm     (2.12.1) 

այնուհետև կիրառելով թեորեմի արդեն ապացուցված մասը g  ֆունկ-

ցիայի համար՝ կարող ենք գտնել ],[0 baC  ֆունկցիա, այնպիսին, որ  

:2/)|(| 0  gm       (2.12.2) 

Մնում է նկատել, որ  

)()|(|)|(| 00 fgEgEfE    

և օգտվել (2.12.1), (2.12.2) անհավասարություններից:  

Թեորեմն ապացուցված է: � 

 

Թեորեմ 2.12.3: ],[ ba  հատվածի վրա որոշված չափելի, համարյա 

ամենուրեք վերջավոր ցանկացած f  ֆունկցիայի համար կարելի է 

կառուցել ],[ ba  հատվածի վրա անընդհատ 

1)}({ nn x  ֆունկցիաների 

հաջորդականություն, որը այդ հատվածի վրա ըստ չափի զուգամիտում 

է f ֆունկցիային: 
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Ապացույց: Օգտվելով թեորեմ 2.12.2-ից՝ յուրաքանչյուր n  բնական 

թվի համար կառուցենք 

1)}({ nn x անընդհատ ֆունկցիաների հաջոր-

դականություն, այնպիսին, որ 

:11|)()(|
nn

xfxm n 





 

           
 (2.12.3) 

Դիցուք՝ 0  ցանկացած թիվ է, և 1]/1[0  n  : 

 Հաշվի առնելով, որ  

,,1|)()(|)|)()((| 0nn
n

xfxxfx nn 





    

(2.12.3)- ից ստանում ենք`   ,1|)()(|
n

xfxm n    

որտեղից :0)|)()((|lim 


 xfxm n
n

Թեորեմն ապացուցված է: � 

 

Վերջին թեորեմից Ռիսսի թեորեմի կիրառումով կհետևի հետևյալ 

թեորեմը:  

Թեորեմ 2.12.4 (Ֆրեշե): ],[ ba  հատվածի վրա որոշված չափելի, 

համարյա ամենուրեք վերջավոր ցանկացած f  ֆունկցիայի համար 

կարելի է կառուցել ],[ ba  հատվածի վրա անընդհատ 

1)}({ nn x  

ֆունկցիաների հաջորդականություն, որը այդ հատվածի վրա համարյա 

ամենուրեք զուգամիտում է f  ֆունկցիային: 

 

Ապացուցված թեորեմները հնարավորություն են տալիս ի հայտ 

բերելու չափելի ֆունկցիաների կառուցվածքային առանձնահատկու-

թյունները մեկնաբանող հետևյալ կարևոր արդյունքը:  

 

Թեորեմ 2.12.5 (Լուզին): Դիցուք՝ f -ը ],[ ba  հատվածի վրա 

որոշված չափելի, համարյա ամենուրեք վերջավոր ֆունկցիա է: Ցան-

կացած   դրական թվի համար գոյություն ունի ],[ ba  հատվածի վրա 

անընդհատ   ֆունկցիա, այնպիսին, որ 

,)(  fm  
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ընդ որում՝ եթե Kxf |)(| , ապա  –ն կարելի է այնպես ընտրել, որ 

լինի Kx |)(| : 

Ապացույց: Օգտվելով թեորեմ 4.1.4-ից՝ կարող ենք կառուցել ],[ ba  

հատվածի վրա անընդհատ )}({ xn  ֆունկցիաների հաջորդականու-

թյուն, որը այդ հատվածի վրա համարյա ամենուրեք զուգամիտում է f
ֆունկցիային: Այնուհետև, օգտվելով Եգորովի թեորեմից, կարող ենք 

գտնել ],[ ba  հատվածի այնպիսի e  փակ ենթաբազմություն, որ  

ա.  abme , 

բ. e բազմության վրա զուգամիտությունը հավասարաչափ է:  

Դժվար չէ համոզվել, որ e  բազմության վրա f ֆունկցիան անընդ-

հատ է, և Ce : Թեորեմն ապացուցված է: � 

Լուզինի թեորեմին կարելի է տալ նաև այսպիսի ձևակերպում:  

Թեորեմ 2.12.6 (Լուզին): ],[ ba  հատվածի վրա որոշված չափելի, 

համարյա ամենուրեք վերջավոր f  ֆունկցիայի արժեքները կարելի է 

փոխել ինչքան ասես փոքր չափ ունեցող բազմության վրա, այնպես, որ 

նոր ստացված ֆունկցիան ],[ ba  հատվածի վրա լինի անընդհատ: 
 

 

§2.13. Չափելի, սահմանափակ ֆունկցիայի Լեբեգի ինտեգրալը 

 

Ռիմանի իմաստով ինտեգրալը սահմանվում է հետևյալ կերպ: 

Դիտարկվում է ],[ ba  հատվածում որոշված )(xf  ֆունկցիան: Դիցուք՝ 

}...{}{ 10 bxxxax nn   այդ հատվածի որևէ տրոհում է: Վերց-

նելով յուրաքանչյուր ],[ 1kk xx  միջակայքից մեկական kx  կետ՝ կազմը-

վում է հետևյալ գումարը` 

,))((
1

0
1




 

n

k
kkk xxxf  

որը կոչվում է ինտեգրալային գումար: Եթե   գումարները ունեն սահ-

ման, երբ )max( 1 kk xx    թվերը ձգտում են զրոյի անկախ տրոհման 

ձևից և kx  կետերի ընտրությունից, ապա )(xf  ֆունկցիան կոչվում է 

Ռիմանի իմաստով ինտեգրելի, և ինտեգրալը հավասար է այդ սահ-
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մանին: Երբեմն, ընդգծելու համար, որ այն Ռիմանի ինտեգրալ է, նշա-

նակվում է հետևյալ ձևով՝ 

:)()( 
b

a

dxxfR  

Մաթեմատիկական անալիզի դասընթացից հայտնի է, որ եթե 

)(xf  ֆունկցիան անընդհատ է ],[ ba  միջակայքում, ապա այն Ռիմանի 

իմաստով ինտեգրելի է: Ռիմանի իմաստով ինտեգրելի են նաև այն 

ֆունկցիաները, որոնք անընդհատ են ],[ ba  միջակայքում, բացառու-

թյամբ այդ հատվածի վերջավոր թվով կետերի:  

Պարզվում է, որ որպեսզի սահմանափակ ֆունկցիան լինի ինտեգ-

րելի Ռիմանի իմաստով, անհրաժեշտ է և բավարար, որ նրա խզման 

կետերի բազմությունը ունենա զրո չափ: Մասնավորաբար մոնոտոն 

սահմանափակ ֆունկցիաները ինտեգրելի են Ռիմանի իմաստով:  

Ռիմանի իմաստով ինտեգրելի ֆունկցիաների բազմությունը կազ-

մում է չափելի ֆունկցիաների բազմության բավականին նեղ դաս: Շատ 

պարզագույն չափելի ֆունկցիաներ, օրինակ Դիրիխլեի ֆունկցիան 

Ռիմանի իմաստով ինտեգրելի չէ: Ինտեգրելի ֆունկցիաների բազմու-

թյունը ընդլայնելու համար Լեբեգի կողմից առաջարկվել է մի նոր 

մոտեցում, որի դեպքում բոլոր չափելի սահմանափակ ֆունկցիաները 

ինտեգրելի են: Կարևոր է նաև այն, որ եթե ֆունկցիան ինտեգրելի է 

Լեբեգի և Ռիմանի իմաստով, ապա այդ ինտեգրալները հավասար են:  

Սահմանենք Լեբեգի ինտեգրալը սահմանափակ, չափելի ֆունկ-

ցիաների համար: Դիցուք՝ E չափելի բազմության վրա տրված է 

սահմանափակ )(xf  ֆունկցիան, և  

BxfA  )( :    (2.13.1) 

],[ BA  հատվածը տրոհենք մասերի հետևյալ կերպ`  

ByyyA n  ...10 : 

Յուրաքանչյուր կիսաբաց ),[ 1kk yy  միջակայքին համապատաս-

խանեցնենք հետևյալ բազմությունը՝ 

:1,...,1,0},)(,{ 1   nkyxfyxe kkk  

Այդ բազմությունները ունեն հետևյալ հատկությունները` 

1. զույգ առ զույգ չեն հատվում, 

2. չափելի են, 
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3. :
1

0






n

k
keE  

4. 





1

0
:)(

n

k
keEm  

Ներմուծենք Լեբեգի ստորին և վերին գումարները՝ 












1

0
1

1

0
)(),(

n

k
kk

n

k
kk emySemys : 

Եթե )max( 1 kk yy   , ստանում ենք՝ 

:)(0 EmsS      (2.13.2) 

 

Լեմմ 2.13.1: Տրոհմանը նոր կետ ավելացնելիս ստորին գումարները 

չեն նվազում, վերին գումարները չեն աճում: 

 

Ապացույց: Ենթադրենք՝ ByyyA n  ...10  տրված տրո-

հումն է, և 0s -ն նրա ստորին գումարն է: Դիցուք՝ ավելացրել ենք y  կե-

տը, և ),( 1 ii yyy : Այս տրոհման ստորին գումարը նշանակենք 1s : 

Նոր տրոհման ստորին գումարը կազմված կլինի նախորդ ստորին 

գումարի նույն գումարելիներից, բացառությամբ )( ii emy  գումարելին, 

որը կփոխարինվի )()( )2()1(
iii emyemy   գումարով, որտեղ  

},)(,{)1( yxfyxe ii   },)(,{ 1
)2(

 ii yxfyxe : 

Քանի որ 

),()()()()()( )2()1()2()1()2()1(
iiiiiiiiiiii emyemyemyemyeemyemy   

ստանում ենք 10 ss  : Նման ձևով ապացուցվում է, որ վերին գումար-

ները չեն աճում: � 

 

Հետևանք: Եթե տրոհմանը ավելացնենք վերջավոր թվով կետեր, 

ապա ստորին գումարները չեն նվազի, վերին գումարները չեն աճի: 
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Լեմմ 2.13.2: Դիցուք՝ 1R -ը և 2R -ը ],[ BA  միջակայքի երկու տար-

բեր տրոհումներ են: 1s -ով, 1S -ով նշանակենք 1R -ի և 2s -ով, 2S -ով՝ 

2R -ի ստորին և վերին գումարները: Այդ դեպքում 21 Ss  : 

 Այսինքն՝ ցանկացած տրոհման ստորին գումար մեծ չէ մեկ այլ 

տրոհման վերին գումարից: 

 

Ապացույց: Վերցնենք 21 RRR   տրոհումը և նշանակենք s -ով,

S -ով R  տրոհման ստորին և վերին գումարները: Օգտվելով լեմմի հե-

տևանքից` կստանանք`  

:21 SSss   

Լեմմն ապացուցվեց: �  

 

Վերցնենք որևէ տրոհման վերին 0S գումար: Ըստ նախորդ թեո-

րեմի՝ ցանկացած ստորին գումար փոքր է կամ հավասար 0S -ին: Այ-

սինքն՝ }{s -ը՝ ստորին գումարների բազմությունը, սահմանափակ է վե-

րևից: Դիցուք՝ U -ն }{s  բազմության ճշգրիտ վերին եզրն է՝ 

}sup{sU  : Պարզ է, որ 

0SU  : 

Քանի որ 0S -ն կամայական վերին գումար է, վերջին անհավասա-

րությունից հետևում է, որ վերին գումարների բազմությունը սահմանա-

փակ է ներքևից: Դիցուք՝  

:}inf{SV   

Ցանկացած տրոհման դեպքում ստանում ենք SVUs  : Ըստ 

(2.13.2)-ի՝ ստանում ենք )(0 EmsS  , որտեղից 

:)(0 EmUV   Քանի որ  -ն ցանկացած դրական թիվ է, ապա  

:VU   

Սահմանում 2.13.1: U -ի և V -ի ընդհանուր արժեքը կոչվում է E  

բազմության վրա )(xf  ֆունկցիայի ինտեգրալ Լեբեգի իմաստով և 

նշանակվում է հետևյալ կերպ՝ 


E

dxxfL )()( : 
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Հաճախ օգտագործվում է ավելի պարզ նշանակում՝ 
E

dxxf )( , եթե 

բացառվում է այլ տեսքի ինտեգրալների հետ շփոթելու պահը: 

Սահմանումից անմիջապես հետևում է, որ ցանկացած սահմա-

նափակ չափելի ֆունկցիա ինտեգրելի է Լեբեգի իմաստով:  

Թեորեմ 2.13.1: Եթե 0 , ապա ստորին և վերին գումարները 

ձգտում են )(xf  ֆունկցիայի ինտեգրալին` 


E

dxxf )( : 

Թեորեմի ապացույցը անմիջապես հետևում է հետևյալ անհավա-

սարություններից՝ 

:)(,)( EmsSSdxxfs
E

  � 

Լեբեգի ինտեգրալի սահմանման մեջ մասնակցում էին նաև AևB  

թվերը: Այս թեորեմից հետևում է, որ ինտեգրալի արժեքը կախված չէ A -ի 

և B -ի ընտրությունից: Իրոք, դիցուք՝  

,)(,)( 1BxfABxfA   

ընդ որում՝ :1 BB   Դիտարկենք ],[ BA -ի որևէ տրոհում՝ 

ByyyA n  ...10 , 

համարելով, որ 1B -ը այդ տրոհման կետ է, և :1 myB   Ստանում ենք 

mkek  , , և :,0)( mkem k   Այսպիսով՝ 

,)()( *
1

0

1

0
semyemys

m

k
kk

n

k
kk  









 

որտեղ 
*s -ը ստորին գումար է՝ տարածված ],[ 1BA  հատվածով: Անց-

նելով սահմանի, երբ 0 , ստանում ենք 
*II  , որտեղ I -ն և 

*I -ն Լեբեգի ինտեգրալներն են՝ տարածված 

համապատասխանաբար ],[ BA  և ],[ 1BA  միջակայքերով: Նման ձևով 

ապացուցվում է, որ A -ի փոփոխման դեպքում ինտեգրալի արժեքը չի 

փոխվում: � 
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§2.14. Լեբեգի ինտեգրալի հիմնական հատկությունները 

 

Թեորեմ 2.14.1: Դիցուք՝ )(xf -ը չափելի սահմանափակ ֆունկցիա 

է՝ որոշված E  բազմության վրա, և bxfa  )( : Այդ դեպքում 
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Անցնելով սահմանի՝ կստանանք (2.14.1)-ը: � 

Հետևանք 1: Դիցուք՝ )(xf -ը չափելի սահմանափակ ֆունկցիա է՝ 

որոշված E  բազմության վրա, և bxfa  )( : Այդ դեպքում տեղի ունի 
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Քանի որ -ը կամայական բնական թիվ է, ստանում ենք (2.14.1)-ը: 

Հետևանք 2: Եթե )(xf -ը հաստատուն է E  բազմության վրա, և 

cxf )( , ապա  
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Հետևանք 3: Եթե )(xf -ը ոչ բացասական (ոչ դրական) է, ապա 

այդպիսին է նաև նրա ինտեգրալը՝  
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Հետևանք 4: Եթե 0)( Em  և )(xf -ը կամայական սահմանափակ 

ֆունկցիա է՝ որոշված այդ բազմության վրա, ապա 
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Թեորեմ 2.14.2: Դիցուք՝ )(xf  սահմանափակ չափելի ֆունկցիան 

որոշված է E  բազմության վրա, և E  բազմությունը ներկայացված է 

վերջավոր թվով կամ հաշվելի բազմությամբ իրար հետ չհատվող չա-

փելի բազմությունների գումարի տեսքով՝ 
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հաշվելի ադիտիվության հատկություն:  

Ապացույց: Նախ դիտարկենք այն դեպքը, երբ ,21 EEE   
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Այս հավասարության ձախ կողմը ինտեգրալային գումար է՝ տա-

րածված E  բազմությունով, իսկ աջ կողմում ինտեգրալային գումարներ 

են՝ տարածված 1E -ով և 2E -ով: Անցնելով սահմանի, երբ 0 , 

ստանում ենք (2.14.2) հավասարությունը: 

Օգտվելով մաթեմատիկական ինդուկցիայի մեթոդից՝ (2.14.2) հա-

վասարությունը կարելի է տարածել ցանկացած վերջավոր բազմու-

թյունների դեպքում: 

Այժմ ապացուցենք հաշվելի ադիտիվությունը: Նախ նկատենք, որ 

ըստ չափի հաշվելի ադիտիվության (թեորեմ 2.8.1)՝ 







0

:)()(
k

kEmEm  

E  բազմությունը ներկայացնենք հետևյալ ձևով՝ 

,...21 NN REEEE   
որտեղ ...21   NNN EER : Կիրառելով (2.14.2) հավասարությունը 

վերջավոր թվով NN REEEE ,,...,,, 21 բազմությունների նկատմամբ 

(վերջավոր ադիտիվություն)՝ կստանանք՝ 
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Ըստ միջին արժեքի թեորեմի (թեորեմ 2.14.1)՝ 
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Քանի որ 0)( NRm , երբ N , ստանում ենք՝ 
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Այստեղից հետևում է հավասարությունը՝ 
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Թեորեմն ապացուցվեց:  
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Հետևանք 1: Եթե 0)( xf համարյա ամենուրեք, ապա  
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Ապացույց: Դիցուք՝ 0)(,\},0)(:{ 2121  EmEEExfxE , և 

,21 EEE  օգտվելով ինտեգրալի ադիտիվությունից (թեորեմ 2.14.2)՝ 

ստանում ենք՝ 
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Թեորեմ (2.14.1)-ի 2-րդ և 4-րդ հետևանքներից ստանում ենք՝  
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Հետևանք 2: Եթե E  բազմության վրա որոշված )(1 xf  և )(2 xf  չա-

փելի սահմանափակ ֆունկցիաները համարժեք են, ապա 
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Օրինակ 1: Դիրիխլեի ֆունկցիան ցանկացած  միջակայքում 

համարյա ամենուրեք հավասար է զրոյի և հետևաբար 
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Օրինակ 2: Դիցուք՝ )(xf -ը պարզ չափելի ֆունկցիա է և ընդունում 

է Nyyy ,...,, 21  արժեքները: Եթե })(:{ kk yxfxE  , ապա 
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Իրոք, NEEEE  ...21 , և ըստ ինտեգրալի վերջավոր ադի-

տիվության՝ 
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Օրինակ 3: Դիցուք՝ )(xf -ը սահմանափակ, չափելի ֆունկցիա է և 

ընդունում է հաշվելի թվով արժեքներ՝ ,...,...,, 21 Nyyy , և 

})(:{ kk yxfxE  , ապա  
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Ապացույցը հետևում է ինտեգրալի հաշվելի ադիտիվությունից: 

 

Թեորեմ 2.14.3: Դիցուք՝ )(xf  և )(xF  ֆունկցիաները որոշված են 

 բազմության վրա, չափելի են ու սահմանափակ: Այդ դեպքում  
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հետո ըստ k -ի (2.14.4) անհավասարությունները՝ կստանանք՝ 
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Անցնելով սահմանի, երբ 0 , ստանում ենք (2.14.3) հավասա-

րությունը: � 

Թեորեմ 2.14.4: Դիցուք` )(xf  սահմանափակ, չափելի ֆունկցիան 

որոշված է E  բազմության վրա, և c -ն որևէ իրական թիվ է: Այդ դեպ-

քում  
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Ապացույց: Եթե 0c , (2.14.5)-ը ակնհայտ է: Դիտարկենք այն 

դեպքը, երբ 0c : Վերցնենք ցանկացած տրոհում`  

ByyyA n  ...10 , 

և նշանակենք :1,...,1,0},)(:{ 1   nkyxfyxe kkk  Ըստ ին-

տեգրալի ադիտիվության՝  
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Սակայն ke  բազմության վրա 1)(  kk cyxcfcy , և ըստ միջին 

արժեքի թեորեմի՝ 
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Գումարելով ստացված անհավասարությունները՝ կստանանք՝ 
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որտեղ s -ը և S -ը Լեբեգի համապատասխանաբար ստորին և վերին 

գումարներն են: Անցնելով սահմանի վերջին անհավասարության մեջ, 

երբ 0 , ստանում ենք թեորեմի ապացույցը, երբ 0c : 

Դիցուք՝ 0c : Այդ դեպքում օգտվելով հետևյալ հավասարությու-

նից՝ 
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ստանում ենք թեորեմի ապացույցը: � 

Հետևանք 1: Եթե )(xf  և )(xF  ֆունկցիաները որոշված են E  

բազմության վրա, չափելի են ու սահմանափակ, ապա  
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Հետևանք 2: Դիցուք՝ )(xf  և )(xF  ֆունկցիաները որոշված են E  

բազմության վրա, չափելի են ու սահմանափակ: Եթե )()( xFxf  , 

ապա 
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Իրոք, ըստ նախորդ հետևանքի՝  
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քանի որ :0)()(  xfxF  

Թեորեմ 2.14.5: Դիցուք՝ )(xf  չափելի և սահմանափակ ֆունկցիան 

որոշված է E  բազմության վրա: Այդ դեպքում  
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Ապացույց: Դիցուք՝ 
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Թեորեմի ապացույցը հետևում է ,0,0,||  bababa  

անհավասարությունից: � 

  

 

§2.15. Սահմանային անցում ինտեգրալի նշանի տակ 

 

Մաթեմատիկական անալիզի դասընթացից հայտնի է, որ եթե 

)(xfn  անընդհատ ֆունկցիաների հաջորդականությունը ],[ ba  միջա-

կայքում հավասարաչափ զուգամիտում է )(xf  ֆունկցիային, ապա 

:)()(lim  
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dxxfdxxf     (2.15.1)  

Այսինքն՝ սահմանային անցումը կարելի է տանել ինտեգրալի 

նշանի տակ: Եթե )(xfn  ը ձգտում է )(xf -ին ոչ հավասարաչափ, ապա 

(2.15.1) հավասարությունը հնարավոր է, որ տեղի չունենա: Օրինակ՝ 
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հատ-

վածների վրա, որ )(xfn  ֆունկցիաները լինեն անընդհատ  հատ-

վածում: Հեշտ է ստուգել, որ :0)(],1,0[  xfx n Սակայն  

:)(lim)(lim
1

0

1

0
 

 dxxfdxxf
n

n
n

 

Իրոք, ցանկացած n -ի դեպքում 

:1
2
12)(

1

0

 n
ndxxfn  

 1;0
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Թեորեմ (2.15.1) (Լեբեգ): Դիցուք` E  բազմության վրա որոշված 

չափելի սահմանափակ ֆունկցիաների 

1)}({ nn xf  հաջորդականու-

թյունը ըստ չափի զուգամիտում է )(xF  չափելի ֆունկցիային՝ 

)),()(( ExxFxfn  : Եթե գոյություն ունի C դրական թիվ, այնպես, 

որ ExCxfn  ,|)(| , ապա  

:)()(lim  


EE

n
n

dxxFdxxf    (2.15.2) 

Այսինքն՝ սահմանային անցումը կարելի է. սահմանը կարելի է 

տանել ինտեգրալի նշանի տակ: 

 

Ապացույց: Նախ նկատենք, որ ըստ Ռիսի թեորեմի (թեորեմ 2.11.4)՝ 

համարյա բոլոր Ex կետերի համար տեղի ունի CxF |)(|  անհա-

վասարությունը: Դիցուք՝ 0 , և դիտարկենք հետևյալ բազմություն-

ները՝ 

},|)()(|,{)(   xFxfxA nn }|)()(|,{)(   xFxfxB nn : 

 Քանի որ )()( xFxfn  , ապա 

:0))((



n

nAm        (2.15.3) 

Բավական է ցույց տալ, որ 

:0|)()(|


  n
EE

n dxxFdxxf  

Նկատենք, որ 

 
E

n

EE

n dxxFxfdxxFdxxf |)()(||)()(|  

 
)()(

:|)()(||)()(|
 nn B

n

A

n dxxFxfdxxFxf  

Քանի որ հ.ա. CxFxfn 2|)()(|  , ապա  

:))((22|)()(|
)()(




n

AA

n ACmdxCdxxFxf
nn
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Ըստ միջին արժեքի թեորեմի՝ 

:)(|)()(|
)()(

EmdxdxxFxf
nn BB

n 


   

Արդյունքում ստանում ենք՝ 

:)())((2|)()(| EmACmdxxFdxxf n

EE

n       (2.15.4) 

Դիցուք՝ 0 կամայական դրական թիվ է: 0  վերցնենք այն-

պես, որ տեղի ունենա :
2

)(  Em  Ամրագրելով այդ  -ն և օգտվելով 

(2.15.3)-ից՝ կարող ենք ասել, որ գոյություն ունի բնական N , այնպես, 

որ կամայական Nn  թվի համար 

2
))((2  nACm : 

Nn   դեպքում (2.15.4)-ից ստանում ենք՝ 

,|)()(|  
EE

n dxxFdxxf  

որտեղից և հետևում է թեորեմը: � 

Հետևանք: Դիցուք՝ ],[ ba  միջակայքում անընդհատ ֆունկցիաների 


1)}({ nn xf  հաջորդականությունը ցանկացած ],[ bax  կետում զուգա-

միտում է )(xF  ֆունկցիային և հավասարաչափ սահմանափակ է, 

ապա  


EE

n
n

dxxFdxxf )()(lim : 

Ապացույցը հետևում է նախորդ թեորեմից, քանի որ կետային զու-

գամիտությունից հետևում է ըստ չափի զուգամիտությունը                   

( )()( xFxfn  ): 
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§2.16. Ոչ բացասական չափելի ֆունկցիայի ինտեգրալ 

 

Դիցուք՝ )(xf -ը որևէ չափելի ֆունկցիա է՝ որոշված E  բազմու-

թյան վրա, և 0)( xf : Ցանկացած բնական N -ի համար նշանակենք 









:)(,
,)(),(

)(
NxfN

Nxfxf
xfN  

Պարզ է, որ )(xfN -ը սահմանափակ, չափելի ֆունկցիա է: Իրոք, 

սահմանափակությունը անմիջապես հետևում է սահմանումից, իսկ 

չափելիությունը՝ հետևյալ հավասարությունից՝ 









:,
,),(

)(
Na

Naaf
afN  

)(xfN  ֆունկցիաները կազմում են մոնոտոն հաջորդականություն՝ 

...)()()( 321  xfxfxf , 

և ուրեմն 

...)()()( 321  
EEE

dxxfdxxfdxxf , 

հետևաբար գոյություն ունի վերջավոր կամ անվերջ սահմանը՝ 
 :)(lim 

E

N
N

dxxf           (2.16.1) 

Սահմանում 2.16.1: (2.16.1) սահմանը կոչվում է )(xf  ֆունկցիայի 

ինտեգրալ ըստ E  բազմության և նշանակվում է հետևյալ կերպ՝ 


E

dxxf )( : 

Եթե այդ ինտեգրալը վերջավոր է, ապա )(xf  ֆունկցիան կոչվում 

է L -ինտեգրելի կամ հանրագումարելի: 

Օրինակ: Դիցուք՝ ]1,0(,1)(  x
x

xf  : Ստանում ենք՝ 














,,

,,1
)(

/1

/1






NxN

Nx
xxfN  

և եթե 1 , 
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/1

/1/1 0

11
1

11

0 1
1)(

N

NN

N NNxNdx
x

dx
dxxf

 





1111
1

1
1 












 NN : 

Այժմ, եթե 1 , ստացված արտահայտությունը ունի վերջավոր 

սահման, երբ N : Ստացվեց՝ 1  դեպքում )(xf -ը հանրագու-

մարելի է: Եթե 1 , համոզվում ենք, որ )(xf -ը հանրագումարելի չէ: 

Երբ 1 , ստանում ենք՝ 














,,

,,1
)(

1

1

NxN

Nx
xxfN  

:ln111ln)(
/1

0

1

/1

1

0

  

N

N
N

N N
N

N
N

Ndx
x

dx
dxxf  

1  դեպքում )(xf -ը հանրագումարելի չէ:  

Նկատենք, որ եթե )(xf -ը սահմանափակ է, ապա այսպես սահ-

մանված ինտեգրալը համընկնում է սահմանափակ ֆունկցիայի մեզ 

հայտնի ինտեգրալին: Իրոք, բավականաչափ մեծ N -ի դեպքում 

)()( xfxfN  : 

Սահմանումից անմիջապես հետևում են հանրագումարելի ֆունկ-
ցիաների հետևյալ հատկությունները: 

 

Հատկություն 1: Եթե 0)( Am , ապա այդ բազմության վրա որոշ-

ված ցանկացած ֆունկցիա հանրագումարելի է, և 

0)( 
E

dxxf : 

Հատկություն 2: Եթե E բազմության վրա որոշված )(xf  և )(xg  

ֆունկցիաները համարժեք են, ապա 

 
EE

dxxgdxxf )()( : 
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Հատկություն 3: Եթե )(xf  ոչ բացասական ֆունկցիան որոշված է 

E  բազմության վրա, և 0E -ն E -ի որևէ չափելի ենթաբազմություն է, 

ապա 

 
EE

dxxfdxxf )()(
0

: 

Հատկություն 4: Եթե )(xf  և )(xF  ոչ բացասական ֆունկցիաները 

որոշված են E  բազմության վրա, և )()( xFxf  , ապա 

 
EE

dxxFdxxf )()( : 

Հատկություն 5: Եթե )(xf  ոչ բացասական ֆունկցիան որոշված է 

E  բազմության վրա, և 0)( 
E

dxxf , ապա )(xf -ը համարժեք է 

զրոյի: 

Թեորեմ 2.16.1: Եթե )(xf  ոչ բացասական չափելի ֆունկցիան 

հանրագումարելի է, ապա այն համարյա ամենուրեք վերջավոր է: 

 

Ապացույց: Դիցուք՝ })(,{  xfxA : Ցանկացած N -ի դեպ-

քում ,,)( AxNxfN   այնպես, որ  

)()()( ANmdxxfdxxf
A

N

E

N   : 

Եթե 0)( Am , ապա 
E

N dxxf )(  ինտեգրալը N -ի անվերջ աճելու 

դեպքում կձգտի անվերջի, ինչը հակասում է )(xf  ֆունկցիայի հանրա-

գումարելիությանը: � 

Թեորեմ 2.16.2: Եթե E  բազմության վրա որոշված )(xf -ը և )(xg -

ը ոչ բացասական չափելի ֆունկցիաներ են, ապա 

 
EEE

dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( : 

Մասնավորաբար եթե )(xf  և )(xg  ֆունկցիաները հանրագումա-

րելի են, ապա հանրագումարելի է նաև )()( xgxf   ֆունկցիան: 
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Ապացույց: Քանի որ ցանկացած N -ի դեպքում 

)()()()( xgxfxgxf NN  , 

ապա 

 
EE

N

E

N dxxgxfdxxgdxxf ))()(()()( : 

Անցնելով սահմանի, երբ N , կստանանք՝ 

 
EEE

dxxgxfdxxgdxxf ))()(()()( :             (2.16.2) 

Հակառակը ապացուցելու համար նկատենք, որ 

)()()()( xgxfxgf NNN  :    (2.16.3) 

Ինտեգրելով (2.16.3)-ը՝ ստանում ենք՝ 

 
E

N

E

N

E

N dxxgdxxfdxxgf )()()()( : 

Անցնելով սահմանի, երբ N , կստանանք՝ 

 
EEE

dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( :          (2.16.4) 

Համեմատելով (2.16.2)-ը և (2.16.4)-ը՝ ստանում ենք թեորեմի ապա-

ցույցը: � 

 

Թեորեմ 2.16.3: Եթե )(xf -ը ոչ բացասական չափելի ֆունկցիա է 

E  բազմության վրա, ապա ցանկացած իրական 0a  թվի համար 

    
EE

dxxfadxxaf : 

Մասնավորաբար եթե )(xf -ը հանրագումարելի է, ապա հանրա-

գումարելի է նաև )(xaf -ը: 

 

Ապացույց: Թեորեմը ակնհայտ է, եթե 0a : Եթե a -ն բնական 

թիվ է, այն հետևում է նախորդ թեորեմից: Քանի որ ցանկացած բնական 

m -ի դեպքում ըստ նույն թեորեմի 

 
EE

dxxf
m

mdxxf )(1)( , 

ստանում ենք՝ 
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EE

dxxf
m

dxxf
m

)(1)(1
: 

Այստեղից հետևում է, որ թեորեմը ճիշտ է ցանկացած ռացիոնալ a  

թվի դեպքում: Այժմ ենթադրենք՝ a -ն դրական իռացիոնալ թիվ է: Վերց-

նենք դրական r  և R  ռացիոնալ թվերը այնպես, որ տեղի ունեն 

Rar  : Ըստ 2.16. պարագրաֆի 4-րդ հատկության՝ 

 
EEE

dxxfRdxxafdxxfr )()()( : 

Անցնելով սահմանի, երբ r -ը և R -ը ձգտում են a -ին, ստանում 

ենք թեորեմը ցանկացած իռացիոնալ թվի դեպքում: � 

 

Թեորեմ 2.16.4: Դիցուք՝ )(xf  սահմանափակ չափելի ֆունկցիան 

որոշված է E  բազմության վրա, և E  բազմությունը ներկայացված է 

վերջավոր թվով կամ հաշվելի բազմությամբ իրար հետ չհատվող 

չափելի բազմությունների գումարի տեսքով՝ 


k

kEE  , 

այդ դեպքում 

  
k EE k

dxxfdxxf )()( : 

Ինտեգրալի այս հատկությունը կոչվում է ադիտիվության կամ 

հաշվելի ադիտիվության հատկություն: 

Դիցուք՝ )(xf -ը հանրագումարելի ֆունկցիա է: 







1

*

nk
kn EE

 









,,0
,),(

)(
k

k
k Ex

Exxf
xF  









:,0
,),(

)( *

*

n

n
n

Ex

Exxf
xR  

Ստանում ենք՝ 

),()(...)()()( 21 xRxFxFxFxf nn   

և ըստ թեորեմ 2.16.2-ի՝ 
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 *

)()()(
1

nk E

n

n

k E

k

E

dxxRdxxFdxxf : 

Քանի որ ),()( xfxRn   ապա 

 
EE

n dxxfdxxR
n

)()(
*

, 

և վերջին հավասարությունից հետևում է, որ ցանկացած n  -ի համար 

  
 E

n

k E

k dxxfdxxF
k

)()(
1

, 

հետևաբար  


1
)(

k E

k dxxF
k

 շարքը զուգամետ է, և 

  


 Ek E

k dxxfdxxF
k

)()(
1

:                            (2.16.5) 

Այժմ ապացուցենք հակառակը: Դիցուք՝  -ը որևէ դրական թիվ է: 

Քանի որ 

 


EE

N
N

dxxfdxxf )()(lim , 

գոյություն ունի N բնական թիվ այնպես, որ 

 
EE

N dxxfdxxf )()( : 

Ըստ սահմանափակ ֆունկցիայի ինտեգրալի հաշվելի ադիտի-

վության՝ 

  









11

)()()(
k Ek E

N

E

N

kk

dxxfdxxfdxxf , 

և ըստ նախորդ անհավասարության՝ 

  




dxxfdxxf
Ek Ek

)()(
1

: 

Քանի որ  -ը կամայական դրական թիվ է, 

dxxfdxxf
Ek Ek

  




)()(
1

:   (2.16.6) 
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Համեմատելով վերջին անհավասարությունը (2.16.5)-ի հետ՝ ստա-

նում ենք թեորեմը հանրագումարելի ֆունկցիայի դեպքում: Եթե )(xf -ը 

հանրագումարելի չէ, ապա 

 dxxf
E

)( , 

ըստ (2.16.6)-ի՝  

 


1
)(

k Ek

dxxf : 

Թեորեմը լրիվ ապացուցված է: � 

 

 

§2.17. Հանրագումարելի ֆունկցիաներ 

 

Այժմ ենթադրենք՝ )(xf -ը կամայական չափելի ֆունկցիա է՝ որոշ-

ված E  չափելի բազմության վրա: Նշանակենք 

 

     
 







 ,0,0
,0,

xf

xfxf
xf       

 






 :0,0
,0,

xf

xfxf
xf  

Այս ֆունկցիաները չափելի և ոչ բացասական են E  բազմության 

վրա, այնպես, որ գոյություն ունեն հետևյալ ինտեգրալները՝  
 

  
E

dxxf ,   
E

dxxf  

վերջավոր կամ անվերջ: 

Սահմանում 2.17.1: Եթե )(xf  և )(xf  ֆունկցիաներից գոնէ մեկը 

հանրագումարելի է E  բազմության վրա, ապա  

     
EE

dxxfdxxf  

տարբերությունը կոչվում է )(xf  ֆունկցիայի Լեբեգի ինտեգրալ ըստ  

բազմության և նշանակվում է 

 
E

dxxf :    (2.17.1) 

E
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Հեշտ է նկատել որ Լեբեգի ինտեգրալի սահմանումը կամայական 

ֆունկցիայի դեպքում չի հակասում սահմանափակ և ոչ բացասական 

ֆունկցիաներից ինտեգրալների սահմանմանը: 

Նկատենք նաև հետևյալը. որպեսզի գոյություն ունենա (2.17.1) 

ինտեգրալը և լինի վերջավոր, անհրաժեշտ է և բավարար, որպեսզի 

)(xf  և )(xf  ֆունկցիաները լինեն հանրագումարելի: 

Սահմանում 2.17.2: )(xf -ը կոչվում է հանրագումարելի կամ 

ինտեգրելի, եթե գոյություն ունի վերջավոր (2.17.1) ինտեգրալը: Ընդ 

որում`  

       
EEE

dxxfdxxfdxxf :              (2.17.2) 

Հանրագումարելի կամ ինտեգրելի ֆունկցիաների դասը սովորա-

բար նշանակվում է )(EL  կամ ուղղակի L : 

 

Թեորեմ 2.17.1: Որպեսզի )(xf  չափելի ֆունկցիան լինի հանրա-

գումարելի, անհրաժեշտ է և բավարար, որ լինի հանրագումարելի 

|)(| xf  ֆունկցիան: Այդ դեպքում տեղի ունի հետևյալ անհավա-

սարությունը՝ 

    
EE

dxxfdxxf || : 

Ապացույց: Նկատենք, որ )()(|)(| xfxfxf   , և հետևաբար՝ 

 

       
EEE

dxxfdxxfdxxf || : 

Այստեղից հետևում է թեորեմի ապացույցը: � 

Այս թեորեմից հետևում է. 

1. Հանրագումարելի ֆունկցիան համարյա ամենուրեք վերջավոր է: 

2. Եթե 0)( Em , ապա E  բազմության վրա որոշված ցանկացած 

ֆունկցիա հանրագումարելի է, և 

  0
E

dxxf : 

3. Եթե )(xf -ը հանրագումարելի է E  բազմության վրա, ապա այն 

հանրագումարելի է նրա ցանկացած չափելի ենթաբազմության վրա: 
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4. Դիցուք՝ )(xf -ը և )(xF -ը չափելի ֆունկցիաներ են E  բազմու-

թյան վրա, և )(|)(| xFxf  : Այդ դեպքում, եթե հանրագումարելի է 

)(xF  ֆունկցիան, ապա հանրագումարելի է նաև )(xf -ը: 

5. Դիցուք՝ )(xf -ը և )(xF -ը համարժեք են: Այդ դեպքում հետևյալ 

երկու՝  

 
E

dxxf ,  
E

dxxF  

ինտեգրալներից մեկը եթե գոյություն ունի, ապա գոյություն ունի նաև 

մյուսը, և դրանք իրար հավասար են: � 

 

Թեորեմ 2.17.2: Դիցուք՝ E -ն զույգ առ զույգ իրար հետ չհատվող 

չափելի բազմությունների գումար է՝ 





n

k
kEE

1

: 

Եթե )(xf  ֆունկցիան հանրագումարելի է յուրաքանչյուր kE  բազ-

մության վրա, ապա այն հանրագումարելի է E  բազմության վրա, և 

    



n

k EE k

dxxfdxxf
1

, 

այսինքն՝ ինտեգրալը վերջավոր ադիտիվ է: 

 

Ապացույց: Ըստ ոչ բացասական ֆունկցիաների ինտեգրալի հատ-

կության՝ 

    


 
n

k EE k

dxxfdxxf
1

,     


 
n

k EE k

dxxfdxxf
1

: 

Հանելով առաջին հավասարությունից երկրորդը՝ ստանում ենք 

թեորեմի ապացույցը: � 

Ճիշտ է նաև հաշվելի ադիտիվության թեորեմը հետևյալ ձևակեր-

պումներով:  

Թեորեմ 2.17.3: Եթե )(xf  ֆունկցիան հանրագումարելի է E  

բազմության վրա, և  բազմությունը ներկայացված է հաշվելի բազմու-

թյամբ զույգ առ զույգ իրար հետ չհատվող չափելի բազմությունների 

գումարի տեսքով՝ 

E
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1k

kEE , 

ապա 

    





1k EE k

dxxfdxxf : 

Թեորեմ 2.17.4: Դիցուք՝ E  չափելի բազմությունը ներկայացված է 

հաշվելի բազմությամբ զույգ առ զույգ իրար հետ չհատվող չափելի 

բազմությունների գումարի տեսքով՝ 







1k

kEE : 

Եթե )(xf  ֆունկցիան հանրագումարելի է յուրաքանչյուր kE  բազ-

մության վրա, և  

   


1k Ek

dxxf , 

 ապա այն հանրագումարելի է նաև E  բազմության վրա, և 

    



n

k EE k

dxxfdxxf
1

: 

Ապացույց: Այս թեորեմները ապացուցվում են ոչ բացասական 

ֆունկցիաների ինտեգրալի հաշվելի ադիտիվության հատկության ան-

միջական կիրառմամբ: � 

 

Թեորեմ 2.17.5: Եթե )(xf -ը հանրագումարելի ֆունկցիա է E  բազ-

մության վրա, իսկ a -ն ցանկացած իրական թիվ է, ապա )(xaf -ը 

նույնպես հանրագումարելի է, և 

    
EE

dxxfadxxaf : 

Ապացույց: Թեորեմն ակնհայտ է 0a  դեպքում: Եթե 0a , թեո-

րեմը հանգում է ոչ դրական ֆունկցիաների ինտեգրալի համանման 

պնդմանը: Բացասական a -ի դեպքը քննարկելու համար սկզբում դի-

տարկենք 1a  դեպքը: Հեշտ է տեսնել, որ 
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  ffff )()( , , 

որտեղից 

         
EEEE

dxxfdxxfdxxfdxxf : 

Այսպիսով՝ 1a -ը կարելի է դուրս բերել ինտեգրալի նշանի տա-

կից: Դիցուք՝ a -ն կամայական բացասական թիվ է: Այդ դեպքում 

        
EEEE

dxxfadxxfadxxfadxxaf |||| : � 

 

Հետևանք: Եթե )(xf -ը հանրագումարելի է E  բազմության վրա, 

իսկ )(x -ը չափելի, սահմանափակ ֆունկցիա է, ապա )()( xfx  

հանրագումարելի են E  բազմության վրա: 

 

Թեորեմ 2.17.6: Եթե )(xf  և )(x  ֆունկցիաները հանրագումարե-

լի են  բազմության վրա, ապա հանրագումարելի է նաև )()( xxf   

ֆունկցիան, և 

      
EEE

dxxdxxfdxxxf  ))(( :  (2.17.3) 

Ապացույց: )()( xxf   ֆունկցիայի հանրագումարելիությունը 

հետևում է հետևյալ անհավասարությունից՝ 

    )()( xxfxxf   : 

Մնում է ապացուցել (2.17.3) հավասարությունը: Կազմենք հետևյալ 

բազմությունները՝ 

}0)(,0)(,{1  xxfxE  ,  

}0)(,0)(,{2  xxfxE  , 

}0)()(,0)(,0)(,{3  xxfxxfxE  ,  

}0)()(,0)(,0)(,{4  xxfxxfxE  , 

}0)()(,0)(,0)(,{5  xxfxxfxE  ,  

}0)()(,0)(,0)(,{6  xxfxxfxE  : 

Ակնհայտ է, որ այս բազմությունները զույգ առ զույգ չեն հատվում, և 

E
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6

1k
kEE : 

Ցույց տանք, որ 

      6...,,2,1,))((    kdxxdxxfdxxxf
k kk E EE

 : 

Դիտարկենք առավել հետաքրքիր դեպքը, երբ : Կարող ենք 

գրել՝ 

    )))((()( xxfxxf   : 

Այս հավասարության աջ կողմի գումարելիները ոչ բացասական 

են: Օգտվելով ոչ բացասական ֆունկցիաների ինտեգրալի համապա-

տասխան հատկությունից՝ ստանում ենք՝ 

      
666

))(()(
EEE

dxxxfdxxdxxf  , 

որտեղից 

       
6 66

))((
E EE

dxxdxxfdxxxf  : 

 

Թեորեմը ապացուցվեց: � 

Անցնենք հաջորդ թեորեմին, որը կոչվում է ինտեգրալի բացարձակ 

անընդհատության հատկություն:  

 

Թեորեմ 2.17.7: Դիցուք՝ )(xf  ֆունկցիան հանրագումարելի է E  

բազմության վրա:  Ցանկացած 0 -ին համապատասխանում է 

0 , այնպես, որ ցանկացած չափելի Ee բազմության համար, որի 

չափը )(em , ճիշտ է հետևյալը՝ 

  
e

dxxf : 

Ապացույց: Միաժամանակ հանրագումարելի է նաև |)(| xf  ֆունկ-

ցիան: Համաձայն ոչ բացասական ֆունկցիաների ինտեգրալի սահման-

ման՝ գոյություն ունի 0N  այնպես, որ 

6k
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E

N
E

dxxfdxxf
20


: 

Վերցնենք 
02N

  : Քանի որ      0
0


N
xfxf , ցանկացած 

Ee  բազմության համար տեղի ունի 

            
E

N
e

N
dxxfxfdxxfxf

00
, 

որտեղից 

     
e

N
e

dxxfdxxf
20


, 

և 

     
e

N
e

dxxfdxxf
20


: 

Բայց, քանի որ    0
0
Nxf

N
 , ապա 

   
e

N
emNdxxf )(.0

0
,  

և 

  )(.
2 0 emNdxxf

e




: 

Այժմ պարզ է, որ եթե 


0

)(
N

em , կստանանք՝ 

  
e

dxxf , 

որտեղից հետևում է թեորեմի ապացույցը: � 

 

 

§2.18. Սահմանային անցում ինտեգրալի նշանի տակ 

 

Թեորեմ 2.18.1 (Լեբեգ): Դիցուք՝ 

1)}({ nn xf  հանրագումարելի 

ֆունկցիաների հաջորդականությունը ըստ չափի զուգամիտում է )(xF -
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ին: Եթե գոյություն ունի հանրագումարելի )(x  ֆունկցիա, այնպես, 

որ ցանկացած n -ի և x -ի համար 

)(|)(| xxfn  ,            (2.18.1) 

ապա 

:)()(lim  


EE

n
n

dxxFdxxf  

Այսինքն` սահմանային անցումը կարելի է կատարել ինտեգրալի 

նշանի տակ: 

 

Ապացույց: Ըստ (2.18.1)-ի՝ 

1)}({ nn xf  ֆունկցիաները հանրագու-

մարելի են: Ռիսի թեորեմից հետևում է, որ գոյություն ունի

1)}({ kn xf

k
 

ենթահաջորդականություն, այնպես, որ )()( xFxf
k

nk 
  համարյա 

ամենուրեք, հետևաբար )(|)(| xxF   համարյա ամենուրեք և )(xF -ը 

նույնպես հանրագումարելի են: Կամայական 0 -ի համար նշա-

նակենք  

},|)()(|,{)(   xFxfxA nn  

}|)()(|,{)(   xFxfxB nn : 

Պարզ է, որ ցանկացած -ի և ցանկացած -ի համար 

:)()(  nn BAE   

 Եվ :0))((



n

nAm  Մյուս կողմից` 

 
E

n

EE

n dxxFxfdxxFdxxf |)()(||)()(|  

 
)()(

:|)()(||)()(|
 nn B

n

A

n dxxFxfdxxFxf  

Քանի որ հ.ա.  |)()(| xFxfn , ապա  

:)(|)()(|
)()(

EmdxdxxFxf
nn BB

n 


   

n 
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Օգտվելով )(2|)()(| xxFxfn   անհավասարությունից՝ ստա-

նում ենք՝ 

:)(2|)()(|
)()(
 
 nn AA

n dxxdxxFxf  

Արդյունքում ստանում ենք՝ 

:)()(2|)()(|
)(

EmdxxdxxFdxxf
nAEE

n 


        (2.18.2) 

Դիցուք՝ 0 -ն կամայական դրական թիվ է: 0 վերցնենք 

այնպես, որ տեղի ունենա  

:
2

)(  Em
    (2.18.3) 

)(x  ֆունկցիայի ինտեգրալի բացարձակ անընդհատությունից 

օգտվելով՝ վերցնենք 0  այնպես, որ ցանկացած Ee  բազմության 

համար, միայն թե )(em , տեղի ունենա  

4
)( 


e

dxx : 

0n -ը ընտրենք այնպես, որ կամայական 0nn   համար  ))(( nAm :  

Հետևաբար կստանանք՝ 

 

                                     :                                         (2.18.4) 

 

 

Օգտվելով (2.18.2) և (2.18.3) բանաձևերից՝ կստացվի 

,|)()(|  
EE

n dxxFdxxf  

Թեորեմը ապացուցված է: � 
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§2.19. Լեբեգի և Ռիմանի ինտեգրալների համեմատումը 

 

Թեորեմ 2.19.1: Դիցուք՝ )(xf -ը անընդհատ ֆունկցիա է ],[ ba -ում: 

Այդ դեպքում 

 
b

a

b

a

dxxfLdxxfR )()()()( :     (2.19.1)  

Ապացույց: Վերցնենք ],[ ba -ի ցանկացած տրոհում` 

bxxxa n  ...10 : Ըստ Լեբեգի ինտեգրալի հատկության` 







1

)()()()(
1

0

k

k

x

x

n

k

b

a

dxxfLdxxfL : 

Նշանակենք km -ով և kM -ով )(xf  ֆունկցիայի փոքրագույն և մե-

ծագույն արժեքները ],[ 1kk xx միջակայքում: Ըստ միջին արժեքի թեո-

րեմի՝ 

)()()( 11

1

kkk

x

x

kkk xxMdxxfxxm
k

k

  


, 

և գումարելով այս հավասարությունները՝ ստանում ենք՝ 

)()()()( 1

1

0
1

1

0
kk

n

k
k

b

a

kk

n

k
k xxMdxxfLxxm  









 : 

Այս անհավասարության աջ և ձախ կողմերում գրված են Դարբուի 

ստորին և վերին գումարները: Ինչպես գիտենք, երբ 0 , Դարբուի 

ստորին և վերին գումարների սահմանը հավասար է Ռիմանի ինտեգ-

րալին: Անցնելով սահմանի, երբ 0 , կստանանք թեորեմի ապա-

ցույցը: � 

Եթե )(xf -ը կամայական՝ Ռիմանի իմաստով ինտեգրելի ֆունկ-

ցիա է ],[ ba  միջակայքում, ապա տեղի ունի (2.19.1) հավասարությունը:  

 

Դիցուք՝ տրված է ],[ ba -ի վրա որոշված )(xf ֆունկցիա, 

],[0 bax  , :0 )( 0xm -ով և )( 0xM  -ով նշանակենք )(xf  ֆունկ-

ցիայի ),( 00   xx  ինտերվալում համապատասխանաբար ճշգրիտ 

ստորին և վերին սահմանները՝ 
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:)(sup)(),(inf)(
0000

00 xfxMxfxm
xxxxxx 




  

Ակնհայտ է, որ :)()()( 000 xMxfxm     -ի փոքրացման հետ 

)( 0xm -ն չի նվազում, իսկ )( 0xM  -ն չի աճում, հետևաբար գոյություն 

ունեն հետևյալ սահմանները՝ 

),(lim)(),(lim)( 000000 xMxMxmxm  
  

ընդ որում՝  

:)()()()()( 00000 xMxMxfxmxm            (2.19.2) 
Սահմանում 2.19.1: )(xm  և )(xM ֆունկցիաները կոչվում են հա-

մապատասխանաբար )(xf  ֆունկցիայի Բեռի ստորին և վերին ֆունկ-

ցիաներ:  

Թեորեմ 2.19.2 (Բեռի թեորեմ): Որպեսզի 0x կետում վերջավոր 

)(xf  ֆունկցիան լինի անընդհատ 0x կետում, անհրաժեշտ է և բավա-

րար, որ )()( 00 xMxm  :  

Ապացույց: Ենթադրենք՝ )(xf  ֆունկցիան անընդհատ է 0x կե-

տում: Կամայական 0 -ի համար վեցնենք 0  թիվն այնպես, որ 

բոլոր x -երի համար, միայն թե  || 0xx , տեղի ունենա

 |)()(| 0xfxf  անհավասարությունը, հետևաբար՝  

  )()()( 00 xfxfxf , 

այսինքն՝ 

:)()()()( 0000    xfxMxmxf  

Օգտվելով (2.19.1) բանաձևից՝ կստանանք, որ կամայական 0 -

ի համար  

:)()()()( 0000   xfxMxmxf  
Հետևաբար թեորեմի անհրաժեշտությունն ապացուցվեց: Այժմ 

ենթադրենք՝ ունենք  )()()( 000 xfxMxm հավասարությունը: 

Քանի որ ),(lim)(),(lim)( 000000 xMxMxmxm  
  ապա կա-

մայական 0 -ի համար գոյություն ունի այնքան փոքր 0 , որ  

:)()()(),()()( 000000    xMxMxMxmxmxm  
Ստացվեց՝  
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:)()(),()( 0000    xfxMxmxf  

Այլ կերպ ասած՝ եթե  || 0xx , ապա )()()( 00 xMxfxm   , և 

  )()()( 00 xfxfxf : 
Թեորեմն ապացուցված է: � 
Այժմ ապացուցենք կարևոր լեմմ, որը կօգտագործվի Լեբեգի թեո-

րեմի (թեորեմ 2.19.3) ապացույցի մեջ: 

Լեմմ 2.19.1: Դիտարկենք ],[ ba հատվածի տրոհումների որևէ հա-

ջորդականություն՝ 

bxxxa n  )1()1(
1

)1(
0 1

...
 
bxxxa n  )2()2(

1
)2(

0 2
...

 
............................................

 
bxxxa i

n
ii

i
 )()(

1
)(

0 ...
 

............................................ : 

Ընդ որում՝ 0)(max )()(
1  

i

i
k

i
k

k
i xx : 

)(i
km -ով նշանակենք )(xf

ֆունկցիայի ճշգրիտ ստորին եզրը ],[ )(
1

)( i
k

i
k xx   հատվածի վրա: Ներ-

մուծենք )(xi ֆունկցիան հետևյալ կերպ՝ 

 









 

,,...,,,0

),,(,
)()(

1
)(

0

)(
1

)()(

i
n

ii

i
k

i
k

i
k

i

i
xxxx

xxxm
x

 

եթե 0x -ն չի համընկնում ,,
)( }{ ki
i
kx կետերից ոչ մեկի հետ, ապա 

  :)(lim 00 xmxi
i



  

Ապացույց: Բոլոր i -երի համար 0k -ով նշանակենք այն բնական 

թիվը, որի համար տեղի ունի ],[ )(
1

)(
0 00

i
k

i
k xxx  պայմանը: Ֆիքսենք որևէ 

i : Քանի որ 0x -ն տարբեր է ,,
)( }{ ki
i
kx կետերից, ապա 

)(
10

)(
00

i
k

i
k xxx  , 

հետևաբար բավական փոքր 0 թվի համար

],[),( )(
1

)(
00 00

i
k

i
k xxxx   , որտեղից էլ ստանում ենք, որ  

)()()( 000
)( xmxxmm i
i
k    :  
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Վերջին անհավասարության մեջ -ն ձգտեցնենք 0-ի, կամայական 

i -ի դեպքում ստանում ենք՝ 

)()( 00 xmxi  : 

Եթե )( 0xm , ապացույցն ավարտված է: Ենթադրենք՝

)( 0xm : Վերցնենք կամայական )( 0xmh  : Այդ դեպքում գոյու-

թյուն ունի այնպիսի 0  թիվ, որ hxm )( 0 : Ֆիքսելով այդ  -ն՝ 

գտնենք այնպիսի 0i , որ կամայական 0ii  -ի համար  

),(],[ 00
)(

1
)(

00
  xxxx i

k
i
k  

(այդպիսի 0i հնարավոր է ընտրել, քանի որ 0



i
i ), 

հետևաբար բոլոր 0ii  -երի համար ստանում ենք՝  

:)()( 00
)(

0
hxhxmm i

i
k    

Այսինքն՝ կամայական )( 0xmh  -ի համար  

)()( 00 xmxh i   : 

Լեմմը ապացուցված է: � 

Հետևանք 1: Բեռի )(xm  և )(xM ֆունկցիաները չափելի են: 

Իրոք, ,,
)( }{ ki
i
kx կետերի բազմությունը հաշվելի է և ունի 0 չափ: Հե-

տևաբար համարյա ամենուրեք   )(xmx
i

i 
 : Քանի որ  xi -ը 

չափելի ֆունկցիաներ են, ապա )(xm -ը ևս չափելի է: )(xM -ի համար 

ապացույցը նույն կերպ է:  

Հետևանք 2: Եթե լեմմի պայմանների հետ մեկտեղ պահանջենք, որ 

)(xf -ը լինի սահմանափակ, ապա ճիշտ է նաև հետևյալը՝ 

  :)()()(  


b

a
i

b

a

i dxxmLdxxL 
 

Իրոք, եթե Kxf |)(| , ապա  

  :|)(|,|| KxmKxi 
 Այստեղից ստացվում է, որ այս ֆունկցիաներն ինտեգրելի են, և 

Լեբեգի թեորեմից (թեորեմ 2.15.1) հետևում է, որ սահմանի ու ինտեգ-

րալի տեղերը կարելի է փոխել: 
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Ռիմանի ինտեգրալի համար ճիշտ է հետևյալ փաստը: 

 

Թեորեմ 2.19.3 (Լեբեգ): Որպեսզի ],[ ba  միջակայքում որոշված 

սահմանափակ ֆունկցիան լինի Ռիմանի իմաստով ինտեգրելի, 

անհրաժեշտ է և բավարար, որ նրա խզման կետերի բազմության չափը 

հավասար լինի զրոյի (լինի անընդհատ համարյա ամենուրեք): 

Ապացույց: Նկատենք, որ  

   










 1

0

)()(
1

)(
1

0
,)()()(

)(
1

)(

ii

i
k

i
k

n

k
i

i
k

i
k

i
k

n

k

x

x

i

b

a

i sxxmdxxdxxL   

որտեղ  xi -ը լեմմի մեջ սահմանված ֆունկցիան է, իսկ is -ը մաթ. 

անալիզի կուրսից հայտնի Դարբուի ստորին գումարն է: 

Վերաձևակերպենք հետևանք 2-ը հետևյալ կերպ՝ 

:)()( 


b

a
i
i dxxmLs

 

Միևնույն դատողություններով կստացվի, որ 

:)()( 


b

a
i
i dxxMLS

 

Համադրելով կստանանք՝ :)]()([)(  


b

a
i
ii dxxmxMLsS  

Քանի որ ըստ Ռիմանի ինտեգրելիությունը համարժեք է 

0



i
ii sS պայմանին, ստանում ենք՝ 

:0)]()([)( 
b

a

dxxmxML  

Ըստ §2.16-ի հատկություն 5-ի՝ )()( xmxM  -ը համարժեք է 0-ին, 

կամ, որ նույնն է, 

:)(~)( xmxM  

Հաշվի առնելով վերջինս և Բեռի թեորեմը՝ ստանում ենք, որ հ.ա. 

)(xf  ֆունկցիան անընդհատ է: Թեորեմն ապացուցված է: � 

Լեբեգի թեորեմից անմիջապես հետևում է հետևյալ թեորեմը: 
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Թեորեմ 2.19.4: Ցանկացած ֆունկցիա, որը ինտեգրելի է Ռիմանի 

իմաստով, ինտեգրելի է նաև Լեբեգի իմաստով, և այդ ինտեգրալները 

հավասար են: 

 
 

§2.20. Մոնոտոն ֆունկցիաներ 

 

Ինչպես հայտնի է, )(xf  ֆունկցիան տրված ],[ ba  հատվածում 

համարվում է աճող, եթե yx  -ից հետևում է, որ  

)()( yfxf  : 

Եթե yx  -ից հետևում է, որ )()( yfxf  , ապա ասում են, որ 

)(xf -ը խիստ աճող ֆունկցիա է: Նմանապես կարող են ասել, որ )(xf  

ֆունկցիան համարվում է նվազող (խիստ նվազող), եթե yx  -ից 

հետևում է, որ )()( yfxf   ( )()( yfxf  ): 

Նվազող և աճող ֆունկցիաներն անվանում են մոնոտոն (խիստ 

մոնոտոն): Եթե )(xf  ֆունկցիան նվազող է, ապա )(xf  ֆունկցիան 

աճող է: Այս ակնհայտ փաստը հնարավորություն է տալիս քննարկելու 

միայն աճող ֆունկցիաները: Նշենք նաև, որ հետագայում մոնոտոն 

ֆունկցիա ասելիս մենք կհամարենք, որ ֆունկցիան նաև վերջավոր է: 

 

Ենթադրենք՝ )(xf -ը աճող ֆունկցիա է տրված ],[ ba  հատվածում 

և bxa  0 : Մաթեմատիկական անալիզի շրջանակում ապացուցված 

է, որ ինչպիսի ,...,, 321 xxx  , կետերի հաջորդականություն էլ վերցնենք, 

որը ձգտում է 0x -ին՝ գտնվելով նրանից աջ ( 00 , xxxx nn  ), ապա 

գոյություն ունի վերջավոր )(lim n
n

xf


 սահմանը, որը ոչ այլ ինչ է, քան 

)}({inf
0

xf
bxx 

, այդ պատճառով այն կախված չէ 

1}{ nnx  հաջորդականու-

թյան ընտրությունից: Այդ արժեքը նշանակենք )0( 0xf : Նմանապես 

կամայական bxa  0 -ի համար կսահմանենք նաև )0( 0xf : 

Հեշտ է նկատել, որ  

),(),0()()0( 0000 bxaxfxfxf   

)()0(),0()( bfbfafaf  : 
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Այստեղից հետևում է, որ որպեսզի )(xf  ֆունկցիան լինի անընդ-

հատ 0x  կետում, անհրաժեշտ և բավարար է, որ 

),0()()0( 000  xfxfxf  

եթե 0x -ն համընկնում է a -ի կամ b -ի հետ, ապա պետք է խոսել միայն 

միակողմանի սահմանի մասին` )0( af  կամ )0( bf : 

 

)0()( 00  xfxf , )()0( 00 xfxf   թվերը անվանվում են )(xf  

ֆունկցիայի 0x  կետում համապատասխանաբար ձախակողմյան և ա-

ջակողմյան թռիչքներ, իսկ )0()0( 00  xfxf -ն` ուղղակի թռիչք այդ 

կետում (a  և b  կետերում դիտարկվում են միայն միակողմանի թռիչք-

ները): 

 

Լեմմ 2.20.1: Ենթադրենք՝ )(xf -ը աճող ֆունկցիա է՝ տրված ],[ ba  

հատվածի վրա: Եթե nxxx ,....,, 21 -ը կամայական կետեր են ],[ ba
հատվածից, ապա [݂(ܽ + 0) − ݂(ܽ)] +	[݂(ݔ + 0)– ݔ)݂ − 0)]

ୀଵ +	 [݂(ܾ) − ݂(ܾ − 0)] ≤ ≤ 	݂(ܾ) − ݂(ܽ):	(2.20.1) 

Ապացույց: Կարելի է համարել, որ ܽ	 < 	 ଵݔ < ଶݔ < ⋯ < ݔ < ܾ: 

Նշանակենք ܽ = ,ݔ ܾ = ,ݕ ାଵ և դիտարկենքݔ ,ଵݕ … , ݔ  կետերը, որտեղݕ < ݕ < ݇)	ାଵݔ = 0,1, . . . , ݊): Այդ դեպքում ݂(ݔ + 0) − ݔ)݂ − 0) ≤ (ݕ)݂ − ݇)(ିଵݕ)݂ = 1,2, … , ݊), ݂(ܽ + 0) − ݂(ܽ) ≤ (ଵݕ)݂ − ݂(ܽ), ݂(ܾ) − ݂(ܾ − 0) ≤ ݂(ܾ) −  :(ݕ)݂
Գումարելով այս անհավասարությունները` կստանանք (2.20.1)-ը: � 

 

Հետևանք: Աճող ݂(ݔ) ֆունկցիան` տրված [ܽ, ܾ] հատվածում, կա-

րող է ունենալ միայն վերջավոր թվով խզման կետեր, որտեղ նրա 

թռիչքը մեծ է տրված դրական ߪ թվից: Իրոք, եթե ݔଵ, … , --ը խզման կեݔ

տեր են [ܽ, ܾ]-ից, և այդ կետերում թռիչքը մեծ է քան ߪ-ն, ապա (2.20.1)-
ից հետևում է, որ ݊ߪ ≤ ݂(ܾ) − ݂(ܽ), և հետևաբար ݊-ը չի կարող անվերջ 

մեծ լինել: 
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Թեորեմ 2.20.1: [ࢇ,  աճող ֆունկցիայի (࢞)ࢌ հատվածում տրված [࢈

խզման կետերը հաշվելի են: Եթե ࢞, ,࢞ ,࢞ … կետերը ներքին խզման 

կետեր են, ապա [݂(ܽ + 0) − ݂(ܽ)] +[݂(ݔ + 0) − ݔ)݂ − 0)]ஶ
ୀଵ 	+	 [݂(ܾ) − ݂(ܾ − 0)] 	≤ 	݂(ܾ) − ݂(ܽ): 

Ապացույց: ܪ-ով նշանակենք ݂(ݔ) ֆունկցիայի խզման կետերի 

բազմությունը, իսկ ܪ-ով՝ այն խզման կետերի բազմությունը, որտեղ ݂(ݔ) ֆունկցիայի թռիչքը մեծ է, քան 1/݇-ն: Ակնհայտ է, որ ܪ = ଵܪ ଶܪ+ + ଷܪ +	…, և ܪ-ի հաշվելիութունը հետևում է ցանկացած առանձին 

վերցրած ܪ-ի վերջավորությունից, որը բխում է վերը ապացուցված 

հետևանքից: � 

Ենթադրենք՝ ݂(ݔ)-ը աճող ֆունկցիա է [ܽ, ܾ] հատվածում, ներ-

մուծենք (ݔ)ݏ ֆունկցիան հետևյալ կերպ՝  ݏ(ܽ) = (ݔ)ݏ ,0 = [݂(ܽ + 0) − ݂(ܽ)] +	  ݔ)݂] + 0) − ݔ)݂ − 0)]௫ೖழ௫ (ݔ)݂]+ + − ݔ)݂ − 0)]	(ܽ < ݔ ≤ ܾ): 
 

Այս ֆունկցիան կանվանենք ݂(ݔ) ֆունկցիայի թռիչքների ֆունկ-

ցիա: Պարզ է, որ այն նույնպես աճող ֆունկցիա է: 

 

Թեորեմ 2.20.2: (࢞)࣐ 	= (࢞)ࢌ	 − -տարբերությունը աճող և ան (࢞)࢙

ընդհատ ֆունկցիա է: 

 

Ապացույց: Ենթադրենք՝ ܽ ≤ ݔ < ݕ ≤ ܾ: Եթե (2.20.1) անհավասա-

րությունը կիրառենք [ݔ, ,ܽ] հատվածի համար [ݕ ܾ]-ի փոխարեն, ապա 

կստանանք հետևյալ անհավասարությունը` (ݕ)ݏ − (ݔ)ݏ ≤ (ݕ)݂ −  (2.20.2)   ,(ݔ)݂

որտեղից ստացվում է, որ ߮(ݔ) ≤   :ֆունկցիան աճող է (ݔ)߮ ուրեմն ,(ݕ)߮

Այնուհետ, եթե (2.20.2)-ում ݕ-ը ձգտում է ݔ-ին, ապա ստանում ենք, որ ݔ)ݏ + 0) − (ݔ)ݏ <= ݔ)݂	 + 0) −  (2.20.3)                :(ݔ)݂

Մյուս կողմից՝ (ݔ)ݏ ֆունկցիայի սահմանումից հետևում է, որ ݔ <  ݕ

պայմանի դեպքում ݂(ݔ + 0) − (ݔ)݂ ≤ (ݕ)ݏ − -որտեղից սահմանա ,(ݔ)ݏ

յին անցում կատարելով ݕ → ݔ)݂ ՝ կունենանք՝ݔ + 0) − (ݔ)݂ ≤ ݔ)ݏ + 0) −  :(ݔ)ݏ
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Հաշվի առնելով այս արդյունքը և (2.20.3)-ը` պարզ է, որ ݂(ݔ + 0) (ݔ)݂− = ݔ)ݏ + 0) − ݔ)߮ ուրեմն նաև ,(ݔ)ݏ + 0) = -Համանման կեր :(ݔ)߮

պով կստացվի, որ ߮(ݔ − 0) = -ի անընդ-(ݔ)߮ և վերջապես կբխի ,(ݔ)߮

հատությունը: � 

 

 

§2.21. Բազմությունների արտապատկերում:  

Մոնոտոն ֆունկցիայի դիֆերենցելիություն 

 

Ենթադրենք՝ ինչ-որ ܣ բազմության վրա տրված է ݂(ݔ) ֆունկցիան: 

Այդ ֆունկցիան կամայական ܧ ⊂  (ܧ)݂ ն համապատասխանեցնում է-ܣ
բազմությանը, որը բաղկացած է ݂(ݔ)-ի բոլոր կետերից, որտեղ ݔ ∈  :ܧ

Այլ կերպ ասած՝ ݂(ܧ)-ն բաղկացած է միայն և միայն այն ݕ կետերից, 

որոնց համար ܧ բազմության մեջ կգտնվի ݂(ݔ) =  ݔ հավասարման ݕ

արմատ: ݂(ܧ) բազմությունը կոչվում է ܧ բազմության պատկեր, իսկ վեր-

ջինս կոչվում է ݂(ܧ) բազմության նախապատկեր: ܧ բազմությունից ݂(ܧ) բազմության անցման գործողությունը կոչվում է ܧ-ի արտապատ-

կերում ݂(ܧ)-ի վրա: 

Թեորեմ 2.21.1: Եթե 1) ࡱ ⊂ ࡱ (, 2ࡱ = ∑ ୀஶࡱ , ապա համապա-

տասխանաբար 

(ଵܧ)݂ (1 ⊂  ,(ଶܧ)݂
(ܧ)݂ (2 = ∑ ஶୀଵ(ܧ)݂ : 

 

Ապացույցն ակնհայտ է: � 

Առանձնապես պարզ է արտապատկերումների այն տեսությունը, 

երբ արտապատկերող ֆունկցիան փոխմիարժեք կապ է հաստատում ܣ 

և ݂(ܣ) բազմությունների մեջ: Այդ դեպքում գոյություն ունի նաև հակա-

դարձ ݔ =  ի մեջ-ܣ բազմության վրա և (ܣ)݂ ֆունկցիան՝ տրված (ݕ)݃

ընկած արժեքներ ընդունող: Հեշտ է նկատել, որ այս դեպքում տեղի 

ունի ݂ ൭ෑܧஶ
ୀଵ ൱ =ෑ݂(ܧ)ஶ

ୀଵ , 
և, մասնավորապես, եթե ܧଵ և ܧଶ բազմությունները չեն հատվում, ապա 

չեն հատվում նաև նրանց ݂(ܧଵ) և ݂(ܧଶ) պատկերները: 
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Այդպիսի պարզ արտապատկերման օրինակ է հանդիսանում ܣ = [ܽ, ܾ] հատվածում տրված, անընդհատ և խիստ աճող ݂(ݔ) ֆունկ-

ցիան, որի դեպքում ݂(ܣ) = [݂(ܽ), ݂(ܾ)]: 
Արտապատկերումների գաղափարը շատ օգտակար է ֆունկցիա-

ների դիֆերենցելիությունը ուսումնասիրելիս: 

Սահմանում: ߣ թիվը (վերջավոր կամ անվերջ) կոչվում է ݂(ݔ) 
ֆունկցիայի ածանցյալ թիվ ݔ կետում, եթե գոյություն ունի զրոյին 

ձգտող այնպիսի ℎଵ, ℎଶ, ℎଷ, …	(ℎ ≠ 0) հաջորդականություն, որ lim→ஶ݂(ݔ + ℎ) − ℎ(ݔ)݂ = 		:ߣ
Այն փաստը, որ ߣ-ն հանդիսանում է ݂(ݔ) ֆունկցիայի ածանցյալ 

թիվը ݔ կետում, մենք կնշենք հետևյալ կերպ` ߣ = - կեݔ Եթե :(ݔ)݂ܦ

տում գոյություն ունի (վերջավոր կամ անվերջ) ݂ᇱ(ݔ) ածանցյալը, ապա ݂ܦ(ݔ)-ն կպարունակի միայն այդ թիվը. այլ ածանցյալ թիվ ݔ կետում ݂(ݔ) ֆունկցիան չունի: Որպես օրինակ դիտարկենք Դիրիխլեի ߰(ݔ) 
ֆունկցիան, որը 0 է իռացիոնալ ݔ-երի դեպքում և 1` ռացիոնալ ݔ-երի 

դեպքում: Ենթադրենք՝ ݔ-ն ռացիոնալ է, ապա ߰(ݔ + ℎ) − ℎ(ݔ)߰  

արտահայտությունը զրո է ռացիոնալ ℎ-երի համար և −1/ℎ՝ իռացիոնալ ℎ-երի դեպքում: Այստեղից հետևում է, որ ݔ կետում ߰(ݔ) ֆունկցիան 

ունի 3 ածանցյալ թիվ` −∞, 0,+∞: Հեշտ է ցույց տալ, որ ուրիշ ածանցյալ 

թվեր այս ֆունկցիան չունի: Նույն արդյունքը կստանանք նաև իռա-

ցիոնալ ݔ-ի դեպքում: 

Թեորեմ 2.21.2: Եթե (࢞)ࢌ ֆունկցիան տրված է [ࢇ,  ,հատվածի վրա	[࢈

ապա նրա ցանկացած կետում գոյություն ունեն ածանցյալ թվեր: 

Ապացույց: Դիցուք՝ ݔ ∈ [ܽ, ܾ] և {ℎ}(ℎ ≠ 0)-ը 0-ի ձգտող այնպիսի 

հաջորդականություն է, որ ݔ + ℎ ∈ [ܽ, ܾ]: Նշանակենք ߪ =(௫బା)ି(௫బ) : Եթե {ߪ}-ը վերջավոր է, ապա ըստ Բոլցանո-Վայեր-

շտրասի թեորեմի՝ նրանից կարելի է առանձնացնել ൛ߪೖൟ ենթահաջոր-

դականություն, որը ձգտում է ինչ-որ ߣ թվի, և դա էլ կլինի ݂(ݔ)-ի ածան-

ցյալ թիվը ݔ կետում՝ (ߣ =  ,ը վերջավոր չէ, օրինակ-{ߪ} Եթե : ((ݔ)݂ܦ

վերևից, ապա նրանից կարելի է առանձնացնել ൛ߪೖൟ	ենթահաջորդականություն, որը կձգտի +∞, և այդ դեպքում +∞ ∈  � :(ݔ)݂ܦ
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Թեորեմ 2.21.3: Որպեսզի (࢞)ࢌ ֆունկցիան, որը տրված է [a, b] 

հատվածի վրա, ࢞ ∈ ,ࢇ] -ածանցյալ, անհրա (࢞)ᇱࢌ կետում ունենա [࢈

ժեշտ և բավարար է, որ բոլոր ածանցյալ թվերը այդ կետում լինեն 

միմյանց հավասար: 

Ապացույց: Անհրաժեշտությունը ակնհայտ է: Ենթադրենք, որ բոլոր 

ածանցյալ թվերը ݔ կետում հավասար են միմյանց, և նրանց արժեքն է ߣ: ݂ᇱ(ݔ)-ի գոյության հարցը կապացուցվի, եթե ցույց տանք, որ 

ցանկացած զրոյի ձգտող {ℎ}(ℎ ≠ 0) հաջորդականության համար 

տեղի ունի lim→ஶ݂(ݔ + ℎ) − ℎ(ݔ)݂ =  ߣ

հավասարությունը: Ենթադրենք, որ այն տեղի չունի, այդ դեպքում 

կգտնվի գոնե մեկ {ℎ}(ℎ → 0, ℎ ≠ 0) հաջորդականություն, որ ߪ = ݔ)݂ + ℎ) − ℎ(ݔ)݂  

հաջորդականությունը չի ձգտում ߣ-ի: Բայց դա նշանակում է, որ գոյու-

թյուն ունի ߝ > 0, այնպիսի, որ անվերջ քանակով թվեր ߪ-ից կլինեն (ߣ − ,ߝ ߣ + ∞− ից դուրս (մենք ենթադրում ենք, որ-(ߝ < ߣ < +∞, հակա-

ռակ դեպքում հանգում ենք ավելի պարզ դեպքի): Այդ անվերջ բազմու-

թյունը կընդգրկի իր մեջ ൛ߪೖൟ, որը կձգտի որոշակի վերջավոր կամ 

անվերջ ߤ արժեքի, որը կտարբերվի ݂(ݔ) ֆունկցիայի ݔ կետում ߣ 

ածանցյալ թվից, սակայն ߣ-ից տարբեր ածանցյալ թվի գոյությունը 

հակասում է սկզբնական պայմաններին: � 

Լեմմ 2.21.1: Եթե ݂(ݔ) ֆունկցիան աճող է [ܽ, ܾ] հատվածում, ապա 

նրա բոլոր ածանցյալ թվերը ոչ բացասական են: 

Այս լեմմը ակնհայտ է: � 

 

Լեմմ 2.21.2: Դիցուք՝ [ܽ, ܾ] հատվածում տրված է խիստ աճող ݂(ݔ) 
ֆունկցիան: Եթե ܧ ⊂ [ܽ, ܾ] բազմության բոլոր կետերում գոյություն ունի  -ից փոքր ածանցյալ թիվ(ߣ ,(ݔ)݂ܦ ∋ ߣ ≤ 0)  ≤  < +∞), ապա ݉∗݂(ܧ) 	≤  ∙  ,ܧ∗݉

որտեղ ݉∗ܧ -ն ܧ բազմության վերին չափն է:	
Ապացույց: Վերցնենք ߝ > 0 թիվ և կառուցենք այնպիսի բաց 

սահմանափակ ܩ բազմություն, որ ܧ ⊂ ܩ݉,ܩ < ܧ∗݉ +  ߝ
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Դիցուք  > ݔ եթե , ∈  ապա գոյություն ունի զրոյի ձգտող {ℎ} ,ܧ
հաջորդականություն, այնպիսին, որ lim→ஶ݂(ݔ + ℎ) − ℎ(ݔ)݂ = ߣ ≤  :

Այդ դեպքում բավականին մեծ ݊-ի դեպքում [ݔ, ݔ + ℎ]-ը ամբող-

ջովին ընկած կլինի G բազմության մեջ: Բացի դրանից՝ բավականին մեծ 

n-երի համար տեղի կունենա (௫బା)ି(௫బ) <  :

Մենք կընդունենք, որ այս 2 անհավասարությունները տեղի ունեն 

բոլոր ݊-երի դեպքում: Դիտարկենք հետևյալ հատվածները՝ ݀(ݔ) = ,ݔ] ݔ + ℎ], Δ(ݔ) = ,(ݔ)݂] ݔ)݂ + ℎ)]: 
Քանի որ f(x) ֆունկցիան աճող է, ապա պարզ է, որ ݂[݀(ݔ)] ⊂ Δ୬(x) 
Այդ հատվածների երկարություններն են` ݉݀(ݔ) = |ℎ|,݉Δ(ݔ) = ݔ)݂| + ℎ) −  :|(ݔ)݂
Այդ պատճառով ݉Δ(ݔ) < Սակայն ℎ :(ݔ)݉݀ → 0, որը նշա-

նակում է, որ Δ(ݔ) հատվածների մեջ գոյություն ունեն ինչքան 

հնարավոր է կարճ հատվածներ: Քանի որ ܧ բազմության ݂(ܧ) պատ-

կերը բաղկացած է ݂(ݔ) կետերից, որոնք ընկած են Δ(ݔ) հատված-

ներում, ապա ݂(ܧ)-ն ծածկված է բոլոր Δ(ݔ) հատվածներով ըստ 

Վիտալի, որտեղ ݔ ∈  Այդ դեպքում կարելի է այդ հատվածների :ܧ

հաջորդականությունից ընտրել հաշվելի հատվածների ենթահաջորդա-

կանություններ ൛Δ(ݔ)ൟ(݅ = 1,2,3, … ), որոնք զույգ առ զույգ չեն 

հատվում, և ݂݉(ܧ) −	Δ(ݔ)ஶ
ୀଵ ൩ = 0: 

Պարզ է, որ ݉∗݂(ܧ) ≤ ∑ ݉Δ(ݔ) <  ∑ ݉݀(ݔ)ஶୀଵஶୀଵ : Այժմ նկա-

տենք, որ ոչ միայն Δ(ݔ) հատվածները զույգ առ զույգ չեն հատվում, 

այլ նաև ݀(ݔ) հատվածները: Այդ իսկ պատճառով ݉݀(ݔ) = ݉ ݀(ݔ)ஶ
ୀଵ ൩ :ஶ

ୀଵ  

Քանի որ ∑ ݀(ݔ)ஶୀଵ ⊂ (ܧ)݂∗݉ ապա ,ܩ < ܩ݉ < ܧ∗݉] +  ը-ߝ :[ߝ

ձգտեցնելով զրոյի, իսկ -ն՝ -ի և սահմանային անցում կատարելով` 

կստանանք այն, ինչ-որ պահանջվում էր ապացուցել: � 
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Լեմմ 2.21.3: Դիցուք՝ [ܽ, ܾ] հատվածում տրված է խիստ աճող ݂(ݔ) 
ֆունկցիան: Եթե ܧ ⊂ [ܽ, ܾ] բազմության ցանկացած կետում գոյություն 

ունի գոնե մեկ (ݔ)݂ܦ ածանցյալ թիվ, այնպիսին, որ (ݔ)݂ܦ ≥ 0) ݍ ≤ ݍ <+∞), ապա ݉∗݂(ܧ) ≥  :ܧ∗݉ݍ

Ապացույց: Եթե ݍ = 0, ապա ապացույցն ակնհայտ է: Ենթադրենք՝ ݍ > ߝ ից փոքր ինչ-որ դրական թիվ: Դիցուք՝-ݍ -ով նշանակենքݍ ,0 > 0: 
Գտնենք այնպիսի ܩ բաց սահմանափակ բազմություն, որ ܩ ⊃ ܩ݉,(ܧ)݂ < (ܧ)݂∗݉ +  ,կետերի այն բազմությունը ݔ ին պատկանող-ܧ ով նշանակենք-ܵ :ߝ

որտեղ ݂(ݔ) ֆունկցիան անընդհատ է: ܧ − ܵ բազմությունը հաշվելի է, 

քանի որ մոնոտոն ֆունկցիաները կարող են ունենալ միայն հաշվելի 

թվով խզման կետեր: Եթե ݔ ∈ -ապա կգտնվի {ℎ} հաջորդականու ,ܧ

թյուն, որի համար ℎ → 0, lim→ஶ݂(ݔ + ℎ) − ℎ(ݔ)݂ = (ݔ)݂ܦ ≥  :ݍ
Ենթադրենք, որ բոլոր ݊-երի համար տեղի ունի ݂(ݔ + ℎ) − ℎ(ݔ)݂ >  :ݍ
Դիտարկենք հետևյալ հատվածները` ݀(ݔ) = ,ݔ] ݔ + ℎ], (ݔ)߂ = ,(ݔ)݂] ݔ)݂ + ℎ)]:	
Վերը ասվածից ունենք  ݉߂(ݔ) >  :(ݔ)݉݀ݍ
Եթե ݔ ∈ ܵ, ապա բավականին մեծ ݊-երի դեպքում ամբողջ [݂(ݔ), ݔ)݂ + ℎ)]	հատվածը ամբողջությամբ կգտնվի ܩ բազմության 

մեջ: Մենք կընդունենք, որ այն տեղի ունի բոլոր ݊-երի համար: ܵ 

բազմությունը ծածկված է ݀(ݔ) հատվածներով (ݔ ∈ ܵ) ըստ Վիտալի: 

Նշանակում է՝ այդ հատվածների բազմությունից կարելի է ընտրել 

հաշվելի զույգ առ զույգ չհատվող {݀(ݔ)} հաջորդականություն, որ ݉ൣܵ − ∑ ݀(ݔ)ஶୀ ൧ = 0: Բայց այդ դեպքում	݉∗ܵ ≤݉݀(ݔ) < ஶ(ݔ)݉Δݍ1
ୀଵ

ஶ
ୀଵ : 

Սակայն Δ(ݔ) հատվածները, ինչպես և ݀(ݔ)-ն զույգ առ զույգ 

չհատվող են (այստեղ օգտագործում ենք այն փաստը, որ ݂(ݔ)-ը խիստ 

աճող է): Հետևաբար՝ 
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݉Δ(ݔ)ஶ
ୀଵ = ݉ Δ(ݔ)ஶ

ୀଵ ൩ ≤ ܩ݉ < (ܧ)݂∗݉ +  :ߝ
Այսպիսով` ݉∗ܵ < ଵబ (ܧ)݂∗݉] +  ը ձգտեցնելով-ߝ ,որտեղից էլ ,[ߝ

զրոյի, իսկ ݍ-ն ݍ-ի և սահմանի անցնելով ստանում ենք, որ ݉∗݂(ܧ) ܧ∗݉ Սակայն :ܵ∗݉ݍ≤ ≤ ݉∗ܵ ܧ)∗݉+ − ܵ) = ݉∗ܵ, որտեղից և հետևում է 

լեմմը: � 

 

Հետևանք: Այն կետերի բազմությունը, որտեղ ݂(ݔ) աճող ֆունկ-

ցիայի գոնե մեկ ածանցյալ թիվ անվերջ է, ունի զրո չափ: 

Ապացույց: Իրոք, ենթադրենք, որ ݂(ݔ)-ը խիստ աճող է: Եթե տեղի 

ունենար ݉∗(ݔ)݂ܦ)ܧ = +∞) > 0, ապա այդ բազմության պատկերը 

պետք է ունենար անվերջ արտաքին չափ, որը, իհարկե, սխալ է, քանի 

որ պատկերը ընկած է [݂(ܽ), ݂(ܾ)] հատվածում: 

Եթե ݂(ݔ)-ը խիստ աճող չէ, ապա ݃(ݔ) = (ݔ)݂ +  ը կլինի խիստ-ݔ

աճող, և ݃(ݔ + ℎ) − ℎ(ݔ)݃ = ݔ)݂ + ℎ) − ℎ(ݔ)݂ + 1: 
Այսինքն՝ այն կետերը, որտեղ գոնե մեկ (ݔ)݂ܦ = +∞, համընկնում է ݃(ݔ)-ի համար նույն բազմության հետ և ուրեմն ունի զրո չափ: 

 

Լեմմ 2.21.4: Դիցուք՝ ݂(ݔ)-ը աճող ֆունկցիա է տրված [ܽ, ܾ] հատ-

վածի վրա, իսկ  -ն՝ ݍ-ից փոքր թիվ ( < ,ܧ Եթե :(ݍ ⊂ [ܽ, ܾ] բազմու-

թյան ցանկացած կետում գոյություն ունեն 2 ܦଵ݂(ݔ) և ܦଶ݂(ݔ) ածանցյալ 

թվեր, որ ܦଵ݂(ݔ) <  < ݍ < ,ܧ݉ ապա ,(ݔ)ଶ݂ܦ = 0: 

Ապացույց: Իրոք, ենթադրենք, որ ݂(ݔ)-ը խիստ աճող է: Այդ դեպ-

քում կարող ենք կիրառել լեմմ 2.21.2-ը և 2.21.3-ը, համաձայն որոնց՝ 

ունենք ݉∗݂൫ܧ, ൯ ≤ ,ܧ,, ݉∗݂൫ܧ∗݉ ൯ ≥ ,ܧ∗݉ݍ ,, որտեղիցܧ∗݉ݍ ,ܧ∗݉ , ևܧ∗݉≥ = 0: 

Եթե ݂(ݔ)-ը խիստ աճող չէ, ապա ݃(ݔ) = (ݔ)݂ +  ը կլինի խիստ-ݔ

աճող, և կիրառելով վերը ապացուցված մասը ݃(ݔ)-ի համար (-ն և ݍ-ն 

փոխարինելով  + 1 և ݍ + 1)` կստանանք այն, ինչը պահանջվում էր 

ապացուցել: � 

Թեորեմ 2.21.3: Եթե (࢞)ࢌ-ը աճող ֆունկցիա է տրված [ࢇ, -հատ [࢈

վածի վրա, ապա համարյա բոլոր [ࢇ, -կետերում գոյություն ունի վեր [࢈

ջավոր ࢌᇱ(࢞) ածանցյալ: 
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Ապացույց: ܧ-ով նշանակենք [ܽ, ܾ]-ի այն կետերի բազմությունը, 

որտեղ ݂ᇱ(ݔ) ածանցյալը գոյություն չունի: Եթե ݔ ∈  ապա կգտնվեն ,ܧ

երկու իրարից տարբեր ածանցյալ թվեր ܦଵ݂(ݔ) և ܦଶ݂(ݔ), ընդ որում՝ ܦଵ݂(ݔ) <  ռացիոնալ թվեր, որ տեղի ݍ և  Կարելի է գտնել :(ݔ)ଶ݂ܦ

ունենա ܦଵ݂(ݔ) <  < ݍ <  :պայմանը (ݔ)ଶ݂ܦ

Ուրեմն ܧ = ∑ ,(,)ܧ , որտեղ ܧ,-ն այն ݔ ∈ [ܽ, ܾ] բազմությունն է, 

որտեղ գոյութուն ունի ܦଵ݂(ݔ) <  < ݍ < -պայմանին բավարա (ݔ)ଶ݂ܦ

րող երկու ածանցյալ թիվ, իսկ գումարը տարածվում է ըստ բոլոր (,  (ݍ
ռացիոնալ թվերի զույգերի, որոնց համար  <  Համաձայն լեմմ 2.21.4-ի :ݍ

ցանկացած այդպիսի ܧ, բազմության չափը զրո է, իսկ քանի որ այդ 

բազմությունների թիվը հաշվելի է, ապա զրո կլինի նաև ܧ բազմության 

չափը:  � 

 

Այսուհետ խոսելով աճող ֆունկցիայի ݂′(ݔ) ածանցյալի մասին՝ 

կհամարենք, որ այն որոշված է բոլոր ݔ ∈ [ܽ, ܾ] կետերի համար: Դրա 

համար կհամարենք, որ ݂′(ݔ) = 0 այն կետերում, որտեղ ածանցյալը 

նույնիսկ անվերջ է կամ գոյություն չունի: 

 

Թեորեմ 2.21.4: Եթե (࢞)ࢌ-ը աճող ֆունկցիա է տրված [ࢇ,  [࢈
հատվածի վրա, ապա նրա ࢌᇱ(࢞) ածանցյալը չափելի է, և න ࢈࢞ࢊ(࢞)ᇱࢌ

ࢇ ≤ (࢈)ࢌ −  ,(ࢇ)ࢌ
այսինքն՝ ࢌᇱ(࢞)-ը ինտեգրելի է: 

Ապացույց: ݂(ݔ)-ը ընդլայնենք՝ համարելով ݂(ݔ) = ݂(ܾ), երբ ܾ < ݔ ≤ ܾ + 1: Այս դեպքում ամենուրեք, որտեղ ݂′(ݔ)-ը ݂(ݔ)-ի ածանց-

յալն է, ݂′(ݔ) = lim→ஶ ݊[݂ ቀݔ + ଵቁ −  ը համարյա-(ݔ)′݂ այսինքն՝ ,[(ݔ)݂

ամենուրեք զուգամիտող չափելի ֆունկցիաների սահման է, և ուրեմն 

այն նույնպես չափելի է: Հաշվի առնելով, որ այն նաև ոչ բացասական է, 

կարող ենք խոսել նրա՝  ݂ᇱ(ݔ)݀ݔ  Լեբեգի ինտեգրալի մասին: Ըստ 

Ֆատուի թեորեմի` න ݂ᇱ(ݔ)݀ݔ ≤ sup	{݊න [݂ ൬ݔ + 1݊൰ − ݔ݀[(ݔ)݂
 }

 , 
բայց න ݂ ൬ݔ + 1݊൰݀ݔ

 = න ାଵ/ݔ݀(ݔ)݂
ାଵ/  
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(քանի որ ֆունկցիան մոնոտոն է, ապա ինտեգրալը կարելի է հասկա-

նալ Ռիմանի իմաստով և կատարել փոփոխականի փոխարինում): Այ-

սինքն՝ ունենք` න ݂ ൬ݔ + 1݊൰ − ൨(ݔ)݂ ݔ݀ = න ାଵݔ݀(ݔ)݂ − න ାଵݔ݀(ݔ)݂ =
  

= 1݊ ݂(ܾ) − න ݔ݀(ݔ)݂ ≤ 1݊ [݂(ܾ) − ݂(ܽ)]ାଵ , 
որտեղից էլ հետևում է հետևյալ գնահատականը`  ݂ᇱ(ݔ)݀ݔ ≤ ݂(ܾ) − ݂(ܽ): � 

 

Թեորեմ 2.21.5: [a, b] հատվածում ինչպիսի զրո չափանի E բազ-

մություն էլ որ վերցնենք, գոյություն կունենա անընդհատ աճող (࢞)࣌ 
ֆունկցիա, որ բոլոր ࢞ ∈ (࢞)ᇱ࣌ կետերի համար տեղի ունի ࡱ = +∞: 

Ապացույց: Ամեն մի ݊ բնական թվի համար կառուցենք այնպիսի 

բաց սահմանափակ ܩ բազմություն, որ ܩ ⊃ ܩ݉,ܧ < 12: 
Նշանակենք ߰(ݔ) = ,ܽ]ܩ}݉ -Այս ֆունկցիան աճող, ոչ բացա :{[ݔ

սական, անընդհատ է և բավարարում է ߰(ݔ) < 1/2 անհավասարու-

թյանը: Այդ պատճառով (ݔ)ߪ = ∑ ߰(ݔ)ஶୀଵ  ունի նույն մոնոտոնության, 

անընդհատության հատկությունները և ոչ բացասական է: Եթե ݔ ∈  ,ܧ

ապա բավականաչափ փոքր |ℎ|-ի դեպքում [ݔ, ݔ + ℎ] հատվածը 

ամբողջովին ընկած կլինի ܩ-ում: Պարզության համար ընդունենք, որ ℎ > 0, այդ դեպքում կունենանք` ߰(ݔ + ℎ) = ,ܽ]ܩ}݉ [ݔ + ,ݔ)ܩ ݔ + ℎ]} = ߰(ݔ) + ℎ 
որտեղից ߰(ݔ + ℎ) − ߰(ݔ)ℎ = 1: 

Սակայն այդ դեպքում ինչպիսի ܰ բնական թիվ էլ չվերցնենք, բա-

վականաչափ փոքր |ℎ|-ի համար տեղի կունենա ݔ)ߪ + ℎ) − ℎ(ݔ)ߪ ≥ ߰(ݔ + ℎ) − ߰(ݔ)ℎ = ܰ,ே
ୀଵ  

այնպես որ՝ ߪᇱ(ݔ) = +∞: Թեորեմն ապացուցված է: � 
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Դիցուք՝ ݂(ݔ)-ը տրված [ܽ, ܾ] հատվածում անընդհատ է, և ݉ =min{݂(ݔ)} ܯ, = max	{݂(ݔ)}: Ներմուծենք ܰ(ݕ) ֆունկցիան տրված [݉,ܯ] 
հատվածի վրա հետևյալ կերպ` այն հանդիսանում է ݂(ݔ) =  ݕ

հավասարման արմատների քանակը, եթե արմատների բազմությունը 

անվերջ է, ապա ܰ(ݕ) =  ը մենք կանվանենք Բանախի-(ݕ)ܰ :∞+
ինդիկատրիս:  

 

Թեորեմ 2.21.6 (Ս. Բանախ): Բանախի ինդիկատրիսը չափելի է, և න ݕ݀(ݕ)ܰ =ሧ(݂):


ெ
  

Ապացույց: Բաժանենք [ܽ, ܾ] հատվածը 2 հավասար մասերի և 

նշանակենք ݀ଵ = ܽ, ܽ − ܾ − ܽ2 ൨ ݀ = ቆܽ + (݇ − 1)	ܾ − ܽ2 , ܽ + ݇ (ܾ − ܽ)2 	(݇ = 2,3,… , 2): 
Ենթադրենք՝ ܮ(ݕ)	(݇ = 1,2,… , 2) ֆունկցիան 1 է, երբ ݂(ݔ) =  ݕ

հավասարությունը ݀ միջակայքում ունի գոնե մեկ արմատ: Եթե ݉-ն և ܯ-ն ݂(ݔ) ֆունկցիայի ճշգրիտ ստորին և վերին սահմաններն են ݀-

ում, ապա ܮ(ݕ)-ը 1 է (݉,ܯ) ինտերվալում և 0 է [݉,ܯ] հատվածից 

դուրս, այսինքն՝ այդ ֆունկցիան կարող է ունենալ առավելագույնը 2 

խզման կետ, և ակնհայտ է, որ այն չափելի է: Նշենք նաև, որ න ெݕ݀(ݕ)ܮ
 = ܯ −݉ = ߱, 

որտեղ ߱-ն ݂(ݔ)-ի տատանումն է ݀തതത-ի վրա: Ներմուծենք նաև ܰ(ݕ) (ݕ)ଵܮ= + (ݕ)ଶܮ +⋯+ ակնհայտ է, որ այն չափելի է, և տեղի ունի න ,(ݕ)ଶܮ ܰ(ݕ)݀ݕெ
 =߱ଶ

ୀଵ  

և ըստ թեորեմ 2.21.2-ի` lim→ஶන ܰ(ݕ)݀ݕெ
 =ሧ(݂):

  

Հեշտ է նկատել, որ ଵܰ(ݕ) ≤ ଶܰ(ݕ) ≤ ଷܰ(ݕ) ≤ ⋯, և, ուրեմն, գոյու-

թյուն ունի վերջավոր կամ անվերջ սահման՝ ܰ∗(ݕ) = lim→ஶ ܰ(ݕ), որը 

հանդիսանում է չափելի ֆունկցիա: Համաձայն Լեվի թեորեմի` 
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න ݕ݀(ݕ)∗ܰ = lim→ஶන ܰ(ݕ)݀ݕ =ሧ(݂):


ெ


ெ
  

Եթե ապացուցենք, որ ܰ∗(ݕ) = -ապա թեորեմը կլինի ապա ,(ݕ)ܰ

ցուցված: Նախ և առաջ ակնհայտ է, որ ܰ(ݕ) ≤ (ݕ)∗ܰ որտեղից և ,(ݕ)ܰ ≤ -(ݕ)ܰ ն բնական թիվ է, ոչ մեծ, քան-ݍ Եթե ենթադրենք, որ :(ݕ)ܰ
ը, ապա կարելի է գտնել ݍ հատ տարբեր ݔଵ < ଶݔ < ⋯ < (ݔ)݂ ݔ =  ݕ

հավասարման արմատներ: Եթե ݊-ը այնքան մեծ է, որ 
ିଶ < min	(ݔାଵ - արմատները ընկնում են տարբեր ݀ ինտերݔ ݍ ), ապա այդ բոլորݔ−

վալների մեջ, այնպես, որ ܰ(ݕ) ≥ (ݕ)∗ܰ որտեղից էլ ,ݍ ≥ (ݕ)ܰ Եթե :ݍ = +∞, ապա ݍ-ն կարելի է ընտրել ինչքան հնարավոր է մեծ, 

այնպես, որ ܰ∗(ݕ) = +∞, եթե ܰ(ݕ)-ը վերջավոր է, ապա կարելի է 

վերցնել ݍ = (ݕ)∗ܰ և այդ դեպքում կստանանք ,(ݕ)ܰ ≥ (ݕ)∗ܰ բայց ,(ݕ)ܰ ≤  � :որտեղից էլ կհետևի հավասարությունը ,(ݕ)ܰ

Հետևանք 1: Որպեսզի անընդհատ ݂(ݔ) ֆունկցիան ունենա վեր-

ջավոր աճ, անհրաժեշտ և բավարար է, որ նրա ܰ(ݕ) Բանախի ին-

դիկատրիսը լինի ինտեգրելի: 

Հետևանք 2: Եթե ݂(ݔ)-ը վերջավոր աճով անընդհատ ֆունկցիա է, 

ապա նրա արժեքների բազմությունը, որը նա ստանում է անվերջ 

անգամ, ունի զրո չափ: 

Իրոք, այդ դեպքում Բանախի ինդիկատրիսը, լինելով ինտեգրելի, 

համարյա ամենուրեք վերջավոր է: 

 

Դիցուք՝ 0p , E -ն չափելի բազմություն է, և )(EL -ն Լեբեգի 

իմաստով ինտեգրելի ֆունկցիաների տարածությունն է: 

Դիտողություն: Դժվար չէ համոզվել, որ եթե E  բազմության վրա 

որոշված ֆունկցիան չափելի է, ապա կամայական 0p -ի դեպքում 

չափելի կլինի նաև |)(| xf
p
ֆունկցիան: )(ELp -ով նշանակենք E -ի 

վրա որոշված, չափելի բոլոր այն )(xf  ֆունկցիաների համախումբը, 

որոնց համար )(|)(| ELxf
p
  կամ, որ նույնն է,  

E

p
dxL xf |)(|)( : 

Դիցուք՝  )(xf , )()( ELxg p , ապա 2 ֆունկցիաների հեռավո-

րությունը (մետրիկա) )(ELp -ում սահմանվում է հետևյալ կերպ՝ 
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E

p

p dxgf xgxf |)()(|),(  , եթե )1,0(p , 

և 

p

E

p

p dxgf xgxf
/1

|)()(|),( 







   , եթե p 1: 

Դժվար չէ համոզվել նաև, որ ),( gfp -ն բավարարում է հեռավո-

րության (մետրիկայի) աքսիոմներին, և )(ELp -ն լրիվ մետրիկական 

տարածություն է. )(ELp -ում ֆունդամենտալ յուրաքանչյուր  )(xfn  

հաջորդականության համար  )()( ELxf p , որին զուգամիտում է 

այդ հաջորդականությունը՝  

,)(0 0   n  0, nnm 
 

 ),( nmp ff  

)()( ELxf p  0),(lim 
 mp

m
ff : 

 )(xf )(ELp , 1p -ի դեպքում 
pp ff )0,( -ը կոչվում է 

նորմ, բավարարում է հետևյալ պայմաններին՝ 

1) 0
p

f  0)(0  xff
p

 (հ. ա.), 

2) R , 
pp

ff ||  ,  

3) 
ppp

gfgf  : 
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Խնդիրներ 

1. Դիցուք՝  

111


qp
,

 

1p , ],[)( baLxf p , ],[)( baLxg q , 

ապացուցել, որ  
b

a

dxxgxf )()(
qp

gf  :
 
 

2. Ապացուցել, որ անընդհատ ֆունկցիաները ամենուրեք խիտ են 

],[ baLp -ում 1 p -ի դեպքում, այսինքն՝

],[)(0],,[)( baCxgbaLxf p   , այնպես, որ


p

fg : 

3. Ենթադրենք` ունենք երկու ֆունկցիա` ߮(ݔ) և ߰(ݔ), որոնք 

անընդհատ են, ձգտում են 0-ի, բայց ߰ -ն ավելի արագ` 
(ݔ)߮	(ݔ)߰ → 0, 

երբ ݔ → 0: Գոյություն ունե՞ն արդյոք այնպիսի 	ݔ ↓ 0 կետեր, որ ∑߰(݇ݔ) < ∞, և ∑ (݇ݔ)߮	 = ∞	(	߮	-ը և ߰(ݔ)-ը տարրական 

ֆունկցիաներ են): 

4. (Դինիի թեորեմ): Ենթադրենք՝ ունենք ݂݊(ݔ) ∈ ;ܽ]ܥ ܾ] ֆունկցիա-

ների հաջորդականություն, որոնք ∀ݔ ∈ [ܽ; ܾ]	 կետում մոնոտոն 

(օրինակ` նվազելով) զուգամիտում են ݂(ݔ) ∈ ;ܽ]ܥ ܾ] ֆունկցիա-

յին: Այդ դեպքում զուգամիտությունը հավասարաչափ է: 

5. (Մինկովսկու անհավասարություն): Դիցուք՝ 1p  , և 

],[)(),( baLxgxf p : Ցույց տվեք, որ ],[ baLgf p  

:)()()()(
/1/1/1 ppb

a

ppb

a

ppb

a

dxxgdxxfdxxgxf











































   

6. Դիցուք՝ 
n
kka 1}{ 

n
kkb 1}{  -ն կամայական դրական թվեր են, իսկ 

1p : Ապացուցել հետևյալ անհավասարությունը՝ 

ppn

k
k

ppn

k
k

ppn

k
kk baba

/1

1

/1

1

/1

1
)()()(
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Գլուխ 3. 

 

ԸՆԴՀԱՆՈՒՐ ՕՐԹՈՆՈՐՄԱԼ ԴԱՍԱԿԱՆ ՀԱՄԱԿԱՐԳԵՐ 
 

 

§3.1. Ընդհանուր օրթոնորմալ համակարգեր 

 

Դիցուք՝ ,2,1],,[)( 2  nbaLxn  

Սահմանում 3.1.1:  1)( nn x  ֆունկցիոնալ հաջորդականությունը 

կոչվում է օրթոնորմալ համակարգ, եթե 










b

a

nk kn

kn
dxxx

,0
,1

)()(  : 

Հեշտությամբ կարելի է համոզվել, որ   , -ում եռանկյունա-

չափական ֆունկցիաների հաջորդականությունը՝  

 ,sin,cos,sin,cos,
2
1


kxkxxx

   ,x , 

օրթոնորմալ համակարգերի դասական օրինակ է: 

Դիցուք՝ ],[)( 2 baLxf  :  1)( kk x  օրթոնորմալ համակարգի ա-

ռաջին n  ֆունկցիաների գծային կոմբինացիան՝ 


n

k
kk xa

1

)( -ը կանվա-

նենք պոլինոմ, բազմանդամ՝ ըստ  1)( kk x
 
համակարգի: 

Դիտարկենք հետևյալ խնդիրը՝ գտնել յուրաքանչյուր 

],[)( 2 baLxf   ֆունկցիային միջին քառակուսային իմաստով ամե-

նամոտ պոլինոմը՝ 

 
)()()(inf

211

fRxaxf n

n

k
kk

a n
kk




 : 

 Ձևափոխենք  
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dxxadxxfdxxaxf
b

a

n

k
k

b

a

b

a

n

k
kk k

)()()()( 2

1

22
2

1


 

dxxxaadxxxfa
k

b

a

k
kk

kk

b

a

k

n

k
k )()(2)()(2 '

'
'

1
 



 : 

Նշանակենք nkdxxxffc
b

a

kk   1,)()()(   և օգտվենք 

 1)( kk x  համակարգի օրթոնորմալությունից, կունենանք՝ 

  







  



n

k
kk

n

k
k

b

a

b

a

n

k
kk cafcdxxfdxxaxf

1

2

1

22
2

1
)()()()( 

 

dxxfcxffcdxxf
b

a

n

k
kk

n

k
k

b

a

2

11

22 )()()()()(   











 : 

Պարզ է, որ հավասարություն կստացվի այն և միայն այն դեպքում, 

երբ ],1[)()()( nkdxxxffca
b

a

kkk    , և հետևաբար էքստրեմալ 

խնդրի լուծումը կլինի 

 
dxxfcxfxaxf

b

a

n

k
kk

n

k
kk

a n
kk

2

121
)()()()()(inf

1
  












 : 

Դիտարկված էքստրեմալ խնդրի լուծման մեջ 

1)()()(   kdxxxffca
b

a

kkk  -ը կոչվում են )(xf  ֆունկցիայի 

Ֆուրիեի գործակիցներ՝ ըստ  1)( kk x  օրթոնորմալ համակարգի, և 




1
)()(

k
kk xfc   շարքը` )(xf -ի Ֆուրիեի շարք՝ ըստ  1)( kk x

օրթոնորմալ համակարգի: Ստացվածը կարելի է ձևակերպել հետևյալ 

կերպ: 



154 

Թեորեմ: n -րդ կարգի պոլինոմների դասում ],[)( 2 baLxf  -

ֆունկցիային միջին (
2L -ի նորմի) իմաստով ամենամոտը )(xf -ի 

Ֆուրիեի շարքի n -րդ մասնակի գումարն է` 



n

k
kkn xfcfxS

1

)()(),(  -ը: 

Համոզվենք, որ ],[)( 2 baLxf  -ի Ֆուրիեի գործակիցների հա-

ջորդականությունը (ըստ  1)( kk x  օրթոնորմալ համակարգի)` 

  2)( lfck   : 

Իրոք, 0)()()()()(
2

11

22 







  



dxxfcxffcdxxf
b

a

n

k
kk

n

k
k

b

a

 , 

այստեղից կստացվի՝  

dxxffc
b

a

n

k
k  



)()( 2

1

2
, 

 և կատարելով սահմանային անցում, երբ n , կունենանք՝ 

dxxffc
b

ak
k  





)()( 2

1

2
: 

Ստացված անհավասարումը կոչվում է Բեսսելի անհավասարում, 

որից անմիջապես հետևում է, որ ],[2 baL  դասի կամայական ֆունկ-

ցիայի Ֆուրիեի գործակիցները ձգտում են 0-ի: Այժմ ապացուցենք 

հետևյալ թեորեմը: 

Թեորեմ 3.1.1: Ինտեգրելի ֆունկցիայի Ֆուրիեի գործակիցները, 

ըստ հավասարաչափ սահմանափակ օրթոնորմալ համակարգի, 

ձգտում են 0-ի: 

Ապացույցում: Դիցուք՝  1)( kk x -ը հավասարաչափ սահմանա-

փակ օրթոնորմալ համակարգ է, այսինքն՝ 0 B , այնպիսին, որ 

 kbaxBxk ],,[)( : Դիցուք՝  -ը ցանկացած դրական 

թիվ է, և )(xf -ը ցանկացած ինտեգրելի ֆունկցիա է: Քանի որ ],[ ba -

ում անընդհատ ֆունկցիաները ամենուրեք խիտ են ],[ baL -ում (տե՛ս 

խնդիր 2), ընտրենք ],[)( baCxg  , այնպիսին, որ  
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b

a B
dxxgxf

2
)()( 

 :   (3.1.1) 

Հաշվի առնելով այն փաստը, որ ],[2 baL  դասի ցանկացած ֆունկ-

ցիայի Ֆուրիեի գործակիցների հաջորդականությունը ձգտում է 0-ի, 

ապա  )(0 n , այնպիսին, որ ՝  

 
b

a

k B
dxxxg

4
)()(  : 

Հաշվի առնելով (3.1.1) առնչությունները՝ 0nn  -ի համար 

կստանանք՝ 

 
b

a

k

b

a

kk dxxxgxfdxxxffc )()()()()()(   

   22
)()( B

B
dxxxg

b

a

k : 

Դիտողություն 3.1.1:  1)( kk x օրթոնորմալ համակարգի հավա-

սարաչափ սահմանափակ լինելը էական պայման է այդ համակարգով, 

ինտեգրելի ֆունկցիաների ( ],[1 baL -դասի) Ֆուրիեի գործակիցների 

հաջորդականության անվերջ փոքր լինելու համար: Իրոք, դիտարկենք 
հետևյալ ֆունկցիան՝  

  )(3
2

)(

2
,

2
1,2)(sgn)( kk j

kk
k

k
k

kj
k

jj
xxhxf 





 

 : 

Օրթոնորմալ համակարգի մեկ այլ օրինակ է  0)( nn xh Հաարի համա-

կարգը, որը սահմանվում է հետևյալ կերպ՝
 

    ...,2,1)()( 2
1

)(   kxhxh
k

j
j
kn  

1)(0 xh
 

,2 jn k   
















 









 








kk

k

kk

k

j
k jj

x

jj
x

xh

2
,

2
12,2

2
12,

2
1,2

)(

1
2

1
2

)(
 

0nn 



156 

որտեղ  kj  հաջորդականությունը kj  ընտրված է այնպես, որ  

)1,0[
2

,
2

1
1






 



k

k
k

k
k jj

: 

Նախ համոզվենք, որ ],[)( 1 baLxf  , 







  











 

k

kk
k

k

k

dxxfdxxf
kj
k

1
3/1

1

3
2

1

1

0 2
1

2
12)()(

)(

: 

Այժմ համոզվենք, որ )(xf -ի՝ Հաարի համակարգով Ֆուրիեի գոր-

ծակիցների`  )( fcn -երի  
1

)(
kn fc

k
 ենթահաջորդականությունը, որ-

տեղ k
k

k jn  2 , տարամիտում է անվերջության: Իրոք, 

      


 1

1

0

1

0 )(

)()()()()()()(
k

jj
nn dxxhxfdxxhxfdxxhxffc

kj
k

k

k

k

kkk
 

:2
2
122

1

6

1

3
2

2  






 k

k

k
k

kk

 

 

Սահմանում 3.1.2: {߮(ݔ)}ୀଵஶ  օրթոգոնալ համակարգը կոչվում է 

փակ ],[2 baL -ում, եթե ցանկացած ],[)( 2 baLxf  , և ցանկացած ߝ > 0-

ի համար գոյություն ունի պոլինոմ ըստ {߮(ݔ)} համակարգի՝ ܲ(ݔ) =∑ ܽୀଵ ߮(ݔ), այնպիսին, որ  ൫݂(ݔ) − ݔ൯ଶ݀(ݔ)ܲ < [,]ߝ  : 

Սահմանում: {߮(ݔ)}ୀଵஶ  օրթոգոնալ համակարգը կոչվում է լրիվ 

],[2 baL -ում, եթե որևէ ],[)( 2 baLxf  -ի համար բավարարված են 

հետևյալ պայմանները  )(xf ߮(ݔ)݀ݔ = 0 , ݇ = 1, 2,…, այստեղից հե-

տևում է, որ ݂(ݔ) = 0: 

 

Թեորեմ 3.1.2: Դիցուք՝ {߮(ݔ)}ୀଵஶ -ը օրթոգոնալ համակարգ է ],[ ba -

ում: Այդ դեպքում հետևյալ պնդումների յուրաքանչյուր զույգ համարժեք է: 
1) Ցանկացած ],[)( 2 baLxf   ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարք ըստ {߮}ୀଵஶ 	համակարգի նորմով զուգամիտում է: 

2) Տեղի ունի հետևյալ հավասարությունը՝ 
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ܿଶஶ
ୀଵ ≡ න݂ଶ(ݔ)݀ݔ:

  

3) {߮(ݔ)}ୀଵஶ -ը փակ է ],[2 baL -ում: 

4) {߮(ݔ)}ୀଵஶ -ը լրիվ է ],[2 baL -ում: 

Ապացույց: Դիցուք՝ ],[)( 2 baLxf  :  න൭ܿ(݂)߮(ݔ) − (ݔ)݂
ୀଵ ൱ଶ ݔ݀

 = න݂ଶ(ݔ)݀ݔ
 −ܿଶ(݂)

ୀଵ  

հավասարումից անմիջապես ստացվում է 1) և 2) պահանջների 

համարժեքությունը: 

Ակնհայտ է, որ ∀ ],[)( 2 baLxf   ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարքը նոր-

մով զուգամիտում է իրեն, այսինքն՝ ∃ lim→ஶනቌܿ(݂)߮(ݔ)
ୀଵ − ቍଶ(ݔ)݂ ݔ݀ = 0,

  

0: 

հետևաբար ∀ߝ > 0-ի համար ∃	݊(ߝ) ∈ ܰ, այնպիսի, որ ∀݊ ≥݊(ߝ)  ቀܵబ(݂, (ݔ − ቁଶ(ݔ)݂ ݔ݀ < ߝ , որտեղ ܵబ(݂, (ݔ = ∑ ܿ(݂)߮(ݔ)ୀଵ : 

Ստացվեց, որ համակարգը փակ է: 

Ապացուցեցինք, որ 1) ⇒	3): Այժմ ապացուցենք, որ 3)	⇒ 1): 

Դիցուք՝ {߮(ݔ)}ୀଵஶ -ը փակ է ],[2 baL -ում: Համաձայն սահմանման՝  ∀ ],[)( 2 baLxf  , և 0 -ի համար ∃ܲ(ݔ)=∑ ܽ߮(ݔ)ഄୀଵ , այնպիսի, որ 

නቌܽ߮(ݔ) − ഄ(ݔ)݂
ୀଵ ቍଶ ݔ݀

 <  :ߝ
 

Այժմ {߮(ݔ)}ୀଵஶ  համակարգի համար կիրառելով Բեսսելի անհա-

վասարությունը` կստանանք՝ 

නቌܿ(݂)߮(ݔ)
ୀଵ − ቍଶ(ݔ)݂ ݔ݀ ≤ නቌܽ߮(ݔ)

ୀଵ − ቍଶ(ݔ)݂ ݔ݀ < ߝ



 : 
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Հաշվի առնելով, որ ∀݊ ≥ ݊ఌ, නቌܿ(݂)߮(ݔ)
ୀଵ − ቍଶ(ݔ)݂ ݔ݀ = න݂ଶ(ݔ)݀ݔ −ܿଶ(݂)

ୀଵ




 ≤ 

≤ න݂ଶ(ݔ)݀ݔ −ܿଶ(݂)ഄ
ୀଵ =

 නቌܽ߮(ݔ)
ୀଵ − ቍଶ(ݔ)݂ ݔ݀ < ߝ

 : 
Ապացուցվեց, որ	݂(ݔ)-ի Ֆուրիեի շարքի մասնակի գումարների {ܵ(ݔ, ݂)} hաջորդականությունը միջին իմաստով զուգամիտում է իրեն: 

 

Խնդիր 1: Պարզել միջին իմաստով զուգամիտության կապը հա-

մարյա ամենուրեք և ըստ չափի զուգամիտության հետ: 

Խնդիր 2: Դիցուք՝ {ℎ(ݔ)}-ը Հաարի համակարգն է` նորմավորված ܮଶ-ում: 

Ապացուցել, որ հետևյալ համակարգը` ߮(ݔ) = 1, ߮(ݔ) = ℎ(ݐ)௫ ݊	,ݐ݀ = 1, 2, … ݔ ,.. ∈ [0; 1] (Ֆաբեր-Շաուդերի համակարգ), հան-

դիսանում է բազիս 0]ܥ; 1] անընդհատ ֆունկցիաների տարածությու-

նում, այսինքն` ∀ ݂(ݔ) անընդհատ ֆունկցիայի համար գոյություն ունի 

միակ շարք ըստ այդ համակարգի`	∑ ஶୀଵ(ݔ)߮ܣ , որը [0; 1]-ի վրա 

հավասարաչափ զուգամիտում է իրեն: 

 

Թեորեմ 3.1.3: Դիցուք՝ {߮(ݔ)}ୀଵஶ ,  1,0x -ը օրթոնորմալ համա-

կարգ է, և ∑ ܽ߮(ݔ)ஶୀଵ  շարքը միջին իմաստով ],[2 baL  նորմով զուգա-

միտում է ],[)( 2 baLxf   ֆունկցիային:  

Այդ դեպքում ∀݉ ∈ ܰ-ը և ܽ =  ݔ݀(ݔ)߮(ݔ)݂ -ը ݂(ݔ)-ի Ֆուրիեի 

գործակիցներն են ըստ {߮(ݔ)} համակարգի: 

 

Ապացույց: Ըստ թեորեմի պայմանի՝ ∃ lim→ஶන൭ܽ߮(ݔ) − (ݔ)݂
ୀଵ ൱ଶ ݔ݀

 = 0, 
 հետևաբար, ∀ߝ > 0	համար ∃	݊(ߝ) ∈ ܰ, այնպիսի, որ ∀݊ ≥ ݊(ߝ)  (∑ ܽ߮(ݔ) − ୀଵ(ݔ)݂ )ଶ݀ݔ < ݊∀ ,ߝ ≥ ݊(ߝ): 
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Կիրառելով Կոշիի անհավասարությունը ∀݉ ∈ ܰ-ի համար` 

կստանանք, որ ቮන൭ܽ߮(ݔ)
ୀଵ ൱߮(ݔ)݀ݔ −

 න݂(ݔ)߮(ݔ)݀ݔ
 ቮ = 

= න൭ܽ߮(ݔ) − (ݔ)݂
ୀଵ ൱

 ߮(ݔ)݀ݔ ≤ 

≤ ቌන൭ܽ߮(ݔ) − (ݔ)݂
ୀଵ ൱ଶ ݔ݀

 ቍଵଶ ∙ ห|߮(ݔ)|หଶ <  ,ߝ
հետևաբար՝ ∃ lim→ஶන൭ܽ߮(ݔ)

ୀଵ ൱߮(ݔ)݀ݔ =
 න݂(ݔ)߮(ݔ)݀ݔ

 : 
Հաշվի առնելով, որ {߮(ݔ)}-ը օրթոնորմալ համակարգ է, կստա-

նանք` ∀݊ > ݉՝ න൭ܽ߮(ݔ)
ୀଵ ൱߮(ݔ)݀ݔ =

 ܽ = න݂(ݔ)߮(ݔ)݀ݔ
 : 

 

 

§3.2. Եռանկյունաչափական համակարգով Ֆուրիեի շարքեր 

 

Եռանկյունաչափական Ֆուրիեի շարքեր: Բնության մեջ և տեխնի-

կայում մենք հաճախ հանդիպում ենք ժամանակից կախված պարբերա-

կան մեծությունների: Ցանկացած մեքենայի կամ մեխանիզմի աշխա-

տանքի հետ կապված պրոցեսները, ֆիզիկայում ուսումնասիրվող պրո-

ցեսներն ու երևույթները այդպիսի մեծությունների օրինակներ են:  

Կիրառական շատ խնդիրներում կարիք է լինում տրված պարբե-

րական ֆունկցիան ներկայացնել  

tbtatAy  sincos)sin(   

պարզագույն հարմոնիկների գումարի տեսքով (այստեղ || A -ն անվա-

նում են ամպլիտուդ,  -ն` հաճախություն,  -ն՝ սկզբնական ֆազա), 

որտեղ 
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:cos,sin,22

A

b

A

a
baA    

2 պարբերական ֆունկցիան այսպիսի հարմոնիկների գումարի 

տեսքով ներկայացնելու համար պետք է պահանջենք, որ վերջիններս 

ևս լինեն 2 պարբերական, այսինքն՝ 

 22
n , որտեղից :n

Այսպիսով՝ մենք գալիս ենք 2 պարբերական )(xf  ֆունկցիան 

 ...)3sin()2sin()sin()( 3210  tAtAtAAxf  

...)sincos(...)2sin2cos()sincos( 22110  ntbntatbtatbtaA nn  
տեսքով ներկայացնելու խնդրին: 

Սահմանում 3.2.1: Ֆունկցիաների 

 ,...sin,cos,...,2sin,2cos,sin,cos,1 ntnttttt  

համակարգը անվանում են եռանկյունաչափական համակարգ: 

Սահմանում 3.2.2: Եռանկյունաչափական շարք անվանում են 







1

0 ,,sincos
2 k

kkkk Rdcktdktc
c

 

տեսքի ֆունկցիոնալ շարքը: 

Եռանկյունաչափական շարքերի մեջ առանձնահատուկ կարևորու-

թյուն ու կիրառական նշանակություն ունեն այսպես կոչված «Ֆուրիեի 

շարքերը»: Դրանք յուրաքանչյուր հանրագումարելի ֆունկցիային հա-

մապատասխանեցրած որոշակի գործակիցներով (այդ ֆունկցիայից 

կախված) եռանկյունաչափական շարքեր են: Ֆուրիեի շարքերի սահ-

մանմանը կարելի է գալ հետևյալ պարզ դատողություններով: Ենթա-

դրենք 2 պարբերական )(xf  ֆունկցիան ],[   հատվածի վրա 

«ներկայացվում է» իրեն հավասարաչափ զուգամիտող ինչ-որ եռան-

կյունաչափական շարքով` 

],[,sincos
2

)(
0

0  




xkxbkxa
a

xf
k

kk : 

Այս հավասարության երկու մասը բազմապատկելով նախ mxcos -

ով, այնուհետև` mxsin -ով, ինտեգրելով ],[  հատվածի վրա և հաշ-

վի առնելով, որ 
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,0coscos kxdxmx  







,,0sinsin nmkxdxmx  









,0sincos kxdxmx 











 ,sin,cos 22 mxdxmxdx  

ստանում ենք՝ 








,cos)(1

kxdxxfak  






:,...2,1,0,sin)(1

kkxdxxfbk  

Սահմանում 3.2.3: ],[   հատվածի վրա հանրագումարելի 

)(xf ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարք անվանում են 







1

0 sincos
2 k

kk kxbkxa
a

       (3.2.1) 

ֆունկցիոնալ շարքը, որտեղ 








,...,1,0,cos)(1

kktdttfak    (3.2.2) 








:,...2,1,sin)(1

kktdttfbk    (3.2.3) 

Վերևում ներկայացված դատողությունների հիման վրա կարող 

ենք ասել, որ եթե ունենք ամբողջ թվային առանցքի վրա որոշված 

ֆունկցիա, որը վերլուծված է հավասարաչափ զուգամետ եռանկյունա-

չափական շարքի, ապա այդ շարքն իր Ֆուրիեի շարքն է, այլ կերպ 

ասած` առանցքի վրա հավասարաչափ զուգամիտող եռանկյունաչա-

փական շարքը իր գումարի Ֆուրիեի շարքն է: Ճիշտ է նաև այս փաստի 

հետևյալ ընդհանրացումը: 

Թեորեմ 3.2.1: Եթե 







0

0 sincos
2 k

kk kxbkxa
a

 

եռանկյունաչափական շարքն ունի )(xf  ֆունկցիային ],[   հատ-

վածի վրա հավասարաչափ զուգամիտող մասնակի գումարների ենթա-

հաջորդականություն, ապա այդ շարքը )(xf  ֆունկցիայի Ֆուրիեի 

շարքն է: 
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Ապացույց: Ենթադրենք՝ դիտարկվող շարքի ,...2,1),( kxS
kn

 

մասնակի գումարների հաջորդականությունը ],[   հատվածի վրա 

հավասարաչափ զուգամիտում է )(xf  ֆունկցիային: Այդ դեպքում 











,0)()(lim dttftS
knk

 

որտեղից ցանկացած m  բնական թվի դեպքում 

   
















,0sin)()(lim,0cos)()(lim mtdttftSmtdttftS
kk n

k
n

k
 

կամ, որ նույնն է,  

,cos)(cos)(lim  
 












mtdttfmtdttS
knk

 

:sin)(sin)(lim  
 












mtdttfmtdttS
knk

 

Մյուս կողմից՝ mnk   դեպքում ունենք` 

,coscos)( 2
mmn amtdtamtdttS

k










 
  

,sinsin)( 2
mmn bmtdtbmtdttS

k










 


 

հետևաբար՝  

 
 









:sin)(1,cos)(1

mtdttfbmtdttfa mm  

Այսպիսով՝ թեորեմի պայմանների ներքո ma և mb  թվերը հանդի-

սանում են )(xf  ֆունկցիայի Ֆուրիեի գործակիցներ, հետևաբար դի-

տարկվող շարքը այդ ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարքն է: 

Թեորեմ 3.2.1-ն ապացուցված է:  
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Ֆուրիեի շարքի մասնակի գումարների ինտեգրալ ներկայացումը: 

Դիցուք՝ )(xf ֆունկցիան հանրագումարելի է ],[   հատվածի վրա: 

Նրա Ֆուրիեի շարքի մասնակի գումարները ունեն հետևյալ տեսքը՝ 





n

k
kkn kxbkxa

a
fxS

1

0 sincos
2

),( : (3.2.4) 

Օգտվելով (3.2.2) և (3.2.3) բանաձևերից՝ (3.2.4) արտահայտությունը 

կարելի է բերել ինտեգրալ տեսքի: Ունենք` 
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dttDtxf n )()(1 ,    (3.2.5) 

որտեղ  





n

k
n kuuD

1
cos

2
1)( :         (3.2.6) 

Այս ֆունկցիան անվանում են «Դիրիխլեի կորիզ»: Դիրիխլեի կո-

րիզը կարելի է ներկայացնել հարմար բանաձևով: Կիրառելով հայտնի 

եռանկյունաչափական բանաձևերը՝ կարող ենք գրել՝ 
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Այսպիսով՝ ինտեգրելի ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարքի մասնակի գու-
մարները, համաձայն (3.2.5) և (3.2.7) բանաձևերի, ունեն այսպիսի 
տեսք` 










 





:

2
sin2

2
1sin

)(1),( dt
t

tn
txffxSn    (3.2.8) 

(3.2.4) և (3.2.8) բանաձևերի օգնությամբ կարելի է համոզվել, որ Դի-

րիխլեի կորիզի ինտեգրալը ],[  հատվածի վրա հավասար է  -ի: 

Իրոք, նույնաբար 1 ֆունկցիայի Ֆուրիեի գործակիցները, բացի 20 a -

ից, 0 են, հետևաբար` 











 





:1

2
sin2

2
1sin

1)1,( dt
t

tn
xSn    (3.2.9) 

Հետագայում մեզ պետք կգա նաև մասնակի գումարների  

 






 




 0
2

sin2

2
1sin

)()(1),( dt
t

tn
txftxffxSn   (3.2.10) 

ներկայացումը, որն անմիջապես կստացվի (3.2.8) բանաձևից` փոփո-
խականի փոխարինման և Դիրիխլեի կորիզի զույգության օգտագործու-
մով: 

 
 

§3.3. Եռանկյունաչափական համակարգի լրիվությունը L(−π; π) 
տարածությունում 

 
Մենք կապացուցենք, որ եռանկյունաչափական համակարգը լրիվ 

է L(−ߨ, -տարածության մեջ, այսինքն` կհամոզվենք, որ երկու հանրա (ߨ
գումարելի ֆունկցիաներ ունեն միատեսակ Ֆուրիեի շարքեր միայն այն 

դեպքում, եթե նրանք համընկնում են համարյա ամենուրեք ൫– ,ߨ -൯ միߨ

ջակայքում: Այլ կերպ ասած` եթե հանրագումարելի ֆունկցիայի Ֆու-
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րիեի գործակիցները 0 են, ապա այդ ֆունկցիան ൫– ,ߨ -൯-ի վրա էկվիߨ

վալենտ է 0-ին: 

Նախ ցույց տանք, որ եթե հայտնի է եռանկյունաչափական համա-

կարգի լրիվությունը C-ում, ապա այստեղից կհետևի այդ համակարգի 

լրիվությունը L-ում: Իրոք, դիցուք՝ f (x)	∈  և ,ܮ









,...,1,0,0cos)( kktdttf    (3.3.1) 









:,...2,1,0sin)( kktdttf    (3.3.2) 

Այդ դեպքում f(x) ֆունկցիայի Ֆուրիեի գործակիցները նշանակելով ܽ	-ով և ܾ-ով՝ կունենանք՝ ܽ = 0	(݊ = 0,1, … ), 	ܾ = 0	(݊ = 1,2, … ): 
Դիտարկենք հետևյալ ֆունկցիան՝ (ݔ)ܨ = න ௫ݐ݀(ݐ)݂

ିగ , ߨ− ≤ ݔ ≤ ݔ)ܨ ,ߨ + (ߨ2 =  :(ݔ)ܨ
Պարզ է, որ F(ߨ) =  հետևաբար F(x) ֆունկցիան ,0 = (ߨ-)= 0, և Fܽߨ

անընդհատ է ոչ միայն ൣ– ,ߨ ∞− ൧ հատվածում, այլ նաև ամբողջߨ < ݔ <+∞ թվային առանցքի վրա: Օգտագործելով (3.3.1) և (3.3.2) հավասա-

րությունները և կիրառելով մասերով ինտեգրման բանաձևը` (ݔ)ܨ	ֆունկցիայի Ֆուրիեի ܣ	և 	ܤ գործակիցների համար կստանանք՝ ܣ = ߨ1 න(ݔ)ܨగ
ିగ cos ݔ݀ݔ݊ = − ߨ1݊ න (ݔ)݂ sin ݔ݀ݔ݊ = 0 ,గ

ିగ  

նույն կերպ՝ ܤ = ଵగ  గିగ(ݔ)ܨ sin ݔ݀ݔ݊ = ଵగ  cos ݔ݀ݔ݊ = 0	(݊ = 1,2, … )గିగ : 

Այսպիսով՝ F(x) ֆունկցիայի բոլոր Ֆուրիեի գործակիցները, բացի ܣ-ից, հավասար են զրոյի: Վերցնենք ϕ(x) = F(x) − బଶ : Քանի որ F(x) 

ֆունկցիան անընդհատ է, ߶(ݔ)-ը ևս կլինի անընդհատ: Մյուս կողմից՝ 

պարզ է, որ ߶(ݔ)-ի Ֆուրիեի բոլոր գործակիցները 0 են: Ենթադրենք՝ 

եռանկյունաչափական համակարգը լրիվ է C-ում: Նշանակում է, որ ߶(ݔ) ≡ 0,	և հետևաբար (ݔ)ܨ =	బଶ -Բայց քանի որ համարյա ամե :	ݐݏ݊ܿ	=

նուրեք տեղի ունի ܨᇱ(ݔ) =  հավասարությունը, ապա համարյա (ݔ)݂

ամենուրեք ևս տեղի ունի ݂(ݔ) = 0 հավասարությունը: Այսպիսով՝ 
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եռանկյունաչափական համակարգի C-ում լրիվությունից հետևում է 

այդ համակարգի լրիվությունը L-ում:  

Ապացուցենք, որ եռանկյունաչափական համակարգը լրիվ է C-ում: 

Ենթադրենք, որ f (x)	∈ C ֆունկցիայի Ֆուրիեի գործակիցները հավասար 

են 0-ի: Քանի որ ݂(ݔ) ֆունկցիան օրթոգոնալ է եռանկյունաչափական 

համակարգի բոլոր ֆունկցիաներին, ապա այն օրթոգոնալ է նաև 

ցանկացած եռանկյունաչափական բազմանդամի: Այսինքն՝ ցանկացած ܶ(ݔ) եռանկյունաչափական բազմանդամի համար տեղի ունի  గିగ(ݔ)݂ ݔ݀(ݔ)ܶ = 0:	   (3.3.3) 

Ենթադրենք՝ ݂(ݔ) անընդհատ ֆունկցիան նույնաբար 0 չէ: Ցույց 

տանք, որ այդ դեպքում ܶ(ݔ) բազմանդամը կարելի է ընտրել այնպես, 

որ (3.3.3) հավասարության ձախ մասի ինտեգրալը լինի դրական: 

Ստացված հակասությունից կհետևի այն, ինչ ուզում ենք ապացուցել: 	Դիցուք՝ ݂(ݔ) ≠ 0, այս դեպքում կգտնվի այնպիսի ߞ կետ, որտեղ 

f(ߞ)	= ܿ ≠ 0: Առանց ընդհանրությունը խախտելու՝ կարելի է ենթադրել, 

որ c	> 0:	Կարելի է նաև համարել, որ ߞ = 0:	Իրոք, եթե մենք կարող ենք 

φ(0)	> 0 պայմանին բավարարող φ(x) ֆունկցիայի համար ընտրել 

այնպիսի 	 ܶ(ݔ) բազմանդամը, որ տեղի ունենա  గିగ(ݔ)߮ ܶ(ݔ)݀ݔ	 >0	անհավասարությունը, ապա վերցնելով φ(x) = f(ߞ + = և ܶ(x) (ݔ ܶ∗(ݔ గ(ݐ)՝ կտեսնենք, որ න݂(ߞ−
ିగ ܶ(ݐ)݀ݐ = 	 න 	f(ߞ + గ(ݔ

ିగ ܶ(ߞ + ݔ݀(ݔ = 	 න߮(ݐ) ܶ∗(ݔ)గ
ିగ 	ݔ݀ > 0: 

Այսպիսով՝ մնում է ապացուցել, որ եթե f(0) = c > 0, և ݂(ݔ)-ը ան-

ընդհատ է, ապա կարելի է գտնել ܶ(ݔ) բազմանդամ, որի համար   గିగ(ݔ)݂ ܶ(ݔ)݀ݔ	 > 0:    (3.3.4) 

Բայց եթե f(0) = c > 0, ապա ݂(ݔ) ֆունկցիայի անընդհատությունից 

բխում է, որ f(x) ≥	 ଶ 0-ի ինչ-որ (−ߜ+,ߜ) շրջակայքում: Ունենք՝ න݂(ݔ)గ
	ିగ ܶ(ݔ)݀ݔ = න݂(ݔ)ఋ

ିఋ ܶ(ݔ)݀ݔ	 + න ఋି(ݔ)݂
ିగ ܶ(ݔ)݀ݔ + + గఋ(ݔ)݂ ܶ(ݔ)݀ݔ: 

f(x) ֆունկցիան անընդհատ է և հետևաբար նաև սահմանափակ, 

այսինքն` |݂(ݔ)| ≤ ߨ−,ܯ ≤ ݔ ≤  որտեղ M-ը հաստատուն է: Դիցուք՝ ,ߨ	

տրված է ܣ > 0 թիվը: Ենթադրենք՝ մեզ հաջողվել է գտնել 	 ܶ(ݔ) բազ-

մանդամ` բավարարող հետևյալ պայմաններին՝ 
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ܶ(ݔ) ≥ 1, ݔ) ∈ ,ߜ−  (3.3.5)          ,(ߜ ܶ(ݔ)݀ݔఋିఋ > | (3.3.6)    	,ܣ ܶ(ݔ)| ≤ 1, ݔ ∈ ,ߨ−) (ߜ ∪ ,ߜ)  (3.3.7)      :(ߨ

 

 Վերցնենք A	> ସெగ  : (3.3.5)-(3.3.7) առնչություններից կհետևի  గିగ(ݔ)݂ ܶ(ݔ)݀ݔ > ଶ < Mߨ2–  0, 

այսինքն՝ (3.3.4)-ը կլինի ճիշտ: Այսպիսով՝ մեզ մնում է ընտրել այնպիսի ܶ(ݔ) բազմանդամ, որը կբավարարի (3.3.5)-(3.3.7) պայմաններին: 

Այդպիսի ܶ(ݔ) բազմանդամ գտնելու համար նկատենք, որ եթե ܶ(ݔ) =1 + cos ݔ − cos (ݔ)ܶ ապա ,ߜ ≥ ,ߜ−)	1 (ݔ)ܶ միջակայքում, և (ߜ ≤ ,ߜ−)	1  (ߜ
միջակայքից դուրս, և հետևաբար ܶ(ݔ) = 	   ֆունկցիայի համար[(ݔ)ܶ]

կունենանք | ܶ(ݔ)| ≤ ,ߜ−)1 (ݔ)միջակայքից դուրս, ܶ (ߜ ≥ 1	൫– ,ߜ -൯ միߜ

ջակայքում: Բացի դրանից՝ ቀ–ఋଶ , ఋଶቁ միջակայքում	ܶ(ݔ) > 1 + cos ఋଶ −cos ߜ = ݍ > 1, և հետևաբար  ܶ(ݔ)ఋିఋ ݔ݀ >  ܶ(ݔ)ഃమషഃమ ݔ݀ > ߜݍ → ∞, երբ 

n→ ∞: Նշանակում է, որ ցանկացած A թվի համար բավականաչափ մեծ 

n ընտրելու դեպքում (3.3.6) անհավասարությունը այսպես ընտրված ܶ(ݔ)-ի համար տեղի ունի: Մնում է նկատել, որ ܶ(ݔ)-ը եռանկյու-

նաչափական բազմանդամ է:  

 Այսպիսով՝ եռանկյունաչափական համակարգի լրիվությունը 

L(−ߨ,  � :տարածությունում ապացուցված է (ߨ

Դիտողություն 3.3.1: ܮ տարածությունում եռանկյունաչափական 

համակարգի լրիվության սահմանումից հետևում է, որ եթե ᇱ >  ᇲ տարածությանܮ  տարածությունում լրիվությունը հանգեցնում էܮ ապա ,

մեջ լրիվությանը: Մասնավորապես եռանկյունաչափական համակար-

գը, որը լրիվ է L-ում, կլինի լրիվ ܮ-ում ցանկացած  > 1-ի դեպքում: 

 

 

§3.4. Ֆուրիեի շարքերի զուգամիտության լոկալիզացիայի  

սկզբունքը: Դինի հայտանիշը 

 

Համաձայն (3.2.8) բանաձևի՝ )(xf  հանրագումարելի ֆունկցիայի 

Ֆուրիեի շարքի մասնակի գումարները կարելի է ներկայացնել 
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dt

t

tn
txffxSn

2
sin2

2
1sin

)(1),(        (3.4.1) 

տեսքով: Վերցնենք կամայական 0  թիվ և դիտարկենք հետևյալ 

ֆունկցիան՝ 

,),(),[,

2
sin2

1
],[,0

)(












 



u
u

u

ug  

:),()2( Ruugug    

Ակնհայտ է, որ ֆիքսած 0  թվի դեպքում )(ug -ն թվային ա-

ռանցքի վրա որոշված 2  պարբերական, սահմանափակ ֆունկցիա է: 

Օգտվելով (3.4.1)-ից՝ կարող ենք գրել` 











 





dt

t

tn
txffxSn

2
sin2

2
1sin

)(1),(  










 




:

2
1sin)()(1
tdtntgtxf    (3.4.2) 

Ցանկացած x  իրական թվի դեպքում )()( tgtxf  ֆունկցիան 

հանրագումարելի է, հետևաբար Ռիմանի լեմմի օգնությամբ կարող ենք 

ասել, որ (3.4.2)-ի երկրորդ ինտեգրալը յուրաքանչյուր ֆիքսած x  թվի 

դեպքում 0-ի է ձգտում: Այսպիսով` 

),1(

2
sin2

2
1sin

)(1),( odt
t

tn
txffxSn 










 





  (3.3.3) 

որտեղ )1(o -ը ձգտում է 0-ի, երբ :n  (3.4.3) բանաձևը թույլ է տա-

լիս կատարել հետևյալ կարևոր եզրակացությունը, որը կոչվում է Ռի-

մանի լոկալիզացիայի սկզբունք: 
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Թեորեմ 3.4.1 (Ռիման): Ֆուրիեի շարքի զուգամիտությունը կամ 

տարամիտությունը տրված x  կետում կախված է f  ֆունկցիայի՝ միայն 

այդ կետի շրջակայքում ունեցած վարքից: 

Իրոք, (3.4.3) բանաձևում f  ֆունկցիայի արժեքները ),(   xx  

միջակայքից դուրս ընդհանրապես չեն մասնակցում, հետևաբար 

),( fxSn  հաջորդականության համար սահման ունենալը n  

ձգտելիս կախված է f -ի՝ միայն այդ ինտերվալի վրա ունեցած վարքից:  

Վերջին արդյունքը կարելի է ձևակերպել նաև հետևյալ համարժեք 

ձևով. եթե 1f  և 2f  ֆունկցիաները համընկնում են 0x  կետի ինչ-որ 

շրջակայքում, ապա դրանց Ֆուրիեի շարքերը 0x  կետում միաժամա-

նակ զուգամետ են կամ միաժամանակ տարամետ: Իրոք, այդ դեպքում 

21 ff   ֆունկցիան 0x  կետի ինչ-որ շրջակայքում նույնաբար 0 է, հե-

տևաբար, (3.4.3) բանաձևի համաձայն, նրա Ֆուրիեի շարքի 

),( 21 ffxSn   մասնակի գումարները 0xx   կետում 0-ի են ձգտում, 

երբ n  , մյուս կողմից`  

),(),(),( 2121 fxSfxSffxS nnn  : 

Դինի հայտանիշը: Ֆուրիեի շարքերի զուգամիտության տեսության 

կարևորագույն հարցերից մեկը ֆունկցիայի վրա դրվող այնպիսի պա-

հանջների հետազոտությունն է, որոնք ապահովում են տրված կետում 

նրանց Ֆուրիեի շարքի զուգամիտությունը: Այդպիսի բավարար 

պայմաններից մի քանիսը կներկայացնենք ստորև: 

Սահմանում 3.4.1: 0x  կետն անվանում են f  ֆունկցիայի ռեգուլ-

յարության կետ, եթե )0( 0 xf  թվերը գոյություն ունեն, և 

:
2

)0()0()( 00
0




xfxf
xf  

Ակնհայտ է, որ f  ֆունկցիայի անընդհատության կետերը հանդի-

սանում են այդ ֆունկցիայի ռեգուլյարության կետեր: Ռեգուլյարության 

կետ է նաև ֆունկցիայի առաջին սեռի խզման այնպիսի կետը, որում 

ֆունկցիայի արժեքը հավասար է այդ կետում նրա աջակողմյան և 

ձախակողմյան սահմանների կիսագումարին: Տեղի ունի հետևյալ թեո-

րեմը: 
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Թեորեմ 3.4.2 (Դինի հայտանիշ): Դիցուք՝ f -ը ինտեգրելի ֆունկցիա 

է, և 0x -ն նրա համար ռեգուլյարության կետ է: Եթե ինչ-որ 0  թվի 

դեպքում 




0

000 )(2)()(
du

u

xfuxfuxf
     (3.4.4) 

ինտեգրալը վերջավոր է, ապա f  ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարքը 0x  

կետում զուգամիտում է )( 0xf -ին:  

Ապացույց: Վերցնենք կամայական 0  թիվ: (3.4.4) ինտեգրալի 

վերջավոր լինելուց հետևում է, որ կգտնվի 0  թիվ, այնպիսին, որ 

:
)(2)()(

0

000 





 du
u

xfuxfuxf
         (3.4.5) 

Օգտվելով (3.2.9) և (3.2.10) բանաձևերից՝ կարող ենք գրել ` 

  






 

 


 0
00000

2
sin2

2
1sin

)(2)()(1)(),( dt
t

tn
xftxftxfxffxSn  

  






 

 


 0
000

2
sin2

2
1sin

)(2)()(1
dt

t

tn
xftxftxf

 

  :

2
sin2

2
1sin

)(2)()(1
21000 IIdt

t

tn
xftxftxf 







 

 





 (3.4.6) 

Հաշվի առնելով 2/0,2sin 


 xxx  անհավասարությունը 

և (3.4.5)-ը՝ բոլոր n բնական թվերի դեպքում ունենք՝  

:2/
)(2)()(

2
1||

0

000
1 








  dt
t

xftxftxf
I    (3.4.7) 
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Քանի որ ֆիքսած 0  թվի դեպքում 

2
sin2

2
1sin

t

tn 





 

 արտահայ-

տությունը ],[   հատվածի վրա սահմանափակ է (օրինակ՝ n-ից 

անկախ 
2

sin 1 
 թվով), ապա Ռիմանի լեմմի կիրառմամբ կարող ենք 

պնդել, որ բավականաչափ մեծ n բնական թվերի դեպքում 

  :
2

2
sin2

2
1sin

)(2)()( 000











 

 dt
t

tn
xftxftxf

   

(3.3.8) 

(3.4.7) և (3.4.8) անհավասարություններից բավականաչափ մեծ n 

բնական թվերի դեպքում ստանում ենք (տե՛ս (3.3.6))`  

:)(),( 00  xffxSn  

Թեորեմ 3.4.2-ն ապացուցված է: � 

Վերջին թեորեմի օգնությամբ կարող ենք դուրս բերել գործնական 

կարևորություն ունեցող մի քանի փաստեր: 

Սահմանում 3.4.2: Ասում են, որ f  ֆունկցիան իր որոշման տի-

րույթի 0x  ներքին կետի ինչ-որ շրջակայքում բավարարում է Հելդերի

0 կարգի դասին կամ 
H  դասին, եթե գոյություն ունի 0K թիվ, 

որի դեպքում 

uKxfuxf  )()( 00  

անհավասարությունը ճիշտ է u  ( 0 ) պայմանին բավարարող 

բոլոր u–երի համար: 

Դժվար չէ համոզվել, որ 0x  կետում վերջավոր ածանցյալ ունեցող 

ֆունկցիան այդ կետի ինչ-որ շրջակայքում պատկանում է 
H դասին 

ցանկացած ]1,0(  թվի դեպքում: 

Հաշվի առնելով վերջին դիտողությունը՝ եզրակացնում ենք հետևյալը: 
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Հետևանք 3.4.1: 0x  կետի ինչ-որ շրջակայքում Հելդերի 
H դասին 

պատկանող f  ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարքը զուգամիտում է )( 0xf -ին:  

Իրոք, այս դեպքում f  ֆունկցիան 0x  կետի ինչ-որ շրջակայքում 

անընդհատ է և բավականաչափ փոքր 0  թվի դեպքում՝ 




 







0
1

0

000 12
)(2)()(

du
u

Kdu
u

xfuxfuxf
, 

այսինքն՝ Դինի պայմանը տեղի ունի: 

Հետևանք 3.4.2: Եթե 0x  կետում f  ֆունկցիան վերջավոր ածան-

ցյալ ունի, ապա նրա Ֆուրիեի շարքը զուգամիտում է )( 0xf -ին: Մաս-

նավորապես ),(  միջակայքում դիֆերենցելի ֆունկցիայի Ֆուրիեի 

շարքը նշված ինտերվալում զուգամիտում է այդ ֆունկցիային: 

 

 

§3.5. Անընդհատ ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարքի զուգամիտությունը 

 

Այս պարագրաֆում մասնավորապես կապացուցենք, որ եթե 

ֆունկցիայի վրա բացի անընդհատությունից այլ պայմաններ դրված 

չեն, ապա նրա Ֆուրիեի շարքը կարող է ինչ-որ կետում տարամիտել: 

Նախ ապացուցենք մի քանի օժանդակ պնդումներ: 

Լեմմ 3.5.1: Ցանկացած k  բնական և  ,0x  իրական թվերի 

դեպքում 

:sin
1 x

mx
k

m






 

Ապացույց: Նկատենք, որ  

,

2
sin2

2
1cos

2
cos

2
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2
1cos

2
1cos
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11 x

xk
x

x

xmxm
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k
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որտեղից, օգտագործելով 







2
,0;2sin 


xxx անհավասարությու-

նը, կարող ենք գրել` 

:

2
sin

1sin
1 xx

mx
k

m






 

Լեմմ 3.5.1-ն ապացուցված է: � 

 

Լեմմ 3.5.2: Ցանկացած n բնական և x  իրական թվերի դեպքում 

:2sin
1




n

k k

kx
              (3.5.1) 

Ապացույց: Քանի որ (3.5.1)-ի մեջ մասնակցող գումարները 2
պարբերական են ու կենտ, ապա բավական է լեմմն ապացուցել  ,0  

միջակայքին պատկանող x  իրական թվերի համար: Մյուս կողմից՝ լեմ-

մի պնդումը ակնհայտ է, երբ 0x  կամ x : Այսպիսով՝ կարող ենք 

համարել, որ   :,0 x  Նշանակենք :)( 




x

xn


 Եթե )(xnn  , 

ապա օգտագործելով ),0(;sin  xxx  անհավասարությունը՝ կա-

րող ենք գրել՝ 

:)(sin
11




xxnnx
k

kx

k

kx n

k

n

k

          (3.5.2) 

Այսինքն՝ լեմմի պնդումը )(xnn   դեպքում ճիշտ է: Դիցուք՝ 

:)(xnn   Ունենք՝ 

:)(~)(sinsinsin
1)(

)(

11

xSxS
k

kx

k

kx

k

kx
nn

n

xnk

xn

k

n

k

 
    

 (3.5.3) 

(3.4.2)-ի դատողություններով )(xSn -ի համար կստանանք հե-

տևյալ գնահատականը` 

:)( xSn       
(3.5.4) 
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)(~
xSn  գումարը գնահատելու համար կիրառենք Աբելի ձևափո-

խությունը՝ 

 


n

xnk
n k

kx
xS

1)(

sin)(~
 

:sin
1)(

1sin1sin
)1(

1 )(
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1)( 1
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xnk
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kk

 (3.5.5) 

Օգտագործելով լեմմ 3.4.1-ը՝ (3.4.5)-ից կստանանք՝ 

  :3
1)(

3
1)(

1
)1(

1)(~ 1

1)(









 



 xnxxxnnxkkx
xS

n

xnk
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  (3.5.6) 

Հաշվի առնելով (3.4.4) և (3.4.6) գնահատականները՝ )(xnn   դեպ-

քի համար (3.4.3)-ից կստանանք՝ 

:2sin
1




n

k k

kx
     (3.5.7) 

Լեմմ 3.5.2-ն ապացուցված է: � 

Հայտնի են կետում տարամիտող Ֆուրիեի շարք ունեցող անընդ-

հատ ֆունկցիաների բազմաթիվ օրինակներ: Այստեղ կներկայացնենք 

Ֆեյերի կողմից բերված օրինակը: Կառուցման հիմքում ընկած են 

ստորև ներկայացված եռանկյունաչափական բազմանդամները: 

Սահմանում 3.5.1: Ֆեյերի բազմանդամներ անվանում են  









1

)12cos(...
1

)1cos(cos)( xn

n

xn

n

nx
xFn  





 







n

nxxnxn 3cos...
2

)22cos(
1

)12cos(
         (3.5.8) 

տեսքի եռանկյունաչափական բազմանդամները: 

Ապացուցենք այս բազմանդամների մի քանի հատկություններ:  

Հատկություն 1: Ցանկացած n բնական և x  իրական թվերի դեպ-

քում 

:4)( xFn  

Այս անհավասարությունը անմիջապես կհետևի 
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n

k

n

k
n k

kx
nx

k

xknxkn
xF

11

sin2sin2)2cos()2cos()(  

 նույնությունից և լեմմ 3.4.2-ից: 

Հատկություն 2: Ֆեյերի (3.5.8) բազմանդամների Ֆուրիեի 

),( nm FxS  մասնակի գումարները բոլոր n և nmn 3  բնական թվե-

րի դեպքում բավարարում են  

)ln1(2),( nFxS nm   

անհավասարությանը: 

Իրոք, 

:)ln1(21...
2
112),( n

n
FxS nm 






   

Հատկություն 3: Դիցուք՝  

:
1

)12cos(...
1

)1cos(cos)( xn

n

xn

n

nx
xfn







  

Ցանկացած n բնական թվի դեպքում :ln)0( nfn   

Թեորեմ 3.5.1 (Ֆեյեր): Ցանկացած ]2,0[0 x  կետի դեպքում 

գոյություն ունի թվային առանցքի վրա անընդհատ, 2 -պարբերական 

ֆունկցիա, որի Ֆուրիեի շարքը տարամիտում է այդ կետում: 

Ապացույց: Բավական է թեորեմի ապացույցն իրականացնել 0 

կետի դեպքում: Իրոք, 0 կետում տարամիտող, Ֆուրիեի շարք ունեցող, 

անընդհատ 0x -ով դեպի աջ տեղաշարժած ֆունկցիան դարձյալ 

անընդհատ է, իսկ դրա Ֆուրիեի շարքը տարամետ է արդեն 0x  կետում:  

Դիցուք՝ ,2
2k

kn  նշանակենք (տե՛ս (3.4.8)) 

:,...2,1),()(  kxFx
knk            

 (3.5.9) 

Դիտարկենք 







1

2
)()(

k

k

k

x
xf


          (3.5.10) 

ֆունկցիան ու ցույց տանք, որ այն բավարարում է թեորեմի պայման-

ներին 00 x  դեպքում: Հատկություն 1-ի համաձայն՝ (3.5.10) շարքի 
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ընդհանուր անդամը չի գերազանցում 2
4
k


-ն, ուստի այդ շարքը հավա-

սարաչափ զուգամետ է ամբողջ թվային առանցքի վրա, մյուս կողմից` 

(3.5.9) ֆունկցիաներն անընդհատ են ու 2 -պարբերական: Այստեղից 

հետևում է, որ )(xf  ֆունկցիան 2 -պարբերական և թվային առանց-

քի վրա անընդհատ ֆունկցիա է: Նկատենք, որ (3.5.10) շարքի k -րդ 

գումարելին իրենից ներկայացնում է եռանկյունաչափական կոսինուս-

բազմանդամ, որի մեջ հանդես են գալիս բոլոր այն mxcos  տեսքի 

գումարելիները, որոնց համար kk nmn 3 : Մյուս կողմից՝  

kk
kk

k nnn 322 12)1(
1

2

 
  

անհավասարությունից հետևում է, որ տարբեր k -երի դեպքում (3.5.10) 

շարքի գումարելիները չեն պարունակում նման անդամներ, ընդ որում`

k -ի մեծացմանը զուգընթաց (3.5.10) շարքի մեջ mxcos -երը դասավոր-

ված են ըստ m -ի աճման կարգի: Դիտարկենք  




1
cos

m
m mxa     (3.5.11) 

եռանկյունաչափական շարքը, որտեղ 
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kk
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m   (3.5.12) 

 

Դժվար չէ համոզվել, որ (3.5.10)-ը իրենից ներկայացնում է (3.5.11) 

շարքի խմբավորված շարք: Ցույց տանք, որ (3.5.11) շարքը հանդի-

սանում է )(xf  ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարք: Իրոք, եթե )(xSm -ով նշա-

նակենք այդ շարքի m -րդ մասնակի գումարը, ապա (3.4.8), (3.4.10)-

(3.5.12) հավասարություններից ունենք` 
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և քանի որ (3.5.10) շարքը հավասարաչափ զուգամիտում է )(xf  ֆունկ-

ցիային, ապա (3.4.11) շարքի mn3  համարներով մասնակի գումարները 

ևս կզուգամիտեն այդ ֆունկցիային: Այդ դեպքում, օգտվելով թեորեմ 

(3.2.1)-ից, կարող ենք պնդել, որ (3.5.11) շարքը հանդիսանում է )(xf  

ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարք:  

Թեորեմի ապացուցումը կավարտվի, եթե ցույց տանք, որ 

),()( fxSxS mm   հաջորդականությունը 0 կետում տարամիտում է: 

Օգտվելով հատկություն 3-ից՝ կարող ենք գրել՝  

,2lnln)0(
1
1...

1
111)0()0( 22212 1
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f

nnm
SS mn

mm
nn

m

mm
 

այսինքն՝ )(xSm հաջորդականությունը 0 կետում տարամետ է (0 կե-

տում զուգամիտության ֆունդամենտալության պայմանը խախտված է): 

Թեորեմ 3.5.1-ն ապացուցված է: � 

Դիտողություն 3.5.1: Կարելի է ցույց տալ, որ նախորդ թեորեմում 

բերված օրինակում (3.5.11) շարքի մասնակի գումարները հավասարա-

չափ սահմանափակ են: Իրոք, այդ շարքի մասնակի գումարների 

համար օգտվելով (3.5.8), (3.5.10)-(3.5.12) հավասարություններից՝ կա-

րող ենք գրել` 
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 երբ mm nNn 13 , 
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k
N m

FxS
mk

x
xS


 երբ ,3 mm nNn   

որտեղ ),(
mnN FxS -ը Ֆեյերի 

mn
F  բազմանդամի Ֆուրիեի շարքի m -րդ 

մասնակի գումարն է: Օգտվելով հատկություն 2-ից՝ երկու դեպքում էլ 

կարող ենք գրել` 
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Քանի որ ցանկացած N  բնական թիվ ինչ-որm բնական թվի դեպ-

քում ընկած է )3,3[ 1 mm nn   միջակայքում, ապա բոլոր դեպքերում 

:36)( xSN  

 

 

§3.6. Ֆուրիեի շարքերի թվաբանական միջինների  

զուգամիտությունը 

 

 Տրված ,....,...,, 21 nxxx
 
հաջորդականության միջին թվաբանա-

կանների հաջորդականություն անվանում են 

,......,...
3

,
2

, 2132121
1 n

xxxxxxxx
x n

 

թվերը: Եթե  1nnx  հաջորդականությունը սահման ունի, ապա այդ 

հաջորդականության միջին թվաբանականների հաջորդականությունը 

ևս կունենա սահման, ավելին՝ այդ սահմանները համընկնում են: Իրոք, 

ենթադրենք՝ 

:lim axn
n




 

Այդ դեպքում, մասնավորապես,  1nnx -ը սահմանափակ է` 

:Mxn   
Տրված   դրական թվի դեպքում ընտրենք 0n  բնական թիվ 

այնպիսին, որ տեղի ունենան 0, nnaxn  
 
անհավասարու-

թյունները: Ունենք` 
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n
 

Վերջինիս աջ մասի առաջին գումարելին ձգտում է 0-ի, երբ 

n , ինչն էլ հաստատում է վերը նշված դիտողությունը: Մյուս 

կողմից՝   1)1( n
n

հաջորդականության օրինակով համոզվում ենք, որ 
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թվաբանական միջինների հաջորդականությունը կարող է զուգամիտել 

նաև այն դեպքում, երբ սկզբնական հաջորդականությունը տարամետ է: 

Բոլոր այս դատողությունները վկայում են այն մասին, որ ցանկա-

ցած հաջորդականության թվաբանական միջինների հաջորդականու-

թյունը ցուցաբերում է ավելի լավ վարք, քան ունի այդ հաջորդակա-

նությունը: Ահա սա է պատճառը, որ միջինները լայնորեն կիրառվում են 

մասնավորապես Ֆուրիեի շարքերի զուգամիտության տեսությունում: 

Նախորդ պարագրաֆում համոզվեցինք, որ անընդհատ ֆունկ-

ցիայի Ֆուրիեի շարքը առանձին կետերում կարող է տարամիտել, հե-

տևաբար Ֆուրիեի շարքերը, որպես ֆունկցիայի հավասարաչափ մո-

տարկման միջոց, հարմար չեն: Պարզվում է սակայն, որ անընդհատ 

ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարքի մասնակի գումարների թվաբանական 

միջինների հաջորդականությունը այս խնդիրը լիարժեքորեն կարող է 

լուծել: Այլ կերպ ասած՝ Ֆուրիեի շարքի մասնակի գումարների միջին 

թվաբանականների հաջորդականությունը մոտարկման ավելի լավ 

հատկություններ է ցուցաբերում, քան մասնակի գումարների հաջորդա-

կանությունը:  

Դիցուք՝ )(xf -ը )2,0[   ինտերվալի վրա հանրագումարելի, 2 -

պարբերական ֆունկցիա է: Նրա Ֆուրիեի շարքի մասնակի գումար-

ները, ինչպես գիտենք (տե՛ս (3.2.5)-(3.2.8)), թույլ են տալիս ինտեգրալ 

ներկայացում`  
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 (3.6.1) 

որտեղ 

 

2
sin4

)1cos(cos

2
sin2

2
1sin

)(
2 u

unnu
u

un
uDn










 

 -ը            (3.6.2) 

Դիրիխլեի կորիզն է: 

Սահմանում 3.6.1: )(xf  հանրագումարելի ֆունկցիայի Ֆուրիեի 

շարքի մասնակի գումարների թվաբանական միջիններ անվանում են 

հետևյալ հաջորդականությունը` 
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nfxS
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fx
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k
kn :     (3.6.3) 

Օգտվելով (3.6.1) և (3.6.2) հավասարություններից՝ կարող ենք 

(3.6.3)-ը արտագրել այսպես՝  
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որտեղ 








 



n

k

n

k
kn u

ukku

n
uD

n
uK

0 20

2
sin4

)1cos(cos
1

1)(
1

1)(  

2

2

2
sin

2
)1sin(

)1(2
1

2
sin)1(4

)1cos(1















 









u

u
n

nu
n

un
 :                     (3.6.5) 

Առանձնացնենք )(uKn  ֆունկցիաների որոշ հատկություններ, 

որոնց իրավացիությունը միանգամից հետևում է (3.6.3)-ից: 

,0)( uKn            (3.6.6) 

,||0,
2

2
sin)1(2

1)( 2

2
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n
uKn             (3.6.8) 

որտեղից ցանկացած 0 թվի համար` 

),(max)(,0)(lim uKMM n
u

nn
n 




               (3.6.9) 








1)(1

duuKn ,             (3.6.10) 

ցանկացած 0 թվի համար` 
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0)(1lim duuKn

n
:   (3.6.11) 

 

 

Լեմմ 3.6.1: Դիցուք՝ 








,)()(1)( dtttxfxf nn

       

 (3.6.12) 

որտեղ )(tn  ֆունկցիաները բավարարում են հետևյալ պայմաններին` 

1) )(tn -ն զույգ ֆունկցիա է, 

2) 







,...,2,1,|)(| nCduun  C -ն հաստատուն է, 

3) ցանկացած 0  թվի համար` 

 

|,)(|sup)(,0)(lim
||

tMM n
t

nn
n


 

  

4) 






:1)(1

duun  

Այդ դեպքում, եթե x-ը )(xf  ֆունկցիայի առաջին սեռի խզման 

կետ է, ապա 

,
2

)0()0()(lim 




xfxf
xfn

n
 

)()(lim xfxfn
n




 )(xf  ֆունկցիայի անընդհատության կետերում:  

Եթե )(xf -ը անընդհատ է ),( ba  ինտերվալի վրա, ապա ցանկա-

ցած ),(],[ ba  հատվածի վրա )()(lim xfxfn
n




` հավասարա-

չափ ըստ x-ի: 

Ապացույց: Օգտագործելով )(tn  ֆունկցիաների զույգությունը և 

լեմմի 4-րդ պայմանը՝ կարող ենք գրել` 
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dttxfxf

xfxf
n  (3.6.13) 

Այնուհետև )(tn -ի զույգությունից եզրակացնում ենք` 

 


 0

:)()]()([1)( dtttxftxfxf nn

 

 (3.6.14) 

(3.6.13) և (3.6.14) հավասարություններից կհետևի` 





2

)0()0()( xfxf
xfn  

 


 0

:)()]0()0()()([1
dttxfxftxftxf n   (3.6.15) 

Ցույց տանք, որ (3.6.15)-ի աջ մասի ինտեգրալը ձգտում է 0-ի: 

Ընտրենք 0 թիվն այնպես, որ տեղի ունենան 

,|)0()(|  xftxf   |)0()(| xftxf  (3.6.16)  

անհավասարությունները բոլոր ],0[ t -երի համար: Սա հնարավոր է 

անել ցանկացած x  կետում: Եթե )(xf  ֆունկցիան լինի անընդհատ 

],[   հատվածի վրա, ապա կարելի է  -ն ընտրել x-ից անկախ: 

Ընտրելով  -ն՝ (3.5.15) ինտեգրալը բաժանենք երկու ինտեգրալների` 

1I  ինտեգրալը, որ տարածված է ),0(   միջակայքի վրա, և 2I -ը, որը 

տարածված է ),(  -ի վրա: Օգտվելով (3.6.16)-ից և լեմմի 2-րդ պայ-

մանից՝ ունենք 

 



0

1 :|)(|2|| dttI n

   

 (3.6.17) 

2I -ի համար ունենք՝ 

 




 :|)0()0()()(|)(|| 2 dtxfxftxftxfMI n   (3.6.18) 

Ֆիքսած x-ի համար (3.6.18)-ի ինտեգրալը վերջավոր թիվ է, իսկ 

դրա դիմացի արտադրիչը, համաձայն լեմմի 3-րդ պայմանի, ձգտում է 

0-ի, հետևաբար 2I -ը n  ձգտելիս ձգտում է 0-ի: Եթե )(xf  ֆունկ-
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ցիան լինի անընդհատ ],[   հատվածի վրա, ապա ցանկացած 

],[ x -ի համար (3.6.18) ինտեգրալը չի գերազանցում 









|)(|2|)(|2 xfdttf  

արտահայտությանը, որը այդպիսի x-երի համար սահմանափակ է: 

Այս դեպքում 2I -ը n  ձգտելիս ձգտում է 0-ի` հավասարաչափ 

ըստ ],[ x -ի: 

Լեմմ 3.6.1-ն ապացուցված է: � 

Թեորեմ 3.6.1 (Ֆեյեր): Եթե x-ը )(xf  ֆունկցիայի անընդհա-

տության կամ առաջին սեռի խզման կետ է, ապա այդ կետում )(xf  

ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարքի թվաբանական միջինները զուգամիտում 

են համապատասխանաբար )(xf  և 
2

)0()0(  xfxf
 թվերին: Եթե 

)(xf -ը անընդհատ է ),( ba  ինտերվալի վրա, ապա ցանկացած 

),(],[ ba  հատվածի ներսում զուգամիտությունը հավասարա-

չափ է: Վերջապես, եթե )(xf -ը անընդհատ է ],[   հատվածի վրա, 

ապա թվաբանական միջինները հավասարաչափ զուգամիտում են այդ 

հատվածի ներսում: 

Ֆեյերի թեորեմի ապացույցն անմիջապես հետևում է լեմմ 3.6.1-ից, 

քանի որ վերցնելով նրա մեջ )()( tKt nn  ՝ համոզվում ենք, որ լեմմի 

պայմանները (3.6.6)-(3.6.11) հատկությունների շնորհիվ տեղի ունեն: 

Կոլմոգորովի հայտնի թեորեմի համաձայն՝ գոյություն ունի ինտեգ-

րելի ֆունկցիա, որի Ֆուրիեի շարքը հ.ա. տարամետ է: Պարզվում է, որ 

Ֆուրիեի շարքերի թվաբանական միջինների հաջորդականությունը 

դարձյալ լավ մոտարկման հատկություններ է ցուցաբերում նույնիսկ 

ուղղակի ինտեգրելի ֆունկցիաների դեպքում: 

Թեորեմ 3.6.2 (Ֆեյեր-Լեբեգ): Ցանկացած հանրագումարելի ֆունկ-

ցիայի Ֆուրիեի շարքի թվաբանական միջինները հ.ա. զուգամիտում են 

այդ ֆունկցիային: 

Ապացույց: Նշանակենք 

),(2)()()( xftxftxftx            (3.6.19) 
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:|)(|)(
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t

xx duut                     (3.6.20) 

Հայտնի է, որ եթե x-ը Լեբեգի կետ է, ապա 

0),()(  ttotx                                (3.6.21) 

և այս առնչությունը տեղի ունի հ.ա.: Ցույց տանք, որ (3.6.21) պայմանին 

բավարարող կետերում թվաբանական միջինները զուգամիտում են: 

Ունենք` 
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Օգտվելով հեշտ ստուգվող ntKn 2|)(| 
 
անհավասարությունից՝ 

կարող ենք գրել՝ 
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 (3.6.23) 

Այնուհետև, հաշվի առնելով (3.6.7) գնահատականը և (3.6.21)-ը, 

ունենք՝ 
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Վերջին առնչությունից, (3.6.22)-ից և (3.6.23)-ից հետևում է թեորեմի 

պնդումը: 

Թեորեմ 3.6.2-ն ապացուցված է: � 
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§3.7. Սահմանափակ փոփոխության անընդհատ ֆունկցիայի Ֆուրիեի 

շարքի զուգամիտությունը 

 

§3.5-ում համոզվեցինք, որ անընդհատությունը չի կարող բավա-

րար պայման լինել Ֆուրիեի շարքի հավասարաչափ զուգամիտության 

համար (այն ընդամենը անհրաժեշտ պայման է): Ստորև կհամոզվենք, 

որ այս պնդումը տեղի կունենա, եթե ֆունկցիան, բացի անընդհատ 

լինելուց, ունենա նաև սահմանափակ փոփոխություն:  

Լեմմ 3.7.1: Եթե 2 պարբերական )(xf  ֆունկցիան ]2,0[   հատ-

վածի վրա ունի սահմանափակ փոփոխություն, ապա նրա Ֆուրիեի na  

և nb  գործակիցները ցանկացած n  բնական թվի դեպքում բավարարում 

են 

n

V
b

n

V
a nn 2

,
2

  

անհավասարություններին, որտեղ V -ն )(xf  ֆունկցիայի լրիվ փոփո-

խությունն է ]2,0[   հատվածի վրա: 

Ապացույց: Փոփոխականի փոխարինումով և լեմմ 1.3.3-ի կի-

րառումով 
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cos)(1
ntdttfan  

ինտեգրալը կարելի է ներկայացնել հետևյալ տեսքով` 

:cos1 2
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Օգտագործելով վերջին երկու հավասարությունները՝ կարող ենք 

գրել՝ 
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2
1 2

0
 






 

 


dttf
n

tfan  

)(xf  ֆունկցիայի պարբերականության հետևանքով ցանկացած 

k  բնական թվի դեպքում ունենք (տե՛ս լեմմ 1.3.3-ը)՝  
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Վերջին անհավասարության մեջ k -ի փոխարեն հաջորդաբար 

վերցնելով nk 2,..,2,1  արժեքները, գումարելով ստացված անհավա-

սարությունները ու հաշվի առնելով, որ 
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որտեղից էլ կհետևի լեմմի պնդման՝ na -ին վերաբերող անհավասա-

րությունը: nb -ին վերաբերող անհավասարությունը ապացուցվում է 

նույն դատողություններով: 

Լեմմ 3.7.1-ն ապացուցված է: � 

Լեմմ 3.7.2: Դիցուք՝ )(xf -ը ]2,0[   հատվածի վրա սահմանափակ 

փոփոխություն ունեցող 2 պարբերական ֆունկցիա է, և na , nb -ը նրա 

Ֆուրիեի գործակիցներն են: Այդ դեպքում 

01lim
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k
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պայմանները համարժեք են, որտեղ 
22
kkk ba   : 

Ապացույց: Լեմմ 3.6.1-ից հետևում է, որ 

:
k

V
k      (3.7.1) 

Նշանակենք  
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Ենթադրենք՝ ,0nQ  երբ n : Ցույց տանք, որ այդ դեպքում 

:0nP Եթե ,0nQ ապա առավել ևս 

:0
2

sinlim
1

22 


 n

k
n
n

k
k

n


  

 (3.7.2) 

Կիրառելով Կոշի-Բունյակովսկու անհավասարությունը՝ ստանում 

ենք` 

  :111
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22
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kn Tk

n
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n
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   (3.7.3) 

Մյուս կողմից՝ օգտագործելով 







2
,0,2sin 


xxx  անհավա-

սարությունը՝ կարող ենք գրել` 
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    (3.7.4) 

(3.7.3) և (3.7.4) անհավասարություններից կհետևի, որ  

:
2

sin
1

222

n

k
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n

k
knn




  

Վերջինից և (3.7.2)-ից ստանում ենք, որ ,0nP  երբ n :  

Դիցուք՝ ,0nP  երբ n : Ցույց տանք, որ այդ դեպքում 

:0nQ  Օգտվելով (3.7.1)-ից՝ կարող ենք գրել՝  

    ,1
11

n

n

k
kk

n

k
kn PVk

n

V
kk

n
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որտեղից ,0nT  երբ n : Դիցուք՝ 1 -ն ամբողջ թիվ է: nQ գու-

մարը ներկայացնենք հետևյալ տեսքով` 

:
2

sin
2

sin
1
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Վերջինիս մեջ կիրառելով 0,sin  xxx անհավասարությունը և 

(3.6.1)-ը` կստանանք՝ 
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(3.7.5) 

Դիցուք՝ 0 -ն տրված թիվ է: Նախ 1  ամբողջ թիվն ընտրենք 

այնքան մեծ, որ լինի  

:
2





V
    (3.7.6) 

Ֆիքսելով  -ն՝ n -ը ընտրենք այնքան մեծ, որ լինի 

,
8


 nT
   

 (3.7.7) 

դա հնարավոր է, քանի որ արդեն ցույց ենք տվել, որ ,0nT  երբ 

n : (3.7.5)-(3.7.7) առնչություններից հետևում է, որ բավականաչափ 

մեծ n  բնական թվերի դեպքում 

:nQ  

Քանի որ 0 թիվը կամայական էր, ապացուցվեց, որ :0nQ  

Լեմմ 3.7.2-ն ապացուցված է: � 

Թեորեմ 3.7.1 (Վիներ): Որպեսզի սահմանափակ փոփոխության 

ֆունկցիան լինի անընդհատ, անհրաժեշտ է և բավարար, որ լինի` 

,0...21lim 21 


 n

n n

n


 

որտեղ 
22
nnn ba  , nn ba , -ը դիտարկվող ֆունկցիայի Ֆուրիեի գոր-

ծակիցներն են: 

Ապացույց: Դիցուք՝  







1

0 sincos
2

~)(
k

kk kxbkxa
a

xf -ը            (3.7.8) 

]2,0[   հատվածի վրա սահմանափակ փոփոխություն ունեցող, 2
պարբերական )(xf  ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարքն է ( ~ նշանով ընդգըծ-

վում է այն փաստը, որ գրված շարքը f -ին համապատասխանող 

Ֆուրիեի շարքն է. այն կարող է նաև որոշ կետերում հավասար չլինել 

այդ ֆունկցիային, այդ պատճառով հավասարության նշանից պետք է 

խուսափել): Ֆիքսած t  իրական թվի դեպքում )( txf   ֆունկցիայի 

Ֆուրիեի շարքը կունենա հետևյալ տեսքը` 
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0 ,sin)(cos)(
2
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kk kxtBkxtA
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txf
        

 (3.7.9) 

որտեղ (տե՛ս լեմմ 1.3.3-ը) 0

2

0

2

0
0 )(1)(1)( aduufdutuftA  




, և 

,sincos)(cos)(1cos)(1)(
2

0

2

0

ktbktadutukufkudutuftA kkk  



 (3.7.10) 

:sincos)(sin)(1sin)(1)(
2

0

2

0

ktaktbdutukufkudutuftB kkk  



 (3.7.11) 

)()( xftxf   ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարքը, համաձայն (3.7.8)-ի 

և (3.7.9) -ի, կընդունի հետևյալ տեսքը` 

 





1

,sin)(cos)(~)()(
k

kk kxtkxtxftxf   (3.7.12) 

որտեղ (տե՛ս (3.7.10), (3.7.11) բանաձևերը) 
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(3.7.13) 
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   (3.7.14) 

Հաշվի առնելով (3.7.12)-(3.7.14)-ը՝ ցանկացած n  բնական թվի 

համար ունենք` 
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 (3.7.15) 

Oգտագործելով (3.7.10), (3.7.11) հավասարությունները և Պարսևա-

լի հավասարությունը՝ (3.7.15)-ից կստանանք` 
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)(xf  ֆունկցիայի պարբերականության հետևանքով ցանկացած 

k  բնական թվի դեպքում կունենանք՝ 
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Վերջին անհավասարության մեջ k -ի փոխարեն հաջորդաբար 

վերցնելով nk 2,..,2,1  արժեքները և գումարելով ստացված հավասա-

րությունները՝ վերջնական ստանում ենք` 
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 (3.7.16) 

Նախ ենթադրենք, որ )(xf  ֆունկցիան անընդհատ է: )( f -ով 

նշանակելով )(xf -ի անընդհատության մոդուլը՝ բոլոր n  և 

nk 2,...,2,1  բնական թվերի դեպքում կարող ենք գրել 

,)1( 












 






 

nn
kxf

n
kxf f


 

հետևաբար  















 






 



n

k n
kxf

n
kxf

2

1

2

)1( 
 














 






 






 

 n
V

n
kxf

n
kxf

n f

n

k
f


2

1
)1( , 

որտեղ V -ն )(xf -ի լրիվ փոփոխությունն է ]2,0[   հատվածի վրա: 

Վերջին անհավասարությունից և (3.7.16)-ից կհետևի`  

,
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հետևաբար 0
2

sinlim
1

22 



 n

k
n
k

k
n

 , և լեմմ 3.7.2-ի համաձայն` 

:0...21lim 21 


 n

n n

n



          
 (3.7.17) 

Թեորեմի անհրաժեշտ կողմն ապացուցված է: Այժմ ենթադրենք, որ 

(3.7.17)-ը տեղի ունի, և ցույց տանք, որ այդ դեպքում )(xf  ֆունկցիան 

անընդհատ է: Ենթադրենք հակառակը. գոյություն ունի 0x կետ, որտեղ 

)(xf  ֆունկցիան խզվող է: Ըստ թեորեմի պայմանների` )(xf  

ֆունկցիան ունի սահմանափակ փոփոխություն, հետևաբար, առաջին 

գլխի թեորեմ 1.1.8-ի հետևանքի համաձայն, 0x -ն 1-ին սեռի խզման կետ 

է: Այդ կետում f -ի թռիչքը նշանակենք d -ով` 

:0)0()0( 00  xfxfd  Տրված x  իրական թվի դեպքում
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 ,)1( -ով նշանակենք  
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n
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n
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n
x

 2,)12(,...,2,1,1,0  

հատվածներից այն մեկը, որը պարունակում է 0x կետը ( k  -ը կախված 

է 0x -ից, n -ից և x -ից ): Բավականաչափ մեծ n  բնական թվերի դեպ-

քում կարող ենք գրել՝ 

3
)1()( d

n
kxf

n
kxf 






 


: 

Այստեղից հետևում է, որ բավականաչափ մեծ n  բնական և կամա-

յական x  իրական թվերի դեպքում  


















 






 

n

k n
kxf

n
kxf

2

1

2

)1( 
 

գումարի մեջ կա 
9

2d
-ից մեծ գումարելի: Բայց այդ դեպքում (3.7.16) 

հավասարության աջ մասը 0-ի չի ձգտում, և լեմմ 3.7.2-ի համաձայն՝ 

(3.7.17) պայմանը տեղի ունենալ չի կարող: Ստացված հակասությունից 

էլ հետևում է թեորեմի բավարար կողմի ճիշտ լինելը: 
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Թեորեմ 3.7.1-ն ապացուցված է: � 

Դիտողություն 3.7.1: Լեմմ 3.7.1-ից հետևում է, որ սահմանափակ 

փոփոխություն ունեցող ֆունկցիաների Ֆուրիեի գործակիցները ձըգ-

տում են 0-ի ոչ ավելի դանդաղ, քան n/1  հաջորդականությունը` 

:1,1















n
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n
Oa nn  

Վիների թեորեմից հետևում է, որ այս գնահատականներն ուժե-

ղացնել խզվող ֆունկցիաների դեպքում (գրել օ-փոքր) անհնար է: Իրոք, 

եթե սահմանափակ փոփոխության ֆունկցիայի Ֆուրիեի գործակից-

ների համար տեղի ունենան  

,1,1















n
ob

n
oa nn  

պայմանները, ապա ակնհայտորեն (3.7.17)-ը ճիշտ է, և, հետևաբար, 

Վիների թեորեմի համաձայն, դիտարկվող ֆունկցիան անընդհատ է:  

Վիների թեորեմի օգնությամբ կարող ենք ապացուցել պարագրաֆի 

սկզբում նշած փաստը: 

Թեորեմ 3.7.2 (Ժորդան): Եթե թվային առանցքի վրա անընդհատ, 

2 պարբերական )(xf  ֆունկցիան ],[   հատվածի վրա ունի 

սահմանափակ փոփոխություն, ապա նրա Ֆուրիեի շարքը հավասա-

րաչափ զուգամետ է: 

Ապացույց: Թեորեմի պայմաններից ու Վիների թեորեմից հետևում 

է, որ (3.7.17)-ը տեղի ունի: ),(),,( fxfxS nn  -ով նշանակենք հա-

մապատասխանաբար )(xf  ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարքի մասնակի 

գումարները և թվաբանական միջինները: Կիրառելով Աբելի ձևափո-

խությունը և )(2 22 yxyx   հեշտ ստուգվող անհավասարու-

թյունը՝ կարող ենք գրել (տե՛ս (3.2.4) և (3.6.3))՝ 
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Վերջին անհավասարությունից և (3.7.17)-ից ստանում ենք 

0),(),(  fxSfx nn , երբ n ` հավասարաչափ ըստ Rx -ի: 

Մյուս կողմից՝ համաձայն Ֆեյերի 3.6.1 թեորեմի՝ անընդհատ ֆունկ-

ցիայի թվաբանական միջինները հավասարաչափ զուգամիտում են այդ 

ֆունկցիային, հետևաբար )(),( xffxSn  , երբ n ` հավասարա-

չափ ըստ Rx -ի: 

Թեորեմ 3.7.2-ն ապացուցված է: � 

 

 

§3.8. Եռանկյունաչափական շարքերով ներկայացման  

միակությունը: Եռանկյունաչափական շարքերի  

հանրագումարումը Ռիմանի մեթոդով 

 
§3.2-ում համոզվեցինք, որ թվային առանցքի վրա հավասարաչափ 

զուգամիտող եռանկյունաչափական շարքն իր գումարի Ֆուրիեի շարքն 

է: Պարզվում է, որ այս պնդումը շարունակում է ուժի մեջ մնալ, երբ 

հավասարաչափ զուգամիտության պահանջը փոխարինում ենք զուգա-

միտության ավելի թույլ պահանջով: Այս արդյունքը ներկայացնելու 

համար մեզ պետք կգան որոշ օժանդակ հասկացություններ և փաստեր: 

Սահմանում 3.8.1: Դիցուք՝ )(xF  ֆունկցիան որոշված է xկետի 

ինչ-որ շրջակայքում: Եթե գոյություն ունի 

h

hxFhxF
h 2

)()(lim
0




 

սահմանը, ապա այն անվանում են Շվարցի առաջին կարգի ածանցյալ 

xկետում և նշանակում այսպես` )()1( xF : 

Դժվար չէ համոզվել, որ եթե x  կետում գոյություն ունի սովորական 

)(xF   ածանցյալ, ապա այդ կետում գոյություն ունի նաև Շվարցի 

ածանցյալը, և դրանք հավասար են: Իրոք,  
















h
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h

xFhxF

h

hxFhxF )()()()(
2
1

2
)()(
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նույնության մեջ h-ը 0-ի ձգտելիս աջ մասի սահմանը հավասար է 

)(xF  -ի, իսկ ձախ մասի սահմանը, սահմանման համաձայն, )()1( xF է: 

Հակառակ պնդումը ճիշտ չէ. տվյալ կետում ֆունկցիայի Շվարցի առա-

ջին կարգի ածանցյալի գոյությունից չի հետևում սովորական 

ածանցյալի գոյությունը, և այդպիսով Շվարցի առաջին կարգի ածան-

ցյալը սովորական ածանցյալի ընդհանրացումն է: 

Սահմանում 3.8.2: Դիցուք՝ )(xF  ֆունկցիան որոշված է x  կետի 

ինչ-որ շրջակայքում: Եթե գոյություն ունի 

20

)()(2)(lim
h

hxFxFhxF
h




 

սահմանը, ապա այն անվանում են Շվարցի երկրորդ կարգի ածանցյալ 

xկետում և նշանակում այսպես` )()2( xF :  

Ցույց տանք, որ եթե x  կետում գոյություն ունի սովորական երկ-

րորդ կարգի )(xF 
 ածանցյալ, ապա այդ կետում գոյություն ունի նաև 

Շվարցի երկրորդ կարգի ածանցյալը, և դրանք հավասար են: Իրոք, եթե 

երկրորդ կարգի ածանցյալը x  կետում գոյություն ունի, ապա առաջին 

կարգի ածանցյալը գոյություն ունի x  կետի ինչ-որ շրջակայքում: Նշա-

նակենք 

:)()()( ttxFtxF   

Կիրառելով Կոշիի «վերջավոր աճերի» բանաձևը՝ կարող ենք գրել՝ 

,
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hxFxFhxF


 







 

որտեղ :)1,0(  Այսպիսով՝ 
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Քանի որ երկրորդ կարգի ածանցյալը x  կետում ենթադրության 

համաձայն գոյություն ունի, ապա առաջին կարգի Շվարցի ածանցյալը 

այդ կետում նույնպես գոյություն ունի, հետևաբար վերջին հավասա-

րության աջ մասը, 3.8.1 սահմանման համաձայն, h-ը 0-ի ձգտելիս 

ձգտում է )()2( xF -ի :  
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Լեմմ 3.8.1 (Շվարց): Դիցուք՝ )(xF -ը որոշված է և անընդհատ

],[ ba ի վրա: Եթե ),( ba ի բոլոր կետերում )()2( xF , ապա )(xF -ը 

գծային ֆունկցիա է:  

Ապացույց: Տրված   դրական թվի համար դիտարկենք հետևյալ 

ֆունկցիան` 

:))(()()()()()()( bxaxax
ab

aFbF
aFxFx 



 




   

Պարզ է, որ 0)()(),,()(  babaCx  , բացի դրանից՝  

:2)()2(  x
        (3.8.1) 

Ցույց տանք, որ ամբողջ ],[ ba ի վրա 

0)( x :      (3.8.2) 

Իսկապես, եթե այդպես չլիներ, ապա )(x  ֆունկցիան ),( ba ի 

որևէ 0x  ներքին կետում կընդունի իր մեծագույն )( 0x  արժեքը, այդ 

դեպքում  

,0)(0)()(2)(
0

)2(
2

000 


x
h

hxxhx 
 

 որը հակասում է (3.7.1)-ին: Համանման ձևով կարող ենք համոզվել, որ 

))(()()()()()()( bxaxax
ab

aFbF
aFxFx 












 




   

ֆունկցիան ամենուրեք բավարարում է 0)( x  պայմանին: Համեմա-

տելով սա և (3.4.2)-ը՝ կստանանք` 

|))((|)()()()()( bxaxax
ab

aFbF
aFxF 



 




   

 ի կամայական լինելուց կհետևի, որ  

:)()()()()( ax
ab

aFbF
aFxF 




  

Լեմմ 3.8.1-ն ապացուցված է: � 

Հաջորդ պնդումը հնարավորություն է տալիս ֆունկցիայի Շվարցի 

երկրորդ կարգի ածանցյալի միջոցով վերականգնելու այդ ֆունկցիան: 
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Լեմմ 3.8.2 (Վալե-Պուսեն): Դիցուք՝ )(xF ը որոշված է և անընդ-

հատ ],[ ba ի վրա: Եթե ),( ba ի բոլոր կետերում )()()2( xfxF  , 

որտեղ )(xf -ը ամենուրեք վերջավոր է և հանրագումարելի, ապա  

  
x

a

t

a

BAxduufdtxF :)()(  

Լեմմ 3.8.3: Դիտարկենք հետևյալ զուգամետ շարքը՝  

Saaa  ...210    
 (3.8.3) 

և ելնելով (3.8.3)-ից՝ կառուցենք 

...
2

2sinsin 2

2

2

10 














h

h
a

h

h
aa    (3.8.4) 

շարքը: Այդ դեպքում (3.7.4) շարքը զուգամետ է ցանկացած 0h  

դեպքում, և նրա )(hS  գումարը բավարարում է հետևյալ պայմանին՝ 

ShS
h




)(lim
0

:                                       (3.8.5) 

Ապացույց: (3.8.3)-ի զուգամիտությունից հետևում է, որ նրա բոլոր 

անդամները սահմանափակ են միևնույն թվով Mak || (3.8.4) 

շարքը մաժորվում է  22hk

M
-ով, հետևաբար զուգամետ է:  

Նշանակենք 
2sin)(, 
















nk
kn

nk
kn kh

kh
ahrar :  (3.8.6) 

Ունենք, որ n ,0 , այնպես, որ ,||  krnk որտեղ n -ը 

ֆիքսված է: Քանի որ  1kkk rra կարող ենք գրել՝  
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rhr  : 

Գնահատենք հետևյալ տարբերությունը`  
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d
rrhr : 

Հաշվի առնելով (3.8.6)-ը՝ կստանանք՝ 

:sin1|)(|
2


















 



nh

n dx
x

x

dx

d
hr     (3.8.7) 

Եթե նշանակենք 










nh

dx
x

x

dx

d
L

2sin
, ապա (3.8.7)-ի համաձայն՝  

:)1(|)(| Lhrn    

Դիտարկենք հետևյալ տարբերությունը՝  

:)(1sin)(
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k
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Ունենք՝  

:)2(1sin|||)(|
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Քանի որ ֆիքսած k-ի համար 01sinlim
2

0












kh
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h

, այնպես, 

որ 

:)3(|)(|1sin||||
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k
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Ինչը պահանջվում էր ապացուցել:  

Լեմմ 3.8.3-ն ապացուցված է: � 

Դիտարկենք հետևյալ եռանկյունաչափական շարքը՝ 



198 







1

0 ),sincos(
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nn nxbnxa
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        (3.8.8)  

որտեղ 

MbMa nn  ||,|| ,            (3.8.9) 

և M ը կախված չէ n -ից: 

Եթե (3.8.8) շարքը երկու անգամ անդամ առ անդամ ինտեգրենք, 

ապա կստանանք հետևյալ շարքը՝  









1
2

2
0 ,sincos
4 n

nn

n

nxbnxaxa

          

(3.8.10) 

որը (3.8.9) պայմանի ներքո հավասարաչափ զուգամետ է և, հետևաբար, 

իրենից ներկայացնում է թվային առանցքի վրա անընդհատ պարբերա-

կան ֆունկցիա: Այդ ֆունկցիան անվանում են (3.7.8) շարքի Ռիմանի 

ֆունկցիա: 
Սահմանում 3.8.1: (3.8.8) շարքն անվանում են հանրագումարելի 

Ռիմանի մեթոդով 0x  
կետում, եթե այդ կետում նրա (3.8.10) Ռիմանի 

ֆունկցիայի Շվարցի երկրորդ կարգի ածանցյալը գոյություն ունի: 
Թեորեմ 3.8.1 (Ռիման): Եթե (3.8.8) շարքը բավարարում է (3.8.9) 

պայմաններին և զուգամետ է ինչ-որ 0x  կետում, ապա այդ կետում այն 

Ռիմանի իմաստով հանրագումարելի է: 
Ապացույց: Նշանակենք 
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Պարզագույն ձևափոխություններից հետո կունենանք` 
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   (3.8.11) 
Համաձայն լեմմ 3.8.3-ի`  

S
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hxFxFhxF
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)2()(2)2(lim , 

որտեղ S -ը 
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0 )sincos(
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nn nxbnxa
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 շարքի գումարն է:  

Թեորեմ 3.8.1-ն ապացուցված է: � 
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Թեորեմ 3.8.2 (Կանտոր): Եթե եռանկյունաչափական շարքը զու-
գամետ է ամբողջ առանցքի վրա, և նրա գումարը ամենուրեք հավասար 
է զրոյի, ապա նրա բոլոր գործակիցները հավասար են զրոյի:  

Ապացույց: Դրական չափի բազմության վրա զուգամիտող եռան-
կյունաչափական շարքի գործակիցները 0-ի են ձգտում, ուստի (3.8.9) 

պայմանները տեղի ունեն, և տրված շարքի Ռիմանի  ֆունկցիան 

(տե՛ս (3.8.10)) իմաստ ունի: Նախորդ թեորեմից հետևում է, որ այդ 
ֆունկցիայի Շվարցի երկրորդ կարգի ածանցյալը հավասար է զրոյի` 

0)()2( xF , հետևաբար, համաձայն լեմմ 3.8.1-ի, Ռիմանի ֆունկցիան 

պետք է լինի գծային: Այսպիսով՝ բոլոր իրական x-երի համար կստացվի 

:sincos
4 1

2

2
0 







n

nn

n

nxbnxaxa
BAx          (3.8.12) 

(3.8.12)-ի մեջ հաջորդաբար վերցնելով x  և x  և ստացված 

արդյունքները հանելով իրարից՝ կստանանք, որ 0A : Ճիշտ նույն 

կերպ (3.8.12)-ի մեջ վերցնելով 0x , այնուհետև 2x  և հանելով 

իրարից՝ կստանանք՝  00a (3.8.12)-ը կարող ենք գրել այսպես՝ 

:sincos
1

2






n

nn

n

nxbnxa
B  

Աջ մասում գրված շարքը հավասարաչափ զուգամետ է: Դա նշանակում 

է, որ այն ձախ մասի Ֆուրիեի շարքն է, որտեղ 

:00cos)(1
2  


n

n adxnxB
n

a 


 

Համանման ձևով կապացուցենք, որ :0nb  

Թեորեմ 3.8.2-ն ապացուցված է: � 

Թեորեմ 3.8.2-ից անմիջապես հետևում է, որ եթե երկու ամենուրեք 

զուգամետ եռանկյունաչափական շարքերը ունեն նույն գումարը, ապա 

այդ շարքերը համարժեք են, իսկ նրանց համապատասխան գործա-

կիցները հավասար են իրար: 

 

Թեորեմ 3.8.3 (Վալե-Պուսեն): Եթե ամենուրեք զուգամիտող եռան-

կյունաչափական շարքի գումարը ինտեգրելի է, ապա այդ շարքը կլինի 

նրա Ֆուրիեի շարքը:  

)x(F
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Ապացույց: Ենթադրենք ունենք )(xf  ֆունկցիա, որի համար x -ի 

դեպքում 







1

0 ),sincos(
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xf   (3.8.13) 

քանի որ (3.8.13) շարքը բավարարում է (3.8.9) պայմաններին, ապա այն 

ունի Ռիմանի անընդհատ )(xF Ֆունկցիա: Համաձայն 3.8.1 թեորեմի՝ 

ամենուրեք )()()2( xfxF  : Ըստ լեմմ 3.7.2-ի՝ BAxxxF  )()( , 

որտեղ   
x t

duufdtx
0 0

)()(
 




 


1
2

2
0 sincos
4

)(
n

nn

n

nxbnxa
BAx

xa
x

 















1

2
0

2 :sin)sincos(
24

)2()(2)2(
n

nn nh

nh
nxbnxa

a

h

hxxhx
 

Աջ կողմի շարքը հավասարաչափ զուգամետ է  այն հանդիսա-

նում է ձախ կողմի Ֆուրիեի շարքը ՝ 

 








 



2

0
2

2

cos
4

)2()(2)2(1sin
dxnx

h

hxxhx

nh

nh
an

 




 2

0
2

2

,cos)(sin4
dxnxx

n

nhan  

որտեղ )2()(2)2()( hxxhxx  : Մասերով ինտեգ-

րելուց հետո կստանանք 





  

 


2

0

2

0

2

0

sin)2(sin)2(cos)2()( dx
n

nx
hx

n

nx
hxdxnxhxh

  









2

0

2

0

sin)(1
dxnxduuf

n

hx

: 

Եվս մեկ անգամ մասերով ինտեգրելուց հետո կստանանք՝ 

:cos)2(1)(1)(
2

0
2

22

2
2  

 

 dxnxhxf
n

duuf
n

h
h

h
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Հետևաբար կարող ենք գրել՝  

 



2

0
2 )]2(cos1)[(1)( dxhxnxf
n

h ,

 
որտեղից 

 



2

0
2

22

0

cos)(sin4)()0(2)(cos)( dxnxxf
n

nh
hhdxnxx  

և 

:cos)(1 2

0




dxnxxfan

 
Նույն կերպ համոզվում ենք, որ nb  

թվերը հանդիսանում են f -ի 

Ֆուրիեի սինուս գործակիցները:

 Թեորեմ 3.8.3-ն ապացուցված է: � 

 

 

§3.9. Ֆուրիեի շարքերի հավասարաչափ զուգամիտության  

Սալեմի հայտանիշը 

 
Դիցուք՝ ݂(ݔ)	ֆունկցիան անընդհատ է: Նշանակենք 

ܶ(ݔ) = (ݔ)݂ − ݂ ቀݔ + ቁ1ߨ݊ + ݂ ቀݔ + 2 ቁߨ݊ − ݂ ቀݔ + 3 ቁ3ߨ݊ + 

+݂ ቀݔ + 4 ቁߨ݊ − ݂ ቀݔ + 5 ቁ5ߨ݊ + ⋯+ ݂ ቀݔ + ߨ ݊ − 1݊ ቁ − ݔ)݂ + ݊(ߨ , 
ܳ(ݔ) = (ݔ)݂ − ݔ)݂ − 1(ߨ݊ + ݂ ቀݔ − 2 ቁߨ݊ − ݔ)݂ − 3 3(ߨ݊ +⋯+ 

+݂ ቀݔ − ߨ ݊ − 1݊ ቁ − ݔ)݂ − ݊(ߨ : 
Թեորեմ 3.9.1 (Սալեմի հայտանիշ): Եթե (࢞)ࢀ-ը և (࢞)ࡽ-ը 	࢞ ∈ [, ࣊] միջակայքում հավասարաչափ ձգտում են 0-ի, ապա f ֆունկ-

ցիայի Ֆուրիեի շարքի ࢞)ࡿ,  մասնակի գումարները հավասարաչափ (ࢌ

զուգամետ են:  

Ապացույց: Ունենք՝ 
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ܵ(ݔ) = න	ߨ1 sin ቆቀ݊ + 12ቁ ݐ) − ቇ2(ݔ sin ݐ − 2ݔ
ଶగ
 ∙ ݔ݀(ݐ)݂ = නߨ1 sin ቆቀ݊ + 12ቁ ቇ2ݐ sin 2ݐ

ଶగ
 ݔ)݂ +  (ݐ

	= ߨ1 න sin ቆቀ݊ + 12ቁ ቇ2ݐ sin 2ݐ


ିగ ݔ)݂ + ݐ݀(ݐ + නߨ1 sin ቆቀ݊ + 12ቁ ቇ2ݐ sin 2ݐ
గ
 ݔ)݂ + ݐ݀(ݐ =	 

	= නߨ1 sin ቆቀ݊ + 12ቁ ቇ2ݐ sin 2ݐ
గ
 ൫݂(ݔ + (ݐ + ݔ)݂ −  ,ݐ൯݀(ݐ

հետևաբար 

ܵ(ݔ) − f(x) = නߨ1 sin ቆቀ݊ + 12ቁ ቇ2ݐ sin 2ݐ
గ
 ݔ)݂) + (ݐ + ݔ)݂ − (ݐ − ݐ݀(2݂ = 

 = sin ቀ݊ + 12ቁ 2ݒ sin 2ݒ = sin 2ݒ݊ tg 2ݒ + 12 cos݊ݒ = sin ݒݒ݊ + (ݒ)݃ ∙ sin ݒ݊ + 12 cos  ,ݒ݊
որտեղ ݃(ݒ) = ଵଶ ୲ೡమ − ଵ௩ , հետևաբար՝ 

ܵ(ݔ) = ߨ1 න గ(ݔ)݂
ିగ

sin ݒݒ݊ ݒ݀ + ߨ1 න ݒ)݂ + గ(ݔ
ିగ (ݒ)݃ sin ݒ݊ ݒ݀ + + ଵଶగ  ݒ)݂ + గିగ(ݒ)݃(ݔ cos ݒ݊   :ݒ݀

� 
 

Լեմմ 3.9.1: Եթե ݂(ݔ) ֆունկցիան ինտեգրելի է, և g(x)-ը սահմանա-

փակ է և 2ߨ պարբերական, ապա  ݒ)݂ + గ–గ(ݒ)݃(ݔ cos ݒ݊ ݒ݀ → 0, և  ݒ)݂ + గିగ(ݔ (ݒ)݃ sin ݒ݊ ݒ݀ → 0: 
 

Հետևանք: ܵ(ݔ) − (ݔ)݂ = ݔ)݂)න൫ߨ1 + (ݐ + ݔ)݂ − (ݐ − 2݂)൯గ


sin ݐݐ݊ ݐ݀ → 0: 
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Բաժանենք ինտեգրալը երկու մասի՝  ݔ)݂] + (ݐ − గ[(ݐ)݂ ୱ୧୬௧௧  և ݐ݀ ݔ)݂] − (ݐ − గ[(ݐ)݂ ୱ୧୬௧௧  :ݐ݀
Հաշվենք  න ߮௫గ

 (ݐ) ∙ sin ݐݐ݊  ,ֆունկցիայի անընդհատության մոդուլը	(ݔ)݂ ով նշանակենք-(ߜ)߱ :ݐ݀

հետևաբար՝ |߮௫(ݐ)| ≤ ߱(ߜ), եթե 0 ≤ ݐ ≤  `հետևաբար ,ߜ

ተተන߮௫(ݐ) sin ݐݐ݊
గ
 ተተݐ݀ ≤ ߱ߨ ቀ݊ߨቁ = 0 

Բավական է հետազոտել ܫ = න ߮௫గగ (ݐ) sin ݐݐ݊ ݐ݀ = න ߮௫(ݐ) sin ݐݐ݊ ݐ݀ =(ାଵ)గగ
ିଵ
ୀଵ  

 න ߮௫ ቀݐ + ݇ ቁߨ݊ (−1)୩sin ݐݐ݊ + ݇ ߨ݊ ݐ݀ =ଶగగ
ିଶ
ୀ න ߮௫ ൬ݒ + ݊ߨ݇ ൰ (−1) sin ݒݒ + ߨ݇ ଶగ:ݒ݀

గ
ିଶ
ୀ  

 

Բավական է ցույց տանք, որ න ߮௫ ൬ݒ + ݊ߨ݇ ൰ (−1) sin ݒݒ + ଶగߨ݇
గ

ିଶ
ୀ  

ձգտում է 0-ի` հավասարաչափ ݔ ∈ ,ߨ]  ի: Եթե ݊ -ը կենտ է, զույգ-[ߨ2

զույգ խմբավորենք: Եթե ݊-ը զույգ է, ավելացնենք ݇ = ݊ − 1-ին 

համապատասխանող գումարելին և հանենք, նկատենք, որ ավելացրած 

գումարելին ձգտում է 0-ի՝ 

 ߮௫ ቆݒ + (݊ − ݊ߨ(1 ቇ (−1)ିଵ ݒ1 + (݊ − ߨ(1 < ܯ2 ∙ 1݊ → 0: 
Կարող ենք խմբավորել՝ ܫ = ∗ିଶ

ୀ ቈ߮௫ ൬ݒ + ݊ߨ݇ ൰ ݒ1 + ߨ݇ − ߮௫ ቆݒ + (݇ + ݊ߨ(1 ቇ ݒ1 + (݇ + ߨ(1 , 
 

որտեղ ∑∗ միայն զույգերի գումարն է` 
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߮௫ ൬ݒ + ݊ߨ݇ ൰ ݒ1 + ߨ݇ − ߮௫ ൬ݒ + (݇ + ݊ߨ(1 ൰ ݒ1 + (݇ + ߨ(1 = = ቈ߮௫ ൬ݒ + ݊ߨ݇ ൰ − ߮௫ ቆݒ + (݇ + ݊ߨ(1 ቇ ݒ1 + ߨ݇ + +	߮௫ ൬ݒ + (݇ + ݊ߨ(1 ൰  ݒ1 + ߨ݇ − ݒ1 + (݇ +  ,൨ߨ(1
hետևաբար` ܫ = ∗ିଶ

ୀ ቈ߮௫ ൬ݒ + ݊ߨ݇ ൰ − ߮௫ ቆݒ + (݇ + ݊ߨ(1 ቇ ݒ1 + ߨ݇ + 

∗ିଶ
ୀ ߮௫ ൬ݒ + (݇ + ݊ߨ(1 ൰  ݒ1 + ߨ݇ − ݒ1 + (݇ + ൨ߨ(1 = ଵܫ +  ,ଶܫ

քանի որ ቚ ଵ௩ାగ − ଵ௩ା(ାଵ)గቚ < ଵ(ାଵ)మ: 
Քանի որ ߮௫(ݐ) ≤ ݒ և եթե ܯ2 ≤ ,ߨ2 ݇ + 3 ≤ √݊	 =>	 ቚ߮௫ ቀ௩ା(ାଵ)గ ቁቚ ≤ ߱ ቀ(ାଷ)గ ቁ ≤ ߱ ቀ గ√ቁ,  

ապա 

|ଶܫ|  ≤ 	߱ ൬ ൰݊√ߨ ∗ൣ√൧ିଷୀ 1(݇ + 1)ଶ + ܯ2 ∗ିଶൣ√൧ିଷ 1(݇ + 1)ଶ < 

 < 	߱ ൬ ൰݊√ߨ + ݊√ܯ2 − 3 = 0: 
Գնահատենք ܫଵ-ը` 
ଵܫ  = ∗ିଶ

ୀ ߮௫ ൬ݒ + ݊ߨ݇ ൰ − ߮௫ ൬ݒ + (݇ + ݊ߨ(1 ൰൨ ݒ1 + =ߨ݇ ∗ିଶ
ୀ ߮௫ ൬ݒ + ݊ߨ݇ ൰ − ߮௫ ൬ݒ + (݇ + ݊ߨ(1 ൰൨ ݒ1 + ∗ିଶ+ߨ݇
ୀ ߮௫ ൬ݒ + ݊ߨ݇ ൰ − ߮௫ ൬ݒ + (݇ + ݊ߨ(1 ൰൨  ݒ1 + −ߨ݇ ݒ1 + (݇ + ൨ߨ(1 = ସܫ +  :ଷܫ
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Բայց քանի որ 

 ቤ߮௫ ൬ݒ + ݊ߨ݇ ൰ − ߮௫ ቆݒ + (݇ + ݊ߨ(1 ቇቤ = = ฬ݂ ൬ݔ + ݒ + ݊ߨ݇ ൰ − ݔ)݂ + ݒ + (݇ + ݊ߨ(1 )ฬ ≤ ߱ ቀ3ߨቁ, 
և ฬ ݒ1 + ߨ݇ − ݒ1 + (݇ + ฬߨ(1 < 1(݇ + 1)ଶ	, 
ապա |ܫଷ| < ߱ ቀ݊ߨቁ 1(݇ + 1)ଶ = 0 

Ձևափոխենք  

ସܫ = ∗ିଶߨ1
ୀ

߮௫ ቀݒ + ݊ߨ݇ ቁ − ߮௫ ൬ݒ + (݇ + ݊ߨ(1 ൰݇ + 1 = 

= ߨ1 ݂ ቀݔ + ቁݒ݊ − ݂ ቀݔ + ݒ + ݊ߨ ቁ1 + ݂ ቀݔ + ݒ + ݊ߨ2 ቁ − ݂ ቀݔ + ݒ + ݊ߨ2 ቁ2 +⋯+ 

+݂ ൬ݔ + ݒ + (݊ − ݊ߨ(3 ൰ − ݔ)݂ + ݒ + (݊ − ݊݊ߨ(2 − 2 ൪ = 

= ݂ ൬ݔ + ݒ + (݊ − ݊ߨ(1 ൰ − ݔ)݂ + ݊ߨ(ߨ + ߨ1 ݂ ቀݔ + ቁݒ݊ − ݂ ቀݔ + ݒ݊ + ቁ1ߨ݊ + 

+݂ ቀݔ + ݒ݊ + ቁߨ2݊ − ݂ ቀݔ + ݒ݊ + ቁߨ3݊ −2 +⋯+ 

+݂ ൬ݔ + ݒ + (݊ − ݊ߨ(1 ൰ − ݂ ቀݔ + ݒ݊ + ቁ݊ߨ ൪ = ହܫ + ܶ ൬ݔ + ܸ݊൰: 
Քանի որ |ܫହ| ≤ ଶெ , ապա մնում է ուսումնասիրել 

ଵగ ܶ(ݔ + )-ը: Սա 

ևս հավասարաչափ զուգամիտում է 0-ի, քանի որ ܶ(ݔ)-ը 

հավասարաչափ զուգամիտում է 0-ի: Թեորեմն ապացուցված է: � 
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§3.10. Մոնոտոն գործակիցներով  

եռանկյունաչափական շարքեր 

 

Աբելի-Դիրիխլեի թեորեմի համաձայն՝ եթե {ܽ௩} հաջորդականու-

թյունը մոնոտոն ձգտում է զրոյի, ապա  ଵଶ ܽ + ∑ ܽ௩ cos ஶ௩ୀଵݔݒ  –ը,   (3.10.1) ∑ ܽ௩ sin ஶ௩ୀଵݔݒ  -ը                                     				(3.10.2) 
ամենուրեք զուգամիտում են՝ բացառությամբ ݔ = 0	 ցանկացած փոքր 

շրջակայքի: Եթե ܽ௩ ≥ 0 բոլոր ݒ-երի համար, ապա ակնհայտ է, որ 

(3.10.1) շարքի ամենուրեք հավասարաչափ զուգամիտության անհրա-

ժեշտ և բավարար պայմանը հանդիսանում է ∑ܽ௩ շարքի զուգամիտու-

թյունը: (3.10.2) շարքի համար զուգամիտությունը այնքան էլ տրիվիալ 

չէ:  

 

Թեորեմ 3.10.1: Դիցուք՝ ࢜ࢇ ≥ ࢜ࢇ  ା և࢜ࢇ →  Այդ դեպքում, որպեսզի 

(3.10.1) շարքը հավասարաչափ զուգամիտի, անհրաժեշտ է և բավա-

րար, որպեսզի ࢜ࢇ࢜ → : 

Ապացույց: Եթե (3.10.1) հավասարաչափ զուգամիտում է, և եթե ݔ = ߨ 2݊ൗ , ապա  ∑ ܽ௩ sin ݔݒ ≥ sin ଵସቂቃା ܽߨ ∑ 1 ቃାቂ≤ sin ଵସ ܽߨ ଵଶ ݊ ,          (3.10.3) 

այսինքն՝ ݊ܽ → 0, երբ ݊ → ∞: Այսպիսով ապացուցենք անհրաժեշտու-

թյունը: Ենթադրենք ܽݒ௩ → 0, այդ դեպքում 	ߝ = ௩ஹݑݏ ௩ܽݒ → 0: Դիցուք՝ 0 < ݔ ≤ ܰ և դիցուք՝		ߨ = ௫ܰ-ը ամբողջ թիվ է, որը բավարարում է గேାଵ < ݔ ≤ గே  անհավասարությանը: (3.10.2) շարքի ܴ(ݔ) = ܽ sin݉ݔ +⋯ + մնացորդը ներկայացնենք երկու գումարելիների տեսքով՝	ܴ(ݔ) =ܴᇱ + ܴᇱᇱ,	որտեղ ܴᇱ-ը բաղկացած է ݒ < ݉ + ܰ համարներով 

անդամներից, իսկ ܴᇱᇱ-ը՝ ݒ ≥ ݉ + ܰ համարներին համապատասխան 

անդամներից: Այդ դեպքում |ܴᇱ(ݔ)| = |∑ ܽ௩ sin ିࡺାݔݒ | ≤ ݔ ∑ ܽ௩ݒ < ିࡺାܰݔ ߝ ≤  :  (3.10.4)ߝߨ

  

Կիրառելով Աբելի ձևափոխությունը և օգտագործելով ܦේ (ݔ) ≤ గ௫ 

անհավասարությունը՝ կունենանք ՝ |ܴᇱᇱ| = อ(ܽ௩ + ܽ௩ାଵ)ܦ௩ේ(ݔ) − ܽାேஶ
ାே ାேିଵෛܦ อ(ݔ) ≤ 
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2ܽାே గ௫ ≤ 2(ܰ + 1)ܽାே ≤   ,                     (3.10.5)ߝ2

 
հետևաբար |ܴ| < -, և (3.10.2) շարքի հավասարաչափ զուգամիտուߝ6

թյունն ապացուցված է:  

Դիտողություն 3.10.1: Այն դեպքում, երբ {ܽݒ௩}-ն մոնոտոն նվազելով 

ձգտում է զրոյի, վերը բերված բավարարության ապացույցը կարող է 

պարզեցվել: Իրոք, այս դեպքում (3.10.2) շարքը կարող ենք գրել  ∑ܽݒ௩(ିݒଵ sin ଵିݒ∑  տեսքով, և օգտվել այս փաստից, որ (ݔݒ sin  շարքի ݔݒ

մասնակի գումարները հավասարաչափ սահմանափակ են: 

Դիտողություն 3.10.2: Եթե ܽ௩ ≥ ܽ௩ାଵ → 0, ապա ܽݒ௩ = 0(1) պայ-

մանը անհրաժեշտ է և բավարար, որ (3.10.2) շարքի մասնակի 

գումարները հավասարաչափ սահմանափակ լինեն: Այս փաստը 

ապացուցվում է ինչպես նախորդը: ∑ିݒଵ sin  շարքի օրինակը ցույց է ݔݒ

տալիս, որ այս պայմանը չի հանգեցնում շարքի զուգամիտության: 

Դիտողություն 3.10.3: ܽ௩ ≥ ܽ௩ାଵ և ܽ௩ → 0 ենթադրությունների 

ներքո, ܽݒ௩ → 0 պայմանը անհրաժեշտ է և բավարար, որպեսզի ∑ܽ௩ sin  :շարքը լինի անընդհատ ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարք ݔݒ

Բավական է ապացուցել այս պայմանի անհրաժեշտությունը: 

Դիցուք՝ ∑ܽ௩ sin  միջինները հավասարաչափ (C,1) (ݔ)ߪ շարքի ݔݒ

զուգամիտում են: Այդ դեպքում մասնավորապես ߪ( గଶ) → 0, և քանի որ sin ݑ ≥ ଶగ ,0) ݑ
ଵଶ ում, ապա ܽ௩-(ߨ ቀ1 − ݊ݒ + 1ቁ

௩ୀଵ
ߨ2 ቀ2݊ݒߨቁ → 0: 

Պահպանելով միայն ձախ մասի ݉ = ቂଵଶ ݊ቃ քանակով անդամ` 

կստանանք՝ 

                     
ଵ ∑ ௩ܽݒ → 0,			௩ୀଵ ଵ ܽ ∑ ݒ → 0, ݉ܽ → 0:௩ୀଵ            (3.10.6) 

Դիտողություն 3.10.4: Հայտնի է, որ 


1k
ka մոնոտոն նվազող անդամ-

ներով թվային շարքի զուգամիտության համար 0lim kka  պայմանն 

անհրաժեշտ է: 


2
2ln

1
k kk

օրինակի վրա համոզվում ենք, որ այդ 

պայմանը բավարար լինել չի կարող: Բայցևայնպես, 0lim kka  պայ-

մանը, համաձայն թեորեմ 3.10.1-ի, դառնում է անհրաժեշտ և բավարար 
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kxa
k

k sin
1





 շարքի զուգամիտության դեպքում: Պատճառն այն է, որ 

kxsin  հարմոնիկների առկայությամբ, վերջին շարքի գումարելիները 

զույգ առ զույգ «մարում են». այդ շարքի զուգամիտության պատճառը 

միայն այն չէ, որ գործակիցներն արագ են 0-ի ձգտում (դա քիչ է), մյուս 

կարևոր պատճառը շարքի գումարելիների յուրահատուկ ինտերֆե-

րենցն է: 

 

Թեորեմ 3.10.2: Եթե ࢜ࢇ → , և ࢇ,	ࢇ,… հաջորդականությունը ու-

ռուցիկ է, ապա (3.10.1) շարքը ամենուրեք, հնարավոր է  բացառությամբ  ࢞ = 		կետի, զուգամիտում է, որոշակի ոչբացասական ինտեգրելի (࢞)ࢌ		ֆունկցիայի և հանդիսանում է այդ ֆունկցիայի Ֆուրիեի շարք:  

Ապացույց: Երկու անգամ կիրառելով Աբելի ձևափոխությունը՝ 

կունենանք՝  ܵ(ݔ) = (ݒ + 1)∆ଶିଶ
௩ୀ ܽ௩ܭ௩(ݔ) + ିଵܽ∆(ݔ)ିଵܭ݊ +  (3.10.7)							,ܽ(ݔ)ܦ

 որտեղ ܵ-երը (3.10.1) շարքի մասնակի գումարներն են, իսկ ܦ௩-երը 

և		ܭ௩-երը՝  համապատասխանաբար Դիրիխլեի և Ֆեյերի կորիզները: 

Եթե ݔ ≠ 0, ապա վերջին երկու անդամները ձգտում են զրոյի, երբ ݊ →∞: Այդ պատճառով ܵ(ݔ) → (ݔ)݂ =(ݒ + 1)∆ଶஶ
௩ୀ ܽ௩ܭ௩(ݔ):																										(3.10.8)	 

Այս արտահայտությունը ոչ բացասական է, քանի որ {ܽ௩}-ն 

ուռուցիկ է: Այնուհետև՝ න ݔ݀(ݔ)݂ =గ
ିగ (ݒ + 1)∆ଶஶ

௩ୀ ܽ௩ න ݔ݀(ݔ)௩ܭ = ݒ)ߨ + 1)∆ଶஶ
௩ୀ ܽ௩గ

ିగ < +∞, 
 

որտեղից հետևում է, որ ݂(ݔ) -ը ինտեգրելի է: 

Ցույց տալու համար, որ (3.10.1)-ը հանդիսանում է		݂-ի Ֆուրիեի 

շարք, կարելի է ենթադրել, որ ܽ = 0: Քանի որ ܽଵ,	ܽଶ,…-ը, մոնոտոն 

նվազելով ձգտում են զրոյի, ապա կիրառելով (3.10.1) թեորեմը (տե՛ս  

Դիտողություն 3.10.1-ը)՝ համոզվում ենք, որ ∑ିݒଵ ܽ௩sin  շարքը, որը ݔݒ

ստացվում է (3.10.1) շարքը մաս առ մաս ինտեգրումով, 

հավասարաչափ զուգամիտում է F(x) անընդհատ ֆունկցիայի և, 
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հետևաբար, հանդիսանում է F-ի Ֆուրիեի շարք: Քանի որ ܨᇱ(x)-ը 

գոյություն ունի ݔ ≠ 0 դեպքում հանդիսանում է անընդհատ ֆունկցիա, 

և քանի որ F(x)-ն ամենուրեք անընդհատ է, ապա F-ը հանդիսանում է ܨᇱ = ݂-ի նախնական: Եթե սկզբում ինտեգրենք (ߝ,  ինտերվալում, իսկ	(ߨ

հետո ߝ-ը ձգտեցնենք 0-ի, ապա, հաշվի առնելով	(0)ܨ = (ߨ)ܨ = 0	 
ենթադրությունը, կստանանք՝  

 ܽ௩ݒ = නߨ2 (ݔ)ܨ sin ݔ݀ݔݒ = గݒߨ2
 න cos(ݔ)݂ గ,ݔ݀ݔݒ

  ܽ௩ = නߨ1 గ(ݔ)݂
 cos ݒ)	ݔ݀ݔݒ > 0): 

Սա ճիշտ է նաև ݒ = 0 դեպքում, քանի որ F-ը պարբերական է, և  ݐ݂݀ = 0 = గିగܽߨ : Այսպիսով՝ (3.10.1) շարքը կլինի	Ֆուրիեի	շարք:  

Երբ ապացուցեցինք, որ (3.10.1) շարքը հանդիսանում է Ֆուրիեի 

շարք, մենք փաստացի օգտագործեցինք միայն այն ենթադրությունը, որ {ܽ௩} հաջորդականությունը մոնոտոն ձգտում է զրոյի: Այստեղից 

հետևում է հաջորդ թեորեմը:  

 
Թեորեմ 3.10.3: Եթե ࢜ࢇ → , ∆࢜ࢇ ≥ , ապա (3.10.1) շարքի f(x) 

գումարը անընդհատ է  ࢞ ≠ 	 դեպքում, ինտեգրելի է ըստ Ռիմանի 
(ընդհանրապես ասած` անիսկական իմաստով)  և  այդ շարքը 
հանդիսանում է  f  ֆունկցիայի Ֆուրիե-Ռիմանի շարք: 

Եթե, բացի այս պայմաններից, {ܽ௩}	հաջորդականությունը նաև 
ուռուցիկ է, ապա f-ը ոչ բացասական է, և F-ը հանդիսանում է f-ի 
Լեբեգի ինտեգրալ:  

  
Թեորեմ 3.10.4: Գոյություն ունի մոնոտոն զրոյի ձգտող 

գործակիցներով  (3.10.1)  տեսքի շարք, որի (࢞)ࢌ գումարը L-ինտեգրելի 
չէ: 

Դիցուք՝ տրված են 0 = ଵߣ < ଵߣ < ⋯ և {ܽ}	; 	ܽାଵ ≤ ܽ → 0 
հաջորդականությունները, ընդ որում ܽ = ܽఒశభ, երբ ߣ < ݇ ≤  ,ାଵߣ

n=1,2,...: Կիրառելով Աբելի ձևափոխությունը, կստանանք՝ ݂(ݔ) =∆ܽ௩	ܦ௩(ݔ) =ஶ
௩ୀ ߙஶ

ୀଵ ,(ݔ)ఒܦ ߙ			 = ∆ܽఒ:	 
 
Քանի  որ 
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න |గܦ|
 ݔ݀ ≤ ܿ ln ݊, 							න |గଵܦ| ݔ݀ ≥ ܿଵ ln ݊, 

ապա վերջին հավասարությունից կստանանք` න ݔ݀|݂| ≥ ܿଵగଵ ఒൗ ߣ݈݊ߙ − ܿ  ߣ݈݊ߙ − 2 ln(ߣߨ	)ିଵ
ୀଵ  ஶߙ

ୀାଵ : 
Վերցնելով ߙ = 1 ݊!ൗ  և ߣ = 2(!)మ, կստանանք, որ վերջին ինտեգրալը 

սահմանափակ չէ ݉ → ∞ դեպքում:  

       Ցանկացած ߝ → 0 դրական թվերի հաջորդականության համար 

դժվար չէ կառուցել (օրինակ երկրաչափորեն) այնպիսի ուռուցիկ {ܽ௩}	 
հաջորդականություն, որ ܽ ≥ , և ܽߝ → 0: Հետևաբար, Ֆուրիեի 

գործակիցները կարող են ձգտել զրոյի ինչքան ասես դանդաղ: Եթե ܽ-ը 

և ܾ-ը ինտեգրելի ֆունկցիայի Ֆուրիեի գործակիցներն են, ∑  շարքը 

զուգամիտում է:  cos݊ݔln ݊ஶ
ୀଶ : 

Ֆուրիեի շարքի  օրինակը ցույց է տալիս, որ ∑	  շարքը կարող է 

տարամիտել: 

Դիցուք՝ ܵ-ը և ߪ-ը համապատասխանաբար (3.10.1) շարքի մաս-

նակի գումարներն ու  (C,1)  միջիններն են: Այդ դեպքում 3.10.2 թեորեմի 

պայմանների ներքո ‖݂ − ‖ߪ → 0:  

 

Թեորեմ 3.10.5: (3.10.2) թեորեմի ենթադրությունների ներքո, ‖݂ − ‖ߪ → 0		այն և միայն այն ժամանակ, երբ ࢇ =   :{ି(ܖܔ)}
Ապացույց: (3.10.7)-ից հանելով (3.10.8)-ը՝ համոզվում ենք, որ |݂(ݔ) − ܵ(ݔ)|-ը գտնվում է  ܽ|ܦ(ݔ)| ± ൝  ݒ) + 1)∆ଶஶ

௩ୀିଵ ܽ௩ܭ௩(ݔ) + ∆ܽିଵܭିଵ(ݔ)݊ൡ 
մեծությունների միջև: Եթե ինտեգրենք այս անհավասարությունը ൫– ;ߨ ݂‖ ൯ միջակայքում, ապա կստանաքߨ − ܵ‖ = ܮܽߨ + օ(1), 
որտեղ ܮ	-ները Լեբեգի հաստատուններն են: Քանի որ ܮ	-երը ունեն ln ݊-ի հավասար կարգ, ապա (3.10.5) թեորեմը ապացուցված է: 

Եթե ܽ ln ݊ → ∞	 (մասնավորապես ܽ = (ln ݊)ିభమ, երբ n> 1), ապա ‖݂ − ܵ‖ → ∞, և այսպիսով ‖ܵ‖ → ∞:  
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Հիմա դիտարկենք ∑ܽ௩ sin շարքը, որտեղ ܽଵ ݔݒ ≥ ܽଶ ≥ ⋯ → 0: Այդ 

շարքի մասնակի գումարները նշանակենք ݐ(ݔ)-ով: Կիրառելով Աբելի 

ձևափոխությունները՝ կստանանք՝ 

(ݔ)ݐ  = ∑ ିଵ௩ୀଵ∆(ݔ)௩ේܦ ܽ௩ + ܽܦේ(ݔ) → ∑ ஶ௩ୀଵ∆(ݔ)௩ේܦ ܽ௩ = →երբ n ,(ݔ)݃ ∞: 

 

Եթե մենք փոխարինենք ܦ௩ේ-ն ܦ௩ේ∗
- ընդհանրացված կորիզով, ապա 

կունենանք այստեղ ݃∗(ݔ), 0 ≤ ݔ ≤  ից-(ݔ)݃ ֆունկցիա, որը ߨ

տարբերվում է 
ଵଶ∑ܽ௩ sin  անընդհատ ֆունկցիայով: ݃∗-ը ݔݒ

ներկայացնող շարքը ունի ոչբացասական անդամներ, և քանի որ (0,ߨ) 

միջակայքի վրա ܦ௩ේ∗
(x)-ի ինտեգրալը ունի ݈݊݊-ին հավասար կարգ, 

ապա կարող ենք եզրակացնել, որ  ݃∗-ը, հետևաբար նաև ݃	-ն 

ինտեգրելի են (0,ߨ)-ի վրա այն և միայն այն դեպքում երբ ∑∆ܽ௩ ln  ݒ

շարքը զուգամետ է: Ենթադրենք այս շարքը զուգամետ է: Նկատելով, որ 

 ܽ ln ݊ = ln ݊∑ ∆ܽ௩ஶ௩ୀ ≤ ∑ ∆ܽ௩ஶ௩ୀ ln ݒ → 0,  
 

կստանանք, որ ‖݃ − ‖ݐ → 0: Մասնավորապես		∑ ܽ௩ sin -հանդի ݔݒ

սանում է	݃-ի Ֆուրիեի շարք: Այսպիսով` տեղի ունի հետևյալ պնդումը: 
 

Թեորեմ 3.10.6: Դիցուք` ࢇ ≥ ࢇ ≥ ⋯ → : Այդ դեպքում ∑ࢇ௩ ܖܑܛ  ࢞ݒ

շարքի  (࢞)ࢍ գումարը ինտեգրելի են այն և միայն այն դեպքում, երբ ∑∆ࢇ௩ ܖܔ ݒ < ∞: Եթե այս պայմանը տեղի ունի, ապա ∑ࣖࢇ  շարքը ࢞ࣖܖܑܛ

հանդիսանում է է		ࢍ-ի Ֆուրիեի շարք և ‖ࢍ − ࡸ‖࢚ → : 
 

(3.10.6) թեորեմի համաձայն՝ ݃∗ ֆունկցիան ոչ բացասական է (0,ߨ)-

ում, հետևաբար  ݃(ݔ)-ը սահմանափակ է ներքևից այդ ինտերվալում: 

Եթե, բացի այդ,  ܽଵ,	ܽଶ,…, հաջորդականությունը նաև ուռուցիկ է, 

ապա ݃(ݔ)-ը դրական է (0,ߨ)-ի վրա՝ բացառությամբ ܽଵ=	ܽଶ =,…=0 

դեպքի: Այս պնդման ապացույցի համար կարող ենք կիրառել Աբելի 

ձևափոխությունը ∑ܦ௩ේ(ݔ)∆ܽ௩ շարքի նկատմամբ և օգտվել այն 

փաստից, որ ܭ௩ ≥0,  (0,ߨ)-ի վրա: 

 

Թեորեմ 3.10.7: Եթե պահանջենք միայն ࢇ௩ → 		 և ∆ࢇ௩ ≥		պայմանները ապա ∑ࢇ௩ ܖܑܛ  շարքը կհանդիսանա Ֆուրիեի ࢞ݒ

ընդհանրացված  սինուս-շարք: 
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Իսկապես, պարզ  հաշվարկը ցույց է տալիս, որ այս դեպքում  2݃(ݔ) sin ݔ = 	ܽଵ + 	ܽଶ cos ݔ +(ܽ௩ାଵ − ܽ௩ିଵஶ
௩ୀଶ ) cos  :ݔݒ

Աջ մասի շարքը հավասարաչափ զուգամիտում է և, հետևաբար, 

իրենից ներկայացնում է 2݃ sin  ի Ֆուրիեի շարք: Գրելով Ֆուրիեի-ݔ

բանաձևերը ܽଵ,	ܽଶ,	ܽଷ − ܽଵ…, գործակիցների համար և գումարելով 

դրանք, կստանանք՝	ܽ௩ = ଶగ  గ(ݔ)݃ sin ݔݒ ݒ)		ݔ݀ = 1,2, … ): Այստեղ 

ենթինտեգրալ արտահայտությունը անընդհատ է, քանի որ անընդհատ 

է  ݃ sin   :ը-ݔ

Դիցուք՝ h୬-ը			1 + ଵଶ + ଵଷ + ⋯ հարմոնիկ շարքի մասնակի գումար-

ներն են, այնպես որ  ℎ ≅ ln ݊ : Դիցուք՝ ܽ௩ → 0, ∆ܽ௩ ≥ 0: 

 ܽ௩ݒ
௩ୀଵ = h௩ିଵ

௩ୀଵ ∆ܽ௩ + ܽh୬, 
բանաձևից հետևում է, որ եթե ∑ିݒଵ ܽ௩-ն վերջավոր է, ապա վերջավոր է 

նաև ∑∆ܽ௩ ln  ն: Հակառակը, վերջին գումարի վերջավոր լինելուց-ݒ

հետևում է, որ ܽ ln ݊ ≤ ∑ ∆ܽ௩ ln ஶݒ = ଵିݒ∑ և (3.10.16)-ի համաձայն՝ (1) ܽ௩ վերջավոր է: 

Այսպիսով՝ եթե 	ܽଵ ≥ ܽଶ ≥ ⋯ → 0, ապա ∑ିݒଵ ܽ௩ < ∞ պայմանը և ∑∆ܽ௩ ln ݒ < ∞-ը համարժեք են: Այնուհետ (3.10.6) թեորեմում ∑∆ܽ௩ ln  ݒ

շարքի զուգամիտությունը կարելի է փոխարինել ∑݊ିଵ ܽ շարքի զու-

գամիտությամբ: 

 Ինչպես արդեն գիտենք, վերջին շարքը զուգամիտում է, եթե 

(3.10.2) շարքը հանդիսանում է Ֆուրիեի շարք: Այստեղից էլ 

մասնավորապես հետևում է, որ ∑ ୱ୧୬௫୪୬௫ஶୀଵ   շարքը չի հանդիսանում 

Ֆուրիեի շարք: 
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