
ԵՐԵՎԱՆԻ ՊԵՏԱԿԱՆ ՀԱՄԱԼՍԱՐԱՆ 

 

 

 

 

 

 

Կ. Լ. ԱՎԵՏԻՍՅԱՆ 

 

 

ԼՈԿԱԼ ԵՎ ՊԱՅՄԱՆԱԿԱՆ 

ԷՔՍՏՐԵՄՈՒՄՆԵՐ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
ԵՐԵՎԱՆ 

ԵՊՀ ՀՐԱՏԱՐԱԿՉՈՒԹՅՈՒՆ 

2018 



ՀՏԴ 517(075.8)  
ԳՄԴ 22.161ց73 
        Ա 791  

Հրատարակության է երաշխավորել  
ԵՊՀ մաթեմատիկայի և մեխանիկայի  
ֆակուլտետի գիտական խորհուրդը 

 
 
 
 
 
              Ավետիսյան Կ. Լ. 

Ա 791 Լոկալ և պայմանական էքստրեմումներ/Կ. Լ. Ավետիսյան.  

-Եր.: ԵՊՀ հրատ., 2018, 132 էջ։ 
 

Ձեռնարկում շարադրված է մաթեմատիկական անալիզի կիրառական 
ուղղություններից մեկը՝ մի քանի փոփոխականի ֆունկցիաների էքստրեմում-
ների տեսությունը։ Ներկայացված են լոկալ (բացարձակ) և պայմանական 
էքստրեմումների որոնման հիմնական մեթոդներն ու առանձնահատկություն-
ները։ Բացի անհրաժեշտ տեսական նյութից ձեռնարկը պարունակում է 35 
մանրամասն վերլուծված օրինակներ, ինչպես նաև ինքնուրույն աշխատանքի 
համար 60 վարժություններ իրենց պատասխաններով։ Ձեռնարկը նախատես-
ված է մաթեմատիկական, տնտեսագիտական և բնագիտական մասնագիտու-
թյունների ուսանողների համար։ 

 
 

ՀՏԴ 517(075.8)  
ԳՄԴ 22.161ց73 

 
 
 
 

ISBN 978-5-8084-2279-7         
 
 

  ԵՊՀ հրատ., 2018 

  Ավետիսյան Կ. Լ., 2018 
  



�� �!��

�������% �����
�$��� 
 ������������� �����!� ���������

�""��
������$ ���%& �� ���� '�'�(����� )���$������ 
��������#

���� �����
��%� :�
�� )���$��
� 
������������� �� �9�
� � '����#

9�
� ��4������ ������� � ��
���,����� ����"��
��% �� ��� 
 ����#

��� �� ���
� ����������
��� �
� ������������� �������� ������"

���,�� ,��9���������& ��(�������� ������9������� ,���� ,��9�#

����� �����9����
�������� ;�����"���% ����9�9��� �� ���!�#

9�
�� ���������� ��' 	��! ���������� ������ $������ ���
���%�

:�
�� -�������� �������� �� �
� ���������$ ��������� �� �

���
����������$ �� �����%& ��� '�'�(����� )���$������ ������

<�!,�� �����
�$�� �� )���$��
� ����� +��� ,�$��-��� �� 	�
��#

�����. 
������������ ������� �������� ��������� � ����-�����#

���
�����%� =
������ ,���� �� )���$��
� 	�
������� +����,�#

�����. 
������������ ������� �"�������%� ����$�$� ������ �����#

������%& ��9���4� ,�!��	��������� ������ 
� *����
�$�� 
���#

����
�� ������$� ������� ���� �� ���
��$ ���� �����
�$�� ��

�� ���� ����	����(�� 6��������& ���� ��������� 9�� �"��
��%

$�$������ ������ =���-�� 6�������� �� �� �� ����>���� ���,��

�"���������& $�$������ ����� ���,�� ��������� ���
��������
��%

� ������"�����
��%� ;�� ��� ������9������ ,��
�� 6���������

�������% �� �������� 
������������ �����
�� ��,�"�����  �������

3



?��������	�� %��9���� �
 ��,�$���
� )���$������ 
������������

������ �������� %������% 	�������� 
 35 ��������� ����� �� 

6��������� ���	�� ��� �������
� ��(������ ����� 60 ���4��
�����

����$ 	����(��������

�������% �������� 
 �������������� ������>������� ����� ���@

�����!� ��� ,��-��9�
� ���������� ������
� �������� 9�"�'��#

�����  ���� �����"��� A�"����% �	���� 
� ���� ������ �������

��!��� �����
�$���� �B ������� �
��%� �B �� �� 6��������% �
�	���

�� -������� �������� �
��% +R2 � R
3>��. �������� ���� ��������#

��
�� ��9�� ��
� 	�������� �����"��� =
� %����$�"���%� �����

������������ ����� (��% ������� 9����������� � ����� ,�!��!��

6����������� ����" �� ����� -������� ������ ,���� 9�������
��%�

C����������
�� �� ��
���� �DA ����������
� � ��(�����
�

)�������� ��$��� <@ E�)�
��
���� ��4������ ����"��
������ �

���������
������ ������ ���	�� ��� 	��)������� =@ <����
���� �

F@ =��,��
����& ����$��
�� ������

A�"����% �����������
��, �%����� %����$�"���� 
�������
�� ��#

��"��
�� � ��������

;���� =�����
��

4



��"� #$��$%&'�%( �)���*+,��&

1@ ∀ $����$� � ����
����� 
�������
��� ,���� �

2@ ∃ �������� 
 H9�
��
�� ���I �

3@ s.t. �������� 
 H�
�	����� ��I �

4@ C(Ω) Ω ,�!���
�� ��� ��%����� )���$������ ���%;

5@ C1(Ω) Ω ,�!���
�� ��� ��%����� ��)����$��� ��� �"��� )���#

$������ ���%� K��� �� f ∈ C1(Ω)� ��� 9�
��
�� ���� f>� 1>��

���9� ,���� ������� � ��$
�����%� ����� ��%����� �� Ω ,�!#

���
�� ���� ?�� '�'�(����� )���$��
� ��	��� ������� � ��#

$
������ '�(���� 	��� 
 �������� ��������� � ��$
��&

f(x) ∈ C1(Ω) ⇐⇒ f ′(x) ∈ C(Ω);

f(x1, x2, . . . , xn) ∈ C1(Ω) ⇐⇒ ∂f
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R�$�� z = f(x, y) )���$��� ������ 
 ���
 Ω ⊂ R
2 ���� ,�!���
��

��� � M0(x0, y0)>� �
� ,�!���
�� ������ ��� 
�

��;,��+, 1�1� M0(x0, y0) ∈ Ω ���� ����	
 � f(x, y) �	
������ �������

��	
����� �
�� ��� ���	��	
 	
� M0(x0, y0) ���� ���� U(M0) ⊂ Ω
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��������� ����� f(x, y) �	
����
 �
�	
	
 � �� 
����	�
 ������

M0(x0, y0) ���	
� ����
�
�

∃ U(M0) ⊂ Ω s.t. f(x0, y0) ≥ f(x, y) ∀ M(x, y) ∈ U(M0) : +1@1.

 �� z0 = f(x0, y0) ������ ����	
 � f(x, y) �	
������ ������� ��	�


����� ���
	 ��
 !��"�!�� ��	
����# $���
� Mmax = M0 �

fmax = z0 ��
 zmax = z0 #

*����	�� �������� �� )���$��
� �������� ���% � �������%�

��;,��+, 1�2� M0(x0, y0) ∈ Ω ���� ����	
 � f(x, y) �	
������ �������

�������� �
�� ��� ���	��	
 	
� M0(x0, y0) ���� ���� U(M0) ⊂ Ω

��������� ����� f(x, y) �	
����
 �
�	
	
 � �� %�����	�
 ������

M0(x0, y0) ���	
� ����
�
�

∃ U(M0) ⊂ Ω s.t. f(x0, y0) ≤ f(x, y) ∀ M(x, y) ∈ U(M0) : +1@2.

 �� z0 = f(x0, y0) ������ ����	
 � f(x, y) �	
������ ������� �����

���� ���
	 ��
 !��"�!�� �������# $���
� Mmin = M0 �

fmin = z0 ��
 zmin = z0 #

;����� ���� �� M0(x0, y0) ����� f(x, y) )���$���  ��� ,�:��,+,

���  ��� ,���,+, ���� ��� +1@1. � +1@2. 	�
������� ��� ��������#

���
�� �� (��� �������% '�(������� (��� ���������� �
�����&

∃ U(M0) ⊂ Ω s.t. f(x0, y0) > f(x, y) ∀ M(x, y) ∈ U(M0), M �= M0,

+1@3.

��� ����	����(���,��

∃ U(M0) ⊂ Ω s.t. f(x0, y0) < f(x, y) ∀ M(x, y) ∈ U(M0), M �= M0 :

+1@4.

����� ��������� � �������� �����% ������� �� >4%*�4? 9:��&�@

,+,� *���&� ��� +�����. �����������% � ����������%& >4%*�4? 9:��&�@

,+,��&�
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�
 ���
�

����#

+��
���)�� M0(x0, y0) ���	
 �	
������ ,)���- �*�

Δf(M0)
def
= f(M)− f(M0) = f(x, y)− f(x0, y0) , M(x, y) ∈ U(M0),

����)� � +1@1.� +1@2.� +1@3.� +1@4. !��
�

��� 
�� �
'������	��	
(


��� '�
�!����.�
���
 %�.���
�) '�
����� �
'������	(

��	

����� Δf(M0) ≤ 0, Δf(M0) ≥ 0, Δf(M0) < 0, Δf(M0) > 0#

A��%(+.�+� 1�2� /	
������ ,)���)- 
����
	
� � 
�
�
	
� �����(


���� ���
� 
��
���	
 �
 fmax, fmin ��
 zmax, zmin� �!��� � �%���)

����) 0�"
	���
 
�� �	
������ �
������ � ��	������ ���
	�

�
�� '��# 1��
� ��

����
� '������	
� &���
 3245	
#

A��%(+.�+� 1�3� 6�
� '�

���
	
 �������)	 �
� 
����
 ,)���)-

������
	
� �����# 7������	
 '
������ �� 
�" '�
��!�
 

�


��'
�

�
� 0�������� �� �� 
����
 M0(x0, y0) ∈ Ω ������
	
�

������ ��) �"����
M0(x0, y0) ∈ ∂Ω 8������
	
�9 �����# :�� ��!��(

�	
 
�
� '��	� �
��
� 

�
 ���	���#

/����� ����� 
������������ ���� 	��! 6������

C&���* 1� 1������
�

z = f(x, y)
def
=
√
1− x2 − y2 : R2 −→ R,

�	
����
# 7��� � ���
�)� �� f5� ����
�
 ���	��� D
def
= {(x, y) :

x2 + y2 ≤ 1} 
����� %�� ����

 �� ��� �����
��� ���	��� [0, 1]

%�� '�����
 ��

z = f(x, y) =
√
1− x2 − y2 : D −→ [0, 1] :
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;�
� �� �	
������ 0�
�<�� ����)� � �������) x2 + y2 + z2 =

1� z ≥ 0� ������� �"�����
	
 �
�� �� f �	
������ �������

��������� � ,����
 
����� ���������-� ��=� ��2 1 # :�
'���

�� �� f �	
����
 
���
 
�� )���) ������
	
� ��� 	
�� .���


����
	
� ��� Mmax = (0, 0)� � 
����
	
� �����
 � fmax = 1#

3'� 1

C&���* 2� 1������
�

z = f(x, y)
def
= x2 + y2 : R2 −→ R+,

�	
����
# 7��� � ���
�)� �� f5� ����
�
 ���	��� �
0��� R
2

'���	��	

 �� ��� �����
��� ���	���� R+ = [0,∞) �����
 ���(

�?�
���# :�� �	
������ ������� 
�������
	
 � �)�!����
 !�(

��0�)��� (0, 0) �������� ��=� ��2 2# :�
'��� �� �� f �	
����



���
 
�� )���) ������
	
� ��� 	
�� .��� 
�
�
	
� ��� Mmin =

(0, 0)� � 
�
�
	
� �����
 � fmin = 0 #

12



3'� 2

C&���* 3� A�'
�
�
�

z = f(x, y)
def
= (x− y)2 : R2 −→ R+,

�	
����
#  
�!�� 
�.��� B��
��	
� f5� ����
�
 ���	��� �
0���

R
2 '���	��	

 �� ��� �����
��� ���	���� R+ = [0,∞) �����


����?�
���# :�
'��� �� �� f �	
����
 	
� �
���� ���� �� .���


�
�
	
� ������ ���
� "0����
	
 �
 y = x 	����� Mmin =

(x, x), x ∈ R� � 
�
�
	
� �����
 � fmin = 0 # 7�������� �� �� f

�	
����
 �� 
� 
����
	
� ��� �	
�#

��& �-���*� 9 ;�����!�&�4 6+�*7���� 4%*�4 9:��&�,+,� *���&/�

;������ ����� 
��������� �����4��� 	�
����$� A������ �� ��� '�'�#

(����� )���$������ ����� ����� 
��������� �����4��� 	�
����

�����$ '������� �����
�$��� 
 Q����
� ��
��� ������%� =
4� ��

���� '�'�(����� )���$������ ����� ����� Q����
� ������� %��#

��
���%�

13



��%&�, 1�1� ,/��
�-

1��	� z = f(x, y) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
2 ���	��	
 �

M0(x0, y0) ∈ Ω ���	
 )���) ������
	
 	
�# C�� M0(x0, y0) ���	


���	��	
 	
�
 f �	
������ �?���
 ����� 
��
��� ���
���)
����

∃ ∂f

∂x
(M0) ≡ f ′

x(x0, y0) � ∃ ∂f

∂y
(M0) ≡ f ′

y(x0, y0)� �!� ���
� '������

�
 "�����
∂f

∂x
(M0) = 0,

∂f

∂y
(M0) = 0 #

?������ � ��$
������� ������ 	�
���% ������ 
 ����9��� �����#

4�� ������

∇f(M0) ≡ grad f(M0) = �0 ,

69��9�� ���� M0 ����� )���$��
� 9�������%� ��% ������� � ��#

$
������� ��!��� ������ 
&

∇f(M0) ≡ grad f(M0)
def
=

{
∂f

∂x
(M0),

∂f

∂y
(M0)

}
:

A������ )���$��
� +����. ��)����$���� ����% M0(x0, y0) �����&

df(M0) =
∂f

∂x
(M0) dx+

∂f

∂y
(M0) dy ,

������ 
 Q����
� �������� �� '��� �
� -�����	�� ����

��%&�, 1�2� ,/��
�-

1��	� z = f(x, y) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
2 ���	��	
 �

M0(x0, y0) ∈ Ω ���	
 ������
��)� � � )���) ������
	
 	
�# :��

��!�	
 M0(x0, y0) ���	
 f5� ������
���)� 
	�
�0�� "�� ��

df(M0) ≡ 0 � ����
�
�

df(M0) =
∂f

∂x
(M0) dx+

∂f

∂y
(M0) dy = 0

dx � dy �*��� ,������
���)
���- ��
����� �
��	���
 ��!�	
#

14



��;,��+, 1�3� 1��	� z = f(x, y) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
2 ��(

�	��	
 �M0(x0, y0) ∈ Ω# C��M0 ���	
 f �	
������ �?���
 �����

0�)�� 
��
��� ���
���)
��� '������ �
 "�����

∂f

∂x
(M0) = 0,

∂f

∂y
(M0) = 0 ,

�!� M0(x0, y0) ���� ����	
 � f ��������� 
�������� �
�#

A���� ������� �
� ��������%& ������ 
 ����-�����	�� Q����
�

������% ���$����� ���� ������������

��%&�, 1�3� ,/��
�-

1��	� z = f(x, y) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
2 ���	��	
 �

M0(x0, y0) ∈ Ω ���	
 )���) ������
	
 	
�# C�� M0(x0, y0) ���	


���	��	
 	
�
 f �	
������ �?���
 ����� 0�)�� 
��
��� ���
(

���)
���� �!� M0(x0, y0)5
 f5� ������
�� ��� �#

=
� ���	 ��� � ��
�� M0(x0, y0) ����� f )���$��
� ������ ���9�

,���� ������� � ��$
������ 9�
��
�� 	�
���� ��	��� ����� 
�����#

���� ���% ���� ���$����� 
�(
M0>� f>� 
��������� ��� 


)
=⇒

(
M0>� f>� ���$����� ��� 


)

+1@5.

?��������	��� �������� P�������� 1� 2� 3>�� ,���� 
���������

�����% ��� ���$����� ����� ���

�������'���� ���$����� ���� '���% �������� 
� �� M0(x0, y0)

��
�� ���$����� ����� f(x, y) )���$��
� 9��)��� �������
��� ��#

���� 
 ����� ����'�" ������
��� ��% !�9���� 
 Oxy ������
��% ���

���%����� 
 ��� ���� S���	��� ����'�" ������
�� ���������� 


z = f(M0) +
∂f

∂x
(M0)(x− x0) +

∂f

∂y
(M0)(y − y0),

15



z = f (M 0) z = z0 :

(0 , 0)

z = 1

(0 , 0)

16



���%����� 
 Oxy ������������� ������
�� ��� +z = 0 ������#

�����. � 9����� 
 	���,������$ ������

=
4� ,����� 
��������� ���� �
�	��� 6������ ��% ���$����� �
�

C&���* 4� 1������
�

z = f(x, y)
def
=
√

x2 + y2 : R2 −→ R+,

�	
����
# 7��� � ���
�)� �� f5� ����
�
 ���	��� �
0��� R
2

'���	��	

 �� ��� �����
��� ���	���� R+ = [0,∞) �����
 ���(

�?�
���# :�� �	
������ ������� 
�������
	
 � �
���� ����(


���
 ��
� (0, 0) ������� �Oz �?�
����# :�
'��� �� �� f �	
����



���
 
�� )���) ������
	
� ��� 	
�� .��� 
�
�
	
� ��� Mmin =

(0, 0)� � 
�
�
	
� �����
 � fmin = 0 #

��� 4

A����
 
�	� ���
�� 
�
�
	
� Mmin = (0, 0) ���� ������
��

��� ��� ��
� �� ��� ���	
 f5� 
��
��� ���
���)
��� ���	��	
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�	
�
�

� ∃ ∂f

∂x
(0, 0) = lim

Δx→0

f(Δx, 0)− f(0, 0)

Δx
= lim

Δx→0

√
Δx2

Δx
= lim

Δx→0

|Δx|
Δx

,

� ∃ ∂f

∂y
(0, 0) = lim

Δy→0

f(0,Δy)− f(0, 0)

Δy
= lim

Δy→0

√
Δy2

Δy
= lim

Δy→0

|Δy|
Δy

:

A��%(+.�+� 1�4� C�� /��
��� �����
� 
�� z = f(x, y) �	
����


M0(x0, y0) ∈ Ω ���	
 )���) ������
	
 	
�� � M0 ���	
 ���	��	


	
� f �	
������ �?���
 ����� 
��
��� ���
���)
���� 
���



���� �!� '�
� ��� 
��
��� ���
���)� '������ �)�
� "�����

��� ��������� ����� � ���	��	
 �	
�
�)# &���
� ������
�� ���

�'�
������� ������
	
� ���� ���!��� B��
��# 1������
�

z = f(x, y)
def
= x2 + |y| : R2 −→ R+,

�	
����
# 1��<��) f5� ����
�
 ���	��� �
0��� R2 '���	��	



�� ��� �����
��� ���	���� R+ = [0,∞) �����
 ����?�
���# :�
(

'��� �� �� f �	
����
 )���) ������
	
� ��� 	
�� .��� 
�
�
	
�

��� Mmin = (0, 0)� � 
�
�
	
� �����
 � fmin = 0 # 6�
���?

Mmin = (0, 0) ���	
 
��
��� ���
���)
���� 
��� ���	��	
 	
�

,� 	��

� '������ � "����-� ��� �������� ���	��	
 �	
��

∂f

∂x
(0, 0) = lim

Δx→0

f(Δx, 0)− f(0, 0)

Δx
= lim

Δx→0

Δx2

Δx
= 0,

� ∃ ∂f

∂y
(0, 0) = lim

Δy→0

f(0,Δy)− f(0, 0)

Δy
= lim

Δy→0

|Δy|
Δy

:

=
�	����& ����� 
��������� ���% ����" 
 ����� ���	�� ���$�����

���� �
�	�� 
� ������ ���$������ ?��������� Q����
� ������% �� ���#

$����� 
��������� ���� ��	�� ���& ������ ��� ����� 
���������

�����4��� 	�
���%�

18



��%&�, 1�4� ,D���) ������
	
� �
'������ !��
�
�-

1��	� z = f(x, y) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
2 ���	��	
 �

M0(x0, y0) ∈ Ω ���	
 )���) ������
	
 	
�# :�� ��!�	
 M0(x0, y0)

���	
 f �	
������ �?���
 ����� 
��
��� ���
���)
��� ��=


'������ �
 "����� ��=
 ���	��	
 �	
�
#

*��� M0(x0, y0) ������� ��� ������� �����

��;,��+, 1�4� 1��	� z = f(x, y) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
2 ���	�(

�	
 � M0(x0, y0) ∈ Ω # M0(x0, y0) ���� ��
��
�
� f ���������

���������� �
�� ��� M0 ���	
 f �	
������ �?���
 ����� 
��(


��� ���
���)
��� '������ �
 "���� ��
 ���	��	
 �	
�
#

TU����& ���$����� �����% ���������� ������ �� ���� �� ��!����

A���� ������� �
� ��������%& ������ 
 ����-�����	�� ������ ���#

���% ���������� ���� ������������

��%&�, 1�5� ,D���) ������
	
� �
'������ !��
�
�-

1��	� z = f(x, y) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
2 ���	��	
 �

M0(x0, y0) ∈ Ω ���	
 )���) ������
	
 	
�# :�� ��!�	
 M05
 f

�	
������ ���������
 ��� �#

=
� ���	 ��� � ����� 
��������� ���% ���� ���������� 
�(
M0>� f>� 
��������� ��� 


)
=⇒

(
M0>� f>� ���������� ��� 


)

+1@6.

A���� �������� �� ���������� � ���������	�� ���$����� �����%

����� �� ����� 
��������� ���
� �����4��� 	�
���%� ����������

�����% ������� �� ��� ��
�� )���$��
� 9:��&�,+,� ;��&��%& *�@

��&� <��$�� +1@5.� +1@6. 	��������$ �!����$��� ���� ��

f 6+�*7���� 4%*�4 9:��&�,+,� *���&/ %&%��4��F �� -��: 9

$���4 f 6+�*7���� ���7�%��& � !%4%& *&���*�*�� *���&/=
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=
�������
���� V�������� 1@4 � 1@5>�� ���� ����� ����� 
���������

,���� �����4��� 	�
���%� �
�����& +1@5.� +1@6. 	�������� �������-

	�������% �(�� ���

S���	��� $�
$ ����� �� 9�
��
�� ���� ���$����� � ����������

������ ����� 
��������� ����� ����

C&���* 5� 1������
�

z = f(x, y)
def
= xy : R2 −→ R,

�	
����
# :�� �	
������ ������� 
�������
	
 � '�!��0�)���


!���0�)���# 7��� � ���
�)� �� (0, 0) ���	
 f �	
������ �?���


����� 
��
��� ���
���)
��� '������ �
 "�����

∂f

∂x
(0, 0) = y

∣∣∣
(0,0)

= 0,
∂f

∂y
(0, 0) = x

∣∣∣
(0,0)

= 0,

� 	��

� (0, 0) ���� f �	
������ ������
�� ��� �#

A����
 (0, 0) ��"0
����� f �	
������ ������
	
� ��� ��� ����(

'��� (0, 0) ���� ��
����� ��������	
 f �	
����
 �
�	
	
 �

�
�!�� �����
� ��
!�� �) 0�������
 �����
���

f(0, 0) = 0, f(x, y) > 0, ��0 x, y > 0, f(x, y) < 0, ��0 x > 0, y < 0 :

�

�

x

y

��

��

��

��
+

+ −
−

��� 5

20



f (0 , 0)

f

(0 , 0)
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C&���* 6� 1������
�

z = f(x, y)
def
= |x| − |y| : R2 −→ R,

�	
����
# 7��� � ���
�)� �� (0, 0) ���	
 f �	
����
 
��
���

���
���)
�� �	
�� � 	��

� f5� ���������
 ��� �� 0��� �� ���(

���
���

� ∃ ∂f

∂x
(0, 0) = lim

Δx→0

f(Δx, 0)− f(0, 0)

Δx
= lim

Δx→0

|Δx|
Δx

,

� ∃ ∂f

∂y
(0, 0) = lim

Δy→0

f(0,Δy)− f(0, 0)

Δy
= lim

Δy→0

−|Δy|
Δy

:

6�	� ���
��� (0, 0) ���� f �	
������ )���) ������
	
� ��� ���

����'��� f(0, 0) = 0 � (0, 0) ��"0
����� ��
�����
 ��������	
 f

�	
����
 �
�	
	
 � ���0�� 
��

��� �����
��� ��=� ��2 7 �

�

�

�
�

�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�
�
�
�

x

y

��

��
+
−−

+

−+ +−

3'� 7

1�2 
%*�4 9:��&�,+,� !���&�& -��,��/

�&*+ 5%5% �*��� 6+�*7����&� ;�,�&

=
4� ��$���� ����� 
��������� ,������ 	�
������� -�����	��������

S��	�� ������ ��(��� ,�4�� 6����������� �����4��� 	�
����� ,�#

������" �����% ����" �� )���$��
� 
��������� ����� ������ +�
�	��


 ��� ����� 	��! ��� '�'�(����� )���$������ �����.� TU����&

22



��! 	��� �� ��
��������& ����� 
��������� ,������ 	�
���������

<���� �,����� �� ���� �
�	��� ��
�������� +���������.� ����$��

���� ����������� �� ��������" ���% ���$����� 
� �
�����& M0 �����

f )���$��
� ������ ���9� ,���� ������� � ��$
�����% ������� ��

!��
�
∂f

∂x
(M0) = 0,

∂f

∂y
(M0) = 0,

��� f>� ������ ���9� ��)����$���� 
 !��
����&

df(M0) =
∂f

∂x
(M0) dx+

∂f

∂y
(M0) dy ≡ 0, ∀ dx, dy :

R����$ ���� 
��������� ��� ������ ��� ������� ����� �N����� ���#

�����
�� ������M0 ����� f )���$��
� ������� ���9� ��)����$����

����%� O�������� �� ��������" )���$��� 2>�� ���9� �"��� )���$��


 M0 ���� ���>�� U(M0) ������
���� �
�����& f(x, y) ∈ C2
(U(M0)

)
�

��������� f>� ������� ���9� ��)����$���% M0 �����&

d2f(M0) =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

f(M0) =

=
∂2f

∂x2
(M0) dx

2 + 2
∂2f

∂x∂y
(M0) dxdy +

∂2f

∂y2
(M0) dy

2 = +1@7.

= f ′′
xx(x0, y0) dx

2 + 2f ′′
xy(x0, y0) dxdy + f ′′

yy(x0, y0) dy
2

����( '�'�(�������� dx � dy ��)����$������� ����
���� �

,���������' '��� ��4������ ������ =
���" 	��� 
 ��������� ��

+1@7. � ����6����� �
� ��)����$��� ,���-����� dx2 � dy2 ����#

��
���
�����% �� �� x2 ��� y2 )���$������ ��)����$������ ��� �
�

dx � dy ��)����$������� ������������ *�
� ��������% ����,�#

��� 
 ��� ����( '�'�(�������� �N����&

dx2 = (dx)2, dy2 = (dy)2 , Δx2 = (Δx)2, Δy2 = (Δy)2 :

<� %������ 9����-� 
� *�
�% ����,���� 
 ����� ,��-� ����N��������
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��%&�, 1�6� 1��	�M0(x0, y0) ���� �
�5�� U(M0) ��������	
 f(x, y) ∈
C2
(U(M0)

)
� �M0 ���� f(x, y) �	
������ ������
�� ��� �� ����
�
�

df(M0) ≡ 0#

1? C�� d2f(M0) > 0 ∀ dx, dy, dx2 + dy2 �= 0� �!� M0(x0, y0) ���� f

�	
������ ,.���- )���) 
�
�
	
� ��� �� M0 = Mmin #

2? C�� d2f(M0) < 0 ∀ dx, dy, dx2 + dy2 �= 0� �!� M0(x0, y0) ���� f

�	
������ ,.���- )���) 
����
	
� ��� �� M0 = Mmax #

3? C�� d2f(M0) ������� ����� ������
���)� 
��
�%�. � ,�
�	(


	
 � �����
 � 0�������
 �����
��-� ��0 dx2 + dy2 �= 0�

�!� M0(x0, y0) ���� f �	
������ )���) ������
	
� ��� ��#

4? C�� d2f(M0) ≥ 0 ��
 d2f(M0) ≤ 0 ∀ dx, dy, dx2 + dy2 �= 0�

�!� ��	�� ���
� ���) ��
� �����2 M0(x0, y0) ���� ����� �

�
�!�� f5� ������
	
� ��� )�
�)� ��
!�� �) �)�
�) ,	��

� ���

��!�	
 �!�'�
��� )���	��� '���"��	
-#

=
�	����& ����-�
� V����� 1@6>�& 
��������� ����
��
��% �������


 )���$��
� ������� ���9� ��)����$���� �����	��	����� �����#

�
��,� =
� 
& ��� ������� ���9� ��)����$���% ��
�� ����� �����'�(


 � �	� 
�������� ����� �� ����"� S�� ��� ������� ���9� ��)����$���%

��
�� ����� 	��	���� 
 +(��� �������. �� ����%� �	� 
���������

���� 
�

A���9� -�����	������ ����� ������ 
 �������� f )���$��
�

������� ���9� ������� � ��$
�����% M0(x0, y0) �����&

a11
def
=

∂2f

∂x2
(M0) , a22

def
=

∂2f

∂y2
(M0) ,

a12
def
=

∂2f

∂x∂y
(M0) , a21

def
=

∂2f

∂y∂x
(M0) :

+1@8.
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W��� �� ���� �������� 
���� �� ��������" )���$��� 2>�� ���9� �"���


� f(x, y) ∈ C2
(U(M0)

)
�����& ���������	���� %�� C���$� ��
���

�������& f>� ������� ���9� (��% ������� � ��$
�����% ������� ��&

a12 = a21 =
∂2f

∂x∂y
(M0) =

∂2f

∂y∂x
(M0) : +1@9.

=
�	��� ������������� ����9���� f )���$��
� +1@7. ������� ���9�

��)����$���%&

d2f(M0) = a11 dx
2 + 2a12 dxdy + a22 dy

2 : +1@10.

O�� 
��
��& +1@10. ������� ���9� ��)����$���� �����$ �����
�$���


 �������� �������� ��� �����	��	����� ������
�����% �N�����

��� �� ������� ��
�� M0(x0, y0) ���� 
��������� ��� �����>�������

���$��� *�������� +1@10. �������� ���,����% +������������%.� �����

N��� ��� �������%

Δ ≡ Δ(M0)
def
= a11a22 − a212 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ +1@11.

A��������� �	��$���� ���%���$�$ ��
��� 
� �� �������� ����#

���� �����	��	����% ������� 
 ��� ���,����� ������� ?������#

��	��� ��� ���,����% ������ 
� �	� �������� �������% �����'�(


� � �����& ��
�� ����� 
�������� ����� �� ����"� S�� ��� ���,����%

,�$������ 
� �	� �������� �������% 	��	���� 
 �� ����%� �

�����& ��
�� ���% 
��������� ��� 
� =�,�"����� � N�9��� ���
���%

-�����	��� ����
�� ���������

��%&�, 1�7� 1��	�M0(x0, y0) ���� �
�5�� U(M0) ��������	
� f(x, y) ∈
C2
(U(M0)

)
� �M0 ���� f(x, y) �	
������ ������
�� ��� �� ����
�
�

df(M0) ≡ 0# J
�	
�
� +1@8. 
��
��	

��� M0 ���	
 f5� �������

����� 
��
��� ���
���)
��� '�
�� � +1@11. ���0����� '�
���

Δ ≡ Δ(M0) =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ : :�� ��!�	
 *��� �
 '�����) !
�	

���2
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1? C�� Δ(M0) > 0� �!� M0(x0, y0) ���� f �	
������ ,.���- )���)

������
	
� ��� �� �
� ��	
�

.��� 
�
�
	
� ��� ��M0 = Mmin� ��0 a11 > 0 ,��
 a22 > 0-�

.��� 
����
	
� ��� ��M0 = Mmax� ��0 a11 < 0 ,��
 a22 < 0-#

2? C�� Δ(M0) < 0� �!� M0(x0, y0) ���� f �	
������ )���) ������(


	
� ��� ��#

3? C�� Δ(M0) = 0� �!� ��	�� ���
� ���) ��
� �����2 M0(x0, y0)

���� ����� � �
�!�� f5� ������
	
� ��� )�
�)� ��
!�� �)

�)�
�) ,	��

� ��� ��!�	
 �!�'�
��� )���	��� '���"��	
-#

*����� �� V����� 1@6>� 4?>�� ���� � V����� 1@7>� 3?>�� ���� ��	����

��, ������� � !��� �
 	��!��M0 ���� ���9���N��%� ������,�� �����

�� 
��������� ���� ���������%�

=
4� ,����� �� ���� 	��! 6��������� ����� $�
$ ����� �� ���	��

�� 9�� �� V�������� 1@6 � 1@7>�� �����
�$�� ,������ 	�
������%�

C&���* 7� 1������
�

z = f(x, y)
def
= x2 + y2 : R2 −→ R+,

�	
����
 ,�)�!����
 !���0�)���-� ��
 ����
 �

����) ��
� K��(


�� 25	
 � !��"�)� �� Mmin = (0, 0) ��"
0
����� f5� 
�
�
	
�

��� �#

L	�� ��
�� �� ������
	
� ������ ����)� � ��
�) H����

��

126 � 1275� 0������ !��
�

��� 
������#

+�. ��
�
� f5� ������
�� ,���������
- ������# 1�� '�
��

!��� � )	��) '�����) '�
������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∂f

∂x
= 2x = 0

∂f

∂y
= 2y = 0

⇐⇒ (0, 0)5
 
��� ������
�� ���
 � :
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:�� %���� ��)�� � ������
	
� ���� �?���
 
���
 �
'������

!��
�
�# E�
��� (0, 0) ������
�� ���� �	
������ �	
��
����

����� �� �
� �# A�	��)	 '�
��� �� ������ (0, 0) ������
��

���� ����!�� ������
	
� ��� �)�
�� ����?�
� H����

�� 126 �

1275� 0������ !��
�

���# 7����
� f5� 25�� ����� 
��
���

���
���)
����

a11 =
∂2f

∂x2
(0, 0) = 2, a22 =

∂2f

∂y2
(0, 0) = 2, a12 = a21 =

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0 :

$�"
�
� Δ ��������

Δ(0, 0) =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 2 0

0 2

∣∣∣∣∣ = 4 > 0 :

7�
�<��
 H����
 1275�� �� 
��
��	
 �� �� (0, 0) ���� ������
	
�

��� � '�
����
	
 ��������� f �	
������ '�
��# :��)�
� a11 =

2 > 0 !��
�

 �) 
��
��	
 �� �� (0, 0) ���� 
�
�
	
� ��� ��

Mmin = (0, 0)#

+	�
 �"�����	���
� ����)� � '�
��)� ��� H����
 1275� %�(

.���
 ����?�) H����
 1265�#  ���!��� �	�� ���
� f �	
������

25�� ����� ������
���)� (0, 0) ������
�� ���	
�

d2f(0, 0) = a11 dx
2+2a12 dxdy+a22 dy

2 = 2 dx2+2 dy2 = 2
(
dx2+dy2

)
> 0 :

:�
'��� �� 25�� ����� ��� ������
���)� ,.���- �����
 �� ��0

dx2 + dy2 �= 0# J�� H����
 1265�� �� 
��
��	
 �� �� (0, 0) ����


�
�
	
� ��� �� Mmin = (0, 0)� ��������� f �	
������ '�
��#

=
�	����& 
��������� ������ ������% � ��
���,����% ������ 


�������$��� �����!� ���� �"������� ������%& 2>�� ���9� ��)����#

$���� ����$�� +V����� 1@6.� �������%& 2>�� ���9� ������� � ��$
��#

����$ ��!��� ���������� ����$�� +V����� 1@7.� O����$�"�� ��� ��"���

�
� ���� �"��������$ ����� ������� %�����
��%�
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C&���* 8� 1������
�

z = f(x, y)
def
= xy : R2 −→ R,

�	
����
 ,'�!��0�)���
 !���0�)���-� ��
 ����
 �

����) ��
�

K��
�� 55	
 � !��"�)� �� (0, 0) ��"
0
����� f5� ��
0���� ��

����
�
� ������
	
� ��� ��� ��� ������
�� ��� � ,�
� ��	



����-�

∂f

∂x
= y,

∂f

∂y
= x,

∂f

∂x
(0, 0) = 0,

∂f

∂y
(0, 0) = 0 :

M�!�� ������
�� ���� (0, 0) ��"0
����� f �	
������ ������(


	
� 
��� '
������ ���
 �# :�
� �� (0, 0) ��"0
����� f �	
������

������
	
� ��� ��� K��
�� 55	
 �!��	��) ��
� ������
	
� 0	


��'
�

�
 
������# :��
 
	�
� �	�� ��
� H����

�� 126 � 1275�

0������ !��
�

��� 
������#

7����
� f5� 25�� ����� 
��
��� ���
���)
����

a11 =
∂2f

∂x2
(0, 0) = 0, a22 =

∂2f

∂y2
(0, 0) = 0, a12 = a21 =

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 1 :

$�"
�
� Δ ��������

Δ(0, 0) =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 0 1

1 0

∣∣∣∣∣ = −1 < 0 :

7�
�<��
 H����
 1275�� �� 
��
��	
 �� �� (0, 0) ���	
 ���������

f �	
����
 ������
	
 �	
�#

+	�
 �"�����	���
� ����)� � '�
��)� ��� H����
 1275� %�.���


����?�) H����
 1265�#  ���!��� �	�� ���
� f �	
������ 25��

����� ������
���)� (0, 0) ������
�� ���	
�

d2f(0, 0) = a11 dx
2 + 2a12 dxdy + a22 dy

2 = 2 dxdy :
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:�
'��� �� 25�� ����� ��� ������
���)� 
��
�%�. �� ����
�
�

�
�	
	
 � �����
 � 0�������
 �����
�� ���0�� dx � dy

�*��� '�
��� ��0 dx2 + dy2 �= 0#

7�
�<��
 H����
 1265�� �� 
��
��	
 �� �� (0, 0) ���� f �	
�(

����� ������
	
� ��� ��#

R��-
��� 
��������� ���� ,������ 	�
�������$ +V�������� 1@6 �

1@7. %����$�"% ��������� ����� ����" 
 %����� ����� �������%�

X���� V�������� 1@6 � 1@7>�� �����
�$�� 
��������� ,������

	�
������% ��������� ����$ ��� � ������� 
� ,������ ��� ���� )���#

$������ ������ /����� ����	����(�� 6���������

C&���* 9� 1������
�

z = f(x, y)
def
= x4 + y4 : R2 −→ R+,

�	
����
# N�����
	
� ��'
�
	
�� ��
'��� �� �� f �	
����



���
 
�� )���) ������
	
� ��� 	
�� .��� 
�
�
	
� ��� Mmin =

(0, 0) # &��� ���
 
�� 
!����
 � '���"���) �	
������ '
������

������
	

���� ����?�)�� H����

�� 126 � 1275� ������
	
� 0�(

����� !��
�

���# 7����)�� �?���
 ����� 
��
��� ���
���)(


���� '�
�"�	
 �
�� �� �	
����
 
���
 
�� ������
�� ��� 	
��⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∂f

∂x
= 4x3 = 0

∂f

∂y
= 4y3 = 0

⇐⇒ (0, 0)5
 
��� ������
�� ���
 � :

:�� %���� ��)�� � ������
	
� ���� 
���
 �
'������ !��
�
��

� (0, 0) ������
�� ���� f �	
������ ������
	
� '
������ ���

�# A�	��)	 '�
��� �� ������ (0, 0) ������
�� ���� ����!��

������
	
� ��� �)�
�� ����?�
� H����

�� 126 � 1275� 0������
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!��
�

���# 7����
� f5� 25�� ����� 
��
��� ���
���)
����

∂2f

∂x2
= 12x2,

∂2f

∂y2
= 12y2,

∂2f

∂x∂y
= 0,

a11 =
∂2f

∂x2
(0, 0) = 0, a22 =

∂2f

∂y2
(0, 0) = 0, a12 = a21 =

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0 :

$�"
�
� Δ ��������

Δ(0, 0) =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 0 0

0 0

∣∣∣∣∣ = 0 :

7�
�<��
 H����
 1275�� �� 
��
��	
 �� �� (0, 0) ���� �
�'�
��(

!�� ���� ����� � �
�!�� f5� ������
	
� ��� )�
�) ��
!�� �)

�)�
�)� � 	��

� !�'�
��	
 � (0, 0) ���� )���	��� '���"��	
�

�
�� 
�
� ����
 ������) ��
� '���"��
�
 ��"0	
#

+	�
 �
���� �"�����	���
� ����)� � '�
��)� ��� H����
 1275�

%�.���
 ����?�) H����
 1265�#  ���!��� �	�� ���
� f �	
������

25�� ����� ������
���)� (0, 0) ������
�� ���	
�

d2f(0, 0) = a11 dx
2 + 2a12 dxdy + a22 dy

2 ≡ 0 :

J�� H����
 1265� 4�5�� ����� �� 
��
��	
 �� �� (0, 0) ���� �����

� �
�!�� f5� ������
	
� ��� )�
�)� ��
!�� �) �)�
�)� � 	��

� !�(

'�
��	
 � (0, 0) ���� )���	��� '���"��	
#

+
�
 �
���� ��*��	
 ��!�� ��
�
 ����	
���� � ��
�) ���(

���
	
� ���� 0	
 ��'
�

�
�# 7�
� �� 
�
� ���) ��
� ��"0	


� '������)� �� Mmin = (0, 0) #

C&���* 10� 1������
�

z = f(x, y)
def
= x3 + y3 : R2 −→ R,

�	
����
#
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7����)�� �?���
 ����� 
��
��� ���
���)
���� '�
�"�	
 �
��

�� �	
����
 
���
 
�� ������
�� ��� 	
��⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∂f

∂x
= 3x2 = 0

∂f

∂y
= 3y2 = 0

⇐⇒ (0, 0)5
 
��� ������
�� ���
 � :

:�� %���� ��)�� � ������
	
� ���� 
���
 �
'������ !��
�
��

� (0, 0) ������
�� ���� f �	
������ ������
	
� '
������ ���

�# A�	��)	 '�
��� �� ������ (0, 0) ������
�� ���� ����!��

������
	
� ��� �)�
�� ����?�
� H����

�� 126 � 1275� 0������

!��
�

���# 7����
� f5� 25�� ����� 
��
��� ���
���)
����

∂2f

∂x2
= 6x,

∂2f

∂y2
= 6y,

∂2f

∂x∂y
= 0,

a11 =
∂2f

∂x2
(0, 0) = 0, a22 =

∂2f

∂y2
(0, 0) = 0, a12 = a21 =

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0 :

$�"
�
� Δ ��������

Δ(0, 0) =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 0 0

0 0

∣∣∣∣∣ = 0 :

7�
�<��
 H����
 1275�� �� 
��
��	
 �� �� (0, 0) ���� �
�'�
��(

!�� ���� ����� � �
�!�� f5� ������
	
� ��� )�
�)� ��
!�� �)

�)�
�)� � 	��

� !�'�
��	
 � (0, 0) ���� )���	��� '���"��	
#

+	�
 �
���� �"�����	���
� ����)� � '�
��)� ��� H����
 1275�

%�.���
 ����?�) H����
 1265�#  ���!��� �	�� ���
� f �	
������

25�� ����� ������
���)� (0, 0) ������
�� ���	
�

d2f(0, 0) = a11 dx
2 + 2a12 dxdy + a22 dy

2 ≡ 0 :

J�� H����
 1265� 4�5�� ����� �� 
��
��	
 �� �� (0, 0) ���� �����

� �
�!�� f5� ������
	
� ��� )�
�)� ��
!�� �) �)�
�)� � 	��

� !�(

'�
��	
 � (0, 0) ���� )���	��� '���"��	
#
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+
�
 �
���� ��*��	
 ��!�� ��
�
 ����	
���� � ��
�) ���(

���
	
� ���� 0	
 ��'
�

�
�# 1���� �� 
����)� �� (0, 0) ��"0
�(

���� f �	
������ ������
	
� ��� ��� ����'��� (0, 0) ���� ��
��(

��� ��������	
 f �	
����
 �
�	
	
 � �
�!�� �����
� ��
!��

�) 0�������
 �����
���

f(0, 0) = 0, f(x, y) > 0, ��0 x, y > 0, f(x, y) < 0, ��0 x > 0, y < 0 :

A�"0
����� ��������	
 f �	
������ 
��

��� �������	��	
�

��
!���
 �� �
�!�� !�������� � ��2 55	
# :��!����� (0, 0) ��"0
�(

���� f �	
������ ��
0���� �#

1�3 J�&K& *�&$� L�6�&��7��4��&%�

4%*�4 9:��&�,+,� !���&�& -��,��/

S��	�� ����$ ��(��� ,�4���� V�������� 1@6 � 1@7>�� �����
�$�� 


��������� ,������ 	�
������% ��������� ����$ ��� � ������� 
�

,������ ��� ���� )���$������ ������ ?��������	��� ��� ��
��

M0(x0, y0) ���% f(M) = f(x, y) )���$��
� ���$����� ��� 
& df(M0) ≡
0� � ��� f )���$��
� 2>�� ���9� ��)����$���% M0 ����� �� ��
��,��

!�� 
& d2f(M0) ≡ 0� �	� V����� 1@6>% � !��� �
 ������� �� M0 ���%


��������� ��� 
 ��& ��� =
�	����&

df(M0) ≡ 0, d2f(M0) ≡ 0 +1@12.

��	��� ���$% ���� 
 ,�$ � ������� S��	�� ��� '�'�(����� )���$��#

���� ������ �� ���� '�'�(����� )���$������ ����� 
� +1@12. ������

��	���� 9�
��
�� ���� ,��-� ���9�

dkf(M0) =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)k

f(M0), k ∈ N, +1@13.

��)����$�������� -�����	�� 
��������� ,������ 	�
�������
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��%&�, 1�8� 1��	� M0(x0, y0) ���� �
�5�� U(M0) ��������	
 f(M) =

f(x, y) �	
����
 m (m ∈ N) �
��
 �
�
�'�� ������
��)� ��

f(x, y) ∈ Cm
(U(M0)

)
� � 0��� ���� M0 ���	


df(M0) ≡ 0, d2f(M0) ≡ 0, d3f(M0) ≡ 0, · · · , dm−1f(M0) ≡ 0 :

1? C�� m5� "	�� ��� � � dmf(M0) > 0 ∀ dx, dy, dx2 + dy2 �= 0�

�!� M0(x0, y0) ���� f �	
������ ,.���- )���) 
�
�
	
� ���

�� M0 = Mmin #

2? C�� m5� "	�� ��� � � dmf(M0) < 0 ∀ dx, dy, dx2 + dy2 �= 0�

�!� M0(x0, y0) ���� f �	
������ ,.���- )���) 
����
	
�

��� �� M0 = Mmax #

3? C�� m5� ��
� ��� � � dmf(M0) > 0 ��
 dmf(M0) < 0 ∀ dx, dy�

dx2+ dy2 �= 0� �!� M0(x0, y0) ���� f �	
������ )���) ������(


	
� ��� ��#

/������,�� �	��� 
 ��� ��� �� V����� 1@8>% ����� 
 ,���� ��	����

	����(��%� ,�
$ ���� ��	����� ��� �������� ������$�� 
�

C&���* 11� 1������
�

z = f(x, y)
def
= x4 + y4 : R2 −→ R+,

�	
����
� ��
 ����
 �

����) ��
� K��
�� 95	
# N�����
	
�

��'
�
	
�� ��
'��� �� �� Mmin = (0, 0) #

P��<�
� 
	�
 ����	
��
 '��
�) ����?�)�� H����
 1285� ������(


	
� 0������ !��
�

���# 7����)�� 
��
��� ���
���)
����

'�
�"�	
 �
�� ��

df(0, 0) ≡ 0, d2f(0, 0) ≡ 0, d3f(0, 0) ≡ 0, d4f(0, 0) �≡ 0 :
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:
�
����� ����� �� "������
 ������
���)� 45�� ����� � � '���

� ��
 '����) � !��"�) 
�� 
��
��

d4f(0, 0) = 24(dx4 + dy4) > 0 ∀ dx, dy, dx2 + dy2 �= 0 :

J�� H����
 1285�� �� 
��
��	
 �� �� (0, 0) ���� f5� 
�
�
	
� ���

�� Mmin = (0, 0) #

C&���* 12� 55�� ����*�
�

z = f(x, y)
def
= x5 + y5

0�"
�
��
� 
���
 
�� ������
�� ��� 	
�� (0, 0) ��"0
������

df(0, 0) ≡ 0� �
�!�� 
�.��� K��
�� 115	
#

A�	��
� ������
	
� 0������ !��
�
� ��� H����
 1285��

'����)�� ���)� 0��<� ����� ������
���)
����

d2f(0, 0) ≡ 0, d3f(0, 0) ≡ 0, d4f(0, 0) ≡ 0,

d5f(0, 0) = 120(dx5 + dy5) �≡ 0 ∀ dx, dy, dx2 + dy2 �= 0 :

;�
� �� d5f(0, 0) ������
���)
 ��
'������
 
��
�%�. �� ��0

dx2 + dy2 �= 0� � ���� 	
�
� ��
� ����*�
� ������
���)� '���

�!� '�
�<��
 H����
 128� 3�5�� (0, 0) ��"0
����� ������
	
�

��� ��#

R��� �� ��� �"�����	��	

 �

���!�� '���	
 �� 
�� ������(


	
� ���� 0	
 ��'
�
	
��� ��
� �� (0, 0) ��"0
����� f �	
�(

����� "��
 �� ��� ��������	
 �	
����
 
��
�%�. �#
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34%� 2

�� :��� 5%5% �*���

6+�*7���� 4%*�4 9:��&�,+,��&/

=
� 9�(�� ���������� ����
���� n ∈ N, n ≥ 2 ���� ����( '�'�(�#

�������

u = f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) : R
n −→ R

)���$������ ����� 
������������ ���$%� Y��������� �����4��� �

,������ 	�
������% ����
���� ���� ����( '�'�(�������� )���#

$������ ����� ���� �� K��( 1>�� �������� ���� ����( '�'�(�#

���� )���$������ ��	���� <���� ,���� ���������� �������������

���� �� �� ��(��� 9�(� ���
������% ���� ����( '�'�(�����

��	��$ ��� '�'�(����� ��	�� ���� /������,�� -�����	�����%

��(����	�� ����� ,��� � �� � ���� �������

O������� ��	��� ��! �����4��� ������ ���� '����� 9 �
�� ���#

�������$� ���������	��� ��������
�� -���� ������ ����� ��
� ����

������$��� � ���9������ ��
��������� -�����	�����%�
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2�1 
%*�4 9:��&�,+,� ��;&�<�)� -��,��/

,� :��� 5%5% �*��� 6+�*7����&� ;�,�&

;��������� ����
�� ����� �� ���� '�'�(����� )���$������ �����

������ �� n>��'��� ��� ���������	�� �����' ����
����

u = f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) : R
n −→ R, n ∈ N, n ≥ 2,

u = f(M) = f(x, y, z) : R3 −→ R :

��������� u = f(M) )���$��� ������ 
 ���
 Ω ⊂ R
n ,�!���
�� ���

� M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n)>� �
� ,�!���
�� ������ ��� 
�

��;,��+, 2�1� M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Ω ���� ����	
 � f(M) �	
������

������� ��	
����� �
�� ��� ���	��	
 	
�M0 ���� ���� U(M0) ⊂ Ω

��������� ����� f(M) �	
����
 �
�	
	
 � �� 
����	�
 ������

M0 ���	
� ����
�
�

∃ U(M0) ⊂ Ω s.t. f(M0) ≥ f(M) ∀ M ∈ U(M0) : +2@1.

 �� u0 = f(M0)������ ����	
 � f(M) �	
������ ������� ��	
�����

���
	 ��
 !��"�!�� ��	
����# $���
� Mmax = M0 � fmax = u0

��
 umax = u0 #

*����	�� �������� �� )���$��
� �������� ���% � �������%&

��;,��+, 2�2� M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Ω ���� ����	
 � f(M) �	
������

������� �������� �
�� ��� ���	��	
 	
� M0 ���� ���� U(M0) ⊂ Ω

��������� ����� f(M) �	
����
 �
�	
	
 � �� %�����	�
 ������

M0 ���	
� ����
�
�

∃ U(M0) ⊂ Ω s.t. f(M0) ≤ f(M) ∀ M ∈ U(M0) : +2@2.

 �� u0 = f(M0) ������ ����	
 � f(M) �	
������ ������� ��������

���
	 ��
 !��"�!�� �������# $���
� Mmin = M0 � fmin = u0

��
 umin = u0 #
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;����� ���� �� M0 ����� f(M) )���$���  ��� ,�:��,+, ���

 ��� ,���,+, ���� ��� +1@1. � +1@2. 	�
������� ��� �����������
��

�� (��� �������% '�(������� (��� ���������� �
�����&

∃ U(M0) ⊂ Ω s.t. f(M0) > f(M) ∀ M ∈ U(M0), M �= M0, +2@3.

��� ����	����(���,��

∃ U(M0) ⊂ Ω s.t. f(M0) < f(M) ∀ M ∈ U(M0), M �= M0 : +2@4.

����� ��������� � �������� �����% ������� �� >4%*�4? 9:��&�,+,�

*���&� ��� +�����. �����������% � ����������%& >4%*�4? 9:��&�,+,��&�

A��%(+.�+� 2�1� &����� ��'
�
	

��	
 
���� �
'������	(

��	

��� ����)� � ����'����) �	
������ �*
�
 ���
�

����#

+��
���)�� M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ���	
 �	
������ ,)���- �*��

Δf(M0)
def
= f(M)− f(M0) = f(x1, x2, . . . , xn)− f(x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) , M ∈ U(M0)

����)� � +2@1.� +2@2.� +2@3.� +2@4.!��
�

��� 
�� �
'������	��	

���

'�
�!����.�
���
 %�.���
�) '�
����� �
'������	��	
(


����� Δf(M0) ≤ 0, Δf(M0) ≥ 0, Δf(M0) < 0, Δf(M0) > 0#

A��%(+.�+� 2�2� /	
������ ,)���)- 
����
	
� � 
�
�
	
� �����(


���� ���
� 
��
���	
 �
 fmax, fmin ��
 umax, umin� �!��� � �%���)

����) 0�"
	���
 
�� �	
������ �
������ � ��	������ ���
	�

�
�� '��# 1��
� ��

����
� '������	
� &���
 3245	
#

&��� ���� )���) ������
	
� ������ �
��
	
 �
 
�� �����!��

�	
��
���� �
�
�� ��!��"� '������	
 ���
� ��%���
 !��
�
�(

��
 ������
	
� ������ '��� ���
� �'���"���
� E)	. 35	
#

A��%(+.�+� 2�3� 6�
� 
��� �������)	 �
� 
����
 ,)���)- ������(


	
� �����# 7������	
 '
������ �� 
�" '�
��!�
 

�
 ��'(


�

�
� 0�������� �� �� 
����
 M0 ∈ Ω ������
	
� ������ ��)
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�"����
M0 ∈ ∂Ω 8������
	
�9 �����# :�� ��!���	
 
�
� '��	�

�
��
� 

�
 ���	���#

��& �-���*� 9 �%�%&�4 ;�����!�&�4 4%*�4 9:��&�,+,� *���&/�

;������ ����� 
��������� �����4��� 	�
����$� A������ �� ��� '�'�#

(����� )���$������ ����� ����� 
��������� �����4��� 	�
���%

�����$ '������� �����
�$��� 
 Q����
� ��
��� ������%� =
4� ��

���� '�'�(����� )���$������ ����� ����� Q����
� ������� %��#

��
���%�

��%&�, 2�1� ,/��
�-

1��	� u = f(M) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
n ���	��	
 �

M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Ω ���	
 )���) ������
	
 	
�# C�� M0 ���	


���	��	
 	
�
 f �	
������ �?���
 ����� 
��
��� ���
���)
����

∃ ∂f

∂x1

(M0) ≡ f ′
x1
(M0),

∂f

∂x2

(M0) ≡ f ′
x2
(M0), . . . ,

∂f

∂xn

(M0) ≡ f ′
xn
(M0),

�!� ���
� '������ �
 "�����

∂f

∂x1

(M0) = 0,
∂f

∂x2

(M0) = 0, . . . ,
∂f

∂xn

(M0) = 0 :

?������ � ��$
������� ������ 	�
���% ������ 
 ����9��� ����#

�4�� ������

∇f(M0) ≡ grad f(M0) = �0 ,

69��9�� ���� M0 ����� )���$��
� 9�������%� ��% ������� � ��#

$
������� ��!��� ������ 
&

∇f(M0) ≡ grad f(M0)
def
=

{
∂f

∂x1

(M0),
∂f

∂x2

(M0), . . . ,
∂f

∂xn

(M0)

}
:

A������ )���$��
� +����. ��)����$���� ����% M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) �����&

df(M0) =
∂f

∂x1

(M0) dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn

(M0) dxn

������ 
 Q����
� �������� �� '��� �
� -�����	�� ����
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��%&�, 2�2� ,/��
�-

1��	� f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
n ��(

�	��	
 � M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Ω ���	
 ������
��)� � � )���) ���(

���
	
 	
�# :�� ��!�	
� M0 ���	
 f5� ������
���)� 
	�
�0��

"�� �� df(M0) ≡ 0 #

��;,��+, 2�3� 1��	� f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) �	
����
 ������� �

Ω ⊂ R
n ���	��	
 �M0(x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Ω# C��M0 ���	
 f �	
������

�?���
 ����� 0�)�� 
��
��� ���
���)
��� '������ �
 "�����

∂f

∂x1

(M0) = 0,
∂f

∂x2

(M0) = 0, . . . ,
∂f

∂xn

(M0) = 0 ,

�!� M0 ���� ����	
 � f ��������� 
�������� �
�#

A���� ������� �
� ��������%& ������ 
 ����-�����	�� Q����
�

������% ���$����� ���� ������������

��%&�, 2�3� ,/��
�-

1��	� f(M) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
n ���	��	
 � M0 ∈ Ω

���	
 )���) ������
	
 	
�# C�� M0 ���	
 ���	��	
 	
�
 f(M)

�	
������ �?���
 ����� 0�)�� 
��
��� ���
���)
���� �!�M05


f5� ������
�� ��� �#

=
� ���	 ��� & ��
�� M0 ����� f(M) )���$��
� ������ ���9�

,���� ������� � ��$
������ 9�
��
�� 	�
���� ��	���� ����� 
�����#

���� ���% ���� ���$����� 
�(
M0>� f>� 
��������� ��� 


)
=⇒

(
M0>� f>� ���$����� ��� 


)

+2@5.

P����� 4>�� ,���� 
 �� )���$��� ��� 
��������� ���% ���$�����

�
�
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A��%(+.�+� 2�4� C�� /��
��� �����
� 
�� f(M) = f(x1, x2, . . . , xn)

�	
����
 M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Ω# ���	
 )���) ������
	
 	
� �

M0 ���	
 ���	��	
 	
� f(M) �	
������ �?���
 ����� 
��
���

���
���)
���� �� 0�)���� ��) 
� ��
���� �!� '�
� ��� 
��
���

���
���)
��� '������ �)�
�
 "����� ��� 
�	�
��� ����� �
 ��(

�	��	
 �	
�
�)#

=
�	����& ����� 
��������� ���% ����" 
 ���$����� ��� ������

�
�	�� 
� ������ ���$������ ?��������� Q����
� ������% �� ���$�����


��������� ���� ��	�� ���& ������ ��� ����� 
��������� �����4���

	�
���%�

��%&�, 2�4� ,D���) ������
	
� �
'������ !��
�
�-

1��	� f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
n

���	��	
 � M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Ω ���	
 )���) ������
	
 	
�#

:�� ��!�	
 M0 ���	
 f(M) �	
������ �?���
 ����� 
��
���

���
���)
��� ��=
 '������ �
 "����� ��=
 ���	��	
 �	
�
#

*����9��� M0 ������� ��� ������� �����

��;,��+, 2�4� 1��	� f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) �	
����
 ������� �

Ω ⊂ R
n ���	��	
 � M0(x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Ω# M0 ���� ��
��
�
�

f(M) ��������� ���������� �
�� ���M0 ���	
 f(M) �	
������

�?���
 ����� 0�)�� 
��
��� ���
���)
��� '������ �
 "����

��
 ���	��	
 �	
�
#

TU����& ���$����� �����% ���������� ������ �� ���� �� ��!����

A���� ������� �
� ��������%& ������ 
 ����-�����	�� ������ ���#

���% ���������� ���� ������������
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��%&�, 2�5� ,D���) ������
	
� �
'������ !��
�
�-

1��	� f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) �	
����
 ������� � Ω ⊂ R
n ��(

�	��	
 � M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Ω ���	
 )���) ������
	
 	
�# :��

��!�	
 M05
 f �	
������ ���������
 ��� �#

=
� ���	 ��� & ����� 
��������� ���% ���� ���������� 
�(
M0>� f>� 
��������� ��� 


)
=⇒

(
M0>� f>� ���������� ��� 


)

+2@6.

A���� �������� �� ���������� � ���������	�� ���$����� �����%

����� �� ����� 
��������� ���
� �����4��� 	�
���%� ����������

�����% ������� �� ��� ��
�� )���$��
� 9:��&�,+,� ;��&��%& *�@

��&�

<��$�� +2@5.� +2@6. 	��������$ �!����$��� ���� ��

f 6+�*7���� 4%*�4 9:��&�,+,� *���&/ %&%��4��F �� -��: 9

$���4 f 6+�*7���� ���7�%��& � !%4%& *&���*�*�� *���&/=

=
�������
���& V�������� 2@4 � 2@5>�� ���� ����� ����� 
���������

,���� �����4��� 	�
������%� �
�����& +2@5.� +2@6. 	�������� ����#

���-���% �(�� ��� T�	�� �������" 6�������� ������ 
 ��������

P�������� 4 � 6>%�

2�2 
%*�4 9:��&�,+,� !���&�& -��,��/

,� :��� 5%5% �*��� 6+�*7����&� ;�,�&

=
4� ��$���� ����� 
��������� ,������ 	�
������� -�����	��������

S��	�� ������ ��(��� ,�4�� 6����������� �����4��� 	�
����� ,�#

������" �����% ����" �� )���$��
� 
��������� ����� ������ +�
�	��


 ��� ����� 	��! ��� '�'�(����� )���$������ �����.� TU����& ��!
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	��� �� ��
�������� +���������. ����� 
��������� ,������ 	�
#

��������� <���� �,����� �� ���� �
�	��� ��
��������� ����$�� ����

����������� �� ��������" ���% ���$����� 
� �
�����&M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n)

����� f(M) )���$��
� ������ ���9� ,���� ������� � ��$
�����%

������� �� !��
��

∂f

∂x1

(M0) = 0,
∂f

∂x2

(M0) = 0, . . . ,
∂f

∂xn

(M0) = 0,

��� f>� ������ ���9� ��)����$���� 
 !��
����

df(M0) =
∂f

∂x1

(M0) dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn

(M0) dxn ≡ 0 ∀ dxi (i = 1, n ) :

R����$ ���� 
��������� ��� ������ ��� ������� ����� �N�����

��������
�� ������ M0 ����� f )���$��
� ������� ���9� ��)����#

$���� ����%� O�������� �� ��������" )���$��� 2>�� ���9� �"��� 


M0 ���� ���>�� U(M0) ������
���� f(M) ∈ C2
(U(M0)

)
� ���������

f>� ������� ���9� ��)����$���% M0 ������

d2f(M0) =

(
∂

∂x1

dx1 + · · ·+ ∂

∂xn

dxn

)2

f(M0) =

=
n∑

i,j=1

∂2f(M0)

∂xi ∂xj

dxi dxj +2@7.

����( '�'�(�������� dxi ��)����$������� ����
���� � ,���#

������' '��� ��4������ ������

��%&�, 2�6� 1��	� M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ���� �
�5�� U(M0) ��������	
�

f(M) �	
����
 25�� ����� ����� �� f(M) ∈ C2
(U(M0)

)
� � M0 ����

f(M) �	
������ ������
�� ��� �� ����
�
� df(M0) ≡ 0#

1? C�� f5� 25�� ����� ������
���)� .��� �����
 � �
��. %�%�(

.���

��� ��
�����
 dx1, dx2, . . . , dxn �*��� ,������
���)(


���- '�
��� ���
� 
����
�
�� "�� ��
�

d2f(M0) > 0 ∀ dxi (i = 1, n ), dx2
1 + · · ·+ dx2

n �= 0,
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�!� M0 ���� f(M) �	
������ ,.���- )���) 
�
�
	
� ��� ��

M0 = Mmin #

2? C�� f5� 25�� ����� ������
���)� .��� 0�������
 � �
��.

%�%�.���

��� ��
�����
 dx1, dx2, . . . , dxn �*��� ,������
(

���)
���- '�
��� ���
� 
����
�
�� "�� ��
�

d2f(M0) < 0 ∀ dxi (i = 1, n ), dx2
1 + · · ·+ dx2

n �= 0,

�!� M0 ���� f(M) �	
������ ,.���- )���) 
����
	
� ���

�� M0 = Mmax #

3? C�� d2f(M0) ������� ������
���)� 
��
�%�. � ,�
�	
	
 �

�����
 � 0�������
 �����
��-� ��0 dx2
1 + · · · + dx2

n �= 0�

�!� M0 ���� f(M) �	
������ )���) ������
	
� ��� ��#

4? C�� d2f(M0) ≥ 0 ��
 d2f(M0) ≤ 0 ∀ dxi, dx
2
1+· · ·+dx2

n �= 0� �!�

��	�� ���
� ���) ��
� ������ M0 ���� ����� � �
�!�� f5�

������
	
� ��� )�
�)� ��
!�� �) �)�
�) ,	��

� ��� ��!�	


�!�'�
��� )���	��� '���"��	
-#

=
�	����& ����-�
� V����� 2@6>�& 
��������� ����
��
��% �������


 )���$��
� ������� ���9� ��)����$���� �����	��	����� �����#

�
��,� =
� 
& ��� ������� ���9� ��)����$���% ��
�� ����� �����'�(


 � �	� 
�������� ����� �� ����"� S�� ��� ������� ���9� ��)����$���%

��
�� ����� 	��	���� 
 �� ����% +(��� �������.� �	� 
���������

���� 
�

C&���* 13� E�
�
�

u = f(M) = f(x, y, z)
def
= x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 6z : R3 −→ R

�	
������ )���) ������
	

���# /	
����
 �
���� ������
��)� �

�
0��� ����
�
 ���	��	
� f ∈ C∞(R3)� �
�� �	�) � ��)�� ����?�)
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�����
 �����
�# +�. � �?��� ��
�
� f �	
������ ������
��

������ �?���
 ����� 
��
��� ���
���)
��� 
������# $�"
�
�

� )	��
� '�����) '�
�������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
f ′
x = 2x+ 2 = 0

f ′
y = 2y + 4 = 0

f ′
z = 2z − 6 = 0

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
x = −1

y = −2

z = 3

M0(−1,−2, 3) :

A����
�� �� f(M) �	
����
 �
��
�
� 
�� ������
�� ��� 	
��

M05
# A�	��
�� �����S� M0 ���� ������
	
� ��� � ��� ��# 7����
�

f(M) �	
������ 25�� ����� 
��
��� ���
���)
����

f ′′
xx(M) = 2, f ′′

xy(M) = 0,

f ′′
yy(M) = 2, f ′′

xz(M) = 0,

f ′′
zz(M) = 2, f ′′

yz(M) = 0 :

$�"
�
� f(M) �	
������ 25�� ����� ������
���)��

d2f(M) = f ′′
xx(M) dx2 + f ′′

yy(M) dy2 + f ′′
zz(M) dz2+

+ 2f ′′
xy(M) dx dy + 2f ′′

xz(M) dx dz + 2f ′′
yz(M) dy dz =

= 2
(
dx2 + dy2 + dz2

)
> 0, ��� dx2 + dy2 + dz2 �= 0 :

;�
� �� 25�� ����� ������
���)� .��� �����
 �� ��0 dx2+dy2+

dz2 �= 0� �!� '�
�<��
 H����
 226� 1�5� M0(−1,−2, 3) ������
��

���� f(M) �	
������ 
��� 
�
�
	
� ���
 �� Mmin = M0(−1,−2, 3) #

7����
� 
�� f(M) �	
������ '�
�!����.�
 
�
�
	
� �������

fmin = f(M0) = (−1)2 + (−2)2 + 32 − 2− 4 · 2− 6 · 3 = −14 :

 ��!� ��
� �� 
�
�
	
� ���� 
���
 �� �!� ������� fmin = −14


�
�
	
� '�
����
	
 � 
�� f(M) �	
������ %�����	�
 ������

min
M∈R3

f(M) = fmin = −14 #
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C&���* 14� 7���"���
�

u = f(M) = f(x, y, z)
def
= x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z : R3 −→ R

�	
����
 )���) ������
	

��� �?	
��# /	
����
 �
���� ����(

��
��)� � �
0��� ����
�
 ���	��	
� f ∈ C∞(R3)� � ��"0	
 ��
�
�

f �	
������ ������
�� ������ �?���
 ����� 
��
��� ���
(

���)
��� 
������# $�"
�
� � )	��
� '�����) '�
�������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
f ′
x = 3x2 + 12y = 0

f ′
y = 2y + 12x = 0

f ′
z = 2z + 2 = 0

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
3x2 − 72x = 0

y = −6x

z = −1

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
x(x− 24) = 0

y = −6x

z = −1

7�
�"�	
 �
�� �� '�
�����
 	
� ���	 )	�	
� ����
�
 f(M)

�	
����
 ���	 ������
�� ��� 	
��

M1(0, 0,−1), M2(24,−144,−1) :

:��
 ��	��
� ������
	
� 0������ !��
�

���M1 �M2 ������(


�� ������ '�
��# 7����
� f(M) �	
������ 25�� ����� 
��
���

���
���)
����

f ′′
xx(M) = 6x, f ′′

xy(M) = 12,

f ′′
yy(M) = 2, f ′′

xz(M) = 0,

f ′′
zz(M) = 2, f ′′

yz(M) = 0 :

$�"
�
� f(M) �	
������ 25�� ����� ������
���)��

d2f(M) = f ′′
xx(M) dx2 + f ′′

yy(M) dy2 + f ′′
zz(M) dz2+

+ 2f ′′
xy(M) dx dy + 2f ′′

xz(M) dx dz + 2f ′′
yz(M) dy dz =

= 6x dx2 + 2 dy2 + 2 dz2 + 2 · 12 dx dy =

= 2
(
3x dx2 + dy2 + dz2 + 12 dx dy

)
:
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A�����
��M1 �M2 ������ ��	��
� '������0��# +�.� ��"
�
�

f(M) �	
������ 25�� ����� ������
���)� M1 �����	
 � !��"�
�


�� 
��
��

d2f(M1) = d2f(0, 0,−1) = 2
(
dy2 + dz2 + 12 dx dy

)
:

L	�� ��
�� �� �����
 ����'���	��	
� 
��
�%�. � %��� dx, dy�

dz �*��� '�
��#  ���!���

��� ����
�
� dx = dy = 0, dz �= 0, �!� d2f(M1) = 2 dz2 > 0,

��� ��� dx = −dy �= 0, dz = 0, �!� d2f(M1) = −22 dy2 < 0 :

;�
� �� 25�� ����� ������
���)� M1 ���	
 
��
�%�. �� ��0

dx2 + dy2 + dz2 �= 0� �!� '�
�<��
 H����
 226� 3�5� M1(0, 0,−1)

������
�� ���� f(M) �	
������ ������
	
� ��� ��#

:��
 ��	��
� ������
	
� 0������ !��
�

��� M2 ������(


�� ���� '�
��# $�"
�
� f(M) �	
������ 25�� ����� ������
(

���)� M2 �����	
 � !��"�
� 
�� 
��
��

d2f(M2) = d2f(24,−144,−1) = 2
(
3 · 24 dx2 + dy2 + dz2 + 12 dx dy

)
=

= 2
(
72 dx2 + 12 dx dy + dy2

)
+ 2 dz2 :

1���� �� 
����)� �� 72 dx2 + 12 dx dy + dy2 '�
���? ��?��	��

�?�
��
� .��� �����
 �� ��0 dx2 + dy2 �= 0# 1��
	
 ����)� �

'�
�"��)� �
����)�� )��� ��?��	��
 ��
 '����)�� 
�����0������

Discriminant = 122 − 4 · 72 = 144− 288 = −144 < 0 :

MT��

�

d2f(M2) = 2
(
72 dx2+12 dx dy+dy2

)
+2 dz2 > 0, ��0 dx2+dy2+dz2 �= 0 :

7�
�<��
 H����
 226� 1�5� M2 ������
�� ���� f(M) �	
������


�
�
	
� ��� �� Mmin = M2(24,−144,−1) # 7����
� 
�� f(M) �	
�(

����� '�
�!����.�
 
�
�
	
� ������� fmin = f(M2) = −6913#
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*������� �� ,���� V����� 2@6>% ���� ����( '�'�(��������

��	��� ����,���" V����� 1@6>� ���� ��� 
 n ����( '�'�(�����

��	�� ���� ?�� ������ �	����� 
 n '�'�(����� ��	�� ��� ���� ��

��� V����� 1@7>%� ��% 
��������� ,������ 	�
��� 
 ����� )���$��
�

2>�� ���9� ������� � ��$
������ ����$��� R�� ����� ��! �����4���

������ ���� '����� 9 �
�� ����������$� ���������	�� ��������
��

-����$� V�� ������ ,�4��% ��� 69����� 
 
��������� ���$��� �
��#

�����
���� %����$�"% ����" 
 �����$�� �
�� ��� $������� 
 (���'��

������������� �����
�� �����$��
������$�

2�3 �&%) ��(�*+.�+���& ;��&�;�)��7

:�M�*+����� K��&� ,����

Y��������� ���$��� ���	�� $�
$ 
 ����� V����� 2@6>%� )���$��
�

2>�� ���9� +2@7. ��)����$���% �N����� ��� 
 ������� � �
� ��4���


 ����� ����!������ Z������� 2>�� ���9� +2@7. ��)����$���%

d2f(M0) =
n∑

i,j=1

∂2f(M0)

∂xi ∂xj

dxi dxj +2@8.

�����$ �����
�$��� 
 ����( '�'�(�������� dxi �N���$ +��)����#

$�������$. ��(�� ,�!������ +%�� ����& 2>�� ����N��� �������.�

A����� 
 �������� 9�� ���$���%& aij =
∂2f(M0)

∂xi ∂xj

i, j = 1, n �

dxi �N��% +��)����$������%. ��� �
� ������

��;,��+, 2�5� y1, y2, . . . , yn ∈ R %�%�.���

���

Q ≡ Q(y) ≡ Q(y1, y2, . . . , yn)
def
=

n∑
i,j=1

aij yi yj , aij = aji,
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����� �	
����
 �
��
	
 �
 	�"���
���� !�# ;�?��	����


<�� aij = const ∈ R ��������
���� ��"
���

A = (aij) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��?��	�� 
������ ����	
 � Q 	�"���
���� !�� ������#

A��%(+.�+� 2�5� C�� ��?��	����
 <�� A 
������ 
�� 0���'���

�
�����
�� �� aij ��������
��� ��������� f(M) : R
n −→ R

�	
������ 25�� ����� 
��
��� ���
���)
��
 �
 M0 ���	


aij =
∂2f(M0)

∂xi ∂xj

, i, j = 1, n,

�!� �������

A ≡
(
∂2f(M0)

∂xi ∂xj

)
i,j

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1 ∂x2

. . . ∂2f
∂x1 ∂xn

∂2f
∂x2 ∂x1

∂2f
∂x2

2
. . . ∂2f

∂x2 ∂xn

...
...

. . .
...

∂nf
∂xn ∂x1

∂2f
∂xn ∂x2

. . . ∂2f
∂x2

n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠


�����
 �
��
	
 �
 f �	
������ #



� ������ ,����) M0 ��(

�	
- ��
 ���*� �


���#

<�������� ��� ���� aij = aji 	�
���% ,����� 
� �������� �
�

����	����(���� 
 (��% ������� � ��$
������ ���������
��%&

∂2f(M0)

∂xi ∂xj

=
∂2f(M0)

∂xj ∂xi

:

/�$� �
�� aij = aji 	�
���% �������� 
� �� A �����$% ��,��&�* 
�

�
� ���	 ��� A �����$% ���%����� 
 �� ����� +�����	���$�� .

�����$� ���& A = AT �
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?��������	��� n = 2 �����' � n = 3 �����' ��	����� ����#

����
�� -�% � ��� �����$% �����
�$��� �� �
�	��&

Q = a11y
2
1 + 2a12y1 y2 + a22y

2
2, A =

(
a11 a12

a21 a22

)
,

Q = a11y
2
1+a22y

2
2+a33y

2
3+2a12y1 y2+2a13y1 y3+2a23y2 y3, A =

⎛
⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎟⎟⎠ :

=����4�����
�� ��	��� Q ��������
�� -�% ������ 
 �����
�$���

�����$�
�� ������& 69��9�� ���� ��� �����$%� yi '�'�(��������$

��!��� ��� ��" � ��� �
���

Q =
n∑

i,j=1

aij yi yj = yT Ay =
(
y1 y2 · · · yn

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2
...

yn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

����" �������� 
 �
�� ������ ������& y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2
...

yn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ �

��;,��+, 2�6� 1��	� ����� �

Q ≡ Q(y) ≡ Q(y1, y2, . . . , yn) =
n∑

i,j=1

aij yi yj = yT Ay

��?��	����
 <��#

1? Q(y) ��?��	����
 <�� ����	
 � $����� ���%���� ��� Q(y)5


�
�	
	
 � 
���
 �����
 �����
�� 0�)�� �� "������
 y �= 0
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������
��� '�
��� ����
�
� ��0 y1, y2, . . . , yn %�%�.���
(


��� 
����
�
�� "�� ��
�

Q(y) > 0, ��0 ∀ y �= 0 ��
 y21 + · · ·+ y2n �= 0 :

2? Q(y) ��?��	����
 <�� ����	
 � ����
���� ���%���� ��� Q(y)5


�
�	
	
 � 
���
 0�������
 �����
�� 0�)�� �� "������


y �= 0 ������
��� '�
��� ����
�
� ��0 y1, y2, . . . , yn %�%�.�(

��

��� 
����
�
�� "�� ��
�

Q(y) < 0, ��0 ∀ y �= 0 ��
 y21 + · · ·+ y2n �= 0 :

3? Q(y) ��?��	����
 <�� ����	
 � �& ����
���� ���%��� ,��


$����� ��
����%���-� ��� Q(y)5
 �
�	
	
 � 
���
 �� 0���(

����
 �����
�� 0�)�� y ∈ R
n ������
��� '�
��� � 
��

�
�	
	
 � "�� ������ �
�5�� �� "������
 y′ ∈ R
n �������

'�
���

Q(y) ≥ 0, ��0 ∀ y ∈ R
n, � ∃ y′ ∈ R

n, y′ �= 0 s.t. Q(y′) = 0 :

4? Q(y) ��?��	����
 <�� ����	
 � �& $����� ���%��� ,��
 �����


���� ��
����%���-� ��� Q(y)5
 �
�	
	
 � 
���
 �� �����


�����
�� 0�)�� y ∈ R
n ������
��� '�
��� � 
�� �
�	
	
 �

"�� ������ �
�5�� �� "������
 y′ ∈ R
n ������� '�
���

Q(y) ≤ 0, ��0 ∀ y ∈ R
n, � ∃ y′ ∈ R

n, y′ �= 0 s.t. Q(y′) = 0 :

5? Q(y) ��?��	����
 <�� ����	
 � �%������%���� ��� 
� ��
 ���(

��
� ��
 0�������
 ������) �#

6? Q(y) ��?��	����
 <�� ����	
 � ��
����%��� ��
 	 �'��%����

���%���� ��� 
� ��
 �����
� ��
 0�������
 ����������)

�#
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7? Q(y) ��?��	����
 <�� ����	
 � �%�����( ,��
 �%��������%-�

��� 
� �
�	
	
 � �
�!�� �����
� ��
!�� �) 0�������


�����
��#

C&���* 15� 12 Q(y1, y2, y3)
def
= y21 + 2y22 + 3y23 ��?��	����
 <�� ���(

��
 ������) �� Q(y1, y2, y3) > 0 ∀ y = (y1, y2, y3), y
2
1 + y22 + y23 �= 0#

22 Q(y1, y2, y3)
def
= y21 + y22 + y23 + 2y1y2 + 2y1y3 + 2y2y3 ��?��	����


<�� �����
 ����������) �� ��
� ��

Q(y1, y2, y3) = (y1 + y2 + y3)
2 ≥ 0 ∀ y = (y1, y2, y3) ∈ R

3� �
� ��	


Q(y1, y2, y3) = 0� ��0 y1 = −y2 − y3 �= 0#

32 Q(y1, y2, y3)
def
= y21 − y22 + y23 + y1y2 + y1y3 + y2y3 ��?��	����
 <��


��
�%�. �� ��
� �� Q(1, 0, 0) = 1 > 0, Q(0, 1, 0) = −1 < 0#

W�������
�� -���� ����������� ��
�� ������
�� ����� �� ����

��
�������� ���� =���������� ��
�����%� ������ <�������� ��
���

��
������ 
�

R�������� ����$� �� ��������
�� -�

Q ≡ Q(y) ≡ Q(y1, y2, . . . , yn)
def
=

n∑
i,j=1

aij yi yj , aij = aji, +2@9.

��� �����$� 


A = (aij) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ :
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<�������� ����
�� ���������%&

Δ1
def
= a11, Δ2

def
=

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ , Δ3
def
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
, · · ·

Δk
def
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k
...

...
. . .

...

ak1 ak2 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, · · · Δn

def
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

����� ������ �� A ,��&�7� ��*�+����� +��� $4 ��%&? ,��%&��&�

��%&�, 2�7� ,A�)������ '����
���-

1? M�!��"� +2@9. ��?��	����
 <�� �����
 ������) )�
� �
'������

� � 0������� �� 
�� 
������ 0�)�� �
��	
���
 
�
��
���

�����
 )�
�
�

Δ1 > 0, Δ2 > 0, Δ3 > 0, · · · ,Δn > 0 : +2@10.

2? M�!��"� +2@9. ��?��	����
 <�� 0�������
 ������) )�
� �
'��(

���� � � 0������� �� 
�� 
������ �
��	
���
 
�
��
���


��
�'����%�. )�
�
� �
� ��	
 �?���
 
�
��� )�
� 0���(

����
� ����
�
�

Δ1 < 0, Δ2 > 0, Δ3 < 0, · · · , (−1)nΔn > 0 : +2@11.

3? M�!��"� +2@9. ��?��	����
 <�� �� 0�������
 ������) ,�����


����������)- )�
� �
'������ � � 0������� �� 
�� 
������

0�)�� �
��	
���
 
�
��
��� �� 0�������
 )�
�
�

Δ1 ≥ 0, Δ2 ≥ 0, Δ3 ≥ 0, · · · ,Δn ≥ 0, +2@12.

�
� ��	
� ���	��	
 	
� "������
 �
��	
���
 
�
��� ∃ Δk =

0 �
�5�� k5� '�
��#
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4? M�!��"� +2@9. ��?��	����
 <�� �� �����
 ������) ,0�������


����������)- )�
� �
'������ � � 0������� �� ������� '�(

����) !��
�
�

Δ1 ≤ 0, Δ2 ≥ 0, Δ3 ≤ 0, · · · , (−1)nΔn ≥ 0, +2@13.

�
� ��	
� ���	��	
 	
� "������
 �
��	
���
 
�
��� ∃ Δk =

0 �
�5�� k5� '�
��#

5? C�� A 
������ �
��	
���
 
�
��
��� 0������	
 �
 +2@10.�

+2@11.� +2@12.� +2@13. !��
�

���� ���0����� 
�� ��) !��
�
�
�

�!� +2@9. ��?��	����
 <�� 
��
�%�. ,
��
��
����- �#

A��%(+.�+� 2�6� L�
����� ��
����� ��?��	�� A = (aij) 
��(

����
 
	�
!�� ����)� � �������) A�'
�
	
 2265	
 ��� ����


��
�������)� ����������) ��
 
��
��
���� )�
�)	 '���	��	
(


���# U��"�!�� ��� 
������ aij �������� ����)� � ��"
�)

Q ≡ Q(y) ≡ Q(y1, y2, . . . , yn) =
n∑

i,j=1

aij yi yj = yT Ay

��?��	����
 <� � ���
�) H����
 2275� 1�)5� ������ !��
�

���#

2�4 
%*�4 9:��&�,+,� !���&�& -��,��/

,� :��� 5%5% �*��� 6+�*7����&� ;�,�&

>)�&+��*+.�+�?

P9������ <������� 2@6>� ��� 	��������" ������������� �����#

$��
������$� ������ 
 ����-�����	�� V����� 2@6>%�

��%&�, 2�8� 1��	� M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ���� �
�5�� U(M0) ��������	
�

f(M) �	
����
 25�� ����� ����� �� f(M) ∈ C2
(U(M0)

)
� � M0 ����
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f(M) �	
������ ������
�� ��� �� ����
�
� df(M0) ≡ 0# &��� ����

M0 ���	
 f(M) �	
������ 25�� ����� 
��
��� ���
���)
���


��
���
�

aij
def
=

∂2f(M0)

∂xi ∂xj

, i, j = 1, n,

� ���
��� ��"
�
�

Q ≡ Q(dx1, dx2, . . . , dxn) ≡ d2f(M0) =
n∑

i,j=1

aij dxi dxj +2@14.

��?��	����
 <�
 �� A = (aij) 
�������#

1? C�� Q ��?��	����
 <�� �����
 ������) �� �!� M0 ���� f(M)

�	
������ ,.���- )���) 
�
�
	
� ��� �� M0 = Mmin #

2? C�� Q ��?��	����
 <�� 0�������
 ������) �� �!� M0 ����

f(M) �	
������ ,.���- )���) 
����
	
� ��� �� M0 = Mmax #

3? C�� Q ��?��	����
 <�� 
��
�%�. ,
��
��
����- �� �!� M0

���� f(M) �	
������ )���) ������
	
� ��� �� #

4? C�� Q ��?��	����
 <�� ����������) �� �!� ��	�� ���
� ���)

��
� �����2 M0 ���� ����� � �
�!�� f5� ������
	
� ���

)�
�)� ��
!�� �) �)�
�) ,	��

� ��� ��!�	
 �!�'�
��� )���	���

'���"��	
- #

;�������� V����� 2@7>�� �����
�$�� <�������� ��
�����%& ������


 -�����	�� �
� ��
������� ������
��� 
��������� ,������ 	�
#

���%�

��%&�, 2�9� 1��	� M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ���� �
�5�� U(M0) ��������	


f(M) �	
����
 25�� ����� ����� �� f(M) ∈ C2
(U(M0)

)
� � M0 ����

f(M) �	
������ ������
�� ��� �� ����
�
� df(M0) ≡ 0# &���
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����M0 ���	
 f(M) �	
������ 25�� ����� 
��
��� ���
���)
���


��
���
�

aij
def
=

∂2f(M0)

∂xi ∂xj

, i, j = 1, n,

� ���
��� ��"
�
� A = (aij) 
������#

1? C�� A 
������ 0�)�� �
��	
���
 
�
��
��� �����
 �


Δ1 > 0, Δ2 > 0, Δ3 > 0, · · · ,Δn > 0, +2@15.

�!� M0 ���� f(M) �	
������ ,.���- )���) 
�
�
	
� ��� ��

M0 = Mmin #

2? C�� A 
������ �
��	
���
 
�
��
��� 
��
�'����%�. �
�

�
� ��	
� �?���
 
�
��� 0�������
 �� ����
�
�

Δ1 < 0, Δ2 > 0, Δ3 < 0, · · · , (−1)nΔn > 0, +2@16.

�!� M0 ���� f(M) �	
������ ,.���- )���) 
����
	
� ���

�� M0 = Mmax #

3? C�� Q ��?��	����
 <�� 
��
�%�. ,
��
��
����- �� �!� M0

���� f(M) �	
������ )���) ������
	
� ��� �� #

4? 1��	� ���� 	
� �����������	���
 !��
�

���� ���� 
����

Δ1 ≥ 0, Δ2 ≥ 0, Δ3 ≥ 0, · · · ,Δn ≥ 0, +2@17.

��


Δ1 ≤ 0, Δ2 ≥ 0, Δ3 ≤ 0, · · · , (−1)nΔn ≥ 0, +2@18.

�
� ��	
� ���	��	
 	
� "������
 �
��	
���
 
�
��� ∃ Δk =

0 �
�5�� k5� '�
��# :�� ��!�	
 ��	�� ���
� ���) ��
� �����2

M0 ���� ����� � �
�!�� f5� ������
	
� ��� )�
�)� ��
!�� �)

�)�
�) ,	��

� ��� ��!�	
 �!�'�
��� )���	��� '���"��	
-

#
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5? C�� A 
������ �
��	
���
 
�
��
��� 0������	
 �
 +2@15.�

+2@16.� +2@17.� +2@18. !��
�

���� ���0����� 
�� ��) !��
�
�
�

�!� M0 ���� f(M) �	
������ )���) ������
	
� ��� �� #

*������� �� V����� 2@9>% n>��'��� ��	�� ��� 
 ���� �� ����

'�'�(����� ��	��� ����,���" V����� 1@7>%� ���� ������$�� 
��

���
���
�� ���������$ ������ �����% ���
��

C&���* 16� E�
�
�

u = f(M) = f(x, y, z)
def
= 2x2 − xy + 2xz − y + y3 + z2 : R3 −→ R

�	
������ ������
	

���# +�. 
����
�� �� �	
����
 �
����

������
��)� � �
0��� ����
�
 ���	��	
� f ∈ C∞(R3)� � ������
�(


�
 '�� .
��� �?���
�) �� �����# E�
�
� �	
������ ������(


�� ������� ��� ��� '�
�� ��"
�
� � )	��
� '�����) '�
�������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
f ′
x = 4x− y + 2z = 0

f ′
y = −x− 1 + 3y2 = 0

f ′
z = 2x+ 2z = 0 :

D	��)�� '�
�"�	
 �
�� �� '�
�����
 	
� 
���
 ���	 )	�	
�

M1

(
1

3
,
2

3
,−1

3

)
, M2

(
−1

4
,−1

2
,
1

4

)
:

A��
� f �	
������ ������
�� ��
 ������
	
� '
������ �����


�
# :��
 �
�
�
� �	
������ ������
	
� 0������ !��
�

���

��	�
�
�# 7����
� f �	
������ 25�� ����� 
��
��� ���
���)
����

f ′′
xx(M) = 4, f ′′

xy(M) = −1,

f ′′
yy(M) = 6y, f ′′

xz(M) = 2,

f ′′
zz(M) = 2, f ′′

yz(M) = 0 :
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$�"
�
� f �	
������ 25�� ����� ������
���)� � �������
� ��


��!�� ��?��	����
 <��

d2f(M) = f ′′
xx(M) dx2 + f ′′

yy(M) dy2 + f ′′
zz(M) dz2+

+ 2f ′′
xy(M) dx dy + 2f ′′

xz(M) dx dz + 2f ′′
yz(M) dy dz =

= 4 dx2 + 6y dy2 + 2 dz2 − 2 dx dy + 4 dx dz,

��� 
������ ����
� '�����) ������ A ≡ A(M) =

⎛
⎜⎜⎝

4 −1 2

−1 6y 0

2 0 2

⎞
⎟⎟⎠ :

7���"���
� 
�. M1

(
1
3
, 2
3
,−1

3

)
������
�� ���� ������
	
�

0������ !��
�

���# ;�?��	����
 d2f(M) <�� 
������ M1

���	
 ��
�	
� '�����) ������

A(M1) =

⎛
⎜⎜⎝

4 −1 2

−1 4 0

2 0 2

⎞
⎟⎟⎠ :

7����
� A(M1) 
������ �
��	
���
 ,�).����- 
�
��
����

Δ1 = 4 > 0, Δ2 =

∣∣∣∣∣ 4 −1

−1 4

∣∣∣∣∣ = 15 > 0, Δ3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 2

−1 4 0

2 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 14 > 0 :

+2@19.

;�
� �� A(M1) 
������ �
��	
���
 0�)�� 
�
��
��� �����


�
� �!� '�
�<��
 H����
 2295�� M1 ���� f �	
������ )���)


�
�
	
� ��� �� Mmin = M1#

+��
�� �� +2@19. !��
�

���� ��
 �� A(M1) 
������ �
��	
���


0�)�� 
�
��
��� �����
 )�
�)�� ��� A�)������ '����
��� ,H����


227- 
��
��	
 �� �� A(M1) 
������ ��
 
��
 '�
�!����.�
��

��?��	����
 d2f(M1) <�� �����
 ������) �
� �
�� '�
�<��
 H��(

��
 2285�� 
	�
!�� '�����	
 �� �� M1 ���� f �	
������ )���)


�
�
	
� ��� �� Mmin = M1#
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:��
 '���"���
� M2

(−1
4
,−1

2
, 1
4

)
������
�� ���� ������
	
�

0������ !��
�

���# ;�?��	����
 d2f(M) <�� 
������ M2

���	
 ��
�	
� '�����) ������

A(M2) =

⎛
⎜⎜⎝

4 −1 2

−1 −3 0

2 0 2

⎞
⎟⎟⎠ :

7����
� A(M2) 
������ �
��	
���
 ,�).����- 
�
��
����

Δ1 = 4 > 0, Δ2 =

∣∣∣∣∣ 4 −1

−1 −3

∣∣∣∣∣ = −13 < 0, Δ3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 2

−1 −3 0

2 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −14 < 0 :

+2@20.

+2@20. !��
�

��� 
��
�
�	
 �
� �� A(M2) 
������ �=� 
��
�(

������) �� �=� �) ����������) � �� 0������	
 H����
 2295� 1�)4�

!��
�

���
� ��) 0������	
 � H����
 2295� 5�5�� !��
�
�
�

�
��� �"�����
	
 �
�� �� M2 ���� ������
	
� ��� ��#

+	�
 �"�����	���
� ����)� � '�
��)� ��� �������
� d2f(M2)

��?��	����
 <���

d2f(M2) = f ′′
xx(M2) dx

2 + f ′′
yy(M2) dy

2 + f ′′
zz(M2) dz

2+

+ 2f ′′
xy(M2) dx dy + 2f ′′

xz(M2) dx dz + 2f ′′
yz(M2) dy dz =

= 4 dx2 − 3 dy2 + 2 dz2 − 2 dx dy + 4 dx dz :

L	�� ��
�� �� d2f(M2) ��?��	����
 <�� 
��
�%�. �#  ���!���

��� ����
�
� dy = dz = 0 � dx �= 0� �!� ����
�
� d2f(M2) =

4 dx2 > 0#  �� ��� ����
�
� dx = dz = 0 � dy �= 0� �!� ����
�
�

d2f(M2) = −3 dy2 < 0# ;�?��	����
 d2f(M2) <�� 
��
�%�.	��	
�

��� H����
 2285�� ���<��) �	�� � ��)��� �� M2 ���� ������
	
�

��� ��#

58



34%� 3

N+�*7���� -��,���*��

>;�&�!�&�*��? 9:��&�,+,��&/=


�$&��<� ,�.%L/

*�(��� 9��(����� �������� 
��������� ������ ������� �� ������

,�$��-��� ��������� ��� �� 	�
�������� S ���,����
�� ����$&

�
� 9�(�� ��������" 	�
������� +��� ����,������. 
���������

�����% 	��� 
 ,�������� ���� ���$�$�� 	�
���������

3�1 O�L&� L&��':/ �&*+

5%5% �*��� 6+�*7����&� ;�,�&

D��!�,����� 	�
������� 
��������� �����$��
��% �� 	��! 6����#

����

C&���* 17� 1������
�

z = f(x, y)
def
=
√
1− x2 − y2
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�	
����
� ��� ����
�
 ���	��� D := {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} %��

����� ����

 �� ��� ������� ����
 
����� ���������
# :��

�	
����
 ����
 '���"���) ��
� K��
�� 15	
 � !��"�)� �� f

�	
������ )���) ������
	
� 
��� ���
 � ��"0
������ )���) 
��(

��
	
� ���� Mmax = (0, 0) # A��
�� )���) � 0����<�� ������
	
�

.
���� )����
 )	���� �#

:��
 
� %��� ��) .
��� <�����!�
�# E�
�) ����) f �	
������

������
	

��� �� �� 
�� �
0��� D ����
�
 ���	��	
� ��) D5�

�
�5�� �
��0�"
	���
 ���� �
�5�� ���� ��
 '������ ���� B��
��

��
�
� �	
������ ������
	
� ������ � ������
	

��� y = 1−x

	��� ��
 '������ ���� ��
 �
��� � ����
�
 ���	��	
# MT���

'������	

 �������
� '�
����� �������

ϕ(x, y)
def
= x+ y − 1 = 0 , +3@1.

��
 �
��
	
 �
 ��*� �� �
����# N�����
	
� ����� .
����

���* ����)� � 
�������
�) ���!���⎧⎨
⎩f(x, y) =

√
1− x2 − y2 �−→ extr.

ϕ(x, y) ≡ x+ y − 1 = 0
+3@2.

MT��

� 
�� 
!����
 � )	��) !��
�
���
 ������
	
� +3@2. .
��(

�� +3@1. ��!� '������
�
 �?���	���
 ��!�	
#  �� +3@2. .
���

��
��)��� )	�	

���� ��!�� R
2 '���	���
 ����� ��
��
�
�

*��������� �	
��
���� �
�
� ϕ(x, y) = 0 ���� ��� ��
 +3@1.

��!� '������
�
 ��!�	
#

+����
�� �� ��� ϕ(x, y) = 0 ���� �
�
�� 0����<�� ������(


	
� ������ �!� ���!��� !��
�
���
 ������
	
� ���� �'�(


�
�
�� 0����<�� ������
	
� Mmax = (0, 0) ���� '��# A����


+3@2. .
��� +3@1. ��!� '������
�
 ���� �� �
�
	
 ��"0
������

� 	��

� �	
�
� !��
�
���
 ������
	
� ��) �����#
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;�
� �� 
�
� %������
 ������	
 �
� �� �� �
0��� f �	
�(

���
� ��) 
���
 
�� 
����	
� ϕ(x, y) ≡ x+y−1 = 0	��� ���� �!�

+3@2. .
���� '���	���
0 �)	���� ��� �

�����
���
 �������
�

��!� y = 1−x '������	
� f �	
������ 0�
�<�� 
�� � <�����(

!�
� ��������
 ������
	
� .
����

f(x, y)

∣∣∣∣∣
y=1−x

= f(x, 1− x) =
√
1− x2 − (1− x)2 �−→ extr., x ∈ [0, 1] :

A������ 
����% � ��������
 ������
	
� .
���
 ���� )	��	


� ��������
 ���
���)� 
�������

f(x, 1− x) =
√
1− x2 − (1− x)2 =

√
2x(1− x), xmax =

1

2
:

:������� �) ���
	
 �
�� �� +3@1. ��!� '������
�
� 0��������

Mmax = (1
2
, 1
2
) ���� 
��� !��
�
���
 ������
	
� ,
����
	
�-

���
 �� ��� !��
�
���
 
����
	
� ������ �)�
� fmax = f(1
2
, 1
2
) =

√
2
2
#

S��	�� ������� 	�
������� 
��������� (����% ������
��, �� #

��$ ��	� ���������� ��������� ��"������, )���$��
� ,���-��

���� <� �������� �"�� ������ ������ ��	� ���������� 	��!��
��

�������� ��, y>% ,�$���
� ������
���$ x>� ����$��& y = y(x) �

��� ϕ(x, y) = 0 ��	� ���������% ��
� 
 ����� �� '��� �����

%������� !���
������
 �����
�$���

ϕ(x, y) = 0 ⇐⇒
⎧⎨
⎩x = x(t)

y = y(t)
t0 ≤ t ≤ t1,

�	� ��������� ��"������ �"����% ����� �������� 
� <��$��"

z = f
(
x(t), y(t)

) �−→ extr. t0 ≤ t ≤ t1, +3@3.
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)���$��� ��(�� 
 ���
� ��� t ����( '�'�(�����$ � ���-
�� 	�
#

������� 
��������� +3@2. (����% ���9�� 
 +3@3. ��������� 
�����#

���� (������

=���� ,��� ��	� ��� ������� ��, ϕ(x, y) = 0 ��	� ����������$

���� ����" x � y '�'�(��������$ ���% ,�$���
� ������
��� �
�����

��� �����4�� 	����������� �������������� �����
�$���� R��-
��

�������� ���� �� ϕ(x, y) = 0 ��	� ���������% ������ 
 ��� '�'�(�#

���� y = y(x) )���$��� ��� ����� �����$ ������
�$�� �
0���'���

�	
�����

ϕ(x, y) = 0 ⇐⇒ y = y(x) ��,�$���
� )���$�� :

V�� y = y(x) )���$��
� ,�$���
� ����� �
4� ������� �
�������
���

-��������� ������ 
 �
� ��"����� z = f(x, y) )���$��
� ��� � ��������

�� ���$% ,����� 
 ��� '�'�(����� )���$��
� ��������� 
���������

����!�����%&

z = f
(
x, y(x)

) �−→ extr. x0 ≤ x ≤ x1 : +3@4.

A���!����% ���������� ����� 	�������� 
 +3@4. ,��� )���$���

� ��$�� +,��� )���$��
� � ��$��� �������.&

z′x = f ′
x + f ′

y y
′
x : +3@5.

=
���"�$ 
� ����� 
 �������� ������ y = y(x) ��,�$���
� )���$��
�

� ��$
��%� ���% ������ 
 ���� ��,�$���
� )���$��
� � ��$��� ��
���

,���-��� ��� ������������� � ��$���� ϕ(x, y) = 0 ��	� ���������%

%�� x>�& ���������� �� y>% ��(
�� 
 x>�$&

0 =
d

dx
ϕ
(
x, y(x)

)
= ϕ′

x + ϕ′
y y

′
x : +3@6.

���$�$�� ����������� �� ϕ′
y �= 0� ������ ��� ��,�$���
� )���$��
�

� ��$
��%&

y′x = −ϕ′
x

ϕ′
y

: +3@7.
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:�"������� +3@7.>% +3@5.>� ���� ������ ��� +3@4. z ,��� )���$��
�

� ��$
��%&

z′x = f ′
x − f ′

y

ϕ′
x

ϕ′
y

: +3@8.

Y��������� ������% 	������� 
� �� ��( � ���� 	��� 
 9�����

���$����� �����%� � �����& +3@8. � ��$
��% ��������$���� !��
�&

z′x = f ′
x − f ′

y

ϕ′
x

ϕ′
y

= 0 : +3@9.

=
�	���� 	�
������� �������� 
��������� �����% 	��� 
 ,��������

+3@9. � ��	� ��������������&

f ′
x − f ′

y

ϕ′
x

ϕ′
y

= 0, ϕ(x, y) = 0 : +3@10.

<��$��� ������������� �������9� ��% ������ 
 �����
�$��� �����

������ ������' ������� R�� ����� ����� ��� ��� 64����� 	�������

−λ
def
=

f ′
x

ϕ′
x

=
f ′
y

ϕ′
y

, +3@11.

����" (−) ����% 	������� �
 � ���� 
 !�� ��(������� ��������
��

������� P9������ λ 	��������$� +3@10. �������9% ����9���� 


�
�	��& ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
f ′
x(x, y) + λϕ′

x(x, y) = 0

f ′
y(x, y) + λϕ′

y(x, y) = 0

ϕ(x, y) = 0 :

+3@12.

=
�	���� +3@12. �������9% ����� 
 f(x, y) )���$��
� 	�
�������


��������� ��;&�<�)� -��,��/ ϕ(x, y) = 0 ��	� ���������� ��	#

���� A������ �� ���� '��-�� ��� �� ��⎧⎨
⎩f(x, y) �−→ extr.

ϕ(x, y) = 0
+3@13.
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	�
������� 
��������� (����%� ;�!����� � �� ���� +3@12. �������9%&

���� �������� 	�
������� �������� 
��������� ,���� �����% +���#

$����� �����%.� ����$�$ ��� 	��� 
 %������ ����	�� 	�
�������


��������� �����%�

+3@12. �������9�� ����� ��'�' ���� ���� ����� ��!��� �� ��#

��
�� 64����� )���$���&

L(x, y) ≡ L(x, y, λ)
def
= f(x, y) + λϕ(x, y) , (x, y) ∈ D, λ ∈ R, +3@14.

����" (x, y) ���% '�'�(��� 
 �� +�������. D ⊂ R
2 ���� ����
����

��� λ>� ������ 	������� 
�

<������� L )���$��� ������� �� 
�$&��<� 6+�*7��� λ 	���#

����%& 
�$&��<� !�P,�-��*�Q ��� 
�$&��<� ��%&%) $%&'�*�7� �

��������� 	�
������� 
��������� �����9��� �"����% �������

�� 
�$&��<� ,�.%L�

A��� 
 ������� �� +3@12. �������9� ,���� ���� ������������� -�(

�����% ��9���4� L )���$��
� ������� � ��$
������ ��&⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
f ′
x(x, y) + λϕ′

x(x, y) = 0

f ′
y(x, y) + λϕ′

y(x, y) = 0

ϕ(x, y) = 0

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
L′
x(x, y, λ) = 0

L′
y(x, y, λ) = 0

L′
λ(x, y, λ) = 0 :

+3@15.

?��� '������� �	�$�$�$��� 	�
������� 
��������� �����4���

	�
���%� ��% ��9���4� )���$��
� ����$�� ����
�� -�����	��% ����#

���

��%&�, 3�1� 1��	� z = f(x, y) � ϕ(x, y) �	
����
��� ������� �
 �

����� �
 Ω ⊂ R
2 ���	��	
� f(x, y), ϕ(x, y) ∈ C1(Ω)� � M0(x0, y0) ∈ Ω

���� f5� !��
�
���
 ������
	
� ��� � ϕ(x, y) = 0 ��!� '���(

���
�
 ��!�	
# &��� ���� M0(x0, y0) ���	
 ϕ(x, y) �	
������

������
�� "������
 ������ ��� ����
�
� ϕ′
x(x0, y0) � ϕ

′
y(x0, y0)���
(

���)
��� 
����
�
�� "�� ��
#
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:�� ��!�	
 ���	��	
 	
� λ0 ∈ R ����� ��
!���
� �� (x0, y0, λ0)

�?���� 0�����	
 � +3@15. '�
������
� ����
�
� D����
�� L

�	
������ ������
�� ��� �#

/������,�� 	�
������� 
��������� +3@16. (����% ������ �� ���

����� ��! �����4��� ����� ������ 	�
������� 
��������� �� ���
�

�����4���� �
� ��� ,������ 	�
������%� ��9���4� �����9��� ��#

���% �
���� ���
������ 
� �� ��
� 
 ����� �
� ,������ 	�
������%

��'�' -�����	�� ��9���4� )���$��
� ������������ A������� ����%

����
��� 
&

f(x, y) 6+�*7���� -��,���*�� 9:��&�,+,�  �L�&/ ;�,�&<�: 9

fR� 
�$&��<� 6+�*7���� �%�%&�*�� 4%*�4 9:��&�,+,�  �L&��=

=
4� ����� N�9��� -�����	��� 	�
������� 
��������� ,������

	�
���%�

��%&�, 3�2� ,U��
�
���
 ������
	
� 0������ !��
�
�-

1���� � 25�� ����� ����� f(x, y) �	
������ !��
�
���
 ���(

���
	
� .
���� ϕ(x, y) = 0 ��!� '������
�
 ��!�	
� ����
�
�⎧⎨
⎩f(x, y) �−→ extr.

ϕ(x, y) = 0 :
+3@16.

1��	� M0(x0, y0) ���� �
�5�� λ = λ0 ������ ��!�	
 f(x, y) �	
�(

����� D����
�� L(x, y) ≡ L(x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y) �	
������

������
�� ��� �� ����
�
� dL(x0, y0) ≡ 0� ��
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
f ′
x(x0, y0) + λ0ϕ

′
x(x0, y0) = 0

f ′
y(x0, y0) + λ0ϕ

′
y(x0, y0) = 0

ϕ(x0, y0) = 0 :

+3@17.

$�"
�
� D����
�� �	
������ 25�� ����� ������
���)� M0(x0, y0)

���	
�

d2L(x0, y0) = L′′
xx(x0, y0) dx

2 + 2L′′
xy(x0, y0) dx dy + L′′

yy(x0, y0) dy
2 :
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1? C�� d2L(x0, y0) > 0 0�)�� ∀ dx, dy ������
���)
��� ,�*���-

'�
��� ���
� 
����
�
�� "�� ��
 � 0������	
 �
 ��!�

������
���� '������
�
��

dx2 + dy2 �= 0, ϕ′
x(x0, y0) dx+ ϕ′

y(x0, y0) dy = 0 , +3@18.

�!� M0(x0, y0) ���� f �	
������ ,.���- !��
�
���
 
�
�(


	
� ��� �� M0(x0, y0) = Mmin� ϕ(x, y) = 0 ��!� '������
�


��!�	
#

2? C�� d2L(x0, y0) < 0 0�)�� ∀ dx, dy ������
���)
��� ,�*���-

'�
��� ���
� 
����
�
�� "�� ��
 � 0������	
 �
 ��!�

������
���� '������
�
��

dx2 + dy2 �= 0, ϕ′
x(x0, y0) dx+ ϕ′

y(x0, y0) dy = 0,

�!�M0(x0, y0) ���� f �	
������ ,.���- !��
�
���
 
����(


	
� ��� �� M0(x0, y0) = Mmax� ϕ(x, y) = 0 ��!� '������
�


��!�	
#

3? C�� d2L(x0, y0) ������� ����� ������
���)� 
��
�%�. � ,�
�	(


	
 � �����
 � 0�������
 �����
��- dx, dy ������
���)(


��� ,�*���- 
	�
 +3@18. ��'
�
�%��	

��� 
����� �!�

M0(x0, y0) ���� f �	
������ !��
�
���
 ������
	
� ���

��#

4? C�� d2L(x0, y0) ≥ 0 ��
 d2L(x0, y0) ≤ 0� ��0 dx, dy ������
(

���)
��� ,�*���- 0������	
 �
 
	�
 +3@18. ��'
�
�%�(

�	

���
� �!� ��	�� ���
� ���) ��
� �����2 M0(x0, y0) ����

����� � �
�!�� f5� !��
�
���
 ������
	
� ��� )�
�)� ��
(

!�� �) �)�
�) ,	��

� ��� ��!�	
 �!�'�
��� )���	��� '���(

"��	
-#
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=
�	����& ���	�� ����� 
��������� ��	��� 
� +��B� V����� 1@6.�

�
4� 	�
������� 
��������� ��	��� �� ������� ���9� ��)����$���%

+��9���4� )���$��
�. ��
�� ���$����� ����� ������ 
 	�
�������


��������� ����
��
��%�

W�������� �� ���� 	��! 6��������� ����$�� 	�
������� 
�����#

������% ���������� �������� ������ ,�!��	��������� ��9���4�

��������

C&���* 18� 6�
� ����
 K��
��
�� 2 � 75	
 �

����) ��
�

z = f(x, y)
def
= x2 + y2 : R2 −→ R+,

�	
����
 ,�)�!����
 !���0�)���- � !��"�)� �� Mmin = (0, 0)

��"
0
����� f5� 0����<�� 
�
�
	
� ��� �#

:��
 <�����!�
� 0�)�����
 ��)� !��
�
���
 ������
	
� .
���

ϕ(x, y) = x+ y − 1 = 0 ��!� '������
�
 ��!�	
�⎧⎨
⎩
f(x, y) = x2 + y2 �−→ extr.

ϕ(x, y)
def
= x+ y − 1 = 0 :

+3@19.

��� 8
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U��
�
���
 ������
	
� ��� .
��� �
�
����* � '����
�)�

���
��� ����� y = 1 − x ��!� '������
�
 �

�����
 ����(

��	

 � � 
�� %�%�.���
� f(x, 1− x) �	
������ ��������
 ���(

���
	
� '���"��	

 �# H��
	
 �
� �� �
�������
� ��!�� ���(

�	��	
#

D	��
� +3@19. .
���� D����
�� 
������� ��!��"� �	�� ��
��

�
�!�� � ��
 ����	
# $�"
�
� f5� D����
�� �	
����
�

L(x, y) = f(x, y) + λϕ(x, y) = x2 + y2 + λ(x+ y − 1), λ ∈ R,

����� λ5
 D����
�� �
���� 0�"
�!����� ,��������- �# +�.

��
�
� D����
�� L(x, y) �	
������ ������
�� ������# 1�� '�(


�� ��"
�
� � )	��
� '�����) '�
������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
L′
x(x, y, λ) = 2x+ λ = 0

L′
y(x, y, λ) = 2y + λ = 0

L′
λ(x, y, λ) = x+ y − 1 = 0 :

+3@20.

7�
������ 15�
 � 25�� '������	

���� '��� � ���
�)� �� x = y�

�
��� ���
	
 �
� ⎧⎨
⎩
λ = −1

x = y =
1

2
:

:��!����� M0(
1
2
, 1
2
) ���� D����
�� L(x, y) �	
������ 
��� ���(

���
�� ���
 �� ��
 +3@19. .
��� !��
�
���
 '
������ ������(


	
� 
��� ���
 �# :��
 ��	��
� !��
�
���
 ������
	
� 0�(

����� !��
�
�# 7����
� D����
�� L(x, y) �	
������ 25�� �����

������
���)� M0(
1
2
, 1
2
) ���	
�

L′′
xx(x, y) = 2, L′′

xx

(
1

2
,
1

2

)
= 2,

L′′
xy(x, y) = 0, L′′

xy

(
1

2
,
1

2

)
= 0,
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L′′
yy(x, y) = 2, L′′

yy

(
1

2
,
1

2

)
= 2,

d2L

(
1

2
,
1

2

)
= L′′

xx

(
1

2
,
1

2

)
dx2 + 2L′′

xy

(
1

2
,
1

2

)
dx dy + L′′

yy

(
1

2
,
1

2

)
dy2 =

= 2 dx2 + 2 dy2 > 0, ��0 dx2 + dy2 �= 0 : +3@21.

:���
 �����
�� �� D����
�� �	
������ 25�� ����� ������
���)�

.��� �����
 �� ��0 dx2+dy2 �= 0� �
��� ��� H����
 3225� '���	
 ��

��M0(
1
2
, 1
2
) ���� f5� ,.���- !��
�
���
 
�
�
	
� ��� �� Mmin =

M0(
1
2
, 1
2
)� ��!� ϕ(x, y) = 0 '������
�
 ��!�	
#

+��
�� �� H����
 3225� !�'�
�	
 �� 
�� '���� �?
�) ��!�

+3@18. ������
���� '������	
��

ϕ′
x(x0, y0) dx+ ϕ′

y(x0, y0) dy = 0, ��
 dx+ dy = 0,

�
��� ���
	
 �
�

d2L

(
1

2
,
1

2

)
= 2 dx2 + 2 dy2 = 4 dx2 > 0 ��0 dx �= 0,


	�
 �"�����	���
0� M0(
1
2
, 1
2
) ���� f5� ,.���- !��
�
���
 
�(


�
	
� ��� � Mmin = M0(
1
2
, 1
2
)� ��!� ϕ(x, y) = x + y − 1 = 0

'������
�
 ��!�	
#

C&���* 19� 1������
�

z = f(x, y)
def
=
√
1− x2 − y2

�	
����
� ��� ����
�
 ���	��� D := {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} %��

����� ����

 �� ��� ������� ����
 
����� ���������
# :��

�	
����
 ����
 '���"���) ��
� K��
�� 15	
 )���) ������
	
�

�?	
�� � K��
�� 175	
 !��
�
���
 ������
	
� �?	
�� ϕ(x, y) =

x+y−1 = 0 ��!� '������
�
 ��!�	
# V����
 ��!�	
 �

�����
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������
�
 � %�%�.���
� ������
�
 ���
���� !��"�) ��
��

�� Mmax = (1
2
, 1
2
) ���� !��
�
���
 
����
	
� ��� �#

:��
 
	�
 !��
�
���
 ������
	
� .
����⎧⎨
⎩
f(x, y)

def
=
√
1− x2 − y2 �−→ extr.

ϕ(x, y)
def
= x+ y − 1 = 0

+3@22.

)	��
� D����
�� 
������� ��!��"� �	�� ��
� �
�!�� � ��
 ����	
#

$�"
�
� f5� D����
�� �	
����
�

L(x, y) = f(x, y) + λϕ(x, y) =
√

1− x2 − y2 + λ(x+ y − 1), λ ∈ R,

����� λ5
 D����
�� �
���� 0�"
�!����� ,��������- �# +�.

��
�
� D����
�� L(x, y) �	
������ ������
�� ������# 1�� '�(


�� ��"
�
� � )	��
� '�����) '�
������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L′
x(x, y, λ) =

−x√
1− x2 − y2

+ λ = 0

L′
y(x, y, λ) =

−y√
1− x2 − y2

+ λ = 0

L′
λ(x, y, λ) = x+ y − 1 = 0 :

+3@23.

7�
������ 15�
 � 25�� '������	

���� '��� � ���
�)� �� x = y�

�
��� ���
	
 �
�⎧⎪⎨
⎪⎩

−x√
1− x2 − x2

+ λ = 0

x+ x− 1 = 0 :

⎧⎪⎨
⎪⎩
λ =

x√
1− 2x2

x =
1

2
:

⎧⎪⎨
⎪⎩
λ =

√
2

2

x = y =
1

2
:

:��!����� M0(
1
2
, 1
2
) ���� D����
�� L(x, y) �	
������ 
��� ���(

���
�� ���
 � ��
 +3@22. .
��� !��
�
���
 '
������ ������(


	
� 
��� ���
 �# :��
 ��	��
� !��
�
���
 ������
	
� 0���(

��� !��
�
�# 7����
� D����
�� L(x, y) �	
������ 25�� �����

������
���)� M0(
1
2
, 1
2
) ���	
2

L′′
xx(x, y) =

y2 − 1

(1− x2 − y2)3/2
, L′′

xx

(
1

2
,
1

2

)
= −3

√
2

2
,
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L′′
xy(x, y) =

−xy

(1− x2 − y2)3/2
, L′′

xy

(
1

2
,
1

2

)
= −

√
2

2
,

L′′
yy(x, y) =

x2 − 1

(1− x2 − y2)3/2
, L′′

yy

(
1

2
,
1

2

)
= −3

√
2

2
,

d2L

(
1

2
,
1

2

)
= L′′

xx

(
1

2
,
1

2

)
dx2 + 2L′′

xy

(
1

2
,
1

2

)
dx dy + L′′

yy

(
1

2
,
1

2

)
dy2 =

= −3
√
2

2
dx2 − 2

√
2

2
dx dy − 3

√
2

2
dy2 =

= −
√
2

2

(
3 dx2 + 2 dx dy + 3 dy2

)
: +3@24.

7����)�� H����
 3225� !��
�

���
� !�'�
��
�� ��M0(
1
2
, 1
2
) ���(

���
�� ���	
 ������� ��!� ������
���� dϕ(M0) = 0 '���(

���	
�� ��=� +3@18.�

dϕ(M0) = ϕ′
x(M0) dx+ϕ′

y(M0) dy = dx+ dy = 0 ⇐⇒ dx = −dy :

W������
� �*��� ��� ��!� 25�� ����� +3@24. ������
���)� 
���

d2L

(
1

2
,
1

2

)
= −

√
2

2

(
3 dx2 + 2 dx dy + 3 dy2

)
=

= −
√
2

2

(
3 dx2 − 2 dx2 + 3 dx2

)
= −2

√
2 dx2 < 0, ��0 dx �= 0 :

;�
� �� D����
�� �	
������ 25�� ����� ������
���)� .��� 0�(

������
 �� d2L
(
1
2
, 1
2

)
< 0� ��0 dx �= 0� '�
�<��
 H����
 322�

2�5�� M0(
1
2
, 1
2
) ���� f5� ,.���- !��
�
���
 
����
	
� ��� �

Mmax = M0(
1
2
, 1
2
)� ��!� ϕ(x, y) = 0 '������
�
 ��!�	
� �
��

� !�'�
��	
 �� �!��	��)#

A��%(+.�+� 3�1� C�� M0(x0, y0) ���	
 f �	
����
 )���) ������(


	
 	
�� � 0��� ��� M0 ����� �
�
	
 � �
�5�� 	��� ��
 ����

�
�
�'�� Γ ���� �!� 
��
��
��
 !��" �� �� f �	
����
 
	�
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M0 ���	
 �	
�
� 
�� !��
�
���
 ������
	
� ��0 ��!� '�(

�����	
� Γ ����� � ����'������# 7�������� �� �� �������

�
����� '������< !
�	
� �.�) �� ��� ��'
�
�%����
� ���(

���
	
� ����� �
�
�� 	���
���� 
���
# &���
� '�
�!����(

.�
 B��
��#

C&���* 20� :!��	��
�� �� ��"0
����	


z = f(x, y)
def
= (y − x2)(y − 3x2)

�	
����
 ������
	
 �	
�� �����
 
�� 
����	
� ��
�����

y = kx 	��� ��� 
	�
 ���	
 ������
	
 ����
 	
�# 7����
��⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∂f

∂x
= −2x(y − 3x2)− 6x(y − x2) = 0

∂f

∂y
= (y − 3x2) + (y − x2) = 0

⎧⎨
⎩x(2y − 3x2) = 0

y = 2x2

⎧⎨
⎩x = 0

y = 0 :

MT��

� (0, 0) ��"0
����� f(x, y) �	
������ 
��� ������
�� ���


�� �����
 ������
	
� ��� ��� ��) ���! ���� f5� ��
0���� �#

 ���!��� f(0, 0) = 0� � ��� (0, 0) ���� ��������	
 ����
�
� (0, y)�

y �= 0� ����� ������ �!� �	
����
 �����
 �� f(0, y) = y2 > 0#  ��

��� (0, 0) ���� ��������	
 ����
�
� (x, 2x2), x �= 0� ����� ������

�!� �	
����
 0�������
 ��

f(x, 2x2) = (2x2 − x2)(2x2 − 3x2) = −x4 < 0, ��0 x < 0 :

:��!����� (0, 0) ��"0
����� ��
0���� �� ������
	
� ��� ��#

6�	� ���
��� ��� �������
� (0, 0) ����� �
�
�� ��
�����


y = kx, (k ∈ R) 	���� �!� f
∣∣∣
y=kx


����	

 ����
 ������
	


�	
�
� (0, 0) ���	
#  ���!��� ��"0	
 �������)�� f5� 
����	
�

x �?�
��� ���� '�
�"�	
 �
�� �� (0, 0) ���� !��
�
���
 ,.���-


�
�
	
� ��� ��

f
∣∣∣
y=0

= f(x, 0) = 4x2, Mmin = (0, 0) :
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1������)�� f5� 
����	
� y �?�
��� ���� '�
�"�	
 �
�� �� (0, 0)

���� 
	�
!�� !��
�
���
 ,.���- 
�
�
	
� ��� ��

f
∣∣∣
x=0

= f(0, y) = y2, Mmin = (0, 0) :

:��
 �������
� f5� 
����	
� y = kx, k �= 0� 	��� ���# W������)��

���
	
 �
� 
�� %�%�.���
� �	
�����

f
∣∣∣
y=kx

= f(x, kx) = (kx− x2)(kx− 3x2) = 3x4 − 4k x3 + k2 x2 :

N�����
	
� �?���	��	
� ��	��
� 25�� ����� ���
���)� 
�������

d

dx
f(x, kx)

∣∣∣
x=0

= 0,
d2

dx2
f(x, kx)

∣∣∣
x=0

= 2 k2 > 0,

�
�� 
��
��	
 �� �� x = 0 ���� f(x, kx) �	
������ .��� 
�
�
	
�

��� �� ����
�
� (0, 0) ���� f(x, y) �	
������ !��
�
���
 
�
�
	
�

��� �#

C&���* 21� 1������
�

z = f(x, y)
def
= xy , x > 0, y > 0,

�	
����
 ����� ����
�
 ���	����� ��
 �� ������
�����
 '��(

�	���
 �?���
 ��?����# U�'�
��	
 � ��
�) f �	
������ 
���(

�	�
 ������
x2

8
+

y2

2
= 1 �)�!�� ���� ���)� ��	��� ��� �)�!��

�?���
 ��?���� ����� ���# :?���
	
 � !��
�
���
 ������(


	
� .
��� ��!�
x2

8
+

y2

2
− 1 = 0 '������	
���

⎧⎪⎨
⎪⎩
z = f(x, y) = xy �−→ max. x, y > 0,

ϕ(x, y)
def
=

x2

8
+

y2

2
− 1 = 0 :

+3@25.

U��
�
���
 ������
	
� ��� .
���� ����)� � )	��) �
�!�� �
(


�����
 ������
�
 ���
����� ��� ��	
� B��������)�� �)�!��
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!���
������
 '������	

���� ��
!�� �) D����
�� �
�'�
	�


������#

1)�� 
+����� K����)�� ��
 !��
�
��� �� �	
������ %�%�.�(

��

��� �����
 �
� ��!� ϕ(x, y) = 0 '������	
�� 0���'���

����'����
� y5� x5� 
������ � �������
� f �	
������ 0�
�<��


��� y = y(x) = 1
2

√
8− x2�

z = z(x) = f
(
x, y(x)

)
=

1

2
x
√
8− x2,

(
0 ≤ x ≤ 2

√
2
)
:

A��
�� .
���� '�
��� 
�� %�%�.���
� z(x) �	
������ ����(

����
 ������
	
� .
���
# N) ���)� !��"��
�)�� 
�� ������ z(x)

�	
������ %�.���
 ����)� � �

����) 
�� ��?��	��
 ,'����(

�	
� *��	���
0-

g(x)
def
= x2(8− x2) �−→ max. 0 ≤ x ≤ 2

√
2,

������� !��" �� �� �	
����
 
����
	
 	
�� ��0 x2 = 4� ����
�
�

xmax = 2 ���	
# :�
� �� �� ����!�� 
����
	
� ��� �� ���	


� ���	" ��
 %������ �� '������ ����������	
 g(x) �	
����


"�� �� ��� 
���	
� �����
 � 
��� ������
�� x = 2 �����#

�

�

x

y

��

��
� �

�
�

0 2
√
2

√
2

M0(2, 1)

��� 9
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7����)�� 
�� y(2) = 1 ������� �"�����
	
 �
�� �� (2, 1) ����

f(x, y) �	
������ !��
�
���
 
����
	
� 
��� ���
 �� ����� f5


�
�	
	
 � �� 
����
	
� � 
����	�
 �������

Mmax = M0(2, 1) , max f(x, y) = fmax = f(M0) = f(2, 1) = 2 :

2)�$ 
+����� N)�!��� ��� �������%���
 ��!� '������	

 �

��)��� 
�������
�
� !���
������
 �������⎧⎨
⎩x = x(t) = 2

√
2 cos t

y = y(t) =
√
2 sin t

(
0 ≤ t ≤ π

2

)
:

U���
������
 ��� �	
����
��� �������
� f(x, y)5� 
�� � ���(


�� .
���� �0���� 
�� %�%�.���
� z(t) = f
(
x(t), y(t)

)
�	
������

��������
 
����
	
� .
���
�

z = z(t) = f
(
x(t), y(t)

)
= 4 cos t sin t = 2 sin 2t �−→ max.

(
0 ≤ t ≤ π

2

)
:

7���	���
0 ��
	
 �
� z(t) �	
������ 
��� 
����
	
� �����

tmax =
π

4
� �
��� ���
	
 �
� x(π

4
) = 2, y(π

4
) = 1� f(x, y) �	
������

!��
�
���
 
����
	
� 
��� (2, 1) ����# C"�����	��	
� 
	�



�� �
� 
�.��� ���
��� ��!�	
�

Mmax = M0(2, 1) , max f(x, y) = fmax = f(M0) = f(2, 1) = 2 :

3)�$ 
+����� :��
 !��
�
���
 
����
	
� 
	�
 +3@25. .
����

)	��
� D����
�� 
������# $�"
�
� f5� D����
�� �	
����
�

L(x, y) = f(x, y) + λϕ(x, y) = xy + λ

(
x2

8
+

y2

2
− 1

)
, λ ∈ R,

����� λ5
 D����
�� �
���� 0�"
�!����� �#  
�����)��� D����
(

�� �	
����
 ��"
�)��� ����)� �� −1 �����
 �	
���)�
 ��
 
���)�
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��
� �� ������
��)	 ��
�
�� '�����	
� ���� ���������	


�	
�#

+�. ��
�
� D����
�� L(x, y) �	
������ ������
�� ������#

1�� '�
�� ��"
�
� � )	��
� '�����) '�
�������⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

L′
x(x, y) = y +

1

4
λx = 0

L′
y(x, y) = x+ λ y = 0

ϕ(x, y) =
x2

8
+

y2

2
− 1 = 0

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
λ = −x

y

x2 − 4y2 = 0

x2 + 4y2 = 8

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
x = 2

y = 1

λ = −2 :

+3@26.

:��!�����M0(2, 1) ���� D����
�� L(x, y) �	
������ 
��� ������(


�� ���
 � ��
 +3@25. .
��� !��
�
���
 '
������ ������
	
�


��� ���
 �# :��
 ��	��
� !��
�
���
 ������
	
� 0������

!��
�
�# 7����
� D����
�� L(x, y) �	
������ 25�� ����� ����(

��
���)� M0(2, 1) ���	
� 
���� 	
�
�)��� �� λ = −2�

L′′
xx(x, y) =

λ

4
, L′′

xx(2, 1) = −1

2
,

L′′
xy(x, y) = 1, L′′

xy(2, 1) = 1,

L′′
yy(x, y) = λ, L′′

yy(2, 1) = −2,

d2L

(
1

2
,
1

2

)
= L′′

xx

(
1

2
,
1

2

)
dx2 + 2L′′

xy

(
1

2
,
1

2

)
dx dy + L′′

yy

(
1

2
,
1

2

)
dy2 =

= −1

2
dx2 + 2 dx dy − 2 dy2 = −1

2

(
dx2 − 4 dx dy + 4 dy2

)
=

= −1

2

(
dx− 2 dy

)2
: +3@27.

7����)�� H����
 3225� !��
�

���
� !�'�
��
�� �� M0(2, 1) ���(

���
�� ���	
 ������� ��!� ������
���� dϕ(M0) = 0 '���(

���	
�� ��=� +3@18.�

dϕ(x, y) = ϕ′
x(x, y) dx+ ϕ′

y(x, y) dy =
x

4
dx+ y dy
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dϕ(2, 1) = ϕ′
x(2, 1) dx+ ϕ′

y(2, 1) dy =
1

2
dx+ dy = 0 ⇐⇒ dx = −2 dy :

W������
� �*��� ��� ��!� 25�� ����� +3@27. ������
���)� 
���

d2L(2, 1) = −1

2

(
dx− 2 dy

)2
= −1

2

(
2 dx

)2
= −2 dx2 < 0, ��0 dx �= 0 :

;�
� �� D����
�� �	
������ 25�� ����� ������
���)� .��� 0�(

������
 �� d2L(2, 1) < 0� ��0 dx �= 0� '�
�<��
 H����
 322� 2�5��

M0(2, 1) ���� f5� ,.���- !��
�
���
 
����
	
� ��� � Mmax =

M0(2, 1)� ��!� ϕ(x, y) = 0 '������
�
 ��!�	
� �
�� � !�'�
�(

�	
 �� �!��	��)# /	
������ 
����	�
 ������ �)�
�

Mmax = M0(2, 1) , max f(x, y) = fmax = f(M0) = f(2, 1) = 2 :

A��%(+.�+� 3�2� V����
 ��!�	
 !��
�
���
 ������
	
� 0���(

��� !��
�
� 
�
� ��	����
� �
��'�� H����
 3225�# W���) �	
�(

����� '�
�� ��� %���� 0�����
�
 ��
'��� � �?�
� 
���� ���(

��
�#  ���!��� �)�!�� ����� ����� (2
√
2, 0), (0,

√
2) ���������(

�	
 ,���
� �)�!�� ����?�
��
��
 �
- f(x, y) = xy �	
����


'������ � "����� ��� ����� 
���	
 f5� 
���
 
�� ������
��

��� 	
�# ;�
� �� f5� �����
 �� 	��

� ��� ������
�� ����

������	
 � 
����
	
� ����#

/����� �� 6����� ������9����
�� ,��9�����$�

C&���* 22� +��
���
� x5�� ��!���)�� ��� y5�� ��.��	�� 
��(

���
��� ��
��
���# $�!���)� �����
 � 3000 ���
 �	����
��	�


������ '�
��� ��� ��.��	�� ������� 5000 ���
 �	����
��	�


������ '�
��# 1��
��� ��.��� ��������� �������
�� ��(


��� �
�����
� �����	
 � '�����) 0�
�<����

f(x, y)
def
= 120 x4/5 y1/5 , x ≥ 0, y ≥ 0 :
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W
�������	��	
	
 

�
 �	
����
��
 �
��
	
 �
 ,��)-���

��
� ����$����� ������� � ������0�� 
��
��	
 �
 f(K,L)

������#

:�������� 
����� � 
���
�) 600 '�"�� ���
# ;�
�S 
�����

��.��	� � ��!���) !��� � ����0��.�)� ��!��"� �������
��

'���
�) �?���)��	�
�# 7����) �������
�� �?���)��	�
 ��
���#

D	�	
� 0���	
 � !��
�
���
 ������
	
� .
���
# $�!���)�

�
�'�
	� �����
 � 3000 x ���
� ��� ��.��	�� �
�'�
	� ������

5000 y ���
# J�� !��
�
�� ��� 
����
��� �
�'�
	� ��
��� 600

'�"�� ���
 �# :������� ������� ��!� '������	
�

3000 x+ 5000 y = 600 000 ��
 3 x+ 5 y = 600,

� �?������ !��
�
���
 ������
	
� .
����⎧⎨
⎩
z = f(x, y) = 120 x4/5 y1/5 �−→ max. x, y ≥ 0,

ϕ(x, y)
def
= 3 x+ 5 y − 600 = 0 :

+3@28.

X
���� )	��
� D����
�� 
������ � ��"
�
� f5� D����
�� �	
�(

���
�

L(x, y) = f(x, y) + λϕ(x, y) = 120 x4/5 y1/5 − λ(3 x+ 5 y − 600), λ ∈ R,

����� λ5
 D����
�� �
���� 0�"
�!����� � ,λ5� 
��
� ����
 ��-#

E�
�
� D����
�� L(x, y) �	
������ ������
�� ������# 1��

'�
�� ��"
�
� � )	��
� '�����) '�
������⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

L′
x(x, y) = 120

4

5
x−1/5 y1/5 − 3λ = 0

L′
y(x, y) = 120

1

5
x4/5 y−4/5 − 5λ = 0

ϕ(x, y) = 3x+ 5 y − 600 = 0

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
96 x−1/5 y1/5 = 3λ

24 x4/5 y−4/5 = 5λ

3 x+ 5 y = 600,

⎧⎨
⎩96 · 5 x−1/5 y1/5 = 24 · 3 x4/5 y−4/5

3 x+ 5 y = 600

⎧⎨
⎩y = 0, 15 x

3 x+ 5 y = 600

⎧⎨
⎩x = 160

y = 24 :
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:��!�����M0(160, 24) ���� D����
�� L(x, y) �	
������ 
��� ���(

���
�� ���
 � ��
 +3@28. .
��� !��
�
���
 '
������ ������(


	
� 
��� ���
 �#

U��
�
���
 ������
	
� 0������ !��
�
� ����)� � ��	��)

D����
�� L(x, y) �	
������ 25�� ����� ������
���)� 
�������

�
�!�� 
�.��� B��
��
��	
# A����
 ����) B��
��	
 ����)� �

.	��%�) ���)��� '������
���� � B����) ������
�� ���� 
��(

�	�	
��#  ���!��� !��
�
���
 ������
	
� +3@28. .
��	
 f

�	
����
 '���"���	
 � 
���
 3 x+5 y = 600	��� 15�
 ��?���	


����� '������ ���# :�� '������ ����������	
 f �	
����


��
'������
 '������ � "����� ��� '������ 
���	
� �����
 ��

f(200, 0) = 0, f(0, 120) = 0,

f(x, y) > 0, ��0 3 x+ 5 y = 600, x, y > 0 :

7����0�� ����) '������ M0(160, 24) 
����
 ������
�� ���	


f �	
����
 ����� � 
���
 
����
	
 	
�
�)� �
��� �) ��
	
 �
�

f �	
������ !��
�
���
 
����
	
� �������

Mmax = M0(160, 24),

fmax = f(M0) = f(160, 24) = 120 (160)4/5 (24)1/5 ≈ 13 138 :

:��!����� ��������� !��� � ����0��.� 160 
����� ��!���)

,����
�
� 160 · 3000 = 480 000 ���
- � 24 
����� ��.��	� ,B��
��

24 '��	� ��� ��.�� ���"
� 24 · 5000 = 120 000 ���
-� ��!��"�

�������
�� '���
� �?���)��	�
�# :�� �?���)��	�
 ��
���

���"
� 
�������!�� 13 138 
����� �������
�#
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3�2 ���,���*�� 9:��&�,+,�  �L�&/ �&�:

5%5% �*��� 6+�*7����&� ;�,�&

���� � ����� ��� '�'�(����� ��	��� 	�
������� 
���������

(����� ����� ,�!��!�� 
 �  ������� ��� (���� �� ��� %�������

��!,������% ��� '�(���� ;��N �����9���� �����N��% � ,����� ��#

��	����(�� 6���������

���� '�'�(����� ��	��� 	�
������� 
��������� (����% ����"


 ������ ��� ��� ���� ��	� ���������� =����� 	��! 6����������

����� �������� 
 ��������� ��"������ � '�'�(�������� ��� ��N��#

��� �"����%�

C&���* 23� 1������
�

u = f(M) = f(x, y, z)
def
= x+ y + z2 : R3 −→ R

�	
����
 �
0��� R
3 �?���% �����	���
 ��� ���	 ��!� '�(

�����	

��� ��!�	
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
u = f(x, y, z) = x+ y + z2 �−→ extr.

ϕ1(x, y, z)
def
= z − x− 1 = 0

ϕ2(x, y.z)
def
= y − xz − 1 = 0 :

+3@29.

+��
�� �� ��!� ϕ1 = 0 � ϕ2 = 0 '������	

��� �������%���



�������
	
 �
 �
�5�� Γ ⊂ R
3 ���� � 
���
 ��� ���� ��� � f

�	
����
 '���"���	
 ������
	
� �?	
��� ����
�
� '���"��(

�	
 � Γ ���� ��� f5� 
����	
�� ����
� f(M)
∣∣∣
M∈Γ

��
 ���*� f
∣∣∣
Γ
#

$�!� '������	

��� 
������ �������
� x %�%�.���
��⎧⎨
⎩z − x− 1 = 0

y − xz − 1 = 0

⎧⎨
⎩z = x+ 1

y = xz + 1

⎧⎨
⎩z = x+ 1

y = x2 + x+ 1 :
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W������)�� f �	
������ 0�
�<�� 
��� ���
	
 �
� 
�� %�%�.�(

��
� �	
�����

u = u(x) = f(x, x2 + x+ 1, x+ 1) = x+ x2 + x+ 1 + (x+ 1)2 =

= 2x2 + 4x+ 2 = 2(x+ 1)2 �−→ extr. x ∈ R :

A����
� ��������
 ������
	
� !��" .
���# :?�� � 
���
 
��

������
	
� ,
�
�
	
�- ���� xmin = −1 , umin = 0 # V���<�����(

!�)�� ��"0
���
 f �	
������ '�
��� ���
	
 �
�� �� f �	
����



���
 
�� fmin = 0 ������
	
 ,
�
�
	
- 	
� Mmin = M0(−1, 1, 0)

���	
#

C&���* 24� 1������
�

u = f(x, y, z)
def
= x2 − y2 + z2 : R3 −→ R

�	
����
 �
0��� R
3 �?���% �����	���
 ��� 
���
 
�� ��!�

'������
�
 ��!�	
⎧⎨
⎩
u = f(x, y, z) = x2 − y2 + z2 �−→ extr.

ϕ(x, y, z)
def
= 2x− y − 3 = 0 :

+3@30.

+��
�� �� ��!� ϕ = 0 '������	
� �������%���
 
�������
	


� ������� '���	��	
 Γ ⊂ R
3� � 
���
 ��� '���	��	
 ��� � f

�	
����
 '���"���	
 ������
	
� �?	
��� ����
�
� '���"��(

�	
 � f
∣∣∣
Γ

����	
�#

W������)�� ��!� y = 2x− 3 '������	
� �	
������ 0�
�<��


��� ������	
 �
� y %�%�.���
� � ���
	
 ���	 %�%�.�(

��
� �	
�����

u = u(x, z) = f(x, 2x− 3, z) = x2 − (2x− 3)2 + z2 =

= −3x2 + 12x− 9 + z2 �−→ extr. x, z ∈ R,
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��� ��������
 )���) ������
	

��
 � '������� ��
�)# +�.

��
�
� u(x, z) �	
������ ������
�� �������⎧⎪⎨
⎪⎩
∂u

∂x
= −6x+ 12 = 0

∂u

∂z
= 2z = 0

⎧⎨
⎩x = 2

z = 0 :

MT��

� x = 2, z = 0 ���� u(x, z) �	
������ '
������ ,)���)-

������
	
� 
��� ���
 �# :�
 '�
�!����.�
	
 � M0(2, 1, 0) ��(

��
 f(x, y, z) �	
������ '�
��#

N�����
	
� 0������ !��
�
� ����)� � ��	��)� 25�� �����

Δ ������� '����)�� x = 2, z = 0 ���	
 ,��=� H����
 127-�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂2u

∂x2
= −6

∂2u

∂z2
= 2

∂2u

∂x∂z
= 0

Δ =

∣∣∣∣∣ u
′′
xx u′′

xz

u′′
zx u′′

zz

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ −6 0

0 2

∣∣∣∣∣ = −12 < 0 :

;�
� �� ����) ������
�� ���	
 Δ ������� 0�������
 �� ���

H����
 1275�� �"�����
	
 �
�� �� x = 2, z = 0 ������
�� ���	


u(x, z) �	
����
 ������
	
 �	
�# V���<�����!�)��� M0(2, 1, 0)


��� ������
�� ���	
 f(x, y, z) �	
����
 !��
�
���
 ������(


	
 �	
�� � 	��

� �	
����
 �?'������ !��
�
���
 ������(


	
 �	
�#

S��	�� ������ ,���� ���� ������ 6����������� ��������� ��"�#

����� � '�'�(����� ��������� �"����% ����"��
��, 9�� �� 
�

<���
� �
� �"����% ��	�� ����� 	����� �
� ��, '�'�(��������$

���% �
������ ����$�� ,�$���
� ������
��� �������� �
� ���� '�#

'�(����� )���$������ ����� �
4� ��
�	�� ������ 
 ����� �� 64��#

��� 
�$&��<� 6+�*7��� � ������� 
�$&��<� ,�.%L/� ��� �����

�����  ������ ������ O������� ��	��� ��	� ������������% ������
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�� +��	� ���� � ����� ������������ ����" �� ���9�$��� (���� ����#

��!�����.� ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
u = f(x, y, z) �−→ extr.

ϕ1(x, y, z) = 0

ϕ2(x, y.z) = 0 :

+3@31.

;�	� ϕ1 = 0 � ϕ2 = 0 ������������% �������'���� �����
�$��� ��

���>�� Γ ⊂ R
3 ���� � ���
� �
� ���� ��� 
 f )���$��� ����!�����


��������� ������� �
�����& ����!����� 
 Γ ���� ��� f>� ��"�$��%&

f
∣∣∣
Γ
� ���	�� ������ P����� 23>��� ;�	� ���
� ��� ���������� ��#

��
��
��% �������'���� �����
�$��� 
 ������,�� ���>�� S ⊂ R
3

�������
�� � ���
� �
� �������
�� ��� 
 f )���$��� ����!�����


��������� ������� �
�����& ����!����� 
 S �������
�� ��� f>�

��"�$��%& f
∣∣∣
S
� ���	�� ������ P����� 24>���

D�
������� 
��������� +3@31. (���� ��9���4� %������� �����%

�����9���� ������ ��������� f )���$��
� 
�$&��<� 6+�*7���&

L(x, y, z) ≡ L(x, y, z, λ1, λ2)
def
= f(x, y, z) + λ1ϕ1(x, y, z) + λ2ϕ2(x, y, z) ,

+3@32.

����" (x, y, z) ∈ Ω ���% '�'�(��� 
 �� +�������. Ω ⊂ R
3 �����'

����
���� ��� λ1, λ2 ∈ R 	���������% ������ �� 
�$&��<� !�P,�@

-��*�Q��& ��� 
�$&��<� ��%&%) $%&'�*�7��&� S��	�� � ���� '�'�#

(����� ��	���� �N����� 
 ����
�� '���%&

f(x, y, z) 6+�*7���� -��,���*�� 9:��&�,+,�  �L�&/ ;�,�&<�: 9

fR� 
�$&��<� 6+�*7���� �%�%&�*�� 4%*�4 9:��&�,+,�  �L&��=

TU����& f(x, y, z) )���$��
� 	�
������� 
��������� (���� �����4���

	�
���% �����4�� 
 f>� ��9���4� )���$��
� ���$����� ���� 	�
������
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��� 
� ���9�� 
 ����
�� �������9��&⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂x
+ λ1

∂ϕ1

∂x
+ λ2

∂ϕ2

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ1

∂ϕ1

∂y
+ λ2

∂ϕ2

∂y
= 0

∂f

∂z
+ λ1

∂ϕ1

∂z
+ λ2

∂ϕ2

∂z
= 0

ϕ1(x, y, z) = 0

ϕ2(x, y, z) = 0

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L′
x = 0

L′
y = 0

L′
z = 0

L′
λ1

= 0

L′
λ2

= 0 :

+3@33.

A������9% ���9 �������������$ 
 ,�"��$� � ���9 ����
� ����

+3@33. �������9� �� �����% f )���$��
� 	�
������� 
���������

�������� ������ ���

��%&�, 3�3� ,U��
�
���
 ������
	
� �
'������ !��
�
�-

1��	� f(x, y, z), ϕ1(x, y, z), ϕ2(x, y, z) �	
����
��� ������� �
 �

����� Ω ⊂ R
3 ���	��	
� f, ϕ1, ϕ2 ∈ C1(Ω)� � M0(x0, y0, z0) ∈ Ω ����

+3@31. .
��� )	�	
 �� ����
�
� f5� !��
�
���
 ������
	
� ���

� ϕ1 = 0 � ϕ2 = 0 ��!� '������	

��� ��!�	
#

&��� ���� M0(x0, y0, z0) ���	
 ϕ1 � ϕ2 �	
����
��� 
��
���

���
���)
���� ��"
��� '�����) ,Z���0��- 
������

J = J(M0)
def
=

⎛
⎜⎝

∂ϕ1(M0)

∂x

∂ϕ1(M0)

∂y

∂ϕ1(M0)

∂z
∂ϕ2(M0)

∂x

∂ϕ2(M0)

∂y

∂ϕ2(M0)

∂z

⎞
⎟⎠

	
� �� "������
 25�� ����� 
�
��# :�) ���! ����� J 
������

?�
�� '������ � 25�� rank J = 2#

:�� ��!�	
 ���	��	
 	
�
 λ1, λ2 ∈ R �����
�� ��
!����� ��

(x0, y0, z0, λ1, λ2) '
����� 0������	
 � +3@33. '�
������
� ����
�
�

D����
�� L �	
������ ������
�� ��� �#
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=
4� -�����	��� 	�
������� 
��������� ,������ 	�
���% ����

'�'�(�����$ ��(�� )���$������ ������

��%&�, 3�4� ,U��
�
���
 ������
	
� 0������ !��
�
�-

1���� � 25�� ����� ����� u = f(M) = f(x, y, z) �	
������ !��(


�
���
 ������
	
� .
���� ��!� ϕ1(x, y, z) = 0 � ϕ2(x, y.z) = 0

'������	

��� ��!�	
� ����
�
�⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
u = f(x, y, z) �−→ extr.

ϕ1(x, y, z) = 0

ϕ2(x, y.z) = 0 :

+3@34.

1��	� M0(x0, y0, z0) ���� �
�5�� λ1, λ2 �����
��� ��!�	
 f(x, y, z)

�	
������ D����
��

L(x, y, z) ≡ L(x, y, z, λ1, λ2) = f(x, y, z) + λ1ϕ1(x, y, z) + λ2ϕ2(x, y, z) ,

�	
������ ������
�� ��� �� ����
�
� dL(M0) ≡ dL(x0, y0, z0) ≡ 0�

��
 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂f

∂x
(M0) + λ1

∂ϕ1

∂x
(M0) + λ2

∂ϕ2

∂x
(M0) = 0

∂f

∂y
(M0) + λ1

∂ϕ1

∂y
(M0) + λ2

∂ϕ2

∂y
(M0) = 0

∂f

∂z
(M0) + λ1

∂ϕ1

∂z
(M0) + λ2

∂ϕ2

∂z
(M0) = 0

ϕ1(M0) = 0

ϕ2(M0) = 0 :

+3@35.

$�"
�
� D����
�� �	
������ 25�� ����� ������
���)�M0(x0, y0, z0)

���	
�

d2L(M0) = L′′
xx(M0) dx

2 ++L′′
yy(M0) dy

2 + L′′
zz(M0) dz

2+

+ 2L′′
xy(M0) dx dy + 2L′′

xz(M0) dx dz + 2L′′
yz(M0) dy dz :

+3@36.
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1? C�� d2L(M0) > 0 0�)�� ∀ dx, dy, dz ������
���)
��� ,�*���-

'�
��� ���
� 
����
�
�� "�� ��
� dx2 + dy2 + dz2 �= 0� �

0������	
 �
 ��!� ������
���� '������	

���
�

⎧⎨
⎩dϕ1(M0) = 0

dϕ2(M0) = 0

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∂ϕ1

∂x
(M0) dx+

∂ϕ1

∂y
(M0) dy +

∂ϕ1

∂z
(M0) dz = 0

∂ϕ2

∂x
(M0) dx+

∂ϕ2

∂y
(M0) dy +

∂ϕ2

∂z
(M0) dz = 0,

+3@37.

�!� M0(x0, y0, z0) ���� f �	
������ ,.���- !��
�
���
 
�(


�
	
� ��� �� M0(x0, y0, z0) = Mmin� ��!� ϕ1 = 0 � ϕ2 = 0

'������	

��� ��!�	
#

2? C�� d2L(M0) < 0 0�)�� ∀ dx, dy, dz ������
���)
��� ,�*���-

'�
��� ���
� 
����
�
�� "�� ��
� dx2 + dy2 + dz2 �= 0� �

0������	
 �
 ��!� ������
���� +3@37. '������	

���
�

�!�M0(x0, y0, z0) ���� f �	
������ ,.���- !��
�
���
 
��(

��
	
� ��� �� M0(x0, y0, z0) = Mmax� ��!� ϕ1 = 0 � ϕ2 = 0

'������	

��� ��!�	
#

3? C�� d2L(M0) ������� ����� ������
���)� 
��
�%�. � ,�
�	(


	
 � �����
 � 0�������
 �����
��- dx, dy, dz ������
(

���)
��� ,�*���- 
	�
 +3@37. ��'
�
�%��	

��� 
����� �!�

M0(x0, y0, z0) ���� f �	
������ !��
�
���
 ������
	
� ���

��#

4? C�� d2L(M0) ≥ 0 ��
 d2L(M0) ≤ 0� ��0 dx, dy, dz ������
���)(


��� ,�*���- 0������	
 �
 
	�
 +3@37. ��'
�
�%��	

�(

��
� �!� ��	�� ���
� ���) ��
� �����2 M0(x0, y0, z0) ����

����� � )�
�) �
�!�� f5� !��
�
���
 ������
	
� ���� ��
(

!�� �) �)�
�) ���!���
 ,	��

� ��� ��!�	
 �!�'�
��� )���	���

'���"��	
-#

86



=
�	����& ���	�� ����� 
��������� ��	��� 
� +��B� V����� 1@6.�

�
4� 	�
������� 
��������� ��	��� �� ������� ���9� ��)����$���%

+��9���4� )���$��
�. ��
�� ���$����� ����� ������ 
 	�
�������


��������� ����
��
��%�

W�������� �� ���� 6��������� ����$�� 	�
������� 
�����������%

���������� �������� ������ ,�!��	��������� ��9���4� ��������

C&���* 25� 1������
� K��
�� 235	
 ����
 '���"�����

u = f(M) = f(x, y, z)
def
= x+ y + z2 : R3 −→ R

�	
����
 ���	 ��!� '������	

��� ��!�	
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
u = f(x, y, z) = x+ y + z2 �−→ extr.

ϕ1(x, y, z)
def
= z − x− 1 = 0

ϕ2(x, y.z)
def
= y − xz − 1 = 0 :

+3@38.

U��
�
���
 ������
	
� ��� .
���� K��
�� 235	
 
�
� )	����
�

�

�����
 ������
�
 � %�%�.���

��� ������
�
 ���
����#

:��
 
	�
 +3@38..
���� )	��
� D����
�� 
������ �	�� ��)	 '�
��

�
�!�� � ��
 ����	
 ���� %�%�.���
� �	
������ ��!�	
# $�"(


�
� f5� D����
�� �	
����


L ≡ L(x, y, z, λ1, λ2) = f(x, y, z) + λ1ϕ1(x, y, z) + λ2ϕ2(x, y, z) =

= x+ y + z2 + λ1(z − x− 1) + λ2(y − xz − 1)

� ��
�
� 
�� ������
�� ������� )	��)�� +3@33.� '�
�������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L′
x = 1− λ1 − λ2z = 0

L′
y = 1 + λ2 = 0

L′
z = 2z + λ1 − λ2x = 0

ϕ1 = z − x− 1 = 0

ϕ2 = y − xz − 1 = 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = z + 1

λ2 = −1

x+ 3z = −1

z − x = 1

y − xz = 1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1 = 1

λ2 = −1

x = −1

y = 1

z = 0 :
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:��!���� M0(−1, 1, 0) ���� D����
�� �	
������ 
��� ������
��

���
 � � 	��

� f(M) �	
������ !��
�
���
 ������
	
� 
���

'
������ ����#

N�����
	
� 0������ !��
�
� ��	��)	 '�
�� ��
�
� D�(

���
�� �	
������ 25�� ����� ������
���)��

L′′
xx = 0, L′′

xy = 0,

L′′
yy = 0, L′′

xz = −λ2 = 1,

L′′
zz = 2, L′′

yz = 0,

d2L(M0) = L′′
xx(M0) dx

2 ++L′′
yy(M0) dy

2 + L′′
zz(M0) dz

2+

+ 2L′′
xy(M0) dx dy + 2L′′

xz(M0) dx dz + 2L′′
yz(M0) dy dz =

= 2 dz2 + 2 dx dz = 2 dz
(
dz + dx

)
:

&��� ���� !�'�
��
�� ��M0 ���	
 �������
 ��!� ������
����

+3@37. '������	

����⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∂ϕ1

∂x
dx+

∂ϕ1

∂y
dy +

∂ϕ1

∂z
dz = 0

∂ϕ2

∂x
dx+

∂ϕ2

∂y
dy +

∂ϕ2

∂z
dz = 0

⎧⎨
⎩dx− dz = 0

z dx− dy + x dz = 0

⎧⎨
⎩dx− dz = 0

− dy − dz = 0

��
 dx = dz = −dy # W������
� �*��� ��� ��!� D����
�� �	
�(

����� 25�� ����� ������
���)� 
���

d2L(M0) = 2 dz
(
dz+dx

)
= 2 dz

(
dz+dz

)
= 4 dz2 > 0, ��� dz �= 0 :

;�
� �� d2L(M0) > 0� ��0 dx, dy, dz �*��� 
����
�
�� "�� ��
�

dx2 + dy2 + dz2 �= 0� � 0������	
 �
 ��!� ������
���� dϕ1 =

0, dϕ2 = 0 '������	

���
� �!� '�
�<��
 H����
 324� 1�5�� M0

���	
 f �	
����
 !��
�
���
 
�
�
	
 	
� Mmin = M0(−1, 1, 0)

� 
�
�
	
� �����
 � fmin = 0 #
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C&���* 26� 1������
�

u = f(x, y, z)
def
= x2 − y2 + z2 : R3 −→ R

�	
����
� ��
 ����
 '���"���) ��
� K��
�� 245	
# W���� �


���
 
�� ��!� '������	
�⎧⎨
⎩
u = f(x, y, z) = x2 − y2 + z2 �−→ extr.

ϕ(x, y, z)
def
= 2x− y − 3 = 0 :

+3@39.

W�����
�
 ���
��� %�.���
 ���
 ����?�
� D����
�� 
�����#

$�"
�
� f5� D����
�� �	
����
�

L ≡ L(x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λϕ(x, y, z) = x2 − y2 + z2 + λ(2x− y − 3)

� ��
�
� 
�� ������
�� ������� )	��)�� +3@33.� '�
�������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L′
x = 2x+ 2λ = 0

L′
y = −2y − λ = 0

L′
z = 2z = 0

ϕ = 2x− y − 3 = 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x+ λ = 0

λ = −2y

z = 0

2x− y = 3

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ = −2

x = 2

y = 1

z = 0 :

:��!���� M0(2, 1, 0) ���� D����
�� �	
������ 
��� ������
��

���
 � � 	��

� f(M) �	
������ !��
�
���
 ������
	
� 
���

'
������ ����#

N�����
	
� 0������ !��
�
� ��	��)	 '�
�� ��
�
� D�(

���
�� �	
������ 25�� ����� ������
���)��

L′′
xx = 2, L′′

xy = 0,

L′′
yy = −2, L′′

xz = 0,

L′′
zz = 2, L′′

yz = 0,

d2L(M0) = L′′
xx(M0) dx

2 + L′′
yy(M0) dy

2 + L′′
zz(M0) dz

2+
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+ 2L′′
xy(M0) dx dy + 2L′′

xz(M0) dx dz + 2L′′
yz(M0) dy dz =

= 2 dx2 − 2 dy2 + 2 dz2 :

&��� ���� !�'�
��
�� ��M0 ���	
 �������
 ��!� ������
����

'������	
��

∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy +

∂ϕ

∂z
dz = 0 ⇐⇒ 2 dx− dy = 0 :

W������
� �*��� ��� dy = 2 dx ��!� D����
�� �	
������ 25��

����� ������
���)� 
���

d2L(M0) = 2
(
dx2 − dy2 + dz2

)
= 2
(
dz2 − 3 dx2

)
:

7��� � ���
�)� �� d2L(M0) ������
���)� ����� � �
�	
�) ���0��


��

��� �����
��� B��
���

d2L(M0) = −4 dx2 < 0, ��� dz = dx �= 0,

d2L(M0) = 2 dx2 > 0, ��� dz = 2 dx �= 0 :

;�
� �� d2L(M0) ������
���)� 
��
�%�. �� ��0 dx, dy, dz �*���


����
�
�� "�� ��
� dx2 + dy2 + dz2 �= 0� � 0������	
 �
 ��!�

������
���� dϕ = 0 '������
�
�� �!� '�
�<��
 H����
 324�

3�5�� M0(2, 1, 0) ������
�� ���	
 f �	
����
 !��
�
���
 ���(

���
	
 �	
�� � 	��

� �	
����
 �?'������ !��
�
���
 ���(

���
	
 �	
�#

C&���* 27� 7���"���
� ������
	
� �?	
��

u = f(M) = f(x, y, z)
def
= x2 + y2 + z2 : R3 −→ R+

�	
����
 
���
 
�� ��!�
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 '������
�
 ��!�	


,0 < a < b < c-# C������%���
 �� 
��
��	
 � '���"���) f
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�	
����
 �� �� �
0��� ����
�
 ���	��	
� ��) 
���

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 �)�!����� ����⎧⎪⎨

⎪⎩
u = f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 �−→ extr.

ϕ(x, y, z)
def
=

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1 = 0 :

+3@40.

$�"
�
� f �	
������ D����
�� �	
����


L(x, y, z, λ) = f(x, y, z)+λϕ(x, y, z) = x2+ y2+ z2+λ

(
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1

)
� ��
�
� 
�� ������
�� ������� )	��)�� +3@33.� '�
�������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L′
x = 2x+

2λx

a2
= 0

L′
y = 2y +

2λ y

b2
= 0

L′
z = 2z +

2λ z

c2
= 0

L′
λ ≡ ϕ =

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1 = 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x

(
1 +

λ

a2

)
= 0

y

(
1 +

λ

b2

)
= 0

z

(
1 +

λ

c2

)
= 0

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 :

P�%�.���

��� '�
���%	��	
� � 0 < a < b < c !��
�
� '����

�?
�)��� ����� �� ��
�) '�
������ 0�)�� )	�	

����

��0 λ = −a2, M = M1,2

(± a, 0, 0
)
,

��0 λ = −b2, M = M3,4

(
0,±b, 0

)
,

��0 λ = −c2, M = M5,6

(
0, 0,±c

)
:

A����
�� �� D����
�� �	
����
 ��� ������
�� ���	
�# 1��
�

f(M) �	
������ !��
�
���
 ������
	
� '
������ �����
 �
#

N�����
	
� 0������ !��
�
� ��	��)	 '�
�� ��
�
� D�(

���
�� �	
������ 25�� ����� 
��
��� ���
���)
��� � ������
(

���)��

L′′
xx = 2 +

2λ

a2
, L′′

xy = 0,
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L′′
yy = 2 +

2λ

b2
, L′′

xz = 0,

L′′
zz = 2 +

2λ

c2
, L′′

yz = 0,

d2L(M,λ) = L′′
xx(M) dx2 + L′′

yy(M) dy2 + L′′
zz(M) dz2+

+ 2L′′
xy(M) dx dy + 2L′′

xz(M) dx dz + 2L′′
yz(M) dy dz =

= 2

[(
1 +

λ

a2

)
dx2 +

(
1 +

λ

b2

)
dy2 +

(
1 +

λ

c2

)
dz2
]
:

+����
�� �� D����
�� �	
������ 25�� ����� d2L(M,λ) ������
(

���)� x, y, z %�%�.���

���� � �� 
��� �� !��	
��	
� ��
	(

�
�
��
�� �
�
 
� ������
�� ��� �

����)�� !��� � �������)

λ5� '�
�!����.�
 ������# &��� ���� !�'�
��
�� �� Mi (i =

1, 6) ������
�� ���	
 ������� ��!� ������
���� dϕ = 0 '�(

�����	
��

∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy+

∂ϕ

∂z
dz = 0 ⇐⇒ x

a2
dx+

y

b2
dy+

z

c2
dz = 0 : +3@41.

:?�
<�
 �

����
� Mi (i = 1, 6) ������
�� ������ �
�
 
�

"	��# 6�" '�������	
 � d2L(M,λ) ������
���)� 
��
� �	����
(

��	� ������
�� ���	
#

C�0 λ = −a2 � M = M1,2

(± a, 0, 0
)
� ���
	
 �
�

d2L
(
M1,2,−a2

)
= 2

[(
1− a2

b2

)
dy2 +

(
1− a2

c2

)
dz2
]
> 0,

��
� �� 0 < a < b < c# 7����0�� ��� H����
 324� 1�5�� Mmin =

M1,2

( ± a, 0, 0
)

������ f(M)5� !��
�
���
 
�
�
	
� ����� �
#

6�
�
	
� ������ �)�
� fmin = f(M1,2) = a2 #

C�0 λ = −b2 � M = M3,4

(
0,±b, 0

)
� ���
	
 �
�

d2L
(
M3,4,−b2

)
= 2

[(
1− b2

a2

)
dx2 +

(
1− b2

c2

)
dz2
]
:
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7���� �?
�)�� 0 < a < b < c !��
�
�� ����)� � ���
�)� ��

d2L
(
M3,4,−b2

)
������
���)� 
��
�%�. �� ����!���

d2L
(
M3,4,−b2

)
= 2

(
1− b2

c2

)
dz2 > 0, ��� dx = 0, dz �= 0,

d2L
(
M3,4,−b2

)
= 2

(
1− b2

a2

)
dx2 < 0, ��� dz = 0, dx �= 0 :

7����0�� ��� H����
 324� 3�5�� M3,4

(
0,±b, 0

)
������ f(M) �	
�(

����� !��
�
���
 ������
	
� ����� ��
#

C�0 λ = −c2 � M = M5,6

(
0, 0,±c

)
� ���
	
 �
�

d2L
(
M5,6,−c2

)
= 2

[(
1− c2

a2

)
dx2 +

(
1− c2

b2

)
dy2
]
< 0,

��
� �� 0 < a < b < c# 7����0�� ��� H����
 324� 2�5�� Mmax =

M5,6

(
0, 0,±c

)
������ f(M)5� !��
�
���
 
����
	
� ����� �
#

6����
	
� ������ �)�
� fmax = f(M5,6) = c2 #

X
���� )	���� �# 7�������� �� �� �
'������ ����� B��������)

��!� ������
���� dϕ = 0� +3@41. '������	
�#

A��%(+.�+� 3�3�  
�!�� ����
� H����
 3245	
 
���������� !��(


�
���
 ������
	
� 0������ !��
�
� �����	
 � ����) f(M)

�	
������ D����
�� �	
������ 25�� ����� d2L(M) ������
���)�


��
��� ��!� ������
���� '������	

��� '���� �?
�)��# ;�(

?��	����
 d2L(M) <�� 
��
�!�'!�

�
 '���	��	

��� ����)�

� ��	��) 
�� '�
��'������
 
����
����� ���
� 
����������

�
 &���
 2235	
#

3�3 ���,���*�� 9:��&�,+,�  �L�&� ���4� )��

5%5% �*��� 6+�*7����&� ;�,�&

�����$ ����� ��� '�'�(����� ��	��� 	�
������� 
��������� (�����


� ����� ,�!��!�� 
 �  ������� ��� (���� �� ��� %������� ��!,������%
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��� '�(���� ;��N �����9���� �����N��% � ,����� ����	����(��

6���������

n ��� '�'�(�����$ ��(�� )���$������ 	�
������� 
�����#

���� (����% ����" 
 ����� (n−1) ��	� ��������� ������� %�������

��	���& m ��� (1 ≤ m ≤ n − 1) ��	� ���������� =���� ��� ��	�

������������� ����
��
��% ����" 
 ���9�$��� (���� ������!������

D�
������� 
��������� (����% -��������� ������
�$���� ����
��

���	& ⎧⎨
⎩u = f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) �−→ extr.

ϕi(M) = 0 (1 ≤ i ≤ m) :
+3@42.

�� ��� 
�$&��<� ,�.%L/ �������� ����� ����� ��� 64����� 
�@

$&��<� 6+�*7����

L ≡ L(M,λi) ≡ L(x1, x2, . . . , xn, λ1, λ2, . . . , λm), M ∈ Ω ⊂ R
n,

L
def
= f(M) + λ1ϕ1(M) + λ2ϕ2(M) + · · ·+ λmϕm(M) ,

+3@43.

����" λi ∈ R (1 ≤ i ≤ m) 	���������% ������ �� 
�$&��<� !�P,�@

-��*�Q��& ��� 
�$&��<� ��%&%) $%&'�*�7��&� *������� �� ��9���4�

λi ,�!��	��������� �����% ���%����� 
 ��	� ������������� ���

��� � '��� 
 ����( '�'�(�������� ������$� �
�����& m < n� S��	��

���� ��� ���� '�'�(����� ��	��� 
�� �N����� 
 ����
�� '���%&

f(M) 6+�*7���� -��,���*�� 9:��&�,+,�  �L�&/ ;�,�&<�: 9

fR� 
�$&��<� 6+�*7���� �%�%&�*�� 4%*�4 9:��&�,+,�  �L&��=

TU����& f(M) )���$��
� 	�
������� 
��������� (���� �����4���

	�
���% �����4�� 
 f>� ��9���4� )���$��
� ���$����� ���� 	�
��#

���� ��� 
� ���9�� 
 ����
�� �������9��&⎧⎪⎨
⎪⎩

∂f

∂xj

+ λ1
∂ϕ1

∂xj

+ · · ·+ λm
∂ϕm

∂xj

= 0

ϕi(x, y, z) = 0

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂L

∂xj

= 0 (1 ≤ j ≤ n)

∂L

∂λi

= 0 (1 ≤ i ≤ m) :

+3@44.
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A������9% n+m ����������$ 
 ,�"��$� � n+m ���9 ����
� ����

+3@44. �������9� �� �����% f )���$��
� 	�
������� 
���������

�������� ������ ���

��%&�, 3�5� ,U��
�
���
 ������
	
� �
'������ !��
�
�-

1��	� f(M) = f(x1, x2, . . . , xn), ϕi(M) = ϕi(x1, x2, . . . , xn)� 1 ≤ i ≤
m < n� �	
����
��� ����� �
 Ω ⊂ R

n ���	��	
� f, ϕi ∈ C1(Ω)� �

M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ Ω ����⎧⎨
⎩u = f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) �−→ extr.

ϕi(M) = 0 (1 ≤ i ≤ m)
+3@45.

.
��� )	�	
 �� ����
�
� f5� !��
�
���
 ������
	
� ��� � ϕi = 0

��!� '������	

��� ��!�	
#

&��� ���� M0 ���	
 ϕi �	
����
��� 
��
��� ���
���)
����

��"
��� '�����) ,Z���0��- 
������ ,m× n ��%����-

J = J(M0)
def
=

(
∂ϕi(M0)

∂xj

)
1≤i≤m
1≤j≤n

	
� �� "������
 m5�� ����� 
�
��# :�) ���! ����� J 
������

?�
�� '������ � m5�� rank J = m#

:�� ��!�	
 ���	��	
 	
�
 λi ∈ R (1 ≤ i ≤ m) �����
�� ��
!�(

���� �� (x1, x2, . . . , xn, λ1, λ2, . . . , λm) ∈ R
n+m ���� 0������	
 �⎧⎪⎨

⎪⎩
∂f

∂xj

+ λ1
∂ϕ1

∂xj

+ · · ·+ λm
∂ϕm

∂xj

= 0

ϕi(x, y, z) = 0

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂L

∂xj

= 0 (1 ≤ j ≤ n)

∂L

∂λi

= 0 (1 ≤ i ≤ m) :

+3@46.

'�
������
� ����
�
� ��� ���� D����
�� L �	
������ ������(


�� ��� �#

=
� ������% Q����
� ��
��� ������� ������� ������� 
 	�
�������


��������� ��	���� V�����% ������ 
 ���N -�����	�� �
�	��@ f
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)���$��
� 	�
������� 
��������� ���% f>� ��9���4� )���$��
�

���$����� ��� 
�

=
4� -�����	��� 	�
������� 
��������� ,������ 	�
���% ���

'�'�(�����$ ��(�� )���$������ ������

��%&�, 3�6� ,U��
�
���
 ������
	
� 0������ !��
�
�-

1���� � 25�� ����� ����� u = f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) �	
������

!��
�
���
 ������
	
� .
���� ��!� ϕi = 0 '������	

���

��!�	
� ����
�
�⎧⎨
⎩u = f(M) = f(x1, x2, . . . , xn) �−→ extr.

ϕi(M) = 0 (1 ≤ i ≤ m) :
+3@47.

1��	�M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ���� �
�5�� λi (1 ≤ i ≤ m)�����
��� ��!�	


f(M) �	
������ D����
��

L ≡ L(M) ≡ L(M,λi) = f(M) + λ1ϕ1(M) + · · ·+ λmϕm(M)

�	
������ ������
�� ��� �� ����
�
� dL(M0) ≡ 0� ��
⎧⎪⎨
⎪⎩
∂f(M0)

∂xj

+ λ1
∂ϕ1(M0)

∂xj

+ · · ·+ λm
∂ϕm(M0)

∂xj

= 0 (1 ≤ j ≤ n)

ϕi(M0) = 0 (1 ≤ i ≤ m) :

+3@48.

$�"
�
� D����
�� �	
������ 25�� ����� ������
���)�M0 ���	
�

d2L(M0) =
n∑

j,k=1

∂2L(M0)

∂xj∂xk

dxj dxk =
∂2L(M0)

∂x2
1

dx2
1 + · · ·+ ∂2L(M0)

∂x2
n

dx2
n+

+ 2
∂2L(M0)

∂x1∂x2

dx1 dx2 + · · ·+ 2
∂2L(M0)

∂xn−1∂xn

dxn−1 dxn :

1? C�� d2L(M0) > 0 0�)�� ∀ dxj (1 ≤ j ≤ n) ������
���)
���

,�*���- '�
��� ���
� 
����
�
�� "�� ��
� dx2
1+· · ·+dx2

n �= 0�

� 0������	
 �
 ��!� ������
���� '������	

���
�

dϕi(M0) = 0 (1 ≤ i ≤ m), +3@49.
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�!� M0 ���� f �	
������ ,.���- !��
�
���
 
�
�
	
�

��� �� M0 = Mmin ��!� ϕi = 0 '������	

��� ��!�	
#

2? C�� d2L(M0) < 0 0�)�� ∀ dxj (1 ≤ j ≤ n) ������
���)
���

,�*���- '�
��� ���
� 
����
�
�� "�� ��
� dx2
1+· · ·+dx2

n �= 0�

� 0������	
 �
 ��!� ������
���� '������	

���
�

dϕi(M0) = 0 (1 ≤ i ≤ m), +3@50.

�!� M0 ���� f �	
������ ,.���- !��
�
���
 
����
	
�

��� �� M0 = Mmax ��!� ϕi = 0 '������	

��� ��!�	
#

3? C�� d2L(M0) ������� ����� ������
���)� 
��
�%�. � ,�
�	(


	
 � �����
 � 0�������
 �����
��- dxj ������
���)
���

,�*���- 
	�
 +3@50. ��'
�
�%��	

��� 
����� �!�M0 ����

f �	
������ !��
�
���
 ������
	
� ��� ��#

4? C�� d2L(M0) ≥ 0 ��
 d2L(M0) ≤ 0� ��0 dxj ������
���)
���

,�*���- 0������	
 �
 
	�
 +3@50. ��'
�
�%��	

���
�

�!� ��	�� ���
� ���) '
������ ��2 M0 ���� ����� � �
�!��

f5� !��
�
���
 ������
	
� ��� )�
�)� ��
!�� �) �)�
�) ,�

	��

� ��� ��!�	
 �!�'�
��� )���	��� '���"��	
-#

W�������� n '�'�(�����$ ��(�� )���$������ �� ���� 6���������

����$�� 	�
������� 
�����������% �������� ������ ,�!��	���������

��9���4� ��������

C&���* 28� D	��
� !��
�
���
 ������
	
� '�����) .
����� ���

!��	
��	
 � �
��
�
� 
�� ��!� '������	
�⎧⎨
⎩
u = f(M) = f(x1, x2, . . . , xn)

def
= x1 + x2 + · · ·+ xn �−→ extr.

ϕ(M)
def
= x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n − 1 = 0 :
+3@51.
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C������%���
 �� 
��
��	
 �� �� ����� f �����
 �	
������

������
	

��� !��� � ��
�) Rn �����	���


S
def
=
{
M(x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n : x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = 1

}

����� ������� ���# :���
�
� !�'�
��	
 � '���"���) f

∣∣∣
S
�	
�(

���
#

$�"
�
� f5� D����
�� �	
����
 �
��
�
� 
�� λ �
���� 0�"(


�!��������

L ≡ L(M) ≡ L(x1, x2, . . . , xn, λ) = f(M) + λϕ(M) =

= x1 + x2 + · · ·+ xn + λ(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n − 1)

A�"0	
 ��
�
� D����
�� �	
������ ������
�� ������ ,'
���(

��� ������
	
� ������-# :�� 
!������ ��"
�
� � )	��
� '�����)

'�
�������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂L

∂xj

= 1 + 2λxj = 0 (1 ≤ j ≤ n)

∂L

∂λ
= ϕ = 0

⇐⇒
⎧⎨
⎩
xj =

−1

2λ
(1 ≤ j ≤ n)

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = 1

⇐⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩
xj =

−1

2λ
(1 ≤ j ≤ n)

n
1

4λ2
= 1

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
λ = ±

√
n

2

xj = ∓ 1√
n

(1 ≤ j ≤ n) :

A����
� ���	 ������
�� ��� ,S 
����� ������� ���-�

��0 λ =

√
n

2
, M = M1

(−1√
n
, . . . ,

−1√
n

)
∈ S,

��0 λ = −
√
n

2
, M = M2

(
1√
n
, . . . ,

1√
n

)
∈ S :

N�����
	
� 0������ !��
�
� ��	��)	 '�
�� ��
�
� D����
��

�	
������ 25�� ����� 
��
��� ���
���)
��� � ������
���)��

∂2L

∂x2
j

= 2λ (1 ≤ j ≤ n),
∂2L

∂xj ∂xk

= 0 (j �= k),
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d2L(M) =
n∑

j,k=1

∂2L(M)

∂xj∂xk

dxj dxk =
∂2L

∂x2
1

dx2
1 + · · ·+ ∂2L

∂x2
n

dx2
n+

+ 2
∂2L

∂x1∂x2

dx1 dx2 + · · ·+ 2
∂2L

∂xn−1∂xn

dxn−1 dxn =

= 2λ
(
dx2

1 + · · ·+ dx2
n

)
:

7�
�<��
 H����
 3265�� !�'�
��
� 
��� �� ������
�� �����	


�������
 ��!� ������
���� '������	

����

dϕ(M1,2) =
∂ϕ(M1,2)

∂x1

dx1 + · · ·+ ∂ϕ(M1,2)

∂xn

dxn = 0,

2 x1 dx1 + · · ·+ 2 xn dxn =
−1

λ
dx1 + · · ·+ −1

λ
dxn = 0,

dx1 + · · ·+ dxn = 0 :

R��� �� d2L ������
���)� ��
��
 !��" ���� 	
�� �� ��!� ����(

��
���� '������	

 ��)�� �� ����� �"��) d2L ������
���)� 
��(


� ���#

C�0 M = M1, λ =
√
n
2
� ���
	
 �
� d2L(M1) > 0 � 	��

� M1

���� D����
�� �	
������ )���) 
�
�
	
� ��� � � 
����
�
��

f �	
������ !��
�
���
 
�
�
	
� ���� ��� 
�
�
	
� �����
 �

fmin = f(M1) = −√
n#

C�0 M = M2, λ = −
√
n
2
� ���
	
 �
� d2L(M2) < 0 � 	��

� M2

���� D����
�� �	
������ )���) 
����
	
� ��� � � 
����
�
��

f �	
������ !��
�
���
 
����
	
� ���� ��� 
����
	
� �����


� fmax = f(M2) =
√
n#

C&���* 29� D	��
� !��
�
���
 ������
	
� '�����) .
���� �
(

��
�
� 
�� ��!� '������	
���⎧⎨
⎩
u = f(M) = f(x1, x2, . . . , xn)

def
= x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n �−→ extr.

ϕ(M)
def
= x1 + x2 + · · ·+ xn − 1 = 0 :
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C������%���
 �� 
��
��	
 �� �� ����� f ��?��	����
 �	
������

������
	

��� !��� � ��
�) R
n �����	���
 x1 + x2 + · · · +

xn − 1 = 0 '�!��'���	���
 ���#

$�"
�
� f5� D����
�� �	
����
 �
��
�
� 
�� λ�
���� 0�"
�(

!��������

L ≡ L(M) ≡ L(x1, x2, . . . , xn, λ) = f(M) + λϕ(M) =

= x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n + λ(x1 + x2 + · · ·+ xn − 1)

A�"0	
 ��
�
� D����
�� �	
������ ������
�� ������ ,'
���(

��� ������
	
� ������-# :�� 
!������ ��"
�
� � )	��
� '�����)

'�
�������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂L

∂xj

= 2 xj + λ = 0 (1 ≤ j ≤ n)

∂L

∂λ
= ϕ = 0

⇐⇒
⎧⎨
⎩
xj =

−λ

2
(1 ≤ j ≤ n)

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1

⇐⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩
xj =

−λ

2
(1 ≤ j ≤ n)

−λn

2
= 1

⇐⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩
λ =

−2

n

xj =
1

n
(1 ≤ j ≤ n) :

A����
� 
���
 
�� ������
�� ����

��0 λ =
−2

n
, M = M0

(
1

n
, . . . ,

1

n

)
:

N�����
	
� 0������ !��
�
� ��	��)	 '�
�� ��
�
� D����
��

�	
������ 25�� ����� 
��
��� ���
���)
��� � ������
���)��

∂2L

∂x2
j

= 2 (1 ≤ j ≤ n),
∂2L

∂xj ∂xk

= 0 (j �= k),

d2L(M) =
n∑

j,k=1

∂2L(M)

∂xj∂xk

dxj dxk =
∂2L

∂x2
1

dx2
1 + · · ·+ ∂2L

∂x2
n

dx2
n+
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+ 2
∂2L

∂x1∂x2

dx1 dx2 + · · ·+ 2
∂2L

∂xn−1∂xn

dxn−1 dxn =

= 2
(
dx2

1 + · · ·+ dx2
n

)
> 0, ��0 dx2

1 + · · ·+ dx2
n �= 0 :

7�
�<��
 H����
 3265�� M0 ���� D����
�� �	
������ )���) 
�(


�
	
� ��� � � 
����
�
�� f �	
������ !��
�
���
 
�
�
	
�

���� ��� 
�
�
	
� �����
 � fmin = f(M0) =
1
n
#

A�����
�� ���	
 ��!� ������
���� dϕ(M0) = 0 '�����(

�	
� '���� �?
�)	 ����� ��)�� ���#

C&���* 30� D	��
� !��
�
���
 ������
	
� '�����) .
���� �
(

��
�
� 
�� ��!� '������	
���⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
u = f(M)

def
=

n∑
k=1

ak x
2
k �−→ extr. (0 < a1 < a2 < · · · < an)

ϕ(M)
def
= x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n − 1 = 0 :

C������%���
 �� 
��
��	
 �� �� ����� f ��?��	����
 �	
�(

����� ������
	

��� !��� � ��
�) Rn �����	���


S
def
=
{
M(x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n : x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = 1

}

����� ������� ���# :���
�
� !�'�
��	
 � '���"���) f

∣∣∣
S
�	
�(

���
#

$�"
�
� f5� D����
�� �	
����
 �
��
�
� 
�� λ �
���� 0�(

"
�!������� ,��.
�����
 
����?	

���� λ5� %�.���
 ���

�
��
 ����
�
� −λ-�

L ≡ L(M) ≡ L(x1, x2, . . . , xn, λ) = f(M)− λϕ(M) =

=
n∑

k=1

ak x
2
k − λ(x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n − 1) =
n∑

k=1

(ak − λ) x2
k + λ :

A�"0	
 ��
�
� D����
�� �	
������ ������
�� ������ ,'
���(

��� ������
	
� ������-# :�� 
!������ ��"
�
� � )	��
� '�����)
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'�
�������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂L

∂xj

= 2(aj − λ) xj = 0 (1 ≤ j ≤ n)

∂L

∂λ
= ϕ = 0

⇐⇒
⎧⎨
⎩λ = aj ��
 xj = 0

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = 1 :

U��" �� �� �
'
�� �
 ���	 �����'�� ��!����� ��0 λ5
 '������

� ak ��������
���� 
����
�
�� ���	��
 λ = aj = ak (j �= k)�

�
�� �'������ a1 < a2 < · · · < an !��
�
�
� ��
 λ �= aj (j =

1, n)� ����
�
� xj = 0 0�)�� j (j = 1, n) �
����
��� '�
��� �
��

�'������ ��!� ϕ = 0 '������
�
�� ��
 �� M(x1, . . . , xn) ����

!����
�)�	���
� S �������
#

7����0�� λ = ak ���� 
�� k ∈ [1, n] �
����� '�
��# :��

��!�	
 �
'�������0�� λ �= aj � xj = 0 

���� 0�)�� j (j �= k)

�
����
��� '�
��� � �����
 '�
������ �'�
�� '�����)�
� ∃ k ∈
[1, n] ��
!���
� ��⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
λ = ak

xj = 0 ∀ j �= k

x2
k = 1

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
λ = ak

xj = 0 ∀ j �= k

xk = ±1 :

:��!���� �����
� 2n '�� ������
�� ��� ,0
���
�0�� 0�)���

S 
����� ������� ���-�

��0 λ = ak, M = M
(±)
k (0, . . . , 0,±1, 0, . . . , 0) ∈ S, k = 1, 2, . . . , n,

����� 1 ��
 −1 ���� Mk ������
�� ���� k5�� ������
��
 �#

+����
�� �� S �����
 ��
!��� � ,%�� ��'
�
�%�� 0�"
	(

��	
- Rn �����	���
 
��� 	���� '�
�<��
 V���������� �����
��

f ∈ C(S)�
�
�'�� �	
����
 '��
	
 � �� 
����	�
 � %�����	�


�����
���
 ��� ������� ���# C�� .
���� ����
� f
∣∣∣
S
�	
������


���
 
����	�
 � %�����	�
 �����
��� ���
�)	 
��� �	
������
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������ � a1 < a2 < · · · < an !��
�
�� 
�
� �

���!�� ����� �
�

�"�����
�)� �� M
(±)
n ������ f

∣∣∣
S
�	
������ 
����
	
� ����� �
�

���
�	
 f
∣∣∣
S
�	
����
 '��
	
 � �� 
����	�
 ������
�

Mmax = M (±)
n (0, . . . , 0,±1) ∈ S, max

M∈S
f(M) = f

(
M (±)

n

)
= an :

+
�
�!�� ��
	
 �
� f
∣∣∣
S
�	
������ %�����	�
 �������

Mmin = M
(±)
1 (±1, 0, . . . , 0) ∈ S, min

M∈S
f(M) = f

(
M

(±)
1

)
= a1 :

6
���� M
(±)
k (1 < k < n) ������ �?'������ f

∣∣∣
S
�	
������

������
	
� ����� ��
# :�� %���� ��	��)	 '�
�� ��
�
� 
	�


H����
 3265�
 � ��
�
� D����
�� �	
������ 25�� ����� 
��
���

���
���)
��� � ������
���)��

∂2L

∂x2
j

= 2(aj − λ) (1 ≤ j ≤ n),
∂2L

∂xj ∂xk

= 0 (j �= k),

d2L(M) =
n∑

j,k=1

∂2L(M)

∂xj∂xk

dxj dxk =
∂2L

∂x2
1

dx2
1 + · · ·+ ∂2L

∂x2
n

dx2
n+

+ 2
∂2L

∂x1∂x2

dx1 dx2 + · · ·+ 2
∂2L

∂xn−1∂xn

dxn−1 dxn =

= 2(a1 − λ) dx2
1 + · · ·+ 2(ak − λ) dx2

k + · · ·+ 2(an − λ) dx2
n :

C�0 M = M
(±)
k (0, . . . , 0,±1, 0, . . . , 0)� λ 0�"
�!������ �����
 	
�(

�
�� λ = ak� '����0��

d2L
(
M

(±)
k

)
=2(a1 − ak) dx

2
1 + · · ·+ 2(ak−1 − ak) dx

2
k−1+

+ 2(ak+1 − ak) dx
2
k+1 + · · ·+ 2(an − ak) dx

2
n :

+3@52.

+��
�� �� ������
�� M = M
(±)
k (0, . . . , 0,±1, 0, . . . , 0) �����	
 ��!�

������
���� '������
�
 �?���	��	
� d2L
(
M

(±)
k

)
������
���)�
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����� ���� ���! �� %�.	
#  ���!���

dϕ(Mk) =
∂ϕ(Mk)

∂x1

dx1 + · · ·+ ∂ϕ(Mk)

∂xn

dxn = 0,

2 x1 dx1 + · · ·+ 2 xn dxn = 0 ⇐⇒ dxk = 0 :

V����!��� 
�" 

	
 � !��"�) d2L
(
M

(±)
k

)
� +3@52. ������
���)�


��
�# &�����
 � 
����)� +3@52. ������
���)� �?���
 k−1 �����(

���
��� 0�������
 �
� ��� �����
 n−k ��������
��� �����
 �
�

aj − ak < 0, ��� 1 ≤ j ≤ k − 1, � aj − ak > 0, ��� k + 1 ≤ j ≤ n :

A� 
��
��	
 �� �� +3@52. ������
���)
 �
�	
	
 � ��= �����
� ��=

0�������
 �����
�� ���0�� dx1, dx2, . . . , dxn, dx
2
1 + · · ·+ dx2

n �= 0,

�*��� '�
��#

7�
�<��
 H����
 326 3�5�� M
(±)
k (1 < k < n) ������� � �� 
���

f
∣∣∣
S
�	
������ ������
	
� ��� ��� ����
�
� f �	
������ !��
�(


���
 ������
	
� ��� ��#

A����� 6������� ���� 
� ����� %������� ��������
�� -� ��� ����#

!������

C&���* 31� E�
�
� '�����) �	
������ 
����	�
 � %�����	�
 ��(

���
����⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
u = f(M) = f(x)

def
=

n∑
i,j=1

aij xi xj �−→ max.min. (aij = aji ∈ R)

ϕ(M) = ϕ(x)
def
= x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n − 1 = 0 :

W���� �	
����
 ��
�����
 ��?��	����
 <� �� ���
� 
���
 ����

�����	��	

�� ����)� � ��
�) &���
 2235	
# C������%���
 .
��(

�� 
��
��	
 �� �� ����� f ��?��	����
 <�� 
����	�
 � %����(

�	�
 �����
��� !��� � ��
�) Rn �����	���
 S 
����� �������

���� ����
�
� !�'�
��	
 � '���"���) f
∣∣∣
S
�	
����
#
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$�"
�
� f5� D����
�� �	
����
 λ �
���� 0�"
�!�������

,��.
�����
 
����?	

���� λ5� %�.���
 ��� �
��
 ����
�
�

−λ-�

L ≡ L(x) ≡ L(x1, x2, . . . , xn, λ) = f(x)− λϕ(x) =

=
n∑

k=1

aij xi xj − λ(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n − 1) :

A�"0	
 ��
�
� D����
�� �	
������ ������
�� ������ ,'
���(

��� ������
	
� ������-# :�� 
!������ ��"
�
� n '�����(

�	

���� 0������� '�����) '�
�������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

∂L

∂x1

= (a11 − λ) x1 + a12 x2 + · · ·+ a1n xn = 0

1

2

∂L

∂x2

= a21 x1 + (a22 − λ) x2 + a23 x3 + · · ·+ a2n xn = 0

...
...

1

2

∂L

∂xn

= an1 x1 + an2 x2 + · · ·+ an,n−1 xn−1 + (ann − λ) xn = 0,

+3@53.

���
 ����)��
�
� (n+ 1)5�� ,��!�- '������	
��

ϕ(x) = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n − 1 = 0 :

7�
���? �����
 +3@53. '�
������ !��"	
�� (0, 0, . . . , 0) )	�	
� ��

0������	
 ��!� '������
�
�# E����
 '�
��'���� ����
��(

��� '���
� �� �� �� "������
 )	�	
 +3@53. '�
������ 	
� ��
 �


���
 ��
 ��!�	
� ��0 
�� '�

���
 
������ ������� "�� ��∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, +3@54.
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����
�
� ��0 λ ���� ��� 0
	������ +3@54. '������
�
 ��
�� �#

$���)� � +3@53. '�
������ �������) A = (aij) ��
����� 
������


�������

Ax = λx , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n :

:�) ���! ����� A 
������ '�
�� λ5
 ��%���
 ����� �� ��� x5��

��%���
 ������# K����
� ��
 %������ �� ��
����� 
������

��%���
 �����
��� 
��� �����
 �
 ,����
�
� ��
!)��� ��
-# 1�(

�	� λ1, λ2, · · · , λn ∈ R �����
 ����
 A = (aij) 
������ 0�)��

��%���
 �����
��
 �
� ����
�
� +3@54. 0
	������ 0�"
�
��
�

��
��
���# Z	����
��� λj ��%���
 ������
 +3@53. '�
�������

'�
�!����.�
	
 � ��
!���

x(j) =
(
x
(j)
1 , x

(j)
2 , . . . , x(j)

n

) ∈ S, Ax(j) = λj x
(j), 1 ≤ j ≤ n,

��%���
 ������� ��
 	
� 
����� �����	��	
� ����
�
� 0���(

���	
 � ��!� ϕ = 0 '������
�
�# 6����� ������� ��� x(j)

������ �)�
�
 f
∣∣∣
S
�	
������ '
������ ������
	
� ������ ���
�

0���'��� ����� 
�" �
�
��
 �) !��� ��# 6�" !��� � ��
�) f
∣∣∣
S

�	
������ 
����	�
 � %�����	�
 �����
���� ���
� ���	��	
�

�!�'����� � S ������� ��
!��� )�
�)��� f
∣∣∣
S
�	
������ �
�
�(

'��	���
0 � V���������� �����
� �
��'��#

$�����
� +3@53. '�
������ 
� <��%�.	��	
# 7�
������ �	(

����
��	� '������	
 0�"
�!����
� x1, x2, . . . , xn5��� '�
�(

!����.�
�0��� � ������� 0�)�� '������	

��� �	
���
�

����# 1���� �� 
����)� �� ����	
�	
 �������
n∑

i,j=1

aij xi xj − λ
n∑

j=1

x2
j = 0,

��
 �)� '���� �?
�)�� ��!� '������	
�� '�
����� �

f(x) ≡ f(x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

aij xi xj = λ
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����������	
 �� �����
�� �� �� ��� λ�� ��������� � �3�53�

����
������ �������� A ������� ����
�� ����� �� ��� Ax =

λx ����������� ���� ��������� ���! x ����
�� ��
���	

������"�� ����� f(x) #��
����� ��������� 
������� ���� λ ��$

���	� f(x) = λ 
 %������������ λj ����
�� ������� ������$

��� ���! x(j) ����
�� ��
���� ����� 
�������

f
(
x(j)
)
= λj, 1 ≤ j ≤ n :

&��� x(j) 
����	 f
∣∣∣
S
#��
����� ��"�� ��������� 
����� ��� ���

max
x∈S

f(x) = max
1≤j≤n

f
(
x(j)
)
= max

1≤j≤n
λj ,

min
x∈S

f(x) = min
1≤j≤n

f
(
x(j)
)
= min

1≤j≤n
λj :

��� �	
��
�� ���� �����	�� ��������
�� ������� �����

 �	�

�������

������� 3	1	 '&�(�
������ )*� ��������� * �������� �����+

R
n ����,����� S = {x ∈ R

n : |x| = 1} ������ �#����� ���
��������, 
�����
��

f(x) =
n∑

i,j=1

aij xi xj, x ∈ S, (aij = aji ∈ R)

��(�
������ )*� ��,����� '���������+ �����	 ������� � A =

(aij) ������� ����
�� ��������� ��,������� '�����������+ 


3	4 
���
���� �������� � ���������

��������� ��� � ���������� ��������

 
 ���
 ����!�
��
 "��
�
���	
 ��#����� � ���	����� �	$����	�

��������� �� ������% 
�&��� ��
 ����!�
��
 "��
�
���	
 ����	'
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[	��� 
 �'���� )���$��
� �� �9�
� � '����9�
� ��4�����% �
� )���#

$��
� ������������ � ����������� ����

Q���$��
� �� �9�
� +'����9�
�. ��4��% ���� ����� 
 +��� ������

9�
��
�� ���.� ������� )���$��
� �����������% +����������%. ����"

�� �� �����% ������ ��9��& ������ �������� =�����& )���$�
� �� �9�
�

+'����9�
�. ��4��% ����" 
 ����%����� �
� )���$��
� ���
 ���������

+��������. ���� =
� ������ �����N��% �� ���,����� ��� '�'�(�����

)���$������ ��	��$� ��� )���$��� (!��" 
 ��� ��%����� �� '��

��� ���������'�� ����
���� �	� )���$��� �� �9�
� +'����9�
�.

��4�� ����" 
 �������� ?������ %�� F�
�������� ��
��� �������&

��%����� )���$��� '�� � �������'�� ����
��� +���	�����.

���� %������ 
 �� �� �9�
� � '����9�
� ��4�����%� =
� ���� ��#

4�����% )���$��� %������ 
 ��� ����
�� �!�� ���� ��� ������ ���#

$����� ��������

R�$�� f(M) )���$��� ������ 
 � �"��� D ⊂ R
n ���	������

f ∈ C1(D)� T�	��!� 9���� )���$�
� �� �9�
� � '����9�
� ��4�����%

D ���	������ ������ 
 ������� ����
�� ��
���%@

���4 1� K���� f )���$��
� ���$����� �����%D ���	���� �������

*�������� �
� �����%& M1, M2, . . . , Mk� D������� �
 	��!��� �
�

���$����� �����% ������ +�����. 
��������� ����� �� ���

���4 2� A����� f )���$��
� ��4�����% 9���� ���$����� ��������

���������

f(M1), f(M2), . . . , f(Mk) :

���4 3� K���� f )���$��
� �� �9�
� � '����9�
� ��9�����% D

���	���� ∂D �!�� ���� max
M∈∂D

f(M), min
M∈∂D

f(M)� =
���" ��������


 	�
������� 
��������� (����� ���� �� ∂D �!�% ���� 
 �������

����
�� ��� �������'�������� =
� (����% �������� 
 �� �� ���	��

��������� ��"������� �
�	�� 
� ��9���4� ��������
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���4 4� A�������� ,���� ���$�� (k + 2) ��4�����%&

f(M1), f(M2), . . . , f(Mk), max
M∈∂D

f(M), min
M∈∂D

f(M) :

<���$�$ �� �9�
�% ����� f>� �� �9�
� ��4��%D>��� �9����max
M∈D

f(M)�

��� '����9�
�% ����� f>� '����9�
� ��4��% D>��� �9���� min
M∈D

f(M)�

*����
�$���� �� ���� ����	����(�� 6���������

C&���* 32� R2 '���	���
 ��� ����� �

x = 0, y = 0, y = 1− x +3@55.

	���
���� ��'
�
�%����� %�� 0�"
	��	
� ,��
!����-� ���


��
���
� D5��# :�� ��
!���	
 ������� �

z = f(x, y)
def
= xy − y2 + 3x+ 4y �−→ max.min., (x, y) ∈ D,

�	
����
 � !�'�
��	
 � '����) 
�� 
����	�
 � %�����	�
 ��(

���
��� D ��
!���	
#

�

�

x

y

�

�

� �
�

�
�

�
�

��O

A(1, 0)

B(0, 1)

D

��� 10

D	�	

 ����
� 
����
 ������
�� ��������⎧⎨
⎩f ′

x = y + 3 = 0

f ′
y = x− 2y + 4 = 0

⎧⎨
⎩y = −3

x = −10
M0(−10,−3) :
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;�
� �� 
��� ������
�� ���� ��
�	
 � D ��
!����� �	���

M0(−10,−3) �∈ D� 
�" �!��� � '�������� f(M0) ������# 7����0��

f5� 
����	�
 � %�����	�
 �����
��� D ��
!���	
 '���
�)� �


D ��
!���� ∂D �"�� ���# :�� �"������ ��"
��� � ���� 	������

'�����
����� OA, OB, AB� ���
� ��

����
� '������0��#

1- C�� (x, y) ∈ OA� �!� y = 0, 0 ≤ x ≤ 1� � f �	
����
 �
�	
	


� f(x, 0) = 3x �����# U��" �� �� f ′
x(x, 0) = 3 � ������
�� �����

OA '������ ��� ���
� 	��

�

max
(x,y)∈OA

f(x, y) = f(A) = f(1, 0) = 3,

min
(x,y)∈OA

f(x, y) = f(O) = f(0, 0) = 0 :

2- C�� (x, y) ∈ OB� �!� x = 0, 0 ≤ y ≤ 1� � f �	
����
 �
�	
	


� f(0, y) = 4y − y2 �����# :����� f ′
y(0, y) = 4 − 2y = 0� f5�

������
�� ���� (0, 2) �∈ D �� !����
	
 D ��
!����
� 	��

�

��
 �
���	
 �
�# 7���� �?
�
� f5� �����
��� OB '������

����������	
�

f(O) = f(0, 0) = 0, f(B) = f(0, 1) = 3 :

3- C�� (x, y) ∈ AB� �!� y = 1−x, 0 ≤ x ≤ 1� � �������)	� '���

f �	
����
 �
�	
	
 � '�����) ������

f(x, 1− x) = x(1− x)− (1− x)2 + 3x+ 4(1− x) = −2x2 + 2x+ 3 :

:��
�	
� �	�� � ��)��� ��

f ′(x, 1− x) = −4x+ 2 = 0, x =
1

2
, y =

1

2
, M0

(
1

2
,
1

2

)
= Mmax


����
	
� ��� � �"�� ���# 7����
� 
����
	
� �������

fmax = f(M0) = f

(
1

2
,
1

2

)
=

7

2
:
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C"�� ��� 0�)�� ������� �����
��� '�
�
���)��� ���
	
 �
�

max
M∈D

f(M) = max
M∈∂D

f(M) = f

(
1

2
,
1

2

)
=

7

2
,

min
M∈D

f(M) = min
M∈∂D

f(M) = f(0, 0) = 0 :

A����� 6������� ����
�� �!�� ��� �� �� 	��! ��"����� ���

�������� �
� �� �� ��� ��9���4� ��������

C&���* 33� R2 '���	���
 ��� ����� � 5 ��?����� %�� ����


D
def
=
{
(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 ≤ 25
}
,

��	
 !�'�
��	
 � ��
�) ����� �	
������ 
����	�
 � %����(

�	�
 �����
����

z = f(x, y)
def
= x2 + y2 − 12x+ 16y �−→ max.min., (x, y) ∈ D :

A�"0	
 ��
�
� f �	
������ ������
�� ������ D ���	���


���	
� ⎧⎨
⎩f ′

x = 2x− 12 = 0

f ′
y = 2y + 16 = 0

⎧⎨
⎩x = 6

y = −8
M0(6,−8) :

A����
� �
��
�
� 
�� ������
�� ���� ��
 �) �� !����
	


��������� ���	���
� M0(6,−8) �∈ D � 	��

� !��� � �
�����#

7����0�� f5� 
����	�
 � %�����	�
 �����
��� D ����
	
 '�(

��
�)� �
 D ��
!����

∂D =
{
(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 = 25
}

�"�� ,����
����- ���# :?������ !��
�
���
 ������
	
� .
����⎧⎨
⎩
z = f(x, y) = x2 + y2 − 12x+ 16y �−→ max.min.

ϕ(x, y)
def
= 25− x2 − y2 = 0 :
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$�"
�
� f5� D����
�� �	
����
�

L = L(x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y) = x2 + y2 − 12x+ 16y + λ(25− x2 − y2),

����� λ5
 D����
�� �
���� 0�"
�!����� �#

+�. ��
�
� D����
�� L(x, y) �	
������ ������
�� ������#

1�� '�
�� ��"
�
� � )	��
� '�����) '�
������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
L′
x(x, y, λ) = 2x− 12− 2λx = 0

L′
y(x, y, λ) = 2y + 16− 2λ y = 0

L′
λ(x, y, λ) = 25− x2 − y2 = 0 :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
x(1− λ) = 6

y(1− λ) = −8

x2 + y2 = 25 :

7�
�����
 	
� ���	 )	�	
�

M1(3,−4), ��0 λ = −1,

M2(−3, 4), ��0 λ = 3 :

U��
�
���
 ������
	
� 0������ !��
�

 ��	��)	 ����� ���#

J
��
�
� !��� � '����) f �	
������ �����
���M1 �M2 �����	


� �
��	��	
 ������)�

max
(x,y)∈D

f(x, y) = max
(x,y)∈∂D

f(x, y) = f(−3, 4) = 125,

min
(x,y)∈D

f(x, y) = min
(x,y)∈∂D

f(x, y) = f(3,−4) = −75,

�
�� � !�'�
��	
 �� ��
�)#

C&���* 34� R3 �?���% �����	���
 
�� ����� � 2 ��?�����

%�� �����	
�

D
def
=
{
M(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≥ 0
}
,

��	
 !�'�
��	
 � ��
�) ����� �	
������ 
����	�
 � %����(

�	�
 �����
���� (x, y, z) ∈ D�

u = f(x, y, z)
def
= x2 + y2 + z2 − 2x− 2y − 2z �−→ max.min. :
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A�"0	
 ��
�
� f �	
������ ������
�� ������ D ���	���


���	
� ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
f ′
x = 2x− 2 = 0

f ′
y = 2y − 2 = 0

f ′
z = 2z − 2 = 0

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
x = 1

y = 1

z = 1

M1(1, 1, 1) ∈ D :

A����
� �
��
�
� 
�� ������
�� ���� ��� !����
	
 � ��(

������� ���	���
�M1(1, 1, 1) ∈ D # ;�
� �� 
�� �?�� ������
	
�

.
��� ����� ��� ����� ��� �����)	 M1 '
������ ������
	
�

���� 0
	���#

[��	
���
� 
����
	
� � 
�
�
	
� ���
	

���� ���
� �"��

���# W���) D �����
�� �"�� 0������� �

S+ def
=
{
M(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + y2 + z2 = 4, z ≥ 0
}

������������ �

D0
def
=
{
M(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + y2 ≤ 4, z = 0
}

%�� ����
��� ∂D = S+ ∪D0 # $���������� ��� <�����!�
� !��(


�
���
 ������
	
� .
��� ��!� 
�� '������	
���⎧⎨
⎩
u = f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2x− 2y − 2z �−→ max.min.

ϕ(x, y, z)
def
= x2 + y2 + z2 − 4 = 0 :

:�� .
���� )	��)	 '�
�� ��"
�
� f5� D����
�� �	
����
�

L = L(x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λϕ(x, y, z) =

= x2 + y2 + z2 − 2x− 2y − 2z + λ(x2 + y2 + z2 − 4),

����� λ5
 D����
�� �
���� 0�"
�!����� �#
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������ ��	
���� L 
�������� ��������
 ����
�� �
� ���

��
 ������� � ������ ������� ������
	�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L′
x = 2x− 2 + 2λx = 0

L′
y = 2y − 2 + 2λ y = 0

L′
z = 2z − 2 + 2λ z = 0

ϕ = x2 + y2 + z2 − 4 = 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x(1 + λ) = 1

y(1 + λ) = 1

z(1 + λ) = 1

x2 + y2 + z2 = 4 :

��
� � �
 x = y = z > 0 � ������
	� ��� ��� �����

M2 =

(
2√
3
,
2√
3
,
2√
3

)
∈ S+, �
! λ =

√
3

2
− 1 :

��
"��� #��������� ����
����� !�$�
�
 #������ ���	���

� M2 ���
�$�
 ����
����� ���� !���%� #�
���� ��
�� &���

'��� ���������� f 
������� D0 (
)��� $
� �
! x2 + y2 ≤ 4 

z = 0� *�+�,
���� ���� f 
������� #�
� ���� � ��,����-

u(x, y) = f(x, y, 0) = x2 + y2 − 2x− 2y :

D0 (
)��� ��
��� f(x, y, 0) 
������� ����� ��� ��������
 ���

��� ⎧⎨
⎩u′

x = 2x− 2 = 0

u′
y = 2y − 2 = 0

⇐⇒ M3(1, 1, 0) ∈ D0 :

.�
)�#�� D0 (
)��� ��
� $
� ∂D0 =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : x2+y2 = 4, z =

0
}

(
)���	�� $
� ,�
"��� ������ ��� #��������� ����
�����

/�,�
 ��#� ��� ��$���
���$-⎧⎨
⎩
f(x, y) = f(x, y, 0) = x2 + y2 − 2x− 2y �−→ max.min.

ϕ(x, y)
def
= x2 + y2 − 4 :

'�� /�,�
� ������ ����
 �
��� ������� f0� ��	
���� 
�������-

L = L(x, y, λ) = f(x, y) + λϕ(x, y) = x2 + y2 − 2x− 2y + λ(x2 + y2 − 4),
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����� λ5
 D����
�� �
���� 0�"
�!����� �# E�
�
� D����
��

L �	
������ ������
�� ������� ��"
�)�� '�����) '�
�������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
L′
x = 2x− 2 + 2λx = 0

L′
y = 2y − 2 + 2λ y = 0

ϕ = x2 + y2 − 4 = 0

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
x(1 + λ) = 1

y(1 + λ) = 1

x2 + y2 = 4 :

;�
� ��� �� x = y� '�
�����
 	
� ���	 )	�	
�

M4 = (
√
2,
√
2, 0) ∈ D0, ��0 λ =

1√
2
− 1,

M5 = (−
√
2,−

√
2, 0) ∈ D0, ��0 λ = − 1√

2
− 1 :

D	�	

 ������)	 '�
�� 

	
 � '����) f �	
������ �����
���

M1,2,3,4,5 �����	
 � �
��	��	
 ������)�

f(M1) = f(1, 1, 1) = −3,

f(M2) = f

(
2√
3
,
2√
3
,
2√
3

)
= −4

(√
3− 1

)
,

f(M3) = f(1, 1, 0) = −2,

f(M4) = f(
√
2,
√
2, 0) = −4

(√
2− 1

)
,

f(M5) = f(−
√
2,−

√
2, 0) = 4

(√
2 + 1

)
,

max
M∈D

f(M) = f(M5) = f(−
√
2,−

√
2, 0) = 4

(√
2 + 1

)
,

min
M∈D

f(M) = f(M1) = f(1, 1, 1) = −3,

�
�� � !�'�
��	
 �� ��
�)#

C&���* 35� \�?
���	��	

 ������	
 � ���	 ������ �!��
��

���
� ��*�?�� ,'�����	
- �
��
 �
 p1 = 3 � p2 = 2 
�����

,B��
��� '�"�� ���
-� '�
�!��.�
�0�� �	����
��	� 
�����

�!��
�� '�
��# :�����	���
 '�
�� B��������	
 � ���	 ��(

���� '	
�# :?���
 �!��
�������� 
�� 
������ '�
�� ��.�(

�	
 � 2 
����� 15�
 '	
��� � 3 
����� 25�� '	
���# C������
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�!��
�������� 
�� 
������ '�
�� ��.��	
 � 4 
����� 15�


'	
��� � 1 
����� 25�� '	
���# 7	
�� B����
 !����
 � 40 
�����

15�
 ������ '	
��� � 15 
����� 25�� ������ '	
���#

M���S
 !��� � �������) 15�
 � 25�� �!��
�������
�����

��!��"� B����
 '��	��� )�
� �?���)��	�
�#

�

�

q1

q2

�

�

�

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
��

O

B(5, 0)

A(0, 10)

C(2, 9)

D

��� 11

D	��
� .
����� 0���)�� ��
 
����
	
� .
���
# C
�����
�

15�
 �!��
��������� ������	
 �
 q1 '��� ��� 25�� �!��
��(

�������� q2 '��# :�� ��!�	
 '��	��� �	
����
 �)�
��

R(q1, q2) = p1 q1 + p2 q2 = 3 q1 + 2 q2 :

J�� !��
�
�� 15�
 ������ '	
��� ��.��	
 � 2 
������ 15�


�!��
�������� '�
�� � 4 
������ 25�� �!��
�������� '�
���

�
��
�
� 2 q1 + 4 q2 
����� '	
�#  �� 25�� ������ '	
���

��.��	
 � 3 
������ 15�
 �!��
�������� '�
�� � 1 
������

25�� �!��
�������� '�
��� �
��
�
� 3 q1 + q2 
����� '	
�#

J�� !��
�
�� ��� ��
��
��� ��'
�
�%����� �
�

2 q1 + 4 q2 ≤ 40, 3 q1 + q2 ≤ 15 :
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:���	
�	
 <�������� 
����
	
� .
��� ������� ���	��	
�⎧⎨
⎩
z = R(q1, q2) = 3 q1 + 2 q2 �−→ max.

2 q1 + 4 q2 ≤ 40, 3 q1 + q2 ≤ 15, q1 ≥ 0, q2 ≥ 0 :

C������%���
 R �	
������ ������� ����
�
 ���	��� ���
��


�������
	
 � %�� ��?�
��	
 ,��
!���- � D
def
= OACB � ��=�

������� # 6�" �
'������ �)�
�
 D ��?�
���
 �����
��� ����(

��
��
����

O(0, 0), A(0, 10), C(2, 9), B(5, 0) :

D ���	��� 
���	
 R �	
����
 ������
�� ��� �	
�� ��
� �� R5�

�����
 �	
���� � ,R5� ������� '���	��	
 �- �
∂R

∂q1
= 3,

∂R

∂q2
= 2#

7����0��� R �	
����
 '��
	
 � �� 
����
	
�
 D ��?�
���


�"�� ���#

:��)�
�R �	
������ 
����	
�D ��?�
���
 �	����
��	� ���(


� ��� 
	�
!�� �����
 � ,	��

� 
�
���
- � ��
�	���
 ��!�	


���
� ����)� � 0���'��� ���)� R5� 
�� �������)�� D ��?�
���


���
��� '������	

����

R(q1, q2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3 q1, ��� (q1, q2) ∈ OB,

2 q2, ��� (q1, q2) ∈ OA,

30− 3 q1, ��� (q1, q2) ∈ BC,

2 q1 + 20, ��� (q1, q2) ∈ CA,

��� ���
	
 
�� �
'������	��	
 ����# 7����0��� R �	
����


'��
	
 � �� 
����
	
�
 ,
�� 
�
�
	
�
- 
���
 D ��?�
���


�����
��	
# 6�" 

	
 � '����) R �	
������ �����
��� O,A,B,C

�����
��	
 � �
��	��	
 ������)�

R(O) = R(0, 0) = 0,
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R(A) = R(0, 10) = 20,

R(B) = R(5, 0) = 15,

R(C) = R(2, 9) = 24,

max
(q1,q2)∈D

R(q1, q2) = R(C) = R(2, 9) = 24 :

:��!����� B����
 '��	��� �?���)��	�
 ��%� 24 
����� � ,����
�
�

24 '�"�� ���
-� � ��
 '���
�)� �� ��� B����
 �������� 2 '��

15�
 �!��
��������� � 9 '�� 25�� �!��
���������#
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��&<+.�+���& ��:�+&+�� �) ����:� ;�,�&

3��: ����4 6+�*7���� 4%*�4 9:��&�,+,� *���&/ � 9:��&�,+,��&/�

1@ f(x, y) = (x− 1)2 + 2y2

D����(��& fmin = f(1, 0) = 0

2@ f(x, y) = (x− 1)2 − 2y2

D����(��& 
�������� ���� (1, 0) ���% ���,���� 


3@ f(x, y) = x2 − xy + y2

D����(��& fmin = f(0, 0) = 0

4@ f(x, y) = x2 − xy − y2

D����(��& 
�������� ���� (0, 0) ���% ���,���� 


5@ f(x, y) = x2 − 2xy + 2y2 + 2x

D����(��& fmin = f(−2,−1) = −2

6@ f(x, y) = x3 + y3 − x2 − 2xy − y2

D����(��& fmax = f(0, 0) = 0, fmin = f

(
4

3
,
4

3

)
= −64

27

7@ f(x, y) = x3 − 2y3 − 3x+ 6y

D����(��& fmax = f(−1, 1) = 6, fmin = f(1,−1) = −6�

(1, 1), (−1,−1) �����% ���,������ ��

8@ f(x, y) = 4x+ 2y − x2 − y2

D����(��& fmax = f(2, 1) = 5

9@ f(x, y) = x3 + y3 − 15xy

D����(��& fmin = f(5, 5) = −125, (0, 0) ���% ���,���� 
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10@ f(x, y) = x2 + xy + y2 − 3x− 6y

D����(��& fmin = f(0, 3) = −9

11@ f(x, y) = x2 + 4y2 − 2xy + 4

D����(��& fmin = f(0, 0) = 4

12@ f(x, y) =
x

y
+

1

x
+ y

D����(��& fmin = f(1, 1) = 3

13@ f(x, y) = x2 + xy + y2 − 2x− y

D����(��& fmin = f(1, 0) = −1

14@ f(x, y) = x3 y2(6− x− y), x, y > 0

D����(��& fmax = f(3, 2) = 108

15@ f(x, y) = x4 + y4 − 2x2 − 2y2 + 4xy

D����(��& fmin = f(
√
2,−√

2) = f(−√
2,
√
2) = −8�

(0, 0)>� ���,���� 


16@ f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x− 12y

D����(��& fmin = f(2, 1) = −28� fmax = f(−2,−1) = 28�

(1, 2), (−1,−2) �����% ���,������ ��

17@ f(x, y) = xy

√
1− x2

3
− y2

3

D����(��& fmax = f(1, 1) = f(−1,−1) =
1√
3
�

fmin = f(−1, 1) = f(1,−1) =
−1√
3

18@ f(x, y) = 1− (x2 + y2)2/3

D����(��& fmax = f(0, 0) = 1
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19@ f(x, y) = (x2 + y2) e−(x2+y2)

D����(��& fmin = f(0, 0) = 0 � �� (��� fmax = f
∣∣∣
T

=
1

e
�

����" T = {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 = 1} ������ ������9� 


20@ f(x, y) =
1 + x− y√
1 + x2 + y2

D����(��& fmax = f(1,−1) =
√
3

21@ f(x, y) =
8

x
+

x

y
+ y, x, y > 0

D����(��& fmin = f(4, 2) = 6

22@ f(x, y) = (x2 − 2y2) ex−y

D����(��& fmax = f(−4,−2) =
8

e2
� (0, 0)>� ���,���� 


23@ f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − xy + x− 2z

D����(��& fmin = f

(
−2

3
,−1

3
, 1

)
= −4

3

24@ f(x, y, z) = x+
y2

4x
+

z2

y
+

2

z
, x, y, z > 0

D����(��& fmin = f

(
1

2
, 1, 1

)
= 4

25@ f(x, y, z) = x2 + 2y2 + z2 − 2x+ 4y − 6z + 1

D����(��& fmin = f(1,−1, 3) = −11

26@ f(x, y, z) = 2x2 + y2 + z2 − 2xy + 4z − x

D����(��& fmin = f

(
1

2
,
1

2
,−2

)
= −17

4

27@ f(x, y, z) = x3 + y2 + 2z2 + xy − 2xz + 3y − 1

D����(��& fmin = f

(
1,−2,

1

2

)
= −9

2
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28@ f(x, y, z) = xyz(1− x− y − z)

D����(��& fmax = f

(
1

4
,
1

4
,
1

4

)
=

1

256

29@ f(x, y, z) = 2
x2

y
+

y2

z
− 4x+ 2z2

D����(��& fmin = f

(
1

4
,
1

4
,
1

4

)
= −1

8

30@ f(x, y, z) = (x+ y + 2z) e−(x2+y2+z2)

D����(��& fmax = f

(
1

2
√
3
,

1

2
√
3
,
1√
3

)
=

√
3

e

fmin = f

(
− 1

2
√
3
,− 1

2
√
3
,− 1√

3

)
= −

√
3

e

31@ f(x, y, z) = x2 + 4y2 + 6z2 − 2xy + 6yz − 6z

D����(��& fmin = f(−1,−1, 1) = −3

32@ f(x, y, z) = xy + yz + zx

D����(��& 
�������� ���� (0, 0, 0)>� ���,���� 


33@ f(x, y, z) = 2x2 + y2 + 2z − xy − xz

D����(��& 
�������� ���� (2, 1, 7) ���% ���,���� 


34@ f(x, y, z) = 3 ln x+ 2 ln y + 5 ln z + ln(22− x− y − z)

D����(��& fmax = f(6, 4, 10) = 3 ln 6 + 2 ln 4 + 5 ln 10 + ln 2

3��: ����4 6+�*7���� -��,���*�� 9:��&�,+,� *���&/

� 9:��&�,+,��&/�

35@ f(x, y) = xy� ��, x+ y = 1

D����(��& fmax = f

(
1

2
,
1

2

)
=

1

4
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36@ f(x, y) = x+ 2y� ��, x2 + y2 = 5

D����(��& fmax = f(1, 2) = 5 � fmin = f(−1,−2) = −5

37@ f(x, y) = 6− 4x− 3y� ��, x2 + y2 = 1

D����(��& fmax = f

(
−4

5
,−3

5

)
= 11�

fmin = f

(
4

5
,
3

5

)
= 1

38@ f(x, y) = x2 + y2� ��,
x

2
+

y

3
= 1

D����(��& fmin = f

(
18

13
,
12

13

)
=

36

13

39@ f(x, y, z) = x− 2y + 2z� ��, x2 + y2 + z2 = 9

D����(��& fmin = f(−1, 2,−2) = −9 � fmax = f(1,−2, 2) = 9

40@ f(x, y, z) = x y2 z3� ��, x+ y + z = 12 (x, y, z > 0)

D����(��& fmin = f(2, 4, 6) = 2 · 42 · 63 = 6912

41@ f(x, y, z) = x y z� ��, x+ y + z = 5 � xy + yz + zx = 8

D����(��& fmin = f(2, 2, 1) = f(2, 1, 2) = f(1, 2, 2) = 4

fmax = f

(
4

3
,
4

3
,
7

3

)
= f

(
4

3
,
7

3
,
4

3

)
= f

(
7

3
,
4

3
,
4

3

)
= 4

4

27

42@ =	�$�$�� �����������
��%&

3
√
xyz ≤ x+ y + z

3
, x, y, z ≥ 0 :

L	�	
2 Z����� f = xyz )���$��
� ��������%� ��, x+y+z = S�

43@ ���������
�� ���������� )���$��� ������� 


f(K,L) = K3/4 L1/4
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,���-���� ����"K>�� �������� 
 ��	������ ��� L>�� ��(���4�

���������� ��������%� ;�	����� 1 ������� ��4��� 
 40 �������

��� 1 ������ ��(���4� ��4��� 
& 20 ������� =�������
��

����� �����$�� 
 24 000 ������ �������� ����$�

K��� ���������� �������� �������9�
� �����%�

D����(��& fmax = f(450, 300) ≈ 406, 62

��%&� !�&��'  �L�&��&+, $��: 6+�*7���� ,�'�$+�� � 5%:&�$+��

�&<�:��&/ �&��' ��&+�.+,�

44@ f(x, y) = 1 + x+ 2y� ����
�� ����
������&

�. x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1 ;

D����(��& max f = f(0, 1) = 3, min f = f(0, 0) = 1

,. x ≥ 0, y ≤ 0, x− y ≤ 1 �

D����(��& max f = f(1, 0) = 2, min f = f(0,−1) = −1

45@ f(x, y) = x2y� x2 + y2 ≤ 1 ����
����

D����(��& max f = f

(
±
√

2

3
,
1√
3

)
=

2

3
√
3
�

min f = f

(
±
√

2

3
,− 1√

3

)
= − 2

3
√
3

46@ f(x, y) = x2 − y2� x2 + y2 ≤ 1 ����
����

D����(��& max f = f(±1, 0) = 1 � min f = f(0,±1) = −1

47@ f(x, y) = x2 + y2 − xy + x+ y� x ≤ 0, y ≤ 0, x+ y ≥ −3

����
����

D����(��& max f = f(0,−3) = f(−3, 0) = 6 �

min f = f(−1,−1) = −1
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48@ f(x, y) = sin x+ sin y + sin(x+ y)� 0 ≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ π

2

����
����

D����(��& max f = f
(π
3
,
π

3

)
=

3
√
3

2
� min f = f(0, 0) = 0

49@ f(x, y) = x3 + y3 − 3xy� 0 ≤ x ≤ 2, −1 ≤ y ≤ 2 ����
����

D����(��& max f = f(2,−1) = 13 �

min f = f(1, 1) = f(0,−1) = −1

3��: 6+�*7���� ,�'�$+�� � 5%:&�$+�� �&<�:��&/ �&��' *%&�&%�

��;,���5�*��' ��&+�.+,�

50@ f(x, y) = 3x+ y − xy� y = x, y = 4, x = 0

D����(��& max f = f(2, 2) = 4, min f = f(0, 0) = f(4, 4) = 0

51@ f(x, y) = xy − x− 2y� y = x, y = 0, x = 3

D����(��& max f = f(0, 0) = f(3, 3) = 0, min f = f(3, 0) = −3

52@ f(x, y) = x2 + 2xy − 4x+ 8y� x = 0, x = 1, y = 0, y = 2

D����(��& max f = f(1, 2) = 17, min f = f(1, 0) = −3

53@ f(x, y) = 5x2 − 3xy + y2� x = 0, x = 1, y = 0, y = 1

D����(��& max f = f(1, 0) = 5, min f = f(0, 0) = 0

54@ f(x, y) = x2 + 2xy − y2 − 4x� y = x+ 1, x = 3, y = 0

D����(��& max f = f(3, 3) = 6, min f = f(2, 0) = −4

55@ f(x, y) = x2 + y2 − 2x− 2y + 8� x = 0, y = 0, x+ y = 1

D����(��& max f = f(0, 0) = 8, min f = f

(
1

2
,
1

2

)
=

13

2
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56@ f(x, y) = 2x3 − xy2 + y2� x = 0, x = 1, y = 0, y = 6

D����(��& max f = f(0, 6) = 36, min f = f(0, 0) = 0

57@ f(x, y) = 3x+6y−x2−xy−y2� x = 0, x = 1, y = 0, y = 1

D����(��& max f = f(1, 1) = 6, min f = f(0, 0) = 0

58@ f(x, y) =
1

2
x2 − xy� y = 8, y = 2x2

D����(��& max f = f(−2, 8) = 18, min f = f(2, 8) = −14

59@ f(x, y) = 2x2 + 3y2 + 1� y = 0, y =

√
9− 9

4
x2

D����(��& max f = f(0, 3) = 28, min f = f(0, 0) = 1

60@ f(x, y) = 4− 2x2 − y2� y = 0, y =
√
1− x2

D����(��& max f = f(0, 0) = 4, min f = f(−1, 0) = f(1, 0) = 2
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ԵՐԵՎԱՆԻ ՊԵՏԱԿԱՆ ՀԱՄԱԼՍԱՐԱՆ 

 

 

ԿԱՐԵՆ ԼԱՐԻԿԻ ԱՎԵՏԻՍՅԱՆ 

 

ԼՈԿԱԼ ԵՎ ՊԱՅՄԱՆԱԿԱՆ  
ԷՔՍՏՐԵՄՈՒՄՆԵՐ 

 
 
 
 
 

Համակարգչային ձևավորումը՝ Կ. Չալաբյանի 

Կազմի ձևավորումը՝ Ա. Պատվականյանի 

 

 

 

 

 

Տպագրված է «Արման Ասմանգուլյան» ԱՁ-ում: 

ք. Երևան, Հր. Ներսիսյան 1/125 

 

 

 

 

Ստորագրված է տպագրության՝ 27.04.2018: 

Չափսը՝ 60x84 
1
/16: Տպ. մամուլը՝ 8.25: 

Տպաքանակը՝ 150: 

 

ԵՊՀ հրատարակչություն 

ք. Երևան, 0025, Ալեք Մանուկյան 1 

www.publishing.am 
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