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Предисловие ко второму тому

Материал первого тома, состоящий из четырех глав:
Глава I. Основные понятия, структуры, инструменты, цели и задачи фи-

нансовой теории и финансовой инженерии,
Глава II. Стохастические модели. Дискретное время,
Глава III. Стохастические модели. Непрерывное время,
Глава IV. Статистический анализ финансовых данных,

–– относился к «фактам» и «моделям» финансовой статистики, экономики,
математики, инженерии и т. п.

В первой главе излагались разнообразные факты о финансовых рынках
и их функционировании. Были изложены также основные положения ряда
классических и неоклассических финансовых теорий, результаты которых
помогают пониманию структуры «рационально» устроенных стохастических
финансовых рынков и пониманию того, каким должно быть «рациональное»
поведение инвесторов, трейдеров и т. п. на таких рынках. В целом эта глава,
носящая описательный характер, призвана служить введением в финансо-
вую математику и финансовую инженерию.

В четвертой главе приведены результаты статистического анализа распре-
делений вероятностей временны́х рядов, описывающих эволюцию финан-
совых цен, индексов, обменных курсов и т. п. Выявленные свойства («от-
клонение от гауссовости», «вытянутость» и «тяжелые хвосты» у плотностей
распределений вероятностей величин «возврата», «долгая память» и «высоко-
частотный» характер в поведении цен и т. п.) помогают построению адекват-
ных моделей динамики финансовых показателей, что особенно важно, если
иметь в виду задачи предсказания будущего движения этих показателей.

Вторая и третья главы содержат большой материал относительно разнооб-
разных моделей распределений вероятностей, моделей случайных последова-
тельностей и случайных процессов, многие из которых с успехом используют-
ся и в финансовой теории, и в финансовой инженерии.

Материал настоящего, второго тома, посвященного «Теории», также состо-
ит из четырех глав:

Глава V. Теория арбитража в стохастических финансовых моделях. Дис-
кретное время,
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Глава VI. Теория расчетов в стохастических финансовых моделях. Дискрет-
ное время,

Глава VII. Теория арбитража в стохастических финансовых моделях.
Непрерывное время,

Глава VIII. Теория расчетов в стохастических финансовых моделях. Непре-
рывное время.

В основе всего изложения лежит концепция арбитража, которая помога-
ет среди разнообразных моделей финансовых рынков выделить прежде всего
«справедливо» устроенные, на которых отсутствуют арбитражные возможно-
сти.

Ключевым везультатом пятой главы является первая фундаментальная
теорема теории расчетов финансовых активов, которая (с некоторыми ого-
ворками) утверждает, что безарбитражный рынок –– это такой рынок, для
которого существует так называемая риск-нейтральная (или мартингальная)
мера, относительно которой цены образуют мартингал.

С полными рынками, характеризуемыми тем, что на них возможно по-
строение такого портфеля ценных бумаг, что его капитал будет (в заранее
определенный момент времени в будущем) воспроизводить требуемое пла-
тежное поручение, связана вторая фундаментальная теорема.

В соответствии с этой теоремой на безарбитражном рынке полнота имеет
место тогда и только тогда, когда существует только одна мартингальная
мера.

В расширенном варианте второй фундаментальной теоремы описывается
также и структура цен в полных безарбитражных моделях финансовых рын-
ков.

Теории расчетов в стохастических финансовых моделях с дискретным
временем, основанной на первой и второй фундаментальных теоремах, по-
свящается шестая глава. Основным здесь является понятие хеджирования
как метода динамического управления портфелем ценных бумаг. Выведен-
ные формулы для цены (стоимости) хеджирования и изложенные методы
отыскания оптимальных хеджирующих стратегий на полных и неполных
рынках применяются к расчетам опционов европейского и американского
типов.

Седьмая и восьмая главы относятся к случаю непрерывного времени. Из-
лагаются результаты теории арбитража в стохастических финансовых моде-
лях, описываемых с привлечением понятий семимартингалов и случайных
мер, и приводятся различные версии аналогов первой и второй фундамен-
тальных теорем. Следует при этом подчеркнуть, что соответствующее изло-
жение (седьмая глава) является более сложным по сравнению со случаем
дискретного времени (пятая глава) и опирается на многие весьма глубокие
результаты стохастического исчисления.

Последняя глава (восьмая) посвящена применению результатов теории
арбитража для расчетов в финансовых моделях с непрерывным временем.
При этом основное внимание уделяется расчетам разного рода опционов.
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Изложение начинается с формулы Башелье для рациональной стоимости
стандартного опциона (покупателя) европейского типа в линейной модели
Башелье, явившейся прототипом известной формулы Блэка и Шоулса, для
которой дается несколько выводов. Большой материал отводится расчетам
опционов американского типа как в диффузионных моделях акций, так и в
диффузионных моделях облигаций.

В заключение отметим, что оглавление дает достаточно полное представ-
ление об излагаемом материале. Отметим также, что нумерация страниц во
втором томе (441––904) продолжает нумерацию страниц первого тома.

Москва
1995––1997

А. Ширяев
МИРАН и МГУ
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1. Портфель ценных бумаг на (B, S)-рынке

§ 1a. Стратегии, удовлетворяющие балансовым условиям

1. Мы предполагаем, что интересующий нас рынок ценных бумаг функци-
онирует в условиях «неопределенностей», для вероятностно-статистического
описания которых вводится фильтрованное вероятностное пространство

(Ω,F , (Fn)n¾0, P).

Поток σ-алгебр F= (Fn)n¾0 интерпретируется как «поток информаций» Fn,
доступных (всем участникам рынка) к моменту времени n (включительно),
n¾0.

Рассматриваемый нами (B, S)-рынок (по определению) состоит из d + 1
актива:

банковского счета («безрисковый» актив) B

и
акций («рисковые» активы) S = (S1, ‌, Sd).

Предполагается, что динамика банковского счета описывается положи-
тельной стохастической последовательностью

B = (Bn)n¾0,

где при каждом n¾1 величины Bn являются Fn−1-измеримыми.
Динамика i-го рискового актива Si описывается также положительной сто-

хастической последовательностью

Si = (Si
n)n¾0,

где при каждом n¾0 величины Si
n являются Fn-измеримыми.

Из этих определений ясна принципиальная разница между банковским
счетом и акциями.
Fn−1-измеримость величины Bn означает, что значение банковского счета

в момент времени n полностью становится известным (по получении всей
информации) уже в момент времени n−1. В этом смысле значение Bn явля-
ется предсказуемым.
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Совсем иная ситуация с ценами акций: Fn-измеримость величин Si
n озна-

чает, что их значения становятся известными только по получении всей
«информации Fn» в момент времени n.

Эти отличия объясняют, почему банковский счет называют «безриско-
вым» активом, а акции –– «рисковыми» активами.

Полагая

rn =
∆Bn

Bn−1
, ρi

n =
∆Si

n

Si
n−1

, (1)

можем записать, что
∆Bn = rnBn−1, (2)

∆Si
n = ρ

i
nSi

n−1, (3)

где (процентные ставки) rn являются Fn−1-измеримыми, а ρi
n ––Fn-измери-

мыми.
Таким образом, для n¾1 имеем

Bn = B0

∏

1¶k¶n

(1+ rk) (4)

и
Si

n = Si
0

∏

1¶k¶n

(1+ρi
k). (5)

Согласно терминологии, принятой в § 1a гл. II, представления (4) и (5)
называют представлениями типа «простых процентов» («simple return»).

2. Представим себе инвестора, который, оперируя на (B, S)-рынке, имеет
возможность

a) размещать средства на банковский счет и брать с него в долг;
b) покупать и продавать акции.
При этом будем предполагать, что отсутствуют операционные издержки,

связанные с переводом средств с одного актива на другой, и активы являются
безгранично делимыми в том смысле, что можно купить или продать любую
часть акции и положить на банковский счет или взять с него любую сумму.

Дадим ряд определений, относящихся к финансовому состоянию и дей-
ствиям инвестора на таком (B, S)-рынке.

Определение 1. Стохастическая (предсказуемая) последовательность

π = (β , γ),

где β = (βn(ω))n¾0, γ= (γ1
n(ω), ‌, γd

n(ω))n¾0, и величины βn(ω) и γi
n(ω) яв-

ляютсяFn−1-измеримыми (F−1=F0) при всех n¾0 и i=1, ‌, d, называется
портфелем ценных бумаг инвестора на (B, S)-рынке.

Отметим здесь несколько важных моментов.
Величины βn(ω) и γi

n(ω) могут принимать не только положительные и ну-
левые значения, но и отрицательные, что согласуется с п. a) и b) и означает
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1. Портфель ценных бумаг на (B, S)-рынке

взятие в долг с банковского счета и возможность продажи («short selling»)
акции.

Предположение о Fn−1-измеримости означает, что значения βn(ω) и
γi

n(ω), определяющие финансовое состояние инвестора в момент времени n
(«какая сумма на банковском счете, сколько акций имеет инвестор»), зави-
сят от доступной информации не в момент времени n, а в момент времени
n − 1 (состояние портфеля «на завтра» полностью определяется тем, что
имеется «сегодня»).

Момент n=0 играет особую роль (как, впрочем, и во всей теории случай-
ных процессов, базирующейся на понятии фильтрованного вероятностного
пространства). Эта «особая» роль сказывается в том, что предсказуемость
в момент n = 0 (если следовать формальной записи, это должна была бы
быть «F−1-измеримость») считается совпадающей сF0-измеримостью. (Сде-
ланное в вышеприведенном определении соглашение «F−1 =F0» удобно с
точки зрения единообразия изложения для всех моментов времени n¾0.)

Желая подчеркнуть эволюцию портфеля ценных бумаг во времени, вместо
термина «портфель» часто говорят о «стратегии» (инвестора). Этой термино-
логии мы также будем придерживаться.

Всюду выше мы предполагали, что n ¾ 0. Разумеется, все определения
сохраняются, если время ограничивается некоторым «временны́м горизон-
том N». В этом случае вместо предположения n¾0 надо считать, что 0¶n¶
¶N.

Определение 2. Капиталом портфеля ценных бумаг π называется стоха-
стическая последовательность

Xπ = (Xπn )n¾0,

где

Xπn = βnBn+
d
∑

i=1

γi
nSi

n. (6)

Чтобы упростить дальнейшее изложение, мы будем часто придерживаться
«бескоординатной» записи, обозначая для векторов γn = (γ1

n, ‌, γd
n) и Sn =

= (S1
n, ‌, Sd

n) скалярное произведение

(γn, Sn) ≡
d
∑

i=1

γi
nSi

n

через γnSn. (Если d=1, то естественно вместо γ1
n и S1

n писать просто γn и Sn.)
Итак, пусть

Xπn = βnBn+γnSn. (7)

Воспользуемся тем, что для любых двух последовательностей a= (an)n¾0 и
b= (bn)n¾0 выполняется равенство

∆(anbn) = an∆bn+bn−1∆an. (8)
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Применяя эту формулу («дискретного дифференцирования») к правой части
равенства (7), находим, что

∆Xπn = [βn∆Bn+γn∆Sn]+ [Bn−1∆βn+Sn−1∆γn]. (9)

Эта формула показывает, что изменение капитала (∆Xπn ≡ Xπn − Xπn−1) скла-
дывается, вообще говоря, из двух величин –– изменений на банковском счете
и в ценах акций (т. е. βn∆Bn+γn∆Sn) и изменений в составе самого портфе-
ля (т. е. Bn−1∆βn+Sn−1∆γn). Но естественно, конечно, считать, что реальное
изменение капитала происходит лишь за счет реальных изменений величин
∆Bn и ∆Sn, а не за счет изменений ∆βn и ∆γn. (Имея в виду эту вторую воз-
можность, образно можно сказать, что от простого «перекладывания денег
из одного кармана в другой» реального увеличения капитала не получить.)

Таким образом, мы приходим к заключению, что реальный «доход», ре-
альная «прибыль» от обладания портфелем ценных бумаг π описывается
последовательностью Gπ= (Gπn )n¾0, выходящей из нуля, Gπ0 =0, и

Gπn =
n
∑

k=1

(βk∆Bk +γk∆Sk). (10)

Тем самым, «реальный» капитал в момент времени n есть

Xπn = Xπ0 +Gπn , (11)

что делает естественным следующее

Определение 3. Портфель ценных бумаг π называется самофинансируе-
мым, если соответствующий капитал Xπ= (Xπn )n¾0 может быть представлен
в виде

Xπn = Xπ0 +
n
∑

k=1

(βk∆Bk +γk∆Sk), n ¾ 1. (12)

Из приведенной выше формулы ясно, что самофинансирование здесь рав-
носильно следующему требованию «допустимости» портфеля π:

Bn−1∆βn+Sn−1∆γn = 0, n ¾ 1. (13)

Наглядный смысл этого условия вполне понятен: изменение капитала
(Bn−1∆βn) за счет изменения состава банковского счета может осуществ-
ляться лишь за счет изменения (Sn−1∆γn) в составе «пакета» акций, и
наоборот.

Класс самофинансируемых стратегий π в дальнейшем будем обозначать
SF (от «self-financing» –– самофинансирование).

Отметим также, что из проведенного выше анализа следует, что

(6)+ (13) ⇔ (6)+ (12).
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1. Портфель ценных бумаг на (B, S)-рынке

3. Вполне понятно, что при оперировании с портфелем ценных бумаг π
желательно было бы редуцировать число входящих в этот портфель активов
или упростить, по крайней мере, их структуру. Один из мыслимых (и часто
применяемых) подходов состоит в том, что «если a priori Bn > 0, n¾ 1, то
можно сразу полагать Bn≡1». Вытекает это из следующего замечания.

Наряду с (B, S)-рынком рассмотрим новый рынок (eB, eS):

eB = (eBn)n¾0, eBn ≡ 1,

и
eS = (eSn)n¾0, eSn =

Sn

Bn
.

Соответствующий портфелю π= (β , γ) капитал eXπ = ( eXπn )n¾0, очевидно,
таков, что

eXπ = βn
eBn+γn

eSn = βn+γn
eSn =

1
Bn

(βnBn+γnSn) =
Xn
π

Bn
, (14)

при этом самофинансируемость портфеля π на рынке (B, S) сохранится и на
рынке (eB, eS), так как (см. формулу (13))

eBn−1∆βn+ eSn−1∆γn =
1

Bn−1
(Bn−1∆βn+Sn−1∆γn) = 0. (15)

Поскольку∆eBk≡0, в соответствии с соотношением (12) для π∈SF получа-
ем

eXπn = eXπ0 +
n
∑

k=1

γk∆eSk , (16)

или, в развернутой форме,

eXπn = eXπ0 +
n
∑

k=1

� d
∑

i=1

γi
k∆eS

i
k

�

, eSi
k =

Sk
i

Bk
. (17)

Таким образом, из формул (14) и (16) мы находим, что нормированный

капитал Xπ

B =
�

Xn
π

Bn

�

n¾0
для π∈SF подчиняется соотношению

∆

�

Xn
π

Bn

�

= γn∆

�

Sn

Bn

�

, (18)

играющему, несмотря на его простоту, ключевую роль во многих последу-
ющих расчетах, опирающихся на концепцию «отсутствия арбитражных воз-
можностей».

Из доказанного следует, что

(6)+ (12) ⇒ (6)+ (18).

Непосредственно проверяется, что здесь имеет место и обратная имплика-
ция. Тем самым, имеют место следующие соотношения, полезные и при
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конструировании самофинансируемых стратегий, и при проверке того, что
некоторые стратегии являются самофинансируемыми:

(6)+ (13) ⇔ (6)+ (12) ⇔ (6)+ (18).

Отметим также, что соотношение (18) в определенном смысле более ло-
гично с финансовой точки зрения, нежели соотношение

∆(Xπn ) = βn∆Bn+γn∆Sn, (19)

вытекающее из формулы (12). Дело в том, что при сопоставлении цен акти-
вов бо́льшую значимость имеют не их абсолютные значения, а относитель-
ные. (Об этом уже говорилось в п. 4 § 2a гл. I.) Именно этой цели и служит
рассмотрение нормированных величин eB= B

B (≡1) и eS=
� S

B

�

вместо B и S.
То, что в качестве нормирующего (также говорят –– дисконтирующего) ак-

тива выбран банковский счет –– это некоторая условность, и, конечно, вме-
сто B мог бы быть выбран, например, любой из активов S1, ‌, Sd или их
комбинация. Но то обстоятельство, что банковский счет является «предска-
зуемым» активом, вносит определенные упрощения в математический ана-
лиз. Например, из «предсказуемости» вытекает, что условное распределение

Law
� Xn

π

Bn

�

�

�Fn−1

�

определяется по условному распределению Law(Xπn |Fn−1), по-
скольку при «условии Fn−1» значения Bn становятся известными. К тому же,
банковский счет в экономике играет своеобразную роль «нулевого отсчета»,
«стандарта», «среднего значения», по отношению к которому естественно
сравнивать стоимости других ценных бумаг, «в среднем» ведущих себя так,
как банковский счет.

4. Изложенный выше случай эволюции капитала Xπ на (B, S)-рынке явля-
ется случаем «без оттока и притока капитала», «без операционных издержек».
Мыслимы, конечно, и другие схемы, в которых изменение капитала ∆Xπn
происходит не в соответствии с формулой (19), а более сложным образом,
например, с учетом «дивидендов от акций», расходов «на потребление», на
«операционные издержки» и т. п. Рассмотрим некоторые такие случаи.

Случай «с дивидендами». Пусть D= (Dn)n¾0, Dn= (D1
n, ‌, Dd

n ), есть d-мер-
ная последовательность с Fn-измеримыми величинами Di

n, Di
0 = 0, и δi

n ≡
≡∆Di

n ¾ 0. Будем интерпретировать Di
n как суммарные дивиденды, выпла-

чиваемые акцией Si
n. Тогда естественно считать, что изменение капитала

Xπ= (Xπn )n¾0 с учетом дивидендов определяется формулой

∆Xπn = βn∆Bn+γn(∆Sn+∆Dn), (20)

а сам капитал Xπn , складывающийся из поступлений от банковского счета и
акций, с учетом дивидендов будет иметь вид

Xπn = βnBn+γn(Sn+∆Dn). (21)
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Из формул (20) и (21) нетрудно вывести, что аналог условия самофинан-
сируемости (13) принимает здесь следующую форму:

Bn−1∆βn+Sn−1∆γn−δn−1γn−1 = 0. (22)

Более того,
(21)+ (22) ⇔ (21)+ (20), (23)

и равенство (18) обобщается в следующем виде:

∆

�

Xn
π

Bn

�

= γn

�

∆

�

Sn

Bn

�

+
∆Dn

Bn

�

. (24)

Случай «с потреблением и инвестированием». Будем предполагать, что
C= (Cn)n¾0 и I= (In)n¾0 –– неотрицательные неубывающие (∆Cn¾0,∆In¾0)
процессы, C0=0, I0=0 и величины Cn и In Fn-измеримые.

Пусть капитал Xπ= (Xπn )n¾0 эволюционирует так, что

∆Xπn = βn∆Bn+γn∆Sn+∆In−∆Cn. (25)

Это представление объясняет, почему рассматриваемый случай назван
«случаем с потреблением и инвестированием», C = (Cn)n¾0 называют «про-
цессом потребления», а I= (In)n¾0 –– «процессом инвестирования».

Понятно, что если капитал Xπn записывать в виде Xπn = βnBn + γnSn, то
равенство (25) приводит к следующему ограничению («допустимости») на
компоненты портфеля π:

Bn−1∆βn+Sn−1∆γn = ∆In−∆Cn. (26)

Соотношение (18) здесь обобщается следующим образом:

∆

�

Xn
π

Bn

�

= γn∆

�

Sn

Bn

�

+
∆(In−Cn)

Bn−1
. (27)

Объединяя оба случая («с дивидендами» и «с потреблением и инвести-
рованием»), получаем, что для «допустимого» портфеля π (т. е. такого, что
∆Xπn =βn∆Bn+γn(∆Sn+∆Dn)+∆In−∆Cn) выполняется равенство

∆

�

Xn
π

Bn

�

= γn

�

∆

�

Sn

Bn

�

+
∆Dn

Bn

�

+
∆(In−Cn)

Bn−1
. (28)

Случай «с операционными издержками» (за покупку-продажу акции).
Соотношение (13), рассмотренное выше, имеет явный финансовый смысл
бюджетного, балансового ограничения, означая, скажем, что если ∆γn > 0,
то за покупку акции стоимостью Sn−1 надо снять с банковского счета сумму
Bn−1∆βn, равную Sn−1∆γn. Если же ∆γn < 0, т. е. акция продается, то на
банковский счет поступает Bn−1∆βn=−Sn−1∆γn>0.

Представим теперь ситуацию, когда каждая покупка или продажа акции
сопряжена с операционными издержками. При этом если покупаются акции
стоимостью Sn−1 (∆γn>0), то в силу операционных издержек их стоимость
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Sn−1∆γn на самом деле приводит к тому, что с банковского счета снимается
не величина Sn−1∆γn, а бо́льшая, скажем, (1+λ)Sn−1∆γn, где λ>0.

Если же акция продается (∆γn<0), то полученная при этом сумма за про-
дажу −Sn−1∆γn переводится на банковский счет не в этом размере, а в мень-
шем, скажем, −(1−µ)Sn−1∆γn, где µ>0.

Из всего этого становится понятным, что при наличии операционных из-
держек вместо балансового соотношения (13) портфель π должен удовлетво-
рять следующему условию допустимости:

Bn−1∆βn+ (1+λ)Sn−1∆γnI(∆γn > 0)+ (1−µ)Sn−1∆γnI(∆γn < 0) = 0, (29)

что может быть переписано в виде

Bn−1∆βn+Sn−1∆γn+λSn−1(∆γn)++µSn−1(∆γn)− = 0, (30)

где (∆γn)+=max(0,∆γn), (∆γn)−=−min(0,∆γn).
Если λ=µ, то равенство (30) принимает следующую форму:

Bn−1∆βn+Sn−1

�

∆γn+λ|∆γn|
�

= 0. (31)

Для получения аналога, соответствующего соотношению (18), заметим, что,
с учетом равенства (30),

∆

�

Xn
π

Bn

�

=
Xn
π

Bn
−

Xπn−1

Bn−1
=

=
βnBn+γnSn

Bn
−
βn−1Bn−1+γn−1Sn−1

Bn−1
=

= ∆βn+γn∆

�

Sn

Bn

�

+
Sn−1

Bn−1
∆γn =

=
Bn−1∆βn+Sn−1∆γn

Bn−1
+γn∆

�

Sn

Bn

�

=

= −
Sn−1

Bn−1

�

µ(∆γn)−+λ(∆γn)+
�

+γn∆

�

Sn

Bn

�

.

Таким образом, при наличии операционных издержек, определяемых па-
раметрами λ и µ и балансовыми соотношениями (29), эволюция нормиро-

ванного капитала
Xn
π

Bn
, Xπn =βnBn+γnSn, описывается следующим соотноше-

нием:
∆

�

Xn
π

Bn

�

= γn∆

�

Sn

Bn

�

−
Sn−1

Bn−1

�

λ(∆γn)++µ(∆γn)−
�

. (32)

Если λ=µ, то

∆

�

Xn
π

Bn

�

= γn∆

�

Sn

Bn

�

−λ
Sn−1

Bn−1
|∆γn|. (33)

Можно дать несколько иной взгляд, эквивалентный предшествующему, на
проблему с операционными издержками.

Введем обозначения: bSn= γnSn, bBn=βnBn –– капиталы в акциях и на бан-
ковском счете в момент времени n для портфеля π.
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Предположим, что

∆bSn = ρbSn−1+∆Ln−∆Mn,

∆bBn = rbBn−1− (1+λ)∆Ln+ (1−µ)∆Mn,
(34)

где Ln есть кумулятивный трансфер (перевод средств с банковского счета)
в акции к моменту времени n, приводящий (за счет операционных издержек)
к снятию с банковского счета (большей) суммы (1 + λ)Ln. И, аналогично,
Mn –– кумулятивная сумма за продажу акций, переводимая на банковский
счет в (меньшей) сумме (1−µ)∆Mn, опять-таки вызванной операционными
издержками.

Из соотношений (34) ясно, что для суммарного капитала Xπn = bBn + bSn,
стратегииπ и трансферов (L, M), L= (Ln), M= (Mn), L0=M0=0, выполняется
равенство

∆Xπn = rbBn−1+ρbSn−1− (λ∆Ln+µ∆Mn) =
= rβn−1Bn−1+ργn−1Sn−1− (λ∆Ln+µ∆Mn) =
= βn−1∆Bn+γn−1∆Sn− (λ∆Ln+µ∆Mn).

Но
∆Xπn = βn−1∆Bn+γn−1∆Sn+Bn−1∆βn+Sn−1∆γn.

Тем самым, получаем, что

Bn−1∆βn+Sn−1∆γn+λ∆Ln+µ∆Mn = 0. (35)

Полагая здесь

∆Ln = Sn−1(∆γn)+, ∆Mn = Sn−1(∆γn)−,

получаем, что равенство (35) равносильно (30).
Общий случай. Все четыре рассмотренных случая могут быть сведены к

одному, в котором присутствуют и дивиденды, и потребление, и инвестиро-
вание, и операционные издержки.

Именно, используя введенные выше обозначения, будем предполагать,
что капитал

Xπn = βnBn+γn(Sn+∆Dn) (36)

эволюционирует так, что

∆Xπn = βn∆Bn+γn(∆Sn+∆Dn)+∆In−∆Cn−Sn−1

�

λ(∆γn)++µ(∆γn)−
�

. (37)

Из формул (36) и (37) следует, что выполнено следующее балансовое соотно-
шение:

Bn−1∆βn+Sn−1∆γn =

= −
�

∆Cn−∆In+δn−1γn−1+µSn−1(∆γn)−+λSn−1(∆γn)+
�

, (38)

определяющее условие допустимости портфеля π.
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Поскольку

∆

�

Xn
π

Bn

�

=
Bn−1∆βn+Sn−1∆γn

Bn−1
+
γnδn

Bn
−
γn−1δn−1

Bn−1
+γn∆

�

Sn

Bn

�

,

с учетом соотношения (38) получаем, что для допустимого портфеля π вы-
полняется равенство

∆

�

Xn
π

Bn

�

= γn

�

∆

�

Sn

Bn

�

+
∆Dn

Bn

�

+
∆(In−Cn)

Bn−1
−

Sn−1

Bn−1

�

λ(∆γn)++µ(∆γn)−
�

. (39)

Если λ=µ, то

∆

�

Xn
π

Bn

�

= γn

�

∆

�

Sn

Bn

�

+
∆Dn

Bn

�

+
∆(In−Cn)

Bn−1
−
λSn−1|∆γn|

Bn−1
. (40)

5. Обратимся к формулам (18) и (27), предполагая, что последователь-

ность S
B =

�

Sn

Bn

�

n¾1
является мартингалом (точнее, d-мерным мартингалом)

относительно исходного потока F= (Fn)n¾0 и вероятностной меры P.
Согласно соотношению (18) имеем

Xn
π

Bn
=

X0
π

B0
+

n
∑

k=1

γk∆

�

Sk

Bk

�

, (41)

откуда ясно, что (в силу предсказуемости γk , k¾1) последовательность
�

Xn
π

Bn
−

X0
π

B0

�

n¾0
(42)

является мартингальным преобразованием, а значит (см. § 1c гл. II), есть
локальный мартингал.

Будем считать, что Xπ0 и B0 –– константы. Тогда для всякого портфеля π,
для которого

inf
n

Xn
π

Bn
¾ C > −∞, C = Const, (43)

находим, что при всех n¾1 выполнено равенство
n
∑

k=1

γk∆

�

Sk

Bk

�

¾ C−
X0
π

B0
, (44)

т. е. локальный мартингал
� n
∑

k=1

γk∆

�

Sk

Bk

��

n¾1

ограничен снизу, и по лемме из § 1c гл. II это на самом деле есть мартингал.
Таким образом, если портфель π таков, что его нормированный капитал

удовлетворяет свойству (43) (для краткости будем писать π ∈ΠC ), то этот

нормированный капитал
�

Xn
π

Bn

�

n¾0
является мартингалом и, в частности, для
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любого n¾0 выполняется равенство

E
Xn
π

Bn
=

X0
π

B0
. (45)

Это свойство можно прокомментировать следующим образом.

Пусть на (B, S)-рынке последовательность S
B =

�

Sn

Bn

�

n¾0
является мартин-

галом. (По терминологии § 2a гл. I такой рынок носит название «эффективно-
го».) Тогда с помощью стратегий π∈ΠC , т. е. удовлетворяющих условию (43)
с некоторой константой C, нельзя добиться того, чтобы (на «эффективном»

рынке) средний нормированный капитал E
Xn
π

Bn
стал больше нормированного

начального капитала
X0
π

B0
.

Точно так же и для стратегий π ∈ΠC , т. е. стратегий, удовлетворяющих
при некотором C условию

sup
n

Xn
π

Bn
¶ C < ∞ (P-п. н.), (46)

нельзя получить нарушение равенства (45).
Интуитивное объяснение может состоять в том, что для нарушения этого

равенства в «локально мартингальном» случае надо, чтобы величины
�

�

�

Xn
π

Bn

�

�

�

принимали «слишком большие значения». Это могло бы иметь место, напри-
мер, в таких «физически нереализуемых» ситуациях, когда имеется неогра-
ниченный капитал или возможность получения неограниченного кредита.
Однако стратегии классов ΠC и ΠC таких возможностей не допускают. (См.
в этой связи также замечание в п. 5 § 1 гл. VII в [439].)

Для многих целей в финансовой математике интересен вопрос о том, со-
храняется ли свойство (45) при замене детерминированного момента n на
марковский момент τ=τ(ω). Этот вопрос интересен, например, для опцио-
нов американского типа (см. гл. VI), где в само понятие стратегии вводится
момент остановки, характеризующий момент принятия некоторого реше-
ния, скажем, предъявления опциона к оплате.

Сразу можно отметить, что если Y = (Yn,Fn) –– стохастическая последова-
тельность, являющаяся мартингалом, то

E(Yn |Fn−1) = Yn−1, E |Yn| < ∞

и, значит,
E Yn = E Y0.

Для случайного же момента остановки τ=τ(ω)<∞, ω∈Ω, свойство

E Yτ = E Y0, (47)

вообще говоря, может уже не выполняться (ср. с § 3a гл. III, где рассмат-
ривается случай броуновского движения). Оно выполнено, если, скажем, τ
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является ограниченным моментом, τ(ω)¶ N <∞, ω∈Ω. По поводу разных
достаточных условий сошлемся на § 3a данной главы и на § 2 гл. VII [439],
где приведен ряд критериев выполнения свойства (47). (Образно говоря, эти
критерии говорят о том, что для выполнения свойства (47) нельзя допускать
«слишком больших значений τ» и/или «слишком больших значений |Yτ|».)
Пример нарушения свойства (47) приведен далее в § 2b.

6. Выше, при оперировании с портфелем ценных бумаг, мы не наклады-
вали никаких ограничений на возможные значения βn и γn = (γ1

n, ‌, γd
n),

считая, что βn∈R, γi
n∈R.

Однако в реальной практике могут возникать самые разнообразные огра-
ничения. Например, ограничение βn¾0 означает, что в момент времени n не
допускается взятие с банковского счета в долг. Если γn¾ 0, то недопустима
«короткая продажа» (short-selling), т. е. взятие акции в долг.

Если на портфель накладывается условие

γnSn

Xπn
¶ α,

где α –– некоторая константа, то это означает, что доля «рисковой» составляю-
щей капитала (т. е. γnSn) в суммарном капитале (Xπn ) должна быть не больше
заданной величины α.

Другими примерами ограничений на портфель π могут служить, напри-
мер, условия типа

P(XπN ∈ A) ¾ 1−ε

(при некоторых заданных N , ε>0 и множестве A) или

P(XπN ¾ fN ) = 1

для некоторых FN -измеримых функций fN = fN (ω).
Этот последний случай детально рассматривается в следующем параграфе

в связи с понятием «хеджирования».

§ 1b. Понятие о «хеджировании». Верхние и нижние цены.
Полные и неполные рынки

1. Будем предполагать, что финансовая активность на (B, S)-рынке ограни-
чивается моментами n=0, 1, ‌, N.

Пусть fN = fN (ω) –– некоторая («целевая») неотрицательная FN -измери-
мая функция, имеющая смысл «платежного обязательства», «терминальной»
выплаты и т. п.

Определение 1. Портфель ценных бумаг π = (β , γ), β = (βn), γ = (γn),
n= 0, 1, ‌, N , называется верхним (x, fN )-хеджем (нижним (x, fN )-хеджем),
если Xπ0 ≡ x, x¾0, и XπN ¾ fN (P-п. н.) (соответственно XπN ¶ fN (P-п. н.)).
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Говорят, что (x, fN )-хедж π является совершенным, если Xπ0 ≡ x, x ¾ 0, и
XπN = fN (P-п. н.).

Понятие хеджа (hedge –– забор) играет в финансовой математике и финан-
совой практике исключительно важную роль некоторого защитного инстру-
мента, позволяющего добиваться гарантированного капитала и преследую-
щего цель страхования сделок на рынке ценных бумаг.

Вводимое ниже определение поможет в дальнейшем формализовать наши
действия, с помощью которых можно добиться получения гарантированного
капитала.

2. Пусть
H∗(x, fN ; P) =

�

π: Xπ0 = x, XπN ¾ fN (P-п. н.)
	

–– класс верхних (x, fN )-хеджей и

H∗(x, fN ; P) =
�

π: Xπ0 = x, XπN ¶ fN (P-п. н.)
	

–– класс нижних (x, fN )-хеджей.

Определение 2. Пусть fN есть платежное обязательство.
Величина

C∗( fN ; P) = inf
�

x ¾ 0: H∗(x, fN ; P) 6= ∅
	

называется верхней ценой (хеджирования платежного обязательства fN ).
Величина

C∗( fN ; P) = sup
�

x ¾ 0: H∗(x, fN ; P) 6= ∅
	

называется нижней ценой (хеджирования платежного обязательства fN ).

Замечание 1. Как обычно, доопределим C∗( fN ; P)=∞, если H∗(x, fN ; P)=
=∅ при всех x¾0. Множество H∗(0, fN ; P) непусто (достаточно взять βn≡0,
γn≡0). Если H∗(x, fN ; P) 6=∅ при всех x¾0, то C∗( fN ; P)=∞.

Замечание 2. В данных выше определениях не оговаривались «балансо-
вые» или другие ограничения на портфель ценных бумаг. Одним из обычных
ограничений такого типа является, например, условие самофинансируемо-
сти (см. формулу (13) в предыдущем параграфе). Разумеется, при конкрет-
ных рассмотрениях необходима спецификация требований на допустимые
стратегии π.

Замечание 3. Может, конечно, оказаться, что (по крайней мере, для неко-
торых x) классы H∗(x, fN ; P) или H∗(x, fN ; P) являются пустыми. В этом слу-
чае целесообразно сравнивать качество разных портфелей, например, с точ-
ки зрения среднеквадратического отклонения

E[XπN − fN ]2.

(См. далее § 1d гл. VI.)
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3. Остановимся на содержательной стороне введенных понятий «верхняя
цена» и «нижняя цена».

Если вы продаете контракт (с функцией выплаты fN ), то, естественно,
вы хотели бы его продать подороже. Однако вы должны учитывать и инте-
ресы покупателя, желающего купить надежный контракт по низкой цене.
С учетом противоположности этих интересов вы, как продавец, должны опре-
делить для себя ту минимально допустимую цену продажи, при которой,
с одной стороны, вы будете в состоянии выполнить условия контракта (т. е.
выплатить fN в момент N) и, с другой стороны, не будете иметь арбитраж-
ной возможности, т. е. безрискового дохода (или, как еще говорят, не будете
иметь free lunch –– «бесплатного ленча»), поскольку у покупателя нет, вообще
говоря, никаких причин на это соглашаться.

Если же вы покупаете контракт, то вы, конечно, хотели бы его купить по
малой цене, но все же такой, что она не создает для вас арбитражной возмож-
ности, т. е. получения вами безрискового дохода, поскольку и у продавца нет
никаких причин на это соглашаться.

Покажем теперь, что введенные выше «верхние» и «нижние» цены C∗ =
=C∗( fN ; P) и C∗=C∗( fN ; P) обладают тем свойством, что интервалы [0,C∗)
и (C∗, ∞) являются теми (максимальными) множествами цен, которые при-
водят к арбитражным возможностям для покупателя и для продавца соот-
ветственно.

Пусть контракт имеет стоимость x >C∗ и нашелся покупатель, который
его купил. Тогда продавец контракта может получить free lunch, поступив
следующим образом.

Из полученной суммы x он изымает такое y, что C∗ < y < x, и покупает
на эту сумму ценные бумаги в соответствии с портфелем π∗( y), у которого
Xπ

∗( y )
0 = y и Xπ

∗( y )
N ¾ fN в момент N. Такой портфель заведомо существует в

силу определения C∗ и того, что y >C∗. (По-другому эту операцию можно
проинтерпретировать так: продавец инвестирует на (B, S)-рынке сумму y,
покупая β∗0 ( y) облигаций и γ∗0( y) акций в момент n= 0 согласно портфелю
π∗( y)= (β∗n( y), γ∗n( y))0¶n¶N , для которого, в частности, β∗0 ( y)B0 + γ∗0( y)S0=
= y.)

В момент времени N получаемый от обладателя этим портфелем π∗( y)
капитал равен Xπ

∗( y )
N , и, следовательно, суммарный «доход-убыток» от этих

двух операций (продажи контракта и покупки портфеля π∗( y)) равен

(x− fN )+ (Xπ
∗( y )

N − y) = (x− y)+ (Xπ
∗( y )

N − fN ) ¾ x− y > 0.

Здесь x + Xπ
∗( y )

N –– величина, которую продавец получает (в моменты n= 0
и N) от двух операций, а fN + y –– величина, которую он должен выплатить
в момент n=N и затратить на приобретение портфеля π∗( y) в момент n=0.

Итак, x − y образует чистый безрисковый (т. е. арбитражный) доход про-
давца контракта.

Обратимся теперь к арбитражной возможности для покупателя контракта.
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Пусть покупатель купил контракт, обещающий ему платеж fN по цене x<
<C∗. Для получения free lunch покупатель выбирает некоторое y таким, что
x< y<C∗.

Согласно определению C∗ найдется портфель π∗( y), начальная стоимость
которого (в момент n= 0) есть y и который (в момент n= N) даст капитал
Xπ∗( y )

N ¶ fN . С учетом этого покупатель контракта, который уже заплатил x за
получение в момент времени N обещанной (случайной) суммы fN , поступает
следующим образом.

Он инвестирует в момент n=0 величину (−y) в соответствии с портфелем
π(−y)=−π∗( y), где π∗( y)= (β∗n( y), γ∗n( y))0¶n¶N .

Таким образом,

π(−y) = (−β∗n( y),−γ∗n( y))0¶n¶N ,

и, значит, распределение (−y) по облигациям и акциям осуществляется в
соответствии с соотношением

−y = −β∗0( y)B0−γ∗0( y)S0.

Портфель π(−y) даст в момент времени N капитал

Xπ(−y )
N = X−π∗( y )

N = −Xπ∗( y )
N ,

и, следовательно, от произведенных двух операций (покупка контракта и
инвестирование (−y)) суммарный «доход-убыток» равен

( fN − x)+
�

Xπ(−y )
N − (−y)

�

=
�

fN − Xπ∗( y )
N

�

+ ( y− x) ¾ y− x > 0,

что, как видим, является чистым (арбитражным) доходом покупателя кон-
тракта по цене x<C∗.

В проведенных рассмотрениях производилось инвестирование отрица-
тельной (!) величины (−y). Каков реальный смысл этой операции?

На самом деле с подобного рода операциями «короткой продажи» (short
selling) мы уже сталкивались, например, при рассмотрении опционов в п. 4
§ 1c гл. I. Применительно же к настоящей ситуации с инвестированием (−y)
это просто означает, что на рынке ценных бумаг вы находите «спекулянта»
(ср. с § 1a гл. VII), который соглашается (в момент n = 0) заплатить вам
величину y в обмен на обязательство выплатить ему в момент n= N вели-
чину Xπ∗( y )

N , которая (в силу случайного характера цен) может оказаться как
больше y, так и меньше y.

Замечание. Проведенные рассуждения основывались (неявно) на допу-
щении, что рынок является достаточно ликвидным в том смысле, что на нем
есть целый «спектр» инвесторов, трейдеров, спекулянтов и т. п. с достаточно
разнообразными интересами, взглядами и надеждами на повышение или
понижение цен. Все это, между прочим, говорит о том, что в строго ма-
тематических рассуждениях необходимо четко формулировать требования
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и ограничения на возможные операции на финансовых рынках. Вводимые
далее условия допустимости на классы используемых стратегий (см., напри-
мер, § 1a гл. VII) являются примером ограничений подобного типа, препят-
ствующих, в частности, появлению на рынке арбитражных возможностей.

Таким образом, мы имеем два интервала цен, [0,C∗) и (C∗, ∞), которые
приводят к арбитражным возможностям. Однако если назначаемая цена x
принадлежит интервалу [C∗,C∗], то здесь уже нет арбитражной возможно-
сти ни для продавца, ни для покупателя.

Эти обстоятельства оправдывают для интервала цен [C∗,C∗] название ин-
тервала приемлемых или взаимоприемлемых цен.

Еще раз подчеркнем, что выбор взаимоприемлемой цены x ∈ [C∗,C∗] при-
водит к тому, что ни покупатель, ни продавец не имеют безрискового дохода.
Каждый из них в силу случайного характера движения цен может как выиг-
рать, так и проиграть. И, тем самым, выигрыш, а тем более большой, надо
рассматривать (ср. с п. 2 § 1c гл. I) как своего рода

«компенсацию за риск».

Следующий рисунок «резюмирует» сказанное относительно предпочти-
тельных и приемлемых цен для продавца и покупателя:

0 C∗ C∗

Предпочтительная
область цен за контракт

для покупателя

Приемлемая область цен
и для продавца, и для покупателя

Предпочтительная
область цен за контракт

для продавца

Рис. 51. Области предпочтительных и приемлемых цен для покупателя и
продавца (C∗=C∗( fN ; P), C∗=C∗( fN ; P))

4. Рассмотрим несколько подробнее тот случай, когда для данного x и
платежного обязательства fN существует совершенный (x, fN )-хедж π, т. е.
стратегия, для которой Xπ0 = x и XπN = fN (P-п. н.).

Равенство XπN = fN означает, что для хеджаπ обязательство fN достижимо,
или, как еще говорят, воспроизводимо.

По многим причинам было бы желательно, чтобы всякое платежное обя-
зательство (при некотором x) было достижимым. Если это действительно
так, то классы H∗(x, fN ; P) и H∗(x, fN ; P) совпадают и верхние и нижние цены
также совпадут:

C∗( fN ; P) = C∗( fN ; P).
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Иначе говоря, в этом случае интервал «приемлемых» цен сводится к един-
ственной цене

C( fN ; P) (= C∗( fN ; P) = C∗( fN ; P)),

которая является рациональной (справедливой) ценой платежного обязатель-
ства fN , устраивающей и покупателя, и продавца, поскольку отклонение от
этой цены неминуемо приведет к тому, что один из них будет иметь, как
было объяснено выше, безрисковый доход!

Этот частный случай ввиду его важности заслуживает специальной терми-
нологии.

Определение 3. (B, S)-рынок ценных бумаг называется N-совершенным
или совершенным (по отношению к моменту времени N), если всякое FN -из-
меримое (конечнозначное) платежное поручение fN достижимо, или воспро-
изводимо, т. е. при некотором x найдется совершенный (x, fN )-хедж π, т. е.
портфель, для которого

XπN = fN (P-п. н.).

В противном случае рынок называется N-несовершенным или несовершенным,
неполным (по отношению к моменту времени N).

Вообще говоря, сформулированное условие совершенности является до-
вольно сильным предположением, и его требование накладывает весьма
жесткие ограничения на структуру (B, S)-рынков. В то же самое время во
многих случаях нет надобности требовать существования совершенного хе-
джа для всех FN -измеримых функций fN , а достаточно оперировать лишь,
скажем, с ограниченными функциями или функциями из некоторого под-
класса с теми или иными условиями интегрируемости и измеримости. (См.,
впрочем, теорему в § 4f.)

Определение 4. (B, S)-рынок ценных бумаг называется N-полным или
полным (по отношению к моменту времени N), если всякое ограниченное
FN -измеримое платежное поручение воспроизводимо.

Решение вопроса о том, когда рынок является совершенным или полным,
для финансовой математики и финансовой инженерии представляет значи-
тельный интерес, поскольку устанавливает принципиальную возможность
(или невозможность) построения портфеля π, для которого капитал XπN вос-
производит «платежное обязательство» fN . (В случае невозможности точно-
го воспроизведения fN можно ставить, как уже отмечалось выше, напри-
мер, задачу отыскания портфеля, на котором достигается inf E[XπN − fN ]2, где
inf берется по «допустимым» портфелям π; см. по этому поводу далее § 1d
гл. VI).

В общем случае, без каких-либо дополнительных предположений о струк-
туре рынка и вероятностного пространства, на котором этот рынок функ-
ционирует, трудно, видимо, дать какой-то удовлетворительный ответ. Од-
нако для так называемых безарбитражных рынков (см. далее определения
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в § 2a) проблема их «полноты» допускает вполне исчерпывающее решение
в терминах единственности так называемых мартингальных мер (см. теоре-
му A в § 2b и теорему B в § 4a.)

В следующем параграфе мы рассматриваем одношаговую модель (N =1)
весьма просто устроенного (B, S)-рынка, на примере которой можно четко
проследить, как естественным образом в расчетах цен C∗( fN ; P) и C∗( fN ; P)
возникают мартингальные (иначе говоря, риск-нейтральные) меры и како-
вы общие принципы расчетов, существенно основанные на использовании
этих мер.

§ 1c. Верхние и нижние цены в одношаговой модели

1. Рассмотрим простую «одношаговую модель» (B, S)-рынка, состоящего
из банковского счета B= (Bn) и одной акции S= (Sn), n= 0, 1. Предполага-
ется, что константы B0, S0 положительны и (см. § 1a)

B1 = B0(1+ r),

S1 = S0(1+ρ),
(1)

где процентная ставка r есть константа (r¾0) и процентная ставка ρ являет-
ся случайной величиной (ρ>−1).

Поскольку в эту модель вся «случайность» входит через значения ρ, до-
статочно оперировать лишь с распределением вероятностей P = P(dρ) на
числовой прямой R={ρ : |ρ|<∞} с борелевской системойB(R).

Будем предполагать, что носитель меры P(dρ) сосредоточен на интервале
[a, b], где −1<a< b<∞. Если мера P(dρ) сосредоточена в двух точках {a} и
{b}, то модель (1) является одношаговой CRR-моделью, о которой шла речь
в § 1e гл. II.

2. Пусть f = f (S1) –– функция платежного обязательства, и для простоты
записи положим C∗(P)=C∗( f ; P), C∗(P)=C∗( f ; P). Поскольку B0>0, без огра-
ничения общности можно считать, что B0=1.

В рассматриваемой одношаговой модели портфель π определяется парой
чисел β и γ, значения которых должны выбираться в момент времени n=0.

Согласно данным в предшествующем параграфе определениям

C∗(P) = inf
(β ,γ)∈H ∗(P)

(β +γS0) (2)

и
C∗(P) = sup

(β ,γ)∈H∗(P)
(β +γS0), (3)

где
H∗(P) =

�

(β , γ): βB1+γS1 ¾ f (S1), P-п. н.
	

(4)

и
H∗(P) =

�

(β , γ): βB1+γS1 ¶ f (S1), P-п. н.
	

. (5)
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Рассмотрим входящее в H∗(P) ограничение

β(1+ r)+γS0(1+ρ) ¾ f
�

S0(1+ρ)
�

(P-п. н.) (6)

и введем (на первый взгляд, искусственным образом) класс P (P) = {eP =
=eP(dρ)} распределений на [a, b], обладающих следующими двумя свойства-
ми:

eP ∼ P

(т. е. меры P и eP взаимно абсолютно непрерывны: eP�P, P�eP) и
∫ b

a
ρ eP(dρ) = r. (7)

Будем предполагать, что этот класс P (P) непуст. (Это, например, заведомо
так в модели CRR, рассматриваемой далее в § 1d и детально в п. 6 § 3f.)

Отметим теперь важное обстоятельство, на котором основаны многие рас-
четы в финансовой математике:

если eP∼P, то в неравенстве (6) условие «P-п. н.» может быть заменено
на условие «eP-п. н.».

Следовательно, если (β , γ)∈H∗(P), то

β(1+ r)+γS0(1+ρ) ¾ f (S0(1+ρ)) (eP-п. н.), (8)

и поэтому, интегрируя обе части этого неравенства по мере eP∈P (P), с уче-
том равенства (7) находим, что

β +γS0 ¾ E
eP

f (S0(1+ρ))
1+ r . (9)

Из этого неравенства очевидным образом вытекает следующая оценка
снизу для C∗(P):

C∗(P) = inf
(β ,γ)∈H ∗(P)

(β +γS0) ¾ sup
eP∈P (P)

E
eP

f (S0(1+ρ))
1+ r (= x∗). (10)

Аналогичным образом получаем оценку сверху для C∗(P):

C∗(P) ¶ inf
eP∈P (P)

E
eP

f (S0(1+ρ))
1+ r (= x∗). (11)

Таким образом,
C∗(P) ¶ x∗ ¶ x∗ ¶ C∗(P), (12)

что доказывает (в предположении, что P (P) 6=∅) неравенство C∗(P)¶C∗(P),
которое из определений C∗(P) и C∗(P) сразу не столь уж очевидно.

Обратимся к свойству (7), записав его в виде

E
eP

1+ρ
1+ r = 1. (13)
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В силу соотношений (1) оно равносильно тому, что

E
eP

S1

B1
=

S0

B0
. (14)

Полагая F0={∅,R}, F1=σ(ρ), видим, что

E
eP

�

S1

B1

�

�

�F0

�

=
S0

B0
,

т. е. относительно меры eP последовательность
�

Sn

Bn

�

n=0,1
является мартинга-

лом.
Именно это обстоятельство, имеющее место и в более общем случае, объ-

ясняет, почему меры eP из класса P (P) принято в финансовой математике
называть мартингальными мерами.

Отметим, что появление таких мер при расчетах, скажем, верхних и ниж-
них мер может на первый взгляд показаться несколько искусственным, по-
скольку на исходном стохастическом базисе уже есть «исходная» вероятност-
ная мера и, казалось бы, все расчеты должны быть основаны лишь на этой
мере. На самом деле так оно и есть, поскольку

E
eP

f (S0(1+ρ))
1+ r = EP z(ρ)

f (S0(1+ρ))
1+ r , (15)

где z(ρ) = deP
dP –– производная Радона––Никодима меры eP относительно ме-

ры P.
Однако появление мартингальных мер носит более глубокий характер,

поскольку их наличие самым непосредственным образом связано с отсут-
ствием арбитражных возможностей на рассматриваемом (B, S)-рынке.

Этот вопрос будет детально обсуждаться ниже в разделе 2: «Рынок без
арбитражных возможностей». Сейчас же мы займемся вопросом о том, когда
в неравенствах (10) и (11) можно на самом деле гарантировать выполнение
равенств.

3. Предположим, что функция fx = f (S0(1+ x)) является выпуклой (вниз)
и непрерывной на [a, b]. (Напомним, что всякая выпуклая на замкнутом мно-
жестве [a, b] функция является непрерывной на открытом множестве (a, b),
будучи, быть может, разрывной лишь в концевых точках интервала.)

Проведем через точки (a, fa) и (b, fb) прямую y = y(x). Если уравнение
этой прямой есть

y(x) = µS0(1+ x)+ν, (16)

то, очевидно,

µ =
fb− fa

S0(b−a) , ν =
(1+b) fa− (1+a) fb

(b−a) . (17)
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fx

a r b x

Рис. 52. Платежная функция fx = f (S0(1+ x))

Введем стратегию π∗= (β∗, γ∗),

β∗ = ν
1+ r , γ∗ = µ. (18)

Поскольку (1+ r)β∗+S0(1+ρ)γ∗=ν+µS0(1+ρ)¾ f (ρ) для всех ρ∈ [a, b],
получим, что π∗∈H∗(P) и, значит,

C∗(P) = inf
(β ,γ)∈H ∗(P)

(β +γS0) ¶ β∗+γ∗S0 =
ν

1+ r +µS0. (19)

Сделаем теперь следующее предположение относительно множества мар-
тингальных мер P (P):

(A∗) существует подпоследовательность мер, скажем (ePn)n¾1, из P (P), слабо
сходящаяся к мере P∗, сосредоточенной в двух точках a и b.

Если это предположение (A∗) выполнено, то из равенств

E
ePn

1+ρ
1+ r = 1

получим, что

EP∗
1+ρ
1+ r = 1.

Отсюда находим, что вероятности p∗=P∗{b} и q∗=P∗{a} подчиняются двум
условиям:

p∗+q∗ = 1

и
bp∗+aq∗ = r.

Следовательно,

p∗ = r−a
b−a , q∗ = b− r

b−a . (20)
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Далее, опять же из предположения слабой сходимости мер ePn к мере P∗,
находим, что, с учетом неравенства (19),

sup
eP∈P (P)

E
eP

fρ
1+ r ¾ lim

n
E
ePn

fρ
1+ r = EP∗

fρ
1+ r = p∗

fb
1+ r +q∗

fa
1+ r =

= r−a
b−a

fb
1+ r +

b− r
b−a

fa
1+ r =

ν
1+ r +µS0 = β

∗+γ∗S0 ¾

¾ inf
(β ,γ)∈H ∗(P)

(β +γS0) = C∗(P). (21)

Вместе с противоположным неравенством (10) получаем, что

C∗(P) = inf
(β ,γ)∈H ∗(P)

(β +γS0) = sup
eP∈P (P)

E
eP

f (S0(1+ρ))
1+ r . (22)

Анализируя сказанное, отметим, что непрерывность и выпуклость f =
= f (S0(1 + ρ)) как функции от ρ ∈ [a, b] является довольно стандартным
предположением и поэтому не вызывает серьезных возражений.

Более «тяжелым» является сделанное выше допущение (A∗) относитель-
но слабой компактности семейства мартингальных мер с предельной ме-
рой, сосредоточенной в двух точках a и b. На самом деле это не такое уж
«страшное» предположение, если исходить из априорного допущения, что в
окрестностях точек a и b есть ненулевые P-массы, т. е. для всякого ε>0 веро-
ятности P[a, a+ ε] и P[b− ε, b] положительны. Тогда если есть хотя бы одна
такая мартингальная мера eP∼P (т. е. обладающая свойствами eP[a, a+ε]>0,
eP[b− ε, b]> 0, ∀ε > 0, и

∫ b
a ρ

eP(dρ)= r), то требуемую последовательность
мер {ePn} можно построить с помощью «перекачивания» масс меры eP в сужа-
ющиеся (ε ↓ 0) окрестности [a, a+ ε] и [b− ε, b] точек a и b с сохранением
свойств эквивалентности ePn∼eP.

В следующем параграфе мы рассмотрим модель CRR (Кокса––Росса––Рубин-
штейна), в которой исходная мера P «сидит» в точках a и b и построение
меры P∗ не вызывает никаких затруднений. (В сущности, мы ее уже постро-
или в формулах (20).)

Сформулируем полученный результат относительно C∗ в виде следующего
утверждения (см. также [93]).

Теорема 1. Пусть функция платежного обязательства f (S0(1+ ρ)) яв-
ляется выпуклой и непрерывной по ρ на [a, b] и выполнено условие слабой
компактности (A∗). Тогда для верхней цены выполнено соотношение

C∗(P) = sup
eP∈P (P)

E
eP

f (S0(1+ρ))
1+ r . (23)

При этом sup достигается на мере P∗ и

C∗(P) = r−a
b−a

fb
1+ r +

b− r
b−a

fa
1+ r , (24)

где fρ= f (S0(1+ρ)).
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4. Обратимся теперь к нижней цене C∗.
Согласно формулам (3) и (11) имеем

C∗(P) = sup
(β ,γ)∈H∗(P)

(β +γS0) ¶ inf
eP∈P (P)

E
eP

fρ
1+ r , (25)

где fρ= f (S0(1+ρ)) и ρ∈ [a, b].
Если функция fρ выпукла вниз на [a, b], то для точки r ∈ (a, b) можно

найти такое λ=λ(r), что

f (S0(1+ρ)) ¾ f (S0(1+ r))+ (ρ− r)λ(r) (26)

для всякого ρ∈ [a, b], где

y(r) = f (S0(1+ r))+ (ρ− r)λ(r)

есть «опорная прямая», проходящая через точку r и такая, что график функ-
ции fρ лежит выше этой прямой.

Пусть eP∈P (P). Тогда из неравенства (26) следует, что

inf
eP∈P (P)

E
eP

f (S0(1+ρ))
1+ r ¾

f (S0(1+ r))
1+ r . (27)

Определим

β∗ =
f (S0(1+ r))

1+ r −λ(r),

γ∗ =
λ(r)

S0
.

Тогда неравенство (26) примет следующий вид:

f (S0(1+ρ)) ¾ β∗(1+ r)+γ∗S0(1+ρ)

для ρ∈ [a, b]. Из этого следует, что π∗= (β∗, γ∗)∈H∗(P).
Следуя той же самой схеме, что и при доказательстве теоремы 1, предпо-

ложим, что выполнено следующее условие:

(A∗) существует подпоследовательность мер, скажем, {Pn}n¾1 изP (P), слабо
сходящаяся к мере P∗, сосредоточенной в одной точке r.

Тогда в предположении непрерывности функции fρ имеем

inf
eP∈P (P)

E
eP

fρ
1+ r ¶ lim

n
EPn

fρ
1+ r = EP∗

fρ
1+ρ =

f (S0(1+ r))
1+ r =

= β∗+S0γ∗ ¶ sup
(β ,γ)∈H∗(P)

(β +S0γ) = C∗(P),

что вместе с неравенством (26) доказывает следующий результат.
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Теорема 2. Пусть функция fρ непрерывна, выпукла вниз на [a, b] и выпол-
нено условие слабой компактности (A∗). Тогда для нижней цены выполняет-
ся соотношение

C∗(P) = inf
eP∈P (P)

E
eP

f (S0(1+ρ))
1+ r . (28)

При этом inf достигается на мере P∗ и

C∗(P) =
fr

1+ r . (29)

Замечание. Пусть, например, P(dρ)=
dρ

b−a –– мера равномерного распре-
деления на [a, b]. В этом случае условия (A∗) и (A∗) выполнены и, следова-
тельно, верхние и нижние цены определяются формулами (24) и (29).

5. Проведенный выше «вероятностный» анализ верхних и нижних цен
постулировал, что вся неопределенность в ценах акций подчиняется вероят-
ностному описанию, что было воплощено в предположении, что ρ является
случайной величиной с распределением вероятностей P(dρ).

Но на ρ можно смотреть и просто как на некоторую «хаотическую» ве-
личину, принимающую значения в интервале [a, b]. В этом случае вместо
классов H∗(P) и H∗(P) естественно ввести классы

bH∗ =
�

(β , γ): β(1+ r)+γS0(1+ρ) ¾ f (S0(1+ρ)), ∀ ρ ∈ [a, b]
	

и
bH∗ =

�

(β , γ): β(1+ r)+γS0(1+ρ) ¶ f (S0(1+ρ)), ∀ ρ ∈ [a, b]
	

,

в которых условие выполнения неравенств «P-п. н.» заменено на условие
«при всех ρ∈ [a, b]». Понятно, что для каждой вероятностной меры P выпол-
нены условия

bH∗ ⊆ H∗(P), bH∗ ⊆ H∗(P).

Заметим, что даже при отсутствии исходной вероятностной меры, ни-
что не препятствует тому, чтобы ввести (пусть и искусственным образом)
на [a, b] распределения вероятностей bP= bP(dρ) со свойством (ср. с форму-
лой (7))

∫ b

a
ρ bP(dρ) = r.

Класс таких мер bP заведомо непуст –– к нему принадлежат рассмотренные
выше мера P∗, сосредоточенная в двух точках a и b (см. (20)), и мера P∗,
сосредоточенная в одной точке r.

По аналогии с формулами (2) и (3) определим

bC∗ = inf
(β ,γ)∈ bH ∗

(β +γS0) (¾ C∗(P))

и
bC∗ = sup

(β ,γ)∈ bH∗
(β +γS0) (¶ C∗(P)).
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Из приведенных выше рассмотрений (см. формулы (8), (9) и (10)) следует,
что для всякой вероятностной меры P выполняются неравенства

bC∗ = inf
(β ,γ)∈ bH ∗

(β +γS0) ¾ sup
bP∈ bP

E
bP

f (S0(1+ρ))
1+ r ¾ sup

eP∈P (P)
E
eP

f (S0(1+ρ))
1+ r (30)

и

bC∗ = sup
(β ,γ)∈ bH∗

(β +γS0) ¶ inf
bP∈ bP

E
bP

f (S0(1+ρ))
1+ r ¶ inf

eP∈P (P)
E
eP

f (S0(1+ρ))
1+ r . (31)

Заметим теперь, что, поскольку класс bP включает и «двухточечную» ме-
ру P∗, и «одноточечную» меру P∗, введенные выше, справедливы неравенства
(ср. с (21))

sup
bP∈ bP

E
bP

f (S0(1+ρ))
1+ r ¾ EP∗

f (S0(1+ρ))
1+ r = p∗

fb
1+ r +q∗

fa
1+ r (32)

и
inf
bP∈ bP

E
bP

f (S0(1+ρ))
1+ r ¶ EP∗

f (S0(1+ρ))
1+ r =

fr
1+ r . (33)

Рассмотренная в доказательстве теоремы 1 стратегия π∗, очевидно, при-
надлежит классу bH∗, и для нее (в предположении, что fρ является выпуклой
вниз функцией на [a, b]) выполнено неравенство

bC∗ = inf
(β ,γ)∈ bH ∗

(β +γS0) ¶ β∗+γ∗S0 = p∗
fb

1+ r +q∗
fa

1+ r ,

что вместе с неравенствами (30) и (32) показывает (ср. с (23)), что

bC∗ = sup
bP∈ bP

E
bP

f (S0(1+ρ))
1+ r , (34)

причем (ср. с (24))
bC∗ = p∗

fb
1+ r +q∗

fa
1+ r , (35)

где fρ= f (S0(1+ρ)).
Аналогичным образом находим (ср. с (28) и (29)), что

bC∗ = inf
bP∈ bP

E
bP

f (S0(1+ρ))
1+ r , (36)

причем
bC∗ =

fr
1+ r . (37)

Тем самым, доказана следующая

Теорема 3. В случае «хаотической» величины ρ ∈ [a, b], входящей в мо-
дель (1), для всякой выпуклой вниз функции f = f (S0(1+ρ)), ρ ∈ [a, b], верх-
няя и нижняя цены bC∗ и bC∗ определяются формулами (34), (35) и (36), (37)
соответственно.
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Замечание. Сопоставление результатов теорем 1, 2 и 3 показывает, что
если исходная вероятностная мера P достаточно «размыта», имея массы в
окрестностях точек a, r и b, то класс мартингальных мер P (P) так же «бо-
гат», как и класс bP , и в неравенствах bC∗ ¶C∗(P) и C∗(P)¶ bC∗ достигаются
равенства.

§ 1d. Пример полного рынка –– CRR-модель

1. Снова рассмотрим «одношаговую» модель (B, S)-рынка, предполагая,
что

B1 = B0(1+ r),

S1 = S0(1+ρ),
(1)

где ρ является случайной величиной, принимающей всего лишь два значе-
ния a и b,

−1 < a < r < b. (2)

Этот простой (B, S)-рынок носит название одношаговой CRR-модели в
честь Кокса, Росса и Рубинштейна, рассмотревших ее в работе [82].

Мы предполагаем, что исходное распределение P случайной величины ρ
таково, что

p = P{b} > 0, q = P{a} > 0.

Тогда единственной (мартингальной) мерой, эквивалентной мере P и удо-
влетворяющей свойству (7) из предыдущего параграфа, является такая ме-
ра P∗, что

P∗{b} = p∗, P∗{a} = q∗,

где (см. формулы (20) в § 1c)

p∗ = r−a
b−a , q∗ = b− r

b−a , (3)

и что (см. формулы (11) и (12) в § 1c)

C∗(P) ¶ EP∗
fρ

1+ r ¶ C
∗(P). (4)

На самом же деле в рассматриваемом случае для любого платежного по-
ручения f = f (S0(1+ρ)) цены C∗(P) и C∗(P) совпадают, и, следовательно, их
общее значение C(P) определяется формулой

C(P) = EP∗
fρ

1+ r = p∗
fb

1+ r +q∗
fa

1+ r . (5)

По существу, все необходимое для доказательства равенства C∗(P)=C∗(P)
уже содержится в предшествующих рассуждениях в § 1c.

Действительно, рассмотрим стратегию π∗ = (β∗, γ∗), введенную выше, с
параметрами

β∗ = ν
1+ r , γ∗ = µ,
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гдеν и µ определены формулами (17) из § 1c.
В силу того что и для ρ=a, и для ρ=b выполняется равенство

β∗(1+ r)+γ∗S0(1+ρ) = f (S0(1+ρ)),

мы видим, что здесь платежное поручение является достижимым, и, значит,
π∗∈H∗(P)∩H∗(P). Поэтому

C∗(P) = sup
(β ,γ)∈ bH∗(P)

(β +γS0) ¾ β∗+γ∗S0 ¾ inf
(β ,γ)∈ bH ∗(P)

(β +γS0) = C∗(P).

Вместе с неравенствами (4) это доказывает требуемое совпадение цен
C∗(P) и C∗(P) и формулу (5) для их общего значения C(P).

2. Еще раз отметим, что материал, изложенный в этом и предшествующем
параграфах, выявляет следующие важные моменты, которые используют и в
более общих случаях при применении мартингальных методов в финансовых
расчетах, связанных с заданным платежным поручением:

(I) если класс мартингальных мер непуст,

P (P) 6= ∅, (6)

то

C∗(P) ¶ C∗(P)

(в силу неравенств (12), § 1c);
(II) если

H∗(P)∩H∗(P) 6= ∅, (7)

т. е. платежное поручение достижимо, то

C∗(P) ¾ C∗(P);

(III) при одновременном выполнении условий (6) и (7) нижние и верхние цены
C∗(P) и C∗(P) совпадают.

В следующем разделе будет показано, что непустота класса мартингаль-
ных мер P (P) самым непосредственным образом связана с отсутствием
арбитражных возможностей.

Непустота же класса H∗(P)∩H∗(P) (для любого платежного поручения f )
оказывается связанной с вопросом единственности мартингальной меры,
т. е. с вопросом о том, когда множество мер P (P) состоит всего лишь из од-
ной (мартингальной) меры, скажем, eP, которая эквивалентна мере P (eP∼P).
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2. Рынок без арбитражных возможностей

§ 2a. Концепции «арбитраж» и «отсутствие арбитража»

1. С наглядной точки зрения «отсутствие арбитража» на рынке означает,
что он является «честным», «рационально устроенным» в том смысле, что
на нем нет возможности извлечения прибыли без «риска». (Сравните с кон-
цепцией «эффективного рынка», § 2a гл. I, в которой также присутствует
ассоциация с его «рациональной устроенностью» и в которой, в сущности,
просто постулируется, что цены на таком рынке обладают свойством мартин-
гальности.)

Чтобы дать формальные определения, будем, как и в § 1a, считать задан-
ным фильтрованное вероятностное пространство

(Ω,F , (Fn)n¾0, P),

на котором функционирует (B, S)-рынок, состоящий из d+1 актива:

банковского счета B = (Bn)n¾0

с Fn−1-измеримыми величинами Bn, Bn>0, и

d-мерного рискового актива S = (S1, ‌, Sd),

где Si= (Si
n)n¾0, Si

n ––Fn-измеримые величины, Si
n>0.

Пусть Xπ= (Xπn )n¾0 –– капитал,

Xπn = βnBn+γnSn

�

= βnBn+
d
∑

i=1

γi
nSi

n

�

,

отвечающий стратегии π= (β , γ) с предсказуемыми последовательностями
β= (βn)n¾0 и γ= (γ1, ‌, γd), γi= (γi

n)n¾0.
Если π –– самофинансируемая стратегия (π ∈ SF), то (см. формулу (12)

в § 1a)

Xπn = Xπ0 +
n
∑

k=1

(βk∆Bk +γk∆Sk), n ¾ 1, (1)
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2. Рынок без арбитражных возможностей

и нормированный капитал eXπn =
�

Xn
π

Bn

�

n¾0
удовлетворяет соотношениям

∆

�

Xn
π

Bn

�

= γn∆

�

Sn

Bn

�

, (2)

играющим ключевую роль для всего последующего анализа.

2. Зафиксируем некоторое N ¾ 1 и будем интересоваться значением ка-
питала XπN той или иной стратегии π ∈ SF в этот «терминальный» момент
времени.

Определение 1. Говорят, что самофинансируемая стратегия π реализует
арбитражную возможность (в момент N), если при нулевом начальном ка-
питале,

Xπ0 = 0, (3)

ее капитал в момент N неотрицателен,

XπN ¾ 0 (P-п. н.), (4)

и с положительной P-вероятностью XπN >0, т. е.

P(XπN > 0) > 0, (5)

или, что равносильно,
E XπN > 0. (6)

Обозначим SFarb класс арбитражных самофинансируемых стратегий. То-
гда, если π∈SFarb и Xπ0 =0, то

P(XπN ¾ 0) = 1 ⇒ P(XπN > 0) > 0.

Определение 2. Мы говорим, что на (B, S)-рынке отсутствуют арбит-
ражные возможности или что рынок является безарбитражным, если SFarb=
=∅. Иначе говоря, если для некоторой стратегии π начальный капитал Xπ0 =
=0, то

P(XπN ¾ 0) = 1 ⇒ P(XπN = 0) = 1.

Наглядно данное определение означает, что для безарбитражной страте-
гии π диаграмма переходов из Xπ0 =0 в XπN , изображенная на рис. 53a (когда
XπN ¾0), должна быть на самом деле «вырожденной», т. е. той, которая изоб-
ражена на рис. 53b, где пунктирные траектории соответствуют переходам
Xπ0 =0→ XπN с нулевой вероятностью.

Таким образом, на безарбитражном рынке если Xπ0 = β0B0 + γ0S0 = 0, то
диаграмма переходов должна иметь вид, представленный на рис. 54, озна-
чающий, что если P(XπN = 0)< 1, то наряду с положительным «выигрышем»,
P(XπN > 0)> 0, должны быть неминуемо и «проигрыши», P(XπN < 0)> 0. Это
можно образно переформулировать, сказав также, что на безарбитражном
рынке каждая нетривиальная стратегия π (т. е. такая, что если Xπ0 = 0, то
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0 N

XπN =0

XπN >0

(a) 0 N

P(XπN =0)=1

P(XπN >0)=0

(b)

Рис. 53. К определению отсутствия арбитражных возможностей

0

XπN =0

P(XπN >0)>0

P(XπN <0)>0

Рис. 54. Типичная картина переходов на безарбитражном рынке

P(XπN 6= 0)> 0) должна быть рисковой, т. е. такой, что одновременно P(XπN >
>0)>0 и P(XπN <0)>0.

Помимо данного понятия безарбитражности в финансовой литературе
и инженерии обращаются и к другим определениям (см., например, [251]).
Примером может служить следующее определение (используемое в книге
[251] и далее в § 2e).

Определение 3. a) (B, S)-рынок называется безарбитражным в слабом
смысле, если для каждой такой самофинансируемой стратегии π, что Xπ0 =0
и Xπn ¾0 (P-п. н.), n¶N , выполняется равенство XπN =0 (P-п. н.).

b) (B, S)-рынок называется безарбитражным в сильном смысле, если для
каждой такой самофинансируемой стратегии π, что Xπ0 =0 и XπN ¾0 (P-п. н.),
выполняется равенство Xπn =0 (P-п. н.), n¶N.

Замечание. Отметим, что данные выше определения оперировали с со-
бытиями вида {XπN >0}, {XπN ¾0} и {XπN =0}, которые, очевидно, совпадают

с событиями { eXπN >0}, { eXπN ¾0}, { eXπN =0} соответственно, где eXπN =
XN
π

BN
, если

только BN >0.

Это обстоятельство объясняет, почему при рассмотрении вопросов о на-
личии «арбитража» и «отсутствии арбитража» на (B, S)-рынке можно сразу

оперировать с (eB, eS)-рынком, где eBn≡1 и eSn=
Sn

Bn
. Иначе говоря, если пред-

полагается, что Bn>0, то без ограничения общности можно полагать Bn≡1.
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2. Рынок без арбитражных возможностей

§ 2b. Мартингальный критерий отсутствия арбитражных
возможностей. I.
Формулировка первой фундаментальной теоремы

1. В рассматриваемом нами случае дискретного времени n = 0, 1, ‌, N
имеет место следующая замечательная теорема, которую ввиду ее важности
называют первой фундаментальной теоремой теории расчетов финансовых
активов (The first Fundamental Asset Pricing Theorem; [214], [215] и [92]).

Теорема А. Пусть определенный на фильтрованном вероятностном про-
странстве (Ω,F , (Fn), P)

(B, S)-рынок

состоит из банковского счета B= (Bn), Bn>0, и конечного числа d активов
S= (S1, ‌, Sd), Si= (Si

n).
Предполагается, что рынок функционирует в моменты времени n = 0,

1, ‌, N, F0={∅,Ω} и FN =F .
Для того чтобы (B, S)-рынок был безарбитражным, необходимо и доста-

точно, чтобы нашлась хотя бы одна мера eP (называемая мартингальной или
риск-нейтральной) эквивалентная мере P, относительно которой d-мерная
нормированная последовательность

S
B =

�

Sn

Bn

�

,

Sn= (S1
n, ‌, Sd

n), является eP-мартингалом: для всех i=1, ‌, d и n=0, 1, ‌, N
выполняется неравенство

E
eP

�

�

�

�

Si
n

Bn

�

�

�

�

< ∞ (1)

и для n=1, ‌, N справедливо равенство

E
eP

�

Si
n

Bn

�

�

�Fn−1

�

=
Si

n−1

Bn−1
(eP-п. н.). (2)

Доказательство этой теоремы будет проводиться в несколько этапов: до-
статочность –– в § 2c и необходимость –– в § 2d. В § 2e будет приведено другое
доказательство несколько более расширенного варианта этой теоремы. Сей-
час же сделаем некоторые замечания относительно содержательности сфор-
мулированного критерия.

Раньше уже отмечалось, что предположение отсутствия арбитража име-
ет вполне понятный экономический смысл и может рассматриваться как
желательное свойство «рационально», «эффективно», «справедливо» функ-
ционирующего рынка. Ценность сформулированной теоремы (Харрисон и
Крепс [214], Харрисон и Плиска [215] –– в случае конечного Ω, Даланг, Мор-
тон и Виллинджер [92] –– в случае произвольного Ω) в том, что она открыва-
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ет возможность проведения аналитических расчетов, связанных с финансо-
выми активами и операциями с ними на таких «безарбитражных» рынках.
(Именно поэтому она и называется первой фундаментальной теоремой тео-
рии расчетов.) В сущности, это уже было продемонстрировано выше при
расчетах верхних и нижних цен (§ 1b, c). Сформулированный критерий бу-
дет систематически использоваться далее, например, при рассмотрении фор-
вардных и фьючерсных цен (§ 1e гл. VI), рациональных стоимостей опционов
(разделы 4 и 5 гл. VI).

Эта теорема имеет также и концептуальную ценность, состоящую в том,
что довольно-таки расплывчатая аргументация концепции эффективного, ра-
ционально устроенного рынка (§ 2a гл. I), преследующая цель как-то обосно-
вать свойство мартингальности цен, становится логически строгой в рамках
концепции безарбитражности, говорящей о том, что «рациональная устро-
енность» должна пониматься как отсутствие для инвесторов возможностей
получения на рынке безрискового дохода.

2. При оперировании с последовательностями X = (Xn), являющимися
мартингалами, важно указывать не только меру P, но и поток σ-алгебр (Fn),
относительно которых выполнены «мартингальные» свойства:

Xn ––Fn-измеримые величины,

E |Xn| < ∞,

E(Xn+1 |Fn) = Xn (P-п. н.).

Чтобы подчеркнуть эти обстоятельства, о рассматриваемом мартингале
говорят, что он является P-мартингалом или (P, (Fn))-мартингалом, и ис-
пользуют запись X = (Xn,Fn, P).

Отметим теперь, что если X является (P, (Fn))-мартингалом, то он будет
и (P, (Gn))-мартингалом относительно всякого «меньшего» потока (Gn), Gn⊆
⊆Fn, лишь бы только величины Xn были Gn-измеримыми. Действительно,
из Gn-измеримости Xn и «телескопического» свойства условных математиче-
ских ожиданий находим, что «мартингальное» свойство выполнено:

E(Xn+1 |Gn) = E
�

E(Xn+1 |Fn) |Gn

�

= E(Xn |Gn) = Xn (P-п. н.).

Понятно, что если X является (P, (Fn))-мартингалом, то «минимальным»
потоком (Gn), относительно которого X остается мартингалом, являет-
ся «естественный» поток, порожденный самим мартингалом, т. е. Gn =
=σ(X0, X1, ‌, Xn).

В этой связи представляется сейчас целесообразным напомнить, что «сла-
бо эффективный» рынок определялся (см. § 2a гл. I) как тот, на котором
«поток информаций (Fn)» порождался прошлыми значениями цен всех тех
активов, которые «действуют» на рынке, иначе говоря, в этом случае поток
(Fn) является «минимальным».
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2. Рынок без арбитражных возможностей

3. Естественно задаться вопросом о том, сохраняет ли свою силу теорема,
когда d=∞ или N=∞.

Следующий контрпример В. Шахермайера (W. Schachermayer [424]) по-
казывает, что в случае d =∞ (и N = 1) может иметь место «безарбитраж»,
но при этом не будет существовать «мартингальной» меры, т. е. при d=∞
«необходимость» в сформулированной теореме, вообще говоря, может и не
иметь места.

Пример 1. Пусть Ω= {1, 2, ‌}, F0 = {∅,Ω}, F =F1 ––σ-алгебра, порож-

денная конечными подмножествами Ω, и P=
∞
∑

k=1
2−kδk , т. е. P{k}=2−k .

Последовательность цен S= (Si
n) для i=1, 2, ‌ и n=0, 1 определим следу-

ющим образом:

∆Si
1(ω) =











1, ω = i,
−1, ω = i+1,

0 в остальных случаях.

Для такой последовательности цен (B, S)-рынок с B0 = B1 = 1 является
безарбитражным. Действительно, всякий капитал Xπ1 (ω) может быть пред-
ставлен в виде

Xπ1 = c0+
∞
∑

i=1

ciS
i
1 = Xπ0 +

∞
∑

i=1

ci∆Si
1,

где Xπ0 = c0+
∞
∑

i=1
ci (предполагается, что

∞
∑

i=1
|ci |<∞). Но если Xπ0 =0, т. е. c0+

+
∞
∑

i=1
ci=0, то из условия Xπ1 ¾0 находим, что

Xπ1 (1) = c1 ¾ 0, Xπ1 (2) = c2− c1 ¾ 0, ‌, Xπ1 (k) = ck − ck−1 ¾ 0, ‌

Отсюда заключаем, что все ci равны 0 и, значит, Xπ1 = 0 (P-п. н.). Однако
мартингальная мера не может существовать.

В самом деле, пусть существует мера eP∼ P, относительно которой S яв-
ляется мартингалом. Тогда при любом i= 1, 2, ‌ должны быть выполнены
равенства

E
eP ∆Si

1 = 0,

т. е. eP{i}=eP{i+1} при любом i=1, 2, ‌ Но, очевидно, такой вероятностной
меры eP нет.

Следующий контрпример относится к справедливости достаточности в
теореме в случае N=∞. Именно, он показывает, что наличие мартингальной
меры еще не гарантирует отсутствия арбитража, т. е. может иметь место
арбитражная возможность в смысле, объясняемом ниже. (Обратим внима-
ние на то, что в приводимом контрпримере цены S принимают не только
положительные значения. В этом смысле он может показаться несколько
искусственным.)
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Пример 2. Пусть на (Ω,F , P) определена последовательность ξ= (ξn)n¾0
независимых одинаково распределенных случайных величин, P(ξn = 1) =
=P(ξn=−1)= 1

2 .
Положим S0=0, Sn=ξ1+‌+ξn, Bn≡1, и пусть

Xπn =
∑

1¶k¶n

γk∆Sk

�

=
∑

1¶k¶n

γkξk

�

,

где

γk =

¨

2k−1, если ξ1 =‌ = ξk−1 = −1,

0 в остальных случаях.

Хорошо известно, что Xπn может рассматриваться как капитал некоего
игрока в игре с «симметричным» противником, при которой его выигрыш-
проигрыш определяется значениями величин ξk (выигрыш, если ξk = 1, и
проигрыш, если ξk=−1) и при проигрыше происходит удвоение ставки.

Понятно, что если ξ1=‌=ξk =−1 (т. е. игрок все время был в проигры-
ше), то его капитал равен

Xπk = −
k
∑

i=1

2i−1 = −(2k −1),

т. е. является чистым проигрышем.
Однако если в следующий момент k+1 он будет в выигрыше, т. е. ξk+1=1,

то его суммарный капитал будет в этот момент k+1 равен

Xπk+1 = Xπk +2k = −(2k −1)+2k = 1.

Поэтому если в понятие стратегии игрока включить (помимо выбора порт-
феля) еще и (случайный) момент прекращения игры τ, то игрок может иметь
положительный выигрыш. Действительно, пусть

τ = inf
�

k : Xπk = 1
	

.

Так как P(τ = k) =
�1

2

�k
, то P(τ < ∞) = 1, и, значит, E Xπτ = 1, поскольку

P(Xπτ =1)=1, хотя начальный капитал Xπ0 =0.
Тем самым, на рассматриваемом (B, S)-рынке с Bk≡1 имеется арбитраж-

ная возможность, состоящая в том, что существует такой портфель π, что
Xπ0 =0 и для некоторого τ математическое ожидание E Xπτ =1.

Заметим, между прочим, что использованная в этой игре возможность
удвоения ставки при проигрыше подразумевает, что игрок или бесконечно
богат, или имеет неограниченный кредит, беря деньги взаймы с банковского
счета, что, конечно, мало реалистично и в том, и в другом случае!

Именно это обстоятельство и заставляет при рассмотрении вопросов тео-
рии арбитража накладывать на классы допустимых стратегий определенные
разумные ограничения, вызываемые экономической целесообразностью.
(См. по этому поводу далее § 1a гл. VII.)
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§ 2c. Мартингальный критерий отсутствия арбитражных
возможностей. II. Доказательство достаточности

Мы должны доказать, что существование мартингальной меры eP, эквива-
лентной мере P, относительно которой последовательность

S
B =

�

Sn

Bn

�

0¶n¶N

является (eP, (Fn))-мартингалом, гарантирует на (B, S)-рынке отсутствие ар-
битражных возможностей.

Как было отмечено выше (см. конец § 2a), условие Bn> 0, n¾ 0, которое
предполагается выполненным, позволяет считать, что Bn≡1.

Воспользуемся формулой (2) из § 2a, согласно которой

Xπn = Xπ0 +Gπn , Gπn =
n
∑

k=1

γk∆Sk , (1)

где S= (Sn) является eP-мартингалом.
Чтобы доказать требуемое утверждение, надо показать, что если страте-

гия π∈SF такова, что Xπ0 =0 и P(XπN ¾0)=1, т. е.

GπN ≡
N
∑

k=1

γk∆Sk ¾ 0 (2)

(P-п. н., или, что равносильно, eP-п. н.), то GπN =0 (P-п. н., или, что равносиль-
но, eP-п. н.).

Воспользуемся леммой из § 1c гл. II.
Относительно меры eP последовательность (Gπn )0¶n¶N является мартин-

гальным преобразованием, а значит, и локальным мартингалом. Поскольку
GπN ¾ 0, по упомянутой лемме (Gπn )0¶n¶N является на самом деле eP-мартин-
галом, и, тем самым, E

eP GπN = Gπ0 = 0. Следовательно, XπN = GπN = 0 (eP-п. н. и
P-п. н.).

§ 2d. Мартингальный критерий отсутствия арбитражных
возможностей. III. Доказательство необходимости
(с использованием условного преобразования Эшера)

1. Нам надо теперь доказать, что отсутствие арбитражных возможностей
приводит к тому, что на (Ω,F ) существует вероятностная мера eP∼P, относи-
тельно которой последовательность S= (Sn)0¶n¶N является eP-мартингалом.

Существуют несколько доказательств этого результата, а также соответ-
ствующего его обобщения на случай непрерывного времени (см., например,
[92], [100], [171], [215], [259], [443], [455]). Все они так или иначе аппелируют
к идеям и результатам функционального анализа (теорема Хана––Банаха, тео-

485



Глава V. Теория арбитража. Дискретное время

рема об отделимости в конечномерном евклидовом пространстве, методы
гильбертова пространства и т. п.).

В то же самое время эти доказательства носят характер «доказательств су-
ществования» мартингальных мер, без явной их конструкции и уж, конечно,
без явного описания всех мартингальных мер eP, эквивалентных мере P.

В этом смысле интересно привести такое доказательство необходимости
условий теоремы, которое давало бы и явную конструкцию если уж не всех
мартингальных мер, то, по крайней мере, некоторого их подкласса, что су-
щественно, если иметь в виду, что, например, отыскание верхних и нижних
мер требует рассмотрения sup и inf по классу всех мер eP, эквивалентных
исходной мере P (см. § 1c).

Именно на этом пути явного построения мартингальной меры и будет
далее строиться доказательство. Мы будем следовать идеям работы Роджерса
(L.C.G.Rogers) [407] и методам построения эквивалентных мер, основанным
на условных преобразованиях Эшера.

2. Для пояснения идеи построения рассмотрим сначала одношаговую мо-
дель (N = 1), считая для простоты, что d = 1, B0 = B1 = 1, F0 = {∅,Ω}. Мы
будем считать также, что P(S1 6= S0)> 0. В противном случае мы имели бы
неинтересный тривиальный рынок и в качестве требуемой мартингальной
меры могли бы взять исходную меру P.

В рассматриваемом случае всякий портфель π –– это пара чисел (β , γ). Ес-
ли Xπ0 =0, то это означает, что допустимыми являются пары (β , γ), β +γS0=
=0.

Предположение отсутствия арбитража означает, что на таком (нетриви-
альном) рынке должны быть выполнены следующие два условия:

P(∆S1 > 0) > 0 и P(∆S1 < 0) > 0. (1)

Тем самым, рис. 54 из § 2a здесь превращается в такой:

0 1

∆S1 P(∆S1>0)>0

P(∆S1=0)¾0

P(∆S1<0)>0

Рис. 55. Типичная безарбитражная ситуация. Случай N=1

Из условий (1) нам надо вывести, что существует такая мера eP∼P, что

1) E
eP |∆S1|<∞,

2) E
eP ∆S1=0.
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Целесообразно сформулировать соответствующий результат безотноси-
тельно к «арбитражным» нуждам в виде следующего «чисто вероятностного»
утверждения.

Лемма 1. Пусть X –– действительнозначная случайная величина с таким
распределением вероятностей P на (R,B(R)), что

P(X > 0) > 0 и P(X < 0) > 0. (2)

Тогда существует такая мера eP∼ P, что для любого a ∈R выполняется
равенство

E
eP eaX < ∞, (3)

в частности
E
eP |X | < ∞, (4)

и имеет место следующее свойство:

E
eP X = 0. (5)

Доказательство. Имея меру P, построим прежде всего вероятностную ме-
ру Q,

Q(dx) = c e−x2
P(dx), x ∈ R,

где c –– нормирующая константа:

c−1 = EP e−X 2
.

Пусть для a∈R выполняются равенства

ϕ(a) = EQ eaX (6)

и
Za(x) = eax

ϕ(a) . (7)

Ясно, что Q∼P, и из конструкции меры Q следует, что ϕ(a)<∞ для каждого
a∈R и, очевидно, ϕ(a)>0.

Понятно также, что EQ Za(X) = 1, Za(x) > 0. Поэтому для всякого a ∈ R
можно определить вероятностную меру ePa:

ePa(dx) = Za(x)Q(dx), (8)

обладающую тем свойством, что ePa∼Q∼P.
Заметим теперь, что функция ϕ=ϕ(a), определенная для a∈R, является

строго выпуклой вниз, поскольку ϕ′′(a)>0.
Положим

ϕ∗ = inf
�

ϕ(a): a ∈ R
	

.

Видим, что возможны два случая:
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1) существует такое a∗, что ϕ(a∗)=ϕ∗

или

2) такого a∗ нет.

В первом случае, очевидно, ϕ′(a∗)=0 и

E
ePa∗

X = EQ
Xea∗X

ϕ(a∗)
=
ϕ′(a∗)
ϕ(a∗)

= 0.

Тем самым, в этом случае в качестве искомой меры eP можно взять ме-
ру ePa∗ .

Покажем теперь, что вторая возможность исключается предположени-
ем (2).

В самом деле, пусть {an} –– такая последовательность, что

ϕ∗ < ϕ(an) ↓ ϕ∗. (9)

Предел этой последовательности равен +∞ или −∞, поскольку если это не
так, то можно выбрать сходящуюся подпоследовательность и минимум будет
достигаться в конечной точке, что несовместимо с предположением (2).

Пусть un=
an

|an|
и u= lim un (=±1).

В силу предположения (2) имеем

Q(uX > 0) > 0.

Отсюда вытекает, что можно найти такое δ>0, что

Q(uX > δ) = ε > 0, (10)

причем в качестве δ можно выбрать точку непрерывности распределения Q,
т. е. такую точку, что

Q(uX = δ) = 0.

Поэтому
Q(an X > δ|an|) = Q(un X > δ)→ ε, n→ ∞,

и, значит, при достаточно больших n имеем

ϕ(an) = EQ ean X ¾ EQ

�

ean X I(an X > δ|an|)
�

¾ 1
2 ε ·exp(δ|an|)→ ∞,

что противоречит неравенству (9), где ϕ∗¶1.
Лемма доказана.

Замечание. Изложенный выше способ построения вероятностных мер ePa,
основанный на преобразовании Эшера x  eax

ϕ(a) , определяемом формулой
(7), хорошо известен в актуарном деле со времен появления статьи Ф. Эшера
[144], 1932 г. О применениях этого преобразования в финансовой математи-
ке см., например, работы [177] и [178], а по поводу применений в актуарной
математике –– книгу [52].
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3. Из приведенного доказательства леммы нетрудно понять, как можно
обобщить ее утверждение на векторный случай, рассматривая вместо
случайной величины X упорядоченную последовательность (X0, X1, ‌, XN ),
состоящую из Fn-измеримых случайных величин Xn, заданных на филь-
трованном вероятностном пространстве (Ω,F , (Fn)0¶n¶N , P) с граничными
условиями F0={∅,Ω} и FN =F .

Лемма 2. Пусть при каждом 1¶n¶N выполняются неравенства

P(Xn > 0 |Fn−1) > 0 и P(Xn < 0 |Fn−1) > 0. (11)

Тогда на пространстве (Ω,F ) существует вероятностная мера eP, эквива-
лентная P, относительно которой последовательность (X0, X1, ‌, XN ) явля-
ется (eP, (Fn))-мартингал-разностью.

Доказательство. Если это необходимо, то от меры P можно сразу перейти
к новой вероятностной мере Q, для которой

Q(dω) = c exp
§

−
N
∑

i=0

X 2
i (ω)

ª

P(dω) (12)

и относительно которой производящая функция EQ exp
¦ N
∑

i=0
ai Xi

©

является ко-
нечнозначной.

Искомая мера eP=eP(dω) строится следующим образом (ср. с (8)).
Определим функции

ϕn(a;ω) = E(eaXn |Fn−1)(ω). (13)

При каждом фиксированном ω эти функции (в силу неравенств (11)) строго
выпуклы вниз по a. Как и в лемме 1, показывается, что существует (конечное)
единственное значение an=an(ω), на котором достигается inf

a
ϕn(a;ω).

Поскольку inf
a

совпадает с inf
a∈Q

, где Q –– множество рациональных чисел,

ϕn(ω) = inf
a
ϕn(a;ω) является Fn−1-измеримой функцией, что позволяет

утверждать, что an(ω) также является Fn−1-измеримой функцией.
Действительно, если [A, B] –– замкнутый интервал, то
�

ω: an(ω) ∈ [A, B]
	

=
⋂

m

⋃

a∈Q∩[A,B]

¦

ω: ϕn(a;ω) < ϕn(ω)+ 1
m

©

∈ Fn−1,

что и доказывает Fn−1-измеримость величин an(ω).
Определим теперь рекуррентным образом последовательность Z0, Z1(ω),

‌, ZN (ω), полагая Z0=1 и

Zn(ω) = Zn−1(ω)
exp{an(ω)Xn(ω)}

EQ(exp{an Xn} |Fn−1)(ω)
, n ¾ 1. (14)

Понятно, что величины Zn(ω) являютсяFn-измеримыми и образуют мартин-
гал:

EQ(Zn |Fn−1) = Zn−1 (P-п. н.).
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Требуемую меру eP определим посредством формулы

eP(dω) = ZN (ω) P(dω). (15)

Как и в лемме 1, из данного определения легко выводится, что E
eP |Xn|<∞,

0¶n¶N , и
E
eP(Xn |Fn−1) = 0, 1 ¶ n ¶ N. (16)

Согласно лемме 1 имеем E
eP X0=0. Тем самым, по мере eP последовательность

(X0, X1, ‌, XN ) является мартингал-разностью, что и доказывает утвержде-
ние леммы.

4. В том случае, когда d=1, доказательство необходимости существования
мартингальной меры eP∼ P (при условии отсутствия на рынке арбитража)
вытекает из утверждения леммы 2.

В самом деле, положим X0=S0, X1=∆S1, ‌, XN =∆SN . Отсутствие арбит-
ража гарантирует, что без ограничения общности можно считать, что для
всех n=1, ‌, N

P(∆Sn > 0 |Fn−1) > 0 и P(∆Sn < 0 |Fn−1) > 0. (17)

Действительно, если P(∆Sn=0)=1 при некотором n, то этот момент вре-
мени n можно просто исключить из рассмотрения, поскольку для любого
самофинансируемого портфеля π соответствующий вклад в XπN , вносимый
в этот момент времени, равен нулю.

Если же при некотором n имеем

P(∆Sn ¾ 0) = 1

или P(∆Sn¶0)=1, то по условиям отсутствия арбитража должно выполнять-
ся равенство P(∆Sn = 0)= 1. (Если это не так, то легко построить страте-
гию π, дающую XπN >0 с положительной вероятностью.) И тогда опять-таки
соответствующий вклад в XπN равен нулю.

Тем самым, можно считать, что неравенства (17) выполнены для всех n¶
¶N , и требуемое доказательство необходимости непосредственно вытекает
из лемм 1 и 2, примененных к X0=S0, Xn=∆Sn, 1¶n¶N .

5. Обратимся теперь к общему случаю d ¾ 1. В идейном плане доказа-
тельство то же, что и в случае d = 1, и его можно провести, опираясь на
следующее обобщение леммы 2 на векторный случай.

Лемма 3. Пусть (X0, X1, ‌, XN ) –– последовательность d-мерных Fn-изме-
римых векторов

Xn =





X 1
n...

X d
n



 , 0 ¶ n ¶ N ,
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которые заданы на фильтрованном вероятностном пространстве (Ω, F,
(Fn)0¶n¶N , P), F0={∅,Ω}, FN =F .

Пусть Xn, 0¶ n¶ N, таковы, что если для ненулевого Fn−1-измеримого
вектора (F−1=F0)

γn =





γ1
n...
γd

n





с ограниченными компонентами (|γi
n(ω)|¶ c<∞, ω∈Ω) выполняется нера-

венство
P
�

(γn, Xn) > 0 |Fn−1

�

> 0 (P-п. н.),

то и
P
�

(γn, Xn) < 0 |Fn−1

�

> 0 (P-п. н.),

где (γn, Xn) –– скалярное произведение.
Тогда на (Ω,F ) существует вероятностная мера eP, эквивалентная мере P,

относительно которой последовательность (X0, X1, ‌, XN ) является d-мер-
ной мартингал-разностью: E

eP |Xn|<∞, E
eP X0=0 и E

eP(Xn |Fn−1)=0, 1¶n¶N .

Доказательство. Если топологический носитель регулярной условной ве-
роятности P(Xn∈·|Fn−1)(ω), т.е. наименьшее замкнутое множество, на кото-
ром сосредоточена эта мера, не содержится в собственном подпространстве
пространства Rd , то, как и в случае d=1, функции

ϕn(a;ω) = E(e(a,Xn) |Fn−1)(ω), a ∈ Rd ,

являются строго выпуклыми и infϕn(a;ω) достигается в единственной точке
an=an(ω)∈Rd , причем величины an(ω) являются Fn−1-измеримыми.

Несколько более деликатной является ситуация, когда регулярное услов-
ное распределение P(Xn ∈ ·|Fn−1)(ω) содержится в собственном подпро-
странстве пространства Rd . В работе [407] показывается, что и в этом случае
может быть выбрано единственное Fn−1-измеримое значение an=an(ω), на
котором достигается infϕn(a;ω).

Требуемую меру eP строим так же, как и в формулах (15) и (14), понимая
под an(ω)Xn(ω) (в формуле (14)) скалярное произведение векторов an(ω)
и Xn(ω).

6. Данная выше конструкция мартингальной меры, основанная на услов-
ном преобразовании Эшера, давала лишь одну конкретную меру, хотя класс
всех таких мер, эквивалентных исходной, может состоять и из более чем
одной найденной меры. Следующий раздел будет посвящен изложению неко-
торых подходов, в основе которых лежит идея преобразования Гирсанова для
конструкции семейств мер eP, абсолютно непрерывных или эквивалентных
исходной мере P, относительно которых последовательность нормирован-
ных цен оказывается мартингалом.
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Преобразование Эшера довольно давно используется в актуарных рас-
четах страховой математики (см., например, [52]). Менее известны эти
преобразования как преобразования Эшера в финансовой математике (см.,
впрочем, уже упомянутые работы [177], [178]), где большую роль играет
набор результатов относительно преобразований мер, часто называемых
«теоремой Гирсанова».

На самом деле между этими преобразованиями много общего, и это более
подробно будет рассмотрено в разделе 3 этой главы. Сейчас же только отме-
тим, в связи с леммой 1, что если X –– нормально распределенная случайная

величина, X ∼N (0, 1), то ϕ(a)=EP eaX = e
1
2 a2

и (см. формулу (7))

Za(x) = eax

ϕ(a) = eax− 1
2 a2

.

Читатель, знакомый с теоремой Гирсанова, немедленно заметит, что «гирса-

новская» экспонента eax− 1
2 a2

, участвующая в этой теореме (см. далее § 3a),
есть не что иное, как преобразование Эшера, определяемое формулой (7).

§ 2e. Расширенный вариант первой фундаментальной теоремы

1. Обозначим через P (P) и Ploc(P) множества всех вероятностных мер
eP∼P, относительно которых дисконтируемые цены

S
B =

�

Sn

Bn

�

0¶n¶N

являются мартингалами и локальными мартингалами соответственно.
Через Pb(P) обозначаем множество тех мер eP из P (P), для которых произ-

водные Радона––Никодима deP
dP являются ограниченными сверху:

deP
dP (ω) ¶ C(eP) (P-п. н.) для некоторой константы C(eP).

Теореме A (первой фундаментальной теореме; § 2b) можно придать следу-
ющую форму: условия

(1) (B, S)-рынок является безарбитражным

и

(2) множество мартингальных мер P (P) непусто (P (P) 6=∅)

равносильны.
Приводимая ниже теорема A* представляет естественное расширение

формулировки первой фундаментальной теоремы, давая разные эквивалент-
ные характеризации безарбитражности и проясняя структуру множества
мартингальных мер. (Мы приводим формулировку и доказательство этой
теоремы, следуя работе [251].)
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Введем прежде всего некоторые обозначения.
Пусть Q=Q(dx) –– вероятностная мера на (Rd ,B(Rd)) и
K(Q) –– топологический носитель Q (т. е. наименьшее замкнутое множе-

ство, на котором сосредоточена мера Q; [335, т. 5]);
L(Q) –– замкнутая выпуклая оболочка множества K(Q);
H(Q) –– наименьшая аффинная гиперплоскость, содержащая K(Q) (ясно,

что L(Q)⊆H(Q));
L◦(Q) –– «относительная» внутренность множества L(Q) (в топологии ги-

перплоскости H(Q)).
Если, например, мера Q сосредоточена в одной точке a, то H(Q) совпадает

с этой точкой и L(Q)= L◦(Q)= {a}. В противном случае H(Q) имеет размер-
ность между 1 и d. Если H(Q) имеет размерность, равную 1, то L(Q) является
замкнутым сегментом, а L◦(Q) –– открытым.

Будем обозначать через Qn(ω, ·) и Qn(ω, ·) регулярные условные распре-

деления P(∆Sn∈ · |Fn−1)(ω) и P
�

∆

�

Sn

Bn

�

∈ · |Fn−1

�

(ω), 1¶n¶N .

Отметим, что, поскольку Bn>0, 0¶n¶N , и Bn являются Fn−1-измеримы-
ми, то множества K(Q), L(Q) и L◦(Q) одни и те же для Q=Qn и Q=Qn.
Поэтому, без ограничения общности и упрощения в обозначениях, в при-
водимых далее формулировках и доказательствах будет предполагаться, что
Bn≡1, n¶N.

Теорема A* (расширенный вариант первой фундаментальной теоремы;
[251]). Пусть выполнены условия теоремы A. Следующие утверждения рав-
носильны:

a) (B, S)-рынок является безарбитражным;
a′) (B, S)-рынок является слабо безарбитражным;
a′′) (B, S)-рынок является сильно безарбитражным;
b) множество Pb(P) 6=∅;
c) множество P (P) 6=∅;
d) множество Ploc(P) 6=∅;
e) для всех n∈{1, 2, ‌, N} и P-почти всех ω∈Ω точка 0∈ L◦(Qn(ω, ·)).

Сделаем прежде всего ряд общих замечаний относительно сформулиро-
ванных утверждений. По поводу определений безарбитражных, слабо и силь-
но безарбитражных рынков см. § 2a.

Из леммы в § 1c гл. II следует, что на самом деле P (P)=Ploc(P) и, тем
самым,

c) ⇔ d).

Далее, если свойства a), a′), a′′), c) или e) выполнены относительно неко-
торой меры P, эквивалентной мере P, то они выполнены и относительно
меры P. Если свойство b) выполнено относительно меры P∼P (т.е.Pb(P) 6=∅)

и производная dP
dP ограничена, то свойство b) выполнено и относительно

исходной меры P.
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Заметим теперь, что всегда можно найти такую меру P∼P, что относитель-

но нее все величины Sn, n¶N , интегрируемы и производная dP
dP ограничена.

Достаточно, например, положить

dP = C exp
�

−
d
∑

i=1

N
∑

n=1

|Si
n|
�

dP,

где C –– нормирующая константа.
Тем самым, при доказательстве теоремы сразу можно предполагать, что

исходная мера P такова, что E |Sn|<∞, n¶N.
Тогда, поскольку импликации

a′′) ⇒ a) ⇒ a′)
и

b) ⇒ c)

очевидны, надо лишь доказать, что

a′) ⇒ e) ⇒ b)
и

c) ⇒ a′′).

2. Введем ряд объектов, нужных для доказательства этих трех имплика-
ций, и сформулируем два вспомогательных утверждения (леммы 1 и 2).

Пусть Q=Q(dx) –– такая мера на (Rd ,B(Rd), что
∫

Rd

|x|Q(dx) < ∞. (1)

(Далее в качестве Q будут браться регулярные условные распределения
Qn(ω, dx), n ¶ N , и для них условие (1) будет (P-п. н.) выполнено в силу
предположения E |Sn|<∞, n¶N.)

Пусть x′ = (x, v) ∈ E = Rd × (0, ∞) и Q′ = Q′(dx′) –– некоторая мера на
борелевской σ-алгебре E пространства E, ассоциированная с мерой Q =
=Q(dx) в том смысле, что Q есть «первый маргинал» меры Q′, т. е. Q(dx)=
=Q′(dx, (0, ∞)).

Через Z(Q′) будем обозначать семейство положительных борелевских
функций z= z(x, v) на E, удовлетворяющих неравенствам

∫

E
|x|z(x, v) Q′(dx; dv) < ∞, (2)
∫

E
z(x, v) Q′(dx; dv) = 1 (3)

и обладающих тем свойством, что функции vz(x, v) ограничены.
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Пусть B(a, ε) –– замкнутый шар в Rd с центром в точке a и радиусом ε.
Обозначим через G множество всех таких семейств

g =
�

k, (ai , εi , αi , α
′
i)i=1,‌,k

�

, (4)

что k∈{1, 2, ‌}, ai ∈Rd , εi>0, αi>0, α′i>0.
Свяжем с g∈G положительную функцию (на E)

zg(x, v) = 1
max(v, 1)

k
∑

i=1

�

αi IB(ai ,εi )(x)+α′i IBc(ai ,εi )(x)
�

, (5)

где Bc=Rd \B.
Если EQ′ zg=1, то в силу неравенств (1) видим, что zg ∈ Z(Q′). Тем самым,

для таких функций zg определены векторы (барицентры)

ϕ(g) =
∫

E
xzg(x, v) Q′(dx, dv). (6)

Обозначим
Φ(Q′) =

�

ϕ(g): g ∈ G, EQ′ zg = 1
	

. (7)

Лемма 1. Имеют место следующие соотношения:

L(Q) = Φ(Q′), (8)
L◦(Q) ⊆ Φ(Q′). (9)

Если 0 6= L◦(Q), то найдется такой вектор γ в Rd , что

Q(x : (γ, x) ¾ 0) = 1 и Q(x : (γ, x) > 0) > 0. (10)

Доказательство. Установим сначала, что L(Q)⊆Φ(Q′).
Пусть y∈K(Q). Покажем, что найдется такая последовательность точек yn

из Φ(Q′), что yn→ y. Иначе говоря, каждая точка y из топологического носи-
теля меры Q может быть получена как предел некоторой последовательности
yn=ϕ(gn), gn∈G, n¾1.

Пусть An=B( y, 1/n) –– шар радиуса 1/n с центром в y. Положим

an = Q′′(An), ac
n = Q′′(Ac

n)
и

bn =
∫

An

x Q′′(dx), bc
n =

∫

Ac
n

x Q′′(dx),

где

Q′′(A) =
∫

E
IA

1
max(v, 1) Q′(dx, dv), A ∈ B(Rd). (11)

Выберем δn таким, что δnan+
ac

n

n =1.
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Поскольку y∈K(Q), an>0. Ясно также, что sup
n

ac
n<∞. Поэтому заведомо

δn>0, по крайней мере для больших значений n.
Следовательно, если gn=

�

1,
�

y, 1
n , δn, 1

n

��

, то для больших n выполняется
равенство

EQ′ zgn
= δnan+

ac
n

n = 1. (12)

Положим yn=ϕ(gn). Тогда yn=δnbn+
bc

n

n , где sup
n
|bc

n|<∞.

Поскольку δnan→1 и bn− yan→0, получаем, что yn→ y.
Тем самым, K(Q) содержится в замыкании Φ(Q′) множества Φ(Q′):

K(Q) ⊆ Φ(Q′). (13)

Заметим теперь, что множество Φ(Q′) является выпуклым множеством.
Поэтому из условия (13) следует, что

L(Q) ⊆ Φ(Q′). (14)

С другой стороны, всякая точка y ∈Φ(Q′) есть среднее значение вероят-
ностной меры, эквивалентной мере Q (см. формулы (6), (7) и (11)), и, значит,
y принадлежит замкнутой выпуклой оболочке L(Q) множества K(Q).

Таким образом, Φ(Q′)⊆ L(Q), и поэтому Φ(Q′)⊆ L(Q), что вместе с услови-
ем (14) устанавливает равенство L(Q)=Φ(Q′).

Воспользуемся теперь тем, что каждое выпуклое множество содержит
внутренность его замыкания. Применяя это свойство к выпуклому мно-
жеству Φ(Q′) (в относительной топологии на H(Q)), находим, что L◦(Q)⊆
⊆V(Q′).

Итак, свойства (8) и (9) установлены.
Перейдем к доказательству последнего утверждения леммы.
Пусть точка 0 /∈ L◦(Q). Тогда возможны следующие три случая, разбирае-

мые с помощью стандартной техники отделимости в выпуклом анализе; см.,
например, [406].

Случай 1: 0 /∈H(Q). В этом случае в качестве γ берем вектор, выходящий из
нуля по направлению к множеству H(Q) и ему ортогональный. Тогда (γ, x)>
>0 для x∈H(Q), откуда, разумеется, следует свойство Q(x : (γ, x)>0)=1.

Случай 2: 0∈H(Q), но 0 /∈ L(Q). Тогда понятно, что можно найти такой век-
тор γ∈H(Q), что (γ, x)>0 для всех x ∈ L(Q), и, следовательно, Q(x : (γ, x)>
>0)=1.

Случай 3: 0∈H(Q), но 0∈ L(Q)\ L◦(Q). Тогда на H(Q) оба множества L(Q)
и K(Q) лежат по одну сторону гиперплоскости, скажем, H ′, содержащей 0 и
имеющей размерность q−1, где q есть размерность H(Q). (Если q=1, то H ′

сводится к точке {0}.) По определению H(Q) есть минимальная гиперплос-
кость, содержащая K(Q). Поэтому K(Q) не содержится в H ′.

Требуемый вектор γ строится в этом случае следующим образом.
Возьмем какой-то ненулевой вектор γ в H(Q), ортогональный к H и такой,

что (γ, x)¾0 для всех x∈ L(Q) и, значит, Q(x : (γ, x)¾0)=1.
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Заметим теперь, что найдется такая точка x ∈K(Q), что скалярное произ-
ведение (γ, x)>0. Поэтому с учетом того, что K(Q) –– топологический носи-
тель меры Q, находим, что Q(x : (γ, x)>0)>0.

Лемма 1 доказана.

3. Следующий нужный нам результат относится к проблематике существо-
вания «измеримого выбора».

Лемма 2. Пусть (E, E , µ) –– некоторое вероятностное пространство и
(G,G ) –– польское пространство с борелевской σ-алгеброй G .

Пусть A является E ⊗G -измеримым подмножеством в E×G.
Тогда существует G-значная E/G -измеримая функция Y = Y (x), x ∈ E, на-

зываемая селектором, удовлетворяющая условию (x, Y (x))∈ A для µ-почти
всех x, принадлежащих E-проекции

π(A) =
�

x : ∃ y ∈ G, (x, y) ∈ A
	

.

Замечание 1. Прежде всего отметим, что в данной формулировке под
польским пространством понимается топологическое пространство, которое
является сепарабельным и таким, что на нем существует метрика, совмести-
мая с рассматриваемой топологией, относительно которой это пространство
является полным.

В литературе, посвященной проблематике «измеримого выбора», можно
найти (см., например, [11]) разнообразные формулировки теорем о суще-
ствовании измеримых селекторов при различных предположениях относи-
тельно измеримых пространств (E, E) и (G,G ). Для наших целей проще всего
будет здесь сослаться, например, на [102, гл. III, теорема 82] или [11, Прило-
жение I, теорема 1], в соответствии с которыми имеет место (с некоторыми
модификациями в формулировке) следующий результат.

Предложение. Пусть (E, E) –– произвольное измеримое пространство и
(G,G ) –– польское пространство. Если A∈E ⊗G , то существует такая уни-
версально измеримая функция bY = bY (x), x ∈ E, что (x, bY (x))∈ A для всех x ∈
∈π(A).

Напомним, что G-значная функция bY = bY (x), заданная на (E, E), называет-
ся универсально измеримой, если она является bE/G -измеримой, где bE =

⋂

µ Eµ
есть пересечение (по всем конечным мерам µ на (E, E)) σ-алгебр Eµ, каждая
из которых есть пополнение E по мере µ.

Таким образом, из сформулированного предложения следует, что суще-
ствует такая bE/G -измеримая функция bY = bY (x), x ∈ E, что для всех x ∈π(A)
выполняется условие (x, bY (x))∈ A.

Поскольку bE =
⋂

µ Eµ, то для каждой конечной меры µ функция bY будет, ко-
нечно, Eµ/G -измеримой. Пользуясь тем, что (G,G ) –– польское пространство,
а Eµ есть σ-алгебра, являющаяся пополнением E по мере µ, отсюда нетрудно
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заключить (аппроксимируя bY простыми функциями), что существует такая
E/G -измеримая функция Y , что Y = bY (µ-п. н.).

Тем самым, утверждение леммы 2 следует из сформулированного выше
предложения.

4. Доказательство импликации a′)⇒ e). Пусть рынок является безарбит-
ражным, но свойство e) не имеет места. Тогда найдутся n ∈ {1, 2, ‌, N} и
такое Fn−1-измеримое множество B с P(B) > 0, что для почти всех ω ∈ B
точка 0 не принадлежит L◦(Qn(ω, ·)).

Множество

A =
�

(ω, γ) ∈ Ω×Rd : ω ∈ B, Qn

�

ω, {x : (γ, x) ¾ 0}
�

= 1,

Qn

�

ω, {x : (γ, x) > 0}
�

> 0
	

является Fn−1 ⊗B(Rd)-измеримым, и его проекция π(A) равна B согласно
последнему утверждению в лемме 1.

По лемме 2 об измеримом выборе найдется такойFn−1-измеримый вектор
g= g(ω), что

Qn

�

ω, {x : (g(ω), x) ¾ 0}
�

= 1, Qn

�

ω, {x : (g(ω), x) > 0}
�

> 0 (15)

для P-почти всех ω∈B.
Поскольку множество B является Fn−1-измеримым, функция eg(ω) =

= g(ω)IB(ω) будет Fn−1-измеримой, и согласно формуле (15) выполняются
неравенства (eg,∆Sn)¾0 (P-п. н.) и P((eg,∆Sn)>0)>0.

Положим γi = egIi=n, i= 1, ‌, N , и по ним определим самофинансируемую
стратегию π = (β , γ), у которой капитал Xπ таков, что Xπ0 = 0 и ∆Xπi =
= (γi ,∆Si). (Элементы βi определяются, скажем, в случае Bi ≡ 1, из тех со-
ображений, что капитал Xπi = (γi , Si)+βi должен быть в то же самое время

равен
i
∑

j=1
(γ j ,∆S j ).)

Ясно, что построенная стратегия π такова, что Xπ0 = 0, Xπi = 0 для i < n,
Xπi = Xπn ¾0 для всех i¾n и P(XπN >0)>0, что противоречит условию a′).

5. Доказательство импликации e) ⇒ b). Будем строить мартингальную
меру eP∈Pb(P) по формуле deP= eZ dP, где

eZ =
N
∏

n=1

ezn, (16)

ezn –– некоторые Fn-измеримые функции ezn.
Рассмотрим регулярную условную вероятность

Qn(ω, dx) = P(∆Sn ∈ dx |Fn−1)(ω),

называемую также переходной вероятностью (из (Ω,Fn−1) в (Rd ,B(Rd))).
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Ниже по Qn(ω, dx) будут сконструированы специальным образом новые пе-
реходные вероятности Q′n(ω, dx, dv) (из (Ω,Fn−1) в (E, E), E =Rd × (0, ∞)),
удовлетворяющие условию такие, что

Q′n
�

ω, dx, (0, ∞)
�

= Qn(ω, dx). (17)

Воспользуемся теперь рассмотрениями из п. 2, выбирая там в качестве
меры Q′(dx, dv) меру Q′n(ω, dx, dv) (n=1, ‌, N , ω∈Ω).

Обозначим (см. формулы (5)––(7))

A =
§

(ω, g) ∈ Ω×G :
∫

E
zg(x, v) Q′n(ω, dx, dv) = 1, ϕ(g) = 0

ª

.

Заметим, что введенное выше пространство G, состоящее из элементов g,
определенных соотношением (4), является польским пространством (с топо-
логией прямого произведения). Пусть G –– его борелевская σ-алгебра.

Множество A является Fn−1 ⊗G -измеримым, и его проекция π(A) на Ω
совпадает (по предположению e)) с Ω, т. е. π(A)=Ω.

Тогда по лемме 2 найдется такая G-значнаяFn−1-измеримая функция gn=
= gn(ω), что (ω, gn(ω))∈ A для P-почти всех ω∈Ω.

Определим на Ω× E функцию

zn(ω, x, v) = zgn(ω)(x, v). (18)

Эта функция является Fn−1⊗E -измеримой и такой, что (P-п. н.)
∫

E
zn(ω, x, v) Q′(ω, dx, dv) = 1 (19)

и
∫

E
xzn(ω, x, v) Q′(ω, dx, dv) = 0. (20)

В силу соотношения (5) P-п. н.

sup
v

vzn(ω, x, v) < ∞.

Снова применяя лемму 2, находим, что существует такая Fn−1-измеримая
положительная функция Vn−1=Vn−1(ω), что для всех (x, v) и P-почти всехω∈
∈Ω выполняется неравенство

vzn(ω, x, v) ¶ Vn−1(ω). (21)

Перейдем теперь к конструированию (индукцией назад) последовательно-
сти мер Q′n=Q′n(ω, dx, dv) и построенной для них соответствующей последо-
вательности функций zn(ω, x, v), n=N , N −1, ‌

С этой целью возьмем n= N и положим VN (ω)= 1, ω ∈ Ω. Пусть Q′N =
=Q′N (ω, dx, dv) –– регулярная Fn−1-измеримая условная вероятность векто-
ра (∆SN , VN ). Понятно, что «первый маргинал» этой меры есть в точности
QN =QN (ω, dx).
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Пусть zN (ω, x, v) определяется по Q′N в соответствии с описанной выше
конструкцией (18) и VN−1(ω) определяется по zN (ω, x, v) в соответствии с
неравенством (21). Тогда Q′N−1 определяем как регулярное FN−2-измеримое
условное распределение вектора (∆SN−1, VN−1), и, вообще, если Q′n определе-
но, то затем определяем zn(ω, x, v) согласно (18), а Vn−1(ω) –– в соответствии
с неравенством (21).

После этого определяем Q′n−1 как Fn−2-условное распределение вектора
(∆Sn−1, Vn−1) и т. д.

Обозначим
ezn(ω) = zn

�

ω,∆Sn(ω), Vn(ω)
�

(22)

и

eZ(ω) =
N
∏

n=1

ezn(ω). (23)

Тогда в силу соотношений (21) и (22) имеем

ezn(ω) ¶
Vn−1(ω)
Vn(ω) . (24)

Из соотношений (23), (24) с учетом равенства VN (ω)=WN (ω)= 1 нахо-
дим, что

eZ(ω) ¶ V0(ω), (25)

где V0(ω)<∞ (P-п. н.). НоF0={∅,Ω}, поэтому V0(ω) есть константа (P-п. н.).
Далее, из определения Q′n и условий (19) и (20) находим, что (P-п. н.)

E(ezn |Fn−1)(ω) = 1 (26)

и
E(∆Snezn |Fn−1)(ω) = 0. (27)

Из равенства (26) следует, что E eZ(ω)=1, и, значит, можно определить новую
вероятностную меру eP, полагая

eP(dω) = eZ(ω) P(dω). (28)

Из неравенства (25) ясно, что eP∼P.
Поскольку

eE |∆Sn| = E eZ|∆Sn| ¶ V0 E |∆Sn| < ∞

и по «формуле Байеса» (см. формулу (4) в § 3a) и свойству (27) имеем

eE(∆Sn |Fn−1) = E(∆Snezn |Fn−1) = 0,

то по мере eP последовательность S= (Sn) является мартингалом.
Из проведенной конструкции меры eP получаем, что eP∈Pb(P). Тем самым,

импликация e)⇒ b) установлена.
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2. Рынок без арбитражных возможностей

6. Доказательство импликации c) ⇒ a′′). Пусть eP ∈P (P) 6=∅. Тогда S=
= (Sn)n¶N является eP-мартингалом. Предположим, что π –– самофинансируе-
мая стратегия, Xπ0 =0 и XπN ¾0.

Поскольку ∆Xπn =γn ∆Sn, последовательность Xπ= (Xπn )n¶N является мар-
тингальным преобразованием и, значит, по лемме из § 1c гл. II является
мартингалом. Поэтому E XπN = E Xπ0 = 0, и, значит, XπN = 0 (P-п. н.), что и
доказывает импликацию c)⇒ a′′).

Теорема A∗ доказана.

Замечание 2. Если не предполагать, что Bn≡1, n¶N , то вместо опериро-
вания с регулярными условными вероятностями

Qn(ω, dx) = P(∆Sn ∈ dx |Fn−1)(ω)

надо иметь дело непосредственно с регулярными версиями условных вероят-
ностей

Qn(ω, dx) = P
�

∆

�

Sn

Bn

�

∈ dx
�

�

�Fn−1

�

(ω).

Соответствующие рассуждения с учетом того, что Bn>0 и Bn ––Fn−1-измери-
мые величины, n¶N , остаются теми же самыми, без каких-либо существен-
ных изменений.
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3. Конструкция мартингальных мер с помощью
абсолютно непрерывной замены меры

§ 3a. Основные определения. Процесс плотности

1. Пусть (Ω,F , (Fn), P) –– фильтрованное вероятностное пространство,
n¾1.

Говорят, что мера eP, определенная на (Ω,F ), является абсолютно непре-
рывной относительно меры P (обозначение: eP� P), если для всякого такого
A∈F , что P(A)=0, также и eP(A)=0:

P(A) = 0 ⇒ eP(A) = 0.

Меры P и eP, заданные на одном и том же измеримом пространстве (Ω,F ),
называются эквивалентными (обозначение: eP∼P), если eP�P и P�eP.

Во многих случаях требование абсолютной непрерывности или эквива-
лентности мер оказывается слишком сильным, а зачастую и просто лишним,
поскольку на самом деле хватает и более слабого понятия локальной абсо-
лютной непрерывности в следующем смысле.

Пусть Pn = P |Fn есть сужение вероятностной меры P на σ-алгебру Fn ⊆
⊆F . Иначе говоря, Pn –– это мера, определенная на (Ω,Fn) и такая, что для
всякого A∈Fn выполняется равенство

Pn(A) = P(A).

Говорят, что мера eP локально абсолютно непрерывна относительно меры P

(обозначение: eP
loc
�P), если для каждого n¾1 выполняется условие

ePn � Pn.

Меры P и eP называются локально эквивалентными (обозначение: eP loc∼ P),

если eP
loc
�P и P

loc
�eP.

Если, скажем, Ω=R∞, т. е. имеется координатное пространство последо-
вательностей ω = (x1, x2, ‌), Fn = σ(ω: x1, ‌, xn) ––σ-алгебра, порожден-
ная первыми n координатами, F =B(R∞), и P, eP –– вероятностные меры на
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3. Конструкция мартингальных мер

(Ω,F ), то локальная абсолютная непрерывность eP
loc
�P есть не что иное, как

абсолютная непрерывность конечномерных распределений вероятностей.
Заметим, что если a priori предполагается, что n¶ N <∞, то понятия ло-

кальной абсолютной непрерывности и (просто) абсолютной непрерывности
совпадают. Так что введение понятия «локальности» представляет интерес
для тех моделей, где временно́й параметр может принимать бесконечные
значения, n∈N={1, 2, ‌}.

Наряду с сужениями Pn = P |Fn меры P на σ-алгебру Fn приходится рас-
сматривать и сужения Pτ = P |Fτ меры P на σ-алгебру Fτ, состоящую из
тех множеств A ∈F , для которых при каждом n¾ 1 выполняется условие
{τ(ω)¶ n}∩ A∈Fn. Подчеркнем, что, как обычно, F∞=F (и F∞−=

∨

Fn);
см. [250, гл. I, § 1a].

2. Пусть eP
loc
�P. Тогда ePn�Pn для каждого n∈N и, как известно (см., напри-

мер, [439]), существуют производные Радона––Никодима, обозначаемые

dePn

dPn
или

dePn

dPn
(ω)

и определяемые как такие Fn-измеримые функции Zn= Zn(ω), что

ePn(A) =
∫

A
Zn(ω) Pn(dω), A ∈ Fn. (1)

Замечание. Производная Радона––Никодима
dePn

dPn
определяется, и един-

ственным образом, лишь с точностью до Pn-неразличимости, т. е. если для
Zn(ω) выполнено условие (1) и точно так же для Z′n(ω) выполнено условие (1)
(с заменой Zn(ω) на Z′n(ω)), то P

�

Zn(ω) 6= Z′n(ω)
�

=0.

В этом смысле Zn(ω) и Z′n(ω) являются версиями производной Радона––
Никодима. И когда мы говорим, что Zn –– производная Радона––Никодима,

и пишем Zn =
dePn

dPn
, то это подразумевает, что выбрана какая-то версия, с

которой мы и оперируем. При этом выбираемую версию всегда можно, как
нетрудно видеть, выбрать не только такой, что P

�

Zn(ω)¾0
�

=1, но и такой,
что Zn(ω)¾ 0 для всех ω∈Ω и каждого n¾ 1. Именно поэтому требование
неотрицательности обычно просто включают в определение производной
Радона––Никодима вероятностных мер.

В дальнейшем процесс с дискретным временем

Z = (Zn)n¾1

мы называем процессом плотности (мер ePn относительно Pn, n¾1, или такой

меры eP относительно P, что eP
loc
�P).

В следующей теореме для удобства ссылок собраны хотя и простые, но
необходимые и важные свойства процесса плотности.
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Глава V. Теория арбитража. Дискретное время

Теорема. Пусть eP
loc
�P.

1. Процесс плотности Z= (Zn) является неотрицательным (P, (Fn))-мар-
тингалом с E Zn=1.

2. Пусть F =F∞−, где F∞− =
∨

Fn. Тогда следующие условия являются
эквивалентными:

a) eP�P;
b) процесс Z = (Zn) является равномерно интегрируемым (P, (Fn))-мар-

тингалом;
c) eP

�

sup
n

Zn<∞
�

=1.

3. Пусть τ= inf{n : Zn=0} –– момент первого обращения процесса плотно-
сти в ноль. Тогда и для всех последующих моментов этот процесс «остается
в нуле» в том смысле, что

P
�

ω: ∃n ¾ τ(ω), Zn(ω) 6= 0
	

= 0.

4. Пусть τ –– момент остановки. На множестве {τ < ∞} сужения ePτ =
= eP |Fτ, Pτ= P |Fτ на σ-алгебру Fτ (см. определение 2 в § 1f гл. II) таковы,
что ePτ�Pτ и (P-п. н.)

Zτ =
dePτ
dPτ

. (2)

5. Имеет место равенство

eP
�

inf
n

Zn > 0
�

= 1. (3)

6. Если P(Zn>0)=1 при каждом n¾1, то P
loc
�eP и

eP loc∼ P.

Доказательство. 1. Из (1) для A∈Fn

ePn(A) = E(IAZn) = ePn+1(A) = E(IAZn+1)

и, значит, E IAZn = E IAZn+1. Поэтому E(Zn+1 |Fn)= Zn (P-п. н.) для каждого
n ¾ 1. Ясно также, что E Zn = ePn(Ω) = 1. Тем самым, Z является (P, (Fn))-
мартингалом.

2. Докажем импликацию a) ⇒ b). Напомним следующий классический
результат теории мартингалов ([109], см. также п. 4 § 3b гл. III для случая
непрерывного времени).

Теорема Дуба о сходимости. Пусть X = (Xn) –– такой супермартингал
относительно меры P и потока (Fn), что существует интегрируемая слу-
чайная величина Y , удовлетворяющая условию Xn¾E(Y |Fn) (P-п. н.) для всех
n¾1.

Тогда Xn сходится (P-п. н.) к конечному пределу, скажем, X∞:

lim
n

Xn = X∞ (P-п. н.).
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3. Конструкция мартингальных мер

(Доказательство см. в [109] и во многих учебных пособиях, например [439,
§ 4 гл. VII].)

Для доказательства импликации a) ⇒ c) достаточно заметить, что, по-
скольку Zn ¾ 0, в силу сформулированной теоремы Дуба с P-вероятностью
единица существует конечный предел lim

n
Zn. Но eP�P, поэтому этот предел

существует и конечен также и по мере eP, а значит, eP
�

sup
n

Zn<∞
�

=1.

Докажем импликацию c) ⇒ b). Равномерная интегрируемость семейства
случайных величин (ξn) означает, что

lim
N

sup
n

E
�

|ξn|I(|ξn| > N)
�

= 0.

В рассматриваемом случае (ξn= Zn) из свойства c) имеем

E
�

ZnI(Zn > N)
�

= eP(Zn > N) ¶ eP
�

sup
n

Zn > N
�

→ 0, N → ∞,

что и доказывает свойство b).
Докажем импликацию b) ⇒ a). По теореме Дуба Zn→ Z∞ (P-п. н.). Рав-

номерная интегрируемость семейства (Zn) обеспечивает тогда и сходимость
в L1(Ω,F , P), т. е. E |Zn− Z∞|→0, n→∞.

Для множеств A∈Fm и n¾m имеем

eP(A) = E IAZm = E IAZn.

Но E |Zn− Z∞|→∞. Поэтому для каждого A∈Fm имеем

eP(A) = E IAZ∞.

Применяя обычную технику монотонных классов [439, § 2 гл. II], отсю-
да заключаем, что это равенство сохраняется на

⋃

Fn и на F = σ
�⋃

Fn

�

(≡F−∞=
∨

Fn).
Таким образом, eP�P, и, более того,

deP
dP = Z∞,

где Z∞= lim Zn.
3. Для доказательства этого свойства нам нужен другой классический ре-

зультат теории мартингалов ([109], см. снова п. 4 § 3b гл. III где рассмотрен
случай непрерывного времени):

Теорема Дуба об остановке. Пусть супермартингал X = (Xn) таков, что
существует интегрируемая случайная величина Y со свойством

Xn ¾ E(Y |Fn), n ¾ 1.

Тогда для любых двух марковских моментов σ и τ случайные величины Xσ
и Xτ являются интегрируемыми и на множестве {σ¶τ}

E(Xτ |Fσ) ¶ Xσ (P-п. н.).
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Глава V. Теория арбитража. Дискретное время

(Доказательство см. в [109], [439, § 2 гл. VII].)

Замечание. На множестве {ω: τ(∞)=∞} значение Xτ(ω) полагается рав-
ным X∞(ω), где X∞(ω) есть предел lim Xn(ω), существующий по теореме
Дуба о сходимости.

Наряду с моментом τ= inf{n¾ 1: Zn = 0} введем моменты σm = inf{n¾
¾ 1: Zn> 1/m}. Нетрудно убедиться, что τ и σm являются моментами оста-
новки, т. е. множества {τ¶n} и {σm¶n} принадлежат Fn для каждого n¾1
и всех m¾1. (Напомним, что, как всегда, τ(ω)=∞, если Zn(ω)>0 при всех
n¾1.)

Из теоремы Дуба об остановке

E(Zσm
|Fτ) ¶ Zτ = 0 на множестве {ω: τ(ω) < ∞}.

Значит, Zσm
I(τ<∞)=0, m¾1, и, следовательно, σm=∞ (P-п. н.), m¾1, что

и означает выполнение требуемого свойства

P
�

ω: ∃ n ¾ τ(ω), Zn(ω) 6= 0
	

= 0.

4. Пусть A∈Fτ. Тогда

E
�

IA · I{τ<∞} · Zτ
�

=
∑

n¾1

E
�

IA · I{τ=n} · Zτ
�

=
∑

n¾1

E
�

IA · I{τ=n} · Zn

�

=

=
∑

n¾1

eP
�

A∩ I(τ = n)
�

= eP
�

A∩{τ < ∞}
�

,

что и доказывает требуемое утверждение.
5. Обозначим

τm = inf
¦

n : Zn <
1
m

©

.

Тогда в силу п. 4 имеем

eP(τm < ∞) = E
�

Zτm
I(τm < ∞)

�

¶ 1
m ,

и, значит,
eP
�

⋂

m
{τm < ∞}

�

= 0,

что равносильно требуемому утверждению eP
�

inf
n

Zn>0
�

=1.

6. Если eP
loc
�P и P(Zn>0)=1, n¾1, то и eP(Zn>0)=1.

Для A∈Fn положим

Qn(A) =
∫

A
Z−1

n
eP(dω).

Тогда, поскольку ePn(dω)= Zn Pn(dω), получаем

Qn(A) =
∫

A
Z−1

n Zn P(dω) = Pn(A), n ¾ 1.
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3. Конструкция мартингальных мер

Тем самым,

Pn(A) =
∫

A
Z−1

n
ePn(dω),

и, значит, P
loc
�eP.

Итак, все утверждения 1––6 теоремы доказаны.

3. Следующая техническая лемма полезна при пересчете условных матема-
тических ожиданий по разным мерам. В дальнейшем она будет многократно
использоваться, и для удобства ссылок называться леммой о пересчете. Часто
приводимую ниже формулу (4) называют формулой Байеса или обобщенной
формулой Байеса [303, гл. 7].

Лемма. Пусть ePn � Pn и Y –– ограниченная (или eP-интегрируемая) Fn-
измеримая случайная величина. Тогда для всякого m¶ n выполняется равен-
ство

eE(Y |Fm) = 1
Zm

E(YZn |Fm) (eP-п. н.). (4)

Доказательство. Прежде всего отметим, что в выражении, стоящем в
правой части равенства (4), eP(Zm > 0)= 1 (см. утверждение 5 в вышепри-
веденной теореме). Далее, на множестве {ω: Zm(ω)=0} также и Zn(ω)=0,
n¾m (P-п. н.). Учитывая это, будем на этом множестве правую часть в (4)
считать равной нулю.

По определению eE(Y |Fm) является такой Fm-измеримой случайной вели-
чиной, что для любого A∈Fm выполняется равенство

eE
�

IA ·eE(Y |Fm)
�

= eE[IA ·Y ], (5)

так что надо лишь убедиться в том, что дляFm-измеримой функции, стоящей
в правой части равенства (4),

eE
�

IA ·
1

Zm
E(YZn |Fm)

�

= eE[IA ·Y ]. (6)

То, что это действительно выполнено, вытекает из следующей цепочки
равенств:

eE
�

IA ·
1

Zm
E(YZn |Fm)

�

= E
�

IA ·
1

Zm
E(YZn |Fm) · Zm

�

=

= E
�

IA ·E(YZn |Fm)
�

=
(α)
= E[IAYZn]

(β)
= E[IAYZm] = eE[IAY ],

где равенство (α) следует из определения условного математического ожи-
дания E(YZn |Fm), а (β) справедливо в силу Fm-измеримости IAY и мартин-
гальности последовательности Z= (Zn).
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Глава V. Теория арбитража. Дискретное время

§ 3b. Дискретный вариант теоремы Гирсанова. I.
Условно-гауссовский случай

1. Рассмотрение общих вопросов конструкции вероятностных мер eP, (ло-
кально) абсолютно непрерывных или эквивалентных исходной «базисной»
мере P, входящей в определение фильтрованного пространства

(Ω,F , (Fn)n¾1, P),

целесообразно начать с дискретного (во времени) варианта теоремы, уста-
новленной И. В. Гирсановым в работе [183] для процессов диффузионного
типа и послужившей прототипом разнообразных теорем –– для мартингалов,
локальных мартингалов, случайных мер, семимартингалов и т. п. (См., на-
пример, гл. II в [250].)

Пусть n¾ 1 –– временно́й параметр и ε= (ε1, ε2, ‌) –– последовательность
Fn-измеримых случайных величин с распределением

Law(εn |Fn−1; P) = N (0, 1). (1)

В частности, это означает, что последовательность ε состоит из независимых,
стандартных нормально распределенных величин, εn∼N (0, 1).

Пусть наряду с последовательностью ε = (εn)n¾1 заданы предсказуемые
последовательности µ= (µn)n¾1 и σ= (σn)n¾1, т. е. µn и σn являются Fn−1-
измеримыми (F0= {∅,Ω}), причем будем считать, что σn>0, что оправды-
вается смыслом этого параметра как «волатильности» и тем, что наблюдения
с σn=0 можно просто исключить из рассмотрения.

Положим h= (hn)n¾1, где

hn = µn+σnεn. (2)

Из условия (1) следует, что (регулярное) условное распределение P(hn ¶
¶ · |Fn−1) определяется формулой

P(hn ¶ x |Fn−1) = 1
Æ

2πσ2
n

∫ x

−∞
e
− ( y−µn)2

2σ2
n dy, (3)

или, в символической форме,

Law(hn |Fn−1; P) = N (µn,σ2
n), (4)

что дает основание назвать последовательность h= (hn) условно-гауссовской
(по мере P), имеющей (условные) среднее и дисперсию

E(hn |Fn−1) = µn, (5)

D(hn |Fn−1) = σ2
n. (6)
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3. Конструкция мартингальных мер

Из формул (4) или (5) и (6) находим, что

E(hn−µn |Fn−1) = 0, (5′)

D(hn−µn |Fn−1) = σ2
n. (6′)

Если обозначить

Hn =
n
∑

k=1

hk , An =
n
∑

k=1

µk , Mn =
n
∑

k=1

σkεk ,

то можно сказать, что в условно-гауссовском случае величины Hn представле-
ны в виде

Hn = An+Mn,

где A= (An) –– предсказуемая последовательность и M = (Mn) –– условно-гаус-
совский локальный мартингал с квадратической характеристикой

〈M〉n =
n
∑

k=1

σ2
k .

Обозначим Wn=
n
∑

k=1
εk ,∆=1. Тогда равенство (2) можно переписать в раз-

ностной форме
∆Hn = µn∆+σn∆Wn,

что естественно рассматривать как дискретный аналог стохастического диф-
ференциала (см., например, [303, гл. 4] и § 3d гл. III)

dHt = µt dt+σt dWt

некоторого процесса Ито H = (Ht), порожденного винеровским процессом
W = (Wt)t¾0, с локальным сносом (µt)t¾0 и локальной волатильностью
(σt)t¾0.

Применительно к рассматриваемому случаю условно-гауссовской после-
довательности (2) дискретный аналог теоремы Гирсанова (полученной, как
уже отмечалось, И. В. Гирсановым в случае непрерывного времени) связан с
вопросом о том, можно ли найти такую меру eP, абсолютно непрерывную
или эквивалентную мере P, относительно которой последовательность h=
= (hn) становится (локальной) мартингал-разностью. В этой связи полезно
подчеркнуть, что правая часть равенства (2) содержит два члена: «снос» µn
и «дискретную диффузию» σnεn, являющуюся (по мере P) мартингал-раз-
ностью. Сформулированный вопрос состоит, в сущности, в том, нельзя ли
найти такую меру eP� P, относительно которой (hn) не имеет «сносовой»
компоненты, а является лишь «дискретной диффузией», т. е. (hn) есть (ло-
кальная) мартингал-разность.
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2. При конструировании меры eP ключевую роль играет последователь-
ность (положительных) случайных величин

Zn = exp
§

−
n
∑

k=1

µk

σk
εk −

1
2

n
∑

k=1

�µk

σk

�2
ª

, n ¾ 1. (7)

Лемма. 1. Последовательность Z= (Zn)n¾1 является (P, (Fn))-мартинга-
лом, E Zn=1, n¾1.

2. Пусть F =
∨

Fn и выполнено условие Новикова

E exp
�

1
2

∞
∑

k=1

�µk

σk

�2
�

< ∞. (8)

Тогда Z = (Zn)n¾1 –– равномерно интегрируемый мартингал с предельным
(P-п. н.) значением Z∞= lim Zn, где

Z∞ = exp
§

−
∞
∑

k=1

µk

σk
εk −

1
2

∞
∑

k=1

�µk

σk

�2
ª

, (9)

и
Zn = E(Z∞ |Fn). (10)

Доказательство. 1. Это утверждение очевидно, поскольку для любого k¾
¾1 (F0={∅,Ω}) выполняется равенство

E exp
§

µk

σk
εk −

1
2

�µk

σk

�2 �
�

�Fk−1

ª

= 1, (11)

что следует из Fk−1-измеримости
µk

σk
и условной гауссовости (1).

2. Доказательство равномерной интегрируемости семейства (Zn) при усло-
вии (8) достаточно сложно и может быть найдено и в оригинальной работе
А. А. Новикова [368], и во многих руководствах, например [303, гл. 7], [402].

Однако при несколько более сильном условии:

E exp
§

�1
2 +ε

�

∞
∑

k=1

�µk

σk

�2
ª

< ∞ для некоторого ε > 0 (12)

доказательство равномерной интегрируемости семейства (Zn)n¾1 сравни-
тельно элементарно. Поэтому представляется целесообразным привести это
доказательство, что мы и делаем в конце параграфа (см. п. 5).

3. Зафиксируем некоторое N ¾ 1 и будем рассматривать последователь-
ность (hn) только для n¶ N. Для простоты обозначений будем считать, что
F =FN , так что PN =P |FN =P.

Поскольку ZN >0 и E ZN =1, на (Ω,F ) можно ввести вероятностную меру
eP=eP(dω), полагая

eP(dω) = ZN (ω) P(dω). (13)

Подчеркнем, что здесь не только eP�P, но и P�eP. Поэтому eP∼P.
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3. Конструкция мартингальных мер

Рассмотрим свойства последовательности (hn)n¶N относительно меры eP.
По формуле Байеса4 из § 3a для всякого λ∈R и n¶N имеем (eP-п. н.)

eE(eiλhn |Fn−1) = E
�

e
�

iλσn−
µn
σn

�

εn+iλµn−
1
2

� µn
σn

�2
�

� Fn−1

�

=

= E
�

e
�

iλσn−
µn
σn

�

εn−
1
2

�

iλσn−
µn
σn

�2

e
1
2

�

iλσn−
µn
σn

�2
+iλµn−

1
2

� µn
σn

�2
�

� Fn−1

�

=

= e−
λ2σ2

n
2 ,

(14)
где использовано то, что

E e
�

iλσn−
µn
σn

�

εn−
1
2

�

iλσn−
µn
σn

�2

= 1

и σ2
n ––Fn−1-измеримые величины.

Полученное равенство

eE(eiλhn |Fn−1) = e−
λ2σ2

n
2 (eP-п. н.) (15)

говорит о том, что относительно новой меры eP последовательность h= (hn)
осталась условно-гауссовской, но уже с нулевым «сносовым» членом:

Law(hn |Fn−1; eP) = N (0,σ2
n), (16)

и, таким образом, аналогом соотношений (5) и (6) здесь являются следую-
щие:

eE(hn |Fn−1) = 0, (17)
eD(hn |Fn−1) = σ2

n. (18)

С наглядной точки зрения можно сказать, что переход от меры P к мере eP
аннулирует («убивает») снос µ= (µn)n¶N у последовательности h= (hn)n¶N ,
оставляя той же самой условную дисперсию.

Из формулы (16) можно заключить также, что если eε= (eεn)n¶N –– последо-
вательность Fn-измеримых величин с распределением

Law
�

eεn |Fn−1; eP
�

= N (0, 1) (19)

(такую последовательность всегда можно построить, быть может, правда, за
счет расширения исходного вероятностного пространства), то

Law
�

hn, n ¶ N |eP
�

= Law
�

σneεn, n ¶ N |eP
�

. (20)

Отсюда видно, что по новой мере eP последовательность (hn)n¶N ведет себя
как локальная мартингал-разность (σneεn)n¶N , в то время как относительно
исходной меры P аналогичное (20) свойство имеет такой вид:

Law
�

hn−µn, n ¶ N |P
�

= Law
�

σnεn, n ¶ N |P
�

. (21)

Изменим сейчас порядок рассмотрений.
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Будем исходными считать меру eP и последовательность h= (hn), для кото-
рых имеет место свойство (20). Тогда при переходе от меры eP к мере P (в соот-
ветствии с формулой (13)) получим свойство (21), которое можно интерпре-
тировать как появление сноса у локальной мартингал-разности (σneεn)n¶N .
Именно эта интерпретация и оказывается наиболее удобной для формули-
ровки соответствующего общего результата о преобразовании локальных
мартингалов при абсолютно непрерывной замене меры (см. далее § 3d).

Перед тем как резюмировать полученные результаты, заметим следую-
щее.

Пусть σ2
n(ω) не зависят от ω (=σ2

n). Тогда из формулы (14) индуктивным
образом находим, что для λk ∈R, k∈{1, ‌, N}, выполняется равенство

eE
�

e
i

N
∑

k=1
λk hk �

= eE
�

e
i

N−1
∑

k=1
λk hk

eE(eiλN hN |FN−1)
�

=

= e−
λ2

Nσ
2
N

2 eE
�

e
i

N−1
∑

k=1
λk hk �

=‌ = e
− 1

2

N
∑

k=1
λ2

kσ
2
k .

Тем самым, относительно меры eP последовательность (hn)n¶N является по-
следовательностью независимых нормально распределенных, hn∼N (0,σ2

n),
случайных величин с нулевыми средними. (Это можно было также заклю-
чить из формул (17)––(20).)

Итак, сведем полученные результаты вместе в виде следующей теоремы,
которую естественно назвать дискретным аналогом теоремы Гирсанова.

Теорема. Пусть h= (hn)n¶N –– такая условно-гауссовская последователь-
ность, что

Law(hn |Fn−1; P) = N (µn,σ2
n), n ¶ N .

Пусть FN =F и мера eP определена формулой (13) с плотностью ZN , задавае-
мой формулой (7).

Тогда
1) относительно меры eP последовательность h= (hn)n¶N является услов-

но-гауссовской:
Law(hn |Fn−1; eP) = N (0,σ2

n), n ¶ N;

2) если величины σ2
n =σ2

n(ω), n¶ N, не зависят от ω, то по мере eP по-
следовательность h= (hn)n¶N является последовательностью независимых
гауссовских величин:

Law(hn |eP) = N (0,σ2
n), n ¶ N;

3) если F =
∨

Fn и выполнено условие (8), то свойства 1 и 2 остаются
справедливыми для всех n¾1 с такой мерой eP, что eP(dω)= Z∞(ω) P(dω), где
Z∞(ω) определено формулой (9).

4. Заметим, что в конструкции меры по формулам (13) и (7) непосред-
ственно участвовали последовательности (µn) и (σn), входящие в определе-
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ние hn (=µn+σnεn). В этой связи, а также с целью установления связи с про-
цедурой специального выбора значений an(ω) при рассмотрении преобразо-
ваний Эшера (см. § 2d), рассмотрим семейство процессов Z(b)= (Z(b)

n )1¶n¶N ,
определяемое величинами

Z(b)
n (ω) = exp

§

−
n
∑

k=1

bkεk −
1
2

n
∑

k=1

b2
k

ª

, (22)

где bk=bk(ω) ––Fk−1-измеримые величины.
Поскольку E Z(b)

N (ω)=1, на FN =F определена вероятностная мера

eP(b)(dω) = Z(b)
N (ω) P(dω). (23)

Условное математическое ожидание относительно этой меры равно

eE
(b)

(hn |Fn−1) = −bn−
µn

σn
. (24)

Отсюда ясно, что выбор в теореме Гирсанова специальных значений bn =
=−

µn

σn
, n¶ N , диктуется тем, что именно при таком выборе последователь-

ность h= (hn)n¶N становится локальной мартингал-разностью.
Далее, если Xn=µn+εn, то

ϕn(a;ω) ≡ E(eaXn |Fn−1) = e
1
2 a2−aµn .

Отсюда видим, что
inf

a
ϕn(a;ω) = ϕn(an(ω);ω),

если an(ω)=µn, n¶N.
Именно эти «экстремальные» значения an(ω) и были использованы в § 2d

при построении с помощью преобразования Эшера меры, относительно ко-
торой последовательность (Xn) становится мартингал-разностью.

Тем самым, в рассматриваемом случае (σn≡ 1) и преобразование Гирса-
нова, и преобразование Эшера приводят к одной и той же мере eP.

5. Приведем доказательство того, что при условии (12) семейство Z =
= (Zn)n¾1 с величинами Zn, определенными формулой (7), является равно-
мерно интегрируемым.

Пусть βn =−
µn

σn
. Тогда условие (12) примет следующий вид: существует

такое δ>0, что

E exp
§�

1
2 +δ

� ∞
∑

k=1

β2
k

ª

< ∞. (25)

В соответствии с формулой (7) имеем

Zn = exp
§ n
∑

k=1

βkεk −
1
2

n
∑

k=1

β2
k

ª

, n ¾ 1. (26)
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Пусть ε>0 и p>1. Положим

ψ(1)
n = exp

§

(1+ε)
n
∑

k=1

βkεk −
p(1+ε)2

2

n
∑

k=1

β2
k

ª

, (27)

ψ(2)
n = exp

§�

p(1+ε)2

2 − 1+ε
2

� n
∑

k=1

β2
k

ª

. (28)

Для требуемой равномерной интегрируемости семейства (Zn)n¾1 доста-
точно показать (см., например, [439, гл. II, § 6, лемма 3]), что при некотором
ε>0 выполняется равенство

sup
n

E Z1+ε
n < ∞. (29)

Поскольку
Z1+ε

n = ψ(1)
n ψ

(2)
n ,

в силу неравенства Гёльдера (1/p+1/q=1) получаем

E Z1+ε
n = Eψ(1)

n ψ
(2)
n ¶

�

E
�

ψ(1)
n

�p�1/p�
E
�

ψ(2)
n

�q�1/q
=
�

E
�

ψ(2)
n

�q�1/q
, (30)

где мы воспользовались тем, что (см. формулу (11))

E
�

ψ(1)
n

�p
= 1.

Положим p = 1 + δ, q = (1 + δ)/δ, где δ > 0 таково, что выполнено усло-
вие (25). Выберем ε>0 таким, что

ε(1+ε) ¶ δ2

(1+δ)(1+2δ) . (31)

Тогда
�

ψ(2)
n

�q ¶ exp
§�

1
2 +

εq(1+ε)(1+q)+1
2(q−1)

� n
∑

k=1

β2
k

ª

¶

¶ exp
§�

1
2 +δ

� n
∑

k=1

β2
k

ª

¶ exp
§�

1
2 +δ

� ∞
∑

k=1

β2
k

ª

,

и, значит, в силу условия (25),

sup
n

E Z1+ε
n ¶

�

sup
n

E
�

ψ(2)
n

�q�1/q
¶
�

E exp
�

1
2 +δ

� ∞
∑

k=1

β2
k

�1/q

< ∞,

что и доказывает требуемую равномерную интегрируемость семейства (Zn).

§ 3c. Мартингальность цен в случае условно-гауссовского
и логарифмически условно-гауссовского распределений

1. Пусть (Ω,F , (Fn), P) –– исходное фильтрованное вероятностное про-
странство, n¾0. Рассматривая вопрос о мартингальных мерах, относительно

514



3. Конструкция мартингальных мер

которых последовательность нормированных цен S
B =

�

Sn

Bn

�

является мар-

тингалом, обратимся сначала к несколько идеализированной модели (B, S)-
рынка, считая, что B= (Bn), Bn≡1, и S= (Sn), где

Sn = S0+Hn, n ¾ 1, (1)

Hn =
n
∑

k=1
hk , S0 = Const. Будем считать также, что h = (hn) является услов-

но-гауссовской последовательностью, hn = µn + σnεn, где µn и σn ––Fn−1-
измеримые величины и ε= (εn) –– последовательность независимых N (0, 1)-
распределенныхFn-измеримых величин εn, n¾1 (см. подробнее предшеству-
ющий параграф).

Тем самым, сейчас допускается, что цены Sn могут принимать и отрица-
тельные значения. В этом и состоит упомянутая выше идеализация. Впро-
чем, заметим, что именно подобная модель и рассматривалась Л. Башелье
в [12]; подробнее по этому поводу см. § 2a гл. I.

Предположим, что µn≡0. Тогда

Sn = S0+
∑

k¶n

σkεk . (2)

В силу Fk−1-измеримости величин σk и свойства E(εk |Fk−1)= 0 из фор-
мулы (2) следует, что в рассматриваемом случае последовательность цен S=
= (Sn) является мартингальным преобразованием и, следовательно, локаль-
ным мартингалом (см. теорему в § 1c гл. II). Если дополнительно предполо-
жить, что, скажем, E |σkεk |<∞, k¾ 1, то последовательность S= (Sn) будет
мартингалом относительно исходной меры P. (Общие условия, при которых
локальный мартингал является мартингалом, рассмотрены в § 1c гл. II.)

Пусть теперь µn не равно тождественно нулю при всех n¶N .
В этом случае дискретный вариант теоремы Гирсанова (§ 3b) дает способ

построения мер ePN (см. формулы (8) и (6) в § 3b), относительно которых по-
следовательности (Sn)n¶N являются локальными мартингалами и (просто)
мартингалами, если eE |σnεn|<∞ при всех n¶N.

2. Рассмотрим теперь более реалистичную ситуацию, считая, что на (B, S)-
рынке

Sn = S0eHn (3)

и Bn≡1, n¶N.
В § 1a гл. II отмечалось, что представление (3) типа сложных процентов

(compound return), удобное с точки зрения статистического анализа, не
совсем удобно для целей стохастического анализа. Дело в том, что при иссле-
довании последовательности S= (Sn) на «мартингальность» было бы жела-
тельно иметь утверждение такого типа: «для того, чтобы последовательность
S= (Sn), представленная в виде (3), была мартингалом, достаточно, чтобы
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мартингалом была последовательность H = (Hn)». Однако это, вообще гово-
ря, не так, что и объясняет обращение к представлению (simple return)

Sn = S0E( bH)n, (4)

где (см. § 1a гл. II)
bHn = Hn+

∑

k¶n

(e∆Hk −∆Hk −1) (5)

и E( bH)= (E( bH)n)n¾0 –– стохастическая экспонента, построенная по bH = ( bHn)
согласно формулам

E( bH)n = e bHn

∏

k¶n

(1+∆ bHk)e−∆ bHk , n ¾ 1, (6)

и E( bH)0≡1.
И в формуле (5), и в (6) правые части можно, конечно, упростить и запи-

сать их в виде

bHn =
∑

k¶n

(e∆Hk −1), (7)

E( bH)n =
∏

k¶n

(1+∆ bHk). (8)

Полезно, однако, отметить еще раз (см. § 1a гл. II и § 5c гл. III), что при
рассмотрении аналогичных представлений для случая непрерывного времени
«правильной» формой являются выражения типа (5) и (6), а не (7) и (8), что
связано с проблемой сходимости соответствующих сумм

∑

s¶t и произведе-
ний

∏

s¶t , имеющих в случае непрерывного времени уже, вообще говоря,
бесконечное число членов при каждом t>0.

Преимущество представления (4) по сравнению с (3) состоит в том, что
для него верно следующее утверждение.

Предложение. Для того чтобы последовательность S= (Sn), определен-
ная формулой (4), была мартингалом, достаточно, чтобы последователь-
ность bH= ( bHn)n¾1 была локальным мартингалом с ∆ bHn¾−1 для n¾1.

Действительно, из формулы (6) или (8) для n¾1 получаем

∆E( bH)n = E( bH)n−1∆ bHn. (9)

Предположим, что ( bHn) является локальным мартингалом, а значит, как мар-
тингальное преобразование (см. лемму в § 1c гл. II) допускает представление

bHn =
n
∑

k=1

ak∆Mk (10)

с Fk−1-измеримыми ak и некоторым мартингалом M= (Mn).
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3. Конструкция мартингальных мер

Из формул (9) и (10) видим, что

∆E( bH)n = anE( bH)n−1∆Mn,

т. е. E( bH) является мартингальным преобразованием, а значит, и локальным
мартингалом.

Если ∆ bHn ¾−1, то заведомо E( bH)n ¾ 0. Поэтому согласно лемме из § 1c
гл. II локальный мартингал E( bH) является на самом деле (просто) мартинга-
лом.

В рассматриваемом нами случае условие ∆ bHn¾−1 выполнено, поскольку

∆ bHn = e∆Hn −1 ¾ −1.

3. Будем предполагать, что величины hn=∆Hn являются условно-гауссов-
скими, hn=µn+σnεn. В этом случае последовательность S= (Sn), Sn=S0eHn ,
естественно называть логарифмически условно-гауссовской, что отражено в
названии § 3c.

Зададимся сначала вопросом о том, при каких условиях последователь-
ность S= (Sn) будет мартингалом относительно исходной меры P.

Для этого, как мы видели выше, достаточно, чтобы последовательность
bH = ( bHn), для которой ∆ bHn = e∆Hn − 1, была локальным мартингалом, т. е.
чтобы выполнялись условия E(|∆ bHn| |Fn−1)<∞ и E(∆ bHn |Fn−1)=0, или, что
равносильно,

E(e∆ bHn |Fn−1) = 1 (P-п. н.). (11)

Поскольку мы предполагаем, что ∆Hn=µn +σnεn, условию (11) можно при-
дать форму

E(eµn+σnεn |Fn−1) = 1, (12)

что равносильно тому, что

E(eσnεn |Fn−1) = e−µn . (13)

Левая часть равна e
1
2σ

2
n . Тем самым, мы получаем условие

µn+
σ2

n

2 = 0 (P-п. н.), n ¾ 1, (14)

при котором логарифмически условно-гауссовская последовательность

Sn = S0 exp
§ n
∑

k=1

(µk +σkεk)
ª

, n ¾ 1,

является мартингалом относительно исходной меры P. Этот результат, конеч-
но, можно было бы легко предвидеть, поскольку последовательность

�

exp
§ n
∑

k=1

�

σkεk −
σ2

k

2

�ª�

n¾1
(15)

является, как мы уже отмечали выше, мартингалом.
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4. Обратимся теперь к случаю, когда условие (14) не выполнено.
Пусть n ¶ N. Будем строить на FN =F требуемую меру eP с помощью

условного преобразования Эшера в виде

eP(dω) = ZN (ω) P(dω),

где ZN (ω)=
∏

1¶n¶N
zn(ω) и (F0={∅,Ω})

zn(ω) = eanhn

E(eanhn |Fn−1)
. (16)

Здесь Fk−1-измеримые величины ak = ak(ω) будут выбраны так, чтобы по-
следовательность (Sn)n¶N была (eP, (Fn))-мартингалом.

В рассматриваемом случае, когда цены задаются формулами (3), это озна-
чает, что должны быть выполнены условия

E[e(an+1)hn |Fn−1] = E[eanhn |Fn−1]. (17)

Учитывая, что hn=µn+σnεn, находим, что равенство (17) выполнено, ес-
ли an выбраны так, что

µn+
σ2

n

2 = −anσ
2
n, (18)

т. е.
an = −

µn

σ2
n
− 1

2 . (19)

Если при всех n¶N выполнено условие (14), то an=0 и ZN =1, т. е. имеем
eP=P.

При выборе an согласно формуле (19) имеем

E(eanhn |Fn−1) = exp
§

−
µ2

n

2σ2
n
+
σ2

n

8

ª

.

Тем самым,

zn =
eanhn

E(eanhn |Fn−1)
= exp

§

−
�

µn

σn
+
σn

2

�

εn−
1
2

�

µn

σn
+
σn

2

�2ª

и

ZN = exp
§

−
N
∑

n=1

��

µn

σn
+
σn

2

�

εn+
1
2

�

µn

σn
+
σn

2

�2�ª

. (20)

Итак, последовательность S= (Sn)n¶N , где

Sn = S0eHn , Hn = h1+‌+hn, hn = µn+σnεn,

является относительно меры eP мартингалом с eE Sn=S0, и ее плотность ZN по
мере P задается формулой (20). В том случае, когда для n¶N выполнено усло-
вие (14), мы имеем eP= P и последовательность (Sn)n¶N является (P, (Fn))-
мартингалом, т. е. мартингалом относительно исходной меры P.
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3. Конструкция мартингальных мер

§ 3d. Дискретный вариант теоремы Гирсанова. II. Общий случай

1. Как уже отмечалось выше, дискретный вариант теоремы Гирсанова для
условно-гауссовского случая послужил прототипом соответствующих резуль-
татов для стохастических последовательностей H = (Hn) с hn =∆Hn более
общей структуры, нежели hn=µn+σnεn.

Чтобы найти «правильную» форму обобщений, проанализируем еще раз
проведенное выше доказательство (в условно-гауссовском случае) того, что

если eP
loc
� P, то E(hn |Fn−1) = µn ⇒ eE(hn |Fn−1) = 0, n ¾ 1.

Доказательство этого свойства, данное в § 3b, существенно опиралось на
формулу пересчета условных математических ожиданий (см. формулу (4)

в § 3a), которая (в предположении eP
loc
� P) применительно к Y = Hn, eE|Hn|<

<∞, m=n−1, имеет такой вид:

eE(Hn |Fn−1) = 1
Zn−1

E(HnZn |Fn−1) (eP-п. н.), n ¾ 1. (1)

Здесь eE –– усреднение по мере eP, и правая часть считается равной нулю, если
Zn−1(ω)=0. Также считаем, что F0={∅,Ω}, Z0(ω)≡1.

Покажем, как из формулы (1) можно легко вывести следующий результат:

если eP
loc
� P, то H ∈ M (eP) ⇔ HZ ∈ M (P), (2)

где M (P) и M (eP) обозначают классы мартингалов по мерам P и eP соответ-
ственно (см. § 1c гл. II).

В самом деле, если H ∈M (eP), то eE(Hn |Fn−1)=Hn−1 (eP-п. н.), и из форму-
лы (1) следует, что Hn−1Zn−1=E(HnZn |Fn−1) (eP-п. н.). Это равенство, справед-
ливое eP-п. н., будет справедливым и P-п. н.

Действительно, на множестве {Zn−1= 0} и левая, и правая его части рав-
ны нулю, поскольку на этом множестве и Zn= 0 (P-п. н.). На множестве же
{Zn−1 > 0} меры P и eP эквивалентны (в том смысле, что P({Zn−1>0}∩ A)=
= 0 ⇔ eP({Zn−1 > 0}∩ A)= 0 для A∈Fn−1), и, значит, левая и правая части
указанного соотношения совпадают и по мере P. Тем самым, импликация⇒
в утверждении (2) доказана.

Аналогично если HZ ∈M (P), то Hn−1Zn−1=E(HnZn |Fn−1) (P- и eP-п. н.). Так
как Zn−1>0 по мере eP, получаем, что

Hn−1 =
1

Zn−1
E(HnZn |Fn−1) (eP-п. н.).

Отсюда и из формулы (1) следует, что H ∈M (eP).
Интересно отметить, что формулу Байеса (4) из § 3a (и, в частности, фор-

мулу (1)) можно вывести из импликации⇒ в утверждении (2).
В самом деле, пусть Fn-измеримая величина Y такова, что eE |Y | <∞ и

eP
loc
�P.
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Образуем мартингал (Hm,Fm, eP)m¶n с Hm = eE(Y |Fm). Тогда согласно
утверждению (2) имеем

E(YZn |Fm) = HmZm (P-п. н.).

В частности, E(YZn |Fn−1)=Hn−1Zn−1 (P- и eP-п. н.).
Отсюда следует, что, поскольку eP(Zn−1>0)=1, выполняется равенство

1
Zn−1

E(YZn |Fn−1) = Hn−1 (eP-п. н.).

Вместе с равенством Hn−1 = eE(Y |Fn−1) (eP-п. н.) это доказывает требуемую
формулу Байеса (4) из § 3a в лемме о пересчете:

если eP
loc
� P, то eE(Y |Fn−1) = 1

Zn−1
E(YZn |Fn−1) (eP-п. н.).

Таким образом, свойство (2) можно рассматривать как своеобразную
«мартингальную» версию леммы о пересчете при абсолютно непрерывной
замене меры.

2. Целесообразно результат (2), а также некоторую его локальную версию
сформулировать в виде следующего предложения (ср. § 3b гл. III в [250]).

Лемма. Пусть eP
loc
�P, Z= (Zn) –– процесс плотности,

Zn =
dePn

dPn
,

ePn=eP |Fn, Pn=P |Fn.
Пусть H= (Hn,Fn) –– стохастическая последовательность.
1. Последовательность H является eP-мартингалом (H ∈M (eP)) в том и

только том случае, когда последовательность HZ = (HnZn,Fn) является
P-мартингалом (HZ ∈M (P)), т. е. справедливы импликации (2):

H ∈ M (eP) ⇔ HZ ∈ M (P).

2. Если к тому же eP loc∼ P, то последовательность H является локальным eP-
мартингалом (H ∈Mloc(eP)) в том и только том случае, когда HZ является
локальным P-мартингалом (HZ ∈Mloc(P)):

H ∈ Mloc(eP) ⇔ HZ ∈ Mloc(P). (3)

Доказательство. 1. Это утверждение уже было доказано с привлечением
формулы (1) (которая интересна и сама по себе). Но его можно доказать
также и непосредственно, пользуясь лишь определением мартингала.

Возьмем m¶n и A∈Fm. Тогда eE(IAHn)=E(IAZnHn) и, значит,

eE(IAHn) = eE(IAHm) ⇔ E(IAZnHn) = E(IAZnHm).

Но E(IAZnHm)=E(IAZmHm). Поэтому H ∈M (eP) ⇔ HZ ∈M (P).
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2. Пусть (τn) –– локализующая последовательность для HZ ∈Mloc(P) и τ=
= lim τn.

Покажем, что HZ ∈Mloc(P) ⇒ H ∈Mloc(eP) (даже только в предположении
eP

loc
�P).

Пусть (τn) –– локализующая последовательность для HZ. Тогда если τ=

= lim τn, то P(τ=∞)= 1 и (в силу eP
loc
� P и свойства 4 из теоремы в § 3a)

eP(τ<∞)=E ZτI(τ<∞)=0.
Тем самым, eP(τ=∞)=1.
Заметим, что

(Hτn Z)k = Hτn
k Zk = (Hk Zk)τn +Hτn

�

Zk − Zτn
I(k ¾ τn)

�

.

Отсюда видно, что Hτn Z является P-мартингалом, и по утверждению 1 имеем
Hτn ∈M (eP). Но eP(lim τn=∞)=1. Значит, H ∈Mloc(eP).

Обратно, покажем, что в предположении eP loc∼ P имеет место импликация
H ∈Mloc(eP) ⇒ HZ ∈Mloc(P).

Пусть (σn) –– локализующая последовательность для H ∈Mloc(eP). Следова-
тельно, eP(limσn =∞)= 1 и Hσn ∈M (eP). Тогда по свойству 1 имеем Hσn Z ∈
∈M (P), и, поскольку (ср. с вышеприведенной формулой для (Hτn Z)k)

(HZ)σn
k = Hσn

k Zk −Hσn

�

Zk − Zσn
I(k ¾ τn)

�

,

получаем, что (HZ)σn
k ∈M (P). Но в силу условия P

loc
�eP имеем P(limσn=∞)=

=1. Следовательно, HZ ∈Mloc(P).
Лемма доказана.

3. Свойства (1), (2) и (3) играют фундаментальную роль в вопросах про-
верки мартингальности последовательностей (Hn), ( bHn), (Sn) и т. д. относи-
тельно той или иной меры eP, поскольку дают возможность свести эту провер-
ку к установлению свойств мартингальности последовательностей (HnZn),
( bHnZn), (SnZn) и т. д. относительно исходной, базисной меры P.

Этим, в сущности, мы уже пользовались при доказательстве дискретного
аналога теоремы Гирсанова в условно-гауссовском случае, когда Hn = h1 +
+‌ + hn и hn = µn +σnεn, n¶ N , а конструкция мер ePN осуществляется с
помощью плотности

ZN = exp
§

−
N
∑

k=1

µk

σk
εk −

1
2

N
∑

k=1

�µk

σk

�2
ª

, (4)

явно построенной по (µk) и (σk).
Однако в общем случае проблема построения соответствующих мер ePN

становится значительно более сложной. Простота же вида плотности ZN в
условно-гауссовском случае обусловлена, в сущности, простотой задания ве-
личин Hn, для которых ∆Hn≡hn=µn+σnεn.
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Существуют разные формы обобщенной теоремы Гирсанова для случая
дискретного времени.

Для лучшего понимания приводимых далее результатов как обобщений
теоремы Гирсанова целесообразно несколько переформулировать приведен-
ный выше результат (теорема в § 3b) для условно-гауссовского случая.

Положим

αn =
Zn

Zn−1
I(Zn−1 > 0). (5)

Тогда

αn = exp
§

−
µn

σn
εn−

1
2

�µn

σn

�2
ª

, (6)

и если Mn=
n
∑

k=1
σkεk , то M= (Mn)∈Mloc(P) и нетрудно показать, что

E(αn∆Mn |Fn−1) = −µn. (7)

Тем самым, не затрагивая сейчас вопросов интегрируемости, мы можем
результат теоремы из § 3b для условно-гауссовского случая представить в сле-
дующем виде:

M ∈ Mloc(P)⇔ E(σnεn |Fn−1) = 0, n ¶ N ,

⇔ E(µn+σnεn |Fn−1) = µn, n ¶ N ,

⇔ E(hn |Fn−1) = µn, n ¶ N ,

⇒ eE(hn |Fn−1) = 0, n ¶ N ,

⇔ eE(∆Mn+µn |Fn−1) = 0, n ¶ N ,

⇔ eE
�

∆Mn−E(αn∆Mn |Fn−1) |Fn−1

�

= 0, n ¶ N .

Иначе говоря, из того, что M ∈Mloc(P), вытекает, что относительно меры
eP(dω)= ZN (ω) P(dω) последовательность eM= ( eMn)n¶N ,

eMn = Mn−
n
∑

k=1

E(αk∆Mk |Fk−1), (8)

является локальным мартингалом:

M ∈ Mloc(P) ⇒ eM ∈ Mloc(eP). (9)

В только что изложенном материале важно выделить следующее обстоя-
тельство, связанное с тем, что здесь при рассмотрении последовательности
H = (Hn), ∆Hn = µn +∆Mn, основной акцент сделан на «мартингальную»
составляющую у H. По существу, мы «отслеживали», как при абсолютно
непрерывной замене меры изменяется мартингальная часть. Как видим, от-
носительно меры eP последовательность (Mn) уже не будет мартингалом ––
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она представима в виде

Mn =
n
∑

k=1

E(αk∆Mk |Fk−1)+ eMn,

где eM = ( eMn) является eP-мартингалом, а A= (An) –– некоторый «предсказуе-

мый» снос, An=
n
∑

k=1
E(αk∆Mk |Fk−1). Именно появление этого дополнитель-

ного «сносового» члена при абсолютно непрерывной замене меры и дает
возможность «убивания» сносовых составляющих в исходных последователь-

ностях H= (Hn) посредством перехода к таким мерам eP, что eP�P или eP
loc
�P.

4. Изложенный взгляд на формулировку данного выше (для условно-
гауссовского случая) дискретного варианта теоремы Гирсанова дает воз-
можность сформулировать следующий общий результат для локальных

мартингалов, не конкретизируя, что Mn=
n
∑

k=1
σkεk .

Теорема 1. Пусть последовательность M ∈Mloc(P), M0=0. Предположим,

что eP
loc
�P с плотностями Zn=

dePn

dPn
, n¾1, и пусть αn=

Zn

Zn−1
I(Zn−1>0), Z0≡1.

Пусть также

E(|∆Mn|αn |Fn−1) < ∞ (P-п. н.), n ¾ 1. (10)

Тогда определенный формулой (8) процесс eM= ( eMn) принадлежитMloc(eP),
т. е. является локальным eP-мартингалом.

Доказательство. Воспользуемся опять-таки (как и при доказательстве в
условно-гауссовском случае, § 3b) формулой Байеса (4) из § 3a:

eE(Mn |Fn−1) = E(Mnαn |Fn−1) =
= E(αn(Mn−Mn−1) |Fn−1)+E(αnMn−1 |Fn−1) =
= E(αn∆Mn |Fn−1)+Mn−1. (11)

Отсюда в силу предположения (10) (P- и eP-п. н.) получаем

eE(|Mn| |Fn−1) ¶ E(|αn∆Mn| |Fn−1)+ |Mn−1| < ∞.

Из формул (11) и (8) непосредственно находим, что eE(| eMn| |Fn−1)<∞ и

eE( eMn |Fn−1) = eMn−1, (12)

т. е. eM –– обобщенный, а значит (§ 1c гл. II), и локальный eP-мартингал.

5. Пусть теперь исходная последовательность H = (Hn)n¾1 задается следу-
ющим образом:

Hn = An+Mn, (13)
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где A= (An)n¾1 –– предсказуемая последовательность (An ––Fn−1-измеримые
величины, n¾1; F0={∅,Ω}, A0=0) и M= (Mn)n¾1∈Mloc(P).

Поскольку для локального мартингала E(|∆Mn| |Fn−1)<∞, получаем, что
E(|∆Hn| |Fn−1)¶ |∆An|+E(|∆Mn| |Fn−1)<∞, и, значит, для Hn, n¾1, справед-
ливы представления

Hn =
n
∑

k=1

E(∆Hk |Fk−1)+
n
∑

k=1

�

∆Hk −E(∆Hk |Fk−1)
�

, (14)

которые мы называли обобщенным разложением Дуба (см. § 1b гл. II) после-
довательности H= (Hn)n¾1.

Как и в обычном разложении Дуба, представление вида (13) с предсказуе-
мым (An) является единственным и, следовательно, в формуле (13)

An =
n
∑

k=1

E(∆Hk |Fk−1), (15)

Mn =
n
∑

k=1

[∆Hk −E(∆Hk |Fk−1)]. (16)

Предшествующая теорема 1 допускает следующее легкое обобщение.

Теорема 2. Пусть H= (Hn)n¾1 имеет обобщенное разложение Дуба (14) и
выполнено условие (10).

Тогда по мере eP, удовлетворяющей условию eP
loc
�P, последовательность H=

= (Hn)n¾1 допускает представление

Hn = eAn+ eMn, (17)

или, что равносильно,

Hn =
n
∑

k=1

eE(∆Hk |Fk−1)+
n
∑

k=1

[∆Hk −eE(∆Hk |Fk−1)] (18)

(обобщенное разложение Дуба), где

eAn = An+
n
∑

k=1

E(αk∆Mk |Fk−1), (19)

а последовательность eM= ( eMn),

eMn = Mn−
n
∑

k=1

E(αk∆Hk |Fk−1), (20)

является локальным eP-мартингалом ( eM ∈Mloc(eP)).

Доказательство следует из теоремы 1, примененной к M= (Mn)n¾1, Mn=
=Hn− An.
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3. Конструкция мартингальных мер

6. В условиях теоремы 2 предположим, что M и Z являются (локально)
квадратично интегрируемыми мартингалами. В этом предположении опре-
делена их предсказуемая квадратическая ковариация 〈M, Z〉= (〈M, Z〉n)n¾0,
где

〈M, Z〉n =
n
∑

k=1

E(∆Mk∆Zk |Fk−1), (21)

которая в § 5b гл. III называлась взаимной «угловой скобкой» M и Z. На-
помним также, что квадратической ковариацией (взаимной квадратной скоб-
кой) между последовательностями X = (Xn)n¾0 и Y = (Yn)n¾0 называлась по-
следовательность [X , Y ]= ([X , Y ]n)n¾0 величин

[X , Y ]n =
n
∑

k=1

∆Xk∆Yk . (22)

Из формул (21) и (22) следует, что в случае (локально) квадратично интегри-
руемых мартингалов разность [M, Z]−〈M, Z〉 является локальным мартинга-
лом. (См. [250, гл. I, § 4e].) Будем предполагать также, что eP loc∼ P. Тогда Zn>0
(eP- и P-п. н.) и

∆〈M, Z〉n
Zn−1

=
E[∆Mn∆Zn |Fn−1]

Zn−1
= E[(αn−1)∆Mn |Fn−1] =

= E[αn∆Mn |Fn−1]. (23)

Заметим, что если квадратическая характеристика 〈M〉 (≡ 〈M, M〉) такова,
что 〈M〉n(ω)= 0, то и 〈M, Z〉n(ω)= 0. Поэтому левую часть формулы (23)
можно представить в виде

∆〈M, Z〉n
Zn−1

= −an∆〈M〉n, (24)

где an = −
∆〈M, Z〉n
∆〈M〉nZn−1

, считая
∆〈M, Z〉n
∆〈M〉n

равным, скажем, единице, если

∆〈M〉n=0.
Таким образом, соотношение (19) можно записать в виде

eAn = An−
n
∑

k=1

ak∆〈M〉k . (25)

Отсюда можно сделать интересный вывод о структуре (по мере P) исходной
последовательности H: если относительно меры eP loc∼ P эта последователь-
ность становится локальным мартингалом ( eA≡0), то, необходимым обра-
зом,

Hn =
n
∑

k=1

ak∆〈M〉k +Mn, n ¾ 1, (26)

или, в терминах приращений,

∆Hn = an∆〈M〉n+∆Mn, n ¾ 1. (27)
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7. До сих пор все наши рассуждения исходили из наличия меры eP без
конкретизации ее структуры или структуры последовательности α = (αn),
определяющей производные Радона––Никодима:

dePn

dPn
=

n
∏

k=1

αk , n ¾ 1. (28)

Из формул (23) и (24) видим, что

an∆〈M〉n = E[(1−αn)∆Mn |Fn−1], (29)

откуда можно увидеть, что у этого соотношения, рассматриваемого как урав-
нение относительно (Fn-измеримых) величин αn, есть следующее (вообще
говоря, неединственное) решение:

αn = 1−an∆Mn. (30)

Разумеется, для наших целей нас устраивают только такие решения αn, для
которых P(αn>0)=1, n¾1. Если это так, то

dePn

dPn
=

n
∏

k=1

(1−ak∆Mk) = E
�

−
∑

k¶ ·
ak∆Mk

�

n
, (31)

где E = (E(R)n) –– стохастическая экспонента (см. § 1 гл. II):

E(R)n = eRn

∏

k¶n

(1+∆Rk)e−∆Rk =
∏

k¶n

(1+∆Rk). (32)

Пусть eP –– вероятностная мера, для которой ее сужения ePn=eP |Fn строятся
по формулам (31). Относительно этой меры исходная последовательность
H = (Hn), подчиняющаяся соотношениям (27), становится локальным мар-
тингалом, поскольку ∆ eAn=an∆〈M〉n+E(αn∆Mn |Fn−1)=0, n¾1, и eA0=0.

Как отмечалось выше, эта вероятностная мера eP, называемая мартингаль-
ной (риск-нейтральной) мерой, вообще говоря, не единственна. Однако она
имеет определенные преимущества: во-первых, явно строится по коэффици-
ентам a= (an); во-вторых, обладает некоторыми свойствами «минимально-
сти», которые оправдывают для нее название минимальной мартингальной
меры, [429]. (См. также п. 6 § 3d гл. VI.)

§ 3e. Целочисленные случайные меры и их компенсаторы.
Преобразование компенсаторов при абсолютно непрерывной
замене меры. Стохастические интегралы

1. Пусть H = (Hn)n¾0 –– стохастическая последовательность случайных ве-
личин Hn = Hn(ω), заданных на фильтрованном вероятностном простран-
стве (Ω,F , (Fn)n¾0, P). Будем предполагать, что H0=0 и F0={∅,Ω}.

Распределение вероятностей последовательности H, обозначаемое Law(H),
можно описывать двумя способами: или безусловными распределениями
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3. Конструкция мартингальных мер

величин H1, H2, ‌, Hn:

Law(H1, H2, ‌, Hn), n ¾ 1 (1)

(или, что равносильно, Law(∆H1,∆H2, ‌,∆Hn), n¾ 1), или же (регулярны-
ми) условными распределениями величин ∆Hn:

P(∆Hn ∈ · |Fn−1), n ¾ 1. (2)

Второй способ в определенном смысле более предпочтителен, поскольку,
имея условные распределения, можно, конечно, восстановить и безусловные.
К тому же условные распределения более наглядно показывают зависимость
величин ∆Hn от «прошлого».

Далее, знание условных (относительно Fn−1) распределений дает пред-
ставление о распределении ∆Hn при знании всей прошлой информации.
Безусловные же распределения (1) дают возможность восстановить только
условные вероятности P(∆Hn ∈ · |FH

n−1), где FH
n−1 = σ(ω: H1, ‌, Hn−1) и

FH
n−1⊆Fn−1 (включение может быть и строгим).

2. Пусть
X = (Xn,Fn)n¾0 (3)

–– некоторая d-мерная стохастическая последовательность, заданная на филь-
трованном вероятностном пространстве (Ω,F , (Fn)n¾0, P). Будем считать,
что X0=0, F0={∅,Ω}.

С последовательностью X свяжем последовательность µ= (µn(·))n¾1 цело-
численных случайных мер, определяемых следующим образом:

µn(A;ω) = IA(∆Xn(ω)), A ∈ B(Rd),

т. е.

µn(A;ω) =

¨

1, если ∆Xn(ω) ∈ A,

0, если ∆Xn(ω) /∈ A.

Пусть, далее, ν= (νn( ·))n¾1 –– последовательность, состоящая из регулярных
условных распределений νn( ·) величин ∆Xn относительно Fn−1, т. е. функ-
цийνn(A;ω), определенных для A∈B(Rd) и ω∈Ω и таких, что

1) νn( · ;ω) для каждого ω∈Ω есть вероятностная мера на (Rd,B(Rd));
2) νn(A;ω) для каждого A∈B(Rd) как функция от ω есть один из вариантов

условной вероятности P(∆Xn∈ A |Fn−1)(ω):

νn(A;ω) = P(∆Xn ∈ A |Fn−1)(ω) (P-п. н.).

(Доказательство существования такой версии условных вероятностей см.,
например, в книге [439, гл. II, § 7].)

Для регулярных условных вероятностей условные математические ожида-
ния E[ f (∆Xn) |Fn−1](ω) при неотрицательных или ограниченных функциях
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f могут подсчитываться интегрированием при каждом ω по регулярным
условным распределениямνn(·):

E[ f (∆Xn) |Fn−1](ω) =
∫

Rd

f (x)νn(dx;ω) (P-п. н.).

Тем самым, в рассматриваемом нами случае

νn(A; ·) = E[µn(A;ω) |Fn−1](·),

и, следовательно, для каждого A∈B(Rd) последовательность
�

µn(A)−νn(A)
�

n¾1,

µn(A)= µn(A;ω), νn(A)=νn(A;ω), является мартингал-разностью относи-
тельно меры P и потока (Fn).

Если положить

µ(0,n](A;ω) =
n
∑

k=1

µk(A;ω), ν(0,n](A;ω) =
n
∑

k=1

νk(A;ω),

то становится понятным, что при каждом A∈B(Rd) последовательность
�

µ(0,n](A;ω)−ν(0,n](A;ω)
�

n¾1

будет мартингалом. Это свойство объясняет, почему (случайную) меру
ν(0,n](·) называют компенсатором (случайной) меры µ(0,n](·), а последова-
тельность

µ−ν =
�

µ(0,n](·)−ν(0,n](·)
�

n¾1

–– случайной мартингальной мерой.
Полезно заметить, что представление

µ =ν+ (µ−ν)

для меры µ= (µ(0,n])n¾1 с предсказуемой меройν= (ν(0,n])n¾1 может рассмат-
риваться как ее разложение Дуба (§ 1b гл. II) на предсказуемую и мартингаль-
ную составляющие.

Замечание. С последовательностью X = (Xn,Fn)n¾0 можно связать так-
же целочисленные случайные меры скачков µX = (µX

(0,n](·))n¾1, µX
(0,n](A;ω)=

=
n
∑

k=1
µX

k (A;ω), где

µX
k (A;ω) = I

�

∆Xk(ω) ∈ A, ∆Xk(ω) 6= 0
�

.

Понятно, что если A∈B(Rd \{0}), то µn(A;ω)=µX
n (A;ω).

Вся разница в значениях этих мер связана лишь с событиями «отсут-
ствия скачка», т. е. с событиями {ω: ∆Xn(ω) = 0}, и в том случае, когда
P{ω: ∆Xn(ω)=0}=0, между мерами µ и µX , по существу, нет разницы.
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Заметим, что в случае непрерывного времени при описании свойств скач-
кообразных компонент случайных процессов с привлечением целочислен-
ных случайных мер основную роль играют именно случайные меры скач-
ков µX , а не меры µ. (См. далее § 3a гл. VII и, подробнее, [250, гл. II, 1.16].)

3. В этом пункте будут рассмотрены стохастические интегралы

w ∗µ, w ∗ν, w ∗ (µ−ν)

по введенным случайным мерам µ,ν и µ−ν.
Пусть w = (wk(ω, x))k¾1 –– последовательность F ⊗ B(Rd)-измеримых

функций. Через w ∗ µ обозначаем последовательность сумм интегралов
Стилтьеса (при каждом ω):

(w ∗µ)n(ω) =
n
∑

k=1

∫

Rd

wk(ω, x) µk(dx;ω).

В силу специфики рассматриваемых целочисленных случайных мер µk , при-
нимающих лишь два значения, 0 и 1, имеем

∫

Rd

wk(ω, x) µk(dx;ω) = wk

�

ω;∆Xk(ω)
�

.

Поэтому на самом деле

(w ∗µ)n(ω) =
n
∑

k=1

wk

�

ω;∆Xk(ω)
�

.

Аналогичным образом посредством интегралов Стилтьеса определяются
стохастические интегралы w ∗ν и w ∗ (µ−ν) по мерам ν и µ−ν. При этом
для существования соответствующих интегралов надо наложить на функции
wk(ω, x) требования интегрируемости:

∫

Rd

|wk(ω, x)|νk(dx;ω) < ∞

для всех (или почти всех) ω∈Ω и k¾1.
Нетрудно видеть, что тогда

w ∗ (µ−ν) = w ∗µ−w ∗ν.

(Предостережем читателя от автоматического переноса этого свойства на
случай общих целочисленных случайных мер, например, мер скачков слу-
чайных процессов с непрерывным временем; может случиться, что интеграл
w ∗ (µ−ν) определен, в то время как w ∗µ и w ∗ν равны +∞ и, следовательно,
их разность не имеет смысла; подробнее см. [250, гл. III].)

Если дополнительно предположить, что функции wk(ω, x) являются Fk−1-
измеримыми при каждом x∈Rd , то (w ∗ν)n будут предсказуемыми, т. е.Fn−1-
измеримыми.
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Если к тому же при каждом k¾1

E
∫

Rd

|wk(ω, x)|νk(dx;ω) < ∞, (4)

то последовательность w ∗ (µ−ν)= (w ∗ (µ−ν)n)n¾1 будет, как нетрудно ви-
деть, образовывать мартингал.

Заменяя условия (4) на условия

E
∫

Rd

|wk∧τn
(ω, x)|νk∧τn

(dx;ω) < ∞, k ¾ 1, n ¾ 1, (4′)

где (τn) –– некоторая локализующая последовательность марковских момен-
тов (τn¶τn+1, τn ↑∞), получаем, что последовательность w ∗ (µ−ν) является
локальным мартингалом.

4. Обратимся к разложению Дуба последовательности H = (Hn)n¾1, пред-
полагая, что hn=∆Hn таковы, что E |hn|<∞, n¾1. Тогда (см. § 1b гл. II)

Hn = An+Mn, (5)

где
An =

∑

k¶n

E(hk |Fk−1) (6)

и
Mn =

∑

k¶n

[hk −E(hk |Fk−1)]. (7)

С помощью введенных мер скачков µ= (µn)n¾1 и их компенсаторов ν=
= (νn)n¾1 величины An и Mn можно записать в таком виде:

An =
∑

k¶n

∫

R
xνk(dx;ω), (8)

Mn =
∑

k¶n

∫

R
x
�

µk(dx;ω)−νk(dx;ω)
�

. (9)

Правые части формул (8) и (9) для краткости обозначают (см. [250, гл. II])
соответственно

(x ∗ν)n (10)

и
(x ∗ (µ−ν))n. (11)

Таким образом,
Hn = (x ∗ν)n+ (x ∗ (µ−ν))n, (12)

или, в бескоординатной записи,

H = x ∗ν+ x ∗ (µ−ν). (13)
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Конечно, в рассматриваемом случае H= x ∗µ, так что (13) есть не что иное,
как равенство

x ∗µ = x ∗ν+ x ∗ (µ−ν),

столь же очевидное, как и разложение Дуба в предположении, что E |hn|<∞,
n¾1.

Вместо условия E |hn|<∞, n¾1, предположим теперь, что (P-п. н.)

E(|hn| |Fn−1) < ∞, n ¾ 1. (14)

При этом условии, очевидно, определены (формулами (6) и (7)) последова-
тельности A= (An) и M= (Mn), причем M является локальным мартингалом,
поскольку E(|∆Mn| |Fn−1)<∞ и E(∆Mn |Fn−1)=0.

Тем самым, можно утверждать, что при выполнении условия (14) имеет
место обобщенное разложение Дуба последовательности H= (Hn):

H = A+M, (15)

где A= (An) и M= (Mn) определены формулами (6) и (7).
При этом A –– предсказуемая последовательность и M –– локальный мар-

тингал. С использованием мер µ иν представление (15) может быть записано
в виде (13).

Замечание. Напомним (см. §1b гл. II), что E(hn |Fn−1) в формулах (6) и (7)
являются обобщенными условными математическими ожиданиями, опреде-
ляемыми как E(h+n |Fn−1)− E(h−n |Fn−1) на множестве {ω: E(|hn| |Fn−1)<∞}
и произвольно (скажем, равными нулю) на множестве {ω: E(|hn| |Fn−1)=
=∞}.

В общем же случае, когда условие (14) может нарушаться, с целью полу-
чения аналога представления (15) или (13) поступают (как уже объяснялось
в § 1b гл. II) следующим образом.

Пусть ϕ=ϕ(x) –– ограниченная функция «урезания», т. е. функция, равная
x в окрестности нуля и имеющая компактный носитель. Типичным приме-
ром может служить «стандартная функция урезания»

ϕ(x) = x I(|x| ¶ 1). (16)

Тогда

Hn =
n
∑

k=1

hk =
n
∑

k=1

ϕ(hk)+
n
∑

k=1

(hk −ϕ(hk)) =

=
n
∑

k=1

E[ϕ(hk) |Fk−1]+
n
∑

k=1

�

ϕ(hk)−E
�

ϕ(hk) |Fk−1

��

+
n
∑

k=1

(hk −ϕ(hk)) =
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=
n
∑

k=1

∫

ϕ(x)νk(dx)+
n
∑

k=1

∫

ϕ(x)(µk(dx)−νk(dx))+

+
n
∑

k=1

∫

(x−ϕ(x)) µk(dx). (17)

Пользуясь теми же обозначениями, что и в формулах (12) и (13), мы получаем
следующее представление:

Hn = (ϕ(x)∗ν)n+ (ϕ(x)∗ (µ−ν))n+ ((x−ϕ(x))∗µ)n, (18)

или, в бескоординатной форме,

H = ϕ ∗ν+ϕ ∗ (µ−ν)+ (x−ϕ)∗µ. (19)

Определение. Представления (18) и (19) называют каноническими пред-
ставлениями последовательности H = (Hn)n¾0, H0=0, с функцией урезания
ϕ=ϕ(x).

Полезно, имея в виду случай непрерывного времени, сравнить это опреде-
ление с каноническим представлением семимартингалов, данным в § 2c гл. II,
в монографии [250] и далее в § 3a гл. VI.

5. Пусть H= (Hn)n¾1 имеет обобщенное разложение Дуба

Hn = An+Mn

и выполнено условие (10) из § 3d. Тогда в силу теоремы 2 из § 3d имеет место

представление по мере eP
loc
�P:

Hn =
�

An+
n
∑

k=1

E(αk∆Mk |Fk−1)
�

+
�

Mn−
n
∑

k=1

E(αk∆Mk |Fk−1)
�

≡ eAn+ eMn,

(20)
где eM ∈Mloc(eP).

Запишем для H канонические представления по мерам P и eP соответствен-
но:

H = ϕ ∗ν+ϕ ∗ (µ−ν)+ (x−ϕ)∗µ (по мере P) (21)

и
H = ϕ ∗eν+ϕ ∗ (µ−eν)+ (x−ϕ)∗µ (по мере eP), (22)

где µ –– мера скачков последовательности H.
Во многих проблемах стохастического анализа, основанного на канони-

ческих представлениях (21) и (22), важно знать, как пересчитываются ком-
пенсаторы eν по компенсаторам ν и характеристикам процесса плотности
Z= (Zn). В частности, интересен вопрос о том, как преобразуются при замене
меры «сносовые» члены ϕ ∗ν и ϕ ∗eν.
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Остановимся на этом подробнее. Предположим, что eP
loc
�P, и пусть

νn( · ;ω) = P(hn ∈ · |Fn−1)(ω)

и
eνn( · ;ω) = eP(hn ∈ · |Fn−1)(ω)h

–– регулярные варианты соответствующих условных вероятностей.
Формула Байеса (4) из § 3a, примененная к Y = IA(hn), A∈B(R\{0}), m=

=n−1, и имеющая здесь следующий вид:

eE(IA(hn) |Fn−1) = E
�

IA(hn)
Zn

Zn−1

�

�

�Fn−1

�

, (23)

делает весьма правдоподобной гипотезу о том, что для каждого ω∈Ω услов-
ные распределения eνn( · ;ω) абсолютно непрерывны относительно νn( · ;ω),
т. е. существует такая B(R \ {0})-измеримая (при каждом ω ∈Ω) функция
Yn=Yn(x,ω), что

eνn(A;ω) =
∫

A
Yn(x,ω)νn(dx;ω). (24)

Если это действительно так, то

deνn( · ;ω)
dνn( · ;ω) (x) = Yn(x,ω), (25)

т. е. функция Yn(x,ω) играет роль плотности одной меры (точнее –– регуляр-
ного условного распределения) по другой.

Приведем доказательство справедливости формулы (24) (в предположе-

нии, что eP
loc
�P), дав одновременно и явный вид для плотности Yn=Yn(x,ω),

n¾1.
Рассмотрим условное математическое ожидание в правой части форму-

лы (23). Согласно его определению для любого B∈Fn−1 имеем
∫

B
E
�

IA(hn)
Zn

Zn−1

�

�

�Fn−1

�

(ω) (P |Fn−1)(dω) =

=
∫

B
IA(hn)

Zn(ω)
Zn−1(ω) (P |Fn−1)(dω) =

=
∫

B

�

∫

A

Zn(ω)
Zn−1(ω) µn(dx;ω)

�

(P |Fn−1)(dω) =

=
∫

B×A

Zn(ω)
Zn−1(ω) µn(dx;ω)(P |Fn−1)(dω). (26)

Пусть Mn(dx, dω)=µn(dx;ω)(P |Fn−1)(dω) –– косое произведение мер на
B(R \ {0})⊗Fn−1 и пусть EMn

( · |B(R \ {0})⊗Fn−1) –– условное (относитель-
но B(R \ {0})⊗Fn−1) математическое ожидание по мере Mn =Mn(dx, dω),

533



Глава V. Теория арбитража. Дискретное время

определяемое, как обычно (см., например, [439, гл. II, § 7]), с помощью тео-
ремы Радона––Никодима.

Тогда из формулы (26) по теореме Фубини получаем

∫

B
E
�

IA(hn)
Zn

Zn−1

�

�

�Fn−1

�

(ω) (P |Fn−1)(dω) =

=
∫

B×A

Zn(ω)
Zn−1(ω) Mn(dx; dω) =

=
∫

B×A
EMn

�

Zn

Zn−1

�

�

�B(R\{0})⊗Fn−1

�

(x,ω) Mn(dx; dω) =

=
∫

B

�

∫

A
EMn

�

Zn

Zn−1

�

�

�B(R\{0})⊗Fn−1

�

(x,ω) µn(dx;ω)
�

(P |Fn−1)(dω) =

=
∫

B

�

∫

A
EMn

�

Zn

Zn−1

�

�

�B(R\{0})⊗Fn−1

�

(x,ω)νn(dx;ω)
�

(P |Fn−1)(dω).

В силу произвольности B∈Fn−1 отсюда находим, что (P-п. н.)

E
�

IA(hn)
Zn

Zn−1

�

�

�Fn−1

�

(ω) =
∫

A
Yn(x,ω)νn(dx;ω), (27)

где

Yn(x,ω) = EMn

�

Zn

Zn−1

�

�

�B(R\{0})⊗Fn−1

�

(x,ω). (28)

Сопоставляя формулу (23), где eE(IA(hn) |Fn−1)=
∫

A eνn(dx;ω), с соотноше-
ниями (27), (28) видим, что eνn( · ;ω)�νn( · ;ω) для каждого ω∈Ω и имеет
место формула (25).

Из этой формулы получаем ответ на поставленный выше вопрос: «сносо-
вые» слагаемые ϕ ∗eν и ϕ ∗ν в формулах (22) и (21) связаны (по крайней мере,
в предположении, что (|ϕ(x)(Y −1)| ∗ν)n<∞, n¾1) соотношением

ϕ ∗eν = ϕ ∗ν+ϕ(Y −1)∗ν. (29)

§ 3f. Предсказуемые критерии отсутствия арбитражных возможностей
на (B, S)-рынке

1. Согласно фундаментальной теореме теории расчетов финансовых акти-
вов (§ 2b) для отсутствия арбитражных возможностей на (B, S)-рынке, со-
стоящем из банковского счета B= (Bn) и d активов S= (S1, ‌, Sd), Si = (Si

n),
0¶ n¶ N , необходимо и достаточно, чтобы на исходном фильтрованном ве-
роятностном пространстве (Ω,F , (Fn)n¾N , P) нашлась вероятностная (мар-
тингальная) мера eP, эквивалентная мере P, относительно которой d-мерная
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последовательность нормированных цен

S
B =

�

Sn

Bn

�

0¶n¶N

является eP-мартингалом.
Большой интерес представляет и описание класса P (P) всех таких мар-

тингальных мер eP∼ P, поскольку, как мы уже видели в § 1c, при отыскании
верхних и нижних цен приходится иметь дело с sup и inf по классу мер eP∈
∈P (P).

При отыскании таких мер естественно начать с несколько более общего
вопроса о конструкции мартингальных мер eP, которые локально абсолютно
непрерывны относительно меры P, с последующим выяснением того, не яв-
ляется ли построенная мера и такой, что P∼eP.

2. Материал, изложенный в предыдущих параграфах, дает все необходи-
мое из теории абсолютно непрерывной замены меры, чтобы рассмотреть

проблему конструкции мер eP
loc
�P.

Начнем со случая, когда d= 1, Bn ≡ 1 и S= (Sn) –– единственный «риско-
вый» актив,

Sn = S0eHn . (1)

Мы предполагаем, что задано фильтрованное вероятностное пространство
(Ω,F , (Fn), P) и величины Hn являются Fn-измеримыми. Как и раньше, бу-
дем обозначать hn = ∆Hn, H0 = 0. Всюду далее предполагается, что F0 =
={∅,Ω}.

Пользуясь обозначениями и результатами § 3c, положим bH0=0 и

bHn =
n
∑

k=1

(e∆Hk −1), n ¾ 1, (2)

E( bH)n =
n
∏

k=1

(1+∆ bHk), n ¾ 1. (3)

Заметим, что
∆E( bH)n = E( bH)n−1∆ bHn. (4)

При конструировании мартингальной меры eP
loc
�P, относительно которой

S= (Sn) становится мартингалом, можно непосредственно пользоваться той
схемой, которая была изложена выше: написать каноническое представле-

ние для S= (Sn) (типа (13), § 3e) и затем найти те меры eP
loc
� P, при которых

происходит «убивание» сносового члена. Так можно, конечно, поступить, но
у нас имеется дополнительно свойство положительности цен, которое дает
возможность рассматривать все в терминах их логарифмов (т. е. в терминах
H= (Hn)), которые, как показывает статистический анализ, проще устроены,
нежели сами цены S= (Sn).
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Пусть eP –– такая мера, что eP
loc
�P.

Обозначим Zn=
dePn

dPn
, где Pn= P |Fn, ePn= eP |Fn. Всюду далее мы полагаем

eP0 = P0. Тем самым, Z0 = 1. Пусть X = (Xn)n¾0 –– некоторая последователь-
ность Fn-измеримых величин Xn, n¾1, и X0=0.

Согласно лемме из § 3d

если eP
loc
�P, то

X ∈ M (eP) ⇔ XZ ∈ M (P), (5)

и

если eP loc∼ P, то

X ∈ Mloc(eP) ⇔ XZ ∈ Mloc(P). (6)

Предположим, что X ∈Mloc(eP). Согласно теореме из § 1c гл. II последова-
тельность X есть мартингальное преобразование, и, значит, ∆Xn = an∆Mn,
где an ––Fn−1-измеримая величина и M –– некоторый мартингал (по мере eP).
Тем самым, ∆E(X)n = E(X)n−1∆Xn = anE(X)n−1∆Mn. Отсюда следует, что
E(X) также есть мартингальное преобразование, а следовательно, опять-та-
ки по теореме из § 1c гл. II, E(X)∈Mloc(eP). Таким образом,

X ∈ Mloc(eP) ⇒ E(X) ∈ Mloc(eP). (7)

Если предположить, что E(X) 6=0, то, рассматривая

∆Xn = ∆E(X)n/E(X)n−1,

аналогичным образом находим, что

E(X) ∈ Mloc(eP) ⇒ X ∈ Mloc(eP).

Таким образом, с учетом свойства (6) получаем, что справедлива следую-
щая лемма.

Лемма 1. Пусть eP loc∼ P и E(X) 6=0 (eP-п. н.). Тогда

E(X) ∈ Mloc(eP) ⇔ X ∈ Mloc(eP) ⇔ XZ ∈ Mloc(eP).

Предположим теперь, что E(X)¾ 0 и E(X) ∈M (eP). Тогда в силу леммы
из § 1c гл. II имеем E(X)∈M (eP). Поэтому с учетом свойства (5), имеет место
следующий результат.

Лемма 2. Пусть eP
loc
�P и E(X)¾0 (eP-п. н.). Тогда

E(X) ∈ Mloc(eP) ⇔ E(X) ∈ M (eP) ⇔ E(X)Z ∈ M (eP).
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Заметим, что в силу формулы (3) имеют место следующие импликации
(понимаемые покоординатно):

∆X 6= −1 ⇔ E(X) 6= 0,

∆X ¾ −1 ⇔ E(X) ¾ 0
и

∆X > −1 ⇔ E(X) > 0.

Применение утверждений лемм 1 и 2 к случаю X = bH, где bH определено по
H формулой (2), дает следующий результат.

Лемма 3. Пусть S= (Sn)n¾0, где

Sn = S0eHn , H0 = 0, (8)

и ∆ bHn= e∆Hn −1, bH0=0.
Тогда

Sn = S0E( bH)n (9)
и

если eP
loc
�P, то

S ∈ M (eP) ⇔ E( bH)Z ∈ M (P); (10)

если eP loc∼ P, то
S ∈ Mloc(eP) ⇔ bHZ ∈ Mloc(P). (11)

3. Эти импликации указывают метод поиска мер eP, относительно которых
S∈M (eP).

Относительно меры P последовательность Z = (Zn) является P-мартинга-
лом. Согласно свойствам (10) и (11) надо описать те неотрицательные P-мар-
тингалы Z, для которых E Zn ≡ 1 и которые обладают тем свойством, что

E( bH)Z ∈M (P), если eP
loc
�P, и bHZ ∈Mloc, если eP loc∼ P.

В условно-гауссовском случае соответствующий класс мартингалов Z =
= (Zn) состоял из мартингалов вида

Zn = exp
§ n
∑

k=1

bkεk −
1
2

n
∑

k=1

b2
k

ª

(12)

(с Fn−1-измеримыми bk; см., например, формулу (7) в § 3b), которые удовле-
творяют разностным уравнениям

∆Zn = Zn−1∆Nn, (13)

где
∆Nn = ebnεn−

1
2 b2

n −1 (14)

образуют обобщенную мартингал-разность:

E(|∆Nn| |Fn−1) < ∞, E(∆Nn |Fn−1) = 0.

537



Глава V. Теория арбитража. Дискретное время

Поэтому в общем случае естественный путь поиска процессов плотностей
Z= (Zn) может состоять в следующем.

Будем искать интересующие нас плотности Z = (Zn), по которым будут
затем строиться меры ePn по формуле ePn(dω)= Zn(ω) Pn(dω), в виде (13), т. е.
считать, что

Zn = E(N)n, Z0 = 1, (15)

где N –– некоторые подлежащие определению локальные мартингалы, N0=0,
∆Nn¾−1 и E E(N)n=1.

Вопрос о том, насколько широк класс получаемых таким образом мер
eP

loc
� P, далеко не прост. Дело в том, что, во-первых, не прост вопрос о том,

можно ли по семейству согласованных «конечномерных» распределений
{ePn} определить такую меру eP, что eP |Fn = ePn, n ¾ 1. (Соответствующий
контрпример см., например, в книге [439, § 3 гл. II].) Во-вторых, в прин-
ципе не прост вопрос о том, как устроены все мартингалы или локальные
мартингалы на (Ω,F , (Fn)n¾1, P). (См. по этому поводу [250, гл. III].)

Ниже мы пойдем по пути, который, хотя и не дает исчерпывающего ответа

на вопрос о структуре всех мер eP
loc
�P или eP loc∼ P, тем не менее, в техническом

отношении достаточно прост и приводит к широкому классу таких мер. Сде-
лаем прежде всего следующие замечания.

Как ясно из предыдущего, для заданной меры P все меры eP, которые обла-
дают свойством eP loc∼ P, с точки зрения конечномерных распределений {ePn}
полностью описываются своими плотностями Z = (Zn). Из предположения
eP loc∼ P вытекает, что P(Zn > 0)= 1, и, значит, по Z = (Zn) можно определить
новую последовательность N= (Nn), полагая N0=0 и

∆Nn =
∆Zn

Zn−1
. (16)

Ясно, что N ∈Mloc(P), и при этом между Z и N существует такое взаимно
однозначное соответствие, что Zn=E(N)n.

Тем самым, при построении мер eP со свойством eP loc∼ P можно оперировать

не с плотностями Z= (Zn), где Zn=
dePn

dPn
, а с соответствующей последователь-

ностью N = (Nn), которая должна удовлетворять свойству ∆Nn >−1, с тем
чтобы выполнялось условие Zn>0 (P-п. н.), n¾1.

Итак, будем предполагать, что S0>0, Sn=S0E( bH)n, n¾1, и при этом Sn>
>0, что равносильно тому, что ∆ bHn>−1.

Пусть также Z= (Zn), Zn=E(N)n, где ∆Nn>−1 и, значит, Zn>0 (P-п. н.).
Будем предполагать, что существует такая мера eP, что ее сужения ePn =

=eP |Fn таковы, что ePn∼Pn, n¾1, т. е. eP loc∼ P.
Тогда в силу свойства (10),

S ∈ M (eP) ⇔ E( bH)E(N) ∈ M (P). (17)
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4. Непосредственно проверяется, что имеет место следующая формула Йо-
ра (M. Yor; см., например, [402]):

E( bH)E(N) = E( bH +N + [ bH, N]), (18)

где

[ bH, N]n =
n
∑

k=1

∆ bHk∆Nk .

Из предположений E( bH)>0, E(N)>0 и свойства (17) вытекает, что

S ∈ M (eP) ⇔ E( bH +N + [ bH, N]) ∈ M (P) ⇔

⇔ bH +N + [ bH, N] ∈ Mloc(P).

Поэтому если N ∈Mloc(P), ∆N>−1, Zn=E(N)n и dePn= Zn dP, то

S ∈ M (eP) ⇔ bH + [ bH, N] ∈ M (P).

Поскольку ∆( bH + [ bH, N])=∆ bH(1+∆N), условие bH + [ bH, N]∈Mloc(P) рав-
носильно требованию, чтобы последовательность

∆ bH(1+∆N) = (∆ bHn(1+∆Nn))n

была локальной P-мартингал-разностью, или, что эквивалентно (см. лемму
в § 1c гл. II), чтобы эта последовательность образовывала обобщенную P-мар-
тингал-разность, т. е. чтобы (P-п. н.) для любого n¾1 выполнялись условия

E
�

|∆ bHn(1+∆Nn)| |Fn−1

�

< ∞ (19)

и
E
�

∆ bHn(1+∆Nn)| |Fn−1

�

= 0. (20)

Отметим, что условия (19) и (20) определены с привлечением условного
математического ожидания E( · |Fn−1), и в этом смысле они выражены в
«предсказуемых» терминах.

Условиям (19) и (20) можно придавать разную форму. Например, учиты-
вая, что ∆Zn= Zn−1∆Nn, ∆Nn>−1 и ∆ bHn= e∆Hn − 1, находим, что неравен-
ство (20) равносильно следующему условию на Z:

E
�

e∆Hn
Zn

Zn−1

�

�

�Fn−1

�

= 1. (21)

Заметим, что это условие, конечно, можно было бы получить и непосред-
ственно, поскольку согласно формуле Байеса (см. формулу (4) в § 3a или (1)

в § 3d) в предположении, что eP
loc
�P, мы имеем

eE[e∆Hn |Fn−1] = E
�

e∆Hn
Zn

Zn−1

�

�

�Fn−1

�

(P-п. н.), (22)

и, значит, (20) равносильно тому, что eE(Sn |Fn−1)=Sn−1 (P- и eP-п. н.). Анало-
гичным образом, (19)⇔ eE(Sn |Fn−1)<∞. В силу неотрицательности Sn, n¾1,
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отсюда следует, что условия (19) и (20) обеспечивают то, что относительно
меры eP, построенной по последовательности N = (Nn), последовательность
S= (Sn) является мартингалом.

Метод, примененный выше, легко может быть распространен и на мно-
гомерный случай, когда S= (S1, ‌, Sd) и мы интересуемся вопросом о том,
когда

S
B ∈ M (eP)

относительно некоторой меры eP loc∼ P.
Этим вопросом мы сейчас и займемся.

5. Выбор банковского счета B= (Bn) в качестве нормирующей цены удо-
бен тем, что для него величины Bn являются Fn−1-измеримыми, и это, как
уже отмечалось выше, дает определенные технические упрощения. Однако,
вообще говоря, нет никаких оснований не брать в роли счета B цену любого
другого актива, вовсе не обязанного быть банковским счетом.

В этой связи рассмотрим сначала следующую ситуацию.
Пусть имеются два актива S0= (S0

n) и S1= (S1
n). Предполагается, что

Si
n = Si

0eH i
n , i = 0, 1,

и пусть ∆Zn= Zn−1∆Nn, ∆ bH i
n= e∆H i

n −1, H i
0=0.

Рассмотрим отношение
S1

S0 =
�

S1
n

S0
n

�

n¾0
,

считая S1
0 и S0

0 константами, и будем интересоваться вопросом о том, ко-

гда S1

S0 ∈M (eP). (Чтобы не возникали вопросы о существовании меры eP со

свойством eP |Fn=ePn, где ePn строятся так, что ePn(dω)= Zn(ω)Pn(dω), можно
считать, что n¶N и F =FN .)

Ясно, что (в бескоординатной записи)

S1

S0 Z =
S1

0

S0
0

Z0 · E( bH1) · E−1( bH0) · E(N). (23)

Непосредственно легко проверяется, что

E−1( bH0) = E(− bH∗), (24)

где

bH∗n = bH0
n−

n
∑

k=1

(∆ bH0
k )2

1+∆ bH0
k

�

=
n
∑

k=1

∆ bH0
k

1+∆ bH0
k

�

. (25)

Поэтому S1

S0 Z есть произведение трех стохастических экспонент:

S1

S0 Z =
S1

0

S0
0

Z0 · E( bH1) · E(− bH∗) · E(N), (26)
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откуда с помощью формулы Йора (18) последовательным образом находим,
что

E( bH1) · E(− bH∗) · E(N) = E
�

bH1− bH0+N +
∑

k¶·

(∆ bH0
k −∆ bH

1
k )(∆ bH0

k −∆Nk)

1+∆ bH0
k

�

. (27)

Отсюда видим, что необходимое и достаточное условие на N , которое обес-

печивает, что S1

S0 ∈M (eP), состоит в том, что

bH1− bH0+
∑

k¶·

(∆ bH0
k −∆ bH

1
k )(∆ bH0

k −∆Nk)

1+∆ bH0
k

∈ Mloc(P), (28)

или, что равносильно,
�

(∆ bH1
k −∆ bH

0
k )(1+∆Nk)

1+∆ bH0
k

�

k¾1
∈ Mloc(P). (29)

Поскольку вопрос о мартингальности нормированного вектора цен

S
S0 =

�

S1

S0 , ‌, Sd

S0

�

в случае d активов S1, ‌, Sd сводится к покомпонентному рассмотрению, из
формулы (29) получаем следующий общий результат.

Теорема 1. Пусть на (Ω,F , (Fn)n¶N , P), F = FN , задан d + 1 актив
(S0, S1, ‌, Sd) с представлениями

Si
n = Si

0eH i
n , H i

0 = 0, i = 1, ‌, d, 1 ¶ n ¶ N ,

или, что равносильно,
∆Si

n = Si
n−1∆ bH

i
n, (30)

где
∆ bH i

n = e∆H i
n −1, bH i

0 = 0. (31)

Предполагается, что константы Si
0>0 для всех i=0, 1, ‌, n.

Пусть, далее, Z= (Zn)0¶n¶N –– такая последовательность случайных вели-
чин, что

∆Zn = Zn−1∆Nn, Z0 = 1, (32)

где ∆Nn>−1.
Для того чтобы относительно меры ePN ,

ePN (dω) = ZN (ω) P(dω), (33)

отношение S
S0 было d-мерным мартингалом, необходимо и достаточно вы-
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полнение следующих условий: для всех i=1, ‌, d и 1¶n¶N (P-п. н.)

E
�

�

�

�

�

(∆ bH i
n−∆ bH0

n)(1+∆Nn)

1+∆ bH0
n

�

�

�

�

�

�

�Fn−1

�

< ∞, (34)

E
�

(∆ bH i
n−∆ bH0

n)(1+∆Nn)

1+∆ bH0
n

�

�

�Fn−1

�

= 0. (35)

Следствие. Предположим, что актив S0 = (S0
n) является «безрисковым»

в том смысле, что S0
n ––Fn−1-измеримые величины. (Например, S0= B –– бан-

ковский счет с постоянной процентной ставкой ∆ bH0
n≡ r.) Тогда, в силу того

что bH0
n ––Fn−1-измеримые величины, условиям (34) и (35) можно придать

следующую форму: для i=1, ‌, d, 1¶n¶N выполняются соотношения

E
�

|∆ bH i
n(1+∆Nn)| |Fn−1

�

< ∞, (36)

E
�

∆ bH i
n(1+∆Nn) |Fn−1

�

= ∆ bH0. (37)

В частности, если ∆ bH0
n≡0, то эти условия принимают вид

E
�

|∆ bH i
n(1+∆Nn)| |Fn−1

�

< ∞, (38)

E
�

∆ bH i
n(1+∆Nn) |Fn−1

�

= 0, (39)

что совпадает с ранее найденными условиями (19), (20).
Если к тому же ∆Nn≡0, то эти условия сводятся к условиям

E
�

|∆ bH i
n| |Fn−1

�

< ∞, (40)

E[∆ bH i
n |Fn−1] = 0, (41)

причем (41) равносильно условию (ср. с формулой (11) в § 3c)

E[e∆H i
n |Fn−1] = 1,

являющемуся очевидным условием того, что Si ∈M (P).

6. Рассмотрим некоторые примеры, иллюстрирующие полученные крите-
рии. С этой целью заметим сначала следующее.

Пусть (B, S)-рынок состоит из двух активов: такого банковского счета B=
= (Bn), что

∆Bn = rnBn−1,

где rn ––Fn−1-измеримые величины, и акции S= (Sn),

∆Sn = ρnSn−1,

где ρn ––Fn-измеримые величины.
Тогда условия (36) и (37) принимают такой вид:

E
�

|ρn(1+∆Nn)| |Fn−1

�

< ∞, (42)

E
�

ρn(1+∆Nn) |Fn−1

�

= rn. (43)
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Если же считать, что (B, S)-рынок задается в форме

Bn = Bn−1ern , Sn = Sn−1eρn , (44)

то условия (36) и (37) будут записываться следующим образом:

E
�

|(eρn −1)(1+∆Nn)| |Fn−1

�

< ∞, (45)

E
�

(eρn −1)(1+∆Nn) |Fn−1

�

= ern −1. (46)

Пример 1. Рассмотрим одношаговую модель (44) с n=0 и 1, считая, что
F0={∅,Ω}, Z0=1. Тогда 1+∆N1= Z1, и, согласно равенству (46), имеем

E eρ1 Z1 = er .

Будем считать, что Ω=R, ρ1(x)= x, Z1= Z(x), и пусть F= F(x) –– распределе-
ние вероятностей на Ω. Тогда приведенное условие равносильно тому, что

∫ ∞

−∞
ex Z1(x) dF(x) = er . (47)

Таким образом, ясно, что отыскание всех распределений eF= eF(x), эквива-
лентных F= F(x) (в смысле эквивалентности порождаемых ими мер), равно-
сильно описанию всех положительных решений Z1 = Z1(x) уравнения (47),
подчиняющихся условию

∫ ∞

−∞
Z1(x) dF(x) = 1. (48)

Если, например, F∼N (m,σ2), σ2>0, то условия (45) и (46) принимают вид
∫ ∞

−∞
ex Z1(x)ϕm,σ2 (x) dx = er ,

∫ ∞

−∞
Z1(x)ϕm,σ2 (x) dx = 1, (49)

где ϕm,σ2 (x)= 1p
2πσ2

e−
(x−m)2

2σ2 –– плотность нормального распределения.

Из соотношений (49) мы видим, что если «мартингальная» мера ищется в
классе нормальных распределений, N (em, eσ2), eσ2>0, т. е.

Z1(x) =
ϕ
em,eσ2 (x)
ϕm,σ2 (x) , (50)

то допустимые пары (em, eσ2) должны находиться из условия
∫ ∞

−∞
exϕ

em,eσ2 (x) dx = er ,

равносильного тому, что

em+ eσ2

2 = r. (51)
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Иначе говоря, допустимыми являются все пары (em, eσ2), eσ2>0, удовлетво-
ряющие условию (51). С этим условием при r=0 мы уже сталкивались в § 3c
(см. формулу (14)).

Отметим, что у системы уравнений (49) помимо решений Z1(x) вида (50)
есть и другие решения, общий вид которых, видимо, неизвестен. Это заме-
чание показывает, насколько может быть сложна проблема описания всех
«мартингальных» мер даже для такой простой одношаговой схемы, которая
была только что рассмотрена.

В этом отношении следующий случай может рассматриваться как «слиш-
ком простой», поскольку для него «мартингальная» мера оказывается един-
ственной и легко находится.

Пример 2. CRR-модель (Кокс––Росс––Рубинштейн; [82]).
Пусть

∆Bn = rBn−1,

∆Sn = ρnSn−1,
(52)

где n¶N и B0, S0 –– положительные константы.
В рассматриваемой модели предполагается, что (ρn) –– последователь-

ность независимых одинаково распределенных случайных величин, прини-
мающих такие два значения b и a, что

−1 < a < r < b

и
PN (ρn = b) = p, PN (ρn = a) = q, (53)

где 0< p<1, p+q=1.
Поскольку вся «случайность» в рассматриваемую модель входит через ве-

личины ρn, n¾ 1, в качестве пространства элементарных событий можно
рассматривать пространство Ω={a, b}N , т. е. пространство последовательно-
стей (x1, ‌, xN ), где xi = a или b, и определять для x= (x1, ‌, xN ) величины
ρn=ρn(x) координатным образом: ρn(x)= xn.

Вероятностная мера PN = PN (x1, ‌, xN ), относительно которой ρ1, ‌, ρN
независимы и выполнены свойства (53), определяется стандартным обра-
зом:

PN (x1, ‌, xN ) = pνb(x1,‌,xN )qN−νb(x1,‌,xN ),

гдеνb(x1, ‌, xN )=
N
∑

i=1
Ib(xi) –– число тех xi , которые равны b.

Меру ePN ∼ PN будем строить последовательным образом: сначала eP1, за-
тем eP2, ‌, ePN по формулам (Pn=PN |Fn, Fn=σ(ρ1, ‌, ρn))

ePn(x1, ‌, xn) = Zn(x1, ‌, xn) Pn(x1, ‌, xn),

где Zn будут (шаг за шагом) находиться из формулы (43), которую, с учетом
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того, что 1+∆Nn=
Zn

Zn−1
, можно записать в таком виде:

EPn

�

ρn
Zn

Zn−1

�

�

�Fn−1

�

= r. (54)

При n=1 (с F0={∅,Ω}) из формулы (54) находим

pbZ1(b)+qaZ1(a) = r, (55)

что вместе с условием нормировки

pZ1(b)+qZ1(a) = 1 (56)

однозначным образом дает значения

Z1(b) = r−a
b−a ·

1
p , Z1(a) = b− r

b−a ·
1
q . (57)

Обозначим
ep = r−a

b−a , eq = b− r
b−a .

Тогда
eP1(b) = Z1(b) P1(b) = ep,

eP1(a) = Z1(a) P1(a) = eq.
(58)

Для отыскания eP2 (и аналогично eP3, ‌, ePN ) снова воспользуемся форму-
лой (54). Используя свойство независимости ρ1 и ρ2 относительно меры P2,
из формулы (52) находим, что

bp
Z2(b, b)

Z1(b) +aq
Z2(b, a)

Z1(b) = r. (59)

Дополнительное условие для определения значений Z2(b, b) и Z2(b, a) нахо-
дим из условия мартингальности

EP2
[Z2(ρ1, ρ2) |ρ1 = b] = Z1(b),

что дает равенство

p
Z2(b, b)

Z1(b) +q
Z2(b, a)

Z1(b) = 1. (60)

Сопоставляя формулы (59) и (60) с (55) и (56) соответственно, видим, что

Z2(b, b)
Z1(b) =

r−a
b−a ·

1
p =

ep
p ,

Z2(b, a)
Z1(b) =

eq
q .

Аналогичным же образом находим, что

Z2(a, b)
Z1(a) =

ep
p ,

Z2(a, a)
Z1(a) =

eq
q .

Значит,
eP2(a, a) = Z2(a, a)q2 = Z1(a)

eq
q ·q

2 = eq 2,

eP2(a, b) = eq ep, eP2(b, a) = ep eq, eP2(b, b) = ep 2.
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Отсюда ясно, что по мере eP2 величины ρ1 и ρ2 одинаково распределены и
независимы, причем eP2(ρi=b)= ep, eP2(ρi=a)= eq, i=1, 2.

Последующие шаги в отыскании eP3, ‌, ePN аналогичны и приводят к сле-
дующему результату.

Теорема 2. В CRR-модели, определенной формулами (52) и (53), мартин-
гальная мера ePN существует, единственна и определяется формулой

ePN (x1, ‌, xN ) = epνb(x1,‌,xN )
eq N−νb(x1,‌,xN ), (61)

где
ep = r−a

b−a , eq = b− r
b−a . (62)

Замечание. Отметим, что a priori не очевидно, что мартингальная мера
ePN будет прямым произведением одномерных распределений,

ePN = eP1⊗‌⊗eP1
︸ ︷︷ ︸

N

,

т. е., что величины ρ1, ‌, ρN , независимые и одинаково распределенные
относительно исходной меры PN , будут также независимыми и одинаково
распределенными и по «мартингальной» мере ePN .
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4. Полные и совершенные безарбитражные рынки

§ 4a. Мартингальный критерий полноты рынка. I.
Формулировка второй фундаментальной теоремы.
Доказательство необходимости

1. В соответствии с определениями, введенными в §1b, (B, S)-рынок, задан-
ный на фильтрованном вероятностном пространстве (Ω,F , (Fn), P), где 0¶
¶n¶N , F0={∅,Ω}, FN =F , называется полным (совершенным) или N-пол-
ным (N-совершенным), если всякое FN -измеримое ограниченное (конечное)
платежное поручение fN = fN (ω) достижимо. Иначе говоря, найдется само-
финансируемый портфель π и начальный капитал x, для которых Xπ0 = x и

XπN = fN (P-п. н.).

Будем обозначать через P (P) совокупность всех мартингальных мер eP∼
∼P, относительно которых нормированные цены S

B являются мартингалами.
Предполагается (см. § 1a, 2a), что B= (Bn)0¶n¶N –– безрисковый актив и S=
= (Sn)0¶n¶N –– многомерный рисковый актив, причем Sn= (S1

n, ‌, Sd
n) и d<∞.

Актив B обычно интерпретируют как банковский счет; активы Si называ-
ют акциями.

В дальнейшем предполагается, что Bn> 0, n¾ 0. Отсюда следует, что без
ограничения общности можно считать, что Bn≡1, n¾0.

Следующая теорема настолько важна, что ее естественно назвать второй
фундаментальной теоремой теории расчетов финансовых активов (The sec-
ond Fundamental Asset Pricing Theorem; [214], [215]).

Теорема B. Полнота безарбитражного финансового (B, S)-рынка (N <∞,
d<∞) имеет место тогда и только тогда, когда множество P (P) мартин-
гальных мер состоит только из одной меры.

Таким образом, если отсутствие арбитража означает, что

P (P) 6= ∅,
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то полнота безарбитражного рынка может быть (условно) записана в виде

|P (P)| = 1.

Сделаем некоторые замечания относительно доказательства этой тео-
ремы.

В стохастическом исчислении хорошо известно (см., например, [250,
гл. III]), что единственность мартингальной меры самым непосредственным
образом связана с вопросами представимости локальных мартингалов
относительно некоторых базисных мартингалов. В техническом отношении
соответствующие результаты (особенно для случая непрерывного времени;
см. далее § 2d гл. VII) относят к числу трудных, поскольку их доказательства
существенно опираются на идеи и технику стохастического анализа семи-
мартингалов и случайных мер.

В то же самое время в случае дискретного времени можно дать срав-
нительно элементарное изложение всего этого круга вопросов, связанных
с проблемой «представимости» локальных мартингалов и имеющих к ней
самое прямое отношение, –– проблемой полноты (B, S)-рынка. Мы начнем
изложение со случая d=1 (§ 4a––4e). Общему случаю d¾1 посвящен § 4f.

2. Идея доказательства теоремы B в случае d=1 состоит в том, чтобы уста-
новить справедливость нижеследующей цепочки импликаций, в которой по-
нятия «условное двуточие» и «S-представимость» объясняются ниже в §4b, 4e,
а равенство Fn=F S

n означает, что σ-алгебра Fn совпадает с точностью до
множеств P-меры нуль с σ-алгеброй

F S
n = σ(S1, ‌, Sn),

порожденной случайными величинами S1, ‌, Sn:

полнота

{1}

|P (P)|=1

{2}

условное двуточие

{3}

Fn=Fn
S, n¶N

{4}

S-представимость

{5}

полнота
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Импликация {1}, т. е. необходимость в теореме B, доказывается сравни-
тельно просто. Возьмем множество A∈FN и положим fN = IA(ω). В соответ-
ствии с предполагаемой полнотой, существуют самофинансируемая страте-
гия π и начальный капитал x, удовлетворяющие условиям XπN = fN (P-п. н.),
Xπ0 = x.

Если π –– самофинансируемая стратегия, то

Xπn = Xπ0 +
n
∑

k=1

γk∆Sk .

Пусть Pi , i = 1, 2, –– две мартингальные меры из семейства P (P). Тогда
(Xπn )n¶N является мартингальным преобразованием и, поскольку XπN = IA,
согласно лемме из § 1c гл. II последовательность Xπ= (Xπn )n¶N является мар-
тингалом по каждой из мартингальных мер Pi , i=1, 2.

Тогда для i=1, 2 имеем

x = Xπ0 = EPi
(XπN |F0) = EPi

IA = Pi(A),

и, следовательно, P1(A)=P2(A), A∈FN .
Тем самым, меры P1 и P2 на самом деле совпадают, что и доказывает,

что множество P (P), являющееся непустым в силу безарбитражности (B, S)-
рынка, состоит не более чем из одного элемента (|P (P)|=1).

Необходимость (импликация {1}) в теореме B установлена.
В следующем параграфе будут рассмотрены вопросы представимости,

участвующие в импликациях {4} и {5}.

§ 4b. О представимости локальных мартингалов. I
(«S-представимость»)

С точки зрения «общей теории мартингалов и стохастического исчисле-
ния» (см. [102], [103], [250], [304]) предположение полноты равносильно,
в сущности, так называемому свойству S-представимости локальных мартин-
галов. (По поводу общих вопросов представимости см. [250, гл. III].)

Определение. Пусть на фильтрованном вероятностном пространстве
(Ω,F , (Fn), P) заданы

d-мерный (базисный) мартингал S= (Sn,Fn, P)

и

(одномерный) локальный мартингал X = (Xn,Fn, P).

Говорят, что локальный мартингал X допускает на (Ω,F , (Fn), P) S-пред-
ставление, или представление относительно P-мартингала S, если найдутся
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такие предсказуемые последовательности γ= (γn), γn= (γ1
n, ‌, γd

n), что P-п. н.
для всякого n¾1 выполняется равенство

Xn = X0+
n
∑

k=1

γk∆Sk

�

= X0+
n
∑

k=1

� d
∑

j=1

γ
j
k∆S j

k

��

, (1)

т. е. X есть «мартингальное преобразование», полученное из P-мартингала S
«интегрированием» предсказуемой последовательности γ; см. § 1c гл. II.

Следующая лемма относится к импликации {5}, приведенной в цепочке
импликаций на с. 548.

Лемма. Пусть (B, S) –– безарбитражный рынок с конечным временны́м го-
ризонтом N, Bn≡1, n¶N, P (P) –– семейство мартингальных мер eP, эквива-
лентных мере P (на (Ω,F ) с F =FN ), относительно которых S= (Sn)n¾0
является eP-мартингалом.

Для того, чтобы этот рынок был полным, необходимо и достаточно,
чтобы нашлась такая мера eP∈P (P), что всякий ограниченный мартингал
X = (Xn,Fn, eP) (|Xn(ω)|¶C, n¶N,ω∈Ω) допускает на (Ω,F , (Fn), eP) S-пред-
ставление, или представление относительно eP-мартингала S.

Доказательство. 1. Пусть (безарбитражный) рынок является полным.
В качестве искомой меры eP возьмем произвольную меру из P (P). Пусть
X = (Xn,Fn, eP)n¶N –– некоторый мартингал, |Xn(ω)|¶C, n¶N , ω∈Ω.

Положим в определении полноты fN = XN . Предположение полноты озна-
чает, что существуют самофинансируемый портфель π и начальный капи-
тал x, удовлетворяющие условиям (P- и eP-п. н.)

Xπn = x+
n
∑

k=1

γk∆Sk (2)

и XπN = fN = XN . Но поскольку | fN | ¶ C, последовательность Xπ = (Xπn )n¶N
является P-мартингалом (лемма из § 1c гл. II), и, следовательно, eP-мартин-
галы Xπ и X с одним и тем же терминальным значением fN на самом деле
совпадают (P- и eP-п. н.). Тем самым, мартингал X допускает S-представление.

2. Пусть теперь fN = fN (ω) –– некоторая FN -измеримая ограниченная
функция, | fN |¶C<∞ (P-п.н.). Надо показать, что найдутся такой самофинан-
сируемый портфель π и такой начальный капитал x, что соответствующий
капитал XπN = fN (P-п. н.).

По предположению существует мера eP∈P (P), относительно которой вся-
кий ограниченный eP-мартингал допускает S-представление.

В качестве такого мартингала возьмем X = (Xn,Fn, eP)n¶N , Xn=E
eP( fN |Fn).

Но | fN |¶ C, следовательно, X –– это ограниченный мартингал (Леви), и для
него справедливо представление (1) с некоторыми Fk−1-измеримыми вели-
чинами γ j

k , j=1, ‌, d, k¶N.
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Построим по этим величинам портфель π∗ = (β∗, γ∗), γ∗ = γ и β∗n = Xn −

−
d
∑

j=1
γ

j
nS j

n.

Из формулы (1) следует, что β∗n являются Fn−1-измеримыми величинами.
При этом

d
∑

j=1

S j
n−1∆γ

∗ j
n +∆β∗n =

d
∑

j=1

S j
n−1∆γ

j
n+

�

∆Xn−∆
� d
∑

j=1

γ
j
nS j

n

��

=

=
d
∑

j=1

S j
n−1∆γ

j
n+

d
∑

j=1

γ
j
n∆S j

n−∆
� d
∑

j=1

γ
j
nS j

n

�

= 0.

Тем самым, π∗ –– самофинансируемый портфель, причем

Xπ
∗

n = β
∗
n+

d
∑

j=1

γ
j
nS j

n = Xn

и, в частности, Xπ
∗

N = XN = fN (eP-, P-п. н.), т. е. (B, S)-рынок является полным.
Лемма доказана.

Замечание. Если не предполагать, что Bn≡1, n¶N , то все утверждения
останутся справедливыми с заменой eP-мартингала S= (Sn)n¶N на eP-мартин-

гал S
B =

�

Sn

Bn

�

n¶N
.

§ 4c. О представимости локальных мартингалов. II
(µ-представимость, (µ−ν)-представимость)

1. Вопрос о том, когда имеет место S-представимость, является, как мы
видели в предшествующем параграфе, тесно связанным с полнотой соответ-
ствующего рынка и тем фактом, что эволюция капитала Xπ описывается
соотношением (2).

В § 4d будет показано, что в CRR-модели имеет место S-представимость
и, следовательно, в этом случае рынок является полным. Вообще же говоря,
полнота, а значит, и S-представимость, являются скорее исключением, неже-
ли правилом. И в этом смысле интересно рассмотреть сейчас еще один вид
«представимости локальных мартингалов» с использованием понятий слу-
чайных мер µ и мартингальных случайных мер µ−ν; см. § 3e. Из дальней-
шего станет ясно, что µ-представление и (µ−ν)-представление выполнены
гораздо чаще, нежели S-представление. Поэтому часто оправданно сначала
получать µ- или (µ−ν)-представление, а затем уже пытаться использовать
их для превращения в S-представление.

2. Будем предполагать, что заданная на фильтрованном вероятностном
пространстве (Ω,F , (Fn), P), F0 = {∅,Ω}, стохастическая последователь-
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ность S= (S1, ‌, Sd) является d-мерным мартингалом (относительно исход-
ной меры P и потока (Fn)).

Пусть
F S

n = σ(S j
k , k ¶ n, j = 1, ‌, d)

––σ-алгебра, порожденная ценами, n¾1, и

X = (Xn,F S
n , P)

–– локальный мартингал.
Приращения ∆Xn= Xn − Xn−1 являются F S

n -измеримыми, и поэтому най-
дется такая борелевская функция fn= fn(x1, ‌, xn), xi ∈Rd , что

∆Xn(ω) = fn
�

∆S1(ω), ‌,∆Sn(ω)
�

, ω ∈ Ω.

(В силу предположения F0 = {∅,Ω} вектор S0 является неслучайным, и
между (S1, ‌, Sn) и (∆S1, ‌,∆Sn) существует взаимно однозначное соот-
ветствие.)

Определим для каждого n¾1 функцию

Wn(ω, x) = fn
�

∆S1(ω), ‌,∆Sn−1(ω), x
�

.

Эта функция является, очевидно, измеримой по (ω, x),B(Rd)-измеримой по
x при каждом ω∈Ω и F S

n−1-измеримой при каждом x∈Rd .
Пусть µn(A;ω)= I(∆Sn(ω)∈ A), A∈B(Rd), есть целочисленная случайная

мера, построенная по приращениям ∆Sn(ω), n¾1. Тогда

∆Xn(ω) =
∫

Rd

Wn(ω, x) µn(dx;ω), (1)

и, следовательно, для X получаем так называемое µ-представление:

Xn(ω) = X0(ω)+
n
∑

k=1

∫

Rd

Wk(ω, x) µk(dx;ω), (2)

или, в более компактной форме,

X = X0+W ∗µ (3)

(см. § 3e).
Заметим теперь, что, поскольку по предположению X является локальным

мартингалом, E(|∆Xn| |F S
n−1)<∞, E(∆Xn |F S

n−1)=0, n¾1. Поэтому если

νn(A;ω) = E
�

µn(A; ·) |F S
n−1

�

(ω), (4)

то видим, что
∫

Rd

Wk(ω, x)νk(dx;ω) = E(∆Xk |F S
k−1)(ω) = 0.

552



4. Полные и совершенные безарбитражные рынки

Тем самым, наряду с (2) и (3) получаем так называемое (µ−ν)-представле-
ние: x

Xn(ω) = X0(ω)+
n
∑

k=1

∫

Rd

Wk(ω, x)
�

µk(dx;ω)−νk(dx;ω)
�

, (5)

или, в более компактной форме,

X = X0+W ∗ (µ−ν). (6)

Возможно, покажется странным, что вместо естественного представле-
ния (3) мы рассматриваем также получаемое из него тривиальным образом
представление (6), называя его (µ−ν)-представлением и придавая, тем са-
мым, ему определенную значимость.

Объяснение состоит в следующем.
Во-первых, в более общих ситуациях (непрерывное время, более общие,

нежели (F S
n ), потоки σ-алгебр и т. п.) соответствующие представления ло-

кальных мартингалов возможны именно на основе привлечения стохастиче-
ских интегралов типа W ∗ (µ−ν). (См., например, [250, гл. III, 4.23 и 4.24].)
Во-вторых, в пользу выражений типа W ∗ (µ−ν), а не W ∗µ, говорит то об-
стоятельство, что функции W в этих представлениях определяются, вообще
говоря, неоднозначно и в выражениях W ∗ (µ−ν) они часто могут быть вы-
браны достаточно простыми.

В качестве иллюстрации приведем такой пример.
Возьмем некоторое множество A ∈B(Rd) и образуем мартингал X (A) =

= (X (A)
n ,F S

n , P), X (A)
0 =0 и

∆X (A)
n (ω) = µn(A;ω)−νn(A;ω) = I(∆Sn(ω) ∈ A)−E

�

I(∆Sn) ∈ A |F S
n−1

�

(ω).

Если положить W (A)
n (ω, x)= IA(x), то

∆X (A)
n (ω) =

∫

Rd

W (A)
n (ω, x)

�

µn(dx;ω)−νn(dx;ω)
�

,

откуда
X (A) = W (A) ∗ (µ−ν).

С другой стороны, если положить

Wn(ω, x) = IA(x)−E
�

IA(∆Sn) |F S
n−1

�

(ω),

то найдем, что
∫

Rd

Wn(ω, x) µn(dx;ω) = µn(A;ω)−νn(A;ω) = ∆X (A)
n (ω)

и, значит,
X (A) = W ∗µ.

Понятно, что функция W (A) проще устроена, нежели функция W .
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Проведенные рассуждения показывают, между прочим, что значение
W ∗µ не изменится, если вместо функций Wn(ω, x) рассматривать функции
Wn(ω, x)+ g′n(x), где g′n(x) таковы, что

∫

Rd

g′n(x) µn(dx;ω) = 0.

В свою очередь, значение W ∗ (µ−ν) не изменится, если вместо Wn(ω, x)
рассматривать функции Wn(ω, x)+ g′′n (ω), поскольку

∫

Rd

g′′n (x)
�

µn(dx;ω)−νn(dx;ω)
�

= 0.

В следующем параграфе будет показано, как в CRR-модели Кокса––Росса––
Рубинштейна из (µ−ν)-представления легко выводится S-представление.

§ 4d. S-представимость в биномиальной CRR-модели

1. Как следует из § 3f (п. 5, пример 2), в CRR-модели мартингальная мера
существует (а значит, рынок является безарбитражным) и к тому же (в пред-
положении координатно заданного вероятностного пространства) является
единственной мартингальной мерой, что равносильно, как утверждает тео-
рема B, полноте соответствующего рынка.

Интересно поэтому понять, почему единственность мартингальной меры
в этой конкретной модели обеспечивает S-представимость, а значит, и пол-
ноту рынка в соответствии с леммой из § 4b.

Напомним сначала некоторые обозначения.
Согласно § 1e гл. II определенные на фильтрованном вероятностном про-

странстве (Ω,F , (Fn), P)n¾0, модели (B, S)-рынков описываются двумя по-
следовательностями B= (Bn)n¾0 и S= (Sn)n¾0,

Bn = Bn−1(1+ rn), (1)
Sn = Sn−1(1+ρn), (2)

где rn ––Fn−1-измеримые и ρn ––Fn-измеримые величины, а константы B0>
>0, S0>0.

Поскольку
Sn

Bn
=

Sn−1

Bn−1
·

1+ρn

1+ rn
, (3)

ясно, что
�

Sn

Bn

�

n¾0
будет мартингалом относительно меры eP, если, во-первых,

eE
�

�

�

1+ρn

1+ rn

�

�

� < ∞,

где eE –– усреднение по мере eP, и, во-вторых,

eE
�

1+ρn

1+ rn

�

�

�Fn−1

�

= 1. (4)
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В силу Fn−1-измеримости величин rn условие (4) сводится к тому, что

eE(ρn |Fn−1) = rn. (5)

2. В биномиальной CRR-модели предполагается, что rn≡ r, где r –– некото-
рая константа, и (ρn)n¾1 –– последовательность независимых одинаково рас-
пределенных случайных величин, принимающих два значения b и a с поло-
жительными вероятностями

p = P(ρn = b), q = P(ρn = a), (6)

p+q=1. (Условимся считать, что a<b.) Будем предполагать также, чтоFn=
=σ(ρ1, ‌, ρn), n¾1, F0={∅,Ω}.

Если требовать «мартингальность» последовательности S
B =

�

Sn

Bn

�

n¾0
отно-

сительно такой меры eP, что eP loc∼ P, то для epn = eP(ρn = b) и eqn = eP(ρn = a) из
равенства eE ρn= r получаем условие

bepn+aeqn = r,

приводящее вместе с условием нормировки epn+ eqn=1 к значениям

epn = ep ≡ r−a
b−a , eqn = eq ≡ b− r

b−a , (7)

для положительности которых надо, чтобы выполнялось равенство a< r<b.
Мы будем предполагать также, что a > −1. Тогда Sn > 0 для всех n ¾ 1,

поскольку S0>0.
Пусть X = (Xn,Fn, eP)n¾0 –– мартингал, где F0={∅,Ω} и Fn=σ(ρ1, ‌, ρn),

если n¾1.
Для n¾1 положим µn(A;ω)= I(ρn(ω)∈ A), eνn(A)=eE µn(A;ω). Поскольку

ρn принимают лишь два значения, меры µn( · ;ω) и eνn(·) сосредоточены в
двух точках a и b. При этом

µn({a};ω) = I(ρn(ω) = a), eνn({a}) = eq

и
µn({b};ω) = I(ρn(ω) = b), eνn({b}) = ep.

Пусть функции gn= gn(x1, ‌, xn) таковы, что

Xn(ω) = gn

�

ρ1(ω), ‌, ρn(ω)
�

,

и, значит,

∆Xn(ω) = gn

�

ρ1(ω), ‌, ρn(ω)
�

− gn−1

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω)
�

.

Поскольку eE(∆Xn |Fn−1)=0, имеем

ep · gn

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω), b
�

+ eq · gn

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω), a
�

=

= gn−1

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω)
�
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или, что равносильно,

gn

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω), b
�

− gn−1

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω)
�

eq
=

=
gn−1

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω)
�

− gn

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω), a
�

ep
. (8)

С учетом формулы (7) этому соотношению можно придать следующий вид:

gn

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω), b
�

− gn−1

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω)
�

b− r =

=
gn

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω), a
�

− gn−1

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω)
�

a− r . (9)

Обратимся теперь к µ-представлению. Согласно формуле (1) из § 4c

∆Xn(ω) = Wn

�

ω, ρn(ω)
�

=
∫

Wn(ω, x) µn(dx;ω), (10)

где

Wn(ω, x) = gn

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω), x
�

− gn−1

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω)
�

.

Если положить
W ′

n(ω, x) =
Wn(ω, x)

x− r , (11)

то из равенства (10) найдем, что

∆Xn(ω) =
∫

(x− r)W ′
n(ω, x) µn(dx;ω). (12)

Заметим, что в силу равенства (9) функция W ′
n(ω, x) не зависит от x. По-

этому, обозначая правую (или, что равносильно, левую) часть равенства (9)
через γ′n(ω), находим, что

∆Xn(ω) = γ′n(ω)
∫

(x− r) µn(dx;ω) = γ′n(ω)(ρn− r). (13)

Тем самым, для X = (Xn,Fn, eP) получаем представление

Xn(ω) = X0(ω)+
n
∑

k=1

γ′k(ω)(ρk(ω)− r). (14)

Поскольку

∆

�

Sn

Bn

�

=
Sn−1

Bn−1
·
ρn− r
1+ r ,

имеем
ρn− r = (1+ r)

Bn−1

Sn−1
∆

�

Sn

Bn

�

, (15)
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и, следовательно,

Xn(ω) = X0(ω)+
n
∑

k=1

γk(ω)∆
�

Sk(ω)
Bk

�

, (16)

где
γk(ω) = γ′k(ω)(1+ r)

Bk−1

Sk−1
(17)

––Fk−1-измеримые функции.

Относительно меры eP последовательность
�

Sk

Bk

�

k¾0
является мартингалом.

Поэтому (16) есть не что иное, как S-представление eP-мартингала X относи-

тельно (базисного) eP-мартингала
�

Sk

Bk

�

k¾0
.

Применяя лемму из § 4b, находим, что (B, S)-рынок, описываемый CRR-
моделью, является полным при любом конечном горизонте N.

3. Замечание. Полезно отметить, что в проведенном в § 3f (п. 5, пример 2)
доказательстве того, что в CRR-модели мартингальная мера является един-
ственной, существенно было использовано то, что исходное вероятностное
пространство является координатным: Ω = {x}, x = (x1, x2, ‌), где xi = a
или b; Fn = σ(x1, ‌, xn), n ¾ 1, F =

∨

Fn. Из дальнейшего будет следо-
вать (см. § 4f), что в случае произвольного фильтрованного пространства
(Ω,F , (Fn), P) и предположения единственности мартингальной меры
автоматически следует, что это пространство (Ω,F , (Fn), P) должно быть
таким, что (с точностью до множеств P-меры нуль) Fn=σ(S1, ‌, Sn), n¾1.

§ 4e. Мартингальный критерий полноты рынка. II.
Доказательство достаточности в случае d=1

1. В соответствии с диаграммой импликаций из § 4a для доказательства
достаточности в теореме B (т. е. «|P (P)|=1» ⇒ «полнота») надо установить
справедливость импликаций {2}, {3} и {4} в диаграмме из п. 2 § 4a. (Напом-
ним, что импликация {5} была установлена в лемме из § 4b и предполагается,
что d=1.)

Начнем с доказательства импликации {4}, предполагая, что Bn≡ 1, n¾ 1
(и, значит, rn≡0, n¾1), что, как уже отмечалось, не ограничивает общности.

С этой целью заметим, что в предшествующем параграфе при доказатель-
стве S-представимости для CRR-модели ключевым моментом явилось то, что
распределения вероятностей Law(ρn |eP), n¾ 1, были сосредоточены в двух
точках (a и b, a<b).

Иначе говоря, важным было то, что эти распределения являются «двуто-
чечными». Оказывается, соответствующие рассуждения остаются в силе и
для более общих моделей, лишь бы только (регулярные) условные распре-
деления Law(∆Sn |Fn−1; eP), или, что равносильно, условные распределения
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Law(ρn |Fn−1; eP), где ρn=
∆Sn

Sn−1
, являлись «двуточечными» и σ-алгебры Fn=

=σ(S1, ‌, Sn), n¾1.
Формально под свойством «условной двуточечности» мы понимаем то, что

найдутся две такие предсказуемые последовательности a = (an) и b = (bn)
случайных величин an=an(ω) и b=bn(ω), n¾1, что

eP(ρn = an |Fn−1)(ω)+eP(ρn = bn |Fn−1)(ω) = 1 (1)

и an(ω)¶ 0, bn(ω)¾ 0 для всех ω∈Ω, n¾ 1. (В случае «слипания» значений
an(ω) и bn(ω), очевидно, an(ω)= bn(ω)= 0; этот вырожденный и неинте-
ресный случай соответствует тому, что ∆Sn(ω)=0, и, без потери общности,
может быть сразу исключен из рассмотрения.)

Пусть epn(ω)=eP(ρn=bn |Fn−1)(ω), eqn(ω)=eP(ρn=an |Fn−1)(ω).
Свойство мартингальности последовательности S= (Sn,Fn, eP) приводит к

условиям eE(ρn |Fn−1)=0, n¾1, из которых следует, что

bn(ω)epn(ω)+an(ω)eqn(ω) = 0, n ¾ 1. (2)

Из формул (1) и (2) получаем (ср. с формулой (7) из § 4d)

epn(ω) =
−an(ω)

bn(ω)−an(ω) , eqn(ω) =
bn(ω)

bn(ω)−an(ω) . (3)

(Если an(ω)=bn(ω)=0, то условимся считать, что epn(ω)= eqn(ω)= 1
2 .)

Пусть X = (Xn,F S
n , eP) –– локальный мартингал и функции gn= gn(x1, ‌, xn)

таковы, что Xn(ω)= gn(ρ1(ω), ‌, ρn(ω)). По аналогии с формулой (8) из § 4c
видим, что

gn

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω), bn(ω)
�

− gn−1

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω)
�

eqn(ω) =

=
gn−1

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω)
�

− gn

�

ρ1(ω), ‌, ρn−1(ω), an(ω)
�

epn(ω) . (4)

Далее, следуя тем же самым выкладкам, что и в формулах (9)––(17) из § 4c,
находим, что для X имеет место S-представление

Xn = X0+
n
∑

k=1

γk(ω)∆Sk(ω) (5)

с F S
k−1-измеримыми функциями γk(ω), k¾1.

Итак, импликация {4} доказана.
Обратимся теперь к доказательству импликации {2}, в соответствии с ко-

торой единственность мартингальной меры влечет за собой (в случае d=1)
«условное двуточие».

Поскольку с регулярными условными вероятностями eP(∆Sn ∈ ·|Fn−1)(ω)
можно оперировать (для каждого ω ∈ Ω) как с обычными вероятностями,
требуемое утверждение об «условном двуточии» равносильно следующему.
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I. Пусть Q=Q(dx) –– такое вероятностное распределение на (R,B(R)), что
∫

R |x|Q(dx)<∞,
∫

R x Q(dx)= 0 («мартингальное свойство»). Пусть P (Q) ––
семейство всех мер eQ= eQ(dx), эквивалентных мере Q=Q(dx) и обладающих
свойством

∫

R |x| eQ(dx)<∞,
∫

R x eQ(dx)=0.
Если семейство P (Q) состоит только лишь из одной (исходной) меры Q,

то, необходимым образом, эта мера должна быть «двуточечной»: существуют
такие a¶0 и b¾0, что

Q({a})+Q({b}) = 1,

с возможным их «слипанием» в нулевую точку (a=b=0).
Этому утверждению можно придать также следующую эквивалентную

форму.
II. Пусть Z(Q) –– класс таких функций z= z(x), x∈R, что

Q{x : 0 < z(x) < ∞} = 1,
∫

R
|x|z(x) Q(dx) < ∞,

∫

R
xz(x) Q(dx) = 0.

Предположим, что для меры Q этот класс функций Z(Q) состоит лишь из
функций, Q-неотличимых от единицы (Q{x : z(x) 6= 1}= 0). Тогда, необходи-
мым образом, мера Q сосредоточена не более чем в двух точках.

Наконец, это утверждение может быть переформулировано и так.
III. Пусть ξ=ξ(x) –– координатно заданная случайная величина с распре-

делением Q=Q(dx) на (R,B(R)).
Пусть E |ξ|<∞, E ξ=0 и мера Q обладает тем свойством, что если eQ∼Q и

eE |ξ|<∞, eE ξ=0, то eQ=Q.
Тогда носитель меры Q сосредоточен не более чем в двух точках (скажем,

a¶0 и b¾0) с возможным их «слипанием» в «нулевую» точку (a=b=0).
Для доказательства этих (равносильных) утверждений заметим, что вся-

кое распределение вероятностей Q=Q(dx) на (R,B(R)) может быть пред-
ставлено в виде «смеси»

c1Q1+ c2Q2+ c3Q3

трех распределений: Q1 –– чисто дискретного, Q2 –– абсолютно непрерывного
и Q3 –– сингулярного, с неотрицательными константами c1, c2 и c3, в сумме
дающими единицу.

Идея доказательства становится весьма прозрачной уже в чисто дискрет-
ном случае, когда мера Q предполагается сосредоточенной в трех точках,
скажем, x−, x0 и x+, упорядоченных так, что x− ¶ x0 ¶ x+, с ненулевыми
массами p−, p0 и p+.

Условие E ξ=0 означает, что

x−p−+ x0 p0+ x+p+ = 0. (6)

Если x0=0, то равенство (6) принимает вид x−p−+ x+p+=0.
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Положим
ep− =

p−
2 , ep0 =

1
2 +

p0

2 , ep+ =
p+
2 , (7)

что соответствует «перекачиванию» части масс p− и p+ в точках x− и x+ в
точку x0=0.

Из формул (7) ясно, что мера eQ= {ep−, ep0, ep+}, «сидящая» в трех точках
x−, x0 и x+, является вероятностной, eQ∼Q и eE ξ = 0, причем eQ 6=Q, что
противоречит единственности меры Q.

Тем самым, случай, когда x0=0, а мера Q сосредоточена в трех точках, не
может иметь места.

Пусть теперь x0 6=0. Идея «перекачивания» масс из точек x− и x+ в точку
x0 с целью построения меры eQ∼Q может быть реализована, например, сле-
дующим образом.

Положим

ep− = p−−ε−, ep0 = p0+ (ε−+ε+), ep+ = p+−ε+.

При достаточно малых ε− и ε+ мера eQ={ep−, ep0, ep+} является вероятностной,
и надо показать, что возможен такой выбор положительных ε− и ε+, что eE ξ=
=0, т. е.

x−p−+ x0 p0+ x+p+ = (x−p−+ x0 p0+ x+p+)− (ε−x−+ (ε−+ε+)x0−ε+x+) = 0.

Поскольку E ξ= x−p−+ x0 p0+ x+p+=0, положительные ε− и ε+ надо выбрать
так, чтобы выполнялось равенство

ε+
ε−
=

x0− x−
x+− x0

.

Если обозначить λ=
x0− x−
x+− x0

(>0), то понятно, что выбором сначала доста-

точно малого ε− и затем по нему значения ε+=λε− можно добиться того, что
ep−>0, ep0>0 и ep+>0.

Тем самым, мера eQ= {ep−, ep0, ep+} является вероятностной, eQ∼Q, eQ 6=Q
и eE ξ= 0, что снова противоречит единственности мартингальной меры Q,
и, значит, у распределения Q все три значения p−, p0 и p+ не могут быть
положительными.

Проведенную конструкцию нетрудно перенести и на тот случай, когда
чисто дискретная мартингальная мера Q сосредоточена в конечном или счет-
ном множестве точек {xi , i=0,±1,±2, ‌} с соответствующими вероятностя-
ми {pi , i = 0,±1,±2, ‌}, упорядоченных так, что ‌< x−2 < x−1 < x0 < x1 <
< x2<‌

Если в множестве {xi , i = 0,±1,±2, ‌} есть нулевое значение, скажем,
x0=0, то надо положить

epi =
pi

2 , i 6= 0,
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и

ep0 =
1−

∑

i 6=0
pi

2 .

Тогда
∑

i
epi=1 и eE ξ=

∑

i
xi epi=

1
2
∑

i
xi pi=0.

Мера eQ= {epi , i = 0,±1,±2, ‌} является вероятностной, eQ∼Q, eQ 6=Q и
eE ξ= 0, что несовместимо с предположением единственности мартингаль-
ной меры.

Пусть теперь в множестве {xi , i=0,±1,±2, ‌} все xi 6=0. Построим новое
распределение eQ= {epi , i=0,±1,±2, ‌}, полагая epi = pi для i=±2,±3, ‌, и,
как и выше, положим

ep−1 = p−1−ε−1, ep+1 = p+1−ε+1, ep0 = p0+ (ε−1+ε+1).

Тогда

eE ξ = E ξ−ε−1 x−1+ (ε−1+ε+1)x0−ε+1 x+1 = ε+(x0− x+1)+ε−1(x0− x−1),

и тот же самый выбор ε−1 и ε+1, что и в рассмотренном выше случае трех
точек (x−, x0, x+), приводит к конструкции новой мартингальной меры eQ,
отличной от Q, но ей эквивалентной, что противоречит предположению
единственности мартингальной меры Q.

Аналогичным образом рассматриваются и те случаи, когда у распределе-
ния Q есть абсолютно непрерывные и/или сингулярные компоненты.

2. Обратимся теперь к доказательству импликации {3}, устанавливающей,
что единственность мартингальной меры влечет за собой, что σ-алгебрыFn
должны быть порождены ценами S:

Fn = F S
n ≡ σ(S0, ‌, Sn), n ¶ N .

Будем вести доказательство по индукции. (Заметим, что σ-алгебры F0 и F S
0

совпадают, поскольку по предположениюF0={∅,Ω} и S0 является неслучай-
ной величиной.)

Пусть (Ω,F , (Fn), P)n¶N –– фильтрованное вероятностное пространство,
S = (Sn,Fn, P)n¶N –– последовательность цен (акций), где Sn = (S1

n, ‌, Sd
n).

Чтобы не вводить новых обозначений, будем считать, что мартингальной
мерой является сама мера P.

Предполагая, что Fn−1=F S
n−1, рассмотрим множество A∈Fn. Положим

z = 1+ 1
2
�

IA−E(IA |F S
n )
�

. (8)

Ясно, что 1
2 ¶ z¶ 3

2 и E z=1. Поэтому мера P′, P′(dω)= z(ω) P(dω), является
вероятностной мерой и P′ ∼ P. Пусть zi = E(z |Fi). По формуле Байеса (см.
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формулу (4) в § 3a) имеем

E′(∆Si |Fi−1) = E
�

zi

zi−1
∆Si

�

�

�Fi−1

�

. (9)

Заметим, что в силу предположения Fn−1=F S
n−1 из формулы (8) следует,

что E(z |Fn−1)= 1. При этом z является Fn-измеримой функцией. Поэтому
zi

zi−1
=1, если i 6=n, и, значит, E′(∆Si |Fi−1)=0 при всех i 6=n.

Поскольку
zn

zn−1
= z, E(z |F S

n−1)=1 и ∆Sn ––F S
n -измеримые величины, в си-

лу (9) получаем

E′(∆Sn |Fn−1) = E(z∆Sn |Fn−1) = E(z∆Sn |F S
n−1) =

= E
�

E(z∆Sn |F S
n ) |F S

n−1

�

=

= E
�

∆Sn E(z |F S
n ) |F S

n−1

�

= E(∆Sn |F S
n−1) = 0,

где мы воспользовались также тем, что E(z |F S
n )=1 согласно равенству (8).

Таким образом, последовательность цен (Sn,Fn)n¶N относительно меры
P′ является мартингалом.

Предположение единственности мартингальной меры P приводит, следо-
вательно, к тому, что z=1 (P-п. н.), и, значит, в силу (8) для всякого A∈Fn
выполняется равенство

IA = E(IA |F S
n ) (P-п. н.).

Отсюда следует, что с точностью до множеств P-меры нуль Fn=F S
n .

Индукцией по n находим, что эти соотношения верны при всех n¶N , что
доказывает импликацию {3}.

3. Итак, единственность мартингальной меры P обеспечивает справедли-
вость импликаций {2} и {3}, влекущих S-представимость, из которой вы-
текает полнота рынка (в силу леммы из § 4a). Тем самым, достаточность
в утверждении теоремы B (в случае d=1) доказана.

Замечание 1. Полезно отметить, что приведенное доказательство тео-
ремы B показывает, что дискретный во времени полный безарбитражный
рынок (с N <∞, d = 1) является на самом деле дискретным и по фазовой
переменной в том смысле, чтоσ-алгебраFN является чисто атомистической
(относительно меры P), состоящей не более чем из 2N атомов, что является
непосредственным следствием «условного двуточия». (В случае произвольно-
го d<∞ число атомов в FN не более чем (d+1)N .)

Замечание 2. То обстоятельство, что в случае N<∞, d<∞ полный безар-
битражный рынок таков, что σ-алгебра FN состоит из не более чем (d+1)N

элементов, приводит к тому, что на этих рынках понятия полноты и совер-
шенности совпадают.
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§ 4f. Расширенный вариант второй фундаментальной теоремы

1. Приведенное выше доказательство теоремы B относилось к случаю d=1.
(Это предположение явно использовалось при установлении импликаций
{2} и {4}.) В общем случае, когда d¾1, представляется целесообразным дать
расширенную формулировку этой теоремы, включающую в себя помимо
утверждения об эквивалентности полноты и единственности мартингальной
меры также и ряд других равносильных характеризаций.

Предварительно введем некоторые обозначения.

Будем полагать Sn=
Sn

Bn
(дисконтированные цены),

Qn( · ;ω) = P(∆Sn ∈ · |Fn−1)(ω), Qn( · ;ω) = P(∆Sn ∈ · |Fn−1)(ω).

Напомним, что векторы a1, ‌, ak , где ai ∈Rd , 2¶k¶d+1, называются аф-
финно независимыми, если существует такое i∈ {1, ‌, k}, что k−1 векторов
(a j −ai), j=1, ‌, k, j 6= i, являются линейно независимыми. Если это свойство
выполнено для некоторого i ∈ {1, ‌, k}, то оно будет верным и для любого
i=1, ‌, k. Заметим, что свойство аффинной независимости d-мерных векто-
ров a1, ‌, ak равносильно тому, что наименьшая аффинная гиперплоскость,
содержащая a1, ‌, ak , имеет размерность k−1.

Теорема B* (расширенный вариант второй фундаментальной теоремы;
[251]). Пусть (B, S)-рынок (B= (Bn)0¶n¶N , Bn>0, Bn ––Fn−1-измеримые вели-
чины, S= (Sn)0¶n¶N , Sn = (S1

n, ‌, Sd
n), Si

n ¾ 0, Si
n ––Fn-измеримые величины)

является безарбитражным; N<∞, d<∞.
Тогда следующие условия равносильны:
(a) рынок является полным;
(b) рынок является совершеным;
(c) множество мартингальных мерP (P) содержит в точности одну меру;
(d) множество локально мартингальных мер Ploc(P) содержит в точно-

сти одну меру;
(e) в множествеPloc(P) существует мера P′ такая, что всякий мартингал

M= (Mn,Fn, P′)0¶n¶N допускает S-представление

Mn = M0+
n
∑

i=1

γi∆Si , n ¶ N ,

с Fi−1-измеримыми γi;
(f) с точностью до множеств P-меры нуль Fn =σ(S1, ‌, Sn) и найдутся

(d+1)-предсказуемые Rd-значные процессы (a1,n, ‌, ad+1,n), 1¶n¶N, являю-
щиеся аффинно независимыми (для всех n и ω) и такие, что (P-п. н.) носите-
ли мер Qn( · ;ω) содержатся в множестве {a1,n(ω), ‌, ad+1,n(ω)};

(g) с точностью до множеств P-меры нуль Fn=σ(S1, ‌, Sn) и найдутся
(d+1)-предсказуемые Rd-значные процессы (a1,n, ‌, ad+1,n), 1¶n¶N, являю-
щиеся аффинно независимыми (для всех n и ω) и такие, что (P-п. н.) носите-
ли мер Qn( · ;ω) содержатся в множестве (a1,n, ‌, ad+1,n).
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В рассматриваемых случаях σ-алгебра FN является чисто атомической
(относительно меры P) с не более чем (d+1)N атомами.

Доказательство в случае d=1 было изложено в предыдущих параграфах.
В общем случае d ¾ 1 соответствующее доказательство содержится в рабо-
те [251]. Отсылая читателя за всеми техническими деталями, вызванными
векторностью цен S= (S1, ‌, Sd), d ¾ 1, остановимся здесь лишь на схеме
доказательства и отличиях в случаях d=1 и d>1.

Во-первых, заметим, что равносильность свойств (f) и (g) является про-
стым следствием того, что ai,n и ai,n связаны соотношением

ai,n =
ai,n

Bn
+Sn−1

�

1
Bn
− 1

Bn−1

�

.

Далее, очевидным образом (b)⇒ (a), и в силу теоремы A* (§ 2e) (d)⇔ (c).
Поэтому для доказательства теоремы надо установить справедливость сле-

дующих импликаций:
(a)⇒ (d),

(c)⇒ (g),

(g)⇒ (b),

(a)+ (g)⇒ (e),

(e)⇒ (a).

Импликация (a)⇒ (d) доказывается точно так же, как и в случае d = 1
(см. п. 2 § 4a), с заменой мартингальных мер Pi , i= 1, 2, на локально мар-
тингальные.

В импликации (c)⇒ (g) утверждение о том, что Fn=σ(S1, ‌, Sn), доказа-
но в п. 2 § 4e при установлении справедливости импликации {3}. (Соответ-
ствующее доказательство было, на самом деле, проведено для любого d¾1.)

Наиболее трудоемкой частью в доказательстве справедливости импли-
кации (c)⇒ (g) является установление структуры носителей мер Qn( · ;ω).
В случае d = 1 носители мер были «двуточечными». В общем случае d ¾
¾ 1 носители этих мер состоят самое большее из d + 1 точки (в Rd). Эта
часть доказательства подробно изложена в книге [251] и здесь опускается.
(В идейном плане доказательство такое же, как и в случае d=1, и проводится
следующим образом. Пусть сама мера P является мартингальной. Если носи-
тель Qn( · ;ω) состоит из более чем d+ 1 точки, то можно, снова используя
идею «перекачивания» масс, построить новую меру P′, P′(dω)= z(ω) P(dω),
которая при подходящем выборе FN -измеримой функции z(ω) оказывается
мартингальной мерой, P′ ∼ P и P′ 6= P. Это, однако, противоречит предполо-
жению о единственности мартингальной меры. Аналогичной конструкцией
устанавливается также и свойство аффинной независимости Rd-значных
векторов (a1,n, ‌, ad+1,n).)

Обратимся к импликации (g)⇒ (b). Пусть fN ––FN -измеримая случайная
величина и мартингальной является сама исходная мера P. Из (g) следует,
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что, на самом деле, fN является случайной величиной, принимающей конеч-
ное число значений.

Требуется доказать, что fN можно представить в виде

fN = x+
N
∑

k=1

γk∆Sk . (1)

Поскольку последовательность Xn≡ x+
n
∑

i=1
γi∆Si , n¶N , является P-мартинга-

лом, необходимым образом должны быть выполнены следующие соотноше-
ния: x=E fN и

γn∆Sn = E( fN |Fn)−E( fN |Fn−1). (2)

Тем самым, для получения представления (1) мы полагаем x=E fN и затем
показываем (как и в случае d=1), что из условия (g) вытекает возможность
построения Fn−1-измеримых функций γn с требуемым свойством (2). (По-
дробнее см. [251].)

Обратимся к импликации (a)+ (g)⇒ (e). В силу п. (g) σ-алгебра FN явля-
ется чисто атомической. Тем самым, все FN -измеримые случайные величи-
ны принимают лишь конечное число значений и, значит, являются ограни-
ченными.

Пусть P′ ∈Ploc(P) и M = (Mn,Fn, P′)n¶N –– мартингал. Согласно п. (a), су-
ществуют такое x ∈ R и такой предсказуемый процесс γ= (γn), что MN =

= x+
N
∑

i=1
γi∆Si .

Последовательность M ′ = (M ′n,Fn, P′)n¶N , M ′n = x +
n
∑

i=1
γi∆Si , является P′-

локальным мартингалом и, следовательно, мартингалом, в силу того что все
случайные величины здесь ограничены. Поскольку MN =M ′N , мартингалы M
и M ′ совпадают (P′-п. н.), откуда следует утверждение (e).

Наконец, для доказательства импликации (e)⇒ (a) достаточно лишь заме-
тить следующее (ср. с леммой в § 4a).

Пусть всякий мартингал M = (Mn,Fn, P′), P′ ∈Ploc(P), допускает S-пред-

ставление Mn=M0+
n
∑

i=1
γi∆Si .

Пусть fN ––FN -измеримая ограниченная функция. Рассмотрим мартингал
Mn=E′( fN |Fn), n¶N , где E′ есть усреднение по мере P′. По предположению

fN = MN = M0+
N
∑

i=1

γi∆Si (P′-п. н.).

Следовательно, fN можно представить в виде

fN = x+
N
∑

i=1

γi∆Si (P-п. н.),

где x=M0 и γ= (γi)i¶N –– предсказуемая последовательность, что и означает
полноту рынка.
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Этим завершается рассмотрение всех сформулированных выше имплика-
ций, требуемых в доказательстве теоремы B*.

2. Приведем некоторые примеры, иллюстрирующие как теорему B*, так и
теорему A*.

Пример 1 (d=1). В CRR-модели (см. § 4d) с Bn≡1, n¶N , предполагается,
что (ρn)n¶N –– последовательность независимых одинаково распределенных
случайных величин, принимающих два значения a и b, a<b.

Поскольку ∆Sn = Sn−1ρn, имеем ∆Sn = Sn−1a или ∆Sn = Sn−1b. В соответ-
ствии с теоремой A* для отсутствия арбитражной возможности парамет-
ры a и b должны быть такими, что множество (a, b) содержит точку 0. Отсюда
следует, что a< 0< b. Для положительности цен S надо потребовать, чтобы
также выполнялось условие a>−1.

В рассматриваемом случае ∆Sn = Sn−1ρn и, следовательно, ∆Sn прини-
мает два значения: Sn−1b («движение цен вверх») и Sn−1a («движение цен
вниз»). Поэтому носители условных распределений Qn( · ;ω) сосредоточены
в двух точках: Sn−1(ω)a и Sn−1(ω)b, а само «дерево» цен (S0, S1, S2, ‌) и дви-
жение по нему имеет (см. приводимый далее рис. 56) «однородную марков-
скую» структуру: если (S0, S1, ‌, Sn−1) –– реализация цен, то с вероятностью
p = P(ρn = b) происходит переход в значение Sn = Sn−1B, а с вероятностью
q=P(ρn=a) –– в значение Sn=Sn−1 A, где B=1+b и A=1+a.

S0

Sn

1 2

q

p

p

q

p

qS0 A

S0B

S0 A2

S0 AB

S0B2

Рис. 56. «Дерево цен» (S0, S1, S2, ‌) в CRR-модели
Кокса––Росса––Рубинштейна

В предположении −1< a<0< b существует единственная мартингальная
мера, и, следовательно, соответствующий (B, S)-рынок является безарбит-
ражным и полным.

Из теоремы B* следует, что в случае d= 1 каждый полный безарбитраж-
ный рынок имеет весьма сходную «двоичную» структуру ветвления цен.
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Именно, при заданной «истории» (S0, S1, ‌, Sn−1) имеем Sn=Sn−1(1+ρn),
где величины ρn=ρn(S0, S1, ‌, Sn−1) принимают всего лишь два значения:
an=an(S0, S1, ‌, Sn−1) и bn=bn(S0, S1, ‌, Sn−1).

В рассмотренной выше модели Кокса––Росса––Рубинштейна величины an и
bn были константами (an=a, bn=b). В общем же случае эти значения зависят
от предшествующей истории движения цен, но опять-таки для положитель-
ности цен, полноты и безарбитражности должны быть выполнены условия
−1<an<0<bn.

Пример 2 (d=2, N=1). Пусть B0=B1=1 и S= (S1, S2) –– цены двух акций,
S1

0=S2
0=2. Будем рассматривать одношаговую модель (N=1), и пусть

∆S1 =
�

∆S1
1

∆S2
1

�

–– вектор приращений цен, ∆Si
1=Si

1−Si
0=Si

1−2, i=1, 2.
В соответствии с теоремой B* для полноты соответствующего безарбит-

ражного рынка нужно, чтобы носитель меры P(∆S1 ∈ ·) был сосредоточен в
трех точках на плоскости, скажем,

�

a1
b1

�

,
�

a2
b2

�

,
�

a3
b3

�

,

причем соответствующие три вектора в R2 должны быть аффинно неза-
висимыми. Как уже отмечалось выше, это равносильно тому, что векторы
�

a1−a3
b1−b3

�

и
�

a2−a3
b2−b3

�

являются линейно независимыми.

Например, пусть вероятность каждого из векторов
�

1
1

�

,
�

−1
1

�

,
�

0
−1

�

равна 1
3 . Эти векторы аффинно независимы, и мартингальной мерой являет-

ся мера, приписывающая этим векторам вероятности 1
4 , 1

4 и 1
2 соответствен-

но.
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1. Расчеты, связанные с хеджированием европейского типа
на безарбитражных рынках

§ 1a. Риск и методы его редуцирования

1. Теория Г. Марковитца ([332], 1952 г.), воплощенная им в «средне-дис-
персионном анализе» (см. § 2b гл. I), дает подход к расчету риска инвестиро-
вания и методам редуцирования его несистематической компоненты, осно-
ванный на идее диверсификации при (оптимальном) составлении портфеля
ценных бумаг.

В финансовой теории возникают и иные оптимизационные задачи, кото-
рые ввиду «неопределенности окружающей среды» можно отнести (как и в
случае, рассмотренном Г. Марковитцем) к проблемам теории стохастиче-
ской оптимизации. При этом сразу следует отметить, что финансовая про-
блематика выдвинула целый ряд нетрадиционных, нестандартных оптими-
зационных задач хеджирования (относительно понятия «хедж» см. § 1b гл. V),
«нестандартность» которых заключается в том, что оптимальное хеджирова-
ние как управление должно обеспечивать выполнение некоторых свойств с
вероятностью единица, а не, скажем, в среднем, как это обычно принято в
теории стохастической оптимизации. (По поводу задач со среднеквадратич-
ным критерием см. далее § 1d.)

Рассмотрению хеджирования как метода динамического управления порт-
фелем ценных бумаг далее уделяется особое внимание. Важно подчеркнуть,
что этот метод оказывается ключевым при расчетах, например, таких (про-
изводных) финансовых инструментов, как опционы (см. разделы 4 и 5). Но
можно сказать и больше –– именно при расчетах опционных контрактов была
осознана важность и выработаны основы методологии хеджирования как
защитного финансового средства.

2. Напомним, что с хеджированием мы уже сталкивались выше в § 1b гл. V
где в простейшем случае одношаговой модели были даны формулы как для
величины начального капитала, позволяющей добиться требуемой цели, так
и для самого оптимального (хеджирующего) портфеля.
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Отыскание соответствующих расчетных формул, связанных с хеджирова-
нием, представляет большой интерес и в многоэтапных задачах, в которых
цель инвестора –– добиться того, чтобы получаемый в заранее определенный
момент времени N капитал был с вероятностью единица (или, в более общих
рассмотрениях, лишь с некоторой положительной вероятностью) не меньше
того значения, которое будет в этот момент времени у заданного, вообще
говоря, случайного целевого функционала.

Подобного рода задачи самым непосредственным образом связаны с рас-
четами в опционах европейского типа, и эта связь основана на замечательной
по своей простоте и эффективности идее Ф. Блэка и М. Шоулса [44] о том, что
(на полных безарбитражных рынках)

динамика процесса цен опционов должна воспроизводиться динамикой
капитала оптимальной хеджирующей стратегии в соответствующей
инвестиционной проблеме.

В случае опционов американского типа, помимо хеджирования как «кон-
троля» со стороны продавца опциона, появляется новый «оптимизационный»
элемент.

В самом деле, приобретя опцион европейского типа, его покупатель пасси-
вен –– он не предпринимает каких-либо финансовых действий, а лишь только
выжидает момента исполнения опциона N. Другое дело –– опцион американ-
ского типа, где покупатель уже играет роль активного трейдера, поскольку
по условиям контракта он может сам (на основе знания текущего состояния
цен на рынке) выбирать момент исполнения опциона, в рамках, разумеется,
ограничений, предусмотренных контрактом.

Конечно, продавец такого опциона при составлении соответствующего
хеджирующего портфеля должен учитывать возможность выбора покупате-
лем разных моментов предъявления опциона к исполнению. При этом по-
нятно, что противоположность интересов покупателя и продавца приводит
к оптимизационным проблемам минимаксного характера.

Настоящий раздел (§ 1a––1d) посвящен проблематике хеджирования ев-
ропейского типа. Эта терминология навеяна аналогией с опционами евро-
пейского типа и подчеркивает, что речь идет о хеджировании платежных
поручений в заранее фиксированный момент времени. Вопросы хеджирова-
ния американского типа рассматриваются в следующем разделе (см. там,
в частности, § 2c, в котором даны соответствующие определения).

3. Как отмечено выше, в опционах американского типа управление поку-
пателя сводится к выбору момента прекращения действия контракта, или,
как принято говорить, к выбору момента остановки.

При этом если, например, f = ( f0, f1, ‌, fN ) –– система платежных функ-
ций, fi = fi(ω), i= 0, 1, ‌, N , и покупатель выбирает момент остановки τ=
=τ(ω), то он получает величину fτ= fτ(ω)(ω).
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Представим fτ в следующем виде:

fτ = f0+
τ
∑

k=1

∆ fk = f0+
N
∑

k=1

I(k ¶ τ)∆ fk . (1)

Заметим, что событие {k¶τ}∈Fk−1. Тем самым, равенство (1) может быть
переписано как

fτ = f0+
N
∑

k=1

αk∆ fk , (2)

где αk= I(k¶τ) является Fk−1-измеримой случайной величиной.
По-другому можно сказать, что контрактные условия опционов американ-

ского типа разрешают для покупателя выбор предсказуемого управления α=
= (αk)k¶N только вида αk= I(k¶τ).

В принципе же легко себе вообразить, что контрактные условия могут
разрешать покупателю выбор и иных (предсказуемых) функций управления
α= (αk)k¶N . Примером такого контролируемого (покупателем) опциона мо-
жет служить, скажем, «Passport option» (см. [6]), в котором платежная функ-
ция имеет следующий вид:

fN (α) =
� N
∑

k=1

αk∆Sk

�+

, (3)

где |αk |¶1, а S= (Sk)k¶N –– значения цен акций.
И тогда становится понятным, что продавец опциона должен образовы-

вать свой (хеджирующий) портфель π=π(α(ω),ω) так, чтобы для любого
(допустимого) для покупателя управления α=α(ω) капитал Xπ(α(ω),ω)

N в тер-
минальный момент N был бы (P-п. н.) не меньше fN (α(ω)).

4. В случае полных рынков хеджирование (инвестора, продавца опцио-
на) и управление, осуществляемое, скажем, покупателем опциона, являются
теми двумя основными «оптимизационными» компонентами, с которыми
обычно приходится иметь дело при расчетах, связанных с производными
финансовыми инструментами.

В случае же неполных рынков к этим двум компонентам добавляется еще
третья, которая определяется «действиями Природы».

Суть дела здесь состоит в следующем. На полных безарбитражных рынках
существует лишь одна мартингальная мера. Однако на неполных безарбит-
ражных рынках «Природа» предоставляет целый спектр безарбитражных
мер, а значит, и разные формы реализации безарбитражных финансовых
рынков.

Какая конкретно из этих мер и реализаций действует, ни покупатель, ни
продавец, скажем, того или иного опциона, не знают. Поэтому, если нет
каких-либо дополнительных соображений, стратегии (хеджирование, выбор
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момента остановки и т. п.) и продавца, и покупателя должны строиться с уче-
том возможного «наихудшего действия Природы».

Формально, в приводимых далее рассмотрениях это будет выражаться в
том, что во многих формулах появится sup по классу всех тех мартингальных
мер, которые можно рассматривать как состояния «Природы».

§ 1b. Основная формула для цены хеджирования. I. Полные рынки

1. Будем рассматривать полный безарбитражный (B, S)-рынок при N <∞,
d<∞ (в схеме, принятой в § 2b гл. V). Согласно утверждению (f) расширенно-
го варианта второй фундаментальной теоремы (§ 4f гл. V), такой дискретный
во времени рынок является также дискретным и по фазовой переменной, и
все рассматриваемые FN -измеримые случайные величины являются конеч-
нозначными, поскольку σ-алгебра FN состоит из не более чем (d+1)N ато-
мов. Тем самым, в рассматриваемом случае не возникает никаких проблем
при интегрировании, и понятия полноты и совершенности равносильны.

Определение. Ценой совершенного хеджирования европейского типа (FN -
измеримого платежного поручения fN ) называется величина (ср. с § 1b гл. V)

C( fN ; P) = inf
�

x : ∃π с Xπ0 = x и XπN = fN (P-п. н.)
	

. (1)

По предположению рассматриваемый рынок является безарбитражным и
полным, поэтому

1) существует мартингальная мера eP, эквивалентная мере P и такая, что

последовательность
�

Sn

Bn

�

n¶N
является мартингалом (первая фундамен-

тальная теорема),

и

2) эта мера является единственной, и всякое платежное поручение fN вос-
производимо, т. е. найдется такой («совершенный») хедж π, что XπN = fN
(вторая фундаментальная теорема).

Отсюда следует, что если π является совершенным (x, fN )-хеджем, т. е.
Xπ0 = x и XπN = fN (P-п. н.), то (см. формулу (18) в § 1a гл. V)

fN

BN
=

XπN
BN
= x

B0
+

N
∑

k=1

γk∆

�

Sk

Bk

�

(2)

и, значит,
eE

fN

BN
= x

B0
,

то есть
x = B0

eE
fN

BN
. (3)
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Заметим, что правая часть формулы (3) не зависит от структуры рассмат-
риваемого (x, fN )-хеджа π. Иначе говоря, если π′ –– другой хедж, то началь-
ные цены x и x′ совпадают.

Следовательно, имеет место

Теорема 1 (основная формула для цены совершенного хеджирования ев-
ропейского типа на полных рынках). На безарбитражных полных рынках
цена C( fN ; P) совершенного хеджирования определяется формулой

C( fN ; P) = B0
eE

fN

BN
. (4)

2. Проблематика хеджирования требует не только определения значения
цены C( fN ; P), но также и описания портфеля совершенного хеджа.

Стандартный прием отыскания такого портфеля состоит здесь в следую-
щем (ср. с § 4a гл. V).

Образуем мартингал M= (Mn,Fn, eP)n¶N , Mn=eE
�

fN

BN

�

�

�Fn

�

. Поскольку рас-

сматриваемый рынок является полным, в силу второй фундаментальной тео-
ремы (или в силу леммы из § 4b гл. V) для M имеет место S

B -представление

Mn = M0+
n
∑

k=1

γk∆

�

Sk

Bk

�

(5)

с Fk−1-измеримыми γk .

Положим π∗= (β∗, γ∗) с γ∗=γ из (5) и β∗n=Mn−
γnSn

Bn
. Нетрудно проверить,

что этот портфель является самофинансируемым (см., впрочем, доказатель-
ство леммы в § 4b гл. V). Далее, по построению

Xπ
∗

0

B0
= M0 (6)

и

∆

�

Xπ
∗

n

Bn

�

= γ∗n∆
�

Sn

Bn

�

= γn∆

�

Sn

Bn

�

= ∆Mn.

Следовательно, при всех 0¶n¶N имеем

Xπ
∗

n

Bn
= Mn = eE

�

fN

BN

�

�

�Fn

�

(7)

и, в частности,
Xπ

∗

N = fN (eP- и P-п. н.).

Итак, построенный с помощью S
B -представления портфель π∗ является совер-

шенным хеджем (для fN ).
Резюмируем полученные результаты в виде следующего предложения.
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Теорема 2 (основные формулы для совершенного хеджа и его капитала).
На безарбитражных полных рынках существует самофинансируемый совер-
шенный хедж π∗= (β∗, γ∗) с начальным капиталом

Xπ
∗

0 = C( fN ; P)
�

= B0
eE

fN

BN

�

,

осуществляющий совершенное воспроизведение fN :

Xπ
∗

N = fN (P-п. н.).

Динамика капитала Xπ
∗

n определяется формулами

Xπ
∗

n = Bn
eE
�

fN

BN

�

�

�F
�

, 0 ¶ n ¶ N ,

компоненты γ∗= (γ∗n) –– из « S
B -представления»

eE
�

fN

BN

�

�

�F
�

= eE
fN

BN
+

n
∑

k=1

γ∗k∆

�

Sk

Bk

�

, 1 ¶ n ¶ N ,

а компоненты β∗= (β∗n) –– из условия

Xπ
∗

n = β
∗
nBn+γ

∗
nSn.

3. Рассмотрим вопрос о цене хеджирования в несколько более общей схе-
ме, предполагая, что задана не одна платежная функция fN , а целая последо-
вательность платежных функций f0, f1, ‌, fN , где fi являютсяFi-измеримы-
ми для 0¶ i¶N.

Пусть τ= τ(ω) –– некоторый фиксированный марковский момент со зна-
чениями в {0, 1, ‌, N} и fτ –– терминальная (конечная) платежная функция,
построенная по τ и f0, f1, ‌, fN .

Теорема 3. Если безарбитражный (B, S)-рынок является N-полным, то
он будет и τ-полным, т. е. найдутся такой самофинансируемый портфель π
и такой начальный капитал x, что Xπ0 = x и Xπτ = fτ (P-п. н.).

Доказательство этого утверждения просто: образуем новое платежное
поручение f ∗N = fτ∧N ; совершенный хедж π∗ для платежной функции f ∗N будет
совершенным хеджем и для исходной платежной функции fτ.

При этом соответствующая цена хеджирования

C( fτ; P) = min
�

x : ∃π, Xπ0 = x и Xπτ = fτ (P-п. н.)
	

определяется формулой

C( fτ; P) = B0
eE

fτ
Bτ

. (8)
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4. В связи с «основной формулой» (4) возникает такой вопрос.
Пусть рассматривается полный безарбитражный (eB, S)-рынок и мера eP

является мартингальной мерой для нормированных цен S
eB

. Полезно сейчас

это свойство переформулировать следующим эквивалентным образом: век-

торный процесс
�

eB
eB

, S1

eB
, ‌, Sd

eB

�

, т. е. процесс
�

1, S1

eB
, ‌, Sd

eB

�

, является eP-мар-
тингалом.

Теперь предположим, что нашлись другой (положительный) дисконтиру-
ющий процесс B= (Bn)n¶N и мера P, эквивалентная исходной мере P, для
которой нормированный процесс

�

eB
B

, S1

B
, ‌, Sd

B

�

является P-мартингалом.
Естественно, конечно, ожидать, что значение цены C( fN ; P), определен-

ной формулой (1), не зависит от выбора соответствующих пар (eB, eP) и (B, P).
Именно с этим связан интересующий нас сейчас вопрос о том: почему

действительно имеет место равенство

eB0
eE

fN

eBN

= B0 E
fN

BN

(9)

и даже более общий факт –– совпадение «процессов-цен»
�

eBn
eE
�

fN

eBN

�

�

�Fn

��

n¶N
и

�

Bn E
�

fN

BN

�

�

�Fn

��

n¶N
. (10)

С этой целью предположим, что E
eBN

BN

=1 (это не ограничивает общности

рассмотрений). Тогда можно ввести новую меру bP (на FN ), полагая

dbP = bZN deP,

где bZn= Zn

eBn

Bn

, Zn=
dPn

dePn

, Pn= (P |Fn) и ePn= (eP |Fn), n¶N .

Мера bP является вероятностной, и по формуле Байеса (лемма в § 3a гл. V)

bE
�

SN

eBN

�

�

�Fn

�

= 1
bZn

eE
�

SN

eBN

bZN

�

�

�Fn

�

=

= 1

Zn ·
eBn

Bn

eE
�

SN

BN

·
BN

eBN

· bZN

�

�

�Fn

�

=

= 1

Zn ·
eBn

Bn

eE
�

SN

BN

· ZN

�

�

�Fn

�

= 1
eBn

Bn

E
�

SN

BN

�

�

�Fn

�

=
Sn

eBn

,

поскольку E
�

SN

BN

�

�

�Fn

�

=
Sn

Bn

.
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Следовательно, последовательность
�

Sn

eBn

�

n¶N
является мартингалом не

только по мере eP, но и по мере bP.
Но если рассматриваемый рынок является полным, то мартингальная ме-

ра должна быть единственной и, значит, bP= eP, т. е. bZn= 1, n¶ N , что в силу
определения bZn приводит к равенствам

Zn =
dPn

dePn

=
Bn

eBn

, n ¶ N , (11)

из которых вытекает, что

Bn E
�

fN

BN

�

�

�Fn

�

=
Bn

Zn

eE
�

fN

BN

ZN

�

�

�Fn

�

= eBn
eE
�

fN

eBN

�

�

�Fn

�

.

Тем самым, формулы (9) и (10) доказаны, и, следовательно, значение цены
C( fN ; P) на полных рынках действительно не зависит от выбора дисконтиру-
ющих процессов (eB, B, ‌). В § 1b гл. VII процедура дисконтирования будет
рассмотрена (и более подробно) для случая непрерывного времени. Сейчас
же только отметим, что во многих случаях правильный выбор дисконтиру-
ющего процесса может значительным образом редуцировать аналитические
трудности при отыскании цен C( fN ; P) и соответствующих совершенных хе-
джей. См., например, по этому поводу расчеты, относящиеся к «русскому
опциону» в § 5d и § 2c гл. VIII.

5. Итак, на полных безарбитражных рынках вопрос о значении цены со-
вершенного хеджирования полностью решается формулой (4), если в каче-
стве дисконтирующего процесса выбран процесс B. При этом если eP есть
соответствующая мартингальная мера (т. е. S

B –– мартингал), то переход к
новому дисконтирующему процессу B меняет и мартингальную меру: ею
станет мера P, которая в соответствии с равенствами (11) определяется фор-
мулой

dP =
BN

BN
deP. (12)

В случае же неполных рынков, когда существует несколько мартингаль-
ных мер, вопрос о том, что называть ценой хеджирования, уже не является
столь же простым, поскольку для двух разных мартингальных мер eP1 и eP2, а

следовательно, и разных состояний безарбитражности выражения eB0 E
eP1

fN

eBN
и eB0 E

eP2

fN

eBN

, вообще говоря, не совпадают (см. далее § 1c).

6. В качестве иллюстрации проведенных выше рассмотрений, связанных с
разными дисконтирующими процессами и пересчетами условных математи-
ческих ожиданий относительно разных мер, рассмотрим следующий пример.

Пусть fN –– цена платежного поручения в долларах (USD). Если рассматри-
вается полный безарбитражный (долларовый) рынок, то соответствующая
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цена совершенного хеджа будет равна eB0
eE

fN

eBN

, где eB= (eBn)n¶N –– долларо-
вый банковский счет.

Рассмотрим теперь рынок, на котором цены определяются в немецких
марках (DEM). Тогда в марках величина fN (USD) будет равна fN SN (DEM),
где

SN =
�

DEM
USD

�

N

–– величина обменного курса в момент времени N.
Если B= (Bn)n¶N –– банковский счет в марках и соответствующий рынок

является полным и безарбитражным, то цена платежного поручения fN SN
будет равна (в DEM)

B0 E
SN fN

BN

,

что в пересчете в доллары составит

S−1
0 B0 E

SN fN

BN

.

Выясним, при каких условиях должно выполняться естественно ожидае-

мое совпадение долларовой цены с ценой eB0
eE

fN

eBN

, или, в более общем виде,
равенство

S−1
n Bn E

�

SN fN

BN

�

�

�Fn

�

= eBn
eE
�

fN

BN

�

�

�Fn

�

. (13)

Обменный курс S= (Sn)n¶N , где Sn=
�

DEM
USD

�

n
, рассматриваемый на DEM-

рынке, предполагаемом безарбитражным, должен быть таким, что
�

Sn

Bn

�

n¶N

является P-мартингалом. Поэтому E
�

SN

BN

�

�

�Fn

�

=
Sn

Bn

, и если выполнено усло-

вие Zn=
dPn

dePn

, то по формуле Байеса,

Sn

Bn

= 1
Zn

eE
�

SN

BN

ZN

�

�

�Fn

�

(eP-п. н.). (14)

Отсюда следует, что

Sn

eBn

·
�

eBn

Bn

Zn

�

= eE
�

SN

eBN

·
eBN

BN

· ZN

�

�

�Fn

�

. (15)

Если и USD-рынок является безарбитражным, то
�

Sn

eBn

�

n¶N
является eP-мар-

тингалом, и, значит,
Sn

eBn

= eE
�

SN

eBN

�

�

�Fn

�

. (16)
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Из формул (15) и (16) и предположения полноты USD-рынка, а значит, и
единственности меры eP, следует, что

eBN

BN

· dP
deP
= 1 (17)

(ср. с (12)) и что
eBn

Bn

·
dPn

dePn

= 1 (18)

для всех n¶N.

Так как Z = (Zn,Fn, eP)n¶N с Zn=
dPn

dePn

является мартингалом, то из равен-

ства (18) следует, что процесс
�

Bn

eBn

�

n¶N
также должен быть eP-мартингалом.

Это свойство мартингальности, гарантирующее совпадение цен платежного
поручения fN (в долларах) на USD- и DEM-рынках, можно было бы предви-
деть и без проведенных вычислений, если B= (Bn)n¶N понимать как одну
из основных ценных бумаг на долларовом рынке с банковским счетом eB=
= (eBn)n¶N .

§ 1c. Основная формула для цены хеджирования. II. Неполные рынки

1. Как установлено в предыдущем параграфе, на полных безарбитражных
рынках цена (стоимость) C( fN ; P) совершенного хеджирования определяет-
ся формулой

C( fN ; P) = B0
eE

fN

BN
, (1)

где eE –– усреднение по (единственной) мартингальной мере eP, относительно
которой S

B является мартингалом.
Аналогичный вопрос о стоимости хеджирования возникает, разумеется,

и для неполных рынков. Однако, поскольку на таких рынках совершенный
хедж для самофинансируемых портфелей уже может и не существовать, при-
ходится видоизменять определение цены (стоимости) хеджирования и также
несколько расширять класс самофинансируемых стратегий, с которыми мы
оперировали в случае полных рынков.

Напомним, что капитал Xπ самофинансируемой стратегии π= (β , γ) для
полных рынков мог быть, в сущности, определен двумя способами: или как

Xπn = βnBn+γnSn, (2)

или же как

Xπn = Xπ0 +
n
∑

k=1

(βk∆Bk +γk∆Sk), (3)

подробнее см. § 1a.
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В определенном отношении представление капитала в виде (3) более пред-
почтительно, поскольку оно наглядно иллюстрирует динамику образования
капитала: Xπ0 есть вклад начального капитала в Xπn , а приращение капита-
ла ––

∆Xπn = βn∆Bn+γn∆Sn. (4)

Для рассматриваемых сейчас вопросов хеджирования на неполных рын-
ках целесообразно наряду с портфелем π= (β , γ) ввести также процесс по-
требления C = (Cn)n¾0, являющийся неотрицательным неубывающим про-
цессом с Fn-измеримыми компонентами Cn и C0=0.

Этот случай, в сущности, уже рассматривался в § 1a гл. V под названи-
ем «случай с потреблением», при этом предполагалось, что вместо уравне-
ния (4) динамика прироста капитала Xπ,C , соответствующего портфелю π и
потреблению C, описывается соотношениями

∆Xπ,C
n = βn∆Bn+γn∆Sn−∆Cn, (5)

где ∆Bn+γn∆Sn есть вклад, определяемый значениями портфеля и «рыноч-
ными» изменениями ∆βn и ∆Sn, а ∆Cn характеризует «отток» капитала на
потребление (включая, например, и расходы, связанные с самим фактом
изменения портфеля).

Таким образом, будем сейчас предполагать, что капитал Xπ,C стратегии
(π, C) определяется (по аналогии с (3)) формулами

Xπ,C
n = Xπ,C

0 +
n
∑

k=1

(βk∆Bk +γk∆Sk)−Cn, n ¾ 1, (6)

которые равносильны тому, что

∆

�

Xπ,C
n

Bn

�

= γn∆

�

Sn

Bn

�

−
∆Cn

Bn−1
, n ¾ 1.

Замечание 1. Если положить β ′k=βk −
∆Ck

∆Bk
, то из формул (6) находим, что

Xπ,C
n = Xπ,C

0 +
n
∑

k=1

(β ′k∆Bk +γk∆Sk).

Эта формула весьма схожа с (3). Однако, если в формуле (3) величины βk
являются Fk−1-измеримыми, то β ′k являются Fk-измеримыми.

Замечание 2. На неполных рынках совершенное хеджирование, т. е. та-
кое, что капитал XπN = fN (P-п. н.) при некотором π= (β , γ), вообще говоря,
невозможно. В то же самое время не исключено, что при расширении класса
допустимых стратегий можно добиться того, чтобы терминальный капитал
воспроизводил (P-п. н.) платежное поручение fN . Как станет ясно из дока-
зательства приводимой ниже теоремы, введение «потребления» позволяет
найти стратегию (π, C), для которой Xπ,C

N = fN (P-п. н.). Это есть одна из
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«технических» причин введения наряду с портфелем π также и потребле-
ния C. Но с другой стороны, введение класса стратегий с «потреблениями»,
на которые накладываются к тому же ограничения типа ∆Cn¾ c> 0, имеет
ясный экономический подтекст.

2. Определение. Будем называть верхней ценой хеджирования европейско-
го типа (FN -измеримого платежного поручения fN ) величину

C∗( fN ; P) = inf
�

x : ∃ (π, C) с Xπ,C
0 = x и Xπ,C

N ¾ fN (P-п. н.)
	

. (7)

Замечание 3. Наряду с верхней ценой хеджирования можно ввести также
и нижнюю цену хеджирования (см. определение в § 1b). В дальнейшем будет
рассматриваться только верхняя цена, которая часто будет называться про-
сто ценой.

ПустьP (P) –– совокупность всех мартингальных мер eP, эквивалентных ме-
ре P. Предполагается, что P (P) 6=∅.

Центральный результат теории расчетов на неполных безарбитражных
рынках дается в следующем предложении, обобщающем формулу (1).

Теорема 1 (основная формула для цены хеджирования европейского типа
на неполных рынках). Пусть fN –– неотрицательная ограниченнаяFN -изме-
римая функция. На неполных безарбитражных рынках верхняя цена C∗( fN ; P)
определяется формулой

C∗( fN ; P) = sup
eP∈P (P)

B0 E
eP

fN

BN
, (8)

где E
eP –– усреднение по мере eP.

С частным случаем этого результата мы уже сталкивались выше (теорема 1
в § 1c гл. V; см. также [93]) для случая одношаговой модели.

Ключевым моментом в доказательстве формулы (8) является так называ-
емое опциональное разложение (см. далее § 2d), доказательство которого в
техническом отношении довольно сложно. Первыми работами, в которых
было доказано «опциональное разложение» и получена формула (8), являют-
ся работы Н. Эль Каруи и М. Кинез (N. El Karoui, M. Quenez [136]) и Д. О. Крам-
кова [281]; по поводу обобщений и различных доказательств см. также [99],
[163], [164].

3. Доказательство теоремы. Пусть (π, C) является (x, fN )-хеджем, т. е.
Xπ,C

0 = x и Xπ,C
N ¾ fN (P-п. н.).
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Тогда (ср. с формулой (2) в § 1b)

0 ¶
fN

BN
¶

Xπ,C
N

BN
= x

B0
+

N
∑

k=1

γk ∆

�

Sk

Bk

�

−
N
∑

k=1

∆Ck

Bk−1
¶

¶ x
B0
+

N
∑

k=1

γk ∆

�

Sk

Bk

�

, (9)

и, значит, для любой меры eP∈P (P) выполняется неравенство

B0 E
eP

fN

BN
¶ x, (10)

поскольку E
eP

N
∑

k=1
γk ∆

�

Sk

Bk

�

= 0, что следует из леммы в § 1c гл. II и вытекаю-

щего из формулы (9) неравенства
N
∑

k=1
γk ∆

�

Sk

Bk

�

¾− x
B0

.

Отсюда

sup
eP∈P (P)

B0 E
eP

fN

BN
¶ C∗( fN ; P). (11)

Для доказательства противоположного неравенства положим

Yn = ess sup
eP∈P (P)

E
eP

�

fN

BN

�

�

�Fn

�

, (12)

где существенный супремум Yn есть, по определению, Fn-измеримая случай-
ная величина, которая, с одной стороны, удовлетворяет для любой меры eP∈
∈P (P) неравенству

Yn ¾ E
eP

�

fN

BN

�

�

�Fn

�

(P-п. н.) (13)

и, с другой стороны, обладает тем свойством («минимальности»), что ес-
ли есть другая величина Yn, также мажорирующая правую часть неравен-
ства (13), то Yn¶Yn (P-п. н.).

Как показывается в § 2b, последовательность Y = (Yn,Fn)n¶N является су-
пермартингалом относительно любой (!) меры Q∈P (P), т. е.

EQ(Yn+1 |Fn) ¶ Yn (Q-п. н.). (14)

Напомним, что из классического разложения Дуба (§ 1b гл. II) следу-
ет, что для каждой конкретной меры Q можно найти мартингал MQ =
= (MQ

n ,Fn, Q)0¶n¶N , MQ
0 = 0, и предсказуемый неубывающий процесс AQ =

= (AQ
n ,Fn−1, Q)1¶n¶N , AQ

0 =0, для которых выполнено равенство

Yn = Y0+MQ
n − AQ

n . (15)

Весьма замечательным является тот факт, что если Y = (Yn,Fn) есть супер-
мартингал относительно любой меры Q из семейства P (P), то для Y имеет
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место универсальное (т. е. не зависящее от Q) разложение

Yn = Y0+Mn−Cn, (16)

где M = (Mn,Fn) есть мартингал относительно любой меры Q∈P (P), а C=
= (Cn,Fn) –– некоторый неубывающий процесс с C0=0.

Подчеркнем, что если в разложении Дуба (15) процесс AQ был предсказу-
емым (т. е. AQ

n ––Fn−1-измеримые величины), то в разложении (16) процесс
C = (Cn,Fn) является только лишь опциональным (т. е. Cn ––Fn-измеримые
величины).

Именно с этим обстоятельством и связано то, что разложение (16) называ-
ется опциональным разложением.

Применительно к супермартингалу Y = (Yn,Fn), определенному форму-
лой (12), можно конкретизировать структуру мартингала M= (Mn,Fn):

Mn =
n
∑

k=1

γk ∆

�

Sk

Bk

�

, (17)

где γ = (γn,Fn−1) –– некоторый предсказуемый процесс. (Подчеркнем, что
этот факт является далеко не тривиальным и доказывается в ходе доказатель-
ства опционального разложения; см. § 2d.)

По процессам γ, C и Y0, определяемым формулами (16) и (17), построим
теперь портфель eπ= ( eβ , eγ) и процесс потребления eC с такими свойствами,
что для соответствующего капитала X eπ, eC выполняются соотношения X eπ, eC

0 =

=B0 sup
eP∈P (P)

E
eP

fN

BN
и X eπ, eC

N ¾ fN . Отсюда, конечно, будет следовать, что

C∗( fN ; P) ¶ X eπ, eC
0 = B0 sup

eP∈P (P)
E
eP

fN

BN
,

и вместе с формулой (11) это приведет к равенству (8).
Требуемый портфель eπ= ( eβ , eγ) и процесс потребления eC определим следу-

ющим образом:

eγn = γn, eβn = Yn− eγn
Sn

Bn
, (18)

eCn =
n
∑

k=1

Bk−1 ∆Ck , (19)

где γ и C берутся из опционального разложения супермартингала Y .
Для так определенных eπ и eC начальный капитал равен

X eπ, eC
0 = eβ0B0+ eγ0S0 = Y0B0.

В случае схемы с «потреблением» мы считаем (см. п. 4 в § 1a гл. V), что
приращение капитала осуществляется по формуле

∆X eπ, eC
n = eβn ∆Bn+ eγn ∆Sn−∆ eCn, (20)
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из которой, как уже отмечалось, следует (ср. также с формулой (27) в § 1a
гл. V), что

∆

�

X eπ, eC
n

Bn

�

= eγn ∆

�

Sn

Bn

�

−
∆ eCn

Bn−1
. (21)

В силу формул (16)––(19) имеем

∆

�

X eπ, eC
n

Bn

�

= ∆Yn, (22)

и, поскольку
X eπ, eC

0

B0
=Y0, получаем, что

X eπ, eC
N

BN
= YN =

fN

BN
. (23)

Таким образом, X eπ, eC
N = fN , и, следовательно, построенная стратегия (eπ, eC)

с начальным капиталом

X eπ, eC
0 = B0Y0 = B0 sup

eP∈P (P)
E
eP

fN

BN

позволяет в точности осуществить совершенное хеджирование:

X eπ, eC
N = fN .

Отсюда следует, что

C∗( fN ; P) ¶ B0 sup
eP∈P (P)

E
eP

fN

BN
.

Вместе с формулой (11) это доказывает (в предположении наличия опцио-
нального разложения) требуемую формулу (8).

Теорема 1 доказана, и в ходе ее доказательства установлено также следую-
щее предложение (ср. с теоремой 2 в § 1b).

Теорема 2 (основные формулы для совершенного хеджа, его капитала и
потребления). На безарбитражных рынках существуют такой самофинан-
сируемый хедж π∗= (β∗, γ∗) и такое потребление C∗, что соответствующий
капитал Xπ

∗

n =β∗nBn+γ∗nSn эволюционирует в соответствии с «балансовым»
условием ∆Xπ

∗

n =β∗n∆Bn+γ∗n∆Sn−∆C∗n, при этом

Xπ
∗

0 = C
∗( fN ; P)

�

= sup
eP∈P (P)

B0 E
eP

fN

BN

�

и
Xπ

∗

N = fN (P-п. н.).

Динамика капитала Xπ
∗

n определяется формулами

Xπ
∗

n = Bn ess sup
eP∈P (P)

E
eP

�

fN

BN

�

�

�Fn

�

,
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компоненты γ∗= (γ∗n) и C∗= (C∗n) –– из опционального разложения

ess sup
eP∈P (P)

E
eP

�

fN

BN

�

�

�Fn

�

= sup
eP∈P (P)

E
eP

fN

BN
+

n
∑

k=1

γ∗k ∆

�

Sk

Bk

�

−
n
∑

k=1

∆C∗k
Bk−1

,

а компоненты β∗= (β∗n) –– из условия Xπ
∗

n =β∗nBn+γ∗nSn.

§ 1d. О расчетах цены хеджирования
при среднеквадратичном критерии

1. Пусть fN = fN (ω) –– некоторое FN -измеримое платежное поручение. На
полных безарбитражных рынках трейдер имеет возможность при некотором
начальном капитале x и некоторой стратегии π в точности воспроизвести
fN в том смысле, что с вероятностью единица XπN (x)= fN .

В случае же неполных (безарбитражных или арбитражных) рынков ситу-
ация резко усложняется и надеяться на точное воспроизведение fN уже не
приходится.

В § 1c был рассмотрен вопрос о том, как рассчитывать цену хеджирования
C∗( fN ; P) на неполных рынках в предположении, что хеджирующая страте-
гия (π, C) –– это та стратегия, для которой Xπ,C

N ¾ fN (P-п. н.).
В настоящем параграфе оптимальное хеджирование будет пониматься в

ином смысле, а именно –– как возможность с «наибольшей точностью» вос-
произвести fN (без обращения к «потреблению» C).

Вопрос о выборе меры точности воспроизведения является в определен-
ном отношении довольно-таки условным и определяется «целевыми установ-
ками», возможностью получения точного решения соответствующей оптими-
зационной задачи и т. п.

Далее качество воспроизведения измеряется среднеквадратическим от-
клонением

RN (π, x) = E[XπN (x)− fN ]2, (1)

что позволяет в ряде случаев найти те «оптимальные» x∗ и π∗, на которых
достигается минимум E[XπN (x)− fN ]2:

inf
(π,x)

RN (π; x) = RN (π∗; x∗). (2)

2. Будем предполагать, что (Ω,F , (Fn)n¶N , P) –– заданное фильтрованное
вероятностное пространство,F0={∅,Ω},FN =F . Пусть S= (S1

n, ‌, Sd
n)n¶N ––

последовательность цен d-мерного актива и E f 2
N <∞.

Если предположить, что относительно исходной меры P последователь-
ность цен является мартингалом, и к тому же квадратично интегрируемым,
то в классе стратегий π, для которых E(XπN (x))2 <∞, оптимизационная за-
дача (2) допускает простое рассмотрение. (Подчеркнем, что единственность
мартингальной меры P, а значит, и полнота не предполагаются.)
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Пусть π= (γ1, ‌, γd), где γi= (γi
n)n¶N , и

Xπn (x) = x+
n
∑

k=1

(γk ,∆Sk) = x+
n
∑

k=1

� d
∑

i=1

γi
k ∆Si

k

�

(3)

–– капитал стратегии π с предсказуемыми величинами γi , i=1, ‌, d.
Поскольку последовательность (Xπn (x))n¶N является мартингалом, имеем

E XπN (x) = x. (4)

Если положить ξ= XπN (x)− fN , то в силу очевидного равенства E ξ2= (E ξ)2+
+E(ξ−E ξ)2 находим, что

RN (π; x) =
�

E( fN − x)
�2
+E

�

(XπN (x)− x)− ( fN −E fN )
�2

. (5)

Ниже будет показано, что для каждой пары (π, x), E(XπN (x))2 <∞, най-
дется такая пара (π∗, x), что RN (π; x)¾ RN (π∗; x), причем π∗ обладает тем
свойством, что Xπ

∗

N (x)− x не зависит от x. Отсюда и из формулы (5) будет
вытекать, что inf

x

�

inf
π

RN (π; x)
�

достигается на значении

x∗ = E fN . (6)

Положим (считая, что 0/0=0)

γ∗in =
E( fN ∆Si

n|Fn−1)
E((∆Si

n)2|Fn−1)
(7)

для i=1, ‌, d и образуем мартингал L∗= (L∗n)n¶N ,

L∗n = E
�

fN −
N
∑

k=1

(γ∗k ,∆Sk)
�

�

�Fn

�

− x. (8)

Ясно, что для fN имеет место разложение

fN = x+
N
∑

k=1

(γ∗k ,∆Sk)+ L∗N . (9)

Используя определение (7), можно непосредственно убедиться в том, что

E
�

∆L∗n · (γ∗n,∆Sn) |Fn−1

�

= 0. (10)

Заметим, что это свойство равносильно тому, что два квадратично интегри-

руемых мартингала (L∗n)n¶N и
� n
∑

k=1
(γ∗n,∆Sk)

�

n¶N
являются «ортогональны-

ми» в том смысле, что их произведение также является мартингалом. В этой
связи полезно отметить, что в общей теории мартингалов разложение (9)
называют разложением Кунита––Ватанабе.
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Из формул (9) и (10) находим, что для любой пары (π, x) выполняются
соотношения

RN (π; x) = E
�

fN −
�

x+
N
∑

k=1

(γk ,∆Sk)
��2

= E
� N
∑

k=1

(γ∗k −γk ,∆Sk)+ L∗N

�2

=

= E
� N
∑

k=1

(γ∗k −γk ,∆Sk)
�2

+E[L∗N ]2 ¾

¾ E[L∗N ]2 = E
�

fN −
�

x+
N
∑

k=1

(γ∗k ,∆Sk)
��2

=

= RN (π∗; x) ¾ RN (π∗; x∗), (11)

причем здесь первое неравенство превращается в равенство при γ=γ∗.
Итак, доказана следующая

Теорема. Пусть исходная мера P является мартингальной. Тогда в
задаче (2) оптимальный (по среднеквадратичному критерию) хедж π∗ =
= (γ∗1, ‌, γ∗d) задается формулами (7), x∗=E fN и

RN (π∗; x∗) = E
�

fN −
�

x∗+
N
∑

k=1

� d
∑

i=1

γ∗ik ∆Si
k

���2

. (12)

Замечание. В том случае, когда мера P не является мартингальной (для
цен S), вопросы существования оптимальной пары (x∗,π∗) и методы ее отыс-
кания становятся довольно-таки непростыми. По этому поводу см., напри-
мер, работы Г. Фёльмера, М. Швайцера, Д. Зондермана [167], [168], [430], а
также работы [194] и [195].

Отметим также, что понятие минимальной мартингальной меры, о кото-
рой вскользь было упомянуто в конце § 3d гл. V, возникло именно в связи с
рассматриваемой проблемой хеджирования при среднеквадратичном крите-
рии.

§ 1e. Форвардные и фьючерсные контракты

1. В настоящем параграфе будет показано, как идеи безарбитражности
позволяют рассчитывать форвардные и фьючерсные договорные цены для
форвардов и фьючерсов, представляющих, наряду с опционами, важные ин-
струменты инвестирования на финансовых рынках.

В соответствии с определениями, данными в § 1c гл. I, форварды и фью-
черсы представляют собой контракты (сделки) о купле-продаже некоторого
актива с поставкой его в определенный момент в будущем по заранее огова-
риваемой (форвардной или фьючерсной) цене.

Между форвардами и фьючерсами есть существенная разница, хотя и тот,
и другой являются сделками о купле-продаже.
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Форварды представляют, в сущности, просто некоторую договоренность о
купле-продаже между двумя заинтересованными сторонами, без каких-либо
посредников.

Фьючерсы также являются сделкой о купле-продаже, но они заключают-
ся на бирже при посредничестве клиринговой палаты, которая производит
взаиморасчеты между договаривающимися сторонами и является гарантом
выполнения сторонами условий сделки.

2. Предположим, что рыночная цена актива, о купле-продаже которого
идет речь, описывается стохастической последовательностью S = (Sk)k¶N ,
где N –– момент закрытия контракта, который отождествляется с моментом
поставки.

Понятно, что если сделка совершается в момент времени N , когда рыноч-
ная цена актива есть SN , то при любом разумном определении форвардных
и фьючерсных цен их значение должно быть равно SN . Иное дело, конечно,
если контракт заключается в момент времени n<N , и кардинальный вопрос
здесь состоит в том, что (на безарбитражном рынке) понимать под справед-
ливой договорной ценой.

С целью формализации будем считать, что рассматривается описанная в
§ 1a гл. V схема (B, S)-рынка, где B= (Bn) –– банковский счет и S= (Sn) –– ин-
тересующий договаривающиеся стороны актив. (Если считать, что рассмат-
риваемый актив является одной из компонент d-мерного вектора рисковых
активов, то в предположениях безарбитражности это ничего не изменит в
последующих выводах.)

Обратимся теперь к описанному в п. 4 § 1a случаю с «дивидендами», в
котором капитал покупателя X = (Xπn )n¶N , отвечающий стратегии π= (β , γ),
определяется формулой

Xπn = βnBn+γn∆Dn, (1)

а его изменение –– формулой

∆Xπn = βn ∆Bn+γn ∆Dn, (2)

где γn –– «число» единиц покупаемого актива S, и D= (Dn,Fn)n¶N –– процесс
суммарных дивидендов (со знаком), связанных с активом S (D0=0).

Опишем структуру дивидендов в рассматриваемых случаях форвардных и
фьючерсных контрактов и получим «справедливые» цены для них.

3. Пусть форвардный контракт заключается в момент времени n и обе
договаривающиеся стороны согласились, основываясь на «информации» Fn,
в том, что цена поставки (иначе говоря, форвардная цена) равна Fn(N).

Тогда по самому механизму действия форвардного контракта процесс сум-
марных дивидендов (со знаком) имеет следующую структуру:

Dk = 0, n ¶ k < N , (3)
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и
DN = SN −Fn(N). (4)

Из формул (1) и (2) следует (см. также формулу (24) в § 1a гл. V), что

∆

�

Xπk
Bk

�

= γk
∆Dk

Bk
, (5)

откуда
XπN
BN
=

Xπn
Bn
+

N
∑

k=n+1

γk
∆Dk

Bk
, n < N . (6)

Ясно, что для форвардного контракта, заключаемого в момент n, γk = 0,
k ¶ n, и γk = γn+1 для всех k ¾ n+ 1, где γk можно трактовать как «число»
единиц покупаемого актива S.

Из формулы (6) получаем

XπN
BN
=

Xπn
Bn
+γn+1

SN −Fn(N)
BN

, (7)

и сразу можно сделать следующий вывод.
Пусть рассматриваемый (B, S)-рынок является безарбитражным и пол-

ным. Обозначим через eP ту единственную мартингальную меру, относитель-

но которой
�

Sn

Bn

�

n¶N
образует мартингал.

Предположим теперь, что Fn-измеримые цены Fn(N) таковы, что

E
eP

�

SN −Fn(N)
BN

�

�

�Fn

�

= 0, n ¶ N , (8)

т. е. пусть

Fn(N) =
E
eP

�

SN

BN

�

�

�Fn

�

E
eP

�

1
BN

�

�

�Fn

� . (9)

Тогда из формулы (7) видим, что

E
eP

XπN
BN
= E

eP
Xπn
Bn

, (10)

и, значит, форвардный контракт, заключаемый в момент времени n по цене
Fn(N), определяемой формулой (9), является безарбитражным (т. е. если
Xπn = 0 и P(XπN ¾ 0)= 1, то P(XπN = 0)= 1, см. определение 2 в § 2a гл. V), и
в этом смысле значение Fn(N), называемое форвардной ценой, естественно
должно рассматриваться как справедливая цена форвардного контракта.

Заметим, что предположение безарбитражности (B, S)-рынка приводит к
тому, что

E
eP

�

SN

BN

�

�

�Fn

�

=
Sn

Bn
.
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Тем самым, из формулы (9) находим, что безарбитражные форвардные цены
Fn(N) определяются формулами

Fn(N) =
Sn

E
eP

�

Bn

BN

�

�

�Fn

� , n ¶ N . (11)

4. Обратимся теперь к фьючерсным контрактам. Пусть этот контракт за-
ключается в момент времени n с Fn-измеримой контрактной (фьючерсной)
ценой Φn(N). После заключения контракта в силу вступает механизм взаи-
морасчетов, осуществляемый клиринговой палатой, который в упрощенном
виде (без упоминания деталей относительно маржинального счета, величи-
ны вносимого на этот счет залога и т. п.) может быть описан в терминах
дивидендов (со знаком) следующим образом.

Если в момент n+1 окажется, что рыночная фьючерная цена стала равной
Φn+1(N), причем Φn+1(N)< Φn(N), то покупатель вносит на счет продавца
сумму Φn(N) − Φn+1(N). Если же Φn+1(N)> Φn(N), то, наоборот, продавец
вносит на счет покупателя сумму Φn+1(N)−Φn(N).

Будем обозначать δ0=Φ0(N) и

δn = Φn(N)−Φn−1(N), n ¾ 1.

Пусть также
Dn = δ0+δ1+‌+δn, (12)

так что ∆Dn=δn, n¾1.
Из формулы (6) находим (ср. с (7)), что

XπN
BN
=

Xπn
Bn
+γn+1

N
∑

k=n+1

∆Dk

Bk
. (13)

Отсюда, как и в случае форвардных контрактов, заключаем, что если eP ––
единственная мартингальная мера для (B, S)-рынка, то условие

E
eP

� N
∑

k=n+1

∆Dk

Bk

�

�

�Fn

�

= 0 (14)

на цены Φ0(N), ‌, Φn+1(N) будет заведомо гарантировать отсутствие арбит-
ража у фьючерсного контракта, заключаемого в момент времени n.

Потребуем, чтобы по мере eP последовательность D= (Dn)n¶N образовыва-
ла мартингал. В этом случае для любого n¾0 будет выполнено условие (14).
На самом деле из положительности предсказуемых величин Bk следует и
обратное.

Мартингальность последовательности D= (Dn)n¶N означает, что

E
eP(DN |Fn) = Dn. (15)
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Но Dn=δ0+‌+δn=Φn(N) и DN =ΦN (N)=SN . Тем самым, из формулы (15)
находим, что выбор фьючерсных цен в виде

Φn(N) = E
eP(SN |Fn), n ¶ N (16)

обеспечивает безарбитражность соответствующих фьючерсных контрактов.

Замечание. Пусть B= (Bn)n¶N является детерминированной последова-
тельностью. Тогда, очевидно,

Φn(N) = E
eP

�

SN

BN

�

�

�Fn

�

·BN =
Sn

Bn
·BN ,

и, сопоставляя это равенство с формулой (11), получаем хорошо известный
факт: в случае детерминированных B= (Bn) форвардные и фьючерсные цены
совпадают.
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2. Расчеты, связанные с хеджированием
американского типа на безарбитражных рынках

§ 2a. Задачи об оптимальной остановке.
Супермартингальная характеризация

1. Приведенная в § 1c супермартингальная характеризация последователь-
ности Y = (Yn) относительно каждой из мер семейства P (P) не покажется
неожиданной, если операцию взятия ess sup в формуле (12) из § 1c интер-
претировать как оптимизационную задачу выбора «наилучшей» вероятност-
ной меры. При таком понимании интересующее нас супермартингальное
свойство есть не что иное, как одно из утверждений широко известного
«принципа оптимальности», которому удовлетворяет процесс-цена (функция
Беллмана) в стохастических оптимизационных задачах.

Частным случаем таких задач является задача об оптимальной остановке
некоторой стохастической последовательности f = ( fn)n¶N , с рассмотрения
которой целесообразно начать изложение круга вопросов относительно «су-
пермартингальных характеризаций» в оптимизационных проблемах. Выде-
ление этого случая отдельно представляется целесообразным также в связи
с рассматриваемыми далее опционами американского типа (в которых по-
купатель опциона имеет право выбора момента исполнения, что и может
рассматриваться здесь как «оптимизационный элемент»), а также в связи
с тем, что на этом случае четко прослеживается то, что класс объектов, по
которому берется ess sup, должен быть «достаточно богатым».

2. Пусть f = ( fn,Fn)0¶n¶N –– некоторая стохастическая последователь-
ность на (Ω,F , (Fn)0¶n¶N , P), F0 = {∅,Ω}, FN = F . Будем предполагать,
что E | fn|<∞ при всех n¶N<∞.

Интересующая нас задача состоит: 1) в отыскании функций (цен)

V N
n = sup

τ∈MN
n

E fτ, (1)

где sup берется по классу MN
n всех таких моментов остановки τ, что n¶τ¶
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¶N , и 2) в отыскании оптимального момента остановки (таковой в данной
ситуации существует).

Рассматриваемая сейчас задача об оптимальной остановке сформулиро-
вана не в общем случае (см. далее п. 4), в котором допускается N =∞ (то-
гда M∞

n –– это класс всех конечных моментов остановки τ¾ n), а лишь для
случая конечного «горизонта» N. Основная причина состоит в том, что этот
случай разбирается сравнительно элементарно и в то же самое время в нем
«работает» метод индукции назад, являющийся одним из основных приемов
отыскания и цен V N

n , и соответствующих оптимальных моментов остановки.

3. Введем последовательность γN = (γN
n )0¶n¶N следующим искусственным

образом:
γN

N = fN ,

γN
n = max

�

fn, E(γN
n+1 |Fn)

�

.
(2)

Положим также
τN

n = min
�

n ¶ i ¶ N : fi = γ
N
i

	

для 0¶n¶N.
Следующий результат является одним из центральных в теории задач об

оптимальной остановке на конечном временно́м интервале 0¶n¶N; ср. [75,
гл. 3], [441, гл. 2].

Теорема 1. Последовательность γN = (γN
n )n¶N , определенная рекуррент-

ными соотношениями (2), и моменты τN
n , 0¶n¶N, обладают следующими

свойствами:

(a) τN
n ∈MN

n ;
(b) E( fτN

n
|Fn)=γN

n ;
(c) E( fτ |Fn)¶E( fτN

n
|Fn)=γN

n для любого τ∈MN
n ;

(d) γN
n =ess sup

τ∈MN
n

E( fτ |Fn) и, в частности, γN
0 = sup

τ∈MN
0

E fτ=E fτN
0

;

(e) V N
n =E γN

n .

Доказательство. Для упрощения записи в этом доказательстве и до
конца п. 3 будем всюду опускать индекс N и писать γn, Vn, Mn, τn вместо
γN

n , V N
n , MN

n , τN
n .

Свойство (a) следует из определения τn. Свойства (b) и (c) очевидны для
n=N. Дальше будем рассуждать индукцией назад.

Пусть эти свойства уже установлены для n=N , N −1, ‌, k. Покажем, что
тогда они выполнены и для n=k−1.

Пусть τ ∈Mk−1 и A ∈Fk−1. Положим τ=max(τ, k). Ясно, что τ ∈Mk , и
тогда для A∈Fk−1 с учетом того, что {τ¾k}∈Fk−1, находим

E
�

IA fτ
�

= E
�

IA∩{τ=k−1} fτ
�

+E
�

IA∩{τ¾k} fτ
�

=

= E
�

IA∩{τ=k−1} fk−1

�

+E
�

IA∩{τ¾k} E( fτ |Fk−1)
�

=
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= E
�

IA∩{τ=k−1} fk−1

�

+E
�

IA∩{τ¾k} E
�

E( fτ |Fk) |Fk−1)
�

¶

¶= E
�

IA∩{τ=k−1} fk−1

�

+E
�

IA∩{τ¾k} E
�

γk |Fk−1)
�

¶

¶ E
�

IAγk−1

�

, (3)

где последнее неравенство следует из формулы (2).
Тем самым, E( fτ |Fk−1)¶γk−1. Требуемые утверждения (b) и (c) будут уста-

новлены для n=k−1, если показать, что

E( fτk−1
|Fk−1) = γk−1. (4)

С этой целью обратимся к цепочке неравенств в (3) и покажем, что для
τ=τk−1 на самом деле в (3) мы имеем всюду равенства.

Действительно, на множестве {τk−1¾ k} по определению τk−1 имеем τ=
=τk , и поскольку по предположению индукции E( fτk

|Fk)=γk , в формуле (3)
получаем

E
�

IA fτk−1

�

= E
�

IA∩{τk−1=k−1} fk−1

�

+E
�

IA∩{τk−1¾k} E
�

E( fτk
|Fk) |Fk−1)

�

=

= E
�

IA∩{τk−1=k−1} fk−1

�

+E
�

IA∩{τk−1¾k} E(γk |Fk)
�

=

= E
�

IAγk−1

�

,

где последнее равенство следует из того, что (по определению) γk−1 =
= max( fk−1, E(γk |Fk−1)) и γk−1 = fk−1 на {τk−1 = k − 1} и fk−1 < γk−1 на
множестве {τk−1>k−1} (значит, на этом множестве γk−1=E(γk |Fk−1)).

Итак, утверждения (b) и (c) доказаны, а следовательно, доказано и утвер-
ждение (d). Наконец, для всякого τ∈Mk из утверждения (c) следует, что

E fτ ¶ E fτk
= E γk ,

а значит, Vk= sup
τ∈Mk

E fτ=E fτk
=E γk , т. е. имеет место утверждение (e).

Замечание 1. В приведенном доказательстве был использован тот факт,
что если τ∈Mk−1, то момент eτ=max(τ, k) содержится в Mk . В рассматри-
ваемом нами случае просто предполагается, что класс Mk содержит такие
моменты. В этом смысле можно сказать, что классы Mk , k ¶ N , являются
«достаточно богатыми». (См. по этому поводу конец п. 1.)

Следствие 1. Последовательность γ= (γn)n¶N является супермартинга-
лом. При этом γ –– наименьший супермартингал, мажорирующий последо-
вательность f = ( fn)n¶N в том смысле, что если eγ= (eγn)n¶N есть также
супермартингал и eγn¾ fn для всех n¶N, то γn¶ eγn (P-п. н.), n¶N .

В самом деле, то, что γ= (γn)n¶N является супермартингалом, мажориру-
ющим f = ( fn)n¶N , следует из рекуррентных соотношений (2).

Далее, ясно, что eγN ¾ fN и для n<N выполняется неравенство

eγn ¾ max
�

fn, E(eγn+1 |Fn)
�

. (5)
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Поскольку γN = fN , получаем, что eγN ¾ fN и

eγN−1 ¾ max
�

fN−1, E(eγN |FN−1)
�

¾

¾ max
�

fN−1, E(γN |FN−1)
�

= γN−1.

Аналогичным образом показывается, что eγn¾γn для любого n¶N −1.

Следствие 2. Результат, сформулированный в предыдущем следствии, мо-
жет быть переформулирован так: если γ= (γn)n¶N есть решение рекуррент-
ной системы уравнений

γn = max
�

fn, E(γn+1 |Fn)
�

, n < N , (6)

γN = fN , то γn¶ eγn, n¶ N, для всякой последовательности eγ= (eγn)n¶N , удо-
влетворяющей системе неравенств

eγn ¾ max
�

fn, E(eγn+1 |Fn)
�

, n < N , (7)

eγN ¾ fN .

Покажем, что среди всех таких решений eγ= (eγn)n¶N наименьшее решение,
обозначаемое γ= (γn)n¶N , существует и удовлетворяет системе равенств (6)
с γN = fN .

Положим γN = fN , и пусть

γn = max
�

fn, E(γn+1 |Fn)
�

(8)

для n< N. Ясно, что γn¾ fn для всех n¶ N и γ= (γn)n¶N является супермар-
тингалом. По предположению γ= (γn)n¶N обладает свойством минимально-
сти, значит,

max
�

fn, E(γn+1 |Fn)
�

= γn = γn. (9)

Поэтому для n<N имеем

max
�

fn, E(γn+1 |Fn)
�

= γn ¾ γn ¾ max
�

fn, E(γn+1 |Fn)
�

и для n=N получаем
fN = γN ¾ γN ¾ fN .

Следовательно, γN =γN = fN , и в силу равенства (9) для всех n<N имеем

γn = γn.

Тем самым, наименьший супермартингал γ= (γn)n¶N , мажорирующий по-
следовательность f = ( fn)n¶N , удовлетворяет уравнениям (6) с γN = fN .

Следствие 3. Момент

τN
0 = min

�

0 ¶ i ¶ N : fi = γ
N
i

	

является оптимальным моментом остановки в классе MN
0 :

sup
τ∈MN

0

E fτ = E fτN
0

(= γN
0 ).
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4. Рассмотрим вопрос об обобщении теоремы 1 на случай, когда N =∞.
Точнее, будем предполагать, что M∗

n ≡M∞
n –– класс всех тех конечных мар-

ковских моментов τ= τ(ω), для которых τ(ω)¾ n, ω∈Ω. Через M∗ будем
обозначать класс M∞

0 .
Пусть, далее, f = ( fn,Fn)n¾0 –– стохастическая последовательность, задан-

ная на (Ω,F , (Fn)n¾0, P),

V ∗n = sup
τ∈M∗

n

E fτ, (10)

γ∗n = ess sup
τ∈M∗

n

E( fτ |Fn), (11)

τ∗n = inf{k ¾ n : fk = γk}. (12)

Естественно, конечно, ожидать, что (при определенных условиях) γ∗n =
= lim

N→∞
γN

n и что в формуле (2) возможен предельный переход, который тогда

даст для γ∗= (γ∗n) уравнения

γ∗n = max
�

fn, E(γ∗n+1 |Fn)
�

. (13)

Аналогично также естественно ожидать, что момент τ∗n, определенный в фор-
муле (12), является оптимальным моментом в классе M∗

n в том смысле, что

V ∗n = sup
τ∈M∗

n

E fτ = E fτ∗n (14)

и
V ∗n = E γ∗n. (15)

В общей теории оптимальных правил остановки, излагаемой, например,
в книгах [75] и [441], показывается, что при определенных условиях (но не
всегда!) сформулированные результаты действительно имеют место.

Отсылая за подробностями к упомянутым монографиям, приведем лишь
один достаточно общий результат в этом направлении.

Теорема 2. Пусть f = ( fn,Fn)n¾0 –– стохастическая последовательность,
E sup

n
f −n <∞.

1. Последовательность γ∗= (γ∗n)n¾0,

γ∗n = ess sup
τ∈M∗

n

E( fτ |Fn), (16)

удовлетворяет рекуррентным соотношениям

γ∗n = max
�

fn, E(γ∗n+1 |Fn)
�

(17)

и, следовательно, является супермартингалом, мажорирующим последова-
тельность f = ( fn).

2. Последовательность γ∗ = (γ∗n)n¾0 является наименьшим супермартин-
галом, мажорирующим последовательность f = ( fn)n¾0.
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3. Пусть τ∗n = inf{k¾ n : fk = γ∗k}. Тогда если E sup
n
| fn|<∞ и P(τ∗n <∞)= 1,

то τ∗n является оптимальным моментом остановки:

V ∗n ≡ sup
τ∈M∗

n

E fτ = E fτ∗n , (18)

γ∗n ≡ ess sup
τ∈M∗

n

E( fτ |Fn) = E( fτ∗n |Fn). (19)

4. Для каждого n¾0 (P-п. н.)

γN
n ↑ γ∗n (20)

при N→∞.

5. Как было отмечено выше, в случае конечного временно́го горизонта
(N <∞) решение задачи об оптимальной остановке может быть осуществ-
лено методом индукции назад с последовательным вычислением величин
γN

N , γN
N−1, ‌, γN

0 , что возможно, поскольку γN
N = fN , а γN

n удовлетворяют ре-
куррентным соотношениям (13).

В случае же бесконечного временно́го горизонта (N =∞) задача отыска-
ния последовательности функций γ= (γn)n¾0 становится более деликатной,
поскольку вместо условия в момент времени N приходится обращаться к
дополнительным характеризациям и свойствам цен Vn, n¾0. Например, ино-
гда удается использовать при отыскании нужного решения системы уравне-
ний (17) то соображение, что требуемое решение должно быть наименьшим
решением из множества всех решений.

Техника решения задач об оптимальной остановке наиболее развита и
продвинута в марковском случае.

Для соответствующего изложения предположим, что существует однород-
ный марковский процесс X = (xn,Fn, Px ) с дискретным временем n=0, 1, ‌,
фазовым пространством состояний (E,B) и семейством вероятностных мер
Px на F =

∨

Fn для каждого начального состояния x ∈ E (подробнее см.
[126], [441]).

Пусть T –– оператор перехода за один шаг (Tf (x)=Ex f (x1) для измеримых
функций f = f (x1), Ex | f (x1)|<∞, x ∈ E, где Ex –– усреднение по мере Px , x ∈
∈ E).

Пусть также g= g(x) –– некотораяB-измеримая функция, x∈ E.
В качестве рассмотренных ранее функций fn возьмем функции g(xn), n¾
¾0, и пусть Ex [sup g−(xn)]<∞, x∈ E. Положим

s(x) = sup
τ∈M∗

Ex g(xτ), (21)

где M∗={τ: τ(ω)<∞, ω∈Ω} –– класс всех конечных марковских моментов.
Рассматриваемая задача об оптимальной остановке для марковского про-

цесса X состоит в отыскании функции s(x), оптимальных моментов τ∗ (т. е.
таких, что s(x)=Ex g(xτ∗), x∈ E) или ε-оптимальных моментов τ∗ε (т. е. таких,
что s(x)−ε¶Ex g(Xτ∗ε), x∈ E), если таковые существуют.
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Понятно, в чем состоит преимущество марковской ситуации –– в этом слу-
чае рассмотренные выше условные математические ожидания Ex ( · |Fn) ста-
новятся зависящими от «прошлой истории Fn» лишь через значение процес-
са в момент времени n, т. е. только от xn. В частности, рассмотренные выше
функции γn, γN

n становятся лишь функциями от xn.
Приведем марковскую версию теорем 1 и 2, которой далее (в гл. VI) мы

будем пользоваться, например, при анализе опционов американского типа.

Теорема 3. Пусть g= g(x) ––B(R)-измеримая функция, Ex g−(xk)<∞, x∈
∈ E, k¶N,

sN (x) = sup
τ∈MN

0

Ex g(xτ), (22)

где MN
0 ={τ: 0¶τ¶N}, N¾0.

Пусть
Qg(x) = max

�

g(x), Tg(x)
�

(23)

и
τN

0 = min
�

0 ¶ m ¶ N : sN−m(xm) = g(xm)
	

. (24)

Тогда

(a)
sN (x) = QN g(x); (25)

(b)
sN (x) = max

�

g(x), TsN−1(x)
�

, (26)

где s0(x)= g(x);
(c) в классе MN

0 марковский момент τN
0 является оптимальным:

Ex g(xτN
0

) = sN (x), x ∈ E; (27)

(d) последовательность γN = (γN
m,Fm)m¶N , γN

m = sN−m(xm), образует супер-
мартингал при каждом N¾0.

Доказательство этой теоремы и ее обобщений дается во второй главе
монографии [441], посвященной «марковскому подходу» к задачам об опти-
мальной остановке. Ее можно, конечно, вывести и как частный случай из
доказанной выше теоремы 1, за исключением разве лишь того, что все равно
придется отдельно исследовать структуру операторов Qg(x) и их итераций
Qng(x). (См. по этому поводу подробнее § 2.2 в книге [441].)

Из результатов приведенной теоремы вытекает следующая интерпретация
структуры оптимальных моментов остановки в классе MN

0 = {τ: 0¶τ¶ N}
для фиксированного N<∞.

Пусть
DN

n = {x : sN−n(x) = g(x)}, 0 ¶ n ¶ N , (28)
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и
CN

n = E \DN
n . (29)

В соответствии с теоремой 3 оптимальный момент τN
0 может быть записан

в виде
τN

0 = min{0 ¶ n ¶ N : xn ∈ DN
n }. (30)

Иначе говоря, последовательность областей DN
0 , DN

1 , ‌, DN
N = E образует

последовательность областей остановки наблюдений, а последовательность
областей CN

0 , CN
1 , ‌, CN

N =∅ образует последовательность областей продол-
жения наблюдений.

Заметим, что
DN

0 ⊆ DN
1 ⊆‌ ⊆ DN

N = E

и
CN

0 ⊇ CN
1 ⊇‌ ⊇ CN

N = ∅.

Поэтому если x0∈DN
0 , то наблюдения не совершаются и τN

0 =0. Если же x0∈
∈CN

0 , то производится наблюдение, и если x1∈DN
1 , то происходит остановка

наблюдений, а если x1∈CN
1 , то совершается следующее наблюдение и т. д. В

заключительный (терминальный) момент времени N наблюдение заведомо
заканчивается (в этом случае DN

N = E).

Замечание 2. Из теоремы 1 следует, что в качественном отношении мало
что изменится, если вместо цены sN (x), определяемой формулой (21), рас-
сматривать цены «с дисконтированием и платой за наблюдения»:

sN (x) = sup
τ∈MN

0

Ex

�

βτg(xτ)−
τ
∑

k=1

c(xk−1)
�

(21′)

(если τ=0, то выражение в квадратных скобках считается равным g(x); 0<
<β¶1, c(x)¾0 для x∈ E).

Формула (25) сохраняет свою силу для

Qg(x) = max
�

g(x), βTg(x)− c(x)
�

. (23′)

Реккуррентное уравнение (26) примет следующий вид:

sN (x) = max
�

g(x), βTsN−1(x)− c(x)
�

, (26′)

s0(x)= g(x). Подробнее см. [441, гл. II].

Пример 1. Пусть ε = (ε1, ε2, ‌) –– бернуллиевские величины, P(εi = 1)=
=P(εi=−1)= 1

2 .
Пусть xn= x+ (ε1+‌+εn), x∈ E={0,±1, ‌} и

sN (x) = sup
τ∈MN

0

Ex β
τxτ.
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2. Расчеты, связанные с хеджированием американского типа

Если β =1, то Qg(x)= g(x) для g(x)= x при всех x ∈ E и в качестве опти-
мального момента остановки можно взять момент τN

0 ≡0.
Если же 0 < β < 1, то для функции g(x) = x находим, что Qng(x) = x

при x = 0, 1, 2, ‌ и Qng(x)= βn x при x =−1,−2, ‌ Поэтому здесь sN (x)=
=max(x, βN x). При этом оптимальный момент равен

τN
0 = min

�

0 ¶ n ¶ N : xn ∈ {0, 1, 2, ‌}
	

.

(Если xn∈{−1,−2, ‌} при всех 0¶n¶N , то τN
0 полагается равным N .)

Заметим, что в случае 0<β <1 выполняется равенство

sN (x) ↑ x+ = max(0, x), N → ∞.

6. Обратимся теперь к задаче об оптимальной остановке в случае беско-
нечного горизонта (N=∞). Положим

s(x) = sup
τ∈M∗

Ex g(xτ), (31)

где M∗={τ: 0¶τ(ω)<∞} –– класс всех конечных марковских моментов.
Для формулирования соответствующей теоремы относительно структуры

цены s= s(x), x∈ E, и оптимальных (или ε-оптимальных) моментов останов-
ки целесообразно напомнить следующее

Определение (см., например, [441]). Функция f = f (x), Ex | f (x1)|<∞, x∈
∈ E, удовлетворяющая свойству

f (x) ¾ Tf (x) (32)

называется эксцессивной функцией для однородного марковского процесса
X = (xn,Fn, Px )n¾0, x∈ E.

Если к тому же f (x)¾ g(x), то функция f = f (x) называется эксцессивной
мажорантой функции g= g(x).

Понятно, что если функция f = f (x) есть эксцессивная мажоранта функ-
ции g= g(x), то

f (x) ¾ max
�

g(x), Tf (x)
�

. (33)

Следующая теорема раскрывает роль эксцессивных мажорант в задачах
об оптимальной остановке однородных марковских процессов

X = (xn,Fn, Px )n¾0, x ∈ E.

Теорема 4. Пусть функция g= g(x) такова, что Ex

�

sup
n

g−(xn)
�

<∞, x∈ E.

Тогда

(a) цена s= s(x) является наименьшей эксцессивной мажорантой функции
g= g(x));
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(b) цена s(x)= lim
n→∞

Qng(x) (= lim
n→∞

sn(x)), и s(x) удовлетворяет уравнению
(ср. с (33))

s(x) = max
�

g(x), Ts(x)
�

; (34)

(c) если Ex

�

sup
n
|g(xn)|

�

<∞, x∈ E, то для каждого ε>0 момент

τ∗ε = inf
�

n ¾ 0: s(xn) ¶ g(xn)+ε
	

(35)

является ε-оптимальным, т. е.

s(x)−ε ¶ Ex g(x
eτε

), x ∈ E; (36)

(d) пусть Ex

�

sup
n
|g(xn)|

�

<∞ и

τ∗ = inf
�

n ¾ 0: s(xn) = g(xn)
	

,

т. е. τ∗ = τ∗0; если Px (τ∗ <∞)= 1, x ∈ E, то момент τ∗ является опти-
мальным:

s(x) = Ex g(xτ∗), x ∈ E; (37)

(e) если множество E конечно, то момент τ∗ является оптимальным.

По поводу доказательства этой теоремы и ее применений см. гл. 2 в [441].
В разделе 5 будут даны применения к расчетам в опционах американского
типа.

Замечание 3. По аналогии с (21′) естественно рассмотреть также задачу
об оптимальной остановке при наличии дисконтирования (0<β ¶1) и пла-
ты за наблюдение (c(x)¾0).

Положим

s(x) = sup Ex

�

βτg(xτ)−
τ−1
∑

k=0

βkc(xk)
�

, (31′)

где sup берется по классу

M∗
(β ,c) =

§

τ ∈M∗ : Ex

τ−1
∑

k=0

βkc(xk) < ∞, x ∈ E
ª

,

и пусть g(x)¾0.
В этих предположениях цена s(x) является (см. [441, гл. 2]) наименьшей

(β , c)-эксцессивной мажорантой функции g(x), т. е. наименьшей среди таких
функций f (x), что f (x)¾ g(x) и

f (x) ¾ βTf (x)− c(x). (33′)

При этом
s(x) = max

�

g(x), βTs(x)− c(x)
�

(34′)
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и
s(x) = lim

n→∞
Q(β ,c)g(x),

где
Q(β ,c)g(x) = max

�

g(x), βTg(x)− c(x)
�

.

Пример 2. Пусть xn = x + (ε1 +‌ + εn), x ∈ E = {0,±1, ‌} и ε = (εn) ––
бернуллиевская последовательность из примера 1. Для x∈ E положим

s(x) = sup Ex (|xτ|− cτ), (38)

где sup берется по тем моментам остановки τ, для которых Ex τ<∞. Для
таких τ имеем

Ex x2
τ = x2+Ex τ (39)

и, значит,
Ex (|xτ|− cτ) = cx2+Ex (|xτ|− c|xτ|2). (40)

Поэтому
s(x) = cx2+ sup Ex g(xτ),

где g(x)= |x|− c|x|2 и sup берется по тем τ, для которых Ex τ<∞.
Поскольку функция g(x) достигает максимального значения при x=± 1

2c ,

в случае целочисленных 1
2c видим, что

s(x) ¶ cx2+ 1
4c . (41)

Определим момент τc= inf
¦

n : |xn|=
1
2c

©

. Если |x|¶ 1
2c , то заведомо |xτc

|¶

¶ 1
2c и, значит,

1
(2c)2 ¾ Ex x2

(τc∧N ) = x2+Ex (τc∧N).

Отсюда предельным переходом по N→∞ (по теореме о монотонной сходи-
мости) находим, что Ex τc ¶

1
(2c)2 <∞. Поэтому для τc имеет место соотно-

шение (39), из которого следует, что если |x|¶ 1
2c , то на самом деле Ex τc=

= 1
(2c)2 − x2.

Поскольку для τc и |x|¶ 1
2c имеем

Ex (|xτc
|− cτc) = 1

2c − c
�

1
(2c)2 − x2

�

= cx2+ 1
4c ,

из формулы (41) видим, что момент τc является (для всех тех x, для которых
|x|¶ 1

2c ) оптимальным моментом остановки.
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§ 2b. Полные и неполные рынки. I.
Супермартингальная характеризация цен хеджирования

1. Вернемся к изложенному в § 1c доказательству формулы (8) для цены
хеджирования на неполных рынках.

Как было отмечено, доказательство этой формулы основывается на следу-
ющих двух фактах: супермартингальном свойстве последовательности Y =
= (Yn)n¶N относительно любой меры из семейства P (P) и возможности по-
лучения опционального разложения для Y = (Yn)n¶N .

В настоящем параграфе рассматривается вопрос о супермартингальном
свойстве не только последовательности Y = (Yn)n¶N , определенной формула-
ми (12) в §1c, но и более общей последовательности, задаваемой приводимой
ниже формулой (1), что позволяет исследовать вопросы, связанные с хеджи-
рованием американского типа (см. замечание в § 1a).

Вопрос о справедливости опционального разложения для Y = (Yn)n¶N рас-
сматривается в § 2d.

2. Пусть (Ω,F , (Fn)n¶N , P) –– исходное вероятностное пространство, и
пусть (B, S) –– рынок, состоящий из банковского счета B= (Bn)n¶N , который
считаем таким, что Bn ≡ 1, и d-мерной акции S= (S1, ‌, Sd), Si = (Si

n)n¶N .
Будем полагать F0={∅,Ω}, FN =F .

Пусть P (P) –– непустое множество мартингальных мер, эквивалентных
мере P, и f = ( f0, f1, ‌, fN ) –– последовательность таких Fn-измеримых неот-
рицательных функций fn, n¶N , что E

eP fk<∞, eP∈P (P), 0¶k¶N .
Определим

Yn = ess sup
eP∈P (P), τ∈MN

n

E
eP( fτ |Fn). (1)

Теорема. Относительно каждой меры из P (P) последовательность Y =
= (Yn)n¶N является супермартингалом.

Доказательство в идейном отношении такое же, как и проведенное в
предшествующем параграфе доказательство того, что последовательность
γ= (γn)n¶N является супермартингалом.

Реализация же этого доказательства проходит следующим образом.
Выберем в множестве P (P) некоторую («базисную») меру. Чтобы не вво-

дить новых обозначений, предположим, что ею является (мартингальная)
мера P, и будем проверять свойство супермартингальности Y относительно
меры P.

Если eP∈P (P), то обозначим

eZN =
deP
dP , eZn =

dePn

dPn
, где ePn = eP |Fn, Pn = P |Fn.

При n=0 считаем, что eZ0=1.
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Определим

eρn =
eZn

eZn−1
. (2)

Поскольку eP∼P, при любом n¶N имеем

P(eZn−1 > 0) = eP(eZn−1 > 0) = 1.

Если положить emn= eρn−1, eMn=
n
∑

k=1
emk , eM0=0, то получим, что

∆eZn = eZn−1 ∆ eMn. (3)

Из формулы (3) можно заключить, что

eZn = E( eM)n ≡
n
∏

k=1

(1+∆ eMk) =
n
∏

k=1

eρk , (4)

где E( eM) есть стохастическая экспонента (см. § 1a гл. II).
Из всего сказанного следует, что, взяв в качестве «базисной» меру P, мы

можем меру eP и ее ограничения ePn, n¶N , полностью характеризовать любой
из последовательностей (eZn), ( eMn) и (eρn).

По формуле Байеса ((4), § 3a гл. V) для всякого момента остановки τ
(относительно (Fn)) и n¶N имеем

E
eP( fτ |Fn) = 1

eZn

EP( fτ eZτ |Fn) = EP(eρn+1‌eρτ fτ |Fn) =

= EP(ρ1‌ρn ·ρn+1‌ρτ fτ |Fn) = EP( fτZτ |Fn), (5)

где ρ1=‌=ρn=1, ρk= eρk , k>n, и Zk=ρ1‌ρk .
Интересно отметить, что если определить меру P соотношением dP =

= ZN dP, то найдем, что

P(A) =

¨

P(A), A ∈ Fk , k ¶ n,
eP(A), A ∈ Fk , k > n.

(6)

Ясно, что P∼P.
С учетом введенных обозначений определение (1) может быть переписано

в виде
Yn = ess sup EP( fτZτ |Fn),

где ess sup берется по классу MN
n таких моментов остановки τ, что n¶τ¶N ,

и по P-мартингалам Z ∈Z N
n , гдеZ N

n –– класс тех положительных мартингалов
Z= (Zk)k¶N , у которых Z0=‌= Zn=1, или, что равносильно, Z0=ρ1=‌=
=ρn=1.

Множества MN
k , Z N

k , k¶N , удовлетворяют, очевидно, соотношениям

MN
k ⊆MN

k−1, Z N
k ⊆ Z

N
k−1,
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играющим существенную роль при установлении свойства супермартингаль-
ности последовательности Y = (Yn,Fn)n¶N .

Из определения ess sup по множествам MN
k , Z N

k вытекает (см., например,
[75, гл. 1]), что найдется такая последовательность моментов τ(i) и мартин-
галов Z(i) из этих множеств, что

ess sup
τ∈MN

k , Z∈Z N
k

E( fτZτ |Fk) = lim
i
↑ E( fτ(i) Z(i)

τ(i) |Fk), (7)

где lim
i
↑ означает предел возрастающей последовательности.

Тогда по теореме о монотонной сходимости

EP(Yk |Fk−1) = EP

�

ess sup
τ∈MN

k , Z∈Z N
k

E( fτZτ |Fk)
�

� Fk−1

�

=

= EP

�

lim
i
↑ EP( fτ(i) Z(i)

τ(i) |Fk)
�

� Fk−1

�

=

= lim
i
↑ EP( fτ(i) Z(i)

τ(i) |Fk−1) ¶

¶ ess sup
τ∈MN

k , Z∈Z N
k

EP( fτZτ |Fk−1) ¶

¶ ess sup
τ∈MN

k−1, Z∈Z N
k−1

EP( fτZτ |Fk−1) = Yk−1,

что и устанавливает супермартингальное свойство (EP(Yk |Fk−1)¶Yk−1). Тео-
рема доказана.

Замечание 1. Результат теоремы 1 может быть распространен и на тот
случай «управлений с остановкой», когда вместо fτ рассматриваются функци-

оналы вида
τ
∑

k=1
αk ∆gk + fτ, где g= (g0, g1, ‌, gN ) –– некоторая последователь-

ность Fn-измеримых функций gn, а α= (α1, ‌, αN ) –– «управление», принад-
лежащее достаточно «богатому» классу предсказуемых последовательностей.
(В этой связи см. п. 2 в § 1a.)

§ 2c. Полные и неполные рынки. II.
Основные формулы для цены хеджирования

1. Основная формула для цены C∗( fN ; P) хеджирования европейского типа
на безарбитражном (B, S)-рынке утверждает (§ 1c), что

C∗( fN ; P) = sup
eP∈P (P)

B0 E
eP

fN

BN
. (1)

Обратимся теперь к более сложному финансовому инструменту –– хеджи-
рованию американского типа на (B, S)-рынке, предполагая, что множество
мартингальных мер P (P) непусто.

Как уже не раз отмечалось, при рассмотрении, например, опционов аме-
риканского типа приходится предполагать, что задана не одна платежная
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2. Расчеты, связанные с хеджированием американского типа

функция fN , а целая система функций f = ( fn)n¶N , смысл которых состоит
в следующем: если покупатель предъявляет опцион к исполнению в момент
времени n, то соответствующая выплата (продавцом покупателю) определя-
ется Fn-измеримой функцией fn= fn(ω).

При этом, конечно, продавец опциона должен выбирать только такие стра-
тегии π, для которых капитал Xπ= (Xπn )n¶N обладает тем свойством, что для
любого момента остановки τ=τ(ω), выбираемого покупателем в качестве
момента предъявления опциона к исполнению, должно быть выполнено усло-
вие хеджирования

Xπτ ¾ fτ (P-п. н.), (2)

гарантирующее соблюдение продавцом контрактных условий.

2. Чтобы уточнить постановку соответствующих задач хеджирования, вве-
дем ряд определений.

Следуя § 2a, будем обозначать MN
n =

�

τ=τ(ω): n¶τ(ω)¶N , ω∈Ω
	

.
Если π= (β , γ), β = (βn)n¶N , γ= (γn)n¶N –– портфель ценных бумаг с капи-

талом
Xπn = βnBn+γnSn, n ¶ N , (3)

то будем предполагать, что этот портфель является самофинансируемым в
смысле выполнения следующего «балансового» условия:

∆Xπn = βn∆Bn+γn∆Sn−∆Cn, (4)

где C= (Cn)n¾0 –– такой неубывающий процесс, что C0=0 и Cn ––Fn-измери-
мые величины. (Ср. со случаем с «потреблением» в § 1a, гл. V.)

Для того чтобы подчеркнуть зависимость капитала Xπn от «потребления»,
будем его обозначать (как и в § 1c) через Xπ,C

n .

Определение 1. Верхней ценой хеджирования американского типа (систе-
мы Fn-измеримых платежных функций fn, n¶N) будем называть величину

eC( fN ; P) = inf
�

x : ∃ (π, C), Xπ,C
0 = x и Xπ,C

τ ¾ fτ (P-п. н.) ∀ τ ∈MN
0

	

. (5)

Определение 2. Стратегия (π, C) называется совершенной, если Xπ,C
n ¾ fn

для любого n¶N и Xπ,C
N = fN (P-п. н.).)

Теорема 1 (основная формула для цены хеджирования американского ти-
па). Пусть P (P) 6=∅ и f = ( fn)n¶N –– такая последовательность неотрица-

тельных платежных функций, что sup
eP∈P (P)

E
eP

fn
Bn
<∞, n¶N .

Тогда для верхней цены справедливо равенство

eC( fN ; P) = sup
eP∈P (P), τ∈MN

0

B0 E
eP

fτ
Bτ

. (7)
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Доказательство. Все необходимое для доказательства этой формулы было
подготовлено предшествующим изложением.

Как и в случае хеджирования европейского типа, установим сначала нера-
венство

sup
eP∈P (P), τ∈MN

0

B0 E
eP

fτ
Bτ
¶ eC( fN ; P). (8)

Если множество хеджей пусто, то eC( fN ; P)=∞ (по определению 1), и фор-
мула (8) тогда очевидна.

Пусть теперь π –– некоторый самофинансируемый хедж (с «потреблени-
ем» C), удовлетворяющий условию Xπ,C

0 = x<∞.
По аналогии с формулой (9) из § 1c находим, что для всякого τ ∈MN

0
выполняется равенство

fτ
Bτ
¶ Xπ,C

τ

Bτ
= x

B0
+

τ
∑

k=1

γk ∆

�

Sk

Bk

�

−
τ
∑

k=1

∆Ck

Bk−1
. (9)

Отсюда, в частности, следует, что

N
∑

k=1

γk ∆

�

Sk

Bk

�

¾ − x
B0

.

Поэтому согласно утверждению 2 леммы из § 1c гл. II последовательность
� N
∑

k=1

γk ∆

�

Sk

Bk

��

n¶N

является мартингалом относительно любой из мер eP∈P (P).
Применяя к этому мартингалу теорему Дуба об остановке (см. § 3a гл. V),

из формулы (9) находим, что

sup
eP∈P (P)

E
eP

fτ
Bτ
¶ x

B0
, (10)

и, следовательно, имеет место формула (8).
Более сложно доказывается, что в формуле (8) справедливо и противопо-

ложное неравенство, для чего достаточно указать такой портфель eπ= ( eβ , eγ)
и такое «потребление» eC, что для капитала X eπ, eC выполнены «балансовые»
условия

∆X eπ, eC
n = eβn ∆Bn+ eγn ∆Sn−∆ eCn, n ¶ N , (11)

начальный капитал равен

X eπ, eC
0 = sup

eP∈P (P), τ∈MN
0

B0 E
eP

fτ
Bτ

(12)

и (P-п. н.)
X eπ, eC
τ ¾ fτ, ∀ τ ∈MN

0 . (13)
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С этой целью образуем последовательность eY = (eYn)n¶N ,

eYn = ess sup
eP∈P (P), τ∈MN

0

E
eP

�

fτ
Bτ

�

�

�Fn

�

. (14)

Из теоремы в § 2b следует, что по отношению к любой мере eP∈P (P) после-
довательность eY = (eYn)n¶N является супермартингалом. А из теоремы из § 2d
вытекает справедливость для супермартингала eY = (eYn)n¶N опционального
разложения (P-п. н. для каждой меры eP∈P (P))

eYn = eY0+
n
∑

k=1

eγk ∆

�

Sn

Bn

�

−
n
∑

k=1

∆ eCk

Bk−1
, (15)

где eγ = (eγn)n¶N –– некоторая предсказуемая последовательность и eC =
= ( eCn)n¶N –– такая неубывающая последовательность, что eC0 = 0 и eCn ––
Fn-измеримые величины.

Найдя из разложения (15) eγ и eC, определим затем eβ= ( eβn)n¶N , полагая

eβn = eYn− eγn
Sn

Bn
. (16)

Для стратегии (eπ, eC) ее капитал равен

X eπ, eC
n = eβnBn+ eγnSn, (17)

и в силу формулы (15) имеет место «балансовое» условие (11). Поскольку
X eπ, eC

n = Bn
eYn, из формулы (14) для капитала X eπ, eC

n имеем следующее представ-
ление:

X eπ, eC
n = ess sup

eP∈P (P), τ∈MN
n

Bn E
eP

�

fτ
Bτ

�

�

�Fn

�

. (18)

Из этой формулы заключаем, что

1) начальный капитал стратегии (eπ, eC) определяется формулой (12);
2) стратегия (eπ, eC) является хеджирующей в том смысле, что X eπ, eC

n ¾ fn, n¶N ,
или, что равносильно, в смысле выполнения свойства (13);

3) стратегия (eπ, eC) обладает следующим свойством воспроизводимости:
X eπ, eC

N = fN (P-п. н.).

Теорема доказана, и в процессе ее доказательства установлено также сле-
дующее предложение (ср. с теоремой 2 в § 1c).

Теорема 2 (основные формулы для хеджирования, потребления и ка-
питала). Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда найдутся такой
хедж eπ = ( eβ , eγ) и такое потребление eC, что соответствующий капитал
X eπ, eC

n = eβnBn + eγnSn эволюционирует в соответствии с «балансовыми»
условиями (11), при этом X eπ, eC

0 определяется формулой (12), динамика X eπ, eC
n

определяется формулой (18), компоненты eγ= (eγn) и потребление eC = ( eCn)
находятся из опционального разложения (15), а eβ= ( eβn) –– из формулы (16).
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3. В связи с предположением P (P) 6= ∅, сделанным в теоремах 1 и 2
этого параграфа, и предположением безарбитражности в теоремах 1 и 2
в § 1b, отметим следующее обстоятельство (на примере хеджирования
в опционах).

Обычное определение безарбитражности (см. определение 2 в § 2a гл. V)
«привязано» к некоторому конкретному моменту N , который, скажем, в слу-
чае опционов европейского типа является моментом предъявления опциона
к исполнению.

В случае же опционов американского типа приходится уже иметь дело не
с конкретным моментом N , а с целым классом MN

0 моментов остановки τ, и
поэтому в теоремах 1 и 2 вместо предположения P (P) 6=∅ логичнее было бы
предполагать, что рынок является безарбитражным в сильном смысле (см.
определение 3 в § 2a гл. V).

В рассматриваемом случае дискретного времени (n¶ N <∞) и конечно-
го числа акций (d<∞) понятия «безарбитражности», «безарбитражности в
сильном смысле» и «P (P) 6=∅» равносильны согласно расширенной версии
первой фундаментальной теоремы (§ 1e гл. V).

Объяснение же того, что в формулировке теоремы предпочтение было
отдано условию P (P) 6=∅, состоит в следующем.

Во-первых, условие P (P) 6=∅ часто можно проверить (в том числе и в слу-
чае непрерывного времени); во-вторых, термин «безарбитражность в силь-
ном смысле» не является широко используемым, и вопрос об эквивалент-
ности различных определений безарбитражности и условия P (P) 6=∅, осо-
бенно в случае непрерывного времени, является далеко не простым. (См. по
этому поводу далее § 1a, 1c гл. VII.)

4. С точки зрения продавца того или иного опциона американского типа,
его стратегия (π, C) должна быть, прежде всего, такой, чтобы удовлетворя-
лись контрактные условия. Это накладывает на капитал Xπ,C то ограничение,
что для каждого τ ∈MN

0 должно быть выполнено условие хеджирования:
X eπ, eC
τ ¾ fτ (P-п. н.).

Естественно теперь задаться вопросом о том, каким должен быть момент
τ = τ(ω), в который покупателю разумно предъявлять опцион к исполне-
нию.

Будем рассматривать случай безарбитражного полного рынка, что в ин-
тересующей нас ситуации (дискретное время n¶N <∞, число акций d<∞)
равносильно существованию единственной мартингальной меры eP (вторая
фундаментальная теорема).

Прежде чем дать ответ на поставленный вопрос, переформулируем и уточ-
ним результаты теорем 1 и 2 для интересующего нас сейчас случая.

Теорема 3. Пусть eP –– единственная мартингальная мера (|P (P)|= 1) и
f = ( fn)n¶N –– последовательность неотрицательных платежных функций с

E
eP

fn
Bn
<∞, n¶N .
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1. Для верней цены выполняется равенство

eC( fN ; P) = sup
τ∈MN

0

B0 E
eP

fτ
Bτ

. (19)

2. Существует самофинансируемая стратегия (eπ, eC), капитал которой
X eπ, eC удовлетворяет «балансовому» условию

∆X eπ, eC
n = eβn ∆Bn+ eγn ∆−∆ eCn; (20)

X eπ, eC
0 = sup

τ∈MN
0

B0 E
eP

fτ
Bτ

(= eC∗( fN ; P)); (21)

X eπ, eC
τ ¾ fτ ∀ τ ∈MN

0 . (22)

Динамика капитала X eπ, eC определяется формулами

X eπ, eC
n = Bn ess sup

τ∈MN
n

E
eP

�

fτ
Bτ

�

�

�Fn

�

. (23)

3. Компоненты eγ= (eγn) и eC = ( eCn) определяются из разложения Дуба су-
пермартингала eY = (eYn,Fn, eP)n¶N ,

eYn = ess sup
τ∈MN

n

E
eP

� fτ
Bτ

�

�

�Fn

�

,

которое имеет следующий вид:

eYn = eY0+
n
∑

k=1

eγk ∆

�

Sk

Bk

�

− eCn, (24)

а компоненты eβ= ( eβn)n¶N –– из формул

eβn = eYn− eγn
Sn

Bn
. (25)

4. В задаче об оптимальной остановке

sup
τ∈MN

0

E
eP

fτ
Bτ

(26)

момент остановки

eτ = min
§

0 ¶ n ¶ N : Yn =
fn
Bn

ª

(27)

является оптимальным:

sup
τ∈MN

0

E
eP

fτ
Bτ
= E

eP
f
eτ

B
eτ

. (28)

При этом момент eτ обладает тем свойством, что

X eπ, eC
eτ = f

eτ (P-п. н.), (29)

а последовательность (eYn)n¶N является наименьшим eP-супермартингалом,
мажорирующим последовательность ( fn)n¶N .
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Доказательство. Утверждения 1––3 следуют из теорем 1 и 2. Нужно
лишь отметить, что в силу единственности мартингальной меры здесь
нет необходимости обращаться к опциональному разложению, а достаточно
воспользоваться непосредственно разложением Дуба супермартингала eY =
= (eYn,Fn, eP)n¶N (см. § 1b гл. II):

eYn = eMn− eCn. (30)

Из расширенного варианта второй фундаментальной теоремы (§ 4f гл. V)
следует, что мартингал eM= ( eMn,Fn, eP) может быть представлен в виде

eMn = eY0+
n
∑

k=1

eγk ∆

�

Sk

Bk

�

, (31)

что вместе с равенством (30) приводит к требуемому представлению (24).
Что же касается утверждения 4, то оно представляет частный случай ре-

зультатов, сформулированных в следствиях 1 и 3 к теореме 1 в § 2a.

5. Обратимся теперь непосредственно к вопросу о «рациональности», «ра-
зумности» выбора покупателем момента eτ как того момента, в который
следует предъявлять опцион к исполнению (на основании той текущей ин-
формации, которая содержится в потоке (Fn)).

И покупатель, и продавец в своих действиях исходят из того, что опреде-
ляемая формулой (19) цена eC( fN ; P) есть взаимоприемлемая стоимость опци-
онного контракта. (См. в этой связи п. 4 в § 1b гл. V.)

Рассмотрим все те стратегии (π, C), которые имеют начальный капитал
Xπ,C

0 = eC( fN ; P) и осуществляют хеджирование: Xπ,C
n ¾ fn, n¶N . Будем класс

этих стратегий обозначать Π(eC( fN ; P)).
К этому классу заведомо принадлежит стратегия (eπ, eC), капитал которой

обладает свойством минимальности:

fn ¶ X eπ, eC
n ¶ Xπ,C

n , n ¶ N , (32)

для всякой стратегии (π, C)∈Π(eC( fN ; P)). Действительно, из «балансового»

условия следует, что Yn=
Xπ,C

n

Bn
, n¶N , является eP-супермартингалом, мажори-

рующим
fn
Bn

, n¶N. А согласно утверждению 4 теоремы 3 последовательность
eYn, n ¶ N , является наименьшим eP-супермартингалом, мажорирующим

fn
Bn

,
n¶N.

Тем самым, eYn¶Yn, n¶N , что вместе с тем фактом, что

fn
Bn
¶ eYn =

X eπ, eC
n

Bn
,

доказывает неравенства (32).
Из этих неравенств вытекает, что для всякого момента остановки τ выпол-

няются неравенства
fτ ¶ X eπ, eC

τ ¶ Xπ,C
τ , (33)
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и понятно, что покупатель опциона должен так выбирать момент τ, чтобы
для всякой потенциально возможной стратегии (π, C) ∈Π(eC( fN ; P)) прода-
вец не получил бы с положительной вероятностью «безарбитражный доход»
Xπ,C
τ − fτ > 0. Иначе говоря, покупатель должен использовать только такие

моменты остановки τ, для которых

fτ = Xπ,C
τ (P-п. н.) ∀ (π, C) = Π(eC( fN ; P)). (34)

Приведенная аргументация оправдывает следующее

Определение. Моменты остановки τ, удовлетворяющие свойству (34),
называются рациональными моментами предъявления опционов к исполне-
нию. (Класс таких моментов обозначается RN

0 .)

Теорема 4. Всякий момент τ, являющийся решением задачи об опти-
мальной остановке (26), есть рациональный момент. При этом момент eτ,
определенный формулой (27), принадлежит RN

0 и в этом классе является
минимальным: eτ¶τ (P-п. н.) для всякого τ∈RN

0 .

Доказательство. Пусть (π, C)=Π(eC( fN ; P)). Тогда, учитывая eP-супермар-

тингальное свойство последовательности Yn=
Xπ,C

n

Bn
, n¶N , находим, что

eC( fN ; P) = Xπ,C
0 ¾ B0 E

eP
Xπ,C
τ

Bτ
¾ B0 E

eP
fτ
Bτ
= B0 sup

τ∈MN
0

E
eP

fτ
Bτ
= eC( fN ; P).

Тем самым,

E
eP

Xπ,C
τ

Bτ
= E

eP
fτ
Bτ

,

что вместе со свойством Xπ,C
τ ¾ fτ доказывает, что на самом деле, Xπ,C

τ = fτ
(P-п. н.), т. е. τ есть рациональный момент. Свойство минимальности момен-
та τ следует из [441, теорема 2.12].

Замечание. Полезно еще раз подчеркнуть, что решение задачи об опти-
мальной остановке (26) одновременно дает значение рациональной стоимо-
сти eC( fN ; P) и определяет рациональный момент eτ предъявления покупате-
лем опциона к исполнению. При этом, как правило, нельзя по отдельности
найти eC( fN ; P) или eτ, и находятся они одновременно из решения задачи (26).

§ 2d. Опциональное разложение

1. Будем предполагать, что на фильтрованном вероятностном простран-
стве (Ω,F , (Fn)n¶N , P), F0= {∅,Ω} заданы R-значный процесс X = (Xn)n¶N
и Rd-значный процесс S= (Sn)n¶N , Sn= (S1

n, ‌, Sd
n), согласованные с потоком

(Fn)n¶N , т. е. такие, что Xn и Si
n являются Fn-измеримыми для n¶ N и i=

=1, ‌, d.
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Через P (P) будем обозначать множество таких вероятностных мер eP
на (Ω,F ), что eP ∼ P и относительно каждой из них процесс S является
мартингалом. Предполагается, что P (P) 6= ∅. Меры eP ∈ P (P) называются
мартингальными (для S).

Что же касается процесса X = (Xn)n¶N , то основное предположение будет
состоять в том, что относительно каждой из мер eP∈P (P) он является супер-
мартингалом.

Если рассматривать X по отношению к какой-то конкретной мере eP ∈
∈P (P), то согласно разложению Дуба (§ 1b гл. II)

Xn = X0+M(eP)
n −C(eP)

n , (1)

где M(eP) = (M(eP)
n ,Fn, eP) –– мартингал и C(eP) = (C(eP)

n ,Fn−1, eP) –– неубывающий
предсказуемый процесс, M(eP)

0 =0, C(eP)
0 =0. Компоненты M(eP) и C(eP) в разложе-

нии (1) зависят от рассматриваемой меры eP, что и подчеркивается введением
в их обозначение зависимости от этой меры.

В приводимой ниже теореме дается иное, так называемое опциональное
разложение процесса X , интересное тем, что оно носит универсальный ха-
рактер в том смысле, что компоненты этого разложения (см. формулу (2))
одни и те же для всех мер eP∈P (P).

Теорема. Процесс X , являющийся супермартингалом относительно лю-
бой из мартингальных мер eP∈P (P), допускает (опциональное) разложение

Xn = X0+
n
∑

k=1

(γk ,∆Sk)−Cn, n ¶ N , (2)

с предсказуемым Rd-значным процессом γ= (γk)k¶N и неубывающим процес-
сом C= (Cn)n¶N с Fn-измеримыми величинами Cn.

Прежде чем переходить к доказательству, отметим, что между разложени-
ями (1) и (2) есть принципиальная разница: в формуле (1) величины C(eP)

n

являютсяFn−1-измеримыми, а в формуле (2) величины Cn являютсяFn-изме-
римыми. Именно с последним обстоятельством и связано, как уже сказано,
то, что разложение (2) называется опциональным.

Замечание. В рассматриваемом сейчас случае дискретного времени оп-
циональность процесса C= (Cn)n¶N по отношению к (Fn)n¶N означает про-
сто его согласованность, или адаптированность, с фильтрацией (Fn)n¶N ,
т. е. Fn-измеримость величин Cn, n¾0. По поводу понятий опциональности
см. § 5a гл. III и [250, гл. I, § 1c].

Первые версии сформулированной теоремы для случая непрерывного вре-
мени были даны, как уже отмечалось в § 1c, в работах [136] и [281].

Вскоре появилось несколько работ как для непрерывного, так и для дис-
кретного времени ([99], [163]––[165]), в которых ослаблялись, в частности,
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предположения, сделанные в работах [136] и [281], и давались различные
варианты доказательств.

Приводимое ниже доказательство следует схеме, предложенной в работах
[163], [164] Г. Фёльмером и Ю. М. Кабановым и основанной на идее полу-
чения величин γk в формуле (2) как множителей Лагранжа для некоторой
оптимизационной задачи с ограничениями. (В доказательстве будут исполь-
зоваться также некоторые результаты из § 2e гл. V.)

2. В соответствии с работами [163] и [164] требуемое разложение (2) будет
установлено, если показать, что величины ∆Xn≡ Xn− Xn−1 для каждого n=
=1, ‌, N могут быть представлены в виде

∆Xn = (γn,∆Sn)− cn (3)

с некоторой Fn−1-измеримой Rd-значной величиной γn и некоторой неотри-
цательной Fn-измеримой величиной cn.

Для получения такого представления для ∆Xn на самом деле достаточ-
но лишь только показать, что (при сформулированных предположениях
на X и S) найдется такая Fn−1-измеримая Rd-значная величина γn, что

∆Xn− (γn,∆Sn) ¶ 0, (4)

поскольку тогда в качестве требуемой величины cn надо просто взять вели-
чину (γn,∆Sn)−∆Xn.

Заметим также, что если eP∈P (P), то

E
eP |∆Sn| < ∞, E

eP(∆Sn |Fn−1) = 0 (5)

и
E
eP |∆Xn| < ∞, E

eP(∆Xn |Fn−1) ¶ 0. (6)

Если Pn и ePn являются сужениями мер P и eP на F и Zn=
dePn

dPn
, то по лемме

о пересчете (§ 3a гл. V)

E
eP(∆Sn |Fn−1) = E

eP(zn∆Sn |Fn−1), (7)
E
eP(∆Xn |Fn−1) = E

eP(zn∆Xn |Fn−1), (8)

где zn=
Zn

Zn−1
.

Отсюда нетрудно увидеть, что требуемое утверждение (4) будет вытекать
из следующего общего предложения (в котором надо будет положить ξ=
=∆Xn и η=∆Sn), имеющего и самостоятельный чисто вероятностный ин-
терес.

Лемма. Пусть на вероятностном пространстве (Ω,F , P) заданы дей-
ствительная случайная величина ξ и Rd-значный вектор η= (η1, ‌, ηd).
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Пусть G является σ-подалгеброй F и Z –– множество всех таких случай-
ных величин z>0, что P-п. н.

E(z |G ) = 1, E(|ξ|z |G ) < ∞, E(|η|z |G ) < ∞ (9)

и
E(zη |G ) = 0. (10)

Если Z 6=∅ и для всех z∈ Z выполняется неравенство

E(zξ |G ) ¶ 0, (11)

то найдется такой G -измеримый Rd-значный вектор λ∗, что P-п. н.

ξ+ (λ∗, η) ¶ 0. (12)

Доказательство. 1. Идея доказательства становится весьма прозрачной в
том случае, когда G является тривиальной σ-подалгеброй, т. е. G = {∅,Ω}.
В этом случае искомый вектор λ∗ является неслучайным и может быть вы-
бран, как показывается ниже, множителем Лагранжа в некоторой оптимиза-
ционной задаче.

В том же случае, когда σ-подалгебра G не является тривиальной, те же
самые рассмотрения, но проводимые для каждого ω, снова дают вектор λ∗,
определенный, вообще говоря, неоднозначно, который уже будет зависеть
от ω. И вся проблема после этого состоит в том, чтобы доказать, что возмо-
жен G -измеримый выбор λ∗.

Напомним, что такая же проблема уже возникала в § 2e гл. V при дока-
зательстве расширенного варианта первой фундаментальной теоремы (при
доказательстве импликаций a′) ⇒ e) и e) ⇒ b)) и для ее решения привлека-
лись некоторые общие результаты о существовании «измеримого селектора»
(лемма 2 в § 2e гл. V).

Та же техника может быть применима в рассматриваемой сейчас схеме и
для доказательства существования G -измеримого селектора λ∗. Отсылая за
деталями соответствующих рассуждений к работам [163] и [164], отметим,
что эта проблема измеримого выбора не возникает в случае дискретного
пространства Ω.

2. Итак, будем предполагать, что G ={∅,Ω}.
Обозначим через Q=Q(dx, dy) меру на R×Rd , порождаемую величинами

ξ и η= (η1, ‌, ηd):

Q(dx, dx) = P(ξ ∈ dx, η ∈ dy).

Без ограничения общности можно считать, что семейство случайных ве-
личин η1, ‌, ηd образует (P-п. н.) линейно независимую систему, т. е. такую,
что если при некоторых a1, ‌, ad выполнено равенство a1η1+‌+ adηd =0
(P-п. н.), то a1 =‌= ad = 0. В самом деле, в выражение (12) компоненты
η1, ‌, ηd входят линейным образом, и если бы они образовывали линейно
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зависимую систему, то проблема сводилась бы к рассмотрению вектора η
меньшей размерности.

Как и в § 2e гл. V, будем обозначать через L◦(Q) «относительную» внутрен-
ность замкнутой выпуклой оболочки L(Q) топологического носителя K(Q)
меры Q.

Пусть x′= (x, y), x ∈Rd , y ∈Rd+1, и Z(Q) –– семейство таких борелевских
функций z= z(x′)>0 таких, что EQ z=1, EQ |x′|z<∞.

Пусть
Φ(Q) =

�

ϕ(z): ϕ(z) = EQ x′z, z ∈ Z(Q)
	

–– семейство барицентров (меры dQ′= z dQ).
Из леммы 1 из § 2e гл. V следует, что L◦(Q)⊆Φ(Q) (на самом деле L◦(Q)=

=Φ(Q)) и если 0 /∈ L◦(Q), то найдется такой вектор γ′ в Rd+1, что

Q
�

x′ : (γ′, x′) ¾ 0
	

= 1, Q
�

x′ : (γ′, x′) > 0
	

> 0. (13)

Для доказательства существования вектора λ∗ со свойством (12) рассмот-
рим отдельно два случая:

(i) 0 /∈ L◦(Q),
(ii) 0∈ L◦(Q).

Случай (i). Согласно формуле (13) найдутся такие числа γ и γ1, ‌, γd такие,
что (P-п. н.)

γξ+ (γ1η1+‌+γdηd) ¾ 0 (14)

и с положительной P-вероятностью

γξ+ (γ1η1+‌+γdηd) > 0. (15)

Покажем, что γ 6= 0. В самом деле, если γ = 0, то γ1η1 +‌ + γdηd ¾ 0
(P-п. н.). Поскольку по предположению существует мартингальная мера eP∼P,
относительно которой E

eP(γ1η1 +‌+ γdηd)= 0, получаем, что (eP- и P-п. н.)
γ1η1+‌+γdηd=0.

В силу предполагаемой линейной независимости величин η1, ‌, ηd от-
сюда следовало бы, что γ1=‌= γd = 0. Однако это противоречит неравен-
ству (15).

Тем самым, γ 6= 0, и из предположения E
eP ξ¶ 0, E

eP η
i = 0 и формулы (14)

находим, что γ<0.
Полагая λi=

γi

γ
, i=1, ‌, d, из формулы (14) получаем неравенство

ξ+ (λ1η1+‌+λdηd) ¶ 0,

что и доказывает в случае (i) требуемое свойство (12) с λ∗= (λ1, ‌, λd).
Случай (ii) несколько более сложен и именно для его рассмотрения бу-

дет использована идея обращения к множителям Лагранжа из работ [163]
и [164].
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Пусть
ϕξ(z) = EQ xz, ϕη(z) = EQ yz

–– компоненты барицентра ϕ(z).
Обозначим

Z0(Q) =
�

z ∈ Z(Q): ϕη(z) = 0
	

и
Φ0(Q) =

�

ϕ(z) = (ϕξ(z),ϕη(z)): z ∈ Z0(Q)
	

.

Согласно условиям леммы Z0(Q) 6=∅ и

z ∈ Z0(Q) ⇒ ϕξ(z) ¶ 0. (16)

Если 0∈ L◦(Q), то в силу уже отмеченного свойства L◦(Q)⊆Φ(Q), и из § 2e
гл. V находим, что существует такое z0 ∈ Z0(Q), что ϕξ(z0)= 0. Поэтому в
рассматриваемом случае (ii) имеем

sup
z∈Z0(Q)

ϕξ(z) = 0, (17)

что можно проинтерпретировать следующим образом: в предположении (ii)
в оптимизационной задаче

найти f ∗ ≡ sup
z∈Z0(Q)

ϕξ(z) (18)

значение f ∗ равно нулю.
Следуя работам [163] и [164], переформулируем задачу (18) как оптимиза-

ционную задачу с ограничениями:

найти f ∗ ≡ sup
z∈Z(Q)

ϕξ(z) при дополнительном ограничении ϕη(z) = 0. (19)

Согласно принципам вариационного исчисления, решение задачи (19)
должно быть равносильно, при некотором ненулевом векторе λ∗ (множитель
Лагранжа), решению следующей оптимизационной задачи:

найти f ∗ ≡ sup
z∈Z(Q)

�

ϕξ(z)+λ∗ϕη(z)
�

. (20)

(Для простоты записи здесь и далее скалярное произведение (a, b) векторов
a и b обозначается ab.)

Приведем доказательство равносильности задач (19) и (20), что интересно
и само по себе, хотя для наших целей вполне достаточно, на самом деле,
только того, что в предположении (ii) имеет место неравенство

sup
z∈Z(Q)

�

ϕξ(z)+λ∗ϕη(z)
�

¶ 0, (21)

по крайней мере для какого-то ненулевого вектора λ∗.
Пусть

A =
�

(x, y) ∈ R×Rd : x < ϕξ(z), y = ϕη(z) для некоторого z ∈ Z(Q)
	

.
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Это множество является непустым и выпуклым. При этом в силу предполо-
жения (ii), точка (0, 0) /∈ A, и, значит, ее можно «отделить» гиперплоскостью
от множества A, т. е. найдется такой ненулевой вектор λ= (λ1, λ2)∈R×Rd ,
что

λ1 x+λ2 y ¶ 0 (22)

для всех (x, y) из замыкания множества A. (См., например, [241, § 0.1];
отметим, что и в случае (i) также, в сущности, были использованы идеи
отделимости.)

Заметим, что в множество A заведомо входят точки (x, 0) с любыми отри-
цательными значениями x. Поэтому в формуле (22) имеем λ1¾0.

Если, далее, предположить, что λ1=0, то из формулы (21) найдем, что для
любых z∈ Z(Q) выполнено условие

EQ(λ2 y)z = λ2 EQ yz = λ2ϕη(z) ¶ 0. (23)

Поэтому в силу произвольности z∈ Z(Q) находим, что λ2 y¶0 (Q-п. н.), т. е.
λ2η¶0 (P-п. н.).

Поскольку P (P) 6=∅, для некоторой меры eP из P (P) выполнено равенство
E
eP λ2η=0, и вместе со свойством λ2η¶0 (eP-п. н.) это приводит к линейной

зависимости (λ2η=0), что было исключено сделанным выше предположени-
ем. Тем самым, λ2=0.

Следовательно, если λ1=0, то и λ2=0, что противоречит тому, что вектор
(λ1, λ2) в формуле (21) является ненулевым.

Итак, заведомо λ1>0.

Положим λ∗=
λ2

λ1
. Тогда из формулы (21) и определения множества A за-

ключаем, что для любого z∈ Z(Q) и любого ε>0 выполнено неравенство

(ϕξ(z)−ε)+λ∗ϕη(z) ¶ 0.

Предельным переходом по ε→0 отсюда получаем неравенство

ϕξ(z)+λ∗ϕη(z) ¶ 0, z ∈ Z(Q),

равносильное тому, что

sup
z∈Z(Q)

(ϕξ(z)+λ∗ϕη(z)) ¶ 0. (24)

Заметим теперь, что очевидным образом для любого λ∈Rd выполняется
неравенство

sup
z∈Z(Q)

(ϕξ(z)+λϕη(z)) ¾ sup
z∈Z0(Q)

(ϕξ(z)+λϕη(z)) = sup
z∈Z0(Q)

ϕξ(z). (25)

Если выполнено свойство (ii), то правая часть формулы (25) равна нулю, а
левая часть равна нулю при λ=λ∗. Тем самым, в предположении (ii) имеем

sup
z∈Z0(Q)

ϕξ(z) = 0 ⇔ sup
z∈Z(Q)

(ϕξ(z)+λ∗ϕη(z)) = 0,
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что устанавливает эквивалентность задач (19) и (20) и интерпретируется
следующим образом: в оптимизационной задаче (19) множитель Лагранжа
«снимает» ограничение ϕη(z)=0.

Вернемся к неравенству (24), или, что равносильно, к неравенству

ϕξ(z)+λ∗ϕη(z) ¶ 0, z ∈ Z(Q), (26)

которое перепишем в виде

EQ z(x+λ∗ y) ¶ 0, z ∈ Z(Q).

В силу того что пространство Z(Q) достаточно «богато», отсюда заклю-
чаем, что x +λ∗ y ¶ 0 (Q-п. н.), что и доказывает требуемое свойство (12) в
предположении G ={∅,Ω}.

В общем же случае, как уже отмечалось выше, надо вместо Q(dx, dy) рас-
сматривать регулярные условные распределения

Q(ω; dx, dy) = P(ξ ∈ dx, η ∈ dy |G )(ω)

и проводить доказательство существования λ∗=λ∗(ω) для «каждого ω». На
заключительном этапе надо будет установить возможность выбора G -изме-
римой версии λ∗ = λ∗(ω), ω∈Ω, обращаясь к общим результатам об изме-
римом выборе, примером которых может служить лемма 2 из § 2e гл. V.
Соответствующие детали см. в работах [163] и [164].
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3. Схема серий «больших» безарбитражных рынков
и асимптотический арбитраж

§ 3a. Модель «больших» финансовых рынков

1. С понятием «больших» рынков и концепцией асимптотического арбит-
ража мы сталкивались в § 2d гл. I при изложении основных положений ар-
битражной теории расчетов (АРТ), инициированной С. Россом.

Подобно тому как теория Г. Марковитца (§ 2b гл. I) базировалась на анали-
зе среднего значения и дисперсии капитала разных портфелей ценных бумаг,
так и в теории С. Росса асимптотический арбитраж определяется с помощью
этих характеристик.

В настоящем разделе асимптотический арбитраж будет определяться
несколько иначе и более соответствовать той концепции арбитража, которая
рассматривалась в § 2a гл. V и которая по своему духу более соответствует
«мартингальному» подходу, пронизывающему все наше изложение.

2. Расширяя принятую ранее модель (B, S)-рынка, состоящего из банков-
ского счета B= (Bk)k¶n и d-мерной акции S= (Sk)k¶n, Sk= (S1

k , ‌, Sd
k ), задан-

ных на некотором фильтрованном вероятностном пространстве

(Ω,F , (Fk)k¶n, P),

будем сейчас предполагать, что имеется схема серий n-рынков

(Bn, Sn) = (Bn
k , Sn

k)k¶k(n),

Sn
k= (Sn,1

k , ‌, Sn,d(n)
k ), каждый из которых действует на своем фильтрованном

вероятностном пространстве

(Ωn,F n, (F n
k )k¶k(n), Pn). (1)

Предполагается, что n¾1 и F n
0 ={∅,Ωn}, F n=F n

k(n), k(n)<∞, d(n)<∞.
Поскольку основной наш интерес будет относиться к рассмотрению тех

случаев, когда k(n)→∞ и/или d(n)→∞ при n→∞, именно в этом смысле и
употребляется термин «большие» рынки.
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Замечание. При рассмотрении схемы серий фильтрованных вероятност-
ных пространств индекс n будет соответствовать номеру серии, а индекс k
будет играть роль временно́го параметра.

3. Пусть Xπ(n) = (Xπ(n)
k )k¶k(n) –– капитал некоторого самофинансируемого

портфеля π(n) на (Bn, Sn)-рынке.
Напомним, что согласно принятому изложению предполагается, что вели-

чины Bn
k положительны и F n

k−1-измеримы. Как это уже объяснялось в кон-
це § 2b гл. V, без ограничения общности можно полагать Bn

k ≡1, что соответ-
ствует переходу к рассмотрению дисконтированных цен. В этом случае

Xπ(n)
k = Xπ(n)

0 +
k
∑

l=1

(γn
l ,∆Sn

l ),

где (γn
l ,∆Sn

l )=
d(n)
∑

i=1
γn,i

l ∆Sn,i
l .

Определение 1. Будем говорить, что в схеме серий (B, S)= {(Bn, Sn), n¾
¾1} n-рынков (Bn, Sn) последовательность стратегий π= (π(n))n¾1 реализу-
ет асимптотический арбитраж, если

lim
n

Xπ(n)
0 = 0, (2)

Xπ(n)
k(n) ¾ −c(n) (Pn-п. н.), n ¾ 1, (3)

где 0¶ c(n)↓0, n→∞, и

lim
ε↓0

lim
n

Pn(Xπ(n)
k(n) ¾ ε) > 0. (4)

Если пользоваться введенными обозначениями и понятиями, то можно
сказать (несколько обобщая рассмотрения из § 2d гл. II), что асимптоти-
ческий арбитраж в АРТ имеет место тогда, когда найдутся подпоследова-
тельность (n′) ⊆ (n) и последовательность стратегий (π(n′)), для которых
Xπ(n′)

0 =0, E Xπ(n′)
k(n′) →∞, D Xπ(n′)

k(n′) →0, n′→∞.
Данное выше определение асимптотического арбитража (4) с «мартин-

гальной» точки зрения является более предпочтительным и более удобным,
нежели определение теории АРТ, что может быть объяснено следующим об-
разом.

Во-первых, определение (4) можно рассматривать как естественное обоб-
щение принятого ранее (§2a гл. V) определения арбитражных возможностей,
которое, как мы знаем из первой фундаментальной теоремы, самым непо-
средственным образом связывает теорию арбитража с теорией мартингалов
и стохастическим исчислением.

Во-вторых, в случае определения (4), а также и ряда других родственных
определений (см. [260], [261], [273]) удается получать эффективные крите-
рии отсутствия асимптотического арбитража, выраженные, в том числе, в
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терминах таких объектов, хорошо известных в статистике случайных процес-
сов, как интеграл Хеллингера, процесс Хеллингера (см. [250, гл. V]).

4. Определение 2. (B, S)-рынок, представляющий совокупность {(Bn, Sn),
n¾ 1} n-рынков, называется локально безарбитражным, если для каждого
n¾1 рынки (Bn, Sn) являются безарбитражными (§ 2a гл. V).

Основной вопрос, рассматриваемый ниже, состоит в отыскании условий,
при которых в локально безарбитражном (B, S)-рынке не возникает асимпто-
тический арбитраж (в смысле данного выше определения 1).

Возникновение асимптотического арбитража при n→∞ может быть обу-
словлено разными причинами: за счет увеличения числа акций (d(n)→∞),
за счет увеличения временно́го интервала (k(n)→∞; см. пример 2 в § 2b
гл. V), за счет того, что может нарушаться асимптотическая эквивалентность
мер. Появление асимптотического арбитража может быть связано и с комби-
национным действием названных причин.

В связи с упомянутой асимптотической эквивалентностью мер, а также с
соответствующими асимптотическими понятиями абсолютной непрерывно-
сти и сингулярности последовательностей вероятностных мер, отметим, что
они допускают точную формулировку с привлечением понятий контингуаль-
ности и полной асимптотической разделимости (см. [250, гл. V], где описаны
также и критерии их выполнимости в терминах интегралов и процессов Хел-
лингера).

На важность этих понятий для проблем асимптотического арбитража на
больших рынках впервые было указано в работе Ю. М. Кабанова и Д. О. Крам-
кова [261], в которой были введены понятия асимпотического арбитража
первого и второго рода. (Введенный в определении 1 асимптотический арбит-
раж совпадает, в сущности, с асимптотическим арбитражем первого рода.)
Значительное продвижение в теории асимптотического арбитража было за-
тем получено в работах И. Клейн и В. Шахермайера [273] и Ю. М. Кабанова и
Д. О. Крамкова [260].

§ 3b. Критерии отсутствия асимптотического арбитража

1. Пусть Xπ(n) = (Xπ(n)
k )k¶k(n) –– капитал некоторого самофинансируемого

портфеля π(n) на (Bn, Sn)-рынке, Bn
k≡1:

Xπ(n)
k = Xπ(n)

0 +
k
∑

l=1

(γn
l ,∆Sn

l ). (1)

Если Qn –– такая мера на (Ωn,F n), что Qn � Pn, то по формуле Байеса
(формула (4) в § 3a гл. V) находим, что (Qn-п. н.)

EQn

�

Xπ(n)
k(n) |F

n
k

�

= 1
Zn

k
EPn

�

Xπ(n)
k(n) Zn

k(n) |F
n
k

�

, (2)
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где Zn
k =

dQn
k

dPn
k

, Qn
k =Qn |F n

k , Pn
k = Pn |F n

k . (Предполагается, что условное мате-

матическое ожидание в левой части формулы (2) определено.)
Будем предполагать, что каждый n-рынок (Bn, Sn), n¾ 1, является безар-

битражным и, следовательно, в соответствии с первой фундаментальной
теоремой (§ 2b, 2e гл. V) семейство мартингальных мер P (Pn) непусто.

Пусть ePn∈P (Pn) и π(n) –– стратегия, для которой

E
ePn

�

Xπ(n)
k(n)

�−
< ∞. (3)

Тогда в силу леммы из § 1c гл. II находим, что последовательность Xπ(n) =
= (Xπ(n)

k )k¶k(n) относительно меры ePn является мартингалом. Следовательно,
E
ePn

�

�Xπ(n)
k(n)

�

�<∞, и для k¶k(n) имеем

Xπ(n)
k = E

ePn

�

Xπ(n)
k(n) |F

n
k

�

. (4)

Понятно, что EPn

�

�Xπ(n)
k(n) Zn

k(n)

�

�= E
ePn

�

�Xπ(n)
k(n)

�

�<∞, и в силу формул (2) и (4) полу-
чаем

Xπ(n)
k Zn

k = EPn

�

Xπ(n)
k(n) Zn

k(n) |F
n
k

�

(ePn- и Pn-п. н.). (5)

Таким образом, предположение (3) обеспечивает в рассматриваемом слу-
чае дискретного времени k¶k(n)<∞, что

(Xπ(n)
k ,F n

k , ePn)k¶k(n) и (Xπ(n)
k Zn

k ,F n
k , Pn)k¶k(n)

являются мартингалами. (Ср. с леммой из § 3d гл. V.)
В частности,

Xπ(n)
0 = E

ePn Xπ(n)
k(n) , (6)

Xπ(n)
0 = EPn Xπ(n)

k(n) Zn
k(n). (7)

Каждое из этих равносильных соотношений может быть использовано для
получения условий того, что рассматриваемая стратегия π(n) является безар-
битражной, а последовательность стратегий π= (π(n))n¾1 –– асимптотиче-
ски безарбитражной. (Отметим, что, в сущности, именно эти соотношения
и были использованы в § 2c гл. V при доказательстве достаточности в первой
фундаментальной теореме.)

Замечание. Для справедливости формул (4)––(7) нет надобности требо-
вать, чтобы выполнялось условие ePn∼Pn; достаточно лишь условия ePn�Pn.
Однако свойство Pn� ePn все равно приходится предполагать выполненным,
если выводить отсутствие арбитража, скажем, из формулы (7).

Действительно, пусть стратегия π(n) такова, что Xπ(n)
0 = 0, Xπ(n)

k(n) ¾ 0
(Pn-п. н.), и A=

�

Xπ(n)
k(n) >0

	

. Тогда из формулы (7) ясно, что ничего нельзя
сказать о вероятности Pn(A) множества A, если на этом множестве Zn

k(n)=0.
Поэтому-то для вывода из предположения Pn

�

Xπ(n)
k(n) ¾ 0

�

= 1 и равенства
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0 = EPn Xπ(n)
k(n) Zn

k(n) того свойства, что Pn
�

Xπ(n)
k(n) = 0

�

= 1, и приходится пред-
полагать, что Pn(Zn

k(n) > 0) = 1. (Согласно утверждению f теоремы из § 3a
гл. V отсюда вытекает абсолютная непрерывность Pn�ePn.)

Тем самым, заложенное в понятии мартингальной меры ePn требование ее
эквивалентности мере Pn обеспечивает, в частности, свойство

0 < Zn
k(n) < ∞ (Pn-п. н.). (8)

2. Отыскание критериев отсутствия асимптотического арбитража начнем
для простоты со стационарного случая, понимая под этим, что (B, S) =
={(Bn, Sn), n¾1}-рынок имеет следующую специальную структуру.

Существуют вероятностное пространство (Ω,F , (Fk)k¾0, P), F =
∨

Fk и
(d + 1)-мерный процесс (B, S)= (Bk , Sk)k¾0, где Bk ––Fk−1-измеримые вели-
чины, Sk = (S1

k , ‌, Sd
k ) ––Fk-измеримые величины и такие, что каждый из

n-рынков (Bn, Sn)= (Bk , Sk)k¶k(n), k(n)=n.
Понятно, что (пользуясь языком схемы серий) можно считать, что рынок

(Bn, Sn) задан на своем вероятностном пространстве (Ω,F n, (F n
k )k¶n, Pn),

для которого F n=Fn, F n
k =Fk , k¶n, и Pn=P |F n.

По-другому можно сказать также, что в стационарном случае число акций
d(n) не меняется с n (d(n)≡ d) и каждый (n+ 1)-й рынок (Bn+1, Sn+1) есть
«продолжение» n-го рынка (Bn, Sn).

Будем обозначать через eP = {(ePk)k¾1} семейство последовательностей
(ePk)k¾1 мартингальных мер ePk , обладающих свойством согласованности:
ePk+1 |Fk=ePk , k¾1.

Для каждой такой последовательности мер (ePk)k¾1 определим сопутству-
ющую последовательность Z= (Zk)k¾0 производных Радона––Никодима Zk=

=
dePk

dPk
, k¾1, Z0=1.

Пусть

Zk =
§

Zk : Zk =
dePk

dPk
, ePk ∈ P (Pk)

ª

и

Z∞ =
§

Z∞ : Z∞ = lim
k

dePk

dPk
, (ePk)k¾1 ∈ eP

ª

.

Заметим, что, хотя и не предполагается существование такой меры eP на
(Ω,F ), что ePk = eP |Fk , тем не менее, в силу свойства ePk+1 |Fk = ePk после-
довательность (Zk ,Fk)k¾0 относительно меры P является (положительным)
мартингалом. Поэтому по теореме Дуба о сходимости (§ 3a гл. V) P-п. н. суще-
ствует lim Zk (= Z∞), при этом 0¶E Z∞¶1.

Теорема 1 (стационарный случай). На локально безарбитражном рынке
(B, S)={(Bn, Sn), n¾1} условие

lim
ε↓0

lim
k

inf
Zk∈Zk

P(Zk < ε) = 0 (9)
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является необходимым и достаточным, а условие

lim
ε↓0

inf
Z∞∈Z∞

P(Z∞ < ε) = 0 (10)

–– достаточным для отсутствия асимптотического арбитража.

Доказательство достаточности условия (9) сравнительно просто и
приводится ниже. (Достаточность условия (10) будет следовать из того,
что (10) ⇒ (9).) Доказательство необходимости несколько сложнее. Оно
опирается на некоторые результаты о контигуальности вероятностных мер
и дается в следующем § 3c (п. 9).

Пусть (ePn)n¾1 ∈ eP и π = (π(n))n¾1 –– последовательность стратегий на
(B, S) = {(Bn, Sn), n ¾ 1}-рынке, удовлетворяющих условию (3) из § 3a.
Тогда выполнено условие (3), и, значит, имеет место свойство (6), которое
в рассматриваемом стационарном случае принимает вид

Xπ(n)
0 = E Zn Xπ(n)

n . (11)

Взяв ε>0, отсюда находим, что

E Zn Xπ(n)
n E Zn Xπ(n)

n

�

I(−c(n) ¶ Xπ(n)
n < 0)+

+ I(0 ¶ Xπ(n)
n < ε)+ I(Xπ(n)

n ¾ ε)
�

¾

¾ −c(n)+E Zn Xπ(n)
n I(Zn ¾ ε)I(Xπ(n)

n ¾ ε) ¾

¾ −c(n)+ε2 P(Xπ(n)
n ¾ ε, Zn ¾ ε) ¾

¾ −c(n)+ε2
�

P(Xπ(n)
n ¾ ε)−P(Zn < ε)

�

,

и, значит,
Xπ(n)

0 + c(n)+ε2P(Zn < ε) ¾ ε2P(Xπ(n)
n ¾ ε). (12)

Если выполнены условия (2) и (3) из § 3a, то из формулы (12) в силу про-
извольности последовательности (ePn)n¾1∈ eP видим, что

lim
ε↓0

lim
n

inf
Zn∈Zn

P(Zn < ε) ¾ lim
ε↓0

lim
n

P(Xπ(n)
n ¾ ε). (13)

Отсюда ясно, что при наличии предположения (9) и, очевидно, усло-
вия (10) последовательность стратегий π = (π(n))n¾1 со свойствами (2)––
(4) из § 3a не может реализовывать асимптотический арбитраж.

Следствие. Пусть (ePn)n¾1 –– некоторая последовательность из eP и Z∞ =

= lim
dePn

dPn
. Тогда условие P(Z∞>0)=1 гарантирует отсутствие асимптоти-

ческого арбитража.

3. Перейдем к рассмотрению общего случая, считая, что каждый из безар-
битражных n-рынков (Bn, Sn), n¾ 1, задан на своем фильтрованном вероят-
ностном пространстве

(Ωn,F n, (F n
k )k¶k(n), Pn), F n

k(n) = F
n.
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Если ePn
k(n) –– некоторая мартингальная мера,

ePn
k(n) ∼ Pn

k(n) и Zn
k(n) =

dePn
k(n)

dPn
k(n)

,

то аналогично формуле (12) находим, что

Xπ(n)
0 + c(n)+ε2 Pn(Zn

k(n) < ε) ¾ ε2 Pn(Xπ(n)
k(n) ¾ ε). (14)

Обозначим

Zn
k(n) =

§

Zn
k(n) : Zn

k(n) =
dePn

k(n)

dPn
k(n)

, ePn
k(n) ∈ P (Pn

k(n))
ª

.

Теорема 2. Пусть (B, S)= {(Bn, Sn), n ¾ 1} –– «большой» локально безар-
битражный рынок.

Условие
lim
ε↓0

lim
n

inf
Z n

k(n)∈Z
n
k(n)

Pn(Zn
k(n) < ε) = 0 (15)

является необходимым и достаточным для отсутствия асимптотического
арбитража.

Доказательство достаточности условия (15) следует из формулы (14) так
же, как и в стационарном случае. Доказательство необходимости см. в п. 9
следующего § 3c.

§ 3c. Асимптотический арбитраж и контигуальность

1. Из всего предшествующего изложения в этой главе, относящегося к тео-
рии арбитража, понятно, сколь значительна в этой теории роль проблема-
тики абсолютной непрерывности вероятностных мер. Нижеследующее изло-
жение показывает, что для теории асимптотического арбитража ключевую
роль играет понятие контигуальности вероятностных мер, являющееся од-
ним из важных концептуальных понятий в асимптотических вопросах мате-
матической статистики.

Чтобы ввести понятие контигуальности наиболее естественным путем,
рассмотрим сначала стационарный случай (определение и обозначения см.
в п. 2 § 3b).

Пусть (ePn)n¾1 –– некоторая последовательность (согласованных) мартин-
гальных мер из eP. Предположим, что на (Ω,F ) существует также такая
мера eP, что eP |Fn=ePn, n¾1.

Напомним (см. § 3a гл. V), что меры eP и P назывались локально эквива-

лентными (eP loc∼ P), если ePn∼Pn, n¾1.
Важно при этом подчеркнуть, что из свойства eP loc∼ P не следует, вообще

говоря, ни одно из следующих свойств: eP�P, P�eP, eP∼P.

625



Глава VI. Теория расчетов. Дискретное время

Согласно следствию из предыдущего параграфа, если

P(Z∞ > 0) = 1, (1)

где Z∞= lim Zn, Zn=
dePn

dPn
, то асимптотический арбитраж отсутствует.

Согласно импликациям a)⇔ b) в теореме из § 3a гл. V условие (1) равно-
сильно (в рассматриваемом предположении eP loc∼ P) тому, что P�eP. Таким об-
разом, условие P�eP (как, разумеется, и условие (1)) может рассматриваться
как именно то дополнительное (к свойству eP loc∼ P) требование на поведение
вероятностных мер n-рынков, которое препятствует появлению при n→∞
асимптотического арбитража.

В том же случае, когда на (Ω,F , (Fn)n¾1), F =
∨

Fn, отсутствует мера
eP со свойством eP |Fn=ePn, n¾1, для формулирования соответствующего ана-
лога утверждения

P(Z∞ > 0) = 1 ⇔ P� eP (2)

важным оказывается следующее

Определение 1. Пусть на измеримых пространствах (En, En) заданы ве-
роятностные меры Qn и eQn, n¾1.

Последовательность мер (eQn)n¾1 называется контигуальной по отноше-
нию к последовательности (Qn)n¾1 (обозначение: (eQn)Ã (Qn)), если для всех
последовательностей множеств An∈En со свойством Qn(An)→0, n→∞, име-
ет место также и свойство eQn(An)→0, n→∞.

Замечание 1. Когда пространство (En, En) и меры Qn и eQn не зависят от
n ((En, En)≡ (E, E), Qn≡Q, eQn≡ eQ), свойство контигуальности (eQn)Ã (Qn)
превращается в обычное свойство абсолютной непрерывности eQ�Q мер Q
и eQ на (E, E).

Теорема 1 (стационарный случай). Пусть (ePn) –– некоторая последова-
тельность мартингальных мер из eP. Тогда

P(Z∞ > 0) = 1 ⇔ (Pn) Ã (ePn). (3)

Выполнение условия контигуальности (Pn) Ã (ePn) гарантирует отсут-
ствие асимптотического арбитража.

Если (ePn) –– единственная мартингальная последовательность, то усло-
вие (Pn) Ã (ePn) является необходимым и достаточным для отсутствия
асимптотического арбитража.

Доказательство теоремы непосредственно вытекает из теоремы 1 преды-
дущего параграфа и приводимой ниже леммы 1, содержащей некоторые по-
лезные критерии контигуальности, для формулировки которых понадобятся
дополнительные обозначения и определения.
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2. Пусть Q и eQ –– две вероятностные меры на измеримом пространстве

(E, E) и Q= 1
2 (Q+ eQ), z= dQ

dQ
, z̃= d eQ

dQ
, Z =

z̃

z
. (Версии производных Радона––

Никодима z и z̃ могут быть выбраны так, что z+ z̃≡2.)
Напомним теперь, что согласно разложению Лебега (см., например, [439,

гл. III, § 9]) мера eQ может быть представлена в виде

eQ = eQ1+ eQ2,

где
eQ1(A) = EQ ZIA, eQ2(A) = eQ(A∩ (Z = ∞)).

Поскольку Q(Z<∞)=1, имеем eQ1�Q и eQ2⊥Q.
Таким образом, Z есть не что иное, как производная Радона––Никодима

абсолютно непрерывной компоненты меры eQ по мере Q. (Именно в этом

смысле следует понимать используемое для Z обозначение d eQ
dQ .)

Определение 2. Пусть α∈ (0, 1) и

H(α; Q, eQ) = EQ zα z̃1−α, (4)

H(Q, eQ) = H
�1

2 ; Q, eQ
�

, (5)

ρ(Q, eQ) =
Æ

1−H(Q, eQ). (6)

Величина H(α; Q, eQ) называется интегралом Хеллингера порядка α между
мерами Q и eQ, H(Q, eQ) –– интегралом Хеллингера, а ρ(Q, eQ) –– расстоянием
Хеллингера между мерами Q и eQ.

Доказывается (см. [250, гл. IV, § 1a]), что значение H(α; Q, eQ) на самом
деле не зависит от выбора доминирующей меры Q. Это свойство объясняет
часто используемую символическую запись

H(α; Q, eQ) =
∫

E
(dQ)α (d eQ)1−α, (7)

H(Q, eQ) =
∫

E

Æ

dQ d eQ, (8)

ρ(Q, eQ) = 1
2

∫

E

�p

dQ−
Æ

d eQ
�2

. (9)

Пример. Пусть Q=Q1 ×Q2 ×‌, eQ= eQ1 × eQ2 ×‌, где Qk и eQk –– гауссов-
ские меры на (R,B(R)) с плотностями

qk(x) = 1p
2πσk

e
− (x−µk )2

2σ2
k ,

eqk(x) = 1p
2πσk

e
− (x−eµk )2

2σ2
k .
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Тогда

H(α; Qk , eQk) =
∫

R
(dQk)α(d eQk)1−α =

∫

R

�

d eQk

dQk

�1−α
dQk =

=
∫

R
qαk (x)eq1−α

k (x) dx = exp
§

−α(1−α)
2

�

µk − eµk

σk

�2ª

и, следовательно,

H(α; Q, eQ) = exp
§

−α(1−α)
2

∞
∑

k=1

�

µk − eµk

σk

�2ª

. (10)

Лемма 1. Пусть (En, En) –– измеримые пространства, наделенные вероят-
ностными мерами Qn и eQn, n¾1. Следующие утверждения являются равно-

сильными (zn= dQn

dQn
, Zn= d eQn

dQn , Qn= 1
2 (Qn+ eQn)):

a) (eQn)Ã (Qn);

b) lim
ε↓0

lim
n

eQn(zn<ε)=0;

c) lim
N↑∞

lim
n

eQn(Zn>N)=0;

d) lim
α↓0

lim
n

H(α; Qn, eQn)=1.

Доказательство леммы см. в [250, гл. V, лемма 1.6].

Доказательство утверждения (3) в вышеприведенной теореме 1 следует
непосредственно из эквивалентности утверждений a) и c) в лемме 1, приме-
няемой к Qn=ePn и eQn=Pn:

(Pn) Ã (ePn) ⇔ lim
N↑∞

lim
n

P
�

dPn

dePn

> N
�

= 0 ⇔

⇔ lim
ε↓0

lim
n

P
�

dePn

dPn
< ε

�

= 0 ⇔

⇔ lim
ε↓0

P(Z∞ < ε) = 0 ⇔ P(Z∞ > 0) = 1,

где Z∞ есть lim
dePn

dPn
, существующий P-п. н.

Утверждение об отсутствии асимптотического арбитража при выполне-
нии условия контигуальности (Pn)Ã (ePn) вытекает из следствия к теореме 1
из § 3b и установленного свойства (3).

3. Обобщение теоремы 1 на общий (нестационарный) случай не вызовает
каких-либо затруднений.

Будем придерживаться схемы, изложенной в п. 3 в § 3b.
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Теорема 2. Пусть (ePn
k(n))n¾1 –– некоторая цепочка мартингальных мер на

(Bn, Sn)-рынках (ePn
k(n)∼Pn

k(n)).
Условие (Pn

k(n))Ã (ePn
k(n)) гарантирует отсутствие асимптотического ар-

битража.

Доказательство. Из равносильности условий a) и c) в лемме 1 заключаем,
что

(Pn
k(n)) Ã (ePn

k(n)) ⇔ lim
ε↓0

lim
n

Pn(Zn
k(n) < ε) = 0, (11)

где Zn
k(n)=

dePn
k(n)

dPn
k(n)

и, напомним, Pn
k(n)=Pn |F n

k(n).

Требуемое утверждение об отсутствии асимптотического арбитража при
выполнении условия контигуальности (Pn

k(n)) Ã (ePn
k(n)) следует из форму-

лы (11) и теоремы 2 из § 3b.

4. До сих пор условия отсутствия асимптотического арбитража формули-
ровались в терминах асимптотических свойств отношений правдоподобия
Zn

k(n) (теоремы 1 и 2 в § 3b) или в терминах контигуальности (теоремы 1
и 2 в настоящем параграфе). Приведенная выше лемма 1 в качестве необхо-
димого и достаточного условия контигуальности (eQn)Ã (Qn) дает условие,
выраженное в терминах асимптотических свойств интегралов Хеллингера
порядка α∈ (0, 1):

(eQn) Ã (Qn) ⇔ lim
α↓0

lim
n

H(α; Qn, eQn) = 1. (12)

В ряде случаев оперирование с такими интегралами не представляет труд-
ностей и быстро приводит к установлению отсутствия асимптотического ар-
битража. (См. далее примеры в п. 5.)

В этом смысле простейшим является случай прямого произведения мер.
Именно, будем предполагать, что

En = En
1 ×‌× En

k(n), En = En
1 ×‌×En

k(n),

Qn = Qn
1 ×‌×Qn

k(n), eQn = eQn
1 ×‌× eQn

k(n),

где Qn
k и eQn

k –– вероятностные меры на (En
k , En

k ).
Ясно, что в таком случае

H(α; Qn, eQn) =
k(n)
∏

k=1

H(α; Qn
k , eQn

k) =
k(n)
∏

k=1

�

1−
�

1−H(α; Qn
k , eQn

k)
��

(13)

и

lim
α↓0

lim
n

H(α; Qn, eQn) = 1 ⇔ lim
α↓0

lim
n

k(n)
∑

k=1

�

1−H(α; Qn
k , eQn

k)
�

= 0. (14)
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Тем самым, в рассматриваемом случае прямого произведения

(eQn) Ã (Qn) ⇔ lim
α↓0

lim
n

k(n)
∑

k=1

�

1−H(α; Qn
k , eQn

k)
�

= 0. (15)

5. Приведем некоторые примеры, с одной стороны, показывающие эффек-
тивность критериев отсутствия асимптотического арбитража, основанных
на интегралах Хеллингера порядка α, и, с другой стороны, проясняющие
рассуждения и выводы теории APT, изложенной в § 2d гл. I. Примеры 1 и 2
являются частными случаями примеров, рассмотренных в работе [260].

Пример 1 («большой стационарный» рынок с d(n) = 1 и k(n) = n).
Будем считать, что имеется вероятностное пространство (Ω,F , P), где Ω=
= {−1, 1}∞ –– пространство двоичных последовательностей x = (x1, x2, ‌),
xi = ±1, с такой мерой P, что P{x : (x1, ‌, xn)} = 2−n. Пусть εi(x) = xi , i =
=1, 2, ‌ Тем самым, ε= (ε1, ε2, ‌) есть последовательность бернуллиевских
случайных величин, P(εi=±1)= 1

2 .
Каждый (Bn, Sn)-рынок, действующий на вероятностном пространстве

(Ω,F n, Pn), F n =Fn =σ(ε1, ‌, εn) и Pn = P |F n, предполагается таким, что
Bn

k≡1 и Sn= (S1, ‌, Sn), где

Sk = Sk−1(1+ρk), S0 = 1, (16)

ρk =µk +σkεk , σk >0, max(−σk ,σk −1)<µk <σk . (Ср. с условием (2) в § 1d
гл. V.)

Перепишем равенство (16) в виде

Sk = Sk−1(1+σk(εk −bk)), (17)

где bk=−(µk/σk). (Заметим, что |bk |<1.)
Из формулы (17) и теоремы 2 из § 3f гл. V вытекает, что в рассматриваемом

случае существует и притом единственная мартингальная мера, имеющая
структуру прямого произведения, ePn = ePn

1 × eP
n
2 ×‌× ePn

n, относительно кото-
рой величины ε1, ε2, ‌, εn независимы и

ePn(εk = 1) = 1
2 (1+bk), ePn(εk = −1) = 1

2 (1−bk).

Поскольку

H(α; ePn, Pn) =
n
∏

k=1

�

(1+bk)α+ (1−bk)α

2

�

, (18)

из формул (12) и (15) выводим, что

(Pn) Ã (ePn) ⇔ lim
α↓0

lim
n

n
∏

k=1

�

(1+bk)α+ (1−bk)α

2

�

= 1 ⇔

⇔ lim
α↓0

lim
n

n
∑

k=1

�

1−
(1+bk)α+ (1−bk)α

2

�

= 0.
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Отсюда нетрудно заключить, что

(Pn) Ã (ePn) ⇔
∞
∑

k=1

b2
k < ∞.

Вспоминая, что bk = −
µk

σk
, и применяя теорему 1, находим, что условие

∞
∑

k=1

�µk

σk

�2
<∞ является необходимым и достаточным для отсутствия асимпто-

тического арбитража на рассматриваемом «большом стационарном» рынке.

Пример 2 («большой» рынок с k(n) ≡ 1 и d(n) = n). Будем рассматри-
вать одношаговую модель (Bn, Sn)-рынков, предполагая, что Bn= (Bn

k), Sn=
= (S0

k , S1
k , ‌, Sn−1

k ), где k=0, 1 и Bn
0 =Bn

1 =1, а

Si
1 = Si

0(1+ρi), Si
0 > 0, (19)

где
ρ0 = µ0+σ0ε0, (20)

ρi = µi +σi(ciε0+ ciεi), i ¾ 1. (21)

Предполагается также, что σi > 0, ci > 0, c2
i + c2

i = 1 и ε= (ε0, ε1, ‌) –– по-
следовательность независимых бернуллиевских случайных величин, прини-
мающих два значения ±1 с вероятностями 1

2 .
В связи с теориями CAPM и APT полезно сейчас представлять Si

k , i¾1, как
стоимость некоторой акции в момент k, торгуемой на «большом», «глобаль-
ном» рынке, а S0

k –– как индекс этого рынка (скажем, индекс S&P 500 на рынке
акций тех пятисот компаний, по которым составляется этот индекс; см. п. 6
в § 1b гл. I).

Пусть βi=
ciσi

σ0
, i¾1,

b0 = −
µ0

σ0
, bi =

µ0βi −µi

σici
, (22)

причем |b0| 6=1, |bi | 6=1, i¾1.
В этих обозначениях из формул (19)––(21) находим, что

S0
1 = S0

0

�

1+σ0(ε0−b0)
�

, (23)

и для i¾1 получаем

Si
1 = Si

0

�

1+σici(ε0−b0)+σici(εi −bi)
�

. (24)

Если следовать изложенной выше схеме серий (Bn, Sn)-рынков, то мож-
но считать, что каждый из них определен на вероятностном пространстве
(Ω,F n, Pn), где F n=σ(ε0, ε1, ‌, εn−1), Pn=P |F n и Ω, P те же, что и в преды-
дущем примере.
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Из формул (23) и (24) легко устанавливается, что в рассматриваемой схе-
ме для каждого n ¾ 1 заведомо существует (по крайней мере одна) мар-
тингальная мера. Действительно, в качестве такой меры можно взять меру
ePn (снова имеющую структуру прямого произведения), устроенную так, что
относительно нее величины ε0, ε1, ‌, εn−1 независимы,

ePn(εi = 1) = 1
2 (1+bi), ePn(εi = −1) = 1

2 (1−bi).

Непосредственно видим, что

H(α; ePn, Pn) =
n−1
∏

i=0

�

(1+bi)
α+ (1−bi)

α

2

�

. (25)

Как и в предыдущем примере, отсюда заключаем, что

(Pn) Ã (ePn) ⇔
∞
∑

i=0

b2
i < ∞,

и, следовательно, в силу теоремы 2 условие
∞
∑

i=1

�

µ0βi −µi

σici

�2

< ∞ (26)

(в дополнение к условиям
�

�

�

�

µ0

σ0

�

�

�

�

< 1,
�

�

�

�

µoβi −µi

σici

�

�

�

�

< 1, i¾ 1) гарантирует отсут-

ствие асимптотического арбитража. (Ср. (26) с формулами (4) из § 2c гл. I и
(19) из § 2d гл. I.)

Замечание 2. Следует подчеркнуть принципиальную разницу в рассмот-
ренных примерах. В первом из них, где временно́й параметр k¶n, существу-
ет единственная мартингальная мера ePn, что и дало возможность утверждать

(в силу теоремы 1), что условие
∞
∑

k=1

�µk

σk

�2
<∞ является необходимым и доста-

точным для отсутствия асимптотического арбитража.
Во втором же примере, где n играет роль номера серии, мера ePn не явля-

ется единственной для n¾1, что и поясняет тот факт, что условие (26) явля-
ется лишь достаточным для отсутствия асимптотического арбитража. (Как
показывается в работе [260], необходимым и достаточным является условие
lim

i
[min(1+bi , 1−bi)]>0.)

Пример 3. Рассмотрим стационарный логарифмически-гауссовский (§ 3c
гл. V) рынок (B, S)={(Bn, Sn), n¾1}, Bn

k≡1, Sn= (S0, S1, ‌, Sn), где

Sk = S0eh1+‌+hk , S0 > 0. (27)

Предполагается, что hk =µk +σkεk , k¾ 1, где (ε1, ε2, ‌) –– последователь-
ность независимых нормально распределенных, N (0, 1), случайных вели-
чин, заданных на вероятностном пространстве (Ω,F , P), и σk>0, k¾1.
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Пусть Fn=σ(ε1, ‌, εn), Pn= P |Fn, n¾ 1. В § 3c гл. V было показано, что
если

Zn = exp
§

−
n
∑

k=1

�

µk

σk
+
σk

2

�

εk +
1
2

n
∑

k=1

�

µk

σk
+
σk

2

�2ª

, (28)

то по мере ePn, dePn= Zn dPn, последовательность цен (Sk)k¶n образует мартин-
гал, при этом Law(hk |ePn)=N (eµk ,σk),

eµk = −
σ2

k

2 , k ¶ n.

Отсюда легко найти, пользуясь формулой (10), что

H(α; ePn, Pn) = exp
§

−α(1−α)
2

n
∑

k=1

�

µk

σk
+
σk

2

�2ª

. (29)

Из формулы (12) следует, что

(Pn) Ã (ePn) ⇔
∞
∑

k=1

�

µk

σk
+
σk

2

�2

< ∞,

и, значит, из теоремы 1 вытекает, что условие
∞
∑

k=1

�

µk

σk
+
σk

2

�2

< ∞ (30)

гарантирует отсутствие асимптотического арбитража.

Замечание 3. Если
µk

σk
+
σk

2 =0, т. е.

µk = −
σ2

k

2 , (31)

то исходная вероятностная мера P является мартингальной для последова-
тельности S= (Sk)k¾0.

Отметим, что условие (30) является также необходимым и достаточным
для контигуальности (ePn)Ã (Pn). Тем самым, это условие необходимо и доста-
точно для взаимной контигуальности последовательностей мер (Pn) и (ePn),
обозначаемой (Pn)ÃÂ (ePn).

6. Кратко остановимся на понятии полной асимптотической разделимо-
сти, являющейся естественным асимптотическим аналогом понятия сингу-
лярности.

Определение 3. Пусть на измеримых пространствах (En, En) заданы ве-
роятностные меры Qn и eQn, n¾1.

Говорят, что последовательности (eQn)n¾1 и (Qn)n¾1 удовлетворяют свой-
ству полной асимптотической разделимости (обозначение: (eQn)Í (Qn)), ес-
ли существует подпоследовательность nk ↑∞ при k ↑∞ и для каждого k суще-
ствуют множества Ank ∈Enk такие, что Qnk (Ank )→1 и eQnk (Ank )→0 при k ↑∞.
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Лемма 2. Пусть (En, En) –– измеримые пространства, наделенные вероят-
ностными мерами Qn и eQn, n¾1. Следующие утверждения являются равно-

сильными (zn= dQn

dQn
, Zn= d eQn

dQn , Qn= 1
2 (Qn+ eQn)):

a) (ePn)Í (Pn);

b) lim
n
eQn(zn¾ε)=0 для всех ε>0;

c) lim
n
eQn(Zn¶N)=0 для всех N>0;

d) lim
α↓0

lim
n

H(α; Qn, eQn)=0;

e) lim
n

H(α; Qn, eQn)=0 для всех α∈ (0, 1);

f) lim
n

H(α; Qn, eQn)=0 для некоторого α∈ (0, 1).

Доказательство леммы см. в [250, гл. V, лемма 1.9].

7. Проведенный в примерах 1––3 анализ отсутствия асимптотического ар-
битража показывает эффективность обращения к критериям, выраженным
в терминах асимптотических свойств интегралов Хеллингера порядка α>0.

В случае фильтрованных вероятностных пространств (как в примерах 1
и 3) полезным оказывается обращение к так называемому процессу Хеллинге-
ра, в терминах свойств которого также можно давать критерии абсолютной
непрерывности, контигуальности и других «взаимных» свойств вероятност-
ных мер.

Нижеследующее изложение можно рассматривать как введение в круг во-
просов, связанных с процессом Хеллингера, на примере случая дискретного
времени. (Подробнее см. [250, гл. IV, V].)

Предположим, что заданы две вероятностные меры P и eP на фильтрован-
ном измеримом пространстве (Ω,F , (Fn)n¾0), F0={∅,Ω}, F =

∨

Fn.
Обозначим через Pn = P |Fn и ePn = eP |Fn их сужения на Fn, n ¾ 1, Q=

= 1
2 (P+eP), Qn=Q|Fn.

Пусть zn=
dPn

dQn
, z̃n=

dePn

dQn
, βn=

zn

zn−1
и eβn=

z̃n

z̃n−1
(считая 0

0 =0; напомним, что

zn=0, если zn−1=0, и также z̃n=0, если z̃n−1=0).
В этих обозначениях интеграл Хеллингера Hn(α)≡H(α; Pn, ePn) порядка α

может быть записан в виде

Hn(α) = EQ zαn z̃1−α
n . (32)

Обратимся к процессу Y (α)= (Yn(α))n¾0, где

Yn(α) = zαn z̃1−α
n . (33)

Пусть fα(u, v)=uαv1−α. Эта функция является выпуклой вниз (для u¾0, v¾
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¾0), и в силу неравенства Иенсена для m¶n (Q-п. н.) имеем

EQ(Yn(α) |Fm) ¶ Ym(α). (34)

Таким образом, последовательность Y (α)= (Yn(α),Fn, Q) является (огра-
ниченным) супермартингалом, который согласно разложению Дуба (гл. II,
§ 1b) может быть представлен в виде

Yn(α) = Mn(α)− An(α), (35)

где M(α)= (Mn(α),Fn, Q) –– мартингал и A(α)= (An(α),Fn−1, Q) –– предска-
зуемый неубывающий процесс, A0(α)=0.

Конкретная структура (см. формулу (33)) процесса Y (α) позволяет для
предсказуемого процесса A(α) дать представление следующего вида:

An(α) =
n
∑

k=1

Yk−1(α)∆hk(α) (36)

с некоторым неубывающим предсказуемым процессом h(α) = (hk(α))k¾0,
h0(α)=0.

Такой процесс определяется, вообще говоря, неоднозначно. Например,
следующие процессы:

hn(α) =
n
∑

k=1

EQ(1−βαk eβ
1−α
k |Fk−1), (37)

hn(α) =
n
∑

k=1

EQ(ϕα(βk , eβk) |Fk−1), (38)

где ϕα(u, v)=αu+ (1−α)v − uαv1−α, 0<α< 1, удовлетворяют сформулиро-
ванным требованиям, что непосредственно устанавливается проверкой того,
что для них процесс M(α)= (Mn(α),Fn, Q),

Mn(α) = Yn(α)+
n
∑

k=1

Yk−1(α)∆hk(α), (39)

является мартингалом. (См. также в этой связи [250, гл. IV, § 1e].)

Определение 4. Всякий неубывающий предсказуемый процесс h(α) =
= (hk(α))k¾0, h0(α)=0, для которого процесс M(α)= (Mk(α),Fk , Q)k¾0, опре-
деляемый формулой (39), является мартингалом, называется процессом Хел-
лингера порядка α∈ (0, 1).

Замечание 4. Пусть eP
loc
�P, т. е. ePn�Pn, n¾0, Zn=

dePn

dPn
и ρn=

Zn

Zn−1
. Тогда

процессы hn(α), задаваемые формулами (37) и (38), могут быть представле-
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ны в следующем виде:

hn(α) =
n
∑

k=1

EP(1−ρ1−α
k |Fk−1), (40)

hn(α) =
n
∑

k=1

EP(ϕα(1, ρk) |Fk−1). (41)

Замечание 5. Рассмотрим схему прямого произведения, считая Ω= E1×
× E2 ×‌, F = E1 ⊗ E2 ⊗‌, P=Q1 ×Q2 ×‌, eP= eQ1 × eQ2 ×‌, где Qi и eQi ––
вероятностные меры на (Ei , Ei).

В этом случае Fn=E1⊗‌⊗En, Pn=Q1×‌×Qn, ePn= eQ1×‌× eQn. Тогда

предположение eP
loc
� P равносильно тому, что eQn�Qn, n¾ 1, и имеем ρn =

=
d eQn

dQn
.

Поскольку EP ρn=1, то видим, что правые части формул (36) и (37) совпа-
дают, и определяемый ими процесс Хеллингера h(α)= (hn(α)),

hn(α) =
n
∑

k=1

EP(1−ρ1−α
k ), n ¾ 1,

является детерминированным и

hn(α) =
n
∑

k=1

(1−H(α; Qk , eQk)). (42)

Если Hn(α)=H(α; Pn, ePn), то в рассматриваемом случае прямого произве-
дения

Hn(α) = Hn−1(α)H(α; Qn; eQn) = Hn−1(α)
�

1− (1−H(α; Qn, eQn))
�

.

С учетом обозначения (42), отсюда получаем

∆Hn(α) = −Hn−1(α)∆hn(α).

С разностными уравнениями такого типа мы уже имели дело в гл. II (см.
формулу (11) в § 1a), где их решения записывались с помощью стохастиче-
ской экспоненты:

Hn(α) = H0(α)E(−h(α))n,

где

E(−h(α))n = e−hn(α)
n
∏

k=1

(1−∆hk(α))e∆hk (α) =

=
n
∏

k=1

(1−∆hk(α))
�

=
n
∏

k=1

H(α; Qk , eQk)
�

,
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3. Схема серий «больших» безарбитражных рынков

что полностью согласуется с тем, что в рассматриваемом случае

Hn(α) = H0(α)
n
∏

k=1

H(α; Qk , eQk).

Следующие результаты (в схеме серий) раскрывают роль этого понятия
в проблематике контигуальности и полной асимптотической разделимости
последовательностей вероятностных мер (Pn)n¾1 и (ePn)n¾1, задаваемых на
фильтрованных измеримых пространствах (Ωn,F n, (F n

k )k¶k(n)), n¾1, F n=
=F n

k(n), F n
0 ={∅,Ωn}.

По аналогии с формулой (39) и с очевидными изменениями в обозначени-
ях, вызванными схемой серий, пусть

hn
k(n)(α) =

k(n)
∑

k=1

EQn

�

1− (βn
k )α( eβn

k )1−α |F n
k−1

�

(42′)

–– процесс Хеллингера порядка α∈ (0, 1), отвечающий мерам Pn и ePn.

Лемма 3. Следующие условия являются эквивалентными:

a) (ePn)Ã (Pn);
b) (ePn

0 )Ã (Pn
0 ) и для любого ε>0 выполняется равенство

lim
α↓0

lim
n
ePn(hn

k(n)(α) > ε) = 0. (43)

Следствие. Пусть рассматривается стационарный случай, когда P и eP ––
две вероятностные меры, заданные на измеримом фильтрованном простран-
стве (Ω,F , (Fk)k¾0), PN =P |FN , ePN =eP |FN .

Для любого N¾1 абсолютная непрерывность ePN�PN имеет место тогда
и только тогда, когда

eP0 � P0 и hN (α)
eP
−→ 0, α ↓ 0. (44)

Лемма 4. Если для любого L¾0 выполняется равенство

lim
n
ePn
�

hn
k(n)

�1
2

�

> L
�

= 1, (45)

то (ePn)Í (Pn).

Следствие. В стационарном случае условие eP0⊥P0 или условие

eP
�

hN

�1
2

�

= ∞
�

= 1 (46)

достаточны для ePN⊥PN .
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Особенно просто в стационарном случае критерии для eP�P и eP⊥P выгля-

дят при дополнительном предположении, что eP
loc
�P (т. е. ePn�Pn, n¾0):

eP� P ⇔ eP
§ ∞
∑

k=1

EP

�

(1−pαn )2 |Fn−1

�

< ∞
ª

= 1,

eP⊥P ⇔ eP
§ ∞
∑

k=1

EP

�

(1−pαn )2 |Fn−1

�

= ∞
ª

= 1,

где αn=
dePn

dPn
.

Доказательство лемм 3, 4 и следствий из них см. в [250, гл. V, § 2c; гл. IV,
§ 2c].

8. Обратимся к доказательству необходимости условий (9) и (15) в теоре-
мах 1 и 2 из предыдущего параграфа.

С этой целью полезно обратиться к следующему обобщению понятия кон-
тигуальности, введенному в книге [260] в связи с вопросами асимптотиче-
ского арбитража на неполных рынках.

Будем предполагать, что при каждом n¾ 0 на измеримом пространстве
(En, En) задана вероятностная мера eQn и некоторое семейство Qn={Qn} ве-
роятностных мер Qn. (В дальнейшем в качестве Qn будут браться семейства
P (Pn) мартингальных мер.)

С каждым семейством Qn= {Qn} мер Qn свяжем их верхнюю огибающую
sup Qn –– такую функцию множеств A∈En, что

(sup Qn)(A) = sup
Qn∈Qn

Qn(A). (47)

Будем обозначать через convQn выпуклую оболочку семейства Qn.

Определение 5. Последовательность мер (eQn)n¾1 называется контигуаль-
ной с последовательностью верхних огибающих (sup Qn)n¾1 (обозначение:
(eQn)Ã (sup Qn)), если для всякой последовательности множеств An ∈En, n¾
¾1, (sup Qn)(An)→0, выполнено также и свойство eQn(An)→0.

Для Q∈ convQn пусть

zn(Q) = dQ
dQn

, Zn(Q) = d eQn

dQ ,

где Qn= 1
2 (Q+ eQn).

Следующий результат из книги [260] является непосредственным обобще-
нием утверждений леммы 1.

Лемма 5. Имеет место равносильность следующих условий:

a) (eQn)Ã (sup Qn);
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b) lim
ε↓0

lim
n

inf
Q∈convQn

eQn(zn(Q)<ε)=0;

c) lim
N↑∞

lim
n

inf
Q∈convQn

eQn(Zn(Q)>N)=0;

d) lim
α↓0

lim
n

sup
Q∈convQn

H(α; Q, eQn)=1.

9. Переходя непосредственно к доказательству необходимости условий (9)
и (15) в теоремах 1 и 2 из § 3b, будем полагать eQn=Pn (≡Pn

k(n)) и в качестве
семейства Qn будем брать, как это уже отмечалось, семейство P (Pn) всех
мартингальных мер ePn

k(n), n¾1.
Ясно, что в рассматриваемом случае convQn совпадает с самим семей-

ством P (Pn) и поэтому условие c) в лемме 5 принимает следующий вид:

lim
N↑∞

lim
n

inf
ePn

k(n)∈P (Pn
k(n))

Pn
k(n)

�dPn
k(n)

dePn
k(n)

> N
�

= 0,

что равносильно (поскольку ePn
k(n)∼Pn

k(n)) условию

lim
ε↓0

lim
n

inf
Z n

k(n)∈Z
n
k(n)

Pn
k(n)(Zn

k(n) < ε) = 0, (48)

где

Zn
k(n) =

§

Zn
k(n) : Zn

k(n) =
dePn

k(n)

dPn
k(n)

, ePn
k(n) ∈ P (Pn

k(n))
ª

.

Поскольку (48) есть в точности условие (15) из § 3b, в силу эквивалент-
ности условий a) и c) в лемме 5 можно утверждать, что достаточность в
теореме 2 из § 3b может быть сформулирована также следующим образом:
выполнение условия

(Pn
k(n)) Ã (sup ePn

k(n)) (49)

влечет отсутствие асимптотического арбитража.
Поэтому (опять-таки в силу эквивалентности условий a) и c) в лемме 5)

для установления необходимости в теореме 2 из § 3b надо показать, что
отсутствие асимптотического арбитража влечет выполнение условия (49).

Доказательство будем вести «от противного».
Переходя, если это необходимо, к подпоследовательности, предположим,

что множества An∈F n
k(n) таковы, что

(sup ePn
k(n))(An)→ 0, (50)

но Pn
k(n)→α>0.

Покажем, что в этом предположении имеет место асимптотический ар-
битраж.

С этой целью образуем процесс

X n
k = ess sup

ePn
k(n)∈P (Pn

k(n))
E
ePn

k(n)
(IAn |F n

k ), k ¶ k(n). (51)
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Согласно теореме из § 2b процесс X n = (X n
k ) по каждой из мер ePn

k(n) ∈
∈P (Pn

k(n)) является супермартингалом, и в соответствии с теоремой из § 2d
для этого процесса имеет место опциональное разложение:

X n
k = X n

0 +
k
∑

j=1

(γn
j ,∆Sn

j )−Cn
k , (52)

где Cn
0 =0, Cn

k ––F n
k -измеримые величины и γn

k ––F n
k−1-измеримые величины.

Основываясь на разложении (52), определим (при каждом n¾ 1) страте-
гию πn = (βn, γn), βn = (βn

k )k¾0 и γn = (γn
k)k¾0, так, чтобы ее капитал Xπ

n

k

совпадал с X n
0 +

n
∑

j=1
(γn

j ,∆Sn
j ).

С этой целью достаточно выбрать βn
0 и γn

0 так, чтобы βn
0 + (γn

0 , Sn
0 )= X n

0
(для простоты полагаем всюду Bn

k≡1), величины γn
k при k¾1 взять из разло-

жения (52), а βn
k определить из условия самофинансирования.

Для так определенных стратегий πn очевидно, что Xπ
n

k = X n
k + Cn

k ¾ 0 при
всех k¶k(n) и

Xπ
n

0 = sup
ePn

k(n)∈P (Pn
k(n))

E
ePn

k(n)
IAn = sup

ePn
k(n)∈P (Pn

k(n))

ePn
k(n)(An)→ 0 при n→ ∞

в соответствии с предположением (50).
Тем самым, для стратегии π= (πn)n¾1 выполнены условия (2) и (3) из

определения 1 в § 3a.
Для завершения доказательства осталось теперь лишь заметить, что для

построенной стратегии π = (πn)n¾1 выполнено и условие (4) из этого же
определения 1, поскольку

lim
n

Pn(X n
k(n) ¾ 1) ¾ lim

n
Pn(X n

k(n) = 1) = lim
n

Pn(An) = α > 0.

Тем самым, необходимость в теореме 2, а также и в теореме 1 установлена.

Следствие. Чтобы еще раз подчеркнуть важность понятия контигуально-
сти в проблемах асимптотического арбитража в моделях «больших» финан-
совых рынков, переформулируем теорему 2 в следующем (равносильном)
виде: на «большом» локально безарбитражном рынке (B, S)= {(Bn, Sn), n¾
¾ 1} условие (Pn

k(n))Ã (sup ePn
k(n)) необходимо и достаточно для отсутствия

асимптотического арбитража.

Понятно, что в случае полных рынков это условие превращается в обычное
условие контигуальности

(Pn
k(n)) Ã (ePn

k(n)) (53)

семейства (Pn
k(n))n¾1 исходных вероятностных мер Pn

k(n) по отношению к се-
мейству (ePn

k(n))n¾1 мартингальных мер ePn
k(n) (единственных при каждом n¾

¾1).
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Замечание 6. В теоремах 1 и 2 достаточные условия отсутствия асимп-
тотического арбитража формулировались в терминах выполнения свойства
контигуальности (53) для некоторой цепочки мартингальных мер (ePn

k(n)).

Интересно отметить, что на самом деле справедлив и обратный резуль-
тат, установленный в [260]: если имеет место асимптотический арбитраж,
то найдется цепочка мартингальных мер (ePn

k(n))n¾1, для которой выполнено
свойство контигуальности (53).

§ 3d. Некоторые аспекты аппроксимации и сходимости
в схеме серий безарбитражных рынков

1. В рассмотренных в § 3a, b, c моделях «больших» финансовых рынков
предполагалось, что имеется схема серий n-рынков (Bn, Sn), n¾1, каждый из
которых является безарбитражным, и изучался вопрос об отсутствии асимп-
тотического арбитража. Важно при этом отметить, что относительно су-
ществования какого-либо «предельного» рынка, скажем (B, S), не делалось
никаких предположений.

В настоящем параграфе будет рассматриваться та ситуация, когда поми-
мо «допредельных» n-рынков (Bn, Sn), заданных на вероятностных простран-
ствах (Ωn,F n, Pn), n¾1, имеется также и «предельный» рынок (B, S), задан-
ный на (Ω,F , P), причем при n→∞ имеет место (слабая) сходимость

Law(Bn, Sn |Pn)→ Law(B, S |P). (1)

Основные вопросы, которыми мы будем далее интересоваться, состоят в
выяснении того, что можно сказать (в предположении (1)) также и о сходи-
мости

Law(Bn, Sn |ePn)→ Law(B, S |eP), (2)

где ePn и eP –– те или иные мартингальные меры из классов P (Pn) и P (P) соот-
ветственно, и каким образом выбрать подходящие меры ePn и eP, для которых
можно гарантировать сходимость (2).

В связи с последним вопросом целесообразно напомнить, что мы уже
имели дело с разными способами построения мартингальных мер, основан-
ными, например, на преобразованиях Гирсанова и Эшера. Напомним также,
что понятие минимальной мартингальной меры, о котором шла речь в § 3d
гл. V, возникло (в работах Г. Фёльмера и М. Швайцера; см., например, [167]
и [429]) именно в связи с вопросами о том, какие мартингальные меры из
P (Pn) следует рассматривать в качестве наиболее «естественных» кандида-
тов при образовании цепей мер (ePn)n¾1, используемых для финансовых рас-
четов. (В этой связи не будет лишним подчеркнуть, что, скажем, расчеты цен
хеджирования, рациональных стоимостей опционных контрактов осуществ-
ляются с привлечением именно мартингальных мер ePn и eP, а не исходных
(также говорят –– физических) мер Pn и P; см., например, основную формулу
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для цены хеджирования европейского типа на неполных рынках (8) в §1c или
формулу (20) в § 4b.)

2. Переходя к рассмотрению поставленных вопросов, целесообразно на-
помнить, что в финансовой литературе весьма четко выделяются и своей
простотой, и своей популярностью следующие две «классические» модели
(B, S)-рынков:

ff модель Кокса––Росса––Рубинштейна

(или биномиальная модель; § 1e гл. II) в случае дискретного времени и

ff модель Блэка––Мертона––Шоулса

(или стандартная диффузионная модель, основанная на геометрическом бро-
уновском движении; § 4b гл. III) в случае непрерывного времени.

При этом хорошо известно, что первая модель (с малым временны́м ша-
гом ∆ > 0) является вполне удовлетворительной аппроксимацией второй
модели, и результаты расчетов (скажем, для стандартных опционов), полу-
ченные для первой модели, близки к результатам расчетов для второй модели
(B, S)-рынка, для которой

Bt = B0ert , St = S0e
�

µ−σ
2

2

�

t+σWt , (3)

где W = (Wt)t¾0 –– стандартный винеровский процесс.
В соответствии с известным из теории предельных теорем (см., напри-

мер, [39] и [250]) принципом инвариантности винеровский процесс может
возникать в результате предельных переходов в самых разнообразных схемах
случайных блужданий. Поэтому нет ничего удивительного в том, что, ска-
жем, для биномиальных моделей (Bn, Sn)-рынков (с дискретным временны́м
интервалом∆=1/n), заданных на некоторых вероятностных пространствах
(Ωn,F n, Pn), будет иметь место сходимость к (B, S)-модели Блэка––Мертона––
Шоулса в том смысле, что при n→∞ имеет место сходимость (1), где P ––
вероятностная мера, относительно которой процесс W = (Wt)t¾0 является
винеровским.

Заметим, что вопрос о справедливости сходимости (1) и для приведен-
ных двух классических моделей, и для других моделей финансовых рынков ––
это, как следует из сказанного, только часть общей проблемы сходимости
(Bn, Sn)-рынков к «предельному» (B, S)-рынку. Не менее важен также и во-
прос о сходимости при n→∞ законов

Law(Bn, Sn |ePn)→ Law(B, S |eP), (4)

где ePn и eP –– мартингальные (риск-нейтральные) меры для (Bn, Sn)- и (B, S)-
моделей соответственно.
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При этом здесь важно иметь в виду следующие обстоятельства, связанные
с полнотой и неполнотой рассматриваемых (безарбитражных) рынков.

Если (Bn, Sn)-рынки являются полными, то (по крайней мере при выпол-
нении условий второй фундаментальной теоремы; § 4a гл. V) каждое из
множеств P (Pn) мартингальных мер состоит лишь из одной мартингальной
меры, и вопрос о справедливости утверждения (4) при наличии сходимо-
сти (1) самым непосредственным образом связан с вопросами контигуаль-
ности семейств мер (ePn) и (Pn), находя свое достаточно полное разрешение
в рамках стохастического принципа инвариантности, подробно изученного,
например, в разделе 3 гл. X монографии [250].

Положение дел, однако, сильно усложняется, если рассматриваемые без-
арбитражные (Bn, Sn)-рынки являются неполными.

В этом случае множества мартингальных мер P (Pn) состоят, вообще го-
воря, более чем из одного элемента, и тогда возникает непростой вопрос о
выборе той цепи (ePn)n¾1 соответствующих мартингальных мер, для которой
можно гарантировать выполнение сходимости (4).

В соответствии с определением слабой сходимости утверждение (4) может
быть переформулировано как утверждение о сходимости

E
ePn f (Bn, Sn)→ E

eP f (B, S) (4′)

для непрерывных ограниченных функционалов, определенных на простран-
стве (càdlàg) траекторий рассматриваемых процессов, в нашем контексте
обычно предполагаемых семимартингалами.

Заметим, что если Zn= dePn

dPn , Z= deP
dP , то, поскольку

E
ePn f (Bn, Sn) = EPn Zn f (Bn, Sn)

и
E
eP f (B, S) = EP Zf (B, S),

понятно, что вопрос о сходимости (4′) самым тесным образом связан с во-
просом о сходимости

Law(Bn, Sn, Zn |Pn)→ Law(B, S, Z |P), (5)

относящимся к проблематике «функциональной сходимости» теории пре-
дельных теорем для случайных процессов. Подробнее см. [39] и [250].

Полезно отметить, что сходимость (4′) будет следовать из (5), если семей-
ство случайных величин {Zn f (Bn, Sn); n¾ 1} является равномерно интегри-
руемым, т. е.

lim
N→∞

lim
n

EPn

�

|Zn f (Bn, Sn)| I(|Zn f (Bn, Sn)| > N)
�

= 0.

3. В качестве примера рассмотрим вопрос о справедливости свойств (1)
и (2) для «допредельных» моделей Кокса––Росса––Рубинштейна и «предель-
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ной» модели Блэка––Мертона––Шоулса, являющихся и безарбитражными, и
полными.

Пусть (Ωn,F n, Pn) –– вероятностное пространство, на котором задан бино-
миальный (Bn, Sn)-рынок, определяемый по типу «простых процентов» (§ 1a
гл. II) с кусочно постоянными траекториями (§ 2a гл. IV): для 0¶ t¶ 1, k=
=1, ‌, n и n¾1 положим

Bn
t = Bn

0

[nt]
∏

k=1

(1+ rn
k ), (6)

Sn
t = Sn

0

[nt]
∏

k=1

(1+ρn
k ), (7)

где
rn
k =

r
n , r ¾ 0, (8)

–– банковские процентные ставки и

ρn
k =

µ

n +ξ
n
k , µ ¾ 0, (9)

–– рыночные процентные ставки.
В однородной модели Кокса––Росса––Рубинштейна величины ξn

1 , ‌, ξn
n яв-

ляются независимыми и одинаково распределенными,

Pn
�

ξn
k =

bp
n

�

= p, Pn
�

ξn
k = −

ap
n

�

= q, (10)

где a, b, p и q –– положительные константы, p+q=1.
Из формул (9) и (10) находим, что

EPn ρn
k =

µ

n +
1p
n

(pb−qa), (11)

EPn (ρn
k )2 = 1

n (pb2+qa2)+O
�

1
n3/2

�

, (12)

DPn ρn
k =

pq
n (b+a)2+O

�

1
n3/2

�

. (13)

При достаточно больших n величины 1+ρn
k >0 и

Sn
t = Sn

0 exp
§[nt]
∑

k=1

ln(1+ρn
k )
ª

=

= Sn
0 exp

§[nt]
∑

k=1

�

ρn
k −

(ρn
k )2

2

�

+O
�

1p
n

�ª

. (14)

Предположим, что выполнено условие

pb−qa = 0. (15)
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Тогда, обозначая
σ2 = pb2+qa2 (16)

и замечая, что pq(b+a)2=σ2 и

EPn ρn
k =

µ

n , EPn (ρn
k )2 = σ2

n +O
�

1
n3/2

�

, DPn ρn
k =

σ2

n , (17)

получаем, что

[nt]
∑

k=1

EPn

�

ρn
k −

(ρn
k )2

2

�

→
�

µ− σ
2

2

�

t, (18)

[nt]
∑

k=1

DPn

�

ρn
k −

(ρn
k )2

2

�

→ σ2t (19)

при n→∞.
В рассматриваемом случае очевидным образом выполнено условие Линде-

берга:

lim
n→∞

n
∑

k=1

EPn

�

|ln(1+ρn
k )|2 I(|ln(1+ρn

k )| > ε)
�

= 0 для ε > 0. (20)

Поэтому из функциональной центральной предельной теоремы ([250, теоре-
ма 5.4, гл. VII]) вытекает, что (с Sn

0→S0)

Law(Sn
t ; t ¶ 1 |Pn)→ Law(St ; t ¶ 1 |P), (21)

где

St = S0 exp
§�

µ− σ
2

2

�

t+σWt

ª

(22)

и W = (Wt)t¶1 –– некоторый винеровский (по мере P) процесс.
Тем самым, если Bn

0→B0, то

Law(Bn
t , Sn

t ; t ¶ 1 |Pn)→ Law(Bt , St ; t ¶ 1 |P), (23)

т. е. имеет место сходимость (1).
Обратимся теперь к аналогу свойства (23) при замене мер Pn и P на мар-

тингальные меры ePn и eP.
Если для k=1, ‌, n выполняются равенства

ePn
�

ξn
k =

bp
n

�

= epn, ePn
�

ξn
k = −

ap
n

�

= eqn

и относительно меры ePn величины ξn
1 , ‌, ξn

n являются независимыми, то
условие мартингальности

E
ePn

�

Sn
k

Bn
k

�

�

�F n
k−1

�

=
Sn

k−1

Bn
k−1

, 1 ¶ k ¶ n,
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приводит к соотношениям

E
ePn ρn

k = rn
k , 1 ¶ k ¶ n,

которые, очевидно, равносильны условию

bepn−aeqn =
r−µ
p

n
. (24)

Учитывая требование epn+ eqn=1, отсюда находим

epn = a
a+b +

1p
n

r−µ
a+b ,

eqn = b
a+b −

1p
n

r−µ
a+b .

(25)

(Ср. с примером 2 в § 3f гл. V, где устанавливается также единственность
мартингальной меры ePn и свойство независимости величин ξn

1 , ‌, ξn
k по этой

мере.)
Поэтому

E
ePn ρn

k =
r
n ,

E
ePn (ρn

k )2 = eσ2

n +O
�

1
n3/2

�

,

D
ePn ρn

k =
eσ2

n +O
�

1
n3/2

�

,

где eσ2=ab.
Заметим, что условия p+q=1 и pb−qa=0 приводят к тому, что ab= pb2+

+qa2. Иначе говоря, σ2= eσ2, и, значит,

[nt]
∑

k=1

E
ePn

�

ρn
k −

(ρn
k )2

2

�

→
�

r− σ
2

2

�

t,
[nt]
∑

k=1

D
ePn

�

ρn
k −

(ρn
k )2

2

�

→ σ2t.

Условие Линдеберга (20) выполняется и при замене мер Pn на ePn. Поэтому,
снова применяя функциональную центральную предельную теорему (с Sn

0→
→S0), находим, что

Law(Sn
t ; t ¶ 1 |ePn)→ Law(St ; t ¶ 1 |eP), (26)

где

St = S0 exp
§�

r− σ
2

2

�

t+σ eWt

ª

,

eW = ( eWt)t¶1 –– винеровский процесс по мере eP, являющейся единственной
мартингальной мерой, определяемой теоремой Гирсанова (§ 3e гл. III):

deP = exp
§

−µ− r
σ

W1−
1
2

�µ− r
σ

�2
ª

dP.

При этом eWt =Wt +
µ− r
σ

t.
Тем самым, справедлива следующая
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Теорема. Если в «допредельных» моделях Кокса––Росса––Рубинштейна,
определяемых формулами (6)––(10), параметры a > 0, b > 0, p > 0 и q >
> 0 таковы, что pb − qa = 0 и p + q = 1, то одновременно имеют место
сходимости (21) и (26) к «предельной» модели Блэка––Мертона––Шоулса.

4. Теперь несколько видоизменим «допредельные» модели Кокса––Росса––
Рубинштейна, отказавшись от «стеснительного» условия pb− qa=0, но, тем
не менее, сохраняя возможность применения функциональной предельной
теоремы.

С этой целью будем считать, что для нечетных значений k=1, 3, ‌ вели-
чины ρn

k снова определяются формулами (9), а при четных k=2, 4, ‌ имеем

ρn
k =

µ

n +η
n
k , µ > 0,

где

Pn
�

ηn
k = −

bp
n

�

= p, Pn
�

ηn
k =

ap
n

�

= q.

Тогда для k=2, 4, ‌ получаем

EPn ρn
k =

µ

n −
1p
n

(pb−aq),

EPn (ρn
k )2 = 1

n (pb2+qa2)+O
�

1
n3/2

�

,

DPn ρn
k =

pq
n (a+b)2+O

�

1
n3/2

�

.

Поэтому с учетом (для нечетных k) формул (11)––(13) находим, что

[nt]
∑

k=1

EPn

�

ρn
k −

(ρn
k )2

2

�

→
�

µ− σ
2

2

�

t,

[nt]
∑

k=1

DPn

�

ρn
k −

(ρn
k )2

2

�

→ σ2t,

где
σ2 = pq(a+b)2.

Тем самым, в рассматриваемой неоднородной модели Кокса––Росса––Рубин-
штейна справедлив тот же результат, что и в однородном случае:

Law(Sn
t ; t ¶ 1 |Pn)→ Law(St ; t ¶ 1 |P), (27)

где процесс S= (St)t¶1 определяется формулой (22) с σ2= pq(a+b)2.
Пусть теперь bPn –– мартингальные меры, относительно которых величины

ρn
1 , ‌, ρn

n снова образуют последовательность независимых случайных вели-
чин,

bPn
�

ξn
k =

bp
n

�

= bpn
k , bPn

�

ξn
k = −

ap
n

�

= bqn
k ,
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где bpn
k = ep

n и bqn
k = eq

n для нечетных k, и

bPn
�

ηn
k = −

bp
n

�

= bpn
k , bPn

�

ηn
k =

ap
n

�

= bqn
k ,

где bpn
k и bqn

k для четных k определяются (из требования мартингальности) по
формулам bpn

k = bp
n, bqn

k = bq
n,

bpn = a
a+b −

1p
n

r−µ
a+b ,

bqn = b
a+b +

1p
n

r−µ
a+b .

Тогда для всех k=1, ‌, n имеем

E
bPn ρn

k =
r
n ,

E
bPn (ρn

k )2 = ab
n +O

�

1
n3/2

�

,

D
bPn ρn

k =
ab
n +O

�

1
n3/2

�

.

Следовательно,
[nt]
∑

k=1

E
bPn

�

ρn
k −

(ρn
k )2

2

�

→
�

r− Òσ
2

2

�

t,

[nt]
∑

k=1

D
bPn

�

ρn
k −

(ρn
k )2

2

�

→ Òσ2t,

гдеÒσ2=ab, и с учетом снова выполненного условия Линдеберга находим, что
(с Sn

0→S0)
Law(Sn

t ; t ¶ 1 |bPn)→ Law(St ; t ¶ 1 |bP), (28)

где

St = S0 exp
§�

r− Òσ
2

2

�

t+Òσ bWt

ª

и bW = ( bWt)t¶1 –– винеровский процесс относительно меры bP,

dbP = exp
§

−µ− r
Òσ

W1−
1
2

�µ− r
Òσ

�2
ª

dP.

Обратим внимание на то, что, вообще говоря, ab 6= pq(a+ b)2, и, значит,
Òσ2 6=σ2. Тем самым, если в «предельной» модели волатильность есть σ2 и
параметры a > 0, b > 0, p > 0 и q > 0 выбраны так, что p + q = 1 и σ2 =
= pq(a+ b)2, то будет иметь место функциональная сходимость (27), однако
в формуле (28) «предельная» волатильность Òσ2 может оказаться (в отсут-
ствие ранее использованного «стеснительного» условия pb− aq= 0) отлич-
ной от σ2.
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Приведенный пример неоднородной модели Кокса––Росса––Рубинштейна
показывает, что при выборе этих моделей в качестве аппроксимационных
для модели Блэка––Мертона––Шоулса с параметрами (µ,σ2) надо быть доста-
точно осторожным, подбирая параметры (p, q, a, b) «допредельных» моделей,
поскольку даже при наличии сходимости (27) относительно исходных веро-
ятностных мер вполне может случиться, что соответствующая сходимость от-
носительно мартингальных мер (сходимость к модели Блэка––Мертона––Шо-
улса с параметрами (µ,σ2)) не имеет места. А это, в свою очередь, приводит
к тому, что рациональные стоимости (хеджирования) Cn

1 в «допредельных»
моделях могут не сходиться к (ожидаемой) стоимости C1 в «предельной»
модели.

Понятно, что аналогичная ситуация может возникнуть и в других аппрок-
симационных схемах.

5. В связи с рассмотренными выше случаями сходимости процессов Sn=
= (Sn

t )t¶1 к процессу S= (St)t¶1 –– как относительно исходных вероятностных
мер (Pn и P), так и относительно мартингальных мер (ePn и eP), –– естественно
привести некоторые общие результаты в этом направлении.

С этой целью, считая, для простоты рассмотрений, что Bn
t ≡1, Bt ≡1, t¶1,

n¾1, отметим, прежде всего, что из слабой сходимости законов Law(Sn |Pn)
даже в предположении контигуальности (ePn)Ã (Pn), вообще говоря, не сле-
дует слабая сходимость Law(Sn |ePn), хотя, тем не менее, последовательность
(Law(Sn |ePn))n¾1 будет плотной (подробнее см. раздел 3 в гл. X моногра-
фии [250]) и, следовательно, в принципе может иметь несколько предельных
мер (по разным подпоследовательностям).

Один из стандартных приемов, позволяющих гарантировать единствен-
ность предельной вероятностной меры, состоит в том, чтобы помимо усло-
вия слабой сходимости законов Law(Sn |Pn) и контигуальности (ePn)Ã (Pn)
требовать также слабой сходимости совместных законов Law(Sn, Zn |Pn),

где Zn = (Zn
t )t¶1 и Zn

t =
dePn

t

dPn
t

–– плотности мер ePn
t по мерам Pn

t (ePn
t и Pn

t ––

сужения мер ePn и Pn на σ-алгебры F n
t , входящие в стохастический базис

(Ωn,F n, (F n
t )t¶1, Pn), на котором определены процессы Sn= (Sn

t )t¶1).
Тогда из обобщенной версии так называемой третьей леммы Ле Кама

(см. [250, гл. X, теорема 3.3]) следует, что последовательность законов
Law(Sn, Zn |ePn) слабо сходится к некоторой вероятностной мере, абсо-
лютно непрерывной относительно меры, являющейся слабым пределом
последовательности Law(Sn, Zn |Pn), n¾1. Если к тому же Law(Sn, Zn |Pn)→
→ Law(S, Z |P), то Law(Sn, Zn |ePn)→ Law(S, Z |eP), где мера eP такова, что
deP= Z dP.

6. С целью иллюстрации этих результатов обратимся снова к рассмотрен-
ной выше модели Кокса––Росса––Рубинштейна (6)––(7), полагая для простоты
r= 0, Bn

0 = 1 и придавая этой модели тот вид, который использовался в п. 7
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§ 3d гл. V при описании конструкции минимальной мартингальной меры.
(См. также работу [392].)

Пусть Hn
k =

k
∑

l=1
ρn

l . Тогда если pb − qa = 0, то последовательность Mn =

= (Mn
k )k¶n, Mn

k =
k
∑

l=1
ξn

l , будет квадратично интегрируемым мартингалом с

квадратической характеристикой 〈Mn〉= (〈Mn〉k)k¶n, где 〈Mn〉k =
k
∑

l=1
D ξn

l =

=σ2k, σ2= pb2+qa2 (=ab).
Если положить an

k =
µ

σ2 , то разложению Дуба (§ 1b гл. II) последовательно-
сти Hn= (Hn

k )k¶n можно придать (в терминах приращений) следующий вид:

∆Hn
k = an

k ∆〈M
n〉k +∆Mn

k . (29)

Пусть bµ<σ2. Тогда (минимальная) мера ePn,

dePn =
n
∏

k=1

(1−an
k ∆Mn

k ) dPn (30)

(ср. с (31) в § 3d гл. V), будет вероятностной и к тому же (единственной)
мартингальной мерой для последовательности Hn= (Hn

k )k¶n, что следует из
изложения в п. 7 § 3d гл. V или может быть установлено прямой проверкой.

Положим

Zn
t =

[nt]
∏

k=1

(1−an
k ∆Mn

k x) = E
�

−
∑

k¶ ·
an

k ∆Mn
k

�

[nt]
(31)

и представим Sn
t в виде

Sn
t = Sn

0

[nt]
∏

k=1

(1+∆Hn
k ) = Sn

0E(Hn)[nt] =

= Sn
0E
�

∑

k¶ ·
an

k ∆〈M
n〉k +Mn

·

�

[nt]
. (32)

Пусть также M = (Mt)t¶1 –– квадратично интегрируемый мартингал (на
некотором стохастическом базисе (Ω,F , (Ft)t¶1, P)) с квадратической харак-
теристикой 〈M〉= (〈M〉t)t¶1, a= (at)t¶1 –– некоторый предсказуемый процесс,
a2 · 〈M〉1<∞ (т. е.

∫ 1
0 a2

t d〈M〉t <∞),

Ht =
∫ t

0
as d〈M〉s+Mt (33)

и

Zt = E
�

−
∫ ·

0
as dMs

�

t
, St = S0E(H)t . (34)
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Структура выражений в формулах (31)––(34) подсказывает, что же надо по-
требовать от введенных объектов для того, чтобы иметь слабую сходимость

Law(Sn
t , Zn

t ; t ¶ 1 |Pn)→ Law(St , Zt ; t ¶ 1 |P). (35)

Так, если an = (an
t )t¶1, Mn = (Mn

t )t¶1 и 〈Mn〉= (〈Mn〉t)t¶1 –– кусочно посто-
янные процессы, построенные по (an

k)k¶n, (Mn
k )k¶n и (〈Mn〉k)k¶n, то для схо-

димости (35), очевидно, достаточно сходимости законов

Law
�

Mn
t ,

[nt]
∑

k=1

an
k ∆Mn

k ,
[nt]
∑

k=1

an
k ∆〈M

n〉k; t ¶ 1
�

�

�Pn
�

к законам

Law
�

Mt ,

∫ t

0
as dMs,

∫ t

0
as d〈M〉s; t ¶ 1

�

�

�P
�

и сходимости Sn
0→S0.

Разнообразные условия такой сходимости мартингалов и стохастических
интегралов можно найти, например, в книге [250, гл. IX] и в работе [254].
В частности, из теорем 2.6 и 2.11 в [254] вытекает, что требуемая сходимость
имеет место, если

Law(Mn
t , an

t ; t ¶ 1 |Pn)→ Law(Mt , at ; t ¶ 1 |P)

и выполнено следующее условие равномерной малости скачков мартинга-
лов:

sup
n

EPn

�

sup
t¶1
|∆Mn

t |
�

< ∞.

Для модели (6)––(7) это условие, очевидно, выполнено, и в качестве пре-
дельного процесса M = (Mt)t¶1 может быть взят (как это следует из п. 3)
процесс с Mt = σWt , где W = (Wt)t¶1 –– стандартный винеровский процесс
и σ2 = pb2 + qa2. Тогда Ht = µt + σWt и St = S0E(H)t . Поскольку dE(H)t =
= E(H)t dHt , получаем, что dSt = St(µ dt +σ dWt). Значит, как и следовало
ожидать, процесс S= (St)t¶1 есть не что иное, как геометрическое броунов-
ское движение:

St = S0 exp
§�

µ− σ
2

2

�

t+σWt

ª

.

Из формулы (34) находим также, что

Zt = exp
§

−µ
σ

Wt −
1
2

�µ

σ

�2
t
ª

.

В рассматриваемом случае имеет место контигуальность (ePn)Ã (Pn), что
устанавливается так же, как и в примере 1 в п. 5, § 3c. Поэтому из сформули-
рованной обобщенной версии «третьей леммы Ле Кама» вытекает, что

Law(Sn
t ; t ¶ 1 |ePn)→ Law(St ; t ¶ 1 |eP),

где deP= Z1dP.
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Поскольку по теореме Гирсанова (§ 3e гл. III) процесс eW = ( eWt)t¶1, eWt =
=Wt +

µ

σ
t, является по мере eP винеровским, имеем

Law(µt+σWt ; t ¶ 1 |eP) = Law(σ eWt ; t ¶ 1 |eP) =
= Law(σWt ; t ¶ 1 |P).

Поэтому

Law(St ; t ¶ 1 |eP) = Law(S0e−
σ2

2 t+σWt ; t ¶ 1 |P),

что было уже ранее установлено в п. 3 прямым применением функциональ-
ной центральной предельной теоремы (см. формулу (26)).
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4. Опционы европейского типа на биномиальном
(B, S)-рынке

§ 4a. О проблематике расчетов опционных контрактов

1. В соответствии с традицией и классификацией, изложенной в § 1a гл. I,
в теории финансов принято выделять и различать следующие два вида фи-
нансовых инструментов и, в частности, ценных бумаг:

ff основные, или первичные,

и

ff производные, или вторичные.

В предшествующих главах обменным курсам валют и основным ценным
бумагам, к числу которых относятся банковский счет, акции, облигации, бы-
ло уделено много внимания –– рассмотрены различные модели их динамики,
приведены результаты статистического анализа, выявившего, в частности,
такие феномены временны́х финансовых данных, как, например, кластер-
ность, фрактальность, наличие долгой памяти и т. п.

Значительное внимание было уделено и вопросам теории, дающей базу
для расчетов в производных ценных бумагах и опирающейся на концепцию
безарбитражности «справедливо» устроенных финансовых рынков.

В первой главе отмечалось, что обращение к производным ценным бу-
магам имеет смысл не только ввиду их спекулятивного интереса. Важное
значение производных ценных бумаг состоит в том, что они играют роль
хеджирующих, т. е. защитных финансовых инструментов от возможного рис-
ка, вызванного неопределенностью в будущем движении цен.

Если, скажем, «сегодняшняя» цена акции компании А есть S0= 100 и ин-
вестор ожидает поднятия ее цены (S1= 120), то он может (в момент n= 0)
купить акцию и затем (в момент n = 1) ее продать, имея доход S1 − S0 =
=120−100=20.

Конечно, возможно и падение цен (S0 = 100 ↓ S1 = 80), и тогда покупка-
продажа приведет к потере: S1−S0=80−100=−20.
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Тем самым, в рассматриваемой ситуации, когда возможно следующее дви-
жение цен:

S0 = 100
S1 = 120

S1 = 80

«большой» выигрыш (= 20, или 20% от S0 = 100) сопряжен и с «большим»
риском потерь (=−20, что составляет 20% потерь покупной стоимости S0=
=100).

Но помимо описанной стратегии поведения инвестора на рынке основных
ценных бумаг (в данном случае покупка-продажа акции), у него имеется, на-
пример, еще следующая возможность на рынке производных ценных бумаг:
купить опцион-колл (опцион покупателя) с моментом исполнения n=1, да-
ющий ему право (см. § 1c гл. I) купить в момент n=1 акцию по цене, скажем,
K=100.

Тогда если S0 = 100 и S1 = 120, то инвестор покупает акцию по (огово-
ренной заранее) цене K = 100 и немедленно ее продает (как говорят, на
спотовом, или кассовом рынке 1) по рыночной цене S1 = 120, получая при-
быль (S1−K)+=20.

Разумеется, за приобретение такого опциона, дающего право покупки по
оговариваемой цене (K=100), надо заплатить некоторую «премию» эмитен-
ту опциона. Пусть эта премия C1 = 10. Тогда в случае поднятия цен акций
(S0=100↑S1=120) чистый доход покупателя опциона будет равен 10. В слу-
чае же падения цен (S0=100 ↓ S1=80) покупатель опциона не предъявляет
его к исполнению (неразумно покупать акцию по цене K = 100, когда ее
можно купить по меньшей рыночной цене S1=80), неся потери, равные той
«премии» (=10), которую он заплатил за опцион.

Таким образом, обращение к опциону-колл (как одному из видов про-
изводных ценных бумаг) редуцирует риск инвестора (потери в 20 единиц
сводятся теперь к потерям лишь в 10 единиц), но, конечно, и возможный
доход стал меньше (10 вместо 20).

В этом смысле можно сказать, что стратегия спекулянта, рассчитывающе-
го на повышение цен (т. е. «быка» по терминологии § 1c гл. I), основанная на
покупке опциона-колл, обладает большей «защитной» силой от возможных
потерь, нежели стратегия, основанная на непосредственной покупке-прода-
же акции.

Рассмотрим теперь «медведя» –– спекулянта, рассчитывающего на падение
цены (в рассматриваемом случае акции). В принципе, на многих рынках не

1 В финансовой литературе часто используется (см., например, [50]) следующая терминоло-
гия: те сделки (контракты), которые (как опционы, фьючерсы, форварды и т. п.) связаны с
будущими поставками, будущими действиями и т. д., принято называть срочными (forward,
forward delivery); те же, которые предусматривают немедленную поставку, называют спото-
выми (spot) или кассовыми.

654



4. Опционы европейского типа на биномиальном (B, S)-рынке

запрещены сделки на продажу акций, которых у продавца фактически может
и не быть. Представим, что заключена такая сделка о продаже акции в мо-
мент n=1 по цене 100. Если цена S1 станет равной 80, на что и рассчитывал
«медведь», то он покупает акцию на рынке по этой рыночной цене S1= 80,
и проведенная сделка принесет ему доход в 20 единиц. Если же S1 = 120,
то потери «медведя» станут равными 20 единицам. Иначе говоря, опять же
возможен «большой» доход, но возможны и «большие» потери.

Как и у «быка», у «медведя» имеется возможность обратиться к рынку
производных ценных бумаг. Он может, например, купить опцион-пут (пусть
снова по цене в 10 единиц и с K = 100), дающий ему право продать акцию,
которой у него может и не быть, по цене K = 100. Тогда если S1= 80, то он
покупает по этой «рыночной» цене акцию и продает по цене K = 100, ого-
воренной условиями опционного контракта. С учетом заплаченной премии
чистый доход составит 20−10=10 единиц в случае падения цен (S0=100 ↓
S1= 80). Если же происходит поднятие цен, то «медведь» несет потери в 10
единиц. Таким образом, приобретение опциона-пут уменьшает спекулятив-
ный риск, соответственно уменьшая и возможный спекулятивный доход.

Приведенные выше числовые характеристики были взяты довольно-таки
призвольно, хотя в целом они правильно иллюстрируют и «спекулятивную»,
и «защитную» роль производных ценных бумаг.

2. Один из кардинальных вопросов, связанных с опционами, состоит в
том, как рассчитывать ту справедливую, рациональную стоимость «премии»,
которую следует платить за приобретение опционного контракта. Этот во-
прос интересует и покупателя, и эмитента-продавца ценной бумаги, для ко-
торого также важен вопрос о том, как распорядиться полученной «премией»,
чтобы гарантировать выполнение условий, оговариваемых при заключе-
нии контракта. Разумеется, эмитента интересует также и вопрос о его сум-
марных доходах и потерях при «выбрасывании» на рынок опционных кон-
трактов.

Отметим, что теория расчетов тех или иных производных ценных бумаг
зависит от того, какими моделями описываются основные ценные бумаги,
какие гипотезы заложены относительно структуры и функционирования
рынка ценных бумаг. В этом отношении простейшим является (B, S)-рынок,
описываемый биномиальной CRR-моделью, т. е. моделью Кокса––Росса––
Рубинштейна (см. § 1e гл. II). Хотя эта модель проста, тем не менее, на
ее примере проще всего понять общие принципы и проиллюстрировать
технику расчетов, основанную на идеях «безарбитражности». При этом
опционам уделяется первостепенное внимание не только потому, что они ин-
тересны и сами по себе, но и потому, что многие другие проблемы, связанные
с решениями на рынке ценных бумаг, или могут быть переформулированы
на языке опционов, или могут требовать хорошо развитой техники расчетов
опционных контрактов, в основе которой лежит простая, но плодотворная
идея «хеджирования».
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§ 4b. Расчет рациональной стоимости и хеджирующих стратегий. I.
Случай общих платежных функций

1. В CRR-модели (B, S)-рынка, состоящего из двух активов: B= (Bn) –– бан-
ковского счета и S= (Sn) –– акции, –– предполагается, что

∆Bn = rBn−1,

∆Sn = ρnSn−1,
(1)

где (ρn) –– последовательность независимых случайных величин, принимаю-
щих два значения a и b, a<b, и r –– процентная ставка, −1<a< r<b.

Помимо требований (1) предполагается, что заданная на исходном филь-
трованном вероятностном пространстве (Ω,F , (Fn), P) последовательность
ρ= (ρn) такова, что

P(ρn = b) = p, P(ρn = a) = q,

p+ q=1, 0< p<1, причем при каждом n величины ρn являются Fn-измери-
мыми.

В рассматриваемой модели вся случайность, образно говоря, «входит» че-
рез величины ρn, и поэтому в качестве пространства элементарных событий
Ω можно брать или пространство ΩN = {a, b}N , т. е. пространство последо-
вательностей x= (x1, x2, ‌, xN ), xn= a или b, если n¶ N , или пространство
Ω∞ = {a, b}∞, т. е. пространство последовательностей x = (x1, x2, ‌), xn =
= a или b, если n ∈ {1, 2, ‌}. При этом ρn(x)= xn, и в силу дискретности
рассматриваемых пространств ΩN и Ω∞ вероятностные меры PN или P на
соответствующих борелевских множествах полностью определяются своими
конечномерными распределениями Pn=Pn(x1, ‌, xn), где n¶N или n<∞.

Если νb(x1, ‌, xn) =
n
∑

i=1
Ib(xi) –– число тех xi , i ¶ n, которые равны b, то,

очевидно,
Pn(x1, ‌, xn) = pνb(x1,‌,xn)qn−νb(x1,‌,xn). (2)

По-другому можно сказать, что Pn=Q⊗‌⊗Q (n раз) –– прямое произве-
дение таких мер Q, что Q({b})= p, Q({a})= q, где p>0, q>0, p+ q=1. Со-
гласно § 1d гл. V CRR-модель является безарбитражной и полной, а согласно
первой и второй фундаментальным теоремам для каждого n¾1 существует
и притом единственная мартингальная мера ePn ∼ Pn, имеющая следующую
простую структуру (ср. с (2)):

ePn(x1, ‌, xn) = epνb(x1,‌,xn)
eqn−νb(x1,‌,xn), (3)

где
ep = r−a

b−a , eq = b− r
b−a . (4)

Из формулы (3) следует, что мера ePn, как и мера Pn, имеет структуру прямого
произведения: ePn= eQ⊗‌⊗ eQ (n раз), где eQ({b})= ep, eQ({a})= eq.
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2. Будем рассматривать опционы европейского типа с временем испол-
нения N <∞ и функцией выплат (платежным поручением) fN , зависящей,
вообще говоря, от всех предшествующих значений S0, S1, ‌, SN , или, что рав-
носильно, от значений S0, ρ1, ‌, ρN . (Pазличные определения, относящиеся
к опционам, приведены в § 1c гл. I.)

Как уже отмечалось, и для продавца (эмитента), и для покупателя опци-
онного контракта прежде всего важен вопрос о том, что понимать под «спра-
ведливой» (иначе говоря, «рациональной») стоимостью этого контракта.

Согласно изложению в § 1b гл. V на полных безарбитражных рынках,
к числу которых относится рассматриваемый биномиальный (B, S)-рынок,
справедливой (рациональной) ценой естественно считать величину (совер-
шенного хеджирования европейского типа)

C( fN ; P) = inf
�

x ¾ 0: ∃π, Xπ0 = x и XπN = fN (P-п. н.)
	

, (5)

где Xπ = (Xπn )0¶n¶N –– капитал, отвечающий самофинансируемой стратегии
π= (β , γ). (Подробнее см. § 1b гл. V и § 1b в настоящей главе.)

При этом C( fN ; P) может быть подсчитано по формуле (4) из § 1b:

C( fN ; P) = B0
eE

fN

BN
, (6)

где eE есть усреднение по мартингальной мере ePN .
Для модели (1) имеем BN =B0(1+ r)N . Тем самым, здесь

C( fN ; P) = eE
fN

(1+ r)N , (7)

и с принципиальной точки зрения этой формулой полностью решается
вопрос о рациональной стоимости опционного контракта с функцией
выплат fN .

Весьма замечательно, что в рассматриваемой модели продавец опциона,
получив от покупателя премию C( fN ; P), может составить такой портфель
eπ= ( eβ , eγ), чтобы его капитал X eπ= (X eπ

n )n¶N в момент времени N в точности
воспроизводил платежное поручение fN . При этом, как отмечалось, напри-
мер, в § 1b, стандартный прием отыскания портфеля eπ= ( eβ , eγ) состоит здесь
в следующем.

Образуем мартингал M= (Mn,Fn, ePN )n¶N ,

Mn = eE
�

fN

BN

�

�

�Fn

�

.

Согласно S
B -представлению, найдется такая предсказуемая последователь-

ность eγ= (eγi)i¶N , что

Mn = M0+
n
∑

k=1

eγk∆

�

Sk

Bk

�

, n ¶ N. (8)
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Полагая eβk=Mk −
eγkSk

Bk
, получаем (см. § 4b гл. V и § 1b в настоящей главе)

самофинансируемый хедж eπ= ( eβ , eγ), капитал которого

X eπ
k = eβk Bk + eγkSk = Bk

eE
�

fN

BN

�

�

�Fk

�

таков, что
X eπ

0 = C( fN ; P) (9)

и выполнено свойство «совершенности»

X eπ
N = fN .

Поскольку

∆

�

Sk

Bk

�

=
Sk−1(ρk − r)

Bk
, (10)

из формулы (8) видим, что

Mn = M0+
n
∑

k=1

eα
(ρ)
k (ρk − r) = M0+

n
∑

k=1

eα
(ρ)
k ∆m(ρ)

k , (11)

где eα(ρ)
k и eγk связаны соотношением

eγk =
eα

(ρ)
k Bk

Sk−1
, (12)

а последовательность m(ρ)= (m(ρ)
n ,Fn, ePN )n¶N ,

m(ρ)
n =

n
∑

k=1

(ρk − r), (13)

образует мартингал.
Из дальнейшего станет ясно, что наряду с последовательностью ρ= (ρn)

целесообразно ввести также последовательность δ= (δn), полагая

δn =
ρn−a
b−a . (14)

При этом понятно, что

ρn =

¨

b,

a
⇔ δn =

¨

1,

0
(15)

и Fn=σ(ρ1, ‌, ρn)=σ(δ1, ‌, δn).
Поскольку

δk − ep =
ρk − r
b−a , (16)

наряду с формулами (8) и (11) имеем также представление

Mn = M0+
n
∑

k=1

eα(δ)
k m(δ)

k , (17)
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где последовательность m(δ)= (m(δ)
k ,Fk , ePN ),

m(δ)
l =

n
∑

l=1

(δn− ep), (18)

является мартингалом и
eα(δ)

k = (b−a)eα(ρ)
k . (19)

Резюмируем изложенные результаты в виде следующего утверждения.

Теорема 1. 1. В CRR-модели (1) для любого N и любогоFN -измеримого пла-
тежного поручения fN справедливая цена C( fN ; P) определяется формулой

C( fN ; P) = eE
fN

(1+ r)N , (20)

где eE –– усреднение по мартингальной мере ePN .
2. Существует совершенный самофинансируемый хедж eπ= ( eβ , eγ), капитал

которого X eπ= (X eπ
n )n¶N таков, что

X eπ
0 = C( fN ; P), X eπ

N = fN

и
X eπ

n = eE
�

fN

(1+ r)N

�

�

�Fn

�

. (21)

3. Компоненты eβ= ( eβn)n¶N и eγ= (eγn)n¶N хеджа eπ таковы, что

eβn = Mn−
eγnSn

Bn
,

где eγn, n¶ N, определяются из S
B -представления (8) для мартингала M =

= (Mn,Fn, ePN )n¶N ,

Mn = eE
�

fN

BN

�

�

�Fn

�

.

3. Как видно из формулировки теоремы, отыскание совершенного хеджа
eπ= ( eβ , eγ) самым непосредственным образом связано с возможностью полу-
чения для мартингала M= (Mn,Fn, ePN )n¶N одного из эквивалентных между
собой представлений (8), (11) или (17). В нижеследующей теореме описы-
вается один достаточно интересный случай, когда удается получить такое
представление.

Теорема 2. Пусть платежная функция имеет вид

fN = BN g(∆N ), (22)

где g= g(∆N ) –– некоторая функция от ∆N =δ1+‌+δN .
Тогда в представлении (17) коэффициенты равны

eα(δ)
k = GN−k(∆k−1; ep), 1 ¶ i ¶ N , (23)
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где ∆0=0 и

Gn(x; ep) =
n
∑

k=0

�

g(x+k+1)− g(x+k)
�

Ck
n ep

k
eqn−k . (24)

Доказательство. Заметим, прежде всего, что Mn = eE(MN |Fn), где MN =

=
fN

BN
.

Поскольку ∆Mn= eα
(δ)
n ∆m(δ)

n , для eα(δ)
n = eα

(δ)
n (δ1, ‌, δn−1) находим, что

eα(δ)
n =

eE(MN |δ1, ‌, δn−1, 1)−eE(MN |δ1, ‌, δn−1)
1− ep =

=
eE
�

g(∆N ) |δ1, ‌, δn−1, 1
�

−eE
�

g(∆N ) |δ1, ‌, δn−1

�

1− ep . (25)

На множестве {ω: ∆n−1= x, δn=1} имеем

eE(g(∆N ) |Fn) = eE g(x+1+∆N −∆n)

и
eE(g(∆N ) |Fn−1) = eE g(x+∆N −∆n−1) =

= ep eE g(x+1+∆N −∆n)+ (1− ep) eE g(x+∆N −∆n).

Тем самым, на этом множестве

eE(g(∆N ) |Fn)−eE(g(∆N ) |Fn−1) =

= (1− ep) eE
�

g(x+1+∆N −∆n)− g(x+∆N −∆n)
�

=

= (1− ep)
N−n
∑

k=0

�

g(x+1+k)− g(x+k)
�

Ck
N−n ep

k(1− ep)N−n−k =

= (1− ep)GN−n(x; ep),

что с учетом равенства (25) приводит к требуемому представлению (23).
Теорема доказана.

§ 4c. Расчет рациональной стоимости и хеджирующих стратегий. II.
Случай марковских платежных функций

1. Будем предполагать, что платежная функция fN имеет следующий «мар-
ковский» вид: fN = f (SN ), где f = f (x) –– некоторая неотрицательная функ-
ция от x¾0.

Пусть
X eπ

n = eE
�

f (SN )(1+ r)−(N−n) |Fn

�

(1)

–– капитал совершенного хеджа eπ в момент времени n и, в частности,

C( fN ; P) = X eπ
0 = eE

�

f (SN )(1+ r)−N
�

. (2)
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Обозначим

Fn(x; p) =
n
∑

k=0

f
�

x(1+b)k(1+a)n−k
�

Ck
n pk(1− p)n−k . (3)

Тогда, поскольку
∏

n<k¶N

(1+ρk) = (1+b)∆N−∆n (1+a)(N−n)−(∆N−∆n), (4)

где ∆n=δ1+‌+δn, δk=
ρk −a
b−a , получаем, что

eE f
�

x
∏

n<k¶N

(1+ρk)
�

= FN−n(x; ep), (5)

где ep= r−a
b−a .

Учитывая, наконец, что

SN = Sn

∏

n<k¶N

(1+ρk), (6)

из формулы (5) получаем следующий результат.

Теорема 1. В CRR-модели с марковской платежной функцией fN = f (SN )
капитал X eπ= (X eπ

n )n¶N совершенного хеджа eπ определяется формулами

X eπ
n = (1+ r)−(N−n)FN−n(Sn; ep). (7)

В частности, рациональная стоимость опциона задается формулой

C( fN ; P) ≡ X eπ
0 = (1+ r)−N FN (S0; ep). (8)

2. Обратимся теперь к вопросу о структуре совершенного хеджа eπ =
= ( eβ , eγ).

Положим

g(x) =
f (S0(1+b)x (1+a)N−x )

BN
. (9)

Тогда согласно теореме 2 из предшествующего параграфа в представлении

MN = M0+
N
∑

k=1

eα(δ)
k (δk − ep)

для

MN =
X eπ

N

BN
=

f (SN )
BN

предсказуемые функции имеют вид

eα(δ)
i = GN−i(∆i−1; ep), (10)
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где

GN−i(x; ep) = 1
BN

N−i
∑

k=0

Ck
N−i ep

k(1− ep)N−i−k ×

×
�

f
�

S0(1+a)N
�1+b

1+a

�x+k+1
�

− f
�

S0(1+a)N
�1+b

1+a

�x+k
��

. (11)

Если здесь положить x=∆i−1, то с учетом равенства

Si−1 = S0(1+a)i−1
�1+b

1+a

�∆i−1

и обозначения (3) из формулы (11) получим, что

GN−i(∆i; ep) = 1
BN

�

FN−i(Si−1(1+b); ep)− FN−i(Si−1(1+a); ep)
�

. (12)

Заметим теперь, что согласно формулам (12) и (16) из § 4b выполняются
равенства

eγi =
eα(δ)

i Bi

Si−1(b−a) =
GN−i(∆i−1; ep)Bi

Si−1(b−a) . (13)

Из формул (12) и (13) находим, что

eγi = (1+ r)−(N−i) ·
FN−i(Si−1(1+b); ep)− FN−i(Si−1(1+a); ep)

Si−1(b−a) . (14)

Как и в § 4b, обозначим
eβi = Mi −

eγiSi

Bi
.

В силу самофинансируемости стратегии eπ= ( eβ , eγ) имеем

∆ eβi ·Bi−1+∆eγi ·Si−1 = 0.

Поэтому
X eπ

i−1 = eβi−1Bi−1+ eγi−1Si−1 = eβi Bi−1+ eγiSi−1,

и, значит,
eβi =

X eπ
i−1

Bi−1
−
eγiSi−1

Bi−1
.

С учетом формул (7) и (14) находим, что

eβi =
FN−i+1(Si−1; ep)

BN
−

GN−i(∆i−1; ep)(1+ r)
b−a =

= 1
BN

¦

FN−i+1(Si−1; ep)−

− 1+ r
b−a

�

FN−i(Si−1(1+b); ep)− FN−i(Si−1(1+a); ep)
�

©

. (15)

Резюмируем полученные результаты.
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Теорема 2. В CRR-модели с fN = f (SN ) компоненты eβ = ( eβi)i¶N и eγ =
= (eγi)i¶N совершенного хеджа eπ= ( eβ , eγ) определяются формулами (14) и (15).

Следствие 1. Предсказуемые функции eβi и eγi зависят от «прошлого» лишь
через значение Si−1:

eβi = eβi(Si−1), eγi = eγi(Si−1).

Следствие 2. Пусть неотрицательная функция f = f (x) является неубы-
вающей. Тогда из формул (3) и (14) следует, что для совершенного хеджа
eπ= ( eβ , eγ) функции eγi¾0 для всех i¶N .

Замечание. Если интерпретировать отрицательность величин eγi как взя-
тие акции взаймы (так называемый short-selling), то результат следствия 2
означает, что в случае неубывающих функций f (x) совершенный хедж явля-
ется хеджем без short-selling’а.

§ 4d. Стандартные опционы покупателя и продавца

1. Для стандартного опциона покупателя, или опциона-колл,

f (SN ) = (SN −K)+,

где N –– момент исполнения (maturity time) и K –– цена исполнения (strike
price). Полученные в предшествующем параграфе формулы для рациональ-
ной стоимости и совершенного хеджа, естественно, здесь упрощаются.

Согласно определению (3) из § 4c имеем

Fn(S0; ep) =
n
∑

k=0

Ck
n ep

k(1− ep)n−k max
§

0, S0(1+a)N
�1+b

1+a

�k
−K

ª

. (1)

Пусть

K0 = K0

�

a, b, N;
S0

K

�

–– наименьшее целое число, для которого

S0(1+a)N
�1+b

1+a

�K0
> K. (2)

Будем для краткости в случае fN = (SN −K)+ обозначать C( fN ; P) через CN
или через C(K )

N , если нужно подчеркнуть зависимость от K .
Если K0>N , то FN (S0; ep)=0, и, следовательно, в этом случае (см. (8), § 4c)

рациональная цена CN =0, что и понятно, поскольку тогда заведомо SN <K
и покупка опциона не может принести никакого дохода, а потому и цена его
равна нулю.
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Будем поэтому предполагать, что K0¶N. Тогда

CN = (1+ r)−N FN (S0; ep) = S0

N
∑

k=K0

Ck
N epk(1− ep)N−k

�1+a
1+ r

�N�1+b
1+a

�k
−

−K(1+ r)−N
N
∑

k=K0

Ck
N epk(1− ep)N−k . (3)

Положим

p∗ = 1+b
1+ r ep, (4)

B( j, N; p) =
N
∑

k= j

Ck
N pk(1− p)N−k . (5)

С этими обозначениями получаем следующий результат Дж. Кокса, Р. Росса и
М. Рубинштейна [82].

Теорема. Для стандартного опциона европейского типа с функцией вы-
плат f (SN )= (SN −K)+ справедливая (рациональная) стоимость равна

CN = S0B(K0, N; p∗)−K(1+ r)−NB(K0, N; ep), (6)

где
K0 = 1+

�

ln K
S0(1+a)N

Á

ln 1+a
1+b

�

. (7)

Если K0>N, то CN =0.

2. Поскольку
(K −SN )+ = (SN −K)+−SN +K ,

рациональная (справедливая) стоимость для опциона-пут, которую мы обо-
значим PN , определяется формулой

PN = eE(1+ r)−N (K −SN )+ =

= CN −eE(1+ r)−N SN +K(1+ r)−N . (8)

Здесь eE(1+ r)−N SN =S0. Поэтому справедливо следующее тождество, называ-
емое паритетом колл-пут:

PN = CN −S0+K(1+ r)−N . (9)

3. Предположим, что f = f (SN ) –– некоторая функция выплат и C( f )
N =

=B0
eE

f (SN )
BN

–– соответствующая рациональная стоимость.

Следующее интересное наблюдение (см., например, [121], [122]) пока-
зывает, как знание рациональных стоимостей C(K )

N для функций выплат
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(SN − K)+, K ¾ 0, может быть использовано при отыскании значений C( f )
N

для опционов с другими функциями выплат f .
Предположим, что функция f = f (x), x¾0, такова, что ее первая производ-

ная имеет вид f ′(x)=
∫ x

0 µ(dy), где µ=µ(dy) –– конечная мера (со знаком) на
(R+,B(R+)). (Если у функции f ( y) существует «обычная» вторая производ-
ная, то µ(dy)= f ′′( y) dy.) Тогда непосредственно проверяется, что

f (x) = f (0)+ x f ′(0)+
∫ ∞

0
(x−K)+ µ(dK)

и, значит,

f (SN ) = f (0)+SN f ′(0)+
∫ ∞

0
(SN −K)+ µ(dK) (P-п. н.).

Взяв математическое ожидание по мартингальной мере ePN , находим, что

eE
f (SN )

BN
=

f (0)
BN
+

S0

B0
f ′(0)+

∫ ∞

0

eE
(SN −K)+

BN
µ(dK),

и, следовательно, согласно формуле (6) из § 1b имеем

C( f )
N = (1+ r)−N f (0)+S0 f ′(0)+

∫ ∞

0
C(K )

N µ(dK). (10)

Заметим, что если f (x)= (x−K∗)
+, K∗>0, то мера µ(dK) сосредоточена в

точке K∗, т. е. µ∗(dK)=δ{K∗}(dx), и, как и должно было быть, C( f )
N =C

(K∗)
N .

4. Формулы (6) и (9) решают вопрос о значениях рациональной стоимости
опционов покупателя и продавца. Для эмитента, выпускающего эти опцио-
ны, представляет большой практический интерес также и расчет совершен-
ного хеджа eπ= ( eβ , eγ), который может быть проведен с помощью формул (15)
и (14) предыдущего параграфа. Не останавливаясь на подробном анализе
этих формул, ограничимся далее лишь рассмотрением одного простого при-
мера, идея которого взята из работы [162]. (См. также [443] и сходный иллю-
стративный пример, рассмотренный в начале этой главы.)

Пример. Рассмотрим две валюты, скажем, A и B. Пусть Sn –– стоимость
100 единиц валюты A, измеряемой в единицах валюты B, причем n= 0 и 1.
Предположим, что S0 = 150 и ожидается, что в момент времени n= 1 цена
S1 может стать равной 180 (повышение курса валюты A) или 90 (понижение
курса валюты A).

Записывая
S1 = S0(1+ρ1), (11)

находим, что ρ1 принимает два значения b и a, где b = 1
5 и a = −2

5 , что
соответствует повышению и понижению курса валюты A.
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Пусть B0 = 1 (в единицах валюты B) и r = 0. Тем самым, предполагает-
ся (для простоты расчетов), что помещение средств на банковский счет не
приносит прибыли, но и взятие займа не облагается процентами при его
возврате.

Пусть N=1 и f (S1)= (S1−K)+, где K=150(B), т. е. K=150 единиц валю-
ты B. Таким образом, при повышении курса валюты A покупатель опциона-
колл получит 180− 150= 30 (единиц валюты B). При понижении же курса
f (S1)=0.

Пока ничего не было сказано о вероятностях того, что ρ1=b и ρ1=a. Если
предположить, что повышение и понижение курса A происходят с вероят-
ностью 1

2 , то E f (S1)= 30 · 1
2 = 15, и по классическим воззрениям, идущим

со времен Бернулли и Гюйгенса (см., например, [186, с. 397–402]), разумной
платой за приобретение такого опциона была бы величина E f (S1)=15 еди-
ниц валюты B.

Однако следует подчеркнуть, что это значение существенно зависит от
вероятностного предположения о том, каковы вероятности p= P(ρ1 = b) и
1− p=P(ρ1=a). Если p= 1

2 , то мы видим, что E f (S1)=15 (B). Но если p 6= 1
2 ,

то значение E f (S1) изменится.
Если к тому же учесть, что в реальных ситуациях практически нет каких-

либо определенных соображений о точных значениях p, то становится по-
нятным, что классический подход к определению разумной цены не может
считаться удовлетворительным.

В этом смысле изложенная выше теория расчета рациональной стоимости
действует в предположении, что p может быть любым числом, удовлетворя-
ющим условию 0< p<1, а в качестве того значения, относительно которого
можно все рассчитывать (по классической схеме), надо брать значение

ep = r−a
b−a .

В рассматриваемом примере

ep =
0+ 2

5
1
5 +

2
5

= 2
3 .

Если N = 1, то соответствующее значение K0 = K0(a, b, 1; S0/K)= 1 при a=
=−2

5 , b= 1
5 , S0=K=150, и поэтому согласно формуле (3) имеем

C1 = S0 ep (1+b)−K ep = S0 ep b = 150 · 2
3 ·

1
5 = 20.

Таким образом, покупатель, приобретая опционы, должен заплатить пре-
мию C1, равную 20 (в единицах валюты B), которую можно теперь рассмат-
ривать как начальный капитал X0=20 (B) продавца опциона (эмитента), с
которым тот выступает на рынке в качестве инвестора.
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Представим капитал X0 в его обычном (для (B, S)-рынка) виде: X0=β0B0+
+γ0S0. Если считать, что B0=1 и S0=150, то капитал X0=20 (B) может быть
записан в виде 20=0+ 2

15 ·150. Иначе говоря, β0=0, γ0=
2

15 , и содержатель-
ное значение этого портфеля (β0, γ0) понятно: на банковском счете в валюте
B у элемента имеется 0 единиц, а γ0 · S0 =

2
15 · 150= 20 –– это те 20 единиц

валюты B, которые могут быть превращены в валюту A.
Пусть эмитент имеет возможность также брать (с банковского счета B в

валюте B) средства в долг, который, разумеется, должен быть возвращен. То-
гда начальный капитал X0=20 (B) может быть представлен, например, в та-
ком виде: X0=−30+ 1

3 ·150, что соответствует портфелю (β0, γ0)=
�

−30, 1
3

�

,
означающему, что с банковского счета взято 30 единиц валюты B, но зато
уже 1

3 · 150= 50 единиц валюты B эмитент может обменять на валюту A,
получая 33,33 единицы.

Предположим, что эмитент, выступающий как инвестор на рассматривае-
мом (B, S)-рынке, выбирает портфель (β1, γ1)= (β0, γ0). Рассмотрим вопрос
о том, что дает данный портфель в момент N=1.

В силу сделанного предположения B1= B0= 1 на банковском счете будет
β1B1=−30 единиц валюты B.

Если происходит «повышение» валюты A (180 B= 100A), имеющейся у
эмитента, то 33,33 единицы этой валюты дадут 60 единиц валюты B, из
которых 30 единиц составляют долг на банковском счете. Вернув 30 единиц
долга, эмитент будет иметь еще 60−30=30 единиц валюты B, которые он и
выплатит покупателю опциона, полностью выполнив условия контракта.

Если же происходит «понижение» валюты A, то 33,33 единицы этой ва-
люты дадут 30 единиц валюты A, которые эмитент вернет на банковский
счет. Покупателю опциона ничего выплачивать не надо (он проиграл!), и,
тем самым, эмитент полностью «чист».

Произведенный выбор портфеля (β1, γ1) =
�

−30, 1
3

�

может показаться
несколько искусственным. Однако именно к этим значениям приводит
изложенная выше теория.

В самом деле согласно формуле (14) из § 4c оптимальное значение γ1 =
=γ1(S0) совершенного хеджа подсчитывается следующим образом:

γ1(S0) =
F0(S0(1+b); ep)− F0(S0(1+a); ep)

S0(b−a) =
f (S0(1+b))− f (S0(1+a))

S0(b−a) =

=
f (S0(1+b))

S0(b−a) =
(S0(1+b)−K)+

S0(b−a) = b
b−a =

1/5
1/5+2/5

= 1
3 .

Значение β1=β0 определяется из условия

X0 = β0+γ0S0.

Поскольку X0 = 20, γ0 =
1
3 и S0 = 150, получаем β1 = β0 =−30, что и было

принято выше.
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Из приведенных рассмотрений ясно, что чистый доход V(S1) покупателя
опциона (как функция от S1 при заданном K) задается формулой

V(S1) = (S1−K)+−C1,

график которой представлен на следующем рисунке:

K K +C1
S1

−C1

V(S1)

Естественно, конечно, задаться вопросом, а каков же доход продавца оп-
циона.

Нетрудно видеть, что в рассмотренном выше примере этот доход равен
нулю и в случае «повышения», и в случае «понижения» валюты A. Тогда
надо объяснить, почему же на фондовом рынке находятся те, кто выпускает
подобные опционы и другие ценные бумаги.

Дело в том, что на самом деле ситуация более сложная и, прежде всего, по-
тому, что существуют операционные издержки, комиссионные, налоги и т. п.,
что увеличивает, разумеется, ту величину премии, которая была рассчитана
выше. Так что, например, комиссионные могут рассматриваться как доход
продавца опциона. Впрочем, надо также принимать во внимание и то обсто-
ятельство, что эмитент обладает (быть может, на короткий период времени)
дополнительными средствами, слагающимися из премий, которые он может
использовать для приумножения своего капитала.

Можно задаться также вопросом о том, почему на фондовом рынке су-
ществуют и пользуются спросом самые разнообразные опционы и другие
ценные бумаги.

Одно из объяснений состоит в том, что на рынке всегда есть те, которые
рассчитывают или на понижение, или на повышение обменных курсов, цен
акций и т. п. А раз это так, то, естественно, должен быть и тот, кто восполь-
зуется этой ситуацией. Именно это и делают эмитенты, выпуская в свет оп-
ционы-колл (в расчете на присутствие на рынке «быков»), или опционы-пут
(в расчете на наличие на рынке «медведей»), или их комбинации в сочетании
с другими видами ценных бумаг.
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§ 4e. Стратегии, основанные на опционах
(комбинации, спрэды, сочетания)

1. На практике известны самые разнообразные опционы и их комбинации.
В § 1c гл. I приводились названия некоторых опционов (с последействием,

азиатские и т. п.). Ввиду необычности и замысловатости многие опционы
получили название «экзотических» (см., например, [414]).

Приведем также названия и некоторые характеристики ряда популярных
стратегий, основанных на разных видах опционов. Обычно эти стратегии
подразделяются на две группы: комбинации и спрэды. Различие между ни-
ми состоит в том, что комбинации строятся из разных видов опционов, а
спрэды –– из опционов одного и того же вида. (Подробнее см., например, [50],
где содержится также информация о соответствующих расчетах и приведен
список книг, в которых отражены вопросы финансовой инженерии, важными
инструментами которой являются рассматриваемые стратегии, основанные
на опционах.)

2. Комбинации (combinations). Стрэддл (straddle) –– комбинация опци-
онов-колл и опционов-пут на одни и те же акции с одинаковыми ценами
исполнения K и временем исполнения N. Для этой комбинации функция
выигрыша-проигрыша V(SN ) (= f (SN )−CN )) покупателя определяется фор-
мулой

V(SN ) = |SN −K|−CN .

График этой функции представлен на следующем рисунке:

K
SN

−CN

V(SN )

Стрэнгл (strangle) –– комбинация опционов-колл и опционов-пут с одной
и той же датой исполнения N , но разными ценами исполнения K1 и K2. Ти-
пичная картина функции V(SN ) для покупателя имеет такой вид:
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K1 K2 SN

−CN

V(SN )

Аналитически функция V(SN ) может быть записана в следующей форме:

V(SN ) = |SN −K2|I(SN > K2)+ |SN −K1|I(SN < K1)−CN .

Стрэп (strep) –– комбинация из одного опциона-пут и двух опционов-колл
с одной и той же датой исполнения N , но, вообще говоря, разными ценами
исполнения K1 и K2. Если K1=K2=K , то функция V(SN ) имеет вид

V(SN ) = 2|SN −K|I(SN > K)+ |SN −K|I(SN < K)−CN .

В этом случае картина поведения функции V(SN ) имеет «несимметричный»
характер:

K −CN K K + 1
2
CN

SN

−CN

V(SN )

Стрип (strip) –– комбинация из одного опциона-колл и двух опционов-пут
с одинаковыми датами исполнения N , но, вообще говоря, разными ценами
исполнения K1 и K2. Соответствующая функция V(SN ) имеет следующий вид:

V(SN ) = |SN −K2|I(SN > K2)+2|SN −K1|I(SN < K1)−CN ;

график функции V(SN ) изображен на приводимом рисунке:
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K1−
1
2
CN

K1 K2 K2+CN
SN

−CN

V(SN )

3. Спрэды (spreads). Спрэд «быка» –– стратегия, состоящая из покупки оп-
циона-колл с ценой исполнения K1 и продажи опциона-колл с (более высо-
кой) ценой исполнения K2>K1. В этом случае

V(SN ) = |K2−K1|I(SN ¾ K2)+ |SN −K1|I(K1 < SN < K2)−CN ,

и график этой функции имеет такой вид:

K1 K2
SN

−CN

V(SN )

К спрэду «быка» инвесторам целесообразно обращаться тогда, когда они
рассчитывают на повышение курса (скажем, акций), ограничивая при этом
и величину своих потерь. Однако эта комбинация ограничивает также и
величину выигрыша.

Спрэд «медведя» –– стратегия, состоящая из продажи опциона-колл с ценой
исполнения K1 и покупки опциона-колл с более высокой ценой исполнения
K2>K1. Для этой комбинации

V(SN ) = −|K2−K1|I(SN ¾ K2)+ |SN −K1|I(K1 < SN < K2)+CN .

Соответствующий график имеет вид
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K1 K2
SN

CN

V(SN )

Обращение к подобной комбинации имеет смысл тогда, когда инвесторы
рассчитывают на понижение курса, стремясь, в то же самое время, ограни-
чить потери, которые могут произойти при повышении курса.

По поводу других видов спрэда см. § 24 в монографии [50].

4. Помимо описанных выше комбинаций из стандартных опционов (колл
и пут) на рынке ценных бумаг встречаются и различные сочетания –– страте-
гии, состоящие, например, из одновременной покупки опциона (как произ-
водной ценной бумаги) и акции (как основной ценной бумаги). К подобного
рода стратегиям инвесторы прибегают тогда, когда они стремятся обезопа-
сить себя от падения курса акций ниже определенного уровня. Если такое
падение происходит, то инвестор, обладая опционом-пут, сможет продать
акции по более высокой цене (исполнения), а не по (низкой) спотовой цене.
(См. § 22 в [50].)
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§ 5a. О проблематике расчетов опционов американского типа

1. При рассмотрении опционов американского типа основные вопросы
«теории расчетов» (как в случае дискретного времени, так и в случае непре-
рывного времени) сводятся к следующему:

1) какова рациональная (справедливая, взаимоприемлемая) стоимость оп-
ционных контрактов с заданной системой платежных функций;

2) каков рациональный момент предъявления покупателю опциона к испол-
нению;

3) какова оптимальная хеджирующая стратегия продавца опциона, обеспе-
чивающая выполнение контрактных условий?

В настоящем параграфе, посвященном расчетам опционов американского
типа в случае дискретного времени, главное внимание будет уделено первым
двум группам вопросов 1 и 2. В принципиальном отношении решение вопро-
сов 3, состоящих в отыскании хеджирующих стратегий, дается в теоремах 2
и 3 в § 2c.

2. Будем придерживаться CRR-модели (B, S)-рынка, описанной в § 4b,
т. е. предполагать, что ∆Bn = rBn−1, ∆Sn = ρnSn−1, где ρ = (ρn) –– последо-
вательность независимых одинаково распределенных случайных величин с
P(ρn=b)= p, P(ρn=a)=q, где −1<a< r<b, p+q=1, 0< p<1.

Дополнительное предположение, позволяющее существенно упростить
дальнейший математический анализ, будет состоять в том, что при некото-
ром λ>1 выполняются равенства

b = λ−1 и a = λ−1−1. (1)

Тем самым, вместо двух параметров a и b, определяющих эволюцию зна-
чений цен Sn, n¾1, будем предполагать заданным всего лишь один параметр
λ>1, по которому a и b находятся согласно формулам (1).
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Тогда, очевидно,
Sn = S0λ

ε1+‌+εn , (2)

где P(εi=1)=P(ρi=b)= p, P(εi=−1)=P(ρi=a)=q. (Ср. с § 1e гл. II.)
Если предположить также, что S0 принадлежит множеству E = {λk , k =

= 0,±1, ‌}, то видим, что и при любом n¾ 1 состояния Sn будут принадле-
жать тому же самому множеству E.

Последовательность S= (Sn)n¾0, описываемую соотношениями (2) с S0∈ E,
принято называть (ср. с § 1e гл. II) геометрическим случайным блужданием
по множеству состояний E={λk , k=0,±1, ‌}.

Пусть x ∈ E и Px обозначает распределение вероятностей последова-
тельности (Sn)n¾0 относительно меры P в предположении, что S0 = x:
Px =Law((Sn)n¾0 |P, S0= x).

В соответствии со стандартной терминологией теории случайных процес-
сов можно сказать, что рассматриваемая последовательность S= (Sn)n¾0 с се-
мейством вероятностей Px , x ∈ E, образует однородное марковское случайное
блуждание, или однородный марковский процесс (с дискретным временем).

Пусть T –– оператор перехода за один шаг, т. е. пусть для функций g= g(x),
определенных на E,

Tg(x) = Ex g(S1), x ∈ E, (3)

где Ex –– усреднение по мере Px .
В рассматриваемом случае (2) имеем

Tg(x) = pg(λx)+ (1− p)g
� x
λ

�

. (4)

3. (B, S)-рынок, описываемый CRR-моделью, является и безарбитражным,
и полным, при этом единственной мартингальной мерой является такая ме-
ра eP, что

eP(εi = 1) = eP(ρi = b) = r−a
b−a , eP(εi = −1) = eP(ρi = a) = b− r

b−a .

(См., например, § 1d гл. V.)
Согласно изложенной в главе V «безарбитражно-мартингальной» идеоло-

гии все вероятностные расчеты должны производиться не относительно ис-
ходной меры P, а относительно мартингальной меры eP. Чтобы не вводить
новых обозначений, с самого начала будем предполагать, что P=eP и, значит,

p = r−a
b−a , q = b− r

b−a . (5)

С учетом предположения (1) находим, что

p = α−1−λ−1

λ−λ−1 , q = λ−α−1

λ−λ−1 , (6)

где α= (1+ r)−1.
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Пусть f = ( f0, f1, ‌) –– система платежных функций, заданных, как обыч-
но, на фильтрованном вероятностном пространстве (Ω,F , (Fn)n¾0, P), F0=
={∅,Ω}.

В соответствии с § 2a будем обозначать через MN
n класс всех таких мо-

ментов остановки τ, что n¶τ¶N. Через M∞
n обозначается класс всех таких

конечных моментов остановки, что τ¾n.
В случае опционов американского типа покупатель опциона имеет воз-

можность самостоятельно выбирать тот момент τ, в который он закрывает
контракт, получая при этом платеж, равный fτ. Если предполагать, что кон-
тракт заключается в момент n= 0 и крайней датой его закрытия является
момент времени n = N , то можно сказать, что покупатель американского
типа имеет возможность выбрать в качестве момента прекращения действия
контракта любой момент τ из класса MN

0 . При этом, разумеется, продавец
опциона должен в своих действиях учитывать наихудшие для него возмож-
ности, создаваемые и выбором покупателем момента τ, и (на неполных
рынках) выбором «Природой» одной из возможных мартингальных мер. Тем
самым, в соответствии с § 1a при составлении своей стратегии продавец оп-
циона американского типа должен, естественно, придерживаться стратегий,
осуществляющих хеджирование американского типа.

Рассматриваемый нами (B, S)-рынок является полным, и для верхней це-
ны хеджирования американского типа (см. формулу (5) в § 2c)

eCN ( f ; P) = inf
�

y : ∃π, Xπ0 = y, Xπτ ¾ fτ (P-п. н.) ∀τ ∈MN
0

	

, (7)

которую естественно считать ценой рассматриваемого опциона американ-
ского типа, имеет место формула (см. формулу (19) в § 2c)

eCN ( f ; P) = sup
τ∈MN

0

B0 E
fτ
Bτ

. (8)

Напомним, что здесь E –– усреднение по (мартингальной) мере P.

4. В проведенном выше изложении основной акцент делается на то, как и
при каких условиях продавец опциона может выполнить контрактные усло-
вия.

Из общей теории хеджирования американского типа (раздел 2) следует,
что определяемая формулой (8) стоимость (премия) eCN ( f ; P) опционного
контракта является той минимально допустимой стоимостью, при которой
продавец еще может выполнить условия этого контракта.

Покупатель опциона это понимает, и в этом смысле цена eCN ( f ; P) явля-
ется взаимоприемлемой для обеих договаривающихся сторон. При этом со-
гласно общей теории продавец опциона может так организовать свой хеджи-
рующий портфель π, чтобы его капитал Xπτ был не меньше fτ для любого
τ∈MN

0 .
Рассмотрим теперь вопрос о том, как покупатель, согласившийся на сто-

имость контракта, равную eCN ( f ; P), должен наиболее разумным образом
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выбрать момент остановки действия контракта, или, попросту говоря, когда
предъявить опцион к исполнению.

Понятно, что если покупатель прекращает действие контракта в мо-
мент σ, когда Xπσ > fσ, то это дает продавцу чистый доход Xπσ − fσ при
выполнении им в то же самое время контрактного условия о выплате
покупателю fσ. Поэтому покупателю следовало бы выбирать момент σ
так, чтобы выполнялось равенство Xπσ = fσ. Такой момент действительно
существует, и, как следует из теоремы 4 из § 2c, им является момент τN

0 ,
получающийся в результате решения задачи об оптимальной остановке

sup
τ∈MN

0

B0 E
fτ
Bτ

. (9)

5. Из формулы (8) видим, что отыскание цены eCN ( f ; P) сводится к реше-
нию задачи об оптимальной остановке стохастической последовательности
f0, f1, ‌, fN .

В § 5b, c мы будем рассматривать, следуя в основном работе [443], стан-
дартные опционы покупателя и продавца с функциями fn= (Sn − K)+ и fn=
= (K − Sn)+ (и несколько более общими функциями fn =βn(Sn − K)+ и fn =
=βn(K − Sn)+) соответственно. Вместе со свойством «марковости» последо-
вательности S= (Sn)n¾0 эта специальная структура функций fn позволяет для
решения рассматриваемых задач об оптимальной остановке пользоваться
далее «марковской версией» теории оптимальных правил остановки, описан-
ной в п. 5 § 2a.

§ 5b. Расчеты для стандартного опциона покупателя

1. Пусть рассматривается стандартный опцион покупателя, или опцион-
колл с функциями выплат в момент времени n

fn(x) = βn(x−K)+, x ∈ E, (1)

где 0<β¶1, E={x=λk : k=0,±1, ‌}, λ>1.
Для 0¶n¶N обозначим

V N
n (x) = sup

τ∈MN
n

Ex (αβ)τ(Sτ−K)+, (2)

где Sn+k=Snλ
εn+1+‌+εn+k , Sn= x.

Полезно отметить, что

V N
n (x) = (αβ)nV N−n

0 (x), (3)

и в соответствии с (8) из § 5a интересующая нас цена (в предположении, что
S0= x) равна

eCN ( f ; P) = V N
0 (x). (4)

676



5. Опционы американского типа на биномиальном (B, S)-рынке

Согласно теореме 3 из § 2a и замечанию к ней

V N
0 (x) = QN g(x), (5)

где g(x)= (x−K)+ и

Qg(x) = max
�

g(x), αβTg(x)
�

. (6)

При этом в классе MN
0 оптимальный момент, обозначаемый τN

0 , существует
и может быть взят в виде

τN
0 = min

�

0 ¶ n ¶ N : V N−n
0 (Sn) = g(Sn)

	

. (7)

Если обозначить

DN
n =

�

x ∈ E : V N−n
0 (x) = g(x)

	

=

=
�

x ∈ E : V N
n (x) = (αβ)ng(x)

	

, (8)

то видим, что
τN

0 = min
�

0 ¶ n ¶ N : Sn ∈ DN
n

	

. (9)

Таким образом, имея последовательность областей остановки

DN
0 ⊆ DN

1 ⊆‌ ⊆ DN
N = E (10)

и последовательность областей продолжения наблюдений

CN
0 ⊇ CN

1 ⊇‌ ⊇ CN
N = ∅, (11)

CN
n = E \DN

n , можно сформировать следующее правило для покупателя опци-
она относительно момента прекращения действия опционного контракта.

Если S0 ∈ DN
0 , то τN

0 = 0 –– иначе говоря, покупатель должен сразу согла-
шаться на предлагаемую функцию выплаты (S0−K)+.

Если же S0∈CN
0 = E \DN

0 , что является типичной ситуацией, то покупатель
ждет следующего значения S1, и в зависимости от того, принадлежит ли S1
области DN

1 или CN
1 , принимает решение о том, что τN

1 =1 или τN
1 >1, и т. д.

В рассматриваемом сейчас случае стандартного опциона покупателя
нетрудно качественным образом описать структуру множеств DN

n и CN
n , 0¶

¶ n¶ N , и тем самым описать стратегию покупателя относительно выбора
момента предъявления опциона к исполнению.

2. Из формул (4)––(7) видим, что отыскание функций V N
0 (x) и момента τN

0
сводится к последовательному отысканию функций V n

0 (x)=Qng(x) для n=
=1, 2, ‌, N.

По предположению 0<β¶1. Покажем, что случай β=1 рассматривается
элементарным образом.

Действительно, последовательность (αnSn)n¾0 является мартингалом от-
носительно любой меры Px , x ∈ E, следовательно, (αn(Sn − K))n¾0 будет суб-
мартингалом, и в силу неравенства Иенсена для выпуклой функции x  x+

последовательность (αn(Sn−K)+)n¾0 также есть субмартингал.
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Значит, по теореме Дуба об остановке (§ 3a гл. V), для любого марковского
момента τ, 0¶τ¶N , имеем

Ex α
τ(Sτ−1)+ ¶ Ex α

N (SN −1)+. (12)

Отсюда непосредственно следует, что в качестве оптимального момента оста-
новки в задаче

sup
τ∈MN

0

Ex α
τ(Sτ−K)+

можно взять момент τN
0 =N , и, значит, если S0= x, то

eCN ( f ; P) = V N
0 (x) = Ex α

N (SN −K)+. (13)

Таким образом, имеет место (в несколько образной интерпретации) сле-
дующий результат Р. Мертона (R. Merton [346]):

если дисконтирующий фактор β = 1, то стандартные опционы-колл
американского и европейского типа совпадают.

При этом соответствующее значение V N
0 (x) определяется по формуле (6)

в § 4d.

3. Рассмотрим теперь более интересный случай 0<β <1.

Теорема 1. Для каждого N ¾ 0 существует такая последовательность
чисел xN

n ∈ E∪{0}, 0¶n¶N, что

DN
n =

�

x ∈ E : x ∈ [xN
n , ∞)

	

,

CN
n =

�

x ∈ E : x ∈ (0, xN
n )
	

и
τN

0 = min
�

0 ¶ n ¶ N : Sn ∈ DN
n

	

= min
�

0 ¶ n ¶ N : Sn ∈ [xN
n , ∞)

	

.

При этом
0 = xN

N ¶ xN
N−1 ¶‌ ¶ xN

0 (14)

и

V N
0 (x) =

¨

g(x), x ∈ DN
0 = [xN

0 , ∞),

QN g(x), x ∈ CN
0 = (0, xN

0 ).
(15)

Рациональная стоимость равна eCN ( f ; P)=V N
0 (S0).

Доказательство. Для простоты выкладок будем полагать K=1 и последо-
вательно рассматривать N=1, 2, ‌, анализируя Qng(x) для n¶N .

Пусть N = 1 и начальная точка x = 1, т. е. x = λ0. Согласно формуле (4)
из § 5a для функции g(x)= (x−1)+ находим (с учетом предположения λ>1),
что

Tg(1) = pg(λ)+ (1− p)g(λ−1) = p(λ−1) > 0,

Qg(1) = max(g(1), αβTg(1)) = max(0, αβ p(λ−1)) = αβ p(λ−1) > 0.
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Тем самым, применение оператора Q «поднимает» значение функции g=
= g(x) в точке x=1 до значения Qg(1)=αβ p(λ−1).

Аналогичным образом находим, что

Tg(λ) = p(λ2−1), Qg(λ) = (λ−1) max
�

1, β λ−α
λ−1

�

.

Отсюда видно, что если β¶ λ−1
λ−α , то применение оператора Q не изменит

значения g(λ)=λ− 1. Но если β > λ−1
λ−α , то оператор Q «поднимет» g(λ)=

=λ−1 до значения β(λ−α) (>λ−1).
Пусть теперь x=λk , k>1. В этом случае

Tg(λk) = λkα−1−1, Qg(λk) = max
�

λk −1, β(λk −α)
�

.

Заметим, что

Qg(λk) = g(λk) ⇔ λk −1 ¾ β(λk −α) ⇔ λk(1−β) ¾ 1−αβ . (16)

Поскольку
λk(1−β) ¾ 1−αβ ⇔ λk+1(1−β) ¾ 1−αβ ,

получаем
Qg(λk) = g(λk) ⇒ Qg(λk+1) = g(λk+1),

что может быть проинтерпретировано следующим образом: если λk ∈D1
0 , то

и точки λk+1, λk+2, ‌ принадлежат D1
0 .

Из формулы (16) следует, что при достаточно большом k значение λk заве-
домо принадлежит D1

0 .
Пусть x1

0 = min{x ∈ E : Qg(x) = g(x)}. Тогда из сказанного следует, что
[x1

0 , ∞)⊆D1
0 . Более того, можно утверждать, что [x1

0 , ∞)=D1
0 .

В самом деле, рассмотрим точки x=λk с k¶−1. Тогда Tg(x)=0, Qg(x)=0
и, следовательно, как мгновенная остановка в этих точках, так и продол-
жение наблюдений (на один шаг) все равно дадут нулевой доход. Поэтому
точки x=λk , k¶−1, можно отнести к области продолжения наблюдений C1

0 .
К этой же области заведомо принадлежит точка x=λ0=1 и те точки x=λk ,
k>1, для которых λk< x1

0 .
Итак, если N=1, то

τ1
0 =

¨

0, если S0 ∈ [x1
0 , ∞),

1, если S0 ∈ (0, x1
0).

Последующие рассмотрения для N = 2, 3, ‌ проводятся аналогичным обра-
зом с той лишь разницей, что если раньше мы исследовали, как оператор Q
«поднимает» g(x), то теперь надо вместо этой функции брать последователь-
но функции Qg(x), Q2g(x), ‌, каждая из которых, как и g = g(x), выпукла
вниз (см. рис. 58 ниже) и для достаточно больших x совпадает с g(x). Из этих
свойств следует, что для каждого N найдутся такие xN

n , что DN
n = [xN

n , ∞).
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Не вдаваясь в детали этого несложного анализа, заметим лишь, что в слу-
чае N=2 сразу ясно, что D2

1 =D1
0 и, значит, x2

1 = x1
0 . Рассмотрение множества

D2
0 = {x : Q2g(x) = g(x)} = {x : g(x) ¾ TQg(x)} показывает, что существует

такое значение x2
0 , что [x2

0 , ∞)= D2
0 . При этом 0= x2

2 ¶ x2
1 ¶ x2

0 и τ2
0 имеет

следующую структуру:

τ2
0 =











0, если S0 ∈ [x2
0 , ∞),

1, если S0 ∈ (0, x2
0), S1 ∈ [x2

1 , ∞),

2, если S0 ∈ (0, x2
0), S1 ∈ (0, x2

1).

Приводимые ниже рис. 57 и 58 дают наглядное представление о структуре
областей остановки (DN

n ) и областей продолжения наблюдений (CN
n ), а также

о виде функции V N
0 (x)=QN g(x).

4. Как следует из изложенного выше, отыскание рациональных стоимо-
стей eCN ( f ; P) в случае S0= x сводится к отысканию функций V N

0 (x)=QN g(x),
которые могут быть рассчитаны рекуррентным образом с использованием
соотношений

Qng(x) = max(Qn−1g(x), αβTQn−1g(x)) = max(g(x), αβTQn−1g(x)). (17)

(См. [441, 2.2.1].)

0 1 2 τN
0 N −1 N

S0

E

xN
0 xN

1

xN
N−1

области продолжения
наблюдений

области остановки

Рис. 57. Опцион-колл. Области остановки DN
0 = [xN

0 , ∞), DN
1 = [xN

1 , ∞), ‌,
DN

N = [0, ∞), и продолжения наблюдений CN
0 = (0, xN

0 ), CN
1 = (0, xN

1 ), ‌,
CN

N =∅. Траектория (S0, S1, ‌) выходит из областей продолжения наблю-
дений в момент τN

0
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0 λ−2 λ−11 λ λ2 λ3 x=λk

g(x)

V N
0 (x)

Рис. 58. Графики функций g(x)= (x−1)+ и V N
0 (x)=QN g(x) для дисконти-

руемого опциона-колл с функциями выплат fn=βn g(x), 0<β <1, 0¶n¶
¶N , λ>1

Ясно, что V N
0 (x)¶V N+1

0 (x), и, следовательно, существует

V ∗(x) = lim
N→∞

V N
0 (x). (18)

Согласно теореме 4 из § 6a гл. V функция V ∗=V ∗(x) является наименьшей αβ-
эксцессивной мажорантой функции g= g(x), т. е. V ∗=V ∗(x) есть наименьшая
среди функций U=U(x) со свойствами U(x)¾ g(x) и U(x)¾ (αβ)TU(x). При
этом V ∗=V ∗(x) удовлетворяет уравнению

V ∗(x) = max
�

g(x), (αβ)TV ∗(x)
�

, (19)

вытекающему из равенств (17) и (18).
В силу той же теоремы функция V(x) есть не что иное, как решение задачи

об оптимальной остановке в классе M∞
0 ={τ=τ(ω): 0¶τ(ω)<∞,ω∈Ω}:

V ∗(x) = sup
τ∈M∞

0

Ex (αβ)τg(Sτ). (20)

Знание функции V ∗ = V ∗(x) представляет интерес и с той точки зрения,
что V ∗(S0) есть, в то же самое время, значение рациональной стоимости

eC∞( f ; P) = inf
�

y : ∃π, Xπ0 = y, Xπτ ¾ βτg(Sτ) ∀τ ∈M∞
0

	

(21)

для системы платежных функций f = ( fn)n¾0,

fn(x) = βn(x−K)+, (22)

в предположении, что покупатель может выбрать в качестве момента испол-
нения любой момент τ из множества M∞

0 . (Доказательство этого утвержде-
ния аналогично доказательству теоремы из § 1c.)

Рассмотрение опционов с моментами исполнения из множества M∞
0 , а не

из MN
0 с некоторым конечным N , может показаться малоинтересным с прак-

тической точки зрения. Однако следует иметь в виду, что наличие дисконти-
рующего фактора β , 0<β <1, не позволяет соответствующим оптимальным
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моментам остановки быть «слишком большими». В то же самое время, ана-
литическое решение задач типа (20) много проще, нежели решение задач
типа (2) с конечным N , и при достаточно больших N по функции V ∗(x) мож-
но судить, по крайней мере приближенно, и о значениях функций V N

0 (x).

5. Обратимся к отысканию функции V ∗(x), удовлетворяющей, как мы зна-
ем, уравнению (19).

Заметим, что DN
0 ⊇ DN+1

0 и, значит, xN
0 ¶ xN+1

0 . Поэтому существует
lim

N→∞
xN

0 = x∗, и в силу формулы (19) искомая функция V ∗(x) должна иметь
следующий вид:

V ∗(x) =

¨

g(x), x ¾ x∗,
(αβ)TV ∗(x), x < x∗.

(23)

Подчеркнем, что здесь неизвестны и «граничная» точка x∗, и сама функция
V ∗(x), и обе они должны быть определены. Задачи подобного типа относятся
к числу «задач со свободными границами», или, как их еще называют, «задач
Стефана» (см., например, [441]).

Вообще говоря, решение (x∗, V ∗(x)) задачи (23) может быть неединствен-
ным, и для выделения «правильного» решения могут понадобиться дополни-
тельные условия. Ниже показывается, из каких соображений находятся эти
дополнительные условия.

Обозначим C∗ = (0, x∗) и D∗ = [x∗, ∞). Тогда в области C∗ функция V ∗(x)
удовлетворяет уравнению

ϕ(x) = αβ Tϕ(x), (24)

т. е., в силу формулы (4) из § 5a, уравнению

ϕ(x) = αβ
�

pϕ(λx)+ (1− p)ϕ
� x
λ

��

. (25)

Согласно общей теории уравнений в конечных разностях (см. [174]) реше-
ния этого уравнения надо искать в виде ϕ(x)= xγ. Следуя этому, находим,
что γ должно быть корнем уравнения

1 = β
�

αpλγ+α(1− p)λ−γ
�

. (26)

Напомним, что p= r−a
b−a , b=λ−1, a=λ−1−1. При этом p определялось из

условия (см. формулу (4) в § 4d гл. V)

E
1+ρ1

1+ r = 1,

которое есть не что иное, как соотношение

αλp+α(1− p)λ−1 = 1. (27)

Из сопоставления формул (26) и (27) видим, что если β = 1, то уравне-
ние (26) имеет один корень γ1 = 1 и второй корень γ2, удовлетворяющий
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условию

λγ2 =
1− p
λp . (28)

Поскольку
1− p
λp = αλ−1

λ−α < 1,

получаем, что γ2<0.
Итак, если β=1, то общее решение уравнения (26) имеет вид

ϕ(x) = c1 x+ c2 xγ2 , (29)

где γ2<0.
По смыслу рассматриваемой задачи искомая функция V ∗(x) должна быть

неотрицательной неубывающей функцией. Отсюда следует, что c2=0. Поэто-
му

V ∗(x) =

¨

x−1, x ¾ x∗,
c1 x, x < x∗,

(30)

где x∗ и c1 еще подлежат определению.
Из субмартингального свойства последовательности (αn(Sn − 1)+)n¾0 от-

носительно любой меры Px , x ∈ E, вытекает, что x∗=∞, поскольку в случае
β=1 для каждой точки x¾1 имеем

αTg(x) > g(x),

и, значит, заведомо выгоднее сделать по крайней мере одно наблюдение,
нежели сразу остановиться.

Далее, в формуле (30) константа c1¾1, поскольку если предположить, что
c1<1, мы получим, что x∗<∞.

С другой стороны, константа c1 не может быть больше единицы в силу того
(дополнительного) свойства, что V ∗(x) должна быть наименьшей α-эксцес-
сивной мажорантой функции g(x), а таковой в классе функций V ∗(x)= c1 x
при c1¾1, очевидно, является функция со значением c1=1.

Таким образом, при β=1 и g(x)= (x−1)+ имеем V ∗(x)= sup
τ∈M∞

0

Ex α
τg(Sτ)=

= x и оптимальный момент остановки (в классе M∞
0 ) не существует. От-

метим, однако, что для всякого ε > 0 и любого x ∈ E можно найти такой
конечный момент остановки τx ,ε, что

Ex α
τx ,ε g(Sτx ,ε

) ¾ V ∗(x)−ε.

(Подробнее см. [441, гл. III].)

6. Пусть теперь 0<β < 1. В этом случае уравнение (26) имеет два таких
корня γ1 > 1 и γ2 < 0, что величины y1 = λγ1 и y2 = λγ2 , определяемые как
решения квадратного уравнения

y = β[αpy2+α(1− p)], (31)
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имеют следующий вид:

y1 =
A
2 +

s

A2

4 −B, y2 =
A
2 −

s

A2

4 −B, (32)

где A= (αβ p)−1, B= (1− p)p−1.
Таким образом, если 0< β < 1, то общее решение ϕ(x) уравнения (25)

представимо в такой форме:

ϕ(x) = c1 xγ1 + c2 xγ2 . (33)

По тем же самым причинам, что и в случае β = 1, константа c2 здесь равна
нулю, и из формулы (23) следует, что искомая функция имеет вид

V ∗(x) =

¨

x−1, x ¾ x∗,
c∗xγ1 , x < x∗,

(34)

где x∗ и c∗ –– константы, подлежащие определению. (См. далее форму-
лы (40)––(43).)

Для отыскания неизвестных значений x∗ и c∗ воспользуемся тем, что иско-
мая функция V ∗(x) должна быть наименьшей αβ-эксцессивной мажорантой
функции g(x)= (x−1)+, x∈ E.

Следующие рассуждения показывают, как в классе функций

Vc(x; x) =

¨

x−1, x ¾ x,

cxγ1 , x < x,
(35)

где x, x ∈ E, c> 0 и γ1 > 1, найти наименьшую мажоранту функции g(x)=
= (x−1)+. (Затем надо будет, разумеется, убедиться в том, что так найденная
функция является αβ-эксцессивной.)

С этой целью заметим, что при достаточно больших c функция ϕc(x)= cxγ1

заведомо больше функции g(x) при всех x ∈ E. Поэтому из формулы (35)
становится понятным, как отыскать среди функций Vc(x; x) наименьшую ма-
жоранту функции g(x).

Возьмем достаточно большое c, для которого заведомо ϕc(x)> g(x) для
всех x∈ E, и начнем уменьшать c до тех пор, пока при некотором значении c1
функция ϕc1

(x) не «встретит» в некоторой точке, скажем x1, функцию g(x).
Из выпуклости функций ϕc(x), x ∈ E, следует, что, в принципе, может су-

ществовать еще одна такая точка x2∈ E, что x2> x1 и ϕc1
(x2)= g(x2).

В рассматриваемом нами случае фазовое пространство E = {x = λk , k =
=0,±1, ‌} дискретно. Однако если считать, что λ=1+∆, ∆>0, причем ∆
мало, то и расстояние между точками x1 и x2 также будет малым, и, более
того, при ∆↓0 эти точки будут «сливаться» в одну точку, скажем, ex.

Очевидно, что эта точка ex есть не что иное, как то значение из множества
(0, ∞), где функция ϕ

ec(x)= ecxγ1 касается при некотором ec функции g(x)=
= (x−1)+, x∈ (0, ∞).
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Из сказанного ясно, что ec и ex определяются из системы двух уравнений

ϕ
ec(ex) = g(ex), (36)

dϕ
ec(x)

dx

�

�

�

�

x=ex−
=

dg(x)
dx

�

�

�

�

x=ex+
, (37)

из которых находим, что

ex =
γ1

γ1−1 , ec =
(γ1−1)γ1−1

γ
γ1
1

. (38)

При этом понятно, что функция

eV(x) =

¨

x−1, x ¾ ex,
ecxγ1 , x < ex,

(39)

будет при достаточно малых ∆> 0 давать и хорошую аппроксимацию наи-
меньшей функции среди функций вида (35). (Ср. с формулой (37) в § 2a
гл. VIII.)

Замечание. Отметим особо условие «гладкого склеивания» (37), которое
появилось в предшествующих рассмотрениях вполне естественным образом.
В задачах об оптимальной остановке это условие часто играет роль дополни-
тельного условия, позволяющего выделять «нужное» решение. (См. [441] и
далее гл. VIII.)

Описанный выше качественный метод отыскания наименьшей мажоран-
ты функции g(x) при более кропотливом анализе приводит (см. [443]) к сле-
дующим «оптимальным» значениям x∗ и c∗ для параметров x и c, при кото-
рых соответствующая функция V ∗(x)=Vc∗(x; x∗) является не только наимень-
шей мажорантой функции g(x), но и αβ-эксцессивной:

c∗ = min(c∗1, c∗2), (40)

где

c∗1 = (λ[logλ ex]−1)λ−γ1[logλ ex], (41)

c∗2 = (λ[logλ ex]−1)λ−γ1[logλ ex]−γ1 (42)

и

x∗ =

¨

λ[logλ ex], если c∗ = c∗1,

λ[logλ ex]+1, если c∗ = c∗2
(43)

([ y] –– целая часть числа y и ex определено в формуле (38)).
Свойство αβ-эксцессивности найденной функции V ∗(x) для x < x∗

очевидно, поскольку для этих значений αβTV ∗(x) = V ∗(x) по самой кон-
струкции этой функции. Если же x ¾ x∗, то справедливость неравенства
αβTV ∗(x) ¶ V ∗(x) устанавливается непосредственной проверкой с учетом
формул (40)––(43) и того, что для этих значений x выполнено V ∗(x)= x−1.
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7. Согласно теореме 4 из § 2a найденная функция V ∗(x) есть в точности
sup
τ∈M∞

0

Ex (αβ)τg(Sτ), при этом момент

τ∗ = inf{n : V ∗(Sn) = g(Sn)} = inf{n : Sn ¾ x∗}

будет оптимальным моментом остановки, если только Px (τ∗<∞)=1, x∈ E.
Очевидно, что

Px (τ∗ > N) = Px (max
n¶N

Sn < x∗) =

= Px (S0 max
n¶N

λε1+‌+εn < x∗), (44)

и, поскольку P(εi = 1)= p, P(εi = −1)= q, при p ¾ q вероятность в правой
части стремится к нулю при N→∞.

В силу соотношений (5) неравенство p¾q равносильно тому, что

r ¾ a+b
2 . (45)

С учетом того, что b=λ− 1 и a=λ−1 − 1, находим, что Px (τ∗ <∞)= 1 при
любом x< x∗, если

r ¾ λ+λ
−1

2 −1. (46)

Если же x¾ x∗, то и без условия (46) имеем Px (τ∗=0)=1.
Резюмируя, приходим к следующему результату.

Теорема 2. Пусть 0<β <1 и выполнено условие (46).
Рациональная стоимость eC∞( f ; P) для опциона-колл американского типа

с функциями выплат fn=βn(Sn−1)+, n¾0, определяется формулой

eC∞( f ; P) = V ∗(S0),

где

V ∗(S0) =

¨

S0−1, S0 ¾ x∗,
c∗Sγ1

0 , S0 < x∗,

а константы c∗ и x∗ находятся по формулам (40)––(43). Оптимальным
моментом предъявления опциона к исполнению является момент τ∗ =
inf{n : Sn¾ x∗}. При этом

V ∗(S0) = ES0
(αβ)τ

∗
(Sτ∗ −1)+.

§ 5c. Расчеты для стандартного опциона продавца

1. Для стандартного опциона продавца, или опциона-пут, функции выплат
имеют следующий вид:

fn( y) = βn(K − y)+, x ∈ E, (1)
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где 0<β¶1, E={ y=λk : k=0,±1, ‌}, λ>1.
По аналогии с обозначениями из предшествующего параграфа будем по-

лагать

V N
n ( y) = sup

τ∈MN
n

Ey (αβ)τ(K −Sτ)+, (2)

V ∗( y) = sup
τ∈M∞

0

Ey (αβ)τ(K −Sτ)+. (3)

Интерес к вычислению этих величин связан с тем, что

V N
0 ( y) = eCN ( f ; P), y = S0, (4)

и
V ∗( y) = eC∞( f ; P), y = S0, (5)

где eCN ( f ; P) и eC∞( f ; P) для системы f = ( fn)n¾0 функций fn = fn( y), зада-
ваемых формулами (1), определяются формулами (7) из § 5a и (21) из § 5b
соответственно.

Теорема 1. Для каждого N¾0 существует такая последовательность yN
n ,

0¶n¶N, со значениями в E∪{+∞}, что

DN
n =

�

y ∈ E : y ∈ (0, yN
n ]
	

, (6)

CN
n =

�

y ∈ E : y ∈ ( yN
n , ∞)

	

(7)

и
τN

0 = min
�

0 ¶ n ¶ N : Sn ∈ DN
n

	

=

= min
�

0 ¶ n ¶ N : Sn ∈ (0, yN
n ]
	

.

При этом
yN

0 ¶‌ ¶ yN
N−1 ¶ yN

N = ∞ (8)

и

V N
0 ( y) =

¨

g( y), y ∈ DN
0 = (0, yN

0 ],

QN g( y), y ∈ CN
0 = ( yN

0 , ∞).
(9)

Рациональная стоимость определяется формулой eCN ( f ; P)=V N
0 (S0).

Доказательство аналогично доказательству, проведенному в § 5b для слу-
чая опциона-колл, и основано на анализе множества точек y ∈ E, в которых
происходит «подъем» функции g( y) под действием операторов Qn.

Полезно при этом отметить, что под действием оператора Q заведомо
происходит «поднятие» функции g( y) в точке y = K (выше для простоты
полагалось K = 1) и Qg( y)= g( y)= 0 для y > K. Поэтому эти значения y ∈
∈ E можно относить как к областям остановки наблюдений, так и к областям
продолжения наблюдений. Формулы (6) и (7) показывают, что такие точки
были отнесены к областям продолжения наблюдений.
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0 1 2 τN
0 N −1 N

S0

E

yN
0

yN
1

yN
N−1

области продолжения
наблюдений

области остановки

Рис. 59. Опцион-пут. Области остановки DN
0 = (0, yN

0 ], ‌, DN
N−1= (0, yN

N−1],
DN

N = (0, ∞), и продолжения наблюдений CN
0 = ( yN

0 , ∞), ‌, CN
N−1 =

= ( yN
N−1, ∞), CN

N =∅. Траектория (S0, S1, S2, ‌) выходит из областей про-
должения наблюдений в момент τN

0

0 λ−2 λ−1 1 λ λ2 λ3 y=λk

g( y)

V N
0 (x)

Рис. 60. Графики функций g( y)= (1− y)+ и V N
0 ( y)=QN g( y) для опциона-

пут с функциями выплат fn=βn g( y), 0<β¶1, 0¶n¶N , λ>1

2. Рассмотрим вопрос об отыскании функции V ∗( y) (= lim
N→∞

V N
0 ( y)), значе-

ния y∗= lim
N→∞

yN
0 и оптимального момента τ∗:

V ∗( y) = Ey (αβ)τ
∗
(K −Sτ∗)

+, (10)

снова полагая для простоты K=1.
Обозначим C∗= ( y∗, ∞), D∗= (0, y∗]. Как и в § 5b, находим, что функция

V ∗( y) в области C∗ есть решение уравнения

ϕ( y) = αβ
�

pϕ(λy)+ (1− p)ϕ
� y
λ

��

.

Общее решение этого уравнения имеет вид c1 yγ1 + c2 yγ2 , γ1>1 и γ2<0 (см.
формулы (31), (32) в § 5b).
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Поскольку V ∗( y)¶ 1, имеем c1= 0, и, значит, функцию V ∗( y) следует ис-
кать в классе функций

Vc( y; y) =

¨

1− y, y ¶ y,

cyγ2 , y > y,
(11)

где «оптимальные» значения c∗ и y∗ параметров c и y должны быть определе-
ны из вышеупомянутых (п. 6 § 5b) дополнительных соображений, что V ∗( y)=
Vc∗( y; y∗) должна быть наименьшей αβ-эксцессивной мажорантой функции
g( y)= (1− y)+.

Следуя изложенной в § 5b схеме отыскания приближенных (при малых
∆= 1− λ> 0) значений ec и ey (для параметров c∗ и y∗), находим, что они
должны определяться из системы двух уравнений

ϕ
ec(ey) = g(ey),

dϕ
ec( y)

dy

�

�

�

y=ey+
=

dg( y)
dy

�

�

�

y=ey−
.

(12)

Решая эту систему, получаем

ey =
�

�

�

γ2

γ2−1

�

�

�, ec =
|γ2||γ2|

|γ2−1||γ2−1| . (13)

С помощью значений ey и ec, полученных в «предельной» схеме (λ↓1), мож-
но дать формулы (см. [443]) для величин y∗ и c∗ и в исходной «допредельной»
(λ>1) схеме:

c∗ = min(c∗1, c∗2), (14)

где

c∗1 = (1−λ[logλ ey ])λ−γ2[logλ ey ], (15)

c∗2 = (1−λ[logλ ey ]+1)λ−γ2[logλ ey ]−γ2 (16)

и

y∗ =

¨

λ[logλ ey ], если c∗ = c∗1,

λ[logλ ey ]+1, если c∗ = c∗2.
(17)

Свойство αβ-эксцессивности наименьшей мажоранты V ∗( y) функции g( y)=
= (1− y)+ устанавливается прямой проверкой.

Наконец, заметим, что условие

r ¶ a+b
2 = λ+λ−1

2 −1 (18)

(ср. с формулами (45) в § 5b) обеспечивает выполнение свойства Py (τ∗ <
<∞)=1, y∈ E, для момента τ∗= inf{n : Sn¶ y∗}. (Если y¶ y∗, то Py (τ∗=0)=
=1.)

Тем самым, при выполнении условия (14) момент τ∗ является оптималь-
ным в том смысле, что выполнено свойство (10) для всех y∈ E.
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Теорема 2. Пусть 0<β¶1 и выполнено условие (18).
Рациональная стоимость eC∞( f ; P) для опциона-пут американского типа

с функциями выплат fn=βn(1−Sn)+, n¾0, определяется формулой

eC∞( f ; P) = V ∗(S0), (19)

где

V ∗(S0) =

¨

1−S0, S0 ¶ y∗,
c∗Sγ2

0 , S0 > y∗,
(20)

а константы c∗ и y∗ находятся по формулам (14)––(17). Оптимальным
моментом предъявления опциона к исполнению является момент τ∗ =
= inf{n : Sn¶ y∗}. При этом

V ∗(S0) = ES0
(αβ)τ

∗
(1−Sτ∗)

+.

§ 5d. Опционы с последействием. Расчеты в «русском опционе»

1. Для рассмотренных выше стандартных опционов колл и пут платежные
функции fn имели марковскую структуру:

fn = β
n(Sn−K)+ и fn = β

n(K −Sn)+. (1)

И с теоретической точки зрения, и с точки зрения финансовой инженерии
определенный интерес представляют также и различные опционы с последей-
ствием. Примером таких опционов могут служить опционы со следующими
платежными функциями:

fn = β
n
�

aSn− min
0¶r¶n

Sr

�+
, (2)

fn = β
n
�

max
0¶r¶n

Sr −aSn

�+
(3)

или с функциями

fn = β
n
�

aSn−
n
∑

k=0

Sk

�+

, (4)

fn = β
n
� n
∑

k=0

Sk −aSn

�+

, (5)

где 0¶β¶1, a¾0.
Опционы с платежными функциями (4) и (5) называют опционами (колл

и пут) азиатского типа. Опционы (колл и пут) с платежными функциями (2)
и (3) в случае a=0 рассматривались в работах [434], [435], где они получи-
ли название русских опционов. См. также работы [118], [283]. Последующее
изложение будет следовать работе [283].
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2. Будем рассматривать CRR-модель, для которой ρn принимают два зна-
чения: λ− 1 и λ−1 − 1, где λ> 1. При этом для определенности рассмотрим
опцион-пут американского типа с платежной функцией (3), где β , 0<β <1,
играет роль дисконтирующего фактора.

Согласно общей теории (см. раздел 2)x рациональная стоимость bC такого
опциона рассчитывается по формуле

bC = sup
τ∈M∞

0

E ατ fτ, (6)

где α= (1+ r)−1 и E –– усреднение по мартингальной мере P такой, что p и q
определяются формулами (6) из § 5a.

Поскольку
bC = sup

τ∈M∞
0

E(αβ)τ
�

max
0¶r¶τ

Sr −aSτ
�+

(7)

и Sn = S0λ
ε1+‌+εn , величина bC заведомо конечна (bC¶ S0), если выполнено

условие
αβλ ¶ 1. (8)

Положим Yn=max
k¶n

Sk . Ясно, что

Yn = max{Yn−1, Sn}, (9)

при этом последовательность (Sn, Yn)n¾0 является марковской, и, в принци-
пе, решение задачи об оптимальной остановке (7) может основываться на
общих результатах об оптимальных правилах остановки для двумерных мар-
ковских цепей (см. [441] и § 2a).

Замечательным здесь является, однако, то обстоятельство, что рассмат-
риваемая двумерная марковская задача может быть сведена к некоторой
одномерной марковской задаче, если воспользоваться идеями замены меры
и подходящего выбора дисконтирующего актива (numéraire). (По этому по-
воду см. также далее § 1b гл. VII.)

Пусть τ∈M∞
0 . Тогда, вспоминая, что Bn = B0α

−n с α= (1+ r)−1, находим,
что

E(αβ)τ
�

max
0¶r¶τ

Sr −aSτ
�+
= E(αβ)τ

� max
0¶r¶τ

Sr

Sτ
−a

�+

Sτ =

= S0 E
�

βτ
�

Yτ
Sτ
−a

�+

·
Sτ/S0

Bτ/B0

�

. (10)

Обозначим Zn=
Sn/S0

Bn/B0
. Тогда видим, что Zn> 0, относительно меры P по-

следовательность Z= (Zn,Fn, P)n¾0 есть мартингал и E Zn=1.
Для A∈Fn положим

bPn(A) = E(ZnIA).

Понятно, что набор мер (bPn)n¾0 является согласованным (в том смысле, что
bPn+1 |Fn= bPn, n¾0), и по теореме Ионеску Тулчи о продолжении меры (см.,
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например, [439, гл. II, § 9]) существует такая мера bP (в пространстве Ω=
={−1, 1}∞), что bP |Fn=bPn, n¾0.

Тогда

E(αβ)τ
�

max
0¶r¶τ

Sr −aSτ
�+
= S0

bEβτ
�

Yτ
Sτ
−a

�+

. (11)

Положим здесь
Xn =

Yn

Sn
(12)

и заметим, что

Xn+1 = max
�

Xn

λεn+1
, 1
�

, (13)

причем все Xn принимают значения в множестве bE={1, λ, λ2, ‌}.
Относительно новой меры bP последовательность ε= (εn)n¾1 снова оказы-

вается последовательностью независимых одинаково распределенных случай-
ных величин,

bp = bP(εn = 1) = E I(εn=1)αλ
ε1 = αλp (14)

и
bq = bP(εn = −1) = α

λ
(1− p). (15)

Будем рассматривать последовательность (Xn)n¾0, определяемую рекур-
рентными соотношениями (13), в предположении, что X0 = x ∈ bE. Пусть
bPx –– распределение этой последовательности. Тогда последовательность X =
= (Xn, bFn, bPx ) с x ∈ bE, bFn =σ(X0, X1, ‌, Xn), n¾ 0, является марковской, и,
следовательно, для отыскания цены bC надо рассмотреть задачу об оптималь-
ной остановке

bV(x) = sup
τ∈cM∞

0

bExβ
τ(Xτ−a)+, x ∈ bE, (16)

где cM∞
0 –– класс конечных моментов остановки τ=τ(ω), удовлетворяющих

соотношению {ω: τ(ω)¶n}∈ bFn, n¾0.
Интересующая нас цена bC связана с решением bV(1) этой задачи формулой

bC = S0bV(1). (17)

Замечание 1. Поскольку в формуле (7) sup берется по классу M∞
0 , стро-

го говоря, для справедливости формулы (17) надо было бы в определении
bV(x) (см. формулу (16)) sup брать не по классу cM

∞
0 , а по более широкому

классу M∞
0 . Однако на самом деле оба эти супремума совпадают, что сле-

дует и из общей теории оптимальных правил остановки для марковских
последовательностей (см. [441]) и, в сущности, доказывается ниже (см. далее
замечание 2).

3. Пусть g(x)= (x−a)+, x∈ bE, и

bV N
0 (x) = sup

τ∈cMN
0

bExβ
τg(Xτ),
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0 a 1 λ λ2 λ3 λ4 x=λk

bV N
0 (x)

g(x)

Рис. 61. Графики функций g(x)= (x−a)+ и bV N
0 (x)=ÒQN g(x) в случае 0<a<1

где cMN
0 –– класс моментов остановки τ из cM∞

0 со свойством τ(ω)¶N , ω∈Ω.
(См. рис. 61.)

Обозначим также

bT f (x) = bEx f (X1) = bp f
� x
λ
∧1
�

+ (1− bp) f (λx), (18)

bQ f (x) = max
�

f (x), β bT f (x)
�

. (19)

Из теоремы 3 в § 2a и замечания к ней следует, что

bV N
0 (x) = bQN g(x), (20)

и оптимальный момент bτN
0 ∈cM

N
0 имеет следующую структуру (ср. с форму-

лой (9) в § 5b):
bτN

0 = min
�

0 ¶ n ¶ N : Xn ∈ bDN
n

	

, (21)

где
bDN

n =
�

x ∈ bE : bV N−n
0 (x) = g(x)

	

. (22)

Ясно, что bDN
0 ⊆ bD

N
1 ⊆‌⊆ bDN

N = bE≡{1, λ, λ2, ‌}.
Точно так же, как и в § 5b, рассматривая последовательно функции

bQg(x), ‌, bQN g(x) и сопоставляя их с g(x), находим, что области остановки
bDN

n имеют следующий вид:

bDN
n =

�

x ∈ bE : x ∈ [bxN
n , ∞)

	

, (23)

где
1 = bxN

N ¶ bxN
N−1 ¶‌ ¶ bxN

0 . (24)

В качественном отношении области остановки bDN
n и области продолжения

наблюдений bCN
n = bE \ bDN

n такие же, как и на рис. 57 в § 5b (с очевидной
заменой в обозначениях: Si→ Xi , E→ bE, ‌, xN

N =0→ bxN
N =1).

Замечание 2. Если

V N
0 (x) = sup

τ∈MN
0

bExβ
τg(Xτ),

то из теоремы 3 в § 2a вытекает, что V N
0 (x)= bQN g(x). Сопоставляя это равен-

ство с (20), видим, что bV N
0 (x)=V N

0 (x), x∈ bE, и что момент bτN
0 , определяемый

693



Глава VI. Теория расчетов. Дискретное время

формулой (21), будет оптимальным не только в классе cMN
0 , но и в более

широком классе MN
0 .

4. Поскольку g(x)¾0, согласно теореме 4 из § 2b имеем bV(x)= lim
N→∞

bV N
0 (x).

Положим

bτ = inf
�

n ¾ 0: bV(Xn) = g(Xn)
	

= inf
�

n ¾ 0: Xn ∈ bD
	

,

где bD={x∈ E : x∈ [x, ∞)} и bx= lim
N→∞

bxN
0 .

Согласно той же самой теореме момент bτ будет оптимальным моментом
остановки для задачи (16), лишь бы только выполнялось условие bPx (bτ<∞)=
=1, x∈ bE. Отложив пока рассмотрение этого свойства момента bτ, обратимся
к отысканию значения bx и функции bV(x).

Функция bV(x) удовлетворяет уравнению

bV(x) = max
�

g(x), β bT bV(x)
�

, x ∈ bE, (25)

и, следовательно, в области продолжения наблюдений bC= bE \ bD она является
одним из решений уравнения

ϕ(x) = β bTϕ(x), x ∈ bC, (26)

или, в развернутой форме, уравнения

ϕ(x) = β
�

bpϕ
� x
λ
∨1
�

+ (1− bp)ϕ(λx)
�

, x ∈ bC. (27)

В частности, при x=1 имеем

ϕ(1) = β
�

bpϕ(1)+ (1− bp)ϕ(λ)
�

(28)

и при x¾λ имеем

ϕ(x) = β
�

bpϕ
� x
λ

�

+ (1− bp)ϕ(λx)
�

. (29)

Естественно искать решение уравнения (29) в виде xγ (ср. с п. 5 в § 5b).
Тогда для γ получаем уравнение

1
β
= bpλ−γ+ (1− bp)λγ, (30)

имеющее два таких решения γ1<0 и γ2>1, что величины y1=λγ1 и y2=λγ2

определяются из формул

y1 =
A
2 −

s

A2

4 −B, y2 =
A
2 +

s

A2

4 −B, (31)

где

A = 1
(1− bp)β , B =

bp
1− bp . (32)

При x¾λ общее решение ϕ(x) уравнения (29) может быть представлено
в виде cψb(x), где ψb(x)=bxγ1 + (1−b)xγ2 .
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Поскольку ψb(1)=1, получаем, что константа c=ϕ(1).
Подставляя ϕ(λ)=ϕ(1)ψb(λ) в уравнение (28) и учитывая, что по смыслу

задачи ϕ(1) 6=0, для неизвестного значения b получаем уравнение

1 = β
�

bp+ (1− bp)[bλγ1 + (1−b)λγ2 ]
	

, (33)

решение которого есть

bb =
(1− bp)λγ2 + bp−β−1

(1− bp)(λγ2 −λγ1 ) . (34)

Пользуясь тем, что γ1 и γ2 определяются из уравнения (30), нетрудно уста-
новить, что 0<bb<1.

Пусть bVc0
(x)= c0ψbb(x), x< x0, где c0 и x0 –– пока неопределенные констан-

ты. Понятно, что искомая функция bV(x) является функцией семейства

bVc0
(x; x0) =

¨

(x−a)+, x ¾ x0,
bVc0

(x), x < x0.
(35)

При этом оптимальные значения констант c0 и x0, обозначаемые bc и bx, могут
быть найдены из тех соображений, что требуемая функция bV(x)= bV(x; bx)
должна быть наименьшей β-эксцессивной мажорантой функции g(x), т. е.
наименьшей функцией, удовлетворяющей одновременно двум неравенствам:

bV(x) ¾ g(x),

bV(x) ¾ β bT bV(x)
(36)

для всех x∈ bE={1, λ, λ2, ‌}.
Доказать существование решения этой задачи и найти точные значения

bc и bx можно точно так же, как и в случае стандартного опциона-колл (см. п. 6
§ 5b и [283]). В этом случае, когда ∆=λ−1 близко к нулю, для bc и bx в каче-
стве приближенных значений могут быть взяты величины ec и ex, получаемые
следующим образом. (Ср. с соответствующей процедурой в § 5b, c.)

Будем считать, что функции ψ
bb(x), bVc0

(x), g(x), bVc0
(x; x0), заданные на

множестве bE={1, λ, λ2, ‌}, определены теми же самыми выражениями и на
множестве [1, ∞). Тогда соответствующие аппроксимационные значения ec и
ex определяются из тех дополнительных соображений, что

bV
ec(ex) = g(ex),

dbV
ec(x)
dx

�

�

�

x=ex−
=

dg(x)
dx

�

�

�

x=ex+
.

(37)

Учитывая, что
bV
ec(x) = ecψbb(x) = ec [bbxγ1 + (1−bb)xγ2 ],

g(x)= (x − a)+ и заведомо ex > a, находим, что ec и ex являются решениями
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системы уравнений

ec [bbex γ1 + (1−bb)ex γ2 ] = ex−a,

ec [bbγ1ex
γ1−1+ (1−bb)γ2ex

γ2−1] = 1.
(38)

В частности, при a=0 имеем

ex =
�

bb
1−bb

1−γ1

γ2−1

�
1

γ2−γ1 , (39)

ec = ex
γ1
bbex γ1 +γ2(1−bb)ex γ2

. (40)

Из проведенных рассмотрений следует, что при достаточно малых ∆> 0
значение bV

ec(1) близко к bV(1). Тем самым, с учетом формулы (17) и того, что
bV
ec(1)= ec, находим, что при малых ∆> 0 цена описывается приближенной

формулой bC≈ S0 · ec. (Более подробный анализ см. в [283]. Ср. также с § 2d
гл. VIII.)
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Теория арбитража в стохастических
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1. Портфель ценных бумаг в семимартингальных моделях

§ 1a. Допустимые стратегии. I.
Самофинансируемость.
Векторный стохастический интеграл

В настоящей главе для случая непрерывного времени будут рассматри-
ваться модели двух рынков ценных бумаг:

ff (B, S)-рынка, состоящего из банковского счета B и конечного числа акций
S= (S1, ‌, Sd),

и

ff (B,P )-рынка, состоящего также из банковского счета B и, вообще говоря,
континуального числа облигаций P ={P(t, T); 0¶ t¶T , T >0}.

Разделы 1––4 относятся к (B, S)-рынкам, а (B,P )-рынок имеет свои особен-
ности, и его рассмотрение выносится в отдельный раздел 5.

1. Пусть финансовый рынок состоит из d+1 актива X = (X 0, X 1, ‌, X d) и
функционирует в условиях неопределенности, вероятностно-статистическая
природа которой описывается фильтрованным вероятностным простран-
ством (стохастическим базисом) (Ω,F , (Ft)t¾0, P), где (Ft)t¾0 –– поток
поступающей информации.

Наше основное предположение относительно активов X i = (X i
t )t¾0, i =

=0, 1, ‌, d, состоит в том, что они являются положительными семимартин-
галами (см. § 5a гл. III).

По аналогии со случаем дискретного времени всякий предсказуемый (см.
§ 5a гл. III) (d + 1)-мерный процесс π= (π0,π1, ‌,πd), πi = (πi

t)t¾0, будем
называть портфелем ценных бумаг и говорить, что π определяет стратегию
(инвестора, трейдера и т. п.) на рассматриваемом рынке, состоящем из d+1
актива.
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Процесс Xπ= (Xπt )t¾0 со значениями

Xπt =
d
∑

i=0

πi
t X i

t , (1)

или, в векторной записи,
Xπt = (πt , Xt), (2)

будем называть капиталом или процесс-капиталом портфеля π. Значение
x= Xπ0 есть величина начального капитала, что иногда подчеркивается обо-
значением Xπ= Xπ(x).

2. В § 1a гл. V для случая дискретного времени было введено понятие са-
мофинансируемых стратегий π и объяснена их роль как тех стратегий, для
которых эволюция соответствующего капитала Xπ может осуществляться
лишь только за счет изменений в рыночных стоимостях (ценах) активов X i

без какого-либо оттока или притока капитала извне.
Для случая непрерывного времени определение самофинансируемости

становится несколько более деликатным, что связано, в конечном счете,
с проблемой описания того класса функций, которые допускают интегриро-
вание по рассматриваемым семимартингалам.

Напомним, что в случае дискретного времени (см. § 1a гл. V) портфель π=
= (π0,π1, ‌,πd) называется самофинансируемым (π∈SF), если при каждом
n¾1 выполняется равенство

Xπn = Xπ0 +
n
∑

k=1

(πk ,∆Xk), (3)

или, в развернутой форме,

Xπn = Xπ0 +
n
∑

k=1

d
∑

i=0

πi
k ∆X i

k . (4)

Точно так же и в случае непрерывного времени естественно было бы го-
ворить, что π есть самофинансируемый портфель или самофинансируемая
стратегия (π∈SF), если при каждом t>0 выполняется равенство

Xπt = Xπ0 +
∫ t

0
(πs, dXs) (5)

или, что то же самое,

Xπt = Xπ0 +
∫ t

0

d
∑

i=0

πi
s dX i

s , (6)

что в символической форме будем записывать как

dXπt = (πt , dXt).
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1. Портфель ценных бумаг в семимартингальных моделях

При этом, конечно, надо, в первую очередь, дать определение векторных
стохастических интегралов (5).

Один из способов сделать это состоит в том, чтобы положить просто по
определению

∫ t

0
(πs, dXs) ≡

d
∑

i=0

∫ t

0
πi

s dX i
s , (7)

т. е. векторный стохастический интеграл понимать как сумму обычных сто-
хастических интегралов.

Подобный способ определения вполне оправдан (и мы его придерживаем-
ся) для «простых» функций, что, в сущности, является наиболее естественной
(если и не единственной) конструкцией, соответствующей самой идее инте-
грирования.

Однако оказывается, определением (7) не охватываются все те случаи,
когда векторный стохастический интеграл

∫ t
0 (πs, dXs) может быть вполне

корректно определен, например, предельным переходом от соответствую-
щих интегралов

∫ t
0 (π(n)

s , dXs) для «простых» процессов π(n)= (πs(n))s¾0, n¾
¾1, которые аппроксимируют (в подходящем смысле) процесс π= (πs)s¾0.

Суть дела здесь состоит в следующем.
Во-первых, даже обычные (скалярные) стохастические интегралы πi · X i

t ≡
≡
∫ t

0 π
i
s dX i

s определяются, вообще говоря, для более широкого класса пред-
сказуемых процессов πi , а не только для локально ограниченных, как это
было изложено в §5a гл. III. (Привлекательная особенность локальной ограни-
ченности процессов πi состоит в том, что если X i ∈Mloc, то стохастический
интеграл πi · X i также принадлежит классу Mloc; см. свойство c в п. 7 § 5a
гл. III.)

Во-вторых, покомпонентное определение (7) никак не учитывает возмож-
ную «интерференцию» участвующих семимартингалов, которая, в принципе,
может привести к расширению класса векторных процессов π= (π0,π1, ‌
‌,πd), аппроксимируемых «простыми» векторными процессами π(n), n¾1.

3. Поясним основные идеи и результаты векторного стохастического инте-
грирования, учитывающего отмеченные обстоятельства, отсылая за деталя-
ми доказательств к специальной литературе (см., например, [74], [172], [248,
гл. II], [249], [250], [303], [304], [347]).

Пусть X = (X 1, ‌, X d) –– d-мерный семимартингал с (некоторым) разложе-
нием

X = X0+ A+M, (8)

где A= (A1, ‌, Ad) –– процесс ограниченной вариации и M = (M1, ‌, Md) ––
локальный мартингал (A∈V , M ∈Mloc).

Очевидным образом можно найти такой согласованный с потоком F=
= (Ft)t¾0 неубывающий процесс C= (Ct)t¾0, C0=0, и согласованные процес-
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сы ci= (ci
t) и ci j = (ci j

t ), i, j=1, ‌, d, что

Ai
t =

∫ t

0
ci

s dCs, t > 0, (9)

а квадратические вариации равны

[M i , M j ]t =
∫ t

0
ci j

s dCs. (10)

(По поводу определения процессов [M i , M j ] и выполненного для них свой-
ства [M i , M j ]1/2∈Aloc см. § 5b гл. III.)

Пусть π= (π1, ‌,πd) –– предсказуемый процесс.
Будем говорить, что

π ∈ Lvar(A), (11)

если (для всех ω∈Ω) выполняется неравенство
∫ t

0

�

�

�

�

d
∑

i=1

πi
sci

s

�

�

�

�

dCs < ∞, t > 0. (12)

Будем писать также
π ∈ Lq

loc(M) (q ¾ 1), (13)

если процесс
�� d
∑

i, j=1

πici jπ j
�

·C
�q/2

∈ Aloc,

т. е. если для некоторой последовательности марковских моментов τn ↑∞,
n→∞, выполняется неравенство

E
�

∫ τn

0

� d
∑

i, j=1

πi
sci j

s π
j
s

�

dCs

�q/2

< ∞. (14)

Если для некоторого представления X = X0 + A + M предсказуемый про-
цесс π∈ Lvar(A)∩ Lq

loc(M), то говорят, что

π ∈ Lq(X) (15)

или что π∈ Lq(X ; P, F), если нужно подчеркнуть роль меры P и потока F=
= (Ft)t¾0, относительно которых ведутся все рассмотрения.

Подчеркнем, что принадлежность π классу Lq(X) не зависит от конкрет-
ного выбора доминирующего процесса C= (Ct)t¾0. (См., например, [249].)

И в скалярном, и в векторном случае одно из стандартных определений
стохастических интегралов

∫ t
0 (πs, dXs), t > 0, для π ∈ Lq(X) состоит в том,

чтобы положить по определению
∫ t

0
(πs, dXs) ≡

∫ t

0
(πs, dAs)+

∫ t

0
(πs, dMs), (16)
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где
∫ t

0
(πs, dAs) ≡

d
∑

i=1

∫ t

0
πi

sci
s dCs (17)

–– сумма (потраекторных) интегралов Лебега––Стилтьеса и
∫ t

0
(πs, dMs) (18)

–– стохастический интеграл по локальному мартингалу M= (M1, ‌, Md).
Определение интегралов Лебега––Стилтьеса по процессу ограниченной ва-

риации (для π∈ Lvar(A) и каждого ω∈Ω) не вызывает трудностей.
Основная же проблема здесь заключается в том, чтобы

a) дать определение (векторных) интегралов (18) по локальному мартинга-
лу M (для π∈ Lq

loc(M))

и

b) доказать корректность определения (16), т. е., иначе говоря, установить
независимость значений так получаемых интегралов

∫ t
0 (πs, dXs) от кон-

кретного семимартингального разложения (8).

Замечание 1. «Естественное» определение (16) содержит ряд «подводных
камней».

Так, из него автоматически вовсе не следует, например, свойство линейно-
сти:

a
∫ t

0
(π′s, dXs)+b

∫ t

0
(π′′s , dXs) =

∫ t

0
(aπ′s+bπ′′s , dXs).

A priori не ясно, является ли свойство интегрируемости инвариантным
относительно замены меры P на некоторую эквивалентную меру eP, т. е. вер-
но ли, что Lq(X ; P, F)= Lq(X ; eP, F) и значения соответствующих интегралов
совпадают (по крайней мере, P-п. н.).

Не ясна также инвариантность данного определения интегралов относи-
тельно редукции исходного потока σ-алгебр F= (Ft)t¾0. А именно, пусть F-
семимартингал X оказался таким, что Xt ––G -измеримые величины, где G=
= (Gt)t¾0 –– потокσ-алгебр, удовлетворяющий обычным условиям (§5a гл. III)
и Gt ⊆Ft , t¾0. Как хорошо известно (см., например, [249] и [250]), F-семи-
мартингал X будет тогда и G-семимартингалом. Поэтому естественно ожи-
дать, что если процесс π является G-согласованным, то

π ∈ Lq(X ; P, F) ⇒ π ∈ Lq(X ; P,G)

и значение стохастического интеграла не зависит от того, на каком стохасти-
ческом базисе, (Ω,F , F) или (Ω,F ,G), рассматриваются процессы π и X .

В работах [74], [248], [249] устанавливается, что на самом деле все эти три
свойства благополучным образом выполняются (для любого q¾1).

703



Глава VII. Теория арбитража. Непрерывное время

4. Опишем конструкцию интегралов (18) по локальному мартингалу M
для π∈ Lq

loc(M).
Если π∈ L2(M), т. е.

‖π‖L2(M ) ≡
�

E
∫ ∞

0

� d
∑

i, j=1

πi
sci j

s π
j
s

�

dCs

�1/2

< ∞, (19)

то стохастический интеграл (π ·M)t ≡
∫ t

0 (πs, dMs) определяется так же, как
и в скалярном случае для квадратично интегрируемых мартингалов (см. п. 4
§ 5a гл. III).

А именно, сначала находится такая последовательность простых предска-
зуемых вектор-процессов π(n)= (π1(n), ‌,πd(n)), n¾1, что

‖π−π(n)‖L2(M ) → 0, n→ ∞. (20)

Для таких процессов π(n) стохастические интегралы (π(n) ·M)t определяют-
ся покомпонентно по формуле (7).

Согласно неравенству Буркхольдера––Дэвиса––Ганди (см., например, [248,
2.34], [304, § 9 гл. 1]), имеем

E sup
u¶t

�

�

�

�

∫ u

0

�

πs(n), dMs

�

�

�

�

�

2

¶ C2‖π(n)‖L2(M ), t > 0, (21)

где C2 –– некоторая универсальная константа.
Из соотношений (20) и (21) заключаем, что

E sup
u¶t

�

�

�

�

∫ u

0

�

πs(n)−πs(m), dMs

�

�

�

�

�

2

→ 0, m, n→ ∞.

В силу полноты пространства L2 случайных величин находим, что при
каждом t ¾ 0 найдется случайная величина, обозначаемая (π · M)t или
∫ t

0 (πs, dMs) и называемая векторным стохастическим интегралом от π ∈
∈ L2(M) по локальному мартингалу M, для которой

E sup
u¶t

�

�

�

�

∫ u

0

�

πs(n), dMs

�

−
∫ u

0

�

πs, dMs

�

�

�

�

�

2

→ 0, n→ ∞.

Отсюда нетрудно вывести (ср. с доказательством теоремы 4.40 в [250, гл. I]),
что величины

∫ t
0 (πs, dMs), t ¾ 0, могут быть выбраны так, что процесс

�∫ t
0 (πs, dMs)

�

t¾0 оказывается согласованным с потоком F= (Ft)t¾0 и имеет
траектории, непрерывные справа и с левосторонними пределами в каждый
момент t>0.

Стандартным приемом локализации данное определение стохастического
интеграла для π∈ L2(M) распространяется затем и на предсказуемые процес-
сы π∈ L2

loc(M), т. е. на те процессы, для которых выполнено свойство (14) с
q=2.
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Значительно более сложно проводится конструкция стохастических инте-
гралов по локальным мартингалам M для процессов π из класса L1

loc(M), т. е.
для процессов со свойством

�� d
∑

i, j=1

πi
sci j

s π
j
s

�

·C
�1/2

∈ Aloc.

Даже в скалярном случае (d=1), когда это условие принимает следующий
вид:

(π2 · [M, M])1/2 ∈ Aloc,

конструкция стохастического интеграла π ·M требует применения довольно-
таки изощренной техники, базирующейся на далеко не тривиальных свой-
ствах локальных мартингалов (см. § 2 гл. 2 в монографии [304]).

Замечание 2. В связи с условием (π2 · [M, M])1/2∈Aloc полезно отметить,
что оно заведомо выполнено для локально ограниченных процессов π, по-
скольку, как было отмечено выше в п. 3, всякий локальный мартингал M
обладает тем свойством, что [M, M]1/2∈Aloc.

По поводу разных методов определения векторных стохастических ин-
тегралов (π ·M)t ≡

∫ t
0 (πs, dMs) для локальных мартингалов M и π∈ Lloc(M)

(≡ L1
loc(M)), а также стохастических интегралов (π · X)t ≡

∫ t
0 (πs, dXs) для

семимартингалов X и π ∈ L(X) (≡ L1(X)) см. работы [74], [248]––[250],
где устанавливается справедливость следующих естественно ожидаемых
свойств (X и Y –– семимартингалы):

a) если ρ является предсказуемым ограниченным процессом и π∈ L(X), то
ρπ∈ L(X), ρ∈ L(π · X) и (ρπ) · X =ρ · (π · X);

b) если X ∈Mloc, то Lloc(X)⊆ L(X);
c) если X ∈V , то Lvar(X)⊆ L(X);
d) L(X)∩ L(Y )⊆ L(X +Y ) и если π∈ L(X)∩ L(Y ), то π · X +π ·Y =π · (X +Y );
e) L(X) является векторным пространством иπ′ · X +π′′ · X = (π′+π′′) · X , где
π′,π′′∈ L(X).

В работах [248], [249] обсуждается также вопрос о «максимальности»
класса L(X) как того класса процессов π, для которых выполняются свой-
ства a)––e). «Максимальность» этого класса подтверждается и результатом
Ж. Мемэна [343], согласно которому пространство {π · X : π ∈ L(X)} явля-
ется замкнутым в пространстве семимартингалов относительно топологии
М. Эмери [74], [138].

5. Если процесс π= (π1, ‌,πd) является локально ограниченным и M ∈
∈Mloc, векторный стохастический процесс-интеграл

�∫ t
0 (πs, dMs)

�

t¾0 явля-
ется локальным мартингалом [74], [249]. В скалярном случае это свойство
отмечалось в п. 7 (свойство c) § 5a гл. III.
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Интересно отметить, что если свойство локальной ограниченности не вы-
полнено, то даже в скалярном случае стохастический интеграл

∫ t
0 πs dMs по

локальному мартингалу M не является, вообще говоря, локальным мартин-
галом, что показывает следующий

Пример (М. Эмери [137]). На вероятностном пространстве (Ω,F , P) рас-
смотрим два независимых момента остановки σ и τ, имеющих экспоненци-
альное распределение с единичным параметром. Положим

Mt =











0, t < min(σ, τ),

1, t ¾ min(σ, τ) = σ,

−1, t ¾ min(σ, τ) = τ.
(22)

Если Ft =σ(Ms, s¶ t), t¾0, то нетрудно убедиться в том, что M= (Mt ,Ft , P)
является мартингалом.

Рассмотрим детерминированный (и, значит, предсказуемый) процесс π=
= (πt)t¾0, π0=0, πt =1/t, t>0.

Мартингал M является процессом ограниченной вариации, и процесс π
интегрируем по отношению к M (в смысле Лебега––Стилтьеса), поскольку с
вероятностью единица случайная величина min(σ, τ) является строго поло-
жительной.

В силу упомянутого в п. 4 свойства b) интеграл
∫ t

0 πs dMs по мартингалу
M совпадает с интегралом Лебега––Стилтьеса.

Пусть Yt =
∫ t

0 πs dMs, t¾0. Из формулы (22) находим, что

Yt =















0, t < min(σ, τ),
1

min(σ, τ) , t ¾ min(σ, τ) = σ,

− 1
min(σ, τ) , t ¾ min(σ, τ) = τ.

(23)

Процесс Y = (Yt)t¾0 не является мартингалом, поскольку E |Yt |=∞, t> 0.
Этот процесс не является также и локальным мартингалом, поскольку для
любого момента остановки T =T(ω), не равного тождественно нулю, E |YT |=
=∞. (Подробнее см. [137].)

6. В связи с приведенным примером М. Эмери возникает естественный
вопрос о достаточных условиях, при которых векторный стохастический ин-
теграл

�∫ t
0 (πs, dXs)

�

t¾0 является локальным мартингалом, если таковым явля-
ется процесс X . Одно такое условие, состоящее в локальной ограниченности
процесса π, было уже упомянуто выше.

Следующий результат Ж.-П. Анселя и К. Стрикера (J.-P. Ansel, C. Stricker [9,
Corollaire 3.5]) дает условия, выраженные в терминах ограничений не на π,
а на значения самого стохастического интеграла (что оказывается удобным,
как будет видно далее, для рассмотрения вопросов арбитража).
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Теорема ([9]). Пусть X = (X 1, ‌, X d) есть P-локальный мартингал и π=
= (π1, ‌,πd) –– такой предсказуемый процесс, что стохастический интеграл
π · X определен и ограничен снизу некоторой константой (π · Xt ¾ C, t¾ 0).
Тогда π · X является локальным мартингалом.

7. Вернемся к вопросу о самофинансируемых стратегиях.

Определение 1. Пусть X = (X 0, X 1, ‌, X d) является (d+1)-мерным неот-
рицательным семимартингалом, описывающим цены d + 1 актива. Страте-
гия π= (π0,π1, ‌,πd) будет называться допустимой (по отношению к X),
если π∈ L(X).

Определение 2. Допустимая стратегия π∈ L(X) называется самофинанси-
руемой, если ее капитал Xπ= (Xπt )t¾0, определенный формулой (1), допускает
представление (5).

Класс допустимых самофинансируемых стратегий будет обозначаться SF
или SF(X); ср. с § 1a гл. V.

Для дискретного времени самофинансируемость (см. формулы (3) или (4))
равносильна тому, что

d
∑

i=0

(X i
k−1,∆πi

k) = 0, k ¾ 1

(формула (13) в § 1a гл. V).
Рассмотрим вопрос о том, что могло бы быть аналогом этого соотношения

в случае непрерывного времени, предполагая выполненным свойство (7).
С этой целью предположим, что мы рассматриваем те стратегии π =

= (π0,π1, ‌,πd), у которых компоненты являются (предсказуемыми) про-
цессами ограниченной вариации (πi ∈ V , i = 0, 1, ‌, d). Примером таких
стратегий являются, например, простые функции, с которых начиналась
конструкция стохастических интегралов (§ 5a гл. III).

В этом предположении (πi ∈V ) находим, что

d(πi
t X i

t ) = πi
t dX i

t + X i
t− dπi

t

(см. свойство b в п. 4 § 5b гл. III), и, следовательно, условие самофинансируе-
мости (5) равносильно условию

d
∑

i=0

∫ t

0
X i

s− dπi
s = 0, t > 0, (24)

или, в символической форме,

(Xt−, dπt) = 0. (25)
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В том более общем случае, когда π= (π0,π1, ‌,πd) является предсказуе-
мым семимартингалом, находим (по формуле Ито; § 5c гл. III), что

d(πi
t X i

t ) = πi
t− dX i

t + X i
t− dπi

t +d[X i ,πi]t =

= πi
t dX i

t −∆πi
t dX i

t + X i
t− dπi

t +d〈X ic,πic〉t +∆πi
t ∆X i

t =

= πi
t dX i

t + X i
t− dπi

t +d〈X ic,πic〉t . (26)

Тем самым, условие самофинансируемости семимартингальной (предска-
зуемой) стратегии π принимает следующую форму:

d
∑

i=0

X i
t− dπi

t +d〈X ic,πic〉t = 0. (27)

В частности, если π∈V , то 〈X ic,πic〉=0 и из (27) получаем равенство (25).

8. Основная причина того, что в финансовой математике при рассмот-
рении моделей с непрерывным временем ограничиваются, главным обра-
зом, классом семимартингалов, состоит в том, что для них есть, как мы ви-
дим, понятие (векторного) стохастического интеграла, с помощью которого
определяется эволюция капитала и дается понятие самофинансируемости.
(Это обстоятельство было с полной отчетливостью отмечено в работах [214]
и [215] М. Харрисона, Д. Крепса и С. Плиски, впервые обративших внимание
на роль семимартингалов и стохастического исчисления для них при описа-
нии динамики цен активов.)

Но это, разумеется, не означает, что семимартингалами «все заканчивает-
ся». Стохастический интеграл во многих случаях определяется и для несеми-
мартингалов, например, для фрактального броуновского движения и, вооб-
ще, для широкого класса гауссовских процессов. Конечно, при этом прихо-
дится специально исследовать вопрос о том, какие функции подлежат инте-
грированию.

Напомним еще раз, что в случае (скалярных) семимартингалов стохасти-
ческий интеграл определен для всех локально ограниченных предсказуемых
функций (§ 5a гл. III). При этом оказывается важным, в том числе и для
расчетов в финансовой математике, то́ свойство стохастических интегралов
по локальным мартингалам, что для таких функций эти интегралы являются
также локальными мартингалами.

Положение, однако, сильно усложняется, когда приходится оперировать
с локально неограниченными функциями. Так, приведенный выше пример
М. Эмери показывает, что в случае локально неограниченных функций π
стохастический процесс-интеграл

∫ ·
0(πs, dMs) даже по мартингалу M не яв-

ляется, вообще говоря, локальным мартингалом.
Это обстоятельство контрастирует со случаем дискретного времени, где

всякое «мартингальное преобразование»
∑

k¶ ·
(πk ,∆Mk) является локальным

мартингалом. (См. теорему в § 1c гл. II.)
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В этой связи представляются целесообразными следующие определения.

Определение 3. Пусть X = (Xt ,Ft , P)t¾0 –– семимартингал. Говорят, что
X является мартингальным преобразованием порядка d (X ∈MT d), если
найдутся такой мартингал M= (M1, ‌, Md) и такой предсказуемый процесс
π= (π1, ‌,πd)∈ Lloc(M), что

Xt = X0+
∫ t

0
(πs, dMs), t ¾ 0. (28)

(Ср. с определением 7 в § 1c гл. II.)

Определение 4. Пусть X = (Xt ,Ft , P)t¾0 –– семимартингал. Говорят, что X
является локально мартингальным преобразованием порядка d (X ∈MT d

loc),
если найдутся такой локальный мартингал M = (M1, ‌, Md) и такой пред-

сказуемый процесс π = (π1, ‌,πd) ∈ L1
loc(M), что имеет место представле-

ние (28).

В случае дискретного времени классыMloc,MT d иMT d
loc совпадают для

любого d¾1 (см. теорему в §1c гл. II). В случае же непрерывного времени это,
вообще говоря, уже не так, что показывает приведенный пример М. Эмери.

9. Введенное выше понятие самофинансируемости, выражающее то свой-
ство, что на рынке нет ни притока, ни оттока капитала, является одной из
возможных форм финансовых ограничений на портфель и на операции на
рынке ценных бумаг. В случае дискретного времени в § 1a гл. V рассматрива-
лись и другие виды ограничений.

Для случая непрерывного времени соответствующие балансовые условия
переформулируются почти автоматически.

Скажем, если считать, что X 0= B –– банковский счет и X 1= S –– акция, то
по аналогии с п. 4 из § 1a гл. V балансовые условия в случае, когда акция
выплачивает дивиденды, будут выглядеть следующим образом:

dXπt = βt dBt +γt(dSt +dDt), (29)

где Dt –– суммарные дивиденды, выплаченные на временно́м интервале [0, t].
При этом

d
�

Xπt
Bt

�

= γt

�

d
�

St

Bt

�

+
dDt

Bt

�

. (30)

Соответствующим образом переформулируются условия в случаях с по-
треблением и с операционными издержками. См. формулы (25)––(35) и (36)––
(40) в § 1a гл. V.

§ 1b. Дисконтирующие процессы

1. При сопоставлении стоимостей (цен) разных активов обычно выбира-
ется некоторый «стандартный», «базисный» актив, в единицах которого и
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производится сравнение других ценных бумаг. Например, при рассмотрении
рынка S&P 500, состоящего из пятисот активов (см. § 1b гл. I и, подробнее,
например, [310]), в качестве «базисного» естественно брать индекс S&P 500,
составленный (некоторым взвешенным образом) по стоимостям этих (пяти-
сот) активов.

В гл. I (см. § 2c) была кратко изложена популярная модель ценообразова-
ния CAPM, в которой в качестве «базисного» актива часто берется банков-
ский счет (безрисковый актив), а показателем «качества» и «риска», с по-
мощью которого производится сравнение разных активов A, служит их бета
β(A).

В дальнейшем при рассмотрении d+ 1 актива X 0, X 1, ‌, X d условимся в
качестве «базисного» выбирать, скажем, актив X 0, выделяющийся обычно
тем, что это «просто устроенный» актив. Важно, однако, подчеркнуть, что,
в принципе, в качестве такого актива может выбираться любой процесс Y =
= (Yt ,Ft)t¾0, лишь бы только он был строго положительным.

Есть также и чисто аналитические причины в выборе подходящего про-
цесса Y , состоящие в том, что за счет удачного выбора такого процесса, на-
зываемого дисконтирующим процессом (в англо-французской финансовой
литературе используется также термин «numéraire»; см., например, [175]),
иногда проще оперировать с процессом Xπ

Y , а не с Xπ непосредственно; см.
по этому поводу замечание в конце § 2a гл. V.

2. Если Y = (Yt ,Ft)t¾0 –– некоторый положительный процесс, определен-
ный наряду с X = (X 0, X 1, ‌, X d) на стохастическом базисе (Ω,F , (Ft)t¾0, P),
то для i=0, 1, ‌, d положим

X i = X i

Y , Xπ = Xπ

Y . (1)

Если π –– самофинансируемый портфель (по отношению к X), то естественно
выяснить, будет ли он самофинансируемым по отношению к дисконтируемо-
му портфелю X = (X 0, X 1, ‌, X d). С этой целью предположим, что выполнено
свойство (7) из §1a и что процесс Y−1= 1

Y является предсказуемым процессом
ограниченной вариации (Y−1∈V ). Тогда

d X i
t = Y−1

t dX i
t + X i

t− dY−1
t (2)

и
d Xπt = Y−1

t dXπt + Xπt− dY−1
t . (3)

Поэтому из условия самофинансируемости (6) в § 1a видим, что

d
∑

i=0

πi
t d X i

t = Y−1
t

d
∑

i=0

πi
t dX i

t +
� d
∑

i=0

πi
t X i

t−

�

dY−1
t =

= Y−1
t dXπt +

� d
∑

i=0

πi
t X i

t−

�

dY−1
t . (4)
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Предположим, что (P-п. н.) для t>0 выполняется равенство

∑

s¶t

d
∑

i=0

|πi
s ∆X i

s ∆Y−1
s | < ∞. (5)

Тогда
� d
∑

i=0

πi
t X i

t−

�

dY−1
t =

� d
∑

i=0

πi
t X i

t

�

dY−1
t −

� d
∑

i=0

πi
t ∆X i

t

�

∆Y−1
t

и из формулы (4) находим, что

d
∑

i=0

πi
t d X i

t = Y−1
t dXπt + Xπt dY−1

t −
� d
∑

i=0

πi
t ∆X i

t

�

∆Y−1
t =

= Y−1
t dXπt + Xπt− dY−1

t +
�

∆Xπt −
d
∑

i=0

πi
t ∆X i

t

�

∆Y−1
t

= Y−1
t dXπt + Xπt− dY−1

t , (6)

поскольку dXπt =
d
∑

i=0
πi

t dX i
t и по свойствам стохастических интегралов∆Xπt =

=
d
∑

i=0
πi

t ∆X i
t (см. свойство f в п. 7 § 5a гл. III).

Из формул (3) и (6) получаем соотношение

d Xπt =
d
∑

i=0

πi
t d X i

t , (7)

которое означает, что для дисконтируемого портфеля X = (X 0, X 1, ‌, X d)
свойство самофинансируемости выполнено.

Замечание. В проведенном доказательстве сохранения свойства самофи-
нансируемости при дисконтировании предполагалось, что Y является поло-
жительным предсказуемым процессом, Y−1∈V и выполнено свойство (5). По
поводу других возможных условий, гарантирующих сохранение самофинан-
сируемости, см., например, [175].

Классическим примером дисконтирующего процесса является банков-
ский счет B= (Bt)t¾0:

Bt = B0 exp
�

∫ t

0
r(s) ds

�

, (8)

где r = (r(t))t¾0 –– некоторая, вообще говоря, стохастическая процентная
ставка, предполагаемая обычно положительным процессом. Банковский
счет является удобным «стандартом», позволяющим сравнивать «качество»
других активов, таких как, например, акции, облигации.
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3. Пусть Y 1 и Y 2 –– два дисконтирующих актива и t∈ [0, T] –– временно́й па-
раметр. Будем предполагать, что относительно некоторой меры P1 на (Ω,FT )
нормированный процесс X

Y 1 является ((d+1)-мерным) мартингалом.

Выясним, когда можно утверждать, что существует мера P2 ∼ P1, относи-
тельно которой нормированный процесс X

Y 2 также является мартингалом.
(Ср. с изложением в разделе 4 гл. V.)

С этой целью предположим, что относительно меры P1 процесс Y 2

Y 1 являет-
ся (положительным) мартингалом.

Для A∈FT положим

P2(A) = EP1

�

IA
Y 2

T

Y 1
T

Á

Y 2
0

Y 1
0

�

. (9)

Ясно, что P2 является вероятностной мерой на (Ω,FT ), причем P2∼P1.
По формуле Байеса (см. формулу (4) в § 3a гл. V)

EP2

�

X i
T

Y 2
T

�

�

�Ft

�

= EP1

�

X i
T

Y 2
T
·

Y 2
T

Y 1
T

�

�

�Ft

�

·
Y 1

t

Y 2
t
=

= EP1

�

X i
T

Y 1
T

�

�

�Ft

�

·
Y 1

t

Y 2
t
=

=
X i

t

Y 1
t
·

Y 1
t

Y 2
t
=

X i
t

Y 2
t

(P2-, P1-п. н.). (10)

Отсюда следует, что по мере P2, построенной по формуле (9), нормирован-
ный процесс X

Y 2 является мартингалом.
Полезно отметить, что если fT ––FT -измеримая неотрицательная случай-

ная величина, то из формул (9) и (10) вытекает, что (в предположении, что
F0={∅,Ω})

Y 1
0 EP1

�

fT
Y 1

T

�

= Y 2
0 EP2

�

fT
Y 2

T

�

(11)

и (P2-, P1-п. н.)

Y 1
0 EP1

�

fT
Y 1

T

�

�

�Ft

�

= Y 2
0 EP2

�

fT
Y 2

T

�

�

�Ft

�

. (12)

§ 1c. Допустимые стратегии. II. Некоторые специальные классы

1. В соответствии с определением 2 в § 1a капитал Xπ= (Xπt )t¶T допусти-
мой стратегии π∈SF(X) представляется в виде

Xπt = Xπ0 +
∫ t

0
(πs, dXs), t ¶ T , (1)

где
∫ t

0 (πs, dXs) –– векторный стохастический интеграл по (неотрицательно-
му) семимартингалу X = (X 0, X 1, ‌, X d).
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1. Портфель ценных бумаг в семимартингальных моделях

В дальнейшем будем считать актив X 0 положительным (X 0
t > 0, t¶ T) и

брать его в качестве дисконтирующего процесса. При этом, чтобы не опери-

ровать с «дробными» выражениями
�

типа
X i

t

X 0
t

�

, будем сразу полагать X 0
t ≡1,

считая, тем самым, что исходный семимартингал X = (1, X 1, ‌, X d) является
(d+1)-мерным продисконтированным активом.

2. Введем в рассмотрение некоторые специальные классы допустимых
стратегий, роль которых будет полностью раскрыта при рассмотрении
«мартингальных критериев» отсутствия арбитражных возможностей (см.
далее разделы 4 и 5).

Определение 1. Для всякого a¾0 положим

Πa(X) =
�

π ∈ SF(X): Xπt ¾ −a, t ∈ [0, T]
	

. (2)

Смысл условия a-допустимости Xπt ¾−a, t∈ [0, T], вполне понятен: вели-
чина a¾ 0 ограничивает те максимальные потери от стратегии π, которые
допускаются теми или иными экономическими соображениями.

Если a>0, то для капитала Xπ допускаются отрицательные значения, что
можно интерпретировать как взятие средств в долг (будь то взятие с банков-
ского счета или, например, «короткая продажа» акции).

В случае a= 0 суммарный капитал Xπt =
d
∑

i=0
πi

t X i
t должен оставаться неот-

рицательным при всех 0¶ t¶T .
Классы Πa(X), a ¾ 0, были введены уже в первых работах [214], [215]

по теории арбитража и впоследствии стали рассматриваться как наиболее
естественные классы стратегий, для которых (как в известной «Петербург-
ской игре»; см., например, [186, 2-е изд.]) не допускается неограниченное во
времени удвоение ставки при проигрыше (ср. с примером 2 в § 2b гл. V).

Именно с классами Πa(X), a¾0, и некоторыми их расширениями связаны
работы, касающиеся необходимых и достаточных условий отсутствия арбит-
ражных возможностей, среди которых, в первую очередь, отметим серию
работ Ф. Делбаена и В. Шахермайера (см., например, статьи [100], [101] и
историко-библиографическую информацию в них).

3. Классы Πa(X), a¾0, являются далеко не единственными «естественны-
ми» классами допустимых стратегий.

Следующее определение систематически используется в работе К. А. Сина
(C. A. Sin [447]).

Определение 2. Пусть g= (g0, g1, ‌, gd) –– (d+ 1)-мерный вектор с неот-

рицательными компонентами, g(Xt)= (g, Xt)
�

=
d
∑

i=0
gi X i

t

�

.
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Положим

Πg(X) =
�

π ∈ SF(X): Xπt ¾ −g(Xt), t ∈ [0, T]
	

. (3)

Как и в случае определения 1, наглядный смысл условия Xπt ¾−g(Xt), t ∈
∈ [0, T], ясен: в каждый момент времени t величиной g(Xt) ограничиваются
те максимальные потери или тот максимальный долг, которые допускаются
«экономикой», имеющей капитал g0 на банковском счете и gi акций каждого
из i активов, i=1, ‌, d.

Понятно, что если g0¾a, то Πa(X)⊆Πg(X).

4. Для последующего изложения вопросов теории арбитража в семимар-
тингальных моделях полезно ввести некоторые классы «тестовых» FT -изме-
римых платежных функций ψ=ψ(ω), которые могут быть мажорированы
доходом

∫ T
0 (πs, dXs) от стратегий π из введенных выше классов допустимых

стратегий.

Определение 3. Для a¾0 пусть

Ψa(X) =
§

ψ ∈ L∞(Ω,FT , P): ψ ¶
∫ T

0
(πs, dXs)

для некоторой стратегии π ∈ Πa(X)
ª

и

Ψ+(X) =
§

ψ ∈ L∞(Ω,FT , P): ψ ¶
∫ T

0
(πs, dXs)

для некоторой стратегии π ∈ Π+(X)
ª

,

где Π+(X)=
⋃

a¾0
Πa(X).

Определение 4. Для g= (g0, g1, ‌, gd), gi>0, i=0, 1, ‌, d, положим

Ψg(X) =
§

ψ ∈ Lg(Ω,FT , P): ψ ¶
∫ T

0
(πs, dXs)

для некоторой стратегии π ∈ Πg(X)
ª

,

где Lg(Ω,FT , P) –– множество таких FT -измеримых случайных величин ψ та-
ких, что |ψ|¶ g(XT ).

5. Как обычно, в пространстве L∞(Ω,FT , P) случайных величин ψ (пра-
вильнее было бы говорить о классах эквивалентности случайных величин;
см., например, [439, гл. II, § 10]) вводится норма

‖ψ‖∞ ≡ ess sup
ω
|ψ| = inf

�

0 ¶ c < ∞: P(|ψ| > c) = 0
	

,
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относительно которой это пространство становится полным (и, следователь-
но, по определению банаховым).

Замыкания множеств Ψa(X), a¾0, и Ψ+(X) по норме ‖ · ‖∞ будем обозна-
чать Ψa(X) и Ψ+(X).

В пространстве Ψg(X) будем рассматривать норму ‖ · ‖g , определяемую
формулой

‖ψ‖g ≡









ψ

g(XT )










∞
.

Замыкание Ψg(X) по этой норме обозначается Ψg(X).
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2. Семимартингальные модели без арбитражных
возможностей. Полнота

§ 2a. Концепция отсутствия арбитража и ее разновидности

1. В случае дискретного времени (n¶ N <∞) и конечного числа активов
(d<∞) расширенный вариант первой фундаментальной теоремы (§ 2e гл. V)
утверждает, что для (B, S)-рынков

ELMM ⇔ EMM ⇔ NA. (1)

Здесь NA есть свойство отсутствия арбитража (NA = No Arbitrage) в
смысле определения 2 из § 2a гл. V. Свойства EMM и ELMM означают суще-
ствование эквивалентной мартингальной меры (Equivalent Martingale Mea-
sure) и существование эквивалентной локально мартингальной меры (Equiv-
alent Local Martingale Measure) соответственно.

Тем самым, если на рассматриваемом рынке арбитраж отсутствует, то
импликация NA⇒EMM говорит о наличии мартингальной меры (eP∼P), что,
как было показано в предшествующей главе, дает возможность при расчетах
воспользоваться хорошо развитой техникой теории мартингалов.

Если же, с другой стороны, модель (B, S)-рынка такова, что для нее суще-
ствует по крайней мере одна мартингальная мера, то импликация EMM⇒NA
позволяет утверждать, что мы имеем дело с «честно» функционирующим
рынком (в том смысле, что на нем отсутствуют арбитражные возможности).

Первые две импликации ⇒ и ⇐ в формуле (1) также важны с принципи-
альной точки зрения, показывая, что в рассматриваемой ситуации классы
мартингальных и локально мартингальных мер на самом деле совпадают.

Понятно, что и в случае непрерывного времени (и, по крайней мере, для
семимартингальных моделей) желательно иметь утверждения типа (1). Од-
нако, оказывается, в этом случае ситуация становится более сложной, хотя,
по существу, «отсутствие арбитража» (при соответствующем определении)
имеет место тогда и только тогда, когда существует эквивалентная мера с
некоторыми (уточняемыми далее) «мартингальными» свойствами.
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Из дальнейшего изложения станет ясно, что для удовлетворительного от-
вета на вопрос о справедливости утверждений типа (1) приходится прибе-
гать к различным версиям понятия «отсутствие арбитража», которые, в ко-
нечном счете, определяются тем, какие классы стратегий допускаются к рас-
смотрению.

В этой связи напомним, что в случае дискретного времени для справедли-
вости утверждений (1) на стратегии π= (β , γ) никаких, в сущности, ограни-
чений (кроме стандартных предположений предсказуемости и самофинанси-
рования) не требовалось.

Другое дело –– случай непрерывного времени, где уже для формулирова-
ния свойства самофинансируемости приходится прибегать к векторным сто-
хастическим интегралам

∫ t
0 (πs, dXs), для существования которых на (пред-

сказуемые) стратегии π приходится накладывать условие допустимости: π∈
∈ L(X).

Конечно, если к рассмотрению допускать лишь только «простые» стра-
тегии, являющиеся конечными линейными комбинациями «элементарных»
стратегий (§ 5a гл. III), то никаких «технических» сложностей, связанных
с определением векторных интегралов (см. § 1a), не возникает.

К сожалению, в случае непрерывного времени из факта безарбитражно-
сти в классе «простых» стратегий не удается, вообще говоря, установить
существование мартингальных мер или мер с теми или иными свойствами
«мартингальности». (Класс «простых» стратегий оказывается для этого слиш-
ком «бедным»!)

2. Перейдем теперь к основным определениям, относящимся к отсут-
ствию арбитражных возможностей в семимартингальных моделях X =
= (1, X 1, ‌, X d), X i= (X i

t )t¶T , i=1, ‌, d.
Следующее понятие можно считать классическим (ср. с определением 2

из § 2a гл. V).

Определение 1. Говорят, что (в момент времени T) выполнено свойство
NA, если для всякой такой стратегии π∈SF(X), что Xπ0 =0, имеет место им-
пликация

P(XπT ¾ 0) = 1 ⇒ P(XπT = 0) = 1. (2)

Определение 2. Говорят, что выполнены свойства NAa и NA+, если соот-
ветственно

Ψa(X)∩ L+∞(Ω,FT , P) = {0} (3)

и
Ψ+(X)∩ L+∞(Ω,FT , P) = {0}, (4)

где Ψa(X) и Ψ+(X) определены в § 1c и L+∞(Ω,FT , P) –– подмножество неотри-
цательных случайных величин пространства L∞(Ω,FT , P).
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Нетрудно показать, что условие (4) равносильно условию

Ψ0
+(X)∩ L+∞(Ω,FT , P) = {0}, (5)

где

Ψ0
+(X) =

§

ψ ∈ L∞(Ω,FT , P): ψ =
∫ T

0
(πs, dXs)

для некоторой стратегии π ∈ Π+(X)
ª

. (6)

Определение 3. Говорят, что выполнено свойство NA+, если

Ψ+(X)∩ L+∞(Ω,FT , P) = {0}. (7)

Свойство NA+, являющееся усилением свойства NA+, систематически
используется в работах Ф. Делбаена и В. Шахермайера (см., например,
[100], [101]), где оно названо свойством NFLVR –– No Free Lunch with Vanishing
Risk (отсутствие бесплатного ленча с исчезающим риском).

Объяснение названия NFLVR состоит в следующем.
Когда рассматривается вопрос о выполнении NA+-версии отсутствия ар-

битража, в качестве «тестовых» функций ψ берутся лишь неотрицатель-
ные функции, которые либо мажорируются, либо совпадают с «доходом»
∫ T

0 (πs, dXs) от стратегий π∈Π+(X).
Но когда рассматривается NA+-версия отсутствия арбитражных возмож-

ностей, в качестве «тестовых» берутся (снова неотрицательные) функции
ψ ∈ Ψ+(X) ∩ L+∞(Ω,FT , P), в том числе и те, которые могут возникать как
пределы (по норме ‖ · ‖∞) некоторых элементовψk , k¾1, из Ψ+(X), принима-
ющих, вообще говоря, и отрицательные значения (в частности, ими могут
быть и

∫ T
0 (πk

s , dXs), мажорирующие при некоторых πk функции ψk).
Поскольку ‖ψk −ψ‖∞→0, k→∞, можно считать, что ψk¾−1/n (для всех

ω∈Ω), что и интерпретируется как исчезающий риск (VR –– Vanishing Risk).
Весьма замечательно, что NA+-версия отсутствия арбитражных возможно-

стей допускает, как установлено в книге [101], прозрачное необходимое и
достаточное («мартингальное») условие. См. далее теорему 2 в § 2c.

3. Приведем также версии отсутствия арбитража, связанные с использова-
нием стратегий из класса Πg(X).

Определение 4. Пусть g= (g0, g1, ‌, gd), где gi>0, i=0, 1, ‌, d. Говорят,
что выполнены свойства NAg и NAg , если соответственно

Ψg(X)∩ L+∞(Ω,FT , P) = {0}

и
Ψg(X)∩ L+∞(Ω,FT , P) = {0}.
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В работе [447] свойство NAg названо свойством NFFLVR –– No Feasible Free
Lunch with Vanishing Risk (отсутствие возможного бесплатного ленча с исче-
зающим риском; feasible –– возможный, вероятный, подходящий, осуществи-
мый и т. д.).

§ 2b. Мартингальные критерии отсутствия арбитражных
возможностей. I. Достаточные условия

1. Будем предполагать, что финансовый рынок состоит из d + 1 актива
X = (1, X 1, ‌, X d), где X i = (X i

t )t¶T –– неотрицательные семимартингалы, за-
данные на фильтрованном вероятностном пространстве (Ω,F , (Ft)t¶T , P),
FT =F , F0={∅,Ω}.

Напомним, что если существует такая вероятностная мера eP на (Ω,FT ),
что eP∼ P, и относительно этой меры семимартингал X является мартинга-
лом (X ∈M (eP)) или локальным мартингалом (X ∈Mloc(eP)), то говорят, что
выполнено свойство EMM или свойство ELMM соответственно.

Следующие теоремы 1 и 2, дающие достаточные условия отсутствия ар-
битражных возможностей, являются, пожалуй, наиболее полезными резуль-
татами теории арбитража в семимартингальных моделях для расчетов в
финансовой математике и финансовой инженерии.

Теорема 1. В семимартингальной модели X = (1, X 1, ‌, X d) для любого
a¾0 и g= (g0, g1, ‌, gd), gi¾0, i=0, 1, ‌, d, имеют место импликации

ELMM ⇒ NAa, (1)
EMM ⇒ NAg . (2)

Доказательство. Пусть имеется стратегия π∈Πg(X) и Xπ –– ее капитал:

Xπt = Xπ0 +
∫ t

0
(πs, dXs), t ¶ T . (3)

Предположим, что eP –– мартингальная мера, эквивалентная мере P. Как
говорилось в замечании 1 в § 1a, свойство интегрируемости π по X инвари-
антно относительно замены меры P на ей эквивалентную меру eP. Тем самым,
если π∈Πg(X), то векторный стохастический интеграл в формуле (3) опре-
делен и по мере eP.

Идея доказательства того, что для стратегии π∈Πg(X), Xπ0 =0, отсутству-
ет арбитраж (в смысле выполнения свойства NAg), состоит в том, чтобы
показать, что относительно меры eP процесс Xπ является супермартингалом.

Действительно, если супермартингальное свойство выполнено, то

E
eP XπT ¶ E

eP Xπ0 = 0 (4)

и, следовательно, из условия XπT ¾ 0 (P- и eP-п. н.) сразу получаем требуемое
соотношение XπT =0 (P- и eP-п. н.).
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Итак, установим eP-супермартингальное свойство процесса Xπ.
Если π∈Πg(X), то (P- и eP-п. н.)

Xπt = Xπ0 +
∫ t

0
(πs, dXs) ¾ −(g, Xt). (5)

В силу свойства линейности векторных стохастических интегралов из
неравенства (5) находим, что

∫ t

0
(πs+ g, dXs) ¾ −Xπ0 − (g, X0). (6)

Относительно меры eP процесс X по предположению является мартингалом,
и согласно результату Ж.-П. Анселя и К. Стрикера (см. п. 6 в § 1a) векторный
стохастический интеграл в неравенстве (6), будучи равномерно ограничен-
ным снизу, является локальным мартингалом, а значит, и (по лемме Фату)
супермартингалом.

Таким образом,

Xπt = Xπ0 +
∫ t

0
(πs+ g, dXs)− (g, Xt − X0), (7)

где стохастический интеграл есть eP-супермартингал, а (g, Xt − X0)t¶T явля-
ется eP-мартингалом. Следовательно, для π∈Πg(X) процесс X относительно
меры eP есть супермартингал, что вместе с (4) доказывает требуемое утвер-
ждение (2).

Для доказательства утверждения (1) нужно лишь заметить, что из неравен-
ства (6) с g= (a, 0, ‌, 0) следует, что стохастический интеграл (по локально-
му мартингалу) снова является локальным мартингалом. Поскольку X 0≡ 1,
для g= (a, 0, ‌, 0) имеем (g, Xt − X0)=0. Поэтому правая часть формулы (7)
является eP-локальным мартингалом, и доказательство утверждения (1) завер-
шается так же, как и в случае импликации (2).

Следствие. Из формулы (1) вытекает, что

ELMM ⇒ NA+. (8)

2. Утверждения (1), (2) и (8) допускают усиление в следующей форме.

Теорема 2. В семимартингальной модели X = (1, X 1, ‌, X d) выполняется
импликация

ELMM ⇒ NA+, (9)

и если g= (g0, g1, ‌, gd) с gi>0, i=0, 1, ‌, d, то

EMM ⇒ NAg . (10)
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Доказательство. Пусть ψ∈Ψg(X), причем ψ¾ 0. Тогда существует такая
последовательность (ψk)k¾1 функций из Ψg(X), что

‖ψ−ψk‖g = ess sup
ω

�

�

�

ψ(ω)−ψk(ω)
g(XT (ω))

�

�

� ¶ 1
k → 0, k → ∞.

Без ограничения общности можно считать, что для всех ω∈Ω выполняются
равенства

−1
k ¶

ψ(ω)−ψk(ω)
g(XT (ω)) ¶ 1

k (11)

и, значит,

−
g(XT (ω))

k ¶ ψ(ω)−
g(XT (ω))

k ¶ ψk(ω). (12)

Поскольку ψk ∈Ψg(X), найдется такая стратегия πk ∈Πg(X), что

ψk ¶
∫ T

0
(πk

s , dXs). (13)

Вместе с оценками (12) это приводит к неравенству

−
g(XT )

k ¶
∫ T

0
(πk

s , dXs), (14)

которое показывает, что для последовательности стратегий (πk)k¾1 отрица-
тельная часть дохода («риск»), описываемая стохастическими интегралами,
стремится к нулю с ростом k («исчезающий риск»).

Неравенство (14), очевидно, равносильно тому, что

−
(g, X0)

k ¶
∫ T

0

�

πk
s +

g
k , dXs

�

. (15)

Поскольку |ψ−ψk |¶ g(XT )/k, с учетом неравенств (13), (15) и леммы Фату
находим, что

0 ¶ E
eP ψ = E

eP limψk = E
eP lim

�

ψk +
(g, XT − X0)

k

�

=

= E
eP lim

�

ψk +
(g, XT − X0)

k

�

¶ E
eP lim

�

∫ T

0

�

πk
s +

g
k , dXs

�

�

¶

¶ lim E
eP

∫ T

0

�

πk
s +

g
k , dXs

�

¶ 0, (16)

где последнее неравенство следует из eP-супермартингального свойства сто-
хастических интегралов

∫ t
0

�

πk
s +

g
k , dXs

�

, t¶T .

Таким образом, P(ψ = 0) = eP(ψ = 0) = 1, что и доказывает имплика-
цию (10).
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Для доказательства импликации (9) предположим, что ψ∈Ψ+(X) и ψ¾0.
Тогда найдется такая последовательность функций (ψk)k¾1 из Ψ+(X), что

‖ψ−ψk‖∞ ≡ ess sup
ω
|ψ(ω)−ψk(ω)| ¶ 1

k → 0, (17)

причем

ψk ¶
∫ T

0
(πk

s , dXs) (18)

для πk ∈Πak
(X) при некоторых ak¾0.

Из формул (17) и (18) получаем

−1
k ¶

∫ T

0
(πk

s , dXs). (19)

Далее, как и в формуле (16), находим, что

0 ¶ E
eP ψ = E

eP limψk = E
eP limψk ¶

¶ E
eP lim

∫ T

0
(πk

s , dXs) ¶ lim E
eP

∫ T

0
(πk

s , dXs) ¶ 0,

где последнее неравенство вновь следует из eP-супермартингального свой-
ства стохастических интегралов

∫ t
0 (πk

s , dXs), t¶T .
Теорема доказана.

§ 2c. Мартингальные критерии отсутствия арбитражных
возможностей. II. Необходимые и достаточные условия
(сводка некоторых результатов)

1. В настоящем параграфе будут приведены формулировки ряда результа-
тов относительно необходимых и достаточных условий отсутствия (в той
или иной форме) арбитражных возможностей.

Снова напомним, что в случае дискретного времени выполняется свой-
ство EMM⇔NA, которое и послужило прототипом разнообразных версий в
общих семимартингальных моделях.

При этом если импликация EMM⇒NA доказывалась просто, то установ-
ление обратного утверждения EMM⇐ NA, требующее или конкретного по-
строения, или доказательства существования мартингальной меры, основа-
но (даже, казалось бы, в простом случае дискретного времени!) на далеко не
простых конструкциях (см. раздел 2 гл. V).

Поэтому не должно показаться странным, что в случае непрерывного вре-
мени доказательство соответствующих результатов, принадлежащих, глав-
ным образом, Ф. Делбаену и В. Шахермайеру [100], [101], довольно-таки слож-
но, и мы ограничиваемся лишь сводкой ряда интересных результатов, отсы-
лая за деталями доказательств к указываемой специальной литературе.
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Теорема 1 ([100]). 1. Пусть семимартингал X = (1, X 1, ‌, X d) имеет огра-
ниченные компоненты. Тогда

EMM ⇔ NA+ . (1)

2. Пусть семимартингал X = (1, X 1, ‌, X d) имеет локально ограниченные
компоненты. Тогда

ELMM ⇔ NA+ . (2)

2. Для формулировки результата относительно необходимых и достаточ-
ных условий выполнения свойства NA+ в общих семимартингальных моде-
лях введем, следуя работе [101], понятие σ-мартингалов и σ-мартингальных
мер.

С этой целью напомним, что в случае дискретного времени всякий локаль-
ный мартингал X является в то же самое время мартингальным преобра-
зованием, т. е. (см. теорему в § 1c гл. II) X = X0 + γ · M, где γ –– некоторая
предсказуемая последовательность, а M –– мартингал.

Если проанализировать доказательство теоремы в § 1c гл. II, то можно
заметить, что всякий локальный мартингал X может быть представлен как
мартингальное преобразование X = X0+γ ·M, в котором γ является положи-
тельной предсказуемой последовательностью.

Имея это в виду и следуя работе [101], будем мартингальные преобразо-
вания с положительными значениями γ называть σ-мартингалами. А в том
случае, когда для стохастической последовательности X найдется мера eP∼P,
относительно которой X становится σ-мартингалом, будем говорить, что
выполнено свойство EσMM.

С этими новыми понятиями первой фундаментальной теореме (§ 2b, c
гл. V; см. также формулу (1) в § 2a) можно придать следующую форму:

EMM ⇔ ELMM ⇔ EσMM ⇔ NA , (3)

которая полезна с той точки зрения, что она подсказывает, на каком пути
можно искать обобщение первой фундаментальной теоремы для непрерыв-
ного времени.

Большой удачей авторов работы [101] было осознание того, что для отыс-
кания необходимых и достаточных условий NA+-версии отсутствия арбит-
ражных возможностей в общих семимартингальных моделях надо обратить-
ся именно к σ-мартингалам и σ-мартингальным мерам.

Дадим соответствующие определения.

Определение 1. Семимартингал X = (X 1, ‌, X d) называется σ-мартин-
галом, если существуют такой Rd-значный мартингал M = (Mt)t¶T и такой
M-интегрируемый предсказуемый положительный одномерный процесс γ=
= (γt)t¶T , что X = X0+γ ·M.
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Определение 2. Если существует мера eP∼P, относительно которой семи-
мартингал X является σ-мартингалом, то говорят, что eP является σ-мартин-
гальной мерой и выполнено свойство EσMM.

Замечание 1. Термин «σ-мартингал», как было отмечено, введен в рабо-
те [101]. Ранее эти процессы назывались (см., например, [73], [137]) семимар-
тингалами класса (Σm). Подчеркнем, что σ-мартингалы являются частным
случаем мартингальных преобразований (см. определение 3 в § 1a).

Следующий результат можно назвать кульминационным в поисках необ-
ходимых и достаточных условий отсутствия арбитражных возможностей
в NA+-версии.

Теорема 2 ([101]). В общих семимартингальных моделях

EσMM ⇔ NA+ . (4)

Замечание 2. Пример М. Эмери (п. 5 § 1a) показывает, что σ-мартингал
не обязан быть локальным мартингалом.

Для наглядности и прояснения связи утверждений теорем 1 и 2 с соответ-
ствующим результатом для случая дискретного времени (см. (3)) переформу-
лируем их следующим образом.

Следствие. В общих семимартингальных моделях X = (1, X i)1¶i¶d , X i =
= (X i

t )t¶T , i=1, ‌, d, T <∞, выполняются импликации

EMM ⇒ ELMM ⇒ EσMM ⇒ NA+ . (5)

В случае локально ограниченных семимартингалов X = (1, X i)1¶i¶d , X i =
= (X i

t )t¶T , i=1, ‌, d, T <∞, выполняются импликации

EMM ⇒ ELMM ⇒ EσMM ⇒ NA+ . (6)

В случае ограниченных семимартингалов X = (1, X i)1¶i¶d , X i= (X i
t )t¶T , i=

=1, ‌, d, T <∞, выполняются импликации

EMM ⇔ ELMM ⇔ EσMM ⇔ NA+ . (7)

3. Обратимся теперь к вопросу о необходимых и достаточных условиях
отсутствия арбитража в его NAg-версии.

Теорема 3 ([447]). В общих семимартингальных моделях X = (1, X 1, ‌
‌, X d), X i= (X i

t )t¶T , i=1, ‌, d<∞, условие NAg для g= (g0, g1, ‌, gd), gi>0,
i=0, 1, ‌, d, равносильно условию EMM:

EMM ⇔ NAg . (8)
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Импликация ⇒ была установлена выше. Идея доказательства обратной
импликации заключается в следующем.

Пусть X = (1, X 1, ‌, X d) –– семимартингал. Как показывается в книге
[447], X удовлетворяет условию NAg в том и только том случае, когда

дисконтируемые цены X
g(X) удовлетворяют условию NA+. Поскольку X

g(X)
является ограниченным семимартингалом, из утверждения (7) вытекает
существование эквивалентной меры, что доказывает утверждение (8).

В заключение приведенной сводки результатов остановимся на следую-
щих двух контрпримерах.

Пример 1 (EMM 6⇒NA). Рассмотрим (B, S)-рынок, Bt ≡1 и St =Wt , где W =
= (Wt)t¾0 –– стандартный винеровский процесс (линейная модель Башелье;
см. § 1a гл. VIII). Для самофинансируемой стратегии π= (β , γ) капитал равен

Xπt = βt +γt St = Xπ0 +
∫ t

0
γu dSu.

Положим τ= inf{t : St =1} и γu= I(u<τ). Тогда Xπτ = Xπ0 +Sτ и, значит, если
Xπ0 =0, то Xπτ =1 (P-п. н.).

Понятно, что в рассматриваемом случае существует мартингальная
(а именно, винеровская) мера, однако, выбор самофинансируемой стратегии
π= (β , γ) с γu = I(u < τ) показывает, что здесь имеет место арбитражная
возможность.

Пример 2 (ELMM 6⇒NA, ELMM⇒NA+, но 6⇒NAg). Пусть X 0
t ≡1, t∈ [0, 1], и

X 1
t =

¨

Ytg(πt/2), 0 ¶ t < 1,

0, t = 1,

где
Yt = exp

�

Wt −
1
2

�

и W = (Wt)t¶1 –– винеровский процесс.
Процесс X 1 является локальным мартингалом. Поскольку

∫ 1
0 γs dX 1

s =1 для
γs ≡ 1, отсюда следует, что имеет место арбитраж в классическом смысле.
В то же самое время из утверждения (2) следует, что имеет место свойство
NA+. Что же касается свойства NAg , то оно здесь не выполнено. Действитель-
но, как в книге [447], положим π0

t =1, π1
t =−1.

Тогда Xπ0 =0, Xπt =1− X 1
t ¾−g(Xt), где g(Xt)=1+ X 1

t , и Xπ1 =1.

§ 2d. Полнота в семимартингальных моделях

1. По аналогии с терминологией для случая дискретного времени (см.
определение 4 в § 1b гл. V) говорят, что семимартингальная модель X =
= (X 0, X 1, ‌, X d) является полной (или T -полной), если всякое неотрицатель-
ное ограниченное FT -измеримое платежное поручение fT воспроизводимо
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(достижимо), т. е. найдется такой допустимый самофинансируемый порт-
фель π такой, что XπT = fT (P-п. н.).

Естественно, что свойство воспроизводимости существенно зависит от то-
го, какой класс самофинансируемых стратегий допускается к рассмотрению.

Напомним, что вторая фундаментальная теорема (§ 4a, f гл. V) утверждает,
что в безарбитражных моделях с дискретным временем (n ¶ N <∞) и ко-
нечным числом активов (d<∞) полнота имеет место тогда и только тогда,
когда множество мартингальных мер состоит в точности из одной меры (eP),
эквивалентной мере P.

2. Ниже будет приведено одно достаточное условие полноты в общих
семимартингальных моделях в предположении, что для них класс P (P) эк-
вивалентных мартингальных мер непуст.

В этом предположении имеет место следующее утверждение.

Теорема. Пусть множество мартингальных мер содержит лишь одну ме-
ру eP. Тогда в классе SF(X) найдется такая стратегия π, что XπT = fT (P-п. н.)
для любого платежного поручения fT , удовлетворяющая условию E

eP | fT |<∞.

Доказательство этой теоремы проходит по следующей схеме (ср. с диа-
граммой в § 4a гл. V):

|P (P)| = 1
{1}
⇒ X -представимость

{2}
⇒ полнота.

Здесь X -представимость относительно мартингальной меры eP ∈ P (P)
означает (ср. с S-представимостью в § 4b гл. V), что всякий мартингал M =
= (Mt ,Ft , eP)t¶T , заданный на том же самом фильтрованном вероятностном
пространстве (Ω,F , (Ft)t¶T , eP), что и eP-мартингал X , допускает представле-
ние

Mt = M0+
∫ t

0
(γs, dXs), t ¶ T ,

где γ∈ L(X).
Импликация {1} следует из общих результатов Ж. Жакода (см. [248, гл. II])

и применительно к теории арбитража была впервые сформулирована в рабо-
те Дж. Харрисона и С. Плиски [215].

Импликация {2} доказывается точно так же, как и в случае дискретного
времени (см. доказательство леммы в § 4b гл. V).

По поводу конкретных примеров полных рынков см. далее разделы 4 и 5.

3. Замечание 1. Вопросы X -представимости (локальных) мартингалов на
неполных безарбитражных рынках рассматриваются, например, в работе [9].

Замечание 2. Остановимся на вопросе о взаимоотношениях концепций
арбитража, (локально) мартингальной меры и полноты, постоянно встре-
чающихся в нашем изложении.
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2. Семимартингальные модели без арбитражных возможностей. Полнота

Важно подчеркнуть, что каждая из этих концепций изначально формули-
руется независимо от других. При этом и арбитраж, и полнота определяются
в терминах свойств исходной («физической») вероятностной меры P, и ни о
какой мартингальной мере речи и не было.

В случае дискретного времени и конечного числа активов (N <∞, d <
<∞) оказалось (первая фундаментальная теорема), что отсутствие арбит-
ража допускает простую эквивалентную характеризацию –– существование
мартингальной меры (P (P) 6=∅), а полнота в таких безарбитражных моде-
лях оказалась (вторая фундаментальная теорема) равносильной единствен-
ности мартингальной меры (|P (P)|=1).

Однако если иметь в виду более общие модели, то вполне возможно отсут-
ствие арбитража и без существования мартингальных мер, что показывает
пример 1, приведенный в § 2b гл. VI.

Точно так же не должно создаваться впечатление (в связи со второй фун-
даментальной теоремой), что о полноте нельзя говорить без отсутствия ар-
битражных возможностей или без наличия мартингальных мер, и логически
вполне возможно, например, что

a) полнота может иметь место как в безарбитражных, так и арбитражных
моделях;

b) полнота может иметь место, когда существует, но не единственна «класси-
ческая» (т. е. неотрицательная) мартингальная мера;

c) полнота может иметь место, когда отсутствует «классическая» мартингаль-
ная мера, но есть единственная «неклассическая» (т. е. со знаком) мартин-
гальная мера.
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3. Семимартингалы и мартингальные меры

§ 3a. Каноническое представление семимартингалов. Случайные меры.
Триплеты предсказуемых характеристик

1. В случае дискретного времени о каноническом представлении говори-
лось в § 1b гл. II, и § 3e гл. V.

Напомним суть этого представления.
Пусть H = (Hn,Fn)n¾0 –– стохастическая последовательность, hn = ∆Hn

(= Hn − Hn−1) для n¾ 1 и g= g(x) –– ограниченная функция «урезания», т. е.
функция, равная x в окрестности нуля и имеющая компактный носитель
(часто используется функция g(x)= x I(|x|¶1)). Тогда, поскольку

Hn = H0+
n
∑

k=1

hk = H0+
n
∑

k=1

(hk − g(hk))+
n
∑

k=1

g(hk), (1)

в силу разложения Дуба и ограниченности функции g(hk) находим, что

Hn = H0+
n
∑

k=1

E
�

g(hk) |Fk−1

�

+
n
∑

k=1

�

g(hk)−E(g(hk) |Fk−1)
�

+
n
∑

k=1

�

hk − g(hk)
�

.

(2)
Вводя меры скачков µk(A)= IA(hk), A ∈B(R \ {0}), k¾ 1, и их компенса-

торыνk(A)=E(IA(hk) |Fk−1)=P(hk ∈ A |Fk−1), из соотношения (2) получаем,
что

Hn = H0+
n
∑

k=1

∫

R
g(x)νk(dx)+

n
∑

k=1

∫

R
g(x)(µk(dx)−νk(dx))+

+
n
∑

k=1

∫

R
(x− g(x)) µk(dx). (3)

Подобно тому как это делалось в § 3e гл. V, соотношение (3) может быть
переписано в следующем компактном виде:

H = g ∗ν+ g ∗ (µ−ν)+ (x− g)∗µ. (4)
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3. Семимартингалы и мартингальные меры

Представление (4) называется каноническим представлением последователь-
ности H= (Hn,Fn)n¾0.

Полезно заметить, что в том случае, когда E |hk |<∞, k ¾ 1, представле-
ние (4) остается верным, если в качестве функции g(x) взять функцию g(x)=
= x. По-другому это можно выразить, сказав, что разложение Дуба последо-
вательности H= (Hn,Fn)n¾0 имеет в этом случае следующий вид:

H = x ∗ν+ x ∗ (µ−ν). (5)

2. Перейдем теперь к рассмотрению канонического представления семи-
мартингалов H= (Ht ,Ft)t¾0 в случае непрерывного времени.

Пусть g= g(x) –– некоторая функция урезания. Положим

Ȟ(g)t =
∑

s¶t

�

∆Hs− g(∆Hs)
�

. (6)

Заметим, что ∆Hs − g(∆Hs) 6= 0, если только |∆Hs|> b для некоторого b> 0.
И поскольку для семимартингалов

∑

s¶t
(∆Hs)2<∞ (P-п. н.) для каждого t> 0

(см. формулы (24) и (25) в § 5b гл. III), то на самом деле суммы в формуле (6)
содержат лишь конечное число ненулевых членов и, следовательно, процесс
Ȟ(g) корректно определен, являясь процессом ограниченной вариации.

Процесс
H(g) = H − Ȟ(g) (7)

имеет ограниченные скачки (|∆H(g)|¶ b) и, значит, является специальным
семимартингалом (см. § 5b гл. III), т. е. допускает каноническое разложение

H(g) = H0+M(g)+B(g), (8)

где B(g)= (Bt(g),Ft)t¾0 –– предсказуемый процесс ограниченной вариации,
B0(g)=0, и M(g)= (Mt(g),Ft)t¾0 –– локальный мартингал, M0(g)=0.

Из формул (7) и (8) находим, что

H = H0+M(g)+B(g)+
∑

s¶·

�

∆Hs− g(∆Hs)
�

. (9)

Это представление является непрерывным аналогом представления (2). Что-
бы теперь из (9) получить аналог представления (4), нам понадобятся поня-
тия случайной меры и ее компенсатора.

3. Пусть (E, E) –– некоторое измеримое пространство.

Определение 1. Случайной мерой на R+× E называется семейство

µ =
�

µ(dt, dx;ω); ω ∈ Ω
	

неотрицательных мер на (R+ × E,B(R+) ⊗ E), удовлетворяющих условию
µ({0}× E;ω)=0 для любого ω∈Ω.
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Пример 1. Классическим примером случайной (к тому же целочисленной)
меры µ является пуассоновская мера, определяемая следующим образом.

Для A∈B(R+)⊗E пусть

m(A) = E µ(A;ω),

причем m(A) является σ-конечной (положительной) мерой.
Будем предполагать, что для любого t∈R+ и таких множеств A∈B(R+)⊗

⊗E , что A⊂ (t, ∞)× E, мера m(A)<∞ и случайная величина µ(A, ·) не зави-
сит от σ-алгебры Ft .

Если для любого t∈R+ мера (интенсивности) m такова, что m({t}× E)=0,
то µ называется пуассоновской мерой. Если к тому же m(dt, dx)=dt F(dx), где
F –– положительная σ-конечная мера, то µ называется однородной пуассонов-
ской мерой.

Термин пуассоновская мера объясняется следующим ее свойством.
Пусть (Ai)i¾1 –– последовательность попарно непересекающихся измери-

мых множеств в R+ × E, m(Ai)<∞. Тогда случайные величины µ(Ai), i¾ 1,
независимы и µ(Ai) имеет пуассоновское распределение со средним m(Ai),
т. е.

P
�

µ(Ai) = k
�

=
e−m(Ai )(m(Ai))k

k! , k = 0, 1, ‌

(См. [250, гл. II, § 1c].)

В § 5a гл. III были введены две σ-алгебры O и P подмножеств в R+ ×Ω,
названные σ-алгебрами опциональных и предсказуемых подмножеств.

При использовании целочисленных случайных мер наR+× E важную роль
играют σ-алгебры eO =O ⊗E и eP =P ⊗E , также называемые опциональной
и предсказуемой σ-алгебрами подмножеств в R+×Ω× E.

Если W =W(t,ω, x) –– опциональная функция на R+×Ω× E и µ –– случай-
ная мера, то будем обозначать через W ∗µ= ((W ∗µ)t(ω),Ft)t¾0 случайный
процесс, где

(W ∗µ)t(ω) =
∫

(0,t]×E
W(s,ω, x) µ(ds, dx;ω), (10)

интеграл понимается как интеграл Лебега––Стилтьеса для каждого ω∈Ω и
предполагается, что

∫

(0,t]×E
|W(s,ω, x)| µ(ds, dx;ω) < ∞, t > 0. (11)

Определение 2. Случайная мера µ называется опциональной (предска-
зуемой), если процесс W ∗ µ является опциональным (предсказуемым) для
каждой опциональной (предсказуемой) функции W =W(t,ω, x).

Определение 3. Опциональная мера µ называется eP -σ-конечной, если
существует такое eP -измеримое разбиение (An)n¾1 множестваR+×Ω× E, что
каждая из величин (IAn

∗µ)∞ является интегрируемой.
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Следующая теорема является непосредственным обобщением утвержде-
ния, сформулированного в следствии 2 (§ 5b гл. III) к разложению Дуба––
Мейера.

Теорема 1. Пусть µ –– опциональная eP -σ-конечная случайная мера.
Существует и притом единственная с точностью до P-неразличимости

предсказуемая случайная мераν, называемая компенсатором меры µ, удовле-
творяющая любому из двух эквивалентных условий:

a) E(W ∗ν)∞=E(W ∗µ)∞ для любой неотрицательной eP -измеримой функции
W на R+×Ω× E;

b) для любой такой eP -измеримой функции W на R+ × Ω × E, что процесс
|W | ∗µ является локально интегрируемым, процесс |W | ∗νтакже локально
интегрируем и W ∗µ−W ∗ν является локальным мартингалом.

Доказательство и разнообразные свойства случайных мер и их компенса-
торов см. в [250, гл. II] или в [304, гл. 3].

Замечание. Одно из наглядных свойств компенсаторных мерν состоит в
следующем. Пусть множество A∈E . Тогда процесс X = (Xt)t¾0, X0=0, и

Xt = µ((0, t]× A;ω)−ν((0, t]× A;ω), t > 0,

является локальным мартингалом, в связи с чем µ−ν называют (случайной)
мартингальной мерой.

Пример 2. Для пуассоновской случайной меры µ, введенной в примере 1,
ее компенсаторν совпадает с мерой интенсивности m.

4. Обратимся к важному понятию стохастического интеграла W ∗ (µ−ν)
по мартингальной мере µ−ν от eP -измеримой функции W =W(t,ω, x).

Если |W | ∗µ∈A +
loc, то в соответствии с теоремой 1 имеем |W | ∗ν∈A +

loc, и
тогда естественно положить, по определению,

W ∗ (µ−ν) = W ∗µ−W ∗ν. (12)

Нетрудно установить, что так определенный процесс W ∗ (µ −ν)= (W ∗
∗ (µ−ν)t)t¾0 обладает следующими двумя свойствами:

a) он является чисто разрывным локальным мартингалом (см. § 5b гл. III);
b) его «скачки» равны

∆(W ∗ (µ−ν))t = eWt , (13)

где

eWt =
∫

W(t,ω, x) µ({t}×dx;ω)−
∫

W(t,ω, x)ν({t}×dx;ω).

Эти свойства подсказывают естественность следующего определения (ср.
с [250, гл. II, § 1d], [304, гл. 3, § 5]).
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Определение 4. Под стохастическим интегралом W ∗ (µ−ν) от eP -изме-
римой функции W =W(t,ω, x) по мартингальной мере µ−ν понимается та-
кой чисто разрывный локальный мартингал X = (Xt)t¾0, что процессы ∆X =
= (∆Xt)t¾0 и eW = ( eWt)t¾0 являются неразличимыми.

Выше мы видели, что если компенсаторν меры µ таков, что |W | ∗ν∈A +
loc

(или, что равносильно, |W | ∗µ∈A +
loc), то в качестве чисто разрывного локаль-

ного мартингала X можно взять процесс W ∗µ−W ∗ν.
Однако условие |W | ∗ν∈A +

loc, обеспечивающее существование такого про-
цесса X с ∆X = eW , может быть ослаблено.

С этой целью введем некоторые обозначения и ограничимся лишь приве-
дением результатов, отсылая за деталями к упомянутым монографиям [250]
и [304].

Пусть
at(ω) =ν({t}× E;ω),

q(ω, B) =
∑

s∈B

I(as(ω) > 0)(1−as(ω)), B ∈ B(R+),

bWt(ω) =
∫

E
W(t,ω, x)ν({t}×dx;ω).

Будем предполагать, что для любого конечного марковского момента τ(ω)
выполняется неравенство

∫

E

�

�W(τ(ω),ω, x)
�

�ν({τ(ω)}×dx;ω) < ∞ (P-п. н.),

и положим
G(W) = (W − bW)2

1+ |W − bW |
∗ν+

bW 2

1+ | bW |
∗q. (14)

Теорема 2. Пусть eP -измеримая функция W =W(t,ω, x) такова, что

G(W) ∈ A +
loc. (15)

Тогда существует и притом единственный (с точностью до стохастиче-
ской неразличимости) чисто разрывный локальный мартингал, обозначае-
мый W ∗ (µ−ν), для которого

∆(W ∗ (µ−ν)) = eW .

Следствие. Пусть bW =0. Тогда если

W 2

1+ |W | ∈ A
+

loc,

то стохастический интеграл W ∗ (µ−ν) по мартингальной мере µ−ν опре-
делен (как такой чисто разрывный локальный мартингал, что

∆(W ∗ (µ−ν)) =
∫

W(t,ω, x) µ({t}×dx;ω)).
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Замечание. Пусть bW =0. Тогда
�

W ∗ (µ−ν), W ∗ (µ−ν)
�

= W 2 ∗µ, (16)

что следует из того замечания, что
�

W ∗ (µ−ν), W ∗ (µ−ν)
�

t =
∑

0<s¶t

�

∆(W ∗ (µ−ν))s

�2
= (W 2 ∗µ)t .

Из приведенного равенства (16) очевидным образом получаем, что пред-
сказуемая квадратическая вариация имеет вид

〈W ∗ (µ−ν), W ∗ (µ−ν)〉 = W 2 ∗ν.

5. Частным случаем случайных (и к тому же целочисленных) мер явля-
ются меры скачков µH процессов H = (Ht ,Ft)t¾0 с непрерывными справа и
имеющими пределы слева траекториями (в частности, семимартингалов):

µH ((0, t]× A;ω) =
∑

0<s¶t

IA(∆Hs(ω)),

где A∈B(R\{0}).
Так определенная на R+× E (где E=R \ {0}) случайная мера µH является

eP -σ-конечной, и, следовательно, согласно сформулированной выше теоре-
ме для меры µH определен ее компенсаторνH .

Обратимся снова к каноническому разложению (9).
С помощью случайной меры скачков µH последнее слагаемое в правой

части формулы (9) может быть записано в виде
∑

s¶·

�

∆Hs− g(∆Hs)
�

=
�

x− g(x)
�

∗µH .

В § 5b (п. 6) гл. III отмечалось, что всякий локальный мартингал может
быть представлен (и притом единственным образом) в виде суммы непре-
рывного и чисто разрывного локальных мартингалов. Поэтому локальный
мартингал M(g) из формулы (9) может быть представлен в виде

M(g)t = M(g)0+M(g)c
t +M(g)d

t , (17)

где M(g)c –– непрерывная, а M(g)d –– чисто разрывная компоненты.
Непрерывный локальный мартингал M(g)c на самом деле не зависит от g,

и, как отмечалось в § 5b (п. 6) гл. III, для него обычно используется обозначе-
ние Hc.

Что же касается чисто разрывной составляющей M(g)d , являющейся чи-
сто разрывным локальным мартингалом, то она может быть представлена в
виде

M(g)d
t =

∫

(0,t]×R
g(x) d(µH −νH ). (18)
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Чтобы установить справедливость этого представления, надо убедиться в
том, что, во-первых, функция G(g) ∈A +

loc, и, во-вторых, скачки локальных
мартингалов, стоящих в левой и правой частях равенства (18), совпадают.
В полной общности это доказывается в книгах [250, гл. II, § 2c] и [304, гл. 3,
§ 5]. Здесь же остановимся на одном частном случае.

Если предположить, чтоνH ({t}× E;ω)=0, то

G(g) =
g2

1+ |g| ∗ν
H ,

и локальная интегрируемость этого процесса следует из того, что g = g(x)
является функцией урезания и (x2 ∧ 1) ∗νH ∈A +

loc для любого семимартин-
гала H. Тем самым, в рассматриваемом случае «интеграл» в формуле (18)
определен.

Далее, ∆M(g)d=∆M(g)= g(∆H)−∆B(g), где

∆B(g)t =
∫

R
g(x)νH ({t}×dx;ω) (19)

(см. [250, гл. II, 2.14]). Поэтому в предположении, что νH ({t} × E;ω) = 0
видим, что ∆B(g)t = 0 и, значит, ∆M(g)d = g(∆H). Но ∆g ∗ (µH −νH ) также
равно g(∆H), и, следовательно, скачки у чисто разрывных локальных мар-
тингалов в левой и правой частях равенства (18) совпадают.

Тем самым, из формулы (9) с учетом соотношений (17)––(18) получаем
следующее представление:

H = H0+B(g)+Hc+ g ∗ (µH −νH )+ (x− g(x))∗µH , (20)

которое называется каноническим представлением семимартингала H.
Сравнивая представление (20) с представлением (4) для случая дискретно-

го времени, мы видим, что внешне они отличаются прежде всего наличием
в формуле (20) непрерывной составляющей Hc.

6. В каноническом представлении (20) есть две «предсказуемые» компо-
ненты: B(g) и νH . Третьей важной характеристикой семимартингала H яв-
ляется «угловая скобка» 〈Hc〉, являющаяся (предсказуемым) компенсатором
непрерывного локально квадратично интегрируемого мартингала Hc.

Определение 5. Пусть H= (Ht ,Ft)t¾0 –– семимартингал и g= g(x) –– неко-
торая функция урезания. Обозначим B=B(g), C= 〈Hc〉,ν=νH . Набор

T = (B, C,ν) (21)

называется триплетом предсказуемых характеристик семимартингала H.

Важно подчеркнуть, что компоненты C и ν в триплете T не зависят от
выбора функции урезания g= g(x). Но характеристика B зависит от g. При
этом если g и g′ –– две разные функции урезания, то

B(g)−B(g′) = (g− g′)∗ν.
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7. Приведем некоторые свойства семимартингалов, выражаемые в терми-
нах предсказуемых характеристик B, C иν.

1. Если H –– семимартингал, то

(x2∧1)∗ν ∈ Aloc,

т. е. процесс
�∫

(0,t]×R(x2 ∧ 1) dν
�

t¾0 является локально интегрируемым. Ина-
че говоря, существует такая последовательность марковских моментов τn,
τn ↑∞ (P-п. н.), что

E
∫

(0,t]×R
(x2∧1) dν < ∞.

2. Семимартингал H является специальным (в частности, локальным мар-
тингалом) в том и только в том случае, когда

(x2∧|x|)∗ν ∈ Aloc.

3. Семимартингал H является локально квадратично интегрируемым се-
мимартингалом в том и только в том случае, когда

x2 ∗ν ∈ Aloc.

В основе доказательства свойства 1 лежит тот факт, что для семимартин-
галов

∑

s¶t
(∆Hs)2<∞ (P-п. н.), t> 0; см. замечание 3 в § 5b гл. III. По поводу

доказательства свойств 2 и 3 см. [250, гл. II § 2b].
4. Если H=H0+N + A –– каноническое разложение специального семимар-

тингала H, то
H = H0+Hc+ X ∗ (µ−ν)+ A. (22)

Иначе говоря, для специальных семимартингалов H в их каноническом
представлении (20) можно взять g(x)= x.

5. С триплетом T= (B, C,ν) предсказуемых характеристик семимартинга-
ла H свяжем (для каждого θ ∈R) следующий предсказуемый процесс ограни-
ченной вариации:

Ψ(θ)t = iθBt −
θ 2

2 Ct +
∫

(eiθ x −1− iθ g(x))ν((0, t]×dx;ω), (23)

называемый кумулянтой (процесса H); ср. с § 1b гл. III.
Пусть

G(θ) = E
�

Ψ(θ)
�

, (24)

где E(Ψ(θ)) =
�

E(Ψ(θ))
�

t¾0 –– стохастическая экспонента, построенная по
Ψ(θ) (см. гл. III, § 5c, пример 1):

E(Ψ(θ))t = eΨ(θ)t

∏

0<s¶t

(1+∆Ψ(θ)s)e−∆Ψ(θ)s . (25)
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Теорема 3. Пусть ∆Ψ(θ)t 6=−1, t>0. Тогда следующие утверждения рав-
носильны:

1) H –– семимартингал с характеристиками (B, C,ν);
2) для любого θ ∈R процесс

eiθHt

G(θ)t
, t ¾ 0, (26)

является локальным мартингалом.

(По поводу доказательства, в основе которого лежит формула Ито для
семимартингалов, см. [250, гл. II, § 2d].)

6. В классе семимартингалов наиболее просто устроены процессы H =
= (Ht ,Ft)t¾0, являющиеся в то же самое время процессами с независимыми
приращениями. Их отличительное свойство состоит в том, что для них три-
плет T= (B, C,ν) является неслучайным. Иначе говоря, B= (Bt)t¾0, C= (Ct)t¾0
и компенсаторная мераν=ν(dt, dx) не зависят от ω (см. [250, гл. II, § 4c]).

Тем самым, для таких процессов кумулянта Ψ(θ) не зависит от ω, и если
∆Ψ(θ) 6=−1, что соответствует непрерывности по вероятности процесса H=
= (Ht), то из равенства (22) получаем формулу Леви––Хинчина (H0=0):

E eiθHt = eΨ(θ)t =

= exp
§

iθBt −
θ 2

2 Ct +
∫

(eiθ x −1− iθ g(x))ν((0, t]×dx)
ª

. (27)

В случае процессов Леви

Bt = b · t, Ct = c · t, ν(dt, dx) = dt ·ν(dx)

и
E eiθHt = etψ(θ),

где

ψ(θ) = iθb− θ
2

2 c+
∫

(eiθ x −1− iθ g(x))ν(dx). (28)

(Наряду с Ψ(θ)t функцию ψ(θ) также называют кумулянтой.)
Мераν=ν(dx) удовлетворяет условиям

ν({0}) = 0, (x2∧1)∗ν < ∞ (29)

и носит название меры Леви. (Ср. с § 1b гл. III.)
7. Рассмотрим следующий частный случай процессов Леви –– процесс бро-

уновского движения со сносом и пуассоновскими скачками.
Более точно, пусть

Ht = mt+σWt +
Nt
∑

k=1

ξk , (30)

736



3. Семимартингалы и мартингальные меры

где W = (Wt)t¾0 –– винеровский процесс (броуновское движение), ξ1, ξ2, ‌ ––
независимые одинаково распределенные случайные величины с функцией
распределения F(x)=P(ξ1¶ x), N= (Nt)t¾0 –– стандартный процесс Пуассона
с параметром λ> 0 (E Nt =λt). Предполагается, что W , N и (ξ1, ξ2, ‌) сов-
местно независимы.

Следующая цепочка соотношений легко приводит к каноническому пред-
ставлению, из которого находится и триплет предсказуемых характеристик:

Ht = mt+σWt +
Nt
∑

k=1

ξk = mt+σWt +
∫ t

0

∫

x dµ =

=
�

mt+
∫ t

0

∫

g(x) dν
�

+
�

σWt +
∫ t

0

∫

g(x) d(µ−ν)
�

+
∫ t

0

∫

(x− g(x)) dµ =

= t
�

m+λ
∫

g(x) F(dx)
�

+
�

σWt +
∫ t

0

∫

g(x) d(µ−ν)
�

+
∫ t

0

∫

(x− g(x)) dµ.

Отсюда видим, что

B(g)t = t
�

m+λ
∫

g(x) F(dx)
�

,

Ct = σ
2t, dν = λ dt F(dx).

8. Случайные последовательности H= (Hn,Fn)n¾0 с дискретным временем
естественным образом вкладываются в модели с непрерывным временем

(см. гл. II, § 1f). Если Hn=H0 +
n
∑

k=1
hk с hk =∆Hk , то триплет T= (B(g), C,ν)

имеет следующую структуру:

B(g)t =
∑

1¶k¶[t]

E
�

g(hk) |Fk−1

�

,

Ct = 0, dν((0, t]× A;ω) =
∑

1¶k¶[t]

P(hk ∈ A |Fk−1),

где A∈B(R\{0}).

§ 3b. Конструкция мартингальных мер в диффузионных моделях.
Теорема Гирсанова

1. Результаты § 2b, c относительно необходимых и достаточных условий
отсутствия арбитражных возможностей показывают, насколько важно для
теории арбитража уметь находить мартингальные или локально мартин-
гальные меры, эквивалентные исходной вероятностной мере.

Один из весьма распространенных методов построения мартингальных
мер основан на теореме Гирсанова и ее разнообразных обобщениях. Другим
методом построения таких мер, хорошо известным с давних пор в актуарной
науке, является метод, основанный на преобразовании Эшера (см. далее § 3c).
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Формулировка теоремы Гирсанова, данная им в его известной работе
[183], была приведена в § 3e гл. III. В настоящем параграфе будет приведе-
но ее доказательство, рассмотрены некоторые обобщения и даны критерии
абсолютной непрерывности и эквивалентности вероятностных мер, отвеча-
ющих диффузионным процессам и процессам Ито.

2. Рассмотрим процесс X = (Xt ,Ft)t¾0, заданный на фильтрованном веро-
ятностном пространстве (Ω,F , (Ft)t¾0, P), являющийся процессом Ито (см.
§ 3d гл. III) с дифференциалом

dXt = at(ω) dt+dBt , x0 = 0, (1)

где a= (at(ω),Ft)t¾0 –– некоторый процесс, удовлетворяющий условию

P
�

∫ t

0
|as(ω)| ds < ∞

�

= 1, t ¾ 0, (2)

и B= (Bt ,Ft)t¾0 –– стандартное броуновское движение.
Допустим теперь, что ea= (eat(ω),Ft)t¾0 –– другой процесс, причем

P
�

∫ t

0

�

as(ω)− eas(ω)
�2

ds < ∞
�

= 1, t ¾ 0. (3)

В этом предположении определен процесс Z= (Zt ,Ft)t¾0 (ср. с формулой (21)
в § 3d гл. III),

Zt = exp
§

∫ t

0

�

eas−as

�

dBs−
1
2

∫ t

0

�

eas−as

�2
ds
ª

, (4)

являющийся неотрицательным локальным мартингалом (например, с лока-
лизующими моментами τk= inf

�

t :
∫ t

0 (eas−as)2 ds¾k
	

, k¾1).
Из леммы Фату следует, что этот процесс является (неотрицательным)

супермартингалом, и, значит, по теореме Дуба о сходимости (см. § 3b гл. III),
с вероятностью единица существует и конечен lim

t→∞
Zt (= Z∞).

Пусть
E Z∞ = 1. (5)

(Это равносильно предположению о равномерной интегрируемости семей-
ства {Zt , t ¾ 0}.) Тогда на (Ω,F ) можно определить новую вероятностную
меру eP, полагая

deP = Z∞ dP. (6)

Теорема 1 (И. В. Гирсанов [183]). Процесс eB= (eBt ,Ft)t¾0,

eBt = Bt −
∫ t

0
(eas−as) ds, (7)

относительно меры eP является стандартным броуновским движением и

dXt = eat(ω) dt+deBt . (8)
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Доказательство приводится в п. 3. Сейчас же остановимся на некоторых
следствиях и замечаниях.

Следствие 1. Пусть

Xt = Bt −λ
∫ t

0
as ds, (9)

где λ∈R, и

Zλt = exp
�

λ

∫ t

0
as dBs−

λ2

2

∫ t

0
a2

s ds
�

. (10)

Предположим, что E Zλ∞ = 1, и положим dePλ = Zλ∞ dP. Тогда относительно
меры ePλ процесс X = (Xt)t¾0 является стандартным броуновским движением.

Если E ZλT =1 для некоторого конечного T , то относительно меры ePλT , для
которой dePλT = ZλT dPT , где PT = P |FT , процесс X = (Xt)t¾0 будет стандарт-
ным броуновским движением на временно́м интервале [0, T].

Следствие 2. Пусть τ=τ(ω) –– конечный марковский момент и

E exp
�

λBτ−
λ2

2 τ
�

= 1. (11)

Положим dePλ= Zλτ dP, где Zλτ =exp
�

λBτ−
λ2

2 τ
�

. Тогда относительно меры

ePλ процесс X = (Xt)t¾0,
Xt = Bt −λ · (t∧τ),

является стандартным броуновским движением.

Замечание 1. Формулировка теоремы Гирсанова, приведенная в § 3e
гл. III, давалась в предположении, что 0 ¶ t ¶ T и E ZT = 1. Этот случай
вкладывается в рассматриваемый сейчас случай 0¶ t<∞, если at =0 и eat =0
для t>T .

Замечание 2. Известными достаточными условиями для выполнения
свойства (11) являются следующие (см., например, [288], [303], [402]):

E e
1
2τ < ∞ (условие Новикова) (12)

и
sup
t¾0

E eBτ∧t < ∞ (условие Казамаки). (13)

Поскольку sup
t¾0

E eBτ∧t ¶ (E e
1
2τ)2, условие (13) слабее условия (12).

Если, например, определить τ= inf{t : Bt = 1}, то E
p
τ=∞ и тем более

E e
1
2τ =∞. Таким образом, условие (12) здесь не выполняется. Однако усло-

вие (13) выполнено и для этого момента:

E exp
�

Bτ−
1
2τ
�

= 1.
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В том случае, когда рассматриваемые моменты остановки τ являются мар-
ковскими относительно потока (F B

t )t¾0, порожденного броуновским движе-
нием, условия (12) и (13) можно ослабить.

Теорема 2 ([282]). Пусть ϕ=ϕ(t) –– такая неотрицательная измеримая
функция, что

lim
t→∞

(Bt −ϕ(t)) = +∞ (P-п. н.), (14)

и пусть τ –– марковский момент относительно потока (F B
t )t¾0.

Любое из условий

lim
N→∞

sup
σ∈MN

0

E exp
¦1

2 (τ∧σ)−ϕ(τ∧σ)
©

< ∞ (15)

или
lim

N→∞
sup
σ∈MN

0

E exp
¦1

2 Bτ∧σ−ϕ(τ∧σ)
©

< ∞, (16)

где MN
0 –– класс таких марковских моментов σ (относительно (F B

t )t¾0), что
P(0¶σ¶N)=1, является достаточным для выполнения равенства

E exp
¦

Bτ−
1
2τ
©

= 1. (17)

Замечание 3. В случае процесса Zλ = (Zλt )t¾0, определенного форму-
лой (10), соответствующие условие Новикова и условие Казамаки форму-
лируются следующим образом:

E exp
§

λ2

2

∫ ∞

0
a2

s ds
ª

< ∞, (18)

E exp
§

λ
2

∫ ∞

0
as dBs

ª

< ∞. (19)

По поводу доказательств и обобщений на процессы Z= (Zt)t¾0 вида

Zt = exp
¦

Lt −
1
2 〈L, L〉t

©

, (20)

где L= (Lt)t¾0 является непрерывным локальным мартингалом (каковым яв-
ляется, например, процесс Lt =

∫ t
0 as(ω) dBs, t¾0), см. [288], [303] и [402].

3. Доказательство теоремы Гирсанова. Как и в случае дискретного вре-
мени (см. § 3b гл. V), достаточно проверить, что (P-п. н.) для 0¶ s¶ t, θ ∈R
выполняется равенство

E
eP

�

eiθ(eBt−eBs) |Fs

�

= e−
θ2

2 (t−s). (21)

С этой целью обозначим αs= eas−as, eBt =Bt −
∫ t

0 αs ds,

Zt = exp
�

∫ t

0
αs dBs−

1
2

∫ t

0
α2

s ds
�

(см. формулы (7) и (10)).
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По формуле Байеса (§ 3a гл. V)

E
eP

�

eiθ(eBt−eBs) |Fs

�

= 1
Zs

EP

�

Zt eiθ(eBt−eBs) |Fs

�

, (22)

и надо показать, что правая часть формулы (22) равна e−
θ2

2 (t−s).
Для простоты будем рассматривать случай s=0.
Пусть Ut = eiθ eBt . Тогда по формуле Ито (§ 5c гл. III) находим, что

d(Zt Ut) = Zt Ut(αt + iθ) dBt − Zt Ut
θ 2

2 dt,

т. е.

Zt Ut = 1+
∫ t

0
ZsUs(αs+ iθ) dBs−

θ 2

2

∫ t

0
ZsUs dt.

Отсюда с помощью рассуждений, аналогичных тем, которые применялись
при доказательстве теоремы Леви (§ 5a гл. III), для EP Zt Ut получаем уравне-
ние

EP Zt Ut = −
θ 2

2

∫ t

0
EP ZsUs ds,

из которого заключаем, что

E
eP eiθ eBt = EP Zt Ut = e−

θ2

2 t .

Формула (21) проверяется аналогичным образом, что и доказывает, что
процесс eB= (eBt)t¾0, определенный формулой (7), является стандартным бро-
уновским движением. Соотношение (8) следует из формул (1) и (7).

Теорема доказана.

4. Итак, если по мере P процесс X имел дифференциал dXt =at(ω) dt+dBt ,
то по мере eP, определенной формулой (6), этот процесс имеет дифференци-
ал dXt = eat(ω) dt+ deBt , где eB= (eBt)t¾0 является броуновским движением по
мере eP.

Важно отметить, что если все рассмотрения проводятся лишь на вре-
менно́м интервале [0, T], где T может быть марковским моментом, то вместо
условия E Z∞=1 надо требовать лишь выполнения условия E ZT =1.

Замечание 4. Пусть в теореме Гирсанова eat ≡0, т. е.

eBt = Bt +
∫ t

0
as ds

и

Zt = exp
§

−
∫ t

0
as dBs−

1
2

∫ t

0
a2

s ds
ª

.

741



Глава VII. Теория арбитража. Непрерывное время

Тогда если E ZT =1, то по мере ePT , для которой dePT = ZT dP, процесс

Xt = Bt +
∫ t

0
as ds

совпадает с eBt и является броуновским движением (ср. с § 3b, гл. V), а значит,
и мартингалом. Это объясняет, почему меру eP в рассматриваемом случае
принято называть «мартингальной» мерой.

5. Пусть X –– процесс Ито с дифференциалом (1) и µX = Law(X |P) –– рас-
пределение вероятностей этого процесса в (фильтрованном) пространстве
(C,C , (Ct)t¾0) непрерывных функций X = (Xt)t¾0.

Теорема Гирсанова оказывается удобным средством исследования вопро-
сов о том, когда сужения µX

t =µX |Ct мер µX абсолютно непрерывны, экви-
валентны или сингулярны мерам µB

t =µB |Ct .
Мера µB есть не что иное, как винеровская мера (§ 3a гл. III), и, следова-

тельно, речь идет о свойствах меры µX процесса X по отношению к вине-
ровской мере µB. В том случае, когда µX

t �µB
t или µB

t �µX
t , представляется

интересным дать и явные выражения для производных Радона––Никодима
dµX

t

dµB
t

и
dµB

t

dµX
t

.

Эти вопросы достаточно подробно изучены в случае процесса Ито в моно-
графии [303, гл. 7] и в случае семимартингалов –– в [250, гл. III––V] (с привле-
чением расстояния Хеллингера и процессов Хеллингера). Поэтому ограничим-
ся лишь некоторыми результатами.

Будем рассматривать временно́й интервал [0, T].
Предположим, что

P
�

∫ T

0
a2

s (ω) ds < ∞
�

= 1. (23)

Тогда определен процесс Z= (Zt)t¶T ,

Zt = exp
�

−
∫ t

0
as(ω) dBs−

1
2

∫ t

0
a2

s (ω) ds
�

. (24)

Теорема 3. Если E ZT =1, то

µX
T ∼ µB

T (25)

и

dµB
t

dµX
t

(X(ω)) = E
�

exp
�

−
∫ T

0
as(ω) dXs+

1
2

∫ T

0
a2

s (ω) ds
�
�

�

�F X
T

�

(ω), (26)

где F X
T =σ(ω: Xs(ω), s¶T).

Доказательство. Определим меру ePT , полагая (ср. с формулой (6)) dePT =
= ZT dPT , где PT =P |FT . Относительно меры ePT процесс X = (Xt)t¶T является,
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по теореме Гирсанова, броуновским движением, и, следовательно,

µB
T (A) = ePT (X ∈ A) =

∫

{ω:X (ω)∈A}
ZT (ω) P(dω) =

=
∫

{ω:X (ω)∈A}
E[ZT |F X

T ](ω) P(dω) =

= E
�

IA(X(ω)) ·E[ZT |F X
T ](ω)

�

. (27)

Пусть ΦT (x) –– такой CT -измеримый функционал, что E[ZT |F X
T ](ω) =

= ΦT (X(ω)). Тогда из соотношений (27) по формуле замены переменных
под знаком интеграла Лебега (см., например, [439, гл. II, § 6]) получаем

µB
T (A) =

∫

{ω:X (ω)∈A}
ΦT (X(ω)) P(dω) =

∫

A
ΦT (x) µX

T (dx),

и, значит, µB
T�µ

X
T . При этом

dµB
t

dµX
t

(x) = ΦT (x) (28)

и
dµB

T

dµX
T

(X(ω)) = E[ZT |F X
T ](ω). (29)

Установим теперь, что µX
T � µB

T . Для этого заметим, что, поскольку
PT (ZT (ω)>0)=1, выполняются соотношения PT�ePT (ср. с § 3a гл. V) и

dPT

dePT

(ω) = Z−1
T (ω). (30)

Поэтому

µX
T (A) = PT (X(ω) ∈ A) = E

ePT

�

IA(X(ω))Z−1
T

�

=

= E
ePT

�

IA(X(ω)) E
ePT

(Z−1
T |F

X
T )(ω)

�

=

= eΦT (x) µX
T (dx), (31)

где eΦT (x) –– такой CT -измеримый функционал, что E
ePT

(Z−1
T |F

X
T )(ω) =

= eΦT (X(ω)).
Из (31) заключаем, что µX

T �µ
B
T и

dµX
t

dµB
t

(X(ω)) = E
ePT

[Z−1
T |F

X
T ](ω). (32)

6. Обратимся к тому специальному случаю, когда процесс Ито X явля-
ется процессом диффузионного типа, т. е. в формуле (1) положим at(ω)=
= A(t, X(ω)), где A(t, x) –– неупреждающий функционал (измеримый по (t, x)
и при каждом t являющийся Ct -измеримым по x).
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В этом случае, когда
dXt = A(t, X) dt+dBt , (33)

из теоремы 3 вытекает следующий результат.

Теорема 4. Пусть

P
�

∫ T

0
A2(t, X) dt < ∞

�

= 1 (34)

и

E exp
�

−
∫ T

0
A(t, X) dBt −

1
2

∫ T

0
A2(t, X) dt

�

= 1 (35)

или, что равносильно,

E exp
�

−
∫ T

0
A(t, X) dXt +

1
2

∫ T

0
A2(t, X) dt

�

= 1. (36)

Тогда µX
T ∼µB

T ,

dµB
T

dµX
T

(X) = exp
�

−
∫ T

0
A(t, X) dXt +

1
2

∫ T

0
A2(t, X) dt

�

(37)

и
dµX

T

dµB
T

(X) = exp
�

∫ T

0
A(t, X) dXt −

1
2

∫ T

0
A2(t, X) dt

�

. (38)

Замечание 5. Если в теореме 3 отказаться от выполнения свойства E ZT =
=1, то можно доказать (см. [303, теорема 7.4]), что

P
�

∫ T

0
A2(t, X) dt < ∞

�

= 1 ⇒ µX
T � µB

T (39)

и

P
�

∫ T

0
A2(t, X) dt < ∞

�

= 1

P
�

∫ T

0
A2(t, B) dt < ∞

�

= 1



















⇒ µX
T ∼ µ

B
T . (40)

7. Сопоставление теорем 3 и 4 показывает, что если в случае процессов
диффузионного типа для производных Радона––Никодима имеются явные
формулы (37) и (38), то для процессов Ито соответствующие формулы
(см. (26)) предполагают вычисление условного математического ожидания
E( · |F X

T ). Следующий результат, имеющий и самостоятельный интерес, ока-
зывается полезным при получении явных формул для производных Радона––
Никодима в случае процессов Ито, поскольку он позволяет «перенести»
операцию взятия условного математического ожидания в формуле (26) под
знак интегрирования.
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Теорема 5. Пусть X –– процесс Ито с дифференциалом (1), где
∫ T

0
E |as(ω)| ds < ∞. (41)

Пусть A(t, x) –– такой неупреждающий функционал, что

A
�

t, X(ω)
�

= E(at |F X
t )(ω). (42)

Тогда процесс B= (Bt)t¶T ,

Bt = Xt −
∫ t

0
A
�

s, X(ω)
�

ds, (43)

является броуновским движением (относительно потока (F X
t )t¶T ).

Если в дополнение к неравенству (41) выполняются равенства

P
�

∫ T

0
a2

s (ω) ds < ∞
�

= 1, (44)

E exp
�

−
∫ T

0
as dBs−

1
2

∫ T

0
a2

s ds
�

= 1, (45)

то µX
T ∼µB

T ,

P
�

∫ T

0
A2(t, X) dt < ∞

�

= 1, (46)

P
�

∫ T

0
A2(t, B) dt < ∞

�

= 1 (47)

и

dµX
T

dµB
T

(B) = exp
�

∫ T

0
A(s, B) dBs−

1
2

∫ T

0
A2(s, B) ds

�

, (48)

dµX
T

dµB
T

(X) = exp
�

∫ T

0
A(s, X) dXs−

1
2

∫ T

0
A2(s, X) ds

�

. (49)

Доказательство того, что процесс B = (Bt)t¶T является броуновским
движением (если F B

t =F X
t , t¾ 0, то B называется обновляющим процессом

для X), легко может быть получено из формулы Ито для семимартингалов
(§ 3d гл. III), примененной к eiλ(Bt−Bs), t¾ s, λ∈R. Действительно,

eiλ(Bt−Bs) = 1+ iλ
∫ t

s
eiλ(Bu−Bs) dBu+

+ iλ
∫ t

s
eiλ(Bu−Bs)

�

au(ω)− A(u, X(ω))
�

du− λ
2

2

∫ t

s
eiλ(Bu−Bs) du. (50)
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Поскольку

E
�

∫ t

s
eiλ(Bu−Bs) dBu

�

�

�F X
s

�

= 0

и

E
�

∫ t

s
eiλ(Bu−Bs)

�

au(ω)− A(u, X(ω))
�

du
�

�

�F X
s

�

=

= E
�

∫ t

s
eiλ(Bu−Bs) E

�

au(ω)− A(u, X(ω))
�

� F X
u

�

du
�

�

�F X
s

�

= 0,

из формулы (50) находим, что (P-п. н.)

E(eiλ(Bt−Bs) |F X
s ) = 1− λ

2

2

∫ t

s
E(eiλ(Bu−Bs) |F X

s ) du,

откуда (P-п. н.)

E(eiλ(Bt−Bs) |F X
s ) = e−

λ2

2 (t−s), 0 ¶ s ¶ t, (51)

и, значит, B является процессом броуновского движения. (Непрерывность
траекторий (Bt)t¶T следует из формулы (43).)

Чтобы доказать оставшиеся утверждения, надо лишь заметить, что

dµX
T

dµB
T
=

dµX
T

dµB
T

·
dµB

T

dµB
T

,
dµB

T

dµB
T
= 1,

и воспользоваться утверждениями теорем 3 и 4.

8. Теоремы 1––5 допускают обобщение (подробнее см. [303, гл. 7]) на мно-
гомерные процессы X , на тот случай, когда вместо единичного коэффициен-
та диффузии в формулах (1), (33) допускаются коэффициенты, зависящие от t
и «прошлых значений» Xs, s¶ t.

Приведем в этом направлении следующий результат.
Пусть X = (Xt)t¶T является процессом диффузионного типа,

dXt = α(t, X) dt+β(t, X) dBt , (52)

где α(t, x) и β(t, x) –– неупреждающие функционалы, причем β(t, x) > 0,
определен стохастический интеграл

∫ t

0
β(s, X) dBs,

t¶T , и
∫ T

0 |α(s, X)| ds<∞ (P-п. н.).
Пусть eα(t, x) также неупреждающий функционал, для которого

∫ T

0
|eα(s, X)| ds < ∞ (P-п. н.)
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и
∫ T

0

�

α(s, X)− eα(s, X)
β(s, X)

�2

ds < ∞. (53)

Положим

Zt = exp
§

∫ t

0

eα(s, X)−α(s, X)
β(s, X) dBs−

1
2

∫ t

0

�

eα(s, X)−α(s, X)
β(s, X)

�2

ds
ª

. (54)

Тогда если E ZT = 1, то относительно меры ePT , dePT = ZT dPT , процесс X
будет процессом диффузионного типа с дифференциалом

dXt = eα(t, X) dt+β(t, X) deBt , (55)

где eB –– броуновское движение (по мере ePT ).

Пример. Пусть Xt = emt+σBt . Тогда

dXt = Xt

�

�

m+ σ
2

2

�

dt+σ dBt

�

, (56)

т. е. α(t, X) =
�

m + σ
2

2

�

Xt , β(t, X) = σXt . Положим eα(t, X) ≡ 0. Из форму-
лы (54) получаем

Zt = exp
§

�m
σ
+ σ2

�

Bt −
1
2

�m
σ
+ σ2

�2
t
ª

, (57)

и относительно меры ePT , dePT = ZT deP, процесс X = (Xt)t¶T имеет стохастиче-
ский дифференциал

dXt = σXt deBt .

Иначе говоря, относительно меры ePT процесс X = (Xt)t¶T становится стан-
дартным геометрическим броуновским движением (см. § 3a гл. III):

Xt = exp
§

σeBt −
σ2

2 t
ª

. (58)

§ 3c. Конструкция мартингальных мер в случае процессов Леви.
Преобразование Эшера

1. Если X = (Xt)t¶T является по отношению к исходной мере PT процессом
диффузионного типа с локальными характеристиками α(t, X) и β(t, X) (см.
формулу (52) в § 2c), то теорема Гирсанова указывает явную конструкцию
новой меры ePT , относительно которой процесс X имеет (новые) локальные
характеристики eα(t, X) и eβ(t, X). Если при этом eα(t, X)≡ 0, то процесс X
становится по мере ePT локальным мартингалом, в связи с чем эту меру ePT
называют локально мартингальной.
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Сама же конструкция этой меры осуществляется по формуле

dePT = ZT dPT , (1)

где ZT задается выражением (54) из предыдущего параграфа.
В основе преобразования Эшера как метода построения новой меры ле-

жит, в сущности, та же самая идея. Но только в качестве исходного про-
цесса X = (Xt)t¶T рассматриваются процессы с независимыми приращениями
(в частности, образованные суммами независимых случайных величин).

2. Напомним, что с преобразованием Эшера и его обобщением (условное
преобразование Эшера) мы уже сталкивались в § 2d гл. V (см., в частности,
замечание в п. 2). Полезно также отметить, что, как метод построения «риск-
нейтральных» вероятностных мер, приписывающих больший вес неблаго-
приятным событиям и меньший вес благоприятным, преобразование Эшера
исходной меры PT в меру ePT известно в актуарном деле со времен статьи
Ф. Эшера (F. Esscher [144]), опубликованной в 1932 г.

Например, при расчетах премии в страховании жизни страховые компа-
нии исходят не из (известного с большой точностью) распределения PT дли-
тельности жизни (таблицы смертности второго рода), а из некоторого иного
распределения ePT , отличного от PT (таблицы смертности первого рода) и
имеющего отмеченное свойство перераспределения веса между благоприят-
ными и неблагоприятными событиями.

3. Прежде чем переходить к рассмотрению преобразования Эшера в об-
щем случае, остановимся сначала на следующем простом примере (ср. с § 2d
гл. V), хорошо иллюстрирующем, в чем суть этого преобразования.

Пусть X –– действительнозначная случайная величина с преобразованием
Лапласа Φ(λ)=E eλX <∞, λ∈R, и P=P(dx) –– ее распределение вероятностей
на (R,B(R)).

Введем семейство вероятностных мер P(a), a∈R, определяемых преобразо-
ванием Эшера:

P(a)(dx) = eax

Φ(a) P(dx). (2)

Если положить
Z(a)(x) = eax

Φ(a) , (3)

то видим, что Z(a)(x)>0, E Z(a)(X)=1, мера P(a)∼P и

P(a)(dx) = Z(a)(x) P(dx). (4)

Ясно также, что

Φ(a)(λ) = EP(a) eλX = E e(λ+a)X

Φ(a) = Φ(a+λ)
Φ(a) , (5)
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откуда

EP(a) X = ∂Φ(a)(λ)
∂λ

�

�

�

λ=0
= Φ

′(a)
Φ(a) . (6)

В § 2d гл. V было показано, что если случайная величина X такова, что
P(X >0)>0 и P(X <0)>0, то функция Φ(a) достигает своего минимального
значения в некоторой точке ea, для которой, очевидно, Φ′(ea)=0.

Тем самым, относительно меры eP=P(ea) имеем eEX ≡EP(ea) X =0, что выража-
ют словами, что eP есть «риск-нейтральная» вероятностная мера.

Свойство eEX = 0 можно рассматривать также как «одноэтапную» версию
свойства «мартингальности», что объясняет другое наименование для eP ––
мартингальная мера.

4. Пусть теперь X = (Xt)t¶T –– процесс Леви с характеристической функци-
ей (см. формулу (27) в § 3a и § 1b гл. III)

E eiθ Xt = etψ(θ), (7)

где кумулянта

ψ(θ) = iθb− θ
2

2 c+
∫

(eiθ x −1− iθ g(x))ν(dx) (8)

и g(x) –– функция урезания (например, g(x)= x I(|x|¶1)).
Из формул (7) и (8), формально полагая θ =−iλ, находим, что

E eλXt = etϕ(λ), (9)

где

ϕ(λ) = λb+ λ
2

2 c+
∫

R
(eλx −1−λg(x))ν(dx). (10)

Строгое доказательство представления (9)––(10) для преобразования Ла-
пласа проще всего получить, основываясь на том замечании, что процесс

Z(λ) = (Z(λ)
t )t¾0,

Z(λ)
t = exp{λXt − tϕ(λ)}, (11)

является мартингалом. (Доказательство непосредственно следует из форму-
лы Ито для семимартингалов. При этом, разумеется, предполагается, что
интеграл в формуле (10) конечен.)

По аналогии с формулой (2) введем для каждого a∈R вероятностную меру
P(a)

T , определив ее с помощью преобразования Эшера:

dP(a)
T = Z(a)

T dPT , (12)

где PT –– вероятностная мера на (Ω,FT ), относительно которой процесс X =
= (Xt)t¶T является процессом Леви с локальными характеристиками (b, c,ν).
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Теорема 1. Относительно меры P(a)
T , a ∈ R, процесс X = (Xt)t¶T также

является процессом Леви с преобразованием Лапласа

EP(a)
T

eλXt = etϕ(a)(λ), (13)

где
ϕ(a)(λ) = ϕ(a+λ)−ϕ(a). (14)

Доказательство вытекает из формулы Байеса (§ 3d гл. V), согласно кото-
рой (P(a)

T -п. н.)

EP(a)
T

�

eλ(Xt−Xs) |Fs

�

= EP(a)
T

�

eλ(Xt−Xs) Z(a)
t

Z(a)
s

�

�

�Fs

�

=

= E
�

e(a+λ)(Xt−Xs)−ϕ(a)(t−s) |Fs

�

=

= E e(a+λ)(Xt−Xs)−ϕ(a)(t−s) =

= e(ϕ(a+λ)−ϕ(a))(t−s).

Отсюда видим, что по мере P(a)
T , определяемой преобразованием Эшера (12),

процесс X = (Xt)t¶T также является процессом Леви с преобразованием Ла-
пласа, задаваемым формулами (13) и (14). (Ср. с теоремой Гирсанова из §3b.)

Теорема 2. Относительно меры P(a)
T , a ∈R, локальные характеристики

(b(a), c(a),ν(a)) процесса X = (Xt)t¶T определяются по локальным характери-
стикам (b, c,ν) по формулам (g(x) –– функция урезания)

b(a) = b+ac+
∫

R
g(x)(eax −1)ν(dx), (15)

c(a) = c, (16)

ν(a)(dx) = eax ν(dx). (17)

Доказательство. В силу теоремы 1 процесс X по мере P(a)
T является процес-

сом Леви и

ϕ(a)(λ) = λb(a)+ λ
2

2 c(a)+
∫

R
(eλx −1−λg(x))ν(a)(dx). (18)

Учитывая, что ϕ(a)(λ)=ϕ(a+ λ)−ϕ(λ), λ∈R, из формул (18) и (10) непо-
средственно получаем формулы связи (15)––(17).

5. Пусть X = (Xt)t¶T является процессом Леви (относительно меры PT ).
Будучи семимартингалом, этот процесс допускает (вообще говоря, неедин-
ственное) каноническое разложение X =M + A, где M –– локальный мартин-
гал и A –– процесс ограниченной вариации. Вопрос, которым мы сейчас бу-
дем заниматься, состоит в следующем: при каких условиях на локальные
характеристики (b, c,ν) процесс X является локальным мартингалом (по ме-
ре PT ).
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По-другому можно сказать, что мы интересуемся условиями, при которых
мера PT является мартингальной для процесса X .

Прежде всего отметим, что если X –– локальный мартингал, то, следова-
тельно, он является специальным семимартингалом, и, значит, необходимым
образом должно выполняться условие

(x2∧|x|)∗ν ∈ Aloc (19)

(см. формулу (20) в § 3a).
Пусть X –– специальный семимартингал и

X = N + A (20)

является его каноническим разложением (N –– локальный мартингал и A ––
предсказуемый процесс ограниченной вариации), а

X = B+ X c+ g ∗ (µ−ν)+ (x− g)∗µ (21)

–– его каноническое представление, которое (в силу формулы (19)) может
быть переписано в виде

X = B+ X c+ g ∗ (µ−ν)+ (x− g)∗ (µ−ν)+ (x− g)∗ν. (22)

Из сопоставления формул (20) и (22) находим, что

A = B+ (x− g)∗ν, (23)

и, следовательно, можно утверждать, что специальный семимартингал X
с триплетом предсказуемых характеристик (B, C,ν) является локальным
мартингалом тогда и только тогда, когда

B+ (x− g)∗ν = 0. (24)

Из всего сказанного следует, что процесс Леви X с триплетом локальных ха-
рактеристик (b, c,ν) является специальным семимартингалом в том и только
том случае, когда

∫

(x2∧|x|)ν(dx) < ∞ (25)

(см. формулу (20) в § 3a), и к тому же является локальным мартингалом в
том и только том случае, когда

b+
∫

R
(x− g(x))ν(dx) = 0. (26)

Если g(x)= x I(|x|¶1), то условие (26) принимает следующий вид:

b+
∫

|x |>1
xν(dx) = 0. (27)
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Может, конечно, оказаться, что относительно исходной меры P условие
(26) не выполнено. В этом случае полезно обращение к мерам P(a)

T , построен-
ным выше с помощью преобразования Эшера. Поскольку новые локальные
характеристики (b(a), c(a),ν(a)) определяются формулами (15)––(17), из соот-
ношений (25) и (27) мы заключаем, что относительно меры P(a)

T процесс Леви
является локальным мартингалом в том и только том случае, когда

∫

(x2∧|x|)eax ν(dx) < ∞ (28)

и

b+ac+
∫

|x |>1
xν(dx)+

∫

R
x(eax −1)ν(dx) = 0. (29)

Пример 1. Пусть Xt =mt + σBt + kNt , где B –– стандартное броуновское
движение и N –– стандартный процесс Пуассона с параметром ν> 0 (E Nt =
=νt). Выясним, при каком значении параметра a процесс X = (Xt)t¶T отно-
сительно меры P(a)

T становится локальным мартингалом.
Представляя Xt в виде

Xt = (m+kν)t+σBt +k(Nt −νt), (30)

мы убеждаемся, что этот процесс заведомо будет мартингалом относительно
исходной меры, если

m+kν = 0. (31)

Пусть теперь m+kν 6=0. В рассматриваемом случае процесс (kNt)t¾0 имеет
скачки размера k, мера Леви равнаν(dx)=ν · I{k}(dx),

E eλ(kNt ) = eνt(ekλ−1) (32)

и локальные характеристики b и c процесса X имеют (с функцией урезания
g(x)= x I(|x|¶k)) такой вид:

b = m+kν,

c = σ2.

Из формулы (29) находим для a следующее уравнение (интегрирование по
множеству {x : |x|>1} надо заменить интегрированием по {x : x> k} в силу
выбора в качестве функции урезания функции g(x)= x I(|x|¶k)):

(m+kν)+aσ2+νk(eak −1) = 0. (33)

Если σ2 6=0, то существует корень, скажем ea, этого уравнения, и, следова-
тельно, относительно меры P(ea)

T процесс X становится мартингалом. Если же
σ2=0, то корень ea должен находиться из уравнения

eak = −m
kν , (34)
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из которого видно, что для существования корня значение m должно быть не
равно нулю, причем m и k должны иметь разные знаки.

6. Будем теперь предполагать, что процесс цен S = (St)t¶T порождается
некоторым процессом Леви X = (Xt)t¶T :

St = eXt . (35)

Вопрос, рассматриваемый ниже и важный для проблемы отсутствия ар-
битражных возможностей, состоит в том, является ли процесс S мартинга-
лом относительно исходной меры PT или относительно некоторой меры P(a)

T ,
построенной с помощью преобразования Эшера.

Как и в п. 3, начнем с рассмотрения простого примера.
Пусть X –– действительнозначная случайная величина и Φ(a) = E eaX .

(Предполагается, что Φ(a) < ∞, a ∈ R.) Тогда понятно, что случайная ве-
личина S = eX обладает (относительно исходной меры) «мартингальным»
свойством E S=1, если Φ(1)=1.

Если Φ(1) 6= 1, то можно попытаться найти такое ea, чтобы относительно
меры P(ea)

T , построенной с помощью преобразования (2), было выполнено
«мартингальное» свойство EP(ea)

T
S=1.

Поскольку

EP(a)
T

S = E e(a+1)X

Φ(a) =
Φ(a+1)
Φ(a) , (36)

значение ea должно быть корнем уравнения

Φ(a+1)−Φ(a) = 0. (37)

Если, например, X является нормально распределенной случайной вели-
чиной с параметрами m и σ2, то, поскольку

Φ(a) = E eaX = eam+ (aσ)2

2 , (38)

из формулы (37) находим, что

ea = −1
2 −

m
σ2 . (39)

Обратимся теперь к процессу S= (St)t¶T , определенному формулой (35).
Естественно, прежде всего, выяснить, при каких условиях этот процесс явля-
ется мартингалом относительно исходной меры PT .

Теорема 3. Для того чтобы процесс S = eX был мартингалом относи-
тельно меры PT , достаточно (а также и необходимо), чтобы выполнялись
условия

∫

|x |>1
ex ν(dx) < ∞ (40)

и
b+ 1

2 c+ (ex −1− g(x))∗ν = 0. (41)
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Доказательство. Условие (40) вместе с условием (x2∧1)∗ν<∞ обеспечи-
вает конечность интеграла (ex −1− g(x))∗ν.

Ясно, что
E(eXt−Xs |Fs) = E eXt−Xs = e(t−s)ϕ(1),

где ϕ(1) определено формулой (10), есть в точности выражение, стоящее в
левой части равенства (41). Следовательно,

E(eXt |Fs) = eXs ,

что и доказывает мартингальность процесса S = eX . (Необходимость усло-
вий (40) и (41) показана в книге [250, гл. X, § 2a].)

7. Пусть условие (41) не выполнено. Согласно теореме 1 имеем

EP(a)
T

(eXt−Xs |Fs) = e(t−s)(ϕ(a+1)−ϕ(a)). (42)

Поэтому ясно, что если ea –– корень уравнения

ϕ(a+1)−ϕ(a) = 0, (43)

то относительно меры P(ea)
T процесс S= (St)t¶T будет мартингалом.

Из формулы (43) с учетом соотношения (18) приходим к следующему ре-
зультату.

Теорема 4. Пусть ea таково, что

|eeax (ex −1)− g(x)| ∗ν < ∞
и

b+
�

ea+ 1
2

�

c+ (eeax (ex −1)− g(x))∗ν = 0. (44)

Тогда относительно меры P(ea)
T процесс S= (St)t¶T является мартингалом.

Пример 2. Пусть St = eXt , где процесс X = (Xt)t¾0 определен в примере 1.
В этом случае уравнение (44) принимает такой вид:

�

m+ σ
2

2

�

+aσ2+ν[eak(ek −1)] = 0. (45)

Если σ=0, k 6=0, то (45) превращается в уравнение

eak = − m
n(ek −1)

, (46)

которое заведомо имеет решение, если m 6=0, а k и m имеют разные знаки.
Если k=0, то

St = emt+σBt , (47)

что является стандартной моделью геометрического броуновского движения
(гл. III, § 4b). По формуле Ито

dSt = St

��

m+ σ
2

2

�

dt+σ dBt

�

. (48)
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Из формул (45) или из (39) находим, что ea=−1
2 −

m
σ2 и

Z(ea)
T = exp

¦

−
� m
σ2 +

σ
2

�2
T
©

.

Поскольку

EP(ea)
T

eλXt = exp
¦

σ2t
2 [−λ+λ2]

©

,

мы видим, что

Law(Xt |P
(ea)
T ) = N

�

−σ
2t

2 , σ
2t

2

�

.

Иначе говоря, относительно меры P(ea)
T процесс (Xt)t¶T имеет то же самое

распределение, что и процесс
�

σWt −
σ2

2 t
�

t¶T
, где W = (Wt)t¶T –– стандарт-

ный винеровский процесс (ср. с примером в конце § 3b), а процесс S= (St)t¶T
становится стандартным геометрическим броуновским движением.

Тем самым, в рассматриваемом случае конструкции мартингальной меры
и с помощью преобразования Гирсанова, и с помощью преобразования Эшера
приводят к одному и тому же результату. (Это, впрочем, и неудивительно,
поскольку в данном случае мартингальная мера является единственной, а
процесс Xt =mt+σBt одновременно является и диффузионным, и процессом
с независимыми приращениями.)

Замечание. О преобразовании Эшера и применениях к расчетам опцио-
нов см. работы Г. Гербера и Е. Шиу (H. U. Gerber, E. S. W. Shiu [177], [178]).

§ 3d. Предсказуемые критерии мартингальности цен. I

1. Настоящий и следующий параграфы посвящены отысканию предсказуе-
мых критериев (т. е. критериев, выраженных в терминах свойств триплетов
предсказуемых характеристик рассматриваемых процессов), при которых це-
ны –– семимартингалы S = (St)t¾0 –– являются мартингалами или локальны-
ми мартингалами (относительно исходной меры P или некоторой меры eP�
�P). Ср. с § 3f гл. V для дискретного времени.

Начнем с замечания о том, что в разных задачах могут оказаться удобны-
ми разные представления для рассматриваемых цен.

Если S= (St ,Ft)t¾0 –– семимартингал, то согласно определению

St = S0+at +mt , (1)

где a= (at ,Ft)t¾0 –– процесс ограниченной вариации, а m= (mt ,Ft)t¾0 –– ло-
кальный мартингал. Это разложение не является однозначным. Если, напри-
мер, S= (St)t¾0 –– стандартный процесс Пуассона (S0=0, E St =λt), то в соот-
ношении (1) можно положить как at =St , mt =0, так и at =λt, mt =St −λt.

Разложение (1) носит аддитивный характер. Но если предполагать, что
S= (St)t¾0 является специальным положительным семимартингалом и (1) ––
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его разложение с предсказуемым процессом a= (at)t¾0, то при дополнитель-
ном предположении, что St−+∆at 6=0, для S имеет место мультипликатив-
ное разложение

St = S0E(ba)tE(bm)t , (2)

где

E(g)t = egt−
1
2 〈g

c〉t
∏

0<s¶t

(1+∆gs)e−∆gs (3)

–– стохастическая экспонента, и процессы ba= (bat) и bm= (bmt) определяются
по формулам

bat =
∫ t

0

dau

Su−
, bmt =

∫ t

0

dmu

Su−+∆au
. (4)

В справедливости формулы (2) можно легко убедиться, применяя формулу
Ито; детали см. в [304, гл. 2, § 5].

Произведение двух стохастических экспонент в соотношении (2) может
быть по формуле Йора (см. формулу (18) в § 3f гл. III) превращено в одну
стохастическую экспоненту:

E(ba)tE(bm)t = E( bH)t , (5)

где
bHt = bat + bmt + [ba, bm]t (6)

и
[ba, bm]t =

∑

0<s¶t

∆bas ∆bms. (7)

Поэтому для S= (St)t¾0 получаем следующее представление:

St = S0E( bH)t , (8)

которое оказывается весьма удобным при анализе этого процесса «на мар-
тингальность», поскольку стохастическая экспонента E( bH) является локаль-
ным мартингалом тогда и только тогда, когда bH есть локальный мартингал.

Выше (§1a гл. II) отмечалось, что с точки зрения статистического анализа
более удобно не представление (8), а представление по формуле сложных
процентов:

St = S0eHt (9)

с некоторым семимартингалом H= (Ht)t¾0. И именно это представление (9)
принимается обычно в финансовой математике как исходное. Переход же
от (9) к (8) осуществляется по формуле

bHt = Ht +
1
2 〈H

c〉t +
∑

0<s¶t

(e∆Hs −1−∆Hs), (10)
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которую в дифференциально-разностной форме можно записать следующим
образом:

d bHt = dHt +
1
2 d〈Hc〉t + (e∆Ht −1−∆Ht). (11)

Для доказательства формулы (10) заметим, что по формуле Ито, применен-
ной к f (H)= eH ,

dSt = St−

�

dHt +
1
2 d〈Hc〉t + (e∆Ht −1−∆Ht)

�

. (12)

С другой стороны, из формулы (8) и свойств стохастической экспоненты
следует, что

dSt = St− d bHt . (13)

Сопоставление соотношений (12) и (13) приводит к формуле (10).

Замечание 1. Бесконечная сумма в формуле (10) абсолютно сходится
(P-п. н.), поскольку для всякого семимартингала H существует лишь конеч-
ное число моментов времени s¶ t, для которых

|∆Hs| >
1
2 и

∑

0<s¶t

(∆Hs)2 < ∞

(см. § 5b гл. III). По той же самой причине абсолютно сходится бесконечное
произведение в определении стохастической экспоненты (3).

2. Пусть H –– семимартингал и

H = H0+B+Hc+ g ∗ (µ−ν)+ (x− g(x))∗µ (14)

есть его каноническое представление (относительно некоторой функции уре-
зания g= g(x); µ=µH –– мера скачков H иν=νH –– ее компенсатор; см. § 3a).

Из формул (10) и (14) для bH получаем следующее представление:

bH = H + 1
2 〈H

c〉+ (ex −1− x)∗µ =

= H0+B+Hc+ 1
2 〈H

c〉+ g ∗ (µ−ν)+ (x− g(x))∗µ+ (ex −1− x)∗µ. (15)

Для преобразования правой части равенства (15) воспользуемся тем, что
если |W | ∗ν∈A +

loc, то |W | ∗µ∈A +
loc и при этом (см. § 3a)

W ∗ (µ−ν) = W ∗µ−W ∗ν. (16)

Отсюда и из формулы (15) находим, что если
�

|x|I(|x| ¶ 1)+ ex I(|x| > 1)
�

∗ν ∈ A +
loc, (17)

то
bH = K +H0+Hc+ (ex −1)∗ (µ−ν), (18)
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где Hc+ (ex −1)∗ (µ−ν)∈Mloc(P) и

K = B+ 1
2 〈H

c〉+ (ex −1− g(x))∗ν.

Тем самым, из (18) вытекает следующая

Теорема. Если выполнено условие (17), то bH ∈Mloc(P) и S∈Mloc(P) в том
и только в том случае, когда

Kt = 0 (P-п. н.), t > 0. (19)

В этом случае локальный мартингал равен

bH = H0+Hc+ (ex −1)∗ (µ−ν). (20)

Пример. Пусть H –– процесс Леви, триплет (B, C,ν) которого имеет следу-
ющий вид:

Bt = bt, Ct = σ
2t, ν(dt, dx) = dt F(dx), (21)

где мера F= F(dx) такова, что F({0})=0 и
∫

(x2∧1) F(dx) < ∞. (22)

Усилим неравенство (22), предполагая, что
∫

�

|x|I(|x| ¶ 1)+ ex I(|x| > 1)
�

F(dx) < ∞. (23)

В этом предположении процесс цен St = S0eHt будет (относительно исход-
ной меры P) мартингалом, если (b,σ2, F) подчиняется следующему соотно-
шению:

b+ σ
2

2 +
∫

(ex −1− g(x)) F(dx) = 0. (24)

Пусть Bt = B0ert –– банковский счет, тогда дисконтируемый процесс цен
S
B =

�

St

Bt

�

t¾0
образует по мере P мартингал, если

b+ σ
2

2 +
∫

(ex −1− g(x)) F(dx) = r. (25)

Замечание 2. В соответствии с обозначением (10) в предыдущем парагра-
фе левая часть уравнений (24) и (25) есть значение «кумулянтной» функции
ϕ(λ) при λ=1. Поэтому формуле (25) можно придать следующий вид:

ϕ(1) = r. (26)
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Замечание 3. Как показывает теорема 3 из § 3c, в случае процессов Леви
условие

∫

|x|I(|x| ¶ 1) F(dx) < ∞ становится излишним. (Это условие воз-
никло в ходе перегруппирования членов в формуле (15) с использованием
формулы (16).)

§ 3e. Предсказуемые критерии мартингальности цен. II

1. Если условие (19) теоремы из § 3d не выполняется, то относительно
исходной меры P процесс цен S=S0eH не является локальным мартингалом.

Но для многих целей (и, в частности, для проблем отсутствия арбитраж-
ных возможностей; см. § 2b) достаточно лишь существования некоторой

меры eP со свойством eP
loc
� P или eP loc∼ P, относительно которой процесс цен S

является локальным мартингалом.
Вопросу существования мер с таким свойством было уделено много вни-

мания в моделях с дискретным временем (§ 3a––3f гл. V).
Ниже этот вопрос рассматривается для случая непрерывного времени в се-

мимартингальных моделях.

2. Пусть (Ω,F , (Ft)t¾0, P) –– стохастический базис, Pt =P |Ft –– сужение ме-

ры P на Ft . Пусть также eP –– такая вероятностная мера на F , что eP
loc
� P, т. е.

ePt�Pt при всех t¾0. Будем предполагать, что F0={∅,Ω} и eP0=P0.
Исследование вопросов существования мер eP, относительно которых тот

или иной процесс становится локальным мартингалом, начнем с теоремы
Гирсанова для локальных мартингалов, показывающей, что происходит с ло-
кальными мартингалами при абсолютно непрерывной замене меры.

Теорема 1. Пусть eP
loc
� P, M ∈Mloc(P), M0 = 0 и Z = (Zt)t¾0, где Zt =

dePt

dPt
.

Пусть квадратическая ковариация [M, Z] имеет P-локально интегрируемую
вариацию и 〈M, Z〉 –– предсказуемая квадратическая ковариация (компенса-
тор процесса [M, Z]).

Тогда процесс
eM = M − 1

Z−
· 〈M, Z〉, (1)

является eP-локальным мартингалом и eP-характеристика 〈 eMc, eMc〉 совпада-
ет (eP-п. н.) с P-характеристикой 〈Mc, Mc〉.

Доказательство. В соответствии с леммой из § 3d гл. V имеем

XZ ∈ M ⇔ X ∈ M (eP). (2)

(Формулировка и доказательство указанной леммы были даны для дискрет-
ного времени; на случай непрерывного времени они переносятся автомати-
чески.)
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Из утверждения (2) легко выводятся (см. детали в книге [250, гл. III, § 3b])
следующие «локальные» версии:

XZ ∈ Mloc(P) ⇒ X ∈ Mloc(eP); (3)

(XZ)Tn ∈ Mloc(P) ⇒ X ∈ Mloc(eP), (4)

где (XZ)Tn = (Xt∧Tn
Zt∧Tn

)t¾0 и Tn= inf(t : Zt <1/n).
Таким образом, для доказательства того, что eM ∈ Mloc(eP), достаточно

лишь убедиться в том, что ( eMZ)Tn ∈Mloc(P), n¾1.
Пусть

A = 1
Z−
· 〈M, Z〉. (5)

Тогда по формуле Ито

(M − A)Z = MZ− AZ =
= (M− · Z+ Z− ·M + [M, Z])− (A · Z+ Z− · A) =

=
�

M− · Z+ Z− ·M + ([M, Z]−〈M, Z〉)
�

+ 〈M, Z〉− A · Z−〈M, Z〉 =
= M− · Z+ Z− ·M + ([M, Z]−〈M, Z〉)− A · Z. (6)

Первые три члена в правой части равенства (6) являются P-локальными
мартингалами. Таковым же является при каждом n¾1 процесс (A · Z)Tn . Тем
самым, согласно утверждению (4) имеем eM ∈Mloc(eP).

Таким образом, относительно меры eP процесс M становится семимартин-
галом с каноническим разложением

M = eM + A. (7)

Отсюда и из определения квадратических вариаций [M, M] и [ eM, eM] с по-
мощью пределов при n→∞ римановских последовательностей S(n)(M, M)
и S(n)( eM, eM) (см. формулу (10) в § 5b гл. III) вытекает, что с точностью до
eP-неразличимости [M, M]= [ eM, eM]. Учитывая, наконец, формулу (22) из то-
го же § 5b гл. III, делаем вывод о совпадении (по мере eP) предсказуемых
квадратических вариаций 〈Mc, Mc〉 и 〈 eMc, eMc〉.

3. Пусть St = S0eHt , где H = (Ht)t¾0 –– семимартингал, и пусть eP
loc
� P, Zt =

=
dePt

dPt
.

Предположим, что процесс Z = (Zt)t¾0 порождается некоторым P-локаль-
ным мартингалом N= (Nt)t¾0:

dZt = Zt− dNt . (8)

Иначе говоря, пусть Z=E(N).
Представим процесс S в виде S= S0E( bH), где bH находится по H согласно

формуле (10) из предыдущего параграфа.
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Пусть bH –– специальный семимартингал с каноническим разложением

bH = H0+ bA+ bm, (9)

где bm∈Mloc(P) и bA –– предсказуемый процесс локально ограниченной вариа-
ции.

Запишем bH в следующем виде:

bH = H0+ bA+ bm = H0+ bA+ 〈bm, N〉+ (bm−〈bm, N〉) (10)

и заметим, что
1

Z−
· 〈bm, Z〉 = 〈bm, N〉. (11)

Тогда в силу теоремы 1 процесс bm−〈bm, N〉 по мере eP, dePt = Zt dPt , t¾0, явля-
ется локальным мартингалом.

Следовательно, имеет место

Теорема 2. Если bH –– специальный семимартингал с каноническим разло-

жением (9), eP
loc
�P и процесс Z= (Zt)t¾0 допускает представление (8), то

bA+ 〈bm, N〉 = 0 ⇒ bH ∈ Mloc(eP). (12)

4. Пусть выполнено условие (17) из предыдущего параграфа и процесс N
допускает следующее представление:

N = β ·Hc+ (Y −1)∗ (µ−ν) (13)

с предсказуемым процессом β = (βt(ω))t¾0 и eP -измеримой функцией Y =
= Y (t,ω, x), t ¾ 0, ω∈Ω, x ∈R. (В формуле (14) µ= µH , ν=νH и предпола-
гается, что соответствующие интегралы по Hc и µ−ν определены.)

Воспользуемся представлением (18) из § 3d для bH:

bH = H0+K +Hc+ (ex −1)∗ (µ−ν). (14)

Тогда если считать, чтоν({t}× dx;ω)=0, то найдем (см. замечание в конце
п. 4 § 3a), что

〈bm, N〉 = β · 〈Hc〉+ (Y −1)(ex −1)∗ν. (15)

Из утверждения (12), формул (14) и (15), а также (19) из § 3d приходим к сле-
дующему результату.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (17) из § 3d,ν({t}×dx;ω)=0 и

|Y −1||ex −1| ∗νt < ∞. (16)

Тогда если

B+
�1

2 +β
�

〈Hc〉+ (ex −1− g(x))∗ν+ (ex −1)(Y −1)∗ν = 0, (17)

то относительно меры eP, dePt = Zt dP, t¾0, процессы bH и S=S0E( bH) являют-
ся локальными мартингалами.
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Пример. Пусть H –– процесс Леви, рассмотренный в примере § 3d, и пусть
βs(ω)≡β и Y =Y (x). Тогда при условии

b+
�1

2 +β
�

σ2+
∫

(ex −1− g(x)) F(dx)+
∫

(ex −1)(Y −1) F(dx) = 0 (18)

процессы bH и S=S0E( bH) являются eP-локальными мартингалами.

Заметим, что условию (18) можно придать также следующую форму:

b+
�1

2 +β
�

σ2+
∫

((ex −1)Y − g(x)) F(dx) = 0. (19)

В случае β=0 и Y =1 это условие совпадает с условием (24) из § 3d.
Напомним представление для кумулянтной функции ϕ(λ) из § 3c:

ϕ(λ) = λb+ λ
2

2 σ
2+

∫

(eλx −1−λg(x)) F(dx). (20)

Тогда, взяв β = eλ и Y (x)= eeλx , из формулы (20) находим, что условие (19)
будет выполнено, если eλ выбрано как корень уравнения

ϕ(λ+1)−ϕ(λ) = 0. (21)

Пусть Bt = B0ert , тогда дисконтируемые цены S
B относительно меры eP об-

разуют локальный мартингал, если dePt = Zt dPt и dZt = Zt− dNt , где

N = eλ ·Hc+ (e
eλx −1)∗ (µ−ν) (22)

и eλ есть корень уравнения

ϕ(λ+1)−ϕ(λ) = r.

§ 3f. О представимости локальных мартингалов
((Hc, µ−ν)-представимость)

1. В предыдущем параграфе предполагалось, что процесс плотности Z =

= (Zt)t¾0 с Zt =
dePt

dPt
, являющийся P-локальным мартингалом, допускает (см.

формулу (13)) представление Z = E(N), где P-локальный мартингал N есть
сумма двух интегралов по Hc и µ−ν.

Сопоставляя это представление с (µ−ν)-представимостью в случае дис-
кретного времени (§4c гл. V), естественно его называть (Hc, µ−ν)-представи-
мостью, что и объясняет появление этих слов в заголовке данного параграфа.

В полной общности вопросы представимости локальных мартингалов рас-
сматриваются в книге [250, гл. III, § 4c]. Поэтому остановимся далее лишь
на некоторых общих результатах, имеющих самое прямое отношение к во-
просам арбитража, полноты и конструкции вероятностных мер, локально
абсолютно непрерывных относительно исходной меры.
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2. Прежде всего отметим, что для удовлетворительного решения вопроса
о представимости локальных мартингалов по локальному мартингалу Hc и
мартингальной мере µ−ν на структуру пространства Ω элементарных исхо-
дов ω приходится накладывать дополнительные предположения. Именно, в
дальнейшем всегда будем считать, что Ω есть каноническое пространство,
состоящее из всех функций ω= (ωt)t¾0, являющихся непрерывными справа
и имеющих пределы слева. (См. по этому поводу также [250, гл. III, 2.13].)

Рассматриваемые далее случайные процессы X = (Xt(ω))t¾0 и, в частно-
сти, семимартингалы, будут предполагаться канонически заданными, т. е.
Xt(ω)≡ωt .

Под фильтрацией (Ft)t¾0 будет пониматься семейство σ-алгебр

Ft =
⋂

s>t
F 0

s ,

где F 0
s =σ(ω: ωu, u¶ s). Будем полагать также F =

∨

Ft .
Пусть P –– вероятностная мера на (Ω,F ), Pt =P |Ft , t¾0, H= (Ht ,Ft)t¾0 ––

семимартингал с триплетом предсказуемых характеристик (B, C,ν). Для про-
стоты рассуждений будем предполагать, что H0=Const (P-п. н.).

Во многих отношениях интересен и важен вопрос о том, когда триплет
(B, C,ν) однозначно определяет меру P. То, что, вообще говоря, это не так,
показывают самые простые «детерминистические» примеры.

Так, например, пусть H = (Ht)t¾0 является решением (обыкновенного)
дифференциального уравнения

Ḣt = 2|Ht |1/2, H0 = 0

(с нелипшицевой правой частью). Это уравнение, очевидно, имеет два реше-
ния: H(1)

t ≡ 0, H(2)
t = t2. Оба они являются семимартингалами относительно

мер P(1) и P(2), первая из которых «сидит» на траекторииωt ≡0, а вторая –– на
ωt = t2. В то же самое время в обоих случаях их триплеты (B, C,ν) совпадают,
причем C=0,ν=0 и Bt(ω)=

∫ t
0 2|ωs|1/2 ds.

3. Для проблемы (Hc, µ−ν)-представимости роль триплетов и единствен-
ности вероятностной меры раскрываются в следующем предложении.

Теорема 1. Пусть на каноническом фильтрованном вероятностном
пространстве (Ω,F , (Ft)t¾0, P) задан семимартингал H = (Ht ,Ft)t¾0, H0=
= Const, с триплетом (B, C,ν), причем мера P является единственной в
следующем смысле: если P′ –– другая мера, относительно которой H имеет

тот же триплет, и P′
loc
�P, P′0=P0, то P′=P.

Тогда всякий локальный мартингал N= (Nt ,Ft) допускает представление

N = N0+ f ·Hc+W ∗ (µ−ν), (1)

где f –– предсказуемый процесс, f 2 · 〈Hc〉∈A +
loc, и W –– eP-предсказуемый процесс,

G(W)∈A +
loc (§ 3a).
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Доказательство этого результата и его обобщение (фундаментальная тео-
рема о представлении) см. в книге [250, гл. III, § 4d].

Из приведенной теоремы вытекают следующие полезные результаты
(в частности, в связи с полными безарбитражными моделями) относительно
(Hc, µ−ν)-представимости.

Теорема 2. Пусть (Ω,F , (Ft)t¾0, P) –– каноническое фильтрованное веро-
ятностное пространство.

1. Если H= (Ht ,Ft)t¾0 является процессом броуновского движения, то вся-
кий локальный мартингал N= (Nt ,Ft)t¾0 имеет вид

N = H0+ f ·H, (2)

где f 2 · 〈H〉∈A +
loc.

2. Если семимартингал H = (Ht ,Ft) является процессом с независимыми
приращениями, то всякий локальный мартингал N = (Nt ,Ft)t¾0 допускает
представление (1).

Доказательство непосредственно следует из теоремы 1 в силу единствен-
ности винеровской меры и того факта, что для процессов с независимыми
приращениями их триплет является детерминированным, и по нему распре-
деление вероятностей определяется (в силу формулы Леви––Хинчина) одно-
значным образом.

Отметим, что утверждение 1 уже приводилось ранее (§ 3c гл. III).

4. Наряду с изложенными в теореме 2 случаями 1 и 2, относящимися к
числу классических, остановимся вкратце еще на одном случае, когда также
имеет место результат об (Hc, µ −ν)-представимости локальных мартинга-
лов.

Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение (ср. с § 3e
гл. III)

dHt = b(t, Ht) dt+σ(t, Ht) dBt + g(δ(t, Ht , x))
�

µ(dt, dx;ω)−ν(dt, dx;ω)
�

+
+ g′(δ(t, ht , x))µ(dt, dx;ω), (3)

где b, σ, δ –– борелевские функции, g= g(x) –– функция урезания, g′(x)= x−
− g(x), B –– броуновское движение, µ –– однородная пуассоновская мера с ком-
пенсаторомν(dt, dx)=dt F(dx) (§ 3a). Хорошо известно (см., например, [250,
гл. III, §2c]), что в случае (локально) липшицевых коэффициентов, удовлетво-
ряющих условию линейного роста, стохастическое дифференциальное урав-
нение (3) (с начальным условием H0 =Const) имеет единственное сильное
решение (§ 3e гл. III). При этом оказывается, что независимо от того, каково
исходное вероятностное пространство, на котором определены броуновское
движение и пуассоновская мера, распределение вероятностей процесса-ре-
шения H на каноническом пространстве (Ω,F ) определяется однозначным
образом.
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Процесс H является семимартингалом с триплетом (B, C,ν), где

Bt(ω) =
∫ t

0
b(s,ωs) ds,

Ct(ω) =
∫ t

0
σ2(s,ωs) ds,

ν(dt, dx;ω) = dt Kt(ωt , dx),

Kt(ωt , A)=
∫

IA\{0}(δ(t,ωt , x)) F(dx).
Таким образом, при наличии сформулированных условий на коэффициен-

ты (локальное условие Липшица и линейный рост) можно утверждать, что
всякий локальный мартингал N = (Nt ,Ft)t¾0 допускает (Hc, µ−ν)-представ-
ление. (Подробнее см. [250, гл. III, § 2a].)

§ 3g. Теорема Гирсанова для семимартингалов.
Структура плотностей вероятностных мер

1. Если M= (Mt ,Ft)t¾0 –– локальный мартингал на (Ω,F , (Ft)t¾0, P) и eP
loc
�

P, то относительно меры P процесс M является семимартингалом (см. форму-
лы (7) в § 3e).

Весьма замечательно, что относительно такой замены меры всякий се-
мимартингал переходит также в семимартингал. Иначе говоря, класс семи-
мартингалов является устойчивым по отношению к локально непрерывной
замене меры. (Этот результат является простым следствием формулы Ито
для семимартингалов (§ 5c гл. III).)

С точки зрения отсутствия арбитражных возможностей для финансовой
математики особенно интересен вопрос о том, относительно каких мер eP со

свойством eP loc∼ P или eP
loc
� P рассматриваемый семимартингал X , описываю-

щий, скажем, динамику цен, является локальным мартингалом или мартин-
галом.

2. Один из возможных подходов к решению этой задачи состоит в выяс-

нении того, как при локально абсолютной непрерывной замене меры eP
loc
�P

преобразуется каноническое представление (по мере P)

X = X0+B+ X c+ g ∗ (µ−ν)+ (x− g(x))∗µ (1)

семимартингала X с триплетом (B, C,ν) в каноническое представление

X = X0+ eB+ X c+ g ∗ (µ−eν)+ (x− g(x))∗µ (2)

(по мере eP) этого семимартингала с новым триплетом (eB, eC, eν).
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Пусть Zt =
dePt

dPt
, t¾0. Положим

β =
d〈Zc, X c〉
d〈X c, X c〉 ·

I(Z− > 0)
Z−

, (3)

Y = EP
µ

�

Z
Z−

I(Z− > 0)
�

�

�

eP
�

, (4)

где EP
µ –– усреднение по мере MP

µ на (Ω×R+ × E,F ⊗B(R+)⊗E), определяе-
мое формулой W ∗MP

µ=E(W ∗µ) для всех измеримых неотрицательных функ-
ций W =W(ω, t, x). (Ср. с определением Yn(x,ω), Mn(dx, dω) в § 3e гл. V.)

Процессы β и Y играют ключевую роль в вопросах преобразования три-
плетов при замене меры, а следующий результат часто называют теоремой
Гирсанова для семимартингалов.

Теорема 1. Пусть eP
loc
�P, Zt =

dePt

dPt
, t¾0, и процессы β и Y определяются по

Z= (Zt)t¾0 по формулам (3) и (4).
Тогда eB, eC и eν, определяемые формулами

eB = B+β ·C+ g(x)(Y −1)∗ν, (5)
eC = C, (6)
eν = Y ·ν, (7)

задают версию триплета семимартингала X по мере eP.

Доказательство этой теоремы (не только в сформулированном случае
одномерных семимартингалов, но и в многомерном случае) дается в
книге [250, гл. III, § 3d] и в техническом отношении является довольно
трудным. Отсылая за деталями доказательства к указанной монографии,
прокомментируем содержательную сторону утверждения этой теоремы.

Прежде всего отметим, что для случая дискретного времени соответству-
ющий результат был доказан в § 3e гл. V, где объясняется смысл дискретных
(по времени) аналогов меры MP

µ и величины Y .
Равенство (5) показывает, как трансформируется «сносовая» компонента

B триплета (B, C,ν).
Равенство (6) говорит о том, что квадратические характеристики у непре-

рывной мартингальной составляющей X c на самом деле при абсолютно
непрерывной замене меры не изменяются (с точностью до eP-стохастической
эквивалентности).

Равенство (7) показывает, что Y есть не что иное, как производная Радо-
на––Никодима меры eν по мереν.

3. Если семимартингал X является специальным, то в каноническом пред-
ставлении (2) можно положить g(x)= x и тогда

X = X0+B+ X c+ x ∗ (µ−ν). (8)
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Отсюда видно, что специальный семимартингал X является локальным
мартингалом, если B≡0. Вместе с теоремой 1 это замечание приводит к сле-
дующему предложению.

Теорема 2. Пусть eP
loc
�P и при этом (x2∧|x|)∗eν∈A +

loc. Тогда специальный
семимартингал X относительно меры eP является локальным мартингалом,
если

B+β ·C+ x(Y −1)∗ν ≡ 0. (9)

4. Формулы (3) и (4) показывают, как, зная процесс Z= (Zt)t¾0, находить
β и Y . Естественно теперь поставить обратный вопрос, как по β и Y найти
соответствующий процесс Z.

Решение этого вопроса открывает путь к построению меры eP, относитель-
но которой семимартингал X становится локальным мартингалом. Действи-
тельно, если β и Y таковы, что выполнено условие (9), и по ним восстанавли-
вается процесс Z, то по мере eP, dePT = ZT dPT , процесс X = (Xt)t¶T заведомо
будет на [0, T] локальным мартингалом.

Пусть X –– семимартингал, заданный на каноническом пространстве
(Ω,F , (Ft)t¾0, P). Предположим, что всякий P-мартингал M допускает
(X c, µ−ν)-представление:

M = M0+ f · X c+W ∗ (µ−ν). (10)

(См. формулу (1) в § 3f.)

Теорема 3. Пусть eP
loc
� P, Z = (Zt)t¾0 является процессом плотности,

ν({t}× E;ω)= 0, t> 0, β и Y определены по формулам (3) и (4). Тогда (при
выполнении свойства (X c, µ−ν)-представимости) процесс Z удовлетворяет
соотношению

Z = Z0+ (Z−β) · X c+ Z−(Y −1)∗ (µ−ν). (11)

Если при всех t>0 выполняется неравенство

β2 · 〈X c〉t + (1−
p

Y )2 ∗νt < ∞, (12)

то процесс N= (Nt)t¾0,

Nt = β · X c
t + (Y −1)∗ (µ−ν)t (13)

является P-локальным мартингалом. Процесс Z= (Zt)t¾0 является решением
уравнения Долеан

dZ = Z− dN (14)

и может быть представлен в виде

Zt = Z0E(N)t , (15)

где
E(N)t = eNt−

1
2 (β2C)t

∏

0<s¶t

(1+∆Ns)e−∆Ns . (16)
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Приведенная формулировка теоремы предполагает, что ν({t}× E;ω)= 0.
Это условие означает, что процесс X является квазинепрерывным слева, т. е.
для любого предсказуемого момента остановки τ величина ∆Xτ= 0 на мно-
жестве {τ <∞}. В общем случае соответствующая формулировка вместе с
доказательством дается в книге [250, гл. III, § 5a].

Замечание. По поводу непосредственного применения результатов тео-
рем 2 и 3 в диффузионных моделях см. следующий § 4a.
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4. Арбитраж, полнота и расчеты цены хеджирования
в диффузионных моделях акций

§ 4a. Арбитраж и условия его отсутствия. Полнота

1. Выше, как для случая дискретного, так и для случая непрерывного вре-
мени, было уделено достаточно много внимания вопросам построения ве-
роятностных мер, относительно которых процессы цен являются мартин-
галами или локальными мартингалами. Связано это, главным образом, с
тем, что наличие эквивалентных мартингальных мер позволяет в достаточ-
но широких предположениях утверждать, что арбитражные возможности
отсутствуют (см. § 2b, c). К тому же знание множества всех таких мер дает
возможность, используя мартингальную технику, производить расчеты, на-
пример, справедливых (рациональных) стоимостей, находить хеджирующие
стратегии и т. д.

В настоящем параграфе вопрос об отсутствии арбитражных возможно-
стей будет рассматриваться для того случая, когда цены являются процессами
Ито (§ 3d гл. III).

2. Пусть (Ω,F , P) –– вероятностное пространство, на котором задано бро-
уновское движение B= (Bt)t¾0. Через (Ft)t¾0 будем обозначать броуновскую
(винеровскую) фильтрацию, т. е. поток σ-алгебр Ft =σ(F 0

t ∪N ), где F 0
t =

=σ(Bs, s¶ t) и N = {A∈F : P(A)=0}. (Подробнее см. § 3a, гл. III.) При этом
будем также полагать F =

∨

Ft

�

≡σ
�⋃

Ft

��

.
Фильтрованное вероятностное пространство (Ω,F , (Ft)t¾0, P) удовлетво-

ряет обычным условиям (§ 3a гл. III) и будет рассматриваться как тот стоха-
стический базис, который описывает вероятностно-статистическую неопре-
деленность и структуру поступающей информации.

Пусть St = S0eHt –– процесс цены (S0 > 0) некоторого актива, скажем, ак-
ции,

Ht =
∫ t

0

�

µs−
σ2

s

2

�

dx+
∫ t

0
σs dBs, (1)

где µ= (µt ,Ft) и σ= (σt ,Ft) –– два стохастических процесса, удовлетворяю-
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щих (P-п. н.) условиям
∫ t

0
|µs| ds < ∞,

∫ t

0
σ2

s ds < ∞, t > 0. (2)

Из формулы Ито следует, что

dSt = St d bHt , (3)

где

bHt =
∫ t

0
µs ds+

∫ t

0
σs dBs, (4)

т. е. S имеет стохастический дифференциал

dSt = St(µt dt+σt dBt). (5)

Если µt ≡µ, σt ≡σ 6= 0, то получаем стандартную диффузионную модель
Самуэльсона [420], описывающую динамику цен акций с помощью геомет-
рического броуновского движения (§ 4b гл. III):

dSt = St(µ dt+σ dBt). (6)

Положим
Zt = exp

�

−µ
σ

Bt −
1
2

�µ

σ

�2
t
�

. (7)

Тогда E Zt = 1 и из теоремы Гирсанова (см. § 3b или § 3e гл. III) следует, что
для всякого T >0 относительно меры ePT с дифференциалом

dePT = ZT dPT , (8)

где PT = P |FT , процесс S= (St ,Ft)t¾0 становится мартингалом с дифферен-
циалом

dSt = σSt deBt , (9)

где eB= (eBt ,Ft)t¶T является ePT -стандартным броуновским движением.
Таким образом, в случае E ZT =1 построенная на (Ω,FT ) мера ePT эквива-

лентна мере PT (ePT ∼PT ) и относительно нее процесс S= (St ,Ft)t¶T является
мартингалом.

Полезно отметить, что эта мера ePT является единственной в том смысле,
что если QT –– другая мера с тем свойством, что QT ∼PT и относительно QT
процесс S= (St ,Ft)t¶T является локальным мартингалом, то QT = ePT . Этот
результат самым непосредственным образом связан с теоремой о представ-
лении локальных мартингалов относительно броуновской фильтрации (см.
§ 3c гл. III), и его доказательство дается ниже в п. 5.

3. Обратимся теперь к тому случаю, когда процесс цен S имеет дифферен-
циал (5).
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Пусть выполнены следующие условия: P-п. н.

σt > 0 для t > 0 (10)

и
∫ t

0

�µs

σs

�2
ds < ∞. (11)

При этих условиях определен процесс Z= (Zt)t¾0,

Zt = exp
�

−
∫ t

0

µs

σs
dBs−

1
2

∫ t

0

�µs

σs

�2
ds
�

, (12)

являющийся положительным локальным мартингалом, для которого в каче-
стве локализующей последовательности (τn)n¾1 можно взять последователь-
ность с членами

τn = inf
§

t :
∫ t

0

�µs

σs

�2
ds ¾ n

ª

. (13)

Если E ZT = 1, то тогда Z = (Zt)t¶T является мартингалом, мера ePT с диффе-
ренциалом dePT = ZT dPT будет вероятностной мерой, ePT ∼PT , и относитель-
но этой меры процесс S= (St ,Ft)t¶T является локальным мартингалом.

Для доказательства последнего утверждения воспользуемся результатом
теоремы 2 из § 3g.

Поскольку
dZt = −Zt

µt

σt
dBt , (14)

получаем (см. (3) в § 3g), что

βt =
d〈Zc, Sc〉
d〈Sc, Sc〉 · Z

−1
t = −

µt

σt
·Stσt

(Stσt )2 = −
µt

σt
· 1

Stσt
. (15)

Относительно меры P семимартингал S имеет триплет (B, C,ν),ν≡0,

Bt =
∫ t

0
Suµu du, Ct =

∫ t

0
S2

uσ
2
u du. (16)

Но

Bt +
∫ t

0
βu dCu =

∫ t

0

�

Suµu−
µuS2

uσ
2
u

σu ·Suσu

�

du = 0.

Поэтому согласно утверждению теоремы 2 из § 3g процесс S= (St ,Ft)t¶T от-
носительно меры ePT становится локальным мартингалом. При этом (в пред-
положении, что E ZT =1) мера ePT будет единственной в том же самом смысле,
что и в случае µt ≡µ и σt ≡σ (см. далее п. 5).

4. Сформулируем теперь для модели рынка, состоящего из банковского
счета B(0) = (Bt(0))t¾0, Bt(0) ≡ 1, и акции S = (St)t¾0, динамика которой
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описывается формулой (5), условия, гарантирующие отсутствие арбитража
(в его NA+-версии; см. § 2a).

Пусть π= (β , γ) –– некоторая стратегия и Xπ= (Xπt )t¾0 –– ее капитал,

Xπt = βt +γt St .

Для самофинансируемых стратегий π имеем

Xπt = Xπ0 +
∫ t

0
γu dSu, (17)

что, естественно, подразумевает, что стохастический интеграл в форму-
ле (17) должен быть определен.

Как следует из изложения в § 1a, этот стохастический интеграл определен,
если γ ∈ L(S). В рассматриваемой сейчас модели (5) естественно условия
интегрируемости γ по S выражать непосредственно в терминах свойств про-
цессов (µt)t¶T и (σt)t¶T .

Будем предполагать, что выполнены условия (2), (10), (11) и
∫ t

0
γ2

uσ
2
u du < ∞ (P-п. н.), t > 0. (18)

Из последнего условия и непрерывности процесса S = (St)t¾0 вытекает,
что

∫ t
0 S2

uγ
2
uσ

2
u du<∞ (P-п. н.), и, значит, определен стохастический интеграл

∫ t
0 Suγuσu dBu по броуновскому движению (см. § 3c гл. III и § 1a в настоящей

главе).
Далее,

�

∫ t

0
|γuµu| du

�2

¶
∫ t

0
(γuσu)2 du ·

∫ t

0

�µu

σu

�2
du.

Поэтому из формул (11) и (18) вытекает существование и конечность (P-п. н.)
интегралов

∫ t
0 γuµu du и

∫ t
0 Suγuµu du, t>0.

Тем самым, условия (2), (10), (11) и (18) гарантируют существование сто-
хастического интеграла в формуле (17).

Следующий результат, непосредственно вытекающий из изложенного
в п. 3 и импликации (9) теоремы 2 в § 2b, является наиболее известным
утверждением относительно отсутствия арбитража в диффузионных моде-
лях.

Теорема. Пусть цена акций S= (St)t¾0 имеет дифференциал (5) и выпол-
нены условия (2), (10), (11) и (18) для t¶T .

Пусть E ZT = 1. Тогда выполнено свойство NA+ и, в частности, в классе
a-допустимых самофинансируемых стратегий арбитражные возможности
отсутствуют при любом a¾0.

5. Обратимся к упомянутому в п. 2 утверждению о том, что мера ePT с
дифференциалом dePT = ZT dPT , где ZT определено в (7), является единствен-
ной в том смысле, что это есть единственная мера, эквивалентная мере PT ,
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относительно которой процесс S= (St ,Ft)t¶T становится локальным мартин-
галом.

Будем рассматривать более общий случай, считая, что процесс S опреде-
лен формулой (5), а процесс Z –– формулой (12).

Предположим, что QT –– некоторая мера, эквивалентная мере PT , относи-
тельно которой S= (St ,Ft)t¶T является локальным мартингалом.

Образуем мартингал

Nt = E
�

dQT

dPT

�

�

�Ft

�

, t ¶ T . (19)

В силу его положительности найдется (см. формулу (20) в § 3c гл. III) такой
процесс ϕ= (ϕt ,Ft)t¶T , что

Nt = exp
�

∫ t

0
ϕs dBs−

1
2

∫ t

0
ϕ2

s ds
�

, t ¶ T , (20)

∫ T
0 ϕ

2
s ds<∞ (P-п. н.), E NT =1.

Воспользуемся теоремой 1 из § 3g, показывающей, как при абсолютно
непрерывной замене меры преобразуется триплет предсказуемых характери-
стик у семимартингалов.

Пусть (BP, CP,νP) –– триплет процесса S по мере P. Из представления (5)
следует, что

BP
t =

∫ t

0
Suµu du, CP

t =
∫ t

0
S2

uσ
2
u du, νP ≡ 0. (21)

Согласно теореме 1 из § 3g триплет (BQ, CQ,νQ) по мере Q определяется фор-
мулами

BQ
t = BP

t +
∫ t

0
βu dCP, CQ

t = CP
t , νQ ≡ 0, (22)

где

βt =
d〈N c, Sc〉t
d〈Sc, Sc〉t

· 1
Nt
=

ϕt

Stσt
. (23)

Тем самым, из формул (21) и (22) получаем, что

BQ
t =

∫ t

0
Su[µu+ϕuσu] du. (24)

Поскольку по мере QT процесс S= (St ,Ft)t¶T является локальным мартинга-
лом, имеем BQ

t =0 (P-п. н.), t¶T . Поэтому из формулы (24) заключаем, что

ϕu(ω) = −
µu(ω)
σu(ω)

(λ×PT )-п. н. на [0, T]×Ω, где λ –– мера Лебега.
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Отсюда вытекает, что процессы Z = (Zt)t¶T и N = (Nt)t¶T стохастически
неразличимы, что и доказывает единственность такой меры ePT , что ePT ∼PT
и S= (St ,Ft)t¶T является ePT -локальным мартингалом.

6. Рассмотрим вопрос о T -полноте (см. определение в § 2d). Будем предпо-
лагать, что выполнены условия приведенной выше теоремы. Предположим
также, что (B(0), S)-рынок таков, что Bt(0)≡1 и процесс S= (St)t¶T относи-
тельно меры dePT = ZT dPT является мартингалом. Тогда в силу установлен-
ного выше свойства единственности (локально мартингальной) меры ePT и
в соответствии с теоремой из § 2d рассматриваемая диффузионная модель
является T -полной.

Классическим примером T -полной (и безарбитражной в версиях NA+ и
NAg) модели является, конечно, модель геометрического броуновского дви-
жения (6), что во многом и определяет ее популярность в финансовой мате-
матике и финансовой инженерии.

§ 4b. Цена хеджирования на полных рынках

1. Представление о хеджировании и способах отыскания «цены хеджиро-
вания» для полных и неполных рынков в случае дискретного времени было
дано в гл. VI. В общих семимартингальных моделях соответствующее изложе-
ние проходит параллельным образом, за исключением разве лишь того, что
надо четко оговаривать, какие классы стратегий являются допустимыми. Бу-
дем придерживаться диффузионной модели (B(0), S)-рынка, описанной в п. 4
§ 4a, и следовать обозначениям, принятым в этом параграфе.

Несколько видоизменяя введенное выше (§ 2d) понятие T -полноты, бу-
дем говорить, что неотрицательное FT -измеримое платежное поручение fT
с E ZT fT <∞ является воспроизводимым (достижимым), если найдется такая
стратегия π∈Π+(S), что XπT = fT (P-п. н.). Понятно, что если fT ограничено,
то условие E ZT fT <∞ выполнено.

Определение. Если платежное поручение fT воспроизводимо, то ценой
(совершенного) хеджирования европейского типа (ср. с терминологией в § 1b
гл. VI) или просто ценой называется величина

C( fT ; P) = inf
�

x ¾ 0: ∃π ∈ Π+(S) с Xπ0 = x, XπT = fT
	

. (1)

2. Теорема. Пусть ePT –– единственная мартингальная мера. Тогда

C( fT ; P) = E
ePT

fT (= E ZT fT ). (2)

Доказательство. Если π= (β , γ) является a-допустимой самофинансируе-
мой стратегией, то

Xπt = Xπ0 +
∫ t

0
γu dSu, t ¶ T , (3)
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причем (согласно теореме Анселя––Стрикера; см. п. 6 § 1a) Xπ= (Xπt )t¶T явля-
ется ePT -супермартингалом и, значит,

E
ePT

XπT ¶ Xπ0 . (4)

Поэтому если XπT = fT , то E
ePT

fT ¶ Xπ0 и

E ZT fT = E
ePT

fT ¶ C( fT ; P). (5)

Покажем теперь, что существует 0-допустимая самофинансируемая стра-
тегия eπ с начальным капиталом X eπ

0 =E ZT fT , которая воспроизводит fT , т. е.
X eπ

T = fT (P-п. н.).
Определим процесс

Xt = E(ZT fT |Ft), t ¶ T . (6)

Ясно, что X = (Xt ,Ft)t¶T является мартингалом относительно броунов-
ской фильтрации, и по теореме о представлении (см. § 3c гл. III) найдется
такой процесс ψ= (ψt ,Ft)t¶T ,

∫ T
0 ψ

2
s ds<∞, что

Xt = X0+
∫ t

0
ψs dBs. (7)

Заметим, что процесс (Z−1
t Xt)t¶T таков, что он воспроизводит fT :

Z−1
T XT = fT . (8)

Покажем теперь, что найдется такой 0-допустимый самофинансируемый
портфель eπ= ( eβ , eγ), что

X eπ
t = Z−1

t Xt . (9)

Поскольку
dZt = −Zt

µt

σt
dBt , (10)

по формуле Ито (§ 3d гл. III)

d(Z−1
t ) = Z−1

t

�

�µt

σt

�2
dt+

µt

σt
dBt

�

(11)

и

d(Z−1
t Xt) = Z−1

t dXt + Xt d(Z−1
t )+d(Z−1

t ) dXt =

= Z−1
t (ψt dBt)+ Xt Z−1

t

�

�µt

σt

�2
dt+

µt

σt
dBt

�

+ Z−1
t

�µt

σt
ψt

�

dt = (12)

= Z−1
t ψt

�

dBt +
µt

σt
dt
�

+ Xt Z−1
t
µt

σt

�

dBt +
µt

σt
dt
�

=

= St(σt dBt +µt dt)
�

S−1
t Z−1

t

�ψt

σt
+ Xt

µt

σ2
t

�

�

. (13)
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Положим
eγt = S−1

t Z−1
t

�

ψt

σt
+ Xt

µt

σ2
t

�

. (14)

Тогда видим, что
d(Z−1

t Xt) = eγt dSt , (15)

причем
∫ t

0
eγ2

uσ
2
u du < ∞ (P-п. н.), t ¶ T . (16)

(Ср. (16) с условием (18) в § 4a.)
Тем самым, для t¶T имеем

Z−1
t Xt = E(ZT fT )+

∫ t

0
eγu dSu. (17)

Полагая
eβt = Z−1

t Xt − eγt St , (18)

находим, что (в силу неравенства (15)) стратегия eπ= ( eβ , eγ) является самофи-
нансируемой с таким капиталом X eπ= (X eπ

t )t¶T , что

X eπ
0 = E(ZT fT ) (19)

и
X eπ

t = Z−1
t Xt , X eπ

T = fT . (20)

Из формулы (5), сопоставляя соотношения (19) и (20), получаем требуе-
мое равенство (2). Заметим, что построенная стратегия eπ является 0-допу-
стимой, поскольку X eπ

t ¾0, t¶T .

§ 4c. Фундаментальное уравнение в частных производных
для цены хеджирования

1. Будем рассматривать модель рынка, состоящего из безрискового акти-
ва –– банковского счета с нулевой процентной ставкой (Bt(0)≡1), и рисково-
го актива S= (St ,Ft)t¾0, динамика которого описывается соотношением (5)
в § 4a.

Как следует из теоремы в §4b, ценаC( fT ; P) хеджирования и соответствую-
щий хеджирующий портфель eπ= ( eβ , eγ) могут быть найдены из рассмотрения
свойств процесса Y = (Yt ,Ft)t¶T , где

Yt = Z−1
t E(ZT fT |Ft). (1)

При этом значение
Y0 = E(ZT fT ) (2)

есть в точности цена C( fT ; P),
YT = fT (3)

776



4. Арбитраж, полнота и расчеты цены хеджирования

и Yt = X eπ
t , т. е. Yt есть значение капитала хеджирующего портфеля в момент

времени t¶ T . (Это оправдывает для Y название «процесс-цена хеджирова-
ния». Сам же изложенный метод отыскания C( fT ; P) принято называть, как
уже не раз отмечалось, «мартингальным».)

В ряде случаев удается явно найти E(ZT fT ) и, тем самым, дать значение
цены C( fT ; P). В частности, это можно сделать в модели Блэка––Мертона––
Шоулса, в которой µt и σt являются константами. (См. далее гл. VIII.)

2. В работах Ф.Блэка и М.Шоулса [44] и Р.Мертона [346], опубликованных
в 1973 г., был предложен иной метод отыскания цены C( fT ; P) и хеджирую-
щей стратегии, основанный на рассмотрении полученного ими так называе-
мого фундаментального уравнения.

Суть этого метода, нашедшего широкое распространение в финансовой
математике (см., в частности, далее § 5c), состоит в следующем.

Рассмотрим процесс Yt , определенный формулой (1). Поскольку

Z−1
t ZT = exp

�

−
∫ T

t

µ(u, Su)
σ(u, Su) dBu−

1
2

∫ T

t

�

µ(u, Su)
σ(u, Su)

�2

du
�

(4)

и S= (St ,Ft)t¶T –– марковский процесс, в предположении, что fT = f (T , ST ),
находим, что процесс Y = (Yt ,Ft)t¶T является также марковским и Yt могут
быть представлены в виде Y (t, St), где Y (t, x) –– некоторая измеримая функ-
ция.

В работах [44] и [346] авторы отправлялись просто от предположения, что
хеджирующий портфель eπ = ( eβ , eγ) существует и его капитал Yt ( = X eπ

t ) в
момент времени t зависит не от всей прошлой истории (Su, u¶ t), а лишь
только от значения в последний момент времени, т. е. от St .

Другое априорное предположение для описываемого метода состоит в том,
что функция Y (t, x) считается функцией класса C1,2. Это предположение дает
возможность применить к Y (t, St) формулу Ито, что приводит к следующему
стохастическому дифференциальному уравнению с частными производными
(для простоты записи аргументы у функций опускаются):

dY =
�

∂Y
∂t +µS ∂Y

∂S +
1
2σ

2S2 ∂2Y
∂S2

�

dt+σS ∂Y
∂S dB. (5)

Рассмотрим теперь для Y иное представление:

Y (t, St) = X eπ
t = eβt + eγt St . (6)

В силу самофинансируемости

dY = eγt dSt = eγt St(µt dt+σt dBt). (7)

Имея два представления (5) и (7) для специального семимартингала Y =
= Y (t, St) и пользуясь единственностью разложения специальных семимар-
тингалов (см. § 5b гл. III), находим, что выражения при dB (и соответственно
при dt) в формулах (5) и (7) совпадают.
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Поэтому, поскольку St >0, t>0, (P-п. н.)

eγt =
∂Y
∂S (t, St), (8)

и, более того, процессы (eγt)t¶T и
�∂Y

∂S (t, St)
�

t¶T
стохастически неразличимы.

Сравнивая члены с dt в формулах (5) и (7) и учитывая полученное соот-
ношение (8), получаем, что должно быть выполнено ((λ× P)-п. н., λ –– мера
Лебега на [0, T]) равенство

∂Y
∂t (t, St)+ 1

2σ
2(t, St)S2

t
∂2Y
∂S2 (t, St) = 0, 0 ¶ t < T ,

которое, в свою очередь, заведомо верно, если функция Y = Y (t, S) удовле-
творяет следующему фундаментальному уравнению в частных производных:

∂Y
∂t (t, S)+ 1

2σ
2(t, St)S2 ∂2Y

∂S2 (t, S) = 0, 0 ¶ t < T , 0 < S < ∞, (9)

с краевым условием
Y (T , S) = f (T , S), S > 0. (10)

(Ср. (9) с обратным уравнением Колмогорова (6) в § 3f гл. III.)
Вопрос об отыскании решения этого уравнения, сводящийся, по крайней

мере в случае σ(t, s)≡σ= Const, к решению стандартного уравнения Фей-
нмана––Каца (см. формулу (19) в § 3f гл. III), будет рассматриваться в связи
с формулой Блэка и Шоулса для случая f (T , S)= (S−K)+ в гл. VIII.

Сейчас же отметим следующие обстоятельства.
Предположим, что решение задачи (9)–(10) существует и является един-

ственным. Найдем тогда eγt по формуле (8) и определим eβt , полагая

eβt = Y (t, St)− eγt St . (11)

Ясно, что в силу такого определения eγt и eβt , портфель eπ= ( eβ , eγ) имеет
капитал X eπ

t , в точности равный Y (t, St).
A priori не ясно, конечно, почему этот портфель eπ, построенный по

Y (t, S) –– решению задачи (9)––(10), является самофинансируемым, т. е.
выполнено соотношение

dY (t, St) = eγt dSt . (12)

Это, однако, непосредственно следует из уравнений (5) и (9):

dY (t, St) = St

�

µt
∂Y
∂S dt+σt

∂Y
∂S dBt

�

=

= St
∂Y
∂S (µt dt+σt dBt) = eγt dSt . (13)

Итак, пусть задача (9)––(10) имеет, и притом единственное, решение
Y (t, S).

Тогда для построенного портфеля eπ= ( eβ , eγ) его капитал X eπ
t будет равен

Y (t, St). При этом X eπ
T = f (T , ST ), а X eπ

0 =Y (0, S0) будет начальной ценой порт-
феля eπ= ( eβ , eγ).
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Следующие эвристические соображения показывают, что найденная (в ре-
зультате решения задачи (9)––(10)) цена X eπ

0 = Y (0, S0) обладает свойствами
«рациональности», «справедливости», «безарбитражности», а портфель eπ=
= ( eβ , eγ) будет оптимальным хеджем.

В самом деле, будем интерпретировать рассматриваемую задачу как за-
дачу построения хеджирующего портфеля продавца европейского опциона-
колл, преследующего цель конструирования стратегии, капитал которой в
точности воспроизводит платежную функцию f (T , ST ). Из решения задачи
(9)––(10) следует, что, продавая этот опцион по цене C = Y (0, S0), продавец
сумеет построить стратегию eπ, капитал X eπ

T которой будет равен f (T , ST ).
Представим же теперь, что назначаемая стоимость C данного опционно-

го контракта больше, нежели Y (0, S0), и покупатель согласился на эту цену.
Тогда ясно, что это будет арбитражной ситуацией, поскольку продавец полу-
чает чистый доход C − Y (0, S0), выполняя при этом все условия опционного
контракта, так как существует хеджирующий портфель, который при началь-
ной цене Y (0, S0) в точности воспроизводит платежное поручение.

С другой стороны, если стоимость опциона C < Y (0, S0), то единствен-
ность решения задачи (9)––(10) не гарантирует выполнение условий опцион-
ного контракта (по крайней мере, в классе марковских стратегий). А если
же на рынке ценных бумаг такие опционы торгуются, то их следовало бы
скупать и затем продавать по (большей) цене Y (0, S0).

Описанный метод, основанный на решении фундаментального уравнения,
имеет несколько слабых мест, заключающихся в принятии ряда априорных
допущений –– «марковская структура» цены хеджирующего портфеля eπ, т. е.
условие X eπ

t = Y (t, St), принадлежность функции Y (t, S) классу C1,2 (для воз-
можности применения формулы Ито).

К счастью, однако, для решения рассматриваемой задачи есть другие ме-
тоды построения хеджирующих стратегий и отыскания «рациональной» сто-
имости C( fT ; P) (например, «мартингальный» метод, изложенный в § 4b),
которые показывают и то, что хеджирующий портфель существует, и то, что
его цена имеет вид Y (t, St) и является достаточно гладкой, а следователь-
но, уравнение (9) действительно имеет место. Более подробный анализ для
стандартного европейского опциона-колл с платежной функцией f (T , ST )=
= (ST − K)+ будет приведен в § 1b гл. VIII с обсуждением и использованием
как «мартингального подхода», так и подхода, опирающегося на рассмотрен-
ное выше фундаментальное уравнение.

3. Приведенные выше рассуждения предполагали, что безрисковый актив
(банковский счет) B(0) = (Bt(0))t¾0 таков, что Bt(0) ≡ 1. В сущности, это
предположение означает, что мы оперируем с дисконтируемыми ценами. Во
многих же случаях, однако, приходится оперировать не с «относительны-
ми» ценами, которые получаются в результате дисконтирования, а с «абсо-
лютными» ценами. В этой связи остановимся на соответствующих измене-
ниях, предполагая, что (в «абсолютных» единицах) банковский счет B(r)=
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= (Bt(r))t¾0 имеет вид

Bt(r) = B0(r) exp
�

∫ t

0
rs ds

�

, (14)

где (rt)t¾0 –– детерминированная неотрицательная функция (процентная
ставка), а рисковый актив (акция) имеет вид S= (St(µ,σ))t¾0, где

dSt(µ,σ) = St(µ,σ)(µt dt+σt dBt), (15)

S0(µ,σ)= S0 > 0. (Предположения на µt , σt и броуновское движение B =
= (Bt ,Ft)t¾0 те же, что и в § 4a.)

Пусть eπ= ( eβ , eγ) –– самофинансируемый портфель,

X eπ
t = eβt Bt(r)+ eγt St(µ,σ). (16)

Будем предполагать, что X eπ
t имеет следующий вид:

X eπ
t = Y (t, St),

где St = St(µ,σ) и Y (t, S)∈ C1,2. Тогда для Y = Y (t, S) получим то же самое
уравнение (5).

С другой стороны, поскольку

dBt(r) = rt Bt(r) dt, (17)

с учетом самофинансирования находим, что

dY (t, St) = dX eπ
t =

�

eγtµt St + eβt rt Bt(r)
�

dt+ eγtσt St dBt . (18)

Сравнивая в фомулах (5) и (18) члены с dB, снова получаем, что eγt =
∂Y
∂S (t, St).

Из равенства (16) находим

eβt =
1

Bt (r)

�

Y (t, St)−St
∂Y
∂S (t, St)

�

,

и так же, как при выводе уравнения (9), видим, что члены при dt в форму-
лах (5) и (18) заведомо будут совпадать, если Y (t, S) подчиняются следующе-
му фундаментальному уравнению:

∂Y
∂t + rS ∂Y

∂S +
1
2σ

2S2 ∂2Y
∂S2 = rY , S ∈ R+, 0 ¶ t < T , (19)

с краевым условием Y (T , S)= f (T , S), S∈R+.
Полезно сейчас отметить, что µ=µ(t, S) не входит ни в уравнение, ни в

краевое условие и, тем самым, Y (0, S0) не зависит от µ. На первый взгляд,
это может показаться несколько удивительным. (Хотя это свойство может
рассматриваться, конечно, как желательное в том смысле, что у разных ин-
весторов могут быть разные предпочтения относительно значений µ и σ, а
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значит, и разные представления о том, какова истинная динамика процесса
цен S= (St)t¾0.) Пожалуй, наилучшее объяснение дается с позиций «мартин-
гального» подхода, согласно которому

Y (0, S0) = C( fT ; P) = E
ePT

f (T , ST )

(см. формулу (2) в § 4b), а относительно меры ePT процесс S = (St)t¶T по
теореме Гирсанова для семимартингалов является локальным мартингалом
с дифференциалом dSt =Stσt deBt , где eB –– некоторое броуновское движение.

Отсюда видим, что цена C( fT ; P) не зависит от значения µ. Однако, зави-
симость от волатильности σ не «пропадает», поскольку при локально абсо-
лютно непрерывной замене меры квадратические характеристики у непре-
рывных мартингальных составляющих не меняются (см. формулу (6) в § 3g).

4. В связи с описанным выше подходом к определению рациональной сто-
имости, основанным на обращении к фундаментальному уравнению, вер-
немся к обсуждавшемуся в § 2d (замечание 2) вопросу о взаимоотношениях
концепций арбитража, (локально) мартингальной меры и полноты.

Как видно из изложенного, первоначально предложенный Ф. Блэком и
М. Шоулсом [44] и Р. Мертоном [346] метод, основанный на рассмотрении
фундаментального уравнения, вовсе не аппелирует к мартингальным мерам,
а устанавливает непосредственно полноту и структуру оптимального хеджа,
исходя из единственности решения этого уравнения. (Существование здесь
мартингальной меры можно извлечь из вероятностного представления полу-
чаемого решения; ср. с формулой Фейнмана––Каца в § 3f гл. III.)

В этом отношении метод, применяемый Ф. Блэком, М. Шоулсом и Р. Мер-
тоном, оказывается полезным и в других моделях с «марковской» структурой
(см., например, далее § 5c).
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в диффузионных моделях облигаций

§ 5a. Модели без арбитражных возможностей

1. В § 4c гл. III были рассмотрены некоторые модели временно́й струк-
туры стоимостей семейств облигаций. В частности, там отмечалось, что
при описании динамики стоимостей P(t, T) облигаций имеются два основ-
ных подхода –– опосредованный (когда в качестве «базисного» процесса бе-
рется некоторый процесс «процентной ставки» r= (r(t))t¾0 и считается, что
P(t, T)= F(t, r(t), T)), и прямой (когда P(t, T) задаются непосредственно как
решения стохастических дифференциальных уравнений).

Эти подходы приводят к разным моделям, и в духе той постоянно использу-
емой в книге концепции, что «справедливо» устроенный рынок –– это рынок
без арбитражных возможностей, естественно выяснить, прежде всего, при
каких условиях в этих моделях отсутствует арбитраж и как в таких безарбит-
ражных моделях «явно» представляются стоимости P(t, T).

2. В случае опосредованного подхода будем считать, что (неотрицатель-
ный) процесс процентной ставки r= (r(t))t¾0 является решением стохасти-
ческого дифференциального уравнения (ср. с уравнением (5) в § 4c гл. III)

dr(t) = a
�

t, r(t)
�

dt+b
�

t, r(t)
�

dWt , (1)

порождаемого некоторым винеровским процессом W = (Wt ,Ft)t¾0 (относи-
тельно броуновской (винеровской) фильтрации (Ft)t¾0 см. § 4a). Будем пред-
полагать также, что коэффициенты a= a(t, r), b= b(t, r) таковы, что уравне-
ние (1) имеет, и притом единственное, сильное решение (§ 3e гл. III).

С процентной ставкой r = (r(t))t¾0 естественным образом связывается
банковский счет

B(r) = (Bt(r))t¾0,

где

Bt(r) = exp
�

∫ t

0
r(s) ds

�

(2)
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играют, как и в случае с акциями и другими активами, роль некоторого
«стандарта» при сравнении стоимостей различных облигаций. (Всюду далее
предполагается, что

∫ t
0 r(s) ds<∞ (P-п. н.), t>0.)

Пусть P(t, T) –– стоимость некоторой T -облигации (см. § 4c гл. III), предпо-
лагаемой Ft -измеримой при каждом t ∈ [0, T), P(T , T)=1. Всюду далее счи-
тается, что для каждого T > 0 процессы (P(t, T))t¾0 являются опциональны-
ми. Тогда, в частности, P(t, T) ––Ft -измеримые величины для каждого T >0.
По самому смыслу P(t, T) как цены облигаций, удовлетворяющей условию
P(T , T)=1, будем также считать, что 0¶P(t, T)¶1.

Образуем дисконтированную цену

P(t, T) = P(t, T)
Bt (r) , 0 ¶ t ¶ T . (3)

Имея в виду утверждение первой фундаментальной теоремы об отсут-
ствии арбитражных возможностей (§ 2b гл. V), а также веря в то, что
«наличие мартингальной меры обеспечивает (или почти обеспечивает)
отсутствие арбитражных возможностей», предположим, что существует
такая мартингальная, или риск-нейтральная мера ePT на FT , что ePT ∼ PT
(= P |FT ) и (P(t, T),Ft)t¶T является ePT -мартингалом. Тогда из формулы (3)
сразу заключаем, что

E
ePT

(P(T , T) |Ft) = P(t, T), t ¶ T , (4)

и, значит, справедлива следующая

Теорема 1. Если существует мартингальная мера ePT ∼PT , относительно
которой дисконтируемый процесс (eP(t, T),Ft)t¶T есть ePT -мартингал, то

P(t, T) = E
ePT

�

exp
�

−
∫ T

t
r(s) ds

�
�

�

�Ft

�

. (5)

Доказательство сразу следует из формулы (4) и условия P(T , T)=1:

E
ePT

�

1
BT (r)

�

�

�Ft

�

= P(t, T)
Bt (r) ,

что и приводит к представлению (5).
Из равенства (5) видим, что если относительно меры eP процесс r =

= (r(t))t¾0 является марковским, то стоимость P(t, T) может быть записана
в виде

P(t, T) = F(t, r(t), T).

При этом «безарбитражность» автоматически накладывает на функцию
F(t, r, T) некоторые ограничения (см. далее § 5c).

Замечание 1. Обратим внимание на то, что стоимость P(t, T) облигаций
не определяется однозначно по банковскому счету B(r) и требованию отсут-
ствия арбитража (точнее, требованию наличия мартингальной меры). Дело
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здесь в том, что ниоткуда не следует единственность меры ePT , а это означа-
ет, что P(t, T) может реализоваться (выражением (5)) разными способами в
зависимости от выбираемой меры ePT .

Отметим также, что если вместо условия P(T , T) = 1 требовать, чтобы

P(T , T) было равно fT , причем fT ––FT -измеримая величина и E
ePT

�

�

�

fT
BT (r)

�

�

�<

<∞, то из формулы (4) находим, что

E
ePT

�

fT
BT (r)

�

�

�Ft

�

= P(t, T)
Bt (r)

и, значит,

P(t, T) = E
ePT

§

fT exp
�

−
∫ T

t
r(s) ds

�
�

�

�Ft

ª

. (6)

3. Перейдем теперь к рассмотрению не одной фиксированной T -облига-
ции, а семейства T -облигаций

P =
�

P(t, T); 0 ¶ t ¶ T , T > 0
	

.

Определение 1. Пусть P –– вероятностная мера на (Ω,F , (Ft)t¾0), F =
=
∨

Ft . Будем говорить, что мера eP со свойством eP loc∼ P (т. е. ePt ∼ Pt , t¾ 0)
является локально мартингальной мерой для семейства P , если при каждом

T >0 дисконтируемые цены P(t, T)= P(t, T)
Bt (r) , t¶ T , являются ePT -локальными

мартингалами.

Для определения понятия безарбитражного (B,P )-рынка, состоящего из
банковского счета B и семейства облигаций P , надо, прежде всего, остано-
виться на том, что здесь следует понимать под портфелем (стратегией).

Определение 2 ([38]). Под стратегией π= (β , γ) на (B,P )-рынке пони-
мается пара, состоящая из предсказуемого процесса β = (βt)t¾0 и семейства
конечных борелевских мер (со знаком) γ= (γt( ·))t¾0, обладающих следую-
щими свойствами: при любых t иω функция множеств γt =γt(dT) есть мера
на (R+,B(R+)), носитель которой сосредоточен на [t, ∞), и при каждом A∈
∈B(R+) процесс (γt(A))t¾0 является предсказуемым.

Понятна интерпретация β и γ: βt –– это число единиц банковского счета, а
γt(dT) –– это число облигаций (на момент времени t) со сроком исполнения
в интервале [T , T +dT].

Определение 3. Капиталом стратегии π называется (случайный) про-
цесс Xπ= (Xπt )t¾0,

Xπt = βt Bt(r)+
∫ ∞

t
P(t, T) γt(dT). (7)

(Предполагается, что при всех t и ω интегралы Лебега––Стилтьеса в фор-
муле (7) определены.)
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4. Дадим определение самофинансируемого портфеля π = (β , γ) для
(B,P )-рынков.

С этой целью будем, придерживаясь прямого подхода (§ 4c гл. III), предпо-
лагать, что динамика цен P(t, T) описывается HJM-моделью:

dP(t, T) = P(t, T)
�

A(t, T) dt+B(t, T) dWt

�

, 0 ¶ t < T , T > 0, (8)

где W = (Wt)t¾0 –– стандартный винеровский процесс, играющий роль «ис-
точника случайности». К уравнениям (8) надо добавить краевые условия
P(T , T) = 1, T > 0. (Подробнее об условиях измеримости коэффициентов
A(t, T), B(t, T), и условиях существования решений уравнений (8) см. § 4c
гл. III).

С учетом уравнения
dBt(r) = r(t)Bt(r) dt (9)

по формуле Ито находим, что

P(t, T) = P(t, T)
Bt (r) (10)

имеет дифференциал (по t при каждом T)

dP(t, T) = P(t, T)
�

[A(t, T)− r(t)] dt+B(t, T) dWt

�

. (11)

В случае диффузионных (B, S)-рынков стратегия π= (β , γ) с капиталом
Xπt =βt Bt +γt St называлась самофинансируемой, если

dXπt = Bt dBt +γt dSt , (12)

т. е.

Xπt = Xπ0 +
∫ t

0
βu dBu+

∫ t

0
γu dSu. (13)

В рассматриваемом случае диффузионных (B,P )-рынков стратегию π=
= (β , γ) с капиталом Xπt = βt Bt(r) +

∫∞
t P(t, T) γt(dt) естественно называть

самофинансируемой [38], если (в символической форме)

dXπt = βt dBt(r)+
∫ ∞

t
dP(t, T) γt(dT), (14)

что следует понимать в том смысле, что (с учетом равенства (8))

Xπt = Xπ0 +
∫ t

0
βs dBs(r)+

∫ t

0

�

∫ ∞

s
A(s, T)P(s, T) γs(dT)

�

ds+

+
∫ t

0

�

∫ ∞

s
B(s, T)P(s, T) γs(dT)

�

dWs. (15)

Если стратегия π= (β , γ) является самофинансируемой, то для дисконти-
руемого капитала

Xπt =
Xπt

Bt (r) (16)
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находим, что

d Xπt =
∫ ∞

t
dP(t, T) γt(dT). (17)

Как и в формуле (14), символическая запись (17) означает (с учетом равен-
ства (11)), что

Xπt = Xπ0 +
∫ t

0

�

∫ ∞

s
(A(s, T)− r(s))P(s, T) γs(dT)

�

ds+

+
∫ t

0

�

∫ ∞

s
B(s, T)P(s, T) γs(dT)

�

dWs. (18)

5. Для формулирования условий отсутствия в (B,P )-моделях арбитраж-
ных возможностей обратимся, прежде всего, к вопросу о существовании
мартингальных мер.

С этой целью доопределим функции A(t, T) и B(t, T) для t > T , полагая
A(t, T)= r(t) и B(t, T)=B(T , T).

Тогда из формулы (11) непосредственно видим, что для того, чтобы после-
довательность цен (P(t, T))t¶T образовывала при каждом T > 0 локальный
мартингал относительно исходной меры P, необходимым образом должно
быть выполнено условие

A(t, T) = r(t). (19)

Из формулы (8) следует, что в этом случае

dP(t, T) = P(t, T)
�

r(t) dt+B(t, T) dWt

�

и
dP(t, T) = P(t, T)B(t, T) dWt . (20)

Учитывая формулы (14) и (15) из § 4c гл. III и то, что в предположении (19)
∂A(t, T)

∂T =0, находим для f (t, T) следующее соотношение:

df (t, T) = a(t, T) dt+b(t, T) dWt ,

где

a(t, T) = b(t, T)
∫ T

0
b(t, s) ds.

Если же условие (19) не выполняется, то естественно (по аналогии со слу-
чаем акций) воспользоваться идеями теоремы Гирсанова.

Для наших целей удобной является следующая формулировка.
Пусть на (Ω,F , (Ft)t¾0) с F =

∨

Ft помимо исходной меры P существует

также такая вероятностная мера eP, что eP loc∼ P, т. е. ePt ∼Pt , t¾0.

Обозначим Zt =
dePt

dPt
. Поскольку (Ft)t¾0 есть броуновская (винеровская)

фильтрация, согласно теореме о представлении положительных локальных
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мартингалов (см. формулу (22) в § 3c гл. III)

Zt = exp
�

∫ t

0
ϕ(s) dWs−

1
2

∫ t

0
ϕ2(s) ds

�

, (21)

где ϕ(s) ––Fs-измеримые величины,
∫ t

0 ϕ
2(s) ds<∞ (P-п. н.) и E Zt = 1 при

каждом t>0.
По теореме Гирсанова (см. § 3e гл. III) процесс eW = ( eWt)t¾0,

eWt = Wt −
∫ t

0
ϕ(s) ds, (22)

является относительно меры eP винеровским. Поэтому по этой мере eP,

dP(t, T) = P(t, T)
��

A(t, T)+ϕ(t)B(t, T)
�

dt+B(t, T) eWt

�

(23)

и
dP(t, T) = P(t, T)

��

A(t, T)+ϕ(t)B(t, T)− r(t)
�

dt+B(t, T) eWt

�

(24)

(ср. с (8) и (11)).
Отсюда видим (ср. с (11)), что процессы (P(t, T))t¶T являются по мере eP

локальными мартингалами при всех T >0 в том и только том случае, когда
выполнено следующее соотношение:

A(t, T)+ϕ(t)B(t, T)− r(t) = 0. (25)

Из формулы (23) следует, что тогда

dP(t, T) = P(t, T)
�

r(t) dt+B(t, T) d eWt

�

, (26)

где eW = ( eWt)t¾0 –– винеровский процесс по мере eP.

6. Определение того, что стратегия π= (β , γ) на (B,P )-рынке является
безарбитражной в момент времени T (скажем, в NA+-версии), такое же, как
и в § 1c. Будем называть (B,P )-рынок безарбитражным, если он является
таковым при всех T >0.

Теорема 2. Пусть нашлась такая мера eP loc∼ P, что процесс плотности Z=
= (Zt)t¾0 имеет вид (21) и выполнено условие (25).

Тогда при любом a¾ 0 в классе таких a-допустимых стратегий π (Xπt ¾
¾−a, t>0), что

∫ t

0

�

∫ ∞

s
B(s, T) γs(dT)

�2

ds < ∞, t > 0, (27)

арбитражные возможности отсутствуют.

Доказательство. При условиях (25) и (27) процесс Xπ= (Xπt )t¾0 является,
согласно формуле (18), eP-локальным мартингалом.
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В силу условия a-допустимости (Xπt ¾−a, t> 0) этот процесс есть также
супермартингал. Поэтому если Xπ0 = 0, то E

eP XπT ¶ 0 для любого T > 0. Но
eP(XπT ¾0)=eP(XπT ¾0)=1. Значит, XπT =0 (eP- и P-п. н.), T >0.

Теорема доказана.

Замечание 2. Пусть A(t, T), B(t, T) и r(t) таковы, что функция
�

r(t)− A(t, T)
B(t, T)

�

t¶T
(28)

не зависит от T и для всех t>0 выполняется неравенство
∫ t

0

�

r(s)− A(s, T)
B(s, T)

�2

ds < ∞ (P-п. н.). (29)

В этих предположениях при отыскании меры eP со свойством eP loc∼ P естествен-
но поступить так.

Обозначим функцию в формуле (28) через ϕ=ϕ(t), t¶ T , образуем про-
цесс Z = (Zt)t¾0 по формуле (21) и предположим, что E Zt = 1, t > 0. Тогда
для каждого t>0 мера ePt , dePt = Zt dPt , является вероятностной и такой, что
ePt ∼Pt .

Семейство мер {ePt , t¾0} является согласованным (в том смысле, что ePs=
= ePt |Fs, если s¶ t), и если на (Ω,F ) существует такая вероятностная мера
eP, что eP loc∼ P, то эта мера и будет требуемой мартингальной мерой.

В том случае, когда рассматриваемый (B,P )-рынок таков, что для всех
T -облигаций время исполнения T ¶ T0, где T0<∞, то в качестве требуемой
меры eP можно взять меру ePT0

.
Ясно также, что если Z∞= lim

t→∞
Zt , причем E Z∞=1 и P(Z∞>0)=1, то мера

eP с deP= Z∞ dP будет требуемой мартингальной мерой со свойством eP loc∼ P.

7. Приведем пример безарбитражной (B,P )-модели.
Следуя работам [36], [219], будем отправляться от форвардной процент-

ной ставки f (t, T) со стохастическим дифференциалом (по t при каждом T)

df (t, T) = a(t, T) dt+b(t, T) dWt , (30)

где
b(t, T) ≡ σ > 0, (31)

a(t, T) = σ2(T − t), t < T . (32)

Тогда уравнение (30) примет вид

df (t, T) = σ2(T − t) dt+σ dWt , (33)

откуда получим
f (t, T) = f (0, T)+σ2t

�

T − t
2

�

+σWt , (34)
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где f (0, T) –– «сегодняшняя» форвардная процентная ставка T -облигаций, ко-
торая известна на (B,P )-рынке (в момент t=0).

Из формулы (34) и определения r(t)= f (t, t) следует, что

r(t) = f (0, t)+ σ
2

2 t2+σWt . (35)

Отсюда понятно, что процентная ставка r= (r(t))t¾0 подчиняется уравнению

dr(t) =
�

∂ f (0, t)
∂t +σ2t

�

dt+σ dWt . (36)

(Ср. с моделью Хо и Ли (12) в § 4c гл. III.) Коэффициенты A(t, T) и B(t, T)
в уравнении (8) подсчитываются по коэффициентам a(t, T) = σ2(T − t) и
b(t, T)≡σ в уравнении (33) следующим образом:

A(t, T) = r(t)−
∫ T

t
a(t, s) ds+ 1

2

�

∫ T

t
b(t, s) ds

�2

= r(t), (37)

B(t, T) = −σ(T − t). (38)

Тем самым, в рассматриваемой (B,P )-модели выполнено условие (19),
следовательно, исходная мера P является мартингальной, и арбитраж отсут-
ствует.

Сами цены P(t, T) могут быть найдены из уравнения

dP(t, T) = P(t, T)
�

r(t) dt−σ(T − t) dWt

�

, t < T ,

решаемого для каждого T >0 при условии P(T , T)=1.
Можно также воспользоваться и тем, что согласно формуле (2) в § 4c гл. III

цена имеет вид

P(t, T) = exp
�

−
∫ T

t
f (t, s) ds

�

, t ¶ T . (39)

Из формулы (34) имеем
∫ T

t
f (t, s) ds =

∫ T

t

�

f (0, s)+σ2t
�

s− t
2

��

ds+σ(T − t)Wt =

=
∫ T

t
f (0, s) ds+ σ

2

2 tT(T − t)+σ(T − t)Wt .

Следовательно,

P(t, T) = exp
§

−
∫ T

t
f (0, s) ds− σ

2

2 tT(T − t)+σ(T − t)Wt

ª

=

= P(0, T)
P(0, t) exp

§

−σ
2

2 tT(T − t)+σ(T − t)Wt

ª

. (40)
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Отсюда и из формулы (35) находим следующее представление для P(t, T),
выраженное через процентную ставку r(t):

P(t, T) = P(0, T)
P(0, t) exp

§

(T − t) f (0, T)− σ
2

2 t(T − t)2− (T − t)r(t)
ª

. (41)

(Ср. с аффинными моделями в § 4c гл. III и далее в § 5c.)

8. В рассмотренных выше «диффузионных» моделях для процентных ста-
вок r= (r(t)), форвардных процентных ставок f = ( f (t, T)) и самих цен обли-
гаций P ={P(t, T); 0¶ t¶T , T <∞} предполагалось, что все они порождают-
ся одним источником случайности –– винеровским процессом W = (Wt)t¾0.

В обширной литературе, посвященной описанию динамики стоимостей
облигаций, рассматриваются и другие модели, в которых вместо одного ви-
неровского процесса W = (Wt)t¾0 берется многомерный винеровский процесс
W = (W 1, ‌, W n). Для учета скачкообразных изменений в стоимостях P(t, T)
к рассмотрению привлекаются и другие «источники случайности» –– точеч-
ные процессы, маркированные точечные процессы, процессы Леви и др.

Отсылая читателя к специальной литературе (см., например, статьи [36],
[38], [128] и библиографию к ним), приведем лишь только некоторые моде-
ли, в которых учитываются названные «источники случайности».

В работах [36], [38] для обобщения «диффузионных» моделей типа (1)
вводятся в рассмотрение модели типа «диффузия со скачками»:

dr(t) = at dt+
d
∑

i=1

bi
t dW i

t +
∫

q(t, x) µ(dt, dx), (42)

где µ=µ(dt, dx) –– некоторая целочисленная случайная мера на R+×Ω× E и
(W 1, ‌, W d) –– независимые винеровские процессы.

Соответствующие изменения вносятся и в модели, описывающие динами-
ку P(t, T) и f (t, T):

dP(t, T) = P(t, T)
�

A(t, T) dt+
d
∑

i=1

Bi(t, T) dW i
t

�

+

+P(t−, T)
∫

E
q(t, x, T) µ(dt, dx), (43)

df (t, T) = a(t, T) dt+
d
∑

i=1

bi(t, T) dW i
t +

∫

E
δ(t, x, T) µ(dt, dx). (44)

9. Рассмотрим теперь, следуя работе [128], некоторые модели, основанные
на использовании процессов Леви как «источников случайности».

С этой целью обратимся сначала к уравнению (20), которое перепишем в
виде

dP(t, T) = P(t, T) d bH(t, T), (45)
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где

bH(t, T) =
∫ t

0

�

r(s) ds+B(s, T) dWs

�

. (46)

Положим также

H(t, T) =
∫ t

0

��

r(s)− B2(s, T)
2

�

ds+B(s, T) dWs

�

. (47)

Тогда (см. формулы (9)––(13) в § 3d) имеют место представления

P(t, T) = P(0, T)E( bH( ·, T))t (48)

и
P(t, T) = P(0, T)eH (t,T ). (49)

Учитывая равенство (47), находим, что

P(t, T) = P(t, T)
Bt (r) = P(0, T) exp

§

∫ t

0
B(s, T) dWs−

1
2

∫ t

0
B2(s, T) ds

ª

. (50)

Если, скажем, функция B(s, T), s¶ T , является ограниченной, то видим,
что выражение в правой части формулы (50) является мартингалом.

Пусть теперь вместо винеровского процесса W = (Wt)t¾0 берется процесс
Леви L= (Lt)t¾0 (см. § 1b гл. III). Зададимся вопросом о том, в каком виде
надо определять процессы bH(t, T) и H(t, T), предполагая, что вместо инте-
гралов

∫ t
0 B(s, T) dWs теперь рассматриваются интегралы

∫ t
0 B(s, T) dLs, по-

нимаемые как стохастические интегралы по семимартингалу L= (Ls)s¶T с
детерминированными и ограниченными функциями B(s, T).

Если функции B(s, T) являются достаточно гладкими по s, то можно вос-
пользоваться и определением Н. Винера:

∫ t

0
B(s, T) dLs ≡ B(t, T)Lt −

∫ t

0

∂B
∂s (s, T)Ls ds.

(См. по этому поводу § 3c гл. III и, в связи с процессами Леви, работу [128].)
Пусть

ϕ(λ) = λb+ λ
2

2 σ
2+

∫

R

�

eλx −1−λg(x)
�

ν(dx) (51)

–– кумулянтная функция (см. § 3c) процесса Леви L= (Lt)t¾0.
Будем при этом предполагать, что интеграл в формуле (51) определен и

конечен для всех таких λ, что |λ|¶ c, где c= sup
s¶T
|B(s, T)|.

В соответствии со смыслом кумулянтной функции

E eλLt = etϕ(λ). (52)

Пусть X T
t =

∫ t
0 B(s, T) dLs, t¶T . Процесс X T = (X T

t )t¶T является процессом
с независимыми приращениями, и его триплет (BX T

, C X T
,νX T

) предсказуе-
мых характеристик может быть найден по триплету (BL, CL,νL) процесса L
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(см. §5a гл. IX в [128] и [250]). Тогда, применяя формулу Ито, можно получить
(см. детали в [128]), что

E eλX T
t = exp

�

∫ t

0
ϕ(λB(s, T)) ds

�

.

Процесс
�

exp
�

λX T
t −

∫ T
0 (λB(s, T)) ds

��

t¶T является мартингалом (ср. с фор-
мулой (11) в § 3c). Поэтому, желая иметь процесс (P(t, T))t¶T мартингалом,
естественно, обобщая представление (50), полагать

P(t, T) = P(0, T) exp
§

∫ t

0
B(s, T) dLs−

∫ t

0
ϕ(B(s, T)) ds

ª

. (53)

Возвращаясь от P(t, T) к процессу P(t, T), находим, что (B,P )-рынок с
ценами

P(t, T) = P(0, T)eH (t,T ), t ¶ T , T > 0, (54)

где

H(t, T) =
∫ t

0
B(s, T) dLs+

∫ t

0

�

r(s)−ϕ(B(s, T))
�

ds, (55)

обладает тем свойством, что относительно исходной меры P дисконтируемые
цены (P(t, T))t¶T образуют мартингал и в классе α-допустимых стратегий на
этом рынке отсутствуют арбитражные возможности (ср. с теоремой 2).

Используя формулу связи между bH(t, T) и H(t, T) (см. формулу (10) в § 3d),
находим

bH(t, T) = H(t, T)+ σ
2

2

∫ t

0
B2(s, T) ds+

∑

0<s¶t

�

eB(s,T )∆Ls −1−B(s, T)∆Ls

�

(56)

и
dP(t, T) = P(t−, T) d bH(t, T). (57)

Замечание 3. Отправляясь от уравнений для P(t, T), авторы работы [128]
Э. Эберлейн и С. Рэйбл исследовали структуру форвардных и процентных ста-
вок f (t, T) и r(t), а также провели детальное рассмотрение гиперболического
процесса Леви, т. е. процесса Леви, для которого случайная величина L1 имеет
гиперболическое распределение (см. § 1d гл. III).

§ 5b. Полнота

1. Переходя к вопросу о полноте в (B,P )-моделях, уместно сейчас напом-
нить, что в случае дискретного времени n¶N<∞ и конечного числа d акций
полнота на безарбитражных рынках эквивалентна (согласно второй фунда-
ментальной теореме) единственности мартингальной меры и также эквива-
лентна наличию S-представления для мартингалов (по отношению к некото-
рой мартингальной мере).
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В случае диффузионного (B,P )-рынка, порождаемого m-мерным винеров-
ским процессом W = (W 1, ‌, W m), имеет место многомерный аналог тео-
ремы 2 из § 3c гл. III, согласно которой всякий локальный мартингал M =
= (Mt ,Ft) допускает представление

Mt = M0+
m
∑

i=1

∫ t

0
ψi(s) dW i

s (1)

с такими Fs-измеримыми функциями ψi(s), что
∫ t

0
ψ2

i (s) ds < ∞ (P-п. н.), t > 0.

Как и в случае (B, S)-рынка (см. § 4b), наличие этого представления играет
ключевую роль при исследовании вопросов полноты для рассматриваемых
(B,P )-моделей.

Пусть T0 –– некоторый фиксированный момент времени и fT0
–– некоторое

FT0
-измеримое платежное поручение. Будем предполагать, что fT0

ограниче-
но (| fT0

|¶C), и говорить, что это платежное поручение воспроизводимо, если
найдется такой самофинансируемый портфель π= (β , γ), что

XπT0
= fT0

(P-п. н.). (2)

Если это свойство выполнено для любого T0 и для любого ограниченного
FT0

-измеримого платежного поручения fT0
, то говорят, что (B,P )-модель яв-

ляется полной.
Пусть цены T -облигаций P(t, T) подчиняются соотношениям

dP(t, T) = P(t, T)
�

r(t) dt+
m
∑

i=1

Bi(t, T) dW i
t

�

. (3)

Будем предполагать, что 0<Bi(t, T)¶C=Const.
В этих допущениях исходная мера P является мартингальной в том смысле,

что последовательность цен (P(t, T))t¶T образует локальный мартингал и

Xπt = Xπ0 +
m
∑

i=1

∫ t

0

�

∫ ∞

s
Bi(s, T)P(s, T) γs(dT)

�

dW i
s . (4)

Обозначим

Mt = E
� fT0

BT0
(r)

�

�

�Ft

�

, t ¶ T0. (5)

Тогда для M= (Mt ,Ft) имеет место представление (1), и из сопоставления с
формулой (4) видим, что для воспроизведения значений Mt , t¶T0, с помощью
капитала Xπt , t¶ T0, некоторого самофинансируемого портфеля π необходи-
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мо и достаточно, чтобы (см. [38]) ((dP×dt)-п. н.) выполнялось равенство

ψi(t) =
∫ T0

t
Bi(t, T)P(t, T) γt(dT) (6)

для i=1, ‌, m и t¶T0.
Если решение {γ∗t (dT), t¶T0, T ¶T0} существует, то, полагая

β∗t = Mt −
∫ T0

t
P(t, T) γ∗t (dT), (7)

находим, что портфель π∗= (β∗, γ∗) будет самофинансируемым и таким, что

Xπt = Mt , t ¶ T0.

В частности, Xπ
∗

T0
=

fT0

BT0
(r) , и, значит, Xπ

∗

T0
= fT0

(P-п. н.), т. е. имеет место T0-пол-
нота.

2. Пример ([36], [38]). Пусть на (B,P )-рынке имеется лишь конечное чис-
ло d облигаций с временами исполнения T1, ‌, Td . (Тем самым, носители мер
γt(dT) могут быть сосредоточены лишь в точках {T1}, ‌, {Td}.) Поскольку
число «источников случайности» равно m, интуитивно понятно, что для вос-
производимости платежного поручения fT0

надо иметь достаточно большое
число d облигаций, которое, видимо, не меньше числа «источников» m.

Пусть d=m. Тогда система (6) примет следующий вид:

ψi(t) =
d
∑

j=1

Bi(t, Tj )P(t, Tj ) γt({Tj }), (8)

где i=1, ‌, d.
Из вида системы (8) ясно, что при каждом t¶T0 она имеет решение в том

и только том случае, когда матрица ‖Bi(t, Tj )‖ является обратимой.
Если m=d=1, то система (8) превращается в соотношение

ψ1(t) = B1(t, T1)P(t, T1) γt({T1}), (9)

из которого следует, что

γ∗t ({T1}) =
ψ1(t)

B1(t, T1)P(t, T1) для t ¶ T1

и γ∗t ({T1})=0 при T1< t¶T0.

§ 5c. Фундаментальное уравнение в частных производных
временно́й структуры цен облигаций

1. В отличие от прямого подхода в описании динамики цен (стоимостей)
облигаций P(t, T) с помощью стохастических дифференциальных уравнений
(см. § 5a), в опосредованном подходе предполагается, что стоимости P(t, T)
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имеют вид
P(t, T) = F(t, r(t), T), (1)

где r(t) –– некоторая «процентная ставка», принимающая, как правило, неот-
рицательные значения.

В проблематике описания эволюции стоимостей облигаций опосредован-
ный подход (1) был одним из самых первых, но уступил (особенно в тео-
ретических работах) прямому подходу. Но, тем не менее, с точки зрения
получения простых аналитических формул, подход, основанный на предпо-
ложении (1), не потерял свою ценность и остается одним из популярных
методов.

2. Следует сразу подчеркнуть, что этот метод «работает» лишь в предпо-
ложении, что процесс процентной ставки r= (r(t))t¾0 является марковским
процессом, удовлетворяющим некоторому стохастическому дифференциаль-
ному уравнению

dr(t) = a(t, r(t)) dt+b(t, r(t)) dWt (2)

или уравнению типа «диффузия со скачками» (см. уравнение (6) в § 4a гл. III).
Будем предполагать, что при каждом T >0 функция FT = F(t, r, T) являет-

ся (по t и r) функцией класса C1,2. Тогда

dFT =
�

∂FT

∂t +a ∂FT

∂r +
1
2 b2 ∂2FT

∂r2

�

dt+b ∂FT

∂r dWt . (3)

Предполагая, что FT > 0, перепишем это уравнение в следующем виде (ср.
с уравнением (8) в § 5a):

dFT = FT
�

AT (t, r(t)) dt+BT (t, r(t)) dWt

�

, (4)

где

AT (t, r) =

∂FT

∂t
+a ∂FT

∂r
+ 1

2 b2 ∂2FT

∂r2

FT (5)

и

BT (t, r) =
b ∂FT

∂r
FT . (6)

Чтобы найти дополнительные условия на функции FT (помимо очевидно-
го условия FT (T , r(T))= F(T , r(T), T)= P(T , T)= 1), будем исходить из того,
что искомый (B,P )-рынок должен быть безарбитражным. Тогда, сопостав-
ляя уравнение (4) с уравнением (8) из § 5a и учитывая соотношение (25)
из § 5a, видим, что для выполнения безарбитражности должна найтись такая
функция ϕ(t), что при всех t и T , t¶T , выполнено соотношение

AT (t, r)− r
BT (t, r)

= −ϕ(t). (7)
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(Согласно формуле (21) из § 5a по функции ϕ=ϕ(t) строится «мартингаль-
ная» мера eP.)

С учетом формул (5) и (6) из равенства (7) приходим к следующему заклю-
чению: если функции FT = F(t, r, T), T >0, удовлетворяют фундаментально-
му уравнению

∂F
∂t + (a+ϕb) ∂F

∂r +
1
2 b2 ∂2F

∂r2 = rF, t ¶ T , (8)

с краевым условием F(T , r, T) = 1, T > 0, r ¾ 0, то (B,P )-рынок с ценами
P(t, T)= F(t, r(t), T) является безарбитражным.

Уравнение (8) весьма схоже с фундаментальным уравнением для цены
хеджирования в случае акций (уравнение (19) в § 4c). Однако между этими
уравнениями есть принципиальная разница, состоящая в том, что в уравне-
ние (8) входит функция ϕ=ϕ(t), которая не определяется однозначно исход-
ными предпосылками и должна назначаться a priori. Выше отмечалось, что
по этой функции определяется мартингальная мера eP, так что ее выбор рав-
носилен, в сущности, выбору некоторой «риск-нейтральной» меры, которая
по представлению инвесторов действует на рассматриваемом (B,P )-рынке.

3. Следуя обозначениям (11) из § 3f гл. III, посвященного прямым и обрат-
ным уравнениям Колмогорова и вероятностному представлению решений
уравнений в частных производных, обозначим

L(s, r) = (a(s, r)+ϕ(s)b(s, r)) ∂
∂r +

1
2 b2(s, r) ∂2

∂r2 . (9)

Оператор L(s, r) является обратным оператором диффузионного марков-
ского процесса r= (r(t))t¾0, удовлетворяющего стохастическому дифферен-
циальному уравнению

dr(t) =
�

a(t, r(t))+ϕ(t)b(t, r(t))
�

dt+b(t, r(t)) dWt . (10)

Переписывая уравнение (8) в виде

−∂F
∂s = L(s, r)F − rF, s ¶ T , (11)

замечаем, что это уравнение относится (см. § 3f гл. III) к классу уравнений
Фейнмана––Каца (для диффузионного процесса r= (r(t))t¾0).

Вероятностное решение этого уравнения с краевым условием F(T , r, T)=
=1 может быть представлено в виде (ср. с формулой (19′) в § 3f гл. III и см.
детали, например, в [123], [170], [288])

F(s, r, T) = Es,r

§

exp
�

−
∫ T

s
r(u) du

�ª

, (12)

где Es,r –– математическое ожидание по распределению вероятностей процес-
са (r(u))s¶u¶T с условием r(s)= r.

Заметим, что формула (12), полученная из соображений отсутствия ар-
битража, вполне согласуется с ранее найденным представлением (5) из § 5a,
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поскольку в марковском случае

E
�

exp
�

−
∫ T

s
r(u) du

�
�

�

�Fs

�

= E
�

exp
�

−
∫ T

s
r(u) du

�
�

�

�rs

�

.

4. Полезно теперь отметить, что все рассмотренные в § 4a, гл. III, модели
динамики стохастических процентных ставок (см. (7)––(21)) относятся к диф-
фузионным марковским моделям типа (10).

Разнообразие этих моделей вызвано, главным образом, стремлением их
авторов получить модели, которые, с одной стороны, поддавались бы анали-
тическому исследованию и, с другой стороны, согласовывались с наблюдае-
мыми данными.

В § 4c гл. III отмечалось, что важным и поддающимся аналитическому
рассмотрению является тот подкласс (аффинных) моделей ([36], [38], [117],
[119]), для которых справедливо представление

F
�

t, r(t), T
�

= exp
�

α(t, T)− r(t)β(t, T)
	

(13)

с детерминированными функциями α(t, T) и β(t, T).
Известным примером аффинной модели, приводимой в указанных рабо-

тах, является модель, получаемая следующим образом.
Предположим, что в формуле (10)

a(t, r)+ϕ(t)b(t, r) = a1(t)+ ra2(t)

и
b(t, r) =

Æ

b1(t)+ rb2(t).

Тогда уравнение (8) примет следующий вид:

∂F
∂t + (a1+ ra2) ∂F

∂r +
1
2 (b1+ rb2) ∂2F

∂r2 = rF, t ¶ T . (14)

Если искать решение этого уравнения в виде (13) с F(T , r, T)= 1, то най-
дем, что α(t, T) и β(t, T) должны определяться по a1(t), a2(t), b1(t) и b2(t) из
следующих соотношений:

∂β
∂t +a2β −

1
2 b2β

2 = −1, β(T , T) = 0 (15)

и
∂α
∂t = a1β −

1
2 b1β

2, α(T , T) = 0. (16)

Уравнение (15) есть уравнение Риккати. Найдя его решение β(t, T), затем
из формулы (16) находим α(t, T), что приводит к аффинной модели (13) с най-
денными функциями α(t, T) и β(t, T).

Пример. Рассмотрим модель Васичека (см. (8) в § 4a гл. III):

dr(t) = (a−br(t)) dt+ c dWt ,

где a, b и c –– константы.
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Тогда из формул (15) и (16) находим, что

∂β
∂t −bβ = −1, β(T , T) = 0, (17)

и
∂α
∂t = aβ − 1

2 c2β2, α(T , T) = 0. (18)

Следовательно,
β(t, T) = 1

b

�

1− e−b(T−t)
�

(19)

и

α(t, T) = c2

2

∫ T

t
β2(s, T) ds−a

∫ T

t
β(s, T) ds.
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1. Опционы европейского типа на диффузионных
(B, S)-рынках акций

§ 1a. Формула Башелье

1. В идейном отношении материал настоящей главы, относящийся к
непрерывному времени, самым непосредственным образом связан с изло-
жением в шестой главе для случая дискретного времени.

При этом наш основной интерес будет связан с опционами, на примере
которых можно хорошо проиллюстрировать роль и возможности теории ар-
битража и методов стохастического исчисления для расчетов в финансовых
моделях с непрерывным временем.

2. Ранее (§ 2a гл. I) отмечалось, что Л. Башелье был, безусловно, первым,
кто для описания динамики цен акций обратился (см. [12]) к моделям слу-
чайных блужданий и их предельным образованиям, которые, говоря совре-
менным языком, есть не что иное, как броуновское движение.

Считая, что цены акций флуктуируют как броуновское движение, Л. Ба-
шелье привел ряд расчетов для (рациональных) стоимостей некоторых оп-
ционов, имевших в его время хождение во Франции, и затем сравнил их
с реальными рыночными ценами.

Приводимая ниже формула (5) является модернизированной версией ряда
«опционных» результатов из работы Л. Башелье [12]. Это и объясняет данное
ей название «формулы Башелье».

В линейной модели Башелье предполагается, что (B, S)-рынок устроен так,
что банковский счет B= (Bt)t¶T не меняется со временем (Bt ≡ 1), а цена
акции S= (St)t¶T описывается линейным броуновским движением со сносом:

St = S0+µt+σWt , t ¶ T , (1)

где W = (Wt)t¾0 –– стандартный винеровский процесс (броуновское движе-
ние), заданный на некотором вероятностном пространстве (Ω,F , P).

В этой модели цены принимают и отрицательные значения, и потому
она не может считаться адекватно отражающей реальную картину. Тем не
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менее, ее рассмотрение представляет интерес с разных точек зрения –– как
исторически первой диффузионной модели и как модели, которая является и
безарбитражной, и полной (см. гл. VII).

Положим

Zt = exp
�

−µ
σ

Wt −
1
2

�µ

σ

�2
t
�

, (2)

и пусть Ft , t¶ T , ––σ-алгебра, порожденная значениями винеровского про-
цесса Ws, s¶ t, и пополненная множествами P-нулевой вероятности.

Определим на (Ω,FT ) новую меру ePT , полагая (ср. с формулой (8) в § 4a
гл. VII)

dePT = ZT dPT , (3)

где PT =P |FT .
Заметим, что в рассматриваемой модели мера ePT является единственной

мартингальной мерой (см. п. 5 § 4a гл. VII), т. е. мерой, обладающей тем
свойством, что ePT ∼PT и процесс S= (St)t¶T является мартингалом. При этом
по теореме Гирсанова (§ 3e гл. III или § 3b гл. VII)

Law
�

S0+µt+σWt ; t ¶ T |ePT

�

= Law
�

S0+σWt ; t ¶ T |PT

�

. (4)

Теорема (формула Башелье). В модели (1) рациональная стоимость CT =
=C( fT ; P) стандартного опциона-колл европейского типа с платежной функ-
цией fT = (ST −K)+ определяется формулой

CT = (S0−K)Φ
�

S0−K

σ
p

T

�

+σ
p

T ϕ
�

S0−K

σ
p

T

�

, (5)

где

ϕ(x) = 1p
2π

e−
x2

2 , Φ(x) =
∫ x

−∞
ϕ( y) dy.

В частности, при S0=K выполняется равенство

CT = σ
È

T
2π . (6)

Доказательство. Если проанализировать доказательства теорем из § 4a,
4b гл. VII, то можно заметить, что их утверждения, сформулированные для
модели (положительных) цен (5) в § 4a, остаются в силе и для рассматривае-
мой модели (1). (Ключевая формула (14) из § 4b гл. VII примет сейчас вид eγt =

= Z−1
t

�ψt

σ
+ Xt

µ

σ2

�

, где Zt определяется формулой (2).) Тем самым, в данном
случае (B, S)-рынок является безарбитражным, T -полным и рациональная
цена равна

CT = E(ZT fT ) = E
ePT

( fT ). (7)
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В силу формулы (4) и свойства автомодельности винеровского процесса
имеем

E
ePT

(ST −K)+ = E
ePT

(S0+µT +σWT −K)+ =

= EPT
(S0−K +σWT )+ =

= E(S0−K +σ
p

T W1)+. (8)

Заметим, что если ξ –– случайная величина, имеющая стандартное нор-
мальное распределение N (0, 1), то для a∈R, b¾0 выполняется равенство

E(a+bξ)+ =
∫ ∞

−a/b
(a+bx)ϕ(x) dx = aΦ

�a
b

�

+b
∫ ∞

−a/b
xϕ(x) dx =

= aΦ
�a

b

�

−b
∫ ∞

−a/b
d(ϕ(x)) = aΦ

�a
b

�

+b ϕ
�a

b

�

. (9)

Полагая
a = S0−K , b = σ

p
T ,

из соотношений (7), (8) и (9) получаем требуемую формулу (5).

3. Будем обозначать через eπ= ( eβ , eγ) стратегию (из класса самофинанси-
руемых), которая имеет начальный капитал X eπ

0 =CT и обладает свойством
воспроизводимости платежной функции fT , т. е. пусть X eπ

T = fT (P-п. н.).
Из § 4b гл. VII следует, что капитал X eπ= (X eπ

t )t¶T этой стратегии таков, что

X eπ
t = E

ePT
( fT |Ft). (10)

Поскольку fT = (ST − K)+, в силу марковского характера процесса S =
= (St)t¶T получаем

X eπ
t = E

ePT
((ST −K)+ |Ft) =

= E
ePT

�

((St −K)+ (ST −St))+ |St

�

=

= E(a+bξ)+ = aΦ
�a

b

�

+bϕ
�a

b

�

, (11)

где a=St −K и b=σ
p

T − t.
Для 0¶ t¶T и S>0 введем обозначение

C(t, S) = (S−K)Φ
�

S−K
σ
p

T − t

�

+σ
p

T − t ϕ
�

S−K
σ
p

T − t

�

. (12)

Тогда из формулы (11) видим, что X eπ
t =C(t, St). В то же самое время

dX eπ
t = eγt dSt . (13)

По формуле Ито, примененной к C(t, St), находим, что

dC(t, St) = ∂C
∂S dSt +

�

∂C
∂t +

1
2σ

2 ∂2C
∂S2

�

dt. (14)
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Сопоставляя формулы (14) и (13) и применяя следствие 1 (§ 5b гл. III) к
разложению Дуба––Мейера, заключаем, что

eγt =
∂C
∂S (t, St). (15)

После дифференцирования правой части равенства (12) и простых преоб-
разований получаем, что

eγt = Φ
�

St −K

σ
p

T − t

�

. (16)

Соответствующее значение eβt определяется из тех соображений, что

C(t, St) = eβt + eγt St . (17)

Иначе говоря,
eβt = C(t, St)− eγt St . (18)

С учетом формул (12) и (16) находим, что

eβt = −KΦ
�

St −K

σ
p

T − t

�

+σ
p

T − t ϕ
�

St −K

σ
p

T − t

�

. (19)

Интересно отметить следующие особенности в поведении eγt и eβt при t ↑T .
Предположим, что в окрестности терминального момента T цены акций

удовлетворяют условию St >K. Тогда из формул (16) и (19) видим, что

eγt → 1, eβt → −K при t ↑ T . (20)

Если же St <K , то
eγt → 0, eβt → 0 при t ↑ T . (21)

Каждое из этих соотношений представляется вполне естественным.
Действительно, если St <K в окрестности момента T , то платежная функ-

ция fT = 0, и понятно, что продавцу опциона достаточно иметь в момент
времени T капитал X eπ

T , равный нулю, что и будет иметь место при выпол-
нении свойств (21).

Если же в окрестности момента T цены St таковы, что St > K , то fT =
= ST − K , и продавцу опциона надо будет иметь капитал X eπ

T = ST − K . По-
скольку X eπ

t = eβt + eγt St , видим, что при выполнении условий (20) продавец
получит требуемую сумму, так как X eπ

t = eβt + eγt St→ST −K .

§ 1b. Формула Блэка и Шоулса. I. Мартингальный вывод

1. Как уже отмечалось выше, линейная модель Башелье

St = S0+µt+σWt (1)

страдает, прежде всего, тем недостатком, что цены St могут принимать от-
рицательные значения.
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Более реалистична модель геометрического (также говорят –– экономиче-
ского, [420]) броуновского движения, в которой цены представлены в виде

St = S0eHt , (2)

где

Ht =
�

µ− σ
2

2

�

t+σWt . (3)

Иначе говоря,

St = S0e
�

µ−σ
2

2
�

t+σWt . (4)

Применяя формулу Ито (§ 3d гл. III), находим, что

dSt = St(µ dt+σ dWt).

Часто в символической форме это выражение записывают в виде

dSt

St
= µ dt+σ dWt ,

что подчеркивает аналогию с формулой

∆Sn

Sn−1
= µ+σεn,

использованной выше, например, в модели Кокса––Росса––Рубинштейна
в случае дискретного времени (см. § 1e гл. II).

Модель геометрического броуновского движения (2) была предложена в
1965 г. П. Самуэльсоном в работе [420], и именно она легла в основу моде-
ли Блэка––Мертона––Шоулса, с которой связана знаменитая формула Блэка
и Шоулса для рациональной стоимости стандартного опциона-колл европей-
ского типа с функцией выплат fT = (ST −K)+, полученная в 1973 г. в работах
[44] и [346].

2. Итак, будем рассматривать (B, S)-модель Блэка––Мертона––Шоулса,
предполагая, что банковский счет B= (Bt)t¾0 эволюционирует так, что

dBt = rBt dt, (5)

а цены акций S= (St)t¾0 подчиняются геометрическому броуновскому дви-
жению:

dSt = St(µ dt+σ dWt). (6)

Таким образом, пусть

Bt = B0ert , (7)

St = S0e
�

µ−σ
2

2
�

t+σWt . (8)
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Теорема (формула Блэка и Шоулса). В модели (5)––(6) рациональная сто-
имость CT =C( fT ; P) стандартного опциона-колл европейского типа с пла-
тежной функцией fT = (ST −K)+ определяется формулой

CT = S0Φ

� ln
S0

K
+T

�

r+ σ
2

2

�

σ
p

T

�

−Ke−rTΦ

� ln
S0

K
+T

�

r− σ
2

2

�

σ
p

T

�

. (9)

В частности, при S0=K и r=0 выполняется равенство

CT = S0

�

Φ

�

σ
p

T
2

�

−Φ
�

−σ
p

T
2

��

(10)

и CT ∼Kσ
r

T
2π при T→0 (ср. с формулой (6) в § 1a).

Доказательство этой формулы, данное в работах [44] и [346], будет при-
ведено в следующем параграфе. Сейчас же будет дано доказательство, кото-
рое естественно назвать «мартингальным» и для которого все необходимое
было подготовлено в гл. VII.

Используя те же или аналогичные обозначения, что и в предыдущем пара-
графе, положим

ZT = exp
�

−µ− r
σ

WT −
1
2

�µ− r
σ

�2
T
�

, (11)

и пусть ePT –– такая мера на (Ω,FT ), что dePT = ZT dPT .
По теореме Гирсанова (§ 3b гл. VII) процесс eW = ( eWt)t¶T , eWt =Wt +

µ− r
σ

t,

является по мере ePT винеровским процессом, и, значит,

Law(µt+σWt ; t ¶ T |ePT ) = Law(rt+σ eWt ; t ¶ T |ePT ) =
= Law(rt+σWt ; t ¶ T |PT ).

Поэтому

Law(St ; t ¶ T |ePT ) = Law
�

S0e
�

µ−σ
2

2
�

t+σWt ; t ¶ T
�

�
ePT

�

=

= Law
�

S0e
�

r−σ
2

2
�

t+σWt ; t ¶ T
�

� PT

�

. (12)

Из теоремы в § 4a гл. VII следует, что в классе 0-допустимых стратегий π=
= (β , γ),

∫ T
0 γ

2
uS2

u du<∞ (P-п.н.), рациональная стоимостьCT =C( fT ; P) опре-
деляется следующей формулой:

CT = B0 E
ePT

fT
BT

. (13)

Поскольку в рассматриваемом случае fT = (ST − K)+, с учетом форму-
лы (12) и свойства автомодельности винеровского процесса (Law(WT ) =
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=Law(
p

T W1)) находим, что

CT = B0 E
ePT

fT
BT
= e−rT E

ePT
(ST −K)+ =

= e−rT E
ePT

�

S0e
�

µ−σ
2

2
�

T+σWT −K
�+
=

= e−rT EPT

�

S0e
�

r−σ
2

2
�

T+σWT −K
�+
=

= e−rT EPT

�

S0e
�

r−σ
2

2
�

T+σ
p

T W1 −K
�+
=

= e−rT EPT

�

S0erT · e−
σ2

2 T+σ
p

T W1 −K
�+
=

= e−rT E
�

aebξ− b2

2 −K
�+

,

(14)

где
a = S0erT , b = σ

p
T , ξ ∼ N (0, 1). (15)

Простой подсчет показывает, что

E
�

aebξ− b2

2 −K
�+
= aΦ

� ln a
K
+ 1

2 b2

b

�

−KΦ
� ln a

K
− 1

2 b2

b

�

. (16)

Тем самым, из формул (14)––(16) следует, что

CT = S0Φ

� ln a
K
+ 1

2 b2

b

�

−Ke−rTΦ

� ln a
K
− 1

2 b2

b

�

.

Подставляя сюда значения a=S0erT и b=σ
p

T , приходим к формуле Блэка и
Шоулса (9).

Теорема доказана.

Замечание 1. Если положить

y± =
ln

S0

K
+T

�

r± σ
2

2

�

σ
p

T
,

то формуле (9) можно придать более компактный вид:

CT = S0Φ( y+)−Ke−rTΦ( y−). (17)

Пусть PT –– рациональная стоимость стандартного опциона-пут европей-
ского типа с платежной функцией fT = (K −ST )+. Тогда, поскольку

PT = CT −S0+Ke−rT

(ср. с «паритет колл-пут» тождеством (9) в § 4d гл. VI), получаем, что

PT = −S0

�

1−Φ
� ln

S0

K
+T

�

r+ σ
2

2

�

σ
p

T

��

+Ke−rT
�

1−Φ
� ln

S0

K
+T

�

r− σ
2

2

�

σ
p

T

��

, (18)
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или
PT = −S0Φ(−y+)+Ke−rTΦ(−y−). (19)

3. Рассматриваемая модель является T -полной (см. определение 1 в § 2d
гл. VII), и существует 0-допустимая стратегия eπ= ( eβ , eγ), для которой отвеча-
ющий ей капитал X eπ= (X eπ

t )t¶T таков, что X eπ
0 =CT и X eπ

T в точности воспро-
изводит fT :

X eπ
T = fT (P-п. н.).

Согласно теореме из § 4b гл. VII имеем

X eπ
t = Bt E

ePT

�

fT
BT

�

�

�Ft

�

= e−r(T−t) E
ePT

((ST −K)+ |Ft) =

= e−r(T−t) E
ePT

��

St ·
ST

St
−K

�+ �
�

�Ft

�

=

= e−r(T−t) E
ePT

�

(St e
�

µ−σ
2

2
�

(T−t)+σ(WT−Wt )−K)+
�

� Ft

�

=

= e−r(T−t) E
ePT

�

(St e
�

µ−σ
2

2
�

(T−t)+σ(WT−Wt )−K)+
�

� St

�

=

= e−r(T−t) EPT

�

(St e
�

r−σ
2

2
�

(T−t)+σ(WT−Wt )−K)+
�

� St

�

=

= e−r(T−t) E
�

(St er(T−t)ebξ− b2

2 −K)+
�

� St

�

=

= e−r(T−t) E
�

(aebξ− b2

2 −K)+
�

� St

�

, (20)

где
a = St er(T−t), b = σ

p
T − t, ξ ∼ N (0, 1),

при этом St и ξ=WT −Wt являются независимыми относительно исходной
меры P.

Учитывая формулу (16), из соотношений (20) находим, что цена C(t, St)=
= X eπ

t определяется следующим выражением:

C(t, St) = StΦ

� ln
St

K
+(T− t)

�

r+ σ
2

2

�

σ
p

T− t

�

−Ke−r(T−t)Φ

� ln
St

K
+(T− t)

�

r− σ
2

2

�

σ
p

T− t

�

. (21)

Так же как и в § 1a (см. п. 3), устанавливается, что для оптимального
хеджирующего портфеля eπ= ( eβt , eγt)t¶T выполняется равенство

eγt =
∂C
∂S (t, St). (22)

Из формулы (21) после простых преобразований находим, что

eγt = Φ
� ln

St

K
+ (T − t)

�

r+ σ
2

2

�

σ
p

T − t

�

(23)
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(ср. с формулой (16) в § 1a), и, поскольку eβt Bt + eγt St =C(t, St),

eβt = −
K
B0

e−rTΦ

� ln
St

K
+ (T − t)

�

r− σ
2

2

�

σ
p

T − t

�

. (24)

Интересно отметить, что 0< eγt <1 и eβt всегда отрицательно, что означает
взятие в долг с банковского счета, но так, что − K

B0
< eβt .

Как и в случае модели Башелье, здесь также выполнены свойства (20)
и (21) из § 1a:

если t ↑T и в окрестности момента T цены St >K , то

eγt St → ST , eβt Bt → −K;

и

если t ↑T и в окрестности момента T цены St <K , то

eγt St → 0, eβt Bt → 0.

Замечание 2. Рассмотренная выше цена C(t, St) зависит, разумеется, так-
же и от параметров r и σ, определяющих исходную модель. Чтобы подчерк-
нуть эту зависимость, будем обозначать эту цену C=C(t, s, r,σ) (St = s).

На практике часто бывает важно иметь представление о том, какова «чув-
ствительность» цены C(t, s, r,σ) к изменению параметров t, s, r,σ. Стандарт-
ными мерами такой «чувствительности» являются следующие величины (см.,
например, [36] и [415]):

θ = ∂C
∂t , ∆ = ∂C

∂s , ρ = ∂C
∂r , V = ∂C

∂σ .

(Буква «V» произносится здесь как «вега».)
В случае модели Блэка и Шоулса из формулы (21) находим, что

θ =
sσϕ(Y+(T − t))

2
p

T − t
− rKe−r(T−t)Φ( y−(T − t)),

∆ = Φ( y+(T − t)),

ρ = K(T − t)e−r(T−t)Φ( y−(T − t)),

V = sϕ( y+(T − t))
p

T − t,

где

ϕ(x) = 1p
2π

e−x2/2, y±(T − t) =
ln s

K
+ (T − t)

�

r± σ
2

2

�

σ
p

T − t
.

4. Подсчет величиныCT , данный в формулах (14)––(16), можно произвести
несколько иначе, основываясь на идеях подходящего выбора дисконтирую-
щего процесса («numéraire»), изложенных в § 1b гл. VII.
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С этой целью перепишем формулу (13) с fT = (ST −K)+ в следующем виде:

CT = B0 E
ePT

(ST −K)+

BT
= B0 E

ePT

(ST −K)+

BT
I(ST > K) =

= B0 E
ePT

ST

BT
I(ST > K)−Ke−rT E

ePT
I(ST > K). (25)

В силу формулы (12) подсчет E
ePT

I(ST >K) не представляет трудностей:

E
ePT

I(ST > K) = Φ
� ln

S0

K
+T

�

r− σ
2

2

�

σ
p

T

�

. (26)

Для подсчета же B0 E
ePT

ST

BT
I(ST >K) введем процесс Z= (Zt)t¶T ,

Zt =
St/S0

Bt/B0
. (27)

Важно отметить, что процесс Z является положительным мартингалом (по
«мартингальной» мере ePT ) и E

ePT
ZT =1. Тем самым, можно ввести новую меру

PT , полагая
dPT = ZT dePT . (28)

(В работе [434] мера PT называлась дуальной (по отношению к ePT ) мартин-
гальной мерой.)

Из формул (7) и (8) находим

Zt = eσWt+
�

µ−r−σ
2

2
�

t = eσ
eWt−

σ2

2 t ,

где eWt =Wt +
µ− r
σ

t, t¶T , является винеровским процессом по мере ePT .
По теореме Гирсанова (§ 3e гл. III или § 3b гл. VII) легко проверяется, что

относительно меры PT винеровским будет процесс

Wt = eWt −σt
�

= Wt +
�µ− r
σ
−σ

�

t
�

, t ¶ T . (29)

С учетом введенных обозначений находим, что

B0 E
ePT

ST

BT
I(ST > K) = S0 E

ePT
ZT I(ST > K) = S0 EPT

I(ST > K),

и, тем самым, из формулы (25) следует, что

CT = S0 EPT
I(ST > K)−Ke−rT E

ePT
I(ST > K). (30)

По аналогии с формулой (12) имеем

Law(St ; t ¶ T |PT ) = Law
�

S0e
�

µ−σ
2

2
�

t+σWt ; t ¶ T
�

� PT

�

=

= Law
�

S0e
�

r+σ
2

2
�

t+σWt ; t ¶ T
�

� PT

�

=

= Law
�

S0ert eσWt+
σ2

2 t ; t ¶ T
�

� PT

�

. (31)
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В частности, если ξ∼N (0, 1), то

Law(ST |PT ) = Law
�

S0e
�

r+σ
2

2
�

T · eσ
p

T ξ
�

� PT

�

.

Отсюда

EPT
I(ST > K) = Φ

� ln
S0

K
+T

�

r+ σ
2

2

�

σ
p

T

�

. (32)

Из формул (30), (26) и (32) получаем, как и было указано в начале этого
пункта, несколько иной вывод формулы Блэка и Шоулса (9) для CT .

§ 1c. Формула Блэка и Шоулса. II. Вывод, основанный на решении
фундаментального уравнения

1. Приведем теперь тот оригинальный вывод формулы Блэка и Шоулса для
рациональной стоимости опционных контрактов, который был независимо
дан Ф. Блэком и М. Шоулсом [44] и Р. Мертоном [346] в 1973 году.

Естественно, конечно, что первый вопрос, который возникал перед этими
авторами, –– это вопрос о том, что следует понимать под рациональной стои-
мостью. Замечательная по своей простоте и эффективности их идея состояла
в том, что эта стоимость должна быть не чем иным, как той минимальной ве-
личиной начального капитала, которая дает продавцу опциона возможность
построения хеджирующего портфеля.

Формально это означает следующее.
Пусть рассматривается опционный контракт европейского типа с момен-

том исполнения T и платежной функцией fT .
Тогда под рациональной (справедливой) стоимостью Yt такого опционного

контракта, заключаемого в момент 0¶ t¶ T , понимается (согласно опреде-
лению Ф. Блэка, М. Шоулса и Р. Мертона) цена совершенного хеджирования
европейского типа

C[t,T ] = inf
�

x : ∃π, Xπt = x и XπT = fT (P-п. н.)
	

. (1)

(Ср. с соответствующими определениями в § 1b гл. VI и § 4b гл. VII; величина
C[0,T ] ранее обозначалась также CT .)

Вообще говоря, a priori не ясно, существуют ли совершенные хеджи.
Из результатов § 4a, b гл. VII следует, что в рассматриваемой модели (B, S)-

рынка такие хеджи действительно существуют и, более того, Yt =C[t,T ] сов-

падает с величиной Bt E
ePT

�

fT
BT

�

�

�Ft

�

, где ePT –– мартингальная мера, благодаря

чему данный в § 1b вывод был назван «мартингальным».
В работах же [44], [346], предшествующих «мартингальному» подходу, ме-

тод расчета величин Yt =C[t,T ] был иным и состоял в следующем.
В силу «марковского» характера и процесса S= (St)t¾0, и платежной функ-

ции fT = (ST − K)+ естественно предположить, что Ft -измеримая величина
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Yt зависит от «прошлого» только через значение St :

Yt = Y (t, St).

В предположении, что определенная на [0, T) × (0, ∞) функция Y = Y (t, S)
является к тому же достаточно гладкой (точнее, Y ∈C1,2), авторы работ [44]
и [346] получили следующее фундаментальное уравнение:

∂Y
∂t + rS ∂Y

∂S +
1
2σ

2S2 ∂2Y
∂S2 = rY (2)

с краевым условием
Y (T , S) = (S−K)+. (3)

(Вывод уравнения (2) дан в § 4c гл. VII; см. там уравнение (19).)
Следующий шаг на пути к формуле Блэка и Шоулса (т. е. к формуле для

значения Y (0, S0)) состоит в том, чтобы найти решение задачи (2)––(3).
Уравнение (2) относится к уравнениям типа Фейнмана––Каца (см. форму-

лу (19) в § 3f гл. III) и может быть решено стандартной техникой решения
таких уравнений.

Введем новые переменные

θ = σ2(T − t), (4)

Z = ln S+
�

r− σ
2

2

�

(T − t) (5)

и положим
V(θ , Z) = er(T−t)Y (t, S). (6)

В новых переменных задача (2)––(3) эквивалентна задаче

∂V
∂θ −

1
2

∂2V
∂Z2 = 0, (7)

V(0, Z) = (eZ −K)+. (8)

Уравнение (7) является уравнением теплопроводности, и согласно форму-
ле (17′) из § 3f гл. III решение задачи (7)––(8) определяется выражением

V(θ , Z) = E(eWθ+Z −Kx)+, (9)

где W = (Wθ ) –– стандартный винеровский процесс.
Обозначим

a = eZ+ θ2 , b =
p

θ , ξ ∼ N (0, 1).

Тогда
E(eWθ+Z −K)+ = E(eZ · e

p
θW1 −K)+ =

= E
�

eZ+ θ2 · e
p
θW1−

(
p
θ)2

2 −K
�+
=

= E
�

aebξ− b2

2 −K
�+

. (10)
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Применяя формулу (16) из § 1b, находим, что

E(eWθ+Z −K)+ = eZ+ θ2 Φ

�

Z− ln K +θp
θ

�

−KΦ
�

Z− ln Zp
θ

�

. (11)

Наконец, с учетом обозначений (4) и (5) из соотношений (6) и (11) прихо-
дим к формуле

Y (t, S) = e−r(T−t)V(θ , Z) =

= SΦ
� ln S

K
+ (T − t)

�

r+ σ
2

2

�

σ
p

T − t

�

−Ke−r(T−t)Φ

� ln S
K
+ (T − t)

�

r− σ
2

2

�

σ
p

T − t

�

. (12)

(Ср. с формулой (21) в § 1b.)
Полагая здесь t= 0 и S= S0, получаем искомую формулу Блэка и Шоулса

(9). В § 1b было показано, что портфель eπ= ( eβt , eγt)t¶T , eγt =
∂Y
∂S (t, St), eβt Bt =

= Y (t, St)− Steγt , является хеджем, для которого капитал X eπ
T в точности вос-

производит платежное поручение fT = (ST −K)+.

2. В заключение отметим следующие обстоятельства, касающиеся двух
приведенных выводов формулы Блэка и Шоулса.

«Мартингальный» вывод, данный в § 1b, был основан на том, что в рас-
сматриваемой модели (B, S)-рынка существовала, и притом единственная,
мартингальная мера. Это определило безарбитражность рассматриваемой
модели и дало возможность рассчитывать рациональную стоимость CT по

формуле CT = B0 E
ePT

fT
BT

, которая (для fT = (ST −K)+) воплотилась в формулу
Блэка и Шоулса.

Вывод, основанный на решении фундаментального уравнения, приводит
к той же самой формуле. Интересно поэтому подчеркнуть, что в этом выводе
идеи безарбитражности и совершенного хеджирования выразились в том,
что в силу единственности задачи (2)––(3) найденная цена Y (0, S0) автома-
тически оказывается «безарбитражной», «справедливой»: если назначаемая
цена опциона меньше Y (0, S0), то продавец опциона не сможет, вообще го-
воря, выполнить свои контрактные обязательства, а если больше Y (0, S0), то
продавец заведомо будет иметь чистый доход («free lunch»). Подробнее см.
§ 1b гл. V.

§ 1d. Формула Блэка и Шоулса. III. Модель с дивидендами

1. Будем снова предполагать, что (B, S)-рынок описывается соотношения-
ми (5) и (6) из § 1b, но происходит выплата дивидендов от обладания акцией
(ср. с п. 6 в § 1a гл. V).

Более точно, это означает следующее. Если S = (St)t¾0 –– рыночная цена
акции, то капитал eS = (eSt)t¾0 обладателя акции с учетом выплачиваемых
дивидендов считается эволюционирующим (с учетом дисконтирования) в со-
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ответствии со следующим правилом:

d
�

eSt

Bt

�

= d
�

St

Bt

�

+
δSt dt

Bt
. (1)

Здесь δ¾0 есть параметр, характеризующий интенсивность (rate) выпла-
ты дивидендов. Если Bt ≡1, то из формулы (1) следует, что

deSt = dSt +δSt dt, (2)

и, значит, приращение капитала обладателя акции за время dt складывается
из изменения dSt рыночной ее цены и дивидендов δSt dt, пропорциональ-
ных St .

Поскольку dSt =St(µ dt+σ dWt) и

d
�

St

Bt

�

=
St

Bt

�

(µ− r) dt+σ dWt

�

, (3)

из формулы (1) следует, что

d
�

eSt

Bt

�

=
St

Bt

�

(µ− r+δ) dt+σ dWt

�

. (4)

Обозначим
Wt = Wt +

µ− r+δ
σ

t (5)

и

ZT = exp
�

−µ− r+δ
σ

WT −
1
2

�

µ− r+δ
σ

�2

T
�

. (6)

Тогда если определить меру PT , полагая

dPT = ZT dPT ,

то в силу теоремы Гирсанова (см. § 3e гл. III) найдем, что процесс W = (Wt)t¶T
по мере PT будет винеровским. Поэтому

Law
�

µt+σWt ; t ¶ T |PT

�

= Law
�

(r−δ)t+σWt ; t ¶ T |PT

�

=

= Law
�

(r−δ)t+σWt ; t ¶ T |PT

�

и
Law

�

St ; t ¶ T |PT

�

= Law
�

S0e
�

r−δ−σ
2

2
�

t+σWt ; t ¶ T |PT

�

. (7)

Пусть Xπt =βt Bt +γt
eSt , t¶T , есть капитал самофинансируемой стратегии

π= (β , γ). Поскольку по мере PT дисконтированный капитал
�

Xπt
Bt

�

t¶T
явля-

ется мартингалом в классе 0-допустимых стратегий с
∫ T

0 γ
2
u
eS2

u du<∞ (P-п. н.),
получаем, что

EPT

XπT
BT
=

Xπ0
B0

.
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Отсюда выводим (ср. с формулой (13) в § 1b), что рациональная стоимость
опциона-колл CT (δ; r) определяется формулой

CT (δ; r) = B0 EPT

fT
BT

, (8)

где fT = (ST −K)+.
С учетом равенства (7) и формулы (16) в § 1b из соотношения (8) находим,

что

CT (δ; r) = e−rT EPT

�

S0e
�

µ−σ
2

2
�

T+σWT −K
�+
=

= e−rT E
�

S0e
�

r−δ−σ
2

2
�

T+σWT −K
�+
=

= e−rT E
�

S0e
�

r−δ−σ
2

2
�

T+σ
p

T W1−K
�+
=

= S0e−δTΦ

� ln
S0

K
+T

�

r−δ+ σ
2

2

�

σ
p

T

�

−Ke−rTΦ

� ln
S0

K
+T

�

r−δ− σ
2

2

�

σ
p

T

�

. (9)

Пусть также PT (δ; r) –– соответствующая стоимость опциона-пут при на-
личии дивидендов. Нетрудно убедиться, что стоимости CT (δ; r) и PT (δ; r)
связаны (ср. с (9) в § 4d гл. VI) следующим тождеством «паритет колл-пут»:

PT (δ; r) = CT (δ; r)−S0e−δT +Ke−rT . (10)

Сопоставляя формулу (9) с формулой (9) из § 1b для CT (0; r) (≡CT )) и учиты-
вая равенство (10), приходим к следующему результату.

Теорема. Рациональные стоимости CT (δ; r) и PT (δ; r) опциона-колл и
опциона-пут при наличии дивидендов от акции задаются формулами

CT (δ; r) = e−δTCT (0; r−δ) (11)

и
PT (δ; r) = e−δTPT (0; r−δ) , (12)

где CT (0; r − δ) и PT (0; r − δ) определяются правыми частями формул (9)
и (18) из § 1b (случай без дивидендов) с заменой r на r−δ.
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2. Опционы американского типа на диффузионных
(B, S)-рынках акций. Случай бесконечного
временно́го горизонта

§ 2a. Стандартный опцион покупателя

1. При оперировании с опционами и другими производными финансовы-
ми инструментами следует четко различать два случая: первый, когда вре-
менно́й параметр t принадлежит конечному интервалу [0, T], и второй, когда
t принадлежит бесконечному интервалу [0, ∞). Второй случай является, ко-
нечно, некоторой идеализацией, но значительно более прост для математи-
ческого анализа, нежели первый, в котором принятие тех или иных решений
в момент времени t существенно зависит от величины T − t оставшегося
времени до завершения действия контрактов.

Этим объясняется то, что последующее изложение начинается с рассмот-
рения второго случая. Случай конечного временно́го интервала [0, T] рас-
сматривается в разделе 3.

2. Будем предполагать, что на фильтрованном вероятностном простран-
стве (Ω,F , (Ft)t¾0, P) задан стандартный винеровский процесс W = (Wt)t¾0
и диффузионный (B, S)-рынок имеет следующую структуру:

dBt = rBt dt, B0 > 0, (1)
dSt = St(µ dt+σ dWt), S0 > 0. (2)

Для стандартного дисконтируемого опциона покупателя (опциона-колл)
функция платежа имеет по определению следующую структуру:

ft = e−λt g(St), (3)

где g(x)= (x−K)+, x∈ E= (0, ∞).
По аналогии со случаем дискретного времени положим

V ∗(x) = sup B0
eEx

fτ
Bτ

, (4)
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где sup берется по классу всех конечных моментов остановки

M∞
0 =

�

τ = τ(ω): 0 ¶ τ(ω) < ∞, ω ∈ Ω
	

(5)

и eEx обозначает математическое ожидание по мартингальной мере ePx , отно-
сительно которой процесс S= (St)t¾0 имеет стохастический дифференциал

dSt = St(r dt+σ dWt), S0 = x. (6)

Чтобы упростить обозначения, будем с самого начала полагать µ= r. При
этом допущении символ «e » у ePx и eEx можно опускать.

Итак, пусть
V ∗(x) = sup

τ∈M∞
0

Ex e−(λ+r)τ(Sτ−K)+. (7)

Для многих целей имеет смысл рассматривать наряду с классом M∞
0 также

класс
M∞

0 =
�

τ = τ(ω): 0 ¶ τ(ω) ¶ ∞, ω ∈ Ω
	

тех марковских моментов, которые могут принимать и значения +∞, и пола-
гать

V ∗(x) = sup
τ∈M∞

0

Ex e−(λ+r)τ(Sτ−K)+I(τ < ∞). (8)

Отыскание функций V ∗(x) и V ∗(x) имеет самое прямое отношение к рас-
четам рассматриваемого стандартного опциона-колл американского типа,
поскольку значения V ∗(x) и V ∗(x) в точности совпадают со значениями ра-
циональных стоимостей в предположении, что покупатель опциона может
выбирать момент предъявления опциона или в классе M∞

0 , или в классе M∞
0

и S0 = x. (Случай τ = ∞ соответствует непредъявлению опциона к испол-
нению.) Доказательство этого утверждения в случае дискретного времени
проводится так же, как и доказательство теоремы 1 в § 2c гл. VI. В случае
же непрерывного времени, в сущности, мало что меняется; подробнее см.,
например, [33], [265], [281]. К тому же если τ∗ и τ∗ –– оптимальные моменты
в решении задач (7), (8), то они будут оптимальными моментами предъявле-
ния покупателем опционов (в классах M∞

0 или M∞
0 ).

3. Приступая к рассмотрению задач об оптимальной остановке (7) и (8),
выделим сначала (неинтересный) случай λ=0.

В этом случае

e−rt(St −K)+ =
�

S0eσWt−
σ2

2 t −Ke−rt
�+

,

откуда видно, что процесс (e−rt(St − K)+)t¾0 является субмартингалом, и,
значит, если τ∈MT

0 , т. е. τ(ω)¶T , ω∈Ω, то

Ex e−rτ(Sτ−K)+ ¶ Ex e−rT (ST −K)+ ¶ x. (9)
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Согласно формуле Блэка и Шоулса (см. (9) в § 1b)

Ex e−rT (ST −K)+ → x, T → ∞, (10)

при любом r¾0.
Поскольку в рассматриваемом случае V ∗(x)= lim

T→∞
V ∗T (x), где

V ∗T (x) = sup
τ∈MT

0

Ex e−(λ+r)τ(Sτ−K)+ (11)

(см. [441, гл. 3] и ср. с § 5b гл. VI), из формул (9) и (10) заключаем, что если
λ=0 и r¾0, то «наблюдения надо продолжать так долго, как это возможно».
Точный смысл этого высказывания состоит в том, что для каждого x > 0 и
любого ε>0 можно найти такой детерминированный момент Tx ,ε, для кото-
рого

Ex e−rTx ,ε(STx ,ε
−K)+ ¾ x−ε.

4. Сформулируем теперь основные результаты относительно задач об оп-
тимальной остановке (7) и (8) для случая λ>0.

Теорема. Если λ>0, то для всякого x∈ (0, ∞) выполняется равенство

V ∗(x) = V ∗(x) =

¨

x−K , x ¾ x∗,
c∗xγ1 , x < x∗,

(12)

где

γ1 =
�

1
2 −

r
σ2

�

+
s

�1
2 −

r
σ2

�2
+ 2(λ+ r)

σ2 , (13)

c∗ = γ−γ1
1

�

γ1−1
K

�γ1−1

, (14)

x∗ = K
γ1

γ1−1 . (15)

В классе M∞
0 существует оптимальный момент, и в качестве такового

может быть взят момент

τ∗ = inf
�

t ¾ 0: St ¾ x∗
	

. (16)

При этом

Px (τ∗ < ∞) =







1, если r ¾ σ
2

2 или x ¾ x∗,
� x

x∗
�1− 2r

σ2
, если r < σ2

2 и x < x∗.
(17)

Ниже будут приведены два доказательства этих утверждений. Первое ос-
новано на «марковском» подходе к задачам об оптимальной остановке и в
идейном отношении такое же, как и доказательство соответствующего ре-
зультата для случая дискретного времени (см. § 5b гл. VI). Второе основано на
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некоторых «мартингальных» соображениях, использованных в работе [32],
в соединении с идеями перехода к «дуальной» вероятностной мере (см. п. 4
§ 1b).

5. Первое доказательство. Рассмотрим несколько более общие задачи об
оптимальной остановке, нежели задачи (7) и (8).

Пусть
V ∗(x) = sup

τ∈M∞
0

Ex e−βτg(Sτ), (18)

V ∗(x) = sup
τ∈M∞

0

Ex e−βτg(Sτ)I(τ < ∞) (19)

–– цены в задачах об оптимальной остановке марковского процесса S =
= (St ,Ft , Px )t¾0, x ∈ E = (0, ∞), где Px –– распределение вероятностей про-
цесса S с S0= x, β >0, и g= g(x) –– некоторая борелевская функция.

Если g = g(x) является непрерывной неотрицательной функцией, то со-
гласно общей теории оптимальных правил остановки марковских процессов
(см. [441, гл. 3] и ср. с теоремой 4 в § 2a гл. VI) справедливы следующие
утверждения:

(a) V ∗(x)=V ∗(x), x∈ E; (20)
(b) V ∗(x) является наименьшей β-эксцессивной мажорантой функции g(x),

т. е. наименьшей среди таких функций V(x), что

V(x) ¾ g(x), V(x) ¾ e−βt Tt V(x), (21)

где Tt V(x)=Ex V(St);

(c) V ∗(x)= lim
n

lim
N

QN
n g(x), (22)

где
Qng(x) = max

�

g(x), e−β ·2
n
T2−n g(x)

�

; (23)

(d) если Ex

�

sup
t

e−βt g(St)
�

<∞, то для каждого ε>0 момент

τε = inf
�

t : V ∗(St) ¶ e−βt g(St)+ε
	

(24)

является ε-оптимальным моментом остановки в классе M∞
0 , т. е. Px (τx <∞)=

=1, x∈ E, и V ∗(x)−ε¶Ex e−βτε g(Sτε);
(e) если момент

τ0 = inf
�

t : V ∗(St) ¶ e−βt g(St)
	

является моментом остановки (Px (τ0 <∞)= 1, x ∈ E), то он оптимален в
классе M∞

0 :
V ∗(x) = Ex e−βτ0 g(Sτ0

), x ∈ E;

при этом если некоторый другой момент остановки τ1 также является опти-
мальным, то Px (τ0¶τ1)= 1, x ∈ E, т. е. τ0 является наименьшим оптималь-
ным моментом остановки.
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Пусть C∗={x∈ E : V ∗(x)> g(x)} и D∗={x∈ E : V ∗(x)= g(x)}.
Из формул (22) и (23) нетрудно вывести (ср. с § 5b гл. VI), что функция

V ∗ = V ∗(x) имеет довольно-таки простую структуру, являясь на E = (0, ∞)
выпуклой вниз функцией, мажорирующей функцию g= g(x). При этом суще-
ствует x∗ такое, что C∗={x : x< x∗} и D∗={x : x¾ x∗}.

Тем самым, решение задач (7), (8) сводится к отысканию значения x∗ и,
разумеется, функции V ∗(x) (=V ∗(x)).

Если проанализировать рассуждения, проведенные в п. 6 § 5b гл. VI при
решении соответствующей задачи в случае дискретного времени, то ста-
нет вполне естественной идея о том, что требуемое значение x∗ и V ∗(x) ––
наименьшая (λ + r)-эксцессивная мажоранта функции g(x), должны быть
решениями следующей задачи Сте́фана, или задачи со свободной границей
(см. [441, 3.8]):

LeV(x) = (λ+ r)eV(x), x < ex, (25)
eV(x) = g(x), x ¾ ex, (26)

deV(x)
dx

�

�

�

x↑ex
=

dg(x)
dx

�

�

�

x↓ex
, (27)

где

L = rx ∂
∂x +

σ2

2 x2 ∂2

∂x2 (28)

–– инфинитезимальный оператор процесса S= (St)t¾0 со стохастическим диф-
ференциалом

dSt = St(r dt+σ dWt).

Будем искать решение уравнения (25) (в неизвестной пока области (0, ex))
в виде

V(x) = cxγ. (29)

Тогда для γ получаем уравнение

γ2−
�

1− 2r
σ2

�

γ− 2(λ+ r)
σ2 = 0. (30)

Чтобы упростить обозначения, будем считать, что σ2=1. (Если σ2 6=1, то
в окончательных ответах надо будет сделать замену r→ r

σ2 , λ→ λ

σ2 .)

Уравнение (30) с σ2=1 имеет два корня

γ1 =
�1

2 − r
�

+
s

�1
2 − r

�2
+2(λ+ r) (31)

и

γ2 =
�1

2 − r
�

−
s

�1
2 − r

�2
+2(λ+ r). (32)

Поскольку λ>0, имеем γ1>1. (Если λ=0, то γ1=1.) При этом γ2<0.

820



2. Опционы американского типа. Случай бесконечного горизонта

Поэтому общее решение уравнения (25) должно иметь вид

eV(x) = c1 xγ1 + c2 xγ2 . (33)

Как и в случае дискретного времени (§ 5b гл. VI), из формулы (33) заключа-
ем, что c2=0, поскольку в противном случае V(x)→±∞ при x ↓0, что должно
быть исключено по смыслу рассматриваемой задачи (V ∗(x)¾0 и V ∗(x)¶ x).

Итак, eV(x) = c1 xγ1 для x < ex, где c1 и «свободная» граница ex являются
пока неизвестными константами, для определения которых воспользуемся
условием (26) и условием «гладкого склеивания» (27).

Условие (26) дает соотношение

c1ex
γ1 = x−K. (34)

Условие (27) принимает вид

c1γ1ex
γ1−1 = 1. (35)

Из этих двух соотношений находим, что

ex = K
γ1

γ1−1 , c1 = γ
−γ1
1

�

γ1−1
K

�γ1−1

. (36)

Таким образом, решение eV(x) задачи (25)–(27) может быть представлено
следующим образом:

eV(x) =

¨

x−K , x ¾ ex,

c1 xγ1 , x < ex,
(37)

где ex и c1 определяются формулами (36).

Замечание. Если K = 1, то eV(x) в точности совпадает с функцией eV(x),
определяемой формулой (39) в § 5b гл. VI, что не будет удивительным, если
принять во внимание формулу (22) и тот способ, которым отыскивалась
в гл. VI функция eV(x).

Теорема будет доказана, если теперь показать, что найденная функция
eV(x) совпадает с ценой V ∗(x) (см. формулу (7)), а момент

eτ = inf
�

t ¾ 0: St ¾ ex
	

является оптимальным в классе M∞
0 и в классе M∞

0 , если Px (eτ<∞)=1.
С этой целью достаточно, очевидно, лишь убедиться в справедливости

следующих «проверочных» условий для x∈ E= (0, ∞):

(A) eV(x)=Ex e−(λ+r)eτ(S
eτ−K)+I(eτ<∞)

и

(B) eV(x)¾Ex e−(λ+r)τ(Sτ−K)+I(τ<∞) для любого τ∈M∞
0 .
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В силу того что (S
eτ − K)+I(eτ<∞)= eV(S

eτ)I(eτ<∞) и eV(x)¾ (x − K)+, для
проверки справедливости соотношений (A) и (B) надо, в свою очередь, про-
верить выполнимость условий

(A′) eV(x)=Ex e−(λ+r)eτ
eV(S

eτ)I(eτ<∞)

и

(B′) eV(x)¾Ex e−(λ+r)τ
eV(Sτ)I(τ<∞) для любого τ∈M∞

0 и x∈ E.

Стандартная техника установления справедливости свойств (A′) и (B′) ос-
нована на применении к функции eV(x) формулы Ито (точнее, некоторого ее
обобщения –– формулы Ито––Мейера) и состоит в следующем.

Пусть V = V(x) –– некоторая функция из класса C2, т. е. функция с непре-
рывной второй производной. Тогда классическая формула Ито (§ 5c гл. III),
примененная к функции F(t, x)= e−(λ+r)t V(x) и процессу S= (St)t¾0, приво-
дит к следующему представлению:

e−(λ+r)t V(St) = V(S0)+
∫ t

0
e−(λ+r)u

�

LV(Su)− (λ+ r)V(Su)
�

du+

+
∫ t

0
e−(λ+r)uσSuV ′(Su) dWu. (38)

Если теперь обратиться к функции eV(x), определенной формулой (37), то
можно заметить, что эта функция принадлежит классу C2 для всех x ∈ E =
= (0, ∞) за исключением лишь одной точки x= ex, что дает основание надеять-
ся на справедливость формулы (38) и для V(x)= eV(x) при соответствующем
понимании производных в точке x= ex.

В рассматриваемом случае функция eV(x) является выпуклой (вниз), при-
чем ее первая производная eV ′(x) существует и непрерывна для всех x ∈ E=
= (0, ∞), вторая производная eV ′′(x) существует для всех x ∈ E = (0, ∞), за
исключением точки x= ex, в которой существуют пределы

eV ′′− (ex) = lim
x↑ex

eV ′′(x) и eV ′′+ (ex) = lim
x↓ex

eV ′′(x).

В стохастическом исчислении имеется обобщение формулы Ито, данное
П.-А. Мейером на случай функций V(x), являющихся разностью двух вы-
пуклых функций. (См., например, [248, (5.52)] или формулу Ито––Мейера в
работе [395, IV].)

Интересующая нас функция eV(x) является выпуклой (вниз), и формула
Ито––Мейера для F(t, x)= e−(λ+r)t

eV(x) и S= (St)t¾0 будет по внешнему виду
той же самой, что и формула (38), с тем лишь изменением, что вместо второй
производной eV ′′(ex) надо взять, скажем, значение eV ′′− (ex).

Итак, с учетом этого соглашения находим, что

e−(λ+r)t
eV(St)− eV(S0) =

∫ t

0
e−(λ+r)u

�

LeV(Su)− (λ+ r)eV(Su)
�

du+Mt , (39)
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где

Mt =
∫ t

0
e−(λ+r)uσSu

eV ′(Su) dWu. (40)

Полезно отметить, что при x< ex выполняется равенство

LeV(x)− (λ+ r)eV(x) = 0 (41)

(в силу формулы (25)), и непосредственный подсчет показывает, что это ра-
венство сохраняется и при x= ex, а при x> ex имеет место неравенство

LeV(x)− (λ+ r)eV(x) ¶ 0. (42)

Из формул (39), (41) и (42) получаем, что (при S0= x)

eV(x) ¾ e−(λ+r)t
eV(St)−Mt . (43)

Как видно из формулы (40), процесс M= (Mt)t¾0 является локальным мар-
тингалом.

Пусть (τn) –– его локализующая последовательность и τ ∈M∞
0 . Тогда из

формулы (43) получаем

eV(x) ¾ Ex e−(λ+r)(τn∧τ)
eV(Sτn∧τ)−E Mτn∧τ =

= Ex e−(λ+r)(τn∧τ)
eV(Sτn∧τ) =

= Ex e−(λ+r)(τn∧τ)
eV(Sτn∧τ)I(τ < ∞),

и по лемме Фату

eV(x) ¾ lim
n

Ex e−(λ+r)(τn∧τ)
eV(Sτn∧τ)I(τ < ∞) ¾

¾ Ex e−(λ+r)τ
eV(Sτ)I(τ < ∞),

что и доказывает свойство (B′).
Установим теперь справедливость свойства (A′).
Если x∈ eD={x : x¾ ex}, то Px (eτ=0)=1, и свойство (A′) очевидно.
Пусть теперь ex∈ eC={x : x< ex}. Тогда из формул (41) и (39) получаем

eV(x) = e−(λ+r)(τn∧eτ)
eV(Sτn∧eτ)−Mτn∧eτ,

и, значит,
eV(x) = Ex e−(λ+r)(τn∧eτ)

eV(Sτn∧eτ) =

= Ex e−(λ+r)(τn∧eτ)
eV(Sτn∧eτ)I(eτ < ∞)

+Ex e−(λ+r)(τn∧eτ)
eV(Sτn

)I(eτ = ∞). (44)
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Поскольку
0 ¶ e−(λ+r)(τn∧eτ)

eV(Sτn∧eτ)I(eτ < ∞) ¶

¶ sup
t¶eτ

�

e−(λ+r)t
eV(St)

�

I(eτ < ∞) ¶

¶ sup
t¶eτ

�

e−λt eσWt−
σ2

2 t� I(eτ < ∞) ¶

¶ sup
t¾0

�

e−λt eσWt−
σ2

2 t�

и

E sup
t¾0

�

e−λt eσWt−
σ2

2 t� < ∞ (45)

(см. ниже следствие 2 к лемме 1), по теореме Лебега о мажорируемой сходи-
мости

lim
n

Ex e−(λ+r)(τn∧eτ)
eV(Sτn∧eτ)I(eτ < ∞) = Ex e−(λ+r)eτ

eV(S
eτ)I(eτ < ∞). (46)

Далее, eV(Sτn
)¶ eV(ex)<∞ на множестве {ω: eτ=∞}, и поэтому

lim
n

Ex e−(λ+r)τn
eV(Sτn

)I(eτ = ∞) = 0. (47)

Требуемое свойство (A′) следует из формул (44), (46) и (47).
Для завершения доказательства теоремы надо установить справедливость

свойства (46) и доказать формулу (17) (с τ∗= eτ).
С этой целью докажем следующее утверждение.

Лемма 1. При x¾0 и µ∈R, σ>0 выполняется равенство

P
�

max
s¶t

(µs+σWs) ¶ x
�

= Φ
�

x−µt
σ
p

t

�

− e
2µx
σ2 Φ

�

−x−µt
σ
p

t

�

, (48)

где Φ(x)= 1p
2π

∫ x
−∞ e−

y 2

2 dy.

Доказательство. Пусть для простоты σ2=1. По теореме Гирсанова (§ 3e
гл. III или § 3b гл. VII)

P
�

max
s¶t

(µs+Ws) > x, µt+Wt ¶ x
�

= E I
�

max
s¶t

(µs+Ws) > x, µt+Wt ¶ x
�

= E exp
�

µWt −
µ2

2 t
�

I
�

max
s¶t

Ws > x, Wt ¶ x
�

. (49)

Положим Tx = inf{t ¾ 0: Wt = x}. Тогда принцип отражения Д. Андрэ утвер-
ждает, что процесс

eWt = Wt I(t ¶ Tx )+ (2x−Wt)I(t > Tx ) (50)

является также винеровским. (См. § 3b гл. III, [124], [266] и [439].)
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Из формул (49) и (50) находим, что

P
�

max
s¶t

(µs+Ws) ¶ x
�

=

= P(µt+Wt ¶ x)−P
�

max
s¶t

(µs+Ws) > x, µt+Wt ¶ x
�

=

= Φ
�

x−µt
p

t

�

−E exp
�

µWt −
µ2

2 t
�

I
�

max
s¶t

Ws > x, Wt ¶ x
�

=

= Φ
�

x−µt
p

t

�

−E exp
�

µ eWt −
µ2

2 t
�

I
�

max
s¶t

eWs > x, eWt ¶ x
�

=

= Φ
�

x−µt
p

t

�

−E exp
�

µ(2x−Wt)− µ
2

2 t
�

I(Wt ¾ x) =

= Φ
�

x−µt
p

t

�

− e2µx E exp
�

µWt −
µ2

2 t
�

I(Wt ¾ x) =

= Φ
�

x−µt
p

t

�

− e2µx P(µt+Wt ¾ x)

= Φ
�

x−µt
p

t

�

− e2µxΦ

�

−x−µt
p

t

�

.

Лемма доказана.

Следствие 1. Если µ<0, то

P
�

sup
t¾0

(µt+σWt) ¶ x
�

= 1−exp
§

2µx
σ2

ª

. (51)

Если µ¾0, то
P
�

sup
t¾0

(µt+σWt) ¶ x
�

= 0. (51′)

Следствие 2 (к доказательству формулы (45)). Из формулы (50) с µ =

=−
�

λ+ σ
2

2

�

находим, что

P
�

sup
t¾0

�

σWt −
�

λ+ σ
2

2

�

t
�

¶ x
�

= 1−exp
§

−
�

1+ 2λ
σ2

�

x
ª

. (52)

Отсюда ясно, что если λ>0, то свойство (45) выполнено.

a

Следствие 3 (к доказательству формулы (17)). Пусть St = xert · eσWt−
σ2

2 t и

x∗> x. Тогда из формулы (51) с µ= r− σ
2

2 <0 находим, что

P(τ∗ = ∞) = P
�

sup
t¾0

�

σWt +
�

r− σ
2

2

�

t
�

¶ ln x∗

x

�

= 1−
� x

x∗
�1− 2r

σ2
, (53)

что доказывает формулу (17) для r< σ
2

2 и x < x∗. При x ¾ x∗ эта формула

очевидна, а при x< x∗ и µ= r− σ
2

2 ¾0 формула (17) следует из (51′).

Первое доказательство теоремы закончено.
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6. Второе доказательство. Пусть β = λ+ r, λ> 0, γ1 определено форму-
лой (31) и S0=1.

Полагая
Zt = e−βt Sγ1

t , (54)

находим, что

Zt = exp
§

γ1σWt −
(γ1σ)2

2 t
ª

. (55)

Отсюда ясно, что Z= (Zt) является P-мартингалом и

e−βt(St −K)+ = S−γ1
t (St −K)+Zt .

Если обозначить
G(x) = x−γ1 (x−K)+,

то видим, что

V ∗(1) = sup
τ∈M∞

0

E e−(λ+r)τ(Sτ−K)+I(τ < ∞) =

= sup
τ∈M∞

0

E G(Sτ)ZτI(τ < ∞). (56)

Рассматриваемый процесс S= (St)t¾0 порождается винеровским процес-
сом W = (Wt)t¾0, и без ограничения общности можно сразу предполагать,
что (Ω,F , (Ft)t¾0, P) является координатным винеровским фильтрованным
пространством, т. е. Ω=C[0, ∞) –– пространство непрерывных функций ω=
= (ω(t))t¾0, Ft =σ(ω: ω(s), s¶ t), F =

∨

Ft и P –– винеровская мера.
Пусть eP –– мера на (Ω,F ), относительно которой процесс eW = ( eWt)t¾0, eWt =

=Wt − (γ1σ)t, является винеровским.
Если Pt = P |Ft и ePt = eP |Ft –– сужения мер P и eP на Ft , то ePt ∼ Pt , и произ-

водная Радона––Никодима есть

dePt

dPt
= Zt , (57)

где Zt определяется формулой (55). (См., например, теорему 2, § 3e гл. III.)
Поэтому если A∈Ft , то

eEIA = E IAZt ,

где eE –– усреднение по мере eP, и если A∈Fτ, то

eEIA I(τ<∞) = E ZτIA I(τ<∞) (58)

(ср. с формулой (2) в § 3a гл. V).
Отсюда находим, что если f = f (ω) –– неотрицательная Fτ-измеримая

функция, то
eE f I(τ<∞) = E Zτ f I(τ<∞). (59)
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Вместе с формулой (56) это приводит к тому, что

V ∗(1) = sup
τ∈M∞

0

eEG(Sτ)I(τ < ∞). (60)

Иначе говоря, задача об оптимальной остановке (8) (для x = 1) эквива-
лентна новой задаче (60), решение которой может быть легко получено из
следующих соображений.

Рассмотрим функцию G(x)= x−γ1 (x−K)+. Эта функция на E= (0, ∞) дости-
гает своего максимального значения в точке x∗=K

γ1

γ1−1 (ср. с (15)), причем

max
x∈E

G(x) = c∗ (= G(x∗)), (61)

где c∗ определяется формулой (14). Поэтому из формулы (60) получаем

V ∗(1) ¶ c∗ sup
τ∈M∞

0

eEI(τ < ∞) ¶ c∗. (62)

Пусть τ∗= inf{t¾0: St ¾ x∗} и начальное значение S0=1¶ x∗. По предпо-
ложению λ>0, следовательно, x∗<∞.

Лемма 2. 1. Если λ>0, то

eP(τ∗ < ∞) = 1. (63)

2. Если λ>0 и к тому же r¾ σ
2

2 , то

P(τ∗ < ∞) = 1. (64)

Доказательство. Процесс eWt =Wt − (γ1σ)t, t¾0, является винеровским по
мере eP, и по теореме Гирсанова

eP(τ∗ < ∞) = eP
�

max
t¾0

St ¾ x∗
�

= eP
�

max
t¾0

�

σWt +
�

r− σ
2

2

�

t
�

¾ ln x∗
�

=

= eP
�

max
t¾0

�

σ eWt +
�

γ1σ
2+ r− σ

2

2

�

t
�

¾ ln x∗
�

=

= eP
�

max
t¾0

�

σWt +
�

γ1σ
2+ r− σ

2

2

�

t
�

¾ ln x∗
�

= 1,

где последнее равенство следует из формулы (51) и того, что

γ1σ
2+ r− σ

2

2 = σ
2
s

�1
2 −

r
σ2

�2
+ 2(λ+ r)

σ2 > 0.

Тем самым, свойство (63) доказано. Свойство (64) было установлено в след-
ствии 3.

Лемма 2 доказана.

Обратимся снова к неравенствам (62). Поскольку eP(τ∗<∞)=1 и G(Sτ∗)=
G(x∗)= c∗, получаем, что

eEG(Sτ∗) = c∗,
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и из формулы (62) следует, что

V ∗(1) = eEG(Sτ∗) = eEG(Sτ∗)I(τ∗ < ∞) =

= E e−(λ+r)τ∗(Sτ∗ −K)I(τ∗ < ∞) = c∗.

Тем самым получено (для x = 1) второе доказательство формулы (12) и

установлена оптимальность момента τ∗. Если r ¾ σ
2

2 , то P(τ∗ <∞) = 1, и,
следовательно, при этом условии момент τ∗ является оптимальным в клас-
се M∞

0 .

§ 2b. Стандартный опцион продавца

1. Рассмотрение опционов продавца с функциями платежа ft = e−λt g(St),
где g(x)= (K − x)+, x ∈ E = (0, ∞), проводится так же, как и в случае опцио-
нов покупателя. Поэтому ограничимся лишь формулировкой результатов и
основных моментов их доказательств.

Будем считать, что диффузионный (B, S)-рынок описывается представле-
ниями (1) и (2) из § 2a и

U∗(x) = sup
τ∈M∞

0

Ex e−(λ+r)τ(K −Sτ)+, (1)

U∗(x) = sup
τ∈M∞

0

Ex e−(λ+r)τ(K −Sτ)+I(τ < ∞). (2)

Теорема. Пусть λ¾0. Тогда

U∗(x) = U∗(x) =

¨

K − x, x ¶ x∗,
c∗x

γ2 , x > x∗,
(3)

где

γ2 =
�

1
2 −

r
σ2

�

−
√

√

�

1
2 −

r
σ2

�

+ 2(λ+ r)
σ2 , (4)

c∗ = |γ2||γ2|
�

K
1+ |γ2|

�1+|γ2|
, (5)

x∗ = K
|γ2|

1+ |γ2|
. (6)

В классе M∞
0 существует оптимальный момент, и в качестве такового

может быть взят момент

τ∗ = inf
�

t ¾ 0: St ¶ x∗
	

. (7)

При этом

Px (τ∗ < ∞) =











1, если r ¶ σ
2

2 или x ¶ x∗,
�

x∗
x

�
2r
σ2 −1

, если r > σ2

2 и x > x∗.
(8)
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Доказательство этой теоремы даже несколько проще, нежели доказатель-
ство теоремы в § 2a, что объясняется тем, что здесь функция g(x)= (K − x)+

является ограниченной.
По аналогии с соответствующей задачей для случая дискретного времени

(§ 5c гл. VI) естественно предположить, что области продолжения наблюде-
ний C∗ и остановки наблюдений D∗ имеют следующий вид:

C∗ = {x ∈ E : x > x∗} = {x ∈ E : U∗(x) > g(x)}

и
D∗ = {x ∈ E : x ¶ x∗} = {x ∈ E : U∗(x) = g(x)},

где x∗ и U∗(x) являются решениями (ex и eU(x)) задачи Стефана:

LeU(x) = (λ+ r)eU(x), x > ex, (9)
eU(x) = g(x), x ¶ ex, (10)

d eU(x)
dx

�

�

�

x↓ex
=

dg(x)
dx

�

�

�

x↑ex
. (11)

В рассматриваемом случае ограниченные решения уравнения (9) в обла-
сти x > ex имеют вид eU(x) = ecxγ2 , где γ2 является отрицательным корнем
квадратного уравнения (30) из § 2a, определяемым формулой (4). Используя
условия (10) и (11), однозначным образом находим значения ec и ex, задавае-
мые правыми частями равенств (5) и (6).

Доказательство того, что U∗(x)= eU(x) и момент τ∗ является оптимальным,
проводится путем установления соответствующих проверочных условий (A)
и (B) с помощью рассуждений, аналогичных тем, которые были приведены в
предыдущем § 2a. Доказательство формулы (8) основывается на применении
леммы 1 и следствий к ней из того же § 2a.

Замечание. «Мартингальный» метод доказательства сформулированной
теоремы (второе доказательство) основан на том замечании, что в рассмат-
риваемом случае мартингалом является процесс Z= (Zt)t¾0,

Zt = e−βt Sγ2
t , β = λ+ r,

причем

Zt = exp
§

γ2σWt −
(γ2σ)2

2 t
ª

.

Тогда
e−βt(K −St)+ = S−γ2

t (K −St)+Zt ¶ c∗Zt ,

и последующие рассмотрения проводятся так же, как и в случае опциона
покупателя (§ 2a).
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§ 2c. Комбинации опционов покупателя и продавца

1. Как отмечалось в § 4e гл. VI, на практике широкое хождение имеют
не только отдельные виды опционов, но и их разнообразные комбинации.
Примером может служить, например, опцион-стрэнгл, образованный из оп-
циона-колл и опциона-пут с разными ценами исполнения.

В настоящем параграфе будет приведен пример расчета опциона-стрэнгл
американского типа, снова в предположении, что моментом исполнения мо-
жет быть любой момент времени на [0, ∞), а структура рассматриваемого
(B, S)-рынка описывается соотношениями (1)––(2) из § 2a.

Иначе говоря, предполагается, что

Bt = B0ert (1)
и

St = S0 exp
§

σWt +
�

µ− σ
2

2

�

t
ª

, (2)

где W = (Wt)t¾0 –– стандартный винеровский процесс, причем µ= r. В этом
случае мартингальной является исходная мера P.

Для дисконтируемого опциона-стрэнгл функция выплат имеет вид (ср. с
формулой (3) в § 2a)

ft = e−λt g(St), t ¾ 0,
где

g(s) =











K1− s, s ¶ K1,

0, K1 < s < K2,

s−K2, s ¾ K2.
(3)

В соответствии с общей теорией (раздел 4 гл. VII и раздел 2 гл. VI) цена

V ∗(x) = sup
τ∈M∞

0

B0 Ex
fτ
Bτ
= sup
τ∈M∞

0

Ex e−(λ+r)τg(Sτ), (4)

где M∞
0 =

�

τ=τ(ω): 0¶τ(ω)<∞, ω∈Ω
	

–– класс конечных моментов оста-
новки, а Ex –– усреднение в предположении, что S0= x∈ E= (0, ∞).

2. Для отыскания цены V ∗(x) и соответствующего оптимального момента
остановки воспользуемся «мартингальным» приемом из работы [32], исполь-
зованным в предшествующих параграфах (см., например, второе доказатель-
ство в п. 6 § 2a). Будем при этом считать, что начальное состояние S0= 1 и
цены исполнения K1 и K2 таковы, что K1<1<K2.

Пусть

γ1 =
�1

2 −
r
σ2

�

+
s

�1
2 −

r
σ2

�2
+ 2(λ+ r)

σ2 , (5)

γ2 =
�1

2 −
r
σ2

�

−
s

�1
2 −

r
σ2

�2
+ 2(λ+ r)

σ2 (6)

–– корни квадратного уравнения (30) из § 2a.
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Как показано в § 2a, b, процессы M(1)
t = e−βt Sγ1

t и M(2)
t = e−βt Sγ2

t , β =λ+ r,
t¾ 0, являются P-мартингалами. Тем самым, P-мартингалом является неот-
рицательный процесс Mt(p)= pM(1)

t + (1− p)M(2)
t для любого 0¶ p¶1, и

V ∗(1) = sup
τ∈M∞

0

E1 e−(λ+r)τg(Sτ) = sup
τ∈M∞

0

E Mτ(p)
g(Sτ)

pSγ1
τ + (1− p)Sγ2

τ

. (7)

Как и в п. 6 § 2a, введем меры eP(p) так, что

dePt (p)
dPt

= Mt(p). (8)

Тогда из формулы (7) заключаем, что

V ∗(1) = sup
τ∈M∞

0

E
eP(p)

g(Sτ)
pSγ1
τ + (1− p)Sγ2

τ

, (9)

где E
eP(p) –– усреднение по мере eP(p).

Следующий шаг состоит в выборе подходящего значения p из множества
[0, 1] (далее оно будет обозначаться p∗), для которого удается решить соот-
ветствующую задачу об оптимальной остановке (9).

Как показывается в [32], следующая система уравнений для (p, s1, s2):

s2−K2

psγ1
2 + (1− p)sγ2

2
=

K1− s1

psγ1
1 + (1− p)sγ2

1
, (10)

s2

s2−K2
=

pγ1sγ1
2 + (1− p)γ2sγ2

2

psγ1
2 + (1− p)sγ2

2
, (11)

s1

s1−K1
=

pγ1sγ1
1 + (1− p)γ2sγ2

1

psγ1
1 + (1− p)sγ2

1
, (12)

где p ∈ [0, 1], s2 > K2, s1 < K1, имеет и притом единственное решение
(p∗, s∗1, s∗2).

Пусть

c∗ =
s∗2−K2

p∗(s∗2)γ1 + (1− p∗)(s∗2)γ2

�

=
K2− s∗1

p∗(s∗1)γ1 + (1− p∗)(s∗1)γ2

�

.

Несложный анализ показывает, что

sup
s¾1

g(s)
p∗sγ1 + (1− p∗)sγ2

= sup
s¶1

g(s)
p∗sγ1 + (1− p∗)sγ2

(= c∗).

При этом максимум функции G(s)=
g(s)

p∗sγ1 + (1− p∗)sγ2
достигается в точках

s∗1<K1 и s∗2>K2.
Следовательно, из формулы (9) получаем, что

V ∗(1) ¾ c∗. (13)

Определим
τ∗ = inf

�

t : St = s∗1 или St = s∗2
	

.
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Из свойств линейного броуновского движения со сносом вытекает, что
P(τ∗<∞)=1. Поэтому E

eP(p∗) G(Sτ∗)= c∗, и, значит,

V ∗(1) = c∗,

а момент τ∗ является оптимальным моментом остановки.

Замечание. Если K1 = K2, то опцион-стрэнгл превращается в опцион-
стрэддл (см. п. 2 § 4e гл. VI).

§ 2d. Русский опцион

1. Будем рассматривать диффузионный (B, S)-рынок, для которого

dBt = rBt dt, B0 > 0, (1)

и
dSt = St(r dt+σ dWt), S0 > 0, (2)

или, что равносильно,
Bt = B0ert ,

St = S0ert · eσWt−
σ2

2 t .

Поскольку
St

Bt
=

S0

B0
eσWt−

σ2

2 t , (3)

относительно исходной меры P процесс S
B =

�

St

Bt

�

t¾0
является мартингалом.

Пусть
ft = e−λt gt(S), t ¾ 0, (4)

где
gt(S) =

�

max
u¶t

Su−aSt

�+
, a ¾ 0. (5)

Опционы американского типа с функциями выплат (4), называемые русски-
ми опционами [435], [434], относятся к классу опционов продавца (опционы-
пут) с последействием и дисконтированием. (Ср. с § 5d гл. VI.)

Используя те же самые обозначения (Ex , M∞
0 , M∞

0 , ‌), что и в § 2a, b, поло-
жим

U∗(x) = sup
τ∈M∞

0

Ex e−rτ fτ(S) (6)

и
U∗(x) = sup

τ∈M∞
0

Ex e−rτ fτ(S)I(τ < ∞). (7)

В отличие от «одномерных» задач об оптимальной остановке марковско-
го процесса S= (St)t¾0, рассмотренных в § 2a, b, задачи (6) и (7) являются
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«двумерными» в том смысле, что функционалы ft(S) зависят от двумерного
марковского процесса (St , max

u¶t
Su).

Весьма замечательно, однако, что методы замены меры позволяют эти
«двумерные» задачи свести к некоторым новым, являющимся уже «одномер-
ными», что позволяет найти явные выражения и для U∗(x) (=U∗(x)), и для
оптимальных моментов остановки.

2. Идея отмеченной редукции «двумерных» задач к «одномерным» была
достаточно четко изложена в § 5d гл. VI для случая дискретного времени.

В рассматриваемом случае поступим так же, как в п. 5 § 2a, считая исход-
ное фильтрованное вероятностное пространство (Ω,F , (Ft), P) координат-
ным винеровским пространством.

Пусть bP –– такая мера на (Ω,F ), что ее сужение bPt ∼Pt и

dbPt

dPt
= Zt , (8)

где

Zt = eσWt−
σ2

2 t
�

=
St/S0

Bt/B0

�

, t ¾ 0. (9)

Относительно меры bP процесс bW = ( bWt)t¾0,

bWt = Wt −σt, (10)

является, по теореме Гирсанова, винеровским, и для τ∈M∞
0 имеем

Ex e−(λ+r)τgτ(S)I(τ < ∞) = x Ex e−λτ
Sτ/S0

Bτ/B0

gτ(S)
Sτ

I(τ < ∞) =

= x Ex e−λτZτ
(max

u¶τ
Su−aSτ)+

Sτ
I(τ < ∞) =

= xbEe−λτ
�max

u¶τ
Su

Sτ
−a

�+

I(τ < ∞). (11)

Введем процесс (ψt)t¾0, полагая

ψt =
max(max

u¶t
Su, S0ψ0)

St
, (12)

где ψ0¾1.
Ясно, что если ψ0=1, то

ψt =
max
u¶t

Su

St
(13)

и, следовательно,

bEe−λτ
�max

u¶t
Su

Sτ
−a

�+

I(τ < ∞) = bEe−λτ[ψτ−a]+ I(τ < ∞). (14)
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Пусть bPψ –– распределение вероятностей процесса (ψt)t¾0 в предположе-
нии, чтоψ0=ψ¾1. Рассмотрим следующие задачи об оптимальной останов-
ке:

bU(ψ) = sup
τ∈M∞

0

bEψe−λτ[ψτ−a]+ (15)

и
bU(ψ) = sup

τ∈M∞
0

bEψe−λτ[ψτ−a]+ I(τ < ∞), (16)

которые можно рассматривать как задачи расчета дисконтируемого опцио-
на-колл американского типа, когда процесс цен акций задается процессом
(ψt)t¾0, а Bt ≡ 1. (Подчеркнем, что исходная задача относится к опциону-
пут!)

Из формул (6), (7) и (15), (16) находим (с учетом соотношений (11) и (14)),
что

U∗(x) = x bU(1), U∗(x) = x bU(1). (17)

3. Прежде чем сформулировать основные результаты относительно реше-
ния задач об оптимальной остановке (15) и (16), остановимся на некоторых
свойствах процесса (ψt)t¾0, ψ0=1.

Лемма. 1. Относительно меры bP процесс (ψt)t¾0 является диффузионным
марковским процессом на фазовом пространстве E = [1, ∞) с мгновенным
отражением в точке {1}.

2. Процесс (ψt)t¾0 имеет стохастический дифференциал

dψt = −ψt(r dt+σ d bWt)+dϕt , (18)

где (ϕt)t¾0 –– неубывающий процесс, растущий на множестве {(ω, t): ψt(ω)=
=1}, и bW = ( bWt)t¾0 –– винеровский процесс (по мере bP).

3. Если q = q(ψ) –– такая функция на E = [1, ∞), что q ∈ C2 на (1, ∞) и
существует q′(1+)≡ lim

ψ↓1
q′(ψ), то

Lq(ψ) = −rψ
dq
dψ +

σ2

2 ψ2 d2q
dψ2 , ψ > 1, (19)

и
q′(1+) = 0. (20)

Доказательство. Из формулы (12) находим, что

ψt+∆ = max

� max
u¶t+∆

Su

St+∆
,

S0ψ0

St+∆

�

=

= max

� max
u¶t

Su

St ·St+∆/St
,

S0ψ0

St ·St+∆/St
,

max
t<u¶t+∆

Su/St

St+∆/St

�

=

= max

�

ψt ·
1

St+∆/St
,

max
t<u¶t+∆

Su/St

St+∆/St

�

. (21)
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Заметим, что

Su

St
= exp

§

σ( bWu− bWt)+
�

r+ σ
2

2

�

(u− t)
ª

для t < u ¶ t+∆.

Тем самым, с учетом того, что процесс bW является винеровским относитель-
но меры bP, видим, что имеет место следующее свойство «марковости»:

Law(ψt+∆ |Ft , bP) = Law(ψt+∆ |ψt , bP).

Для получения представления (18) положим

Nt = max
�

max
u¶t

Su, S0ψ0

	

. (22)

Ясно, что процесс N= (Nt)t¾0 является неубывающим процессом ограничен-
ной вариации.

Из формул (2) и (10)

dSt = St

�

(r+σ2) dt+σ d bWt

�

(23)

и
d
�

1
St

�

= − 1
St

�

r dt+σ d bWt

�

. (24)

Поэтому по формуле Ито

dψt = Nt d
�

1
St

�

+ 1
St

dNt = −ψt

�

r dt+σ d bWt

�

+
dNt

St
, (25)

или, в интегральной форме,

ψt = ψ0− r
∫ t

0
ψu du−σ

∫ t

0
ψu d bWu+

∫ t

0

dNu

Su
. (26)

Обозначим

ϕt =
∫ t

0

dNu

Su
(27)

и заметим, что dNu(ω)=0 на множестве {(ω, u): ψu(ω)>1} (в том смысле,
что

∫ t
0 I(ψu(ω)>1) dNu(ω)=0). Поэтому

ϕt =
∫ t

0
I(ψu = 1)

dNu

Su
, (28)

что более наглядно показывает, что изменение значений процесса (ϕt)t¾0
происходит только тогда, когда процесс (ψt)t¾0 попадает в граничную точ-
ку {1}.

Покажем, что для всякого t>0 выполняется равенство
∫ t

0
I(ψu = 1) du = 0 (bP-п. н.). (29)
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По теореме Фубини

bE
∫ ∞

0
I(ψu = 1) du =

∫ ∞

0

bEI(ψu = 1) du =
∫ ∞

0

bP(ψu = 1) du = 0,

поскольку bP(ψu = 1)= 0, что следует из того, что двумерное распределение
пары (max

s¶u
bWs, bWu) имеет плотность.

Тем самым, процесс (ψt)t¾0 проводит в точке {1} нулевое (bP-п.н.) время, и,
значит, эта точка есть мгновенно отражающая граница [239, гл. IV, § 7].

4. Теорема. Пусть λ>0, a¾0, ψ¾1. Тогда

bU(ψ) = bU(ψ) =







( bψ−a) ·
γ2ψ

γ1 −γ1ψ
γ2

γ2
bψγ1 −γ1

bψγ2
, ψ < bψ,

ψ−a, ψ ¾ bψ,
(30)

где

γk =
A
2 + (−1)k

s

� A
2

�2
+B, k = 1, 2, (31)

являются корнями квадратного уравнения

γ2− Aγ−B = 0,

A = 1+ 2r
σ2 , B = 2λ

σ2 ;

(32)

«порог» bψ является решением трансцендентного уравнения

ψγ1

�

1− 1
γ1
− a
ψ

�

= ψγ2

�

1− 1
γ2
− a
ψ

�

(33)

в области ψ>a. Если a=0, то

bψ =
�

�

�

γ2

γ1
·
γ1−1
γ2−1

�

�

�

1
γ2−γ1 .

Момент
bτ = inf

�

t ¾ 0: ψt ¾ bψ
	

таков, что Pψ(bτ<∞)=1, ψ¾1, и является оптимальным как в классе M∞
0 ,

так и в классе M∞
0 .

Как и в § 2a, b, приведем два доказательства: первое («марковское») осно-
вано на решении задачи Стефана, а второе опирается на «мартингальные»
соображения.

Первое доказательство. Те же самые соображение, что и в § 2a, b, основан-
ные на представлении (22) из § 2a, показывают, что области продолжения
наблюдений bC и прекращения наблюдений bD в задаче (15) должны иметь
следующий вид:

bC =
�

ψ ¾ 1: ψ < bψ
	

=
�

ψ ¾ 1: bU(ψ) > g(ψ)
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и
bD =

�

ψ ¾ 1: ψ ¾ bψ
	

=
�

ψ ¾ 1: bU(ψ) = g(ψ)
	

,

где g(ψ)= (ψ−a)+.
Как и в § 2a, b, неизвестный порог bψ и bU(ψ) определяются из решения

задачи Стефана:

LbU(ψ) = λbU(ψ), 1 < ψ < bψ, (34)
bU ′(1+) = 0, (35)

bU(ψ) = g(ψ), ψ ¾ bψ, (36)

d bU(ψ)
dψ

�

�

�

ψ↑ bψ
=

dg(ψ)
dψ

�

�

�

ψ↓ bψ
, (37)

где оператор L определен формулой (19).
Будем искать решение уравнения (34) в виде bU(ψ)=ψγ. Тогда для γ полу-

чаем квадратное уравнение (32), корнями которого являются γ1<0 и γ2>1,
задаваемые формулами (31).

Тем самым, уравнение (34), «действующее» в области {ψ: 1<ψ< bψ}, име-
ет вид

bU(ψ) = c1ψ
γ1 + c2ψ

γ2 , (38)

где c1, c2 –– некоторые константы.
Для определения bψ и констант c1 и c2 имеются три дополнительных усло-

вия: (35), (36) и (37), которые с учетом равенства (38) принимают следую-
щий вид:

c1γ1+ c2γ2 = 0, (35′)

c1 bψ
γ1 + c2 bψ

γ2 = bψ−a, (36′)

c1γ1 bψ
γ1−1+ c2γ2 bψ

γ2−1 = 1. (37′)

Из формул (36′) и (37′) находим

c1 =
aγ2+ (1−γ2) bψ

(γ1−γ2) bψγ1
, c2 =

aγ1+ (1−γ1) bψ

(γ2−γ1) bψγ2
. (39)

Из формулы (35′) получаем, что

c1 = −
γ2

γ1
c2, (40)

что дает для bψ уравнение (33). Если a=0, то из этого уравнения следует, что

bψ =
�

�

�

γ2

γ1
·
γ1−1
γ2−1

�

�

�

1
γ2−γ1 . (41)

Наконец, из формул (38) и (39) с учетом уравнения (33) находим, что в
области bC={ψ: ψ< bψ} выполняется равенство

bU(ψ) = ( bψ−a) ·
γ2ψ

γ1 −γ1ψ
γ2

γ2
bψγ1 −γ1

bψγ2
.
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Покажем теперь, что bPψ(bτ<∞)=1, ψ¾1. Для этого достаточно показать,
что

bP
�

sup
t¾0

� sup
u¶t

Su

St

�

¾ bψ

�

= 1 (42)

для любого bψ>1. (Для bψ=1 свойство (42) очевидно.)
Имеем

sup
u¶t

Su

St
= exp Yt ,

где

Yt = sup
u¶t

�

σ( bWu− bWt)+
�

r+ σ
2

2

�

(u− t)
�

.

Образуем такую последовательность моментов остановки (σk)k¾0, что

σ0 = 0,

σ1 = inf
�

t ¾ 1: Yt = 0
	

,

‌

σk+1 = inf
�

t ¾ σk +1: Yt = 0
	

, ‌

Тогда видим, что для by= ln bψ¾0 выполняется равенство
�

ω: sup
t¶∞

Yt(ω) ¾ by
	

=
⋃

k¾0

�

ω: sup
σk¶t<σk+1

Yt(ω) ¾ by
	

.

Для разных k события
�

ω: sup
σk¶t<σk+1

Yt(ω)¾ by
	

являются независимыми,

и их вероятности равны и положительны. Следовательно, по лемме Бореля––
Кантелли bP

�

ω: sup
t<∞

Yt(ω)¾ by
	

=1, и, значит, bPψ(bτ<∞)=1.

Осталось лишь доказать, что момент bτ= inf{t¾0: ψt ¾ bψ} является опти-
мальным в задачах (15) и (16).

Один из методов доказательства состоит в установлении проверочных
свойств (A) и (B) из § 2a, что делается точно так же, как и в случае опци-
онов продавца и покупателя. (Подробности см. в работе [444].) Приведем
теперь иное доказательство, основанное на «мартингальных» соображениях
(ср. с п. 5 в § 2a и [32]).

Второе доказательство. Для простоты будем предполагать, что a=0. (По
поводу общего случая a¾0 см. [32].)

Обозначим
Mt = e−λtψt h(ψt) (43)

и определим функцию h= h(ψ), ψ¾ 1, так, чтобы по мере eP процесс M =
= (Mt)t¾0 был локальным мартингалом.

Применяя формулу Ито к e−λtψt h(ψt), находим, что

d(e−λtψt h(ψt)) = e−λtψt

�

At dt+Bt(−σ d bWt +dϕt)
�

, (44)
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где

At = −(λ+ r)h(ψt)+ (σ2− r)ψt h′(ψt)+ 1
2σ

2ψ2
t h′′(ψt), (45)

Bt = h′(ψt)+h(ψt). (46)

Из формулы (44) видим, что для того, чтобы процесс M = (Mt)t¾0 являлся
локальным мартингалом, функцию h= h(ψ), ψ¾ 1, достаточно определить
из решения следующей задачи:

1
2σ

2ψ2h′′(ψ)+ (σ2− r)ψh′(ψ)− (λ+ r)h(ψ) = 0, ψ > 1, (47)

с граничным условием
h′(1+)+h(1+) = 0. (48)

Перепишем уравнение (47) в виде

ψ2h′′(ψ)+2
�

1− r
λ2

�

ψh′(ψ)−2
�

λ+ r
σ2

�

= 0 (49)

и будем искать решение этого уравнения в форме h(ψ)=ψx . Тогда для опре-
деления x получаем квадратное уравнение

x2+ x(1−2r)−2(λ+ r) = 0. (50)

Сопоставим это уравнение с уравнением (32):

γ2−γ(1+2r)−2λ = 0; (51)

замечаем, что если положить γ= x+1, то уравнение (51) перейдет в уравне-
ние (50), и, значит, корни xi и γi обоих уравнений связаны соотношениями
γi= xi +1, i=1, 2.

Общее решение уравнения (49) (для σ2=1) имеет вид

h(ψ) = d1ψ
x1 +d2ψ

x2 , ψ > 1.

Возьмем решение h=h(ψ) таким, что выполняется свойство (48). Тогда

d1 =
1+ x2

x2− x1
=

γ2

γ2−γ1
,

d2 =
1+ x1

x1− x2
=

γ1

γ1−γ2
.

Следовательно,

h(ψ) = 1
γ2−γ1

�

γ2ψ
γ1−1−γ1ψ

γ2−1
�

. (52)

Корни удовлетворяют условиям γ1< 0, γ2> 1, и h′(ψ)= 0 при ψ= eψ, где eψ
определяется из соотношения

eψγ2−γ1
γ1(γ2−1)
γ2(γ1−1) = 1. (53)
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Сопоставляя формулу (53) с (41), замечаем, что величина eψ в точности сов-
падает со значением bψ, определяемым формулой (41). При этом в точке bψ
функция h(ψ) принимает свое минимальное значение.

Из формул (43)––(48) видим, что для найденной функции h=h(ψ) процесс

Mt = e−λtψt h(ψt), t ¾ 0,

является неотрицательным локальным мартингалом и, значит, супермартин-
галом. Поэтому для всякого τ∈M∞

0 и ψ0=1 имеем

bE1e−λτψτ = bE1h−1(ψτ)Mτ ¶ bE1h−1( bψ)Mτ =

= h−1( bψ)bE1Mτ ¶ h−1( bψ)bE1M0 = h−1( bψ) =

=
γ2−γ1

γ2
bψγ1−1−γ1

bψγ2−1
= bψ ·

γ2−γ1

γ2
bψγ1 −γ1

bψγ2
.

Еслиψ0=1, то момент bτ= inf{t¾0: ψt ¾ bψ} является, как показано выше,
конечным с вероятностью единица (bP1(bτ<∞)=1), и для этого момента

bE1e−λbτψ
bτ = bE1h−1(ψ

bτ)M
bτ = h−1( bψ) (= bU(1)),

что и доказывает оптимальность момента bτ в классе M∞
0 при ψ0=1. (Анало-

гичные соображения остаются в силе для любого ψ0¶ bψ.)
Обратимся к исходным задачам (6) и (7). Из формулы (11), считая a= 0,

находим, что

Ex e−(λ+r)τgτ(S)I(τ < ∞) = xbEe−λτψτI(τ < ∞). (54)

Здесь ψ0 = 1 и, как установлено выше, момент bτ= inf{t : ψt ¾ bψ} является
оптимальным моментом остановки в том смысле, что

sup
τ∈M∞

0

bEe−λτψτI(τ < ∞) = bEe−λbτψ
bτI(bτ < ∞) = bEe−λbτψ

bτ (55)

и
sup
τ∈M∞

0

bEe−λτψτI(τ < ∞) = bEe−λbτψ
bτ. (56)

Тем самым, момент bτ является оптимальным моментом в задаче (7).
С помощью рассуждений, которые были использованы выше при доказа-

тельстве свойства bPψ(bτ<∞)=1, можно, анализируя процесс (ψt)t¾0, также
доказать, что момент bτ является конечным и по мере P. Тем самым, момент
bτ является оптимальным в исходных задачах (6) и (7).

840



3. Опционы американского типа на диффузионных
(B, S)-рынках акций. Случай конечного
временно́го горизонта

§ 3a. Об особенностях расчетов на конечных временны́х интервалах

1. В случае бесконечного горизонта, т. е. когда моменты исполнения при-
нимают значения из временно́го множества [0, ∞), часто удается полностью
описать структуру цен опционов американского типа и соответствующих
областей остановки и продолжения наблюдений. Так, во всех рассмотрен-
ных в разделе 2 случаях были найдены и цена V ∗(x), и граничная точка x∗

в фазовом пространстве E = {x : x > 0}, разделяющая области остановки и
продолжения наблюдений.

Важно подчеркнуть, что это оказалось возможным благодаря тому, что
геометрическое броуновское движение S= (St)t¾0 было однородным марков-
ским процессом, не было временны́х ограничений на моменты исполнения, а
значит, рассматриваемые задачи являлись задачами

ff эллиптического типа.

Ситуация резко усложняется, когда временно́й параметр t принадлежит
ограниченному интервалу [0, T].

В этом случае соответствующая задача об оптимальной остановке стано-
вится «неоднородной» и, с аналитической точки зрения, приходится иметь
дело с задачами

ff параболического типа.

В результате в соответствующих задачах вместо граничной точки x∗ воз-
никает уже целая пограничная функция x∗= x∗(t), 0¶ t¶ T , разделяющая в
фазовом пространстве [0, T)× E={(t, x): 0¶ t<T , x>0} области продолже-
ния и остановки наблюдений. (Ср. с рис. 57 и 59 в § 5b, c гл. VI.)

Следует также подчеркнуть, что, хотя теория оптимальных правил оста-
новки для случая непрерывного времени (см., например, монографию [441])
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дает общие методы решения задач, в которых надо отыскивать оптимальный
момент остановки, тем не менее, не так уж много известно конкретных за-
дач (в том числе и связанных с опционами), в которых удается дать точные
аналитические выражения для пограничных функций x∗ = x∗(t), 0¶ t < T ,
для цен и т. п.

На практике, и, в том числе, для расчетов реально торгуемых опционов
американского типа, обычно прибегают к дискретизации (по времени и/или
фазовому пространству), и приближенные значения, скажем, для погранич-
ной функции и цен находятся, как правило, методом индукции назад (см. §2a
гл. VI).

Это, разумеется, не исключает интереса к нахождению точных (или близ-
ких к ним) решений, в связи с чем следует прежде всего остановиться на
некоторых вопросах теории соответствующих задач об оптимальной оста-
новке на конечных временны́х интервалах и, в частности, на одном весьма
распространенном приеме, основанном на редукции таких задач к задачам
Стефана, или, как еще говорят, к задачам с подвижными (свободными) гра-
ницами для уравнений с частными производными.

2. Будем для определенности рассматривать (B, S)-рынок, описываемый
соотношениями (1) и (2) из §2a, причем считается, что временной параметр t
принадлежит [0, T], µ= r, и функции платежа имеют следующую структуру:
ft = e−λt g(St), где λ¾0, борелевская функция g(x)¾0, x∈ E= (0, ∞).

Пусть

V(T , x) = B0 Ex
fT
BT

(1)

и
V ∗(T , x) = B0 sup

τ∈MT
0

Ex
fτ
Bτ

(2)

–– рациональные цены опционов европейского и американского типа соответ-
ственно. В соотношениях (1) и (2) символ Ex означает усреднение по исход-
ной мере (мартингальной, поскольку µ= r) в предположении, что S0= x.

Замечание. Доказательство формулы (1) для V(T , x) было дано в § 4b
гл. VII. Доказательство формулы (2), основанное на опциональном разложе-
нии, в идейном отношении такое же, как и в случае дискретного времени
(см. § 2c, 5a гл. VI). Детали соответствующих доказательств, связанные с
непрерывным временем, см., например, в [281].

3. Для t¾0 и x∈ E= (0, ∞) положим

V(t, x) = Ex e−βt g(St) (3)

и
V ∗(t, x) = sup

τ∈Mt
0

Ex e−βτg(Sτ), (4)

где β=λ+ r, x=S0.
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При рассмотрении случая, когда t ∈ [0, T], полезно также введение функ-
ций

Y (t, x) = V(T − t, x) (5)

и
Y ∗(t, x) = V ∗(T − t, x), (6)

где T − t играет роль «оставшегося» времени.
Ясно, что

Y (t, x) = Et,x e−β(T−t)g(ST ) (7)

и
Y ∗(t, x) = sup

τ∈MT
t

Et,x e−β(τ−t)g(Sτ), (8)

где Et,x –– усреднение по исходной (мартингальной) мере в предположении
St = x, и MT

t –– класс таких моментов остановки τ=τ(ω), что t¶τ¶T .
В случае броуновского движения функции V = V(t, x) рассматривались

(при β = 0) в § 3f гл. III в связи с вероятностным представлением решения
задачи Коши. Те же самые рассуждения (подробнее см. п. 5 § 3f гл. III) по-
казывают, что функция V =V(t, x) (при априорном предположении, что она
принадлежит классу C1,2) удовлетворяет по t>0 и x∈ E уравнению

∂V
∂t +βV = LV , (9)

где

LV(t, x) = rx ∂V
∂x +

1
2σ

2 x2 ∂2V
∂x2 , (10)

с начальным условием
V(0, x) = g(x). (11)

Из формул (5), (9) и (11) следует, что функция Y =Y (t, x) для t<T подчи-
няется уравнению

−∂Y
∂t +βY = LY (12)

с краевым условием
Y (T , x) = g(x). (13)

Напомним, что с фундаментальным уравнением (12), которое есть не что
иное, как уравнение Фейнмана––Каца (§ 3f гл. III), мы уже сталкивались в § 1c
в связи с методом, примененным Ф. Блэком и М. Шоулсом в работе [44] и
Р. Мертоном в работе [346] для расчета рациональной стоимости (V(T , x)=
=Y (0, x)) стандартного опциона-колл европейского типа с функцией g(x)=
= (x−K)+ и λ=0.

4. Перейдем теперь к вопросу об отыскании рациональной стоимости
V ∗(T , x)=Y ∗(0, x).
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Определим
τT

0 = inf
�

0 ¶ t ¶ T : Y ∗(t, St) = g(St)
	

(14)

и

DT
t =

�

x ∈ E : Y ∗(t, x) = g(x)
	

, (15)

CT
t =

�

x ∈ E : Y ∗(t, x) > g(x)
	

. (16)

Для s¶ t имеем Y ∗(s, x)=V ∗(T − s, x)¾V ∗(T − t, x)=Y ∗(t, x). Поэтому для
0¶ s¶ t<T имеем

DT
0 ⊆ DT

s ⊆ DT
t

и
CT

0 ⊇ CT
s ⊇ CT

t .

В случае t=T , очевидным образом, DT
T = E и CT

T =∅.
Области

DT =
�

(t, x): t ∈ [0, T), x ∈ DT
t

	

и
CT =

�

(t, x): t ∈ [0, T), x ∈ CT
t

	

в фазовом пространстве [0, T) × E называют областями остановки и про-
должения наблюдений соответственно. Связано это с тем обстоятельством,
что в «типичных» задачах об оптимальной остановке марковских процессов
момент τT

0 оказывается (см., например, утверждение 3 в теореме 6, § 4 гл. III
в [441]) оптимальным:

Ex e−βτ
T
0 g(SτT

0
) = V ∗(T , x). (17)

Поскольку
τT

0 = inf
�

0 ¶ t ¶ T : St ∈ DT
t

	

, (18)

становится понятной интерпретация множества DT =
⋃

t<T
({t}× DT

t ) как об-

ласти остановки: если (t, St) ∈ DT , то наблюдения прекращаются. (К мно-
жеству остановки естественно также относить и «терминальное» множество
T ×DT

T =T × E.)
Области DT и CT могут иметь весьма сложную структуру в зависимости

от свойств функций g= g(x) и, разумеется, от свойств процесса S= (St)t¶T .
Например, эти области как множества в [0, T)× E могут быть многосвязными,
состоять из нескольких «островов» остановки и т. п.

В случае же стандартных опционов покупателя и продавца (колл и пут),
для которых g(x)= (x − K)+ и g(x)= (K − x)+ соответственно, области DT и
CT оказываются односвязными (см. далее § 3c).

Для этих опционов граница ∂DT области остановки может быть представ-
лена в виде

∂DT =
�

(t, x): t ∈ [0, T), x = x∗(t)
	

,

844



3. Опционы американского типа. Случай конечного горизонта

где в случае опциона покупателя

x∗(t) = inf
�

x ∈ E : Y ∗(t, x) = (x−K)+
	

,

а в случае опциона продавца

x∗(t) = sup
�

x ∈ E : Y ∗(t, x) = (K − x)+
	

.

§ 3b. Задачи об оптимальной остановке и задача Стефана

1. Из изложения в предшествующем параграфе следует, что для описания
структуры оптимального момента остановки τT

0 и областей продолжения и
остановки наблюдений надо уметь находить функцию V ∗=V ∗(t, x) или, что
равносильно, функцию Y ∗(t, x)=V ∗(T − t, x).

В общей теории оптимальных правил остановки для марковских процес-
сов можно найти разнообразные характеризации этих функций.

Так, например, известно (см. [441]), что функция Y ∗ = Y ∗(t, x) являет-
ся наименьшей β-эксцессивной мажорантой (неотрицательной борелевской)
функции g= g(x). Иначе говоря, среди всех функций F= F(t, x), обладающих
тем свойством, что для 0¶ t¶ t+∆¶T выполняются неравенства

e−β∆T∆F(t, x) ¶ F(t, x), x ∈ E, (1)

где T∆F(t, x)=Et,x F(t+∆, St+∆), x=St , и

g(x) ¶ F(t, x), x ∈ E, 0 ¶ t ¶ T , (2)

функция Y ∗=Y ∗(t, x) является наименьшей.
Из этой характеризации, в частности, следует, что

max
�

g(x), e−β∆T∆Y ∗(t, x)
	

¶ Y ∗(t, x). (3)

Естественно ожидать, что для малых ∆>0 и t=0,∆, ‌, [T/∆]∆ функция
Y ∗(t, x) «близка» к функции

Y ∗∆(t, x) = sup
τ∈MT

t (∆)
Et,x e−β(τ−t)g(Sτ), (4)

где MT
t (∆) –– такие моменты остановки τ, что τ= k∆, k=0, 1, ‌, [T/∆], t¶

¶τ¶T и {ω: τ¶k∆}∈Fk∆(∆), Fk∆(∆)=σ{ω: S∆, S2∆, ‌, Sk∆}.
Из теории оптимальных правил остановки следует, что высказанное пред-

положение о «близости» этих функций при малых ∆ > 0 допускает стро-
гую формулировку (см. [441, гл. III, § 2]). Далее, поскольку для Y ∗∆(t, x), t=
=0,∆, ‌, [T/∆]∆, имеют место рекуррентные соотношения

Y ∗∆(t, x) = max
�

g(x), e−β∆ Et,x Y ∗∆(t+∆, St+∆)
	

(5)

(см. случай дискретного времени в § 2a гл. VI и § 4 гл. II в [441]), в предполо-
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жении достаточной гладкости Y ∗(t, x) по формуле Тейлора находим, что

Y ∗(t, x) = max
§

g(x), (1−β∆)
�

Y ∗(t, x)+
�

∂Y ∗(t, x)
∂t + LY ∗(t, x)

�

∆

�

+o(∆)
ª

,

(6)
где

LY ∗(t, x) = rx
∂Y ∗(t, x)

∂x + 1
2σ

2 x2 ∂2Y ∗(t, x)
∂x2 . (7)

Из формулы (6) видим, что там, где Y ∗(t, x)> g(x), т. е. в области продол-
жения наблюдений, для Y ∗=Y ∗(t, x) выполнено уравнение

−∂Y ∗

∂t +βY ∗ = LY ∗. (8)

Замечание 1. По своему виду уравнение (8) такое же, как и уравне-
ние (12) в § 3a, что и неудивительно по следующим причинам.

Предположим, что в классе MT
t существует оптимальный момент τT

t . Тогда

Y ∗(t, x) = Et,x e−β(τT
t −t)g(SτT

t
).

Поскольку
Y (t, x) = Et,x e−β(T−t)g(ST ),

интуитивно понятно, что если (t, x)∈CT
t , то (обратные) уравнения по t и x

для функций Y ∗(t, x) и Y (t, x) должны быть одни и те же, поскольку коэф-
фициенты соответствующих уравнений определяются по локальным харак-
теристикам одного и того же двумерного процесса (u, Su)t¶u¶T в окрестности
начальной точки (t, x), где x=St .

Замечание 2. Выводу уравнений типа (8) для Y ∗(t, x), действующих в
области продолжения наблюдений, и их применениям в теории опционов
посвящена обширная литература: например монографии [266], [287], [441],
[478] и статьи [33], [66], [134], [135], [179], [247], [265], [272], [340], [363],
[467].

2. О связи между задачами об оптимальной остановке и задачами Стефана
уже говорилось в разделе 5 гл. VI при рассмотрении опционов американского
типа на биномиальном (B, S)-рынке. В случае непрерывного времени эта
связь, видимо, впервые была обнаружена в статистическом последователь-
ном анализе при рассмотрении вопросов различения статистических гипотез
относительно сноса винеровского процесса ([349], [67], [300], [440]; см. так-
же историко-библиографическую справку в статье [116] и в книге [441]).

В финансовой литературе одной из первых работ, где рассматривалась
задача Стефана, или задача со свободной границей, была статья Г. Маккина
[340], посвященная расчетам рациональной стоимости варрантов американ-
ского типа.

846



3. Опционы американского типа. Случай конечного горизонта

3. В математической физике задача Стефана возникает при изучении фи-
зических процессов, связанных с фазовым превращением вещества [413],
[463]. Простейшим примером такой двухфазной задачи Стефана является,
например, следующая задача.

Пусть известно, что пространство «время-состояние» R+ × E= {(t, x): t¾
¾0, x>0} состоит из двух фаз

C(1) =
�

(t, x): t ¾ 0, 0 < x < x(t)
	

и
C(2) =

�

(t, x): t ¾ 0, x(t) ¶ x < ∞
	

,

где x = x(t), t ¾ 0, есть некоторая граница разделения фаз, скажем, грани-
ца «лед-вода» внутри замерзающей воды. Предполагается, что температура
u(t, x) в момент времени t в сечении x в каждой из фаз C(i), i=1, 2, удовле-
творяет своему уравнению теплопроводности

ciρi
∂u
∂t = ki

∂2u
∂x2 , i = 1, 2, (9)

где (в теплофизических терминах) ci –– удельные теплоемкости, ρi –– плот-
ности фаз, ki –– коэффициенты теплопроводности (см., например, [335, т. 5,
с. 324]).

Уравнения (9) рассматриваются при

ff граничном условии u(0, t)=Const,
ff начальном условии u(x, 0)=Const

и, например, при следующем

ff условии на границе фаз:

u(t, x(t−)) = u(t, x(t+)), (10)
∂u
∂x (t, x(t−)) = ∂u

∂x (t, x(t+)), (11)

при t>0 с дополнительным предположением, что x(0)=0.

При сформулированных условиях задача Стефана состоит в том, чтобы
найти функцию u=u(t, x), описывающую температурный режим фаз, и гра-
ницу x= x(t), t¾0, разделения этих фаз.

4. Мы привели пример двухфазной задачи Стефана из математической
физики, с тем чтобы подчеркнуть как их общность, так и отличие от тех за-
дач Стефана, которые возникают в связи с отысканием оптимальных правил
остановки и, в частности, в связи с опционами американского типа.

Выше отмечалось, что в случае стандартных опционов покупателя и про-
давца также имеет место двухфазная ситуация –– при отыскании оптималь-
ных правил остановки можно ограничиться рассмотрением лишь двух одно-
связных фаз: области продолжения наблюдений CT , где для Y ∗(t, x) действует
уравнение (8), и области DT , где Y ∗=Y ∗(t, x) совпадает с функцией g= g(x).
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В следующем параграфе приводятся точные формулировки соответству-
ющих задач Стефана для этих двух опционов и описываются качественные
свойства соответствующих решений Y ∗=Y ∗(t, x) и x∗= x∗(t).

§ 3c. Задача Стефана для стандартных опционов покупателя и продавца

1. Опцион покупателя. Будем предполагать, что (B, S)-рынок описыва-
ется соотношениями (1) и (2) из § 2a с µ= r, 0¶ t ¶ T и функция выплат
(в момент t) имеет вид ft = e−λt g(St), где λ¾0 и g(x)= (x−K)+, x∈ E= (0, ∞).
Основные результаты, относящиеся к рассматриваемому опциону, состоят в
следующем.

1. Рациональная стоимость V ∗(T , x), x= S0, такого (дисконтированного)
опциона определяется, как было указано в § 3a, формулой

V ∗(T , x) = sup
τ∈MT

0

Ex e−βτg(Sτ), (1)

где β=λ+ r и Ex –– усреднение по исходной (мартингальной) мере в предпо-
ложении S0= x.

2. Пусть

Y ∗(t, x) = sup
τ∈MT

t

Et,x e−β(τ−t)g(Sτ), t ∈ [0, T], x ∈ E, (2)

где Et,x –– усреднение по (мартингальной) мере в предположении x=St .
Функция Y ∗ = Y ∗(t, x) является наименьшей β-эксцессивной мажорантой

функции g(x). (См. п. 1 в § 3b.)
3. Рациональная стоимость есть

V ∗(T , x) = Y ∗(0, x), (3)

и рациональным моментом прекращения покупателем наблюдений с предъ-
явлением опциона к исполнению является момент

τ∗T = inf
�

0 ¶ t ¶ T : Y ∗(t, St) = g(St)
	

, (4)

или, что равносильно, (в § 3a этот момент обозначался также τT
0 )

τ∗T = inf
�

0 ¶ t ¶ T : (t, St) ∈ DT ∪{(T , x): x ∈ E}
	

. (5)

4. Области остановки DT и продолжения наблюдений CT являются одно-
связными и имеют следующую структуру:

DT =
⋃

0¶t<T

�

(t, x): Y ∗(t, x) = g(x)
	

, (6)

CT =
⋃

0¶t<T

�

(t, x): Y ∗(t, x) > g(x)
	

. (7)

5. Функция Y ∗=Y ∗(t, x) на [0, T)× E принадлежит классу C1,2.
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При каждом фиксированном x ∈ E функция Y ∗(·, x) является невозраста-
ющей по t; при каждом фиксированном t ∈ [0, T) функция Y ∗(t, ·) является
неубывающей и выпуклой (вниз) по x.

6. Пограничная функция x∗= x∗(t) является невозрастающей на [0, T), и
множества CT

t и DT
t при t<T имеют следующий вид:

CT
t =

�

x ∈ E : St < x∗(t)
	

,

DT
t =

�

x ∈ E : St ¾ x∗(t)
	

.

При t=T имеем CT
T =∅ и DT

T = E.
Если λ=0, то x∗(t)=∞, t<T , что соответствует тому, что

CT
t = E, DT

t = ∅

при каждом t<T .
Иначе говоря, для всех t<T наблюдения следует продолжать независимо

от того, какие значения принимают цены St , что является следствием того,
что процесс (e−rt(St − K)+)t¾0 является субмартингалом, и по теореме Дуба
об остановке для любого τ∈MT

0 имеем

Ex e−rτ(Sτ−K)+ ¶ Ex e−rT (ST −K)+.

Для случая дискретного времени также имеет место подобный результат
(Р.Мертон [346]), который интерпретировался (см. §5b гл. VI) следующим об-
разом: стандартные опционы-колл американского типа и европейского типа
«совпадают».

7. Функция Y ∗=Y ∗(t, x), t∈ [0, T], x∈ E, и пограничная функция x∗= x∗(t),
0¶ t<T , являются решением следующей «двухфазной» задачи Стефана, или
задачи с подвижной (свободной) границей:

ff в области CT ={(t, x): x< x∗(t), t∈ [0, T)} выполнено уравнение

−∂Y ∗(t, x)
∂t +βY ∗(t, x) = LY ∗(t, x); (8)

ff в области DT ∪{(T , x): x∈ E} выполнено условие

Y ∗(t, x) = g(x); (9)

ff на границе x∗ = x∗(t), 0¶ t < T , раздела «двух фаз» выполнены условие
Дирихле (P. G. L. Dirichlet)

Y ∗(t, x∗(t)) = g(x∗(t)) (10)

и условие Неймана (K. Neumann)

∂Y ∗(t, x)
∂x

�

�

�

x↑x∗(t)
=

dg(x)
dx

�

�

�

x↓x∗(t)
, (11)

которое часто называют условием гладкого склеивания.
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Прокомментируем изложенные результаты, по поводу подробных доказа-
тельств которых см. работы, цитированные в конце п. 1 § 3b.

О справедливости формулы (1) уже говорилось в § 3a. Оптимальность мо-
мента τ∗T следует из общей теории оптимальных правил остановки (см., на-
пример, [441, гл. III, § 3]). Относительно свойств гладкости функции Y ∗(t, x)
и вывода уравнения (8) см., например, [247], [363] и [467].

Если условие (10) довольно-таки естественно, то справедливость условия
гладкого склеивания (11) менее очевидна. В работе [200] и в книге [441,
гл. III, § 8] приводятся достаточно общие условия, обеспечивающие выпол-
нение условий гладкого склеивания на границе области остановки.

Напомним также, что с условиями гладкого склеивания мы уже не раз
встречались: при рассмотрении аппроксимаций в задачах с дискретным вре-
менем (раздел 5 гл. VI) и при рассмотрении опционов американского типа в
случае бесконечного временно́го горизонта (раздел 2 в настоящей главе).

Полезно подчеркнуть, что если в рассмотренной в предыдущем параграфе
типичной задаче Стефана из математической физики в каждой фазе действу-
ет свое уравнение, то в задачах об оптимальной остановке дифференциаль-
ные уравнения для Y ∗(t, x) возникают лишь только в одной фазе (в области
продолжения наблюдений), тогда как в другой фазе (в области остановки)
искомая функция Y ∗(t, x) совпадает с заранее известной функцией g(x).

Отметим также, что для рассматриваемого случая, где g(x) = (x − K)+,

имеем
dg(x)

dx

�

�

�

x↓x∗(t)
= 1, поскольку x∗(t)> K , 0¶ t < T . (Последнее неравен-

ство нетрудно вывести из того свойства, что функция Y ∗= Y ∗(t, x) является
β-эксцессивной мажорантой функции g= g(x).)

По поводу разрешимости задачи Стефана (8)––(11) и свойств граничной
функции x∗= x∗(t) см. [467], [363] (и комментарий к этой работе).

2. В этом случае g(x)= (K − x)+. Свойства 1––4 остаются в силе, и функция
Y ∗ = Y ∗(t, x) снова принадлежит классу C1,2. Для каждого фиксированного
x ∈ E функция Y ∗( ·, x) является невозрастающей по t; при каждом фикси-
рованном t ∈ [0, T) функция Y ∗(t, ·) является невозрастающей и выпуклой
(вниз) по x.

При любом λ¾0 множества CT
t и DT

t имеют при t<T следующий вид:

CT
t = {x : St > x∗(t)},

DT
t = {x : St ¶ x∗(t)}.

При t=T имеем CT
T =∅ и DT

T = E.
Пограничная функция x∗ = X ∗(t) является неубывающей функцией по t;

если λ=0, то lim
t↑T

x∗(t)=K.

Задача Стефана для Y ∗(t, x) и x∗(t) формулируется аналогичным образом.
При этом условия (8), (9) и (10) сохраняются, а условие (11) для 0¶ t < T
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принимает следующий вид:

dY ∗(t, x)
dx

�

�

�

x↓x∗(t)
=

dg(x)
dx

�

�

�

x↑x∗(t)
,

где
dg(x)

dx

�

�

�

x↑x∗(t)
= −1,

поскольку g(x)= (K − x)+ и x∗(t)<K.
Дополнительную информацию о свойствах функций Y ∗(t, x) и x∗(t) можно

найти в статье [363], специально посвященной стандартному опциону-пут
американского типа и содержащей обширную библиографию, относящуюся
и к другим опционам.

§ 3d. О связи стоимостей опционов европейского и американского типа

1. Ранее отмечалось, что на практике опционы американского типа встре-
чаются значительно чаще, нежели опционы европейского типа. Однако если
для последних имеются такие замечательные результаты, как, скажем, фор-
мула Блэка и Шоулса, то расчеты для опционов американского типа в задачах
с конечным временны́м горизонтом наталкиваются на большие аналитиче-
ские трудности, что, в конечном счете, связано со сложностями решения
соответствующих задач Стефана.

Из формул (1) и (2) в § 3a ясно, что цена V ∗(T , x)¾V(T , x), что, конечно,
вполне естественно, поскольку по условиям контракта опционы американ-
ского типа представляют возможность не просто дожидаться (терминально-
го) момента исполнения, но и выбирать этот момент.

В настоящем параграфе приводятся некоторые результаты относительно
связи цен для стандартных опционов покупателя и продавца, для которых
платежные функции имеют вид g(x)= (x − K)+ и g(x)= (K − x)+ соответ-
ственно.

Будем предполагать, что λ=0. Тем самым, формулы (1) и (2) из § 3a при-
нимают следующий вид:

V(T , x) = Ex e−rT g(ST ) (1)

и
V ∗(T , x) = sup

τ∈MT
0

Ex e−rτg(Sτ), (2)

где x=S0.

2. Совсем просто решается вопрос о соотношении стоимостей (цен)
V(T , x) и V ∗(T , x) в случае g(x) = (x − K)+, т. е. для опциона покупателя.
В этом случае

V(T , x) = V ∗(T , x), (3)

и в классе MT
0 оптимальным является момент τ∗T =T (см. § 3c).
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Замечание. Подчеркнем, что если λ> 0, то результат (3) уже не имеет
места, и это вызвано тем, что процесс (e−(λ+r)t(St −K)+)t¾0 при λ>0 уже не
будет субмартингалом (ср. с § 3c).

Перейдем теперь к вопросу о величине «дефекта»

∆T
0 (x) ≡ V ∗(T , x)−V(T , x) (4)

для стандартного опциона продавца (g(x)= (K − x)+), считая λ= 0 и обо-
значая через x∗ = x∗(t), 0¶ t < T , пограничную функцию между областями
остановки и продолжения наблюдений для оптимального момента останов-
ки τ∗T .

Теорема. В случае стандартного опциона продавца «дефект» равен

∆T
0 (x) = rK Ex

∫ T

0
e−ruI(Su < x∗(u)) du. (5)

Следствие 1. Пусть PT и P∗T –– рациональные стоимости опционов продав-
ца европейского и американского типов (PT =V(T , S0), P∗T =V ∗(T , S0)). Тогда

P∗T = PT + rK ES0

∫ T

0
e−ruI(Su < x∗(u)) du =

= Ke−rTΦ(−y−)−S0Φ(−y+)+ rK
∫ T

0
e−ruΦ

�

−y−(u, x∗(u))
�

du, (6)

где (ср. с обозначениями в § 1b)

y± =
ln

S0

K
+T

�

r± σ
2

2

�

σ
p

T
и

y−
�

u, x∗(u)
�

=
ln

S0

x∗(u) +u
�

r− σ
2

2

�

σ
p

u
. (7)

Доказательство. Пусть

Y (t, x) = Et,x e−r(T−t)g(ST ) (8)

и
Y ∗(t, x) = sup

τ∈MT
t

Et,x e−r(τ−t)g(Sτ), (9)

где g(x)= (K − x)+. Тогда для

∆T
t (x) ≡ Y ∗(t, x)−Y (t, x) (10)

находим, что
e−rt∆T

t (x) = Et,x

�

e−rτT
t g(SτT

t
)− e−rT g(ST )

	

, (11)

где τT
t –– оптимальный момент остановки в задаче (9).
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По формуле Ито (§ 5c гл. III)

d(e−ru(K −Su)+) = e−ru d(K −Su)+− re−ru(K −Su)+ du, (12)

и по формуле Ито––Мейера для выпуклых функций (см. § 4a гл. VII; [395,
гл. IV]; ср. также с формулой Танака (17) в § 5c гл. III)

d(K −Su)+ = −I(Su < K) dSu+
1
2 Lu(K), (13)

где

Lu(K) = lim
ε↓0

1
2ε

∫ u

0
I(|St −K| ¶ ε) dt (14)

–– локальное время на [0, u], проводимое процессом S= (St)t¾0 на уровне K .
Из формул (11)––(13) находим, что

e−rT∆T
t (x) = − Et,x

∫ T

τT
t

d(e−ru(K −Su)+) =

= − Et,x

∫ T

τT
t

e−ru
¦

−I(Su < K) dSu+
1
2 dLu(K)−

− r(K −Su)I(Su < K) du
©

=

= Et,x

∫ T

τT
t

e−ru
�

−dLu(K)+ I(Su < K)×

×
�

rSu du+σSu dWu+ (rK − rSu) du
�	

=

= Et,x

∫ T

τT
t

e−ru
�

rKI(Su < K) du−dLu(K)
	

. (15)

Для t¶T положим

At =
∫ τT

t

τT
0

e−ru
�

rKI(Su < K) du−dLu(K)
	

. (16)

Тогда, поскольку τT
T =T , из формулы (15) получаем, что

e−rt∆T
t (x) = Et,x [AT − At]. (17)

Представим теперь At в виде

At = A1
t + A2

t ,

где

A1
t =

∫ τT
t

τT
0

e−ruI(Su ¶ x∗(u))
�

rKI(Su < K) du−dLu(K)
	

,

A2
t =

∫ τT
t

τT
0

e−ruI(Su > x∗(u))
�

rKI(Su < K) du−dLu(K)
	

.

853



Глава VIII. Теория расчетов. Непрерывное время

Поскольку x∗(u)<K для всех u<T , получаем, что

A1
t =

∫ τT
t

τT
0

e−ruI(Su ¶ x∗(u))rK du = rK
∫ t

0
e−ruI(Su < x∗(u)) du. (18)

Процесс A1= (A1
t )t¶T является предсказуемым субмартингалом и, соглас-

но следствию 2 в § 5b гл. III, компенсатор этого процесса совпадает с ним
самим. Несколько более сложный анализ (см. [134], [135] и [363]) показывает,
что компенсатор процесса A2= (A2

t )t¶T равен нулю. Тем самым,

e−rt∆T
t (x) = Et,x [AT − At] = Et,x [A1

T − A1
t ] =

= rK Et,x

∫ T

t
e−ruI(Su < x∗(u)) du, (19)

и, следовательно, для ∆T
0 (x) имеет место формула (5).

Наконец, формула (6) из следствия 1 вытекает из (5) и формулы (18) в § 1b
для PT .

Теорема и следствие 1 доказаны.

Следствие 2. Функции Y ∗(t, x) и x∗(t) связаны соотношением

Y ∗(t, x∗(t)) = K − x∗(t), t ¶ T , (20)

которое можно рассматривать как интегральное соотношение для опреде-
ления пограничной функции x∗= x∗(t), t¶T , с x∗(T)≡ lim

t→T
x∗(t).

Следует при этом подчеркнуть, что на самом деле функция Y ∗(t, x) также
неизвестна. В реальной практике для этой функции используют приближе-
ния Y ∗∆(t, x), рассчитываемые методом индукции назад (см. п. 1 § 3b). Заме-
няя тогда в (19) функцию Y ∗(t, x) на Y ∗∆(t, x), получаем функцию x∗∆= x∗∆(t),
t¶T , которую и принимают в качестве аппроксимации для x∗= x∗(t), t¶T .
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4. Опционы европейского типа и американского типа
на диффузионном (B,P )-рынке облигаций

§ 4a. О проблематике расчетов опционов на рынке облигаций

1. До сих пор опционы рассматривались лишь на (B, S)-рынках акций. В
реальной же финансовой практике можно встретить самые разнообразные
опционы, например на евродоллары, фьючерсы, валюту и т. п., и даже опцио-
ны на опционы. Помимо стандартных опционов-колл и опционов-пут имеют
хождение разнообразные их комбинации. При этом многие опционные фи-
нансовые инструменты имеют весьма изощренную структуру, определяемую
и видом платежных функций, и типом тех основных ценных бумаг, которые
участвуют в составлении опционных контрактов.

О разнообразии опционов, многие из которых относятся к числу «экзоти-
ческих», можно судить, например, по их (английским) наименованиям: up-
and-out put, up-and-in put, down-and-out call, down-and-in call, barrier option,
Bermuda option, Rainbow option, Russian option, knock-out option, digital option,
all-or-nothing, one-touch all-or-nothing, supershares, ‌ (см. [232], [414], [415]).

Говоря о расчетах упомянутых опционов и других производных финансо-
вых инструментов, следует отметить, что их методология такая же, как и в
моделях, рассмотренных Ф. Блэком, М. Шоулсом и Р. Мертоном [44], [346] в
случае (B, S)-рынка акций. При этом снова возможны два пути –– мартингаль-
ный и базирующийся на непосредственном обращении к «фундаментально-
му уравнению» (ср. с § 1b, c).

2. Последующее изложение будет относиться к расчетам стандартных оп-
ционов европейского и американского типа для случая, когда вместо (B, S)-
рынка рассматривается (B,P )-рынок, состоящий из банковского счета B=
= (Bt)t¶T и единственной облигации с моментом исполнения T , структура
которой описывается (положительным) процессом P = (P(t, T))t¶T , подчи-
ненным условию P(T , T)=1.

В соответствии с изложением в § 4a гл. III и § 5a гл. VII, будем при опи-
сании (B,P )-рынка придерживаться опосредованного подхода, считая, что
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эволюция банковского счета B= (Bt)t¶T такова, что

Bt = B0 exp
�

∫ t

0
r(s) ds

�

, (1)

где r= (r(t))t¶T –– некоторый стохастический процесс процентной ставки.
Что же касается динамики процесса цен P = (P(t, T))t¶T облигации, то

будем предполагать, что относительно исходной меры на (Ω,FT , (Ft)t¶T )
дисконтированные цены

P(t, T) = P(t, T)
Bt

, t ¶ T , (2)

образуют мартингал.
Согласно теореме 1 из § 5a гл. VII имеем

P(t, T) = E
�

exp
�

−
∫ T

t
r(s) ds

�

�

�

�

�

Ft

�

, (3)

а в силу теоремы 2 из того же § 5a гл. VII рассматриваемый (B, P)-рынок
является безарбитражным (скажем, в NA+-версии).

3. Из формул (1) и (3) видим, что на (B,P )-рынке динамика процессов
(Bt)t¶T и (P(t, T))t¶T существенно зависит от структуры процесса r =
= (r(t))t¶T .

Наше основное предположение относительно этого процесса будет состо-
ять в том, что это есть диффузионный гауссовско-марковский процесс, описы-
ваемый стохастическим дифференциальным уравнением

dr(t) =
�

α(t)−β(t)r(t)
�

dt+γ(t) dWt , (4)

порождаемым винеровским процессом (Wt)t¶T и (неслучайным) начальным
условием r(0)= r0. Функции α(t), β(t), γ(t) предполагаются детерминирован-
ными, причем

∫ T

0

�

|α(t)|+ |β(t)|+γ2(t)
�

dt < ∞. (5)

В этих предположениях уравнение (4) имеет, и притом единственное,
(сильное) решение

r(t) = g(t)
§

r0+
∫ t

0

α(s)
g(s) ds+

∫ t

0

γ(s)
g(s) dWs

ª

, (6)

где

g(t) = exp
�

−
∫ t

0
β(s) ds

�

(7)
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–– фундаментальное решение уравнения

g(t) = 1−
∫ t

0
β(s)g(s) ds. (8)

Замечание 1. Согласно изложению в § 4a гл. III модель (4) есть не что
иное, как модель Халла и Уайта, частными случаями которой являются мо-
дели Мертона, Васичека, Хо и Ли (см. формулы (14), (7), (8) и (12) в указан-
ном § 4a).

4. Из марковости процесса r= (r(t))t¶T следует, что

P(t, T) = E
�

exp
�

−
∫ T

t
r(s) ds

�

�

�

�

�

r(t)
�

. (9)

Обозначим I(t, T)=
∫ T

t r(s) ds. Тогда из формулы (6) нетрудно найти, что

E
�

I(t, T) |r(t)
�

= r(t)
∫ T

t

g(u)
g(t) du+

∫ T

t

�

∫ u

t

g(u)
g(s) α(s) ds

�

du, (10)

D
�

I(t, T) |r(t)
�

=
∫ T

t

�

∫ T

s

g(u)
g(s) γ(s) du

�2

ds. (11)

Поэтому из формулы (3) следует, что для

P(t, T) = E
�

exp(−I(t, T)) |r(t)
�

= exp
�1

2 D
�

I(t, T) |r(t)
�

−E
�

I(t, T) |r(t)
�

�

имеет место следующее представление:

P(t, T) = exp
�

A(t, T)− r(t)B(t, T)
�

, (12)

где

A(t, T) = 1
2

∫ T

t

�

∫ T

s

g(u)
g(s) γ(s) du

�2

ds−
∫ T

t

�

∫ u

t

g(u)
g(s) α(s) ds

�

du, (13)

B(t, T) =
∫ T

t

g(u)
g(t) du. (14)

Замечание 2. Согласно терминологии § 4c гл. III модели, в которых цены
P(t, T) представляются в виде (12), называются однофакторными аффинны-
ми моделями. Сделанное дополнительное предположение, что процесс r =
= (r(t))t¶T является гауссовско-марковским, дает возможность для таких мо-
делей, часто называемых однофакторными гауссовскими моделями, доволь-
но детально провести соответствующие расчеты для стандартных опционов
европейского и американского типов на рассматриваемых (B,P )-рынках.
Этим вопросам посвящены последующие § 4b, c.

Замечание 3. По поводу согласования разных моделей, описывающих
динамику цен облигаций, с эмпирическими данными см., например, [257].
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§ 4b. О расчетах опционов европейского типа
в однофакторных гауссовских моделях

1. Будем предполагать, что рассматриваемая (B,P )-модель рынка, состоя-
щая из банковского счета и облигации, полностью определяется единсвтвен-
ным фактором –– процентной ставкой r = (r(t))t¶T , являющейся гауссовско-
марковским процессом, подчиняющимся стохастическому дифференциаль-
ному уравнению (4) из § 4a с (неслучайным) начальным условием r(0)= r0.

Пусть T 0 –– некоторый момент (T 0<T), рассматриваемый как момент ис-
полнения опциона европейского типа с функцией выплат fT 0 = (P(T 0, T)−K)+

в случае опциона покупателя и fT0
= (K − P(T 0, T))+ –– в случае опциона про-

давца.

Теорема. В описанной однофакторной гауссовской модели (B,P )-рынка
рациональная стоимость C0(T 0, T) стандартного опциона покупателя опре-
деляется формулой

C0(T 0, T) = P(0, T)Φ(d+)−KP(0, T 0)Φ(d−) . (1)

где

d± =
ln

P(0, T)
KP(0, T 0)

± 1
2σ

2(T 0, T)B2(T 0, T)

σ(T 0, T)B(T 0, T)
, (2)

B(T 0, T) =
∫ T

T 0

g(u)
g(T 0)

du, (3)

σ(T 0, T) =
�

∫ T

T 0

�

∫ T

s

g(u)
g(s) γ(s) du

�2

ds
�1/2

, (4)

g(u) = exp
�

−
∫ u

0
β(s) ds

�

. (5)

Рациональная стоимость P0(T 0, T) стандартного опциона продавца опре-
деляется формулой

P0(T 0, T) = KP(0, T 0)Φ(−d−)−P(0, T)Φ(−d+) . (6)

Прежде чем переходить к доказательству формул (1) и (6), отметим, что
они весьма схожи с формулами для рациональных стоимостей C(T) и P(T) в
случае акций (см. (9) и (18) в § 1b).

Это сходство не столь уж удивительно, поскольку для рассматриваемой
модели цены P(t, T) имеют, как и цены St в модели Блэка––Мертона––Шоулса,
логарифмически-нормальную структуру:

ln P(t, T) = A(t, T)− r(t)B(t, T),
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где (r(t))t¶T является гауссовским процессом,

ln
St

S0
=
�

r− σ
2

2

�

t+σWt

и (Wt)t¶T –– винеровский (и, значит, также гауссовский) процесс.
Более, пожалуй, удивительно то, что прошло столь много лет с 1973 года,

когда была опубликована формула Блэка и Шоулса, до 1989 года, когда появи-
лась статья Ф. Джамшидиана (F. Jamshidian [256]), в которой были получены
формулы (1) и (6) для модели Васичека (α(t)≡α, β(t)≡β , γ(t)≡ γ; см. (4)
в §4a и (8) в §4a гл. III). Приводимое ниже доказательство следует в основном
работе [257].

2. В соответствии с теорией расчетов на полных безарбитражных рынках
(см. раздел 5 гл. VII) и в предположении, что исходная вероятностная мера
на (Ω,F , (Ft)t¶T ), FT =F , является мартингальной, находим, полагая

R(t) = exp
�

−
∫ t

0
r(u) du

�

, (7)

что

C0(T 0, T)= E R(T 0)(P(T 0, T)−Kx)+=

= E
�

I(P(T 0, T)> K)R(T 0)(P(T 0, T)−K)
�

=

= E
�

I(P(T 0, T)> K)R(T 0)P(T 0, T)
�

−K E
�

I(P(T 0, T)> K)R(T 0)
�

. (8)

Ясно, что
�

P(T 0, T) > K
	

=
�

A(T 0, T)− r(T 0)B(T 0, T) > ln K
	

=
�

r(T 0) ¶ r∗
	

, (9)

где

r∗ = ln K − A(T 0, T)
−B(T 0, T)

(10)

и A(t, T), B(t, T) определены формулами (13) и (14) в § 4a.
Пусть

ξ = r(T 0), η =
∫ T

0
r(u) du, ζ =

∫ T 0

0
r(u) du.

Тогда из формул (8) и (9) находим, что

C0(T 0, T) = E
�

I(ξ ¶ r∗)e−η
�

−K E
�

I(ξ ¶ r∗)e−ζ
�

. (11)

Для дальнейшего упрощения этой формулы полезным является следую-
щее утверждение, справедливость которого устанавливается прямым подсче-
том (см. [257, лемма 4.2]).
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Лемма 1. Пусть (X , Y ) –– гауссовская пара случайных величин с вектором

средних значений (µX , µY ) и матрицей ковариаций
�

σ2
X , ρXY

ρXY , σ2
Y

�

. Тогда

E I(X ¶ x) exp(−Y ) = exp
�1

2σ
2
Y −µY

�

Φ(ex) (12)

и

E I(X ¶ x)X exp(−Y ) = exp
�1

2σ
2
Y −µY

�

·
�

(µX −ρXY )Φ(ex)−σXϕ(ex)
	

, (13)

где
ex =

x− (µX −ρXY )
σX

,

ϕ(x) = 1p
2π

e−x2/2, Φ(x) =
∫ x

−∞
ϕ( y) dy.

С учетом формул (6), (10) и (11) из § 4a нетрудно подсчитать, что

µξ = E r(T 0) = g(T 0)
�

r0+
∫ T 0

0

1
g(s)α(s) ds

�

,

µη = E
∫ T

0
r(u) du = r0

∫ T

0
g(u) du+

∫ T

0

�

∫ u

0

g(u)
g(s) α(s) ds

�

du,

µζ = E
∫ T 0

0
r(u) du = r0

∫ T 0

0
g(u) du+

∫ T 0

0

�

∫ u

0

g(u)
g(s) α(s) ds

�

du

и

σ2
ξ = D r(T 0) =

∫ T 0

0
γ2(s)

�

g(T 0)
g(s)

�2

ds,

σ2
η = D

∫ T

0
r(u) du =

∫ T

0

�

∫ T

s

g(u)
g(s) γ(s) du

�2

ds,

σ2
ζ = D

∫ T 0

0
r(u) du =

∫ T 0

0

�

∫ T 0

s

g(u)
g(s) γ(s) du

�2

ds,

ρξζ = Cov
�

r(T 0),

∫ T 0

0
r(u) du

�

=
∫ T 0

0

�

γ2(s)
g(T 0)
g(s)

∫ T 0

s

g(u)
g(s) du

�

ds,

ρξη = Cov
�

r(T 0),

∫ T

0
r(u) du

�

=

= Cov
�

r(T 0),

∫ T 0

0
r(u) du

�

+Cov
�

r(T 0),

∫ T

T 0

r(u) du
�

=

= ρξζ+σ
2
ξ

∫ T

T 0

g(u)
g(T 0)

du.
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Из формул (11) и (12) находим, что

C0(T 0, T) = E
�

I(ξ ¶ r∗)e−η
�

−K E
�

I(ξ ¶ r∗)e−ζ
�

=

= exp
�1

2σ
2
η−µη

�

Φ

� r∗− (µξ−ρξη)
σξ

�

−

−K exp
�1

2σ
2
ζ−µζ

�

Φ

� r∗− (µξ−ρξζ)
σξ

�

. (14)

Подставляя сюда вышеприведенные значения µξ, µη, µζ, σξ, ση, σζ,
ρξη и ρξζ, после некоторых алгебраических преобразований (см. [257,
Appendix 4b]) приходим к требуемой формуле (1).

Формула (6) следует непосредственно из (1) с учетом того, что

(K −P(T 0, T))+ = (P(T 0, T)−K)+−P(T 0, T)+K .

(Ср., например, с выводом формулы (9) в § 4d гл. VI.)
Теорема доказана.

3. Из формулы (6) следует, что рациональная стоимость P0(T 0, T) опре-
деляется по «начальным» ценам P(0, T 0), P(0, T), константе K и величине
σ(T 0, T)B(T 0, T), определяемой, в свою очередь, по коэффициентам β(s),
γ(s) при T 0¶ s¶T .

В случае модели Васичека β(s)≡ s, γ(s)≡γ, и нетрудно найти, что

σ(T 0, T)B(T 0, T) =
γ

β
(1− e−β(T−T 0))

� 1
2β (1− e−2βT 0

)
�1/2

.

Начальные цены P(0, T 0) и P(0, T) определяются в этом случае из формулы
(см. (12) в § 4a)

P(0, t) = exp
�

A(0, t)− r0B(0, t)
	

,

где

A(0, t) = 1
β

[1− e−βt −β t]
�

β

α
− γ2

2β2

�

− γ2

4β3 [1− e−βt]2,

B(0, t) = 1
β

[1− e−βt].

§ 4c. О расчетах опционов американского типа в однофакторных
гауссовских моделях

1. Продолжая рассмотрение однофакторной гауссовской (B,P )-модели,
для которой в § 4b «О расчетах опционов европейского типа‌» были приве-
дены формулы для C0(T 0, T) и P0(T 0, T), будем обозначать через C∗(T 0, T)
и P∗(T 0, T) соответствующие рациональные стоимости для опционов (по-
купателя и продавца) американского типа. При этом предполагается, что
моменты исполнения принадлежат классу

MT 0

0 =
�

τ = τ(ω): 0 ¶ τ(ω) ¶ T 0, ω ∈ Ω
	

.
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Рассматриваемый (B,P )-рынок является и безарбитражным, и полным, и
в соответствии с общей теорией расчетов в подобных моделях (см. раздел 2
гл. VI и раздел 5 гл. VII),

C∗(T 0, T) = sup
τ∈MT 0

0

E exp
�

−
∫ τ

0
r(u) du

�

(P(τ, T)−K)+ (1)

и

P∗(T 0, T) = sup
τ∈MT 0

0

E exp
�

−
∫ τ

0
r(u) du

�

(K −P(τ, T))+. (2)

Поскольку
P(τ, T) = exp

�

A(τ, T)− r(τ)B(τ, T)
�

, (3)

мы видим, что задачи (1) и (2) относятся к стандартным задачам об опти-
мальной остановке

sup
τ∈MT 0

0

E exp
�

−
∫ τ

0
r(u) du

�

G(τ, T ; r(τ)) (4)

для марковских процессов r = (r(t))t¶T и функций G(τ, T ; r(τ))¾ 0, общая
теория решения которых достаточно хорошо развита (см., например, [441]).

2. Совсем просто решается вопрос относительно отыскания величины
C∗(T 0, T). Действительно, как и в случае стандартных опционов-колл на
(B, S)-рынках, процесс

�

exp
�

−
∫ t

0
r(u) du

�

(P(t, T)−K)+
�

t¶T

является субмартингалом, значит, по теореме Дуба об остановке C∗(T 0, T)=
=C0(T 0, T), что в § 5b гл. VI и в § 3b интерпретировалось как то, что рассмат-
риваемый опцион-колл американского типа является опционом европейско-
го типа.

Переходя к отысканию стоимости P∗(T 0, T), введем величины

Y ∗(t, r) = sup
τ∈MT 0

t

Et,r exp
�

−
∫ τ

t
r(u) du

�

G(τ, T ; r(τ)), (5)

где Et,r –– усреднение в предположении r(t)= r, MT 0

t –– класс таких моментов
остановки τ=τ(ω), что t¶τ(ω)¶T 0, и

G(t, T ; r(t)) = (K −P(t, T))+ =
�

K −exp
�

A(t, T)− r(t)B(t, T)
��+

,

где функции A(t, T) и B(t, T) определяются формулами (13) и (14) в § 4a.
Обозначим

CT =
�

(t, r): Y ∗(t, r) > G(t, T ; r), 0 ¶ t < T , r > 0
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и
DT =

�

(t, r): Y ∗(t, r) = G(t, T ; r), 0 ¶ t < T , r > 0
	

.

Основываясь на характеристических свойствах цен Y ∗(t, r) как наимень-
ших эксцессивных мажорант функций G(t, T ; r) (см. [340], [363], [441, гл. III],
[467], [478]), можно показать, что существует такая непрерывная погранич-
ная функция r∗= r∗(t), t<T 0, что области CT и DT (продолжения и остановки
наблюдений) имеют следующий вид:

CT =
�

(t, r): r(t) < r∗(t), 0 ¶ t < T , r > 0
	

и
DT =

�

(t, r): r(t) ¾ r∗(t), 0 ¶ t < T , r > 0
	

.

При этом Y ∗=Y ∗(t, r) и пограничная функция r∗= r∗(t) являются решениями
следующей задачи Стефана:

∂Y ∗(t, r)
∂t + LY ∗(t, r)− rY ∗(t, r) = 0, (t, r) ∈ CT ,

где

LY ∗(t, r) = (α(t)−β(t)r)
∂Y ∗(t, r)

∂r + 1
2γ

2(t)
∂2Y ∗(t, r)

∂r2 ;

в области DT выполняется условие

Y ∗(t, r) = G(t, T ; r), (6)

и на ∂DT выполняется условие гладкого склеивания

∂Y ∗(t, r)
∂r

�

�

�

r↑r∗(t)
= ∂G(t, T ; r)

∂r

�

�

�

r↓r∗(t)
. (7)

Точное аналитическое решение этой задачи неизвестно (как, впрочем, и
в случае (B, S)-моделей; см. § 3c). В то же самое время, учитывая широкую
распространенность опционов американского типа на практике, хотелось бы
иметь представление о том, насколько стоимость P∗(T 0, T) опциона амери-
канского типа больше стоимости P0(T 0, T) опциона европейского типа, как
ведет себя пограничная функция r∗= r∗(t), t<T 0.

Рассуждения, аналогичные тем, которые были использованы в § 3d для
установления связи между стоимостями опционов европейского и американ-
ского типов на (B, S)-рынке, применимы в рассматриваемом случае (B,P )-
рынков и приводят к следующему результату (ср. с формулой (19) в § 3d): для
0¶ t<T 0 имеем

Y ∗(t, r) = Y 0(t, r)+K
∫ T 0

t
Et,r

§

exp
�

−
∫ s

t
r(u) du

�

r(s)I(r(s) ¾ r∗(s))
ª

ds, (8)
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где

Y 0(t, r) = Et,r exp
�

−
∫ T 0

t
r(u) du

�

(K −P(T 0, T))+ =

= Et,r exp
�

−
∫ T 0

t
r(u) du

�

�

K −exp
�

A(T 0, T)− r(T 0)B(T 0, T)
��

. (9)

Пользуясь формулами (12) и (13) из § 4b и найденными там значениями
для величин µξ, µη, ‌, после несложных алгебраических преобразований
получаем:

Y ∗(t, r) = Y 0(t, r)+

+K
∫ T 0

t
P(t, s)

�

Φ(−ν∗(t, s)) f (t, s)+σ(t, s)ϕ(ν∗(t, s))
	

ds (10)

для 0¶ t¶T 0, где
σ2(t, s) = D(r(s) |r(t) = r),

f (t, s) = − ∂
∂s ln P(t, s),

ν∗(t, s) =
r∗(s)− f (t, s)
σ(t, s) .

(Детали вывода формул (8) и (10) см. в [257].)
В частности, поскольку

P∗(T 0, T) = Y ∗(0, r0) и P0(T 0, T) = Y 0(0, r0),

получаем, что

P∗(T 0, T) = P0(T 0, T)+

+K
∫ T 0

0
P(0, s)

�

Φ(−ν∗(0, s)) f (0, s)+σ(0, s)ϕ(ν∗(0, s))
	

ds.

В заключение отметим, что формула (10) дает возможность (индукцией
назад) получать по крайней мере приближенные значения и для стоимости
P∗(T 0, T), и для пограничной функции r∗= r∗(t), t<T 0.

По поводу разнообразных методов численных расчетов опционов амери-
канского типа (в том числе и в случаях с дивидендами) см., например, [28],
[29], [56], [57], [179], [257], [376], [478] и [479].
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[73] Chou C. S. Caractérisation d’une classe de semimartingales // Lecture Notes
in Mathematics. 1979. V. 721. P. 250––252.

[74] Chou C. S., Meyer P.-A., Stricker C. Sur les intégrales stochastiques de proces-
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[102] Dellacherie C., Meyer P.-A. Probabilités et potentiel. Ch. I à IV. Paris: Her-
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[162] Föllmer H. Probabilistic Aspects of Options. Preprint. Helsinki: Helsinki Uni-

versity, January, 1990.
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Время физическое 233
Вторая фундаментальная теорема 547
Вытянутость 351

Г
Гауссовский шум фрактальный 242, 254,

394
Географические зоны активности 341
Гипотезамартингальности 52
Гипотеза случайного блуждания 51
Годовая процентная ставка 18
Годовая учетная ставка 18
Граница мгновенно отражающая 836

Д
Движение Леви строго α-устойчивое

249
Деволатилизация 336
Дерево цен 566
Диверсификация 59, 569
Дивиденды 24
Динамические системы нелинейные

242
Дискретный вариант теоремы

Гирсанова 519
Дисперсия дифференциальная 260
Диффузия 260
Диффузия со скачками 301
Долгая (сильная) память 653
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a-допустимость 713
Допустимые стратегии 699
Доу-Джонса индекс 26
Доу-Джонса среднее 26
Доход до момента погашения 313
Доходность 22, 312––314

З
Задание опосредованное 23
Задача Дирихле 297
Задача Коши 296
Задача параболического типа 841
Задача со свободной границей 820
Задача Сте́фана 820, 829, 837
Задача Стефана двухфазная 847
Задача эллиптического типа 841
Закон больших чисел усиленный 155
Закон двух третей 256
Закон повторного логарифма 269

И
Измеримый выбор 497
Индекс Dow 399
Индекс S&P 500 400
Индекс Standard & Poor’s 500 27
Индекс устойчивости 211, 358
Индекс хвостовой 358
Индивидуум 14
Интеграл стохастический 732
Интеграл Хеллингера 621, 627
Интеграл Хеллингера порядка α 627
Интервал приемлемых,

взаимоприемлемых цен 466
Интервенция центрального банка 32
Информация Фишера 155
Информация Фишера стохастическая

157

К
Каноническое представление

семимартингала 734
Канторово множество 247
Капитал портфеля ценных бумаг 453
Капитал стратегии 784
Квадратическая вариация 112, 269, 327
Квадратическая вариация

предсказуемая 112
Квадратическая ковариация 327, 334
Квантильный метод 353
Класс Дирихле 325

Кластерность 388, 653
Комбинации опционов 830
Комбинация 669
Компенсатор 120, 329, 528
Контигуальность вероятностных мер

625
Контракт форвардный 34
Контракт фьючерсный 34, 35
Концепция эффективного рынка 73, 78,

482
Короткая продажа 40, 462
Корреляционная размерность 204
Коэффициент вытянутости 107
Кривая доходности 23, 314
Критерий Колмогорова 221, 250
Кумулянта 222, 735
Купонная процентная ставка облигации

20

Л
Лемма о пересчете 507
Ликвидность 80
Линейно независимая система 614
Логистическое отображение 197
Локальная абсолютная непрерывность

502
Локальный закон повторного

логарифма 268
Локальный снос 260

М
Мажоранта наименьшая эксцессивная

600, 681, 819, 845
Макроэкономические индексы 173
Максимальные неравенства 272
Маржа 36
Марковский момент 134, 346
Марковское свойство 264
Мартингал 109, 115
σ-мартингал 723
Мартингал квадратично

интегрируемый 111, 320
Мартингал локальный 116
Мартингал локальный чисто

разрывный 330
Мартингал обобщенный 117
Мартингал равномерно интегрируемый

116
Мартингал-разность 55, 116, 177
Мартингал-разность обобщенная 117
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Мартингальное преобразование 118
Медведь 40
Мера fP -σ-конечная 730
Мера абсолютно непрерывная 502
Мера винеровская 258
Мера дуальная 810
Мера Леви 215, 222––225, 736
Мера локально мартингальная 747, 784
Мера мартингальная (риск-

нейтральная) 481, 526, 732
Мера минимальная мартингальная 526,

650
Мера однородная пуассоновская 730
Мера опциональная 730
Мера пуассоновская 730
Мера случайная 729
Мера случайная мартингальная 528
Меры локально эквивалентные 502
Меры эквивалентные 502
Метод максимального правдоподобия

154
Микроэкономические индексы 173
Множители Лагранжа 613
Модели Кокса, Ингерсолла и Росса 301
Модели линейные 138
Модели негауссовские 209
Модели нелинейные стохастические 173
Модели с дискретным вмешательством

случая 132
Модели Халла и Уайта 302
Модель ACD 348
Модель AR 146, 171, 310
Модель ARCH 75, 126, 174, 181, 310
Модель ARIMA 140, 158, 161
Модель ARMA 125, 158, 172, 310
Модель CRR 468, 476, 544
Модель EGARCH 184
Модель GARCH 76, 127, 174, 310
Модель HARCH 187
Модель HJM 315
Модель MA 125, 140, 169, 310
Модель MA(∞) 146
Модель SV стохастической

волатильности 189
Модель TGARCH 184
Модель аффинная 315
Модель Блэка, Дермана и Тоя 302
Модель Блэка и Карасинского 302
Модель Блэка––Мертона––Шоулса 307,

777, 805

(B, S)-модель стандартная
диффузионная 307

Модель Васичека 301
Модель гауссовская однофакторная 857,

858
Модель динамического хаоса 196
Модель Дотхана 301
Модель Зандмана и Зондермана 302
Модель Кокса––Росса––Рубинштейна

(CRR) 130, 476, 656
Модель Л. Башелье линейная 306
Модель Мертона 301
Модель однофакторная 314
Модель Самуэльсона 770
Модель с дивидендами 813
Модель семимартингальная полная 725
Модель стохастической волатильности

(SV) 128, 189
Модель Тейлора 129
Модель условно-гауссовская 174
Модель хаотическая 196
Модель Хо и Ли 301
Модель Чена 302
Модель Шмидта 305
Модуль непрерывности 268
Момент остановки 134
Момент остановки оптимальный 592,

594
Момент погашения 20

Н
Наилучшая линейная оценка 164
Начальная цена 312
Начальная цена облигации 20
Неопределенность спекулятивная 87
Неопределенность чистая 87
Неравенства Дуба 225, 272
Неравенства Колмогорова и Дуба 272
Номинальная стоимость 20, 312

О
Область остановки наблюдений 598
Область продолжения наблюдений 598
Облигация 19
Обязательство воспроизводимое

(достижимое) 466
Ограничение балансовое (бюджетное)

457
Одностороннее скользящее среднее 163
Оператор перехода 596, 674
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Операционное время 136, 380
Опцион 33, 37
Опцион азиатского типа 690
Опцион американского типа 38, 570,

673, 841, 851, 855
Опцион европейского типа 38, 570, 653,

801, 851, 855
Опцион-колл 38, 42
Опцион-колл арифметический

азиатский 42
Опцион-колл с последействием 42
Опцион-пут 38, 43
Опцион-пут арифметический азиатский

43
Опцион-пут с последействием 43
Опцион русский 690, 832
Опцион с выигрышем 40
Опцион с последействием 690
Опцион с проигрышем 40
Опцион экзотический 669
Основная формула для цены

хеджирования 572
Отдача 103
Отображение 291
Отрицательная коррелированность 62
Оценка Хилла 361
Оценки максимального правдоподобия

154, 158

П
Параметр масштаба (σ) 211
Параметр положения (µ) 211
Параметр (показатель)

скошенности (β) 211
Параметр Харста 228
Перестрахование 91
Платежное поручение воспроизводимое

(достижимое) 579, 726, 774
Подход опосредованный 23, 314
Подход прямой 23, 314
Позиция длинная 34
Позиция короткая 34
Показатель Харста 243
Полная асимптотическая разделимость

633
Полные рынки 467, 572, 726
Портфель самофинансируемый 700
Портфель ценных бумаг 44, 59, 452, 699
Портфель ценных бумаг

самофинансируемый 454

Последовательность вполне
недетерминированная 166

Последовательность логистическая 204
Последовательность

недетерминированная 166
Последовательность обновляющая 166
Последовательность предсказуемая 109
Последовательность регулярная 165
Последовательность сингулярная 165
Последовательность чисто

недетерминированная 166
Предсказание 139
Предсказуемость 300
(Hc, µ−ν)-представимость 762
S-представимость 548
X -представимость 726
µ-представимость, µ-представление

551––553
Представление каноническое 728, 734
Премия 43
Преобразование Бернулли 201
Преобразование Гирсанова 491
Преобразование локально

мартингальное порядка d 709
Преобразование мартингальное

порядка d 709
Преобразование «палаточное» 201
Преобразование Эшера 488, 737, 747,

748
Преобразование Эшера условное 491,

748
Прибыль логарифмическая 103
Принцип отражения 270, 824
Прогнозирование 139
Производная Радона––Никодима 503, 627
Пространство каноническое 763
Процентная ставка 300, 314
Процентная ставка форвардные 314
Проценты простые 18, 103, 452
Проценты сложные 18, 102
Процесс càdlàg 317
Процесс адаптированный 317
Процесс Бесселя 262
Процесс Бесселя порядка 3 122
Процесс броуновского движения со

сносом и пуассоновскими скачками
736

Процесс винеровский 51, 221
Процесс дисконтирующий 709, 710, 809
Процесс диффузионного типа 743
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Процесс квазинепрерывный слева 768
Процесс Леви 220
Процесс Леви α-устойчивый 227
Процесс Леви чисто скачкообразный 223
Процесс мультивариантный точечный

135
Процесс нулевой энергии 372
Процесс обновляющий 745
Процесс Орнштейна––Уленбека 261
Процесс плотности 503
Процесс предсказуемый 321
Процесс процентной ставки 782
Процесс Пуассона составной 224
Процесс риска 96
Процесс с дискретным вмешательством

случая 345
Процесс согласованный 317
Процесс считающий 135, 346
Процесс точечный 135
Процесс устойчивый 226
Процесс Хеллингера 621, 742
Процессы Ито 279
Процессы стохастически неразличимые

287
Прямая CAPM 66

Р
Равномерная интегрируемость 325, 505
Разложение Вольда 167
Разложение Дуба 109, 325
Разложение Дуба––Мейера 325
Разложение Дуба обобщенное 113, 524
Разложение Кунита––Ватанабе 585
Разложение Лебега 627
Разложение мультипликативное 756
Разложение опциональное 580, 582, 612
Размах 243
Размерность 246
Размерность статистическая

фрактальная 248
Ранговые критерии 353
F-распределение 217
Γ -распределение 217
t-распределение (Стьюдента) 217
Распределение безгранично делимое

214
Распределение биномиальное 218
Распределение гауссовское/обратно-

гауссовское 217, 235
Распределение геометрическое 217

Распределение гиперболическое 217, 235
Распределение инвариантное 201
Распределение Коши 213, 217
Распределение Леви––Смирнова 217
Распределение логарифмически

нормальное 217
Распределение логистическое 217
Распределение нормальное 213, 217
Распределение одностороннее

устойчивое 213
Распределение отрицательно-

биномиальное 217
Распределение Парето 212, 217, 347, 360
Распределение пуассоновское 217
Распределение равномерное 218
Распределение Стьюдента 217
Распределение типа Парето 347
Распределение Фишера 217
Распределения безгранично делимые

209
Распределения обобщенные

гиперболические 234
Распределения устойчивые 209
Расстояние Хеллингера 627, 742
Расширенный вариант первой

фундаментальной теоремы 493
Рациональная стоимость (цена) 43, 467,

611, 657, 660, 802, 806, 811, 815
Рациональный момент 611
Решение вероятностное 297
Решение сильное 286, 288
Риск несистематический 64, 67
Риск рыночный 83
Риск систематический (рыночный) 64,

67
(B, S)-рынки акций 307, 451, 841
FX-рынок 341
Рынок N-полный, полный 467
Рынок N-совершенный, совершенный

467
Рынок безарбитражный 479
Рынок безарбитражный в сильном

(слабом) смысле 480
(B, S)-рынок стандартный

диффузионный 307
Рынок кассовый (спотовый) 654
Рынок неполный 467
Рынок обмена валют (FX-рынок) 341
Рынок полный 467
Рынок полустрого эффективный 54
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Рынок слабо эффективный 53
Рынок совершенный 467
Рынок строго эффективный 54
Рынок фрактальный 81
Рынок эффективный 53
Рыночная цена 21

С
Самоподобие 242
Самофинансируемость 454, 699, 707
Свойство ELMM 716
Свойство EMM 716
Свойство EσMM 724
Свойство NA 717
Свойство NA+, NA+ 717, 718
Свойство NAa 717
Свойство NAg , NAg 718, 719
Свойство NA отсутствия арбитража 716
Свойство NFFLVR (NAg) 719
Свойство NFLVR (NA+) отсутствия

бесплатного ленча с исчезающим
риском 718

Свойство автомодельности 228
Сделка кассовая, спотовая, срочная 654
Селектор 497
Семимартингал 317
Семимартингал локально квадратично

интегрируемый 735
Семимартингал специальный 325, 735,

751
σ-алгебра предсказуемых множеств 321
Сильная память 256
Сильное последействие 254, 256, 373
Скобка квадратная 330
Скобка угловая 330
Скобка угловая взаимная 329
Сложные проценты 515
Случай бесконечного временно́го

горизонта 816
Случай конечного временно́го

горизонта 841
Случайная величина 209
Случайная величина безгранично

делимая 214
Случайная величина строго устойчивая

210
Случайная величина устойчивая 209
Случайная замена времени 136, 231
Случайное блуждание геометрическое

674

Случайное число случайных величин
233

Случайный вектор строго устойчивый
218

Случайный вектор устойчивый 218
Случайный процесс автомодельный 248
Случайный процесс предсказуемый 321
Случай «с дивидендами» 456, 813
Случай «с операционными

издержками» 457
Случай «с потреблением и

инвестированием» 457
Смайл-эффект 308
Смесь гауссовских распределений 237
Смесь экспоненциальных

распределений 217
Сносовая компонента 217
Событие катастрофическое 95
Событие нормальное 97
Солнечная активность 398
Сочетания 669
Спектральная плотность 168
Спектральная функция 168
Спектральное представление 167
Спираль Винера 251
Спрэд 344, 669
Спрэд «быка» 671
Спрэд «медведя» 671
Средне-дисперсионный анализ 64
Средне-дисперсионный анализ

Марковитца 61
Среднее по ансамблю 144
Среднеквадратичный критерий 586
Стандартное броуновское движение 221
Статистика «тиков» 337
Статистический последовательный

анализ 846
Стационарность в узком смысле 143,

149
Стационарность в широком смысле 149
Стоимость опциона 43
Стохастическая экспонента (Долеан)

103, 266, 283, 332
Стохастический базис 102
Стохастический дифференциал 509
Стохастический интеграл 277, 318, 322
Стохастический интеграл Ито 259
Стохастический процесс-интеграл 322
Стохастическое дифференциальное

уравнение 285
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Стохастическое дифференциальное
уравнение с частными
производными 777

Стратегия допустимая 707
Стратегия на (B,P )-рынке 784
Стратегия самофинансируемая 707
Стратегия совершенная 605
Стрип 670
Стрэддл 669
Стрэнгл 669
Стрэп 670
Субмартингал 115
Субмартингал локальный 116
Субординация 231
Супермартингал 115
Супермартингал локальный 116
Супермартингал наименьший 595
Схема серий n-рынков 619

Т
Текущая процентная ставка 22, 312
Теорема Гирсанова 508, 519, 737
Теорема Гирсанова для

семимартингалов 765
Теорема Дуба 266
Теорема Дуба об остановке 266, 505
Теорема Дуба о сходимости 266, 504
Теорема Леви 265, 332
Теорема Лундберга––Крамера 96
Теорема о нормальной корреляции 105
Теория APT 68, 619
Теория CAPM 64
Тик 338
Тождества Вальда 266
Точечный процесс маркированный 345
Точечный процесс мультивариантный

345
Треугольник Серпинского 246
Триплет (B, C,ν) 215, 734
Триплет предсказуемых характеристик

семимартингала 734
Тяжелые хвосты 355

У
Уравнение Долеан 332
Уравнение Камерона––Мартина 296
Уравнение Колмогорова прямое и

обратное 293, 778
Уравнение Колмогорова––Чэпмена 293
Уравнение Ланжевена 261

Уравнение теплопроводности 296
Уравнение теплопроводности

неоднородное 296
Уравнение Фейнмана––Каца 296
Уравнения Юла––Уолкера 154
Условие «гладкого склеивания» 685, 821,

849, 850, 863
Условие Дирихле 849
Условие Казамаки 739
Условие линейного роста 287
Условие Липшица локальное 287
Условие Неймана 849
Условие Новикова 291, 510, 739
Условия обычные 265, 317
Условная двуточечность 548, 558
Условно-гауссовский случай 519
Условное математическое ожидание

обобщенное 113
Устойчивость 210

Ф
Фильтр Калмана––Бьюси 193
Финансовая инженерия 83
Финансовая теория 83
Финансовая турбулентность 257
Финансовый рынок 13
Форвард 34, 586
Формула Байеса 507, 561
Формула Башелье 31, 801
Формула Блэка и Шоулса 31, 804, 806,

811
Формула (замены переменных) Ито 279,

280, 331
Формула Ито––Мейера 822
Формула Йора 539, 756
Формула Леви––Хинчина 215, 736
Формула Танака 289, 334
Фрактал 245
Фрактальная геометрия 242, 245
Фрактальный шум 242, 254, 369
Фундаментальное решение 58
Фундаментальное уравнение 777
Фундаментальное уравнение в частных

производных 778
Функции адаптированные 274
Функции согласованные 274
Функции Хаара 267
Функции Шаудера 267
Функционал броуновский 278
Функционал измеримый 291
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Предметный указатель

Функционал прогрессивно измеримый
291

Функция пограничная 841
Функция предсказуемая 320
Функция простая 274, 318
Функция урезания 216, 531
Функция эксцессивная 599
Функция элементарная 274, 318
Фьючерс 586

Х
Хаос 242
Хаотический белый шум 200
Хедж 463
Хедж верхний, нижний 462
Хеджирование американского типа 604
Хеджирование европейского типа 580
Хедж совершенный 463
χ2-тест 353
Холдинговая компания 91

Ц
Цена верхняя, нижняя 463
Цена исполнения 43
Цена рациональная (справедливая,

взаимоприемлемая) 43, 467
Цена совершенного хеджирования

европейского типа 572

Цена форвардная 589
Цена фьючерсная 590
Цена хеджирования европейского типа

774
Ценные бумаги основные 15
Ценные бумаги производные 15, 653
Ценные металлы 17
Центр 217

Ч
Черный шум 256
Число Фейгенбаума 200

Э
Экспонента стохастическая (Долеан)

103, 266, 283, 332
Эксцесс 107
Эксцессивная мажоранта 599
Эффект асимметрии 183
Эффективный портфель 61
Эффект кластерности 75, 387, 388
Эффект Марковитца 62
Эффект некоррелированности 63
Эффект отрицательной

коррелированности 62, 377
Эффект подъемной силы 183
Эффект рычага 183
Эффекты «кластерности» 336
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Указатель обозначений

Aloc 327
C∗(T 0, T) 862
C0(T 0, T) 858
CT 31, 806, 807, 844
CT (δ; r) 815
C( fT ; P) 774
Corr(hn, hm) 144
Cov(hn, hm) 144
C[t,T ] 811, 844
D 248
DEM/USD 351
DT 844
∆ 809
DT

t 844
(E, E) 729
E(ÒH) 103, 104
ELMM 716
EMM 716
F 52, 101
(Fn)n¾0 52
Ft 264
F +

t 263
F 0

t 263
Fτ 134
Fτ− 134
GM 118
G(W) 732
H 228, 248, 376
H 2 321
H(g) 729
Ȟ(g)t 729
H 2

loc 321
It ( f ) 278, 321
I∞( f ) 321
bKN 353
Kloc 321
Law(hn) 124
Law(hn |Fn−1) 124
hAMB 111, 112, 116
M∞

0 817

MT 118
MT d 709
MT d

loc 709
MUI 116
Mloc 117
NA 716
O 730
Ω 101
(Ω,F , (Fn)n¾0, P) 102
(Ω,F , (Ft )t¾0, P) 346
(Ω,F , P) 52, 101
Ω={ω} 52
P 52, 101, 321, 730
P∗(T 0, T) 862, 864
P0(T 0, T) 858
PN 40
PT 807, 852
P∗T 852
P(T , T) 20
PT (δ; r) 815
Π+(X) 714
Πa(X) 713
Πg(X) 714
Ψ+(X) 714, 715
Ψa(X) 714, 715
Ψg(X) 714, 715
P(t, T) 21
R/S 390
Rn 390
SF(X) 713
bSN 353
SαS 213
Sα(σ, β , µ) 213
S 2

n 391
(eSt ) 350
Sa

t 338, 339
Sa

t −Sb
t 344

Sb
t 339

U∗(x) 828
V 328

V ∗(T , x) 842
V ∗(t, x) 842
V ∗(x) 817
V + 328
V ∗T (x) 818
V(T , x) 842
Var(a,b](H) 371
Var(a,b](H;∆) 371
V 809
V(t, x) 842
fW 732
W ∗µ 730
hAX , X B 329
[X , Y ] 327, 329
X

d=Y 219
(Xn,Fn) 115

X n d
−→ X 219

Y ∗(t, x) 843
Y (t, x) 843
α 211
β 211
β(A) 65, 710
χ2 355
( f ·B)t 278
( f · X) 321
f (t, s) 313
f (t, t) 314
∫

(0,t] f (s,ω) dBs 278
bkn 107
µ 211
ν(a,b](H;∆) 372
ν(δ)

(a,b](H;∆) 372
ρ(T − t, T) 22
ρ 809
r(t) 314
r(t, T) 313
σ 211
θ 809
x ∗ (µ−ν) 729
x ∗ν 729
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Магазин «Математическая книга»

Книги издательства МЦНМО можно приобрести в магазине
«Математическая книга» в Москве по адресу: Б. Власьевский пер.,

д. ; тел. () --; biblio.mccme.ru
 Книги в электронном виде: http://www.litres.ru/mcnmo/
http://globalf5.com/search/founded/type/book/area/publisher/stype/extended/q/мцнмо

• Книготорговая компания «Абрис»; тел. () --, () --;
www.umlit.ru, www.textbook.ru, абрис.рф

• Интернет-магазин «Книга.ру»; тел. () --; www.kniga.ru

Наши партнеры в Москве и Подмосковье

• Московский Дом Книги и его филиалы (работает интернет-магазин);
тел. () --; www.mdk-arbat.ru

• Магазин «Молодая Гвардия» (работает интернет-магазин): ул. Б. Полянка,
д. ; тел. () --, () --; www.bookmg.ru

• Магазин «Библио-Глобус» (работает интернет-магазин): ул. Мясницкая,
д. /, стр. ; тел. () --; www.biblio-globus.ru

• Спорткомплекс «Олимпийский», -й этаж, точка ; тел. () --
• Сеть киосков «Аргумент» в МГУ; тел. () --, () --;

www.arg.ru
• Сеть магазинов «Мир школьника» (работает интернет-магазин);

тел. () --, () --, () --, () --;
www.uchebnik.com

• Сеть магазинов «Шаг к пятерке»; тел. () --, () --;
www.shkolkniga.ru

• Издательская группа URSS, Нахимовский проспект, д. , Выставочный
зал «Науку — Всем», тел. () --, www.urss.ru

• Книжный магазин издательского дома «Интеллект» в г. Долгопрудный:
МФТИ (новый корпус); тел. () --

Наши партнеры в Санкт-Петербурге

• Санкт-Петербургский Дом книги: Невский пр-т, д. ; тел. () --
• Магазин «Мир науки и медицины»: Литейный пр-т, д. ;

тел. () --
• Магазин «Новая техническая книга»: Измайловский пр-т, д. ;

тел. () --
• Информационно-книготорговый центр «Академическая литература»:

Васильевский остров, Менделеевская линия, д. 
• Киоск в здании физического факультета СПбГУ в Петергофе;

тел. () --, () --, () --
• Издательство «Петроглиф»: Фарфоровская, , к. ; тел. () --,

() --; k_i_@bk.ru, k_i_@petroglyph.ru
• Сеть магазинов «Учебная литература»; тел. () --,

тел. () --, тел. () -- (доб. )

Наши партнеры в Челябинске

• Магазин «Библио-Глобус», ул. Молдавская, д. , www.biblio-globus.ru

Наши партнеры в Украине

• Александр Елисаветский. Рассылка книг наложенным платежом по
Украине: тел. ---; df-al-el@bk.ru


