Géométrie différentielle,

groupes et algébres de Lie,

fibrés et connexions

Version du 19 décembre 2001

Thierry MASSON

Laboratoire de Physique Théorique!
Université Paris XI, Batiment 210
91 405 Orsay Cedex, France
Courriel : thierry.masson@th.u-psud.fr

!Laboratoire associé¢ au Centre National de la Recherche Scientifique - UMR-8627



Table des matieres

Introduction 5
1 Variétés différentiables 7
1.1 Variétés différentiables, généralites . . . . . . .. .. .00 7
1.1.1 Définitions des variétés . . . . . . . .. ..o 7
1.1.2 Espace tangent . . . . . . .. ... Lo o 12
1.1.3 Champs de vecteurs . . . . . . . . .. .. ... 15
1.1.4 Espace cotangent . . . . . . .. . ... Lo 17
1.1.5 Applications différentiables entre variétés . . . . . . . . . . ... .. 19

1.2 Tenseurs et formes différentielles . . . . . . . . . ... .00 21
1.2.1 Rappelsurles tenseurs . . . . . . . .. . ... L. 22
1.2.2  Tenseurs sur une variété . . . . . . . . ... 24
1.2.3  Formes différentielles . . . . . . . . . .. ... ... .. 25
1.2.4 Différentielle . . . . . . . . ... 27
1.2.5 Cohomologie de de Rham . . . . . . ... ... ... ... ..... 28
1.2.6 Dériveede Lie . . . . . . . .. o 28
1.2.7 Intégration . . . . . . ... 31

1.3 Connexions linéaires . . . . . . . . . . .. ... 34
1.3.1 Connexions . . . . . . . . . e 34

1.3.2 Torsion et courbure . . . . . .. ... 37

1.4 Variétés riemanniennes . . . . . . . . .. .. ..o 41
1.4.1 Métrique . . . . . . . 41

1.4.2 Connexion de Lévi-Civita . . . . . .. ... ... ... ... ... 44
1.4.3 Coordonnées normales . . . . . . . . . . ... ... ... .. ..., 46
1.4.4 Bases non-coordonnées, repéres locaux . . . . . . .. ... ... .. 47
1.4.5 Théoriede Hodge . . . . . . . .. . .. .. ... o1

146 Exemplede R® . . . . . . ... 52

1.5 Groupes d’homotopie . . . . . . . . ... 58
1.5.1 Composantes connexes par arcs . . . . . . . . . . . . . ... .. 58

1.5.2 Le groupe fondamental . . . . . . . ... ... ... o8
1.5.3 Revétement universel . . . . . . . . . ... ... L 60

1.5.4  Groupes d’homotopie d’ordres supérieurs . . . . . . . . .. ... .. 62



3.3

2 Groupes et algébres de Lie, représentations 63
2.1 Définitions . . . . . . . L 63
2.1.1  Groupes topologiques et groupes de Lie . . . . . . . .. .. ... .. 63
2.1.2 Algébresde Lie . . . . . . . ... 65
2.1.3 Algebre de Lie d'un groupede Lie . . . . . . . ... ... ... ... 66
2.1.4 Application exponentielle . . . . . . .. . ... 69

2.2 Action d’'un groupe de Lie . . . . . . ... 71
2.2.1 Deéfinitions . . . . . . ... 71

2.2.2  Champ de vecteurs fondamental . . . . . . . ... ... ... .. .. 72
2.2.3  Orbite d'une action, espaces quotients, espaces homogénes . . . . . 74

2.3 Représentations de groupes . . . . . . . ... 75
2.3.1 Généralités sur les représentations . . . . . . . .. ... ... ... 76
2.3.2 Représentations de groupes finis . . . . ... ... ... 82
2.3.3 Représentations de groupes compacts . . . . . . . ... ... ... 88

2.4 Développements sur les algébres de Lie . . . . . .. ... ... ... .... 91
2.4.1 Algebre enveloppante d’'une algébre de Lie . . . . . . ... ... .. 91
2.4.2 Dualité sur une algebre de Lie . . . . . . . . .. ... ... ... 93
2.4.3 Représentations d’algébres de Lie . . . . . . . ... ... 98
2.4.4 Représentations adjointe et coadjointe . . . . . . ... ... 101
2.4.5 Formes bilinéaires . . . . . . . . ... L 104
2.4.6 Algebres de Lie et semi-simplicité . . . . . ... ... ... 107

2.5 Revétements et groupes . . . . . ..o 109
2.5.1 Généralités . . . . . .. 109

2.5.2 Lesgroupes Spin . . . . . . ... 109
2.5.3 Legroupedesrotations. . . . . . .. ... ... ... ... 110
254 Legroupede Lorentz . . . . . . .. .. ... L. 113

3 Fibrés, connexions 119
3.1 Notionsde fibrés . . . . . . ... 119
3.1.1 Fibré principal . . . .. ..o 120
3.1.2 Fibré de fibre quelconque . . . . . . . ... ... 126
3.1.3 Fibré vectoriel . . . . . . . ... 128
3.1.4 Opérations sur les fibrés . . . . . .. ... ... L. 130
3.1.5 Fibrés associés . . . . . . .. 135

3.2 Connexions sur un fibré principal . . . . . . .. ..o 139
3.2.1 Connexions . . . . . . ... 139
3.2.2 Formes a valeurs vectorielles . . . . . . .. ... ... 143
3.2.3 Formes tensorielles . . . . . . . ... L 144
3.2.4 Différentielle covariante . . . . . . . . . ... L 147
3.2.5 Courbure . . . . . ... 149
3.2.6 Le groupe de jauge et son action . . . .. ... ... ... .. ... 151
3.2.7 Relévement horizontal, groupe d’holonomie . . . . . . . . . . . ... 154

Connexions sur un fibré vectoriel associé . . . . . . . . . . ... ... ... 156



3.3.1 Du fibré principal au fibré vectoriel associé . . . . . . .. ... ...
3.3.2 Dérivation covariante et connexion . . . . . . . . . ... ... ...
3.4 Expressions locales . . . . . . . ...
3.4.1 Préliminaires . . . . . . . . ...
3.4.2 La l-forme de connexion et la courbure . . . . . . . ... ... ...
3.4.3 La différentielle covariante . . . . . . . . . .. ... ...
3.5 Lefibré principal L(M) . . . . . . ...
3.5.1 Le fibré principal L(M) . . . .. ... . oo
3.5.2 Connexions linéaires . . . . . . . . . . . .. ...
3.5.3 La torsion revisitée . . . . . . . . . ...
3.6 Classes caractéristiques . . . . . . . . . . . ...
3.6.1 Polynomes invariants . . . . . . ... ..o
3.6.2 L’homomorphisme de Weil . . . . . . . ... ... ... ... ...
3.6.3 Classes et caractéresde Chern . . . . . . . . ... ... ... ....
3.6.4 Classes de Pontrjagin . . . . . . . .. .. .. ... ... ... ...
3.6.5 ClassedEuler . . . . . . . .. . . .
Bibliographie
Index

156
157
163
163
167
169
171
171
173
175
178
179
179
183
185
185

187

189



Introduction

Dans ce polycopié sont donnés quelques bases sur les variétés différentiables, les groupes,
les algébres de Lie, leurs représentations, les fibrés et objets associés. Loin d’étre complet,
ce texte expose des définitions et résultats importants dans ces domaines. Il est destiné
a une utilisation en physique théorique, ol ces outils mathématiques sont de premiére
importance aujourd’hui. Peu d’exemples y sont développés car les références citées en sont
bien fournies. A partir de ce texte, il doit étre possible d’aborder ces divers ouvrages avec
profit, c’est d’ailleurs I'un de ses buts. Les démonstrations sont souvent absentes, car leur
présence nuirait trop a I’enchainement des idées. Seuls quelques calculs techniques souvent
absents dans les ouvrages courants sont exposés, de facon a illustrer des concepts et rendre
moins mystérieux certains résultats.

Pour aborder ce cours, nous supposons connues les notions de calcul différentiel sur
R™ (applications différentiables de R™ dans R™, dérivées de ces applications, ...), les no-
tions d’algebres linéaires élémentaires (espaces vectoriels de dimensions finie, bases, dualité,
quotients, matrices, ...) et quelques notions simples sur les groupes (définition, homomor-
phismes, sous-groupes, ...).

Notation : La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés, I'un en
« haut », 'autre en « bas », est systématiquement utilisée. Une méme lettre d’indice qui
apparait deux fois, une fois comme indice haut et une fois comme indice bas, est I’expression
d’une sommation :
Xiozz-

ZXi()éi

Si une méme lettre d’indice apparait plusieurs fois mais toujours a la méme hauteur, ce
n’est pas une sommation (sauf mention contraire!) :

se lit donc

Si = GijS;

o)
ozt

0

Bt est

n’est pas une sommation sur j. Dans I'indice 7 est en position basse, donc X*

une sommation.



Chapitre 1

Variétés différentiables

1.1. Variétés différentiables, généralités

Références : (1], [4], [7], 9], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [20], [26], [27], [30].

1.1.1. Définitions des variétés

La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel qu’on sait
définir sur R™. Pour cela, nous allons introduire des objets mathématiques qui ressemblent
localement a R™, afin d’y transférer ce que nous savons déja y faire (i.e. continuité, dériva-
bilité, vecteurs, applications diverses...), mais qui globalement ne seront pas topologique-
ment identiques a R”™. De tels objets nous sont familiers dans R? : une sphére, un tore,
un cylindre, une selle, une nappe... ressemblent localement 4 R?. Nous voyons toujours ces
objets comme sous-ensembles de R®. Ce que nous allons définir ne peut a priori pas étre
vu comme sous-ensemble d’un R™. Nous voulons en donner une définition intrinséque, que
nous appellerons variétés, sans faire référence a un espace plus grand. Nous sommes dans
la situation d’habitants d’une sphére qui voudraient définir leur habitat sans connaitre ni
se référer 4 R3. Un habitant d’une sphére, s’il était mathématicien, se rendrait compte que
localement (et seulement localement) son habitat ressemble a un ouvert de R?. C’est cette
propriété qui va étre a la base de la construction des variétés. Nous allons recoller ensemble
des ouverts de R". Globalement, nous n’auront pas nécessairement R"”, mais localement,
nous aurons a notre disposition tout ce que nous savons faire sur un ouvert de R".

Variétés topologiques

Nous allons ainsi définir ce qu’est une variété topologique. M est une variété topo-
logique si :
— M est un espace topologique séparé! ;

1Un espace topologique est dit séparé si, pour tous points z,y de cet espace, il existe un voisinage U
de x et un voisinage V de y tels que UNV = @.
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F1G. 1.1 — Le couple (U, ¢) constitue une carte de la variété M.

— Pour tout p € M, il existe un ouvert U de M contenant p, et un homéomorphisme
p:U—-WCR"

ou W est un ouvert de R".

Nous dirons que n est la dimension de M. Le couple (U, ¢) est une carte locale de
M. Un ensemble de cartes locales {(U;, ¢;) }ics tel que la réunion des U; soit M tout entier
est appelé atlas de la variété. On dira alors que {U, };c; est un recouvrement d’ouverts
de M. A priori, cet atlas n’est pas unique. En particulier, la réunion de deux atlas est
encore un atlas.

Eclairons cette définition. M est un espace topologique, c’est a dire que I'on a accés
sur M & la notion de continuité. Ainsi, il est possible de considérer des fonctions continues
f M — R. Ensuite, M ressemble localement a R™. En effet, autour de chaque point de M,
nous identifions un ouvert U de M a un ouvert W = ¢(U) de R" grace a ’lhoméomorphisme
¢ 2. L’image visuelle que nous pouvons nous donner de cette identification est donnée par
la figure 1.1.

Nous rappelons qu'un espace topologique M est connexe s’il ne peut pas s’écrire
M = U, UU, avec Uy NUy = @ et Uy et Uy deux ouverts de cet espace topologique M.

Une variété connexe est une variété topologique connexe. Elle est donc constituée d'un
seul morceau. Dans la suite, nous ne considérerons que des espaces topologiques connexes,
donc des variétés connexes, sans qu’il soit nécessaire de le préciser.

Variétés différentiables

Il est maintenant naturel de vouloir définir la notion de dérivabilité. Nous devons bien
comprendre que nous n’avons pas acces directement a cette notion sur I’espace topologique
M. En effet, la dérivabilité sur R fait explicitement appel & la structure d’espace vectoriel
de R™, puisqu’on forme le rapport

[f (z + hy) — f(z)]/h

Sur un espace quelconque, nous constatons que cette relation n’a aucun sens. La solution
consiste a transférer la dérivabilité connue sur les ouverts de R™ vers les ouverts de M qui
leur sont homéomorphes.

2Nous rappelons qu’un homéomorphisme est une application bijective et continue dans les deux sens.
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F1G. 1.2 — Les deux cartes (U;, ¢;) et (U;, ¢;) se raccordent sur U'intersection U; N U; # @.

Pour cela, remarquons que si nous nous donnons une fonction continue f : M — R, alors
localement, nous avons une fonction continue f o ¢~ : W — R. Nous pouvons envisager
la dérivabilité de cette fonction puisqu’elle part d’un ouvert de R™ et va dans R. En un
point p € U, nous souhaitons donc dire que f est dérivable si f o ¢! lest en x = ¢(p).
Mais qu’advient-il de cette définition si p € U; N U; pour deux ouverts U; et U; de cartes
locales de M ? Est-on siir que si f o ¢; ' est dérivable en z = ¢;(p), f o ¢j_1 I’est aussi en
y = ¢j(p) ? La définition n’aura un sens que si elle est indépendante du choix de 'ouvert
contenant p.

Nous rencontrons pour la premiére fois ici un probléme de définition lié au raccordement
de deux cartes. En effet, afin que les définitions proposées soient cohérentes, il nous faudra
toujours vérifier qu’elles ne dépendent pas du choix de 'ouvert (et de la carte) contenant
le point ol nous travaillons.

Ici, cette condition de cohérence revient en fait & imposer que les applications ¢; o ¢;
soient dérivables, ces applications allant bien stir d’'un ouvert de R™ dans un autre ouvert
de R™. Nous définissons donc :

M est une variété différentiable de classe C"(r > 1) si (figure 1.2)

— M est une variété topologique ;

— Il existe un atlas {(U;, ¢;) }ier de M tel que pour tous 1, j tels que U; N U; # @,

gjo ¢ gi(UiNUy) — ¢;(U;NU;)

est de classe C". Nous dirons alors que 'atlas {(U;, ¢;) }ies est de classe C".

Nous voyons ainsi que la notion de dérivabilité sur la variété n’est acquise qu’a travers
la composition avec les ¢; afin de retrouver des applications de R™ sur R (ou R").

Une variété topologique peut admettre plusieurs atlas de classe C”. Deux tels atlas ne
sont pas toujours compatibles (leur réunion n’est pas nécessairement un atlas de classe
C™). Cela signifie qu'une variété topologique peut admettre plusieurs structures diffé-
rentiables. Un atlas de classe C" est bien sir un atlas de classe C" pour tout 7/ < r.

Une carte locale (U, ¢) d'une variété différentiable de classe C7 sera dite de classe C"
pour 1’ < r, si la réunion de cette carte avec un atlas qui définit la structure différentiable

1
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de M est un atlas de classe C"'. Cette définition impose donc que les applications ¢; o ¢!
soient de classe C"'. Il sera donc possible de réunir deux atlas de classe C” en un atlas de
classe C", si toutes les cartes locales de I'un sont de classe C" pour la structure différentiable
définie par 'autre.

Nous dirons qu’une fonction f : M — R est différentiable de classe C"', avec r’ < r, si
pour toute carte locale (U, ) de classe C™', fo ¢! : ¢(U) — R est de classe O

Dans toute la suite, les variétés différentiables seront prises de classe C'™°, et toutes les
cartes locales seront prises de classe C'*°.

Coordonnées locales

Soit (U, ¢) une carte locale de la variété différentiable M. Pour p € U, ¢(p) € R" peut
s’écrire ¢(p) = (x'(p), ..., 2™ (p)). Nous dirons que (z'(p), ..., z"(p)) sont les coordonnées
de p dans la carte (U, ¢). Nous dirons alors que les n applications (x!,..., 2") sont les

n applications coordonnées associées a cette carte, que nous noterons plus briévement

().

Soit x : ¢(U) — W C R" un difféomorphisme (de classe C*°) entre 'ouvert ¢(U) de
R™ et un autre ouvert W de R". Alors (U, x o ¢) est encore une carte locale de la variété
différentiable M, dont les coordonnées associées ne sont plus celle associées a la carte
locale (U, ¢). Pour un ouvert U de M donné, il existe donc une infinité de systémes de
coordonnées sur U. x permet d’effectuer un changement de coordonnées sur 1'ouvert
U. Si (z') sont les coordonnées associées a (U, @) et (y7) sont celles associées a (U, x o ¢),
alors nous noterons symboliquement le changement de coordonnées (y’(x?)) ot I'on regarde
les y/ comme n fonctions (de classe C°) définies sur I'ouvert ¢(U) de R".

Nous dirons que le systéme de coordonnées associé a une carte locale (U, ¢) est centré
enp e MsipeUetopp) =(0,...,0). Les coordonnées de p sont donc nulles. Un tel
systéme de coordonnée existe toujours pour n’importe quel p, puisqu’il suffit de composer
I’lhoméomorphisme d’une carte locale par une translation dans R".

Etant donné une carte locale (U, ¢), une fonction f : M — R prendra localement la
forme f(z!,..., ™) au dessus de U (par abus de notation). En fait, il s’agit ici de la fonction
foo¢l. Attention donc de ne pas se laisser piéger par de tels abus d’écriture fréquents et
sous-entendus.

Sous-variétés

Un sous-ensemble N d’une variété M est une sous-variété s’il existe un entier £k < n
tel que pour tout p € N, il existe une carte locale (U, ¢) de M autour de p telle que

$(UNN) =o(U)N (R x {0})

ot R¥ x {0} est le sous-ensemble de R™ des éléments de la forme (x!,... 2% 0,...,0).
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Alors N est une variété de dimension k dont les cartes locales ont pour ouverts les
UN N et pour homéomorphismes associés les applications ¢y = ¢unny que I'on considere
comme allant de U N N dans un ouvert de R¥.

Nous avons la notion évidente de sous-variété différentiable, ou la structure diffé-
rentiable est héritée de celle de la variété ambiante.

Variétés a bord

Une variété topologique a bord M est un espace topologique séparé tel que pour
tout p € M, il existe un ouvert U de M contenant p et un homéomorphisme

d)U—)WCRZIZO

o R, ={(z',...,2") e R*/a' > 0}. W est donc de deux type possibles :
— Ou bien W est un ouvert de R™, c¢’est a dire ne rencontre pas I'hyperplan ! = 0 de
R";
~ Ou bien W est lintersection d'un ouvert W de R” et de R7: -, ou W rencontre
I'hyperplan ! = 0 de R™. -
Dans le premier cas, nous dirons que (U, ¢) est une carte locale du premier type,
dans le second cas, une carte locale du second type. Les points p € M tels que ¢(p) =
(0,22,...,2") € fW/ﬂRZbo pour une carte locale (U, ¢) de M du second type (et donc pour
toute carte locale qui contient p), constituent le bord de la variété M, sous ensemble de
M noté OM. Ce sous-ensemble OM est une variété topologique de dimension n — 1, dont
les cartes locales sont les (U N IM, ¢jonr) pour les cartes locales (U, ¢) du second type sur
M. Cette variété topologique est sans bord, ce qui s’écrit

o(OM) =2

Un ensemble {(U;, ¢;)}ier de cartes locales de M ou les U; forment un recouvrement
d’ouverts de M est appelé un atlas de M.
Nous dirons qu'un atlas {(U;, ¢;) }icr est de classe C” si :
— Pour toute carte locale du premier type (U;, ¢;) et toute carte locale de type quel-
conque (Uj, ¢;), telles que U; N U; # &

gj0¢; " ¢(UsNU;) — ¢; (Ui N U;)

est de classe C" (en tant qu’application entre ouverts de R");
— Pour toutes cartes locales du second type (U;, ¢;) et (Uj, ¢;) telles que U; NU; # @

peut étre prolongée en une application de classe C" entre un ouvert VIA//l D ¢,(U;NU;)

de R™ et un ouvert Wy D ¢,;(U; NU;) de R™. La structure différentiable au bord de
M est donc obtenue par restriction des ouverts de R™ & des ouverts de R, .
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Un atlas de classe C" sur une variété a bord M donne a M une structure de variété
différentiable.

Il sera facile de voir que les définitions a venir d’objets définis sur une variété sans bord
grace a sa structure différentiable pourront étre généralisées a toute variété différentiable
a bord.

Sauf mention contraire, dans la suite toutes les variétés sont sans bord.

1.1.2. Espace tangent

Soit M une variété différentiable de classe C'*°. Nous allons définir la notion d’espace
tangent. Cette notion est assez immédiate dans le cas d’une sphére (par exemple) : c¢’est
le plan tangent, dans R3, a la sphére au point considéré; c’est donc un sous espace de
dimension 2 de R3. Ici cependant, nous allons devoir définir ce que sont les vecteurs tangents
et le plan tangent sans avoir a faire référence a un quelconque espace plus grand que M.

Il y a plusieurs fagons de faire. Ici nous en donnons deux, équivalentes comme nous le
verrons, et complémentaires dans la vision qu’elles nous donnent du plan tangent.

Premiére définition : tangentes a une courbe

Soit p un point de la variété M. On note € 'ensemble des courbes v : [-1,1] — M
telles que (0) = p. Il existe alors £ > 0 suffisamment petit tel que y([—¢,¢]) C U pour
un ouvert U d’une carte locale (U, ¢). Nous notons (notation trés usuelle souvent sous-
entendue) 7 (t) = z'(y(t)) sur cet intervalle, on les z* sont les applications coordonnées
associées a la carte locale (U, ¢). Sur ¢, nous définissons une relation d’équivalence :

, dv' (1) (@)
e () (2]

Il est aisé de vérifier que cette relation d’équivalence est indépendante du choix du systéme
de coordonnées sur U. Cette relation signifie que nous considérons deux courbes v et v/
comme équivalentes si elles ont méme « vecteur tangent en 0 dans R™ », sur n’importe
quelle carte locale.

Par définition, I'espace tangent en p & M, que I'on note T,M, est I'ensemble des
classes d’équivalences dans % pour cette relation.

Cette définition signifie donc que T,M est constitué des « tangentes » des courbes
~v dans M. L’indépendance vis & vis du choix des coordonnées locales est essentielle pour
assurer la cohérence de cette définition. Il faut cependant souligner qu’un « vecteur tangent
» a M n’a pas de sens si M n’est pas un sous-ensemble d'un R". La tangente est plutot
vue ici dans R”, grace aux cartes locales.

Bien que nous puissions visualiser les vecteurs (au moins dans R™), cette définition ne
fait pas apparaitre de facon évidente une éventuelle structure d’espace vectoriel de T,M.
C’est pourquoi nous avons recours & une seconde définition.
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Seconde définition : dérivations

On considére I'espace vectoriel des fonctions de classe C*° sur M, F (M) ={f: M —
R, f de classe C*}. Cet espace vectoriel est une algébre pour le produit usuel des fonc-
tions : (fg)(p) = f(p)g(p). Pour p € M, nous définissons sur .% (M) une relation d’équiva-
lence :
f~g<+=3dU C M, U ouvert avec p € U, tel que fir = gu

On note C;°(M) I'ensemble des classes d’équivalence dans .% (M) pour cette relation. Le
produit sur % (M) passe au quotient (comme il est ais¢ de le vérifier). Donc C3°(M) est
une algébre.

Une dérivation sur C;°(M) est une application linéaire £ : C;°(M) — R qui vérifie
la relation de Leibniz en p: Z(f-3) = Z(f)g(p) + f(p)ZL(G) ou f et § sont les classes
d’équivalence de f et g. Par définition, 'espace tangent en p & M, T,M, est I'espace
vectoriel des dérivations sur C3°(M).

Quelques remarques sont nécessaires pour éclairer cette définition fort abstraite. Tout
d’abord, la relation d’équivalence définie sur .% (M) sert a ne faire dépendre Z(f) que
des valeurs de f et de ses dérivées en p. En effet, la seule information que f garde de
f est I'ensemble des valeurs de f et de ses « dérivées » en p (s’en convaincre est un
excellent exercice)®. Donc aucun autre point que p ne peut intervenir dans la définition
d’une dérivation £ sur Cp°(M). Ensuite, la relation de Leibniz assure que cette dépendance
ne peut se faire qu’au maximum par la premiére dérivée de f en p, car une dérivation d’ordre
supérieur ne serait pas compatible avec cette relation.

Equivalence des définitions

Ces deux définitions sont bien siir équivalentes. Nous pouvons les relier de la facon
suivante. Soit v € ¥ un représentant d’'une classe de €' /~. Soit f € .7 (M) un représentant
d’une classe de Cp°(M). On définit une dérivation associée a v par la formule :

Il est facile de vérifier que nous définissons bien une dérivation sur C3°(M), c’est a dire
que le résultat ne dépend que des classes de f et +. Nous avons ainsi une relation entre la
premiére définition et la seconde. Il est possible de montrer que cette application est une
bijection.

Nous tirons de tout cela que T, M est un espace vectoriel, dont tout vecteur X (p) peut
étre vu soit comme la dérivée d’une courbe (non unique) passant par p, donc comme un «
vecteur », soit comme une dérivation en p sur les fonctions définies au voisinage de p. Nous
ne nous priverons pas d’utiliser I'un ou 'autre de ces points de vue, selon les besoins.

30n dit alors que fest le jet d’ordre infini de f en p.
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Une base de |'espace tangent

Puisque nous avons un espace vectoriel, il est utile d’en trouver une base. Soient
(z',...,2™) des coordonnées au voisinage de p. Une base de T,M est donnée par les n
dérivations %(p), pour 1 < ¢ < n, dont les courbes associées sont les ~; définies par :
29 (v;(t)) = 0 pour j # i et 2°(v;(t)) = t. En particulier, la dimension de T,M en tant qu’es-
pace vectoriel est la dimension de M en tant que variété. Donc tout vecteur X (p) € T,M
s'écrit X (p) = X*(p)%=(p), ott les X*(p) sont des réels. Cette écriture a I'avantage de sug-
gérer que X (p) est un vecteur puisqu’il a n composantes X!(p),..., X"(p), et que c’est
aussi une dérivation. De plus, si la courbe 7 définit ce vecteur, avec bien str v(0) = p, alors

nous avons
: dv'(t)

Nous utiliserons souvent cette relation, que nous écrirons ¥(0) = X (p).

Nous pouvons considérer 'effet d’'un changement de coordonnées sur les n nombres
X'(p) : si nous passons des coordonnées (x') aux coordonnées (y’(x")), alors si X(p) =

X'(p) gwi (p) = Y(p) gyi (p), nous avons

Yi(p) = gi (p)X'(p)

Variétés orientables

La variété différentiable (connexe) M est dite orientable s'il existe un atlas {(U;, ¢;) }ier
de M tel que si (z') et (y*) désignent les coordonnées de deux cartes quelconques de M
s'intersectant, le changement de coordonnées y’(z*) vérifie

oy’
det . >0
( 5 (p))
pour tout p dans l'intersection des ouverts des deux cartes.

Ainsi, si nous décidons que la base {gmi (p)} de T, M est orientée dans le sens positif,

alors la base {%(p)} I'est aussi, puisque le changement de base s’effectue grace a une
()

matrice de déterminant strictement positif. Lorsque le choix d’une telle orientation est

fait, on dit que M est orientée. Une variété orientable n’a que deux orientations possibles.

Cas d'un espace vectoriel

Considérons un espace vectoriel V' de dimension finie comme une variété différentiable.
Pour cela, il suffit de prendre une unique carte dont 'ouvert est V' tout entier, et comme
coordonnées la décomposition de tout élément sur une base quelconque.
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Pour un point v donné, son espace tangent est I’ensemble des dérivations sur les fonc-
tions définies sur un voisinage de v. Soit f une telle fonction. Tout élément x de V' définit
alors une dérivation, par la formule :

(e he) = f(0)

h—0 h

qui est la formule usuelle de dérivation dans la direction de z si V' = R"™.

Or, nous savons que ’espace vectoriel T,V a pour dimension la dimension de V' en tant
que variété, donc a pour dimension la dimension de V' en tant qu’espace vectoriel. Il est
d’autre part facile de voir que 'espace vectoriel des dérivations définies ci-dessus est de
cette dimension aussi. Donc nous avons T,V ~ V par 'application x — « dérivation dans
la direction de x ». Ce résultat est valable en tout point v de V.

1.1.3. Champs de vecteurs

En chaque point p de M, nous venons de définir I'espace tangent. Nous avons alors la
possibilité de considérer une application qui associe a tout point p de M un vecteur dans
T,M. C’est la notion de champ de vecteurs. Formalisons ce concept.

Fibré tangent

Nous posons tout d’abord
T™ = | J T,M

peEM

Alors TM est une variété différentiable, dont il est facile de voir qu’elle est orientable,
appelée fibré tangent a M*.

Un élément de T'M est un couple (p, X(p)) avec p € M et X(p) € T,M. Cherchons
des coordonnées sur T'M. Soit (U, ¢) une carte locale sur M, de coordonnées (z'). Pour
pe U, et X(p) € T,M, nous pouvons prendre comme coordonnées du couple (p, X(p)) les
réels (z'(p),...,2"(p), X (p,X),..., X" (p, X)) ot nous décomposons X (p) selon X (p) =
X'(p, X)%=(p) € T,M. Nous avons donc 2n coordonnées pour caractériser un élément de
TM. Cette variété topologique est donc de dimension 2n. De plus, il est facile de voir,
grace a ces coordonnées, que T'M est bien une variété différentiable. Il est de méme assez

facile de montrer que c¢’est une variété orientable.

Il existe une application surjective particuliere 7 : TM — M définie par w(p, X) = p.
C’est la projection de T'M sur M. Nous remarquons que les ouverts des cartes de T'M,
définies ci-dessus, sont les ouverts 7~ *(U) C TM. D’autre part, en identifiant p € M au
point (p,0) de TM, on peut considérer M comme une sous-variété de TM.

4La définition précise de fibré est donnée au Chapitre 3. On peut juste expliquer ici que comme son
nom l'indique, un fibré est une variété qui est une sorte de réunion de copies d’une fibre type, ici I’espace
vectoriel R™ (isomorphe & chaque T, M)
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Champs de vecteurs

Une section de T'M est une application X : M — T'M telle que m o X soit I'identité
sur M. C’est a dire que pour tout p € M, nous associons un X (p) € T,M. Une telle section
X de classe C*°, sera appelée champ de vecteurs sur M. La notion d’application de
classe C'*° entre variétés est définie plus bas.

Un champ de vecteurs est donc une application qui & tout point de la variété M associe
un vecteur au dessus de ce point (dans l'espace tangent & ce point sur la variété), de fagon
(. Cette derniére hypotheése équivaut a ce que, si X (p) = X(p) gﬂ (p), les fonctions
X" : M — R soient C* sur 'ouvert de la carte locale.

Nous notons I'(M) 'espace vectoriel des champs de vecteurs sur M et par la suite, nous
noterons souvent X, a la place de X (p).

Dérivations et champs de vecteurs

Nous appellerons dérivation sur D’algébre .7 (M) toute application linéaire D :
F(M) — F(M) qui vérifie la relation de Leibniz : D(fg) = D(f)g + fD(g). Alors
tout champ de vecteur X sur M définit une dérivation sur .% (M) par la relation suivante :
(X - f)(p) = X(p) - f ou dans le second membre, X (p) est pris comme dérivation au sens
de la définition de T, M.

Localement, cette formule s’écrit

(X 1)) = X'(0) o2 (9)

C’est la « dérivée de f dans la direction de X », comme il est facile de le voir dans R".
Réciproquement, il est facile de voir que toute dérivation de l'algébre .% (M) définit un
champ de vecteurs. Donc nous identifions I'(M) aux dérivations de . (M).

Crochet de Lie

Nous pouvons munir I'(M) d’une structure supplémentaire. Soient X,Y € I'(M) et
f e Z(M). Puisque X - f € F(M), nous pouvons lui appliquer Y. Nous obtenons ainsi
une application linéaire YX : F(M) — .Z(M). Mais cette application n’est pas une
dérivation (le vérifier!). Il est possible de construire une dérivation a partir de X et Y, en
posant
[X,Y] = XY — VX

Un calcul simple montre que [X, Y] est une dérivation (i.e. vérifie la relation de Leibniz),
donc appartient & I'(M). Nous appellerons crochet de Lie de X et Y le champ de vecteurs
[X,Y]. Le crochet de Lie est antisymétrique en X et Y et vérifie I'identité de Jacobi :

X, Y. 2]+ [V, [Z2, X]] + [Z, [ X, Y]] =0
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Muni de ce crochet, I'(M) est une algébre de Lie (voir Chapitre 2). Son expression locale

est
) J ) J
X.v] = (Xlay i0X )a

oxt oxt | Oxi

0 9

On remarque que [W’ —] = 0. Ceci est une caractéristique des dérivations le long de
) Oxd

coordonnées.

Flot d’'un champ de vecteurs

Tout champ de vecteurs X sur M définit une équation différentielle

dry(t
h) _ Xyt

dt
dont 'inconnue est la courbe v : R — M. En chacun de ses points, cette courbe doit avoir
pour vecteur tangent le vecteur associé & X en ce point. En physique, ce type d’équation
différentielle est trés commune.

Le flot de X, noté ¢t — ¢x(t,p), est 'unique solution de cette équation différentielle de
condition initiale ¢ x(0,p) = p pour tout p € M, c’est a dire

d¢X(t7 p)
T ar = X|¢X(t,P)

Le flot de X n’est pas nécessairement défini pour tout ¢ € R. On note I(p) le plus grand
interval sur lequel le flot est défini en p € M. On peut montrer que pour tous s € I(p) et

te I(¢X(Svp))a on a ¢X(t7 ¢X(Svp)) = ¢X(t+37p) A t donnéa l’application ¢X(ta ) M —
M est un difféeomorphisme, d’inverse ¢x(—t, ).

Pour tout A € R*, on peut montrer, en utilisant I'unicité du flot, que

Orx(t/A,p) = ¢x(t,p)

1.1.4. Espace cotangent

Dualité

Comme T, M est un espace vectoriel, il est possible de considérer son dual, que nous
noterons Ty M. C’est I'espace cotangent a M en p. Nous rappelons que le dual d’un
espace vectoriel est ’ensemble des applications linéaires de cet espace vectoriel vers R.
Cet ensemble forme lui-méme un espace vectoriel, de méme dimension. Nous noterons
(ap, X}p) € R le couplage entre oy, € Ty M et X}, € T, M, c’est-a-dire ay,(X),).
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Différentielle d’une fonction

Soit f une fonction sur M. Si nous considérons X\, comme une dérivation, X}, - f € R
dépend linéairement de Xj,. Ainsi, f définit une application linéaire 7,M — R, donc un
éléement de T M. On note df (p) ou df}, cet élément, qui ne dépend bien str que de f et p.
Nous avons ainsi

(dfip, Xpp) = Xpp - f

Nous dirons que df}, est la différentielle de f en p. Elle ne peut dépendre que des dérivées
premiéres de f en p.

Une base de |'espace cotangent

Nous savons que localement, au dessus d’un ouvert U d’une carte locale (U, ¢), %(p)}
est une base de T, M pour tout p € U. Nous notons {dx‘ip} sa base duale. Cette écriture se
justifie en effet par la définition de la différentielle, puisque les z* sont n fonctions définies
localement sur M et puisque nous avons par définition méme de la différentielle

0 e

(daf, (o) = S

Il est aisé de vérifier que dans cette base,

0 4
df\p = a—i;(p)dl’lp

Fibré cotangent et 1-formes différentielles

Comme pour T, M, nous pouvons considérer la variété différentiable

"M = | T;M

peEM

appelée fibré cotangent de M.

Une section de classe C*, a : M — T*M, de ce fibré, est appelée une 1-forme
différentielle sur M. C’est donc une application qui a tout p € M associe un élément
ayp de T M. On note Q' (M) I'espace vectoriel des 1-formes différentielles sur M. Ainsi, si
f € F(M), nous avons df € Q' (M) (df : p — df, € T;M).

Localement, au dessus d’un ouvert U d’une carte locale (U, ¢) de M, nous pouvons
écrire o = oi;dx® avec o : U — R fonction C°. Le couplage avec un champ de vecteurs X
s’écrit (o, X) = a; X*. Par recollement sur tous les ouverts des cartes locales, ce couplage
donne une fonction C'*° sur M :

(o, X)(p) = <a\va\p> €eR
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F1G. 1.3 — L’application F est différentiable si y o F' o ¢! est différentiable en tant qu’ap-
plication entre ouverts de R" et R™.

1.1.5. Applications différentiables entre variétés
Définition

Soient deux variétés différentiables M et N. Une application F : M — N est diffé-
rentiable de classe C", si pour tout p € M, il existe une carte locale (U, ¢) de M autour
de p, de classe C", et une carte locale (V,x) de N, de classe C", telles que F(U) C V et
x o F o ¢! soit de classe C" (voir figure 1.3).

Alinsi, pour parler de dérivabilité d’une telle application, nous sommes obligés de com-
poser a la fois a droite et a gauche par les homéomorphismes définissants les cartes locales.

Application linéaire tangente

Soit F': M — N une application différentiable. Munissons les deux variétés différen-
tiables M et N ci dessus de coordonnées locales (z') et (y/) respectivement, autour des
point p € M et F(p) € N.

Nous voulons définir une application linéaire de T, M dans Tr(,) N, canoniquement asso-
ciée a F' et notée T),F'. Pour cela, nous avons trois maniéres de faire, totalement équivalentes.

La premiére fagon de procéder considére un vecteur tangent comme la dérivée d’une
courbe. Soit X|, € T,M. Alors il existe une courbe v dans M telle que v(0) = p et
4(0) = X,. Nous remarquons alors que F' oy est une courbe dans N qui passe en F(p) a
t = 0. Si nous la dérivons en ce point, nous obtenons un vecteur de T, N. Par définition

nous posons
dF t
T,FX), = (ﬂ)

Nous définissons ainsi ’application linéaire tangente T,/ : T,M — Ty, N.

La seconde fagon de procéder consiste a considérer X, comme une dérivation sur les
fonctions définies sur M. Soit f : N — R une fonction sur N. Nous remarquons que f o F
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est une fonction définies sur M. Par définition, nous posons :
<TPFX|P> f=Xp (foF)

Il est possible de montrer que T,F' X, est bien une dérivation sur C3°(N), définissant ainsi
un élément de Tp(,) N.

Enfin, la troisieme fagon de définir 'application linéaire tangente peut se faire par son

expression dans des cartes locales, de coordonnées (z') sur M et (y/) sur N. Si dans ces
coordonnées nous posons

(que nous abrégeons sous la forme ¢/ = F7(z")), nous posons

0 OF7 0
T,F| — | = —(p)=—
P <8x’> ozt Q 0yl
et nous prolongeons par linéarité.

De ce point de vue, dans les bases {ga:i (p)} et {g—yj(p)}, T,F est la matrice <%§f (p)>

ox?
Cet entier est indépendant du choix des coordonnées, mais dépend du point p considéré.

Cela nous permet de définir le rang de F' en p comme le rang de la matrice <‘9F ’ (p))

Si nous 6tons la dépendance en p, nous avons défini
TF:TM — TN

application C'*° entre variétés différentiables. Cette application est aussi notée F, : TM —
TN.

Application pull-back
Soit maintenant o € Q'(N) et X € I'(M). On définit F*a € Q' (M) par

(F*(pm), Xip) = (pe), ToF X))
en tout p € M. Localement, si y/ = F7(z"), nous avons
F*a = (a; o F)dF?

C’est une formule qui peut se révéler utile en pratique. F™* est appelée 'application pull-
back associée a F'.
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Pour résumer, nous avons donc

F:M— N
F,:TM — TN
F*: QYN) — QM)

Nous pouvons encore (et nous le ferons par la suite) étendre ces définitions. Pour le moment,
nous allons définir F* : . % (N) — # (M) par la formule :

F'f=foF
pour f € .#(N). On montre alors que
A(F* f) = F*(df)

Il est facile de vérifier que pour M L N-CsP ou M , N et P sont des variétés
différentiables, nous avons :

(GOF>*:G*OF*
(GoF)*=F"oG"

Enfin, si F' est un diffecomorphisme (i.e. F~! existe et est C™ aussi), alors il est possible
de définir I’application pull-back sur les vecteurs par la formule :

FX=(F") X

Immersion, plongement, submersion

Nous dirons que 'application différentiable /' : M — N est une immersion si T, F :
TyM — Tg,) N est injective pour tout p € M. Dans ce cas dim M < dim N et le rang de
F est égal & la dimension de M en tout point p de M.

Nous dirons que F' est un plongement si F' est une immersion et si F' réalise un
homéomorphisme de M sur F(M) (pour la topologie induite). Ceci permet de caractériser
les sous-variétés M de N : ce sont les sous-ensembles M C N tel que l'inclusion ¢ : M — N
soit un plongement. Si F' est un plongement, alors F'(M) est trivialement une sous-variété
de N.

Enfin, F' est une submersion si T,F' : T,M — Tr,)N est surjective pour tout p € M.
Dans ce cas, dim M > dim N et le rang de F' est égal & dim N en tout point p de M.

1.2. Tenseurs et formes différentielles

Références : [1], [4], [6], [7], [9], [12], [13], [14], [15], [16], [20], [26], [27].
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1.2.1. Rappel sur les tenseurs
Définitions

Soient E et F' deux espaces vectoriels réels de dimensions p et ¢ respectivement. Nous
notons E* et F* leur espace vectoriel dual. Pour f € E*, g € I'*, x € F et y € F, nous
posons (f ® g)(z,y) = f(x)g(y). Nous définissons ainsi f ® g comme une forme bilinéaire
sur ¥ x F. C’est le produit tensoriel des deux formes f et g.

Si{e',... e} est une base de E* et {f*,..., f7} une base de F'™*, alors I'espace vectoriel
des formes bilinéaires sur £ x F admet pour base les pq éléments e’ @ f7.

Par définition, ’ensemble des formes bilinéaires sur £ x F' est noté E* ® F* et appelé
produit tensoriel de E* et F*. Tout élément T € E* ® F* s’écrit donc T = Tj;e' @ f7.

Nous savons d’autre part que tout vecteur de E peut étre considéré comme une forme
linéaire sur E*, ¢’est a dire comme élément de E** (en dimension finie, nous avons E** ~ F)).
Nous pouvons donc appliquer ce schéma de construction & E* et F* afin de définir le produit
tensoriel £ ® F' ~ E** ® F**. Une base de E ® F' est alors {e; ® f;} ou {e;} et {f;} sont
des bases de E et F.

Nous avons alors les régles algébriques suivantes, faciles a vérifier : si x,x,29 € F,
Y, Y1, Y2 € F' et A € R, alors

TR (Y +y) =Y +T @Yo
(T1+22)QYy=11 QY+ T2 @Y
(Ar)@y=2® (\y) =Nz ®y)
Nous pouvons itérer le processus de tensorialisation et définir ainsi F® --- Q F® F ®

.-+ ® F. Pour la suite, nous particularisons F' en prenant F' = E*. Nous obtenons alors
FR - -QFEQFE* ®---® E* ou E apparait s fois et E* r fois. Les éléments de cet ensemble

sont des formes (1 + s)-linéaires sur E* x --- X E* x E x .-+ x E. Un tel élément s’écrit
T=T; e, @ Qe & el ®---®el, cest un tenseur de type (s,7). Nous dirons que

les coefficients T} "* sont les coordonnées du tenseur 7' dans la base (e;).

Effectuons un changement de base ¢, = ale; dans E. Nous avons alors ¢’ = (a™!)
Il est facile de montrer que les coordonnées du tenseur 71" se transforment selon :

(]
]6.

Tt = (a7 - (a7 D TRalt - aly
De cette relation, nous dirons que les indices bas de T" sont covariants, et les indices hauts
contravariants.

Un élément de R est par convention un tenseur de type (0,0). Ces tenseurs sont ap-
pelés des scalaires. Ces tenseurs n’ayant pas d’indice, par la relation précédente ils sont
invariants par changements de base. C’est bien ce qu’on attend d'un scalaire. Un tenseur
de type (1,0) est bien str un vecteur de E, et un tenseur de type (0,1) est une forme de
E*.

Nous dirons qu’un tenseur 7' = T%¢, @ ---® ¢;, est symétrique (resp. antisymé-
trique) si 7% % = T (resp. T = (—1)98M)Tio)io()) pour tout o € &, ot &,
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est le groupe des permutations de ’ensemble {1, ..., s}. Cette définition est indépendante
du choix de la base.

Les opérations de produit tensoriel et de contraction permettent de construire de nou-
veaux tenseurs a partir de tenseurs donnés.

Le produit tensoriel du tenseur

S = Sfll...._.gl;qekl R R ekq ® 6@1 R ® ezp

avec le tenseur
T=T; " ® Qe " ®@ @
est le tenseur

SOT =8 T tey, @ Qe ®ep, @ e, @@ @@ @ @ el

La contraction d’un tenseur consiste & sommer 1'un de ses indices hauts avec I'un de
ses indices bas. Par exemple, la contraction de a ® X ot @ € E* et X € E, est (o, X),
c’est a dire que nous sommons un indice haut (X?) et un indice bas (o) : @; X7 — a; X".
Dans ce cas particulier, nous obtenons un scalaire. Dans le cas général, la contraction d’un
seul indice fait passer d’un tenseur de type (s,r) a un tenseur de type (s — 1,7 — 1).

Premiére application : £ ® E* ~ Z(F)

La premiére utilisation de la notion de tenseur est la suivante : nous allons montrer
que £ ® E* s’identifie canoniquement, en dimension finie, & Z(FE), l'espace vectoriel des
endomorphismes de FE.

En effet, tout élément M = M ;ei ® ¢! € E ® E* s’identifie & ’endomorphisme

v=1le; > Mv = M;eiej(v) = (MJZUJ) €;

c’est a dire, tout simplement, que (M;) est la matrice de cet endomorphisme dans la
base {e;} de E. Réciproquement, tout endomorphisme M € Z(FE) se met sous forme
d’une matrice (M}) dans la base {e;}, et donne 'élément Mie; ® e/ € E ® E* dans cette
identification. Il est facile de montrer que cette identification est indépendante du choix de
la base {e;} de E, et qu’elle est donc canonique.

Seconde application : I'algebre extérieure

La seconde utilisation du produit tensoriel va consister a définir I'espace \"E* des
r-formes multilinéaires antisymétriques sur F.
Pour cela, considérons I’espace vectoriel

————
r fois

et posons A\"E* le sous espace vectoriel de ®”FE* des éléments complétement antisymé-
triques.
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Définissons alors le produit extérieur

A NE x N°E* — N E*

(w,n) = wAn
par
1 sign(o
(w A n)(mlv v 7‘737“4-8) = m Z (_1) en( )w(xcr(l% cee 7xU(T)> : 7](1‘0(7"-1-1)7 s ’xU(H—S))
UEGT+S
pour tous xy,...,2,1s € E. Ce produit a la propriété de commutativité

wAn=(-1)"nAw
Définissons 1’espace vectoriel

ou nous posons A\"E* =R, \'E* = E*. Nous remarquons que \"E* = {0} pour n > p =
dimension de F.

Alors le produit extérieur donne & A E* une structure d’algebre. Cest 1’algébre exté-
rieure sur E*.

1.2.2. Tenseurs sur une variété
Définition
Pour tout p € M, définissons 1’espace vectoriel

TPM=T,M® - @LM&T,M® - @ 1T,M

-— -~
s fois r fois

Un élément T € T, M est un tenseur de type (s,r) au dessus de p. Dans une base
associée a des coordonnées (z') au voisinage de p, il s’écrit

1.1 9 9 1 jr
Ty =T33 0) 5 (P) @ ® o (p) @ da, ® - @ da
Champs de tenseurs

Nous pouvons considérer la variété différentiable

TCIM = | T8 M
peEM

qui est un fibré au dessus de M, le fibré des tenseurs de type (s, 7). Des sections C'*
de ce fibré seront appelées champs de tenseurs de type (s, 7). Un champ de tenseurs T
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de type (s,r) s’écrit donc localement, au dessus d'une carte locale de M, de coordonnées

) 0 0
T=T55m® ®5

Globalement, il est facile de vérifier qu'un tenseur de type (s,7) est une application

F (M)-multilinéaire sur QY (M) x -+« x QY (M) x T'(M) x - - - x T'(M) a valeurs dans .% (M ).
Un champ de tenseurs de type (0,0) n’est autre qu’une fonction sur M, un tenseur de type
(1,0) est un champ de vecteurs, et un tenseur de type (0,1) est une 1-forme différentielle.

Rdr" ® - ® da’

Lors d'un changement de coordonnées x' — 17(x%), les composantes du tenseur se
changent selon la relation

li1..ds _ ay“ . 3y“ Tkl---ks axel Gx&“

Ji---Jr Okt Oxks Ly..ly ayj1 ayjr

Enfin, si FF : M — N est un difféomorphisme, nous pouvons définir 'application
pull-back sur les champs de tenseurs :

(F*T)(a', ..., 0% X1,..., X,) = T((Fl)*al, o (FH* S FLX, . ,F*XT>

ou T est un champ tensoriel sur N, o’ € QY(M) et X; € T'(M).

1.2.3. Formes différentielles
Définition

Une r-forme différentielle (ou plus briévement r-forme) sur M est un champ ten-
soriel de type (0,7) complétement antisymétrique. Nous noterons 2" (M) I'espace vectoriel
de ces r-formes. Pour r = 0, nous avons Q°(M) = F(M). Pour r = 1, nous retrouvons
les 1-formes différentielles. Pour » > n (n dimension de M), nous avons Q" (M) = {0}.

Une r-forme différentielle est donc une application .% (M )-multilinéaire antisymétrique de
(M) x -+« x I'(M) dans .7 (M).

Expressions locales

Si {dz'} est une base locale des 1-formes différentielles, au dessus de Pouvert U d’une
carte locale de M, de coordonnées (x'), nous posons

dxil A--- A dwzr — Z (_l)sign(a)dl,i[,(l) Q- ® dl‘i"“)
ocG,

pour iy < --- < i,. Alors les dz** A+ - - Adx'" engendrent localement Q" (M) sur les fonctions.
C’est a dire que toute r-forme w s’écrit, au dessus de U,

w=w;, ;dt" ® - @ dz"
= wil._,dex“ A Adzt
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ol la seconde sommation porte sur 7; < --- < i, et ol les w;, ;. sont des fonctions U — R.
Parfois, cette seconde sommation portera sur tous les indices i1, ..., %,, ce qui suppose que
I'on étende la définition des dz’ A - -+ Adaz® & tous les (i1, ...,4,) et que les wy, 4, : U — R
deviennent des fonctions complétement antisymétriques sur leurs indices; il faudra alors
aussi placer un facteur % devant la somme. Nous l'indiquerons quand ce sera le cas.

Produit extérieur
Pour w € Q"(M) et n € Q°(M), nous pouvons définir le produit extérieur w A7 €
Q+s(M) par la formule :

(wWAN)(Xy, .., Xpps) = —

Ce produit donne a I'espace vectoriel Q*(M) = Q°(M)®QH(M)&- - -®Q" (M) une structure
d’algebre. Il a la propriété de commutativité

wAn=(-1)"nAw

Fibré des formes différentielles

Jusqu’a présent, nous avons regardé les champs de vecteurs, les 1-formes différentielles
et les champs de tenseurs comme des sections de fibrés. Nous pouvons faire de méme pour
les r-formes différentielles sur M. Pour tout p € M, posons /\TT];k M V'espace vectoriel des
r-formes multilinéaires antisymétriques sur 7, M. Définissons alors la variété

NT*M=|JNT;M
peM
appelée fibré des r-formes différentielles. Alors toute r-forme différentielle est une

section C*° de ce fibré.

Pull-back des formes différentielles

Soit F' : M — N une application différentiable, et w € Q"(N). Alors F*w est une
r-forme différentielle sur M, appelée le pull-back de w par F. On remarquera que cette
définition ne suppose pas que F' soit inversible, puisque dans le cas des formes , la formule
donnée comme définition sur les tenseurs généraux se réduit a

(Fw)(X1,..., X)) =w(FX1,...,F.X,)

Pour r = 1, on retrouve la définition déja donnée du pull-back.
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1.2.4. Différentielle
Définition

Nous définissons la différentielle d sur (M) par 'ensemble des applications linéaires

d: Q" (M) — QM)
avec d : Q' (M) = F (M) — QY(M) la différentielle sur les fonctions déja définie, et pour
tout w € Q" (M),
do(Xo, ..., X,) =Y (—1)'X;-w(Xo, - ¥ ..., X,)
+ 3 (D)X XL VYL X)
i<j

Dans le premier terme du second membre, X; agit comme dérivation sur la fonction
w(Xo, ..., @, e X)) (\l/ signifie que I'on omet X; dans les arguments de w).
Propriétés

Il est facile, en utilisant I'identité de Jacobi, de vérifier que

=0
Nous avons aussi 'importante relation (qui fait de d une antidérivation de I’algebre Q*(M)) :
dlwAn) = (dw) An+ (—=1)"w Adn

ounw € Q" (M).
Au dessus d'un ouvert U d’une carte locale de M, si w = w;, _;, dz™ A -+ Adx', alors

dw = (iwil_,,iT> dxt Adxt A - A dat
oxt

Cette sommation porte sur toutes les valeurs de 7 et sur i, < -+ < 7,.

Si M et N sont deux variétés différentiables, et si F' : M — N est une application
différentiable, alors, pour toute forme différentielle w € Q*(N), nous avons

d(F*w) = F*(dw)

c’est & dire que F™* et d commutent. Attention, d’un coté, il s’agit de la différentielle sur
M, et de I'autre de la différentielle sur NV.
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1.2.5. Cohomologie de de Rham

Nous allons donner ici un bref apercu de ce qu’est la cohomologie de de Rham. Dans
chaque espace vectoriel Q"(M), nous avons deux sous-espaces vectoriels associés canoni-
quement a la différentielle d. Le premier est le noyau de d, considérée comme application
d: (M) — QF(M). Nous notons Z"(M) = Kerd C Q" (M), et nous dirons qu’'une
r-forme dans Z"(M) est fermée. Le second est I'image de d, considérée comme application
d: QY M) — Q(M). Nous notons B"(M) = Imd C Q"(M), et nous dirons qu’'une
r-forme dans B"(M) est exacte. Comme d* = 0, nous constatons que

B'(M) c Z'(M)

mais nous n’avons pas toujours égalité entre ces sous-espaces vectoriels.

Rappelons le Lemme de Poincaré : si U est un ouvert étoilé de R™, alors toute forme
fermée sur U est exacte sur U.

Pour un tel ouvert U, il y a donc égalite B"(U) = Z"(U). Mais dans le cas ou U n’est
pas étoilé, nous ne savons en général rien de plus que 'inclusion déja évoquée.

A priori, la « différence » entre ces deux espaces vectoriels doit donc étre reliée a la
structure de 'ouvert U, aussi bien topologique que différentielle. Dans le cas d’une variété
M, il en est de méme. Or, cette différence est « mesurée » par 1’espace vectoriel quotient

H"(M,d)=Z"(M)/B"(M)
Nous appellerons cohomologie de de Rham 1’espace vectoriel

H*(M,d) = @ H" (M, d)
r>0
Le théoréme de de Rham, qu’il serait trop long d’énoncer ici, nous apprend qu’en réalité
la cohomologie de de Rham ne capture que des informations sur la structure topologique
de la variété. Cette cohomologie a néanmoins de nombreuses applications dans le domaine
des variétés différentiables.

1.2.6. Dérivée de Lie

Nous voulons maintenant généraliser le fait qu'un champ de vecteurs X soit une dériva-
tion sur .# (M), en étendant cette dérivation aux tenseurs et aux formes. Cette dérivation
portera le nom de dérivée de Lie dans la direction X et sera notée Lx. Elle ne modifiera
pas le type du tenseur auquel elle s’applique (un vecteur est envoyé sur un vecteur, une
r-forme sur une r-forme...)

Il y a plusieurs approches possibles (toutes équivalentes) a cette définition. La premiére
approche est algébrique : on se donne des regles de calcul qui permettent d’atteindre tous les
tenseurs et toutes les formes. La seconde est analytique : on se donne 'expression de cette
dérivée dans des coordonnées locales. Enfin, la derniére est géométrique : on réinterpréte
ce que signifie géométriquement la dérivée sur les fonctions et on généralise aux tenseurs
et aux formes. Ces définitions nous donnent des visions complémentaires de la dérivée de
Lie dont il est parfois utile de disposer face & un probléme concret.
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Approche algébrique

Sur les fonctions, nous posons Ly f = X - f = (df, X), qui n’est autre que 'action de
X sur f en tant que dérivation. Sur les champs de vecteurs, nous posons LxY = [X,Y]
pour Y € I'(M). Pour définir Lx sur les tenseurs, nous nous donnons les régles suivantes :

~ Lx(T®S)=T® LxS+ (LxT)® S;

— Lx commute avec la contraction des tenseurs;

— Ly est linéaire (sur R).
Ces régles nous assurent que Ly est bien définie sur tout tenseur. En effet, un tenseur
quelconque est une somme finie de produits tensoriels de vecteurs et de 1-formes. Si nous
connaissons Ly sur les vecteurs (ce qui est le cas) et les 1-formes (nous allons voir comment
I'obtenir) alors la linéarité et la premiére régle nous donnent Ly sur ce tenseur.

Pour a € Q'(M), calculons Ly« . Pour tous X,Y € T'(M), la premiére régle donne :

Lx(a®Y)=(Lxa)®Y +a® LxY
Appliquons alors 'opération de contraction et utilisons la seconde régle au premier membre :
Lx{a,Y) = {(Lxa,Y) + (o, LxY)
or {,Y) est une fonction, donc Ly{,Y) = X - (o, Y), d'o0t
(Lxa,YV) = X -(a,Y) — (o, [X,Y])
Nous avons donc 1a P'expression de Lx«, puisque pour tout Y € I'(M) nous connaissons
(Lxa,Y).

La définition de Ly sur tous les tenseurs est donc compléte, bien que nous n’en ayons
pas une expression explicite.

Sur les formes différentielles, L x est donc définie par la méthode précédente. Cependant,
une autre approche algébrique est possible. Pour cela, nous devons définir le produit
intérieur iy sur les formes différentielles.

Pour w € Q"(M), nous définissons ixw € Q"~1(M) par

(ixw)(Xl, ce 7Xr—1> = w(X,Xl, ce aXr—l)

c’est a dire que X « prend la place du premier argument » dans w. Sur les fonctions, nous
posons ix f = 0. Nous pouvons alors montrer que pour w € Q" (M) et n € Q°(M) :

ix(wAn) = (ixw) An+ (=1)"wAixn

et
(ix)’ =0

(C’est a dire que iy est une antidérivation sur Q*(M)).
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Une fois défini ce produit intérieur, nous posons
LX == Zxd + dZX

Alors Lx est une dérivation qui coincide sur les formes différentielles avec la dérivée de Lie
définie ci-dessus.
Il est alors possible de montrer que

Lxd=dLy
[Lx,iy] = ixy]
Lixy) = [Lx, Ly]

Approche analytique

Au dessus d'une carte locale de M, de coordonnées (x'), prenons X = X ’8 et T =
Th-2 _ ... gzis ® dz’* ® - -+ ® dz’". Nous posons alors

J1--dr 021

i1...0 2 K3 8sz . . 7 aXZ
(LXT)“ s Xf 7,1 s _ ZT 1e-slp— 12 p+1---1s ZTZL..’LS

Jie-gr ozt Jl Jr J1e--gr ozt - J1---Jp—1€jp41---Jr Oxv
p:
Cette définition permet de calculer explicitement la dérivée de Lie sur un tenseur donné.
Il faut cependant remarquer que dans les calculs les plus courants, les régles algébriques
suffisent. Cette définition n’est a utiliser qu’en dernier recours !

Approche géométrique

Nous avons vu qu’'un champ de vecteurs X sur M définit un flot ¢x sur M, qui définit
a son tour un diffécomorphisme que nous notons ¢x; : M — M.

Or, nous avons vu quun diffefomorphisme sur une variété permet (par 'application
pull-back) de transporter des quantités (vecteurs, formes, tenseurs) d’un point de la va-
riété sur un autre. Ainsi, pour un champ de vecteurs Y sur M, les deux vecteurs Y|, et
% +Y]px.(p) sOnt dans le méme espace vectoriel T, M. Il est donc possible de les soustraire.
Nous définissons alors la dérivée de Lie de Y dans la direction X par :

(LXY)| —hm (¢XtY¢Xt() Ylp)

= (E (¢§(,ty) (p)) o

ol cette dérivée est la dérivée d'un vecteur dépendant de ¢ dans 7, M (voir figure 1.4).
Un calcul montre alors que cette quantité vaut bien [X,Y], = (LxY),. Pour une

fonction f a la place de Y, la méme expression donnerait (X - f)(p) = (Lxf)(p). C'est en

fait la définition de X, - f lorsqu’on considére X comme la dérivée sur les fonctions donnée

par f (%)ho, ot ici Y(t) = ¢x.(p) et ¢x,f = f o dxy
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Qb},ty\qﬁx,t (»)

F1G. 1.4 — Interprétation géométrique de la dérivée de Lie : le champ de vecteurs X déter-
mine le flot ¢x. Pour calculer LxY, on compare au dessus du point p les vecteurs Y}, et
% 1Y]px.(p) lorsque t est infinitésimal.

Nous reconnaissons donc dans cette limite une dérivée qui coincide avec les dérivées
associées a X précédemment rencontrées. Il est alors aisé de généraliser cette expression a
un tenseur 1" sur M :

e
(LXT)|p = }1_{% n <¢X,tTI¢x,t(p) - T|P>

Cette expression s’écrit encore :

(23T = (G (05.1) 1))

|t=0

Il est important ici de bien comprendre le mécanisme géométrique mis en jeu dans cette
définition. Sur une variété M, il n’existe pas d’application canonique entre T,M et T,M
(resp. TZSS’T)M et Tq(s’r)M) pour deux points p et ¢ de M différents. Nous ne pouvons donc
pas effectuer la différence Y}, — Y|, (resp. T}, — Tj,), qui n’a aucun sens puisque les deux
vecteurs (resp. tenseurs) vivent dans des espaces vectoriels différents et non canoniquement
reliés. Cependant, afin de définir une dérivée sur les tenseurs, nous avons besoin de comparer
deux tenseurs au dessus de points différents. Grace au champ X, nous parvenons a le faire
au travers d’une application pull-back canoniquement associée au flot de X.

Nous rencontrerons de nouveau cette facon de procéder, lorsque nous étudierons la
notion de connexion.

1.2.7. Intégration

Intégration des n-formes sur R”

Nous allons rappeler et étendre des définitions liées a la notion d’intégration sur des
objets de R".
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Nous pouvons considérer R™ comme une variété de dimension n, avec une seule carte,
de coordonnées (), les n composantes d’un élément de R™. Soit une n-forme différentielle
w sur R". Cette n-forme s’écrit w = wy_n,da' A--- Adz"™ ot il n'y a pas de sommation. Soit
W C R™ un ouvert de R". Nous définissons

/ w= / w1, n(z)dzt ... dz"”
w w

ou dans le second membre, il s’agit d’'une intégrale multiple habituelle sur un ouvert de
R™. Dans cette expression, nous avons implicitement choisi une orientation sur R", c’est a
dire un choix dans 'ordre dz!' A - - - Adz™. En effet, nous avons wys_pdz! Adz? A--- Adx™ =
+wo pdx? Adxt A -+ Ada™ car we ., = —wia . Donc, avec la seconde expression de w,

nous aurions
_ 2 1 n
/ w —/ wor_n(z)dzda” ... dx
w w

= / wor. p(x)dotda? . .. dz"
w

= —/ wio. n(z)dztda? ... da™
W

Cette expression de l'intégrale de w est I'opposée de la premiére définition. Cela montre
que Pordre des dx® est important, afin que 1’application

Wiy i dx™ N Ndx' - wyy o de't o da™

(sans sommation sur les indices dans ces deux expressions) qui intervient dans la définition
de I'intégrale ote toute ambiguité. Il est alors facile de voir que seule I'orientation doit étre
imposée, car I'ordre exact des da’ n’importe pas : une permutation paire des dz* donne la
méme valeur a l'intégrale.

Partition de l'unité

Afin de pouvoir donner des définitions d’intégrales de formes différentielles sur des
variétés quelconques, il nous faut un concept supplémentaire, que nous allons introduire
ici, et qui va nous permettre de définir I'intégrale en recollant des expressions locales.

Soit {U; }ier un recouvrement d’ouverts d’une variété différentiable M, localement fini,
c’est a dire que tout sous-ensemble compact de M ne rencontre qu’un nombre fini d’ouverts
U;. Alors il est possible de montrer qu’il existe un ensemble de fonctions h; telles que

— hi(p) > 0 pour tout p € M ;

— Le support de h; est inclus dans U; (donc h; est nulle en dehors de U;) ;

— Y ier hi(p) = 1 pour tout p € M (comme le recouvrement est localement fini, cette

somme est une somme finie).
Un tel systéeme de fonctions est appelé une partition de I'unité de M associée au
recouvrement d’ouverts localement fini {U,},c;. Souvent, le recouvrement d’ouverts
{Ui}ier est celui associé a un atlas (localement fini) {(U;, ¢;) }ier de M.
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Intégration des n-formes sur une variété

Pour intégrer une n-forme différentielle w sur une variété différentiable M, orientable,
munie d’un atlas orienté localement fini {(U;, ¢;) }ics, nous allons, comme d’habitude, trans-
porter les objets sur R”. Or, nous ne savons pas (et ne pouvons pas) transporter globalement
une forme différentielle sur R™. Une partition de 'unité {h;};c; associée au recouvrement
{U;}ier de M nous permet de transporter cette forme différentielle localement sur R™ (sur
des ouverts de R™) puis de recoller ces « morceaux ».

En effet, h;w est une n-forme différentielle sur U;, puisqu’elle est nulle a 'extérieur de
U;. De plus, nous avons w = » ., (hw) par propriété de la partition de 'unité. Sur chaque
ouvert U;, la n-forme différentielle h;w peut étre envoyée sur R" grace a ¢; : U; — W; C R™.
La n-forme différentielle ¢; *(hw) sur W; = ¢;(U;) peut alors étre intégrée en tant que
n-forme différentielle sur un ouvert de R™. Nous posons alors naturellement

/M =3 /¢ )

lorsque cette expression a un sens (convergence des intégrales et de la somme). Dans le
cas o M est compacte, cette intégrale est toujours bien définie. Elle 'est aussi si w est a
support compact.

Cette définition est indépendante du choix de la partition de 'unité associée au recou-
vrement d’ouverts {U;};c;. L'orientabilité de la variété est nécessaire pour garantir que
tout ce passe bien sur les intersections d’ouverts U;, et donc que cette définition soit indé-
pendante du choix de l'atlas orienté (de méme orientation).

Forme de volume

Sur une variété différentiable M de dimension n, toute n-forme w qui ne s’annule en
aucun point de M sera appelée une forme de volume. Il est facile de vérifier qu’il y
a équivalence entre le fait que M soit orientable et le fait que M admette une forme de
volume.

Pour M orientable, deux formes de volume w et w’ ont méme orientation s’il existe une
fonction strictement positive h : M — R telle que w = hw'. Ces formes de volumes ont des
orientations opposées si une telle fonction h n’existe pas, et dans ce cas la relation w = hw’
est satisfaite pour h strictement négative. La donnée d’une forme de volume correspond a
la donnée d’une orientation de M. M n’admet que deux orientations différentes possibles.

La donnée d'une forme de volume w sur M orientable permet de définir la divergence
d’un champ de vecteurs X sur M. La divergence de X est la fonction sur M définie par la
relation

(div , X)w = d(ixw)
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Intégration des fonctions

Soit f : M — R une fonction sur M, et w une forme de volume sur M. L’intégrale sur
M de f relativement a w est I'intégrale
/-
M

si elle existe. Une forme volume joue donc le role de mesure sur une variété orientable.

Théoréme de Stokes

Soit M une variété différentiable orientable & bord de dimension n. Alors son bord M
est une sous-variété différentiable orientable de M, dont l'orientation est induite de fagon
canonique par celle de M (par restriction en quelque sorte). Notons i : 9M — M l'inclusion
de cette sous-variété. Il n’est pas difficile d’étendre la définition de I'intégration des n-formes
différentielles a la variété a bord M, puisque tout revient & calculer des intégrales sur des
domaines & bord de R™.

Nous avons alors le théoréme de Stokes : soit w une (n — 1)-forme différentielle sur

M, alors
/dw:/ iw
M oM

ol OM est munie de I'orientation canonique induite par celle de M.
En particulier, si M est une variété sans bord, alors

/du):()
M

pour tout (n — 1)-forme différentielle w sur M.

Il est possible de considérer I'intégrale d'une r-forme différentielle w sur une sous-variété
orientable N de M de dimension r, en reprenant la définition précédente pour une partition
de I'unité associée a un atlas localement fini de N. Le théoréme de Stokes est encore valable
pour de telles intégrales.

1.3. Connexions linéaires

Références : 9], [12], [13], [14], [15], [16], [19], [20], [31].

1.3.1. Connexions

Nous allons introduire maintenant une nouvelle structure sur une variété M. Cette
structure nous permettra de définir une nouvelle dérivation, la dérivation covariante, par
un mécanisme géométrique analogue a celui utilisé lors de la définition de la dérivée de Lie.
Cette dérivation agira tout d’abord sur les champs de vecteurs, mais par le méme processus
que celui utilisé pour la dérivée de Lie, nous 1’étendrons aux tenseurs en général.
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Définition

Une connexion linéaire est une application V : T'(M) x T'(M) — T'(M) telle que,
pour tous X, X", Y)Y e (M) et f € F(M) :

- VxixY =VxY +VxY;

— VixY = fVxY, .7 (M)-linéarité sur le premier argument ;

- Vx(Y + Y’) =VxY +VxY’;

S VA(fY) = fURY 4 (X )Y
De cette définition, il est possible de montrer que (VxY'),, ne dépend que de X, et de Y
et de ses dérivées en p. C'est a dire que pour tout ouvert U contenant p, ce vecteur en p
ne peut dépendre que de Y|y et de X,

Les regles imposées sur la connexion linéaire permettent aussi de montrer que locale-

ment, dans un systéme de coordonnées (), V est complétement définie par les symboles
de Christoffel Ffj définis par :

0 0
Vi = ige
En effet, on a alors :
[ oYF -\ 0
VxV =X — +Tky7 | ——
X <0x1 Ty )8:1:"’

Vx : (M) — I'(M) est la dérivée covariante associée a la connexion linéaire V.
Il est intéressant de voir comment se transforment les symboles de Christoffel lors d'un
changement de coordonnées : dans des nouvelles coordonnées (y?), un calcul simple donne

e 02 027 Oy Pz" oy
P4 Qyp Oy Oxk Y QypOy Oxt

Le second terme nous montre que ces symboles ne sont pas les composantes d'un tenseur
sur la variété. Ceci est dii au fait que tous les indices des symboles de Christoffel n’ont pas
le méme role car, comme nous le verrons un peu plus loin, la connexion linéaire effectue
la liaison entre deux espaces tangents en des points différents (infinitésimalement voisins).
L’indice 7 dans Ffj sert a contracter le vecteur X dans la direction duquel on dérive, c’est
donc un indice de 1-forme. Les indices k,j sont des indices d’une matrice pour l'espace
vectoriel T,M. En effet, 'expression Fijj % montre que 'on envoie Y}, sur un autre
vecteur de T, M. Le role respectif des indices s’éclaircira lors de ’étude des connexions sur

les fibrés (voir 3.2).

Aspect géométrique

Cette dérivée covariante permet de définir une dérivation covariante le long d’une
courbe v dans M. Nous verrons que cette dérivation covariante nous donnera une inter-
prétation géométrique de la connexion.

Pour cela, soit donné un champ de vecteurs Y (¢) le long d'une courbe . C’est a dire
que Y (t) n’est a priori défini qu’au dessus des points y(t) de M (ce peut étre la restriction
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F1G. 1.5 — Interprétation géométrique de la connexion : J, est défini a partir de la connexion,
c’est le transport horizontal le long de la courbe ~y. Pour calculer la dérivée covariante de
Y le long de 7, on compare au dessus du point p les vecteurs Y (0) et J_- Y (h) lorsque h
est infinitésimal.

le long de la courbe v d’'un champ de vecteurs Y'). Alors la dérivation covariante de
Y (t) le long de ~, notée %, est par définition

DY
s (t) = Vi)Y (?)

Nous avons ici une dérivation le long d’un parameétre ¢. Cette définition n’a rien de fonda-
mentale, car c’est juste la restriction de 'application V a des champs de vecteurs parti-
culiers. Cependant, il faut remarquer que la donnée de la dérivation covariante le long de
toute courbe 7y est équivalente a la donnée de la connexion linéaire V, puisque tout vecteur
est tangent a au moins une courbe.

Nous dirons que le champ Y'(¢) est paralléle le long de ~ si pour tout ¢, %(t) =0.
Comme nous avons la une équation différentielle du premier ordre en ¢, pour une condition
initiale Y'(0) € T’y M donnée, il existe un unique champ de vecteurs Y (t) parallele le long
de v qui admet cette valeur en ¢ = 0. Ceci définit alors une application

Jyn : TyoyM — TymyM

qui & Y (0) associe Y (h) ot le champ Y'(¢) est 'unique solution évoquée ci-dessus, de valeur
initiale Y(0). Cette application est linéaire et inversible, elle porte le nom de transport
paralléle le long de ~.
Il est alors facile de constater que la dérivation covariante n’est rien d’autre que la
limite :
DY
dt
Nous retrouvons la le méme type de mécanisme de dérivation que pour la dérivée de
Lie : I'application .J_ ;, nous sert a transporter Y (t + h) € Ty ynM en T, M, ot nous le
comparons a Y (t) (voir figure 1.5). L'interprétation géométrique de la connexion linéaire
est maintenant claire : c¢’est se donner une notion de transport paralléle le long de toute
courbe dans 7, qui nous permette de comparer des vecteurs au-dessus de points différents
de cette courbe.

(t) = Vi)Y (t) = }11135% (LY (t+h)=Y(1)
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Intéressons nous maintenant aux courbes elles-méme : nous dirons que 7 est une courbe

autoparalléle si %(t) =0, c’est a dire si V4% = 0. Ceci signifie encore que le champs de

vecteurs 7 le long de v est paralléle le long de .
Une courbe autoparalléle vérifie I’équation différentielle
oyt Ay dy

Tk — g
a2 o ar

Nous verrons quel réle joueront ces courbes lorsque nous aurons introduit la notion de
métrique sur une variété.

Extension de la définition

Pour définir la dérivée covariante sur les champs de tenseurs, nous nous donnons des
régles (algébriques), exactement comme pour la dérivée de Lie :

- Vx(T'®S)=(VxT)® S+ T ® (VxS) pour deux tenseurs T et S;

— Vx commute avec la contraction des tenseurs;

~ Vxf=X-fpourtout f € F(M);

— Vx est linéaire.
Nous trouvons alors que pour une 1-forme o sur M :

8aj

Vxa=X' (% — rfjak> da?

par un calcul tout a fait analogue a celui effectué pour la dérivée de Lie.
Pour un tenseur 7" sur M, nous avons :

o o o e A
i1...05 _ 4 i1...05 ) Up 1. dip—1Kipy1...0s )
(VXT) Ji-gr X ( T Ji---Jr + E :FMT P P Ji---gr

4
ox o
T
Lip Ji---Jp—1kip+1...Jr
p=1
1.3.2. Torsion et courbure

Nous avons constaté que les symboles de Christoffel ne sont pas les composantes d’un
tenseur. Il est cependant possible de définir des tenseurs & partir de ces symboles, comme
nous allons le voir.

Torsion

La torsion d’une connexion est le tenseur de type (1,2) défini par I'expression

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]
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T(X,Y) est donc un champ de vecteurs. Par définition, nous remarquons que T'(X,Y) =
—T(Y,X). La nullité du tenseur de torsion est équivalente a la relation Ffj = Ffl En
effet, il est facile de constater que ce tenseur est la partie antisymétrique des symboles de
Christoffel :
k k k
Ty =iy — T,

En utilisant la formule de changement de coordonnées pour les symboles de Christoffel, il
est facile de voir que la torsion est bien un tenseur sur M. Les indices ¢, 7 de T" sont donc
des indices de 2-forme sur M.

Courbure

La courbure est un tenseur de type (1,3) défini par
R(X,Y)Z = (VxVy = VyVx —=Vixy)) Z

Nous avons ainsi R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z. 1l est aisé de vérifier que pour trois fonctions
f,g,h sur M, nous avons R(fX,gY)hZ = fghR(X,Y)Z, ce qui aide & prouver la tenso-
rialité des trois indices bas. L’indice haut est lui aussi tensoriel puisque R(X,Y)Z est un
vecteur.

Il faut remarquer que R(X,Y), : T,M — T,M est une application linéaire. Cela prouve
que tous les indices n’ont pas le méme role. Ecrivons Rkuj, ol les indices i, j se référent a
XetY, et aZ. Alorst,j sont les indices d’une 2-forme sur M, et k, ¢ sont des indices
matriciels dans I’espace vectoriel T, M.

Le tenseur de courbure s’exprime en fonction des symboles de Christoffel :

RFyiy = 0.1%, — 0,15, + TLTh, —TX Tt

i~ gl JjpT il

ol nous notons J; = gmi’

La torsion et la courbure vérifient d’autres identités, les identités de Bianchi, que
nous n’écrirons qu’en 1.4.4 car elles y prendront une forme plus intrinséque que ce que
nous pourrions écrire ici.

Interprétations géométriques

Pour donner une interprétation géométrique de la torsion et de la courbure, nous devons
définir ce qu’est un parallélogramme sur une variété munie d’'une connexion.

Soit p € M un point de cette variété, et X|,,Y), deux vecteurs tangents a M en p, non
colinéaires. La donnée de p et X, € T, M détermine localement une courbe autoparalléle yx
telle que yx (0) = p et 4x(0) = X},. De méme, p et Y}, déterminent une courbe autoparalléle
vy . Parcourons la courbe yx jusqu’a un point vx(t) et la courbe 7y jusqu’a un point
vy (u), pour t et u deux paramétres positifs petits. Ceci définit deux cotés de notre «
parallélogramme » : p — vx(t) et p — vy (u) (voir Figure 1.6).
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Fi1G. 1.6 — Un parallélogramme, dont les cotés sont constitués de courbes autoparalléles,
ne se referme pas nécessairement. La courbure de la connexion est 'obstruction a cette
fermeture.

Pour construire les deux autres cotés, nous nous inspirons du cas euclidien : ils doivent
étre paralleles aux cotés déja construits. Pour cela, nous transportons parallélement le
vecteur Y, le long de yx jusqu’a vyx(t). Nous notons Y(t) € T, )M le vecteur obtenu.
Ce vecteur définit a son tour une courbe autoparalléle dy telle que 0y (0) = vx(f) et
dy (0) = Y'(t). En parcourant cette courbe jusqu’au point dy (), nous construisons le troi-
sitme coté, yx(t) — dy(u) « paralléle » au coté p — 7y (u). De la méme fagon, nous
transportons parallelement le long de vy le vecteur X, jusqu’a vy (u) : nous obtenons le
vecteur X (u), qui définit & son tour une courbe autoparalléle dx, donnant le quatriéme
coté du parallélogramme, vy (u) — dx(t), « parallele » & p — vx(¢).

Il faut alors remarquer que les points dx (t) et dy (u) n’ont aucune raison de coincider !
Le « parallélogramme » ainsi construit n’est pas nécessairement fermé. Nous allons étudier
ce défaut de fermeture pour ¢ et u petits. Dans ce cas, des développements limités sont
possibles pour les fonctions coordonnées des points considérés.

En p, nous avons

d’y}} i
dt (O) - X\p
et i
Vy i
du (0) = Y"’

Au premier ordre en t, nous avons donc
Vi (t) =75 (0) + X}, + ...
et au premier ordre en u A
Yy (u) = 75 (0) + 1Y), + ...
Le champ de vecteurs le long de v, transporté parallele de Y),, vérifie par définition

Yx <% ‘f—Fij]) =0
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Si nous notons t — Y (t) ce champ de vecteurs le long de vx, alors

Yk
YR(t) = Y*(0) + t%(O) +...
e dy’” oYk dy:
% i i
W(O) = o (P)d—tX(O) = -5 (Y X},

compte-tenu de ’équation de la courbe autoparalléle. D’ou la relation

YR(t) = YH0) — Tl (p) XY + ..

p '

De méme, le transporté parallele X (u) de X|, le long de vy vérifie

X*(u) = XH(0) — ulky(p) XY

Ip |p—|—...

La courbe autoparalléle 0y est donc donnée, au premier ordre en t et u, par

B (W) = 7% (0) + ¢X}, + ¥y — T () XY+ ...
et de méme o
55 (t) =% (0) + uYLLf + tX(; - turg?i(p)Xfpiqg +...

La non fermeture du parallélogramme est mesurée par la différence
0% (t) = &% (u) = tu (TS, (p) — Thy(p)) XY + ...

ol nous reconnaissons l'expression de la torsion. Ce calcul montre donc que la torsion est
une obstruction a la fermeture de parallélogrammes (construits par la méthode précédente).

Considérons maintenant une connexion linéaire de torsion nulle. Le parallélogramme
construit ci-dessus se referme donc en ¢ = dx(t) = dy(u). Soit Zj, un vecteur de T, M.
Nous pouvons transporter parallélement Z}, jusqu’en ¢ selon deux chemins :

p = yx(t) =0y (0) = dy(u) = ¢

p— v (u) =6x(0) — ox(t) = ¢

Examinons le transport selon le premier chemin. Notons Z(t) le transporté paralléle de Z,
le long de yx jusqu’a yx(t), et considérons ¢ petit. Alors nous avons
k(p\ _ 7k k i 7]
Notons Z(u) le transporté paralléle de Z(t) le long de dy jusqu’a dy (u), et considérons u
petit. Alors
Z8(u) = ZF(t) — ul'*

iJ]yx (t)

YI)Z(t) + ...
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Notons Ff]‘ O = =T%(t) (avec T};(0) = Tf(p)). Alors

81“’€
(1) = T4 (0) + 05 2 ()X +

En ne retenant que les termes en ¢, u, et tu, il reste

i 7]
lp

Z¥(u) = Z§, — i (p) X[, 2 —

Ip

ul'l;(p)

Ip
k
+tu | TE(p)TS () XY Z) — ar()X 7D+ T (p)TE (0 XEYEZ) | + .
WAL a\PIL s \P) Xt p 2y = 50 pZp T is\PIL g \P) R p L p ey

Si maintenant nous transportons parallélement le vecteur Z), jusqu’en ¢ par le second
chemin, nous trouverions la méme expression avec X et Y intervertis et ¢ et u intervertis.
En utilisant alors le fait que Ffj est symétrique en 4, j (torsion nulle), la différence entre
ces deux vecteurs en ¢ vaut

aF?Z aFk k k s J
u| 2 0) — S w) + TEEITSp) — ThITHp) | XiYiZE +.
Nous reconnaissons dans ce terme l'expression de la courbure R(X,Y’)|,Z), associée a
X,Y,Z. Ce calcul montre que si I'on transporte parallélement un vecteur selon un che-
min fermé constitué de courbes autoparalléles, le vecteur transporté ne coincident pas avec
le vecteur de départ. La différence est mesurée, pour des chemins infinitésimaux, par la
courbure de la connexion linéaire.

Remarquons que dans le développement ci-dessus nous n’avons pas considéré les termes
en t? et u2. Un calcul simple montrerait que ces termes disparaissent dans la différence
finale.

1.4. Variétés riemanniennes

Références : 5], 9], [12], [13], [14], [15], [16], [19], [20], [31].

1.4.1. Meétrique

La notion de métrique permet d’introduire une distance sur la variété. Infinitésimale-
ment (dans un plan tangent), la métrique est un produit scalaire.

Rappels sur les produits scalaires

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n, muni d’un produit scalaire non dégénéré
X, Y — (X,Y). Soit {e,} une base de V. Dans cette base, tout vecteur X s’identifie & un
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élément (X) = (X?) de R” ou X = X“%,. Le produit scalaire s’identifie alors & une matrice
symétrique () de taille n x n pour laquelle

(X,¥) = (X)(5)(Y) = X'8,;¥

ou (X) est le vecteur transposé de (X) dans R” et les indices 7, se référent & une base
quelconque de V. Des résultats d’algebre linéaire nous apprennent qu’il existe une base
{e,} dite orthonormale telle que

<6a, €b> = :E(Sab

et donc pour laquelle la matrice (S) est une matrice diagonale

1 0 ... o 0
0
1
(5) =
—1
S
0 0 -1
Ainsi,
(X,V)=X'Y .. 4 XPYP - XPHyPHL o Xy

dans cette base. La signature d’un produit scalaire sur V' est 'entier p —q € Z ou p est le
nombre de 1 et ¢ est le nombre de —1. Ce produit scalaire étant non dégénéré, nous avons
p+qg=n

A tout produit scalaire de matrice symétrique (S) comme ci-dessus, nous pouvons
associer un groupe de symétries O(p, q), sous groupe des automorphismes de V' qui laissent
le produit scalaire invariant : O € O(p,q) si et seulement si O € GL(V) (groupe des
automorphismes de V') et (OX,0Y) = (X,Y) pour tous X,Y € V. Dans le cas ou ¢ = 0,
on note O(n) ce groupe. Ce sont les groupes orthogonaux. En fixant le déterminant a
la valeur 1, on réduit ces groupes aux groupes spéciaux orthogonaux SO(p,q).

Tenseur métrique

Une métrique g sur la variété différentiable M est un tenseur de type (0, 2) symétrique
et non dégénéré au sens suivant : 'application

g, T,M — T M
X = [V = g(X,Y)]

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Nous notons gﬁp son inverse.

Cette expression est 'opération d’élévation et d’abaissement des indices : & un champ
de vecteurs X, nous associons la 1-forme différentielle &« = ¢”X dont I'expression en co-
ordonnées locales est o; = ¢;; X7, ol g;; = g(%;, 2

57 557) (en tout point p de la carte locale
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considérée, (g;;(p)) est une matrice symétrique inversible) ; et a une 1-forme différentielle
« nous associons le champ de vecteurs X = gfa par X' = g”a; ot (¢”(p)) est la matrice
inverse de (g;;(p))-

Au dessus de chaque point p de M, g), définit un produit scalaire sur T, M :

(X\paylp) = glp(leaY\p)

La non dégénérescence de g au sens ci-dessus équivaut a la non dégénérescence au sens du
produit scalaire pour tout p € M.

Comme g est un tenseur, 'application p +— « signature de g|, » est continue. Or, comme
elle est a valeurs dans les entiers, elle doit étre constante (on suppose M connexe). Il est
donc possible de parler de la signature de g.

Nous dirons que g est une métrique riemannienne si g a pour signature n, la dimen-
sion de M, et g est une métrique lorenztienne (ou pseudo-riemannienne) si g a pour
signature n — 2. Dans le cas riemannien, les produits scalaires sont définis positifs. On dira
que la métrique est définie positive.

Champs de vecteurs de Killing

Un difféomorphisme F': M — M est une isométrie pour la métrique g si
F: (L,M, gp) = (Trp)M, 9ir@)

est une isométrie d’espaces vectoriels munis de produits scalaires. On peut considérer la
version infinitésimale de ce concept en remplacant le difféomorphisme par un champ de
vecteurs.
Nous dirons qu'un champ de vecteurs X sur M est un champ de vecteurs de Killing
si
LXg =0

Cette relation s’écrit encore, compte-tenu de la définition de la dérivée de Lie sur les
tenseurs

Xg(}/, Z) = g([XvY]7Z) +g(Y7 [Xa Z])

Le flot ¢; de X est alors une isométrie de (M, g).
Il est facile de voir que si X et Y sont deux champs de vecteurs de Killing, alors

[X, Y] est aussi un champ de vecteurs de Killing. Donc les vecteurs de Killing forment une
sous-algebre de Lie de I'(M).

Intégrale de Lebesgue

Nous avons vu que pour intégrer une fonction f sur une variété différentiable M, il
faut disposer d’une n-forme différentielle qui ne s’annule en aucun point de M. Une condi-
tion nécessaire et suffisante pour avoir une telle forme différentielle est que la variété soit
orientable.
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En réalité, il est possible de se passer de l'orientabilité en définissant une mesure sur
une variété différentiable riemannienne M en posant, pour g la métrique sur M, et f une
fonction sur M a support dans un ouvert U d’une carte locale (U, ¢) de M :

/fdv:/ (f\/1g]) 0 o7 Mdxt ... dx"
U $(U)

ot (%) sont les coordonnées locales sur U et |g| est la valeur absolue du déterminant de la
matrice (g;;) dans la base (2-).
Lors d'un changement de coordonnées locales, (z%) — (2), le déterminant de la mé-

trique se transforme en
ol 1) = | (22
—> =
g g Ol
et dx'...dx" se transforme en

oz’
Aot dp™ = ,

Le produit fait donc apparaitre le jacobien du changement de coordonnées, comme il faut
s’y attendre pour un changement de coordonnées dans une intégrale sur une ouvert de R".
L’intégrale fU fdv est donc parfaitement définie. En utilisant une partition de I'unité sur
M, nous pouvons définir l'intégrale
/ fdv
M

ot « dv = +/|gldz"...da" » est 'élément de volume riemannien de (M, g).

Dans cette définition de I'intégrale, nous ne définissons donc pas un objet global qui
serait une n-forme différentielle partout non nulle, mais une « mesure de Lebesgue » dwv.
Géométriquement, cet objet est une densité sur M.

2
9]

dzt ... dx"

1.4.2. Connexion de Lévi-Civita

Connexion linéaire compatible avec une métrique

Une connexion linéaire V sera dite compatible avec la métrique g si
X-g(Y,Z)=g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)

pour trois champs de vecteurs quelconques X, Y, Z sur M. Nous dirons aussi que V est une
connexion métrique. Il est facile de voir, grace a la définition de Vx sur les tenseurs,
que cette relation est équivalente a

VXg: 0
pour tout X € I'(M).
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Il existe une unique connexion sans torsion compatible avec la métrique ¢, c’est la
connexion de Lévi-Civita, qui a pour expression :

1
Iy = 59“(@'9& + 0i9¢j — Ougij)
Soient p et ¢ deux points distincts de M, et v : [t,,¢,] — M une courbe (C' par
morceaux) joignant p a q : y(t,) = p et v(t,) = ¢. La longueur de la courbe 7 est
I'intégrale

Lpa) = [ a0

Dans le cas ot v n’est pas dérivable partout, on considére la somme de ces intégrales
prises sur les intervalles ou elle est C'. La distance riemannienne d(p, q) entre p et q
est le minimum des longueurs L(p, q,7) lorsqu’on considére toutes les courbes v (C! par
morceaux) joignant p a gq.

Pour une connexion de Levi-Civita, les courbes autoparalléles sont appelées géodé-
siques. Elles minimisent localement la longueur L(p,q,) (pour des « petites perturba-
tions » de 7). Le minimum (absolu) donnant la distance n’est pas nécessairement atteint
par une courbe. Une géodésique joignant p a ¢ dont la longueur est exactement la distance
d(p, q) est appelée minimalisante.

L’application transport paralléle le long d'une courbe devient une isométrie :

I (X5 Y) = 90 (S0 X, oY)
En particulier, dans le cas ot v est une géodésique, puisque le champ de vecteurs 7 est
parallele le long de v, g1y (7(t),¥(t)) est constant pour tout ¢. En d’autres termes, le

vecteur tangent a v a une longueur constante. Si cette longeur vaut 1, on dit que t est le
parameétre canonique de la géodésique 7.

Tenseur de courbure de Riemann

La courbure de la connexion de Lévi-Civita pour une métrique g sur M est appelée
courbure de Riemann et vérifie

pour X, Y, Z T champs de vecteurs sur M. Cette expression s’écrit encore
Ryeij = — Rk

ou nous abaissons l'indice k grace a g.
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Tenseur de Ricci et courbure scalaire

Le tenseur de Ricci est le tenseur

R = R}

i kj

obtenu par contraction du tenseur de courbure de Riemann. On remarquera qu’en réalité,
la courbure de Riemann et la courbure de Ricci peuvent étre définie pour des connexions
linéaires sans faire intervenir de métrique. La notions suivante, par contre, fait usage de la
métrique.

Si nous contractons la courbure de Ricci en utilisant la métrique, nous obtenons la
courbure scalaire

R = Rijglj

C’est une fonction sur M a valeurs dans R.

Le tenseur de Ricci et la courbure scalaire interviennent dans les équations de la théorie
d’Einstein de la gravitation.

1.4.3. Coordonnées normales

Soit V une connexion linéaire sur M. Pour tout vecteur X, € T,M, on sait qu’il existe
une unique courbe autoparallele yx sur M telle que vx(0) = p et yx(0) = X).

Pour tout A € R*, la courbe ¢ — vx(At) = 7(t) est aussi autoparallele, de conditions
initiales ¥(0) = p et 7(0) = AX|,. Cette courbe est donc associée au vecteur X\, de T, M.
On la note J(t) = yax(t). Ainsi, yax () = vx(At).

Si yx est définie pour t €] — g1, e9, alors yyx est définie pour t €] —e1 /A, e2/A[. Ainsi,
quitte a multiplier X, par un scalaire plus petit que 1, on suppose que yx est définie pour
t = 1. Dans ce cas, pour tout 0 < A < 1, v,x est aussi définie pour t = 1. On pose Vj le
plus grand ouvert de T,M tel que si X, € Vj, alors yx est définie en ¢ = 1. Cet ouvert
contient bien str 0 € T,M. Sur cet ouvert, on définit 'application exponentielle

exp,: Vo = M
Xpp = x(1)

Cette application induit alors un difféomorphisme entre Vj C 7T, M et un voisinage ouvert
Up de p dans M. Siu : R" — T, M est un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors exp,, ou :
W C R* — U, définit une carte locale (U, (exp, ou)™') contenant p. Les coordonnées
sur U, données par cette carte locale sont les coordonnées normales en p associées a
V et u. Elles sont centrées en p. Dans ce systéme de coordonnées, si X, € T,M s’écrit
Xp=(X L., X™) € R", alors la courbe autoparalléle vx a pour expression simple

iy v
Vx () = X't
de plus, si I‘ék sont les composantes de la connexion dans ce systéme de coordonnées, on a

() + () =0
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En particulier, si la connexion est sans torsion, on a
i —
jk(p) =0

Bien siir, en dehors du point p, les symboles de Christoffel n’ont aucune raison d’étre nuls.

Dans le cas ou la variété M est riemannienne, et ot V est la connexion de Lévi-Civita,
on peut choisir u de telle fagon que les vecteurs %(p) forment une base orthonormée
de T,M. En dehors de p, on ne peut rien imposer de tel. Nous dirons qu’on a alors des
coordonnées normales riemanniennes, ce que nous allons supposer pour la suite. Ainsi,
dans ce systéme de coordonnées, la matrice de la métrique en p, g, est diagonale (d’¢léments
+1 si la variété est riemannienne, et +1 si la variété est pseudo-riemannienne) et Fék (p) =0.

Pour r > 0, on définit B(p,r) le voisinage de 0 dans T,M des vecteurs X, tels que
[ Xipll = 1/ 91p(Xjps Xjp) <7

et on définit U(p,r) le voisinage de p dans M des points tels que Y ,(z")* < r ou les '
sont les coordonnées normales. Alors il existe un r > 0 tel que

— exp, : B(p,r) — U(p, ) soit un difféomorphisme;

— chaque point ¢ € U(p,r) peut étre joint & p par une géodésique unique contenue dans

U(p,r), et dont la longueur est exactement d(p, q) ;

— U(p,r) peut étre caractérisé comme ’ensemble des points ¢ de M tels que d(p, q) < r.
Cet ouvert U(p,r) ressemble donc localement & un ouvert étoilé de R™, a la différence que
les segments de droite dans R™ sont remplacés par des géodésiques (qui sont les « droites »
en géomeétrie riemannienne).

Dans la théorie d’Einstein de la gravitation, I'espace-temps est une variété pseudo-
riemannienne dont la métrique est reliée a la distribution de matiére. Tout corps libre, y
compris les photons, suivent des géodésiques dans cet espace-temps. Le principe d’équiva-
lence permet de compenser localement ’action du champ de gravité en se plagant dans un
repére accéléré. Dans ce repére inertiel, on doit retrouver la physique d’'un espace-temps de
Minskowski, c’est a dire une métrique diagonale (d’éléments +1), et dont les symboles de
Christoffel sont nuls (les forces d’inertie sont représentées par les symboles de Christoffel
dans cette théorie). En réalité, mathématiquement, il est impossible de trouver dans tous
les cas un tel repére local, c’est & dire sur un ouvert de la variété espace-temps, aussi petit
soit-il. Par contre, en un point p quelconque, grace aux coordonnées normales rieman-
niennes, on peut rendre la métrique diagonale et annuler les symboles de Christoffel. Cela
correspond tout a fait a ce qui est recherché dans un repére inertiel. Malheureusement, cela
ne peut se faire qu’au point lui-méme, et non dans un de ses voisinages.

1.4.4. Bases non-coordonnées, repéres locaux
Définitions

Soit p € M. Dans l'espace vectoriel T,M, au lieu de prendre la base naturelle {0;(p)} =
{gxi (p)} fournie par un systéme de coordonnées locales, nous pouvons prendre toute autre




48 Chapitre 1 Variétés différentiables

base, c’est a dire n vecteurs indépendants. On parle alors de base non coordonnée. Si on
souhaite travailler localement autour de p avec de telles bases dans chaque espaces tangents,
il est souhaitable de se donner localement n champs de vecteurs locaux indépendants en
tout point de leur définition. Nous parlerons alors de repére local’®. Les repéres locaux
{0;} sont appelées holonomes et les autres non holonomes.

Dans ce qui suit, nous allons considérer une variété munie d’une métrique g. Nous
pouvons alors prendre un repére local tel qu’en chaque point, g ait une expression diagonale
avec des ceefficients £1, selon sa signature. Nous dirons alors que nous avons un repére
local orthonormé.

Supposons donc que localement, au dessus d’'un ouvert U de M, nous ayons n champs
de vecteurs {e,} (nous réserverons les indices i, 7, k,... aux bases holonomes) tels que
g(€q,ep) = 0qp (nous supposerons, pour simplifier, que g est définie positive). Ces champs
se décomposent sur un repére local holonome : e, = €,'0; o, pour tout p € U, (e,'(p)) €
GL(n,R). La matrice inverse sera notée (e;°) : U — GL(n,R). Posons {#°} le repére dual
de {e,}. Les 6% sont n 1-formes linéairement indépendantes définies localement. Alors on
a 0% = e’ et g = 0,40% @ 0.

Dans un repére local non holonome, les crochets de Lie ne sont plus a priori nuls. En
toute généralité nous écrivons [e,, €;] = CSec, ot les C¢, sont des fonctions de U vers R
qui vérifient C5, = —Cf,.

Si M est munie d’'une connexion, nous posons V. e, = I'C,e.. La torsion s’écrit alors
T="Tke, ®0° R0 avec

a __ Ta a a
Tbc — Ybec teb Cbc
Nous lui associons les 2-formes de torsion a valeurs vectorielles
T = 1 AN
- be
2
La sommation porte sur toutes les valeurs de b et c.

Nous effectuons un traitement similaire pour la courbure : R = R% q4e, ® 0° ® ¢ ® 0,
et lui associons la 2-forme de courbure & valeurs matricielles

1
R, = §Rabcd66 A 04

La sommation porte sur toutes les valeurs de c et d.
Enfin nous définissons la 1-forme de connexion & valeurs matricielles :

a a C
Wp = Cbe

5Dans la terminologie habituelle, un repére est la donnée d’un point et d’une base. Cela correspond
bien & ce qu’on fait ici : & chaque point p d’un ouvert de M on attache une base dans 7T}, M.
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Identités

Cette écriture particuliere de la torsion et de la courbure permettent de faire apparaitre
des relations simples entre ces quantités, les équations de structure de Cartan :

T = do" + W'y N O°

R = dw®y + W N WS
et les identités de Bianchi :

dT* +w* . NT = R NO°
dRab + wac A Rcb — Rac A wcb =0

Nous démontrerons ces équations en 3.5.

Ces équations peuvent étre utiles dans la pratique : elles permettent par exemple de
calculer plus facilement les ceefficients du tenseur de courbure de la connexion de Lévi-
Civita d'une métrique donnée (voir [19, page 355|).

Changement de repére

Le choix du repére local orthonormé n’est pas unique : une rotation de chaque base
(différente en chaque point si on veut) donne encore un repére orthonormé. Soit (A%(p)) €
O(n) une telle rotation, qui dépend en toute généralité du point p € U ou l'on se place.
Alors un nouveau repére local orthonormé peut étre défini par les champs de vecteurs
locaux €], = e,(A™')" . Son repére dual est donnée par 6’ * = A%,6".

I1 est alors possible de montrer que les nouvelles expressions de la 1-forme de connexion
et de la 2-forme de courbure sont :

W/ab — Aacwcd(A_l)db + Aacd(A—l)cb
R/ab — AaCRcd<Afl)db

Nous remarquons que la 2-forme de courbure se transforme de fagon tensorielle, alors que
la 1-forme de connexion admet un terme supplémentaire qui 'empéche d’étre tensorielle.
Nous comprendrons tout cela beaucoup mieux lors de I’étude des connexions sur les fibrés.
Si nous notons (w) et (R) les matrices définies ci-dessus (matrices dont les coefficients
sont des 1-formes et 2-formes!), alors toutes ces équations prennent la forme compacte :

(R) = d(w) + (w) A (w)

(w) = Aw)A™" + AdA™!
(R) = A(R)A™

Il
=

Ces transformations qui correspondent & un changement de repére local, sont les trans-
formations de jauge que connaissent les physiciens.



50 Chapitre 1 Variétés différentiables

Expression de la différentielle

Lorsque nous travaillons avec de tels repéres locaux non holonomes, certaines formules
écrites jusqu’a présent changent de forme. Le premier exemple que nous venons de rencon-
trer est 1)) =1I'y, — 'Y — CY. ou apparaissent les fonctions Cj..

Regardons maintenant la différentielle. Décomposons n € Q' (M) sur le repére local des
1-formes différentielles {#*} par n = 1,0% ou 1, : U — R sont n fonctions. Au dessus de
U, nous avons donc

dn = (dna) A0 + 1ed”

Il nous faut calculer df* pour connaitre I’expression compléte de la différentielle dans ce
contexte. Par définition de d, nous avons

dO°(eq, ep) = €q - 0°(ep) — ey - 0°(eq) — 0°([eas €1))
=e,- 0y —ep- 05— Cp.

Or, 0; et d; sont des constantes au dessus de U, les deux premiers termes sont donc nuls.
Il reste dO°(eq, €5) = —CY{.. D’autre part,

1 1
§cgeed N (ear ) = 5C, (6288 — 670¢)
1 1
= 50— 5Ch
- Ogb

ol nous sommons sur toutes les valeurs des indices d et e. Nous avons ainsi I’expression de
la différentielle sur les 1-formes du repére local :

1
do° = =5 Co0" A 0
ol nous sommons sur toutes les valeurs des indices a et b. Il faut bien siir comparer cette
expression a d(dz') = 0.
Le calcul donne donc, pour la 1-forme quelconque 7 :

1
dn = dn, N\ 0% — §nacgceb A 6°
Or,
dne N0 = (e - 12)60° A 6°
ebiﬁmaﬁb A ¢
1

= 5 (ebiainc - 6ci@inb) eb A QC

d’ou finalement )
dn = 5 (ebiamc - eci&-nb - naC’gc) 0% A 6°

ol nous sommons sur toutes les valeurs de b et c.
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1.4.5. Théorie de Hodge
L’application x

Soit p € M. Comme les espaces vectoriels A"T>M et A" "TyM sont de mémes di-
mensions, les espaces Q" (U) et Q" "(U) sont isomorphes pour des ouverts assez petits
UcCM.

Dans le cas ou M est orientable et munie d’une métrique g que nous supposerons définie
positive, il est facile de réaliser un isomorphisme

O (M) ~ Q" (M)

Pour cela, soit {e,} un repére local orthonormé pour g au dessus d’un ouvert U de M.
Toute r-forme différentielle w s’écrit localement au dessus de U

W= Way a0 N NOU

ot {6°} est la base locale duale de {e,}. Nous posons, au dessus de U,

1
KW = —‘wal._.arebl_._bn&lbl L Orbrgbrer AL A o
(n—r)!

ol €y, p, est complétement antisymétrique en les by ...b, avec €12, = +1. On peut alors
montrer que :
— Les expressions locales *w se recollent sans ambiguité sur M tout entier, et définissent
une (n — r)-forme xw € Q" "(M);
— 4 xw=(—1)"™"yw pour w € Q"(M).
La premiére propriété utilise de facon essentielle I'orientabilité de M. La seconde propriété
assure que

x: Q' (M) — Q" (M)

est un isomorphisme. C’est I'isomorphisme *x de Hodge.

Produit scalaire

Cet isomorphisme permet de définir un produit scalaire sur Q" (M) lorsque la variété
M est en plus compacte, en posant, pour w,n € " (M) :

= [ ane

Il est facile de montrer que (w,n) = (n,w) et que ce produit est défini positif si la métrique
est riemannienne. Si la métrique n’est pas définie positive, ce produit scalaire ne I'est pas
non plus.
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Codifférentielle

Ce produit scalaire sur Q*(M) permet de définir un opérateur adjoint de la différentielle
d. On définit
§: Q" (M) — Q1 (M)

en posant
(dw,n) = (w,0n)

pour tous w € Q"1 (M) et n € Q" (M). § est appelé la codifférentielle de (M, g). On
peut démontrer qu’elle prend la forme

S = (_1)m"+n+1 %

sur Q"(M), et que 6% = 0 sur Q(M).

Une forme différentielle w € Q" (M) est cofermée si dw = 0, et coexacte si w = In
pour n € Q" (M).
Laplacien

Le laplacien est ’application
A=dé+dd: Q" (M) — Q(M)

On dira que w € Q" (M) est une forme harmonique si Aw = 0. On peut montrer que w
harmonique équivaut & w fermée et cofermée.

On a alors le théoréme de Hodge : si M est une variété riemannienne orientable
compacte sans bord, alors toute r-forme différentielle w se décompose de fagon unique en

w=da+ 0900+

ou 7 est une r-forme différentielle harmonique.
En d’autres termes, on a la décomposition de Hodge :

QM) =Imd®Imd® Ker A

Grace a cette décomposition, il est possible de montrer que la cohomologie de de Rham de
M n’est autre que H(M,d) = Ker A. Ceci justifie 'importance du laplacien et des formes
différentielles harmoniques, qui constituent des représentants de choix dans les classes de
cohomologie de de Rham de M.

1.4.6. Exemple de R?

Le calcul vectoriel sur R3

On va montrer ici que les objets introduits jusqu’a présent sont bien connus sous d’autres
formes dans le cas particulier de la variété R® munie de la métrique euclidienne g = (d;;)



Section 1.4. Variétés riemanniennes 53

et de son orientation habituelle. On notera x,y, z les trois fonctions coordonnées globales
sur R3.

On remarque tout d’abord que 'application ¢* qui associe & tout champ de vecteurs une
1-forme différentielle est « triviale », au sens ot & un champ de vecteurs v de composantes
(vg, vy, v;), on associe la 1-forme différentielle de mémes composantes. C’est ce qui fait que
sur R3, on ne distingue pas, en régle générale, vecteurs et 1-formes.

Remarquons maintenant que Papplication * identifie Q'(R?) a Q*(R?), et Q°(R?) &
O3(R3). Sur R3, il ne reste donc que les fonctions et les 1-formes différentielles, qui sont
elles-mémes identifiées aux champs de vecteurs! Sur R?, un champ de vecteurs qui provient
en réalité d’'une 2-forme est un pseudo-vecteur. De méme, une fonction qui provient
d’une 3-forme est un pseudo-scalaire. Cette dénomination vient du fait que ces vecteurs
et fonctions dépendent de 'orientation (ce qui n’est pas le cas des vecteurs et des scalaires
ordinaires). En effet, ils sont définis en utilisant I'opération x qui dépend de I'orientation.
Par exemple, il est bien connu que le champ magnétique B est un pseudo-vecteur. L’objet
plus fondamental indépendant de I’orientation dont il découle est une 2-forme différentielle.

Le calcul vectoriel sur R? « cache » les opérations diverses que nous venons de définir
de facon générale sur les variétés différentiables en des opérateurs vectoriels, comme nous
allons le voir.

Soit f : R® — R une fonction différentiable. Alors df est une 1-forme différentielle, et
en utilisant ¢* on a

g'df = grad f

Ce vecteur est le gradient de f. Le gradient peut étre défini en dimension quelconque et
sur toute variété riemannienne.
Soit ¥ un champ de vecteurs sur R3. On lui applique les opérations successives :

v 1-forme différentielle
%’V 2-forme différentielle
d* @0  3-forme différentielle
xd * ¢°U  fonction

v champ de vecteurs

—
—
—
—

Cette fonction est la divergence du vecteur v :
wd x g0 = div ¥

Cette définition est valable en toute dimension. Nous avions déja défini une notion de
divergence associée a une forme de volume. La divergence que nous venons d’introduire
coincide avec cette définition pour la forme volume riemmanienne w = x1 = \/gdxl coodz”
(ici le déterminant g de la métrique est supposé positif).

Soit enfin la série d’opérations :

¥ champ de vecteurs — ¢’T 1-forme différentielle
—  dg’v 2-forme différentielle
— *xdg’U 1-forme différentielle
— ¢ *dg’0 champ de vecteurs
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On a alors
—

¢° * dg’v = rot 7
Ce vecteur est le rotationnel de v. Cette définition n’a de sens qu’en dimension 3.

Comme on I'a déja remarqué, * fait intervenir 1’orientation. Donc, si on I'applique deux
fois dans une telle série d’opérations (exemple de la divergence), le résultat est indépendant
de orientation. Par contre, si * n’est appliquée qu’une seule fois (ou un nombre impair de
fois), le résultat dépend de l'orientation. C’est pourquoi le rotationnel d’un vecteur est un
« pseudo-vecteur », au sens qu’il dépend de 'orientation.

L’opérateur laplacien A vaut, sur les fonctions, I’opposé du laplacien habituel. Dans R*
munie de la métrique de Minkowski, cet opérateur dé+dd n’est autre que le d’Alembertien
qui intervient dans les équations d’ondes (& un signe prés éventuel).

Les relations bien connues entre les opérateurs vectoriels sont des conséquences de
relations entre les applications ¢, g%, d, et les formules suivantes qu’il est facile de montrer :

T -0 = *(g"V A *xg"0)

TAW = ¢* * (¢"T A W)
La premiére de ces formules est valable en toute dimension, alors que la seconde n’a de
sens qu’en dimension 3, ou le produit vectoriel de vecteurs est défini. Le laplacien vectoriel,

défini en analyse vectorielle ordinaire comme le vecteur obtenu en appliquant le laplacien
ordinaire sur chaque composante d'un vecteur, a ici pour expression

AT = gH(dd + dd) g’V
(le laplacien vectoriel ordinaire vaut bien str l'opposé de cette expression). Ainsi, par
—7 — . , . )
exemple, rot grad = 0 et divrot = 0 sont des conséquences directes de d° = 0,
rot rot & — grad divd = ¢f % dg’¢* x g’ — ¢*d = d * ¢’
= ¢*(0d + do) g’V
= A7 (= _Aordinaire77>
et
div (7 A 0) = *d * ¢’ (¢* * (¢"T A g"T))
= +d(¢’U N ¢'D))
= +(d(¢’0) A ¢"F — g"T A d(g"0))
= #(xg’ (¢  dg"T) \ g') — +(g'T A xg’ (¢ * dg’ @)

= (rot ¥) - @ — ¥ - (rot )

Coordonnées cartésiennes

Les trois fonctions coordonnées globales z, y, z sur R3 sont appelées habituellement
coordonnées cartésiennes.
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, ... Cest un

Pour ces coordonnées, on choisit le repére holonome (7,7, k) ou 7 = %

repére orthonormé pour la métrique euclidienne

oz Yoy Yoz 100
9= | 9yz Gyy YGy= = 010
Gow Gzy Go- 001

Dans ces coordonnées, le gradient d’une fonction f s’écrit

— _af—» af—» 8f_’
grad f = 8:17@+ dy + sz

la divergence d'un vecteur ¥ = v,7+ v,7+ v.k a pour expression

vy n % N ov,
or Oy 0z

dive =

le rotationnel de v prend la forme

e B (AL W (LTI W (TR
S \oy 0z 9. oz )’ oxr Oy

et enfin le laplacien de f s’écrit

_orf oif  0%f

Af= or?  0y?> 022

Il serait possible bien siir de donner une expression du laplacien sur des vecteurs (dans
I'identification « vecteur = 1-forme différentielle »), ce que nous ne ferons pas ici.

Sur R3, il est naturel et utile de considérer des systémes de coordonnées autres que
les coordonnées cartésiennes. Les deux systémes de coordonnées les plus connus sont les
coordonnées cylindriques et les coordonnées sphériques. En toute rigueur, ces systémes de
coordonnées ne sont valables qu’en dehors de 0 € R3. Pour ces systémes de coordonnées,
le repére cartésien est mal adapté, et on recourt aux repéres cylindriques et sphériques.

Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques autour de 'axe (Oz) de R? sont (r,0, z), reliées aux
coordonnées cartésiennes (z,y, z) par

Tz =1rcosf
y =rsinf
z=2z

avec r > 0 et 0 < 0 < 27. Dans ce systéme de coordonnées, la métrique euclidienne sur R?
prend la forme

Grr Gro  Grz 1 0 0
g= 1|90 900 go-]=1{0 1> 0
9zr G20 YGzz 0 0 1
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On peut obtenir cette matrice en considérant les champs de vecteurs

% = cosﬁg—x + sin@a—y
% = —rsinﬁg—x + ’rcosﬁg—y
A
0z 0z
Alors g, = g (%, %) etc., et on connait g sur %, g—y et %.

Le repére cylindrique est défini en chaque point (r, 6, z) par les trois vecteurs orthonor-
més (., Uy, U,) donnés par

0
U, = cosf 7+ sinf 7= —
or
10
g = —sinf 7 0r7=-——
Ug sing 14 cosv - 90
- 0
_’\Z:k:—
“ 0z

C’est un repére non holonome orthonormeé.
On peut alors, par exemple, calculer le gradient d’une fonction f dans ces coordonnées

giadf= 20 1070 | 0f0
BT = o or T2 0000 T 9z 02
_of . 10f . Of

o T gt T gLt

On peut calculer les opérateurs div et rot par une méthode semblable, et on trouve, pour

U = Uy, + Vglly + V.U,
ov, n 1 n 1 Jvy n ov,
or r r 00 0z

— lavz_% 0, + 81)7«_% 0y —+ %+1 _lavr T
~\r 06 0z e 0z or Ho or rve r 00 b

Enfin, le laplacien de f prend la forme

CRf 19f  1Af O
A =gn ot e o

divv =

<y

—
rot

Coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériques centrées en O sont (r,6,p), reliées aux coordonnées
cartésiennes par
x =rsinfcosy
y =rsinfsing

z=1rcosf
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avecr >0,0< 0 <7met0<p <27 On a alors

: 0 . .0 0
— :sur19cosgp% —l—sm@smgpa —|—COSQ&

or
0 .
50 rcos@coswg +TCOSHSlngoa— —rsm@a
0 .0 : 9
% = —rsm&smgo% —i—rsm@cosgpa—y
d’ou
0 0

Grr Gro Gro
g= |\ 96r Goo Yoo
g ©r g bl g P

Le repére orthonormé adapté a ce systéme de coordonnées est donnée par

0
U, = sinf cos ¢ 7'+ sinfsin ¢ 7+ cosf k= o
r

10
ue—cosﬁcosgoZ—i-cos@smgpj—smék—

r 06
- o T4 . 1 0
i, = —siny ¥+ cos = —
v v v rsinf dyp

Par un calcul analogue au précédent, le gradient d’une fonction f s’écrit
0 f 0 10f0 1 ofo
orad f = L -z
e = S T 20000 T rsintd 0, 0p
_of ., 190f i+ 1 of

7 Ur an —0 U
ST 90" T e dp ¥
De méme, on peut calculer les opérateurs div et rot sur le vecteur ¥ = Uplly + Vol + Vi,
div 7 8"0,,_1_2 +1809+0059 N 1 Ov,
v = SU ko —v .
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Enfin, le laplacien de f prend la forme
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1.5. Groupes d’homotopie

Références : 4], [7], [12], [20], [29].

Nous revenons ici a un point de vue plus topologique sur les variétés. Nous abandon-
nons provisoirement ’aspect différentiel que nous venons d’étudier, pour ne regarder que
I’aspect topologique. Bien siir, ce qui va suivre sera valable en particulier pour des variétés
différentiables. Nous allons associer a tout espace topologique M des ensembles qui donnent
des informations sur sa topologie.

1.5.1. Composantes connexes par arcs

Soit p € M un point de M. Nous dirons que ¢ € M est dans la méme composante
connexe par arcs que p, s'il existe une courbe v : [0, 1] — M, continue, telle que (0) = p
et v(1) = ¢. Donc, par définition, les points d’une méme composante connexe par arc de
M peuvent étre reliés entre eux par une courbe continue dans M. Nous noterons my(M)
I’ensemble des composantes connexes par arc de M.

Nous dirons que M est connexe par arc si mo(M) est réduit & un seul point, c’est a
dire si M n’a qu'une seule composante connexe par arcs. Un espace topologique connexe
par arcs est connexe.

1.6.2. Le groupe fondamental

Dans ce qui suit, M désigne un espace topologique connexe par arc.

L'ensemble 7 (M)

L’ensemble le plus utilisé dans les applications qui nous concerne est certainement 1’en-
semble 71 (M ). Nous allons voir que cet ensemble peut étre muni d’une loi de composition
interne qui en fait un groupe.

Soit pg € M un point quelconque de M, fixé. Nous posons € '(pg) I’ensemble des courbes
v :[0,1] — M telles que ¥(0) = (1) = po. Ce sont donc les courbes qui commencent et
se referment en py. €(pg) est I'espace des lacets centrés en py, et nous dirons que
v € €(po) est un lacet.

Il faut remarquer que si v, est un lacet v : [a,b] — M tel que v1(a) = 71(b) = py, alors
il existe un lacet v € € (po) qui passe par les mémes points de M que 7. Il suffit en effet
de changer la paramétrisation, par exemple en posant

(1) =mla+i(b—a))

Maintenant, nous dirons que deux lacets vy et v, de €' (py) sont homotopes s’il existe
une application continue F' : [0,1] — € (po) telle que F(0) = vy et F(1) = 7;. On peut
encore voir ' comme une application continue

F:0,1]%[0,1] — M
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avec

F(0,1) = 70(t)
F1,t) =m(t)

pour tout ¢ € [0,1]. Ainsi, pour toute valeur u € [0,1], F(u,-) est un lacet de € (po).
L’application F' permet de déformer contintiment le lacet vy (& u = 0) en le lacet v, (a
u=1).

Bien siir, les lacets ne sont pas toujours homotopes entre eux. Prenons par exemple
pour espace M une couronne. Si vy est un lacet qui ne fait pas le tour du trou, et si v, fait
au contraire le tour du trou, alors il est impossible de déformer v, en ;. En effet, nous
constatons facilement que vy peut étre « contracté » en le lacet v(t) = po, le lacet qui ne
« bouge » pas dans M, alors que le trou de la couronne empéche v, de pouvoir étre ainsi
contracté en un point.

La relation d’homotopie sur les lacets est une relation d’équivalence, qui permet de
quotienter & (po). Nous posons 71 (M, pg) 'ensemble des classes d’équivalence de €' (po)
pour la relation d’homotopie. Nous noterons [y] € m(M,py) la classe d’homotopie de

v € € (po)-

Structure de groupe

Nous allons maintenant donner a I’ensemble 71 (M, pg) une structure de groupe. Pour
cela, nous définissons sur % (py) une composition des lacets. Soient ~, et y; deux lacets de
% (po). Nous notons ;7 le lacet obtenu en parcourant d’abord vy puis ;. Ce lacet, par un
changement de paramétrisation (il suffit de parcourir les deux lacets deux fois plus vite)
est un élément de €' (po). Nous définissons donc une composition interne

% (po) X € (po) — € (po)
(707’71) — 717

Maintenant, il est facile de montrer que [y170] ne dépend que de [y et [y1]. Nous avons
donc un produit

71 (M, po) x w1 (M, po) — m (M, po)
([vol; (1)) = [v0] - [m] = o]

C’est ce produit qui donne a 71 (M, py) une structure de groupe. En effet, I’élément neutre
de ce produit, comme il est aisé de s’en convaincre, est la classe d’homotopie du lacet

Yoo (t) = po pour tout ¢ € [0, 1],

le lacet constant. Nous avons alors

V] - el = 1ol - 1] = 1]
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Si «y est un lacet de €' (py), nous notons 7! le lacet obtenu en le parcourant dans I'autre
sens

7HE) = (1 -1
Alors nous avons
- =0 B = )

C’est a dire que [y~!] est I'inverse de [y] dans 71 (M, py). Muni de ce produit, (M, po) est
donc un groupe, le groupe fondamental de I’espace M en p.

Nous remarquons que ce groupe dépend du point py choisi au départ. Il est cependant
possible de montrer que si gy est un autre point de M, quelconque, alors (M, pg) et
m1 (M, qo) sont des groupes isomorphes. Ceci signifie que la structure de ces groupes est
toujours la méme, quelque soit le point py choisi. Nous notons (M) 'un de ses groupes
sachant qu’il n’est défini qu’a un isomorphisme prés. C’est le groupe fondamental de
Pespace M, appelé aussi groupe d’homotopie d’ordre 1 de M. Nous dirons que M
est simplement connexe si m (M) = {1}, c’est a dire §’il n’y a qu’une seule classe
d’homotopie des lacets, celle du lacet constant.

Nous avons alors le résultat suivant : si M et M’ sont deux espaces topologiques
connexes par arcs homéomorphes, alors 7 (M) et m(M') sont isomorphes.

Cette propriété montre que le groupe fondamental ne retient de M que des caractéris-
tiques topologiques. La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie, comme nous allons le
voir dans les exemples qui suivent.

Exemples

— Le disque, R, R™ ont pour groupe fondamental I’ensemble {1} et sont donc simplement
connexes.

— Le cercle et la couronne ont le méme groupe fondamental, Z. Chaque entier n € Z
est le nombre de « vrais » tours (dans un sens ou dans l'autre, d’ou le signe possible
de n) que fait le lacet autour du trou.

— Pour n > 1, si S" est la sphére dans R™"! alors m(S") = {1}. Ces sphéres sont
donc simplement connexes. Bien que 71 (S™) = m;(R™) pour n > 1, nous n’avons pas
S* ~ R"™!

Remarque

Nous avons vu que M est connexe par arcs s’il est « composé d’un seul morceau ». De
méme, M est simplement connexe s’il « n’a pas de trou ».

1.5.3. Revétement universel

Soit M un espace topologique connexe par arcs.
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Revétement

Soit M un espace topologique connexe par arcs, et une application 7 : M — M. Nous
dirons que (M, 7) est un revétement de M, si pour tout p € M, il existe un ouvert U de
M contenant p et des ouverts deux a deux disjoints {U; };c; de M, ot 'ensemble I est non
vide (il peut étre fini ou infini), tels que

= U U,

iel
et les my, : U; — U sont des homéomorphismes. En particulier, 7 est surjective.

Un revétement M ressemble donc localement a M (chaque ouvert U; est une copie de
U), mais M est plus gros que M, puisque pour chaque p € M, nous avons Card/ points
de M qui s’envoient par 7 sur p (Cardl est le cardinal de ’ensemble I, c’est & dire son
nombre d’éléments, il peut éventuellement étre infini). Il faut remarquer que I ne dépend
pas de p, donc les 7~*(p) sont deg\gnsembles en bijection entre eux, et en bijection avec [.

L’ensemble 77! (p) est la fibre de M au dessus de p. Un revétement ayant des fibres formées
de n points est un revétement a n feuillets.

Revétement universel

Sous certaines hypothéses trés peu restrictives sur M (au moins dans la pratique), il
existe un revétement (M, 7) de M tel que :

- Wl(M ) = {1}, c’est a dire que M est simplement connexe ;

— Pour tout p € M, Pensemble 7~1(p) C M est isomorphe a m (M), c’est a dire

I ~m(M).
(M ,7) est appelé le revétement universel de M. Il est unique & un homéomorphisme
pres. N

Si M est simplement connexe, alors nous pouvons prendre M = M. Si M n’est pas
simplement connexe, nous pouvons lui construire un espace topologique M qui est sim-
plement connexe, et qui ressemble localement a M (en tant que revétement). Au dessus
de chaque point p € M, nous avons autant de point que dans 71 (M). C’est a dire que M
est d’autant plus gros par rapport & M, que 7 (M) est gros, donc que M « n’est pas »
simplement connexe.

L’adjectif universel vient de la propriété suivante : si (My, 1) est un revétement de M,
alors il existe 7 : M — M, telle que (M 7T1) soit un revétement de M;. C’est & dire que
tout revétement de M est « coincé » entre M et M.

Prenons lexemple de M = S!. Dans ce cas, m(S') = Z. Le revétement universel du
cercle est R, et 7 : R — S! est donnée par 7(r) = e*™ pour tout r € R.

Cas d’une variété différentiable

Si M est une variété différentiable, alors nous pouvons prendre pour le revétement
universel M une variété différentiable, et toutes les applications sont des applications dif-
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férentiables.

1.5.4. Groupes d’homotopie d’'ordres supérieurs

Revenons a la définition de 71 (M). Nous avons considéré des lacets «y : [0,1] — M tels
que v(0) = (1) = po. Notons C* = [0, 1] le « cube » a une dimension et C* = {0} U {1}
son bord. Alors un lacet est une application v : C1 — M telle que v(9C") = py.

Pour définir les groupes d’homotopie d’ordres supérieurs, nous considérons C™ = [0, 1]
le cube a n dimensions (cube plein de R™) et dC™ son bord (réunion de cubes de dimension
n — 1). Nous posons €™ (py) 1’ensemble des applications continues v : C" — M telles que
Y(0C™) = po.

Nous dirons alors que 7y et y; sont homotopes, s’il existe une application continue

F:0,1]xC"— M

telle que
F<Oa ) =7
F(lv ) =M
et
F(u,0C™) = pyg

pour tout u € [0, 1]. La relation d’équivalence sur €™ (pg) qui en résulte permet de définir
(M, pg) comme 'ensemble des classes d’homotopie de €™ (py)-

Nous pouvons munir 7, (M, py) d’une structure de groupe. Pour cela, nous définissons
sur " (po) la composition suivante : pour 7g,7; € €"(po), nous posons 7,7, I'application

Yo : € — M
201, 2Z9,. .., %y si0<a <1
(VIVO)(xla"‘)xn> = ,70( b ) -1 ! 2
1271 — 1,29,...,2,) siz < <1

C’est a dire que nous collons le cube C™ de 7 au cube C™ de 7, et contractons le parallé-
lépipede obtenu pour en faire de nouveau un cube C". Il est facile de vérifier que cette loi
de composition définit un produit sur m, (M, pg), qui fait de 7, (M, py) un groupe. C’est le
groupe d’homotopie d’ordre n de M en pj.

Lorsque pg varie dans M, les groupes m, (M, py) sont isomorphes entre eux. Il est possible
de définir le groupe d’homotopie d’ordre n de M, m,(M), a un isomorphisme prés.

A l'exception de (M, Do), tous les groupes d’homotopie sont abéliens. Il est possible
d’établir des liens entre ces groupes d’homotopie et les groupes de cohomologie de de Rham,
qui eux aussi contiennent de 'information topologique.
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Chapitre 2

Groupes et algebres de Lie,
représentations

Nous abordons ici I’étude d’objets mathématiques trés riches car a cheval sur deux
piliers des mathématiques : la géométrie différentielle et 1’algébre. Nous n’aborderons que
trés peu d’algébre, car d’épais traités seraient nécessaires pour parcourir les résultats,
notamment de classification (I’algébre essaie toujours de classer les objets qu’elle traite).
Mentionnons seulement que ces résultats algébriques sont trés utiles en physique. Ainsi en
est-il par exemple de la classification des algébres de Lie. Pour une approche algébrique,
voir [10], [21], [23], [22], [24], [28].

2.1. Définitions

Références : 2], [8], [9], [10], [12], [14], [16], [17], [20], [21], [22], [24], [28], [30].

2.1.1. Groupes topologiques et groupes de Lie

Groupes topologiques

Un groupe topologique G est un espace topologique séparé muni d’une structure de
groupe telle que les applications

GxG—G

(9.h) — gh
et

G—-G
g—g"

soient continues. Ces conditions expriment la compatibilité entre la structure de groupe et
la structure topologique.
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Un homomorphisme de groupes topologiques est un homomorphisme de groupes
entre deux groupes topologiques qui est continu.

Un sous-groupe H de G peut étre muni de la topologie induite par I'inclusion. Ceci fait
de H un groupe topologique, sous-groupe topologique de G.

Groupes de Lie

Maintenant que nous savons concilier structure de groupe et structure d’espace topo-
logique, il est naturel de définir ce qu’est a la fois un groupe et une variété.

Un groupe de Lie G est une variété différentiable munie d’une structure de groupe
(ou un groupe muni d’une structure de variété différentiable) telle que

GxG—3d
(g, h) — gh

et

G —d
g—g !

soient des applications différentiables. Ces conditions expriment donc, comme dans le cas
des groupes topologiques, la compatibilité entre la structure de groupe et la structure de
variété différentiable. Tout groupe de Lie est en particulier un groupe topologique. La
dimension de GG sera sa dimension en tant que variété.

Un homomorphisme de groupes de Lie est un homomorphisme de groupes entre
deux groupes de Lie qui est différentiable.

L’élément neutre e joue un role important dans ces groupes. Nous verrons plus tard
comment il intervient. Cependant, il faut tout de suite remarquer que ce qui se passera
au voisinage de ce point dans G se retrouvera au voisinage de tout autre point en s’y
translatant par multiplication dans le groupe.

Un sous-groupe de Lie H de G est un sous-groupe de GG qui posséde une structure
de groupe de Lie et qui est une sous-variété de G. On peut montrer que tout sous-groupe
fermé de GG est un sous-groupe de Lie.

Exemples

Donnons quelques exemples de groupes de Lie (donc de groupes topologiques) :
— St = {e?/6 € R}, noté aussi U(1). C’est le groupe du cercle
— Les groupes matriciels réels :

Groupe linéaire réel :

GL(n,R) = {M € M(n,R)/ det M # 0}, dimension n?.
Groupe spécial linéaire :

SL(n,R) ={M € GL(n,R)/ det M = 1}, dimension n? — 1.
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Groupe orthogonal : :
O(n) ={M € GL(n,R)/ M'M = 1}, dimension (n? —n)/2.

Groupe spécial orthogonal :
SO(n,R) = SL(n,R) N O(n), dimension (n* —n)/2.

ou M(n,R) est 'algébre réelle des matrices n x n sur R.
— Les groupes matriciels complexes pour lesquels on identifie C & R? :

Groupe linéaire complexe :
GL(n,C)={M € M(n,C)/ det M # 0}, dimension 2n?.

Groupe spécial linéaire :
SL(n,C) ={M € GL(n,C)/ det M = 1}, dimension 2n* — 2.

Groupe unitaire :

U(n) ={M € GL(n,C)/ MTM = 1}, dimension n?.

Groupe spécial unitaire :
SU(n) = SL(n,C) N U(n), dimension n* — 1

ott M (n, C) est I'algébre complexe des matrices nxn sur C et MT est la transconjuguée
de M.

— Soit G un groupe topologique, et H un sous-groupe topologique fermé de G. Dé-
finissons la relation d’équivalence sur G : g ~ ¢ < 3h € H, ¢ = gh. Notons
G/~ = G/H l'ensemble des classes d’équivalence dans G pour cette relation. G/H
peut étre muni de la topologie induite par la projection G — G/H. Alors G/H
est un groupe topologique si et seulement si H est distingué dans G, c’est a dire
Vh € H, Vg € G, ghg~!' € H. 1l est d'usage de noter la classe d’équivalence de g € G
par gH € G/H.

— Si maintenant G est un groupe de Lie et H un sous-groupe de Lie fermé de G, alors
G/H est une variété différentiable de dimension dim G' — dim H. C’est un groupe de
Lie si et seulement si H est distingué dans G.

Dans ce qui va suivre, il sera essentiellement question de groupes de Lie. Nous rencon-

trerons de nouveau les groupes topologiques lorsque nous définirons les représentations.

2.1.2. Algebres de Lie
Définition

Une algébre de Lie g est un espace vectoriel (de dimension finie dans ce qui suit)
muni d’un produit interne noté [X, Y] € g appelé crochet de Lie, tel que

— [X,Y] = =Y, X], antisymétrie;

- [X, Y], Z]+[[Z,X], Y]+ Y, Z], X] = 0, identité de Jacobi.

Des exemples courants d’algebres de Lie sont les algébres matricielles, sous-algébres de

Lie de l'algebre de Lie M(n,R) munie du crochet [A, B] = AB — BA (commutateur des
matrices). Nous en rencontrerons plus loin.
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Un homomorphisme d’algébres de Lie est une application linéaire entre deux al-
gebres de Lie ¢ : g — b telle que

[6(X), o(Y)] = o([X, Y1)

(compatibilité avec les crochets de Lie).
Nous dirons qu'un sous-espace vectoriel fh est une sous-algébre de Lie de g, si pour
tous X,Y € b, nous avons [X, Y] € b, ce que nous écrirons encore

[b,b] Ch

Somme directe d’algebres de Lie

Si g et h sont deux algébres de Lie, alors ’espace vectoriel g @ b est une algébre de Lie
pour le crochet
[Xl S¥ }/I)XQ S¥) 3/2] = [XlaXQ] D [}/17}/2}

C’est l'algébre de Lie somme directe de g et b.

Idéaux

Nous dirons que h est un idéal dans g, si h est une sous-algébre de Lie de g telle que
pour tous X € h et Y € g, nous ayons [X, Y] € b, ce que nous écrirons encore

[b,8] Cb

Nous dirons que h est un idéal propre de g si b est un idéal de g différent de {0} et g.

Si b est un idéal dans g, alors 'espace vectoriel quotient g/h est une algébre de Lie.
Son crochet de Lie est défini comme suit : si (X) et (Y) sont des éléments de g/h, de
représentants X et Y dans g, alors nous posons

[(X), (V)] = (X, Y])

Il est facile de montrer que ce crochet est bien défini lorsque b est un idéal dans g.

Si g et h sont deux algebres de Lie, alors g et h sont des idéaux de 'algebre de Lie g b,
et les quotients respectifs sont isomorphes a h et g.

Les éléments Z d’une algebre de Lie g qui vérifient [Z, X| = 0 pour tout X € g forment
un idéal de g, noté Z(g). C’est le centre de 1’algébre de Lie g. Si g = Z(g), I'algébre
de Lie est dite abélienne, c’est a dire que le crochet de Lie est nul sur g.

L’algébre de Lie dérivée g’ d'une algébre de Lie g est I'algébre de Lie engendrée par
les éléments de la forme [X, Y] ou X et Y sont dans g. g’ est un idéal de g.

2.1.3. Algebre de Lie d’'un groupe de Lie

Nous avons introduit précédemment la notion d’algébre de Lie. En soi, cette notion a
un grand intérét, mais son importance va étre renforcée par la construction qui va suivre :
nous allons associer a tout groupe de Lie G une algebre de Lie g, de fagon canonique. Cette
algebre sera d’un grand intérét pour 1’étude du groupe lui-méme.
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Translations a gauche et a droite

Pour introduire cette algébre de Lie, il nous faut considérer deux applications particu-
lieres sur le groupe.

Ly:G—G
h +— gh

est la translation & gauche sur le groupe.

R,:G—G
h +— hg

est la translation a droite sur le groupe. Ces deux applications sont des difféomorphismes
du groupe!.

Champs de vecteurs invariants

Si X est un champ de vecteur sur G, nous dirons que
— X est invariant & gauche si Vg € G, Va € G, T,L,X|, = X4, o2l pour mémoire
nous rappelons que nous avons 1, L, : T,G — T,,G. Nous pouvons encore écrire cette
condition sous la forme
L, X=X

pour tout g € G.
— X est invariant a droite si Vg € G, Va € G, T, Ry X |, = X4
La valeur en ga d’un champ de vecteurs X invariant a gauche est lié¢ par la translation
a gauche a sa valeur en a, en particulier pour a = e : X|; = T,L;X|.. Donc un champ
de vecteur invariant a gauche est complétement déterminé par sa valeur en e. Il en est de
méme pour un champ invariant a droite.

Structure d’algebre de Lie

Sur les champs de vecteurs, nous avons un crochet de Lie. Il est possible de vérifier que
si X et Y sont des champs invariants a gauche sur G, alors [X,Y] est aussi invariant a
gauche.

Nous définissons alors 1’algébre de Lie du groupe de Lie G, g, comme l'espace
vectoriel des champs de vecteurs invariants & gauche sur G muni du crochet de Lie des
champs de vecteurs, qui est bien interne. C’est bien une algebre de Lie (sous-algebre de Lie
de l'algeébre de Lie de dimension infinie des champs de vecteurs sur G).

Il est légitime de se demander pourquoi avoir choisi les champs de vecteurs invariants
a gauche. En fait, nous aurions pu prendre aussi bien les champs de vecteurs invariants

'Dans le cas ol G serait seulement un groupe topologique, ces deux applications ne seraient que des
homéomorphismes.
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a droite. L’algebre obtenue aurait été isomorphe (au sens des algébres de Lie) a celle que
nous avons construite. Il serait juste apparu que nous aurions dii faire un choix correct du
crochet de Lie : un signe serait intervenu dans certaines formules.

Il est aussi légitime de se demander pourquoi se restreindre aux champs invariants a
gauche, plutét que de prendre tous les champs de vecteurs sur GG. Ceci provient d’un fait
trés important : l'algébre de Lie g est isomorphe (en tant qu’espace vectoriel), & Iespace
tangent T,G. En fait, elle est isomorphe & n’importe quel espace tangent de GG. Le choix
de e est fait par commodité. La dimension de I'algébre de Lie de G' (en tant qu’espace
vectoriel) est donc la méme que celle du groupe. En particulier, g est de dimension finie.

Explicitons cet isomorphisme : soit X|. € T,GG. Nous lui associons un unique champ de
vecteurs invariant & gauche, X, défini par Xé = T,LyX|. En e, on a Xlg = X. De la
relation Ly o Ly = Ly, on tire TyLy o T, L, = T.Ly,, ce qui permet de montrer que ce
champ est invariant & gauche. Enfin, il est facile de voir que cette application de T.G dans
g admet un inverse : & un champ invariant a gauche X on associe sa valeur en e. Nous
avons donc 1a un isomorphisme (c’est clairement linéaire) :

T.G~g

Nous venons de voir comment associer une algébre de Lie a tout groupe de Lie. Il existe
une réciproque, c’est le troisiéme théoréme de Lie : si g est une algebre de Lie, alors il
existe un groupe de Lie G simplement connexe dont g est 1’algébre de Lie.

Exemples

Pour les groupes donnés en exemples, nous donnons leur algébre de Lie :

— St a pour algébre de Lie R, le crochet de deux réels étant toujours nul. C’est donc
une algébre de Lie abélienne.

— Nous donnons un tableau de correspondance pour les groupes matriciels :

GL(n,R) — gl(n,R) = M(n,R)
O(n) — o(n) ={M € M(n,R)/ M'+ M =0}
SL(n R) — sl(n,R) = {M € M(n,R)/ TrM =0}
SO(n) — so(n,R) = sl(n,R) No(n)
et
GL(n,C) — gl(n,C) = M(n,C)
U(n) — u(n) ={M € M(n,C)/ M" + M =0}
(n,(C) —5l(n,C) ={M € M(n,C)/ TrM = 0}
SU(n) — su(n) = sl(n,C) Nu(n)

ou le crochet est le commutateur des matrices. Il est habituel de noter un groupe de
Lie avec des majuscules et son algébre de Lie avec des minuscules?.

2Si possible gothiques, pour faire exotique...
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— Le groupe G/H, si H est un sous-groupe de Lie distingué dans le groupe de Lie G :
son algebre de Lie est le quotient d’algébres de Lie g/h si b est 1'algébre de Lie de
H. Le fait que H soit distingué dans G se traduit au niveau des algébres de Lie par
le fait que b est un idéal de g.

2.1.4. Application exponentielle
Définition

Nous allons maintenant construire une application entre g et GG. Cette application est un
pont entre les deux structures, et permet de trouver certaines propriétés de G connaissant
g

Pour cela, soit X € g considéré comme champ de vecteurs invariant a gauche. Il définit
donc une équation différentielle, dont le flot est noté ¢x (¢, g). C'est a dire que :

d¢X (tu g)
g~ Nex(to)
et
éx(0,9) =g

En utilisant I'invariance a gauche de X, il est facile de montrer que

ox(t,g) = Lyox(t,e)

Nous voyons ainsi que le flot est complétement déterminé par la solution de condition
initiale e.

D’une maniére générale, n'importe quel flot sur une variété différentiable (la structure
de groupe n’est pas utile pour cette propriété), vérifie

Oax (;9) = ¢x(t,g)

pour tout A € R*. Cette propriété se démontre par I'unicité du flot.
Nous sommes alors en mesure de définir ’application exponentielle par

exp:g— G
X — ¢x(1,e)

Par construction, cette application vérifie, pour tout t € R,

exp(tX) = ¢X (t7 6)

ox(t,g) = gexp(tX)
dexp(tX)
g Nlexp(tx)

expl=e
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FiG. 2.1 — L’application exponentielle sur le groupe de Lie G est définie a partir du flot
¢x d'un champ de vecteur invariant & gauche sur G (c’est a dire d’un élément de g).

Autres propriétés

L’application exponentielle a de nombreuses propriétés, dont voici quelques énoncés :
— exp : g — G est un difféeomorphisme local sur e € G et

Toexp:Tog~g —g~T.G

est 'application identité. Ceci signifie que G ressemble fortement, autour de e, a g.
Par translation sur le groupe, nous voyons que ceci est vrai aussi autour de n’importe
quel point de G.

— Notons G° la composante connexe de e dans G (c’est a dire I'ensemble des éléments
de G qui peuvent étre reliés a e par un chemin continu). Alors G° est un sous-groupe
de Lie de G. De plus, tout élément g € G° peut étre écrit sous la forme

g =-exp Xiexp Xy---exp Xy

pour k éléments X; de g (k dépend de g).
— En général exp(X +Y) # exp X exp Y. On peut montrer que

exp X expY = exp (X +Y + 1[X, Y]+ i[[X, Y], Y] - L

2 12 12

C’est la formule de Baker-Campbell-Hausdorff. Dans cette formule, si nous

prenons X et Y tels que [X,Y] = 0, alors exp(X +Y) = exp X expY. Clest le cas

par exemple si X =Y : exp((t + ) X) = exp(tX) exp(sX). L’ensemble des exp(tX),

a X fixé et t variant dans R, forme un sous groupe de Lie de GG, appelé sous-groupe
a un parameétre.

Dans le cas d’un groupe et d’une algébre de Lie matriciels, nous avons les faits suivants,
trés utiles en pratique (car la physique n’utilise bien souvent que des groupes matriciels).
Soient A Get M €g:

- TLoAM = AM, c’est a dire que la translation & gauche d’un vecteur revient a le

multiplier a gauche. Cela simplifie nombre de formules!

—expM =) .., %M ¢ c’est a dire que nous retrouvons I'exponentielle des matrices.

[[X,Y],X]+...>
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2.2. Action d'un groupe de Lie

Références : [11], [12], [16], [17], [20], [22].

En mathématiques, un groupe sert a faire bouger les éléments d’un ensemble (par
exemple, le groupe des permutations d'un ensemble fini, le groupe des rotations qui fait
bouger les éléments de R3...). Nous parlons alors d’action du groupe sur cet ensemble. En
géométrie différentielle, les ensembles sur lesquels les groupes de Lie agiront seront des
espaces vectoriels ou des variétés différentiables. Nous en comprendrons l'intérét lors de
I’étude des fibrés. Nous allons ici donner la définition générale de I'action d'un groupe sur
un ensemble, de I'action d’un groupe de Lie sur une variété, et quelques propriétés.

2.2.1. Deéfinitions

Soit E un ensemble. Une action a gauche (resp. a droite) d’un groupe G sur E est une
application
p:GXxFE—FE
(9,2) — &(g,7)

telle que ¢(e,z) = x pour tout = € E, et

¢(g, ¢(h, x)) = d(gh, x)

(resp. ¢(g, @(h,x)) = ¢(hg, x)). Dans ce chapitre, sauf mention contraire, nous ne prendrons

que des actions a gauche, ce qui nous permettra de sous-entendre « a gauche ». Par contre,

nous utiliserons des actions a droite plus loin, lors de I’étude des fibrés. Les résultats sont

essentiellement les mémes. Il est d’usage de noter une action (a gauche) par ¢(g,z) = g- .
Nous noterons, pour g € G,

¢g: E— F
z — ¢(g, )
ou donc ¢, € Aut(FE), groupe des automorphismes de E. Ainsi, chaque élément g de G fait
« bouger » bijectivement les points de E. Sur cette application, les conditions pour que

¢ soit une action sont ¢, = Idg et ¢4 0 ¢, = @4,. On peut aussi voir I'action de G sur F
comme 'homomorphisme de groupes

G — Aut(F)
gr ¢g

Nous dirons que l'action de G sur E est effective si g — ¢, est injective. L’action sera
dite libre si les stabilisateurs G, = {g € G / ¢,(z) = z} pour tout x € E sont réduits
a {e}. Les stabilisateurs G, sont aussi appelés groupe d’isotropie de z.
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Si le groupe G agit sur une variété topologique M, on supposera que ¢, : M — M est
en plus continue pour tout g € G, et si M est une variété différentiable, on supposera que
¢4 est différentiable. Dans ce cas, 'action réalise un homomorphisme de groupes

G — Diff(M)
g @y
ou Diff (M) est le groupe des difféomorphismes de M.
Dans le cas ot GG est un groupe topologique, on supposera que 'action de GG sur une
variété topologique M est en plus continue en g € G. Donc ¢ : G x M — M est une
application continue. Dans ce cas, les sous-groupes G, sont fermés dans G (car M est

séparée). Si G est un groupe de Lie et M une variété différentiable, alors ¢ : G x M — M
est supposée différentiable.

Comme exemple d’action, nous pouvons voir que n’importe quel groupe G agit sur
lui-méme par la translation a gauche L,. Il faut prendre garde au fait que R, n’est pas une
action & gauche, mais une action a droite. Si G est un groupe topologique ou un groupe de
Lie, par les axiomes mémes, les translations a gauche et a droite sont bien des actions au
sens précédent.

2.2.2. Champ de vecteurs fondamental
Définition

On suppose qu’'un groupe de Lie G agit a gauche sur une variété différentiable M. Pour
tout X € g, exp(—tX) est une courbe dans G. Donc ¢(exp(—tX), ) est une courbe dans

M qui passe en x &t = (. Si nous dérivons cette courbe, nous obtenons un vecteur tangent
en z. Par définition, le champ fondamental associé a X sur M est le champ de vecteurs

3= (Goewm)

défini sur tout M. Une autre facon de voir cette application est la suivante : & x € M fixé,
Xz = ¢(+,z) : G — M est une application différentiable. Pour tout X € g, nous avons

X = —Tox.X

(le signe « — » provenant du « — » dans I’exponentielle).
On définit ainsi une application

g— 1T, M

X — X}/
qui s’étend en

g— (M)

X XM
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Propriétés

Nous avons alors quelques propriétés élémentaires du champ de vecteurs fondamental :
— Le flot du champ X™ est par construction

iR XM — M
(taI) = ?/)(tJ) = gb(exp(—tX), {E)

~ Si X,Y € g, alors [XM YM] = [X,Y]™. Le premier membre utilise le crochet des
champs de vecteurs sur M, le second le crochet de Lie dans g. En d’autres termes,
I'application X +— X est un morphisme d’algébres de Lie.
— Si Paction de G sur M est effective, alors Iapplication g — T'(M) est injective. Si
I'action est libre, pour tout X € g, X™ ne s’annule en aucun point de M.
Démontrons rapidement le second résultat. Nous rappelons que pour deux champs de
vecteurs X et Y de flots ¥x; et ¢y, nous avons

d
(XY, = <Ew},ty¢x,t(ﬂf)) par définition de Ly

|t=0

d2 . .
— <dtdu¢x (—2% Yy (u, @/)X,t(zv)))) s par définition de w},t

Appliquons cette relation aux champs de vecteurs XM et Y, de flots respectifs 1x () =
o(exp(—tX),x) et Yyu(x) = ¢p(exp(—uY'), z). Nous trouvons

(XM v M), = {dfduaﬁ(exp(tXM(exp(—uY),cb(exp(—tX),x)))) }

[t=u=0

= { d;l;u(b (exp(tX) exp(—uY’) exp(—tX), x> }

Par la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, nous avons

[t=u=0

exp(tX) exp(—uY) exp(—tX) = exp (u(—Y —t[X,Y] + o(u, t)))
d’ou

) = (St (Y XY+ o))

|t=0
= —T.x.[X,Y] car T.x, est linéaire
= [X ) Y]M

|z

Il faut remarquer que le signe « — » est essentiel pour prouver cette relation. Il est lié
au fait que nous avons pris une action a gauche. Lorsque nous étudierons les fibrés, nous
prendrons des actions a droite, et la définition du champ fondamental ne fera pas intervenir
ce signe, ce qui permettra de conserver cette relation.
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2.2.3. Orbite d'une action, espaces quotients, espaces homogeénes

Orbite

Soit G un groupe quelconque agissant sur un ensemble F, et soit x € E. L’orbite
de x dans E est I’ensemble des points atteints par x sous l'action de GG. Nous la notons
O, =A{¢(g9,x) /| g € G}. Si 0, = E, nous dirons que I'action est transitive. Dans ce cas,
les groupes d’isotropie GG, sont tous conjugués. En effet, pour x,y € FE, il existe toujours
un g € G tel que y = g - . Alors il est facile de voir que G, = gG,g9™".

Si GG est un groupe de Lie agissant sur une variété différentiable M, I'orbite d’un point
n’est pas nécessairement une sous-variété de M. Cependant, dans le cas ou c’est effective-
ment une sous-variété de M, il est facile de voir que I'espace tangent en x a l'orbite de z

est engendré par les X ﬁ,‘f avec X parcourant g.

Quotients

Comme nous le verrons par la suite, il est souvent commode de considérer I'espace de
toutes les orbites de I’action d’un groupe G sur une variété M. Cet espace d’orbites, appelé
espace quotient de M par G, n’est pas toujours une variété différentiable, ni méme un
espace topologique séparé.

Il existe des critéres qui permettent pourtant de savoir si I’action considérée donnera un
« bon » espace quotient. Nous dirons que 'action d’'un groupe G sur une variété topologique
M est proprement discontinue si elle vérifie les trois conditions suivantes :

— Si x,2’ € M sont deux points non reliés par l'action de G (c’est a dire si 2’ n’est pas
dans l'orbite de x), alors x et 2’ admettent des voisinages respectifs U et U’ tels que
¢,(U)NU" = @ pour tout g € G;

— Pour tout z € M, le groupe d’isotropie G, = {9 € G / ¢,(z) =z} de x est fini;

— Tout x € M admet un voisinage U stable par G, tel que ¢,(U) N U = @ pour tout
g € G non élément de G,.

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant que nous ne démontrerons pas : si G a
une action proprement discontinue et libre sur une variété topologique M, alors ’espace
quotient M /G admet une structure de variété topologique telle que la projection 7 : M —
M/G soit continue. Dans ce cas, il est facile de montrer que 7 : M — M/G est un
revétement.

On a le méme énoncé si on remplace « topologique » par « différentiable », et « continue
» par « différentiable ».

On remarquera que dans la définition méme d’une action proprement discontinue, la
premiére condition implique que M /G soit un espace topologique séparé. Si l'action est
libre, alors la seconde condition est trivialement satisfaite.

Soit maintenant GG un groupe topologique qui agit contintiment sur une variété topolo-
gique M. Alors on peut donner & ’ensemble des orbites M /G la topologie induite par la
projection m : M — M /G, ou les ouverts de M /G sont par définition les parties U telles
que 7 1(U) soit ouvert dans M. Cela fait de 7 une application continue. Pour que M/G
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soit séparé pour cette topologie, il faut et il suffit que dans M x M, I'ensemble des couples
(x,y) appartenant & une méme orbite soit fermé. Si cette condition est remplie, alors M /G
devient du coup une variété topologique.

Plagons nous dans le cas ot G est un groupe de Lie agissant différentiablement sur
une variété différentiable M. Si la variété M /G existe au sens précédent, et si I'action est
libre, alors (M, M /G, 7) est un fibré principal (voir Chapitre 3 pour la définition de fibré
principal).

Il est difficile d’utiliser le critére donné précédemment pour savoir si M /G existe. On a
a notre disposition un résultat plus utile en pratique : si G est un groupe de Lie compact
qui agit différentiablement et librement sur une variété différentiable M, alors (M, M /G, )
est un fibré principal.

Espaces homogeénes

Un espace homogéne d’un groupe de Lie GG est une variété différentiable M munie
d’une action a gauche transitive (et différentiable) de G.

Dans ce cas, si x € M, alors GG, le sous-groupe d’isotropie de x, est fermé, et ’appli-
cation f, : G/G, — M définie par f,(¢G,) = ¢ - x est un diffecomorphisme. En d’autres
termes, un espace homogeéne est 1’espace quotient d’un groupe de Lie par un sous-groupe
fermé.

Il existe de nombreuses variétés différentiables qui sont des espaces homogénes, en
particulier les sphéres :

— Le groupe SO(n) agit transitivement sur la sphére S"~!. Le groupe d’isotropie d’un
point de la sphére est SO(n — 1). Donc

SO(n)/SO(n —1) ~S*!
On peut montrer que cela fait de SO(n) un fibré principal de groupe de structure
SO(n — 1) et de base S* 1.

— Le groupe U(n) agit transitivement sur S**~! € C" et on a

Un)/Un—1) ~S>" !

2.3. Représentations de groupes

Références : (8], [10], [21], [22], [24], [25], [28].
La notion de représentation de groupe est un élément essentiel de la théorie des groupes.
Nous n’en abordons ici qu’une petite partie.
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2.3.1. Geénéralités sur les représentations

Représentations de groupes

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et soit G' un groupe quelconque. Une
représentation de GG sur 'espace vectoriel V' est un homomorphisme de groupes

p:G— GL(V)

ou nous notons GL(V') le groupe des endomorphismes inversibles de V. Ainsi, pour tout
g € G, p(g) fait bouger les éléments de V' a travers une application linéaire inversible. A
priori, p n'est ni injective ni surjective, donc en général p(G) est plus petit que GL(V).
Nous dirons que p est une représentation fidéle si p est injective.

I faut maintenant remarquer que GL(V) est un groupe de Lie, car isomorphe a un
groupe matriciel, puisque V est de dimension finie. En particulier, c¢’est un groupe topo-
logique. Ceci nous améne aux définitions suivantes. Soit G un groupe topologique. Une
représentation du groupe topologique G sur l'espace vectoriel V' est un homomor-
phisme de groupes topologiques

p:G— GL(V)

Si maintenant GG est un groupe de Lie, alors naturellement, une représentation du
groupe de Lie G sur 'espace vectoriel V' est un homomorphisme de groupes de Lie

p:G— GL(V)

Nous pouvons voir aussi une représentation d’'un groupe G sur un espace vectoriel V
comme une action de G sur V. Cette action est un peu particuliére puisque G agit a travers

GL(V) C Aut(V).
Action avec point fixe

Soit G un groupe de Lie, et ¢ une action de GG sur une variété différentiable M. Si x
est un point fixe de 'action de G sur M (c’est a dire ¢(g,z) = x pour tout g € G), alors

p:G— GL(TxM)
g Tz¢g

est une représentation de G. Il est ais¢ de vérifier que T,¢, : T,M — T, M est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels. Nous donnerons le nom de théoréme du point fixe a ce
résultat. Cette représentation particuliére est la linéarisée de 'action ¢.

Décomposition sur une base

Si {e;} est une base de V, tout vecteur v € V' se décompose en v = v'e; sur cette base,
et tout élément A € GL(V') se représente par une matrice inversible (AY%), ot Av = Alvle;.
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Pour g € G un groupe quelconque, p(g) est donc une matrice inversible (p(g)z) Le fait
que p soit une représentation implique que pour tous g, ¢ € G,

p(99')s = p(9)ip(g)s

et
p(g™)i = (plg) ™)

J

Si G est un groupe topologique, alors g — p(g)} est une fonction continue sur G, et si G
est un groupe de Lie, cette fonction est différentiable.

Dimension infinie

Dans le cas ot I'on souhaite une représentation d’un groupe topologique sur un espace
vectoriel de dimension infinie, il faut une condition supplémentaire sur ’espace vectoriel
V. En effet, dans le cas de la dimension finie, GL(V') est un espace topologique, puisque
V' est lui-méme un espace vectoriel topologique (vy, vy +— v1 + vg et a,v +— av sont des
applications continues pour une topologie donnée par une norme sur V). En dimension
infinie, nous imposons que V' soit un espace vectoriel topologique, et nous définissons une
représentation p : G — GL(V) comme un homomorphisme de groupes tel que (g,v) —
p(g)v soit une application continue de G x V' dans V.

Représentation contragrédiente

Soit G un groupe quelconque. Si V* est I'espace vectoriel dual de V, de base {e'}, a
toute représentation p de G sur V, il est possible d’associer une représentation p¢ de G
sur V*, appelée représentation contragrédiente de p. Pour cela, notons (v*;v) € R le
couplage entre un élément v* € V* et un élément v € V.

Pour tous g € G, v € V et v* € V*, nous posons

(p°(g)v*,v) = (", p(g~ "))

Grace a l'utilisation de g~!, p¢ est une représentation de G sur V*, comme il est facile de
le constater.
Si v* = vfe', alors
pe(g)v* = plg~)jvie
SN
= (plg)™"); vie

Somme et produit de représentations

Soient p; et py deux représentations d’un groupe quelconque G sur les espaces vectoriels
V1 et V5 respectivement.
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Nous définissons la représentation somme directe p; & py de G sur V; & V, par la
formule

(p1 @ p2)(9)(v1 + v2) = p1(g)v1 + pa(g)v2

Nous définissons la représentation produit tensoriel p; ® p, de G sur V; ® V, par
la formule

(p1 @ p2)(9)(v1 @ va2) = p1(g)v1 @ pa(g)va

Si {e}} et {e2} sont des bases respectives de V; et V5, alors dans la base {e} ® €2}, ., de
Vi ® Vs, la matrice de (p; ® p2)(g) est

((p1 ® p2)(9))55 = Pr1(9)ip2(9)5

Nous disposons de deux fagons de construire de nouvelles représentations a partir de
représentations données.

Jusqu’a présent, nous avons surtout défini des facons de construire des représentations
a partir d’autres représentations. Nous allons maintenant étudier comment réduire une
représentation en briques élémentaires.

Réductibilité et irréductibilité

Soit G un groupe quelconque et p une représentation de G sur un espace vectoriel V.
Soit W un sous-espace vectoriel de V. Nous dirons que W est un sous-espace invariant
par rapport a la représentation p de G si pour tout g € G et tout w € W, p(g)w € W, ce

que nous noterons encore

p(GYW C W

Si W est une sous-espace vectoriel invariant de V', alors
pw : G — GL(W)

est une représentation de G. C’est une sous-représentation de p.

Par exemple, les vecteurs invariants v € V' tels que p(g)v = v pour tout g € G forment
un sous espace vectoriel invariant de V. De méme, les éléments de la forme p(g)v engendrent
un sous espace vectoriel invariant de V.

Nous dirons que la représentation p est réductible s’il existe au moins un sous-espace
vectoriel invariant de V' qui ne soit ni {0} ni V' lui-méme. Dans le cas contraire, la repré-
sentation sera dite irréductible.

Nous verrons que pour beaucoup de groupes, les représentations irréductibles sont les
briques élémentaires a partir desquelles les autres représentations sont construites, par
sommes directes. Ceci implique de connaitre ces représentations irréductibles. Cela nous
amene & poser la définition suivante. Nous dirons qu’une représentation est complétement
réductible si elle se décompose comme somme directe de représentations irréductibles.

La notion d’irréductibilité implique ne nombreuses propriétés, comme par exemple le
résultat suivant.
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Soit p une représentation irréductible de G' sur un espace vectoriel de dimension finie
V. Soit ¢ : V'— V un endomorphisme permutable avec tous les p(g), c’est a dire

poplg) =plgop
pour tout g € G. Alors ¢ est de la forme ¢ = Ald pour un nombre \.

En effet, soit A une valeur propre de ¢. Posons W = {v € V/p(v) = Av}. Comme A est
une valeur propre, W # {0}. Pour w € W, nous avons ¢(p(g)w) = p(g)p(w) = Ap(g)w,
donc p(g)w € W pour tout g € G. Ainsi, W est un sous-espace vectoriel invariant de V.
Comme V est irréductible, nous devons avoir W =V (le cas W = {0} étant exclu). Donc
@ = Ald.

Si G est un groupe topologique, et p une représentation de G sur un espace vectoriel
topologique V', alors par définition, un sous-espace vectoriel invariant de V' est un sous-
espace vectoriel invariant au sens précédent et fermé (pour la topologie sur V).

Equivalence de représentations

Soient p; et py deux représentations d’un groupe quelconque G sur les espaces vectoriels
Vi et Vs de dimensions finies. Nous dirons que p; et p, sont équivalentes s’il existe un
isomorphisme

p:Vi—=V

tel que, pour tout g € G, nous ayons

wopi(g) =pag) o

En particulier, V; et V5 sont de mémes dimensions, et nous pouvons écrire

p2(9) = popi(g)ow™

Si p1 est une représentation irréductible, et si p; et py sont équivalentes, alors p, est
aussi une représentation irréductible.

Nous avons alors le résultat suivant, connu sous le nom de Lemme de Schur. Soient
p1 et po deux représentations irréductibles de G sur les espaces vectoriels Vi et V5. Soit
@ : Vi — V5 une application linéaire telle que

popi(g) =pa(g) oy

pour tout g € G. Alors ou bien ¢ est un isomorphisme et p; et py sont équivalentes, ou
bien ¢ = 0.

Démontrons ce lemme. Im ¢ = ¢(V}) est un sous-espace vectoriel de V5. Pour tout vy =

w(v1) € Im ¢, nous avons pa(g)ve = p2(g)p(v1) = w(p1(g)v1), donc ps(g)ve € Im . Ceci
signifie que Im ¢ est un sous-espace vectoriel invariant de V5. Comme V5 est irréductible,
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ou bien Im ¢ = {0}, ou bien Im ¢ = V5. Si Im ¢ = {0}, alors ¢ = 0. Regardons le cas
Im ¢ = V5. Pour tout v; € Ker ¢, nous avons ¢(p1(g)v1) = p2(g)p(v1) = 0, donc p1(g)v1 €
Ker ¢, c’est a dire encore que Ker ¢ est invariant dans V7. Comme V] est irréductible, ou
bien Ker ¢ = Vi, et dans ce cas Vo = Im ¢ = {0}, ce qui signifie que ¢ = 0, ou bien
Ker ¢ = {0}, et dans ce cas ¢ est un isomorphisme. Ceci conclut la démonstration.

Représentations unitaires

Soit V' un espace vectoriel complexe de dimension quelconque, et soit (v, w) une forme
hermitienne sur V, c’est a dire (v,w) € C, (v,w) = (w,v), (v,v) > 0siv # 0, (v, +
Vg, w) = a1 (v1, w) + as(ve, w). Muni de la forme bilinéaire hermitienne ( , ), V est un
espace vectoriel préhilbertien.

Un endomorphisme A : V' — V est dit unitaire, si

(Av, Aw) = (v, w)

pour tous v,w € V.
Si W est un sous-espace vectoriel de V', nous notons W+ le sous-espace vectoriel de V/
orthogonal a W,
Wt ={veV/(v,w)=0vYwe W}

Soit p une représentation d’un groupe quelconque G sur l’espace vectoriel préhilbertien
V. Nous dirons que p est une représentation unitaire si, pour tout g € G, p(g) est
unitaire. Ainsi, pour tout g € G, et tous v,w € V, nous avons

(p(9)v, p(g)w) = (v, w)

(p(g™" v, w) = (v, p(g)w)

Si W C V est un sous-espace vectoriel invariant, alors il est facile de vérifier que W+
est lui aussi un sous-espace vectoriel invariant.

Si (p(g);) est la matrice de la représentation unitaire p dans une base unitaire de V/,
alors cette matrice est unitaire (au sens des matrices : UT = U~1).

Soit W un sous-espace vectoriel invariant de V', et P un projecteur orthogonal de V'
sur W. Alors il est possible de montrer que P permute avec les p(g), pour tout g € G.
Ceci conduit au résultat suivant : une représentation unitaire p d’un groupe G sur un
espace préhilbertien V' est irréductible si et seulement si tout endomorphisme ¢ € Z (V)

permutable avec les p(g) est un multiple de l'identité (p = AId).

Soient maintenant p; et p, deux représentations unitaires de G sur les espaces vectoriels
préhilbertiens Vi et V5. Nous dirons que p; et p, sont unitairement équivalentes s’il
existe un isomorphisme

p:Vi—=V
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tel que

popi(g) =pg) oy
pour tout g € G, et

(p(v), p(w)) = (v,w)

pour tous v,w € Vi. Ainsi, ¢ est une isométrie entre V; et V5.

Nous pouvons maintenant énoncer deux résultats :

— Si deux représentations unitaires sont équivalentes, alors elles sont unitairement équi-
valentes.

— Si une représentation de dimension finie est équivalente & une représentation unitaire,
alors elle est compleétement réductible. En particulier, toute représentation unitaire
de dimension finie est complétement réductible.

Nous allons montrer ce deuxiéme résultat. Soit p une représentation de dimension finie
sur un espace vectoriel V| équivalente & une représentation unitaire. Si la représentation
unitaire est complétement réductible, alors il est immédiat que p l'est aussi. Il nous faut
donc démontrer que toute représentation unitaire p de dimension finie est complétement
réductible. Si p est irréductible, alors il n’y a plus rien a prouver. Sinon, il existe un sous-
espace vectoriel invariant W7 C V, W; # {0} et W # V. Considérons la restriction de p &
Wi. C’est une représentation de G. Si elle est irréductible, posons V; = W;. Sinon, il existe
Wy C Wy invariant par p, Wy # {0} et Wy # W;. Nous voyons que par itération, en un
nombre fini d’étapes, car dim V' < 400 et les dimensions décroissent strictement & chaque
étape, nous arrivons a W, C V| invariant par p, et p restreint a W, est irréductible. Posons
Vi = W,. Donc nous avons un sous-espace vectoriel invariant de V', sur lequel la restriction
de p est irréductible. Comme V; # V, nous avons Vi- # {0}, et comme V; # {0}, nous
avons Vit # V. Remarquons que V = V; @ V- Reprenons alors le début du raisonnement
sur Vit : si p restreinte & Vi1 est irréductible, alors il n’y & plus rien a prouver, sinon il
existe Vo C V5, Vo # {0}, Vs # Vit et p restreinte & Vs est une représentation irréductible.
Alors V = Vi @& V, & V- ou l'orthogonalité se fait dans Vi*. En un nombre fini d’étapes,
nous décomposons ainsi V =V, @ --- @ V,, ou sur chaque V; p est irréductible.

Caracteére d’'une représentation

Soit p une représentation d’'un groupe quelconque G sur un espace vectoriel de dimension
finie V. Le caractére de la représentation p est la fonction

x:G—R
(ou & valeurs dans C si V' est un espace vectoriel complexe) définie par

x(g) = Tr(p(g))

ol la trace s’effectue sur ’espace vectoriel V', de dimension finie.
Il est alors aisé de montrer que nous avons les résultats suivants :
— Les caractéres de représentations équivalentes coincident ;
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— Un caractére est constant sur chaque classe d’éléments conjugués de G, c’est a dire
x(hgh™) = x(9); -

— Si la représentation est unitaire, x(¢7!) = x(g);

— Le caractére d’une somme directe d’'un nombre fini de représentations est la somme
des caractéres de ces représentations;

— Le caractére d'un produit tensoriel d’un nombre fini de représentations est le produit
des caracteres de ces représentations ;

— Si G est un groupe topologique, alors un caractére de G est une fonction continue ;

— Si G est un groupe de Lie, un caractére est une fonction différentiable.

2.3.2. Représentations de groupes finis

Soit G un groupe fini. Nous allons donner quelques résultats sur les représentations
de dimensions finies de ce groupe. Nous supposerons que les représentations se font sur
des espaces vectoriels complexes. Si tel n’est pas le cas, il suffit de complexifier 'espace
vectoriel.

Moyenne invariante

Soit NV le nombre d’éléments du groupe fini G. Une fonction f : G — C est donc donnée
par N nombres (f(g))gec-

La description des représentations d’un groupe fini va utiliser ce qu’on appelle la
moyenne invariante sur le groupe, définie comme suit. Pour toute fonction f : G — C,
Nous posons

1
M(f) =+ fl9)
geG
Cette moyenne a alors la propriété suivante : pour tout h € G, si f* désigne la fonction
translatée a gauche de f, f"(g) = f(hg), et si f, désigne la fonction translatée a droite de

f, fulg) = f(gh), alors
M(f*) = M(fn) = M(f)

Il est clair que cette moyenne est linéaire en f. C’est une intégration sur le groupe.
Réductibilité compléte
Nous allons montrer le résultat suivant :

Toute représentation de dimension finie d’un groupe fini est équivalente a une repré-
sentation unitaire.

Soit p : G — GL(V) une représentation de dimension finie de G. Prenons sur V' un
produit scalaire hermitien quelconque, (v,w);, obtenu par exemple en posant, pour une

base {e;} donnée,
(v,w); = Zviﬁ
i
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ol v = v'e; et w = w'e;. Posons alors la forme bilinéaire

(v,0) = = 3 (plg)v. p(g)w)s

geG

qui est la moyenne invariante de la fonction

g = (p(g)v, p(g)w)

Alors (, ) définit un produit scalaire hermitien sur V', comme il facile de le voir. De plus,
il est aisé de montrer, par I'invariance de la moyenne, que

(p(h)v, p(h)w) = (v, w)
pour tout h € G. Donc p est unitaire pour ce produit scalaire hermitien.

Maintenant, de ce résultat, nous déduisons que toute représentation de dimension finie
d’un groupe fini est complétement réductible, puisque nous savons que toute représentation
unitaire de dimension finie est complétement réductible.

Ainsi, pour les groupes finis, la description des représentations de dimensions finies
revient a d'une part décrire toutes les représentations irréductibles (les briques élémen-
taires), et a d’autre part savoir décomposer toute représentation de dimension finie en
somme directe de représentations irréductibles.

Il n’y a pas de description générale des représentations irréductibles des groupes fi-
nis. Nous pouvons tout au plus donner des informations sur leur nombre. Cependant, si
I’ensemble des représentations irréductibles est connu, alors il est possible de décomposer
toute représentation de dimension finie en somme directe de ces représentations. Nous ne
donnerons pas cette méthode ici, elle est largement détaillée dans divers ouvrages.

Représentations réguliéres

Soit L*(G) lespace vectoriel (de dimension N) de toutes les fonctions f : G — C. Nous
définissons sur cet espace vectoriel un produit scalaire hermitien

(fi,f2) = M(fi]2) = Zfl

gEG’

Soit maintenant, pour tout h € G, les endomorphismes de L?(G) :

R(h)f(g) = f(gh)
L(h)f(g) = f(h™'g)

R et L définissent respectivement la représentation réguliére a droite de G sur L?(g),
et la représentation réguliére a gauche. Ces deux représentations sont unitaires pour
le produit scalaire { , ) sur L?(G). Elles sont unitairement équivalentes par I'isomorphisme

o(f)(g) = flg™).
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Relations d’orthogonalités

Soit p une représentation de GG sur un espace vectoriel de dimension finie. Comme nous
savons que p est équivalente a une représentation unitaire, nous supposerons que p est déja
unitaire, pour un produit scalaire (, ) sur V. Soient p(g)? les éléments matriciaux de cette
représentation dans une base orthonormée de V. Alors ces éléments matriciaux sont des
fonctions de L*(G) : g — p(g);. La représentation p définit donc (dim V) fonctions de
L*(G).

Soient p; et p, deux représentations irréductibles de G sur Vi et V5 respectivement.
Notons p1(g)% et pa(g)§ les éléments matriciaux sur des bases orthonormées de Vi et V.
Nous allons montrer les relations d’orthogonalité dans L*(G) :

(plj, pag) = 0 si p1 et py ne sont pas équivalentes

% k ik
<p1]7p1£> dl ‘/*1 4

Soit ¢ : Vo — V} une application linéaire quelconque, et posons

U(g) =pilg)opoplg) Vo=V

et
6= M) =5 Y vle) Vo Vi

geG

Alors
p1(h)o ¢ = % ZPl(h) o Y(g)

geG

= (% Z p1(hg) oo 02(h9)_1> pa(h)

geG
= ¢ o pa(h)

Donc ¢ permute avec les représentations. Si p; et p, ne sont pas équivalentes, par le lemme
de Schur, nous devons avoir ¢ = 0, c’est a dire

1 _
sz(g) opop(g) =0
geG
Ceci étant vrai pour tout ¢ : V5 — V. Dans des bases de V; et V5, cette égalité s’écrit
1 ; _
N Zm(g)k%]ﬁpz(g Da=0
geG
Prenons alors ¢f = 6*745., pour j et (3 fixés. Alors

7 a 1 7 —
(pjp2) = 5 D p1(9)jpalg ™) =0

geG
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puisque pa(g7")5 = pa(9)5-
Maintenant, si p; = po, alors nous savons que ¢ = Ald. Nous remarquons que Try =
Tr¢ = Adim V4, donc

B 1
 dimW;

N Z pi(g)opopi(g™) (Trp)Id
N

geG

Pour ¢™ = §™§,,, nous avons Tryp = §% et ceci conduit a

7 k\ __ ik s
<p1jap1Z> - dlmV15 5]

Les relations d’orthogonalité sont ainsi démontrées.

Soient maintenant py, ..., p,, des représentations irréductibles de dimensions finies deux
a deux inéquivalentes de G. Notons nq,...,n,, leurs dimensions. Les éléments matriciaux
pey (€ =1,...,m) sont donc linéairement indépendants dans L?*(G), d’aprés ce que nous

venons de voir. Donc ces fonctions sont en nombre inférieur a N, la dimension de L*(G),
qui est aussi le nombre d’éléments de GG. Ceci conduit alors & m < N. Donc nous avons le
résultat suivant :

Le nombre de représentations irréductibles de dimensions finies, deux & deux inéquiva-
lentes, d’un groupe fini est inférieur au nombre d’éléments du groupe.

Une famille pq, ..., p, de représentations de dimensions finies du groupe G est un
systéme complet de représentations irréductibles si
— Les représentations py, ..., p, sont irréductibles et deux a deux inéquivalentes ;
— Toute représentation irréductible du groupe G est équivalente a une des représenta-
tions py.

Alors les éléments matriciaux (pgé) ¢=1...m forment une base orthogonale de L*(G).
6,J=1,...,n¢
L’orthogonalité ayant été démontrée, il ne reste a prouver que la complétude de cette

famille de fonctions. Soit R la représentation réguliére a droite sur L?*(G). Comme c’est
une représentation de dimension finie, elle est complétement réductible. Donc L*(G) =
Wy @ - @ W, ou les W; sont des sous-espaces vectoriels invariants de L?(G), sur lesquels
chaque restriction R; de R est irréductible. R; est unitairement équivalente a un p,, posons
@ : pp — R; cet isomorphisme d’équivalence. Prenons pour base orthonormée de R; I'image
par ¢ d’une base orthonormée de V; (I’espace vectoriel de la représentation p,) dans laquelle
pe(g) a pour matrice pg(g)3. Alors il est facile de voir que dans cette base, la matrice de
Ri(g) est

Ri(9)5 = pe(9)3
Notons fi, ..., f,, cette base de W;. Alors

R(h)fs(g) = fs(gh) = pe(h)3fa(g)
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Avec g = e et ¢, = fu(e), nous avons

fﬁ(h) = Can(h)%
Chaque fonction fs est donc une combinaison linéaire des fonctions p,5. Comme L*(G) =

Wi@- - -®W,, tout élément de L*(G) s’écrit comme combinaison linéaire des (pe) ¢=1,...m -
a,B=1,...,np
C’est a dire que ces fonctions forment une famille génératrice de L?(G). La liberté de cette

famille étant une conséquence de son orthogonalité, c’est une base orthonormée de L?*(G).

Ce résultat implique alors le Théoréme de Burnside : Le nombre d’éléments d’un
groupe fini est égal a la somme des carrés des dimensions des représentations irréductibles
d’un systéme complet de représentations de ce groupe :

N=nj+--+n},

En effet, chaque représentation irréductible d’un systéme complet contribue a n? fonc-
tions indépendantes dans L?(G).

Décomposition d’une représentation réguliére

La représentation réguliére a droite de GG se décompose en représentations irréductibles
et toutes les représentations irréductibles p, de G apparaissent exactement n, fois (multi-
plicité ny), n, étant la dimension de la représentation p,. Ainsi, la représentation réguliére a
droite (et donc aussi & gauche) contient toutes les représentations irréductibles du groupe.

Démontrons ce résultat. Posons W le sous-espace vectoriel de L?(G) engendré par la
famille de fonctions (p¢§)s=1,....n,- De

R(h)pe(9)5 = pe(gh)§ = pe(9)Spe(h)l = pe(h)spe(9)S
nous concluons que
R(G)W} Cc W)
Notons Ry la restriction de R a W;* et posons ey = \/n_gpg%. Alors
R?(h)egg = R(h)egg = pg(h)gegf;

Ainsi, dans la base orthonormée {e/§}s=1. n,, R¢(h) a pour matrice pe(h)j. 1l est facile
de voir que ceci signifie que R} et p, sont unitairement équivalentes par l'isomorphisme
¢ Wi — Vp qui envoie la base (egg) 8=1,..n, Sur la base de V; dans laquelle p, a les éléments
matriciaux ci-dessus.

Nous avons vu que L*(G) avait pour base {ps3} ¢=1,..m , donc nous avons
a,0=1,...,1g

m Ny
L2(G> = @ @ wy
(=1 a=1
Comme nous venons de démontrer que R restreinte a W était équivalente a py, ceci
signifie que chaque représentations irréductible p, apparait exactement n, fois dans la
représentation régulicre a droite R sur L?(G).
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Caracteres

Posons x1,...,Xxm les caractéres des représentations d’un systéme complet de repré-
sentations irréductibles de G. Ces caractéres sont des éléments de L?(G). Nous avons les
relations d’orthogonalité pour les caractéres :

(Xks Xe) = Oke

C’est une conséquence immédiate des relations d’orthogonalité sur les éléments de matrices.
Les fonctions x, sont donc linéairement indépendantes.
Toute représentation p de dimension finie de G se décompose selon

pzrlpl@"'@rmpm

ou chaque entier r, est le nombre de fois que la représentation irréductible p, apparait dans
p (multiplicité de p, dans p). Si x est le caractére de p, alors

X=Tix1+  +TmXm

d’ou

<X7 X€> =Ty
par orthogonalité des x,. Ainsi, & partir des caractéres d’un systéme complet de repré-
sentations irréductibles de G, il est possible de savoir quelles représentations irréductibles

apparaissent dans la décomposition d’une représentation donnée, et avec quelle multiplicité.
Il est facile de voir que nous avons

(o) =1+
Dong, si (x,x) = 1, alors un seul r, vaut 1 et les autres sont nuls, c’est a dire que p est
irréductible si et seulement si (x, x) = 1.
Maintenant, il est aisé de voir que si deux représentations p et p’ ont mémes caracteres,
alors elles sont équivalentes.

Nous savons que les caractéres sont des fonctions constantes sur les classes de conjugai-
son de G. Notons €(G) I'espace vectoriel des fonctions de L?(G) qui sont constantes sur
les classes de conjugaison de G, ce sont les fonctions centrales sur G : f € €(G) <—
f(hgh™) = f(g) pour tous g,h € G.

Alors les caractéres (x,) forment une base de €(G).

Nous ne démontrerons pas ce résultat. Une conséquence importante de ce résultat est la
suivante : € (G) a pour dimension le nombre de classes d’équivalence pour la conjugaison
dans G. Donc, comme la base (y,) est formée de m éléments, qui est le nombre de repré-
sentations irréductibles de dimensions finies de G deux a deux inéquivalentes, nous savons
que le nombre de représentations dans un systéme complet de représentations irréductibles
de GG est égal au nombre de classes d’équivalence dans G pour la conjugaison.



88 Chapitre 2 Groupes et algébres de Lie, représentations

2.3.3. Représentations de groupes compacts
Définition

Un groupe topologique G est dit compact s’il est compact en tant qu’espace topo-
logique. Par exemples, tout groupe fini muni de la topologie discréte est compact. Les
groupes U(n), SU(n), O(n), SO(n) sont compacts.

En mathématiques, il est souvent constaté qu’un espace compact se comporte comme
un ensemble fini. Nous allons voir qu’en ce qui concerne les représentations, les groupes

compacts en sont une illustration. Ceci nous conduit a suivre le méme plan d’exposition
que dans le cas des groupes finis.

Mesure invariante et moyenne invariante

Dans I'étude des représentations des groupes finis, nous avons utilisé de facon indis-
pensable la moyenne invariante sur le groupe. Une moyenne analogue peut étre construite
sur les groupes compacts, mais au lieu d’étre une somme finie, ce sera une intégrale sur le

groupe
= /G f(g)du(g)

pour une certaine mesure g sur le groupe. On peut montrer qu’il existe une mesure, appelée
mesure de Haar, sur tout groupe compact GG, que nous notons pu, telle que

/f )dp(g /fghdu /fhgdu

pour tout h € G, c’est a dire que cette mesure est invariante par translation a droite
et a gauche, et telle que
/ dp(g) =1
a

c’est a dire que cette mesure est normalisée, de masse totale 1. Cette mesure est unique.
A partir de Pexistence de cette mesure, il est possible de reprendre points par points
les raisonnements qui nous ont permis d’étudier les représentations des groupes finis.
La moyenne invariante sur le groupe G d’une fonction f : G — C est M(f),
donnée ci-dessus pour la mesure de Haar. Cette moyenne vérifie M (fy,) = M(f") = M(f)
comme pour les groupes finis.

Réductibilité compléte

Soit p une représentation (continue, comme toutes les représentations que nous pren-
drons ici) de G sur un espace préhilbertien. Alors cette représentation est équivalente a
une représentation unitaire.

La démonstration est essentiellement la méme que pour les groupe finis. Il suffit de
poser

(v, w) = /G (0(9)0, p(g)wdia(g)
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pour n’importe quel produit scalaire hermitien (, ); sur U'espace vectoriel préhilbertien de
la représentation. Alors p est unitaire pour le produit scalaire ( , ).

Ici, nous avons un résultat supplémentaire. Si V', I’espace vectoriel de la représentation,
est un espace de Hilbert pour ( , ), alors ( , ) et (, ); sont des produits scalaires
équivalents.

De ce que nous savons sur les représentations unitaires de dimensions finies, nous

concluons que toute représentation de dimension finie d’un groupe compact est compléte-
ment réductible.

Représentation réguliére

Soit L?(G) I'espace vectoriel des fonctions mesurables f : G — C, telles que

/ F(@)Pdu(g) < +oo
G

et ol nous identifions les fonctions qui ne différent que sur un ensemble de mesure nulle :

siU={g€G/fi(g) # f2(g9)} est tel que
n(0) = [ dutg) =0

alors nous identifions f; et fy. Nous définissons un produit scalaire sur L*(G) :

(i fo) = /G £1(9) T (9)duls)

Alors (, ) est une forme hermitienne définie positive sur L?(G). Il est possible de montrer
que L?(G) muni de ce produit scalaire est un espace de Hilbert.

Soient alors les représentations unitaires, unitairement équivalentes

Ce sont les représentations réguliéres a droite et a gauche de G sur L*(G).

Relations d’orthogonalité

Soient (pa)aca un ensemble de représentations unitaires continues irréductibles de di-
mensions finies, deux & deux inéquivalentes, de G. L’ensemble (p,)aca est complet si toute
représentation irréductible continue de dimension finie de G est équivalente & l'une de ces
représentations.
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Nous supposons que cet ensemble est complet. Nous notons n,, les dimensions de ces re-
présentations. Les éléments matriciaux de ces représentations dans des bases orthonormées,
palg)} définissent des fonctions de L?(G), et nous avons

(pass pal) = n_5a65 "0

Ce sont les relations d’orthogonalité des éléments matriciaux.

Posons eaj- = \/%pa;'-. Alors les ea§- forment une base hilbertienne orthonormée de
L*(G).

Nous ne démontrerons pas ce résultat, plus laborieux & obtenir que dans le cas des
groupes finis.

Toute fonction f € L?(G) s’écrit alors

F= 3 St e

acAi,j=1

ou la série converge dans L*(G). C’est une décomposition de Fourier de f. On a alors

=35 nal(f paid P

a€Aij=1

C’est le formule de Plancherel. La décomposition de Fourier habituelle se fait pour le
groupe compact St des complexes de la forme ¢ pour ¢ € R.

Décomposition de la représentation réguliére

Notons H® le sous-espace vectoriel de dimension finie de L?(G) engendré par les fonc-

tions (pa’)ij=1,...n.- Alors
L*(G) = B”
a€cA

Chaque espace H® est invariant par la représentation réguliére a droite sur L*(G). La
restriction de la représentation réguliére a droite & H® est multiple de la représentation p,,
de multiplicité n,,.

Ce résultat peut se démontrer d’une fagon tout a fait analogue au résultat équivalent
sur les groupes finis.

Caracteéres

Les caractéres (Xa)aca des représentations irréductibles (p,)aca vérifient les relations
d’orthogonalité des caractéres :

(Xa» X8) = /G Xa(9)x5(9)dp(g) = dap



Section 2.3. Représentations de groupes 91

Toute représentation unitaire continue de dimension finie p se décompose selon

P =T1Pa; D+ D Tppa,

Le caractére y de p vaut alors

X =T1 X 4. +Tanp

et nous avons
<X ) oni> =T
Comme pour les groupes finis, les caractéres donnent accés a la multiplicité des repré-
sentations irréductibles dans une représentation de dimension finie. Alors, deux représenta-
tions unitaires continues de dimension finies sont unitairement équivalentes si et seulement
si elles ont les mémes caractéres. Enfin, une représentation unitaire continue p de dimension
finie est irréductible si et seulement si son caractére vérifie

Gx) =1

2.4. Deéveloppements sur les algebres de Lie

Références : [2], [21], [22], [23], [24], [28]-

2.4.1. Algebre enveloppante d’une algebre de Lie

Algebre de Lie d'une algébre associative

Commengons par quelques rappels d’algébre. On dira que &7 est une algébre associa-
tive unitaire si :

— of est un espace vectoriel ;

— o est munie d’un produit distributif par rapport & I'addition

A X A — o
(a,b) — ab

tel que pour tout A € R (ou C si c’est une algébre complexe) (Aa)b = a(A\b) = A(ab)
et qui vérifie la formule d’associativité (ab)c = a(bc) pour tous a, b, c € o ;
— &/ admet un élément unité 1 tel que la = all = a pour tout a € <.
Nous pouvons alors munir &/ d’une structure d’algébre de Lie en définissant le crochet
comme le commutateur :

la,b] = ab— ba

On démontre trés facilement, en utilisant I’associativité, que ce crochet vérifie I'identité de
Jacobi. Nous noterons .7 ;. cette algébre de Lie, c’est a dire I'espace vectoriel sous-jacent
& </ muni de ce crochet.

Comme exemple d’une telle algébre, nous avons bien str &7 = M (n,R), a laquelle nous
avons déja donné cette structure d’algebre de Lie.



92 Chapitre 2 Groupes et algébres de Lie, représentations

Algebre enveloppante

Nous voyons donc que nous avons une « fleche » qui associe a toute algébre associative
</ une algébre de Lie o4 ;. Ce que nous allons construire est une fléche dans 'autre sens :
associer & toute algébre de Lie g une algébre associative, que nous noterons % (g) et que
nous appellerons algébre enveloppante universelle de g, telle que g soit une sous algébre
de Lie de Z (9);,.-

Pour cela, considérons l’espace vectoriel

ﬂg:R@g@(g@g)@...@(g@...@g)@...
f".
p fois

somme directe infinie des espaces vectoriels produits tensoriels
gpg g g ® o o ® g
—_—
p fois
avec 7% = R. Alors 7 g est une algébre associative pour le produit tensoriel :

TPg x gqg_hyzﬂrqg
(A1 ®  ®ap, i@ Qb)) — 1 @ Ra, Db @ @by

C’est ’algébre tensorielle associée a I'espace vectoriel g. Cette construction est en effet
valable pour tout espace vectoriel puisque nous n’avons pas utilisé la structure d’algébre
de Lie de g.
Considérons alors dans .7 g 'espace vectoriel .# engendré par les éléments de la forme
(XY -YeX-[X,Y])eT

>

~
cgd T g

pour tous 11, T, € Tget X,Y € g. Par construction, .# est un idéal dans g, c’est a
dire :
Vie s, YVTeTg ITeds e TRIcS

Posons % (g) = Jg/7 lespace vectoriel quotient de 7 g par .. Par définition, % (g) est
I’ensemble des classes d’équivalence de 7 g pour la relation

Th~rTy<—=T —Tye ¥

C’est alors un exercice facile de montrer que % (g) est une algébre associative, en utilisant
le fait que . est un idéal de Zg. Si U; est la classe de ’élément T € g, ce que nous
noterons U; = (17), et si Uy = (T3), alors nous notons U;Us leur produit dans % (g), défini
par UlUQ = (Tl (059 TQ)

Les espaces vectoriels R et g sont inclus dans % (g) sans aucune modification (I'inclusion
est une injection). La classe de X € g est I’ensemble des éléments X + I avec [ € .. Nous
identifierons X a (X). De méme pour R, nous identifions A € R a (A) € Z(g).
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Soient X,Y € g. Puisque X®@Y —Y ® X —[X,Y] € ., son image dans % (g) est nulle.
Or, cette image vaut XY — Y X — [X,Y]. Donc, dans % (g), nous avons

XY —YX =[X,Y]

Ceci signifie que la structure d’algebre de Lie donnée par le commutateur sur ’algébre
associative % (g) se restreint sur g C % (g) a la structure d’algébre de Lie de g. L’inclusion
g C % (9),. est donc un homomorphisme d’algébres de Lie.

Nous pouvons voir 'algébre % (g) d’une autre fagon. En effet, %/ (g) est 'ensemble des
sommes finies de produits symboliques (distributif par rapport a I'addition) AX; X5 ... X,
avec X; € g, A € R et p entier (pour p = 0, il ne reste que ), ou nous devons identifier
dans ces sommes X;X; — X;X; a [X;, X;] € g. Tout ce qui vient d’étre dit sur I'inclusion
g C % (9);,, est alors immédiat.

La propriété la plus intéressante de % (g) est la suivante. Soit <7 une algébre associative
unitaire. Si £ : g — . est un homomorphisme d’algébres de Lie, alors il existe un
homomorphisme d’algébres associatives &' : % (g) — o tel que §|’ . =&

Ceci est facile & démontrer : pour X ... X, € % (g) comme ci-dessus, posons

(X1 Xp) =¢(X0) ... 6(X,) € #,

et pour p = 0, posons &'(A) = A1 € &7. Alors nous avons toutes les propriétés requises.

La propriété de % (g) énoncée ci-dessus s’appelle la propriété universelle. C’est pour
cette propriété (qui la rend unique, & un isomorphisme prés, pour g donnée) qu’on 'appelle
algébre enveloppante universelle.

Soir { E};} une base ordonnée de g. Pour I = (ky, ..., k,) une suite d’indices, on note E;
I'élément By = Ey, ... By, de % (g). On dira que la suite I est croissante si ky < ky < --- <
k,. Si I est vide, on pose £ = 1. Alors les éléments E;, pour I parcourant toutes les suites
croissantes, forment une base de % (g). C’est le Théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt.

D’un point de vue plus géométrique, l'algebre enveloppante de l'algébre de Lie d’un
groupe de Lie G est isomorphe, en tant qu’algébre associative, a l'algébre des opérateurs
différentiels invariants a gauche sur G.

2.4.2. Dualité sur une algebre de Lie

Soit g une algebre de Lie de dimension finie n. Comme g est un espace vectoriel, il
admet un espace vectoriel dual, que nous notons g*. Le fait que g soit en plus muni d’un
crochet de Lie implique une structure sur g*, duale du crochet. Nous allons étudier cette
structure.

Algebre extérieure du dual

Nous rappelons que g* est I’ensemble des formes linéaires o : g — R. Pour a et § dans
g*, nous définissons
aNfB:gxg—R
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par
(@ AB)(X,Y) = a(X)B(Y) — a(Y)B(X)

(c’est une antisymétrisation de o ® 3). a A 5 est une forme bilinéaire antisymétrique sur
g. Nous posons /\2 g* lespace vectoriel de ces formes bilinéaires antisymétriques sur g. De
méme, nous posons A’g* l'espace vectoriel des formes p-linéaires antisymétriques sur g.
Pour p = 1, nous avons /\19* = g* et pour p = 0 nous prenons /\Og* = R. Enfin, nous

définissons
Ag"=Ng oNg o oNg
(A’g* = {0} pour p > n). A\g* est une algebre pour le produit
N'g"x N'g"— N'g"
(@, ) = anp

avec

1

(@ ANB) Xy, s Xprg) = p'_q'

Z (_1)Sign(a)a(Xa(l)> s 7Xo(p))ﬁ(Xo(p+l)7 s 7Xa(p+q))

7€6p1q
pour tous Xi,..., X+, € g. Ce produit est le prolongement de
/\:g*xg*_)/\Zg*

défini auparavant. A\g* est 'algébre extérieure sur g* définie en 1.2.1. C’est une algebre
graduée commutative.

Dual du crochet de Lie

Le crochet de Lie est une application antisymétrique

[]:gxg—g
Nous définissons alors une application

dg . g* BN /\29*
par la formule de dualité

(dg)(X,Y) = —a([X, Y])
et nous prolongeons dy en
dg . /\p * /\p-‘rlg*

par la formule



Section 2.4. Développements sur les algébres de Lie 95

pour tous ay,...,q, € g*. dy devient ainsi une dérivation de degré 1 de l'algebre graduée
commutative A\g*, c’est a dire que pour tous «,, € A’g* et 5 € Ag*, on a

dg(ap AB) = (dgap) AB+ (—1)Pa, A (dgﬁ)
Nous avons alors le résultat suivant :

d? = 0 si et seulement si [, -] vérifie I'identité de Jacobi.

Démontrons ce résultat. Si dj : g* — A’g* est nulle, alors a2 Ngt— N 2g* est nulle
pour tout p comme il est facile de le vérifier sur la définition de dy sur A"g*. Nous pouvons
donc nous contenter de démontrer d = 0 sur g*. Calculons tout d’abord dy sur A’g*. Pour
cela, soient 31,0 € g* et X,Y, Z € g, alors un calcul simple donne

dg(B1 A B2)(X,Y, Z) = (dgf5y A\ B2 — 1 N dy52)(X,Y, Z)
= _(51 /\62)([)(7 YLZ) - (61 /\/62)([27 XLY) - (ﬁl AﬂQ)([Ya Z]7X)

Donc, pour a € g*,

B2a(X,Y, Z) = dg(dga)(X,Y, Z)
= —dya([X,Y],Z) — dga([Z, X],Y) — dga([Y, Z], X)
= a([[Xv Y],Z] + HZ7X]’Y] + [[K Z]aX])

ce qui prouve ’équivalence.

Ainsi, par construction, 'application linéaire dg est duale du crochet [, -] et dg =0 est
alors I'expression duale de I'identité de Jacobi.

Formes invariantes a gauche sur un groupe de Lie

Plagons nous maintenant dans le cas ot g est I’algébre de Lie d'un groupe G. Alors, de
la méme fagon que g est I'espace vectoriel des champs de vecteurs invariants a gauche, g*
est I'espace vectoriel des 1-formes différentielles invariantes a gauche sur G.

En effet, si {E;} est une base de g, considérée comme 'algébre de Lie des champs de
vecteurs invariants a gauche, alors tout vecteur Y}, € T),G se décompose sur cette base
au dessus de h en : Y}, = 3/|2Ei|h, ol Yﬁl € R. Tout a € g* définit alors une 1-forme
différentielle sur G par la relation

an(Yin) = Vi (Eqn) = Y, (o0 )

ou nous utilisons le crochet de dualité entre g et g*. Par linéarité de 7}, L,, nous avons

TthYv‘h = Yv‘;‘LTthEﬂh, donc

9o

(Lyaign) (Vn) = Yiiaign(ThLgEyp)
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Pour montrer I'invariance a gauche de cette 1-forme différentielle, il suffit donc de prouver
que pour tout X € g
gn(ThLgXn) = cn(Xjn)

Or, la dualité entre g et g* se fait sur R, c’est a dire que (a, X) est un réel et non un
élément de .# (G). Donc, pour tout h € G, ajp(X),) est indépendant de h. Ainsi

ajn(Xjn) = agn(Xign) = ajgn(ThLyXn)
puisque X est invariant a gauche. Ceci finit de prouver que
Oé‘h = LZOJ‘gh

ou encore
_ *
o= Lga

C’est la définition d’une forme invariante a gauche.

Il est de méme aisé de montrer que Ag* est espace vectoriel des p-formes différentielles
invariantes a gauche. /\g* est donc une sous-algébre de Q(G), algébre de toutes les formes
différentielles sur G. Or, sur (G), nous avons la différentielle habituelle de de Rham

d: P(G) — QY(G)

Donc, si a € A’g* C QP(G), alors da € QP (G). Mais, pour tout g € G, de o = Lia
et dL; = L}d, nous tirons L}(da) = da, cest a dire da € A"'g*. Nous pouvons donc
restreindre d en une application

dig- : Ng" — N\g’
Pour tous X,Y € g et a € g*, par définition de d, nous avons
(da)(X,Y)=X -aY)-Y aX)—a[X,Y])
Comme a(X) € R, nous avons X - a(Y) = 0; de méme pour Y - o(X) = 0. Il reste donc
(da)(X,Y) = —a([X,Y])

C’est la définition que nous avions prise pour dy. Ainsi, dy et d coincident sur g*. Or, ce
sont toutes les deux des dérivations de degré 1 de 1'algébre Ag*, donc elles coincident sur
/\g* tout entier. Nous avons donc prouvé que

dg - d‘g*

Nous avons la encore un lien trés fort entre la structure algébrique de g (donc de g*)
qui permet de définir dy, et la structure différentielle de G, qui permet de définir d.
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Formes de Maurer-Cartan, équations de structure

Nous prenons ici 'algébre de Lie g d’un groupe de Lie G. Soient { E;} une base de g et
{0’} sa base duale dans g*. Les 1-formes différentielles invariantes a gauche 6" sont appelées
les formes de Maurer-Cartan du groupe G. Le crochet de Lie sur g implique I'existence
de constantes C’fj, appelées constantes de structures de g (ou du groupe G), telles que

[E;, E)] = (ijEk

L’antisymétrie du crochet impose ij = —CJ’-‘;, et I'identité de Jacobi donne

CiCik + CLCl + CRCi =0
D’autre part, de da(X,Y) = —a([X,Y]) pour tout o € g* et tout X,Y € g, nous tirons
d@m(Ek7 Eg) = —C,?z Mais
1 A A 1 A ) ) A
50;?(01 N0 (Ey, Ey) = 50[]” (HZ(Ek)QJ(Eg) — HZ(EE)HJ(Ek))
= ch'j (5k5i - 555@
1 m 1 m
= §Ckz€ - §C£k
= C’,?Z
Ce calcul montre que
1 . )
k k pi
do” = —502-].9 N

Ces relations sont les équations de structure de Maurer-Cartan. Remarquons que
ces relations sont vraies pour une algebre de Lie g qui ne serait pas celle d'un groupe de
Lie, en remplacant d par dy; définie auparavant.

Nous avons déja rencontré une expression analogue lors de 1’étude des bases non-
coordonnées (1.4.4). Les deux calculs sont bien stir tout & fait similaires, et révélent une
méme structure. Cependant, une différence importante est & noter : ici tout se passe glo-
balement sur le groupe G et les ij sont des constantes, alors qu’en 1.4.4 nous avions des
expressions locales et les Cp. étaient des fonctions.

Nous définissons maintenant sur G la 1-forme différentielle
0=FE; Q60

a valeurs dans g (c’est un exemple de forme a valeurs vectorielles que nous définirons en
3.2.2). C’est la forme de Maurer-Cartan sur G. Nous constatons que par définition
méme de ¢, pour tout X, € T.G' = g, nous avons

Oe(Xje) = Xie
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D’autre part, pour tout X}, € T,G, nous avons 0),(X|y) = EiG‘ig(X|g) € g. Comme 9|ig =
L% 10;,, nous avons 0),(X)y) = Eif),(Ly1.X)y). Or, Ly1.X|, € T.G = g, donc

e’
Q\Q(X\g) = Lgfl*Xlg

La valeur j4(X|,) est donc I'élément de g ~ T.G qui s’envoie par translation & gauche sur
Xy € T,G.

Il est facile de voir que ¢ est invariante a gauche, puisque Ly0 = E; ® LZ@i =F,®0.
Par contre, par translation & droite, nous avons la relation

R0 = Ady-0
ol nous avons posé Ad,-10 = (Ad,~1E;) ® 0, avec par définition,
Ady =Ly Ry, :9— 9

Ad est la représentation adjointe définie plus bas en 2.4.4.
Il est aisé de montrer cette relation. Pour X|. € g, nous avons

(R0)1e( X)) = 01g( Ry Xe)
= Oe(Lg—1.g: Xe)
= (Lyg-1. Ry )0 (X )

La relation est démontrée au dessus de e, mais comme R} et Lj commutent, et comme 6
est invariante a gauche, elle est vraie partout.

Nous posons maintenant df = Ej, ®@ df* et [0,0] = [E;, E;] ® 6" A 67. Pour ces deux
définitions, nous renvoyons a 3.2.2. Alors

1 i1 D

Nous venons donc de montrer que
1
do + 5[9, 0]=0

C’est I’équation de structure de Maurer-Cartan de la forme 6.

2.4.3. Représentations d’algebres de Lie

Nous allons définir les représentations d’algebres de Lie, et nous ferons le lien avec
celles de groupe de Lie. Ceci ouvre un immense chapitre des mathématiques, que nous
continuerons d’explorer par la suite, mais que nous serons loin de couvrir entiérement.



Section 2.4. Développements sur les algébres de Lie 99

Représentations d’algebres de Lie

Une représentation d’une algébre de Lie g sur I'espace vectoriel V' est par définition
un homomorphisme d’algébres de Lie

n:g—2ZV)
ou Z (V) est I'algebre de Lie des endomorphismes de V' munis du crochet de Lie
[u,v] =uov—vou

Nous avons donc :
n([X,Y]) = n(X) on(Y) —n(Y) on(X)

Avec les mémes notations que dans le cas des représentations de groupes, pour X € g,
1n(X) s’écrit sous forme dune matrice (n(X)?) dans une base de V.
En réalité, nous avons

n: g H-=g<vv)Lie

Mais pour simplifier, nous avons utilisé les mémes notations pour Z (V') et £ (V)pi. Par
la propriété universelle de % (g), il existe donc

WU (g) = Z(V)

telle que 7/(XY) = n(X) on(Y).
Nous dirons que la représentation est fidéle si 7 est injective.

Représentation induite

Soit G' un groupe de Lie et g son algébre de Lie. Etant donnée une représentation p de
G sur V', nous pouvons construire une représentation 1 de g sur V. En effet, nous avons
une application T,p : g — T.GL(V). Or, comme pour les matrices, il est facile de vérifier
que l'algeébre de Lie du groupe de Lie GL(V) est £ (V). L’application exponentielle est
I’exponentielle bien connue des endomorphismes d’un espace vectoriel. Il est alors possible
de montrer que

n="Tp:9g—2L(V)

est une représentation de g sur V. C’est la représentation induite par p. Nous avons
alors le diagramme commutatif :
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Représentation contragrédiente

Si 7 est une représentation d’'une algeébre de Lie g sur V', nous définissons sa représen-
tation contragrédiente ¢ sur le dual V* de V par la formule

(n“(X)v,v) = = (v", n(X)v)

Nous avons alors 7°(X)v* = —n(X)%vie’.
Si g est I'algébre de Lie d'un groupe de Lie G et si ) est la représentation induite par
une représentation p de G sur V, alors n° est la représentation induite par p°.

Somme et produit de représentations

Pour deux représentations 7; et ny d’une algebre de Lie g sur V; et V5 respectivement,
nous définissons la représentation somme directe 7, @ 7, de g sur V; ® V, par

(m @ n2)(X)(v1 + v2) = m(X)v1 + (X)) v2
et la représentation produit tensoriel 7, ® 1, de g sur V; ® V5 par
(m @ n2)(X)(v1 ® v2) = M (X)v1 ® v2 +v1 @ N2 (X)v2

Il faut prendre garde a cette derniére formule qui différe de celle prise pour des représen-
tations de groupes.
La matrice de (m1 @ m2)(X) est (m (X)505 + 5;-772()()%‘), c’est a dire

(m(X)}) @ Iy, + Iy, @ (n2(X)F)

ou 1y, est la matrice unité sur V; (de méme pour 1y,).

Dans le cas ou g est I'algébre de Lie d'un groupe de Lie G, si n; et 1y sont les repré-
sentations induites par des représentations p; et ps respectivement, alors 7, @ 1y et 11 @ 19
sont les représentations induites par p; & pa et p; ® ps respectivement.

Réductibilité et irréductibilité

Soit n une représentation de l'algébre de Lie g sur I'espace vectoriel V. Comme pour les
représentations de groupes, nous dirons qu’un sous-espace vectoriel W de V est invariant
par rapport a 7 si n(g)W C W.

Notons # (V) le sous espace vectoriel de V' des éléments v € V invariants par rapport
an, c’est a dire n(X)v = 0 pour tout X € g. C’est un sous-espace vectoriel invariant de
V. Notons (V') le sous espace vectoriel de V' engendré par les éléments de la forme n(X)v
pour tous X € get v € V. Cest aussi un sous-espace vectoriel invariant de V.

Nous dirons que la représentation n est réductible s’il existe au moins un sous-espace
vectoriel invariant de V' autre que {0} et V. Dans le cas contraire, nous dirons que 7 est
irréductible. Nous avons alors le méme résultat que pour les représentations de groupes :
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Soit n une représentation irréductible de g sur un espace vectoriel de dimension finie
V. Soit ¢ : V' — V un endomorphisme permutable avec tous les n(X), c’est a dire

pon(X)=n(X)oyp
pour tout X € g. Alors ¢ est de la forme ¢ = AlId pour un nombre \.

La démonstration est la méme que dans le cas des représentations de groupes.

Equivalence de représentations

Deux représentations n; et 1o de g sur V; et V5 sont équivalentes si et seulement si il
existe un isomorphisme ¢ : Vi — V5 tel que pour tout X € g nous ayons ¢ o m(X) =
12(X) o . Nous avons alors le résultat suivant, connu sous le nom de Lemme de Schur :
Soient 77 et 1y deux représentations irréductibles de g sur les espaces vectoriels V; et V5.
Soit ¢ : V3 — V5 une application linéaire telle que

pom(X)=mn(X)ogp

pour tout X € g. Alors ou bien ¢ est un isomorphisme et 7; et 7, sont équivalentes, ou
bien ¢ = 0.

2.4.4. Représentations adjointe et coadjointe

Nous allons décrire des représentations particuliéres canoniquement associées a un
groupe de Lie GG et a son algebre de Lie g.

La représentation Ad

Pour g € G, nous posons

ag:G— G
a— gag™"
qui est un difféomorphisme de G' (oy = Ly 0 Ry-1). On a a, = Idg et oy 0 ay = agp,. Donc

a : G — Diff(G) est une action de G (groupe) sur lui-méme (variété).
Soit X € g. Nous posons

Ad,X = (%Ozg(exp(tX)))

|t=0

= (%(g exp(tX)g‘l))

|t=0

Alors Ad, : g — g est linéaire, Ad. = Idy, Ad, o Ad;, = Adgy,. Ainsi Ad réalise une
représentation de G sur g. C’est la représentation adjointe de GG. Nous pouvons constater
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facilement que Ady = Ly Ry-1,. Cest la formule que nous avons prise lors de I’étude des
formes de Maurer-Cartan.

Nous remarquons maintenant que e est point fixe de 'action o de G sur lui-méme. Par
le théoréme du point fixe, T.a, est une représentation de G. En fait, cette représentation
est celle que nous venons de construire, comme il est facile de le voir.

On a I'importante formule

Ady[X,Y] = [Ad,X, Ad,Y]

qui fait que Ad : G — GL(g) a pour image un sous groupe des isomorphismes d’algébres
de Lie de g.

On peut montrer, en utilisant 1'unicité du flot, que le diagramme suivant est commu-
tatif :

G —2>

G
expT Texp
Ad
g—">9

_

Si ¢ est une action de G sur la variété M, alors
TCngM = (Ang)M

En effet, par définition

d
T Xy = <E¢<g,¢(exp(—tX),x)>)|t:0
puisque le flot de XM est (¢,2) — ¢(exp(—tX),x). Donc
d
r0,50! = (Goles(-1).5))
D’autre part,
d
Ad, X )M = (— —tAd,X), )
( )iy dtczﬁ(exp( ) y) .
d
= <E¢(gexp(—tX)gl,y>>t:0

Pour comparer Tgngl]f a (Ad,X )‘]‘; , il faut prendre y = ¢(g,x), puisque T¢gX|]9‘f[ est au
dessus de ¢(g, x). Donc

(Ady X)) = (%cﬁ (g exp(—tX)g~'g, w))

(%cb(gexp(—tX),x))

|t=0

|t=0
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La représentation ad

Nous allons considérer la représentation induite par Ad sur g. Pour cela, nous de-
vons remplacer g par exp(tX) et dériver en t. En utilisant la formule de Baker-Campbell-
Hausdorf, il est possible de montrer que

d
(EAdexp(tX) Y) = Adexp(toX) [X, Y]
‘tzto

et si nous prenons ty = 0 nous obtenons

d
_Adex (tX)Y) = [Xv Y]
(dt ' =0

C’est la représentation induite par Ad. Nous noterons ad cette représentation induite par
Ad sur g, et nous ’appellerons la représentation adjointe de g. C’est une représentation
de g sur elle-méme dont I'expression est

ade = [X, Y]

L’égalité adjxy] = [adx,ady] (qui prouve que ad est une représentation de g) n’est autre
que l'identité de Jacobi.
Le diagramme suivant est alors commutatif :

G % GL(g)

exp T T exp

A ()

Nous pouvons remarquer que la représentation ad peut étre définie sans avoir recours
a G, en posant simplement adxY = [X,Y]. Ceci fait de ad un objet purement algébrique
sur n’importe quelle algebre de Lie g, associée ou non a un groupe.

Cas des matrices

Dans le cas des matrices, les représentations Ad et ad prennent la forme suivante :
— AdsM = AMA™! pour A € GL(n,R) et M € M(n,R);
— adyyN = MN — NM que I'on obtient facilement en dérivant e Ne=*™ en ¢t = 0.

Les représentations Ad* et ad*

La représentation coadjointe de GG est une représentation de G sur le dual g* de g.
Elle est notée Ad* : G — GL(g*) et est définie par la formule de dualité :

(Adja, X) = (o, Adg-1 X))
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oll a € g*. Ad* est donc la représentation contragrédiente de Ad.
Par dérivation de cette représentation, nous obtenons la représentation coadjointe
de g sur g*, ad*, définie par la formule :

(adya,Y) = —(a,adxY)
= —(o, [X,Y])

ad” est la représentation contragrédiente de ad. La représentation ad* est en fait un objet
purement algébrique sur g, donc sur g*.

Si nous nous plagons dans le point de vue des champs de vecteurs invariants a gauche et
des formes différentielles invariantes a gauche, nous pouvons remarquer que par définition

(adxa,Y) = —ix yjo

Il est aisé¢ de montrer que (Lxa,Y) =iy Lxa = Lxiya—ijxyja. Or, iy« est une constante
puisque c’est indépendant du point ot I'on se trouve sur GG, donc sa dérivée de Lie est nulle.
Il reste

(adya,Y) = (Lxa,Y)

valable pour tout Y. On a finalement la relation :
adyo = Ly«

ol nous devons interpréter o comme une 1-forme différentielle invariante a gauche sur G.
Ainsi, sur g*, pour tout X € g,

L X = ad}
Ceci fait encore une fois le lien entre I’aspect purement algébrique de g et 'aspect différentiel
provenant de G.

2.4.5. Formes bilinéaires

Forme bilinéaire associée a une représentation
Soit my une représentation de g sur un espace vectoriel W de dimension finie. Soit
B:WxW —R

une forme bilinéaire symétrique sur W. Nous dirons que B est invariante relativement
a nw si pour tout X € g et tous wy,ws € W,

B(nw (X)wy, wz) + B(wy, nw (X)ws) =0

Soit n une représentation de g sur un espace vectoriel de dimension finie V. Nous
définissons sur g x g la forme bilinéaire symétrique associée a la représentation 7
par la relation

B: gxg— R
(X,Y) = BX,Y) = Tr(n(X)n(Y))
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ou n(X)n(Y) : V. — V est bien str un endomorphisme d’espace vectoriel de dimension
finie. Il est facile de démontrer, par propriété de la trace, que B est invariante relativement

a la représentation ad :
B([X.Y),Z) + B(Y,[X, Z]) = 0

Elément de Casimir

Supposons que 'algébre de Lie de dimension finie g soit munie d’une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée invariante relativement a la représentation ad que nous notons
B. Choisissons deux bases {E;} et {F;} de g telles que

B(EZ, Fj) = 5@']’

Dans 'algébre enveloppante % (g), définissons 1’élément
- nE

C’est I’élément de Casimir associé¢ & B. Nous avons alors le résultat suivant qui rend cet
élément intéressant :

L’¢lément C' est indépendant du choix des bases {E;} et {F;} et commute avec tous les
éléments de % (g).

En effet, nous pouvons voir cet élément C' d’une autre fagon. Soit

p:g®g— ZL(g)

I’application linéaire définie par
6(X ©Y)(Z) = B(Y, Z)X

pour tous X, Y, Z € g. Cherchons le noyau de cette application ¢. Pour cela, soit X;@Y" (i =
1 & k, somme finie) un élément du noyau de ¢. Nous pouvons supposer que les Xi, ..., X}
sont linéairement indépendants. Alors ¢(X; ® V') = 0 équivaut a B(Y", Z)X; = 0 pour
tout Z € g. Or, par indépendance des X;, ceci équivaut a B(Y*?, Z) = 0 pour tout Z € g.
Comme B est non dégénérée, cela implique Y* = 0 pour tout i, d'oit X; ® Y = 0. ¢ est
donc une application injective. Compte tenu des dimensions finies de g ® g et £ (g) qui
sont les mémes, ¢ est en fait un isomorphisme.
Considérons maintenant I’endomorphisme de g défini par

¢<Z E; ® F)

Nous avons

¢>(Z E;® F)(Z) = ZB(%Z)Ei
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Or, Z se décompose sur la base {E;} en Z = Z/E;, d’ou
6> Ei®F)(Z) =Y B(F,E)ZE,

- Z 5UZJE1
=7
Ainsi,

¢ Ei®F)=1d

Ceci implique entre autre que ) . E; ® F; est un élément de g ® g indépendant des bases
{E;} et {F;} de g, puisque ¢ est un isomorphisme indépendant de ces bases.
Maintenant, il est facile de montrer que

$ladzX ®Y) + ¢(X ® adzY) = [ady, 6(X @ Y))]

ou dans le second membre, il s’agit du commutateur dans .Z(g). Comme d’autre part
ladz, (>, Ei ® F;)] = 0 puisque ¢(>, E; ® F;) = 1dg, nous avons

> (adzE; ® F, + E; ® adzFy) = 0

(2

Remarquons alors que 'élément de Casimir associé a B est l'image de ), E; ® F; par
I’application canonique

g®g— % (g)
X®Y — XY
Donc cet élément C' est indépendant du choix des bases de g. Pour tout Z € g, le commu-
tateur [Z, C] dans % (g) s’écrit
Y ZEF —) EFZ=Y (adzE)F + ) Ei(adsF)
qui est I'image d’un élément nul de g ® g. Donc C' commute avec tous les éléments de g,
donc avec tous les éléments de % (g).

La forme de Killing

La forme de Killing de 'algébre de Lie g est la forme bilinéaire
K:gxg—R
(X,)Y) — K(X,Y) = Tr(adxady)
qui est invariante relativement a ad.

Dans le cas ot la forme de Killing est non dégénérée, elle définit un élément de Casimir
sur g.

Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g. Si la forme de Killing de g est non dégénérée,
alors elle définie sur G une métrique.
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2.4.6. Algebres de Lie et semi-simplicité

Représentations semi-simples

La notion de semi-simplicité est liée a la notion de décomposition d’espaces, comme le
montre la définition suivante. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Une application
linéaire ¢ : V' — V est dite semi-simple si pour tout sous-espace vectoriel stable W, par
p, c'est a dire (W) C Wi, il existe un sous-espace vectoriel stable Wy par ¢ tel que
V == W1 @ Wg.
Une représentation semi-simple 1 d’'une algébre de Lie g sur un espace vectoriel V
est une représentation d’algebre de Lie telle que tout sous-espace vectoriel invariant W
par rapport a 7, c’est a dire n(g)W; C Wy, il existe un sous-espace vectoriel invariant W,
par rapport a ) tel que V = W; & Wh.
Nous avons alors les résultats suivants : si 7 est une représentation semi-simple de g
sur V', alors
-V = 2(V)®n(V) ot nous rappelons que .# (V) est ’ensemble des éléments invariants
par rapport a n et (V) = (g)V

— La représentation contragrédiente n° de g sur V* est semi-simple;

— Si W est un sous-espace vectoriel invariant par rapport a 7, alors la représentation
7 restreinte a W est semi-simple et nous avons J (W) = W N Z(V) et n(W) =
W nnV).

Algebres de Lie semi-simples

Une algébre de Lie g est simple lorsqu’elle n’est pas abélienne et ne contient aucun
idéal propre. La simplicité est une notion algébrique, qui signifie en quelque sorte, comme
nous le verrons plus loin, I’« élémentarité » de l'algébre de Lie.

Gréace a cette définition, nous pouvons énoncer le résultat suivant, & la base de la
définition des algébres de Lie semi-simples : si g est une algébre de Lie, il y a équivalence
entre :

— La forme de Killing de g est non dégénérée;

— g admet une décomposition unique en somme directe d’algébres de Lie simples;

— Toute représentation de g sur un espace vectoriel de dimension finie est semi-simple.
Nous ne démontrerons pas ces équivalences, assez techniques & établir. Nous en déduisons
néanmoins une définition. Une algébre de Lie semi-simple est une algébre de Lie qui
vérifie ces trois énoncés.

Nous avons ainsi trois critéres pour caractériser une algébre de Lie semi-simple. Le
premier critére est appelé critére de Cartan. Le second est celui utilisé habituellement
comme définition, le troisiéme est di a H. WEYL. Nous constatons que ces trois critéres
sont de nature assez différente. Par exemple, si ’algébre de Lie est associée a un groupe de
Lie, le premier est de nature géométrique, puisque la forme de Killing définit dans ce cas
une métrique sur le groupe. Le second est de nature complétement algébrique, puisqu’il a
recourt a des notions d’idéaux et de décompositions en somme directe.
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Si g est une algébre de Lie semi-simple, alors son centre Z°(g) est nul et son algébre
dérivée est elle méme :

Z(g) = {0} et g=9

Nous ne démontrerons pas ces résultats.

Algebres de Lie réductives

Une algébre de Lie g est dite réductive si elle se décompose comme

g=Z@g og

En d’autres termes, g est somme directe d'une algebre de Lie abélienne et d’une algebre
de Lie semi-simple. Par exemple toute algébre de Lie semi-simple est réductive. La no-
tion de réductivité est donc moins contraignante que celle de semi-simplicité. Malgré cet
affaiblissement, de nombreux résultats ont été obtenus sur les algébres de Lie réductives.

Par exemple, pour g algebre de Lie de dimension finie, il y a équivalence entre les
énonceés suivants :

g est réductive;;

g admet une représentation fidéle de dimension finie et de forme bilinéaire associée
non dégénérée ;

— g admet une représentation semi-simple fidéle de dimension finie;

— La représentation adjointe de g est semi-simple.

Une algébre de Lie sur R est dite compacte si elle admet un produit scalaire défini
négatif invariant relativement a la représentation ad. Par exemple, toute algébre de Lie d'un
groupe compact est compacte. On peut alors montrer que toute algébre de Lie compacte est
réductive. La réductivité est donc une généralisation algébrique de la condition géométrique
de compacité.

Si V est un espace vectoriel de dimension finie, 2 (V') a pour centre 2°(.Z(V')) = RId et
pour algebre dérivée Z (V) = £ (V) la sous algebre de Lie des endomorphismes de trace
nulle. Nous avons alors la décomposition .2 (V) = RId & .%(V') qui prouve que .Z (V) est
réductive.

Les algebres de Lie réductives ne sont donc pas rares, et par conséquent leurs propriétés
sont d’un grand intérét. Par définition méme de la notion de réductivité, pour étudier ces
algebres de Lie, il faut étudier les algébres de Lie abéliennes (ce qui n’est pas trés difficiles)
et les algebres de Lie semi-simples, ce qui ouvre un grand chapitre de ’algébre, chapitre
que nous n’aborderons pas ici.

Il faut mentionner que les algébres de Lie simples ont été classées en quatre grandes
familles et quelques exceptions. Ceci classifie bien siir les algébres de Lie semi-simples,
puisqu’elles sont sommes directes d’algebres de Lie simples. Quant aux algébres de Lie
réductives, elles se prétent a des considérations cohomologiques.
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2.5. Revétements et groupes

Références : [10], [12], [22].

2.5.1. Généralités

Soit G' un groupe topologique. Un groupe de revétement de G est un groupe topolo-
gique G qui est un revétement de G en tant qu’espace topologique et tel que 'application
du revétement 7 : G — G soit un homomorphisme de groupes.

On peut montrer que si GG est un revétement simplement connexe de G, alors on peut
munir G d’une structure de groupe qui en fasse un groupe de revétement de G.

Si maintenant G est un groupe de Lie connexe, alors on peut montrer qu’il existe un
groupe de Lie connexe et simplement connexe G qui soit un groupe de revétement de G.
Dans ce cas, les algebres de Lie de G et G sont isomorphes. En effet, localement ces groupes
de Lie sont difféomorphes. G est appelé le groupe de revétement universel de G. 1l est
unique a isomorphisme pres. La connexité de G est essentielle pour prouver cette unicité.
Le noyau du recouvrement 7 : G — G est un sous-groupe de G, qui n’est autre que 7 (G).

Si p: G — GL(V) est une représentation de G, alors p = po 7 : G — GL(V) est une
représentation de G. Donc toute représentation de GG est en particulier une représentation de
(. La réciproque n’est pas vraie, et conduit a des considérations intéressantes en physique.

2.5.2. Les groupes Spin

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n, et ¢ une forme quadratique non dégénérée
sur V. Le groupe orthogonal O(V, q) de (V, q) est le sous-groupe de GL(V') des éléments g
tels que ¢(gv, gv) = q(v,v) pour tout v € V. Les éléments de O(V, q) ont pour déterminant
+1. On note SO(V, q) le sous-groupe de O(V, q) des éléments de déterminant +1. Cest le
groupe spécial orthogonal.

On peut toujours choisir une base {e;}i—1,. , de V >~ R" de telle sorte que

o0.0) =0 4ty el
pour tout v = > ve; et ou 7 + s = n. On note alors O(r,s) = O(V,q) et SO(r,s) =
SO(V, q).

L’algébre de Clifford C/(r,s) de V est définie comme ’algébre engendrée par les n
éléments e, ..., e, (de la base orthonormée de V') et les relations

€:€; + €€ = _261']' sl S r
= —|—2(51J sit>r

Cette algébre est Z, graduée. On note C%(r,s) la sous-algébre des éléments pairs, et
Cﬁl(r, s) le sous-espace vectoriel des éléments impairs. En particulier, on a V' C ct (r, ).

Dans cette algebre, on peut considérer les éléments inversibles. Ils forment un groupe,
noté C0*(r,s). Tout élément ¢ de CC*(r,s) définit un automorphisme Ad, de C/(r,s)
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par la relation Ad,(a) = pap™!. Tout élément v € V C C'(r,s) tel que q(v,v) # 0 est

inversible, son inverse étant —mv. On peut alors montrer que pour w € V, on a
v, w
Adv(w):—w—l—2q< )UGV
q(v,v)

donc Ad, € GL(V). De plus, il est facile de voir que q(Ad,(w), Ad,(w)) = q(w,w), et donc
Ad, € O(r, s).

Soit alors Pin(r, s) le sous-groupe de C£*(r, s) engendré par les v € V tels que ¢q(v,v) =
+1. Alors, d’aprés ce qu’on vient de voir, on a un morphisme de groupes

Ad : Pin(r,s) — O(r, s)
Pin(r,s) est appelé le groupe Pin de (V, q). Le groupe Spin de (V, q) est le sous-groupe
Spin(r, s) = Pin(r,s) N CL(r, s)
On peut montrer que Ad réalise un morphisme de groupes
Ad : Spin(r,s) — SO(r, s)

Le morphisme Ad fait de Pin(r, s) un groupe de revétement de O(r, s) et de Spin(r, s)
un groupe de revétement de SO(r,s). Dans les deux cas, le noyau de Ad est le groupe
discret Zs. Il s’agit donc de revétements a deux feuillets. Dans le cas s = 0, r = n,
Spin(n) = Spin(n,0) est le groupe de revétement universel de SO(n) = SO(n,0). Dans
le cas s = 1, notons Spin®(r,1) et SO%r,1) les composantes connexes qui contiennent
I’élément neutre. Alors Spin®(r, 1) est le groupe de revétement universel de SO%(r, 1).

2.5.3. Le groupe des rotations
Le groupe SO(3)

Considérons le cas du groupe SO(3) des rotations de R3. Ce groupe est connexe mais
n’est pas simplement connexe. Il admet pour groupe de revétement universel le groupe
SU(2) ~ Spin(3).

Une matrice R € SO(3) est caractérisée par ‘RR = 1 et det R = 1, et se décompose
sous la forme R = R,(0)R,(¢)R, () avec

cosf —sinf 0

R.(0) = [ sinf cosf 0
0 0 1
cos¢p 0 sing
R)=[ 0o 1 0
—sing 0 cos¢
1 0 0
R.(¥)= |0 cosyp —siny

0 sinY cos®y
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Le groupe SO(3) est de dimension 3.
0 — R.(0) est une courbe dans SO(3) passant en 1 & # = 0. Son vecteur tangent en 1
est

0 -1 0
X, dR(6) =11 0 O
do  jo=0 0 0 0

De méme, les vecteurs en 1 aux courbes ¢ — R, (¢) et ¢ — R, (1) sont
0 01

dR

Xy — y(¢> — O 0 O
4 =0 \_1 0 0
00 O
X, = AR () =10 0 -1
W o= \o 1 0

L’algebre de Lie so0(3) admet donc pour base {X,, X,, X,} et pour crochets :
Xz, Xy] = X. Xy, Xo] = X, (X2, Xa] = X,

En physique, on préfére travailler avec des matrices hermitiennes. On introduit donc les
matrices

Jp = iX, J, = iX, J. = iX,

qu’on doit interpréter comme des matrices dans 1’algébre de Lie complexifiée de s0(3) que
I'on note s0(3)€. L’espace vectoriel sous-jacent & s0(3)C est 1'espace vectoriel complexifié
de celui de s0(3), et le crochet de Lie est obtenu de celui sur so(3) par linéarité sur C.
Soit alors Jy = J, +iJ,. Alors on a (J+)T = J; et les crochets valent [J,, J.] = £J et
[y, J_] = 2J.. Lélément J? = J? 4 J? + JZ commute avec J,, Jy, J.. Cest I'élément de
Casimir.

Le groupe SU(2)
Une matrice U € SU(2) est caractérisée par UTU = 1 et det U = 1. Elle peut s’écrire

sous la forme )
a
0= (e 0)

avec a,b,c,d € Ceta=d, ¢ = —b, b= —c, d=a et |a|>+ |b]> = 1. Il reste donc trois
parameétres réels pour caractériser U. La courbe

eia/2 0
a = Uz(@) = ( 0 6ia/2>

passe en 1 pour @ = 0 et y a pour vecteur tangent

i dU(a) - (162 _?/2)

2 7 da
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De méme, les courbes

_ [ cosB/2  sinB3/2
B UyB) = (_ sin 3/2 c085/2)

et

v = Us(7)

(0057/2 isinfy/Q)

isiny/2 cosy/2

ont pour vecteurs tangents en 1

%"y - (—?/2 162>

%Uﬂ” - (i?Q if)

Tout élément de SU(2) est produit de U,(7), Uy (3) et U,(a). L’algébre de Lie su(2) admet
donc pour base {$0,, $0,, 20.}. Les matrices 0,0y, 0. sont les matrices de Pauli bien
connues en mécanique quantique.

et

L’homomorphisme de revétement 7 : SU(2) — SO(3) est donné par U,(y) — R.(—7),
Uy(8) — R,(—=p) et U,(a) — R,(—a). On remarquera que les matrices 1 et —1 de SU(2)
s’envoie sur I'unique élément 1 de SO(3). On a donc un revétement a deux feuillets. Au
niveau des algebres de Lie, on a I'isomorphisme s0(3) ~ su(2) avec 30, — J,, 30, — J, et
%O'z — J,.

Représentations irréductibles

Les représentations irréductibles unitaires de dimensions finies de su(2) = so0(3) sont
caractérisées par un demi-entier positif j. Pour j donné, la dimension de la représentation
correspondante est 25 + 1. Une base de cette représentation est donnée par les vecteurs
|7,m) avec m = —j,—j 4+ 1,...,7 — 1, 7. Sur cette base, on a

g, m) = (5 + 1)|5,m)
JZU? m> = m’]? m>

Jeljym) = /(G Fm)(i£m+1)[j,mE1)

En particulier, J,|j,7) = 0 et J_|j,—7) = 0. Ce sont les représentations spinorielles bien
connues en mécanique quantique. Les représentations irréductibles de dimensions finies de
SU (2) sont obtenues par exponentiation de ces représentations. Une telle représentation est
une représentation de SO(3) si et seulement si j est entier. Par exemple, dans le cas j = 1,
la représentation de dimension 3 obtenue est la représentation fondamentale de SO(3) dans
laquelle chaque élément est envoyé sur lui-méme (en tant que matrice de M (3, R)).
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2.5.4. Le groupe de Lorentz
Le groupe O(1,3)

Le groupe de Lorentz est le groupe L = O(1, 3). C’est le groupe des transformations
linéaires de I’espace de Minkowski qui préservent la métrique g = diag(1, —1, —1, —1). C’est
un groupe non compact. Le groupe de Lorentz a quatre composantes connexes.

De ‘AgA = g, on tire (det A)> = 1. On appelle L, le sous-groupe invariant des éléments
de L de déterminant +1, ce sont les transformations de Lorentz propres, et L_ le
sous ensemble des éléments de déterminant —1, ce sont les transformations de Lorentz
impropres. Par définition, L, = SO(1,3). On a L/L, = Z,.

On peut montrer que pour A € L, on a (Ag)? > 1. On note L' le sous-groupe invariant
des éléments tels que Agg > 1, ce sont les transformations de Lorentz orthochrones,
et L le sous ensemble des éléments tels que Agy < —1, ce sont les transformations de
Lorentz non orthochrones.

Les quatre composantes connexes de L sont alors LL, Li, L et L. LL = S0°(1,3) est
la composante connexe contenant 1’élément neutre. C’est le groupe de Lorentz restreint.
Dans chacune des composantes connexes, il y a un élément particulier. LL contient I’élément
neutre, L contient I'inversion spatiale

1 0 0 O
0 -1 0 0
Is = 0 0 -1 0
0o 0 0 -1
L' contient I'inversion temporelle
-1 0 0 0
j 0 100
o o100
0 001

et Li contient I'inversion spatio-temporelle

-1 0 0 0
0O -1 0 0
]st:]tjs :]S]t = 0 0 _1 0
o o0 0 -1

Le groupe des rotations SO(3) est un sous-groupe du groupe de Lorentz restreint.

Le sous-groupe SO°(1,3)

Le groupe de revétement universel du groupe de Lorentz restreint SO°(1, 3) est le groupe
SL(2,C). Décrivons 'homomorphisme 7 : SL(2,C) — SO°(1, 3) du revétement. Pour cela,
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posons og = 1 € SL(2,C). Soit Hy l'espace des matrices 2 X 2 complexes hermitiennes.
Tout h € Hy s’écrit de fagon unique sous la forme

— _ _ _ — M
h—ﬂ?oO'O 101 To02 X303 = T 0y

oll 01, 09,03 sont les matrices de Pauli et () = (2°, 2, 2%, 2%) = (20, —x1, —T2, —3) est
un quadrivecteur de I'espace de Minkowski. On a alors det h = x*z, et Trh = 2z,. Soit
A€ SL(2,C). Alors A définit une application linéaire sur Hy par

h s AhAT

Il est facile de voir que det(AhA") = deth = z*z,. Donc A définit une application li-
néaire A(A) sur les quadrivecteurs. Cette application linéaire préserve la norme minkows-
kienne. Donc A(A) est dans le groupe de Lorentz, et on peut montrer plus précisément que
A(A) € SO°(1,3). L’application SL(2,C) 3 A — A(A) € SO°(1,3) est 'homomorphisme
du revétement. Le groupe SU(2) est un sous-groupe de SL(2,C). La restriction de cet
homomorphisme & SU(2) donne ’homomorphisme du revétement SU(2) — SO(3).

L’algebre de Lie (réelle) de SO°(1,3), s0(1,3) C sl(4,R), admet pour base les six
éléments donnés par

00 0 O 000 O 0 0 0O
a0 = 00 0 O 4y — 000 -1 a4y — 0 0 10
00 0 1 000 O 0 -1 00
00 -1 20 010 0 0 0 0O
0 00 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
= 0 00 O a5 — 0 0 0 O g — -1 0 0 0
0 00 O -1 0 0 O 0 0 00
-1 00 O 0 0 0 O 0 0 00

a1, as,az engendrent les rotations de R3, et a4, as, ag correspondent aux transformations
de Lorentz habituelles (les « boosts »). La structure d’algébre de Lie est donnée par les
crochets

[ah GQ] = as [Cl2, (13] = [03, al] = Qg
[Ch, a5] = —Gg [GQ, Cl4] = Qg [CL3, Cl4] = —as
[Gh aﬁ] = as [02, (16] = —a4 [CL?,’ CL5] = Q4
g, as] = a3 a5, ag] = ay a6, as] = az

et les autres sont nuls. L’algébre de Lie so0(1, 3) est simple et non compacte.

On va considérer des représentations de so(1,3) = sl(2,C) sur un espace vectoriel
complexe. Dans ce cas, on peut prendre Ialgébre de Lie complexifiée de so0(1,3). Une base
sur C plus commode pour cette algébre de Lie est

1 1 1
ay = 5(601 + iay) ay = §(a2 + ias) a = §(a3 +idg)

ay = =(a; —iay) ay = §(a2 —ias) ag = §(a3 — iag)
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Dans cette base, les crochets se découplent :

01, 02 = —a5 @3, 03] = —a; [y 03] = ~d

[}, a5) = —ag [a5, ag) = —d} [ag, a4] = —ag

et les autres sont nuls. On obtient ainsi deux algébres de Lie su(2)€ découplées :
s0(1,3) ~ s5u(2)¢ @ su(2)°

Soit {|7,m) }me—j..j et {|7,m') }=—j.. ;- des bases de deux représentions irréductibles

de su(2). En complexifiant ces représentations, on obtient des représentations irréductibles
de su(2)®. On représente J, = —ia}, J, = —idy et J, = —ia} sur la base {|j,m) b= i
et J, = —ia}, J, = —iag et J, = —iag sur la base {|j',m')}y=_j .y comme on I'a fait

auparavant. Alors les g
¢zrjzm’ = ’37 m> ® ’j/’m/>

forment une base d'une représentation irréductible de so(1,3)%, de dimension (25 +1)(25" +
1). On note [/ cette représentation. Par exponentiation, elle donne une représentation
irréductible de SL(2,C), que 'on note de la méme fagon. Aucune de ces représentations ne
donne une représentation de ’algébre de Lie so(1, 3) par des matrices anti-hermitiennes. Par
conséquent, toutes les représentations irréductibles de dimension finies de SL(2,C) et LL
sont non unitaires. Une représentation I est une représentation du groupe de Lorentz
restreint si et seulement si j + j' est entier. %2 est la représentation de SL(2,C) dans
laquelle chaque élément est envoyé sur lui-méme. 20 est sa représentation contragrédiente.
['22 est une représentation de dimension 4. C’est la représentation de Ll = S0°1,3) qui
envoie chaque élément sur lui-méme.

Les revétements simplement connexes du groupe de Lorentz

Le groupe de Lorentz tout entier L admet plusieurs groupes de revétements simplement
connexes, car il n’est pas connexe. Nous allons décrire ces groupes.

Soit 7 : L — L un tel groupe de revétement. Le revétement a deux feuillets SL(2,C) —
LL est inclus dans ce revétement. Donc L — L est a deux feuillets. Cela signifie qu’au
dessus de tout A € L, on a deux éléments dans L, qu’on note [A] et [A], tels que m([A]) =
7([A]) = A. Pour fixer les notations, on prend [1] et [1] les deux éléments de L au dessus
de I’élément unité 1 € L. Ce sont des éléments de SL(2,C). L'élément [1] sera 1'élément

unité de L. Donc on a, pour tout A € L :

et
[W)[1] = [A][1] = [A]

Les trois symétries I, I; et I; admettent donc chacune deux éléments dans L. Pour décrire
complétement L, il nous reste & donner la table de multiplication du groupe. Cela revient
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pour A € LL.
Nous pouvons définir [I,][A] par

[L)IA] = [:A]
L’autre solution serait [I,][A] = [I,A], mais [I,A] et [I,A] sont complétement interchan-
geable. De méme, on peut poser par définition

[AJ[Ls] = [AL]

[L][A] = [L:A]

[A]l1] = [AL]

(L] [A] = (]

[A]lLat] = [Aly]
pour les mémes raisons. Multiplions [[][A] = [[;A] par [1]. On obtient alors [[,]J[A] =
[I,A] = [I5)[A]. On a des relations analogues par les autres produits définis ci-dessus.

Jusqu’a présent tous les choix effectués dans les définitions étaient sans conséquence. Par
contre, les produits entre les relévements des trois symétries ne peuvent pas étre arbitraires.

De I? = 1, on tire [[]> = [1] ou [I,]* = [1]. De méme, on a [[;]* = [1] ou [[,]* = [1] et
[I])? = [1] ou [I4]* = [1] et de I,I; = I = I;1, on déduit (L[ 1] = [Lst] ou [L][1;] = [I] et
[I][I] = [1st] ou [I][1s] = [Is]. Toutes les combinaisons ne sont pas permises. Par exemple,

)

prenons (12 = (1], [L)* = (1], [L]* = (1] et [L][1,] = [La]. Alors ([L)[L)([L)[1]) = [La]* =
(). Si [L][L] = (L], alors [L)[1] = [L][L], et donce [L[L)[L][L] = [LP[L)* = [1]. Ce
qui est contradictoire. Par conséquent, il faut prendre [I;][Is] = [Iy]. En regardant toutes
les possibilités, on se rend compte qu’il reste 8 combinaisons acceptables, qui donnent des
groupes non isomorphes entre eux. Pour toutes ces combinaisons, on peut choisir [I][1;] =
[I] car l'autre solution conduit & des groupes isomorphes. Ces 8 groupes sont résumés
dans le tableau suivant :

L2 L2 (L (5L
LW @ W (L
LW o [1 L]
L @ (1 L
Lol [@ (@ [L
L 1 [ (1 L]
Lo| 1 [ (1[5
L@ @ (1 [
L@ @ (1 (L

Représentations irréductibles

Si I" est une représentation irréductible d’un des Za, alors sa réduction au sous-groupe
SL(2,C) est une représentation irréductible du type I'/' pour j et j' entiers ou demi-
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entiers. On peut alors montrer que le sous-espace vectoriel de la représentation I' contient
non seulement le sous-espace vectoriel de la représentation I/, mais aussi celui de la
représentation I77. Si j = 5/, 'espace vectoriel de la représentation I' est celui de I/ et si
j # j', c’est la somme directe des espaces vectoriels de V7" et TV

On note I'(G4).G%)" une telle représentation irréductible. Selon les valeurs de j et 5,
r peut prendre plusieurs valeurs ce qui signifie que la représentation irréductible n’est pas
complétement fixée par le couple (4, 7'). Pour j = j', r peut prendre 4 valeurs, pour j # j/,
il peut prendre une ou deux valeurs.

On peut montrer que I’équation de Dirac correspond a une représentation irréductible

de dimension 4 de la forme T'((%:2):(3:0) (r n’admet qu’une seule valeur) de I'un des groupes

de revétement Zz, Zg, Ls, Lg (et pas des autres!). Si on impose que la fonction d’onde d’une
antiparticule se transforme de la méme fagon par les inversions spatiales et temporelles que

la fonction d’onde d’une particule, alors on ne peut prendre que le groupe de revétement
Lg.
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Chapitre 3

Fibrés, connexions

Dans tout ce chapitre, G désigne un groupe de Lie et g son algebre de Lie. Nous
prendrons des variétés de classe C°.

3.1. Notions de fibrés

Références : [2], 3], [4], 5], [9], [12], [14], [16], [18], [20].

Un fibré est une variété différentiable qui ressemble localement au produit cartésien
d’un ouvert d’une variété et d’une « fibre ». C’est une généralisation du produit cartésien
M x F ou M et F sont deux variétés, M étant la base et F' la fibre. Cela signifie encore que
dans un fibré, au-dessus de chacun des points de M, il y a une copie de F. Dans le cas du
produit cartésien, ces copies sont « mises les unes a coté des autres », et on passe de I'une
a 'autre en regardant toujours le méme point de F'. Dans le cas d'un fibré, le recollage
des fibres ne se fait plus aussi trivialement. Mais pour s’en rendre compte, il ne faut pas
regarder le fibré localement (c’est a dire a travers des ouverts de M, puisqu’on lui impose
justement de ressembler sur ces ouverts a un produit cartésien), mais globalement : nous
n’avons pas M X F, mais une variété P, qui contient d’une certaine facon des copies de M
et de F.

En fonction d’une éventuelle structure algébrique sur la variété fibre (espace vectoriel,
groupe...), les fibrés pourront étre classés grossiérement. Le premier exemple que nous allons
donner représente le type de fibré le plus simple, et le plus important : le fibré principal,
qui admet pour fibre un groupe de Lie. Nous définirons, en généralisant ce que nous aurons
appris sur ce fibré, ce qu’est un fibré en général, avec une fibre quelconque. Enfin, nous
verrons comment, & partir d’un fibré principal, nous pouvons construire d’autres fibrés qui
lui sont associés.
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3.1.1. Fibré principal
Généralités

Un fibré principal P est une variété différentiable. Localement, cette variété est difféo-
morphe & U x GG ou U est un ouvert d’une variété M qui sera appelé la base de P.

Nous retrouvons la ce que nous voulions faire en introduisant la notion de variété :
nous voulions que la variété ressemble localement & un ouvert de R™. Dans le cas d'un
fibré principal, le « modéle local » est le produit U x G. Nous remarquons que GG est pris
en entier : c’est donc une localité sur M et non sur P. Cette analogie de construction
doit toujours étre présente a l’esprit, car nous verrons que nous serons confrontés a des
problémes du méme genre que ceux rencontrés alors, notamment lors des raccordements
d’ouverts de M.

La construction mathématique s’effectue comme suit.

Au dessus d’un point

Il existe une application différentiable surjective m : P — M. En cela, P contient M
(surjectivité). La fibre au dessus de z € M sera par définition 7~ !(z), notée souvent P,.
Cette fibre est diffeomorphe a G, et il existe une action a droite (attention!) de G sur P,
notée Egp:p-goﬂpEPetgthelle que :

— Pour ¢ variant dans G, p - g reste toujours au dessus de m(p), c’est a dire que p - g

reste dans la méme fibre Py,. Ceci s’exprime encore par I'égalité 7(p) = 7(p - g).

— Pour p fixé dans une fibre, chaque autre point de cette fibre est de la forme p- g, pour
un unique g dans G. En d’autres termes, la restriction de I'action & droite de G sur
chaque fibre est transitive et libre.

La variété 7—!(z) est donc une copie de G, mais sans en avoir explicitement sa structure
de groupe. Seules les structures de variétés différentiables sont communes.

Au dessus d’un ouvert

Pour l'instant, nous n’avons regardé que ce qui se passe au dessus d’un point de M.
Regardons comment se rassemblent plusieurs de ces points, au dessus d’ouverts de M.

Le fibré P est localement trivial, c’est a dire que pour tout x € M, il existe un ouvert
U de M contenant x et un difféomorphisme trivialisant ¢ : U x G — 7~ }(U) tel que

— 7(¢(x,g)) =z, cest a dire que (z,g) € U X G est envoyé dans la fibre 771 (z);

— ¢ est compatible avec action de G sur P au sens suivant : si on note ¢, : G — 77 (z),
pour x € U, 'application ¢,(g) = ¢(x,g), alors on a ¢,(ga) = ¢.(g) - a et ¢, est le
diffeomorphisme qui identifie G a 7~!(z) (voir figure 3.1).

Cette définition donne un sens a « ressembler localement a U x G ».

Un systéme de trivialisations locales {(U;, ¢;)}ic; est un ensemble de couples
(U;, ¢;) formés d’ouverts U; constituant un recouvrement de M, et de difféomorphismes
trivialisants ¢; : U; x G — 7~ 1(U;). C’est la notion équivalente a celle d’atlas d’'une variéte.
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gas G b - ¢0.(9a) = ¢.(g) - a
91 bs — ¢m(g>

T U

W

FiG. 3.1 — Trivialisation locale d’un fibré : au dessus de 'ouvert U de la variété de base,
le fibré s’identifie & U x G. Cette identification est compatible avec I'action a droite du
groupe G sur chaque fibre.

Fonctions de transition

Comme lors de la construction des variétés, nous devons faire face maintenant au pro-
bléme des raccordements d’ouverts. Que se passe-t-il sur U; N U; # @7 Comment se rac-
cordent deux trivialisations ?

Pour cela, considérons z € U;NUj, et p € 7~ !(x) fixés. Nous posons alors g; = b, p) €
Getg; = qu_; (p) € G. Ces deux éléments de G peuvent toujours étre reliés par g; = g;;(z)g;
pour un g;;(x) € G (le fait de multiplier a gauche a son importance). A priori, cet élément
de G dépend de p (voir figure 3.2). Examinons cette dépendance en p : prenons maintenant
p - g dans la méme fibre. La condition de compatibilité avec 'action de G montre que
g; devient g;g et g; devient g;g. La relation entre ces nouveaux éléments de G est donc
obtenue avec le méme g;;(x) (puisque g;;(x) multiplie & gauche). Nous voyons ainsi que
gij(x) ne dépend pas de p € 7~ *(z), mais seulement de x, comme nous 'avions anticipé
dans la notation.

Nous remarquons alors que g; = ¢; wl 0 ¢j(g;). En y mettant g; = e, et puisque g;;(z)
ne dépend pas de p, nous obtenons :

9ij (1) = ¢4 0 dja(e)

Les fonctions g;; : U; N U; — G sont appelées les fonctions de transition du fibré P
(pour un systéme de trivialisations locales donné).

Il faut remarquer qu’une fonction de transition agit a gauche sur G (nous multiplions
a gauche), et que l'action de G sur M se fait a droite. Ceci est important car nous avons
utilisé le fait que ces deux actions commutent pour montrer I'indépendance de g;;(z) par
rapport a p.

Les fonctions de transitions ont des propriétés qui les caractérisent. Nous voyons faci-
lement que

9ij(x) = g5;' (x)
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9ij95 = Ji¢

L X

F1G. 3.2 — Le raccordement de deux trivialisations locales est obtenu par l'action a gauche
du groupe G sur lui méme, et définit les fonctions de transition g¢;; : U; N U; — G.

et il est ais¢ de vérifier qu’au dessus de U; N U; N U, # &, nous avons

9i5(2) g1 () gri(x) = e

Enfin, nous avons
gi(z) =€

Les fonctions de transition sont donc les objets qui permettent de passer du local (U; x G)
au global (P). Les trois relations ci-dessus sont des conditions nécessaires (et suffisantes)
pour que ce passage soit possible, c¢’est-a-dire pour que la définition de P & partir des
trivialisations locales soit cohérente.

Vocabulaire

Il est temps maintenant de donner le vocabulaire :
— P est espace total;
— M est la variété base;
— 7 est la projection;
— (G est le groupe de structure du fibré. C’est lui en effet qui « gére » les transitions
entre trivialisations. Il joue aussi ici le role de fibre type.
On note P(M, G) ce fibré principal.

En 2.2, nous avons vu que si un groupe de Lie G agit librement et différentiablement
sur une variété différentiable P, et si la variété P/G = M existe, alors P(M, G) est un fibré
principal. Nous avons aussi vu que si G est compact, alors M = P/G existe nécessairement
dés que 'action est libre.
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La notion de fibré principal que nous venons de donner se place dans le cadre différen-
tiable. On peut introduire toutes ces notions dans le cadre topologique, ot dans ce cas le
groupe n’est que topologique.

Morphismes de fibrés principaux

Considérons P(M,G) et Q(N,G) deux fibrés principaux de variétés bases a priori
différentes, mais de méme groupe de structure GG. Une application différentiable ¢ : P — @
est un morphisme de fibrés principaux si ¢ commute avec ’action a droite de G :

Y(p-g) =v({p)-g

pour tous p € P et g € G. Ceci implique en particulier que v respecte les fibres : ¥(P,) est
inclus dans une fibre de ). Donc v induit une application 1Z : M — N entre les variétés
bases, telle que ¥(P,) C Qi)

Cette notion de morphisme conduit tout naturellement a celle d’'isomorphisme de
fibré principaux. Dans ce cas, 9 est un difféomorphisme entre les variétés bases. En
général, on regroupe les fibrés principaux en classes d’isomorphie, car les objets que nous
aurons l’occasion d’y introduire ne dépendent que de ces classes.

On dira qu'un fibré principal P(M, G) est trivial s’il est isomorphe au fibré M x G.

Changement de trivialisations locales

Soit (U, ¢) une trivialisation locale de P. Au dessus du méme ouvert U de M, une autre
trivialisation locale ¢/ : U x G — 7~ 1(U) est nécessairement reliée a ¢ par une application
g : U — G telle que

¢'(x, h) = ¢(z, g(x)h)

pour tout z € U et h € G, puisqu’il suffit de poser g(z) = ¢, ' o gb;,_l(e).

Si, au dessus de deux ouverts trivialisants U; et U; de M tels que U; NU; # &, on se
donne deux trivialisations ¢;, ¢, et ¢!, ;-, reliées entre elles par des applications g; : U; — G
et g; : U; — G, alors les fonctions de transitions g;; et g;; sur U; N Uj reliant ¢; & ¢; d’une
part et ¢} & ¢ d’autre part, satisfont a

gi;(w) = g ' (x)gij(x)g;(x)

pour tout x € U; N Uj.

Ainsi, étant donné un systeéme de trivialisations locales {(U;, ¢;)}ier de P, et un en-
semble d’applications g; : U; — G, on peut construire un nouveau systéme de trivialisations
locales {(U;, ¢;) }ier de P, dans lequel les nouvelles fonctions de transitions sont reliées au
anciennes par l’expression ci-dessus.

En particulier, on peut montrer que les fonctions de transitions d’un fibré principal
trivial peuvent toujours étre mises sous la forme g;;(r) = g; '(x)g;(x) pour des fonctions
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Sections, trivialisations locales des sections

Nous avons déja rencontré la notion de section lors de I'étude des champs de vecteurs,
des formes différentielles et des champs de tenseurs. Une section sur P est une application
S : M — P telle que mo S = Idy. Clest a dire que S(z) € 7 !(z) pour tout z € M.
A priori, il n’est pas évident qu’une telle section existe (existence globale). Nous allons
essayer de voir pourquoi.

Localement, au dessus de chaque ouvert U d’une trivialisation locale (U, ¢) de P, nous
avons des sections locales trivialisantes :

s:U—m*U)CP

définies par
s(z) = ¢(x,¢)

Toute section locale S : U — P s’écrit alors de fagon unique S(x) = s(z) - g(z) pour une
application g : U — G. Nous dirons que g est la trivialisation locale de S pour la section
locale trivialisante s. Remarquons que la donnée d’une section locale s : U — 7~ 1(U)
définit une trivialisation locale (U, ¢) si nous posons ¢(x, g) = s(z) - g € 7~ 1(U) pour tous
x € U et g € G. Se donner une section locale trivialisante d’un fibré principal ou une
trivialisation locale est donc équivalent. Dans le cas d’autres fibrés, cette remarque ne sera
plus nécessairement vraie.

Soit donné maintenant un systéme de trivialisations locales {(U;, ¢;) bier. Il est aisé de
montrer que sur U; N U; # & les sections locales trivialisantes s; associées sont reliées par
les relations

si(x) = si(x) - gij(x)
Une section globale S sur M peut se décomposer sur ces sections locales : sur chaque U,
nous écrivons S(x) = s;(x) - S;(z) o S;(z) € G. Les applications S; forment un systéme de
trivialisations locales de S. Les sections locales s; servent en quelque sorte de bases locales.
La condition s;(x) - S;(x) = s;(z) - S;(z) sur U; N U; # @ implique alors

Si(x) = gij(x)S;(x)

Ainsi, trivialiser la section globale S sur M consiste a associer & .S : M — P une collection
d’applications (locales) S; : U; — G qui vérifient des formules de recollement S; =
gi;5; sur U; N U; # &. Si maintenant nous voulons construire une section globale en la
décomposant localement, ces relations doivent étre satisfaites sur toute la variété M. Mais
ceci n’est pas toujours possible, et nous avons le théoréme important : Un fibré principal
est trivial si et seulement si il admet une section globale.

Nous voyons donc que 'existence d’une section globale sur un fibré principal est une
condition trés restrictive sur I'aspect global de ce fibré! Cet énoncé ne s’applique qu’aux
fibrés principaux. Nous rencontrerons par la suite d’autres types de fibrés pour lesquels
des sections globales existent toujours. On remarquera aussi que sur tout fibré principal il
existe toujours des sections locales s : U — P pour des ouverts assez petits U de M.
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Réduction du groupe de structure

Il peut arriver que les fonctions de transitions d’un fibré principal P, dont un systéme
de trivialisations locales est {(U;, ¢;) }ic1, ne prennent pas leurs valeurs dans tout le groupe
(G, mais seulement dans un sous-groupe H de G, c’est a dire que pour tous 7, j tels que
UiNU; # @, nous avons,

Vx € Uz N Uj gm(ﬂf) e H

On peut alors considérer un sous-fibré de P, fibré principal de groupe de structure H, ayant
ces fonctions de transitions. Chaque fibre de ce fibré est ¢; ,(H) pour x € M. Nous dirons
que nous avons une réduction du groupe de structure si tel est le cas.

Dans certaines applications, il peut étre souhaitable de réduire le groupe de structure,
méme si les ¢;;(x) ne sont pas dans un sous-groupe H de G. Pour voir si cette réduction est
possible, il faut essayer de changer le systéme de trivialisations locales pour que les fonctions
de transitions soient & valeurs dans H. Pour changer de systéme de trivialisations locales,
on se donne des applications

g U — G

Les nouvelles fonctions de transition sont alors
-1
9i;(%) = g; () gij()g;()
Nous pouvons donc réduire le groupe de structure si pour tout € U;NU; # &, nous avons
(9; '9ij9)(x) € H

Mais le choix des applications g; qui permettent de vérifier cette condition n’est pas toujours
possible. C’est seulement lorsque ce choix est possible que nous pourrons réduire le groupe
de structure du fibré. En général, lorsque cette réduction est possible, elle n’est pas unique,
et on peut la caractériser par le choix d’une section (globale) d’un fibré associé a P, et que
nous introduirons plus loin en 3.1.5.

Exemple : le fibré des repéres

Comme premier exemple, nous allons construire un fibré principal au dessus de toute
variété M, le fibré des repéres L(M), de groupe de structure GL(n,R). Au dessus de
chaque point de M, la fibre de L(M) est I’ensemble des bases de I’espace tangent en ce
point. Un point de L(M) est donc un repére, c’est & dire un point origine (un point de M)
et une base (de l'espace tangent au dessus de ce point). Considérons '’ensemble de toutes
les bases au dessus de x € M : nous le notons L,(M). GL(n,R) agit dessus a droite par la

relation
{eale} = {enaAa)

pour tous {eqz} € Ly(M) et (A2) € GL(n,R). Nous définissons alors la variété différen-

tiable
L) = | L)

zeM
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Cette variété est un fibré principal de groupe de structure GL(n,R). L’action de GL(n,R)
sur L(M) est donc donnée par (z, {eq.}) — (, {eyzAL}), avec (A)) € GL(n,R).

Pour construire des trivialisations locales de L(M), nous prenons un atlas de M. Nous
savons alors qu’au dessus de chaque carte locale, les gxi fournissent un repére local. Un
systéme de trivialisations locales de L(M) est alors donné par les ouverts U; d'un atlas de

M et les difféomorphismes

¢i . Ul X GL(n,R) — 7T71(Ui>

0
(& (k) = e = Xhag
Il est aisé de montrer que ce sont bien des difféomorphismes.

Si nous changeons de carte locale, nous changeons de trivialisation. Nous savons que si
= Xkag? = Y’“a%, alors
k

Y
=5y s

La fonction de transition = — g, (z) = (92%/9y")|, est bien un élément de GL(n,R).

Xk

Exemple : quotient d'un groupe de Lie

Soit G un groupe de Lie, et H un sous-groupe de Lie de ce groupe. Nous posons G/H
la variété quotient pour la relation d’équivalence sur G : g ~ ¢’ < dh € H, g = ¢'h. Alors
G peut étre considéré comme fibré principal, de groupe de structure H, de base G/H, et
de projection m : G — G/H, projection du quotient. L’action & droite de H sur G est
simplement g — gh pour h € H.

3.1.2. Fibré de fibre quelconque
Définition

Dans un fibré principal, la fibre 771(x) est diffecomorphe au groupe G. Nous allons
généraliser cette structure en se donnant pour fibre un espace quelconque F' (qui sera une
variété afin que 'espace total soit une variété) sur lequel G' agit & gauche par 'action
ly : ' — F. Pour remplacer la fibre G par la nouvelle fibre F', nous avons besoin de cette
action : c’est a travers elle que les fonctions de transition joueront leur role de recollement
sur les trivialisations de I’espace total.

Nous dirons que (E,m, M, F, G) est un fibré localement trivial de groupe de struc-
ture G (ou plus briévement fibré) si

— FE est une variété différentiable, dite espace total.
M est une variété différentiable, dite variété base.
— F est une variété différentiable, dite fibre type.
— 7 : E — M est une application surjective, différentiable, telle que 771(x) = E, est

difféeomorphe a F. 7 est la projection.
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— G groupe de Lie, appelé groupe de structure, agit sur /' a gauche par ¢, : ' — F.

— Pour tout x € M, il existe un ouvert U de M contenant x et un difféomorphisme
¢ :UxF — 7 1(U) C E vérifiant m o ¢(y, f) = y pour tout y € U et f € F.
Le couple (U, ¢) est une trivialisation locale de E. ¢, : F' — 7 '(z) est donc un
difféomorphisme. Un ensemble {(U;, ¢;) }ier de trivialisations locales ou les U; forment
un recouvrement de M est un systéme de trivialisations locales de E.

— Il existe un systéme de trivialisations locales {(U;, ¢;) }ier tel que sur U; NU; # @, la
fonction de transition t;;(z) = ¢;, 0 ¢;, : F — F soit de la forme t;;(2) = {y, ().
Si nous avons p = ¢;.(fi) = ¢;..(f;), alors nous avons f; = t;;(x) f; = €4, () f}-

Les t;; sont donc les fonctions de transition du fibré, pour le systeme de trivialisations

locales {(U;, ¢i) }ier, et vérifient

ti =Idp  ty =1t tytpte = 1dp

comme dans le cas du fibré principal.

Toutes ces conditions sont bien sir analogues a celles introduites dans la construction
d’un fibré principal. La différence essentielle se situe au niveau des fonctions de transitions :
dans un fibré principal, nous avons quelque chose de la forme g;;(z)g ou g € G, c’est a
dire que G agit a gauche sur lui-méme par multiplication, alors qu’ici nous avons £, () f
ou f € F, avec g;;(z) € G, c’est a dire que G agit sur F' grace a l'action /.

La derniére condition impose que les recollements des trivialisations locales se fassent
grace a des fonctions de transition a valeurs dans G (a travers l'action ¢ sur F'). Sans
cette condition, ces fonctions de transitions ¢;; seraient en toute généralité a valeurs dans
Diff(F'), le groupe des difféeomorphismes de F', qui est a priori un groupe beaucoup plus
grand que G (G est un groupe de Lie de dimension finie, ce qui n’est pas le cas de Diff (F)).

Sections, trivialisation de sections

Une section du fibré E est une application différentiable S': M — FE telle que mo S =
Id,s. On peut parler des sections locales au dessus d'un ouvert U de M (S : U — E telle
que o S = Idy). On note I'(M, E) ou I'(E) l'espace des sections de E, I'(U, E') I'espace
des sections locales au dessus de U.

Soit (U, ¢) une trivialisation locale de E. Une section S peut se trivialiser localement
en une application f : U — F en posant f(z) = ¢;'(S(x)). En utilisant un systéme
de trivialisations locales {(U;, ¢;)}icr de E, on construit un ensemble de trivialisations
fis Ui — F de S. Ces applications sont cependant reliées entre elles par la condition de
cohérence

S(x) = dia(fis(x)) = dja(fis(2))

pour tout x € U; NU; # &. Les trivialisations locales de S sont donc reliées par la relation

fis(x) =tij(x) fs()

pour tout z € U; N U; # &. Réciproquement, si on se donne un ensemble d’applications
fi,s vérifiant ces relations, alors elles définissent une section S de E. Un tel ensemble de
fi,s est un systéme de trivialisations locales de S.



128 Chapitre 3 Fibrés, connexions

E
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So(M) —
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|
M

F1G. 3.3 — La section nulle Sy d’un fibré vectoriel FE permet d’identifier M & une sous-variété
de F.

3.1.3. Fibré vectoriel
Définitions

Un fibré vectoriel est un fibré dont la fibre type V est un espace vectoriel et dont
chaque fibre F, est aussi un espace vectoriel. Nous demandons donc naturellement que
pour toute trivialisation locale (U, ¢) de E, ¢, : V — E, soit un isomorphisme d’espaces
vectoriels, et nous prendrons comme action de G sur V une représentation linéaire. Le
rang d’un fibré vectoriel est la dimension de sa fibre.

Les sections d’un fibré vectoriel héritent de la structure vectorielle : elle s’additionnent,

se multiplient par des scalaires, et méme par des fonctions de M vers R. Ainsi, nous avons
une application

F (M) x T(E) — ['(E)
(f,S) =[S

définie par (fS)(z) = f(x)S(x) pour tout z € M. Cette application fait de I'(£') un module
sur .Z (M).

Un tel fibré admet toujours des sections globales, par exemple la section nulle, que nous
noterons Sy : en chaque point nous prenons 1’élément nul de l'espace vectoriel V', c’est a
dire que localement nous avons Sy(z) = ¢;,(0). Cela définit bien une section globale car
sur tout U; N U; # &, nous avons ¢;;(x)0 = 0 (puisque G se représente linéairement sur V')
donc le raccordement est assuré sur tout M. Il est facile de voir que So(M) C E s’identifie
de fagon canonique a M elleeméme. On peut donc voir M comme une sous-variété de F
(voir Figure 3.3).

Il peut arriver que l'espace vectoriel V' soit un espace vectoriel complexe. Dans ce cas,



Section 3.1. Notions de fibrés 129

chaque fibre est un espace vectoriel complexe, la structure différentiable est obtenue en
identifiant C & R?, et la linéarité des applications se fait sur C. Nous pouvons considérer
'ensemble des fonctions sur M a valeurs dans C, noté .F¢(M); alors I'(E) est un module
sur Fc(M).

Puisque le groupe G se représente linéairement sur V', le groupe de structure est néces-
sairement un sous-groupe de GL(V'). On peut aussi le considérer comme un sous-groupe
de GL(r,R) (ou GL(r,C) si V est complexe) ot r est la dimension de V' (et le rang de E).

Nous avons déja rencontré des fibrés vectoriels : TM, T*M, T M sont des fibrés
vectoriels dont le groupe de structure est GL(n,R). Nous retrouverons ces fibrés en 3.5.1.

Métriques de fibré

Plagons nous dans le cas ou F est un fibré vectoriel, de fibre type V. Sur chaque espace
vectoriel F,, nous pouvons supposer que nous avons une forme bilinéaire symétrique

hy : B, x E, — R

Nous dirons que h est de classe C°, si, pour toutes sections locales S et Sy de classe C*°
au dessus d’un ouvert U C M,
h(Sl,SQ) U —-R

est une fonction C'°. Nous dirons que h est non dégénérée, si, pour tout = € M, la
condition hy (S, "x) = 0 pour tout S, € K, implique que S|’m = 0. Une telle forme
bilinéaire de classe C'*° non dégénérée sur F sera appelée une métrique de fibré vectoriel.

Dans le cas ot V' est un espace vectoriel réel, h sera en général un produit scalaire.
Mais si V' est un espace vectoriel complexe, nous prendrons pour A un produit hermitien :

he(AS|z, 115[,) = Me(Se, S}, )i

pour tous x € M, A\, u € C, S|m,S"x e Lb,.

Nous avons vu que 'espace I'(E) des sections d’un fibré vectoriel est un module sur
F(M). Une métrique de fibré h sur F définit alors un produit .# (M )-linéaire sur I'(F) a
valeurs dans .# (M) :

[(E) x T'(FE) — % (M)

en posant

h(S,5")(x) = he(S(x), 5'(x))

On peut montrer que tout fibré vectoriel dont la base est une « bonne » variété admet
une métrique de fibré.

Sur le fibré vectoriel T'M, une métrique de fibré est une métrique sur M, au sens défini
en 1.4.1.
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Morphismes de fibrés vectoriels

Soient E et £’ deux fibrés vectoriels au dessus de M. Une application ¢ : E — E’ est
un morphisme de fibrés vectoriels si ¢(E,) C E. pour tout © € M et si v restreinte
a FE, est linéaire. La notion d’isomorphisme de fibrés vectoriels est alors immédiate. En
général, les fibrés vectoriels sont regroupés en classes d’isomorphie. Dans la suite, on ne
distinguera donc pas deux fibrés vectoriels isomorphes.

3.1.4. QOpeérations sur les fibrés

Nous allons décrire ici quelques opérations simples qu’il est possible de réaliser sur des
fibrés.

Quotient d’un fibré principal par un sous-groupe fermé

Soit P(M,G) un fibré principal de groupe de structure G. Soit H un sous-groupe fermé
de G. Alors on a vu que G/H est une variété différentiable. Chaque point de G/H est une
classe d’équivalence qu’on note gH pour g € G. G agit de facon évidente a gauche sur
G/H.

Sur P, on peut considérer la relation d’équivalence p ~ p’ si et seulement si il existe h €
H tel que p’ = p-h. Alors on note P/H l'espace quotient pour cette relation. La projection
du fibré 7 : P — M passe au quotient et donc définit une projection n’ : P/H — M.
Cette projection fait de P/H un fibré au dessus de M, de fibre type G/H et de groupe de
structure G. C’est le fibré quotient de P par H.

L’importance de ce fibré réside dans le résultat suivant : la donnée d’une réduction du
groupe de structure de P au sous-groupe H est équivalente a la donnée d’une section de
P/H.

En effet, notons 7p : P — P/H la projection quotient par H. Soit Q(M, H) C P(M,G)
une réduction de P de groupe de structure H. Notons ¢ : ¢ — P linclusion. Alors
I'application mp o i : Q — P/H satisfait a (mp o i)(q-h) = (7p 0i)(q) pour tout ¢ € Q et
h € H. Elle définit donc une section s : M — P/H par s(z) = (mp o0i)(g) pour n’importe
quel g € Wél(x) ol 7 est la projection de @ sur M. Réciproquement, soit s : M — P/H
une section de P/H. Soit Q, = 75'(s(x)) C P, une sous-fibre de P. Alors Q = U,cnQ,
est une réduction de P de groupe de structure H.

Somme directe de fibrés vectoriels

Soient (E,m, M,V,G) et (E',7', M, V' G") deux fibrés vectoriels au dessus de la méme
variété de base M. Nous allons définir un nouveau fibré vectoriel au dessus de M, noté
E@ FE', appelé somme directe de Whitney de F et E’, dont la fibre type sera la somme
directe V & V',

Par définition, nous posons

EoE ={kK)eEXE | mx(kk)= (1)}
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Ainsi, de la variété E x E’, nous ne retenons que les couples dont les deux points sont au
dessus du méme point de M. Il est facile de voir que cette somme directe n’est autre que
le fibré
EoFE =|]JE ok,
zeM

Regardons ce fibré a travers un systéme de trivialisations locales. Pour cela, nous suppo-
sons, pour simplifier, que les ouverts de M qui forment les deux systémes de trivialisations
locales de E et E’ sont les mémes. Nous les notons {(U;, ¢;) }ier et {(Us, ¢}) }ier. Au dessus
de U; C M, nous avons alors la trivialisation suivante de £ & E’ :

Ux(VaeV)>EaFE
(@, v +0") = i@, 0) + ¢ix,0") = (¢i(w,v), ¢j(x,0)) € E x E
Nous rappelons qu'un élément de V' @& V' peut aussi bien se noter v + v' que (v,v’) avec
Av,v") = Ao +v") = Xv+ M = (Av, W) pour tout A € R. Tl est clair que toutes ces
applications forment un systéme de trivialisations locales de £ & E'.

Regardons maintenant les fonctions de transition de ce nouveau fibré. Si t;; et ¢}, dési-
gnent les fonctions de transition de E et E" au dessus de U; N U, # &, alors la fonction de
transition de £/ ® E’ au dessus de U; N U; est

ti; 0
t??: (O] t;J> UZmU]HGL(V@V/)
ot donc,siz e UiNUjetsiv+v eVl
ti(x) (v 4 0') = tij(z)v + t;(z)'

Le groupe de structure de ce nouveau fibré est le groupe G x G’, défini comme suit :

— La multiplication de (g1, ¢;) par (g2, g5) est le couple (g192,9195) ;

— L’unité est le couple (e, €’) ou e et ¢ sont les unités de G et G';

— L’inverse de (g,¢') est (g7, ¢ ).

Notons £ et ¢’ les représentations de G et G’ sur V' et V' respectivement, qui apparaissent

dans la définition des fibrés E et E’. Nous pouvons prolonger la représentation ¢ en une
représentation de G x G’ sur V par la formule

liggyv = Lyv
De méme pour ¢, qui devient une représentation de G x G’ sur V'. Alors la représentation
de G x G’ qui définit le fibré E&® E' est la représentation somme directe de ces prolongement
delet V'aGxG:
ti; = (LD ) (giy,00,)

Cette somme directe se révéle importante dans 1’étude des fibrés vectoriels car elle
permet de « détordre » un fibré vectoriel au sens suivant :

Théoréme de Swan : soit F/ un fibré vectoriel au-dessus d’une variété compacte M.
Alors il existe un fibré vectoriel E' au-dessus de M tel que

E®E =M xR"

pour un m € N.
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Produit tensoriel de fibrés vectoriels

Avec les mémes notations que ci-dessus, nous allons définir un nouveau fibré vectoriel
au dessus de M, noté F ® E’, appelé produit tensoriel de E et E’, dont la fibre type
sera l'espace vectoriel V @ V'. Par définition, ce fibré vectoriel est

E®E =|])E®E,
zeM
Les trivialisations locales de ce fibré sont les applications

Ux(VeV)—>EQEFE
(2,0 @) — ¢i(,0) ® ¢i(,0) € B, ® E,

Les fonctions de transitions sont données par
tf? = tij ®t/ij . UZ N Uj — GL(V & V’)

avec t;)(z)(v @ V') = ti;(z)v @ t];(z)v'.

Il est facile de voir que le groupe de structure de £ ® E’ est G x G’, et sa représentation
sur V@V’ est la représentation produit tensoriel des prolongements des représentations ¢ et
¢ a GxG'. Dans le cas ou E et E' ont méme groupe de structure G, le groupe de structure
de F ® E' est aussi G et la représentation est le produit tensoriel des représentations.

Fibré dual, fibré des endomorphismes...
Soit. E/ un fibré vectoriel sur M, de fibre type V. Nous définissons le fibré dual de F,
noté E*, par
E =] E;

zeM

de fibre type V*. La représentation de GG qui intervient dans ce fibré est la représentation
contragrédiente (¢ de ¢ sur V*.
Il existe un couplage entre les sections des fibrés E et E* a valeurs dans les fonctions

sur M en posant
(5, a)(x) = (S(x), a(x))
pour tout x € M, S € I'(E) et o € T'(£").

De la méme fagon, nous définissons le fibré des endomorphismes de E par

End(E) = | ] End(E,)

xeM

ou End(E,) est I'algebre des endomorphismes de E,. La fibre type de ce fibré est 1'algébre
des endomorphismes de V', que l'on sait étre isomorphe a V' ® V*, et la représentation de
G est { ® (¢ dans cet identification. On a bien str I'identification End(F) = E ® E*.
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I1 est facile de voir que les sections de ce fibré forment une algébre (pour le produit au
dessus des points de M) et que les sections de E forment un module a gauche sur cette
algebre.

Nous pouvons définir d’autre fibrés vectoriels en utilisant des produits tensoriels de E
et E*. Des exemples de tels fibrés sont TM, T*M et T M. Mais nous pouvons aussi
utiliser le produit antisymétrisé, et construire des fibrés A\"F dont la fibre type est A"V.
Comme nous 'avons déja vu, les r-formes différentielles sur une variété M sont les sections
d’un fibré de ce type : N"T*M.

Soit E/ un fibré vectoriel complexe en droites, c’est a dire de fibre C, et soit p la
représentation de G sur C (c’est a dire p(g) € C\ {0} pour tout g € G) qui lui est associée.
En fait, nous pouvons toujours réduire le groupe de structure a U(1) = S' C C, et la
représentation est la multiplication dans C par 1’élément du groupe.

Le fibré vectoriel dual E* a pour fibre lui aussi C, que I'on identifie & son dual pour le
produit usuel, et pour représentation p°, la représentation contragrédiente de p. La fibre
de E* ® E est alors C, et la représentation est p¢ ® p, chacune agissant par multiplication
sur le méme C. Pour tout g € G, tout a € C et tout a € C, nous avons en effet (p°®
p)(9)(a ® a) = p(g)ap(g)a (le produit tensoriel se fait sur C). Or, par définition, nous
avons ici p°(g) = p(g'). La représentation p°® p est donc triviale. Par conséquent, le fibré
E* ® F est un fibré trivial de fibre C, et ’algébre de ses sections n’est autre que l'algébre
des fonctions sur M a valeurs dans C.

Ainsi, le produit tensoriel définit sur les classes d’isomorphie des fibrés complexes en
droites sur une variété M une loi de composition interne, qui induit une structure de
groupe, d’élément neutre la classe du fibré trivial M x C.

Fibré des repeéres, fibré orientable

Comme ci-dessus, soit £ un fibré vectoriel au dessus de M, de fibre type V', espace
vectoriel réel de dimension r. Pour tout x € M, notons L,(F) l'ensemble des bases de
I’espace vectoriel E,. Alors

L(E) = | L.(E)
zeM
est un fibré principal de groupe de structure GL(V'). C’est le fibré des repéres de E. La
démonstration est bien stir essentiellement la méme que dans le cas du fibré des repéres de
TM que nous avons déja considéré.

Si h est une métrique de fibré sur F, définie positive, alors on peut considérer au dessus

de x € M l'ensemble O, (F) des bases orthonormées de E, pour le produit scalaire h,. Le

fibré
o(E) = | 0.(F)

zeM

est un fibré principal de groupe de structure O(r). C’est une réduction du fibré principal
L(E). Réciproquement, une réduction du fibré L(E) au sous-groupe O(r) définit une mé-
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trique de fibré sur E, puisqu’on connait alors les bases orthonormées pour cette métrique
en chaque point de M.

Sur 'espace vectoriel V' ~ R", la donnée d’un produit scalaire défini positif est équiva-
lente & la donnée d’une classe d’équivalence dans GL(r,R)/O(r). En effet, la donnée d'un
tel produit scalaire équivaut a la donnée de I'espace de ses bases orthonormées. GL(r, R)
agit a droite sur 'ensemble des bases de R". Par cette action, O(r) préserve I'espace des
bases orthonormées du produit scalaire, d’otu I’équivalence. On remarquera alors que sur
un fibré vectoriel £ de fibre V ~ R", la donnée d’une métrique est équivalente & la donnée
d’un élément de GL(r,R)/O(r) en tout point de M, c’est a dire d'une section du fibré
L(E)/O(r). Nous retrouvons ainsi que toute réduction du fibré L(F) au sous-groupe O(r)
équivaut a la donnée d’une telle section.

Dans le cas ou l'on peut réduire le groupe de structure a SO(r), on dit que le fibré
vectoriel F est orientable. Cette réduction n’est pas toujours possible, et dépend de la
structure globale de E. En particulier, le fibré vectoriel T'M est orientable si et seulement
si M est une variété orientable.

Si E est un fibré vectoriel de fibre complexe, munie d’une métrique hermitienne, alors
on peut réduire le fibré des repéres a un fibré principal de groupe de structure U(r) en
considérant les bases unitaires pour le produit hermitien. Dans le cas ou ce groupe peut
étre réduit a SU(r), on dira que E est orientable.

Il faut donc retenir de ces constructions deux choses : a tout fibré vectoriel on peut
associer un fibré principal de facon canonique et si le fibré vectoriel est munie d’'une mé-
trique, alors on peut réduire le groupe de structure de ce fibré principal a un groupe du
type O(r) ou U(r). Comme les fonctions de transitions du fibré des repéres et du fibré
vectoriel sont les mémes, cette réduction nous permet de considérer des fibrés vectoriels de
groupe de structure O(r) ou U(r).

Image réciproque d'un fibré

Soit £ un fibré de type quelconque au-dessus de M, de fibre type F', de projection ,
et soit f : N — M une application différentiable entre deux variétés N et M. On définit
le fibré image réciproque f*F de E par f sur N en posant

f'E=A{(x,p) e NxE [ f(z)=7(p)}

En d’autres termes, la fibre au dessus de z € N est Ey(,).

On peut associer a toute trivialisation locale (U, ¢) de E la trivialisation locale de f*E
donnée par (f~1(U), f*¢), ou f*¢(z,v) = ¢(f(x),v) pour tous z € N et v € F.

L’image réciproque commute avec la somme directe, le produit tensoriel et les autres
opérations définies auparavant sur les fibrés vectoriels.

Sous-fibré vectoriel, fibré quotient, fibré normal, fibré orthogonal

Soit E un fibré vectoriel au dessus de M. Un sous-fibré vectoriel de E est un fibré
F au dessus de M tel que chaque fibre F), soit un sous-espace vectoriel de la fibre E, pour
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tout x € M. Dans cette situation, on peut considérer le fibré vectoriel quotient E/F
dont la fibre au dessus de = € M est 'espace vectoriel quotient E,/F.

Soit maintenant N une sous-variété de M et ¢ : N <— M l'inclusion. Au dessus de N,
on peut considérer le fibré image réciproque par i du fibré vectoriel 7'M, que nous notons
TM)y. En effet, ce fibré n’est autre que la restriction du fibré TM a la variété de base N.
Ce fibré vectoriel T'M|y admet pour sous-fibré vectoriel le fibré tangent a N : T'N. Le fibré
quotient

v(N)=TMn/TN

est appelé le fibré normal & N dans M.

Dans le cas ot M admet une métrique riemannienne, c’est-a-dire que T'M, et donc
TM)y, admet une métrique de fibré vectoriel, on peut introduire dans chaque fibre T, M
au dessus de x € N le complémentaire orthogonal de T, N, que nous notons 7, N*1. Le fibré

TNL:UT,ENL

zeN

est le fibré vectoriel orthogonal a T'N dans T'M)y. Il satisfait a
TMy =TN & TN+

Il est facile de voir que TN est isomorphe au fibré normal v(N). Comme on peut toujours
introduire sur M une métrique riemannienne, on réalise presque toujours concrétement
v(N) de cette fagon.

3.1.5. Fibrés associés

Dans les constructions précédentes, nous avons vu comment associer a un fibré vectoriel
un fibré principal. Dans ce qui suit, nous nous proposons de montrer comment un fibré
principal structure, en les « engendrant », les autres types de fibrés. Pour cela, nous allons
montrer comment associer & un fibré principal d’autres fibrés.

Construction

Nous nous donnons un fibré principal P(M, G) et nous supposons que G agit & gauche
sur une variété différentiable I par ¢, : I — F. Nous allons construire un fibré de fibre
type F' dont la trivialisation locale utilisera les mémes ouverts qu’une trivialisation locale
de P, et dont les fonctions de transition seront données par ¢;; = £, ou les g;; sont les
fonctions de transition de P. Ce fibré s’appellera un fibré associé a P. L’idée est de
placer une copie de la fibre type F' a la place des copies de GG au-dessus des points de M,
en utilisant ’action ¢ pour faire agir G.

La construction que nous allons utiliser est globale et peut-étre un peu obscure a pre-
miére vue. En fait, il existe une construction possible par « reconstruction du fibré » qui
consiste a se donner explicitement les fonctions de transition dés le début (sous la forme
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donnée ci-dessus t;; = £,,;) et & construire le fibré par recollement des trivialisations. Ce-
pendant, la méthode exposée ici permettra de transporter des structures du fibré P(M, G)
sur le fibré associé. Comprendre cette construction est un trés bon exercice...

Nous commengons par considérer le produit cartésien P x F', sur lequel nous définissons
une action a droite de G en posant (p, f) — (p- g,¢,~1 f). L’ensemble des orbites de cette
action est une variété différentiable que nous notons £ = (P x F')/G (nous quotientons
P x F par G). E est alors un fibré de base M, de groupe de structure G et de fibre F,
comme nous allons le montrer.

Nous avons tout d’abord le diagramme commutatif suivant :

PxF-2sp
M

TE

PE
E

ou :
— p; est la projection sur la premiére composante de P x F.
— pg est la projection du quotient : si (p, f) est un élément de P x F, pgr(p, f) est
I'orbite de (p, f), que nous notons [p, f]. Nous avons donc

. fl=1p-g. by fl={(p-9.4y-1f)/g9 € G}

— mg est la projection du fibré £ définie par mg[p, f] = m(p). 1l est facile de vérifier que
c’est indépendant du choix du représentant (p, f) dans [p, f] puisque p- g se projette
aussi sur 7(p).

Afin de trivialiser localement le fibré £ (pour montrer que c’est bien un fibré), nous
introduisons les applications suivantes : pour p € P, nous posons

Xp P = Eﬁ(p)

Ces applications sont des difféomorphismes, comme il est facile de le vérifier : si k est un élé-
ment de Er(,, k est une orbite, donc s’écrit [p’, f']. Mais comme p est fixé, nous voyons que
[ est unique tel que [p', f'] = [p, f] (c’est a dire que dans 'ensemble {(p' - g, 4,1 f")/g € G},
il existe un unique couple qui ait pour premiére composante p). Ce f est 'élément de F
qui s’envoie sur k par x,. Donc X, est bijective. La différentiabilité est induite par celle de
pe- Ces applications sont liées entre elles par la relation

Xp-g(f) = Xp(%f)

pour tout g € G.
Nous pouvons maintenant construire une trivialisation locale de E. Pour cela, soit
(U, ¢) une trivialisation locale de P, a laquelle on associe sa section locale (trivialisante) s
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en posant s(z) = ¢(z,e). Alors 'application

Xs : U X F — 7' (U)
(@, f) = pe(s(2), f) = Xs@)(f)

est une trivialisation locale de E.

Etant donné un systéme de trivialisations locales {(U;, ¢;)}ier de P (dont les sections
locales trivialisantes sont notées s;), pour z € U; NU; # @, nous avons pg(s;(x), fi) =
pe(sj(z), f;) = k € E. Comme s;(z) = si(7) - gij(7), nous avons f; = £, (2)f; (on le voit
directement sur la formule reliant les y,). Ainsi les fonctions de transition du fibré E sont
les £y, (x), C’est-a-dire que ce sont celles de P a travers la représentation de G sur F'. C’est
ce que nous cherchions a obtenir.

Nous avons ainsi construit un fibré associé a P(M,G) de fibre F, dont les fonctions
de transition sont les mémes que celle de P. C’est en quelque sorte une copie de P, ol
chaque fibre G serait remplacée par la fibre F'. On note ce fibré E = P x ,F.

Les sections d'un fibré associé

L’un des point importants de la théorie des fibrés associés est contenu dans ce qui suit,
et qui se généralisera lors de ’étude des structures différentiables construites sur ces fibrés.

Soit S € I'(E) une section de E. Grace aux trivialisations locales y,, de E définies
ci-dessus, nous allons trivialiser localement cette section S. Soit x € U;. Alors il existe
fi(z) € F tel que S(z) = pr(si(z), fi(z)). Comme ceci est vrai pour tout =, nous obtenons,
au dessus de chaque ouvert U;, une application

fi:Ui— F
associée a S par la relation

S =pe(si fi) = xs, (fi)

L’ensemble des f; ainsi définies forme un systéme de trivialisations locales de la
section S. Ces applications sont reliées entre elles au dessus des intersections U; NU; # &,
puisque, pour x € U; N Uj;, nous avons

S(x) = pe(si(2), fi(x)) = pe(s;(z), fi(z))

Comme s;(x) = s;(x) - g;;(x), nous devons avoir

fi = ggijfj

au dessus de U;NU; # &, ot les g;; sont les fonctions de transition du fibré principal P. Ces
relations sont les formules de recollement des trivialisations locales f;. Réciproquement,
si on se donne un ensemble d’applications f; : U; — F' qui vérifient ces relations sur tous
les U; NU; # @, alors il existe une unique section S de E qui les admette pour systéme de
trivialisations locales.
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Soit maintenant Z¢(P, F') I'espace des applications G-équivariantes de P dans F :
ce sont les applications f : P — F telles que f(p-g) = {,~1f(p) pour tous p € P et
g € G. Nous avons alors le résultat important suivant : les espaces % (P, F) et I'(E) sont
isomorphes.

Démontrons ce résultat.
— Pour f € F¢(P, F), nous posons S¢(x) = [p, f(p)] pour n’importe quel p € 7= 1(z).
Par I’équivariance de f, il est facile de montrer que c’est indépendant du choix de p
dans 7 1(z). Sy est donc une section de E.
— Pour S € T'(E), nous posons fs(p) = x, (S om(p)). Il est facile de montrer que fs
est équivariante.
Ainsi nous avons

{M — E = P X ,F sections} ~ {P — F applications G-équivariantes}

Une section de E peut donc étre considérée de trois facons différentes :
— Comme une section S € I'(EF) ;

— Comme une application G-équivariante f € Z¢(P, F);

— Comme un systéme de trivialisations locales

{fi: Uy —F | fi=4{,,[;surtout UNU; # 2}

Nous généraliserons ce mécanisme un peu plus loin dans le contexte des formes diffé-
rentielles.

Exemples utiles

— Les fibrés vectoriels TM, T* M et T>") M sont associés au fibré principal L(M) (voir
3.5.1).

— Nous allons donner ici un exemple de fibré vectoriel associé tres utile en pratique dans
ce qui va suivre. Sa fibre est I'algébre de Lie g du groupe de structure G. Nous prenons
la représentation adjointe Ad de G sur g. Le fibré que nous obtenons, noté AdP, est
appelé fibré adjoint de P. Il faut remarquer que si f; et f; sont des représentations
locales d’une section S sur AdP, alors elles se raccordent par la formule

fz' = gz]f]gz;1 (: Adgz’jfj)

— Le fibré P/H, quotient d'un fibré principal P de groupe de structure G par un sous-
groupe fermé H de G, est identifiable au fibré associé P x, G/H ou {,(¢'H) = g¢'H
pour tout ¢'H € G/H et g € G. L’identification se fait de la fagon suivante : a tout
(p,gH) € P x G/H on associe la classe d’équivalence dans P/H du point p- g € P.
Le fibré P/H peut donc étre obtenu soit en quotientant directement le fibré P par
la relation d’équivalence définie auparavant, soit en quotientant la fibre type G et en
considérant le fibré associé correspondant.



Section 3.2. Connexions sur un fibré principal 139

3.2. Connexions sur un fibré principal

Reférences : [2], [3], [4], [5], [9], [12], [14], [16], [18], [20].
Nous abordons maintenant un élément central de la théorie des fibrés, qui en fait un
outil mathématique de grande importance pour la physique théorique.

3.2.1. Connexions

Vecteurs verticaux

Soit P(M,G) un fibré principal. Sur la variété P, nous avons la notion canonique de
vecteur vertical : un vecteur vertical est un vecteur tangent a la fibre. En utilisant
I'application linéaire tangente T,m : T,P — Ty, M de la projection m : P — M, nous
dirons que X € T,P est vertical si T,7X = 0. On note V), le sous espace vectoriel de T},P
des vecteurs verticaux. N

Nous pouvons voir ce sous espace d'une autre fagon : G agit sur la fibre par Ry : p — p-g.
Pour X € g, nous avons alors une courbe p - exp(tX) dans la fibre. Sa dérivée en t = 0
donne un vecteur tangent & P en p. Ce vecteur est clairement vertical, et tous les vecteurs
verticaux sont de ce type :

v, = { (%p - exp(tX>) X g}

C’est a dire que 'espace vertical est engendré par les vecteurs

v d
Xy = <%p . exp(tX))

pour X variant dans g. Il est facile de montrer que 'application g — V,,, X — X r;) est un

isomorphisme entre g et V, et les champs de vecteurs p — X ‘;’D vérifient

|t=0

(X" Y] =[X,Y]"

En fait, XV est tout simplement le champ de vecteurs fondamental associé a l'action a
droite de G sur P. Comme nous ’avons déja fait remarquer en 2.2, il n’y a pas ici le signe
« - », afin de préserver la relation ci-dessus.
On pose alors
TvP =]V,

peEP

c’est un sous-fibré de T'P (sous-variété et fibré), appelé fibré des vecteurs verticaux de
P.

De l'action de G sur la fibre, nous déduisons I'application T,R, : T,P — T,,P. 1l
est facile de vérifier que cette application envoie V,, sur V,,. Ceci porte le nom de G-
équivariance (ou simplement « équivariance ») de V.
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Vecteurs horizontaux

Il n’y a pas de notion canonique d’horizontalité sur un fibré principal. Nous venons de
voir que les vecteurs verticaux sont tangents a la fibre. Nous voudrions que les vecteurs
horizontaux soient « tangents » a la variété de base M. En fait, ceci n’est pas possible
puisque M n’est pas une sous-variété de P. Nous pouvons cependant formaliser cela sous
la forme d’une application qui remonte les vecteurs tangents de M en des vecteurs tangents
sur P. En d’autres termes, nous allons définir une application de T, M sur T,P, X, — X |h

p7
telle que Tpﬂ'X‘}; = Xz

Nous devons pour cela introduire une nouvelle structure sur P. Pour tout p € P, nous
choisissons H,, C T),P, sous-espace vectoriel, tel que H, @ V,, = T, P. Nous faisons donc un
choix d’un supplémentaire de V,, dans 7,,P. Nous voyons que ce choix n’est pas unique, ce
que nous introduisons est donc bien un objet de plus sur P, qui n’a rien de canonique. Un
vecteur X}, € H, sera dit vecteur horizontal. Afin de rendre la notion d’horizontalité
compatible avec les structures déja existantes sur P, nous imposons une G-équivariance :
pour tous g € GG et p € P, nous imposons la relation

Hp.q = TpRoH,
Enfin, nous définissons un sous fibré de T'P par

THP=|]JH,

peP

et nous exigeons que ce sous fibré soit une variété différentiable, c’est-a-dire, que la dé-
pendance en p de H), soit différentiable. Ce fibré¢ est le fibré des vecteurs horizontaux
associé¢ au choix des H,,.

Connexion

Nous avons ainsi acquis sur P deux applications :

v: TP —-TVP
h: TP —-THP

qui décomposent de maniére unique tout vecteur tangent sous la forme X, = v(X},) +
h(X,) dans T, P, selon les directions verticales et horizontales, et qui vérifient

voT Eg = Tég ov
ho Tﬁg = Tﬁg oh
Nous pouvons maintenant définir ’application

.M — H,
mHX@



Section 3.2. Connexions sur un fibré principal 141

P

Fi1G. 3.4 — Tout vecteur du fibré P se décompose de fagon unique en une somme directe d’un
vecteur horizontal, correspondant au choix d’une connexion sur le fibré, et d’'un vecteur
vertical, tangent a la fibre.

pour tout # € M et tout p € 7 !(x). Cest 'application relévement horizontal des
vecteurs de M.

Pour cela, remarquons que 7 est surjective, donc T,,m : T,P — Ty, )M est aussi sur-
jective. Comme V,, = Ker T}, il reste T,w : H, — Ty M surjective. Mais, par les di-
mensions de ces espaces vectoriels, T,m est en fait un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Pour tout X, € T, M, et tout p € 7~ 1(z), posons alors X"; I'unique élément de H, tel que
T,mX (; = Xjz.

Cette application permet d’associer a tout champ de vecteurs X € I'(M), un champ de
vecteurs X" sur P, horizontal. Pour tout p € P et tout ¢ € G, on a

(prW) (Tpég)X(f; = Tp(ﬂ © EQ)XG)

Par 'unicité de X (;, 4 €t puisque TPEQX "; € H,.4, nous avons
h _m D yh
le-g - TPRQXIP

Le champ de vecteurs X" est donc G-équivariant. Il est facile de voir que I’application
X — X" vérifie encore

- (X+Y) =Xt Y,

— (fom)Xh = (fX)" pour tout f € F(M);

— h[ X" Y" = [X,Y]", car en général (X" Y] & THP.

Si nous nous donnons un tel TH P sur P, avec les applications définies ci-dessus, nous
dirons que nous nous sommes donnés une connexion sur P.

Interprétons géométriquement cette définition. Soit « une courbe (différentiable) dans
M qui joint z at=0ayat=1 Unrelévement horizontal de 7 dans P est une courbe
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F1G. 3.5 — Toute courbe v dans la variété de base M se reléve de fagon unique dans le fibré
P en une courbe yp horizontale. Le point ¢ est le transporté horizontal du point p le long
du chemin ~.

vp qui s’envoie sur v par 7, et dont chaque vecteur tangent est horizontal : Yp(t) € H, )
pour tout ¢ € [0, 1]. Si nous imposons le point de départ yp(0) = p € P,, alors cette courbe
est unique (nous verrons pourquoi plus loin). Nous dirons alors que le point ¢ = yp(1) € P,
est le transporté horizontal de p le long de v (voir Figure 3.5). Cette définition du
transport horizontal nous permet de comparer les points de fibres différentes dans P. Ce
qui va nous intéresser par la suite est la version infinitésimale du transport horizontal. Or,
infinitésimalement, une courbe est donnée par son vecteur tangent. Donc au relévement
horizontal d’une courbe correspond infinitésimalement I’application X ~— X"

Formes horizontales et verticales

De la méme facon que ’on décompose les vecteurs tangents a P en vecteurs verticaux et
horizontaux, il est possible de décomposer les 1-formes différentielles en formes horizontales
et verticales. Ceci nous conduit naturellement a considérer 1’horizontalité et la verticalité
des formes de degrés quelconques. Nous dirons qu'une forme différentielle sur P est une
forme horizontale si elle s’annule dés que I'un des vecteurs sur lesquels on 'applique est
vertical. Si P est muni d’une connexion, nous dirons qu’une forme sur P est une forme
verticale si elle s’annule dés que I'un des vecteurs sur lesquels on I'applique est horizontal.

1-forme de connexion

Se donner une connexion par une distribution H, de vecteurs dans 7,,P en tout point
de P n’est pas pratique. Ceci ne nous permet pas d’aller trés loin dans certaines situations,
et il est préférable, pour les « calculs », de se donner des outils algébriques équivalents.
C’est ce que nous allons faire en définissant la 1-forme de connexion sur P.
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A partir de THP, nous définissons une 1-forme w sur P a valeurs dans g en posant,
pour tout p € P :

— wp(Xjp) = 0 pour X, € Hy;

— wpp(Xjp) = A pour X, € V,, écrit de fagon unique X, = Aﬁ) pour un A € g.
Cette 1-forme différentielle est alors complétement définie par linéarité puisque TP =

THP ® TV P. 1l est alors facile de montrer que

R;w = Ady-w

c’est a dire B
Wipg(Tp Ry X)) = gilw\p(X\p)g

en notation matricielle. C’est une conséquence de I’équivariance des espaces V), et H,.

Réciproquement, si nous nous donnons une telle 1-forme sur P, alors elle définit une
unique connexion par T'HP = Ker w (nous rappelons que TV P = Ker T'm).

Cette 1-forme de connexion est 1'outil algébrique qui nous permettra de donner des
expressions explicites d’objets que nous introduirons par la suite. Par définition, elle est
verticale et & valeurs dans g, c’est a dire une algébre de Lie. Ceci nous conduit & regarder
de plus pres la notion de formes différentielles a valeurs vectorielles.

3.2.2. Formes a valeurs vectorielles

Considérons sur P les r-formes différentielles & valeurs dans un espace vectoriel V. Nous
notons cet ensemble Q" (P, V). Prenons pour base de V' les vecteurs {e;}. Alors toute forme
difféerentielle o € Q(P,V) s’écrit o = e @ a o les o sont des r-formes différentielles
usuelles sur P (& valeurs dans R). Si nous couplons cette forme avec r champs de vecteurs
X1,...,X,, nous obtenons a(Xy,...,X,) = epa®(Xy,...,X,), fonction sur P & valeurs
dans V.

Si V est en plus une algébre de Lie, alors nous définissons le crochet de deux formes
différentielles v (d’ordre r) et 5 (d’ordre s) a valeurs dans V' par :

[, 8] = [er, el @ A B
=aANf—(-1)"BA«

ou dans la premiére égalité nous sommons sur toutes les valeurs de k, ¢ et dans la seconde
égalité, nous posons, pour une algébre de Lie matricielle (le plus courant) : a A f =
exer @ of A 3. En fait, cette relation est valable plus généralement dans le cas ou V est
une algébre associative. En particulier, nous voyons que

[a,a] =2aANasir=2s+1

=0sir=2s

Notons dp la différentielle sur P. Nous prolongeons dp & Q*(P,V) en posant dpav =
er, ® dpa® avec les notations précédentes. De méme, si Ly et ix sont la dérivée de Lie et
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le produit intérieur sur P, nous les prolongeons en posant Lxa = e, ® Lya” et ixa =
er ® ixak.

La forme de Maurer-Cartan ¢ sur un groupe de Lie G introduite en 2.4.2 est un exemple
de forme a valeurs vectorielles (dans une algébre de Lie).

Si maintenant ¢, : V' — V est une représentation de G, nous dirons que o € Q*(P, V)
est G-équivariante de type (¢,V) si

}N%;oz =l

Dans cette expression, nous devons remarquer qu’a gauche 'opération se fait sur la partie
forme différentielle, tandis qu’a droite elle se fait sur la partie vectorielle. La 1-forme de
connexion w est G-équivariante de type (Ad, g).

3.2.3. Formes tensorielles

Parmis les formes a valeurs vectorielles, les formes tensorielles jouent un réle important.

Définition

Nous dirons qu’une forme différentielle dans Q*(P, V') est tensorielle de type (¢,V)
si elle est horizontale et G-équivariante de type (¢,V).

Il faut remarquer que la notion de tensorialité ne fait pas intervenir la notion de
connexion, puisque les vecteurs verticaux ont été définis sans avoir recours a la connexion,
et la G-équivariance ne fait appel qu’a la représentation de G sur V.

La notion de tensorialité d’une forme est trés importante. En effet, nous allons voir
qu’une forme différentielle tensorielle sur P & valeurs dans V' est aussi une forme différen-
tielle sur M a valeurs dans le fibré associé £ = P x, V. Grossiérement, nous savons que
I’horizontalité permet de passer de THP C TP a T M, et donc de « redescendre » une
forme sur M, et que la G-équivariance permet de passer d'une application de P dans V' a
une section de E.

Formes a valeurs dans un fibré vectoriel

Dans ce qui suit, nous allons mettre précisément en place ce mécanisme. Mais au-
paravant, nous devons définir de facon plus approfondie ce qu’est une forme sur M a
valeurs dans un fibré vectoriel. Posons Q" (M, E) I'espace des r-formes sur M a valeurs
dans le fibré E défini de la fagon suivante : si ¥ € Q"(M, E) et si Xy,..., X, € I'(M),
alors W(Xy,...,X,) est une section de E définie par v — W, (X1|,..., X)) € E,. En
particulier nous avons Q°(M, F) = I'(E). Pour le moment, nous ne définissons pas de «
différentielle » sur cet espace. La différentielle habituelle d sur M n’y est pas définie.

Cherchons la structure locale de Q"(M, E). Pour cela, soit U C M un ouvert d’une
carte locale de M, et soit ¥ € Q"(M, E) une r-forme sur M & valeurs dans E. Notons ¥y
la restriction de ¥ & U, c’est a dire, ¥y € Q"(U, E). Comme Q" (U) (r-formes différentielles
sur M restreintes & U) admet un nombre fini de générateurs sur .% (U), ¥y se décompose
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en Uiy =o; ® S" ot oy € Q°(U) et S* € I'(U, E). Nous savons donc que Uy € Q" (U, E) C
O(U) @ I'(U, E). Soit maintenant f € .#(U) une fonction sur U. Pour toute section
S € T'(U, E), nous avons fS € I'(U, E), et de méme, pour toute r-forme a € Q"(U),
nous avons fa € Q" (U). Alors la r-forme sur U a valeurs dans I'(U, F), a® fS, est égale a
fa®§, comme il est facile de le vérifier en I’appliquant a r champs de vecteurs sur U. Toute
fonction f € .#(U) a donc la possibilité de « passer a travers » le produit tensoriel. Il faut
remarquer que dans les produits tensoriels considérés jusqu’a présent, seul un scalaire avait
cette possibilité. Nous n’avons donc pas le produit tensoriel usuel (transparent seulement
pour R), mais un nouveau produit tensoriel, transparent pour .#(U). Nous noterons ce
dernier ® z(1y, ce qui signifie que tout élément de .7 (U) peut étre mis indifféeremment a
droite ou & gauche du signe ®. Nous dirons que nous tensorialisons sur .% (U). En langage
plus algébrique, ce produit tensoriel est possible car Q*(U) et I'(U, E) sont tous les deux
des modules sur .Z(U). Le précédent produit tensoriel aurait du s’écrire ®g, mais il est
d’usage d’oublier R pour simplifier les notations. Il est de méme courant d’oublier .#(U)
lorsqu’on désigne un objet particulier de I'ensemble. Ainsi, ¥y € Q"(U) @z ['(U, E)
s’écrira simplement V| = a;®S". Mais il ne faudra pas oublier la propriété de transparence
sur .# (U). Localement, nous avons donc

QU E)=Q"(U) @zu) I'(U, E)
Si la variété M est compacte, il est facile d’en déduire que
Q(M,E) =" (M) @z L(E)

Nous avons encore une autre fagon de voir I'espace Q" (M, E), globalement cette fois.
Nous savons que les r-formes différentielles sur M sont les sections du fibré vectoriel

N'T*M, c’est a dire
Q' (M) =D(N'T"M)
Alors il est facile de voir que

O'(M,E) =T(N'T*M @ E)

ou le produit tensoriel des fibrés vectoriels a été défini en 3.1.4.

Forme tensorielle comme forme a valeurs dans un fibré vectoriel associé

Voyons maintenant comment associer a une forme tensorielle ¢ € Q"(P, V') une forme
v e Q" (M, E). Pour Xy,,...,X,, € T, M, nous posons

\If|a:(X1|a:7 e ,Xr\z) = PE (p) ¢\p(X1|];, N ,XT‘];))

pour n’importe quel p € 771(x). Nous rappelons que (p, f) — pr(p, f) est la projection
quotient P x V' — FE. Ainsi, les vecteurs sont remontés horizontalement, tandis que les
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valeurs de 1) sont envoyées dans E. Nous avons donc de maniére schématique :

THP Y-V

'hT lpE(p")

™M —Y>F

Montrons que cette définition & un sens, c’est a dire qu’elle ne dépend pas du choix de p
dans 7~1(z). Pour simplifier, nous allons considérer une 1-forme . Prenons p-g € 7! (x)
un autre point de la fibre P,. Alors

pe (P 9, Vpe(Xly))

PE (p 9, ¢|p~g(§g*X\};)>
E <p 9, (§;¢Ip-g)(X|I;)>
e (P 9, l-10p(X}p))

Ceci prouve que W est bien définie.
Nous avons donc associé a toute forme tensorielle ¢ € Q"(P,V) une r-forme ¥ €

(M, E).

Trivialisations locales des formes tensorielles

Nous allons maintenant regarder les trivialisations locales d'une forme tensorielle sur

P a valeurs dans V. Pour cela soit {(U;, ¢;)}ier un systéme de trivialisations locales de

P, et s; : Uy — P les sections locales trivialisantes correspondantes, qui se raccordent sur

les U;NU; # @ par s; - g;j = s;j. Soit ¢ € Q"(P,V) une r-forme différentielle tensorielle.
Définissons pour chaque i des r-formes p; € Q"(U;, V') par la formule
ile(Xifes -+ > Xrla) = Vi) Kljss(aps - - Xiiss()

Ce sont les trivialisations locales de la forme tensorielle ). Pour les calculs qui vont
suivre, prenons le cas r = 1. Pour tout x € U; N U; # &, nous avons

Pila(Xpe) = Vs, ) (X[t )
= Viss@)915 @) (X ey (03, ()
= Visi(rais @) (o0 X o )
= (By (o) Vi) @) (X )
= E S ¢|81 () (X|sl a:))
= Ly=1 (0 Pife(Xa)
Ainsi, sur U; N U; # &, nous avons les formules de recollement des trivialisations locales

de 9 :
Wi = ggij 2
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Comme dans le cas des sections de E, nous dirons que les r-formes ¢; € Q"(U;, V) four-
nissent un systéme de trivialisations locales de la r-forme tensorielle ¢ € Q" (P, V') ou
de la r-forme W € Q" (M, E). Les relations entre les ¢; sont les formules de recollement
de ces trivialisations.

Les trois facons de voir les formes tensorielles

Pour résumer ce que nous venons d’apprendre, pour £ = P X,V , nous avons trois
fagons différentes de voir une r-forme tensorielle ¢» € Q"(P, V) :

— ¢ € Q"(P,V) tensorielle ;

- Vv eQ(ME),;

—{pi € (U, V) | @i =Ly, p; sur tout U; NU; # @}, systéme de trivialisations lo-

cales;

reliées entre elles par les relations :

~ U (X, - Xope) = pE (D, ¢|p(X1‘};, . ,er;)) pour tout p € 77 () ;

= Pite(Xijzs -, Xorlo) = Vpsi) (X iiapr -+ Xllsi(@)) 3

— \I’|I(X1‘x, ce ,XT|$) = PE (si(x), 90i|x(X1|$, e ,XT‘$)>.

En particulier, pour » = 0, nous retrouvons 1’équivalence entre les sections de E et les
applications G-équivariantes de P dans V.

3.2.4. Différentielle covariante
Définition

Aprés ce que nous venons d’apprendre sur les formes différentielles a valeurs vecto-
rielles, nous définissons une différentielle sur ces formes, la différentielle covariante
D:Q"(P,V)— QTP V), lorsque P est muni d’une connexion, par la formule :

DO&(Xh e ,Xr+1) = dPOé(h(X1>, ceey h<X'r+1))

pour tous Xi,..., X, 11 € ['(P) (nous rappelons que dp est la différentielle ordinaire sur
P). D consiste donc a prendre la différentielle ordinaire sur P et a restreindre la forme aux
parties horizontales des champs de vecteurs. On peut symboliser cela par

Da = (dpa)oh

D dépend, par définition, du choix de V', mais nous n’avons pas fait apparaitre explicitement
cette dépendance dans la notation pour ne pas charger les écritures. D dépend aussi du
choix de la connexion sur P.

Par construction, Da est horizontale. D’autre part, D préserve la G-équivariance de
type (¢,V') car h est G-équivariante, dp commute avec R} et dp ne touche pas a la partie
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vectorielle de la forme. Concrétement, nous avons
R!Da = Dao Ry, = (dpa) o ho Ry = (dpa) o Ry o h
= (Rdpa) o h = dp(Ria) o h = dp({y-10) o h = Ly-1((dpa) o h)
= fg—l Do

Donc si a est G-équivariante de type (¢,V), alors Da est tensorielle de type (£,V). En
particulier, D préserve la tensorialité des formes différentielles.

Expression de D sur les formes tensorielles

Comme nous allons le constater, I’expression de la différentielle covariante est trés
simple sur les formes tensorielles. Posons 7 la représentation de g induite par ¢ sur V. Soit
W € Q"(P,V) une r-forme différentielle tensorielle de type (¢, V), alors, comme nous venons
de le voir, D est tensorielle et nous avons la relation

Dy = dpt) +n(w) A ¢

otl, si ) = e, @Y* et si w = E; @w' (avec {e,} une base de V et {E;} une base de g), nous
posons ‘
n(w) A =n(Eex @ w' Ay

Montrons cette relation dans le cas particulier ¢ € Q'(P, V) d(tensorielle) :
e Premier cas : X,Y champs de vecteurs horizontaux. Alors w(X) = w(Y) = 0 et
h(X) =X, h(Y) =Y, donc par définition

D¢(X’ Y) = dP¢<h(X)’ h(Y)) - de(Xa Y)
D’autre part,

(dpY +n(w) A)(X,Y) = dpp(X,Y) + n(w(X))e(Y) = n(w(Y))y(X)
= de(Xa Y)

d’ou I'égalité dans ce cas.
e Second cas : X, Y champs de vecteurs verticaux. Alors ¢(X) =¥ (Y) =0, [X, Y] est
vertical, donc ¥([X,Y]) =0, et h(X) = h(Y) = 0. Par définition de dp

dpp(X,Y) = X -4(Y) =Y - p(X) = o ([X,Y])
donc (dpy) + n(w) A Y)(X,Y) = 0. D’autre part
DY(X,Y) = dptp(h(X), h(Y)) = 0

d’ou I'égalité dans ce cas.
e Troisiétme cas : X champ de vecteurs vertical et Y champ de vecteurs horizontal.
Alors X, = A(p)ﬁj pour une unique application A : P — g, et w(X) = A, w(Y) = 0,
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P(X) =0; dou Y -¢(X) =0, (n(w) AN)(X,Y) =n(A)p(Y) et X - (V) = Lxyp(Y), car
¥(Y') est une fonction de P vers g. Or, Lx(Y) = (Lx¥,Y) +¢([X,Y]). Le flot de X est

(t,p) > p - exptA(p) = Rexprag)(p), donc

d
L =
X¢ (dt exptAw) o

d
= (%gem _ Aw) par l’équivariance de 1
=0

= —n(A)y par définition de n
done X - (V) = —n(A)y(Y) + ¢([X,Y]). Nous avons ainsi
(dptp +n(w) AP)(X,Y) = —n(A)p((Y) + (X, Y]) = o ([X, Y]) + n(A)d(Y)

[ J

dpt(X.Y) ((@)AD) (X.Y)

=0

D’autre part, comme h(X) = 0, nous avons Dy (X,Y) = 0, d’ou I'égalité dans ce cas.
e Par linéarité et antisymétrie, nous voyons que ces trois cas nous donnent toutes les
possibilités. La formule est donc démontrée.

Dans le cas r # 1, la démonstration est analogue, bien que plus délicate a écrire.

Nous allons surtout, dans un premier temps, nous intéresser aux formes sur P a valeurs
dans g, algebre de Lie de G. Nous reviendrons a l'étude de D pour V espace vectoriel
quelconque lorsque nous discuterons des connexions sur un fibré vectoriel associé (3.3).
Dans le cas de ¢ € Q"(P, g) tensorielle de type (Ad, g), la formule ci-dessus se particularise
donc en

D¢ :dP¢+ [Wﬂﬁ]

Comme toute forme différentielle tensorielle s’identifie & une forme différentielle sur
M & valeurs dans un fibré vectoriel associé FE, la différentielle covariante D induit une
application V : Q*(M, E) — Q**}(M, E). Nous étudierons cette application en 3.3.2.

3.2.5. Courbure
Définition

Nous associons & la 1-forme de connexion w € Q'(P, g) une 2-forme, dite 2-forme de
courbure sur P, en posant :

Q= Duw
Cette 2-forme est tensorielle de type (Ad, g) (puisque w est G-équivariante de type (Ad, g)) :
RiQ = Ad,Q

Ceci nous permet de lui associer une 2-forme sur M a valeurs dans AdP = P X 249, que
nous notons F € Q*(M, AdP).
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Equation de structure de Cartan
Il est possible, par un raisonnement tout a fait analogue a celui prouvant Dy = dpt) +
[w, 1], de montrer que Q) vérifie ’équation de structure de Cartan :
1
Q= dpw + 5[&),&)]
=dpw+wAw
c’est a dire
QX,Y) =dpw(X,Y) + [w(X),w(Y)]

L’expression w A w n’a de sens que si g est une algebre de Lie matricielle.

Identités de Bianchi

De plus, Q vérifie D) = 0, c’est a dire, en utilisant 1’expression de D sur les formes
tensorielles de type (Ad, g),

dpQ+ [w, Q] = 0

C’est 'identité de Bianchi.

Carré de la différentielle covariante

La courbure a une autre propriété essentielle, qui est parfois utilisée comme défini-
tion. Pour toute forme différentielle v € Q"(P, V) tensorielle de type (¢,V), si n est la
représentation de g induite par ¢, alors nous avons

D*p =n(Q) A
Montrons ce résultat : écrivons 1) = e, @ Y* et w = F; @ w'.

D> = dp(dpt) + n(w) A ) +n(w) A (dpto + n(w) A1)
= n(dpw) A —n(w) Adpt + n(w) Adpp 4 n(w) An(w) A

= n{dpw + 3w, A

=n(Q2) A

[w, w]).
Q). Nous voyons ainsi que D? n’est pas

puisqu'il est facile de voir que n(w) A n(w) = n(
Donc, nous avons symboliquement D? =
toujours nulle, contrairement & d%. La courbure est 'obstruction a la nullité de D?.

(
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Exemple P =G

Nous pouvons considérer le cas extréme ol la variété de base M est réduite & un point.
Tout fibré principal sur cette variété est donc homéomorphe au groupe de structure G, et
I’action & droite de G sur lui-méme, dans cette identification, est la translation a droite
R,. Il n’y a pas de vecteurs horizontaux, et donc toute forme de connexion est de noyau
nul. Nous avons déja rencontré un bon candidat pour une telle forme de connexion, c’est
la forme de Maurer-Cartan sur le groupe. Comme nous l’avons montré, elle a les bonnes
propriétés de G-équivariance, puisqu’elle est G-équivariante de type (Ad,g). L’équation
de structure de Maurer-Cartan nous montre que sa courbure est nulle, ce qui est normal
puisqu’il n’y a pas de vecteurs horizontaux.

3.2.6. Le groupe de jauge et son action

Automorphismes verticaux de fibrés principaux

L’automorphisme f : P — P est un automorphisme vertical du fibré principal P
si le difféeomorphisme f : M — M est I'identité. Dans ce cas, nous avons, pour tout p € P
et tout g € G,

— f(p) est dans la méme fibre que p;

— f(p-g9) = f(p) - g (compatibilité avec I'action de G sur P).
f induit donc des automorphismes sur les fibres

f‘ﬂ.—l(x) . 7T71(.§C) — 7T71<$>

qui commutent avec 'action de G.
Puisque f(p) est dans la méme fibre que p, nous pouvons écrire

f(p) =p-¥(p)

avec ¥ (p) € G. La seconde relation implique alors

flp-9)=p-gv(p-9)=p Y9

d’ou
Up-g9) =9 "Y(p)g

Nous avons donc une application ¢ : P — G qui est G-équivariante pour l'action (& gauche)
a sur G (définie en 2.4.4). Or, des propriétés des fonctions G-équivariantes sur P, nous
tirons que v est équivalente a la donnée d’une section du fibré P x ,G associé a P. Il faut
noter que ce fibré a pour fibre G mais n’est pas un fibré principal. En effet, ce fibré posséde
toujours des sections globales, méme s’il n’est pas trivial (par exemple la section qui dans
n’importe quelle trivialisation locale envoie z € M sur e € G).
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Le groupe de jauge

Ainsi, pour résumer, il y a équivalence entre la donnée :

— D’un automorphisme vertical f: P — P;

— D’une application différentiable G-équivariante pour o, ¢ : P — G’;

— D’une section (différentiable) S : M — P x ,G.
On appelle groupe de jauge du fibré P, et on le notera ¢, '’ensemble de ces auto-
morphismes verticaux de P. Le groupe de jauge peut donc étre décrit de trois fagons
équivalentes.

Action sur une connexion

Si maintenant nous nous donnons une connexion w sur P, nous pouvons nous demander
comment cette connexion est transformée par un élément du groupe de jauge f € ¢. Nous
cherchons donc a calculer f*w.

Soit X, € T,P avec X|, = 4(0) pour une courbe v dans P (y(0) = p). Alors

Xy = (G- v

|t=0

- (50) GRS (Geom) N

=X 0) + 5000 (G0 6 0)

1t=0

si nous utilisons la formule de la dérivée d’'un « produit ». Le premier terme est par définition
la linéarisée de 'application Ry, : P — P. Il vaut donc

X\p ) @Zj(p) = Rw(p)*X\p

Dans le second terme, apparait la dérivée en t = 0 de t — = (p)(y(t)), qui est une
courbe dans GG passant en e a t = 0, d’ou

(G owom) =aco=ra

Le second terme est donc l'action infinitésimale de G sur P. C’est la dérivée en 0 de
p-¥(p) - exp(tA), qui n’est autre que A . Nous pouvons d’autre part écrire

A= ¢_1(p) (dPl/J)Ip(le)

en interprétant (dpt),(X|,) comme un élément de Tyy-1(,G. L’action a gauche de ¢~ (p)
envoie ce vecteur sur 7,G = g.
Finalement, nous obtenons

F:Xip = Ry X+ (07 0)(dP)p(Xip))
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Nous avons alors

(f*w)(Xpp) = Wpypio) (feXp)
= Wpu(p) (R Xpp) + Wit ((Wl(p)(dpw)|p(X|p))f;.¢(p)>
= (¥ (P)wpt(p) + ¥ (P)(dpt))p) (X))
d’ou
(fw)p =¥ (P)wp(p) + ¢~ (p)(dpe)p
c’est & dire encore
ffw=v"wp+ ¢ dpyp

Intéressons-nous au terme ¥ ~'dp1). Pour tout p € P et tout X € T,P, nous avons (par
définition de la notation)

1/;*1(]9) (dP¢)|p(X\p) Liy-1( pw<X\p)

puisque Ty (X)) € Ty G. Or, Ly 1,¢(X)p) est I'élément de g = T,G qui s’envoie
par translation a gauche sur sz/J(X |p) E Ty G. Nous pouvons alors utiliser la forme de
Maurer-Cartan sur G :

O ) (dpY) (X ) = Oy (T(X)))
= Oy (V:Xip)
= (w*e)\p(le)
d’ou
Yl dpy = 0

Finalement nous pouvons écrire

[fw = Ady-rw + "0

Il est facile de voir que f*w est une nouvelle connexion sur P. Evaluons la par exemple
sur un vecteur vertical A‘z; de P, avec A € g. Nous avons

(™ p)wp(p), Ay) = ¢ (p) Ap(p)

puisque (w‘p,A ) = A. D’autre part

(W (p)dpiyp, Al = (%w‘l(p)@b(p - exp tA))

|t=0

- (G e )

= ¢ () AY(p) + ¥ (p)b(p) A

|t=0
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d’oll en sommant ces deux expressions :

(frw)p, Ap) = A

Il resterait a vérifier que f*w est G-équivariante, ce qui n’est pas un calcul plus difficile
que le précédent.
Il est facile de montrer que la courbure de f*w est

£ = AdyQ

ou 2 est la courbure de w.

L’algebre de Lie du groupe de jauge

Le groupe de jauge ¢ est un groupe de Lie de dimension infinie (c’est & dire un groupe
dont tout élément est repéré de fagon « différentiable » par une « infinité » de paramétres
réels). Il admet une algebre de Lie Lie¥ que nous allons décrire. C’est la version « infinité-
simale » du groupe ¢. Notons g I'algébre de Lie de G. Alors les éléments de Lie¥ peuvent
étre considérés comme :

— Les applications différentiables G-équivariantes pour Ad de P dans g;

— Les sections (différentiables) du fibré vectoriel P X 449 = Adg.

I1 est facile, dans la premiére caractérisation, d’exponentier un élément £ de Lie¥ et obtenir
ainsi un élément exp ¢ de 4. En utilisant cette application exp, il est possible de montrer
que 'action infinitésimale de Lie¥ sur une connexion w est

WHdP£+[w7’S] :Df

ol on considére £ comme une application P — g G-équivariante. L’action sur la courbure
est alors
Q- [Q,¢]

3.2.7. Relévement horizontal, groupe d’holonomie

Nous revenons ici & un point de vue un peu plus géométrique sur la connexion.

Transport horizontal

Soit y une courbe dans M avec = «(0). Nous avons déja défini ce qu’est un relévement
horizontal de v : c’est une courbe dans P, au dessus de 7, dont tout vecteur tangent est
horizontal. Soit yp un tel relévement horizontal de «, que nous faisons commencer en
vp(0) = p € 7~ !(x). Nous montrerons plus loin que pour v et p € 7~ (x) donnés, cette
courbe est unique.

Soit alors vp(t) = vp(t) - g une courbe dans P pour g € G (constant). Il est facile de
vérifier que 5 est un autre relévement horizontal de v, avec v5(0) = vp(0) - g = p - g. Par
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unicité, tout relevement horizontal de v commencant en ¢ = p- g, pour g € G, s’écrit donc

t—p(t) - g.
Pour h réel suffisamment petit, nous définissons

T 27 (1(0)) = 7 (4 ()
p+p(h)

ol yp est 'unique relévement horizontal de v tel que vp(0) = p. Cette application est le
transport horizontal le long de ~. Par la propriété que nous venons de voir, elle vérifie

Jyh O Eg = Eg oJyn

Groupes d’'holonomie

Considérons maintenant I’ensemble €, (M) des chemins dans M définis sur [0, 1], com-
mengant et finissant en € M. Alors J,; = J, est un automorphisme de la fibre 7~(z)
pour tout v € €,(M). 1l existe donc un g,(p) € G tel que J,(p) = p - ¢g,(p) pour tout
p € 7 !(x). Un calcul simple montre alors que puisque .J, commute avec 'action R de G,
nous avons g-(p - g) = g 'g,(p)g pour tout g € G.

Nous remarquons alors que H(p) = {g,(p) / v € €,(M)} est un sous-groupe de G,
appelé groupe d’holonomie de p. Ces sous-groupes sont liés entre eux par conjugaison

H(p-g) =g 'H(p)g

Le théoréme d’Ambrose-Singer relie ces groupes a la courbure de la connexion : 1’al-
gébre de Lie h(p) de H(p) est la sous-algébre de Lie de g engendrée par les éléments
Qp(X)p, Yp) pour X, Y}, € H, C T,P.

Ce résultat montre que la courbure est I'obstruction au retour sur lui-méme d’un relé-
vement horizontal d’un chemin infinitésimal fermé de M (voir figure 3.6).

Groupe d’holonomie et réduction

A partir de tout point p € P, nous pouvons construire un sous-ensemble P(p) de P
des points de P qui peuvent étre joints a p par une courbe horizontale (différentiable par
morceaux). Alors il est possible de montrer que P(p) est un fibré principal de groupe de
structure H(p). Ce fibré principal est donc une réduction du fibré principal P. De plus, il
est facile de voir (géométriquement) que la connexion sur P qui y définit I'horizontalité se
réduit & une connexion sur P(p). Nous dirons que P(p) est le fibré d’holonomie de p.

Pour p et ¢ dans P, nous n’avons que deux possibilités : ou bien P(p) = P(q), ou bien
P(p) N P(q) est vide. Donc P se décompose en une union disjointe de fibrés principaux sur
chacun desquels la connexion se réduit. De plus, ces sous-fibrés d’holonomie sont isomorphes
entre-eux.
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X P
Q(X,Y)

FI1G. 3.6 — Un chemin vp horizontal commencant et finissant sur une méme fibre ne boucle
pas nécessairement. La courbure mesure exactement 1’obstruction infinitésimale a sa fer-
meture.

3.3. Connexions sur un fibré vectoriel associé

Références : (3], [9], [12], [14], [16], [18], [20].

Nous allons transporter la notion de connexion définie sur un fibré principal P vers un
fibré vectoriel associé, dans le but de construire la dérivation covariante des sections de ce
fibré vectoriel, dont nous donnerons des expressions explicites. La notion de fibré vectoriel

(associé) est essentielle en physique, puisque les champs physiques sont des sections de tels
fibrés.

3.3.1. Du fibré principal au fibré vectoriel associé

Comme nous allons le constater, une connexion sur un fibré principal définit canoni-
quement une connexion sur un fibré associé.

Vecteurs horizontaux

Soit E = P x,V un fibré vectoriel associé au fibré principal P(M, G). Nous avions défini
une application x, : V. — E, f +— pg(p, f). Nous définissons maintenant une nouvelle
application

Y P—F
p— pe(®, f)

pour tout f € V. Cette application vérifie wggilf o ég = 5.

Lorsque P est muni d’une connexion, nous avons sur P la notion de vecteur horizontal.
Gréace a cette application naturelle, nous allons pouvoir définir la notion de vecteur horizon-
tal sur E. Pour cela, nous remarquons que I'application linéaire tangente Ty : T'P — T'E
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permet d’envoyer la distribution horizontale TH C TP en une distribution de vecteurs
dans T'E.

Soit v € E, et p et f tels que v = pg(p, f) = ¥¢(p). Alors nous posons H,E = ;. H, C
T,E. v+— H,E est une distribution sur F, c’est a dire définit un sous-espace tangent pour
tout point de E. Cette distribution sera appelée horizontale. Nous avons donc transféré
I’horizontalité de P sur E.

Il est aisé de voir que H,E ne dépend pas du choix du couple (p, f) tel que v = ¥(p) :
avec (p - g,€,-1f), nous aurions eu ¢gg71f*Hp.g = ¢4g71f*§g*Hp = Y H, = H,E par
I’équivariance des H), et par la propriété énoncée ci-dessus des applications .

Nous dirons donc naturellement que X, € T,F est un vecteur horizontal si X, €
H,E.

Relévement horizontal

Si~y est un chemin dans M, nous savons le relever horizontalement en un chemin vp dans

P. Ce chemin définit alors un relévement horizontal de v dans E. En effet, si yp(0) = p,

et si f = x,'(v) € V, alors le chemin t — pg(yp(t), f) = ¥s(7p(t)) dans E passe en v a
= 0 et est horizontal par définition méme de la distribution horizontale H,E. Donc

t— ve(t) =vr(vp(t) = pe(vp(t), f)

est le relévement horizontal dans E de 7(t), qui passe en v = pg(vp(0), f) & ¢t = 0.

Si nous inversons cette relation, nous trouvons que f = X:,;(t) (ve(t)) est indépendant
de t, c’est a dire que le relévement horizontal dans F laisse fixe ’élément de V' ainsi associé.
C’est donc a travers cet élément fixe que ’on envoie le relevement horizontal de P dans E.

Transport horizontal

Cette notion de relévement horizontal conduit & la notion de transport horizontal le
long d’une courbe, que nous notons J,; comme d’habitude. Ici, cette application est un
isomorphisme d’espaces vectoriels entre E. () et E. ), qui envoie v = v5(0) € E,q) sur
ve(h) € Eyn)-

Nous avons une expression pour J,, obtenue grace au point fixe f € V : J,), =
Xovp(h)Xp ! pour n’importe quel vp(0) = p. Une écriture plus utile de cette relation est la
suivante : si v = pg(p, f) et si vp(0) = p, alors

Jynv = pu(yp(h), f)

c’est & dire encore

Jy,hPE(’YP(OL f) - pE(VP(h% f)

3.3.2. Deérivation covariante et connexion

La notion de dérivation covariante sur les sections du fibré vectoriel associé est équiva-
lente a celle de différentielle covariante sur le fibré principal.
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La dérivation covariante sur les sections

Soit S € I'(E) une section de E. Nous savons lui associer une application G-équivariante
fs de P dans V. Cette application est identifiable & une O-forme sur P a valeurs dans V,
tensorielle de type (¢,V). Nous pouvons lui appliquer la différentielle covariante D, et
obtenir ainsi Dfg € Q'(P,V), tensorielle. A cette 1-forme tensorielle, nous associons par
retour une 1-forme sur M a valeurs dans E, que nous notons V.S € QY(M, E). C'est la
dérivation covariante de S. Schématiquement, nous avons :

Fo(P,V) 2= QNP, V) tensorielles

| |

I'(E) v QY(M, E)

Cherchons une expression de V.S grace a cette définition. Soient x € M et X, € T, M.
Fixons un point p € P au dessus de x, m(p) = x. Prenons une courbe 7(¢) dans M telle
que v(0) = x et ¥(0) = X\, et notons yp(t) le relévement horizontal de ~(t) dans P qui
passe en p a t = 0. Alors nous avons §p(0) = X |’; ou X GD est le relévement horizontal du
vecteur X, dans T,P.

A la section S de E est associée I'application G-équivariante fg définie par la formule

fs(@) = x5 'S(n(q))
pour tout ¢ € P. Nous rappelons que x, = pr(q,-) : V — E. Donc

S(m(q)) = pe(q, fs(q))

La différentielle covariante appliquée & fg donne la 1-forme différentielle horizontale sur P
Yiq € T4P — Dfs14(Y]g) = dp fs14(hY]q)

Nous associons alors & D fs une 1-forme sur M a valeurs dans F, V.S. Nous notons VxS =
(VS)(X) le couplage avec un champ de vecteurs X sur M. Cette 1-forme est définie par
la formule

(Vx.5) (#) = x,Dfsp(XE)
= Xdefslp(hX\];o)
= pe (p, dpfsp(X];)) puisque hX! = X[

) o h) — fgo 0 . .
= %E%pE ( ,fS re(h) h fs © el )) puisque XG) =7p(0)

_ @% p5(p, fs 0 1p(h) — pu(p, fs 0 1p(0))]

Le second terme de cette derniére différence est S(z) = pgr(p, fs(p)). Cherchons & interpré-
ter le premier terme. Par propriété de J,; et par le choix fait pour vp, nous avons

Ly 0D, fs ovp(h)) = pe(vp(t), fs o vp(h))
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donc pour t = h

Jywpe(D; fs o vp(h)) = pe(yp(h), fs o vp(h))
= S(movp(h))
= S(v(h))

ce qui montre que pg(p, fsoyp(h)) = J;,llS(’y(h)). Tout ceci conduit finalement a l’expres-
sion

(VxS) (x) = Jim - [1;45(+(1)) ~ S(+(0)]

C’est la dérivée covariante de S dans la direction X,.

Cette formule nous est familiére et admet une interprétation géométrique qui nous
est connue : nous comparons, dans l'espace vectoriel E,, les valeurs S(z) = S(v(0)) et
J 1 S(v(h)), cette derniére étant la valeur de S au dessus de y(h) ramenée horizontalement
au dessus de z.

De ces calculs, il faut retenir les correspondances :

sections de £ I'(E) «— Z¢(P,V) fonctions G-équivariantes P — V
section S «— fs fonction équivariante
champ de vecteur sur M X «—— X champ relevé horizontal dans P
dérivée covariante VxS «— X". fg dérivation sur une fonction

qui fait de la dérivation covariante sur les sections de F une dérivation au sens des vecteurs
sur les fonctions G-équivariantes de P dans V.

Connexion

Si X € I'(M) est un champ de vecteur sur M et si f € % (M), alors nous avons défini
une application Vy : I'(E) — ['(E) qui vérifie :

- Vx+X/S = VXS+ VX/S;

- VyxS=fVx5;

- Vx<S+ S/) = VXS+ VXS,;

- VxfS=fVxS+(X-f)S.
Nous pouvons donc identifier V & une application

V:I'(M)xT'(FE)—T(F)
que nous appellerons une connexion sur F.

Connexion compatible avec une métrique de fibré

Supposons que le fibré vectoriel F soit muni d’une métrique de fibré h. Nous dirons
que la connexion V est compatible avec la métrique de fibré, ou encore que c¢’est une
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connexion métrique si, pour toutes sections S,S" € I'(F), et tout champ de vecteurs
X € I'(M), nous avons

X -h(S,58) =h(VxS,S")+ h(S, VxS
Si nous enlevons la dépendance en X dans cette formule, nous avons
dh(S,S") = h(VS,S") + h(S,VS")

ou la définition de h sur Q' (M, F) x T(E) est évidente.
Si V est une connexion compatible avec la métrique de fibré, et si v est un chemin dans
M, alors le transport horizontal J, ; est une isométrie entre (E, o), hy0)) et (Eyw), hyw)-

La dérivation covariante sur les formes

Puisque nous avons V : I'(E) = Q°(M, E) — QY(M, E), il est souhaitable de I’étendre
en

V:Q(ME)— QM E)

Pour cela, nous posons naturellement, comme pour les sections de F,

Q" (P, V) tensorielles —2> Q1 (P, V) tensorielles

T |

Q"(M, E) v Q (M, E)

V est la dérivation covariante sur Q" (M, E).

Il est possible de calculer explicitement l’expression de cette dérivation. Pour cela,
soit U € Q7 (M, E). Associons lui la forme tensorielle v € Q"(P,V), par la relation :
VXi,..., X, e (M), Vx € M,Vp € P, (n(p) = z),

\I/(Xla s 7X7“)(x) = pE(Pﬂb(X{Ia ce ,Xq}})(p))

Par définition, nous avons

(V) (Xo, ..., X,.)(z) = pe(p, (DY)(XF, ..., X])(p))
Or,

(DY)(XG, ..., X (p) = (dpy) (hXG, ..., h X)) (p)
= (de)(X(ﬁL? ce 7X;L)(p)

r

=S (K wte D) 0)

1=0

DD X X X D)

i<j
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Comme 1 est horizontale, nous avons

= (X, X0 VYL X

T

D’autre part, nous avons remarqué que

P (p, XE (Xt ,Xf><p>) VU (Xo, . X))

En regroupant tout cela, nous avons donc une expression de V :

r

(VO) (X0, X,) = S (~1) Vi U( X, Vool X)

1=0

4 Z(—l)i+j‘1’<[xivxj]’ VLY o Xy)

i<j

Si V' est une algebre associative, alors Q*(M, E) est une algébre graduée. Dans ce cas,
il est facile de montrer que nous avons la régle de dérivation suivante :

ViaeAnp)=(Va)ANB+ (=1)"a AV

pour deux formes a € Q"(M, E) et § € Q*(M, E) (le produit a A § a été défini en 3.2.2).

La courbure

Nous voyons que l'expression ci-dessus de VW est analogue a celle donnée pour la
différentielle sur une variété, et le calcul nous montre pourquoi. Cependant, nous savons
que la différentielle sur une variété est de carré nul. Cherchons ce qui se passe pour V.

Nous avons V2 : Q"(M, E) — Q""2(M, E). Nous n’allons pas calculer V2 pour 7 quel-
conque, mais seulement pour r = 0, ce qui simplifie les calculs. Soient donc S € I'(E) et

X,Y e I'(M). Alors
V2S(X,Y) = VxVS(Y) - VyVS(X) - VS([X,Y])
=VxVyS —VyVxS—VixyS
= (VxVy = VyVx = Vixy]) S
Nous voyons que V2 n’est pas toujours nulle. Sa nullité équivaut & la nullité de la quantité
R(X,)Y)=VxVy —VyVyx — Vix,y]

pour tous X,Y € I'(M). Or, lapplication lin¢aire R : Q°(M, E) — Q*(M, E) n’est autre
que la courbure de la connexion V, ce que nous avons déja rencontré pour D sous la
forme D? = () en 3.2.5.



162 Chapitre 3 Fibrés, connexions

Une autre expression de V

Nous allons donner maintenant une expression utile de V sur Q*(U, E') pour U un ouvert
d’une carte de M. En effet, nous pouvons constater sur I’expression précédente de V que
cet opérateur n’agit que localement. C’est a dire que pour tout ouvert U de M, nous avons
V() = (V¥)p. Il est donc légitime, pour certains calculs, d’utiliser une expression de
V sur Q*(U, E).

Nous nous placons dans Iidentification locale Q"(U, E) = Q"(U) ® zw) I'(U, E). Dans
ce langage, l'égalité Vx fS = fVxS + (X - f)S s'écrit

V(fS)=fVS+df®S
et V a été étendue en
V Q' (U) @z DU, E) — Q7 (U) @@ T(U, E)
Pour a ® S € 0" (U) ® zw) I'(U, E), nous allons montrer que
Vie®S)=da® S+ (-1)"aAVS

Dans le second terme du second membre, on effectue le produit extérieur de a avec la
1-forme qui apparait dans V.S € QY(U) @z I'(U, E).
Soient Xo, ..., X, r+ 1 champs de vecteurs sur U (que 'on peut considérer comme des
restrictions & U de champs de vecteurs sur M). Alors au dessus de U, nous avons

r

(da @ S+(~1)aAVS)(Xov..., X,)= > (~1) (Xi ca(Xo, o VL ,XT)> S

=0

+ 3 (=) (X Xl Ve VLX)

1<J

+ (=" () (— ) (X, VLX) VxS
i=0
ou le facteur (—1)"(—1)* dans la derniére somme est da a la définition du produit extérieur.
Cest le coefficient (—1)%8"(?). Nous n’avons pas sommé ici sur toutes les permutations car
nous avons utilisé le fait que « était antisymétrique. Il ne reste donc que les permutations
qui prennent le ¢-iéme vecteur et l’envoient aprés le r-iéeme. Nous remarquons que deux
sommes peuvent se regrouper en utilisant la relation VxfS = fVxS + (X - f)S avec

f=a(Xo,- - v , X)) et X = X;. Ceci donne finalement

(doa®@ S+(—1)"a AVS)(Xo,...,X,) :i(—l)ivxi <a(XO, YL ,XT)S>

1=0

<<
=
nn

+ 3 (D)X, X, -

1<j
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ce qui est 'expression donnée plus haut de V¥ pour ¥ =a ® S.

Il faut remarquer que dans cette expression que nous donnons de V sur Q*(U, E), il est
supposé que nous connaissons V sur I'(U, E), et uniquement sur I'(U, E).

Le fait que le produit tensoriel soit transparent sur .% (U) est une contrainte sur les
objets que nous pouvons définir sur Q*(U) @z I'(U, E). En effet, il faut vérifier ici, par
exemple, que V(a ® fS) = V(fa ® S). Or, c’est un exercice facile que de vérifier cela,
mais le facteur (—1)" est indispensable, tout comme il est indispensable pour retrouver la
bonne expression de V.

Dans le cas ot M est une variété compacte, cette expression de V est valable sur tout
M puisque Q*(M, E) = Q" (M) @z I'(E).

Remarque

On peut se donner un fibré vectoriel £ sans le considérer comme associé a un fibré
principal, et on peut définir la notion de connexion sur ce fibré vectoriel sans faire intervenir
de différentielle covariante. Pour cela, on choisit une distribution horizontale H,F C T, E
supplémentaire au sous-espace vectoriel des vecteurs verticaux (tangent a la fibre). La
connexion V est alors définie sur les sections de E par la formule géométrique faisant
intervenir le transport horizontal. Ensuite, on peut étendre V a tout Q*(M, E) en prenant
pour définition la formule donnant VW ou bien la formule donnant V(o ® S). La donnée
d’une telle connexion induit une connexion de fibré principal sur le fibré principal des
repéres de E. La description précédente est donc trés générale.

3.4. Expressions locales

En physique, on utilise plus souvent les formes localement que globalement. C’est pour-
quoi nous voulons maintenant « redescendre » les divers objets définis sur un fibré principal
P et sur un fibré vectoriel associé, en des objets définis localement sur M. En particulier,
nous nous intéressons aux formes de connexion et de courbure, ainsi qu’aux formes dif-
férentielles tensorielles. Nous rappelons que ces formes tensorielles sur P sont aussi des
formes sur M & valeurs dans un fibré associé, et que ces formes se trivialisent localement
sur M. Dans ce qui suit, nous notons d la différentielle sur M.

3.4.1. Préliminaires

Un calcul essentiel

Le calcul que nous nous proposons de présenter ici est semblable a celui rencontré en
3.2.6 pour établir 'action du groupe de jauge sur une connexion. Soit g : M — G une
application différentiable. Soit X, € T, M et v(t) une courbe dans M telle que v(0) = x et
7(0) = X|,. Alors g(7(t)) est une courbe dans G, qui donne par dérivation en 0 un vecteur
de Ty, G. Par translation a gauche, nous ramenons ce vecteur en T.G' ~ g. Nous avons
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ainsi

i) (Go000) e
dt |t=0
Nous adoptons ici une notation multiplicative (nous identifions L, avec le produit a gauche
par g), qui est pleinement justifiée pour une algebre de Lie matricielle, et qui est parfaite-
ment correcte, moyennant les bonnes identifications, pour n’importe quelle algébre de Lie.
Nous avons alors p
(Goo0) = @)t = dga(xi)
|t=0

ou dg = d,g9da" est une 1-forme sur M a valeurs dans Tj,)G. Nous avons pris des indices
grecs (p) pour les coordonnées sur M afin d’éviter par la suite les interférences avec les
indices des ouverts qui sont latins. Nous voyons ainsi que ¢~ (z)dg,(X|;) € g pour tout
X, € T,M. Cest a dire que g~'dg est une 1-forme différentielle sur M & valeurs dans g.
On peut montrer facilement que cette 1-forme n’est autre que ¢*6 ou # est la forme de
Maurer-Cartan sur G.

Soit maintenant s : U — 71 (U) une trivialisation locale du fibré¢ principal P, associée
a une trivialisation locale (U, ¢) de P. Toute autre trivialisation locale s’ : U — 7~ }(U) au
dessus de U se relie a la précédente par une relation du type

§'(x) = s(z) - g(z)

ot g : U — G est une application différentiable (nous supposons toujours que nos sections
sont différentiables).
Soient X, € T, M et v comme précédemment. Alors

d
'Xip= | =8 oq(t
e (dﬁ”( ))to

_ (% [sev(t)-go W)]) t=0

_ [(%S . V(t))uo] - g(z) + s() - [(%g 0 v(t)>|tO]

ol nous avons utilisé « naivement » la notation multiplicative et la formule de la dérivée
d’un produit. Nous réécrivons cette expression sous la forme

$.X), = [(%3 ° 7“)) |t:o] -g(@) + (@) - 9(2) [(% g @l W)) t=o]

= (X)) - g(2) +5'(2) - g7 (2)dgjo (X))

oll nous avons utilisé le résultat préliminaire sur la signification de g~'dg. Interprétons les
deux termes cette somme :
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— Le premier est la « multiplication » a droite d'un vecteur de 7=(U) par un élément
de GG : en fait, ce terme vient de I'action & droite de GG sur P et vaut donc

Ts(a:) Rg(z) (S*X|:c)

— Le second terme est la « multiplication » d’un point de P par un vecteur de g : c’est
'action infinitésimale & droite de G sur P. C’est donc la dérivée en 0 de p - exp(tY)
ouY = g '(2)dg.(X),) € g et p = s'(x). Cest donc Y}, c’est a dire

v

97 ()92 (Xi0)] )

Nous avons donc finalement la relation suivante :

. Xje = Rypye 0 8. X0 + [97" (2)dgpa (X))

v

|s(x)
pour §'(z) = s(z) - g(z) au dessus de U.

L’application relévement horizontal

Comme premiére application de cette relation, nous pouvons donner une expression
explicite de I'application relévement horizontal

.M — H,
Xig — X[}
que nous avions définie auparavant. En effet, il est facile, grace au calcul précédent, de
montrer que
Xt =hos.Xp

pour n’importe quelle section locale s telle que s(x) = p.

En effet, cette expression est indépendante du choix de la section locale, car si s’ est
une autre telle section, avec s'(x) = p, alors h appliquée a la relation que nous venons de
montrer donne _

hos, X =ho Ry o 8. X,

puisque l'autre terme est vertical. Nous avons de plus g(x) = e, donc il reste
hos X, =hos.Xj

Si maintenant ¢ = p - g est un autre point de P,, et si s’ est une autre section telle que
s'(x) = g, alors notre définition donne, avec les notations ci-dessus,

=h <Rg(:c>*5*X|m + [971(55)‘19\%()(\:”)}?#(@)
=ho Eg(x)* o 3*X|x
= Eg(x)* (@) h [©) S*Xlx

D h
= Ry X,
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puisque g(x) = g et ho ég* = EQ* o h. Ceci prouve que nous avons bien ’application
X +— X" qui a été définie en 3.2.1.

Trivialisation locale d’une forme tensorielle

Soit ¢ € Q"(P,V) une forme tensorielle de type (¢,V) sur P. Nous lui avons associé
des formes locales ¢ a valeurs dans V', par la relation

h
90|z(X1|xa cee rlﬂﬁ) wl ( 1s(z)r - -+ 7X7“|s(a:))

pour s : U — 7~ 1(U) section locale trivialisante de P. Avec I’expression précédente de X",
cette formule devient

90|:1:(X1\:m SR r|m) ¢| (h © S*Xl\xa cee 7h ° S*Xr\:p)
Or, v est horizontale, donc il n’est pas nécessaire de faire apparaitre 'application h :

Oou encore
¢‘$<X1|$7 cee 7Xr\:c) = (5*w|s(m)>(X1|zu cee 7X1'|m>

c’est a dire finalement, et tout simplement,
p = s

C’est un résultat que nous utiliserons par la suite.

Relévement horizontal de chemins

Soit v un chemin dans M, avec 7(0) = x, et soit U un ouvert de M contenant x. Notons
vp un relévement horizontal de v dans P, avec yp(0) = p. Nous allons montrer I’existence
et 'unicité de ce yp. Soit s : U — P une section locale trivialisante de P, avec s(z) = p.
Le chemin «p peut alors s’écrire, au dessus de U : yp(t) = s oy(t) - g(t) avec g(t) € G et
g(0) =e.

Nous nous donnons maintenant sur un voisinage de v dans U, une section qui prolonge
~p, que nous notons sp : U — P, telle que sp(y(t)) = vp(t). Nous prolongeons de méme
g : U — G afin que sp = s-¢g sur U. Tout ceci est fait dans le but de pouvoir différentier sp
et g sur U. Mais le résultat final ne dépendra pas de ces prolongements car ces différentielles
ne seront prises que le long de la courbe 7.

Soit X, un vecteur tangent a v en (t). Alors il est facile de voir que X lsp(v(t) =
sps Xyt est le vecteur tangent & yp en yp(t). Le calcul ci-dessus donne alors

5Pyt = RgesiXipe + [97 (V) g0 (X)) o, (500
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ot dgj) (X)) = dg(t)/dt puisque nous sommes au dessus de 7. En appliquant sur chaque
membre la 1-forme de connexion w, en restant au dessus de 7, et en utilisant I’équivariance
de w, nous obtenons

_ _1,,.dg(t)
0=g '(t)w(s:Xpw)g(t) +g 1@)7
c’est & dire do()
g
i —w(5:X}y1))9(1)

C’est une équation différentielle du premier ordre, dont I'inconnue est I’application g, qui
admet donc une unique solution lorsque ¢(0) est donné. C’est a dire que le relévement
horizontal de v dans P existe et est unique pour une condition initiale fixée.

3.4.2. La 1-forme de connexion et la courbure

Nous allons utiliser le calcul précédent pour trouver l’expression du recollement des
formes locales de la 1-forme de connexion, ainsi que des formes locales de la courbure.

La connexion

Considérons un systéme de trivialisations locales de P & travers les sections locales s; :
U; — 7~ 1(U;) ot comme d’habitude s;(z) = ¢;(x, ¢). Nous pouvons redescendre localement
la 1-forme de connexion w sur P sur chacun des ouverts U; en posant

*
A; = siw

qui est une 1-forme sur U; a valeurs dans g. Nous dirons que les A; sont les 1-formes de
connexion locales. Attention, la forme de connexion w n’étant pas horizontale, les A;
ne sont pas les trivialisations locales que nous avons définies pour les formes tensorielles,
méme si 'expression utilisée pour les définir est la méme. Dans ce qui suit, nous allons
établir les relations entre ces 1-formes locales de connexion.

Sur U; N U; # @, nous avons s; - g;; = s;. Soient x € U; NU; # @ et X, € T, M. La
relation que nous avons établie donne, dans ce contexte,

v

s5(x)

Appliquons alors w aux deux membres de cette expression :

Ajla(Xje) = <R9ij($)*w>|s‘(5€) (8::X[e) + 055" (2)dgi o (Xie)
En utilisant I’équivariance de w, nous trouvons :
Aj= gglAigij + gi;ldgz‘j

Ce sont les formules de recollement des 1-formes de connexion locales A; sur les ouverts

UiNU; + @.



168 Chapitre 3 Fibrés, connexions

Réciproquement, si nous nous donnons, sur un systéme de trivialisations locales, de
telles 1-formes locales, qui se raccordent selon ces formules, alors il existe une unique 1-
forme de connexion sur P qui les redonne par ces trivialisations. Il est donc équivalent de
se donner cette famille de 1-forme sur des ouverts de M ou de se donner la 1-forme de
connexion sur P.

La courbure

Pour la courbure, nous posons, de la méme facon
*

qui sont les 2-formes de courbure locales. Ici, il s’agit bien des trivialisations locales
au sens des formes tensorielles, puisque (2 est tensorielle. En utilisant les équations de
structure de Cartan, il est facile d’établir que

1
= dA; +5[A;, A

Ces identités porterons encore le nom d’équations de structure de Cartan. Ces 2-formes
de courbure locales se recollent selon les formules de recollement

sur tout U; N U; # . Ces relations sont des conséquences directes du fait que {2 est une
forme tensorielle de type (Ad,g) sur P et que les F; en sont les formes locales sur M.
Elles sont bien str compatibles avec les formules de recollement trouvée pour les A; et les
équations de structure de Cartan ci-dessus.

De part sa nature tensorielle, la courbure peut donc étre vue de trois fagons différentes :
Q) forme tensorielle de type (Ad, g) sur P, F forme sur M & valeurs dans le fibré vectoriel
associé AdP, {F;};c; formes locales sur M a valeurs dans g se recollant par les formules
ci-dessus. Par contre, la connexion n’admet que deux interprétations : w forme sur P ou
{A;}icr formes locales sur M avec les formules de recollement établies auparavant. La
connexion ne peut donc jamais étre considérée comme une forme globale sur M. Comme
nous le verrons par la suite, ceci a des conséquences en physique des théories de jauge.

Cependant, si w et w’ sont deux 1-formes de connexion sur le fibré principal P, d’expres-
sions locales A; et A}, alors w —w’ est une 1-forme sur P a valeurs dans g, dont ’expression
locale est A; — A.. On remarque alors que ces 1-formes locales sur les ouverts U; de M a va-
leurs dans g ont de bonnes propriétés de recollement. Donc les A; — A’ sont les expressions
locales d’une 1-forme sur M & valeurs dans AdP ; c’est a dire encore que w — w’ est tenso-
rielle, comme il est facile de le vérifier directement. Ceci donne a I’ensemble des connexions
sur P une structure d’espace affine, dont 'espace vectoriel associé¢ est Q' (M, AdP).
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3.4.3. La différentielle covariante

De la méme fagon que nous venons de descendre sur M (localement) la connexion
et la courbure, nous allons y descendre la différentielle covariante, dont nous donnerons
I’expression sur les trivialisations locales de formes tensorielles.

Expressions locales de la dérivée covariante

Afin d’alléger les écritures, nous oublions les indices de I'ouvert U de trivialisation :
nous notons A = s*w et F' = s*Q). Pour v forme quelconque sur P & valeurs dans V' espace
vectoriel munie d’une représentation ¢ de GG, nous définissons de méme ¢ = s*i. Sur U,
nous définissons la dérivée covariante locale sur ¢ :

VYV = s*Dy

ou D est la différentielle covariante définie auparavant.

Si 9 est tensorielle de type (¢, V') sur P, alors nous savons que D) = dptp+n(w) A o n
est la représentation de g induite par ¢ sur V. Pour ¢ = s*i, nous avons donc 'importante
formule

VY =dp+n(A) Ay

Cette expression de VY n’est valable que pour ¢ expression locale sur M d'une forme
tensorielle sur P. En particulier, pour la forme de courbure €2, tensorielle de type (Ad, g),
Nous avons

VYF =dF + [A, F]

Nous ne pouvons pas appliquer cette expression a A lui-méme (dans ce cas, FF = VVA =
dA + %[A, A] est donnée par les équations de structure de Cartan).
D’autre part, de D2 = 0 nous tirons I'identité de Bianchi locale :

dF +[A, F] =0

I1 est aussi facile d’établir que
VIV =n(F) Ay

en utilisant la relation D*) = Q A 1.

Lien avec la physique des champs de jauge

Il est temps maintenant de faire le lien avec la physique. Nous supposons que g est une
algébre de Lie matricielle. Posons {F;} une base de g (ce sont des matrices). Alors nous
avons A = A,dx", ou A, = E; ®AL, et de méme, F' = %Fwdx” Adz? (sommation sur tous
les indices yu, v), avec F,, = E; @ F,,.

Nous voyons pleinement ici le réle des indices : comme les F; sont des matrices dans
g, A, est elle-méme une matrice dans g, que l'on écrit A,;. Nous avons donc deux sortes
d’indices trés différents : p se référe aux coordonnées sur M, alors que a, b sont les indices
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d’une matrice. C’est ce que nous avions déja rencontré avec la connexion Ffj Nous avons
la méme distinction pour Fj,;, comme nous I'avions vu sur R*;;; (nous réexaminons en
détail plus loin le cas des connexions linéaires a la lumiére de ce qui vient d’étre fait).

Les équations de structure de Cartan donnent alors

F.,=0,A,—0,A,+ A A
Fljy = 0, Al — 8,,AZ + C;kAiAﬁ

En physique, les AL sont les champs de jauge (A, est le potentiel de jauge), et les Fﬁy sont
les champs « physiques » associées. Ces champs physiques sont, comme nous 1’avons vu
plusieurs fois, I’expression locale d’un objet mathématique défini sur la variété de base a
valeurs dans un fibré. Ce n’est pas le cas pour les potentiels, qui ne sont que I'expression
locale d’un objet défini sur le fibré principal.

Dans ce contexte, ce que les physiciens appellent une transformation de jauge peut
s’interpréter de deux fagons différentes. La premiére consiste a dire que 1’on fait un choix
différent de la section trivialisante s. Si nous prenons une autre section s’ sur le méme
ouvert U, et notons A" et F’ les champs correspondants, alors nous savons qu’il existe
g:U — G telle que s'(z) = s(z) - g(x). Les calculs effectués jusqu’ici montrent alors que

A'=g Tt Ag+g7dyg
Fl' =g 'Fyg

C’est bien ce que les physiciens ont I'habitude d’appeler une transformation de jauge.
Mathématiquement, il ne s’agit que de prendre une « base » différente pour repérer les
objets (la section locale trivialisante), c¢’est pourquoi nous dirons qu’il s’agit d’une trans-
formation de jauge passive. En d’autres termes, il s’agit de changer la facon dont nous
décrivons localement le systéme, et non pas le systéme lui-méme. L’autre interprétation
consiste a changer de connexion sur le fibré P par action d’un élément du groupe de jauge
du fibré, comme nous ’avons vu en 3.2.6. Dans ce cas, en utilisant la méme trivialisation
locale, les nouvelles formes de connexion ou de courbure locales se relient au précédentes
par les formules ci-dessus, ot g doit étre interprété comme 1’expression locale d’un élément
du groupe de jauge. Dans ce cas, nous dirons qu’il s’agit d’'une transformation de jauge
active. Dans ce cas en effet, les points du fibré principal bougent sous I'action du groupe
de jauge. Dans une théorie de jauge, c’est cette derniére transformation que nous devons
considérer comme une vraie symétrie. Il faut noter que compte-tenu de la topologie globale
du fibré principal, cette derniére symétrie est plus contraignante que la précédente.

Si 1 est un champ tensoriel de type (V,{) sur P, trivialisé par s en ¢ = s*1), alors il
est facile de montrer que la nouvelle trivialisation locale de ) par s’ vaut

o =Ly

C’est ce que les physiciens appellent une transformation de jauge sur un champ de matiére.
Il faut noter que la encore, il est utile de distinguer les transformations passives et actives.
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Nous avons défini VY en partant de D sur P. Nous aurions pu aussi partir de V
sur Q*(M, E) pour E = P x,V (avec les notations précédentes), puisque nous savons
passer d’une forme sur M & valeur dans F & son expression locale & valeurs dans V. En
général, en physique, la variété de base M est ’espace-temps. Les champs sont donc définis
dessus, et non sur P. Donc tout champ physique ¢ : U — V défini localement doit étre
considéré comme l'expression locale d’'un champ ¥ défini sur M tout entier a valeurs dans
le fibré vectoriel F. La dérivée covariante locale de ¢ est ’expression usuellement prise par
les physiciens pour exprimer le couplage (dit « minimal ») entre un champ de matiére ¢
et un champ de jauge A. Nous voyons que l'expression VY donnée ci-dessus n’est que
I'expression locale d’un objet définie globalement sur M : V¥ (ou sur P : D). Il faut
noter que ce couplage a été défini a 'origine par les physiciens pour étre compatible avec
les transformations de jauge données ci-dessus sur A et .

3.5. Le fibré principal L(M)

A la lumiére de tout ce qui vient d’étre introduit, il est possible de reconsidérer les fibrés
naturels introduits jusqu’ici sur une variété (fibré tangent, cotangent, des tenseurs...) et
d’introduire d’autres fibrés. Le fibré principal commun & tous ces fibrés vectoriels est le
fibré des repéres L(M).

3.5.1. Le fibré principal L(M)

Rappels

Le fibré des repéres L(M) a été introduit en 3.1.1. Au dessus de chaque point de M, la
fibre est I'ensemble des bases de 1’espace tangent en ce point. Chaque point de L(M) repré-
sente donc un repére, au sens ou il contient un point de la variété M et une base de 'espace
tangent en ce point. Le groupe GL(n,R) agit a droite transitivement sur chacun des en-
sembles de bases. L(M) est ainsi un fibré principal de groupe de structure GL(n,R). Nous
rappelons que l'action de GL(n,R) sur L(M) est donnée par (z,{eqs}) — (2, {eGo}),
avec (G%) € GL(n,R) et {e,;} un élément de L,(M). Il est toujours possible de réduire le
groupe de structure de L(M) a O(n,R) en introduisant une métrique riemannienne (quel-
conque) sur M, puis en considérant le sous-fibré de L(M) constitué des bases orthonormales
pour cette métrique. Le fibré obtenu est le fibré orthogonal sur M, noté O(M). Dans le
cas ou M est orientable, il est possible de réduire le groupe de structure a SO(n,R), et de
définir le fibré SO(M) des bases orthonormales orientées au dessus de M.

Nous allons maintenant décrire quelques fibrés associés a L(M).

Le fibré tangent 7'M, de fibre R™, est associé a la représentation ¢ définie par (X%) €
R" — (G¢X°) ou (G¢) € GL(n,R).

Le fibré cotangent 7" M, de fibre R", est associé a la représentation contragrédiente
(¢ de la précédente. Elle est donnée par (o) € R" — (ap(G71)%). Ici, on identifie R™ & son
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propre dual. De facon évidente, T*M est aussi le fibré dual du fibré T'M.
Le fibré de tenseurs T"°M, de fibre

R'® - OR'QR"®---®R"
s fois r fois

est associé a la représentation produit tensoriel

657T:g®...®€®gc®...®gi
s}gis T}gis

des représentations précédentes, et prend donc la forme
(T, ) = (Got e GET g g (G- (GTh)r)
Le fibré de tenseurs T7°M peut aussi étre considéré comme le fibré produit tensoriel

TM=TM®- - QTMQTM®---@T*M

TV TV
s fois r fois

Comme il a déja été vu, le fibré des formes différentielles AT*M est obtenu comme
une somme directe de produits antisymétriques du fibré T* M.

Le fibré adjoint AdL(M), de fibre I'algébre de Lie gl(n, R) de GL(n, R), n’est autre que
le fibré TH' M. En effet, Palgebre de Lie gl(n, R) s’identifie a gl(n,R) = M(n,R) = Z(R").
Or, nous avons vu, lors des rappels sur les tenseurs, que .Z(R"™) s’identifie & R" @ R™,
ou le dual de R" est identifié a lui-méme. La représentation Ad de GL(n,R) sur gl(n,R)
n’est autre, dans cette identification, que la représentation (1! = ¢ @ (¢. Le fibré¢ AdL(M)
s’identifie aussi au fibré End(7'M) des endomorphismes de T'M . En particulier, les sections
de ce fibré forment une algébre associative.

Par la suite, nous noterons 7, n° et n®" les représentations induites de l'algébre de Lie
gl(n, R) des représentations ¢, (¢ et " de GL(n,R).

Trivialisations locales

Etant donnée une carte locale (U,¢) de M, il est possible de lui associer une section
locale trivialisante sy de L(M), en prenant sy (p) = {2 (p)} pour tout p € U, ot les 2!
sont les coordonnées locales de la carte (U, ¢).

Maintenant, il est naturel de reconsidérer les repéres non holonomes sur M comme
des trivialisations locales du fibré principal L(M). En effet, si {e,} est un tel repére non
holonome au dessus d'un ouvert U de M, alors sy(p) = {eq(p)} est une section locale
trivialisante de L(M). Notons {0} le repére dual de {e,} au dessus de U, et posons enfin
lea, en) = C%e. les crochets de Lie des champs de vecteurs de ce repére. Nous rappelons

que nous avons 3101"81

oz

9" = —%Cgceb A 6°

'Dans toutes les formules qui seront écrites ici, nous sommerons systématiquement sur toutes les valeurs
des indices répétés.
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Dans le cas ou e, = %, la base duale n’est autre que 0 = dx®.

Ces trivialisations locales du fibré L(M) induisent des trivialisations locales des dif-
férents fibrés vectoriels associés mentionnés auparavant. Dans le cas du fibré T M, cette
trivialisation permet d’écrire tout vecteur X, € T,M, avec p € U, comme X}, = X \% eq(p).
De méme, pour T*M, on décompose toute forme a(p) € Ty M en a,(p)0®(p). Les tenseurs
se décomposent quant a eux sur des bases du type

a,(p) @ D eq,(p) ®O"(p) @ - 26" (p)

sous la forme

T(p) =T "y, b, (p)ea,(p) ® -+ D €0, (p) @ 0" (p) @ --- @ 6" (p)

3.5.2. Connexions linéaires

Considérons maintenant une connexion w sur L(M). Cette connexion définit sur les
sections des fibrés vectoriels associés T'M, T*M et T*" M une dérivation covariante V, qui
n’est autre qu’une connexion linéaire au sens défini en 1.3.1. Sa courbure R = V?2 est la
courbure de Riemann et elle est donnée par la formule

R(X, Y) =VxVy —-VyVyx — V[X,y}

R est un élément de Q*(M, AdL(M)).

Soit (U, ¢) une carte locale de M, dont le systéme de coordonnées est (z'). On peut
utiliser cette carte comme trivialisation locale de L(M), et chercher la 1-forme locale de
connexion A associée a w sur U. A est une 1-forme sur U a valeurs dans I'algébre de Lie
gl(n,R) = M(n,R) = Z(R"). En réalité, compte-tenu des relations obtenues en 3.4.3, il
nous suffit de trouver les expressions des quantités n(A), n°(A) et n°"(A) pour connaitre
les expressions locales de la dérivée covariante sur les champs de vecteurs, les formes, et
les tenseurs. Les trivialisations locales des fibrés considérés se font grace au systéme de
coordonnées locales (z%), et il est ainsi facile de voir que dans ces trivialisations, on a les
expressions

(n(A)X)" = I}, X7 do"
(n°(A)a), = —T,0;da”

S T
s,T 11...05 o Ip iy ... ip—10i 41..0s o Y4 11...0s ) ) ) k
(77 (A>T) J1Jr (E :FkZT ? ! J1--Jr E ijpT ]1-~~]p—1é]p+1~-~.7r) dx
p=1 p=1

ot les F};j ne sont autres que les symboles de Christoffel associés & la connexion linéaire
définie par w. Ces relations donnent alors directement les expressions de VY sur les champs
de vecteurs, les formes et les tenseurs : ce sont les expressions données en 1.3.1.

Il est facile de généraliser ces expressions au cas ou la trivialisation locale de L(M) est
donnée par un repére non holonome. Dans ce cas, avec les notations introduites jusqu’ici,
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il est naturel d’introduire la 1-forme de connexion locale sous la forme d’une matrice
A = (w%) avec

Wab — (;bec
et

U a

Zb - (veceb)
La 1-forme de connexion locale A correspond donc a la matrice (w) définie en 1.4.4. Avec
cette nouvelle notation, on obtient les expressions

(VVX)" = dX* + w X"

(VUa)a = da, — Wby

S
al...as
(vor)™ = dT™ %y, 5, + E WP T O 1Cp s
‘e

p=1

.
. c al...as
E w, T b1...bp_1cbps1...br
p=1

b1...b

Maintenant, la courbure se trivialise sous la forme d’une matrice de 2-formes (locales)
F = (R%) = (R%q0° N 0%). F correspond a la matrice (R) introduite en 1.4.4. Comme
R =Vw=dw+ w A w, on obtient

Rab == dw“b + w“c A wcb

C’est la seconde équation de structure de Cartan écrite en 1.4.4. La différentielle
covariante de R est nulle : VR = 0. Ceci se traduit localement par

dRab + wac N Rcb — wcb N Rac =0

C’est la seconde identité de Bianchi écrite en 1.4.4.
Nous avons donc les correspondances suivantes entre les objets introduits en 1.4.4 et
ceux introduits dans le cadre général de la théorie des fibrés :

F=Rec Q*M,AdL(M))
A= (w) € QYU, M(n,R))
F = (R) € Q*(U,M(n,R))

Nous constatons ainsi qu’a aucun moment nous n’avons introduit de formes tensorielles sur
L(M), et que les espaces dans lesquels vivent les objets introduits sont du type Q*(M, E)
ou Q*(U, V).

Maintenant, les relations

(w) = Gw)G™! + GdG™
(R) = G(R)G™
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introduites en 1.4.4 sont les formules de recollement des formes locales A = (w) et F' = (R)
lors d’un changement de repére non holonome sur un ouvert U de M, avec G : U —
GL(n,R).

D’un point de vue purement géométrique, si v est une courbe dans M, nous avons défini
ce qu’est un relévement horizontal de v dans le fibré vectoriel T M. C’est une courbe 7,
dans T'M qui se projette sur v par m, et telle que chacun de ses vecteurs tangents soit
horizontal pour la connexion introduite. Or, une courbe dans 7'M au dessus de 7 est tout
simplement un champ de vecteurs Y (¢) le long de 7, notion introduite en 1.3.1. Comme il
est alors facile de le constater, une telle courbe est horizontale si et seulement si elle est
paralléle le long de v (2-(¢) = 0). Nous retrouvons ainsi I'interprétation géométrique de
la connexion donnée en 1.3.1.

Nous avons pu justifier des relations introduites en 1.4.4 (la seconde équation de struc-
ture de Cartan et la seconde identité de Bianchi) dans un cadre plus général que celui des
connexions linéaires. Cependant, il reste deux relations & démontrer, celles impliquant la
torsion. Pour cela, il faut introduire un nouvel objet sur le fibré L(M).

3.5.3. La torsion revisitée

Nous allons voir, dans les constructions qui vont suivre, que la torsion est une no-
tion spécifique au fibré principal des repéres L(M) et que la notion de torsion n’est pas
généralisable aux autres fibrés principaux.

La forme de soudure

Nous allons introduire une 1-forme différentielle canonique
0 c QY (M, TM)

en posant, pour tout X, € T, M,
02(Xja) = X

C’est la 1-forme de soudure sur M. Comme on peut le voir sur cette définition, la forme
de soudure, sous cette forme, n’est autre que ’application identité T'M — T M. Cependant,
nous allons constater qu’il est possible d’en extraire la torsion!

A cette 1-forme de soudure est associée une 1-forme sur L(M) a valeurs dans R",
tensorielle de type (¢,R™). Décrivons cette 1-forme. Un point p € L(M) se décrit comme
p = (2,{€az}) oW € M et les &4, sont n vecteurs indépendants de T, M (nous avons placé
une barre sur ces vecteurs pour ne pas les confondre avec les vecteurs de la trivialisation
locale de L(M)). Soit {éﬁv} la base duale de {é,,} dans T M. Enfin, soit m : L(M) — M
la projection du fibré principal, 7(p) = «. Pour tout X, € T,L(M), considérons les n réels
0f, o T,m(X)p). Nous définissons

Oronp(Xp) = (97“; © Tpﬂ(X\p)) € R"
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c’est a dire
Oonp = (0 © Tpm)
Alors 01,ar est la 1-forme tensorielle sur L(M) qui est associée a 6.

Géométriquement, sa valeur est construite de la fagon suivante. Tout X, € T,L(M) se
projette en un vecteur X, = T,m(X,) de T, M. Ce vecteur peut a son tour étre décomposé
sur la base {€,, } de T, M donnée par p : X|, = Xfpéalw- 01(ar) associe a X, les n coordonnées
Xa

|z
Par construction, 01,y est horizontale. Vérifions qu’elle est équivariante de type (¢, R").

Pour G = (G%) € GL(n,R), notons Rg(p) = p - G action a droite de G sur L(M). Nous
avons, par définition de cette action

p-G = (z,{ey.G"})

La base duale est alors {(G_l)“béf’z}. D’autre part, nous avons Ty.gmoT,Rg = T,(roR¢) =

T,m puisque 7 o Rg = m. Donc, pour tout X € T,L(M), nous avons Tp.gﬁ(EG*X‘p) =

T,m(X),). Ceci conduit &
(Eéeuwpc) (Xip) = Oranpa (EG*Xm)
= ((G7H"0L,) ° Tym (X))
= UG )0r0np(X))
Finalement, nous avons bien I’expression de ’équivariance :
Re0rar) = LG 000

Cherchons maintenant I'expression locale de la 1-forme de soudure. Cette expression
locale est un vecteur & n composantes dont les entrées sont des 1-formes locales. Nous
remarquons que pour tout X € I'(M)

(0° @ ey)(X)=0(X)e, = X
Donc localement, au dessus de 'ouvert U sur lequel sont définis le repére non holonome
{e,} et sa base duale {0}, 6 peut s’écrire §(X) = (0* ® e,)(X) = X. L’expression locale
de 6 dans cette trivialisation est donc constitué des n 1-formes locales %. Grace a cette
trivialisation, il est possible de calculer V#. En effet, localement on a :
(VY0)" = do* + w". A 0°
donc
VO = (do* + w? N O°) @ e,
1
= (—50&61’ A+ TL 6% A 90) ® eq
1

=5 (T — T4 = CR)O" A" @ e

=T"®e,
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ot les T* = § (g, —T'% — Ci.) 0° A 6° sont les 1-formes de torsion de la connexion V
introduites en 1.4.4. Nous avons donc montré que

Vo=T

ou 0 € QY(M,TM) est la 1-forme de soudure sur M, et T € Q*(M,TM) est la 2-forme
de torsion de la connexion. En particulier, nous avons

T = df* + Wy N O°

C’est la premiére équation de structure de Cartan écrite en 1.4.4.
Maintenant, nous avons V1 = V?26. Or, nous savons que V? = R, donc VI = R A 0.
Ceci s’écrit encore, localement,

dT® + w?, A O° = R% N 6°

C’est la premiére identité de Bianchi écrite en 1.4.4. On remarquera que dans I’expres-
sion R A 6, il faut considérer R comme une forme différentielle a valeurs dans le fibré des
endomorphismes de T'M.

Une autre facon de voir la torsion

La 1-forme de soudure est donc génératrice de la 2-forme de torsion. Ceci permet de
comprendre un peu mieux l'origine de la torsion, et en particulier, de la possibilité de la
définir seulement pour des connexions linéaires (puisque la forme de soudure n’est définie
que pour le fibré vectoriel TM). Nous allons voir maintenant une autre fagon de retrouver
la forme de torsion, en se placant cette fois sur le fibré cotangent.

Considérons donc le fibré vectoriel T*M. Alors il est facile de voir qu’au dessus d’un
ouvert U d’une carte de M nous avons Q" (U, T*M) = Q" (U) @z Q' (U). Pour r = 0,
nous avons Q°(U) = .Z (U), et alors nous pouvons identifier

Q) @zw) Q'(U) = F(U) @@ Q'(U) = Q)
de fagon naturelle. De méme, nous identifions
OU) @z Q'(U) =T(U, T M)

Grace a ce qui été vu de facon générale sur les dérivées covariantes, on peut considérer que
la connexion linéaire réalise une application

V: Ql(U) — Ql(U) Xz ) Ql(U)
Nous avons une projection naturelle

pa: QU) @70y Q(U) — Q*(U)
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qui consiste a antisymétriser, c’est a dire & effectuer le produit de deux 1-formes dans
Q*(U). Nous posons, pour Su0° @ 6° € QY(U) @71 Q(U) = T(U, TP M)

pa(Supf® © 67) = %(sab 8067 A O
Cette projection permet de construire I'application
paoV:QNU) — Q*U)
D’autre part, la différentielle ordinaire sur M réalise une application
d: QYU) — Q*(U)
Il est naturel de vouloir comparer ces deux applications. Pour cela, soit a € Q*(U),

(d—paoV)a=da—pa(da® 0 —Tab @ 0"
= (eq - )0 NO" + aedd® — pa ((eq - 3)0° @ 0" — TS 0.0° ® 6°)

1 1 1
:<§[ea~ozb—eb~oza]—éCSbac—§[ea'ab—eb~aa]
1 c c a b
+§[ ab ba]ac 0“ N O
1 c c c a b
:é( ab_rba_ ab)ace N
1 C a
= 5Tt A 6P
=T%,
=a(T)

ol les T* = %T 260° A 6° sont les 2-formes de torsion et a(T') signifie que 'on prend pour
argument de « la partie vecteur de T'. «(T) est alors une 2-forme. Nous concluons de ce
calcul que d — p4 o V mesure la torsion de la connexion linéaire V.

3.6. Classes caractéristiques

Rétérences : 2], 3], |5], [6], [12], [16], [18], [20], [26].

La théorie des classes caractéristiques est un ingrédient essentiel de la classification
des fibrés. Il n’est pas surprenant que les objets introduits dans ce contexte soient d’une
grande importance en physique théorique, compte-tenu de 1'utilité des fibrés. Les classes
caractéristiques sont des classes de cohomologie dans la cohomologie de de Rham de la
variété de base. Deux fibrés isomorphes ont mémes classes caractérisques. Dans ce qui suit,
ces classes sont construites a partir des structures différentielles introduites auparavant sur
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les fibrés (connexion et courbure). Il existe une autre méthode, plus topologique pour les
définir, qu’il serait trop long d’exposer ici. L’idée est de construire des formes différentielles
fermées sur la variété de base a partir de la forme de courbure d’une connexion sur le fibré
considéré. On réalise cela grace a des polynémes spéciaux, les polynémes invariants.

3.6.1. Polynémes invariants

Soient G un groupe de Lie et g son algebre de Lie. Notons SPg* I'espace vectoriel des
applications p-linéaires symétriques sur g a valeurs dans C (ou dans R selon la nature de
'algebre de Lie). L’espace vectoriel

Sg* = @ SPg*

p=>0
peut étre muni d’un produit qui en fait une algébre : pour tous P € SPg*, Q € S%g* et
Xi,..., X4 € g, DOUS POSONS

1
(PQ)(X1,..., Xpsg) = i > P(Xoy s Xo)Q(Xorn): - > Xo(pra)

(p+q)

TESp+q

Nous dirons que P € S"g* est G-invariant si pour tout g € G et tous X;,..., X, € g,
nous avons

P(Ad,Xy,...,Ad,X,) = P(Xy,...,X,)
En écrivant cette relation pour g = exptX avec X € g, et en dérivant par rapport a t,
nous obtenons en ¢t =0 :

p
Y P(Xy,. X X)L X)) =0
i=1
Nous notons 9?7(g*) le sous espace vectoriel de SPg* des éléments G-invariants. Il est facile
de voir que
21(5") = P 77 (e")
p=>0

est une sous-algebre de Sg*. C’est la sous-algébre des polynémes invariants sur g.
Soit X € g. Pour tout P € 27(g*), nous notons P(X) = P(X,...,X). Avec cette
notation, nous avons donc

P(Ad,X) = P(X)

3.6.2. L’homomorphisme de Weil

Polyndmes de formes différentielles

Pour 1 < k < p, soient ay, € Q™*(U, g) p formes différentielles sur un ouvert U de M a
valeurs dans l'algébre de Lie g de G, et soit P € 277(g*). Nous pouvons écrire, pour tout
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1<k<p a,=al®FE oualecQ*U) et {E;} est une base de g. Nous définissons alors
P(ag,...,«qp) € QU (U)

en posant

Play,...,op) =o' A+ Na P(E;,, ..., E;)

Pour tout a € Q"(U, g), nous notons plus simplement

P(a) = P(a,...,a) € Q" (U)

Recollement

Jusqu’a maintenant, nous n’avons pas utilisé I'invariance de P. C’est dans ce qui suit
que se révéle 'importance de cette propriété.

Soit P(M,G) un fibré principal muni d’une 1-forme de connexion w, et soit {(U;, s;)}
un systéme de trivialisations locales du fibré principal P(M, G), ou les s; sont des sections
locales. Notons A; = siw et F; = 572 les trivialisations locales des formes de connexion et
de courbure.

Soit P un polyndéme invariant sur g, homogéne de degré p. Localement, nous pouvons
considérer les formes différentielles P(F;) € Q% (U;). Sur U; N U; # &, nous avons F; =
Adyg, . F;, donc

P(F) = P(Ad,, F}) = P(F)

par invariance de P. Ainsi, les formes P(F}) se recollent sur M et définissent une 2p-forme
différentielle sur M tout entier. Nous la notons P(€) € Q% (M), bien que € soit une 2-
forme tensorielle défine sur P et non sur M. La courbure ) permet donc d’associer a tout
polynoéme invariant sur g une forme différentielle sur M. Plus généralement, remarquons que
nous pouvons recoller des P(ay, ..., q,;) sur M tout entier si les ay; sont les expressions
locales des formes «y, tensorielles de type (Ad, g) sur P(M, ). Nous utiliserons par exemple
par la suite des formes w — w’ ot w et w’ sont deux 1-formes de connexion sur P(M, G).
On sait que cette différence est tensorielle de type (Ad, g).

Propriétés

Etudions les propriétés de cette forme différentielle. Pour cela, nous nous placons loca-
lement au dessus d’un ouvert U de M et nous utilisons une trivialisation locale s du fibré
principal. Nous notons A = s*w et F' = s*() comme d’habitude.
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Nous avons alors

dP(F)=dP(F,...,F)
=d(F" A+~ ANF?)P(E;,,...,E;)

p
=Y (F*A---NdF5 N~ ANF?)P(E;,, ... E;)
j=1
p
=> P(F,....dF,...,F)
j=1
Ajoutons & cette somme la quantité
p
Y P(F,...,[AF),....F)=0
j=1
qui est nulle puisque P est invariant et F' est une 2-forme. Nous obtenons alors, par linéarité,
p
dP(F) =Y _P(F,....dF +[AF],...,F)
j=1

Alors, grace a 'identité de Bianchi dF + [A, F] = 0, nous avons
dP(F) =0

La forme différentielle P(2) est donc fermée.
Soit maintenant w’ une autre connexion sur le fibré principal P(M, G), de courbure (V.
Posons, pour tout ¢ € [0, 1],

wy =w~+ tw —w)

I1 est facile de voir que les w; sont des connexions, avec wy = w et w; = w’. Nous notons
leur courbure. Alors, avec des notations évidentes, nous avons

P(F') — P(F) = /O %dt

Or, comme F, = dA; + %[At, A;], nous avons

dF, 1
S = d(A - A) 4 S[A A A+ S[AL A - A

1
2
(A= A)+[A, A = 4

dt

!/
!/
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donc

dP(F,) d
—~P(F,.... F
dt dt (Fi,.... Fy)

p
dF,
:ZP(Ft,...,d—;,...,Ft)
7=1

p
= P(F,....d(A' — A)+[A, A — A],...|F)
j=1

=pP(d(A" — A) + [Ay, A — Al F,, ..., F})
puisque P est symétrique et les 2-formes commutent entre elles. D’autre part, nous avons

dP(A/—A,Ft,...,Ft):P(d(A/—A)7Ft,...,E)—P<A,—A,dFt,...,Ft)
— - —P(A - AF,... dF)

Ajoutons a cette somme la quantité nulle (car P est invariant)

P([A, A — Al F,,...,F,) — P(A — A, [A,F),...,F)
—"'—P(A/—A,Ft,...,[At,Ft]):0

En utilisant alors I'identité de Bianchi, il reste

dP(A,—A,Ft,...7Ft):P(d(A/—A)+[A“A,—ALFM...,E)

_ LdP(E)
T op dt
d’ou )
P(F') — P(F) = d/ pP(A — A F, ... E)dt
0
La forme P(A' — A, F;, ..., F,) est la restriction & U d’une forme globalement définie sur

M que nous notons P(w' —w, Yy, ..., Q). La forme P(F')— P(F) = P(2') — P(Q) est donc
exacte. Ceci signifie que la classe de cohomologie de de Rham de P(£2) ne dépend pas du
choix de la connexion, mais seulement du fibré principal P(M, G) et du polyndme invariant
P e Z,(g). La relation P(Q)') — P(Q2) = dQ(w,w’) est une formule de transgression.

Homomorphisme de Weil

Nous avons donc construit une application linéaire

XP(M,G) : Z(g) — H(M,C)

C’est 'homomorphisme de Weil. xp,)(P) est appelée la classe caractéristique
associée au polynéme invariant P.
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Remarquons qu’au lieu de prendre un fibré principal P(M, G), il est possible de consi-
dérer directement un fibré vectoriel associé. C’est ce que nous ferons souvent par la suite.

Nous allons maintenant présenter des exemples de classes caractéristiques, chacune
étant caractérisée par un choix particulier du polynéme invariant.

3.6.3. Classes et caractéres de Chern

Classes de Chern

Les classes de Chern permettent de traiter les fibrés dont le groupe de structure est
GL(n,C), comme par exemple les fibrés vectoriels de fibre type C".

La classe de Chern totale est par définition

c(Q) = det (1 + @)

2

Par propriété du déterminant, le polynéme det (1 + %) est invariant. La classe de Chern
totale est une somme directe de formes de degrés pairs, puisque le déterminant se développe
selon

c(Q)=1+c1(2)+c2(Q) + ...

ot les ¢;(2) € Q¥ (M) sont les j-iémes classes de Chern. La série s’arréte a

oo - (2)

Pour calculer chaque ¢;(€2), on peut diagonaliser localement Q2. En effet, localement, il
existe des applications g : U — GL(n,C), telles que

1 .
g = diag(fi,..., fn) = DF

g27r

ot les f; sont des 2-formes sur U a valeurs dans C. Nous avons alors

I
=

det(1+ Dp) (1+ f;)

1

(it o) (fifot A fooifu) oo (1 )
= 1+TrDF+%((TrDF)2—TrD§)+---+det Drp

Il
—_ .
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donc
Co(Q> =1
1(Q) = QLTrF

™

6(Q) = % (%)2 (TtF ATeF — Te(F A F))

™

cn(Q).: (%)ndetF

Décomposition sur une somme directe

Si E est un fibré vectoriel de variété base M, de groupe de structure GL(n,C) et de
fibre type C™, nous notons c¢(F) sa classe de Chern totale. Si E; et F, sont deux fibrés
vectoriels de méme variété base M, et de groupes de structure GL(ny,C) et GL(ng, C) et
de fibres types C"* et C"2, alors nous avons

C(El @D Eg) = C(El) VAN C(EQ)

ou Fy @ FE5 est la somme de Whitney des deux fibrés vectoriels.

Caractéeres de Chern

Le caractére de Chern total est défini par

Le j-iéme caractére de Chern est la quantité
: J
i)
Ch;(Q) =Tr | —
27
Puisque nous sommes sur une variété de dimension finie, cette série est en fait une somme

finie, et seul un nombre fini de caractéres de Chern sont non nuls.
En utilisant la méme astuce que pour les classes de Chern, nous pouvons montrer que

Cho(Q) = 0
Chy () = ¢1(Q)

Ch(92) = 5(1 () — 20(9)
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Les caractéres de Chern s’expriment donc en fonction des classes de Chern.
Si E; et E, sont deux fibrés vectoriels comme ci-dessus, nous avons les formules de
décomposition

Ch(E, ® E») = Ch(E,) + Ch(E>)

3.6.4. Classes de Pontrjagin

Les classes de Pontrjagin sont définies sur les fibrés dont le groupe de structure est
O(n,R), le groupe orthogonal. Elles s’appliquent donc & des fibrés vectoriels de fibre type
R™ munis d’une métrique de fibré (définie positive). L’algebre de Lie de O(n, R) est 'espace
vectoriel des matrices antisymétriques.

Nous définissons la classe de Pontrjagin totale

p(Q) = det (1 + %)

Puisque sur ces fibrés nous avons Q' = —€, nécessairement p(2) = p(—£), donc p est un
polynome pair. Ce polyndéme se développe selon

p(Q) =1+ pi(Q) +pa(Q) + ...

ou les p; () € Q¥ (M) sont les j-iémes classes de Pontrjagin.

Il est aussi possible d’exprimer ces classes en fonction des quantités Tr(2%), ce que nous
ne ferons pas ici.

Si E; et Fs sont deux fibrés vectoriels de méme variété base M, de groupes de structure
O(n1,R) et O(ng, R) et de fibres types R™ et R™?, alors

p(E1 @ Ey) = p(E1) A p(E2)

3.6.5. Classe d’Euler

Dans le cas des fibrés dont le groupe de structure est SO(n), et si n est pair, il existe
un autre polynome invariant que ceux définissant les classes de Pontrjagin. Ce polynéme
est le Pfaffian, défini de la fagon suivante.

Si A est une matrice antisymétrique de taille 2p x 2p ot 2p = n, alors

1

Pf(A) = pl2v D D) A0y - As(ap1yoam)
’ U€S2p

On peut montrer que Pf(A)? = det A.

La classe d’Euler d’un fibré principal de groupe de structure SO(2p) est la classe
de cohomologie de Pf(€2) ou Q est la courbure d’une connexion quelconque sur ce fibré.
La classe d’Euler d’un fibré vectoriel orientable de rang pair est la classe d’Euler du fibré
principal associé. Cette classe a de nombreuses propriétés géométriques et analytiques que
nous n’aborderons pas ici.
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de de Rham, 28, 52
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riemanniennes, 47
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courbe autoparallele, 37
courbure, 161

de Riemann, 45, 173

scalaire, 46

tenseur de —, 38
critére de Cartan, 107
crochet de Lie, 16, 48, 65

d’Alembertien, 54
décomposition
de Fourier, 90
de Hodge, 52
dérivation, 13, 16
covariante, 36, 158, 160
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dérivée
covariante, 35, 159
expression explicite, 161
locale, 169
de Lie, 28
différentielle
covariante, 147
d’une fonction, 18
d’une forme, 27
dans un repére non holonome, 50
dimension, 8
distance riemannienne, 45
divergence, 33, 53
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endomorphisme unitaire, 80
équation de structure

de Cartan, 49, 150, 168, 170, 174, 177

de Maurer-Cartan, 97
équivariance, 139
espace
cotangent, 17
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quotient, 74
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total, 122, 126
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fibré, 119

adjoint, 138, 172
associé, 135
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d’holonomie, 155
de tenseurs, 24, 172
des endomorphismes, 132
des formes différentielles, 26, 172
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horizontaux, 140
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dual, 132
en droites complexes, 133
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localement trivial, 120, 126
normal, 135
orthogonal, 171
principal, 120
tangent, 15, 171
trivial, 123
vectoriel, 128
orientable, 134
orthogonal, 135
quotient, 135
rang d'un —, 128

flot, 17, 73
fonction

de transition, 121, 127
différentiable, 10

forme

a valeurs dans un fibré vectoriel, 144
a valeurs vectorielles, 143
coexacte, 52
cofermée, 52
de connexion, 48, 142
locale, 167
de courbure, 48, 149
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locale, 168

de Killing, 106
de Maurer-Cartan, 97, 144
de soudure, 175
de torsion, 48, 177
différentielle, 18, 25
équivariante, 144
exacte, 28
fermée, 28
harmonique, 52
horizontale, 142
invariante a gauche, 96
tensorielle, 144
verticale, 142
volume, 33

forme bilinéaire

associée a une représentation, 104

invariante, 104
formule

de Baker-Campbell-Hausdorft, 70

de Plancherel, 90

de recollement, 124, 137, 147, 167, 168,

175
de transgression, 182

géodésique, 45
minimalisante, 45
GL(n,C), 65
gl(n,C), 68
GL(n,R), 64
gl(n,R), 68
gradient, 53
groupe
compact, 88
d’holonomie, 155
d’homotopie, 60, 62
d’isotropie, 71
de jauge, 152
de Lie, 64
de Lorentz, 113
représentations du —, 116
revétements du —, 115
de revétement, 109

universel, 109

de structure, 122, 127
réduction du —, 125

des rotations de R3, 110
représentations du —, 112
revétements du —, 111

du cercle, 64

fondamental, 60

linéaire, 64

orthogonal, 65, 109

pin, 110

spécial linéaire, 64

spécial orthogonal, 42, 65, 109

spécial unitaire, 65

spin, 110

topologique, 63

unitaire, 65

homomorphisme
d’algebres de Lie, 66
de groupes de Lie, 64
de groupes topologiques, 64
de Weil, 182
homotope, 58

idéal
d’algebre de Lie, 66
propre, 66
identité
de Bianchi, 38, 49, 150, 174, 177
locale, 169
de Jacobi, 16, 65
immersion, 21
indice
contravariant, 22
covariant, 22
intégrale de Lebesgue, 43
intégration, 31
isométrie, 43
isomorphisme
de fibrés, 123
de Hodge, 51

lacet, 58
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laplacien, 52 relation de Leibniz, 13, 16
lemme relations d’orthogonalité, 84, 87, 90
de Poincaré, 28 relevement horizontal, 154, 165
de Schur, 79, 101 d’une courbe, 175
longueur d’une courbe, 45 de courbes, 141, 157, 167
de vecteurs, 141
mesure de Haar, 88 repére
métrique, 42 holonome, 48
de fibré vectoriel, 129 local, 48
lorenztienne, 43 orthonormé, 48
riemannienne, 43 non holonome, 48, 172
morphlsme’ représentation, 76
de fibrés, 123 adjointe, 101, 103
vectoriels, 130 coadjointe, 103
moyenne invariante, 82, 88 complétement réductible, 78
O(1.3), 113 C?ntr?xgrédientfe, 77, 100
d’algebre de Lie, 99
O(n), 65
de groupe compact, 88
o(n), 68 :
de groupe fini, 82
O(V,q), 109 équivalente, 79
orbite, 74 ¥ ’

fidele, 76, 99
induite, 99
irréductible, 78, 100

orientation, 14

parallélogramme, 38
paramétre canonique, 45 produit tensoriel, 78, 100
partition de 1'unité, 32 réductible, 78, 100
pfaffian, 185 réguliere, 83, 89
Pin(r,s), 110 semi-simple, 107
somme directe, 78, 100
unitaire, 80
unitairement équivalente, 80
revétement, 61
de groupe, 109
universel, 61

plongement, 21
polynoéme invariant, 179
produit
extérieur, 24, 26
intérieur, 29
tensoriel, 22

de fibrés vectoriels, 132, 185 rotationnel, 54
projection, 15, 122, 126 st 64
pseus((i:;)laire 53 scalaire, 22

Vecteur’ 53 section, 16, 124, 127
’ locale, 127
quotient d'un fibré principal, 130 trivialisante, 124, 172
signature, 42

recouvrement, 8 simplement connexe, 60

réduction du groupe de structure, 125 SL(n,C), 65
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sl(n,C), 68 théoréme
SL(n,R), 64 d’Ambrose-Singer, 155
sl(n,R), 68 de Burnside, 86
SO(3), 110 de Hodge, 52
so(n), 68 de Poincaré-Birkhoff-Witt, 93
SO(n,R), 65 de Stokes, 34
SO(p,q), 42 de Swan, 131
SO(V,q), 109 du point fixe, 76
somme de Whitney, 130, 184 torsion, 37, 48
somme directe transformation de jauge, 49
d’algebres de Lie, 66 active, 170
de fibrés vectoriels, 130, 184, 185 passive, 170
sous-algebre de Lie, 66 transformations de Lorentz, 113
sous-espace invariant, 78, 100 translation
sous-fibré vectoriel, 134 a droite, 67
sous-groupe a gauche, 67
a un paramétre, 70 transport
de Lie, 64 horizontal, 142, 155, 157
topologique, 64 parallele, 36
sous-représentation, 78 trivialisation locale
sous-variété, 10, 21 d’un fibré, 127, 172
différentiable, 11 d’une forme tensorielle, 146, 166
Spin(r,s), 110 d’une section, 124
stabilisateur, 71
structure différentiable, 9 u(1), 64
SU(2), 111 U(n), 65
SU(n), 65 u(n), 68
su(n), 68 variété
submersion, 21 a bord, 11
symboles de Christoffel, 35, 173 base, 122, 126
systéme complet de représentations irré- connexe, 8
ductibles, 85 différentiable, 9
systéme de trivialisations locales orientable. 14
d’un fibré, 120, 127 topologique, 7
d’une forme tensorielle, 147 vecteur
d’une section, 124, 127, 137 horizontal, 140, 157
tenseur, 22 tangent, 12

X e vertical, 139
antisymétrique, 22

contraction d'un —, 23
de Ricci, 46

de type (s,7), 22
symétrique, 22
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