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HOMOLOGIE CYCLIQUE ET K-THEORIE

Max Karoubi

e livre représente le produit de réflexions de 1'auteur sur la théorie des

ses caractéristiques, vue sous 1'angle de la géométrie différentielle et de la
gorie. A 1'origine de ces réflexions, il s'agissait de comprendre le caractére
hern classique

K(X) %, HPr(xy = o Wi(x)

K(X) désigne le groupe de Grothgndieck-Atiyah-Hirzebruch associé aux fibrés
oriels compiexes £2] et o Hpa1r(x) est la cohomologie de De Rham de degré
de la variété X. On sait que 1'image de o est un réseau dans 1'espace vecto-
de dimension finije Hpair(x) et que le noyau de @ est un groupe fini (cf.[23]
exemple).

ans une premiére approche (esguissée en 1981 dans [27] et deux prépublications)
avons défini un "caractére de Chern" généralisé

Ch.: K (A) — R, (A)

Kn(A) désigne la K-théorie algébrigue de Quillen (431 et Hi(A) est
omologie de De Rham non commutative" de la k-algébre A (cf. le §1 pour les
ils). Si A est 1'algébre des fonctions C® sur une variété X, cette théorie
cide essentiellement avec la cohomologie de De Rham H*(X). Puisque KO(A)g,K(X)
rés le théoréme de Serre-Swan 257, on retrouve donc bien Je caractére de Chern

sique dans ce cas particulier.

"introduction de 1'homologie et de 1a cohomologie cycliques par A. Connes [ 121,
les progrés faits dans cette théorie “cycligue" par J.L. Loday, D. Quillen,
in, Tsygan [13] [36] [47] ont permis de mieux comprendre cette
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théorie ﬂi(A) (*). Réinterprété dans le langage cyclique, le caractére de Chern gé-
néralisé décrit précédemment apparait alors comme un homomorphisme

Chy ¢ K (A) —p HC_,5.(A)

HC*(A) désignant méjntenant 1'homologie cyclique telle qu'elle est exposée dans [36]
La définition de Chr est relativement aisée dans un contexte d'algébre homologi-
que et le lecteur intéressé pourra 1'étudier de maniére indépendante des prélimi-
naires et motivations géométriques du §1 (cf. 2.17-2.33). On en dé&duit entre autre
1'accouplement

Ky(A) = HCZ'(A) —

décrit par A. Connes [12] .

L'intérét des préliminaires géométriques du §1 n'est pas purement historique (en
fait, on peut aussi inverser les choses et définir 1'homologie cyclique & partir du
complexe de De Rham non commutatif tronqué convenablement : cf. le théoréme 2.14).
I1s permettent d'aller beaucoup plus loin dans la définition d'invariants de la
K-théorie. En effet, si A est une algébre de Banach par exemple, on dispose aussi
des groupes de K-théorie topologique K:OP(A) (définis si 1'on veut comme les grou-

pes d'homotopie wn_l(GL(A)), GL(A) désignant le groupe linéaire infini 1im GLr(AL
r

muni de la topologie Timite inductive). Par les méthodes géométriques des §1 et 4 et
avec des modifications technioues évidentes dues & la présence de la topologie, on
arrive d définir aussi un homomorphisme

chi%® o kEPa) ., He, (A)
compatible dans un certain sens avec la périodicité de Bott (corollaire 4.17). En
fait, plus généralement, si on désigne par KKOp(X) le groupe de Grothendieck de
la catégorie des fibrés sur X dont la fibre est un A-module projectif de type fi-
ni, on définit un homomorphisme

top Doy.
Ky "(X) —— p+5§2r HP(X:HC ()

qui redonne essentielliement Ch;f0p pour X = " (4.12).

La comparaison des homomorphismes é%r et Ch:0p se fait le plus commodément
par 1'introduction de méthodes simpliciales (§5) et par la description de la

Spoyr 1 >0, on a par exemple Fi(A) Ker(ﬁti(A) _Eﬁ Ho (AR, HC (A) dési-
{

gnant 1'homologie cyclique réduite et H_{A,A) 1'homologie de Hochschild

(théoréme 2.15) .

”
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K-théorie algébrique en termes de fibrés plats (§3), La notion nouvelle de
"fibré repéré" sur un ensemble simplicial (qui est 1'outil technique essentie}
travail de comparaison) reprend en fait une vieille idée de N.Steenrod qui cons
3 définir un fibré par ses fonctions de transition. Ces méthodes simpliciales p
mettent aussi de généraliser aux algébres de Fréchet les classes caractéristiqu
topologiques du §4 construites pour les algébres de Banach seulement (6.15-18).

Cependant, si 1'homologie cycligue de A est trop triviale (par exemple si

A =€ considérée comme (-algébre), les invariants Chr construits précédemm
ne sont pas suffisants pour détecter certains &léments non triviaux de la K-thé
algébrique de A. Ainsi, les méthodes développées dans les cing premiers paragr
phes ne permettent pas de traiter certaines situations &lémentaires comme celle
fibrés plats complexes. C'est le cas par exemple de 1'homomorphisme

Ki(A).__, Hci+2r(A) qui est réduit 3 0 lorsque A = € ou Jorsque A est un cor
nombres.

Pour remédier d cette situation, la géométrie différentielle nous conduit en
3 introduire de nouvelles classes caractéristiques (cf. les travaux de Chern-
Cheeger-Simons [101[11] par exemple). Plus précisément, si A est une algébre
Banach par exemple, 1'introduction de ces nouvelles classes caractéristigues se
fait par 1'intermédiaire de groupes de "K-théorie relative" K:e](A) (§6) et
"K-théorie multiplicative" MK; (A)(§7). Les premiers sont définis comme les grou
d'homotopie de Ta fibre homotopique de 1'application

BGL(A)* _, BaL(A)toP
Ici BGL(A)t0p désigne 1'espace classifiant de GL{A) muni de sa topologie us
le de Timite inductive de groupes de Lie-Banach GL_(A). Comme nous Te verrons
un travail en collaboration avec A. Connes [14] faisant partiellement suite a

celui-ci, un intérét de ces groupes est de s'insérer dans un diagramme commutat

to rel to
Kip1(A) —— Ki+?(A) — K A) ey KA K P(a

rel
lDi+l lChi+1 1Chi lDi Jchi

Hiy(AR) 5 HOL  (A) ——y HC, ((A) ——s H(A,A) —— HC4(R)

(comparer avec le théoréme 6.23)). Dans ce diagramme, la premiére suite est la

te exacte d'homotopie associée a la fibration BGL(A)+ — BGL(A)t0p et la de
éme est une version duale de la suite exacte fondamentale d'A. Connes [12] . Si
A=C et i impair par exemple, on en déduit immédiatement la classe caractér

tique secondaire

o s K(€) — €
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grice 3 la périodicité de Bott. En utilisant les résultats de Suslinl46] e
Borel 531, on démontre que o3 induit un isomorphisme sur la torsion et d
1d partie libre de 1a K-théorie algébrique de corps de nombres en les plong
dans € (6.30).

Les groupes de K-théorie multiplicative MK, (A) sont plus subtils et po
les mémes proprigtés que des groupes analogues (probablement isomorphes) in
par G. Segal : ils s'insérent dans des suites exactes du type

top t
KGORA) —  HC,_y(A) —— MKy(A) ——  KOP(A)

On a alors un homomorphisme canonique Ki(A) _~__j;MKi(A) ainsi qu'un dia
commutatif
Kb — W) — ), k%P
rel
]’ lch.i l‘éhi |

to to
K].+§’(A) —— HCi_ (R) — 5 MK(A) K P(a)

Cette K-théorie multiplicative (&crite dans un cadre simplicial) permet ent
tres choses de définir une application canonigue
+
BGLn(C) > gn

qui s'insére dans le diagramme

gﬂ
—

BaL, (€)" ——, 8aL_(0)t%P
\\ l
™~ n
I K(E,21)

ol G% est Ta fibre homotopique de la fléche BGLn(E)t0p _fil igl K(€,21)
En faisant n = =, on en déduit un homomorphisme canonique de la K-théorie
gue réduite R;(X) x [X,BGL(C)+] vers ce qu'on pourrait appeler la K-thé
pologique a coefficients €* , c¢'est-a-dire 1'ensemble des classes d'homoto
d'applications de X dans ¥ = 1im 5% . Les classes caractéristiques de fi
complexes plats de Chern-Cheeger-Simons appartenant & sz_l(x;t*) s'en d
(cf. (18101737411  pour d'autres approches).

Dans une prochaine rédaction (cf. déjad la prépublication [303), nous int
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des variantes de cette K-théorie multiplicative dans d'autres contextes g
ques (fibrés holomorphes, algébriques, feuilletés; cas ultramétrique, etc..
montrerons alors comment 1'homologie cyclique convenablement généralisée pe

construire des classes caract@ristiques secondaires dans ces nouveaux conte

Le lecteur pourra, s'il le désire, consulter d'amples résumés de ce trav
1'article [27] et dans les notes [281[29] pré&sent&es aux Comptes Rendus de

mie des Sciences.
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I. LE CARACTERE DE CHERN POUR LE GROUPE K, EN HOMOLOGIE DE DE RHAM NON
COMMUTATIVE ’

HOMOLOGIE DE DE RHAM NON COMMUTATIVE (1.1-6)

1.1. Le but de ce paragraphe de nature élémentaire est de montrer comment la théo-
rie de Chern-Weil classique pour la construction de classes caractéristioues de fi
brés vectoriels comniexes[40] peut s'interpréter algébriquement dans le cadre des
modules projectifs sur une Q-algébre arbitraire A (cf.1.23 pour des hypothéses
peu moins restrictives sur la caractéristique). Cette interprétation est due indé-
pendamment & A. Connes dans le cadre de la cohomologie cycligue 1127 et @ 1'au-
teur de ces Notes dans ie cadre de 1'homoiogie de De Rham non commutative[27] . lLa
relation entre ces deux "homologies" et les deux types de classes caractéristiques
sera faite dans le paragraphe suivant (cf. 2.13 et 2.18).

1.2. De maniére plus précise, si X est une variétd compacte par exemple et si A
désigne 1'algébre des fonctions complexes sur X de classe ¢’ , Dsr<+wo, il
est bien connu {théoréme de Serre-Swan [25]) que la catégorie des fibrés vectoriel
sur X est éguivalente & celle des A-modules projectifs de type fini. L'équiva-
lence est donnée par le foncteur qui associe a un fibré vectoriel le A-module de
ses sections de classe C' . En narticulier, le groupe de Grothendieck-Atiyah-
Hirzebruch K(X) est isomorphe au groupe KO(A) 253 . Si maintenant r = 1, le

caractére de Chern usuel (cf. [4D])permet d'associer & un fibré vectoriel E muni
d'une connexion D des formes différentielles Chp(E,D) € QZD(X) (espace vectori
el des formes différentielles de degré 2p sur X). La classe de cohomologie de

Chp(E,D) est indépendante du choix de D et on peut ainsi définir un homomorphis

me de groupes

Chy = K(X) — H2P ()
ol H*(X) désigne la cohomologie de De Rham. Nous allons montrer comment cette
construction se généralise (et se simplifie) pour donner lijeu & un homomorphisme

Chy = Ky(A) — Ty (A)

Ici H*(A) désigne une "théorie de 1'homologie" associée & 1'algébre A et géné-
ralisant la cohomologie de De Rham des variétés (cf. 1.4) dans le sens ok A est
maintenant une Q-algébre quelcongue (unitaire mais non nécessairement commutative
C'est une facon d'introduire 1'homologie cyciique comme le verrons dans le para-
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graphe suivant mais aussi de motiver la construction des classes caractéristiques
primaires et secondaires sur les groupes KiG\)et K?oD(A) {du moins pour une al-
gébre de Banach A). Certaines définitions développées ici se retrouvent dans des
notes (non pubiiées)de D. Burghéléa.
1.3. Soit donc A une k-algébre arbitraire avec k > @. Nous supposons donnée une
algébre graduée Q*(A) = QO(A) @ Ql(A) eQZ(A) @ ... (non nécessairement commuta-
tive) avec QO(A) = A, muni d'une "dérivation" de degré un, c‘est-é-dirg d'applica-
tions k-tinéaires di =d: 01(A)__9 Qi+l(A) vérifiant la relation d° = 0 ainsi
gue la relation

d(“’i‘“’j) = dm]-duj + ('1)im1~.dmj
pour w; € Qi(A) et s e{ﬁ(A) . En particulier, les k-modules Qi(A) sont des
A-bimodules. Par commodité de langage, nous appellerons souvent @ (A) une quasi-
résolution de A (le complexe Q,(A) n'étant pas une résolution de A en géné-

ral).
Soit maintenant (g (A), Q*(A)]t le k-module engendré par les commutateurs

1 1 J J
On posera alors Et(A) = Qt(A)/[QQ(A), Q*(A)]t et on appellera trace graduée
1'application canonique
T: Qt(A) — ﬁ}(A)

D'autre part, on a la relation d( [wi’wj]) = [dug;u3] + (—1)1 [“H’d“ﬁ] ce qui

gradues Luowsd = w-wj - (-1)‘Ju,j.m1. avec w: ¢ Q. (A), wie 2:(A) et i+j = t.

montre que la différentielle d passe au quotient dans le complexe D*(A).
L'homologie de ce complexe quotient est appelée homalogie de De Rham non commutative
de @ (A) (ou simplement de A si le complexe Q*(A) est sous-entendu par le
contexte). On ta notera Hﬁ*(A) ou méme H;(A) s'il n'y a pas de risque de con-

fusion (voir aussi 1.24).

1.4. Exemple. Si 2 _(A) est une algébre commutative (au sens gradué), on a

wgo; = (-1 wwy, 2, (A) = T, (A) et HI(A)est simplement 1'homologie du com-
plexe £ (A). Un exemple typique d'une telle situation est celui o A est 1'al-
gébre A des fonctions différentiables sur une variété X qui sont de classe Cr,
rz 1. Ici Qi(A) = Qi(X) est 1'espace vectoriel des formes différentielles v de
degré i telles que wet dw soient de classe Cr_l . On a alors FH(A) P H’(X),
cohomologie de De Rham de la variété X.

1.5. Exemple. Soit maintenant € (A) 1'algébre différentielle graduée obtenue

en considérant 1'algébre des matrices nxn & coefficients dans 1'exemple SL(A)
précédent. On a donc A = Mn(A) et 0 (A) = Mn( Q, (1)) . Tout &lément de Qi(A)
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peut ainsi s'écrire comme une matrice
"’11 cesennee wln
“n1 “nn

avec mﬁaeQI(X). 11 n'est pas difficile de montrer que ﬁi(A) » Q.(A) Q'
la trace graduge correspondant 3 la trace usuelle des matrices. On a donc
Hy(A)= H'(X).

Pour illustrer cet exemple, considérons plus particuliérement le cas ol
X =5 = {(x,y:2) € R |x2+yz+z2 =1} et considérons dans Q@ (A) 1le pr
des trois matrices d'ordre 2 J.dJ.dd

X y+iz dx dy+idz
o J = ( ) dd = (
y-iz -X dy-idz -dx

On trouve la matrice suivante de formes différentielles de degré 2 :

a1 312 )
a1 822

avec a;y = - 21 x dy adz + 2(y+iz)dx o (-dy+idz)

a, = 2x dx a (dy+idz) + 2i(y+iz) dy adz
350 % - 2i{y~iz) dy adz + 2x dx a (dy+idz)
255 = 2(y-1z2)dx a (dy+idz) - 2ix dy a dz

On notera que la trace de cette matrice est
- 4i(x dy adz+y dz adx+z dx ady)
c'est-a-dire un muitiple non nui de la forme volume de 52 (comparer avec

Remargue : Plus généralement, si Q*(A) est une algébre graduée quelcongu
on pose @ (A') =M (2 (A)) , ona 5*(A) = 5*(1\'), 1'isomorphisme étant
par la trace usuelle des matrices suivie de la trace graduée.

an
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CONNEXIONS ET COURBURES (1.7-16)

1.7. DEFINITION. Soit A une k-algébre et soit Q*(A) ‘une algabre graduée véri-
fiant les conditions &crites en 1.3. Soit E° un A-module 3 droite projectif de

type fini. Une connexion sur E est la donnée d'un homomorphisme k-linéaire

D:E_— E % a;(A)

vérifiant la relation de Leibniz

D(sx) = s®dx + D(s)x
pour AeA et s eE.

1.8. Commentaires et exemples. Si XA = @ (A), di eQy(A).

En outre, nl(A) est un A-bimoduie : la structure de A-moduie & gauche permet de
définir E ? QI(A), celle de A-module 3 droite permet de définir la structure de

A-moduie & droite de E % 2 (A)-
Une autre facon de définir une connexion est d'introduire le k-module des
"jets d'ordre un" JI(E) : en tant que k-module c'est la somme directe
E® (E ? Ql(A)). I1 peut &tre muni d'une structure de A-moduie 3 droite par la for
mule
(ssw)-A = (sA,s & dA +uwh)

od  (s,w) € Jl(E) et A cA. On a une suite exacte de A-modules & droite

0_, E?i 2 (A) —, J;(E) T, E_—, 0

La donnée d'une connexion éguivaut alors a celle d'un scindage de cette suite.

En effet, si D' : E Jl(E) est défini par D'(s) = (s,D(s)), ona D'.m = Id.
si E=A", on peut identifier E %’nl(A) & (9(A)" . soit

d: A", (2,(A)" 1'application definie par d(Aps-..5h,) = (dAjs...0dh ) .

Alors d est une connexion sur A". Si D est une autre connexion, D-d est une

application A-linéaire de A" dans (Ql(A))n . Si on écrit cela matriciellement,
on a donc

=]
It
+
FE T

n n nl "°°°C nn ¢ n

M
soit simplement D(s) = ds + I'.s ol s =( i
n
sous forme de matrice colonne et ot T = (Fij) est une matrice & coefficients

) est un &lément de A" &crit
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dans QI(A)'

Dans ce dernier exempie, il est particuliérement intéressant de calculer comment
se transforme la matrice I Torsqu'on change de base dans A" L s (ei) -est une
base d'un module libre de rang n (donc isomorphe a An), 1a matrice T est définie

par Ta relation D(ej) =te. T ol rij € ﬂl(A) . Si (e%) est une autre base,
i

itij

définissons la matrice de passage o = (aij) entre les deux bases par 1'identité
ej = 7 e; aij’ ta matrice inverse ¢ = = (bij) étant définie par 1'identité
e, = I e% bij . En faisant les calculs, on trouve alors

i

D(ej) = : e Dy Tir 2p5 *

Iern,
e ) e: by dakj

ik !
Autrement dit, dans la base (e;), ia "matrice” de la connexion D est donnée par
la formule suivante

re = a_l Ta + a—l da
1.9. Si E est projectif de type fini, donc facteur direct de Am pour un certain
n et si Vv est une connexion sur A" , on peut définir une connexion D sur E

par le diagramme commutatif

AN T AT @g (A) x (o (A))"

i( ljmd
E D E & a0
EE—— A 1

ot i (resp.j) est 1'injection (resp. la projection ) canonique.
En particulier, si v est ia connexion d définie en 1.8, D est appelée la
"connexion de Levi-Civita" par analogie avec la situation classique en géométrie
différentielle. Dans ce cas, A est 1'algébre des fonctions différentiables sur
une variété X plongée dans Rn, E e A-module formé des sections du fibré

tangent. La donnée d'une métrique riemannienne sur X permet alors d'écrire
A" = E®E' o E' est 1'espace des sections du fibré normal. Bien entendu, Q(A)
est ici Te A-bimodule des formes différentielles de degré un sur X.

En outre, dans le cas général, on peut expliciter entiérement D en fonction
de v et du projecteur p = i.j. En effet, si on identifie £ & un sous-module de
A" grace & 1'injection 1, ona D(s) = pv(s). Si V = d, on a simplement
D(s) = p.ds pour tout seE S U

1.10. PROPOSITION. Soit D une connexion sur E. IT éxiste alors une et une seule
extension de D en un homomorphisme k-1linéaire
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D :E ? Q*(A)__, E & Q +1(A)

* *

avec Do = D, vérifiant 1'identité suivante

D*(sl.w) = D*(sl).w + (—l)i $q-dw

o s;¢€ E ‘E Q_i(A) et weq(A) (E &E\m (R) &tant considéré comme modyle i
*

droite sur Q*(A)).
Démonstration. L'unicité de D, résulte évidemment de la formule précédente avec

s; = s E & Qo(A)=E. et meQn(A) : on obtient ainsi 1a formule définissant Dn’
soit D (s ®w) =D(s).s + s.dw . Si on considére maintenant s; = s@ weE EAQ_i(A)

et we QJ.(A), on a D1.+J.(sl.w') = Di+j(s.ww')= D(s).ww' + s.d(ww') = Ds.ww' +

+(s.da)u + (1) (s, dw' = Dy(s.w).e + (1) (s.).dw = D (s)).u ¢ (-1)'s . du

1.11. Notation. Par abus d'écriture, on notera encore D 1'extension de D &
E ‘gn*(A) qu'on vient de définir. C'est le méme abus que celui qu'on s'est déja
autorisé en écrivant d 1la différentielle générigue dn : Qn(A)—'* Qn+l(A).
I1 y a cependant une différence notable : on n'aura pas en général D2 = D (cf. la
définition de la courbure d'une connexion en 1.13). -

1.12. Exemple.Supposons que E = A" . I1 existe alors une matrice T & coefficients

dans Qq(A) telle que Ds = ds +T.s (cf. 1.8).
Donc D(s®w) = Ds.w+ s.dw = (ds+T)w+ s.dw=ds.w+ s.du+ T.(s®uw) =

= d(s®uw) + T'.(sBw).En d'autres termes, on a encore la formyle D.s; = ds; + T.sg

1.13. Avec cette extension de la définition de D, la composition 02 de D par

2

elle-méme a un sens : c'est un homomorphisme k-lindaire

2
0%t E @ ah)  E a ,(A)

En fait, D2 est un homomorphisme de 0 (A)-module @ droite. En effet, si
) € £ %’Qn(A), on a

D(ds g0+ (-1)"s . dw)

s .ur (-1

D (sl.w)

Ds,.du+ (-1)"s,.dw + (-1)"s, .d%

Dzsl.m
Ceci montre que 02 est entiérement déterminég par 1'homomorphisme de A-modules
R: ExE QAQQO(A)_, E %nz(A)

C'est par définition la courbure associée & la connexion D.

an
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1.14. Exempie. Reprenons 1'exemple 1.12. S s ¢ E, on 2
Ds = ds + T.s
D% = D(ds+ Ts) = d(ds+T.s) + T.(ds+T.ds)
dr.s - r.ds + I.ds + Fzs
= (dr+1%).s

Ainsi, la courbure associée & la connexion D de matrice T est déterminé
matrice dT + rz dont les coefficients appartiennent & Q,(A).

1.15. Exemple. Reprenons 1'exemple de la connexion de Levi-Civita décrit e
Si se EcA™, ona Ds = pd(s). Donc D(s ® w) = Ds.w + s.dw = pds.w + s
= pds.w + ps.dw = pd(s®w). Donc on a la formule

D.sy = pd(s;)
pour tout s; < £ @ a(A) <Al ?Q*(A)x(ﬂ*(A))" .8t se¢ E, ona donc

)

Dz(s) = D(pds) = pd(pds) = p.dp.ds

Puisque s = ps, ona ds = do.s + p.ds. Donc
Dz(s) = p.dp.dp.s + p.dp.p.ds

D'autre part, p2 =p et par suite dp.p = (1-p).dp et p.dp.p = p.(1-p)
On obtient ainsi finalement

R(s) = p.dp.dp.s
pour tout s e E <A™ . Ainsi la courbure associge d la connexion de Levi-C
est déterminée par la matrice p.dp.dp dont les coefficients appartiennen
a QZ(A). On pourra noter que cette matrice définit bien un homomorphisme

A-modules E.— E %QZ(A) Torsqu’on identifie E(resp. E % QZ(A)) a
teur direct de A" (resp. (QZ(A))n) grace au projecteur p.

Si par exemple E est 1'espace des sections du fibré de Hopf sur 52,

correspond au projecteur p = }%Q avec les notations de 1.5. Donc

p.dp.dp = § dJ.d) + 3 dJ.d] dont la trace est - (x dyadz + y dzadx +
c'est-a-dire encore un multinie non nul de la forme voiume de S2 (cf. aus

1.16. Avant de continuer, nous allons devoir ouvrir une courte parenthése
notion générale de trace d'un endomorphisme. Soit B un anneau (non néces
ment commutatif) et soit F un B-moduie 3 droite projectif de type fini.
signe par F* Te module “dual”, c'est-d-dire 1'ensemble des B-homomorphi
f:F=B (onadonc f(xA) = f(x)A pour xcF et AeB). Alors F¥ es
fait uUn B-module d gauche : on pose (uf)(x) = pf(x) pour peB et fe

Pour tout B-module & droite G, G @ F* s'identifie &

14
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HomB(F,G) par 1'application

yOTf s [ X yF(X)]
En effet, ceci est trivial pour F = B, donc pour F = g" et donc aussi pour
facteur direct de B" par naturaiité.

Soit maintenant [B,B] ie Z-module engendré par les "commutateurs” Ay - pi
pour A et p e B et soit B' = B/ [B,B] . On peut alors définir une applicati
Z-linéaire

T:F‘gF*_,B‘
par la formule y @ f —,classe de f(y). En effet, yA® f et y®Arf ont
image dans B mod. [B,BJ. Si u est un endomorphisme de F, sa trace est par
nition 1'image de u par 1'application composée

T

Tr : Homy(F,F) = F ?F* — B

Les propriétés suivantes de la trace sont faciles & vérifier et sont laissées
exercice au lecteur :

a) Si F=8"

Tr(u) = 2 bii mod.[B,B] (cette derniére expression est bien entendu la trace u

et si u est représenté par la matrice M = (bij)’ on a

elle de 1a matrice M).

by Si F et G sont deux modules projectifs de type fini et si
u:F+6 et v :G+F sont des B-homomorphismes, on a Tr(uv) = Tr(vu).

c) Si u est un endomorphisme de F et si «: F—+ G est un isomorphisme, on
Tr( aUa-l) = Tr(u).

d) Si F = Fp @ F2 et si u-= Uy @ u Tr(ul ® uz) = Tr(ul) + Tr(uz) .

2 >
@) 5i F est un facteur direct de B" défini par un projecteur p et si o e
un endomorphisme de F défini par une matrice M d'ordre n vérifiant

Mp=pM =M, ona Tr(a) = Tr(M).

LE CARACTERE DE CHERN (1.17-24)
1.17. Nous allons appliguer les considérations générales précédentes au cas ol

) R =)
est 1'anneau Qpair(A) et gBF : E A Qpair(A) .

La courbure R et ses puissances successives RY dafinissent des endomorphism
de F. On a par ailleurs un homomorphisme canonique

Qpair(A)/[ Qpair‘(A)’Qpair‘(A)] — Qpair‘(A)

(cf. 1.3 pour la définition de & (A)). Par abus de langage, on appellera enco
*
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Tr(Rq) 1'image de Tr(Rq) dans ﬁpair(A) par 1'homomorphisme précédent. Par dé-

finition, le caractére de Chern du module E muni de la connexion D est 1'en-

semble des €léments

1
arl

- q
Chy(E,D) = oy Tr(RY)

On notera que Chq(E,D) EQéQ(A). Le coefficient 1/q! mis devant la trace sera jus-
tifié en 1.26. :

1.18. Exemples. Si D est la connexion de Levi-Civita associée & un projecteur p
de A", ona R = p.dp.dp (cf. 1.15). D'autre part, p.dp.dp.p = p.dp.(1-p).dp =
= p .dp.dp . Par conséquent, RY = p.dp.dp...do = p.(dp)2q et

1 2
Chy(E,D) = g7 Tr(p-(dp)%)
Pour le fibré de Hopf considéré a la fin de 1.15, on a par exemple
Chl(E,D) = --% (x dyadz+y dzadx+z dxady)

Un autre exempie intéressant est celui du module libre A" muni de 'a conne-
xion D définie par Ds = ds + I'.s. Dans ce cas, R est représentée par la ma-
trice dI + Fz (cf. 1.14). Donc

Chg (E.D) = %T Tr(dr + T9)9 .

1.19. THEOREME. Soit E un A-module projectif de type fini muni d'une connexion D.

Alors

al Chy(E,D) = Tr(rY)

est un cycle de degré 2q du complexe ﬁ*(A)si Q <k (ou plus généraiement si-% e k).

Démonstration. Supposons d'abord que E soit 1'image d'un projecteur p : A"_, Al
et que D soit la connexion de Levi-Civita. Alors la matrice de d(Rq) est

()21 (cf. 1.1B). Par ailleurs, si on pose J = 2p-1, ona J2 =1 et
J.dp = -dpn.J. Par conséquent, Tr(dp)2q+1 = Tr(Jz(dp)2q+1) = - Tr(J.(dp)2q+1 =
= -Tr(dp)2q+1. Puisque 2 est inversible dans A, on a ainsi Tr(dp)2q+1 =0,

soit d(Tr(RY) = 0.

Supposons maintenant que D soit une connexion queiconque sur E et considé-
rons un supplémentaire E' de E (soit E@®E' = An). Si D' est la connexion
de Levi-Civita sur E', on a

Chq(E ®E',DeD') = Chq(E,D) + Chq(E',D')
d'aprés les propriétés générales de la trace (1.16). Puisque Ch_(E',D')} est un
cycle d'aprés ce qui précéde, il suffit de démontrer que Cho(E OE',D®D') est
un cycle. On peut alors poser E® E' = A", D®D' =y avec ys =ds +Ts

d'aprés 1.8. La courbure R associée a v est alors définie par la matrice

ic
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dr + r2(1.14). Par un calcul formel analogue au précédent, on trouve alors

dR = dr.T - 7.dr = R.T - T.R et d(RY) =RI.T -T.R 9. Donc d(Tr(RY)) =
Tr(d(RY) = Tr(rI.T- 1.RY) = 0.

1.20. Pour démontrer le thgoréme suivant, nous allons utiliser un argument d'homo-
topie bien connu que nous alilons formaliser de la maniére suivante. Pour cela, nous
considérons 1'algébre graduée Q(t,dt) = A @ Ay avec A =Q[t} , algébre des
polyndmes en t et A= Qrtj dt = Qlt] (Ai =0 pour i >1). L'opérateur

d: A, —s Ay est la différentielle classique

d(P(t)) = P'(t)dt

Définissons un opérateur d'homotopie K1 tA,— Q par la formule Kl(m) =0
1

s
si We Ay et Kl(P(t)dt)= J P(t)dt. On a alors de maniére évidente
0

(dKy+K;d) (w) = w(1) = w(0) siowoe A

=0 st w e Ay
Pour toute algébre graduée ﬂ*(A), on peut définir de méme un opérateur d'homoto-
pie

2,(A) —s 0,(A)

* *

M\

K: A &

L]

par la formule K(uw ® 8) = Kl(m)e (ici A*é Q*(A) représente le produit tenso-

riel gradué des algébres graduées A et Q*(A)). D'autre part, si ¢ ¢ A ® Q*(A) s on

peut dire quelles sont ses valeurs ¢(1) et ¢(0)e§z*(A) : elles sont égales 8 0
si ¢€Al® n*(A) et elles sont égales @ w(0)6 et & w(1)® respectivement

si ¢ = wBbe A, ® Q (A). L'opérateur d'homotopie K vérifie alors la propriété

classique
(dk+Kd) (¢) = ¢(1) - (0)
qui résulte immédiatement de la propriété analogue pour K1 .

1.21. LEMME. Posons Q. (A[t}) = A®Q (A). et supposons aue ¢ soit un cycle du
complexe 5*(A[t]) = A® fzﬁ(A). Mors ¢(1) - $(0) est un bord du complexe Q (M),
Démonstration. En effet, 1'op@rateur K induit un opérateur

K : Ez*(;\m)_+ @ (A)
vérifiant la méme propriété que K, 3 savoir
(dK + Kd)(¢) = 8(1) - ¢(0)
pour tout &lément § <& (A[t1). Si d(3) = O, on a donc (1) - $(0) = d(K(3)) .
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1.22. THEOREME. Reprenons les hypothéses et les notations du théoréme 1.19.
@vec @ < k). Alors la classe de Chq(E,D) dans ﬁzq(A) est ‘indépendante du choix
Ta connexion D. Donc la correspondance E._.Chq(E,D) induit un homomorphisme

Chy © Ky(A) — Fg(A)

Démonstration. Soit E' un module projectif de type fini tel que- £ @& E' soit
Tibre et soit D' une connexion quelconque sur E' (par exemple la connexion de
Levi-Civita). Puisque

Chy(E,D) = Ch (E@E',D ©D°) - Chq(E‘,D‘)

on voit, en faisant varier D, qu'jl suffit de vérifier que Ch (E® E',v) = 0
dans Héq(A) pour tout connexion V sur le module libre E ® E' = A" . En utili-
sant 1.8 de nouveau, on peut écrire Vs =ds + T.s, R =dI + P2 et

Chq(A",D) = %T Tr(Rq). Sur le module libre (A[t])n considérons alors la connexion
définie par la matrice T'' = tI' . Soit R' =dr' + F'Z dans ﬁ*(A[t]) . Alors

¢ = éT Tr(R'q) définit un cycle ¢ dans Te complexe ﬁ*(ACt]) dont les valeurs

en 0 et 1 sont égales da 0 et d %T Tr(Rq) respectivement. D'aprés le lemme
précédent, 11 en résulte que éT-Tr(Rq) est un bord dans le complexe ﬁ;(A), aut

ment dit que éT Tr(RY a une classe &gale & 0 dans Héq(A) .

1.23. Remarque. I1 est facile d'exoliciter 1'é1ément de ﬁ*(A) dont éT Tr(RY) e
le bord. C'est tout simplement

2T2) 2F2 o-1

1
qi.r K(R'9) = ;}r Tr fo (dtF + tdr + t )

q_ Té_-f)! Jr; dtT (tdr+t
En faisant Je calcul on s'apergoit d'ailleurs qu'il suffit d'inverser {2g-1)! po
démontrer que Ch (E,D) ne dépend pas du choix de Ta connexion D pour 2-gk.

Ceci permet d'affiner 1égérement la théorje que nous venons de développer pour le
caractére de Chern en considérant les ZI%]-a]gébres avec % = (2g-1) !. En fait,
au prix d'un peu plus d'algébre homologique, on verra dans le paragranhe suivant

comment on peut s'affranchir de dénominateurs.

1.24. Nous avons déjd noté en 1.3 1'ambigiité de la notation H;(A) (= Hﬁ;(A)) qu
sous-entend le complexe Q*(A) . I71 existe cependant un comnlexe universel 5;(A)

qui est le suivant. On pose 51(A) = Ker(A Gi A A) ol m est lamultiplica-

tion. Puisque 51(A) est un A-bimodule de maniére &vidente, on peut poser
5q(A) = ﬁl(A) ? . Ga ﬁi(A) (q facteurs). La différentielle d est alors dé-

terminée par les propriétés suivantes
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d{a) = 1®a-a®l si asA=no(A)

d(ao dal) = dao ® da;
En effet, i1 est facile de voir que tout &lément de ﬁl(A) s'@crit comme somme
d'éléments du tyoe a, da1 () . Pour toute algébre Q*(A) vérifiant les proprié-
tés décrites en 1.3, i1 existe un homomorphisme d'algébres graduées et un seul
9 : ﬁ*(A).__. 2, (A) induisant 1'identité sur A. On a donc un caractére de Chern
universel th : KO(A) — Hﬁzq(A) gqui rend le diagramme suivant commutatif

L, (A)

/ l
K, (A) e,
\ !
Hi,q (A)

Annongons dés maintenant Te résultat que nous démontrerons dans le paragraphe sui-
vant : H?zn(A) ~ Ker(HC (A} — H . (A,A)) ot W (A) designe 1'homologie cycli-
que réduite (cf. 2.13) si n 2 1. Cette homologie se calcule théoriquement par des
techniques d'algébre homologique. Cependant, Te calcul de Hﬁ*(A) est souvent plu
simple pour un bon choix de & (A) et donne déjé des informations intéressantes.
Ainsi, si A est 1'algébre des fonctions de classe ¢" sur une variéte compacte
(r 2 1), le complexe de De Rham standard donne autant d'information que Te complex
universel et son homologie est évidemment plus calculable. Notons ici une certaine
similitude entre ces algdbres gradudes Q*(A) et les "cycles" de 1'algébre A con
sidérés par A. Connes dans [ 121,

CAS 0U 2 (A) EST UNE ALGEBRE GRADUEE COMMUTATIVE (1.25-27)
1.25. Supposons maintenant que 2 (A) soit une algébre commutative au sens gradué
(c'est-a-dire @ (A) = 5*(A)), ce qui est le cas si @ (A} est 1'algébre Q*(X)
des formes différentielles sur une variété X par exemple. Si E est un A-modul

projectif de type fini, E @ Q (A} est un module projectif de type fini sur

pair
pair(A)‘ Par conséquent, 1'endomorphisme 1+R de ce module

admet un déterminant dét(1+R) qui se décompose en

1'anneau commutatif €

dét(1+R) = 1+c1+c2+...+cp

ol ¢y« “21(A) et p = Rang{E). Un théoréme d'algébre &lémentaire permet de re-

lier les éléments ¢; aux traces des puissances de R.

() prys généralement, i1 est facile de voir que & (A) s'identifie &

q
A®A/k @ ...xA/k (n facteurs A/k) par 1*application 3,03, @ ---® Eq
»a dag ... daq, Ei designant la classe de a, dans A/k.
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On trouve ainsi
Tr(R} = ¢
Tr(RZ) = (cl)2 -2

Tr(Rq) Qq(cl,...,cq)

ol Qq(cl,...,oq) est le polyndme de Newton exprimant les fonctions symétriques

) (xi)q a partir des fonctions symétriques &lémentaires

op= 1%

O, = Z X: X: » etc...
2 i< i 7]

On en déduit que les ¢, sont des cycles de degré 21 et définissent des classes
d'homologie ci(E) Enéi(A)’ indépendantes du choix de la connexion, et qu'on appe
les classes de Chern du module E. On a bien entendu la relation

1
Chq(E) = a1»0q(c1(E),...,cq(E))

11 faut noter ici que ﬁ;(A) est une algébre commutative graduée car ﬁ*(A) T'e

1.26. THEOREME. Svient E et F deux A-modules projectifs de type fini. Alors

cn(E &F) = i+§=n ci(E)cj(F)
Ch (E®F) = L  Ch.(E) Ch.(F
eer = I o) ongen

Démonstration. La premigre relation peut &tre considérée comme une cons2guence
formelle de la relation

Chy(E®F) = Ch () + Chy(F)

On peut en effet remarquer qu'on peut munir E, F et E &F de connexions
DE’ DF et DE OF " DE ] DF . Les courbures assocides RE, RF et RE oF véri-
fient aussi RE oF " RE ® RF . On peut donc décomposer matriciellement 1 + RE P
sous la forme

(; 1+ RE o] )

0 1+ RF

dont Te déterminant est dét(1+RE).dét(1+RF) , ce qui conduit immédiatement 3 Ta
premiére relation demandée.

Choisissons maintenant comme connexion sur E®F 1‘'application DE&I + 1@0F
La courbure associée est
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RE®F=RE®1+1®RF

car (Dg &1).(1 &DF) = -(1 é:DF).(DE @ 1). Par conséquent,

! i N
(R )":_ n (Re ® 1) (1 ® R.)
E®F +j=n 1137 E F

-1

i+j=n

' . - .
—Hr Ry’ ® (R’

. ! i J
soit TrR. o )" = 2 otk TR ITRR)
E®F fegen 100 £ F

Donc Ch (E®F) = L ch (E) ch (F)
n ftj=n J
1.27. Exemple. Soit E wun espace vectoriel complexe de dimension finie et

€158p5---585 19 des automorphismes de E vérifiant les relations

2

(e)% =1

efg * g €= 0 pour a# B
= 4N

€182 - Gy 7T

Un exemple d'un tel espace vectoriel sera donné plus loin. Soit

X = s {(xl,...,x2n+1) | Z(xl)2 = 1} Ta sphére de dimension 2n et soi
fibré vectoriel associé au projecteur p = (1+J)/2

avec J = X8 F XoBy heiit Koo g By

Ce fibré vectoriel engendre la K-th@orie réduite de la sphére SZn d‘apré
(voir aussi [1]) dans 1'exemple plus loin. A un bord prés, on a alors

-2n-1

nt Ch (V) = 2 Tr(d- (d9)%M)

avec (dJ)2n = (dxle1 +odxye, + ...+ dx2n+1 e2n+1)Zn

Puisque (dxa ea).(dxB EB) = (de EB)'(dxa ea), 1'expression précédente est

a

A~
g (2n)! (dxq eq)(dxy €p) oo (dx e ) .o (dXy 0 )0 )

o A
= 7 (2n)! dxg - dx .o dXopi1 €1 - e, fnel

a
=i § ()t (1% dxy .. dx .. dx
2n

2n+1 %o

a n o o
Donc Trace (J(dJ)})") ==i (2n)}! § (-1) X, Oxg .- dxa e Aoy
a une forme exacte prés. Or la forme différentielle

7 (-n® Xy dxp . é;a --v dxpp,; est la forme volume sur

520 gu'on notera Vo](SZ") . 11 en résulte que
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ch (V) = LorrR") = Lo tr(p.(ap)®") = T22r11+_11r«(J.(<1J)2"
n:

—(ﬂ)'— Vo1(s2").pim(E).

22n+1

11 reste trouver 1'espace vectoriel E avec Tes automorphismes e, (en
1'exemple que nous allons donner est "minimal” en raison de la théorie des mo
sur Tes algebres de Clifford (cf.[1] ou £251)). Pour cela on pose E = A ¢"
bre extérieure de ") gu'on écrit comme le produit tensoriel gradud

A

AE S AC B ... AC

Sur chague facteur A€ = € @ T, on peut considérer les automorphismes de degr
définis par les matrices

0 1 0 i
n= z =
1 0 -i o]
On pose alors e, ., =n sur le (0+1) 1™ facteur A€, €opep = T SUM Te [+

facteur A€ (et 1'identité sur les autres) pour 0 <c <n-1. Enfin, on pose

e2n+1 =i ere, .- e2n

2" , on trouve finalement

Puisque Dim(E)

e (V) = —LZ0L §My01(s2) < (2im) e

ni2"™!

ol [Ssz est 1a classe fondamentale de la sphére 52n

fele]
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I1. RELATION ENTRE L'HOMOLOGIE CYCLIQUE ET L'HOMOLOGIE DE DE RHAM
NON COMMUTATIVE. DEFINITION DU CARACTERE DE CHERN EN K-THEORIE ALG

HOMOLOGIE CYCLIQUE (2.1-11)

2.1. Dans ce paragraphe nous développons les considérations résumées dans [
De maniére nrécise, nous démontrons gue

. - B
W (R) % Ker (FC, (A) =, H . (A,A))

ol ﬁfn(A) désigne 1'homologie cyclique réduite (théorame 2.13). Nous
interprétons le caractdre de Chern sur le groupe Ko 3 1'aide de 1’homolog
clique, ce qui nermet de nous affranchir de toute hypoth&se sur la caractér
(théoréme 2.16). Enfin, nous définissons des homomorphismes

Ki(A)__—a HC1+21(A)
o Tles Ki(A) sont les groupes de K-théorie algébrique de Quillen (théor

2.2. Pour réaliser ce programme, nous allons d'abord rappeler la définition
mologie cyclique (due & A. Connes [12] pour les {-algébres, & A. Connes,
J.L. Loday, D. Quillen et W.L. Tsygan [131[361C47] pour les algdbres gquelco
Pour cela, nous fixons un anneau commutatif de base k (qui peut &tre 2Z)
considérons une k-algébre A (non nécessairement commutative). On désigne p
le produit tensoriel de p copies de A et on fait opérer le groupe cycli
Z/p sur AP par la transformation

a, ®a

L
2@...®app+( 1) ap®31®"‘®aw1

qu'on écrit t_ ou simplement t¢. Soit N = N_ Tla transformation définie
Ro= 1ot ...+ 70 (si p =1, on convient que t = N = Id). Définissons
et b' : AP*L AP par tes formules

pzl i
b'(2,@ ... ®ay) = izo (-1)'a @...023,,0 ... 02
= bt -1\P
b(ao ® ... @ap) =b (ao®...®ap) + (-1) apao@ala...Qap_l

Par définition, 1'homologie cyclique de A, notée HC*(A), est 1'homologie
plexe simple associé au double complexe C**(A) H

P
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1 1 2 1 2
Chy (V) = <3 Tr(R") = =3 Tr(p.(dp)") = ;EEEE;T—Tr(J.(dJ) n

2n)! 2n, .
57%:%%_—_ Vol(s%").pim(E).

I1 reste & trouver 1'espace vectoriel E avec les automorphismes e, (en
T'exemple que nous allons donner est "minimal" en raison de la théorie des mo
sur les algébres de Clifford (cf.[1] ou [251)). Pour cela on pose E = A ¢"
bre extérieure de c”) qu'on &crit comme le produit tensoriel gradué

A

AE B ACSE ... AL

Sur chaque facteur A€ = € & €, on peut considérer les automorphismes de degr
définis par les matrices

0 1 0 i
1 0 - o]
On pose alors €rpe1 = N SUP Te (a+1)1éme facteur A€, Bpu4p = G SUr le @+

facteur A€ (et 1'identité sur les autres) pour O <as<n-1. Enfin, on pose

&l = i eey - e2n

2" , on trouve finalement

Puisque Dim(E)

_ 2n)! .n.. 2Ny (i aNecln
Chn(V) = el P Vel(STT) = (2im)LST]

ot [5?"] est 1a classe fondamentale de la sphére S2

nn
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11. RELATION ENTRE L'HOMOLOGIE CYCLIQUE ET L'HOMOLOGIE DE DE RHAM
NON COMMUTATIVE. DEFINITION DU CARACTERE DE CHERN EN K-THEORIE ALGEB

HOMOLOGIE CYCLIQUE (2.1-11)

2.1, Dans ce paragraphe nous développons les considérations résumées dans [ 2

De maniére nrécise, nous démontrons que
T e B
Hn(A) e Ker(ch(A)___a Hn+1(A,A))

ol an(A) désigne 1'homologie cyclique réduite (théor&me 2.13). Nous
interprétons le caractére de Chern sur le groupe Ko d 1'aide de 1'homologie
cligue, ce qui nermet de nous affranchir de toute hypothése sur la caractéris
(théoréme 2.16). Enfin, nous définissons des homomorphismes

Ki(A)___+ HCi+21(A)
o les Ki(A) sont les groupes de K-théorie algébrigue de Quillen (théorém

2.2. Pour réaliser ce programme, nous allons d'abord rappeler la définition d
mologie cyclique (due a A. Connes [12] pour les {-algébres, & A. Connes,
J.L. Loday, D. Quillen et W.L. Tsygan [1330361[47] pour les algébres guelcong
Pour cela, nous fixons un anneau commutatif de base k (qui peut étre 2Z) et
considérons une k-algébre A (non nécessairement commutative). On désigne par
le produit tensoriel de p copies de A et on fait opérer le groupe cycliqu
Z/p sur AP par la transformation

3, @3, ...0 a +s (-1)P1 3,3, @ ... 83,
gqu'on écrit tp ou simplement t. Soit N = Np la transformation définie su
N = Lot +...+ 70 (si p =1, on convient que t = N = Id). Définissons b

et b' : Ap+1_, AP par les formules
pzl i
b'(a, @ ... @ a) = I (-1)'a,@...08,2,,,0...0a

. D
1=0 :

' B
b(a, @ ... @ap) =b (ao®...®ap) + (-1)-apao®a1®...®a

0 p-1

Par définition, 1'homologie cyclique de A, notée HC*(A), est 1'homologie du
plexe simple associé au double complexe C**(A) :

a9
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Par exemple, HCO(A) = A/TALA] . Si k contient Q, Tes lignes sont des résolu-
tions de Ap/(l-tp) et HC_(A) est alors 1'homologie du complexe (A (1-1),b)

c'est essentiellement la définition d' A. Connes qu'on notera H?(A) () Plus
généralement, si k contient 1/n!, i1 est facile de voir que HCP(A) 2 H;(A)
pour p < n. Dans ce bicomplexe, 1'homologie des colonnes impaires

(A**1,b') est acyclique et celle des colonnes paires (A*+1,b) est &égale a 1'hom
Togie de Hochschild qu'on note H*(A,A). La suite exacte de bicomplexes

0 —, (2 premiéres colonnes) __, Q**(A)___, C, (A-23 5 0

induit une suite exacte naturelle

~t

...__,Hp(A,A)_I,HCp(A)_s_,HCp_Z(A)_i,Hp_l(A,A)I cer ()

2.3. Pour des considérations ultérieures, nous allons devoir expliciter les homo-
morphismes I, S et B lorsqu'on identifie HCp(A) et H;(A) (si Qe k ou,
plus généralement, si quelques factorielles sont inversibles dans A lorsque p
est borné, cas que nous Taissons en exercice au lecteur). De ces trois homomorphi
mes seul I est évident : i1 est induit par 1'homomorphisme de complexes

C,(A) — C'(A) o0 on pose C () = (A**1,b) et C'(a) = (A**1/(1-t).b).

L'opérateur B peut &tre explicité grace & une réduction du complexe total
Tot(C, (A)) associé au bicomplexe C**(A), réduction qui est décrite dans [12],
[13] et [36]. On considére le bicomplexe B**(A) :

(*)Si k5@, on notera indifféremment Hi(A) ou HC*(A) 1'homologie cyclique.
La premiére notation sera souvent utilisée quand on fera référence au complexe
crA) = (A**1/(1-t),5) introduit par A. Connes [121,

24



HOMOLOGIE CYCLIQUE ET K-THEORIE

w
> —
~Y
o

L e b
S
A R
{1 T

o B' = (l-t)sN avec s(ao® a @ ...@an) =18 a,® ... ® a - On montre
que Tot(B  (A)) et Tot(C**(A)) sont quasi-isomorphes par 1'application du prem
complexe vers le second définie par x., x + sNx. En fait, i1 faut regarder
Tot(B**(A)) comme un sous-complexe de Tot(C**(A)) par 1'application précédente
suite exacte (E) est alors isomorphe & la suite exacte d'homologie associée &
suite exacte de complexes

0 —C, (A) —s Tot(B, (A)) —, Tot(B, (A) [-11) — O

On notera que C _(A) est un sous-complexe de Tot(Cf* (R)) o0 CE

ble complexe formé des deux nremiéres colonnes de C**(A).

*(A) est Te

En identifiant HCP(A) et HQ(A), on voit alors immédiatement que 1'opérate

B : H;(A) - H?;H(A,A) est défini par la méme formule que B', soit

i~

in
(-1) laai ®...02 @ a, ®...0a;_

Bla,®#...®2 ) =
0 n i=0

5 1

+ izo (-1)imn-t a;_; 0103 ®...®a, ,
2.4. La definition explicite de § : HA, (A), W} (A) est un peu plus delica
Pour cela, i1 est commode de réintroduire la notion de forme différentielle no
commutative esquissée dans le paragraphe précédent (cf. 1.24), mais en remplag
par At op At désigne 1'algébre A & laguelle on a ajouté un &lément unité.
si, on a 51(A+) = Ker(A+9 A+__,A+) qui est un A" -bimodule. Si on pose

d{x) = e X~ X@® T, oli T désigne 1'élément unité de At , on a Ae Ax Ql
par 1'application T®a - 3 da. En particulier, d(uv) = du.v + u.dv pour
ve At et d(‘i’) = 0. Plus généralement, A" @ A@ ...0 A (n facteurs A) est
isomorphe & 51(A+) %_....% 51(A+) (n facteurs ?fl(A+)) par 1'application

. ida i ront légérement
a0®31 ® @anH a, da1 da2 dan Ces considérations seron g

ralisées en 2.9.
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En particulier, C (A) s'identifie & un sous k-module de ﬁn(A+) par 1'ap

tion 2,® 2, 8...83 —y v =3, da1 dan . Grice & cette identificatio
peut notamment écrire 1'identité suivante dont i1 sera fait un usage fréquen

blw) = (-1)(aw' - w'ay)
avec ' = a, da1 een dan_1 . Si 1 désigne 1'élément unité de A, on pren

garde cependant que w.l # w en général (par exemple (aodal).l - aoda1 - a
=3,®3; - a,2,® 1) . Par contre, si 1 désigne 1'&lément unité de AY
~

o)

bien entendu w.l = @ pour tout w enn(A+).

2.5. Pour revenir au probléme posé, considérons le "diagramme en escalier” e
du bicomplexe C**(A) :

c An+2

/(1-t)

n+2

CA n+2

n+1(A) = A

b
anel  (1-t) An+1

Y
I
A

n N AP

—

c
n

A
A"/ (1-t) = Cr_q(A)

Le calcul de § : Hﬁ+1(A)_ﬁ Hg_l(A) se raméne & la chasse au diagramme suiv
A

A)  (ensemble des cycles de degré n+2 du complexe Ci(A

Soit Xnep € Zn+2( e,
€ A . I1 faut alors construire une suite desce

Teva PR
relevé en un &lément L

i
(xn+2,xn+l,xn,...) avec x; s A" telle gue

Blxpyp) = = (1-E)xpy
b'(xn+1) = an
La classe de cn(xn) dans Hz_l(A) est alors 1'image par S de la classe

2 Si t= ty est 1'automorphisme de An+1 explicité en 2.2., et si
N = l+t+. .. +t" , on a 1'identité formelle

X

vn+1'N * un+1‘(

n-1,.n-2
avec v ., = 1/(n+l) et Uppp = (t" “+2t +o..4 n)/(n+l)

1-t) = 1

Puisque les images de N et (1-t) sont supplémentaires, on neut donc choi

ne
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X .y = -U

n+l n+1’b’xn+2

= ' - 1
Xq = vn'b Xpe1 T vn'b 'un+1'b'xn+2

Nous allons simplifier 1'expression de cn(xn) grice au lemme suivant (comp
avec 12 ] proposition 12).

2.6. LEMME. Modulo 1'image de b, 1'homomorphisme cn.vn.b'.un+1 coTncide a
1'homomorphisme

1
aodal...dan — Anl) [aoaldaz...dan -,(aodal)az(daB...dan) + ...

+ (—1)"+1(a0da1...dan_l)an]
17 i+l
= T igl (-1)"(ada, .. .day_;)a(dag ;.. dap)
Démonstration. Pour simplifier les calculs, posons u' = (n+1)un+1 et

v' = v, = Id. Considérons une forme différentielle w aodal...dan . On pe
alors écrire

n-Z+

u(w) = (" R2t" 2 n) ()

Puisque v' est 1'identité et que b'+j = b avec j(c0®c1®...®cn) =

= (-1)"cnco ®c; @.@c _; ,0n2a v'.b'.u'(w) = -j.u'(w) modulo 1'fmage
Par conséquent, avec les notations de [36] lemme 1.1., on a aussi modulo 1’
de b :

c,-v'-btut = -(;i.t"'1 + Zj.t"'2 +...+ nj)
= -(j.t_2 + Zj.t'3 +...+ nj)
= (b5t 2625873+ ng)
= n(j.t'1 + tjt'z ...+ §) - (tjt’z.j.t'2 +...+ nj)
=n jt'1 + (n-l)tjt'2 ot t'ljt

est égale &
aodal...d(an_lan) q

En définitive, 1'image de w mod. Im(b) par cn.v‘.b'.T

n+
naa,da,...da - (n-l)aod(alaz)da3...dan +o.o.0 (-1
peut aussi s'écrire

n+1(

aoaldaz...da - (aodal)az(da3...dan) +...+ (-1) aodal...dan_l)an .

n

2.7. PROPOSITION (cf. [121). L'homomorphisme
<. A
S: Hn+1(A)__+ Hn-l(A)

est induit sur les cycles par 1'homomorphisme qui, & une forme différentiell
w = aodal...dan+1 de deqré n+l associe la forme différentielle ' de deq

définie par la formule suivante -n(n+l)a’' =@

27
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ol Q= aoalazda3...dan+1 + (aodal)azaB(da4da5...dan) +
(aodaldaz)a3al(da5...dan) +oot (aodal”'dan-Z)an-lan

Démonstration. Dé&signons par S(Q) 1'expression @ et, pour 8 = codcl...dc" .

n+l

gcrivons T(e) = Tl(e) - Tz(e) +...+ (-1) Tn(e) avec

' N . 5 . b T.b.
Ti(e) = (codcl'"dci-l)ci(dci+1"'dcn) . D'aprés ce qui précéde, ona S = HQICS!

On vérifie alors aisément les identités (pour w = aodal...dan+1) :

Tl(b(w)) = aoalazda3...dan+1 mod. Im(b)

-Tz(b(m)) = (aodal)a2a3(da1...dan+l) mod. Im(b)
(-1) nb(m)): “o“l”'“nd)%aml mod. jm(b)

2.8. Remargue. Cette proposition explique les notations S et 3. Dans [123

A. Connes adopte une autre normalisation pour la définition de S (c'est Ta ndtre
divisée par 2im). Nous avons choisi cette normalisation pour mettre en accord les
classes caractéristiques en K-théorie algébrique et topologique.

2.9. Supnosons maintenant que A soit une k-algébre avec k facteur direct en
tant que k-module (et toujours Q c k). Soit Ci(A) Te quotient de Ci(A) par

le sous k-module engendré par les produits tensoriels ay ®...®a_ avec a; = 1
pour un certain i. L'opérateur b : Ci(A)—a Ci_l(A) passe alors au quotient et on
définit 1'homologie cyclique réduite HE*(A) (notée aussi Hi(A)) comme 1'homo-
logie du complexe (Ei(A)),b). ST A est une algdbre augmentée sur k et si A
désigne 1'idéa) d'augmentation, on peut montrer que ﬁA(A) est aussi 1'homologie
du complexe (R*+1/(1-t),b) (cf.[36]) et s'inscrit dan; la suite exacte

0 ——~?Hi(k) — Hi(A)———o ﬁi(A)-——e 0
Dans le cas général, cette définition de 1'homologie cyclique réduite différe de
celle de[36 1. Plus précisément on a le Jemme suivant :

2.10. LEMME. Le k-module Hi(A) = HC*(A) est jsomorphe au conoyau de 1'homomor-
phisme HC*(k)_, HC*(A).

Démonstration. Désignons par Ti(A) le complexe défini par la suite exacte
0 THA) — M) — Ty — 0
Tout cycle de Ti(A) est 1'image d'un cycle de Ti(M) ot M est un quotient

d'une algébre de polyndomes sur des variables non commutatives qui est augmentée

sur k (on écrit formelliement gue I b(l® ai ... ea:‘) s'écrit
i



HOMOLOGIE CYCLIQUE ET K-THEORIE

(1-t) (z CJ ec! ®...8 c‘; K 1'augmentation envoie les a; sur 1 et les c‘j
B

! B
sur 0). Pu1sque 1 homo]ogw de T (M) est égale & k d'aprés [363, on a un epi-
morphisme HC (k) — H (T (A)) Par le méme type d'argumentstout cycle de E*)‘(A)

est 1'image d‘un cycle de C (N) ol N est aussi une algébre augmentée sur k.
On a donc un diagramme commutatif de-suites exactes

A A A
0 — Hy(k) — H,(0) — FAN) 0

A

H(TA)T _y HAR) _, HA(A)

De cette discussion on d&duit ainsi la surjectivité de 1'application H)‘(A) - i(A
ce qui achéve la demonstratmn du Jemme. En fait, on a donc H)‘(A) = m S(A) si
1'application H*(k)_, Hi(A) est réduite @ 0 et Hi(A) = Hi(A)/H:(k) sinon.

2.11. Rappelons maintenant (cf. [91 [37]) que Hn(A,A) est 1'homologie de degré n
du complexe de Hoschschild normalise C,(A) avec

f:_p(A) =A® X ®...8K (p facteurs &)

avec A = A/k (qui est &gal & 1'id8al d'augmentation si A est une algébre
k-augmentée). Notons que (_Zp(A) = ﬁp(A) avec les notations de 1.24 par 1'appli-
cation :

aoeale...@a'p —_— da1 da2 dap

'a‘i désignant la classe de a; dans A/k.

RELATION ENTRE L'HOMOLOGIE CYCLIQUE ET L'HOMOLOGIE DE DE RHAM
NON COMMUTATIVE (2.12-16)

2.12. LEMME. Pour n > 0, 1'application a @ 1@...®5n}-—> a, da; ... da,  induit
une injection de Hn(A A} dans Qn(A) (« )

Soit o : g : ﬁn(A) - ﬁn(A) 1'application définie par
_ n-1
on(a0 da; ... dan) = (-1) da au.da1 .- da

Nous allons montrer les assertions préliminaires suivantes :

a) Si wed (A)s (0-b) (w) = (b.0)(w)

(%) Pour toute k-algébre graduée g (A), rappelons qu'on définit Q (A) comme le
k-module quotient Q A)/[Q* L0 (A)] ol [Q*(A), (MY des1gne le k-module en-
gendré par les commutateurs gradués. Ici @, (A) = *(A) 1 a1gebre différentielle
graduée universelle (cf. 1.24).

an
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En effet, si n =1, 1'assertion est ciaire. Si n , 1, un élément de §n(A)
peut s'écrire comme combinaison linéaire d'éléments du type , = p.dx.dy avec g
de degré n-2. On a alors

b(w) = (-1)"(y.8.dx - e.dx.y) = (-1)"(y-6.dx - g.d(xy) + ex.dy)
(0.b)(w) = dx.y.e - d(xy).s + dy.8.x = -x.dy.s + dy.8.x
D'autre part,
olw) = (-1)" ! dy.e.dx
(b.o}(w) = -x.dy.e + dy.8.x, soit (b.o)(w) = (o.b){w)

b) Dans le groupe bn(A) = 8,(R)/Im(b), le groupe Z/n opére par la formule sui-
vante

'c(m1 Bu, & ...0 mn) = (-1)"'1 Wy Bwy) 8- Buwp g

En effet, t(m1®... @mn_lsxmn) - t(mle...@wn_lxgxmn)
-1
(1" Ao, @ 0 @.-Bw, 1 W, ® wy® .80, _2) = b (wewe..Bw_&d
pour tout X ¢ A.

c) Le groupe 5n(A) s'identifie au quotient de ﬁn(A) par 1'action de Z/n

Un commutateur gradué est combinaison linéaire d'é&léments du type

wy @ --- Buw ) - Awy B - Buy o xe A et du type w &, Bu, -

- (-l)n'1 wy, ® w; 8...8 w,_; - Quotienter ﬁn(A) par les combinaisons linéaires

du premier type revient & quotienter par 1'image de b. Quotienter ensuite 5n(A)
par les combinaisons linaires d'éléments du deuxiéme type revient & quotienter
én(A) par 1'action du groupe Z/n .

Démonstration du Temme.

Le grcupe Hn(A,A) = Ker(b)/Im(b) est un sous-groupe de én(A) et 11 est in-
variant par 1'action du groupe Z/n d'aprés a). Puisque n est inversible dans k,
la partie invariante s'identifie & la partie covariante. Donc 1'application
composée H_(A,A) —, én(A) — sn(A) est injective.

2.13. LEWME. L'application évidente & (A) —» ("::“(A) définie par
a, da1 da2 cee dan — 3, 823;8...8 2 induit un isomorphisme de @ n(A)/Im(d)

sur TA(A)/Im(b) .
Démonstration. L'application est bien ¢&finie car

1) 1da, da, ... da, a comme image 0 dans Eﬁ(A)

an
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2) Un commutateur du type a (aoda1 dan) - (a0 da1 .. da)a

n+l n+l
peut s'écrire (-1)"_1 b(agday ... da_ ;)
3) Un commutateur du type a, da; ... da_ - (-l)n'1 da .a ... da__,
peut s'écrire (-1)"d(ana0)da1 dan_1 + aoda1 dan - (-1)n a, da0

et a donc 0 pour Image dans le groupe Ez(A)/Im b.
On définit de maniére évidente une application en sens inverse.

2.14. THEOREME. Pour n=2, 1'homologie cyclique réduite Frcn-l(A) s'ident
naturellement & 1'homologie en degré n-1 du complexe

L

0 Bo(A) s By(A) s oot B (A) = & (AV/H (ALR)

(Hn(A,A) s'identifiant & un sous k-module de Sn(A) d'aprés le lemme

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif

Boo1(AV/In(d) = T (A)/BENAN By T A, () = 8,(R)

> | |

B
—)\ 1 -
a2 Ty ()

Dans ce diagramme, 1'opérateur B de Connes :
Loyl g,
a3, ®...8a,_, +— . (-1) lea.®a, ,®...08a;
vérifie la pronriété suivante : pour tout man_l(A)/b(Ci‘l(A)): B(w) appa

~
d la partie invariante de Qn(A) par 1'action de Z/n . Si on identifie e
partie invariante & la partie coinvariante, 1'opérateur B est &gal & la

rentielle d : gn_l(A)/Im(d) — én(A) & un facteur multiplicatif rationne

D'autre part, 1'opérateur B1 est défini par la méme formule que B et
clairement injectif car 1'application X 8..8x 1+ lgx; ®...2x, 4 de

A® n-1 A@ n

dans est injective.

Si welh_(A)/b(ER(A)), on a donc B(w) <M (A,A) si et seulement si

En identifiant B et d, on en déduit 1'énoncé du théoréme.

2.15. THEOREME. Pour n=>1, 1'homologie de De Rham non commutative Hn(A)
s'identifie au noyau de 1'homomorphisme
B : ch(A)_, Hn+l(A’A)
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gcn(A) désignant 1'homologie cycligue réduite. De méme, HO(A) s'identifie au noyau
de B : HC (A) = A/ TAAT —, K (ALA).

Démonstration. La derniére assertion du théoréme résulte immédiatement des défini-
tions et du fait que Hl(A,A) s'identifie & un sous-groupe de 51(A) (lemme 2.10
La premiére assertion résulte du théoréme précédent en changeant n en m+l .

2.16. I7 est peut-étre bon de retracer ici 1'historique de la démonstration de ce
théoréme (dans la mesure ol on veut lui attacher de 1'importance). I1 a &té trouvé
dans le cadre de la cohomologie cycligue par A. Connes ( [12] theoréme 33) lors
d'une discussion avec 1'auteur a8 1'I.H.E.S. en 1983 (le lemme 3.11 &tant d&jad con
nu). Quelques semaines aprés, je découvrais une autre démonstration en homologie
cyclique basée sur le diagramme commutatif

= I FA
ROV p('A)/b(cpﬂ(l\))

J ¥

o1 (A N (Y

ol ¢ est induit par 1'application § sur §p+1(A) définie par

b(da, ... dap+1) = b(alda2 - dap+1)

¢(aO da1 . dap+1) = 1‘E())\_;bi(b(ao da1 . dap+1))
Dans cette démonstration ancignne A était une algébre augmentée d'idéal d'aug-
mentation A, a, €A, by = t 31 ot tes A; Etafent des scalaires ration-
nels satisfaisant aux identités

At el T a1 T Mg pour i < p-2

Ces jdentités admettent des solutions &videntes (Ai = i/p par exemple). La for-
muTe obtenue alors pour § présente des similitudes frappantes avec celle d&finis-
sant S dans Te § 3.7. En degré 3 par exemple on a la formule

¥(a daldazda3) = a3aoa1da2 - 1/2aoa1d(a2a3) - 1/2a3a0d(a1a2)
Le Tecteur pourra vérifier (les calculs sont faciles mais fastidieux) que la res-

triction de $ au k-module des commutateurs gradués [ﬁ*(A), ﬁ*(A)] est bien
égale & O.

La démonstration finalement choisie dans ce Tivre est plus &lémentaire gue les
deux évoguées (question de golit bien entendu !).

2
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L' HOMOMORPHI SME Eho 3 Ky(A)— HCyy(A)  (2.17-21)

2.17. Venons en maintenant & 1'objet essentiel de ce paragraphe, c'est-d-di
construction de classes caractéristiques sur les groupes Ki(A) de Quille
valeurs dans 1'homclogie cyclique. Nous commencerons par réexaminer le cas
groupe de Grothendieck KO(A) déjd vu au paragraphe précédent dans le cadr
1'homologie de De Rham non commutative. Nous supposerons que Kk est un ann
commutatif quelconque, par exemple k = Z.

Soit donc E un A-module projectif de type fini. Ce module est 1'image
projecteur p dans Mr(A) pour un certain r, projecteur qui définit un h
phisme d'anneaux

ot R = krxJ/(x2-x) — M_(R)

par la formule o(x) = p. L'algébre R=zk x k est une algébre augmentée su
son homologie cyclique réduite est isomorphe canoniquement & k en degrés
De maniére plus précise, le générateur canonique u, de HEZQ(R) est défi
par la suite (x2£+1’x22~1 seens xl) avec X; € Ri+l et égaux respecti

a
X1=X

-2X 8 XX

xR XOX®XRXRX = 12x®5

comme on le voit dans une chasse au diagramme dont les premiers pas sont sc

sés ainsi
12x &
"
12x ® It g @8
|
-6x 23 N 2% &3
bi
\
x 8 Mt @
-b*
YN
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Considérons 1'image c(p) de u, par 1'homomorphisme composé

HC, (R) —s HC, o(M () l’, HC, ({A)

o Tr désigne 1'homomorphisme induit par la "trace" :

1, 42

X' X"® 1 2

n N n
o X [Ny g @K ge @]

(Xl,Xz,...,Xn désignant n matrices d'ordre r). On notera sur ce point g
est un isomorphisme (invariance de Morita; cf. [12] , [36]).

2.18. THEOREME. La correspondance pwsc(p) induit un homomorphisme

~ 9 .
Chy : K, (A)—s HC,,(A)

En outre, le diagramme suivant commute

3 HC, 5(A)
chg T
Kt S (3)
R
s}
Hng_z(A)

Démonstration. Montrons d'abord que c(p) ne dépend que de la classe de conj
son de p. Pour cela, il suffit de montrer qu'un automorphisme intérieur

U T Ay wa ! d'une algébre A induit 1'identité sur HC (A) . Considérons
1'algébre MZ(A) et 1'automorphisme intérieur u' de MZ(A) défini par

A B S ;
» 0 1 <0 1

Puisque Tes homomorphismes (d'anneaux sans unité) A MZ(A) définis par

/ 0 0 \ A 0 \

A [ I et )\—) ]

induisent des isomorphismes en homologie cyclique inverses de

Tr : HC*(MZ(A))_+ HC*(A) , on voit que u' et 1'identité induisent Te méme

morphisme sur HC*(A) % HC*(MZ(A)), ce qui démontre notre premiére assertion
tre part, puisque c(p®g) = c(p) + c(g) de maniére évidente et que la conju
des projecteurs équivaut stablement & 1'isomorphisme des modules projectifs
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associés(7252p. 37), on voit que la correspondance p.» c(p) induit bien un homo
morphisme éﬁﬁ : KO(A)_+ HCZI(A) . La commutativité du diagramme (3 ) est une

conséquence directe de Ta commutativité du diagramme

HCyy (R) — » HCgy (A)
~ o~ {
SRll A
; |
HCog p(R) s HCpy _»(A)

et du fait que SR(uz) =y -

2.18. Remarque. Le thé&oréme précédent montre que les différents homomorphismes
DL . . . : . :
Ch0 induisent un homomorphisme de KO(A) vers la Timite projective 1%@ HCZL(A)'

2.20. Remarque. Dans le paragraphe précédent, nous avons défini par une méthode
toute différente un autre "caractére de Chern”

Chy 5 K (A) —> Ty (A)

Si nous rempigons A par At et si nous identifions Hég(A+) d un sous-groupe
de HCZQ(A) grace au théoréme 2.15 (en supposant Q k), nous voyons que les homo-
morphismes Ehi et Chz coincident & un facteur multiplicatif prés. PTus prési-
sément, on a 1'identité (cf. 1.18 et 2.17)

£ .
h, (E) =%53"’ cht(e)

INTERMEDE SUR L'HOMOLOGIE CYCLIQUE DES GROUPES (2.21-26)

2.21. Nous nous proposons d'introduire maintenant des invariants de la K-théorie
algébrigue "supérieure" KI(A)’ KZ(A)"" i valeurs dans 1'homologie cyclique
de A. Pour cela, nous allons définir au préalable "1'homologie cyclique d'un
groupe discret G".

Nous désignerons par A = K[G] 1'algébre du groupe et nous définirons g et
g' Ap+1_,“, AP par les formules usuelles (9;¢€ G) :

B(g, 8-.-® g ) = § (-1)" g, 8...83,8... 99

o
1 i R
0(-1) gog"'®958"'®9p

; P
P
L

w0

—

<=1

o

X

ke

«

~—

u
e~11 1

Comme dans 2.2. on peut introduire un double complexe E**(G) de k{GJ-module
libres en remplagant b et b' par g et g' respectivement et A par A= kK[G]
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Bt 3 N8
B12 1-t _Bllz | N Bl2
[ G
B -g' 8}
A @_W}ii_, A b—~ﬁ~~- A

En fait, comme i1 est bien connu, les colonnes impaires (resp. paires) sont
résolutions de O (resp. k) en tant que A-module trivial. Désignons par C
le quotient du bicomplexe précédent par 1'action & gauche de G et par HC

1'homologie du complexe Tot(C (G)). Le bicomplexe E**(G) peut-é

(
*k
(au signe de B' prés) comme une résolution du complexe

k.=k4_0¢—~_k4—_0

Par conséquent, H (Tot(C_ (G)) s'identifie canoniquement & 1'hyperhomologi
H (G:k.) = H (6:k) & H _o(Gsk) & ... (cf. {91) , d'od la proposition:

2.22. PROPOSITION. Pour tout groupe discret G, on a un isomorphisme nature

HC(G) = H (G) & H_ ,(G) & ...

(somme directe de groupes d’'homologie de G & coefficients dans k)

3.21. Regardons maintenant le bicomplexe C, . (G) en termes d'élements "non
génes". De maniére précise, nous identifions k ® Ap+1 a AP par la trans
tion T:

-1

-1 -1
1. (gcng1 ®...® gp)"—’ 9, 97 © 9y gzﬁ...ﬂgp_l gp =o¢1®...®up

11 faut remarquer ici que le groupe cycligue Z/(p+l) opére sur AP par 1
: -1

tomorphisme o ... @up — (-Ll)p(oa1 up) ® “18“28"‘8%-1 . La tra

mation T permet de définir un homomorphisme du bicomplexe C,,(G) vers le

plexe C**(A) par la formule

-1
a @ uz@...@otp._.) (onlonz up) @ula‘uz@...xup

{on notera que cette formule est compatible avec 1'action du groupe cycliqu
Z/ (p+1). Cet homomorphisme admet une rétraction évidente

riC, (A) —» C, (6)

*k

définie par
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r(go® 9 8...@gn) =

!
«
r—
o)
%
©

si g, 97 --- gp= 1

=0 si 9, 91 -+ gp #1

En particulier, on en déduit que HCn(k[G]) contient HCn(G) en facteur dir

Grace au théoréme 3.20, ceci démontre le théoréme important suivant :

2.24. THEOREME. Le groupe ch(k[G]) contient de maniére naturelle en facteu
direct Je groupe Hn(G) ] Hn—Z(G) ® ...

2.25. Remargues. Par la méme m&thode, on peut montrer que 1'homologie de

Hoschschild Hi(k[G],k[G]) contient Hi(G) en facteur direct. D'autre part,
démonstration précédente montre que HCn(G) peut s'identifier & 1'homologie
que (dans le sens deL1330ou(281) du sous-module de k[G]@* engendré par

tenseurs 9,® 9,® ..JEgp avec g, ¢ G et 9,91 +-- gp = 1.

2.26. Remargue. Si k contient @, A.Connes a aussi défini des homomorphismes
HCn(kLG]) —_ Hn-ZI(G) par une méthode différente. J'ignore s'ils coinciden
avec ceux définis ici. Par une troisiéme méthode D. Burghé&léa a récemment
généralisé le théoréme 2.22 en calculant le facteur complémentaire HCn(k[G])
et i1 a montré qu'il n'est pas trivial en général [6]

LES HOMOMORPHISMES D, : K,(A) — H,(A,A) et cn% : Ky (A) — HC,,
(2.27-36)

2.27. Nous allons maintenant construire les invariants de l1a K-théorie algéb
promis. De maniére précise, nous allons définir des homomorphismes
. L.
Di : K1(A) — Hi(A,A) et Chi : Ki(A)"‘* HCi+22(A)

Ici Di est 1'homomorphisme introduit par K. Dennis {151, Ch? est 1'homomo
composé

D,
K;(A) _ Hy(ALR) 5 HC,(R)

~

et les Ch% rendent le diagramme suivant commutatif

13 HC;,01(A)
1

w0
20
~—
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Pour cela, désignons par G. le groupe GL_(A) et par ¢, 1" homomorphisme canonigue
. LI . ante.
k[6,.J —> Mr(A) qui envoie 1'élément t de Gr sur la matrice correspondante

Sq B : Gr__?G est 1'hohomorphisme de groupes défini par

r+l
r M- 0
M-

0 17

on a un diagramme commutatif (pour 1> 1)

Hi(GL) —s H, (kEG 1 LkIGd) — » Hi(Tr(A)’Mr(A)) — Hﬁ(A’A)
! | 'y ;
i I

H. (GM)_,H (k[Grﬂ] SKLE,,11) — H (M M(A),MM(A)_,H,-(A,A)
On en déduit un homomorphisme canonique H (GL(A}) —, Hi(A,A) et 1'homomorphisme
de Dennis Di par composition des homomorohismes

A) =m, BGL(A) -——h-+ H; BGL(A)+) ~ H (GL(A)) Hi(A,A)
ol h. est 1*homomorphi sme de Hurewicz.
2.28. Remarque. Pour i = 0, on peut aussi définir directement un homomorphisme
“rang" Chg t Ko(A) —s H (A,A) : & 1'image d'un projecteur p de M _(A) il
associe la classe de p dans Ho(Mr(A)’Mr(A)) = HO(A,A).

2.29. La définition des classes caractéristiques fﬂ? (pour i 2z 1) suitle
méme schéma que celui décrit en 2.27. (1'ingrédient essentiel &tant la proposition
2.22). En effet, on peut encore écrire un diagramme commutatif (i, 1)

Hi(6,) —— HC. o (KIBT) — HC. o0 (M (R)) > HC g (A)

! | [ I

Hi(Grpy) — MO o  (KIGL 1) — HCy g (Mg () —— HE o0 (A)

(On remarquera que 1'image de Hi(G) dans 1+22(k[GJ) est contenue dans le
sous-groupe HC. +2,L(k[G]), homologie cyclique réeduite de k{Gl). On en déduit
comme dans 2. 27 un homomorphisme canonique H, (GL(A))___+ HC1+2£(A) , d'od 1'ho-

morphisme Ch par composition des fléches

K. (A) BGL(A) Y — H (BGL(A) y = H, (GL(A)) — HCT+2£(A) En résume,
on a ainsi demontre Te theoreme suivant

2R
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2.30. THEOREME. La composition des homomorphismes précédents définit un "c
de Chern"

~R
Chy t K. (A) — HCyypq(A)

tel que les diagrammes suivants soient commutatifs

c“h° ch?
H () Ki(A) s HC, o0 (R)

"\\ / : \{ﬁ’?l 5
S(AA)

HCis2p42(A)

Di étant 1'homomorphisme de Dennis (2.27).

2.31. Remarque. La commutativité du diagramme Cﬁ } se démontre par inspe
D autre part, un examen attentif de la définition montre que les homomorph
Chﬁ se déduisent d'invariants plus fins appartenant & 1' homologie  cycl
"ronquée". De manisre précise, posons HCI()q)(A) =Hq(Tot(c£f)(A))) o cl
estle sous bicomplexe de C_ (A) formé des (q+l)-premiéres colonnes. Alo
1'homomorphisme Chl se factorise en
chie
i (21)

Ki(A) e HEG0 0 (R) K o(M)
En particulier, Chio = Dz ( comparer avec [21]).
2.32. Remargue. Tous les homomorphismes gue nous venons de définir de la
algébrigue de A vers 1'homologie de Hochschild ou 1'homologie cycligue s
torisent d travers 1'homologie du groupe lingaire infini GL(A).

2.33. Pour une Q-algébre A, nous allons expliciter 1'homomorphisme
Ky (A) — HCyp 1 (A)
qu'on déduit des considérations générales précédentes. D'aprés 2.22, ceci
a expliciter 1'homomorphisme de rétraction défini pour tout groupe G :
(G;Q) — chn_l(Q[G])

ce qu'il suffit de faire pour G = Z puisque tout &lément de H,(G:Q) e
facteur multiplicatif non nul prés, 1'image d'un &lément de Hl(Z;Q) par
morphisme de 7 dans G. D'aprés [36] §2, le groupe HCZn_lan[Zj) = HC2n
est isomorphe & Q. Nous allons en exhiber un générateur explicite par de
topologiques.

an
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2.34. PROPOSITION. La forme différentielle non commutative w, = (u_ldu)zn_1

engendre le @-espace vectoriel de dimension un EZn_l(c[u,u'lj)x HCzn_IGqu,u'lj

Démonstration. On a w, = (—1)"'1 u”Ldu d(u_l) du ... d(u'l) du (n facteurs du,

1

(n-1) facteurs d(u'l)) car d(u_l) = -uldu ™l . on en deduit que

du, = - (u'ldu)2n = - (u-ldu)zn_1 (u_ldu) = +(u-1 du) = + (u-ldu)(u"ldu)zn_1

y=0
dans ﬁ*«Qru,u'lj). Donc W, est bien une forme fermée définissant un &lément de
ﬁzn_lanru,unll). Pour voir que cette forme n'est pas triviale en homologie de

De Rham non commutative, i1 suffit de trouver une variété X et une application

a: X - GLN(C) telle que la forme différentielle "usuelle® Tr(a'lda)zn-l dé-
finisse un &lément non trivial de la cohomologie de De Rham de la variété X. Pou
cela, comme dans 1'exemple 1.27, considérons un espace vectoriel E de dimension
finie et des automorphismes Blseesfoy satisfaisant aux relations écrites en
1.27. Posons Eq = Ker(e, .1 = 1), Ey=Ker(ey . + 1), X=5"! et consid
rons 1'applicationa : X - Aut(Eo) induite par e,-d avec

Jd = X(8p +o.t Xon€on

(x.) représentant les coordonnées d'un point de -l Alors un calcul formel
montre que Tr(a tda)?" ! = (-1)"1r@a. (d3)2" ) -
2n-1

= Tr{xje) +...+ xZHeZH)(dxle1 +oook dxy e, )
effectué en 1.27 montre alors que cette forme différentielle est égale a
(-1)"Yzn-1)1 3" Din(E,) multipiie par la forme volune de s°"°!
E =at" comme en 1.27, on en déduit 1a formule sujvante

. Un calcul analogue a celui

. Si on pose

- - - - ! -
Tr(e lday?™ ! = (-)™? %%QT§%; (2im)" rs2"1;
o reen-1 P 5 2n-1
ol I3 1 représente Ja classe fondamentale de la sphére S .

2.35. Pour en revenir a 1'homologie cyclique de Q[u,u'lj en dimension 2n-1, on
applique 1'homomorphisme ﬁ2n_1(A) — ﬁfzn_l(A) décrit en 2.13 pour une algébre
quelconque A. On retrouve alors un résultat g'A. Connes [ 12 1: le produit
tensoriel

-1

6. = (- eu-1)®... ou-1) eu-1)

(n facteurs (u-1) et (u-l-l)) engendre HCZn_l(Q[u,u'lj) en tant que Q-esp
ce vectoriel de dimension un. Ainsi, 1'image du générateur canonique de HI(Z;Z)

AN
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par la composition des homomorphismes
Hy(2:2) — H (Z:Q) — HC, 4 (QLZ1)

est de la forme X6 ol X Q" . Dans le paragraphe 5 de
calculerons An explicitement (cf. 5.29).

2.39. Remarque. I1 est bien connu que la cohomologie complexe
U(n) est une algébre extérieure A, a2
degrés impairs. En outre, les classes de cohomologie A

avec des g
2i-1
d'homologie appartenant & 1'image de 1'homomorphisme de Hurew
"21-1(”(")) — HZi-l(U(n)) (noter que 1'homomorphisme

7’21_1(U(n)) — “21',1(“) =7

est surjectif pour 1 <n). Le calcul précédent montre donc g
rentielle ’rr"(on'ldm)21'1 représente la classe de cohomologie
teur multiplicatif prés). Il s'en suit que la forme différent

2n-1 3

2 = Tr(a Yda)®™ 1 a Tr(alde)?™3 o ... A Tr(c Yda)

est la forme volume biinvariante de U(n) & un facteur multi
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II1. DEFINITION DE LA K-THEORIE ALGEBRIQUE EN TERMES DE FIBRES PLATS

A-FIBRES PLATS VIRTUELS ET LEUR GROUPE DE GROTHENDIECK EA(X) {3.1-5)

3.1. Dans Te paragraphe précédent nous avons construit des "caractéres de Chern"
Ki(A) — HCi+2£(A) qui se factorisent & travers 1'homologie Hi(GL(A)) du grou
discret GL(A). La méthode utilisée reposait essentiellement sur 1'algébre homolo
gique (cf. plus précisément la proposition 2.22 qui joue un rdle clé&). Ce paragra
phe est une premiére Btape vers une description plus "géométrique" de ces carac-
téres de Chern. Nous y interprétons la K-théorie algébrique de A en termes d
A-fibrés plats.

De maniére plus précise, soit A un anneau unitaire et soit X un espace
quelcongue (*) . On définit classiquement la K-théorie algébrique de X associé

a 1'anneau A comme 1'ensemble des classes d'homotopie
Ky(X) = [X,K (A) x BGL(A)*]

ot K (A) désigne le groupe de Grothendieck usuel (muni de Ta topologie discréte
et od BGL(A)+ est le H-espace défini par Quillen et obtenu en attachant des
cellules de dimension 2 et 3 & 1'espace classifiant BGL(A) du groupe discret
GL(A) (cf. [43]{481). En particulier, KA(X) est un groupe ab&lien et on a

KA(Sn) i~ Kn(A) ] KO(A) o Kn(A) = nn(BGL(A)+) pour n>0 . Il n'est pas trés

difficile de voir que KI(A) % GL(A)/GL'(A) et que KZ(A) ~ HZ(GL'(A),Z) sont
les groupes définis par Bass [3]et Milnor [39] respectivement (GL'(A) désigna
le sous-groupe des commutateurs de GL(A})

Cependant, dans beaucoup de situations en K-théorie algébrique cette défini-
tion relativement simple de KA(X) s'est révélée malcommode.. Par exemple, Quille
a démontré les théorémes fondamentaux de la K-théorie algébrigue (suite exacte

(x) Tous les espaces considérés jci sont paracompacts et ont le type d'homotopie
d'un CW-complexe.

A7
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de localisation, invariance homotopique, etc...) i partir d'une autre définition
en termes d'espace classifiant associé & une catégorie convenable (1a construc-
tion Q, cf. [437 . Nous allons maintenant développer un autre point de vue, plus
proche de la géométrie différentiél]e, que Te lecteur émpreint d'ironie pourrait
appeler la construction ~ s'il Je désire. Ce point de vue nous sera utile pour
interpréter géométriquement Jes classes caractéristiques secondaires si A est
une algébre de Banach par exemple.

3.2. Nous définirons ici un A-fibré plat sur un espace Y comme un revétement
E—- Y, les fibres étant munies d'une structure de A-module projectif de type fini.
En outre, nous supposerons que pour tout y e Y, il existe un voisinage U de y

et un isomorphisme de revétements

Ty 8 uxep

N,

o0 P est un A-module projectif de type fini et ol o est A-lingaire sur chaque
fibre (pour fixer les idées, nous supposerons que tous les modules considérés sont
des modules & droite). Si Y est connexe, Ta classe d'isomorphie de P est bien

déterminée et, comme dans le cas des fibrés vectoriels usuels, 1'ensemble des
classes d'1somorphie de A-fibrés plats de fibre P est en correspondance bijecti-

ve avec ]'ensemble H (Y;G) ol G est le groupe discret Aut(P). Cet ensemble s'i-
dentifie a4 1'ensemble des classes de conjugaison d' homomorph1smes (Y)-. G . En
particulier, si Y est simplement connexe, tout A-fibré plat sur Y est trivial.
3.3. Les considérations précédentes montrent qu'il en vain de tenter de définir
KA(X) en termes de fibrés plats sur X. Nous allons voir cependant qu'il n'en est
pas de méme pour les fibrés plats sur Y ol Y est "homologiguement équivalent”

d X. De maniére précise, désignons par Jt "1'ensemble” des espaces F dont 1'homo-
Togie réduite entiére ﬁ;(F) est nulle (un tel espace est dit acyclique). Une
application f : X _, Y est alors dite acyclique si la fibre homotopique de f
au-dessus de chaque point y de Y appartient & A . une etude systématique des

applications acycliques est développée dans [19]

Un A-fibré plat virtuel sur X est défini par une fibration (de Serre) acycli-

que f : Y.., X etpar un A-fibré plat sur Y. On pourra le noter
1
E ", v _f, X. Deux tels fibres plats virtuels E_T, v_T x et E_T, v x
T f
seront dits équivalents s'i1 existe un fibré virtuel El-m—l» Y1 -——l—» X et un

diagramme commutatif
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L x

avec f1 fibration acyclique ol E =~ a E1 et '~ o0 E1 .
3.4. PROPOSITION. La relation ainsi définie entre fibrés virtuels est une relati

d'équivdience.

Démonstration. Seule la transitivité n'est pas évidente. Supposons ainsi

ey ——fa X équivalent & E'_I_, y' __I_+ X et ce dernier équivalent &
EY _li, Y" _il, X. On peut donc écrire un diagramme commutatif
Y B
o] N\t
zle‘\‘
Y' X
Y’ fz //‘
-
YZ /f"
c’Il /
YII

i i ~ ' o W,
et des jsomorphismes E =~ o*E1 , E'= o? El”‘°2 E2 , E'"=x o'*E2 ol E1 et

sont des fibrés plats sur Y, et Y, respectivement. Soit alors Z la somme
amalgamée homotopique de ¥, et Y, par rapport a Y' (homotopiquement on a
donc Y' =Yy Y, et Z-= Y Y5). On peut ainsi &crire un autre diagramme com

2
tatif & homotopie prés

°1 \\A

T, f

ainsi qu'un fibré plat F sur Z tel que Ey T; F et E, NTE F.

D'autre part, sans modifier 1'assertion précédente, on peut supposer que Z -2, X
est une fibration de Serre et trouver des apolications Ti et Té homotopes &
et 1, telles que le diagramme

T;Ei//” “”::::;

Y /2

A
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commute exactement {car Z —X est une fibration). On a ainsi construit un
gramme commutatif ol v= Ti‘° et v' = T,-0

et un fibré plat F sur Z telque vF=E et v'"Fz=E".
D'autre part, d'aprés la suite exacte de Mayer-Vietoris & coefficients locau
g est une application acyclique [19]. Donc Tes fibrés virtuels

LN _f, x et E' 5 v _f x  sont equivalents.

3.5. Remarque. Soient N Y...i> X et

virtuels et soit le diagramme commutatif

Y
/”j AN

T2 x

N A

E "oy % deux fibre

avec T, X acyclique. Alors, si o* Exc'"E', les fibrés virtuels E et E
gquivalents. En effet, 1'argument donné pius haut en considérant Ta somme am
mée homotopique de Y et Y' par rapport @ T permet de montrer de méme 1
valence des fibrés E et E'. La réciproque est cependant inexacte : 1'équi
de E et E' n'implique pas nécessairement 1'existence d'un tel T (consid
par exemple un espace X acyclique tel que nl(X) £ 0).

L' ISOMORPHISME K

:
A(X) % Ky(X) = [X,K (A)x BGL(A)™] (3.6-13)

3.6. L'ensemble @A(X) des classes d'équivalence de A-fibrés plats virtuel
&tre muni d'une structure de monoide abélien de la maniére suivante. Si

£!

E_, Y _f, X et E', ¥ ' sont deux tels fibrés, on considére

I ¢

diagramme commutatif

A
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v_ f , X
4 +
9 f
i o
'
7.9 v
avec Z=YxY' et on définit la "somme" de E et E' comme la somme de

Whitney ¢°E ® ¢""E'. Par abus d'&criture, on notera E @ E' la somme ainsi défi-
nie. On vérifie aisément que ¢A(X) est ainsi muni d'une structure de monoide abé-
lien et que c'est un foncteur contravariant de X et covariant de A. On désigne
(provisoirement) par RA(X) son groupe symétrisé. En fait, on montrera plus loin
que si X est un CW-complexe fini, KA(X) et KA(X) sont naturellement isomor-
phes. Nous aurons auparavant besoin d'une définition et de quelques lemmes.

Un fibré virtuel E. . Y —> X est dit virtuellement trivial s’'il exjste un

espace acyclique T et un fibré plat F sur T ainsi qu'une applicationo: Y- T
telle que Exo” F.

3.7. LEMME, Soit E1 un _fibré plat virtuel sur un CW-complexe fini X. I1 existe
alors un fibré plat virtuel E2 sur X tel que E1 ® E2 soit virtuellement tri-

vial.

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que les fibres de E
sont jsomorphes & A" pour un certain n = 2. Le fibré virtuel E1~+ Yl-—;x est
ainsi classifié par une application Yy —> BGLn(A) . Soit P 1la fibre de

Y1 — X : c'est un espace acyclique par définition et X s'identifie 3 la cofi-
bre homotopique de P Y1 [19] . D'autre part, i1 est bien connu gue 1'image

du sous-groupe des commutateurs de GL (A) dans 6L, A) est contenue dans le
sous-groupe EZn(A) qui est engendré par les matruces é1émentaires (et qui est par
fait puisque 2n > 3). Posons alors m = 2n et désignons par BGLm(A)+ 1'espace
obtenu 3 partir de BGLm(A) par la construction + de Quillen appliquée au sous-

groupe parfait Em(A) . L' homomorphisme composé
(M"J (A X \0:;&;&’.
T (P)—s my(¥;) ——> 7 (BGL_(A)) —— (BAL_(A)") etant trivialY 1’ apphcamn
P—s BGLm(A)+ est homotope & 1'application constante [19] et on en déduit ainsi
un diagramme commutatif & homotopie prés

_ % ea Ay

46
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Puisque BGL(A)+ est un espace de lacets [48] et que X est un CW-complexe fini,
il existe g, : X- ,BGLq(A)+ tel que

X +
9 %9, 1 X— BGLm+q(A)
soit homotope & 1'application constante. Remplagons alors partout les applications
BGLr(A) — BGLr(A)+ par des fibrations et considérons le produit fibré Y, de
et de BGLq(A) au-dessus de BGL (A)

x_ 8¢ BeL, (A)"
f, ]

Y, ———s BGL(A)

Soit E, le fibré sur Y, image réciproque du fibré universel sur BGL_(A) .

Alors E1 -] E2 est un fibré sur Y = Y x dont 1'application classifiante
. = fl . N +

T Y ,BGL, (A) composée avec 1'application BGLm+q(A) . BGLm+q(A) est

homotope d l'application constante. Donc t se factorise par la fibre de

+ . P .
m+q(A) GLm+q(A) qui est évidemment acyclique.

3.8. LEMME. Soit E un fibré virtuellement trivial. Alors E est égquivalent &

un fibré trivial de méme fibre.

Démonstration. Soit E_, Y.iﬂ X un fibré virtuel, T un espace acyclique et F
un fibré sur T tel que Ex o'F avec g: Y_, T. Considérons alors le diagramme
commutatif

avec t(y) = (o(y).f(y)) et x(x) = (%,x). Si pro: T x X7 désigne la premiére
projection, pry %F est un fibré sur TxX dont 1'image réciprogue sur Y et X

par t et y est respectijvement E et le fibré tr1v1a1 de méme rang. Donc E est
bien Bquivalent & un fibré trivial de méme fibre (on remarquera que dans cette dé-

monstration T n'est pas nécessairement acyclique).

On a une application évidente de ¢A(X) dans 1'ensemble des applications conti-
nues de X dans KO(A) (muni de la topologie discréte) : elle associe & un fibré
vectoriel E la classe de chaque fibre au-dessus d'un point de X. Soit KA(X)

le noyau de 1‘homomorphishe

a7
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R'A(X) — XK (A)]
qu'on en déduit. En suivant [25], on montre facilement que K,(X)~ EA(X) & DK (

3.9. LEMME. Soit X un_CM-complexe fini.' Le groupe KA(X) s'ijdentifie alors de

maniére naturelle 3 Ja limjte inductive

' i
or(X) .. BR(X) Ty oM - L

¢R(X) désignant 1'ensemble des classes d'éguivalence de fibrés virtuels de fibre

A", in étant 1'application qui consiste a ajouter le fibré trivial de rang 1
et 1a loj de composition dans la limite &tant induite par la "somme"

3p(X) x (X) — o P(¥X)

Démonstration. Tout &lément de KA(x) s'écrit formellement E-F o2 E et F
sont des fibrés virtuels de méme fibre, A" disons. Associons lui 1%élément E @
de 1a liste inductive, F, etant un fibré virtuel de fibre libre telque F & F1
soit virtuellement trivial de fibre 1ibre (lemme 3.7). Cette application est bien
définie et inverse de 1'application qui & un élément de la limite inductive repré
senté par un fibré virtuel E de fibre A" associe E - Tn ol Tn est le fibr

trivial de fibre A" .

3.10. LEMME. Soit X un_CW-complexe fini. Alors Lﬁl ¢R(X) s'identifie naturel
lement & 1'ensemble des classes d’homotopie de X dans BGL(A)+ .

Démonstration. Si E_, Y_1 ,X est un fibré virtuel de fibre A" , i1 est déf
ni par une application classifiante Y__, BGL(A) et, d'aprés les considérations

développées en 3.7, on a une factorisation

X 5, BGL,, (A)*
| T
Yy % BGL,, (A)

La classe d'homotopie de @ ne dépend que de la classe d'homotopie de o . En ou-
tre, si E__, Y _f, X et E'__, Y _f_, X sont équivalents, i1 existe un dia-
gramme commutatif
Y o f
l g\'\

Ao
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vérifiant les conditions de 3.3 (avec Yy = Z) et on peut choisir G et G’
que les diagrammes

g +
BGL, (A)

X X » BGL, (A)
T X ) < 2n
N
1=1 vz f'] ‘
y =" v

2

i
— BGL,, (A) Zoes BGLy(A)

N
/”1

. o
-

\

|

g

commutent avec en outre & = G'. On définit bien ainsi une application
y ¢ lip 9p(X) —, (X,B6L(A)"]

a) v est surjective. Si t: X.__,BGL(A)+ , on peut Ja factoriser & travers
BGL ,(A)"car X est un «€W-complexe fini, d'od un fibré plat  en consid

le produit fibré de X et de BGL _(A) au-dessus de BGL (A)

x_ 2, BaL (A)
4 4
Y

— 7. yBaL(A)

b) vy est injective. Si Tt est homotope & 1'application constante, o se facto
travers la fibre de BGLm(A) — BGLm(A)+ pour m assez grand. Donc E es
tuellement trivial et par conséquent équivalent & un fibré trivial de méme f
d'aprés le lemme 1.8.

En mettant bout & bout les différents lemmes, on a ainsi démontré le théo
suivant.

3.11. THEOREME. Soit X un CW-complexe fini. Alors les groupes
KA(X) et [KA(X) = [X,KO(A) X BGL(A)+] sont naturellement isomorphes.

Des variantes de ce théoréme sont présentées en appendice. Notons déja un
tage de notre présentation sur la présentation traditionnelle :

3.12. PROPOSITION. Le produit tensoriel des fibrés plats virtuels induit la
ture multiplicative usuelle de la K-th&orie algébrique (cf. [347).

Démonstration. De maniére plus précise, soient A, A, et A; trois anneau
{unitaires) et soit ¢ : Alx Ay — A3 une application Z-bilinéaire induisan
homomorphisme d'anneaux Ay % A2 - A3 . Alors le produit tensorieldes mat
définit une application
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BGL (A,) x BGL, (A,) —— BGL__(A,)
d'ol une application

BGL, (A" x BaL (A,)*__, BaL(Ag)"

bien définie & homotopie prés. Si El""Yl'“’xl et Ez._,Y2 k,xz sont des fibrés

virtuels de fibre Ag et Ag respectivement qui peuvent se représenter par des

- . +
applications Xl“*BGLn(Al)

1'application composée

X; * X, —> BGL (A])" x BGL (A))* —» BGL ;(A5)"

+ ~ i
et X2 — BGL (A)" E1 ® E2 est représenté par

Soit T, (resp. T)) le fibré trivial de fibre A] (resp. Ay). Alors au cup-produi
(El—Tn)\J(EZ—Té) est associé la différence des fibrés virtuels

[(E, @) & (T, @ T)- [(§, @T,) @ (T & E,)]

1
En d'autres termes, le cup-produit

K, (X0) > K (Xp) — Ky (%) > %)
est bien associé au produit tensoriel des fibrés plats. De méme, aux cup-produits
Ky (A1) XKAZ(X)—->K£3(X) et KAl(X) x Ko(AZ)‘—*KA3(X)
est bien associé le produit tensoriel d'un fibré plat et d'un module projectif de
type fini.

3.13. On procéde de méme pour définir des opérations Ai de Grothendieck sur
KA(X) lorsque A est un anneau commutatif. En effet, la définition de A‘(E) es
¢laire lorsque E ne dépend que de la classe d'équivalence de E. Par conséquent,
1'opération A' s'étend au groupe de Grothendieck par la méthode usuelle (cf. [25
par exemple). On retrouve ainsi les opérations introduites par Kratzer [33] .

50



HOMOLOGIE CYCLIQUE ET K-THEORIE

IV. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE CYCLIQUES TOPOLOGIQUES. DEFINITION
DES CLASSES CARACTERISTIQUES"

HOMOLOGIE DE DE RHAM NON COMMUTATIVE TOPOLOGIQUE (4.1-4)

4.1. Soit A une algébre topologique localement convexe (sur k =R ou ().

Comme 1'a fait A. Connes dans le cadre de la cohomologie cyclique [ 121, les résul
tats algébriques des paragraphes 1 et 2 se transposent aisément dans le cadre topo
logique en remplagant les produits tensoriels ordinaires par les produits tenso-
riels complétés projectifs (au sens de Grothendieck [18]). On désigne ainsi par

A} e produit tensoriel topologique AGA &... (p+1) facteurs et C}‘tOP(A)
le quotient Ctop(A)/(l-t) (qui est séparé car Im{1l-t) = Ker(N)). L'homologie de

Ctop(
p

Hochschild topologique Ht Pa, A) est 1'homologie du complexe (C °p(A) b). L'ho-
mologie cyc11que topo]og1que HAtOp(A) (notée aussi HCtOP(A)) est 1'homologie du

complexe (C top sb).

On définit de méme la cohomo]ogie de Hoschschild et 1a cohomologie cyclique
N = . * .
topologiques Htop(A LA) et HAtop(A) {notée aussi Hctop(A)) en appliquant le
foncteur Hom( ;K) aux complexes précédents (Hom désignant 1'ensemble des applica-
tions linéaires continues). Comme dans le paragraphe précédent et dans {121, on
a les suites exactes :

H;OP(A,A) i HCt°p(A) -5, HCtOD(A) — > H;f‘f(A,A)
p tI p S p 2 t p 1
Hop (A L HeB (h) S HeREa) 2 HEC(A.A)

Ces suites exactes se démontrent comme en 2.3 & 1'aide du double complexe définis-
sant 1'homologie ou la cohomologie cyclique. Les homomorphismes I,5,B et leurs
transposés sont définis par les mémes formules. I1 existe bien entendu un accou-
plement

top p
HCp (A) x HCtOp(A) —sk
Cependant, contrairement 3 la situation algébrique, la cohomologie cyclique topo-

logique n'est pas duale de 1'homologie cyclique topologique en général.
La méme remarque s‘appligue a4 1'homologie et & la cohomologie de Hochschild.
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BGLn(Al) x BGL (A,) — BGL (A;)
d'ol une application

BGL, (A;)" x B6L_(A,)* __, BaL(A;)"

bien définie & homotopie prés. Si Ej—Y¥; X, et E, —Y¥, »X, sont des fibrés

virtuels de fibre A? et Ag respectivement qui peuvent se représenter par des

applications Xl"*BGLn(A1)+ et X, —» BGLm(A2)+ » £y E, est représenté par
1'application composée

Xy % X, —> BGL (A;)" x BGL (A,)" —» BGL (Ag)"

Soit T, (resp. T&) le fibré trivial de fibre A? (resp. Ag), Alors au cup-produi
(El'Tn)‘“(EZ'Té) est associé la différence des fibrés virtuels

[(E, @) @ (T, @ T)1- [(E, @ T!) @ (T R E,)]

1
En d'autres termes, le cup~produit

K (Xp) = Ky (X)) — Ky (Xq x X5)
A1 1 A2 i A3 1 2
est bien associé au produit tensoriel des fibrés plats. De méme, aux cup~produits
Kothy) Ka () Kp (X) et Ky (X) x K (Ay) ks (X)
2 3 1 3
est bien associé le produit tensoriel d'un fibré plat et d'un module projectif de

type fini.

3.13. On procéde de méme pour définir des opérations Ai de Grothendieck sur
KA(X) lorsque A est un anneau commutatif. En effet, la définition de A‘(E) es
claire lorsque E ne dépend que de la classe d'équivalence de E. Par conséquent,
1'opération A' s'étend au groupe de Grothendieck par la méthode usuelle (cf. [25
par exemple). On retrouve ainsi les opérations introduites par Kratzer [33] .
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IV. HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE CYCLIQUES TOPOLOGIQUES. DEFINITION
DES CLASSES CARACTERISTIQUES®

HOMOLOGIE DE DE RHAM NON COMMUTATIVE TOPOLOGIQUE (4.1-4)

4.1. Soit A wune algébre topologique localement convexe (sur k =R ou ().

Comme 1'a fait A. Connes dans le cadre de la cohomologie cyclique [ 121, les rés
tats algébriques des paragraphes 1 et 2 se transposent aisément dans le cadre to
logique en remplacant les produits tensoriels ordinaires par les produits tenso-
riels complétés projectifs (au sens de Grothendieck [18]). On désigne ainsi par

CEOP(A) le produit tensoriel topologique AGAG. .. (p+1) facteurs et CgtOP(A)
le quotient CEOD(A)/(l-t) {qui est séparé car Im{1-t) = Ker(N)). L'homologie d

Hochschild topologique H °p(A A) est 1'homologie du complexe (ctP(a),b). L'h
mologie cyc]lque topologique HAtoD(A) (notée aussi HC OP( A)) est 1'homologie
complexe (C Atop ,b).

On d&finit de méme la cohomo]ogie de Hoschschild et 1a cohomologie cyclique
. * . * .
topologiques HtOp(A’A) et HAto (AY (notée aussi Hctop(A)) en appliquant le
foncteur Hom{ ;k) aux complexes précédents (Hom désignant 1'ensemble des applic
tions 1inéaires continues). Comme dans le paragraphe précédent et dans [121, on
a les suites exactes :

HEP(a,m) L HCEP(h) _‘5‘., Ho OB (A) _B, Ht°p(A A)

t t
I HCP2 B

1
Hop(Ash) L Hel Ay 3 HCRP(A) 2 RO I(AA)

Ces suites exactes se démontrent comme en 2.3 & 1'aide du double complexe défini
sant 1'homologie ou la cohomologie cyclique. Les homomorphismes I,5,B et leurs
transposés sont définis par les mémes formules. I1 existe bien entendu un accou-
plement
HC P(A) x HCE, (A) —>k

Cependant, contrairement & la situation algdbrique, la cohomologie cyclique topo
Jogigue n'est pas duale de 1'homologie cyclique topologique en général.

La méme remarque s‘appligue 3 1'homologie et & la cohomologie de Hochschild.
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I1 y a aussi ici un point technique qu'il convient de souligner : les espaces
d'homologie ou de cohomologie obtenus, définis comme des espaces vectoriels topolo-
giques quotients, ne sont pas séparés en général (cf. [12] §5 pour des exemples).
Pour des raisons qui apparaitront plus loin, les classes caractéristiques que nous
allons construire appartiendront 3 1'homologie séparée des complexes considérés
(quotient des cycles par 1'adhérence des bords). Par abus d'écriture, nous désigne-
rons par les mémes lettres Htop s HCE°p , etc... les homologies séparées asso-
ciées. J'ignore cependant si 1es suites exactes précédentes s'@tendent aux homolo-
gies séparées.

L'homologie cyclique réduite topologique HCtDp(A) se définit de la méme manié-
re gu'en 2.9 en considérant le complété CAtOD(A; de CA (A). Si A =B*, algebre
obtenue & partir de B en ajoutant un &lément unité, on retrouve bien entendu
1'homologie cyclique topologique de B.

Pour terminer cette introduction, mentijonnons que 1'homologie de De Rham non
commutative H (A) définie en 1.3 a aussi un analogue topologique. Dans Je cas
unjversel (comparer avec 1.24), on définit QtOP(A) = A®A/k (avec k =R ou [

et QtoP(A) =A& A/k &...8 A/k (n facteurs A/k). Comme en 1.24 on peut démontrer

que QtoP(A) est une algébre topologigue différentielle graduge. On définit
top(A) comme le quot1ent de tOU(A) par 1'adhérence de 1'image de b comme
"‘""'TT__—_
en 2.12 et enfin t0p(A comme le quotient de *Op(A) par 1'action du groupe
cycligue Z/n opérant par
a, da

da (_1)n—1 daj.a .da; ... da

1 da2 - n-1

Le noyau de ﬁfoP(A)-—+ EIOD(A) est 1'adhérence du k-espace vectoriel engendré
par les commutateurs gradués. Comme en 2.13, on a un homéomorphisme
REOP(A)/a( BIOP(A)) A EOP(R)/b(CAEOP(a))

ce qui montre que 1'image de d : EEOP(A)_ﬁ .afig(A) est fermée.

4.2. Le but de ce paragraphe est de donner une définition géométrique des classes

caractéristiques
top Chf
KPA) et s HCL o (A)
pour % ¢ Z en sorte que le diagramme
K. (A) Eﬁ% HC (A
i R i+28 )
|
Y !
v g4 t*
top i op
Ky Ao HC1+22(A)

Lw)
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ol y est 1'application canonique, soit commutatif & une constante multiplicati
rationnelle prés - . Dans notre contexte topologique (et en sujvant le schém
§1), nous nous donnons une algébre topologique localement convexe graduée 9*
telle que 2 (A) = A. L'algébre ﬁfoD(A) construite en 4.1 est “universelle"
Te sens qu'il existe une unique appjication linéaire continue ﬁfoD(A)___, 9*
qui soit un homomorphisme d'algébres et qui soit 1'identité sur A. D'autre pa
si on pose

Q,(A) = 2,(A)/ (2,(A), 0 (A)]
quotient de 9*(A) par 1'adhérence du k-espace vectoriel engendré par les co
teurs gradués, nous supposons que 1'image de d : 9*(A)_9 9*+1(A) est fermée
extension de la d&finition posée en 1.3, nous appellerons encore 9*(A) une g
résolution (topologique) de A. Les classes caractéristiques que nous nous pro
sons de construire {(cf. 4.12) seront & valeurs dans 1'homologie du complexe
(ﬁ*(A),d) que nous noterons Hﬁ;(A). Bien entendu, le caractére universel du
plexe ﬁfoD(A) montre qu'on a un diagramme commutatif

HEOP(A)

*

|
ST (A)

K:%P(A)

Nous n'obtenons donc pas de classes caractéristiques nouvelles en considérant
plutdt que ﬁfOP(A) . Cependant, i1 est souvent plus facile de calculer Hﬁ;(
que ﬁfOp(A) pour des choix judicieux de @ (A).

4.3. Exemple. Soit X une variété compacte et soir r21. Soit Qi(A) 1'espa
vectoriel des formes différentielles w de degré i telles que w et dw soie
de classe €™ 1. On a une suite exacte

052, (A) % af(a) x af, (A5 2] (A

oli Q?(A) désigne 1'ensemble des formes différentielles de degré i et de cl
ck ,» o0l T(w,n) = dw ~ o €t o o(8) = (0,d0). Ainsi, Qi(A) s'identifie @ un
sous-espace fermé de Q?(A) x Qg
facilement que 9*(A) est bien une algébre de Banach graduée. Ici QO(A) = A

+1(A) . C'est donc un espace de Banach et on v

bien entendu 1'algébre des fonctjons de classe ¢” sur X. D'aprés le théorém
De Rham, HQ (A) s'identifie & la cohomologie réelle de X.

(#)
- En fait, ce programme ne sera complétement réalisé que dans le paragraphe
grace 3 1'introduction de méthodes simpliciales.
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4.4. Exemple. Comme variante de 1'exemple précédent, on peut aussi considérer 1'es
pace ni(A) constitué des formes différentielles w de degré i telles que w et
dw appartiennent & 1'espace de Sobolev Sr(X) pour r> n/2-1, n étant la dimen
sion de X. Les Qi(A) sont alors des espaces de Hilbert.

DEFINITION ET CALCUL DE LA COHOMOLOGIE Hy(X)  (4.5-8)

4.5. Pour toute variété X et tout espace vectoriel topologique localement con-
vexe E, nous désignerons par Q‘(X;E) Te produit tensoriel topologique @' (X)% E.
Si E est un espace de Banach, «'(X;E) se décrit simplement comme 1'espace vec-
toriel des formes différentielles de degré i de classe C° sur X et & valeurs
dans E (ici Q'(x)= Q'(X:k) est un espace nucléaire d'aprés Grothendieck [181).
Nous nous intéressons en particulier au bicomplexe Qp’q(X,A) = QP(X;Qq(A)) et
au complexe total associé Qn(X,A) = p?q=n Qp’q(X,A) . Ici Q*(A) est un complexe
d'espaces vectoriels topologigues qui sont des espaces de Fréchet et qui vérifient
les conditions de 4.2. L'algébre universelle ﬁEOP(A) si A est une algébre de

Fréchet en est un exemple. Cependant, il sera plus commode de travailler avec un
complexe Q*(A) quelconque dans ce paragraphe (3 1'exception des §4.13 et 4.17).

>Désignons maintenant par H;(X) 1'homologie de De Rham non commutative (séparé
de 1'algébre Q*(X,A) (notation qui sous-entend le complexe Q*(A)). Pour calcule
cette homologie (cf. 4.8) , nous aurons besoin du lemme suivant dont i1 sera fait
un usage fréquent.

4.6. LEMME. Soit f : E+ E" une application linéaire continue surjective entre

deux espaces de Fréchet. Soit X une variété (de dimension finie) et soit w une
forme différentielle de classe C~ sur X & valeurs dans F (c'est-i-dire un

&lément de  Q*(X) 5Eﬁ. 11 existe alors une forme différentielle & sur X 3 va-
leurs dans E telle que f(@) = w.

Démonstration. En raison de 1'importance de ce lemme nous allons en donner deux
démonstrations. ’

Premiére démonstration. Puisque Q"(X) est un espace de Fréchet nucléaire et que

le produit tensoriel topologique par un espace de Fréchet nucléaire est un fonc-
teur exact d'aprés Grothendieck (cf. [16] par exemple), la suite exacte
f

o____,E_ L E _____LE" __ __,0

avec E' = Ker(f) dimplique la suite exacte
0L (X)®E' ., "(X) 8E L a"(X) 8 E"__, 0

donc le Tlemme.
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Deuxiéme démonstration. Dans celle-ci (plus &lémentaire) nous supposerons que E

et E" sont des espaces de Banach. Soit (Ui) un recouvrement ouvert localement
fini de X par des ouverts relativement compacts difféomorphes 3 des ouverts d'un
tore T" . Soit (“i) une partition de 1'unité associde a ce recouvrement telle
que /&i soit aussi de classe Cw_. Posons alors w, = /E}w et supposons qu'on

puisse trouver une forme différentielle Gi sur Te tore T" telle que f(mi)lu
i

= w; . Alors 8, = v&}ﬁﬁ est & support dans U; et @ = Jo. vérifie bien les
conditions du lemme. La démonstration du lemme se trouve ainsi ramenée & celle du
cas particulier suivant : w = ¢ est une fonction de classe ¢ et X est le tore

™.si 7§ a x' est la serie de Fourier de $ ,ona "31" = 0{|1]%) pour
tout s. Puisque f est continue, i1 existe des éléments bI de E tels que
XHbIH € 2lal . Donc IlbIU = 0('i5) et la somme de la série de Fourier

1 by x! realise bien les conditions requises.

Pour toute algébre graduée Q , désignons par Q le quotient de @ par 1'adhérence
des commutateurs gradués dans 1'é&noncé suivant *) .

4.7. LEMME. L'application canomique

2°(X) ® 2 (A) — 2"(X.A)

induit un isomorphisme

2" (X) ® 8, (A} — T (X,A)

‘

Démonstration. L'ensemble [Q*(X,A),Q*(X,A)] Cest Te sous-espace vectoriel de Q"(X,A
dont les éléments sont des formes différentielles sur X prenant leurs valeurs

]

dans Te sous-espace vectoriel [@ (A), q (A)] de o (A) . Par conséquent,
[Sz*(X,A),sz*(X,A)Jcsz*(x;[sz*(A),sz*(ﬂ] Q" (%) @[sz 2 (A),2_(A)1. Tout &lément du
dernier espace vectoriel est limite d'une suite de formes différentielles apparte-
nant & 9 (X) 8o (A), o, (A)1e [Q"(X,A),Q%(X,A)]1 , ce qui implique 1'identité

(2 (X, A).2" (X,A)] = @*(%:0@, (A),a_(AY] dans 9*(X,A). Si on pose E = q (A) et

E' = [Q (A), 2 (A)1 , le lemme résulte alors de la suite exacte

0, "(%E') ___, Q°(GE) " (XE/E') L, 0

() A partir de maintenant nous écrivens Q (A), H L(A), etc. au lieu de
t0p(A) Ht0p (A), etc. puisque nous nous p]acerons exc]us1vement dans un contexte
t0polog1que Nous nous permettons aussi d'écrire H (A) au lieu de HQtOp(A)

pour alléger les notations.

b5
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qui est une conséquence du lemme précédent.
4.8. THEOREME. L'espace vectoriel HR(X) est naturellement isomorphe &

€

& WPl (A
PG A) % e

D+g=n Hom(Hp(X),H

2(A))

On peut donner plusieurs démonstrations de ce théoréme. La premiére cons
considérer le produit tensoriel topologique des complexes Q*(X) élﬁ*(A). D!
la formule de Kinneth appliquée au produit tensoriel complété [31]1, on a

Hp(X) = pfq=n HP(X) & ﬁq(A), du moins si H*()‘() est de dimension finie. Un

de, d'inspiration plus é&lémentaire, consiste & reproduire le schéma de démo
tion du théoréme de De Rham. Nous la reproduisons ici pour la commodité du
(ef. [327).

S1 west un &lément de Q**(X,A) et si c: A" » X est une chaine singu
différentiable, on définit

jcw - Ln *(w) € 2*(A)

Cette formule s'étend de maniére évidente & C*(X;Z) par bilinéarité en pos
= Z)\. J w
jEAici ey

Si d' et d" désignent les deux différentielles du bicomplexe, on a en o

d“J w= j d"w  (dérivation sous le signe somme)
c c

f w = j d'w (formule de Stokes)
e o

@, on voit que

En particulier, si dw =0 et 3c

d"JmEJ dwz - J d'w
C C c

L'accouplement

W

. j w =0 mod. (R (A), (A3
oC
C (X:2) x@"(X,A)__, Q"(A)

induit donc un accouplement
Z (X:2) x Z°°(X,A) — Z¥(A) .

Si c=3c' et dy=0 mod.[ﬁ;zKYZQ*(A)] , on a les &galités suivantes dan
complexe { (A) :

ch = Jac'w= Jc.d‘w = - Jc' d"w = -d" thls B*(A)

Enfin, si w = du' et 3c =@, on a aussi
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[m___Jdw|=dujw|+jd|wn=dnJml+Jwv=dnJm|
o4 c C c c oc c

On en déduit une application bilingaire
H(X6Z) <A () — H,(A)
donc un homomorphisme d'espaces vectoriels

Ha(X) — Hom(H (X,Z).H_(A))

Si X est réunion de deux sous-variétés ouvertes, il est facile de mon
1'aide d'une partition de 1'unité, ]'exactitude de la suite

0, @ (U¥s ,(A)) s 9(UiT, (A) ® 9 (V:T,(A)) —r @ (UnV3T,(A) __, O

donc une suite exacte de Mayer-Vietoris
Ha(U) @ Hy(V) — H;(Un V) — Hy(UuV) — Hi(U) ® Ha(V) —> Hp(U nV)

Ona aussi Hi(X) = H_(A) si X est difféomorphe 3 R" d'aprés le lem
Poincaré dont la démonstration se transcrit sans changement & ce cadre [3
En outre Hp(UX;) = HH;(xi) . La démonstration suit alors le schéma bien
suivant. On commence par écrire le diagramme
o ~ " ty o ~ ~ ~
H;(U) ® H;(V)H H;(# av) 4 Ha(UuV) s H;(U) ? HY(V) ., H;(Ilrln V)
Hy(U) @ Hy(V) —s Hy(UaV) —5 HR(UuY) > HE(U) ® Hy(V) - . Hr(Un V)

ol on pose ﬁ*A(Y) = Hom(H*(Y),ﬁ*(A)). Tous les carrés de ce diagramme son
tifs d'aprés le calcul explicite des homomorphismes A et Yo' fait dans r

exemple.

Une varjété X est dite de type fini si elie peut s'écrire comme une r
finie d'ouverts Ui telle qu'une intersection quelconque d'entre eux soit
difféomorphe & R" . Par exemple, i1 est bien connu que toute variété compa
de type fini (cf. [32] par exemple). Plus généralement, pour toute variété
peut construire des sous-variétés ouvertes Xi , 1 e, telles que

1) X n Xj =@ si |i-j| =2

2) X, et X, aXy,

5 soient des variétés de type fini.

1
Pour achever la démonstration du théoréme 4.8, on raisonne alors de la man

vante :

1) Le théorame est vrai pour X = R" , la démonstration du lemme de Poi
transcrivant sans changement & ce cadre.

2) Si le théoréme est vrai pour U, Vet UnV, il est vrai aussi pour
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d'aprés la comparaison des deux sujtes de Mayer-Vietoris vue plus haut.

3) Le théoréme est vrai pour les variétés de type fini (raisonner par récurrence
sur Te "type").

4) Le théoréme est vrai pour une réunion disjointe (éventuellement infinie) de
variétés de type fini.

5) Le théoréme est vrai en général. En effet, si X,I est la famille des sous-
variétés ouvertes de X envisagée plus haut, il suffit d'appliquer le point 2)

a U=t sz etd V=2 X2p+1 .

A-F1BRES TOPOLOGIQUES ET LEURS CLASSES CARACTERISTIQUES (4.9-18)

4.9. En suivant le schéma développé dans le §3 (adapté 3 la situation différen-
tiable), nous définirons un A-fibré de classe C” sur la variété X comme un fi-
bré E iu sens de Steenrod (46) dé&fini par un cocycle 955 ¢ Ui“ Uj — Aut(P) de
classe C ol P est un A-module projectif de type fini (la "fibre" P pouvant
varier suivant les composantes connexes de X). On désigne par K:oP(X) le groupe
de Grothendieck de la catégorie des A-fibrés. Si A est une algébre de Banach,

on peut montrer aque la classification des A-fibrés différentiables est &guivalente
& celle des A-fibrés continus. En outre, si xt {construction * de Quillen appli-
qué & X) a le tvpe d'homotopie d'un CW-complexe fini (ou plus généralement si X
n'a qu'un nombre fini de composantes connexes), 1'ensemble des classes d'isomorphie
de tels fibrés est en correspondance bijective avec 1'ensemble des classes d'isomor
phie de modules projectifs de type fini sur 1'algébre B = QO(X,A) des fonctions
différentiables sur X & valeurs dans A (variante du théoréme de Serre-Swan [25],

on a en outre 1'isomorphisme

t
KyOP(X) = [X,K,(A) xBGL(A)]

ol BGL{A) est 1'espace classifiant du groupe topologique GL({A} {(la démonstra-

tion de cette assertion est identique 3 celle détaillée dans [25]1 lorsque A = R
ou €).
4.1D. DEFINITION. Spit E un_ A-fibré sur la variété X et soit Tr(X.E) 1'espace

des sections (de classe ¢ ) de E. Une A-connexion (resp. une A-connexion par-
tielle) sur E est donnée par un homomorphisme d'espaces vectoriels

(*)Si A est une algébre de Fréchet, on peut généraliser ces résultats en utili-
sant des méthodes simpliciales (cf. le §5 et 6.15-18).

RR
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D: T(LE) ____, T(X.E) ® Q'(X,A)

(resp. At TOGE) __, r(x.E) @ al*x,a))

tel que D(sA) = s®dx + D(s)x (resp. A(sA) = s&d'x + A(s)X pour tout A
se'(X,E),d" désignant ]a premiére différentielle et d la différentiell
du_bicomplexe €**(X,A) (Cf. 4.5).

Puisque QI(X,A) = QI’O(X,A) & QO’I(X,A) , on voit qu'on peut associer
connexion D sa "premiere composante" D' qu'on appellera la connexion p
associée 3 D. En suivant Te §1 , on définira de méme la courbure partiell
ciée @ D Tle morphisme 02 de T(X,E) vers T(X,E) ® QZ’O(X,A).

4.11. Exemple. Soit E un A-fibré dont on suppose la fibre libre isomorp
néur simplifier. Le fibré E est alors défini par des fonctions de transi

de classe C. g.. : “i" Uj ———>GLr(A) od (Ui) est un recouvrement ouv

Ji
vialisant de E. Munissons maintenant E d'une connexion. La trivialisati

T.
Ely —— > Ux A7

i
d'aprés 1.8, est donnée par une application de classe ¢ 1, de Ui ver

1
M.(2;(A)). La condition de recollement s'écrit alors

avec gy; = Ty e permet de munir le fibré trivial U,x A" d'une connex

1

- -1
Ty = 955 dqji + g,

33t 953

(poser r, =T, Fj =T" etas= 955 3 la fin de 1.8). Cette relation clas
sur les connexions implique par un calcul formel la relation suivante entr
courbures associées :

-1

R, = 953 Rj

i 9

Ji
i1 existe bien entendu plusieurs choix possibles pour les matrices re . L
d'entre eux, qui servira plusieurs fois, consiste d partir d'une partition

nité (“i) associée au recouvrement ouvert (Ui) et & poser
. -1
Ti(x) = 1 op(%) 9y 99y

Ainsi, si on pose Wy = g;% dgki , I'expression locale de la courbure au-

de U, est éqale d 1'expression
Ry = 1 do upy + ] oy dugs # o 0 g
On notera que Tr(R?) = Tr(R;) car, pour tout ouvert U, on peut écrire
{

QT(U.A) x QF(U) & T (A) & TF(Us,(A) d'apres 4.7 (Ici U =U;oly) .

ca
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4.12. Le formalisme adopté dans le §1 permet d'associer & tout A-fibré E muni
d'une connexion D son "caractére de Chern" Chn(E) dans le groupe Hin(X) :c'es
1a trace de R" avec R = 02 muttiplié par la constante de normalisation

= 1/n!. En appliquant le thaoreme 4.8, on en déduit un homomorphisme

P () — H3(X) —> WPOXT, (A))

pour p+q = 2n. Si on considére A comme un sous-anneau de A", tout A-module
projectif de type fini peut &tre regardé comme un At -module projectif de type fin
(par 1a projection A+_+ A). Choisissons maintenant comme complexe Q*(A+) le

-

complexe universel QEOP(A+) (cf. 4.1). En appliquant les considérations précé-

dentes a 1'algébre At , on en déduit un homomorphisme que nous noterons aussi Chn

Hp(x;ﬁ;°P(A+))

top top &
KA (X) > KA+ (X)y — p+q=2n

ou HSOP(A+)§: Ker(HCSOP(A) _jlq H;i?(A,A) d'aprés 2.15 et 4.1. Ici nous avons

indiqué exceptionnellement par le symbole "top" les homologies topologiques sépa-
rées considérées en 4.1.

4.13. Bien que nous n'ayions pas 1'intention de développer ici de maniére intensiv
les structures multiplicatives de 1'homologie cyclique (cf. [12]) nous allons en
esquisser une partie pour étudier la relation entre la périodicité de Bott et 1'ho
mologie cycliaue. Soient donc A et B deux algébres topologiques localement con
vexes et soient A®B leur produit tensoriel complété nrojectif. Si de nouveau Q,
désigne le complexe universel (topologique), on a un homomorphisme évident

o (A#B), q(A) ® @ (B) induit par 1'identité de A&®B mais qui n'est pas un
isomorphisme en général. Cependant, faute d'un théoréme de Kunneth pour 1'homologi
de De Rham non commutative, nous ne pouvons pas calculer 1'homologie non commutati
ve du deuxiéme membre en fonction de ﬁ;(A) et ﬁ*(B) *
nous intéresse ici est celui 60 B est 1'anneau des fonctions C* sur une varié-
té X telle que X" ait le type d'homotopie d'un CW-complexe fini. Dans ce cas,

. En fait, le cas qui

1'intégration sur les cycles de X permet de définir comme en 4.8 des homomorphis

mes
ﬁm(AeB) x Hp(X) — ﬁq(A)

pour p+q = m, soit de maniére équivalente des homomorphismes

{*)

Notons ici que la situation est plus simple en cohomologie de De Rham (ou en
cohomologie cyclique) qui se définit en considérant le complexe Hom(g, k) : on a
alors un cup-produit bien défini de HP(A) xA9(B) vers HP*9(A&B) . C'est une de
raisons qui rendent la cohomologie cyclique plus maniable dans certaines situa-
tions. (cf. [121).
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o) Wil
Hm(A B) _, H (X;Hq(A))
4.14. PROPOSITION. Le diagramme est commutatif

t ~ o0
KAOP(X) - e KAB (X))

CHPORGR(A)) e o (A & C°(X
G PTG on(A ® C(X))

o0 la deuxiéme fleche verticale est définie en 1.22 et la premiére en 4.11.

Démonstration. C'est une conséquence immédiate des définitions en associant a u
A-fibré sur X le C-module de ses sections avec C = A & C(X).

4.15. Nous allons maintenant &tudier le comportement du caractére de Chern vis-
vis de la périodicité de Bott comme nous 1'avons promis. Rappelons que la pério
té de Bott peut s'exprimer sur la manidre suivante : A tout A-fibré E sur X
peut associer le A-fibré sur X x 52 obtenu comme produit tensoriel de E pa
fibré de Hopf H sur S2 . On définit alors un homomorphisme injectif

KEOP(x) &, kEOP(x x s7)

dont 1'image a comme supplémentaire le groupe engendré par les fibrés sur X X
obtenus comme image réciproque de fibrés sur X par la projection X X 52——7 X

Avent d'énoncer le théoréme suivant, nous allons définir en homologie de De
non commutative pour le complexe universel 1'analogue de 1'homomorphisme fondam
tal S défini en 2.7 pour 1'homologie cyclique. Dans ce but, introduisons 1'an
auxiliaire R = k[t]/(t"-t) déja utilisé en 2.17 et considérons 1'homomorphism
d'anneaux (ne respectant pas les &léments unités) de A vers A ®R défini pa
a—a ®t. I1 induit un homomorphisme d'algébres avec élément unité AL At e

donc un homomorphisme 2 (A*) — @ (A* @ R)_4 @ T (A") @ ©.(R). En fait, 1
m m péq=m P q

projection ¢ sur la composante p = p=m-2, q=2, s'explicite aisément en tenant
compte de 1'identité t.dt.t = 0. Pour des &léments a, de A on trouve ainsi
¢(aodal...dam) = [aoalazda3...dam + aodal(a2a3)da4...dam +...® t.dt.dt
¢(dalda2...dam) = d(¢(a1da2...dam)) ®t/dt.dt

Autrement dit, 1'homomorphisme H (A') —, H _,(A) qu'on déduit de ¢ est ind
par 1'homomorphisme S : HCm(A).__+ HCm—Z(A) défini dans le paragraphe 2 et ad
au cadre topologique. Par abus d'écriture, nous noterons encore S cet homomor

me.

4.16. THEOREME. Soit vy, : kX°p(stz)_> ® Hp(x;ﬁq_z(A“)) 1'homomorphi sme

- +q=2n
COMpOSE o*q

A1
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2

ch
KEOP(x x 57) oy KEOP(X x 57) 0 W20k Ho (K -5 W XGH (7))
A q

On a alors le diagramme commutatif (pour p+q = 2n)

kP __ P KEOP(x x 52
I

e AI

ch,. Tn

v . i)

= +
Hp(X;Hq(A ) I HP(X H ,A7))

ol_la deuxiéme fléche horizontale est induite par 1'homomorphisme S de_
Hq(A+) vers _ q 2(A ) multiplié par 2irm .
Démonstration. Soit E un A-fibré sur X regardé comme un C-module project

projectif de type fini avec C = A 8 Cm(x), donc comme image d'un obrojecteur
Qe Mr(C) . Soit H 1le fibré de Hopf sur 52 que nous voyons aussi comme ima

projecteur P de M,(C7(S%)) défini en 1.5. 11 s'agit maintenant de calculer
trace de 7%r v(dv.dv)n avec v = Q ® P, d'intégrer sur la sphére 52 puis s
les cycles de dimension p de X. Si on pose A = At A = Xy , A, = c”
le diagramme commutatif

ﬂ*“o@u"l BA,) —s DulAy ®A)) B QulAy) , %(A)) B % (Ap) & 2, (A,)

(A, B A BA) s (A B A) & (A —s ,(A)) & o (A))

R>

2,(A)

montre qu'on peut intervertir les deux intégrations. Ceci veut dire que la deu
fléche horizontale doit étre déduite d'un homomorphisme de ﬁa(A+) vers H;-Z
induit par 1'homomorphisme A, A & P sur des algébres de matrices convenable
suivi d'une intégration sur S2 . Mais ceci est exactement le calcul formel pr
dant 1'énoncé du théoréme (car P2 = P). Puisque

JSZ Trace(P.dP.dP) = 2iw

le théoréme en résulte.

4.17. COROLLAIRE. On a un diagramme commutatif (comparer avec [121)

t
Ky B K%
o + 2§mS o l +
Hon- (A7) - » Hap 5 (A7)

Démonstration. En effet, Ktop (R) est le sous-groupe "non trivial" de KA(Si)

t°p (A) s'identifie 3 un sous groupe de K (S1 x SZ) grace & une application

R?
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degré un de 3 52 vers S1+2 . Ce corollaire justifie le nom d'opérateur de p
riodicité & 1'homomornhisme S : HC (A) - » HC*_Z(A) introduit par Connes et qui

induit 1'homomorphisme analogue de ﬁ*(A+) vers ﬁ*_Z(A+) .

4.18. On remarquera que dans le théoréme et le corollaire précédents, seul 1'homo
morphisme Chn pour un n fixé a &té utilisé. La proposition 4.14 et la remarque
2.19 montrent qu'on a un diagramme commutatif

Ch% g ()

-
KE%P(n) - s
S
g-1"
ch¥ 1 T
i HCiuz-2(A)

oll Ch% (resp. Ch%’l) correspond 3 Chn(resp. Chn—l) avec n = i+ . Nous allons
maintenant voir comment on peut affiner ces classes caractéristiques dans le cas
des A-fibrés plats (ce qui correspond grosso-modo & considérer le groupe Ki(A)
d'aprés la philosophie du § 3). Ici Q*(A) désigne  de nouveau une algébre
graduée quelconque vérifiant les conditions de 4.2.

A-FIBRES PLATS ET LEURS CLASSES CARACTERISTIQUES (4.19-33)

4.19. DEFINITION. Soit E un A-fibré sur la variété X. Une A-connexion i cour
bure plate sur E est une A-connexion dont la courbure admet la factorisation

MGE) . T(GE) 8 a%(x.A)

B
,.7
\ Y
/
/

r(:E) € (22(xA) + 2l (x,A)]

avec B = CT(X,A). Autrement dit, c'est une A-connexion dont la courbure partiel
R' = D'? est égale 3 0.

4.20. Exemple fondamental. Supposons que E soit un A-fibré plat sur X (cf.§3
Comme dans le cas classique ol A =Rou €, E peut &tre muni d'une connexion pa

tielle de la manidre suivante : sur une carte T (X;E) s'identifie & 1'espace des
applications de classe ¢® de X dans la fibre P. On peut alors définir une co
nexion partielle (cf. 4.10) D' sur E en la faisant coincider avec la différen-
tielle ordinaire sur chaque carte. La connexion partielle est bien définie car le
automorphismes de changement de cartes sont localement constants. Si, en outre, o
suppose que E est trjvial, soit E = X x P, la donnée d'une connexion D"
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sur P (dans le sens du §1) et de l1a connexion partielle précédente D' permet de
munir E d'une A-connexion D = D' + D" qui est & courbure plate car D'2 = 0.
Supposons maintenant que E soit localement trivial et soit (Ui) un recouvremen

ouvert de X tel que El soit isomorphe & un fibré trivial (de manidre compati
U.

j . s sas e
ble avec la structure plate). Soit (“i) une partition de 1'unité associée & ce
recouvrement. Si Di = D% + D; est la connexion sur ElU définie ci-dessus

i

E étant identifié a un fibré trivial), D=)a; D. définit une A-connexion &
IUi i

courbure plate sur E car et donc D'2 = D? =0 sur Ui'

’.I =D‘.!U U
1 n Jiu:n U.
Ui Uj it Y
4.21. Explicitons la situation lorsque la fibre de E est libre, soit AT .
Le fibré E est alors défini par un cocycle 955 U_i nt-ﬁ,GLr(A) qui est une
fonction localement constante. Une connexion quelconque sur E est définie par
des matrices T, EMr(Ql(UT,A)) telles que, au-dessus de Uin U‘j on ait 1a rela-
tion
=g} -1

Ty = 955 9955 * 955 Ty 954
(dgji représentant la différentielle "non commutative" de gji 3 valeurs dans
Mr(QI(A))' En particulier, si (“i) est une partition de 1'unité, on peut choisir

-1
Ty = 1 oy {x) g5 dgg

ce qui est 1'expression locale de la connexion d&finie en 4.11. Un calcul immédiat
montre alors que dri + (1“1-)2 est bien une matrice de formes différentielles dont
les coefficients appartiennent 3 QO’Z(X,A) ] Ql’l(X,A).

4.22. PROPOSITION. Soit A une algébre de Banach et soit E un_ A-fibré sur X
muni d'une connexion D & courbure plate R = D2 . Alors

1) E peut &tre muni (canoniquement) d’une structure de A-fibré plat dont la
connexion partielle est égale & D°'.

2) S$i on désigne par T(U,E) 1'espace des sections localement constantes du
fibré plat E[U,Rn|U admet une factorisation (pour U assez petit ét
)
By=a (U,A)).

Ry 2n
r{UsE) — % L r{UE) g Q“"(u,A)
\ Y

FUE) e [2"(Use () ® 2" 1™ u,a) 0.0 02 P"(U,A)]
k

~—

Démonstration. Soit X, € X et soit V un voisinage de x_ tel que E|Vm VxP

0

Y}
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o0 P est un A-module projectif de type fini. On peut alors écrire D' = d'+I' od
d' est la différentielle usuelle et ol I'' est une application BV-1inéaire de

r(v;E} vers T(V;E) g Ql(V,A) représentée par une forme différentielle sur V
v

a valeurs dans A= End(P). Le théoréme de Frobenius implique qu'il existe UcV,
x, €U, et une application "o U—3 Aut(P) telle que afx,) = 1 et

d'a=- T'a {car d'T' + (I'}" = 0). En effectuant 1'isomorphisme a , on voit don
gue D' est isomorphe 3 la différentielle usuelle d'. Autrement dit, les solu-
tions de 1'éguation différentielle D's = 0 dé&finissent des sections localement
constantes s de Ely pour une trivialisation bien choisie. Si une autre trivia-
lisation vérifie Ta méme propriété et si gji désigne Ta fonction de transition,
on doit avoir d'(gji s} = (d'gji)s + gji(d's) = 0 pour toute section s telle g
d*s = 0, ce qui implique dlgji = 0, donc que 934 est bien une section localemen
constante.

Pour démontrer la deuxieme partie du théoréme, on peut supposer que E est
trivial et que D' = d'. En outre, la propriété est évidente pour les fibrés de 1a
forme X xQ et D=D"+D" o D" est induit par une connexion sur @ car
dans ce cas R = R" est une fonction constante sur X. Dans le cas général o2 D"
est quelconque, en ajoutant un suoplémentaire ¢ & la fibre de E et en munissan
X x Q de Ta connexion ci-dessus, on voit que sans restreindre la généralité on
peut supposer que E = X x AT . La connexion est alors complétement déterminée par
une application C* de X vers Mr(gl(A)) notée Tr. En considérant des coordon-
nfes locales, on voit ainsi que Ta composante de bidegré (p,q) avec p >q de R"
(dI‘+I‘2)n est nulle et que Ta composante de bidegré (n,n) s'écrit :

T g _ 8T @ ... 8 or _ dx. A dx. A ... Adx.

Taaeensl N, 9X. 59X j j i
1 n i iy in 1 2

dont Ta différentielle usuelle est nulle.

4.23. Les considérations précédentes nous aménent ainsi & considérer la "moitié"
du complexe de De Rham défini comme suit :

2n

T (XA) = (X (A) @ ... @ 2"l nd L (A) @ 2706, (A)

€ XA) = @ (Xifp gy (A) € .. © QMK (A))
Ce sous-comnlexe est bien stable par la différentielle totale d = d'+d". On note-
ra J(Z(X) son homologie. Le premier pas vers la construction d'un homomorphisme
Ky (X)— Jfﬁ*(x) (cf. 3.1 et 4.31) est la proposition suivante.
4.24. PROPOSITION. Soit E wun A-fibré nlat et soit D une connexion dont la
connexion partielle associée D' est la connexion partielle canonigue. Alors les
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formes Ch, (E,D) = %T Tr(R") d&finissent des &léments de afin(X) qui ne dépendent

que de la classe d'isomorphie de E (et_donc pas du choix de D).

Démonstration. On va utiliser 1'argument d'homotopie qui a déja servi dans la dé-
monstration du théoréme 1.22. Si Do et D1 sont deux connexions sur E telles
que Dé = Di soit Ta connexion partielle canonique, 1'expression

= tDo + (l-t)Dl, t 0,11 , représente une connexion courbure plate sur w°E
avec m: Xx[0,11+ X car A' = tDé + (l-t)Di = Dé =D

Donc Chn(E,Dl) - Chn(E,DO) est la différentielle d'un

™ - o

1ément K(w) d

e lx,a) on K :@®(Xx1,A) —, o™ }(X.,n) est 1a restriction a 82" (Xx1,A)
de 1'opérateur d'homotonie usuel défini par intégration partielle par rapport & 1
sur X xI (I =[0,11)}. Puisque 1'image de cette restriction de K appartient i
%'Zn-l(X,A), on voit que la classe de Chn(E,D) dans gfin(X) ne dépend pas du
choix de D. Enfin, si a : E+ E' est un jsomorphisme de fibrés plats, on peut
choisir D' =a*D comme connexion sur E' et R' = aRa—l est la courbure asso-
ciée. On a alors Ch (E,D) = Ch (E',D').

Pour anp11quer la proposition 4.24, i1 nous reste d calculer explicitement les

groupes 7( n (X). Ce calcul, ainsi que celui du groupe 3@in+1(x) qui nous servira
plus Toin, va reposer sur les trois lemmes suivants dont les deux derniers ont une

portée plus générale.

4.25. LEMME. Soient E un espace de Fréchet, F un sous-espace fermé. On _a alors

la suite exacte d'espaces vectoriels.

0 ., Z¥(X3F)y _ Z*(X:E) . Y, Z*(X;E/F) - , O (s)
Démonstration. D'anrés le lemme 4.6, nous avons une suite exacte

0 5 QY(X:E) ——» QF(X3E) > @*(GE/F) _., O
ce qui imnlioue 1'exactitude de (S) sauf peut-€tre la surjectivité de y . Cette sur-
i celle de 1'homomorphisme H*(X;E)_, H*(X;E/F)
Une démonstration en tout point analogue a celle du théoréme 4.8 montre que
*(X36) = Hom(H_(X),G) nour tout espace de Fréchet G (isomorphisme entre la coho-
mologie de De Rham et la cohomologie singuliére). La surjectivité est alors éviden-
te car E et E/F sont des Q-espaces vectoriels.

Jjectivité est évidemment équivalente

4.26, LEMME. Soit re N et soit x un &lément de ©°(X,A) s'écrivant sous la
forme x +...+ X, avec x ¢ Qu(X;ﬁp_u(A)) et osp-o-r (soit donc s s(p-r}/2)
et tel que dx = 0. IT existe alors un 8lément t = to ot t avec

t eQ“'l(X;ﬁp_a(A)) tel que x - dt = zj +...+ z_avec Z ¢ Z <(A) -

Démonstration. Pour un o fix& nous allons démontrer ce 1enme par recurrence des-
cendante sur r, celui-ci étant évident pour r > p (x est alors nul). Puisque

an
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0, xg appart1ent deja a 7° (X Q A) . Soient d' et
b1comp1exe Q' (X:8,(R); on a d' d" et -d'x

s-1 =
1agramme de su1tes exactes su1vantes
. 0
1 1 !
0_, E(A)_.* ﬁA)_.._;Z(XQA/BA)_,O
0., Q*(X;E*A) s 9N (X n'A) ¢ 510 E*A) - 0
! I
d' d' d'L
0 _, Q"(X:B A)___,Q(XQA)__,Q(XST/BA)___,O

Une chasse au diagramme élémentaire montre 1'existence d'un
2 7L0GB,_(qA) tel que d'yy = d’x . I1 existe donc t e
] 3 " = d" ' X' = ¥ -
= -d"t, , soit d"x, =d (d ts) - Posons alors X; X

P ns(x;s‘z M oet %o ixe

p-stl
75(%:Z_A) et on peut &crire x = (x) +oot X

A) . Par constructio

m

Z
p-$ s-1 %
 1'hypothése de récurrence, la parenthése peut s'écrire

Zo Feent o g+ d(E) el ts-l)‘ 11 suffit donc de poser z

4.27. LEMME. Soit x un &lément de oP(X,A) s'écrivant x
X, € Z“(X;f 0‘A) tel que x =dt avec t=1t +...+ t, et

- 1.5 -1
Alors_ t EQ“ (T, A) @ ¢

0

.5 . Ory.7
(3 _oA) 5 xye BYXZ A
S;yv.F
a<s et x e B (X’Zp—sA) .

Démonstration.Nous allons démontrer ce lemme par récurrence
Pour a = s, le diagramme

o_, 5 7, M- S Ysa A L ST A

s-1 .5 s-1,,.=
0 ., @ (x', oesh) - o (X'fi A —a (X,’Qp_SA/
> v s -V s '—V —
0 - 25X oM - s IR A - S A W
montre que x = d't avec t, e QS-I(X;i M) - Alors d'(
\ -1,,.= N s-1,,.5 -1
to-tle 75 (i3, A et ainsi b eQ® T (GT, A) + 57

De méme, puisque X1 =-d ts-l +d ts , on voit que

A7
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- s-1 .3 = s-1 .3 1
que XS_I -'rd"ts € B (X Qp S+1A) nZ (X,Zp_s+1A) B (X’ZP'S'*'].A) d aprés

diagramme suivant o
Jemmes précédents et le fait que H*(X3E) » Hom (H,(X),E)} pour tout espace de

Fréchet E :

o toutes les Tignes et les colonnes sont exactes d'aprés les

0
1

L4

—o

e N e—

} }
0

0

0 B (XZA)  ZN(GZA) , HY(GZA) 0
|
*l - * &— * —
0, B{GRA) , Z(X0A) , H{X80A) L0
H
!
D, B {X:@ A/Z R L ZH (X8 A/Z A) LW (GR,A/ZA) L0
!
|
0

. . 2 . g - u i
Soit t. e (X,Zp_s+1A) tel que d't; ; = x ;- d"t_ . Alors d (ts_l-ts_
-2 .= s-2 T N _ Ny "
donc t. ., 78 (X,Qp_s+1A) +Q (X,Zp_s+1A), soit x ., = d gt d tg
s-1 s-1
¢ B¥TH(X:Z o- R RN ARN ¢F o1 A) .

Supposons maintenant Te Temme démontré pour a > r avec r < s.

N AN )

Ators x,.=d't +d"t , avec t ., @ "x;Z 3 p—r-lA) et

p-r-1
" r 5 r 7 s |

X - d toyy € B (X;Qp-rA) ni (X;Zp—rA) = g" (X;Zp—rA) . Puisque d (tr_trr) =0
r-1 .a — i "

M el (X,Qp_rA) et x = d t.+ d"t

. i s r-1,,.
on a bien ainsi t e Q (X’Zp-r r+l1

s
€B (X,Z A) + Z Bp rA) .

4.28. THEOREME. L'homologie ?fin(x) en degré 2n du complexe ¢*(X,A) défini en
4.23 est naturellement isomorphe a

& WX (A)) @ H(GZ A)
p+q=2n 9 "
D<q
Démonstration. D'aprés Te Temme 4.26, 1'homomorphisme

o P(IA)—s HE"(x)
p+g=2n a
<q

est surjectif. D'aprés le lemme 4.27, son noyau est
o [BP(ZA) + %GB (AN & B"(X:Z,A)
prg=2n 4 a -

b q
donc 1'homologie est bien celle annoncée.

AR
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i14.29. PROPOSITION. E:Egmglggig_?f§n+l(X) en degré 2n+1 du compl

naturellement isomorphe &

® HP (X3H_(R)
prg=2n+l 9
p<q

_pémonstration. D'aprés Te lemme 4.26, 1'homomorphisme
&

p<q
p+q=2n+1

P — 2,3

est surjectif. Soit maintenant x : X, +o.o+ X, avec X e Z“(X;Zé

: el et
el (X;QnA) . Alors

“ment de Ker8 . On a donc x = dt avec t = to +...+ t

o-1,.,.5
ta e Q (X;92n+1- A} pour asn et tn+1

= d(to +o.ot tn) et cet élément appartient a

® BP(X;Z A) + ZP(X:B.A)] @ B"(X;7 LA
- (BR(X;Z h) (X:B4A)] O SYALY
p<q
p#n
d'aprés le lemme 4.27. Donc x e @ tBP(X;Z A) + zP(x;B_A)]
p+q=2n+1 9 4
p<q

4.30. Si E est un A-fibré plat de base une variété X, les théo
permettent ainsi de lui associer des classes caractéristiques
Ch (E) e EMX)n ®© WA (A)) ® H"(X;Z (A). En fait, pou

n A _ Q n

p+a=2n
- . p<q .

classes caractéristiques, nous n'avons pas besoin de toute la for
4.28. Ceci peut se faire par intégration sur les simplexes singul
Ainsi les composantes de Ch (E) dans Hp(X;HA(A)) pour p+q =
tiennent en regardant E comme un A-fibré topologique et en app
tére-de Chern topologique défini en 4.11. Explicitons donc Ta cla
tenant a Hn(X;fn(A) . On a un accouplement

Z (%) % 87MXA) —y Z,(X) x ZM(X5R, (A) _, A A

dont 1'image est dans an pour Tes couples (c,w) avec w fermé

d“Jw=—J d'w=J w=0
c [+ 9c

Si ¢ estuncycle et si ® eczn(X,A) est de la forme duw' ave

nant QO’Zn_l(X,A) ®...0 Qn'l’"(X,A), on a
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car d'w est de premier degré <ntl. Ainsi, 1'homomorphisme bilinéaire

2 5
H(X) x 3"(x) — Z A

est bien défini et coTncide évidemment avec celui résultant du théoreéme 4.28.

4,31. Nous allons voir maintenant comment les classes caractéristiques que nous ve
nons de définir pour des A-fibrés différentiables ou nlats pnermettent de construi
re des homomorphismes

KEP(X) s KAM(X) —s Hp(X;iTq(A)) (p+q = 2n)
Ky(X) — JMX) ~ © HPOGA (A) @ B (6T, ()
p+9=2n,p<q

pour tout CW-complexe fini X. Pour fixer les idées, nous nous limiterons & défi=
nir le second homomorphisme; Te premier se construisant de maniére analogue.
D'aprés 1e §3 , tout &lément de KA(X) peut étre représenté par la différence
formelle de deux A-fibrés plats sur Y avec f : Y > X acyclique. Soit {Yu}
T'ensemble des sous-complexes finis de Y. Comme i1 est bien connu [497], YOL ale
type d'homotopie d'un complexe cellulaire fini, donc d'une variété (ouverte), la
cohomologie Hp(Yu;ﬁq(A)) ou Hn(YQ;in(A) étant isomorphe & la cohomologie de
De Rham 3 valeurs dans Tes espaces de Fréchet considérés. Si E est un A-fibré
plat sur Y, il s'en suit qu'on peut Tui associer des classes caractéristiques
Chn(EIYa) e&€§"(YQ) . D'autre part, d'aprés la formule des coefficients universels
on a pour tout #{-espace vectoriel F, Hr(Y;F) 7 Hom(Hr(Y)f) = Hom(]jg Hr(Yq),F)
lim Hr(YQ;F) . On peut donc associer & E une “classe caractéristique"”
Ch, (E) Eqﬁi"(y) =€4€§“(X) = Deq ” Hp(x;ﬁq(A) ® H'(GZA) . Si 1'élément x de
+q=

D<q
KA(X) dont on est parti s'écrit formellement sous Ta forme E - F, on posera

Chn(x) = Chn(E) - Chn(F) . On voit alors aisément que 1'homomorphisme
2n
Chy KA(X).__.,foﬁ (X)

est ainsi bien défini.

4.32., Exemole. Soit E un A-fibré plat sur S1 de fibre A% . Un tel fibré est
déterminé par un é1ément ¢ de GL_(A) bien défini & une conjugaison prés. De
maniére plus précise, on peut recouvrir S1 par les deux hémisphéres

Uy = st= st ey et uy = st e st o (i) L on pose alors g,y(x) = g si

R(x)> 0 et 921(x) =1 si ®R(x)<0.Lla fonction de transition 9y @St une

I~
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application localement constante de U1 n U2 vers GLq(A) qui définit Te A-fibré
plat E. Calculons maintenant son caractére de Chern en suivant la méthode de 4.20.
On désigne par (01’°2) une partition de 1'unité associée au recouvrement (Ul’Uz)

et on pose

-1 -1 R R
rl(x) 02(")921 d921 = GZ(X)Q dg si &(x) >0, 0 sinon
-1 -1 . R
Ié(x) = o.l(x)g12 dg12 = - al(x) dg g si K(x) >0, 0 sinon.
Les matrices de courbure associées sont

Ry = do, g_ldg - qz(g'ldg si R(x) >0, sinon

R

5= " da1 dg g—1 - qluz(dg g'l)2 si ®R(x} > 0 , sinon.

Ainsi, si R(x) > 0, la composante de bidegré (1,2n-1) de 1a courbure &levée i la
puissante n est éqgale &

R) = ()" (o)™ doy (a7hag) ™"

On peut paramétrer le demi-cercle S = {x|® (x) > 0} par le segment [0,1]. La
fonction oq apparait alors comme une fonction s'annulant au voisinage de 0 et
égale & 1 au voisinage de 1. Donc

1
j ln(aluz)”'l day = - {0 o (8)" (10 (£)" Lo (1)t
s

1 2
= - [ n un'l(l-u)n-ldu = - ﬂ%é%;%}%l
0 I

Si on considére la classe de g dans Kl(A)’ on trouve finalement Ta formule

Chyle) = & TrR]) = (-1)" {5y (e an) M

ce qui est cohérent avec les consjdérations de 2.33 et 2.34 & une constante de nor-
malisation prés.

4.33. Remargue. Nous avons d&fini en 4.31 un homomorphisme de Kn(A) vers fn(A).
Par ailleurs, nous avons défini en 2.27 un homomorphisme Kn(A) —> Hn(A,A) {homo-~
morphisme de Dennis). 11 est facile de voir que Hn(A,A) c Qn(A) (cf. 2.12).

Dans Te §5 de ce travail, nous montrerons qu'on a en fait un diagramme commutatif

KA, K (A,A)

L o
7

d une constante de normalisation prés.
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V. INTERPRETATION SIMPLICIALE DES CLASSES CARACTERISTIQUES
G-FIBRES REPERES (5.1-4)

5.1. Soit 6 un groupe simplicial et soit X un ensemble simplicial. Par dé&fini
tion un G-fibré repéré est la donnée pour chaque cellule o eXn et pour i et

Je &, = {0,1,...,n} d'@léments = gji(o) € Gn vérifiant les deux condition

sujvantes

D G = 9595

2) Soit ¢: Ap - 4, une apptication croissante et soit ¢ : Xn'* xp et
% : Gn — Gp une notation indifférente pour les applications induites sur X et

On a alors Ta formule

* : . = g..(¢*
[ .g¢(J)¢(1)(U)) 931(‘1’ (o))
Si E= (gji) et F = (hji) sont deux tels G-fibrés repérés, un morphisme
At E_, F est donné pour chaque cellule o« Xn et pour i ¢4, par des &lémen
A, = Ai(c) € Gn vérifiant les deux conditions suivantes
1) hji'Ai = Xj'gji

2 Avec ¢ comme ci-dessus, on a Ta formule
* - .

Les morphismes se composent de maniére évidente (et sont tous des isomorphismes}).
On notera ¢G(X) 1'ensemble des classes d'isomorphie de tels fibrés.

5.2. Exemple. Soit K un complexe cellulaire qu'on considére comme ensemble simp
cial X en ordonnant ses sommets. Soit G un groupe topologigue auquel on asso-

cie Te groupe simplicial G, = Hom(An,G), A" etant 1e n-simplexe standard. Soit
enfin E un G-fibré principal sur K. Puisque 1'&toile S{i) de chague sommet

est contractile, le fibré E peut &tre défini par des fonctions de transition
i : S(i) n S{3) 6

au sens de Steenrod. En se restreignant & chague cellule ¢ ordonnée de K telle

g

que (i,j) soient des sommets de o, on obtient bien un fibré repéré sur K (en
identifiant chaque cellule de dimension n & An). I1 est immédiat de voir que

72
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‘* 1'isomorphisme entre fibrés topologiques &quivaut dans ce contexte i 1'isomorphisme

. entre fibrés repérés.

7. .5.3. Soit G un groupe discret, regardé comme groupe simplicial trivial et soit 5

= uyn G-fibré orincipal de base B. Si (Ui) est un recouvrement trivialisant de X
3t Ui nUJ.._,G sont

les fonctions de transition constantes définissant le fibré plat £, on peut alors

associer & £ un G-fibré renéré sur le nerf X du recouvrement (Ui)' En effet, une

tel que les intersections Ui nt soient connexes et si 9..

cellule o de dimension n de X est une suite d'indices (ao,...,an) telle gue

U . fes-n qun # P . On pose alors gji(c) = e“i“j . En outre, si les ouverts Uy
sont connexes et simplement connexes, il est facile de voir gque les classes d'iso-
morphie de G-fibrés principaux sur B coincident avec les classes d'isomorphie de

G-fibrés repérés sur X.

Les exemples décrits en 5.2 et 5.3 fournissent Ta motivation pour le théoréme

général suivant :

5.4. THEOREME. L'ensemble ¢G(X) des classes d'isomorphie de G-fibrés repérés sur
T'ensemble simplicial X est naturellement jsomorphe 3 1'ensemble [X,BG] des
classes d'homotopie d'applications de X dans le complexe de Kan BgG.

Démonstration. Précisons d'abord 1a définition de BG que nous utilisons. On consi-
dére le groupe bisimplicial WG défini par (wG)n = Gn+1 (produit de n+l copies

de G), toute application croissante de A_ dans A induisant de maniére &viden-
te une application simpliciale de Gl dans Gp+1 . Le groupe G opére librement
d droite sur WG et on définit BG comme 1'ensemble quotient WG/G. Pour la struc-
ture simpliciale diagonale, les ensembles simpliciaux WG et BG sont des com-
plexes de Kan et la projection canonique WG ._,BG est une fibration de Kan d'es-
pace total contractile.

A tout fibré simplicial repéré E défini par des “fonctions de transition"
955 » ON peut associer le sous-ensemble simplicial (noté encore E) de XxWG dont
les éléments de dimension n sont les suites (c,go,...,gn) telles que
gj.g; = gji(c) . Puisque la seconde projection de E dans WG est équivariante
on obtient un diagramme commutatif
WG
|

|
¥

—_—
Y B

> &——— 1M

De maniére explicite, 1'application u associe 3 une cellule ¢ de dimension n la
classe de (go,...,gn) avec gj.g;1 = gji(c). Nous avons ainsi établi une corres-
pondance bijective entre 1'ensemble des G-fibrés repérés sur X et 1'ensemble des

-~
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V. INTERPRETATION SIMPLICIALE DES CLASSES CARACTERISTIQUES
G-FIBRES REPERES (5.1-4)

5.1. Seit G un groupe simplicial et soit X un ensemble simplicial. Par défini
tion un G-fibré repéré est la donnée pour chague cellule o an et pour i et
je 8, =10,1,...,n} d'éléments g
suivantes

34 = gji(o) e G verifiant les deux condition

D % = %95

2} Soit ¢: Ap — An une apptication croissante et soit ¢" : Xn_, X et
o : Gn _ Gp une notation indifférente pour les applications induites sur X et

On a alors la formule

* { . : = g..(¢*(o
¢ 9¢(J)¢(1)(°)) 9J1(¢( ))
Si E= (gji) et F= (hji) sont deux tels G-fibrés repérés, un morphisme
X : E_, F est donné pour chaque cellule oe¢ Xn et pour 1 ¢ An par des é&lémen

>

i= Xi(a) € Gn vérifiant les deux conditions suivantes

1) hji'xi = Xj'gji

2) Avec ¢ comme ci-dessus, on a la formule
* _ '
¢ (>\¢(i)(0)) ')‘i(d’*ﬁ))

Les morphismes se composent de maniére évidente (et sont tous des isomorphismes).
On notera ¢G(X) 1'ensemble des classes d'isomorphie de tels fibrés.

5.2. Exemple. Soit K un complexe cellulaire qu'on considére comme ensemble simp
cial X en ordonnant ses sommets. Soit G un groune topologigue auguel on asso-
cie le groupe simplicial G = Hom(An,G), A"
enfin E un G-fibré principal sur K. Puisque 1'étoile S(i) de chague sommet

est contractile, le fibré [ peut é&tre défini par des fonctions de transition
ji S(i) n S{J) , G

au sens de Steenrod. En se restreignant & chaque cellule o ordonnée de K telle

étant le n-simplexe standard. Soit

g

que (i,j) soient des sommets de o, on obtient bien un fibré repéré sur K (en
identifiant chaque cellule de dimension n & A"). 11 est immédiat de voir que
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.+ 1'isomorphisme entre fibrés topologiques &quivaut dans ce contexte & 1'isomorphisme
. entre fibrés repérés.

6.3. Soit G un groupe discret, regardé comme groupe simplicial trivial et soit £
:‘un G-fibré principal de base B. Si (Ui) est un recouvrement trivialisant de X

_ tel que les intersections Ui nt soient connexes et si eji
les fonctions de transition constantes définissant le fibré plat £, on peut alors
~associer & £ un G-fibré renéré sur le nerf X du recouvrement (Ui)‘ En effet, une
cellule ¢ de dimension n de X est une suite d'indices (ao,...,an) telle gue

q}o feeen q’n # P . On pose alors gji(G) = e“i“j . En outre, si les ouverts Uy

sont connexes et simplement connexes, i1 est facile de voir que les classes d'iso-

morphie de G-fibrés principaux sur B coincident avec les classes d'isomorphie de

N U]nUJ——>G sont

G-fibrés repérés sur X.

Les exemples décrits en 5.2 et 5.3 fournissent la motivation pour le théoréme

général suivant :

5.4. THEOREME. .L'ensemble 9o(X) des classes d'isomorphie de G-fibrés repérés sur
1'ensemble simplicial X est naturellement isomorphe & 1'ensemble [X,BG] des

classes d'homotopie d'applications de X dans le complexe de Kan BgG.

Démonstration. Précisons d'abord la définition de BG que nous utilisons. On consi-
dere Te groupe bisimplicial W& defini par (WG), = 6™1 (produit de n+1 copies
de G), toute application croissante de A_ dans A induisant de maniére éviden-
te une application simpliciale de Gn+1 dans Gp+1 . Le groupe G opére librement
& droite sur WG et on définit BG comme 1'ensemble quotient WG/G. Pour la struc-
ture simpliciale diagonale, les ensembles simpliciaux WG et BG sont des com-
plexes de Kan et 1a projection canonique WG _,BG est une fibration de Kan d'es-

pace total contractile.

A tout fibré simplicial repéré E d&fini par des "fonctions de transition"

955 » On peut associer le sous-ensemble simplicial (noté encore E) de XxWG dont
les &léments de dimension n sont les suites (o,go,...,gn) telles que

gj.g;I = gji(d) . Puisque 1a seconde projection de E dans WG est équivariante
on obtient un diagramme commutatif
E W
l L
l i
¥
x4, 86

De maniére explicite, 1'application u associe & une cellule ¢ de dimension n la
classe de (go,...,gn) avec gj.g;1 = 951(0)‘ Nous avons ainsi &tabli une corres-
pondance bijective entre 1'ensemble des G-fibrés repérés sur X et 1'ensemble des
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applications simpliciales u de X dans BG.

D'autre part, puisque WG est un groupe, i1 opére & gauche sur BG = WG/G. Cec
permet d'interpréter la notion de morphisme de fibrés repérés de la maniére suivan
te. Soient u, v : X —, BG des applications représentant deux fibrés repérés asso
ciés aux fonctions de transition (gji) et (hji)‘ La relation hji'li = lj'gji
peut alors s'écrire

-1 -1
hjhi - (ngj)(xigi)

Autrement dit, un morphisme E — F est défini par une application simpliciale
At X ., WG telle que v(c) = A(e)- u(o).

Nous pouvons maintenant commencer la démonstration du théoréme annoncé. Si
u : X_, BG, on peut lui associer par Tes remarques faites plus haut un G-fibré
repéré sur X qui n'est autre que 1'image réciproque du fibré principal "universe
WG sur BG. Supposons maintenant que Ugs Up * X_BG soient homotopes. Puisque
BG est un complexe de Kan, u, et uy sont simplicialement homotopes et d'apreés
un théoréme bien connu (381, les fibrés principaux E = us(WG) et E; = uj(ue)
sont des fibrés sur X isomorphes. Ecrivons maintenant E_ (resp. El) comme le

sous-ensemble de X xWG formé des counles (o;go,gl,...,g tels que

)
n
ugla) = w(go,...,gn) (resp. ul(a) = w(go,...,gn)). $i A: Ej—E; est un isomor-

phisme, i1 s'@crit nécessairement sous la forme
(c;go,...,gn) — (a;Aogo,...,Angn)
Si on pose h_i = Xj-94> On @ donc 1a relation

-1

1 1
)

h.hs

3" = Xj(gjgi

Les 3 définissent ainsi un morphisme noté aussi A : X - W& qui réalise 1'iso-

morphisme entre les fibrés repérés E, et E1 .

De cette discussion i1 résulte donc une application bien définie de 1'ensemble
[X,BG] vers @G(
il suffit d'utiliser la contractibilité de WG. En effet, si les fibrés repérés

X) qui est clairement surjective. Pour démontrer son injectivité,

Eo et El sont isomorphes, on a uo(a) = A(o).ul(o) pour une certaine applica-
tion A : X - WG. Puisque WG est contractile, A est homotope a 1'application

constante o #» l. Donc ug et u; sont homotopes.

5.5. Nous nous intéressons ici au cas oi A est une @-algébre, P un A-module
projectif de tynre fini et G = Aut(P) est muni de la structure simpliciale trivi-
ale (le cas général sera traité & la fin). Nous désignerons par Q*(A) une algé-
bre graduée vérifiant les axiomes écrits en 1.3 et Co(P) 1'espace affine des

connexions sur P(cf. 1.7). En particulier, si P = A%, Co(P) s'identifie au
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A-modu]e formé des matrices carrées d'ordre gq & coefficients dans Ql(A) . D'autre
part, pour tout ensemble simplicial X et pour toute cellule de dimension n de X
nous nous permettrons de désigner par ﬂ*(o),le complexe de De Rham-Sullivan (3
coefficients rationnels) du simplexe typevA" . Ainsi Q"(o) s'identifie a 1'alge-
':bre graduée Q[xo,...,x",dxo,...,dxn]_ quotientée par 1'idéal engendré par les
“relations }x; =1 et [ dx, =0.

INTERPRETATION SIMPLICIALE DES CLASSES CARACTERISTIQUES (5.6-16)

“§,6. DEFINITION. Soit E wun G-fibré repéré sur X. Une connexion simpliciale sur E
est donnée pour chaque simplexe ¢ eXn et chaque entier i eAn = {0,...,n} par _des
gléments

D,(0) e2°(0) o Co(p)

vérifiant les axiomes suivants

1) Si 7 est une "face" de o associée & une appiication croissante o : By = B

ona Da(j)(G)‘r = Dj(T) .

2) Sis = (ji) est 1'aréte orientée d'indice (j,i) de o, on a la relation

- *
D'i = gji (DJ)

o} les gji représentent les fonctions de transition de E.

5.7. Exemple. Soit A une connexion fixe sur P et soit
Di(0) = I % 355(4)

ot les Xy représentent les coordonnées barycentriques de o . On vérifie que c'est

bien une connexion simpliciale par le calcul que voici

"

Dy = I % (95795:)" (8) = [ x(955)"(g,5)"(2)

_ o * * .

= gji(z xk gkj(A)) = gji(Dj(G)) .
5.8. De maniére plus explicite, supposons que P = A% . Alors 1a donnée de Di(c)
8quivaut & celle de Fi(c) avec les notations de 1.8. ol Fi(°) est une matrice
pxq & coefficients dans Qo(c) z QI(A). Les relations 1) et 2) de 1a définition

. _ -1 -1
(J)(G)[T = Fj(l’) et I‘i = gJ'idq,ﬂ + 931 . Fj'gji

respectivement. En particulier, si dans 1'exemple 5.7 on choisit pour A la conne-

5.6 se transforment alors en Fq

xion triviale sur A9, on trouve
_v -1
rilo) = 1 Xy 9j-949y;

5.9. Remarque. Soit X wune variété,ll un recouvrement ouvert de X par des ouverts

e
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(Ui) tels que les intersections Ui n Uj soient connexes et soit E un G-fibré
nlat sur X défini par des fonctions de transition 954 ° U; nt-a G = Aut(P) qui
sont nécessairement constantes. Une partition € de 1'unité définit une.applica-
tion continue X —9—»N(!L), réalisation géométrique du nerf de U. En fait, comme
i1 est bien connu, 1'application ¢ induit un homomorphisme de la cohomologie de

De Rham Sullivan de N(U) vers la cohomologie de De Rham de X (a coefficients
dans un espace de Banach E). Par cette correspondance, les invériants cohomologi-
ques de G-fibrés repérés sur le nerf de U se transforment en des invariants coho-
mologiques sur la variété X. Nous retrouverons ainsi par des méthodes simpliciales
les définitions et résultats du paragraphe précédent.

5.10. Revenons & la situation aénérale d'une connexion simpliciale (Di) . On peut

reqarder Di comme une connexion 51 sur le B-module & droite

2%(0) ﬁ? P o B=q%o) 8 A. En effet, si u ® ven®(a) 3 P, on pose

Bi(” ®@v)=du®v+u Di(v). Ici d' désigne Ta différentielle usuelle sur 2%(c).

Comme dans les § 1 et 4, on peut associerad Bi sa courbure Ri = Bg
: _ -1

> ona Ri = gji Rj gji .

. Puisque 51
.
=qg..(D;
954 (0;)
5.11. Exemple. Renrenons 1'exemple traité en 5.8. On trouve alors 1'expression
2 2
Ry = T dx oy = I xlog)™ + (] % w0pq)

avec w4 = g;% dgki , expression en tout point analogue @ celle trouvée en 4.11

et conforme & la remarque 5.9.

5.12. Considérons maintenant le bicomplexe Q*(X;ﬁ*(A)) des formes différentielles
de De Rham-Sullivan (& coefficients rationnels) sur 1'ensemble simplicial X &
valeurs dans 5*(A) = q (A)/ te, (A), @ (A)] . La relation R = 93% Rj g3 mon-
tre que la trace de R; définit un &lément bien déterminé de Q*(X;ﬁ*(A)) indépen-
dant de i. En raisonnant dans chaque cellule (remarquer que Qo(a) ® P est un
Qo(c) ® A-module projectif de type fini avec la connexion Di) , on démontre gue
Tr(R?) est un cycle du complexe total associé au double complexe Q*(X;'ﬁ*(A)).

En fait, la connexion D; se décompose en la somme des connexions partielles

D% tuBves d'ue® v et D? TU® Ve, U Di(v) comme dans la situation géométri-

que du §4. Puisque (D1!)2 = 0, la trace de R? est la somme d'&léments

rp q¢ QD(X;ﬁq(A)) avec p < g. Puisque la trace de R? est fermée, on voit que
P € 2"(x; ﬁn(A)). Ceci nous raméne & considérer le sous-complexe ZJ(X,A) de
Q*(X,A) = & Qp(X;ﬁq(A)) défini comme dans le §4 en posant
2n N, .= n
€M(x,A) = p+?=2n o (X:8,(A)) © " (X532, (A))
p<q
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¢®lxa) - @ Q®(X:T,(A))
p+g=2n+l1
* p<q " .

Si on note JCA(X) 1’homologie du complexe <%*(X,A), une démonstration analogue a
celle du théoréme 4.24 montre que les formes différentielles Chn(E,D) = %T Tr(R?)
sont des &léments bien déterminés de_gfin(X) gui ne dépendent que de Ta classe
d'isomorphie de E (et donc pas du choix de la connexion D). Dn a de méme 1'analo-
gue suivant des théorémes 4.28 et 4.29.

5.13. PROPOSITION. L'homologie 3€3"(X) en deqré 2n du complexe §*(X,A) defini
plus haut est naturellement jsomorphe &

&  H(XH (A) @ H(X:Z,(A))

D+g=2n
p<q
Son homologie en degré 2n+l est naturellement isomornhe 3
® HP(X3H_(A))
p+q=2n+1 q
p<q

La démonstration de ce théoréme est en tout point analogue & celle des théorémes
4.28 et 4.29. Elle est méme en fait plus simple car le lemme 4.6 est ici évident

dans le cadre algébrique oll nous nous sommes placés.
5.14. PROPOSITION. Suit A une algébre de Banach et soit E un_ A-fibré plat sur

une variété X. Soit U un_recouvrement ouvert de X par des ouverts (Ui) tels que
les intersections Ui nt soient connexes. Soit E' le fibré repéré sur le nerf

de Y associé aux fonctions de transition 955 - Alors les classes caractéristiques

aegM e ) — 20

induit par une partition de 1‘unité (ak(x)) associée au recouyrement U.

Démonstration. Soit P 1la fibre de E (nous supposons X connexe pour simplifier)
et soit A une connexion quelconque de P. Pour toute cellule ¢ de N(¥ ) nous pou-
vons considérer la connexion canonique définie par P Exkgti (A) of les %y
représentent les coordonnées barycentriques. L'application X —, N(W) associe &
un point x de X le point de N(a) de coordonnées barycentrigues (ak(x)).

Par "image réciproque” on retrouve bien ainsi la connexion "canaonigue”

) oy (%) g;i(A) considérée en 4.18. Le reste de la démonstration est évident.

Si on désigne par A 1'algébre A augmentée d'un &lément unité, on peut définir
un homomorphi sme

513000 — HTE(-2)

77
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ol le deuxiéme groupe est le groune d'homologie du sous-complexe @;(X,A+)
(cf. 6.25). Cet homomorphisme S1 est induit par 1'homorphisme de complexes défini

par A. Connes

st 8 (A" —, Q*_Z(A+)

(cf. 2.7 et le calcul formel fait en 4.13). Toutes les considérations développées
dans le §4 peuvent se transposer telles quelles dans le cadre s{mp]icia1. En parti-
culier, si X est un ensemble simplicial, on peut définir le groupe KA(X) comme
le groupe de Grothendieck de fibrés repérés sur des ensembles simpliciaux homologi-~
quement équivalents & X. Dans ce contexte on a le th&oréme suivant.

5.15. THEOREME. Le diagramme suivant est commutatif

XZZ(X)

(X)—s K (X
Ky (X) 0

I o
n-1 2n-2
4+ - JKA+

X)(-2
A (x)(-2)

En choisissant pour X une sphére de dimension 1, on en déduit une définition sim-
plticiale d'homomorphismes.

Ki(A) — HC, 57 (A) et K(A) — Z,(A")
et le corollaire suivant.

5.16. COROLLAIRE. Le diagramme suivant est commutatif

HC. .. (A)
chd 1+21
i
S
Ki(A) \\\\\\\\\\\\,
-1
Chy HCi121-2(A)

ol Ch esn. Cﬁ' 1 est associé a Chn(resg. Chn_l) avec i+% = 2n

Démonstration du théoréme. Soit E un A-fibré sur X et soit A 1'algébre
QEp](pZ—p) . Si les (gji) représentent les fonctions de transition de E et si
P est le A-module projectif associé au projecteur p, les (g 8 1) représen-
tent les fonctions de transition de E ® P en tant que fibré en (A ® A)-module
{noter oue p = Id sur P). Si A est la connexion de Levi-Civita sur P (cf.1.9)
et si D est une connexion sur la fibre Q¢ de E, D® 1+ 1® A est une conne-
xion sur @ & P. La connexion canonique sur E ® P(cf. 5.7) est donc
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*
I x(og;el)(Deltled) = wa;#D)®1+1®A

A'f'dont la courbure est Ri ®1+1®R o R est égal & 1'expression o.dp.dp {cf. 1
par conséguent, Chn(E ®P) = Chn_l(E) Chl(P) + Chn(E) Cho(P) dans

2*(X; 8{A")) @ @ (A) avec Chy(P) = p.dp.dp et Ch (P) = p. D'autre part, 1'h
- morphismes S : ﬁ*(A+)._, 5*_2(A+) est 1'homomorphisme composé

5 /at [ =
| oA — 8, (Nes) — 8 (A e a () T .o (A
"ol 8 est induit par xe x®p pour x ¢ A et ol y est induit par 1'homomorphi
éomposé
8,0 —2, 8 (1) —,
avec j(a0 + alp) =2 (Iei A est considérée comme algébre augmentée sur Q e
nous convenons que tous les ﬁi(A) sont nuls pour i >2 d'aprés le formalisme
adopté dans le §1). Il s'en suit aussitét que Sl(Chn(E)) = Chn-l(E) déja
niveau des formes différentielles sur X & valeurs dans Q*(A+), donc & fortior
2n-2
dans JCA+ (Xy (-2).

COMPARAISON DES DIVERSES CLASSES CARACTERISTIQUES EN K-THEQRIE
ALGEBRIQUE (5.17-29)

5.17. I1 nous falt maintenant comparer les classes caractéristiques éﬁn et C

de Ky(X) vers p$q=2n HP(X;HCq(A)) construites algébriquement (pour Ch
p<q

dans le §2) et simplicialement (pour Ch, dans ce paragraphe). 11 nous faut au

comparer la “"derniére" classe
Dy & Ky (X) — H(X:Z, (A))
et la classe de Dennis Dn construite dans le §2

D, ¢ Ky(X) — Hom(H_(X),H (A,A))

Pour cela, i1 convient de remarquer gue toutes ces classes se factorisent a tra

vers 1'homologie du groupe GL(A). Par exemple, Chn est déduit de 1'homomorph
me
(Chn)‘D : Hp(GLr(A)) —_ HCq(A)

obtenu de 1a maniére suivante. Si E désigne le fibré universel sur 1'ensemble

= qfl g, en écriture homo

simplicial BGL_(A), de fonctions de transition 955 = 95 9
(cf. 5.4), on peut Te munir de la connexion canonique définie par

_ -1 .
r;=1 X9y 99, et (Chn)p n'est autre que la classe du cocycle
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1 n
o= o7 L’TF(R )

avec R = dTi + (Ti)2 et o chaine de dimension p. On peut alors remarquer que
1'&criture de R", tout &lément de ﬁ*(Mr(A)) est combinaison 1inéaire d'expr
sions de la forme godg1 ... dg_ avec gy = 1. Si on pose G = GLr(A), on v
ainsi que (Chn)p est déduit d'un homomorphisme canonique

(Chn)p : Hp(G) —_— HCq(G) c HCqGD[G]).__, HCq(A)
(cf. 2.21 pour la définition de HCq(G) ainsi que 2.29 pour la définition du
dernier homomorphisme). Plus précisément, ces formules ont un sens pour 1'homol
cyclique réduite (car dl = 0), ce qui ne restreint pas la généralité puisque
En outre, (Chp)p est Ta composition

D!

H,(6) P . H (6) > > HC(6)

ot D' est 1'anoclogue de D_ pour le groupe G.
p D

Les considérations précédentes montrent ainsi que Ch (comme 1'homomorphisme
Ch du § 2) résulte d'un homomorphisme canonigue

Ho(6) — HC,(6)

défini pour tout groupve discret G avec q=p et ptq = 2n. Puisque cet homom
phisme est compatible avec 1'homomorphisme de périodicité S (cf. 5.15 ou 5.16)
i1 suffit de calculer 1'homomorphisme Hp(G)_, Hm(G) résultant de 1a décomposi
de HCq(G) en somme directe de groupes d'homologie. Pour cela, nous aurons bes
du lemme suivant.

5.18. LEMME. Soit 6 un_groupe discret quelconque. Alors toute transformation

turelle Hp(G)_ﬁ Hm(G) est nulle pour m>p et est 1a multiplication par un s
laire rationnel si m = p.

Démonstration. D'anrés un théoréme de Kan-Thurston {221 , tout CW-complexe conn
a naturellement 1'homologie d'un groupe discret G. I1 suffit donc de démontrer
lemme dans la catégorie des Cl-complexes connexes au lieu de celle des groupes
discrets. Si Xn désigne le p-squelette du CW-complexe X, on a le diagramme
commutatif

(X)) s Hy ()
Ho(X) ey H ()
Puisque H (X ) — ( ) est un épimorphisme et que HP(XP)__ﬁ Hm(Xp) est nu

an
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_! pour m > p, 1'homomorphisme Hp(X)-——» Hm(X) est réduit & 0, ce qui démontr
‘ premiére partie du lemme. Considérons maintenant 1'espace Y = X/Xp_1 . La sui
exacte

Hp(Xpo1) s Hp(X) s By (XX )

montre que 1'application Hp(X)___, HQ(Y) est injective. La suite exacte
HiX q) s B0 — Hi(XX 1) — e g 00 1) — B 3(X)
montre que Hi(X/XP_l) =0 pour i < p. D'autre part, ﬂl(X/Xp_l) =0 si p
Donc ni(X/XP_l) =0 pour i <p et wp(X/Xp_l) 3 Hp(x/xp-l) si p> 1.
Soit maintenant Ap le nombre rationnel défini par la transformation Xy
sur 1thomoloaie  HP(SP) de 1a sphere SP (rappelons que p > 0). Puisque le
pe abélianisé de w (Y) est Hp(Y) dans tous les cas d'aprés ce qui précéde,

voit aussitdt que la transformation naturelle sur H (Y) est aussi x,— Apx
en est donc de méme sur Hp(X) puisque 1'appltication Hp(x)_* Hp(Y) est inje

5.19. PROPQOSITION. La transformation naturelle HD(G) — HCp(G) déduite de
est 1'inclusion naturelle Hp(G) —_— ch(e) (cf. 3.20) multipliée par 1/p!.

Démonstration. D'aprés 5.17, nous savons que cette transformation est composée
D' Hp(G) — Hp(G) et de 1'inclusion naturelle de Hp(G) dans HCD(G) . n
suffit donc de calculer D' qui doit étre la multiplication par un scalaire

d'aprés le lemme précédent. Pour déterminer ce scalaire, il suffit de considér
cas ot G = 2P et plonger tous les groupes considérés dans 1'homologie de De
non commutative de Ap =qQr?Py = Q[tl,...,tp,ti ,..;,t'lj. La transformation n
relle aoda1 oo da e— aodalA day A ... Adap de H (A ) dans 1'homologﬁe de
De Rham commutative est la multiplication par p! lorsqu'on identifie H (A )

d'aprés [36] §2. D'autre part, la transformation déduite du caractére de Chern

. DR
Qs H(P) — H(A) = €

est multiplicative en un sens &vident par rapport 8 p {cf. 1.26) et c'est un
morphisme pour p = 1. Enfin, la multiplication dans le complexe de De Rham-Su
correspond & la multiplication en cohomologie singulidre (ici pour 1'ensemble
plicial BZ2"; cf. [181). La proposition en résulte aussitdt.

5.20. THEOREME. La transformation naturelle
(Q‘p)/Z - H (G HC (G
chy P H(6) — q(w)

déduite de Chn(p+q = 2n) coincide avec 1'inclusion naturelle H (G) ,— HC_(G)

finie en 2.22 multiplige par_le facteur de normalisation (-1)" 99! .

5.21. COROLLAIRE.Soient Ch! les classes caractéristiques definies en 2.30 et
Ch% les classes caractéristiques déduites de Ch, (en_posant n = i+¢). On a




M. KAROUBI

le_diaqramme commutatif syivant

~g HC1+22(A)
V
K (A)
)
Chs
i HC 425 (A)

o0 Tla fleche verticale est la multiplication par (-1)2(i+22)! .

Démonstration. Le théorgéme et le corollaire résultent de Ta proposition 5.19
la comparaison entre les homomorphismes S et § faite en 2.7.

5.22. Remarques. Le corollaire reste vrai pour i = 0 d'aprés la remarque 2.2
D'autre part, i1 convient de corriger [28) oG s'est glissée une erreur de
lisation.

5.23. Nous allons maintenant comparer les classes caractéristiques
Dn : Kn(A) —_ Zn(A)
Dn : Kn(A) —_ Hn(A,A)

définies en 5.13 et en 2.27 resnectivement.

La comparaison va étre basée sur le diagramme suivant dont nous allons dém
la commutativité

- o - i}
7 % T A, A

~ =

%n(m._.. —— H(AA)

S
[& , T désignant la transformée de
s

forme différentielle wpar o, 1 engendrant le groupe cyclique 2/n (cf. 2.
Puisque D, et ﬁn se factorisent & travers 1'homologie du groupe GL(A), n
pouvons raisonner comme en 5.17. I1 suffit donc de vérifier pour tout groupe

. !
Ici on désigne nar 6(w) la somme %T

commutativité du diagramme

Ho(@) —Y 7 @ren) — 2, € (@re1)/s(E,, (@r6)

H (QCG1,QC6])

on
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h 8 est défini par les mémes formules que ci-dessus (remplacer A par QLGI)
%fet, les formules définissant ¢ = 8.y , bien que compliquées, sont parfaiteme
féxp1icites et ne dénendent que du groupe G {en 1'occurrence GLr(A) pour tout
'si o= (go,...,gn) est une chaine homogéne de dimension n, on a la formule

1 n

¢(0) = —= % ( ) &x -1y yn S s
TR ot g (k=° k i 99;:)) avec gy = 9. 9;

één termes d'homologie réduite de groupes, on voit donc que 1'image de ¢ appart
a Cn(G)/b(cn+1(G)) od C (G) désigne le complexe normalisé définissant 1'hom
gie @' Eilenberg-Mac Lane du groupe G (on rappelle que C,(6) est facteur dir
- canonique du complexe définissant 1'homologie de Hoschschild de Q[G] d'aprés 1
.7 méthode dévelopnée en 2.25.

* 5,24, THEOREME. L'image de ¢ appartient au sous-groupe Hn(G) gg_Cn(G)/b(Cn+l(G
De maniére plus précise, ¢ : Hn(G) — Hn(G) est 1'identité avec les constante
de normalisation choisies. En narticulier, 1'homomorphisme composé

K (A} —, H (GL(R)) — 7, (A) —» C(R)/B(C,,{(A))

se factorise par 1'homomorphisme de Dennis

D, : K (A)—s H (6L(A)) — H (A,A) < Cn(A)/b(Cn+1(A))

multinlié nar 1/n!.

Démonstration. Soit G* un groupe acyclique tel que G < G' (cf. [2Z] pour des
exemnles). On a alors un diagramme commutatif

Hy(6) —0—y C(8)/b(C ,1(6) —2y € 1(6)

l

, ' ) b 1
H(6') - C(6')/b(C (6')) 2, C | 1(G")

Puisque Cn_l(G) est un sous-groune de Cn_l(G') et que Hn(G') =0, onab.¢
ce qui démontre la premidre partie du théoréme. D'aprés 5.18, on sait donc que
est la multiplication par un nombre rationnel. Pour le déterminer, on é&crit le
gramme commutatif

<

Hy(G) 7 (0m)
b le )
/ H (@) — Cn(Q[GJ)/b(Cn+1(OFG]))

i X =
H(QE61) o CL(QEGD)/B(C 4 (QLGT))

D'aprés 5.19 on voit alors que ¢ est 1'identité avec les constantes de normalis
tion choisies. Le reste du théoréme en résulte d'aprés les remarques faites en
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5.25. Remarque. Dans 2.12, nous avons montré que 1'homologie de Hochschild H (A.A)
s'identifie & un sous-groune de §,(R). Si on note H,(A,A) Te noyau de 1'homomor-
phisme composé

. B
H(AR) —s HC (A) 2, W (A)

le théoréme précédent montre gue 1'homomorphisme de Dennis se factorise & travers
HE(A,A). En outre, 1'homomorphisme composé Kn(A)“‘* H'n(A,A) — EB(A) défini
algébriquement coincide avec 1'homomorphisme défini simplicialement

Ky(A) s K (A) —, fn(A) multiplié oar n!.

5.26. Dans les paragraphes précédents nous avons essentiellement &tudié le cas ol A
est un anneau discret. On peut de maniére analogue traiter le cas o A est une
algébre de Fréchet (complexe pour fixer les idées). Soit ainsi P un A-module pro-
jectif de type fini et soit & 1le groupe simplicial associé & 1'anneau simplicial
P* = End(P) & Cm(A*),An désignant le n-simplexe standard. Nous nous proposons

d'étendre & ce contexte topologique la notion de connexion sur un G-fibré repéré E
de base un ensemble simplicial X.

Désignons par Q*(X) Tle complexe de De Rham-Sullivan des formes différentielles
sur X & valeurs complexes. Ainsi, si ¢ est une cellule de dimension n, 2 * (o)
s'identifie & 1'algébre graduée des formes différentielles usuelles sur le simplexe
type A" par exemple Qo(c) s'identifie & Cm(A") . En particulier, PU =
= %) ® P est un module projectif de type fini sur A, = %%(c) & A. Une conne-
xion D sur P (considéré comme A -module avec Q. (A)) = (o) ® Q (A)) est
déterminée sur P considéré comme sous A-module de Qo(c) & P. En effet, si
ueve 20)®P, ona Du®vV) =D((u®1)(l1ev))=duev + (u@1)D(lev)
oli d' désigne la différentielle usuelle sur @*(c). Si on note

3. - 8 1 i e
D:P P %0 Q) =P, 8 (g +P € 2,(A) cette restriction, la

seule condition & laguelle dojt satisfaire 1'homomorphisme D est la suivante

D(pr) = B(p)a + p @d"x

ol peP, xeAet od d" désigne la différentielle sur le complexe universel Q*(A)
En particulier, si 6 est une face de ¢ associée & une application croissante

o Ay - by 0N A un homomorphisme d'anneaux AU —_ AT et un homomorphisme de
modules PU__, PT qui Tui est compatible. Les considérations précédentes permettent
de donner un sens & la "restriction" de D & P : c'est la connexion associée

& 1'homomorphisme composé '

D = .(A
P— P ® o (A)—> P} 1(A) i
On 12 notera (D) ou simplement D|T . Dans le cas oo P est le module libre A",
ces considérations se simplifient notablement : D est alors déterminge par une

o
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atrice I' & coefficients dans Qi(A;) (cf. 1.8); la restrictionde D a P
simplement associée & 1a restriction de 1a matrice T a nl(AT) .

r est

5.27. DEFINITION (comparer avec 5.6). Une connexion simnliciale sur le fibré repére

;E'de base X et de groupe G est donnée pour chague simplexe o de Xn et chaque
entier i ¢4 = 10,...,n} par-des comexions D;(c) sur P, (considéré comme
ﬁa -module) vérifiant les axiomes suivants

1) Si v est une face de o associée 8 une apolication croissante o :A m— By
“on . = D,(7) .
-—""' D(!(J)(c)l‘l’ J(T)

V_LVZ) Pour i et Jjeh, ona la relation Di(c) = g;i(Dj(c)) pour une cellule o
de dimension n.

5.28. Une fois cette définition posée, les considérations de 5.7, 5.1D-11 s'éten-
/&ent de maniére triviale aux fibrés repérés. En particulier, & tout fibré repéré E
‘on peut associer un caractére de Chern Chn(E) qui appartient & la somme directe de
. espaces vectoriels de cohomologie p$q=2n Hp(X;ﬁq(A)). Si X est 1'ensemble sim-
plicial associé & un complexe cellulaire comme dans 1'exemple 5.9 (les fonctions de
transition n'étant plus nécessairement constantes), on voit aussitdt grdce a une

. partition de 1'unité que les définitions géométrique et simpliciale du caractére

" de Chern coincident.

5.29. THEOREME. Pour toute 0-algébre 1'homomorphisme

~n-1 | A
Chy ™ = Ky(A) — Hy _1(A) < HC, ., (A)

défini en 2.30 associe & la classe de g ¢ GL(A) 1la classe d'homologie de la for-
me_différentielle non commutative

2n-1

(n-1)! Tr(g ldg)

© . Démonstration. Dans 2.35 nous avons montré que 6%?'1(9) est de la forme
)\nTr'(g'ldg)Z"'1 ol An est un nombre rationnel. Pour déterminer An s 11 suffit

de comparer Ch, et fﬁn pour 1'algébre de Banach des fonctions de classe C1
sur le cercle onar exemple. D'aprés 5.21 et 5.28, nous savons que

o n-1 -1 -1 s -1 n-1 n-1)1
i) = (-1)"H(2n-1)1 cn]"Y(g). Puisque Ch]TH(g) = (-1) —((Zn—-)ry!
'l'r(g_ldg)zn—1 d'anrés 4.32, on a bien 63?_1(9) = (n-1)! Tr‘(g_ldg)zn_1 ;

Donc A, = (n-1)1 .
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VI. CLASSES CARACTERISTIQUES "RELATIVES" DE A-FIBRES PLATS
K-THEORIE RELATIVE DES ALGEBRES DE BANACH (6.1-14)

6.1. Nous revenons maintenant & la situation développe dans le §4 c'est-a-d
celle des A-fibrés plats ol A est une algébre de Banach réelle ou complexe
ralléle au groupe KA(X) défini dans le §3, on a introduit le groune KKOP(
c'est-3d-dire la K-théorie tovnologique () associée & 1'algébre de Banach A
CW-complexe fini X aqui peut étre définie comme 1'ensemble des classes d'ho
[X,KO(A) x BGL(A)tOD] ol BGL(A)tOp est 1'espace classifiant du groupe top
que GL(A). Cette K-théorie topologique, qui est explicitée dans [25] par e
peut aussi &tre décrite en termes de fibrés virtuels suivant la méthode du §
pendant, si f : Y—» X est une application acyclique, on a évidemment un is
phisme [X,KO(A) XBGL(A)tODJ = [Y,KO(A) XBGL(A)tOp] , ce qui rend la K-théori
logique plus facile & manipuler que la K-théorie algébrique. On définit de m
groupes KA"(X) et K;"tOP(X) comme ﬁA( MtOD(SnX+) avec les no

sy et K
usuelles de la K-théorie réduite d'un espace pointé [25].

6.2. La comparaison entre les deux K-théories algébrique et t0po1ogiqué va
mieux comprise par 1'introduction d'un groupe nouveau K£e1(X) (défini pour
CW-complexe fini) qui va jouer un rdle fondamental par la suite. Ce groupe,
définition homotopique est dennée en 6.14, s'insdre dans une suite exacte

- -1 1 t
KXY — K —s K (X) Ky (X) —> Kz2P(X)

On va suivre pour cela la méme méthode que celle déveloopée dans le §3. Ains
allons considérer 1'ensemble des triples (E,F,a) o0 E et F sont deux A
plats sur Y avec f : Y- X fibration acyclique et oi

a:E_ F

(*) On verra en 6.15-18 comment généraliser cette K-théorie tonologique & u
gébre de Fréchet quelconque en annliquant des méthodes simnliciales.

86
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st un isomorphisme de fibrés topologiques sous-jacents. Deux tels
sur Y X et (E',F',a'} sur Y', X sont dits équivalents s'i
j(EliFl’ul) sur Yl'* X et un diagramme commutatif

avec (E.F.o)mo "(E,Frua) et (E'.F'.a') mo™(EpFaap) - "L'is
‘triplets noté par le symbole » doit &tre compris ici dans le sens
triplets (G,H,B) et (G',H',B') sont dits isomorphes s'il existe
‘U 66" et v : H-—H' tels que le diagramme

64 @

B[ B'[

Hee Y, H
soit commutatif & isotopie prés. En particulier, si a, est isoto
(E,Fia,) est "isomorphe" a (E,F,al), donc lui est &quivalent d'ap

ci-dessus. En suivant ce qui a été fait en 3.4, on vérifie aisémen
entre triplets définie ci-dessus est une relation d'équivalence.

Les classes d' équiva1ence de tels triples (E.F,a) forment un mo
‘ r'E](X) Soit Tre Xy 1le sous-mono1de formé des triplets (E.E,Id
Te monoide quotlent de @re (X} par Tre](X)

6.3. PROPOSITION. Notons d(E,F,a) la classe du triplet (E,F,a)
rel

(X) en _général. On a alors 1a relatjon

d(Eana) + d(F,G,B) = d(E,G,B& )

En particulier, K£61(X) est un groupe abélien.

Démonstratijon. I1 suffit de suivre le schéma de la démonstration c
K-théorie topologique (cf. [251 §II.2 par exemple). En effet, le p
égala d(E®@F,F®G,a®B8)=d(E®F, G@ F,y) ol vy est représe

(ﬂ

Comme cette matrice est isotope a Bo® Id, la proposition en résult

6.4. En suivant encore le §3, on dira qu'un triplet (E,F,a) est v

T 87
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trivial sur un espace Y au-dessus de X s'il existe un espace acyclique Z, une
application 6 : Y_,Z et un triplet (H,H',e) sur Z tels que les triplets (E,
et é*(H,H',s) soient isomornhes.

6.5. PROPOSITION. Pour que d(E,F,a) = 0 dans le groupe K;e‘(X) i1 faut et il
suffit qu'il existe G et un trinle (H,H',e) virtuellement trivial tels que
(E® G, F@® 6,08 IdG) et (H,H',g) soient isomorphes.

Démonstration. D'aprés la définition de Kze1(X) , i1 existe G et G' tels que

(E®G, F&G,0 O IdG) et (G',G',IdG.) soient équivalents. Puisque tout fibré pl
est facteur direct d'un fibré virtuellement trivial (3.7), on peut méme supposer

que G' est virtuellement trivial. On peut donc construire un diagramme commuta
d homotopie prés.
Y

\

Qe— z -3 X

/ /

Peo e Y

ol Y' est la base de G', oi P est un espace acyclique qui assure la virtuel
trivialité de G' et od Q est la somme amalgamée homotopique de P et de Z a
dessus de Y'. Puisque Y' et Z ont la méme homologie (& coefficients entiers)
1'espace Q est acyclique. En outre, i1 existe un triplet (Hl,Hi,sl) sur Q do
1'image réciproque (H,H',c) au-dessus de Y par 1'application composée

Yoy _,Q estisomorphe d (E®G, F®G, 0@ IdG) .

Réciproquement, si (M,M',e) est virtuellement trivial, il est équivalent & u
triple provenant d'un triple sur un point, donc équivalent & un élément de T£e1(

6.6. Aprés cette bréve discussion sur le groupe KKE1(X) et avant de démontrer
1'exactitude de la suite évoquée en 6.2, nous aurons besoin de quelques considér
tions &lémentaires sur les groupes KRI(X) ™ KA(SX) et K;1t°”(X)~ KXOD(SX) , d
moins pour X connexe.

Soit donc f : Y_,X wune application acyclique et soient f1 i ¥ Z1 et
fy Y—1, deux cofibrations avec Z1 et 22 acycliques. On peut alors écrir

oo
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ol les deux carrés horizontaux sont cocartésiens. Puisque SX est simplement co
xe et que 1'application Y'__,SX induit un isomorphisme en homologie, 1'applica
tion Y'.—, SX est acyclique. Par conséquent, si E1 et E2 sont deux fibrés
plats sur Z1 et Z2 respectivement et si a est un isomorphisme de leurs restr
tions & Y, le triplet (El,Ez,a) définit un &lément de KA(Y') = KA(SX) qu'on
notera G(El,Ez,a) .

trois espaces acycliques contenant Y. Sojent

6.7. LEMME. Soient Z,, 22 et Z3
El’ E2 gjLE3 trois fibrés plats sur Zl’ 22 et 7, respectivement. Dans le groupe

e

KA(SX) on a alors la relation suivante :

a(El,Ez,a) + 6(E2, EB’B) = 6(E1,53,3.u)
Démonstration. Soient gi, gé et gé les applications classifiantes des fibrés
El’
coTncident avec la méme application g' sur Y. On peut aussi supposer que tou

E2 et E3 . Sans restreindre la généralité, on peut supposer que gi, gé et

les applications verticales du diagramme commutatif cubique précédent sont des c

brations (en remplacant X par le cylindre d'application de f et les cones pa
des espaces contractiles). On peut ainsi construire des applications a1+ 9 et
93 rendant conmutatifs les diagrammes

9
Y Z , BGL(A)
1 1 91- +
X , CX BGL(A)

de maniére que giIX = g ne dépende pas de i. L'Eélément G(El,Ez,u) est ainsi

représenté par 1'application de SX dans BGL(A)+ égale & 9 (resp. 92) sur

cone supérieur (resp. inférieur). On peut expliciter une représentation analogue
pour les éléments 6(E2,E3,B) et S(El,E3,B.a). Le Temme résulte alors du fait

la 1oi de groupe de rSX,BGL(A)+] coincide avec celle induite par la loi de cogr
pe & homotopie prés de SX.

6.8. Remargue. Dans le cas topologique, on peut bien entendu expliciter un Temme
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analogue : si E1 et E2 sont deux A-fibrés topologiques et si o : Ell
est un isomorphisme topologique, on peut de méme définir un &lément
E(El,Ez,u) ¢ KROP(SX) comme en. K-théorie algébrique. On a encore une rela
méme tyne

E(El,Ez,a) + 5(52,53,3) = 5(51,53,B.u)

6.9. LEMME. Soit f : Y_SX une fibration de fibre acyclique P avec X
11 existe alors une application Y'_, Y et une suite de cofibrations homg

X Py Y, SX

od Y', SX est 1'application composée Y'', Y_, SX et est acyclique et o
plication composée P_, Y'Y est 1'inclusion canonique de P dans Y.

Démonstration. Soit F : X x I _, SX 1'application qui & (x,t) associe sa
et soit 6 : X x I_, Y une apnlication telle que G(x,0) = Yo point base
et f(G(x,t)) = F(x,t). Soit Y' 1la cofibre homotopique de 1'application
dans P définie par x.,.G(x,1), c'est-d-dire le quotient de CXwP par ]
tion qui identifie (x,1} & h(x). L'homotopie G précédente permet de cons
une application de Y' dans Y telle que le diagramme suivant commute

X, P, Y __ X

NI

Puisque P est acyclique et SX simplement connexe, i1 en résulte aussitd
1'application Y'_, SX est acyclique.

6.10. En remplacant &ventuellement X._, P par une cofibration, on voit ain
tout élément de Eh'l(X) = KA(SX) peut &tre décrit & partir d'un fibré pla
sur P et d'un isomorphisme o: E[y — T|y o2 T est un fibré trivial d
AP (cf. 6.6 avec Z2 réduit & un point).

"’_
Le groupe KA 1t0p(X) se décrit bien sur de la méme maniére. En fait, t
v -1ton

ment de KA (X} peut se représenter par un automorphisme o du fibré tr
E=Xx A" (ou, ce qui revient au méme, par une application de X dans G
Associons & la classe de o la classe du triplet (E,E,0). On définit ainsi
morphisme

-1t
20 G5 — G0

car d(E,E,a} ne dépend que de la classe d'homotopie de o .

6.11. THEOREME. Soit X un CW-comniexe fini. On_a alors la suite exacte
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X -
KRI(X) 1 KAltop(X) 3 KKe](X) 9 KA(X) X KXOP(X)

Démonstration.

a) Exactitude en K,(X). I1 est clair que x.8 = 0. Si X(CEJ-LF1) = 0, i1 existe
un fibré trivial T tel que E®T et F ®T soient topologiquement isomorphes
par un isomorphisme o. On a donc [E] -(F] = g(d(Ee T, F & T,a).

b) Exactitude en K;el(X). On a aussi clairement 6.3 = 0. Réciproquement, soit
d(E,F,a) un élément de KKE1(X) tel que d(E,F,a) =[EJ - [F] = 0. Sans restreindre
la généralité, on peut supposer que E et F sont virtuellement triviaux de fi-
bre A" . Ainsi, E et F sont deux fibrés sur Y avec f : Y— X acyclique et
il existe E; et F; de fibre A" sur Z acyclique tels que Ezg*El, Fajg"’F1
avec g : Y, Z. Si By ¢ E1_¢ F1 est un isomorphisme topologique de E1 sur Fl’

on a donc d(F,E,g(8]1)) = ¢" (d(FE58]1)) = 0 et d(EFua) = d(EF,a) +

+ d(F,E,g*(Bil)) = d(E,E,B) avec B = g*(BIl).a. Soit enfin u : E T un isomor-
phisme topologique du fibré E sur le fibré trivial Y x A" . On a alors d(E,F,a)
= d(E,E,B) = d(E.T,u) + d(T,T,u-B.u" 2y + d(T,E,u}) = d(T,Tou.Bu™d) = 3 u.g.u"10)

en identifiant KAltOP(X) et KiltOp(Y) .

c) Exactitude en K;ltoP(X). Pour cette partie (qui est la plus délicate), nous
allons supposer que X est connexe, ce qui ne restreint pas la généralité. Puisque
1'homomorphisme KAl(Point) - KRItoP(Point) est surjectif, on est ramené & démon-

trer 1'exactitude de la suite

I3 vt rel
Kp(s) —— KPS0 — X

et utiliser ainsi nos préliminaires sur les groupes RA(SX) et EROP(SX) déve+
lopnés en 6.5-10.

D'aprés 6.10 tout élément a deﬁA(SX) peut &tre décrit par un couple (E,n) ol
E est un fibré plat sur P et ol o: EIX — T]X est une trivialisation de Elx.
Si y est une trivialisation topologique de E (qui existe en stabilisant), on a
donc (3x;) (a) = d(T},, T|X.u.y-1|X) = d(Tly, E|X,y-1| est virtuellement trivial
-ll

X)
et on a d(T|X. E]X. % X) = 0, ce qui démontre que X;.3 = 0.

Réciproquement, soit o un automorphisme du fibré trivial T = X x A" représen-
tant un &lément de K, (X) tel que a(a) = O. D'aprés la proposition 6.5, i1
existe G qu'on peut supposer virtuellement trivial et un triplet (H,H'.,g) vir-
tuellement trivial tels que (T® G, T® G, o® 1) et (H,H',g) soient isomorphes
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(au-dessus de Y-— X convenablement choisi). On a donc un diagramme commutatif &

homotopie prés
a®l
T6G6 — 5,706

H o ¢ ., W
avec u et v isomorphismes de fibrés plats. D'aprés 6.7 on a donc :
5(T.T,a) = 5(Te6, T®G,a® 1) = §{T & G,H,u) + §(H,H',¢) + §(H',TeG,v
5(T ® 6,H,u) + 8(H',T @ 6,v71) = x;(8(T 8 6,H,u) + s(H',T @ 6,vY)) .

L.

6.12. Afin d'interpréter de maniére plus familiére le groupe K;e](X) (cf. 6.14),
nous allons rappeler un résultat bien connu sur les fibrations principales. Si
¢ : G — G' est un homomorphisme continu entre deux grounes qui sont des CW-com-
plexes, on peut écrire une suite de fibrations homotopiques.

6— G'—,%_ . BG _, BG

Sur un CW-complexe X considérons maintenant 1'ensemble des couples (E,x) ol E

est un G-fibré principal sur X et ol

a:p (E) = E FG'—y T=XxG" estune trivialisation de G'-fibré
principal induit. On dira que deux tels couples (E,a) et (E',a') sont éguiva-

lents s'il existe un isomorphisme u : E__, E' tel que le diagramme
o (B2 7T
¢*(U)l "
o (B) % 7
commute d homotonie prés.

6.13. PROPOSITION. L'ensemble des classes d'équivalence de tels couples (E,az) s'i-
dentifie naturellement & 1'ensemble des classes d'homotopie de X dans & .

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, i1 est plus commode de considérer
des fibrés sur des espaces pointés. Dans ce contexte 1&gérement différent, E sera
un fibré "pointé" (on fixe 1a fibre au-dessus du point base €gale & G) et o enver-
ra identiquement la fibre au-dessus du point base en G'. De la méme maniére, les
homotopies seront supposées respecter les "points base". La proposition 6.13 résul-
tera alors de la proposition analogue dans le cas pointé en considérant Xu{xl}.

Désignons par % 1'ensemble des classes d'équivalence de couples (E,q) pointés.
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Le groupe des classes d'homotopie pointées [X, 2BG']=[SX,BG'] ~[X,6'] opére sur<$
En effet, si a: ¢*(E) —— T est une trivialisation et si o : X 6' est une
application pointée, g définit un automorphisme 5 de T et (E,5.a)e 2 . De méme,
[X,G'] opére sur [X,%] . :

On a d'autre part des suites exactes d'ensembles pointés

g Y x.ee1 T [x,86'3

LY X861 T [X,B6'3

—
d'ol des surjections
(X, %] —_, Ker T
4 — Kerr

Puisque le groupe [X,G'] opére transitivement sur les "fibres" de u et de v,
le sous-groupe d'isotopie s'identifiant a 1'image de 1'homomorphisme [X,G] ., [X,G']
dans les deux cas, les ensembles [X,%] et 4 sont isomorphes.

Pour voir gue 1'jsomorphisme précédent est naturel, il suffit de décrire une
application naturelle h : [X,¥1 —, & qui rend comutatif le diagramme

S I S -

: Il

g X [X,B&3
et qui est équivariante pour 1'action de [X,G'].
Notons & (resp.£') le fibré universel sur BG (resp. BG') et notons encore

¢ : BG,BG' 1'application induite par 1'homomorphisme ¢ . Sans restreindre la gé-
néralité, on peut supposer que ¢*(&') = & E G' et que la fibre au-dessus du poin

base « de BG' est G'. Si f : X _ 9 est une application continue (pointée), on
peut tui associer g : X—BG et F : XxI_,BG' telles que F(x,0) = F(xo,t) Sy
Xq étant le point base de X, et telles que le diagramme suivant commute

x99 .86
i Jo
XxI _____, BG

Jj #&tant 1'application x ~— (X,1). Soit T : F*(&') - Xx I xG' wune trivialisation
de F*(g') qui soit 1‘identité au-dessus de X x{O)u{xo}xI. Au-dessus de X x {1},
on obtient alors une trivialisation de E = g*(g), d'od 1'application

an
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[X,%1.—, & cherchée.

6.14. THEOREME. Soit X un CW-complexe fini. Alors le groupe K;e](X) s'identifie

naturellement & 1'ensemble des classes d'homotopie

[X, &,

ol_ éﬁ désigne la fibre homotopique de 1'application

BGL(A)" ., BeL(A)tOP

Démonstration. Dans la définition du groupe K;e](X) donnée en 6.2, on ne restrein
pas la généralité en considérant des triplets (E,F,a) o F est virtuellement tri-
vial de fibre 1ibre d'aprés le lemme 3.7. Il convient de remplacer alors le sous-
monoTde Txe](x) par le sous-monoide formé des classes de triplets {(T,T7,Id) ol T
est virtuellement trivial.

Considérons maintenant un triplet (E,F,a) o0 E est un fibré plat sur Y avec
f : Y, X acyclique et o F est virtuellement trivial. Il existe donc un espace
acyclique Z, un fibré plat H sur Z, une application g : Y_,Z et enfin un iso-
morphisme de fibrés plats 7 : F_, g*(H). En ajoutant &ventuellement un fibré tri-
vial de fibre A% > on peut supposer que H est topologiquement trivial par un
isomorphisme v : H_,T. On en déduit une trivialisation du fibré topologique sous-
jacent & E par la composition des isomorphismes ES, F_T, g*(H)_giﬁxl, g*(T) .
D'aprés la proposition précédente, on en déduit un &lément de (Y,] o0 < est la
fibre homotopique de BGL(A) —, BGL(A)top » qui ne dépend que de la classe d'iso-
morphie de (E,F,a) . En appliquant 1a construction +, on en déduit un é&lément de
[Y,ﬂ% 1x X, QA] qui ne dépend que de la classe de (E,F,a) dans le groupe KKe](X).
Le théoreme 6.14 résulte alors du théoréme 6.11 et du lemme des cing.

INTERPRETATION SIMPLICIALE DE LA K-THEORIE RELATIVE ET EXTENSION
AUX ALGEBRES DE FRECHET (6.15-18)

6.15. Nous nous proposons de retrouver maintenant par des méthodes plus directes

le théoréme 6.14 en nous plagant dans un cadre simplicial. Ceci aura 1'avantage

de généraliser la K-théorie topologique et la K-théorie relative au cas o A est
une algébre de Fréchet quelconque (cf. 6.18). Soit donc G, un groupe simplicial
et soit G 1le groupe "discret" G, Vu comme groupe simplicial trivial. On peut
alors d&finir un G-fibré repéré E (dans le sens de 5.4) sur 1'ensemble simpli-
cial quotient G,/G en posant gji(q) = gj.ggl , ol g est une cellule de G*/G et
ol 9; = o(i), 1 @&tant le 1™ commet de g.

6.16. PROPOSITION. Avec les notations précédentes, on a la suite suivante de fi-
brations 3 homotopie orés

6, 6, — . 6/6 ~° BB

Qa4
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ol © est 1'anpljcation classifiante du fibré repéré E.

Démonstration. Avec les notations du §5, BG, = NG*/G* et on peut nrendre comme mo-
déle de BG 1'espace WG /G. Dans ces conditions WG/G WG /G est une équivalence
d'homotopie et on a une suite de fibrations & homotopie prés

6,6, ,6/6_,W /6% e /6
ol ¢ est définie par ¢(c) = (0,...,0) si o eGn . Soit maintenant X : G*/G_.WG*
1'application définie par

X(o) = (0.0(0)_1,0.0(1)-1 ,...,c.c(n)_l)
On a alors la relation X.8 = ¢pour 1'action 3@ gauche de WG, sur WG /G. Puisque
WG, est contractile, ¢ est homotope & 6, ce qui démontre la proposition.

6.17. PROPOSITION. Soit &, un groupe simplicial avec wo(G) abélien et .soit G

le groupe simplicial discret 6, - On suppose gue G° et wl(G*/G) ont leur sous-
groupe de commutateurs parfait. Alors la fibration

G,/6 —, B6 _, BG,
induit une fibration homotopigque

(6 /6)" ., (86)" BG,
Démonstration. Posons X = BG*, E =BG, F = G*/G, T = wo(G). Soit X0 le revéte-
ment universel de X et soit E' 1e produit fibré de XO et de E au-dessus de X

X

E' o

L

E X

—_

D'apres (241, on a un diagramme commutatif

£+ gt Xt = X
L L b
F E X =X
| | |

0 Bw — Brw

. . + +
ol toutes les suites sont des fibrations homotopiques sauf peut-étre F+;ﬁ E_,X.

I1 en est donc de méme de cette derniére suite d'aprés un lemme classique sur les
fibrations .

6.18. On va appliquer la proposition 6.17 & la situation suivante : A est une al-
gébre de Fréchet et G _ est le
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groupe simolicial GL(A,) o0 A = C=(A") &A. Le groupe m,(6,/G) s'identifie ainsi
au groupe formé des counles 9y = (9.1) 00 geG = GL(A) et ol T est uyne classe
d 'homotopie de chemin joignant 1 & g. En écrivant 1'identite

-1

9 h 9 hy
-1,-1
ayhyoy 'yt = 9 ! 9 !
-1 \
1 hy 1 hy

on voit immédiatement (lemme de Whitehead) que le sous-groupe des commutateurs de
™ (G,/G) est parfait. D'aprés le théoréme 6.17 on a donc une fibration homotopiqu

(GL(A,)/6L(A))" __, BOL(A") __,BAL(A )

Les considérations précédentes permettent de donner une interprétation simpli-
ciale de la K-théorie relative. On a ainsi

KEX) w ,251 et KBI(A) & my(2)

oi Z est 1'ensemble simplicial quotient GL(A_)/GL(A). Si X est un ensemble
simplicial, tout &lément de K;e1(X) peut ainsi se représenter par un fibré plat
virtuel E sur X muni d'une trivialisationa : E_, T de G*-fibré avec

G = GL(A*) d'aprés 6.13. La relation d'équivalence entre deux tels triples (E,T,
et (E',T',a') est bien entendu calquée sur celle décrivant la K-théorie relative
dans le contexte topologique (cf.6.2 et 2.3-4). On retrouve ainsi de maniére plus
simple 1'analogue simplicial du théor2me 6.14.

6.19. Aprés ces préliminaires théoriques, nous allons maintenant construire les
classes caractéristiques "relatives" promises. Ceci peut étre fait dans un cadre
simplicial ou un cadre différentiable. Pour fixer les idées, nous nous placerons
dans le deuxiéme cadre mais 1'adaptation au cadre simplicial se fait sans probléme
Soit donc @,(A) une algébre différentielle graduée, les Qi(A) gtant des espa-
ces de Banach (ou des espaces de Fréchet si on se place dans le cadre simplicial)
et la différentielle d : Qi(A)__, Qi+1(A) gtant continue {cf. les §1 et 4).

Soit maintenant X vune variété différentiable, E et F deux A-fibrés plats
sur X et a: E_,F un isomorphisme différentiable. Sojent DE et DF deux
connexions sur E et F dont les connexions partielles Dé et D% sont celles
associées a la structure plate de E et de F (cf. 4.10 et 4.20). Alors E peut
. eta*(DF) (4.19). Si

¥ X x I, X est la projection canonique, i1 s'en suit que T E peut &tre mun
de la connexion suivante(a courbure non plate en général)

étre muni de deux connexions & courbure plate D

D po = (1) D +ta*(oF)
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o te (0,11=1.5i R E,F,a des1gne la courbure de DE Fa > on a donc
Chn(DE,F,a> = Tr(R E (X x1:A)

(cf. 4.7). Comme en 4.23 posons

2 - -
FA) = Boon TG TR @ TNGTA)

"+1 Pry.g
(X,A) = D+q —2nsl 2 (X,QqA)
On voit alors que la restriction de Ch (DE F.a ) oao(x xSO,A) appartien

3 6% (X x s° ,A). On est donc amené i cons1derer 1e produit fibré de complex

I*(X,A) —, €*(xx5%,A)

| |

2 (x xpL,A) %, (X xs°,A)

On en déduit la suite exacte de complexes

1

00— 2*(X xD*,X %5%,A) , T*(X,A) __, @ (x*xs%A) __, 0

of Q¥(X xDI,X XSO,A) = Ker o . Le complexe I'"(X,A) contient naturellement

en facteur direct. Si on pose @'*(X,A) = I™(X,A)/€"(X,A), on a finalement
exacte

0, @ (XxDLX xSC,A)y 3 *(X,A)—y @*(X,A) . 0.

En notant éﬂA*(X) 1a cohomologie de %'*(X,A), on voit que Ch, (D d

Eanﬂ)
naturellement un élément noté Ch:e1(E,F,a) dans le groupe éKfi"(X).
6.20. Remargue. Le segment [0,1] ne joue aucun rdle essentiel ici : faire
duit par [0,1] revient 3 tensoriser les algébres gradués par 1'algébre Q
(cf. 1.20). D'autre part, 1'intégration par rapbort i t définit un morph
complexes

@AY = T*OGAY @ (X, A2 10X, A) e H(X,A)

qui est un guasi- isomorphisme. Si on note J€1(X) H’(Q*/s*), on a donc

I ;2 ()~ JCZ" Liyy .

6.21. PROPOSITION. L'&lément Chre](E F,a} ne dépend pas du choix des con
DE et D . I1 ne dépend que de la classe de (E,F,q) dans le groupe KA
induit un homomorph1sme Chre1 : KKE](X).+3€A2"(X)

Démonstration. D'aprés la méthode décrite en 4.31, le théoréme résultera d
tification des groupes ngZ"(X) 3 des groupes de cohomologie classiques se
tant bien par passage & la limite projective {dans le cadre simplicial, no
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n'avons nas besoin de cette derniére vérification). L2 suite exacte d‘homologie
appliquée 3 la suite exacte de complexes ci-dessus s'écrit

2n-1 Pry.ii
3201 (x) —, P (xR A)

o Ti 2 2
Hp(X,Hq(A))_,JfC o (0 — %" (X) o2

®
p+q=2n-1

La suite exacte précédente se casse donc en petites suites exactes

0

& Doy i 2n Ny.5 :
p+q=2n-1 H (X,Hq(A»_* H A (X) — H (X,BnA)_._, 0
p-q
d'aprés les calculs faits en 4.28. D'autre part, on ne change pas le calcul de
H ﬁn(X) en supposant que QA = 0 puisque 1'homologie en degré 2n-1 de et
ne dépend pas de QnA . I1 en résulte aussitdt la décomposition
2n ® Y n
A= 8 oneg B H (A)) e H(X:8 _,AB _,A)
0>q
I1 convient de remarquer aussi le diagramme commutatif

I ——— #

L l

Noy.= n,y.s
H (X,Qn_lA/Bn_lA) —— H (X,ZnA) .
En effet, si weH" (Xs Qn 1 /B A)(:;w’in(X) est représenté par une forme dans

Z"(X;ﬁn_lA), la classe de dw est évidemment associée & 1'homomorphisme
d" : ﬁn-l A/En_lA._, ﬁnA d'aprés 1'interprétation de 1'homomorphisme bord de 1la
suite exacte de cohomologie associée & la suite exacte de complexes

0, ¢ Lo e 0

Pour définir 1'homemorphisme

Ch;e] . re1(x) . JK' (X)
cherché, on raisonne de la manidre suivante : soit (E,F,a) un triplet définissant
un élément de la K-théorie relative : E et F sont donc des A-fibrés plats sur
un espace Y homologiquement &quivalent 3 X et o : E— F est un isomorphism
de fibrés topologiques sous-jacents. Soit {Yr} 1'ensemble des sous-complexes fi-
nis de Y (donc ayant le type d'homotopie d'une variété qu'on notera encore Yr)'
Sur Y., a est homotope & une application C” : la construction précédente s'ap-
p]iqqe donc et on peut associer & cette donnée un élément de Jﬁ' (Y } . Puisque
31‘21(Y) = JJ'ﬁi(X) Lim 3 21(Y ) , on en déduit 1' homomorph1sme cherche puisque
les triplets virtuellement triviaux et les triplets (E,E,Id) nous donnent 0 (cf.
6.5) . Dans le cadre simplicial, le raisonnement est sensiblement le méme en con-
sidérant des formes différentielles de De Rham-Sullivan sur les ensembles
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simpliciaux considérés (cf. 6.18), ce qui &vite le passage & la limite projective

un peu artificiel ci-dessus.

rel

6.22. Pour définir 1'homomorphisme composé de Chn avec les diverses projections

pfq:Zn.-l ﬁp(X;ﬁqA) o Hn(Xgﬁn_lA/En_lA), on n'a pas vraiment besoin du calcul

paq+l
complet des groupes ae-ﬁ"(X) et le lecteur peut préférer la présentation plus &lé-

mentaire qui va suivre. En effet, si on considére Chn(DE F 0‘) come la forme dif
sl s

férentielle avec paramétre t, soit dtaw + w' (cf. la remarque 6.20), 1'intégra

le par rapport & t

1
J dt A w
0

est une forme différentielle de degré 2n-1, fermée modulo @~ d'aprés les formules
2.19. La classe de cohomologie qu'elle définit dans le complexe quotient Q" /e
est &videmment la méme que celle déduite de 6.19. Pour achever la construction du
caractdre de Chern relatif, il suffit de décrire un homomorphisme

2n-1, * . - —

e Yy ® Hom(Hp(X),Hq@))o Hom(H_(X),0,_,A/B _4A).

o+g=2n-1
p>q

Si ¢ est un cycle de dimension p de X (avec p.q et p+qg=2n-1} et siy
est une classe de cohomologie de degré 2n-1 du complexe quotient, 1'intégraie

Jcm

définit un élément de f—qu/EqA qui ne dépend que de la classe d‘homologie de c.
En effet, la restriction sur p impose que cette intégrale est nulle sur le sous-
complexe %" ; en outre, si & est une chaine de dimension p+l, on a

. . ]
[ m=J d'u\=-J d"w=-d"JmsBA
P !

3¢ & ¢ 4

f
Si p>n, on a aussi d"j w =j d"w =J -d'y = -J w = 0 . La correspondance
c c c ac
w - [ w définit donc bien des homomorphismes
c

Hp(X) —_ qu(A) pour p > n et Hn(X)__,ﬁn_lA/En_lA pour p =n.
6.23. THEOREME. Soit 0¥ (resp.€”) le complexe Q*(X,A) (resp.€*(X,A)). On a alor

le diagramme commutatif

Gloo — KGR0 s K0 00— k%P0
lch 1ch 1chre] rh lch

H(l)(‘ﬂ*) — H(l)(.ﬁ*) '__-' H(l)(Q*/%*)_’H(o)((G*)_,H(O)(Q*)
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ol Chre1 est_1'homomorphisme défini en 6.19, les autres "caractéres

de Chern" Ch gtant definis en 4.31 et H(®) (resp. H(!)) dasignant 1a cohomologie

paire (resp. impaire}.

Démonstration. La commutativité des deux diagrammes extrémes résulte immédiatement
de 4.31. La commutativité du 2éme diagramme résulte du calcul fait en 4.32 : remar-
quer que 1'élément de H(l)(n*) associé § un automorphisme g d'un A-fibré sur X
est obtenu en faisant une homotopie entre la connexion de matrice g-ldg et la con
connexion triviale. Enfin, la commutativité du 3éme diagramme résulte de celle du

diagramme

Jve-f\"(X) B 2413)

| l

N5 5 N.y.5
H'OGR,_(A/B_1A) —H (XGZ,A)

déjd remarquée en 6.21.

6.24,. COROLLAIRE. On_a le diagramme commutatif

t rel t
Ko ) KOT(A) . KEHA) — L K(A) — . K°P(R)

l | L

0 — o H (A B AB A T (A) — () — O

Démonstration. Appliquer le théoréme précédent & une sph&re homologique de dimen-
sion n (cf. le §3).

6.25. Dans le cas du complexe universel Q*(A), 1' homomorphisme

S:a(A) — 0, ,(A)
(o0 A= B* , B é&tant une algébre de Fléchet) induit un homomorphisme
Q5 (X,A) Q*_Z(X,A) qui ne laisse pas le sous-complexe %€*(X,A) invariant. Dé-
sianons cenendant par %;r(X,A) le sous-complexe de Q*(X,A) constitué de sommes
de formes différentielles de type (p,q) avec p < g+2r (et qui sont d' fermées
si p = g+2r). La cohomologie du complexe quotient Q*ﬁe*Zr se calcule par la méme
méthode qu'en 6.21 et 4.28-29. On trouve la somme directe de groupes de cohomologie
@ Hp(X;Hq(A)) o H'(X:8, . 1A)

D>q+2r+l
p+g=2n-1-2r

On a alors un homomorphisme bien dé&fini
ST QT GAY/ (LAY L 2F(XA)/% 5 (X,A)
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En utilisant la propriété de multiplivité du caractére de Chern comme en 4.14, on
en déduit le théoréme suivant

6.26. PROPOSITION. On a les diagrammes commutatifs

KTy s B _5(h) A

L l Kre1(A) / gl

~o -

g _.A/B A/B A Hp-3-21(A)

n-1 A

n-1 — Y3
Cette proposition montre que le caractére de Chern relatif est essentiellement
déterminé par 1'homomornhisme
rel = 5
A s B A/ A
ou plus généralement par 1'homomorphisme
rel Noy.= =
KA (X) —— H (X;Qn_lA/Bn_lA)
dans le cas universel. Une &tude plus précise de cet homomorphisme sera faite dans
un prochain article d'A. Connes et 1'auteur (cf. [14] pour un résumé de cet ar-
ticle).

LE CAS COMMUTATIF. EXEMPLES (6.27-32)

6.27. Au ljeu de considérer le complexe universel Q*(A), supposons maintenant que
Q*(A) soit une algébre différentielle graduée vérifiant les hyvothéses du §4. Sup
posons en outre que Q*(A) soit commutative au sens gradué (donc Q (A) = ﬁ*(A)).
On designera encore par &(X) et QQZ(X) les cohomologies de %* et /¢

respectivement . On a alors le théoréme suivant qui est analogue au théoréme 1.26.

6.28. THEOREME. Les homomorphismes

Ch: Ky(X) —» 2e5() et Ch™®1 o kP€l(y)_, der(y)

vérifient 1a propriété multiplicative suivante

Ch™l(x.y') = Ch(x).Ch™N(y') pour xeKy(X).y' KRBT (V) xy' e KRS (X x V)

Démonstration. Soit G un fibré virtuel de classe x et soit y' = d(E,F,a) ave
les notations de 6.3. Alors on a xy' =d(G®E, G®F, 1®q ). D'aprés les défi-

nitions de 6.19, on a donc DG eEGeF,loq" D.el+1eD et

G E:Fsd
RG eEGeF,leq" RG el+1eR . Le théoreme résulte alors de la formule
du binpme comme en 1.26.

EaF’ﬂ

6.29. En particulier, si X=198" et ¥ =35P etsi xe Ky (A)s ¥' e K;e](A). on
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re1(5n+n) s

rE](A) (en projetant KA

peut considérer que x.y' appartient a Kn+p

K:i;(A). Dans ce cas, on a alors aussi la formule

rel "o : rel, ,
e (xy') = g,k Cho(x).ChEN(y")

6.30. Nous allons maintenant donner des exemples od les classes Ch:E] ne son
triviales et détectent effectivement des &léments non triviaux de la K-théori
gébrique. Considérons d'abord un sous-groupe discret T de G = GLn(E) tel g
soit compact {51 . Le fibré E =G ; " peut &tre considéré comme un fibré p

sur G/T . Ce fibré est différentiablement trivial par 1'isomorphisme

a: E— /T x€" deéfini par a(g,v) = (3,p(g)v) ol p :T —s GL (€) est 1’
sion et o0 § est la classe de g dans G/T . Le triplet (E,T,a) o0 T es
fibré trivial 6/Txt" définit ainsi un &lément de ng‘(s/r). Dans cette si
tion, QO(C) =g, Qi(C) =0 pour i>0 et ChSE](d(E,T,a)) n'est autre, i
facteur rationnel prés, que la classe de cohomologie de la forme différentiel
invariante w,. = Tr(a'lda}zr_l, soit T)r'(gnldg)zr—1 sur 6L (€). Nous avons
tré en2.36 que la restriction de 8 = WAy A -l A Wy d Y(n) est la forme v
de U(n). Puisque 1'algébre de Lie de GLn(C) est 1'algébre de Lie complexifi
U(n) , i1 en résulte que 048 est une forme volume de 6L (C) . La forme 6
étant biinvariante, elle définit aussi la forme volume de la vari&té compacte
Donc les classes de cchomologie de w, e sont pas triviales et ne sont pas
portionnelles & leurs conjugues. I1 en résulte que le fibré E définit un &
non trivial de la K-théorie algébrique KC(X) avec X = G/T . En effet, on a

diagramme commutatif (cf. 6.24)

-1t 1
K P KTy Kg(X)
iChr \Ch:E]

K2 1x56) e L o

ol Ch, vérifie la propriété bien connue Chr(x) = Chr(x) si r est pair et
Ch.(%) =Ch,(x) si r est impair (car tout fibré topologique peut &tre muni

métrique; cf. 6.32).

6.31. Voici maintenant un autre exemple fondamental, plus proche de 1a K-théo
algébrique des corps de nombres et dit & Borel. Soit T-= GLn(A) ol A est un

d'entiers dans un corns de nombres plongé dans €. Soit Sn 1'ensemble des

ces hermitiennes positives. Alors T opére sur S, par la formule vy.s = ys
Quitte & considérer un sous-groupe d'indice fini, on peut subposer que T y o
1ibrement et ainsi Sn/P est un modéle de 1'espace classifiant de T . Le fib
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comolexe associé au fibré universel est Sn x " qui est un C-fibré plat syr Sn/r.
Sur ce fibré i1 existe une métrique différentiable canonique définie par le produit
hermitien (s,v).(s,v') = (s'lvlv'). Elle définit un isomorphisme de E sur son an-
tidual E* donné var 1a formule

a i (S,V) o (s, s‘lv)

Un calcul analogue & celui fait en 6.30 montre qu'd une constante rationnelle pras,
CH:E](E,E*,a) est l1a classe de Tr(s'lds)zr—1 dans Hzr'l(sn/r) . D'aprés Borel
[5] , on sait que pour n - , cette classe est une classe primitive Op de de-
gré 2r-1 de H*(BGL(A);€) = H*(BGL(A)+;C) (celle correspondant 3 la place complexe
concernée). D'aprés les pronriétés Qénéra]es des H-espaces, i1 existe donc une

SZr-l u

application - BGLn(A)+ pour n assez grand telle que ”*(Ur) engendre

H2r-1(52r—1;c)_
On peut interpréter ce qui précéde autrement. Définissons une application

Ke(X) — KEB1(X)

par la formule E., d(E,Ef,a) ol o est une métrique quelcongue de E (ceci ne dé&-
vend pas du choix de la métrique puisque deux métriques gquelcongues sont homotopes)

2r-1

Si X est une sphere S , on voit ainsi que 1'homomorphisme composé

rel
Kop-1(8) — Ky 1(€) — K5 1 (€) — €

détecte le générateur de Borel de K2r_1(A) correspondant au plongement. On peut fai

re un calcul analogue pour les places réelles de A .

6.32. Comme autre application de ce qui précéde, considérons une C-algébre (+) dans
le sens de [26] p. 233 (par exemple les fonctions de classe € sur une vari&té
compacte }. Sur les groupes Kn(A) et K;OD(A) on peut définir une involution qui
est induite par Ey—, E* (antidualité) au niveau des fibrés virtuels. En fait,
cette involution se réduit d 1'identité sur les groupes KﬁOP(A) car un fibré topc
Jogique peut toujours étre muni d'une métrique. D'autre part, un examen attentif
de la matrice de courbure R montre qu'elle est changée en -tﬁ Torsqu'on passe
de E 3 E* (les fonctions de transition gs; se transforment en t §3} ). I
s'en suit que Tr(Rr) est changée en (_1)r Tr(R"). Donc 1'homomorphisme

Chy. : K (A) —, ﬁ2r_n(A) ou 7n(A) (si r =n)

vérifie 1'identité Chr(i) = (-l)r Chr(x) . Comme la méme identité est vérifiée

(*)ou algébre "symétrique" suivant une autre terminologie courante.

103
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pour Ch:OP, on en déduit que Ch:oP(x) est "réel" {resp. "imaginaire pur")
est pair (resp. impair). Au niveau des groupes K:e](A), Te méme raisonnemen
tre que Ch:E](i) = (-1)7 Ch:E](x). Désignons par +Kn(resp. _Kn) 1'ensemble
gléments de Kn(A) ou KEE1(A) invariants {resp. antiinvariants) par 1'involu
%—- X . De nouveau 1'existence de métriques sur les A-fibrés plats impliqu

'Kn(A) et _KQE](A) sont isomorphes (modulo la 2-torsion). Soit maintenant

un sous-groupe de +Kn(A) tel que 1'homomorphisme Ch : T— zfn H2r-n(A)
Koy (©) (m
détecté par Chre] (par exemple 1'image d'un générateur de Borel de la K-thé
algébrique d'un corps de nombres plongé dans £). Alors le cup-produit par
duit une injection (modulo torsion) de T = dans

injectif (modulo torsion). Soit u un &lément de 'K2p+1(C) ~

“nezpe1(h) -

En particulier, si A est 1'anneau des fonctions de classe Ck (k 2 1) s
variété compacte, on peut choisir T = KO(A), Ty = SKl(A) ou T, = wl(SL(A
La méthode précédente fournit donc des &léments non triviaux de K2p+1(A),
K2p+2(A) et K2p+3(A). D'autres exemples sont décrits dans 1’appendice 4.

1Na
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VII. K-THEORIE MULTIPLICATIVE ET HOMOLOGIE CYCLIQUE
DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES DE LA K-THEORIE MULTIPLICATIVE (7.1-7)

7.1. Soient A une algébre de Banach et X une variété €~ . Nous allons réinter-
préter les classes caract@ristiques du § précédent dans le cadre de la "K~-théorie
multiplicative" (cf. [293). Un groupe nouveau Fﬂir(X) va €tre introduit (dépen-
dant d'une quasi-résolution : cf. 1.3 et 4.2). Nous montrerons sommairement en 7.13
et 7.15 comment ces considérations peuvent se généraliser au cas ol A est une al-
gébre de Fréchet quelconque et ol X est un CW-complexe fini.

7.2. Avec les notations du §4, considérons le sous-complexe %;(X) = %*(X,A) de
@y(X) = @°(X,A) constitué des formes différentielles de type (p,a), p < q » qui
sont en outre d'-fermées pour p = q.

(d' = dy représentant la différentielle sur X et d" la différentielle "non
commutative” sur A). Nous notons ﬁ;(X) le complexe quotient QK(X)/‘BR(X) R
f;(X) et E;(X) ses cycles et ses bords respectivement. Si 6 ¢ 4(X), on désigne
par[6lsa classe dans EK(X).

7.3. Soit €, 1'ensemble des triples (E,D,w) ol E est un A-fibré di;férentia-
ble sur X, D une A-connexion sur E (cf. 4.10) et w un &lément de ﬁAr_l(X) tel
que [Chr(D)] = dy o0 Chr(D) a 8té défini en 4.12. Rappelons que si D et Dy
sont deux connexions sur E, Chr(Dl) - Chr(Do) est canoniquement 1a différentielle
d'une forme, qu'on notera 8,.(D,>D;), obtenue en considérant 1'homotopie
(1-t) Do +t D1 (cf. 1.22 qu'on adaptera aisément au cas des fibrés en modules pro-
jectifs)-

Définissons maintenant.sur ?& 1a relation suivante : deux triplets (Eo,Do,wo)
et (El,Dl,ml) sont dits équivalents s'i1 existe un isomorphisme a: E £, °
tel que

wy - w, = 8,.(D,,a"D;) mod. B;(X) .

0 r(
7.4. LEMME. La relation précédente est une relation d'éauivalence.

Démonstration. Soient ﬁfi = (Ei’Di’”i)’ i =0,1,2, trois triplets tels que T ~T)
et Ty ~Tp - Sans restreindre 1a généralité, on peut supposer que Eo = E1 = E2 et
. . ~ ok P
i1 suffit de montrer gque er(Do,Dz) = er(Do’Dl) + er(Dl,Dz)mod. BA(X) . Le deuxiéme
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pour ChEOP, on en déduit que Ch:oP(x) est "réel" (resp. "imaginaire pur")
est pair (resp. impair). Au niveau des groupes K;E](A), Te méme raisonnemen
tre que Ch:e](i) = (-1)" Ch:E](x). Désignons par +Kn(resp. -Kn) 1'ensemble

éléments de Kn(A) ou KEE](A) invariants (resp. antiinvariants) par 1'involu
X—— X . De nouveau 1'existence de métriques sur les A-fibrés plats impliqu

'Kn(A) et _KEE](A) sont isomorphes (modulo la 2-torsion). Soit maintenant
un sous-groupe de +Kn(A) tel que 1'homomorphisme Ch : To— an H2r-n(A)

injectif (modulo torsion). Soit u un élément de -K2p+1(C)z 'Kgsll(t) (m
détecté par Ch;e1 (par exemnle 1'image d'un générateur de Borel de la K-thé
algébrique d'un corps de nombres plongé dans €). Alors le cup-produit par
duit une injection (modulo torsion) de T, dans Kn+2p+1(A) .

En particulier, si A est 1'anneau des fonctions de classe Ck (k=2 1) s
variété compacte, on peut choisir To = Ko(A)’ T1 = SKl(A) ou T2 = wl(SL(A
La méthode précédente fournit donc des &léments non triviaux de K2p+1(A),

1 - : .
K2p+2(A) et K2p+3(A). D'autres exemples sont décrits dans 1'appendice 4.
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VII. K-THEORIE MULTIPLICATIVE ET HOMDLOGIE CYCLIQUE
DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES DE LA K-THEORIE MULTIPLICATIVE (7.1-7)

7.1. Soient A une algdbre de Banach et X une varigté C~ . Nous allons réinter-
préter les classes caractéristiques du § précédent dans le cadre de la "K-thaorie
multiplicative" (cf. [291). Un groupe nouveau Fﬂir(X) va €tre introduit (dépen-
dant d'une quasi-résolution : cf. 1.3 et 4.2). Nous montrerons sommairement en 7.13
et 7.15 comment ces considérations peuvent se généraliser au cas ol A est une al-
gébre de Fréchet quelconque et ol X est un CW-complexe fini.

7.2. Avec les notations du §4, considérons le sous-complexe %R(X) = %*(X,A) de
Qp(X) = 2°(X,A) constitué des formes différentielles de type (p,a), p < q , qui
sont en outre d'-fermées pour p = g.

"

(d' = dX représentant la différentielle sur X et d" la différentielle "non
commutative” sur A). Nous notons ﬁ;(X) le complexe quotient QK(X)/‘ER(X) s
f;(X) et EZ(X) ses cycles et ses bords respectivement. Si 6 e @(X), on désigne

par[8]sa classe dans ﬁ;(x).

7.3. Soit %, 1‘ensemble des triples (E,D,uw) ol E est un A-fibré différentia-
ble sur X, D une A-connexion sur E (cf. 4.10) et w un &lément de ﬁ:r_l(x) tel
que [Chr(D)] = dy ol Ch.(D) a eté défini en 4.12. Rappelons que si D, et D
sont deux connexions sur E, Chr(Dl) - Chr(Do) est canoniquement la différentielle
d'une forme, qu'on notera ar(Do’Dl)’ obtenue en considérant 1'homotopie
(1-t) byt t D1 (cf. 1.22 qu'on adaptera aisément au cas des fibrés en modules pro-
jectifs).

Définissons maintenant-sur %. 1la relation suivante : deux triplets (Eo,Do,mo
et (El,Dl,ml) sont dits équivalents s*i] existe un isomorphisme o: E E1 ’
tel que

wy - w, = er(Do,a*Dl) mod. B;(X) .

7.4. LEMME. La relation porécédente est une relation d'égquivalence.

Démonstration. Soient ﬁfi = (E5,Diw;), 1 = 0,1,2, trois triplets tels que 1,1y
et T ~T, Sans restreindre l1a généralité, on peut supposer gque EO = E1 = EZ et
. s _ ~ % s =
i1 suffit de montrer que er(Do’DZ) = er(Do,Dl) + er(Dl,Dz)mod. BA(X) . Le deuxiéme



M. KAROUBI

membre est obtenu en considérant 1'homotopie composée (l-t)Do +t D1 et

(1-t) D1 +t D2 entre Do et D2 . En changeant légérement les notations, on es
ainsi ramend 3 démontrer que deux homptopies. (différentiables par morceaux) de DO
a D1 donnent naissance E_deux formes différentielles cohomologues en appliguant
1'opérateur d’'homotopie K de 1.21.

Désignons par 00 et ol ces deux homotopies de D & D, et posons
t t 0 1 =

U _ ra_,1n0 1
by = (1-w)Dg + u Dy

Considérons la forme différentielle int&grable double

w = ch oY
Jbu It t

avec des notations évidentes, en mettant dt, puis du devant les expressions des
formes différentielles (cf. 1.20). Si on note & la différentielle totale du bicom
plexe QR(X), dt et du les différentielles par rapport aux variables t et u
resvectivement, on a donc

Sw = Ju Jt s(ch oY) = ju jt (~dg-¢, ) (ch D)

[}

1 0 u u
ch pl - J ch 02 - J ch oY + J ch D
Jt t t t u 1 u. 0

Puisque Dg = D1 et Dg = Do' les deux dernigres intégrales sont égales @ 0 (el

ne contiennent pas du) et on obtient bien le résultat annoncé :
J ch 0} - J ch 02 = 6w
t t

7.5. Si on définit la somme de deux triples (E,D,w) et (E*,D',w') comme
(E®E',DeD',pn+tw'), on voit que les classes d'équivalence de triples forme
un monoide abélien. On désignera par MKﬁr(X) son groupe de Grothendieck : c'est
la "K-thBorie multinlicative” associée &8 A et X (cf. [39] nour une définition
de la K-théorie multiplicative dans des contextes géométriques différents). On no
tera d(E,D,w) la classe du trinle (E,D,w) dans MKﬁr(X).

7.6. LEMME. Soit x = d(E,D,w) un é]ément_gg_MKir(X). 11 existe alors un &lément

x' = d{E,D,0') tel que E®E’ soit un A-fibré trivial T et tel que
(E®E',D®D',w+ ') soit équivalent & (T,D,0).

Démonstratien. Si E1 est un supplémentaire de E et D1 une connexion quelconque
sur El’ on sait que Ch(D) + Ch(Dl) = dg pour une certaine forme 8 (1.22). En

ajoutant au triple initial le triple (El’Dl" w+dd), on peut ainsi supposer que
est trivial. En considérant 1'homotopie t D de D & 0, on peut aussi supposer qu
D =0. Onpose alors E' =E, D' =0 et w' =-w-

)
7.7. THEOREME. Soit Efg(X) 1'homologie en deqré p du complexe quotient

10R
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BR(X) = QR(X)/ G;(X) . On alors une suite exacte

0] ~ 5o .
K;ltoD(X) L1 JCﬁr I(X) v MKgr(X) y ton(X) o 1C2r(x)

ol _les hgmomornhismes Oy,V, U et o sont explicités ci-dessous.
Démgnstration. Voici d'abord 1a définition des homomorphismes
o([E) =[Chr(E)]
u(d(E,D,w)) = LE]

v(w) = d(T,0,w) - d(T,0,0) o0 T est un fibré trivial guelconque, dé
tion ind8pendante de T.

o(a) =c, Tr(a-lda)Zr-l ol o représente un automorphisme d'un fibré
trivial et oll Cy est la constante rationnelle
r {r-1)!
(-1) ( r-1)!

Exactitude en KtOD(X) .
. L'identité o.u =0 est claire.

. Soit x = [El- [T] un &lement de K;°P(X) od T est un fibré trivial, te
que o(x) = 0. Pour toute connexion 0 sur E il existe w tel que

[Ch,(D)) = [dwl dans & (X) . Donc x = u(d(E,D,w)) - u(d(T,0,0)).
Exactitude en MKZ'(X).

. L'identité u.v = 0 est claire.

. Soit y = d(E,D,w) - dfT,0,0) un elément de MK{'(X)(cf. le lenme 7.6) tel
u(y) = 0. Quitte 3 ajouter & E et a T 1le méme fibré trivial, on peut s
poser que E est isomorphe 3 T grdce & un isomorphisme o . On a alors

4(E,Dw) - d(T.0,0) = d(T,(a"1)*D,w) - d(T,0,0)
4(T,0,u’) = d(T,0,0) avec w' =w+ 8.(0,(a”")"D)

H

y

Exactitude en H277L(x) .

. Soit o un automorphisme du fibré trivial 7T et soit w, la forme différe
tielle c, Tv-(ct-ldm)zr'1 . Alors
viw) = d(T,0,w.) - d(T,0,0) = d(7,0,0) - d(T,D,0) =0 car w, = er(o,uf(
d'aprés le calcul fait en 4.32 par exemp]e

. Réciproquement, soit w un élément de 3£2n 1(X)tel que
v{w) = d(T,0,w) - d(T,0,0) = 0. D'anrés 1e lemme 7.6, ceci implique, en aj
tant éventuellement & T un fibré trivial, que (T,0,w) est équiva]ént a
(T,0,0). I1 existe donc un isomorphisme a : T— T tel que w = 8 (0,a™(0))
soit w = <, Tr(a-lda)zr-



M. KAROUBI

RELATION AVEC LA K-THEDRIE ALGEBRIQUE ET LA K-THEORIE RELATIVE (7.8-18)
7.8. L'intérét du groupehﬂ(irlx) nrovient évidemment de sa relation avec la K-théo-
rie algébrique KA(X) (relation gue nous préciserons en 7.10 et 7.11). En effet,
soit E un A-fibré plat sur X et soit D une connexion sur E telle que D'
soit la connexion partielle canonique (4.20). Alors Chr(D) appartient au sous-
complexe @;(X) de Q*A(X) d'aprés 4.24. Le triple (E,D,0) définit ainsi un éle-
ment d(E.D,0) du groupe MKir(X).

7.9. PROPOSITION. L'élément d(E,D,0) de Mkir(x) ne_dépend pas du_choix de 1a con-
nexion D et ne dévend que de la classe d'isomorphie de E.

Démonstration. Soient Eo et E1 deux A-fibrés plats, a: Eo"El un isomorphisme
de A-fibrés nlats, Do et D1 des connexions sur Eo et E1 respectivement dont les
connexions partielles Dé et Di sont associ@es & la structure plate (4.20). On va

m 0,DO,O) et (EI’DI’O) sont équivalents. En effet,

D, = a(D;) est une connexion sur E_telle que D = o¥(Dy )= o™(D]) soit la con-

montrer que les triples (E

nexion partielle canonique Dé associée a D0 . On voit alors facilement (en pre-
nant des cartes par exemple) que er(Do’ﬁo) e 6 p(X) car (l-t)ﬁé +t D ne de-
pend pas de t.

7.10. La proposition précédente, jointe au théoréme 7.7, permet de définir un homo-
morphisme

2
Chy. & Kp(X) > MKg"(X)

pour tout CH-complexe fini X, en définissant le deuxiéme groupe comme &tant
MK%T(X') pour toute varigté X' ayant le type d'homotopie de X (une méthode plus
standard, utilisant des techniques simpliciales sera donnée dans 1'appendice 3). En
effet, d'aprés les calculs faits en 6.21. on a

~en-1,00 . HPOGH (A)) @ WX ,A/B. LA
201 (x) » oroo2n-1 (X:H (A)) (Xs8,_A/B_1A)
p>g-1
3 2n - & Pry.o
BN = 2, HPOGH ()
prq

avec des notations 1égérement différentes. Les groupes é?K(X) ne dépendent donc que
du type d'homplogie de X et i1 en est de méme des groupes KXOP(X) d'aprés la sui-
te spectrale d'Atiyah-Hirzebruch. La méthode suivie pour définir 1'homomorphisme

Chr est alors la méme que celle décrite en 4.31.

7.11. THEDREME. On a le diagramme commutatif
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-1t 1
KGR K Y, Ky (X) , KE%P(x)

IR A

g
- 1 oo v v
P o Ty —— M) — kEP(x)

La démonstration du théoréme repose sur le lemme suivant
7.12. LEMME. Dans le groupe MKfr(X) on a 1'identits
d(E,D,w) - D(E,D,w') = d(T,D, w-w') - d(T,0,0)

o T est un fibré trivial quelcongue.

Démonstration du lemme. Soit F un supplémentaire de E et soit A une con
quelconque sur F. Puisque E & F est trivial, i1 existe 6 tel que [d6]= [
On a alors d{E,D,w) - d(E,D,w')

d(E®F, DA, w0 ) - d(EGF, D & A,u' +8)

d(T,0, wt 6+ er(D ©A,0)) - d(T,D, o' +068+ er(D ® 4,0))

d(T,0, « w') - d(T7,0,0).

Démonstration du th&oréme. Soit x = d(Eo,El,a) un élément de KKE](X) . A
Ch:E](x) est obtenu en considérant 1'homotopie (1~t)Do + ta*(Dl) od D,

sont des connexions associées 3 la structure plate de £, et El respecti
(6.19). Ainsi Ch'®'(x) est Ta classe de 6.(D,, a*(D;)) avec les notatio
cadentes et on a donc v(Ch/®'(x)) = d(T,0,0,(D,,a*(D;)) - d(T,0,0). Par ai
(Ch.-v)(x) = d(E;,Dy,0) - I1 suffit alors d'appliquer le lemme précédent av

= = = * T =
E=Ep D=0, w=8 (D ,0*D;)) et u' =0.

7.13. Tout ce qui précéde se transcrit sans peine dans un contexte simplici
aux méthodes développées dans le §5, ce qui permet d'étendre ce formalisme

gébres de Fréchet (considérer le groupe simplicial GL(A*) défini en 6.1B)
formes différentielles utilisées doivent alors &tre comprises au sens de De
Sullivan & valeurs dans les espaces de Fréchet £ (A). En outre, ceci perme
ter le recours d la méthode un peu artificielle développée en 4.31 et dfexh

espaces classifiants pour la K-théorie multiplicative (cf. 1'appendice 3 )

7.14. Considérons maintenant 1'exemple important ol X est la sphére s!
i> 0. On note alors MKfr(A) le groupe
Coker(HKE"(Point))—, MKET(s).

D'aprés les calculs faits en 6.21, on a les isomorphismes

F2r(sly = W, () pour i
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g,(Zr(S ) =0
er(S)

ﬁZr-l—i(A) pour i > r

(A)

HTs") = B (N/EL

Le théoréme 7.7. donne donc des suites exactes (avec i > r)

(£ KEBAY Ay g () — a) — KEP(R) By ()

lS.OP(A — ﬁr-l(A) r- I(A) — MKZY‘(A) —_ K:op(A) — .0

Remplagons maintenant A par at (algebre A & 1aque11e on a ajouté un é&léme
unité) et identifions Ki(A) (resp. Ktop( A} et K (A)) & un sous- groupe de
K;(A") (resp. KEOP(AT) et K"‘“(A }). Identifions formel Tement I CASV: MY

E C&_I(A)/b(ct(A)) (cf. 2.13 et 4.1), le complexe -Q*(A } étant maintenant 1
complexe universel (cf. 4.1). Le théoreme 7.11 donne alors deux diagrammes comm
tifs

Y S 7 ey k()
chre! ch

RS

Mo (A) —— MKST(A) S (A /b(C"(A) — KT (A)

Examinons maintenant de manidre plus précise la suite exacte (E.) . ST A est
algébre de Banach, nous désignerons par CA le “cbne topologique” de A introd
dans £10] : i1 est formé des matrices infinfes (a ) telles que Sup Llag

On a en outre Ktop(CA) =0 car CA est une algébre de Banach f1asque En plo

geant A dans CA par 1'homomorphisme a ._,(amn) avec a . = 0 si mglo
ngl et a;, = a, on en déduit un diagramme commutatif

to A tD

KEOB(A) —» Ch_ (A)/B(CA(A)) — mKE"(A)——, KEP(R) __, O

bl lbl
o) — %, ch,(en)
b
Si on pose MK (A) = Ker(MKrr(A) 1, Ci_z(CA))a on a la suite exacte suivant
obtenue en considérant les noyaux des fléches verticales

CA

KEOP(R) s HC__ (A)—sMK (A) — KEOP(A)

(utiliser 1'injectivité de o ). Finalement, définissons MKr(A) comme le noyau
1'homomorphisme composé

byt MK,.(A) —s KEP(A) _, HC_,(A)
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on a la suite exacte
KEPR(A) WO, (A MK (A) KPR e,
7.15. Remargues. I1 existe plusieurs var%antes du cdne topologique d’une algé
Banach qui sont décrites dans [10]. Si A est une algébre de Fréchet, on pe
aussi définir CA comme le produit tensoriel topologique CC @A, Ce qui pré
ce qui va suivre peut donc se généraliser sans probléme aux algébres de Fréch
condition de se placer dans un cadre simplicial : cf. 7.13). D'autre part, un
finition légérement différente de MKr(A) a été donnée dans 1a Note [29] sans
ser le cbne topologique. Les deux définitions s'insérent dans la suite exacte
dente. Grdce au lemme des cing, on en déduit que les deux définitions sont is
phes.
Remargue.
7.16. THEOREME. L'homomorphisme composé

r 2r
K.(A) 5 » Kp(ST) — MK (A)
défini en 7.10 et 7.11 se factorise & travers le groupe MK (A} .

Démonstration. Notons 5} 1*application composée
2 A
K.(A) —— MKI(A) 5 Cp_5(CA)
En posant A' = CA, on peut donc écrire un diagramme commutatif

by A
K.(R) S Chy(Ch)

l L

Ke(A) s ch_,(cA")

Puisque Kr(A‘) =0 et que Y est injectif, El =0, ce qui démontre que 1'h
morphisme Kr(A)"" MKrr(A) se factorise a travers MKr(A).D‘aprés 4.31, 1
morphisme composé

K (A) ——s KEP(R) ___, HC__,(A)

est réduit & 0. Donc 1'homomorphisme Kr(A) —_— MKir(A)se factorise @ travers

7.17. Remarque. Graeme Segal [44] 2 aussi introduit un groupe analogue MK.(A)
s'insérant dans une suite exacte

t
KEOP(A)—y HC__1(A)— MK (A) —\ K OP(R)—s HC. ,(A)

J'ignore cependant si les deux définitions des groupes MKr(A) et MKr(A) sont
phes, la méthode de G. S&gal étant toute différente car basée sur 1a cohomolo

des algébres de Lie et le théoréme de Loday-Quillen-Feigin-Tsygan [36] [47].
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7.18. Remarque. Avec A. Connes nous avons démontré que le caractére de Chern relat
1 = +\ /& + A X e s

KEEHAY . B (AT)/B,_{(AT) = Cp_ (A)/B(CL(R)) se factorise & travers HC__;(A)

[14] . Compte tenu du théoréme précédent, on peut donc écrire un diagramme commuta

tif

KRRy —, KAy, k() KE%P(a)

r+l
rel
lchr Jcnr

KEOR(A)— HC, g (A) —— MK (A) ——, KEP(a)

Si A est 1'algébre de Banach J$r~1 de [14], on a un isomorphisme

t - .
MK (A) = Coker(KEPP(A) —» HC,__1(A)) car K{%P(h™™1) =0 pour i#r-1mod. 2.

En appliquant le caractére Tyl rappelé dans [14], on en déduit 1'homomorphisme
*

-1
K™ — €

qui est le caractére multiplicatif universel d'un module de Fredholm.

ETUDE DU CAS A = € : CLASSES CARACTERISTIQUES DE FIBRES PLATS
COMPLEXES (7.19-31).

7.19. Supposons A = €. Comme dans 1'exemple 7.18 avec r impair, on peut définir
un homomorphisme

. *
an ¢t Ky 1(€) s €

avec en fait ici MK, ,(0) = € et MK, (€) = 0.

7.20. THEOREME. Les homomorphismes ay vérifient les propriétés sujvantes

a) ay est 1'identité quand on identifie K () & €*.

b) an induit un isomorphisme sur la torsion des deux groupes.

¢) Soit A 1'anneau des entiers algébrigues d'un corps de nombres.

r
1x t 2 . Alors_1'homomorphisme composé

"
Ecrivons A ; R=R
® r1+r2 "

Kan-1(A)— Ky (B @ R)— Ky q (B RO = Ky €7 1) — (€)

r1+r2

est_injectif sur la partie Tibre de K, ,(A) (qui est Z si n est impair
r
et 7 2 si n est pair).

La partie a) est évidente d'aprés 6.30. et la partie c) résulte des considéra-
tions de 1a fin du § précédent (régulateur de Borel). La partie b) sera démontrée

r1+r2
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d la fin du paragraphe (7.31) en utilisant les espaces classifiants de la K-théorie
multiplicative et le théoréme de Suslinf 461.

7.21. Pour mieux illustrer ce qui précéde nous allons exhiber un espace classifiant
A =€ et en particulier exhiber un espace classifiant pour 1a K-théorie multipli-
cative (le cas général est traité dans 1'appendice 3 }. Pour cela, i1 est plus
judicieux de remplacer le caractére de Chern Ch, défini en homologie cyclique par
le caractére de Chern total allant de 1a K-théorie topologique vers la cohomologie
de De Rham de la base. De maniére plus précise, en suivant [B] , on peut prendre
comme modéle de 1'espace d'Eilenberg-Mac Lane K(C,n) Tle groupe abélien simplicial
s._‘Z"(As) , groupe des formes différentielles C~ fermées de degré n & valeurs
complexes sur le simplexe type 25 . Nous noterons ce modéle Z"(C) . Si on consi-
dére les formes différentielles quelconques (non nécessairement fermées), on obtien
un groupe simplicial contractile n"(c) . Désignons alors par MK'(m)([) le produit
fibrg suivant

' T 2r-1
MK(m)(G) _— e

l d
BaL, (€)*%P N, H L7 = L K(E,2r)
oi Ch est le caractére de Chern total (défini par les méthodes simpliciales dé-

crites précédemment en remplagant A par C). En considérant la limite inductive
suivant n, on définit de méme un espace MK'(€) comme le produit fibré

1 T 2 -
me'(0) — %, 1o
4
ch =l 2
BeL(e)t® " 1 7(e)

et on pose MK&(X) = [X,MK(C)J . La théorie MK'(X s'insére dans une suite exacte

K EOP(X) — &) KT L(X58)  MKL(X) — K‘“’"(X) 0, H 0

on K EP(X)w 0X,B6L(C) 5P et K 180px) . rx,6L(€)3

désignent les groupes de K-théorie topologique réduits usuels ( X a le type d'ho-
motopie d'un CW-complexe fini). Compte tenu de cette suite exacte (qui résulte du
produit fibré précédent), i1 semble raisonnable de noter KEltoP(X;E*) la théorie
MKg(X): c’est une raison expliquant la terminologie "K-theorie multiplicative"
choisie comme titre de ce paragraphe. Ainsi, & tout fibré plat sur un ensemble sim-
plicial X, on peut définir une "classe caractéristique” y(E)e MK&(X) = KiltoP(X;E
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qui ne dépend que de la classe de E dans la K-th&orie algébrique réduite de X.

En termes d'esnaces classifiants, on peut aussi dire qu'on a une application canoni-
que de BGLn(C)d(espace classifiant de GLn(E) muni de la topologie discréte) vers
1'ensemble simplicial Hn(C) qui est le produit fibré

noor
50 — 1 e

| n

2
BAL (€) I Z )

En remarquant que les ensembles simpliciaux Qr(E) sont contractiles et en faisant
tendre n vers 1'infini, on en déduit une application canonique de BGL(IZ)‘s vers
1a fibre homotopique & de 1'application "caractere de Chern total"

BeL(e)tP _, 1 7%"

(€) = I K(L,2r)
On en déduit un homomorphisme
Ke(X) — X5 = KTTEOP(X36%) MK 1 (X)
On passe du cadre des fibrés plats sur une varigté a celui des fibrés plats sur un

ensemble simplicial par le dictionnaire bien connu explicité en 5.9.

7.30. La méthode précédente permet aussi de définir des invariants de fibrés plats
apoartenant 3 1a cohomologie impaire de X & coefficients dans ¢ = §/(2im) "7 .
De maniére pilus précise, considérons le diagramme commutatif & homotopie prés

seL(p)top __ Ch I K(E.2r)
Ay K@Z2ry 2 M, K(e,2r)

Ici cn est 1a classe de Chern usuelle, a est induit par 1'inclusion de Z dans €
définie par A l..,(21'1r)r sur chaque facteur et u est 1'automorphisme simplicial
exprimant (rationnellement) les classes de Chern en fonction du caractére de Chern

c1 = Ch1

c, =
Puisque l1a cohomologie complexe impaire de BGL(t)tDp est triviale, on en déduit
une application bien définie & homotopie prés de la fibre homotopique de Ch vers

la fibre homotopique de o c'est-d-dire WK([*,ZF-I). La fibre homotopique de Ch
étant 1'espace classifiant MK' {C) de la K-théorie multiplicative réduite, ona

44
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donc une application bien définie & homotopie prés

MK'(€) — I K(c*,2r-1)

Ainsi, & tout fibré plat E on peut associer une classe caractéristique

Er(E)e H2 (X;C/Zin)rl) redonnant 1a classe de Chern usuelle par 1'opérateur
Bockstein

W Lixser(2im) 2y 0 H(X5(2im)72) = HET(X;2)

(1e facteur (2im)" provient du fait qu'on a défini 1le caractzre de Chern sans
facteur de maniére & pouvoir généraliser la théorie dans un contexte purement
gébrique comme nous 1'avons fait depuis le début). I1 est probable que cette
caractéristique coincide avec celle définie par Cheeger-Simons [103 . Par ail
dans 1a Note [41] , Osmo Pekonen a donné une autre variante de la constructi
cédente en termes de cochaines singuligres. Mentionnons aussi un travail de .
H. Esnault dans Te cadre des fibrés plats sur une variété algébrique [171.

En conclusion, ce qui précdde peut 8tre ainsi résumé par 1'existence de cl
caractéristiques obtenues en composant les homomorphismes

Kg () —» MKg(X) — r§1 2r-Lixse/(2im)"7)

7.31. Nous allons terminer ce paragraphe par la démonstration du théoréme 7.2
en utilisant le fait que 1'homomorphisme a, est induit par une application
BGL(C)" —, MK(8)* » MK(€). Si on note MK, (€;2/p) 1la K-théorie multiplicativ
coefficients, c'est-d-dire L MK(€);Z/p) (i = 2), on a Eévidemment

MK (€¢:2/p) = Ktop(t 32/p) car . (K(t r);2/p) = 0. D'apras Suslin [(46], il e
su]te qu'on a des isomorphismes

K (€:2/p) = MK, (€:2/p) » K{P(Cs2/p) ,

ces groupes étant isomorphes 3 Z/p si 1 est pair et &tant nuls si i est
pair. Si a e £* est une racine p1eme de 1'unité, elle est 1'image par 3 d
élément a e MKzn([;ZVp) dans Te diagramme

K, (€32/ M oMk, (6:2, K3oP(€:2/
optls P)———' zn( /p) ——t (€:2/p)

la la
an
Kop-1(0) ———— MKy ,(€) = €

*

Puisque &, est surjectif, i1 existe b~ tel gue a, = &n(bn) , donc

a= (an-a)(bn) et o est surjectif sur 1a torsion. De la méme maniére, si
est un &lément de K, ,(C) tel que pb=0 et b#0, il existe b K, (
tel que (b)) =b et g (b)) #0.I1s'en suit que oy (b) = (3@ )(b,) #
car la suite exacte
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MKzn_l(E;Z/p)___. MKZn-l(I)—' MKzn_l(I)
s'identifie &

0 —u — €, ¢

p

*-__,0
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APPENDICES
APPENDICE 1. COMPLEMENTS SUR LE CHAPITRE 3.

Pour ne pas alourdi¥ le chapitre 3 par des considérations qui ne sont pas vr
utiles dans les autres chapitres, nous avons voulu décrire seulement ici des
riantes du lemme 3.10 et du théoréme 3.11 dans d'autres sjtuations en K-thé
gébrique. En effet, on pourrait par exemple considérer des A-fibrés virtuels
de formes e-quadratiques dans le sens de [26] . La K-théorie obtenue est
la K-théorie hermitienne

+
La(X) % [X, L (A)xB_O(A)"]
On pourrait de méme considérer les revétements finis sur Y ol f: Y- X

clique . La "K-théorie" obtenue est alors wg(X)x [X,Z xB 2: 1, c'est-a-dir
homotopie stable d'aprés Barratt, Priddy et Quillen [42].

A.1.2. Pour trouver un cadre commun & ces diverses généralisations, plagons
pour simplifier "a 1'infini", c'est-a-dire considérons des groupes G tels
GL(A), eO(A) ou Zw . De tels groupes ont un sous-groupe des commutateurs
qui est parfait. Dans ce cadre général, on définira un G-fibré virtuel sur
comme la donnée d'une fibration acyclique f : Y,X et d'un G-fibré princi
sur Y. Deux tels G-fibrés E — Y _f. X et E'—, Y'__i; X sont dits
valents s'il existe un diagramme commutatif

v fF .«

/| /I

e

Y1 — Y

avec f1 fibration acycligue et un G-fibré E1 sur Y1 tel que EﬁsU*El e
E's o'*El . On vérifie formellement cowme dans 3.4 qu'on a bien défini ainsi
relation d'&quivalence. On note &(X) 1'ensemble des classes d'équivalence
G-fibrés virtuels sur X.
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MKZn_l(E;Z/p)_, MKZn_l(c) —_ MKZn_l([)
s'identifie &

o__,up__,c*__,t*'__,o
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APPENDICES
APPENDICE 1. COMPLEMENTS SUR LE CHAPITRE 3.

Pour ne pas alourdif le chapitre 3 par des considérations qui ne sont pas v
utiles dans les autres chapitres, nous avons voulu décrire seulement ici de
riantes du lemme 3.10 et du théoréme 3.11 dans d'autres situations en K-th
gébrique. En effet, on pourrait par exemple considérer des A-fibrés virtuel
de formes  e-guadratiques dans le sens de [26] . La K-théorie obtenue es
Ta K-théorie hermitienne

+

eLA(X) % [X, eLo(A) XBEO(A) ]
On pourrait de méme considérer les revétements finis sur Y od f : Y- X
clique . La "K-théorie" obtenue est alors ng(X)z[X,Z x B X: 3, c'est~-a-di

homotopie stable d'apras Barratt, Priddy et Quillen [42].

A.1.2. Pour trouver un cadre commun & ces diverses généralisations, plagons
pour simplifier "a 1‘infini", c'est-d-dire considérons des groupes G tels
GL(A), E:O(A) ou zm . De tels groupes ont un sous-groupe des commutateurs
qui est parfait. Dans ce cadre général, on dé&finira un G-fibré virtuel sur
comme 1a donnée d'une fibration acyclique f : YX et d'un G-fibré princ
sur Y. Deux tels G-fibrés E — Y _f. X et E'— Y'_f'. X sont dit
valents s'il existe un diagramme commutatif

f

Y, X
cl fl/‘]f‘
/'
Yl — Y
avec fl fibration acyclique et un G-fibré E1 sur Yl tel que EzU*El
E's o'*'El . On vérifie formellement comme dans 3.4 qu'on a bien défini ains

relation d'équivalence. On note 25(X) 1'ensemble des classes d'équivalenc
G-fibrés virtuels sur X.
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A.1.3. THEOREME. Poyr tout CW-complexe X on a_un isomorphisme naturel
85(X) = [X,B6"]

Démonstration. Elle va &tre une variante de celle du lemme 3.10 (noter cependan
1'hypothése de finitude du Cw-conip1exe X n'est pas utilisée ici). Soit E .
un G-fibré virtuel défini par une application classifiante Y_, BG. Comme dans
on peut construire une application X_.,BG+ bien définie & homotopie prés et r
dant commutatif le diagramme .

X —, BG"

S
(on suppose que BG — BG" est une fibration). On a ainsi défini une applicatio
vz <I>G(X)_.[X,BG+].
a) Y est surjective. En effet, si f : X__,BG+, on peut choisir pour Y 1le pro
fibré de X et de BG au-dessus de set , d'oll un G-fibré sur Y.

b) v est injective. Soient E_, Y_,X et E'L, Y'_, X deux G-fibrés virtuels
les images dans [X,BG+] sont 8gales et qui sont définis par des applications cl
sifiantes Y_, BG et Y'_, BG. Puisque BG_.BG+ est une fibration, i1 existe
application de X dans BG' telle que les diagrammes

X — ., Bg" X, 86"
Y___ BG Y, BG

commutent. Si Y1 désigne le produit fibré de X et de BG au-dessus de BG+, 0
alors le diagramme commutatif

X
Y1 BG

N

Y Y!

d'ot 1'équivalence des fibrés virtuels.

., set

A.1.4. Comme autre variante du théoréme 3.11, voyons comment on peut interpréte
celui-ci en termes purement algébriques (c'est-d-dire ici en termes de représen
tions de groupes discrets). D'aprés Kan-Thurston {22], i1 existe pour tout espa
connexe X un groupe discret Ty (qu'on peut choisir fonctoriellement par rappo
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a X) et une application acyclique BFX —X. L'idée de ce qui va suivre est d
mer les éléments de KA(X) comme des "représentations virtuelles" de FX .
De maniére plus précise, un groupe discret T est dit acyclique si son hom
réduite (& coefficients entiers) est triviale. Un homomorphisme de groupes d
Ty Ty est dit acyclique s'il est surjectif et si son noyau est acyclique
8quivaut & 1'acyclicité de 1'application Br; — BF2 entre les espaces classi

Une A-représentation virtuelle de I est alors la donnée d'un homomorphis

acyclique A..i I' et d'une représentation p: A —, AutA(P) ol P est un
projectif de type fini. Deux représentations virtuelles

At 1 a
\t;\\u ::\\\\\
Aut, (P) AutA(P)

sont dites équivalentes s'il existe un diagramme commutatif (avec £y acycl

A_f—/._,l"
£ £
=

17— A'

et une représentation de 8y dans Aut(P) qui induit sur A et A' des représ
tions isomorphes aux représentations données. Comme dans 3.4, on vérifie qu'
bien une relation d‘@quivalence. En effet, pour la transitivité par exemple,
écrire le diagramme commutatif :

Si on désigne par A, la somme amalgamée () ge A, et A, par rapport &

3

(*)Comme dans le cas topologique, i1 convient ici de remplacer 11 ou iz par
injection en plongeant A' dans un groupe acyclique par exemple [22].

119
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on a un homomorphisme A3 — T qui est aussi acyclique (appliquer la suit
de Mayer-Vietoris aux espaces classifiants par exemple). Ainsi, si

pp i A —»Aut(P) et bt Ay — Aut(P) sont deux représentations isomorph
qu'on les restreint 3 A', elles induisent une représentation de A3 dans A
dont les restrictions @ A et A" sont isomorphes aux représentations donné

L'ensemble des classes d'équivalence de A-représentations virtuelles de

morphisme pr&s) peut &tre muni d'une structure de monoide ab&lien pour la s
recte des représentations de A-modules (on recopie algébriquement le §3.6).
gne par RA(T) son groupe de Grothendieck.

Si maintenant o : A —, Aut(P) est une représentation, on peut lui assoc
part la classe d'isomorphie de P, d'autre part son application classifiante
BA —, B Aut(P). Si on plonge P dans A" et si on stabilise, on en déduit
application bien définie & homotopie prés BA -, BGL(A)+ qui ne dépend que
classe d'isomorphie de o . Puisque BA a méme homologie que BI' et que B

est un H-espace, on en déduit finalement un homomorphisme
+
RA(T) — Kp(X) w DX,K (A) x BL(A)"3

avec X =BT .

A.1.5. THEOREME. Supposons que BT ait le type d'homologie d'un CW-complex

Alors 1'homomorphisme précédent
Ry(T) — K, (BT)

est un isomorphisme.

Démonstration. I1 existe par hypothése un CH-complexe fini T et une appli
acyclique BT, 7. Les représentations virtuelles de T, c'est & dire les r
tations de A dans Aut(P) avec A — T acyclique définissent des fibrés vir
(dans le sens de 3.3) sur 1'espace T car la composition BALBT - T est
que. D'aprds le théorgme 3.11, i1 suffit donc de vérifier que la relation d
lence entre fibrés virtuels est équivalente & 1a relation d'équivalence ent
présentations virtuelles définie ci-dessus. Ceci est évident dans le sens
représentations - fibrés

Dans 1'autre sens, supposons que deux fibrés sur BA et BA' avec BA _,
et BA' —, BI' acycliques soient équivalents. I1 existe donc Yl’ un diagra
mutatif d homotopie prés

Ba
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avec Yl-—a B acyclique, ainsi qu'un A-fibré plat sur Y1 qui induit sur BA
BA' 1les A-fibrés plats donnés. D'aprés le théorame de Kan-Thurston [22] i1 ex
un groune discret 8y et une app]ication acyclique By — ¥, donc un homomor
me acyclique Ay —T . So1ent Eet A' les produits fibras

\\

Alors oo ~ poei ~p11~o i'w o' od Dl : A1 + Aut(P) est associé au fibré plat
dfappTication classifiante BAy —s ¥y — B(Aut(P))

A.1.6. En conclusion & ce que nous avons annoncé en A.1.5., si on désigne par
groupe de Kan-Thurston associé 8 la sphére Sn(n > 0}, donc tel que 1'applicat
BFn._ﬂ 5" soit acyclique, on voit que RA(Fn) est isomorphe a KO(A) - Kn(A)
c¢i donne bien une description purement algébrique de Kn(A), a savoir
Coker(Ko(A) — Rp(T))-

A.1.7. Comme troisigme complément au chapitre III, nous allons voir comment le
thodes de ce chapitre permettent de munir les groupes Kn(A) (et méme plus gén
lement les groupes KA(X) Torsque X est un CW-complexe fini connexe) d'une
logie naturelle lorsque A est un anneau topologique.

Pour les deux prem1ers grouoes K (A) et Kl(A), la réponse est immédiate.
effet, (A) 2 11m PrOJ(M (A)) ot PFOJ(MZr(A)) désigne 1'ensemble des matr
carrées d ordre 2r qui sont idempotentes prises d conjugaison prés (cf [25] pa
exemple): KO(A) est muni d'une topologie limite inductive de topologies quoti

11 en est de méme de K;(A) = 1im GL _(A)/E,(A).

Dans le cas général, i1 est commode d'utiliser la description de KA(X) en
mes de représentations virtuelles donnée dans le théoréme A.1.5. De maniére pr
soit X un CW-complexe fini connexe et soit FX un groupe de Kan-Thurston as
a& X (on a donc une application acyclique BFX__.X). D'aprés le lemme 3.10 (qui
transpose aisément au cadre algébrique), on a (X)x K (A) © lim Rg (PX) ol
RG (FX) désigne "1'ensemble” des classes d' equ1va1ence de represent5t1ons vir

r

elles de Ay dans Gr = GLr(A). Une telle représentation virtuelle est donnée
un homomorphisme acyclique 4 — FX et par une classe de représentations p:d-
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L'ensemble des classes de représentations ®(A) d'un groupe A dans GLr(A) a une
topologie naturelle induite par celle de Mr(A) (c'est un quotient de 1a topologie
produit Mr(A)A ). Si A'— A est un homomorphisme, 1'application induite

R(A) —, R(A') est continue (et méme ouverte). Les ®(A) constituent donc un sys-
teme inductif d'espaces topologiques (1'ensemble d'indices &tant 1'ensemble des ho-
momorphismes acycliques A"FX)' On munira RG (I‘X) = 1im 8(A) de la topologie 14-
mite inductive. r a :

A.1.8. LEMME. La topologie de RG (FX) ne dépend pas du choix de FX .
r

Démonstration. Si Ty et Fi sont deux choix, il existe FX et des homomorphismes
n; — Ty et Fi"ri qui sont acycliques. Si p : A-—.FX est acyclique et si Al
désigne le oroduit fibré

B A
l l
n
X — x
1'application ®(A) —, MJAl) est continue et ouverte. I1 en résulte que 1'applica-
tion RG (FX)‘* RG (F%) est aussi continue et ouverte. Puisqu’elle est bijective,
’ r r

c'est un homéomorphisme. On démontre de méme que 1'application Rg (r,) _.._,RG (F;)
v

est un homéomorphisme. r

A.1.9. 11 résulte ainsi du Temme que KA(X) = 1$£LRG (PX) et donc KA(X)

KO(A) ® KA(X) ont une topologie limite inductive Tnaturelle. Le théoréme suivant
est maintenant un simple exercice {compte tenu de 3.12 et 3.13 en remplagant les
produits tensoriels de fibrés ou leurs puissances extérieures par les opérations
analogues sur les représentations).

A.1.10. THEOREME. Soient Ays A, et Ay trois anneaux topologiques et soit

¢ Alx Az._,A3 une application 2Z-bilinéaire, continue et induisant un homomorphi

me d’'anneaux

8
A1 7

$i X; et X, sont deux CW-complexes finis, le cup-produit

Ay, — Aq

Ko (X)) x Ky (X)) —a K. (X
Al( I WEY 2, (%3)

est alors une application continue. De méme, si A est un anneau topologique com-

mutatif, 1'opération A KA(X)_, KA(X) est une application continue.

A.1.11. Remargue. Si A est séparé, la topologie de Kn(A) n'est pas nécessaire-
ment séparée. Par exemple, la topologie de Kz(t) est la topologie grossiére

ann
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d'aprés le théoréme précédent et [391. On voit qu'il n'en es
Kn(t) pour n impair d‘aprés le §7. En particulier, le “rég
défini dans ce paragraphe est une application continue non tr
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APPENDICE 2. INVARIANCE HOMOTOPIQUE DE L'HOMOLOGIE DE DE RHAM NON -COMMUTATIV

Soit A une k-algébre quelconque avec k = Q. Le but de cet appendice est la d
tration du théoréme suivant :

A.2.1. THEOREME. Soit ﬁn(A) le noyau de 1'homomorphisme
(A7)

B HC (A) — Hoyy

On a alors un isomorphisme

) ~
Hn(A[tJ)x Hn(A)
Démonstration. L'homologie de De Rham non commutative ﬁh(A) est isomorphe a

Ker(ﬁ@n(A)._E* H . (AA)N= Coker(Hn(k)._,ﬁn(A)) d'aprés 2.10 et 2.15. On a do

n+1
H (A)» H (A) ou H(A) @ HC (k) pour A=A ou A[t] . Le théoréme précéden
ainsi équivalent au méme théoreéme pour 1‘'homologie de De Rham non commutative,

Fn(Art]) P Fln(A)

Si 5*(A) est 1'algébre graduée universelle construite en 1.24, le produit te
riel gradué k[(t,dt] @ 5*(A) est une quasi-résolution de A[t] {dans le sens
1.3) qu'on note n*(A[t]). Soit K : Q;(A[t])_, 5*_1(A) 1'opérateur d'homoto
construit en 1.21 : on a alors 1'identité

3* D*
dK + Kd = 17 %

ot 3; et JI sont les homomorphismes ﬁ;(A[t]) — ﬁ*(A)constituant a poser
ou t = 1. Cette identité implique que les homomorphismes correspondants {noté

core 3; et DI) :

R (ACE)y —, R (A)
coincident car on a un homomorphisme unique d'algébres différentielles graduée
5*(A[t])._, Q*(A[t]) qui est 1'identité sur A[t]. En considérant maintenant
Q*(A[t,u]) et 1'homomorphisme Afu] _ﬁL_,A[u,t] = Afuj[t] défini par ¢(u) =
on en déduit que 1'homomorphisme J; H_(Aful) — H (A) est injectif
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(faire t =0 et t=1). Donc H_(A) = H_(ACul).

A.2.2. Exemple d’'application. Seit A 1la k-algebre des matrices triangulai
rieures & coefficients dans k (avec le méme &lément sur 1a diagonale). Soi
b, : A L ACt} 1'homomorphisme d'algébres défini par la formule

= (g-i
¢t(aj1') = (t aj'i)
1" homomorphisme ¢t réalise une homotopie entre by = Id et b qui est
tation sur k. Par conséquent, H_(A) » H (k) et on a la suite exacte
0. }Tﬁn(A) — R (AR AT (R) 0
ﬁf* désignant 1'homologie cyclique réduite. Le calcul complet de Hn(A,A)

HC (R) a &té fait par A. Calvo [7] en s'appuyant sur ce résultat.

A.2.3. Remarque. On pourra comparer ce résultat avec celui d'A. Connes ([12
et de T. Goodwillie {Topology 1984).

1256
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APPENDICE 3. ESPACES CLASSIFIANTS DE LA K-THEORIE MULTIPLICATIVE

A.3.1. Soit E un A-fibré de fibre libre A" défini par des fonctions de t
tion 954 et soit (ai) une partition de 1'unité associée au recouvrement
sant.
On peut toujours munir E de la "connexion canonique" (4.18) définie par 1'
sion

) = T o) g-dgg

Puisque toute connexion est homotope & 1a connexion canonique, la théorie p
se recopie telle quelle dans un cadre simplicial, les oy étant remplacés
coordonnées barycentriques comme en 5.8.

Plus précisément, soit G le groupe topologique GL(A)tOp et soit BG =
son espace classifiant. Si A* désigne 1'anneau simplicial dé&fini par
A, = C7(a") 8A, on a aussi BG = BGL(A ). Soient maintenant 0y et Ig; |
pes abéliens simpliciaux graduds définis par

2(s) = au(a®) Z05(s) = Zx(a%)

(comparer avec [8] p. 264). Si X est un ensemble simplicial, 1'ensemb
applications simpliciales de X dans Q; (resp. dans Zn;) s'identifie au
abélien des formes différentielles quelconques (resp. fermées pour la diffé
elle totale) de degré total n et @ valeurs dans 1'espace de Banach ﬁ*(A)
groupes d'homotopie de n; sont tous nuls d'aprés 1‘'argument utilisé dans
p. 265. D'autre part, d'aprés le calcul des groupes HK(X) effectué en 4.8
qu'on doit transposer dans un contexte simplicial), on a une suite exacte d
abéliens simpliciaux

0 it ot 94l

L'image de d est la composante neutre de ZQR et 1a suite exacte précéde

dentifie a3 une fibration principale de groupe ZSZR“1 et d'espace total con

Le méme argument que celui utilisé dans 5.4 montre ainsi que les classes d'
s C e N R | ® D,v.T

pie d'applications de X dans ZQA s'identifie & HA(X) ) pAq=n H (X,Hq(A)

particulier, le groupe abélien simplicial ZQR s'identifie @ un produit d'

d'Eilenberg-Mac Lane p+g=n K(wq,p) avec q = Hq(A).

126
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A.3.2. De maniére analogue, nous pouvons considérer le groupe abélien simplicial &
défini par

2 = -
er"(s) - Zn(As;nnA) 6 8 Qp(AS;QqA)

p<q
p+g=2n
gan+l - @ P As;'~
AT = 8 PSia
p+g=2n+l

%'R(s) est contractile pour m impair (pour 1a méme raison que QR). Si on note

ZB'A" le noyau de la différentielle totale en général, on a ainsi la fibration prin-
cipale d'espace total contractile

2n-1 2n~1 d 2n
0 78, — & — pa:

ol 1'image de d est la composante neutre de zeA (d'apras le calcul général des
groupes :ﬁ@ n(X) 1ntrodu1ts dans 4.23). Le méme argument que celut utilisé plus

haut pour 1es groupes (X) montre que ae (X) s'identifie au groupe des classes
d'homotopie d'apph’catwns de X dans ZG,Z\n . On a ainsi les isomorphismes
n n,y s T 2
I8N 5 H(XZ (A) @ Coeon HPOGHA) 2 237(X)
p<q
2n-1 n-1,..3 Diy.ii
(X268 JaH (K7 A) @ p3q=2n-1 HY(X3HAA)
p<qg-1

On notera que le deuxiéme groupe est différent de Xﬁ"'l(X) en général.

A.3.3. Notons maintenant Zﬁ';\' le groupe abélien simplicial quotient m';\‘/zts'}\‘
On a alors un diagramme commutatif de fibrations

m-1 m-1 d m
TA —_— elA ZFA
-1 m-1 d m
~m-1 ~m-1 d m
any Sy zty

avec aussi (p = SZK/GR . 11 est clair que Zﬁ'}'\' s'identifie 3@ 1'ensemble des formes

fermées de et que la deuxiéme colonne de ce diagramme est formé d'espaces acy-

cliques si m est pair. Si X est un ensemble simplicial, un &lément & de
Au(X)/ BR(X) = RA(X) definit une application simpliciale f = f(if) de X vers

?Z'R . En outre, si # est fermée (dii = 0 dans ﬁTl(X)), f se factorise 3 travers

Zﬁ': : en effet, si w est une forme sur A° telle que dwse ‘G;(AS) , 11 existe

127
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m'g‘é‘;\(As) telle que dw' = dw car %’R(AS) est isomorphe & H n{A) ® A(A)
La correspondance & — f(&) définit ainsi un homomorphisme de Zdn(X) vers
1'ensemble des applications de X dans Zﬁﬂ - En outre, si &= du; , 1'applica-
tion f se factorise en d.f; :

m-1
f1 p
ld
x —_Fag

avec r;\"l contractile. Donc f est homotope & 0 et on a ainsi défini un homomo

phisme

8 :%ﬂ(x) — I

8.3.4. THEOREME. L 'homomorphisme 6 est injectif pour tout m. Si m est impair, 8
est un isomorphisme. Plus précisément, on a les identités

"’Zn-l aZ2n-1 Piy.T n,y.= -
L ~ 02T e 8, ) HPOGRA) + KT _A/B A)
p>g-1
> 2n-1 7] Pry.ii
xR po HP(XsHA)
p+q=2n
Pry-7f ntl
X, ZQ M1a p+q on (X,Hq(A) @ H (X5 1A/B L)
p>q-2
Dans le cas oi m = 2n, 1'application 9 est induite par 1'inclusion de Hn 1(A)
dans Q 1(A)/Bn I(A) et est 1'identité sur les autres composantes Hp(X ;A A)

Démonstration. Soit © un &lément de ZZA(X)/Z‘G'R(X) tel que 1'application

f=fl@) : X= Z?ZTR soit homotope & 0. Puisque QIR_ _d, Zfer est une fibration

i1 en résulte que & = dw'. Donc B est injectif. D'autre part, toute application
X, 262" definit un élement de H2"(X) et la fibration

2n-1 2n-1 2n
" — G — 1y
d'espace total montre gu’'on a un isomorphisme
o OGL2EMN 3Ny
A A
(cf. A.3.3). Considérons maintenant le diagramme commutatif formé de suites exacte

Kl M lxy o HAM ()
1] ° | ] le

Rl TN D3 :- s RN ) .21 B | - b
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Dans ce diagramme, la premiére suite exacte est induite par la suite exacte
plexes

0 () — (%) —— B _, 0
et la deuxiéme est induite par la fibration

2n n 22n

" L w1
La commutativité du diagramme de suites exactes résulte d'un examen du diagr
neuf termes &crit en A.3.3. Puisque B,y et afl sont des isomorphismes,
surjectif, donc bijectif (pour m impair).

D'aprés les calculs faits en 6.21, on a

xZn— ) Hp(x;ﬁq(A) + H(x; 38 _(A/B_1A)

p+q =2n-1 !
g>p-1
ce qui montre que Zﬁin'1 est un produit d'espaces d'Eilenberg-Mac Lane

. T DR si oo e o
6 p+q=2n-1 K(Wq-P) avec ﬂq HqA si p>g-1 et 1A nn-lA/Bn-lA s

P>q

p = g-1. La fibration
252"’1.__* ﬁin-l . Zﬁin
~2n- 1 . ﬁZn ! .
avec &y contractile montre donc que Z ) @ le type d'homotopie de BG.

ticulier, on a un isomorphisme de groupes

A/B

p n+1
H (X3 H A) ®H (X0 n-1

[X,2Z88"] « A)

p+q 2n n-1
p>g-2
11 reste a déterminer 1'homomorphisme 31€2" X)__+ {x, ZQ ] compte tenu des

phismes précédents. Pour celz, on remarque le diagramme commutatif

o  W(HA s3I 8 (x,mMe e WP OGHA) +
p+q=2n q p+g=2n
p>q >g-2 n+l g
1 | p T C Y Y.

@  HPOGH (A) s HEM(X)3, [X,20"]
p+g=2n d A A
Par une chasse au diagramme, on voit alors que & est 1'identité sur les com
tes Hp(x;ﬁqA) pour p>q-2 et est induit par 1'inclusion de H__,(A) dans
Q A/Bn-lA pour p = g-2.

n-1
A.3.5. Le caractére de Chern Ch, pour des fibrés de fibre A" peut s'inter

comme un morphisme d'ensembles simpliciaux

) top 2r
Chr : BGLm(A) . ZQA

En effet, au fibré universel défini par ses fonctions de transition
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951 : A, GLm(A) (cf. 5.4), on peut associer la forme différentielle fermée

i r

7T Tr(R)
ol R =dr+ PZ est la courbure associée d la connexion I' définie "localement” par
la formule éprouvée

. -1

T = I % 945 995
les X, représentant les coordonnées barycentriques (cf. 5.8 et 5.27). Les applica-
tions Chr se stabilisent et définissent une application notée encore Chr
ch, = BaL(A)EP ., zolT

dont 1'image est dans la composante neutre du groupe simplicial Zﬁzr. On notera
Chr la composition des apolications 2

B6L(A)*P —, 208" _, 2" - 7ozl

Considérons maintenant le produit fibré MK"Z\r défini par le diagramme

0 21 »2r-1
BeL(A)EP zﬁf\r
oll ?z,z\r'l est 1'espace contractile Qf\r'llef\r'l. Nous définissons enfin la "K-théo-

rie multiplicative réduite” MK‘ir(X) comme

N ker(MKET(x) ~ MKE"({x})

x€Xo A A
ou encare (si X est connexe) comme le conoyau de 1'‘homomorphisme
Mkir(Point) — MKir(X) . Cette K-théorie réduite est construite sur le méme modéle
que Mﬁsr(X), majs en considérant des fibras de fibre libre et en identifiant &4 0
les éléments de 75r de la forme (T7,0,0) avec T trivial sur chague composante con-
nexe de X (cf. [25] p. 57 pour une discussion analogue).

A.3.6. THEOREME. Sait X un ensemble simplicial tel que sa réalisation géométrique
[X] ait le type d'homotopie d'un CW-complexe fini. On a alors un_isomorphisme na-

turel
2r . Vv 2r
MKA (X) = [X,MK Al

la structure de groupe du deuxiéme membre &tant induite par 1a structure de H-espa-

ce sur le produit fibré MK'ir R

Démonstration. Reconsidérons la définition de la K-theorie multiplicative (réduite)
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en nous plagcant dans un cadre simplicial et en munissant tous les fibrés repérés de
Ta connexion canonigue (5.1 et 5.8) : nous obtenons bien entendu le méme groupe car
toute connexion est homotope & la connexion canonigue. Considérons le produit fibré
MK"Ar défini par le diagramme

ner 2r-1.
p ———— %
[
¢h
BeL(A)P T, z3"
La projection MK“ir -+ MK"Z\r est une &quivalence d'homotopie (car Qir—l et ﬁir'l

sont tous deux contractiles), Ker d1 a le type d'homotopie de

~2r-1 ~2r

Zﬁzr 1 = Ker d : QA —_— ZQA et on a le diagramme commutatif d'{isomorphismes

(X, z:zz‘"

1] ._____._____ [X,Ker d J

A4

Une application x._, MK"Er définit un fibré repéré E sur X et une forme diffa-
rentielle . € QA (X) telle que Ch.D = du} mod . @ir(x) , donc définit un &1é-

ment de MK'2T(X) . Puisque MK':r(XxI)x MK'f\"(X) (appliguer le lemme des cing 3 1la

suite exacte 7.7 écrite en K-théorie réduite), on a un homomorphisme bien défini

2 ,2r 2
G iFX,MK Ar] # DGMK ]y MK A”(X)

Enfin, on a le diagramme commutatif suivant

[ 7 - 1 1 ~2
K TIEOP(x) — I el — KPR — HT(X)

1 ’ K I l°
0GEL(AY BOPT oz Yy ok Mk ETT L oxBe(A) S0P 0,28
Dans ce diagramme, 6 est injectif d'aprés A.3.4; la quatridme fléche verticale est
un isomorphisme car X a le type d'homotopie d’un CW-complexe fini et il en est
de méme de la premigre pour la méme raison. Enfin, la deuxiéme fléche est un isomor-
phisme d'aprés ce qui précéde. I1 en résulte gue o est un iscmorphisme d'apras une

variante du lemme des cing.

A.3.7. L'application composée
BGL(A) __, BGL(A)®P __, i



M. KAROUBI

est réduite & 0 car les fonctions de transition définissant un A-fibré plat sont

top

localement constantes. Ceci montre que 1'application BGL(A)} ., BGL(A) se relé

ve canoniquement en une application ¢: BGL(A) ., MK'E\r : considérer le diagramme

er ~2r-1
M —

BGL (A)
BeL(n) P,

Ainsi 1'application KA(X)_.MKézr(X) définie en 7.10 et 7.11 (du moins en K-théo-

rie réduite) est induite par une application au niveau des espaces classifiants.

A.3.8. Les homomorphismes . Chr : KA(X)_. MKir(X) et les applications associées
BGL(A)— MK'ir- ne sont pas indépendantes par rapport @ r. Ainsi 7'homo-
morphisme S de Connes induit un endomorphisme de degré -2 du complexe Q;(X) mai
ne respecte pas malheureusement le sous-complexe ‘GZ(X): Ceci conduit & des compli-
cations analogues & celles décrites en 6.25 et que nous ne détaillerons pas. Si par
exemple X est une sphére s", 1'homomorphisme Chr : Kr(A) “’MKr(A) que nous
avons construit en 7.15 détermine en fait tous les autres

2r-2i
Ch_; : K.(A) » MKPr '(R) (dans le cas du complexe universel).
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APPENDICE 4. K-THEORIE ALGEBRIQUE DE L'ALGEBRE DES FONCTIONS ¢
SUR UNE VARIETE

A.4.1. Soit A 1'algébre commutative 7[X1,x2,...,xn] et soit f 1'@lément

1 = X;%5...x €A . Alors 1'algébre AF s'identifie a Z[xz,...,xn.xél,...

et le symbole x = <XyseeesXp > est 1'é@lément de Kn(Af) défini par
3(x) = {XZ’XB""’Xn} ol 3 est 1'opérateur bord de la suite exacte de loca

de Quillen

Ko(h) > K (Ae) =K _(MF) = K _ () » ...

et ol {XZ’XB""’xn} est le symbole de Steinberg (cup-produit d'é&léments d
représentés par les éléments Xi) .

Si A est une algébre commutative gquelcongque et si 815 Bps.--sdp sont
ments de A tels que 1 - 3;35.-.3, soit inversible, on définit le symbol

> comme 1'é&lément de K, (A) image de x = <xj,....,x, > pa

<a1,a2,...,a n

n
morphisme évident de Ag dans A (cf. [351).

Soit maintenant Q _(A) le complexe de De Rham commutatif (au sens grad
versel : QI(A) est ainsi Hl(A,A) et Qn(A) est la n oM puissance exté
2;(A) vu comme un A-module.

A.4.2. THEOREME. Spoit A une Q-algébre. Alors 1'homomorphisme Chn : Kn(A
défini dans 5.13 associe au symbple <@pseeoBp> 1a_forme différentielle fe

dalhda2 Ao dan

1- aja,...a,

Démonstration. Soit A' 1'algébre A % Q et soit A" 1'algebre
Q[yl,...,yn,yil,...,yal] . On définit un homomorphisme de A' dans A" en pos

¥y = 1- X Xge o X
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(la premiére relation définit x; en termes de  yys-eea¥ps yil,...,y;l).

On en déduit le diagramme commutatif
K(A) K (")

1
Cn Cn

(M) ., (")

o0 @ (A') (resp. Q*(A")) est obtenu a partir de g*(Q[xl,...,xn])
(resp. Q*(Q[yl,...ynj) en inversant 1 - Xq ee Xy (resp. yl’yz""’yn) . Puis
Q(A") —, 2,(A") est injective, i1 en est de méme de Z (A') _, Zn(Af) .

D'autre part, le symbole {yl,...,yn] est 1'image du symbole « XyaXpse e aXy
par 1'homomorphisme Kn(A') — K (A") : on a en effet le diagramme commutatif

-1 -1 -1
Kn(a[yl,.,.,yn,yl ,...,yn] — Kn(Q[xl,...,xn,(l-xl...xn) 1)

3 3

>

-~ -1
Kn_l(m:yz:---synsyzl"“syn 1) — Kn_l(QD'zv--syn])

En outre,
dy dy dy
[ _ 1 2 n
cn((yla}'zs~--,yn}) = “_‘yl A °‘—‘y2 A...A ———-yn

) (dxl.xz...xn + XXy Xge et X Pt XXy dx ) A dx, A... Aan

(l—xlxz...xn)xz...x
XmA...AdX
= n

ST T XX
XKoo X,

n

A.4.3. THEOREME. Seit X une variéts différentiable ayant un nombre fini de ca
et soit A = C7(X). Alors 1'homomorphisme composé évident K (A)— Z (R)— "(x
contient Bn(X) .

Démonstration. Soit (Uk) un recouvrement ouvert de X par un nombre fini de
cartes U, = R" et soit (n) une partition de 1'unité associee & (U, )

Soit weB"(X), i.e. w=da = 1 dw, avec w = na . En outre, chague
s'écrit en coordonnges locales comme combinaison 1lindaire @ coefficients entie
d'eléments de la forme d(nkgl)ndxiz A-.A dxi ou encore

n
d(nkgl)A d(ixiz) Ad(EXiB)A... Ad(gxin)oﬂcest d support compact et égal 4 1 au v

sinage du support de Ny - Par conséquent,  est combinaison linéaire i coeff
cients entiers de formes différentielles du type © = df1 Ao A dfn ol les f
sont d support compact. Il suffit donc de montrer gue

ana
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a= df,A... Adfn € Im(Kn(A) + 2™(X)). Si on pose f = (fl,._.,fn) , on voit que

1
&= f*(dtln Adtn) avec f: X =R" (a support dans Uk), (ti) représentan
les coordonnées locales de R". Puisque f est & support compact, i1 existe un
réseau 2" de R" et une factorisation de f
X f RrR"
h p
RrRY2" = 1"

ol p* est la projection canonique et o p*(8) = dtIA Adtn » 8 étant la forme
volume de IR"/In . Donc w est aussi égal a h*(e) et on a le diagramme commuta-
tif

K™Y K (CT(X)

d

n h*

Ny — 2L ()
Puisque h*e) = & et que ¢ est surjectif (par cup-produit), le théoréme en résul-
te.

A.4.4. THEOREME. Soit X une sphére de dimension n. Alors 1'homomorphisme composé
Kn(Cm(X)) - Z"(X) > Hn(X) = R est différent de 0 : son image est un sous-

groupe de rang 1 de R.

Démonstration. Soit V la sous-variété ouverte de " définie par 1'inaquation
¥i¥p---¥,, #1 et soit y: ™av 1'application définie par

-1 -
q)(xl,...,xn) = ((l-xl)x2 ...xnl, XpseeeaX ) -

Comme nous 1'avons vu précédemment,

dy;a...ady dx dx
1] (-—-1——'——2)= Tl A--.A—x-r-l'
1-_yl...yn 1 n

qui est la forme volume de ™ : donc Hn(V) # 0 . Remarguons nue | n-1 est
T

1-application (XpseeeaXp) > (0sXgsoiinx ) s donc est homotope & une application
constante. Par le théorame d'extension des homotopies, y est donc homotope a

oo T" sV avec ' n-1 CONstante.D'autre part,Tn/Tn_l~T"'1xSl/T"'1~S(T2'1)

~ S(Tn'l) v S.1 et S(Tn_l)...S"v Y pour un certain Y. Il existe donc une applica-
tion de degré 1 de s" dans Tn/Tn-1 (i.e. induisant un isomorphisme sur Hn) . En
composant cette application avec ¢' : T"/T"-1 ¥V, on en déduit par homotopie

une application ¢
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induisant une injection au niveau des groupes Hn . Considérons maintenant le
symbole <¥qs...s¥,> 6Kn(c‘”(V)) . Son image dans Kn(cm(Tn)) a une classe caracté

ristique dans H"(T“) non triviale. Le diagramme commutatif
K (CT(S™M) e K (ETV))

| l

O E— Y )

permet de montrer que 1'image de Kn(cm(s“)) dans Hn(Sn) est non triviale. Pou
démontrer que c'est un sous-groupe de rang 1, il suffit de remarquer gue 1'applic
tion Kn(Cm(Sn))___, H'(s") se factorise & travers K:OD(CQ(Sn)) qui est isomorp
a 2 d'aprés la périodicité de Bott.

A.4.5. Remarque. I1 serait intéressant de comparer les deux réseaux de R formé
des images de Kn(Cm(Sn)) et de K:oP(Cm(Sn)) respectivement; en d'autres term

de déterminer 1'image de K (C"(s™)) dans KP(C7(s")) » 7.
A.4.6. THEOREME. Spit X une variété guelconque et soit n un entier impair.

Alors 1'image de Kn(cm(X)) dans Hn(X) est un sous-groupe libre de rang la dim
sion de HM™X) .

Démonstration. Une sphére de dimension impaire n est un modéle rationnel de 1'
pace d'Eilenberg-Mac Lane K{Q,n). Par conséguent, & une constante multiplicative
prés, les générateurs de H"(x) sont représentés par des applications X - s"
dépendantes. Le théoréme A.4.6. résujte alors du théoréme précédent.

A.4.7. THEOREME. Soit X une variété orientée de dimension n. Alors 1'image de
1' homomorphisme Kn(Cm(X)) Hn(X) » R est un sous-groupe de rang un.

Démonstration. Puisque X est orientée, il existe une application f de degré u
de X dans S" . Il suffit donc de contempler le diagramme

KalCTX)) K (C7(S™)
), KT
en appliguant le théoréme A.4.4.
Les considérations du §6 se généralisent sans peine i des algébres plus généra
que les algébres de Banach comme 1'algébre des fonctions ¢” sur une variété. Da
cette direction, on peut par exemple démontrer le théoréme suivant :

A.4.8. THEOREME.Soit X une variété orientée de dimension n. Alors le caractére

de Chern relatif K'®1(C¥(x)) »H"(X) = R _est surjectif.
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Démonstration. On sait que 1'homomorphisme K;e](m) - HCO(R) = H° (Point
est surjectif et que 1'homomorphisme Kn(Cm(X))+ H"(X) a comme image un so
de rang l(théoréme A.4.7).D'aprés la propriété multiplicative du caractére

relatif (6.28), le théoréme en résulte. Bien entendu, on a un théoréme anal

les fonctions 3@ valeurs complexes.

. C t o
A.4.9. Remarque. Soit Xn = Ker(Kn+1(C X)) - Kngg(c (X)) =

rel, = C : Vs top, =
= (K21 (7)) > K ,,(C7(X)). Puisque 1'image de Knep(C™(X)) dans H"(
un réseau de rang <1, les considérations précédentes montrent que Xn s

te sur R/Z (€/Z si on considére des fonctions & valeurs complexes
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APPENDICE 5. HOMOLOGIE CYCLIQUE DE L'ALGEBRE DES FONCTIONS C™ SUR
UNE VARIETE

A.5.1. Dans [12] A. Connes a calculé 1'homologie de Hoschshild et 1'homologie
cyclique topologique (4.1) de 1'algébre A des fonctions C” sur une variété compa
te. On trouve

HEOP(A,A) = 2"(X)

n-2

HCESP((A) = o"(1)/B™(X) @ H2(x) @ WXy @ ...

Nous allons démontrer ici un résultat voisin, & savoir 1'existence d'homomorphisme

MR L ah(x)

n-4

HC, (A) i_, Q"(xy/8"(xy @ "2 (xy e Xy @ ...

qui sont des épimorphismes. Ici, Hn(A,A) et ch(A) représentent bien entendu
les homologies de Hochschild ou cyclique algébriques de A.

Le premier homomorphisme u est simplement induit par 1'application

aoga1 e.®a —, a, dalA da2 AL A darI

Puisque la variété est compacte, toute forme différentielle de degré n est combi
naison linéaire finie de formes du type a, dal A, /\dan . L'élément

)

3‘!6—1

gea, 3 ®2,1y @2 af2) @---@ 2;(n)
est alors un cycle dans Te complexe de Hochschild dont 1'image par u, est la for

différentielle a, dalA YN darI .

A.5.2. L'existence et la surjectivité de 1'homomorphisme i est plus délicate &
montrer. Cependant, Ta premi@re composante vg : ch(A) — Q"(X)/B"(X) est facil
a définir : elle résulte &videmment de A.5.1. et du fait que la différence

n
3, dalf\ A dan (-1) 3, dao" dalA YN dan_1 est une forme exacte.
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L'image de S : HC, (A} » HC _,(A) est le noyau de
B : HC _o(A) ~ Hn-l(A’A)
c'est-a-dire essentiellement 1'homologie de De Rham non commutative Hh_z(A).
Plus précisément, d'aprés le théoréme 2.15, on trouve ﬁh_z(A) si n=2 ol
nn—Z(A) ®HC (k) (k=R ou C)si n>2. Iestfacile de décrire un homomor-
phisme
= -2
A_p(A) = H5(X)

par la correspondance a, da1 <o dag 5y 3y da1 adagA... ndan_2 . Ainsi,
en appliquant 1'homomorphisme S un certain nombre de fois, on définit compléte-

ment 1'homomorphisme vy cherché,

A.5.3. THEOREME. L' homomorphisme v, décrit précédemment est un épimorphisme.

Démonstration. Un &lément Wy de Qn(X)/Bn(X) est 1'image par i de I(en) ol
8, an(A,A) et I: Hn(A,A) > ch(A) . En raison de Ta suite exacte

H (A,A) = HC (A) ~ H _,(B) ~ 0
oi H _,(A) = H5-2(A) si n=2 et
=R e He (k) st n>2.

on voit que 1a surjectivité de vy est équivalente & la surjectivité de 1*homomor

phisme
Wy P Hpp(A) - B
ot
E o, =W 2x) e i (x) e ... @ HI(X) si n est impair
E_, =" e i x) o ... o HE(x) @ BO(X) si n est pair.

D'aprés [23] , nous savons par ailleurs que le caractére de Chern tronqué

Ko(A) > Ep

est un réseau dans 1'espace vectoriel de dimension finie En_2 . D'autre part,
d'aprés le §1, il se factorise & travers Hn_Z(A). La surjectivité de W, o donc
celle de v, > en résulte immédiatement.

A.5.4. Remarque. L'argument précédent s'applique aussj & 1'algébre A des fonctions
de classe C° sur X avec k 2 1.

Max KAROUBI

UFR de Mathématiques
Université Paris VII
2 place Jussieu
75251 PARIS Cedex 05
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ABSTRACT

This book is an expanded version of some ideas related to the general prob]em of
characteristic classes in the framework of Chern-Weil theory. -

These ideas took their origins independtly from the work of Alain Connes and thé
author. They were motivated by considerations of operator algebras and algebraic
K-theory. The good framework to develop these considerations is cyclic homology (or
non commutative De Rham homology). This enables us to extend the classical Chern-
Weil theory far beyond his original scope (at Tteast for the general Tinear group).

Cyclic homoiogy is the natural target for characteristic classes and its computa
tion is a matter of homological algebra as was shown by A. Connes. On the other
hand, the objets we are taking the characteristic classes of are elements of the
K-theory of a ring. This K-theory (algebraic or topological) is difficult to compu
te in general. Cyclic homology (also called "additive K-theory” by Feigin and.
Tsygan) appears therefore as a first step to compute the K-groups for general al-
gebras.

We have tried to make this book as self-contained as possible. Together with the
motivations provided by A. Connes, the reader should not find any special difficul-
ty to read it. In varticular, the first chapters can be easily integrated in a gra-
duate course on the subject.



