AlgebraRecreativa

INDICE

Del prefacio del autor alaterceraedicion rusa

Capitulo primero. La quinta operacién matematica.

Laquinta operacion

Cifras astronémicas

¢Cuénto pesad aire?

Combustién sin llama ni calor

Las variaciones del tiempo

La cerradura secreta

Ciclista supersticioso

Resultados de |a duplicacion consecutiva
Millones de veces més rapido

10 000 operaciones por segundo
Cantidad posible de partidas de gedrez
El secreto de laméquina de jugar al gedrez
Lostresdoses Lostres treses

Los tres cuatros

Con tres cifrasiguales

L os cuatro unos L os cuatro doses

Capitulo segundo. El idioma del algebra
El arte de plantear ecuaciones
Lavidade Diofanto

El caballoy e mulo

Los cuatro hermanos
Lasavesdelaorilla

El paseo

E1 artel de segadores

Lasvacas en € prado

El problema de Newton

E1 cambio de las manecillas del reloj
Coincidencia de las saetas

E1 arte de adivinar nimeros

Un supuesto absurdo

La ecuacién piensa por nosotros
Curiosidades y sorpresas

En la peluqueria.

El tranviay €l peaton

El barco y labasa

Dos botes de café

Velada

Exploracion marina

En e velddromo

Carrera de motocicletas .
Velocidad media

Y akov Perelman

Patricio Barros



AlgebraRecreativa Y akov Perelman
Maquinas de céculo rgpido

Capitulo tercero. En ayuda de la aritmética
Multiplicacién abreviada

Lascifras1,5y 6

Losnimeros 25y 76

Numeros infinitos

Compensacion

Divisibilidad por 11

El nimero del automovil

Divisibilidad por 19

Teorema de Sofia Germain

NUmeros compuestos

Acerca de |os nimeros primos

E1 mayor nimero primo conocido

Un cédculo muy laborioso

En ocasiones es preferible no recurrir a dgebra

Capitulo cuarto. L as ecuaciones de Diofanto
Compra de una bufanda

Unarevision en latienda

Comprade sellos de correos

Comprade frutas .

Adivinar € dia de nacimiento

Venta de pollos

Dos nimeros y cuatro operaciones

Como sera d rectangulo

Dos nimeros de dos cifras

Los nimeros de Pitégoras

Ecuacion indeterminada de tercer grado

Cien mil marcos por la demostracion de un teorema

Capitulo quinto. L a sexta operacion matematica
Sexta operacion

¢QUE raiz es mayor?

Resuélvase al primer golpe de vista

Comedias algebraicas

Capitulo sexto. Ecuaciones de segundo grado
El apretdén de manos

El enjambre de abejas

La manada de monos

Prevision de las ecuaciones

El problema de Euler

Los altavoces

El dgebradd vuelo alalLuna

"Ejercicio complicado”

Patricio Barros



AlgebraRecreativa
¢Qué nimeros son?

Capitulo séptimo. La magnitud mayor y la menor .
Dos trenes.

¢Donde construir el apeadero?

¢Coémo trazar la carretera al embarcadero?
¢Cuando alcanza el producto su méaximo valor?
¢Qué suma sera la menor?

E1 tronco de mayor volumen

Dos parcelas de tierra

Lacometa.

La construccion de una casa

Laparcela

El canal 6n de seccion méxima

El embudo de mayor capacidad

La iluminacién més intensa

Capitulo octavo. Progresiones.
La progriesién més antigua
Algebraen papel cuadriculado
E1 riego de la huerta

La comida paralas gallinas
Brigada de cavadores

Las manzanas

Lacomprade cabalo .
Larecompensa del soldado

Capitulo noveno. L a séptima operacion matematica
La séptima operacion

Losrivales de los logaritmos

Evolucién de las tablas de logaritmos
Curiosidades logaritmicas

Los logaritmos en escena

Los logaritmos en € corral

Los logaritmos en la musica

Las estréllas, € ruido y los logaritmos

Los logaritmos y € alumbrado e éctrico

Legados alargo plazo

Interés continuo .

El nimero "e"

Comedia logaritmica

Expresar cualquier nimero tan solo con tres doses

Y akov Perelman

Patricio Barros



AlgebraRecreativa Y akov Perelman

Presentacion

Entre las numerosas obras de divulgacion cientifica, escritas por € célebre matematico soviético
Y akov Perelman, figura €l "Algebra Recreativa'.

Este libro no es un manual elemental de dgebra para principiantes. El lector, al que destinamos
la presente obra, debe poseer ciertas nociones de dgebra, aunque las haya asimilado
superficialmente o las tenga sermiolvidadas. El libro "Algebra Recreativa’', en primer lugar,
pretendo despertar en el lector € Interés por los gercicios de algebray el deseo de cubrir, con
ayuda de los manuales, las lagunas de que adolezca.

El libro contiene problemas confeccionados basandose en temas originales que despiertan la
curiosidad en € lector, permite hacer entretenidas excursiones por la historia de las matematicas,
muestra inesperadas aplicaciones del dgebra a cuestiones de la vida préctica, etc.

El nombre de Y akov Perelman es ampliamente conocido en todo el mundo. De su pluma han
salido muchas obras de divulgacion cientifica como: "Fisica Recreativa', "Matemaéticas
Recreativas', "Astronomia Recreativa', "Algebra Recreativa', "Geometria Recreativa' y muchas
otras. Perelman yano vive. Fallecié en 1942, durante e blogueo de Leningrado. Pero los libros
escritos por é siguen siendo reeditados, habiendo sido, muchos de €ellos, traducidos a distintas
lenguas extranjeras. En los afios pasados fueron introducidos en ellos, solo pequefios cambios a
causa del répido desarrollo de las ciencias y latécnica, considerandose gjemplares en € arte de
divulgacion cientifica. Estos libros siguen siendo los predilectos de millones de lectores de
diferentes paises.

En las paginas de los libros de Perelman se puede encontrar extractos de obras conocidas, leer
relatos amenos sobre ilustres personagjes y distintos fendmenos de la natural eza, presentando, €l
autor, en cada uno de ellos, problemas de diferentes campos de la fisica, mateméticas,
astronomia, que exigen detenida meditacion con ensefianzas fructiferas.

Los libros de Perelman son leidos con interés por estudiantes y especialistas, hallando en ellos,
todo lector, ago interesante y Util.
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Del Prefacio del Autor
alaTercera Edicion Rusa

El presente libro no es un manual el emental de dgebra para principiantes. Algebra Recreativa, a
igual gue otras obras mias de la misma serie, es, ante todo, un libro de estudio libre y no un texto.
El lector a que destinamos €l presente volumen debe poseer ciertos conocimientos de algebra,
aungue los haya asmilado superficiamente o los tenga semiolvidados. Algebra Recreativa se
propone refrescar y afianzar estos conocimientos dispersos e inconsistentes, pero en primer lugar,
pretende despertar en el lector € interés por los gercicios de algebray el deseo de cubrir, con
ayuda de los manuales, las lagunas de que adolezca.

A fin de hacer més atrayente €l temay elevar €l interés por él, me valgo de métodos diversos:
problemas a base de temas originales que despiertan la curiosidad, entretenidas excursiones por la
historia de las mateméticas, inesperadas aplicaciones del dlgebra a cuestiones de la vida practica,
etc.
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Capitulo Primero
LA QUINTA OPERACION MATEMATICA

Contenido

. La guinta operacién

. Cifras astronémicas

. ¢Cuanto pesa el aire?

. Combustién sin llama ni calor

. Lasvariaciones del tiempo

. La cerradura secreta

. Ciclista supersticioso

. Resultados de la duplicacién consecutiva
. Millones de veces mas rapido

10. 10.000 operaciones por segundo

11. Cantidad posible de partidas de ajedrez
12. El secreto dela maquina de jugar al ajedrez
13. Lostres doses

14. Lostrestreses

15. Lostres cuatros

16. Contrescifrasiguales

17. Los cuatro unos

18. Los cuatro doses

OCoOoO~NO U WN P

1. La quinta operacion

Con frecuencia se denomina a agebrala «aritmética de las siete operaciones», queriendo
subrayar con ello que alas cuatro operaciones matematicas conocidas por todos, € agebra afiade
tres mas: la elevacion a potencias y sus dos inversas.

Comencemos nuestras pléticas algebraicas por la «quinta operacion»: la elevacién a potencias.
¢Responde esta operacion a una exigencia de la vida préactica? Indudablemente. Con ella
tropezamos a menudo en la vida. Recordemos los innumerables casos en que para calcular
superficies y volimenes se precisa elevar |os nimeros a la segunda o tercera potencia. Otro
gemplo: lafuerza de gravitacion universal, la accion reciproca electrostaticay magnética, laluz
y €l sonido son inversamente proporcionales a cuadrado de las, distancia. La continuidad de la
traslacion de los planetas alrededor ddl Sol (o, de los, satdlites alrededor de los planetas) viene
expresada también en forma de una potencia dependiente de la distancia que les separa de su
centro de tradacion: larelacion entre los cuadrados de los tiempos de tradacién esigual ala
relacion entre los cubos de las distancias.

Es un error pensar que en la practica tropezamos tan sdlo con segundas y terceras potencias, y
gue no existen exponentes de potencias superiores mas que en los manuales de dgebra. Cuando
un ingeniero busca el grado de solidez de un cuerpo se ve obligados operar a cada instante con
cuartas potencias; y en otros calculos (para hallar € didmetro de tubo conducto de vapor, por
giemplo) llega a operar incluso con la sexta potencia. Asimismo los técnicos hidraulicos se valen
de las sextas potencias cuando tratan, de averiguar la fuerza con que son arrastradas las piedras
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por €l agua: si la corriente de un rio es cuatro veces mas rapida que la de otro, €l primero es capaz
de arrastrar por su lecho piedras 4", es decir, 4.096 veces més pesadas que el segundo rio’.

Al estudiar la relacion que existe entre la luminosidad de un cuerpo incandescente - € filamento
de una ldmpara, por ggemplo - y su temperatura-, Se opera con potencias ain mayores. Cuando la
incandescencia es blanca, su luminosidad general aumenta en relacion ala decimosegunda
potencia de su temperatura; cuando es roja, en relacion a la trigésima potencia de su temperatura
(siendo ésta «absoluta», es decir, a partir de —273°C). Esto significa que s calentamos un cuerpo
de 2.000°" a4.000° absolutos, por ejemplo, 0 sea, s elevamos su temperatura al doble, la
luminosidad de dicho cuerpo aumentara en 22 | es decir, en més de 4.000 veces. En otro lugar
nos ocuparemos de la importancia que tienen para la técnica de fabricacion de lamparas e éctricas

estas proporciones tan singulares.
Volver

2. Cifras astronémicas

Es probable que nadie haga tanto uso de la «quinta operacion matemética» como |os astronomos.
L os exploradores del firmamento manejan sin cesar cantidades formadas por una o dos cifras
significativas seguidas de una larga fila de ceros. Seria muy incomodo expresar con los medios
ordinarios tales cantidades, [lamadas con razén «astronémicas» y, sobre todo, operar con €llas.

L os kilémetros que nos separan de la nebulosa de Andromeda se representan con la siguiente
cifra

95 000 000 000 000 000 000.

Por afiadidura, a efectuar calculos astrondmicos, muchas veces hay que operar no con kilémetros
u otras unidades alln mayores, sino con centimetros. En este caso, la distancia antes referida lleva
Cinco ceros més.

9 500 000 000 000 000 00O 00O 000.

La masa de las estrellas viene expresada en cifras todavia mas considerables, sobre todo si hemos
de registrarla en gramos, como exigen muchos calculos. La masa del Sol, en gramos, esigua a

1 983 000 000 000 000 000 000 00O 000 000 0OO.
Huelga ocuparse de los inconvenientes que representaria operar con nimeros tan desmesurados y
de lo facil que seriaincurrir en error en tales casos. Ademés, las cantidades referidas estan muy
lgjos de ser las mayores en la astronomia.

La quinta operacion matematica aligera los calculos. La unidad seguida de varios ceros se
expresa con el nimero 10 elevado a una determinada potencia

100 = 10% 1.000 = 10%; 10.000 = 10%; etc.
L os enormes nimeros citados anteriormente pueden representarse como sigue:

el primero 950* 10?2

1 En mi libro Mecanica Recreativa, capitulo X, trato con més detalle de esta cuestion
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el segundo 1.983*10%°

Se expresan asi no solo para economizar espacio, sino también parafacilitar los calculos. Si
hubiera, por gemplo, que multiplicar ambos nimero entre si, bastaria hallar €l producto de
950*1.983 = 1.883.850 y tras & colocar € factor 10 %**° 10°* de la forma siguiente:

950 * 10%% * 1.983 10% = 188.385* 10>,

Es evidente que esto resulta mas comodo que escribir un nimero seguido de 22 ceros, otro de 30
cerosy, por ultimo, un tercero acompafiado de 53 ceros. Y no solo mas sencillo, sino también
més seguro, por cuanto al escribir tal fila de ceros puede ser omitido alguno, obteniendo un
resultado erroneo.

Volver

3.¢Cuanto pesa el aire?

Para comprobar hasta qué punto se facilitan los calculos a representar |o nimeros en forma de
potencias, pongamos € siguiente gjemplo: hallemos cuantas veces la masa del globo terrestre es
mayor que ladel aire que lo rodea.

El aire presiona sobre cada centimetro cuadrado de superficie terrestre con lafuerza de un
kilogramo aproximadamente. Esto quiere decir que €l peso de la columnade aire que se apoya en
1 cn? esigual a1 kg. La capa aimosférica de la Tierra se forma, por decirlo asi, del conjunto de
dichas columnas de aire, que son tantas como centimetros cuadrados forman la superficie de
nuestro planeta, y como cantidad de kilos pesala atmosfera en su conjunto Si consultamos |os
indices correspondientes, averiguaremos que la superficie terrestre mide 510 millones de
kilémetros cuadrados, es decir, 51* 10” kn? Veamos cuéntos centimetros cuadrados hay en un
kilometro cuadrado. E kilémetro lineal se forma de 1 000 metros 'y cada uno de éstos tiene 10
centimetros, 0 sea, un total de 105 cm, por lo cual, & kilémetro cuadrado lo formaran (10°)? 10%°
cnt. De aqui que la superficie del globo terrestre ser igual a

51*10"*10%° = 51 * 10" cn?.

Esta cifra representa también la cantidad de kilogramos que pesa la atmésfera de la Tierra.
Transformando |os kilogramos en tonelada resultaran:

51*10*7 /1.000 = 51*10%/10° = 51*10 " - 3 = 51*10*

mientras que la masa del globo terrestre es de 6 *10°* toneladas.
Para conocer cuantas veces es més pesado nuestro planeta que la capa de aire que |o rodea,
efectuemos la siguiente division:

6*1071/51* 10" » 10°,
de donde se deduce que la masa atmosférica es, aproximadamente, la millonésima parte de la del

globo terrestre?.
Volver

2 El signo » significalaigual dad aproximada.
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4. Combustion sin llama ni calor

Si se pregunta a un quimico por qué lalefia o e carbon arden Unicamente a elevada temperatura,
contestara que la combinacion del carbono y € oxigeno tiene lugar a cualquier temperatura, pero
gue cuando ésta es baja, dicho proceso transcurre con excesiva lentitud (es decir, en lareaccion
toma parte un nimero insignificante de moléculas), y por ello escapa a nuestra observacion. La
ley que rige lavelocidad de las reacciones quimicas ensefia que a descender la temperatura en
10°, lavelocidad de la reaccion (el nimero de moléculas que toma parte en ella) sereduce ala
mitad.

Apliquemos dichaley alareaccién que se produce a oxigenarse la madera, esto es, a proceso de
combustién de la madera. Supongamos que un gramo de madera sometido a una temperatura de
600° se consume en un segundo. ¢Cuanto tardara en consumirse 1 g de lefia a la temperatura de
20°? Es sabido que con una temperatura 580=58* 10 grados menor, su reaccion serd 2°8 veces
més lenta, 0 1o que es lo mismo, un gramo de lefia se consumira en 2°8 segundos. ¢A cudntos afios
equivale este lapso? Podemos calcularlo sin efectuar 57 multiplicaciones consecutivas en las que
el multiplicador sea 2, y sin recurrir ala tabla de logaritmos. Es notorio que

219=1.024 » 10°,
de lo que se deduce que
258 = 202 = 080792 = (1/9% 2% = (/)% (210)® » (1/)* 108,

es decir, aproximadamente la cuarta parte de un trillén de segundos. El afio tiene cerca de 30
millones de segundos, o, 1o que es igual, 3* 107 segundos; por esto

Y,* 108/ 3¢10" = (1/12) * 10 » 10'°

iDiez mil millones de afios! Este es aproximadamente el tiempo que tardaria en consumirse un
gramo de madera sin [lamani caor.

Asi, pues, lamaderay el carbon arden a la temperatura ordinaria, sin encenderlos. La invencion
de instrumentos para obtener el fuego acelerd este proceso, de enorme lentitud, en miles de
millones de veces.

Volver

5. Lasvariaciones del tiempo

Problema

Fijemos nuestra atencion sélo en un elemento: si e tiempo es nublado o despejado; es decir,
distinguimos los dias por € hecho de si en €l cielo hay nubes 0 no. ¢Qué piensa €l lector? En
estas condiciones, ¢habra muchas semanas con diferente combinacién de dias nublados y
despejados?

Puede parecernos gque éstas seran pocas y que pasados unos dos meses se agotaran todas las
combinaciones de dias nublados y despejados, repitiéndose entonces a la fuerza alguna de las
combinaciones ya observadas. Mas, probemos a calcular exactamente el nimero posible de
combinaciones que pueden darse en estas condiciones. Este es uno de los problemas que nos
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conducen inesperadamente a la quinta operacion matematica. En fin, ¢de cuantas formas
diversas pueden combinarse los dias nublados y despejados en una misma semana?

Solucién

El primer dia de la semana puede ser despejado o nublado; 1o que quiere decir que por €l
momento se tienen dos «combinaciones».

En € transcurso de dos dias son posibles |as siguientes combinaciones de dias nublados y
despejados:

Despgjado y despegjado
despgiado y nublado
nublado y despejado

nublado y nublado.

En dos dias se tienen ya 2° combinaciones diferentes. Al tomar tres dias, a cada una de |as cuatro
combinaciones correspondientes a los dos primeros dias, se une alguna de las dos combinaciones
del tercer dia, de esta forma obtenemos un total de variantesigual a

22 % =23
En cuatro dias, el niimero de combinaciones sera de
%% =204

Al llegar a quinto dia se producirén 2° combinaciones; a sexto, 2°, y, por dltimo, en la semana
habr& 2’ = 128 combinaciones.

De todo esto se deduce que hay 128 semanas con diferentes variantes de dias despegjados y
nublados. Al cabo de 128 * 7 = 896 dias se repetira inevitablemente una de |as combinaciones
anteriores, aunque dicha repeticion puede surgir antes, pero 896 dias constituyen el periodo a
partir del cual esta repeticion es completamente inevitable. Y, por e contrario, pueden transcurrir
dos afios e incluso mas (dos afios y 166 dias), sin que €l estado atmosférico de una semana se

parezcaa delas otras.
Volver

6. La cerradura secreta

Problema

En cierta institucion soviética fue hallada una caja fuerte de tiempos anteriores a la revolucion.
Hallése la llave de la misma, mas para poder abrirla se precisaba conocer el secreto dela
cerradura: ésta se componia de cinco rodillos, en torno a los cuales habia un alfabeto con 36
letras; los rodillos debian combinarse de tal manera que formasen una determinada palabra
desconocida. Para evitar forzar la caja decididse probar con dichas letras todas las
combinaciones posibles. En cada una de estas combinaciones se invertian tres segundos. ¢Podia
abrirse la cerradura en 10 jornadas?
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Solucion

Calculemos el numero total de combinaciones posibles. Cada una de las 36 letras del primer
rodillo puede unirse a cada una de las 36 letras del segundo rodillo. Asi pues, el nimero de
combinaciones posibles con dos letras de los dos rodillos seré&:

36 * 36 = 36°

A cada una de estas combinaciones podemos afiadir cualquiera de las 36 letras del tercer rodillo,
con lo cual, € total de variantes con tres letras de los tres rodillos equivaldra a:

36° * 36 = 36°.

De esta misma manera hallemos la cantidad de combinaciones posibles con cuatro |etras de los
cuatro rodillos, que llegardn a 36 ; y con cinco letras de los cinco rodillos tendremos 36°, 0 sea,
60.466.176. Para practicar estas 60 millones y pico de combinaciones, dedicando tres segundos a
cada una, se necesitarén

3* 60.466.176 = 181.398.528

segundos, es decir, més de 50.000 horas, |0 que equivae a cas 6.300 jornadas de trabajo de ocho
horas, jmas de 20 afios!
Esto quiere decir que existen 10 casos favorables entre 6.300, 0 1 entre 630, de que lacaja sea

abierta en 10 jornadas de trabgjo. Por lo tanto, la probabilidad es muy reducida.
Volver

7. Ciclista super sticioso

Problema

Hasta hace poco cada bicicleta debia tener una matricula igual que el automovil. Esta matricula
tenia seis guarismos.

Cierta persona muy supersticiosa adquirié una bicicleta con e propésito de aprender a
manejarla. Cuando supo gque a cierta averia, propia de éstas maquinas, se le denomina "ocho",
se creyo condenado a algun contratiempo si en el niimero de su matricula figuraba algun ocho.
Al ir por ésta, letranquilizd la siguiente reflexidn: cualquiera que sea el nimero de la matricula,
debe formarse con guarismos del 0 al 9. De éstos, tan solo €l 8 es"aciago”, por lo cual, de cada
10 casos existe uno en que la matricula resulte "infausta”. ¢ Es acertada esta deduccién?

Solucién

El nimero de las matriculas se compone de seis guarismos. Por |o tanto, habra 999.999
diferentes, desde el 000 001, 000 002, etc. hasta el 999 999. Cal culemos ahora cuantos nimeros
"afortunados’ podriamos encontrar. El lugar de las unidades del nimero puede ser ocupado por
alguna de las nueve cifras "fdices™: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9. En € segundo lugar también puede
encontrarse una de estas cifras. De ahi que |as dos primeras cifras den lugar a9* 9=92
combinaciones "favorables'. A cada una de estas combinaciones puede agregarse una tercera
cizfra de Ia?? nueve "bienhadadas"; por lo tanto las combinaciones "felices’ de tres cifras llegan a
9°* 9=0°
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De esta misma manera se deduce que €l nimero de combinaciones "satisfactorias’, compuestas
de saiscifras, esigual a9°. No obstante, hay que tener en cuenta que este niimero comprende la
combinacion 000 000, que no sirve para matricula. Por consiguiente, la cantidad de matriculas
"afortunadas’ es de 9°-1 =531.440, |o que constituye algo més del 53% del total de niimeros
posibles, y no e 90%, como suponia € ciclista en cuestion.

El lector se convencera de que en la serie de nUmeros con siete cifras, hay mas "infaustos' que
"bienhadados’.

Volver

8. Resultados de la duplicacion consecutiva

En lafamosa leyenda en la que se habla de |a recompensa concedida a inventor del gjedrez’
puede encontrarse un gjemplo demostrativo del rapido incremento que se obtiene a duplicar
repetidamente un nimero por pequefio que sea. Sin detenerme en este paradigma clésico, me
remitiré a otros menos conocidos.

Problema

Cada 27 horas, como término medio, €l infusorio paramecio se parte en dos. S todos los
infusorios surgidos de esta suerte quedaran vivos, ¢cuanto tiempo seria necesario para que los
descendientes de un paramecio llegaran a tener el volumen del Sol?

Los datos necesarios para este calculo son: la 40° generacion, si se conservan todas desde la
primera, ocupa después de su desdoblamiento, un volumen igual a un metro cubico. El volumen
del Sol esde 10** m?°.

Solucién
Latarea consiste en determinar cuéntas veces 1 nt debe multiplicarse por dos parallegar a 10?’

nr
1027 — (10'3)9 » (210)9 =2§X)’

puesto que 21° » | 000.
De esta forma, la cuadragésima generacion debe sufrir 90 nuevas divisiones sucesivas para
alcanzar el volumen del Sol. El nimero total de generaciones, incluyendo la primera, es de

40 + 90 = 130.

No ofrece dificultad alguna precisar que esto tiene lugar €l dia 147.

El microbidlogo Metalnikov observo 8.061 divisiones sucesivas del paramecio. Que calcule el
propio lector € colosal volumen gue tendria la Ultima generacion si no hubiera muerto ni uno
solo de estos infusorios...

L a cuestion examinada en este problema puede ser presentada, como s dijéramos, desde e lado
opuesto.

Imaginémonos que se ha dividido el Sol en dos mitades, que una de estas mitades también se ha
dividido en dos, etc. ¢Cuantas operaciones semejantes serian precisas para que resultara el
tamafio de un infusorio?

% Véase mi libro Mateméticas Recreativas, cap. V1!
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Aunque € lector conoce ya la contestacion, 130, no por eso deja de asombrar o reducido de este
namero.

A mi me fue planteado este problema en la siguiente forma:

Una hoja de papel es dividida en dos, y una de las mitades obtenidas es, a su vez, dividida por la
mitad, etc. ¢Cuantas divisiones serian precisas para llegar ala dimension del &omo?
Supongamos que la hoja de papel pesa 1 gramo y que tomamos 1/(10°*) de gramo como peso del
atomo. Como quiera que 10°* puede sustituirse por 22°, de valor aproximado, se hace evidente
gue, se necesitan tan sdlo unos 80 desdoblamientos, y no millones, como se contesta con

frecuencia cuando se da a conocer este problema.
Volver

9. Millones de veces masrapido

El aparato eléctrico, |lamado basculador, contiene dos |émparas electrénicas”. La corriente puede
entrar en € basculador sdlo a través de una lampara: bien por lade la"izquierda' o por lade la
"derecha’. El aparato tiene dos contactos, a los que puede enviarse desde afuera una sefial

el éctrica instantanea (impulso) y dos contactos a traves de los cuales transmite €l basculador la
sefid de respuesta. En el momento en que llega el impulso eléctrico exterior, €l basculador
cambia el contacto: lalampara por la cua ha pasado la corriente se desconectay la corriente
comienza a pasar por laotralampara. El basculador envia el impulso de respuesta a desconectar
lalémpara de la derecha'y conectar la de laizquierda.,

Veamos ahora como funcionara el basculador si e enviamos varios impul sos consecutivos.
Fijemos la situacion del basculador basandonos en la lampara de la derecha: si 1a corriente no
pasa por €lla convengamos en que el basculador se encuentraen la"posicion 0"; y s la corriente
pasa por ella(laderecha), € aparato se halaen la"posiciéon 1".

Supongamos que & basculador se encuentra en la posicion O, es decir, que la corriente pasa por la
l&mparaizquierda (fig. I). Después del primer impulso la corriente entra por la lampara derecha,
es decir, € basculador pasaalaposicion 1. Entre tanto, el aparato no emite el impulso de
respuesta, por cuanto ésta se produce solo cuando se desconecta la lampara derecha (no la
izquierda).

Después del segundo impulso, la corriente entra ya por lalamparaizquierda, es decir, €
basculador toma de nuevo la posicion 0. Mas en ese instante, €l basculador lanza la sefial de
respuesta (impulso).

% Si en vez de las|dmparas el ectrénicas uno vaa utilizar transistores o, los asf |lamados, circuitos solidos (de capas)
no se cambiara el resultado.
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Figura 1.

A continuacion (después de los dos impulsos), el aparato torna de nuevo a su posicion inicial. Por
es0, después del tercer impulso, el basculador vuelve ala posicion 1, como lo hizo después del
primero; después del cuarto vuelve (como después del segundo) ala posicion O, enviando al
mismo tiempo la sefial de respuesta, y asi sucesivamente. Cada dos impulsos se repite la situacion
del basculador.

Supongamos ahora gque tenemos varios basculadores, y que los impulsos del exterior se envian
solo a primero de ellos, los impulsos de respuesta del primer basculador se transmiten al
segundo, los del segundo al tercero, etc. (en lafig. 2 se presentan |os aparatos conectados en serie
de derecha aizquierda). Veamos cémo funcionara esa cadena de bascul adores.

Supongamos que en e momento inicial, todos los basculadores se hallan en la posicion 0. Por
giemplo, parala serie de cinco basculadores tendremos la combinacion 00000.

Después del primer impulso e primer basculador (el del extremo de la derecha) toma la posicion
1, mas como en este caso no se da e impulso de contestacion, todos los demas aparatos
permanecen en la posicion O, es decir, la combinacién se caracterizard por la posicion 00001.
Después del segundo impulso, € primer basculador se desconecta (vuelve ala posicién 0), pero
éste dala sefia de respuesta, en virtud de la cual se conecta el segundo basculador sin producir
cambios en € resto de los aparatos, es decir, obtenemos la posicién 00010. Después del tercer
impulso se conecta el primer basculador; los demas no cambian de posicion. Tendremos la
combinacién 00011. Con el cuarto impulso se desconecta € primer basculador; éste da la sefial
de respuesta que sirve de impulso desconectador del segundo basculador que también da el
impulso de respuesta; finalmente, con este Ultimo impulso se conecta el tercer basculador. El
resultado de todo esto sera la combinacién 00100.

Si se continlian estos razonamientos resultara

Impulso Combinacior
1° 00001
2° 00010
3° 00011
4° 00100
5° 00101
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6° 00110
7° 00111
8° 01000

Se aprecia como esta serie de basculadores "cuenta' € nimero de sefiales recibidas del exterior y
lo "anota" a su manera. No es dificil advertir que la anotacion del nimero de impul sos recibos no
se produce de acuerdo con el sistema de base diez, sino con € sistema de base dos.

W [

I badculadon, & baferiadon T baSeuladon,

Figura 2

En este sistema, la numeracion se forma mediante unos y ceros. La unidad del segundo lugar no
es diez veces mayor que ladel primero, sino solo dos veces. La unidad que en el sistema de base
dos ocupa € ultimo puesto (el de la derecha) es una unidad ordinaria. La unidad del siguiente
orden (la que ocupa & segundo lugar contando desde la derecha) representa un dos; la siguiente
unidad, un cuatro; la otra, un ocho, etc.

Por g emplo, e nimero 19=16+2+1 se registra en e sistema de base dos en forma de 10011.
Quedamos pues en gue la serie de basculadores "cuenta' el nimero de sefides recibidas y las
«anota» con el sistema de numeracion de base dos. Obsérvese que el cambio de posicion del
basculador, es decir, € registro de uno de los impulsos llegados, dura en total jalgunas
millonésimas de segundo! Los contadores de basculador modernos pueden "contar" decenas de
millones de impulsos por segundo, 1o que abrevia la operacion unas 100.000 de veces en relacion
con dicho calculo hecho por una persona que no disponga de aparato alguno: la vista humana
puede distinguir con claridad sefiales que se sucedan con una frecuencia que no sea superior a0,1
segundo.

Si se forma una serie de veinte basculadores, es decir, s se registra la cantidad de sefiales dadas
en nimeros que no tengan mas de veinte cifras del sistema de base dos, entonces se puede
«contar» hasta 2 2°-1 0 sea, més de un millén. Y si se forma una serie de 64 basculadores, se
puede registrar la famosa «cifra del gjedrez».

La posibilidad de contar centenares de miles de sefiales en un segundo reviste gran importancia
para los trabaj os experimental es relacionados con la fisica nuclear. Puede ser registrado, por
giemplo, el nimero de particulas de uno u otro tipo que salgan despedidas en la desintegracion
del &omo.

Volver

10. 10.000 oper aciones por segundo

Merece destacar que los esquemas de bascul adores permiten también realizar operaciones con
cifras. Veamos, por gemplo, como se efectlia la adicion de dos nimeros.
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Supongamos que tres series de basculadores se encuentran unidas como se indicaen lafig. 3. La
serie superior sirve pararegistrar el primer sumando; la segunda serie, para el segundo sumando,
y lainferior, parala suma. En e momento de conectar € aparato, a los basculadores de la serie
inferior [legan impulsos de los basculadores de la serie superior y de la media que se encuentran
en laposicion 1.

Admitamos que, como se sefidlaen lafig. 3, las dos primeras series presentan los sumandos 101
y 111 (con el sistema de numeracion de base dos). En este caso, cuando conectemos el aparato
llegarén a primer basculador de la serie inferior (el del extremo de la derecha) dos impulsos:. los
del primer basculador de cada uno de los sumandos. Es sabido que a recibir dos impulsos, €
primer basculador queda en la posicién O, pero responde con un impulso que enviaa segundo
basculador. A éste llega, ademés, una sefia del segundo sumando. De estaforma, a segundo
basculador llegan dos impulsos; con esto queda en la posicion 0y envia el impulso de respuesta
al tercer basculador. Asimismo, al tercero llegan otros dos impul sos de cada uno de los
sumandos. En consecuencia, a cada una de las tres sefides, €l tercer basculador pasa ala posicion
1y despide un impulso de respuesta. Este Ultimo impulso traslada € cuarto basculador a la
posicion 1 (al cuarto no llegan mas sefiales). Asi es como en el aparato representado en lafig. 3
se harealizado, mediante €l sistema de numeracion de base dos, una suma de dos numeros "en
columna’":

101
+111
1100

0, segun lasuma del sistemadecimal, 5 + 7 = 12. Al darse la sefial de respuesta en la serie
inferior de basculadores parece como s €l aparato "llevara una unidad" de la columna anterior y
la pasara a la siguiente, es decir, hace lo mismo que cuando sumamos en "columna’'.

Si en cada serie hubiera en lugar de cuatro, 20 basculadores, por ejemplo, podriamos realizar
sumas de nimeros inferiores a un millén y, s se aumentara todavia mas el nimero de
basculadores, seria posible sumar cantidades mayores.

Debemos advertir que en la practica, € esquema de este mecanismo debe ser mucho mas
complicado de lo que aparece en lafig. 3. Entre otras cosas, la méquina debe tener un aparato
especial que asegure el "retardo” de las sefidles. En efecto: en la maquina representada en el
esquema, las sefides de |os dos sumandos le llegan simultdneamente (en € instante que se
conecta lamaguina) a primer basculador de la serie inferior. Por ello ambas sefiales se fundiran
en una sola, siendo registradas por € basculador, no como dos, sino como una sefia Unica. Para
evitar esto es preciso que las sefiales de los sumandos no lleguen ala vez, sino unas mas «tarde»
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gue las otras. La presencia de este "retardador" determina que en la suma se emplee mas tiempo
del necesario para el registro de una sefial en e contador de |os basculadores.

Si se cambia & esquema de la magquina cabe efectuar la sustraccion en lugar de la adicion. Puede
emplearse también para la multiplicacion (que consiste en la adicion consecutiva de sumandos, 1o
gue exige mas tiempo), ladivision y otras operaciones.

L os aparatos a que nos hemos referido se emplean en las maguinas modernas de calculo. Estas
pueden realizar en un segundo jdecenas e incluso centenares de miles de operaciones numéricas!
Esta vertiginosa rapidez operativo puede parecernos superflua. ¢Qué diferencia puede haber, por
gemplo, en que la maguina eleve un nimero de 15 cifras a cuadrado en una diezmilésima de
segundo o, supongamos, en un cuarto de segundo? Lo uno y lo otro nos pareceran soluciones
"instanténeas' del gercicio... sin embargo, no hay que apresurarse en las conclusiones. Tomemos
el siguiente g emplo: Un buen gedrecista, antes de mover una pieza analiza decenas e incluso
centenares de variantes posibles. Si suponemos gque € andlisis de una variante le ocupa algunos
segundos, para el examen de centenares de ellas precisara minutos y decenas de minutos. No es
raro que en las partidas complicadas, 10s jugadores resulten en «zeitnot», es decir, se vean
obligados realizar las Ultimas jugadas apresuradamente porgue a meditar |os planes anteriores
han agotado casi todo el tiempo destinado a la partida. ¢Y si encargamos ala maguina el examen
de las variantes de jugada en la partida de gjedrez? La maguina, como sabemos, no puede caer
nunca en "zeitnot", ya que hace miles de operaciones por segundo y puede analizar todas las
variantes “instantdneamente’...

Podra objetarse que una cosa es efectuar operaciones por complicadas que y otra, jugar gedrez:
ilaméaguina no puede hacer esto! jAl analizar las variantes, € gjedrecista no opera, Sino que

piensal Mas no divaguemos ahora; volveremos a esto més adelante.
Volver

11. Cantidad posible de partidas de ajedrez

Hagamos el célculo més 0 menos exacto del nimero de partidas de gjedrez posibles. Como
carece de sentido |a determinacion precisa, ofreceremos a lector un intento de determinar
aproximadamente el nimero de partidas de gjedrez posibles. En €l libro La matematica de los
juegosy distracciones matematicas, de M. Kraitchik, matemético belga, encontramos el siguiente
célculo:

"Al mover la primera pieza, |as blancas tienen 20 jugadas a el egir (16 jugadas con los ocho
peones, cada uno de los cuales puede avanzar un escague 0 dos; y dos jugadas de cada caballo).
A cada jugada de las blancas, |as negras pueden contestar con cualquiera de esas variantes.
Combinando cada movimiento de las blancas con cada uno de las negras tendremos 20 * 20 =
400 variantes después de la primera jugada por ambas partes.

Después del primer movimiento, €l nimero de jugadas posibles es alin mayor. Si las blancas han
movido, por gemplo, €2 - e4, para la segunda jugada, tienen ya 29 variantes a elegir. En lo
sucesivo, €l nimero de jugadas posibles es todavia mayor. Tan solo la reina, encontrandose, por
giemplo, en & escaque d5, puede hacer 27 movimientos (suponiendo que todas las casillas donde
puede ir estén libres). Sin embargo, para simplificar € calculo, nos atendremos a las siguientes
cifras medias. 20 variantes para cada una de las partes en las primeras cinco jugadas; 30 variantes
para cada parte en todas |as demés jugadas.

Admitamos, ademas, que € total de jugadas en una partida normal, como término medio, sea 40.
Partiendo de este supuesto, las partidas posibles seran:

(20 * 20)° * (30 * 30)*°
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Para determinar la magnitud aproximada de esta expresion nos valdremos de las siguientes
transformaciones y simplificaciones:

(20* 20)°* (30 * 30)* = 20" * 30" = 2'0* 30 * 1%,

Sustituyamos 2'° por 1.000, que es una magnitud parecida, es decir, por 10°.
Presentamos la potencia 310 en la forma que sigue:

30=38+%32510* (3" » 10* 80" =10 * 87 * 10''=2' * 10% =
=2* (210°* 108 » 2% 10® * 10'8 = 2 * 10%
por consiguiente,

(20* 20)° * (30* 30)*° » 10° * 2* 10% * 10%0= 2 * 10"°.

Este nUmero deja muy atrés a la consabida cantidad de granos de trigo pedida como premio por la
invencion del giedrez (2 %4- 1 »18 * 10'®). Si toda la poblacion del globo terrestre jugara al

gjedrez € dia entero, moviendo una pieza cada segundo, para agotar todas las posibles partidas de
0100

gjedrez, ese juego genera y permanente duraria jno menos de 1
Volver

sglos!

12. El secreto dela maquina dejugar al ajedrez

Figura4

Sin duda asombrara a lector enterarse de que en cierta época existian maquinas autométicas de
ajedrez. En efecto, ¢cdmo concebir semejantes aparatos s € nimero de combinaciones de las
piezas en e tablero de gedrez es précticamente infinito?

Su explicacion es muy sencilla. No era una méagquina lo que existia, sino lafe en ella. Un aparato
gue gozo de gran popularidad fue el del mecanico hiingaro Wolfgang von Kempelen (1734-
1804), que lo presentd en las cortes austriaca y rusa'y después hizo con é exhibiciones publicas
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en Parisy Londres. Napoledn | jugd con esta maquina creyendo que se enfrentaba de verdad con
ella. A mediados del pasado siglo € célebre aparato fue a parar a América, destruyéndolo un
incendio en Filadelfia

Lafama de las demas méaquinas fue menos ruidosa. No obstante, ni alin en tiempos posteriores se
perdi6 lafe en la existencia de tales aparatos.

En realidad, ni una sola méaquina de gjedrez actuaba automaticamente. En su interior se ocultaba
un adiestrado ajedrecista que movia las piezas. Este seudo automatico lo formaba un voluminoso
cgjon en cuyo interior habia un complejo mecanismo,. El cgjon tenia también un tablero de
gjedrez con sus piezas que movia la mano de un gran mufieco. Antes de empezar € juego se
permitia a publico que se cerciorara de que en € cajén no habia méas que las piezas del
mecanismo. Sin embargo, en dicho cgjon quedaba sitio suficiente para ocultar a un hombre de
baja estatura (ese papel fue desempefiado en su tiempo por los célebres gjedrecistas Johann
Allgaier y William Lewis). Es probable que mientras se iban mostrando sucesivamente a publico
diferentes departamentos del cgjon, la persona escondida pasara con sigilo de un lugar aotro sin
ser vista. El mecanismo de por si ho tornaba parte en e funcionamiento del aparato, sirviendo tan
solo para velar la presencia

del jugador de carne y hueso.

De lo dicho puede concluirse lo siguiente: €l nUmero de partidas de ajedrez es practicamente
infinito, por lo cual solo en laimaginacién de personas candidas pueden existir maquinas
indicadoras del movimiento més acertado. De ahi que no deba temerse crisis alguna en e juego
del gedrez.

No obstante, en los Ultimos afios se han producido acontecimientos que ponen en duda la
veracidad de tal afirmacion. Y a existen maguinas que "juegan” al gjedrez. Nos referimos a las
complicadas maguinas de calculo que permiten efectuar miles de operaciones por segundo. De
ellas hemos hablado més arriba. Mas, ¢cdmo pueden "jugar” a agjedrez estas méaquinas? Claro es
gue ninguna mégquina de célculo puede hacer otra cosa que operar con nimeros. Mas el aparato
efectlia | as operaciones siguiendo un esguema previo y de acuerdo con un programa elaborado de
antemano. El "programa’ de gjedrez |o confeccionan |os mateméticos a base de una determinada
tactica de juego; entendiendo por téctica el sistema de reglas que permite elegir, en cada posicion,
la salida més efectiva (la"mejor" desde e punto de vista de la tactica dada).

He agui uno de los giemplos de lamisma. A cada trebejo se le adjudica un determinado nimero
de puntos, que determina su valor.

El rey +200 puntos  El pedn +1 punto
Lareina +9 Un pedn atrasado -0,5
Latorre +5 Un pedn aislado -0,5
El afil +3 Un pedn doblado -0,5
El cabalo +3

Ademés se fija una determinada valoracion a las posiciones mas favorables (movilidad de las
figuras, colocacion de éstas mas cerca del centro que de los costados, etc.) que son expresadas en
décimas de punto. Del nimero global de puntos que tienen las blancas, se descuenta la suma de
puntos de las negras. La diferencia reflgarg, hasta cierto punto, la superioridad material y de
posicién que tienen las blancas sobre las negras. Si esta diferencia es positiva, la situacion de las
blancas serd més ventgjosa que la de las negras; s es negativa, serd menos ventgjosa.

Lamaguina de calcular sefiala como puede cambiar en el curso de tres jugadas la diferencia
registrada. Indica la combinacién de tres lances méas ventgjosay la registra en una tarjeta
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especial; con lo, la "jugada’ esta hecha®. Para ello la méguina emplea muy poco tiempo
(dependiendo éste del programay de la velocidad operativo de la méquina), de forma que no hay
motivo paratemer € "zeitnot".

Es cierto que el hecho de "prever" una partida solo con tres jugadas por anticipado caracteriza a
la méguina como "jugador” bastante mediocre®. Pero podemos estar seguros de que con € rapido
perfeccionamiento actual de la técnica de calcular, las méquinas "aprenderan” a"jugar” a gjedrez
mucho mejor.

Nos seria dificil exponer con mas detalle la composicidn de programas de gjedrez para la
maguina de calculo. Algunos tipos sencillos de programas seran examinados esquematicamente
en el préximo capitulo.

Volver

13. Lostresdoses
Con seguridad gue todos sabran como deben escribirse tres cifras para que se alcance con ellas su
méximo valor. Deben tomarse tres nueves y colocarlos asi:

9%

es decir, escribiendo la potencia de una potencia.

Este nimero es tan enormemente grande que es imposible encontrar con qué compararlo. El
nimero de electrones que forman todo € Universo visible es unainsignificancia respecto a este
ndimero. En mis Matematicas Recreativas (cap. X) me ocupé del particular. He insistido en este
ejemplo porque me propongo ofrecer agqui otro gjercicio del mismo tipo:

Problema
Véase la forma de alcanzar €l nimero mas alto con tres doses sin emplear signo alguno.

Solucién
El gemplo anterior inducira sin duda a colocar 1os doses del mismo modo, es decir:

2%
Sin embargo, en este caso no se logra el efecto deseado. El resultado es incluso menor que 222.
En efecto, hemos escrito tan s6lo 2*, es decir, 16.
El niimero mayor, entre los que pueden formar tres doses, no es 222 ni 222 (es decir, 484), Sino

222 = 4.194.304.

® Existen también otros tipos de "tactica" de ajedrez. Por ejemplo, en el calculo pueden tenerse en cuenta no todas las
jugadas con que puede replicar el adversario, sino solo las més "serias" (el jaque, latomade alguna pieza, €l atagque,
la' defensa, etc.). En otros casos, cuando las jugadas del adversario sean muy peligrosas, puede practicarse el calculo
no sblo de tres, sino de un nimero mayor de lances por adelantado. También es posible el empleo de otraescala
distinta paralos valores de | as piezas. En dependencia de una u otratécticacambiael ,,estilo de juego” dela
méguina.

® En las partidas de |os mejores maestros de ajedrez se calculan combinaciones de 10 o mas jugadas por anticipado.
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El gemplo es muy aleccionador, y ensefia que en matematicas resulta peligroso servirse de
analogias: éstas pueden conducirnos fécilmente a conclusiones erroness.
Volver

14. Lostrestreses

Problema
Después de esto, quiza se proceda con mayor precaucion al resolver el siguiente problema:
Escribanse tres treses de forma que adquieran su maximo valor sin emplear ningin signo.

Solucién

L% potencia de potencia no ofrece aqui € efecto deseado porque 3*, esdecir, 3%” es menor que
3.

La ultima disposicion de los treses es la que responde a la pregunta formulada.

Volver

15. Lostrescuatros

Problema
Escribanse tres cuatros de forma que adquieran su maximo valor sin recurrir a signos.

Solucion
Si sesigue el ggemplo de los dos gjercicios anteriores, es decir,

444
no se obtiene la solucién maés favorable, puesto que en este caso, la potencia de potencia,

4«

4256

proporciona el valor méximo posible. Ya que 4* =256, y 4%°° es mayor que 4*.

Volver

16. Con trescifrasiguales

Procuremos profundizar en este intrigante fenébmeno y aclarar por qué, cuando con las cifras se
establece una potencia de potencia, unas veces se obtienen nimeros enormemente altos y otras,
no. Examinemos el caso general.. Obténgase €l nimero mas elevado posible dado por tres cifras
iguales prescindiendo de todo signo.

Representemos la cifra con laletraa. A ladistribucion

222, 3331 4%
corresponde la expresion
glloa+a) . es decir glla
La potencia de potencia, en su aspecto general, se presenta asi:
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aa

a

Determinemos cua ha de ser el valor de a para que la Ultima variante sea de mayor magnitud que
la primera. Como quiera que ambas potencias tienen idéntica base entera, a mayor exponente
correspondera mayor valor. ¢En qué caso

a*> 11a?
Dividamos ambos miembros de la desigualdad por a, y tendremos
a®t > 11.
Es fécil determinar que a®* es mayor que 11 sdlo en el caso en que a sea mayor que 3, puesto que

41>11
en tanto que las potencias

Fy2t

son menores que 11.
Quedan, pues, explicadas las sorpresas con que hemos tropezado a resolver los problemas
precedentes. para los doses y los treses habia que servirse de potencias con exponentes de dos

cifras, paralos cuatrosy cifras mayores tiene que emplearse la potencia de potencia
Volver

17. Los cuatro unos

Problema
Obténgase la cantidad mas elevada posible con cuatro unos sin emplear ningan signo.

Solucion

El ntimero 1.111 no responde a las exigencias del problema, por ser mucho més pequefio que 11**
Seria muy laborioso encontrar este nimero mediante 11 multiplicaciones consecutivas por 11.
Sin embargo, puede hacerse € calculo con mucha mayor rapidez utilizando las tablas de
logaritmos.

Este nimero rebasa los 285 000 millones y, por lo tanto, es més de 25 millones de veces mayor
que 1.111.

Volver

18. L os cuatro doses
Problema

Resolvamos este problema tratandose de doses. ¢Coémo deben disponerse cuatro doses para que
adquieran su maximo valor?
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Solucién
L as combinaciones posibles son 8:
2222, 2202, 207, %2,

((22°)%, (% ¥, (%)%, (7))

¢Cuadl de estos valores es € mayor?

Examinemos la primerafila.

El primer nimero, 2.222, es a todas luces menor que las tres potencias que le siguen. Para
establecer una comparacion entre las dos siguientes

222%y 2222,
transformemos la segunda de ellas:
2022 = 271 = (22711 = 484",
5;2% dltima es mayor que 2222, ya que tanto |a base como el exponente son mayores que los de
Comioaremos ahora 22°2 con 2°%2 . Sustituyamos 22%2 por otra magnitud superior, 32%? y veremos

que incluso ésta es menor que 2222,
En efecto,

3022 = (F)2 = P10
que es menor que 2222,

Quedamos, pues, en que & valor més elevado de la primera fila es 222, Comparemos ahora la
mayor potencia de la primerafilay las cuatro de la segunda:

((22°)%, (%2 ¥, (%)%, (7))

La Ultima potencia es solo igual a2, por lo que queda eliminada. Prosigamos. La primera de
esta fila equivale a 22* y es menor que 32* o que 22, por cuya razon es inferior alas dos que la
siguen. Quedan solo tres potencias a comparar, todas de base 2. Es evidente que sera mayor
aquella que tenga mayor exponente. De los tres

222,484y 22042 (= 2192 % 22 5, 10P * 4)

el dltimo es & mayor.
Por eso, el valor méas elevado que pueden tomar |os cuatro doses vendra expresado como sigue:

(%%

Sin recurrir alatabla de logaritmos podernos imaginarnos aproximadamente la magnitud de esta
potencia valiéndonos de un nimero aproximado:
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2105 1 000.

Y asi es, en efecto:
222=00 % 22 5, 4% 10P

((2)2)22 » 24000000 S 101200000.

Este nimero consta de méas de un millén de cifras.
Volver
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1. El artede plantear ecuaciones.

Y akov Perelman

El idioma del dgebra esla ecuacion. "Pararesolver un problema referente a nimeros o relaciones
abstractas de cantidades, basta con traducir dicho problema, del inglés u otralengua a idioma
algebraico», escribi6 e gran Newton en su manual de algebra titulado Aritmética Universal. |saac
Newton mostrd con g emplos como debia efectuarse la traduccion. He aqui uno de ellos:

En la lengua vernécula:

En € idioma del algebra:

Un comerciante tenia una determinada suma

dedinero X
El primer afio se gast6 100 libras X - 100

Aumentd el resto con un tercio de éste (x- 100) + (x- :;LOO) _ A ‘3400
Al afio siguiente volvi6 a gastar 100 libras AX- 400 ;g - 4X- 700

Patricio Barros



AlgebraRecreativa Y akov Perelman

y aumento la suma restante en un tercio de ella 4x _3700 + 4x _9700 - 1ox- 92'800

El tercer afio gasto de nuevo 100 libras mxgﬂ - 100 = 16x- 3700
Después de que hubo agregado su tercera 16x- 3700 N 16x - 3700 _ 64x - 14800
parte 9 27 27

ol capital lleg6 al doble del inicial 64)"2—1748’00=2x

Solucion

Para determinar cud es e capita inicial del comerciante no queda mas que resolver la Ultima
ecuacion.

La solucidn de una ecuacion es, con frecuencia, tarea facil; en cambio, plantear la ecuacion a base
de los datos de un problema suele ser mas dificil. Hemos visto que € arte de plantear ecuaciones
consiste, efectivamente, en traducir "la lengua vernaculo ala algebraica’. Pero €l idioma del
dgebra es laconico en extremo, por eso no todos los giros del idioma materno son de fécil
traduccion. Las traducciones pueden ser muy distintas por el grado de su dificultad, como puede

convencerse € lector alavista de los ggemplos de ecuacion de primer grado expuestos.
Volver

2. Lavida de Diofanto

Problema

La historia ha conservado pocos rasgos biogr aficos de Diofanto, notable matematico de la
antigliedad. Todo lo que se conoce acerca de él ha sido tomado de la dedicatoria que figura en
su sepulcro, inscripcion compuesta en forma de gjercicio matematico. Reproducimos esta
inscripcion:

En la lengua vernacula En e idioma del algebra:
j Caminante! Aqui fueron sepultados los restos de
Diofanto. Y los nimeros pueden mostrar, joh, X
milagro!, cuan larga fue su vida,
cuya sexta parte constituyo su hermosa infancia. X/ 6
Habia transcurrido ademas una duodécima parte /12
de su vida, cuando de vello cubridse su barbilla
Y la séptima parte de su existencia transcurrio en
un matrimonio estéril.

Pasd un quinguenio masyy le hizo dichoso €l
nacimiento de su precioso primogénito,

gue entregl su cuerpo, su hermosa existencia, a
latierra, que durd tan sélo la mitad de la de su x/2
padre
Y con profunda pena descendié a la sepultura, X X X

_ X
habiendo sobrevivido cuatro afios al decesodesu | X~ +E+7 +5+§+4

x/7
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hijo |
Dime cuantos afos habia vivido Diofanto cuando le lleg6 la muerte.

Solucién

Al resolver laecuacion y hallar € valor de la incognita, 84, conocemos los siguientes datos
biogréficos de Diofanto: se caso alos 21 afos, fue padre alos 38, perdié asu hijoalos 80y
murio alos 84.

Volver

3. El caballoy € mulo

Problema

He aqui un antiguo gjercicio muy sencillo y facil de traducir al idioma de] algebra.

"Un caballo y un mulo caminaban juntos llevando sobre sus lomos pesados sacos. Lamentébase
el jamelgo de su enojosa carga, alo que el mulo le dijo: "¢De quéte quejas? S yo te tomara un
saco, mi carga seria € doble que la tuya. En cambio, si te doy un saco, tu carga seigualard ala
mia". ¢Decidme, doctos matematicos, cuantos sacos llevaba el caballo, y cuantos el mulo?".

Solucion
Si yo te tomara un saco X-1
mi carga y+ 1
seria el doble gue la tuya. y+1=2(x-1)
Y s te doy un saco, y-1
tu carga x+ 1
seigudard alamia y-1=x+1

Hemos planteado el problema mediante un sistema de ecuaciones con dos incognitas:

y+1=2%*(x-1)
y-1l=x+1

2X-y=3

y—x=2

Unavez resuelto € sistemavemos que x =5,y = 7. El caballo llevaba 5 sacos, y € mulo, 7.
Volver

4. Los cuatro hermanos

Problema

Cuatro hermanos tienen 45 rublos. S el dinero del primero es aumentado en 2 rublos, €l del
segundo reducido en 2 rublos, se duplica el del terceroy €l del cuarto se reduce a la mitad, todos
los hermanos tendran la misma cantidad de rublos. ¢ Cuanto dinero tenia cada uno?

Solucién

| Los cuatro hermanos tienen 45 rublos | x+y+z+t=45 |
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S a dinero del primero se le agregan 2
X+ 2
rublos
a del segundo se restan 2 rublos y-2
el del tercero se duplica, 27
y €l ddl cuarto se divide por dos t/2
a todos los hermanos les quedara la misma| x+ 2=y-2=2z=1t/
cantidad de rublos 2

La ultima ecuacion nos permite plantear tres ecuaciones independientes:

ix+2=y-2
f t

[ X+2=—
i
fx+2=22

de donde

y=x+4
_X+2
S22
=2x+4

]
|
(A
i
it

Colocando estos valores en la primera ecuacion, tendremos:
X+ X+4+ (X+2)/2+2x+4=45

dedondex = 8.
A continuacion hallamos quey = 12, z=5, t = 20. Por lo tanto, los hermanos tenian: 8, 12,5y 20

rublos.
Volver

5. Lasavesdelaorilla

Problema

En las obras de un matematico arabe del siglo XI hallamos el siguiente problema:

A ambas orillas de un rio crecen dos palmeras, la una frente a la otra. La altura de una es de 30
codos, y la dela otra, de 20. La distancia entre sus troncos, 50 codos. En la copa de cada
palmera hay un pajaro. De stbito |os dos pajaros descubren un pez que aparece en la superficie
del agua, entre las dos palmeras. Los pajaros se lanzaron y alcanzaron €l pez al mismo tiempo.
¢A qué distancia del tronco de la palmera mayor aparecio el pez?
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Solucién
Mediante lafig. 5 y aplicando €l teorema de Pitégoras, establecemos:

AB? = 30% + X2
AC? = 20° + (50 - x)°.

Pero AB = AC, por cuanto los pgjaros cubren esta distancia en un mismo tiempo. Por eso,
30% + X% = 20° + (50 - x)°.

Al quitar los paréntesis simplificando la formula nos encontramos con una ecuacion de primer
grado:

100x = 2 000,
de donde
x = 20.
El pez aparecio a 20 codos de la pamera que tenia 30 codos de atura
Volver
6. El paseo
Problema

- Pase usted mafiana por mi casa - dijo €l vigjo doctor a un conocido.

- Muy agradecido. Saldré mafiana a las tres. Quiza desee usted dar también un paseo. En este
caso salga a la misma hora y nos encontraremos a la mitad del camino.

- Usted olvida que soy ya vigjo y ando tan sblo tres kilometros por hora, en tanto que usted,
jovenzuelo, cuando mas despacio va, hace 4 kilémetros por hora. No seria ningln delito que me
concediera alguna ventaja.
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- Tiene razon - contestd el joven - . Comoquiera que yo recorro un kildmetro a la hora mas que
usted, le doy este kilometro de ventaja, es decir, saldré de casa un cuarto de hora antes ¢le sera
suficiente?

- Es usted muy amable - aprobd al instante el anciano. El joven cumplié lo prometido y salio de
su casa a las tres menos cuarto, marchando a 4 kilémetros por hora. El doctor sali6 ala calle a
las tres en punto y anduvo a tres kilémetros por hora. Cuando se encontraron, el anciano dio la
vuelta, yendo juntos a su domicilio.

Tan sdlo cuando €l joven regreso a su casa comprendié que debido a la ventaja concedida tuvo
gue caminar, no €l doble, sino & cuadruplo de lo que anduvo €l doctor.
¢A qué distancia de la casa del doctor estaba la de su joven conocido?

Solucion

Expresemos la distancia que separa las casas con la x (km). El joven anduvo en total 2, y €
doctor, la cuarta parte, es decir x / 2 . Desde que salié de casa hasta que se encontraron, € doctor
recorrio la mitad de cuanto anduvo en total, esdecir, x / 4 , y € joven hizo € resto, es decir, 3x /
4. El anciano camind x / 12y € joven 3x / 16 horas, ademés, sabemos que éste camind ¥4 de hora
més que el doctor.

Establezcamos la siguiente ecuacion

dedondex = 2,4 km.

Entre las dos casas mediaba una distancia de 2,4 km.
Volver

7. El artel de segadores
En los recuerdos acercade L. Tolstéi, @ conocido fisico A. Tsinguer refiere e siguiente
problema que agradaba en extremo al eminente escritor:

Problema

"Un artel de segadores debia segar dos prados, uno tenia doble superficie que otro. Durante
medio dia trabajé todo el personal del artel en el prado grande; después de la comida, una mitad
de la gente quedo en el prado grande; y la otra mitad trabaj6 en el pequefio. Durante esa tarde
fueron terminados los dos tajos, a excepcion de un reducido sector del prado pequefio, cuya
siega ocupo € dia siguiente completo a un solo segador. ¢Con cuantos segadores contaba el
artel?".

Solucion

En este gercicio, ademas de la incognita fundamental - nimero de segadores - que expresamos
con lax, es conveniente introducir otra incognita complementaria: |a superficie del sector segado
por un trabajador en un solo dia, que expresamos con lay.

Aungue € problema no exige que se hale su valor, contribuye a encontrar laraiz de la x.
Representemos la superficie del prado grande con x ey. Este prado |o segaron durante medio dia
X trabajadores, que segaron ¥2* (X * y) =x*y/ 2
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Figura 6

Durante la segunda parte del diatrabajé alli la mitad del artel, es decir, X / 2'y segaron
X[12*%*y=x*yl4
Comoquiera que al final de lajornada habia sido segado todo € prado, su area ser&
X*yl2+x*y/[4=3*x*yl4

Expresamos ahora la superficie del prado menor mediante x e y. Durante medio dia se ocuparon
en é x trabajadores y segaron una superficie de

Vorx[2*y=x*yl4

Agreguemos a esto € sector que quedd sin segar, que esigual ay (superficie segada por un
trabajador en una jornada), y halaremos la superficie del prado menor:

X*yld+y=(x*y+4*y)/4

No nos queda mas que traducir al idioma del dgebralafrase e primer prado tiene doble
superficie que el segundo”, y la ecuacion quedard establecida como sigue:
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Dividiendo por y € numerador y denominador del quebrado de la segunda igualdad, se eliminala
incognita auxiliar, resultando la siguiente ecuacion:

X/ (x+4)=2,03x=2x+8
de donde

X =8.

En € artel habla 8 segadores.

Después de haber sido publicada la primera ediciéon del Algebra Recreativa, € profesor A.
Tsinguer me envio una informacion detalladay muy interesante, relacionada con este problema.
El efecto esencia del problema, asu juicio, reside en que "no es agebraico en absoluto sino
aritmético, y aunque es muy sencillo se tropieza conciertas dificultades en su resolucién debido a
gue no es de tipo corriente”.

"Lahistoriadel presente problema es la siguiente - continta el profesor A. Tsinguer - . En la
facultad de mateméticas de la Universidad de Moscu, cuando estudiaban en ellami padre el.
Raievski, mi tio, (amigo intimo de L. Tolstdi), entre otras disciplinas se ensefiaba algo semejante
alapedagogia. A este fin, los estudiantes debian ir a una escuela publica urbana, puesta a
disposicién de la universidad, y en colaboracion con expertos y venerables maestros, hacian
précticas pedagdgicas. Entre los compafieros de estudios de Tsinguer y Raievski habia un tal
Petrov, que, segun cuentan, era persona muy inteligente y original en extremo. Este Petrov
(fallecido en su juventud, creo que de tisis) afirmaba que en las clases de aritmética embrutecian
alos escolares con problemas y métodos estereotipados. Para poner de evidencia su punto de
vista, Petrov ingeniaba problemas que por salirse de las normas corrientes embarazaban a los
"expertos y venerables maestros’, pero que los alumnos més | Gcidos, todavia no embotados por €
estudio rutinario, resolvian con facilidad. Entre dichos problemas (Petrov discurrio varios) estaba
el de los segadores. L os maestros con experiencia, claro, podian resolverlo con facilidad
mediante ecuaciones, pero no daban con su sencilla resolucion aritmética. Sin embargo, €l
problema es tan fécil que para resolverlo en absoluto no merece la pena servirse del dgebra.

Si e prado mayor fue segado por todo el persona del artel en medio dia, y por lamitad de la
gente en € resto de la jornada, es natural que medio artel seg6é en medio dial/ 3 del prado. Por
consiguiente, en e prado menor quedaba sin segar

1/2-1/3=1/6

Si un trabgjador segaenundial/ 6 del prado, y s fuesegado6/6+ 2/ 6 =8/ 6, esto quiere
decir que habia 8 segadores.

Tolstoi, aficionado de siempre a los problemas que se resuelven utilizando algun subterfugio y
ofrecen cierta dificultad, conocia desde la juventud éste, de los segadores, gracias ami padre.
Cuando tuve ocasion de hablar de dicho problema con Tolstoi, ya anciano, le agradaba, sobre
todo, € hecho de que e problema se hace més comprensible s, a resolverlo, se emplea este
sencillo diagrama (fig. 7)".
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Figura 7.

Ofrecemos a continuacion algunos problemas que, con cierta imaginacion, son més faciles de
resolver por medio de la aritmética que valiéndose del dgebra.
Volver

8. Lasvacasen € prado
Problema
"Al estudiar las ciencias, l0s gercicios son mas Utiles que las reglas’,escribia Newton en su
Aritmética Universal, y acompafaba las indicaciones tedricas con una serie de gjemplos. Entre
ellos hallamos el de los toros que pastan en el prado, que generd un tipo especifico de problemas
semejantes a este:

"La hierba crece en todo el prado con igual rapidez y espesura. Se sabe que 70 vacas se la
comerian en 24 dias, y 30, en 60 dias. ¢Cuantas vacas se comerian toda la hierba en 96 dias?".
Este problema sirvié de argumento para un cuento humoristico, que recuerda el Maestro
particular de Chéov. Dos adultos, familiares del escolar a quien habian encargado resolver este
problema, se esforzaban inGtilmente por hallar su solucidn y se asombraban:

- jQué extrario es el resultado! - dijouno - . S en 24 dias 70 vacas se comen la hierba, entonces,
¢cuantas vacas se la comeran en 96 dias? Claro que 1/ 4 de 70, es decir, 17 1/ 2 vacas... jEste
es el primer absurdo! El segundo todavia mas extrafio, es que si 30 vacas se comen la hierba en
60 dias, en 96 se la comeran 18 3/ 4 vacas. Ademas, si 70 vacas se comen la hierba en 24 dias,
30 vacas emplean en ello 56 dias, y no 60, como afirma el problema.

- ¢Pero tiene usted en cuenta que la hierba crece sin cesar? - pregunto otro.

La observacion era razonable; la hierba crece incesantemente, circunstancia que no puede
echarse en olvido, pues en ese caso no solo no puede resolverse el problema, sino que sus
mismas condiciones pareceran contradictorias.
¢Como debe resolverse pues, el problema?

Solucién

Introduzcamos también agqui una segunda incognita, que representara el crecimiento diario de la
hierba, expresado en partes de las reservas de la misma en € prado. En una jornada hay un
crecimiento dey; en 24 dias sera 24y. Si tomamos todo el pasto como 1, entonces, en 24 dias las
vacas se comeran

1+ 24y
En una jornadalas 70 vacas comeran

(1+24y)/ 24
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y unavaca (de las 70) comera
(1 + 24y) | (24 * 70)

Siguiendo € mismo razonamiento: si 30 vacas acaban con toda la hierba del prado en 60 dias,
una vaca comera en un dia

1+ 60y / (30 * 60)

Pero la cantidad de hierba comida por una vaca en un solo dia esigual paralos dos rebafios. Por
€s0

(1+24y) / (24 * 70) = (1 + 60y) / (30 * 60)

de donde

y=1/480
Cuando se hdlay (medida de crecimiento) es ya facil determinar qué parte de lareservainicial se
come unavaca a dia

(1+24y) [ (24* 70) = (1 + 24/ 480) / (24 * 70) = 1/ 1600

Por ultimo establecemos la ecuacion parala solucién definitiva del problema: si e nimero de
vacas es X, entonces,

{1+ (96/480)} / 96x = 1600

dedondex =20

20 vacas se comerian toda la hierba en 96 dias.
Volver

9. El problema de Newton

Examinemos ahora un problema del mismo tipo que el anterior: e problema de Newton acerca de
los toros.

El problema, en realidad, no fue ideado por Newton, sino que es de origen popular.

Problema

"Tres prados cubiertos de hierba de una misma espesura y con e mismo grado de crecimiento,
tienen un &rea de 3 /3 Ha, 10 Ha y 24 Ha. La hierba del primero es comida por 12 toros durante
4 semanas, la del segundo, por 21 toros durante 9 semanas. ¢Cuantos toros comeran la hierba
del tercero durante 18 semanas?"

Solucion

Introducimos la incognita auxiliar y, que significa la parte de lareservainicia de hierba que crece
en 1 Ha durante una semana. En el primer prado crece durante la primera semana una cantidad de
hierbaiguala 3 /3 y; durante 4 semanas, 3 13y * 4 = (40 / 3)*y de la reserva de hierba que habia
inicialmente en 1 Ha. Esto equivale a un crecimiento del areainicia del prado igual a
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35 +(40/ 3)y

hectéreas. En otras palabras: |0s toros comen tanta hierba como se precisa para cubrir un prado de
{33+ (40/ 3)y} hectéreas. En una semana 12 toros se comen un cuarto de esta cantidad, y un
toro come en una semana 1 / 48, es decir, lareserva de hierba que hay en un érea de

{31/3+(40/3)y} / 48 = (10 + 40y) / 144 hectareas.

De esa misma manera, con los datos del segundo prado, hallamos €l &rea de éste que alimenta a
un solo toro durante una semana:

crecimiento de la hierbaen 1 Ha durante 1 semana=y
crecimiento de la hierba en 1 Ha durante 9 semanas = 9y
crecimiento de la hierba en 10 Ha durante 9 semanas = 90y

La superficie del sector que contiene hierba suficiente para aimentar 21 toros durante 9 semanas
esigua a

10 + 90y.
El é@rea necesaria para mantener un toro durante una semana ser&:
(10 + 90y) / 9 * 21 = (10 + 90y) / 189
hectéreas. Ambas normas de alimentacion deben ser idénticas:
(10 + 40y) / 144 = (10 + 90y) / 189

Al despgjar laincognita encontramos quey = 1/ 12. Veamos ahora cual debe ser €l area del
prado con hierba suficiente para mantener un toro durante una semana:

(10+40y) / 144 = (10 + 40/ 12) / 144=5/ 54

hectareas. Ocupémonos, por Ultimo, de la pregunta del problema. Si representamos el nimero
desconocido de toros con la x, tendremos:

{24+ (24* 18/12)} / 18x = 5/54

de donde x = 36.

El tercer prado puede mantener 36 toros durante 18 semanas.
Volver

10. El cambio de las manecillas del reloj

Problema

A. Moshkovski, biografo y amigo del famoso fisico Albert Einstein, en su deseo de distraer a éste
durante su enfermedad, le propuso resolver €l problema siguiente (fig. 8):
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"Tomemos un reloj - dijo Moshkovski - que tenga las saetasen las 12. S en esta posicion €
minutero y el horario cambiaran de funcion, la hora marcada seria la misma; pero a otras
horas, por gemplo, a las 6 esa permuta de |as saetas daria lugar a un absurdo, a una situacion
gue, en un reloj que marchara normal mente no podria producirse; e minutero no puede hallarse
en las 6 cuando € horario se encuentra en las 12. De aqui surge la siguiente pregunta: ¢Cuando
y cada cuanto tiempo ocupan las manecillas de un relgj tal posicion en la cual al cambiar éstas
de funcion entre si se producen nuevas situaciones posibles en un reloj normal ?

- S, contestd Einstein, este problema es muy apropiado para un hombre obligado por su
enfermedad a permanecer postrado en el lecho: despierta bastante interésy no es muy facil. Me
temo, sin embargo, que la distraccién dure poco tiempo: he dado ya con la forma de resolverlo.
Seincorporé en € lecho y con unos cuantos trazos dibuj6 en un papel un esgquema que reflgjaba
las condiciones del problema. Einstein no necesité para resolverlo mas tiempo que e que he
empleado yo en formularlo..." ¢COmo se resuelve?

Solucion

Midamos la distancia que recorren las manecillas, valiéndonos de 60 divisiones de la esfera, a
partir de las 12. Supongamos gque en una de las posiciones buscadas, el horario se encuentra a x
fracciones a partir del nimero 12, y € minutero, a y divisiones.

Figura 8
Como las 60 fracciones son recorridas por el horario en 12 horas, es decir, a5 divisiones por
hora, entonces, x partes de la esfera seran recorridas por el horario en x / 5 horas. Dicho con otras
palabras, habran pasado x / 5 horas desde que €l reloj dio las 12. EI minutero recorre y fracciones

en'y minutos, es decir, en y / 60 horas. Expresado de otro modo: e minutero ha pasado la cifra 12
hacey / 60 o a cabo de

x/5-y/60
horas después de que ambas saetas se encontraban en las doce. Este nimero es entero (desde el
cero a 11), ya que muestra cuantas horas completas han pasado desde las doce. Al cambiar las
manecillas defuncidn encontraremos por analogia que a partir de las doce habran pasado

y/5-x/60

horas completas. Este nimero también es entero (desde €l cero hastael 11).
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Planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:

15- Yo
}5 60
:I:X- i:n
15 60

donde my n son niimeros enteros comprendidos entre el 0y €l 11. En este sistema despejaremos
las incognitas:

x={60* (12m+ n)} / 143
y={60* (12n+m) / 143

Asignando amy n un valor comprendido entre O y 11 determinaremos todas |as posiciones
regueridas de las saetas. Como cada uno de los 12 valores que tiene m, puede ser confrontado con
cada uno de los 12 de n, quizés parezca que el nimero de soluciones posibles puede ser 12*12 =
144; pero enrealidad esigual a 143, porque cuandom=0,n=0,ys m=11,n=11, las
manecilla ocupan la misma posicion.

Cuando m =11, n = 11 tenemos:

X =60
y=60

es decir, las manecillas estén en las 12, como en &l casodem =0, n=0.

No nos detendremos a examinar todas las posiciones posibles; ocupémonos de dos casos. Primer
caso:

m=1n=1;

Xx=60*13/143=55/11

es decir, sefida 1 hora5/ 11 minutos; en este momento las manecillas estén en e mismo sitio por
lo que pueden cambiar de funcidn (como siempre que coincidan).

Segundo caso:
m=8,n=5;

x={60* (5+12* 8)} / 143 » 42.38
y={90* (8+ 12 * 5)} / 143 » 28,53

L os momentos respectivos seran: las 8 horas y 28,53 minutos y las 5 horas 42,38 minutos.

El nimero de soluciones, como seindico ya, es de 143. Parallegar alos puntos de la esfera
donde se encuentran las posiciones requeridas de las saetas, hay que dividir la circunferencia de
la esfera en 143 partes iguales, obteniendo 143 puntos que son los que buscamos. En |os espacios
intermedios no hay otras posiciones semejantes de las manecillas.

Volver
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11. Coincidencia de las saetas

Problema

¢En cuantas posiciones pueden coincidir € horarioy e minutero de un reloj que marche
normalmente?

Solucion

Podemos valernos de | as ecuaciones del problema anterior, ya que si las dos manecillas
coinciden, pueden cambiar entre si de funcidn sin que se produzca alteracion alguna. En este
caso, ambas saetas habran recorrido €l mismo nimero de divisiones, a partir del nimero 12; es
decir, X = y. Por esta causa, los razonamientos del problema precedente nos brindan la siguiente
expresion:

x/5-x/60=m
donde m es un entero comprendido entre 0y 11. Aqui podemos despgjar la incognita:
x=60* m/11

De los doce valores de m (del 0 al 11) obtenemos en lugar de 12, sdlo 11 posiciones diversas de
las manecillas, toda vez que siendo m = 11 vemos que X = 60; es decir, ambas saetas han
recorrido 60 divisionesy se halan en la cifra 12; esto mismo sucede cuando m = 0.

Volver

12. El arte de adivinar nUmer os

Cada uno de Uds. se encontraba indudablemente con "prestidigitadores’ que pueden adivinar
nimeros. Como regla un prestidigitador propone realizar operaciones del siguiente caracter:
pensar un nimero cualquiera, adicionar 2, multiplicar € resultado por 3, restar 5, restar e nimero
pensado etc., en total cinco o una decena de operaciones. Luego € prestidigitador pide que le
comuniquen €l resultado y, a obtener la respuesta, en seguida comunica el nimero pensado.
Claro estd que € secreto de la "prestidigitacion” es muy fécil y se basa en las mismas ecuaciones.
Supongamos que €l prestidigitador le haya propuesto a Ud. realizar un programa de operaciones
indicado en la columna izquierda de la tabla siguiente:

piense un nNUmero X
adicione 2 X+ 2
el resultado multipliquelo por 3 33X+ 6
reste 7 3x-1
reste el nimero pensado 2x+ 1
multiplique por 2 ax + 2
restel Ix+ 1

Luego € prestidigitador pide que le comuniquen el resultado final y -, a obtenerlo, dice a
instante e numero pensado. ¢Como lo hace?
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Para comprender esto, hay que mirar la columna derecha de la tabla, donde las indicaciones del
prestidigitador estan traducidas a idioma del agebra. Mirando esta columna se puede
comprender, que s Ud. ha pensado cualquier nimero X, entonces realizadas todas las operaciones
se obtendra 4x - 1. Conociendo este resultado no es dificil "adivinar" el nimero.

Supongamos, por gemplo, que Ud. haya dicho al prestidigitador que el resultado es 33. Entonces
el prestidigitador resuelve mentalmente muy rapido la ecuacion 4x — 1 = 33 y obtiene la
respuesta: X = 8. Es decir, hace faltarestar 1 del resultado final (33 - 1 - = 32) y luego € nimero
obtenido se divide entre 4 (32 : 4 = 8), El resultado de esta division es el nimero pensado (8). Si
el resultado final es 25, entonces el prestidigitador hace mentalmente las siguientes operaciones
25-1=24,24/ 4 =6y le comunica que Ud. ha pensado e nimero 6.

Como se ve todo es muy fécil. El prestidigitador sabe de antemano qué hace fata hacer con
resultado para obtener el nimero pensado.

Después de comprender esto Ud. puede asombrar y desconcertar alin méas a sus amigos
proponiéndoles a ellos mismos escoger seguin su propio parecer, el caracter de operaciones sobre
un nimero pensado. Ud. propone a su amigo pensar un numero y realizar en cualquier orden
operaciones del caracter siguiente: sumar o restar un nimero conocido (por gemplo: sumar 2,
restar 5, etc.), multiplicar® por un niimero conocido (por 2, por 3, etc.), sumar o restar el nimero
pensado. Su amigo, para embrollarle, va a amontonar una serie de operaciones. Por g emplo, é ha
pensado € nimero 5 (el nimero pensado no se le comunica a Ud.) y realizando operaciones le
dice:

- he pensado un nimero, 1o he multiplicado por 2, a resultado he sumado 3, luego he sumado €l
nimero pensado, al resultado he sumado 1, todo lo he multiplicado por 2, he restado € nimero
pensado, luego he restado 3, una vez mas he restado € nliimero pensado, he restado 2. Por fin, €
resultado lo he multiplicado por 2 y he sumado 3.

Al decidir que é le ha embrollado por completo é comunica a Ud. con €l aspecto triunfante:

- €l resultado final es 49.

Para su asombro Ud. le comunica inmediatamente que él ha pensado € nimero 5.
¢Cdémo lo hace Ud.? Ahora todo eso es bastante claro. Cuando su amigo le comunica las
operaciones que é esta realizando con € nimero pensado, Ud. a la vez actlia mentalmente con la
incognita x. El le dice: "He pensado un nimero...", Ud. repite mentalmente; "entonces tenemos
x". El dice: "...lo he multiplicado por 2..." (8l de veras realiza la multiplicacion de nimeros), Ud.
prosigue mentalmente; "...ahora tenemos 2x". El dice: "...al resultado he sumado 3...", Ud. le
sigue inmediatamente: 2x + 3 etc. Cuando € le "ha embrollado” completamente y ha realizado
todas las operaciones mencionadas arriba, Ud. ha llegado a resultado indicado en la tabla
siguiente (en la columna izquierda esta escrito todo lo dicho en voz ata por su amigoy en la
derecha - las operaciones que Ud. ha hecho mentalmente):

He pensado un nimero X

lo he multiplicado por 2 2X

al resultado he sumado 3 2X+ 3
luego he sumado € nimero pensado 3x+ 3
ahora he sumado 1 33X+ 4
e resultado 1o he multiplicado por 2 6x + 8
he restado €l nimero pensado 5x + 8
he restado 3 5x+ 5

1 Mejor que no le permita dividir, pues la divisién complicamucho la prestidigitacion.
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mas he restado € nimero pensado 4x+ 5
he restado 2 ax + 3
por fin, e resultado |o he multiplicado por 2 8Xx+ 6
y he sumado 3 8x+ 9

Ud. ha pensado por ultimo: € resultado final es 8x + 9. Ahora él dice: "El resultado final es 49".
Ud. tiene ya la ecuacion hecha: 8x + 9 = 49. Resolverla es unafutilidad y Ud. le comunicaen €
acto que é ha pensado €l nimero 5. Esta prestidigitacion es particularmente impresionante
porgue las operaciones que hace falta realizar con el nimero pensado no las propone Ud., Sino su
amigo las "inventa'.

Sin embargo, hay un caso cuando la prestidigitacion no tiene éxito. S Ud. después de redlizar
(contando mentalmente) una serie de operaciones ha obtenido, por g emplo, x + 14, y su amigo
dice luego: "...ahora he restado el nimero pensado y € resultado final es 14". Ud. le sigue (x +
14) - x = 14, de verdad resulta 14, pero no hay ninguna ecuacion y por eso Ud. no puede adivinar
el nimero pensado. ¢Qué es necesario hacer en este caso? Obre asi: tan pronto Ud. tenga el
resultado que no contiene la incognita x, interrumpa a su amigo, diciéndole: "jPare! Ahora puedo
sin preguntar nada comunicarte €l resultado que tienes. Es 14". Esto de veras va a desconcertar a
su amigo, pues & no le ha dicho completamente nada. A pesar de que Ud. no supo adivinar €
nimero pensado, |a prestidigitacion ha resultado espléndida.

He aqui un g emplo mas (como antes en la columna izquierda se encuentra lo dicho por su
amigo):

He pensado un nimero X

a este nimero he sumado 2 X+ 2
el resultado lo he multiplicado por 2 2X+ 4
ahora he sumado 3 2x+ 7
he restado € nimero pensado X+ 7
he sumado 5 X+ 12
luego he restado el nimero pensado 12

En e momento cuando € resultado ha sido 12, es decir, es una férmula que no tiene mas la
incégnita x, Ud. interrumpe a amigo comunicandole que ahora e resultado es 12.

Después de practicar un poco Ud. podra facilmente mostrar a sus amigos semejantes
"prestidigitaciones’.

Volver

13. Un supuesto absurdo

Problema

He agui un problema que puede parecer incongruente: ¢Cud eslaequivalenciade 84 s 8* 8 =
547

Esta insdlita pregunta estd muy lgjos de carecer de sentido, y puede ser resuelta mediante
ecuaciones.

Pruebe a descifrarla.

Solucién

Probablemente habran comprendido que los datos del problema no pertenecen a sistema decimal,
pues en caso contrario, la pregunta " ¢Cudl es la equivalencia de 847" seria un absurdo.
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Supongamos que la base del sistema desconocido de numeracion es x. El nimero "84" equivale
entonces a 8 unidades de segundo orden y 4 unidades del primero, es decir

“84" =8x + 4.
El nimero "54" equivale a 5x + 4. Tenemos, por |o tanto, la ecuacion
8* 8=5x+4,

es decir, en € sistema de numeracion decimal seria 64 = 5x + 4,

dedondex = 12.

Este nimero esta expresado en € sistemadebase 12,y "84" =8* 12 + 4 = 100. Por lo tanto, s 8
* 8="54","84" serdigual a 100.

De esta misma manera se resuelve otro de los problemas de este tipo: ¢Cud es e equivaente de
100, s 5* 6=33?

Respuesta: 81 (sistema de base 9).

Volver

14. La ecuacion piensa por nosotr os

Si no cree que |las ecuaciones son a veces Mas previsoras que nosotros mismos resuelva este
problema:

El padre tiene 32 afos; € hijo, 5. ¢Al cabo de cuantos afos sera la edad del padre diez veces
mayor que ladel hijo?

Expresemos el tiempo buscado con x. Al cabo de x afios €l padre tendré 32 + x afios; y € hijo, 5 +
x anos. Y como el padre debe tener 10 veces mas afios que € hijo, se establece la ecuacion

32+x=10* (5+Xx).

Al resolverlahallamos que x = - 2.

"Al cabo de menos 2 afios' significa "hace dos afios'. Al plantear la ecuacién no pensdbamos que
en €l futuro la edad del padre no seria nunca 10 veces superior aladel hijo; esa correlacion pudo
tener lugar solo en € pasado. La ecuacion ha sido més reflexiva que nosotros, y nos ha recordado

nuestro descuido.
Volver

15. Curiosidadesy sorpresas
Hay ocasiones en las que a resolver las ecuaciones tropezamos con soluciones que pueden
desconcertar a un matematico poco ducho. Veamos algunos ejemplos:

I. Hallar un nimero de dos cifras que tenga las siguientes propiedades:

Lacifrade las decenas debe ser 4 unidades inferior alacifra de las unidades. Si ese mismo
nimero se escribe invirtiendo el lugar de sus cifrasy se le sustrae el nimero buscado, se obtiene
27. Expresando el guarismo de las decenas con la x, y € de las unidades con lay, formaremos
facilmente el siguiente sistema de ecuaciones para este problema:
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ix=y-4
%(10x+y)- (10x +y) =27

Si e valor que tiene x en la primera ecuacion se coloca en la segunda, resultara que
10y +y—4(10(y - 4) +y) = 27
al operar tendremos que
36 =27.

No se ha hallado € valor de las incognitas, pero se ha visto que 36 = 27... ¢qué quiere decir esto?
Esto significa que no existe ningln nimero compuesto de dos cifras que responda a las
condiciones del problema, y que las ecuaciones planteadas se contradicen mutuamente. En efecto,
multipliquemos ambos miembros de la primera igualdad por 9 y tendremos.

Oy - 9x - =36

y de la segunda ecuacion (después de abrir los paréntesis y reducir los términos semejantes)
resulta:

9y - 9x = 27.

Segun la primera ecuaciéon 9y - 9x esigua a 36 y de acuerdo con la segunda equivale a 27. Esto
es atodas luces imposible, por cuanto 36 1 27. Una confusion andloga espera a quien resuelva el

siguiente sistema de ecuaciones:

—_——

IX*y=4
Al dividir la primera ecuacion por la segunda obtendremos:
X*y=2

y si confrontamos la ecuacion obtenida con la segunda del sistema veremos que

X*y=4
X*y=2
es decir, que 4 = 2. No hay cifras que satisfagan las condiciones de este sistema.

(Sstemas de ecuaciones, semejantes a |os que acabamos de examinar que no pueden ser
resueltos, se llaman no combinados.)

1. Si cambiamos un tanto las condiciones del problema anterior recibiremos otra sorpresa.

Supongamos que la cifra de las decenas es menor en 3 unidades que la cifra de las unidades. Las
demés condiciones del problema permanecen invariables ¢Cua serd este nimero? Planteemos la
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ecuacion. Si expresamos la cifra de las decenas con la x, la de las unidades sera x + 3.
Traduzcamos el problemaa idiomadel agebra:

10* (x+3) +x-[10x + (x + 3)] = 27.

Al reducir se obtiene 27 = 27.

Estaigualdad es incuestionable, pero nada nos dice de laraiz de x ¢Significa esto que no existe
ningun valor que responda a las condiciones del problema?

Por e contrario. Esto se debe a que laigualdad dada es una identidad, es decir, que es cierta
cualquiera que sea la magnitud de la incognita X. En efecto, las condiciones del problema son
vélidas paratodo nimero compuesto de dos cifras siempre que el guarismo de las unidades sea
mayor en 3 unidades que €l de las decenas:

14+27=41
47+ 27=74
25+ 27=52
58+27=85
36+ 27 =63
69 + 27 = 96.

[11. Hallar un nimero de tres cifras que responda a | as siguientes condiciones:

1. Lacifradelas decenas sea 7,

2. Lacifrade las centenas sea inferior en 4 unidades a la cifra de las unidades;

3. Si las cifras del mismo se colocan en orden inverso, el nuevo nimero sera 396 unidades mayor
gue e buscado.

Formemos la ecuacién sustituyendo la cifra de las unidades con la x:

100x + 70 + x - 4 - [100(x - 4) + 70 + X] = 396.

Después de reducida esta ecuacion se llega a laigualdad 396 = 396.

L os lectores conocen ya como hay que interpretar los resultados de este tipo. Esto significa que
un nimero de tres cifras, en el que la primera es menor que la tercera? en 4 unidades, aumenta en
396 s sele coloca en orden inverso.

Hasta ahora hemos examinado problemas que tienen un caréacter mas o menos artificioso y
tedrico; su mision consiste en contribuir a que se adquiera habito en e planteamiento y la
solucion de ecuaciones. Ahora, pertrechados tedricamente, ofreceremos algunos ejemplos
relacionados con la produccion, la vida cotidiana, y 1a actividad militar y deportiva.

Volver

16. En la peluqueria

Problema

¢Puede € algebra tener alguna aplicacion en la pelugueria? Resulta que puede darse esa
circunstancia. Me convenci de ello en cierta ocasion, cuando encontrandome en un
establecimiento de esa clase, se dirigié a mi un oficial con una inesperada peticion:

2 Lacifradelas decenas no juega ningln papel
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- ¢No podra resolvernos usted un problema que no sabemos cémo hacerlo? - jNo seimagina
cuanta agua oxigenada hemos echado a perder por esa causa! - agrego otro.

- ¢De qué setrata? - pregunté.

- Tenemos dos soluciones de agua oxigenada: al 30% una, y al 3% ]a otra. Debemos mezclarlas
de tal forma gque obtengamos una solucion al 12%. Pero no podemos hallar las proporciones
correspondientes...

Me dieron un papel y encontré la proporcion que buscaban. Resulté ser un problema muy facil.

Solucion

El problema puede ser resuelto también por via aritmética, pero mediante € algebra se obtiene €
resultado con més sencillez y prontitud. Supongamos que para formar la mezcla al 12% hay que
tomar x gramos de solucién a 3% ey gramos a 30% . Siendo asi, la primera porcién contendra
0,03 x gramos de agua oxigenada puray, la segunda, 0,3 y; en total habra

0,03x + 0,3y

Con esto resultara (x + y) gramos de solucién, en la que el agua oxigenada pura serd 0,12 (x + y).
Tenemos la ecuacion

0,03x + 0,3y = 0,12 (x + )

De esta ecuacion hallamos: x = 2y, es decir, que deberd tomarse doble cantidad de solucién al 3%
gue la empleada del 30%.

Volver

17. El tranviay €l peatén

Problema

Cuando marchaba a lo largo de la linea del tranvia observe que cada 12 minutos me alcanzaba
uno de esos vehiculos, y cada 4 minutos otro de ellos pasaba en direccién contraria. Tanto los
vehiculos como yo nos desplazabamos con velocidad constante

¢Cada cuantos minutos salian los tranvias de las estaciones terminales?

Solucién

Si los tranvias salian cada x minutos, eso quiere decir que por aguel lugar donde yo me
encontraba con un tranvia tenia que pasar el siguiente después de x minutos. Si el vehiculo ibaen
mi direccion, entonces en 12 - X minutos debia recorrer e camino que yo hacia en 12 minutos.
Eso significa que el camino que yo andaba en un minuto € tranvialo haciaen (12 - x) / 12
minutos.

Si e tranviaiba en direccion contraria nos cruzariamos 4 minutos después de haberme
encontrado con € anterior, y en e tiempo restante (x - 4) minutos debia recorrer el camino hecho
por mi en esos 4 minutos. Por |o tanto, el camino que yo andaba en 1 minuto lo hacia € tranvia
en (X —4) / 4 minutos. Tenemos pues la ecuacion

(12-x)/12=(x-4)/ 4

De donde se deduce que x = 6. Cada 6 minutos iniciaban los tranvias su itinerario.
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Puede proponerse la siguiente resolucion (en esencia es una solucion aritmética). Expresemos la
distancia que separaba a los tranvias entre si con laletra a. Entonces la distancia que mediaba
entre € tranvia que ibaami encuentro y yo, disminuiaen a / 4 cada minuto (por cuanto la
distancia entre e tranvia que acababa de pasar y €l siguiente, igual a a, la recorriamos en 4
minutos). Si e tranviaiba en mi direccion, la distancia entre nosotros se reducia cada minuto en
a/12. Supongamos que yo marchara hacia delante durante un minuto y, después, anduviera otro
minuto hacia atras (es decir, regresara a punto de partida). En este caso la distancia que mediaba
entre e tranvia - que iba a mi encuentro - disminuia durante e primer minutoena/ 4,y en €l
segundo minuto, en a/ 12. En consecuencia, en € lapso de 2 minutos, la distancia entre nosotros
sereduciaena/4+a/12=a/ 3. Lo mismo habria ocurrido si yo hubiera permanecido inmovil
en € sitio, ya, que, en fin de cuentas, volveria hacia atrés. De esta manera, si yo no hubiera
avanzado, en un minuto (no en dos) € tranvia se hubiese acercado haciamia/3:2=a/6,y
toda la distancia a la habria recorrido en 6 minutos. Por ello, para un observador inmovil, los

tranvias pasaban con interval os de 6 minutos.
Volver

18. El barcoy la balsa

Problema

Un barco se desplaza 5 horas sin interrupcion rio abajo desde la ciudad A a la ciudad B. De
vuelta avanza contra la corriente (con su marcha ordinaria 'y sin detenerse) durante 7 horas.
¢Cuantas horas necesitara una balsa para desplazarse de la ciudad A a la B, yendo a la misma
velocidad de la corriente?

Solucién

Expresemos con x el tiempo (en horas) que necesita €l barco para recorrer la distancia que separa
A de B en € agua estancada (es decir, con la velocidad del barco) y cony, € tiempo que se
dedlizalabalsa. Siendo asi, en una hora el barco recorre 1/ x de ladistancia AB, y labalsa (a
igual que lacorriente) 1/ y de esta distancia. Por estarazén, € barco, marchando impulsado por
la corriente, en unahorarecorre 1/ x + 1/ y de ladistancia AB, y hacia arriba (contra la
corriente) 1/ x—1/y . Por las condiciones del problema se deduce que hacia abgo € barco hace
enunahoral/5 deladistancia y, haciaarriba, 1/ 7 . De agui € sistema:

1/x+1/y=1/5
1/x=-1/y=1/7

Observamos que para solucionar este sistema no debemos hacer desaparecer |os denominadores:
es suficiente con restar la segunda ecuacién de la primera. Operando resultara:

2/y=21/35

dedondey = 35. Las balsas se dedlizaran desde A hasta B en 35 horas.

Volver

19. Dos botes de café
Problema
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Dos botes |lenos de café tienen la misma forma y estédn hechos de la misma hojalata. El primero
pesa 2 kg y tiene 12 cm de altura; el segundo pesa 1 kg y mide 9,5 cm de altura. ¢Cudl es el peso
neto del café en los dos botes?

Solucién
Expresemos el peso del contenido del bote grande con X, y €l del pequefio con y. El peso de los
botes |o expresaremos con zy t respectivamente. De donde se obtienen las siguientes ecuaciones:

X+2z=2
y+t=1

Teniendo en cuenta que |os pesos del contenido de ambos botes refl etos se relacionan entre si
COMO Sus propios volumenes es decir, como e cubo de sus aturas®, resulta que

x/y=123/95%»2.026x=2.02y

El peso de los botes vacios se relaciona entre si como se relacionan sus superficies completas, es
decir, como los cuadrados de sus aturas. Por €llo

z/t=12°/95°» 1.6 6z= 1.60t
Sustituyendo los valores de x y de z en la primera ecuacion resultara el sistema

202y+160t=2
y+t=1

Al resolverlo tendremos:
y=20/21=0.95t=0.05

Por lo tanto, x = 1,92, z=0,08.
El peso del café sin € envase ser& e del bote grande, 1,92 kg; €l del pequefio, 0,94 kg.

Volver

20. Velada

Problema

A una velada asistieron 20 personas. Maria bail6 con siete muchachos; Olga, con ocho; Vera,
con nueve, y asi hasta llegar a Nina, que bail6 con todos €llos. ¢Cuantos muchachos habia en la
velada?

Solucion

3 Esta proporcion puede ser aplicada solo en el caso en que los lados de | os botes no sean demasiado gruesos, por
cuanto lasuperficie, lainternay laexterna del bote no son semejantes, y laaltura de su parte internatiene cierta
diferencia con la aturade lapropiacaja
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Lasolucion del problema es muy sencillasi se elige con acierto la incognita. Busquemos €l
ndmero de las jovenes, que expresaremos con la x:

12 Mariabaild6con 6+ 1 muchachos
22 Olgabail6con 6+2 muchachos
R Verabaildbcon 6+3 muchachos

x2 Ninabail6con 6+ Xx muchachos

Establezcamos la siguiente ecuacién: x + (6 + x) = 20, de donde x = 7, por lo tanto, € nimero de
muchachos era20 - 7 = 13.
Volver

21. Exploracién marina

Primer problema

El explorador (la nave de reconocimiento), que marchaba con € resto de la escuadra, recibié la
tarea de explorar el mar en una zona de 70 millas en la direccion en que marchaba la escuadra.
La velocidad de ésta era de 35 millas por hora; la del barco explorador, de 70 millas por hora.
¢Cuanto tiempo tardara éste en incorporarse de nuevo a la escuadra?

Solucion

Designemos €l nimero de horas buscadas con la x. Durante este tiempo la escuadra recorrié 35x
millas; y la nave de reconocimiento, 70x. Esta navego 70 millas hacia adelante y una parte de esta
ruta al regreso; la otra parte fue hecha por €l resto de la escuadra. Todos juntos recorrieron 70x +
35%, lo que esiguala2 * 70 millas. De aqui la ecuacion

70x + 35x = 140,
de donde
X =140/ 105 horas.

La embarcacién exploradora se incorpor6 ala escuadra, aproximadamente, al cabo de hora 20
minutos.

Segundo problema

El barco explorador recibio la orden de hacer € reconocimiento en la direccion que llevaba la
escuadra. Tres horas después, la nave debia incorporarse a la escuadra. ¢Al cabo de cuanto
tiempo, a partir del momento en que sé distancia de la escuadra, debe iniciar el barco
explorador €l regreso, si su velocidad es de 60 nudos, y la de la escuadra de 40 nudos?

Solucién

Supongamos que la nave de reconocimiento debia volver a cabo de x horas; eso significa que se
alg 6 de la escuadra x horas, y marché de vuelta, a su encuentro, 3 - x horas. Mientras todos los
barcos marchaban en una misma direccion, en x horas pudo la embarcacion exploradora a€jarse a
unadistanciaigual aladiferencia entre las distancias recorridas por cada uno, es decir, en
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60 x-40x =20x.

Cuando regreso e explorador habia cubierto, en direccién ala escuadra, una distancia de 60 * (3
- X), en tanto que la escuadra habia recorrido 40 * (3 - x). Uno y otra recorrieron juntos 10x. Por
lo tanto

60* (3-x)+40* (3-x)=20x,
de donde
x=21/2.

El explorador tuvo que modificar e rumbo, iniciando €l regreso, al cabo de 2 horasy 30 minutos

a partir del momento en que abandond la escuadra.
Volver

22. En € velédromo

Problema

Dosciclistas corren por € velédromo a vel ocidades constantes. Al llevar direcciones opuestas se
encuentran cada 10 segundos; cuando van en la misma direccién, un ciclista alcanza al otro
cada 170 segundos, ¢Cual esla velocidad que desarrolla cada ciclista si 1a longitud de la pista
esde 170 m?

Solucion
Si lavelocidad del primer ciclista es x, en 10 segundos habra recorrido 10x metros. El segundo

(yendo a encuentro) recorre el resto de lavuelta en el intervalo que media entre dos cruces, es
decir, 170 - 10x metros. Si lavelocidad del segundo es 'y, esto constituye 10y metros; por lo tanto

170-10x =10vy.
Si los ciclistas marchan uno tras otro, en 170 segundos el primero recorre 170x metros, y el
segundo, 170y metros. Si el primero marcha méas de prisa que € segundo, de un encuentro a otro
corre una vuelta més que el segundo, es decir,
170x - 170y = 170.
Al simplificar éstas ecuaciones, tenemos:

X+y=17,x-y=1

dedondex =9, y = 8 (metros por segundo).

Volver

23. Carrera de motocicletas
Problema
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En una carrera de motocicletas, tres maquinas salieron simultdneamente. La segunda hace 15
km por hora menos que la primera, y 3 km mas que la terceray llega a la meta 12 minutos
después que la primera y 3 minutos antes que la tercera. Durante el recorrido no se registraron
paradas.

Hay que determinar:

a. Ladistanciadelacarrera,
b. La velocidad de cada motocicleta y
c. El tiempo empleado por cada maquina.
Solucién
Aungue las incognitas llegan a siete, se emplean solo dos para resolver € problema. Formemos
un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.
Expresando la velocidad de la segunda moto con la x, lavelocidad de laprimeraserax + 15,y la
delatercerax - 3. Ladistancia se expresa con lay. En este caso la duracion de la carrera fue:
para la primera motocicletay/ (x + 15)
para la segunda motocicletay / x
para latercera motocicletay / (X — 3)
La segunda méquina hizo € recorrido en 12 minutos (1 / 5 de hora) méas que la primera. Por €llo
y/x—-y/l(x+15)=1/5
Latercera empled en la carrera 3 minutos (1 / 20 de hora) més que la segunda. Por consiguiente,
y/I(x-3)—-y/x=1/20
Multiplicando por 4 esta ecuacion y restandola de la anterior, se obtiene:
yIx—=yl(x+15)4[y/(x-3)-y/x] =0
Dividimos todos los términos por y (y* 0) y quitamos los denominadores, con lo que se obtiene:
(x-15)* (x-3)-x*(x-3)-4x* (x+15)+4* (x+15* (x-3)=0
y a abrir paréntesis y reducir 10s términos semejantes, resultaré:
3x-225=0
de donde x = 75. Conociendo la x se obtiene e valor de lay en la primera ecuacion.
y/75-y/90=1/5
dedondey = 90.

De agui que la velocidad de las motocicletas sea: 90, 75y 72 km por hora. La distancia sera de 90
km.
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Dividiendo la distancia por la velocidad de cada motocicleta se obtiene € tiempo invertido por
cada maquina:

laprimera: 1 hora
la segunda: 1 horay 12 minutos
latercera: 1 horay 15 minutos

De esta forma se ha encontrado € valor de las siete incognitas.
Volver

24. Velocidad media

Problema

Un automovil cubrio la distancia entre dos ciudades a 60 km por hora e hizo el viaje de regreso
a 40 km por hora. ¢Cual fue la velocidad media de su recorrido?

Solucion
La aparente sencillez del problema confunde a muchos. Sin pensar detenidamente en é, hallan la
media aritmética de 60 y 40, es decir, la semisuma

(60+40)/2=50

Esta"smple’ solucion seriaciertas laiday la vuelta hubieran durado € mismo tiempo. Pero es
evidente que € recorrido de vuelta (a menos velocidad) requiere més tiempo que laida. Si
tenemos esto en cuenta, veremos que la respuesta de 50 km es errénea.

Y asi es, en efecto. La ecuacion nos da otra solucion. No resulta dificil establecer |a ecuacion si
introducimos una incégnita auxiliar: la magnitud |, distancia entre las dos ciudades. Expresemos
con x la velocidad media buscada y formemos la ecuacion

2* | /x=1/60+1/40
Comoquieraque | 1 0, podemos dividir la ecuacion por |, obteniendo,
2/x=1/60+1/40
de donde
x=2/(1/60+1/40) =48
De esta forma vemos que la respuesta acertada no es 50, sino 48 km por hora. Si resolviéramos
este mismo problema con letras (en laida, € automdévil marchaba a una velocidad de a por hora,
y de vuelta, ab por horay obtendriamos la ecuacion
2/x=1/la+1/b

de donde a despgjar la x resultard

2/(1/a+1/b)
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Esto se denomina media harmonica de las magnitudes ay b.
Por lo tanto, la velocidad media del recorrido se expresa, no con la media aritmética, sino con la
media harmoénica de las velocidades. Para a y b; positivas, la media harmoénica sera siempre

menor que lamedia aritméticaa + b/ 2, como se havisto en & g emplo numérico (48 < 50).
Volver

25. Maquinas de calculo rapido

Al tratar de |as ecuaciones, Algebra Recreativa no puede desentenderse de la solucion de
ecuaciones en maquinas de calcular. Y a se ha dicho que las calculadoras pueden "jugar” a
gjedrez (o alas damas). Ademas pueden realizar también otras funciones; por giemplo, la
traduccién, la orquestacion de melodias, etc. Basta con elaborar €l "programa’ correspondiente,
con arreglo al cual debe actuar la maguina.

Claro que no vamos a examinar aqui "programas’ para el gedrez ,0 parala traduccién, que son
dificiles en extremo. Examinaremos tan solo dos "programas’ sencillos. Mas en principio hay que
decir algunas palabras sobre la construccion de la maquina de célculo.

En € capitulo primero se hatratado de dispositivos que permiten hacer milesy decenas de miles
de operaciones por segundo. La parte de la maguina que sirve parala g ecucion directa de
operaciones se llama aritmometro. Ademas, la méaguina tiene un dispositivo de direccion (que
regula e trabajo de toda la maguina) y €l dispositivo de memoria. La "memoria’, es un depésito
de numeros y signos convencionales. Por Ultimo, la méquina est4 equipada con dispositivos de
entrada y de salida destinados a introducir nuevos datos numeéricos y ofrecer |os resultados
definitivos. La méquina registra estos resultados (ahora ya en € sistema decimal) en tarjetas
especiales.

Es notorio que & sonido puede ser registrado en discos o en cinta, y después reproducido. Pero la
grabacién del sonido en un disco puede hacerse tan solo unavez: pararedizar una nueva
grabacion se precisa otro disco. Laimpresién de sonidos en magnetéfono tiene lugar de forma un
tanto distinta, mediante el imantado de una cinta especial. El sonido registrado puede
reproducirse las veces que sean precisas y, S laimpresion resulta ya innecesaria, puede
"desimantarse” y efectuar en ella una nueva grabacion. Una misma cinta puede grabarse varias
veces, con la particularidad de que cada nueva grabacion "borra" la anterior.

El funcionamiento de la "memoria" se basa en un principio andlogo. Los nimeros 'y signos
convencionales se registran el éctrica, magnética 0 mecanicamente en un tambor, una cinta u otro
dispositivo. E1 nimero grabado puede ser "leido" en e momento oportuno; Si no se necesita més
puede ser borrado, grabandose otro en su lugar. La "extracciéon” y la "lectura’ del nimero o €
signo convencional dura sdlo algunas millonésimas de segundo. La "memoria’ puede constar de
algunos miles de celdas y, cada celda, de varias decenas de elementos magnéticos, por jemplo.
Convengamos en gue para registrar 1os nimeros por medio del sistema de base dos, cada
elemento imantado expresa el 1, y los no imantados, e 0. Supongamos, por ejemplo, que cada
celda retentiva contiene 25 elementos (o como dicen, 25 érdenes del sistema de base dos) vy,
ademas, € primer elemento de la celda sirve para expresar € signo del nimero (+ 6 -), los
siguientes 14 elementos sirven paraimprimir la parte entera del nimero y, los ultimos 10, para
registrar la parte decimal.
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Figura9

En lafig. 9 se presentan esquematicamente dos celdas de memoria, con 25 elementos en cada
una, los imantados se expresan con el signo + ; los desimantados, con € - . Examinemos la celda
superior (lacomaindica el lugar donde empieza la parte decimal, y la linea punteada separa €l
primer elemento - que sirve parafijar € signo - de los demés). En esa celda hay escrito (en €l
sistema de base dos) el nimero + 1011,01, equivalente en el sistemadecimal, a que estamos
acostumbrados, a 11,25.

Ademéas de los niUmeros, en las celdas retentivas se conservan las érdenes que componen €
"programa’. Veamos en qué consiste el sistema de Ordenes a tres direcciones. En este caso, a
escribir la orden, la celda retentiva se divide en 4 partes (las lineas de puntos en la celda inferior,
fig. 9). Laprimera parte sirve paraindicar €l signo de operacion, que va cifrado. Por g emplo:

Suma = operacion |,

sustraccion = operacion 1,

multiplicacion = operacion 11, etc.

Las ordenes se descifran asi: la primera parte de la celda es el nimero de la operacion; la segunda
y latercera, los nimeros de las celdas (direcciones), de las cuales hay que extraer las cifras para
las operaciones; la parte cuarta es el nimero de la celda (direccion) adonde debe enviarse el
resultado obtenido. Por g emplo, en lafig. 9 (filainferior) hay escritos por € sistema binario los
numeros 11, 11, 111,1011, en & sistemadecimal, 3, 3, 7, 11, lo que significala siguiente orden:
la operacion 111 (multiplicacion) debe efectuarse con los nimeros de las celdas terceray séptima
y amacenar €l resultado (es decir, registrarlo) en la celda undécima.

En lo sucesivo inscribiremos nimeros y érdenes, no con signos convencionales, como en la fig.
9, sino directamente en el sistema decimal. Por g emplo; la orden expuesta en la serie inferior de
lafig. 9, se escribe asi:

multiplicacion 37 11
Examinemos ahora dos sencillos g emplos de programa.

Programa 1°

1. Suma454

2. Multiplicacién 4 4®
3.0D*1

4.0

51

* OD operacién de direccion
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Veamos cémo funciona una maquina en cuyas cinco primeras celdas estén amacenados los
siguientes datos:

12 orden: sumar los nimeros de las celdas 4y 5y enviar e resultado ala celda 4 (en sustitucion
de lo que figuraba anteriormente). Por consiguiente, la méaquina escribe el nimero0+1=1enla
celda 4. Después de cumplida la orden, en las celdas 4 y 5 se encontraran |os siguientes niUmeros:
4.1

51

2% orden: multiplicar el nimero de la celda 4 por si mismo (esto es, elevarlo a cuadrado) y
registrar en latarjetael resultado, es decir, 12 (la flecha significa la salida de un resultado
obtenido).

3% orden: operacion de direccion alacelda 1. En otras palabras la orden OD significala
repeticion de todas las 6rdenes, empezando desde la primera. De forma que se g ecuta la primera
orden.

|* orden: sumar los nimeros de las celdas 4 y 5, y fijar la suma de nuevo en lacelda 4. En
consecuencia, en lacelda4 estarael nUmero 1+ 1= 2:

4.2
5.1

2% orden: elevar a cuadrado € nimero delacelda4 y d resultado, 2, registrarlo en latarjeta (la
flechaindicala salida del resultado).

3% orden: operacion de direccion alacelda 1 (es decir, volver de nuevo ala primera orden).

|2 orden: el nimero 2 + 1 = 3 enviarlo alacelda 4:
4.3
51

2% orden: registrar en latarjetael valor de 3°.
3% orden: operacion de direccion alacelda 1, etc.

Hemos visto como la méquina calcula sucesivamente |os cuadrados de nimeros enteros y 1os
registra en la tarjeta. Obsérvese que no es preciso elegir cada vez € nuevo nimero: la maguina
misma escoge uno tras otro los nimeros enteros y los eleva a cuadrado. Actuando de acuerdo
con este programa la maquina obtiene € cuadrado de todos |os nimeros enteros desde 1 hasta el
10 000, en algunos segundos (o en partes de segundo). Debe hacerse notar que, en realidad, €l
programa para el cdculo de los cuadrados de nimeros enteros debe ser algo més complejo que el
mencionado més arriba. Esto se refiere, en particular, ala 2° orden. Pararegistrar €l resultado en
tarjeta se requiere mucho mas tiempo gque € que precisa la maquina para gjecutar una operacion.
Por eso, los resultados se almacenan primero en las celdas libres de 1a "memoria’, y solo después
("sin precipitarse") seregistran en las tarjetas. De esta suerte, e primer resultado definitivo se
amacena en la celda la de la"memoria' que se encuentra libre; e segundo en la celda 2% el
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tercero, en la 32, etc. En el programa simplificado expuesto anteriormente, todo ello habia sido
omitido.

Por afadidura, la maguina no puede dedicarse durante largo tiempo al célculo de cuadrados pues
no bastan las celdas de la "memorid’, y es imposible "adivinar" cuadndo ha obtenido la maguina
los cuadrados que necesitamos, a fin de desconectarla, (ya que la maquina gecuta miles de
operaciones por segundo). Por esa razdn se prevén ordenes especiales para detener la maquina en
el momento oportuno. Por gemplo, € programa puede ser compuesto de tal manera que la
méquina calcule los cuadrados de todos |os nimeros enteros, del 1 a 10 000, y después se pare
automati camente.

Hay también otra clase de 6rdenes méas complicadas, de las cuales no nos ocuparemos.

He aqui qué aspecto tiene €l programa para €l calculo de cuadrados del 1 a 10 000:

Programal. a
1) suma898
2) multiplicacion 8 8 10
3)suma262
4)0C°871
5) stop
6)001

7) 10 000

8)0

9) 1

10) 0

11)0

12)0

L as dos primeras ordenes se diferencian poco de las que se han expuesto en € programa
simplificado. Después de cumplir estas dos 6rdenes, en las celdas 8, 9 y 10 habra los siguientes
numeros:

8) 1
9) 1
10) 12

Latercera orden es muy interesante: hay que sumar € contenido de las celdas 2 y 6, registrar otra
vez € resultado en la celda 2, después de lo cual, ofrecerd el siguiente aspecto:

2) multiplicacion 8 8 11.

De aqui que, después de cumplida la 3a orden, cambia la segunda orden, mejor dicho, cambia una
de las direcciones de la 2* orden. A continuacion aclararemos |as razones a que obedece esto.

La cuarta es la operacion de comparacion (en sustitucion de la tercera orden del programa
examinado anteriormente). Esta se cumple asi: si e ndmero almacenado en la celda 8 es menor
que e dela 7, la operacion de direccion la transmite a la celda |; en caso contrario, se efectlia la

® OC = operacién de comparacion
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orden siguiente, (la 5). En nuestro caso como 1 < 10 000, la operacion de direccion se le encarga
alacedal.

Por consiguiente, volvemos otra vez ala orden primera. Una vez cumplida éstaen lacelda 8 se
encontrara el nimero 2. La segunda orden, que se presentara como

2) multiplicacion 8 8 11,

consiste en que 2° se enviaala celda 11. Ahora queda claro para qué fue cumplida anteriormente
la 3% orden: e nuevo 22 no puede ir a parar ala celda 10 que ya esté ocupada, sino ala siguiente.
Una vez cumplidas las 6rdenes Py 2%, tendremos | os siguientes nimeros;

8) 2
9) 1
10) 12
11) 22

Después de gjecutada la orden 32, la celda 2, aparecerd asi:
2) multiplicacion 8 8 12

es decir, lamaquina "se prepar@” para anotar € nuevo resultado en lacelda 12. Y como en la
celda 8 sigue habiendo un niimero menor que en la 9, la 4% orden significa que se encarga ala
celda 1 la operacién de direccion.

Ahora, cumplidas ya las 6rdenes I?y 22, obtendremos:

8) 3
9)1
10) 1?
11) 2°
12) 3°

¢Hasta cudndo continuard la maquina calculando los cuadrados seguin € programa? Hasta que en
la celda 8 aparezca e nimero 10 000, es decir, mientras no hayan sido obtenidos los cuadrados
de los nimeros comprendidos entre el 1y el 10 000. Después, |a 4% orden ya no transmite la
operacion de direccién ala celda 1 (por cuanto en la celda 8 habra un nimero no menor, Sino
igual al almacenado en lacelda 7), es decir, después de la 4% orden, la méguina cumple la 52
orden: cesa de funcionar (se desconecta). Examinemos ahora un proceso méas complicado de
programacion para resolver sistemas de ecuaciones. Veamos un programa simplificado. Si se
desea puede imaginarse el aspecto completo del programa. Supongamos el siguiente sistema de
ecuaciones:

jax+by=c
%dx+ey: f

Este sistema es fécil de resolver:
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Este sistema (con los valores numeéricos de los coeficientes a, b, ¢, d, e, f) podria resolverse en
menos de un minuto. La méaquina, en cambio, puede dar en un segundo la solucion de miles de
tales sistemas de ecuaciones. Examinemos el programa correspondiente. Consideremos que han
sido dados simultaneamente varios sistemas. con valores numéricos para los coeficientes a, b, c,
d,ef, anb,..

He agui €l correspondiente programa:

Programa |
1) *28 30 20 14) +3 19 3 26) a
2) *271 31 21 15 +4 19 4 27) b
3) *26 30 22 16) +5 19 5 28) c
49 *27 29 23 17) +6 19 6 29) d
5 *26 31 24 18) OD 1 30) e
6) *28 29 25 199 6 6 0 31) f
7 -20 21 20 200 O 32) 4
8 -22 23 21 21) O 33) b
9 -24 25 22 22) O M) ¢
100 /20 21 ® 23) O 3H) d
11) /22 21 ® 24 O 36) €
12) +1 19 1 25 O 37y F
13) +2 19 2 38 a’

1% orden: plantear la multiplicacion de los nimeros almacenados en las celdas 28 'y 30, y enviar
el resultado ala celda 20. Dicho en otras palabras. en la celda 20 se amacenara el nimero ce.
De manera andloga serdn realizadas las 6rdenes desde la 2* hasta la 6°. Después de gjecutarlas,
desde la celda 20 hastala 25 encontraremos |os siguientes nimeros:

20) ce
21) bf
22) ae
23) bd
24) o
25) cd

7% orden: del nimero de lacelda 20, restar €l dela 21, y e resultado, (es decir, ce - bf), volver a
amacenarlo en la celda 20.

De la misma forma se cumplen las érdenes 8%y 9% En consecuencia, en las celdas 20, 21y 22
apareceran |los siguientes nUmeros.

20) ce - bf
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21) ae- bd
22) af - cd

Ordenes 10? y 11%: se forman los siguientes quebrados:

(ce - bf) / (ae - bd)
(af - cd) / (ae - bd)

gue se registran el latarjeta (es decir, se presentan como resultados definitivos). Estos son |os
valores de las incognitas obtenidas del primer sistema de ecuaciones.

Como vemos, € primer sistema ha sido resuelto. ¢Para qué hacen falta nuevas érdenes? La parte
siguiente del programa (desde la celda 12 hasta la 19) esta destinada a obligar ala maquina a
"pasar a segundo sistema de ecuaciones. Veamos su proceso.

Figura 10

Las 6rdenes desde la 10 hasta 17 consisten en agregar a contenido desde lacelda 1 hastala 6 lo
amacenado en la celda 19, y los resultados vuelven otra vez a las celdas desde la 1 hastala 6. De
tal manera, después de cumplir laorden 172, |as primeras seis celdas tendrén el siguiente
contenido:

1) * 34 36 20
2)* 333721
3)* 323622
4)* 333523
5) * 3237 24
6) * 343525

Orden 18% operacion de direccién alaprimera celda.

¢En qué se diferencian las nuevas anotaciones de las primeras seis celdas de las anteriores? En
gue las dos direcciones primeras tienen en estas celdas |os nimeros que van del 32 al 37 y no del
26 a 31, como antes. En otras palabras, la maquina realizara de nuevo las mismas operaciones,
pero las cifras no seran tomadas, de las celdas 26 ala 31, sino de la 32 a la 37 donde estén los
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coeficientes del segundo sistema de ecuaciones. Después de resolver éste, la méquina pasa a
tercero, etc.

Lo dicho hasta aqui patentiza la importancia de "programar” con acierto. La maquina, "de por si",
no "sabe" hacer nada. S6lo puede cumplir € programa que se la encomiende. Hay programas
para calcular raices, logaritmos y senos, para resolver ecuaciones de grados superiores, etc. Se ha
indicado ya que existen programas para jugar a ajedrez, paralatraduccion de un idiomaa otro,
etc. Es claro que cuanto mas dificil sea el problema aresolver, tanto més complego serd el
programa correspondiente.

Afiadamos, como conclusion, que existe la programacion de programas, es decir, aquélla con
ayuda de la cual la misma méquina puede componer el programa para resolver e problema. Esto
facilita en gran medida la programacion, que con frecuencia es bastante laboriosa.

Volver
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Capitulo Tercero
EN AYUDA DE LA ARITMETICA

Contenido:

1. Multiplicacién abreviada
2.Lascifras1,5y 6

3.Losnimeros 25y 76

4. NUmeros infinitos

5. Compensacion

6. Divisibilidad por 11

7. El nUmero del automovil

8. Divisibilidad por 19

9. Teoremade Sofia Germain

10. NUmeros compuestos

11. Acerca de los nimeros primos

12. E1 mayor nUmero primo conocido
13. Un calculo muy laborioso

14. En ocasiones es preferible no recurrir a dgebra

La aritmética es a menudo incapaz de demostrar categdricamente, con sus propios medios, la
veracidad de algunas de sus afirmaciones. En tales casos tiene que remitirse a los métodos
sintetizadores del dgebra. A este género de tesis aritméticas, fundamentadas en €l dgebra,
pertenecen, por gemplo, muchas de |as reglas empleadas en las operaciones abreviadas, las
curiosas propiedades de algunos nimeros, |os caracteres de la divisibilidad, etc. Este capitulo 1o
dedicamos a examen de cuestiones de este tipo.

1. Multiplicacion abreviada
L as personas con grandes habitos calculatorios facilitan con frecuencia las operaciones mediante
transformaciones al gebraicas poco complejas. Por jemplo, 1a operacion 9882 se efectlia como
sigue:
088 * 988 = (988 + 12) * (988 - 12) + 12° = = 1000 * 976 + 144 = 976 144
Esfacil comprender que en este caso se recurre ala siguiente transformacién algebraica:
&=d - +b°

En la préctica podemos aplicar esta formula para los calculos mentales. Por jemplo:

27°= (27+3)* (27-3)+3F= 729

63°= 66* 60+3°= 3969
18°= 20-16+2%= 324
37°= 40*34+3°= 1369
48°= 50-46+2%= 2304
54> = 58* 50+ 4% = 2916
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Lamultiplicacién 986 * 997 se realiza asi:
986 * 997 = (986 - 3) * 1000 + 3* 14 = 983 042.
¢EN qué se basa este método? Supongamos a los factores en forma de:
(1000 - 14) * (1000 - 3)
y multipliguemos estos factores seguin |as reglas del agebra:
1000 * 1000 —1000* 14—-1000* 3+ 14 * 3.
A continuacién siguen las transformaciones:
1000 * (1000 - 14) -1000* 3+ 14* 3=
=1000* 986—1000* 3+ 14* 3=
=1000(986-3) +14* 3
La ultimalinea es la que expresa € método de dicho cllculo. Ofrece interés el procedimiento
para multiplicar dos nimeros compuestos de tres cifras, cuando el guarismo de las decenas es €
mismo, y la suma de las unidades, 10.
Por gjemplo, la multiplicacion
783* 787
se efectuara de esta manera:
78* 79=6162; 3* 7=21
y su resultado es
616.221.
Este método se deduce de las siguientes transformaciones:
(780-1-3)* (780-1-7) =
=780* 780-1-7803+780* 7+3* 7=
=780* 780+ 780* 10+3* 7=
=780* (780+10) +3* 7=780* 790 + 21 =
=616.200 + 21

Existe otro medio, todavia mas sencillo, para realizar multiplicaciones andlogas:

783* 787 = (785-2) * (785+2) = 7852 - 4 =
= 616.225- 4= 616.221
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En este gemplo hemos tenido que elevar a cuadrado el nimero 785. Para elevar rpidamente a
cuadrado un nimero acabado en 5, es muy comodo e siguiente método:

35%: 3* 4 =12: resultado 1225
65%; 6 * 7 = 42; resultado 4225
75%: 7 * 8 = 56; resultado 5625

Se efectlia la operacién multiplicando la cifra de las decenas por otra mayor que ésta en una
unidad, y escribiendo 25 a continuacion del resultado.

El método se basa en lo siguiente: si € nimero de decenas es a, todo € nimero puede ser
expresado asi:

10a+ 5.
El cuadrado de este nUmero, como cuadrado de un binomio seraigua a
100&° + 100a+ 25 =100a* (a+ 1) + 25
Laexpresiona* (a+ 1) esd resultado de multiplicar la cifra de las decenas por ellamisma
aumentada en urea unidad. Multiplicar € nimero por 100 y afiadirle 25 es o mismo que colocar

25 aladerecha del producto. De este mismo método se desprende €l sencillo medio de elevar a
cuadrado los nimeros mixtos en los que la parte fraccionariaes 1 / 2.

Por ggemplo:
(31/2%=35°=1225=121/4
(71/2%=75°=56.25=561/4
(81/2?=85°=7225=721/4
Volver

2. Lascifras1,5y6
¢Quién no ha advertido que al multiplicar por si misma una serie de nimeros terminados en uno o
cinco, e producto acaba en la misma cifra? Sin duda sera menos conocido que lo expresado se
refiere también a 6. Por estarazon, entre otras, la potencia de todo nimero terminado en seis,
termina asimismo en sais.
Por giemplo:

46° = 2116; 46° = 97.336.

Esta curiosa propiedad de las cifras 1, 5y 6 puede ser fundamentada por via algebraica.
Examinémoslaen el caso del seis.

Todo nimero terminado en seis se descompone de esta forma:

10a + 6; 10b + 6, etc.;

donde ay b son nimeros enteros. La multiplicacion de dos enteros como éstos esigual a

100ab + 60b + 60a + 36 =

=10(10ab + 6b + 6a) + 30 + 6 =
=10(10ab + 6b + 6a+ 3) + 6
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El resultado debe constar, pues, de algunas decenasy la cifra 6 en las unidades, la cua, ni que
decir tiene, debe reaparecer a final.

Este mismo método de demostracion puede ser empleado parael 1y €l 5. Lo expuesto permite
afirmar que, por g emplo,

3862 terminaen 6
815’2 terminaen 5
491 terminaen 1, etc.
Volver

3.Losnumeros25y 76

Hay numeros de dos cifras que también tienen la misma propiedad que las cifras 1,5y 6: nos
referimos a los nimeros 25 y - 1o mas sorprendente a 76. El producto de dos nimeros terminados
en 76 acaba también en 76. Demostrémoslo. La expresién comun para tales nimeros es como
sigue:

100a + 76, 100b + 76, etc.
Multipliquemos dos nimeros de este tipo entre si y obtendremos:

10.000ab + 7600b + 7600a + 5776 =
= 10.000ab + 7600b + 7600a+ 5700 + 76 =
=100 * (100ab + 76b + 76a+ 57) + 76

El principio ha sido demostrado: €l resultado terminara en 76.

De esto se desprende gque toda potencia de un nimero acabado en 76, termina en € mismo
numero:

376 = 141.376, 576° = 191.102.976, etc.
\olver

4." Numeros' infinitos

Existen también grupos de nimeros con mayor cantidad de cifras que, a figurar a final de los
mismas, se conservan también en su multiplicacion. El nUmero de tales grupos de cifras es
infinitamente grande.

Conocemos ya dos grupos compuestos de dos cifras, que poseen propiedad andloga: € 25y €l 76.
Para encontrar grupos semejantes con tres cifras hay que colocar delante del 25 o del 76 una cifra
tal que nos dé un grupo de tres guarismos con la misma propiedad.

¢QuE cifra se debe colocar ante el 767 Expresemosla con k. En este caso, el nimero buscado de
tres cifras ser&

100k + 76
La expresién comun para todo nUmero que termine en este grupo de cifras deberd ser:

1000a + 100k + 76, 1000b + 100k + 76, etc.
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Multipliquemos dos nimeros de este tipo entre si y tendremos:

1.000.000ab + - 100.000ak + 100.000bk + 76000a +
+ 76.000b + 10.000k? + 15.200k + 5.776

Todos los sumandos, menos los dos ultimos, terminan, por |o menos, en tres ceros. Por esto, €
resultado acabaen 100k + 76 s ladiferencia

15.200k + 5.776 - (100K + 76) = 15.100k + 5.700 =
= 15.000k + 5.000 + 100 (K + 7)

se divide por 1.000. Esto, evidentemente, ocurrird cuando k seaigual a 3. Asi pues, el grupo de
cifras buscado es 376. A esto se debe que toda potencia de 376 termine en dicho nimero. Por
gjemplo:

376% = 141.376.

Si nos interesa hallar un grupo de cuatro cifras que tenga la misma propiedad, debemos colocar
delante de 376 una ciframas. Si expresamos esta cifracon |, se nos planteara € siguiente
problema: ¢cudl debe ser lacifraL para que la multiplicacion

(10.000a+ 1000L + 376) * (10.000b + 1.000L + 376)

termine en 1.000L + 3767 Si abrimos los paréntesis de esta multiplicacion y prescindimos de
todos los factores que terminan en cuatro ceros o mas, nos quedara

752.000L + 141.376
La multiplicacion termina con 1.000L + 376 s la diferencia

752.000L + 141.376 - (1.000L + 376) =
= 751.000L + 141.000 =
= (750.000L + 140 000) + 1.000 * (L + 1)

se divide por 10.000. Esto, sin duda, tendra lugar solamente cuando L seaigual a 9.

El grupo de cuatro cifras buscado sera 9376.

El grupo obtenido puede ser completado con una ciframés, paralo cua es preciso seguir idéntico
razonamiento. Obtendremos 09.376. Si damos un paso mas hallaremos el grupo de cifras 109.376
y, después, 7.109.376, etc. Unata adicion de cifras alaizquierda del nimero puede ser efectuada
infinita cantidad de veces. En consecuencia obtendremos un "nimero™ con infinidad de cifras:

...7 109 376.
Tales "cifras’ pueden ser sumadas y multiplicadas de acuerdo con las reglas comunes. como se
sabe, escribense de derecha aizquierda, y en este mismo sentido se suman y multiplican los

nimeros "en columna’; por lo cua en lasumay en la multiplicaciéon de dos de estos nimeros se
puede operar sucesivamente con todas las cifras que se quieran.
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Y lo més interesante, por muy raro que parezca, s que ese nimero infinito satisface ala ecuacion
X2 = X

Y asi es, en efecto; el cuadrado de este "nimero” (es decir, € resultado de multiplicarse por si
mismo) termina en 76 ya que cada uno de los factores termina en 76; por esa misma causa, €l
cuadrado del "nimero" escrito acaba en 376, en 9376, €tc.

Es decir, operando sucesivamente con cada una de las cifras del "nimero” »¢, donde x = ... 7 109
376, obtendremos las mismas cifras que tenfamos con e nimero x, por lo cud, ¥ = x.

Hemos examinado grupos de cifras que terminan en 761. Si se aplica el mismo razonamiento para
grupos de cifras terminados en 5 obtendremos | os siguientes grupos de cifras:

5, 25, 625, 0625, 90625, 890 625, 2 890 625, €tc.
Por ello podemos escribir otro "nimero” infinito:
2.890.625,

que también satisface la ecuacion X = x. Podriamos demostrar que este "niimero” infinito es
Iligual n a

(ChRpRk

El interesante resultado obtenido en & idioma de los "nUimeros' infinitos se formula de esta
manera: la ecuacion X = x tiene (ademés de x = 0, x = 1), otras dos raices "infinitas"

X =..7109.376y x = ... 2.890.625;

sin ninguna otra solucion (en el sistema de base diez)
Volver

5. Compensacion

Antiguo problema

En tiempos remotos ocurrié e siguiente hecho. Dos mercaderes vendieron una partida de toros,
recibiendo por cada animal tantos rublos como toros habia en la partida. Con € dinero recibido
compraron un rebafio de ovejas, pagando 10 rublos por cada oveja, y un corderito. Al repartirse
el rebafio en dos mitades, uno recibié una oveja mas, y otro, € corderillo. El que recibio éste fue
compensado por Su Socio con una suma complementaria correspondiente. Sendo dicho pago
complementario una cantidad entera de rublos, ¢de cuantos rublos constara?

! Observemos que el grupo de dos cifras 76 puede ser hallado con razonamientos andl ogos a los efectuados més
arriba. Basta con resolver la cuestion de qué cifradebe ser colocada delante del 6 para obtener un grupo de dos cifras
gue tenga la propiedad sefialada. Por eso, el "nimero"... 7 109 376 puede ser conseguido agregando sucesivamente
cifrasanteel 6.

2 Los "nimeros" infinitos pueden ser examinados, no sélo en el sistema de base diez, sino también en otros sistemas

de numeracion. Estos "nimeros" examinados en el sistema de numeracion de base p se [laman nimeros de base p.
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Solucién

Este problema no se presta a la traduccion directa a "idioma algebraico”, pues no puede
construirse la ecuacion necesaria. Es preciso resolverlo mediante un procedimiento especial, el
llamado razonamiento matematico libre. Mas también aqui € dgebra presta a la aritmética una
buena ayuda. El valor en rublos de todo €l rebafio es un cuadrado exacto, por cuanto dicho rebafio
ha sido adquirido con €l dinero recibido por la venta de n toros, a n rublos por cabeza. Uno de los
socios recibié una oveja mas, por lo tanto, el nimero de ovejas es impar. También es impar, por
lo mismo, el niimero de decenas en la cantidad rf. ¢Cud es la cifra de las unidades? Podemos
demostrar que si en un cuadrado exacto, la cifra de las decenas es impar, la de las unidades debe
ser s0lo 6.

Efectivamente. El cuadrado de todo nimero compuesto de a decenas y b unidades, es decir, (10a
+b)?, serdigua a

|00&f + 20ab + b? = 10 * (10&° + 2ab) + b?

El nimero de decenas en esta cantidad es |0a” + 2ab més algunas decenas comprendidas en b?.
Pero 10a° + 2ab es divisible por dos, luego es un nimero par. Por eso, e nimero de decenas
comprendidas en (10a + b)? resultara impar solo cuando en el nimero b? haya un ndimero impar
de decenas. Recordemos |o que representa b?. Este niimero es e cuadrado de lacifradelas
unidades, es decir, una de las cifras siguientes:

0,1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81

Entre éllas, solo 16 y 36, tienen decenas impares, y ambos terminan en 6. Esto quiere decir que el
cuadrado exacto

100&° + 20ab + b?

puede tener un nimero impar de decenas s0lo en € caso en que termine en 6. Ahora es ya fécil
hallar |a respuesta ala pregunta formulada en e problema.

Es evidente que €l corderito cost6 6 rublos. El socio aquien correspondio éste, recibi6 4 rublos
menos que el compariero. Para que el reparto sea equitativo, € poseedor del cordero debe ser
compensado por su socio con 2 rublos. La compensacion esigual a 2 rublos.

Volver

6. Divisibilidad por 11

El dgebrafacilita en gran medida la basgueda de indicios que permiten prever, sin recurrir ala
division, si determinado nimero es divisible por uno u otro divisor. Ladivisibilidad por 2, 3, 4, 5,
6, 8, 9y 10 es ampliamente conocida. El caso del 11 es muy sencillo y practico. Supongamos que
en un nimero de varias cifras, N, la cifra de las unidades es a, la de las decenas, b; lade las
centenas, ¢; la de las unidades de millar d, etc., es decir

N =a+ 10b+ 100c + 1000d + ... = a+ 10* (b + 10c + 100d + ...)

donde los puntos suspensivos representan la suma de las cifras siguientes. Restemos de N €l
nimero 11(b + 10c +100d + ...), miltiplo de 11. La diferenciaesigua a
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a-b-10* (c+10d +...)

gue dara el mismo residuo que N al dividirlapor 11. S aestadiferenciale agregamos 11 * (b +
10c + 100d + ...), multiplo de 11, obtendremos

a-b-10* (c+10+..)

gue dividido por 11, da e mismo residuo que el nimero N. Al sustraer 11 * (d + ...), multiplo de
11, resultara

a-b+c-d+..=(@+c+..)-(b+d+..)

que, dividido por 11 da el mismo resto que el niumero N. De aqui se desprende la siguiente regla
dedivisibilidad por 11: de la suma de las cifras que ocupan los lugares impares se restala suma
de las cifras que ocupan los lugares pares; s la diferencia es cero o maltiplo de 11 (negativo o
positivo), € nimero que probamos sera multiplo de 11. En caso contrario no sera divisible por
11. Probemos, por g emplo, e nimero 87.635.064:

8+6+5+6=25,
7+3+0+4=14
25-14=0

En consecuencia, el nimero dado es divisible por 11.

Existe otro criterio de divisibilidad por 11, cdmodo para nimeros relativamente pequefios.
Consiste en que e nimero que probamos se separa de derecha a izquierda en grupos de dos cifras
y Se suman estos grupos. Si la suma se divide por 11 sin residuo, € nimero probado sera mltiplo
de 11, en caso contrario, no lo sera. Por gemplo, necesitamos probar €l nimero 528. Separamos
el nimero en dos grupos (5 y 28) y los sumamos.

5+28=33
Como 33 se divide exactamente por 11, el nUmero 528 es mdltiplo de 11:
528/11=48
Demostremos este criterio de divisibilidad. Dividamos en grupos €l nimero N, que tiene varias
cifras. Obtendremos grupo de dos (o de una cifra® que designaremos de derecha a izquierda con
a, b, ¢, etc., de forma que & nimero N puede ser expresado de la forma siguiente:

N = a+ 1000 + 10.000C + ... = a+ 100 * (b + 100c + ...)

Restemos de N el nimero 99 * (b + 100c + ...), multiplo de 11. El nUmero obtenido

% Si el nimero N tuviera una cantidad impar de cifras, el tltimo grupo (el extremo de laizquierda) tendria unasola
cifra. Ademas, los grupos como 03 también deben ser considerados como de una solacifra, cual si setratara sélo del
guarismo 3.
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a+(b+100c+..)=a+b+100* (c+..)

darg, a dividirlo por 11, & mismo residuo que €l nimero N. De este nimero descontemos el
nimero 99 * (c + ...), multiplo de 11, etc.
Por todo ello vemos que el nimero N da el mismo resto al dividirlo por 11 que € nimero

a+b+c+..
Volver

7. El nimero del automovil

Problema

Cuando paseaban por la ciudad tres estudiantes de matematicas, observaron que el conductor de
un automovil infringid el reglamento de trafico. Ninguno de |os estudiantes recordaba el nimero
(de cuatro cifras) de la matricula, pero como los tres eran matematicos, cada uno de ellos
advirtio alguna particularidad de dicho nimero. Uno de ellos advirtio que las dos primeras
cifras eran iguales. El segundo se dio cuenta de que también coincidian las dos Ultimas cifras. Y,
por ultimo, €l tercero aseguraba que todo el nimero de cuatro cifras era un cuadrado exacto.
¢Puede determinarse e nimero de la matricula del automovil valiéndose tan solo de estos
datos?

Solucién
Expresemos la primera y la segunda cifra del nimero buscado con laa, y laterceray la cuarta
con lab. Entonces el nimero serdigua a

1000a + 100a+ 10b + b= 1100a+ 11b=11* (I00a + b)
Este nimero es divisible por 11y, por eso, (siendo un cuadrado exacto) se divide también por
112. Con otras palabras, el nimero 100a + b se divide por 11. Al emplear cualquier de los
criterios de divisibilidad expuestos, deduciremos que €l nimero a+ b esdivisible por 11. Pero
esto significa que

atb=11

por cuanto cada una de las cifras a, b es menor que diez.
La Ultima cifrab que es un cuadrado exacto, puede tomar l0s siguientes valores:

0,1,4,5,6,9
Por eso, paralacifraa, que esigual a1l - b, se encuentran los siguientes valores posibles:
11,10, 7,6,5,2
Los dos primeros valores son inaceptables, quedando, pues, |os siguientes:
b=4 a=7
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Vemos, en consecuencia, que el nimero de la matricula debe ser alguno de éstos:
7744, 6655, 5566, 2299

Pero como los tres Ultimos no son cuadrados - €l nimero 6655 es divisible por 5, pero no por 25;
el 5566 se divide por 2, pero no por 4, y 2299 (producto de 12 * 19) tampoco es cuadrado - no
gueda més que 7744, segunda potencia de 88, que nos ofrece la solucion del problema.

Volver

8. Divisibilidad por 19

Ocupémonos del siguiente criterio de divisibilidad por 19.

Un nimero es multiplo de 19 sdlo en € caso en que sus decenas mas €l doble de sus unidades
forme un mdiltiplo de 19.

Solucion
Todo nimero N puede ser presentado como

N=I0x+y
donde x es el nimero de decenas (no la cifra que ocupa las decenas, sino la cantidad de decenas
del nimero); y esla cifra de las unidades. Tenemos que demostrar que N es mdltiplo de 19 tan
solo cuando
N'=x+2y
es multiplo de 19. Para esto multipliquemos N' por 10, y del producto restemos N de donde
ION'-N=10* (x + 2y) - (I0Ox +y) - 19y

Con esto se demuestra que si N' es mltiplo de 19, entonces
N = 10N' - 19y se dividira exactamente por 19y a contrario, si N se divide por 19, entonces

10N'=N + 19y
seramultiplo de 19, y en ese caso también N' serd multiplo de 19. Supongamos que se precisa

saber s el nimero 47.045.881 se divide por 19. Apliquemos sucesivamente nuestro criterio de
divisibilidad
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4704588 | 1
g
47045 | 90°
+ 18
4706 | 3
i
47112
-4

475

10

19. "~ Figura0l

Como 19 se divide exactamente por 19, los nUmeros 57, 475, 4.712, 47.063, 470.459, 4.704.590,
47.045.881 son multiplos de 19. Por lo tanto, también se divide €l niUmero propuesto por 19.
Volver

9. Teorema de Sofia Germain
He aqui un problema propuesto por Sofia Germain, conocida matematica francesa: Demuéstrese
que los nimeros del tipo &' + 4 son compuestos, (con la condicién de que ano seaigua al).

Solucién
La demostracion se desprende de | as siguientes transformaciones:

dt+d4=ad +4d+4-4d = +2)%-4a =
=(@+2)?-(2a)%=(a+2-2a) * (& + 2+ 2a)

De aqui se desprende que, € nimero &' + 4 puede ser expresado en forma de dos factores que no
sean iguales a @ ni alaunidad®, es decir, es un nimero compuesto.

10. Namer os compuestos

Los numeros primos, es decir, aquellos que son mayores que 1y no se dividen exactamente mas
gue por si mismo y la unidad, son infinitos.

A partirde 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 ..., su serie esinterminable. Intercalados entre los
numeros compuestos, dividen la serie de nimeros naturales en series méas 0 menos prolongadas
de nimeros compuestos.

¢Cud esla continuidad de estas series? ¢Puede encontrarse alguna que abarque, por ejemplo,
hasta mil nimeros compuestos sucesivos?

Puede demostrarse, aunque parezca inverosimil, que las series de nlUmeros compuestos, situadas
entre los primos, pueden ser de cualquier extension. No hay limites para la prolongacion de tales
grupos, ya que pueden estar formados por miles, millones, trillones, etc., de nimeros compuestos.
Para mayor facilidad no serviremos del signo convenciona n!, que representard el producto de
todos los nimeros consecutivos, del 1 aninclusive. Por gemplo, 5! =1* 2* 3* 4* 5,
Demostremos como la serie

4 Esto Gltimo, debido aque
a+2-2a=(@°-2a+1)=(a-1)°+11 1,siat 1

Patricio Barros



AlgebraRecreativa Y akov Perelman

[(N+D!I'+2],[(n+ D! +3],[(n+ D! +4], ...
..hasta[(n + 1)! + n + 1] inclusive

esta formada por n nlmeros compuestos consecutivos.

Estos nimeros van sucediéndose uno tras otro en serie natural, por cuanto cada uno es superior en
una unidad a que le antecede. Queda tan solo por demostrar que todos ellos son compuestos.

El primero

[(N+1) +2]=1% 2% 3% 4*5*x6* 7+ _*[(n+1)+2],

es par, ya que en sus dos sumandos contiene el factor 2. Y todo nimero par mayor que 2 es
compuesto.

El segundo
[(N+D!+3]=1*2*3*4*5*6*7* . *[(n+1)+3],

consta de dos sumandos, cada uno de los cuales es mdltiplo de 3. Por lo tanto, este nUmero
tambi én es compuesto.

El tercero

[(N+1)!+4]=1*2*3*4*5*6*7* ..*[(n+1) +4]
es divisible por 4, ya que se compone de sumandos mulltiplos de 4. De manera andloga
establecemos que € nimero (n+ 1)! +5
es multiplo de 5, etc. En otras palabras, cada uno de estos nimeros contiene un factor, ademas del
mismo nimero y de la unidad, por lo tanto sera compuesto. Si se desea obtener 5 nimeros
compuestos consecutivos basta sustituir lan por € 5 en la serie anterior. De este modo resultara

722,723,724, 725, 726

Por ésta no es la Unica serie de cinco nimeros compuestos consecutivos. Existen también, como
por gjemplo:

62, 63, 64, 65, 66
O nUmeros todavia menores:

24, 25, 26, 27, 28
Intentemos resolver ahora un problema: Escribir diez nUmeros compuestos consecutivos.
Solucién

En virtud de lo expuesto, € primero de los diez nimeros buscados puede ser
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1*2*3*4* . *10* 11 +2=39.816.802
Por consiguiente, para la serie de nimeros buscada, nos sirve

39.816.802, 39.816.803, 39.816.804, etc.

Sin embargo, existen series de diez nimeros compuestos consecutivos considerablemente mas
pequefios. Incluso puede sefidarse una serie no de diez, sino de trece nimeros, comprendidos
entre la primeray la segunda centena:

114, 115, 116, 117, etc. hasta el 126, inclusive.
\Volver

11. Acerca delos niumeros primos

El hecho de que existan infinitas series muy prolongadas de nimeros compuestos consecutivos
puede inducir ala creencia de que las series de nimeros primos son limitadas. Por ello, no sera de
mas demostrar que la cantidad de dichas series de nimeros primos es infinita.

Esta demostracién se debe a matematico Euclides, de la antigua Grecia, figura en sus célebres
Principios. Pertenece ala categoria de demostraciones por reduccién a absurdo. Supongamos
gue la serie de nimeros primos es limitada y que representamos con la N el tltimo nimero de
ella. Desarrollemos la factorial de N:

1*2*3*4*5*6*7* ...* N=NI

Al sumarle la unidad, resultard N! + 1

Este nimero, a ser entero, debe contener por 1o menos un factor primo, es decir, debe ser
divisible, aunque no sea méas que por un nimero primo. Pero todos los nimeros primos, de
acuerdo con e supuesto no superan € nimero N; mientras que €l nimero N! + 1 no es multiplo
de ninguno de los nimeros menores o iguales a N, pues su division siempre da un resto
equivaente a la unidad.

Por lo tanto, no puede aceptarse que la serie de nlmeros primos sea limitada: tal suposicion
conduce al absurdo. Por consiguiente, por muy considerable que sea € grupo de nimeros
consecutivos compuestos que nos encontremos en la serie de nimeros naturales, puede tenerse la
seguridad de que a remontarse por ella se encontraran infinitos nimeros primos.

Volver

12. El mayor ndmero primo conocido

Una cosa es estar convencido de que existen nimeros primos tan grandes como se quiera, y otra
saber cuales son esos numeros. Cuanto mayor sea €l nimero natural, tanto méas operaciones hay
gue realizar para conocer si es primo o no. He aqui € nimero primo méas grande de cuantos se
conocen:

22281 _ q
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Este nimero tiene cerca de setecientas cifras del sistema decimal. Los calculos que sirvieron para
demostrar que este nimero es primo fueron realizados en las méquinas modernas de calcular.
(Véanse los capitulos | y 11).

Volver

13. Un calculo muy laborioso

En la practica del calculo se encuentran operaciones mateméticas cuya realizacion seria
extraordinariamente dificil s para ello no se aplicaran los métodos simplificadores del dgebra.
Supongamos que sea hecesario efectuar las siguientes operaci ones:

2
1

+
90.000.000.000

(Este calculo es necesario para establecer s |a técnica relacionada con las velocidades de los
movimientos de los cuerpos - pequefias en comparacion con la velocidad de la difusién de las
ondas el ectromagnéticas - puede valerse de las antiguas leyes que regulan la suma de
velocidades, sin tener en cuenta aquellos cambios que la teoria de la relatividad ha introducido en
la mecéanica. De acuerdo con la mecanica antigua, € cuerpo sometido a dos movimientos,
efectuados en una misma direccidn, con velocidades de v y W kildmetros por segundo, tiene una
velocidad de (v + v») kilometros por segundo. La nueva teoria aplica la siguiente formula para la
velocidad de los cuerpos

Vi- Vs,

1+V1*V2
2
C

kilometros por segundo, donde c es la velocidad de difusion de laluz en € vacio,
aproximadamente igual a 300 000 kilémetros por segundo. Un cuerpo sometido a dos
movimientos, efectuados en una misma direccion, y a una velocidad de kilometro por segundo
cada uno, seguin la antigua mecanica desarrollaba 2 kilometros por segundo de velocidad y, segin
la nueva,

2
1

90.000.000.000

1+

¢Cud esladiferencia entre esas dos formulas? ¢Es perceptible esa diferencia para los aparatos
mas sensibles de medicidn? A fin de aclarar esta importante cuestion es preciso redlizar el calculo
indicado).

Empleemos dos métodos: primero, el aritmético, y después, mostremos como se puede ef ectuar
mediante el dgebra. Basta con echar un vistazo ala larga serie de cifras que figuran més abgjo
para convencerse de la indiscutible superioridad del procedimiento algebraico.

En primer lugar transformemos & quebrado
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2 _ 180.000.000.000
1+ 1 90.000.000.001
90.000.000.000

Efectuamos ahora la division del numerador por el denominador:

180 000 000 000
50 000 000 001 90 000 000 001

899 909 996 590 1. 999999999977 ..
810000 000 009
“&99 599 999 810
810 000 000 009

"#059 990 908 010
810 000 000 009

899 999 880 010
#10 000 000 009

"800 093 500 010
£10 000 000 009
"800 068 000 010
810 000 000 009

H09 050 000 010
810 000 000 009

~599 800 000 010
810 000 000 009
“B0& 000 000 010
&10 000 000 009
880 000 000 010
810 DOO 000 00Y
700 000 000 010
630 000 000 007
70 000 000 003

Esta operacion resulta agotadora y laboriosa, siendo muy fécil confundirse e incurrir en error, en
tanto que parala solucién del problema tiene mucha importancia saber con exactitud dénde
termina @ periodo del nueve y comienza € de otra cifra

Compérese ahora con qué brevedad cumple su tarea € dgebra, valiéndose del siguiente
planteamiento: si a es un quebrado muy pequefio, entonces

1/1+a»l-a

donde el signo » significa "aproximadamente igual”.
Es muy facil convencerse de la veracidad de este aserto: comparemos el dividendo 1 con el
producto del divisor por el cociente:

1=1+a*(1-49)
esdecir, 1=1- &.

Como a es una fraccién muy pequefia (por jemplo 0,001), el valor de & seré todavia inferior
(0,000001), pudiendo ser despreciado.
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Apliquemos o expuesto a nuestro calculo®:

2 2
1 1+
90.000.000.000 9*10"
= 2- 0.0000000000222... = 1.9999999999777...

»2*(1- 0.111..*10™" =
1+

Se llega, pues, a mismo resultado, pero & procedimiento es mucho maés corto.

(Quizés tengainterés el lector en conocer laimportancia que reviste €l resultado del problema.
Por @ se deduce que en virtud de la escasa magnitud de |as velocidades examinadas - en
comparacion con ladelaluz - , no se observa en la préctica ninguna desviacion de la antigua ley
de la suma de velocidades: esa desviacion se pone de manifiesto solo en la cifra undécima del
numero hallado, en tanto que las mediciones de longitud mas exactas no rebasan la novena cifra,
y en lapréctica, latécnica se limitaa4 o 6 cifras. En consecuencia, podemos afirmar sin ninguna
reserva que la nueva mecanica, la de Einstein, no altera los calcul os técnicos relativos a
movimiento "lento" de los cuerpos en € espacio (en comparacion con la velocidad de difusion
luminica).

Pero existe una rama de la vida actual, donde esta conclusion incondicional hace falta tomarla
con cuidado. Se trata de la cosmonautica. Ahora hemos alcanzado ya las velocidades de 10 km
por segundo (durante los vuel os de sputniks y cohetes). En este caso la divergenciade la
mecanica clasicay de la de Einstein se pone de manifiesto ya en la cifra novena. Hay que tener
en cuenta qué velocidades mayores no estan tan lgjos.

14. En ocasiones es preferible norecurrir al algebra

Junto alos casos en los que € dlgebra presta un gran servicio ala aritmética, hay otros en que su
aplicacion dalugar a complicaciones innecesarias. El verdadero conocimiento de las mateméticas
consiste en saber emplear |0s recursos matematicos de tal suerte que sirvan para encontrar el
camino mas corto y seguro, sin reparar en que e método de solucién pertenezca a la aritmética, a
aAgebra, alageometria, etc. Por eso sera Util examinar un caso en que el empleo del dgebratan
solo embaraza la solucién. Como gjemplo aeccionador puede servirnos el siguiente problema:
Encontrar €l nimero mas pequefio entre los que divididos

por 2 danderesduo 1
por 3 danderesduo 2
por 4 danderesduo 3
por 5 danderesduo 4
por 6 danderesduo 5
por 7 danderesduo 6
por 8 danderesduo 7
por 9 danderesduo 8

Solucién

> Nos valemos a continuacion de la siguiente aproximacion:
Al(l+a»A*(1-a).
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Propusiéronme este problema acompariandolo con las siguientes palabras. " ¢Como lo resolveria
usted? Aqui hay demasiadas ecuaciones y resulta muy lioso"

La cosa es sencilla. Parala solucién del problema no hacen falta ni ecuaciones ni dlgebra. Se
resuelve con un sencillo razonamiento aritmético.

Agreguemos una unidad a nimero buscado. ¢Cud sera e residuo de este nimero s 1o dividimos
por dos? Sera 1l + 1 = 2; es decir, € nimero se divide por 2 sin residuo. De esta misma manera se
divide sinresiduo por 3, 4, 5, 6, 7, 8y 9. El menor de estos nUmerossera9* 8* 7* 5= 2520, y
el nimero buscado, 2.519, lo que es facil comprobar.

Volver
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Capitulo Cuarto
LASECUACIONESDE DIOFANTO

Contenido

1. Compra de una bufanda

2. Unarevision en latienda

3. Comprade sellos de correos

4. Compra de frutas

5. Adivinar € dia de nacimiento

6. Ventade pollos

7. Dos nlmeros y cuatro operaciones

8. Como sera € rectanqulo

9. Dos nimeros de dos cifras

10. Los nimeros de Pitagoras

11. Ecuacion indeterminada de tercer grado
12. Cien mil marcos por |la demostracion de un teorema

1. Compra de una bufanda

Problema

Una bufanda cuesta 19 rublos, pero el comprador no tiene mas que billetes de tresrublos; y la
cajera, sdlo de cinco. ¢Puede en estas condiciones abonarse el importe de la compra, y cdmo
hacerlo?

La mision de este problema se reduce a saber cuantos billetes de tres rublos deben entregarse a
la cajera para que ella dé las vueltas con billetes de cinco, cobrando los 19 rublos. Las
incégnitas del problema son dos. el nimero de billetes de tres rublos (x) y € nimero de billetes
de cinco (y). Solo puede plantear se una ecuacion:

3x-5y=19

Aungue una ecuacion con dos incognitas tiene infinidad de soluciones, esto no quiere decir que
entre ellas haya alguna en las que x e y sean numeros enteros y positivos (recordemos que se
trata del nimero de billetes de banco). He aqui por qué el algebra ha elaborado el método de
solucion de estas ecuaciones "indeterminadas’. El mérito de haberlas introducido en el algebra
pertenece al primer sabio europeo que cultivé esta ciencia, a Diofanto, célebre matematico de la
antigtiedad, por o que estas ecuaciones se llaman con frecuencia "ecuaciones de Diofanto”.

Solucion
En & gemplo citado mostremos como deben resolverse tales ecuaciones. Hay que hallar el valor
dex y dey enlaecuacion

3x -5 =19

sin olvidar que tanto x cdmo y son nimeros enteros y positivos. Despejando la incognita cuyo
coeficiente es menor, es decir, 3x tendremos:

3x = 19 + 5y
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de donde

Xx=(19+5y)/3=6+y+(1+2y)/3
Como X, 6 ey son numeros enteros, la ecuacién puede ser acertada solo en € caso de que (1 +
2y) | 3 sea también un nimero entero. Expresémosle con la letrat. Entonces

X=6+y+t,
donde

t=(1+2y)/3
y, por tanto,

t=1+2y,2y=3t-1
De la ultima ecuacion despegjaremos lay
y=(@3t-1)/2=+(t-1)/2

Comoquieraqueyy t son nimeros enteros, (t - 1) / 2 debe ser un nimero entero t;. Por
consiguiente,

y=t+t
y, ademas,
ti=(t-1)/2
de donde
2i=t-1
t=2t1+1

Sustituyamos el valor det = 2t; + 1 en las igualdades anteriores:
y=t+t =2t +1+4=3+1
X=6+y+t=6+(3ta-1)+(2,+1)=8+5t
De esta forma hemos encontrado la expresion parax y paray

X=8+5
y=1+3

Es sabido que x ey son enteros y ademas positivos, es decir, mayores que O; por |o tanto,

8+5t;>0
1+3t;>0
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De estas desigualdades resulta que

5>-8yt>-8/5
3ty >-1yt>-1/3

Con esto € valor t; esta acotado.
De aqui que la magnitud t es mayor que - 1/ 3, (y claro, mucho mayor que - 8/ 5). Mas, como {;
€S un nimero entero, se deduce que puede tener tan solo los siguientes valores:

t=0,1,2234,..
Los valores correspondientes de x y de'y son:

Xx=8+5t =8§,13,18, 23, ...
y=1+3t1=1,4,7,10, ...

V eamos ahora de qué manera puede efectuarse el pago: o bien se entregan 8 billetes de 3 rublos,
recibiendo de vuelta uno de cinco:

8-3-5=19
0 se entregan 13 billetes de 3 rublos, recibiendo de vuelta 4 billetes de 5 rublos:
13*3-4*5=19

Tedricamente, este problema tiene infinidad de soluciones, pero en la practica su nimero es
limitado, por cuanto ni el comprador, ni la cgeratienen una cantidad ilimitada de billetes de
banco. Si cada uno dispone, por gemplo, de 10 billetes, €l pago puede efectuarse solo de una
forma: entregando 8 billetes de 3y recibiendo uno de 5. Como vemos, en la practica las
ecuaciones indeterminadas pueden dar soluciones determinadas

Volviendo a nuestro problema, proponemos a lector que, en calidad de gercicio, resuelva por su
cuenta una de las variantes. concretamente, examinar €l caso en que el comprador no tenga mas
gue billetes de 5 rublos, y la cajera, sdlo de 3. En este caso aparecen las siguientes soluciones:

1 ..
2, ...

x=5,81
y=2,7,1

En efecto,
5*5-2*3=19
8*5-7*3=19
11*5-12*3=19

Podriamos obtener también estos resultados a tomar las soluciones del problema central

mediante un sencillo procedimiento algebraico. Puesto que entregar billetes de cinco rublosy
recibir de tres rublos equivale a "recibir billetes negativos de cinco rublos’ y "dar billetes
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negativos de 3 rublos’, la nueva variante del problema se resuelve con la ecuacion planteada en €
problema central:

3x-5 =19

pero con la condicién de que x e y sean nUmeros negativos. Por eso, de las igualdades

X=8+5

y= 1+ 34
sabiendo que x < 0 ey < 0, deducimos:

8+5t; <0

1+3t;<0
Yy, por consiguiente,

t;]<-8/5

Tomando t; = - 2, - 3, - 4, etc., obtenemos de las férmulas anteriores, |0s siguientes val ores para x
ey

t1:-2 -3 -4
X=-2 -7 -12
=-5 -8 -11

El primer par de soluciones, x = - 2,y = - 5, significaque € comprador "paga menos dos billetes
detres rublos" y "recibe menos cinco billetes de cinco”, es decir, traducido a idioma comun,
quiere decir que paga con cinco billetes de a cinco, recibiendo como vuelta 2 billetes de atres. De
esta misma manera interpretaremos también las demas soluciones.

Volver

2. Unarevision en latienda

Problema

Al revisar los libros de contabilidad de la tienda, uno de ellos aparecio con borrones de tinta,
presentando este aspecto:

Doy Y swelios
e ngzzlﬁéi

- ‘;?'r 6 el wmetro

Figura 11
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No era posible descifrar €l nimero de metros vendidos, pero no cabia duda de que éste no era un
decimal. En el importe de la venta podian distinguirse solo las tres Ultimas cifras y establ ecer
gue, delante de éstas, habia otrastres. ¢Podia la comision revisora averiguar qué cifras eran las
del libro auxiliar, valiéndose tan solo de estos datos?

Solucién

Representemos el nimero de metros con lax y € importe de la venta, expresado en kopeks, con
el nimero 4.936 x.

Las tres cifras cubiertas por e borron las expresamos con unay. Esto, sin duda, expresala
cantidad de millares de kopeks; y toda la suma de kopeks ser&:
1.000y + 728.

Tenemos la ecuacion
4.936x = 1.000y + 728. Después de dividir los dos miembros de la igualdad por 8, resulta

61/x - 125y = 91

En esta ecuacion, los nlmeros X ey son enteros y, ademds, y no es superior a 999, por cuanto no
puede tener més de tres cifras. Resolvamos la ecuacion como indicamos antes:

125y =617x - 91
y=5x-1+(34-8x)/125=5x-1+2(17-4x)/125=5x - 1+ 2t

(Aqui hemos tomado 617 / 125 =5 - 8/ 125, ya que nos conviene gque haya el menor residuo
posible. El quebrado

2(17 - 4x) 1 125

€s un nimero entero, y como 2 no se divide por 125, (17 - 4x) / 125, x debe ser un nimero entero,
gue representaremos con lat. Después, de la ecuacion

(17 - 4x) / 125 =t

Se obtiene
17 - 4x = 125t
X=4-31t+(1-1)/4=4-31t+1;
donde
ti1=(1-t)/4
por lo tanto
4t1:1-t
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t=1- 4t1
x = 125t — 27
y = 617t; - 134,

Se sabe que

100 [ y< 1000
Por consiguiente

100 [ 617t; - 134 < 1000,
de donde
t/234/617yt=1134/617

Es evidente que parat, existe solamente un valor entero:
=1,
de donde x = 98, y = 483; es decir, fueron vendidos 98 metros por una suma total de 4.837 rublos
28 kopeks. E1 libro auxiliar, pues, ha sido restablecido.
Volver

3. Comprade sellos de correos

Problema

Se dispone de 1 rublo para comprar 40 sellos de correos. de 1, 4 y 12 kopeks. ¢Cuantos sellos de
cada uno de estos precios deberan comprarse?

Solucién
En este caso tenemos dos ecuaciones con tres incognitas:

X + 4y + 127 = 100,
X+y+z=40,

donde x es el nimero de sellos de 1 kopeks; vy, € de 4 kopeks, y z, & de 12 kopeks. Restando de
la primera ecuacion la segunda, obtendremos una ecuacion con dos incognitas:

3y +1lz=60
Despgiemos lay:
y=20-11*2z/3
Es evidente que 3 es un nimero entero. Indiquémosle con lat. Tenemos:
Y =20- 11t
z=3t

Sustituyamos lay y la z en la segunda de las ecuaciones iniciaes:

1 Obsérvese que los coeficientes de ti son iguales alosde x ey en laecuacion inicial 617x - 125y = 91, ademés, uno
delos coeficientes detl tiene el signo contrario. Esto no es fortuito: puede demostrarse que debe suceder asi siempre
gue los coeficientes de x y de'y sean primos entre si.
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X +20—-11t + 3t = 40;

de aqui que
X =20+ 8t

Comox /0,y /0yz/0,noesdificil establecer los limites det:
O[t[l9/11

de donde se deduce que parat son posibles sblo dos valoresenteros. t =0y t = 1.
Los vaores correspondientes de X, y y z son:

t= 0 1
X = 20 28
y= 20 9
zZ= 0 3

Prueba:

y=20*1+20*4+0* 12=100
z=28*1+9*4+3*12=100

En la compra de sellos, como vemos, son posibles dos variantes (s van a exigir que se compre
aunque sea un solo sello de cada

valor, es posible una sola variante).

Pasemos a segundo problema de este mismo tipo.

Volver

4. Compra de frutas
Problema
Por 5 rublos se compraron 100 unidades de diferentes frutas. Sus precios son los siguientes:

sandia 50 kopeks cada una
manzanas 10 kopeks cada una
ciruelas 1 kopeks cada una

¢Cuanta fruta de cada clase fue comprada?
Solucion

Indicando & nimero de sandias con lax, € de las manzanas con lay y € delas ciruelas con la z,
establezcamos dos ecuaciones:

i 50x+10y+1z = 500
%x+y+z:100

Restando de la primera ecuacion la segunda, obtendremos una ecuacién con dos incognitas
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49 + 9y = 400.

El ulterior desarrollo del problema sera el siguiente:

y =77 - 5(1- 9t) +4t =39+ 49t
De las desigualdades

1-9t/0y39+49t0
se deduce que
1/9/t/-39/49
por consiguiente, t = 0. Por eso.
x=1y=39.

Sustituyendo los valores de x y de y en la segunda ecuacion, deduciremos que z = 60.
Se compraron 1 sandia, 39 manzanas'y 60 ciruelas.

S6lo cabe esta combinacion.

Volver

5. Adivinar € dia de nacimiento.

Problema

Las ecuaciones indeter minadas permiten efectuar €l siguiente truco matematico. Se propone a
una persona que multiplique la fecha del dia de su nacimiento por 12, y €l nimero del mes, por
31. Con la suma de los productos de esos datos puede calcularse la fecha del nacimiento de la
persona dada. S por ejemplo nacié €l 9 de febrero, se efectuaran las siguientes operaciones:

9*12=108,2* 31=62, 108+ 62 = 170.
¢Como se deducira € dia del nacimiento conociendo esa suma?

Solucién
Latarea se reduce aresolver la ecuacion indeterminada

12x + 31y =170

en la que los valores de las incognitas deben ser enteros y positivos; ademés, la fecha del mes, X,
no es superior a 31, y € nimero del mes, y, no pasade 12
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X_17O- 3ly 2+5y

=14- 3y +

=14- 3y+t

2+ 5y =12t

_z2tix o 2*1%:2- 2,

1-t=54,t=1-5;
y=2*(1-5t)-24 =2-124
X=14-3* (2—12)) +1-5t =9+ 31t
Sesabeque31/ x>0y 12/y >0, por lo que los limites para t; :
-9/31<t;<1/6.

Por lo tanto,
t=0,x=9,y=2

Lafecha de nacimiento es el dia9 del segundo mes, es decir, el 9 de febrero. Se puede proponer
otra solucién que no exige €l empleo de ecuaciones. Nos han dicho lacifraa = 12x + 31y. Puesto
que 12x + 24y se divide entre 12, en este caso los niUmeros 7y y a, después de ser divididos entre
12, tienen restas iguales. Al multiplicar por 7 resulta que 49y y 7a, después de ser divididos entre
12, tienen restas iguales. Pero 49y = 48y + v, y 48y se divide entre 12. Resultaqueyy 7a d ser
divididos entre 12 tienen restas iguales.

Con otras palabras, s ano se divide entre 12, en este caso y esigual alarestade ladivision del
nimero 7a entre 12; pero si a se divide entre 12, entoncesy = 12. Este nimero y (nimero del
mes) se determina enteramente. Sabiendo y ya es muy facil determinar x.

Un pequefio consgjo: antes de determinar laresta de la division del nimero 7a entre 12, cambie el
mMisSmo nUmero a por su resta de la division entre 12 - sera més facil calcular. Por giemplo, s a=
170, Ud. tiene que efectuar mentalmente los siguientes calcul os:

170 =12 14 + 2 (entonces larestaes 2)
2*7=14;14=12* 1+ 2 (entoncesy = 2)

o 170-3ly _170-31*2 _180 _
12 12 12

9

entonces
X=9

Ahora Ud. puede comunicar que lafecha del nacimiento es el 9 de febrero. Demostremos que €
truco nuncafalla, es decir, que la ecuacion tiene siempre una sola solucion, siendo sus valores

Patricio Barros



AlgebraRecreativa Y akov Perelman

enteros y positivos. Representemos por a € nimero que se nos comunica. En este caso, lafecha
del nacimiento vendra expresada por la ecuacion

12x+ 31y = a.

Razonemos "por reduccion a absurdo™. Supongamos que esta ecuacion tiene dos soluciones
diferentes enteras y positivas, concretamente: la solucion x1, y1 y lasolucion x», y»; ademés, tanto
X1 COMO X2 NO Son superiores a 31; y; Yy Y2 tampoco son mayores que 12. Tenemos:

12% + 31y, = a
12% + 31y, = a

Restando |a segunda ecuacion de la primera, tendremos:

12(x-x) +31L(y1-y2) = 0.
De esta igualdad se desprende que € nimero 12(x; - Xo) esdivisible por 31. Como X1 Y X2, Son
nUmeros positivos que no superan 31, su diferencia, X1 — Xz s una magnitud menor que 31. Por
es0, € nimero 12(x1 X2) puede dividirse por 31 solo cuando X1 = X2, esdecir, s laprimera
solucion coincide con la segunda. De esta manera, la suposicion de que existen dos soluciones
diferentes conduce a una contradiccion
Volver

6. Venta de pollos

Antiguo problema

Tres hermanas fueron a vender pollos al mercado. Una llevo 10 pollos; otra, 16, y la tercera, 26.
Hasta el mediodia, las tres habian vendido al mismo precio una parte de los pollos. Después del
mediodia, temiendo que no pudieran desprenderse de todos |os pollos, bajaron el precio
vendiendo los que les quedaban al mismo precio. Las tres hermanas regresaron a casa con igual
cantidad de dinero, obtenida de la venta de las aves, con 35 rublos cada una. ¢A qué precio
vendieron |os pollos antes y después del mediodia?

Solucién

Representemos € nimero de pollos vendidos por cada una de las hermanas hasta e mediodia con
X, Yy z Después del mediodia vendieron 10 - x, 16 -y y 26 - z pollos. E1 precio que rigio por la
mafiana lo expresamos con m, y € de latarde, con n. Para mayor claridad confrontemos estas
expresiones:

NUmero de pollos vendidos | Precio |
Hasta € mediodia X y z m
Despuésdel mediodia 10-x 16-y 26—z n

La primera hermana obtuvo:
mx + n (10 - X); por consiguiente, mx + n (10 —x) = 35
la segunda:
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my + n (16 - y); por lotanto, my—r -n(16-y) =35
latercera:
mz + n (26 - 2); de aqui que, mz+ n (26 - z) = 35.
Transformemos estas tres ecuaciones:

i(m- N)x+10n=35
{(m- n)y+16n=35
1(m- n)z+26n=35

Restando de la tercera ecuacion la primera, y después la segunda, obtendremos sucesivamente:

i(m-n)(z- x)+16n=0
%(m- n)(z- y)+10n=0
o lo que eslo mismo
i(m- n)(x- z) =16n
{(m- n)(y- 2) =10n
Dividimos la primera por la segunda:

Como X, Yy, z son nimeros enteros, las diferencias x - z, y - z son también nimeros enteros. Por
esta razon, para que se produzca laigualdad

X- Z—t— y- 2z
8 5
de donde
X=2z+ 8t
y=2z+ 5t

Observemos que el nimero t, ademas de entero, es también positivo, por cuanto x > z (en caso
contrario, la primera hermana no hubiera podido conseguir tanto dinero como latercera).
Como x < 10.

Patricio Barros



AlgebraRecreativa Y akov Perelman

z+ 8t< 10.
Al ser zy t nUmeros enteros y positivos, la Ultima desigualdad puede ser satisfecha sélo en €l
casoenquez= 1yt = 1. Sustituyendo estos valores en

Xx=z+ 8t
y=2z+ 5t

resultaquex= 9,y = 6.

Si en las ecuaciones
mx + n (10 - x) = 35,
my +n(16-y) = 35,
mz+ n(26-2 =35

sustituimos los valores de X, y, y z, ya conocidos, tendremos €l precio por € que han sido
vendidos los polluelos:

m= 3 %rublosyn= 1¥%rublos
Hasta & mediodia, |os polluelos fueron vendidos, como hemos visto, a 3 rublos 75 kopeks,
después del mediodia, a 1 rublo 25 kopeks.
Volver

7. Dos nimerosy cuatro oper aciones

Problema

El problema anterior, resuelto mediante un sistema de tres ecuaciones con cinco incognitas, no
se ha desarrollado por 1os procedimientos ordinarios, Sino por un razonamiento matematico
libre. De esta misma forma resolveremos | os siguientes problemas, y se reducen a ecuaciones
Indeterminadas de segundo grado.

Heaqui e primero de ellos.

Con dos numeros enteros y positivos fueron realizadas las cuatro operaciones siguientes:

1) los sumaron

2) restaron el menor del mayor,

3) los multiplicaron

4) dividieron el mayor por el menor.

La suma de los resultados obtenidos fue 243. Hallense esos dos nimer os.

Solucion
Si e nimero mayor esx, y e menory,

(X+y)+ (X=y)+xy+ x/y=243

Si se multiplica esta ecuacion por y, se abren los paréntesis y se reducen 10s términos semejantes,
tendremos:

X(2y + y* + 1) = 243y
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Pero
2y+y+1=(y+ 17
Por eso
_ 243y
(x+1)*

Para que € nimero x sea entero, es preciso que & denominador (y + 1)? sea uno de los divisores
de 243 (por cuanto y no puede tener factores comunes con y + 1). Sabiendo que 243 = 3°, se
deduce que 243 es divisible sdlo por |os nimeros siguientes, que son cuadrados: 1, 32 9°. Asi
pues, (y + 1)? debe ser igual a1, 32 0 91. Puesto quey debe ser un nimero positivo, resulta que'y
es802.

Entonces x serdigud a

243*8/8106,243*2/9

L os nimeros buscados, por lo tanto, seran 24y 8054y 2.
Volver

8. Como sera €l rectangulo

Problema

Los lados de un rectangulo vienen dados por ndmeros enteros. ¢Cual seré la longitud de dichos
lados para que €l perimetro y la superficie de esta figura se expresen con |os mismos nimeros?

Solucién.
Representando |os lados del recténgulo con x ey tendremos la ecuacion

2X+ 2y = xy
de donde
w=_2Y
y- 2

Como x ey deben ser nimeros positivos, también [o sera el numeroy - 2, es decir, y debe ser
mayor que 2.
Fijémonos ahora en que

2y _20y- 2)+4y_ o=24 4

y-2 y-2

X=

Como x tiene que ser un nimero entero, iz , también o serd. Pero comoy > 2, sdlo se
y -
satisfacen las condiciones del problemas yesigual a3, 4 06.
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El valor correspondiente de x sera 6, 4 6 3.

Vemos, pues, que la figura buscada sera un rectangulo cuyos lados equivaldran a3y 6, o un
cuadrado de lado 4.

Volver

9. Dos numeros de dos cifras
Problema
Los nimeros 46 y 96 tienen una curiosa propiedad: su producto no se altera aunque las cifras
gue los componen cambien de lugar. En efecto,
46* 96 = 4416 = 64 * 69

¢COmo podré averiguarse si existen otros nimeros de dos cifras con idéntica propiedad?

Solucién
Representando |as cifras de los nimeros buscados con X, y, z, t, tendremos la ecuacion

(10x + y)(10z + t) = (10y + x)(10t + 2)
Abriendo los paréntesis y reduciendo |os términos semejantes, se obtiene
Xz =yt

dondex, y, z, y t son nimeros enteros menores que 10. Para buscar |a solucién se forman con las
nueve cifras significante todas las parejas que dan un mismo resultado:

1%4=2%2 1¥9=3*3 2*9=3*6
1*6=2*3 1% 4=2%2 3*8=4%6
1*8=2%4 2%6=3%4 4*9=6*

Las igualdades son en total 9. De cada una de ellas puede formarse uno o dos grupos de las cifras
buscadas. Por giemplo, delaigualdad 1 * 4 =2 * 2 se obtiene

12* 42=21* 24
Delaigualdad 1 * 6 = 2 * 3 hallarnos dos soluciones:
12* 63=21* 36,13* 62=31* 26

Siguiendo el mismo procedimiento encontraremos las siguientes 14, soluciones:

12* 42=21* 24 23* 96=32* 69
12*63=21* 36 24* 63=42* 36
12* 84=21* 48 24* 84 =42* 48
13*62=31* 26 26* 93=62* 39
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13*93=31* 39 34* 86=43* 68
14*82=41* 28 36* 84=63* 48
23*64=32* 46 46* 96=64* 69

\Volver

10. Los numer os de Pitagor as

El fécil y exacto método que los agrimensores emplean para trazar lineas perpendicul ares sobre €l
terreno consiste en lo siguiente.

Supongamos que por e punto A hay que trazar una perpendicular aMN (fig. 12).

1‘:1 Eﬁu

S N e AR Y

Figura 12

En direccion AM, desde € punto A se sefiala tres veces la distancia cuaquiera (a). Después, en
una cuerda se hacen tres nudos separados por una distanciaigual a4ay 5a. Colocando los nudos
extremos en los puntos A y B, setiradel nudo del medio. Con ello se forma un triangulo en €
gue & éngulo A es recto.

Este antiguo método, empleado ya hace miles de afios por |os constructores de las piramides
egipcias, se basa en que los triangulos, en los que larelacion de sus lados sea 3 : 4 : 5, de acuerdo
con €l conocido teorema de Pitagoras seran rectangul os por cuanto

P +42=5

Ademas de los nimeros 3, 4 y 5 existe, como se sabe, infinidad de nimeros enteros y positivos a,
b, ¢ que satisfacen la correlacion

2 +bP=¢

y reciben la denominacion de nimeros de Pitdgoras. De acuerdo con € teorema de Pitégoras,
estos numeros pueden expresar la longitud de los lados de un triangulo rectangulo. Los lados a 'y
b seraén dos "catetos' y ¢ la "hipotenusa’.

Esevidente que s a, b, ¢ son un trio de nimeros de Pitagoras, los nimeros pa, pb, pc (donde p es
un factor entero) serén también nimeros de Pitégoras. Y a contrario, si los nimeros de Pitégoras
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tienen un factor comin, pueden ser simplificados por éste, obteniéndose de nuevo € grupo de
nimeros de Pitédgoras. Por eso, para empezar analicemos tres nimeros pitagoricos que sean
primos entre si (los demas se hallan multiplicandolos por € factor entero p).

Mostremos que uno de los "catetos' de los nimeros a, b, ¢ debe ser nimero par, y € otro, impar.
Razonemos partiendo de la reduccién a "absurdo”. Si los dos "catetos' ay b son pares, también
lo serdlasumaa + b? y, por lo tanto, lo mismo sucederd con la "hipotenusa’. Sin embargo, esto
contradice & hecho de que los niUmeros a, b, ¢ no tienen un factor comin ya que 2 divide
exactamente a tres nimeros pares. Por consiguiente, por |o menos uno de los "catetos’, a, b tiene
gue ser impar.

Puede ofrecerse otra variante, que ambos "catetos' sean impares y la "hipotenusa’, par. No es
dificil demostrar que esto es imposible. En efecto. Si 1os "catetos tienen laforma

2X+ 1ly2y+1
la suma de sus cuadrados seraigua a
AC+AX+ 1+ 4P+ 4y + 1= 40C+ X+ +Yy) +2

es decir, se trata de un nimero que al ser divido por 4 da de residuo 2. En tanto que e cuadrado
de cuaquier nimero par debe dividirse por 4 sin residuo. Por consiguiente, la suma de los
cuadrados de dos nimeros impares no puede ser e cuadrado de un nimero par; en otras palabras.
nuestros tres nimeros no son pitagoricos.

Asi, pues, de los "catetos' a, b uno es par y otro impar. Por eso, & nimero a® + b? esimpar y, en
consecuencia, también lo sera la "hipotenusa’ c.

Supongamos, para mayor precision, que a es € "cateto” impar y b € par.

De laiguadad

a+b=c
obtenemos féacilmente:
a’= c?-b?= (c+ b)(c-b)

Losfactoresc + by ¢ - b son primos entre si. Efectivamente. Si estos nUmeros tuvieran algun
factor comun primo, excepcion hecha de la unidad, entonces también se dividiria por dicho factor
su suma

(c+ b)+ (c-b) = 2c,
su diferencia

(c+ b)-(c-b)=2b,
y su producto

(c+ b) (c-b) = a%
es decir, los nimeros 2c, 2b y a tendrian un factor comun. Como a es impar este factor no puede

ser 2,y por eso, los nimeros a, b y ¢ tienen este factor comin, lo que, sin embargo, es imposible.
La contradiccion obtenida demuestra que los nimeros c + by ¢ - b son primos entre si. Pero si €l
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producto de dos nimeros primos entre si es un cuadrado, entonces, cada uno de ellos serd un
cuadrado, es decir,

jc+b=m?

7

|
fc- b=n?

Al resolver este sistema hallamos

a’= (c+ b)(c=b)=nm**n% a=mn
De aqui que los nimeros de Pitdgoras examinados se representen asi:

m? - n?
a=mnb= > ,C

_mf+n?
2

donde m y n son nimeros impares primos entre si. El lector puede convencerse facilmente de lo
contrario: las formulas citadas, con cuaesguiera nimeros my n impares, dan los nimeros
pitagoricos a, b, c. He agui algunos grupos de nimeros pitagoricos, obtenidos con diferentes
vaoresdemy n:

cuando m=3 n=1 3P+4#=%

“ m=5 n=1 ©5°+12=13

. m=7 n=1 T7T?+24=2%

. m=9 n=1 Q+40=41°

“ m= n=1 112+ 60° =61
11

‘ m= n=1 13°+84=85
13

“ m=5 n=3 15°+&=17

“ m=7 n=3 21°+20=29

“ m= n=3 33%+56°=65
11

g m= n=3 39°+80°=8%
13

. m=7 n=5 35°+12=37

g m=9 n=5 45°+28 =53

“ m= n=5 552+ 48 =73
11

g m= n=5 65+ 72=97
13

“ m=9 n=7 63°+16°=65

“ m= n=7 77°+36°=85
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11

(Todos los demés grupos de tres nimeros pitagoricos, o tienen factores comunes, o contienen
ndmeros mayores de 100).

L os numeros de Pitagoras tienen, en general, propiedades curiosas que enumeraremos a
continuacion sin demostraciones:

1) Uno delos "catetos' debe ser mltiplo de tres.
2) Uno delos "catetos' debe ser multiplo de cuatro.
3) Uno de los nimeros de Pitégoras debe ser multiplo de cinco

El lector puede convencerse de la existencia de estas propiedades a examinar |os gjemplos de
grupos de cifras pitagoricas que figuran més arriba
Volver

11. Ecuacion indeterminada de tercer grado
La suma de los cubos de tres nimeros enteros puede ser el cubo de un cuarto nimero. Por
ejemplo,

F+4£+5=6%

Esto significa, entre otras cosas, que € cubo, cuya aristaesigual a6 cm equivale alasumade los
volUumenes de tres cubos, en los que sus aristas sean 3, 4y 5 cm (fig. 13). Segun cuentan, esta
correlacion interesd vivamente a Platén.

Intentemos hallar otras correlaciones del mismo género, es decir, resolvamos la siguiente tarea:
encontrar soluciones a la ecuacion

X+ y+ 2=

Es més comodo, sin embargo, expresar la incognita u con - t. Entonces la ecuacion ofrecera una
forma més sencilla

XC+y+Z2+1t2=0
Veamos un método que nos permita hallar multitud de soluciones a esta ecuacion, en nimeros
enteros (positivos y negativos). Supongamos que a, b, ¢, dy a, 3, ?, d son dos grupos de cuatro
nUmeros gue satisfacen la ecuacion. Sumemos a los nimeros del primer grupo de cuatro |os del
segundo multiplicados por un cierto nimero k, y busgquemos éste de forma que |os nimeros
obtenidos
a+ ka, b+ k3, c+ k?,d+ kd

satisfagan también la ecuacion. En otras palabras. elijamos k de tal forma que sea satisfecha la
igualdad

(a+ ka)®+ (b+ kR)3+ (c+ k?)>+ (d+ kd)®= 0.
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Al abrir los paréntesis, sin olvidar que a, b, ¢, dy a, 3, ?, d satisfacen las exigencias de nuestra
ecuacion, es decir, que tienen lugar las igualdades

a+pP+c+d=0,
a+rR3+?+dF=0
obtenemos:

3a’ka + 3ak’a® + 30°kR + 30k’ + 3c%k? + 3ck®? + 3cPkd + 3dk’F = 0,

3k[ (aa + b*R+ c?? + d?d) + k(aa® + b@ + c? + ddf)] = 0

El producto sera cero sdlo en e caso en que lo sea uno de sus factores. Equiparando cada uno de
los factores a cero obtenemos dos valores para k. El primero de ellos k = 0, no nos satisface; ello
significaque s alos nimeros a, b, ¢y d no se les agrega nada, 10os nimeros obtenidos satisfacen
nuestra ecuacion. Por eso tomaremos solamente el segundo valor de k:

K = a’a +b%b +c’g+dad
aa’+bb?+cg®+dd?

De agui que, conociendo dos grupos de cuatro nimeros que satisfagan la ecuacion de partida,
puede ser hallado un nuevo grupo: para esto hay que sumar alos nimeros del primer cuarteto los
del segundo multiplicados por k, donde k tiene el valor indicado més arriba.

Para aplicar este método es preciso encontrar dos grupos de cuatro nimeros que satisfagan las
condiciones de la ecuacion inicial. Uno de ellos (3, 4, 5, - 6) es ya conocido. ¢De dénde sacar
otro? No es dificil encontrar salida a esta situacion; el grupo pueden formarlo los nUmerosr, - r,
S, - S, que responden, sin duda, a las condiciones de la ecuacién inicial. En otras palabras,
supongamos que

a
a
Entonces k, tomara la siguiente forma:

- Tr-1ls _ 7r +11s

k =
rr-s? Trr- ¢

y losnimeros a + ka, b + kM3, ¢ + k?, d + kd seran respectivamente iguales a

28r2 +11rs- 3s?
re- ¢?
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21r? - 1Irs- 4¢°
7r2- ¢?

35r 2 +7rs + 6s?
7r?-¢?

- 42r? - Trs- 582
7r?-¢?

De acuerdo con lo expuesto estas cuatro expresiones satisfacen las exigencias de la ecuacion de
partida

X+y +Z2+t°=0

Comoquiera que esos quebrados tienen el mismo denominador, puede prescindirse de éste. (En
consecuencia, |os numeradores de estos quebrados también satisfacen las exigencias de la
ecuacion examinada.) Se ha visto, pues, que la ecuacion indicada es satisfecha (cualquiera que
sea el significadoder y s) por los siguientes nimeros:

X= 28>+ 11rs— 35
y= 21r? - 11rs—4s
7= 3512+ 7rs+ 65°
t=-42r°- 7rs—5¢,

lo cual puede comprobarse elevando estas expresiones a cubo y sumandolas. Atribuyendo ary s
diversos valores enteros podemos obtener toda una serie de soluciones a la ecuacion expresadas
en numeros enteros. S en estas circunstancias |os nimeros obtenidos tienen un factor comin,
podemos dividir por é todos estos nimeros. Por gemplo, cuandor =1, s=1, lasincdgnitas x, y, z,
t equivaldran a 36, 6, 48, - 54, o, que a dividirlos por 6, daran 6, 1, 8, - 9. Por consiguiente,

63+ 13 +83=93.

He agui una serie mas de igualdades del mismo tipo (obtenidas después de simplificadas a ser
divididas por un divisor comun):

383+ 72 =177+ 76°
17° + 55° = 24° + 54°
4%+ 110°= 673 + 1013
8% + 53 = 29% + 50°
7+ 1483+ 17° = 20°
22+ 16°= 9 + 15°
29° + 34% + 443 = 533

Cuando
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Observemos que si en € grupo inicia 3, 4, 5, - 6, 0 en aguno de los obtenidos después, se
cambian de sitio los nUmeros y se aplica e mismo método, obtendremos una nueva serie de
soluciones. Por gjemplo, tomando decir, suponiendo quea= 3,b=5,c=4,d=-6) z t, los
valores

X = 20r2 + 10rs— 382
y = 12r — 10rs 55
z= 16r’ + 8rs+ 65
t= - 24r° —8rs—4¢°

De agui que a variar los valores de r y s obtengamos una serie de nuevas correlaciones:

cuando r=1, s=| 9+10°=13+12
g =1, s=3 233+94%=63%+84°
“ =1, s=5 5%+163°+164°=206°
“ =1, s=6 T7*+5£+5F°=70°
“ r=2, s=| 23*+97°+86°=116
“ r=1, s=-3 3+36°+37°=46°
etc

De esta manera puede obtenerse un nimero infinito de soluciones de la ecuacion dada.
Volver

12. Cien mil marcos por la demostracion de un teorema

Cierto problema de ecuaciones indeterminadas adquirié en sus tiempos enorme popul aridad
debido a que a afortunado que lo resolviera con acierto se le ofrecia todo un capital {100 000
marcos alemanes!

El gercicio consiste en demostrar la siguiente tesis [lamada teorema o “gran proposicion” de
Fermat.

La suma de potencias de idéntico grado de dos nimeros enteros no puede ser potencia de un
tercer nUmero entero. Se excluye solo la segunda potencia, para la que es posible.

En otras palabras, hay que demostrar que la ecuacion

X4y =2

no tiene solucion, tratandose de base entera, paran > 2.
Aclaremos lo dicho. Hemos visto que las ecuaciones

X +y =2,
Xy + 2=

tienen, tratdndose de nimeros enteros, cuantas soluciones se deseen. Sin embargo seraimposible
encontrar tres nimeros enteros positivos que satisfagan laigualdad & + y°* = 2.

Patricio Barros



AlgebraRecreativa Y akov Perelman

| déntico fracaso acompafia cuando se trata de las potencias de cuarto, quinto, sexto grados, etc.
Esto eslo que afirmala "gran proposicion de Fermat".

¢Queé se exige de los aspirantes al premio? Deben demostrar esta tesis para todas las potencias
gue cumplen las condiciones dadas. El caso es que el teorema de Fermat no esta alin demostrado
y pende, por decirlo asi, en € aire.

Han transcurrido tres siglos desde que fue formulado, sin embargo, |os mateméticos no han
logrado hasta ahora hallar su demostracion.

Las figuras més eximias de esta ciencia se han ocupado del problema, mas, en € mejor de los
casos, consiguieron demostrar el teorema para algunos exponentes o para ciertos grupos de €llos;
pero de lo que se trata es de hallar lademostracibn gener al, parat o d o exponente entero.
Lo interesante del caso es que esta inaccesible demostracién del teorema de Fermat, por lo visto,
fue descubierta en cierta ocasion, y después se extravio. El autor del teorema, €l genial
matematico del siglo XVII, Pierre de Fermat, afirmaba que conocia la demostracién. Su "gran
proposicion”, fue escrita por é (Io mismo que toda una serie de teoremas acerca de la teoria de
los nimeros) en forma de observacion en los margenes de una obra de Diofanto, acompafiandola
de las siguientes palabras:

"He encontrado una demostracion verdaderamente asombrosa para esta proposicion, pero aqui
hay poco sitio para desarrollarla’.

En ningun sitio, ni en los documentos del gran matematico ni en su correspondencia, ha sido
posible halar huellas de esta demostracion.

Los discipulos de Fermat han tenido que marchar por su propio camino.

He agui los resultados de estos esfuerzos. Euler (1797) demostrar; €l teorema de Fermat para
potencias de tercero y cuarto grados, para las de quinto fue demostrado por Legendre (1823);
para las de séptimo®, por Laméy Lebesgue (1840). En 1849, Kummer demostré e teorema para
una serie muy amplia de potenciasy, entre otras, para todos |os exponentes menores de ciento.
Estos ultimos trabajos rebasan con mucho la esfera de las matematicas conocidas por Fermat, y
empieza a ser problematico el hecho de que este ultimo pudiera hallar la demostracion genera de
su "gran proposicion”. Ademés es posible que é se equivoco.

Quien sienta curiosidad por la historiay e estado actual del problema de Fermat, puede leer €
folleto de A. Jinchin El gran teorema de Fermat. Esta publicacion, obra de un especialista, esta
dedicada a lectores que sblo tienen conocimientos elemental es de mateméticas.

Volver

2 Fermat (1603 - 1665) no era matemético profesional. Erajuristay consejero del parlamento; se dedicabaalas
investigaciones mateméticas solo en los momentos libres. No obstante, hizo una serie de descubrimientos
extraordinarios, los cuales, digase de paso, no publicaba, sino que, como se acostumbraba hacer en esa época, los
daba a conocer en su correspondenciaalos hombres de ciencia, amigossuyos: Pascal, Descartes, Huygens, Roberval
otros.
Paralos exponentes compuestos (a excepcion del 4) no hace falta ninguna demostraci 6n especial: estos casos se
reducen alos casos con exponentes primos
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Capitulo Quinto
L a Sexta Operacion Matematica

Contenido

1. Sexta operacion

2. ;Quéraiz es mayor?

3. Resuélvase al primer golpe de vista
4. Comedias algebraicas

1. Sexta operacion

Lasumay la multiplicacion tiene cada una su operacion inversa, la sustraccion y ladivisiéon. La
guinta operacion aritmética, la potenciacion o elevacidn a potencias, tiene dos operaciones
inversas. la que tiene por objeto encontrar la base y la dedicada a hallar €l exponente. Cuando la
incognita es la base, tenemos la sexta operacion matematica, denominada radicacion; si se trata
del exponente, efectuamos la séptima operacion, |lamada célculo logaritmico. Es facil
comprender por qué la potenciacion tiene dos operaciones inversas, en tanto que lasumay la
multiplicacién no tienen mas que una. Los sumandos (el primero y e segundo) pueden alterar su
orden entre si. Otro tanto sucede con la multiplicacion. En cambio, los elementos de la
potenciacion, es decir, labase y e exponente, no gozan de esa propiedad por |o que no pueden
invertirse sus funciones (por gjemplo, 3° * 5°). De ahi que para hallar cada uno de los términos de
la suma o la multiplicacion se empleen los mismos procedimientos en tanto que la base de la
potencia se halla por un procedimiento distinto al utilizado para encontrar su exponente.

La sexta operacion, la radicacion, se expresacon e signo O . No todos conocen que este Signo es
una variante de la letra latina r, primera de la palabra latina radix, que significa "raiz". En otros
tiempos (en €l siglo XV1), & signo de raiz, no eralar mintscula, sino la maytscula, la R, y junto
aellase escribiala primeraletra de las palabras latinas quedratus, la g, o la primera de cubus, la
¢, sefialando con ello que laraiz a extraer era cuadrada o cubica’.

Escribian, por gemplo,

R(.4352

en lugar de la moderna expresion

4352

Si a esto afladimos que a la sazén no eran empleados en general 10s signos actuales de mas y
menos, y en su lugar se colocaban las letras p. (de plus) y m. (de minus), y que los paréntesis eran
expresados con los signos € (, comprenderemos el extrafio aspecto gque las expresiones
algebraicas ofrecerian al lector contemporaneo.

Véase una de ellas tomada, por g emplo, de un libro del antiguo matematico Bombelly (afio
1572):

1 En el manual de mateméticas escrito por Magnitski que era libro de texto en Rusia durante la primera mitad del
siglo XV1II no existe en absoluto un signo especial parala operacién de la extraccion deraices.
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Rc. éR0.4352p. 16 0 m.R.c. 8R.0.4352m. 16 U

L o que nosotros escribiriamos como sigue:

34352 +16 - §/+/4352- 16

Paralaoperacion %/a, ademés de esta expresion, empléase lade a’™ , muy cémoda para
generalizar graficamente la idea de que toda raiz no es otra cosa que una potencia con un
exponente fraccionario. Esta segunda variante fue propuesta por Stevin, notable matematico
holandés del siglo XV1I.

Volver

2. ¢Quéraiz esmayor?

Primer problema
¢Qué es mayor

5 6 42
Resuélvase éste y |os problemas que le siguen a condicién de gue no se hallen las raices.

Solucién
Elevando ambas expresiones a la décima potencia, obtendremos:

(&B)°=52=25y (4/2)* =25 =32

y como 32 > 25, entonces

f5<42
Segundo problema
¢QUué raiz es mayor:
{2 6 7

Solucién
Elevemos ambas expresiones ala potencia de grado 28 y tendremos:

(A8)® =47 =24 =2"* 2" =128?
(7\/7)28 - 74 = 214 - 72* 72 = 492

Como 128 > 49, resultara que

Patricio Barros



AlgebraRecreativa Y akov Perelman

a>37

Tercer problema
¢QUE raiz es mayor:

N7+410 6 +3+419

Solucién
Elévense ambas expresiones a cuadrado y resultaréa:

(W7 ++/10)* =17+270
(\3+419)? = 22+2,/57

De ambos términos restemos 17 y tendremos
7+24/70 y 5+2:/57

Si después elevarnos ambas expresiones al cuadrado, obtendremos 280y 253 + 20-/57 .
Restando 253 podremos comparar |os resultados 27y 20+/57 .
Como /57 es mayor que 2, entonces20+/57 > 40; por consiguiente

N7+410 < 3+419

Volver
3. Resuélvase al primer golpedevista

Problema
Obsérvese laecuacion x* =3 atentamente y digase cud es € valor de x.

Solucién
Todo € que esté familiarizado con los simbol os algebraicos deducira que

x=3/3
En efecto,
x* =(3/3)
por consiguiente
X< =x3=3
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gue eralo que se buscaba.

Aquellos a quienes esta solucion "a primer golpe de vista' les resulte dificil, pueden valerse, para
despejar con mas sencillez laincégnita, del siguiente razonamiento:
Admitimos que

Entonces

por lo que la ecuacion presentara esta forma

®fy)” =3
elevando la expresiéon a cubo
y' =3’
Es pues evidente quey = 3, y, por consiguiente,

X = W =3/3
Volver
4. Comedias algebraicas
L a sexta operacion aritmética permite representar auténticas comedias y farsas algebraicas con
los siguientes argumentos: 2 : 2 =5; 2 = 3, etc. La gracia de tales representaciones algebraicas
reside en un error, harto elemental, pero que, por hallarse muy oculto, tarda en ser descubierto.
M ostremos dos piezas de este repertorio comico del agebra.

Primer problema
2=3

En primer lugar aparece en escena una igualdad indiscutible:
4-10=9-15
En e siguiente "cuadro” se suma a ambos miembros de esta igualdad una misma cantidad, 6 ¥4
4-10+6%~9-15+6Y
El ulterior desarrollo de la comedia se reduce a transformaciones:
22-2% 2% (5/2)+(5/2)?= 3%2-2*3*(5/2) + (5/ 2)?

(2-5/2)? = (3-5/2)?
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Extraida la raiz cuadrada de ambos miembros de laigualdad, resulta:
2-5/2=3-5/2
Sumando 5/2 auno y otro miembro, llegamos a la igualdad absurda:

2=3
¢En qué consiste & error?

Soluci6n
El error consiste en que de la expresion

(2 -5/2)? = (3—5/2)?
se dedujo que
2-5/2=3-5/2
Aunque los cuadrados sean iguales, no por eso son idénticas las primeras potencias, pues
(-5)°=5°

pero -5 no esigual a 5. Los cuadrados pueden ser iguales cuando |as primeras potencias tienen
distinto signo. En nuestro gemplo se ofrece precisamente este caso:

(-1/2)* = (12)°

pero ¥2no esigua a—2

Segundo problema

Figura 14. farsa matematica
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Nueva farsa algebraica
2*2=5

La accion se desarrolla en forma semejante a caso anterior y se basa en e mismo truco. En
escena aparece una igualad que no despierta ninguna desconfianza

16 - 36 = 25 - 45.

Se suma a cada miembro una misma cantidad:
16-36+20Y2=25-45+20 Y4
A continuacion se hacen las transformaciones siguientes:
42 2% 4% 92+ (9/2)> =52 —2* 5* 92 + (9/2)?

Después, mediante € absurdo razonamiento anterior se llegaa

4-92=5-9/2

4=5
2*2=5

Estos divertidos gemplos deben prevenir a los matematicos con poca experiencia contra toda

actitud descuidada hacia las ecuaciones que tengan su incognitaen el radical.
Volver
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Capitulo Sexto
ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Contenido

. El apretén de manos

. El enjambre de abgjas

. La manada de monos

. Previsién de las ecuaciones

. El problema de Euler

. Los altavoces

. El dgebradd vudo alalLuna
. "Ejercicio complicado"

. ¢Oué nimeros son?
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1. El apretdn de manos

Problema
Las personas que asistieron a una reunion se estrecharon la mano. Uno de ellos advirtio que los
apretones de mano fueron 66. ¢Cuantas personas concurrieron a la reuniéon?

Solucion

La cuestion se resuelve con facilidad si recurrimos a dgebra. Cada una de las x personas dio la
mano alas otras x- 1. Por tanto, € total de apretones de manos debe ser x (x - 1). Ademas hay que
tener en cuenta que cuando Ivanov da la mano a Petrov, Petrov estrechala mano de Ivanov; estos
dos apretones de manos deben ser considerados como uno solo. Por eso, € nimero de apretones
de manos contados es dos veces menor que x (X -1). En consecuencia surge la ecuacion

X(x- 1) 66

0 sea, que después de las correspondientes transformaciones se tendra
X —x—132=0,

de donde

= 1++/1+528

2
x1=12, xo=-11.
como quiera que laraiz negativa (-11 personas) carece de todo sentido, la rechazamos,
conservando Unicamente la primera: en la reunion estuvieron 12 personas.

\Volver

2. El enjambre de abgjas
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Problema

En la antigliedad estaba muy extendida en la India una diversion singular: la solucion de
rompecabezas en competiciones publicas. Los manuales de matematicas de ese pais contribuian
a la celebracion de tales campeonatos de calculo mental. "Aplicando las reglas aqui expuestas -
escribia el autor de uno de dichos libros -, un hombre inteligente puede idear miles de problemas
semegjantes. Asi como el Sol hace palidecer las estrellas con sus destellos, un hombre discreto
eclipsa la gloria de otro hombre en los concursos populares, proponiendo y resolviendo
problemas algebraicos'. En el original, estas palabras presentan un aspecto mas poético, por
cuanto €l libro esta escrito en verso. Los problemas también aparecen versificados. Enunciemos
en prosa uno de estos rompecabezas.

Un grupo de abejas, cuyo nimero era igual a la raiz cuadrada de la mitad de todo su enjambre,
se posd sobre un jazmin, habiendo dejado muy atrés a 8/9 del enjambre; sélo una abeja del
mismo enjambr e revoloteaba en torno a un loto, atraida por €l zumbido de una de sus amigas
gue cayo imprudentemente en la trampa de |a florecilla, de dul ce fragancia.

¢Cuantas abejas formaban el enjambre?

Solucion
Si expresamos € nimero buscado de abejas del enjambre con la letra x, tendremos la ecuacién

\/g+§x+2:)(
2 9

Puede simplificarse la ecuacion introduciendo una incognita auxiliar:

y:E

Entonces x = 2 y?, por lo que resultaré |a siguiente ecuacion:

2

+2=2y?, 0 2y?’-9y-18=0

16
y+ gy
La ecuacion tiene dos raices paray:

y1=6,y2,=-3/2
y otras dos para x

X1 =-72, %X =45.

Mas, como el nimero de abejas debe ser entero y positivo, es valida solo la primeraraiz: el
enjambre constaba, pues, de 72 abejas. Comprobémosl o:
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1’7—22 +g*72+ 2=6+64+2=72

Volver
3. La manada de monos

Problema
Otro de los problemas indios puede ser presentado en verso tal y como fue traducido por
Lébedev, autor del excelente libro ¢Quién invent6 el algebra?

Regocijanse los monos
divididos en dos bandos:

su octava parte al cuadrado
en el bosque se solaza.

Con alegres gritos, doce
atronando el campo estan.
¢Sabes cuantos monos hay
en la manada, en total ?

Solucién
Si el nimero total de la manada es x, entonces:
.2
&2 +12=x
e8g

de donde

Figura 15
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El problema tiene dos soluciones positivas. en la manada puede haber 48 y 16 monos. Las dos
soluciones satisfacen por las condiciones del problema.
Volver

4. Prevision de las ecuaciones

En los casos examinados y en dependencia de las condiciones del problema, hemos hecho
diferente uso de las dos raices obtenidas. En e primer caso hemos desechado la raiz negativa por
no responder al contenido del problema; en el segundo, hemos renunciado a laraiz fraccionariay
negativay, en €l tercero, por € contrario, hemos aceptado las dos raices. La presencia de una
segunda solucién es, a veces, completamente inesperada no sélo para quien resuelve e problema,
sino también para su autor; pongamos un gjemplo de como la ecuacién resulta mas previsora que
el mismo que la establece.

Problema
Una pelota ha sido lanzada al aire a una velocidad de 25 m por segundo. ¢Al cabo de cuantos
segundos se encontrara la pelota a 20 m de altura?

Solucion

Para los cuerpos lanzados a alto, y libres en su ascension de toda resistencia, la mecanica
establece las siguientes proporciones entre la altura a la que sube el cuerpo sobre latierra (h), su.
velocidad inicia (v), el aceleramiento de lafuerza de gravedad (g) y € tiempo (t):

2
h:vt-gt—
2

En este g emplo concreto podemos hacer caso omiso de la resistencia aérea, por cuanto es muy
pequefia cuando la velocidad no es de consideracion. A fin de ssimplificar la operacion, demos a
g, € valor 10 m, en lugar de 9,8 m (el error estan sélo del 2%). Sustituyendo h, v, g por sus
valores en la formula indicada, tendremos la siguiente ecuacion:

20 = 25t — 10t*/ 2

y después de quitar denominadoresy simplificar

t?-5t+ 4=0.
Resultan las raices:

th=1,t,=4

La pelota estard dos veces a la altura de 20 m: al primer segundo y después de cuatro segundos de
haber sido lanzada.
Acaso parezcainverosimil y, a no reflexionar, puede rechazarse €l segundo resultado. Sin

embargo, esto seria erroneo. El segundo resultado es completamente |6gico: |a pelota puede
encontrarse dos veces ala aturade 20 m: una, a ascender, y otra, a descender.
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Se deduce con facilidad que la pelota puede ascender durante 2,5 segundos con la velocidad
inicial de 25 m, llegando a una atura de 31,25 m. Después de alcanzar la alturade 20 m, (a
segundo de ascenso) la pelota seguira elevandose durante 1,5 segundos més, a cabo de lo cua
descendera durante 1,5 segundos hasta la altura de 20 m, llegando a suelo un segundo después.
Volver

5. El problema de Euler

Problema

Al referirse Sendhal en su Autobiografia a sus afios de estudiante, escribe lo siguiente:

"En su casa (la de su maestro de matematicas) encontré a Euler con su problema acerca de los
huevos que la campesina llevaba al mercado... Esto fue para mi un descubrimiento. Comprendi
lo que significaba valerse de un arma como el algebra. Pero jdemonios!, nadie me lo habia
explicado antes..."

He aqui el problema de la Introduccion al dlgebra, de Euler que tan fuerte impresién produjera
en Stendhal.

Dos campesinas llevaron en total 100 huevos al mercado. Una de ellas tenia mas mercancia que
la otra, pero recibio por ellala misma cantidad de dinero que la otra. Una vez vendidos todos, la
primera campesina dijo a la segunda: "si yo hubiera llevado la misma cantidad de huevos que td,
habria recibido 15 cruceros’. La segundo contestd: "Y si yo hubiera vendido los huevos que
tenfas tU habria sacado de ellos 6%/3, cruceros'. ¢Cuantos huevos llevd cada una?

Solucién

Supongamos que la primera campesina tenia x huevos. La segunda tendria 100 - x. Si la primera
hubieratenido 100 - x habria sacado de ellos 15 cruceros. Eso quiere decir que la primera
campesina vendio los huevos

15
100- x

cadauno
De esta manera vemos gue la segunda campesina vendio los huevos a

6/, _20
X 3x

cada uno.
Hallemos ahora la cantidad obtenida por cada campesina: la primera:

« 156 15X
100- x 100- x
la segunda
* -
(100_ x)* 20 _20 (200- x)
30x 3X

Y como ambas recibieron lo mismo, entonces
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15x _ 20* (100- X)
100- X 3x

gue después de las correspondientes transformaciones resultara
x° + 160x — 8000 = 0,
de donde
X1 = 40, X2 = 200.

Laraiz negativa carece de sentido en el presente caso. El problema no tiene mas que un
resultado: la primera campesina llevd a mercado 40 huevos y |a segunda 60.

El problema puede resolverse con més brevedad. El procedimiento es mas ingenioso, aungue més
dificil.

Supongamos que la segunda campesina llevd a mercado k huevos més que la primera. Ambas
recibieron por su mercancia la misma suma de dinero.

Esto significa que la primera vendi6 los huevos k veces més caros que la segunda. Si hubieran
cambiado la mercancia, la primera campesina hubiera tenido k veces més huevos que la segunda
y los habrfa vendido k' veces mas caros, recibiendo k? més dinero que aquélla. Por |o tanto
tendremos:

k?=15/6%3=45/20=9/4
de donde resulta que
k=3/2
Ahora no nos queda mas que dividir los 100 huevos proporcionamente a3y a 2. La primera
campesina llevo 40 huevos y la segunda, 60.
Volver

6. Los altavoces

Problema

En la plaza hay instalados 5 altavoces distribuidos en dos grupos: uno de ellos consta de 2
aparatos, y € otro, de 3. La distancia que separa |los dos grupos es de 50 m. ¢Donde habra que
colocarse para que e sonido de ambos grupos se oiga con la misma intensidad?

Solucién

Si designamos con x la distancia que separa €l punto buscado del grupo de dos altavoces,
entonces, la distancia entre este punto y € otro grupo sera 50 - x (véase lafig. 16).
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Figura 16

Puesto que laintensidad del sonido disminuye en proporcion a cuadrado de la distancia,
tendremos la siguiente ecuacion:

X2

(50- x)?

2
3

gue después de efectuar |as operaciones, aparece como sigue:
x* + 200x - 5000 = 0.
La ecuacion tiene dos raices:

X1 = 22,5,
Xo =-2225.

Laraiz positiva corresponde a la pregunta formulada en € problema: e punto citado se encuentra
a 22,5 m de distancia del grupo de dos atavoces, y, en consecuencia, a 27,5 m del grupo de tres.
Pero ¢qué significalaraiz negativa? ¢Tiene algin sentido?

Indudablemente. El signo menos significa que e segundo punto de idéntica audicion se
encuentraen direccién o p u e st aal punto positivo que se tomo a establecer la ecuacion.
Partiendo del lugar ocupado por los dos reproductores y en la direccién conveniente llegamos a
los 222,5 m, punto en & que e sonido de ambos grupos de altavoces se oye con la misma
intensidad. Este punto dista

222,5+50=2725m

del grupo de tres aparatos.

Asi pues se han encontrado dos puntos de igual audicién colocados en la linea formada por las
fuentes de sonido. En esta linea no hay més puntos donde coincida la intensidad de sonidos, pero
fuerade ela, si. Puede demostrarse que € lugar geométrico de los puntos que responden a las
condiciones del problema es la circunferencia que pasa por |os dos puntos hallados, cua s fueran
los extremos de su diametro. Esta circunferencia, como vernos, limita un espacio bastante
extenso (la parte rayada en lafigura) dentro del cua la intensidad auditiva del grupo formado por
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dos altavoces supera la audicion del grupo de tres aparatos; fuera del espacio indicado se observa
el fendmeno opuesto.
Volver

7. El dlgebra del vueloalaLuna
Del mismo modo como se han encontrado |os puntos de igual audicion de dos tipos de altavoces,
se puede encontrar también puntos de igual atraccion del cohete cdsmico por dos cuerpos
celestes, laTierray laLuna. Busquemos estos puntos.
De acuerdo con laley de Newton, lafuerza de atraccion reciproca de dos cuerpos es directamente
proporcional a producto de las masas que se atraen, e inversamente proporcional a cuadrado de
ladistancia entre ellos. Si designamos con M lamasade la Tierray con x ladistanciaentre ellay
el cohete, lafuerza con que la Tierra atrae cada gramo de masa de la nave aérea se expresara
mediante

Mk

X2

donde k es lafuerza de atraccion reciproca de un gramo por un gramo aladistanciade 1 cm.
Lafuerza con que la Luna atrae cada gramo del cohete en ese mismo punto
Ser&

mk

(- x)°

dondem eslamasadelalLunay 1 ladistanciaque la separade la Tierra (se presupone que €l
cohete se halla en la recta que une los centros de la Tierray de laLuna). El problema exige que

Mk __mk
x?  (I-x)?
es decir
M__ X
m 1?2-2x+x°

Larelacion M/m, segun la Astronomia, equival e aproximadamente a 81,5. m
Aplicandola tendremos

1% - 2Ix+ X
por lo cual

80.5x° — 160Ix + 81.51°
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Al despgjar laincognita x resulta:
X1:0,9|, Xo =1, 121.

Al igua que en e problema de los atavoces, se llega ala conclusidn de que en lalinea que une la
Tierray la Luna existen dos puntos buscados donde la atraccidn de ambos planetas actta sobre el
cohete con idéntica intensidad: uno a 0,9 de la distancia que separa |os planetas partiendo del
centro delaTierra; € otro, a 1,12 de esta misma distancia. Como quiera que ladistancia 1 entre
los centros de la Tierray la Luna » 384 000 km, uno de los puntos buscados se encuentra a
346.000 km delaTierra; €l otro, a430.000 km. Sabemos ya por €l problema anterior que esa
misma propiedad caracteriza a todos |os puntos de |a circunferencia que pasa por los dos puntos
hallados, tomados como |os dos extremos del didmetro. Si hacemos girar esa circunferencia
tomando como ge lalinea que une los centros de la Tierray la Luna describird una esfera cuyos
puntos responden alas exigencias del problema

FI T
|
&~
]
Figura 17

El diametro de esa esfera llamada "esfera de atraccion” de la Luna (fig. 17) seraigua a
1,121-0,91=0, 221 » 84.000 km

Mucha gente piensa erréneamente que para acertar con un cohete en la Luna es bastante hacerle
acanzar la esfera de atraccion de ésta.

A primeravista parece que s e cohete se halla dentro de la esfera de atraccion (y su velocidad no
es muy grande) é debe caer forzosamente en la superficie de la Luna, por cuanto la fuerza de
atraccion de laLuna"supera’ alade laTierra,

Si fuera asi entonces la tarea del vuelo ala Luna seria mucho més facil, pues no haria falta acertar
alaLunacuyo didmetro se ve en €l cielo bajo un angulo de 1/2', sino a un globo de 84 000 km de
diametro, ladimension del cua equivalea 12'.

Pero no es dificil demostrar €l error de razones parecidas. Supongamos que un cohete lanzado
desde la Tierra hacia la Luna, perdiendo su velocidad por causa de la atraccion terrestre, llegue a
la esfera de la atraccion lunar teniendo la velocidad cero. ¢Vaa caer éste en laLuna? jDe ningun
modo!
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En primer lugar, dentro de la esfera de atraccion lunar hay también la atraccion terrestre. Por eso
al lado de lalinea de Tierra - Lunala fuerza de atraccién de la Luna no va sblo a "superar ala
terrestre, sino éstas se sumaran de acuerdo con laregla del paralelogramo de fuerzasy
obtendremos una fuerza resultante no dirigida directamente ala Luna (sdlo en lalinea de Tierra -
Luna esta fuerza resultante seria dirigida directamente a centro de la Luna).

En segundo lugar (y esto eslo principa), la misma Luna no es un blanco inmovil y s nosotros
gueremos saber cdmo va a moverse con relaciéon a ésta el cohete (si vaa"caer” en ella), hace
falta tener en cuenta la velocidad del cohete respecto alaLuna. Mas estavelocidad no equivale a
cero, pues la misma Luna se mueve alrededor de la Tierra con una velocidad de 1 km/seg. Por
eso lavelocidad del movimiento del cohete con relacion ala Luna es demasiado grande para que
ésta pueda atraer € cohete o por 1o menos detenerlo en la esfera de su atraccién como un satélite
artificial. En realidad la atraccion de la Luna empieza a gjercer influencia considerable en €
movimiento del cohete antes de acercarse éste ala esfera de atraccion de laLuna. En labalistica
celeste hay que tener en cuenta la atraccién de la Luna desde el momento cuando el cohete llegue
alaesferade influenciade la Luna que tiene € radio de 66 000 km. En este caso ya se puede
considerar el movimiento del cohete con relaciéon alaLunaal olvidar por completo la atraccion
terrestre, pero hace falta tener en consideracion la velocidad exacta (respecto ala Luna) con que
el cohete entraen laesferade influenciade laLuna. Por eso es natural que € cohete debe ser
lanzado a la Luna por una trayectoria que puede asegurar que la velocidad (con relacion ala
Luna) de entrada en la esfera de influencia de la Luna esté dirigida directamente ala Luna. Para
eso la esfera de influencia de la Luna debe chocar con e cohete que se mueve a su encuentro.
Como se ve no es una cosa tan facil acertar ala Luna como a un globo de 84 000 km de diametro.
Volver

8. “Ejercicio complicado”

Problema

Son muchos los que conocen € cuadro Ejercicio complicado, (afio 1895) de Bogdanov - Belski,
pero muy pocos se percatan del contenido del ,,gercicio complicado" al contemplar dicho
cuadro.

N

Figra 18
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Tratase de resolver rapida y mentalmente el siguiente gjercicio:

10% +11°% +12% +13? +14°
365

El gercicio, efectivamente, no esfacil. Sn embargo, los alumnos del cuadro lo resuelven con
facilidad. Enlafigura del maestro, € pintor reprodujo a S. Rachinski, profesor de Ciencias
Naturales, que abandond |la catedra de la universidad para convertirse en un sencillo maestro
rural. El inteligente pedagogo cultivaba en su escuela e calculo mental, basado en el habil
empleo de las propiedades de los nimeros. Los nimeros 10, 11, 12, 13 y 14 tienen una curiosa
propiedad:

107 + 117 + 12% = 13 + 14°
Comoquiera que
100 + 121 + 144 = 365,
es facil hallar mentalmente que la expresion reproducida en el cuadro esigual a 2.
El &lgebra nos ofrece los medios necesarios para plantear con mas amplitud la cuestion de esta
interesante particularidad de las series de nimeros. ¢Es acaso ésta la Unica serie de cinco
nUmer 0s consecutivos, en la que la suma de los cuadrados de los tres primeros esigual ala

suma de los cuadrados de |os otros dos?

Solucion
Si expresamos el primero de los nimeros buscados con X, tendremos la siguiente ecuacion:

X+ (X + 1)%+ (X + 2)? = (x + 3)? + (x+ 4)?

Sin embargo, es mas comodo expresar con X, no e primer nimero de los buscados, sino el
segundo. Entonces la ecuacion tendra un aspecto mas sencillo:

(X—1)%+ X%+ (X + 1)? = (x + 2% + (x+ 3)?

Al abrir los paréntesis y reducir los términos semejantes, resultar&

x%-10x - 11 = 0,
de donde

X=5+4/25+11
y

X1 =11, yxo=-1
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Existen por consiguiente, dos series de nimeros que tienen las propiedades exigidas: la serie de
Rachinski

10,11, 12, 13,14
y laserie
-2,-1,0,1, 2.
Asi es, en efecto,
(-2)%+ (12 + 0P = 12+ 22,
9. ¢Qué niimeros son?
Problema
Hallense tres nimeros consecutivos en los que el cuadrado del nimero del medio sea mayor en

una unidad al producto de los dos restantes.

Solucién
Si la primera cifra es X, tendremos la ecuacion:

(x+1)2=x(x+2)+1
Abriendo los paréntesis resultara la siguiente ecuacion:
X+ 2X+1=X+2x+1,
de la cual no puede deducirse la magnitud de x. Esto muestra que la igualdad formulada por
nosotros es una identidad; y la identidad es efectiva, no sblo cuando sus letras encierran un valor
determinado, como ocurre en la ecuacion, sino para cualquier valor de las mismas. Por €llo, tres
nUmeros consecutivos, sean los que fueren, poseen dicha propiedad. En efecto, tomemos tres

cifras a azar:

17,18, 19
Y nos convenceremos de que

182 -17*19=324-323=1.

Lo inevitable de esta correlacion saltamés alavista s expresamos la segunda cifra con laletra x,
con lo que

X2-1=(x+1)* (x-1).

Es decir, se trata de una identidad evidente.
Volver
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Capitulo Séptimo
LA MAGNITUD MAYOR Y LA MENOR

Contenido

. Dos trenes

. ¢Donde construir €l apeadero?

. ¢Como trazar la carreteraa embarcadero?
. ¢Cuando alcanza € producto su maximo valor?
¢Qué suma sera la menor?

. El tronco de mayor volumen

. Dos parcelas de tierra

. Lacometa

. La construccion de una casa

10. Laparcela

11. El canalén de seccién maxima

12. El embudo de mayor capacidad

13. Lailuminacion mas intensa

©ONDUAWNE

L os problemas presentados en este capitulo pertenecen a una clase muy interesante; con ellos se
propone hallar el valor mayor o e menor de cierta magnitud. Estos problemas pueden ser
resueltos por diferentes procedimientos, uno de los cuales exponemos a continuacion.

P. Chebyshev, matemético ruso, en su obra "Delineacion de |os mapas geogréficos' escribia que
los métodos, que ayudaban aresolver un problema comun para toda la actividad practica del
hombre - como disponer de sus medios para obtener, en la medida de lo posible, mayor provecho
tienen una importancia especial.

1. Dostrenes

Problema

Doslineas férreas se cruzan formando un angulo recto. Los trenes se acercan a gran velocidad
hacia el cruce. Uno parte de cierta estacion situada a 40 kmdel cruce; € otro, de una estacién
que dista 50 kmdel cruce. El primero marcha a una velocidad de 800 m por minuto, &l segundo
a 600 m ¢Cuantos minutos transcurriran desde el momento de la partida para que las
locomotoras se hallen a la menor distancia entre si, y cual seré esa distancia?

Solucion

Dibujemos € esquema de la marcha de los trenes. Supongamos que las lineas rectas AB y CD
son dos lineas férreas que se cruzan (fig. 19.) Laestacion B se encuentraa 40 km del cruce O, y
laestacion, D a50 km. Admitamos que a cabo de x minutos los trenes se encuentran ala
distancia més préxima entre si: (MN = m). El tren que sale de B hace €l recorrido BM = 0,8x, ya
gue en un minuto recorre 800 m = 0,8 km. Por consiguiente, OM = 40 - 0,8x. D& mismo modo
hallaremos que ON = 50 - 0,6x. Segun el teorema de Pitagoras

MN =m=+/OM?2 +ON2 =,/(40- 0.8x) +(50- 0.6x)?

Elevemos a cuadrado ambas partes de la ecuacién
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m=-/(40- 0.8x)% +(50- 0.6x)?

A

o A »
[ 50 B

Figura 19.

y operando tendremos
x?-124+4100- m* =0

Resolviendo la ecuacion para hallar e valor de x, resultara

X =62+~/N7 - 256

Yaquex, € nimero que expresa los minutos transcurridos, no puede ser una raiz imaginaria,
entonces m? -256 debe ser una magnitud positiva o, alo sumo, equivalente a cero. El Gltimo es e
que corresponde a valor minimo de m; de aqui que:

m? = 256, 0 sea, m = 16.
Es evidente que m no puede ser menor que 16, de lo contrario X se convertiria en unaraiz
imaginaria. Y s m? —256 = 0, entonces x = 62.
De esta forma las locomotoras Ilegan a su punto de mayor aproximacion a cabo de 62 minutos, y
la distancia que las separa sera de 16 km. Determinemos dénde se encontrara cada una en el
momento de mayor aproximacion. Al buscar la distancia OM, tendremos que esigua a
40-62* 0,8 =-9,6.

El signo negativo indica que la primeralocomotora habra rebasado € cruce en 9,6 km. La
distancia ON ser&

50-62* 0,6 =128.
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Es decir, que ala segunda locomotora le faltaran 12,8 km parallegar a cruce. Enlafig. 20 seve
la posicién que ocupan las locomotoras en e momento dado. Se puede apreciar que ésta no es tal
y como nos laimaginabamos a principio.

Figura 20.

La ecuacion ha resultado ser tan tolerante que, a pesar de lo erréneo del esquema, nos da un
resultado acertado. No es dificil averiguar de dénde proviene esatolerancia, que esta
condicionada por las reglas agebraicas de los signos.

Volver

2. ¢Dénde construir € apeadero?
Problema
A 20 kmdel ferrocarril, cuya linea es recta, se encuentra el punto poblado B (fig. 21).

A % ® D
Figura 21

¢Donde hay que construir €l apeadero C para que en €l viajede A a B por lalinea férrea AC, y
por la carretera CB seinvierta el menor tiempo posible? La velocidad por ferrocarril esde 0,8y
por carretera de 0,2 kilGmetros por minuto.

Solucion

Expresemos la distancia AD (desde A hasta la base de la perpendicular BD alahorizontal AD)
con laa; y CD, con lax. Entonces
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AC=AD- CD=a- x
CB =+/CD? + BD? =+/x* + 202

El tiempo empleado por €l tren para cubrir € trayecto AC seraigual a

AC _a- x

08 08

El tiempo necesario pararecorrer la distancia CB de la carretera equivale a
CB _ N X? +20°

0.2 0.2
El vigje desde A hasta B ocupar, en total,

a- x+«/x2+202

0.8 0.2
Esta suma, que expresamos con m, debe ser la menor.
Laecuacion
a- x+«/x2+202 —m
0.8 0.2
preséntase asi:
Sx 0t A
0.8 0.2 0.8

Multiplicando por 0,8 tendremos

- X+4x? +20° =0.8m- a

Y cuando expresamos 0,8m-a, con lak, haciendo desaparecer € radical, tendremos la ecuacion de
segundo grado

15x% — 2kx + 6400 -k’ =0

de donde

y = k +-/16k* - 96000

15
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Y comok = 0, 8m- a, a alcanzar m la minima magnitud sucede lo mismo con lak, y viceversa’.
Mas para que x resulte real es necesario que 16k? no sea menor que 96 000. Por |o tanto, el valor
minimo para 16k? serd 96 000. Por esa razén, m seréla magnitud menor cuando 116k? = 96000,
de donde

k =+/6000

y por consiguiente

5.16

= kiO:w/6000 5
16 15

El apeadero debe construirse aproximadamente a5 km del punto D cualquiera sea lalongitud a =
AD.

No obstante, es evidente que nuestra solucion tiene sentido sdlo en el caso dex < a, puesal
formular la ecuacion hemos considerado que la expresion a - x era un valor positivo.

S x =a» 5,16 no hace fata ningln apeadero y debe llevarse la carretera hasta la estacion. De
manera idéntica hay que operar en los casos en que la distancia a sea inferior a 5,16 km.

Esta vez somos nosotros |os que hemos obrado con mayor prudencia que la ecuacion. Si
hubiéramos confiado ciegamente en la ecuacion, habriamos tenido que construir €l apeadero mas
alade la estacion, cosa totalmente absurda: en este caso x> a, por eso, € tiempo a-x/0,8

durante €l cua teniamos que vigar en ferrocarril, seria negativo. El caso es aeccionador y
muestra que, al valerse de recursos mateméticos hay que mantener una actitud prudente hacia los
resultados obtenidos, recordando siempre que si no se cumplen las condiciones en las que se
fundamenta el empleo del recurso matemético, € resultado puede perder todo sentido.

Volver

3. ¢.Cémotrazar la carretera al embarcadero?

Problema

Desde |la ciudad riberefia A hay que trasladar cargamento al punto B, situado a a km méas abajo,
yadkmdelaorilladd rio (fig. 22).

¢COmo debe trazarse la carretera desde B al rio para que € transporte de cargas desde A hasta
B resulte |o méas barato posible, considerando que el transporte de una tonelada-kilémetro por
rio cuesta la mitad que por carretera?

! Debe tenerse en cuentaque k >0, por cuanto 0.8m=a- X + 4\x?+20%> >a- x+x=a
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FigiJra 22

Solucién

Expresaremos la distancia AD con la x, y lalongitud de la carretera DB con lay. Como hemos
supuesto, lalongitud AC = a, y la BC = d. Puesto que €l transporte por carretera cuesta el doble
gue por rio, la suma

X+ 2y

debe ser, respondiendo a las exigencias del problema, la mas pequefia. Expresémosla con lam.
De aqui la ecuacion

X+ 2y=m.
Pero
x=a-DC
y
DC =4/y* - d?

entonces la ecuacion se presentara asi:

a-./y?-d?+2y=m
y, a hacer desaparecer € radical, resulta:
3y?-4(m-a)y+ (ma)’+d?=0.

Resolvamos ahora la ecuaci on:

J(m- a)? - 3d?
3

2
=—(m- a)+
y 3( )
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Para que Yy responda a las condiciones, (m - @) no debe ser inferior a 3d? . La magnitud més
pequefia de (m - a)? esigual a3d? y entonces

m- a=d+/3
y= 2(m- 8)+0 _ 2d4/3
3 3
senéBCD:E,
y
es decir,
enmcp=0=_d -8
y 2d+/3 2
3

Mas el angulo cuyo seno esigual a (B/2 equivale a60°. Esto significa que la carretera debe ser
trazada formando un angulo de 60° con € rio, independiente de la distancia AC.

Aqui vuelve a aparecer la misma particularidad que en € problema anterior. El resultado tiene
sentido sdlo en determinadas condiciones. Si € punto poblado esta situado de tal manera que la
carretera (cuya linea forma un angulo de 60° con la del rio) pasa por € lado opuesto de la ciudad
A, entonces la solucién dada es inaplicable; en este caso hay que unir directamente € punto B
con laciudad A por carretera sin emplear en absoluto € rio para el transporte.

Volver

4. ¢Cuando alcanza €l producto su maximo valor ?

Problema

Para resolver muchos problemas relacionados con "el maximo y el minimo", es decir, para
buscar €l valor mayor y el menor de una magnitud variable, puede emplearse un teorema
algebraico que examinaremos a continuacién. Veamos €l problema siguiente:

¢En qué dos partes debe dividirse un nimero para que su producto alcance el maximo valor?

Solucion
Supongamos que € nimero dado sea a. Las partes en que se divide a son

a
—Z+X

2

a
—- X
2

El nimero x indicala diferencia de estas partes con la mitad de a. El producto de ellasesigua a

.. " 2
& A a
+x9*g—- x2=2 . x

e2 ge2 g 4

2
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Es evidente que & producto de las partes tomadas aumentara en la medida en que disminuyax, es
decir, en lamedida en que disminuya la diferencia entre las mismas. El resultado mayor sera
cuando x = 0, es decir, cuando ambas partes sean igualesaa /2

Quedarnos, pues, en que e nimero debe dividirse por la mitad. El producto de dos niUmeros, cuya
suma sea constante alcanzara su maximo valor cuando estos nimeros sean iguales entre si.
Examinemos este mismo gemplo con tres nimeros.

Problema
¢EN gué tres partes debe dividirse un nimero para que su producto alcance el maximo valor?

Solucion

Para resolver este problema nos apoyaremos en € anterior.

Tomemos un nimero a dividido en tres partes. Supongamos previamente que ninguna de las tres
partes esigua aa/ 3- Entre ellas habra una parte mayor que a/ 3 (Ias tres no pueden ser menores
gque a/ 3). Dicha parte la expresaremos asi:

(@ar/3)+x
También habra otra parte menor que a /3 que representaremos con
(a/3)-y
Los nimeros x ey son positivos. La parte tercera sera indudablemente igual a
(@a/l3)+y-x
Losnimeros (a/3)y (a/ 3) + x - y representan unasumaigua alade las dos primeras partes
del nimero a, pero ladiferencia entre ellas (es decir, X - y) es menor que la diferencia entre las

dos primeras partes, que era equivalente a x+ y. Como hemos visto en € problema anterior, €l
producto de

aasa o)
—C—+X- y=
2

es mayor que e producto de las dos primeras partes del niUmero a.

De estaforma, s las dos primeras partes del nimero a son sustituidas por 1os nimeros
@/l3)y(@ald)+x-y

degjando la terceraintacta, € producto aumentara.

Supongamos ahora que una de las partes esigual aa/3 . Entonces las otras dos partes se

presentaran asi

al3+zy al3-z

Si hacemos que estas dos partes sean igualesa a/3 (cuya suma, por ello, no se atera), veremos
gue su producto aumenta, siendo igual a:
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a3

E* *E:
3 3 2

wlo
\]

Asi pues, s € nimero a se divide en tres partes desiguales, € producto de éstas sera menor que
a> /27 esdecir, menor que e producto de tres factores iguales que sumen a.

Por el mismo procedimiento puede demostrarse este teorema para cuatro factores, para cinco, €tc.
Examinemos ahora un caso mas generd.

Problema
Hallese € valor de x y dey para que la expresion xP*y4 alcance la mayor magnitud si x+ y = a.

Solucién
Busquemos € valor de x mediante el cua la expresion

xP* (a—x)

alcance su maxima magnitud.
Multipliquemos esta expresion por 1/ xP*y9 y obtendremos la siguiente:

xP . (a- x)1
P’ g

gue alcanzara su maxima magnitud cuando la adquiera la expresion inicial.
Representemos asi a la expresion obtenida

X, X, X, a-X,a-X,a-Xx
P p P q q q
pveces

qeces

La suma de todos los factores serdigual a

X X X a-x, a-x a-X
. + + .=

—+ T+ T+, =
PP P q g q
pveces qveces
ZE+M:X+a-X:a
P q

es decir, serd una magnitud constante.
Si nos basamos en |o demostrado anteriormente deduciremos que e producto

. a-x,a-x,a-x

q q q

pveces qveces

*1*_
P

- | x
- | %
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alcanza el maximo valor a ser iguales sus factores, es decir, cuando

a- X
q

S | x

Sabemos que a — x = y; sustituyendo €l antecedente de la segunda razon y alterando € orden de
los medios, resultara

xly=plq

De estaforma, €l producto de xP*y9 alcanza su méximo valor, si la sumax+ y es constante,
cuando

X1y=p:q
Siguiendo semejante razonamiento puede demostrarse gque los productos
xPryx 7 xPryfix x4 et
llegan asu valor maximo, s lassumasx + y+ z, X+ y + z+ t, etc. son constantes, cuando

Xiy:z=p:qQ:r,x:y:z:t=p:q:r:u,etc.
\Volver

5. ¢Qué suma sera la menor?
El lector que desee abordar la demostracion de teoremas algebraicos de valor préctico, puede
demostrar por si mismo el siguiente principio:

1. Lasumade dos nimeros, cuyo producto es constante, alcanza el valor minimo cuando dichos
nimeros son iguales. Por gemplo, parael producto 36:4+9=13,3+ 12 =15, 2 + 18 = 20,
1+36= 37y, por ultimo, 6 + 6 = 12.

2. Lasumade varios nimeros, cuyo producto es invariable, serdla menor cuando las
magnitudes de |os nimeros dados sean idénticas. Por gjemplo, para216: 3+12+6=21,2 +
18+6=26,9+6+4 =19 mientrasque6 + 6 + 6 = 18.

Mostremos en una serie de gjemplos como son aplicados en la préactica estos teoremas.
Volver

6. El tronco de mayor volumen

Problema

De un tronco cilindrico debe sacarse una viga rectangular del méximo volumen. ¢Qué forma ha
de tener su seccion? (fig. 23)
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Figura 23

Solucién
De acuerdo con € teorema de Pitagoras, s |os lados de la seccion rectangular son X ey,
tendremos

X +yr=df
Donded es el diametro del tronco. El volumen de laviga sera el méximo cuando la superficie de
Su seccion sea también la mayor, es decir, cuando xy alcance la mayor magnitud. Mas s xy tiene

su méximo valor, también lo alcanzard x?y?. Y como lasumax?® + y? es constante, el producto x%y?
serd el mayor, como demostramos antes, cuando

X¥=y?6x=y

Por |o tanto, la seccion de la viga debe ser cuadrada.
Volver

7. Dos parcelasdetierra

Problemas

1 ¢Queé forma ha de tener una parcela rectangular de un érea dada, para que la longitud de
su cerca sea la menor posible?

2. ¢Qué forma debe tener una parcela rectangular para gque, con una longitud fija de su

cercado, tenga aquélla la mayor area posible?
Solucién

1 Laformade la parcela rectangular se determina por larelacién entre sus lados, x ey. El
area de una parcela cuyos lados sean x ey esigud axy, y lalongitud de la cerca 2x + 2y.
Esta Ultima seralamenor s x + y tiene e menor valor.
Si e producto xy es constante, lasumax +y eslamenor s x =y. Por lo tanto, el
rectangulo que buscamos debe ser un cuadrado.

2. S x ey son los lados de una parcela rectangular, lalongitud de su cercasera 2x + 2y, y su
area, xy. Este producto es el mayor cuando o es también el producto 4xy, 0 sea, 2x* 2y;
este Ultimo alcanza su maximo valor (s la suma de sus factores 2x + 2y es constante)
cuando 2x = 2y, es decir, s la parcela es un cuadrado.

A las propiedades del cuadrado, conocidas por |la geometria podemos agregar una mas: El

cuadrado es, entre los rectangulos, € que con un area dada tiene menor perimetro; y con un
perimetro dado, mayor area.
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Volver

8. La cometa

Problema

Busquese la forma de una cometa con un sector circular que tenga la mayor superficie,
partiendo de un perimetro previamente dado.

Solucién

Precisadas las condiciones del problema, debemos hallar la relacion entre lalongitud del arco del
sector y su radio que nos de la mayor superficie posible, sin dterar € perimetro dado.

Si e radio deun sector esx y € arcoy, el perimetro 1y la superficie S se expresaran asi (fig. 24).

Figura 24

1=2x+y,
S=xyl2=x(l - 2x)/2

Lamagnitud de Sllega a su maximo valor, con los valores de x que lo proporcionen también ala
expresion 2x (1-2x), o sea, e cuadruplo de la superficie, Y como la suma 2x+ (1-2x) = | esuna
magnitud constante, su producto sera el mayor cuando 2x=I-2x, de donde

x=1/4
y=1-2*1/4=1/2

De estaforma, un sector con perimetro dado tiene la mayor superficie cuando su radio representa
lamitad del arco (es decir, lalongitud de su arco esigual ala sumade losradios; o lalongitud de
lalinea curva de su perimetro esigua alalongitud de la quebrada). El angulo del sector es

aproximadamente de 115°, 0 sea, dos radianes. Las cualidades de vuelo de tal cometaya es una
cuestion gjena a este problema.
Volver

9. La construccion de una casa

Patricio Barros



AlgebraRecreativa Y akov Perelman

Problema

En & solar de una casa derruida, donde queda en pie tan sélo una pared de 12 mde largo, se

proyecta la construccion de un nuevo edificio aprovechando el muro existente. La superficie de

la nueva casa debe ser de 112 n?. Las condiciones econémicas para la obra son:

1. Lareparacion de un metro lineal de pared vigja equivale al 25% de lo que cuesta levantar
una nueva.

2. El derribo de un metro lineal de la pared vigja y la construccion de una nueva con ladrillo
recobrado alcanza €l 50% de lo que costaria levantarla con material de fabrica.

En tales condiciones, ¢cOmMo seria mas ventajoso aprovechar la pared vigja?

Solucién
Supongamos que se conservan X metros de pared y los demés 12-x se derriban para, con €
materia recuperado, levantar una parte de la pared de la futura casa (fig. 25).

b

-

Figur-a 25

Si e valor de cada metro lineal levantado con ladrillo nuevo esigual aa, lareparacion de x
metros de pared vieja costara ax/4 ; la edificacion de los 12-x metros de pared costara a (12-x)/ 2;
el resto de lapared, aly - (12 - X)], esdecir, a(y+x-12); latercera parte de la pared, ax, y la cuarta,
ay. Todo €l trabajo equivaldraa

ax a(12- x)
4 2

6a

+a(y +x-12) +ax+ay=—a(7x4+8y) -

La Ultima expresion llegard a su minima magnitud cuando la suma 7x + 8y acance su vaor
minimo.
Sabemos que el area de esta casa xy esigua a 112; por lo tanto,

7x* 8y =56* 112.

Si e producto es constante, lasuma 7x * 8y tomard el menor vaor cuando

X = 8y,
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dedondey = (7/8) * x
Sustituyendo €l valor dey en laecuacién xy = 112
tendremos:

Z x2 =112
8
X =4/128 »11.3

Y siendo lalongitud de la antigua pared de 12 m debe desmontarse tan solo 0,7 m de dicha pared.
Volver

10. La parcela

Problema

Con € fin de construir una casa de campo se precisaba cercar la pared destinada a este fin.
Contédbase con material para | metroslineales devalla. Ademas, en uno de loslados dela
parcela podia emplearse una cerca construida con anterioridad.

En estas condiciones, ¢como hubo que cercar la parcela rectangular para abarcar la mayor
superficie posible?

Solucion
Supongamos que la longitud de la parcela (segiin la cerca) esigua ax, y € ancho (es decir, la
dimension de la parcela en la direccidn perpendicular ala cerca) equivale ay (fig. 26).

Figur-a 26

En este caso, para cercar esta parcela fueron precisos x+2y metros de cerca, de forma que
X+2y=I.
El areadelaparcelasera

S=xy=y(l - 2y),
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gue alcanzard un valor maximo simultdneamente con € valor 2y (I - 2y) (duplo del area),
producto de dos factores, siendo | constante. Por eso, para conseguir la mayor &rea de la parcela,
debe tener lugar la siguiente igualdad

2y= | - 2y,
de donde
y=-l/4, x=1-2y

En otras palabras: x = 2y, es decir, lalongitud de |a parcela debe ser €l doble de la anchura.
Volver

11. El canaldn de seccién méaxima
Problema
Hemos de doblar en forma de canalén una hoja rectangular de chapa (fig. 27).

Figura 27

Su seccidn debe tener forma de trapecio isdsceles, |0 que puede conseguirse por diversos
procedimientos, seguin seindica en la fig. 28.

Figura 28.

¢Cudl ha de ser la anchura de los costados y qué angulo deben formar para que la seccion del
canal 6n tenga la méxima superficie? (fig. 29).

Figura 29.
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Solucién

Representemos por | la anchura de la hoja; por X, la de los costados doblados, y por y ladel fondo
del canaldn. Introduzcamos una medida mas, la incognita z, cuyo valor aparece con toda claridad
enla fig. 30.

Figura 30.

La superficie del trapecio que representa la seccion del canalén sera

S:—(Z+32/+Z)«/x2- 22 =\(x+2)2(x* - 2

Latarea consiste en determinar cudles han de ser los valores de x, y, z paraque S alcance la
mayor magnitud admitiendo que la suma 2x + y (anchura de la hoja) es una constante |. Pasemos
a las transformaciones:

S =(y+2)*(x+2)(x- 2)

& alcanzara su méxima magnitud con los valores de x, y y z que la proporcionen también a 35
3Fpuede presentarse en forma de producto

Y+ 2y + 2 (x+ 2 (3x- 32).
La suma de estos factores ser&:
y+z+y+2z+x+2z+3X-3z=2y+ 4x=2,

es decir, esinvariable. Por eso, € producto de nuestros cuatro factores [lega a maximo cuando
éstos son iguales entre si, es decir

y+2z=x+12

X+z=3X-3z
Por la primera ecuacion sabemos que

ycomoy + 2x =, entoncesx =y = 1/3
De la segunda ecuacion, resulta
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z=x/2=1/6

Como €l cateto z esigual ala mitad de la hipotenusa x (fig. 30), el &ngulo opuesto a este cateto
seraigua a30°, y & angulo de inclinacion de los costados equivaldra a 90° + 30° = 120°.

En fin, e canalon alcanzarala mayor seccion cuando sus dobleces tengan la forma de 3 lados
contiguos de un hexégono regular.

Volver

12. El embudo de mayor capacidad

Problema

Debemos construir la parte cénica de un embudo valiéndonos de un circulo de hojalata. Para
ello se corta un sector en dicho circulo y, con €l resto, se construye el cono (fig. 31).

Figura 31

¢Cuantos grados debe tener e arco del sector que se ha cortado para que € embudo alcance la
mayor capacidad posible?

Solucién
Lalongitud del arco de aquella parte que se aprovecha para el cono se representa con la x (en
unidades lineales). Por lo tanto, la generatriz sera e radio, R, del circulo de hojaata, y la

circunferencia de la base serdigua ax. El radior, de la base del cono, se determinarden la
igualdad

2pr =X,
de donde

r=x72p

Laaturadel cono, segin €l teorema de Pitagoras, sera (fig. 31).

2
H=JRZ- ' :1/R2- 2’;2

El volumen de este cono equivaldra a

2
X2

4p?

L
&9 R?-
e %]

2

V:BrZH =
3

w|T
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Y esta expresion acanza su mayor valor simultdneamente con la expresion

2XG oo X
e o e o
y con su cuadrado

y COmo

es un valor constante, € Ultimo producto (como se demuestra en las paginas anteriores) llegaa su
maximo valor cuando x tiene una magnitud tal, que

ex 6 &, @xol
¢—= eR°-c—= (=2:1
epo g ePpoy
de donde
2 A 20
X P e X P u
&2 =gr- 22y
e o @ éPoy
2
22X 0 2
—+ =2R
382pz

X = % R\/6 » 5.15R

El arco x tiene alrededor de 295° y, en consecuencia, €l arco del sector cortado equivaldra
aproximadamente a 65 grados.
Volver

13. Lailuminacion masintensa
Problema

¢A qué altura de la mesa debe hallarse la llama de una vela para que ilumine con la mayor
intensidad a una moneda colocada sobre dicha mesa?
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Solucién

Puede parecer que para conseguir €l objetivo propuesto deba colocarse lallamalo més baja
posible. Esto esfalso. En esas condiciones, los rayos de luz caen muy oblicuos. Mas s se eleva
lavela para que los rayos caigan maés verticales, e foco de luz se algja. Por eso, lailuminacion
més ventajosa es, sin duda, la que se realiza desde una atura media.

Denominemos a esta dtura con laletra x (fig. 32). Ladistancia BC, que media entre la moneda B
y labase C de la perpendicular que pasa por lallama A, ladesignaremos con laletraa. Si la
claridad de lallama es i, de acuerdo con las leyes de la dptica, la luminosidad sera expresada asi:

i i cosa i cosa
——Cosa =
AB (

2 A2 2
/a2+xz) a2 +x

donde a es el angulo de caidade losrayos AB. Y como

X X
cosa = COsA = =

,aZ +X2

laluminosidad sera

[ X iX

* =

2, o2 3
a’+x° 4/a?+x? (a2+x2)5

Esta expresion alcanza su maximo valor cuando sin variar la x, adquiera también su mayor
magnitud el cuadrado de aquélla

i%x2

3
o +x°)

Omitamos el valor del factor i por su magnitud constante y transformemos e resto de la
expresion analizada como sigue:
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2

NG _ 1 a 5 & 1 Gae 6
(az+x2)3_(x2+a2)2§- x2+a2:_g(x2+a2)5§ x> +a’

Q I-l-O:

La expresién transformada alcanza su mayor magnitud cuando la alcanza la expresion
2

® a® 0 a®> o0
g(xz +a’ ia x*+a’y

por cuanto el factor constante introducido, a* , no influye en el valor de x con e cual e producto
llega a su més elevada magnitud.
Partiendo de que la suma de las primeras potencias de estos factores

2

e a’> o0 a® 0
2 e — >r=1
X°+a 7 X +a [}

es una magnitud constante, se deduce que & producto examinado alcanza su mas alto valor
cuando

0 a
5 Al — ;=21
(rals & s
Tenemos una ecuaci on;
a’ = 2% +2& -2&

gue a resolverlaresultara
X= a »0.71a
2

La moneda es iluminada con la mayor intensidad cuando € foco de luz se encuentra a una altura
de 0,71 de la distancia desde la proyeccién del foco hastala moneda. El conocimiento de esta
correlacion ayuda ainstalar con la mayor acierto e alumbrado en los lugares de trabgjo.

Volver
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Capitulo Octavo
PROGRESIONES

Contenido

1. Laprogresién mas antigua

2. Algebra en papel cuadriculado
3. El riego de la huerta

4. La comidaparalas gallinas

5. Brigada de cavadores

6. Las manzanas

7. Lacompra del caballo

8. Larecompensa del soldado

1. La progresién mas antigua
Problema

Y akov Perelman

El problema de progresiones mas antiguo no es el de la recompensa al inventor del ajedrez, que
tiene ya mas de dos mil afios, sino otro mucho mas viejo, reparticion del pan, registrado en e
célebre papiro egipcio de Rind. Este papiro, hallado por Rind a fines del siglo pasado, fue
escrito unos 2 000 afios antes de nuestra era y constituye una copia de otra obra matematica adn
mas remota que data seguramente del tercer milenio antes de nuestra era. Entre los problemas
aritméticos, algebraicos y geométricos que figuran en dicho documento aparece el que

transmitimos en traduccion libre.

Figura 33
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Entre cinco personas se repartieron cien medidas de trigo, de tal suerte que la segunda recibio
mas que la primera tanto como le correspondio a la tercera mas que a la segunda, a la cuarta
mas gque a laterceray ala quinta mas que a la cuarta. Ademas, las dos primeras obtuvieron
siete veces menos que las tres restantes. ¢ Cuanto correspondio a cada una?

Solucion

Es evidente que las cantidades de trigo distribuidas entre los cinco participantes en e reparto
constituyen una progresion aritmética creciente. Supongamos que el primer miembro sea X, y la
diferencia, y.

En ese caso tendremos:

Parte de la 1@ X
22 Xty
3 X+ 2y
42 X+ 3y
5° X+ 4y

De acuerdo con las premisas del problema establecemos estas dos ecuaciones:
X+ (x+y)+ (x+ 2y)+ (x+3y)+ (x+4y)= 100,
7[x+(x+y)]=(x+2y)+ (x + 3y)+(x+4y)

Después de su simplificacion, la primera ecuacion sera
X+ 2y =20,

y la segunda:
11x = 2y.

Al resolver este sistema resultara
x=12/3,y=916
Por consiguiente, €l trigo debe ser repartido en las siguientes proporciones:

12/3,105/6, 29 1/6, 38 1/3
Volver

2. Algebra en papel cuadriculado

A pesar de que este problema de progresiones tiene ya 50 siglos de antigiiedad, en la préactica
escolar, la progresion aparecio hace relativamente poco tiempo. Aungue en €l manual de
Magnitski, publicado hace doscientos afios y empleado en Rusia durante medio siglo como texto
en las escuelas, se trata de progresiones, no se dan férmulas generales que liguen las magnitudes
gue figuran en las mismas. Por esarazon, el propio autor sale airoso de esos problemas solo a
costa de grandes esfuerzos. Y, sin embargo, la férmula de la suma de los miembros de la
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progresion aritmética puede deducirse por un medio sencillo y gréfico, empleando para€llo €
papel cuadriculado. En éste, cualquier progresion aritmética puede expresarse con unafigura

escalonada.

¥ oo I ud
i s
e o e | i Rp———— il
’ T T
. 2 | ¥
T R P s 4 - - - - ——— -
e e S 1 T
i 2 f .
e A2 & SRR A, LA et
£ 1 4+ i s
-{:_/.z"-'i- ¥ 1'4' 3 £} .
o 4 i 4 L 4 + ! e |
T Ty Tmm———— ' i |
o i i i i 3 R - L _1
1 € »
Figura 34

Por gemplo, lafigura ABDC, de lafig. 34 representa la progresion:
2:5;8;11; 14.

Para determinar la suma de los miembros completamos € disefio hasta formar e rectangulo
ABGE y obtendremos dos figuras iguales: ABDC y DGEC. La superficie de cada una representa
la suma de los miembros de nuestra progresion. De ahi que la doble suma de los miembros es
igual alasuperficie del rectangulo ABGE, es decir:

(AC+CE) * AB.

Pero AC + CE expresala suma de los miembros 1° y 5° de la progresion; AB representa el
nimero de miembros de la progresion, por eso, € duplo de la suma.

2S= (sumadel primeroy €l Ultimo término) * (nimero de términos)

S=(primer término + Ultimo té&rmino) * (nimero de términos)
2

\Volver

3. El riego dela huerta

Problema

En una huerta hay 30 caballones; cada uno de ellostiene 16 mde largo y 2,5 m de ancho.
Durante €l riego, el hortelano lleva los cubos de agua desde el pozo situado a 14 metros del
extremo de la huerta (fig. 35) y da la vuelta al caballén por €l surco. El agua que carga cada
vez le sirve para regar un solo caballén.

¢Cuél eslalongitud del camino querecorre el hortelano para regar toda la huerta? El camino
comienza y termina junto al pozo.
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Solucion
Pararegar €l primer caballon, € hortelano ha de recorrer un camino igua a

14+16+25+16+25+14=65m.
Pararegar €l segundo recorre
14+25+16+25+16+25+25+14=65+5=70m.

Cada nuevo caball6n exige andar 5 metros méas que parair a anterior. Por ello tendremos la
siguiente progresion:

65; 70; 75;..... 165+ 5% 29.
La suma de sus miembros sera
(65+65+29*5)*30/2=4125m

Para regar toda la huerta, €l hortelano necesita recorrer 4,125 km,
Volver

4. Lacomida paralasgallinas

Problema

Para 31 gallinas se ha preparado una cantidad de reservas de comida a base de un decalitro
semanas para cada una. Esto se hacia en € supuesto de que €l nimero de gallinas permaneciera
invariable. Pero, debido a que cada semana disminuia en una el nimero de aves, la comida
preparada duré doble tiempo del proyectado.

¢Qué cantidad de comida prepararon como reserva y para cuanto tiempo fue calculada?

Solucion
Supongamos que la reserva fue de x decalitros de comida paray semanas. Como € aimento se
calcul6 para 31 gallinas arazon de 1 decalitro por cabeza a la semana, resulta que

x = 31y

En la primera semana fueron consumidos € 31 DI; en la segunda, 30; en latercera, 29, y asi
sucesivamente hasta la Ultima semana del plazo doble, cuando se consumio

(31- 2y + 1) DI*.

1 El consumo de comida fue:
1° semana = 31 DI,

2° »=31-1Dl,
3°»=31-2Dl,

2y° » =31- (2y -1) = 31-2y+1 DI.
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Lareserva, por consiguiente, seria de
Xx=3,y=31-30+29+..+ (31- 2y +1).

La sumade 2y miembros de la progresion, el primero delacua es 31, y € ultimo 31-2y + |, sera
igua a

3y = (131 §y+1) 2 _ (63- 2y)y

Y como y ho puede ser igual a cero, entonces tenemos derecho a dividir por y ambos miembros
de laiguadad, con lo que tendremos

31=63-2
y=16

de donde
X = 31y = 496.

Fueron preparados 496 DI de comida para 16 semanas.
Volver

5. Brigada de cavadores

Problema

Un grupo de alumnos de la secundaria se hizo cargo de construir una zanja en la huerta de la
escuela y para eso formaron una brigada. S hubiera trabajado toda la brigada, |a zanja habria
sido cavada en 24 horas. Mas €l trabajo fue comenzado por un solo miembro de la brigada.
Poco después sele unié otro y mas tarde un tercero, al cabo del mismo tiempo se incorpor6 un
cuarto, y asi sucesivamente, hasta el tltimo. Cuando se hizo el balance del trabajo efectuado,
resultd que el primero habia invertido en el trabajo 11 veces mas de tiempo que € ultimo.
¢Cuanto trabajo € ultimo?

Solucion

Supongamos que € dltimo miembro de la brigada trabajé x horas; siendo asi, € primero habra
trabgjado 11x horas. Prosigamos. Si e numero de miembros de labrigada esy, € nimero global
de horas de trabajo se determina corno la suma de y miembros de una progresion decreciente,
cuyo primer término es 11x, y € Ultimo, X, es decir

(11x;r XY _ 6xy

Sabemos también que la brigada, compuesta por y personas, trabagjando simultdneamente hubiera
terminado la zanja en 24 horas, |0 que quiere decir que pararealizar ese trabgjo hacen falta 24y
horas de trabgjo. Por tanto
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6xy = 24y.

Comoy no esigual a0, la ecuacion puede ser simplificada por ese factor, después de lo cual
obtendremos:

6X =24yx =4.

Por lo tanto, € dltimo miembro de la brigada trabajé 4 horas.

Hemos contestado a la pregunta del problema, mas si quisiéramos saber €l nimero de obreros con
gue cuenta la brigada no podriamos determinarlo, aunque en la ecuacién figuraba este Gltimo con
lay. Pararesolver esta cuestion no se cuenta con datos suficientes.

Volver

6. Las manzanas

Problema

Un hortelano vendio al primero de sus compradores la mitad de las manzanas de su jardin mas
media manzana; al segundo, la mitad de |as restantes mas media; al tercero, la mitad de cuantas
guedaron mas media, etc. El séptimo comprador adquirio la mitad de las manzanas que
guedaban méas media, agotando con ello la mercancia ¢Cuantas manzanas tenia el jardinero?

Solucion
Si e nimero inicial de manzanas era x, € primer comprador adquirio

X 1 x+1
_—t — =
2 2 2
el segundo
lae x+19+1_x+1
28 2 g 2 2°
e tercero
le x+1 x+1p 1 x+1
5 X" T TS T3
2¢ 2 2°g 2 2
el séptimo
X+1
27

Tenemos |la ecuacion

X+1 x+1 x+1 X+1
+ + +...+ =X

2 2 P 27
(0]
A 1 1 15
X+1)c—+—=+—+..+—==X
DS+ o+ 27
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Hallada la suma de los miembros de la progresién geométrica comprendida en |os paréntesis,
resultar&:

x .1
X+1 27
x=2"-1=127

El hortelano tenia 127 manzanas.
Volver

7. Lacompradel caballo

Problema

En la aritmética de Magnitski encontramos un divertido problema que damos a conocer sin
sujetarnos al lenguaje del original:

Cierta persona vendio su caballo por 156 rublos. Mas el comprador se arrepintio de haberlo
adquirido y devolvio € caballo diciendo:

- Nomeinteresa comprar €l caballo por ese precio, pues no o merece.

El vendedor le propuso nuevas condiciones:

- S te parece elevado ese precio, compra solo los clavos de las herraduras y conseguiras de
balde € caballo. En cada herradura hay 6 clavos; por el primer clavo me pagas tan sélo ¥ de
kopek; por el segundo, ¥z por €l tercero, 1 kopek, etc.

El comprador, deslumbrado por las nuevas condiciones, en su afan de tener gratis un caballo,
acepto la propuesta, creyendo que tendria que pagar por los clavos no mas de 10 rublos.
¢Cual fue &l importe de la compra?

Solucién
Por los 24 clavos hubo de pagar:

Vst o+ 1+ 2+ 22+ 22+ . + 2 kopeks
cuyasumaseraigua a

pnxp. 1

4 _o2 1 4.194.303E kopeks
2-1 4 4

Es decir, cercade 42.000 rublos. En tales condiciones no da pena entregar el caballo de balde.
Volver

8. Larecompensa del soldado

Problema

De otro antiguo manual ruso de mateméticas, que lleva e ampuloso titulo de Curso completo de
matematicas puras elaborado por Efim Voitiajovski, cadete de artilleria y profesor particular,
para uso y provecho de la juventud y cuantos se gercitan en matematicas (1795), copio €
siguiente problema.
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"Un soldado veterano recibe como recompensa 1 kopek por la primera herida sufrida; 2, por la
segunda; 4, por latercera, etc. Cuando se hizo el recuento, el soldado resultd recompensado
con 655 rublos 35 kopeks. Deséase saber el nimero de heridas’.

Solucion
Planteamos la ecuacion

65.535=1+2+22+2%+ . +2¢1

2xix2-1_,

65.535 = 27-1
2-1

de donde obtendremos;
65535=2yx =16

resultado que obtenemos facilmente por tanteo.

Con este generoso sistema de recompensa, €l soldado debia ser herido 16 veces, quedando
ademas vivo, para obtener 655 rublosy 35 kopeks.

Volver
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1. La séptima operacion
Hemaos recordado que la quinta operacién - elevacion a potencias - tiene dos operaciones
inversas. Si

a®=c,

la busgueda de a serd una de las operaciones inversas. la extraccion de raiz. Para hallar lab se
recurre alaotra: la logaritmacion. Supongo que €l lector conoce las nociones de logaritmos
correspondientes a un curso escolar. Para é no representara ninguna dificultad encontrar, por
gemplo, aqué esigual

a%%p,
Es facil comprender que s labase del logaritmo a se eleva a la potencia del logaritmo del nimero
b se obtendra e nimero b.
Los logaritmos fueron descubiertos para acelerar y ssimplificar € calculo. Neper, inventor de las
primeras tablas de logaritmos, refiere asi € proposito que le animaba:

"En la medida de mis capacidades, me proponia evitar las dificiles y aburridas operaciones de
célculo, cuyo fastidio constituye una pesadilla para muchos que se dedican al estudio de las
matematicas’.

En efecto, los logaritmos facilitan y aceleran en grado sumo los célculos, sin hablar ya de que

permiten realizar operaciones que serian en extremo complejas si no |os aplicaramos (extraccion
de raices de cuaquier indice).
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Laplace escribié con todo fundamento que "con la reduccién del trabajo de varios meses de
célculo a unos pocos dias, €l invento de los logaritmos parece haber duplicado la vida de los
astronomos’ .

El famoso matemético se referia a los astronomos por cuanto se ven obligados a hacer calculos
agotadores y de singular complejidad. Mas sus palabras pueden ser aplicadas con pleno derecho a
todos aquellos que operan con nUMeros.

A nosotros, acostumbrados al empleo de logaritmosy a alivio que proporcionan, nos es dificil
comprender el asombro y la admiracién que ocasiond su aparicion. Briggs, contemporaneo de
Neper, célebre mas tarde por su invencién de los logaritmos decimales, escribi6 a recibir la obra
de aguél: "Con sus nuevos y asombrosos logaritmos, Neper, me ha obligado a trabajar
intensamente con la cabeza y las manos. Confio verle este verano, pues jamas he leido un libro
gue tanto me agradara y asombrara como éste" . Briggs realiz6 su deseo, dirigiéndose a Escocia
paravisitar a inventor de los logaritmos. Cuando se encontraron, Briggs le dijo:

"He emprendido este prolongado viaje con €l fin exclusivo de verle a usted y conocer con ayuda
de qué ingenioso procedimiento y de qué arte se ha valido para concebir ese admirable recurso
para los astrénomos: los logaritmos. Y, por cierto, que o que ahora mas me asombra es que
nadie los hallara antes; hasta tal punto parecen sencillos después de conocerlos'.

Volver

2. Losrivalesdeloslogaritmos

Antes de haberse inventado los logaritmos, la necesidad de acelerar |as operaciones determind la
aparicion de unas tablas de otro género, mediante las cuales la multiplicacion se suplia por la
restay no por la suma. Dichas tablas se basaban en la identidad:

a+h)® (a- b)?
4 4

ab =

cuya veracidad es facil de comprobar abriendo los paréntesis.

Disponiendo de cuartos del cuadrado, puede hallarse el producto de dos sin multiplicarlos. Basta
restar de un cuarto del cuadrado de la suma de estos niUmeros €l cuarto del cuadrado de su
diferencia. Esas mismas tablas alivian la elevacion a cuadrado y la extraccion de laraiz
cuadrada. Latabla de cifras inversas simplifica también la division.

La superioridad de estas tablas sobre las de logaritmos estriba en que gracias a ellas se obtienen
resultados exactos y no aproximados. Sin embargo ceden ante ellas en |o referente a muchas
propiedades, que précticamente son de mayor trascendencia. Si 1as tablas de las cuartas partes de
los cuadrados permiten la multiplicacion de dos cifras, los logaritmos, en cambio, hacen posible
encontrar al mismo tiempo & producto de cuantos factores se quieran y, por afadidura, la
potenciacion de cualquier grado y puede extraer |as raices de cuaquier indice (entero o
guebrado). Los problemas de interés compuesto no pueden resolverse con las tablas de cuartos
del cuadrado.

A pesar de eso siguieron publicandose las tablas de cuartos del cuadrado alin después de aparecer
las de logaritmos de todas clases. En 1856 se editaron en Francia unas tablas tituladas. Tabla de
los cuadrados de nimeros del 1 al 1 000 millones, con ayuda de la cual se halla € producto
exacto de nimeros mediante un sistema sencillo en extremo y mas comodo que el de logaritmos.
Compuestas por Algjandro Cossar.

preparado por Patricio Barros



AlgebraRecreativa Y akov Perelman

Esta idea se les ocurre a muchos que ni sospechan que esta ya superada. Se me han dirigido dos
veces inventores de semejantes tablas creyendo se trataba de una novedad, enterandose con
asombro gue su invencion data de hace tres siglos.

Otro de los rivales de los logaritmos, aungque mas joven, son las tablas de célculo que figuran en
muchos manuales de consulta técnicos. Se trata de tablas generales que contienen las siguientes
columnas: cuadrados y cubos, raices cuadradas y cubicas, nUmeros inversos, la longitud de la
circunferenciay la superficie de circulos para nimeros del 2 al 1 000. Estas tablas, a menudo
muy comodas para una serie de calcul os técnicos, son insuficientes; las de logaritmos tienen una
esfera de aplicacién considerablemente méas extensa.

Volver

3. Evolucion delastablas de logaritmos

Hasta hace poco tiempo, en nuestras escuel as se empleaban tablas de logaritmos de cinco cifras.
Actualmente se ha pasado alas de cuatro, por cuanto cubren |las necesidades de los calculos
técnicos. Mas para la mayoria de |as necesidades précticas son mas que suficientes las mantisas
de 3 cifras, ya que las mediciones comunes raramente se realizan con més de tres cifras.

El empleo de mantisas con pocas cifras es bastante reciente. Recuerdo los tiempos en los que en
nuestras escuel as se empleaban voluminosas tablas de logaritmos de 7 cifras, que fueron
sustituidos por los de 5 sélo después de duro forcejeo. Al aparecer en 1794 |as tablas de
logaritmos de 7 cifras fueron tachadas de novedad inadmisible. Las primeras tablas de logaritmos
decimales, confeccionadas por el matematico inglés Henri Briggs, en 1624, tenian 14 cifras. Unos
ahos después Andrian Vlacq, matemético holandés, redujo sus tablas a 10 cifras.

Como vemos, la evolucion de las tablas corrientes de logaritmos ha sido en sentido restrictivo,
pasando de las mantisas de cifras numerosas a otras més cortas, proceso que no ha terminado aln
en nuestros dias, porque todavia hay quien no comprende que la precision en los calculos no
puede superar la exactitud de las mediciones.

La reduccion de las mantisas acarrea dos importantes consecuencias précticas:

1) lasensible disminucién del volumen de lastablasy
2) lacorrespondiente simplificacion de su empleo, y, por lo tanto, la aceleracion de los calculos
que se efectlian con ellas.

Las tablas de siete cifras ocupan cerca de 200 péginas de gran formato; las de 5, 30 paginas, la
mitad de formato que las anteriores; las de 4 decimales ocupan un espacio diez veces menor,
reduciéndose a dos paginas cuando se imprimen en formato grande, y, las de 3 pueden limitarse a
una sola pagina.

En cuanto arapidez en las operaciones, los calculos con las tablas de 5 cifras requieren la tercera
parte de tiempo que al operar con lasde 7.

Volver

4. Curiosidades logaritmicas

Si lastablas de 3 ¢ 4 cifras satisfacen completamente las necesidades logaritmicas de la vida
précticay los célculos técnicos, en cambio los investigadores tedricos se ven obligados a manejar
tablas mayores incluso que las de 14 cifras de Briggs. En realidad, los logaritmos son, en la
mayoria de los casos, un nimero irracional que no puede ser expresado exactamente por muchos
guarismos que lo formen: los logaritmos de la mayoria de los nimeros, por muchas cifras que
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tengan se expresan solo aproximadamente, aumentando su exactitud a medida que se toman més
cifras parala mantisa. En los célculos cientificos, hay ocasiones en que resultan insuficientes las
tablas de 14 cifras®, pero entre los 500 tipos de tablas logaritmicas, publicadas desde que éstas
fueron inventadas, €l investigador puede encontrar siempre aquellas que le satisfacen.
Recordemos, por g emplo, las tablas de 20 cifras paranimeros del 2 a 1 200, publicadas en
Francia por Callet (1795). Para un grupo de nimeros todavia més limitado hay tablas con enorme
cantidad de cifras, es un verdadero milagro logaritmico cuya existencia, como he podido
comprobar, era desconocida por muchos mateméticos.

He aqui estas tablas gigantes, todas €llas de logaritmos neperianos?.

L as tablas de 48 cifras de Wolfram, para nimeros inferiores a 10 000;

las tablas de 61 cifras, de Sharp;

las tablas de 102 cifras, de Parkhurst, y por ultimo, la ultracuriosidad logaritmica:
las tablas de 260 cifras, de Adams.

Por cierto que en éstas, tenemos, no unas tablas, sino los logaritmos naturales de cinco nimeros:
2, 3,5, 7y 10, y lareciproca (260 cifras) para transformarlos a decimales. Mas no es dificil
comprender que disponiendo ya de los logaritmos de estos cinco nimeros, con una simple
adicion o multiplicacion, se puede obtener el logaritmo de multitud de nimeros compuestos: por
gemplo, € logaritmo de 12 esigual ala sumade los logaritmos de 2, 2 y 3, etc. Como curiosidad
logaritmica podria hacerse referencia a la regla de cdculo, «logaritmos de madera», S ho se

hubiera transformado, por su comodidad, en un instrumento de célculo habitual entre los
técnicos, como los abacos decimales para los contables. Debido a la costumbre ya no asombre ese
instrumento, basado en el principio de los logaritmos, aunque lo que o manejan pueden
desconocerlos.

Volver

5. Los logaritmos en escena

El truco més sorprendente de cuantos han sido presentados ante el publico por calculadores
profesionales es, sin duda, el siguiente:

Enterado por las carteleras de que un notable calculador se disponia a extraer de memorialas
raices de elevados indices de nlimeros muy grandes, prepara usted en casa, pacientemente, la 3P
potencia de un nimero cualquieray se dispone a hacer fracasar al calculista con su gran nimero
de 35 cifras. En e momento oportuno se dirige a calculador con las siguientes palabras:

- Eso estd bien, jpero pruebe a extraer laraiz, cuyo indice es 31, del siguiente nimero de 35
cifrasl Tome nota, se las voy adictar.

El calculador toma latiza, pero ya antes de que pronuncie usted la primera cifra, él ya ha
encontrado el resultado: 13.

El calculador sin saber € nimero, ha extraido su raiz, siendo, ademas, de grado 31; lo ha hecho
de memoriay, por afiadidura, jcon rapidez de relampago! ...

! Por cierto que las tablas de logaritmos de 14 cifras, de Briggs, solo comprenden del nlimero 1 al 20.000 y del
90.000 a 101.000.

2 Se llaman neperianos o naturales los logaritmos que a diferencia de los decimales, cuya base es 10, tienen como
base el nlmero 2,718... alos que nos referiremos mas adel ante.
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Usted se maravilla'y descorazona, aunque no ha sucedido nada extraordinario. El secreto reside
en que no existe mas que un nimero, precisamente & 13, que elevado a una potencia cuyo
exponente sea 31, dé un resultado de 35 cifras. Los nimeros menores a 13 dan menos de 35
cifras, y los mayores, més. ¢De donde sabia eso e calculador? ¢Como hallo la cifra 13? Se sirvio
de los logaritmos, de logaritmos con dos cifras de mantisa, que recuerda de memoria, paralos
primeros 15 6 20 nimeros. Aprendérselos no es tan dificil como parece, sobre todo si se tiene en
cuenta que € logaritmo de un nimero compuesto es igua ala suma de los logaritmos de sus
factores primos. Recordando bien los logaritmos de 2, 3y 7° se conocen ya los logaritmos
correspondientes a los 10 primeros niimeros; para saber los de la 2* decena (del 10 al 20) hay que
acordarse de los logaritmos de otros cuatro nimeros.

A cualquier calculador profesional le es facil conservar en la memoria la siguiente tabla de
logaritmos de dos cifras:

Cifras Log. Cifras Log.
2 0,30 11 1,04

3 0,48 12 1,08

4 0,60 13 1,11

5 0,70 14 1,15

6 0,78 15 1,18

7 0,85 16 1,20

8 0,90 17 1,23

9 0,95 18 1,26
19 1,28

El truco matemético que los ha llenado de asombro consiste en o siguiente:

log 31y (35cifras) = 3;4—1

El logaritmo buscado puede encontrarse entre
34/31y 34,99/31 0 entre 1,09y 1,13.

En este interval o s0lo se encuentra el logaritmo de un nimero entero 1,11, que es el logaritmo de
13. De esa manera es como se halla e resultado que los ha dejado perplegos. Claro que para hacer
todo esto mental y répidamente hay que disponer del ingenio y la destreza de un profesional, pero
en esencia, la cuestion es bastante sencilla. Cualquiera puede realizar trucos analogos, si no de
memoria, a menos, por escrito.

Supongamos que |e proponen resolver el siguiente problema: extraer laraiz de indice 64 de un
numero de 20 cifras.

Sin indagar de qué nimero se trata puede usted ofrecer el resultado: laraiz esigual a 2.

En efecto

% Recordemos que log 5 = log 10/2 = 1-log 2
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log 6{‘/(ZOCifras = %

por o tanto debe estar comprendido entre 19/64 y 19.99/64 , es decir, entre 0,29y 0,32. Tal
logaritmo para nimero entero no puede ser més que uno: 0,30.... 0 sea, € logaritmo del nimero
2.

Usted podria desconcertar definitivamente a que le planteara e problema, anticipandole el
nimero que é se disponia adictarle: € famoso nimero del «ajedrez»

254 = 18 446 744 073 709 551 616.
\olver

6. Loslogaritmosen € corral

Problema

La llamada racién alimenticia de «sostén», (es decir, €l alimento minimo que cubre
exclusivamente las calorias, que consume el funcionamiento de los érganos internos, el
restablecimiento de las células que perecen, etc.)* es proporcional a la superficie externa del
cuerpo animal. Conociendo esto hallar las calorias necesarias para la racion alimenticia de
sostén de un buey que pesa 420 kg. Se sabe que en esas condiciones, un buey que pesa 360 kg
necesita 13500 calorias.

Solucion

Para resolver este problema practico de la esfera de |a ganaderia, ademas de recurrir a agebra
debe utilizarse la geometria. De acuerdo con las condiciones del problema, las calorias buscadas
(x) son proporcionales a la superficie externa (s) del cuerpo del animal, es decir,

x__s
13500 s,

donde s, es la superficie externa del buey, que pesa 630 kg. La geometria ensefia que las
superficies (s) de cuerpos semejantes son proporcionales a cuadrado de sus medidas lineales (1),
y los volimenes (y, por consiguiente, el peso) son proporcionales a cubo de las medidas linea es.
Por eso

s _|I?
s 12
420 |2
630 17
1 _#420
l, /630

de donde

4 A diferenciadelaracion de produccion, es decir, el alimento destinado a la produccién ganadera, debido al cual se
mantiene el ganado
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x _3/420° _ 3\/3542092 _ \/ae?o

= = 3 C—=
13500 %/630° g g

€630g \é3g
X = 13.5oo§/E
9

Empleando las tablas de logaritmos se encuentra que: x = 10.300.
El buey necesita 10 300 calorias.
Volver

7. Loslogaritmos en la masica

A los musicos raramente les atraen las mateméticas. Aunque en su mayoria, sienten respeto por
esa ciencia, prefieren mantenerse algjados de ella. Sin embargo, los musicos, incluso los que
como el Salleri de Pushkin menosprecian e agebra en la armonia, se las tienen que ver con las
mateméticas mas a menudo de lo que ellos mismos suponen y, por afiadidura, con cosas tan
terribles como los logaritmos.

A este propésito me permito transcribir el fragmento de un articulo de nuestro difunto profesor de
fisica, A. Eihenvald®.

«A mi compafiero de gimnasio le gustaba tocar € piano, pero no le agradaban las mateméticas,
incluso manifestaba en tono despectivo que la misicay las matematicas no tienen nada de
comun: «Es cierto que Pitégoras hall6 ciertas correlaciones entre las vibraciones del sonido; pero
precisamente la gama de Pitagoras resulto inaplicable para nuestra misi ca.

Imaginense lo desagradable de la sorpresa de mi comparfiero al demostrarle que al tocar sobre las
teclas del piano moderno, se toca, hablando con rigor, sobre logaritmos... Efectivamente:; |os
Ilamados «grados» de tonalidad de la escala cromética no son equidistantes ni por € nimero de
vibraciones ni por lalongitud de las ondas de |os sonidos respectivos, sino que representan |os
logaritmos de estas magnitudes. La base de estos logaritmos es 2, y no 10, como se admite en
otros casos.

Supongamos que la nota do de la octava mas baja - la representamos con € cero - esta
determinada por n vibraciones por segundo. En este caso, €l do de la primera octava producira al
segundo 2n vibraciones; € do de la m octava producira n* 2™ vibraciones, etc. Expresemos todas
las notas de la escala cromatico del piano con los nimeros p, tomando € do de cada octava como
nota cero; entonces, lanota sol seralanota 72, el la, la 9% etc.; la 122 serd de nuevo € do, aunque

de unaoctavaméas ata Y como en la escala cromética, cada nota siguiente tiene /2 més
vibraciones que la anterior, entonces el nimero de éstas de cualquier tono puede ser expresado
con laformula

Ny =n* 2"(2)

Aplicando los logaritmos a esta formula, obtendremos:

® Fue publicado en el Calendario astronémico ruso de 1919 bajo el titulo de Acerca de las
peguefiasy grandes distancias.
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log N, =logn+mlog 2+ plog;2
12
0
log N, :Iogn+gem+£9Iogz
e 12p

a tomar e nimero de vibraciones del do mas bajo como unidad (n= 1) y pasando los logaritmos
al sistema de base 2 (0 ssmplemente tomando log 2 = 1), tenemos:

log N, = m+%

De agui vemos gue los nimeros de teclas del plano constituyen logaritmos de la cantidad de
vibraciones de cada uno de los sonidos correspondientes®. Podemos incluso decir que el nimero
de la octava forma la caracteristica, y el nimero del sonido en la octava dada’ es la mantisa de
este logaritmo.

Por gemplo, en € tono sol de latercera octava, es decir, en e nimero 3+ 7/12 (73,583), el
numero 3 es la caracteristica del logaritmo del nimero de vibraciones de este tono y 7/12
(70,583), la mantisa del mismo logaritmo de base 2; por consiguiente €l nimero de vibraciones es
23°8 o seq, es 11,98 veces mayor que e nimero de vibraciones del tono do de la primera octava
Volver

8. Lasestrellas, e ruidoy loslogaritmos

Este titulo, que trata de cosas a primera vista tan heterogéneas, no parece ser e mas indicado para
una parodia de las obras de Kuzma Prutkov?, mas, en realidad, se ocupa de las estrellas y del
ruido en estrecha conexion con los logaritmos.

El ruido y las estrellas aparecen aqui juntos porgue tanto la intensidad del sonido como la
luminosidad de las estrellas se calculan de la misma manera: mediante la escala logaritmica.

Los astronomos dividen las estrellas, seguin € grado de luminosidad visible, en astros de primera
magnitud, de segunda, tercera, etc. Las magnitudes consecutivas de |as estrellas son
representadas como miembros de una progresion aritmética. Mas la luminosidad fisica de las
estrellas varia de acuerdo con otra ley, laluminosidad objetiva constituye una progresion
geométrico, con unarazon igua a 2,5. Es facil comprender que la "magnitud" de una estrella no
es otra cosa que € logaritmo de su luminosidad fisica.

Por ejemplo, una estrella de tercera es 2,5 (es decir, 6,25) veces méas luminosa que una estrella
de primera magnitud. En pocas palabras: al establecer laluminosidad visible de una estrella, el
astrénomo opera con las tablas de logaritmos de base 2,5. No me detengo con mas detalle en
estas interesantes correlaciones por cuanto en otro de mis libros, Astronomia Recreativa, se
dedican a ello suficientes péginas.

® Multiplicados por 12

" Dividido por 12

8 Kuzma Prutkov es el nombre de un imaginario autor de ingeniosos aforismos. El seudénimo corresponde alos
escritores rusos herinalios Zhernchizhnikov y aA. Tolstoi.
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De la misma forma se calcula intensidad del sonido. La influencia nociva de los ruidos
industriales en la salud del obrero y en su productividad incité a elaborar un método para precisar
exactamente la intensidad numérica del ruido. La unidad de esa intensidad es el bel
(précticamente se emplea el decibel, décima parte del bel). Los siguientes escal ones de sonoridad:
1 bel, 2 beles, etc., (en lapractica, 10 decibeles, 20 decibeles, etc.), constituyen para nuestro oido
una progresion aritmética. La "fuerza’ fisica de estos sonidos (energia, mas exactamente)
constituye una progresion geométrica cuya razon es 10. A la diferencia de intensidad de un bel
corresponde la relacion de fuerza de sonido 10. Por lo tanto, laintensidad del sonido expresada
en beles serdigual a logaritmo decimal de su intensidad fisica.

Esto aparecerd més claro si examinamos algunos € emplos.

El tenue rumor de las hojas se considera como de 1 bel; la conversacion en voz alta, 6,5 beles; e
rugido del ledn, 8,7 beles. De aqui se deduce que, por lafuerza del sonido, la conversacion supera
al susurro de las hojas en

10°>! = 10>° = 316.000 veces.
El rugido del ledn es superior ala conversacion en voz alta en
10%7-6° = 1072 = 158 veces.

El ruido cuyaintensidad es superior a 8 beles se considera perjudicial para el organismo humano.
Este margen es rebasado en muchas fabricas, donde se producen ruidos de 10 belesy més, €
golpe de martillo sobre 1&minas de acero ocasiona un ruido de 11 beles. Estos ruidos son 100 y
1.000 veces mas fuertes que la norma permitiday de 10 a 100 veces més intensos que los mas
estrepitosos de las cataratas del Nidgara (9 beles). ¢Es fortuito que a calcular laluminosidad
visible de las estrellas y a medir laintensidad del sonido nos refiramos a la dependencia
logaritmica existente entre la magnitud de las sensaciones y la irritacion que éstas ocasionan?
No. Tanto lo uno como lo otro son efectos de una misma ley (Ilamada "ley psicofisica de
Fechner") que dice asi: la magnitud de la sensacion es proporciona al logaritmo de la intensidad
de irritacion.

Vemos, pues, como los logaritmos van invadiendo € campo de |la psicol ogia.

Volver

9. Loslogaritmosy €l alumbrado eléctrico

Problema

La causa de que las |amparas de gas (con frecuencia se les llama errdneamente "de medio
vatio") alumbren méas que las de vacio, aun teniendo filamento metalico del mismo material,
consiste en la diferente temperatura del filamento. Segiin una regla de fisica, la cantidad general
de luz proyectada con la incandescencia blanca aumenta en proporcion a la potencia de
exponente 12 de la temperatura absoluta. En consecuencia hagamos el siguiente calculo:
determinar cudntas veces una lampara, "de medio vatio", cuya temperatura de filamento es de
2.500° por la escala absoluta (a partir de —273°) despide mas luz que otra de vacio, cuyo
filamento llega hasta 2.200° de temperatura.

Solucién
Representando con la x la relacion buscada, tenemos la siguiente ecuacion:
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X_gsooc_-, _aP5¢"
62200 g e22g

de donde:

log x =12*(log 25 — log 22); x = 4,6
Lalampara de gas despide 4,6 veces més luz que la de vacio. De ahi que s esta Ultima equivale a
50 bujias, la primera, en las mismas condiciones, produce 230 bujias.

Problema
Hagamos otro calculo: ¢Cudl serala elevacion de temperatura absoluta (en tanto por ciento)
necesaria para duplicar la luminosidad de la lampara?

Solucién
Planteemos |a ecuacion:

& 100g
de donde
X 6_log2
+— ="
Oggi 100g 12
X = 6%
Problema

Veamos ahora en qué proporcion (en tanto por ciento) aumentara la luminosidad de una
l&mpara si la temperatura absoluta de su filamento se eleva en €l 1%.

Solucion
Si resolvemos la ecuacion por medio de logaritmos, tendremos.

x = 1,01*,
de donde
x=1,13.

Laluminosidad crece en € 13%.

Al calcular la elevacion de la temperatura en €l 2% veremos que €l aumento de laluminosidad es
del 27%, y con una elevacién de temperatura en un 3%, aumentara la luminosidad en e 43%.
Esto explica por qué laindustria de |amparas eléctricas se preocupa tanto de la elevacion de la
temperatura dd filamento, siéndole de gran valor cada grado que logra superar.

Volver

10. Legados a largo plazo
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¢Quién no ha oido hablar del consabido nimero de granos de trigo que, segun las leyendas, pidid
como recompensa el inventor del gedrez? Esta cantidad se forma duplicando sucesivamente cada
uno de los nimeros obtenidos; primer escaque del tablero, €l inventor pidié un grano; para el
segundo, dos; etc. A cada uno de los escaques le corresponde € doble que a anterior, hasta llegar
al 64 escagque.

Mas crecimiento tan vertiginoso se da, no solo duplicando sin cesar la cifra anterior, Sino con una
norma de crecimiento notablemente mas moderada. Un capital que produce e 5% anua a interés
compuesto, aumenta cada afio 1,05 veces. Parece éste un crecimiento de poca consideracion, mas
al cabo de cierto tiempo € capital Ilega a alcanzar grandes proporciones. Esto explica que
después de transcurridos muchos afios de ser legada una herencia crezca de forma insdlita. Parece
extrafio que dgjando el finado una suma harto modesta se convierta ésta en un enorme capital. Es
bien conocido € testamento de Franklin, famoso estadista norteamericano. Fue publicado en
Recopilacion de diversas obras de Benjamin Franklin. He aqui un fragmento de é: "Dono mil
libras esterlinas a los habitantes de Boston. Si las aceptan, estas mil libras, deben ser
administradas por los vecinos més distinguidos de la ciudad, que las concederan en préstamo a
5%, alos artesanos jovenes’. Al cabo de cien afios esta suma se elevara a 131.000 libras
esterlinas. Deseo que entonces sean empleadas, 100.000 libras en la construccion de edificios
publicos, y las 31.000 restantes concedidas en crédito por un plazo de 100 afios. Al cabo de este
tiempo la suma habra Ilegado a 4.061.000 libras esterlinas, de las cuales 1.060.000 dejo a
disposicién de los vecinos de Boston y 3.000.000, a municipio de Massachusetts. En o sucesivo
no me atrevo a seguir extendiéndome con més disposiciones’.

Franklin, que dgjé una herencia de 1.000 libras, distribuyé millones de ellas. Y no se trata de
ningun malentendido. El célculo matemético confirma que las disposiciones del testador son
ciertas. Las 1.000 libras aumentaron cada afio en 1,05 vecesy, a cabo de 100 afios se
convirtieron en

x = 1.000 * 1,05'° libras.
Esta expresion puede calcularse mediante |os logaritmos:
log x =1log 1.000 + 100 log 1,05 = 5,11893,
de donde
x= 131.000
de acuerdo con € testamento. En el segundo siglo las 31.000 llegaran a
y = 31 000* 1,05,
de donde, a aplicar los logaritmos resultara:
y =4.076.500

suma que se diferencia muy poco de la sefialada en el testamento.

% Por entonces no habia en América instituciones de crédito.
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Delemos ajuicio del lector fa solucion del siguiente problema, que aparece en la obra Los
sefiores Golovliov, de Saltikov-Schedrin:

"Porfiri Vladimirovich esta en su despacho escribiendo cantidades en hojas de papel. Trata de
saber cuanto dinero tendria si los cien rublos que le regal 6 su abuelo al nacer, en lugar de ser
gastados por su madre, hubieran sido depositados en la caja de Ahorros. Sn embargo, €l
resultado no es muy elevado: ochocientos rublos’”.

Si suponemos que Porfiri tiene ala sazén 50 afios y, admitiendo que hubiera hecho bien el
calculo (poco probable, pues sin duda alguna desconocia los logaritmos, por o que no podria
resolver problemas de interés compuesto) hay gue establecer qué tanto por ciento concedia en
aquellos tiempos la Caja de Ahorros.

Volver

11. Interés continuo

En las Cgjas de Ahorro, € interés del capital se suma al depdsito. Si la adicion se hace con més
frecuencia, € capital crece més de prisa por cuanto forma el rédito una suma mayor. Tomemos
un sencillo gjemplo puramente tedrico. Admitamos que se depositan 100 rublos en la Cajade
Ahorros a 100% anual. Si se acumula €l interés al deposito, a cabo del afio sumaran 200 rublos.
Veamos ahora qué ocurre si € porcentaje se va sumando al capital inicial cada medio afio. Al
finalizar e primer semestre llegard a

100 rublos* 1,5 = 150 rublos.
Al segundo semestre:
150 rublos* 1,5 = 225 rublos.
Si laadicion se redliza cada 1/3 de afio, serén:
100 rublos* (1 1/3)* » 237 rublos 3 kopeks.

Hagamos mas frecuentes los plazos de acumulacion del 'rédito al capital depositado: a 0,1 de afio;
0,01 de afio; 0,001 de afio, etc., y veremos que los 100 rublos, al cabo del afio se transforman en

100 rublos * 1,1* » 259 rublosy 37 kopeks
100 rublos * 1.01'® 5 270 rublos y 48 kopeks
100 rublos * 1.001"* 5 271 rublos'y 69 kopeks

L as mateméticas superiores demuestran que reduciendo indefinidamente los plazos de
acumulacién del rédito devengado al depdsito, éste no crece infinitamente, Sino que se aproxima
aun cierto limite, que equivale més o menos'® a 271 rublos 83 kopeks.

Un capital depositado a 100% no puede crecer en un afio més allé de 2,7183 veces, aunque fuera
acumulandose € interés a capital cada segundo.

10 Tomando los kopeks por aproximacion
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Volver

12. El nUmero“ €’

El 2,718... obtenido, nimero que desempefia en las matematicas superiores un papel trascendental
(quizés tan importante como € famoso p) tiene un signo especial de expresion: la e. Es un
ndmero irracional que no puede ser expresado con ninguna cifra exacta'?, pero se calcula con la
aproximacion deseada, mediante la siguiente serie:

1 1 1 1 1
1+=+ + + + +...

1 1*2 1*2*3 1*2*3*4 1*2*3*4*5

Por el gemplo de capitalizacion expuesto puede verse que € nuimero e es d limite de la
expresion

para un incremento ilimitado de n.

Por numerosas razones, que no procede explicar aqui, es de suma conveniencia tomar € ndimero
e como base del sistema de logaritmos. Tales tablas (de "logaritmos naturales’) existen y se
aplican en gran escala en, la ciencia y la técnica. Aquellas grandes tablas de 48, 61, 102 y 260
cifras, alas que nos hemos referido més arriba, tienen precisamente como base e nimero e. Con
frecuencia e numero e aparece ali donde menos se sospecha. Supongamos, por gemplo, €
siguiente problema:

¢En qué partes debe dividirse el nimero a para que e producto de todas ellas sea € mayor?

Y a sabemos gue cuando la suma de factores es invariable, su producto serd el mayor cuando los
factores sean iguales entre si. Pero, ¢en cuantas partes hay que dividir a? ¢En dos, en tres, en
diez? Las mateméticas superiores ensefian que se obtiene € producto mayor cuando los factores
adquieren valores |o mas cercanos posibles al del nimero e. Por gjemplo: 10 debe dividirse en tal
cantidad de partes iguales que cada una de ellas se aproxime cuanto pueda a 2,718... Paraello hay
gue encontrar €l cociente

10/2.718... = 3.678...

Mas, como no es posible dividir en 3,678... partes iguales hay que hacerlo por la cifra entera mas
préxima, por 4, y obtendremos €l producto mayor los sumandos de 10, si éstos son iguales a 10/4
esdecir, 2,5.

Quiere decirse que:

(2,5)* = 39,0625

es € producto mayor que puede obtenerse multiplicando los sumandos iguales del nimero 10.
En efecto, dividiendo 10 en 3 6 en 5 partes iguales, 10s productos de éstas son menores:

11 Ademés, 1o mismo que el niimero p, es trascendente, es decir, no puede ser obtenido como resultado de la solucién
de ninguna ecuacion algebraica con coeficientes enteros.
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(10/3)3=37
(10/5)° =32

Para conseguir € producto mayor de las partes iguales del nimero 20, éste debe dividirse en 7
partes, puesto que

20/2,718...= 7,36 » 7.

Para obtener e producto mayor de las partes iguales del nimero 50, éste debe dividirse en 18
partes, y 100 en 37, puesto que

50/2,718... = 18,4,
100/ 2,718... = 36, 8.

El nimero e desempefia un enorme papel en las matematicas, la fisica, la astronomia y en otras
ciencias. Veamos algunas de las cuestiones para cuyo andlisis matematico hay que vaerse de
este numero (la cantidad de tales cuestiones podria ampliarse indefinidamente):
- laférmula barométrica (la disminucion de la presiéon con la atura);

laformula de Euler;

laley del enfriamiento de los cuerpos;

la desintegracion radiactivay laedad de la Tierra;

las oscilaciones libres del péndulo;

laformula de Tsiolkovski paralavelocidad del cohete;

los fendmenos oscilatorios en un circuito radiofonico;

el crecimiento de las células.

13. Comedia logaritmica

Problema

Como complemento a las comedias matematicas, que € lector tuvo ocasion de conocer en €
capitulo V, presentamos un caso mas del mismo género: la "demostracion” de la desigualdad 2 >
3. Esta vez interviene la logaritmacion. La "comedia" empieza con la desigualdad

1/4>1/8
gue es completamente cierta. Después siguen las transformaciones
(1/272> (1/2)?°

gue tampoco inspira desconfianza. A un nimero mayor le corresponde un logaritmo también
mayor; por lo tanto

2 logio (1/2) > 3 logio (12)

Después de dividir ambos miembros de la desigualdad por logio (1/2), tenemos 2> 3. ¢Dénde esta
el error de esta demostracion?
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Solucién

El error reside que a ssmplificar por logp (1/2), € signo > no fue sustituido por <; entre tanto,
era necesario hacerlo, por cuanto logip €s un nimero negativo. [Si no se hubieran aplicado los
logaritmos vulgares, sino otros menores que ¥z €l logip (1/2), hubiera sido positivo, aungque
entonces no habriamos podido afirmar que a un nimero mayor corresponde un logaritmo también
mayor.]

Volver

14. Expresar cualquier nUmero tan solo con tres doses

Terminemos € libro con un ingenioso rompecabezas algebraico que distrajo a los delegados de
un congreso fisico celebrado en Odesa.

Problema

Proponemos el siguiente problema: expresar cualquier nimero, entero y positivo, mediante tres
doses y signos matematicos.

Solucion

Mostremos en un gjemplo la solucién de este problema. Supongamos que €l nimero dado es € 3.
En este caso € problema se resuelve asi:

3=- |ng|092\/ﬁ

Es facil convencerse de la veracidad de tal igualdad.

En efecto:

N |-

é ,.2u 1
A _02[:l il 3
=22+ 22 — 92
\/ =2 5‘3 =27 =2
e
log,2” =2°
-log,2%=3

Si el nimero dado fuera 5, resolveriamos e problema por 1os mismos
procedimientos:

5=-log, log, VA2

Se tiene presente que siendo la raiz cuadrada, se omite el indice de la misma
La solucion general del problema es como sigue: si e nimero dado es N, entonces
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N =-log, log, «/\/\/_E

| —
Nveces

Ademas, e nimero de radicales esigual a nimero de unidades del nimero dado.
Volver
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