Aritmética Recreativa Y akov Perelman

IBY I P TWZRN
Capitulo Primero

Lo Antiguoy lo Nuevo Sobre L os Numerosy Las Numeraciones

Contenido:

. Las numeraciones escritas mas difundidas

. Numeracién antigua egipcia

. Numeracién antigua rusa

. Numeracion romana

Numeracién antiqua griega

. Numeracion edava

. Numeracién babilénica

"Claves' secretas comerciales

. Peones en lugar de nimeros

10. Laaritméticaen € desayuno

11. Charadas aritméticas

12. Descubriendo un numero de tres cifras

13. El sistema decimal de los armarios de libros
14. Los signos y denominaciones aritméticas en diversos pueblos

©CONOOUDWNE

1. LaNumeraciones Escrita Mas Difundida

Parto de la base que a ninguno de ustedes, lectores de este libro, constituye un gran esfuerzo
escribir cualquier nimero entero; por g emplo, dentro de los limites de un millon. Para la escritura
de los nimeros, empleamos los diez bien conocidos signos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0, llamados;
cifras. Ahora nadie duda que, con la ayuda de estos diez signos (cifras) podemos escribir un
nimero, ya sea muy grande o muy pequefio, entero o fraccionario.

Los nimeros del uno a nueve, los escribimos con la ayuda de solo una de las; nueve primeras
cifras. Para la escritura de los nimeros del diez a noventay nueve, necesitamos ya de dos cifras,
una de las cuales puede ser también € cero, y asi sucesivamente.

Como base de la numeracion tomamos e nimero "diez", por 1o que nuestro sistema de numeracion
se [lama decimal.

Es decir, que diez unidades simples (unidades de primer orden) forman una decena (una unidad de
segundo orden), diez decenas forman una centena (una unidad de tercer orden), diez centenas
forman un millar (una unidad de cuarto orden) y, en general, cada diez unidades de cualquier orden
forman una unidad del orden inmediato superior.
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En muchos pueblos |os sistemas de numeracion eran decimales. Eso esta relacionado con € hecho
de que tengamos diez dedos en nuestras manos.

En la escritura de los nimeros, en e primer lugar de la derecha escribimos la cifra correspondiente
alas unidades; en segundo lugar, la cifra de las decenas; luego la de las centenas, después la de los
millares, etc. Asi, por gemplo, la escritura de 2716 denota que el nimero se compone de 2 millares,
7 centenas, 4 decenasy 6 unidades.

Si un numero carece de unidades de determinado orden, en el lugar correspondiente escribimos un
cero. Asi, € nimero que tiene tres millares y cinco unidades, se escribe. 3005. En él no existen
decenas ni centenas, es decir, las unidades de segundo * y tercer orden; por tal razon, en los lugares
segundo y tercero de la derecha escribimos ceros.

¢Queé particularidad notable podemos encontrar en el sistema de numeracion que siempre hemos
usado?

En el caso, por giemplo, del nimero 14742, usamos dos veces la cifra4: en € segundo y en €
cuarto lugar de la derecha. En tanto que una vez representa 4 decenas, la otra representa 1 millares.
En consecuencia, resulta que una misma cifra puede denotar tanto cantidades de unidades, como
cantidades de decenas, de centenas, de millares, etc. en funcion de la posicion que ocupe la cifraen
la escritura del nimero. De aqui precisamente que nuestro sistema de numeracion se llame
posicional.

Volvamos a nimero 2746, del cual hemos hablado antes. En €, la primera cifra de la derecha (la
cifra 6) representa 6 unidades, |a segunda cifra de la derecha (4) representa 4 decenas, es decir, €l
ndmero

40=4* 10,
latercera cifra de la derecha (7) representa 7 centenas, 0 sea, € nimero
700=7*10* 10=7* 10°,
y finalmente, la cuarta cifra (2) representa 2 millares, es decir, € nimero
2000=2* 10* 10* 10=2* 10°
El mencionado nimero puede ser escrito, pues, asi:
2746=2000+700+40+6=2** 10°+7* 10°+4* 10+ 6

Cada tres 6rdenes en un nimero constituyen una clase. Las clases se cuentan siempre de derecha a
izquierda. Primero esta la llamada primera clase, constituida por las unidades, decenasy centenas,
después la segunda clase, con los millares, las decenas de millar y las centenas de millar: luego la
tercera clase, congtituida por los millones, las decenas de millon y las centenas de millon, etc.
Pensemos un poco en esta cuestion: ¢, Por qué se efectlian tan répida y facilmente con los niUmeros
las cuatro operaciones aritméticas: adicion, substraccion, multiplicacion y division?: Estas ventgjas
nos son ofrecidas, |6gicamente, por € citado principio posicional de la escritura de los niUmeros.
En efecto, a hacer una operacion aritmética cualquiera con nimeros, trabajamos con las decenas,
centenas, millares, etc., como s fueran unidades, y solo a obtener e resultado final tenemos en
cuenta su orden.
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Asi, para la escritura de los nimeros, empleamos € sistema decimal posicional de numeracion. El
famoso fisico y matemético francés Laplace (siglos XV I11-X1X), escribid acerca dd sistema: "La
idea de representar todos los nimeros con diez signos, asignandoles ademés de un valor por su
forma otro por su posicion, es tan sencilla, que en virtud de esta sencillez resulta dificil imaginarse
en qué medida es admirable esta ided

Ahora cas toda la humanidad utiliza este sencillo sistema de numeracion, cuyo principio de
construccion y trazo de cifras aparecen con idénticas propiedades pana tolo mundo.

¢COmo surgid este extraordinario sistema de numeracion decimal posicional ?

No obstante su sencillez, los hombres necesitaron varios miles de afios parallegar aél. No serd una
exageracion si decimos que todos los pueblos del mundo tomaron parte en la creacién de dicho
sistema.

Inicialmente & sistema decimal posicional de numeracion aparecio en laIndia, y ya a mediados del
siglo VI, se usaba ahi ampliamente. Por esa misma época, también surge en Chinay otros paises
del Oriente. Los europeos adoptaron este sistema hind de numeracién en el siglo X111, debido ala
influencia arabe. De aqui surgio, precisamente, la denominacion, histéricamente incorrecta, de
"numeracion arabiga’.

¢Queé sistemas de numeracion estaban en uso, antes del surgimiento del decimal posiciona ?

El enorme interés de esta pregunta, hace necesario un andlisis detallado de lla, 1o que nos
proporcionara la posibilidad de valorar mejor la, ventgjas de nuestro sistema de numeracion.
Volver

2. Numeracién Antigua Egipcia

Una de las mas antiguas numeraciones es la egipcia. Data aproximadamente de hace 7000 afios, es
decir, de més de 3000 afios antes de nuestra era. En € transcurso de los tres primeros milenios
sufrié cambios insignificantes. Relacionémonos mas de cerca con dicha numeracion antigua, y
fijemos nuestra atencién en la forma en que se representaban en ella los signos numéricos, y cémo,
con ayuda de ellos, se escribian los nimeros.

En la numeracién egipcia existian signos especiales (jeroglificos) para los niUmeros. uno, diez, cien,
mil, diez mil, cien mil, un millén. Estos signos estan representados en la figura 1.

ﬂﬂQE(ﬁ%’

7 00 7000 10000 @ 100000 1000002

Figura 1. Estos signos especiales (jeroglificos) eran utilizados por 1os antiguos egipcios para la
notacion de los nimeros.

Para representar, por g emplo, e nimero entero 23 1415, era suficiente escribir en serie dos

jeroglificos de diez mil luego tres jeroglificos de mil, uno de cien, cuatro de diez y cinco
jeroglificos paralas unidades (ver. fig. 2).
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Estos simbolos, en la escritura, no podian aparecer més de nueve veces en cada nimero. En €l
sistemna egipcio de numeracion no habia signo alguno para d cero.

Este solo gjemplo es suficiente para aprender a escribir los nimeros tal y como los representaban
los antiguos egipcios. Este sistema de numeracion es muy ssimple y primitivo. Es un sistema
decimal puro, puesto que en la representacion de los nimeros enteros se emplea e principio
decimal conforme a orden clase. Hay que notar que cada signo numeérico representa solamente un
numero. Asi, por gemplo, €l signo para las decenas (ver fig. 1) denota solamente diez unidades. Y
no diez decenas o diez centenas, |0 que pone en evidencia el por qué e sistema de numeracion
€gipcio No era posiciones.

Volver

3. Numeracion Antigua Rusa

Conforme al principio de la numeracién egipcia antigua, se construyeron sistemas de numeracion
en algunos pueblos més, tales como € de la antigua Grecia por gjemplo, del que hablaremos
detalladamente més adel ante.

En la antigua Rusia, por gemplo, existié un sistema popular de numeracion ampliamente
difundido, y elaborado sobre el mismo principio del sistema egipcio, pero distinguiéndose de éste
por la representacion de 10s signos numéricos.

Es interesante anotar, que esta numeracion era, en la antigua Rusia, inclusive de indole legal:
precisamente conforme atal sistema, solo que mas desarrollado, |0s recaudadores de impuestos
debian llevar los registros en € libro de contribuciones.

El recaudador, leemos en € antiguo “ Cddigo de las Leyes’, recibiendo de cualquiera de los
arrendadores o propietarios el dinero aportado, debera @ mismo, o por medio de un escribiente,
registrar en € libro de contribuciones frente a nombre del arrendador, |a cantidad de dinero
recaudado, anotando la suma recibida con cifras o signos. Para conocimiento de todos y de cada
cual, estos signos se instituyen idénticos para todo lugar, a saber:

diez rublos se denota por € signo (
un rublo O
diez kopeks X
un kopek |
un cuarto -

Por gemplo, veintiocho rublos, cincuentay siete kopeks y tres cuartos.
((0000000OxXxXXXX][[[[I---

En otro lugar del mismo tomo del “Cdédigo de las Leyes’, nos volvemos a encontrar con una
mencion acercan del empleo obligatorio de las notaciones numéricas nacionaes. Se dan signos
especiales para los millares de rublos, en forma de una estrella de sei's puntas con una cruz en su
centro, y paralas centenas, en forma de una rueda con ocho rayos. Pero las notaciones para los
rublosy las decenas de kopeks agui se establecen en distinta forma que en la ley anterior. Veamos
el texto de laley acerca de los asi [lamados "signos tributarios'

Que en todo recibo entregado al Representante de la Alta Estirpe, ademas de la redaccion con
palabras se escriba, con signos especiales, los rublos y kopeks aportados, de tal manera que al
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realizar un smple calculo de todos los nlmeros, pueda ser aseverada la veracidad de las
declaraciones®. Los signos empleados en e recibo significan:

unaestrella mil rublos
unarueda cien rublos
diez rublos )

X un rublo,
LT diez kopeks

Figura 3. Inscripcion antigua en un recites de pago de impuesto ("tributo”), que representa la
suma 1232 rublos, 24 kopeks.

Para que no puedan hacerse aqui adiciones de ningun tipo, todos los signos se rodean por medio de
un trazo constituido por lineas rectas.

Por ejemplo, mil doscientos treintay dos rublos; veinticuatro kopeks se representan asi (Ver fig. 3).
Volver

4. Numeracién Romana

De todas las numeraciones antiguas, la romana es, posiblemente la Unica que se ha conservado
hasta hoy, y que es empleada con frecuencia. Las cifras romanas se utilizan hoy dia paralas
notaciones de los siglos, las numeraciones de los capitulos en los libros, etc.

Para la escritura de los nimeros enteros en la numeracion romana, es necesario recordar las
representaciones de los siete nimeros fundamentales:

I Vv X L C D M
1 5 10 50 100 500 1000

Con su ayuda, podemos escribir todo niimero entero menor que 4000, y algunas de las cifras (I, X,
C, M) pueden repetirse consecutivamente hasta tres veces.

En la escritura de los nimeros en € sistema romano de numeracion, una cifra menor puede estar a
la derecha de una mayor; en este caso, la menor se adiciona ala mayor. Por g emplo, € nimero 283
lo podernos escribir, en signos romanos asi:

CCLXXXIII

! Esto muestra que los signos escritos tenian una amplia utilizacién entre el pueblo.
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esdecir, 200 + 50 + 30 + 3 = 283. Aqui, la cifra que representa a la centena aparece dos veces, y las
gue representan respectivamente a las decenas y a las unidades aparecen tres veces.

Una cifra menor, también puede escribirse a laizquierda de una mayor, con lo que aquella se
substrae de ésta. En este caso no se admite la repeticion de la cifra menor. Los g emplos que se
proporcionan enseguida ayudan a aclarar completamente el método de escritura de los nimeros en
la numeracién romana.

Escribamos en romanos los nimeros 94, 944, 1809, 1959:

XCIV =100-10+5-1 =94
CMXLIV =1000-100+50-10+5-1 =944
MDCCCIX =1000+500+300+10-1 = 1809
MCMLIX =1000 + 1000-100+50+10-1 = 1959

¢Se ha observado gque en este sistema no existe signo para representar €l cero? En la escritura del
numero 1809, por gemplo, no usamos € cero.

EEREERR R
EREERERER
EEEEE IS
W 00K A
U WL L
umgw ey
00 0
LI U LD O LSY L3 IR LI U L
U U 0830 L UEHUNULRU
EEEEEEE RN

Figura 4.- Asi se escriben en la numeracion romana todos y cada uno de |os nimeros romanos del
uno al cien.

Estudien ustedes la figura 4, donde proporcionamos la escritura en la numeracion romana de todos
los nimeros enteros del 1 a 100.

Con la ayuda de las cifras romanas se pueden escribir también grandes nimeros paralo cual,
después de la escritura del signo de millares se introduce la letra latina M como subindice.
Escribamos, como gjemplo, €l nimero 417.986:

CDXVIIM CMLXXXVI

El sistema romano de numeracién, como € antiguo egipcio, no es posiciones. cada cifraen é
representa solo un numero estrictamente definido. Sin embargo, a diferencia del antiguo egipcio, no
es decimal puro. La presencia en €l sistema romano de signos especiaes para los nimeros cinco,
cincuenta, y quinientos, muestran que en é existen fuertes vestigios de un sistema de numeracion
quinario.
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La numeracion romana no esta adaptada, en modo alguno, para la realizacién de operaciones
aritméticas en forma escrita. Esta es su desventgja mayor.
Volver

5. Numeracion Antigua Griega

Continuemos nuestro relato acerca de los sistemas no posicionales® de numeracion, y a final del
capitulo describiremos detalladamente uno de |os més antiguos sistemas de numeracion (aunque
por supuesto, posterior a egipcio): €l babildnico, que fue el primer sistema posicional.

I I:‘ 1 l:lll Fllll

4

AA&&&&&&&&I:
H P X P M

7
Figura 5. Escritura de algunos nimeros en la numeracion ética o herodianica.

Un sistema muy parecido al romano es el [lamado &tico o herodinico®, que se utilizé en la Grecia
antigua. En lafigura 5 se muestran las representaciones de varios nimeros de esta numeracion. A
diferencia de la numeracion romana este dibujo muestra que aqui, los signos parar 10s nUmeros uno,
diez, cien y mil, pueden repetirse no tres, sino cuatro veces, en cambio, se prohibe escribir unacifra
menor la izquierda de una mayor.

En lafigura 6 se dan g emplos de la escritura de nimeros enteros en el sistema ético de

numeracion, que, aclaran completamente el método de tal escritura.

AAAATHL  TRAT,
42 69

FHHHPAA]L XX HHE

370 J705

P XPHHHPA
6860

2En general, a los sistemas de numeracion no decimales. Le dedicamos mas adelante un
capitulo entero (Ver Cap. 1V).

3 Herodiano era un Historiador griego de los siglo 11-111 de N. E. En sus obras cientificas fue
donde primero se mencioné la numeracién atica. Las mas antigua de las escrituras se
encontraran con respecto a esta numeracion, corresponde al siglo VI antes de nuestra era.
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Figura 6. Ejemplos que aclaran el método de escritura de los nimeros enteros en el sistema atico
de numeracion.

Durante & siglo I11 A. de N. E., en Grecia, en lugar de la numeracion atica se utilizaba la
numeracion jonica, donde nimeros enteros se representaban con letras del alfabeto griego
sobrerrayadas; sistema de numeracion denominado alfabético.

& 8 ¥y 6 &€ s ¥ n 8
7/ Z J 4 5 & 4 & g
i X A LV § o 7

10 20 Jg 40 50 50 0 &0 57
£ 6 T UV © X ¥ W I
00 200 00 400 500 &00 700 S0 BO0

Figura 7.
Como se ve, este sistema es decimal, pero no posicional.

LN

axd we b
234 805 gﬁﬂ
Esto también sucede en otras numeraciones afabéticas.

Volver

6. Numeracién Edava

L os pueblos eslavos también utilizaron una numeracion afabética. En lafigura 8 estén
representadas las 27 letras del alfabeto eslavo. Bajo cada letra esta escrito su nombrey € valor
numerico que le corresponde. Sobre la letra que representa al nimero hay un signo (ver fig. 8)
[lamado "titlo".
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A BT AE S 3 H o
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Figura 8. Notacién de los nimeros en la numeracién alfabética eslava. Los nombres de las |etras,

gue en €l dibujo estan escritas en ruso, se traducen como sigue, en su orden correspondiente: az

vedi glagol dobro est zel6 zenilia izhefita i kako lyudi midietie nash ksi on pokoy cherv rtsi slevo
tvierbo uk fert ja psi o tsy.

Volver

7. Numer acion Babildnica

El mas interesante de todos los antiguos sistemas de numeracién es € babilonico, que surgio
aproximadamente en el afio 2000 A. de N.E. Fue & primer sistema posiciona de numeracion,
conocido por nosotros. Los nimeros en € sistema se representaban con la ayuda de solo dos
simbolos, una cufia vertical V que representaba a la unidad y una cufia horizontal para € nimero
diez. Estas cuias resaltaban en las tablillas de las cufias de arcilla, por los palitos inclinados, y
tomaban la forma de un prisma. De agui surgi6 la denominacion de cuneiforme para la escritura de
|os antiguos babilonios.

Con la ayuda de los dos signos mencionados, todos los, nimeros enteros del 1 a 59 conforme a un
sistema decimal se podian escribir exactamente como en la numeracion egipcia: es decir, que los

signos para e diez y la unidad repetian, correspondientemente tantas veces como en €l nimero
hubiese decenas y unidades. Proporcionemos algunos g emplos explicativos:

<<W =20+ 525 m 240+7 = 37
@g{% =80+ = 59
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Hasta é momento no hemos encontrado nada nuevo. Lo nuevo empieza con la escritura del nimero
60 donde se utiliza e mismo signo que para el 1, pero con un mayor intervalo entre é y los signos
restantes. Proporcionemos también, aqui, € emplos aclaratorios:

v w =160+5585, g <<WF S760+23 =43

W Yy =580+2=202 «\/ W <<<%’ =12-60+34= 754

De esta manera, ya podemos representar los nUmeros del 1 al 59 * 60 + 59 = 3599.
Enseguida estd una unidad de un nuevo orden (es decir e nimero 1 * 60 * 60 = 3600), que también
se representa por €l signo para la unidad; por jemplo:

v (W <<~.—1? < 1-60-80+12-60 +27 = 4341

De esta manera, la unidad de segundo orden representada por el mismo signo es 60 veces mayor
gue lade primer orden, y la unidad de tercer orden es 60 veces mayor gque la de segundo y 3600
veces mayor (60 * 60 = 3600) que la unidad de primer orden. Y asi sucesivamente.

¢Pero qué sucede s uno de los 6rdenes intermedios no existe?, preguntaran ustedes. ¢COmo se
escribe, por g emplo, € nimero 1 * 60 * 60 + 23 = 3623? Si se escribiera simplemente en esta

v LW

Podria confundirsele con el nimero 1 * 60 + 23 = 83. Para evitar confusiones se introdujo,
posteriormente, el signo separador, que jugaba el mismo papel que el signo "cero”

ES

juega en nuestra numeracion. Asi pues, con la ayuda de dicho signo separador, €l nimero 3623 se
escribird asi:

¥ g <<‘,?W = 1-60-60+0-60+23 = 3623

El signo separador babilonio nunca se colocaba al final de un nimero; por tal razén, los nimeros 3;
3* 60=180: 3* 60 * 60 = 10800; etc., se representaban en formaidéntica. Se conveniaen
determinar conforme al sentido del texto, acudl de estos nimeros se referialo expuesto.
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Es notable € que, en la matematica babilonica, se empleara un mismo signo, tanto para la escritura
de los numeros enteros, como parala e de las fracciones. Por ggemplo, las tres cufias verticales
escritas en fila, podian denotar 3/60, 6 3/60* 60 = 3/3.600, 6 3/60* 60* 60 = 3/216.000

¢, Cudles son las conclusiones que podemos sacar, ahora, sobre las particularidades de la
numeracion babilonica?

En primer lugar, observamos que este sistema de numeracion es posicional. Asi, un mismo signo
puede representar en &, tanto 1 como 1 * 60, como 1*60*60 = 1 * 60° = 1 * 3600, etc., en funcién
del lugar en que dicho signo esté escrito. Exactamente como en nuestro sistema de numeracion, una
cifra, por gjemplo, 2, puede representar los nimeros: 2, 62* 10=20,62 * 10* 10=2 X 10> =2
* 100 = 200, etc., segin si esta en € primero, segundo, tercero, etc, orden.

Sin embargo, €l principio posicional, en la numeracion babilénica, se lleva a cabo en rdenes
sexagesimales. Por tal motivo, dicha numeracion se llama sistema de numeracién posicional
sexagesimal. Los nimeros hasta el 60 se escribian, en esto sistema, conforme al principio decimal
En segundo lugar la numeracion babildnica permitia una escritura sencilla de las fracciones
sexagesimales, es decir, las fracciones con denominadores 60, 60 * 60 = 3600, 60 * 60 * 60 = 216
000, etc.

L as fracciones sexagesimal es se utilizaron mucho en la época de |os babilonios. Pero alin hoy
dividimos 1 hora en 60 minutos, y 1 minuto en 60 segundos. Exactamente igual, dividimos la
circunferencia en 360 partes, Ilamadas grados, un grado lo dividimos en 60 minutos, en tanto que
un minuto en 60 segundos.

Como se ve, @ sistema de numeracion hindd, ampliamente usado por nosotros, esté lgjos de ser €l
Gnico método de notacion de 1os nUmeros.

Han existido también, otros procedimientos de representacion de los nimeros; asi, por gjemplo,
algunos comerciantes tenian sus Signos secretos para las notaciones numéricas. las [lamada,
"claves' comerciales. Sobre ellas hablaremos ahora detenidamente.

Volver

8."CLAVES' SECRETASCOMERCIALES

En tiempos pre-revolucionarios, en las cosas compradas en los comercios ambulantes o en las
tiendas particulares®, especialmente de provincia, se veian frecuentemente unas |etras
indescifrables, por g emplo,

avev uo.
Se trata simplemente de dos claves: una es del precio de venta que tiene la mercancia, y la otra es

del costo que tuvo lamisma para el comerciante. Asi, éste puede calcular cuanto rebajarla en caso
de que € cliente le pidiese descuento.

4 Aunque esta costumbre ha desaparecido -por innecesaria- en la URSS y otros paises, sigue
siendo muy usual entre los pueblos de sistema capitalista. (N. del Editor)
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Figura 9. "Clave" comercial en la cubierta de un libro (en ella se representa con las |etras
superiores, el valor intrinseco, o costo, del libro, y con las letras inferiores el precio de renta).

El sistema de notaciones era muy sencillo. El vendedor escogia cualquier palabra de diez diferentes
letras: por geemplo la palabra "feudalismo”. La primera letra de la palabra representaba al uno, la
segunda, 2 latercera, 3, y asi sucesivamente hasta la Ultima letra, que representaba a cero. Con la
ayuda de estas letras-cifras condicionales el comerciante anotaba sobre las mercancias, su precio,
guardando en estricto secreto "la clave' de su sistema de ganancias.

Si por gjemplo, era escogida la palabra:

-
N
w
ho
&
o
~
© n

€l precio 4 rublos, 75 kopeks, se escribia d ia
Algunas veces, sobre la mercancia se escribia el precio en forma de quebrado (fig. 9), por g emplo,
en un libro se encontraba la notacion

ao/fen

eso significaba, enlaclave "f eud al i sm 0" que eranecesario pedir un rublo 25 kopeks, s €
mismo libro valia 50 kopeks.

9. Peones en Lugar de NUmeros

Solamente después de lo indicado, es facil comprender que los nimeros se pueden representar no
solamente con ayuda de cifras, sino también con cual esquiera otros signos y alin objetos: |4pices,
pluma, reglas, gomas, etc. Basta con atribuir a cada objeto el valor de una cifra cualquier
determinada. Se puede inclusive, por curiosidad, con ayuda de tales cifras objetos, representar las
operaciones con los nimeros. sumar, restar, multiplicar, dividir.
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Figura 10. Representacion del problema publicado por una revista de ajedrez, donde casi todas las
cifras estéan substituidas por peones.

En unarevista de gjedrez fue presentado un problema: determinar el verdadero significado del
gjemplo de division de nimeros, representado en lafig. 10, en € cua cas toda, las cifras estén
substituidas por peones. De 28 cifras, solo 2 son conocidas: €l 8 en € cocientey, € 1 en € residuo.
L os otros 26 signos son peones de gjedrez, por o que probablemente parecera que el problema no
tiene sentido. Sin embargo ahora veremos una manera de solucionar € problema, basandonos en €
proceso de la division.

La segunda cifradel cociente es, naturalmente; cero, ya que a residuos de la primerarestale
anadimos no una cifra sino dos. De la misma manera, después de que afiadamos la primera cifra,
formamos un nimero menor que el divisor; también en tales casos la cifra siguiente del cociente es
cero.

Exactamente por |0 mismo; razonamientos, establece que la cuarta cifra del cociente es, también
cero.

Fijando la atencion en la disposicion de los peones, observamos que € divisor de dos cifras, a ser
multiplicado por 8 da un nimero de dos cifras; a multiplicarlo por la primeracifra (ain
desconocida) del cociente, se obtiene un nimero de tres cifras. Es decir, esta primera cifra del
conciente es mayor que 8; tal cifra puede ser, solamente, € 9.

Por e mismo método, establecemos que también la Gltima cifra del cociente es 9.

Ahora, € cociente esta completo; es: 90 809. Obtengamos hora el divisor. Como se ve en lafigura
10, consta de dos cifras; ademas, la disposicién de |os peones indica que este nimero de dos cifras,
a multiplicarse por 8, da un nimero de dos cifras; € resultado de multiplicarlo por nueve, consiste
en un nimero de tres cifras. ¢Cudl es este nimero? Realicemos, las pruebas empezando con el
menor nimero de dos cifras; e 10.

10* 8 =80.
10* 9=90.

El nimero 10, como vemos, no satisface las condiciones requeridas. ambos productos son nimeros
de dos cifras. Probemos con el siguiente nUmero de dos cifras, el 11.

11*8=88
11*9=99
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El nimero 11 tampoco sirve, pues los dos productos tienen otra vez dos cifras. Probemos ahora con
el 12

12* 8= 96
12* 9=108

El nimero 12 satisface todas las condiciones. Pero, ¢no habra otros nimeros que también las
satisfagan? Probemos con el 13:

13*8=104
13* 9=117

Ambos productos son nimeros de tres cifras, por lo que €l 13 no sirve. Esta claro que tampoco
serviran todos los niUmeros mayores que 13.
Asi, € Unico divisor posible es €l 12. Conociendo € divisor, € cociente y €l residuo, facilmente
podemos encontrar el dividendo, invirtiendo el proceso de ladivision.
Asi, dividendo

90809* 12 +1=1089 709

Finalmente tenemos, por consiguiente, el ejemplo dado de divisién con residuo:

1 08 97 09 /12
-1 0 8 9 080 9

1
©
P Rk oo N

Como vemos, con dos cifras conocidas hemos, pedido encontrar el valor de 26 cifras desconocidas.
Volver

10. La Aritmética en el Desayuno
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Figura 11 ¢A qué nimer os corresponden estos simbol os aritméticos?

Ante nosotros hay una serie de operaciones con nimeros, representados por |os objetos de servicio
de unamesa (fig. 11): El tenedor, la cuchara, € cuchillo, lajarra, latetera, @ plato; todos éstos son
signos, cada uno de los cuales substituye a una cifra determinada.

Observando este grupo de cuchillos, tenedores, vajilla, etc., cabe preguntar: ¢Cuales son,
precisamente, |0os nimeros representados aqui?

A primeravista, € problema parece ser muy dificil: como si se tratara de descifrar jeroglificos, tal y
como lo hizo hace algiin tiempo Champolior®. Pero este problema es mucho més sencillo: ustedes
saben que los nimeros, aunque aqui estén representados por cuchillos, cucharas, tenedores, €etc,
estén escritos conforme a sistema decimal de numeracion, es decir, que sabemos que el plato
colocado en segundo lugar (Ileyendo desde la derecha), es una cifra de las decenas, asi como €l
objeto que esta a su derecha es una cifra de las unidades, y € que estd a su izquierda es la cifra de
las centenas. Ademas, ustedes saben que la disposicion de todos estos objetos tiene un determinado
sentido, el cua surge de la esencia de las operaciones aritméticas, realizadas con los nimeros
denotados por ellos. Todo esto, puede, en gran medida, facilitar a ustedes la resolucion del
problema presentado.

¢Con qué nimeros se realizan las operaciones aritméticas, agui indicadas?

Veamos como se pueden encontrar |os valores de los objetos aqui dispuestos. Considerando los tres
primeros renglones en nuestro dibujo, veran que cuchara, multiplicada por cuchara, da cuchillo; y
delosrenglones 3, 4 y 5, vemos que cuchillo menos cuchara da cuchara es decir, cuchara + cuchara
= cuchillo. ¢Qué cifra da el mismo resultado a multiplicarse por si misma que a duplicarse? Esta
puede ser Unicamente € 2, porque 2 * 2 =2 + 2. Asi, sabemos ya que cuchara= 2y, por lo tanto,
cuchillo = 4.

® Champolion (1790-1532). Famoso filélogo francés fundador de la egiptologia o, ciencia que
estudia el idioma la historia y la cultura del Egipto antiguo y de los paises con frontera comun
con él.
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Ahora, sigamos, adelante, ¢Qué cifra esta representada por el tenedor? Lo averiguaremos por las
primeras 3 lineas, conde e tenedor aparece multiplicando, y por los renglones 11, IV y V, donde
aparece € tenedor en la substraccion. En e grupo de la substraccion vemos que, en € orden de las
decenas, al restar tenedor de cuchara, obtenemos tenedor, es decir, en la substraccion 2 - tenedor,
obtenemos tenedor. Esto puede ser en dos casos: o tenedor = 1, y por lo tanto, 2-1=1, o tenedor = 6,
y entonces substrayendo 6 de 12 (una unidad de orden superior se representa por taza), obtenemos
6. ¢Cud elegir: 10 67?

Probemos el 6 para el tenedor en otras operaciones. Dirijamos la atencién ala multiplicacion de los
nimeros gque se hallan en los renglones | y 1l. Si tenedor = 6, entonces en el segundo renglon esta el
nimero 62 (ya sabemos que cuchara = 2). No es dificil entender, que en tal caso, en € primer
renglon deberd estar € nimero 12, y lajarrarepresentara lacifra 1. En verdad, si lajarra denotara
lacifra 2 o cualquier otra cifra mayor, € producto de los nimeros de los renglones | y Il seriaun
nuimero de cuatro cifras, y no de tres, como debe ser. Asi, si tenedor = 6, en €l primer renglon esta
el nimero 12, y en d 11, & 62. Por lo tanto, su producto es 12 * 62 = 744.

Pero esto esimposible, porgue la cifra de las decenas de este producto es cuchara, es decir, 2, y no
4 como habiamos obtenido. Esto quiere decir, que tenedor no esigua a6 como se suponia, y por lo
tanto es necesario considerarlo igual a uno.

Conociendo por tales, busguedas, en verdad bastante largos, que €l tenedor denota la cifra 1, en
adelante ya iremos mas répiday certeramente. De la operacion de la substraccion, en los renglones
'y IV, vemos que taza puede ser 6, 0 bien 8. Pero € 8 no puede ser, porque implicaria que la copa
fuera4, y sabemos que la cifra cuatro esta denotarla por € cuchillo. Asi, lataza representaalacifra
6y, por lo tanto, lacopaalacifra3.

¢Cud eslacifra que esta representada por lajarraen e renglon 1? Esto es facil de saber, si nos es
dado € producto (111 renglén, 624) y uno de los factores (11 renglon, 12). Dividiendo 624 entre 12,
obtenemos 52. Por lo tanto, lajarra= 5.

El valor del plato se determinafécilmente: en e VII rengldn, plato = tenedor + taza = copa +
cuchillo, esdecir, plato=1+6=3+4=7.

Ahora, sblo fata descifrar €l valor numérico de lateteray de laazucareraen e VII rengldn. Puesto
gue paralascifras 1, 2, 3, 1, 5, 6 y 7 los objetos ya han sido encontrados, queda solamente elegir
entre 8, 9 y 0. Substituyendo en la operacién de divisidn, representarla en los tres Gltimo renglones,
en lugar de los objetos las cifras; correspondientes, obtenemos la disposicion siguiente (con las
letrast y a se denotan, respectivamente, lateteray la azucarera):

774 :ta= 1
- 712
62

El nmero 712, como vemos, es & producto de los dos nimeros desconocidos, tay t que no pueden
ser, naturalmente, ni cero, ni terminados en cero: es decir, ni t, ni a son cero. Entonces, quedan ya
solo dos alternativas: t =8y a=9 o0 bien,t =9y a = 8. Pero multiplicando 98 * 8 = 712 no
obtenemos 712; por consiguiente, la teterarepresentaal 8, y laazucareraa 9 (efectivamente: 89 *
8=712).

Asi, por medio de sencillos calcul os aritméticos desciframos la inscripcion jeroglifica de los objetos
de servicio de una mesa:

tenedor 1
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cuchara
copa
cuchillo
jarra

taza

plato
tetera
azucarera

O©CoO~NOUITA WN

Y todala serie de operaciones aritméticas, representada por este original servicio de mesa,
adquiere, sentido:

52
*12
624
=312
+462

774 :89=8
-712
62

Volver

11. Charadas Aritméticas

Lo que denomino charadas aritmética constituye un juego recreativo: la adivinanza de determinada
palabra por la resolucion de un problema a estilo del que resolvimos en €l parrafo anterior. El
adivinador piensa una palabra de 10 letra, diferentes (no repetidas). Por egemplo: terminado,
acostumbre, impersonal. Tomando letras de la palabra concebida, por cifras, representara por medio
de estas letras cualquier caso de division. Si la palabra proyectada es terminados, se puede dar un
giemplo de division asi:

t e rm i n a d o s
1 2 3 4 5 6 7 8 9 O
dividendo: 4517820 = mitades; divisor: 87890 = dados
4517820 : 87890 = 51 mitades : dados = it
- 4394500 - mromis
123320 terres
- 87890 - dados
35430 rimrs
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Se pueden tomar también otras palabras.

dividendo: 8945673 = dominar; divisor: 45670 = minas

domnar : minas = toi
- minas

mradna

- mttsrs
endrar

- eedris
msser

Larepresentacion literal de un determinado caso de division, se confia a un adivinador, quien
conforme a ésto, en una primera ojeada sobre el conjunto de palabras incoherentes, debera adivinar
la palabra concebida. Como se debe tratar de descubrir € valor numérico de las letras en
semejantes casos, ya lo sabe €l lector: 1o explicamos durante la resolucién del problema del parrafo
anterior. Con cierta paciencia, se pueden descifrar estas charadas aritméticas, a condicion
Unicamente de que e gjemplo sea bastante largo y proporcione € material necesario paralas
suposicionesy pruebas. Si son escogidas pal abras que den casos excesivamente cortos de la
division, por eiemplo:

a o t

c S u m b r e
1 2 3 4 5 6 7 8

9 0
dividendo: 21411 = casas; divisor: 9053 = reto

casas : retos = c
- abaeu
ooeb

entonces, la adivinacion es muy laboriosa. En semejantes casos, es necesario solicitar, del
adivinador, la continuacion de la division hasta centésimos 0 milésimos, es decir, obtener en el
cociente, aln, dos o tres fracciones decimales. He aqui un gemplo de divisién hasta centésimos:

i m p e r s o n a |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

dividendo: 21039 = milpa; divisor: 2939 = mapa
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milpa : mapa = ais
- mlrop

ess
- mapa

iomil
- iospe

ros

Si en este caso nos limitasemos a la parte entera (0), la clave de la palabra propuesta seria poco
probable.

En cuanto alas palabras empleadas en calidad de "clave" para semejantes charadas, su eleccién no
estan dificil como parece; ademas de las antes indicadas se pueden utilizar |as palabras:. futbolista,
inyectarlo, esquivador, profetizas, reticulado, escul pidor

Volver

12. Descubriendo un Numero de Tres Cifras

Veamos aln otro acertijo aritmético de distinto carécter. Un nimero desconocido consiste de tres
cifrasdiferentes. A, B, C. Lo escribimos, condicionalmente, asi: ABC, teniendo en mente, que C es
lacifrade las unidades, B la de las decenasy A, la de las centenas. Es necesario halar este nUmero,
S es sabido que:

ABC
BAC
*k k%
+ **A
***B

*kkkk*

L os asteriscos denotan cifras desconocidas. Procedamos a encontrar todas:

Ante todo, establezcamos que ni A, ni B, ni C son cero, pues de lo contrario no se podrian obtener
tres renglones de productos parciales.

Observemos ademas que:

el producto C X Aterminaen A
el producto C X Bterminaen B

de donde deducimos que C puede ser 1 6 6. Para la unidad, nuestra consideracion es evidente; para
el 6 se aclara con los gemplos:

6X2=12
6 X 8=48;
6X4=24
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Otras cifras no poseen semejante propiedad. Pero si C fuera 1, €l primer producto parcial no seria
de cuatro cifras, sino solamente de tres. Queda, por consiguiente, una posibilidad: C = 6.

Nos convencemos ahora de que C = 6y que, por lo tanto, Ay B pueden ser solamente 2, 4 u 8; pero
como €l segundo producto parcia consiste solamente de tres cifras, entonces A no puede ser ni 4 ni
8,y por lotanto A= 2.

Para B quedan dos posibilidades: B=4,y B=8. Si con A =2, Bfuera4, € ultimo producto parcial
consistiria de tres cifras y no de cuatro; luego, B = 8.

Asi tenemos, A =2, B=8, C = 6. El nimero buscado es 286, y la multiplicacion queda como sigue:

286

826

1716

+ 572
2288

236236
Volver

13. El Sistema Decimal de Los Armariosde Libros

El sistema de numeracion decimal halla, de paso, aplicacién alli donde no era de esperarse, como
en las bibliotecas en 1a distribucion de libros conforme a secciones.

En algunas bibliotecas masivas se utiliza tal sistema de clasificacion de los libros, en la cua un
libro tiene, en todo lugar, idéntica notacion numérica ("clave"). Este sistema se denomina decimal y
libraal lector de la necesidad de consultar el catdlogo a requerirse libros de una u otra seccion.

El sistema es sencillo y muy conveniente. Su esencia consiste en que, a cada ramadel conocimiento
se le da una notacién numeérica en tal forma, que las cifras que la componen informan acerca del
lugar que ocupa dicha rama en la organizacion general de las materias:

Todos los libros se distribuyen, ante todo, conforme a diez secciones principales, que se denotan
por lascifrasdel O a 9:

Obras de carécter generd.

Filosofia

Historia de lareligion y literatura antirreligiosa.

Ciencias sociales. Derecho.

Filologia. Lenguas.

Ciencias, fisico-mateméticas y naturales

Ciencias aplicadas (la medicina, latécnica, la agricultura, etc.)
Bellas Artes.

literatura.

Historia, geografia, biografias.

O©CoOoO~NOOOTA~WNEO

Laprimera cifrade la clave (es decir, de la notacién numérica) conforme a este sistema, indica
directamente a cua de las secciones de libros enumeradas se refiere. Todo libro de filosofia tiene
una clave que empieza con 1, de matematicas con 5, de técnica con 6, etc. Si la clave empieza, por
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giemplo, con lacifra 4, entonces, sin necesidad de revisar los libros, ustedes saben con anticipacion
gue se trata cae la seccidn de linguistica

Ademas, cada una de las secciones, a su vez enumerada se subdividen en 10 subsecciones, que
también se denotan por las cifrasdel 0 a 9; estas cifras ocupan, en la clave, €l segundo lugar. Por
gemplo, la5a. seccién que contiene libros de ciencias fisico-matematicas y naturales, se subdivide
en |las siguientes subsecciones:

50 Obras generales de ciencias fisico-mateméticas naturales
51 Matematica.

52 Astronomia. Geodesia.

53 Fisica. Mecanica Tedrica.

54 Quimica. Mineralogia.

55 Geologia.

56 Paleontol ogia.

57 Biologia; Antropologia. Antropologia.

58 Boténica

53 Zoologia.

En forma semejante se dividen, también, |as otras secciones. Por gemplo, en la seccion de ciencias
aplicadas (6), ala subseccion de medicina le corresponde €l nimero 61, alade agricultura el 63, a
comercio y vias de comunicacion.

Volver

L os signosy denominaciones aritméticas en diver sos pueblos

Cabe pensar que los signos aritméticos, hasta cierto grado, son internacionales, y que son idénticos
en todos |os pueblos de cultura europea. Esto es cierto sélo con relacion ala mayoria de los signos,
pero no con relacion atodos. Los signos + y -, los signos x y: se utilizan con € mismo sentido entre
los alemanes, franceses e ingleses. Pero € punto como signo de multiplicacién se aplica de
diferente forma entre diversos pueblos. Mientras que algunos escriben 1a multiplicacion 7.8, otros
la denotan como 7-8, elevando & punto alamitad de la cifra. También e punto decimal se escribe
de muy diversas maneras. mientras algunos, como nosotros (se refiere a los soviéticos), escribimos
4.5, otros escriben 4.5, y unos terceros 4-5, colocando € punto arriba de la mitad. Ademas, cuando
se trata de escribir un nimero decimal que no tiene parte entera, 10s norteamericanos y 1os ingleses
omiten €l cero, 1o que no sucede en ningun lugar de Europa Continental. En libros norteamericanos,
frecuentemente se pueden hallar notaciones como .725, -725. 0 ain ,725 en vez de 0,725 (en
México se escribe 0.725). La descomposicion de un nimero en clases se denota, también, en
diversas formas. Asi, en algunos paises se separan las clases con puntos (15.000.000), en otros con
comas (15,000,000), y en otros se acostumbra degjar espacio libres, sin signo alguno entre clase y
clase (15 000 000). Es instructivo observar, después de eso, como se modifica el método de
denominacién de un mismo nimero a pasar de una lengua a otra. E1 nimero 18, en ruso se dice
vociemnadtsat es decir, primero se pronuncian las unidades (8) y luego las decenas (10), mientras
gue en espariol es alainverso. En aleman, ese mismo nimero en la misma sucesion, se lee
achtzhen, es decir, ocho diez; en francés, se dice diez ocho (dix-huit). En la siguiente tabla vemos
hasta qué punto son distintos, en diversos pueblos, |os métodos de denominacion del mismo
numero 18:

enruso 8 10
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endeman 8 10

en francés 10 8
enarmenio 10 + 8
engriego 8 + 10

en latin menos 2 , 20

en neozelandés 11 + 7
en lituano 8 arriba de 10

También es curiosa la voz groenlandesa: "del otro pie tres'. Esto es, una abreviatura de la sumade
los dedos de las manos, de los de un pie, y tres del otro pie. Veamos el sentido que tiene:

nuimero de dedos en ambas manos 10
nimero de dedos en un pie 5
numero de dedos del otro pie 3
Total 18

Lavoz completa para el nUmero dieciocho seria: "todas mis manos, 3, mi mano”, sin tomar en
cuenta los dedos de los pies (es decir, 10 + 3 + 5).

Curiosidades Aritméticas:;

100=1+2+3+4+5+6+7+8x9
100=1+2x3+4x5-6+7+8x%x9
100=1+2x3+4+5+67+8+9
100=1x2+34+56+7-8+9
Volver
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El Abaco Antiguo y sus Descendientes.

Capitulo Segundo

Contenido:

1. El Rompecabezas de Chéov

2. Cémo Calculaban en la Remota Antigliedad
3. Ecos de la Antigiedad

4. Curiosidades Aritméticas

1. EI Rompecabezas de Chéjov

Ahora veremos un ameno problema aritmético, tal y como lo planted e estudiante de séptimo
ano, Ziberov, del cuento de Chéov "el Repetidor".

"Un comerciante compro 138 arshins (1 arshin = 80 cm) de telanegray azul por 540 rublos. Me
pregunto, ¢cuantos arshin compré de cada una, si latela azul costaba 5 rublos por arshin, y la
negra, 3 rublos?’

Con gran humor, Chéjov relata como trabajaron sobre este problematanto € repetidor de 7° afio
como su alumno Pedrito, de 12 afios, mientras éste no fue rescatado por su padre:

"Pedrito observo el problemay, sin decir una palabra, empezé a dividir 540 entre 138.

- ¢Paraqué divide Ud.? jDeténgase! O... continte... ¢Aparece un residuo? Aqui no puede haber
residuo. jPermitame!

- Probablemente no se trate de un problema aritmético, pensd, y vio larespuesta: 75y 63-.
Hmm!, dividir 540 entre 5 + 3? no, no.

- Bien, jresuélvalo yal - concluyo, ordenando a Pedrito.

- ¢Qué tanto piensas? Ese problemate quitara todo € tiempo - dijo a Pedrito su padre, Udodov.
Se necesita ser tonto. Resuévalo Ud. por esta vez, Egor Aliékseich.

Egor Aliékseich, coge el pizarrin y se dispone aresolverlo; tartamudea, enrojece. Palidece.

- Este problema debe ser algebraico — dijo -. Se puede resolver con ayudadelax y delay, Por
otra parte, también asi se puede resolver: Y o aqui he dividido...;Comprende? Ahora es necesario
restar. ¢Entiende?...0 s no. . . Lo mgjor sera que me lo traiga resuelto mafiana... Pienselo !
Pedrito sonri6. Udodov también sonrid. Ambos comprendian la confusion del maestro. El
estudiante de V11 grado se confundi6 alln mas, y empez6 a pasear de extremo a extremo de la
habitacion.

Al fin, Udodov dijo:

- Sin dgebra también se puede resolver - y agregd dirigiéndose hacia un dbaco- helo aqui, mire...
Utilizd el dbaco, y obtuvo 75y 63, tal y como debia ser.
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- Esto esta hecho a nuestra manera... no cientifica'.
Esta historia con € problema que habia sembrado la confusién en € repetidor, plantea por si
misma tres nuevos problemas, a saber:

1. ¢Cémo hubiera € repetidor resuelto el problema algebraicamente?
2. ¢, Cémo debi6 haber resuelto € problema Pedrito ?
3. ¢Como selo resolvid su padre a Pedrito con e abaco, en forma "no cientifica'?

A las primeras dos cuestiones, podemos responder probablemente sin trabgo alguno. Latercera
no es tan simple. Pero vayamos en orden.

1. El repetidor de séptimo afio hablaba de resolver e problema"con laayudadelax y delay", y
decia que el problema debia ser "algebraico". Formar dos ecuaciones con dos incognitas para el
problema dado no es dificil; hela agui:

Xx+y=138 U
5x + 3y = 5408

donde x es el numero de arshinsdetelaazul, ey, € de tela negra.

2. Sin embargo se resuelve facilmente, también, en forma aritmética. Suponiendo que toda la tela
hubiera sido azul, los 138 arshins de tela azul hubieran costado 5 * 138 = 690 rublos; esto es, 690
- 590 = 150 rublos mas del costo en larealidad. Para que el precio sea 150 rublos menor, basta
considerar que ladiferencia de precios entre un arshin de telaazul y uno detelanegraesde5 - 3
= 2 rublos: dividiendo 150 entre 2, obtenemos 75 arshins de tela negra; resténdolos de los 138
originales, obtenemos 138 - 75 = 63 arshins de tela azul. Asi debid haber resuelto el problema
Pedrito.

3. Queda aln latercera pregunta: ¢Como resolvio € problema Udodov?

En € relato, se dice bien poco: "Utiliz6 e abaco, y obtuvo 75y 63, tal y como debia ser”.
¢Cudles son los métodos de resolucién de un problema con la ayuda del &baco?

El &baco sirve para efectuar operaciones aritméticas tal y como se hace en €l papel (fig. 13).
Udodov conocia muy bien el dbaco y pudo hacer 1as operaciones muy répido, sin la ayuda del
algebra como queria @ repetidor, ni "delax y delay". Veamos ahora las operaciones que €l
padre de Pedrito debid hacer en e &baco.
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Figura 13. Abaco al estilo ruso.

La primera operacién debid haber sido, como sabemos, multiplicar 138 por 5. Para eso, conforme
alas reglas de las operaciones en € &baco, primeramente multiplicd 138 por 5, es decir,
simplemente movi6 € nimero 138 una hilera hacia arriba (ver lafigura 14, a, b) y luego dividié
este nimero entre dos, sobre el mismo abaco. La division se empieza por abajo: se separan la
mitad de bolitas colocadas en cada alambre; si e nimero de bolitas esimpar en un alambre dado,
se eliminaladificultad, "partiendo” una bolita de este alambre en 10 inferiores.

58 138 % 10=1380 1380:2= 690
(a) (b) ()

Figura 14. Primero se muestra, en €l abaco, 138 * 10, es decir €l nimero 138 (a), sometido a
la operacion (b), y luego se muestra € resultado anterior dividido entre dos (c)

En nuestro caso, por gemplo, 1380 se divide por lamitad en laforma siguiente: en el alambre
inferior, donde existen 8 bolitas, se separan 4 bolitas (4 decenas), en el alambre intermedio de las
3 bolitas se separa 1, pero se conserva una, y la otra se substituye mentalmente por 10 inferioresy
se dividen ala mitad, afladiendo o decenas alas bolitas inferiores; en e alambre superior se
"parte” una bolita agregando 5 centenas alas bolitas del alambre intermedio. En consecuencia, en
el alambre superior no hay bolitas, en € intermedio 1 + 5= 6 centenasy en € inferior 4 +5=9
(Fig. 14, ¢). En total 690 unidades. Todo esto se efectlia rpiday automaticamente.

Después, Udodov debié restar 540 de los 690. Sabemos como se hace en €l dbaco.

Finalmente quedaba tan solo dividir por la mitad la diferencia obtenian: 150; Udodov apart6 2 de
las 5 bolitas (decenas), entregando 5 unidades alafilainferior de bolitas, después de 1 bolita en
el alambre de las centenas, entregd 5 decenas alafilainferior: obtuvo 7 decenasy 5 unidades, es
decir, 75.

Naturalmente, estas sencillas operaciones se efectlian mas vel ozmente en el abaco, que como aqui

son descritas.
Volver

2. Como Calculaban en la Remota Antiguiedad

Desde hace mucho tiempo, la gente ya sabia contar. L os dedos de las manos constituyeron €l
primer instrumento natural para contar. De ahi vino laidea de un sistema decimal de numeracién
en muchos pueblos antiguos. Debemos decir que las operaciones aritméticas con los dedos
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sirvieron mucho tiempo como medio préactico para algunos pueblos, inclusive para los antiguos
griegos. No debemos creer que con los dedos sblo se puede contar hasta diez. Por documentos de
la literatura griega antigua que han llegado hasta nosotros, sabemos que yaen lossiglosV y IV
antes de nuestra era se habian desarrollado considerablemente las operaciones con los dedos
cuyos resultados llegaban a miles.

Posteriormente, entre los egipcios, griegos, romanosy chinos, y en otros puebl os antiguos,
aparece un aparato para calcular que, de acuerdo a su idea, recuerda nuestro abaco. Su formaen
distintos pueblos era diferente. Asi, €l dbaco griego era en si, un tablero (mesa) con cuadro,
dibujados (fig.15), en e cual se desplazaban fichas especiales que hacian €l papel de las bolitas
de los &bacos de nuestro tiempo. El abaco romano tenia la forma de un tablero de cobre con
canales (con cortes), en los que se desplazaban botones.

Figura 15. Tablero y fichas utilizadas para efectuar operaciones aritméticas, antes del
aparato abaco

En laantigua China, para la representacion de los nimeros en €l tablero de calculo, se empleaban
palitos con unalongitud de 10 cm. y un espesor de 1 cm. Yacerca ddl afio 150 de nuestra era,
eran ampliamente conocidos en China los métodos para efectuar, en €l tablero de calcular, las
cuatro operaciones aritméticas.

Habia dos maneras de representar las cifras en €l tablero de operaciones chino. Ambas estan
reproducidas en lafig. 16.

FE 3 & 53 57 8 9
|nmmmTWWW

Figura 16. Dos métodos de formacion de cifras, en la tabla de operaciones china

En la escritura de loa nimeros en € tablero, se seguia el siguiente proceso: la primeracifra
(leyendo de derecha aizquierda) se representaba por € primer método; la siguiente, por €
segundo; la tercera cifra de nuevo se representaba por € primer método, y la cuarta por €
segundo método, y asi sucesivamente. En otras palabras, todas |as cifras de un nimero, que
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ocupaban lugares impares (leyendo de derecha a izquierda), se representaban por €l primer
método, y aguellas que se encontraban en |os lugares pares, eran representadas por € segundo
método. Por giemplo, los nimeros 78639, 4576 y 1287 se representaban en el tablero de calcular

como se ve en lafig. 17.

WL T - 2

Figura 17. Ejemplos de construccion de algunos nimeros en la tabla china de operaciones (o
calculos)

Ahora veremos cémo se llevaban a cabo, de acuerdo con este tablero de calcular, las operaciones
delaadicion, y de la multiplicacion.

Adicion. Consideremos que se desea hallar la suma de los dos nimeros 9876 y 5647.
Primeramente se les representa en el tablero de operaciones:

Cuadro 8

La adicion se redlizaba empezando con los érdenes superiores, es decir, desde laizquierda.
1% Paso: Sumemos los millares

9+5=14
Representamos esto asi:
=Ll T =T ¥
=TLiT =T=T "
Cuadro 9

es decir. sobre los sumandos formamos un segundo renglén y alaizquierda, arriba de la cifra 9,
escribimos 14 en tal forma, que la cifra 4 esté estrictamente arriba de la cifra 9, y parte restante
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del primer sumando la transcribimos sin modificaciones. Sobre el segundo sumando repetimos
todas sus cifras, excepto la cifra5 ya utilizada.

2% Paso: Sumemos las centenas
8+6=14

y puesto que obtenemos en la adicién una unidad de mayor orden, la agregarnos a la suma
anteriormente obtenida

H
n P
N

=
(6]

4

asi, e tercer renglon quedara (los primeros dos se repiten intactos)

1= Il

i

| ==\

=| =

Cuadro 10

1

=

= = lI=
-

Il

en € tercer renglén alaizquierda se escribe 154, y después se repiten las dos Ultimas cifras (76)
del primer sumando: a la derecha estan repetidas las dos Ultimas cifras (47) del segundo sumando
(sus cifras restantes ya han sido utilizadas).

3. Paso: Sumemos |as decenas

7+4=11,

con lo que el siguiente resultado es

el nimero 1551 se escribe alaizquierda, en € cuarto renglon:
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= — T "
=l L7 =
=T LT T=T7%Y
wll LT ET=TY

Cuadro 11
4° Paso: ahora, falta solamente sumar |as unidades
6+7=13
y la suma de los dos nimeros dadas se determina : esigua a 15523:

1551
13
155 23

el nimero 15523 obtenido, esta escrito en € quinto rengldn de la columnaizquierda, y e
esguema de la adicion, finalmente, tiene el aspecto representado en lafig. 18

I 5 :ﬁ' A

= il =l (5]
1S —-T T e
IEWN LT =T | ©/
ERET TETW |=
=mMLTIIZSET=T|~

2 & > & T 3 ') ¢ 7= 15523
Figura 18. En este dibujo se representa la suma de dos nimeros, 9876 y 5647, seguiin €l
tablero chino de calculo

Multiplicacion. En el tablero de operaciones de la antigua China, la multiplicacion se iniciaba
con las cifras de orden superior, pasando gradualmente a las cifras de 6rdenes menores. Ademas,
ya se empleaban las tablas de multiplicar.
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Supongamos, a titulo de giemplo, que se trata de multiplicar 346 por 27. El proceso de la
multiplicacion en la tabla de operaciones observado en nuestras notaciones, tomaba
aproximadamente el siguiente aspecto:

3 4 6
X 2 7
6
2 1
8
2 8
1 2
4 2
9 3 4 2

Primeramente, multiplicamos 3 por 2 y obtenemos 6; es decir, la cifra del orden més ato del
producto (nimero de millares). Después, multiplicamos, 3 por 7'y 4 por 2, obteniendo 21y 8
centenas; |os escribimos debajo de la cifra 6, considerando |os 6rdenes, como esta indicado.
Luego, multiplicamos 4 por 7'y 6 por 2 (esto nos da los nimeros de 28 y 12), y finamente,
multiplicamos 7 por 6 para obtener 42 unidades: sumando |as anteriores cantidades, obtenemos
9342.

El tablero de calcular y los métodos de operar con é, se conservaron en Chinahasta el siglo XII1.
En esta época se empez6 a emplear €l cero, € que con ayuda de los palitos de calcular se
representaba en forma de cuadrado.

Entonces, ya se podian representar también |as fracciones decimales en el tablero de calcular. Por
giemplo, los nimeros 106 368 y 6312 se representaban aproximadamente como se muestra en la
finura 19.

DR AT
L=l

Figura 19. Ejemplo de construcciones en la tabla de operaciones china. La combinacion de
los nimeros 106 368 y 6312

En € siglo XV, en Chinay Jap6n ya se empleaba, para las cuatro operaciones aritméticas, un
&baco de siete bolitas en cada alambre (Ilamado en China "suang-pang"?, y en Japdn "Soroban")
(ver lafig. 20). Estos aparatos de calcular se han conservado hasta nuestros dias 'y su empleo es

muy popular.

1 El 4baco suang pang se llegd a construir en miniaturas (17 mm. x 8 mm.), y también se construyeron de 6 bolitas de
cinco de un lado y unadel otro: el nimero de alambres, (o renglones) llegabaa21.
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Figura 20. Abaco usado en Chinay Japon, con siete bolitas de marfil en cada alambre

He aqui por g emplo, la opinidn de un cientifico japonés. A pesar de su antigliedad, €l soroban
supera a todos |os aparatos de calculo modernos, gracias a su facilidad de mangjo, alo ssmple del
dispositivo y a su bgjo costo.

El Abaco Ruso

Hay algunos objetos Utiles que no valoramos lo suficiente debido a su constante manegjo, 1o que
los ha convertido en objetos demasiado comunes de uso domeéstico. Al grupo de tales objetos
insuficientemente estimados pertenece nuestro abaco: aparato de célculo popular ruso que
representa en si, una modificacion del famoso "abaco” o "tablero de calculo”, de nuestros remotos
antecesores.

Mientras tanto, Occidente casi no sabe acerca de los dbacos, y Unicamente en las escuelas
superiores existen enormes abacos. Un medio préctico escolar en la ensefianza de la numeracion.
Tenemos razén al enorgullecernos de nuestros abaco de calcular, puesto que gracias a su
dispositivo sorprendentemente sencillo, y con base en |os resultados que pueden lograrse en ellos,
pueden competir, en ciertos aspectos, inclusive con maguinas calculadoras. En unas manos
habiles, este sencillo aparato hace con facilidad, verdaderas maravillas. Un especialista que
trabaj6 antes de la revolucion en una gran firma rusa vendedora de maquinas calculadoras, me
cont6 que en méas de una ocasion tuvo oportunidad de observar la admiracién que despertaban los
abacos ruso en extranjeros importadores de model os de mecanismos cal culadores complicados.
En vez de multiplicar por 7, multipliquese e multiplicando por 10 y luego réstese e mismo tres
VeCes.

Lamultiplicacién por 8 da el mismo resultado que, restar € doble del multiplicando a producto
de la multiplicacion por diez.

Para multiplicar por 9, multipliquese por diez y réstese e multiplicando.

Para multiplicar por 10, basta elevar todo € nimero un renglon.

El lector, probablemente ya por si mismo, comprende cOmo es necesario proceder en la
multiplicacion por nimeros mayores de 10 y qué clase de substituciones resultan las méas
convenientes. Asi, envez de 11 seusard 10 + 1, envez de 12, 10 + 2.

Consideremos algunos casos especial es para multiplicadores de la primera centena:

20=10x2 32=22+10
22=11x2 42 =22+ 20
25 = (100:2):2 43=33+10
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26=25+1 46=50-5
27=30-3 63 =33 + 30 etc.

Como se ve, con ayuda de los dbacos es mas sencillala multiplicacion por 22, 33, 44, 55, etc.,
gue por otros numeros: por tal razén, es necesario tratar de aprovecharse, en la descomposicién
de los multiplicadores, de niUmero, semejantes con idénticas cifran.

A método similares se recurre también en la multiplicacién por nimeros mayores que 110. Si
tales métodos artificiales resultan agotadores, siempre podremos recurrir a multiplicar, con ayuda
de los abacos, conforme a una regla general que consiste en multiplicar cada cifra del
multiplicador, y escribir los productos parciaes. Esto, desde luego, proporciona una reduccion de
tiempo.

LaDivision en e Abaco

Naturalmente, la division en el abaco es més dificil que la multiplicacion; para esto es necesario
recordar una serie de métodos especiales, a veces bastante complicados. A quienes se interesen
en ellos, les sugerimos, que consulten un manual especializado. Aqui indicamos solo lo referente
aun gemplo de los métodos adecuados de la division por nimeros de la primera decena (excepto
el nimero 7, con & cual el método de division es demasiado complicado).

Sabernos ya como dividir entre 2 lo cua es muy smple.

El método de division entre 3 es mas complicado y consiste en multiplicar por lafraccion
periddicainfinita 0.3333... (se sabe que 0.333...=1/3). Sabemos multiplicar, con ayuda del &baco,
por 3; también podemos disminuir en 10 veces; asi pues, es necesario solamente, trasladar el
dividendo un alambre hacia abajo. Después de breves gercicios, este método de division entre 3 a
primera vista muy largo se muestra muy adecuado en la practica.

Ladivision entre 4, naturalmente, equivale a dividir 2 veces entre 2.

Mas facil aln esladivision entre 5: basta duplicar, y dividir entre 10.

Entre 6, hay que seguir dos pasos: dividir entre 2, y luego entre 3

Ladivision entre 7 es muy complicada con € dbaco, por |o que agui no hablaremos de ella.
Ladivision entre 8 equivale adividir tres veces entre 2.

Es muy interesante la division entre 9. Sabemos que 1/9 = 0.11111... Esta claro aqui que, en lugar
de Iaoéivisién entre 9 se pueden sumar sucesivamente 0.1 del dividendo + 0.01 del mismo x 0.001
... €fc.

Como se ve es muy facil dividir entre 2, 10 y 5, y naturalmente entre sus nimeros multiplos 4, 8,
16, 20, 25, 40, 50, 75, 80, 100. Estos casos de la division, no representan obstaculo incluso para
€l que tiene poca experiencia en el manegjo del abaco.

Volver

3. Ecosdela Antigledad

Cierto vestigios de la antigiiedad, tanto en el lenguaje, como en las costumbres estan relacionados
con los més remotos antecesores de nuestros dbacos de calcular. Pocos sospechan, por g emplo, €
origen de lo que a veces hacemos "para la memoria" al anudar un pafiuelo.

Con esto, repetimos |o que con sentido comun hacian antiguamente nuestros antecesores,
"escribiendo” sobre cordeles el total de un célculo. Una serie de correas o cuerdas con nudos
efectuados alo largo de €lla, representaba en si un aparato de calcular (fig. 21) en principio,
analogo a abaco. Esto constituye el "ébaco de cuerda" peruano denominado “quipos’. Un nudo

2 Este método es (til también paraladivision oral entre 9
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hecho una sola vez sobre la cuerda, denotaba 10: dos veces, 100: tres veces 1000, y asi
sucesivamente.

Figura 21. Aparatos de calcular usados por los antiguos peruanos, [lamados “ quipos”

Palabras como "banco” y "cheque" tan difundidas actualmente estén relacionadas con el abaco.
En aleman "bank" significa banco, escafio, silla.

¢Qué hay de coman entre la institucion financiera 'bank™ en el sentido moderno de la palabray €
banco o escano?. Lo que agqui se sefiala, esta lejos de ser una simple coincidencia de nombres. El
abaco en forma de banco tuvo una amplia difusion en los circulos comerciales de Alemania en
los siglos XV y XVI; cada banco de cambio u oficina bancaria, se caracterizaba ante todo por la
presencia de un "banco de contabilidad".

Una relacion mas indirecta con el dbaco, tiene la palabra 'check” (cheque); es de origen inglésy
procede del verbo "checker" (registrar, revisor) ; “"checkered" (registrado, cotejado) se llamaba a
una servilleta de cuero rayado, en forma de abaco, que en los siglos XVI y XVII los comerciantes
ingleses portaban consigo en forma enrollada, y en € caso que se necesitase efectuar cuentas, la
desplegaban sobre una mesa. Las formas para los célculos se rayaban segiin € modelo de esto,
abacos enrollados, y no es extrafio que fuera transferido a ellas, en forma abreviada, €l nombre de
estos aparatos de calcular: de la palabra "checkered" se origind la palabra 'check”.

Es curioso que de aqui se haya originado la expresion "se qued6 con un palmo de narices' la cua
la aplicamos actualmente a hombre que ha perdido todo su dinero. Esto también se relaciona con
la época en que todos |os célculos monetarios se real zaban sobre el dbaco, por medio de
habichuelas que substituian a las cuentas de nuestros abacos. En la abra"El Estado del Sol" de
Campanella (1602) leemos: "Uno calcula con piedrecillas, € otro con habichuelas. Un hombre,
habiendo perdido su dinero, se quedaba con unas habichuelas que representaban la sumade su
pérdida: de agui precisamente el correspondiente giro del lenguaje.

Volver

4. Curiosidades Aritméticas

100=12+3-4+5+67+8+9
100=12-3-4 +5—-6+7+89
100=123+4—-5+67 -89

Volver
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Del Pais de las Pirdmides
Curiosidades Aritméticas

1." Lasdivisiones esun asunto dificil"

Hemos visto que la divisién en general es més complicada que la multiplicacion y aunque ahora
podemos resolverla con gran facilidad, no siempre fue asi.

En la antigliedad se consideraba "sabio" a quien hacia correctamente y con rapidez las divisiones;
cada "maestro en division" (algo asi como especialista) debia comunicar alos demés € resultado de
determinados casos de esta operacion.

Algunas veces, encendiendo un cerillo con un movimiento habitual, todavia reflexionamos sobre
cuanto trabajo cost6 a nuestro antecesores, inclusive no muy remoto, la obtencion del fuego.
Empero pocos sospechan que alos actuales métodos de realizacion de las operaciones aritméticas
tampoco fueron, en su origen, asi de sencillosy comodos para que en formatan rapiday directa
condujeran al resultado.

Nuestros antepasados emplearon métodos mucho mas lentos y engorrosos, y si un escolar del siglo
XX pudieratrasiadares tres o cuatro siglos atras, sorprenderia a nuestros antecesores por la rapidez
y exactitud de sus célculos aritméticos. El rumor acerca de é recorrerialas escuelas y monasterios
de los arededores, eclipsando la gloria de los mas hébiles contadores de esa época, y de todos lados
[legarian gentes a aprender del nuevo gran maestro el arte de calcular.

Particularmente dificiles y complejas eran en la antigliedad |as operaciones de la multiplicacién y la
division: esta Ultima en mayor escala. "La multiplicacion es mi martirio, y con ladivision esla
desgracia’ decian entonces. Pero alin no existia, como ahora, un método préctico €laborado para
cada operacion. Por e contrario, estaba en uso simultaneamente casi una docena de diferentes
métodos de multiplicacion y division con tales complicaciones que su firme memorizacion
sobrepasaba a las posibilidades del hombre medio. Cada "maestro de la divisiéon" exaltaba su
método particular a respecto.



En € libro de V. Belustino: "Cdémo llego la gente gradualmente a la aritmética actual" (1911),
aparecen 27 métodos de multiplicacion, y € autor advierte: "es muy posible que existan todavia
métodos ocultos en lugares secretos de bibliotecas, diseminados fundamentalmente en colecciones

manuscritas' : y todos estos métodos de multiplicacion : "gedrecistico o por organizacion™, " por
inclinamiento”, "por partes’, "por cruz pequeiia’, "por red", "a revés', "por rombo", "por
tridngulo”, "por cubo o copa’, "por diamante", y otros®, asi como todos los métodos de division,
gue tenian nombres no menos ingeni0sos, competian uno con otro tanto en voluminosidad como en
complgidad. Dichos métodos se asimilaban con gran trabajo y solamente después de una
prolongada practica. Inclusive se consideraba que para poder dominar la multiplicaciony la
divisién de nimeros de varias cifras significativas con rapidez y exactitud, era necesario un talento
natural especial, capacidad excepcional: sabiduria que para los hombres sencillos era inaccesible.
"Asunto dificil esladivison"(dura cosa e la partida) decia un antiguo refrén italiano; acertado
refran s se toman en cuenta los agotadores métodos con que se realizaban entonces. no importa que
estos métodos llevaran a veces nombres demasiado festivos: bajo ellos se ocultaba una larguisma
serie de complicadas manipulaciones. Asi, en € siglo XVI se consideraba e método més corto y
comodo € de division por "lancha o galera". El ilustre matematico italiano de esa época. Nicolés
Tartaglia (siglo XVI), escribié en su extenso manual de aritmética lo siguiente respecto a dicho

método:

e,
BsBors- | \ Tiogre \_/ yparr -
099944 80000001894 seedooe 99394
|66865000000088660000000466665
4885 800000008888000000088 5885 |
35354000000009990000000095999
4833900000000895000000009

N S -
Figura 22. Division de nimeros a la manera antigua, por €l método de “ galera”

"El segundo método de division se llama en Venecia, por lancha o galera, debido aque en la
division de ciertas clases de niUmeros se forma (ver fig. 22) unafigura parecida a unalancha, y en la
de otras, a una galera que a veces se obtiene tan bien terminada, que se muestra provista de todos
sus elementos principales tales como popay proa, méstil, velasy remos'.

Esto parece muy divertido, pero aungque € antiguo matematico recomienda precisamente dicho
método como "elegante, facil, exacto, usual y el méas general de los existentes, Gtil paraladivision
de todos los nimeros posibles’, yo no me decido a desarrollarlo aqui por e temor de que hasta un

1 L os ejemplos de multiplicacién enunciados se especifican en laantigua " Aritmética’ de Nicolas Tartaglia. Nuestro
método moderno de la multiplicacion se describe alli con el nombre de " ajedrecistico”.



lector paciente cierre e libro en ese aburrido lugar y no lea mas adelante. Sin embargo, este
agotador método fue, efectivamente, e mejor en esa época.

iTRARE L TE -
L l Hl-"i i

Figura 23. Grabado de la “ Aritmética” de Magnitski (editada en el afio 1703). El dibujo
representa €l Templo de la Sabiduria. La Sabiduria est4 sentada en el trono de la Aritméticay en
los escalones estan |os nombres de las operaciones aritméticas (division, multiplicacion,
sustraccion, adicion, calculo). Las columnas son las ciencias en que la aritmética encuentra
aplicacion: geometria, estereometria, astronomia, Optica (conocimientos adquiridos por
“vanidad” ), mercatoria (es decir cartografia), geografia, fortificacion, arquitectura
(conocimientos adquiridos por “ estudio” ). Bajo las columnas dice, también en eslavo antiguo: “ La
Aritmética que se apoya en las columnas, o abarca todo”

En Rusia, se usO hasta la mitad del siglo XVIII: entre los seis métodos que presenta Leon
MagnitskiZ en su "Aritmética" (de los cuales ninguno es semejante al contemporaneo) e auitor
describe éste, y |o recomienda especialmente; alo largo de su voluminoso libro (640 péginas de
gran formato) Magnitski se sirve exclusivamente del "método de galera’, no empleando, por otra
parte, esta denominacion.

Por dltimo, mostramos a lector la siguiente "galera’ numeérica, aprovechando un gjemplo del
mencionado libro de Tartaglia®:

2 Antiguo manual ruso de matemética, que engloba todas sus ramas conocidas en esa época (incluyendo informaciones
de astronomia nautica). Este es uno de los dos libros que Lomonoésov denominé "las puertas de mi erudicion”.
3 Los tltimos dos nueves se agregan al divisor durante el proceso de ladivision.



416

88 1 L8 08

Q999 09 199

1660 19 0860

A8BT6 0876 08877
0499994200000019943000000199994
1666660000000866600000008666646
Dividendo — &BERERO0O0UNDOOBZIBBO000N0NRIRARR]

(88 — Cociente

Divisor(®) — 99999000000009990000000099999

94999000000009990000000099
Cuadro 13

Llegando después, de mdiltiples trabajos a final de una operacidn aritmética, nuestros antecesores
consideraron absolutamente necesario comprobar este total obtenido con e sudor de su frente, ya
gue los métodos voluminosos provocaron, como es |6gico, desconfianza hacia sus resultados; es
muy fécil perderse en un camino, lardo y sinuoso que en e recto camino de los métodos modernos.
Naturalmente, de agui surge la antigua costumbre de comprobar toda operacion aritmética
efectuada, encomiable regla que alin hoy se practica.

El método favorito de comprobacion era € llamado "método del nueve", € cual frecuentemente se
describe en agunos manuales contemporaneos de aritmética.

La comprobacion por € nueve se basa en la'"regla de los residuos’ que dice: € residuo de la
division de una suma entre cualquier nimero, esigual ala suma de los residuos de la division de
cada sumado entre el mismo niimero. En la misma forma, e residuo de un producto esigua a
producto de los residuos que al dividir entre 9 la suma de las cifras del mismo nimero. Por
giemplo, 758 entre 9 da como residuo 2: el mismo 2 se obtiene como residuo deladivisénde 7 + 5
+ 8 entre 9.

Comparando ambas propiedades indicadas, |legamos a método de comprobacion por nueve, es
decir, por division entre 9. Mostraremos con un ejemplo en qué consiste dicho método®.

Se desea comprobar lajusteza de la adicién de la siguiente columna:

38932
1096

+ 4710043
589106
5339177

©ON R~

Realicemos la suma de las cifras de cada sumando y a mismo tiempo, en los nimeros de dos cifras
obtenidas, sumemos también las cifras (esto se hace en € proceso mismo de adicién de las cifras de
cada sumando), hasta obtener en el resultado final un nimero de una cifra. Estos resultados
(residuos de la division entre nueve), los escribimos como se indicaen € gemplo, a lado del
correspondiente sumando. Al sumar todos losresiduos (7+ 7+ 1+ 2=17; 1 + 7 = 8), obtenemos
8. Igual debera ser lasumade las cifras del total (5339177) si la operacion esta efectuada
correctamente: 5+ 3+ 3+ 9+ 1+ 7 + 7, después de todas las smplificaciones resultaigual a 8.

4 Seaclaraen forma apropiada en la deduccién de la prueba de divisibilidad entre 9.



La comprobacion de la substraccion se realiza en lamismaforma s se considera al minuendo como
suma, y a substraendo y la diferencia como sumandos. Por gjemplo:

6913 1
-2587 -4
4326 6

4+6=10;1+0=0

Este método es en especial conveniente si se aplica para comprobar |a operacion de multiplicacion,
como |lo vemos en €l siguiente g emplo:

8713 1
264 _3
34852 3

52278

17426

2300232

Si en tal comprobacién fuera descubierto un error del resultado, entonces, para determinar
precisamente donde tiene lugar dicho error, se puede verificar por el método del nueve cada
producto parcia por separado; y si € error no se encuentra aqui, queda solamente comprobar la
adicién de los productos parciales.

¢Como se puede comprobar la division conforme a este método?. Si tenemos el caso de una
division sin residuo, €l dividendo se considera como e producto del divisor por e cociente. En €l
caso de una division con residuos se aprovecha la circunstancia de que dividendo = divisor x
cociente + residuo.

Por g emplo:

16201387 : 4457 = 3635 ; nedidun 192
M&W 7 o2 & 3
228 +3=79; 1 +9=170; fF+0=171
14

Cuadro

Dela"Aritmética' de Magnitski cito una disposicién conveniente para la comprobacion por €l
nueve:

Para la Multiplicacion:




365 5
~ 24 ’6
1460 0
730
8760
Para la Division
del cociente 8
del dividendo 1
del divisor 2
del residuo 3
2°8+3=19
1+9=10
1+0=1

Semejante comprobacién de las operaciones sin duda no deja que desear en cuanto arapidez y
como comodidad. Pero en lo referente a su seguridad, no es posible sefidlar |lo mismo: € error no
es, inevitable en dicho comprobacion. En efecto, unay la misma suma de cifras puede tener
diferentes nUmeros; no solamente la disposicion de las cifras, sino algunas veces también la
substitucion de unas cifras por otras quedan encubierta en dicha comprobacion. Escapan también a
control los cerosy nueves superfluos, porgue ellos no influyen sobre la suma de las cifras. Nuestros
antecesores reconocian lo anterior, y no se limitaban a una sola comprobacion por medio del nueve,
sino que efectuaban inclusive una comprobacion complementaria por medio del siete. Este método
esté basado en la"regla de los residuos’, pero no ea tan conveniente como €l método del nueve,
porque la division entre 7 se tiene que efectuar completamente, para asi hallar los residuos (y
ademés son polos errores, en la, operaciones del propio método).

Las dos comprobaciones, por nueve y por siete--, resultan ya un control mucho més seguro: lo que
escapa a una, sera captado por laotra. El error queda oculto solamente en el caso de quela
diferencia entre e resultado verdadero y € obtenido sea €l nUmero 7 x 9 = 63 0 uno de sus
multiplos. Puesto que semejante casualidad siempre es posible, tampoco la doble verificacion
proporciona una seguridad total en la veracidad del resultado.

Ademas, para célculos ordinarios, donde se yerra frecuentemente en 1 6 2 unidades, basta con la
comprobacion por el nueve. La verificacion complementaria del siete es demasiado abrumadora
Tengamos en cuenta que solamente es bueno aquel control que no obstaculiza el trabajo.

Sin embargo, efectuando un calculo importante se procura, con objeto de tener seguridad, realizar
una doble correccion, paralo cual, en lugar del divisor 7 es megjor hacer uso ddl divisor 11.
Ademas, la cuestion se puede simplificar en gran medida, aplicando la siguiente prueba
conveniente de la divisibilidad entre 11: el nimero se descompone en partes, de derecha a
izquierda, cada una con dos cifras (la parte izquierda extrema puede incluir solo unacifra) ; las
partes se suman y la suma obtenida serd "congruente” con el nimero examinado conforme al
divisor 11: la suma de las partes da en la division entre 11, e mismo residuo que e nimero
examinado.



Aclaremos lo indicado con un gjemplo. Se desea hallar € residuo de la division 24716 entre 11.
Descompongamos €l nimero en partes y sumémoslas:

2+47+16=65

Puesto que 65 en la divisién entre 11 como residuo da 10, también e nimero 24716, en ladivision
entre 11, da e mismo residuo. La fundamentacion de este método se proporciona en mi libro
"Mateméticas Recresativas'.

Y 0 propongo este método porque, simultaneamente, da justo e nimero congruente con €l
examinado, también conforme a divisor 9. De esta manera, tenemos la posibilidad de realizar en
forma conveniente la comprobacion por medio de dos divisores: 9y 11. A tal comprobacién puede
escapar solamente un error, multiple de 99, lo que lo hace muy poco probable.

Volver

2. ¢Multiplicamos Bien?

L os antiguos métodos de mulltiplicacidn eran torpes e inadecuados, ¢pero acaso es tan bueno
nuestro actual método como para que ya no le sea posible ninguna clase

le mejora posterior? No cabe duda que nuestro método no es perfecto; se pueden inventar todavia
mas rdpidos o0 aun mas seguros. De varias mejoras propuestas indique en tanto, sdlo una que
aumenta, no larapidez de la realizacion de la operacion, sino su seguridad; consiste en que,
teniendo un multiplicador de varias cifras, se comienzala multiplicacion triplicacion no con la
altima cifra, sino con la primera cifra del multiplicador. La multiplicaciéon 8713~ 264, efectuada
anteriormente, ademas adopta la forma:

8713
_ 264
17426
52278
34852
2300232

Como vemos, la ultima cifra de cada producto parcial se escribe debajo de aquella cifra del
multiplicador, por la cual se multiplica

La ventaja de semejante disposicion consiste en que las primeras cifras de |os productos parciales,
que determinan las cifras mas importantes del resultado, se obtienen a principio de la operacion,
cuando la atencién todavia no se pierde y, por consiguiente disminuye la probabilidad de cometer
un error. (Ademés, este método simplifica la aplicacion de la llamada multiplicacion "abreviada',
sobre la cua no podemos extendernos).

Volver

3. Método Ruso de Multiplicacion

No se pueden realizar multiplicaciones de niUmeros de varias cifras, asi sean de dos cifras, s no se
recuerdan de memoria todos los resultados de la multiplicacion de los digitos, es decir, lo que esla
tabla de multiplicacion. En la antigua "Aritmética’ de Magnitski, que ya hemos mencionado, la



necesidad de un conocimiento solido de la tabla de multiplicacion estd expresada en |os versos
(extrafios para el oido moderno) siguientes®:

AUn no ha existido quien,

ignorando las tablas de multiplicacion,
guede exento de tropiezos

gue finalmente lo derroten

en todas las ciencias.

Y atn mas, si habiéndolas

aprendido las olvida,

no habra obtenido ningun beneficio.

El autor de estos versos, evidentemente, no sabia 0 no tomaba en consideracion que existe un
método de multiplicar nUmeros en que no es necesario € conocimiento de la tabla de multiplicar.
Este méodo, que no es semejante a nuestros métodos escolares, fue heredado y empleado
corrientemente por el pueblo ruso desde la remota antigtiedad. Fundamental mente consiste en que
la multiplicacion de dos nimeros cualesquiera, [leva a una serie de divisiones consecutivas de un
numero por la mitad y, a un duplicamiento del otro niUmero. He aqui un gemplo:

327 113
16~ 26
8" 52
47 104
2" 208
1° 416

Ladivision por lamitad se prosigue hasta que en e cociente se obtenga 1, duplicando
paralelamente € otro nimero. El nimero ultimo duplicado da precisamente el resultado buscado.
No es dificil comprender sobre qué esta basado este método: € producto no varias uno de los
factores disminuye alamitad, y €l otro aumenta a doble. Es claro, por tal razén, que en €
resultado de la repeticion multiple de esta operacion se obtiene el producto buscado:

32x13=1x416

Sin embargo ¢cémo proceder cuando se requiera dividir un ndmero impar por la mitad?
El método popular fécilmente sale de esta dificultad.

Laregladice que es necesario, en el caso de un nimero impar, restarle una unidad y dividir € resto
por la mitad; pero en compensacion, sera necesario sumar € Ultimo nimero de la columna derecha,
con todos los nimeros de dicha columna que se hallan en e mismo rengldn de un nimero impar de
la columna izquierda: esta suma nos dard el producto buscado. Cuando se lleva ala préctica este
método, se acostumbra tachar todos los renglones con nimeros pares a la izquierda, quedando
Unicamente los renglones que contienen un nimero impar a la izquierda. Proporcionemos un
ejemplo:

® Los aludidos verso, se encuentran escritos en ruso antiguo por o que, paradar al lector unaclaraidea de su contenido
se ha hecho de ellos unatraduccién libre y equivalente, guardando fidelidad alaidea que expresan.



17 272

Sumando los nimeros no tachados, obtenemos e resultado preciso:
17 + 34 + 272 = 323.

¢En qué esta fundado este método?
Lajusteza del méodo se torna evidente, s se toma en cuenta que

19" 17=(18+1)" 17=18" 17+ 17,
9" 34=(8+1)" 34=8" 34+34etc.

Es claro que los nimeros 17, 34, etc., perdidos en ladivision del nimero impar por la mitad, se
necesitan, sumar a resultado de la Ultima multiplicacion, para obtener el producto.
Volver

4. Del Paisde las Piramides

Es muy probable que e método anteriormente descrito |legara hasta nosotros desde la mas remota
antigiiedad y de un lgjano pais: Egipto. Poco sabemos acerca de como realizaban |as operaciones
aritméticas los habitantes del antiguo pais de las pirdmides, pero se conserva un interesante
documento: un papiro donde estén escritos g ercicios aritméticos de un aumno de una de las
escuelas de agrimensura del Egipto antiguo; es € llamado "Papiro de Rhind que pertenece a una
época entre |os afios 2000 y 1700 antes de nuestra era®, y que representa, en si, una copia de un
manuscrito todavia més antiguo, transcrito por un tal Ajmes. El escriba’ Ajmes, al encontrar "el
cuaderno del escolar” de esta lgjanisima época, trarscribié cuidadosamente todos los g ercicios
aritméticos dedl futuro agrimensor, incluyendo sus errores y las correciones del profesor, y dié asu
copia un titulo solemne, que ha llegado hasta nosotros en la siguiente forma incompleta:

Precepto para, como alcanzar €l conocimiento de todas las cosas desconocidas ... de todos los
secretos ocultos en las cosas.

Elaborado por € escriba Ajmes durante la época del faradn Ra, para uso del Altoy Bajo Egipto,
conforme a los canones de las obras antiguas del tiempo del faradn " Ra - en - mata ".

El papiro de Rhind terminaba con consegos muy originales:
"Cazadores de reptiles y ratones, hagan fuego contra la mala yerba; cobren abundantes presas.
Rueguen a Dios Radel calor, del viento y de laataagua’.

® El papiro, encerrado en un estuche metdlico, Fue encontrado por el egiptélogo inglés Henry Rhind. En formar
desplegada tiene 20 m. de longitud y 30cm. de ancho. Se conserva en el Museo Britanico, en Londres.

" El titulo "escriba" perteneciaalatercera clase de los sacerdotes egipcios; en su administracion se encontraba "todo |0
referente a la parte constructiva de un templo y a su propiedad agraria’. Su especialidad principal, la constituian los
conoci mientos mateméticos, astronémicosy geograficos (V Bobynin).



Uno de los papiros matematicos egipcios se encuentra en Moscu, en € Museo de Bellas Artes A. S.
Pushkin. El académico B. A. Turaiev |0 empezé a descifrar en 1914, tarea concluida por €
academico V. V. Struve en € afio 1927.

En €, papiro de Rhind, ese interesante documento que ha perdurado cerca de 40 siglos, y que
testimonia sobre una antigliedad alin mas, remota, encontramos cuatro ejemplos de multiplicacion
efectuados conforme a un método que hace recordar vivamente al método popular ruso. He aqui
estos g emplos (los puntos delante de los nimeros simbolizan el nimero de unidades del
multiplicador; con € signo +, sefialamos |os nimeros que estan sujetos a la adicion):

(8" 8)
.8

.. 16
e 32
64

99
.9+

.. 18

... 36
N A

Total 81

(8" 365)
. 365

.. 730

... 1460
.. 2920

(7" 2801)
.2801 +
. 5602 +
... 11201 +
Total 19607

Como se ve de estos gjemplos, ya varios milenios antes de nuestra era, 10s egipcios empleaban un
método de multiplicacién muy semejante a popular ruso (fig. 24), y que por caminos desconocidos
fue tradladado del antiguo pais de las piramides ala época moderna.
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Figura 24. El razonamiento de las operaciones aritméticas [leg6é a Rusia del antiguo Egipto

Si aun habitante de la tierra de los faraones se le propusiera multiplicar, por gemplo. 19~ 17,
efectuaria estas operacién en la siguiente forma: escribiria una serie de duplicaciones sucesivas del
nimero 17:

1® 17 +
2® 34 +
4® 68
8® 136

16® 272

y después sumaria los nimeros que estan seguidos por €l signo +, es decir, 17 + 34 + 272.
Obtendria, finalmente & resultado correcto: 17 + (2 x 17) + (16 x 17) = 19 x 17. Esf&cil ver que
semejante método, en esencia, es muy afin al popular ruso (la substitucién de la multiplicacion por
una serie de duplicaciones sucesivas).

Esdificil decir s alguno de nuestros campesinos participaron en el traspaso de este antiguo método
de multiplicacion; los autores ingleses lo denominan precisamente "método campesino ruso™; en
Alemania, en alguna parte, aunque los campesinos se aprovechan de é, sin embargo lo llaman
"ruso”.

Seria sumamente interesante obtener, por parte de los lectores, informaciones sobre lugares donde
se emplea hoy dia este antiguo método de multiplicacion que hatenido tan largo y origina pasado.
En general, se ha seguido con gran atencién lo referente a la matemaética popular: penetrar en los
métodos de calculo y de medicion empleados por € pueblo, recopilar y registrar estas memorias de
la creacion matemética popular, que han llegado hasta nuestra época desde las profundidades de la
mas remota antigliedad.

Sobre esto, hace tiempo, llamé la atencidn € historiador de la matemética, V. V. Bobynin, quien
inclusive propuso un breve programa de recopilacion de las memorias de la matemética popular.
Quizés no esté de més proporcionar agui la enumeracidn por € compuesta, para saber con precision
lo que conviene recopilar y registrar:



Numeracion y calculo.

Métodos de medida y de peso.

Conocimientos geométricos y sus expresiones en las edificaciones y ornamentos.

M étodos de agrimensora.

Problemas populares.

Proverbios, enigmas, y en general, producciones de la filologia popular que tienen, relacién con
los conocimientos mateméti cos.

Memorias de la matematica popular antigua, que se encuentran en manuscritos, museos,
colecciones, o hallados en excavaciones de timul os, tumbas o vestigios de una ciudad.

Sk wbdpE
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En resumen, proporcioné una breve informacion acerca de cuando aparecieron por vez primeralos
signos, ahora generalmente empleados, de las operaciones aritméticas, la notacion de la fraccién,
del exponente etc:

+y—  enlos manuscritos de Leonardo da Vinci (1452-1519)
: en la obra de Guillermo Oughtred (1631)
.y: enlaobrade Godofredo W. Leibniz (1046-1716)
alb en la obra de Leonardo Pisano (Fibonacci) (1202)
an en la obra de Nicolas Chuquet (1484)
= en la obra de Roberto Recorde (1557)
>y< enlaobrade Tomas Harriot (1631)
Oy[] enlaobradeAlberto Girard (1629)

Si € lector esta interesado en profundizar sobre la historia de la aritmética, conviene que consulte
e libro de V. Belustino "Como llegb la gente gradualmente hasta la aritmética actua” (1914), que
puede ser encontrado en las bibliotecas o librerias de libros antiguos.

5. Curiosidades Aritméticas
100=123+45-67+8-9
100=123-45-67 + 89
100=(1+2-3-4)" (5-6-7-8-9)

Volver



Capitulo Cuarto
SISTEMASNO-DECIMALESDE NUMERACION

Contenido:

Autobiografia enigmética

El sistema de numeracién mas sencillo.
¢Par o impar?

Problemas instructivos.

Fracciones sin denominador
Curiosidad Aritmética

Sk wNpPE

1. Autobiogr afia enigmatica
Me permito iniciar este capitulo con un problema que yo imaginé hace tiempo para los lectores de
una antigua revista de gran difusion®, en calidad de "problema con premio”. Helo aqui:

En los papeles de un matematico original fue hallada su autobiografia. Esta empezaba con las
siguientes lineas:

"Acabé el curso de la universidad a los 44 afios de edad. Pasd un afio y siendo un joven de 100
afnos, me casé con una muchacha de 34 afios'.

"Lainsignificante diferencia de edades, solo 11 afios- que habia entre nosotros, hacia que
tuviéramos suefios y aspiraciones comunes. Después de algunos afios, ya tenia yo una pequefia
familia de 10 nifios. Yo obtenia en total, al mes, 200 rublos, de los cuales, 1/10 parte se
consagraba a mi hermana, por 1o que nosotrosy los nifios viviamos con 130 rublos al mes’, y asi
sucesivamente.

¢Qué aclara las extrafia contradicciones en los nimeros de este fragmento?

Laresolucion del problema se sugiere por € nombre de este capitulo: un sistema no decimal de
numeracion; he aqui la causa singular, de las aparentes contradicciones de |os nimeros citados.
Procediendo sobre la base de este pensamiento, no es dificil darse cuentadel sistema de
numeracion en gque estan representados los nimeros del original matematico. El secreto se releva
por lafrase: "después de un afio (luego de los 44 afios de edad) como un hombre joven de 100
afios'...; s apartir de la adicion de una unidad el nimero 44 se transforma en 100, significa que la
cifra4 eslamayor en este sistema (como el 9 lo esen & decimal), y por consiguiente, la base del
sistemaes e 5. Al excéntrico matematico se le ocurrio la fantasia de escribir todos |os nimeros de
su biografiaen el sistema quinario de numeracion, es decir, aquel en el cual la unidad de un orden
superior no es 10 veces, sino 5 veces mayor que la unidad de un orden inmediato inferior: en €l
primer lugar de la derecha se hallan, en é, las unidades simples (no mayores que €l cuatro), en €l
segundo, no las decenas, sino las "quinarias’; en € tercero no las centenas, sino las
"vigesimoquinarias' y asi sucesivamente. Por tal razon, el nimero "44" representado en € texto de
la escritura denota, no 4 x 10 + 4, como en el sistema decimal sino 4 x 5 + 4, es decir, veinticuatro.
En lamismaforma, € nimero "100" en la autobiografia representa una unidad de tercer orden en €
sistema quinario, es decir, 25. Los restantes nimeros de la escritura denotan
correspondientemente®:

L« anaturalezay los hombres".

2 El sistema quinario de numeracion tiene cinco cifras basicas (0,1,2,3, y 4) y se caracteriza porque el nimero 5 esya
un nimero de dos cifras, que se representa por, launidad en el orden delas"quinarias' y, el cero en el orden de las
unidades, (N. del T.)

% De agui en adelante, |os nimeros escritos en un sistema no decimal de numeracién se ponen entre comillas.



"34" =3"5+4 =19
"11" =5+1 =6
“200” =2 25 =50
“10” =5 =5
“1/10” =15 =1/5
“1.130" =25+3*5 =40

Restituyendo el significado verdadero de los nimeros de la escritura, vemos que en ellos no existen
contradicciones de ningun tipo.

"Acabé mis estudios en la universidad a los 24 afos. Después de un afio, siendo un joven de 25
anos, me casé con una muchacha de 19 afios. Lainsignificante diferencia de edades, 6 afios, que
habia entre nosotros, hacia que tuviéramos suefios y aspiraciones comunes. Después de algunos
anos, yateniayo una pequefia familia de 5 nifios. De salario percibia en total, al mes, 50 rublos, de
los cuales 1/5 parte la empleaba mi hermana, por |o que nosotros y los nifios viviamos con 40
rublos a mes".

¢Es dificil representar los nUmeros en otros sistemas de numeracion? En absoluto. Supongamos que
se desea representar €l nimero 119 en e sistema quinario. Se divide 119 entre 5, para saber cuantas
unidades de primer orden caben en €l:

119 : 5= 23, residuo 4.

Lo que significa que € nimero de unidades simples sera 4. Ademés, 23 "quinarias’ no pueden estar
totalmente en & segundo orden, puesto que la ciframayor en el sistema quinario es € cuatro, y
unidades méas grandes que cuatro no pueden existir en un solo orden. Luego, dividamos 23 entre 5:

23:5=4, residuo 3.

Esto muestra que en € segundo orden ("de los cincos') estaralacifra 3, y en € tercero ("de los
veinticincos") € 4.

Asi,119=4" 25+3" 5+ 4, 0, en & sistemaquinario "434".

L as operaciones realizadas, para comodidad, se disponen en laforma siguiente:

119 | 5
412315
3|4 Cuadro 16

Las cifras en negritas (en la escritura se las puede subrayar) se escriben de derecha aizquierdayy,
simultaneamente, se obtiene la representacion buscada, del nimero en otro sistema.
Pongamos aln otros jempl os:

Ejemplo 1: Representar 47 en el sistematernario.
Resolucion:

47

3
1 Cuadro 17

b



Respuesta: "1202".
Veificacion: 1~ 27+2° 9+0  3+2=47.

Ejemplo 2: Representar 200 en el sistema septenario.

Resolucion:

200 | 7

60 | 28 | 7

¢ 0]4 Cuadro 18
Respuesta: "404".

Verificacion: 4~ 49+0° 7+ 4 =200,

Ejemplo 3: Representar el nimero 163 en € sistema duodecimal :

Resolucion:
163 |12
43|13 |12
5 & Cuadro 19
Respuestar "117".

Verificacion: 1~ 144 +1° 12+ 7 = 163.

Ahora €l lector no tiene dificultad en representar cualquier nimero en un sistema de numeracién
deseado. El Unico obstaculo puede surgir, solamente, a consecuencia de que en ciertos casos no se
encontraran notaciones para las cifras. En efecto, en la representacion de nimeros en sistemas con
una base mayor que diez, por ejemplo, en el duodecimal puede presentar la necesidad en las cifras
"diez" y "once". Facilmente se sale de esta dificultad eligiendo, para las nuevas cifras, cualesquiera
signos o letras condicionales, por gemplo, lasletras K y L que se hallan en los lugares 10° y 11° en
el alfabeto ruso®. Asi, e nimero 1579 en el sistema duodecimal® se representa en la forma
siguiente:

1579 | 12
12131 12
37 11 10
o
7 Cuadro 20

Respuesta: "(10) (11)7", o 137 (segun € afabeto castellano).
Verificacion: 10~ 149+ 11" 12+ 7 = 1579.

* % %

“ En el alfabeto espariol, los lugares 10°y 11° estas ocupados por lasletras| y J. (N. del T.)
® En el sistema duodecimal las cifras basicas con: 0, 1, 2, 3, 4,5, 6. 7, 8,9, 10 y 11. Por |o tanto, es necesario introducir
dos nuevos simbol os paradenotar las "cifras’ diezy once. (N. del T).



Problema 1: Escribir € nimero 1926 en & sistema duodecimal . ®
Problema 2: Escribir € nimero 273 en € sistema duodecimal.
Volver

2. El sistema de numeracién més sencillo.

Sin trabajo podemos notar que, en cada sistema, la mayor cifra que se utiliza es menor en una
unidad que € nimero base del sistema. Asi, en € sistema decimal, lamayor cifraese 9; en e de
base 6, € 5; en el ternario, € 2; en e debase |5, € 14, etc.

El sistema de numeracion més sencillo es, naturalmente, aquel para el cua se requiere e menor
numero de cifras. En el sistema decimal son necesarias 10 cifras (considerando, también, al cero),
en € quinario, 5 cifras, en el ternario, 3 cifras (0, 1y 2), en € binario Unicamente 2 cifras (1 y 0).
¢Existe un sistema "unitario”? Naturalmente: este sistema es aquel en el cual las unidades de todos
los dérdenes tienen idéntico valor. Este mismo "sistema" rudimentario o empleaba el hombre
primitivo, efectuando cortes en un arbol de acuerdo al nimero de objetos contados. Pero entre él y
todos los otros sistemas de calculo existe una enorme diferencia: carece de la principa ventgja de
nuestra numeracion (el Ilamado, valor posiciona de las cifras). En efecto, en el sistema "unitario”
un signo que se halle en el 3° 6 5° lugares, tiene el mismo valor que € que se encuentre en €l
primer lugar. Mientras que, aln en el sistema binario, la unidad en & 3%, lugar (desde la derecha) es
ya4 (2" 2) vecesmayor queene 1%, lugar, y en e 5° lugar, 16 veces (2° 2" 2 2) mayor. Para
la representacion de cualquier nimero en € sistema "unitario” son necesarios exactamente tantos
signos, como objetos sean contados: para escribir cien objetos, son necesarios cien signos: en €
binario solamente siete ("1100100"); en el quinario, en total, tres ("400").

Es por esto que a sistema "unitario” es muy dudoso que se le pueda llamar "sistema”; por lo
menos, no se le puede colocar junto alos restantes, puesto que se distingue fundamentalmente de
ellos, en que no proporciona ninguna economia en la representacion de los nimeros. Si se le hace a
un lado, entonces e sistema mas sencillo de numeracion resulta ser € sistema binario, en € que se
emplean, en total, dos cifras: 1y 0. jPor medio de launidad y del cero se puede representar todo un
conjunto infinito de nimeros!

Para una numeracion escritay fija, este sistema es poco conveniente: se obtienen nimeros
excesivamente largos’. El sistema binario es muy a adecuado en una serie de investigaciones
tedricas. En los Ultimos tiempos € papel dd sistema binario ha tornado gran preponderancia,
puesto que se halla en la base de la produccion de calculo, en las méguinas computadoras
electronicas. Dicho sistema posee ciertas interesantes particul aridades inherentes que a proposito,
se pueden emplear parala realizacion de una serie de trucos mateméticos efectivos, sobre los cuales
hablaremos detalladamente en €l capitulo "Trucos sin engafio”.

Nos hemos habituado atal grado a las operaciones aritméticas, que las efectuamos
automaticamente, casi sin reflexionar en 1o que hacemos. Pero las mismas operaciones exigen de
nosotros gran esfuerzo si deseamos aplicarlas a nimeros escritos en un sistema no decimal.
Probemaos, por ejemplo, efectuar la adicidn de los dos siguientes nimeros, escritas conforme al
sisterna quinario.

"4203'
+"2132"

® Las respuestas a los problemas estan al final del libro. E indica: Resultado Problema 1: "1146"; Resultado Problema
2:"1109"

" En cambio como veremos después para tal sistema se simplifican a maximo las tablas de adicién,
de multiplicacion.



Sumemos conforme alos ordenes, empezando con las unidades, es decir, de laderecha: 3 + 2 es
igual a cinco; pero no podemos escribir 5, porque tal cifrano existe en el sistema quinario; el cinco
es ya una unidad de orden superior. Es decir, en la suma no hay unidades; escribimos O, y € cinco,
0 seq, launidad del siguiente orden, lo conservamos en la mente. Ademas, 0 + 3 = 3, més la unidad
conservada en la mente, nos da en total 4 unidades de segundo orden. En €l tercer orden obtenemos
2+ 1=3.Enéd cuarto, 4 +2esigual asais, esdecir, 5+ 1; escribimos 1,y a 5, o seala unidad del
orden superior- lo trasladamos mas a laizquierda. La suma buscada = "11340":

"4203"
+"2132'
"11340"

Damos a lector la posibilidad de comprobar esta adicion, trasladando, previamente, 1os nUmeros
entre comillas al sistemadecimal.

Exactamente igual se realizan también las otras operaciones. Como gjercicios, ofrecemos aln una
serie de problemas® , cuyo nimero el lector puede aumentar por su cuenta, a voluntad:

En & sistema quinario:

Problema 3:
"2143'
- "334"
Problema 4:
"213'
Cug
Problema5:
II42I
e "31I
En € sistema ternario:
Problema 6:
"212"
+"120"
Problema 7:
"22"
“"20"
Problema 8:

8 Lasrespuestas alos problemas se encuentran al final del libro.
Resultados:

Problema 3.-"1304".

Problema 4.- "1144".

Problema 5.-"2402".

Problema 6.-"2010".

Problema 7.-"10210".

Problema 8.-"110".

Problema 9.-"10" residuo "11".



"220'
2

Problema 9:
"201"

, 12

En larealizacion de esa, operaciones, primero representamos mentalmente en nuestro familiar
sistema decimal alos nimeros escrito, y obtenido el resultado, de nuevo los representamos en €l
sistema no decimal deseado. Pero también se puede proceder en otraforma: constituir "latabla de
adicion" y "latabla de multiplicacion” en aguellos sistemas en los que estén dados |os nUmeros, y
emplear directamente las tablas.

Por ggemplo, latabla de adicién en € sistema quinario tiene la siguiente forma:

2134
314110
4110|111
101112
10111213

AIW[(N|PF

ArIWIN|FL|O

Por medio de esta tabla podemos sumar los nimeros "4203" y "2132", escritos en € sistema
quinario, esforzando la atencién mucho menos que con e método aplicado anteriormente.
Como es facil comprender, larealizacion de la substraccion también se ssimplifica.
Formemos la tabla de multiplicar ("pitagérica’) para el sistema quinario:

21 3| 4
411113
11|14 | 22
13122 | 31

ArIW[IN|PF

Teniendo esta tabla ante 1os 0jos, se puede reducir, en si, € trabajo de la multiplicacion (y de la
division) de los nimeros en e sistema quinario, como es facil persuadirse, aplicandola a los arriba.
Por eemplo, en la multiplicacion.

"213'
Sng
1144

Razonamos asi: tres por tres (de latabla) da "14", escribimos 4 y conservamos en la mente € uno
para el siguiente orden. Tres por uno, tres, mas uno del orden anterior, 4; delatabla, 3~ 2 da"11",
con lo que @ resultado final serd"1144".

Cuanto menor es la base de un sistema, tanto menores son, también, las correspondientes tablas de
adicion y de multiplicacion. Por gemplo, las dos tablas para € sistema ternario son:



012
1({2]10 1]2
211011 2|11
Tabla dela adicién para el sistema ternario Tabla pitagorica para €l sistematernario

Dichas tablas se pueden, simultdneamente, memorizar y emplear parala realizacion de las
operaciones. Las tablas de adicion y multiplicacion mas breves corresponden a sistema binario.

0|1
1110
Tabla de la adicion para €l sistema binario Tabla de multiplicaciéon para € sistema binario

1"1=1

iPor medio de "tablas" tan sencillas se pueden efectuar, en € sistema binario, las cuatro
operaciones! Las multiplicaciones en este sistema, como tales, en esencia no existen, pues
multiplicar por la unidad equivale a dgjar el nimero sin modificacion; La multiplicacion por "10",
"100", "1000" (es decir, por 2, por 4, por 8) conduce a un sencillo agregado, a la derecha del
correspondiente nimero de ceros. Por lo que toca a la adicién, para su realizacion, es necesario
recordar solamente que, en € sistemabinario, 1 + 1 = 10.
¢No es cierto que nosotros, con una fundamentacién completa, llamamos anteriormente a sistema
binario e més sencillo de todos los posibles? La gran longitud de los nimeros de esta aritmética
singular, se compensa por la sencillez; de realizacion de todas las operaciones aritméticas con €llos.
Se desea, por gjemplo, multiplicar

"10010111071"

""1001071"

"1001011101"
+'1001011101"%
"1001011101"000xx

"101011101110001"

Larealizacion, de la operacion conduce Unicamente a una transcripcion de los nimeros dados en
una disposicion ordenada: esto requiere esfuerzos mentales comparativamente menores que la
multiplicacién de tales nimeros, en € sistemadecimal (605~ 37 = 22 385). Si fuera adaptado por
nosotros el sistema binario, € estudio de la numeracion escrita requeriria una minima tension
mental (a cambio de una maxima cantidad de papel y tinta). Sin embargo, en la numeracion ora la
aritmética binaria, por 1o que se refiere ala comodidad de realizacion de las operaciones, cede en
gran medida, ante nuestro decimal.

Proporcionemos también un gjemplo de la operacion de division efectuada en € sistemade
numeracion binario:

10000010 :111 =10010
111 %00000x
1001 ¢
111 >00¢x
100




En nuestro familiar sistema decimal, esta operacion tendria la siguiente forma:

130 :7 =18
T xx
60
56

4
El dividendo, € divisor, el cociente y € residuo en ambos casos son, en esencia idénticos, aunque
las cuentas intermedias sean diferentes.
Volver

3. ¢Par oimpar?

No viendo & nimero, naturalmente resulta dificil saber si es par o impar. Pero desde luego, nos
resultafacil decirlo apenas percibido un nimero dado. Por gemplo, ¢gl nimero 16 es par o impar?
Si sabemos que esta escrito en €l sistema decimal, se estd en lo justo a afirmar que dicho niUmero
es par. Pero cuando se escribe en cuaquier otro sistema, ¢se puede estar seguro de que é
representa, infaliblemente, un nimero par?

Evidentemente no. Si la base es, por gemplo, siete, "16" denota 7 + 6 = 13, un nimero impar,
Exactamente serg, también, para toda base impar. (Porque todo numero impar + 6 es también un
ndmero impar).

De aqui la conclusién de que la divisibilidad entre dos (la Ultima cifra par) conocida por nosotros,
atil incondicionamente solo para el sistema de numeracién decimal, para otros sistemas no lo es
siempre. A saber, es justa solamente para sistemas de numeracion con base par: de base seis, ocho,
etc. ¢Cud esladivisbilidad entre 2 para los sistemas de base impar? Es suficiente una corta
reflexion para establecerla: la suma de las cifras debera ser par. Par ggemplo, €l nimero "136" es
par en todo sistema de numeracion, inclusive también con base impar; en efecto, en e Ultimo caso
tenemos: un numero impar® + un numero impar + un par = nimero par,

Con lamisma precaucion es necesario referirse a problema: ¢Siempre es divisible € nimero 25
entre cinco? En € sistema de base siete u ocho, €l nimero asi representado no es divisible entre 5
(porque es igual a diecinueve o a veintiuno). En la mismaforma, la bien conocida divisibilidad
entre 9 (de acuerdo ala suma de las cifras) es justa, Unicamente, para el sistema decimal. Por €
contrario, en e sistema quinario se aplicaladivisibilidad parael 4, y, por ggemplo, en e de base
sete, parael 6. Asi, e nimero "323" en € sistema quinario es divisible entre 4, porque 3+ 2 + 3 =
8,y e numero "51" en el de base siete, es divisible entre 6 (es fécil convencerse de €ello trasladando
los nimeros a sistema decimal): obtenemos respectivamente, 88 y 36). El lector mismo puede
darse cuenta de por qué esto es asi, si profundiza bien en la deduccion de ladivisibilidad entre 9 y
aplica los mismos razonamientos, correspondientemente modificados, por gemplo, a sistema de
base siete parala deduccion de la divisibilidad entre 6.

Es més arduo demostrar por un medio puramente aritmético, la legitimidad de las siguientes tesis:

121:11= 11
144:12= 12
21x21= 441

en todos |os sistemas de numeracion (en donde se tengan las cifras correspondientes).

° Un ntmero impar multiplicado por si mismo (es decir, por un impar), siempre da un niimero impar (por ejemplo, 7
7=49,11" 11=121, etc.)



Para |los entendidos con los rudimentos del dgebra, es facil halar la base, que explique la
propiedad de estas igualdades. L os restantes lectores |as pueden experimentar para diversos
sistemnas de numeracion.

Volver

4. Problemasinstructivos.

¢Cuédndo 2~ 2 = 1007
¢Cudndo2” 2= 11?1
¢Cudndo 10 es nimero impar?'?
¢Cudndo2” 3=117"

¢Cudndo 3~ 3=147*

agrwbdPE

L as respuestas a estas preguntas no deben dificultarse al lector que ha estado al corriente de este

capitulo.
Volver

5. Fracciones sin denominador

Estamos habituados: al hecho de que, solamente las fracciones decimales se escriben sin
denominador. Por tal razdn, a simple vista, a parecer, no es posible escribir directamente sin
denominador la fraccion 2/7 6 1/3. Sin embargo la cuestidn se nos presenta en otraformasi
pensamos en que son posibles las fracciones sin denominador en otros sistemas de numeracion. ¢En
el sistema quinario, qué denota, por gemplo, lafraccion "0.4"? Naturamente, 4/5. En el sistema
septenario lafraccion "1.27" denota 1 2/7. ¢Y qué denota en € mismo sistema septenario la
fraccion 0.33"? Aqui e resultado mas complicado: 3/7 + 49 = 24/49.

Consideremos aln, algunas fracciones no decimales sin denominador ¢A qué esigua

1. "2.121" en & sistematernario?
2. "1.011" en & sistemabinario?
3. "3.431" en € sistemaquinario?
4. "2.(5" en @ sistema septenario?
Respuestas:

1. 2+1/3+2/9+1/27=216,27.

2. 1+1/4+1/8=13/8.

3. 3+4/5+3/25+ 1/125 = 3 116/125.
4. 2+5/7+5/49+5/343 + ... = 2 5/6.

El lector puede darse cuenta facilmente de la justeza de la intimaigualdad si prueba aplicar a caso
dado con la modificacion correspondiente los razonamientos que se refieren ala transformacion de
fracciones decimales y periddicas a ordinarias.

Para concluir € capitulo, consideremos algunos problemas de indole especia (ver las respuestas a
final del libro):

1027 2 =100 cuando "100" esta escrito en el sistema binario.

127 2 =11 cuando "11" esta escrito en el sistematernario.

12v10" esimpar cuando esta escrito en el sistema quinario, y también enlos sistemas con base3, 7y 9.
1327 3=11 cuando "11" esta escrito en el sistema quinario.

1437 3= 14, cuando 14 esta escrito en el sistema quinario.



Problema 10. ¢En qué sistema de numeracion esta efectuada la siguiente adicion?:

756
307

+ 2456
24

3767
Problema 11. En qué sistema de numeracion esta efectuada la division:

4415400 :4532 =543
40344 »xxx
34100 >x
- 31412 »xx
22440 xx
- 22440 xx
0

Problema 12. Escriba € ndmero "ciento treinta' en todos los sistemas de numeracion del binario al
decimdl, inclusive.

Problema 13. ¢A qué esigual € nimero "123" s se le considera escrito en todos los sistemas de
numeracion, hasta el nonario inclusive? ¢Es posible escribirlo en el sistema binario? ¢Y en e
sistematernario? Si esta escrito en € sistema quinario, ¢se puede saber s es divisible exactamente
entre dos, sin transcribirlo en e sistemadecimal? Si esta escrito en el sistema de base nueve, ¢es
divisible exactamente entre cuatro?

Volver

6. Curiosidad Aritmética
2> & =2502

Volver
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Capitulo Quinto
Galeriade Maravillas Numéricas

Contenido:

1. Museo De Curiosidades Aritméticas
2. El NUmero 12

3. Numero 365

4. Tres Nueves

5. El NUmero de Scheherazada
6. El Numero 10101

7. El Numero 10001

8. Seis Unidades

9. Piramides Numéricas

10. Nueve Cifras Iquales

11. Escala Numérica

12. Anillos Magicos

13. Una Familia Fenomenal

14. Curiosidades Aritméticas

1. Museo De Curiosidades Aritméticas

En & mondo de los nimeros, como también en e mundo de loa seres vivos, se encuentran
maravillas auténticas, g emplares Unicos, que poseen propiedades singulares. A partir de tales
numeros no ordinarios de dicha especie, pudo ser constituido un museo de rarezas numéricas: €
presente "museo de curiosidades aritméticas’. En sus vitrinas hallaremos €l lugar, no solamente
de los gigantes numéricos sobre los que charlaremos alin mas en un capitulo especial, sino
también de los nimeros de dimensiones discretas que, en compensacion, se distinguen de la serie
de los otros por ciertas propiedades no habituales. Algunos de ellos atraen la atencion ya, por 1la

L En el dibujo de esta pagina dice, de arriba a abajo, respectivamente: ¢10 6 12?; pie = 12 pulgadas:
metro = 10 decimetros.

Preparado por Patricio Baros
Antonio Bravo
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apariencia; otros descubren sus particul aridades singulares solamente con un conocimiento mas
profundo.

L as particularidades interesantes de ciertos niumeros representados en nuestra "galeria’, no tienen
nada en comun con algunas singularidades imaginarias que, los aficionados a lo misterioso,
perciben en otros nimeros. Como gemplo de semejantes supersticiones numéricas, puede servir
lasiguiente reflexion aritmética, expresada sin cautela por el conocido escritor francés Victor
Hugo:

"El tres es un nimero perfecto. La unidad es a nimero 3, lo mismo que e diametro a circulo. El
nimero 3 es & Unico que posee centro. Los demas nimeros, son €lipses que tienen dos focos. De
aqui, se sigue una particularidad propia, exclusiva del nimero 3. Al sumar las cifras de cualquier
nimero multiplo de 3, la suma es divisible exactamente entre 3".

En estavagay aparentemente profunda revelacion, todo es inexacto; o que no es frase, carece de
sentido o es un absurdo. Solamente es justa la observacion sobre la propiedad de la suma de las
cifras, pero dicha propiedad no surge de lo sefidlado, y por 1o mismo no representa una
particularidad exclusiva del nimero 3: por ella se distingue en € sistema decimal, también el
ndmero 9, y en otros sistemas, 10s nUmeros menores, en una unidad, que la base.

Las maravillas de nuestra "galeria' son de otro tipo: en ellas no hay nada misterioso ni
indescifrable.

— oy e

e,

SNl —
Figura 25. Vitrina de maravillas aritméticas

Invito a lector arealizar una excursion por la galeria de tales maravillas numéricas y a entablar
conocimiento con algunas de ellas.

Pasemos, sin detenernos, delante de las primeras vitrinas que encierran nimeros cuyas
propiedades son bien conocidas de nosotros. Sabemos ya por qué se hallaba el nimero 2 en la

Preparado por Patricio Baros
Antonio Bravo
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galeria de maravillas: no porque sea el primer nimero par? sino porque es la base de un
interesante sistema de numeracion. ®

No sera inesperado para nosotros encontrar aqui €l nimero 9, también naturalmente, no como un
"simbolo de constancia** sino como el niimero que nos asegura la comprobacion de todas |as
operaciones aritmética. Pero aqui esta la vitrina; veamos a través de su cristal.

Volver

2. EI NOmero 12

¢Qué tan admirable es?. Es € nimero de meses en € afo y e nimero de unidades en la docena.
Pero, en esencia, ¢qué hay de particular en la docena?. Por pocos es conocido que € 12 es €l
antiguo y derrotado rival del nimero 10 en lalucha por € puesto honorifico de base del sistema
de numeracién. Un pueblo de gran cultura del Antiguo Oriente, los babilonios, y sus predecesores
sumerios, realizaban los cdlculos en e sistema duodecimal de numeracion. Hasta ahora, hemos
pagado algo de tributo a este sistema, no obstante la victoria del decimal. Nuestra aficiéon a las
docenas y las gruesas®, nuestra division del dia en dos docenas de horas, la divisién de la horaen
5 docenas de minutos, la divisién del minuto en otros tantos segundos, la division del circulo en
30 docenas de grados, y finalmente, ladivision del pie en 12 pulgadas ¢no atestigua todo esto (y
muchas otras cosas) sobre la gran influencia, en nuestros dias, del antiguo sistema?

¢Es conveniente que en la lucha entre la docena y la decena halla triunfado esta dltima?.
Naturalmente, por las intensas ligas de la decena con los diez dedos, nuestras propias manos han
sido y contintian siendo méaquinas calculadoras naturales. Pero si no fuera por esto, entonces
convendria, incondicionalmente, dar la preferenciaa 12 antes que a 10. Es mucho més
conveniente realizar los célculos en € sistema duodecimal que en el decimal. Esto se debe a que
el nimero 10 esdivisibleentre 2y 5, mientras que &l 12 esdivisible entre 2, 3, 4y 6. En 10 hay,
en total, dos divisores; en 12, cuatro. Las ventgjas del sistema duodecimal se tornan claras si se
considera que en este sistema un nUmero que termina con cero, es multiplode 2, 3,9y 6:
reflexidnese: jqué tan comodo es dividir un nimero cuando precisamente 1/2, 1/3, /4y 7/6
deben ser nimeros enteros!

Si el nUmero expresado en e sistema duodecimal termina con dos ceros, debera ser divisible
entre 144, y por consiguiente, también entre todos los multiplicadores de 144, es decir, entre la
siguiente serie de nimeros:

2,3,4,6,8,9,12, 16, 18, 24, 36, 48, 72, 144.

Catorce divisores, en lugar de los ocho que tienen los nimeros escritos en € sistema decimal, si
terminan con dos ceros (2, 4, 5, 10, 20, 25, 50 y 100). En nuestro sistema solamente fracciones de
laforma /2, 1/4, 1/5, 1/20 etc., se convierten en decimales finitos; en el sistema duodecimal se
pueden escribir: sin denominador mucho més diversas fracciones y ante todo: 1/2, 1/3, 1/4, 1/6,

2 Como primer nimero par se puede, por otra parte, considerar, no al 2, sino al 0.

Se refiere al sistema binario de numeracién que se aplica para representacion de los nimeros y la
realizaciéon de las operaciones en la generalidad de las maquinas computadoras aritméticas. La utilizacién
de dicho sistema permite el empleo, en la construccion y analisis de esquemas funcionales de la légica
matematica y asegurar una simplificacion substancial de la estructura de los dispositivos aritméticos y de
Znemoria, en comparacién con los casos en que se usan otros sistemas de numeracion.

Los antiguos (discipulos de Pitagoras) consideraban el 9 como un simbolo de constancia, "puesto que
todos los nimeros multiples de 9, tienen como suma de las cifras, un multiplo de 9".
® Una gruesa son 12 docenas. 144 objetos de un mismo genero constituyen una gruesa.
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1/8, 1/9, 1/12, 1/16, 1/18, 1/24, 1/36, 1/48, 1/72, 1/144, |as que respectivamente se representan
asi:

0.6: 0.4; 0.3: 0.2; 0.16; 0.14: 0.1; 0.09; 0.08; 0.06; 0.04: 0.03: 0.02; 0.01.

Por otra parte, seria un gran error pensar que la divisibilidad de un nimero puede depender del
sistema de numeracién en gque esté representado. Si unas nueces contenidas en un saco, pueden
ser separadas en 5 montones idénticos, entonces esta propiedad de ellas, naturalmente, no se
modifica a causa de que nuestro nimero de nueces esté expresado en uno u otro sistema de
numeracion o dispuesto en un dbaco, o escrito con letras, o representado por cualquier otro
método. Si el nimero escrito en el sistema duodecimal es divisible entre 6 o entre 72, entonces, a
ser expresado en otro sistema de numeracion, por gemplo en e decimal, debera tener [os mismos
divisores. La diferencia consiste Unicamente en que, en €l sistema duodecimal la divisibilidad
entre 6 0 entre 72 es facil de descubrir (el nUmero termina en uno o en dos ceros).

Ante tales ventgjas del sistema duodecimal, no es entrafio que entre los matematicos se corriera la
voz en favor de un traslado total a este sistema. Sin embargo, estamos ya demasiado
acostumbrados al sistema decimal como para resolverse por tal sistema.

El gran matematico francés Laplace emitid la siguiente opinion respecto a dicho problema: "La
base de nuestro sistema de numeracion no es divisible entre 3 ni entre 4, es decir, entre dos
divisores muy empleados por su sencillez. La incorporacién de dos nuevos simbolos (cifras) daria
al sistema de numeracion esta ventaja; pero tal innovacion seria, sin duda, contraproducente.
Perderiamos la utilidad que dio origen a nuestra aritmética que es, la posibilidad de calcular con
los dedos de las manos'.

Por el contrario, procedia, por uniformidad, pasar también a los decimales en la medicion de los
arcos, de los minutos y de los grados.

Dicha reforma se intento realizar en Francia, pero no llegé aimplantarse. No habia otro, aparte de
Laplace que fuera un ardiente partidario de esta reforma. Su céebre libro "Exposicion de un
sistema del mundo” sucesivamente realiza la subdivision decimal de los angulos; llama grado, no
alanoventava, sino ala centésima parte de un angulo recto, minuto a la centésima parte de un
grado, etc. Inclusive, Laplace emitié su opinidn sobre la subdivision decimal de las horasy de los
minutos. "La uniformidad del sistema de medidas, requiere que € dia esté dividido en 100 horas,
la hora en 100 minutos, el minuto en 100 segundos” escribid e eminente gedmetra francés.

Se ve, por consiguiente, que la docena tiene por si misma, una larga historia, y que €l nimero 12.
no sin fundamento se encuentra en la galeria de las maravillas numéricas. Por e contrario su
contiguo, € nimero 13, figura aqui no porque sea notable, sino mas bien por no serlo, aunque
precisamente se emplea por una gloria sombria: ¢no es extraordinario que no habiendo nada que
distinga a nimero, pudiera éste llegar a ser "peligrosa’ peralas gentes supersticiosas?.

Laforma en que fue propagada esta supersticion (que se origind en la antigua Babilonia) es
evidente por € hecho de que en la época del régimen zarista, en e dispositivo del tranvia
eléctrico en Petersburgo no se decidieron aintroducir la ruta nimero 13, omitiéndolay pasando a
lanimero 14. Las autoridades pensaban que €l publico no querriavigiar en vagones con tal
"siniestro” numero. Es curioso que en Petersburgo |os alojamientos que atendian 13 cuartos,
estuvieran solitarios... En los hoteles, generamente no existia la habitacion nimero 13. Parala
lucha contra esta supersticion numérica, sin fundamento, en algunas partes de Occidente (por
giemplo, en Inglaterra) se han congtituido inclusive "Clubes del niUmero 13" especiales.

En la siguiente vitrina del museo de maravillas aritméticas vemos ante nosotros a nimero 365.
Volver
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3. Numero 365

Es notable, ante todo, porque denomina el nimero de dias en € afio. Ademés, en ladivision entre
7 da, en € residuo, 1: por ser un residuo tan insignificante, esta propiedad del niUmero 365
adquiere un gran significado para nuestro calendario de siete dias.

Otra propiedad del nimero 365 no relacionada con € calendario, es

365=10x10+11x11+12x 12,

es decir, que e nimero 365 esigua ala suma de los cuadrados de tres nimeros consecutivos,
empezando por €l 10:

107 + 112 + 122 = 100 + 121 + 144 = 365.

T
Figura 27. Vifieta del famoso cuadro del artista Bogdanov-Bielski, titulado “ Un Problema Dificil”

Pero ademés, esigual ala suma de los cuadrados de los dos siguientes nimeros, 13y 14:
132 + 14% = 169 + 196 = 365.

En esta propiedad del nimero 365 se basa €l conocido problemade S. A, Rachinsky que inspird
el famoso cuadro de Bogdanov-Bielsky. "problema dificil” (figura 27)

10% +11% +12% +13% +14% _
365
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Pocos nimeros de esta indole relinen en nuestra galeria de maravillas aritméticas.
Volver

4. Tres Nueves

En la siguiente vitrina estd, expuesto el mayor de todos los nimeros de tres cifra: € 999. Dicho
nimero, sin duda es mucha mas extraordinario que su imagen volcada 666, el famoso "nimero
bestial" del Apocalipsis que hainspirado un temor absurdo entre algunas gentes supersticiosas
gue, conforme a las propiedades aritméticas nada hay que lo distinga de los demas nimeros.

Figura 28. Un nimero por € cual es facil multiplicar

Una propiedad interesante del nimero 999 se manifiesta en su multiplicacién con cualquier otro
numero de tres cifras. Entonces se obtiene un producto de seis cifras: sus tres primeras cifras
constituyen el nimero multiplicado, disminuido de una unidad, y las tres cifras restantes
(inclusive la tltima) son e "complemento” al 9, de las primeras. Por gjemplo:

573:
573 x 999 =572 427

Basta, solamente, echar una ojeada a siguiente renglon, para entender el origen de esta
particularidad:

573 x 999 = 573 x (1000-1) = 573 000 — 573 = 572 427

Conociendo esta particularidad, podemos multiplicar "instantaneamente" cualquier nimero de
tres cifras por 999:

917 x 999 = 966 083,
509 x 991 = 508 491,
981 x 999 = 980 019

Y puesto que 999 = 9 x 111 = 3 x 3 x 3 x 37, se pueden, otra vez con la rapidez de un rayo,
escribir colonias enteras de nimeros de seis cifras, multiplos de 37; no conocidas las propiedades
del nimero 999, naturalmente no se esta en situacion de hacer esto. Hablando brevemente, se
pueden organizar ante profanos, pequefias funciones de "multiplicacion y division instantaneas’.
Volver

5. El NUumer o de Scheherazada
El que sigue en turno es & nimero 1001, €l célebre nimero de Scheherazada. Pocos sospechan,
probablemente, que en la denominacion misma de una coleccién de cuentos encantados arabes se
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encienta una especie de maravilla, que podria exaltar laimaginacion del sultan del cuento, no en
menor grado gue algunas otras maravillas de Oriente, si é hubiera sido capaz de interesarse por

las maravillas aritméticas.

Figura 29. El nimero de Scheherazada

¢Qué tan notable es e nimero 10017 En aspecto, a parecer es muy ordinario. Inclusive, no
pertenece a escogido orden de los Ilamados nimeros "primos’. Dicho nimero es divisible entre
7,11y 13, es decir, entre: tres nUmeros primos consecutivos, € producto de los cuales resulta ser
el mencionado nimero. Pero la maravilla no consiste en que € nimero 1001 =7 x 11 x 13, ya
gue agqui no hay nada de mégico. Lo mas notable es que a multiplicar un nimero de tres cifras
por dicho nimero, se obtiene un resultado que consiste del mismo nimero multiplicado, sélo que
escrito dos veces, por gjemplo:

873 x 1001 = 873 873,
207 x 1001 = 207 207,

Y aunque esto era de esperarse, puesto que
873 x 1001 = 873 x 1000 + 873 = 873 000 + 873,

aprovechando la sefiadlada propiedad "del niUmero de Scheherazada" se pueden lograr resultados
completamente inesperados, por |0 menos para e hombre no preparado.

Ahora, aclaremos en que forma.

Se puede sorprender a un grupo de camaradas no iniciados en los misterios aritméticos, con €l
siguiente truco, Supodngase que alguno escribe en un pedazo de papel, en secreto, €l nimero de
tres cifras que desee, y que enseguida le agrega € mismo nimero.

Se obtiene un nimero de seis cifras que se compone de tres cifras repetidas. Se le propone al
mismo camarada 0 a su vecino dividir este nimero, en secreto, entre 7; ademas, con anticipacion
se predice que en la division no se obtendra residuo. El resultado se transmite a nuevo vecino,
guien de acuerdo con la proposicion, lo divide entre 11, y aunque no se conoce € dividendo, uno
puede afirmar que también ese nimero se divide sin residuo. El resultado obtenido se
proporciona al siguiente vecino, al cual se le solicita que divida este niUmero entre 13, y conforme
alo predicho de antemano, la division no dara ninguin residuo. El resultado de la tercera division.
sin ver e nimero obtenido se traslada a primer camarada con las palabras:

- ¢Este es &l nimero que Ud. Pens6?
- Asi es, Ud. acerto, le contestaran sin duda alguna.

¢Cud eslaclave del truco?
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Este bonito truco aritmético, que produce en los no iniciados un efecto de magia, se explica en
uno forma muy sencilla: recuérdese que € agregar a un nimero de tres cifras € propio nimero,
significa multiplicarlo por 1001, es decir, por € producto 7 x 11 x 13. El nimero seis cifras que
obtiene nuestro camarada después de agregar a nimero dado € propio nimero, debera, por esta
razon, dividirse exactamente entre 7, entre 11 y entre 13; y como consecuencia de la division,
consecutivamente, entre estos tres nimeros (es decir, entre su producto 1001) se deberé
naturalmente, obtener otra vez el nimero pensado.

Lareaizacion del truco se puede variar conforme los deseos en tal forma, que se tenga la
posibilidad de encontrar € nimero enigméatico que se obtiene en € total de los calculos. Es
sabido que €l nimero de seis cifras sobre € cua se comienzan a hacer los célculos, esigua a
producto

(niimero pensado) x 7 x 11 x 13.

Por tal razén, si se pide dividir € nUmero de seis cifras, primero entre siete, después entre 11,
luego entre & nimero pensado entonces, con seguridad se puede encontrar como total final de
todas las divisiones a 13.

Repitiendo € truco, se pide realizar las divisiones en otro orden: a principio entre 11, después
entre el nimero pensado y entre 13. La dltima division debera dar 7 como cociente. O a principio
entre 13, después entre el nimero pensado, y luego entre 7; € total final es 11.

Volver

6. El NOmero 10101

Después de lo indicado sobre € nimero 1001, ya no sera una sorpresa ver al nimero 10101 en las
vitrinas de nuestra galeria. Se adivina a qué propiedad, precisamente, esta obligado este nUmero
por tal honor. El, como el nimero 1001, da un resultando sorprendente en la multiplicacion, pero
no de nimeros de tres cifras, sino de dos cifras; todo nimero de dos cifras, multiplicado por 10
101, da como resultado €l propio nUmero, escrito tres veces.

1010(

Figura 30. Un nimero que se presta para trucos

Por g emplo:
73x 10101 =737 373
21x10101=212121.

La causa se aclara por €l siguiente renglon:
73 x 10101 =73 (10000 + 100 + 1) = 730000 + 7300 + 73

¢, Con ayuda de este niUmero se pueden hacer trucos de adivinacion no habitual, como con €l
nimero 1001?
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Si se puede. Aqui es posible inclusive, disponer de un truco mas variado, Si se tiene en cuenta que
10101 es producto de cuatro nimeros primos:

10101 =3 x 7 x 13 x 37.

Proponiendo a un camarada pensar un nimero de dos cifras, a un segundo se le pide agregarle el
propio nimero, a un tercero agregar € propio nimero unavez méas. A un cuarto se le pide dividir
el nUmero de seis cifras obtenido, entre 7 por g emplo; un quinto camarada debera dividir €
cociente obtenido entre 3; un sexto divide lo que se obtuvo entre 37 y, finalmente, un séptimo
divide este resultado entre 13; las cuatro divisiones se realizan sin residuo. El resultado de la
Ultimadivision se transmite a primer camarada: éste es, precisamente, el nimero pensado por €.
En larepeticiéon del truco se puede introducir cierta variedad, empleando cada vez nuevos
divisores. A saber, en lugar de los cuatro multiplicadores 3 x 7 x 13 x 37, se pueden tomar loa
siguientes grupos de tres multiplicadores:

21 x 13 x 37,
7x39x 37
3x91x37
7x13x 111.

Este truco es fécil de modificar en forma semejante a como fue explicado en el caso anterior (en
el truco con & nimero 1001).

El nimero 101001 es, quizés aun mas sorprendente que €l nimero encantado de Scheherazada,
aunque también sea menos conocido en cuanto a sus propiedades singulares. Sobre él se escribid
ademés, ya doscientos afios antes, en la"Aritmética’ de Magnitski, en €l capitulo donde se
proporcionan gjemplos de multiplicacion, "con una cierta sorpresa’. Dicho nimero, con mayor
razén, debe incluirse en nuestra coleccion de maravillas aritmética.

Volver

7. El Namero 10001
Con este nUmero se pueden también hacer trucos a la manera de los anteriores, aungue quizas no

1000

Figura 31. Otro namero que se presta para trucos

Es que dicho nimero representa en si, € producto de dos nimeros primos solamerte:
10001 = 73 x 137.

Tengo confianza en que € lector, después de todo lo indicado arriba, se dara cuenta de como se
aprovecha eso para la realizacion de las operaciones aritméticas "con sorpresa’.
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Volver

8. SeisUnidades

En la siguiente vitrina vemos una nueva maravilla del museo de curiosidades aritméticas el
nimero que consiste de seis unidades. En virtud del conocimiento de |as propiedades mégicas del
nimero 1001, simultaneamente nos damos cuenta de que

111111 =111 x 1001.

1

Figura 32. Numero util para la adivinacion

Pero 111 =3 x 37,y 1001 = 7 x 11 x 13. De aqui se sigue que nuestro nuevo fendmeno numeérico,
gue se compone solamente de unidades, representa en si, € producto de cinco multiplicadores
primos. Combinando estos cinco multiplicadores en todas las formas posibles, en dos grupos,
obtenemos 15 pares de multiplicadores que dan como producto uno y €l mismo nimero 111111

3x(7x11x13x 37) =3x 37037 = 111111
7x(3x11x13x37)=7x 15873 =111111
11x(3x7x13x37)=11x 10101 = 111111
13x (3x7x11x 37) =13 x 8547 =111111
37x(3x7x11x13)=37x3003=111111
Bx7)x(11x13x37)=21x5291 =111111
(3x11) x (7x13x37) =33x 3367 =111111

Se puede, en ese caso, poner a un grupo de 15 camaradas €l trabajo de multiplicacién y, aungque
cada uno multiplicara un distinto par de nimeros, todos obtendrian uno y el mismo resultado
original: 111111.

El mismo nimero 111111 es Util también, para la adivinacion de nlmeros pensados, a semejanza
de los medios; usados con los nimeros 1001 y 10101. En el caso dado se propone pensar un
nimero de una cifra, y repetirlo 6 veces. Como divisores pueden servir aqui, cinco nimeros
primos:. 3, 7, 11, 13, 37 y las combinaciones obtenidas de ellos: 21, 33, 39, etc. Esto proporciona
la posibilidad de variar en extremo la realizacion del truco.

Por gemplo, del nimero 111111 €l lector ve como se quede emplear, para los trucos aritméticos,
un nlmero que se componga de puras unidades, si se descompone en factores. Para fortuna de los
aficionados a semejantes trucos, agunos nimeros, de tal sistema, no son primos, sino
compuestos.

De los primeros 17 nimeros de esta especie solamente |os dos menores, 1y 11, son primos, los
restantes son compuestos. He agui como se descomponen en factores primos, 1os primeros diez
de los nimeros compuestos de este sistema.

111 =3x 37
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1111 = 11x 101

11111 = 41 x 271

111111 = 3X7x11x13x37
1.111.111 = 239 x 4649
11111111 = 11 x 73 x 101 x 137
111.111.111 = 9 x 37 x 333 667
1111111111 = 11 x 4l x 271 x 9091
111.11.111.111 = 21649 x 513 239
111.111.111.111 = 3X7x11x 13 x 87 x 101 x 9901

No todos los nimeros aqui dados son convenientes para la adivinacion.

Pero nlmeros de 3, 4, 5, 6, 8, 9y 12 unidades son mas o0 menos Utiles para este objeto. Ejemplos
de su uso para adivinacion, se daran al final del siguiente capitulo.

Volver

9. Pirdmides Numéricas

En las siguientes vitrinas de la galeria admiramos notabilidades numéricas de una especie muy
particular: con semejanza a piramides compuestas de nimeros. Consideremos més de cercaala
primerade ellas (fig. 33).

e TP - —
e :
123x9+4=1111

1234 x9+5=11111
e — 12345 xG+6=111111
Ty 1234569 «T7T=1111111
TP  1234,567%9+B=11111111
12905678 x9+9=111111111

iy A St =

Figura 33. Primera piramide numérica

¢Como explicar estos resultados singulares de la multiplicacion?

Para comprender esta rara singularidad, tomemos como g emplo cualquiera de las filas
intermedias de nuestra piramide numérica: 123456 x 9 + 7. En lugar de la multiplicacion por 9, se
puede multiplicar por (10-1), es decir, agregar € 0 aladerechay restar el multiplicando:

123456 x 9 + 7 = 1234560 + 7 - 123456 = 1.111.111

Basta echar una ojeada sobre |a Ultima substraccién para comprender por qué se obtiene un
resultado que consiste solamente de unidades.

Podemos también explicar esto, partiendo de otros razonamientos. Para que un nimero de la
forma 12345... se convierta en un nimero de laforma 11111..., es necesario restar 1 ala
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segunda de sus cifras, 2 alatercera. 3 alacuarta, 4 alaquintay asi sucesivamente; en otras
palabras, restar de é € mismo nimero de laforma 12345 ... privado de su Ultima cifra, es decir
disminuido 10 vecesy carente previamente de su Ultima cifra.

Ahora, es comprensible que para la obtencion del resultado buscado es necesario multiplicar por
10 nuestro nimero y agregarle la cifra que sigue, en calidad de Ultima cifra, y restar a resultado
el nimero origina (y multiplicar por 10 y restar el multiplicando quiere decir, multiplicar por 9).
En forma andloga se explica la formacién de la siguiente pirdmide numérica (fig. 34), que se
obtiene en la multiplicacion de una determinada serie de cifras por 8 y la adicion de cifras que
consecutivamente aumentan.

. '!5*1-9 - ___.__-._-:_.._.__:2
= 12x§+2=9y ____"""_—"_"\__‘
s 123 %8+3=987 ——

1234 %8+ 4=9878
12845%8+5=08765 N = _
1834568+6=087654 ;
123456 T8+ 7=0876549
123456T8x8+8=98765432
PNt 23456789%8+9=987654321
197,

WAV — o~

Figura 34. Segunda piramide numérica

Particularmente interesante en la piramide, es la tltima fila donde, como resultado de la
multiplicacion por 8 y laadicion del 9, tiene lugar la transformacion de la serie natural total de
cifras, en dicha serie, pero con una disposicién inversa.

Intentemos explicar esta particul aridad.

La obtencion de los extrarios resultados se aclara por e siguiente renglon:

12345x 9+ 6 =111111°

12 345 x 8 + 5= 98765
esdecir

12345x (9-1) x8+5+1-1=12345x9-12345-1=111111 - 12 316.
Pero restando del nimero 111111 el nimero 12346 compuesto de una serie de cifras crecientes,

obtendremos, como es facil de comprender, una serie de cifras decrecientes. 98765.
He agui, finalmente, la tercera pirdmide numeérica, que también requiere explicacion (fig. 35).

®Por qué 12345 x 9 + 6 da precisamente 111111, fue mostrado en la consideracion de la piramide
anterior.
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93:19»«54535
9876 x9+4=8B888
98765 X9+ S=BBBBAS
987654 x8+2=58888688
9&?5543 ASx9+1=88888888

Figura 35. Tercera piramide numeérica

Esta piramide es una consecuencia directa de las dos primeras. La relacion se establece muy
facilmente. De la primera pirdmide sabemos ya que, por gjemplo:

12345x 9+ 6=111111.
Multiplicando ambos miembros por 8, tenemos.
(12 345x 8x 9) x (6 x 8) = 888888.
Pero de la segunda pirdmide se sabe que
12345 x 8 + 5=98765
12345 x 8 = 98760.
Vaedecir,

888888 = (12 345X 8x 9) + (6 X 8)
888883 = (98 760 X 9) + (5x 9) + 3
883338 = (98 760 + 5) X 9 + 3
883388 = 98 765 x 9 + 3.

Se convence uno de que todas estas piramides numéricas no son tan misteriosas como parece a
primera vista. Pero algunos las consideran, sin embargo, no descifradas. Me tocd una vez, verlas
impresas en un periodico aeman con una nota: "La causa de tan sorprendente singularidad, hasta
el presente todavia nadie se la ha explicado. ..."

Volver

10. Nueve Cifras Iguales
El dltimo renglén de la primera "piramide” (fig. 33)
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12345678 x9+9=111.111.111

representa un gjemplo de un grupo completo de interesantes curiosidades aritmética en nuestro
museo, reunidas en unatabla (ver fig. 36).

(. A
12345679 <« Q9= 101100111 | F

!
12345679 x 1§ = 222222222
12345679 x 27 = 333333333
12345679 x 36 = Lbbbhbbbbt

12345679 % 45 = 555555555 | |
12345679 x 54 = 666666666
‘r:uaﬁ?g x 63 = 7771777177
12345679 x 72 = 885888888
J 12345679 x 81 = 999999999

Figura 36.

¢Doénde estalata singularidad en los resultados? Tomemos en cuenta que
12345678 x 9+ 9=(12345678+ 1) x 9=12 345679 x 9.
Por estarazon

12345679 x 9=111111111.
Y de aqui se sigue directamente que

12345 679 x 9 X 2 = 222222222

12345 679 x 9 x 3 = 333333333

12345 679 x 9 x 4 = 444444444
Volver

11. Escala Numérica

Es interesante determinar qué se obtiene si € nimero 111111111, con € cual ahora tenemos que
ver, se multiplica por si mismo. De antemano se puede sospechar que €l resultado debera ser
singular, pero ¢cud es precisamente?

Si se pasee capacidad para dibujar con claridad en laimaginacion una serie de cifras, sellegaraa
encontrar € resultado que nos interesa, aun sin recurrir a los calculos sobe € papel. En esencia,
aqui la cuestién conduce solamente a una disposicion adecuada de |os productos parciales,
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porgue a multiplicar se hace solamente de unidad por unidad. La adicion de los productos
parciales |leva a un sencillo calculo de unidades’. He aqui € resultado de estamultiplicacion,
singular en su especie (en larealizacion de la cual no se llega arecurrir ala operacién de
multiplicacion):

P R R R R R R Rk, R
P PR R R R Rk R
P PR R R R
N L e e L

N N

R R Rk R

P Rk R

N[ -

Wik P, P

Pl P PR

R N

Ol P P

T R R e e

oo R N i i

Ol P P P PFPPFP PP PP

1
1 87 6 543 21

Las cifras de este resultado disminuyen simétricamente, a partir del centro, en ambas direcciones.
Aquellos lectores que se hayan cansado de la revista de las maravillas numéricas, pueden
abandonar aqui la"galeria” y pasar a las siguientes secciones en donde se muestran trucos y estan
presentados |os gigantes y enanos numéricos. deseo sefialar que ellos pueden suspender la lectura
de este capitulo y pasar a siguiente. Pero quien todavia desee ponerse a corriente de algunas
notabilidades del mundo de los nimeros, o invito a visitar conmigo una pequefia serie de vitrinas
cercanas.

Las maravillas numéricas sobre las cuaes se hablara ahora reclaman del lector, € corocimiento
de las llamadas fracciones periddicas infinitas. Aquellos lectores que no estén a corriente de
ellas, les propongo transformar las siguientes fracciones ordinarias, en decimales, conforme al
método bien conocido:

Ya, 18, 13, 1/11

Es fécil persuadirse de que las dos primeras fracciones, a convertirse en decimales, dan un
numero finito de dos y tres cifras respectivamente.

Al convertir en decimales las fracciones restantes, se obtienen series infinitas de cifras que se
repiten en un orden determinado:

1/3=0.3333333....
1/11 = 0.09090909090909...

"En el sistema binario de numeracién, como ya fue explicado (ver Cap V) todas las multiplicaciones son,
precisamente de tal especie.
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Tales fracciones se denominan periodicas, y € grupo de cifras que se repite en ellas se llama
periodo.
Volver

12. Anillos M &gicos
iQué extrafios anillos estén expuestos en la siguiente vitrina de nuestra galerial Ante nosotros
(fig. 37) hay tres anillos planos que giran uno con €l otro.

Figura 37. Anillos numéricos giratorios

En cada anillo estén escritas seis cifras, en uno y el mismo orden, que forman el nimero: 142857.
Los anillos poseen la propiedad admirable siguiente: en cualquier forma en que sean girados, en
laadicion de dos nimeros escritos sobre ellos (contando a partir de cualquier cifraen ladireccion
de giro de las manecillas del reloj), obtenemos en todos |os casos € mismo nimero de seis cifras
(en genera el resultado sera de seis cifras) jsolamente que algo adelantado! (ver fig. 37). Enla
posicién que se representa en lafig. 37, obtenemos en la adicién de los dos anillos exteriores.

142857
-428571
571428

es decir, otra vez la misma serie de cifras: 142857 solamente las cifras 5y 7 se han transferido
del final a principio.
En otras disposiciones de los anillos, relativas de uno con respecto a otro, tenemos |os casos:

285714
-571428
857142
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714285
-142857
857142

Y asi sucesivamente.
Laexcepcion lo constituye el caso en que en e resultado se obtiene 999999:

714285
-285714
999999

(La causa de otras desviaciones respecto de lareglaindicada, € lector la podra captar cuando
termine de leer este apartado).

Ademas, esa misma serie de cifra, en idéntica secuencia la obtenemos también en la substraccion
de los nimeros escritos en los anillos.

Por g emplo:
428571 571128 714285
-142857 -285 714 -142857
285714 285714 571428

La excepcion la congtituye el caso en que son puestas en coincidencia cifras idénticas; por
supuesto, la diferencia es igual a cero.
Pero esto no estodo. Al multiplicar e nimero 142857 por 857 por 2, 3, 4, 5 0 por 6, se obtiene
otravez lamisma serie de cifras, pero desplazada en una disposicion circular, en una o en varias
cifras:

142 857 x 2 =285 714

142 857 x 3=428 571

142 857 x 4 =571 428

142 857 x 5=714 285

142 857 x 6 = 857 142

¢Queé tanto estan condicionadas estas enigmaticas particul aridades de nuestro nimero?

Damos con e camino de la clave, s prolongamos un poco la Ultima tabla 'y probamos multiplicar
nuestro nimero por 7: como resultado se obtiene 999999. Vale decir, el nimero 142 857 no es
otra cosa que la séptima parte de 999999 y, por consiguiente, la fraccion 142857/999999 = 1/7
En efecto, si se transforma 1/7 en fraccion decimal se obtiene:

1/7=0.142 857...
esdecir
1/7 =0.(142 857)

Nuestro enigmético nimero es el periodo de una fraccion periddicainfinita que se obtiene en la
transformacion de 1/7 en decimal. Es comprensible ahora, por qué en la duplicacion, triplicacion,
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etc. de este nimero se produce solamente una nueva colocacion de un grupo de cifras en otro
lugar. En efecto, la multiplicacion de este nimero por 2 1o hace igual a2/7 y por lo tanto,
equivalente a la transformacion en fraccion decimal, yano de 1/7, sino de 2/7. Empezando a
transformar la fraccion 2/7 a decimal, se observa que la cifra 2 es uno de aquellos restos que ya
obtuvimos en latransformacion de 1/7: es evidente que debera repetirse la precedente serie de
cifras del cociente, pero empezando éste con otra cifra; en otras palabras, debera obtenerse el
mismo periodo, pero sélo que algunas de sus cifras iniciales se encuentran a final. Lo mismo se
produce, también en la multiplicacién por 3, por 4, 5, y 6, es decir. por todos |os nimeros que se
obtienen en los restos. En la multiplicacion por 7 deberemos obtener la unidad, o lo que eslo
mismo 0.9999...

L os interesantes resultados de la adicidn y la substraccion de los nimeros, en los anillos hallan
explicacion en € hecho de que 142857 es e periodo de lafraccién igual 1/7. En efecto, ¢qué
hacemos, propiamente, girando €l anillo en unas cuantas cifras?. Pasemos el grupo de cifras del
principio a final, es decir, de conformidad con lo indicado, multipliqguemos el nimero 142857
por 2, 3, 4, etc. Por lo tanto, todas las operaciones de adicion y substraccion de los nimeros
escritos en los anillos, llevan ala adicion y substraccion de las fracciones las 1/7, 2/7, 3/7 'y asi
sucesivamente. Como, resultado debemos obtener, naturalmente fracciones de un séptimo, es
decir, de nuevo nuestra serie de cifras 142857 en una u otra disposicién circular. De agui es
necesario excluir solamente €l caso en que se sumen, tales nimeros de las fracciones de un
séptimo, que en total den la unidad o més que 1.

Pero precisamente los Ultimos casos no se excluyen totalmente: ellos dan un resultado en verdad,
no idéntico alos considerados pero fundamentalmente de acuerdo con ellos. Consideremos
atentamente qué debera obtenerse de la multiplicacion de nuestro enigmatico nimero con
multiplicaciones mayores que 7, es decir por 8, 9, etc.

El multiplicar 142857 por 8, por gemplo, o podemos hacer asi: multiplicar inicialmente por 7, y
el producto (es decir, a 999999) agregar nuestro nimero:

142 857 x 8 = 142 857 x 7 + 142 857 = 999999 + 142 857 =
1000 000 - 1 - 142 857 = 1000 000 + (142 857 - 1).
El resultado final 1.142.856 se distingue del multiplicando 142857 Unicamente en que hay
antepuesta una unidad, y la Ultima cifra esté disminuida por una unidad. De acuerdo a una regla

similar se compone e producto de 142857 por todo nimero mayor que 7, como es fécil ver en los
siguientes renglones:

142 857 x 8 =(142857x7) + 142857  =1142856
142 857 x 9 =(142857x 7) + (142857 x2)  =1285713
142 857 x 10 = (142857 x 7) + (142857x 3)  =1428570
142 857 x 16 =(142857x7x2) + (142857x2)  =2285712
142 857 x 39 =(142857X 7x5) + (142857 x4)  =5571423

Lareglamas generd es lasiguiente: en la multiplicacion de 142857 por cuaquier multiplicador,
es necesario multiplicar solamente por € residuo de la division del multiplicador entre 7; se
antepone a este producto el nimero que indica la cantidad de sietes que existen en €l

Preparado por Patricio Baros
Antonio Bravo



Aritmética Recreativa Y akov Perelman

multiplicador ese mismo nimero se substrae al resultado®. Supdngase que deseamos multiplicar
142857 por 88. El multiplicador 88 en ladivision entre 7 da 12 en el cuociente, € resultado de las
operaciones indicadas es.

12571428 - 12 = 12571416

De lamultiplicacion 142857 x 365 obtenemos (puesto que 365 en ladivision entre 7 daen el
cuociente 52 y como resto 1):

52 142 857 - 52 = 52 142 805

Aprendiendo esta sencilla reglay recordando los resultados de la multiplicacion de nuestro
singular nimero por los multiplicadores del 2 al 6 (que es muy dificil, siendo necesario tan solo,
recordar con qué cifras comienzan), se puede sorprender alos no iniciados con larapidez de la
multiplicacion de un nimero de seis cifras; y para no olvidar este nUmero sorprendente,
observemos que é procede de 1/7, o lo que es o mismo de 2/14: tenemos |as tres primeras cifras,
de nuestro nimero: 142. Las tres restantes se obtienen por substraccion de las tres primeras de
1999:

999
-142
857

Y a hemos tenido que ver con tales nimeros precisamente cuando nos pusimos a corriente de las
propiedades del nimero 999. Recordando o indicado ali, nos, damos cuenta de que €l nimero
142857 es, evidentemente, el resultado de la multiplicacién de 143 por 999:

142857 = 143 x 999.

Pero 143 = 13 x 11. Recordando lo observado anteriormente sobre el nimero 1001, igual a7 x 11
x 13, estamos en condiciones, sin efectuar operaciones, de predecir qué debera obtenerse de la
multiplicacion 142857 x 7-

142857 x 7 =143 x 999 x 7 =999 x 11 x 13 x 7 =999 x 1001 = 999999

(todas estas transformaciones, claro est, se pueden efectuar mentalmente).
Volver

13. Una Familia Fenomenal

El nimero 142857 que acabamos de tratar es uno de los miembros de una familia completa de
numeros que poseen las mismas propiedades. He aqui uno de tales nimeros. 0 588 235 294 117
647 (el 0 antepuesto es necesario). Si se multiplica este nimero por 4, por g emplo, obtenemos
aquella misma serie de cifras, sblo que las cuatro primera cifran estardn colocados al final:

8 Si el multiplicador es mdiltiplo de siete, el resultado es igual al niimero 999999, multiplicado por la
cantidad de sietes en el multiplicador; tal multiplicacién se efectia mentalmente en forma sencilla. Por
ejemplo, 142857 x 28 = 999999 x 4 = 4000000 - 4 = 3999996
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0588235294 117647 x 4 =2 352941 176 470 588.

Disponiendo las cifras de este nimero sobre varios anillos moviles (fig. 38) como en € caso
anterior, en la adicion de los nimeros de dos anillos obtendremos el mismo nimero, slo que
desplazado en el orden circular:

0588 235294 117 647
+ 2352941 176 470 588
2941 176 470 588 235

Naturalmente, |las tres series que se disponen en los anillos, son idénticas.

¥

Figura 38.
De la substraccion de los nimeros de dos anillos, se obtiene otra vez & mismo circulo de cifras;
2352941 176 470 588

- 0588235294 117 647
1764 705 882 352 94

Finalmente, este nUmero, como también el considerado antes, consiste de dos mitades: las cifras
de la segunda mitad son e complemento a 9 de las cifras de la primera mitad.

Tratemos de encontrar la clave de todas estas particularidades.

No es dificil darse cuenta en qué forma la serie numérica dada ha resultado ser un pariente
cercano del nUmero 142 857; el nimero del anillo anterior representa en si, € periodo de una
fraccion infinitaigua a 1/7; € nuevo nimero es, probablemente, el periodo de cualquier otra
fraccion: y en efecto, nuestra larga serie de cifras no es otra cosa, que € periodo de la fraccion
infinita que se obtiene de la transformacion de la fraccién simple 1/17 a fraccién decimal:

1/17=0(0588 235 294 117 647).
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He aqui por qué, en la multiplicacién de este nimero por tus multiplicadores ddl 1 a 16, se
obtiene aquella misma serie de cifras en la cual, solamente una o varias cifras iniciales estéan
transferidas al final del nimero. Y por €l contrario, a transferir una o varias cifras de la serie, del
comienzo a final, aumentamos e nimero en varias veces (del 1 al 16 inclusive). Sumando dos
anillos girados, uno con relacién al otro, producimos la adicién de dos nimeros multiplicados,
por gjemplo, por tresy por diez, y naturalmente, se obtiene e mismo anillo de cifras, debido a
gue la multiplicacién por 3 + 10, es decir, por 13, motiva solamente una transferencia
insignificante del grupo de cifras en la disposicion circular.

Con una cierta posicién de los anillos se obtienen, sin embargo, sumas que difieren un poco de la
serieinicia. Si, por g emplo, giramos un anillo en tal forma que se sume un nimero multiplicado
por seis con uno multiplicado por 15, en la suma se debera obtener un nimero multiplicador por
6+ 15=21.Y ta producto, como es f&acil darse cuenta, es algo distinto del producto por un
multiplicador menor que 17. En efecto, nuestro nimero, periodo de una fraccion igual a 1/17, a
multiplicarse por 17 debera dar 16 veces (es decir, tantos como cifras existan en el periodo de
nuestra fraccion periodica), o € 1 con 17 ceros menos 1. Por esta razon, en la multiplicacion por
21, es decir por 4 + 17, deberemos obtener nuestro nimero cuadruplicado antepuesto a cual se
hallael 1, y del orden de las unidades se resta 1. El nimero cuadruplicado empieza con las cifras
que se obtienen en la transformacion de la fraccion siempre 4/17 en fraccion decimal:

4:17=023...

El orden de las cifras restantes es conocido: 5291... Vale decir, nuestro niimero, multiplicado por
21 sera

2352 941 176 470 587.

Lo mismo se obtiene de la adicidn de los circulos de cifras con una disposicién correspondiente.
En la substraccién de los anillos numéricos de tal caso, no se puede.

De nimeros semejantes a los dos con que hemos entablado conocimiento, existe una infinidad.
Ellos congtituyen una familia completa, puesto que estén ligados por un origen comun: a partir de
la transformacion de las fracciones simples en fracciones decimales infinitas. Pero no todo
periodo de unafraccién decimal tiene la interesante propiedad, anteriormente considerada, de dar
en la multiplicacion una transferencia circular de cifras. Sin entrar en sutilezas de la teoria,
observamos que esto tiene lugar, solamente para aquellas fracciones en que € nimero de cifras
de su periodo es menor en una unidad, al denominador de la fraccion simple correspondiente.
Asi, por gemplo

1/7 daen e periodo 6 cifras

1/17 daen €l periodo 16 cifras
1/19 daen €l periodo 13 cifras
1/23 daen el periodo 22 cifras
1/29 daen €l periodo 28 cifras
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Si la condicién indicada ahora (relativa al nimero de cifras del periodo) no se satisface, entonces
el correspondiente periodo da un nUmero que no pertenece a la interesante familia numérica que
nos ocupa. Por giemplo, 1/13 da una fraccion decimal con seis (y no con 12) cifras en e periodo:

1/13=0.076923
Multiplicando por 2, obtenemos un nimero completamente distinto.
2 /13 =0.153846

¢Por qué? Porque entre los restos de la division 1/ 13 no estaba €l nUmero 2. De los diferentes
restos existen tantos, como cifras hay en el periodo, es decir, 6; de los diversos multiplicadores
paralafraccién 1/ 13 tenemos 12, por consiguiente, no todos los multiplicadores estaran entre
los restos, sino Unicamente 6. Es facil darse cuenta de que estos multiplicadores son los
siguientes: 1, 3, 4, 9, 10, 12. Lamultiplicacion por estos 6 niUmeros da una nueva colocacion
circular (076 923 x 3 = 230 769), no siendo asi en la multiplicacion por los nimeros restantes.
Esta es larazén por la cua de 1/13 se obtiene un nimero Util solo en parte para el "anillo
magico".

Volver

14. Curiosidades Aritméticas
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Capitulo Sexto
Trucos sin Engafos

Contenido:

El Arte del calculista Hindu

Sin Abrir los Monederos

Adivinar e Numero de Cerillos

"L ectura de Pensamientos' Conforme a Cerillos
Sistema de Pesas Ideal

Predecir la Suma de NUmeros no Escritos
Sorpresa Aparente

Division Instantanea

. LaCifraFavorita

10. Adivinar la Fecha de Nacimiento

11. Una de las "Operaciones Favoritas' de Magnitski
12. Adivinacion de NUmeros

13. Curiosidades Aritméticas

WO No~WNE

1. El Artedd calculista Hindu

L os trucos aritméticos son trucos sin engafio, honestos. Aqui no se pretende engafiar, ni se trata
de adormecer la atencién del espectador. Pararealizar un truco aritmético no son necesarios ni
una milagrosa destreza de manos, ni una sorprendente agilidad De movimientos, ni cualesquiera
otras capacidades artisticas que, algunas veces, requieren practicas de varios afios. Todo €
secreto del truco aritmético consiste en el estudio minucioso y la utilizacion de las propiedades
interesantes de los nUmeros, con un intimo conocimiento de sus particularidades. Quien conoce la

Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



Aritmética Recreativa Y akov Perelman

clave de un truco, se lo representa sencillo y claro, mientras que, para quien desconoce la
aritmética, una operacion ordinaria le parece, inclusive, una especie de truco.

Antiguamente, cuando la capacidad de efectuar aun las operaciones aritméticas ordinarias con
grandes numeros, conocidas ahora por todo escolar, constituia €l arte de unos cuantos, paralos
demés se mostraba como una capacidad excepcional. En la antigua narracion hindd 'Nal y
Damaianti"* encontramos un eco de tal punto de vista sobre | as operaciones aritméticas.

Nal, que sabia mangjar perfectamente caballos, acompafiado en una ocasion del calculista
virtuosa Ritupern paso delante del frondoso &rbol de Vibitaka. De repente el contador vio a los
lgjos d arbol Vibitaka de espeso follaje. "Escucha, dijo, en la tierra nadie tiene todos |os
conocimientos. en €l arte de guiar caballos tu eres el primero, en cambio, yo o soy en e arte de
calcular..."

Y en demostracion de su arte el calculista instantaneamente determiné el nimero de hojasen el
frondoso Vibitaka. Al pedirle Nal, sorprendido, que le confiriera el secreto de mi arte, Ritupern
accedio.

"...lo que habia hecho Ritupern, tal y como le dijo a Nal, consistia en contar las hojas ramas, de
Vibitaka, y multiplicar los nimeros..."

El secreto arte consistia, como puede suponerse, en que €l calculo directo de las hojas, que
requiere cierto tiempo y paciencia, se substituia por € caculo del numero de hojas de una sola
ramay, por la multiplicacion de este nimero por € nimero de ramas de cada ramificacion, y
después por € nimero de ramificaciones del arbol (suponiendo que todas las ramificaciones se
constituian idénticamente por ramas, y las ramas por hojas).

Laclave de la generalidad de los trucos aritméticos es tan sencilla como el secreto del "truco” de
Ritupern. Basta solo saber en qué consiste el secreto del truco, e inmediatamente se aprende €l
arte de redlizarlo, ala manera que aprendio e legendario Nal por e sorprendente arte del calculo
rapido. En la base de todo truco aritmético se halla una determinada particularidad interesante de
los numeros, por lo que e conocimiento de trucos semejantes resulta tanto instructivo, como
recreativo.

Volver

2. Sin Abrir los M onederos

El prestidigitador esparce sobre la mesa un monton de monedas por la suma de 3 rublos, y
presenta el problema: distribuir € dinero en 9 monederos, de tal modo que se pueda pagar
cualquier suma hasta 3 rublos, sin abrir los monederos.

Esto puede parecer completamente irrealizable. Pero no se piense que el prestidigitador prepar6d
unatrampaa partir del juego de palabras o de su inesperada, interpretacion.

! Traduccién libre al ruso de Zhtikovsky. Este episodio, sobre el que se habla adelante, se encuentraen el capitulo
V11l dedicho relato.
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100 | 2
0| 50 2
0|25| 2
| I—
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100 = 1 1 0 010 0
64 32 (16) {8) 4 (2) (1)
100 = 64 4+ 32 + 4
Figura 39.

Obsérvese: € propio prestidigitador se pone atrabajar. Distribuyendo las monedas en los
monederos, y sujetando a cada uno, una etigueta con la designacién de la cantidad colocada (ver
fig. 39), é propone que se determine cua quier suma que no exceda los 3 rublos.

Se nombra la primera que viene ala mente: 2 rudos 69 kopeks.

Sin tardanza, €l prestidigitador elige y entrega 4 monederos. Al abrirlos se halla:

en uno 64 k
en otro 45k
en un tercero 1r.28 k
en un cuarto 32k
Total 2r.69 k

Uno esté predispuesto a sospechar del prestidigitador en cuanto al habil cambio, de monederos, y
reclama la repeticion del truco. Para esto, se ponen todos |os monederos bajo nuestra custodia, y
cuando se nombra una nueva suma, por gemplo, 1 rublo, 6 7 kopeks, 6 2 r. 93 k., aqud indicara
rapidamente cudes de los monederos, que se tienen bajo el brazo se deberdn tomar, para que se
forme la suma enunciada. A saber:

Para un rublo, 6 monederos (32 kopeks, 1k., 45k., 16k., 2 k., 4 k.,)
Para 7 kopeks, 3 monederos (1 k., 2 k., 4Kk.)
Para 2 rublos 93 kopeks, 6 monederos (1r. 28 k., 32 k., 8k., 45k., 64 k., 16 k.)

Conforme al deseo del prestidigitador, los monederos resultan siempre adecuados para constituir
cualgquier suma nombrada (hasta 3 rublos). ¢Cémo se explica esto?
El secreto radica en distribuir el dinero en lasiguienteforma: 1 k., 2k., 4k., 8k., 16 k., 32 k., 64
k., 1r. 28 k. e dinero restante en €l Gltimo moredero, es decir, 300,

1+2+4+8+16+32+64+128) =300 - 255 =45k.
Con los primeros 8 monederos, como es facil convencerse, se puede formar cualquier suma desde

1 hasta 255 kopeks; s se da una suma mayor, entonces se entrega € Ultimo monedero con 45
kopeks, y la diferencia se forma de los primeros ocho monederos.
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Se puede verificar la utilidad de tal agrupamiento de nimeros haciendo bastantes ensayos, y
convencerse de que a partir de ellos se puede efectivamente corstituir todo nlmero que no exceda
de 300. Pero quiza interese también por qué razon la serie de nUmeros 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, etc.
posee tan extraordinaria propiedad. Es féacil de comprender esto, si se recuerda que |os niUmeros
de nuestra serie representan potencias del nimero 2:

20 2t 22 B 2 el

y por consiguiente se pueden considerar como érdenes del sistema binario de numeracion; y
puesto que todo nimero se puede escribir en €l sistema binario, entonces es posible para todo
numero e que se forme en base a una suma de potencias de 2, es decir, de nimeros de la serie 1,
2,4, 8, 16, etc. Y cuando se toman monedas para formar, en base a €llos, €l contenido del nimero
dado, en esencia, se expresa dicho nimero en el sistema binario de numeracion. Por g emplo, €
numero 100 se forma facilmente, s se le representa en e sistema binario:

bl S
0|50, 2
0|25 | 2
1 (12| 2
kS
DLEI'E_
1)1
100 = 1 1 1] 0 1 0 @O
64 az2 (16} (B 4 (2) (1)

=0+ | -+ 4 Cuadro 26

Recordemos que, en e sistemabinario, e primer lugar desde la derechalo ocupan las unidades,
el segundo los doses, € tercero los cuatros, y asi sucesivamente.
Volver

3. Adivinar & Numero de Cerillos

Lapropiedad del sistema binario se puede utilizar también para € siguiente truco: Propongase a
cualquiera, colocar sobre una mesa una caja de cerillos, incompletay que, en lineacon ellay asu
izquierda, se cologquen 7 papelillos de forma rectangular. Despueés, ausentandonos, pidamos que
se haga o siguiente: dejando la mitad de cerillos en la caja, que se traslade la otra mitad al
papelillo més préximo; si el nimero de cerillos esimpar, € cerillo excedente se coloca al lado del
papelillo. Es necesario dividir en dos partes iguales los cerillos que se encuentran sobre el
papelillo (no tocando al que se halla junto): una mitad se colocaen lacgay laotra se pone en €
siguiente papelillo; en e caso de un nimero impar, el cerillo que queda se pone, junto al segundo
papdlillo. Después se procede en igua forma, restituyendo cada vez, de vudta ala cgja, la mitad
de cerillos y la otra mitad poniéndola sobre el siguiente papelillo, sin olvidar colocar un cerillo a
un lado cuando se presente un nUMero impar.

2 Aquellos que estudian algebra saben que el nlimero 1 se pueda considerar como el 2 elevado a exponente cero.
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Figura 40. Adivinacion del nimero de cerillos. Acciones sucesivas del que propone

Al final, todos los cerillos, salvo los que se hallan junto a los papelillos, se restituyen alacaa
(ver figs. 40 y 41).

- e,

'M

Figura 41. Continuacion del truco: aspecto final de los papelillos

Cuando se haya hecho esto, uno se presenta en la habitacion y, echando una mirada sobre los
papelillos vacios, nombra el nimero total de cerillos.

¢Como se puede, conforme alos papelillos vaciosy alos singulares cerillos fortuitos, adivinar
el nUmero inicia de cerillos en la cga?

Estos papelillos "vacio", en € caso dado, son muy elocuentes. conforme aellosy alos cerillos
singulares se puede literalmente leer el nimero buscado, porque esta escrito, sobre lamesa, en e
sistema binario de numeracién. Aclaremos esto con un g emplo.

0 { 3 7 (|14 || 28

Figura 42. Otro caso de adivinacion. Principio del truco

Supdngase que & nimero de cerillos en la cgja es 66. Las operaciones sucesivas con €llosy el
aspecto final de los papelillos estan mostrados en los esquemas de las Figs. 40 y 41.
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I

No es dificil darse cuenta de que las operaciones efectuadas con los cerillos, en esencia, son las
mismas que hubiésemos realizado de haber querido determinar €l nimero de cerillos de la caja,
en el sistema binario de numeracion; el esquema final representa directamente este nimero en €l
sistema binario s 1os papelillos vacios se adoptan como ceros, y |os papeles con un cerillo a
lado, como unidades. Leyendo € esquema de izquierda a derecha, obtenemos:

Figura 43. Final del truco

1 0 0 0010
64 32 16 8 4 2 1

en e sistemadecimal:
64+2=066

Si hubiera 57 cerillos, los esquemas serian los correspondientes a las figuras 42 y 43.
El nimero buscado, escrito en € sistema binario es:

1 11001
32 16 8 4 2 1

Y en d sistemadecimal;
32+16+8+1=57.
Volver

4. " Lectura de Pensamientos' Conformea Cerillos

Latercera variante del mismo truco representa, en si, un método singular de adivinacion de un
nimero pensado, conforme a cerillos. El que piense € nimero, debera dividirlo mentalmente por
la mitad; esta mitad obtenida otra vez por la mitad, y asi sucesivamente (de un nimero impar se
quita una unidad), y en cada division debe colocar ante si un cerillo, conforme alo largo de la
mesa s divide un nimero par, y transversalmente s llega a dividir un nimero impar. Al final de
la operacién se obtendra un dibujo como el mostrado en la Fig. 44.

Figura 44. Adivinacién del nimero pensado conforme a cerillos. 1o que hace € que propone
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Se fijalamirada en esta figura, y se nombra correctamente e nimero pensado: 137
¢Como se llega a saber?

El método resulta claro por si mismo, si en e gemplo elegido (137) sucesivamente se indica
junto a cada cerillo, el nimero en cuya divisién aguel hubiese sido determinado (Fig. 45).

68 34

137 LB 8 % F - f

Figura 45. El secreto del truco: 1o que hace € adivinador

Ahora, puesto que €l ultimo cerillo en todos los casos denota €l nimero 1, hay que partir de &
para, através de las divisiones precedentes, llegar hasta € nimero inicialmente pensado. Por
gjemplo, de acuerdo con la figura 46 se puede calcular que el nimero pensado era el 664.

Figura 46. ¢Qué nlimero esta representado aqui?

En efecto, realizando las duplicaciones sucesivamente (empezando desde € final) y no olvidando
agregar, donde sea necesario, la unidad, obtenemos el nimero pensado (ver Fig. 47).
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Figura 47. Respuesta al problema dela figura 46

De esta manera haciendo uso de los cerillos, se sigue € curso de los pensamientos gjenos, y se

restablece toda la cadena de célculos.
EL mismo resultado se puede obtener en otra forma considerando que, € cerillo que se halla en

posicion horizontal, debera corresponder en el sistema binario a cero (ladivision entre 2 no da
residuo), y € que se halla en posicion vertical, ala unidad.
Asi, en e primer ggemplo (figs. 44 y 45) tenemos e nimero (leyendo e dibujo de derecha a

izquierda)

1 0 0 01001
128 64 32 16 8 4 2 1

0, en €l sistemadecimal:
128 + 8+ 1 =137.

Y en el segundo g emplo (fig. 46) el nimero pensado se representa en el sistema binario en la
formasiguiente:

1 0 1 0 0 1 1000
512 256 128 64 32 16 8 4 2 1

o en g sistemadecimal:

512 + 128 + 16 + 8 = 664.

Trétese de conocer qué nimero se pensd s se ha obtenido el dibujo de laFig. 48.
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Figura 48. ¢Qué numero esta representado en esta figura?
Esto es fécil. Al nimero "100101" en el sistema binario, le corresponde en el decimal:
32+4+1=37

Es necesario observar que la unidad obtenida en la Gltima division, deberd ser indicada, también,
por un cerillo en posicion vertical.
Volver

5. Sistema de Pesas | deal

Quiza en ciertos lectores ya ha surgido una pregunta:

¢por qué, paralarealizacion de las experiencias antes descritas, empleamos precisamente el
sistema binario? Puesto que todo nimero se puede representar en cualquier sistema, entre otros
también en & decimal, ¢qué explica aqui |a predileccion por € binario?

Esto se explica debido a que en este sistema, ademés ddl cero, se utiliza sdlo una ciframas. la
unidad, y por consiguiente, el nimero se constituye de diferentes potencias de 2, tomando solo
unacadavez. S en € truco con los monederos distribuyéramos el dinero, por g emplo, conforme
al sistema quinario, entonces podria formarse cualquier suma sin abrir |os monederos, pero
solamente en el caso en que cada uno de |os monederos que tenemos se repitiese no menos de 4
veces (en el sistema quinario se emplean, ademas del cero, 4 cifras).

Por otra parte, ocurren casos en |0s que, para semejantes menesteres, es mas conveniente usar no
el binario, sino e ternario, un poco modificado. Aqui viene a caso € antiguo famoso "problema
sobre las pesas' que puede servir de tema, también, para un truco aritmético.

Supdngase que uno se ha propuesto inventar un juego de 4 pesas, por medio de las cuales sea
posible pesar cualquier nimero entero de kilogramos, desde 1 hasta 40. EL sistema binario
determina el juego:

1kg, 2 kg, 4 kg, 8 kg, 16 kg.

con e gque se pueden pesar todas las cargas comprendidas entre 1 y 31 kg Pero esto,
evidentemente, no satisface las condiciones requeridas, ni por lo que se refiere al nimero, ni por
lo referente ala carga limite (31 kg en lugar de 40 kg). Por otro lado, no se ha empleado aqui la
posibilidad de colocar pesas, no solamente sobre un platillo de pesos, sino sobre e otro también;
es decir, ademas de que se pasa por la suma de pesas, también se pasa por su diferencia. Lo
ultimo da combinaciones mucho mas diversas, por |o que uno se pierde completamente en
busquedas, no pudiendo poner agquellas en cualquier sistema.

Si no setiene la suerte de caer en e camino correcto, estard uno preparado dudosamente, en
general, paralaresolucion del problema con un nimero peguefio de pesas, como es cuatro.
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Figura 49. Con la ayuda de estas cuatro pesas se puede pesar cualquier carga comprendida entre
1y 40 kilogramos.

Un iniciado sale de esta dificultad, con una sencillez pasmosa, proponiendo las 4 siguientes pesas
(Fig. 49)

1 kg, 3 kg, 9kg, 27 kg

Cualquier numero entero de kilogramos, hasta 40 kg, se puede pesar con tales pesas;
colocandolas en uno o en ambos platillos de pesos (ver la siguiente tabla).

No proporcionamos ejemplos, porque es fécil que cada uno por si mismo, se dé cuenta de la
completa utilidad de tal, juego de pesas, para nuestro objetivo. Analicemos con detenimiento el
por qué precisamente |a serie indicada posee esta propiedad. Probablemente®, los lectores ya
observaron gue estos nimeros son la serie de potencia con base 3:

3P 3 F 3

Asi pues, habremos de recurrir a sistematernario de numeracion. Las pesas son cifras de este
sistematernario. ¢Pero cdmo puede aprovecharse dicho sistema, cuando un peso deseado se
obtiene en la forma de una diferencia de dos pesas?; ¢y como evitar la necesidad de retornar a
duplicamiento de pesas (en € sistema terrario, ademés del cero, se emplean dos cifras: 1y 2)?
Lo ultimo se logra por la introduccién de cifras "negativas’. El hecho conduce, sin més, a que en
lugar de lacifra2 seemplee 3 - 1, esdecir, launidad del orden superior, alacua sele restauna
unidad del orden inferior. Por g emplo, € nimero 2 en nuestro sistema ternario modificado no se

denotapor € 2, sino por e 11, en donde & signo menos, arriba de la cifra de las unidades,
significa que esta unidad no se suma, sino se resta. En la misma forma, e nimero 5 se representa

no por 12, sino por 11 (esdecir, 9,3,1=5).

3 La unidad se puede considerar conp el 3 elevado al exponente cero (en
general conmo el resultado de el evar cual qui er nunero al exponente cero).
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Ahora esta claro que, si cualquier nimero se puede representar en el sistema ternario por medio
del cero (es decir, por € signo de carencia de niUmero) y de una sola cifra solamente,
precisamente con una unidad sumada o restada, entonces de los nimeros 1, 3, 9, 27 se puede,
sumandol os o restandolos, formar todos |os nimeros desde € 1 hasta e 40. Ciertamente,
escribimos todos estos nimeros empleando pesas en lugar de cifras. El caso de laadicion
corresponde, en el acto de pesar, a caso en que las pesas se colocan sobre un plétillo; y € caso de
la substraccién, cuando parte de las pesas se ponen sobre un platillo con mercancia, y por
consiguiente, € peso de estas se resta del peso de las demas pesas. El cero corresponde ala
ausencia de pesas.

Como se sabe, este sistema no se emplea en la préctica. Por doquier en e mundo, donde esta
adoptado e sistema métrico de medidas se usaun juego de 1, 2, 2, 5 unidades, y node 1, 3, 9, 27,
aungue con e primero se pueden pesar cargas solamente hasta 10 unidades, y en € segundo hasta
40. El juego 1, 3, 9, 27 no se usaba tampoco cuando € sistema métrico todavia no se adoptaba.
¢Cud eslacausade larenunciaen la practica, a este sistema de pesas que parecia el mas
perfecto?

Larazdn es que e sistema de pesas ideal es conveniente sdlo en e papel, pues su empleo en la
préctica es dificultoso. Si se pesara solamente un nimero dado de unidades de peso, por giemplo,
400 gr. de mantequilla o, 2500 gr. de azlcar, €l sistema de pesas consistente en 100, 300, 900,
2700 podria ser empleado en la préactica (aunque también alli se tendria que buscar largamente,
cada vez, la combinacion decisiva). Pero cuando se tenga que determinar cuanto pesa una
mercancia dada, entonces semejante sistema de pesas se muestra muy inconveniente: agui,
frecuentemente, con motivo de la adicién de una unidad a las pesas suministradas, se produce una
substitucion total de la combinacion anterior, por otra nueva. Bajo tales condiciones, € acto de
pesar se convierte en una cuestion extremadamente lenta y ademas muy fatigosa. No todos se dan
cuenta rpidamente de que, por gemplo, el peso de 19 kg, se obtiene si en un platillo se colocan
las pesas de 27 kg y 1 kg, y sobre e otro platillo, 9 Kg; & peso de 20 Kg, si sobre un platillo se
ponen las pesas de 27 kg 'y 3 kg, y sobre € otro, 9 kg y 1 kg En cada accién de pesar se puede
caer en el problema de resolver rompecabezas semejantes. El sistema de pesas 1, 2, 2, 5, no
conduce a tales dificultades.

Volver

6. Predecir la Suma de NUmeros no Escritos

Uno de los "nimeros' més sorprendentes, entre |os realizados por € prodigioso calculista
soviético R. S. Arrago, es laadicion con larapidez del rayo, con sélo una ojeada de una columna
completa de nUmeros de varias cifras.

¢Pero qué decir sobre un hombre que puede escribir la suma, aln antes de que le sean nombrados
todos |los sumandos?

Esto naturalmente, es un truco, y se efectta en la siguiente forma:

El adivinador propone escribir cualquier nimero de varias cifras; lanzando una mirada sobre este
primer sumando, €l adivinador escribe en un pedazo de papel la suma de toda la futura columna
de tres sumandos, y latransmite a alguien, en depdsito. Después de esto, pide a mismo, o a otro
de los asistentes, escribir un nuevo sumando cualquiera. Y é mismo, enseguida, escribe
rapidamente el tercer sumando. Se suman |os tres nUmeros escritos y se obtiene, justamente, €
resultado que fue escrito con anterioridad por el adivinador, en e papel que se ha guardado en
depdsito.

Si por gjemplo, se escribid en primer lugar 83267, entonces el adivinador escribe la suma futura:
183266. Después se escribe, supongamos, 27935 y el adivinador escrita el tercer sumando 72064:
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I Alguien 83.267
1l Alguien +27.935
A% EL adivinador 72.064
Il Suma 183.266

Se obtiene exactamente la suma predicha, alin cuando el adivinador no podia saber cudl seria el
segundo sumando. El adivinador puede predecir también, una sumade 5 6 7 sumandos, pero
entonces @ mismo escribe dos o tres de ellos. No se pueden tener sospechas sobre algin cambio
del papd con €l resultado, puesto que hasta el Gltimo momento se conserva en €l bolsillo del
depositario. Evidentemente, € adivinador emplea una cierta propiedad de |os nimeros,
desconocida por uno. ¢Cudl es?

EL adivinador hace uso de la propiedad de que, de la adicion de 5 nueves (99.999) a un nimero
de cinco cifras, este nUmero se incrementa en 100.000 - 1, es decir, antepuesta, a €l aparece una
unidad, y la Ultima cifra se ve disminuida por otra unidad. Por jemplo:

83.267
+ 99.999
183.266

Esta suma, es decir, lasumadel primer nimero escrito por nosotrosy de 99 999, € adivinador
precisamente |a escribe sobre € pedazo de papel que depositara como € resaltado futuro de la
adicion; y para que dicho resultado se justifique, €, viendo nuestro segundo sumando., elige su
tercer sumando en tal forma que, conjuntamente con e segundo, constituya el 99 999: es decir,
resta de 9 cada cifradel segundo sumando. Estas operaciones, facilmente las puede uno observar
en el gemplo anterior y también en los siguientes:

I Alguien 379.264
[ Alguien 4.873
IV El adivinador 995.126
[l Suma 1.379.263
I Alguien 9.035
"l Alguien 5.669
v El adivinador 4.330
I Suma 19.034

Resulta dificil adivinar unasumasi € segundo sumando contiene mayor cantidad de cifras que el
primero, ya que € adivinador no podréa escribir un tercer sumando que, disminuyendo a segundo,
sea capaz de reducir la suma para que dé el numero predicho. Esto solo seria posible recurriendo
alasubstraccion, lo cual ya sale de los planes del truco. A causa de esto, un adivinador
experimentado debera limitar previamente, la libertad de eleccion para el segundo sumando, a
esta condicion.

El truco resulta mas imponente, cuando en la invencién de los sumandos participan varias
personas. Después del primer sumando, por gjemplo 437.692, € adivinador ya predice la sumade
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los cinco numeros, y escribira 2.437.690 (aqui se agregara dos veces 999.999, es decir, 200 000 -
2). Todo lo demas es claro debido al siguiente esquema:

I Uno escribid 437.692
Il Otro escribi6 822.541
\% Un tercero escribio 263.009
v EL adivinador escribi6 177.458
VI EL adivinador escribi6 736.990
I Suma 2.437.690
Tomemos otro gjemplo:
I Uno escribio 7.400
I Otro escribi6 4732
\% Un tercero escribi6 9.000
v EL adivinador escribi6 5.267
VI EL adivinador escribio 999
1 Suma 27.938

A los lectores les resultara interesante ahora, conocer como esta descrito el mismo truco por €
escritor soviético Shishkov, en su novela "L os extraios':

"Ivén Petrovich arranco una hojita de su cuaderno de notas y dandosela a un chico, le pregunto.

- ¢Tienes un 14piz? Escribe un nimero cualquiera.

EL nifio escribid. Ivan Petrovich vio el nimero, y escribio en otro papel un nimero més.

- Ahora, escribe otro debajo de é. ;Y alo escribiste? Ahora yo escribiré un tercer nUmero. Ahora
suma los tres nimeros.

En dos minutos quedd lista la respuesta verificada. El ingeniero VVoshkin (sobrenombre del nifio)
mostro su célculo:

46.853
+21.398
78.601
146.852

- Ciento cuarentay seis mil ochocientos cincuentay dos, Ivén Petrovich.

- Sumaste en mucho tiempo. Aqui tengo la respuesta. Y o también la sabia, pero desde que ta
escribiste e primer numero. Helo aqui. Toma mi papel.

El nifio vio incrédulo e papel en que Ivan Petrovich habia escrito €l resultado, y era exactamente
el 146.852".

En lanovela, € truco no va acompariado de la solucion, pero para uno, es conmpletamente
comprensible su sencilla hace aritmética.

Volver

7. Sorpresa Aparente.
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En € afo 1916, durante el apogeo de la guerraimperialista, algunos periddicos de la neutral
Suiza se entretenian con una "adivinacion" aritmética sobre el destino futuro de los emperadores
de Alemaniay Austria. "Los profetas’ sumaban las siguientes columnas de nUmeros:

Para Guillermo |1 Para Francisco José
ano de nacimiento 1859 1830
aho dellegadaa trono 1888 1888
anos de reinado 28 68
edad 57 86
Suma 3832 3832

En la coincidencia de las sumas, "los profetas’ vieron un sombrio augurio para los persongjes
coronados, y puesto que cadatotal representaba en si, €l doble del afio 1916, a ambos
emperadores se les predijo la ruina, precisamente en dicho afio.

Mientras tanto, desde el punto de vista matemético la coincidencia de resultados no es
sorprendente. Basta modificar un poco & orden de los sumandos, y resulta comprensible el por
qué ellos dan en € total, el doble del afio 1916. En efecto, repartamos |os sumandos en la
siguiente forma:

Afo de nacimiento

edad

afio en que llegd a trono
anos de reinado.

¢Qué deberd obtenerse, si a afio de nacimiento se le agrega la edad? Sin duda, la fecha del afio en
gue se produce & célculo. En lamismaforma, s a afio de llegada a trono se le afiade €l niUmero
de afios de reinado, se obtiene de nuevo €l afio en que se redlizan los cdlculos. Es claro que €

total de la adicion de nuestros cuatro sumandos no puede ser otro, que el doble del afio de
realizacion del calculo. Evidentemente, el futuro de los emperadores no depende en absoluto de
semejante aritmética.

Puesto que de lo indicado arriba no todos se dan cuenta, se puede aprovechar esto para un truco
aritmético recreativo. Propdngase a cualquiera escribir, a escondidas de uno, cuatro nimeros.

Afio de nacimiento

Afo deingrese ala escuela (alafébrica, etc.)

Edad

Afos estudiando en la escuela (trabagjando en l1a fabrica, etc.)

Uno puede ponerse a adivinar la suma de estos nimeros, aunque ninguno de ellos nos sea
conocido. Para esto se duplica € afio de realizacion del truco y se anuncia el total. Si, por
giemplo, € truco se realiza en €l afio 1961, entonces la suma sera 3922. Para tener la posibilidad
de realizar con éxito este truco varias veces, sin revelar €l secreto, uno obliga a los oyentes a
efectuar sobre la suma cualquier operacion aritmética, encubriendo con esto, el método.

Volver
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8. Division Instantanea

De la numerosa variedad de trucos de este género, describamos uno basado en una propiedad, ya
conocida por nosotros, del multiplicador que consiste de una serie de nueves. cuando se
multiplica por é un nimero con varias cifras, se obtiene un resultado que consta de dos partes. la
primera es, € nimero multiplicado disminuido en una unidad; la segunda es, € resultado de la
substraccion de la primera mitad respecto del multiplicador. Por jemplo:

247" 999 = 246.753
1.372° 9999 = 13.718.628

La causa de esto se ve facilmente del siguiente renglén:
247 x 999 = 247 x (1000 - 1) = 247.000 - 247 = 246.999 - 246.

Aprovechando esto, se propone a un grupo de camarada efectuar la division de nimeros de varias
cifras: auno 68 933 106 : 6894, a otro 8 765 112 348: 9999, a un tercero 543 456:544, aun
cuarto 12 948 705 : 1295, etc., y uno se pone atomar la delantera a todo: ellos, realizando los
mismos problemas. Y antes de que ellos se empiecen a ocupar del asunto, uno entrega ya a cada
uno un papelillo con e resultado correcto obtenido de ladivision: al primero 9999, a segundo 87
652, al tercero 999, a cuarto 9999. Uno puede por si mismo, a imaginar una serie de otros
procedimientos, conforme al g emplo indicado, sorprender a tus no iniciados con la realizacién
simultdnea de la division: para esto se aprovechan ciertas propiedades de aquellos nimeros que
se hallan en la"Galeria de las maravillas numéricas® (ver capitulo V).

Volver

9. LaCifra Favorita

Propongase a cualquiera, que le comunique su cifra favorita. Supongamos que le han nombrado a
uno lacifra 6.

-iEs sorprendente!, exclama uno, Esta es justamente, una de las cifras significativas més notables.
- ¢Por qué dicha cifra es notable?, se pregunta €l interesado interlocutor.

- Lo es, por lo que vera Ud. enseguida: multipligue la cifra dada, por algin nimero, por gjemplo
9; y e nimero obtenido (54) escribalo como multiplicador del nimero 12 345 679:

12345679 54

¢Queé se obtuvo en €l producto?
Nuestro interlocutor efectlia la multiplicacion, y con sorpresa obtiene €l resultado, que esta
constituido exclusivamente por su cifrafavorita:

666 666 666.
Vea que fina percepcion matematica tiene Ud., concluye uno, jUd. supo elegir de todas las cifras,

justamente la que posee una propiedad tan notable!
Sin embargo, ¢cud es la cuestion aqui?
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Exactamente la misma refinada inclinacién, se manifestaria en nuestro interlocutor, si hubiera
elegido alguna otra de las nueve cifras significativas, porque cada una de €llas posee esa

propiedad:

12345679° 4~ 9=1444 444 444
12345679° 7" Q=777 777777
12345679 9~ 9=999 999 999

Por qué razon esto es asi, uno lo comprende, si se recuerda que se habl sobre e nimero 12 345
679 en la"Galeria de maravillas numéricas’.
Volver

10. Adivinar la Fecha de Nacimiento

L os trucos que se relacionan con esta categoria, pueden ser modificados en diversas formas. Yo
describo una de las especies de este truco, demasiado complicado, pero que precisamente por eso
motiva un gran efecto.

Supongamos que Ud. nacié € 18 de mayo y que ahoratiene 23 afios. Y o, naturalmente, no
conozco ni la fecha de vuestro nacimiento, ni vuestra edad. Sin embargo yo me pongo a adivinar
eso, forzando a Ud. areadlizar una cierta serie de calculos,

A saber: Yo le pido a Ud. que multiplique el nimero de orden del mes (mayo, 5° mes), por 100;
que agregue a producto el dia del mes (18); que duplique la suma, a resultado le afiada 8, €l
numero obtenido lo multiplique por 5, a producto le agregue 4, multiplique e resultado por 10,
le sume 4, y a nimero obtenido le agregue vuestra edad (23).

Cuando Ud. haya realizado todo esto, me comunica €l resultado final de los calculos. Yo resto de
él 444, y ladiferencia la distribuyo en grupos de derecha aizquierda, conforme a 2 cifras en cada
uno: Obtengo simultaneamente tanto €l diay € mes de vuestro nacimiento, como vuestra edad.
En efecto, realicemos sucesivamente todos los cal cul os indicados:

5 100=500

500 + 18 =518
518" 2=1036
1036+ 8=1044
1044° 5=5220
5220+4=5224
5224 10=52240

52 240 + 4 =52 244
52 244 + 23 = 52 267
Efectuando la resta 52 267 - 444, obtenemos el nimero 51 823.
Ahora, dividamos este nimero en grupos de dos cifras, de derecha aizquierda:

5, 18, 23,

es decir, 5° mes (mayo); nimero del dia, 18; edad 23 afios.
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¢Por qué obtuvimos este resultado?
Nuestro secreto es fécil de entender tras considerar |a siguiente igualdad

{[(100m +1)" 2+8]" 5+4} ~ 10+ 4 + n - 444 = 10000m + 100t + n.

Aqui laletram denota el nimero de orden del mes, t el dia del mes, n la edad. El primer miembro
de laigualdad expresa todas las operaciones realizadas sucesivamente por Uds., y € segundo
miembro, lo que se obtiene, si se eliminan paréntesis y se realizan las simplificaciones posibles.
En laexpresion

10000 m+100t+n

ni n, ni m, ni t pueden ser nlmeros con més de dos cifras; por tal razon, e nimero que se obtiene
en € resultado, debera siempre, en la division en grupos, con dos cifras cada uno, descomponerse
en tres partes expresadas por 10s nimeros buscados m, ty n.

Degjamos a lainventiva del lector el imaginar modificaciones del truco, es decir, otras
combinaciones de operaciones que den un resultado semejante.

Volver

11. Una delas" Operaciones Favoritas' de Magnitski

Propongo a lector descubrir también, el secreto del siguiente sencillo truco, que fue descrito ya
en la"Aritmética' de Magnitski, en e capitulo "Sobre ciertas operaciones recreativas utilizadas
en aritmetica’.

Consistia en dar a ocho hombres, (designados por los nimeros del 1 a 8) un anillo, para que uno
de dlos, sin mostrarlo, se lo pusiera en una de las tres articulaciones de uno de los dedos. Por
giemplo, € anillo quedaria en la segunda articulacion del dedo mefiique (es decir, €l 5° dedo) del
4° hombre. Se preguntaba: ¢En cuad de los ocho hombres, en qué dedo y en cud articulacion del
dedo se encuentra e anillo?. y enseguida, en ausencia dd adivinador se debian hacer las
siguientes operaciones:
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Figura 50. Truco matematico de la Aritmética de Magnitski. Se ha reproducido el grabado como
aparece en la obra mencionada, con las palabras escritas en ruso antiguo, y que significan
sucesivamente, de arriba hacia abajo: persona: - multiplique: - sume: - multiplique: - sume el
numero del dedo: - multiplique: - sume el numero 2 de la articulacion

"El nimero del hombre que tenga el anillo, multiplicarlo por 2; al resultado, sumarle 5, y
multiplicar por 5 lasuma: agregar €l nimero del dedo en que esta el anillo, y multiplicar €
resultado por 10; agregar € numero de la articulacion.

Este resultado se debe dar @l hombre que no habia visto |o anterior. EL, después de restar a este
nimero 250, obtiene 452, es decir, 4° hombre, 5° dedo, 2" articulacion”.

No necesitamos decir que este truco ya era conocido 200 afios atras; problemas como éste habian
sido planteados por Bashede-Maziriaka en sus " Problemas numeéricos instructivos y recreativos’,
en € afo 1612; y aln antes, por Leopardo Pisano (Fibonacci) (afio 1202). En general, se puede
decir que muchos de los juegos mateméticos, rompecabezas y acertijos, que se practican en
nuestro tiempo, tienen un origen muy antiguo.

Volver

12. Adivinacion de Numeros

Finalmente, sin preguntarle nada a Ud., yo adivino € resultado que se obtiene en €l total de
céculos efectuados con un nimero pensado.

Piense cualquier cifra, excepto e cero. Multipliquela por 37. Lo obtenido multipliquel o por 3.
Borre la dltima cifra del producto, y €l nimero que quede dividalo por €l nimero pensado
inicialmente no habra resto.

Yo le puedo decir qué nimero obtuvo Ud., aunque todo esto 1o escribi mucho tiempo antes de
gue Ud. procedieraalalecturadel libro.

Ud. obtuvo e nimero 11.
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La segunda vez hagamos € truco en otra forma. Piense un nimero de dos cifras. Escribaala
derecha de é el mismo nimero otra vez. El nimero de cuatro cifras obtenido dividalo entre el
nimero pensado: la division se readliza sin resto. Sume todas las cifran del cociente. Ud. obtuvo 2.
Si no es asi, verifique cuidadosamente sus calculos y se convencera de que se equivocd Ud., y no
yo.

¢Cudl eslaclave de estos, trucos?

Clave: Nuestro lector ahora ya esta suficientemente experimentado en el desciframiento de
trucos, y no requiere de mis largas explicaciones. En la primera prueba de adivinacion, el nimero
pensado se multiplic inicialmente por 37, después por 3.

Pero 37 x 3= 111, y multiplicar unacifra por 111 equivale a constituir un nimero por tres cifras
idénticas (por gemplo, 4 x 37 x 3 = 444). Qué hicimos después? Borramos la Ultima cifray, por
consiguiente, se obtuvo un nimero de dos cifras idénticas (44) € que naturalmente, deberia
dividirse por la cifra pensada, y dar 11 como cociente.

En la segunda prueba, el nimero pensado de dos cifras, |0 escribimos dos veces: por gemplo,
pensando 29, se escribid 2929.

Esto es completamente igual a multiplicar e nimero pensado por 101 (en efecto, 29 x 101 =
2929). Como esto yo lo se, puedo con justeza prever que de la divisiéon de tal nUmero de cuatro
cifras entre el nimero pensado, se obtiene 101 y que, por consiguiente, la suma de las cifras del
cociente (1 +0+ 1) esigual a2.

Como se ve, la adivinacion esta basada en las propiedades de los nimeros 111 y 101, por lo que
estamos en el derecho de colocar ambos nimeros en nuestro museo aritmetico.

Volver

13. Curiosidades Aritméticas

i
11+
1

100 = | 2434752 4
i 6 18
Lya73 4502
t 6 18

Volver
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Capitulo Séptimo
CALCULO RAPIDO

Contenido:

1. Fendmenos Redlesy Ficticios
2. Memorizaciéon de NUmeros

3. "¢Cuantos Dias Tengo?'

4. ";Cuantos Segundos Tengo?"
5

6

7

M étodos de Multiplicacion Acelerada
Para Célcul os Cotidianos
Curiosidades Aritméticas

1. Fenomenos Realesy Ficticios

Quien haya asistido a sesiones de nuestro calculista soviético Arrago, puede no sorprenderse por
sus enormes capacidades de calculo. Aqui ante nosotros ya no hay trucos, sino un notable don
natural. El cubo del nimero 4729, por ejemplo, Arrago lo calcul6 ante mi mentalmente en menos
de un minuto (resultado: 105.756.712.489), y en la multiplicacidén 679.321 © 887.064, también
mentalmente, empleo en total 1 1/2 minutos.

Y o he tenido la posibilidad de observar € trabajo de este fenomenal calculista, no solamente en €
estrado, sino también en reuniones domésticas, a solas, y me convenci de que no emplea ninguin
método especial de cdlculo, y calcula mentalmente, en general, como |o hacemos nosotros sobre
el papel. Pero su extraordinaria memoria para los nimeros lo ayuda a pararse sin la escritura de
los resultados intermedios, y la rapidez de inteligencia le permite operar con los nimeros de dos
cifras tan facilmente, como nosotros efectuamos |las operaciones con nimeros de una cifra.
Gracias a esto, la multiplicacion entre nimeros de seis cifras resulta, para é, un problema de no
mayor complicacion que lo que para nosotros significa la multiplicacion de nimeros de tres
cifras.

Tales fendmenos, como Arrago entre nosotros, o en Occidente Inodi, Diamandi, Rickle, € Dr.
Fred Brauns, se cuentan con los dedos. Pero conjuntamente con ellos se consagran también,
mateméticos de estrado de otro género, que fundamentan su arte en unos u otros trucos
aritméticos. Usted puede haber llegado a escuchar o inclusive a asistir a "sesiones de geniaes
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matematicos’ que calculaban de memoria, con una rapidez sorprendente, cuantos, dias, minutos 'y
segundos tiene usted, en qué dia de la semana nacio, etc. Para realizar una gran parte de estos
calculos, no es necesario, sin embargo, poseer una capacidad matematica extraordinaria. Es
necesario, solamente, conocer algunos secretos de estos trucos, a revelamiento de los cuales,
pasamos enseguida.

Volver

2. Memorizacion de NUmer os

Un calculista rapido, debera poseer ante todo, un excelente desarrollo de la memoria para los
nimeros. Los siguientes récords muestran hasta qué refinamiento Ilega tal memoria en los
mejores calculistas. El famoso calculista aleman Ruickle se aprendié de memoria un nimero que
se compone de 504 cifras, en el transcurso de 35 minutos, y su compatriota doctor Brauns
destroz6 este récord, haciendo 1o mismo jen menos de 13 minutos!

Pero naturalmente, tal memoria fenomenal es dotada por la naturaleza en forma muy especial.
Los calculistas profesionales que se consagran a estrado, no poseyendo una memoria natural
para los nimeros, se ayudan asi mismos por diferentes medios artificiales (los llamados
"mnemotécnicos’). En la vida diaria nosotros mismos hemos intentado emplear semejantes
métodos, la mayor parte, es necesario reconocerlo, demasiado mal elegidos. Deseando, por
ejemplo, recordar & nimero de teléfono 25-49" depositamos la esperanza en el hecho de que este
numero es facil de reconstruir en la memoria, ya que estd, compuesto de dos cuadrados exactos:
25=15% =, 49 = 7? . Pero cuando es menester recordarlo en un momento dado, resulta que nos
confundimos entre tantos otros nimeros telefénicos conocidos y desconocidos:

12-25, 36-64, 25-16, 64-16, 81-25, etc.

Semejante fracaso 1o concebimos también en otros casos. El teléfono nimero 17-53 nos
proponemos recordarlo, aprovechando € hecho de que la sumade las dos primeras cifras (1 + 7)
esigual alasumade las dos Ultimas (5 + 3). Pero al final no resulta mejor que en € caso anterior.
Y en efecto, aln falta no confundir a qué teléfono se le aplica precisamente esa, y acud sele
aplica otra combinacion. No puede sino sorprender, € ver como las personas intentan, con
obstinacion, emplear este método notoriamente inservible. La aficion a este método, la ridiculizé

con gran ingenio el escritor J. Hasek en sus famosas "Aventuras del bravo soldado Sveik"?:

"Sveik mird atentamente el nimero de su fusil y, a fina, dijo:

- El nimero 4268. Justamente tal nimero estaba en unalocomotora en Pées en la via diecisais.
Era necesario llevar lalocomotora a Liss para la reparacion, pero esto no eratan facil, porque
maquinista que deberia conducirla ala, tenia muy mala memoria para los nimeros. Entonces el
jefe de distancia lo hizo venir a despacho y le dijo: "Sobre la via 16 se encuentra la locomotora
nimero 4268. Y 0 sé que usted tiene mala memoria para los nUmeros, y s escribe € nimero en un
papelillo, pierde usted €l papelillo. Pero si verdaderamente es tan débil paralos nimeros,
entonces trate de recordar 1o que yo ahora le indico, para que vea usted que es muy fécil

conservar en la memoria cuaquier nimero. El modo es €l siguiente: lalocomotora que es

! Convi ene hacer notar que, en nuestra capital, un ndmero telefénico consta de
tres pares de cifras, por ejenplo: 46-44-25, 26-80-63, etc. (N del T.)

2 Jaroslav Hasek (nacio el 30 de abril de 1883 en Praga; murié el 3 de enero de 1923 en Lipnitz) escritor satirico
checoslovaco. (N. del T.)
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necesario que usted conduzca a deposito, estd marcada con € nimero 4268. Dirija precisamente
laatencién agui. La primera cifra es un cuetro, la segunda un dos. Recuerde, por consiguiente,
42, es decir, dos por dos son cuatro, 1o que nos da la primeracifra, y si usted la divide entre dos,
obtiene de nuevo dos, y en estaforma se obtiene, junto a 4, € 2. Luego ya es sencillo. ¢Cuanto
sera el doble de cuatro? ocho ¢no es asi?. Asi usted graba en su memoria el ocho que es, la tltima
cifraen nuestro nimero. Ahora ya recuerda usted que la primera cifraes el cuatro, la segunda €l
losy Laultimael ocho. Es decir, resta sdlo recordar la cifra seis antes del ocho. Pero esto es
completamente sencillo. La primera cifra que tenemos es €l 4, la segunda € 2, y conjuntamente
congtituyen el 6. De esta manera el nimero 4268 ya se ha alojado firmemente en vuestra cabeza.
Puede también llegar a resultado, por un camino més sencillo, asaber: de8 seresta 2, y se
obtiene 6. Recuerde: 6. De seis seresta 2, y se obtiene 4. Por consiguiente, tenemosya 4y 68.
Ahora es necesario Unicamente, colocar la cifra: 2 entre esos dos nimeros y obtenemos 4268. Se
puede hacer alin en otra forma, también muy facilmente, por medio de la multiplicacion.
Recuerde que el doble de 42 esigua a84. En un afio hay doce meses. ES necesario reatar 12 de
84, quedando 72, y de 72 se restan los 12 meses. Se obtiene 60. Lo gque tenemos aqui es, ya, €l 6,
porgue el cero, sencillamente lo podemos dejar a un lado. ES decir, si escribimos 42-6-84 y
dejamos a un lado €l Ultimo 4, obtenemos inevitablemente el nimero 4268, es decir, € nimero de
lalocomotora que es necesario conducir”.

Los métodos de los calculistas de estrado son de un género absolutamente diferente. He aqui uno
de ellos, que en alguna ocasién puede llegar a servir a cada uno de nosotros. El calculista
relaciona con las cifras, determinadas letras consonantes, bien aprendidas:

Cifras| 0| 1|2 |3]| 4 |5]6]7|8]9
BID|G|J|K]|P
Letras|C|F |H | Z | M

Puesto que las letras el egidas son Unicamente consonantes, entonces ellas pueden, no temiendo
confusiones, combinarse con vocales para constituir palabras cortas. Por g emplo:

ParalosNUmeros  laspaabras  Paralos NUumeros  laspaabras

1 de 6 ese
2 ha 7 va
3 jo 8 yo
4 ama 9 ole
5 upa 0 aca

En forma andloga se congtituyen las palabras, también para nimeros de dos cifras:

117? dedo
137? dego
14? dama
16 ? dato
19? dde
21? hada
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Para recordar €l nimero 2549, € calculista de estrado mentalmente escribe bajo las cifras, las
letras correspondientes:

2549
GPKX
HRML

y apartir de ella, constituye, rapidamente, |as palabras:

25 49
GIRO MALO

Tal es uno de los métodos mnemotécnicos empleados entre |os calculistas de estrado. Existen
también otros, sobre los cuales, sin embargo, no nos detendremos, pues ahora pasaremos a los
métodos de realizacion de algunos casos.

¢Cuantos, afios tengo?, ¢cuantos dias tengo?, pregunta cualquieradel publico, Y obtiene
rapidamente del estrado, |a respuesta.

&Y cuantos segundos tengo, s mi edad es tal? hace la pregunta otro, y obtiene también répida
respuesta.

¢COmo se realizan semejantes calcul 0s?

Volver

3. " ¢Cuantos Dias Tengo?"

Para determinar de acuerdo con e numero de afio, el nimero de dias, €l calculistarecurrea
siguiente método: la mitad del nimero de afios lo multiplica por 73 y afiade un cero; € resultado
serd, precisamente, €l nimero buscado. Esta formula se vuelve comprensible si se observa que
730 = 365 x 2: Sl tengo 24 afios, €l nimero de dias |o obtenemos multiplicando 12 x 73 = 876
anadiendo un cero: 8760. La propia multiplicacion por 73 se realiza también en forma abreviada,
como veremos mas adel ante.

La correccion en algunos dias con motivo de |os afios bisiestos, generalmente no se efectlia en €l
calculo, aunque es facil introducirla agregando al resultado la cuarta parte del nUmero de afios; en
nuestro g emplo: 24:4 = 6; e resultado total, por consiguiente, es 8766.

El méodo para el clculo del nimero de minutos, no se le dificultard a lector encontrarlo por si
mismo, después de lo indicado en e parrafo que sigue.

Volver

4." ¢;Cuantos Segundos Tengo?"

Si laedad del interrogador se expresa por un nimero par No mayor que 26, entonces se puede
responder muy rapidamente sobre esta cuestion empleando € siguiente método: la mitad del
numero de afios se multiplica por 63; después la misma mitad se multiplica por 72; este resultado
queda al lado del primero y se agregan tres ceros. Si por gemplo, el nimero de afios es 24,
entonces para la determinacion del nimero de segundos procedemos asi:

63" 12=756; 72" 12 = 864, resultado 756.864.000.
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Como en e giemplo anterior, aqui no estan tomados en cuenta |os afios bisiestos, un error que
nadie reprocha a calculista, cuando se tiene que ver con cientos de millones (pero que se puede
corregir, agregando el nimero de segundos que se contienen, en la cantidad de diasigual ala
cuarta parte del nUmero de afnos).

¢, En qué se basa € método aqui indicado ?

Lajusteza de nuestra formula se explica de un modo sencillo. Para determinar e nimero de
segundos que se contienen en un niimero dado de afios, es necesario que los afios (24 en muestro
gjemplo) se multipliquen por el nimero de segundos en €l afio, es decir,

365" 24x 60" 60 = 31.536.000.

Luego, € factor mayor 31.536 |0 separamos en dos partes (el agregado de los ceros, por si mismo
es comprensible, y en lugar de que se multiplique 24 por 31.536, se multiplica 24 por 31.500 y
por 36; pero también estas operaciones, para comodidad de los célculos las substituimos por
otras, como es evidente del siguiente esquema:

, 124" 31.500=12" 63.000 = 756.000 {i
24" 31536={" . , ) = 756.864
124" 36=12" 72 =864 b

Solo falta agregar tres ceros, y tenemos €l resultado buscado:

756.864.000.

Volver

5. Métodos de Multiplicacion Acelerada

Y aindicamos antes que para redlizar las diversas operaciones de una multiplicacion, vital
componente de cada uno de los métodos arriba expuestos, existen también métodos adecuados.
Algunos de ellos son sencillos y facil de aplicar; aligeran atal grado los cdlculos, que en generd,
no molesta recordarlos para su empleo préctico. Tal es, por g emplo, el método de la
multiplicacion cruzada, muy conveniente en las operaciones con numeros de dos cifras. El
método no es nuevo; se remonta a los griegos e hindles y en la antigiiedad se llamaba "método
reldmpago” o "multiplicacion por cruz'. Ahora esté olvidado y no tiene ningin problema el
recordarlo.

Supdngase que se requiere multiplicar 24~ 32. Mentalmente disponemos |os nimeros conforme
al siguiente esquema, uno debajo del otro:

3 2

Ahora, realicemos sucesivamente las siguientes operaciones:

1. 47 2=8¢éstaeslaultimacifrade resultado.
2. 27 2=4;4" 3=12;4+12=16; 6 eslapentltimacifrade resultado; recordemos
mentalmente 1.
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3. 27 3=6, maslaaln conservada unidad en la mente, tenemos 7 ; ésta es la primera cifra del
resultado.

Obtenemos, por consiguiente, € producto: 768.

Después de varios gercicios este método se asimila facilmente.

Otro método que consiste en los llamados "complementos’, se aplica en forma conveniente en
aquellos casos en gque |os nimeros multiplicados estén préximos al 100.

Supongamos que se requiere multiplicar 96~ 92. "El complemento” para 92 hasta 100 sera 8,
para 96 sera 4. La operacion se realiza conforme a siguiente esquema:

Factores 92 96
Complementos 8 4

Las dos primeras cifras del resultado se obtienen por la simple sustraccion del "complemento” del
multiplicando respecto del multiplicador o viceversa, es decir, de 92 se sustrae 4 6 de 96 se
sustrae 8. Tanto en uno como en otro caso tenemos 88; a este nimero se le agrega e producto de
los "complementos’: 8 x 4 = 32. Obtenemos €l resultado 8832.

Que € resultado obtenido debera ser exacto, es indudable por las siguientes transformaciones:

oo o |88 96=88" (100- 4) =88"100- 83 4
14" 96=4" (88+8)=4"8+88 4

92" 96 =8.800+32=8.832

V eamos otro g emplo:

Se requiere multiplicar 78 por 77.

Factores 78 77
Complementos 22 23
78-23 =55
227 23 =506

5500 + 506 = 6006

Veamos un tercer g emplo:
Multiplicar 99 x 98.

Factores 99 98
Complementos 1 2
99-2 =97
1°2=3

Preparado por Patricio Barros
Antonio Bravo



Aritmética Recreativa Y akov Perelman

En e caso dado es necesario recordar que 97 denota aqui € nimero de centenas. Por tal razon
sumamos.

9700 + 2 = 9702.

Volver

6. Para Calculos Cotidianos

Existe un gran conjunto de métodos de realizacion acel erada de |as operaciones aritméticas,
métodos destinados no a intervenciones de estrado, sino a cdculos cotidianos. Si hubiera que
exponer tan solo los principales de dichos métodos, seria necesario escribir un libro completo.
Nos limitaremos pues, a algunos gjemplos con nimeros de uso comun y corriente.

En la préactica de los calculos técnicos y comerciales es un caso frecuente que se lleguen a sumar
columnas de nimeros muy proximos uno a otro, por 1o que se refiere ala magnitud. Por ggemplo:

43
gg La adicién de estos nimeros se simplifica
45 notablemente si se aprovecha el método
a1 indicado a continuacion, cuya esencia es
29 facil de comprender
42

43=40+3

38=40-2

39240-1 4 743-2-145+1-1+2

45=40+5  _ogh47=287

41=40+1 a -

39=40-1

42=40+2

De la misma manera hallamos la suma:

752 =750 + 2

753=750+3

746=750—4 =750" 6+2+3-4+4-5+1
754=750+4  =4500+ 1= 287
745=750-5

751=750 + 1

En forma andloga se procede para halar la media aritmética de nimeros cuyo valor sea muy
parecido. Encontremos, por jemplo la media de |os siguientes precios:
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Rublos kopeks

j gg Fijer_nos a0jo, un precio redondeado préximo ala
4 75 med! a en el caso daplo evi dentementees4r, 70 k.
4 67 Escri bam_o§ las d&\/lz?m ones de todos los precios

4 78 con relacion ala medl_a los excesos con € signo

4 74 +, los defectos en el signo -.

4 68 Obtenemos. -5+3+5-3+8+4-2+2=12

4 72

Dividiendo la suma de |las desviaciones entre el nimero de ellas,
tenemos:

12:8 =15.
Asi pues, € precio medio buscado es:
4rublos70k + 1,5k. =4 rublosy 71,5 kopeks

Pasemos a la multiplicacién. Ante todo indiquemos que la multiplicacion por los nimeros 5, 25 y
125 se acelera notablemente s se tiene en cuenta, |o siguiente:

5=10/2; 25=100/4; 125 =1000/8
Por esta razon, por ejemplo:

36" 5=360/2=180

36" 25=3600/4 =900

36" 125 = 36 000/8 = 4500
87" 5=870/2=435

87" 25=8700/4 = 2175
87" 125 =87 000/8 = 10875

Para multiplicar por 15 se puede aprovechar que
5=10" 112
Por tal motivo, es f&cil resalizar en la mente calculos como:
36" 15=360" 11/2=2360+ 180 =540
0 sencillamente,

36" 11/2x10=540,
87" 15=870 + 435 = 1305.
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En la multiplicacion por 11 no hay necesidad de escribir 5 renglones:

383
_u

383
+ 383 %

4213

basta con que bajo el nimero multiplicado se escriba € mismo, corrido una cifra:

383 383
+383 +383
4213 4213

y se efectliala suma.

Es Util recordar los resultados de multiplicar por 12, 13, 14 y 15, como se hace con |os primeros 9
nimeros. Asi, la multiplicacién de nUmeros de varias cifras por tales factores se acelera en gran
medida. Supéngase que se desea multiplicar

4587
_13

Procedamos asi. Cada cifra del multiplicando multipliguémosla mentalmente, ala vez, por 13:
1. 77 13=91; escribimos e 1, y memorizamos 9

2. 8" 13=104; 104 + 9 =113; escribimos € 3 y memorizamos 11

3. 57 13=65; 65+ 11 = 76; escribimos & 6, y memorizamos 7

4. 47 13=52;52+7=59.

Total: 59.631

Después de algunos gjercicios;, este método se asimila facilmente.

Existe un méodo muy conveniente para la multiplicacion de nimeros de dos cifras por 11: basta
con separar las cifras del multiplicando, y escribir entra ellas, su suma:

437 11=473.

Si lasuma de las cifras tiene dos cifra, entonces € nimero de sus docenas se suma ala primera
cifra del multiplicando:

18~ 11 = 4(12)8, es, decir 528.

Indiguemos finalmente, algunos métodos de la division acelerada. Al dividir entre 5,
multipliguemos por 2 dividendo y divisor:
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3471:5 = 6942:10 = 694.2

Para dividir entre 25, multipliguemos cada nimero por 4:
3471:25 = 13 884:100 = 138.84
En forma parecida se procede para dividir entre 1 %2 (= 1.5) y entre 2 %2 (= 2.5)
3171:1 % = 6942:3 = 2314,
3471:2,5 =13 884:10 = 1388,4

Volver

7. Curiosidades Aritméticas

i

:|:1+

i 3 9
100={+74" —+25" —+

i 6 18
.I.+95' §+4' 2
t 6 18

Volver
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