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Vorbemerkungen.

Auch in diesem zweiten Teil der Aufgabensammlung zur Funk-
tionentheorie — auf den ersten Teil wird kurz mit ,,I* unter Angabe
von Seite oder Paragraph und Aufgabe, auf den vorliegenden zwei-
ten Teil nur durch Angabe von Seite oder Paragraph und Aufgabe
verwiesen — habe ich mich streng an die in der Sammlung
Goschen vorhandenen funktionentheoretischen Biéndchen gehal-
ten. Sie werden wie bisher zitiert, doch beziehen sich die Zitate
auf die folgenden inzwischen erschienenen neuen Auflagen:

K I = Knopp, Funktionentheorie I, 2. Auflage, durchgesehener
Neudruck, 1926;
K II = Knopp, Funktionentheorie IT, 2. Auflage, durchgesehener
Neudruck, 1926;
Bi = Bieberbach, Einfilhrung in die konforme Abbildung,
2. neubearbeitete Auflage, 1927.

Auch diesmal handelt es sich in der Hauptsache nur um Ubungs-
aufgaben, durgh die der Gedankenkreis der genannten Bindchen
nicht wesentlich iiberschritten wird. Nur innerhalb dieses Rah-
mens, nicht in irgendeinem absoluten Sinne, ist die Einteilung in
clementare und hghere Funktionentheorie gemeint. Die jetzi-
gen Aufgaben lehnen sich in der Hauptsache an die letzten Ka-
pitel von K I, sowie an K II und Bi an. Fiir die Benutzung sind
weiterhin die Vorbemerkungen zu I maBgebend. — Mit der Ver-
teilung der Sternchen (*) zur Bezeichnung der schwierigeren Auf-
gaben ist, dem jetzigen hoheren Niveau entsprechend, etwas
sparsamer umgegangen worden.

Seit dem Erscheinen von I ist eine besonders reichhaltige
funktionentheoretische Aufgabensammlung herausgekommen:
G. Polya und G. Szegs, Aufgaben und Lehrsitze aus der

Analysis, Band I und II, Berlin 1925,

auf die hier besonders hingewiesen sein soll. Es mag als ein Beweis
fiir die Fruchtharkeit der funktionentheoretischen Gefilde ange-
sehen werden, daB trotz des Umfangs dieses Werkes und trotz
dhnlich gerichteter Ziele die Beriithrungsflichen zwischen ihm
und dem vorliegenden Béindchen nur gering sind.



Erster Teil.
Aufgaben.

I. Kapitel
Einige weitere Aufgaben zu den Gegenstinden der
ersten fiinf Kapitel (§§ 1—10%)) des I. Teiles der
Aufgabensammlung.
§ 1. Grundlegende Begriffe.

1. Es seien k Punkte 2, 2,, . . ., 2 in der Ebene der kom-
plexen Zahlen gegeben, und es seien &, «,, . . ., o nicht-
negative Zahlen, fiir die &; + o, + - -+ 4 ax=1ist. Dann
liegt die Zahl { = &,2, + &X52, + * -+ + &r2; in dem klein-
sten konvexen (abgeschlossenen) Polygon, das die Punkte
2y, 25, ..., 2x enthdlt. — Gilt dies noch fiir unendliche
Folgen (2,) und (xn), falls nur o, = 1 und X onzn =
existiert?

2. Haben die 2, und «, dieselbe Bedeutung wie in der
vorigen Aufgabe, so liegt auch jeder Punkt £, fiirr den

%
';:—21+s—-2 +§—2k 0
ist, in dem kleinsten konvexen (abgeschlossenen) Polygon,
das die Punkte z,,2,,...,2 einschlieBt.

3. Das kleinste konvexe (abgeschlossene) Polygon, das
die Wurzeln einer ganzen rationalen Funktion G(z) ein-
schlieBt, enthalt auch alle Wurzeln ihrer Ableitung &' ().

*4. In der Ebene der komplexen Zahlen sind n >4
Punkte gegeben von denen keine 4 auf einem Kreise liegen.
Es sei 1,(2) eine lineare Abbildung, firr die I,(z,) = oo ist,

Wy

1) Vgl. FuBnote 1 auf §.3.
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und das kleinste konvexe Polygon =, , das die Bilder der
iibrigen enthalt, habe a, Ecken; »=1,2, ..., n. Dann
gelten die folgenden Behauptungen:

a) Es ist stets a; + ay + - - - 4+ an = 6(n — 2),

b) die z, haben nicht sintlich 6 oder mehr Ecken,

¢) fiir n < 12 tritt unter den =, stets ein Dreieck oder
ein Viereck auf,

d) fehlen fir n >>12 die Drei- und Vierecke ganzlich,
so gibt es unter den 7, mindestens 12 Fiinfecke.

*5. In der Ebene der komplexen Zahlen sind n >4
Punkte gegeben, von denen keine 4 auf einem Kreise liegen.

Sie bestimmen daher ( g) verschiedene Kreise. Von diesen

Kreisen haben stets genau 2(n — 2) die Eigenschaft, da8
das eine der beiden Gebiete, in die die Ebene durch sie ge-
teilt wird, keinen der gegebenen Punkte enthalt.

6. Jedes geschlossene Polygon p, das sich beliebig selbst
itberschneidet (d. h. also jeder aus endlich vielen aneinander-
gehéangten orientierten Strecken bestehende Linienzug, des-
sen letzter Punkt mit dem ersten zusammenfillt), 1aBt sich
in eine endliche Anzahl geschlossener Polygone zerlegen,
deren jedes sich nicht selbst iiberschneidet, so daB also der
Umfang eines jeden derselben genau einmal im bestimmtem
Sinn durchlaufen wird, wenn p einmal im Sinne der Orien-
tierung durchlaufen wird. (Vgl. K I, S. 60, wo dieser
Satz ohne Beweis benutzt ist.)

§ 2. Zahlenfolgen und unendliche Reihen.
1. Aus der Konvergenz der beiden Reihen

(2] o
Ea,. und zlbn—bnkll
n-0 . n=0
folgt fiir jedes positiv-ganze ¢ die Konvergenz der Reihe
2]
ngo anby.
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§2. Zahlenfolgen und unendliche Reihen.

2. Aus den beiden unendlichen Reihen 2 an und 2 b
bilde man durch die Festsetzung

Cn*aobn—i‘al n—l+ "+anbo
eine dritte Reihe }% ¢n. Dann gelten die 3 Satze:
=

a) Wenn die beiden ersten Reihen absolut konvergieren
und die Summen 4 bzw. B haben, so konvergiert auch die
dritte und hat die Summe C = AB.

b) Fir die Giiltigkeit des Satzes a) ist es hinreichend,
wenn von den beiden ersten Reihen nur die eine absolut,
die andere aber wenigstens bedingt konvergiert.

c) Falls alle drei Reihen konvergieren (wenn auch nur
bedingt), so besteht zwischen ihren Summen 4, B und ¢
jedenfalls die Beziechung € = A B.

0 -
3. Ist 20 an konvergent, so konvergieren auch stets die
n=

beiden Reihen
S ay+2ayF-cc +nan
2 tt X nin +1)

y Sgwl(e)w+ (ot (ol

£
und haben dieselbe Summe wie 2 .

0
4. Die Reihe >’ 11 o= konvergiert fiir kein reelles o

n=1

5. Die Reihe Zm: konvergiert fiir jedes reelle

x30. "=t
6. Fiir welche 2 gilt die — durch formale Entwicklung
von (1 — 1)* entstehende — Gleichung

A-n()=or

nt '0‘1 ogn
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7*. Man zeige, daB fiir |z| <1 die folgenden Identi-
taten bestehen:

n— 2 :w 2”

a) g(~1) 1_"'"—,.‘::11+z"’

0 m 0 n
b n= =3
PR e 2=y

a0 —1)n—1 o )
o ST = S g4 e,

£ n ) m
) Do = lal<L.

3
[}
-

*8. Ist f(2) = ‘i anz" eine Potenzreihe mit dem Kon-
vergenzradius r > 0, ist (b”) eine Zahlenfolge, fiir die

bn+1_ /9

strebt, und ist hierbei | | <7, so strebt
en __ aobn+ a1 ba-1+4 .-+ ambo_*f(ﬂ) .

bn - bﬂ
*9. Es seien & > 0, B > 0 zwei positive Zahlen mit der
Summe 1. Es werde bei gegebenem z, &= 0

B

5 =2+ 2
und fiir n > 1 allgemein ;
2= XZp—1+ 7’%_{
gesetzt. - Dann strebt
wm—>+1, falls R(z) >0,
am—>=—1, falls R(z) <0
war. Fiir R(zy) = 0 ist die Folge divergent.

10. Im AnschluB an § 1, Aufg. 1 und I, § 3, Aufg. 6,
zeige man folgendes: Es sei (24) eine beliebige beschrinkte
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Zahlenfolge und & der kleinste konvexe Bereich, der alle
ihre Haufungspunkte £ enthdlt. Ist dann die Folge (z7,) wie
in I, § 3, Aufg. 6 aus der Folge (z,) hergeleitet und sind
dabei alle Transformationskoeffizienten a.; >0, so ent-
halt ® auch alle Haufungspunkte .’ der Folge (z},).

§ 3. Funktionen einer komplexen Verinderlichen.

1. a) Kann eine fiir [ 2| <1 definierte stetige Funktion
komplexen Argumentes so beschaffen sein, daB sie nur im
Nullpunkt differenzierbar ist? — b) Kann eine in einem
Gebiete stetige Funktion f(2) dort ausschlieBlich lings ge-
wisser Linienziige differenzierbar sein?

*2. Kann eine in einem Gebiete G definierte Funktion /(2)
so beschaffen sein, daB sie in iiberall dicht gelegenen Punk-
ten von G differenzierbar und gleichzeitig in anderen iiberall
dicht gelegenen Punkten von @ nicht differenzierbar ist?

3. Kann eine in einem Gebiete G definierte und dort
differenzierbare Funktion f(2) in einem Teilgebiete G; von
G iiberall reell sein oder allgemeiner einen konstanten reellen
oder einen konstanten imaginiren Teil oder einen konstan-
ten Arcus oder einen konstanten absoluten Betrag haben?

4. Die Funktion f(2) sei in | 2| < 1 differenzierbar und
ihre Ableitung f'(z) sei dort beschrankt. Dann nimmt f(2)
lings | 2| = 1 stetige Randwerte an, und diese bilden mit
/(2) zusammen eine in | z | <1 gleichmaBig stetige Funk-
tion. (Vgl hierzu I, § 5, Aufg. 8 und 9.)

5. Esist |z 4 ty=

+ {V3 (et 2+ o) + i -signy - V3 Voot 2—2)}.

6. Welche Inkonsequenz gegeniiber anderweitigen Fest-

setzungen liegt darin, daB unter ¢? allgemein die Summe
a0

der Reihe 2%” verstanden wird ?

!
n=0""
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(L)
7. a) Welche Grenzwerte hat die Funktion ¢'1=%" | wenn
man sich aus dem Innern des Einheitskreises geradlinig dem
Punkte + 1 néhert?

1\2

b) Wie verhilt sich e(l") , wenn man sich langs der Peri-
pherie | z| =1 dem Punkte + 1 nahert?

8. a) Die Funktion 2% ist dann und nur dann eindeutig,
wenn @ eine reelle ganze Zahl ist.

b) Der Hauptwert der Funktion z¢ bleibt fiir alle z der
Ebene seinem Betrage nach unterhalb einer festen Kon-
stanten.

9. Der fiir |z| < 1 regulare Zweig der Funktion /()
= (1 — 2), der in z = 0 gleich + 1 ist, hat einen absoluten
Betrag, der fiir |z| < 1 zwischen zwei festen positiven
Zahlen liegt.

*10. Wie verhalt sich die Funktion z3¢~%19¢*2, in der log2
den Hauptwert bedeuten soll, wenn sich z aus der (abge-
schlossenen). rechten Halbebene her geradlinig gegen 0
bewegt ?

§ 4. Integralsiitze.

1. a) Kann ein rektifizierbarer Weg so beschaffen sein,
daB er in einem oder in unendlich vielen seiner Punkte
keine Tangente besitzt?

*b) Kann er in iiberall dicht auf ihm gelegenen Punkten
oder gar in allen keine Tangente besitzen?

*2. Der rektifizierbare Weg L sei durch die Parameter-
darstellung

e=9W), y=4¢0O, a=ti=p
gegeben. Lings L seien die Funktionen f(2) und g(2) stetig,

die letztere iiberdies stindig positiv-reell. Es sei L' das
Bild von L bei der Abbildung dureh w = f(z). Wird dann

3 3
[Hz)e@) dt = - [ o(2) dt
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gesetzt, so liegt w« in jedem konvexen Polygon, das die
Punkte von L’ enthilt.

3. Es sei F(2) eine lings des (abgeschlossenen) Weges L
stetize Funktion von z. Man zeige, daB der im iiblichen
Sinne verstandene Grenzwert

n

i PR K — (D)
Jim | Bzl P @) = ) Rz
stets vorhanden ist (s. K I, § 12.)

4. Ist f(2) eine lings des Weges L stetige Funktion von 2,

80 ist stets .
[Of f(z)dz | < B[ |{(2)] |dz],

wenn das rechtsstehende Integral im Sinne der vorigen Auf-
gabe (mit F(z)=[/(2)|) verstanden wird.

5. Wie hingt das in Aufg.3 definierte Integral mit den
Kurvenintegralen

DU, y)ds wnd BV (z,y)ds

zusammen, wenn F (2) = U(z, y) + ¢V (x, y) gesetzt wird ?

6. Man beweise den in I, § 5, Aufg. 13 formulierten Satz
ohne Zerlegung in Reelles und Imaginares durch Be-
nutzung der Cauchyschen Integralformeln.

*7. Die Funktion F'(z,t) sei definiert, sobald z in einem
Gebiete ¢ und zugleich ¢ auf einem Wege L der z-Ebene
liegt, der @ mit b verbindet. Fiir alle diese Wertepaare sei
iiberdies F(z,?) beschrankt, etwa |F(z,{)| < M. Wenn
dann F(z.1)

a) fiir jedes feste/ auf L eine in G regulare Funktion
von 2 ist und

b) fiir jedes feste z aus (7 eine langs L stetige Funktion
von { ist,

. h
5o wird durch ([ P(z.f)dt = {(2)
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eine innerhalb G' regulire Funktion von z definiert, fiir
deren Ableitung die Darstellung gilt:

b
f(&)= D[ F,;(,1)adt.
a
[Anl.: Man betrachte das Integral
1 ogyf gy PG
m(maf{( >f_§___7d§}dt,

in dem K eine kleine Peripherie um z bedeutet, und wende
die Methoden aus K I, § 19 an.]

§ 5. Reihenentwicklungen.
1. Es sei G ein abgeschlossenes, beschrinktes Gebiet. Die
o
Reihe ”go fa(2) sei gleichmaBig konvergent in einer gewissen
Umgebung eines jeden Punktes z, von ¢, soweit sie zu ¢
gehort. Dann ist die Reihe in ¢ gleichméaBig konvergent.

2. Man beweise den Satz K I, § 22, Satz 3, ohne Hilfe des
Satzes von Morera, etwa auf Grund der Cauchyschen Inte-
gralformel und der Satze K I, § 19.

3. Im AnschluBl an K1, § 22, Satz 3, zeige man, daB,
wenn neben der Reihe X f.(2) auch die Reihe | fu(2)] in
jedem ¢ gleichmaBig konvergiert, dieser Satz 3 dahin ver-
scharit werden kann, daB auch die Reihen X | /% (2)| bei
festem p in jedem G’ noch glelchmaﬁlg konvergwren

4. Die Funktionen f,(2), f,(¢), ... seien in & reguldr und

©
”go fa(2) = F(2) sei in jedem abgeschlossenen Teilgebiet
von G gleichmifBig konvergent, aber F(z) nicht identisch
gleich 0. Dann sind die innerhalb von G gelegenen Null-

stellen von F(z) identisch mit den dort gelegenen Hau-
fungsstellen der Nullstellen der Abschnitte

) = fo&) + - -+ In(2).
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5. Die Potenzreihe '
=1 —97i= X (1) er= X buen

2
ist fiir | 2| < 1 konvergent und es ist dort|f(2)| < e2. Man
zeige iiberdies, daB

e (F5 )

strebt.
1

6. Der Hauptwert der Funktion (1 + 2)* ist in der Um-
gebung des Nullpunktes regulir. Man stelle den Anfang der
zugehorigen Potenzreihenentwicklung auf.

*7. Im AnschluB an die AufgabeI, §10, 1a stelle man
die vollstindige Potenzreihenentwicklung der Funktion

P ©
,(Z) = 1—2 — 2 CnZ”
n=0
auf und zeige, daB fiir positive & die Koeffizienten ¢, eine
Abschitzung der Form
tn = e2Yon(t+e)

gestatten. in der die &, eine Nullfolge bilden.

II. Kapitel.
Singuliire Stellen.

§ 6. Die Laurentsche Entwicklung.

1. In dem von dem geschlossenen Wege K, begrenzten
Gebiete liege der geschlossene Weg K,. In dem Ringge-
biete (f zwischen beiden sei f(2) eindeutig und regulér. Dann

Kamn 10) = 1 (2) + 12

gesetzt werden, wenn f, (2) eine innerhalb K, und £,(2) eine
auBerhalb K, (einschlieBlich co) regulire Funktion bedeutet.
Durch diese Zerlegung von f(z) sind iiberdies die Funk-
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tionen f,(2) und f,(2) bis auf eine additive Konstante ein-
deutig bestimmt.

2. Man erweitere den Satz der vorigen Aufgabe fiir den
Fall, daB K, mehrere geschlossene Wege K,, K3, ..., Kn
(m > 2) umschlieft, die einander nicht treffen noch um-
schlieBen, und daB nun f(2) in demjenigen Gebiete als ein-
deutig und regular vorausgesetzt wird, das innerhalb K,
aber auBerhalb eines jeden der Wege K,, ..., K,, liegt.

3. Man entwickle die Funktion

1

a) e~ 1 fir |2| > 1,

b) V(.;_1)(z—?) fiir |2] > 2,

) s M 0<lal<lel<|bl,
d) desgleichen fiir | 2| > b,
e) logl—:l_—g fir 2] >1

in ihre Laurentsche Reihe.
4. Es sei

2
g(z) = Ea,,z" eine ganze Funktion von z,
1
y(z) = 2-— eine ganze Funktion von .

Wo ist die Funktion g(2) + y(2) reguldr und wie lautet dort
ihre Laurentsche Entwicklung ?

+ o +»
5. Es seien 2@ an2” und X bn2" zwei in demselben
n=— f=—w
Kreisringe konvergente Laurentsche Entwicklungen. Wie
lautet die Laurentsche Entwicklung des Produktes der
durch sie dargestellten Funktionen?

6. Wie lautet die Laurentsche Entwicklung fiir die in
0 < |z! < 4 oo regulire Funktion

0 r(z-f——i—) ?
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§ 7. Die verschiedenen Arten singulirer Stellen.
1. Was fiir eine singulire Stelle haben die folgenden Funk-
tionen in z = oo:
22+ 4

@) " b) Je—1)(z—2), «¢) cosz — sinz,
1
1 P—
d) preet e) ctgz, fye =,
. 1 1 1—e,
g) RIH ‘1_;—2‘!, ) ll) 1—:_- e:", ) 1 +cz
2. Was fiir eine Singularitat hat dic Funktion
1
a) ¢ inz=0, b) sini-}_—z inz=1,
X 1 . o . T,
) T 2= 2mi, d) Wi eess M A= 40

3. Im Punkte z, habe die Funktion f,(2) eine Nullstelle
oater Ordnung, die Funktion f,(2) einen Pol A% Ordnung
(a>0, B=>0). Was fir eine Stelle ist z, fir eine der
Funktionen / i

it fe,s /1' fa> f, r_z?
2 1

4. Man beweise die Tatsache, dal e keine Nullstellen
besitzt, mit Hilfe des Satzes 1 in K I, § 35.

5. Welche wesentliche Verschiedenheit besteht zwischen
dem Verhalten der reellen Funktion

1
y=1,e = fir 2 £0,
0 firz=0 .
und der Funktion komplexen Argumentes w=¢ 7" in der
Nihe des Nullpunktes?

6. Die Funktion f(z) habe in z, einen Pol 3t Ordnung.
Unter welchen Bedingungen sind die Funktionen

Fo@=[i@d: wd Fi©)=[1@d (42
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in der Umgebung von z, eindentig und regular, und wie ver-
halten sie sich in solchem Falle in z,?

7. L sei ein beliebiger beschrinkter Weg (geschlossen oder
offen) und @(z) eine lings L definierte und dort stetige
Funktion. Dann ist (s. K1, § 19)

1 (D) §)
f(Z) - '2_71’1' g ;
auBerhalb eines hinreichend grofien Krelses K um 0 ein-
deutig und regulir. Wie verhilt sich f(z) in z = oco?

8. Es sei f(2) fiir | 2| > R eindeutig und, von z = oo etwa
abgesehen, auch regular. Unter welchen Bedingungen ist
dort auch die Funktion

F(o) = O () de

eindeutig und regular, wenn 2z, und L in | z| > R liegen?
Und was folgt aus dem Verhalten von f(z) in coiiber das-
jenige von F(2) in o0?

9. Man beweise den Riemannschen Satz K I, § 34, ohne
Benutzung der Laurentschen Entwicklung direkt mit Hilfe
der Darstellung

1 (E)f {(5) 1 1(€)
i(z)——é};’b /g'—’ ; 276’& b—r.d
in der K, und K, zwei passende Kreise um z, bedeuten und
z im Ringgebiete zwischen beiden liegt.

10. Man beweise den Casorati-Weierstraischen Satz

| f(8)—c| <& (s. K1, §.117), indem man die entgegen-

<l“ mit Hilfe des nach

’

gesetzte Annahme ,,i H—c
der vorigen Aufgabe bewiesenen Riemannschen Satzes
ad absurdum fiihrt.

*11. Die Funktion w = f(2) habe in 2, eine wesentlich
singuldre Stelle; dann gibt es in jeder Nahe jeder kom-
plexen Zahl ¢ eine andre Zahl a, so daB j(z) in der Um-
gebung von z, unendlich viele a-Stellen hat.
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§ 8. Residuensatz, Nullstellen und Pole.

1. Mit Hilfe des Satzes in K II, § 11, S. 104, beweise man
den Fundamentalsatz der Algebra, indem man
@@E)=ay+ a2} -+ a,— 12" und f(2) = anz", (4, 4= 0),
setzt und fiir C einen Kreis mit hinlidnglich groBem Radius
wihlt.

2. Der Satz ,,Wenn die ganze rationale Funktion g(2)
lauter reelle Wurzeln hat, so hat auch ihre Ableitung ¢’(2)
lauter reelle Wurzeln* (vgl. § 1, Aufg. 3) gilt nicht fir
ganze transzendente Funktionen. Man belege diese Be-
hauptung durch ein Beispiel.

3. Man bestimme die Residuen von

1 .
a) -— in z=km,
sinz
2

D ey

©) o é;)z c—7) in z und 224=1z1, (a0,

d)tge in z=1zg= g~|- km, e e in z=:0,
1

fyel in e=4+1, g - in z=2kns.

4. Die Funktion f(z) habe in z, eine Nullstelle ater Ord-
nung. Welches ist das Residuum von

z —»—Z~z— und  @(2) e s

im z=+1 uwnd z=-+2,

wenn @(z) cine beliebige in z, regulédre Funktion bedeutet ?
Wie lautet die Antwort, wenn f(2) in z, einen Pol gter Ord-
nung hat?
5. Im AnschluB an die vorige Aufgabe bestimme man den
Wert und die Bedeutung der Integrale
1 ©f f( 1 © "
T z%z)) dz und ET /q)(z) ;—((z—)) dz,

Knopp, Aufgabensammlung z, Funktiouenth. II. 2
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wenn beziiglich f(¢) und C die Voraussetzungen des Satzes 1
oder die des Satzes 2 aus K I, § 35, gemacht werden.

6. In ¢z, seien f(z) und g(z) reguldr, es sei f(z,) 4 0, wih-
rend g(z) in zo von der zweiten Ordnung verschwindet. Wel-

ches Residuum hat &3 im Punkte z,? Wie lautet die Ant-

wort, wenn ¢(2) in z, von der dritten Ordnung verschwindet ?
7. Man bestimme mit Hilfe des Residuensatzes die
Integrale

a) e dz, falls C der Kreis | z| = L ist,
z
b) (C)j-tgﬂZdZ, 2 c 3] 3) |z==1¢,n:1,2,3,..--
¢
o ‘@ [__ I )]

Je—n)e—2n)...—a
falls C der Kreis | z| = K ist

und unter der Annahme, daB die z; voneinander verschieden
und alle |2;| << R sind und daB () in | 2| < R eindeutig
und reguldr ist.
. g+ a,x+ -+ apam
8. Es sei R(x)= Bk b+ - £ Buak
Funktion mit reellen Koeffizienten, deren Nenner fiir keinen
reellen Wert von z verschwindet, wiahrend der Grad des
Nenners den des Zihlers um mindestens zwei Einheiten
iibertrifft (a,, =0, b, =0, k=>m + 2). Dann ist das reelle
Integral o

eine rationale

+w»
[R(x)dx

konvergent und gleich 2 #¢ mal der Summe S der Residuen
der in der oberen Halbebene gelegenen Pole von R(z).
9. Im AnschluB an I, § 7, Aufg. 5 und 6 zeige man, daB
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ist. [Anl.: Das erste und dritte der dortigen Integrale er-
geben zusammen
. Isinz
01 /402 42
N ®
*10. Unter Verwertung des reellen Integrals [e=*d!
— )
=4 Vn- berechne man die Fresnelschen Integm‘le

Feos 12 Tsin(® 11/=
0fcos(t ) dt:bfsm(t )dt = §V2 ,

indem man die ganze Funktion ¢—2* iiber den geschlossenen
Weg C integriert, der von 0 geradhmg nach + R, von hier

lings | 2| = R zum Punkte Re 5 und von hier geradlinig
zuritck nach 0 fiihrt. (Man 148t dann B —» + oo streben.)

111, Kapitel.
Gtanze und meromorphe Funktionen.

§9. Unendliche Produkte. WeierstraBscherProduktsatz.

1. Es soll die Konvergenz und der Wert der folgenden
Produkte mit konstanten Faktoren festgestellt werden:

® 1 . .
0 I+ gl W I~y

o1 2 5 n+1
(‘)n]:IznT—}:l’ d) B R

2. Die reellen Zahlen -3, sollen fiir jedesn=1,2,3, ...
der Bedingung 0 << -9, << 1 geniigen, sonst aber ganz be-
liebig sein. Dann ist die Reihe

P+ [HA—F)]+ o [I(1— ) - A — P )]+
stets konvergent.
3. Der Satz 4 in K 11, § 2, S. 17, soll a) mit, b) ohne Be-

nutzung der Exponentialfunktion bewiesen werden.
o
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4. Es sei X'| an |2 konvergent. Dann sind die beiden
Reihen X a, und X'log(1 -+ ay), bei denen alle a, = —1
angenommen sind und unter log der Hauptwert verstanden
werden soll, entweder beide konvergent oder beide diver-
gent. Im ersten Falle ist die Konvergenz entweder bei bei-
den eine absolute oder bei beiden eine bedingte.

5. Es soll das Gebiet der absoluten Konvergenz der fol-
genden Produkte mit verinderlichen Gliedern festgestellt
werden:

e} o
M) 2m .
W I (1 —2m; b) I (1 2";
o oC
c) I{ (1 4 ¢n2), wenn z; | en | konvergiert:
n= . n=
© 1\ 1
QI (1-z) o mt—3,
wenn hierin p alle Primzahlen durchliuft.

6. Fiir |¢] <1 ist
1
a) o =0+ (1+2) A+ 1429,
1

b) Ha—Fa—s .. - TAE+A L+
(Vegl. K11, § 2, 8. 17, Satz 6).

7. Die Funktionen fn(2), n=1,2, ..., seien im Kreise
| 2| <7 regular und X'| fn(2)| sei in jedem kleineren Kreise
| 2| <o < r gleichmiBig konvergent, so daB (nach K IT.
§ 2, Satz 7) ° v

F(2) =”£Il(1 + 1n(2)) =1§0A;,z’~

eine fiir [z| <r regulire Funktion ist. Setzt man nun
e

fa(2) =1§0 alrz?, also
2

Fo)= 3 4,0 = ﬁ; (1 alnl a4 ..,

+=0
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so wird behauptet, dafl die Reihe X A4;2* auch durch glied-
weises Ausnmultiplizieren des letzten Produktes gewonnen
werden kann, d. h. daB wenn

*) Pu(e) =11 (1 + 1(2) = z:A‘")zl
gesetzt wird, fiir jedes A=0,1,2, ...

lim 4% = 4,
ist. n—>®

8. Auf Grund des Satzes der vorigen Aufgabe multipli-
ziere man das Produkt

. © 22
sinwz = mz -H(l—;z-)
n=1

gliedweise aus und vergleiche das Ergebnis mit der Potenz-
reihe fiir sin 77z, — wenigstens hinsichtlich. der Koeffizienten
von 2% und 2°.

9. Auf Grund des Satzes in Aufgabe 7 entwickle man die
folgenden Produkte in eine Potenzreihe:

a) "ITII T+ c,,z):lé‘) C,2*, falls X'|cn| konvergiert;
o) B
*b) 1) = IL(1+ "9 = 3 4,2, falls |¢] <1;

Anl: Es ist f(2) = (14 ¢2) {(g22), woraus sich durch
Koeffizientenvergleich Rekursionsfonneln ergeben.

¢) H(l + ¢n?) (1 +c") 2 D; 2,

i——x

falls 2| en l konvergierf;
@) PO = JT0+¢mo) 1+

n=1 A=—o

fal]s lgl <1,
Anl: Es ist F(z) = gz F(g22), woraus sich durch Koeffi-
zientenvergleich wieder Rekursionsformeln fiir die B; er-
geben, vermége deren B, . B,. ... sich durch B, ausdriicken
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lassen. Es wird B;= ¢**-B,. Aus ¢*"By= A3+ 4, Ay 41+-+-,
was wie bei ¢) erhalten wird, ergibt sich schlieBlich B, aus

. Az
B, = =.
0=, o

© .
*e) II1 (1—z"). Anl.: Man ersetze in d)z durch —2* und
n=

g durch 2%, |z] < 1.
10. Aus dem sin-Produkt leite man her:
a) V”_z 2. :.;.160 1044 .
b) V3=2-3-4-5- 40448 o

11. Man stelle Produktentwicklungen fiir die folgen-
den ganzen Funktionen auf:

a) e2—1;  b) e —en; ) cosrz;

d) sinmz —sinmz,;  €) coswz — cos 7wz,

*12. Man beweise die folgende Ubertragung des Weier-
straBschen Produktsatzes auf das Gebiet des Einheits-
kreises:

2152, ..., %0, . .. 86l eine beliebige Folge verschiedener
innerhalb des Einheitskreises gelegener Punkte, die inner-
halb des Einheitskreises keinen Haufungspunkt haben
(sondern also nur auf dessen Peripherie), und es sei «,,
Ggy -+ ., On, - .. eine Folge beliebiger positiver ganzer Zah-
len. Dann 4Bt sich stets eine Funktion f(z) konstruieren —
und zwar in einer dem WeierstraBschen Produkt genau ana-
logen Form —, die im Einheitskreise regulir ist und die
dort genaun an den Stellen 2, (und keinen andern) Nullstellen
der Ordnung oy hat.

Wegen weiterer Verallgemeinerung auf beliebige Gebiete
an Stelle des Einheitskreises vgl. § 11, Aufg. 7.

13. Man bilde mit Hilfe des in der vorigen Aufgabe formu-
lierten Satzes Funktionen, die den Einheitskreis zur natiir-
lichen Grenze haben, aber im Innern desselben reguldr sind.
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§ 10. Ganze Funktionen.

1. Kine ganze Funktion, die jeden Wert ein und nur ein-
mal annimmt, ist eine ganze lineare Funktion.

2. Die inverse Funktion zu einer ganzen Funktion kann
nicht wieder eine ganze Funktion sein, auBer wenn es sich
um eine lineare Funktion handelt.

3. Der Liouvillesche Satz, daB eine beschrinkte ganze
Funktion ¢(2) eine Konstante ist, soll ausschlieBlich mit
Hilfe der Potenzreihenentwicklung der ganzen Funktionen
(also ohne Benutzung der Cauchyschen Integralformel, wie
sie in K I, § 30 herangezogen wurde) bewiesen werden. ---
g(2) — g (29)

Z—2Z

: Man betrachte den Quotienten g,(2) = =

fiir groBe z und verwende den Satz 5 in K I, § 24.

4. Gibt es ganze transzendente Funktionen g(z), fiir dic
anf jedem Nullstrahl | g(z) | —» + oo strebt?

5. Die Funktion f(2) sei in 2z, regulir. Wenn dann die

Reihe 2 f(")(zo) konverglert so ist f(2) eine ganze Funk-
tion und dle Reihe 2 {")(2) konvergiert fiir jedes z.

6. Es lassen sich vanze Funktionen angeben, die an ge-
gebenen Stellen z,, 2, ..., 2n, ..., wofern diese sich nir-
gends im Endlichen haufen, gegebene Werte w,, w,, . . .,
Wn, . .. annehmen.

7. Es seien & <=0 und 3 beliebig gegebene reelle Zahlen.

Dann gibt es stets eine ganze Funktion ¢(¢) = a,,z" nit

reellen, rationalen Koeffizienten, so daB g(oc) B ist.
8. Die in der vorigen Aufgabe ausgesprochene Behaup-
tung bleibt auch richtig, wenn das Wort ,,reell* an beiden
Stellen gestrichen wird.
9. Das Maximum des Betrages | g(2) | einer ganzen Funk-
tion g(2) im Kreise | z | < r wird nach K I, § 24, Satz 5, in
gewissen Punkten des Randes |z | = r erreicht. Dieses
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Maximum werde mit M (r) bezeichnet. Man zeige, daB M (r)
nicht nur eine monotone, sondern auch eine stetige Funk-
tion der reellen Verinderlichen 7 ist.

10. Man stelle die in der vorigen Aufgabe definierte Funk-
tion M(r) fiir die ganzen transzendenten Funktionen e,

Vz

sin 2,082, ——

*11. Man zelge an Beispielen, daBl die in der zweitletzten
Aufgabe definierte Funktion M(r) keine analytische
Funktion der reellen Verinderlichen r zu sein braucht.

§ 11. Partialbruchreihen. Mittag-Lefflerscher Satz.

1. Man stelle die Mittag-Lefflersche Partialbruchzer-
legung fiir die folgenden meromorphen Funktionen auf:

a) tgz oder etwas bequemer ?tg%z;

2
1 b4 k4
b) - =y (',) ——
sin z sinwz CoOs 2
1 k4
d) ———; &) — ———.
) ez—1"° ) cos Tz — sin w2

2. Man fiihre die in K II, §6, S. 49/50 angedeutete Her-
leitung des WeierstraBschen aus demn Mittag-Lefflerschen
Satze vollstandig durch.

3. Gilt der Mittag-Lefflersche Satzin der K 1I, § 4, S
formulierten Gestalt auch dann noch, wenn die vorgeschne-
benen Hauptteile /,(z) unendlich viele negative Potenzen
von (2 — z;) enthalten dirfen? Es wiirde sich dann um
Funktionen handeln, die in der ganzen Ebene nur isolierte
singulidre Stellen haben, und um die Frage, ob an jeder
dieser Stellen der absteigende Ast der zugehérigen Laurent-
Entwicklung vorgeschrieben werden kann, und ob bzw.
inwieweit eine solche Funktion dadurch bestimmt ist.

4. Darf —-bei der Fragestellung der vorigenAufgabe —auch
an allen oder einigen oder einer der Stellen ein Anfangs-
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stiick des anfsteigendenAstes oder gar der ganze aufsteigende
Ast der Laurent-Entwicklung vorgeschrieben werden?

*5. Man iibertrage den Mittag-Lefflerschen Satz (dhnlich
wie in § 9, Aufg. 12, den WeierstraBschen) auf den Einheits-
kreis, beweise also den Satz: Sind 2y, 2, ..., 2, .. .irgend-
welche Punkte, fiir die | 2, | < 1, aber | z; | —> 1 gilt, sind
die h(2) irgendwelche Hauptteile (mit endlich oder unend-
lich vielen negativen Potenzen), so gibt es stets eine Funk-
tion Mgy(2), die fiir | 2| < 1 eindeutig und, auBer an den
Stellen z;, auch regulir ist und die an den Stellen z; selbst
isolierte singulire Stellen mit %, (2) als absteigendem Ast der
Laurent-Entwicklung hat.

*6. In Verallgemeinerung des Mittag-Lefflerschen Satzes
und desjenigen der vorigen Aufgabe beweise man den fol-
genden Satz: Es sei M eine unendliche Punktmenge, die
nur aus isolierten Punkten besteht und daher abzahlbar ist
(Beweis ?). Es seien 2;,2,, ..., 23, . .. ihre Punkte und M-
die Menge der Haufungspunkte von M. Jedem Punktez;
sei ferner ein Hauptteil »;(2) zugeordnet. Dann 1aBt sich
dhnlich wie beim Mittag-Lefflerschen Satz und bei dem der
vorigen Aufgabe eine unendliche Reihe aufstellen, die fiir
jedes z, das weder zu M noch zu M’ gehort, konvergiert.
Diese stellt iiberdies in jedem Gebiete G der z-Ebene, das
keinen Punkt von M’ enthilt, eine eindeutige analytische
Funktion dar, die in @ iiberall regulir ist, auBer in den dort
gelegenen Stellen z;, wo die Funktion singulare Stellen mit
den Hauptteilen hy(2) besitzt.

*7. Aus dem Satz der vorigen Aufgabe leite man eine
analoge Erweiterung des WeierstraBschen Produkisatzes
her und formuliere den dadurech gewonnenen Satz.

8. Haben M und M’ dieselbe Bedeutung wie in Aufg. 6
und sind w, , w,, . .. irgendwelche komplexe Zahlen, so 148t
sich stets ein Ausdruck hinschreiben, der in jedem nicht zu
M und M’ gehorigen Punkte z einen bestimmten Wert hat
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und der in jedem Gebiete G der Ebene, das keinen Punkt
von M’ enthilt, eine regulire analytische Funktion dar-
stellt, die in den zu G gehorigen Punkten z; den Wert w; hat.

9. In Erweiterung des in der vorigen Aufgabe genannten
Satzes beweise man den (in gewissem Sinne diesen ganzen
Fragenkreis abschlieBenden) Satz, daB der in Aufg. 6 for-
mulierte Satz auch dann noch gilt, wenn die dort vorge-
schriebenen Hauptteile &;(z) noch je eine bestimmte Anzahl
Glieder mit nicht-negativen Potenzen enthalten und also
die Form

3
Hi)= & a(z—2)*

haben diirfen, bei der die 3; gegebene nicht-negative ganze
Zahlen sind.

§ 12. Meromorphe Funktionen.

1. Die Folge der Funktionen
n!nz
W= ernery . e n "L
ist in jedem beschrankten abgeschlossenen Gebiete, das
keinen der Punkte 0, —1, —2, ... enthilt, gleichmaBig
konvergent (natiirlich gegen I'(2)).

2. Es seien 2, und z, zwei beliebige von 0, —1, —2, ...
verschiedene Zahlen und 2, §2,. Unter welchen Be-
dingungen It . n@+1)... Gt

n—>® 32(32 +1).. (zz + n)
vorhanden und welchen Wert hat dann der Grenzwert?
3. Die sogen. Fakultatenreihe

n!ay
(z)‘ ,glz(z+1) NCET)
ist in genau denselben Punkten der z-Ebene konvergent

wie die Dirichletsche Reihe
f (Z) = 2_ n,' )
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wofern die Punkte 0, —1, —2, ... auBer Betracht ge-
lassen werden.

4. Die beiden in der vorigen Aufgabe genannten Reihen
sind auch in genau denselben Gebieten der z-Ebene gleich-
miBig konvergent, wofern diese abgeschlossen sind und
keinen der Punkte 0, —1, —2, ... enthalten.

5. Die in den vorangehenden Aufgaben genannten beiden
Reihen sind auch in genau denselben (von 0, —1, —2,. ..
verschiedenen) Punkten der z-Ebene absolut konvergent.

6. Bedeutet »,, p,. .. ., n, . . . eine ganz beliebige Folge
positiver ganzer Zahlen, so ist der Grenzwert

"hglw{(l-l- )( +n+2 ( +n+—P)}

damm und nur dann =1, wenu -Z;—;—' —» 0 strebt.

7. Geniigt 2=z + 1y der Bedingung 2> —1, y - 2,
so ist ')

TG

wobei 4 eine feste (von z unabhingige) positive Konstante
bedeutet.

*8. Man entwickle die Riemannsehe {-Funktion fur die
Umgebung der Stelle 42 in eine Potenzreihe

26 = S~ 1yt~

und beweise die Beziehung b, —> 1. Was folgt hieraus iiber
den Charakter der Stelle 41 fiir die {-Funktion?

9. Man zeige, daB fiir die in der vorigen Aufgabe defi-
nierten Koeffizienten b, die Abschitzung

A
lbn‘—1{<‘é;

< Alog|z],

gilt, in der 4 eine von » unabhéngige Konstante bedeutet.
Was folgt hieraus iiber die genauere Natur der Stelle 41
fiir die {-Funktion ?
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1V. Kapitel.
Periodische Funktionen.

§ 13. Einfach-periodische Funktionen.

1. Eine (nicht konstante) eindeutige analytische Funk-

tion kann nicht die Perioden 1 und }/2 haben.

2. Eine (nicht konstante) rationale Funktion kann nicht
periodisch sein.

3. Hat f(2) die primitive Periode 1 — es ist f(z) dann
sicher keine Konstante — und zeigt f(2) ein gewisses Ver-
halten, wenn 2 so —> oo riickt, daB dabei f(2) —> -+ oo (oder
—>» — 00) strebt, so sagt man kurz, daB f(2) jenes Verhalten
am oberen (bzw. unteren) Ende des Periodenstreifens
zeige. Fiir die Funktionen f(z) der in K II, § 8, S. 69, defi-
nierten Klasse gilt dann der Satz:

Ist 7(2) im Periodenstreifen regulir, so kann es nicht an
beiden Enden beschrinkt bleiben.

4. Bleibt eine der in der vorigen Aufgabe genannten Funk-
tionen f(2) am oberen (unteren) Ende des Periodenstreifens
beschrinkt, so strebt f(z) dort sogar einem bestimmten
Grenzwerte zu. Es ist dann sinngemif zu sagen, daB f(z)
an jenem Ende des Streifens diesen Wert annechme. Wie
ist unter diesen Umstéanden die Ordnung zu definieren,
mit der f(z) an einem Streifenende den Wert ¢ annimmt ?

5. Bleibt eine der in Aufg. 3 genannten Funktionen /(2)
am oberen (unteren) Ende des Streifens nicht beschrinkt,
so strebt (z) dort —»oco. Esist dann sinngemiB zu sagen,
daB f(2) an jenem Ende einen Pol besitze. Wie ist unter
diesen Umstinden die Ordnung eines solchen Poles zu defi-
nieren ?

6. Eine jede der in Aufg. 3 genannten Funktionen f(2)
nimmt im Streifen (einschlieBlich seiner Enden) jeden Wert,
auch den Wert oo, bei richtiger Zahlung gleich oft an.
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7. Eine Funktion it der primitiven Periode 41 gehort
dann und nur dann zu der in Aufg. 3 genannten Klasse von
Funktionen, wenn sie im Streifen, einschlieBlich seiner
Enden, keine andern Singularititen als Pole besitzt.

8. Was besagt bei der in Aufg. 3 dargelegten Auffassung
der in K II, § 3, S.31/82, durchgefithrte Beweis, daB
ko (2) =0 ist?

§ 14. Doppelt-periodische Funktionen.

1. Es sei das durch das primitive Periodenpaar w, o’
bestimmte Periodengitter einer doppelt-periodischen Funk-
tion vorgelegt. Man gebe sédmtliche primitiven Perioden-
paare an.

2. Sind z,, 2, . . ., 2 die Nullstellen oder allgemeiner die
¢-Stellen einer elliptischen Funktion f(z) im Periodenparal-
lelogramm, eine jede so oft gesetzt, wie es ihre Vielfachheit
verlangt; sind £, G, ..., Cr ebenso die Pole, so ist
Xz, — XL, gleich einer Periode der Funktion.

3. Istf(2) eine ungerade elliptische Funktion und £ eine
ihrer Perioden, so ist 4.2 entweder eine Nullstelle oder ein
Polvon {(z), und zwar notwendig von ungerader Ordnung.

4. Auf welches Gebiet der w-Ebene wird das Fundamen-

talparallelogramm eines durch (w, w”) bestimmten Parallelo-
27

grammnetzes der z-Ebene durchw=e¢ © zabgebildet? Und
auf welches Gebiet der Streifen, der aus dem Fundamental-
parallelogramm durch die Translationen (&'w’) entsteht?

5. Jede eindeutige Funktion f(z) mit der primitiven Pe-
riode w kann nach K II, §8, Satz 1, als eindeutige Funk-

2nt
tion (L) von {=¢ © ? aufgefaBt werden. Was bedeutet es
dann fiir ¢(£), wenn f(z) eine doppelt-periodische Funktion
mit dem primitiven Periodenpaar (w, o) ist?
6. Ist e#’©) eine elliptische Funktion?
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*7. Ist o positiv-reell und o’ positiv-imaginar, so ist
73w, ') auf dem Rande des Fundamentalparallelo-
gramms und auf dessen Mittellinien reell. Auf welches Ge-
biet der w-Ebene wird in diesem Falle das Fundamental-
parallelogramm durch w = p (2| w, $ ') abgebildet ? Anl.:
Man untersuche den Werteverlauf von p(2) auf dem Rande
des bei 0 liegenden Viertels des Fundamentalparallelo-
gramms.

*8. Fiir die Summen

1

Sp= D e om=3,4,D, ...
Sn ,%(kw—}—k’w’)” n b

beweise man die Relationen
a) Sgmy1 =0 fir m=1,2,3,..;

b) 5= 38t

9. Die Funktion w= p(z|{w, ') genigt (s. KII, §9,
Satz 9) der Differentialgleichung

W= 4w’ —gw —gs

mit g, = 60s,, g; = 14054, wenn s, die in Aufg. 8 ange-
gebene Bedeutung hat. Man zeige, daB die Wurzeln der
kubischen Gleichung

4w —gyuw — g3 =10
die Werte p($w), (3 0'), p(3(w+ ) haben und von-
einander verschieden sind.

10. Im AnschluB an K II, § 9, Satz 10, und an Aufg. 2
zeige man, daB sich jede elliptische Funktion f(z) als
,,0-Quotient*, d.h. mit Hilfe der zum gleichen Perioden-
parallelogramm gehéorigen g-Funktion in der Form

0(z—2)0(z—2)...0(z—2K)

o(e—%)o(z—&) ... o(z—Cx)
darstellen laBt.
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V. Kapitel.
Analytische Fortsetzung.

§ 15. Verhalten von Potenzreihen auf dem Rande
des Konvergenzkreises.

1. Die Potenzreihe h(z) = éob,.z" habe den Radius r=1,
es sei bn >0 und 2 by, divergent und sie stehe zu der Potenz-
reihe f(z) = nZ:O @n2z" in der Beziehung, daB :—:—>g strebt.
Dann gilt die Behauptung: X an 2™ hat einen Radius v >1.
und wenn z radial —> -1 strebt, so ist auch

-0

*2. Gilt bzw. unter welchen zusitzlichen Bedingungen
gilt der in der vorigen Aufgabe formulierte Satz auch noch,
wenn sich die Variable wie bei I, § 11, Aufg. 9, in einem
Dreieck z,2z,1 bleibend, gegen + 1 bewegt?

3. Mit Hilfe des in Aufg. 1 und 2 formulierten Satzes be-
weise man noch einmal den Abelschen Grenzwertsatz

aus I, § 11, Aufg. 10, indem man h(z)= —_1_—2 und

fz)= -———Za,,z”—Zs,,z Sp= g+ a; - + -+ + an, setzt.
4. Mlt Hllfe des in Aufg. 1 und 2 formulierten Satzes be-

weise man die folgende Erweiterung des Abelschen Grenz-

wertsatzes: Haben die Koeffizienten der Potenzreihe

0
Fig)= nZ_,; anz" die Eigenschaft, daB, wennay -+ a, 4 +++ -+ an
= s, gesetzt wird,

Sofst o tm

lim

strebt, so strebt auch F(z) —» s, falls z in einem Dreieck
2,231 (vgl. Aufg. 2) gegen + 1 riickt.
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5. Wenn z radial (oder, wie bei Aufg. 2, innerbalb
eines Dreiecks z,2,1) gegen +- 1 strebt, so strebt dabei

a) (1 —z+ 248 —2%4 216 L ~-.)—+§1,

b) Vi:z 142420422449 —>%]/7;,
c) — ——(z—l—zp+zp R R >10—;Z3
log 7 — (p > 2, ganzzahlig),

d) (1—z)P+1(z+ 22 3P . ) —>T(p+1)
(p > —1, beliebig).

6. Die Potenzreihe f(z) = % anz™ habe den Radius 1 und

sei in 2=+ 1 konvergent: a, + a,+ -+ + -+ s =85 —>s.
Ist diese Konvergenz so stark, daB noch Jn - (s, —s) —> 0
strebt, so strebt (vgl. Aufg. 3) auch dann noch f(z) —>s,
wenn 2 innerhalb der Ellipse

2#+h=1 0<a<y),

bleibend gegen +-1 riickt.
7. Die beiden Reihen

3 4 5 7 28
/1(z)=z+%~—% +'?5 +27—-Lt-++—"'

3 2 5 7 4
@ =e+5— 5+ 5+ 5 —5++—

von denen die erste eine gewohnliche Potenzreihe, die zweite
dagegen eine Umordnung einer solchen ist, sind offenbar fiir
|z] <1 und fiir 2= +1 konvergent. Welche Werte haben
die Reihen in z= 41 und welche Grenzwerte haben die
fiir | 2| <1 dargestellten Funktionen, wenn z radial —> +- 1
strebt ?

*8. LaBt sich — in Verallgemeinerung der Frage
in I, §4, Aufg. 14 — eine Potenzreihe mit dem Radius1
angeben, die in einer vorgeschriebenen abzahlbaren Menge
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von Randpunkten des Einheitskreises divergiert, in allen
andern Randpunkten konvergiert ? Ist dies wenigstens mog-
lich, falls die vorgeschriebene Menge abgeschlossen ist?

9. Die Funktion (1—2)- sin(log ) 1aBt sich fir
2] <1 in eine Potenzreihe entwickeln. Man zeige, daB
diese Reihe fiir | z] = 1 noch absolut konvergiert.

§ 16. Analytische Fortsetzung von Potenzreihen.
1. Es soll die Mehrdeutigkeit der durch die Potenzreihe

26 =37

definierten Funktion dadurch festgestellt werden, daB man
die Reihe im negativen Sinne um den Punkt -1 herum
bis zur Riickkehr nach 0 gemaB K I, § 27, analytisch fort-
setzt, — und zwar ohne irgendwelche Eigenschaften der
durch ®(z) definierten Funktion als bekannt vorauszu-
setzen. (Vgl. K I,-S. 109, Fig. 8). — Anl.: Die Punkte
2y, 7%, ... wahle man auf dem Kreise |z—1|=1, und
zwar in den Ecken des ihm einbeschriebenen reguliren
p-Ecks (p> 7), dessen eine Ecke in 0 liegt. Es ist dann

1’7!1
z,=1—e¢ P ,y=1,2,. .., D, und die nach p Schritten
gewonnene Entw1cklung um z, = 0 unterscheidet sich nur
dadurch von R(z), daB eine Konstante additiv hinzuge-
kommen ist. DalB diese = 274 ist, findet man sofort,
indem man p —» - oo streben laBt.

2. Von der Potenzreihe f(z) = X a,2" weiB man, daB die
durch sie dargestellte Funktion f(z) auf dem Rande des Kon-
vergenzkreises nur eine singulire Stelle z, hat, und daB
diese ein Pol erster Ordnung ist. Es soll gezeigt werden, daB
dann I z, und also _a,,_J —> 7,

an+1)
den Radius der Potenzreihe, strebt.
Knopp, Aufgabensammlung z. Funktionenth. 1L 3
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o
3. Die Potenzreihe B(2) = 20 42”1 habe den Radius 1.
n=

Man setze z = entwickle jedes Glied ¢,2"*1 nach Po-

g
1—¢’
tenzen von { und ordne die entstehende Doppelreihe nach
Potenzen von J zu der Potenzreihe B, (L). Wie lauten die
Koeffizienten von P, () und welchen Wert hat demgemaB,
d. h. nach dem Cauchy-Hadamardschen Satze, der Radius
derselben? (Vgl. hierzu § 2, Aufg.3b.) Wie laBt sich
andrerseits der Radius von %B,(C) aus den analytischen
Eigenschaften von f(z) ablesen? Welchen Wert hat er da-
her mindestens und welchen Wert hochstens?

4. Wie lautet unter den Bedingungen der vorigen Aufgabe
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die
durch B(z) in | 2| << 1 dargestellte Funktion f(2) in 41
reguldr ist?

5. Man zeige mit Hilfe der Betrachtungen der beiden
vorangehenden Aufgaben, daB die durch die Reihen

3 1 \nnt+1 3 1) 1
”2=,‘o( 1)rz und ,é;( 1) |
dargestellten Funktionen in 41 reguldr sind.

6. Mit Hilfe des nach Aufg. 4 aufzustellenden Kriteriums
beweise man noch einmal den Satz aus I, § 11, Aufg. 3.

7. Man erweitere den in der vorangehenden Aufgabe
nochmals behandelten Satz aus I, § 11, Aufg. 3 zu dem
folgenden Satz: Hat die Potenzreihe X a,2" den Radius 1
und liegen alle Koeffizienten ay, in einem (abgeschlossenen)
Winkelraum mit dem Scheitel in 0 und einer Offnung <,
so ist 2= 41 eine singuldre Stelle fiir die dargestellte
Funktion.

§ 17. Analytische Fortsetzung heliebig gegebener
Funktionen.
1. Ist die reelle, in —oo < # << + oo definierte Funktion
F(z) = /2 ins Komplexe fortsetzbar ?




§17. Analytische Fortsetzung beliebig gegebener Funktionen. 33

2. Ist die reelle in —1 < 2 < 4 1 durch

-1
f(x)z{e = fir 240
-0 , 2=0

definierte Funktion ins Komplexe fortsetzbar? (Man be-
achte, daB f(z) in jedem Punkte des Definitionsintervalles
stetigeAbleitungen aller Ordnungen besitzt! Vgl. § 7, Aufg.5.)
3. Bedeutet gy, ¢,, ..., gn, - .. eine Folge positiver gan-
zer Zahlen, die simtlich > 2 sind, so stellt die Reihe
® Y R

o1 — oo

eine fiir | 2| <<1 reguldre, aber iiber den Einheitskreis
hinaus nicht fortsetzbare Funktion f(¢) dar. (Vgl. I, §11,
Aufg. 4 und 5.)

4. Die Funktion f(2) sei in einer Umgebung des Null-
punktes regulir und es sei dort

™) 1(22) = 2{(2)* ['(2) -

Dann ist f(z) iiber die ganze Ebene fortsetzbar, also eine
ganze Funktion. (Vgl. f(z) = sinz.) — Welche Eigenschaft
der rechten Seite von (*) ist bei dieser Behauptung allein
wesentlich ?

5. Die Funktion f(2) sei fiir R(2) > 0 reguldr und geniige
dort der Beziehung

4] fe+1)=2[(2,
und es sei /(1) +=0. Dann ist f(¢) eine meromorphe Funk-
tion, deren einzige Pole in 0, —1, —2, .. . liegen und von

der ersten Ordnung sind. — Welche Residuen hat dort
f(z)? (Vgl. die Funktion I'(z).)
*6. Man beweise folgende Ergénzung des Riemannschen
Satzes (K I, 8. 131): Ist f(2) in G stetig und, von den Punk-
3%
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ten eines in G gelegenen Streckenzuges v etwa abgesehen,
auch differenzierbar, so ist f(z) notwendig auch in diesen
Punkten reguliar. (Die Endpunkte von w diirfen auch auf
dem Rande von G gelegen sein.)

7. Die beiden Gebiete G, und G, mogen langs des Strecken-
zuges 1 zusammenstoBen, d. h. die Punkte von w seien
fiir beide Gebiete Randpunkte, im iibrigen aber ¢, und G,
ohne gemeinsamen Punkt. f,(2) seiin G,, f,(2) in G, regulir.
Wenn dann (vgl. I, § 5, Aufg. 8) f; und f, lings  die-
selben Randwerte annehmen, so sind sie voneinander
analytische Fortsetzungen.

*8. Man beweise den in K11, S.117, FuBnote, formulierten
sog. Monodromiesatz: Ist ein einfach zusammenhéngen-
des Gebiet @ und ein in der Umgebung eines Punktes 2,
desselben regulires Funktionselement f(2) gegeben, welches
unbehindert iiber das Gebiet fortgesetzt werden kann, so
erzeugt es eine dort eindeutige reguldre Funktion. (Vgl.

dagegen das Verhalten des Elementes > j—: in dem Kreis-

ring 1< |2—2| <3 und das in der nachsten Aufgabe
beschriebene Verhalten.)

9. Man zeige durch ein Beispiel: Wenn — bei der Situa-
tion der vorigen Aufgabe — f(2) zwar nach jedem andern
Punkte 2z, von G fortgesetzt werden kann, jedoch nicht
lings jedes, sondern nur lings geeigneter Wege, so
braucht die dadurch erzeugte Funktion in & nicht eindeutig
und reguldr zu sein.

10. Man erweitere den Monodromiesatz (Aufg. 8), indem
man zeigt: Wenn f(2) bei beliebiger Fortsetzung innerhalb
@ keine andern Singularititen als Pole aufweist, so erzeugt
f(2) eine in G eindéntige und bis auf Pole dort regulire
Funktion. '

11. Man erweitere den Monodromiesatz (Aufg. 8) endlich
noch derart, daB man zeigt: Wenn f(2) bis in beliebige Nihe
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jedes Punktes § in G fortgesetzt werden kann und wenn
die gewonnene Fortsetzung in 0 << |z-—{| < d fir ein
d > 0 eindeutig und regulir ist, so erzeugt f(z) eine in @
eindeutige und bis auf isolierte Stellen regulare Funktion.

VL Kapitel.
Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flichen.

§ 18. Mehrdeutige Funktionen im allgemeinen.

1. Kann eine Funktion in einem Gebiete iiberall regular
und doch nicht eindeutig sein ? (Man beantworte die Frage
fiir ein- und mehrfach zusammenhingende Gebiete.)

2. Kann eine mehrdeutige Funktion in zwei iibereinander-
liegenden Punkten ihrer Riemannschen Fliche denselben
Wert haben? Kann sie es in unendlich vielen solchen
Punkten? Kann sie in allen Punkten der Umgebung zweier
solcher Punkte dieselben Werte haben?

3. Was fiir Funktionen (eindeutige oder mehrdeutige)
werden durch die folgenden Formeln definiert:

a) V?; b) Jeosz; c) Vl—sinzz;

i Vmﬁ)’ ‘) V‘}; ); f) loge;
g) log sin z; h) sn;/]/z 5

4. Welche Werte kann das Integral [ - haben, wenn

der in der schlichten z-Ebene verlaufende Weg in belie-
biger Weise vom Punkte 0 unter Vermeidung der Punkte
-1 zu einem bestimmten Punkte zo(& 4-1) fithrt? Dabei
soll als Anfangswert der Wurzel (d. h. als ihr Wert im
Anfangspunkte 0 des Weges) der Wert + 1 genommen
werden. — Haben diese Integrale noch fiir z, = -1 oder
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fiir z,= oo einen Sinn? (Anl.: Man benutze §1, Aufg. 6,
um die Wege auf einfachere zuriickzufiihren.)
5. Welchen Wert konnen die Integrale
f" dz
iV
bei beliebigem Wege haben, falls dieser vom Punkte 41
eines bestimmten Blattes unter Vermeidung des Nullpunk-
tes zum Punkte z, eines gewissen Blattes fiihrt? (p >1,

ganz.)
6. Es sei — vgl. hierzu I, § 11, Aufg. 4d —

0 22" +2
)=z Tl
1@ +n§1(2"+1)(2"+2)
uud Fi(e)= Vi),
Fyle) = log /().
Man konstruiere die Riemannschen Flichen dieser Funk-
tionen. (Anl.: Man beweise vorerst, daB in |z | <1 fiir

z== 0 auch f(z) &0 ist.)

7. Es bedeute f(z) dieselbe Funktion wie in der vorigen
Aufgabe. Man konstruiere die Riemannschen Flachen der
beiden Funktionen

6,(2) = log () + 10g1 (5;)

2o
und  [logzdz
i

1
und Go(2) = log (5) —log7 (5)-
§ 19. Spezielle mehrdeutige, inshesondere algebraische
Funktionen.

1. Man konstruiere die Riemannschen Flichen fiir die
folgenden Funktionen:

. 3
a) i/z—:-‘l; b) J(z—a)2; ¢ ':;z;

) Je—ae: o Je—ae—be—o;
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D Ve—a)e—a) . —a), k>3

8 g:;)),—ﬂ/z——c; b) Ve—a) e—b) G—0), n>3.

2. Man konstruiere die Riemannschen Flichen fiir die fol-
genden Funktionen:

a) log(z —a); b) log(z — a) (2 — b);
) log Z—3; d) log(1 + 2%);
e) arctg z.

3. Man veranschauliche sich die Riemannschen Flichen
der Funktionen
28 und 2otbe

*4, Man mache sichin allen Einzelheiten den Bau der Rie-
mannschen Flichen (kritische Punkte, Zusammenhang der
Blitter daselbst, Verhalten der Funktion in ihnen, Vertei-
lung des Wertevorrats usw.) der durch die folgenden Glei-
chungen definierten algebraischen Funktionen w von z klar:

a) wd—2z—1=0; b)w—l-l—al——z:O;
1 — 0" 3 —0-
c) w"—l—ﬁ—z—o, d) wd—3w—2=0;
¢) w4+ 3w—z=0.
VII. Kapitel.
Konforme Abbildung.

§ 20. Begriff und allgemeine Theorie.
1. Esseif(z) fiir | 2 — 2, | < rregulir;essei |2z —z| <7,
2,592y, [(2) = Wy, [(2) = w;. Um welchen Winkel er-

scheint die Strecke w,w, gegen die Strecke z,z, gedreht?
In welchem Verhiltnis erscheint sie gestreckt?
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2. Es habe /(2) in 2, einen Pol. Wann kann die Abbildung
der Umgebung von z, (einschlieBlich dieses Punktes) durch
w = f(2) auf die Umgebung des Punktes w, = oo konform
genannt werden? Wie liegen die Dinge, wenn auch z, = oo
ist ? Und wie, wenn z,= 00, aber w,im Endlichen gelegen ist?

*3. Die Funktion /() sei lings des geschlossenen doppel-
punktireien Weges C und in dem von C umschlossenen Ge-
biete @ regulir. Durch w = f(z) werde C auf den geschlos-
senen doppelpunktfreien Weg C’ ein-eindeutig abgebildet
(so daB, wenn z den Weg C einmal im positiven Sinne durch-
wandert, der Bildpunkt w den Weg C’ auch einmal in be-
stimmtem Sinne durchliuft). Dann wird das abgeschlossene
Gebiet @ ein-eindeutig und konform auf das abgeschlossene,
von €' umschlossene Gebiet G’ abgebildet.

4. Gilt der in der vorigen Aufgabe ausgesprochene Satz
auch noch, falls die Kurve ¢’ durch oo hindurchgeht? Wie
hat man dabei die bisher vorausgesetzte Regularitat von f(z)
kings C zu formulieren? Gilt der Satz schlieBlich auch
noch, falls C durch oo hindurchgeht?

5, Der beschrinkte Weg L liege einschlieBlich seiner End-
punkte im Regularititsbereich der Funktion w = f(2); es sei
L’ das Bild von L in der w-Ebene. Ist L’ wieder ein Weg ?
Welche Lange hat L'?

6. Es seif(z) fur |z| <7 reguldr und 0 <<g<<r. Welchen
Flacheninhalt J (g) hat das Bild K’ der Kreisscheibe K mit
oum 0? Gilt die herzuleiténde Formel auch noch, falls die
Abbildung von K auf K’ keine umkehrbar eindeutige ist,
falls also /' (2) auf K Nullstellen besitzt und K’ somit mehr-
blittrig ist-> -- -

7. Welchen Grenzwert hat unter den Bedingungen .der
vorigen Aufgabe das Verhiltnis der Flichen K’ und K fiir
¢—> 0? Bleibt die Antwort auch richtig, fallsf'(0)= 0
ist? (Flichenhaftes VergroBerungsverhiltnis.)
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8. Die Funktion w = f(2) sei in | 2| < r regnldr. Man be-
stimme o

a) 'die Lange der Bildkurve der Peripherie |z | = r;

b) die Fliche des Bildes der Kreisscheibe |z | <r;

¢) die Richtung der Tangente der Bildkurve von |z| =7
in einem Punkte w= f(2), fiir den f'(2) 50 ist:

d) die Kriimmung der Bildkurve von|z|= ¢ in einem
Punkte w = f(2), fiir den f'(2) = 0 ist.

9. Wie dndern sich die Antworten auf die Fragen a) bis d)
der vorigen Aufgabe, wenn f(2) fir | z | >>r, einschlieBlich
¢ = 00, regular ist? o

*10. Es sei w= g(z) eine fiir |z | < 1 reguldre Funktion,
die das Innere des Einheitskreises ein-eindeutig auf das Ge-
biet ¢ der w-Ebene abbildet. Es sei ¢(0) = w, und G, das
Bild des Kreises | 2| < <1. Ist dann w = {(2) eine in
| 2| <1 regulire Funktion, deren dortige Werte w in G
liegen und ist insbesondere /(0) = w,, so liegt firr | z| < ¢
der Punkt /(z) = w in G, und sogar sicher im Innern dieses
Gebietes, es sei denn, daB f(z) = @(ei*2), « fest, ist. [Anl.:
Ist z = &(w) die zu w = ¢(z) inverse Funktion, so wende
man das Schwarzsche Lemma, Bi S. 33, auf &(f(z)) an.]

11. Wenn f(z) in |2| <1 regulir ist und wenn dort
Rf(2) > 0 ist, so ist, wenn noch f(0) = w, = u, + v, ge-
setzt wird, in |z | < p <1 sogar

—2 R4 <u01+z

“o 1te
. |Anl.: Man nehme in der vorigen Aufgabe fiir ¢ die rechte
Halbebene R(w) > 0.]
12. Was la8t sich unter den Bedingungen der vorigen
Aufgabe iiber §f(2) und | f(2) | aussagen?
13. Die im Einheitskreis regulire Funktion f(¢)=a,+ a,2
+ @,22 | --- ist dort sicher schlicht, falls

2la | +3|ag|+ - <Z|a| st
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*14. Den Limessatz iiber schlichte Abbildungen (Bi, §17)
beweise man ohne nochmalige Benutzung der Cauchyschen
Integralformel mit Hilfe des in § 5, Aufg. 4, formuherten
Satzes iiber Nullstellen.

15, Die in B1, S 114, bewiesene Ungleichung

lzj

(1+ |z!)z _If(z)l—(l__|z|)z

148t sich, falls von f(2) noch vorausgesetzt wird, daB es einc
ungerade Funktion ist (f(2) = —f(—¢)) dadurch verschir-
fen, daB die Nenner links und rechts durch (1 + | z [2) bzw.
(1—12|?) ersetzt werden. [Anl.: Man zeige, daB (f(z))?
eine schlichte Funktion von 22 = [ ist und wende auf diese
die obige Ungleichung an.]

16. Wenn ein Gebiet @ der z-Ebene ein-eindeutig, konform
und so auf einen Kreis um 0 in der w-Ebene abgebildet
werden soll, daB dabei ein bestimmter Punkt ¢ von G
nach w =0 kommt und daB in diesem Punkte das lineare
VergroBerungsverhaltnis = 41 ist, so ist hierdurch der
Radius r= r(G;a) des Bildkreises in der w-Ebene ein-
deutig bestimmt.

§ 21. Spezielle Abbildungsaufgaben.

1. Im AnschluB an I, § 12, Aufg. 20 erortere man das
folgende SchlieBungsproblem: Es seien k;, k,, ks, ... Kreise,
die im Zwischengebiet von K, und K, liegen, d. h. im Durch-
schnitt der AuBengebiete beider Kreise, falls man als
AuBeres eines jeden der Kreise den Teil der Ebene be-
zeichnet, in dem der andere Kreis liegt. Dabei ist k&,
dort beliebig gewahlt, doch so, daB K, und K, von k, be-
rithrt werden und in ein und demselben der durch k, be-
stimmten Gebiete liegen, welches wir wieder als das AuBere
von k, ansehen. Die folgenden Kreise k,, v =2, 3, .
seien dann dadurch festgelegt, daB k, die Kreise Kl, K2
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und %,_y beriihrt und daB diese drei Kreise in ein und dem-
selben der durch k, bestimmten Gebiete (seinem ,,AuBe-
ren*) liegen. Hierbei bestehen fir k, noch zwei Moglich-
keiten; fiir » >3 ist k, durch die Forderung, von k,_,
verschieden zu sein, eindeutig festgelegt. Es wird be-
hauptet, daB man dabei immer (d. h. wie man anch erst
k, und dann k, wihlen moge) oder niemals auf unend-
lich viele verschiedene Kreise k, gefiihrt wird. Und im
letzteren Falle ,,schlieBt‘ sich die Kette der Kreise k,
stets nach derselben Anzahl von Gliedern.

2. Der in der vorigen Aufgabe genannte Kreis K, habe

den Mittelpunkt 2, = % — % und den Radius r, = 18_6 und

K, habe den Mittelpunkt z, = g—g + 23—2 ¢t und den Radins

Ty = 27—4 Man entscheide, ob sich hier, und evtl. nach wie-

viel Gliedern, die in der vorigen Aufgabe genannte Kette
schlieBt oder nicht.

3. Wird auf z mehrmals dieselbe (nicht konstante) lineare
Transformation angewendet, setzt man also

aztd_ o edtb_ . e Ab

cz+d Y.oed 4 d Y e’ +d et
so ist jedes z(™ eine lineare Funktion von z:

(1) — a;”ﬁ_b'_‘

(Zn) ¢ enZ + dn’
Man zeige, daB fiir jedes n

bn__ tn_ On—dn

b ¢ a—d
ist und charakterisiere die durch (Ls) vermittelte Abbildung,

4. Man zeige, daB die in I, § 12, Aufg. 6—9 behandelte

stereographische Projektion eine konforme Abbildung
von Ebene und Kugel aufeinander vermittelt.
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5. Die sog. Mercator-Projektion ordnet dem Punkte P der
(Erd-)Kugel mit den geographischen Koordinaten 4 (Lénge)
und 3 (Breite) den Punkt P’ einer z y-Ebene mit den (kar-

tesischen) Koordinaten £ = RA, y= Rlog tg (i‘ + g) zu;

—r<A<+4m, — ;< A<+ —; Man zeige, daB diese
Mercator-Projektion eine konforme Abbildung der Kugel
auf die Ebene vermittelt (R = Radins der Kugel).

6. Es soll die von — 1 lings der negativ-reellen Achse
nach — oo aufgeschnittene Ebene so auf das Innere des Ein-
heitskreises abgebildet werden, daB der Nullpunkt und die
von ihm ausgehenden Richtungen fest bleiben.

7. Man untersuche die Abbildung, welche die durch
aw+bwt+c=2z (a0
definierte Funktion w = f(¢) von der z-Ebene vermittelt.
8. Das einfach zusammenhingende Gebiet, das alle
Punkte der Ebene (einschlieBlich oo) enthdlt mit Aus-

nahme der reellen Punkte zin —2 <2z << 42, soll auf das

Innere des Einheitskreises abgebildet werden.
9, Das AuBengebiet der Kardioide

2= 2a (1 — cost) cost,
=0...2m,

=y=2a(1—cost)sint, t 7, 4>0,

soll konform auf das Innere des Einheitskreises abgebildet
werden. [Anl.: Man spiegele die Kardioide am Einheits-
kreise. ]

10. Das Rechteck, dessen Ecken in den Punkten 4-2 47
liegen, soll auf den Einheitskreis abgebildet werden. (Vgl.
hierzu § 14, Aufg. 7.)

*11. Das “lelch%ltlge Dreieck, dessen KEcken in den
Punkten 0, ], 5+3 V3 liegen, soll auf die oberc Halb-
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ebene abgebildet werden. [Anl.: Man fiithre fiir das Inte-
gral -5 1— t)‘?d { Betrachtungen durch analog denen

in B1, § 14.]
*12. Die Integrale

F otdt Fodt
w= fl(z)zo o ud  f(2)= f A1

sind unendlich vieldeutig. Es soll durch geeignete Zer-
schneidung der Ebene ein eindeutiger Zweig abgetrennt
werden und die Abbildung untersucht werden, die dann von
der aufgeschnittenen Ebene durch diesen Zweig vermittelt
wird. Die Zerschneidung ist so einzurichten, daB das Bild
einen schlichten (einblattrigen) Bereich ergibt.

13. Der Radins 7 = r(@; a) soll im Anschlu an § 20, Auf-
gabe 16, bestimmt werden, wenn G das Gebiet ist, das zwi-
schen der Hyperbel zy =1, 2 >0, y > 0 und den posi-

tiven Koordinatenachsen gelegen ist, und wenn a = oc-l—
« >0, ist.

14. Tm Anschlul an § 20, Aufg. 16, denke man sich in
jedem Punkte a von G ein Lot von der Linge 7(G; a) er-
richtet. Was fiir eine Flache bilden die Endpunkte dieser
Lote, wenn

a) der Kreis |z2—2,| < R,

b) die Halbebene (2) >0,

¢) der Streifen 0 < §(2) < 7,

d) das in der vorigen Aufgabe genannte Gebiet ist?



Zweiter Teil

Losungen.

I. Kapitel
Einige weitere Aufgaben zu den Gegenstinden der
ersten fiinf Kapitel (§§ 1—10) des I. Teiles der
Aufgabensammlung.

§ 1. Grundlegende Begriffe.

1. Die Behauptung besagt, daB jede (abgeschlossene)
Halbebene 9, die z;, 2, . . ., 2 enthilt, auch £ enthilt. Ist
$ die Halbebene R(z) =0, s0ist R(z,) =>0,»=1,2,...,k,
und also auch R(Z) >0, dle Behauptung also nchtlg Jede
andre Halbebene ’ 7kann durch eine Translation und eine
Drehung zur rechten Halbebene gemacht werden, d. h. es
kann & und o (x reell) so gewahlt werden, dab ERe"“(z.,—a)
=>0ist,y=1,2,..., k. Dann ist nach dem vorigen, da
2a, =1, auch Re**({—a) >0, so dall { selbst in &'
liegen muB. — Die Erweiterung auf unendliche Folgen ist
evident.

2. Setzt man 12 =2z, s0 ist &, 2} + -+ o2k =0.

Dies besagt, daB R (z}) und also auch ER firv=1,2,...,k

entweder positive und negative Werte hat oder dauernd

=0 ist. Multipliziert man die obige Gleichung mit ¢'*
(o reell), so erkennt man: Jede Gerade durch O trennt

entweder die Punkte oder enthilt sie samtlich.

S| =
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Fithrt man noch die Translation (§) aus, so sieht man:
Jede Gerade durch [ enthilt entweder alle Punkte 2,
oder hat zu ihren beiden Seiten mindestens je einen
liegen. Also kann  nicht auBerhalb des in Rede stehenden
Polygons liegen.

3. Ist @’ () = 0, so ist auch

1 0’(;) 1

= e et )=
Hierbei ist G(2)= c(z — )" (2 — 2y)* . .. (2 — 2zp)*,
0+ e+ - - -+ o= n gesetzt. Aufg. 2 vollendet den
Beweis.

4. a) Da sich zwei verschiedene lineare Transformationen,
die beide z, nach co werfen, nur um eine Ahnlichkeitstrans-
formation unterscheiden, die an der Eckenzahl a, nichts
indert, so diirfen spezielle Transformationen benutzt wer-
den. Dazu gehe man durch stereographische Projektion zur
Zahlenkugel iiber und bringe z, durch eine Drehung nach co.
Das Polygon 7, wird nun ersichtlich aus oo durch eine
a,-kantige korperliche Ecke projiziert. Da die Drehung an
den gestaltlichen Verhiltnissen nichts &ndert, so erkennt
man, daB a, + ay+ - - - + @, die doppelte Kantenanzahl
des durch die Punkte z, (auf der Kugel) bestimmten n-
eckigen konvexen Polyeders ist. Bezeichnet man mit k die
Anzahl seiner Kanten, mit f die seiner Flichen, so ist
2k = 3f, weil alle Seitenflichen Dreiecke sind (denn keine
4 der 2, liegen auf einem Kreise). Nach dem Eulerschen
Polyedersatz ist n + f= k 4 2. Aus beidem folgt die Be-
hauptung 2k=a, + : - -+ ap= 6(n —2).

b) Mit a) ist es nicht vertréglich, daB jedes a, > 6 ist.

c¢) und d) Bezeichnet z, die Anzahl der p-Ecke unter
den m,, so ist neben

3+ Tyt o Ta1=n
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nach a) noch
3wy + 4y 4 -4 (M —1)2p—1= 6(n — 2).

Durch Subtraktion der mit 6 multiplizierten ersten Glei-
chung von der zweiten folgt, da8

3z, 4 224+ 25 =12
ist, woraus beide Behauptungen abzulesen sind.
5. Von den ( g) Ebenen, die durch je 3 Ecken des bei der

vorigen Aufgabe besprochenen Polyeders bestimmt sind,
haben die f= 2(n — 2) Seitenflichen und nur diese die
Eigenschaft, daB die » — 3 iibrigen Ecken samtlich in nur
einer der beiden durch die Ebene bestimmten Kugelkalotten
liegen. Ubertrdgt man dies in die Zahlenebene, so ergibt
sich die Behauptung.

6. Man beginne die Durchlanfung von p bei einem be-
liebigen Punkte A4, desselben, bis man zum ersten Male an
einen schon durchlaufenen Punkt 4; kommt, der = 4, oder
davon verschieden sein kann. Der dabei von 4, bis zuriick
nach A, durchlaufene Streckenzug bildet ein erstes sich
selbst nicht iiberschneidendes, geschlossenes Polygon ;.
Dieses denke man sich ausgeloscht. Mit den restierenden
Streckenziigen (es kann ein Zerfall eingetreten sein)
wiederhole man dieselbe Operation usw. Da an jedem
Punkte, in dem sich Streckenziige schneiden, ebenso viele
Wege einmiinden, wie fortfithren, so kann das Verfahren
nur aufhéren, wenn p in lauter doppelpunktireie, geschlos-
sene Polygone p, aufgeteilt ist. (Hierbei ist stillschweigend
angenommen, daB keine Strecke von p oder ein Teil einer
solchen zweimal im entgegengesetzten Sinne durchlaufen
wird; doch kionnen solche Strecken auch als ausgeartete
Polygone angesehen werden.)
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§ 2. Zahlenfolgen und unendliche Reihen.
1. Da nli;nw(bo — by) =”é‘0(bn —bnt1) und also limby,

existiert, ist (bn) beschrinkt. Ist etwa stets | bn| < K,
80 ist

|05 —bist] = [ba—bnga] [b5 4 Bh "bagat -+ bEL1]
<q Kq—l lbn_bn-l-ll’

also ist X |bf —bl4;| konvergent. I,§3, Aufg.12 voll-
endet jetzt den Beweis.

2. a) und b) Es sei X a, absolut und X b, wenigstens
bedingt konvergent. Die Teilsummen der drei Reihen
seien 4,, B,, Cn, ihre Summen A4, B und — falls vor-
handen — C. Dannist Cn=ayB, -+ a;Byp—1+ -+ an B,
Setzt man nun Bn,= B4 8. so daB fn—>0, so ist

Cpn= 45 B4 (ao,@n + a1ﬂn—1 + 4 anﬂo),
was nach 1, § 3, Aufg. 9, gegen A - B strebt.

¢) Es ist
Co ‘i‘_@]_ -+ Clt 4 Bn + AlB‘n—l + + AnBo
n+1 n+41

Nach 1, §3, Aufg. 2 strebt die linke Seite —> C, nach 1,
§3, Aufg. 7b die rechte —> A B. Also ist AB= C.

3. Da ay+ a,+ - -+ + an = sn—> s strebt, so strebt
nach I, § 3, Aufg. 2 bzw. 8 auch

s+s+ —I—s
d.) n—o l'n-l—l n

SR PR M- Zii)snl —

—>s und

Das sind aber genau die Behauptungen?).

1) Es ist

szh(:)‘L 2;14'-_2 vtl) ot 2n:—1 :) 2n+1( :ﬁ) ot :ﬁ))

Knopp, Aufgabensammlung z Funktionenth. II. 4
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4. Die Folge (n—%*) ist offenbar fiir jedes reelle oc & 0 di-
w©
vergent; also divergiert auch die Reihe ‘1‘.‘ an mit g; =1,
ap = n~ — (n — 1)~%* fiir n > 2. Nun ist aber

I )

wobei 1, eine beschriinkte Zahlenfolge bedeutet |denn ¢s
strebt 7, > — (_“")) Es ist also

. 1 7;
= 0zt ratias
woraus die Behauptung abgelesen werden kann.
5. Die Losung der vorigen Aufgabe hat gezeigt, da fiir
a+0 die Reihe 3 - jedenfalls beschrinkte Teil-

summen hat. Nach I, § 3, Aufg. 13a ist die neue Reihe
dann sicher konvergent.
6. Es ist

R R

und allgemein

2 (2 z 2 2

[ )=t (=)o)
~ A

Nun kann 1——%: e ¥ B mit (bei festem z) be-
schriinkten A gesetszt werden. Von einem konvergenten
Faktor mit von O verschiedenem Grenzwerte abgesehen,
verhilt sich also die Folge der Teilsummen unserer Reihe
wie die Folge der Zahlen

e—z(l-l—%-i-"‘-}-%)

und ist also fiir ein 2z 4= 0 dann und nur dann konvergent,
und zwar mit dem Grenzwerte 0, wenn R(z) > 0 ist.
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7. Wird ).,‘ an ——— = [(2) und }.‘ anz" = ¢(2) gesetat,
so ist wegen iéﬂ?: R L T
nichst f(z) = ké:wl g(z%). Setzt man der Reihe nach

ap= (=11, =n, = (;%);———1 , = an

so ergeben sich die Identititen a) bis d). - DaB die in
Rede stehenden Reihen fiir | 2| <o < 1 gleichmaBig kon-
vergieren, folgt aus I, § 9, Aufg. 1, daB die vollzogenen
Umordnungen erlaubt sind, aus K I S. 89.

8. Man darf =1,r>1 a.nnehmen (Beweis 7). Setzt
man dann bp/b, 1= 1+ &,,s0 strebt &, —> 0. Ferner wird
lent1 |
e D]

Slaen| + 16 {1+ |en]) A+ [en—1]) — 1) +

a0+ leal)o o (LoD~ B+ Jal.

Wird nun r, in 1 << r; < r fest gewihlt und m so festgelegt,
daB 14 |e | << fiir v > m, so ist der obige Ausdruck
firn>p>m

<21a,+1| A+ fenl) .. L+ len—s |)—1\
T A+ lel). - A+ [em]) X fafr].

Ist nun ¢ > 0 gegeben, so kann man zunachst p so be-
stimmen, daB hier der zweite Summand < § ¢ ist, und hierauf
n > p, so daB auch der erste Summand < } ¢ ausfallt.

9. Da die Gleichung {= o{+ g nur die Losungen 41

hat, so kommen als etwaige Grenzwerte nur diese beiden
Punkte in Betracht. Ist nun zunichst R(z,) = 0, so ist

auch ?R( ) und also auch R(z;) = 0. Die Punktez,, 2, ...
4*



59 I.Kap.: Einige weitere Aufg. zu den Gegenstiinden d. I. Teiles.

bleiben also auf der Achse des Imaginéren, konnen daher
nicht —> + 1 streben, so dab die Folge (z,) divergieren muB.

Da fiir R(z) <0 die Verhaltnisse ebenso liegen wie
fiir R(z,) > 0, so geniigt es, weiterhin R(z,) > 0 voraus-
zusetzen. Wir fithren dann die Schar S der Kreise ein,
deren Mittelpunkte auf der positiven Achse des Reellen
liegen und den Einheitskreis orthogonal schneiden. Liegt 2
auf dem Rande des Kreises K von S, so liegt dort auch
I
£
also z, in K, so liegen dort auch alle iibrigen Punkte
der Folge (z,). Wir zeigen nun, da ein von 4 1 verschie-
dener Punkt { der rechten Halbebene nicht Haufungspunkt
der Folge (zn) sein kann. Denn strebt z —> [, so strebt

;und folglich liegt 2'= &z 4+ = in seinem Innern. Liegt

Z= oz + ;_g gegen ['= ol + g Man konnte daher um §

einen so kleinen Kreis C beschreiben, daB er 4 1 nicht ent-
halt und daB fiir alle z desselben das zugehérige 2’ in dem-
jenigen Kreis K der Schar S liegt, der C von auBen beriihrt.
Liegt also zp in C, so liegt 2,1 und folglich auch z,..,
Zpt3, - .. in K. Daher kann { nicht Haufungspunkt von
(2n) sein. Also strebt z, — 1.

10. Es geniigt, zu zeigen, daB jede Halbebene $, die alle
{ enthalt, auch alle {’ enthilt. Dazu betrachte man noch
die Halbebenen o, , $, und 5, die um Parallelstreifen von
der Breite ¢, 2¢ und 3¢ (e > 0) iiber $ hinausragen. Man
wihle p so, daB fiir v > p die 2, in §, liegen, und setze fir

n=>v szanp+lzp+l+"'+annzn,
so daB zj,—2j —> 0 strebt. Nach § 1, Aufg. 1, liegt
z"
S S e ebenfalls in §, fir n > p.
“Da der Nenner —> - 1 strebt, so liegt 2 fiirn > p; >p
mn §,, also 2, wegen zj, — z5—> 0, fir n >N in H,. Also
kann auBerhalb ©; kein ' liegen. Also auch nicht
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auBerhalb $, da ein solcher Punkt fiir hinreichend kleines ¢
auch auBerhalb 9, lage.

§ 3. Funkiionen einer komplexen Verinderlichen.
U (5)—

1..) Ja. Beispiel: /(@)= 2[2in 03 1O TO| =15 0.
In andern Punkten ist | 2|2 offenbar nicht differenzierbar.

b) Ja. Beispiel: f(2) = (J(2))%. Dennistz=z + ¢y und
ist 2y = @, reell, so strebt fiir z — ¢,

1@ —1@)| _ Yyl -
Ta ety =190

In nicht-reellen Punkten ist f(z) offenbar nicht differen-
zierbar.

2. Ja. Beispiel: f(2) = f(z + ©¥)

{0, falls y irrational, =1, falls y=0 ist,

=q1 .
=, falls y= _p (p, ¢ ganzund teilerfremd, p <0, ¢ >0).

In den Punkten mlt rationaler Ordinate ist f(2) unstetlg,
also gewiB nicht differenzierbar. Hat aber z, = 2,4 7y,
eine irrationale Ordinate so ist

1) —1¢) - 1 -0

P < 7 oder
, —
I -

je nachdem {(z)= ygleich;p oder irrational ist. Ist nun
1o Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen
Koeffizienten, so ist bekanntlichl) fiir jedes * stets

P, i=E (¢ > 0 nur von y,
_ ’ ¢ Hl=g abhingig).

‘) Hat (y)—ky'+my+n (k, m, n ganzzahlig, reell) die irrationalen
(reellen) Wurze]n Yo und W 80 ist zundchst

o (2) =l ) (2 -w) = 4

Hieraus folgt ¢ Bﬂwme") daB fiir ein passendes, nur von k, m, n abhéangiges ¢ >0
P | c .
QY == ’ ist.
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Also strebt fir z —> z, der Differenzenquotient —>0. Die
Punkte 2, mit einem y, der betrachteten Art liegen aber
iiberall dicht in der Ebene (Beweis ?).

3. Nein, auBer wenn die Funktion sich auf eine Konstante
reduziert. Denn istin f(2) = u+ ¢v etwa v in G| konstant,
so muB dort nach den Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen auch » konstant sein. Also ist f(z) iiberhaupt
konstant. Analog fiir . — Durch Betrachtung von logf(2)
fithrt man die weiteren Fragen auf die eben behandelte
zuriick.

4. Ist M eine Schranke fiir [//(2) | in | 2| <1 und ¢ > 0,
s0 ist fiir zwei innere Punkte 2 und 2’ des Einheitskreises,

&

die von einem Punkte { mit || <"1 um weniger als 57

entfernt sind, 3
1)~ = @ ds| S M1 —2 | <.

Damit sind die Voraussetzungen von I, § 5, Aufg. 8, er-
fiillt. Das Weitere ist daher durch I, § 5, Aufg. 8 und 9
beantwortet.

5. Setzt man ]/a:+ Tty = u-+ v, so ist

w—vi= z} also u2 4 v2 = VEZ{— _yz (=0zunehmen!).
2uv=y)’ =

Hiernach ist = + /3 (Vz2+ y2+ z) und v gleich dem-
jenigen der beiden Werte 4- V% (Va2 42— z), fir den
uv das Vorzeichen von y hat (wegen 2uv=y). Fir
y =0 darf signy beliebig = 4 1 oder = — 1 gesetzt
werden.

6. Fir nicht ganzzahlig-reelle Exponenten ist ¢ durch
die Reihensumme eindeutig definiert, wihrend fiir a < e

die Potenz a* mehrdeutig ist. Speziell ist ot eindeutig,

1 N
(2€)2 zwerdeutig.
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7. a)Setzt manz—1=p (cos @ ¢sing) mitg< lp|<m,

so ist 1) 1 -

f(Z) _ e(l—__—z) _ e?(coim/z—umz(p)'
Ist also %n <|@|<m, so strebt f(z)-»o0, ist
g< @] <%rz, so strebt f(z)—>0. Fir gp:;[;i:-rz hat

man unbestimmte Divergenz. e 1 .
b) Fir z= cos{ + ¢sint ist (——) = —[l—ctgz,
R 1—z 4 2
+ 24 ctg & |; 4 2km. Also strebt f(z) — 0.
8. a) Mit z=reir, —mr < @<+ 7 ist
20 = g8 . giopt2kani  p— o0 1,12 ...
Hier steht dann und nur dann ein eindeutig bestimmter
Wert, wenn ka fiir k= 0, +1,... ganzzahlig ist, was er-
sichtlich nur fiir ganzzahlige ¢ der Fall ist.
b) Fiir z = re'?, —m < @ << + 7 ist der Hauptwert
2t — e—lp+ilogr, Izi! — e~ 9 < e,
9. Es ist der in Rede stehende Zweig von
(1 . Z)iz eilog(l—z)’ l (1 . z)il = e arc(l-z)’
wenn fiir den log bzw. den arc der Hauptwert genomunen
wird. Fir diesen gilt aber in {z| <1
T T
—5< arc(l —2) < + 9
10. Liegt z= rei? in der rechten Halbebene, so ist
. . T T
logz = logr + 1o mlf —§§g)§—|— 3
und log?z = (2¢logr) ¢ — &, mit reellem 3.

; —ilog? i 9
Also ist e~ 718’z =y20. 39,
23e— 1108z — 43420, gi(9+3¢),
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Also strebt .die Funktion —>0, wenn das konstante ¢
in — 3~< gvg—;l liegt; sie wird unendlich, wenn

— —; Sp<— g ist, und ist unbestimmt divergent, bleibt

aber beschrinkt, wenn z auf dem Strahle ¢ = — 3 gegen 0
riickt. (Figur!)

§ 4. Integralsiitze.

1. a) Da ein rektifizierbarer Weg eine oder auch unendlich
viele Ecken haben kann, so sind die beiden ersten Fragen
mit Ja zu beantworten. b) Aber auch die dritte! Denn es
gibt (im Reellen) monotone stetige Funktionen y = f(2),
die an iiberall dicht gelegenen z-Stellen nicht differenzier-
bar sind. Das bekannteste Beispiel dafiir ist die von
H. A. Schwarz angegebene Funktion

o) = 3 o),

in der ¢(z) = [¢] + Jz— [«] bedeuten soll (H. A. Schwarz,
Ges. Abhandlungen, Bd. IT, 8. 269). Ihr Bild in der zy-
Ebene liefert einen rektifizierbaren Weg (weil /() stetig und
monoton), der an iiberall dicht gelegenen Stellen keine Tan-
gente besitzt. — An allen Stellen kann dies dagegen nicht
eintreten. Der Beweis erfordert tiefere Sitze aus der Theorie
der reellen Funktionen: 1. z = z(f), y = y(f) liefert nur
dann einen rektifizierbaren Weg, wenn die Funktionen z(f)
und y(f) stetig und von beschrinkter Schwankung sind.
2. Eine stetige Funktion von beschriankter Schwankung
laBt sich als Summe zweier stetiger und monotoner
Funktionen darstellen. 3. Eine stetige und monotone
Funktion f(z) ist fiir alle z differenzierbar, auber etwa
an solchen Stellen, deren Menge den (Lebesgueschen) In-
halt 0 hat.
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2. Es geniigt zu zeigen, daB jede Halbebene §, die L’
enthilt, auch den Quotienten y der beiden Integrale ent-
hilt. Dieser ist aber der Grenzwert von

3 tb—b_pe)- 16,

E = S (G,
S‘ (tl_‘ b 1) 4 (51)

Da die Werte f(Zjl) in § liegen, da o, > O und 3 . 0= 1

ist, so liegt nach §1, Aufg. 1, auch der Wert dleses Aus-
drucks in 9, -— und zwar fiir jedes n. Also auch der Grenz-
wert u.

3. Der Existenzbeweis aus K I, § 12, ist fast ohne An-
derung auch hier giiltig. Nur im Beweis des Hilfssatzes 1
sind die Differenzen (b—a), (4, —a), ..., (b—ap—1) von
vornherein mit Absolutzeichen zu umgeben. — Man priife
das genau durch!

4. Es ist

Sa—an) 1) =2 —aml- 1G],

woraus durch Grenziibergang die Behauptung folgt.

5. Setzt man U (z(f), y(f)) = U(f) und analog V (), so
ist bei Benutzung der Bezeichnung aus K I, § 13,

l=2”1 |22 —21—1] - F(82)
= 36— ) VP T (7 (@) (0w + 57 (@2).
Dies strebt

(U(t) +iVO) V@ OP+ (v (i))zdf
— j U Ve y’zdt+@f VYt ytat
- (m, Uds +4 @O Vds= (L>j(U-|- zV) ds.
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6. Es sei K ein Kreis um { mit dem Radius 0 <e. Ist
dannm so groB, daB fiir n >m sowoll z, als 2y, in K liegt
so ist

o L, 0= o
(&) —1(z) 1 ) 1
p— —f ()= / iz )[(z z,,) (z—zn) (z—c)’]‘

Genau wie K I, S. 70, beim Beweis der Integralformeln fiir
die Ableitungen folgt hieraus, daB die linke Seite —0
strebt, wenn z, —  und gleichzeitig 2, —> { riickt.
7. Da bei festem ¢ auf L F(z,?) in G reguldr ist, so ist
1 (K F(C. 9
274 dC Pz, ).
Das in der Anleitung zur Losung angegebene iterierte Inte-
gral ist also =/(z). Ebenso ist
, 1 ®FE, 0
Fole)=g3 Jg—att
Daher ist, wenn z, in G liegt, K einen noch in G gelegenen
Kreis um z, und z =z, einen andern Punkt innerhalb K
bedeutet,
b
MA=I&) _w/Fige, b it
a

z—2,

-1 m bl(x) o1 |
o UNOTP G0 [y sy — @ Zapl 4y
Genau wie K I, § 19, folgt hieraus, daB fiir z —> 2z, der Aus-
druck —>0 strebt. Also existiert f'(z,) und hat den ange-
gebenen Wert.

§ 5. Reihenentwicklungen.

1. Nach Voraussetzung la8t sich um jeden Punkt z von ¢
ein Kreis K, beschreiben, so daf die Reihe in K, (bzw. dem
zu ( gehorigen Teil von K,) gleichm#Big konvergiert. Nach



§5. Reihenentwicklungen. 59

dem Heine-Borelschen Theorem (K I, S. 26) geniigen end-
lich viele dieser Kreise, etwa K, K,, ..., Ky, um G zu
iiberdecken. Ist also ¢ > 0 gegeben, so 148t sich zunichst
n, (v=1,2,..., p) so wihlen, daB fir alle n > n,, alle
k=1 und alle z in K,

| fat1(2) + far2(@) + - - - + fatulz) | <

ist. Ist dann N groBer als jede der Zahlen n,, . . ., np, so
ist diese Ungleichung offenbar fiir alle z in & erfiillt, sobald
n >N und k>1 ist. Das ist aber die Behauptung.

2. Ist z in G gegeben, so beschreibe man einen Kreis K
um z, dessen Peripherie ebenfalls noch ganz innerhalb G

o

liegt. Dann ist nach Voraussetzung 20 fa(§) auf der ab-
n=

geschlossenen Kreisscheibe K gleichmaﬁlg konvergent.

£ b0

Auf der Peripherie von K ist dann auch

1)
4

miBig konvergent und = -
Nach K1, § 22, Satz 2, ist dann

1 (B {0 ir= 2”,21 L) fn@)dg }_;f”(,,) 1)

273 {—z

glel( h-

Nach K I, § 19, definiert aber das linksstehende Integral
eine innerhalb K , also speziell in z regulidre Funktion. Also
ist f(2) in G regulir. Und weiter ist nach diesem § 19

L'y (@) L® i
19 )_ 2~m _(z:p-kl L= 2 210 . (g__(;)l_ﬂdc’

— letzteres, weil die benutzte Reihe auf der Peripherie von

K beziiglich [ gleichmaBig konvergiert. Also konvergiert
(o]

2“) fff’)(z) und ist = f("(z). DaB diese letzte Reihe sogar in

n=

jedem G gleichmaBig konvergiert, folgt dann ebenso wie in
KI, S.83.
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3. Es sei ' gegeben und C wie in K1, S. 83, gewéhlt. Ist
dann & > 0 gegeben, so 148t sich n, so bestimmen, daB fiir
n>ny, k=1, auf C

) @1 2O [+ - F s (D) <e

ausfallt. Dann ist aber auch fiir alle z in ¢’

) o L@ @ e
IHACIE S I MACTE=P e 1481
— die Integrale rechterhand im Sinne von § 4, Aufg. 3,
verstanden. Wegen (*) ist, wenn die (sicher positive) untere
Grenze des Abstandes | { — z| eines Punktes von C und
eines Punktes von G mit ¢ und die Lénge von C mit ] be-
zeichnet wird, die letzte Summe

pl & !
2w ot .1,
woraus die Behauptung folgt.

4. Liegt £ innerhalb @, so a8t sich um § ein so kleiner
Kreis K mit dem Radius g beschreiben, daB seine Peri-
pherie auch noch ganz innerhalb G liegt und daB in ihm und
auf seinem Rande F (2) < 0 ist, auBer etwa in £ selbst. Nach
K1,§ 35, Satz 1, ist dann

(a) 2_% (B) rF'(2) dz=10 oder = «x,

je nachdem F () == 0 oder aber von der Ordnung & ver-
schwindet. Von diesem Integral unterscheidet sich aber
das Integral

(b)

um beliebig wenig, wenn nur « groB genug ist. Denn be-
zeichnen wir mit ¢ > 0 die untere Grenze von | F(z)| auf

1 (&) j-S',.(Z)

Zxi [
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dem Rande von K und wahlen ein positives & < 4 u, so
kann man n, so bestimmen, daB fiir n > n, und alle z auf K
stets | sn(2) — F(2) | << & und nach K I, § 22 gleichzeitig
auch |sy(2) — F'(z)| < ¢ ist. Dann ist einmal lings K
| $a(2) | > 4 p, das Integral (b) also vorhanden, und weiter
die Differenz von (a) und (b) ihrem Betrage nach

’ 4
<1 ([ Fe _ %@
=2z X[FE) o).
das Maximum auf dem Rande von K genommen; also
— . 2M:
=0 Tu-w’

wenn M eine obere Schranke von | F(z)| und | F' (¢) | auf K
bedeutet. Da hier £ beliebig klein sein durfte und andrer-
seits die Differenz von (a) und (b) eine ganze.Zahl ist, so
muB sie gleich O sein. Also hat s,(2) fiir alle hinreichend
groBen n innerhalb K genau so viele Nullstellen wie F ().
Damit sind die Behauptungen des Satzes bewiesen, ein-
schlieBlich einer genaueren Angabe iiber die Anzahl der
Nullstellen von su(2) in der Nahe von .

5. Beziiglich des ersten Teiles der Behauptungen vgl. § 3,
Aufg. 9. — Ferner ist

b= z_(z:l— 1)@+ 2). V_(i-!—n—_l_)
" 1-2-3...n ’
BT
bl =14 P14 G| T

= [(1 + 1‘12) (1 + 212) ) (1 T 1)2)]%'

Dies strebt nach K11, § 3, 1. Beisp.,

( (1 I )JZ mlm)’lf _ cf_: e'”)“f
nz b ) - 2n )
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6. Es ist

2

[

w,

z 3
—1—]0g(l+z) -2 F 2

L T o
IRl
.h+z+“]h_§+ujm

_ 1 L, 7,3 2447, 959 ,5 1 ...
=e[l—je+ gt —H28+ Fe s —aie® + ]

7. Es ist

o) = 1"'21:! )= 1+2§g(”+:—1)zv+;
=1+ 31365

Es ist also ¢o= 1 und fiir n >1
—1
tn= 2 (Z—l e = 1) + ya(m) + - - - F ya(n).

Ist nun & > 0, so wachsen die Glieder y;(r) dieser Summe,
solange y;(n) < yx41(n) oder

a1 o+ 12
h=f=—"—3 "'V( 2 )"'“”'
Bezeichnet man also das Maximalglied mit w,, so wird es
in der Summe fiir einen Index k = p erreicht, fiir den die
Abschatzun, —
& p = Yan+ 0(1)
gilt!). Wegen un < en < n un ist nun
log en = log s + O(log n).
1) Ist (p,) eine Folge mit positiven Gliedern, so bezeichnet O(p,) irgend-

eine Folge, deren Glieder, durch p, dividiert, beschrinkte Betrige haben.
Insbesondere bedeutet O(1) eine Folge, die selbst beschriinkt ist.

+
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Ferner ist
n! P oP
log pn = 108 ;1 gy "m " g1
Da nach der Stirlingschen Formel logm! = m logm —m

+ O(logm) ist, so folgt schlieBlich
logen = nlogn—n—plog p+ p—(n—p) log(n—p)
+n—p+ plogx —plogp+ p 4 O(logn)
=n logn—plog%z +p—(n—1p) [logn—l— Iog(l-—%)vl
+ O(logn)
=2p+ 0 (logn) = 21/07& + O(logn),

womit die Behauptung bewiesen ist. — Bei der Aus-

rechnung hat man nur zu beachten, daB log (1;2) +z

fiir z—> 0 einen Grenzwert hat.

II. Kapitel.
Singuléire Stellen.

§ 6. Die Laurentsche Entwicklung.

1. Es sei §” irgendein abgeschlossenes Gebiet, das ein-
schlieBlich seines Randes im Ringgebiet ¢ liegt. Dann
kann man — der Beweis schlieBt sich ganz engan K I, § 31,
an — die geschlossenen Wege C; und C, in ( so wihlen, daB
¢, sowohl @' als K, umschlieBt, wihrend C, nur K, um-
schlieBt, da.gegen G’ in seinem AuBern hegen 1a6t. Dann
ist fur z in G'

@) r {©) 1 @) i@
1o = 27m ;———zd 27 §—zdc'
Nach K1, § 19, stellt jedes der Integrale eine in der Um-
gebung eines jeden nicht auf C, bzw. C, gelegenen Punktes
regulire Funktion dar. Insbesondere stellt das erste Inte-
gral eine innerhalb C, — also (!) sogar innerhalb K, — re-
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gulire Funktion f,(2), das zweite ebenso eine auBerhalb K,
(einschlieBlich o) regulire Funktion —f,(z) dar. Da in G
beide regular sind, hat man dort

1@ = 1)+ h@).

Hat man analog

1) = @1(2) + a(2),
11(2) — @1(2) = @2(2) — [a(2).

Diese Funktion ist also innerhalb K, und auBerhalb K,
(einschlieBlich o0), also in der ganzen Ebene (einschlieBlich
oo) reguldr und ist folglich eine Konstante.

2. Der ganz analog wie bei der vorigen Aufgabe zu ma-
chende Ansatz, bei dem das Regularititsgebiet von f(2) wie
in K I, S. 65, Fig. 4, zu zerschneiden ist, fiithrt zu der Dar-

stellung

) 1@)=hHh@ + G+ -+ In(),

I der f,(2) eine innerhalb K, die iibrigen f, (2) je eine auBer-
halb K, und auch in oo regulire Funktion bezeichnen
(=2, ..., m). Hat man nun analog

1) =¢:(8) + @)+ - -+ pul9), .
so folgt aus '
h1(2) — 1) = (9:(0) —f2(2) + -+ + (Pm(2) —[m(2))
wieder, daB hier beiderseits eine Konstante ¢ steht. Aus
f2(2) — @a(2) = (93 () —1(2)) + -+ + (Pm(2) — fm(2)) — ¢
folgt dann analog, daB f,(2) — ¢,(2) konstant ist, usw.
3. a) Setzt man%= 2, soist fir 2] >1, || <1

§0 1st

w,enﬁ die ,Koeffizienteh,cm die Bedeutung aus §5, Aufg. 7
(mit & = 1), haben.
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b) Fiir | 2] > 2ist Y(z—1) (s-—2) = i,(l__)%(l_?_)%

Werden hier die Binomialentwicklungen genommen, so ist
fiir | 2] > 2 unsere Funktion also

= el G (R GE
=+ lcoz—cl+-?—:$+—--~J,

wenn

= ()2 (2 {2 b (B2 ()

gesetzt wird.

1 1 1 1
) (z—a)(z—b) d:ﬁ)[z—a—{_b_——zj
1 11 11
= a3 z;__ﬁz'l—_—_b‘]
1
el St i)
1 1 [b—a  b2—a? b®—ad
Rty et s [T ]

e) log 1i -, gestattet fir |z| >1 keine Laurent-Ent-
wicklung, da die Funktion dort nicht eindeutig ist. Setat

man 1 Z, so ist
4
lh1 log(—Z)+logl
1
=‘°g‘(—z)+ : +2‘zz‘+3—zs+"'

ein Ersatz fiir die fehlende Entwicklung.

1) Des bequemeren Druckes wegen ist %=a goesetzt worden.
Knopp, Aufgabensammlung z. Funktionenth. II D
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4. In 0 < |z| < oo ist g(2) - y(2) regular und wird dort
durch die Reihe o
P
n=—w
dargestellt, in der fir alle n =0
+®
tn= & 5Ox—n

gesetzt ist. Hierbei sind alle @, und &, mit negativem
Index =0 zu setzen. (Wodurch ist die Konvergenz dieser
Reihen geswhert? Vgl hlerzu die néchste Losung.)

5. Sind 2 &n und 2 ﬂn irgend zwei absolut konver-
cente Relhen (vgl. §2, Aufg 2a), so ist jede Reihe 2 Yn

konvergent, in der die y, irgendwelche der Produkte zxp ,3,1,
jedoch keine zwei verschiedenen y, dasselbe dieser Pro-
dukte, bedeuten. Enthilt X'y, alle Produkte x, 8,, so ist
ihr Wert = X on + 2 Bs. Fiir ein z im Innern des Kon-
vergenzringes sind nun die gegebenen Reihen absolut
konvergent, also nach der eben gemachten Bemerkung
nicht nur die Reihen

+w0
Cp = 2 (lkbn—k—z_” 2 (aI.‘k)bn i k)’

n=0, 41, i2,...,
sondern auch die mit diesen ¢, als Koeffizienten angesetzte
Reihe to
2 et s
n=—w

die somit die Laurent-Entwicklung des Produktes liefert.

(DaB die Reihen nach beiden Seiten unendlich sind,
macht keinen sachlichen Unterschied, da man ja auch jedes

Glied mit negativem Index hinter das entsprechende mit
positivem Index gestellt denken kann.)
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6. ec(H—:-)—c”z e’i
—(1+ce+ R )(1+ﬁ+§—z,zl—2+--

+k
Wenn Cp=c_, = Z(nc:_ Al ;:;, n 2 0 gesetzt wird.

§ 7. Die verschiedenen Arten singulirer Stellen.
1. a) = (22 + 4) e—#; wesentlich singulér.

S e SCCT)

in jedem der beiden, in co und Umgebung getrennt verlau-
fenden Blitter liegt ein Pol erster Ordnung.

22 z
) 1—z—y + g+
d) und e) haben in oo keine isolierte singuldre Stelle,
fallen daher nicht unter die Klassifikation von K I, § 33.
Der Punkt oo ist hier Haufungspunkt von Polen erster

Ordnung.

— +++; wesentlich singular.

f) = 1—l—l- 2,%——4—-”' reguldr und = +1 in co.

g) Setzt man 1:z= 2, so w1rd fir | 2| >1 || <1

.1 Z
S]nl_—z: sml——é,_-—- +3'( )—-+-
also (vgl. I, § 10, 1b)
; 1
=-—Z’+a23,2—|-~" =—-;—|—tz—l§+-

Die Funktion ist also in oo regulér und hat dort eine Null-
stelle erster Ordnung.
h) und i) Hier ist oo wieder Haufungsstelle von Polen

erster Ordnung.
5*
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2. a) =1+ 1 + »2%2»2 -+ -« -; wesentlich singular.

4oy wesentlich

b) = singular.

1 1
TE=D T a1
1
c) =

1—[1 + (z—27ri) +21' (z—2m9)? + J
= z—27m+ + & (e —2mi)+ -
Pol erster Ordnung mit dem Residuum —1.

d) sinz — cosz = J/2 sin (z _ ;E) -

]//é‘(z_;’)_l/g( ._’_ts_q_ .

Pol erster Orduung mit dem Residuum }J/2.

3. Es hat f, -+ f, wieder einen Pol gt* Ordnung; /, /, einen
Pol (8 — &)t*r Ordnung oder eine Nullstelle (x -~ 8)%" Ord-
nung oder eine regulire Stelle mit von O verschiedenem
Funktionswert, je nachdem 8 > &, <& oder =« ist;

;‘ eine Nullstelle (&« 4 8)**' Ordnung; ; einen Pol (x4 B)ter
2

Ordnung. Beweise durch Ansetzen der Potenzreihen.

4. Da e eine ganze Funktion, so gibt es beliebig groBe
Kreise K um 0, fiir die die Voraussetzungen des Satzes'1 in
K1, §3b, erfiillt sind. Die Anzahl der im Innern von K
liegenden Nullstellen ist

L owmi,
=5 /dz—().

5. Die reelle Funktion besitzt in 2= 0 eine Nullstelle, sie
ist dort differenzierbar, besitzt dort sogar Ableitungen jeder
Ordnung, die alle den Wert 0 haben. Das Kurvenbild weist
keinerlei irregulires Verhalten bei # = 0 auf und ist héch-
stens dadurch bemerkenswert, daB die Beriihrung der Kurve
und der z-Achse in 2= 0 eine bessere ist als die jeder
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Parabel y= 2*. Die Funktion komplexen Argumentes
1

w= ¢ 2 hat dagegen eine wesentlich singulire Stelle in

z=0, so daB die Funktion in jeder Umgebung von 0 jedem

Werte beliebig nahekommt.

6. Fy(2) besitzt iiberhaupt kein Definitionsgebiet, da das
bei z, uncigentliche Integral divergent ist (8 > 0). —

Da zur Bildung von F,(2) die Laurent-Entwicklung von
1(2) gliedweis integriert werden darf, so erkennt man so-
fort, daB F,(z) dann und nur dann in der Umgebung von z,
eindeutig ist, wenn das Residuum von f(2) in z, gleich 0,
insbesondere also #>>2 ist. F,(2) hat dann in z, einen Pol
(A —1)tr Ordnung. Ist das genannte Residuum = ¢ 4= 0,
so hat F,(2) in z, eine logarithmische Singularitat; genauer:
F,(z) — ¢ log (z — 2,) ist eindeutig in der Umgebung von 2,
und hat in £, einen Pol (8 — 1)** Ordnung (bzw. ist dort
reguldr, falls @ =1).

7. Da die Entwicklung

T (IR T I e ISR
bei festem hinreichend groBem z beziiglich J langs L gleich-
miBig konvergiert, so hat die auBerhalb K giiltige Laurent-
Entwicklung von f(2) die Form %—l— g.f—]— sl f(2) ist
in oo reguldr und hat dort eine Nullstelle.

+@

8. Fiir |z| > R sei f(2) = . gw an2". Da diese Entwick-
lung langs L gliedweis integriert werden darf und hierbei
alle Summanden einen eindeutigen (d. h. von L unab-
hingigen) Wert liefern, auBer

o O
z bl

s0 ist F(z) dann und nur dann eindeutig, wenn «_ = 0 ist.
Ist diese Bedingung erfiillt und hat f(z) in oo einen Pol
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[t Ordnung, so hat F () einen solchen (3 1)tr Ordnung;
speziell einen Pol erster Ordnung, falls f(z) in oo regulér und
=% 0 ist. Hat f(z) in oo eine Nullstelle ate* Ordnung (x >2
wegen a_; = 0), so hat F(z) eine Nullstelle (o — 1)ter Ord-
nung. —Ista_1 3= 0, so bleibt F () —a—1-logzfiir |z > R
reguldr und weist in co wiederum ein leicht anzugebendes
Verhalten auf.

9. Es sei zy &= oo und f(z) in der Umgebung von z, be-
schrinkt. Da das zweite der in der Aufgabe hingeschrie-
benen Integrale fiir alle hinreichend kleinen Kreise K, den-
selben Wert hat (vgl. K I, S.121, unten), so kann man zur
Ermittlung dieses Wertes den Radius ¢ von K, zu Null ab-
nehmen lassen. Nun ist aber, wenn nur ¢ <<|z—z¢,| ist
und M eine Schranke fiir | f(g)l bedeutet,

*) Q) M
‘)~m / : lcl—21 2719 lz—z|——p

was mit ¢ zu 0 abnimmt. Daher ist dieses zweite Integral
= 0 und /() gleich dem ersten Integral. Dieses definiert
aber nach K I, §19 eine innerhalb K, also speziell in z, regu-
lire Funktion. Da diese fiir z 5= z, mit f(z) iibereinstimmt,
s0 ist f(2) in z, reguldr. Da umgekehrt eine in z, regulére
Funktion in einer Umgebung von z, beschrankt ist, so ist
der erste Teil des Riemannschen Satzes fiir z, & oo be-

. . . . 1
wiesen. Der Fall zy= oo wird durch die Transformation z= o

auf den Fall z,= 0 zuriickgefiihrt. Die beiden andern Teile
des Riemannschen Satzes ergeben sich nun wieder unmittel-
bar aus der Definition eines Poles bzw. einer wesentlich
singuldren Stelle als einer Stelle, bei deren Annaherung die
Funktion bestimmt unendlich bzw. vollig unbestimmt wird.

10. Gesetzt, es gibe eine Stelle z,, eine Zahl ¢ und ein
& > 0,50 daB in einer Umgebung von z, (von z, selbst abge-
sehen) f(z) eindeutig und regulér, aber stets | f(z) —¢| > ¢
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wire, so wire dort auch
(&) —

bliebe dort beschrankt. Nach dem Riemannschen Satz
miiBte dann z, eine regulire Stelle dieser Funktion sein. Da-
her hitte dort f(2) entgegen der Annahme eine regulére
Stelle oder einen Pol.

11. Da die Beweise fiir z, = oo und z, &= o ganz analog
verlaufen, geniigt es, den ersten Fall zn betrachten. Es sei
dann ¢ eine beliebige komplexe, ¢ eine beliebig kleine und E
eine beliebig groBe positive Zahl. Der Kreis mit ¢ um ¢
heiBe C, der mit K um O heie K. Dann gibt es nach Ca-
sorati-WeierstraB ein z, auBerhalb K, so daB f(z)= ¢
innerhalb Cliegt. Um 2, kénnen wir einen Kreis K, und um
¢, einen Kreis C, derart beschreiben, dal alle Werte in
C, von f(2) innerhalb K, angenommen werden (vgl. Bi, S. 6,
sowie K11, S. 118). C, denken wir uns dabei so klein, daB er
ganz innerhalb C liegt und K, so, daB er ganz auBerhalb K
liegt. Nun gibt es ein | z, | > 2R, so daB f(z5) = ¢, inner-
halb C, liegt. Um 2, beschreiben wir K, und um ¢, den Kreis
C,, so daB alle Werte in C, von f(2) in K, angenommen wer-
den. Uberdies liege C, ganzinnerhalb C, und K, ganz auBer-
halb K und K,. Nungibt esein |z;| >3 R,s0 daB f(z5)=1¢;
innerhalb C, liegt, usw. Es gibt mindestens einen Punkt a,
der allen Kreisen C, C,, C,, Cj, ... gemeinsam ist. Die
Gleichung f(2) = a hat dann mindestens je eine Losung in
K,.K,, ..., also unendlich viele Losungen auBerhalb K,
w.z b.w. (Die Kreise K, K,, ... zeichne man in der
z-Ebene, die Kreise C,C,, ... in einer w-Ebene.)

p eindeutig und regular und

§ 8. Residuensatz, Nullstellen und Pole.
sist €@ b b b & _
1. Es ist oM P + , 2 wemn = b,
gesetzt wird (v= 0,1, ..., n—1). Fir |2z| > 1 ist daher
(@) b+ byid o ba]
NOR 2|

. also <1 fiir |2|] =R,
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wofern B > 1 groB genug gewahlt wird. Dies R kann nach
K1, § 30, Satz 2, iiberdies so groB gewihlt werden, dal
auBerhalb des Kreises | z| = K und auf seinem Rande das
Polynom ay + a,2 4 - - - + an2" sicher keine Nullstelle
mehr hat. Auf die Kreislinie |z| = R ist nun der in der
Aufgabe genannte Satz anwendbar. Da f(z) = an" in
| 2| < R offenbar nur die n-fache Nullstelle O hat, so hat
1@+ @e)=a,+ ;24 - - - + anz" in | 2| < R auch ge-
nau 7 Nullstellen und sonst keine weiteren.

2. ze®* oder (22 — 1) e?, falls ¢ nicht reell.

3. Hat f(z) in 2, einen Pol erster Ordnung, so ist das dor-
tige Residuum =, li;_nz (z—2) f(2). Andernfalls muB man

die Laurent-Entwicklung aufstellen, um das Residuum zu
erhalten.

_ (—km) (1 _
a) _zllinkn sinz (@)z=kz_ (ﬁl)k
. z
bl) =zl_1£1] (2—__2)z= 1.
LIl Gl
2
= (2—_2—)2—3_;2—,— 00+ 61(2—2) —}— .o
Residuum = —1.
—a [ z—7 z—2;\?
01) /(Z) z——z)’—n Z _’31 1+ 22—2:-'—(22——2-:)—,_ ,
Residuum = - —%__.
(2, —2)m
. a a
G = l;nz, (2: ‘él)’" (z; —g;)m
d) = lim E—znsinz_ —1. Residuum = —1.

2=z cosz
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1

e) ez:1+_:.+2i!—;z—+w'. Residuum = 1.
- 1
fel=14 —o 4+ Residuum = 1.
L z—2km}_( 1_) —
g) —z—l;glkﬂi 1—e  \—edi—okni -1

1. Nach K1, S.134, aus
o) + 9/ Go)- (e — )+ 1[5 + -

abzulesen. Residuum = ozy baw. g (z). Analog fiir die
wweite lrage: — 3z, baw. — 3 @(2).

5. Nach K I, S. 135, und nach der vorigen Aufgabe ist
unter den Voraussetzungen des dortigen Satzes 2 das erste
Integral

Y ’
=2z —2z,

erstreckt iiber die innerhalb C gelegenen Nulistellen z, bzw.
die dort gelegenen Pole z,, ein jedes so oft genommen, als die
zugehorige Ordnungszahl Einheiten hat. Analog ist das
zweite Integral

=) — 9.
6. Setzt man
1 1
i ™ (2) = @, o g z)=b., v=0,1,2,...,
s0 ist

1) _ ag+a(z—20) +ap(z—2)*+ - - -,
g_(Z—)__ obz(z‘—zo)zj‘bg(:—zo):-{-... ’ a0='=0’ b2+ 0.

=t az 4 ][l-p | r=s

; a,by — ayb.
Residuum = 21-2—~023
b
2
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Fiir die zweite Frage hat man analog bei b, 5= 0:
1 ’ b
10 vt et e e

aob — Qgbyby — aybyb, +- a2b3
b3

Residuum =
7. a) =2mi.
b) Da alle Pole (die in den ungeraden Vielfachen von

4 liegen) das Residuum — = haben (vgl. Aufg. 3d), ist das
Inte«rral —4ni.

- R [ T (CA N
c)—27”((21 Z). 1( —a)  (p—2)- 2(2)2~2")
f(x
"‘(z,,__zl)...(zk—zk—l))'

8. Aus den Voraussetzungen folgt sofort, daB ry so groB
gewahlt werden kann, daB fiir | z| > r, Zéhler und Nenner
von R(z) keine Nullstelle mehr haben und daB fiir ein pas-

sendes o > 0 dort | R(z)| < HE l bleibt. Daraus folgt zu-

néchst die Konvergenz des Integrals. Ist dann r > r, und
C der geschlossene Weg, der von —r lings der reellen Achse
nach 47 und von dort lings der oberen Hilfte H des
Kreises | z | = r zuriick nach —r fiihrt, so ist

©f R(sydz= | R(z)dz -+ [ R() de= 2mis.

Hierbei ist aber N n
[ R(z) dz| Sanr= —r'—.

Yir r--> 4 o0 ergibt sich hieraus die Behauptung (und
nochmals die Konvergenz des Integrals).
9. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist
EJl‘f‘Jz“l- J3‘|‘J4= 0,
rar .
also Jo+Js oder also 20 [T Cdz=—J,—J,.

o
Y
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Nach I, § 7, Aufg. 6a und b strebt J,—> 0 fir
r—> 4 o und J; —> —azi fir ¢ — 0. Also ist
[ P
{ = adz = 5

10. Es ist Ofe~"dz= 0, also

h4
B 4 . 0

02-/ e——t’d;_‘_‘/’ e—R'(OOs?([’-{-‘ism?lp).iRe‘i(/)dg)_’_ / e—2'dz

0 0 il
Re 4

wenn das letzte Integral wieder geradlinig genommen wird.
Fir R—> + oo hat das erste Integral den Grenzwert

%Vn' und das zweite den Grenzwert O, denn es ist ab-

solut genommen
k4 n

H — R®cos 2 1 ? —R2sinvy ], ( P
<R[eFendg =y R[ e rdg, (o= .___2_).

Nun ist in 0; bekanntlich singp>—2~gp, alzo das
Integral auch

T
Lp. e tmeg trebt also gegen 0
<3 O[e g)<~ , strebt also gegen 0.
Das dritte unserer Integrale ist fir z= 1;'_2—”
= __}7'%1 [ el = lytz(f cos (/%) dl——-z sm(tz) dt

Daher strebt fur R—>w
R 2 2
/ (‘m(t)di—z gm(l)dt—>i-+@ 2]f V c(l—2

Trennuug in Reelles und Imaginires liefert dic beiden
Formeln.
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III. Kapitel.
Ganze und meromorphe Funktionen.
§ 9. Unendliche Produkte. WeierstraBscher Produkt-
satz.

1. Nach K 1I, § 2, Satz 4 und 5 sind die Produkte absolut
konvergent. Weiter hat man

T (n+ 1)
2) = I_In(n+ 2)

2.2 3.3 n+1)(n+1)
=T e ary)
('n 1)(n+2)
b) —!12 n(n+ 1)
—pmli4.2h )t 1
_hmé—s'g‘—“i"" ; an+1) 3

=1 +12—-m4+1+1)
¢) —,,Ll (n+ 1) —n+ 1)

— lim 1-2 n4+n41_ 2
- n—> © 3 n(n—'—l) 3

et—e—7

d) =g(1+ ) SH;}—Zfrg_v, also = 5%

(Vgl. §5, Aufg. 5.)

2. Subtrahiert man die nt® Teilsumme der Reihe von 1,
so ergibt sich durch sukzessives Zusammenfassen

(1—9) (L —8) ... (1— 9.

Da dies > 0, so sind die Teilsummen << 1, die Reihe also
konvergent. Genauer: Ist 3, divergent, so ist die vor-
gelegte Reihe konvergent mit der Summe 1. Ist- 39y kon-
vergent, so ist es nach K11, § 2, Satz5, auch IT (1 —9),
und die vorgelegte Reihe konvergiert mit der Summe
1—IT(1 — 9.
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3.a)in0<<z<1list ¢t ® <14z <e%vglI, §6, Aufg.3.
Alsoist, da unter jeder der Voraussetzungen y,—> 0
streben muB, fiir alle 2 von einer Stelle an und alle £>1

1o 4o 4oy Atk o+ 4ot
o2t el < JI (14 p,) < 777241 a4k,
=1 =

Nach der rechten Halfte dieser Ungleichung folgt aus
der Beschrinktheit der Teilsummen von X'y, die der Teil-
produkte von I7(1-+ 7,) und nach der linken Halfte
das Umgekehrte.

b) Esisty; +yo+ -+ + ya<(L4+y) A +72) ... A+y0)-
Aus der Beschranktheit der Teilprodukte folgt also die der
Teilsummen. Wahlt man andererseits, wenn X'y, konver-
giert, m so, daB ymi1+ Ymio+ o0+ Pmir << § fiir alle
k>1, so folgt, daB
A+ pmtd) oo A pmar) <1+ mer+ o+ Ymsi)

+ (m+1+ o+ ymin)® +
also <2 ist fiir alle ¥ > 1. Also ist auch IT (1 + y,) kon-
vergent.

4. Aus der Voraussetzung folgt zunichst, daB a, —> 0
strebt. Num ist fiir |z| << { offenbar |log(1+4 2) —¢|

<" e 42y <2l Wird also m so
gewahlt, daB fir n > m stets | an| < § ist, so ist fiir alle
n>mund alle k>1

l E 10g(1—|— a,,)—— 2, O 5”_2 | @, |2
was —> O atrebt firn — o0 . Da,raub kann die Behauptung
abgelesen werden. — Aus ‘W—:ﬁ)’ —»1 ergibt sich end-

lich sofort die Behauptung beziglich der absoluten Kon-
vergenz der Reihen.
5. a) und b) |2]| < 1;
c) die ganze Ebene;
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d) und e) die Halbebene R(z) > 1. Beweis jedes-
mal nach K1II, §2, Satz 5. .

6. a) BEs ist 1—2):  14+2)1A+22)...(1+2")
=1—22"" was —>1 strebt.

b) Nach a) ist =1 (1 4 22"@v+D). Die Ex-

|
ponenten 27(2v - 1) liefern aber fir n=10,1,2,...,
v=0,1,2, ... jede natiirliche Zahl ein- und nur einmal.
7. Da man endlich viele Potenzreihen miteinander nach
den elementaren Regeln multiplizieren darf, so ist der An-
satz (*) der Aufgabe jedenfalls erlaubt, d. h. A wird (bei
festem n und 1) gewonnen, indem man links alle héheren
Potenzen z4+1, 24+2 . unterdriickt, das endliche Produkt

n
gewohnlicher Summen vI=I1 1+ uf;') + a(l")z 4. +a§V)z)')

ausmultipliziert und die Glieder mit z4 sammelt. Nach dem
WeierstraBschen Doppelreihensatz (K I, § 23, S.89) ist
nun, weil nach KII, S.20 die Reihe P, + (Py— Py)+---
in |2| <o < r gleichmiBig konvergiert, bei festem A auch
die Reihe Y \ ® "

AP (AP — L) = Tim A

konvergent und hat zum Werte den Koeffizienten 4;.
sinzrz_ w22 | mizt

seits durch Aubmultiplizieren des Produkts nach der vorigen

Aufgabe

--. und anderer-

1—(Z5)2+[ 3 (3wl
S (S (L
(n=1"2) k=1 (u=k+1"2”2
. 2
lis ist also %: T und
i 6
© 1 ® 1 ® 1 (n-—l 1) P
k=21k2 n=k-11”2)~n§2“2 ¥t 1200
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Addiert man die beiden letzten Reihen gliedweis, so erhlt
nan (1_|_1_+.1__+...)2_(1+_1_+i+._) at
2z ' 3 2¢ T 3s 60 °

. . @< 1 24 o 24
Hiernach ist ”é;n—‘_ S kT
§ 0 e}
9. il') Coz l, Cl=r=21(,',,, 02=1:<§<20ch’
[
03= l:‘:x§2<_u0201 C’,“ e
b) do=1, A— Sg2r—1= !
) dg=1, 1—,,_1(1 -—‘1;’12»

4
A=
A, und 4, findet man direkt nach a), die allgemeine ¥orm
von A; bequemer so: Es ist

1+ @12 = [(2) = (1 + ¢2) [(¢*2) .

4y, =

also
1+ 4y2+ 4,22+ = (14 92) (1 + A %24 Ay 4224 -
Dies liefert

Av = Av—l °

- _ @
was A; = I—)(1—g¢)...(1—q2%

iI—gv
zur Folge hat.

O Nach ayist & Dyoi= $0,2 2O Alo st

Dy=C24+C*+C}+ -+ und a,llvunem fur alle 1 >
Dl = D_lz 0001 + Cl C}_+1 + COCZ+2 + . Die Ent-

wicklung kann daher auch in der Form Dy 4 D, (z + i)

+ D, (22 + 515) + - -+ geschrieben werden. (Vgl. hierzu
§ 6, Aufg. 5.)
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d) B;=B_;= A0A2,+ A4+, A 20, nach
b) und c). Geschlossene Werte erhdlt man so: Wegen
F(2) = qz- F(qg%2) ist

1 ~ ., B
Bo+ Bl (2—}—2—)4— o= Bygqz+ (qu3z4+ _q1)+

Der Vergleich liefert B, = ¢**~1B,_;, v=1,2,... und
somit B; = ¢*'+ B,. Es ist also

F@ =By [1+qle+ 1)+ )r o]

By bestimmt sich aus B;=¢** By= A; -+ A; d; 14 -
Denn hiernach ist, wenn zur Abkirzung (1---¢%)(1-- ¢%)...
(1 — ¢**) = p, gesetzt wird,
2 . g4y
r.gp 9,179 RAT
d ° T p + Py P ’

|21+ q41+ |62+ s
also |[p2 By —1] = %(1 'qli)(l_’_? 4. ]z =c [q]2%,

wenn ¢ eine geeignete posmve Zahl bedeutet. Also strebt
py By —>1, d.h. es ist B, —Hl . Hiernach ist nun

" n— q2n 1
Ha—¢n It 1z>”1=11(1+ )

0 R 1
=1+ 3¢* (z‘+ 2
die gesuchte Entwicklung. =1

e) Ersetzt man z in d) durch - 7t und gleichzeitig q durch
°2 so ist fir |z] <1

,},LII (1 — 2311) .,‘1__1-1 (]_ _ -23"“‘1) .’!:il (1 . 23”,..2),

oder also

3 A’-l 3 A’+7.)

II(I——z")—l—I—E(—l)]'(z g g 2

=1—z—224 2842712154 4+ ... .
(Euler-Legendrescher Pentagona.lzahlsatz.)
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10. a) Setzt man in S—l-n—-.»[—z—ﬂ(l - ) erst z =, dann
z =} und dividiert das zweite durch das erste, so hat man
wegen H(l _ b ) = H(l — ———1——) (1 — ——1—) un-

g (@n) (Ak—2)2 @k
mittelbar die Behauptung.

b) Analog fir z= % und z= 1.
z .z

PN T z
11. a) e*—1=2¢-02. 5= 2e2. sm

o n

b) Nach a), weil = e#(e3=%---1),

=2 © (Z 2’)
— 0% 2 — <0/
e ? (2 —2) £(1+ pe
¢) cos Tz = sﬂz_ﬂ_z— ' ( _ —_422_..)
) COSTE= gsinne A, @n—1yp
d) und e) sind wegen
22, z—2
sinmrz —sinzmzy = 2 cos T —— 5 ®sin 5 und
Z—
COSTZ — oS T2g = —28in 7 _2 smﬂ—23‘?

nach c) sofort hinzuschreiben:

0 2 - 2
w2 - sz, = mw(e-— z,,)'LI1 (1 —- ((27“:—_2"1))—2) (1 - (2(2”;.,) )
T2 - COS ey = —%n“’(ﬁ — zz)ﬁ (1 B G Vi ) ( S
n=1

4n?

12. Bei geeigneter Wahl der %; leistet das in K II, § 2,

S. 25, hingeschriebene Produkt wieder das Verlangte. Und

zwar geniigt es, die k; so zu wihlen, da8 die Reihe (3) auf

K II, S. 24, jetzt wenigstens fiir alle | 2| << 1 konvergiert.

Das ist z. B. fiir k;= 14 «&; der Fall. Denn ist z fest mit
Knopp, Anfgabensammlung z Funktionenth, TL 6
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lz]=p<1lund ist o< 91 <1, so ist fiir alle hinreichend

groBen A offenbar | |o¢,1 (2 ) l <0 9: Wegen ng” — 0

ist dies <K - o*, wenn K eine Schranke der Folge ng? be-
deutet.

Der Beweis der Behauptung verlduft nun genau wie
K11, S. 25—27. Es ist die gleichmiBige Konvergenz der
Reihe (4)in |z| <o <1, g fest, zu zeigen. Geringe Modifi-
kationen der Abschatzungen auf K II, S. 26 — in (b) ist
0, statt § zu setzen —lehren, daB jetzt, wenn K, eine pas-
sende positive Zahl bedeutet, fiir alle | 2| < ¢ und alle hin-
reichend groBen 4

(@) =Ko

ist, womit alles bewiesen ist.

13. Man hat die z, nur so zu wihlen, daB sie sich lings
des ganzen Randes des Einheitskreises haufen. Das kann
z. B. so geschehen, daB man auf der Peripherie des Kreises
mit (1 — 710—) um O die Ecken eines einbeschriebenen k-Ecks

markiert (k= 2,3,...) und diese Punkte zur Folge
2, 2y, ... anordnet.

§ 10. Ganze Funktionen.

1. Nach § 7, Aufg. 11, aber auch schon nach dem Caso-
rati-WeierstraBschen Satze selbst, kann die Funktion nur
eine ganze rationale Funktion sein. Nach dem Fundamen-
talsatz der Algebra muB sie vom ersten Grade sein.

2. Ist w = ¢(2) ganz und die inverse Funktion z = ¢, ()
wieder ganz, so nimmt ¢(z) jeden Wert ein- und nur einmal
an; also ist g(2) nach Aufg. 1 linear.

3. Die Funktion g,(2) ist wieder eine ganze Funktion,
speziell g, (zy) = ¢’ (2,). Wire nun stets | g(z) | < K, so wire
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fir |2 —z| = R siets |g,(2)| < . Nach KT, §24,
Satz 5, gilt dies auch fiir alle |2 — z,| < R, speziell in z,.
Also ist | ¢ (29)| < %o, also, da B beliebig groB sein dar,

g’ (20)= 0. Daz, belleblg war, ist g(2) konstant.
4. Ja! Beispiel' g(2) = € + 2. Ist namlich in z = rei?
zunichst |@| < 2 , 80 ist |g(e)| =er®s? —r, was bei

festem @ mit r gegen | oo wichst. Ist aber —l— < <954 3 d s

so bleibt e? beschrankt und |g(¢) | = ;r—e'“s'l' strebt
wieder mit r gegen 4 0.
5. Da f¥ (z,) —> O strebt, ist die Entwicklung

2 fim)( zo) (c—

n=0 !
bestindig konvergent, also f(¢) ganz. Ist dann ¢ > 0 be-
liebig und kyso gewihlt, daB | fE+1)(zg) 4- - - « + fE+P)(zy) |
< eist fir k > kg, p =1, so ist fiir irgendein 2,

,f(k+1)(gl) + - f(k+ﬂ)(zl)|

_ \ X fn+k +1)(zo) + -|- j(n+h+p) (zo) )n |

|” =0 n!

also <eg-ea~n fir k>ky, p=1. Also konvergiert
Z f™(zy).
=

6. Es sei W(z) die nach dem WeierstraBschen Produkt-
satz zu konstruierende Funktion, die in den 2; je eine Null-
stelle erster Ordnung hat. Dannist W’(z;)<=0. Es sei M(2)
die nach dem Mittag-Lefflerschen Satz zu bildende Funk-
tion, die in den z; Pole erster Ordnung mit dem Residuum
wy : W'(z;) hat. Dann ist g(z) = W (2) - M(z) offenbar cine
ganze IPunktion, die das Verlangte leistet.

6%
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7. Man wihle die reellen rationalen Zahlen a, der Reihe
nach so, daB 1) |¢,— 2| <1, 2) |+ a6—pB|<1,...,
D gt ko < P
Dann ist jedenfalls a, + aloc + a2a2 4 o= ﬂ Ferner ist

_n+1
m—!" nl
woraus hervorgeht, daB Y a,2" bestindig konvergiert.

8. Da man in beliebiger Nahe einer komplexen Zahl stets
eine rationale komplexe Zahl angeben kann, so bleibt der
vorige Beweis unverdndert giiltig.

9. Ist ¥ >, so kann das Maximum von [g(¢)| in
{ 2| <<+ nicht Kleiner sein als in |z| <r. Also wachst
M (r) monoton. Ist nun R>>r,s0 ist (z)in | z| < R gleich-
maBig stetig. Ist also ¢ >0 gegeben so kann man 0> 0
so klein wahlen, daB fiir alle v in r—d<r <r4 90
die Differenz |g(2')-—g(2)| <e ist, wenn |z|=1,
|2/| =1 und arecz= arcz’ ist. Daher ist fiir diese '
auch M(r) —e < M(rY< M (r) +&. M(r) ist also stetig.

10. Kann man in g(2) = a,,,z" auf |z| = den Punkt

Ianoc“l< e e

2= 2, so wihlen, da alle Gheder a,zr denselben arc
haben (soweit sie <=0 sind), so ist fir dies r offenbar
M(r)=|g(zy)|. Daher ist
a) fir e: M(r)=e"; b) fir sinz: M(r)=4(e™—e™");
c) fiir cosz: M(r)= 4(e"+ e77);
._sin)z z 2 o,

d) fir Tz = 1—3—!-[—5—!———1-~~: M(r)=2y7(e] —e~}

11. Es geniigt das Beispiel f(¢)= 22+ 2¢2+ 1. Fur
z=r(cos@ - ¢ sing) wird
[f() |2 =rt+ 492+ 1 4 2r2cos 2¢ — 47(1 — r?) sinp.
Bei festem + in 0 <7 =2 L2 —~-1 wird diese Funktion
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von @ zu einem Maximum fir ¢ = -3 , dagegen fiir
bmgp_-—l—:—r- in V2—1<r<1 Daher ist

M _{ +2r—r2 fir 0<r<)2-—1,
O=Va+mys fur Ye—1<r<i.

Diese Funktion ist an der Stelle r = V 21 zwar stetig,
aber nicht analytisch, da sie dort zwar eine erste, aber
keine zweite Ableitung besitzt.

§ 11. Partialbruchreihen. Mittag-Lefflerscher Satz.
1. a) Aus der ctg-Entwicklung (K11, S.47) folgt, da
7rt0‘— -=7 tg——2rrctgrrz

1st, sofort die gesuchte Entwmklung

7rtg 2 Z(2k+1)z 5, 2+ +1,4£3,... .

Diese Formel gilt zundchst nur fir z 4= 0, +1, 42,
+3, ...; doch prift man nachtriglich direkt, daB sie fiir
z2=0, 42, 44, ... noch giltig ist.

1 z
b) Wegen Sz = ctgz + tg§ hat man
T
SlIl mz

=11 S
- : 2z ‘1 1
¢) Nach b) hat man, indem [ el S W
hierauf z durch § —z ersetzt wird,
T 2 2 2
= e e ) B
Hier darf man die runden Klammern fortlassen und je zwei
Glieder gleichen Vorzeichens zusammenfassen (warum?):
dies liefert
41 4-3 4-5 [
Gosar T T4 B _Tdp el T

und



86 III. Kap.: Ganze und meromorphe Funktionen.

. 1 1,4
d) Es ‘St,}?:lz‘ 2—|- 2, also

2z
= —gt5t kZI AT AR

e) Wegen cosmz—sinmz=}/2-sin 7w(} —¢) crhalt
man nach b)

b4 1
costz—sinz yg_

+ Z‘ (—1F'g )z)z}

}—2z

2. Es wird My(z) = “o+ 2[2;.z_—g/(z)] wenn

— 0 (z) em geeignet langes Anfangsstiick der Reihe
% 2 . bedeutet. Ist nun R >0 fest gewihlt, so 4Bt

sich nach KII, S. 44, m so bestimmen, daB die Glieder
jener Reihe fiir A>m in | z| < R regulir sind und daB die
bei L= m - 1 begonnene Reihe dort gleichmaBig kon-
vergiert. Daher darf man gliedweis integrieren (etwa ge-
radlinig von O bis z) und in den Exponenten von e setzen.
Nach Anfiigung der Anfangsglieder folgt somit, daB das

Produkt ° 2\ Gl
zao.g[(l_g)el I

bel dem Gl(z) dle FOl‘m + 2 ( ) + + nl-}- 1 (zl

hat, eine ganze Funktlon mit den im WeierstraBschen Satz
verlangten Eigenschaften darstellt.

3. An Satz und Beweis @ndert sich nicht das geringste,
wenn die Punkte z; nicht Pole, sondern (sdmtlich oder teil-
weis) auch wesentlich singulire Stellen sein sollen.

4. Wird auch nur an einer einzigen Stelle z; neben dem
absteigenden Ast auch der ganze aufsteigende Ast vorge-
schrieben. so ist damit die Funktion selbst vollstindig ge-

)nl+1
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geben, die bei z; diese Entwicklung besitzt. Man kann ihr
also keine weiteren Bedingungen auferlegen. Dagegen darf
an jeder Stelle z; ein (beliebig langes) Anfangsstiick des
aufsteigenden Astes vorgeschrieben werden. Es sei also
firA=0,1,2,...

B8, .
Hi(z)= n=2_m a(”)(z — zl)",

wobei 3y, 3y, .. - irgendwelche nicht negative ganze Zahlen
bedeuten. Dann gibt es eine eindeutige Funktion F(2), die
in der ganzen Ebene bis auf die Stellen z; regular ist und
die in jedem der Punkte 2, sich so verhilt, daB F(2) — H,(2)
dort regular ist und eine Nullstelle von mindestens
(B + 1)t Ordnung besitzt. Der Beweis 1aBt sich durch
Fortfithrung des Gedankens aus § 10, Aufg. 6, sofort er-
bringen. Es sei W(z) eine ganze Funktion, die in den
23 je eine Nullstelle (8, 4 1)%* Ordnung hat, sonst 5=0 ist.
Es sei h;(z) der Hauptteil der Laurent-Entwicklung von
H;(2): W(2) an der Stelle z;. Jetzt bilde man eine Funktion
M(z), die in den z; die Hauptteile h;(2) hat, sonst eindeutig
und regulir ist. Dann leistet F(z) = W(z) - M (2) das Ver-
langte, denn in der Umgebung von ¢z, ist
H,(2) o
M(z)= Z25) + £2),  (fa(2) regular in z).

Also hat W (2) - M(2) — H;(2) = W (2) * fa(2) in z; eine Null-
stelle von mindestens (#; + 1)¥* Ordnung.

5. Der Beweis ist ganz analog wie in K II, S: 43—45. Die
Entwicklung k(2) = aP + oz + ..., (A=1,2,..)), ist
jetzt fiir |2| < |2;|? gleichméBig konvergent und g;(2) kann

so gewdhlt werden, daB |k;(2) —g¢.(2)| < 2% fir j2| <22
[
Dann leistet My (z) = ho(2) +)§1 [ha(2) — ga(2)] wieder

das Verlangte. Denn ist ¢ in 0 << ¢ << 1 gegeben, so kann
man m so wihlen, daB |z;|2 > ¢ fiir A > m. Daher hat



88 I11. Kap.: Ganze und meromorphe Funktionen.

" [h;(z) — ¢1(2)] Glieder, die in |2z| < ¢ regular sind,
und 1st in |z]| < ¢ gleichmaBig konvergent, stellt also eine
dort regulare Funktion dar. Daher hat My(2) in |z| <,
also, da g beliebig war, in |z| <1 die verlangten Eigen-
schaften.

6. Der Beweis beruht auf denselben Gedanken wie der
zur vorigen Aufgabe gegebene. Wir fiihren ihn nur fiir
den Fall durch, daB oo weder zu M noch zu M’ gehort.
Um jeden Punkt z; legen wir den kleinsten Kreis - - sein
Radius heile g —, der auf dem Rande mindestens einen
Punkt z{ von M’ enthilt, aber im Innern keinen Punkt
von M’ enthalt. Da M’ abgeschlossen ist (warum?), ist ein
soleher Kreis stets vorhanden und es strebt g, —> 0. Dic
Entwicklung von h;(z) fiir das AuBengebiet |z —z;| > g

sei by (2) = b")—{— -|- «-+. Da sie fiir [z2-~21| >2¢

gleichmaBig konverglert konnen wir einen so langen An-
fang der Relhe (er werde wieder mit g¢;(z) bezeichnet)

wahlen, daB | h; — g;] <— bleibt fiir |z —z]| = 2¢;.
Dann leistet

Py =2 () —u)

das Verlangte. Denn ist G ein abgeschlossenes Gebiet, das
cinschlieBlich seines Randes keinen Punkt von M’ enthilt,

so ist die kleinste Entfernung eines Punktes von G und eines
Punktes von M’ noch positiv. Sie heiBep. Wir wahlen nun
msogroB, daB g; < Ip ist fiir A > m. Dann sind die Glieder

der Reihe Fi,(2) = (hl— ¢;) in G reguliir und ihrem Be-

trage nach <1: 2’. Also ist Fim in G regulir und F leistet in

G das Verlangte. Da nun G beliebig war, so geniigt F' den
Bedingungen der Aufeabe.
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Zusatz: Gehort co zu M oder M’, so hat man einen
Punkt £ einzufithren, der weder zu M noch zu M’ gehbrt,

und die %;(z) nach Potenzen von ( — ) zu entwickeln.
%

7. Der Satz wird lauten: Ist M eine beliebige isolierte
Punktmenge, deren Punkte z,2,, ... sind, ist M’ die
Menge der Haufungspunkte und ist jedem ; eine natiirliche
Zahl x; zugeordnet, so kann man ein unendliches Produkt
aufstellen, das in jedem abgeschlossenen Gebiete G, das
keinen Punkt von M’ enthalt, gleichmiBig konvergiert und
dort eine regulire Funktion darstellt, die in den zu G ge-
hérigen Punkten z; je eine Nullstelle der Ordnung «; hat,
sonst in G aber == 0 ist. — Der Bewels ergibt sich, genau
wie bei Aufg. 2, indem man den Satz der vorigen Aufgabe

oc
mit k,(z) = _l heranzieht und das von 0 bis z genom-

mene Integral der konstruierten Funktion in den Expo-
nenten von e setzt. Man erhalt
W (@) ﬁ[(l z‘—z") g <z>]“‘
2) = — =) et ,
=1 25
wobei G;(z) die Form

a—24\ 1(a—4 =4\
(z—zl)_'—-.‘é(z )+ +n +1 (z—zl) hat.

8. Die Losung ergibt sich unter Benutzung der in den
beiden vorangehenden Aufgaben gegebenen Verallgemeine-
rungen des WeierstraBschen Produktsatzes und des Mittag-
Lefflerschen Partialbruchsatzes genau wie die von § 10,
Aufg. 6.

9. Die Losung ergibt sich unter Benutzung der in den
Aufg. 6 und 7 gegebenen Verallgemeinerungen des Weier-
straBschen Produktsatzes und des Mittag-Lefflerschen Par-
tialbruchsatzes genau wie die der Aufe. 4.
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§ 12. Meromorphe Funktionen.
1. Wir zeigen zunichst, daB die Folge der Funktionen
1 _ +1
_(_z)zg,,(z)-_-?(z.. Do Gdm y1e,..,
fiir jedes B >0 in | z| < R gleichmiBig konvergiert. In
der Tat ist (s. K II, S.38) gu(z) = €92 - Pn(2), wenn

(1454 -+ L= Togn) = &, zog[(l-]-z)e_‘i]: P,

gesetzt wird. Nach K II, S. 20 und dem Beweis des Weier-
straBschen Produktsatzes ist die Folge der P, (¢)in |2| < R
gleichmiBig konvergent. Wegen d, —> C gilt dies offenbar
auch von der Folge e’»2, Daraus erschlieBt man leicht die
Behauptung.

Doch fahren wir so fort: Nach dem Gesagten gibt es
jedenfalls eine Konstante 4, so daB fiir alle » und alle
2] < R stets |ga(2)| < A bleibt. Dann ist aber fiir alle
diese n und z (vgl. § 2, Anfg. 4)

G @ =@ =4 (14 2 1 — ) 1 <

wenn B eine geeignete neue Konstante bedeutet. A]so ist
”é (Gn+r1—0n), ja sogar n2=l| Gn+1—gn|in| 2| < R gleich-
miBig konvergent. Also gilt das gleiche von ”ng gn(2).

Ist nun G ein Gebiet derin der Aufgabe genannten Art, so
sind alle Glieder der Folge g,(2) in G von 0 verschieden und
ebenso der Grenzwert. Also gibt es eine positive Zahl «, so
daB fiir alle z in @ und alle n stets g, (z) = « bleibt. Dann

ist aber mit g,(2) auch = gn(2) in G gleichmiBig koun-

1
n(2)
vergent, wie aus det dort giiltigen Abschatzung | ¢, 1.5 -~ ¢u-r 1
= ;12‘ [Gn+k— gni1| zu ersehen ist.
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Die Abschatzung [ gpyq--gn| < lzlgnﬂ——a,.l lehrt

zugleich, daB auch die Reihe 2 | gns1 — Yn | gleichmaBig in
G konvergiert.
2. Hat ¢,(2) die Bedeutung aus Aufg. 1, so handelt es sich

um lim @ .. iirjedesi
"« a2, Da, gy (2) fiir jedes in Betracht kom-
T (21)
mende z einen endlichen und von O verschiedenen Grenz-
wert hat, ist dieser Limes dann und nur dann vorhanden,
wenn R(z,) > R(z) ist. Er ist dann =0.

3. Es sei f(2) fur ein bestimmtes z 40, —1, -2,
konvergent. Dann ist, wenn ¢, (2) die Bedeutung aus Aufg. 1
hat,

n! an

z2(z+1).. z+n)

Nach I, § 3, Aufg. 12 ist also auch die Reihe £(z) kon-
vergent. Denn die Bedingungen jener Aufgabe sind gewiB
erfiillt, wenn die dortigen Reihen X a, und X{b, —b,]
konvergieren. DaB aber die letztere in unserm Falle (d. h.
fiir b, = gn(2)) konvergiert, ist bei Anfg. 1 dieses Para-
graphen gezeigt worden.

“gnl2).

!

Das Umgekehrte folgtwegen%' G +17; an o gn(2)
genau ebenso, da auch X' |gn — y1 4] als konvergent er-
wiesen ist.

4. Dies folgt genau ebenso, wie bei der vorigen Aufgabe.
unter Heranziehung von I, §9, Aufg. 4. Denn die beiden
Reihen x| g,11(2) —gn(2)| und X' |G 11(2) —ga(2)] sind
in jedem Gebiete der jetzt in Betracht kommenden Art
nach Aufg.1 gleichmaBig konvergent.

5. Dies folgt genau wie bei Aufg. 3, da aus der Kon-
vergenz von X lgn—gyyq| erst recht diejenige von
= H gn! — | gn+1]| folgt, — und analog fiir gn.
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6. Hat gu(2) dieselbe Bedeutung wie in Aufg. 1 so han-
delt es sich um den Grenzwert von

9409 ( Pn\°
gn+p ( ) 1 + 7l'-) ’

Da hier der erste Faktor —> 1 strebt (offenbar bei sinnge-
méBer Deutung auch fir 2= 0, —1,—2,...), so ist der
Grenzwert des ganzen Ausdrucks dann und nur dann =1,
wenn pn:n —> 0 strebt.

7. Aus der Produktdarstellung von 1:7(z) = K(2) in
K II, S. 37 folgt durch logarithmische Differentiation

e g 1,52

re — ¢ 2 +l=21 Az+2) -

Da nun (Figur!) fiir alle in Betracht kommenden z und 4
1) |z1=2, 2)lz+2| =241, 3)|e+A|=A--1

ist, so folgt hieraus

r (Z)I ‘3, B _]__“ Lty o - 1
Te) =1+ +Iz 2 TaEd vl [:;”HA(A—I)
<2+, H.(lo 2]+ D)+ fef- =g <d-log|e].

8. Nach T, §10, Aufg. 3a1) ist b= -nl_ fﬂﬁg_’-‘)-”. Es
k=2

handelt sich also um den Beweis der Beziehung

& (logkyn
* pI L
k=2
n

Nun lehrt Differentiation, daB ilogTz)n fiir 2= ¢ 2 ein Maxi-

mum erreicht vorher monoton steigt, dann monoton fillt.

} In der Losung dieser Aufgabe fehlt bei g, das Vorzeichen =1k



§12. Meromorphe Funktionen. 93

Das Maximum selbst ist ——( ) < —(wgl 5, Aufg. 7).

Setzen wir nun l ] + 1= m, so ist zundchst fir k >m
logn(k +1) /M lognz , _lognk

e 7]

Schreibt man dies fiir k = m. m -~ 1, ... an und addiert,
so folgt, wenn wir die Summe unserer Reihe in (*) mit S»
bezeichnen

Sp— Am < lf IOi:_x dz —‘Jm<Sn—' Am—-!;

hierbei soll 4, die pt* Teilsumme unserer Reihe und
Jm das Integral von 1 bis m bedeuten. Nun ist (z= ¢
/ log”x

i

dz=n! und fOl“llG]l
Jm—Am
n!

Im -
<1 <™ —n‘:l”' 1
Hier ist aber wegen des oben berechneten Maximums die
linke wie die rechte Seite ihrem Betrage nach
2 a2 n
<,7!' (ez+1)<4(y-) .
Dadies— 0 strebt, ist unsere Behauptung ,,Sp:n! —>1*
bewiesen. — Sie lehrt, daB -1 eine singulire Stelle der
{-Funktion ist. Unsere Abschitzung lehrt aber weiter, daf

26 --2°° (1) — 2= 5 () —-, ' mindestens im
Kreise [2—2] < — 2 — regular ist, daB also {(z) in -1 nur

cien Pol erster Ordnung mit dem Residuum -+ 1 besitzt.

9. Macht man eine analoge Abschatzung derjenigen Glie-
der der Reihe in (*), s. vorige Aufgabe, fiir die k¥ <<m ist,
wie wir sie eben fiir die Glieder mit k =m durchgefiihrt
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haben, so findet man genauer, daB S, und das Integral
l_og;ac dz=n! sich um weniger als 2 Glieder der Reihe

i
unterscheiden, d. h. daB

n! i1 2

|Sa—nlj <20, \Hs,.—-1|<-2-,,

ist. Dies lehrt, daB £(2), von dem festgestellten Pol abge-
sehen, sogar in |z—-2] < 2 reguldr ist.

IV. Kapitel.
Periodische Funktionen.

§ 13. Einfach-periodische Funktionen.

1. Denn sonst hitte sie auch alle Zahlen n + #'}/2 zu
Perioden (r,n'=0,+1,42,...). Diese Zahlen liegen
aber auf der reellen Achse iiberall dicht, d. h. jeder dortige
Punkt ist Haufungspunkt der genannten Zahlen. Nach
K 1II, § 7, Satz 2 kann das nicht eintreten.

2. Eine periodische Funktion nimmt jeden Wert, den sie
iiberhaupt annimmt, unendlich oft an, eine rationale Funk-
tion dagegen nicht.

Vorbemerkung zu den Losungen 3—7: Die Aufgaben
3—-17 erledigen sich sehr einfach durch die Bemerkung,
daB bei der K I, S. 65ff. durchgefithrten Transformation
der Funktionen f(z) in die rationalen Funktionen ¢(f) dem
»oberen Ende” des Periodenstreifens vermoge { = e?7¢z
offenbar eine Annaherung an = 0 und dem ,unteren
Ende* ebenso eine Anndherung an {=oo entspricht.

3. (Vgl. die Vorbemerkung.) Ist f(z) im Streifen ein-
deutig und regulir, so ist ¢(Z) in der ganzen Ebene, auBer
etwain 0 und oo, eindeutig und regular. Soll ¢(J) iiberdies
bei Annaherung an O und an o beschrinkt bleiben, so wire
(&) nach dem Riemannschen Satz, K I, S. 131, auch in 0
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und oo regular. Eine nichtkonstante Funktion kann aber
nicht in der ganzen Ebene einschlieBlich co regulir sein.

4. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg. 3 und die Losung von
Aufg. 3.) Bleibt ¢ () bei {—> Obeschrinkt, so ist p({)nach
dem Riemannschen Satz in § = 0 regulér, also lim ¢({) fitr
{ ~> 0 vorhanden. Also hat f(2) einen Grenzwert, wenn z
sich gegen das obere Ende des Streifens bewegt. Analog fiir
das untere Ende. Als Ordnung, mit der dabeif(z) den Werta
annimmt, wird man die Ordnung der Nullstelle von ¢({)—a
in 0 bzw. oo ansehen.

5. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg. 3 und die voran-
gehenden Liosungen.) Bleibt ¢(5) bei { —> 0 nicht be-
schrankt, so muB ¢(%), da es eine rationale Funktion ist,
bestimmt unendlich werden (d. h. | ¢(£)| > G fir| | < d)
und also einen Pol in = 0 besitzen. Die Ordnung dieses
Poles wird man als Ordnung des am oberen Ende des Strei-
fens gelegenen Poles von f(2) ansehen. Analog fiir das un-
tere Ende.

6. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg. 3 und die voran-
gehenden Losungen.) Denn eine rationale Funktion nimmt
jeden Wert (einschlieBlich oo) gleich oft an, wofern man
eine a-Stelle der Ordnung x wie iiblich a-mal als a-Stelle
zahlt. (Ein Pol gilt hierbei als oo-Stelle.)

7. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg. 3 und die voran-
gehenden Losungen.) Denn @(Z) soll eine rationale Funk-
tion sein (s. K 1, § 36, Satz 1 und 2).

8. Er besagt, daB h{ (2) die — nicht notwendig primi-
tive — Periode 1 hat und an den Enden des Streifens be-
schrankt, ja sogar beliebig klein ist.

§ 14. Doppelt-periodische Funktionen.
1. Alle Perioden haben die Formn w + #’ '. Damit nun
zwei Perioden, etwa @ =kow+ ko und 2 =lw+ l'e’
wieder ein primitives Paar bilden (k,1,n, k', . .. bedeuten
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hier reelle ganze Zahlen), ist es notwendig und hinreichend,
daB sich alle Perioden auch in der Form n 2 + #'2" dar-
stellen Iassen Aus der Definition von £ und £’ folgt nun

1

- k’l 12+ k2.

Damit die Koeffizienten von 2 und £’ wieder ganze Zahlen
sind, muB k' —¥’'1 = J ein Teiler vonk, k', 1,7, also 6% ein
Teiler von d, d selbst ein Teiler von 1, also 0 = + 1 sein.
Dies reicht auch hin; denn, wenn d = - 1, lassen sich w
und o’ und folglich iiberhaupt alle Perioden in der Form
n2+ n'2 darstellen. Man erhalt also alle primitiven
Periodenpaare 2, 2', wenn k,%’, 1,1’ alle ganzen Zahlen
durchlaufen, fiir die kI’ —k'l= 41 ist (zeom. Bedeutung?).

2. Die gesuchte Differenz ist (vgl. Aufg.5in §8 und den
Beweis zu K11, §9, Satz 4) gleich dem iiber den Rand eines
geeigneten Periodenparallelogramms erstreckten Integral

’, at+w atwtow ato’
MO LT T T )

27” f(z) 2w afw atoto afo’

Fithrt manim dritten Integral 2’ = z— ' als neue Varia-
ble ein, so ist es mit dem ersten zusammen

a-l (]
=—uw'f PO o o [log ()2 = 2k mi- o,
i 1@ e
letzteres, weil f(2) in @ und a 4+ © denselben Wert hat, die
Logarithmen sich also nur um ein Vielfaches von 2 ¢ unter-
scheiden. Ebenso gibt das zweite und vierte Integral zu-
sammen 2k ¢ w, so daB unsere Differenz = kw 4 '’ ist.
3. Aus }(£ —2)=f(—2)=— [(2) folgt fiir z= 12, daB
G 82)=—1(}9) ist, was nur fir f({£)=0 oder = o
moglich ist. Da sich f(z) auch als ungerade Funktion von
7' =z—% £ erweist, hat die Laurent-Entwicklung von /(z)
an der Stelle } .2 nur ungerade Potenzen.
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4. a) Durch 2/ = —%ZJZ wird das Fundamentalparallelo-

gramm zunéchst auf dasjenige Parallelogramm abgebildet,

.

das durch die Vektoren von 0 nach 274 und nach 27”2%

aufgespannt wird. Durch w= ¢*' wird dieses dann auf
den Krelsnng 1> ]w] =277 abgebildet, wenn 7, den
imaginéren Teil von o : w bedeutet, der nach K1I, S. 62,
FuBnote, positiv angenommen werden darf. b) Der Tra,ns-
lation (') entspricht in der w-Ebene eine Streckung im
Verhiltnis 1: e~27%. Den aufeinanderfolgenden Parallelo-
grammen entsprechen also Kreisringe, deren Radien eine
geometrische Progression bilden und die die punktierte
Ebene 0 << |w| << 4 oo genad einmal erfiillen.

5. Ist f(2)= ¢(L), so ist a.uch f(z + w) = (L), aber

1+ )= g@ul) mit u= " Hat also f(z) die Peri-
ode o', so ist p(ul)= 90@), ah @(L) bat eine ,,multi-
plikative Periode".

6. ¢#@ ist doppelt-periodisch, aber nicht elliptisch; denn
die Gitterpunkte des Periodennetzes sind wesentlich singu-
lare Stellen der Funktion, wihrend eine elliptische Funk-
tion im Endlichen nur Pole hat.

7. Wir setzen 0= 26 >0 und —tow'=24 >0. In der
Entwicklung (s. K II, S. 48)

1 ' 1 1
r@O=; +,§ [(z"'— Ska—2Kkif)E @hat 2%,955.'
benennen wir die Summanden nach dem Gitterpunkt (%, ')
in einem kk'-Achsensystem. Wir denken uns nun je zwei
Summanden zusammengefaBt, deren Gitterpunkte zur
k-Achse Spiegelbilder sind, wihrend wir diejenigen, deren
Gitterpunkte auf der k-Achse liegen, fiir sich lassen. Da-
durch kommen die Summanden (k& + 21 3)~2, soweit
sie nicht reell sind, in Paaren konjugierter Werte zusammen.
Ihr Beitrag zn p(2) ist also in jedem Falle reell und darf fiir

Knopp, Aufgabensammiung z. Funktionenth. II 7
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das Weitere auBer acht gelassen werden. a) Ist nunz=
reell, so haben wieder je zwei der iibrigen Summanden,
deren Gitterpunkte zur k-Achse Spiegelbilder sind, konju-
gierte Werte. Also ist »(z) reell. b) Ist z= & + ¢y, so ist

(o +1y—2ka—2k 10)2 = (x—1y + 2(k—1) &+ 2k'¢ 5)2,

also konjugiert zu (o« + ¢y + 2(k — 1)oc — 2k'¢ §)2

Je zwei dieser Summanden sind konjugiert, deren
Gitterpunkte zur Geraden k = 1 Spiegelbilder sind. c¢) Ist
2=z 13, so liegen die Dinge analog beziiglich der Ge-
raden ¥'= 1. d) Istz=14y, so wird Gy — 2k — 2% ¢ §)?
= (—1ty —2(— K)o + 2k'25)%, also konjugiert zu
(ty — 2(—k) o — 2k’ ¢ B)2. -Je zwei Gitterpunkte, die zur
Geraden k'= 0 spiegelbildlich liegen, liefern konjugierte
Summanden, p(z) wird wieder reell.

Umlauft also z, bei 0 beginnend, das dort liegende Viertel
des Fundamentalparallelogramms (0...x...x+¢8...
tf ... 0) im positiven Sinne bis zuriick nach 0, so ist (2)
stets reell, und zwar (wegen des Gliedes z—2) erst positiv
groB, zuletzt negativ groB. w = p(2) durchlauft also dic
reelle Achse von rechts nach links. Jeder dieser reellen
Werte wird auch nur einmal angenommen, denn die in
0. ..« angenommenen Werte werden auch (in umgekehrter
Reihenfolge) wegen p(¢) = p(w —2) auf der Strecke
& . ..20(= w) angenommen, — und analog fiir die iibrigen
drei Strecken. Jeder Wert w wird aber (s. K II, § 9, Satz 7)
von p(2) nur genau zweimal angenommen. Daher wird das
betrachtete Viertel des Rechtecks (vgl. Bi, §9 und Aufg.3 u.4
in § 20) ein-eindeutig auf die untere w-Halbebene (warum
die untere?) abgebildet. Durch Spiegelung (Bi, § 10) er-
gibt sich endlich, daB das ganze Fundamentalrechteck auf
eine zweiblattrige in den Punkten p(x), £(x+ ¢8), #(13)
und o zusammenhingende w-Ebene abgebildet wird. (Vgl.
hierzu Bi, § 14 und § 15, 8.)
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8. a) Siehe K1I, S. 81, FuBnotel. b) Nach K11, 5.80
und nach a) ist

1
Py = et 35,22 4 Dsgz? 4 Tsge®+ -+ -,
also 6
f"(z)‘=—1+ 3-2-1-8y+5:4-3-542%217-6-5-852%44---.

Andererseits folgt aus p'2=4 3 603413-—14038 (s. KII,
S. 80) durch Differentiation und Division durch 2 #', daB
7= 6p%—30s,, also

Pl)= 6[%‘ + s+ 108522 -+ (953 + 14 5g) 24 -

Hiernach ist 9s} 4 14s; = 355, oder 7sg = 3s}. — Durch
Koeffizientenvergleich bei den hoheren Potenzen lassen sich
auch alle weiteren sy, durch s, und sg, also durch g, und g,
ganz und rational mit rationalen Koeffizienten ausdriicken.

9. ' (2) ist eine ungerade elliptische Funktion und ver-
schwindet daher (s. Aufg. 3) fiir die Halbperioden § w, § o’
und {(w+ ). Daher sind w= pEFo), ),
73 (0w + o)) jedenfalls Wurzeln von 4w — g, w—g,.
Die drei genannten Werte sind auch voneinander ver-
schieden, denn jeder der Werte wird von der 2. Ordnung
angenommen (da die zugehdrige Ableitung verschwindet),
und mehr als zweimal wird kein Wert angenommen.

10. Sind die Nullstellenz, , ..., z; und die Pole iy, . . .; Gk
von f(z) so bezeichnet wie in Aufg. 2, so ist Xz, —3 {,
einer Periode £ gleich. Ersetzen wir £, durch den kongru-
enten, aber evtl. auBerhalb des zuerst gewéahlten Perioden-
parallelogramms gelegenen Punkt §, + 2 und bezeichnen
diesen wieder mit ,, so ist jetzt Xz, = XT,. Der in der
Aufgabe angeschriebene g-Quotient erweist sich nun nach
K1I, §9, S. 83 (2) als doppelt-periodisch mit den Perioden
w und «’. Dureh f(z) dividiert ist er dann eine doppelt-
periodische ganze Funktion, also konstant.

7*
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V. Kapitel.
Analytische Fortsetzung.

§ 15. Verhalten von Potenzreihen auf dem Rande des
Konvergenzkreises.

1. Nach I, § 11, Aufg. 7 strebt h(z2) — + o, wenn 2
radial — -+1 sich bewegt. Wird nun a, = ¢ by + & bn
gesetzt, so strebt & — 0; daher hat 3 a, 2" mindestens
denselben Radius wie X'bs2%. Wird jetzt ¢ > 0 gegeben,
so wihle man m so, daB [en| < % ¢ fiir » > m. Dann ist
firz=zin0<z<1

f(@) | 20bg i+ -+ - + | Embm |
! ) ‘ < h(z) T3
Nach der Vorbemerkung kann jetzt ¢ > 0 so angegeben
werden, daB in 1 —J <z <1 die rechte Seite < ¢ ist.
2. Er gilt nicht mehr allgemein. Denn ist z. B.

1 a
h(z) = e(l_—;)=”g,'0 buz*, so ist by >0, by divergent
(warum?), aber nach §3, Aufg. 7a strebt k(2) nicht
—> o, sondern gegen 0, wenn z sich z. B. so — +1 be-

27 . . .
wegt, daB arc(l —2z)= -33 ist. Man zeigt nun leicht, daf

f@) ="h(2)+ 1i7= D anet= X (by 4 1)z" ein Gegen-
beispiel gegen die geplante Erweiterung des Satzes der
vorigen Aufgabe bildet. Ist aber 2(2) so beschaffen, dal
es nach Wahl des Dreiecks 2, 2z,1 eine Konstante y >0
gibt, so daB fiir alle von -+ 1 verschiedenen Punkte 2
dieses Dreiecks |h(z)|: k(|2 |) =y bleibt, so bleibt der
Satz richtig. Denn es ist jetzt fiir die genannten 2z

1@ [€bo| + - - - 4 | £mbm | h(;zj)

0 9|<£ W s T

=< 7 ¢ fir alle z des Dreiecks,
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fiir die 1 —0 <|z| <1 ist (0 =J(e)). Da yfest,e >0
beliebig, liegt hierin der Beweis.

8. h(e)= ~- = Ze» erfillt nach 1 §1, Aufg. 13

die in der vorlgen Losung formulierte Bedingung
[R(@)|:h(]2]) =y. Also strebt bei Annaherung an 41,
sofern 2 in einem festen Dreieck 2 2,1 bleibt,

f(’) ( 2 an z”) —> lim = 2 QAn .

h(P') n—»wo 1 n=0
4. Aus F(2) = Za,.z” folgt ——F(z)= anz" und
n=0 1—z n=0

- ,)z Fe)=f@E)= é (So+ 8 + -+ + sw)2" Wendet

2
man auf diese Funktion f(z) und auf k(z) = --tl_-;) den

Satz aus Aufg. 2 an, so folgt bei Annaherung vonzanl im
Innern des Drejecks:

f(z)__ _ Sot+ s+ -+ s
) F(2) >-n11£t———n+1 =3s.

Denn es ist h(z) = %; (n 4 1) 2" und dies k(2) erfiillt nach

I, § 1, Aufg. 13 die Bedingung h(|2]):|h(2)| < K? fiir
2 =|= 41 im Dreieck.

5. a) Beweis nach Aufg. 4. Es ist s, =1 fiir (2m — 2)?

Zn < (2m—1)% und sp= 0 fir @m—1)2<n < (2m)?,

m=1,2,.... Da.her strebt, wie man leicht nachrechnet,

St s‘n 1 4,_3,_, — 2- , womit der Beweis schon vollendet.

b) Erweitert man mit (1 — 2)~?, so kann die Funktion so
geschrieben werden:

né;(“/;;]+1)z" f_(_=_2'_
2'bn

(l_z)—% )

1t
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Nach Aufg. 1 und 2 geniigt es, b, >0, die Divergenz von
2 by, ;—:—> ; J= und h(|( ),; =y zu beweisen. Nun ist
gewil b, > 0 und

1_ nin ’___‘_.~f_%+n

b 3G +D...3+n) L3 Vn

s0 daB 2'b, divergiert und — —-> I‘(a - r(;j) = ; V=

3
E

r('f)v

strebt. Uberdies ist hi;:l z)ll) (I—l—-——-f:) nach I, §1, Aufg.13
beschrankt. '
¢) Erweitert man noch mit (1 -— z)‘l, so handelt es sich
m - G2+ 224 -4 a2t 4 - )
t (1+—) 24 +(1+-—+ e Lo
abzdhlt, wie viele der Zahlen p°, p!,... <n sind. Es ist

also a, = POgnJ-I- 1 und daher — ]-9'? 1

NI R I
womit nach Aufg.1 und 2 der Bewels schon vo]]endet.
Dgnn by =1 —|-%-|— e ’17 ist >0, by divergiert,
und es ist (s. I, § 1, Aufg. 13)

K
Zbzn_[1—z| log—'z) _ , %%
S| T 12| Tlog(l—z)| = log%,

--, WENN ay

/

wenn 1 -—z= g(cos¢gp+ 7sing) gesetzt wird. Der Quo-
tient bleibt also fir alle z4-= 1, die hinreichend nahe an
41 im Dreieck 2,2,1 liegen, unter einer festen Schranke.

d) Beweis nach Aufg. 1 und 2. Wird ¢q=10 und nP = ay

far n=1,2,... sowie (1—z)rt= Zb,.z" also
by = ( " ) gesetat, so ist bn > 0. Z'by dlvervent und es
strebt " ntabtt PN | rp+1).

ba (D). @Fl+n) n
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ey - &, 2, | 1—z #+1

Endlich ist X by |2]7: Zb,.z”|= T2 < KrHl,
n=0 n=0 11— 2z =

6. Es ist

ng.:a,,z”= 1 —z)né'osnz”= s+ (1——z)”§ (8n — 8) 2™

Wird also Vﬁ (8n — 8) = en mit &, —> 0 gesetzt, so geniigt
es, zu zeigen, daB

11—

=0T
:_Vl—lzl =0

bn |2im

*) (1— )f;‘—z"

220" ‘IZ”
n=0

strebt. Hierbei wurde
L
= (—1p 2
Vl—lzl = Zvler, a0 b= 10(7))
gesetzt. Nach K II, S. 51/62, FuBnote, ist &, > 0, und
by =~ —_]—:, also b, divergent. Nach Aufg.1 strebt also
an

der zweite Faktor in (*) gegen0. Es bleibt also zu zeigen,

daB V“—.-_; ir alle 241 mit R(z)=O0m der in der
—|z|

Aufgabe genannten Ellipse beschrinkt bleibt. Es ist aber

fir diese e =2 41y

i1—z? (A—x)2+ y2 Q—2p+ a2 (1 —2?)
IR~y S W o oy

Fiir x —> 4- 1 strebt dies —> 12 . Also bleibt der Aus-
druck beschrinkt firr die genannten 2.

7. a) f,(2) ist eine gewohnliche Potenzrelhé mit dem Ra-
dius 1, diein z= + 1 konvergiert. Also ist nach dem Abel-
schen Grenzwertsa,t7 { § ]1, Aufg. 10)

mf@=1+3—=34+4+F]—f++ =
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(Bekanntlich ist ¢ = 3 log?2; Beweis ?) Der Limes der Funk-
tion fir z—» 41 stimmt also mit dem Werte der dar-
stellenden Reihe fiir z= 4-1 iiberein.

b) Fiir | 2| << 1 ist die Reihe fiir /,(z) absolut konvergent,
darf also umgeordnet werden:

f(2) = 2 (—1 )”" = log(1 + 2).

Daher ist lim f,(2) = log2. Der Wert der Reihefiir 2= 41
ist aber wieder = s = § log2, also von dem Limes der Funk-
tion fiir z—> J- 1 verschieden.

8. Fiir eine abgeschlossene, abzihlbare Menge von Rand-
punkten ist die Konstruktion einer Potenzreihe der ver-
langten Art ganz ahnlich wie bei I, § 4, Aufg. 14 méglich:
Bilden die abzéhlbar vielen, auf | z| = 1 gelegenen Punkte
21,25, -y 2, ... dort eine abgeschlossene Menge, so lit
sich zeigen, daB die Reihe

h o R Tt L

n=1 n ( 22 Zn 2" Zk )
den Radius1 hat und auf dem Rande des Einheitskreises fiir
alle z==2; konvergiert, fiir jedes 2 = 2z; dagegen divergiert.
Da der Betrag des in der runden Klammer stehenden Aus-
druckes <1 ist, so hat die Reihe mindestens den Radius 1.

Fir festes k=1,2,... und festes 2 42, [z] =1,
ist nun die Reihe

) e () o B

nach I, §4 Aufg.b konvergent Thre Summe nennen wir Z;

es ist Zp gleich dem Hauptwert von log zg—z Ist

also z von allen 2 verschieden und also da die Menge
der z; abgeschlossen sein sollte, [z —z} >« >0 fir
alle k, so ist ersichtlich auch X Z; konvergent Wir
denken uns nun die obige Reihe fiir k= 1,2, ... zeilen-
weis untereinandergeschrieben. Dann bildet, wie man
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sofort sieht, auch jede Spalte eine konvergente Reihe

1 &, 1( )
"k : % 5 Sn,n=1,2,..., und unsere Behaup-

tung lautet, daB X'S» konvergiert. Dazu bezeichnen wir
die ,,Zeilenreste, d. h. die beim n““ Gliede begonnene

Reihe 7y, mit r(k) Dann ist auch 2 r(">—- R konvergent

und jhre Summe ist = ZZ;,——(SI—I— -+ Sp—y1). Hier-

nach ist Sy 4 ---+ Sy—1= XZ;— R,. Nun ist aber

(vgl. die Beweise zu I, §3, Aufg. 12 u. 13)
< L2 e (R < 2

Daher strebt Rp—»0 und XS, ist konvergent. —

DaB die Reihe fiir ein z= 2, divergiert, erkennt man

sofort, wenn man die dem 2z, entsprechenden Sum-

manden absondert und die Divergenz von 2%(;—)%
m

2= zy beriicksichtigt. — Fiir eine nicht abgeschlossene
Menge (zx) ist dic Konstruktion eines entsprechenden
Beispiels schwieriger (vgl. L. Neder, Mathemat. Zeitschrift,
Bd. 6, S. 262).

9. Die vorgelegte Funktion ist

- ,1_ [(1 — )Tt (1 —2)iF1].
Der hntmcklungskoefflzmnt von z” ist gleich dem imagi-

nédren Teil von (—1)" (™ zn+ 1), also seinem Betrage nach

kleiner als der Betrag dieses Binomialkoeffizienten. Dieser
Betrag ist aber (vgl. § 5, Aufg. b)

)z V 1 1 1
T nn—1) (1+1—2)-(1+2_2)"'(1+(n—-2)2)'
Da fiir n — oo die Wurzel einem endlichen Grenzwert zu-

strebt (s. K. II, §2, Satz 4), so folgt hieraus die Be-
hauntung.
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§ 16. Analytische_Fortsetzung von Potenzreihen.

& $ n—1 K (k—1)!
1. Wegen B (z):rlg1 anl= st Pk (2 e
Demnach lautet die Entwi(klung an der Stelle ‘1

— o)k’
B+ 35 ()= pe - B2,

Wegen |1—z, | = 1 ist der Radius wieder = 1, so daB ins-
besondere z, in das Innere des neuen Kreises fillt. — Wegen
dnfz—2 1 Sfz—zm\n 1
zé’l‘(l_zl f:_zl'ngl(l—zl') =1—:
2—2 (k—1)! T
ist ﬁ‘ R (1 —y ) d—2 nnd die Entwicklung an der
Stelle z, lantet

e + B2+ (7).

Nach p Schritten findet man an der Stelle 2z, = z, = 0 die
Entwicklung
Za— 2, zp—zp 1 2 —2p
¥+ =)+ B B (D).
Da die neu aufgetretene Potenzrelhe =P (2) ist, so hat sich
ergeben, daB P(z) um 1 herum fortgesetzt werden kann,
und bei der Riickkehr ist nur die additive Konstante

B+ B (B=2) o r=o)

—2p—1
hinzugetreten. Nun rechnet man sofort nach, dafl hier
alle p Argumente einander gleich, also alle =z, sind. Die

Konstante ist also
274

=pﬂ3(z.)=p-(1—e‘7)[1+;+§+ -]

Da dieser Wert nicht von p abhingt, so kann man ihn
bestimmen, indem man p—»>oo streben 1a8t; dann strebt
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2z, —> 0, also die eckige Klammer -->1, das davorstehende
Produkt aber offenbar —» 27 <.
2. Ist ¢ das Residuum des Poles, so ist f(z) —

in 2o reguldr und somit in einem Kreise |z| << R, dessen
o
Radius R >|2y| = rist. Setzen wir f(z = z(‘)b,.z”,
n=
so strebt insbesondere bn2" — 0. Nun ist aber

= 2( % )e» und also @y = by —
Z—'Zo n=0 zl)

c
auch
—2 .

— o7
zg -1

Nun sieht man, daB

a b n+1 —c
.z, —>2, strebt.

an+1 p ni1? At

3. Wegen ;Z) o kg; (n j; k) Gt st

. n
BO= S0 mit b= () agt ([t oo+ () .
Ihr Radius o ist gegeben durch

%: lim supi/i(g)ao+ (;‘) ay —i-' . + (:) r | .

Betrachtet man nun die Kreisschar || = ’

z2
itz l= x>0,
so liegen diese fiir o« <<} ganz im Einheitskreise, wihrend
sie fiir & > § tber dlesen hinausragen. Es sei nun f(2)
die durch die Reihe P (z) und ihre (vom Nullpunkt aus)
geradlinigen Fortsetzungen definierte Funktion. Dann
liefert der groBte jener Kreise (d. h. derjenige, der dem
groBten o-Wert entspricht; als sein Inneres ist der den
Nullpunkt enthaltende Teil der Ebene anzusehen, welches
fiir > 1 auch den Punkt oo enthalt), der noch frei von
singuliiren Stellen der Funktion f(z)ist, durch seinen x-Wert
gleichfalls den Radins ¢ von B;(). Also ist } <o <.
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4. Der Punkt -1 ist offenbar dann und nur dann singu-
lir, wenn der Kreis oc= } der grofite der in der vorigen
Aufgabe genannten Kreise ist; also dann und nur dann,
wenn

lim sup ]7‘(3)%+...+(:)a,,j= 2.

Und der Punkt ist also dann und nur dann regulir, wenn
dieser lim sup < 2 ist (da er ja nicht >2 sein kann).
5. a) Hier handelt es sich um

oy V) 0
Da der Radikand = (1 — 1)* = 0 ist, ist der lim sup =0
< 2, also die Stelle 1 regular. (Die dargestellte Funk-

tion ist ja = ﬁ: C, also eine ganze Funktion von {.)

b) Hier handelt es sich um

timsup J/|(0) ~5(3) + 5 (5)— -+ =5 )
Der Radikand ist hier die n® Differenz der Folge1,4,4,...,

also (wie man leicht nachpriift) = ﬁ Der lim sup ist
also = 1. Die durch die Reihe dargestellte Funktion ist
also in dem zur Schar gehorigen Kreise R(¢) > -— 4, spe-
ziell in 41 reguldr. Die ,,groBeren‘* Kreise enthalten den
Punkt oo, 50 daBl die Funktion in ihnen nicht mehr regu-
lar ist.

6. Wir dirfen annehmen, da8 alle a, =0 sind und
der Radius von 3 a,2" gleich 1 ist; dann ist fiir ge-
gebenes &> 0 unendlich oft ay > (1 —¢" It n=m
ein solcher Index, so ist

. 2m
™) ag+ -+ B an+ -+ (27 a2m = VE™ (1 —epm.
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2m
Wegen (Zm) =2 (vgl. KII, 8.51, FuBnote 2) hat also

unsere Wurzel l{;;m sup einen Wert >2, also ist er = 2.
7. Man darf den Winkelraum evmmetnsch zur reellen
Achse annehmen. Dann gibt es ein § > 0, so daB stets
cos(arca,) >0 ist. Da nun der Betrag einer Zahl groBer
ist als ihr reeller Teil und da R(as) =|a.|* 9, so ist

o) g+ +++ (Grm) ase] = T/a -[(26”)|a0| o (5} el

Nun gibt es bei gegebenem ¢ > 0 wieder unendlich viele
m, so daB |am| > (1 ——e)"' Fir diese m ist die hinge-

schriebene Wurzel > Vd ) 1 ——s)’". Also ist ihr lim sup
wieder =2.

§ 17. Analytische Fortsetzung beliebig gegebener
Funktionen.

1. Offenbar nicht, denn sie ist in £ = 0 nicht differenzier-
bar. Oder: Fiir z > 0 ist F(z) = =z, also fortsetzbar und
F(z) = z ist die Fortsetzung. Analog ist F(z) auch fiir
z << 0 fortsetzbar, und die Fortsetzung ist ' (2) = —z. Eine
Funktion kann aber nicht auf zwei verschiedene Arten fort-
setzbar sein (s. K I, S. 101, Satz).

2. Nicht im Sinne von K 1, S. 101, daB es also ein die
Strecke —1 << £ << 41 in seinem Innern enthaltendes Ge-
biet G und eine dort regulire Funktion f(z) gibe, deren
Werte lidngs der genannten Strecke mit den dort gegebenen
Werten iibereinstimmen. Denn als Fortsetzung kime, wie
der Werteverlauf auf 0 < x << 41 lehrt, nur e—1:2* in Be-
tracht; diese Funktion ist aber in 0 wesentlich singular.

3. Nach T, §9, Aulg. 11. oder aus |~ :Tl—g-g" fiur
| 2] < o sieht man zunichst, daB f{z) m[ | <1 regular ist.
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Ist nun [ eine primitive Einheitswurzel des Grades
Jo~0r---9p(p=0 fest), so ist fiir 0<g<1, |zl =0,
Ao 9n _ @ O‘qo

O
21_200“'%“

n=p
Fiir o —> +1 wichst dies (positiv bleibend) iiber alle Gren-
zen. Der fortgelassene Anfang der Reihe ist eine in { regu-
lire rationale Funktion, bleibt also bei z—> { beschrinkt.
Also ist { fiir f(2) eine singulare Stelle. Da die Punkte {
iiberall dicht auf | z| = 1 liegen, ist f(2) nicht iiber den Ein-
heitskreis hinaus fortsetzbar.

4. Essei f(2) fiir | 2] <7, r > 0, reguldr. Dann lehrt (*),
daB auch f(22) fur |z <<r, also f(2) fiir | 2| < 2r regular
ist; also auch fiir [z]| << 47, < 8r, ..., also in der ganzen
Ebene. — Bei der rechten Seite von (*) ist offenbar nur
wesentlich, daB hier eine ganze Funktion von f(z) und seinen
Ableitungen steht.

5. Fiir R(z) > 0 folgt aus (})

I+ E+D=0C+kE+k—-1)...(e-+1)2-[(2),
k=0 ganz.

Nunist f(z + k -I- 1) fiir R(z) > —k —1 regulir, also anch

dic rechte Seite. Also hat f(z) fir R(z) > —k —1 keine

andern singuléi-ren Stellen als Pole 1. Ordnung in 0, —1,
—2, ..., —k. Fir die Umgebung von —Fk hat f(z) die

Form —~-k—|— fx(2), wenn 7, das Residuum in z = —k und

n=p ] —070 “An

fx(2) eine in — k reguliire Funktion bedeutet. Aus () folgt
nun fir z—> —k:

0=k, =2 0).
6. Es sei z, ein Punkt von iv. C sei ein Krels un 2y, der

in @ liegt und tv genan zweimal trifft. Das von ¢ um-
schlossene Gebiet wird dann durch 1o in zwei Teile G, und
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(G, zerschnitten, deren Rénder C, und C, heiBen mogen. Nun
gilt, wie man sich ohne Schwierigkeit zurechtlegt, die
Cauchysche Integralformel (K I, § 18) auch in diesem Fall,
in dem man von f(z) nur wei, daB es innerhalb der
Randkurve reguldr ist und lings derselben stetige Rand-
werte annimmt. Danach ist fiir ein z aus G

RRCYS fc) dg 1), i)_}”.“”” jﬁ.dg:()

2my
(

Also st j(z) S g’ (
diese letzte Formel auch fiir ]ede< z aus G, gilt. Nach K T,
§ 19 definiert das Integral aber eine in jedem Punkt des
von C nmschlossenen Gebietes reguldre Funktion. Also ist
f(2) auch in z, regular. (Gilt die Behauptung auch fir
allgemeinere Wege w?)

7. Nach I, §5. Aufg. 9, bei der statt des Einheitskreises
natiirlich auch ein Streckenzug als Randkurve betrachtet
werden kénnte, bilden die Randwerte eine lings 1 stetige
Funktion. Der Satz der vorigen Aufgabe vollendet nun un-
mittelbar den Beweis.

8. Wir bemerken zunichst, daB die Fntwncklung eines
jeden Elementes um einen bestimmten Punkt von @ als
Mittelpunkt einen Konvergenzkreis hat, der mindestens an
den Rand von @ stoBt, da andernfalls ein auf dem Rande
des Konvergenzkreises gelegener singulirer Punkt entgegen
der Annahme eine Fortsetzung (z. B. in radialer Richtung)
hindern wiirde. Der weitere Beweis ist nun indirekt. Wir
nehmen an, wir wiren durch die iibliche Kreiskettenfort-
setzung (K I, § 27) von 2, aus zu einem Punkte z; mit der
folgenden Eigenschaft gelangt: Es gibt einen geschlossenen
Weg O von z; zuriick nach z; derart, daf die Fortsetzung
des bei 2, erhaltenen Elementes langs C nicht zu demselben
Element zuriickfithrt. Esseienz,.2,, ..., 2, = 2, die dabei
notwendigen Mittelpunkte der Potenzreihen. Dann darf ¢

5 d%. Analog zeigt man, daB
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durch das Polygon P von z, iiber 2,, 2, . . . nach z, ersetzt
werden. Der weitere Gedankengang ist nun #hnlich wie
beim Beweis des Cauchyschen Integralsatzes (K 1, § 16):
Wenn die Fortsetzung ldngs P nicht zum Ausgangselement
zuriickfiihrt, so zerlege man P durch innere Diagonalen
in Dreiecke. Man iiberzeugt sich dann leicht, daB minde-
stens ein Dreieck wieder die Eigenschaft haben muB8, daB
die Fortsetzung um seinen Rand nicht zum Ausgangsele-
ment zuriickfiihrt. Ist 4 ein solches Dreieck, so teile man
e¢s, wiein K I, S.58, in vier Teile. Mindestens eins der Teil-
dreiecke, etwa 4, ist wieder ein solches Dreieck usw. Der
Grenzpunkt { der Folge der Dreiecke o, liegt innerhalb G,
also auf einer Kreisscheibe, die auch ganz in G liegt und
positiven Radius hat. Ist m so groB, da 4, ganz innerhalb
dieser Kreisscheibe liegt, so kann aber die Fortsetzung um
den Rand von 4y, sicher keine Mehrdeutigkeit in Erschei-
nung treten lassen. Also ist f(2) iiberhaupt in (7 eindeutig.

9. Die durch w® — 3w = 2 definierte algebraische Funk-
tion (vgl. §19, Aufg. 4d) ist dreidentig und bat in +2, —2,
oo Verzweigungspunkte. In 4 2 hingen nur das 1. und
3. Blatt zusammen, das zweite liegt schlicht; in —2 dagegen
hingt das 1. und 2. Blatt zusammen, wihrend das dritte
schlicht verlauft. Wahlt man fiir ¢ den Kreis |z| < 4 und
fir /() einen der drei in der Umgebung von z, == 0 regu-
liren Zweige dieser Funktion, dann kann f(¢) auch nach
+ 2 und —2 fortgesetzt werden., Denn liegt der gegebene
Zweig f(z) im 1. Blatt, so fiihrt eine Umkreisung von —2
in das 2. Blatt, in welchem man nun ungehindert nach + 2
gelangen kann. Liegt f(2) im 3. Blatt, so fiihren aufein-
anderfolgende Umkreisungen von 4 2 und —2 wieder in
das 2. Blatt, in dem man wieder nach + 2 gehen kann.
Liegt (z) im 2. Blatt, so kann man sofort nach 4 2 gehen.
Analog fiir —2. Nach jedem andern Punkt von G gelangt
man auf jedem Wege, der 4-2 vermeidet,



§ 18. Mehrdeutige Funktionen im allgemeinen. 113

10. Der Beweis geht genau ebenso wie bei Aufg. 8, Nur
hat man jetzt einen Punkt erst dann als ,,singular*, d. h. als
Hindernis fiir die Fortsetzung anzusehen, wenn weder die
Funktion noch auch die zu ihr reziproke in den betreffenden
Punkt hinein fortgesetzt werden kann.

11. Der Beweis geht wieder ebenso, nur hat man, wenn
ein Punkt £ die Fortsetzung hindert,denin 0 < |z —| < d
sich ergebenden Wertevorrat durch eine Laurent-Entwick-
lung darzustellen.

VI. Kapitel.
Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flichen.

§ 18. Mechrdeutige Funktionen im allgemeinen.

1. Offenbar ja: z. B. logz in 1 < [z| < 2. — In einem
einfach-zusammenhédngenden Gebiete dagegen nicht, wie
dies ja gerade die Behauptung des Monodromiesatzes jst
(§ 17, Aufg. 8).

2. a) (z—1) |z hat in dem Punkte +1 eines jeden der
beiden Blatter den Wert 0. b) (e*— 1)]/z hat in den Punk-
tenz=2kme, k= +1,+2,...beider Blitter den Wert 0.
¢) In allen Punkten zweier iibereinanderliegender Gebiete
natiirlich nicht, weil dann die auf den beiden Blittern aus-
gebreiteten Funktionszweige iiberhaupt identisch wiren,
diese Blitter also nicht als zwei verschiedene Blétter hiitten
konstruiert werden diirfen. R

3. a) Zwei eindeutige Funktionen, niamlich ¢2 und — e2
deren Wertevorrate also auf zwei vollig getrennt verlau-
fenden Blittern auszubreiten sind.

b) Eine zweideutige Funktion, deren Wertevorrat also
auf einer zweiblédttrigen Fliche auszubreiten ist. Diese ist

in den Punkten (2% 1)’_2’, k=0, 1, -2, ... verzweigt.

Knopp, Aufgabensammiung z. Funktionenth, 1I. s}
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Eine Umlaufung eines dieser Punkte fithrt stets von dem
einen in das andre Blatt.

" ¢) Zwei eindeutige Funktionen, némlich -+ cosz und
—cos z. (Grund: Alle Nullstellen des Radikanden sind
Nullstellen 2. Ordnung.)

d) Zwei eindeutige Funktionen; denn alle Pole und alle
Nullstellen des Radikanden sind von der 2. Ordnung (letz-
tere wegen 2’ (3 )= 0). Die Wurzel liefert also in der Um-
gebung jedes Punktes der Ebene zwei eindeutige Funk-
tionen. Nach § 17, Aufg. 10 haben wir also fiir die ganze
Ebene zwei eindeutige Funktionen.

e) Wenn die beiden Nullstellen von p(z) — iiber deren
Lage man im allgemeinen nicht viel aussagen kann — ge-
trennt liegen, so erhalten wir eine zweideutige Funktion.
Hat aber p(z) nur eine Nullstelle 2. Ordnung im Parallelo-
gramm (was nur eintreten kann, wenn p (2) fiir § o oder § o’
oder (w + ') verschwindet), so erhalten wir, wie bei d),
zwei eindeutige Funktionen.

f) Unendlich viele eindeutige Funktionen, nimlich
24 2kmi, k=0,41,....

g) Eine unendlich vieldeutige Funktion mitVerzweigungs-
punkten in 0, + 7, 427,....

h) Eine eindeutige Funktion, wie die Potenzreihenent-
wicklung zeigt.

4. Man wihle einen bestimmten Weg L, von 0 nach z,.
Der erhaltene Integralwert sei Jg.

Jeder andre in der schlichten z-Ebene verlaufende Weg L
von 0 nach z, kann in der Form (L — Lg) + I geschrieben
werden, d. h. als geschlossener Weg von 0 nach 0 und von
hier léngs Ly nach z,. Es handelt sich also nur darum, das
Integral lings geschlossener Wege auszuwerten. Ein solcher
Weg kann nun (wofern er 4-1 vermeidet), ohne daB der In-
tegralwert sich #ndert, zundchst durch eine Aufeinander-
folge von ,,Schleifen‘ ersetzt werden, d. h. durch Wege, die
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von 0 bis in die Ndahe von 1 (bzw. —1) fithren. diesen
Punkt einmal umlaufen und zuriick nach 0 gehen. (Durch
Betrachtungen analog denen in § 1, Aufg. 6 liflt sich dies
in aller'Strenge zeigen.) Beachtet man, daB nach Umlaufung
von 41 die Wurzel ihr Zeichen ﬁndert daB das ,,Schieifen-

1

integral um 1 den Wert 2 I 1__ ———— =, dasjenige um
— 2
—1 den Wert — hat, und 7war gleichgiiltig, ob man die
Schleife positiv oder negativ durchlauft (!), so sieht man,
daB zwei nacheinander dul‘chlaufene Schleifen entweder 27
oder 0 oder —2 7 liefern. Haben wir also eine gerade An-
zahl Schleifen, so ist das Integral iiber die ganze geschlossene
Kurve = 2k7,k=0,41,42,.... Ist die Anzahl an-
gerade, so ist es gleich 2kz 4+ 7. Im ersten Falle kehren
wir nach 0 mit dem Ausgangswert der Wurzel zuriick, im
zweiten mit dem entgegengesetzten. Daher ist der Wert des
langs L genommenen Integrals '
=2knx+Jy, bzw. 2kwr4 7—J,.

Fir zy= +1 wird, wenn L, geradlinig genommen wird,

Jo= + 75 fiir zy = oo wird das Integral divergent.

Zo

. a) j dz ——-—1[ : ] falls hier die dem Blatt ent-
Ve PTOLYe

sprechenden Werte von ]’;0 bzw. ]/1 genomimen werden.

b) / log zdz=[z(logz—1]7’, wenn logz, und log 1 ana-
log w:e bei a) genommen werden.

6. a) Nach I, § 11, Aufg. 4d ist f(¢) in |z] <1
regular, aber tiber den Rand |z[ =1 nicht fortsetzbar.
Nach § 20, Aufg. 13 nimmt f(z) in |z} <1 keinen Wert
mehr als einmal an. Da f(0) = 0, ist also im iibrigen
f(z) § 0. Daher ist —1 f(z)in|2| < 1 reguldr und == 0, und

8*
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folglich werden durch V —f(z) zwei in 1z| < 1 eindeutige

und regulire Funktionen dargestellt. F,(z)= Vz V: f(2)
ist also eine in |z| <1 zweideutige Funktion, deren Rie-

mannsche Fliche dasjenige Stiick der Flache fur |z ist,
dessen Punkte im Innern des Einheitskreises liegen.

b) Man erkennt ganz analog, daB die Riemannsche Fliche
fiir Fy(z) dasjenige Stiick der Fliche fiir logz ist, dessen
Punkte im Innern des Einheitskreises liegen.

7. log f(4#) ist in 0 < |2} < 2 reguldr und verhilt sich

bezugllch der Vieldeutigkeit wie logz; logf (2 ) ist in
0< ‘2 |<1,d.h inj< lz] <+ o0 regular und verhilt
sich beziiglich der Vieldeutigkeit wie log =. Also ist Gy (2),

die Summe beider, in § <|z| <2 emdeutrg und regulér.
(Genaner: Der Ausdruck fiir G;(z) definiert unendliche
viele eindeutige regulire Funktionen, die sich aber nur
um additive Konstanten der Form 2km¢ unterscheiden.)
Sie ist iiberdies iiber die Rénder des Ringes nicht fortsetz-
bar. Auch G, (2) ist in demselben Ringe regulir, iiber dessen
Rinder nicht fortsetzbar, andert sich aber, wenn inner-
halb des Ringes einmal um die innere Kreisscheibe |z| < {
herum im positiven Sinne fortgesetzt wird, um 47x¢. (Vc'l
hierzu Aufg. 1 und §17, Aufg.8.) Die meann%he Flache
fiir G,(2) ist also derjenige Teil der Fliche fir log 2, fiir
dessen Punktez die Beziehung § < [z] < 2 gilt.

§ 19. Spezielle mehrdeutige, inshesondere algebraische
Funktionen.
Vorbemerkung zu Aufg.1 und 2. Die Aufgaben

lassen sich ganz emhelthch und einfach behandeln. Bei allen
Funktionen ist sofort zu itberschen, wieviel-deutig die Funk-
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tion ist, wieviel Blitter also die Riemannsche Fliche hat,
wie sich die verschiedenen Werte der Funktion fiir dasselbe
z unterscheiden (so daB mit Hilfe eines der Werte sofort
alle hingeschrieben werden kénnen), und welche Punkte
a,b, ...alsetwaige Verzweigungspunkte allein in Betracht
kommen. Man nimmt nun eine der Vieldeutigkeit entspre-
chende Anzahl von Exemplaren der z-Ebene, markiert in
ihnen die als Verzweigungspunkte in Betracht kommenden
Punkte (zu denen auch oo zu rechnen ist) und verbindet sie
in irgendeiner Reihenfolge, den letzten mit oo . Alle Ver-
bindungen etwa geradlinig, doch so, dab sie einander nicht
schneiden, was durch Anderung der Reihenfolge oder der
Verbindungslinie stets moglich ist. Liangs dieser Verbin-
dungen schneidet man die Exemplare auf. Auf einem ersten
Exemplar wihlt man nun einen nicht auf dem Schnitt ge-
legenen Punkt z,, entwickelt einen Zweig der Funktion (die
sich nun in z, regulr verhalt) fiir die Umgebung von 2, und
setzt dieses Funktionselement iiber die Ebene fort, ohne
den Schnitt zu iiberschreiten. Dadurch wird allen Punkten
des ‘Blattes ein Funktionswert zngeordnet; Jlings der
Schnittrinder erhdlt man noch stetige Randwerte, — aber
an beiden Ufern im allgemeinen verschiedene. Die Be-
legung der itbrigen Blétter ist nach der oben gemachten Be-
merkung von selbst gegeben. Ebenso sieht man, wie sich
die Belegungen der beiden Ufer desselben Schnittes unter-
scheiden. Man legt nun die Blatter in bestimmter Reihen-
folge tibereinander und heftet die gleichbelegten Schnitt-
rénder zusammen.

Das geschieht nun im einzelnen so: Die Vieldeutigkeit der
Funktion kommt in den folgenden Aufgaben ausschlieBlich
durch das Verhalten von arc(z —a), arc(z —d).... zn-
stande. Dies Verhalten ist aber sofort zu itberschauen, wenn
man mit z Kurven durchliuft, die in der Nihe der Schnitt-
rinder bleiben und bestimmte der Punkte a,b,... um-
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schlieBen, die andern drauBen lassen. Dann wird sofort
klar, wie sich die Fanktionswerte an beiden Schnittrindern
unterscheiden; denn allgemein vermehrt sich are(z —z,)
um + 27, wenn 2z, im positiven Sinne umlaufen wird.
Hiernach sind die Schnittrinder der verschiedenen Blatter
aneinanderzuheften.

Fiir die Bezeichnung dieses Zusammenheftens setzen wir
noch folgendes fest: Uberschreitet man in der Nihe von a
einen bestimmten von & ausgehenden Schnitt in solcher
Richtung, daB ¢ zur Linken liegt, und ist dabei Blatt1 an
Blatt o, . Blatt 2 an Blatt &, ... zu heften, so driicken
wir dies durch die diesem Schnitt zuzuordnende Symbolik

(1 2)
% Og...fa

aus. Geben wir so die Art des Zusammenheftens an allen
Schnittrindern an, so ist die Fliche fertig.

1. a) Drei Blitter. Je ein dreiblattriger Verzweigungs-
punkt in @ und oo . Ubereinanderliegende Funktionswerte

unterscheiden sich nur um den Faktor * mit k= 0,1, 2
274 '

und w=-¢ 3 . Ist im ersten Blatt w, im zweiten w w, im
a
dritten w?w angeheftet, so sind die Blatter gemif (g g 'i’)
zusammenzufiigen. . a
b) Drei Blitter. Je ein dreiblattriger Verzweigungspunkt
inaund o . Einmaliger Umlauf um « bringt den Faktor w?
hinzu. Heften wir demnach im ersten Blatt w, im zweiten
S L o123
w?w, im dritten w*w = ww an, so ist wieder gema (2 3 1)
a

zusammenzufiigen. Die Fliche ist dann mit der vorigen
identisch. '\ber man darf auch ww im zZweiten, w®*w i im

3
dritten anheften; dann ist gemiB t3 ? 9) zusammenzu-
heften.
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_c) Drei Blatter. Etwaige Verzweigungspunktea,b, oc.
Ubereinanderliegende Fuunktionswerte nnterscheiden sich
nur um *. Heften wir im 1., 2., 3. Blatt bzw. v, ww, w?w

123
an, so ist langs des Schnittes a ... gemild (2 3 1).; zu-

sammenzufiigen; denn bei Umkreisung vona vermehrt sich
are(z—a) um + 2 7, wihrend are(z —b) sich nicht dndert.
Umkreist man a und b gleichzeitig, so vermehren sich
arc (z---a) und arc (z—>) um + 27, ihre Differenz bleibt
also ungedndert. In jedem einzelnen Blatt ist der Schnitt
fir sich zu schlieBen, der Schnitt b... oo fallt also fort,
oo ist kein Verzweigungspunkt, die Blatter liegen dort ge-
trennt iibereinander. (Man veranschanliche sich dies bei
der Zahlenkugel.) Wir haben also eine dreiblittrige Fliche
mit zwei dreiblitirigen Verzweigungen in @ und b.

d) Wir beginnen genau wie bei c). Langs a... b ist wieder

19 123
gemal (2 3 ?)a, langs b... o aber gemiB (3 1 2)b zZu-

sammenzuheften. Wir erhalten eine dreiblattrige Fliche
mit drei dreiblittrigen Verzweigungen in «,b, ©.

e) Genau wie bei d), wenn man statt o den Punkt ¢ ein-
fithrt. In oo verlaufen die Blitter getrennt, oo ist jetzt kein
Verzweigungspunkt.

f) Dreiblattrige Flache. Mogliche Verzweigungen in g,
4y, ..., m und . Analoge Erwigungen wie bei ¢) und d)

2
lehren, daB lings a,...a, die Blatter gemaf (é 3 i’)a‘.

s .o (123 ; ,
lings a, ... ag gemidl |54 o g lings ay ... a, gemaB

123
(1 9 3) zusammenzuheften sind. Dieser dritte Schnitt
a3

fallt also fort. Langs a, ... a; ist wieder gema (i g ?)
~ . B a‘

zusammenzufiigen usw, Der Punkt o ist dann und nur
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dann Verzweigungspunkt (der Schnitt b ... oo also nicht
fortzulassen), wenn £ nicht durch 3 teilbar ist.

g) Sechs Blitter. Mogliche Verzweigungenina,b,c, oo .
Die 6 Funktionswerte an einer reguliren Stelle z unter-
scheiden sich dadurch, daB bei der Kubikwurzel ¥, bei
der Quadratwurzel (—1) als Faktor hinzutreten kann.
Ist also w; ein Wert der Kubikwurzel, w, ein solcher der
Quadratwurzel, so helten wir an das 1. bis 6. Blatt der
Reihe nach die Werte w, 4 wy, 0wy + wy, 02w, + w,,
Wy — W, WW, — Wa, Wy —-w,. Umkreist man a allein, so
dndert sich nur are (z—a); man hat lings a ... b gemif

123456
(2 31564
drei ersten und die drei letzten Blitter je in einem ,,drei-
gliedrigen Zyklus* zusammenhéngen, d. h. durch alleiniges
Umkreisen von a bleibt man stets in der einen oder stets in
der andern der beiden Blittergruppen.) Umkreist man a
und b gleichzeitig, so vermindert sich der arc des Radikan-
den der Kubikwurzel um 27; langs b . . . ¢ ist also gemiB
(1 23456

) zusammenzufiigen. (Man sieht, daf die

31964 5):; zusammenzufiigen, was wieder 2  drei-

gliedrige Zyklen ergibt. Umlauft man alle 3 Punkte gleich-
zeitig, so verhilt sich die Kubikwurzel wie eben, aber die
Quadratwurzel andert noch das Zeichen. Also ist lings
. (123456 . .
¢ ... oo gemiB (6 4531 2), zusammenzufigen. Wir
haben also eine sechsblittrige Fliche mit 4 Verzweigungen
ina,b,c, . Indem man auch b, ¢ und o« einzeln um-
kreist, ergibt sich noch genauer, da in o und b je 2 drei-
blattrige Verzweigungspunkte iibereinanderliegen; die
ersten 3 und die letzten 3 Blitter bilden je einen Zyklus. In
¢ liegen 3 zweiblattrige Verzweigungspunkte iibercinander;
das 1. und 4., das 2. und 5. sowie das 3. und 6. Blatt bilden
je einen zweiblattrigen Zyklus. In o héngen alle 6 Blatter
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zusammen und bilden dort einen einzigen sechsgliedrigen
Zyklus.
- h) Eine n-blittrige Flache. Die Funktionswerte untex-

2zt
scheiden sich uin Potenzen von w=¢ " als Faktoren
Heften wir demgem&8 w an das 1. Blatt, ow an das2.,.. .,
™ 1w an das n'e, so lehren die gleichen Erwigungen wie

ey . L2, .,n—1,n

bisher, dal lings a ... b gemiB 93 ..., 1)a’
1, ...,n—2, n—1,7 )

langs b ... c gemél (3’ o " " " 1 g)b und langs

¢... o0 gemiB i’ g T g) zusammenzuheften ist. Wir
’ LA ] ¢

erhalten also 4 n-blittrige Verzweigungspunkte in a, b,
¢, ©. — Eine positive Umkreisung von a oder b oder ¢
fithrt jedesmal in das folgende Blatf (auf das nt¢ |, folgt*
natiirlich das 1t), eine positive Umkreisung von o (d. h.
eine solche, die oo zur Linken liBt) fiihrt vom kte» Blatt
ins (k — 3)te.

2. a) Unendlich viele Blatter. Verzweigungen in ¢ und «.
Breiten wir in einem ,,nullten Blatt gemaB der Vorbe-
merkung einen Zweig der Funktion aus, den wir mit w
bezeichnen, so ist in den andern Blattern w + 2kme,
k= 41,42,...anzuheften. Die Blitter lassen wir durch
den Wert von k numeriert sein und legen die mit grofierem
k tiber die mit kleinerem k. Die Blatter sind dann gemif

(k-]ic-l)a zusammenzuheften. Die Fliche ist offenbar wie

die von logz gebaut, nur daf die Verzweigungen ing und o
statt in 0 und o liegen.

b) Unendlich viele Blitter. Etwaige Verzweigungen in
@, b und . Funktionswerte wieder w -+ 2knt¢, k=0,
+1,+2,..., die entsprechend im kte® Blatt angeheftet

werden. Dann ist lings @ ... b wieder gema8 (ki‘_l)

H
a
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lings b ... oo aber gemif (k_lf_z)b zusammenzufiigen, da
sich bei gleichzeitiger Umkreisung von a und & sowohl
arc(z — a) als arc (z—»b) um 2z vermehren.

¢) Ahnlich wie bei b). Da aber bei gleichzeitiger Um-
kreisung von a und b sich arc (Z:—;:) nicht #&ndert, sind
langs b... o in jedem einzelnen Blatt fiir sich die Rénder
zusammenzufiigen. In o liegt kein Verzweigungspunkt,
alle Blitter verlaufen dort getrennt.

d) log (1+ 2%)=1log (z—1%) (z+1%) nach b) zu erledigen.

e) arctg z :% log %i—f nach c) zu erledigen.

3. a) Wegen 2*= ¢'1%¢2 genau die Fliche fiir logz. Ein-
malige positive Umlaufung des Nullpunktes versieht den
Funktionswert mit dem Faktor e=27,

b) Ebenso. Der hinzutretende Faktor ist e~207+2aiz

3, —
4. ) w= ]/z -+ 1. Die Fliche ist nach Aufg. 1a zu kon-
struieren.
b) Es ist w=4 (¢ + }(z—2) ¢+ 2)). Wir haben also
nach K1II, § 12, eine zweiblattrige Fliche mit Verzwei-
gungen in + 2 und —2. Einmalige Umkreisung genau eines

dieser Punkte fithrt von w zu —w+ 2= i, zweimalige
also zuriick nach w. v

An Stelle dieser direkten Behandlung kann auch die fol-
gende treten: Die (implizit) vorgelegte Funktion ist invers

2w z=z(w)=w-+ %, die in Bi, § 12, genau untersucht

ist (mit vertauschten Buchstaben). Lauft w geradlinig von
— oo nach —1, so lauftz ebenso von — oo nach —2. Geht
w weiter von —1 lings der oberen Hilfte des Einheits-
kreises nach + 1, so geht z von —2 geradlinig weiter nach
+2. Geht w endlich von 41 geradlinig nach + o, so
geht z ebenso von 4 2 nach 4+ oo . Hiernach (vgl. § 20,
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Aufg.3 u.4, und Bi, §9) wird das Gebiet [w] > 1 der oberen
Halbebene auf die obere z-Halbebene abgebildet. Ebenso
erkennt man (oder einfacher nach dem Spiegelungsprinzip
Bi, § 10), daB das Gebiet |w| << 1 der oberen Halbebene
auf die untere z-Halbebene abgebildet wird. Wir denken
uns nun an jeden Punkt z der z-Ebene denjenigen Wert w
angeheftet, fiir den dies z erhalten wurde. Es ist dies einer
der beiden Werte der vorgelegten Funktion w= w(2), und
zwar derjenige, fiir den J(w) = 0 ist. Die beiden Strecken
— «..—2 und 4+2... 4 o erscheinen dann doppelt
belegt. Wir schneiden demgemaf die z-Ebene lings dieser
Strecken auf und belegen beide Rinder. (Oder man belegt
die beiden z-Halbebenen einzeln und heftet sie lings der
allein gleichbelegten Randstrecke —2 ... 4 2 aneinander.)

Genau ebenso .(oder wieder durch Spiegelung an der
reellen w-Achse) erkennt man, da auch die untere w-Halb-
ebene auf ein ebensolches z-Blatt abgebildet wird. Nur wird
jetzt der innere Halbkreis des w-Einheitskreises auf die
obere und der duflere anuf die untere z-Halbebene abge-
bildet. Auch in diesem z-Blatt heften wir an jede Stelle 2
denjenigen Wert w, fiir den dies z erhalten wurde.

Beide z-Blitter legen wir iibereinander und heften sie mit
den gleichbelegten Schnittrindern, also einfach ,,iiber
Kreuz®, aneinander, was die Fliche vollendet. -— Ist an
einem Punkte z des einen Blattes der Wert w angeheftet, so
erhilt man den am gleichen Punkt 2 des andern Blattes an-
gehefteten Wert, indem man w erst am Einheitskreise, dann
den erhaltenen Punkt an der reellen Achse spiegelt. Es ist

also der Wert l.
w

¢) Wir verfahren wie bei der vorigen Aufgabe, unter-
suchen also zuerst die inverse Funktion z = z(w) =
w*+ w~" Nach den Erérterungen zur vorigen Aunfgabe ist
sofort klar: Betrachtet man (man mache sich wieder aus-
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fithrliche Skizzen) den Sektor 0 =< are wg-:; und durch-

lauft w den Rand des auBerhalb || = 1 gelegenen Teiles
desselben, in oo beginnend und so, daf das Innere dieses Ge-
bietes zur Linken bleibt, so durchliuft z die reelle Achse von
links nach rechts. Durchlduft w ebenso, bei 0 beginnend,
den Rand des innerhalb |w|= 1 gelegenen Teiles des Sek-
tors, so durchliuft w die reelle Achse von rechts nach links.
Also wird — die Begriindung ist genau die gleiche wie bei b)
— der ganze Sektor ein-eindeutig auf ein genau solches
z-Blatt abgebildet, wie es bei b) betrachtet wurde. In genau

gleicher Weise werden die Sektoren (k— l)gg arc w

<k—, k=1,2....,2n auf ebensolche zBlitter abge-
bildet, die wir nach dem Werte von k numerieren. In jedem
Punkt z jedes Blattes denken wir uns nun wieder den Wertw
angeheftet, fiir den dies 2z erhalten wurde. Diese 2n Blitter
legen wir iibereinander (das erste etwa zu unterst) und hef-
ten sie mit den gleichbelegten Réndern aneinander. Die
Figur in der w-Ebene, in der die Halbstrahlen arew

= (k—l)—:—, E=1,2,..., 2n, abwechselnd die beiden

Strecken +2 ... + o und —2... — o liefern (jede dop-
pelt), lehrt nun sofort, daB das erstez-Blattldngs-—oo « .- —2
mit dem zweiten Blatt, lings 4 2... 4 c© mit dem (2n)ten
Blatt aneinander zu heften ist. Allgemein ist jedes Blatt
mit ungerader Nummer léngs —oo - - - —2 mit dem folgen-
den, langs 4 2.--4 00 mit dem vorangehenden anein-
anderzuheften. Bei gerader Nummer ist es umgekehrt zu
machen. Nach der in den Vorbemerkungen zu Aufg. 1
und 2 angegebenen Bezeichnungsweise sind also lings der
Schnitte —2 .. —oo bzw. + 2.+ + o die 2n Blitter
gemaf
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1,2;3,4;...;2n—1, 2n

2,1;4,3;...; 2n ,2n—1 (—2)
bzw. (1;2,3; o 2n—2,20—1; Zn)

2n;38.2; ...;2n—1,2n—2; 1 (+2)]

aneinanderzuheften. Eine gleichzeitige positive Umkreisung
beider Punkte, oder also eine negative von o, fithrt von
Blatt1 nach Blatt3, von 3 nachb,..., von 2% —1 nach1,
und ebenso von 2 nach 4, ..., von 2n —2 nach 2n, von2#n
wieder nach 2. Wahrend in 4 2 und —2 je n zweiblittrige
Verzweigungspunkte (n zweigliedrige Zyklen) tibereinander-
liegen, liegen in o0 umgekehrt zwei n-blittrige Verzwei-
gungspunkte (zwei n-gliedrige Zyklen) iibereinander. (DaB
sich diese Zyklen in der beschriebenen Weise durchsetzen,
stort natiirlich gar nicht. Vgl. K II, 8. 97, FuBnote.) ¢;
d) Wir betrachten dhnlich wie bei den beiden vorangehen-
den Aufgaben zunichst die inverse Funktion z = z(w)
= w3 —3w. Um zu erkennen, welche Gebiete der w-Ebene
auf die obere und untere z-Halbebene abgebildet werden,
setzen wir w= u - 1v, was
RE)=u@2—3v2—3) und §(2) = v(Bu2—v?—3)

liefert. z wird also reell fiir v=0 und fiir u?—4 v2=1.
Die reelle Achse und diese Hyperbel zerschneiden nun dic
w-Ebene in 6 Gebiete, die wir folgendermafien numerieren:
Zwischen den Hyperbelésten unten1, oben1’; in derrechten
Hyperbel oben 2, unten 2’; in der linken oben 3, unten 3.
(Man mache sich wieder eine ausfiithrliche Skizze!) Laft
man nun w den Rand dieser Gebiete durchwandern, stets
in oo beginnend und so, daB das umlaufene Gebiet jedes-
mal zur linken liegt, so findet man, daB die ungestrichenen
Gebiete die obere, die gestrichenen Gebiete die untere
z-Halbebene liefern. Wir nehmen demgeméag drei z-Blitter,
zerschneiden sie lings” der reellen Achse und nennen die
oberen Halbebenen 1, 2, 3, die unteren 1, 2, 3". An jeden
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Punkt z jeder dieser Halbebenen heften wir denjenigen
Wert w an, dessen Bild er bei der beschriebenen Abbildung
ist. (Fir jedes z ist dies eine bestimmte der 3 Wurzeln von
wd—3w—z=0.) Die Blatter 1, 1’ sind dann, wie die
Figur in der w-Ebene sofort zeigt, lings der Randstrecke
-—2 + -+ 4 2 gleichbelegt und werden demgem&B zusammen-
geheftet,so daB also—oo - -« —2und +2- - - 4- o Schnitte
bleiben. 2 und 2’ sind lings derjenigen Randstrecke gleich-
belegt, die fir 1 <w <4 o erhalten wird, also léngs
—2.-.0.--+4 o und werden demgemif dort zusammen-
geheftet; — o ... —2 bleibt Schnitt. Ebenso sind 3, 3’
langs —o0 -.-0 ... 4 2 zusammenzuheften; +2.-- 4+ o
bleibt Schnitt. Die Figur in der w-Ebene lehrt nun sofort
weiter, wie noch diese drei z-Blatter zusammenzufiigen sind
Das 1. und 2. Blatt iiber Kreuz langs —o ... —2, das 1.
und 3. Blatt lings +2 -+ + o0, — sonst nichts. In der
bisherigen Bezeichnungsweise hiingen also die Blitter ldngs
—o0 o+ —2 bzw. +2.-- + o gemi
123 123
(2 1 3)(-—2) bzw. (3 2 1)(+2)

zusammen. Je ein Blatt verlauft also glatt. Umkreist man
beide Punkte gleichzeitig im positiven Sinne (oder also o
allein im negativen Sinne), so geht das 1. ins 2., das 2. ins
3., das 3. ins 1. Blatt iiber; in o hingen also alle 3 Blatter
in einem einzigen Zyklus zusammen.

e) Ersetzt man w durch 4w und zugleich z durch — iz, so
geht der vorgelegte Zusammenhang zwischen z und w in
w?—3w—z=0, also in den in d) besprochenen iiber. Man
hat also gegeniiber d) nur in der z- und w-Ebene je eine
Drehung um 4 } 7 auszufithren, um die jetzige Situation
zu bekommen.
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VII. Kapitel.
Konforme Abbildung.

§ 0. Begriﬁ und allgemeine Theorie.
1. a) Um arc — , d. h. der Vektor von z, nach z; ist

im positiven Slnne um diesen Winkel zu drehen, um dem
Vektor von w, nach n parallel und gleichgerichtet zn
werden.

2. Nach den allgemlemen Vereinbarungen K I, S.129
und Bi, § 3, dann und nur dann, wenn 1:{(z) die Umgcbung
von zg konform auf die des Nullpunktes abbildet. Hat f(2)
einen Pol der Ordnung f in 2, so hat 1:7(z) dort eine Null-
stelle der Ordrtung 3. Konformitit findet also dann und
nur dann statt, wenn der Pol von { (4) in z, von der 1. Ord-

nung ist. b) Hier haben wir 1: f bei 2= 0 zu priifen.

Hat aber f(2) in z= < einen Pol der Ordnung 3, so hat
diese neue Funktion in 2’= 0 eine Nullstelle der Ord-
nung 3. Konformitit findet also dann und nur dann statt,
wenn der Pol von der 1. Ordnung ist. ¢) Konformitat findet
dann und nur dann statt, wenn z = + oo eine wy-Stelle der
1. Ordnung ist.

3. Satz und Beweis sind sehr dhnlich den in Bi, §9 gegebe-
nen. Es sei@ die Menge der Werte w= /(2) fur die z aus ¢/
und-auf C. Es sei w ein Randpunkt dieser Menge. Dann gibt
es eine Punktfolge (wy) in ¢, die —~ w strebt Es seien die
2n s0 gewihlt, daB f(z) = wa. Sie liegen in G und haben
daher mindestens einen Haufungspunkt §. Es muB/({)=w
sein. Daher kann { nicht innerhalb G liegen, da soust eine
volle Umgebung von { auf eine volle Umgebung von w ab-
gebildet wiirde; w sollte aber Randpunkt sein. Also liegt
{ auf C und folglich w auf ¢’ Dann hat aber G’ iiberhaupt
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keinen Punkt auBerhalb C’. Denn lige etwa w, aus ¢/
auBerhalb C’ und ist p ein Polygonzug, der w,, ohne C’ zu
treffen, mit w0 verbindet, so miiBte, da f(z) in @ beschrinkt
ist, auf p ein Randpunkt von ' liegen, was unmadglich, da
p die Kurve €’ nicht trifft. Also liegt ¢’ ganz innerhalb C'.
Ist nun w, ein beliebiger Punkt innerhalb C’, so ist
1 @, dw 1 ©r f@)
1= 2ni fw—wl_' 21 | )‘(z)—wldz’

d. h. w, wird von f(2) innerhalb C genau einmal ange-
nommen. & fiillt also das Innere von ¢’ genau einmal
aus. (Der noch denkbare Fall, da ein zinnerhalb ( sein
Bild w auf dem Rande C’ von G hitte, ist durch den Satz
von der Gebietstrene — Bi, § 1 — ausgeschlossen.)

4. Man erledigt diese Erweiterungen des vorigen Satzes
durch geeignete Transformationen mittels reziproker Ra-
dien. — a) Es gehe zunéchst nur ¢ durch co. Auch dann
teilt ¢’ die Ebene in zwei Gebiete und G’ liegt wieder nur
in dem einen der beiden. Sei w, ein Punkt im Innern des
andern und R > 0 so gewahlt, dal ¢’ und C" ganz auBer-

RZ

halb |w —w,| = R liegen. Setzt man nun @ =:

w—uw’
so erhilt man statt (" eine ganz im Endlichen liegende
Kurve I', auf die nun der Satz der vorigen Aufgabe ange-
wendet werden kann. — War z, der Punkt von C, der nach
2

oo geworfen wurde, so soll jetzt j(z)Lw in z, regular und
Nt !

=0 sein. Das bedeutet aber, dal f(2) in z, nur einen Pol
haben durfte. — b) Geht auch C durch oo, so fiihrt eine

r? . . .
; auf den bisherigen

Fall zuriick. Die Voraussetzung der Regularitat in dem auf
C gelegenen Punkt oo ist also gemaB K1, §34 zu verstehen.
Spielt co jetzt die Rolle des in a) benutzten Punktes zy, s0
darf f(2) in oo nur einen Pol haben.

Transformation der Form [ =
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b..Es sei 2,2, .. ., 2, eine Einteilung von L wie in K1,

§ 11, es séi f(2;) == w; und also wy, wy, ..., wn eine Ein-
teilung der stetigen Kurve L', endlich sei M eine Schranke
von f'(2) lings L. Dann ist wegen

C g |

|wp — wyq | = L f f'(2) dz’ Sla—a4M

A i
| wy—w;—y| zugleich mit |z —2_1| beschrinkt.
Da man sich leicht iiberzeugt, dal jede Einteilung von
L' auf diese Art erhalten werden kann, so ist L’ rekti-
fizierbar, also ein Weg. — Nach §4, Aufg. 2, kann ge-
nauer w; — wy—1= (51— 21-1) * f'(§;) gesetzt werden, wo
L, einen Punkt bedeutet, der bei Verfeinerung der Eintei-
lung sich gleichmBig fiir alle 4 dem Punkte z; ndhert. Be-
zeichnet also {; irgendeinen Punkt auf dem Stiick z;,_;...%;
des Weges L, so ist

n

n
i o= 1 ez | L)
Jim - Zw—we )= Hm o Z g —a-d-f G

und folglich im Sinne von § 4, Aufg. 3
L'=®Of1f'@)]-|dz|.

L .
6. In |z] < r sei f(e)== 20 anz®.  Fithrt man die fir
n=
eine Reihe 24 a, 224+ in Bi, §19, S. 93/94 angegebene
Rechnung fiir den jetzigen Fall durch, so erhélt man ganz
analog

T@= (1 12¢™+ 21 ay[2¢ 4 -+ aal? 2"+ - ).

Die etwaigen Nullstellen von /() bedeuten fiir die Trans-
formationsdeterminante des Doppelintegrals (Bi, S. 93) nur,
daB sie an (endlich vielen) isolierten Punkten 0, sonst stets
>0 ist. Man kann daher den Kreis in endlich viele Teil-
bereiche so zerlegen, daB fiir jeden einzelnen Teil die Ab-

Knopp, Aufgabensammlung z. Funktionenth. II. 9
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bildung schlicht und also die Translormation des Doppel-
integrals nach den klassischen S#tzen der Integralrech-
nung erlaubt ist. — Gilt die Formel bzw. inwieweit gilt die
Formel auch noch fiir g=17r?

7. Das Verhaltnis ist = J@

in
Nach den Ausfithrungen zur vorigen Aufgabe gilt dies anch
fiir @y = 0.

8. a) Nach Aufg. 5 gleich dem léngs | z| = r genommenen
Integral [|f(2)|]dz].

b} Nach Aulg. 6 und Bi, §19, gleich dem fiber die Kreis-
scheibe [z| <7 der zy-Ebene erstreckten Flichenintegral
[ @*dxdy.

¢) = Richtungswinkel der Tangente an den Kreis 4 Ver-

drehung = arcz -+ g-g— arcf’ (2) = arc(izf'(2)).

d) Definitionsgema ist, wenn z = re*¢ gesetzt wird,
die Kriimmung gleich der Ableitung der Tangentenrich-
tung nach @, dividiert durch die Ableitung der Bildbogen-
linge nach @. Die Tangentenrichiung ist nach c)

= axc(iz/ ) =  (logiz [ (2).
Thre Ableitung nach ¢ ist also
d . . d " 7 '(2 .
~ (% togeer @) - 2] = 3 LEELE 4)

=1+ 2’7—((;)))

Die Ableitung der Bildbogenlinge nach ¢ ist nach a)
=1 ]z] (Beweis?).

Also ist die gesuchte Kriimmung

und strebt also —> | a, |2
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9. Da bei den Fragen a), c¢) und d) nur die Regularitat
fiir |2| == 7 in Betracht kam so dndert sich hier gar nichts.

b) Ist f(2)= a,,—{— -|— 24 ... fiir [z| >, soist das
Bild dieses Gebietes 1dent1sch mit dem Bilde von ['| < < =

durch die Funktion g(2') = a,+ a;2" + a,2"24- - --. .\’ach
Avufg. 6 ist also der Inbalt des Bildes

_(al|+9|“2| ceedem ""'+ )

10. Da @(2) eine ein-eindentige Abbildung vermitteln
soll, ist ¢’ (2) #= 0in | 2| <C1, also die inverse Funktion & (w)
innerhalb G regulér und ihre dortigen Funktionswerte sind
dem Betrage nach <(1. Daherist & (f(z)) = F(z) in |z| <1
reguldr, und es ist dort {F(z)| <1. Endlich ist F(0)

(wy) = 0. Die Anwendung des Schwarzschen Lemmas
auf F(z) liefert, daB | F(z)| < |z| istin || <1, und daB
das Gleichheitszeichen nur eintreten kann, falls F (2) fiir
ein festes o die Form ef>z hat. Ist nun 2| <o <1, s0 ist
dort auch | F (z)| < |z| < ¢ und folglich liegt @ (F (2)) = { ()
in G,,, und zwar in seinem lunern, auBer wenn F'(z) = e** 2,
also f(2) = g(ei*2) ist.

— We? + U,
11. Durch w= @) = °+-|1_ L= u07 —-'—1+ i,

wird |2 <1 auf@, d.h. auf R(w) > 0 so abgebildet, daB 0
nach w, kommt. Der Kreis |z| < o geht dabei in einen Kreis

N o . 1—o | . 140,
G, iiber, der iiber der Strecke wu, iTe +-1v,.. .uol——_—y—f- 10,
als Durchmesser steht. Ist also f(z) eine in |z|<C1
regulire Funktion, deren dortige Werte in G liegen, so
liegen sie sogar in Gy, falls | 2| < g ist. Wegen der ange-
gebenen Lage von G, ist die Behauptung damit schon be-
wiesen. Das Gleichheitszeichen kann nur hei f(2) = ¢(¢i*2)

giiltig sein.
o*
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12. Da der Radius des Kreises G,, gleuh —ist, 80 ist
offenbar "

2 -
- Lo S YO S0+ %

und 9
1)< le + ing] + § "“0

13. Es sei [54]|<1, |5]<1 und z]=|=z2. Dann ist
BTN
—[—a,,(z;' 1-{-2’2' 2zl+..._|_z;"1)+...

Also |1E)— ’z(fl) > {ay] —2[ay] — 3 |ay] — -+~ >0 und

somit (Zl) +1()-

14. TIst lim f,(2)= f(2), so ist {(2) jedenfalls innerhalb B
regular. Es sei|z;| <1,|z,| <1undz ¥ 2. Die Folge
der Funktionen f,(2) —fx(2,) konvergiert, und zwar gleich-
méBig in jedem Kreise |2] < ¢ <1, gegen die Funktion
f()—f(z;). Nach dem Satz aus § 5, Aufg. 4, hat diese
Funktion keine andern Nullstellen in [z]| < 1 als die dor-
tigen Haufungsstellen von Nullstellen von f,(2) —fa(s).
Diese Funktionen verschwinden aber wegen der Schlicht-
heit der f,(¢) nur fir z=2,. Also ist f(2,) —f() & 0.

15. Ist f(2) ungerade, so ist (f(2))? eine gerade Funktion,
also eine in | {| < 1 regulire Funktion von {=2% Es sei
(f(2))*= (). Diese Funktion ist wieder schlicht. Denn
ist [§y] <<1,18,) <1, Ly ==E,, soist, wenn 2; und 2, je
eine Quadratwurzel aus £, und {, bedeutet, auch z, 3= 4 2,,
also f(z) + +/(2y) und folglich @(C;) +=¢ (). Wendet
man nun auf () die Bi, S. 114 bewiesene Ungleichung
an, so folgt fiir |g! <1
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Fiihrt man wieder z und /(2) ein, so steht die Behaup-
tung da.

16. Sind w=/(z) und w= @(2) zwei Funktionen, die
beide die in der Aufgabe beschriebene Abbildung leisten,
und ist 2= @ (w) die zu w= @(2) inverse Funktion, so bildet
{ (¢ (w)) einen Kreis um 0so auf einen andern Kreis um 0
ab, daB der Mittelpunkt fest bleibt. Daheristnach Bi, §5, 4

f@w)=cw, dh [@=c@@).

Der Vergleich der Ableitungen in z = a zeigt, daB ¢ = 4-1
ist. Die Abbildungen sind also identisch; die GroBe des
Bildkreises liegt eindeutig fest.

§ 21. Spezielle Abbildungsaufgaben.

1. Bildet man nach I, §12, Aufg.20 K; und K, auf
kounzentrische Kreise Kl' und K, ab, so gehen die &, in
kongruente Kreise iiber, deren Kreisscheiben in dem Ring-
gebiet zwischen K, und K liegen und diese beiden Kreise
berithren. Je nachdem nun der konstante Winkel, unter
dem diese Bilder der %, vom Nullpunkt aus erscheinen, zu
27 in rationalem Verhiltnis steht oder nicht, wird sich die
Kette schlieBen oder nicht. Ist das genannte Verhaltnis
==p:q (p, q ganz und teilerfremd), so schlieBt sich die Kette
mit dem Kreise £;. — Wie man sieht, ist die Losung
wesentlich leichter als die prizise Formulierung der Auf-
gabe. <

2. Durch eine Translation bringe man zunéichst z; nach 0
und durch eine nachfolgende Drehung um 0 den Mittel-
punkt von K, auf die positiv-reelle Achse, d. h. man bilde

die z-Ebene durch { = J—?—Ti—" (¢ — 2,) zundchst auf eine
. —

Hilfsebene ab. Die zu den Schnittpunkten beider Kreise
mit der reellen Achse simultan konjugierten Punkte Z, und
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Lo berechmen sich nun als [o=—3 und {g=—%.

Bringt man diese durch w = 3:5—‘} nach 0 und o©, so
50

erhilt man als Bilder von K, und K, zwei Kreise um 0 mit

R,—R,

den Radien B, = } und R, = —z Nun muf % aresin RIR
‘ 2 1

eine rationale Zahl L sein. Dasich % = % ergibt, so schlieBt

sich die Kette der &, stets mit dem sechsten Kreise, wie man
auch mit k, und %, anfangen mag.

3. Wegen der Gruppeneigenschaft der linearen Funk-
tionen (Bi, § 4. Satz 3) ist jedes 2™ eine lineare Funkfion
von z. Diese haben offenbar fiir jedes » wieder dieselben
Fixpunkte. Die quadratischen Gleichungen (Bi, § 4, Satz 6)
en?2+ (dy — ay) 2— b, =0 haben also fiir jedes n die-
sclben Wurzeln wie ¢z24- (d—a)2---b=0. Daraus folgt
die Behauptung. — Bringt man nach I, § 12, Aufg. 21
die Abbildung auf die Fixpunktnormalform, so laBt die
zu dieser Aufgabe gegebene ausfithrliche Losung sofort
erkennen, wie eine n-malige Wiederholung derselben Ab-
bildung wirkt.

4. Wir legen ein rinmliches £ (- Koordinatensystem so,
daB die §- und die 4-Achse bzw. mit der z- und der y-Achse
der z-Ebene zusammenfallen und da8 die ;-Achse in 0 senk-
recht auf der z-Ebene steht. Dann lautet die Gleichung der
Zahlenkugel &2 + 52+ {(§—1)==0 und die Gleichungen
der Geraden vom Nordpol durch den Kugelpunkt §,7,,
lauten in Parameterdarstellung £= &, (1 1), = n,(1 4 ?),
C= Lo+ (Lo—1)l. Fir {=Lp:(1—C,) wird =0 und
folglich ist, wenn wir noch den Index O unterdriicken,

§ n_.
=i=g N
A—09ds+¢&ds _ A —=23)dy+ ndg

=""amy o T sy

x
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Die Konformitit der Abbildung verlangt nuu, daB die
vom Punkte z= x4 7y der z-Ebene und vom Punkte &y
der Kugel ausgehenden Linienelemente in den beiden
Flichen in einem Verhiltnis zueinander stehen, das nur von
der Lage des Punktepaares und nicht von der Richtung des
Linienelementes abhingt. Es ist aber, wenn noch die
Kugelgleichung beriicksichtigt wird,

da®+ dy?= (@dE* 4 dn?+ d %) :(1—L)3
worin der Beweis der Behauptung liegt.

5, Benutzen wir A und £ als Parameter, so ist, wenn wir
noch den gemeinsamen Faktor R iiberall fortlassen,

§=cosfcosk, n=cosfAsind, L=sing
die Gleichung der Kugel. Hiernach ist
d524dn2+ dl2=d 3%4- cos? Bd A%
Und ganz direkt ergibt sich
2 ag* _ d*+dn*+di?
2 2_ 432 457
da®+dy*=di +cos2£ cos? 3 ’
was die Konformitit heweist.

6. Durch z’=42z 4 1 wird der Beginn des Schnittes nach

0 und der bisherige Nullpunkt nach + 1 verlegt. 2/ = }7'

= V4z-|— 1 macht aus dem neuen Gebiete die rechte Halb-
ebene falls wir den Hauptwert der Wurzel nehmen. Durch

W=y w1rd diese Halbebene auf den Einheitskreis der
w-Ebene abgebildet. Also leistet die Funktion
V4z F1—1 w
der z= -—
i1+t ° (1—w)?

das Verlangte, da sie iiberdies in z = 0 verschwindet und
ihre Ableitung dort = 1 ist. — Es ist dies diejenige Ab-
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bildung, der bei vielen Fragen (Bi, § 22) eine Sonderrolle
zukommt.
7. Die Gleichung kann in der Form

— 4ac

(w T 2 ) — et
geschrieben werden. Setzt man also

Va(w—{-za):w, 2+

so0 ist einfach w'2="2', w'= Vz’ zu untersuchen. Wir haben

also eine zweiblittrige Flache mit den Verzweigungen in

b? —4ac
4a

geht w nach — % ; umléuftihn 2 einmal, so geht ' in —u’,

—4ac ,

= Z

9

und oo. Gehtz in den ersten dieser Punkte, so

d.h win —w— g itber, also in denjenigen Punkt, der zu

w spiegelbildlich in bezug auf den Punkt — 51:; gelegen ist.

8. Durch 2 = z—i—_-g wird der Schnitt in die negativ-reelle
Achse gebracht ¢'= )< macht daraus die rechte Halb-
chene, w="2_" 7T } aus ihr den Einheitskreis. Es ist also

et2 )
w=—I2—  oder z=w- v
‘iz S+ 1

Dabei ist der Hauptwert der Wurzel zu nehmen; mit dem
andern Wurzelwert wird die Abbildung des gegebenen Be-
reiches auf das AuBere des Einheitskreises geleistet. (Vgl.
Bi, §12)
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9. Ist 2'= a’'+ 7y Spiegelbild vonz = z + ¢y am Ein-
heitskreis, so liefert
, T cost y, y smt

T 21y 2a(1 “cost)’ 22 2a (1 —cost)
oder 1 ;

1 ,2
.’I:'J~—-=Zﬁctg2—-, Y —4a20tg2 :

oder endlich y’= i—(m’—}— 4%) das Spiegelbild der Kardio-
ide. Dies ist also eine Parabel mit dem Brennpunkt in 0,
dem Scheitel in — 41&. Dem AuBern der Kardioide ent-
spricht das Innere der Parabel, das — wenn wir die Akzente
wieder weglassen — durch §()/2) < 5;—; ,Ja>0, definiert
werden kann. Dieses Parabelinnere wird nach 1, § 13,

Aufg. 14 durch ’ca2

heitskreises abgebildet. Dahex werden das AuBere der Kar-
dioide in der z-Ebene und das Innere des Einheitskreises in
der w-Ebene durch

w=tg? (nya‘/ ) bzw. 22—1'7-2 -
z i+) e
log® (.— 1 ’

aufeinander abgebildet. o
10. Sind w= 2 und -—iw'= 2 positiv, so wird duu h
7@, 1) nach §14, Aufg. 7 das Rechteck 0 = < «x.
0< y < B auf die untere Halbebene abgebildet. “Nehmen
wir also or =4, A= 2, s0 bildet p(z+2+1 4.2i) das
vorgelegte Rechteck auf die untere Halbebene ab. Also

wird es durch

Vz) auf das Innere eines Ein-

P24 4200
T Pexriri 430
auf den Einheitskreis der w-Ebene abgebildet.

)
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11. Wir werden zeigen, daB durch das Integral
2z
w={ t'%’(l——t)‘ 3 dt bei geeigneter Wahl der Bestim-
0

mung des Integranden die obere z-Halbebene auf ein
gleichseitiges Dreieck der w-Ebene abgebildet wird. Dazu
haben wir nur arct und are(l—1f) so festzulegen, daB
sie eindeutig und stetig bleiben, solange J(f)=0 bleibt
(bei {=0 und + 1 natiirlich nur als Grenzwerte). Das
ist offenbar der Fall, wenn wir festsetzen, daB stets

0<arct<+4+7 und —w=<arel—£=<0

genommen werden soll. — Ist nun zunéchstz=12,0<2 <1,
so ist, geradlinig genommen,

w=[r¥a—nFar.
0

Es bewegt sich w also, wenn « von O bis 1 wichst.
von 0 an monoton nach rechts bis zam Punkte

w=s=[t"3a—n " %a.
0

[Der Wert dieses Eulerschen Integrales erster Gattung
148t sich bekanntlich durch die I'-Funktion geschlossen
angeben. Es ist s= (I(}))2: ')} — Ist jetat 2=z,
l<x< 4o, so setzen wir, da die Integrale bei 0 und
1 stetig bleiben,

w=s+ [t"Fa—n }ar.
1

Jetzt ist aber are(l —{)= —=, und also (1 ~.t)_'§
= e+%"i(t —1) %, s0 dab wir

27t 2 2 2

w=s—|—e_3_ilt 3(t—1) 3dt
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erhalten. Das neue Integral ist wieder positiv und wichst,
wenn z von + 1 nach +oo geht, monoton von 0 bis zum

Werte f % -0~ ?dt der sich durch ¢ ~:— wieder als

=s zu erkennen gibt. Also bewegt sich w von <+ s aus auf
dem Strahle mit der Richtung 2 7 um die Streckes, gelangt

T
also bis zum Punkte s (1 + e%"”) =se3. — Ist endlich
z=—ax und z > 0,so ist auf dem geradlinigen Wege von 0
nach z jetzt are! = 7, arc(l — ) = 0 zu setzen. Setzt man
noch |{| = =, so wird jetzt

A
w= _%7'f1 ‘3(1+f5)—%d'5.
0

~ Geht also z von 0 nach —w , so ist auch dies neue Inte-
gral positiv und wichst monoton von O bis zum Werte

® 2 2 . .

[« 31+ %) 3dr, fir den sich durch z = ij—t wieder

0 _

der Wert s ergibt. Also bewegt sich, wenn z von 0 nach
274 i

—oo lduft, w von 0 in der Richtung von —e¢ 3 =e¢3
i

um die Strecke s, gelangt also wieder zum Punkte se3 .

Durchlauft also z im positiven Sinne die ganze reelle
Achse, so umlduft w im positiven Sinne das gleichseitige
71

Dreieck mit den Ecken 0,s,se3. Also umlauft
w= [C Ay Ra=je)

das vorgelegte Dreieck. Die durch dies Integral in der ab-
geschlossenen oberen Halbebene eindeutig definierte Funk-
tion f(¢) bildet also diese Halbebene auf das vorgelegte
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Dreieck ein-eindeutig und, von den Stellen 0,1, oo abge-
sehen, auch konform ab. Die inverse Funktion ]B] stet also
die in der Aufgabe verlangte Abbildung.

12. a) Die Vieldeutigkeit kommt durch die Pole des Inte-

2x4 .
granden in 1 w, w? zustande (w: e"3_) ,in denen die Resi-
duen = & und * sind. Die Ableitung f, () verschwindet

3 3
im Endlichen nur in 0 und von der 1. Ordnung; die Um-
gebung des Nullpunktes wird also nicht schlicht ab-
gebildet, die dortigen Winkel werden verdoppelt. In der
Umgebung von oo ist f,(z), da der Integrand dort von
der 2. Ordnung verschwindet, eindeutig und in co selbst
reguldr (vgl. §7, Aufg. 8). Wir zerschneiden daher die
Ebene nur lings der drei Strecken von 0 nach 1, von 0
nach w und von 0 nach w2 Wir lassen nun z die sechs
Schnittrinder so durchlaufen, daB die Ebene zur Linken
liegt. Lassen wir 1) z lings des oberen Schnittrandes von
0 nach 1 laufen, so diirfen wir w mit 0 beginnen lassen; es
geht dann auf der negativ-reellen Achse nach —oo. Da
man zu den gegeniiberliegenden Punkten”desselben Schnit-
tes durch einmalige negative Umlaufung des Poles +- 1 mit
dem Residuum 1 gelangt, so sind die dortigen Werte w je
um —2z¢- 1 n'rDBer Geht also 2) z von +1 langs des
unteren Randes zuriick nach 0, so durchlauft w die um

2y . . . .
—=5 verschobene negativ-reelle Achse zuriick bis zum

Punkte — -2'7—7; Geht jetzt 3) z von 0 nach w?, 50 hat die
Bahn von z in 0 den Winkel — 2 r; die von w muB daher in
—Z7 " denWinkel — 4 haben. wgeht also jetzt in der Rich-

tung — § ~ und wieder geradlinig (warum?) nach o. Kehrt

4) z nach negativer Umlanfung des Poles »? mit dem Resi-
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duum -g nach 0 zuriick, so durchlauft w dieselben Werte,
wie eben, in umgekehrter Reihenfolge und um — 274 it g ver-
mehrt, durchliuft also die Parallele zur letzten Geraden
2
durch — 27 % —21:5%’: 211'11% und bis zu diesem
Punkte hin. Geht jetzt 5) z von O nach w, so hat die Bahn
vonzin0 wieder einen Winkel von —2 7, die von w also einen
solchen von —4 7, und somit geht w von dem zuletzt ge-

nannten Punkte in der Richtung + -7-t wieder nach oo und

kehrt, nachdem z den Pol w mit dem Residuum - 5 negatlv
umlaufen hat und 6) nach O zurlickgeht, mit den um

2
—2mi % vermehrten Werten zuriick, a.lso para-llel zur

vorigen Riehtung und bis zum Punkte 2m — 2m + =0

Die Bahn von w ist geschlossen. Unsere aufgeschmttenc
z-Ebene wird also durch w = f,(2) ein-eindeutig und, von
den Punkten 0,1, w, w? abgesehen, konform auf das zur
Linken der beschriebenen w-Bahn gelegene Gebiet abge-
bildet. Dies besteht aus dem gleichseitigen Dreieck mit

2
den Ecken 0, —27:1'-%, -|-27m'~% und drei an seine
Seiten nach auBen senkrecht angesetzten Halbstreifen.
b) Durch die Substitution 2 = J 1Bt sich f,(2) auf /, 2)

zuriickfithren. Es ist f,(2) = f, (1—) -+ const.

13. Liegt ¢ in G, so liegt 2'== 3 2% in dem Streifen
0<3()<n, also &= ¢ = ¢2™* in der oberen #'-Halb-
ebene. Aus a wird erst o'= { wa?, dann "= " = e?”

" 6 —a”

weleh letztererWert positiv imaginérist. Durchz’”’ = ST
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erhalten wir den Einheitskreis in der 2”’-Ebene; «’ ge-
langt nach 0. Es ist

d?}’” o dzl// dz// all a// '/ ﬂz
dz a7’ dz @ —a)e :
Fiir z= a ist dies wegen @'’= — "’ gleich }wa. Also bildet
9 el az? trar
w=— ———— das gegebene Gebiet so auf einen Kreis
Ta e} 2t e‘.l!rta’

um w = 0 ab, daB a nach 0 kommt und dort die Ableitung

=1 ist. Der Radius dieses Kreises ist =r(G; a) = %.
14. a) Ist [a — 2| == ¢ < R, so liefert
v (B2 — p? g4
v=E - E g ae—a
dienotwendige Abbildung ; 2=z, R liefert #((7; a)_ - _R —¢

Die Fliche ist also ein Rotationsparaboloid, das durch die
Peripherie |z — z,| = R hindurchgeht und seinen Scheitel
iiber z, zu liegen hat.

b) Ist J(a) >0, so leistet w = (¢ — E) die nétige

Abbildung; z = 0 liefert »(G; a) = | a —- a| = 23(«1). Die
Flache ist also eine Ebene, die die z-Ebene lings der reellen
Achse schneidet.

c) Ist 0 < §(a) < =, so leistet (vgl. Aufg. 13)

w = e~ %(e% — ¢f) ::::Z
die notige Abbildung: z = 0 liefert r(G, a) = |1 — 9|
=2sinF, wenn J(a)= J gesetzt wird. Die Flache ist eine
Zylinderfliche, deren Erzengende parallel zur reellen Achse
sind.
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d) Die Rechnungen in ¢) wnd in Aufg. 13 lehren, daB jetzt
Z dr—at) e-._l_-nz' - e; zat
e? ) P e die notige Abbildung
e ez

Fro_

w=—1—(l—
Ta

leistet. Fiir ¢ == 0 findet man jetzt

T
1 o (@—at)| 2sinaBn
r(Ga)=——-'1—¢2 b= ————
( ) T laj ﬂy&z_+ I
wenn o= -+ ¢4 gesetzt wird. Damit ist in den Va-
riablen o, B die Gleichung der Fliche gegeben.
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